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Résumé

Cette thése étudie différents problémes de minimisations avec des fonctions de
régularisation qui promeuvent la parcimonie. Plus précisément, on souhaite recons-
truire un signal, que 'on suppose parcimonieuse et qui a subit une transformation
par un opérateur linéaire, a l'aide de problémes de minimisation. Dans ce manus-
crit, on s’intéressera plus particuliérement a la minimisation ¢! synthése, analyse et
bloc qui sont trées utilisées pour reconstruction un signal que 1’on sait parcimonieuse.
Ces minimisations produisent en pratique des résultats convaincants qui n’ont été
compris théoriquement que récemment. Les différents travaux sur le sujet mettent
en évidence le role d'un vecteur particulier appelé certificat dual. L’existence d’un
certificat dual permet a la fois d’assurer la reconstruction exacte d’un signal dans
le cas ou il n’y a pas de perturbation et d’estimer I'erreur de la reconstruction en
présence de perturbation. Dans nos travaux, nous allons introduire 1'existence d’un
certificat dual optimal pour la minimisation ¢! synthése qui minimisent ’erreur de
reconstruction. Ces résultats ayant une forte interprétation géométrique, nous avons
développé un critére d’identifiabilité, c’est & dire que ce critére assure que l'image
recherchée est I'unique solution du probléme de minimisation. Ce critére permet
d’étendre nos travaux a la minimisation ¢! analyse, ¢! bloc et & d’autres cas.

Mots-clefs

Traitement d’images, parcimonie, minimisation ¢! synthése, minimisation ¢! ana-
lyse, minimisation ¢* bloc, polytopes, jauges, certificat dual
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Chapitre

Introduction

Dans cette thése, nous allons étudier sous quelles conditions un signal qui a
subi une transformation et possiblement une perturbation peut étre reconstruit par
une certaine classe de problémes d’optimisation. On va considérer un signal ou une
image 2° € R". Ce signal va subir une transformation que 1’on va modéliser par
un opérateur linéaire A € R™*". Cette modélisation est celle communément choisie
en dimension finie pour les applications en traitement du signal et de I'image. On
s’intéressera plus particuliérement a l'application des ces problémes a la tomoden-
sitométrie. Cette derniére sera présentée en détail dans le chapitre 2. Aprés cette
transformation linéaire, le signal est transformé en ce que 'on appelle les données
observées y € R™.

Le probléme direct est ainsi défini et donne

y=A370> (11)

avec A € R™*" Ja matrice de projection et 2 € R™ 'image que I'on souhaite recons-
truire. Ces données peuvent aussi étre corrompues ou perturbées et on modélisera
ces perturbations par un bruit additif, soit un vecteur bruit b € R™.

y = A2 + 0. (1.2)

Le probléme inverse qui est de reconstruire z° & partir des données y avec une
régularisation R : R™ — R s’exprime de différentes maniéres. Dans le cas non bruité,
b = 0, on résout généralement le probléme suivant

min R(x) tel que Az =y. (1.3)
zeR”

Une fonction de régularisation influence ’ensemble des solutions du probléme.
Selon la régularisation choisie, un certain type de solution sera privilégié¢ aux dépends
des autres. Par conséquent, il est essentiel d’avoir des informations a priori sur
I'objet que I'on cherche & reconstruire, sa structure et/ou ces propriétés physiques,



Chapitre 1. Introduction

et la fonction de régularisation R doit étre choisie en fonction de ces connaissances.
Dans cette thése, on va s’intéresser aux signaux parcimonieux et on étudiera les
problémes d’optimisation utilisant des fonctions de régularisations promouvant cette
parcimonie. On parlera d’inversion parcimonieuse.

1.1 Inversion parcimonieuse

Dans beaucoup de domaines comme l'imagerie médicale ou 'analyse des ma-
tériaux, la structure des objets étudiés présente, lors d’'une coupe transverse, des
zones relativement homogeénes bien délimitées. De telles coupes vont produire des
images dont le gradient sera parcimonieux, c’est a dire que 'image a valeurs dans
R? du gradient aura peu de coefficients non nuls. L’'imagerie d'un pipeline pétrolier
(figure 1.1) par tomodensitométrie va produire une image avec un fond relativement
constant et quelques impuretés. Une telle image peut étre considérée parcimonieuse
avec le fond (noir) qui correspond aux composantes nulles de I'image et le reste (les
impuretés)qui sont les composantes non nulles. Par conséquent, il est naturel de
choisir des fonctions de régularisation qui vont promouvoir la parcimonie que ce soit
la parcimonie du signal ou celle de ses coefficients dans une famille bien choisie.

FIGURE 1.1 — Exemple d’une image simulée d’un pipeline

Le caractére parcimonieux d’un vecteur est naturellement promu par la pseudo
norme (°

|lz|lo = #{i|z; # 0} avec z € R" (1.4)

ol # est le cardinal d’un ensemble. Elle compte le nombre de composantes non nulles
de x. Pour retrouver un vecteur z° que I’on sait parcimonieux, c’est a dire que ||z°|o
est faible, on va résoudre le probléme (1.3) avec la régularisation R(x) = ||z||o.
Dans ce cas, on parle de minimisation synthése. En revanche si on sait qu’il est
parcimonieux dans une autre représentation c’est a dire que ||D*z||y est faible, on
utilise la régularisation R(z) = ||[D*z||y ot D : R* — R" est un opérateur linéaire
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Chapitre 1. Introduction

bien choisi qui via son adjoint envoie 2° dans un espace ou il a une représentation
parcimonieuse. On appelle D* 'opérateur d’analyse et par conséquent on parle de
minimisation analyse pour le probléme (1.3) avec R(z) = ||D*z||o. Dans une repré-
sentation par blocs, par exemple R" = UY_, B; avec B; C R™ et B;NB; = () pour tout
i # 7, le signal 2° peut étre parcimonieux par blocs c’est a dire que les éléments non
nuls de z° apparaissent dans les sous espaces B;. A la différence de la minimisation
synthése, on ne compte plus les éléments non nuls du signal mais les blocs non nuls.
Dans ce cadre, on parle de minimisation par bloc avec la fonction de régularisation
|lz|lo2 = #{i|lxs, # 0} avec x € R"

La résolution de (1.3) souléve plusieurs questions, de stabilité et d’unicité :

— Le probléme a-t-il une solution ? La solution obtenue est-elle unique? Sous

quelles conditions ?

— Si on a une solution, peut-on vérifier qu’elle est I'unique solution du pro-

bléme 7
Quand z° est Punique solution de (1.3), on dira qu’il est identifiable. Avant de
répondre a ces questions, il est important de savoir si on peut résoudre en un coit
polynomial (1.3) avec la régularisation ¢°. Tl a été montré que ce probléme est en
fait NP-difficile [Nat95].

Pour contourner cette difficulté, des algorithmes gloutons ont été développés
tels que le matching pursuit (MP) [MZ93|, l'orthogonal matching pursuit (OMP)
[PRK93] et leurs variantes [DT96, Tem00, GV06, SIBD11]. Sous certaines conditions,
ces algorithmes peuvent trouver la solution la plus parcimonieuse |Tro04, SGIH13].
De plus, ces algorithmes ont ’avantage d’étre rapides mais les garanties de conver-
gence sont limitées. Les conditions qui garantissent que la solution trouvée soit celle
qui soit la plus parcimonieuse ne s’appliquent que pour de faibles parcimonies.

Contrairement a un probléme convexe ot un minimum local est le minimum
global du probléme, le probléme (1.3) avec la pseudo norme ¢° n’est pas convexe.
Pour pallier cela, il a été proposé de convexifier le probléme, c’est a dire de minorer
le probléme par un probléme convexe. Cette convexification a amené a considérer
la norme ¢' : ||z||; = >,|2;]. Dans la suite, on s’intéressera a cette minimisation
¢' synthése et aussi aux fonctions convexes de régularisation |[|[D*z||; et R(z) =
P ollzsll2 pour la minimisation ¢! analyse et la minimisation ¢! bloc. Ces problémes
convexes sont ceux que 1’on va étudier tout au long de ce manuscrit.

1.1.1 Minimisation /' synthése

En remplagant R par la norme ¢! dans (1.3), on obtient le probléme de minimi-
sation /' synthése qui est le suivant

{Eréiﬂgl x|} s.c. Az =y. (1.5)

Ce probléme peut étre reformulé comme un probléme de programmation linéaire
et on peut ainsi utiliser les algorithmes a disposition pour le résoudre uniquement.
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Chapitre 1. Introduction

Pour la résolution de ce probléme, de nombreux algorithmes ont vu le jour : Interior-
points Methods|[DSTT07, CRO5|, Gradient Projection|[NWT07], Homotopy|OPT00,
MCWO05|, Iterative Shrinkage-Tresholding et Prozimal Gradient [DDDMO04, CW05,
BT09, BBC11|, CoSaMP|NTQ9], etc...

Suite & la relaxation convexe, il est naturel de se demander sous quelle(s) condi-
tion(s) une solution x est commune a (1.5) et a (1.3) avec R(s) = [|||o. On n’étudiera
pas cette question dans ce manuscrit. Dans le cas d'un probléme non bruité, on es-
saiera de déterminer sous quelle(s) condition(s) un signal z° est une solution du
probléme et sous quelle(s) conditions il est 'unique solution de (1.5). Dans ce der-
nier cas, on dira qu’il est identifiable via ce probléme.

Au fil des années, un nombre conséquent de travaux ont été menés pour tenter
de répondre & cette problématique dans le cas de la minimisation ¢* synthése. La
littérature sur le sujet étant exhaustive, seuls les principaux résultats seront pré-
sentés ainsi que leur possible application dans le cas d’'un opérateur de projection
tomographique de type transformée de Radon discréte. Les différentes conditions
d’identifiabilité peuvent étre regroupées dans deux grandes catégories : Les condi-
tions uniformes et non uniformes.

Conditions uniformes

Une majorité des travaux traitant de cette problématique s’est concentrée la
recherche de propriétés d’uniformité sur A qui assurent 'identifiabilité de tous les
signaux qui ont une parcimonie inférieure a une borne définie.

Une premiére approche liée a la recherche de conditions sur le probléme avec
la pseudo norme (° a été de considérer le spark [DE03| d’une matrice. Le spark
d’une matrice A est le plus petit nombre de colonnes de A qui sont linéairement
dépendantes : spark(A) = min ||z||o pour z € Ker A. Le spark [DEO03| nous donne
un critére simple d’unicité de la solution du probléme.

L’inconvénient principal du spark d’une matrice est que son calcul est aussi
difficile que de résoudre (1.3) avec £°.

Une autre approche a été d’étudier 'identifiabilité au travers de la cohérence
mutuelle |[MZ93, DHO1, DE03|. La cohérence mutuelle p d’une matrice A est la
valeur absolue du produit scalaire normalisé entre les différentes colonnes de A la
plus élevée ’ )

A, Qj
M) = 08 T, I (0
i#]
oll a; est la i-éme colonne de A. La cohérence mutuelle est une maniére de caractériser
la dépendance entre les colonnes de la matrice. Plus facile a calculer que le spark,
elle donne aussi une borne inférieure a ce dernier.

Lemme 1.1.1 (|DE03]). Pour toute matrice A,

spark(A) > 1+ @ (1.7)
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Chapitre 1. Introduction

Cela permet I'unicité de toute solution z* vérifiant ||z*||o < 3(1 + H(;A)) |DE03,
EB02, GNO03, Fuc04|. Elle n’est vérifiée que pour des signaux de faible parcimonie
dans le cas de matrices déterministes.

Dans le cadre de I’échantillonnage compressé, une nouvelle approche a été élabo-
rée. Elle s’appuie sur la propriété d’isométrie restreinte (RIP pour restricted isome-
try property) [CT05, Can08|. On définit la constante d’isométrie §, comme la plus
petite valeur telle que

(1= d)z)* < [[Az]® < (1 + 0,) [l (1.8)

est vérifiée pour tous vecteurs s-parcimonieux x c’est a dire les vecteurs z tels que
|z]lo = s. Elle permet d’évaluer a quel point la matrice A se comporte comme une
isométrie pour les signaux parcimonieux. De cette constante découle un théoréme
d’identification qui assure une reconstruction exacte du signal 20 si le signal est s-
parcimonieux et dy, < v/2 — 1. Une des principales difficultés du RIP est le calcul
des constantes d’isométrie. De plus, elle ne donne des résultats intéressants que pour
des matrices aléatoires.

En général, les conditions uniformes sont restrictives. Pour une meilleure com-
préhension du probléme, il est nécessaire de ’étudier plus localement.

Conditions non-uniformes

Les conditions uniformes offrent des bornes souvent pessimistes. Elles s’appliquent
sur des signaux dont la parcimonie est basse et, par conséquent, n’expliquent pas
pourquoi la minimisation ¢! synthése permet reconstruire un signal donné. Pour
pouvoir couvrir un spectre plus large de signaux, des signaux déterministes et ayant
des parcimonies plus élevées, il est nécessaire d’étudier localement le probléme. Au
lieu de ne regarder que les propriétés de la matrice A, on va s’intéresser plus aux
propriétés du signal 2° relativement & A. Les travaux de ce manuscrit s’inscrivent
dans cette catégorie.

Un des premiers critéres a avoir été développé est basé sur I'Ezact Recovery
Coefficient (ERC) [Tro06]. A partir d’'un ensemble d’indices I, on définit 'ERC
comme

ERC(I) = max 1(ATA;) " Ajaj) (1.9)

sous réserve d’inversibilité de A3 A ;. Pour un signal 2° dont le support est supp(z°) =
I, I'ensemble d’indices des composantes non nulles de 2%, 'ERC permet d’obtenir
des conditions d’identifiabilité de 2° qui dépendent de la structure de son support.

Théoréme 1.1.2 ([Tro06]). Soit un vecteur 2° € R"™ tel que supp(z®) = I. Si
ERC(I) < 1, alors 2° est l'unique solution de (1.5)

De plus, comme le RIP, TERC permet d’obtenir des résultats de robustesse au
bruit quand FRC(I) < 1. Cette condition a I'avantage d’assurer a la fois I'identi-
fiabilité d’un signal et la stabilité du probléme en cas de perturbations. Une version
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Chapitre 1. Introduction

affaiblie le Weak FEzact Recovery Coefficient (WERC) |Dos05, DMO05| obtient des
résultats a peu preés similaires.

Fuchs [Fuc04]| a développé un nouveau critére issu des conditions d’optimalité de
(1.5). Pour un vecteur z° € R" tel que I = supp(x®), on 'appellera

F(a") = max |(a;, A} "sign(a}) (1.10)
J

otl Ay est la matrice composée uniquement des colonnes A indicées par I. A partir
de F, il est possible de déduire un critére d’identifiabilité.

Théoréme 1.1.3 ([Fuc04]). Soit un vecteur 2° € R™. Si F(2°) < 1, alors ERC(I) <
1.

On peut constater que FRC(I) = max F(z).
supp(z)=I
A partir des conditions d’optimalité de (1.5), il est possible d’extraire des critéres
liés & certains vecteurs particuliers appelés certificats duauz qui donnent des condi-
tions nécessaires et suffisantes de I'identifiabilité d’un vecteur. Plus précisément, ces

vecteurs doivent vérifier la condition source.

Définition 1.1.4. Un certificat dual pour un x € R™ est un vecteur n € R™ tel qu’il
vérifie la condition source soit

A" € |zl

Renforcée par une hypothése d’injectivité restreinte sur A et une condition source
non dégénérée, on en déduit une condition d’unicité d’une solution. Derriére la condi-
tion de Fuchs F et 'ERC se cachent des certificats duaux. On développera ce cas
plus précisément dans le chapitre 4.1.

Donoho [Don05] a mis en évidence une équivalence entre le probléme (1.5) et la
géométrie des polytopes. Il en a déduit des conditions d’identifiabilité topologique
dans le cas d’'une matrice A aléatoire. Malheureusement dans le cas de notre matrice
de projection, on ne peut utiliser ce résultat. En revanche, le lien avec la géométrie
des polytopes va étre au cceur de nos résultats.

Certains signaux peut avoir une structure particuliére ou étre parcimonieux dans
un autre espace (ou une autre représentation). Pour ces signaux, d’autres régulari-
sations sont plus adaptées.

1.1.2 Minimisation ¢' analyse et bloc

Contrairement & la minimisation syntheése, la minimisation analyse intégre un
opérateur dans la norme que ’on appelle opérateur d’analyse. Cette opérateur d’ana-
lyse envoie le signal dans un espace d’analyse oli sa parcimonie est évaluée. Cela
revient & traiter du probléme (1.3) avec |D*.||; et D € R™*? soit en reprenant le
cadre d’étude précédent :

min D"zl s.c. Az =y. (1.11)
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Chapitre 1. Introduction

On remarque que le probléme d’analyse est plus général que le probléme de synthése.
En effet, en prenant I'identité comme opérateur d’analyse, on retrouve le probléme
de synthése. Ce probléme couvre un cadre large de problémes comme la célébre
variation totale introduite dans [ROF92|. Dans ce cas, Popérateur d’analyse est
lopérateur de différences finies. D’autres opérateurs d’analyse ont été étudiés comme
la transformée en ondelettes invariantes par translation [SWBT04], 'union de bases
ou encore le Fused Lasso [TSRT05]. On peut trouver un point de comparaison avec
la synthése pour des opérateurs redondants dans [SF09].

Pour certains signaux dont ceux présentant une certaine structure, la minimisa-
tion ¢'-bloc ou la norme ¢' — £? est souvent utilisée pour exploiter au maximum cette
structure. L’espace du signal R™ est partitionné en bloc, soit une décomposition or-
thogonale de R™ en somme directe de sous-espaces mutuellement orthogonaux que
I'on appelle blocs :

R" = @f_|B,. (1.12)

La norme /' — ¢? de x est

2, (1.13)

p
lzlhz = lles,
i=1

ol xg, est le projeté de x sur B;. Dans les problémes blocs, on étudie la parcimonie des
blocs, c’est a dire les quelques blocs non-nuls et on essaie de retrouver la structure du
signal. La littérature sur le sujet est vaste [Bac08, CH08, LZ09, RF08, WH10, YLO0G6|.

La plupart des travaux sur la minimisation ¢! synthése ont été étendus aux
problémes utilisant ces deux fonctions de régularisation. Par exemple, la cohérence
mutuelle avec la bloc cohérence |EKB10| et les conditions RIP avec le Bloc RIP
[EMO09] et D-RIP [CENR11, NW13|. Inspirée par les résultats sur la minimisation
syntheése, la majorité de ces travaux de généralisation se sont basés sur les conditions
non uniformes et plus précisément sur la condition source.

Dans la minimisation bloc, le support du signal sont les indices de blocs non nuls.
Dans le contexte de la minimisation ¢! analyse, on ne s’intéresse plus au support
mais & son complément : le co-support. On dérive de la condition source un critére
d’identifiabilité lié au co-support. Comme, la parcimonie est évaluée dans ’espace
d’analyse, on définit le D-support

Définition 1.1.5. Le D-support d’un vecteur x € R™ est l’ensemble I tel que
I = supp(D*x) C {1,...,d} (1.14)
et son co-support est J = I¢

On définit ainsi le co-espace Ker D* qui est introduit et étudié dans [NDEG13].
Ces derniers fournissent une condition d’identifiabilité dans le cas analyse. Vaiter et
al [VPDF13| étendent les résultats de Fuchs [Fuc04] au cas analyse et assurent la
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reconstruction du support et du signe d’une solution a ’aide dun critére d’irrepré-
sentabilité généralisé de Fuchs.

La plupart des travaux assurent 1'unicité d’une solution a ’aide d’une condition
source c’est a dire que pour un vecteur x € R", il existe un certificat dual n € R™
tel que

i € Im(A*) N OR(z)

Dans ces différents travaux, les auteurs proposent des conditions d’identifiabilité
basée sur la condition source non dégénérée pour des classes de fonctions de régula-
risations plus générales qui incluent les probléme synthése, analyse et bloc. Candés
et al [CR13| énonce une condition d’identifiabilité basé sur la condition source pour
des fonctions de régularisations qui sont des normes décomposables (¢! synthése et
bloc). Vaiter et al [VGFP15] étendent ces travaux pour une classe plus large de
régularisateurs, les fonctions convexes partiellement lisse par rapport a une variété
linaire, incluant les trois régularisations (synthése, analyse et bloc). Ils en déduisent
une condition source non dégénérée soit pour un vecteur x € R”, il existe un certi-
ficat dual n € R™ tel que

A™n € ri(0OR(x)),

ou ri(C) est l'intérieur relatif a Uenveloppe affine de ensemble C. De 14, ils géné-
ralisent le critére d’irreprésentabilité de Fuchs et qui dans le cas de la minimisation
¢! analyse est équivalent a celui de [VPDF13]. Ce critére garantit 'unicité d’une
solution et la robustesse a petit bruit.

Dans le méme esprit que Donoho [Don05| et Chandrasekaran et al [CRPW12|,
on s’est intéressé a la représentation géométrique du probléme pour les minimisation
¢! synthése, analyse et bloc. Ces trois régularisations s’expriment comme des jauges
d’ensembles convexes. Pour cela, on considére des fonctions de régularisation qui sont
des jauges définissant une norme. Cette classe de fonctions incluent les normes ||.||;
(synthése) et ||.]|1.2 (bloc). Pour la pseudo norme ||D*.||;, elle n’est une norme que
pour un opérateur d’analyse D surjectif. Il a d’abord fallu reformuler la condition
nécessaire et suffisante de minimalité en fonction de la géométrie du probléme. Il en a
découlé une condition nécessaire et suffisante d’unicité. Ces résultats sont présentés
plus en détail dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4, on applique ces résultats au
cas synthése, bloc et aux jauges d’un polytope et on propose des algorithmes pour
calculer ces conditions d’identifiabilité. On étudie les jauges de polytopes pour les
normes |[[.|[; et ||D*.||; pour un opérateur D surjectif dont les boules unités sont des
polytopes.

Ces différentes fonctions de régularisations permettent de reconstruire un signal
sans la présence de bruit mais qu’en est-il en présence de perturbations?
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1.2 Robustesse

L’identifiabilité d’un signal dans le cadre précédent est évalué en 1’absence de
perturbations. Dans la réalité, il arrive souvent que le signal subisse des perturba-
tions soit par des éléments extérieurs ou du fait de la faible qualité du capteur par
exemple. Dans le cas de la tomodensitométrie, plusieurs causes peuvent apparaitre :
la modélisation du faisceau de rayons X qui ne prend pas en compte ’épaisseur du
faisceau, la diffraction du faisceau ou la qualité des capteurs. Toutes ces pertur-
bations vont venir bruiter les mesures. Ces perturbations peuvent se modéliser de
différentes facons.

Dans la majorité des cas, on considére un bruit additif ¢’est a dire que pour des
données Ax?, les données bruitées sont y = Az’ + b ot b € R™ représente le bruit.
On considére ainsi le probléeme direct (1.2). Pour des problémes de stabilité, on ne
résout plus le probléme (1.3) mais plutot le probléme d’approximation suivant

min R(z) s.c. ||[Az —y| < 4. (1.15)

reR”™

Dans ce cas, on ne recherche plus a reconstruire exactement le signal d’origine 2° mais

une approximation de ce dernier z°. Une nouvelle problématique se pose : évaluer &
quel point 20 est proche de z°. Pour cela, on va estimer l’erreur de reconstruction
entre le signal d’origine et I’approximation au sens de la norme ¢? :

l= = 2%l = O(|[o]). (1.16)

Le O-terme masque une constante qui dépend en général du signal d’origine z° et
de A et le paramétre ¢ est choisi en fonction du niveau de bruit.

On va chercher des conditions suffisantes sous lesquelles les solutions du pro-
bléme (1.15) permettent d’atteindre ce type de borne sur erreur de reconstruction.
Comme on le verra, ces conditions suffisantes sont aussi des conditions suffisantes
d’identifiabilité dans le cas non bruité.

Dans le cas de la minimisation synthése, différents critéres permettent de déduire
une erreur de reconstruction. Il est & noter que les conditions uniformes, quand elles
sont vérifiées, permettent d’établir des bornes de stabilité des solutions de (1.15).
Par exemple, sous la condition RIP, Candés et al [CRT06| déduisent une borne de
cette erreur. Les bornes de robustesse sont majorées par des coefficients faibles mais
elles ne sont malheureusement valables que pour de petits degrés de parcimonie dans
le cas d’opérateurs déterministes.

Il existe aussi des bornes de robustesse au bruit dans le cas de conditions non
uniformes comme Tropp [Tro06] qui en déduit une quand 'ERC est veérifiée. Les
résultats plus récents sont donnés sous condition source non dégénrée et avec hy-
pothése d’injectivité sur une restriction de 'opérateur A (hypothése de restrictivité
injective) |[GSH11, Grall, VGFP15, VPDF13|. Ces résultats sont dépendants du
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certificat dual trouvé. Ces résultats s’appliquent directement au cas de la minimi-
sation ¢! ou & des minimisations avec des classes plus générales de fonctions de
régularisations qui incluent la minimisation ¢! synthése. Grasmair [Grall|, pour des
fonctions de régularisations convexes, borne 'erreur de reconstruction.

La plupart des résultats sur la minimisation ¢* synthése ont été étendus au cas
analyse et au cas bloc comme le RIP avec le D-RIP [CENR11]| qui fournit une borne
de l'erreur de reconstruction. De méme que dans le cas synthése, les résultats obtenus
ne s’appliquent que sur une faible proportion de signaux.

Comme dans le cas synthése, 'immense majorité des résultats les plus récents
sur ’estimation de I'erreur de reconstruction sont déduits de la condition source non
dégénérée et de I'hypothése de restrictivité injective [Grall, VPDF13, VGFP15,
Vail4, Hall3]. Les majorations de I'erreur sont des extensions de celles obtenues
dans le cas de la minimisation synthése avec une norme d’opérateur sur la matrice
d’analyse en plus et de méme dépendent des certificats duaux.

En effet, les bornes de robustesse dans le cas bruité estimées sous une condition
source non dégénérée dépendent de A, du "support" (différent selon les régulari-
sations) et des certificat duaux : ||z* — 2% < C(A, I,7)|[b|| o z* est la solution
de (1.15) pour 6 = ||b|| et b € R™ est le vecteur bruit non nul. Dans ce manus-
crit, on recherche le certificat dual qui minimise cette constante. On I'appellera le
certificat dual optimal. Dans le chapitre 5, on prouve qu’il existe un certificat dual
optimal qui minimise cette estimation et qui vérifie la condition source non dégéné-
rée pour une norme ¢! (syntheése). Pour cela, on démontre que la minimisation de la
constante C'(A, I,n) est équivalent & maximiser la distance entre un certain point et
un ensemble convexe. On propose des algorithmes pour construire ce certificat dual
optimal que 1'on applique au cas de la tomodensitométrie. Dans le chapitre 6, on
étend ces résultats au cas des jauges de polytopes en explicitant de nouveau cette
distance qui est calculable avec le méme algorithme que dans le cas synthése.

Le manuscrit est organisé autour de deux parties qui sont I'identifiabilité et la
robustesse. Un chapitre 2 rappelle les notions mathématiques sur les polytopes et
I’analyse convexe utiles & la compréhension des différents résultats ainsi qu’'un rappel
sur la tomodensitométrie.

La premiére partie de ce manuscrit regroupe deux chapitres. Dans le premier,
chapitre 3, on présente une interprétation géométrique du probléme et une condition
nécessaire et suffisante d’identifiabilité pour une classes de fonctions de régularisation
qui sont les jauges d'un convexe telles que ces jauges définissent une norme. Dans le
second, chapitre 4, on explicite et propose des algorithmes pour vérifier les conditions
d’identifiabilité a ces différents cas.

Dans la deuxiéme partie qui regroupe deux chapitres, on va étudier la robustesse
au bruit de ses minimisations. Dans un premier chapitre, chapitre 5, on prouve
Iexistence du certificat dual optimal et on explicite deux algorithmes pour le calculer.
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Dans le deuxiéme, chapitre 6, on explicite des bornes de robustesse pour des jauges
de polytopes.
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Dans ce chapitre nous allons rappeler les différents résultats sur les polytopes
et d’analyse convexe dont nous aurons besoin pour la suite. A la fin, on rappellera
en détail ce qu’est la tomodensitométrie et pourquoi les méthodes variationnelles
peuvent étre utiles. On commencera par rappeler quelques notations utiles.

Dans toute la suite, 1’espace euclidien R™ représentera 1’espace du signal et R™
I'espace des observations ou des données. (e;);—1__, représente la base canonique de
R™ et pour une vecteur z € R", sa i-éme composante est noté x; et x = Z?:l T;€;.
R" est un espace euclidien doté du produit scalaire (.,.) associé & la norme ¢* sur
Rn

)

n
1.2 ~mn 1 2\ _ 1,2
Va©, x ER,(x,x)-E X,
i=1

On note la norme /P pour p entier et p > 1 tel que pour x € R”

lellp = &/ Tl

L’ensemble supp(x) = {i € {1,...,n} | ; # 0} est le support de z € R" et
sign(z) = [sign(x;)|iz1,..n avec sign(x;) = 0 pour z; = 0 est le vecteur signe de z.
Pour un sous-ensemble I C {1,...,n}, on note #(I) le cardinal de I et on écrit
la restriction de x a ses composantes indexées par I.

A € R™" représente la matrice de R" & R™, et a; = Ae;, (i = 1,...,n) les
colonnes de A. De plus, pour un sous ensemble I C {1,...,n}, A est la sous
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matrice de A dont les colonnes sont (a;);c;. On note A* 'adjoint de A, A* la
pseudoinverse de Moore-Penrose de A. Si A est injective, alors AT = (A*A)"tA*.
En particulier, si z est un vecteur, alors

vt =a"/||z];

La norme d’opérateur ou norme matricielle subordonnée p, ¢ de la matrice A est

|Az|
A = A = [|A]],.
[Alpq I?;%( Izl et |Allpp = |Afl
On note que ||A|;2 = max]||a;]|2 et si A est injective, [[AT|s = /[[(A*A)7 L]y =
(]

p((A*A)™1)12 ol p(A) est le rayon spectral de A.

Pour un sous-espace K de R", on note mx la projection orthogonale sur K et
AK = Aﬂ'K.

Ker A est le noyau de 'opérateur A soit

Ker A = {x € R"|Az = 0}.

Soit C' un sous-ensemble convexe de R", on note ¢ la fonction indicatrice,

Lc(a:)—{o sizeC

+o00  sinon .

On note respectivement Lin(C), Aff(C) et Conv(C'), 'enveloppe linéaire, ’enve-
loppe affine et ’enveloppe convexe de C.

On note int(C) lintérieur de C et ri(C') son intérieur relatif. ri(C') est U'intérieur
de C pour la topologie relative a son enveloppe affine.

Soit C' C R™ un ensemble convexe. 0C' = C'\ int(C') est le bord de C.

Soit une fonction f de E vers F, son domaine est 1’ensemble dom f = {z €
E tel qu’il existe y € F et y = f(x)}. Pour les fonctions non différentiables, il est
utile de considérer leur sous différentielle en un point.

Définition 2.0.1 (Sous différentielle). La sous différentielle Of (x) d’une fonction
convexe [ au point x € dom [ est [’ensemble convere

of () ={u e R"|f(z') > f(x) + (u,2’ — z),2" € dom f}.

Définition 2.0.2 (Divergence de Bregman). Soit u € 0f(x'), la divergence de Breg-
man associée a la fonction convexe f au point ¥’ € dom f est

Dy(x,a') = f(z) = f(z') = (u,x — ).

La divergence de Bregman est utilisée dans 1’élaboration de bornes de robustesse
au bruit.
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Soit, C' un ensemble convexe de R”, on appelle 7¢ la jauge de C'la fonction définie
sur R" par vo(x) = inf{a > O0lz € aC} et yo(z) = 400 si le minimum n’est pas
atteint.

On notera H, le sous-espace dans R" de direction normale n

Hy={z € R" | (n,z) =0} =", (2.1)
et H, 'hyperplan affine de R"
H,={xeR" | (n,z) =1}. (2.2)
Pour un n dans R", on a le lien suivant
H,=n""+H,. (2.3)
On note D la distance euclidienne entre deux sous espaces de F et F' de R" :

DE,F)= inf |le—flo, (E,FCR".

ecE feF
Si H est un sous-espace affine, on note Dir(H) sa direction et
Dir(H) = H —h

pour un h dans H.

2.1 Eléments de géométrie des convexes

Dans cette section, on rappelle des résultats qui nous seront utiles dans la suite
(|[HUL13, Chap III], [Roclb5, 17-19], [Zie95]).

Définition 2.1.1 (Ensemble absorbant). Tout partie U de R™ est dite absorbante
st pour tout v € R", il existe « € R et pour tout A € R tel que

AN <a= el

Dans la suite, on ne va considérer que des ensembles absorbants, plus précisément
des ensembles qui contiennent 0 dans leur intérieur. De plus, on considérera ces
ensembles fermés et bornés.

Proposition 2.1.2. Soit C' un ensemble convexe fermé et borné de R™ qui contient
Dorigine dans son intérieur, alors la jauge yo n’a que des valeurs finies et ne s’annule
qu’a Dorigine.

Proposition 2.1.3. Soit C un ensemble convere contenant l'origine et soit yo la
jauge de C', alors
C={z e R"ye(x) <1}
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Faces et points extrémaux

Définition 2.1.4. Soit C' un ensemble non vide conveze et fermé de R™. Un sous-
ensemble ' C C' est appelé une face de C' si tout segment s de C', qui a un point de
F dans son intérieur relatif (Uintérieur relatif de s), est entiérement dans F'.

Autrement dit, FF C C' est une face si pour tout x1,z9 € C et tout A;, Ay > 0
tels que A\; + Xy = 1, A1 + Aoy est dans F alors x; et x5 appartiennent a F.

F, Fi

FIGURE 2.1 — Exemples de faces

Une conséquence directe de cette définition est la propriété suivante :

Proposition 2.1.5. Soit C' un ensemble non vide conveze et fermé de R™ et F' une
face de C. Alors
F=Aff(F)nC.

On remarque que toute face F' de C' est la trace sur C' d’un sous ensemble
affine de R” tangent. La dimension de Aff(F') est la dimension de F. On note F(C)
I’ensemble des faces de C'. Les faces de C' de dimension 0 sont les points extrémaux
de C'. Un point de C est extrémal si et seulement si il ne peut étre exprimé comme
une combinaison convexe stricte de deux points de C. On note Ext(C) I'ensemble
des points extrémaux de C.

Proposition 2.1.6. Si C' est un compact non vide de R™, alors Ext(C)# (.

Théoréme 2.1.7 (Caratheodory). Soit S une collection de points de R™, tout point
x de Conv(S) peut s’écrire comme une combinaison conveze de n+ 1 points de S.

Théoréme 2.1.8. Soit C' un compact convexe non vide de R™, C est ['enveloppe
conveze de ses points extrémauz : C' = Conv(Ext(C)).

Le théoréme de Minkowski-Weyl précise I'écriture d’un point d’un ensemble
convexe fermé par ses points extrémaux.

Théoréme 2.1.9 (Minkowski-Weyl). Soit C' un ensemble convexe fermé, alors tout
point de C peut s’écrire comme une combinaison convexe des points extrémaux de

C.

Proposition 2.1.10. Soit F' une face de C' un ensemble non vide convexe et fermé
de R™, tout point extrémal de F est un point extrémal de C.
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La proposition suivante montre que pour un point A de l'intérieur relatif d’une
enveloppe convexe de points (Bi)ie{l,...,k} et un point B; de cette enveloppe, il existe
au moins une combinaison convexe incluant strictement B; qui permet d’écrire A.

Proposition 2.1.11. Soit F' = Conv{ fi,..., fr}, (fi)icqr,.iy € R" et x € F. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

a) Quel que soit j € {1,...,k}, il existe I C {1,....k}, j € I alors 3(v;)ier, a; # 0,
Yoier i =10, >0 tels que v =Y., o f;.

b) x € ri(Conv{fi,..., fr}).

Définition 2.1.12. Soit x un point de I’ensemble conveze fermé C. On note Fo(x)
la face minimale de C qui contient x :

Fo(z) := ﬂ F = argmin dim(F).
FeF(C
FeF(C)zeF me
Fe(xs) Fe(x2)

FIGURE 2.2 — Exemples de faces minimales.

Il sera utile dans la suite de considérer une description alternative de la face
minimale.

Proposition 2.1.13. Soit C' un ensemble non vide convexe fermé de R™ et x dans
R"™. Alors
Fo(x) ={ueC:3velC xcluvl}

Démonstration. On pose F' I'ensemble de droite. D’aprés la définition d’une face
minimale, F' est contenue dans toute face de C qui contient z. Il reste juste a
prouver que F' est une face de C.

Soit f dans F tel que f = Au + (1 — X\)v pour u,v dans C et A €]0,1[. On va
montrer que u et v sont dans F. Puisque f est dans F', il existe f' € C et u €]0, 1]
tels que z = pf + (1 — u)f'. Alors

r = Miu+ (1 —Ap)h

avec

p— Ap L—p
h:
1—/\MU+1_/\Mf eC,

ce qui implique que u est dans F' et v aussi. On en conclut que F est une face. [J
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Autrement dit, la face minimale de z est la face qui contient x et tous les segments
fermés qui le contiennent dans leur intérieur relatif.

Une conséquence immeédiate de cette caractérisation est que la face minimale
d’un x dans C est la seule face de C' qui contient  dans son intérieur relatif.

Corollaire 2.1.14. Soit x dans C et F # {x} une face de C' qui contient x. Alors
x est dans Uintérieur relatif de F' si et seulement si F' = Fo(z).

Corollaire 2.1.15. Soit © dans C' et u un vecteur de Aff(Fe(x)). Alors il y a un
a > 1 tel que ax + (1 — a)u est dans Fo(z).

Proposition 2.1.16. Soit C' un ensemble convexe compact non vide de R™ et A un
opérateur linéaire de R" dans R™.
a) Alors

Ext(AC) C AExt(C). (2.4)
b) Si Alveac) est injectif, alors Ext(AC) = AFExt(C).

Faces exposées

On va décrire une classe particuliére des faces d’un ensemble convexe. Ces faces
peuvent se définir & I'aide d’hyperplans supports.

Définition 2.1.17 (hyperplan support et séparateur). Soit C' un ensemble non vide
conveze fermé et x un point du bord de C, on dit que H, est un hyperplan support
de C en x si (n,x) =1 et (n,a') <1 pour tout 2’ € C.

On dit que c’est un hyperplan séparateur si (n,x) = 1 et (n,2’) < 1 pour tout
' €int C.

Définition 2.1.18. Un sous ensemble non vide F' de C' est une face exposée de C
sl existe un hyperplan support H, de C tel que

F=H,NC.

FIGURE 2.3 — Exemples de faces minimales et de faces minimales exposées. z2 n’a
qu’une face exposée.
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Dans le cas otu, on a

(n,x) =1 (x € F)
(n,x)y <1 (xe C\F)

H,, est un hyperplan séparateur pour la face exposée F'.

Une face exposée est une face. En revanche, I'inverse n’est pas toujours (voir
I'exemple de la figure 2.1). Il y a des cas particuliers o les deux notions coincident
comme les polytopes dont toutes les faces sont exposées.

F est une face exposée si Aff(F') peut étre étendu a un hyperplan avec les mémes
propriétés. Cela arrive quand Aff(F') est lui-méme un hyperplan. On dira que F est
une hyper-face de C.

On note F¢(C') 'ensemble des faces exposées de C'. On définit pour un point z
frontiére de C' la face minimal exposée qui contient x :

Fi(x)= (] F

FeFe(C),zeF

Remarque 2.1.19. Pour tout point x sur la frontiere de C, on a
Fo(z) C Fa(x).

Plus précisément, la face minimale d’un point contenant x est une face de la face
minimale exposée contenant x. Par conséquent, des que l'on a Fo(x) # F&(x), le
point x est dans Uintérieur relatif de Fo(x) et sur la frontiére de F&(x).

Ensembles polaires

Définition 2.1.20 (Ensemble polaire). Soit C' un ensemble convexe non vide, l’en-
semble polaire de C, noté C°, est

C°={neR"Vz € C, (n,z) <1}.

Définition 2.1.21 (face polaire). Soit C' un ensemble convere contenant [’origine
et C° son polaire, on définit la face exposée polaire Foo au point x comme

Feo(z) = {n € R"n € C° et (n,x) = vc(x)}.

La proposition suivante fait le lien entre la face du polaire d’un ensemble et la
sous différentielle de sa jauge associée.

Proposition 2.1.22 (sous différentielle d’une jauge). Soit C' un ensemble convexe
contenant l’origine, alors

Ove(z) = Feo ().
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Polytopes

Cette section présente un ensemble particulier de convexes : les polytopes. Ils
ont la particularité de n’avoir que des faces exposées. Le lecteur pourra trouver des
informations complémentaires dans [Zie95].
Définitions

Définition 2.1.23 (Polyédres). Un polyédre est l'intersection d’un nombre fini de
demi-espaces. Un polyedre P est un sous espace de R™ défini par des hyperplans :

P={zx eR"Ax < b}
avec A € R™™ et b € R™.Un polytope est un polyédre borné.

Il existe plusieurs définitions d’un polytope. Il y a deux représentations commu-
nément utilisées. La H-représentation qui définit un polytope comme un polyédre
convexe borné.

FIGURE 2.4 — H-représentation

Cette représentation permet de manipuler les polytopes a l'aide d’hyperplans
supports.
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Avec la V-représentation, un polytope est vu comme 'enveloppe convexe d’un
ensemble de points.

Définition 2.1.24 (V-représentation). Un polytope est I'enveloppe convezxe d’un en-
semble de points. Un polytope P est un sous-ensemble de R™ tel que P = Conv(Vy, ..., Vy)
pour Vi,...,.Vn € R™.

FIGURE 2.5 — V-représentation

Dans tous le reste du document, nous utiliserons cette derniére définition de
polytope. De plus, il sera majoritairement question de polytopes contenant I'origine
et centro-symétriques.

Définition 2.1.25. Un polytope symétrique par rapport a l'origine est dit centro-
symétrique.

Les deux représentations sont équivalentes. Cela se voit aisément d’un point de
vue géométrique mais ce n’est pas trivial.

Théoréme 2.1.26 (théoréme 1.1 [Zie95]). Un sous-ensemble P de R™ est une en-
veloppe convezxe finie de points (V-représentation) si et seulement s’il existe une
intersection finie de sous demi-espaces (H-représentation) le contenant.

2.2 Tomodensitométrie

La tomodensitométrie ou la tomographie a rayons X est une technique d’imagerie
non-invasive. Elle permet d’obtenir des informations de 'intérieur d’'un objet a partir
de mesure effectuées a l'extérieur de cet objet. Elle est aussi connue sous le nom
de CT-Scan (Computerized-Tomography Scanner). Nous rappellons les principes

physiques et mathématiques qui permettent sa mise en ceuvre |[Rad05, PGM96,
Dub98, Dea07, Her09].
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2.2.1 Principe physique et Modélisation

Dans la pratique, 'objet d’étude est soumis & un balayage d’un faisceau de rayons
X. Ce faisceau monochromatique de rayons X subit une transformation énergique
en traversant ’objet.

Les rayons X sont un rayonnement électromagnétique caractérisé par une haute
fréquence et une faible longueur d’onde A\. Comme tout rayonnement électromagné-
tique, les rayons X sont constitués de photons qui transportent une énergie £ = hpu
ol h est la constante de Planck. Une partie plus ou moins importante de ces photons
va étre absorbée par les matériaux ou tissus constituant I’objet et va donc entrainer
une variation d’énergie. Cette derniére est appelée phénoméne d’atténuation.

La longueur d’onde des rayons X étant petite, le rayonnement est ionisé. Il se
diffuse donc trés peu. Par conséquent, la propagation des rayons X est presque
entiérement linéaire.

Plus précisément, le coefficient d’atténuation f dans un volume élémentaire dv
est défini par la loi d’atténuation

dI
o =L (2.5)

ol I est l'intensité du faisceau & I'entrée du volume. Cette loi est communément
utilisée pour modéliser les pertes dues a ’absorption et 4 la diffusion du rayonnement.

En intégrant cette équation sur une droite D qui représente le trajet linéaire
des rayons X et en supposant que ’atténuation est nulle a I'extérieur de l'objet, on
obtient l'intensité du faisceau [

I = Ioexp(—/Df(z,y)dv), (2.6)

ou f(x,y) est le coefficient d’atténuation au point de coordonnées cartésiennes (z, y)
dans le cas 2D et I 'intensité initiale & 'entrée de 'objet. L’objectif est de déter-
miner la valeur de f.

On génére un faisceau de rayons X a I'aide d’un émetteur et on mesure I'atté-
nuation du faisceau en sortie de 'objet a ’aide du récepteur. Pendant la traversée,
le faisceau va traverser différents matériaux ou tissus dans 'objet d’étude et subir
ainsi différentes atténuations qui vont se cumuler jusqu’a la sortie de 'objet. On
obtient ainsi dans le récepteur une valeur de 'atténuation totale

Iy

log(E):/Df(x,y)dv. (2.7)

L’émetteur fournit une mesure de type projection. Si on prend u comme le vecteur
unité orthogonale a la droite D tel qu’il forme avec la direction v de D une base
orientée positivement et 6 ’angle entre I'axe des abscisses et u, alors la fonction
R¢(6,u) donne la projection f au point (6, u) :

Rs(0,u) = / f(u cos 6 — v sin 6, u sin 6 4+ v cos 0)dv. (2.8)
R
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Cet opérateur Ry est la transformée de Radon en deux dimensions de la fonction f.

Pour prendre une série de mesures, on fixe un angle 6 puis on se déplace sur la
droite de direction uw. En tournant autour de 'objet, on acquiert ainsi un ensemble
de mesures. On peut les représenter dans un plan d’axes (u,f) que 'on nomme
sinogramme. On formule ainsi le probléme direct.

Différentes machines ont été construites suivant ce modéle d’acquisition. Les
premiéres machines faisaient tourner le dispositif d’acquisition (émetteur-récepteur)
autour de I'objet et a chaque angle, ce dispositif était déplacé horizontalement (pa-
rallel beam) et effectuait les mesures. Les machines ont évolué en ne déplagant plus
horizontalement le dispositif d’acquisition. Pour cela, elle n’effectue plus de mesures
avec des faisceaux paralléles mais plutot des faisceaux en éventail (fan-beam).

2.2.2 Tomographie a faible nombres de vues

La tomodensitométrie est classée dans les méthodes non-invasives mais elle n’est
pas non plus sans risque. Le rayonnement X est radioactif ce qui a conduit les
hopitaux a limiter le nombre de scans par an pour un patient afin de lui laisser
suffisamment de temps pour absorber la radioactivité et réduire le risque de cancers.
Pour réduire la dose de radioactivité, deux approches sont appliquées. La premiére
consiste a réduire I'intensité du faisceau de rayons X ce qui réduit le ratio signal sur
bruit. La deuxiéme solution est de réduire le nombre de mesures ou plus précisément
le nombre d’angles. C’est ce dernier cas qui nous intéresse. Réduire le nombre de
mesures permet de réduire le temps d’acquisition.

Dans un cadre médical ou non, la réduction du temps d’acquisition permet de
faciliter I'imagerie d’objet en mouvement ou l'imagerie tridimensionnelle. Ce faible
nombre de prises de mesures a un impact non négligeable sur les méthodes de recons-
truction comme on va le voir par la suite. Le choix de la méthode de reconstruction
devient critique. Elle doit pouvoir reconstruire I'image f(x,y) le plus fidélement
possible avec des données incomplétes.

2.2.3 Algorithmes d’inversion

Aprés lacquisition des différentes mesures représentées par la transformée de
Radon de f, il est nécessaire de reconstruire f a partir de R¢. On nomme ce probléme
reconstruction tomographique. On va tout d’abord se placer dans le cas continu sur
R? ot il existe une inversion analytique directe.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme centrale de Fourier). Soit une fonction f de R? dans
R et sa transformée de Radon Ry dans le repére polaire (6,u). Pour un 0 fizé, on a

Fi[Rs(0,u)] = Fof(u cos 0,u sin 0)], (2.9)

ou F1 et Fo sont respectivement les transformées de Fourier monodimensionnelle
suruw a6 fixé et bidimensionnelle.
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Ce théoréme stipule qu’une projection d’angle 6 fournit une ligne dans le plan
de Fourier de f. En balayant ’axe défini par u, la projection d’angle 6 correspond a
une droite d’angle 6 dans le plan de Fourier de f.

En remarquant que R;(6,u) = R¢(0 + 7, —u), ensemble de mesures pour § =
[0, 7] et u € R couvre la totalité du plan de Fourier de f en coordonnées polaires. En
faisant une transformée de Fourier inverse, on reconstruit f. On a ainsi 'inversion
directe de la transformée de Radon.

Une autre facon d’inverser la transformée de Radon est d’utiliser la rétropro-
jection (ou I’épandage). L’opérateur de rétroprojection B est la rétroprojection de
toutes les projections :

B(Fs)(w.9) = [ holo.y)a .10
= /7T R¢(0, 2 cos 6 +y sin 0)df (2.11)

ol hg(x,y) est la rétroprojection en (x,y) d’une projection. Cette rétroprojection
simple ne reconstruit pas 'image d’origine f mais une image avec des artefacts. On
peut montrer qu’elle fournit une image convoluée. Plus précisément, B(R;) peut
A , . . 1 , S
étre formulé comme une convolution avec h(x,y) = T (Transformée de Riesz

Hilbert) :
B(Ry)(z,y) = (f*h)(z,y). (2.12)

De plus, I'opérateur de rétroprojection est ’adjoint de la transformée de Radon.

On peut directement utiliser ce résultat pour reconstruire f par déconvolution
mais il est possible d’appliquer directement un filtre pour réduire les artefacts. On
parle alors de rétroprojection filtrée. La rétroprojection filtrée nous donne un résultat
directe et facile & mettre en ceuvre pour reconstruire f.

f(x,y) = B(Ry xk)(z,y) (2.13)

oll k est un noyau de convolution appliqué aux projections. En faisant une transfor-
mation de Fourier puis son inverse, cette formulation nous donne une reconstruction
de f.

Le probléme des méthodes décrites précédemment est qu’elles sont seulement
applicables dans le domaine continu. En pratique, les mesures sont faites avec un
nombre fini d’angles et de récepteurs. La fonction f sera reconstruite sur une grille
discréte dont les limites sont définies par le nombre d’angles et le nombre de récep-
teurs. L’ensemble des mesures devient {R(6;,u;) avec 0 <i <net 0 <j <m}.

Il existe différentes approches qui vont amener a des méthodes de résolution
différentes. Une premiére approche est de redéfinir de maniére discréte les différents
opérateurs ainsi que les techniques de résolution du domaine continu. Ce sont les
méthodes dites analytiques. Une deuxiéme approche est de discrétiser ’équation de
projection et d’obtenir un systéme d’équations a résoudre. Ce sont les méthodes dites
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algébriques. Une autre approche est d’utiliser des méthodes variationnelles telle que
la régularisation pour exploiter des informations a priori.

Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques d’inversion de la transformée de Radon reposent sur la
discrétisation des méthodes appliquées dans le domaine continu. Sans rentrer dans
les détails liés a la discrétisation en elle-méme, on peut reformuler 'opérateur de
rétroprojection

N-1
B(Ry) (T, yn) = % S Ryp(6i, @ cos 6; + y, sin 6) (2.14)
=0

et le théoréme de coupe-projection
fpl[Rf(Qi, U])] = fpg[f(u]‘ COS 9@7 Uy sin QL)] (215)

oll Fp; et Fpy sont respectivement les transformées de Fourier discrétes monodi-
mensionnelle et bidimensionnelle.

On va s’intéresser directement a la rétroprojection filtrée discréte qui est la mé-
thode la plus utilisée. Les autres méthodes analytiques sont trés difficiles & mettre
en ceuvre. L’inversion directe nécessite d’inverser la transformée de Fourier d’une
fonction échantillonnée en coordonnées polaires. Il est possible de ré-échantillonner
le plan de Fourier en coordonnées cartésiennes ce qui n’est pas simple. De plus,
il faut un nombre trés important de projections. L’inversion via la rétroprojection
discréte nécessite un traitement via une déconvolution discréte en deux dimensions
qui demande beaucoup de temps de calcul.

La rétroprojection filtrée discréte nécessite le choix d’un filtre i tel que sa trans-
formée de Fourier h soit de la forme h( ) = |wl. hpasse bag Ol hpasse bas €st un filtre
passe bas a choisir. On filtre chaque projection d’angle 6;

Ry(6;,.) = Fpi [h.Fpi[Rs(6s,.)]). (2.16)

En sommant toutes ces contributions, on obtient ’approximation

=z
L

T

f(@m, Yn) = M Ry(0;, . cos 0; + vy, sin 6;). (2.17)

iing

Cette méthode présente de nombreux atouts qui font son succés. Elle demande
peu de mémoire et est trés rapide grace a lefficacité des algorithmes rapides de
transformée et d’inversion de Fourier discréte. Par contre, elle présente aussi des
inconvénients : elle nécessite beaucoup de mesures et est trés peu flexible.
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Méthodes algébriques

Dans les méthodes algébriques, la fonction f est représentée comme une combi-
naison linéaire dans une base spécifique qui peut étre celle des fonctions caractéris-
tiques des pixels ou encore de fonctions polynomiales. On va reformuler le probléme
direct sous une forme matricielle

Af=b (2.18)

ol A est 'opérateur de projection et b le sinogramme obtenu. Une des difficultés est
de discrétiser cet opérateur. Pour chaque rayon, il faut savoir quels sont les pixels
qu’il traverse.

Il existe différents algorithmes algébriques pour résoudre le systéme d’équations
linéaires ainsi obtenu. Les ART [GBH70] (Algebraic Reconstruction Techniques)
qui vont utiliser la méthode de Kaczmarz et ses variantes. Elles vont séquentielle-
ment s’approcher de la solution en utilisant une ligne de A & chaque itération. Les
SIRT (Simultaneous Tterative Reconstruction Techniques) qui couvrent différents
algorithmes : Landweber [Lan51], Cimmino [Cim38|, CAV [CGGO01], DROP, SART
[AK84],... Elles utilisent a chaque itération toutes les lignes de A. Et les méthodes
de sous-espaces de Krylov tels que CGLS [Bj696, p.289|, LSQR [PS82], GMRES
[SS86].

Meéthodes variationnelles

On part de la méme formulation du probléme direct Az® = y ot 2° est 'image
que 1’on souhaite reconstruire et y les données que I'on a. Les méthodes variation-
nelles permettent de résoudre la formulation algébrique et la formulation analytique.
Elles sont trés utilisées dans la résolution de probléme inverse. Pour les appliquer,
il est important que le probléme soit bien posé.

Définition 2.2.2. Un probleme bien posé, au sens de Hadamard, doit avoir les
propriétés sutvantes :
— il existe au moins une solution,
— la solution est unique,
— la solution dépend continiment des données dans le cadre d’une topologie
ratsonnable.

Ces conditions sont difficilement remplies en tomographie avec 'opérateur de
projection de la transformée de Radon, surtout les deux derniéres. En effet, comme
on l'a vu avec la discrétisation, le nombre fini de mesures implique des données
possiblement incomplétes. De plus, la modélisation choisie ne prend pas en compte
le phénomeéne de diffusion, méme s’il est atténué avec les rayons X, ce qui produit en
plus de la sensibilité des récepteurs des données forcément bruitées. Cela influence
bien entendu la stabilité du probléme c’est a dire qu’un petit écart sur les données
ne doit pas engendrer une forte différence entre les solutions. Selon les propriétés de
Iopérateur A, plusieurs cas se posent.

page 26



Chapitre 2. Préliminaires

Le cas le plus simple, 'opérateur A est inversible alors la solution est immédiate
2% = A7'y. Si A n’est pas inversible, on va chercher & minimiser une fonctionnelle
qui représente un critére d’écart entre Az et y. En générale, on choisit la norme ¢?
ce qui nous donne le probléme des moindres carrées

mgicn Az — y]|5. (2.19)

Ce probléme est équivalent & A*Az = A*y ou A* est 'adjoint de A. Les SIRT et
les méthodes de sous-espaces de Krylov cherchent une solution de ce probléme avec
des approches différentes.

Si I'opérateur A*A est inversible, alors la solution du probléme des moindres
carrées est 2° = ATy ot AT = (A*A)7LA* est la pseudo-inverse de Moore-Penrose
ou l'inverse généralisée. Dans le cas contraire, il y a une infinité de solutions. Ce
dernier cas est celui de notre opérateur de projection. De plus, les données pouvant
étre bruitées, I'inverse (si A est mal conditionné) et la pseudo-inverse peut étre trés
instable. Elle va amplifier les composantes hautes fréquences du bruit et entrainer
de forts écarts entre deux solutions c’est a dire que la minimisation va produire deux
solutions trés différentes.

Pour résoudre ce probléme d’instabilité, il va étre essentiel de régulariser le pro-
bléme. Pour cela, la méthode classique est d’introduire une contrainte supplémen-
taire sur les solutions. Par exemple, chercher la solution de norme ¢? minimale, celle
qui est la plus parcimonieuse c’est a dire qui a le moins de composantes non-nulles
ou encore qui a la variation totale la plus basse. Bien entendu, il est primordial
d’avoir des connaissances a priori sur 'objet que l'on cherche & reconstruire pour
appliquer la régularisation la plus adéquate.
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Dans ce chapitre, nous allons nous inspirer des travaux de Donoho [Don05] o il
établit un paralléle entre la minimisation ¢! synthése et la géométrie des polytopes.
Similairement, on va mettre en évidence ’équivalence entre le probléme de mini-
misation (1.3) et la géométrie des ensembles compacts pour une classe plus large
de fonctions de régularisation. On va considérer, comme fonctions de régularisation,
des jauges d’ensembles convexes compacts. Les trois fonctions de régularisation, |||,
|D*.||1 et ||+]l1,2, qui nous intéressent peuvent étre reformulées sous la forme d’une
jauge d’un convexe & déterminer. Il sera ensuite déduit une condition nécessaire et
suffisante d’identifiabilité pour cette régularisation. En prenant avantage de la com-
pacité, nous allons utiliser la notion de face minimale d’un vecteur. Elle sera au
coeur de tous nos résultats.

Notre objectif dans ce chapitre est de montrer que I'identifiabilité peut étre géo-
métriquement caractérisée en termes de faces. Dans un premier temps, une condition
nécessaire et suffisante de minimalité est exprimée en terme de faces et ensuite on en
déduit une condition nécessaire et suffisante d’unicité exprimée en terme de faces.
Comme on peut définir une face de ses points extrémaux, on en déduit une condi-
tion équivalente basée sur les points extrémaux des faces. Cette derniére condition
permet de développer des algorithmes pour calculer les points extrémaux des faces
quand on connait au préalable les points extrémaux de I’ensemble convexe de la
jauge. Ces algorithmes sont détaillés dans le chapitre suivant pour les trois jauges
qui nous intéressent.
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Dans toute la suite, le probléme initial (3.2),

min R(z) tel que Az =y, (3.1)
zeR?
va étre reformulé pour la jauge R(x) = vo(z) = inf{a > 0 : z € aC} pour x € R”
ot C' est un ensemble convexe et compact de R™ dont 1’origine est un point intérieur.
Soit 2 dans R™, A un opérateur linéaire de R” dans R™ et 4° = Az", on a

min yo(r) s.c. Az = o’ (3.2)
zeR”
On remarque que comme C' est borné, yc(x) # 0 pour tout x # 0 et comme C
est fermé, 'infimum peut étre remplacé par un minimum.
Par conséquent, tout vecteur non nul x de R peut étre normalisé en un vecteur

N x n
xzm (x € R", x #0)

avec 7o(Z) = 1 et il est sur le bord de C. On peut noter que

x
Yo(r) = % (x € R,z #0).
La jauge v¢ est une fonction positivement homogéne et dans le cas particulier
ou C est centro-symétrique, elle est symétrique. Par conséquent, la jauge est une
semi-norme pour laquelle C' est une boule unité.

Définition 3.0.1. Un vecteur 2° dans R" est dit identifiable par rapport a A et v¢
si ¥ est l'unique solution du probleme de minimisation (3.2).

On note @) et on suppose A est surjectif
Q=AC

I'image du convexe C' par l'opérateur A qui est un convexe fermé dans R™ qui
contient aussi 'origine dans son intérieur. Ainsi A induit la jauge ¢ dans R™ d’ou
le lemme suivant :

Lemme 3.0.2. Soit C un ensemble convexe compact de R™ contenant ’origine dans
son intérieur, A un opérateur linéaire de R™ dans R™ et ) = AC.
Pour tout x € R™, on a

Yo(Azx) < yo(w).

Démonstration. Par définition, z € y¢(x)C et donc Az € o (z)AC.
On en déduit que yo(Az) = inf{\ > 0: Az € A\Q} < yo(z).
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De plus, comme A est surjectif donc ouvert, il envoie un ouvert de R"® dans un
ouvert de R™. Il envoie I'intérieur de C' dans l'intérieur de ). Par conséquent les
points de la frontiére de () sont nécessairement contenus dans 'image par A des
points frontiéres de C' :

0Q C A(0C).
Pour tout vecteur non nul y de R™, on note ¢ le vecteur normalisé par rapport
ang:

gjzm (y e R™ y ¢ ker A).

3.1 Etat de l’art

On sait qu'un vecteur de R" est un minimum de (3.2) si et seulement si 0 appar-
tient & la sous différentielle de la fonctionnelle L(z) = R(x) + taz—y. Une condition
équivalente, trés utilisée dans la littérature, reformule I'appartenance du vecteur
nulle & la sous différentielle de la fonctionnelle L en 'existence d’un vecteur appar-
tenant a la sous différentielle de R. Cette condition est appelé condition source.

Condition source

Une fagon communément utilisée de caractériser les minimiseurs de (3.2) est la
condition source. La condition source qui donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un signal soit une solution de (1.3). La condition source est étroitement liée
au probléme dual de (3.2) et par conséquent aux multiplicateurs de Lagrange. On
va dans un premier temps calculer le probléme dual et en utilisant la dualité forte
établir un lien entre les solutions du probléme primal et celles du probléme dual. Le
calcul est standard [BV04].

Le probléme (3.2) n’ayant que des contraintes d’égalité, par simple calcul, sa
fonction duale de Lagrange est

g(n) = (n,y) — R*(A™n),

ol R* est la conjuguée de Legendre-Fenchel de R = ~¢. On obtient ainsi le probléme
dual suivant

sup g(n) = sup (n,y) — R*(A™n). (3.3)

neRm™ neRrRm™
On sait que R = v¢ est une jauge et sa conjuguée est donnée par
R*(u):{ 0 si yeolu) <1 :{ 0 siuecCe

00  sinon. 00 sinon :LCO(U)'

On peut ainsi reformuler la fonction duale

g(n) = { (n,y) si A'npeC°

00 sinon.
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On applique le corollaire 3.3.11 de |[BL10]. R est convexe et R est de rang plein d’ou
Adom RN{y} # 0 qui équivaut a Im AN{y} # 0. Le maximum du probléme duale
est atteint et le saut de dualité est nul, on a donc une dualité forte. Par conséquent,

min Rx) + taz—y = max (n,y)
zER™ neER™M
A*neCe

Soit une solution z° du probléme primal, alors on a
(n,y) = (n, Az®) = (A*n, ") et Az® =y
Par conséquent, le maximum du probléme dual est atteint pour ’ensemble
{n e R™ A*ny € OR(2°) = F°(z°)}.
Ce résultat est formulé par la proposition suivante

Proposition 3.1.1. Soit 2° € P vérifiant Az® = y. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

a) 2° est un minimiseur de (3.2).

b) Il existe un vecteur n € R™ tel que A*n € OR(x°).

Dans la littérature, ce vecteur n est aussi appelé certificat dual et on parle de
condition source pour 'affirmation b). Bien entendu, cette proposition est valable
pour une classe plus large de fonction de régularisation [BO04, CR13, VGFP15].
Elle est trés utilisée dans la minimisation ¢! [GSH11] qu’'on verra dans le chapitre
suivant. Son existence permet d’avoir une caractérisation des solutions de (3.2).

Condition source non dégénérée

Pour assurer I'unicité d’une solution, plusieurs travaux, par exemple [CR13,
VGFP15, Grall|, s’appuient sur Uexistence d™un certificat dual non dégénéré : pour
un vecteur x € R™, un certificat dual non dégénéré est un vecteur n € R™ tel que

A*n € ri(OR(x)).

L’existence de ce vecteur est la condition source non dégénérée.

3.2 Identifiabilité

Dans cette section, on va montrer que 'identifiabilité dépend essentiellement de
comment 'opérateur A lie les faces minimales dans C' et ). On caractérise d’abord
les solutions de (3.2) en fonction de leur face minimale. La proposition suivante
exprime cette condition nécessaire et suffisante de minimalité d’un vecteur.
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Proposition 3.2.1. Soit 2° # 0 dans R™ et y° = Ax°. Alors les propositions
sutvantes sont équivalentes :

a) Le vecteur 1¥ est solution de (3.2) ;

b) ve(a®) = 1q(y") ;

¢) AFc(2°) C Fo(7°), ou A1 est limage réciproque d’un ensemble.

Démonstration. Puisque le probléme (3.2) est positivement homogéne, on peut sup-
poser par commodité que vo(2°) = 1 c’est a dire que z° = 7°.

On suppose que l'affirmation a) est vérifiée et on va montrer b). Puisque z° est
une solution de (3.2), pour tout z € R™ tel que Az = y° yo(x) > 1. Soit 2! dans C tel
que Az' =0 alors A(v9(y%)z!) = ¢ et donc, comme Az’ = 4°, vo(yo(y?)zt) > 1.
Mais d'un autre coté, 10(10(s")!) = 10(z'11g(3°) < 1, donc 1e(z!) = v (y?) = 1.
L’affirmation b) est vérifice. Inversement, on suppose que yo(y°) = 1. Alors pour
tout € R” tel que Az = 3% yc(x) > 1 d’aprés le lemme 3.0.2. Mais yo(2°) = 1
donc 2 est une solution de (3.2) ce qui prouve a).

On va maintenant montrer que les affirmations b) et ¢) sont équivalentes. On
suppose que b) est vérifiée ce qui implique ° est sur le bord de Q. Soit f un vecteur
de la face minimale Fi(2%). D’aprés la proposition 2.1.13, il existe f’ sur C et dans
Fo(2°) tel que 2° peut s’écrire comme une combinaison convexe stricte

2’ =af+(1—a)f

pour un «a €0, 1[. Alors y° = Az peut s’écrire comme une combinaison convexe
stricte de points dans @)

Y =aAf+(1-a)Af,

ce qui implique que A f et A f’ sont dans la face minimale Fy(y°) par la proposition
2.1.13. L’affirmation c¢) est donc vérifice.

Inversement, on suppose que c¢) est vérifiee. Alors y’ = Az" appartient A la
face minimale de y° qui est sur la frontiére de Q. Par conséquent vo(y°) = 1 et
laffirmation b) est vérifiée ce qui compléte la preuve. O

On va énoncer notre théoréme principal. Ce théoréme montre que sous une
contrainte d’injectivité de A restreinte a l'espace engendré par la face minimale
de 20, I'unicité de 2° dépend d’une bijection entre la face minimale de 2° sur C' et
son image dans Q).

Théoréme 3.2.2. Soit 2° dans R" et y° = Az, Le vecteur x° est ['unique solution
de (3.2) si et seulement si les conditions suivantes sont simultanément vérifiées :
C1) La restriction de l'opérateur A sur Vect(Fc(2°)) est injective ;
C2) A (Fo(5) N C C Foli).

Démonstration. Une fois de plus, on suppose que vo(z°) = 1 par commodité et donc
20 est sur le bord de C.
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On suppose que x° est identifiable et on montre que C1) et C2 sont vérifiées.
Pour cela une petite préparation est nécessaire :

On note F = Fg(2°) et V = Vect(Fg(2°)). Puisque Aff(F) est de co-dimension
1 dans V', F' est une hyper-face de C' NV dans V et elle est exposée dans V. Par
conséquent, il existe un vecteur non nul n dans V tel que

(n,z)y =1 (x € F) )
(n,z)y <1 (xe(CNV)\F). (3.5)

D’un autre coté, puisque F est la face minimale de 2V, il s’ensuit du corollaire 2.1.14
que 2° est dans l'intérieur relatif de F. Par conséquent, il y a un scalaire r > 0 tel
que

D := B, r)NF = B(2",r) N Aff(F) C F,

ot B(zY,r) est la boule fermée (euclidienne) unité de rayon r centrée en z°. On
remarque que D est en fait la boule centrée en z° et de rayon r dans Aff(F).
Soit K un cone fermé dans V' défini par

K :={)\z|s € D,\ > 0}. (3.6)

Evidemment, 2° est un point intérieur de K et donc il existe un scalaire 7’ > 0 tel
que
B(’,7)NnV C K. (3.7)

On observe maintenant que (3.4) implique que
KNnC={ze K|(n,x) <1} (3.8)
Il s’en suit alors de (3.7) et (3.8) que
{x € B(x’,7)nV|{n,z) <1} C C. (3.9)

On peut noter que le terme de gauche est une demi-sphére.

Avec cette construction, on prend £ € ker ANV et on suppose par ’absurde
que k£ # 0. On prend alors &' = IIT_k/Hk On a alors 2° 4+ k' et 2° — k' qui sont dans
B(z°,r") N V. De plus, il existe ¢ € {—1,1} tel que (ck’,n) <0, alors

(2% + ok n) =1+ (oK', n) < 1. (3.10)

Par conséquent, z!' := 2° + ok’ appartient & la demi-sphére dans (3.8) et donc
il appartient aussi a C. Ainsi, yo(z') < 1 = 4¢(2°). En additionnant tout cela,
Ax! = Ax° (parce que k' est dans ker A) et vo(2') < vo(2°). Mais cela veut dire
que x° n’est pas 'unique minimiseur de (3.2). Par conséquent, k = 0 et donc A est
injective sur V' ce qui prouve C1).

On va maintenant montrer que la condition C2) est vérifiée. De la proposition
3.2.1 b), 3% = »0.
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Soit y un vecteur de la face minimale Fg(y°) et soit = dans C' tel que Az = y.
On va montrer que = appartient a Fg(zY).

Par le corollaire 2.1.14, 3° est dans lintérieur relatif de Fg(y°). Cela implique
que, corollaire 2.1.15, que pour tout u dans Aff(Fg(y")), il existe a > 1 tel que
ay® + (1 — a)u est dans Fo(y°). En appliquant cela pour u = y, il existe alors a > 1
tel que v := (1 — )y + ay® soit dans Fg(y°). On obtient

o a-—1 1

Yy = y+ =y (3.11)
a a

On prend alors un 2’ dans C' tel que Az’ = ¢/ et on met

-1 1
= e 2 (3.12)
a «

Alors Az! = ¢° et, comme z! est dans C, on a aussi yo(z') < 1 = o(2°). Puisque
2 est identifiable alors nécessairement z° = z! et
0 a—1 1

x = r+ =2 (3.13)
e e

Mais comme x°, un point de Fg(2°), est écrit comme une combinaison convexe

stricte de points, x et 2’ de C, alors z et 2’ appartiennent a F(2°), ce qui prouve
c).

On va maintenant montrer la réciproque c’est a dire que 2° est identifiable quand
C1) et C2) sont vérifiées.

On montre d’abord que, sous ces conditions, z° est une solution de (3.2). D’aprés
la proposition 3.2.1, il suffit de montrer que yo(y°) = 1. On a y* = 75 (y")7°. Soit
2’ dans C' avec Az’ = ¢°. D’aprés C2), 2/ est dans F = Fg(2°) alors yo(y°)x’ est
dans V = Vect(Fo(2°)) comme z°. Puisque Az® = Avg(y®)z’ = 3° et puisque A
est injective sur V d’aprés C1, on en déduit que z° = vo(y°)z’. Cela veut dire que
2" et vo(y®)a’ sont tous les deux F'. Soit un n dans V satisfaisant (3.4), alors

0=(2',n) — (")’ n)
= (1 =) (<", n)
=1~ 7@(3/0)7

par conséquent yo(y") = 1.

Il reste & montrer que x° est I'unique solution de (3.2). Pour cela, on pose x! une
solution quelconque de (3.2). Puisque Az = ¢° et y° est dans F(y°), on déduit de
C2) que z' est dans F(2°) qui est contenu dans V. D’aprés C1), A est injective
sur V et Ax? = ¢°, alors nécessairement ' = 2°. Et donc 2° est I'unique solution
ce qui compléte la preuve. O

On remarque la condition C2) implique que Fy(y°) C AFo(2°) ce qui qui l'in-
verse de la condition ¢) de la proposition 3.2.1. C’est une condition de non dégéné-
rescence. Les deux conditions C1) et C2) ensemble assurent que les seuls points de
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C' qui sont envoyés dans la face minimale de Az° dans Q sont les points de la face
minimale de 20 dans C et cela bijectivement. Sauf cas particulier, on ne peut pas
remplacer les faces minimales par des faces minimales exposées comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple

Pour un ensemble C' dans R3 donné par

2
C = {(z1,79,73) €ER*: |2°| < 1,27 + 23 < (1—{—\/1—@"%) 1

et lopérateur A : R? — R? défini par
A(x1, 19, 23) := (22, 23) (x = (z1, 79, 73) € RY).

L’image de C' par A est le convexe

Q=AC = {(y1,10) €R?: |yo| <1, |yn| <14 4/1—13}.

Soit 2% := (0,—1,1) et y° = Az" = (—=1,1). Alors Fo(a®) = {a°}, Fo(y®) = {¢°}
et Ker (A) = {(¢,0,0),¢t € R}. Par conséquent, C1) et C2) sont vérifices et z° est
identifiable.

Pourtant, on a

Fc(xo) {(z1,15,1) € R®: 27 + 23 < 1},
Fo(y") ={(y, 1) € R*: |y < 1}

On obtient bien
A~ (FQ( MNC = Fi2Y), (3.14)

ainsi la condition C2) est vérifiée pour les faces exposées. Par contre, Vect(Fg(z°)) =
R3 la restriction de A a cette espace n’est pas injective. Et donc la condition C1)
n’est pas vérifiée pour les faces exposées comme le montre la figure 3.1.

3.2.1 Bases indexées et supports associés

Il n’est pas évident de travailler numériquement sur les faces. Pour pallier & ce
probléme, on va reformuler le théoréme 3.2.2 avec les points extrémaux des faces
minimales. On va d’abord introduire la notion de base indexée qui permet de géné-
raliser le support d’un vecteur.

Définition 3.2.3. Soit C un ensemble convere compact de R™. On appelle une base
indexée pour C Dapplication b: Q — C

w e Q= bw) :=b, €C, (3.15)
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FEC(XD) Feo(yo)

Q=AC

FIGURE 3.1 — un exemple de signal identifiable pour A : R? — R2.

définie sur un ensemble Q0 appelé ensemble d’indices avec la propriété que l'image
de b couvre tous les points extrémauz de C' :

Ext(C) C b(Q). (3.16)

On dira qu’une base indexée est minimale s’il y a égalité pour la derniére équation
de la définition. Un exemple trivial d’une base indexée pour C' (qui est minimale)
peut étre obtenu en prenant Q) = Ext(C') et b I'identité sur 2.

Si b est une base indexée de C' alors, par le théoréme de Krein-Milman, tout
vecteur de C' peut s’écrire comme une combinaison convexe des b, ce qui justifie
I’appellation "base".

Définition 3.2.4. Soit C' un ensemble convere compact de R™ contenant ['origine
dans son intérieur et b : Q — C une base indexée pour C. On appelle le support
associé a la base indexée b Uapplication ¥y : R™ \ {0} — P(Q) :

Yp(x) ={weQ:b, € Fo(2)}, (3.17)

c’est a dire les indices des éléments de la base qui sont dans la face minimale de C'
au vecteur normalisé .

On remarque que Y,(x) est toujours non-vide puisqu’il contient au moins les
points extrémaux de la face minimale de Fo(%). L’appellation "support" est justifiée
par la proposition suivante qui combine le corollaire 2.1.14 et le théoréme de Krein-
Milman.

Proposition 3.2.5. Soit b une base indexée pour C et x un vecteur sur le bord de

C.
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a) Si x peut étre écrit comme une combinaison convezre

r=) ayby (3.18)

wel

pour un ensemble fini I C ) et (ay)wer > 0 avec Xyeron, = 1, alors
a, =0 (we I\ Xy(x)). (3.19)

b) Pour tout wg dans 3y(x), = peut étre écrit comme une combinaison convexe
(3.18), dans laquelle by, intervient avec un coefficient non nul.

Démonstration. a) On suppose que x appartient & 9C et qu’il existe un ensemble
d’indices I C € et un ensemble de scalaires (ay)wer tel que (u)wer > 0 avec
Ywert = let x=3%" by

z € Fe(z) done Y0, awby € Fo(z). On pose I' C I tel que pour w € I,
ay # 0. On adonc ), awby, € Fo(x) et (by)wer € Fo(z) et par conséquent,
(bw)wel’ € Zb(fl?) et I' = Zb(a:)

b) Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 2.1.11. O]

On déduit de la proposition 2.1.16 leurs équivalents induits par A sur Q. Si
b : Q2 — C est une base indexée pour C', alors Aob = Ab: Q) — (@ est une base
indexée pour ). On appelle aussi son support associé Xa, : R™\ {0} — P(Q) le
support induit par A sur Q).

On peut maintenant énoncer le théoréme 3.2.2 en termes de supports.

Théoréme 3.2.6. Soit C' un ensemble convexe compact de R™ qui contient ['origine
dans son intérieur et b : Q0 — C une base indexée de C. Soit A un opérateur linéaire
de R™ dans R™, 2° # 0 dans R™ et y° = Aa®.

Alors x° est identifiable pour (3.2) si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

S1) La restriction de A sur Vect{b,|w € 3y(z°)} est injective ;

SQ) EAb(yO) = Zb(xo).

Démonstration. La condition C) de la proposition 3.2.1 condition C2) du théoréme
3.2.2 implique que AF (%) = Fg(3°). En appliquant le b) de la proposition 2.1.16,
AExt(Fo(2°)) = Ext(AFo(2°)) = Ext(Fg(g°)) et le théoréme de Krein-Milman, la
preuve est directe. O

Le théoréme 3.2.2 peut étre difficile & appliquer d’un point de vue numérique
surtout quand I’ensemble C' n’a pas que des faces exposées. Le théoréme 3.2.6 essaie
de palier & ce probléme en regardant les faces au travers de leurs points extrémaux.
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3.3 Discussion avec I’état de ’art

La proposition 3.1.1 est équivalente a la proposition 3.2.1. Le certificat dual n
définit un hyperplan support sur @) qui contient la face minimale Fg(3°) et A*n un
hyperplan support sur C' qui contient la face minimale Fi(Z°).

Comme on ’a vu dans 'exemple, la condition source non dégénérée ne permet
que de définir des faces exposées et n’est donc pas suffisante pour assurer 'unicité
dans tous les cas. Dans 'exemple, le certificat dual non dégénéré va définir une face
minimale exposée plus grande que la face minimale et la restriction A a I'espace
engendré par cette face exposée n’est pas inversible. Par contre dans certains cas
particuliers, par exemple quand I’ensemble C' est un polytope qu’on suppose symé-
trique, tous ses faces sont exposées. Soit H, un hyperplan séparateur pour la face
minimale Fg(7°) ¢’est a dire que 7 satisfait (3.4). Alors la condition C2) du théoréme
3.2.2 peut étre réécrite avec des certificats duaux ot 7 un certificat dual. On retrouve
ainsi la condition source non dégénérée. Un tel certificat dual n est appelé certificat
dual non dégénéré et il définit un hyperplan H, tel que décrit dans la condition C2)
du corollaire 4.2.1.

Le cas particulier des jauges polyédrales est traité plus en détail dans [VPF13]
dont les jauge de polytopes sont un sous-ensemble. Ces auteurs utilisent la régula-
risation Ry

Ry(z) = éliflgng(% hi)

ott H = (h;)1<i<n, € RPMi_ Si on considére Py = {r € R"|Ry(z) < 1} qui est
un polytope contenant l'origine alors Ry est une jauge. En fonction du choix de
H, Ry peut étre une régularisation ¢! synthése, une régularisation ¢! analyse ou
une régularisation ¢>°. Contrairement & nous qui utilisons la V-représentation des
polytopes, Vaiter et al utilisent la H-représentation des polytopes ce qui produit des
résultats similaires mais exprimés différemment pour I'identifiabilité. Ils expriment
leur résultat d’identifiabilité en fonction des hyperplans supports des faces de la boule
unité polyédrale et nous exprimons notre résultat en fonction des faces minimales,
de leurs hyperplans séparateurs ou de leurs points extrémaux.

Que ce soit la H-représentation ou la V-représentation, chacun a ses avantages et
inconvénients. Par exemple, la boule unité de la norme ¢*° dans R” est I’hypercube
qui est un polytope. Dans la H-représentation en reprenant les notations pour Ry,
H = [Id,—Id] ou Id est la matrice identité dans R". Dans la V-représentation,
les points extrémaux sont toutes les facons d’énumérer le signe d'un vecteur de
dimension n c’est a dire {—1, 1}". Avec la H-représentation, H contient 2xn colonnes
et avec la V-représentation, on a 2" points extrémaux! Dans le cas de la boule unité
de la norme ¢*, on n’est dans le cas opposé : avec H qui contient 2" colonnes et 2 x n
points extrémaux.

Certains travaux se sont attelés a résoudre certaines classes de régularisations
polyédrales soit numériquement [PT12] soit en proposant un algorithme multi-échelle
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de type homotopie [MB13|. Dans le cadre de 'échantillonnage compressé et pour
des normes polyédrales spécifiques, les auteurs de [DT10| étudient les conditions de
d’unicité d’une solution a l'aide d’un comptage des faces. Bach [Bacl0] étudie la
robustesse d’une classe de normes polyédrales a 'aide de fonction sous-modulaires
mais définit un support différent du notre.

D’autres travaux de Vaiter et al [VGFP15| et [Vail4] utilisent la notion de fonc-
tions partiellement lisses [Lew02] qui incluent les jauges et généralisent les résultats
de [CR13|. Ils développent deux conditions nécessaires et suffisantes d’unicité. A
partir de la « décomposabilité » de la sous-différentielle de la fonction de régularisa-
tion, ils déduisent une condition suffisante d’unicité d’une solution. Cette condition
est basée sur lexistence d’un certificat dual fort non dégénéré c’est a dire que son
image par ’adjoint de A appartient a 'intérieur relatif de la sous différentielle de la
fonction de régularisation. Plus précisément, il existe n € R™ tel que

A*n € ri(OR(2°)). (3.20)

On constate que cette condition est en fait équivalente a ’existence d’un hyperplan
séparateur entre la face de AC' définie par cet hyperplan et le reste de AC. Simi-
lairement, la face minimale assure aussi I’existence d’un hyperplan séparateur et les
deux conditions sont équivalentes. En posant 7 = S+ et

S =span(dyc(z°) —e,) et e, = argmin el
e€AM(9vc (=)

T définit le modéle de sous-espace de [VGFP15]. Si on prend z° tel que ¢ (2°) =1,
on sait que A*n € dvc(2°) donne (A*n,z) < 1 pour z € C et (A*n,z) = 1 pour
z € T NC. La condition (3.20) implique, d’aprés le lemme 5.3 de [Vail4|, que pour
tout u & T, il existe i’ € dyc(2°) tel que

<U77II - 77> > 0.

Par un rapide calcul, (A*n, z) < 1 pour x € SNC. Dans le cas de polytopes C' = P,
on en déduit que les hyperplans Ha-, et H, qui définissent respectivement des faces
de P et AP contenant respectivement 2° et Az® sont des hyperplans séparateurs.
Soit b une base indexée pour P et ¥, son support associé de z¥, les points extrémaux
b(i) = b; pour i € 3y(2°) appartiennent & la face minimale de Fp(z°) de z° sur P
et ils appartiennent aussi & Has,. Par conséquent, Fp(7°) est inclus dans Hax,
et similairement, Fap(AZ°%) est inclus dans H,. Ha~, et H, étant séparateurs, on
déduit le b) du théoréme 3.2.2.

Ce résultat basé sur la condition source non dégénérée ne permet pas d’assurer
I'unicité de tous les vecteurs identifiables. Comme, on I’a vu le certificat dual est lié
a hyperplan qui définit une face or seules les faces exposées peuvent étre définies par
des hyperplans. Dans le cas ou la face minimale de z° n’est pas une face exposée,
on ne pourra pas satisfaire la condition source non dégénérée.

page 42



Chapitre 3. Modéle géométrique

Vaiter |Vail4| définissent d’autres conditions nécessaires d’identifiabilité. Il montre
que pour une fonction de régularisation J convexe et continue sur R”, 2° est iden-
tifiable si la restriction de A sur le cone tangent Tyey , 7(2%) a I'ensemble des sous
niveaux de J en z¥ est injective. A partir de ce résultat, ils généralisent la Null Space
Property [DHO1| pour des fonctions de régularisation convexes, propres, bornées et
a valeurs finies pour R™. On note 'ensemble de ces fonctions I'f(R™). Le théoréme
sur la condition source non dégénérée découle directement du théoréme précédent.

On peut schématiser les liens entre les normes qui nous intéressent, nos jauges et
[T (R™). Soit T'c 'ensemble des jauges telles que C' est un ensemble convexe borné,
fermé de R"™ et contenant l’origine dans son intérieur et pour un opérateur d’analyse
D surjectif, on

(L 1D, [z} € T © TF (R, (3.21)

Soit I'p 'ensemble des jauges telles que P est un polytope et I'p, 1'ensemble des
jauges telles que Py est un polyédre, on a

{ILl D7} € Tp € Iy € TE(RT). (3.22)
De plus, pour un opérateur d’analyse arbitraire, | D*.|[; C T'p, C T} (R™).

Dans ce manuscrit, on s’intéresse en priorité a des régularisations qui promeuvent
la parcimonie les minimisations ¢! synthése et analyse et la minimisation par block
qui seront explicitées dans le chapitre suivant. Comme dit précédemment, ces résul-
tats ne couvrent pas le probléme analyse pour un opérateur d’analyse quelconque
contrairement a [VPF13| mais seulement pour un opérateur d’analyse surjectif. Le
cas d’une régularisation analyse arbitraire sera ramené au cas d’un opérateur d’ana-
lyse surjectif. Au delad de la parcimonie, nos résultats s’appliquent directement &
d’autres normes telles que la norme ¢*° dont la boule unité est I’hypercube.

Nos résultats sont certes moins généraux que ceux de [VPF13, VGFP15] mais ils
assurent une condition nécessaire et suffisante pour les normes qui nous intéressent.

Globalement, toute condition d’unicité d’une solution basée sur la condition
source, il existe n € R™ tel que A*n € OR(z°), ou sa version non dégénérée,
A*n € ri(OR(2%)), est équivalente a notre condition d’identifiabilité. Par exemple,
Grasmair [Grall| applique la condition source pour des fonctions de régularisation
positivement homogénes qui couvrent notre cas. Nos travaux apportent une com-
préhension géométrique. De plus, la géométrie du probléme permet de minimiser les
bornes de robustesse au bruit a 'aide d’un certificat dual optimal qui prend tout
son sens dans la géométrie du probléme comme on le verra dans la partie sur la
robustesse au bruit.
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Dans ce chapitre, nous allons expliciter I’application de nos résultats principaux
aux cas particuliers qui nous intéressent : la norme ¢! synthése, la semi-norme ¢
analyse et la norme ¢2. On explicite pour chacune de ces normes I’ensemble convexe
C' de la jauge correspondante a cette norme c’est a dire yo(s) = ||| pour le cas
synthése. Dans un premier temps, la norme ¢! synthése est étudiée. Les résultats
sont connus de la littérature et ils permettent d’illustrer la géométrie du probléme
dans un cas "simple". Ensuite, il est présenté le cas ou C' est un polytope ce qui
est le cas pour la norme ¢! synthése et le cas ¢! analyse quand elle est une norme.
On propose un algorithme pour vérifier les conditions d’identifiabilité quand on
connait ’ensemble des points extrémaux du polytope. On montre dans cette section
que le cas analyse peut toujours se ramener a une régularisation plus simple ou
lopérateur d’analyse est surjectif. Enfin, on présente le cas de la minimisation bloc
et un algorithme pour vérifier I'identifiabilité via les faces minimales.
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4.1 Reégularisation parcimonieuse de type synthése

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas particulier de la régularisation
synthése R(.) = ||.|1- On a vu en introduction que la minimisation ¢! synthése a été
profondément étudiée depuis son introduction dans la communauté du traitement et
signal par Donoho et al [DJ94, CDS98|. Au fil des années, plusieurs conditions sont
apparues pour assurer I'unicité d’une solution ainsi que I’équivalence avec la pseudo
norme °. La plupart de ces conditions ne sont que suffisantes or notre objectif est
de caractériser au mieux la minimisation ¢! synthése. On cherchera donc a avoir
une condition nécessaire et suffisante d’identifiabilité. Dans la suite du chapitre,
on ne traitera pas ’équivalence /Y — ¢! et on se concentrera exclusivement sur la
minimisation ¢! synthése.

Au vu de leur performance limitée, les critéres dit « uniformes » comme le spark,
la cohérence mutuelle ou encore le RIP ainsi que leurs variantes ne seront bien
entendu pas couverts. De méme, on ne s’intéressera qu’aux critéres dit « non uni-
formes » nécessaires et suffisants ou ceux qui offrent des performances décentes. Tous
les critéres qui assurent des performances correctes sont basées implicitement ou in-
directement sur la condition source. On présentera ces différents critéres et on les
mettra en lien avec nos travaux. Ils seront finalement évalués numériquement.

Pour évaluer ces performances, on va utiliser un outil visuel communément uti-
lisé : la transition de phase. La transition de phase trace le ratio des vecteurs iden-
tifiables en fonction du degré de parcimonie des vecteurs c’est a dire le nombre de
composantes non nulles du vecteur. Pour un opérateur donné, cela permet d’esti-
mer une limite du degré de parcimonie qu’une solution doit avoir pour espérer étre
reconstruite par la minimisation ¢! synthése. En comparant ces résultats aux tran-
sitions de phase des critéres c’est & dire le ratio de vecteurs pour lesquels le critére
est vérifié en fonction du degré de parcimonie, on a un apergu des performances du
critére.

Comme dans le chapitre précédent, nous souhaitons retrouver le vecteur z° € R”
qui a subit une transformation modélisée par I’opérateur linéaire A € R"*™ A partir
de y = Ax” en résolvant le probléme suivant :

Igéiﬂgn |lz]j s.c. Az =y. (4.1)

4.1.1 Condition Source

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, la condition source est une condition
nécessaire et suffisante de minimalité. Dans le cas de minimisation ¢!, elle devient

Proposition 4.1.1 (Condition Source [GSH11|). z* est un minimiseur de (1.5) si
et seulement s’il existe un vecteur n € R™ tel que

At e |z

page 46



Chapitre 4. Cas particuliers et algorithmes associés

o un tel n est un certificat dual pour z*. Un avantage de la norme ¢! est la
décomposabilité de sa sous-différentielle. Grace a cela, on peut détailler un peu plus
cette condition source dans ce cas particulier. Pour un vecteur x € R" dont le
support est I, on sait que la sous différentielle de la norme ¢! est

||z||1 = {u € R"|u; = sign(xy) et ||us|lo < 1} (4.2)

ot J = I°¢ est le complémentaire de I. A partir de cette sous-différentielle, on peut
expliciter un certificat dual pour le probléme de minimisation synthése.

Lemme 4.1.2 (Certificat dual [GSH11]). un vecteur n € R™ est un certificat dual
d’une solution x € R"™ de (1.5) et de support I si et seulement si

An = sign(xy)
AT <1

Différent travaux [Fuc04] ont développé a partir ce corollaire une condition source
renforcée en transformant 'inégalité de la deuxiéme équation par une inégalité stricte
et en rajoutant une contrainte d’injectivité sur la restriction de la matrice A au
support I. Plus précisément,

Définition 4.1.3 (Condition source non-dégénérée ou renforcée). Soit 2° € R™ de
support I, 2° vérifie la condition source non dégénérée s’il existe n € R™ tel que

(n,a;) = sign(x)) sii € I; (4.3)

[(n,a;)] <1 sij ¢l (4.4)

A est injective .

Un vecteur qui vérifie la condition source non dégénérée est nécessairement
I'unique minimiseur de (1.5). Ce résultat est un résultat clé de I'état de lart.

Théoréme 4.1.4 ([Plu07, Grall|). Soit 2° € R", A un opérateur linéaire de R™
dans R™, I=supp(z°) et y = Ax.

Si 20 est lunique solution de (1.5) si el seulement s’il vérifie la condition source
non dégénérée 4.1.5.

L’unicité d’une solution se résume finalement a la recherche d’un certificat dual
qui vérifie la condition source non dégénérée. Un certificat dual qui vérifie les deux
premiéres conditions de la condition 4.1.3 est appelé certificat dual fort ou non dé-
généré. Les travaux de Vaiter et al [VGFP15| généralisent ces résultats pour une
classe plus grande de régularisateurs et s’appuient sur la décomposabilité de la sous
différentielle [CR13]. Les deux premiéres conditions de la condition source non dé-
générée veulent tout simplement dire que I'image d’un certificat dual fort de 2° par
I'adjoint de A appartient a l'intérieur relatif de la sous différentielle de la norme ¢
au point x°. Soit pour un certificat dual fort de 2°, A*n € 1i(d]|z°(|,).
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4.1.2 Interprétation géométrique

Le chapitre précédent montre le lien trés étroit entre 'existence d’un certificat
dual fort et les faces minimales. Dans cette section, on va s’atteler a expliciter
la correspondance entre la condition source et la géométrie du probléme. Cette
équivalence a déja été démontrée par Donoho [Don05]. Il montre que (1.5) est égal
A 1

min {\ > O\Xy € AB;}. (4.5)

oll B; est la boule unité de la norme ¢ dans R™.
By = {x € R"|||z|; < 1}. (4.6)

Donoho démontre qu’un signal est une solution au probléme (1.5) si et seulement
si la face du polytope A B, définie par le support de cette solution est sur la fron-
tiere de ce polytope. On parle de condition topologique. Plus, le polytope A B est
I'enveloppe convexe des {£a;,i € {1,...,n}} et la face F,o de AB; est définie par
le support I de z° est I'enveloppe convexe de {sign(z;)a;,7 € I}. Pour que z° soit
une solution de (1.5), il faut que F,o soit sur la frontiére de AB;. Le théoréme de
Hahn-Banach appliqué & une telle face et I'intérieur de A B; assure qu’il existe au
moins un hyperplan support de AB; contenant F,o. Soit il existe n € R" tel que
Fpo = H, N OAB; ou H, est 'hyperplan défini par . On déduit de tout cela, le
systéme suivant

(n, a;) = sign(a?) rel
|

On retrouve la condition source pour z°. La condition source est équivalente & I’exis-
tence d'un hyperplan support au point 2° et cet hyperplan définit une face de AB;
contenant Az". Par conséquent, les deux premiéres conditions de la condition source
renforcée sont équivalentes a ’existence d’un hyperplan séparateur au point 2°. Cette
conclusion est a rapprocher des résultats du chapitre 3.

Support signé

Pour appliquer les résultats du chapitre 3, on a un premier temps besoin d’ap-
pliquer le support généralisé a ce probléme. On sait que la norme ¢! est équivalente
a la jauge de sa boule unité soit

De plus la boule unité B; s’écrit comme By = Conv{=£e;|i € {1...n}} ot (&;)icq1..n}
sont les vecteurs de la base canonique de R™. Les points (£e;)icf1..n} sont les points
extrémaux de B;. Pour toute norme, leur boule unité est fermée et bornée, on peut
donc remplacer 'infimum par un minimum pour x différent de 0.
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FIGURE 4.1 — La boule unité ¢* dans R3.

Dans ce cas précis, le support généralisé défini dans le chapitre 3 coincide avec le
support classique. Les faces de dimension strictement positive de la boule unité de
la norme ¢! sont des simplexes, il n’y a donc qu’une unique facon d’écrire un vecteur
qui est dans leur intérieur relatif.

Pour un vecteur non nul quelconque z € R, on sait que x = ), z;¢; ot ; est
la i-iéme composante de x et I son support. De plus, comme vu dans le chapitre
3 et en utilisant (4.7), ﬁ est contenu dans l'intérieur relatif de sa face minimale
Fp,(Z). Les faces de la boule unité B; étant des simplexes, on peut donc écrire z
comme une unique combinaison convexe stricte de points extrémaux de Fg, (7).

xr = ||x||12ak0kek, Zakzl, VkEI,O<Oék <1, (Uk)k;e] G{:l:l}

kel kel
(4.8)
Les vecteurs (opex)rer sont les point extrémaux de Fp, ().
On peut introduire la notion de support signé I, () avec le couple
Ip, (z) = (I(x),0(x)) (4.9)

ot I(x) = I est le support conventionnel de x et o(x) € Rl est un vecteur signe tel
que pour k € I, sa k-iéme composante est sign(zy) de (4.8).

On a AB; = Conv{=a;,i € {1..n}} et les vecteurs (£a;)ic(1..n} sont les points
extrémaux de AB;. On pose A\g comme le minimum du probléme (1.5). On note
Fap,(9) la face minimale de . Similairement & x, on peut définir le support signé

0
de y Iap, (v) = (I(y),0(y)) tel que pour tout j € I(y), o(y);a; € Fap,(¥) qui sont
les points extrémaux de Fag, (7).
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FIGURE 4.2 — la face minimale de la boule unité ¢* de x = (1,1,1).

y=2 Y Botha, S B=1  GeIp)0<f <D, (o) € {£1)
jel(y) jel(y)
(4.10)
Sachant que y = Axg, on remarque que I C I(y) et o(x) = o(y);.
En remarquant que le support signé n’est rien d’autre que le support associé
défini dans la section précédente, on peut directement appliquer le théoréme 3.2.2
et 3.2.6 avec C' = B; qui donne le théoréme suivant pour le cas ¢! synthése :

Théoréme 4.1.5. Soit 2° € R™ et y = Az, alors les propositions suivantes sont
équivalentes :
a) 2° est identifiable.
b) 1) Aveer(rg, 0)) est injective.
2) (A)ilFABl (g) = FB1 (jo)
c) 1) A; est injective.
2) Iap, (y) = Ip,(2°).
Le c¢) de ce théoréme illustre bien I’équivalence avec la condition source renforcée.
En effet, la face minimale Fap, (§) implique I'existence d’un hyperplan séparateur
pour cette face, soit I'existence d’un vecteur n € R™ tel que

<n7u> =1 u € FAB1(:&)
(nv) <1 vé Fap(y)
or Fap, (y) = Conv{o(y);a;|i € I(y)}, donc cela est équivalent &
(n,ai) = oly)i  ielly)
[(ma)l <1 J&1(y).
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De plus (A)"'Fap, (§) = Fp,(2°) est équivalent a Iap, (y) = Ip,(2°) ce qui nous
donne

(may=o(y); iel(a®)
[(n,a)] <1 j¢ 1.

On retrouve les mémes résultats que I’état de I’art. Pour la minimisation ¢! synthése,
sous hypothése d’injectivité de la restriction de A au support, on peut au choix
chercher un certificat dual non dégénéré ou vérifier I’égalité des faces minimales ou
des supports d’un signal et de son image par A.

4.1.3 Certificats duaux

Il y a diverses stratégies pour construire un certificat dual dans la littérature.
En principe, la stratégie commune est de construire un pré-certificat, c’est a dire un
vecteur qui vérifie (4.3), avec différentes contraintes et a posteriori de vérifier s’il est
bien un certificat dual non dégénéré, c’est a dire qu’il vérifie (4.4).

Un des tous premiers pré-certificats a avoir été mis en avant a été le pré-certificat
de Fuchs [Fuc04]. En exploitant les conditions d’optimalité de la forme lagrangienne
de la minimisation ¢! synthése pour généraliser un résultat sur la cohérence mutuelle,
Fuchs a introduit la condition d’irreprésentabilité qui stipule que le pré-certificat de
Fuchs est un certificat dual non dégénéré. Le pré-certificat de Fuchs est

Définition 4.1.6 (pré-certificat de Fuchs). Soit z° € R™ et son support I et on
suppose que A soit injectif.

ne = d(2°) = Af*sign(a?) (4.11)

Dossal [Dos07| a montré lien entre ce pré-certificat et la condition topologique
de Donoho. De plus, la condition FRC(I) < 1 de Tropp [Tro06] implique que le pré-
certificat de Fuchs est un certificat dual non dégénéré. Duval et al [DP15] montre
que quand ng est un certificat dual non dégénéré, il est celui de norme minimale.
Quand le pré-certificat de Fuchs définit un certificat dual non dégénéré, il est celui
de norme minimale.

Duval et al [DP15] introduisent différents certificats duaux dans un cadre continu
dont le certificat dual de norme minimale qui va nous intéresser dans le cas discret
qui est celui de Fuchs et généralisé par Vaiter et al [VGFP15].

Définition 4.1.7 (certificat de norme minimale). Soit 2° € R™.

Nmin = argmin ||n]|s. (4.12)
A*ned||z|1
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Le fait qu’il est difficile d’évaluer ce certificat, nous améne a calculer un pré-
certificat, plus commode & calculer.

Ny = argmin |5 (4.13)
Ain=sign(z?)

ou I est le support de 2°.

Un autre pré-certificat trés intéressant est celui qui conditionne le critére d’identi-
fiabilité de Vaiter et al [VPDF13]. Il a été développé dans le cadre de la minimisation
¢! analyse or comme on ’a vu en introduction, la minimisation ¢! synthése en est un
cas particulier. Ils proposent de générer un pré-certificat en minimisant la deuxiéme
condition du théoréme 4.1.3, c’est a dire les corrélations avec les colonnes de la
matrice qui ne sont pas indexées par le support du signal. Plus précisément,

Définition 4.1.8 (IC). Soit 2° € R™ et son support I.

nic € argmin  [|A7en||0o (4.14)

Arn=sign(z?)

Comme on le verra dans la partie discutant de la robustesse au bruit de la
minimisation ¢!, les certificats duaux jouent un role prépondérant dans la borne de
robustesse. Notre objectif a donc été de construire un certificat dual qui assure a la
fois I'identifiabilité et & la fois minimise la borne de robustesse au bruit du théoréme
5.1.3. On a appelé ce certificat dual, le certificat dual optimal.

Définition 4.1.9 (pré-certificat optimal). Soit 2° € R™ et I son support

71l

— (4.15)
)1 - ||A1c77

Nopt = ATgMAN
Arn=sign(z?

| e}

Du fait de son fort lien avec la robustesse au bruit, le certificat dual optimal sera
étudié en détail dans le chapitre 5. On montre que % est une distance entre
deux ensembles convexes dont le calcul revient a calculer la distance d’un point a
un convexe. Ici, on ne s’intéressera qu’a 'identifiabilité c’est a dire qu’on a bien un

certificat non dégénéré.

Pour tester lidentifiabilité d’un signal avec la minimisation ¢! synthése, plu-
sieurs critéres basés, directement ou indirectement, sur la source condition s’offrent
a nous. Les différences viennent principalement du type de certificat dual que ’'on
va rechercher.
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4.2 Reégularisations avec des jauges de polytopes et
régularisations a ’analyse

Dans cet section, on reprend les notions précédentes avec un vecteur d’origine
2° € R™ qui a subi une transformation par 'opérateur linéaire A € R™*" et & partir
des données y = Ax®, on cherche des condition d’identifiabilité de 2° en résolvant :

Inilél vo(x) s.c. Az =1y. (4.16)
TzER™

On considére dans cette section les cas ot C est un polytope. A la fin, on présente
le cas de la minimisation analyse qui est un cas particulier de régularisations de
polytopes quand l'opérateur d’analyse est surjectif.

4.2.1 Reégularisations avec des jauges de polytopes

Dans le cas o I’ensemble C' de R™ est un polytope P, son image par A, Q = AC,
est aussi un polytope. Les polytopes ont la particularité d’avoir toutes leurs faces
qui sont exposées. Les faces du polytope se définissent avec des hyperplans (H-
représentation) : pour une face £ de F(C), il existe un hyperplan support H, tel
que

F=H,NC. (4.17)

Cela équivaut a

(z.n) =1 (zeF)
(x,m) <1 (x e C\F).

Pour tout point x € R", sa face minimale Fi-(Z) sur C est égale & sa face minimale
F&(2). De plus, il existe un hyperplan séparateur H,, tel que

(rm)=1 (v € Fo(@) (4.18)

() <1 (z€C\Fal@)) (4.19)

La proposition 3.2.1 ¢) équivaut a trouver, pour qu'un vecteur x € R™ soit
solution, un hyperplan support H, de Q = AC pour la face minimale Fo(AZ) tel
que Ha~, soit un hyperplan support de C' pour la face minimale F-(Z). Combiné a
C2) du théoréme, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.1. Soit 2° dans R" et y° = Az". Le vecteur 2° est l'unique so-
lution de mé}g vo(z) s.c. Ax = y si et seulement si les conditions suivantes sont
T€eR™

stmultanément vérifiées :

C1) La restriction de l'opérateur A sur Vect(Fo(x°) est injective ;

C2) I existe un hyperplan séparateur H, de Q) pour la face minimale Fg(g°) tel
que Hax, soit un hyperplan séparateur de C pour la face minimale Fo(2°).
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Si on pose Ext(C) = {pili € @ = {1,...,n,}} et on considére la base indexée
b: Q<+ Ext(C):

b(i) = pi, (4.20)

on peut directement appliquer le théoréme 3.2.6. On a ainsi trois conditions néces-
saires et suffisantes d’identifiabilité. De plus, Les deux représentations des polytopes,
H-représentation et V-représentation, peuvent étre utilisés.

On pose Q = AC l'image de C par A.

Support généralisé

On va illustrer ce résultat avec un polytope centro-symétrique et définir un sup-
port signé.

P4

FIGURE 4.3 — un exemple d’un polytope centro-symétrique dans R?
y y

On définit Ext(C) = {£p;|i € {1, ..., p}} les points extrémaux de C' dans R™. On
définit Fir(2°) la face minimale de C' qui contient #350)

Soit Q :={—1,1} x {1, ..., p}, on considére la base indexée b : Q «<Ext(C) :
b(o,i) := op; ((0,7) € Q). (4.21)

Son support associé X, est appelé support généralisé. De méme, Ab est une base
indexée pour A(Q) dans R™ avec comme support associé X ap.

La figure 4.4 montre des exemples de face minimales pour la boule unité de la
figure 4.3 dont une qui n’est pas un simplexe.
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'pz
3('2

FIGURE 4.4 — un exemple de faces minimales de 2°

Identifiabilité

En considérant les supports associés Xa;, et 3, la condition S2) du théoréme
3.2.6 devient
Yas(y?) = Xp(2?). (4.22)
Toutes les faces étant exposées, il peut bien évidemment s’écrire avec des certificats
duaux.
La figure 4.5 montre un exemple de signal identifiable dans R3 et R” comme
espace de mesure.

FIGURE 4.5 — un exemple de signal identifiable pour A : R3 — R?

Calcul du support généralisé pour un polytope

On va décrire ici un algorithme de calcul du support signé. Un polytope P
centro-symétrique peut étre vu comme l'image d’une boule /' d’un espace RP par
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un opérateur linéaire D : RP — R".

Soit Ext(BY}) = {+e;,1 € {1,...,p}} avec (€&)icq1,..p} la base canonique de R et
BY 1a boule unité ¢! de R? et Q := {—1,1} x {1, ...,p}, on considére la base indexée
b:Q —Ext(BY):

b(o,i) = oe; ((0,1) € Q). (4.23)

Db est une base indexée pour DBY dans R™ avec comme support associé Xpy.

Le calcul du support généralisé d’un vecteur peut étre fait en itérant une pro-
jection dans une enveloppe convexe. La proposition suivante détaille comment et
pourquoi cette algorithme fonctionne qui essentiellement suit la caractérisation du
support généralisé par (4.18) et (4.19) :

Proposition 4.2.2. On suppose D est un opérateur d’analyse surjectif de RP dans
R", 2° # 0 dans R™, Ypy(x°) son support généralisé et M(x°) est l’enveloppe affine
de {De; : i € Ypp(2°)}.

a) On suppose qu’un vecteur hy € R peut s’écrire comme une combinaison
convexe stricte

ho=Y moer (> a;=11>0a;>0,i€l,0;€{-11}) (4.24)

icl iel
avec 0 = (0;)ier et que Dhy appartient a M(z°). Alors (o,1) est un sous-ensemble

de EDb(l’[)).
b) Toute solution hy € R? du probleme (* synthése

min ||h||, s.t. Dh = 2°. (4.25)
heRd

vérifie les hypotheses de a). En particulier, son support est un sous-ensemble de
EDb(IO).
¢) On suppose que I est un sous-ensemble de Ypy(z°) et P est I’enveloppe convere

de {£De; : j € {1,...,p} \ I}. Alors
dist(M(z°), P) > 0 (4.26)
si et seulement si I = Ypy(a?).

Avec cette proposition, on peut expliciter notre algorithme de calcul du support
signé généralisé :
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Algorithm 1 Calcul du D-support
1: Calcul d’une solution arbitraire hg de (4.25)
hozziel[) o6, (Zielaizl,l ZO{Z>0,Z€IO)),
2: Initialisation :
1:=1y;
o(i) := sign(ay) (1 € 1);
q:=Df*o et ¢t :=q"/|lqll3;
3: repeat
4:  Calcul de la matrice de projection II := Ig» — D;D7} ;
5. Soitd; :==1Id, (je{l,...,q}\I);
6:  Calcul de w le projeté de ¢t sur Penveloppe convexe P de {iczj © ) €
{1,...,d} \ I}, avec
wzzjejﬁjdj (22616121,1262>07]€J)
7. if ¢" = w then

8: On met a jour :
I1:=1TUJ;
o(j) = sign(B) (j € J):
9: end if

10: until ¢* # w;
11: EDb(JSO) = (O’, I)

[’étape de pré-initialisation (probléme (4.25)) peut étre faite avec tout algo-
rithme résolvant la minimisation ¢' synthése, tel que les algorithme de program-
mation linaire. Le fait que nous commencions par une solution hy assure, par la
proposition 4.2.2 b), que Pensemble d’indices de départ Iy est bien un sous-ensemble
de ED(,(I'O).

Ensuite, il a été montré que le vecteur ¢+ dans 1’algorithme appartient & M (2°)
et que sa projection w sur le convexe P (étape 6 de D'algorithme) vérifie

dist(M(2°), P) = |l¢" — w]|. (4.27)

Par conséquent, il y a deux possibilités dans la boucle de ’algorithme :

1) Soit ¢ = w, ce qui veut dire que w appartient a M(z°). Mais alors, son
support J est aussi inclus dans Yp,(z°)(z°), par la proposition 4.2.2 a) appliquée
au vecteur h = Zje] Bje;. Dans ce cas, le support I est agrandi en ajoutant J et le
vecteur signe o correspondant et on recommence la boucle;

b) Soit ¢ # w, mais cela veut dire que la distance (4.27) est strictement positive,
ce qui implique, par la proposition 4.2.2 ¢), que I couvre la totalité du support
généralisé Yp,(2°). Dans ce cas, algorithme s’arréte.

Dans notre implémentation, on reprend 'algorithme GJK [GJKS88|.

On remarque que cet algorithme, implicitement, calcule aussi la face minimale
de 20 dans le polytope DBY. Tout autre algorithme pour calculer les faces minimales
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de polytopes peut bien entendu étre aussi utilisé dans ce cas. Il est probable qu’il
en existe déja mais nous n’avons pas trouvé de référence dans la littérature.

4.2.2 Cas particulier : Minimisations ¢! analyse

Les normes ¢! synthése et analyse si 'opérateur d’analyse D est surjectif peuvent
étre exprimées comme des jauges d’ensemble convexes qui sont des polytopes. Dans
le cas de la minimisation synthése, comme vu dans la section précédente, le poly-
tope n’est autre que la boule unité /' de R™ et le support généralisé est le support
classique. Dans le cas de la minimisation analyse, le polytope est moins évident.

On considére le probléme suivant : un vecteur 2° € R™ qui subit une transfor-
mation linaire y° = Az avec A : R® — R™ et probléme de minimisation suivant

min |D*z||; s.c. Az =y, (4.28)

z€R™

pour un opérateur d’analyse D* : R® — R%. Plus précisément, on souhaite détermi-
ner 'ensemble C' tel que v¢(.) = || D*.||:.

On sait que (lemme 2.1.3) pour un ensemble convexe fermé C' de R™ et sa jauge
Yo associée, C' peut étre défini en fonction de sa jauge :

C={r e R"ye(x) <1} (4.29)
On désire C' tel que ||D*z||; = yo(z) alors

C ={z e R"||D*z|; <1}
={z € R"|D*x € B},

ol By est la boule unité de la norme ¢! dans R?. On remarque que cet ensemble est
évidemment non vide.

Pour z € R" =Im D & Ker D*, il existe 1, p € Im D et xke p+ € Ker D* tels
que T = Ty D + Tker - Pour un élément x € {z € R"|D*x € B}, on a

D*xr € B, & D*(xImD + TKer D*) S
& D*ryp € By
& D'rimp =a € By et o€ Im D*
& D v p € By NIm D*.

* _ * * _ _ * +
Or D*zyyp = DIIIn pZim D, On a donc DIIIn plimD = & et Ty p = (D\Im p) o avec

Diyp : ImD — R? qui est injectif. On en déduit que zp,p € <D|*Im ) (BN
Im D) avec (Dfj,, p)* : Im D* — Im D et

{z eR"D*z € B} = (D}, p)* (B1 NTm D*) @ Ker D*". (4.30)
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On remarque que cet ensemble C' est fermé et absorbant. De plus, dans le cas
d’un opérateur d’analyse arbitraire, on constate que C' n’est pas borné et est donc
un polyédre mais pas un polytope qui, lui, est un polyédre convexe borné.

Par conséquent, pour appliquer nos résultats il faut différencier ot D est surjectif
et le cas général. On montrera aussi que le cas général peut se ramener a un cas
surjectif a l'aide d’une projection.

Dans le cas ou 'opérateur d’analyse D est surjectif, cela implique directement
que la régularisation R(.) = ||[D*.||; est une norme et on se retrouve dans le contexte
de notre théoréme principal. Im D = R" et Ker D* = {0}, donc (Dj;,, p)* = (D*)*
et

O = (D*)*(B, NImD*) = {z € R"|R(z) < 1}. (4.31)

Yo définit une norme dans R™ avec C' qui est un polytope et on peut donc
directement appliquer nos résultats d’identifiabilité. Tout cela a condition de pouvoir
calculer les points extrémaux de ce polytope qui est I'image d’une section d’une boule
unité ¢ par un opérateur linéaire. Le calcul de ses points extrémaux est trés difficile
et cotiteux en temps de calcul.

Cas général

On ne fait maintenant aucune hypotheése sur 'opérateur d’analyse D. Nous allons
montrer qu’a ’aide d’une projection le probléme peut se ramener au cas ou D est
surjectif.

On suppose que 'opérateur D est quelconque. D* peut donc posséder un noyau
Ker D* # {0}. On pose R(z) = ||D*x||;. Soit

R(2°) = R(z°+d) (2" € R",d € Ker D*), (4.32)
On peut montrer que 2° + d est aussi un vecteur identifiable.

Lemme 4.2.3. Soit 2° € R" et d € Ker D*
Si 20 est l'unique solution de (4.28) avec y = Ax® alors x° + d est aussi unique
solution de (4.28) avec y = A(2° + d).

Démonstration. Soit x € R™ tel que Az = A(2° + d).
Vd € Ker D*, A(z — d) = Az et R(z) = R(z — d) > R(xg) = R(x + d).
O

On a donc une régularisation R qui est une semi norme et sa boule unité est un
ensemble cylindrique non borné.

C = (Dt p)*" (B1 N Im D*) © Ker D*. (4.33)
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FIGURE 4.6 — un exemple de boule unité avec une base polyédrique

Condition préliminaire
L’opérateur D* possédant un noyau non trivial, il est essentiel de poser une

condition préliminaire entre D* et A.

Définition 4.2.4 (Condition minimale d’identifiabilité). Soit D : R? — R" et
A:R"—=R"

Ker D* N Ker A = {0} (4.34)

Si cette condition n’est pas vérifiée alors aucun vecteur ne peut étre identifiable.

En effet, supposons qu’il existe un vecteur u # 0 dans Ker D*NKer A alors on a
Az® = A(2° 4+ u) et R(2°) = R(2°+ u) pour tout 2° € R™. Ainsi pour un tel couple
(A, D) d’opérateurs, on ne peut trouver une unique solution au probléme (4.28).

Pour toute la suite on va considérer que la condition minimale (4.34) est vérifice.

Projection

Nous allons construire un espace contenant le noyau de A dans lequel nous allons
projeter tout le probléme. Cet espace permettra de réduire le probléme au cas d’un
opérateur surjectif.

Nous allons noter ® I'image de D dans R"

D :=1Im (Dj;,, p)" = Im D = (Ker D*)*. (4.35)

Comme vu en début de section, pour x € © et d € kerD*, R(x) = R(z + d) et par
conséquent en posant mg la projection orthogonale sur ©, pour tout x € R", on a
R(z) = R(mp(x)). Plus précisément,

R(z) = R(mo(z))
= min{a > 0|mpz € aC'}
= min{a > O0mpx € o ﬁm p) (B NIm D*)}

On pose £ un supplémentaire de Ker D* 4+ Ker A dans R™ et
K:=L+Ker A. (4.36)
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On a donc R" = K + Ker D* qui est somme directe. Le supplémentaire £ étant
choisi arbitrairement, il n’est pas nécessairement orthogonale. On remarque avec la
figure 4.7 que l'intérét de ce supplémentaire est de construire un ensemble C tel
qu’il contienne Ker A. Dans certain cas particulier ot, le noyau de A est inclus dans
I'image de Im D, K est confondu avec Im D.

Ker A

Ker D*

ImD

FIGURE 4.7 — Une illustration de IC

Maintenant que la décomposition est faite, on peut construire la projection qui va
nous permettre de réduire notre probléme. Cette projection est la projection oblique
sur K paralléle a (de noyau) Ker D* que 1'on note TIX®* P”. Plus précisément, on a

D' :ImD* - K, D' =IL" " (D, p)*, (4.37)

AK—=R™ A=Ay (4.38)

On observe que le D’ ci-dessus est surjectif par construction. Nous allons doter
K de sa jauge de C" = 15" P* (D}, p)* (B1 N Im D*) que I'on note Ry

Ric(z) = min{\ > 0: \C’" > x} (x € K); (4.39)
De plus, on peut voir que
Re(IIE" P"z) = R(x)  (z € R™). (4.40)

Cela veut dire que Ry est la trace de R sur K. Ce résultat est résumé dans le lemme
suivant qui montre que le sous-espace K est isomorphe a 2.
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Lemme 4.2.5. a) La restriction de IIE"P" sur ® : © — K est bijective.
b) Soit v € D et & =T1E" Pz, alors Ric(%) = R(x).
¢) Soit x € R™ et & =1L P, alors Ric(7) = R(x).

Démonstration. a) Soit x € D tel que X D"z = 0 alors # € Ker D* et z = 0.
dim £ = dim £ + dim Ker A = n - (dim Ker D* - dim A) + dim A = dim D.
La restriction de IIE P" sur © est de méme dimension que son image et son

noyau se réduit a ’élément nul par conséquent elle est bijective.
b) En utilisant a),

Ry (&) = inf {A > 0,& € ANIg" 7" (D, p)* (B1 N Im D*)}
= inf {A > 0, (I 7")~'Z € A(Djy, p) " (B1 NIm D*)}
=inf {\ >0,z € \( TImD)+(B1 NIm D*)}
= R(z)
c) x € R, il existe zx € K et Tke p € Ker D* tels que & = i + Tker D*-
De méme, il existe 19 € D et xi,, p- € Ker D* tels que © = 29 + Tk, -
On a donc IE" P (1) = x5 = IE* P75, Ainsi en posant & = xx, on obtient
Ryc(Z) = inf {A > 0, € AIIE* P (Djy,, p) ¥ (B: N Im D*)}
= inf {A > 0,11 7" (20) € AIIE™ 7" (Dj, p) " (B1 N Im D*)}
=inf {\ > 0,20 € A( TImD)+<Bl NIm D*)}
= R(z)

Identifiabilité

La projection oblique TI¥ " sur K projette tout le probléme initial et permet
d’obtenir le probléme réduit avec la matrice de projection A’ et 'opérateur D'. Il est
possible de montrer que ces deux problémes sont équivalents c’est a dire que qu’une
solution au probléme (4.28) implique que sa projection par 15 P est solution du
probléme réduit avec A’ et D’ et vice versa. On en déduit le théoréme suivant sous
condition minimale d’identifiabilité (4.34) :

Théoréme 4.2.6. Soit 2° # 0 in R™. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) 2° est U'unique minimiseur du probléme

min R(z) s.t. Ax = Az’; (4.41)

zeR"
b) TIEer D20 est [unique minimiseur du probleme

min Ry (z) s.t. Ale = A'TIE D720, (4.42)

e
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Démonstration. On montre que a) implique b) B B
~ On suppose qu'il existe 2 € K tel que A? = Ax% et Ri(Z) < Ri(20) avec
20 = H%er D*xO.

En utilisant le lemme 4.2.5 (c), Ric(20) = R(2°) et Ric(Z) = R(%).

Il existe 2% € L, x},, o € Ker A et 2, p- € Ker D* par définition de £ et de
la condition (4.34).

On note ' = & + a2, p.. Donc R(z') < R(a°) et Ax' = Az + A2, p- =
AR+ Az, o = A(Z°+ 2%, p.) = AzC. Par conséquent, ! est un minimiseur du
probléme de a) ce qui est contradictoire.

On montre que b) implique a) On suppose qu’il existe z € R" tel que Az = Az°
et R(x) < R(z°).

Il existe 2% € L, 2%, o € Ker A et 2, p. € Ker D* par définition de £ et de
la condition (4.34). 3 3

On note 29 = TIET D20 et 7 = 11K 7 alors A(z — 2%, p.) = A0 = A/20 =
A'i )

En utilisant le lemme 4.2.5, on obtient R(x) = Rk (z) < R(z°) = Ry (x°). Ce qui
conclut la preuve. O

On peut dire de fagon simple, que I'identifiabilité est 1K P -invariante ce qui
réduit le probléme au cas surjectif avec 'opérateur D'.

Remarque 4.2.7. Pour lidentifiabilité, le choiz du supplémentaire L est libre. 11
existe donc toute une famille de projection oblique qui peuvent réduire le probléeme.

4.3 Reégularisation parcimonieuse de type bloc

On considére dans cette section une décomposition orthogonale de R™ en somme
directe de sous-espaces mutuellement orthogonaux que 'on appelle blocs :

R" = &%, B, (4.43)

On note Ilp, le projecteur orthogonal de R" dans le bloc B; et G; et S; la boule
unité euclidienne et respectivement la sphére unité dans B;

G = {z € Byl|lz[]2 < 1}

L’ensemble convexe C' que nous allons considérer dans cette section sera I'enve-
loppe convexe de I'union des boules unités G; :

C := Conv(U_,G;) = Conv(UE_ | S)). (4.44)

Sa jauge associée est la norme (%2

vo(z) = ZHH&x b (zeRY). (4.45)
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On va expliciter les résultats du chapitre précédent a ce cas particulier. On
remarque que les points extrémaux de la boule unité C' sont les points des sphéres
unités S; :

Ext(C) = U_,S;. (4.46)

Pour x # 0, on note
I(z):={i e {1,...,n}|gx # 0}, (4.47)

que l'on appellera le support bloc de z. Alors la face minimale de x dans C' est
HB.ZL‘ .
Fe(x) = Conv{——"—1i € I(x)}. (4.48)
HHBz‘T”Q

On remarque que chaque vecteur Iz z/||llg,x||2 est sur la sphére unité S;. On peut
aussi montrer sans difficulté que toutes les faces de C' sont des faces exposées. Plus
précisément, si £ := I, x/||Ilp,x||2, alors He est un hyperplan séparateur pour Fe(x).
Cela n’est plus nécessairement vrai pour I'image de C' par une application li-
néaire. On considére () = AC. Alors () peut étre vu comme I’enveloppe convexe

Q = Conv(U_,Q;) Qi = AG; (it=1,..,p) (4.49)

On remarque que chaque @); est 'image d’une boule euclidienne par un opérateur
linéaire qui est une ellipsoide, possiblement dégénérée, dans R™.

On présente un exemple ot les faces de C' sont exposées mais () a des faces non
exposées. Exemple :

On décompose R* = R? @ R? et soit C' la boule unité correspondante

C = {(21, 22, w3, 24) € R4|\/x% + 23 + \/:L*% + 22 < 1},

et soit A : R* — R? donné par

2 —1 1 -2
A‘{z 11 2]‘

Alors G est I’ensemble de la figure précédente obtenue comme 'enveloppe convexe
de deux ellipsoides () et (Q2. Si y est un point de ) ot une des tangentes communes
des deux ellipsoides rencontrent (), alors y est un point extrémal de () mais il n’est
pas exposé et sa face minimale exposée est 'ensemble du segment tangent entre (),
et QQ.

Cette exemple montre les limites de 'utilisation des certificats duaux pour I'iden-
tifiabilité qui ne marchent que pour des faces exposées.

On va présenter dans la suite un algorithme qui permet de vérifier les conditions
S1) et S2) du théoréme 3.2.6. Cet algorithme est basé sur des projections dans un
ensemble convexe et ne requiert pas que les faces soient exposées. Avant cela, on va
présenter deux résultats préliminaires.
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FIGURE 4.8 — Image linéaire d’une boule unité bloc avec des faces non-exposées

On note V; les images par A des blocs B; dans R™ :
Y, = AB; (1<i<p), (4.50)

et ITy, les projecteurs orthogonaux de R™ dans chaque V.
Pour tout ensemble d’indices I C {1, ..., p}, on note

B := ®iciB;
G[(.T) = COHV(U,‘GIGZ') =Cn B[,

dans R™ et respectivement leur image par A

VI = AB[
Q[(Qf) = AG] = COHV(Uie[Qi) =ACN V[,

On va maintenant étudier plus précisément la forme des faces de (). Les points
extrémaux de () sont parmi ceux de AS; qui sont les points frontiéres des ellipsoides
P;. Par conséquent les faces de P sont nécessairement des enveloppes convexes de ces
points. Bien évidemment, une fermeture convexe de ces points n’est pas nécessaire-
ment une face. Une raison simple est qu'une telle enveloppe convexe peut "passer"
par 'intérieur de (). Pour éviter cela, il est nécessaire qu'une telle enveloppe convexe
soit tangente & chaque ellipsoide @); qu’elle touche. Ce phénoméne est résumé dans
la proposition suivante :
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Proposition 4.3.1 (Condition de compatibilité d’une face). Soit I C {1,...,n} et
soit s; dans S; pour tout i € I. On suppose que F' = Conv(U;erAs;) soit une face de
Q. On note
d=d((si)ier) == A+’*(Z Si). (4.51)
iel

Alors :

a) Chaque projection 1Ly, d est un multiple de la normale extérieure & chaque
ellipsoide QQ; au point As;.

b) F est une face exposée de Q; = AG

Démonstration. On peut vérifier que d est normal a F, donc a Aff(F'). Par consé-
quent, ITy,d est orthogonal & Aff(F') N Q; pour chaque i. Mais ce dernier sous espace
affine doit étre tangent & (); au point As; parce que F' est une face et de plus IIy.d
est un multiple de la normale extérieure & (); au point As;. Puisque (); contient
'origine, ce multiple doit étre positif. Ce qui prouve a).

Pour b), on observe que H := H; NV, peut étre tangent a chaque @); seulement
au point As; puisque les (); sont des ellipsoides et elles n’ont pas d’autres faces que
leurs points extrémaux. Cela implique que H est un hyperplan support pour F' dans
V; et de plus F' est exposée dans AG]. O

Cette derniére proposition va fournir une condition de sortie & notre algorithme.
L’itération principale de notre algorithme est basé sur la proposition suivante qui
donne un critére calculable pour différencier une face exposée d’une face non exposée.
La quantité qui fait la différence est la distance entre un certain point et un certain
convexe.

Proposition 4.3.2. Soit F' = Conv(U;erAs;) telle que F une face de Q). Soit d défini
comme dans la proposition 4.5.1 et d* = d*/||d||3, soit K := R™ & Hy l'orthogonal
de Hgq dans R™ et Il le projecteur orthogonal dans K. On note

M =1 (Qs) aveec J :={1,....,p}\ I. (4.52)
Alors
CL) HK(Hd N V[) == {d+} 5
b) si dist(d*, M) > 0, alors F est une face exposée de Q. Plus précisément, si

qo := argmin{||d* —q|| | ¢ € M} (4.53)

et

1
n = (d" = q), (4.54)
1d+]13 = (d*, qo)
alors H, est un hyperplan support pour F.
¢) Si, au contraire, dist(d*, M) = 0, alors d* est nécessairement un point fron-

tiere de M.
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Dans ce cas, en posant H un hyperplan support dans K pour la face minimale ex-
posée F5(dV) de d™ dans M, H+Hgy est un hyperplan support pour la face minimale
exposée F¢ de Q) contenant I :

Fe = (H +Hg) N Q. (4.55)

ot Hqg = {y € R™ (y,d) = 0}. F n’est pas une face exposée de Q.

Démonstration. L’affirmation a) est triviale puisque d* est dans K et dans H, et
Ker HK = %d-

Pour la preuve de b), voir le lemme 5.3.2 et le théoréme 5.3.3.

Pour prouver c), on suppose que d* doit étre un point de I'intérieur relatif de M.
alors d* + ad™ appartient & () pour un certain o > 0. Soit f un point de 'intérieur
relatif de F'. On considére la line

L= {\1+a)d" + (1 - Nz € R},

et on observe qu’elle n’est pas contenue dans H,. Par conséquent, chaque ligne Iz L
qui passe par As;, doit étre sécante a 'ellipsoide Q; pour 7 € I. Cela implique que £
coupe l'intérieur de GG; au point que 'on nomme ¢. Par la proposition 4.3.1, Hy;N Bz
est hyperplan support pour F, donc (d,g) < 1. Mais d’un autre coté, x sur F est
une combinaison convexe stricte de g et (14 a)d™, donc les deux sont dans F' et de
plus (d,g) = 1 ce qui contredit 'argument précédent. Par conséquent d* est sur le
bord de (). Le reste est direct. O

On peut maintenant présenter ’algorithme d’identifiabilité pour la régularisation
bloc qui vérifie les conditions S1) et S2) du théoréme 3.2.6.

On fixe 2° dans R", on pose Iy := I(2°) et y = Az. Pour tout i dans Iy, on note
s9 :=Tlp,x°/||115,2°|o. Alors on a

Yp(2°) = {sV]i € Iy} (4.56)

Vérifier la condition S1) est trivial, il suffit de voir si A restreint a Vect({s?|i €
Io}) est de rang plein. La difficulté principale est de vérifier S2) c’est a dire Y25(3°) =
Eb($0).
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Algorithm 2 Algorithme d’identifiabilité pour la régularisation bloc

1: Etape d’initialisation
2 I =1y, J={1,...,p} \ I et T = 3(z").
3: Boucle
4: while I # {1,...,p} do
5. if on ne vérifie pas la condition de compatibilité a) de la proposition 4.3.1
then
20 n’est pas identifiable et on sort de I'algorithme.

else

on calcule la projection de dt sur M comme une combinaison convexe de

points frontiéres des ellipsoides projetées [IxAQ; (j € J) :

g =Y _ allgAs; =argmin{||d" —qllge M}  (J'CJ). (457)

jeJ’
9: if il y a plus d'un des vecteurs IIxAs; du méme bloc j then
10: 20 n’est pas identifiable, on sort de 'algorithme.
11: else
12: if dist(d*, ¢°) > 0 then
13: on sort de la boucle, on passe a I’étape finale.
14: else
15: onmet ajour [ =IUJ, J=J\IletX=3U{s;|jeJ}
16: end if
17: end if
18:  end if

19: end while

20: Etape finale

21: On calcule la distance entre le sous espace affine Aff({As?|i € I}) et le polytope
Conv({As;li € T\ Ip}).

22: if la distance est positive then

23: 2 est identifiable.

24: end if

On va expliquer plus en détail le fonctionnement de cet algorithme.
La condition S2) du théoréme 3.2.2 peut étre reformulée comme suit : ’ensemble

Fy := Conv{As;|i € Iy} = AF(2"), (4.58)

qui doit étre sur le bord de @) et, de plus, tout point envoyé par A dans Fy doit
originellement venir d’un des blocs de I et pas d’ailleurs. Plus d’'un point du méme
bloc peuvent étre envoyés.

L’idée de 'algorithme est la suivante : on suppose jusqu’a ce qu’il soit prouvé le
contraire, que F est sur le bord de @ (et qu’il est contenu dans la face minimale
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de y°, proposition 3.2.1) et, avec cette assertion, on détecte les points hors des blocs
de I, peuvent étre envoyés dans la face minimale exposée de y°. Cette collection
grandissante de X et, par la proposition 4.3.2, son enveloppe convexe

F := Conv{As;|i € I} (4.59)

reste un sous ensemble de la face minimale exposée de 3/° et assurent que Paffirmation
initiale comme quoi Fj est sur le bord reste vrai.

Si la condition de compatibilité des faces échoue a n’importe quelle étape, cela
veut dire que I’hypothése de départ est fausse et Fj intersecte l'intérieur de @) et
donc z° n’est pas identifiable. Au contraire, si elle est vraie, cela veut dire que F est
une face de Q); et elle a une chance d’étre une face de () si rien ne le contredit dans
la suite.

Le test de distance dans la boucle nous dit que si la distance est positive, il n’y
a plus de points a vérifier dans les blocs extérieurs de I qui puissent arrivent dans la
face minimale exposée de y°. Dans ce cas F est précisément la face minimale exposée
de y° et on peut aller & I'étape finale.

Autrement, par la proposition 4.3.2, on a trouvé quelques points s; qui sont
amenés par A dans la face minimale exposée de y°. On les rajoute a la collection et
on recommence. On fait cela jusqu’a ce que tous les blocs soient inspectés.

Finalement quand l’algorithme atteint I’étape finale, on est certain que I'’hypo-
thése de départ était vraie, que Fy est bien sur le bord de @ et qu’elle fait partie
de la face minimale exposée de 3°. On est sir qu’aucun autre points exceptés ceux
trouvés ne peuvent arrivés dans la face minimale exposée de 3°. Puisqu’il ne peut y
avoir qu’un seul par bloc avec cette propriété et que tous les blocs ont été testés, il
reste & vérifier qu’aucuns des points trouvés dans la face minimale exposée de 3° ne
soient dans la face minimal de y°. C’est exactement ce que fait I'étape finale.
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Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probléme de robustesse au bruit.
Contrairement a l'identifiabilité ot on a une contrainte d’égalité, des données conta-
minées par des perturbations ne permettent d’avoir une reconstruction stable du
signal d’origine en résolvant le probléme (1.5). Pour cela, les contraintes égalitaires
sont remplacées par des contraintes quadratiques et donne le probléme suivant

gréiﬂgn |z|1 s.c. |Az —yl|ls <6 (5.1)
ol y représente les données y = Ax® +w perturbées par un bruit additif w et ou 2°
est signal d’origine que I’on souhaite reconstruire. Il ne sera fait aucune hypothése
sur le bruit hormis qu’il est borné c’est a dire ||w|s < e. On notera z° la solution de
ce probléme résolu avec le paramétre 0.

Le probléme de robustesse au bruit va consister a estimer ’erreur de reconstruc-
tion entre 'approximation 2° et le signal d’origine 2°. Burger et al [BO04] ont ouvert
la voie en proposant une borne supérieur de la divergence de Bregman entre 20 et
z% avec Paide de certificats duaux. Les travaux de Vaiter et al [VGFP15, Vail4| sont
les plus généraux a cet égard. En effet, les certificats duaux vont aussi jouer un role
important dans la robustesse au bruit. Grasmair et al [GSH11| vont estimer I'erreur
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de reconstruction quadratique ||2° — 2°||; via cette divergence de Bregman dans le
cas de la minimisation ¢! synthése et fournir une constante de Lipschitz de 1'erreur
quadratique de reconstruction. Cette borne ne dépendra plus que de la matrice A,
du support, du signe et d’un certificat dual. On présentera ces résultats qui seront
notre base.

Notre objectif a été de minimiser cette borne. Pour cela, on s’est astreint a
construire un certificat dual qui la minimise et qu’on a nommé certificat dual opti-
mal. Un fait intéressant est que ce probléme de minimisation a une interprétation
géométrique simple. Ce probléme est équivalent & maximiser la distance entre un
sous-espace précis et un polytope. Cela a permis de trouver une solution a ce pro-
bléme & 'aide d’une simple projection comme nous le verrons dans la suite. Dans
toute la suite, on notera I le support de 2° et J son complémentaire.

5.1 Divergence de Bregman

La divergence de Bregman associée a une fonction convexe R est un outil classique
d’analyse convexe dont on rappelle la définition.

Définition 5.1.1 (Divergence de Bregman). Soit s € OR(z°), la divergence de
Bregman associée a la fonction convexe R est

Di(x,2°) = R(z) — R(z°) — (5,2 — 2"). (5.2)

Burger et al [BO04| ont explicité une borne supérieure de cette distance dans
notre cas.

Lemme 5.1.2. Soit 2° € R" une solution de (1.5) et n € R™ tel que A*n € OR(z2").
Pour toute solution x¢ de (5.1) avec 6 = € alors

Dy (2, 27) < 2€]In]l>- (5-3)

Grasmair et al [GSH11]| ont développé une constante de stabilité pour ||z¢ — 29|,
dans le cas ¢! synthése & I'aide du théoréme précédent. Ce résultat a été affiné par
Dossal et al [DT13] pour le certificat dual de Fuchs mais il est valable pour tout
certificat dual. Pour un signal qui vérifie la condition source renforcée, c’est a dire
qui est identifiable pour le probléme (1.5), on obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 5.1.3 (|[DT13|). Pour tout minimiseur z¢ de (5.1) avec § = € et tout
certificat dual 0 satisfaisant la condition source non dégénérée (4.3)-(4.4), on a

lz* = 2°|l2 < C(n)e (5-4)

avec

Cn) =2 (AT Iz + (JAT 2l Aslh2 + DQ) (5:5)
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Il
A= T Al 59

avec J = I°€.

On observe deux parties dans cette borne. Une premiére partie qui va étre « fixe »
et dépendant principalement de la restriction de la matrice A au support de z° et
une deuxiéme partie variable qui dépend essentiellement des certificats duaux non
dégénérés. C’est cette derniére partie qui va nous intéresser car elle va nous permettre
de minimiser cette borne.

5.2 Constante de stabilité optimale et certificat dual
optimal

On va donc chercher & minimiser la constante C(n) qu’on appellera : constante
de stabilité optimale. Il apparait clairement que la constante de stabilité optimale
est obtenu pour un quotient ((n) minimal. Le probléme se résume a résoudre

min Q(n) :  Ajn = sign(z)), [Ainlle <1 (5.7)

pour tout I'ensemble des vecteurs n qui sont des certificats duaux non dégénérés
pour z°. On va maintenant montrer que cette minimisation est équivalente & la
maximisation d’une certaine distance.

On a vu dans le chapitre 4.1 que les certificats duaux non dégénérés de z° dé-
finissent des hyperplans séparateurs dont l'intersection avec le polytope () = AB;
explicitent la face minimale Fp, (2°) de 2° avec 20 = 2°/||2°||;. Pour tout certificat
dual non dégénéré n, I’hyperplan H, est un hyperplan séparateur entre la face mini-
male et le reste du polytope ) comme l'illustre la figure 5.1. On note Q) le polytope
réduit :

Qs = Conv({xa;:j e J}), (J=1°.

De plus, comme H, est un hyperplan affine, il contient aussi 'enveloppe affine
de Fp, (7%),notée

La distance entre L£(z°) et @, est en fait 'inverse de Q(n) que l'on notera
D(H,, Q). Ce résultat est prouvé par la proposition suivante

Proposition 5.2.1. a) on suppose que le vecteur n dans R™ et n # 0 satisfait

ATl < 1. (5.9)
alors . HA* H
Wj“’ — D(H,,Q,). (5.10)
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P, a
a
a;
_+
dg
a3
H

FIGURE 5.1 — Séparation entre H, et le polytope réduit Q; dans R?

b) Le probléeme d’optimisation (5.7) est équivalent au probleme d’optimisation

Hg%éo)D(HmQJ)- (5.11)

La preuve est donnée en annexe. On peut noter que, dans (5.10)  n’a pas besoin

d’étre nécessairement un certificat dual mais il doit juste satisfaire I'inégalité (4.4)

non strictement. De plus, dans (5.11), la construction de certificats duaux a 1'aide

de pré-certificats ne requiert que la satisfaction de (4.3). La question qui suit est
comment résout-on ce probléme.

5.3 Construction du certificat optimal

5.3.1 Construction géométrique

La derniére proposition de la proposition de 5.2.1 signifie que résoudre (5.7)
revient & trouver I'hyperplan affine le plus éloigné de (Q; et qui contient le sous-
espace affine £(z°). La prochaine étape va étre de transformer le probléme (5.11)
dans un probléme équivalent avec de plus simples contraintes. Dans ce probléme
équivalent, les hyperplans n’ont plus a juste contenir un sous-espace affine fixé mais
juste un point fixé a la place. Ceci peut étre obtenu en projetant tout le probléme
dans I'orthogonal de la direction de £(zY).

Plus précisément, on considére L = Dir(£(z°)), soit K P'orthogonal de L et on
note Ilx le projecteur orthogonal de K. Explicitement,

]._.[K - IRm - A[A?’ (512)
ol A; est la matrice dont les colonnes sont

((00)ia; — (UO)ioaio)iEI\{io}
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pour un certain ig dans [.

On note

éj = HKaj (] S J)
et
QJ = HKQJ = COHV{:':QJ' : j S J}

la projection sur K du polytope réduit (); qui est lui-méme un polytope dans K.

Ce résultat montre que, pour résoudre (5.11), on peut remplacer dans (5.11) le
polytope réduit Q; par son projeté Q; et tout le sous-espace affine £(2°) par un
seul vecteur. Il suffit ensuite de résoudre le probléme dans K :

Proposition 5.3.1. a) tout certificat dual n € K pour 2° ;
b) My envoie le sous espace affine L(z°) dans le singleton d(z°)*

M L(z") = {d(2")"}

ot d(z°) est le pré-certificat de Fuchs (4.11).
c¢) Le probleme d’optimisation (5.11) est équivalent au probléme

D(Qs, H
i a. D@0

avec I:[n =1IxH, = K N H, pour tout certificat dual n pour z°.

La figure 5.2 montre un exemple de cette projection pour 'exemple de la figure
5.1.

K = L(X°)*
a1 Projection dans K

aj ~
—
]
—_—
as
- o\
L) = Affroeyy OO

FIGURE 5.2 — Un exemple de projection dans K

On a montré que le probléme initial peut étre réduit a un probléme ou il faut
trouver un hyperplan affine qui contient un point fixé et aussi loin que possible d'un
ensemble convexe fermé donné. Ce probléme général a une unique solution, soit
I'unique hyperplan qui contient le point fixé et est orthogonal & une droite qui passe
par le point fixe et son projeté sur I’ensemble convexe donné. Tout cela est condensé
dans le lemme suivant.
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Lemme 5.3.2. Soit C' un ensemble convexe fermé dans RP et d un vecteur dans RP
hors de C. Soit wq la projection de d la convere C, c¢’est a dire
wo = argmin,cc|[u —d
et soit Hy un hyperplan affine qui contient d et sa direction normal wog — d, c’est a
dire
Hy=d+ Hyy—qa-

alors
(u—d,wo—d) > ||wo —d||3, (ue ) (5.13)
D(C, Hy) = ||wo — d||2 = D(C,d) (5.14)
et de plus, pour tout hyperplan affine H # Hy qui contient d,
D(C,H) < D(C, Hy). (5.15)

Maintenant qu’on a réuni tout ces résultats, on peut énoncer notre résultat prin-
cipal :

Théoréme 5.3.3. Soit 2° dans R" tel que A upp(a0) est ingective. Soit Wo une pro-
jection conveze de d(z°)" sur le projeté du polytope réduit Q,
wo = argmin|ju — d(z°) "]
ueQ,

Alors :

a) Le vecteur x° est identifiable si et seulement si ||wo — d(z°) "] > 0.

b) Si cette condition est vérifiée, la constante de Lipschitz optimale C(n) du
Théoréeme 5.1.3 est atteinte pour l'unique certificat dual fort

1

= TR = [ way ) (10
De plus, la valeur minimale de (5.7) pour ny est
. B B 1 B 1
e = O = el ~ pee @) O

Dans le méme contexte que les figures 5.1 et 5.2, la figure 5.3 illustre ce résultat.

A partir de ce théoréme, on en déduit I'algorithme de résolution du probléme
(5.7) suivant :

Algorithm 3 Algorithme projectif pour le pré-certificat optimal

Initialise d(z°) = A} *sign(29) et d(2°)" = d(z°)/||d(z°)||3;

Calcul de la matrice de projection de IIx dans K selon (5.12);

Initialise a; = [Iga;, j € J;

Calcule de la projection wy de d(z°)* dans la fermeture convexe de +a;, j € J
Calcule de Q¢ = [|d(z°)* — w°||5" et certificat dual associé selon (5.16).

AT e
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d(xO)\ _ d(x0)

-al _al

FIGURE 5.3 — Exemple de projection de d(2°)* dans le polytope réduit Q

On va détailler notre implémentation de l'algorithme projection pour le pré-
certificat optimal que 'on rappelle ci dessus.

La partie la plus importante et la plus cotiteuse en temps de calcul est ’étape 4
de la projection du point d(z°)* sur la le convexe fermé +a;, j € J. Le calcul de
cette projection peut étre fait avec n’'importe quel algorithme dédié.

Dans notre implémentation, nous avons choisi une version m-dimension de 1’al-
gorithme Gilbert-Johnson-Keerthi (GJK) [GJK88|. Dans cette algorithme, chaque
itération comprend deux étapes. Une étape qui calcule un hyperplan support et une
seconde étape qui contient une projection sur un simplexe. La premiére étape est ici
trés rapide puisqu’elle est basée uniquement sur le calcul des produits scalaires.

Il existe de nombreux algorithmes de projection sur le simplexe standard A™.

A”:{xERWOSxiSl,in:l}

i=1
Malheureusement, ’algorithme GJK construit un simplexe régulier, ¢’est a dire, une

77777

n
Conv(xy,...,x,) = {Ztixﬂt e A"}
i=1

Golubitsky et al [GMW12] propose une approche récursive qui ne nécessite pas de
trouver une isométrie avec le simplexe standard pour calculer la projection. Cet
algorithme bien que relativement rapide dans nos tests peut devenir cotiteux en plus
grande dimension.

5.3.2 Construction gloutonne

Parce que 'algorithme de projection 3 peut étre trés couteux en temps de calcul
comme beaucoup d’algorithmes géométriques, on a développé un algorithme glouton
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qui tente de résoudre approximativement le probléme (5.7). Cet algorithme ne calcule
que des produits scalaires et par conséquent est trés rapide. Il est & noter qu’il ne
produit pas forcément la résultat optimal.

On a constaté empiriquement que Q(n) en fonction de ||A%7||~ semblait convexe.
D’ou l'idée de grossiérement sélectionner une séquence de candidats n qui aug-
mentent le dénominateur de (5.6) jusqu’a ce qu’un certificat dual est trouvé. Cela
est fait en faisant décroitre le produit scalaire entre les colonnes de A indexées par
le cosupport J du signal et le vecteur candidat n a chaque étape.

Plus précisément, comme pour le critére IC' de [VPDF13|, nous voulons construire
un candidat 7 optimal tout en minimisant ||A%7||co-

L’algorithme est initialisé avec le candidat générique d(x¢) = np (définition 4.1.6)
qui est le pré-certificat de Fuchs.

Algorithm 4 Algorithme glouton pour le pré-certificat optimal

1: Etape 0
2: Calcul de n = A} *sign(z%)
3. signy, < vecteur nul de la taille de z9
4: I, _bad < vecteur non vide.
5: Qoiq < valeur MAX.
6: Etape k
7. while [ bad est vide do
8:  while Aj, est injectif and t; > 0 and @,y > @) do
9: Tk <_max|<ajk777>|
Ik K
10 signy, <— signg, U {sign({a;,,n)}
11: I, + I, U Tk
12: Calcul du compromis t,
13: if t;, = 0 then
14: return 7
15: end if
16: 11— A7 signg
17: Qola + Q
18: Q « lInll2

1—-[[AZenlloo
19:  end while
20: I _bad < eléments de Iy tels que (A} Ay, )~ signy # signy
21:  Elimination des éléments de (I, _bad)
22:  Elimination des éléments de signg (I, _bad)
23: end while

L’idée principale est de sélectionner une séquence de candidats 1 qui augmentent
le dénominateur de (5.6) jusqu’a ce qu'un certificat dual est trouvé. Cela est fait en
faisant décroitre le produit scalaire entre les colonnes de A indexées par le cosupport
J du signal et le vecteur candidat n a chaque étape.
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Plus précisément, comme pour le critére /C de [VPDF13|, nous voulons construire
un candidat 7 avec une ||A%7|o minimale.

A chaque étape k, [[A%n]|o est réduit en ajoutant une composante a;, au vecteur
Nesr1 = Nk —tkA;;*signk tel que I, = I,_1U{jr} et Ay, est injective. Le vecteur signy,
contient le signe approprié pour effectivement réduire les produits scalaires avec les
colonnes sélectionnées. Le maximum des corrélations entre ces colonnes sélectionnées
et le vecteur candidat est réduit proportionnellement a ¢ et, de plus,

[(as, )| = |ATmRlle (s €9) (5.18)

oll S est 'ensemble des indices des colonnes sélectionnées.

La figure 5.4 illustre le fonctionnement de I'algorithme glouton. A partir d’une
étape initiale, 'algorithme sélectionne et ajoute la colonne a; avec le signe —1. Le
facteur t, qui limite les déplacements de I’hyperplan, est calculé tel que la diminution
de ||A%nk|le soit maximale.

a

Nk+1 = Nk - tkA1k+*5§
Aki u{ai} Sequ{-1}

FIGURE 5.4 — Un exemple simple du fonctionnement de l'algorithme glouton.

Calcul de ¢,

Le calcul du nouveau vecteur nx 1 = np — tkA}r:signk nécessite le calcul du coef-
ficient t;. Lors du calcul du nouveau 7, le produit scalaire d’une partie de colonnes
de A indicées sur le cosupport avec 1 vont diminuer et pour les autres, ce produit
scalaire va augmenter. Le coefficient doit étre choisi de telle sorte que 'on puisse
réduire au maximum le produit scalaire le plus élevé sans que les autres produits
scalaires qui augmentent ne I’excédent.
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Pour cela, il suffit d’observer des droites définies par

(a1, Mi1) = (ar,me) — telar, A7 signg)

(az, 1) = (ag, M) — trlaz, Af signg)

<am 7]k+1> = <an> nk> - tk‘<am AZC*Signk>

Ces droites représentent les valeurs des produits scalaires en fonction de t;. Certains
vont augmenter et d’autres diminuer. L’intersection d’une de ces droites avec le
produit scalaire que le souhaite diminuer, soit ji, donne la valeur de ¢, que 'on
ne doit pas excéder pour cette droite. Pour avoir le meilleur compromis, il faudra
prendre de toutes les intersections celle dont la valeur de ?; est la plus basse et
positive. Cela donne 1'algorithme suivant :

Algorithm 5 Calcul du compromis
1: En entrée n, A, I, ji.
2. if (a;,,n) > 0 then

(<ai7 >_<a' ) > .
30 (tg)y {(A*A}‘—I:Signk;_(A]*k&k*signk)jk pour i ¢ I tel que {(a;,n) > 0}
’ (<ai7 >+(a s > .
40 (tg)- {(A*A}—I:Signk;z+(Aj*k£'k*Signk)jk pour i & I, tel que (a;,n) < 0}
ot t, < min (tk>+ U (tk)_ tel que 0 <t < 1
6: else
T (te)- A (ai ) ~a, ) pour i & I tel que (a;,n) < 0}
’ - (A*A}rk*signk)i—(A*AIt:signk)jk & —
8: (<ai7n>+<ajk’77>

(tk>+ — {(A*A;r,:5i9”k)i+(A*AI+k*8ignk)jk pour i gé [k’ tel que <ai777> > 0}

9: < min (tx)+ U (t)- tel que 0 <t < 1
10: end if

Etape d’élimination

Quand le vecteur 7 est modifié, ces produits scalaires avec A’ le sont aussi et le
signe de (AjkA[k)_lsignk peut étre différent de celui de signj;. L’ensemble S’ peut
étre divisé en deux sous ensembles : S, I'ensemble des colonnes sélectionnées telles
que sign((Aj, Ap) " 'signg). = (signg)y et S_ quand sign((Aj Ap) " signg)- =
—(signy)—. Calculer ng1 = mp — tkA};*signk entrainera la diminution de |(as, ,n)|
et 'augmentation de |(as_,nx)|. Le facteur de descente ¢ est calculé pour avoir le
meilleur compromis entre les produits scalaires qui diminuent et ceux qui augmentent
c’est & dire min |(a,, , k)| = max |(as_, 7x)|.

En effet, si le signe des produits scalaires des colonnes déja sélectionnées est
inversé, la descente sera plus couteuse et le facteur ¢, sera plus petit. Cette stabilité
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peut étre un indicateur des colonnes qui ne sont plus nécessaires c’est a dire qu’elles
ne jouent plus leur role.

On rajoute, finalement une étape optionnelle d’élimination qui est utilisée pour
nettoyer les colonnes superflues a la fin.

5.4 Reésultats numériques

Cette section présente une comparaison des résultats entre les deux algorithmes.
Le temps calcul et surtout la borne Lipschitz obtenue vont étre confrontés. Pour
étre plus précis, on a testé deux algorithmes gloutons, avec ou sans la derniére étape
d’élimination. On a vu que dans le chapitre 4.1 que deux algorithmes étaient testés.
On a constaté que l'algorithme sans I’étape d’élimination se stoppait plus tot et
avait donc de moins bons résultats. Par conséquent dans la suite, on ne comparera
que l'algorithme complet avec son étape d’élimination.

Le certificat dual optimal assure a la fois I'identifiabilité de 2° et minimise la
majoration de 'erreur de reconstruction. Ces deux conditions vont étre évaluées on
va tester les pré-certificats de la minimisation ¢! présentés dans le chapitre 4 pour
différentes matrices, gaussienne et de type-tomographique et visualiser les résultats
a l’aide de transition de phase. La matrice de type tomographique utilisée simule
une matrice de projections pour des projections paralléles. Des tests ont été réalisés
pour des projections en éventail et les résultats sont similaires.

On a créé un ensemble d’images parcimonieuses z° de taille 64 x 64. Pour simu-
ler une tomodensitométrie & faibles nombres de vues, on a limité le nombre d’angles
a 10 répartis uniformément. On observe peu de différences entre des angles choi-
sis aléatoirement et des angles répartis uniformément. Ce nombre assez faible nous
donne une matrice de projections A sous déterminée : A € R?39%499% Pour calculer
nos transitions de phase, on a découpé notre ensemble d’images parcimonieuses en
fonction de la parcimonie. Pour chaque degré de parcimonie, on construit aléatoire-
ment un ensemble d’images de support oil les composantes non nulles sont égales a
1, et un ensemble d’images de support ol les composantes non nulles sont soit égales
a 1 soit -1. La Figure 5.5 montre quelques exemples.

La minimisation (1.5) et le pré-certificat de IC peuvent se reformuler comme
des problémes de programmation linéaire. Ils ont été calculés soit avec la toolbox
d’optimisation de Matlab, soit la toolbox OPTI ou soit Mosek. Pour le pré-certificat
optimal, on a développé deux approches, une géométrique qui retourne la solution
exacte et une approche gloutonne qui ’approxime.

La transition de phase de la minimisation (1.5) a d’abord été calculée. On visua-
lise ainsi & partir de quel degré de parcimonie, il n’est plus possible de reconstruire
le signal z° via la minimisation ¢! synthése. On construit ensuite les transitions de
phases des différents pré-certificats pour voir jusqu’a quel degré de parcimonie ils
sont, des certificats duaux non dégénérés.

Les figures 5.6 et 5.7 représentent respectivement les transitions de phases pour
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FIGURE 5.5 — Exemples de 2° € R5*%4 avec un degré de parcimonie de 150, 200 et
250

une matrice gaussienne et une matrice de projections. Les transitions pour les pré-
certificats de IC et optimal ne sont pas présentés parce que les transitions de phase
se superposent a celle de la minimisation ¢!. Autrement dit, pour tous les signaux
2¥ qui sont identifiables, ils sont des certificats duaux non dégénérés.

Les transitions de phases 1, et 742 représentent deux algorithmes gloutons pour
trouver le pré-certificat optimal. On voit trés bien qu’il y en a un qui est en deca
dans le cas de tomographie. Il n’arrive pas & produire un certificat dual pour tous
les vecteurs identifiables. d représentent le certificat de Fuchs, trés utilisé dans la
littérature. On se rend compte qu’en pratique, il ne produit un certificat dual non
dégénéré que pour de petites parcimonie. Plus précisément, la condition d’irrepré-
sentabilité n’est finalement vérifiée que pour peu de signaux identifiables mais elle
assure la robustesse a petits bruits.

Contrairement au certificat de Fuchs, les autres certificats montrent bien le ca-
ractére nécessaire et suffisant de la condition source renforcée dans 1'unicité d’une
solution. Le certificat de IC est le certificat dont la norme infini des corrélations
avec les colonnes de A qui ne sont pas dans le support est minimale. Evidemment
pour une solution identifiable, il y en a toujours au moins un qui sera trouvé. Il
est en de méme pour le certificat de norme minimale et le certificat optimal. Pour
ces certificats, la seule difficulté est de développer un algorithme efficace pour les
construire.

On a repris le méme contexte d’expérimentation que le chapitre 4.1 avec les
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[ 1x°[ 1o

FIGURE 5.6 — Ratio de vecteurs reconstruits par la minimisation ¢! en fonction de
|2°[]o dans un cas gaussien. Le ratio des pré-certificats d, 1,1 et 1y, qui sont des

certificats duaux non dégénérés en fonction de ||2°]o

mémes ensembles d’images et opérateurs. Les résultats sont condensés dans les ta-
bleaux 5.1 et 5.2 qui présentent le @ optimal (respectivement (5.17) et (5.6)) obtenu
pour différents degrés de parcimonie avec une matrice gaussienne et les tableaux
5.3 et 5.4 pour une matrice de projection. Pour chaque degré de parcimonie, les
algorithmes ont été testés pour une centaine de signaux identifiables.

parcimonie 80 100 120
Q |temps (s)| Q |temps(s)| Q | temps (s)
moyenne | 22.10 11.24 28.98 13.56 38.32 17.33
médiane | 22.16 11.20 28.85 13.42 38.23 17.31
min 18.81 9.93 24.49 11.93 31.18 14.84
max 25.11 12.82 32.99 17.15 44.95 19.33

TABLE 5.1 — Résultats pour () obtenu par l'algorithme de projection pour une

matrice gaussienne. Temps en secondes

En comparaison avec une minimisation ¢! résolue en programmation linéaire par
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0.8
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FIGURE 5.7 — Ratio de vecteurs reconstruits par la minimisation ¢! en fonction de
|2°]]o dans le cas tomographique. Le ratio des pré-certificats d, 1, et 1,2 qui sont
des certificats duaux non dégénérés en fonction de ||2°||,.

parcimonie 80 100 120

Q | temps (s) | Q |temps(s)| Q | temps (s)

moyenne | 22.12 7.21 29.02 8.00 38.44 8.67

médiane | 22.18 6.78 28.90 707 38.33 8.62
min 18.82 5.97 24.54 6.80 31.24 7.51
max 25.12 12.14 33.06 12.56 45.04 9.76

TABLE 5.2 — Résultats pour ) obtenu par l'algorithme glouton pour une matrice
gaussienne. Temps en secondes

Mosek ou OPTI, I'algorithme de projection est trois a cinq fois plus rapide que la
programmation linéaire sous Mosek et I’algorithme glouton divise par deux ce temps
de calcul. L’algorithme de projection trouve la borne Lipschitz optimale ce qui per-
met de comparer avec 'approximation de 'algorithme glouton. Cette comparaison
montre que cette approximation construit un certificat dual non dégénéré presque
optimal.

Ce résultat de I'algorithme glouton est une agréable surprise qu’il faut toutefois
pondérer. L’algorithme glouton a une étape d’inversion de matrice et quand le degré
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parcimonie 80 100 150

Q |temps (s)| Q |temps(s)| Q | temps (s)

moyenne | 11.23 11.97 15.29 11.38 37.44 15.13

médiane | 11.18 11.87 15.27 11.33 36.71 15.01
min 9.34 9.99 12.45 10.47 26.53 13.15
max 13.42 16.40 19.35 12.85 56.54 17.37

TABLE 5.3 — Résultats pour ) obtenu par l'algorithme de projection pour une
matrice de projection. Temps en secondes

parcimonie 80 100 150

Q |temps (s) | Q |temps(s)| Q | temps (s)

moyenne | 11.32 4.57 15.58 5.50 22.32 6.39

médiane | 11.29 4.58 15.47 5.44 21.63 6.37
min 9.40 3.86 12.57 4.89 16.56 2.52
max 13.60 6.55 19.78 6.21 31.38 7.45

TABLE 5.4 — Résultats pour () obtenu par 'algorithme glouton pour une matrice de
projection. Temps en secondes

de parcimonie se rapproche de la transition de phase (voir chapitre 4.1), il y a plus
d’itérations a de plus grande parcimonie. Par conséquent, il arrive que le temps de
calcul explose.

Erreur théorique contre erreur réelle

On a souhaité comparer les bornes théoriques obtenus avec la réalité. Ces majo-
rations couvrent tous les cas de bruits additifs dont le pire cas c’est a dire le bruit
qui va entrainer ’erreur de reconstruction la plus élevée. Pour évaluer ce pire cas,
on a développé un algorithme qui construit un bruit qui maximise 'erreur de re-
construction. Pour un € fixé, cet algorithme construit un vecteur bruit b € R™ tel
que ||b]|2 < € et ||z — 2°||2 soit maximale.

On sait que le probléme contraint (5.1) partage le méme ensemble de solution que
le probléme lagrangien [GHS11] pour . A partir de cela, on a essayé de développer
une approche basée sur la formulation locale explicite de la solution du probléme
lagrangien x*. Localement, on sait [Fuc04]| que la solution 2, avec Jy = supp(x?)
pour un A = cd avec ¢ > 0 et A, injectif, est

x) =y + AT — AAS5 A% ) sign(a),) (5.19)

La solution z* est construite itérativement et son support aussi. De plus, son support
suit un chemin polygonal. On note Jy le dernier support c’est a dire le support le
support du vecteur construit a la derniére étape avant de construire z*. On peut
espérer maximiser ||z —x9 ||z en construisant un vecteur bruit b basé sur ce dernier
. * _1 . .. , ,
support J, avec une matrice (AJAAJA) qui est mal-conditionnée. A cette étape,
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il existe encore de petites composantes du vecteur qui n’ont pas été éliminées. Cela
peut marcher pour des bruits de faible norme ¢2. En effet, un bruit élevé impacterait
le signe. Par conséquent, en suivant cette idée, on propose 'algorithme suivant 6 :

Algorithm 6 construction du pire bruit

1: Trouver le dernier support Jy tel que (A% A 7y)" ! soit mal-conditionné

2: (U,S,V) < SVD((A5 Ay,)™") ot SVD est la décomposition en valeur singu-
liére.

3: b+ V(1) ot V(1) est le vecteur avec la valeur singuliére la plus forte.

4: normalise b.

Cet algorithme a été comparé a un millier de bruits gaussiens sur une centaine
de vecteurs. Il a toujours produit le vecteur de bruit engendrant ’erreur de recons-
truction ||2° — 2°||, la plus élevée.

Pour une matrice de projection, le tableau 5.5 présente les meilleurs résultats
obtenus dans le méme cadre d’expérimentation que précédemment pour un petit
bruit soit € petit et une dizaine de degrés de parcimonie (95 a 105). Ces résultats
sont présentés sous la forme de ratios entre la majoration théorique de 'erreur de
reconstruction de (5.5) et [GSH11]| et I'erreur réelle obtenue en résolvant le probléme
5.1. Les ratios ont été calculés pour des bruits gaussiens et le pire bruit. Pour les
bruits gaussiens, une centaine de bruits ont été généré et on a pris en compte la
moyenne des erreurs de reconstruction et I’erreur maximale pour calculer les ratios.

25, — 29 || Moyenne | Max | pire
TBy/||lz, — 25, |2 de (5.5) 133.9 | 24.8 | 24.02
TBy/|x), — a5 ||z de [GSHI11] | 728.7 | 134.9 | 130.7

TABLE 5.5 — Ratio entre les résultats théoriques et 'erreur ¢2 réelle. TB est la
borne théorique, Moyenne est le ratio avec la moyenne des erreurs £? obtenues avec
des bruits gaussiens, de méme pour Max et pire est le ratio avec I’erreur ¢? obtenue
avec le pire bruit.

On constate que méme le meilleur ratio reste trés ¢élevé et donc que les bornes
théoriques restent trés éloignées de la réalité malgré la réduction importante entre
(5.5) et [GSH11|. Dans le cas de la tomographie, on peut expliquer cela méme dans le
cas continue. Si 'opérateur de Radon est R, R* R peut étre vu comme un opérateur
de déconvolution. Duval et al [DP15] montre dans le contexte de la déconvolution
de trains de Dirac qu’il peut y voir de petits mouvements des pics de Dirac c’est
a dire que la reconstruction peut légérement déplacer les pics. Ces mouvements
n’impactent pas la reconstruction mais entrainent une augmentation de I'erreur ¢?
de reconstruction. De plus, en se ramenant au domaine discret, on augmente cette
erreur en prenant une grille de discrétisation plus fine. Méme pour de petits bruits
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ol on peut en général espérer une meilleure approximation, I'estimation théorique
reste éloignée de la réalité.

Une autre raison au caractére pessimiste de la borne théorique est qu’elle est
valable pour la solution du probléme d’optimisation mais aussi pour tout vecteur
admissible. Elle n’estime pas la distance entre z° et une solution du probléme mais la
distance entre 29 et la plus éloignée des solutions. Par conséquent, s’il y a un vecteur
admissible est ¢loigné de 2° au sens de la norme ¢2, la borne sera trés pessimiste.

Malgré cet écart significatif entre la théorie et la réalité, on constate quand méme
une forte corrélation entre la majoration théorique et ’erreur réelle comme le montre
la figure 5.8. Chaque point de la figure correspond a la borne théorique de erreur
de reconstruction d’un signal en fonction de la moyenne des erreurs réelles obtenues
pour un millier de bruits gaussiens. Pour une centaine de signaux de méme degré de
parcimonie (100), on a calculé ces erreurs de reconstruction pour trois e différents
(0,001, 0,01 et 0,1) d’ou les trois groupements de la figure.

FIGURE 5.8 — la majoration théorique en fonction de la moyenne des erreurs réelles
obtenues pour un millier de bruits gaussiens.

Cette figure 5.8 met bien en évidence un coefficient de proportionnalité entre les
erreurs.

5.5 Annexes

A1l. Lemmes préparatoires
Nous aurons besoin des lemmes suivants pour nos preuves.
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Lemme 5.5.1. Soit uy,...,uy une collection finie de vecteurs dans RP et C' =
Conv{uy,...,ux}. On suppose que H est un hyperplan affine qui n’intersecte pas

Uintérieur de C. Alors
D(C,H) = min D(u;, H)

1<i<N

Démonstration. A une translation prés, on peut supposer que H contient I'origine,
soit H = H, pour un certain € RP. Puisque H n’intersecte pas l'intérieur de C,
on peut aussi supposer que (n,u) > 0 pour tout u dans C.

Evidemment D(C, H) < min;<;<y D(u;, H), nous avons donc seulement & prou-
ver le contraire. On fixe u dans C' et on I'écrit comme une combinaison convexe

stricte
u=> aw, Y a=1 0<a<1 (i€l
el i€l

pour une certaine famille {u; : ¢ € I'}. Alors

D(u,H):<"’“>—Z (n, ) Zal (u;, H

7]l 1712
> mlnD (w;, H Zaz > 1I<Iil<nND(uZ, H),
i€l
de plus
D(C,H) = 1nf D(u H) > min D(u;, H),
1<i<N
ce qui prouve le lemme. O

Lemme 5.5.2. Soit L un sous-espace affine de R™ and L = Dir(L). On note K le
sous-espace orthogonal de L dans R™ et on note llg le projecteur orthogonal dans
K. Alors :

a) llx envoie L dans le singleton {d} = LN K.

b) Si H est un hyperplan affine quelconque dans R™ contenant L, alors T H
est un hyperplan affine dans K qui contient d et a la méme direction normale que
H. De plus, l’application

He—gH  (HDCL) (5.20)

est un bijection entre les hyperplans dans R™ contenant L et les hyperplans dans K
contenant d.
¢) Si C est un sous-ensemble non vide dans R™ alors

D(C, L) =D(lixC,d). (5.21)
De plus, si H un hyperplan contenant L, alors

D(C, H) = D(I1xC, H) = DI C, T H). (5.22)
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Démonstration. Puisque K et L se croisent uniquement & l'origine et £ est un trans-
lation de L, 1l s’en suit que K et L s’intersectent & un unique point, soit d. Alors,
comme L = Ker I, g (L) =Ix(d+ L) = {d}, ce qui prouve a).

Pour b), soit H un hyperplan contenant £, on pose H = Dir(H) et soit n un
vecteur normal de H. Alors on a la décomposition orthogonale

R™ = Vect(n) @ H = Vect(n) ® L & (HN K), (5.23)
d’otu
K = Vect(n) ® (HN K) (5.24)
Il s’en suit de (5.23) que [IxH = H N K, par conséquent

IgH=1lg(d+H)=d+HNK=HNK,

alors IIx H est un sous-espace affine dans K contenu dans d. De plus, (5.24) montre
que IIxH est de dimension 1 dans K et est orthogonal & 7, d’ou IIxH est un
hyperplan avec la méme direction normal n que H. Pour finir la preuve de b), il
suffit d’observer que ’application

H— H+L

définie pour tout hyperplan A dans K qui contient d est Iinverse de I’application
(5.20).

Pour prouver ¢) on peut supposer que, a une translation prés avec —d, que d = 0,
d’on L = L et H = H. Pour prouver (5.21), on fixe u dans C' et on le décompose
orthogonalement comme

u=uy ®llgu, (up € L)
Alors
D(u, L) = |[Igul||s = D(Ilku,0),

et par conséquent

D(C,L) = inf D(u, L) = ingD(HKu, 0) = D(I1C,0)
ue

ueC
Finalement, pour prouver (5.22), on décompose orthogonalement u en fonction de
(5.23) :
u=\ndu;, ®uynx,
qui donne
Hgu = An @ uynk.

mais alors
<77,L1> = <777HKu> = AHW”%
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et comme H et [IxH ont le méme vecteur normal 7, il s’en suit que

’ 71l 171l ’ ’

d’ou
D(C,H) = &Ielgp(u’ H) = l1116127)(HKu,HK”H)
=Dl C, 1 H)

ce qui compléte la preuve.

L

FIGURE 5.9 — Illustration de lemme 5.5.2 avec un exemple simple dans R3

La figure 5.9 illustre ce lemme.

A2. Preuve Proposition 5.2.1 :

Pour prouver a), rappelons d’abord deux formules générales qui donnent la dis-
tances d’un vecteur arbitraire u dans R™ a un sous-espace H, et la distance de ce
vecteur a un sous-espace affine H, (voir (2.1) et (2.2) pour leur définition). A savoir

Dlu, ) = Lol gy (5.25)
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D(u, H,) = W (ueR™). (5.26)

La premiére égalité (5.25) vient directement du fait que D(u, H,) est simplement
la norme de la projection de u dans H,,, qui est le vecteur (u,n)n*.
Pour (5.26), on note que, puisque H, = n* + H,, on a

D(uv HU) - D<u - n+7 Hﬁ)

Alors (5.25) appliqué pour u — n* a la place de u nous donne

—nt 1 —(u,n)]
Dlu— ot ) = = mhml | )
(=" M) = "0, T

ce qui prouve (5.26).
On fixe maintenant j dans J et on observe que

1~ [{ay.m)| = 1 — max{(a;, ). (~a,.n)}
— min{1 - (a,,n), 1 — (~a;, 7)) (5.27)
= min{[1 — (a,m [1 — (~a;,m)]}.

La derniére égalité ci-dessus est vraie parce que (5.9) implique [(a;, )| < 1, ce qui
veut dire que ni 1 — (a;,n) ni 1 — (—a;, n) ne sont négatifs. Il s’en suit de (5.27) et
(5.26) que
1— Ua
S = i (D ). D(-a. Hy)
M2

Par conséquent
L= Adnlle 1 |{ay,m)

Il 9er il (5.28)
= mi? min{D(+a;, H,)}
je

Il s’en suit aussi de (5.9) que H, n’intersecte pas l'intérieur du polytope réduit
Qs = Conv({xa; : j € J}). Si cela se produit, alors il y aurait uy et uy dans @ tel
que (n,uy) < 1 et (n,ug) > 1, alors que (5.9) garantit que (u,n) < 1 est vrai pour
tout u dans Q.

Pour finir la preuve de a), on observe que (5.28) implique la conclusion (5.10) a
travers un argument général décrit dans le lemme 5.5.1.

On prouve maintenant b). Il s’en suit directement de a) que le probléme (5.7)
est équivalent au probléme

maXD(Hm QJ) : (A*U)I = sz’gn(x?),

lA )l < 1 (5:29)

On observe que la premiére contrainte ci-dessus veut précisément dire que £(z°) C
H. On suppose qu’'un certain vecteur 7 satisfait la premiére contrainte mais pas
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la seconde, c’est a dire ||[(A*n)s||oc > 1. Ce qui veut dire que (n,ca;) > 1 pour
un J' dans J et un signe o € {£+1}. Mais alors le vecteur maaj appartient
simultanément & H, et Q;, d'ott D(H,, ;) = 0. Par conséquent un tel vecteur 7
ne peut étre une solution de (5.29) pour un vecteur identifiable z°. En tant que tel,
on peut formellement ignorer la deuxiéme contrainte dans (5.29), et cela compléte

la preuve.

A3. Preuve de la Proposition 5.3.1 :
Pour prouver a), on fixe iy dans I et on suppose que 7 est un pré-certificat pour
2%, ¢’est a dire que (4.3) est vrai. Par conséquent, pour tout 7 € I, on a

(n, (90)sai — (00)igas,) = (90); — (00)7, = 0,
ce qui implique que 7 est orthogonal a L et de plus appartient a K.

Pour b), comme d(z°) est un pré-certificat, il s’en suit de a) qu'il appartient a
K, par conséquent d(z°)" aussi. D’autre part, d(z°)" est dans £(z°) (voir (2.3)),
par conséquent tout vecteur u dans £(z°) peut s’écrire comme u = v’ + d(x°)™ pour
un ' dans L = Dir(£(z?)) = Kerllg. Mais alors

Mgu = Hgd(z”)" = d(2°)*

ce qui prouve b).
Finalement, ¢) est une conséquence directe d'un argument plus général contenu
dans le lemme 5.5.2.

A4. Preuve du lemme 5.3.2

On peut supposer que, & une translation prés, que d = 0. Ce qui veut dire qu’en
particulier que w est le vecteur de norme minimale dans C, et que Hy = Hy,. Avec
cette hypothése, on prouve d’abord (5.13), qui devient

(u,wo) > [[woll;  (ueC). (5.30)

En supposant le contraire, on peut trouver un u dans C' tel que (wg — u, wg) > 0.
On définit alors, pour A € R :

w o= (1= Nwo+ A, f(A) = w3 = Iwollz
Par extension f(\) donne
FO) = Allla = woll3A — 2(wo — u, wy)),

alors f()\) est négative pour \ € <O, M) On fixe alors A\g = min{1, {e=two)y

[u—woll3 7 lu—woll3
Alors, comme Xy € (0, 1], le vecteur u,, est une combinaison convexe de u et wy,
d’onr il est dans C. Mais d’un autre coté, f(Ag) < 0 équivaut a ||uy, |2 < ||[Wol|2, qui
contredit le fait que wy est un élément de norme minimale dans C. Ce qui prouve
(5.30).
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Maintenant il s’en suit de (5.30) que, pour tout u dans C,

De plus
D(07 HWO) = &IEIE,D(uv HWO) > HW0H2

Mais, d’'un autre coté,
D(C, Hw,) < D(wo,0) = [[wol2

ce qui prouve (5.14).

Pour prouver (5.15), soit H = H,, un hyperplan quelconque différent de Hy,. Ce
qui veut dire que 17 et wy ne sont pas colinéaires, ce qui implique I'inégalité stricte

de Cauchy-Schwartz
[(n, wo)| < [Inll2][wol|2-

Mais alors

,W
DCHy) < Dlwo, Hy) = LY oy,

1712
< [Iwoll2 = D(C' Huw,)

ce qui conclut la démonstration.

A4. Preuve du Théoréme principal 5.3.3 :

[(n, wo)|
nll2lwoll2

On suppose que z° est identifiable. Alors, par le Théoréme 4.7 dans [GSH11],
il existe n dans R™ satisfaisant la condition source renforcée (4.3) et (4.4). Si alors
H, contient L£(z°) et, par la Proposition 5.2.1, D(Qs, H,) > 0. Alors, d’'un coté,
d(z°)" appartient a H,, et, d’un autre coté, (5.22) du lemme 5.5.2 implique que
D(Qy, H,)) > 0, dot H, n’intersecte pas Q. Mais alors, en particulier, d(z°)* est

a Pextérieur de Q, de plus |[|[wo — d(2°)* ||, > 0.

Inversement, on suppose que |[wo — d(z%)*|]2 > 0. Montrons d’abord que le
dénominateur dans (5.16) ne peut étre nul. Si ¢’était le cas, cela voudrait dire que

(d(2%)*, wo) = [|d(=")*[|3 > 0

et aussi que (wg — d(2°)",d(z°)*) = 0, ce qui implique

Iwollz = lld(=") 115 + lwo — d(z®) " |13 > [ld(=")*[5.

Soit alors u une projection de d(z°)* sur Vect(wy), c’est a dire

d 0+
o (@ w0
[[woll3

(5.31)

(5.32)
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Il s’en suit de (5.31) et (5.32) que

(@)t wo) _ [ld(=)* |3

Iwol3  lIwoll3

<1,

par conséquent u appartient a )7, comme c¢’est une combinaison convexe stricte

u:(1_M)-O+M

Wo.
5 [woll3

d’un autre coté, par définition de u, d(2°)™ — u est orthogonal a wy, de plus, aussi
4 Wo — u. Par conséquent

ld(z") " = wollz = [ld(=")" — ulf; + lu — wol[5 =

= )~ + (1 L0 ey

[woll3
> [|d(2") " —ul;,

ce contredit le fait que wq est la projection de d(z°)* sur le convexe Q.

Cela montre que le dénominateur dans (5.16) ne peut disparaitre, alors on peut
considérer 7y comme dans (5.16). Il est alors direct de (5.16) que H,,, contient d(z°)*
et a une direction normale d(z°)" — wy.

Par conséquent, nous sommes précisément dans les conditions du Lemme 5.3.2
appliqué au sous-espace K, avec d := d(2°)*, C = Q;, wo := wg et Hy := H, N K.
Il s’en suit que o -

max D<QJ7H77) = D(QJ,HW ﬂK) =

Hy5d(z0)+
=D(Q,,d(z")") = [|d(z°)" — wol|2,

la solution 7y est unique. Maintenant, on applique le Lemme 5.5.2 et on en conclut

que
max D(Q;, H,) =D(Q;, Hy) =

HyDL(z0)
=D(Qs, L(2°)) = [|d(z°)" — woll2,
est de nouveau I'unique solution 7. Finalement, on applique la Proposition 5.2.1

et on obtient (5.17). En particulier, il s’en suit que 7y satisfait la condition source
renforcée, de plus 2° est identifiable avec A upp(z0) €t la preuve est finie.
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Comme pour le cas du probléme synthése, en présence de données bruitées, le
probléme de minimisation d’une jauge d’un polytope avec une contrainte égalité
devient instable. Par conséquent, on va rechercher une approximation du signal
d’origine via un probléme de minimisation avec une contrainte quadratique.

miﬂg vo(x) s.c. ||Az —yl| <6, (6.1)
zeRn

pour C un polytope quelconque de R™ qui contient I'origine dans son intérieur. Ce
cadre généralise le cas du chapitre précédent ou le polytope est le cross-polytope
unité (la boule unité ¢1).

L’objectif est d’estimer pour z° identifiable I'erreur quadratique entre z° et une
solution de (1.15). Dans le cas de I'identifiabilité, on ne construisait pas de certificats
duaux. En revanche, dans le cas de la robustesse au bruit, ils jouent un role important
comme on a pu le voir dans le cas synthése. Plus particuliérement, le certificat dual
optimal, celui qui minimise I'estimation du bruit, sera mis en avant.

Ce contexte inclue le cas d'une minimisation analyse comme on le précisera dans
la suite.
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6.1 Robustesse pour les jauges de polytopes

Dans cette section, on étend les résultats du chapitre précédent et on obtient une
borne de robustesse similaire qui dépend d’un certificat dual 7, du "support" de z°,
de A et en plus des points extrémaux de C'. De plus, la minimisation de cette borne
est identique au chapitre précédent.

Nous allons supposer que z° est identifiable. Par commodité, on suppose que z
est le bord de C, y¢(2°) = 1. D’aprés le chapitre sur I'identifiabilité, cela implique
qu’il existe un vecteur n € R™ tel que H, est un hyperplan séparateur pour la
face minimale Fo(Ax°) du polytope @ = AC qui contient Az". Le théoréme 3.2.2
garantit que Ha«, est un hyperplan séparateur pour la face minimale F¢(2") de 2.

Maintenant qu’on a mis en évidence ’existence d’hyperplan séparateur, on peut
appliquer la technique de la distance de Bregman utilisée dans le cas synthése et
I'adapter aux polytopes. On rappelle le support généralisé. On définit Ext(C') =
{pili € {1,...,p}} les points extrémaux de C' dans R™. On définit Fg(z°) la face
minimale de C' qui contient #(;0)

Soit Q := {1,...,p}, on considére la base indexée b : Q —Ext(C) :

0

b(i):=pi (i €Q). (6.2)

Son support associé Xp(x) := {w € Q : b, € Fo(T)} est appelé support généralisé
avec T = z/vc(x). De méme, Ab est une base indexée pour AQ) dans R™ avec comme
support associé Y 5. On obtient la proposition suivante :

Proposition 6.1.1. On suppose que x° est identifiable. On pose

W (2% := Veet{p; : j € {1,...,p} \ Zp(2°)} et V(2°) := Veet{p; : i € Ty(2°)}
(6.3)
et soit w € R™ avec ||wlls < € et y = Az + w. Alors pour toute solution z¢ de
(1.15) avec § = € et n un dual certificat non dégénéré, on a

2 = 2°[l2 < K(n)e (6-4)
avec
K(n) = MT(n), (6.5)
M = 2[|AT o ll2 + (AT o) 2| Aw o) 12 + 1) maz [|pill2] (6.6)
(a) (a) (e
T(n) = 712 6.7)

min 1—(n, Ap;
z'e{l,wp}\zb(x(])( . Apa)

La derniére proposition associe une borne Lipschitz de robustesse au bruit pour
chaque (vecteur dual d’un) hyperplan séparateur pour la face minimale F(Az?).
Puisque de tels hyperplans ne sont pas uniques comme dans le synthése, il y en a
en général une infinité, la question est de savoir laquelle de ces constantes est la
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meilleure. Nous avons montré précédemment dans le cas synthése que la quantité
T'(n) avait une interprétation géométrique.
Plus précisément, considérons ’enveloppe convexe

Qr(2°) := Conv{Ap, :j€{l,...,p}\ Mp(2°)}, (6.8)

qui est en fait un "sous"-polytope de Q = AC, obtenu en éliminant les faces déter-
minées pas le support de z°, incluant Fg(Ax®). La quantité T'(n) est alors l'inverse
de la distance euclidienne entre 'hyperplan affine #,, et le polytope "réduit" Q,(z°)

1
T = Gt i), @, )

De plus, on a montré dans le cas synthése que si £(z°) est 'enveloppe affine de
F(Az%) ou

(6.9)

L£(2%) = AF({Ap; : i € Ty(a"))), (6.10)
alors
. 1
minT () = GG, G, @) (6.11)

ot le minimum au dessus est pris sur tous les vecteur 7 tels H, est un hyperplan
séparateur de la face minimale Fgo(Ax®). Cette interprétation géométrique nous
permet d’obtenir la meilleure constante T'(n) possible. Comme dans le cas synthése,
cette constante optimale est obtenue pour un certificat dual particulier ny qui peut
étre construit via une projection adaptée.

L’ensemble de ces arguments nous améne a notre théoréme principal de robus-
tesse au bruit dans le cas de la jauge d’un polytope qui contient I'origine comme
point intérieur.

Théoréme 6.1.2. Sous les hypotheéses de la Proposition 6.1.1, on a :
l2° = 2°ll» < K3, (6.12)
avec

24T oyl +_ma [pll2( AL o ol Aw o 12+ 1)
dist(L{x"), O ("))

On peut observer I'influence du polytope C' sur la constante K (6.13) en com-

paraison au cas synthése o max |[|p;|| = 1. Hormis le facteur max ||p;[o, il
ie{1,...,p} ie{1,...,p}

intervient implicitement dans les sous-espaces V (z°) et W (z°) dans (6.13). Ces deux
sous-espaces sont construits au travers du support signé de 2. Ce dernier coincide
avec le support classique quand C est la boule unité ¢'. De plus, dans ce cas, on
retrouve la méme constante que dans le cas synthése.

De la méme facon que dans le cas synthése, la minimisation de cette borne revient
a maximiser la distance entre £(z°) et Q,(x°). On peut directement appliquer les
résultats du cas synthése et obtenir ainsi le certificat dual optimal.

K =

(6.13)
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6.2 Cas de la minimisation ¢' analyse

On a vu précédemment, section 4.2.2 du chapitre 4 que la semi-norme ||D*.||;,
D :R? — R", est égale a la jauge du polyédre (Dj ) (B1 NIm D*) & Ker D* ot
B; est la boule unité de la norme ¢* de R%. Ce polyédre est un cylindre de section
(DrIm p) (BiNIm D*). Cette section est un polytope. Par conséquent, ce polyédre
devient une polytope quand 'opérateur d’analyse D est surjectif ce qui améne a
considérer les cas ot D est surjectif ou non.

Dans le cas surjectif, les résultats s’appliquent directement pour le polytope
(D p)T(B1 N Im D*). On a vu que, pour l'identifiabilité¢ dans le cas général, le
probléme peut étre simplifié avec le choix du supplémentaire £. Pour I'identifiabilité,
aucune hypothése n’est faite sur L£. Pour la robustesse au bruit, il est essentiel
de choisir un supplémentaire particulier. On va le choisir comme suit : On note
Y = AKer D*, on pose Y = R™ © V T'orthogonal de V dans R™ et on considére le
projecteur orthogonal IT;; sur 4 dans R™. Soit K := A~Y(U) = {z € R", Az € U},
qui contient le noyau de A, et finalement on définit £ := I © ker A. Le choix
particulier de £ produit la relation suivante :

ATIET D7 =TI, A (6.14)

qui signifie que A transforme I'opérateur oblique TIK®" P” en projecteur orthogonal
II;;. Ce dernier envoie les boules euclidiennes dans R™ en boules euclidiennes dans
U. En particulier, toute inégalité¢ du type ||Az' — Az?||, < § automatiquement
implique [|ATIReT P gl — ATIRer P"22||, < § et c’est le principal argument utilisé

pour notre principal résultat sur la robustesse. On pose D’ : Im D* — IC, D =
HEer D <Dr1m D)+ et A K — Rm’ A = AIC-

Théoréme 6.2.1. Soit D un opérateur d’analyse arbitraire satisfaisant la condition
minimale d’identifiabilité ker D* Nker A = {0}. Soit 2° un vecteur identifiable et
soit 6 > 0.

a) x° est un minimiseur du probléeme

miﬂg R(x) s.t. |[Az — Ax°|| <9 (6.15)
zeR™
si et seulement si TLE" P" 20 est un minimiseur du probléme
mzz Ric(2) s.t. [|A'x — A'TIE P 20| <6 (6.16)
Te

b) Tout minimiseur x° de (6.15) satisfait

|2° = 2°2 < (K(arpy + || A%, b

2)0 (6.17)

ot K(arpy est la constante (6.13) du théoreme 6.1.2 pour la paire d’opérateurs
(A", D), et AL, p- est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la restriction de A
a Ker D*.
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Dans(6.17), comparé & (6.13), le terme additionnel dans la constante vient de la
décomposition de 2° sur R® = Ker D* 4 K. Tel quel, ce n’est qu'un terme additif.
Son influence est annulé si Ker A et Ker D* sont orthogonaux, et tends vers l'infini
quand l'angle entre ces sous-espaces tends vers zéro et évidemment a la limite la
condition minimale d’identifiabilité n’est plus vérifiée.

Dans le cas général, on remarque la minimisation de cette borne revient & mini-
misation K s/ pry ¢’est a dire a trouver le certificat dual du probléme analyse surjectif
avec D'.

6.3 Comparaison avec I’état de art

Les travaux de Burger et al [BO04] sur une estimation de la divergence de Breg-
man sont un point de départ a nos travaux et ceux de bien d’autres basés sur la
condition source. Sous différentes conditions suffisantes supplémentaires pour ren-
forcer la condition source, plusieurs estimations de la robustesse au bruit ont été
développées principalement pour la forme lagrangienne,

. 1 2
min AR(z) + §||AIE —9ll5. (6.18)
Sous une condition source renforcée, Grasmair |Grall| assure que pour un bruit
b tel que [|b]] = ¢, la solution z* de (6.18) vérifie ||D*(x¢ — 2°)||; < Ce. Vaiter
et al [VPDF13, VPF13, Vail4| assure sous pour un petit bruit et un certain A
que si la condition d’irreprésentabilité, IC(z) < 1, est vérifiée, il est possible de
retrouver le support et le signe du signal d’origine et pour un bruit quelconque
|lz* — 292 = O(]|b]|2). Les auteurs de [VGFP15] construisent une borne similaire a
la notre & une constante preés.

Pour la borne de robustesse au bruit, il est tout a fait possible de I'estimer dans le
cas surjectif avec d’autres travaux comme [Hall3]. Il est & noter que nos travaux sur
la robustesse se focalisent sur la minimisation de cette borne. En effet, la majorité de
ces travaux, les notres compris, sont dérivés de [BO04] et la divergence de Bregman
ce qui méne a des bornes similaires du point de vue des certificats duaux. Ainsi, le
certificat dual optimal qui minimise notre estimation minimise aussi certaines bornes
de la littérature [Hall3|.

6.4 Annexes

On aura besoin pour prouver la proposition 6.1.1

Lemme 6.4.1. Pour tout x € R",

< i 6.19
el < ¥(@)e _maz, [ (6.19)
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Démonstration. Soit z € R", C est fermé alors u(x) = T €0

De plus, on a ||z||s = v(z)c||u(x)|]2. Comme C' = Conv{p;|i € {1,...,k}}, on a

donc [lu(z)[2 < maz_||pill2
i€{1,....k}
Et finalement ||z|]2 < v(z)c 7{;}@3; 24 |2 O
ic

Proposition 6.4.2. Soit x,2° € R" et Xy(x) N 3y(2°) # 0, s € OR(xP)
D*(z,2°) > R(x) min (1 — (s,p;)). (6.20)

1€5,(z)

Démonstration. On a x = R(x) Yy, ) Bipi avec 0 < B; < Let 3oy oy Bi =1

D,(z,2") = R(z) — (s, z) par 1-homogénéité de la jauge et d(R(z")) une face exposée de C°
= R(@)(1— (s, Y Bii))

iGEb(:p)

= R(@)( > Bi— Y Bils,pi))

iEEb(x) iEEb(I)

= R(z) Z Bi(1 = (s,pi))

1€Xp(x)

> R(x)iergbi(g)(l — (s,pi)-

Le terme (1 — (s,p;)) est toujours positif par polarité c’est a dire s € C°. O
Proposition 6.1.1.
12 = 2%l = [|2} (go) — 2° + 2y o) 2
= [|27(0) — 2| + 2% 0y l|2
= HA\J;(xO)AV(:vo)(x%/(xO) — %)z + 2% 0y [|2
< AT oy 2l Av @0y (25 a0y — 2°))ll2 + |25y (a0, 2
< A ooy 226 + [[Aw o) a0y [12) + 23 (0o 12
< 26| A7 oy ll2 + (AT (o) 12l Aw oy 2 + Dl 250012

On sait que

|23 20y 2 < R(‘TeW(x“))-e?}m }||pi||2 voir lemma 6.4.1 (6.21)
ie{l,..., 14
D g (25 0y, 2°) > R(2¢ i 1 — (A*n, p; 6.22
A U(xW(mO) z’) > (xW(xO))16{1,..%1{1&@0)( (A", pi)) ( )
et
D g (@ g0y, 2°) < 2][1]]2€ [BOO4] (6.23)
Et en combinant avec la derniére équation, on obtient la borne. O
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Conclusion

Cette thése s’est consacrée a I'étude des critéres d’identifiabilité des problémes
de minimisation parcimonieux et de leur application a la tomodensitomeétrie a faible
nombre de vues. Elle a étudié la reconstruction d’une image acquise par tomoden-
sitométrie avec des méthodes variationnelles utilisant une régularisation parcimo-
nieuse. Dans le contexte d’un faible nombre de vues, les méthodes de reconstruction
commerciales montrent leurs limites tandis que les expérimentations d une régulari-
sation parcimonieuse offrent des résultats convaincants. L’objectif était d’étudier ces
méthodes et de comprendre pourquoi et sous quelles conditions elles fonctionnent.

L’étude de I'état de l'art a mis en relief de récents résultats qui garantissent
le succés de la minimisation ¢! synthése et majorent l'erreur de reconstruction en
présence de bruit. Ces résultats dépendent de I'existence de vecteurs particuliers :
les certificats duauz. Quelques travaux s’attellent a la création de pré-certificats dont
on vérifie a posteriori qu’ils sont des certificats duaux. En plus d’intervenir dans les
critéres d’identifiabilité, ils ont aussi un role prépondérant dans I'estimation de la
robustesse au bruit. Notre objectif a été de rapprocher ces résultats théoriques a
des cas pratiques. On a prouvé en exploitant la géométrie du probléme qu’il existe
un certificat dual optimal, c’est & dire qui minimise la majoration de ’erreur de
reconstruction et qui assure 'identifiabilité d’une solution. On a de plus développé
deux algorithmes : un premier qui, dans le cas ou la solution est identifiable, construit
ce certificat dual optimal et un deuxiéme plus rapide qui construit un certificat dual
presque optimal.

On a constaté que le certificat dual optimal avait une interprétation géométrique
et les fonctions de régularisations 1, ||D*|1 et 1,2 peuvent représenter géomeé-
trique a l'aide des jauges de leur boule unité. Dans le but d’étendre les résultats
du cas ¢! synthése aux fonctions de régularisation ¢! analyse et bloc, on s’est inté-
ressé a la géométrie du probléme de minimisation de jauges d’ensembles convexes
définissant une semi-norme : jauges d’un ensemble convexe fermé, borné, non vide
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et contenant 'origine dans son intérieur. Cette classe de fonctions n’inclue que la
norme /' analyse pour un opérateur d’analyse D surjectif.

Soit C' un tel ensemble dans R" et y¢(x) = inf{\ < 0,z € AC} sa jauge. Pour
r € R", on pose & = x/vc(x) € C.

En s’appuyant sur le concept de face minimale, on démontre un des résultats
principaux de ce manuscrit qui définit un critére nécessaire et suffisant d’identifia-
bilité pour le probléme Ig'cneiﬂgn vo(x) tel que Az = y. Le théoréme 3.2.2 stipule qu’un

signal 2° est identifiable si et seulement si I'image de réciproque de la face minimale
Fo(7°) dans Q = AC est égale la face minimale Fi(7°) dans C et la restriction ma-
trice de la matrice A sur l'espace engendré par la face minimale de z° est injective.

On définit la notion de support généralisé qui repose sur les points extrémaux de
C'. On en déduit un corollaire du théoréme ci dessus qui exprime la condition C2)
en fonction des points extrémaux des faces minimales. On propose des algorithmes
pour vérifier cette condition pour le cas ot C' est un polytope (||.||; et |D*.||; pour
D surjectif) et pour le cas bloc (||.||1,2). De plus, on montre que le cas d’une fonction
de régularisation analyse ||D*.||; avec un opérateur d’analyse quelconque est équi-
valent a un cas ou l'opérateur d’analyse D est surjectif. On peut se ramener a ce
dernier cas & 'aide d’'un projection. Ces algorithmes, en particulier dans le cas de
jauges de polytopes, requiert une connaissance explicite des points extrémaux. Ce
dernier point pose probléme dans le cas analyse ou le calcul des points extrémaux
du polytope n’est pas trivial.

Dans le cas de la robustesse au bruit, On introduit la notion de certificat dual
optimal qui assure l'identifiabilité d’un signal dans le cas non bruité et minimise une
borne de robustesse de I'état de 1'art [GSH11]| dans le cas bruité. On propose deux
algorithmes pour calculer ce certificat dual optimal.

On a généralisé cette borne de robustesse au bruit dans le cas ou ’ensemble C'
est un polytope.

Cette borne de robustesse présente ’avantage de mettre en avant la distance a
maximiser comme dans le cas de la minimisation ¢! synthése. On peut, par consé-
quent, appliquer les mémes algorithmes.

Perspectives :

Ces résultats couvrent, dans I’état, une classe restreinte de fonctions de régulari-
sations. Il serait intéressant d’étendre ces travaux aux jauges d’ensembles convexes
fermés et non vide. Dans ce cas, on couvrirait les semi-normes analyses comme la ¢!
analyse pour un opérateur quelconque.

Dans le cas de la robustesse, on propose une borne de robustesse et des algo-
rithmes pour calculer le certificat dual optimal pour un minimisation de jauges de
polytope. Ce contexte ne prend pas en compte la minimisation bloc. Il pourrait étre
intéressant d’étudier la borne de robustesse pour une classe plus large de fonctions de
régularisations et d’observer I'interprétation géométrique de sa minimisation. Pour
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ces fonctions, cette borne de robustesse a-t-elle une représentation géométrique qui
permet de développer des algorithmes rapides pour la minimiser.

Un des objectifs de cette thése était d’évaluer 'application de ses travaux au cas
de la tomographie a faible nombre de vues. Nos résultats et algorithmes permettent
pour une nombre de vues fixé d’évaluer rapidement et empiriquement le degré de
parcimonie maximale pour une reconstruction exacte et d’estimer l'erreur maxi-
male dans le cadre d'une reconstruction approchée. Il serait intéressant d’étudier
le nombre de vues nécessaire pour reconstruire une image. Divers travaux récents
[MV02] ont commencé a aborder cette problématique.
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R™ est I'espace euclidien de dimension n.
(€i)i=1,..n est la base canonique de R™

A € R™*™ un opérateur linéaire de R"™ dans R™
a; = Ae;, (i=1,...,n) les colonnes de A.
supp(z) ={i € {1,...,n} | x; # 0}, le support de = = [zy,...,x,] dans R"
sign(z) = [sign(x;)]i=1.. n» le vecteur signe avec sign(z;) = 0 pour x; = 0.
#(I) le cardinal de [

A~ I'adjoint de A

AT le pseudoinverse de Moore-Penrose de A
|All,, La norme matricielle p,q de A

Aff(C) Penveloppe affine de C

Conv(C') I'enveloppe convexe de C'

Lin(C') 'enveloppe linéaire de C'

Vect(C') 'espace engendré par C'

int(C') l'intérieur de C'

ri(C') est l'intérieur relatif de C'

tc la fonction indicatrice

dom f le domaine de la fonction f

0f la sous différentielle de la fonction f

D7 la divergence de Bregman de f

ve la jauge de C

‘H,, 'hyperplan de normal 7

H,, T'hyperplan défini par n

D(F,G) la distance euclidienne entre F' et G
F(C) 'ensemble des faces de C

F¢(C) I'ensemble des faces exposées de C

I la face minimale de minimale

F¢ la face minimale exposée

Ext(C) 'ensemble des points extrémaux de C'
C° le polaire de C'

OP le bord de ’ensemble P
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Résumé : Cette thése étudie différents problémes de minimisations avec des fonc-
tions de régularisations qui promeuvent la parcimonie. Plus précisément, on souhaite
reconstruire une image, que ’on suppose parcimonieuse et qui a subit une transfor-
mation par un opérateur linéaire, a ’aide de problémes de minimisation. Dans ce
manuscrit, on s’intéressera plus particuliérement & la minimisation ¢! synthése, ana-
lyse et bloc qui sont trés utilisées pour reconstruction une image que 1’on sait parci-
monieuse. Ces minimisations produisent en pratique des résultats convaincants qui
n’ont été compris théoriquement que récemment. Les différents travaux sur le sujet
mettent en évidence le role d’un vecteur particulier appelé certificat dual. L’existence
d’un certificat dual permet & la fois d’assurer la reconstruction exacte d’une image
dans le cas ot il n’y a pas de perturbations et d’estimer I'erreur de la reconstruction
en présence de perturbations. Dans nos travaux, nous allons introduire I'existence
d’un certificat dual optimal pour la minimisation ¢! synthése qui minimisent I’erreur
de reconstruction. Ces résultats ayant une forte interprétation géométrique, nous
avons développé un critére d’identifiabilité, c’est a dire que ce critére assure que
I'image recherchée est I'unique solution du probléme de minimisation. Ce critére
permet d’étendre nos travaux a la minimisation ¢! analyse, ¢! bloc et & d’autres cas.

Mots-clefs : Traitement d’images, parcimonie, minimisation ¢! synthése, minimi-
sation ¢! analyse, minimisation ¢! bloc, polytopes, jauges, certificat dual

Identifiability of s-sparse structured signals and associated algorithms -
Application at limited view angle tomography

Abstract: This thesis studies different minimization problems with sparse based
regularization. More precisely, we want to reconstruct a sparse image, which under-
gone a linear transformation, with minimization problems. In this manuscript, we
will be focused on ¢! synthesis, analysis and block minimizations which are widely
used in sparse approximations. These problems offer competitive results which are
theoretical understood only recently. Different studies on the subject emphasized
the contribution of a particular vector called dual certificate. The existence of this
dual certificate allows simultaneously to guarantee the exact recovery of an image in
noiseless case and to estimate the noise robustness in noisy case. In this work, we in-
troduce the existence of an optimal dual certificate for the ¢! synthesis minimization
which minimizes the reconstruction error. As those results have a strong geometrical
interpretation, we develop an identifiability criterion which ensures the uniqueness
of a solution. This criterion generalizes the work on ¢' synthesis minimization to
the analysis case, block case and others.

Keywords: Image processing, sparsity, /! synthesis minimization, ¢! analysis min-
imization, block sparse minimization, polytopes, gauges, dual certificate
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