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1.  Motivation

1 Motivation

La fonderie produit des piéces métalliques finies ou semi-finies & I’ensemble de I'industrie.
La fabrication des piéces se fait en fondant un métal ou un alliage liquide, puis en les
versant dans un moule et a la fin en laissant le métal liquide se refroidir jusqu’a solidifi-
cation. Les industries se recourent & la fonderie soit pour produire des piéces difficilement
usinables qu’il serait dur ou impossible de les fabriquer par d’autres méthodes, soit pour la
réalisation a des prix moins chers de piéces simples, soit encore pour profiter de ’avantage
des propriétés physiques ou d’utilisation (dilatation, corrosion, frottement, usure, basses
et hautes températures) et des propriétés mécaniques des divers métaux et alliages coulés,
soit enfin pour couler des alliages non corroyables.

FIGURE 1 — Fusion des métaux dans le four et versement du métal liquide dans le moule.

La fonderie a pu développer continuellement ses productions a cause des avancements a
tous les niveaux techniques, tant en précision qu’en crédibilité, lui autorisant de concurren-
cer, et parfois lui permettant de remplacer, dans des usages trés sévéres ou de sécurité, des
piéces habituellement fabriquées par d’autres techniques (forgeage par exemple) comme
des vilebrequins de moteurs ou des bras de suspension pour les véhicules automobiles.
Tous ces progrés et avantages motivent la trés grande propagation des piéces de fonderie
dans tous les domaines de I'industrie, et les capacités de développement de cette technique
permettent de prévoir de plus larges applications dans le futur.

En générale, la fabrication des piéces dans les fonderies peut étre réalisée en plusieurs
étapes. Tout d’abord, on commence par la conception des plans a produire et la fabrication
des moules. Ensuite, on prépare et on fusionne le métal ou 'alliage dans des fours. Aprés,
on verse le métal liquide dans les moules et on refroidit le liquide jusqu’a solidification.
Enfin, on démoule la piéce solide, on la nettoie, on la réusine pour retirer la partie oxyder
et on fait I'inspection finale de la qualité du produit.

La qualité des piéces obtenues dépend des étapes suivies qui comporte le remplissage
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Remplissage
/ La masselotte

= |

Fin solidification Démoulage Retrait du canal d 'alimentation et de la
masselotte

Fin du remplissage Solidification

FIGURE 2 — Description schématisée d’un remplissage en source sous gravité, suivie de la
phase de solidification .

de la moule et la solidification du métal liquide. Dans cette partie, on décrit ces deux
phases et on signale les défauts causés lorsqu’elles ne sont pas bien maitrisées. Les moyens
de contréle dont les fondeurs appliquent sur la coulée, sont le controle de la vitesse de
coulée, le contrdle des propriétés thermiques des moules (par 'application de peintures
appelées poteyage a l'intérieur des moules, ou encore ’ajout de poudres exothermiques),
et enfin pour la coulée par gravité, ils est nécessaire de se servir d’'un systéme de mas-
selotage dimensionné. Les masselottes sont des parties de la piéce qui seront retirées et
qui permettent de maintenir 'excés du métal chaud jusqu’au refroidissement et le retrait
thermique progressif du métal coulé.

1.1 La phase de remplissage

Pendant le remplissage des moules, le métal liquide fondu a une température d’environ
700°C'; tandis que le moule et 'air ont la temparérature ambiante. Un échange thermique
se fait entre eux et le métal liquide se refroidit et commence la solidification prés des
parois de moule et se termine normalement dans les masselottes. Il faut bien noter que la
vitesse de remplissage doit dépasser celle de solidification en particulier dans les portions
de piéces de faible épaisseur. Le remplissage peut s’arréter complétement ou partiellement
dans des piéces de petites épaisseurs a cause de la solidification du métal dans ces zones
ce qui rend la piéce fondue inutilisable.

A ce niveau, le transport de l'interface peut causer la formation des inclusions de ma-
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tériaux ou d’air dans le moule. De plus, les changements topologiques comme le replis
de cette surface libre induit a 'oxydation du métal. Ces phénomeénes peuvent causer des
hétérogénéités et des défauts qui abiment la qualité de la piéce. D’autre part, I’échange
thermique lors du remplissage déterminent la température du métal a la fin du remplis-
sage, ce qui conduit & un point de départ pour ’étape de solidification.

1.2 La phase de solidification

Il est assez essentiel de bien modéliser durant le procédé de la fonderie les contractions
thermomécaniques des métaux pour bien prédire la forme finale de la piéce aprés refroi-
dissement. Des masselottes sont ajoutées pour controler les retraits dues a la solidification
du métal. De plus, I’étude de la solidification permet de détecter des défauts tels que
des craquelures (criques) qui apparaissent dans des zones fragiles et qui sont difficiles &
percevoir dans le métal au cours du procédé.

1.3 Importance de la simulation numérique dans I’étude du rem-
plissage en fonderie.

Un des grands enjeux pour la fonderie est de fabriquer des piéces de plus en plus com-
plexes et bonnes en effectuant le minimum possible d’essais et parsuite en économisant
au maximum possible d’énergies et de temps. Le bon déroulement du remplissage et de
la solidification exige beaucoup de métier & cause de la complexité des phénomeénes mé-
caniques et thermomécaniques mis en jeu. Les méthodes qui s’appuient sur I'expérience
et qui ne sont pas fondées sur une étude scientifique nécessitent de nombreux essais avant
d’obtenir un résultat satisfaisant, et par conséquent causent des cofits.

La simulation numérique des procédés de fonderie devient un outil incontournable, de
nos jours. Elles nous permet de comprendre ces procédés, obtenir des produits conformes
avec le nombre d’essais minimal. Elle permet de diminuer les cotits, améliorer la qualité
des piéces obtenues, comprendre les défauts éventuels. Elle est aujourd’hui un élément

.....

Dans ce travail, on désire de modéliser des piéces uniques de grandes tailles de géométries
compliquées de moule en sable. La fabrication de ce genre des piéces nécessite parfois
une semaine de travail et les moules sont détruites lors du démoulage. Refaire une piéce
exige des cofits significatifs. La simulation nous permet de prédire le temps pour arréter
le procédés de remplissage. De plus, on vise a avoir une description assez précise de
I'interface pour étudier dans une autre étape le transport sur cette surface d’'un phénomeéne
d’oxydation.
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FIGURE 4 — Produit dans I'industrie aéronautique.



2. Hypothéses physiques de [’étude

2 Hypothéses physiques de I’étude

Pour formuler le modeéle mathématique approprié a notre probléme, on commence par in-
troduire les hypotheses physiques. On considére un écoulement laminaire et instationnaire
des deux fluides non miscibles Iair et le métal liquide. Dans cet écoulement, les deux fluides
sont considérés visqueux, newtoniens (le tenseur des contraintes dépend linéairement du
taux de déformation) et de rapport de densité assez important. En outre, les fluides sont
considérés comme incompressibles et isothermes, négligeant ainsi les variations de la den-
sité et de la viscosité due aux changements dans la pression ou la température (on suppose
que le remplissage des piéces étudiées est suffisamment rapide pour que les variations de
température soient négligeables du point de vue couplage thermomécanique. En d’autre
terme, la solidification ne commence pas durant le remplissage de moule). De plus, on
suppose que les deux fluides sont homogeénes et parsuite la viscosité et la densité sont des
constantes pour chaque fluide.

On suppose aussi que les deux fluides sont non miscibles et la zone de séparation entre
les fluides est une interface d’épaisseur nulle dans laquelle les propriétés physiques des
deux fluides changent brusquement. Pour traiter les variations des propriétés physiques a
travers 'interface, il est nécessaire de mettre en oeuvre des conditions de saut. Dans notre
étude, on néglige la tension de surface entre les deux fluides et on suppose que l'interface
est imperméable, donc le transfert de masse a travers 'interface est négligé (voir [9] et
[94]). Enfin, on note que le seul moteur de ce procédé de remplissage est la force de gravité.

3 Etat de I’art sur les schémas de transport de 'inter-
face libre

L’étude de la phase de remplissage en fonderie nécessite d’étre capable de simuler des écou-
lements trois dimensionnels, instationnaires, et a surface libre animée des changements
géométriques et topologiques. Le développement d’'un algorithme de calcul fiable pour le
transport de l'interface libre dans un écoulement diphasique nécessite la discrétisation et
le suivi méticuleux de la surface libre.

Il existe dans la littérature plusieurs approches pour I’étude du transport de l'interface
libre. Le choix de la méthode numérique pour la construction du schéma de transport de
I'interface est délicat. Les méthodes présentées jusqu'a notre jour présentent des incon-
vénients qui nécessitent d’étre contournés. De nombreux compromis sont conc¢us pour la
résolution des problémes d’écoulement diphasique, ceci dépend des objectifs de la simu-
lation a effectuer.

La suite de cette section est consacrée a une étude bibliographique dans laquelle on don-
nera un appercu des différentes méthodes numériques existantes dans la littérature pour
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le transport de l'interface.

Depuis les travaux fondateurs de Harlow et Welch [72], plusieurs méthodes ont été déve-
loppées pour résoudre le probléme du transport de U'interface, on cite les études [6],[35],
[136] et les références qui y sont inclus comme exemples. La fagon la plus populaire est
de diviser ces méthodes en deux grandes catégories selon le maillage :

a) Les méthodes Lagrangiennes qui sont caractérisées par un systéme de coordonnées
se déplacant avec le fluide.

b) Les méthodes FEuleriennes qui sont caractérisés par un maillage fixe et le fluide se
déplace d’une cellule a 'autre.

Dans les sections suivantes, on présente en détails Les méthodes Lagrangiennes et Eulé-
riennes les plus connues pour motiver notre choix des méthodes Eulériennes qui présentent
des algorithmes robustes dans beaucoup d’applications.

3.1 Meéthodes Lagrangiennes

Les méthodes Lagrangiennes semblent étre le mieux adapté pour les problémes traitant
des surfaces libres. Ces méthodes ont les avantages suivantes : elles permettent le suivi
précis des interfaces, I’application des conditions aux bords de l'interface faciles et 1’abs-
cence du terme de convection non linéaire. Le principal probléme avec les méthodes de
suivi de I'interface de Lagrange est I'imprécision numérique due aux maillages irréguliéres
obtenues (voir la figure 1, & gauche). Ainsi, dans leur forme originale ces méthodes ne
conviennent que pour la simulation des petites déformations interfaciales et elles ne per-
mettent pas de prendre en compte les changements topologiques. Pour une description de
I’écoulement purement Lagrangienne avec 'approche de volume finie, on cite l'article de
Hirt et al. [79]. Pour plus des détails sur ces méthodes avec 'approche des éléments finis,
on se référe & Kawahara et al. ([104], [77]).

Pour se débarrasser des graves distorsions des maillages dans le cadre Lagrangien, la mé-
thode a été améliorée en ajoutant un algorithme de remaillage et de modification de zone.
Cet algorithme repose sur l'introduction d’un nouveau maillage et d’'un transfert ultérieur
de I'information entre ’ancien maillage et le nouveau. Cette méthode d’interpolation entre
les maillages peut étre tout a fait arbitraire et parsuite les maillages obtenus peuvent étre
arbitraires autant que le nombre de cellules, leur géométrie et topologie sont concernées.
Cette méthode de remaillage est appelée Free Lagrangian methods (figure 1, a droite),
elle a été utilisée en combinaison avec les méthodes de suivi d’interface (Voir [34], [51],
[52]). Cette méthode a deux inconvénients importants : elle ne permet pas de gérer les
changements topologiques de l'interface (sauf si des algorithmes trés sophistiqués sont
ajoutés) et elle exige d’effectuer des remaillages fréquentes, ce qui la rend chére et peu
fiable, en particulier pour les problémes trois dimensionels.
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FIGURE 5 — A gauche : Suivi d’interface Lagrangienne ; A droite : Free Lagrangian method

3.2 Meéthodes Eulériennes

Dans les méthodes Eulériennes, les équations qui décrivent le mouvement du fluide et
de l'interface sont résolues sur un maillage fixe. Les méthodes de suivi d’interface re-
pérent précisement la position de 'interface et en déduisent la répartition spatiale des
phases, alors que les méthodes de capture d’interface repérent la position des phases
et en déduisent celle de 'interface. Le repérage de l'interface est maintenant implicite
contrairement a la classe des méthodes de suivi d’interface. Dans les méthodes de capture
d’interface, la localisation de l'interface est déterminée par ’advection par la vitesse du
fluide soit d'une fonction caractéristique ou d’un isocontour-zéro d’une fonction continue.
L’équation de transport obtenue décrit I'interface comme étant une ligne matérielle qui
se propage avec le fluide. L’avantage immédiat de ces méthodes est la gestion naturelle
des phénomeénes de rupture et de coalescence.

3.2.1 Les méthodes de suivi d’interface

Les méthodes de suivi d’interface sont basées sur l'utilisation d’un ensemble de points
appelés marqueurs qui marque le lieu de 'interface (Voir figure (6)). Chaque cellule de
calcul contient toujours les mémes éléments fluides et le maillage est mobile avec le fluide.
Ainsi, les méthodes Lagrangiennes sont caractérisées par un systéme de coordonnées qui
se déplace avec le fluide. Comme le temps évolue, les points marqueurs doivent étre re-
localisés le long de la nouvelle interface. En outre, cette méthode exige le transfert des
informations entre l'interface et le maillage fixe une fois 'interface est déplacé. De plus,
dans cette approche, il est difficile de traiter I’évolution des marqueurs d’interface lorsque
I'interface devient fortement retiré ou déformé [43], [26], [27] et [16].

Dans la suite, on présente les méthodes de suivi d’interface les plus connues et on montre
les avantages et les inconvénients de chaque méthode.
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Surface tracking method

La méthode Surface tracking a été introduite par Hyman [76], elle a été developpée plus
tard (Voir [58], [59] et [45], [46]). Cette méthode représente 'interface comme une série
de courbes interpolées a travers un ensemble discret de points sur l'interface. A chaque
pas de temps, les informations sur la localisation des points et la séquence dans laquelle
elles sont reliées sont sauvgardées. Les points sont ensuite déplacés selon une évolution de
I’équation de 'interface. Les informations concernant la position ainsi que l’orientation et
la courbure de l'interface sont explicitement disponibles pendant le processus de calcul.

o]
Interface

4 1 — Marqueur

FIGURE 6 — Front tracking method

L’avantage de cette méthode est qu’elle repére précisement et a chaque instant la posi-
tion de l'interface. tandis qu’au cours de la simulation, des difficultés apparaissent avec
la gestion des changements de la topologie de I'interface comme la fusion et le pliage de
Iinterface, ce qui nécessite de renuméroter et repositionner les marqueurs de l'interface
continuellement et exige des algorithmes trés compliqués, chérs et dur a valider surtout
pour les problémes trois dimensionnelles.

Volume tracking method

Le premier algorithme des méthodes Volume tracking Euleriennes pour les écoulements a
surface libre a été introduit par Harlow et Welch [72|. L’approche a été devéloppée plus
tard par de nombreux chercheurs (on cite [74], [103] et [120]). Cette approche utilise un
maillage uniforme fixe. La surface libre est donnée par les cellules qui contiennent les deux
fluides, c’est a dire les marqueurs, et qui sont adjacentes & une cellule vide.

Les principaux avantages de ces méthodes sont les suivants :
a) Elles peuvent traiter plus qu'un seul fluide.

b) Elles peuvent traiter les interfaces soumis a de grandes déformations.
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Interface S o]
Marqueur \

FIGURE 7 - MAC

¢) On peut simuler I'interaction de I'interface.
Les inconvénients sont les suivants :

a) Elles n’ont aucune donnée concernant la localisation exacte, Iorientation et la
courbure de l'interface.

b) Les particules peuvent s’accumuler dans certaines parties de la grille en laissant
d’autres parties pas bien résolues ce qui nécessite la réorganisation des points de
I'interface

c) La méthode de calcul est chére car elle exige effectivement un systéme de grille
double (Euler et marqueurs),

d) Il est difficile d’imposer des conditions aux limites sur I'interface.

3.2.2 Les méthodes de capture d’interface

Volume of Fluid (VOF) method

Le premier algorithme de cette méthode a été proposé par Hirt et Nichols |75]. Cette
méthode a été développée pour la simulation d’écoulements diphasiques. Le principe de
la méthode VOF est de détecter les fluides par une fonction unitée C' qui varie entre 0 et
1, et qui constitue le volume occupé par le fluide dans une maille. Ainsi, une cellule de
calcul occupée par 'un des fluides posséde la valeur 1, tandis que celle qui est occupée
par 'autre fluide posséde la valeur 0. L’interface se situe dans les mailles ot la fonction
VOF partagée entre les valeurs 0 et 1 (voir figure 8). La fonction couleur C est advectée
par la vitesse du fluide qui est décrit par I’équation suivante :

(1) %_f W) =0,

Un algorithme de type VOF se fait en deux étapes : une étape de propagation et une autre
de reconstruction. La premiére étape devrait étre effectuée avec un grand soin, puisque

10
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I’advection d’une fonction discontinue nécessite un traitement numérique particulier. De
méme ’étape de la reconstruction exige une attention particuliére, puisque la position,
I'orientation et la courbure de l'interface affecte directement la précision de I’algorithme.
Dans 'algorithme VOF initial, la méthode Simple Line Interface Calculation (SLIC) a
été utilisée (Voir [103]). Plus tard, la méthode Piecewise Linear Interface Construction

(PLIC) a été dévelopée pour une description et une localisation de I'interface plus précise
(Voir [7], [115], [122] et [123]).

0.3 0.15 0 0.3 0.15 0 03 L 015 0
P |
1 0.95 0.05 1 0.95 0.05 1 0.95 0.05
1 1 0.25 1 1 0.25 1 1 0.25

FIGURE 8 — Principe de la méthode VOF'; (a gauche) Interface réelle et fonction couleur
associée ; (au milieu) Classe de méthodes SLIC pour reconstruire 'interface; (a droite)
Classe de méthodes PLIC pour reconstruire l'interface.

Les méthodes de capture d’interface VOF sont des outils numériques couramment uti-
lisés dans la simulation des problémes hydrodynamiques a surface libre pour les raisons
principales suivantes :

a) Traitement naturelle des changements topologiques.

b) Préservation de la masse.

c) Extension facile pour des problémes de trois dimensions.
Les principales désavantages de ces méthodes sont les suivants :

a) Advection d’une fonction discontinue.

b) Difficultés a déterminer la position exacte de l'interface, ainsi que la normale et la
courbure a l'interface,

c¢) Diffusion numérique des details de I'interface et des conditions aux bords interfa-
ciales.

d) Les algorithmes de reconstruction qui sont efficaces, sont complexes et colteux a
mettre en place en 3D.

Level-Set method

Le premier algorithme de capture d’interface qui se base sur le transport d'un champ
scalaire continu a été proposé par Dervieux et Thomasset [38|. Plus tard, cette approche

11
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a été développé en utilisant la fonction distance signée. La méthode Level-Set a été intro-
duite par Osher et Sethian [107] en 1988 et a été étudiée dans [137], [26], [152], [153] et
[138]. Dans cette méthode, l'interface est constituée par la courbe de niveau zéro d'une
fonction distance signée réguliére lisse ¢ qui a pour expression :

(2) |6(x,t) = |o — p]

ou zr correspond au point de l'interface le plus proche du point z. Avec cette définition
de la fonction distance, I'interface est décrite par le lieu des points z tels que ¢(z,t) = 0.
Par ailleurs, la fonction Level Set est caractérisée par ¢(x,t) > 0 d’un coté de l'interface
et ¢(z,t) < 0 de 'autre coté.
L’advection de la fonction Level-Set par la vitesse du fluide permet de prédire le mouve-
ment de l'interface. Ceci se fait en résolvant I’équation de transport suivante :

o¢
Les avantages de cette méthode sont qu’elle permet de prendre en compte les changements
topologiques naturellement, simplifie remarquablement le probléme de convection, permet
de calculer facilement les caractéristiques géométriques a partir de la fonction distance,
et est facile a étendre aux problémes en 3D. Un certain nombre d’inconvénients peut tou-
tefois affecter la fiabilité de la méthode. Pendant le processus de calcul et aprés plusieurs
itérations, la propriété de la distance algébrique ne reste pas conserver. Un algorithme de
réinitialisation est habituellement utilisé pour corriger ce défaut. De plus, cette méthode
a l'inconvénient qu’elle ne conserve pas la masse, ce qui signifie des gains ou des pertes de
masse non-physiques peuvent se produire a chaque pas de temps. Comme le temps évolue,
méme les petites erreurs négilgeables peuvent étre accumulées et aboutissent a des erreurs
inacceptables par la suite. Pour la méthode Level-Set classique, ce type de gain/perte de
masse provient principalement de deux aspects : D’une part, la discrétisation de I’équation
de transport de la fonction Level-Set peut conduire & une dissipation numérique et causer
une perte/gain de masse. D’autre part, le processus de reinitialisation mentionné avant
(pour garder la propriété d’une distance signée a la fonction Level-Set) entraine un mou-
vement considérable de la ligne de niveau zéro, ce qui conduit & une diffusion numérique
supplémentaire et par suite le gain/perte de la masse.

Il y a eu de nombreuses études pour améliorer la conservation de la masse de la méthode
Level-Set. Une des approches consiste a résoudre l’équation de transport de la fonction
Level-Set par des schémas d’ordre élevées accompagée par une technique d’adaptation de
maillage [142]. Une autre approche consiste a coupler la méthode Level-Set avec d’autres
méthodes, telles que Particle Level-Set method [73| ou Coupled Level-Set and Volume of
Fluid (CLSVOF) [15] .

Bien que les méthodes couplées présentent des avantages dans certains aspects sur la
méthode originale, le couplage nous introduit d’autres problémes. Leur coiit est beaucoup
plus élevé que celui de la méthode simple. Par exemple, dans ’approche Particle Level-Set
method, plusieurs particules sont requises par cellule pour une solution exacte. De méme,

12
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Iefficacité de la méthode CLSVOF est limitée par des restrictions sur la taille de pas
de temps pour le transport géométrique du scalaire VOF. Ainsi, dans ces approches, la
simplicité de la méthode Level-Set est perdue partiellement.

3.3 Meéthodes mixtes

Les méthodes mixtes sont certainement les plus précises pour la modélisation d’une inter-
face dans un écoulement diphasique, puisqu’elles profitent de la finesse de résolution des
méthodes Lagrangiennes avec la robustesse des méthodes Eulériennes. Il y a de nombreux
schémas dans la littérature. Dans la suite, on présente quelques méthodes et on discute
leurs avantages et leurs inconvénients.

3.3.1 Volume-of-Fluid Sub-Mesh (VOF-SM) method

La méthode Volume-of-Fluid Sub-Mesh (VOF-SM) a été proposée par Vincent et al. [149].
Cette méthode peut modéliser des géométries trés complexes avec une précision élevée lors
des fortes changements topologiques de l'interface en utilisant les techniques Marker And
Cell [118] , Particle In Cell [32] et la méthode Moving Particle Semi-implicit [98]. Vincent
et al. [149] ont montré que la description de 'interface avec la méthode VOF-SM est une a
deux fois meilleure que les autres méthodes VOF classiques. L’avantage de cette méthode
est qu’elle décrit I’écoulement multiphasique a plus petite échelle que les méthodes basées
sur 'utilisation d’une approche totalement Eulérienne ce qui réduit la diffusion numérique.
Cependant, cette méthode peut exiger un cotit important en mémoire et en temps de calcul
pour les problémes trois dimensionnelles.

3.3.2 Hybrid particle Level-Set method

La méthode "Hybrid particle Level-Set" a été proposée par Enright et al. [44]. Elle consiste
a mettre des marqueurs pres de la ligne de niveau zéro et de les transporter par la vitesse
du fluide. Si les marqueurs qui se trouvaient au départ dans 'un des cotés traversent
I'interface a I'autre coté, la position de 'interface n’est pas précise. Une correction de 'al-
gorithme se fait par la reconstruction locale de l'interface en bénéficiant des marqueurs.
Ceci réduit l'erreur et les diffusions numériques provenant de la méthode Level-Set a une
précision d’échelle inférieure a la taille de la maille et donc assure la conservation de masse.
Malheureusement, la méthode "Particle Level-Set" est difficile & implémenter (surtout en
3D) puisqu'’il devient difficile d’optimiser la distribution des marqueurs.

3.4 Conclusion

En se basant sur cette bibliographie, on peut tirer comme conclusions que les méthodes La-
grangiennes représentent sans doute 'interface d’une maniére trés précise ; tandis qu’elles
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sont moins efficaces pour les simulations avec des grandes déformations ce qui est notre
cas dans le remplissage d’un moule. En outre, les algorithmes d’optimisation de la dis-
tribution des marqueurs rajoutent des contraintes supplémentaires qui sont la durée de
simulation et la mémoire requise pour les calculs ce qui nous empéche la simulation des
moules avec des dizaines des millions de degrés de liberté. De plus, le calcul des propriétés
géométriques comme la normale et la courbure exige un traitement spécial. Enfin, 1'im-
plémentation numérique des algorithmes Lagrangiens, déja complexes en 2D, devient plus
difficiles en 3D. Toutes ces raisons nous ont motivé a utiliser les méthodes Eulériennes qui
sont mieux adaptées au suivi de 'interface dans le cas des déformations fortes en trois
dimensions. Pour ce type de méthodes, on a vu l'approche discontinue (VOF) et I’ap-
proche continue (Level-Set). Suite aux désavantages de la méthode VOF déja cités, nous
avons opté a l'utilisation de la méthode Level-Set dans notre travail de recherche. On ana-
lysera en détail les avantages et inconvénients de cette méthode qui ont motivé notre choix.

4 Plan du manuscrit

Dans le chapitre 1, nous nous intéressons a la construction d’un algorithme deux dimen-
sionnel pour la modélisation du remplissage d’un moule. En premier lieu, nous couplons les
équations de Navier-Stokes pour la description de ’écoulement des fluides avec I'équation
de transport en advectant la fonction Level-Set pour la capture de 'interface. La densité
et la viscosité des fluides seront mis & jour en fonction de la Level-Set en évoluant en
temps. En second lieu, pour la résolution numérique de ces équations, nous découplons les
parties non-convectives du reste des équations de Navier-Stokes et de I’équation de trans-
port et nous utilisons la méthode des caractéristiques d’ordre "1" pour la discrétisation
en temps et la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace avec la paire
P1b-P1 pour la vitesse et la pression qui satisfait la condition inf-sup et ’élément finis P1
pour la Level-Set. Aprés avoir établi la simulation numérique, nous avons remarqué un
probléme au niveau de l'interface prés du bords, l'interface ne peut pas toucher le bord
d’une maniére physique et il reste dans la derniére maille du domaine prés du bord. Ceci
nous a obligé a utiliser une solution régularisée qui corrige le phénomeéne physique prés du
bord d’une part, mais qui introduit une diffusion numérique supplémentaire d’autre part.
De plus, il est connu que la fonction Level-Set ne conserve pas la propriété de distance
algébrique, ceci cause la rupture de l'interface et augmente l'erreur en volume. A chaque
pas de temps, nous avons utilisé un algorithme de reinitialisation jusqu’a atteindre un
état d’équilibre. Cet algorithme corrige la fonction distance en moins de six itérations. En
troisiéme lieu, nous avons remarqué que les conditions aux bords de Dirichlet introduisent
un phénomeéne de couche limite prés du bord qui n’est pas réaliste. Nous avons remplagé
la condition au bord collante par les conditions aux bords de Navier qui permettent aux
fluides de glisser d’une maniére plus naturelle prés du bord et qui diminuent ’erreur en
volume causée par la diffusion numérique. En quatriéme lieu, nous avons introduit une
nouvelle condition aux bords pour I’équation de transport qui représente I'angle que fait
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I'interface avec le bord d'un point de vue physique sous l'effet gravitationnelle et qui ré-
duit considérablement ’erreur en volume. Enfin, pour préserver les propriétés physiques
des fluides, nous ajoutons un algorithme de conservation de masse.

Dans le chapitre 2, afin de réduire le temps de calcul des équations de Navier-Stokes,
nous avons utilisé la méthode de projection de Chorin/Temam pour la résolution des
équations de Navier-Stokes. Ceci nous permet d’étendre ’algorithme aux problémes trois
dimensionnels industrielles. L’algorithme de la méthode de projection se décompose en
trois étapes : & chaque pas de temps, la premiére étape consiste a calculer une vitesse in-
termédiaire qui ne satisfait pas la contrainte d’incompressibilité ; dans la deuxiéme étape,
on utilise la vitesse intermédiaire déja calculée qu’on projéte dans I’ensemble des champs
a divergence nulle pour obtenir la valeur de la pression solution du probléme; la troisieme
étape consiste a construire la vitesse finale a partir des résultats obtenues. L’algorithme
qui se base sur la méthode classique et celui sur la méthode de projection donnent des
résultats trés similaires ; alors que le second réduit considérablement le temps de calcul et
le cotit de mémoire. Dans les résultats numériques, nous avons étendu l'algorithme avec la
méthode de projection pour résoudre le remplissage des moules industrielles de moyenne
taille.

Le chapitre 3, est consacré aux validations de I’algorithme que nous avons construit dans
les deux premiers chapitres. En premier lieu, nous validons la capacité de 'algorithme
proposé a modéliser des fluides comme 'eau et 'air de rapport de densité important
(1000 :1) et de rapport de viscosité (10 :1). Nous modélisons 'expérience de ’écroule-
ment du barrage de J.C.Martin et W.J.Moyce en 2D et 3D et nous comparons avec les
résultats expérimentaux. Ce cas test est souvent utilisé pour valider les modéles d’étude
des écoulements instationnaires a surface libre. Il consiste & considérer une colonne d’eau
rectangulaire, initialement au repos sur un plan horizontal rigide. L’eau commence a
s’écrouler sous 'effet de la gravité. Le liquide s’étale sur le plan horizontal et la hauteur
de la colonne se baisse sur le mur verticale. Nous comparons 1’évolution de la colonne d’eau
sur le plan horizontale et sa hauteur résiduelle sur le mur vertical avec deux simulations
de maillages différents pour montrer la convergence de 'algorithme. En deuxiéme lieu,
nous validons la capacité de I'algorithme proposé a modéliser des fluides comme le métal
liquide (en particulier ’aluminium) et l'air de rapport de densité important (2385 :1) et
de rapport de viscoscité (18.18 :1) lors du processus du remplissage des moules par une
coulée (métal liquide). Un benchmark du processus de remplissage congu par le professeur
Campbell a été établi par 'algorithme de remplissage. Les résultats numériques montrent
une bonne correspondance entre I'expérience et le calcul approché.

Dans le chapitre 4, nous parallélisons le code de calcul avec la méthode de décomposi-
tion de domaine de Schwarz. En premier lieu, nous comparons dans le cas d’'un moule de
moyenne taille les résultats des codes séquentielles et paralléles. Nous avons remarqué une
diffusion numérique de la solution en évoluant en temps dans les équations qui contiennent
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les termes des courbes caractéristiques. Nous avons introduit une nouvelle méthode de cal-
cul des courbes caractéristiques en étendant les sous domaines. Nous avons obtenus de trés
bons résultats en comparant les codes séquentielles et paralléles modifiés. En deuxiéme
lieu, nous avons modélisé le remplissage d'un moule industrielle de plus grand taille qui
exige des résolutions des systemes algébriques de 1'ordre de 10 millions inconnues avec
le code de calcul paralléle avec 128 coeurs et nous avons présenté une étude de la forte
scalabilité de la méthode.

Dans le chapitre 5, on donne la conclusion finale de la thése et on présente les perspectives
du travail.
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Chapitre 1

Modélisation d’un fluide biphasique
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1.1. Le probleme de remplissage d’un moule

Dans ce chapitre nous présentons ’algorithme que nous avons construit pour le schéma de
transport de l'interface lors d’un écoulement diphasique incompressible non-miscible. De
plus, nous rappellons les méthodes numériques existantes dans la littérature pour la réso-
lution numérique du probléme de Navier-Stokes. Nous discutons le choix des conditions
aux bords appropriées pour les équations des écoulements et du transport d’interface et
I’effet des conditions limites sur la forme de 'interface et sur la dissipation de masse. Nous
présentons également des résultats numériques accompagnés de discussions montrant les
avantages et les inconvénients correspondantes.

1.1 Le probléme de remplissage d’un moule

Nous considérons un intervalle [0,7] C R, ou T est un réel positif, et un instant quel-
conque t € [0, T]. Soit Q2 un domaine borné, ouvert, simplement connexe dans R%, d = 2
ou 3, de frontieére Lipschitzienne 0€2. Nous notons par n la normale unitaire sortante sur

0.
Soit (ey, ez) la base canonique de R? (respectivement ( ey, ez, e3) la base canonique de R?).

Nous supposons que €2 représente un moule qui contient deux fluides, ainsi, elle est divisée
en deux sous-domaines () et {3y qui varient avec le temps et qui sont séparées par une
interface I" tels que 2 = Q4 (¢) U Qa(t) et Q1(t) N Qa(t) = 0. (Voir figure 1.1).

r,

FIGURE 1.1 — Un domaine quelconque ¢

Nous notons par 0€2; le bord de Q;, i = 1,2, qui est constitué de : 9Q; NIy =T'(t) ou T
est I'interface qui sépare les deux fluides et qui correspond au bord entre les deux fluides,
0 =TyUl'y U’y ou Iy est le fond du bord qui correspond & I'entrée comme indiqué dans
la figure 1.3, 'y est le bord d’en haut qui correspond au bord de sortie et I'y = 9Q\TyUT,
est le reste du bord qui correspond au mur.
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1.1. Le probleme de remplissage d’un moule

L’objectif de cette section est d’étudier le transport de l'interface entre les deux fluides
lors du remplissage d’un moule.

Nous notons par u; et p; respectivement la vitesse et la pression dans le domaine €0;,7 =
1,2, et par u; et p; respectivement la viscosité et la densité dynamique constante du fluide
dans Q;,7 =1, 2.

Le mouvement du fluide biphasique est décrit dans chaque sous-domaine et a chaque
instant ¢ € [0, 7] par les équations de Navier-Stokes suivantes :

divu; =0 dans Q; (i =1,2),

(1.1)

1
ou Du; = §(Vui +'"Vu;) est le tenseur de déformation et f; représente les forces exté-

rieures sur 2,1 =1,2.

La densité (respectivement la viscosité) du fluide peut étre écrite dans € sous la forme
sulvante :

IO<X7 t) = pllxeﬁl(t) + PleeQQ(t) (respeCtivement /‘L(Xv t) - /‘Ll]-x€Q1(t) + :U’leeﬂz(t))v

ol 1xeq, est la fonction caractéristique du sous-domaine €2;,7 = 1, 2.

Nous notons par f la densité des forces extérieures, u la vitesse et p la pression du fluide
dans €2 tel que f =f;, u=u; et p =p; dans Q;,7 =1,2.

Le probléme (1.7) peut étre réécrit sous la forme suivante :

A chaque instant ¢ €]0, 77 :

p(%? + (u.V)u>_div(2u Du)+Vp =1 dans UL,

divua=0 dans Q; UQ,.

(1.2)

Ce systeme doit étre muni des conditions aux bords et initiales correspondantes, ainsi,
nous considérons sur I'entrée ['y une condition aux bords de type Dirichlet non-homogeéne
u = Uy, sur le mur I['; une condition aux bords de type Dirichlet homogéne u = 0 et sur
[y une condition de surface libre (2uDu — pI).n = 0.

En outre, le systéme (1.2) est également complété par une condition de saut sur l'interface
['(t) qui impose la continuité de la vitesse et 1’équilibre de la contrainte normale par la
tension superficielle sur I'interface.

[ul]lr =0 et [2uDu — pl||r.n =0,

ol |.||r est le saut a travers I' dans la direction de la normale de Qq, i.e. [||r = .o, — |q,-
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1.1. Le probleme de remplissage d’un moule

Remarque 1.1.1. Dans ce travail, nous négligeons la force de tension sur [’interface.
Le probléeme & étudier sera le suivant :

A chaque temps t €]0, T

( 0
p((()—‘t1 + (0. V)u) ~div(2uDu) + Vp = £ dans QU0 ,
divu =0 dans €y U )y,
u="U; sur I,
(1.3) u=2>0 sur Iy,
(2uDu — pl)n =0 sur D'y,
[2uDu — pIlln =0 sur I,
[u| =0 sur T
| u(x,0)=0 dans €,
ou f = —pges en dimension 2 (f = —pges en dimension 3 respectivement) est le vecteur

de la force gravitationelle, I est la matrice identité et U;,, désigne la vitesse du flux entrant
sur I'y.

Pour le transport de l'interface, la difficulté principale est de gérer les changements géomé-
triques et topologiques. Ainsi, nous résolvons le probléme en utilisant la fonction Level-Set
sur un maillage uniforme fixe. En particulier, nous suivons 'approche d’Osher et Sethian
(Voir [107]), nous introduisons la fonction distance signée a I'interface I'(¢) :

14 t) = + min |z —
(1.4) P(z,1) yrgrlg)lw yl,

ot la fonction ¢ est considérée négative dans le domaine € () et positive dans le domaine
5(t). Par conséquent, a chaque temps ¢, 'interface des fluides correspond a l'isocontour
nulle de la fonction continue ¢ :

I = {x e R¥¢(x,t) =0, Vt > 0}.
La densité p et la viscosité pu peuvent étre réécrites sous la forme suivante :
p(x,t) = p1(¢ < 0) + pa(¢ > 0) et p(x,t) = pu (¢ < 0) + p2(¢ > 0).

L’interface est alors capturée, a chaque instant ¢, par 'advection de la fonction Level-Set
par la vitesse du fluide. Il peut étre décrit par ’équation de transport suivante :

(1.5) % + (u.V)p = 0.
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1.2. Etat de l’art sur la résolution numérique du probléeme de Navier-Stokes

Cette équation est munie de la condition aux bords de type Neumann homogéne o 0et
n
d’une condition initiale qui exprime la position de l'interface a I'instant initiale ¢(x,0) =
o.
Le probléme de transport de l'interface sera le suivant :
(0

99 +(uV)p=0 dans €,

ot
(1.6) % =0 sur  0f),

on

o(x,0) = ¢ dans .

\

Les systémes d’équations (1.3) et (1.6) constituent alors notre probléme complet & ré-
soudre.

1.2 Etat de 'art sur la résolution numérique du pro-
bléme de Navier-Stokes

Dans cette section, nous allons décrire diverses méthodes de résolution numériques utili-
sées pour approcher la solution des équations de Navier-Stokes.

Le probléme de Navier-Stokes est construit a partir des équations de ’équilibre dynamique
et de la continuité (conservation de la masse). Nous considérons un domaine de calcul €
ouvert borné qui désigne un fluide, ces équations peuvent s’écrire sous la forme : Trouver
la vitesse u(x,t) et la pression p(z,t) tels que V(z,t) € Q' x R,

ou ‘
p(a + (u.V)u) —div(2u Du) + Vp =f£,

(1.7) divu=0

conditions limites et initiales,

ol p est la densité, p est la viscosité et f représente les forces extérieures sur €.

La méthode de discrétisation en espace choisie est la méthode des éléments finis. Dans
ce cadre, il existe deux approches générales pour le calcul de la vitesse et la pression :
soit simultanément ou soit étape par étape. La premiére approche consiste en la recherche
de la vitesse et de la pression en méme temps, ce qui se traduit par de grands systémes
algébriques surtout pour les simulations tridimensionnelles (voir le livre de Cuvelier et al.
[36] pour la discussion de ce type des méthodes). Dans la deuxiéme approche, la vitesse
et la pression sont découplées, ceci induit la résolution des systémes algébriques plus pe-
tits que le cas d’avant et, par conséquent, on obtient une réduction significative du coftit

21



1.2. Etat de l’art sur la résolution numérique du probléeme de Navier-Stokes

de calcul. Parmi ces méthodes, on peut citer celle basée sur 1’équation de Poisson de la
pression (voir le livre de Gresho et Sani [66]), la méthode de compressibilité artificielle
(voir le livre de Temam [145] ) et la méthode d’Uzawa pour la formulation lagrangienne
augmentée des équations de Navier-Stokes (voir, par exemple, le livre de Glowinski et de
Tallec [60]), la méthode de pénalisation (voir, par exemple, le livre de Gunzburger [70] ),
la méthode de projection (voir [29] et [143]), et etc.

A part le probléme de couplage vitesse-pression, il y a un autre probléme trés important
lié au traitement de la non-linéarité convective du probléme de Navier-Stokes. Il existe
deux grandes catégories pour le traitement, soit en résolvant directement en une seule
étape, soit en découplant la partie purement convective du reste des équations de Navier-
Stokes. Les méthodes implicites sont difficiles puisqu’elles nécessitent la résolution d’un
probléme de Navier-Stokes stationnaires qui n’a pas forcement une solution unique en
utilisant souvent des schémas de type point fixe ou de type Newton. La non-unicité de
la solution rend la convergence de ces méthodes incertaine & haute nombre de Reynolds,
par contre ces méthodes ont des bonnes propriétés de stabilité. Pour les problémes transi-
toires, les méthodes qui découplent la partie purement convective du reste des équations
de Navier-Stokes semblent étre supérieures puisqu’elle découple le terme de convection
du reste de I’équation de Navier-Stokes et on n’a pas le probléme de 'unicité. Parmi ces
méthodes on cite le schéma & pas fractionnaire de Bristeau et al. [18] (voir aussi Glowinski
et Pironneau [61].....) et 'algorithme de transport-diffusion de Pironneau [109].

Il y a encore un probléme trés important lié a 'approximation des équations de Navier-
Stokes, a savoir le choix des discrétisations pour la vitesse et la pression. Il est connu
que le systéme de Navier-Stokes est un probléme de type point selle ou les espaces d’ap-
proximation de la vitesse et la pression doivent satisfaire la condition de compatibilité
inf-sup qui est aussi appelée la condition de Ladyzhenskaya - Babuska - Brezzi (LBB).
Si les espaces de dimension fini ne satisfont pas cette condition, la solution numérique
n’est pas précise. Cette condition est assez restrictive, puisqu’elle empéche 'utilisation de
certaines interpolations d’ordre faible convenables pour la couple vitesse-pression. Pour
satisfaire cette condition, nous pouvons soit choisir des paires d’espaces de dimension fini
convenables pour la vitesse et la pression, voir, par exemple, les livres de Pironneau [111]
et de Quarteroni et Valli [117] pour la collection des approximations par élément fini de la
vitesse et la pression, soit en utilisant des parameétres numériques artificielles qui devraient
étre réglés correctement au schéma ce qui n’est pas toujours faciles (voir [117] pour une
étude de ces techniques ).

Conclusion

Nous allons résoudre le probléme de Navier-Stokes en couplant la vitesse et la pression.
Pour le traitement de la non-linéarité, nous découplons la partie purement convective du
reste des équations de Navier-Stokes en utilisant I'algorithme de transport-diffusion de
Pironneau, appelée encore méthode des caractéristiques pour la discréstisation en temps.

22



1.8. Discrétisation du probléeme du fluide diphasique

Cette méthode a I'avantage qu’elle n’exige pas la condition de stabilité restrictive (CFL)
pour le pas de temps et & chaque itération, nous avons besoin de calculer le second membre
seulement. Pour la discrétisation en espace, nous utilisons le paire P1bulle-P1 des éléments
finis, qui est le moins couteux qui satisfait la condition de stabilité inf-sup.

Le code de Navier-Stokes utilisé pour 1’écoulement du fluide a été verifié avec le logiciel
Freefem-++ avec Abboud [1] et a été validé avec le Benchmark de Turek dans les exemples
de Freefem++ [128].

Le code de I’équation de transport utilisé pour le transport de l'interface a été validé et
verifié dans Freefem++ avec Pironneau [113].

1.3 Discrétisation du probléme du fluide diphasique

Dans cette section, nous introduisons la formulation variationnelle correspondante au
probléme de remplissage d’un moule, nous discrétisons le systéme obtenu en utilisant la
méthode des caractéristiques en temps et la méthode des éléments finis en espace et nous
terminons par présenter des résultats numériques correspondantes.

1.3.1 Formulation variationnelle

Dans le but d’introduire la formulation variationnelle correspondante au probléme (1.3)
et (1.6), nous introduisons l'espace L?(2) des fonctions de carré intégrable au sens de
Lebesgues sur 2. De méme, nous introduisons les espaces de Sobolev suivants (pour des
entiers m et p) :

WmP(Q) = {v e LP(2),0% € LP(Q),V|a| < m},
H™(Q) = W™2(Q),
menés de la semi-norme et la norme suivantes :

Vg = {3 / 0 (2)Pda}

|a|=m

et

1
IVllmpo = {7 [Vl ol

K<m

Nous rappellons que les conditions aux bords du domaine sont :

Sur ’entrée I'y une condition aux bords de type Dirichlet non-homogéne u = Uy,, sur le
mur ['; une condition aux bords de type Dirichlet homogéne u = 0 et sur Iy une condition
de surface libre (2uDu — pl).n = 0.
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Nous notons X, le sous-espace de H' défini par :
X,={ueH(Q)/u=U;, surTyetu=0 sur '}
et X, le sous-espace de H' défini par :
X, ={veH(Q) /v=0 surTZuT, }.
Nous introduisons aussi ’espace
HY(Q) ={ve H'(Q) /v=0 sur 90}

de dual H~1(Q2) muni de la norme duale suivante :

/Vqu
lu1o= sup

VEHL(€),v#0 IVl °

Nous notons M = L*(Q), Y = L?(Q) et nous supposons que f(.,x) € L*(Q2). La formula-
tion faible du probléme de Navier-Stokes couplé avec I’équation de transport est donnée
par : chercher (u(.,x),p(.,x)) € X, X M, ¢ €Y tel que

( (2 4+ (w9)s,r)=0 vrey,
(1.8) <p (08_1; + (u.V)u),v)—l—(Z,u Du,Dv) — (p,divv) = (f,v) Vv e X,,
(¢, diva) =0 Vg e M.

Les termes aux bords / (2uDu — pl).nv et / (2uDu — pl).nv s’annulent & cause des
To I8
conditions aux bords de Dirichlet qui imposent une fonction test nulle sur les bords cor-

respondants. Le terme aux bords (2uDu — pI).nv est nulle puisque sur I's on a la
s

condition (2uDu — pl).n = 0.

Pour une discussion sur l'existence et de 'unicité de la solution de ce probléme qui est

au-dela du cadre de notre recherche, nous pouvons se référer a ([140], section 2.3).

1.3.2 Discrétisation
Dans cette section, nous présentons la stratégie numérique que nous avons congu pour

résoudre le systéme couplé continu obtenu dans la section précédente. Notre approche est
basée sur la méthode des caractéristiques combinée avec une méthode d’éléments finis.
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1.8. Discrétisation du probléeme du fluide diphasique

1.3.2.1 Discrétisation en temps : Méthode des caractéristiques.

La méthode des caractéristiques, encore appelée méthode de Lagrange-Garlekin a été in-
troduite par Benqué [13] et analysée par Pironneau [109]. Le but de cette méthode est
la discrétisation en temps du terme de convection non-linéaire tout en évitant les condi-
tions de stabilité contraignantes comme la condition de stabilité Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) des schémas de discrétisation classiques explicites.

Cette méthode consiste a réduire le probléme de convection non-linéaire & un probléme de
recherche des courbes caractéristiques, c’est a dire de position de la particule a 'instant
précédent considéré.

0
En effet, 'opérateur a—f + (u.V)¢ peut étre considérer comme une dérivée totale qui

transforme les coordonnées Eulériennes en coordonnées Lagrangiennes. Grace a cette for-
mulation, il est théoriquement possible de suivre les particules au cours du temps le long
de leurs trajectoires en résolvant, pour chaque particule, une équation différentielle dite
équation de caractéristiques :

a_X(x, s;t) =u(X(z,s;),1);

(1.9) ot
X(z,s;5) =,

ou X (z,s;t) définit la position d’une particule a I'instant ¢ qui était en z & l'instant s.
Cette approche nous permet théoriquement d’éviter les contraintes de stabilité sur le pas
de temps ( par exemple un bon choix du pas de temps At ~ 1.5h/|u| ou |u] est la vitesse
moyenne, ce choix a été proposé dans [112]).

De plus, il a été démontré dans [109] que si la courbe caractéristique est calculée exac-
tement et le second membre est également intégré exactement, le systéme résultant est
inconditionnellement stable.

L’équation différentielle ordinaire définie par (1.9) a pour solution une courbe caractéris-
tique X (z, s;t).
En posant ¢(t) = ¢(X(t);t), on obtient :

D¢ 199
— == ) X it),t) =0.
o= (5 + (V)6) (X(z.5:),1) = 0
Parsuite le long des courbes caractéristiques, la formulation variationnelle devient :
D
(Zem)=0 el
D
(1.10) (p D—ltl,v>+(2,u Du,Dv) — (p,divv) = (f,v) Vv e X,,
(q,divu) =0 Vg € M.
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Nous découpons l'intervalle [0,7] en N segments d’épaisseur At = nous introdui-

N?
sons les points ¢, = nAt, pour n = 0,...., N, et nous notons u"(z) = u(z,t"), p"(z) =
p<l,,tn>7pn(x) = p(l’,tn), Mn(‘r) = M<I>tn> et ¢n(x> = ¢(x7tn)‘
D ,
Le terme Egzﬁ sera approché par
D tn—i—l _ Tt
—Qb(l',thrl) ~ ¢(I, ) qb(xu )
(1.11) Dt At
avec T = Xrap(2) =2 — u(z) At,
t le t D
et le terme ——-u par
211(% ) & u(z, t") —u(z, t")
(1.12) Dt At
avec T = Xrap(2) =2 — u(z) At.
Le systéme discrétisé en temps associé a (1.10) sera alors :
( 1 1
E(QSTH_ — ¢nOX(un7At),T) =0 Vr S K
p! 1 1 1
(113) <A_t<un+ — unOX(uvz7At)), V>+(2/J,n+ Dun+ ,DV)
—(p"tt divv) = (f*,v) Vv e X,
(g, divu™™) =0 Vg € M,
\

ot les termes ¢"0X (un Ay () = ¢"(z — u(2)At) et U0 Xwn an(x) = u"(z — u”(z)At).

Le principal avantage de la discrétisation des équations de Navier-Stokes par la méthode
des caractéristiques (1.13) réside d’une part du fait qu’on peut effectuer I’assemblage des
matrices une fois pour toute, et d’autre part qu’on peut choisir un pas de temps grand ce
qui apporte un gain considérable en temps de calcul.

a) L’avantage de la discrétisation de ’équation de transport et I’équation de reinitia-
lisation qu’on va voir dans la suite par la méthode des caractéristiques réside dans
le fait qu’ a chaque itération, on n’a besoin de mettre a jour que le second membre,
c’est a dire le premier membre reste constant au cours de la résolution. Alors que
pour les équations de Navier-Stokes, puisque la densité et la viscosité varient, le
second membre doit étre calculé ainsi que la matrice doit étre inversée a chaque
itération.

b) Concernant le probléme de la discrétisation des courbes caractéristiques, ou plus
précisement ’approximation de X™(z), les problémes attendus sont :
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— La courbe caractéristique peut traverser certains éléments du domaine ou méme
sortir du domaine de calcul, il est donc nécessaire de localiser 1’élément qui
contient le dernier point de ’advection ou de trouver les cas ou celui-ci touche
un bord limite.

— De plus, dans la pratique, le calcul exact des courbes caractéristiques ou le se-
cond membre est inabordable, il doit étre calculé en utilisant des formules d’in-
tégration numérique. Malheureusement, les approches numériques empéchent
la stabilité inconditionnelle du schéma de Lagrange-Galerkin, soit d’ordre 1 ou
d’ordre 2. Pour des études plus exhaustives au sujet de la stabilité de la méthode
de Lagrange-Galerkin, on se référe a [53].

1.3.2.2 Discrétisation en espace : Méthode des éléments finis

A partir de maintenant nous supposons que 2 est polygonal. Soit 7}, une famille régu-
liere de triangulation de € par des triangles (ou tétraédres) k, de paramétre h. De plus,
nous notons uy, pp, Pr, tr €t ¢p les approximations par éléments finis de u, p, p, p et
¢. Nous décrivons dans cette section ’approximation en espace des courbes caractéris-
tiques X (x,t""! ") dans l'espace. Nous remarquons que dans la résolution numérique,
seulement une approximation u;, de u est connue & chaque degré de liberté du maillage
T, du domaine, et nous avons besoin de calculer une approximation de Xj,(z, t"*1; ") ou
Xy (z, t" 1 ¢") est la solution au temps " de la courbe caractéristique approchée :

%(%tnﬂ;t) = wp, (X (2, "5 1), 1)
(1.14) ot
Xy (z, tn ¢t = o,
On obtient
tntl
(1.15) X, ) = 2 — / (X (670 ), ).
t

Pour approcher Xj,(x,t"*1;t), lalgorithme de calcul des caractéristiques est obtenue di-
rectement de I’équation (1.15) par :

(1.16) Xp (2, "t = 2 — Atu}(z).

1.3.2.3 Formulation varationnelle discréte en temps et en espace

Nous introduisons les espaces discrets X, , C X, X, C X,,, M), CM, Y, CY.
De plus, nous notons uj ™', pitt ottt i+t et ¢t les approximations par éléments finis

de u™tt pntl prtl s ntl et ¢t solutions de (1.17) a linstant ¢t
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La vitesse est discrétisée par des " mini-éléments" :

Xon = (Vi € X, N COQ):;Vk € T vape € Po(k)},

ou Py(k) est défini par la somme des fonctions P;(k) et des fonctions bulles sur &k (pour
tout élément k, la fonction bulle est égale au produit des coordonées barycentriques as-
sociées aux sommets de k).

La pression est discrétisée par les éléments finis continus de degré 1 :
My = {qn € M N C°(Q);Vk € Ty, g € Pi(k)}.

La fonction Level-Set est discrétisée par les éléments finis continus de degré 1 :
Vi ={rn € Y NC°Q);Vk € Ty, rnpx € Pi(k)}.

Le systéme discret correspondant a la formulation variationnelle (1.8) est de la forme

suivante : chercher (u}™, pi™) € X, x My, et ¢! € V), tels que

(1.17)

( n+1 _4n Xn
<¢h AthO h,?“h>:0 V?"h GYh,
n u;mH_l B u;LLOX}TLL n n+1 n+l 7 n
(Ph A7 ,Vh>+(2ﬂh Du, ™, Dvy) — (pp ", divvy) = (fi,ve) Vv € X,
L (qh,divuzﬂ) =0 th c Mh,

ou pp et py sont les densités et viscosités discrétes correspondantes.

1.3.2.4 Le probléme algébrique

Soient {®@;}i—1,.; et {U;},—1 s les bases de X, et M), respectivement, avec I = dim(X},)
et J = dim(Mj). On note

B = (BlL‘ij,Byij), Bl’ij = —/‘lllaxq)], ByZJ = —/ \I/Zay@]
Q Q

Alors on peut écrire (1.13) sous la forme :

A BT U, Gh
B 0 o 0
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ou G}, est une fonction qui rassemble les forces exercées sur le fluide et les termes de
discrétisation de l'opérateur de transport.

Il existe dans la littérature [133] plusieurs méthodes numériques simples pour approcher
ce probléme, parmi lesquelles on utilise la méthode de pénalisation qui modifie I’équation
en ajoutant un terme supplémentaire qui n’a pas une grande influence sur la solution
discréte mais qui assure la coercivité de la matrice de masse. Alors on introduit une forme
bilinéaire, notée s et définie par s(p}™, qn) = —e(pj*', qn), ot € est une constante réelle
trés petite. On considére alors la formulation variationnelle pénalisée suivante :

- (Bt vi) + (20, Dug™, Dvi) = (i divws) = (g, ),
. n+1 n+1

(—qn,divuy™) — s(pp™, qn) = 0.

Le probléme algébrique correspondant s’écrit :

A BT Uy, Gy,
B —el D5 0

Dans [134], il a été démontré que pour e suffisament petit, il existe une constante C' > 0
telle que
WU, — Us|| < eC.

On élimine p5 = (1/¢)BU; pour obtenir la relation suivante :

(A+(1/e)B"B)U; = G5,

Comme la matrice A + (1/¢)BT B est symétrique, définie positive et creuse, on peut

résoudre ce probléme par des techniques connues par exemple sparse solver, MUMPS,
CG, .....

1.3.3 Reésultats numériques

Le but est de visualiser ’évolution de I'interface lors du remplissage d’un réservoir conte-
nant initialement deux fluides incompressibles, visqueux et non-miscibles. Les résultats
numériques sont établies avec le logiciel FreeFem++ [78|.

On considére le domaine Q =|0, a[x]0,b] U |¢, ¢+ d[x] — e, 0] qui est composé d'un réser-
voir rectangulaire bidimensionnel |0, a[x]0,b[ ot a = 2 dm,b = 1 dm et d’un tuyau centré
au milieu du fond de longueur d = 0.4 dm et de largueur e = 0.2 dm .

Le trou de couleur jaune représente le bord I'y, la couleur verte représente le bord I'y et
la couleur bleue représente le bord I'y, (comme le montre la figure (1.3) ci-dessous).
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ou 1.n=0 I
an pl.n=0 on I,

a

u=0onTr,

o]
ng’f
!

u=(0,Ints) on I,

FIGURE 1.2 — Le réservoir du probléeme deux dimensionnels.

A Tlinstant initiale, I'interface I' est représentée par la fonction Level-Set d’équation

FIGURE 1.3 — L’interface du probléme deux dimensionnels & I'instant initial

Le maillage considéré est représenté par la figure (1.4). Les bords I'g, I'y et I'y sont découpés
en N segments par unité de longueur (ou N = 50).
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FIGURE 1.4 — Le maillage du probléme deux dimensionnels.

IsoValue

25475

AENEEEEEER
5000000000
(DLO(DGJ\IBOIU)U‘!U\

a

N

N

(6]

Vec Value

FIGURE 1.5 — L’interface du probléme deux dimensionnel approchée par 'algorithme
classique de Navier-Stokes a ¢t = 0.168 s

Les figures (1.5), (1.6) et (1.7) montrent I’évolution de I'interface a I'instant ¢t = 0.168 s,t =
0.5 s et t = 1.3 s respectivement.

On remarque que l'interface ne peut pas toucher le bord d’une maniére naturelle et phy-
sique. De plus, on voit des discontinuités de I'interface dans le domaine.

Pour mieux voir le phénoméme prés du bord, on a fait la simulation avec un maillage plus
grossier. La figure (1.8) montre I'interface qui ne touche pas le bord et qui reste toujours
dans la derniére maille adjacente au bord.
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1.8. Discrétisation du probléeme du fluide diphasique

\

\|

FIGURE 1.8 — L’interface du probléme deux dimensionnel approchée par 'algorithme
classique de Navier-Stokes avec un maillage grossier.

développent sur l'interface aprés un certain temps fini (Voir [127]). En effet, aprés un temps
fini, des régions du domaine peuvent étre traversées par plusieurs courbes caractéristiques
qui se croisent (parsuite on peut avoir plusieurs solutions) ou peuvent étre non représentées
par des courbes caractéristiques (parsuite pas de solution).

Xm+1

bord

FIGURE 1.9 — Evolution des courbes caractéristiques et des isovaleurs de la fonction Level-
Set dans le triangle adjacent au bord.

D’autre part, quand l'interface arrive au dernier triangle qui est adjacent au bord, la vitesse
qui transporte le fluide est nulle sur les sommets du bord. La figure (1.9) illustre I’évo-
lution des courbes caractéristiques et des isovaleurs correspondants aux instants ¢, t™*!
et t™*2. On voit que les courbes caractéristiques ainsi que les isovaleurs de la Level-Set se
rétrécissent de plus en plus en évoluant en temps et continuent & s’approcher proportion-
nellement, comme l'indique la figure (1.9) sans toucher le bord. Ce phénoméne est dit aux
interpolationx des vitesses aux 3 sommets (avec deux sommets de vitesse nulle toujours).
Ces interpolations ralentissent de plus en plus la vitesse de 'interface en s’approchant du
bord. Ceci empéche l'interface de toucher le bord et lui exige de rester toujours dans la
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1.4. Solution régularisée et réinitialisation

derniére maille ce qui n’est pas physique.

Pour résoudre ce probléme, on utilise dans la section suivante des solutions régularisées
en modifiant I’équation de transport en lui ajoutant un terme de viscosité artificielle.

1.4 Solution régularisée et réinitialisation

L’équation de transport de la fonction Level-Set est un cas particulier des équations de
type Hamilton-Jacobi (Voir [39]) qui s’écrit sous la forme suivante :

0
(1.19) (9_(f +u.n|Ve¢| =0, dans [0, 7] x Q
ot | . | est la norme euclidienne et n = la normale a l'interface. Dans ce cas particu-

Vo
lier, seule la composante normale de la vitesse du fluide décrit le mouvement de l'interface

[130).

1.4.1 Solution régularisée

L’existence de la solution de I’équation (1.19) a été démontrée par plusieurs auteurs, parmi
lesquels on cite A.Douglis [42], S.N.Kruzkov [89], [87], [88], W.H. Fleming (48], [49], [47],
A.Friedman [50], S.H.Benton [12], et P.-L.Lions [95].

L’étude de I'unicité de la solution de I’équation (1.19) pour des hypothéses assez générales
(pour un temps assez large,...) a exigé une nouvelle notion des solutions plus générale que
les solutions faibles, les solutions au sens de viscosité. La méthode de viscosité évanescante
a été introduite par P.-L.Lions et M.G. Crandall [33], elle consiste & ajouter un terme de
viscosité artificielle —eA¢, qui disparait par passage a la limite [§].

Des conditions aux bords appropriées doivent étre également attribuées a ¢. Dans cette
section, on considére les conditions aux bords de Neumann homogénes pour ¢ (Voir [105]).

Ce terme ajouté —eAg¢, enrichie la régularité de la solution ¢ pour devenir dans H'(().
L’équation (1.19) complétée par des conditions aux bords de type Neumann sera exprimée
de la maniére suivante pour € petit

(1.20) O

By + (V). — eAd. = 0.
on 0
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1.4. Solution régularisée et réinitialisation

La formulation variationnelle de 1’équation de transport devient :
Trouver ¢ € H'(Q2) tel que Vr € H'(Q2), on a :

(1.21) L(g—f + (u.V)qs)r + e/ﬂ VoV = 0.

Le choix de € est assez délicat. Dans la littérature (voir par exemple [105]) la valeur de
¢ est proportionnelle au pas du maillage telle que € = ch!~? ol ¢ est une constante et
0 <d < 1. On a effectué des simulations numérqgiues pour diverses valeurs de € et on a
remarqué qu’'une amélioration de la représentation de l'interafce commence a partir de
e > h/50. De plus, On a remarqué que l'erreur en volume du remplissage diffuse de plus
en plus lorsque avec la valeur de € augmente. Tandis que pour h/50 < e < h/10 on voit
des oscillations qui causent la rupture de 'interface. Pour € > h/10, il y a une disparition
des discontinuités et des oscillations (comme on va voir dans les résultats numériques).
Ces phénoménes sont dues a l'irrégularité qui affecte la fonction Level-Set ¢ avec le temps.
Le probléme de cette méthode est la perte de la propriété distance [|[Vo|| = 1, qui ne se
conserve pas durant les itérations. Dans ce cadre, on a remarqué que la valeur de |Vo||
diverge plus rapidement avec la diminution du paramétre €, ce qui explique la corruption
de l'interface pour les petites valeurs de € (voir Fig. 1.10).

Numériquement, on va voir dans le chapitre 3 en faisant la validation avec I'expérience
de Martin et Moyce que la convergence de 1’algorithme s’obtient pour le choix de € = h/5
et cette valeur a encore été utilisée dans le chapitre 3 pour la validation du Benchmark
de Campbell. Pour ¢a on a adopté cette valeur pour les résultats numériques le long de
toute la these.

1.4.2 Algorithme de réinitialisation

Dans cette partie, on se concentre a l'amélioration des résultats déja obtenus. Comme on
a noté, I'un des principaux inconvenients de la simulation des écoulements diphasiques
incompressibles avec la méthode Level-Set est la perte de la propriété distance de la
fonction ¢. D’ou I'introduction d’un algorithme de reinitialisation pour y remédier.

La fonction Level-Set est une fonction réguliére verifiant la propriété

(1.22) Vel =1

qui est une conséquence directe de la propriété distance. Cette propriété est trés intéres-
sante d'un point de vue numérique.

En fait, lorsque la fonction Level-Set posséde une forte courbure locale, la propriété de
régularité (1.22) peut étre perdue. En effet, la fonction Level-set devient trés inclinée ou
tres plate dans des regions du domaine en particulier prés de l'interface ce qui détruit la
forme de l'interface (Fig. 1.10).

A T'état initial, toutes les lignes de niveaux sont bien présentées selon la définition de la
méthode Level-Set (Fig.1.11, & gauche). Au bout d’un temps ¢, 'advection par un champ
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1.4. Solution régularisée et réinitialisation

e Y I

FIGURE 1.10 — Distortions de l'interface avant reinitialisation.

de vitesse a provoqué le rétrécissement des lignes de niveaux dans certaines régions et
I'écartement dans d’autres (Fig.1.11, a droite).

FIGURE 1.11 — Les isocontours de ¢. A gauche : 4t =0, a droite : a t =5

Ces oscillations n’affectent pas seulement la forme de l'interface, mais aussi la qualité de
la normale, la courbure, le terme de viscosité artificielle et la conservation de la masse.

Il est alors nécessaire de corriger la position des lignes de niveau par rapport a la ligne de
niveau 0, de maniére a respecter la propriété de distance algébrique (1.22), ceci se fait en
utilisant des algorithmes de réinitialisation de la fonction Level-Set.

1.4.2.1 Equation de réinitialisation

La réinitialisation est tout simplement le processus d’amélioration de la fonction Level set
¢ en la remplacant par une autre fonction ® qui a le méme contour zéro mais qui preserve
la propriété de distance pendant I’évolution du temps.

La nécessité de la réinitialisation dans les problémes d’hydrodynamique a été mentionnée
par Sussman et al. [137]. Le principe de cet algorithme est de corriger de fagon itérative
la position des lignes de niveau (iso-contours) a partir de la seule ligne de niveau valable
qui est l'interface. Cette correction doit étre faite de maniére a respecter la propriété
de distance algébrique. L’algorithme de réinitialisation se présente sous la forme d’une
équation aux dérivées partielles instationnaires que 1’on doit résoudre a la fin de chaque pas
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1.4. Solution régularisée et réinitialisation

de temps physique. La réinitialisation de la fonction Level-Set sur I’ensemble du domaine
correspond & la solution stationnaire de I’équation d’Hamilton-Jacobi ci-dessous :

0P .
(1.23) = = sign(e)(1 - | V@),
T
ou 7 est un temps fictif de réinitialisation permettant I’atteinte de 1’état d’équilibre. Cette
équation se compléte avec la condition initiale suivante :

(1.24) O(x,t,7=0) = ¢(x,1).

En théorie, I’équation (1.23) ne modifie pas la position de Uinterface et est donc utili-
sée pour recalculer la position des autres lignes de niveau de maniére indépendante, en
respectant la propriété de distance algébrique. En pratique, les erreurs importantes de
discrétisation introduites par les schémas numériques peuvent causer un changement de
la position de 'interface.

Pour la discrétisation de 1’équation (1.23), on I’écrit de la forme suivante :
AVA

0P
. — O =g = 51 ——.
(1.25) 57 +wV sign(¢) avec w = sign(¢) ]

1.4.2.2 Discrétisation de 1’équation de reinitialisation

L’équation (1.23) est discrétisée en temps en utilisant la méthode des caractéristiques et
la, formulation variationnelle discréte correspondante sera alors : Trouver ®"*1 € Y tel
que Vr € Y, on a :

(1.26)

pntl P"0X(n Ar) 0
’ r)—(sign(op)",r) = 0.
( N ) =(sign(9)",7)
La discrétisation en espace est similaire a celle utilisée pour la fonction Level Set.

En ce qui concerne la fonction sign(¢)”, elle est approchée numériquement par une fonc-
tion lissée. Ce lissage est nécessaire pour obtenir de meilleurs propriétés de conservation
et pour assurer la stabilité (Voir Peng et al.[108]) :

| o
1.27 sign(¢)y = :
.l Jor + Ve

La formulation variationnelle discréte s’écrit alors : Trouver @ZH €Y, tel que Vry, € Y},
on a:

(1.28)

P~ BhoX i ar .
( S )~ (sign(@)f i) = 0.
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1.4. Solution régularisée et réinitialisation

FIGURE 1.12 — Les isocontours de ¢ sans et avec reinitialisation a t = 5

La figure (1.12) montre bien les avantages de I’algorithme de réinitialisation ou les lignes
de niveaux apreés reinitialisation sont a distances égales et de plus la propriété de distance
algébrique se préserve.

On a remarqué durant les essaies numériques que cette propriété de distance algébrique
est fondamentale pour 'erreur en volume et pour appliquer 1’algorithme de conservation
de masse qu’on va voir dans la section (1.7).

1.4.3 Reésultats numériques

Le but de cette section est de visualiser la solution régularisée du probléme (1.3) de
I’évolution de I'interface lors du remplissage d’un réservoir. On considére le méme exemple
et les mémes données de la section (1.3.3). Les figures (1.13), (1.14) et (1.15) montrent
I’évolution de l'interface a I'instant ¢ = 0.168 s,t = 0.5 set t = 1.3 s.
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FIGURE 1.13 — L’interface du probléme deux dimensionnels approchée par 1’algorithme
classique de Navier-Stokes et la solution régularisée pour ’équation de transport a t =
0.168 s
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Quelques constatations :

a) On remarque qu’avec la solution régularisée, I'interface touche le bord. De plus, il

n'y a pas des discontinuités qui se développent pour un temps assez large (le temps

finir le remplissage du r

2

nécessaire pour

b) On remarque un probléme de couche limite ([131]) prés du bord sur l'interface

fluide-fluide-solide causé par les conditions aux bords du type Dirichlet. En effet,



1.4. Solution régularisée et réinitialisation

lorsqu’un fluide s’écoule le long d’un bord fixe, les vitesses sur le bord sont nulles
(conditions aux bords de type Dirichlet) alors qu’a l'infini (c’est-a-dire loin du
bord) elles sont égales a la vitesse de I’écoulement du fluide. La vitesse a I'infini se
maintient jusqu’a une courte distance du bord et il y a une variation plus forte des
vitesses dans une zone d’épaisseur trés mince qui s’appelle la couche limite. Pour
capter ces grandes variations de vitesses a la paroi, on a besoin des maillages tres
fin dans cette zone ce qui est trés couteux. Pour remédier a ce défaut, on propose
de considérer dans la section suivante les conditions aux bords de type Navier qui
permettent le glissement du fluide sur le bord.

Malgré cette amélioration au niveau de I'interface, des résultats numériques effectués ont
montré que le volume diffuse avec le temps. Pour illustrer les idées, on considére 'erreur
relative du volume

_ [Ve—Vn]

erry = T2

ou V, est le volume exacte et V,, est le volume numérique.

1
Pour h = =0’ on trace erry en fonction du temps pour des valeurs de € = h/5.

——case|i

0.1

o
o
[s=)

Volume error
o
o
[e>)

o
(=3
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Time (s)

FIGURE 1.16 — Graphe de l'erreur de volume relative pour les conditions aux bords de
Dirichlet.

On remarque que l'erreur relative du volume fluctue avec le temps ou elle passe a un
maximum de presque 12 pour cent et se stabilise & 5 pour cent pour un temps large. Or,
I’écoulement considéré est incompressible et ceci doit se traduire par une conservation du
volume. Dans les sections suivantes, on utilisera de nouveaux type de condition aux bords
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1.5. Conditions auzx bords de Navier

pour éviter d’un part le probléme de couche limite et pour diminuer d’autre part 1’erreur
de volume.

1.5 Conditions aux bords de Navier

1.5.1 Etat de ’art sur les conditions aux bords de Navier

La plupart des travaux jusqu’a nos jours considérent les conditions aux bords de type
Dirichlet. Cependant, comme I’a noté Serrin [131], celles-ci ne sont pas toujours réalistes
et conduisent en général a des phénomeénes de couches limites prés des parois (Comme on
a vu dans I’exemple précédent).

En fait, dans la premiére section, les conditions limites imposées sont des conditions de
contact collant (une vitesse nulle aux parois). Physiquement dans le cas d’un fluide trés
visqueux comme les polymeéres, ces conditions sont conformes a la réalité, le fluide adhére
aux parois du moule. Toutefois, dans le type d’écoulement que nous étudions, les viscosités
mises en jeu sont faibles, et les vitesses de remplissage relativement importantes. De ce
fait, en considérant une vitesse nulle a la paroi, les gradients de vitesse sont trés importants
(Figure 1.17). Si on considére des conditions de contact collant, il est trés difficile de capter

= —
u — !

FIGURE 1.17 — Condition aux bords de type Dirichlet

les grandes variations de vitesse qui ont lieu a la paroi. Ces variations, et la forme des
écoulements qui en découlent, peuvent toutefois étre observées en utilisant un maillage
extrémement fin dans cette zone. En général, cette solution est abandonnée car elle est
trop cotiteuse. On préférera négliger la couche collante & la paroi de maniére & avoir
des formes d’écoulement réalistes. Dans le cadre de 1’étude de fluide trés peu visqueux,
nous introduisons I’hypothése du fluide glissant sur la paroi. Figure (1.18) nous montre

i

— —
u —!
!

FIGURE 1.18 — Condition aux bords de type Navier
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la couche limite collante négligée a 'aproximité de la paroi, ce qui permet de réduire
I’ampleur des gradients de vitesse observés.

En 1827, Navier [102] a proposé une condition dite de glissement avec frottement a la paroi,
qui permet de prendre en compte le glissement du fluide prés du bord et de mesurer 'effet
de frottement en considérant que la composante tangentielle du tenseur des contraintes
est proportionnelle & la composante tangentielle, désigné par l'indice 7 , du champ de
vitesse :

un =0,
(1.29)
awt + n@ubDu— pl).7 = h.

Ces conditions peuvent étre implémentées numériquemenet par pénalisation. Dans ce but,
on les réécrit sous la forme suivante :

1

— un-+ t
(1.30) 5

awr+ tn(2ubDu—pl).T =h,

n(2uDu — pl).n = g,

ou « est le coeffcient de frottement et Du est le tenseur de déformations défini par :

~ Vu+ 'vu
e

Du

Le vecteur tangentiel 7 est choisi tel que (n,7) soit un systéme orthonormal de vecteurs.
Les fonctions « et 3 sont choisies pour étre constantes positives par morceaux sur I';. Le
choix 8 — 0 donne la condition de non-pénétration (bord imperméable). Si 5 — 0, par-
suite le parameétre o — 0 décrit la condition de glissement libre sur I'y alors que f — oo
implique la condition de non-glissement (conditions aux limites de Dirichlet homogeénes
si h et g sont nulles). Un des cas pratiques et intéressants consiste a considérer o nul qui
traduit une condition de glissement de Navier, mais sans frottement. Ces conditions sont
aussi utilisées dans les simulations numériques d’écoulements en présence de parois ru-
gueuses [5], [21], [20], [22], [80], [81] comme en aérodynamique, ou bien de parois perforées
[10]. Dans le cas d’un bord plat, la deuxiéme condition ci-dessus peut étre remplacée si
a = 0, par une condition portant sur la composante tangentielle du tourbillon (voir [151]) :

un=yg et (VAu)An=hAn.

Rappelons que ces conditions aux limites sont le plus souvent utilisées pour traiter des
problémes réalistes.
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1.5.2 Remplissage d’un réservoir avec les conditions aux bords
de Navier

Dans cette section, on désire remplacer les conditions aux bords de Dirichlet par les condi-
tions aux bords de Navier. On considére le cas d’un glissement sans frottement ov = 0 et
on choisit le paramétre de pénalisation 3 tel que 8 — 0. De plus, on considére h = 0 et
g=0.

Il faut bien noter que d’un point de vue mathématique, on a un probléme de comptatibi-
lité lors du changement du type des conditions aux bords. Ce probléme vient des points
d’intersection entre les conditions limites de glissement et les conditions aux bords ar-
tificielles de type Dirichlet. Durant la modélisation des conditions limites, le traitement
des singularités due a l'incompatibilité des conditions limites ne modifie pas réellement
I’écoulement globale. Si c’est le cas, on change les conditions limites.

On considére le probléme de Navier-Stokes diphasique suivant : A chaque pas de temps
t €0, 7]

( a¢
B + (u.V)p —cAp =0 dans ,
ou .
p(a + (u.V)u) —div(2p Du) + Vp=1f dans §; UQo,
divu =0 dans € U o,
u="U,, sur Iy,
1
—un+ tn(2u]D)u —pl)n=0 sur Iy,
(1.31)
awr+ n2uDu—pl).7 =0 sur Iy,
(2uD —pl)n=0 sur Iy,
[ 2uDu—pl | n=0 sur T,
0
5—¢ =0 sur [oUI'yuUlly,
on
P(x,0) = ¢ dans ),
u(x,0)=0 dans € U .

\

On introduit les espaces fonctionnels suivants
X, ={ue H(Q) /u=U, sur Iy},

X,={veH(Q) /v=0 surly},
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M = L*(Q)
et
Y = HY(Q).

La formulation variationnelle du probléme (1.31) s’écrit sous la forme :
Trouver (u,p) € X, X M, ¢ €Y tel que pour tout (v,q) € X, x M et Vr € Y
(1.32)

( (% + (0Y)6,7)+£(V, Vr) = 0.
(p(%—? + (V)u), v)+(2u Du, Dv) — (p,divy) - /FO (2000 — pl )n v ds
- /F <2,u}D)u - pf)n v ds — /r (2,@11 _ pf)n v ds = (—pges, v).
(divu, ) = 0.

Le terme sur I'y s’annule a cause de la fonction test nulle, le terme sur I'y s’annule a cause
de la condition aux bords (2uDu — pl)n .v. Pour I'1, on implémente les conditions aux
bords de Navier de la maniére suivante :

En utilisant la décomposition de la fonction test

v = (v.an)n+ (v.7)T,

I'intégrale sur I'y sera exprimée de la maniére suivante :

/ (ZN]Du —p])n v ds
I'1

= / tn(Q,u]D)u —pl)nv .nds +/ tn(Q/ADu —pl)T v .Tds
Fl Fl

(1.33)
= : Bl(u.n)(v.n)ds—i—/F a(u.T)(v.T)ds

:/ B! 7fu(n tn)vds—l—/ Oétll(T 757')vds.
I't

I'1

De plus, la deuxieéme équation de la formulation variationnelle peut étre réécrite sous la
forme suivante :

(p(g—l; + (u.V)u),v>+(2u Du, Dv) — (p,divv) — (g, divu)

(1.34)
_/ 57 tu(n tn)vds_/ o lu(r 'r)vds = (—pgea, v).
N}

I

En ce qui concerne la discrétisation, on utilise les mémes types de discrétisation en espace
et en temps effectués dans la section (1.3.2). Le systéme discret associé au probléme (1.32)
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s’écrit sous la forme suivante :
Trouver ()™ pi™) € X, x My, ¢p*! € Y, tel que pour tout (vi,qn) € Xop x M), et
TR € Yh,

¢ (¢Z+1

ghoX™
At ) Th) '

,rh> +e(VET, Vi) = ( "

un+1 ‘ ‘
(P A v ) 20 DU D) — (5 divvi) — (g, diva™)

(1.35) ¢
—/ g1 tuZH(n tn)vhds—/ atuZ“(T tT)VhdS
I I

= (—plge v)—l—("—uZOXnv)
- phgd7h ph At s Vh |-

1.5.3 Reésultats numériques

Le but est de visualiser la solution avec les conditions aux bords de Navier du probléme de
I’évolution de 'interface lors du remplissage d’un réservoir. On considére le méme exemple
et les mémes données de la section 1.4.3 et on choisit 3 = 107% et a = 0.

Les figures (1.19), (1.20) et (1.21) montrent I’évolution en fonction du temps de la solution
approchée du transport de l'interface avec un écoulement muni des conditions aux bords
de type Navier aux instants t = 0.168 s,t = 0.5 set t = 1.3 s.
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FIGURE 1.19 — L’interface approchée avec les conditions aux bords de Navier a t =
0.168 s.
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1.6. Conditions aux bords de Neumann sous effet gravitationnel

avec le bord en particulier pour des grandes valeurs de la viscosité. Ceci est dii aux
conditions aux bords de Neumann homogénes de ’équation de transport, ce qui
n’est pas physique. Une idée est de trouver les conditions aux bords de Neumann
sous leffet gravitationnel de la pression qui sera 'objet d’étude de la section sui-
vante.

La figure (1.22) montre l'erreur erry en fonction du temps. On remarque que Uerreur de

007 T T T T T T
——case i

0.06 - 4

0.05 1

o
o
=
T
I

Volume error
o
o
w
T
1

0 I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Time (s)

FIGURE 1.22 — Graphe de l'erreur de volume relative pour les conditions aux bords de
Navier.

volume pour le probléme avec les conditions de Navier a diminué par rapport a celle avec
Dirichlet (Figure 1.16). On constate que cette erreur dépend fortement des conditions aux
bords utilisées. D’out I'idée d’introduire pour la phase des conditions aux bords de Neu-
mann sous 'effet gravitationnel de la pression qui va diminuer remarquablement I’erreur
de volume comme on va voir dans la section suivante.

1.6 Conditions aux bords de Neumann sous effet gra-
vitationnel

Dans Les sections précédentes, on a considéré les conditions aux bords de Neumann ho-
mogéne qui sont utilisées dans de nombreuses applications (voir par exemple [105]). Pour

améliorer I'angle que fait 'interface avec le bord et ’erreur en volume, on va proposer
une nouvelle condition limite naturelle qui sera appelée condition aux bords de Neumann
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1.6. Conditions aux bords de Neumann sous effet gravitationnel

non-homogene sous 'effet gravitationnel. Ce dernier type de conditions aux bords traduit
la pente de I'angle entre la surface libre et le bord d’'une maniére naturelle et physique.
La condition aux limites non homogéne sous effet gravitationnel est une condition limite
de la pression : on néglige le terme de convection au voisinage du bord I'; et on considére
la composante normale de la premiére équation de (1.3). On obtient en multipliant la
premiére équation de (1.3) par n :

(1.36) p(@tu.n Ir, + u.Vu.n|pl>—div(2,u]D)u).n|p1 + Vp.n|r, = —pgeq.n|r,
(1) (2)

Le premier terme (1) (0;u).n = 9;(u.n) = 0 puisque n ne dépend pas du temps et u.n = 0.

On obtient alors la condition aux bords sur I'; suivante :

Onp|r, = —pgeq-n|r, — ,0<(u.V)u>.n|p1 — 2uDu.n|r,.

Dans notre application, la viscosité est relativement faible. Ainsi, on néglige le second
terme et la condition aux limites de la pression sur I'; peut étre écrite sous la forme
suivante :

Oplr, = —pgeanlr, - p((WV)u).nlr,.

Puisque le domaine €25 contient un fluide de trés faible densité, on néglige la pression cor-
respondante. De méme, dans notre application on néglige la force de tension superficielle.
De plus, on impose sur I'y une vitesse moyenne U;, constante tout au long du remplis-
sage et sur U'interface I' une condition de surface libre [2uDu — pI|.n = 0. D’autre part,
puisque dans notre application on considére des fluides de faible viscosité, on suppose
que les forces normales qui agissent sur U'interface sont négligeables, (Voir figure (1.27)
et(2.11) dans les résultats numériques pour une comparaison entre les forces exercées sur
I'interface et celles sur I'entrée qui valident ’hypothése pour les problémes en 2D et 3D).
Par conséquent, la pression totale est négligeable sur I'interface I' qui pourra étre consi-
dérée comme un isocontour nul. D’oul la pression et la fonction Level-Set ont les mémes
isovaleurs ¢ = p = 0 sur la surface libre et par suite, la fonction Level-Set ¢ peut étre
considérée égale a la pression p a une fonction multiplicative prés notée ¢ (¢ = —cp) dans
un voisinage du bord T'.

La condition aux bords de Neumann non-homogéne peut étre écrite sur I'; sous la forme
suivante :

(1.37) On® = —¢Onp — pOnc.
Mais p = 0 sur I'interface et par suite on aura

(1.38) On® = —cOnp.
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1.6. Conditions aux bords de Neumann sous effet gravitationnel

Puisque ||[Vé|| = 1, on normalise la condition limite et on obtient :

(1.39) Onth =

(pged + p((u.V)u)> n
( )

pgea + p((w.V)u) ).n| |

On note par G(u) le second membre de (1.39).
Dans cette section on impose sur I’équation de transport sur I'; la condition aux bords
non-homogéne qu’on va appeler condition aux bords sous effet gravitationnel :

(1.40) dnd = G(u).

Nous remarquerons d’aprés les résultats numériques que les conditions aux limites sous
Ieffet de la pression donnent une pente physique de I'angle entre la surface libre et I'in-
terface. De plus, elles diminuent remarquablement ’erreur relative de volume.

I'équation (1.5) complétée avec les conditions aux bords sera écrite de la maniére suivante :

p

hop+uVop—eAp=0 in €,

Oh¢ =G Iy,

(1.41) ¢ =Gl e
Ond =0 sur Uy,

L ¢(X> 0) = ¢0 dans Qa

ol ¢q est la position initiale de I'interface.

La formulation variationnelle discréte devient :
Trouver ()™ pi™) € X, x My, ¢p*! €Y, tel que pour tout (vi,qn) € Xop x M), et
TR € Yh,

/

<¢Z+l

Ar G(up)r, = <¢20Xn,rh>.

Th> +5(V¢>Z+1, VTh) — 6/ At

I
un+1

(PZ NV »Vh)+(2MZ Dy, Dvy) — (0™, divva) — (ga, divag*)

(1.42) At

— [ g turt(n tn)vhds—/ o tupt (7 tr)vyds
Fl 1—‘1

— (—pige V>+<nuzoX”V)
- phgd7h ph At s Vh |-
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1.6.1 Reésultats num

On considére le méme exemple et les mémes données de la section (1.5.3). Le but est de

visualiser la solution du probléme d’évolution de I'interface lors du remplissage d’

voir avec les conditions aux bords de Navier pour ’écoulement et les conditions aux bords
sous effet gravitationnel pour I'équation de transport. Les figures (1.23), (1.24) et (1.25)

montrent ’évolution de 'interface dans ce cas a 'instant ¢ = 0.168 s
On remarque que la condition aux bords de Neumann non-

angle entre I’

liore I’

tationnel sur I'; amé

FIGURE 1.23 — L’interface approch

FIGURE 1.24 — L''interface approchée avec les conditions aux bords sous effet gravitationnel

pour I’équation de transport & ¢t = 0.168 s.
pour 'équation de transport a ¢t = 0.5 s.
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FIGURE 1.25 — Linterface approchée avec les conditions aux bords sous effet gravitationnel

pour I'équation de transport a ¢t = 1.3 s.
utilisant les conditions aux bords de Navier et celles sous effet gravitationnel. On remarque

La figure (1.26) représente l'erreur de volume erry en fonction du temps pour € = h/5 en
, . o
que 'erreur en volume encore diminue avec cette nouvelle condition aux bords.
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0.01 |-
0.005

2

De plus, pour valider 'hypothése que la pression totale est nulle sur Iinterface qu’on
a supposé pour

FIGURE 1.26 — Erreur relative du volume pour les conditions aux bords de Navier et celles

sous effet gravitationnel.



1.7. Conservation de masse

exercée sur l'interface et celle exercée sur Uentrée

2,u1/nT.Vu.n 2M1/ n” Vun—p|.
r To

Figure (1.27) montre une comparaison entre ces forces durant le temps. On remarque que
celles agissantes sur I'interface sont néligeable (la courbe touche a peu prés I’axe horizon-
tale) par rapport a celle sur entrée. Par suite, la pression sur I'interface est largement
plus petite, ce qui valide les hypothéses considérées dans le cas des conditions aux bords
sous effet gravitationnel.

0.6 T T T T T T

——entry force
—— interface force

0 | Il Il 1 | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Time (s)

FIGURE 1.27 — Variation des forces exercées sur l'interface et les forces sur 'entrée avec
le temps.

1.7 Conservation de masse

La résolution numérique de I’équation de transport de la fonction Level-Set induit une
diffusion numérique qui pollue la quantité de masse durant 1’évolution du temps. Cette
diffusion introduite se traduit par une augmentation ou diminution de ’erreur du volume
qui dépend des changements topologiques de I'interface et qui s’accumule avec 1’évolution
du temps. D’autre part, I’écoulement qu’on a considéré est incompressible et le volume oc-
cupé par chacun des fluides doit étre conservée. Il existe dans la littérature de nombreuses
approches qui peuvent étre utilisées afin de préserver la masse, on cite par exemple Chang
et al. [26], Sussman and Fatemi [141].
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1.7. Conservation de masse

Dans ce travail, on adopte la méthode proposée par Smolianski [140] qui semble simple,
pas chére et trés efficace dans notre cas. La simplicité de la méthode provient du fait que
la conservation de la masse peut étre imposée en ajoutant un algorithme simple et facile a
implémenter. Mais cet algorithme semble efficace dans le cas ot 'erreur du volume induite
est faible a chaque pas de temps, pour cela il faut que la méthode utilisée soit avec une
précision acceptable méme avant ’application de la conservation de la masse. Dans notre
cas, on a pu réduire remarquablement I'erreur de volume en utilisant la condition aux
bords sous l'effet de la pression, et par suite ’algorithme de la conservation de la masse
a montré une efficacité remarquable dans nos applications.

Le concept de la méthode consiste a faire déplacer le zéro-isocontour a chaque pas de
temps en déplacant la fonction level-set ® correspondante en lui ajoutant a une constante
signée cg qui n’est autre que la distance entre I’ancienne et la nouvelle ligne de niveau zéro
telle que la nouvelle fonction Level-set ®,,.,, réduit I'erreur de la masse correspondante.
On définit alors un nouveau domaine 25 donné par

Qv = {x € Q: Dy > O},

L’expression de cg est donnée par la formule :

Sezact — S(2) = / d:z:—/ dx
Qpew Q

(1.43) = /(c@n).ndf + O0(c3)

= Cq>/dF+ O(c3),
r

ol Sezaet €8t laire exacte (ou volume en 3D) de la region ocuppée par le second fluide,

S(€2) est 'aire numeérique de 5 . En nottant L = [ dI', on approche cg par
r
Seacact - S<Q2)
1.44 ~
A =TI

Alors la fonction Level-Set corrigée devient
(1.45) Doy = P+ || VP

La précision de la formule (1.44) est de Pordre O(c3). Tout d’abord, il est a noter que
si S(22) > Sepact; on a cp < 0 et la fonction Level-Set ® sera déplacée vers le bas. Si
S(Qs) < Sepact; on a cg > 0 et la fonction Level-Set @ sera déplacée vers le haut.

1.7.1 Reésultats numériques

On considére le méme exemple et les mémes données et les mémes conditions aux bords
de la section (1.6.1). Les figures (1.28), (1.29) et (1.30) montrent 1’évolution de l'interface
a l'instant t = 0.168 s,t = 0.5 s et t = 1.3 s avec 'algorithme de conservation de masse.
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Méthode de projection
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2.1. Motivation

2.1 Motivation

La méthode de projection est connue comme étant une des plus économiques tant d’un
point de vue calcul que mémoire, c’est pour cela que nous allons 1'utiliser dans la suite.
Cette méthode a été introduite par Chorin [29], [30] et elle a été devéloppée par Temam
[143], [144]. Son avantage est qu’on résoud, a chaque pas de temps, une suite d’équations
elliptiques pour la vitesse et la pression. On aboutit ainsi & des matrices découplées et
donc plus petites que celles du chapitre précédant, ce qui rend les simulations numériques
beaucoup plus rapides (surtout en trois dimensions).

On effectue la discrétisation en temps en utilisant toujours la méthode des caractéristiques
(Achdou et Guermond [2]). Pour la discrétisation en espace, on peut utiliser soit les élé-
ments finis P, — P1 pour la vitesse et la pression pour la discrétisation de I’équation de
Navier-Stokes. On peut également utiliser des éléments finis de méme ordre pour la vitesse
et la pression (par exemple P, — P;) qui réduit significativement le nombre de degré de
liberté et qui rend le probléme moins couteux surtout en dimension 3; mais ce choix ne
satisfait pas la condition de stabilité inf-sup et cause quelques difficultés numériques. Dans
la littérature on trouve plusieurs approches de stabilisation qui compense la conditions
inf-sup dont on peut citer par exemple [19], [17], [82] et [134]).

La mise en oeuvre du schéma est plus difficile dans le cas d’un fluide biphasique en raison
de la discontinuité du saut des coefficients de densité et de viscosité.

Comme on I’a noté dans le chapitre précédent, I'utilisation de la méthode de caractéris-
tiques pour la discrétisation des équations de Navier-Stokes se résume en deux étapes : la
premieére est la résolution d’une équation de type advection pour déterminer la trajectoire
des particules du fluide puis la résolution d’équations de type Stokes généralisées. Alors
on écrit la premiére équation du probléme en coordonnées Lagrangiennes sous la forme
suivante :

D
(2.1) 'OF? — div(2uDu) + Vp = pg.

2.2 Meéthode de projection avec les conditions aux bords
de Dirichlet

2.2.1 Présentation de la méthode

L’algorithme de la méthode de projection de Chorin/Temam est basé sur la décompo-
sition du champ de vecteur en un vecteur a divergence nulle et un autre irrotationnel.

De plus, cet algorithme suppose que @ _ 0. Typiquement, 1’algorithme se décompose

on
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2.2. Méthode de projection avec les conditions aux bords de Dirichlet

en trois étapes : a chaque pas de temps, la premiére étape consiste a calculer une vi-
tesse intermédiaire qui ne satisfait pas la contrainte d’incompressibilité ; dans la deuxiéme
étape, on utilise la vitesse intermédiaire déja calculée qu’on projéte dans ’ensemble des
champs a divergence nulle pour obtenir la valeur de la pression solution du probléme;
la troisiéme étape consiste a construire la vitesse finale & partir des résultats obtenues.
L’algorithme se résume de la maniére suivante : Ayant u”, on calcule (u™*!, p"*1) tel que :

Etapel- Calcul de la vitesse intermédiaire u* :

( p”# — div(2u™ Du*) + Vp" = p"g dans Q,

— [ 2u"Du*n| =0 sur T

(2.2) u =U; sur Iy,
u* =0 sur I'y,

—p"Du*n =0 sur [s.

\

Etape 2- Calcul de la pression p"*! :

( At
divu* — div(—V(p”“ . p”)): 0 in Q
pn
[p"T —p" ] =0 on T,
(2.3) 5
%(pnﬂ — pn) =0 on FO U Fl,
ptt—pt =0 on Is.
Etape 3- Calcul de la vitesse finale u™*!
At
(2.4) ut! =u* — —V(p" — p")dans Q.
p'rb

En fait, La décomposition de I'opérateur implique une décomposition des conditions sur
la frontiére et des conditions de saut sur l'interface.

La nature de projection du systéme apparait dans le deuxiéme sous-probléme : la vitesse
intermédiaire u* n’est pas a divergence nulle, et la deuxiéme étape représente une projec-
tion L? de u* sur I'ensemble des fonctions a divergence nulle (Voir Bell et Marcus [11]).
La pression résultante doit étre considérée dans M = {q € H*(Q)/q|r, = 0} et non pas
dans LZ(Q), et la vitesse finale a chercher est a divergence nulle dont la composante nor-
male est nulle, elle appartient a 'espace H;,(Q) = {v € L*(Q)/divv =0 dans Q,v.n =
0 sur ' UTh} et non pas a H*(Q).
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2.2. Méthode de projection avec les conditions aux bords de Dirichlet

Le probléme (2.3) s’obtient a partir de

n+1 *
(25) % + pl—nV(p"H —p") =0 dans .
en appliquant 'opérateur de divergence et en utilisant la condition d’incompressibilité.
Alors que la condition au bord de Neumann homogéne s’obtient en prenant sa composante
normale et en utilisant le fait que u”*'.n = u*.n sur I'y et I';. Cette condition aux bords
de Neumann homogéne n’est pas physique et la pression exacte ne la satisfait pas mais
elle peut étre une solution approchée raisonnable pour beaucoup des situations pratiques
(voir Gresho et Sani [63], Orszag et al. [106] et Shen et Temam [132]).

Dans cette méthode, on perd la composante tangentielle de la vitesse sur I'y et I'y, pour
la récupérer, la troisiéme étape peut étre réécrite sous la forme suivante :

At
't =u — —V(p"t —p") dans Q.

pn
(2.6) ut = U sur T,
u"tl =0 sur I.

2.2.2 Formulation variationnelle et discrétisation

La méthode de projection introduite dans la section précédante, peut se mettre sous une
formulation variationnelle. Pour cela, on introduit les espaces fonctionnels suivants :

Xuyo ={veH (Q)/u= Uy, sur Ty et u=0sur I't},

X =Hy(Q)={ve H(Q)/v=0sur TouT;}

et
M ={q € H'(Q)/qlr, = 0}.

Pour la discrétisation en espace, on choisit les éléments finis continus pour la vitesse et la
pression et on introduit les espaces discrets suivants :

Xh,Um,O = {Vh € XUm,0§Vk7 € Th; Vhk € Pb(k‘>2},

X, = {Vh € X,Vk‘ S Th§Vh|k € Pb(l{)Q},

My = {qn € M N C°(Q);Vk € Ty, g € Pi(k)}

et
L, = {uh € LQ(Q),V]{ S Th;uh‘k € Pl(k)Z}
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2.3. Méthode de projection avec les conditions aux bords de Navier

La formulation variationnelle associée a la méthode de projection s’écrit :
1- Chercher u* € Xy, o tel que pour tout v.€ X, on a :

nu* —u"oX" n * n n
(27) (p Tav) + (2:u Du 7]D)V) + (vp 7V) = (p g,V)-
2- Chercher p"™! € M tel que pour tout ¢ € M, on a :

(2.8) (divu*, q) + (SEv @t — ), V) = 0.

Y22

3- Chercher u"™ € L?(2) tel que pour tout v € L?(2), on a :
At
(2.9) (", v) = (u",v) - (FV(IJ”“ —p"),v).
La formulation variationnelle discréte associée s’écrit :
1- Chercher u; € X} p,, o tel que pour tout v, € Xj,, on a :
Uy, — upo Xy
At
2- Chercher p}*t! € M, tel que pour tout g, € My, on a :

(2.10) (p , Vi) + (2p"Duy, Dvy) + (Vph, vi) = (0”8, va)-

o At n n
(2.11) (divuy, gn) + (p—nV(th — 1), Vau) = 0.
3- Chercher uzﬂ € Ly, tel que pour tout vy, € Ly, on a :
(2.12) (u ™ va) = (ag, vi) = (5 VR = i), va)-

p’I’L
Les systémes algébriques linéaires résultants de la discrétisation par élément finis des deux
premiers sous- problémes sont des matrices symétriques définies positives qui incorporent

le coefficient de diffusion discontinue —. La méthode des gradients conjugués précondi-

tionnés par la décomposition de Cholesky incompléte est utilisée pour la résolution des
systémes de la vitesse et la pression.

Il existe dans la littérature plusieurs variantes de la méthode de projection et on peut se
réferer a [69] pour plus de détails.

2.3 Meéthode de projection avec les conditions aux bords
de Nayvier

Dans cette section, on remplace les conditions aux bords de Dirichlet par les conditions

aux bords de Navier suivant :

1
— un-+ tn(2p]D>u).n =0
(2.13) p

awr+ n2ubu).T =0.
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2.4. Résultats numériques

Au niveau du probléme (2.2), la différence de ces conditions de Navier avec celles intro-
duites dans le premier chapitre (1.30), réside dans 1’abscence du terme de la pression qui
ne figure pas dans (2.2).

Dans ce cas, on couple les équations des deux composantes de la vitesse et on effectue
I'implémentation numérique du premier sous probléme (2.2).

Le deuxiéme sous-probléme (2.3) se traite exactement comme dans la section précédente
et le troisiéme sous probléme (2.5) sera remplacé par le suivant :

( At
—eAu™! futt = uf - =V (p"T —p") dans Q.
pn
utl = sur Iy,
(2.14) 1 . " .
—u"'n+ 'n@2u" DU )n=0 sur Ty,
O n+1
u =0 sur Iy,
\ on

ol ¢ est un parameétre de pénalisation assez petit.

2.4 Reésultats numériques

2.4.1 Dimension deux

On reprend 'exemple du premier chapitre, on fait les simulations cette fois avec la méthode
de projection pour les équations de Navier-Stokes.

La densité de I'eau est 1 Kg.dm ™3, sa viscosité cinématique est 107* dm?.s7! et sa visco-
sité dynamique est 107% Kg.dm~1.s7!; tandis que la densité de air est 1073 Kg.dm™3, sa
viscosité cinématique est 1073 dm?.s7! et sa viscosité dynamique est 107¢ Kg.dm=!.s7!.
[’accélération gravitationnelle est g = 0.98 dm.s~2. De plus, on choisit U;, = 0.4 dm.s™*,

h =0.02, At = 2h.

On présente les résultats graphiques pour chacun des cas :

— (Cas i : Solution avec les conditions aux bords de type Dirichlet pour la vitesse et
Neumann homogeéne pour la fonction Level-Set avant la conservation de masse.

— Cas 71 : Solution avec les conditions aux bords de type Navier pour la vitesse et
Neumann homogéne pour la fonction Level-Set avant la conservation de masse.

— Cas 717 : Solution avec les conditions aux bords de type Navier pour la vitesse et
Neumann non-homogeéne pour la fonction Level-Set avant la conservation de masse.

— Cas v : Solution avec les conditions aux bords de type Navier pour la vitesse et
Neumann non-homogéne pour la fonction Level-Set aprés la conservation de masse.
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2.4. Résultats numériques

IsoValue IsoValue

mo1
2;

275725
325675

1o

FIGURE 2.3 — At = 13s. En haut : De gauche & droite : cas i, cas ii.
En bas : De gauche a droite : cas iii, cas iv.

On trace 'erreur erry en fonction du temps pour dans chacun de ces cas.

0.18

——casei
——caseii
——caseii
——case iv|
014 B

0.16 |-

Volume error
Volume error

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Time (s) Time (s)

FIGURE 2.4 — Comparaison de ’erreur en volume pour les cas i, ii, 447 and tv. A gauche :
méthode classique; A droite : méthode de projection

Figure (2.4) montre une comparaison entre les erreurs en volume pour la méthode classique
et celle de projection. L’erreur en volume obtenu en utilisant la méthode classique est
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2.4. Résultats numériques

légérement plus petit que celui obtenu par la méthode de projection pour les trois premier
cas. Cette petite différence est di & la condition aux bords non-physique sur la pression.
Aprés la conservation de masse, on obtient & peu prés le méme résultat entre les deux
méthodes. De plus, le temps de calcul et la taille en mémoire utilisée dans la méthode de
projection sont largement plus petits.

Remarque 2.4.1. Pour les simulations séquentiel, on a utilisé la machine hpc2 "seq" du

laboratoire Jacques Louis-Lions avec 40Gb de mémoire et de temps mazimale 100 heures.

Dans la figure (2.5), on compare le temps de calcul pour résoudre 'algorithme avec la
méthode classique et la méthode de projection.

6000 T T T T T

T
projection method
classical method

5000

T

4000

T
1

T
1

3000

Computation time (s)
3
(=]
o
T
1

1000

0 1 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Time (s)

FIGURE 2.5 — Graphe de comparaison du temps calcul entre les méthodes classique et
projection.

On peut remarquer un gain significatif pour la méthode de projection en deux dimensions
ce qui va augmenter remarquablement dans le cas trois dimensionnel.

2.4.2 Probléme trois dimensionnel : exemple du cube

Dans cette section, le domaine €2 est un paralléllipipéde, avec une base rectangulaire de
dimension a = 1 dm,b =1 dm et de hauteur z = 1 dm centrée avec un petit trou au fond
de dimensions a; = by = 0.4 dm,e = .1 dm (Voir figure 2.6).

La densité de I'eau est 1 Kg.dm ™3, sa viscosité cinématique est 107* dm?.s7! et sa visco-

sité dynamique est 107* Kg.dm~'.s7!; tandis que la densité du gaz est 1072 Kg.dm™3, sa
viscosité cinématique est 1073 dm?.s7! et sa viscosité dynamique est 107¢ Kg.dm=!.s7!.
[’accélération gravitationnelle est g = 0.98 dm.s~2. De plus, on choisit U;,, = 0.5 dm.s™*,

h =0.02, At =2h et e = h/5.
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2.4. Résultats numériques
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FIGURE 2.6 — A gauche : La moule cubique. A droite : Le maillage du cube.
A Tinstant initiale, l'interface I' est représentée par la fonction Level-Set d’équation
¢o = z — 0.06.

Les figures (2.7)-(2.8) et (2.9) nous montrent I’évolution de 'interface aux instants t = 0 s,
t=012s5,t=02s,t=045s5,t=06s,ett=0.8s.

FIGURE 2.7 — L’interface approchée dans le probléme trois dimensionnel a t = 0, ¢

0.12 s.

65



2.4. Résultats numériques

FIGURE 2.8 — L’interface approchée dans le probléme trois dimensionnel a ¢ = 0.2 s,
t=04s.

FIGURE 2.9 — L’interface approchée dans le probléme trois dimensionnel a ¢t = 0.6 s and
t=0.8s.

La figure (2.10) nous montre I’évolution d’erreur en volume en fonction du temps pour
les cas i, iz, 174 et tv. On peut voir que l'erreur en volume change de la méme maniére
comme dans le cas 2D mais elle atteint un maximum de 27% pour le cas 4, elle diminue
dans le cas 4 & un maximum de 14% et avec le cas iii & 9%. Aprés la conservation de
masse, l’erreur en volume est moins que 0.1% durant toute la simulation correspondante.
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FIGURE 2.10 — L’erreur en volume pour le probléme 3D.

La figure (2.11) montre que les forces exércées sur U'interface sont négligeables par rapport
a celles agissantes sur I’entrée dans les problémes trois dimensionnels, par suite la pression

disparait sur l'interface.

0.25

02

0.15

Forces

0.1

0.05

0

FIGURE 2.11 — Variation de la force exercée sur 'interface et la force sur ’entrée.
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Time ()
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2.4. Résultats numériques

2.4.3 Cas industriel (3D)

Dans cette section, on modélise le remplissage d’'un moule. Le domaine €2 est un moule
industriel indiqué par la figure (2.12).

La densité de I'air considérée est 1K g.m ™3, la viscosité cinématique est 1.818e¢>m
et la viscosité dynamique est 1.818e 3K g.m~1.s7!; tandis que la densité de I’aluminium
liquide est 2385K g.m ™3, la viscosité cinématique est le 4*m?.s7! et la viscosité dynamique
est 2.385e P Kg.m~t.s7L.

La hauteur maximale de ce moule est 1.6 m, la longueur maximale est de 1 m et la largueur
maximale est de 0.8 m De plus, on considére les données suivante : U;; = 0.5 m/s,
h =0.02, At =2h et e = h/5.

Le maillage considéré contient 59364 sommets et 294544 tetrahédres.

Le nombre des degrés de liberté est de 353,908 pour la vitesse, 59, 364 pour la pression

et la fonction Level-Set.

2 1

.S

FIGURE 2.12 — A gauche : La moule de I'industrie; A droite : Le maillage correspondant.

A Tlinstant initiale, l'interface I' est représentée par la fonction Level-Set d’équation
gbo = —2z+4 09

Les figures (2.13), (2.14) et (2.15) nous montrent I’évolution de I'interface pour le pro-
bléme industriel aux instants t = 0, ¢t =04 s, t =08 s, t =104 s, t =2s,t =3 s,
t=4s,1t=72sett=84s.
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2.4. Résultats numériques

LEL!

FIGURE 2.13 — L’interface approchée a l'instant initial, t = 0.4 s et t = 0.8 s.

L1

FIGURE 2.14 — L’interface approchée a t =1.04 s, t =2 set t =3 s.

LLL

FIGURE 2.15 — L’interface approchée at =4 s, t =72 set t =8.4 s.
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2.4. Résultats numériques

La figure (2.16) nous montre ’évolution de l'erreur pendant le temps pour le cas iv.
On remarque que cette erreur atteind au maximum la valeur 0.0035, ce qui montre la
puissance de 1’agorithme proposé.

=107

Volume error

Time (s)

FIGURE 2.16 — Variation de I’erreur en volume pour le cas iv pour le cas industriel.

La figure (2.17) nous montre le temps de calcul de la simulation du premier cas industriel.

N
o

Computation time (hour)
y - N N (%) W »
o o o (9] o a o
T T T T T T T
1 1 1 1 1 1 1

a
T
L

0 L L L L L L L L L

5
Time (s)

FIGURE 2.17 — Temps de calcul de la simulation du cas industriel.

Conclusion On a construit dans ce chapitre un algorithme pour modéliser le remplissage
d’un moule en 2D et en 3D avec la méthode de projection pour les équations de Navier-
Stokes. Dans le chapitre suivant, on va valider cet algorithme avec deux expériences :
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2.4. Résultats numériques

L’expérience de Martin et Moyce et le Benchmark de Campbell.

De plus, on a essayé d’utiliser ’algorithme de calcul pour des moules de plus grandes
tailles, la mémoire est insuffisante pour résoudre le probléme. Pour améliorer la perfor-
mance de 'algorithme, on va faire dans le chapitre 4, un calcul paralléle en utilisant la mé-
thode de décomposition de domaine en particulier les algorithmes itératives de Schwarz.
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Chapitre 3

Validations pratiques
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3.1. Validations numériques : Simulation eau-air

3.1 Validations numériques : Simulation eau-air

Dans cette section, le but est de valider I’algorithme proposé dans les chapitres précédents
pour simuler le transport de l'interface dans un écoulement diphasique. En particulier,
on valide la capacité de 'algorithme proposé de modéliser des fluides de rapport de den-
sité important (1000 :1) et de rapport de viscosité (10 :1). On considére I'expérience de
I'écroulement du barrage de J.C.Martin et W.J.Moyce, ot on peut se référer a [99] pour
les résultats expérimentaux. Ces résultats sont souvent utilisés pour valider les modéles
d’étude des écoulements instationnaires a surface libre. Un schéma du barrage utilisé dans
I'experience est illustré dans la figure (3.1).

FIGURE 3.1 — Schéma du barrage de I'expérience de J.C.Martin et W.J.Moyce.

Dans cette expérience, on considére une colonne d’eau rectangulaire, initialement au repos
sur un plan horizontal rigide retenue par une membrane de papier cirée. Cette membrane
est maintenue par un film de cire & une bande métallique du réservoir. Elle est libérée
au moyen d’un courant électrique de haute intensité : lorsque le courant circule, la cire
fond a l'instant t = 0 et 'eau commence a s’écrouler sous l'effet de la gravité. Le liquide
s’étale sur le plan horizontal et la hauteur de la colonne se baisse sur le mur verticale. Le
mouvement du fluide est enregistré a ’aide d’une caméra prenant 300 images par seconde.
On observe la vitesse de chute d'une colonne d’eau dans le sens de la hauteur et dans le
sens de I’écroulement.

La hauteur initiale H de la colonne d’eau est 0.5715 dm. La densité de eau est 1 Kg.dm ™3,
sa viscosité cinématique est 1074 dm?.s! et sa viscosité dynamique est 107% Kg.dm=1.s71;
tandis que la densité de lair est 1073 Kg.dm 3, sa viscosité cinématique est 1073 dm?.s7*
et sa viscosité dynamique est 1076 Kg.dm='.s7!, I'accélération gravitationnelle est g =

0.98 dm.s 2.
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3.1. Validations numériques : Simulation eau-air

3.1.1 Expérience de Martin et Moyce en 2D

Le domaine de calcul est de longueur 14H et de hauteur 1.4H.

On fait deux simulations pour modéliser I'experience en 2D avec deux pas de maillage
en espace h = 1/50 et h = 1/100 respectivement. Les pas de temps sont At = 2/50 et
At = 2/100 respectivement.

Dans le probléme 2D, la convergence a été obtenue pour le paramétre de régularité e = h/5.
Durant la simulation, on impose sur la surface supérieure du domaine de calcul les condi-
tions aux bords de sortie libre. La position dimensionnelle approchée du front de I'in-
terface sur le plan horizontale [*(I* = [/H) et la hauteur résiduelle de la colonne d’eau
h*(h* = h/H) variant en fonction du temps adimensionnel t* = t\/g/H sont comparées
avec les résultats expérimentaux présentés dans [99).

Les figures (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5) illustrent une comparaison entre les expériences et
les résultats numériques pour différents instants. On a pris soin de mettre les figures dans
I’échelle dimensionnelle réelle pour comparer avec I’expérience.

Vel oyake

w3025

FIGURE 3.2 — En haut : Experience ; En bas : Interface approchée & ¢t = 0Os.

VecVate  fopyane

X i
w106 mo72E2rs
22 W
[R5
w6 mnis
WIATBES  mOSS0Ts
NS00 mOaTs

FIGURE 3.3 — En haut : Experience; En bas : Interface approchée a ¢t = 0.07s.
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VeoVate e

104825

WST5025

FIGURE 3.4 — En haut : Experience ; En bas : Interface approchée a t = 0.1s.

VecVate  fopyae

575425
W3S

ik
WIS Mg

FIGURE 3.5 — En haut : Experience ; En bas : Interface approchée a t = 0.2s.

En outre, on peut remarquer que la forme de I'interface approchée et son mouvement sont
trés similaires aux résultats expérimentaux, ce qui montrent que la méthode numérique
désignée dans les chapitres précédents est efficace pour modéliser le transport de l'inter-
face pour des écoulements diphasiques des fluides incompressible non-miscible de rapport
de densité important.

La figure (3.6) nous montre une comparaison de la position adimensionnelle de l'interface
sur le plan horizontal entre ’expérience et les résultats des deux simulations. De la figure
(3.6), on peut remarquer que la position approchée de I'interface sur le plan horizontal
est trés proche a celle de 'expérience durant toute la simulation ce qui valide I’algorithme
utilisé.

Figure (3.7) nous montre la hauteur de la colonne d’eau résiduelle adimensionnelle qui
varie avec le temps. Encore une fois, les résultats expérimentaux et numériques sont trés
proches, ce qui confirme la validité de la méthode proposée dans ce travail.

On peut voir que le maillage le plus fin h = 1/100 donne des résultats plus proche de
I'expérience que le maillage h = 1/50 ce qui est attendu dans le cadre du calcul approché
et la convergence des schémas numériques.
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FIGURE 3.6 — Comparaison des résultats expérimentaux et approchés de la position de
I'interface adimensionnelle en fonction du temps adimensionnel.
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FIGURE 3.7 — Comparaison des résultats expérimentaux et approchés de la hauteur rési-
duelle adimensionnelle de la colonne d’eau en fonction du temps adimensionnel.

76



3.1. Validations numériques : Simulation eau-air

3.1.2 Experience de Martin et Moyce en 3D

Dans cette section, on reprend les mémes données de 'expérience de Martin et Moyce en
2D. On étend le probléme en 3D avec le code paralléle. Le domaine de calcul choisi est de
longueur 8H, de largeur 1H et de hauteur 1.4H.

On effectue deux simulations pour I’écroulement du barrage en 3D, les pas de maillage
en espace sont h = 1/50 et h = 1/60 respectivement. (Les limitations du mémoire et du
temps cpu nous limitent & A = 1/60 pour le maillage fin).

Les pas de temps pour les deux simulations sont At = 2/50 et At = 2/60 respectivement.
Dans les problémes trois dimensionnels, la convergence a été obtenue pour le paramétre
de régularisation € = h/5.

La position approchée de U'interface sur le plan horizontale L et la hauteur résiduelle ap-
prochée de la colonne d’eau H variant avec le temps ¢ sont comparées avec les résultats
expérimentaux en 3D de Martin et Moyce qui sont présentés dans dans [126].

Les figures (3.8), (3.9) et (3.10) illustrent la forme de I'interface entre les phases eau-air
pour des instants différents. De plus, la forme de l'interface approchée et son mouvement
sont trés similaires aux résultats présentées dans [126] ce qui valide notre algorithme desi-
gné pour la modélisation du transport de 'interface pour les problémes trois dimensions.

FIGURE 3.8 — Interface approchée en 3 D; A gauche : ¢t = 0.0317029s; A droite : t =
0.0634057s.

FIGURE 3.9 — Interface approchée en 3 D; A gauche : ¢ = 0.13134s; A droite : t =
0.203804s.
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3.1. Validations numériques : Simulation eau-air

FIGURE 3.10 — Interface approchée en 3 D; A gauche : t = 0.253623s; A droite : t =
0.375905s.

La figure (3.11) montre une comparaison de la position de 'interface sur le plan horizontale
entre l'expérience et les résultats des deux simulations en 3D. De plus, la figure (3.12)
montre la hauteur de la colonne d’eau résiduelle adimensionnelle qui varie avec le temps
en 3D. On peut remarquer que les résultats numériques sont trés proches des résultats de
I’expérience durant toute la simulation, ce qui valide ’algorithme utilisé en 3D.

0.5

O  experiment
simulation h=1/50, dt=2/50
0.45 - simulation h=1/60, dt=2/60 g

0.4}

0.35 -

0.3 -

Wave front (L)

0.15 |-

0.1

1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time (s)

0.05 %

FI1GURE 3.11 — Comparaison des résultats expérimentaux et approchés de la position de
I'interface en fonction du temps en 3D.
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0.01 =

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time (s)

FIGURE 3.12 — Comparaison des résultats expérimentaux et approchés de la hauteur
résiduelle de la colonne d’eau en fonction du temps en 3D.

3.2 Validations numériques : Simulation métal liquide-
air (Campbell benchmark)

Dans cette section, on désire valider ’algorithme construit dans les chapitres précédents
pour modéliser le transport de l'interface d’un écoulement diphasique pour des fluides
de rapport de densité important (2385 :1) et de rapport de viscoscité (18.18 :1) lors du
processus du remplissage des moules par une coulée (métal liquide). Un benchmark du
processus de remplissage congu par le Campbell [135] a été simulé par l'algorithme de
remplissage.

Le moule dans le benchmark est une plaque de taille 200mm x 100mm x 10mm dans les
directions X, Y et Z respectivement. La cavité du moule est réalisée en résine de sable col-
lée. Le liquide de la coulée est de 99.999% d’aluminium pure. Le processus de remplissage
est enregistré avec la technologie d’imagerie & rayons X. L’instant ou le bouchon a été
enlevé est désigné comme l'instant initial. L’expérience a été répétée plusieurs fois. Les
figures (3.14)-(3.19) montrent deux séquences différentes qui sont comparées aux simula-
tions numériques. Les figures présentent des extraits vidéos a intervalle de 0.25 s pendant
le remplissage de deux moules séparés pour vérifier la reproductibilité du phénomeéne. Les
chercheurs ont pris soin de veiller a ce que les conditions expérimentales dans chaque cas
ont été reproduites aussi exactement que possible.

La forme et la taille de la cavité du moule, ainsi que le canal d’alimentation sont présentés
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3.2. Validations numériques : Simulation métal liquide-air (Campbell benchmark)

dans la figure (3.13). Dans l'expérience, la densité de I'air est de 1Kg.m™3, la viscosité
cinématique est le >m?2.s7! et la viscosité dynamique est le > Kg.m '.s7!. La densité
de I'aluminium liquide est 2385K ¢g.m =3, la viscosité cinématique est 0.55e m?.s7! et la
viscosité dynamique est le 3K g.m~1.s71. La température de coulée est 720°C.

Il convient de noter que de légéres différences dans le comportement peuvent étre vu dans
les expériences, méme si elles ont été congus pour étre identiques. Ceci est prévu et se
trouve dans la nature des phénomeénes turbulents. Il est intéressant de noter que les illus-
trations de la modélisation de I’expérience dans trois cas extrémes : écoulement laminaire
trés visqueux, écoulement laminére peu visqueux, et écoulement turbulent, sont présen-
tés dans [135]. L’approximation numérique qui est la plus proche des résultats observées
expérimentalement était pour un grand nombre de Reynolds (40,000 et plus). La plupart
des modeles prédisent le temps de remplissage correctement a environ 2,0 secondes.

Dans notre simulation, notre algorithme n’a pas été construit pour simuler un écoulement
turbulent, cependant des viscosités numériques artificielles sont utilisées pour le métal
liquide et Dair tout en gardant le méme rapport de viscosité (18.18 :1), puisque on a re-
marqué que ce rapport a une grande influence sur la forme de l'interface. La densité de
lair est 1K ¢g.m =3, la viscosité cinématique est 1.818e3m?2.s7! et la viscosité dynamique
est 1.818¢ 3K g.m~'.s7!; tandis que la densité de I'aluminium est 2385K¢g.m ™3, la vis-
cosité cinématique est le4m?2.s7! et la viscosité dynamique est 2.385e " Kg.m~'.s7!. Ce
qui induit un un nombre de Reynolds Re = 10000. Le temps de remplissage simulé est
1.98 s ce qui est trés proche au temps de remplissage durant ’expérience.

Il est admis que, puisque le liquide d’aluminium est directement versé dans la cavité
pendant 'expérience, par conséquent, la vitesse d’entrée devrait étre variable avec le
temps. Dans I’étude actuelle, une vitesse d’entrée moyenne de 0.5 m.s~! a été utilisée au
méme titre que celle utilisée dans [126]. La vitesse moyenne est estimée a partir du canal
d’alimentation et des expériences numériques. Les pas de maillage et de temps considérés
sont h = 0.002, At = 2h. Pour faciliter la génération du maillage, le canal d’alimentation
est légérement modifié, comme illustré dans la figure (3.13). On verra que l'influence de
cette petite modification du systéme d’alimentation est négligeable et 'interface simulée
est toujours proche des résultats expérimentaux enregistrés durant l'expérience a des
différents instants.

Les figures (3.14)-(3.15)-(3.16)-(3.17)-(3.18) et (3.19) montrent que le lieu des interfaces
simulées est en accord avec les résultats expérimentaux a ¢t = 0.74 s, t =1 s, t = 1.24 s,
t=15s,t=17T4sett=2s.
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3.2. Validations numériques : Simulation métal liquide-air (Campbell benchmark)
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FIGURE 3.13 — A gauche : le moule de Campbell, A droite : le moule de la simulation.

FIGURE 3.14 — Interface a t = 0.74 s. a gauche et au milieu : expériences; a droite :
interface simulée.
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3.2. Validations numériques : Simulation métal liquide-air (Campbell benchmark)

FIGURE 3.15 — Interface &t = 1 s. a gauche et au milieu : expériences ; a droite : interface
simulée.

FIGURE 3.16 — Interface & t = 1.24 s. & gauche et au milieu : expériences; a droite :
interface simulée.

FIGURE 3.17 — Interface & t = 1.5 s. & gauche et au milieu : expériences; & droite :
interface simulée.
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3.2. Validations numériques : Simulation métal liquide-air (Campbell benchmark)
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FIGURE 3.18 — Interface a ¢ = 1.74 s. a gauche et au milieu : expériences; a droite :
interface simulée.

FIGURE 3.19 — Interface a t = 2 s. a gauche et au milieu : expériences ; a droite : interface
simulée.
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4.1. Motivation

4.1 Motivation

Lors de la modélisation du remplissage de moule trois dimensionel industriel en parti-
culiers pour ceux de grandes tailles, on a rencontré des limitations en termes de temps
de calcul et des insuffisances des ressources de mémoire. La validation de ’algorithme a
été faite dans le chapitre précédent. On a testé des simulations numériques en 3D pour
des moules de moyennes tailles, le premier exemple industriel est un cas ot le maillage
contient 294, 544 tétraédres et 59,364 sommets (Voir figure 2.12). Le temps de calcul du
code séquentiel est & peu prés deux jours. De plus, dans notre étude, il y a des moules de
taille plus grand qui exige des maillages plus gros qui ne seront pas faisables avec notre
code séquentiel. Le deuxiéme exemple industriel de ce chapitre un maillage de 2,646, 497
tétraédres et 468, 362 sommets, ce qui nous force a paralléliser ’algorithme.

Autrefois, une fagon pour améliorer la performance d’un programme (soit en vitesse ou en
quantité de donnée traitée) était seulement une question d’attendre les prochaines généra-
tions de processeurs. Tous les dix-huit mois, la performance de ’ordinateur doublée. Mais
depuis environ 2005 cette vitesse stagne a 2-3 GHz. L’augmentation des performances
est presque entiérement due a 'augmentation du nombre de coeurs par processeur. La
majorité des fournisseurs de processeurs produisent des machines multicoeurs paralléles.
Donc il ne suffit pas d’attendre une prochaine génération de la machine pour garantir
une meilleure performance d’un logiciel. Le seul moyen pour accéder a la performance est
d’utiliser le calcul paralléle, ce qui implique de gros effort dans le développement algo-
rithmique. De plus, tout la chaine de calcul doit étre parallélle : Visualisation, stockage
de données, génération de maillage.

Le but de ce chapitre est d’améliorer la performance de notre algorithme au niveau du
temps de calcul et place mémoire afin de résoudre notre probléme. Il s’agit de résoudre ce
probléme en parallélle sur des machines multicoeurs qui contiennent moins de 250 coeurs
et de mémoire moins de 1000 GB. (Voir figure(4.1) pour plus des détails sur la capacité
de la machine de calcul qu’'on a utilisé pour les simulations). Pour nos simulations en
paralléle, on a utilisé la machine "hpc2 big-para" avec 128 coeurs et une mémoire de 880

GB.

En particulier, on se concentre dans ce travail sur les solveurs itératifs linéaires paralléles.
On va utiliser les méthodes de Schwarz dans la version paralléle de Freefem ++ qui est ac-
tuellement lice & HPDDM, un cadre C ++ des méthodes de décomposition de domaine de
haute performance, disponible a ’adresse suivante : https : //github.com /hpddm/hpddm.
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

Queve | Max Memory | Min- Max CPU | Max Wall time

Interactif | 80gb 1-20 01:00:00

seq 500gb 1 100:00:0

small_para | 1000gb 2-50 100:00:00

big para | 2000gb 51-250 100:00:00

FIGURE 4.1 — Machine de calcul utilisée pour les simulations numériques.
4.2 Meéthodes de décomposition de domaine

4.2.1 Etat de ’art sur les algorithmes itératives de Schwarz

L’une des principales classes d’algorithmes de décomposition de domaine est I'algorithme
de Schwarz. Hermann Schwarz était un analyste allemand du 19%™€ siécle. 11 était inté-
ressé a démontrer l'existence et 'unicité du probléme de Poisson. A son époque, il n’y
avait pas les espaces de Sobolev, ni le théoréme de Lax-Milgram. Le seul outil disponible
était la transformée de Fourier, limitée par sa nature méme et avec les géométries simples.
Afin d’examiner des situations plus générales, H. Schwarz a mis au point un algorithme
itératif pour résoudre le probléme de Poisson sur une union de géométries simples, voir
[129] (Pour une présentation historique de ce type de méthodes voir [57]). H. Schwarz a
démontré la convergence de 'algorithme et a déduit que le probléme de Poisson est bien
posé dans des géométries complexes. Avec 'apparition des ordinateurs, cette méthode a
également acquis un intérét pratique comme un solveur linéaire itératif. Par la suite, les
ordinateurs paralléles sont devenus disponibles et une petite modification de ’algorithme
faite par P.L. Lions dans [97] le rend adapté a ces architectures. Sa convergence peut étre
prouvée en utilisant le principe du maximum [96].

Il existe des différentes versions de l'algorithme de Schwarz au niveau continue, ayant
comme point de départ la méthode de H. Schwarz (voir [129]) : Jacobi Schwarz Method
(JSM) [40], Additif Schwarz Method (ASM) [146] et Restricted Additif Schwarz (RAS)
[23], [24]. La premiére caractéristique naturelle de ces algorithmes est qu’ils sont équiva-
lentes a une méthode Block-Jacobi lorsque le recouvrement est minimal.
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

4.2.2 Présentation des algorithmes de Schwarz

Le domaine 2 considéré est 'union d’un disque et d’un rectangle, voir figure (4.2). On
considére le probléme de Poisson qui consiste & trouver u : {2 — R telle que :

—Au=f dans £,
(4.1)
u=>0 sur 0.

Q] QZ

FIGURE 4.2 — Domaine de Schwarz.

L’algorithme de schwarz originale

L’algorithme de Schwarz est une méthode itérative basée sur la résolution alternative des

sous-problémes dans des domaines €2; et 2. Il calcul (u}*!, ujtt) a partir de (u?,u3) de

la maniére suivante : On calcul u}*" en résolvant

—Auft = f dans

(4.2) u?“ =0 sur 0 U

utt = u sur 00 U Q.
: n+1 n+1 2
et ensuite, on calcul u3™" ayant uj"" en résolvant
—Aujtt = f dans

(4.3) ugﬂ =0 sur €y UIN

uytt =ultt osur 00, U Q.

P’algorithme de schwarz paralléle
C’est une méthode itérative qui résout simultanément dans tous les sous-domaines, i = 1,2
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

le probléme :

—Au’™ = f dans

()

(4.4) n+l _ ) sur 0, U O

7

?—H = ug‘_i sur 891 U Q3—i-

u

u

Les algorithmes (4.1), (4.3) et (4.4) calculent des fonctions locales u; dans €;,7 = 1,2. Afin
d’écrire les algorithmes qui résolvent le probléme globale et qui calculent des fonctions
globales dans H'(), l'espace dans lequelle le probléme (4.1) est naturellement posé, on
a besoin des opérateurs d’extensions et des partitions de I'unité.

Opérateurs d’extensions et partition de 'unité

Soit I'opérateur d’extension F;,i = 1,2 tel que F;(w;) : 2 — R est 'extension d’une
fonction w; : Q; — R, par 0 a lextérieur de €2;. On définit également la fonction de
partition de l'unité continue &; : ; — R, &; > 0 et X;(z) = 0 pour x € 992;\0N et tel

que :
2

w = Ej(Xw|q,).
i=1
pour toute fonction w : 2 — R.

Il y a deux fagons d’écrire des algorithmes liés qui agissent sur les fonctions u” € H'(Q).
Soit u™ une approximation de la solution du probléme de Poisson (4.1), u"*! est calculée
en résolvant les sous-problémes locaux suivants :

—Aw" = f dans (),

(4.5) ntl _ sur 9, U o,

sur O, U Qs_y,

n+l
i =

W

n

W u

puis on les colle ensemble en utilisant les fonctions de partition de I'unité :

2

(4.6) u'tt =) " Ei(Xuy).

i=1

L’algorithme (4.5) qui itére sur u™ et lalgorithme (4.4) qui itére sur (uf, u}) sont équi-
valents. La démonstrastion de ce résultat se trouve dans [40].

Une autre formulation de I’algorithme (4.5) a été introduite dans [40] en terme du résidu
continu r" = f + Au". De cette fagon, on se rapproche de la définition algébrique des
méthodes de décomposition de domaine.
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

Par la suite, on décrit quelques algorithmes correspondants :
L’algorithme RAS au niveau continue
a) Calculer le résidu r™ : Q — R avec :
(4.7) r" = f 4+ Au”.
b) Pour i = 1,2 effectuer une correction locale v} :
(4.8) —Av! =r" dans 2;, v} =0 sur 0§2;.

c) Effectuer un moyen des corrections locales et mettre a jour les valeurs de u™ en
calculant u™*! :

(4.9) u"tl = u + E (X VD) + Ey(Xovh),

oll (X;)i=1,2 constitue la partition de I'unité déja définie.

L’algorithme ASM au niveau continue
a) Calculer le résidu r" : Q — R avec :
(4.10) = f 4 A,
b) Pour i = 1,2 effectuer une correction locale v}* :
(4.11) —Av} =r" dans €;, v} =0 sur 0.
c) Mettre & jour u” :
(4.12) u"t =u" + Ey(v]) + Ey(vh),

En résumé, a partir de 'algorithme de Schwarz original (4.2) qui est séquentiel, on a ainsi
trois algorithmes continus qui sont essentiellement paralléles :

— Algorithme (4.4)  Jacobi Schwarz Method (JSM)
— Algorithme (4.7)- (4.8)-(4.9) Restricted Additive Schwarz Method (RAS)
— Algorithme (4.10)- (4.11)-(4.12)  Additive Schwarz Method (ASM)
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

4.2.3 Connection avec ’algorithme de Block Jacobi

Dans la section précédente, on a remarqué que les trois méthodes illustrent différents
points de vue de 'algorithme de Schwarz. L’aspect continu a souligné l'intérét du recou-
vrement qui peut étre souvent caché par la discrétisation. Au niveau discret, on voit que
I’algorithme de Schwarz est, d’un point de vue algébrique, une variation d’un algorithme
de block-Jacobi.

On rappele d’abord la definition de l'algorithme du block Jacobi puis on établie une
connexion avec les algorithmes de Schwarz. On considére le systéme linéaire :

(4.13) AU=F

ol A est une matrice de dimension m x m, F € R™ est le second membre de dimension
m et U € R™ est une solution de dimension m ot m est un entier. 'ensemble des indices
{1,...,m} est partitionné en deux ensembles N1 = {1,....ms} et No = {m,+1,....,m}.
Soit U1 = (Uk)ke/\/’1 = UNl, U2 = (Uk)k:eNg = UN2 et de méme F1 = F|_/\/’17 F2 = Fl./\/’2
Le systéme linéaire a la forme du bloc suivant :

Ay A U F
(4.14) 11 An L 1
Ay Ag U, F,

oit Ajj = Alnn;, 1 <0, < 2.
L’algorithme de Jacobi se résume de la maniére suivante :
Soit D la matrice diagonale de A, I'algorithme de Jacobi s’écrit :
DU = DU" + (F — AU")
ou d’une fagon équivalente,
Ut =U"+D Y (F-AU") =U"+ D 'r"

ou r" est le résidu de I’équation.
On définit maintenant 'algorithme de Block Jacobi qui s’écrit comme suivant :

(4.15) Ay 0 Ut _ F, — AU
0 Ay Uyt F, — Ay U?
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

Afin d’avoir une forme plus compacte de I'algorithme précédent, on introduit R;,7 = 1,2
I'opérateur de restriction de N dans NV;. Les opérateurs transposés RY sont des opérateurs

d’extensions de N; dans A/. On note A; = R;AR!.

La forme compacte de I'algorithme de Block Jacobi est ainsi donnée par :

(4.16) U™ = U™ + (RT(RyART) 'R, + RY(RyART) ™' Ry)r™.

Connection avec 1’algorithme de Schwarz

La résolution de U™ correspond & la résolution d’un probléme muni des conditions aux
bords de Dirichlet dans le sous-domaine €2; avec les données de Dirichlet de 'autre sous-
domaine a I’étape précédente.

Algorithme algébrique : Partition de 'unité discréte :

Notre objectif est de présenter les algorithmes algébriques associés aux algorithmes conti-
nues RAS et ASM : La facon la plus simple de le faire est d’écrire la méthode itérative en
termes de résidus comme dans ’équation (4.16).

La partition de 'unité algébrique
Au niveau discret, les principaux ingrédients de la partition de I'unité sont
— Un ensemble d’indices de degré de liberté A et une décomposition en N sous-
N
ensembles N = |J V.
i=1
— Un vecteur U € R#mN),
— La restriction d’un vecteur U € R%™WN) 3 un sous-domaine €;, 1 < i < N peut étre
exprimer comme R;U ot R; est une matrice booléene rectangulaire de dimension
dim(N;) x dim(N). L'opérateur d’extension est la matrice transposée R .

— Les fonctions partition de 'unité au niveau discret correspondent aux matrices de
dimension dim(N;) x dim(N;) avec des entrées non-négatives telle ques pour tous
les vecteurs U € R%mN)

N
U=> R/DRU,
=1

ceci implique

N
I, =) R/DiR;
=1

Rdim/\/ xdimN

oul; € est la matrice identité.
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

4.2.4 Les problémes Multi-dimensionnels avec plusieurs sous-domaines

Dans le cas général, ’ensemble des indices N peut étre partitionné par un partitionneur
graphique automatique comme METIS [84] ou SCOTCH |[28]. De la matrice d’entrée A,
un graphique de connectivité est créé. Deux indices 7, j € A sont reliés si le coefficient de
la matrice Aij # 0. Normalement, méme si la matrice A n’est pas symétrique, le graphe
de connectivité est symétrisé. Ensuite, les algorithmes qui trouvent un bon partionne-
ment des graphes non-structurés sont fortement utilisés. Cette distribution doit étre faite
de telle sorte que le nombre d’éléments attribués a chaque processeur est & peu prés le
méme, et le nombre d’éléments adjacents attribués a différents processeurs est minimisé.
Le but de la premiére condition est d’équilibrer le calcul entre les processeurs. Alors que
la deuxiéme condition a pour but de réduire au minimum la communication résultante de
la place des éléments adjacents aux différents processeurs.

La figure (4.3) nous montre un exemple des partitionnements en 4 sous-domaines dans le
cas du cube en 3D et le premier cas industriel considérés dans notre probléme.
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FIGURE 4.3 — Exemples des maillages partionnés avec METIS
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4.2. Méthodes de décomposition de domaine

4.2.5 Algorithme de décomposition de domaine utilisé avec le lo-
giciel Freefem-+-+

L’algorithme de décomposition de domaine se résume alors par les étapes suivantes :

a) La géométrie est partionnée et distribuée entre les processeurs MPI. A ce niveau,
toutes les taches peuvent étre calculées en méme temps, ce qui signifie que chaque
processeurs MPI est en charge d’un seul sous-domaine et les variables sont locales
dans chaque processeur.

b) Afin de trouver I'approximation par éléments finis de la solution, on résout le
systéme algébrique global correspondant. FreeFem++ contient les solveurs :
— un solveur de GMRES paralléle qui est le solveur paralléle par défaut dans
FreeFem ++-,
— une méthode Schwarz & un niveau, soit ASM ou RAS,
— la méthode Schwarz a deux niveaux avec un espace grossier Geneo.

c) Les matrices de rigidité locales sont assemblées en méme temps : L’opérateur local
est attaché a une structure distribuée dschwarz.

d) Le systéme linéaire distribué est résolu par un appel qui inclu des arguments supplé-
mentaires en ligne de commandes qui sont automatiquement transmis aux solveurs.

Dans ce chapitre, on a utilisé La méthode de Schwarz a un niveau avec le solveur paralléle
RAS pour les 5 matrices de l'algorithme du remplissage.

On rappele que les cings matrices & résoudre sont les problémes algébriques associés aux
formulations variationnelles discrétes suivantes :
1- Chercher u; € X} p,, 0 tel que pour tout v, € Xj,, on a :

* n n

(4.17) N

, Vi) £ (20" Duy, Dvi) + (Vpy, vi) = (0”8, V).
2- Chercher p}*t! € M, tel que pour tout g, € My, on a :

At
(4.18) (divug, gn) + (—-

Vit = i), Vau) = 0.

3- Chercher u}™ € L tel que pour tout v, € Ly, on a :

(4.19) (uZH,Vh)—i—(e vutt Vvy,) = (ug, vi) — (p—nV(phJrl —Dp)s V).
4- Chercher gzﬁZ“ €Y, tel que pour tout r, € Y, on a :

n+1 n Xn
(4.20) (%) el V) —c | Gl = (%20,
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4.8. Méthode de décomposition de domaine avec la méthode de caractéristiques.

5- Chercher gbZH €Y} tel que pour tout r, € Y}, on a :

(4.21)

P — BoX(, e ar .
( D )= (sign(9)ia) = 0.

Apreés parallélisation du code, une différence entre les solutions des matrices des codes
séquentiels et paralléles a été remarqué aprés des dizaines d’itérations (figure 4.8), en par-
ticulier les matrices qui contiennent les termes des courbes caractéristiques. Pour corriger
ce probléme on a modifié dans la section suivante ’algorithme pour qu’il soit approprié a
la méthode de caractéristiques.

4.3 Méthode de décomposition de domaine avec la mé-
thode de caractéristiques.

Dans le cas séquentiel (sans décomposition de domaine), on sait que les courbes caracté-
ristiques peuvent sortir du domaine de calcul & coté des bords (Voir figure 4.4). Prés du
bord, durant I’évolution des caractéristiques, on détecte les points qui tentent d’aller hors
du domaine. On les arréte a la frontiére et on calcule 'intégrale correspondante.

FIGURE 4.4 — A gauche : le point caractéristique se déplagant avec le pas de temps dt a
I'intérieur du domaine; A droite : le point caractéristique sortant du domaine.

En utilisant la méthode de décomposition de domaine avec 1 seul recouvrement (Voir fi-
gure 4.6 et 4.7), chaque sous-domaine avance d’une couche vers le sous-domaine adjacent,
donc le recouvrement entre 2 sous-domaines comporte 2 couches de triangle (zone verte).
Si on utilise la technique mentionnée ci-dessus dans chaque sous-domaine, la solution sera
affectée par de petites erreurs numériques qui s’accumulent et changent les résultats avec
I'évolution du temps (comme on va voir dans les résultats numeériques). Afin de corriger
ce défaut, on prolonge le sous-domaine en ajoutant une couche supplémentaire (Voir la
zone beue dans les figures 4.6 et 4.7). La région étendue ne sera utilisée que pour le calcul
des courbes caractéristiques qui sortent du sous-domaine.

De plus, on a remarqué durant les tests numériques sur différents moules avec différent
pas de temps, que plus que le pas de temps est plus grand, plus on a besoin d’ajouter des
couches de recouvrement. Avec un pas de temps dt = 2h, il suffit de mettre 4 couches,
pour le pas de temps dt = 3h il suffit d’ajouter 6 couches. Pour ne pas risquer que les
courbes caractéristiques sortent des sous-domaines, on a ajouté pour nos simulations 20
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4.8. Méthode de décomposition de domaine avec la méthode de caractéristiques.

couches. Ce nombre de recouvrement n’affecte pas le temps de calcul des factorizations
des matrices qui est ’étape la plus chére dans le calcul. Cette zone est juste utilisée pour
le calcul des intégrales qui contiennent des courbes caractéristiques.

FIGURE 4.5 — Des sous-domaines du cube avec la region ajoutée pour le calcul des courbes
caracéristiques.

FIGURE 4.6 — Des sous-domaines du cube avec la region ajoutée pour le calcul des courbes
caracéristiques.

FIGURE 4.7 — Des sous-domaines du premier cas industriel avec la region ajoutée pour le
calcul des courbes caracéristiques.
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4.4 Validation des résultats numériques : Comparaison
des résultats séquentiels et paralléles

Dans cette section, on va comparer les résultats numériques des codes séquentiels et
paralléles. On a choisi pour ce but de comparer I’erreur en volume dans le cas des solutions
avec les conditions aux bords de type Navier pour la vitesse et Neumann non-homogéne
pour la fonction Level-Set avant la conservation de masse pour verifier que les solutions des
5 matrices donne le méme résultat pour le probléme trois dimensionnel industriel. Dans
une autre étape, on va pésenter pour chaque cas le temps de calcul de chaque matrice
pour la premiére itération en fixant le nombre des inconnus et en faisant évoluer le nombre
des coeurs de 1 a 128 coeurs.

4.4.1 Premier cas industriel

Dans cette section, on considére le méme exemple de la section 2.4.3. On compare I'erreur
en volume en fonction du temps pour la simulation avec le code séquentiel, avec le code
paralléle avec 1 recouvrement pour l'algorithme de Schwarz puis la simulation avec 1
recouvrement pour I'algorithme de Schwarz et 20 recouvrements pour le calcul de I'intégral
des courbes caractéristiques.

0.5 T T T T T T T T T

——sequential
045 convect overlaps H
1 overlap

041 -

035 | , ]
03} N -

025k i

Volume error

0.15 »I\\ | |
010 |

FIGURE 4.8 — L’erreur en volume en fonction du temps pour dt = 2h dans le cas séquentiel,
dans le cas paralléle avec 1 recouvrement et dans le cas paralléle avec 20 recouvrements.

On remarque que 'algorithme séquentiel et paralléle donne le méme résultat avec ’algo-
rithme paralléle désigné pour la méthode de caractéristiques. L’erreur qui a été accumulée
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4.4. Validation des résultats numériques : Comparaison des résultats séquentiels et paralléles

dans le code parallélle classique avec 1 seul recouvrement se corrige avec cette modifica-
tion. De plus, graphiquement on obtient le méme résultat.

Dans la figure (4.28) on présente le temps de calcul de la simulation avec le code paral-
lele avec 128 coeurs. On remarque que le temps de calcul & diminuer a peu pres de 30
fois du code séquentiel. La diminution n’est pas proche a 128 fois parceque le nombre des
inconnues n’est pas assez grand. On va voir dans I’exemple suivant que I’algorithme de cal-
cul paralléle qu’on a utilisé est plus efficace quand le nombre des inconnues est assez grand.

Computation time (hour)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

FIGURE 4.9 — Temps de calcul de la simulation du premier cas industriel avec le code
paralléle.

Dans les figures (4.10, 4.11, 4.12, 4.13 et 4.14) on présente le temps de calcul en échelle
logarithmique ("strong scalibility") de la premiére itération des cinq matrices de 'algo-
rithme en faisant évoluer le nombre des coeurs de 1 & 128 coeurs.

Matrix 1 scalibility

T T T T
175.065 —=—optimal efficiency
——simulation efficieny
85.972 -
44.632 -
25138 |-
0
o 15.0821
E
~ 10.019
6.772
5.098 -
I I I I I I I
1 2 4 8 16 32 64 128

Number of cores

FIGURE 4.10 — "Strong scalibility" de la matrice 1 pour le premier probléme industriel.
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Matrix 2 scalibility

T T T T T T T

—s—optimal efficiency | |
—4—simulation efficiency

12.66

7.161
3.753
2.231

1.299
0.885

Time

1 1 1 1 1 1
1 2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

1

FIGURE 4.11 — "Strong scalibility" de la matrice 2 pour le premier probléme industriel.

Matrix 3 scalibility

T T T T T

T T
—=—optimal efficiency
136.761 ——simulation efficiency |
65.222 -

31.933

17.997 -

Time (s)

9.938 -

6.23 -

3.974 1
3.023 -

1 1 1

1
1 2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

1 1

FIGURE 4.12 — "Strong scalibility" de la matrice 3 pour le premier probléme industriel.
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Matrix 4 scalibility

T T T T T T T
17.765 —s—optimal efficiency | |
—4—simulation efficiency

9.637 - .

5312 .

3124 .

1.838

T
1

1178 .

Time (s)

0.799
0.659

T
1

T
1

1 1 1 1

1 1 1
1 2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.13 — "Strong scalibility" de la matrice 4 pour le premier probléme industriel.

Matrix 5 scalibility

T T T T T T T
—=—optimal efficiency
13.834 ——simulation efficiency |

7.328

3.74

2152

1272
0.925

Time (s)

0.577 |-
0.439 -

1 1 1

1
1 2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

1 1

FIGURE 4.14 — "Strong scalibility" de la matrice 5 pour le premier probléme industriel.
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On remarque que le temps de calcul des matrices diminue avec une moyenne de 30 fois
avec 128 coeurs. La diminution du temps du calcul est d’'une moyenne de 2 fois en passant
de 1 coeur a 2 coeurs, puis elle diminue & une moyenne de 1.8 en passant de 2 a 4 coeurs,
puis 1.8 en passant de 4 coeurs a 8 coeurs, puis 1.6 en passant de 8 coeurs a 16 coeurs,
puis 1.5 fois en passant de 16 coeurs & 32 coeurs, puis 1.4 en passant de 32 coeurs a 64
coeurs, puis 1.3 en passant de 64 coeurs a 128 coeurs.

On a comparé le code séquentiel et parallele avec des autres moules et on a obtenu toujours
les mémes solutions. Dans la suite, on utilise 'algorithme parallélle pour des moules de
plus grande taille qui ne marche pas avec le code séquentiel.

4.5 Deuxiéme cas industriel

Dans cette section, on modélise le remplissage d'un moule industriel de plus grande taille,
la hauteur maximale dans ce moule est de 1.7 m; tandis que le plus grand diamétre est
de 1.56 m. La géométrie du moule est donnée par la figure (4.15).

FIGURE 4.15 — La deuxiéme moule de l'industrie

La densité de lair est 1K g.m™3, la viscosité cinématique est 1.818¢3m?2.s7! et la vis-

cosité dynamique est 1.818¢ 3K g.m~'.s7!; tandis que la densité de ’aluminium liquide
est 2385K g.m~3, la viscosité cinématique est le *m?2.s~! et la viscosité dynamique est
2.385¢°Kg.m~'.s7". De plus, Uy, = 0.25 m/s, h = 0.02, At = 3h.

Le maillage considéré contient 2,646,497 tétraedres et 468, 362 sommets.

On a utilisé le code paralléle avec 20 recouvrements pour le calcul des intégrales qui

contiennent les courbes caractéristiques.
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4.5. Deuzieme cas industriel

Les figures (4.16, 4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.21) nous montrent ’évolution de l'interface
approchée aux instants t =0s,t=3s,t=6s,t=9s,t=12s,t =15 s.

<3

FIGURE 4.16 — Interface approchée a t=0 s

-

FIGURE 4.17 — Interface approchée a t=3 s
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o

FIGURE 4.18 — Interface approchée a t=6 s

o

FIGURE 4.19 — Interface approchée a t=9 s
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4.5. Deuzieme cas industriel

FIGURE 4.20 — Interface approchée a t=12 s

FIGURE 4.21 — Interface approchée a t=15 s

La figure (4.22) nous montre la variation de l'erreur en volume en fonction du temps
durant le remplissage du moule.
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Volume error

+ ————
12 14 16 18

I I L
(o} 2 4 6

3
Time (s)

FIGURE 4.22 — Variation de 'erreur en volume en fonction du temps.

Il est important de noter dans ce cas qu’on a trouvé une difficulté a appliquer I’algorithme
de conservation de masse dans les tuyaux. A ce niveau, la diffusion numérique est grande
a chaque pas de temps, méme avec des pas de temps plus petites. On a commencé la
conservation de masse quand le fluide est arrivé en dehors des tuyaux. Pour corriger ces
problémes de diffusion numériques dans les tuyaux, on désire dans le futur faire un cou-
plage 1D-3D de I’algorithme. On approche les tuyaux a des segments en 1D et on attend
une diminution considérable de la diffusion numérique.

Dans les figures (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) et (4.27) on présente le temps de calcul
en échelle logarithmique de la premieére itération des cinq matrices de 1’algorithme du
remplissage en faisant évoluer le nombre des coeurs de 2 a 128 coeurs.

Matrix 1 scalibility
1004.8 * T T T

T T
—=— optimal efficiency
—4—simulation efficiency

499.691 -

268.42 -

@ 129.208

Time

60.29 -

31.32 -

19.09

| | | | | | |
2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.23 — "Strong scalibility" de la matrice 1 pour le deuxiéme probléme industriel.
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Matrix 2 scalibility

T T T T T

121.988 -

T T
—=—optimal efficiency |4
—4—simulation efficiency

Time (s)

434}

1 1 1 1 1 1

1
2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.24 — "Strong scalibility" de la matrice 2 pour le deuxiéme probléme industriel.

Matrix 3 scalibility
1042.88 T T T

T

T T
—a—optimal efficiency
——simulation efficiency

550.98 |-

386.522

115.359

T

Time (s)

46.68 -

223

12.779

1 1 1

1 1

1 1
2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.25 — "Strong scalibility" de la matrice 3 pour le deuxiéme probléme industriel.
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Matrix 4 scalibility
99.729 ‘ T T T

T T
—=—optimal efficiency
—4—simulation efficiency

53.63

33.98 -
16.83 |-

8.155 -

Time (s)

1 1 1 1 1 1

1
2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.26 — "Strong scalibility" de la matrice 4 pour le deuxiéme probléme industriel.

Matrix 5 scalibility
99.729 T T T

T T
—a—optimal efficiency
——simulation efficiency

53.63 -

33.59 -

16.99 -

Time (s)

1 1 1

1 1

1 1
2 4 8 16 32 64 128
Number of cores

FIGURE 4.27 — "Strong scalibility" de la matrice 5 pour le deuxiéme probléme industriel.
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De méme, on remarque que le temps de calcul des matrices diminue avec une moyenne
de 52 fois de 2 & 128 coeurs pour la premiere matrice, de 47 fois pour la deuxiéme, de
104 fois pour la troisiéme, de 37 fois pour la quatriéme et de 46 fois pour la cinquiéme
matrice. La diminution du temps du calcul est d'une moyenne de 1.9 fois en passant de 2
coeur a 4 coeurs, puis elle diminue a 1.7 fois en passant de 4 & 8 coeurs, puis 2.5 fois en
passant de 8 coeurs & 16 coeurs, puis 2.5 fois en passant de 16 a 32 coeurs, puis 1.9 fois
en passant de 32 coeurs a 64 coeurs, puis 1.7 fois en passant de 64 coeurs a 128 coeurs.

La forte "scalibility" en temps de calcul diminue en passant & un nombre de coeurs
élevé. Ce probléeme vient d’un part de la présence du recouvrement de Schwarz. D’autre
part, dans les méthodes de Schwarz a un niveau, il y a un manque d’échange global
d’informations. Les données sont échangées seulement d’un sous-domaine & ses voisins
directs, mais la solution dans chaque sous-domaine dépend du second membre dans tous
les sous-domaines. Les résultats théoriques et numériques montrent que les méthodes de
décomposition de domaine basées uniquement sur la résolution des sous-domaines locales
ne sont pas proportionnelles par rapport au nombre de sous-domaines. Ceci peut étre
réparer par 'utilisation d’une méthode & deux niveaux dont le préconditionneur est enrichi
par la résolution d’un probléme grossier dont la taille est de I'ordre du nombre de sous-
domaines.

Dans la figure (4.28) on présente le temps de calcul de la simulation avec le code paralléle
avec 128 coeurs. On remarque que la simulation prend a peu prés 5 heures.

Computation time (hour)

| | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Time (s)

FIGURE 4.28 — Temps de calcul de la simulation du deuxiéme cas industriel avec le code
paralléle.

107



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Sommaire

5.1 Conclusions
5.2 Perspectives

..............................

108



5.1. Conclusions

5.1 Conclusions

L’objectif de notre étude était de modéliser la phase remplissage en fonderie en particulier
pour des moules trois dimensionnels industrielles.

Dans ce travail, on a proposé un algorithme pour le transport de 'interface par la vitesse
de fluide pour un écoulement diphasique incomperssible visqueux non-miscible par la
méthode de caractéristiques. Cet algorithme a été validé par ’expérience de I’écroulement
de barrage de Martin et Moyce et par le benchmark de Campbell. Les résultats obtenues
sont en accord avec les expériences. Dans une autre étape, on a fait une parallélisation
du code pour réduire le temps de calcul pour les moules & moyenne taille et pour pouvoir
modéliser les moules de plus grande taille.

5.2 Perspectives

Pour améliorer la qualité de I'algorithme proposé, plusieurs pistes s’offrent dans le futur :

a) Améliorer I'étape de reinitialisation, il existe dans la littérature des algorithmes
qui effectue la reinitialisation dans un voisinage de l'interface. Ce qui réduit énor-
mément le cout de calcul. Dans nos apllications, 1’état d’équilibre a été atteint en
un nombre des irérations qui ne dépasse pas 6 itérations ce qui a été acceptable.

b) Prendre en considération la force de tension pour détecter les bulles qui se forment
sur 'interface lors des changements topologiques.

c¢) Faire un couplage 1D-3D pour la modélisation des tuyaux-moules pour réduire la
diffusion numérique dans les tuyaux.

d) Prendre en considération les changements thermiques entre les deux phases des
fluides et modéliser la phase de solidification.

e) Améliorer le calcul paralléle en utilisant le calcul paralléle & deux niveaux avec des
conditions optimisées ce qui permet d’augmenter la communication globale d’infor-
mations entre les sous-domaines. Par conséquent, la performance de 1’algorithme
de calcul paralléle augmente en faisant évoluer le nombre de processeurs.

f) Introduire de modéles de turbulence. Ce type de modéle serait intéressant dans
I’étude des écoulements a plus haut "Reynolds number". Ce qui permettrait de
simuler les effets de la turbulence qui donnent les meilleurs résultats pour la mo-
délisation des métaux liquide-air [135].
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Résumé

Dans cette thése, on utilise des outils mathématiques et numériques pour modéliser les
écoulements tridimensionnels incompressibles & surface libre instantionnaires. L’applica-
tion industrielle visée est I’étude de la phase de remplissage des moules dans une fonderie.
On développe un algorithme pour le transport de I'interface par la vitesse du fluide pour
un fluide diphasique incompressible visqueux non-miscible de rapport de densité impor-
tant en utilisant la méthode de caractéristiques pour traiter le probléme de convection.

Il y a des défis majeurs dans le contexte de la modélisation des fluides diphasiques. Tout
d’abord, on doit prendre en considération I’évolution de I'interface et de ses changements
topologiques. Deuxiémement, on doit traiter la non-linéarité convective de 'interface et
de I’écoulement. Troisiémement, les équations de Navier-Stokes et du transport doivent
étre munies des conditions aux bords appropriées. En outre, il faut traiter soigneusement
les singularités géométriques et topologiques a travers l'interface en particulier dans le cas
de rapport de densité et viscoisté important. On doit également maintenir la résolution
d’une interface d’épaisseur nulle durant les cas du pliage, la rupture et la fusion de I'in-
terface. Quatriément, on doit respecter les propriétés physiques telles que la conservation
de la masse pour tout écoulement d’un fluide incompressible. Cinquiément, il faut tou-
jours penser aux limitations du temps de calcul et de mémoire pour résoudre ce genre de
probléme dans les cas pratiques. Notre but est de trouver un schéma fiable capable de
modéliser le remplissage des moules tridimensionnelles industrielles.

La premiére partie de cette thése est dédiée a la déscription mathématique du schéma
de transport de l'interface par la vitesse du fluide. Le mouvement des fluides est décrit
par les équations de Navier-Stokes. L’interface est capturée par la fonction Level-Set. Le
probléme est discrétisée en espace par la méthode des éléments finis et en temps par la
méthode de caractéristiques. Des conditions aux bords appropriées pour le probléme du
remplissage d’un moule sont introduites et un algorithme de calcul de la solution est pré-
sentée. Finalement, des résultats numériques montrent et valident 'efficacité du schéma
Proposeé.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, on introduit une méthode de décomposition de
domaine qui correspond a la discrétisation par la méthode des caractéristiques dans le but
d’améliorer la performance de ’algorithme proposé lors de la modélisation du remplissage
des moules industrielles & moyennes series. Des résultats numériques de comparaison va-
lident la précision du code paralléle.

MoTs CLES. Ecoulement diphasique, fonction Level-Set, méthode des éléments finis,
conditions aux bords sous effet de la pression, méthode de projection.
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Summary

In this thesis, we use mathematical and numerical tools to model three dimensional incom-
pressible laminar flows with free surface. The described industrial application is the study
of the mould filling phase in a foundry. We develop an algorithm for the transport of the
interface by the fluid velocity for a viscous incompressible immiscible fluids of high den-
sity ratio in two-phase flow using the method of characteristics for the convection problem.

There are, however, major challenges in the context of two-phase flow modeling. First,
we have to take into account the evolution of the interface and its topological changes.
Second, we have to deal with the non-linearity for the convection of the flow and the in-
terface. Third, we must assign appropriate boundary conditions to the flow and transport
equations. In addition, care must be taken in treating the geometrical and topological
singularities across the interface. We also have to maintain a sharp interface resolution,
including the cases of interface folding, breaking and merging. Furthermore, we should
respect the physical properties such as the mass conservation for any incompressible fluid
flows. Finally, we have to keep in mind the limitations in the time of computation and
memory to solve this kind of problem in practical cases. Our purpose is to find a reliable
scheme able to model the filling of three dimensional industrial moulds.

The first part of the thesis is devoted to the mathematical description of the interface
transport scheme by the fluid velocity. The fluids motion is described by the Navier-Stokes
equations. The interface is captured by the Level-Set function. The problem is discretized
by the characteristics method in time and finite elements method in space. The interface
is captured by the Level-Set function. Appropriate boundary conditions for the problem
of mould filling are investigated, a new natural boundary condition under pressure effect
for the transport equation is proposed and an algorithm for computing the solution is
presented. Finally, numerical experiments show and validate the effectiveness of the pro-
posed scheme.

In the second part of the thesis, we introduce a domain decomposition method that suits
the discretization by the method of characteristics in order to improve the performance of
the proposed algorithm to model the filling phase for moulds of medium series. Numerical
results of comparison validate the precision of the parallel code.

KEYWORDS. Two-phase flow, Level-Set function, finite element method, characteristics
method, boundary condition under pressure effect, projection method.
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