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➑❧❤❛♥ ❚❛r✙❡r ❛♥❞ ❇❡②❛③✙t ❢❛♠✐❧② ❢♦r t❤❡✐r ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ♠② st✉❞✐❡s✳ ■ ❛♠ ❢♦r❡✈❡r
✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ▼❡♠♥✉♥❡ ❆②❝❛♥ ❛♥❞ ▼❡❤♠❡t ❆❧✐ ❆②❝❛♥ ❢♦r t❤❡✐r ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❧♦✈❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✳ ❲♦r❞s ❛r❡ ♥❡✈❡r ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡♠✳



✻



❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s

rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✢✉①✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✐❢✲

❢ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡

❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é♠❡tt❡✉rs✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡

éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ é♠❡t✲

t❡✉r s♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉① ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t

❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❈❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ t♦✉t ❡♥

❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❆♣rès ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

❡♥tr❡ ❝❡ ✢✉① ❡t ❧❡s ✢✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥é❡s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❡st ❛♥❛❧②sé✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡

❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✢✉① ❝❛✉s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ r❛✐✲

s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ❜✐ts

♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡t♦✉r s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ❡t ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞✲

ér❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ❡t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤étér♦❣❡♥❡s❀ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s❀

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✱ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡

✼





❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✭■❆✮ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❣❛✐♥✱ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✐rst❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❢✉❧❧② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❆ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡

✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠♦st❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡

✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡

❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡✳

❆❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ str❡❛♠✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s❡✲

❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t

❈❙■ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❞❛♣t✐✈❡

❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦

s❝❤❡♠❡s
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❈♦♥t❡♥ts

■ ♣❛rt ✶ ✷✸

✶ ❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✷✺
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✹✳✸ P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✹ ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✹✳✶ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✹✳✷ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠✶✶✺

✹✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✺✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✶✸



❈❖◆❚❊◆❚❙

✹✳✺✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❱■ ♣❛rt ✻ ✶✸✼

✺ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✶✸✾

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✺✳✷ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✷✳✶ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✷✳✷ ▲✐♠✐t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✸ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✶✹✸

✺✳✹ ❑✲❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✺✳✺ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ◗✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✺✳✺✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✺✳✺✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✺✳✺✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✺✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✻✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✺✳✻✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✻✾

✺✳✽ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✺✳✾ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✹



❈❖◆❚❊◆❚❙

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✶

❆♥♥❡①❡s ✶✽✺

❆ ❏❯❙❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❚❍❊ ■◆■❚■❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❙❚❘❊❆▼ ❙❊◗❯❊◆❈❊❙

❲■❚❍ P■❈❖✲❯❙❊❘ ❙❚❘❊❆▼❙ ✶✽✺

❇ ❊❳❍❆❯❙❚■❱❊ ❙❊❆❘❈❍ ❙❚❆❚■❙❚■❈❆▲ ❆◆❆▲❨❙■❙ ✶✽✾

❆❝r♦♥②♠s ✶✾✾

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✷✵✶

❙②♠❜♦❧s ✷✵✸

✶✺



❈❖◆❚❊◆❚❙

✶✻



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ 2

♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✷ ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✶✳✸ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✹ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✳✺ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✳✻ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✶ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✶ ❙②st❡♠ P❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✷ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ ▼❛❝r♦ ❯s❡r ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t dm ❱❛❧✉❡s✳✶✶✽

✹✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s P❡r ❯s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✹✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 1

P✐❝♦ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 2

P✐❝♦ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✼ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 3

P✐❝♦ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✶✼



▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✹✳✽ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✾ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ P✐❝♦ ❯s❡rs ✇❤❡♥

L = 100♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✶✵ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ P✐❝♦ ❯s❡rs ✇❤❡♥

L = 400♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✶✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 2 P✐❝♦ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✶✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 3 P✐❝♦ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✺✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 63 ❛t d/R = 0.8

❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✺✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 120 ❛t d/R = 0.8

❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✺✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 63 ❛t d/R = 0.8

❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✺✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 90 ❛t d/R = 0.8

❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✺✳✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 120 ❛t d/R = 0.8

❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✺✳✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

2 P✐❝♦ ❈❛s❡ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✶✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❙✉♠✲r❛t❡ ♠♦②❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à d/R✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙✉♠✲r❛t❡ ♠♦②❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✴❘ ❡♥tr❡ 0.6 ❡t 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✶✳✸ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✹ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✳✺ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✳✻ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✶ K ✉s❡r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ■❆ ❢♦r K = 3 ✇✐t❤ NTk
= NRk

= 2 ❝❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✸ ❉♦❋ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸✲✉s❡r ■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✹ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✺ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✷✳✻ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❙tr❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✷✳✼ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✶ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧ ❢♦r K✲♣❛✐r ■❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✷ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❙◆❘ = 0❞❇ ❢♦r NTk
= 4, NRk

= 2

❛♥❞ K = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✸ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❙◆❘ = 30❞❇ ❢♦r NTk
= 4, NRk

= 2

❛♥❞ K = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✶✾



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✸✳✹ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r K = 2 ▼■▼❖

♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✺ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❙◆❘ ❢♦r K = 3✱ NTk
= NRk

= 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ▼■▼❖ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✷ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇❤❡♥ ♣✐❝♦ ❇❙s ❛t d/R = 0.8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❖♥❡ P✐❝♦ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✳ ✶✷✵

✹✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

❡①✐st✐♥❣ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚✇♦ P✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✶✷✷

✹✳✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

❡①✐st✐♥❣ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✼ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❚❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✽ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐③♦♥ ✇✐t❤

❡①✐st✐♥❣ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✾ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ 2.2✿ ❚✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞ ❛♥❞ ▲ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✶✵ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ 2.4✿ ❚❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞ ❛♥❞ ▲✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✶✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✳✶✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❉✐st❛♥❝❡ L ❜❡t✇❡❡♥ 100♠ ❛♥❞ 400♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✶✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❞✴❘❂0.8 ❛♥❞

▲❂150♠ ❢♦r t✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✶✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✈s d/R

❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✶✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✶✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❉✐st❛♥❝❡ L ❜❡t✇❡❡♥ 200♠ ❛♥❞ 600♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✷✵



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✶✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❞✴❘❂0.8 ❛♥❞

▲❂150♠ ❢♦r t❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✶✽ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳1 ✈s d/R

❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈❙■ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❙❝❤❡♠❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t✮✿ ▼❛❝r♦ ❇❙

❛❝ts ❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✷ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❙◆❙❙❙ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t Bδ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❙❝❡✲

♥❛r✐♦ 2.1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✺✳✸ ❙tr❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✺✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 45 ❛♥❞

BT = 63 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✺✳✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❢♦r ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✺✳✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ❢♦r

❑❙❙✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 63 ❛♥❞ ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡✳ ✳ ✶✺✻

✺✳✼ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡s ✈s✳ ✐t❡r❛✲

t✐♦♥s ❛t d/R = 0.8 ❢♦r ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✺✳✽ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 90 ❛♥❞

BT = 120 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✺✳✾ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❢♦r ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✺✳✶✵ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 45 ❛♥❞

BT = 63 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✶✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❢♦r ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✺✳✶✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ❢♦r

t❤❡ ❑❙❙✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 63 ❛♥❞ ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡✳✶✻✷

✷✶



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✺✳✶✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡s ✈s✳ ✐t❡r❛✲

t✐♦♥s ❛t d/R = 0.8 ❢♦r ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✺✳✶✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 90 ❛♥❞

BT = 120 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺✳✶✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❢♦r ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 120✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

❇✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❚r❡❡ ❉✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✶✾✵

❇✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚r❡❡ ❉✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✶✾✶

❇✳✸ ❈❛♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❇✳✹ ❈❛♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

❇✳✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙tr❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❆❙◆❙❙❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

❇✳✻ ❈❛♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

❇✳✼ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

✷✷



P❛rt ■

♣❛rt ✶

✷✸





❈❤❛♣t❡r ✶

❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❡s

rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❝❡❧✲

❧✉❧❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❧❛s✲

s✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ s✉♣❡r♣♦sé ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭■❆✮ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡✣✲

❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✭❏❛❢❛r ❬✷✵✶✶❪✮✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧é ❡st

❞✬❛❧✐❣♥❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❝♦♥❝❡✈❛♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧

✉t✐❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬■❆ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❞❡s

rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ■❆ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡t ✐tér❛t✐✈❡s ♦♥t été

✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✮✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ❛♣✲

♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❯♥ ❛✉tr❡ s♦✉❝✐ ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

♥✬❛ ♣❛s été ❞é♠♦♥tré❡✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
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❞❡ ✢✉① ✜①❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①

s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶✶❪✱ ❙✉♥ ❛♥❞ ❏♦rs✇✐❡❝❦ ❬✷✵✶✻❪✮✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬■❆ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐tér❛t✐✈❡s ❡t ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ✢✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞✬■❆ ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝✲

t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① à ♣❛rt✐r ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❤étér♦❣è♥❡✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s sé✈èr❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■❆ ❡st ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ✭❈❙■✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tr❛♥s♠❡tt❡✉rs✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡

r❡t♦✉r ❧✐♠✐tés ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❉❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐t ❛✈❡❝ r❡t♦✉r

❛❞❛♣t❛t✐❢ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❛✈❡❝ ✉♥

❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ K ♣❛✐r❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❞✬é♠✐ss✐♦♥ NTk
❡t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ NRk

✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s

❈❙■ ♣❛r❢❛✐t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é♠❡tt❡✉rs ❡t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

②k = αkk❍kk①k +

K∑

j=1,
j 6=k

αkj❍kj①j + ♥k ✭✶✳✶✮

♦ù αkj❍kj ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r j ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r k✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

NRk
× NTj

✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❍kj ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ❛✈❡❝ CN (0, 1)✳

αkj ❞é❝r✐t ❧❡s ♣❡rt❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❝❡♣t❡✉r k✱ ♥k ❡st ✉♥

✈❡❝t❡✉r NRk
× 1✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♥k r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛❞❞✐t✐❢ ❛✈❡❝

✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ σ2✳ ①k ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❞❡♣✉✐s ❧❡ kè♠❡ é♠❡tt❡✉r

✷✻
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❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× 1✱ ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

①k =
√

Pk❚ksk ✭✶✳✷✮

♦ù Pk ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ k✳ ❚k ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡

✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r k✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× qk✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r k ♣♦✉✈❛♥t é♠❡ttr❡ qk ✢✉①

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❛✈❡❝ qk ≤ dk ♦ù dk = ♠✐♥(NRk
, NTk

)✳ sk ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

qk×1 ❡t ♥♦té sk = [sk,1 ...sk,qk ]
T ♦ù E

[

‖sk‖2
]

= 1 ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr❛♥s♠✐s❡

❡st éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s✱ E
[

|sk,n|2
]

= 1/qk✱ n = 1, ..., qk✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t r =
∑K

k=1 dk✳

▲❡s s✐❣♥❛✉① ✉t✐❧❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ②k ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡✱ ❉k

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
× qk✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é❝♦❞és ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡

❝♦♠♠❡ ②̂k = ❉H
k ②k✳

▲❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ iè♠❡ ✢✉① ♣♦✉r ❧❡ kè♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❘ki = ❧♦❣2(1 + γki) ✭✶✳✸✮

♦ù γki ❡st ❧❡ ❙■◆❘ ❞✉ iè♠❡ ✢✉① ♣♦✉r ❧❡ kè♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡

γki =
(Pk/qk)α

2
kk❞

iH
k ❍kkt

i
kt

iH
k ❍H

kk❞
i
k

❞iH
k ❇ki❞

i
k

✭✶✳✹✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

♦ù tik ❡st ❧❡ iè♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡ NTk
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk

× 1

❡t ❞i
k ❡st ❧❡ iè♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❉k ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk

× 1✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❇ki ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ❜r✉✐t ♣♦✉r

❧❡ iè♠❡ ✢✉① ❞✉ kè♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

❇ki =

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk❍kkt

l
k(t

l
k)

H❍H
kk +

K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj❍kjt

q
j(t

q
j)

H❍H
kj + σ2■NRk

✭✶✳✺✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s✉♠ r❛t❡ ✭❙❘✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❙❘ =
K∑

k=1

qk∑

i=1

❧♦❣2(1 + γki) ✭✶✳✻✮

✷✼
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✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ✐tér❛t✐❢s

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❜❪ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❛ ré❝✐♣r♦❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♣ré ❝♦❞❡✉rs ❡t ❞❡s ♣♦st ❝♦❞❡✉rs ❞✬■❆ ▼■▼❖✳ ❉❡

♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬■❆ ✐tér❛t✐✈❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡

♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♠❡s à ❢♦rt ❙◆❘✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❛s ❞✉r❛♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é♠❡tt❡✉rs ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs

♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ré❞✉✐t ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡

❡♥ ❝♦♥❝❡✈❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t

é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té ❞❛♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❙■◆❘ ❡st ✐tér❛✲

t✐✈❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲❙■◆❘✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t à

❥♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♣✉✐s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st

✐♥✈❡rsé✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

❉❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é

❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡s ✢✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❝❛❧✲

❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭❙❱❉✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉①

(αkk❍kk) = ❯k❙k❱
H
k ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ lè♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❱k ❡t ❯k ❡st ♥♦té ✈lk ❡t ✉lk r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛❧✐❣♥é❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉①✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉①

sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✈❡rs ❧❡s ❛✉tr❡s ✢✉① ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✢✉① ✈❡rs ❧❡ ✢✉①

sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ✈✐rt✉❡❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ✿ ❧❡s ❈❛♥❛✉① ❱✐rt✉❡❧s

❞❡ ❘é❝❡♣t✐♦♥ ✭❱❘❈✮ ❡t ❧❡s ❈❛♥❛✉① ❱✐rt✉❡❧s ❞❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❱❚❈✮ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳

✷✽
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■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

• ❈❛♥❛❧ ❱✐rt✉❡❧ ❞❡ ❘é❝❡♣t✐♦♥✿ ❧❡ ❱❘❈ ❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r k ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r

k∗ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é l∗✱ ✉l
∗

k∗ ✳

❱❘❈l∗

k∗k = (✉l
∗

k∗)
H❍k∗k ✭✶✳✼✮

• ❈❛♥❛❧ ❱✐rt✉❡❧ ❞❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✿ ❧❡ ❱❚❈ ❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r k∗ ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r

k ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é l∗✱ ✈l
∗

k∗ ✳

❱❚❈l∗

kk∗ = ❍kk∗✈
l∗

k∗ ✭✶✳✽✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡

♣ré ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s

❝♦♠♠❡ ❚k∗ = [✈1k∗ ,✈
2
k∗ , ...,✈

qk
k∗ ] ❛♥❞ ❉k∗ = [✉1k∗ ,✉

2
k∗ , ...,✉

qk
k∗ ]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦❥❡té❡s ❍⊥kk✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❍⊥kk = ❍kk✱ ∀k 6= k∗✱ s♦♥t ❞❛♥s

❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡s ❱❘❈ ❡t ❱❚❈ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✢✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡

❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥

♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉① r❡st❛♥ts ✈❡rs ❧❡ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡st ré❞✉✐t❡ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

❞❡ ❝❛♥❛❧ ❍⊥kk ❣é♥éré❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❱❘❈✱ (✉l
∗

k∗)
H❍k∗k ❡t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡

❍⊥kk = ❍⊥kkP
⊥
((✉l

∗

k∗
)H❍k∗k)

✭✶✳✾✮

♦ù P⊥
(✉l

∗H
k∗
❍k∗k)

❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (✉l
∗

k∗)
H❍k∗k

❡t ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡

P⊥
((✉l

∗

k∗
)H❍k∗k)

= ■NTk
− ((✉l

∗

k∗)
H❍k∗k)

H((✉l
∗

k∗)
H❍k∗k)

∥
∥((✉l

∗

k∗)
H❍k∗k)

∥
∥2

. ✭✶✳✶✵✮

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥éré❡

♣❛r ❧❡s ✢✉① r❡st❛♥ts ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❍⊥kk ❣é♥éré❡s s✉r ❧❡s

❱❚❈✱❍kk∗✈
l∗

k∗ ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ t♦✉t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❛

♠❡✐❧❧❡✉r❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉①✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ s✉♠ r❛t❡

❣❧♦❜❛❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✳✻✮ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

{(❚∗k,❉∗k)}k∈[1,...,K] = ❛r❣♠❛①
❚k,❉k

(❙❘) ✭✶✳✶✶✮

✷✾



✶✳✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❙➱▲❊❈❚■❖◆ ❉❯ ❋▲❯❳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é l∗ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k∗

❡st rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❆❧❣✳ ✶✳

❆❧❣✳ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬■♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

❊♥tré❡✿ αkk✱ ❍
⊥

kk
✱ ❍kk∗ ❛♥❞ ❍k∗k ∀k❀ ✈l∗

k∗ ✱ ✉l
∗

k∗ ✱ ❚k∗ ✱ ❉k∗

Pr♦❥❡t❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t à ❱❘❈✱ (✉l
∗

k∗)H❍k∗k

❍⊥

kk
= ❍⊥

kk
P⊥

✉
l∗H
k∗ ❍k∗k

❢♦r k = 1, ...,K ♦ù k 6= k∗

Pr♦❥❡t❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t à ❱❚❈✱ ❍kk∗✈l
∗

k∗

❍⊥

kk
= P⊥

❍kk∗✈
l∗

k∗
❍⊥

kk
♣♦✉r k = 1, ...,K ♦ù k 6= k∗

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❙❱❉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦❥❡té❡s
(αkk❍

⊥

kk
) = ❯k❙k❱

H

k
♣♦✉r k = 1, ...,K

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r
❚k∗ = [❚k∗ ✈l

∗

k∗ ]
❉k∗ = [❉k∗ ✉l

∗

k∗ ]

❙♦rt✐❡✿ ❍⊥

kk
✱ ❱k✱ ❯k ❡t ❙k ∀k❀ ❚k∗ ✱ ❉k∗

✶✳✹✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s✉❝❝❡ss✐❢s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ✢✉① s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t

t♦✉t ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s

❞❡ ✢✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ▲❡s

✢✉①✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ s✬② r❛♣♣♦rt❡♥t s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❈❤❛q✉❡ ✢✉① i ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ πi = (ki, li) ♦ù ki ∈ {1, . . . ,K} , li ∈
{1, . . . , qki} ❡t i ∈ {1, . . . , r}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❡✉t

êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

Φ = Φ1 ∪ . . . ∪ Φj ∪ . . . ∪ Φr ✭✶✳✶✷✮

♦ù Φj ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r j ∈ {1, . . . , r} ❞♦♥♥é ♣❛r

Φj =
{

π = (π1π2 . . . πj) |

∀i, i′ ∈ {1, . . . , j} , πi 6= πi′ ✐❢ i 6= i′
} ✭✶✳✶✸✮

❆❧❣✳ ✷ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣♦st ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

✢✉① π ❞♦♥♥é❡✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❆❧❣✳ ✷✱ ❆❧❣✳ ✸ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ q✉✐ t❡st❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s

❞❡ ✢✉① ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt s✉♠ r❛t❡✳

✸✵
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❆❧❣✳ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①

❊♥tré❡✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j✱ π
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ i = 1❀ qk = 0 ❛♥❞ ❍⊥kk = ❍kk ♣♦✉r k = 1, ...,K

❈❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❙❱❉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❛✉①
(αkk❍

⊥
kk) = ❯k❙k❱

H
k ♣♦✉r k = 1, ...,K

✇❤✐❧❡ i ≤ |π| ❞♦
❈❤♦✐s✐r ❧❡ i✐é♠❡ ✢✉① ❞❛♥s π
(k∗, l∗) = πi

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r
qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✶
■♥❝ré♠❡♥t❡r i
i = i+ 1

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ❙❘π ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❊q✳ ✭✶✳✻✮
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥❡
(❚k)π = ❚k✱ (❉k)π = ❉k ♣♦✉r k = 1, ...,K
❙♦rt✐❡✿ (❚k)π✱ (❉k)π ∀k

❆❧❣✳ ✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡

❊♥tré❡✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Φ
❢♦r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① π ∈ Φ ❞♦

❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✷
❡♥❞ ❢♦r

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r sséq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛♣rès ❊q✳ ✭✶✳✶✶✮
π∗ = argmax

π∈Π
❙❘π

❚∗k = (❚k)π∗ ✱ ❉∗k = (❉k)π∗ ♣♦✉r k = 1, ...,K
❙♦rt✐❡✿ ❚∗k✱ ❉

∗
k ∀k

✸✶
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▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉①✳

✶✳✹✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ✢✉① ✭❙◆❙❙❙✮

❉❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t s✉❝✲

❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ✭❝✳à✳❞✳ ❧❡s ✢✉① ❧❡s ♣❧✉s

❢♦rts✮ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✢✉① s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ❧❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉

s✉♠ r❛t❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s✱ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐s✲

s❛♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ✢✉①✱ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ✢✉① ♣♦✉r ✉♥

✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é❥à s❡r✈✐ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡ t♦t❛❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r s✐♥❣✉❧✐èr❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω✱ ♦ù Ω ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦ù s♦♥t st♦❝❦é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ✢✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡

❞❡ ✢✉① ❝♦♥str✉✐t❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♥♦té❡ Ψ✳

✶✳✹✳✸ ❙é❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ✢✉① ✭❊❙◆❙❙❙✮

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙◆❙❙❙✱ s❡✉❧ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❛

♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t

❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛✉tr❡s

q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✉♠ r❛t❡✳ ❆✜♥ ❞❡

ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙◆❙❙❙✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❙◆❙❙❙ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts

❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ✢✉①✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ t♦✉s

❧❡s ✢✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω0✳

✶✳✺ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

k✱ ❧❡ ❙■◆❘ ❞✉ iè♠❡ ✢✉① ❞✉ kè♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❧❡ s✉♠ r❛t❡ t♦t❛❧ ✭❙❘✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és

✸✷
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❡♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮✱ ❊q✳ ✭✶✳✹✮ ❡t ❊q✳ ✭✶✳✻✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❊q✳ ✭✶✳✶✶✮✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❧❧♦✉❡r

❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ s✉♠ r❛t❡ t♦t❛❧ ❞✉ rés❡❛✉ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

{(❚∗k,❉∗k)}k=1,...,K = ❛r❣♠❛①
❚k,❉k

(❙❘) ✭✶✳✶✹❛✮

s✳t✳ qk ≥ 1, ∀k ✭✶✳✶✹❜✮

✶✳✻ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭■❙◆❙❙❙✮ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❡ ✢✉①

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥

♣✐❝♦✲✢✉①✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❙◆❘ ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛❝r♦✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✉♥ ♣✐❝♦✲✢✉①✱ ❧❡s ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s

❢♦rt❡ ❛✉ s✉♠ r❛t❡ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❛ ❝❧é ❞❡ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❤❛✉t

s✉♠ r❛t❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ✢✉① ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ♣✐❝♦✲✢✉①✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉① ❞❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st Ξ✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣✐❝♦✲✢✉①✱ ❧❡ ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✐♥❣✉❧✐èr❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ✢✉①

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ ✢✉① ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❧❡ ✢✉① q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ s✉♠

r❛t❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛♥s ✢✉① ❛ss♦❝✐é✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉①

s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ✢✉① ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ♦❜t❡♥✉❡

❛♣rès ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♥♦té❡ Ψ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s

❧✬❆❧❣✳ ✹✳

✸✸
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❆❧❣✳ ✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❡ ✢✉①✭■❙◆❙❙❙✮

❊♥tré❡✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Ξ
Ξ =

{
(k, l)| k ∈ Γ ❛♥❞ l = 1, ..., dk

}

❢♦r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① (k∗, l∗) ∈ Ξ ❞♦

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
Ψ = ∅❀ ❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ qk = 0 ❡t ❍⊥kk = ❍kk ❢♦r k = 1, ...,K❀ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❙❱❉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❛✉①
(αkk❍kk) ❂ ❯k❙k❱

H
k ♣♦✉r k = 1, ...,K

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r (k∗, l∗)
Ψ = Ψ ∪ (k∗, l∗)
qk∗ = qk∗ + 1

✹✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✶
✻✳ ❈♦♥str✉✐r❡
Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk}

✽✳ ❈♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ✭❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡✮
✾✳ ❈❛❧❝✉❧❡r (❚k)Ψ✱ (❉k)Ψ ❡t ❙❘Ψ ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① Ψ

❡♥❞ ❢♦r

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛♣rès ❊q✳ ✭✶✳✶✶✮
Ψ∗ = argmax

Ψ
❙❘Ψ

❚∗k = (❚k)Ψ∗ ✱ ❉∗k = (❉k)Ψ∗ ♣♦✉r k = 1, ...,K
❙♦rt✐❡✿ ❚∗k✱ ❉

∗
k ∀k

✸✹
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✽✳ ❈♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①
✇❤✐❧❡ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ ❞♦

✽✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❙❘Ψ

✽✳✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ✢✉①
❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢✉① q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ s✉♠✲r❛t❡

Ω′ =
{
❙k(l, l) ∈ Ω| ❙❘Ψ∪(k,l) > ❙❘Ψ

}

✐❢ Ω′ 6= ∅ t❤❡♥

(k′, l′) = argmax
(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′

❙k(l, l)

❡❧s❡

❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢✉① q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡ ♠♦✐♥s ❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
s❛♥s ✢✉① ❛ss♦❝✐é

Ω
′′

k =







∅, ✐❢ qk 6= 0
{

❙k(l
′, l′)| l′ = argmin

l

{
❙❘Ψ − ❙❘Ψ∪(k,l)

}
}

, ✐❢ qk = 0

❢♦r k = 1, ...,K

Ω
′′

= Ω
′′

1 ∪ . . . ∪ Ω
′′

K

✐❢ Ω
′′ 6= ∅ t❤❡♥

(k′, l′) = argmin
(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′′

{
❙❘Ψ − ❙❘Ψ∪(k,l)

}

❡❧s❡

✜♥✐s❤ = ❚❘❯❊
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

✽✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①
✐❢ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ t❤❡♥

✽✳✸✳✶✳ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r
Ψ = Ψ ∪ (k′, l′)✱ qk′ = qk′ + 1

✽✳✸✳✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✶

✽✳✸✳✹✳ ❘❡❝♦♥str✉✐r❡ Ω
Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❡t (k, l) /∈ Ψ}

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✸✺
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✶✳✼ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥✲

t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♦ù ❞❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞é♣❧♦②é❡s à ♣r♦①✐♠✐té ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é

❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❧♦rs ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉s✲

t✐✈❡ ❡①♣❧✐q✉é❡✳

✶✳✼✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s♦✐t ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ ② ❛

✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Φj ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❊q✳ ✭✶✳✶✸✮ ✐♥❝❧✉t t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉①

♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Π ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉①✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮

s♦♥t st♦❝❦é❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Π ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Π =
{

π = (π1π2 . . . πj) | π ∈ Φj ; j ≥ K;

∀k, ∃m ∈ {1, . . . , j} s✉❝❤ t❤❛t km = k
} ✭✶✳✶✺✮

✶✳✼✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ✢✉①

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡①✲

❤❛✉st✐✈❡s✳ ■❧ ré❛❧✐s❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é

❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❊q✳ ✭✶✳✶✹❜✮✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡

♣ré❞ét❡r♠✐♥é ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧♦rs

❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é ♦♥t ✉♥❡ str✉❝✲

t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡st

❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❣é♥éré❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΠA✱ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡

♠✉❧t✐♣❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠ê♠❡ ♣✐❝♦✲✢✉①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r k′ ∈ Γ✳

✸✻
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• Ξk′ =
{

π =
(
π1π2 . . . πdk′

)
|π ∈ Φ; ∀i ∈ {1, . . . , dk′} , πi = (k′, li)

❢♦r s♦♠❡ li ∈ {1, . . . , dk′}
}

(1.16)

♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Φ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❊q✳ ✭✶✳✶✷✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Ξk′ ✐♥❝❧✉t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① π q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

dk′ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r k′✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ξk′ ❡st

|Ξk′ | = dk′ !✳

• Υk′,h′ =
{

π =
(
π1π2 . . . π|Γ|−2

)
| π ∈ Φ;

∀i ∈ {1, . . . , |Γ| − 2} , ki ∈ Γ \ {k′, h′} , ❛♥❞ ki 6= kj ✐❢ i 6= j
}

(1.17)

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Υk′,h′ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ k′ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ❧❡s ✢✉①

❞✉ ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r k′ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Ξk′ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❤✬ ❡st ✉t✐❧✐sé

♣♦✉r ✐s♦❧❡r ❧❡s ✢✉① ❞✉ ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r h′✱ ✉♥ ✢✉① ♣❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐ ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ∆h′ ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡

s✉✐t✳
∣
∣Υk′,h′

∣
∣ = (|Γ| − 2)!×

∏

i∈Γ\{k′,h′}

di ✭✶✳✶✽✮

◆♦t❡③ q✉❡ s✐ |Γ| = 2✱ Υk′,h′ = ∅✳

• Λ =
{

p| p = (k, l) ❛♥❞ k, l = 1
}

(1.19)

P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❞✉ ♠❛❝r♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ |Λ| = 1✳

• ∆h′ =
{

p| p = (h′, l) ❛♥❞ l = 1
}

(1.20)

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st |∆h′ | = 1✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ∆h′ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ✢✉① ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❞✉ ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r r❡st❛♥t✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ΠA ❡st ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

ΠA =
⋃

k′∈Γ

Ξk′ ×




⋃

h′∈Γ\{k′}

Υk′,h′ × Λ×∆h′



 ✭✶✳✷✶✮

❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΠA ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s✉✐t❡ à ❧❛ sé❧❡❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✳ ❆♣rès ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ΠA✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡
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♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ✢✉① s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✲

✐sé ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❞❡s ✢✉① ❞❡♣✉✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✢✉①

♥♦♥✲sé❧❡❝t✐♦♥♥és r❡st❛♥ts ❡t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

Ω =
{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K, l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

♦ù π∗A ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❆❧❣✳ ✺✳

❆❧❣✳ ✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❞❡ ✢✉①

❊♥tré❡✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΠA

❢♦r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① π ∈ ΠA ❞♦

❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✷
❡♥❞ ❢♦r

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré✲ ❡t ♣♦st✲❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡
s✉♠✲r❛t❡
π∗A = argmax

π∈ΠA

❙❘π

❚k = (❚k)π∗
A
✱ ❉k = (❉k)π∗

A
♣♦✉r k = 1, ...,K

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊

❈♦♥str✉✐r❡ Ω
Ω =

{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

✇❤✐❧❡ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ ❞♦

❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✢✉① ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s✉♠✲r❛t❡
Ω′ =

{
❙k(l, l) ∈ Ω| ❙❘Ψ∪(k,l) > ❙❘Ψ

}

✐❢ Ω′ 6= ∅ t❤❡♥
(k∗, l∗) = argmax

(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′

❙k(l, l)

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r
π∗A = π∗A ∪ (k∗, l∗)
qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✶
❘❡❝♦♥str✉✐r❡ Ω
Ω =

{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

❡❧s❡

✜♥✐s❤ = ❚❘❯❊
❡♥❞ ✐❢

❈ré❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré✲ ❡t ♣♦st✲❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♥str✉✐t❡
❚∗k = ❚k✱ ❉∗k = ❉k ❢♦r k = 1, ...,K

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❙♦rt✐❡✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✸✽
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✶✳✽ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉①

❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡

❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ② ❛ 2 ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡

❡t 4 ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ♠❛❝r♦✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❧❛❝é

❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s s❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ 2 ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡

ré❝❡♣t✐♦♥✳

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✱ ❧❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t

❞é♣❧♦②é❡s ❡♥ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝r♦✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt d/R ♦ù R ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝r♦✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡t d ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡

❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ❡t ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣✐❝♦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

❣é♥éré ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ét✉❞✐é ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L ❡♥tr❡ ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❛❧♦rs

q✉❡ d/R r❡st❡ ✜①❡✳

✶✳✽✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❙❝é♥❛r✐♦ 1.2 ✿ d/R ✈❛r✐❡ ♣♦✉r 2 ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s

❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ t♦t❛❧ 6 ✢✉① ❞♦♥t 4 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈✬❡st

♣♦✉rq✉♦✐ 4 séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ♣✐❝♦✲✢✉①✳

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬■❆ ❡①✲

✐st❛♥t❡s✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙ ❡st ❛✐♥s✐ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❛♥s ❧❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✢✉① ❞✉ rés❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t✳

✸✾
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Exhaustive Search
ISNSSS (Proposed Alg.)
SNSSS [Amara et. al. (2012)]
max−SINR [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❙✉♠✲r❛t❡ ♠♦②❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à d/R✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ 2 ♣✐❝♦✲
❝❡❧❧✉❧❡s

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ■❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✾✼✷✵ ✷✹ ✻

✹✵
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✶✳✽✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ d/R ✈❛r✐❡ ❛❧♦rs q✉❡ L r❡st❡ ✜①❡

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ♣♦✉r ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t r❛♣♣r♦❝❤é❡s

❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝r♦✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt d/R✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲

❝❡❧❧✉❧❡s r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝ L = 150♠ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✉♠ r❛t❡ ❛tt❡✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬■❆ s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s à ❧❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡①✐st❛♥t❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
32
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S
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−
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ps

/H
z)

 

 

Exhaustive Search
ASNSSS (Proposed Alg.)
ESNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (2 stream) [Gomadam et al. (2011)]
SNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (1 stream)  [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak (1 stream)  [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙✉♠✲r❛t❡ ♠♦②❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✴❘ ❡♥tr❡ 0.6 ❡t 1

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✷ ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❆❙◆❙❙❙ ❊❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✾✼✷✵ ✷✹ ✸✻ ✻

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛

✹✶



✶✳✾✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❯ ❙❨❙❚➮▼❊ P❖❯❘ ▲❊ ❈❆❙ ❈❙■ ■▼P❆❘❋❆■❚

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✳

✶✳✾ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t

s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✳✾✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

◆♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❊q✳ ✭✶✳✶✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❚̃k ❡t ❉̃k ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❚k ❡t ❉k✱ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s

❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐✜é ❍̃kj ✱ ❡♥tr❡ ❧❡ jè♠❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ kè♠❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
×NTj

✳

▲❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ iè♠❡ ✢✉① ❞✉ kè♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é

❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❘̃
′
ki = ❧♦❣2(1 + γ̃′ki) ✭✶✳✷✷✮

♦ù γ̃′k ❡st ❧❡ ❙■◆❘ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ iè♠❡ ✢✉① ❞✉ kè♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

γ̃′ki =
(Pk/qk)α

2
kk

(

❞̃
i
k

)H
❍kkt̃

i
k

(

t̃
i
k

)H
❍H

kk❞̃
i
k

(

❞̃
i
k

)H
❇̃
′
ki❞̃

i
k

✭✶✳✷✸✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ❜r✉✐t ❞✉ ✢✉① i ❞✉ kè♠❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❇̃
′
ki ❡st ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡

❇̃
′
ki =

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk❍kkt̃

l
kt̃

lH
k ❍H

kk +
K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj❍kj t̃

q
j t̃

qH
j ❍H

kj + σ2■NRk
✭✶✳✷✹✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

▲❡ s✉♠ r❛t❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❙̃❘
′
=

K∑

k=1

qk∑

i=1

❘̃
′
ki ✭✶✳✷✺✮

✹✷



✶✳✶✵✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙➱▲❊❈❚■❖◆ ❙❯❈❈❊❙❙■❱❊ ❆❱❆◆❈➱❊ ❘❊❙❚❘❊■◆❚❊ ❉❊
❋▲❯❳

✶✳✾✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té ❡st ♣rés❡♥té✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❘❱◗✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ♣r♦♣♦sés ♥é❝❡ss✐t❡♥t t♦✉s ❧❡s ❈❙■

❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣ré✲ ❡t ♣♦st✲❝♦❞❛❣❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❝❡♥✲

tr❛❧✐sé ❡st ❛❞♦♣té✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ❝♦❧❧❡❝t❡ t♦✉s ❧❡s ❈❙■ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡

❞❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣✐❝♦ ✈✐❛ ❞❡s ❧✐❡♥s ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❞é♣♦✉r✈✉s ❞✬❡rr❡✉rs ❡t ❞❡ r❡t❛r❞s✳ ■❧ ❡st

s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ❈◗■ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t q✉❡

❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♥❡ r❡♥✈♦✐❡♥t q✉❡ ❧❡✉r ❈❉■✳

✶✳✶✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛✈❛♥❝é❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞❡

✢✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❘❆❙◆❙❙❙✮ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛✈❛♥❝é❡ r❡str❡✐♥t❡

❞❡ ✢✉① ❡st ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❛✉❣♠❡♥t❡✱

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r ❞♦♥♥é✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r ❡st ✜①é✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♠♦✐♥s ❞❡

✢✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲✢✉① ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡t♦✉r

❧✐♠✐té✳ ❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

ΠA s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❆❧❣✳ ✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❍̃kj ∀k, j ❛✉

❧✐❡✉ ❞❡ ❍kj ∀k, j✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉①✱ΠA ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡

à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳✷✳

✶✳✶✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❑✲✢✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❑✲✢✉① ✭❑❙❙✮ ❡st ❞é❝r✐t✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡

❧✐♠✐té❡✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs

✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ✐♥❝❧✉❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ✢✉①

♣❛r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥tr❛✲✢✉①✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡

✹✸
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❛✈❡❝ ❧❡s ✢✉① ❞❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛✈♦✐r

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙◆❘ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

❈❤❛q✉❡ ✢✉① i ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ πi = (ki, li) ♦ù ki ∈ {1, . . . ,K} , li ∈
{1, . . . , qki} ❡t i ∈ {1, . . . , r}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r j ∈
{1, . . . , r} ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Φj =
{

π = (π1π2 . . . πj) | ∀i, i′ ∈ {1, . . . , j} , πi 6= πi′ ✐❢ i 6= i′
}

✭✶✳✷✻✮

❚♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ✐♥❝❧✉❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮ s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Π q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Π =
{

π = (π1π2 . . . πj) | π ∈ Φj ; j ≥ K;

∀k, ∃m ∈ {1, . . . , j} s✉❝❤ t❤❛t km = k
} ✭✶✳✷✼✮

▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❣é♥éré❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Πp ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Πp =
{

π = (π1π2 . . . πj) |π ∈ Π; j = K; l1 = . . . = lj = 1; k1 ∈ Γ
}

✭✶✳✷✽✮

▲✬❆❧❣✳ ✻ ❞é❝r✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❆❧❣✳ ✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❍̃kj ∀k, j✳

❆❧❣✳ ✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙

❊♥tré❡✿ αkj ✱ ❍̃kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Πp t❡❧ q✉❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❊q✳✭ ✺✳✶✹✮
❢♦r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① π ∈ Πp ❞♦

❆♣♣❧✐q✉❡r ❆❧❣✳ ✷
❡♥❞ ❢♦r

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré✲ ❡t ♣♦st✲❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ s✉♠✲
r❛t❡
π∗p = argmax

π∈Πp

❙̃❘π

❚̃
∗
k = (❚̃k)π∗

p
✱ ❉̃
∗
k = (❉̃k)π∗

p
♣♦✉r k = 1, ...,K

❙♦rt✐❡✿ ❚̃
∗
k✱ ❉̃

∗
k ∀k

✶✳✶✷ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣♦✉r ❈❙■ q✉❛♥t✐✜é

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐t ❞❡ r❡t♦✉r ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ s✉♠ r❛t❡ ♠♦②❡♥ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣♦✉r q✉❛♥t✐✲

✜❡r ❧❡s ❈❉■ ♠❛❝r♦ ❡t ♣✐❝♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧

✹✹



✶✳✶✷✳ ❙❈❍➱▼❆ ❉✬❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❉❊ ❇■❚ ❆❉❆P❚❆❚■❋ P❖❯❘ ❈❙■ ◗❯❆◆❚■❋■➱

❞❡ ❜✐ts ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❞❡

r❡t♦✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❛❧❧♦✉é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛✉① ❝❛♥❛✉①✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐t ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r

❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ♣♦✉r ❧❡ kè♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

qk∑

i=1

E [❘̃ki]

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✶✳✷✾✮

❖ù Bk ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k✳

❯♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡st ❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❞❡ ❜✐t ❞❛♥s ❊q✳ ✭✶✳✷✾✮✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦t❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✲

✐s❛t❡✉r ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ✭❆♥❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❆✐♥s✐✱ E [❘̃ki] ♣❡✉t

êtr❡ réé❝r✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❊q✳ ✭✶✳✷✷✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

E







❧♦❣2

(

(Pkk/qk)
(

❞̃
i

k

)H

❍kk t̃
i

k t̃
iH

k ❍
H
kk❞̃

i

k

)

︸ ︷︷ ︸

a







−

E

[

❧♦❣2

(
qk∑

l=1,
l 6=i

(Pkk/qk)
(

❞̃
l

k

)H

❍kk t̃
l

k t̃
lH

k ❍
H
kk❞̃

l

k

︸ ︷︷ ︸

b1

+

K∑

j=1

j 6=k

qj∑

q=1

(Pkj/qj)
(

❞̃
q

j

)H

❍kj t̃
q

j t̃
qH

j ❍
H
kj❞̃

q

j

︸ ︷︷ ︸

b2

+σ2
■NRk

︸ ︷︷ ︸

b

)]

✭✶✳✸✵✮

♦ù Pkj ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k ❞❡♣✉✐s ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ j✱ ❝❛❧❝✉❧é❡

❝♦♠♠❡ Pkj = Pjα
2
kj ✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r t♦✉t ✢✉① ❞✉ kè♠❡ ✉t✐❧✐s❛✲

✹✺
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t❡✉r✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

[

❧♦❣2

(

(Pkk/qk)

(

1− 2
−

Bkk
NTk

NRk
−1

))

−

❧♦❣2

(

Pkk(qk − 1)

qk
2
−

Bkk
NTk

NRk
−1 +

K∑

j=1
j 6=k

Pkj2
−

Bkj
NTj

NRk
−1

)]

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✶✳✸✶✮

✶✳✶✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❛✈❡❝ ❈❙■ q✉❛♥t✐✜é

s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2 ❡t ❧❡ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s

❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts ✭❇❆❙✮ ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r✳

BT =
∑K

k=1Bk✱ t❡❧s q✉❡ BT = 63 ❡t BT = 120✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ B1✱ B2 ❡t B3 ♣♦✉r BT = 63

s♦♥t ❇❆❙✲✸✱ B1 = 9✱ B2 = B3 = 27 ❡t ❇❆❙✲✹✱ B1 = B2 = B3 = 21✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ B1✱ B2

❡t B3 ♣♦✉r BT = 120 s♦♥t ❇❆❙✲✼✱B1 = 10✱ B2 = B3 = 55 ❡t ❇❆❙✲✽✱ B1 = B2 = B3 = 40✳

❉❛♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞érés✱ ✐❧ ② ❛ 9 ❝❛♥❛✉① ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥térêt ❡t ❧❡s

❝❛♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥ts✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ❡st 7 ❛✈❡❝

BT = 63 ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts é❣❛❧ ✭❊❇❆✮✳

✶✳✶✸✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ d/R ✈❛r✐❡ ♣♦✉r 2 ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s

P♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❑❙❙ ❡t ■❙◆❙❙❙ ♣♦✉r ❧❡ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸

♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❇❆❙✲✸ ❛✈❡❝ BT = 63✳ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❜✐ts s♦♥t

❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ❡t ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ❜✐ts q✉❡

❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥tr❛✲✢✉① ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲✢✉①✱ ♣✉✐sq✉❡

♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

✹✻
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❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 63✳

B1 = 9 B2 = 27 B3 = 27

❑❙❙

B11 = 4.7 B21 = 21.8 B31 = 21.8

B12 = 2.0 B22 = 5.2 B32 = 0
B13 = 2.3 B23 = 0 B33 = 5.2

■❙◆❙❙❙

B11 = 8.6 B21 = 9.3 B31 = 9.3
B12 = 0.2 B22 = 17.7 B32 = 0
B13 = 0.2 B23 = 0 B33 = 17.7

▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ❑❙❙✱ ❧✬■❙◆❙❙❙ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ♣rés❡♥té❡s

❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❇❆❙✲✸ ❛✈❡❝ BT = 63✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t

q✉❡ ❧✬■❙◆❙❙❙ ♣✉✐sq✉✬✉♥ s❡✉❧ ✢✉① ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐

❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲✢✉①✳ ▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r BT = 120
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KSS (BAS−3)
ISNSSS (BAS−3)
max−SINR (BAS−3)(1 stream)
min−Leak (BAS−3)(1 stream)
SNSSS (BAS−3)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 63✳

s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡ ❑❙❙ ❡t ❧❡s

❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲✢✉① ❡st ré❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r

❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

P♦✉r BT = 120✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡

✹✼
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ISNSSS (BAS−7)

max−SINR (BAS−7) (1 stream)

KSS (BAS−7)

SNSSS (BAS−7)

min−Leak (BAS−7) (1 stream)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 120✳

❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ❡t ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù BT = 63✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♣✐❝♦✲❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥térêt ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r

ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲✢✉① ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 1.2✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 120✳

B1 = 10 B2 = 55 B3 = 55

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 49.4 B31 = 49.4

B12 = 2.5 B22 = 5.2 B32 = 0.4
B13 = 2.7 B23 = 0.4 B33 = 5.2

■❙◆❙❙❙

B11 = 9.5 B21 = 26.5 B31 = 26.5

B12 = 0.2 B22 = 28.2 B32 = 0.3
B13 = 0.3 B23 = 0.3 B33 = 28.2

✶✳✶✸✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés

❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ d/R ✈❛r✐❡ ❛❧♦rs q✉❡ L r❡st❡ ✜①❡

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❇❆❙✲✸ ❛✈❡❝ BT =

63✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧✳

✹✽
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KSS (BAS−3)

RASNSSS (BAS−3)

max−SINR (BAS−3) (1 stream)

ESNSSS (BAS−3)

min−Leak (BAS−3) (1 stream)

SNSSS (BAS−3)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 63✳

P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ✈❡rs

❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝♦✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ s❡ ✈♦✐❡♥t ❛❧❧♦✉❡r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✱ B21

❡t B31✳ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ❧❡s ♣✐❝♦✲❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥térêt r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❝❛r ✉♥❡ ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❡t ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ♣♦✉r

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 63✳

B1 = 9 B2 = 27 B3 = 27

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 18.8 B31 = 18.7

B12 = 2.1 B22 = 5.5 B32 = 2.8
B13 = 2.1 B23 = 2.7 B33 = 5.5

❘❆❙◆❙❙❙

B11 = 4.8 B21 = 9.1 B31 = 9.1
B12 = 2.1 B22 = 16.5 B32 = 1.1
B13 = 2.1 B23 = 1.4 B33 = 16.8

❧❡ s❝❤é♠❛ ❇❆❙✲✼ ❛✈❡❝ BT = 120✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r

rés♦✉❞r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥térêt ❡t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳

✹✾
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RASNSSS (BAS−7)

ESNSSS (BAS−7)

KSS (BAS−7)

max−SINR (BAS−7) (1 stream)

min−Leak (BAS−7) (1 stream)

SNSSS (BAS−7)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ BT = 120✳

▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✻ ♣♦✉r

❧❡ s❝❤é♠❛ ❇❆❙✲✼ ❛✈❡❝ BT = 120✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙ ❝❛r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✢✉① ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❘❆❙◆❙❙❙ ♦♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❙❝é♥❛r✐♦ 2.1✿ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❛❧❧♦✉és ♣♦✉r BT = 120✳

B1 = 10 B2 = 55 B3 = 55

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 41.5 B31 = 40.6

B12 = 2.5 B22 = 5.9 B32 = 8.5
B13 = 2.7 B23 = 7.6 B33 = 5.9

❘❆❙◆❙❙❙

B11 = 4.8 B21 = 23.7 B31 = 23.6

B12 = 2.5 B22 = 27.3 B32 = 4.1
B13 = 2.7 B23 = 4.0 B33 = 27.3

✶✳✶✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✢✉① ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t ❡t

✐♠♣❛r❢❛✐t✳

✺✵



✶✳✶✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t✱ ❞❡✉① ❝❛s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♥t été ét✉❞✐és✱ ❝❡✉① ❞❡ rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s

♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❙◆❙❙❙ ❛ été ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉

❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉①

❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ■❙◆❙❙❙ ❡t

❆❙◆❙❙❙ ♦♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ✐tér❛t✐❢s✳ P❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ❜❛sés s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡①✐st❛♥ts✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés

♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❧❧♦✉❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ✢✉① ❛✉① ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥

♠❡✐❧❧❡✉r s❡r✈✐❝❡ ❡t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s✉♠ r❛t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❙◆❙❙❙ ❡t

■❙◆❙❙❙ ré❞✉✐s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛ été ❛❞❛♣té ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆❙◆❙❙❙✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✱ ♥♦♠♠é ❑❙❙✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t

♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐t ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❜✐ts é❣❛❧❡s✳ ❖♥ ❛ ♦❜s❡r✈é q✉✬❛❧❧♦✉❡r ♣❧✉s ❞❡ ❜✐ts

❛✉① ❝❛♥❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛❝r♦ ❡t ❧❡s ♣✐❝♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞♦♥♥❡ ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ r❡t♦✉r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙ ❛ ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬■❆ ✐tér❛t✲

✐❢s ❡①✐st❛♥ts✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❜✐ts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r

❧❛ q✉❛❧✐té ❈❙■✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❘❆❙◆❙❙❙ ❡t ■❙◆❙❙❙ ♦♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❛❧❧♦✉❡r ♣❧✉s ❞❡ ❜✐ts ré❞✉✐t ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲✢✉①❀

❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♣❧✉s ❞❡ ✢✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❡ q✉✐ rés✉❧t❡

❡♥ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✉♠ r❛t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲

t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✲❜♦♦❦ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❜✐ts✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s

♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ à r❡t♦✉r ❧✐♠✐té✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑❙❙

♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✺ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❆s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❛t❛ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❉r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s t♦

♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ✐♥ ❛ ❤❡❛✈② ❧♦❛❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡

♥❡❝❡ss❛r② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s t♦ s✉♣♣♦rt ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ♥♦✈❡❧ ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

❢♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❝❡❧❧s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❊✈❡♥

✐❢ t❤✐s ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡✱

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❜r✐♥❣s ✉♣ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✭■❆✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✭❏❛❢❛r ❬✷✵✶✶❪✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❛❧✐❣♥s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t✐♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛

✐s t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✐♥t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ❜② ❞❡✲

s✐❣♥✐♥❣ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✱ ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛t

❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❢r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ❣r♦✇s ✈❡r② r❛♣✐❞❧② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡

✺✺
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✉s❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s♦ ❧❛r❣❡r s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r t♦ r❡❝♦✈❡r

♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ♦❢ ✐t✳

❈❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ■❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✲

✇♦r❦s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✮✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ ■❆

♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ■❆ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❖♥❡ ♦❢

t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✭♠✐♥✲▲❡❛❦✮

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡rs r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t ❡❛❝❤

✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲♣❧✉s✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙■◆❘✮ ♣❡r str❡❛♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥❧②

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡

st✉❞② ♦❢ ❙❝❤r❡❝❦ ❛♥❞ ❲✉♥❞❡r ❬✷✵✶✶❪✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐✈❡

■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭P❡t❡rs ❛♥❞

❏r✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦ ♠❛①✲❙■◆❘ ✇❤✐❝❤

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ st✉✲

❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠❛♥②

✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s✉❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❲✐❧s♦♥ ❛♥❞ ❱❡❡r❛✈❛❧❧✐ ❬✷✵✶✸❪✱ ♠❛①✲❙■◆❘

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ st❡♣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙■◆❘ ❛t ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳

❆❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

str❡❛♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ■❆ ✐s

❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (NTk
+ NRk

) ≥ qk(K + 1) ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❛♥❞

t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ♣❛✐r✱ NTk
❛♥❞ NRk

❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s ♦❢

❡❛❝❤ ✉s❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ qk ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s ✭❨❡t✐s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❙tr❡❛♠

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ✭❆♠❛r❛

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❙✉♥ ❛♥❞ ❏♦rs✇✐❡❝❦ ❬✷✵✶✻❪✮✳ ❙tr❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞

✺✻



✶✳✶✻✳ ❖❘●❆◆■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❚❍❊❙■❙

❢r♦♠ ✉s❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❨♦♦ ❛♥❞ ●♦❧❞s♠✐t❤ ❬✷✵✵✻❪✱ ❙✉♥ ❛♥❞ ▼❝❑❛② ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡

✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✱ ❆♠❛r❛

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❛❪✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❞②♥❛♠✐✲

❝❛❧❧② s❡❧❡❝t str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱

✇❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s❡ts ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡r✐✈❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❙■ ❛t

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐t✲

t❡rs ❛♥❞✴♦r r❡❝❡✐✈❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②

st✉❞✐❡s t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥ ❈❙■ ✐♥ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ✭❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭❞❡ ❑❡rr❡t ❛♥❞ ●❡s❜❡rt ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭❘❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✱ ✭❙❝❤r❡❝❦

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❈❙■ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ✭◆✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ✭❘✐❤❛♥ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶✺❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞✲

❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡

✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳

✶✳✶✻ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❣✐✈❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡

✇✐r❡❧❡ss ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ◆❡①t✱ ✇❡

❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ ❈❙■ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❈❙■ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳

✺✼
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■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆✱ ❛r❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r K ♣❛✐r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣

❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❤❛s ❡q✉❛❧ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲

❢❡❝t ❈❙■ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❚✇♦ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ♥❛♠❡❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❝❛♥

❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♥❡t✇♦r❦✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤❛t

t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠

♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥

✭■❙◆❙❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✭❆②❝❛♥

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ t✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✳

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣✐❝♦ ❇❙s ✐s

✈❡r② ❞♦♠✐♥❛♥t ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦

s❝❡♥❛r✐♦✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✐♥✲

t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣✐❝♦ ❇❙s✳ ❋♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡

❛❞✈❛♥❝❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡

t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s

✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❛❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r

♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❛t❡

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ♣❡r ❡❛❝❤

✉s❡r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❆❙◆❙❙❙ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✭❆②❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

❋♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡str✐❝t❡❞ ❆❙◆❙❙❙ ✭❘❆❙◆❙❙❙✮✳ ❘❆❙◆❙❙❙ ❞♦❡s ♥♦t

✺✽
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❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s❡❧❡❝t ♠♦r❡ str❡❛♠s ❛❢t❡r t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞

s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t ♠♦r❡ str❡❛♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠ r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥♦✈❡❧ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥

❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❑✲str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❑❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡

str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠s ❢r♦♠

❡❛❝❤ ✉s❡r ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ ♣✐❝♦

✉s❡rs✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛❧❧ ❈❙■ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲

❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❈❙■s ❢r♦♠ ♣✐❝♦ ❇❙s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❧❛② ❢r❡❡

❜❛❝❦❤❛✉❧ ❧✐♥❦s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡

■❙◆❙❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❜❪✮✱ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❝❪✮ ❛♥❞

t❤❡ ❑❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❞❪✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♣❛❝✐t②

❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦❛❞ ♣❡r ✉s❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼✳

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♣✐❝♦

str❡❛♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❡✲

♥❛r✐♦s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❤❛♣t❡rs✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭■❈s✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✭■❆✮ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ ■❈ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥

❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡

r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❈❙■ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

r❡q✉✐r❡ ❈❙■ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞✴♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞

♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳

✷✳✶ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❚❤❡ K ✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ K tr❛♥s♠✐tt❡rs ✇✐t❤

NTk
❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ K r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ NRk

❛♥t❡♥♥❛s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❤❛s ❛ ♠❡ss❛❣❡

❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❊❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r ❝❛✉s❡s

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✐ts s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✱ t❤❡ ❧✐♥❦ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐rs ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐r✳

❋♦r t❤❡ K ✉s❡r ■❈✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r

❬✷✵✵✽❪✮✿

②k = ❍k1①1 +❍k2①2 + ...+❍kK①K + ♥k ✭✷✳✶✮

✻✸
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ K ✉s❡r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦

✇❤❡r❡ k ∈ {1, 2, ...,K} ✐s t❤❡ ✉s❡r ✐♥❞❡①✱ ②k ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤

❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
× 1✱ ①k ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

NTk
× 1✱ ❍kj ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk

×NTk
❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r

j t♦ r❡❝❡✐✈❡r k ❛♥❞ ♥k ✐s t❤❡ NRk
× 1 ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮ t❡r♠✳ ■♥ t❤✐s

s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ③❡r♦✲♠❡❛♥

❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ σ2✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❜♦t❤ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉♦❋✮ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ✐t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❤♦✇ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈✲

❛❜❧❡ r❛t❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❛s t❤❡ ❙◆❘ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛t❤s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♥ ❛ K ✉s❡r ■❈✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 1/K ❉♦❋ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦

❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ✧❝❛❦❡✲❝✉tt✐♥❣✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ ■❆ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ K/2 ❉♦❋ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❣❡ts ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❛❦❡✳

■❆ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❛❧✐❣♥s ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t✐♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦r

s♣❛❝❡✳ ■♥ ▼■▼❖ ♥❡t✇♦r❦s✱ ■❆ ✉s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s

❢♦r ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✉s❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r

♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❡s ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤

✻✹



✷✳✶✳ ■◆❚❊❘❋❊❘❊◆❈❊ ❈❍❆◆◆❊▲❙

r❡❝❡✐✈❡r✳

❚❤❡ ■❆ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐rs✳ ❆t

❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❡❢t ♦✉t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❍12t2 ❛♥❞ ❍13t3 ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst r❡❝❡✐✈❡r✱ ❍21t1 ❛♥❞ ❍23t3 ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡

s❡❝♦♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❛♥❞ ❍31t1 ❛♥❞ ❍23t3 ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡ t❤✐r❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❍11t1✱

❍22t2 ❛♥❞❍33t3 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ✇❤❡r❡ t1✱ t2 ❛♥❞

t3 ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ✈❡❝t♦rs ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r 1✱ tr❛♥s♠✐tt❡r 2 ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r 3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■❆ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❉♦❋✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ■❆ ❢♦r K = 3 ✇✐t❤ NTk
= NRk

= 2 ❝❛s❡✳

❝❤❛♥♥❡❧✱ s♦ t❤❡ s✉♠ r❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❆ ❝❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ s✉♠

❝❛♣❛❝✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ■❆ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❉♦❋ ❜② ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ♠♦st

♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠

❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs✱ ✭❏❛❢❛r ❛♥❞ ❙❤❛♠❛✐ ❬✷✵✵✽❪✮✱

✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✮✱ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✮✱ ✭❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭❋❛❞❧❛❧❧❛❤

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭❙❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✱ ✭❲❡str❡✐❝❤❡r ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉❞ ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✱

✭❚❛♥❣ ❛♥❞ ▲❛♠❜♦t❤❛r❛♥ ❬✷✵✶✸❪✮✳

❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ■❆ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❏❛❢❛r ❛♥❞ ❙❤❛♠❛✐

✻✺
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❬✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❉♦❋ r❡❣✐♦♥ ❉ ♦❢ t❤❡ K ✉s❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

D =
{
(d1, d2, ..., dk) ∈ RK

+ : ∀(w1, w2, ..., wk) ∈ RK
+ ,

w1d1 + w2d2 + ...+ wkdk ≤ ❧✐♠ s✉♣
ρ→∞

[

sup
R(ρ)∈C(ρ)

[w1R1(ρ) + ...+ wkRk(ρ)]

log(ρ)

]}

✭✷✳✷✮

C(ρ) ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✲✉s❡r ■❈✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❛t❡✲t✉♣❧❡s

R(ρ) = {R1(ρ), ..., RK(ρ)}✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡ts ♦❢ r❛t❡ t✉♣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r

♣❛✐r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❧✐❛❜❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✭❏❛❢❛r ❛♥❞ ❙❤❛♠❛✐ ❬✷✵✵✽❪✮ ❛♥❞ ρ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❙◆❘✳

■❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣r❡ss ❛❧❧ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r

♣❛✐r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ dk ❉♦❋✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉♦❋ ❢♦r t❤❡ K ✉s❡r ■❈ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✮✿

(d1 + d2 + ...+ dk) ≥
1

2

K∑

i=1

min(NRk
, NTk

)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❉♦❋ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✲✉s❡r ■❈ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ■t ✐s s❡❡♥

t❤❛t ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ 3 ✉s❡rs✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s❡❣♠❡♥ts ❆❇✱ ❆❈ ❛♥❞ ❇❈ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t✐♠❡✲s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦

✉s❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦✐♥t ❉ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ■❆✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ 1/2 ❉♦❋✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ 3/2 ❢♦r t❤❡ ✸✲✉s❡r ■❈✳

❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ■❆ ❢♦r ❜♦t❤ ❙■❙❖ ❛♥❞ ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✶ K ❯s❡r ❙■❙❖ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❋♦r ❙■❙❖ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

■❆ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❚❤❡ ■❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ K ✉s❡r ❙■❙❖ ■❈ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ K = 3 ✉s❡r ■❈✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ∈ N ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳

y1(t) = h11(t)x1(t) + h12(t)x2(t) + h13(t)x3(t) + n1(t)

y2(t) = h21(t)x1(t) + h22(t)x2(t) + h23(t)x3(t) + n2(t)

y3(t) = h31(t)x1(t) + h32(t)x2(t) + h33(t)x3(t) + n3(t)

✭✷✳✸✮

✻✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❉♦❋ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸✲✉s❡r ■❈

■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ t❡r♠✐♥❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞

t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧

s✉❜s♣❛❝❡✱ t✐♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r τ t✐♠❡ s❧♦ts ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ■❆ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

②′1(t) = ❍′11(t)①
′
1(t) +❍′12(t)①

′
2(t) +❍′13(t)①

′
3(t) + ♥′1(t) ✭✷✳✹✮

②′2(t) = ❍′21(t)①
′
1(t) +❍′22(t)①

′
2(t) +❍′23(t)①

′
3(t) + ♥′2(t) ✭✷✳✺✮

②′3(t) = ❍′31(t)①
′
1(t) +❍′32(t)①

′
2(t) +❍′33(t)①

′
3(t) + ♥′3(t) ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ①′k(t) ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ τ×1 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ τ s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ xk(t) ❛♥❞ ②′k(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ τ s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ yk(t)✳

♥′k(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ τ s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ nk(t)✳ ❍′kj(t) ✐s t❤❡ τ × τ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡①t❡♥❞❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ hkj(t) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r k ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r j

♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t t s✉❝❤ t❤❛t

❍′kj(t) =








hkj(τ(t− 1) + 1) 0 · · · 0
0 hkj(τ(t− 1) + 2) · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 0 . . . hkj(τt)








τ×τ

✭✷✳✼✮

✻✼
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❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ■❈ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ τ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t ❜✉t ❝❤❛♥❣❡s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts✳

▲❡t τ = 2n+1✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆t tr❛♥s♠✐tt❡r 1✱ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞

✐♥t♦ n+ 1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ str❡❛♠s s1,i(t); i = 1, ..., n+ 1✳ ❊❛❝❤ s1,i(t) ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜②

❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ti1 ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ τ × 1 s♦ t❤❛t t❤❡ ①1(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

①1(t) =

n+1∑

i=1

s1,i(t)t
i
1 = ❚′1s1 ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ s1 = [s1,i(t), ..., s1,n+1(t)]
T ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n + 1) × 1 ❛♥❞ ❚′1 ✐s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

♠❛tr✐① ❛s ❚′1 = [t11, ..., t
n+1
1 ] ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (2n + 1) × (n + 1)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ tr❛♥s♠✐tt❡r 2

❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r 3 ❡♥❝♦❞❡ t❤❡✐r ♠❡ss❛❣❡s t♦ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ str❡❛♠s✳

❙✐♥❝❡ ■❆ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✐❣♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❢r❡❡ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉♣② ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❧❡ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧

s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ (n+1) ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉❜s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ n✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t tr❛♥s♠✐tt❡r 1 ❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r 2

❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r 3 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(❍′12(t)❚
′
2) = (❍′13(t)❚

′
3) ✭✷✳✾✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r 1 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡rs✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❤❛✈❡ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ s✉❜s♣❛❝❡s ❛t r❡❝❡✐✈❡r 2 ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r 3✱

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ♠✉st ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛s✿

s♣❛♥(❍′23(t)❚
′
3) ⊂ s♣❛♥(❍′21(t)❚

′
1) ✭✷✳✶✵✮

s♣❛♥(❍′32(t)❚
′
2) ⊂ s♣❛♥(❍′31(t)❚

′
1) ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ s♣❛♥✭❆✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠❛tr✐① ❆✳ ❇② s❛t✲

✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ 3n+1
2n+1 ❉♦❋ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 3/2 ❛s n → ∞✳

✻✽
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❉✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡❀ ♦♥❡ s❡t ♦❢

s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❡❡ts t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✮✿

❚′1 = [✉′,▲′✉′, . . . ,▲
′n✉′] ✭✷✳✶✷✮

❚′2 = ❍
′−1
32 (t)❍′31(t)[✉

′,▲′✉′, . . . ,▲′n−1✉′] ✭✷✳✶✸✮

❚′3 = ❍
′−1
23 (t)❍′21(t)[▲

′✉′,▲′2✉′, . . . ,▲′n✉′] ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ▲′ = ❍′12(t)❍
′−1
21 (t)❍′23(t)❍

−1
32 (t)❍

′
31(t)❍

′−1
13 (t) ❛♥❞ ✉′ = [1 . . . 1]T ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (2n+ 1)× 1✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ K > 3✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r 1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t r❡❝❡✐✈❡rs 2, . . . ,K✳

❆s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❚′1 ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s

s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜✲

s♣❛❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ▲′(i) ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t

s✉❜s♣❛❝❡s ✐s ❛♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✿

• ▲′(i)✬s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r

t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

• ●❡♥❡r✐❝ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ▲′(i) ❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡

t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t✐♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

s✐❣♥❛❧s ♠✉st ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ■❆ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ■❆ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❙■❙❖ ♥❡t✇♦r❦s✳

✷✳✶✳✷ K ❯s❡r ▼■▼❖ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐♥ K ✉s❡r ❙■❙❖ ■❈ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t
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t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ■❆✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t ❜♦t❤ tr❛♥s✲

♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ■❆✳ ■❢ t❤❡ ❙■❙❖

✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ NTk
> 1✱ NRk

> 1 ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ NTk
= NRk

= M ✭✇❤❡♥ ❛❧❧

♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s✮✱ t♦t❛❧ ❉♦❋ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ KM/2✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥

❜❡ s✐♠♣❧② t❤♦✉❣❤t ❛s s♣❧✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥t♦ M s❡♣❛r❛t❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♥✱ K ✉s❡r M × M

▼■▼❖ ■❈ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ KM ✉s❡r 1× 1 ■❈✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❚k ♦❢ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r K = 3

▼■▼❖ ■❈ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ NTk
= NRk

= M t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧

t♦ M/2 ❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤♦✉t s②♠❜♦❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ M/2 ❞❛t❛ str❡❛♠s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❛t ♠❛①✐♠✉♠ M/2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ M ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❚k✱ ∀k ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❆t r❡❝❡✐✈❡r ✶✿ s♣❛♥(❍12❚2) = s♣❛♥(❍13❚3) ✭✷✳✶✺✮

❆t r❡❝❡✐✈❡r ✷✿ s♣❛♥(❍21❚1) = s♣❛♥(❍23❚3) ✭✷✳✶✻✮

❆t r❡❝❡✐✈❡r ✸✿ s♣❛♥(❍31❚1) = s♣❛♥(❍32❚2) ✭✷✳✶✼✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ♦♥❧② ♦❝❝✉♣② ❛♥ M/2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡

✭❈❛❞❛♠❜❡ ❛♥❞ ❏❛❢❛r ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❚2

❛♥❞ ❚3 ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

s♣❛♥(❚1) = s♣❛♥(❊❚1) ✭✷✳✶✽✮

s♣❛♥(❚2) = s♣❛♥(❍−132❍31❚1) ✭✷✳✶✾✮

s♣❛♥(❚3) = s♣❛♥(❍−123❍21❚1) ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ❊ = (❍31)
−1❍32(❍12)

−1❍13(❍23)
−1❍21✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❊ ❛s

❡1 . . . ❡M ✱ t❤❡♥ ❚1 = [❡1 . . . ❡M/2]✳ ❙♦ t❤❛t ❚2 ❛♥❞ ❚3 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚2 = (❍32)
−1❍31[❡1 . . . ❡M/2] ✭✷✳✷✶✮

❚3 = (❍23)
−1❍21[❡1 . . . ❡M/2] ✭✷✳✷✷✮

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ❛ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ■❆ ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡rs ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣♦st❝♦❞✐♥❣

✼✵
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♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❢♦r❝✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ■❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❉H
k ❍kj❚j = 0, ∀j 6= k ✭✷✳✷✸✮

r❛♥❦(❉H
k ❍kk❚k) = M/2, ∀k

✇❤❡r❡ ❉k ✐s t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡

s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ■❆ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❜❪✮✱ ✭❆②❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ✭❆❦✐t❛②❛ ❛♥❞ ❙❛❜❛ ❬✷✵✶✸❪✮✱✭❲❡str❡✐❝❤❡r

❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉❞ ❬✷✵✶✷❪✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❈❙■ ♠✉st ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞✴♦r r❡❝❡✐✈❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❈❙■ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✷ ❲✐r❡❧❡ss ❈❤❛♥♥❡❧ ▼♦❞❡❧s

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs

t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ▼❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

P❛t❤ ▲♦ss✿

❚❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■❢ t❤❡

s✐❣♥❛❧ tr❛✈❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜st❛❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ✭▲❖❙✮ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss

✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ♣❛t❤ ❧♦ss✳ P❛t❤ ❧♦ss ✐s ✉s✉❛❧❧②

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② tr❛✈❡❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭●♦❧❞s♠✐t❤ ❬✷✵✵✺❪✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱

t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ✉s❡r ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

❙❤❛❞♦✇✐♥❣✿

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r s❤❛❞♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r t❤❛t ❛tt❡♥✉❛t❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r t❤r♦✉❣❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝✲
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t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

t❤❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♦✈❡r ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣

❡✛❡❝t ✐s ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ✭●♦❧❞s♠✐t❤ ❬✷✵✵✺❪✮✳

❋❛❞✐♥❣✿

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞✱ r❡✢❡❝t❡❞

❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛st ❢❛❞✐♥❣ ✐s

r❡❢❡rr❡❞ ❛s s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ♦❝❝✉rs

♦✈❡r s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✳ ▼✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡✐t❤❡r str♦♥❣❡r

♦r ✇❡❛❦❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ r❛②s✱ ❛♥❞ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❘❛②❧❡✐❣❤

♦r ❘✐❝✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❢♦r ♣❡❞❡str✐❛♥ ♦r

✈❡❤✐❝✉❧❛r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ✭●♦❧❞s♠✐t❤ ❬✷✵✵✺❪✮✳

✷✳✸ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■❆ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉♦❋ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣

✈❡❝t♦rs t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❈❙■ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞✴♦r r❡❝❡✐✈❡rs t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

❈❙■✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

■♥ t✐♠❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉♣❧❡①❡❞ s②st❡♠s ✭❚❉❉✮✱ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❤❛r❡ t❤❡

s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧

✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❯♣❧✐♥❦

❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡❝♦❞❡rs ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②

r❡q✉✐r❡s t✐❣❤t❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❘❋ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ❚❉❉ s②st❡♠s ✭▲♦✈❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉♣❧❡①❡❞ ✭❋❉❉✮ s②st❡♠

✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣❧✐♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❋❉❉ s②st❡♠s✳

❈❙■ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❈❙■ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs t❤r♦✉❣❤ ❢❡❡❞✲

✼✷
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❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭Ö③❜❡❦ ❛♥❞ ▲❡ ❘✉②❡t ❬✷✵✶✹❜❪✮✳ ■♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

❝❤❛♥♥❡❧s✱ r❡❝❡✐✈❡rs q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❈❙■✱ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐t t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡

♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✐③❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❙■✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✉❞✐❡s t❤❛t

❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛♥t✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❈❙■ ❢♦r ■❆

✭❞❡ ❑❡rr❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❜❪✮✱ ✭❘❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✱ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✉❡♥ ❬✷✵✶✹❪✮✳

✷✳✸✳✶ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❉■✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t② ✐♥❞✐❝❛t♦r

✭❈◗■✮ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❈❉■ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ✐ts ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ❛s ❍̄kj =
❍kj

‖❍kj‖F

✱

∀k, ∀j✱ ✇❤❡r❡ ‖❍kj‖F ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ ❛t

❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❉■ ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❙■✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ■❆✱ s✉❝❤ ❛s ●r❛ss♠❛♥♥✐❛♥ ❧✐♥❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✭❑r✐s❤♥❛✲

♠❛❝❤❛r✐ ❛♥❞ ❱❛r❛♥❛s✐ ❬✷✵✶✵❪✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭❘❱◗✮ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✉❡♥

❬✷✵✶✹❪✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❘❱◗ ✐s ♥♦t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ▼■▼❖

❧✐♥❦ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❜♦t❤ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

s✐❞❡s ✭❙❛♥t✐♣❛❝❤ ❛♥❞ ❍♦♥✐❣ ❬✷✵✵✾❪✮✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❱◗✱ ❝♦❞❡✇♦r❞s ✐♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❈❉■ ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉■ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡

q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❈❉■ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

❝♦❞❡✇♦r❞✳ ❈❤♦r❞❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉t✐❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞

❈❉■ ✭❘❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✉❡♥ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r ■❆ ✭❆②❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳
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❆s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❜✐ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❈♦❞❡❜♦♦❦ ❉❡s✐❣♥✿

❋♦r ❘❱◗✱ ❡❛❝❤ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥t❛✐♥s 2Bkj ❝♦❞❡✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡

Bkj ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❜✐ts t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r

❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡

✉♥✐t s♣❤❡r❡✳

◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ▼❡tr✐❝s✿

❋✐rst✱ t❤❡ ❈❉■ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ✐ts ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠

❛s ❍̄kj =
❍kj

‖❍kj‖F

✱ ∀k, ∀j✱ ✇❤❡r❡ ‖❍kj‖F ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥

❛t ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❍̄kj ✐s ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛s ❤̄kj = ✈❡❝(❍̄kj) ❜②

st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❍̄kj ✇❤❡r❡ ❤̄kj ∈ C
NTk

NRk
×1✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❱◗ ❛s

❲kj =
{

❝1kj . . . ❝
i
kj . . . ❝

2
Bkj

kj

}

✇❤❡r❡
∥
∥
∥❝ikj

∥
∥
∥ = 1✱ ∀i ❛♥❞ ❝ikj ∈ C

NTk
NRk

×1✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞

❝i∗kj t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❉■✱ ˜̄❤kj = ❝i∗kj ✳

❚❤❡♥✱ ❝i∗kj ✐s r❡s❤❛♣❡❞ t♦ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s ❈i∗
kj ∈ C

NRk
×NTk ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞

❝❤❛♥♥❡❧ ❍̃kj ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❍̃kj = ❈i∗
kj × ‖❍kj‖F ✳

❈❤♦r❞❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❈❤♦r❞❛❧ ❉✐st❛♥❝❡ ▼❡tr✐❝ ✭▼✶✮✿ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝i∗kj t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧

❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜②

❝i∗kj = ♠✐♥ dc(❤̄kj , ❝
i
kj) ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ dc(❤̄kj , ❝
i
kj) =

√

1−
∣
∣
∣❤̄

H
kj❝

i
kj

∣
∣
∣

2
✳

✷✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❉✐st❛♥❝❡ ▼❡tr✐❝ ✭▼✷✮✿ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝i∗kj t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜②

❝i∗kj = ♠✐♥ de(❤̄kj , ❝
i
kj) ✭✷✳✷✺✮
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✇❤❡r❡ de(❤̄kj , ❝
i
kj) =

∥
∥
∥❤̄kj − ❝ikj

∥
∥
∥✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② ❘❱◗ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱

❘❛✈✐♥❞r❛♥ ❛♥❞ ❏✐♥❞❛❧ ❬✷✵✵✽❪✮✳

˜̄❤kk = cos θkk❤̄kk + sin θkk ③kk ✭✷✳✷✻✮

=
√
1− ekk❤̄kk +

√
ekk③kk

✇❤❡r❡ θkk ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤̄kk ❛♥❞ ˜̄❤kk ❛♥❞ ekk , sin2 θkk✳ ③kk ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐t ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❤̄kk✳ ekk ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ 2Bkk ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t β((NtkNrk−1), 1) r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❏✐♥❞❛❧ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

˜̄❍kk = cos θkk❍̄kk + sin θkk ❩kk ✭✷✳✷✼✮

=
√
1− ekk❍̄kk +

√
ekk❩kk

✇❤❡r❡ ❩kk ∈ C
NRk

×NTk ✐s r❡s❤❛♣❡❞ ❛s ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ③kk ∈ C
NRk

NTk
×1✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Z = ekk✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭❈❉❋✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❏✐♥❞❛❧ ❬✷✵✵✻❪✮✳

FZ(z) = P (Z ≤ z) = 1− (1− zNRk
NTk
−1)2

Bkk ✭✷✳✷✽✮

✷✳✸✳✷ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s

❈❙■ ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥✲

tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ■❆ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t

❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦♣♦❧♦✲

❣✐❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■❆ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t ❡❛❝❤

tr❛♥s♠✐tt❡r ♦r r❡❝❡✐✈❡r✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❈❙■ ❢❡❡❞✲

❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡❧❛②✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡

s❡♣❛r❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ r❡❧❛t❡❞ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡✳
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❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s✿

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s✲

♠✐tt❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t ✇✐t❤ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦♥❧② t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs

✭❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❘❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣②

❚❤✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❛❞❛♣t✐♥❣ ■❆ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❊❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r q✉❛♥t✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ ❈❙■ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳

• ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡rs ✉s✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦✳

• ❚r❛♥s♠✐tt❡rs ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❧✐♥❦✳

• ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ❝♦♠♣✉t❡s

❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳

• ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ tr❛♥s✲

♠✐tt❡rs✳

• ❊❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs t♦ ✐ts r❡❝❡✐✈❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

❝♦♥tr♦❧ ❧✐♥❦✳

✼✻
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❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s K ×K ×Bkj
︸ ︷︷ ︸

❢r♦♠ r❡❝❡✐✈❡rs
t♦ tr❛♥s♠✐tt❡rs

✳

❆♥♦t❤❡r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s♠✐tt❡r

❛s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡rs t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✭❘❛♦ ❛♥❞ ▲❛✉ ❬✷✵✶✹❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣②

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s✿

■♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❈❙■ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡✐r q✉❛♥t✐③❡❞ ❝♦❞❡✲

✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❡s ✭❢♦r t❤❡ ❈❙■✮✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳

• ❊❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r s❡♥❞s ✐ts ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❝❤❛♥♥❡❧s✳
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• ❆❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞

♠❛♥♥❡r✳

• ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs tr❛♥s♠✐t t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❙tr❛t❡❣②

❆♥♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡ ❑❡rr❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❛❪✳ ■♥ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣②✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡❝❡✐✈❡s ✐ts ♦✇♥

❈❙■ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② s❤❛r❡ t❤❡✐r r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✉❞✐❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r♦❜✉st ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦s❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❈❙■ ❤❛s ❜❡❡♥

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❞❡ ❑❡rr❡t ❛♥❞ ●❡s❜❡rt ❬✷✵✶✷❪✱ ❞❡ ❑❡rr❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❜❪✮✳

✷✳✹ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡t✇♦r❦s

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡s s✐♥❝❡ t❤❡②

♣r♦✈✐❞❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❙❛♠❜♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ❍❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s
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✭♠✐❝r♦✱ ♣✐❝♦ ♦r ❢❡♠t♦ ❝❡❧❧s✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡rs✱ ❛♥t❡♥♥❛

s✐③❡s✱ ❛❝❝❡ss t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✉s✐♥❣

❧♦✇ ♣♦✇❡r ♥♦❞❡s ✐s t♦ ♦✤♦❛❞ t❤❡ tr❛✣❝ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧s✱ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐♥❞♦♦r ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡s ✭❩♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢

❞❡♣❧♦②✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳

❆ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✐❝r♦✱ ♣✐❝♦✱ ❢❡♠t♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❙♦❧✐❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s s❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 4t❤

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t ♦✛❡rs ❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐♦

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❧✐♠✐t❡❞

s♣❡❝tr✉♠✱ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦✇❡r✳ ◆❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞❡♥s❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s♠❛❧❧

❝❡❧❧s ❛♥❞ ❞❡♥s❡ r❛❞✐♦ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❚❤✐s ✇✐r❡❧❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞

5t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐♦ ❛❝❝❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t②

♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

✼✾
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❉❡♣❧♦②♠❡♥t ❙❝❡♥❛r✐♦s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛✣❝✳ ❚❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• P✐❝♦ ❝❡❧❧s✿ ❚❤❡② ❛r❡ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝❡❧❧s ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥❞♦♦rs ♦r ♦✉t❞♦♦rs ♦❢t❡♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥♥❡❞

♠❛♥♥❡r ✐♥ ❤♦t✲s♣♦ts ♦r ❝❡❧❧✲❡❞❣❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦❝❡❧❧s✳ ❚❤❡✐r tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r r❛♥❣❡s

❜❡t✇❡❡♥ 23❞❇♠ ❛♥❞ 30❞❇♠ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦✈❡r 300♠ ♦r ❧❡ss ✭▲♦♣❡③✲P❡r❡③ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶✶❪✮✳ P✐❝♦ ❝❡❧❧s s❡r✈❡ ❛♥ ❖♣❡♥ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ●r♦✉♣ ✭❖❙●✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜②

❛♥② ✉s❡r✳

• ❋❡♠t♦ ❝❡❧❧s✿ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❤♦♠❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✭❇❙✮✳ ❚❤❡✐r tr❛♥s♠✐t

♣♦✇❡r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 23❞❇♠ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦✈❡r ❛t ♠♦st 50♠ ✭▲♦♣❡③✲P❡r❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✳

❚❤❡② ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛ ❈❧♦s❡❞ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ●r♦✉♣ ✭❈❙●✮ ♦r ❖❙●✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ❛❜♦✉t

s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ♣✐❝♦ ♦r ♠❛❝r♦ ❇❙s✳ ❚❤❡s❡

♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❚r❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✿ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧

q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

• ▲♦❝❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧②

❝❤♦s❡♥✳

• ❉❡♣❧♦②♠❡♥t ❞❡♥s✐t②✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s

✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♠❛❧❧

❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♣❧❛♥♥❡❞✳

❚❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡

✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭❚✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉♥♣❧❛♥♥❡❞

❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❢❡♠t♦ ❝❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s

✭❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❖❜❛✐❞ ❛♥❞

❈③②❧✇✐❦ ❬✷✵✶✸❪ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦

❝❡❧❧s✳

✽✵
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❆♥♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❡ ♦✤♦❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✳ ▼❛♥②

♠❡tr✐❝s s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❙◆❘✱ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❇❊❘✮✱ tr❛✣❝ ❧♦❛❞✱ q✉❛❧✐t②

✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦✤♦❛❞✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✉s❡r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦❝❡❧❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❜❡tt❡r s❡r✈✐❝❡s t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡rs✳

❯s❡r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ❢♦r ✉s❡rs ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡s

t❤❡ s②st❡♠ ❧♦❛❞ ✭P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❊①✐st✐♥❣ ❝❡❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭❘❙❙■✮✱ s✐❣♥❛❧✲t♦✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲♣❧✉s✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦

✭❙■◆❘✮ ♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❜② ❇❙s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤

✉s❡r ✭❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ♠❛❝r♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ✇❡❛❦✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ③♦♥❡s r❛t❤❡r t❤❛♥

t♦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✭▲❛♥❞str♦♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢

t❤❡r❡ ❛r❡ s♠❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡s✱ ♠♦st ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡

str♦♥❣❡st s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦❝❡❧❧ ❇❙s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠❛❝r♦ ❛♥❞

s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ❇❙s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r❡r ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✉s❡rs ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t❧② ❧♦❛❞❡❞

s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❜② ❝❡❧❧ r❛♥❣❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❈❘❊✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❖❦✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✱ ✭❳✳❈❤✉ ❛♥❞

●✉♥♥❛rss♦♥ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❚❤❡ tr❛✣❝ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✐s ♦✤♦❛❞❡❞ t♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❜✐❛s

t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❢❛✐r❡r

✉s❡r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❤✐❢t✐♥❣ ♠❛❝r♦ ✉s❡rs t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ✉s❡rs st✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ str♦♥❣ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦

❇❙✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❤❛s

❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❍❡t◆❡ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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• ❈♦✲❧❛②❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✿ ❈♦✲❧❛②❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡

t♦ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ♦r ✉♣❧✐♥❦

✭▲♦♣❡③✲P❡r❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣✐❝♦ ❇❙ ❣❡♥❡r❛t❡s ❝♦✲❧❛②❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦

♦t❤❡r ♣✐❝♦ ✉s❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ♦t❤❡r ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳

• ❈r♦ss✲❧❛②❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✿ ❈r♦ss✲❧❛②❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠

❛ ♥♦❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦

♦r ✉♣❧✐♥❦ ✭▲♦♣❡③✲P❡r❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣✐❝♦ ❇❙ ❣❡♥❡r❛t❡s ❝r♦ss✲❧❛②❡r

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

❙♦ ❢❛r t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐ ❝❡❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦

♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✿ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ♠✐♥✲

✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❛rt✳ ■♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ♣❤❛s❡✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✳ ❆❢t❡r t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐♥✲

t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s②st❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛②s ✭❘❛❤♠❛♥

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❖s♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✳

• ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✿ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❛♥❞ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❇❡r♥❛r❞♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

✭❚❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪❀ ❈❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✱ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❏✉♥❣ ❛♥❞ ▲❡❡ ❬✷✵✶✶✱

✷✵✶✵❪❀ ❈❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✱ s♣❡❝tr✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡✉s❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❘❛❤♠❛♥

❛♥❞ ❨❛♥✐❦♦♠❡r♦❣❧✉ ❬✷✵✶✵❪❀ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪❀ ❆❦♦✉♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❡❧❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣✐✈❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♠♦♥❣ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ✭❳✳❈❤✉

❛♥❞ ●✉♥♥❛rss♦♥ ❬✷✵✶✸❪✮✳ P♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s

❝❛♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣t t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r✱ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠
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t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

♥❡t✇♦r❦s ✭❇✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

♠❛❝r♦ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ▲✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✱ ❛ s♣❡❝tr❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r

❢❡♠t♦❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✉❜❜❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡

■❆ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❢❡♠t♦❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s

❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ●✉❧❡r ❛♥❞ ❨❡♥❡r ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ●✉❧❡r ❛♥❞ ❨❡♥❡r ❬✷✵✶✹❪ ✇❤❡r❡

t❤❡ ✉♣❧✐♥❦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✉s❡rs t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❢❡♠t♦❝❡❧❧

❜② s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ◗♦❙✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r✲

♣✐❝♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✭❙❡♥♦ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶✺❪✮✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥

❡❛❝❤ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ♦❢ ♠❛❝r♦ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥

✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐t ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②

❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s

❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r 2 ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞❡♥s❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ■❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 2 ♣✐❝♦

❝❡❧❧s ❜② ♠✉❧t✐ st❛❣❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❡r ✉s❡r ❝❛♣❛❝✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✭❆❦✐t❛②❛ ❛♥❞ ❙❛❜❛ ❬✷✵✶✸❪✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❛ ❢❡♠t♦ ❝❡❧✲

❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✭▲❡rt✇✐r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ▲✐♠✐t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦

❣r♦✉♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♠✲r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ■❆

♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❢♦r ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠

❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❢❡♠t♦ ❝❡❧❧s ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

✽✸
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■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ st✉❞② str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❝❛s❡s✳

✽✹



P❛rt ■❱

♣❛rt ✹

✽✺





❈❤❛♣t❡r ✸

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❛❧✐❣♥s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣

s✐❣♥❛❧s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❢r❡q✉❡♥❝②

❜❧♦❝❦s✱ ♦r ❛♥t❡♥♥❛s✳ ■♥ ▼■▼❖ ♥❡t✇♦r❦s✱ ■❆ ✉s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡

❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✉s❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣

❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❡s ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡

❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙✐♥❝❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ■❆ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞

■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ▼■▼❖ ■❆ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs ❛r❡

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✱ ●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱

❙❝❤r❡❝❦ ❛♥❞ ❲✉♥❞❡r ❬✷✵✶✶❪✱ ❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠❛♥② ✐t❡r✲

❛t✐♦♥s ✐♥ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

str❡❛♠s t♦ ❡❛❝❤ ✉s❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ■❆ s♦❧✉t✐♦♥s

❜❛s❡❞ ♦♥ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❆♠❛r❛

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪ ❛♥❞ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❛❪✳ ■❆ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♦❢ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳

✽✼
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧

✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r K✲♣❛✐r ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡

str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✷ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❑✲♣❛✐r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ NTk
tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ NRk

r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣❡r❢❡❝t

❈❙■ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧ ❢♦r K✲♣❛✐r ■❈✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛t ✉s❡r k ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

②k = αkk❍kk①k +
K∑

j=1,
j 6=k

αkj❍kj①j + ♥k ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡✱ αkj❍kj ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡r j ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

NRk
×NTj

✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❍kj ✐♥❝❧✉❞❡s ❢❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞

✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ CN (0, 1)✳ αkj ❞❡♥♦t❡s t❤❡
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♣❛t❤❧♦ss ❛♥❞ s❤❛❞♦✇✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r k✱ ♥k ✐s ❛ NRk
× 1 ✈❡❝t♦r✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

♥k r❡♣r❡s❡♥ts ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ σ2✳ ①k ✐s t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× 1 ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳

①k =
√

Pk❚ksk ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ Pk ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦❢ ❇❙ k✳ ❚k ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r

k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× qk✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r k ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t qk ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str❡❛♠s ✇✐t❤

qk ≤ dk ✇❤❡r❡ dk = ♠✐♥(NRk
, NTk

)✳ sk ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ qk × 1 ❛♥❞

❞❡♥♦t❡❞ ❛s sk = [sk,1 ... sk,qk ]
T ✇❤❡r❡ E

[

‖sk‖2
]

= 1✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐t

♣♦✇❡r ✐s ❡q✉❛❧❧② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♠❜♦❧s✱ E
[

|sk,n|2
]

= 1/qk✱ n = 1, ..., qk✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

r =
K∑

k=1

dk ✭✸✳✸✮

❉❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ②k ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ❉k ✇✐t❤ ❛

s✐③❡ ♦❢ NRk
× qk✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

②̂k = ❉H
k ②k ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❘ki = ❧♦❣2(1 + γki) ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ γki ✐s t❤❡ ❙■◆❘ ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

γki =
(Pk/qk)α

2
kk❞

iH
k ❍kkt

i
kt

iH
k ❍H

kk❞
i
k

❞iH
k ❇ki❞

i
k

✭✸✳✻✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

✇❤❡r❡ tik ✐s t❤❡ it❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❚k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× 1✱ ❛♥❞

❞i
k ✐s t❤❡ i

t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❉k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
×1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❇ki ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth

r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

❇ki =

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk❍kkt

l
k(t

l
k)

H❍H
kk +

K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj❍kjt

q
j(t

q
j)

H❍H
kj + σ2■NRk

✭✸✳✼✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

✽✾
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❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✭❙❘✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❙❘ =

K∑

k=1

qk∑

i=1

❧♦❣2(1 + γki) ✭✸✳✽✮

✸✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❜❪ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✜rst ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✲

♣❧♦✐t✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t♦ ✜♥❞ ▼■▼❖ ■❆ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢

❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ■❆ ✐s t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱

t❤❡ ✉s❡rs ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧ ❧❡❛❦s ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧

s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡rs✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ ■❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✲

✜♥❡❞ ❛s ❉H
k ❍kj❚j = 0✱ ∀j, k ❛♥❞ j 6= k s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❢❛r ❢r♦♠ ♦♣t✐♠❛❧ ❛t ❧♦✇ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❧❡❛❦❛❣❡ ✭♠✐♥✲▲❡❛❦✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r str❡❛♠

❙■◆❘✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❇② t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥

♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ❙◆❘ ❧❡✈❡❧s✳

▼❛♥② ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s

✐♥ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♠❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳

❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
←
① ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ① ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳

✸✳✸✳✶ ▼✐♥✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ▲❡❛❦❛❣❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❞❡s✐❣♥✲

✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧

s✉❜s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦✐ts ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❝✐✲

✾✵
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♣r♦❝✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♥♦❞❡ ✉s✐♥❣ ❛

❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣✳ ✼✳

❆❧❣✳ ✼ ▼✐♥✲▲❡❛❦ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
❙t❡♣ ✶✳ ❙t❛rt ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❚j ✱ ∀j = 1, ...,K✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❙t❡♣ ✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ◗k ✭❊q✳ ✭✸✳✶✶✮✮✱ ∀k = 1, ...,K ❛t
❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❉k ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥ ✭❊q✳ ✭✸✳✶✸✮✮✱ ∀k =
1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✹✳ ❘❡✈❡rs❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ s❡t
←
❚k= ❉k✱ ∀k = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✺✳ ■♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
←
◗j

✭❊q✳ ✭✸✳✶✷✮✮✱ ∀j = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❝❤❛♥♥❡❧✳

❙t❡♣ ✻✳ ■♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦❧✉♠♥

❜② ❝♦❧✉♠♥
←
❉j ✭❊q✳✭ ✸✳✶✹✮✮✱ ∀j = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❡❝❡✐✈❡r ♦❢

t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙t❡♣ ✼✳ ❘❡✈❡rs❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞

s❡t ❚j =
←
❉j ✱ ∀j = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✳

❙t❡♣ ✽✳ ❘❡♣❡❛t ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✷ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❖✉t♣✉t✿ ❚k✱ ❉k ∀k

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

min Ik
❉k

✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ Ik ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛t r❡❝❡✐✈❡r k ❞✉❡ t♦ ❛❧❧ ✉♥❞❡s✐r❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡rs
✭j 6= k✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳

Ik = Tr[❉H
k ◗k❉k] ✭✸✳✶✵✮

✾✶
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◗k ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛t r❡❝❡✐✈❡r k

◗k =
K∑

j=1,j 6=k

Pjα
2
kj❍kj❚j❚

H
j ❍

H
kj ✭✸✳✶✶✮

❋♦r t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱

←
◗j=

K∑

k=1,k 6=j

←
P k α2

jk

←
❍jk

←
❚k

←
❚

H

k

←
❍

H

jk ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡
←
❍jk= ❍H

kj ✳

❞ik = νi[◗k] ∀i = 1, ..., qk ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ νi[❆] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ith s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① ❆✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱

←
❞
i

j= νi[
←
◗j ] ∀i = 1, ..., qj ✭✸✳✶✹✮

✸✳✸✳✷ ▼❛①✲❙■◆❘ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❙■◆❘ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠❛①✲
✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛①❡❞
❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ str✐❝t❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st✲
❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s❡t ❛s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✽✳

←
❇ki ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

←
❇ki=

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk

←
❍kk

←
t
l

k (
←
t
l

k)
H(
←
❍kk)

H+

K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj

←
❍kj

←
t
q

j (
←
t
q

j)
H(
←
❍ki)

H + σ2■NRk
, ∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡
←
❍jk= ❍H

kj ✳

❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❙■◆❘ ♦❢
t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

❞ik =
(❇ki)

−1❍kkt
i
k∥

∥(❇ki)−1❍kkt
i
k

∥
∥

k = 1, ...,K, i = 1, ..., qk ✭✸✳✶✻✮

✾✷



✸✳✸✳ ■❚❊❘❆❚■❱❊ ■❆ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙

❆❧❣✳ ✽ ▼❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
❙t❡♣ ✶✳ ❙t❛rt ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❚j ✱ ∀j = 1, ...,K✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥
✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❙t❡♣ ✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❇ki ❢♦r str❡❛♠ i ♦❢
r❡❝❡✐✈❡r k ✭❊q✳ ✭✸✳✶✺✮✮✱ ∀k = 1, ...,K✱ ∀i = 1, ..., qk ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✮ ❉k ❝♦❧✉♠♥
❜② ❝♦❧✉♠♥ ✭❊q✳✭ ✸✳✶✻✮✮✱ ∀k = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✹✳ ❘❡✈❡rs❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ s❡t
←
❚k= ❉k✱ ∀k = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳

❙t❡♣ ✺✳ ■♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
←
❇ki ✭❊q✳✭ ✸✳✶✺✮✮✱ ∀j = 1, ...,K✱ ∀i = 1, ..., qj ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❡❝❡✐✈❡r
♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙t❡♣ ✻✳ ■♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐①
←
❉j

❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥✱ ∀j = 1, ...,K✱ ∀i = 1, ..., qj ✭s✐♠✐❧❛r t♦ st❡♣ 3✮ ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r
✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙t❡♣ ✼✳ ❘❡✈❡rs❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞

s❡t ❚j =
←
❉j ✱ ∀j = 1, ...,K ❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✳

❙t❡♣ ✽✳ ❘❡♣❡❛t ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✷ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❖✉t♣✉t✿ ❚k✱ ❉k ∀k

✾✸
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■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛s t❤❡ ❙◆❘ ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
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Sum−Rate vs. Iterations (SNR = 0dB)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❙◆❘ = 0❞❇ ❢♦r NTk
= 4, NRk

= 2 ❛♥❞
K = 2

▼❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛s ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❢♦r s✐♥❣❧❡
str❡❛♠ ♣❡r ✉s❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ r❛t❡ ♦r ❙■◆❘ ♠❡tr✐❝s✱
❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ▼❙❊ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♠ ✉t✐❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♣r✐❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❙❊ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❙♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦ st❛❣❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ▼❙❊ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❆♥♦t❤❡r st✉❞② ♦♥ ■❆ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✉♠ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙❤✐
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❲▼▼❙❊✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉t✐❧✐③❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥
✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s
❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s {❚,❉} t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

✾✹



✸✳✸✳ ■❚❊❘❆❚■❱❊ ■❆ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
22.6

22.8

23

23.2

23.4

23.6

23.8

24

24.2

24.4

24.6

Iterations

S
um

−
R

at
e 

(b
ps

/H
z)

Sum−Rate vs. Iterations (SNR = 30dB)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❙◆❘ = 30❞❇ ❢♦r NTk
= 4, NRk

= 2 ❛♥❞
K = 2

♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

max
❚,❉

∑K
k=1

∑qk
i=1wki❧♦❣2(1 + γki)

✇❤❡r❡ wki ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉♠✲▼❙❊ ❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ■❆ ♠❡t❤♦❞
❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❜❡❛♠ ❝❛s❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡
♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✼✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧✐♥❡❛r r❡❝❡✐✈❡r ✜❧t❡rs ❛s ❛✉①✐❧✐❛r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡
t❤✐s ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱
❛s ■❆ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♣♦st✲❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s ✉s❡❞
❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳

❚❤❡ ✜rst st✉❞② ■❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙✉❤ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧② s✉❜✲s♣❛❝❡ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧✲❡❞❣❡ ❛r❡❛✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❙❝❤r❡❝❦ ❛♥❞
❲✉♥❞❡r ❬✷✵✶✶❪✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r

✾✺



✸✳✹✳ ❙❚❘❊❆▼ ❙❊▲❊❈❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙

♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ▼■▼❖ ❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ♣❡r ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧② ♦❢ ■❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛st ✐♥t❡r✲
❢❡r✐♥❣ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❛t ❡❛❝❤ st❡♣
✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
✉s❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❨♦♦ ❛♥❞ ●♦❧❞s♠✐t❤ ❬✷✵✵✻❪✱ ❙✉♥ ❛♥❞ ▼❝❑❛② ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t
✐t❡r❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ■❆ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ t♦t❛❧
s✉♠ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✸✳✹ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❤❡r❡ str❡❛♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r
✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ (αkk❍kk) = ❯k❙k❱

H
k ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ lth

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❱k ❛♥❞ ❯k ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✈lk ❛♥❞ ✉lk✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s
❛❧✐❣♥❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✉s✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ t♦ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❝❡✐✈✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧s ✭❱❘❈s✮ ❛♥❞ ❱✐rt✉❛❧ ❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧s
✭❱❚❈s✮ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❝❡✐✈✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧✿ ❱❘❈ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r k ❛♥❞ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r k∗ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ l∗✱ ✉l

∗

k∗ ✳

❱❘❈l∗

k∗k = (✉l
∗

k∗)
H❍k∗k ✭✸✳✶✼✮

• ❱✐rt✉❛❧ ❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧✿ ❱❚❈ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r k∗ ❛♥❞
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r k ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ l∗✱ ✈l

∗

k∗ ✳

❱❚❈l∗

kk∗ = ❍kk∗✈
l∗

k∗ ✭✸✳✶✽✮

❋♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❱❘❈s ❛♥❞ ❱❚❈s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ✈❡❝t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❱❉ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡✳ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲
❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❚k∗ =
[✈1k∗ ,✈

2
k∗ , ...,✈

qk
k∗ ] ❛♥❞ ❉k∗ = [✉1k∗ ,✉

2
k∗ , ...,✉

qk
k∗ ]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ✉s❡r k∗ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
str❡❛♠ ♦❢ ✉s❡r k∗ t♦ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤
✉s❡r k 6= k∗ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱❘❈ ❛♥❞ ❱❚❈ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
str❡❛♠ l∗ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✉s❡r k∗✳ Pr♦❥❡❝t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❍⊥kk ❛♥❞✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱
❍⊥kk = ❍kk✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❍⊥kk✱ ∀k 6= k∗✱ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱❘❈
❛♥❞ ❱❚❈ ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

✾✻



✸✳✹✳ ❙❚❘❊❆▼ ❙❊▲❊❈❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙

t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ str❡❛♠s t♦ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐❝❡s ❍⊥kk ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧②
t♦ t❤❡ ❱❘❈✱ (✉l

∗

k∗)
H❍k∗k✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

❍⊥kk = ❍⊥kkP
⊥
((✉l∗

k∗
)H❍k∗k)

✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ P⊥
(✉l∗H

k∗
❍k∗k)

✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♠❛tr✐① (✉l
∗

k∗)
H❍k∗k ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

P⊥
((✉l∗

k∗
)H❍k∗k)

= ■NTk
− ((✉l

∗

k∗)
H❍k∗k)

H((✉l
∗

k∗)
H❍k∗k)

∥
∥((✉l

∗

k∗)
H❍k∗k)

∥
∥2

. ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ str❡❛♠s ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐❝❡s ❍⊥kk ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❱❚❈✱ ❍kk∗✈

l∗

k∗ ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

❍⊥kk = P⊥
(❍kk∗✈

l∗

k∗
)
❍⊥kk ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ P⊥
(❍kk∗✈

l∗

k∗
)
✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♠❛tr✐① ❍kk∗✈

l∗

k∗ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

P⊥
(❍kk∗✈

l∗

k∗
)
= ■NRk

− (❍kk∗✈
l∗

k∗)(❍kk∗✈
l∗

k∗)
H

∥
∥(❍kk∗✈

l∗
k∗)
∥
∥2

. ✭✸✳✷✷✮

❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳
■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✉s❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡r ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❱❚❈ ❛♥❞ ❱❘❈ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r str❡❛♠ ✐s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡
❛♥② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡✲
q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

{(❚∗k,❉∗k)}k∈[1,...,K] = ❛r❣♠❛①
❚k,❉k

(❙❘) ✭✸✳✷✸✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ l∗ ♦❢ ✉s❡r k∗ ✐s s✉♠✲
♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ✭●♦❧✉❜ ❛♥❞ ❱❛♥ ▲♦❛♥ ❬✶✾✾✻❪✮✱ ✭❘♦s❡♥ ❬✷✵✵✷❪✮✳

O(K(NM2 +N2M +M3)) ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ M = max
∀k

(NTk
) ❛♥❞ N = max

∀k
(NRk

) ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞

r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r K = 2 ▼■▼❖
♥❡t✇♦r❦✳

❆❧❣✳ ✾ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ αkk✱ ❍
⊥

kk
✱ ❍kk∗ ❛♥❞ ❍k∗k ∀k❀ ✈l∗

k∗ ✱ ✉l
∗

k∗ ✱ ❚k∗ ✱ ❉k∗

Pr♦❥❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ ❱❘❈✱ (✉l
∗

k∗)H❍k∗k

❍⊥

kk
= ❍⊥

kk
P⊥

✉
l∗H
k∗ ❍k∗k

❢♦r k = 1, ...,K ✇❤❡r❡ k 6= k∗

Pr♦❥❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ ❱❚❈✱ ❍kk∗✈l
∗

k∗

❍⊥

kk
= P⊥

❍kk∗✈
l∗

k∗
❍⊥

kk
❢♦r k = 1, ...,K ✇❤❡r❡ k 6= k∗

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

(αkk❍
⊥

kk
) = ❯k❙k❱

H

k
❢♦r k = 1, ...,K

❯♣❞❛t❡

❚k∗ = [❚k∗ ✈l
∗

k∗ ]

❉k∗ = [❉k∗ ✉l
∗

k∗ ]

❖✉t♣✉t✿ ❍⊥

kk
✱ ❱k✱ ❯k ❛♥❞ ❙k ∀k❀ ❚k∗ ✱ ❉k∗

✾✽
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✸✳✹✳✶ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ♦❢ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ str❡❛♠s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②
✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❙tr❡❛♠s✱ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ s❡ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊❛❝❤ str❡❛♠ i ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s πi = (ki, li) ✇❤❡r❡ ki ∈ {1, . . . ,K} , li ∈ {1, . . . , qki}
❛♥❞ i ∈ {1, . . . , r}✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Φ = Φ1 ∪ . . . ∪ Φj ∪ . . . ∪ Φr ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Φj ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ j ∈ {1, . . . , r} ❣✐✈❡♥ ❜②

Φj =
{

π = (π1π2 . . . πj) |

∀i, i′ ∈ {1, . . . , j} , πi 6= πi′ ✐❢ i 6= i′
} ✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t Φ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

|Φ| ≤
r∑

i=K

(
r

i

)

✇❤❡r❡
(
x

y

)

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ y ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ x ❡❧❡♠❡♥ts✳

❆❧❣✳ ✶✵ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str❡❛♠ s❡✲
q✉❡♥❝❡ π✳ ■t ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳

❯s✐♥❣ ❆❧❣✳ ✶✵✱ ❆❧❣✳ ✶✶ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ tr✐❡s ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ✜♥❞s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❣r❡❛t❡st s✉♠✲r❛t❡✳

❚❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

r∑

i=1

( (
r!

(r − i)!

)

︸ ︷︷ ︸
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i

× i
︸︷︷︸

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❆❧❣✳ ✾
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡

)

✭✸✳✷✼✮

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛ ❝❧♦s❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✹✳✷ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❙◆❙❙❙✮

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ str❡❛♠s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠s✮ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ str❡❛♠s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡✐r s✉♠ r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r

✾✾
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❆❧❣✳ ✶✵ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j✱ π
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ i = 1❀ qk = 0 ❛♥❞ ❍⊥kk = ❍kk ❢♦r k = 1, ...,K

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

(αkk❍
⊥
kk) = ❯k❙k❱

H
k ❢♦r k = 1, ...,K

✇❤✐❧❡ i ≤ |π| ❞♦
P✐❝❦ t❤❡ it❤ str❡❛♠ ✐♥ π

(k∗, l∗) = πi

❯♣❞❛t❡

qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

■♥❝r❡♠❡♥t i

i = i+ 1

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ❙❘π ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮

❙❡t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s

(❚k)π = ❚k✱ (❉k)π = ❉k ❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ (❚k)π✱ (❉k)π ∀k

❆❧❣✳ ✶✶ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t Φ

❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ π ∈ Φ ❞♦

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✶✵

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮

π∗ = argmax
π∈Π

❙❘π

❚∗k = (❚k)π∗ ✱ ❉∗k = (❉k)π∗ ❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✶✵✵
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t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ♥♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✐s ❡q✉❛❧❧② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ str❡❛♠s✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ str❡❛♠ t♦ ❛ ✉s❡r ❛❧r❡❛❞② s❡r✈❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
t♦t❛❧ s✉♠✲r❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Ω✱ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ s❡t ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ str❡❛♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ψ✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✷✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❜② ❙◆❙❙❙ ✐s r✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛s ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ✐s ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

✸✳✹✳✸ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❊❙◆❙❙❙✮

■♥ t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❥✉st ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st
s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡❛♠
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ s✉❜♦♣✲
t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❊❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ str❡❛♠s✳ ❊❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
str❡❛♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ s❡t Ω0✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✸ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❜② ❊❙◆❙❙❙ ✐s r2✳

✸✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛①✲❙■◆❘✱ ♠✐♥✲
▲❡❛❦✱ ❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❊❙◆❙❙❙ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r K✲♣❛✐r ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❢♦r K = 3 ❛♥❞ NTk

= NRk
= 2✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❇❙s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❤❛s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s t❤❡
❤✐❣❤❡r s✉♠✲r❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❊❙◆❙❙❙✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❦✲
❛❣❡ ✭♠✐♥✲▲❡❛❦✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❙■◆❘ ✭♠❛①✲❙■◆❘✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
✐♥ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ s❡❧❡❝ts ♠♦r❡ str❡❛♠s t❤❛♥ ❊❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❧❡
❙◆❙❙❙ s❡❧❡❝ts ❢❡✇❡r str❡❛♠ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡❛♠s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s 3✱ s✐♥❝❡ t❤❡② s❡❧❡❝t
❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ♣❡r ✉s❡r ❛s 1 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

✶✵✶
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❆❧❣✳ ✶✷ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡

Ψ = ∅❀ ❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ qk = 0 ❛♥❞ ❍⊥kk = ❍kk ❢♦r k = 1, ...,K❀
SRΨ = 0; ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

(αkk❍
⊥
kk) = ❯k❙k❱

H
k ❢♦r k = 1, ...,K

❈♦♥str✉❝t Ω

Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk}
✇❤✐❧❡ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ ❞♦

❈♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡

Ω′ =
{
❙k(l, l) ∈ Ω| ❙❘Ψ∪(k,l) > ❙❘Ψ

}

✐❢ Ω′ 6= ∅ t❤❡♥
(k∗, l∗) = argmax

(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′

❙k(l, l)

❯♣❞❛t❡

Ψ = Ψ ∪ (k∗, l∗)

qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

❘❡❝♦♥str✉❝t Ω

Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ Ψ}
❡❧s❡

✜♥✐s❤ ❂ ❚❘❯❊
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❙❡t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡

❚∗k = ❚k✱ ❉∗k = ❉k ❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✶✵✷
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❆❧❣✳ ✶✸ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ str❡❛♠s

Ω0 = {(k, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk}
❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ (k∗, l∗) ∈ Ω0 ❞♦

■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ (k∗, l∗)

Ψ = ∅❀ ❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ qk = 0 ❛♥❞ ❍⊥kk = ❍kk ❢♦r k = 1, ...,K❀ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

(αkk❍kk) ❂ ❯k❙k❱
H
k ❢♦r k = 1, ...,K

❙❡t t❤❡ str❡❛♠ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② (k∗, l∗)

Ψ = Ψ ∪ (k∗, l∗)

qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

❈♦♥str✉❝t Ω

Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk}
❘✉♥ ❲❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ❆❧❣✳ ✶✷

❈♦♠♣✉t❡ (❚k)Ψ✱ (❉k)Ψ ❛♥❞ ❙❘Ψ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ Ψ

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮

Ψ∗ = argmax
Ψ

SRΨ

❚∗k = (❚k)Ψ∗ ✱ ❉∗k = (❉k)Ψ∗ ❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✶✵✸
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Exhaustive Search
ESNSSS (Amara et al. (2012))
SNSSS  (Amara et al. (2012))
max−SINR (Gomadam et al. (2011))
min−Leak (Gomadam et al. (2011))

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❙◆❘ ❢♦r K = 3✱ NTk
= NRk

= 2

❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡
♦❢ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❊❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❙■◆❘ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤
✉s❡r ❛t ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r t❤❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s

❙◆❘✭❞❇✮ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❊❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✲✶✵ ✹✳✽✾ ✹✳✸✻ ✹✳✷✶
✺ ✷✳✼✶ ✷✳✺✵ ✷✳✹✶
✸✵ ✷✳✶✵ ✷✳✵✷ ✷✳✵✵

str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♥♦ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ✉s❡r ✐♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ▼♦st❧②✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✉♥❞❡s✐r❡❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧
♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜♦t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ❑✲♣❛✐r ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❙◆❘✳

✶✵✹
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■♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥❛♠❡❧② ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛♥❞ ♠❛①✲❙■◆❘✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st✲
❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s❀ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡✐t❤❡r ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦r ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❙■◆❘❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✐♠
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ str❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
s✉♠✲r❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
✐♥ ❧♦✇❡r ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♠❛①✲❙■◆❘✱ ♠✐♥✲▲❡❛❦
❛♥❞ ❊❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❊❙◆❙❙❙ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❙◆❙❙❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❧❡ ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❝❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❧❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s✳

✶✵✺
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✶✵✻



P❛rt ❱

♣❛rt ✺

✶✵✼





❈❤❛♣t❡r ✹

❙tr❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❛❧✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

♥❡t✇♦r❦s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✉s✐♥❣
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❤✐❣❤
❞❡♠❛♥❞✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s
✇❡❛❦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s str♦♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ str❡❛♠s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

■♥ t❤❡ ✜st ♣❛rt✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ ✉s❡rs ♦❢ ♦t❤❡r ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥✲
♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❆❧❣✳✾✱ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙s✳ ❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✱
t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡♥t❛t✐✈❡
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ str❡❛♠s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡rs ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛
str❡❛♠ t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✱ ❛ str❡❛♠ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠ r❛t❡
t❤❡ ❧❡❛st ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ✉s❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠✳

✶✵✾



✹✳✷✳ ❙❨❙❚❊▼ ▼❖❉❊▲

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡st
s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣
t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤✐❧❡ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ♣❡r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r
♦♥❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✭❆②❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ t✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣✐❝♦
❝❡❧❧ ❝❛s❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ✈❡r② str♦♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■❆ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ■♥ s✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♠✲r❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧
♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤✐s s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❛❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛
✇❛② t❤❛t ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✇❤✐❧❡ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡✱ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡
■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✷ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧

❆ K✲♣❛✐r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r k ❤❛s NTk

tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ NRk
r❡❝❡✐✈❡r

❛♥t❡♥♥❛s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♣✐❝♦ ❇❙s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♠❛❝r♦ ❇❙ ✲ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ♣❛✐r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛✐r k = 1✱ ❛♥❞ ♣✐❝♦ ❇❙ ✲
♣✐❝♦ ✉s❡r ♣❛✐rs ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ s❡t k ∈ Γ = {2, ...,K}✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❈❙■
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t ✉s❡r k✱ t❤❡ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢
t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ r❛t❡ ✭❙❘✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✷✮✱ ❊q✳ ✭✸✳✻✮✱
❊q✳ ✭✸✳✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸
❜② ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥
❜❡ ❛♥ ✉♥❢❛✐r str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✉s❡rs✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ t♦ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

✶✶✵



✹✳✸✳ P❆❘❚■❆▲▲❨ ❈❖◆◆❊❈❚❊❉ ■◆❚❊❘❋❊❘❊◆❈❊ ◆❊❚❲❖❘❑❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ▼■▼❖ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦

♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

{(❚∗k,❉∗k)}k=1,...,K = ❛r❣♠❛①
❚k,❉k

(❙❘) ✭✹✳✶❛✮

s✳t✳ qk ≥ 1, ∀k ✭✹✳✶❜✮

✹✳✸ P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝♦ str❡❛♠✳
❆❢t❡r ❛ ♣✐❝♦ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉♠ r❛t❡
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡
♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♠ r❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣❛t❤s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♠♣r♦✈❡❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧✳

■♠♣r♦✈❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭■❙◆❙❙❙✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst ❝♦♥str✉❝ts str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝♦ str❡❛♠✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✶✶✶
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❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡t t❤❛t ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ♣✐❝♦ ✉s❡r str❡❛♠s ✐s Ξ✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst str❡❛♠ ✐s
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✱ str❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Ω✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s t❤❡ tr❛❝❦ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ str❡❛♠s✳ ■❢
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❛ str❡❛♠✱ ❛ str❡❛♠ t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♠✲r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞
❢r♦♠ ❛ ✉s❡r ✇✐t❤ ♥♦ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s
✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ψ✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✹✳

❆❧❣✳ ✶✹ ■♠♣r♦✈❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭■❙◆❙❙❙✮

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
❈♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡t Ξ

Ξ =
{
(k, l)| k ∈ Γ ❛♥❞ l = 1, ..., dk

}

❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ (k∗, l∗) ∈ Ξ ❞♦

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

Ψ = ∅❀ ❚ = ∅❀ ❉ = ∅❀ qk = 0 ❛♥❞ ❍⊥kk = ❍kk ❢♦r k = 1, ...,K❀ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

(αkk❍kk) ❂ ❯k❙k❱
H
k ❢♦r k = 1, ...,K

✸✳ ❙❡t t❤❡ str❡❛♠ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② (k∗, l∗)

Ψ = Ψ ∪ (k∗, l∗)

qk∗ = qk∗ + 1

✹✳ ❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

✻✳ ❈♦♥str✉❝t

Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk}
✽✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ str❡❛♠s ✭❚❤✐s st❡♣ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛❣❡✮

✾✳ ❈♦♠♣✉t❡ (❚k)Ψ✱ (❉k)Ψ ❛♥❞ ❙❘Ψ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ Ψ

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮

Ψ∗ = argmax
Ψ

❙❘Ψ

❚∗k = (❚k)Ψ∗ ✱ ❉∗k = (❉k)Ψ∗ ❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✶✶✷
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✽✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ str❡❛♠s

✇❤✐❧❡ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ ❞♦

✽✳✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❘Ψ

✽✳✷✳ ❙❡❧❡❝t ❛ str❡❛♠

❈♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡

Ω′ =
{
❙k(l, l) ∈ Ω| ❙❘Ψ∪(k,l) > ❙❘Ψ

}

✐❢ Ω′ 6= ∅ t❤❡♥

(k′, l′) = argmax
(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′

❙k(l, l)

❡❧s❡

❈♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡rs
✇✐t❤ ♥♦ str❡❛♠

Ω
′′

k =







∅, ✐❢ qk 6= 0
{

❙k(l
′, l′)| l′ = argmin

l

{
❙❘Ψ − ❙❘Ψ∪(k,l)

}
}

, ✐❢ qk = 0

❢♦r k = 1, ...,K

Ω
′′

= Ω
′′

1 ∪ . . . ∪ Ω
′′

K

✐❢ Ω
′′ 6= ∅ t❤❡♥

(k′, l′) = argmin
(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′′

{
❙❘Ψ − ❙❘Ψ∪(k,l)

}

❡❧s❡

✜♥✐s❤ = ❚❘❯❊

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

✽✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥

✐❢ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ t❤❡♥

✽✳✸✳✶✳ ❯♣❞❛t❡

Ψ = Ψ ∪ (k′, l′)✱ qk′ = qk′ + 1

✽✳✸✳✷✳ ❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

✽✳✸✳✹✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t Ω

Ω = {(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ Ψ}
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✶✸
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❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❣✳ ✾ ❝❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

K∑

k=2

dk

︸ ︷︷ ︸
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s

× r
︸︷︷︸

▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❆❧❣✳ ✾
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡

✭✹✳✷✮

✹✳✹ ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s
✇❤❡r❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✇❤✐❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶❜✮✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛❢t❡r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✹✳✹✳✶ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡t✇♦r❦s

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡t Φj ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✻✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t
Π ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❇❙✲✉s❡r ♣❛✐r ❛r❡
❦❡♣t✳ ❚❤❡ s❡t Π ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Π =
{

π = (π1π2 . . . πj) | π ∈ Φj ; j ≥ K;

∀k, ∃m ∈ {1, . . . , j} s✉❝❤ t❤❛t km = k
} ✭✹✳✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ π ✐s ❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ j ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r k✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡t
Π ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

|Π| ≤
r∑

i=K

(
r

i

)

✭✹✳✹✮

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❆❧❣✳ ✶✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s✳ ❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❣✳ ✾ ❝❛❧❧s ❜② t❤❡

✶✶✹
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❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

r∑

i=K

( (
r!

(r − i)!

)

︸ ︷︷ ︸
❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i

× i
︸︷︷︸

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❆❧❣✳ ✾ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡

)

✭✹✳✺✮

✹✳✹✳✷ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❆❙◆❙❙❙✮ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡
s❡❛r❝❤❡s✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✶❜✮✳ ❚❤✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘
✈❛❧✉❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ st❛rts ✇✐t❤ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✱
❜❡❝❛✉s❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛s ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

●❡♥❡r❛t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ s❡t ΠA ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡ts ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ✉s❡r k′ ∈ Γ✳

• Ξk′ =
{

π =
(
π1π2 . . . πdk′

)
|π ∈ Φ; ∀i ∈ {1, . . . , dk′} , πi = (k′, li)

❢♦r s♦♠❡ li ∈ {1, . . . , dk′}
}

(4.6)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t Φ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✺✮✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡t Ξk′ ✐♥❝❧✉❞❡s str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s π ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ str❡❛♠
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ dk′ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡r k′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ Ξk′ ✐s |Ξk′ | = dk′ !

• Υk′,h′ =
{

π =
(
π1π2 . . . π|Γ|−2

)
| π ∈ Φ;

∀i ∈ {1, . . . , |Γ| − 2} , ki ∈ Γ \ {k′, h′} , ❛♥❞ ki 6= kj ✐❢ i 6= j
}

(4.7)

❚❤❡ s❡t Υk′,h′ ❤❛s t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥❞❡① k′ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ ♣✐❝♦ ✉s❡r k′

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Ξk′ ❛♥❞ ✐♥❞❡① h′ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡ str❡❛♠s ♦❢
♣✐❝♦ ✉s❡r h′ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡t ∆h′ ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤✐s s❡t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∣
∣Υk′,h′

∣
∣ = (|Γ| − 2)!×

∏

i∈Γ\{k′,h′}

di ✭✹✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ |Γ| = 2✱ Υk′,h′ = ∅✳

✶✶✺
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• Λ =
{

p| p = (k, l) ❛♥❞ k, l = 1
}

(4.9)

❙✐♥❝❡ s❡t Λ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✱ |Λ| = 1✳

• ∆h′ =
{

p| p = (h′, l) ❛♥❞ l = 1
}

(4.10)

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s |∆h′ | = 1✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ s❡t ∆h′

✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐❝♦ ✉s❡r✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡ts✱ ΠA ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ΠA =
⋃

k′∈Γ

Ξk′ ×




⋃

h′∈Γ\{k′}

Υk′,h′ × Λ×∆h′



 ✭✹✳✶✶✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s❡t ΠA ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

|ΠA| =
∑

k′∈Γ

qk′ !×




∑

h′∈Γ\{k′}

(|Γ| − 2)!×
∏

i∈Γ\{k′,h′}

di



 ✭✹✳✶✷✮

❲❤✐❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s❡t ΠA✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ΠA✱ ✐t ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡❛♠s✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜②
❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ str♦♥❣❡st str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✉♥s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ω =
{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K, l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

✇❤❡r❡ π∗A ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆❙◆❙❙❙ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✺✳

❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❣✳ ✾ ❝❛❧❧s ❛t ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(∑

k′∈Γ

dk′ !×
∑

h′∈Γ
h′ 6=k′

(|Γ| − 2)!×
∏

i∈Γ
i 6=k′,i 6=h′

di

︸ ︷︷ ︸

❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s

× r
︸︷︷︸

▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s
❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❧❡❞

)

✭✹✳✶✸✮

✶✶✻
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❆❧❣✳ ✶✺ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ΠA

❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ π ∈ ΠA ❞♦

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✶✵

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡
s✉♠✲r❛t❡

π∗A = argmax
π∈ΠA

❙❘π

❚k = (❚k)π∗
A
✱ ❉k = (❉k)π∗

A
❢♦r k = 1, ...,K

■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊

❈♦♥str✉❝t Ω

Ω =
{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

✇❤✐❧❡ ✜♥✐s❤ = ❋❆▲❙❊ ❞♦

❈♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡

Ω′ =
{
❙k(l, l) ∈ Ω| ❙❘Ψ∪(k,l) > ❙❘Ψ

}

✐❢ Ω′ 6= ∅ t❤❡♥
(k∗, l∗) = argmax

(k,l) s✉❝❤ t❤❛t ❙k(l,l)∈Ω′

❙k(l, l)

❯♣❞❛t❡

π∗A = π∗A ∪ (k∗, l∗)

qk∗ = qk∗ + 1

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✾

❘❡❝♦♥str✉❝t Ω

Ω =
{

(❙k)(l, l)|k = 1, ...,K ❛♥❞ l = 1, ..., dk ❛♥❞ (k, l) /∈ π∗A

}

❡❧s❡

✜♥✐s❤ = ❚❘❯❊

❡♥❞ ✐❢

❙❡t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡

❚∗k = ❚k✱ ❉∗k = ❉k ❢♦r k = 1, ...,K

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❖✉t♣✉t✿ ❚∗k✱ ❉
∗
k ∀k

✶✶✼



✹✳✺✳ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❘❊❙❯▲❚❙

✹✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜♦t❤ ❢✉❧❧② ❛♥❞ ♣❛r✲
t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ 2 tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❛♥❞ 4
tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ❤❛s ♦♥❡ ✉s❡r t❤❛t ✐s r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡
✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ 2 r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t ❡❛❝❤ ✉s❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡
❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❙②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛❝r♦ ❇❙✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
♣✐❝♦ ❇❙s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛r❡❛ t♦ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ ❛t
❧♦❝❛t✐♦♥ (0, 0)✳ ▲♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ d/R ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡
♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ r❛❞✐✉s ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❇❙✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧s✱ t❤❡
r❛t✐♦ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0.6 t♦ 1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✱ L✱ ✇❤✐❧❡ d/R
✐s ✜①❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙②st❡♠ P❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ◆❛♠❡ P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

▼❛❝r♦ ❇❙ P♦✇❡r 43❞❇♠
P✐❝♦ ❇❙ P♦✇❡r 24❞❇♠
❇❛♥❞✇✐❞t❤ 10▼❍③

❈❛rr✐❡r ❋r❡q✉❡♥❝② 2.1●❍③
◆♦✐s❡ P♦✇❡r −174❞❇♠✴❍③

▼❛❝r♦ ❈❡❧❧ ❘❛❞✐✉s 1000♠
P✐❝♦ ❈❡❧❧ ❘❛❞✐✉s 100♠
P❛t❤ ❧♦ss ✭♠❛❝r♦✮ 128.1 + 37.6❧♦❣10(Rm✭❦♠✮)❞❇
P❛t❤ ❧♦ss ✭♣✐❝♦✮ 140.7 + 36.7❧♦❣10(Rp✭❦♠✮)❞❇

❙❤❛❞♦✇✐♥❣ st❞✳ ❞❡✈✳ ✭♠❛❝r♦✮ 8❞❇
❙❤❛❞♦✇✐♥❣ st❞✳ ❞❡✈✳ ✭♣✐❝♦✮ 10❞❇

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙■◆❘ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ ▼❛❝r♦ ❯s❡r ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t dm ❱❛❧✉❡s✳

dm ❂ ✶✺✵♠ dm ❂ ✷✵✵♠ dm ❂ ✷✺✵♠
❙◆❘ ❙■◆❘ ❙◆❘ ❙■◆❘ ❙◆❘ ❙■◆❘

✷✻✳✸✶ ✷✺✳✹✵ ✷✼✳✻✶ ✷✻✳✻✸ ✷✽✳✾✷ ✷✽✳✵✸

✶✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇❤❡♥ ♣✐❝♦ ❇❙s ❛t d/R = 0.8

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ❛♥❞ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ ♣✐❝♦ ❇❙✱ dm✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦
✉s❡r r❡❝❡✐✈❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙s ❢♦r dm > 250♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■❆
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❆❧❣✳ ✾✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣✐❝♦ ❇❙s t♦ t❤❡
♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇❤❡♥ dm ≤ 250♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ❙■◆❘ ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ dm ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✳

✹✳✺✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

❋♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❙◆❙❙❙ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s
❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢♦r 1 P✐❝♦ ❈❡❧❧

■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② 1 ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
✜rst str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣✐❝♦ str❡❛♠s ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❆❧❣✳ ✶✹ ❝♦♥str✉❝ts t✇♦ str❡❛♠ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ str❡❛♠ ♣❛t❤s

✶✶✾



✹✳✺✳ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❘❊❙❯▲❚❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❖♥❡ P✐❝♦ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r s✉♠ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♠ r❛t❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ■❆ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❛①✲❙■◆❘
❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ♦♥❡ str❡❛♠ ♣❡r ✉s❡r ❝❛s❡ ✐s ✈❡r② ♣♦♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦♥❡ str❡❛♠ ♣❡r ✉s❡r ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦s ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s ♠♦r❡ str❡❛♠s t♦ t❤❡ ✉s❡rs ✇❤✐❧❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s P❡r ❯s❡r

❞✴❘❂0.6 ❞✴❘❂0.8 ❞✴❘❂1

▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭■❙◆❙❙❙✮ ✶✳✽✾ ✶✳✾ ✶✳✾✷
▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✼✾ ✶✳✽✸ ✶✳✽✺

P✐❝♦ ❯s❡r ✭■❙◆❙❙❙✮ ✶✳✺ ✶✳✺✺ ✶✳✺✽
P✐❝♦ ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✺ ✶✳✹✼ ✶✳✹✷

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✹✳✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✶✷✵
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Exhaustive Search
ISNSSS (Proposed Alg.)
SNSSS [Amara et. al. (2012)]
max−SINR [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣
■❆ ♠❡t❤♦❞s

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 1 P✐❝♦
❈❛s❡

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ■❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✷✹✵ ✽ ✹

✶✷✶



✹✳✺✳ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❘❊❙❯▲❚❙

❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢♦r 2 P✐❝♦ ❈❡❧❧s

■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2 t❤❡r❡ ❛r❡ 2 ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚✇♦ P✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧

■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 6 str❡❛♠s ✐♥ t♦t❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ 4 str❡❛♠s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ 4 str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ tr❡❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t♦t❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❛ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣✐❝♦ str❡❛♠s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛❝r♦ str❡❛♠s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ■❆ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊①❤❛✉st✐✈❡
s❡❛r❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡r ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡
r❛t✐♦s ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✲
❝❛t❡s ♠♦r❡ str❡❛♠s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❜❡tt❡r s❡r✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ✉s❡rs ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❚❛✲

✶✷✷
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Exhaustive Search
ISNSSS (Proposed Alg.)
SNSSS [Amara et. al. (2012)]
max−SINR [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣
■❆ ♠❡t❤♦❞s

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s

❞✴❘❂0.8 ❞✴❘❂1

▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭■❙◆❙❙❙✮ ✶✳✽✷ ✶✳✽✺
▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✽✷ ✶✳✽✹

P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✭■❙◆❙❙❙✮ ✶✳✺✺ ✶✳✺✽
P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✺✸ ✶✳✺✷

P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✭■❙◆❙❙❙✮ ✶✳✺✾ ✶✳✻✶
P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✺✽ ✶✳✺✼

✶✷✸
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❜❧❡ ✹✳✻✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 2 P✐❝♦
❈❛s❡

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ■❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✾✼✷✵ ✷✹ ✻

❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢♦r 3 P✐❝♦ ❈❡❧❧s

■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 3 ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❚❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ✭P × SR✮ ♦❢
t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ str❡❛♠s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶✷✹
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Exhaustive Search
ISNSSS
SNSSS [Amara et. al. (2012)]
max−SINR [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✈s✳ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦ d/R ❝♦♠♣❛r✐③♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣
■❆ ♠❡t❤♦❞s

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✹✳✼✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞
t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❜✉t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 5❜♣s✴❍③ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 3 P✐❝♦
❈❛s❡

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ■❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✼✻✻✵✽✵ ✹✽ ✽

✹✳✺✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡✲
♥❛r✐♦s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥
❙❝❡♥❛r✐♦s 2.1 ❛♥❞ 2.2✱ t✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦s 2.3 ❛♥❞ 2.4✱ t❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②
❞❡♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
NTk

❛♥❞ NRk
❛r❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦s 2.1 ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❢♦r ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳

❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r✲

✶✷✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ 2.2✿ ❚✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞ ❛♥❞ ▲

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ 2.4✿ ❚❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞ ❛♥❞ ▲✳

✶✷✻
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❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜✉✐❧❞s t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳

❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ L ✐s ✜①❡❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞
t♦✇❛r❞s t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ d/R✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐t ✐s L = 150♠ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❚❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
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Exhaustive Search
ASNSSS (Proposed Alg.)
ESNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (2 stream) [Gomadam et al. (2011)]
SNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (1 stream)  [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak (1 stream)  [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡
r❛t✐♦s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s
♠♦r❡ str❡❛♠s t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳

✶✷✼
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❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙tr❡❛♠s✳

❞✴❘❂0.6 ❞✴❘❂0.8 ❞✴❘❂1

▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭❆❙◆❙❙❙✮ ✶✳✺✾ ✶✳✻✸ ✶✳✼
▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭❊❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✻✼ ✶✳✼✹ ✶✳✽✶
▼❛❝r♦ ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✾✶ ✶✳✽✾ ✶✳✾✸

P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✭❆❙◆❙❙❙✮ ✶✳✹✼ ✶✳✹✻ ✶✳✺
P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✭❊❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✶✽ ✶✳✷ ✶✳✷✺
P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✸✹ ✶✳✸✵ ✶✳✷✾

P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✭❆❙◆❙❙❙✮ ✶✳✺✽ ✶✳✺✾ ✶✳✺✻
P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✭❊❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✷✽ ✶✳✷✻ ✶✳✷✹
P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✭❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✮ ✶✳✸✶ ✶✳✸✵ ✶✳✷✾

❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ d/R ✐s ✜①❡❞ ✇❤✐❧❡ L ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣

■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ t❤❡
x✲❛①✐s ✐s ✜①❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ❦❡♣t ♠❛①✐♠✉♠
L = 400♠ t♦ ❜❡ ❡♥s✉r❡ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ❙◆❘ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵
❢♦r L = 100♠ ❛♥❞ L = 400♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧②
♣✐❝♦ ❇❙s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❙◆❘ ❛♥❞ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡♥ L = 400♠✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ❦❡♣t ♠❛①✐♠✉♠ L = 400♠ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ P✐❝♦ ❯s❡rs ✇❤❡♥
L = 100♠✳

❙◆❘ ❙■◆❘

P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✹✵✳✺✵ ✷✻✳✸✽
P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✹✵✳✵✵ ✷✺✳✽✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ❙■◆❘ ✭❞❇✮ ♦❢ t❤❡ P✐❝♦ ❯s❡rs ✇❤❡♥
L = 400♠✳

❙◆❘ ❙■◆❘

P✐❝♦ 1 ❯s❡r ✹✵✳✺✵ ✸✾✳✹✷
P✐❝♦ 2 ❯s❡r ✹✵✳✵✵ ✸✾✳✵✼

✶✷✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1.3 ❜♣s✴❍③❀ ❛♥❞ ❆❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
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Exhaustive Search
ASNSSS
ESNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (2 stream) [Gomadam et al. (2011)]
SNSSS [Amara et al. (2012b)]
max−SINR (1 stream) [Gomadam et al. (2011)]
min−Leak (1 stream) [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❉✐st❛♥❝❡ L ❜❡t✇❡❡♥ 100♠ ❛♥❞ 400♠

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1
❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶ ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✱
s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ✐s s❛♠❡ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ♠♦st 24 t✐♠❡s ✇❤✐❝❤
✐s ♠✉❝❤ ❢❡✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❊❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✸✮✱ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ✜①❡❞✱ ✐t ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s
❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✺✮✳

❋✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞

✶✷✾
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥
❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 2 P✐❝♦ ❈❛s❡

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❆❙◆❙❙❙ ❊❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✾✼✷✵ ✷✹ ✸✻ ✻

❛t d/R = 0.8 ❛♥❞ L = 150♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠s ❢♦r ❙◆❙❙❙✱
❆❙◆❙❙❙✱ ❊❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✐s ✜①❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ 9216 ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r d/R ♦r L ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✹✳
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SNSSS [Amara et al. (2012b)]

ASNSSS

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❞✴❘❂0.8 ❛♥❞
▲❂150♠ ❢♦r t✇♦ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ ❛
s✐♠♣❧❡ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ L ✐s ✜①❡❞

■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ d/R ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛s L = 200♠
❛♥❞ S = 200♠✳

❚❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤❀ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1 ❜♣s✴❍③✳
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ESNSSS [Amara et al. (2012b)]
ASNSSS
SNSSS [Amara et al. (2012b)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✈s d/R
❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣
str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿ d/R ✐s ✜①❡❞ ✇❤✐❧❡ L ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣

■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ P✐❝♦ ❝❡❧❧ 2 ❛♥❞ P✐❝♦ ❝❡❧❧ 3 ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡
y✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ P✐❝♦ ❝❡❧❧ 1 ✐s ✜①❡❞✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤❀ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1 ❜♣s✴❍③ ✇❤✐❧❡
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3
❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾✱
❊q✳ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✶✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✳ ❆s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣✐❝♦

✶✸✶
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Exhaustive Search

ASNSSS

max−SINR (2 stream) [Gomadam et al. (2011)]

max−SINR (1 stream) [Gomadam et al. (2011)]

ESNSSS [Amara et al. (2012b)]

SNSSS [Amara et al. (2012b)]

min−Leak (1 stream) [Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1
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Exhaustive Search
ASNSSS
max−SINR (2 stream)[Gomadam et al. (2011)]
max−SINR (1 stream)[Gomadam et al. (2011)]
ESNSSS[Amara et al. (2012b)]
SNSSS[Amara et al. (2012b)]
min−Leak (1 stream)[Gomadam et al. (2011)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❉✐st❛♥❝❡ L ❜❡t✇❡❡♥ 200♠ ❛♥❞ 600♠

✶✸✷
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❝❡❧❧ ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s
❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ✜①❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥
❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 3 P✐❝♦ ❈❛s❡

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❆❙◆❙❙❙ ❊❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✼✻✻✵✽✵ ✶✾✷ ✻✹ ✽

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❊❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r
❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✱ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❙◆❙❙❙✱
❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❊❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ❢♦r d/R = 0.8 ❛♥❞ L = 150♠✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ✐s ✜①❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦
729216✱ ✐t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r d/R ♦r
L ❢♦r t❤❡ ❆❙◆❙❙❙✱ ❊❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✳
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SNSSS  [Amara et al. (2012b)]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❞✴❘❂0.8 ❛♥❞
▲❂150♠ ❢♦r t❤r❡❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❛s❡

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ ❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳1 ✈s d/R
❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1

t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈♦✐❞s ❢r♦♠ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❧ str❡❛♠ ♣❛t❤s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡
r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❤❡t❡✲
r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞✱ st✐❧❧✱
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s❀ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
str❡❛♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ♠✉st
❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ■❙◆❙❙❙
❝♦♥str✉❝ts ❛ s❡t ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡
♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♠ r❛t❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❡t✳

❋♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❆❙◆❙❙❙
s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♠ r❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s
t❤❛t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t
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✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❣❡♥❡r❛❧❧②
❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r ♣✐❝♦ ✉s❡rs t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘
✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣✐❝♦
❇❙s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆
s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ s❡t ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇❤✐❧❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤

✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❈❙■ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②
❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r✲
❢❡❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✭▲♦✈❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳

■♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■ t♦ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ✉s✐♥❣ ❝♦❞❡❜♦♦❦s ❦♥♦✇♥ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤✉s✱ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❈❙■ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❆✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ❢♦r ❈❙■ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭Ö③❜❡❦
❛♥❞ ▲❡ ❘✉②❡t ❬✷✵✶✹❜❪✮✳

❊q✉❛❧ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❜✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✜①❡❞ ✐s ♥♦t
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤❧♦ss ❛♥❞ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳❚♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ K ♣❛✐r ▼■▼❖ s②st❡♠s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
t❤❛t ❛❞❛♣t✐✈❡❧② s❡❧❡❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts t♦ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r
♣❛✐r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✮ ❛♥❞ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✉❡♥ ❬✷✵✶✹❪✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ■❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s ✉♥❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞
tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ✭◆✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ✭❘✐❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

✶✸✾



✺✳✷✳ ❙❨❙❚❊▼ ▼❖❉❊▲

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■ ❝❛s❡✱ ❛
r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s r❡str✐❝t❡❞ ❆❙◆❙❙❙ ✭❘❆❙◆❙❙❙✮
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❡❝t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡❛♠s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐t ②✐❡❧❞s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❑✲str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❑❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②
t❤❡ ❜❡st str❡❛♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❜✐ts t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❆②❝❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠✲r❛t❡ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❈❉■
♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ■❙◆❙❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✻❜❪✮✱ ❘❆❙◆❙❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❝❪✮ ❛♥❞ ❑❙❙ ✭❆②❝❛♥ ❇❡②❛③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❞❪✮
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦
♠♦❞❡❧✳ ◆❡①t✱ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❑❙❙✱ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ❑❙❙ ❛♥❞ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦❛❞ ♣❡r ✉s❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳

✺✳✷ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❑✲♣❛✐r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✺✳✷✳✶ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❲❡ ♠♦❞✐❢② ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

①k =
√

Pk❚̃ksk ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ ❚̃k ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× qk

❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❍̃kj ✱ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk

×NTj
✳

❊❛❝❤ ✉s❡r ❞❡❝♦❞❡s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐✲
❝❡s✱ ❉̃k✱ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk

× qk ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r

t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ②̂k = ❉̃
H
k ②k✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞❛t❛ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❘̃ki = ❧♦❣2(1 + γ̃ki) ✭✺✳✷✮

✶✹✵
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✇❤❡r❡ γ̃ki ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❙■◆❘ ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

γ̃ki =
(Pk/qk)α

2
kk

(

❞̃
i
k

)H
❍̃kkt̃

i
k

(

t̃
i
k

)H
❍̃

H
kk❞̃

i
k

(

❞̃
i
k

)H
❇̃ki❞̃

i
k

✭✺✳✸✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

✇❤❡r❡ t̃
i
k ✐s t❤❡ ith ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❛tr✐① ❚̃k ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ NTk

× 1 ❛♥❞ ❞̃
i
k ✐s t❤❡ ith

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❛tr✐① ❉̃k ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ NRk
×1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ ❍̃kj ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r✱ ❇̃k✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❇̃k =

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk❍̃kkt̃

l
kt̃

lH
k ❍̃

H
kk +

K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj❍̃kj t̃

q
j t̃

qH
j ❍̃

H
kj + σ2■NRk

k = 1, ...,K, i = 1, ..., qk

✭✺✳✹✮

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❙̃❘ =
K∑

k=1

qk∑

i=1

❘̃ki ✭✺✳✺✮

❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞❛t❛ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❘̃
′
ki = ❧♦❣2(1 + γ̃′ki) ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ γ̃′k ✐s t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

γ̃′ki =
(Pk/qk)α

2
kk

(

❞̃
i
k

)H
❍kkt̃

i
k

(

t̃
i
k

)H
❍H

kk❞̃
i
k

(

❞̃
i
k

)H
❇̃
′
ki❞̃

i
k

✭✺✳✼✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r str❡❛♠ i ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r✱ ❇̃
′
ki✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s

❇̃
′
ki =

qk∑

l=1,
l 6=i

Pk

qk
α2
kk❍kkt̃

l
kt̃

lH
k ❍H

kk +
K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

Pj

qj
α2
kj❍kj t̃

q
j t̃

qH
j ❍H

kj + σ2■NRk
✭✺✳✽✮

∀k = 1, ...,K, ∀i = 1, ..., qk

❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❙̃❘
′
=

K∑

k=1

qk∑

i=1

❘̃
′
ki ✭✺✳✾✮

✶✹✶
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■♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙̃❘✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡
q✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
❙̃❘
′
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

{

(❚̃
∗
k, ❉̃

∗
k)
}

k=1,...,K
= ❛r❣♠❛①

❚̃k,❉̃k

❙̃❘ ✭✺✳✶✵❛✮

s✳t✳ qk ≥ 1 k = 1, ...,K ✭✺✳✶✵❜✮

✺✳✷✳✷ ▲✐♠✐t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❱◗✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■❆
❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❈❙■ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❧❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❈❙■s
❢r♦♠ ♣✐❝♦ ❇❙s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ❞❡❧❛② ❢r❡❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❧✐♥❦s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❈◗■ ✐s
♣❡r❢❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♥❧② ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❡✐r ❈❉■✳

❊❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈❙■ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❙❝❤❡♠❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t✮✿ ▼❛❝r♦ ❇❙ ❛❝ts
❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t

✶✹✷



✺✳✸✳ ❘❊❙❚❘■❈❚❊❉ ❆❉❱❆◆❈❊❉ ❙❯❈❈❊❙❙■❱❊ ◆❯▲▲ ❙P❆❈❊ ❙❚❘❊❆▼
❙❊▲❊❈❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼

• ❙t❡♣ ✶✿ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❙■ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ❛s
❍kj = ❍̄kj × ‖❍kj‖F ✳

• ❙t❡♣ ✷✿ ❊❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r q✉❛♥t✐③❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❉■✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ q✉❛♥t✐③❡ ❡❛❝❤ ❈❉■✱ ❝♦❞❡❜♦♦❦s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❘❱◗ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s 2Bkj

❝♦❞❡✇♦r❞s✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝i∗kj ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❉■✳

• ❙t❡♣ ✸✿ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛♥s✲
♠✐tt❡rs t❤r♦✉❣❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦s✳

• ❙t❡♣ ✹✿ ❊❛❝❤ ♣✐❝♦ ❇❙ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦
❇❙ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❧✐♥❦s✳

• ❙t❡♣ ✺✿ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ r❡❝♦♥str✉❝ts ❈❙■s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦s ❦♥♦✇♥ ❛t ❜♦t❤
s✐❞❡s✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❙t❡♣ ✻✿ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡
♣✐❝♦ ❇❙s✳

• ❙t❡♣ ✼✿ ❊❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ♣♦st❝♦❞❡rs t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡rs
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❦✳

❚❤❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ 2 t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝i∗kj ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❝♦❞❡✇♦r❞s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ●r❛ss♠❛♥♥
♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❈❤♦r❞❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ Bδ = Bkj ✱ ∀k, j✱ ❜✐ts ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

✺✳✸ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡✲

❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❘❆❙◆❙❙❙✮
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠s ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ✐s ✜①❡❞✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧❡ss str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ❝❛♥
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❢t❡r t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ΠA ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✻ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❆❧❣✳ ✶✺ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡s ❆❧❣✳ ✶✵ ✉s✐♥❣ ❍̃kj ∀k, j ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❍kj ∀k, j✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ s❡t✱ ΠA✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳

✶✹✸
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SNSSS with Chordal Distance (Bδ = 5)

SNSSS with Chordal Distance (Bδ = 4)

SNSSS with Euclidean Distance (Bδ = 5)

SNSSS with Euclidean Distance (Bδ = 4)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❙◆❙❙❙ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t Bδ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦
2.1✳

❆❧❣✳ ✶✻ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍̃kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ΠA

❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ π ∈ ΠA ❞♦

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✶✵

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮

π∗A = argmax
π∈ΠA

❙̃❘π

❚̃
∗
k = (❚̃k)π∗

A
✱ ❉̃
∗
k = (❉̃k)π∗

A
❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚̃
∗
k✱ ❉̃

∗
k ∀k

✶✹✹
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❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(∑

k′∈Γ

dk′ !×
∑

h′∈Γ
h′ 6=k′

(|Γ| − 2)!×
∏

i∈Γ
i 6=k′,i 6=h′

di

︸ ︷︷ ︸

❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s

× (dk′ + (|Γ| − 2) + 2)
︸ ︷︷ ︸

▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❧❡❞

)

✭✺✳✶✶✮

✺✳✹ ❑✲❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❑✲str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❑❙❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❡r❡ ❛ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ s✐③❡✳ ❊❛❝❤ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❙♦
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ ♣❡r ✉s❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❊❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✐❝♦
✉s❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst
str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❝♦ str❡❛♠s ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊❛❝❤ str❡❛♠ i ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s πi = (ki, li) ✇❤❡r❡ ki ∈ {1, . . . ,K} , li ∈ {1, . . . , qki} ❛♥❞ i ∈
{1, . . . , r}✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ j ∈ {1, . . . , r} ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Φj =
{

π = (π1π2 . . . πj) | ∀i, i′ ∈ {1, . . . , j} , πi 6= πi′ ✐❢ i 6= i′
}

✭✺✳✶✷✮

❆❧❧ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❇❙✲✉s❡r ♣❛✐r ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥
s❡t Π ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Π =
{

π = (π1π2 . . . πj) | π ∈ Φj ; j ≥ K;

∀k, ∃m ∈ {1, . . . , j} s✉❝❤ t❤❛t km = k
} ✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ s❡t Πp ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Πp =
{

π = (π1π2 . . . πj) |π ∈ Π; j = K; l1 = . . . = lj = 1; k1 ∈ Γ
}

✭✺✳✶✹✮

❆❧❣✳ ✶✼ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❆❧❣✳ ✶✵ ✉s✐♥❣ ❍̃kj ∀k, j✳

✶✹✺
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❆❧❣✳ ✶✼ ❑❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ αkj ✱ ❍̃kj ∀k, j
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t Πp ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭ ✺✳✶✹✮

❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ π ∈ Πp ❞♦

❆♣♣❧② ❆❧❣✳ ✶✵

❡♥❞ ❢♦r

❙❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡
s✉♠✲r❛t❡

π∗p = argmax
π∈Πp

❙̃❘π

❚̃
∗
k = (❚̃k)π∗

p
✱ ❉̃
∗
k = (❉̃k)π∗

p
❢♦r k = 1, ...,K

❖✉t♣✉t✿ ❚̃
∗
k✱ ❉̃

∗
k ∀k

❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❑❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛t ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(

|Πp|
︸︷︷︸

❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s

× K
︸︷︷︸

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❧❡❞

)

✭✺✳✶✺✮

✺✳✺ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ◗✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡
♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♣✐❝♦ ❈❉■s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❙✐♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡
s②st❡♠ ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❛❝❤ ✉s❡r✬s ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧②
❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ kth ✉s❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

qk∑

i=1

E [❘̃ki]

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Bk ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ❢♦r ✉s❡r k✳

✶✹✻
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❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❞❛t❛ r❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ str❡❛♠ ✭❆♥❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❙■◆❘ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ ❧♦❣2(1 + x) ≈ ❧♦❣2(x) s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ t❡r♠s
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ E [❘̃ki] ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✻✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

E







❧♦❣2

(

(Pkk/qk)
(

❞̃
i

k

)H

❍kk t̃
i

k t̃
iH

k ❍
H
kk❞̃

i

k

)

︸ ︷︷ ︸

a







−

E

[

❧♦❣2

(
qk∑

l=1,
l 6=i

(Pkk/qk)
(

❞̃
l

k

)H

❍kk t̃
l

k t̃
lH

k ❍
H
kk❞̃

l

k

︸ ︷︷ ︸

b1

+

K∑

j=1

j 6=k

qj∑

q=1

(Pkj/qj)
(

❞̃
q

j

)H

❍kj t̃
q

j t̃
qH

j ❍
H
kj❞̃

q

j

︸ ︷︷ ︸

b2

+σ2
■NRk

︸ ︷︷ ︸

b

)]

✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Pkj ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛t ✉s❡r k ❢r♦♠ ❇❙ j ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s Pkj =
Pjα

2
kj ✳

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①❍kk ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①
❍̃kk ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ✭❆♥❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳

a = ❧♦❣2
(

(Pkk/qk) ‖❍kk‖2F
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H (√
1− ekk

˜̄❍kk +
√
ekk❩kk

)

t̃
i
k

∣
∣
∣

2)

✭✺✳✶✽✮

❆ss✉♠✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ekk✱ ✐s s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❛t
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭❆♥❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❊q✳ ✭✺✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

a = ❧♦❣2
(

(Pkk/qk) ‖❍kk‖2F
(

(1− ekk)

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H ˜̄❍kkt̃
i
k

∣
∣
∣
∣

2 ))

✭✺✳✶✾✮

❙✐♥❝❡ |x+ y|2 ≤ (|x|+ |y|)2✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮✱ b2✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

b2 ≤
K∑

j=1,
j 6=k

qj∑

q=1

(Pkj/qj) ‖❍kj‖2F

(

(1− ekj)

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H ˜̄❍kj t̃
q
j

∣
∣
∣
∣

2

︸ ︷︷ ︸

v

+

(

ekj

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kj t̃

q
j

∣
∣
∣
∣

2
)

+

2
√

1− ekj
√
ekj

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H ˜̄❍kj t̃
q
j

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kj t̃

q
j

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

z

)

✭✺✳✷✵✮

✶✹✼
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❚❤❡ t❡r♠

∣
∣
∣
∣

(

❞̃k

)H ˜̄❍kj t̃j

∣
∣
∣
∣
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ■❆ s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡r♠s v ❛♥❞ z ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

b2 ≤
K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

(Pkj/qj) ‖❍kj‖2F
(

ekj

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kj t̃

q
j

∣
∣
∣
∣

2 )

✭✺✳✷✶✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ b1 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

b1 ≤
qk∑

l=1,
l 6=i

(Pkk/qk) ‖❍kk‖2F
(

ekk

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kkt̃

l
k

∣
∣
∣
∣

2 )

✭✺✳✷✷✮

❯s✐♥❣ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

E[a]− E[b] ≤

❧♦❣2
(

E

[

(Pkk/qk) ‖❍kk‖2F
(

(1− ekk)

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H ˜̄❍kkt̃
i
k

∣
∣
∣
∣

2 )])

︸ ︷︷ ︸

T1

−

❧♦❣2
( qk∑

l=1,
l 6=i

E

[

(Pkk/qk) ‖❍kk‖2F
(

ekk

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kkt̃

l
k

∣
∣
∣
∣

2 )]

︸ ︷︷ ︸

T2

+

K∑

j=1
j 6=k

qj∑

q=1

E

[

(Pkj/qj) ‖❍kj‖2F
(

ekj

∣
∣
∣
∣

(

❞̃
i
k

)H
❩kj t̃

q
j

∣
∣
∣
∣

2 )])

︸ ︷︷ ︸

T3

✭✺✳✷✸✮

❙✐♥❝❡ E

[

‖❍kk‖2F
]

= NTk
NRk

✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✸✮✱ T1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❊q✳ ✭✷✳✷✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇s ❬✷✵✶✵❪✮✱ ✭Ö③❜❡❦ ❛♥❞ ▲❡ ❘✉②❡t ❬✷✵✶✹❛❪✮✳

T1 ≈ (Pkk/qk) 2
Bkkβ(2Bkk ,

NTk
NRk

NTk
NRk

− 1
)

≤ (Pkk/qk)

(

1− 2
−

Bkk
NTk

NRk
−1

) ✭✺✳✷✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✸✮✱ T2 ❛♥❞ T3✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
✭❘❛✈✐♥❞r❛♥ ❛♥❞ ❏✐♥❞❛❧ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ✭❏✐♥❞❛❧ ❬✷✵✵✻❪✮✳

T2 + T3 ≈ Pkk(qk − 1)

qk
2Bkkβ(2Bkk ,

NTk
NRk

NTk
NRk

− 1
) +

K∑

j=1
j 6=k

Pkj2
Bkjβ(2Bkj ,

NTj
NRk

NTj
NRk

− 1
)

≤ Pkk(qk − 1)

qk
2
−

Bkk
NTk

NRk
−1 +

K∑

j=1
j 6=k

Pkj2
−

Bkj
NTj

NRk
−1

✭✺✳✷✺✮

✶✹✽
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✳

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✷✹✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✷✺✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❢♦r ❛♥② str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

[

❧♦❣2

(

(Pkk/qk)

(

1− 2
−

Bkk
NTk

NRk
−1

))

−

❧♦❣2

(

Pkk(qk − 1)

qk
2
−

Bkk
NTk

NRk
−1 +

K∑

j=1
j 6=k

Pkj2
−

Bkj
NTj

NRk
−1

)]

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✺✳✷✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▼❛t❧❛❜
❜❛s❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭●r❛♥t ❛♥❞ ❇♦②❞ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ Bkj

✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛ r♦✉♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡t ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r s❤♦✉❧❞ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✭❆♥❛♥❞
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ✐s ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s
▼❛①✲❙■◆❘ ♦r ♠✐♥✲▲❡❛❦✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ❑❙❙ ❛♥❞ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✺✳✺✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❥✉st s❡❧❡❝ts t❤❡ str❡❛♠s
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❦❡♣t ✐♥ s❡t ΠA ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s❡❧❡❝t str❡❛♠s
❛s ✐♥ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ❛s ❆❧❣✳ ✶✺✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r k ✇❤❡r❡ k ∈ Γ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

✶✹✾



✺✳✺✳ ❆❉❆P❚■❱❊ ❇■❚ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❙❈❍❊▼❊ ❋❖❘ ◗❯❆◆❚■❩❊❉ ❈❙■

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

[

❧♦❣2

(

(Pkk/qk)

(

1− 2
−

Bkk
NTk

NRk
−1

))

−

❧♦❣2

(

Pkk(qk − 1)

qk
2
−

Bkk
NTk

NRk
−1 +

K∑

j=2
j 6=k

Pkj2
−

Bkj
NTj

NRk
−1

+ Pk12
−

Bk1
NT1

NRk
−1

)]

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✺✳✷✼✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇❤❡r❡ k = 1 ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠❛①
B1j ;j=1,...,K

[

❧♦❣2

(

P11

(

1− 2
−

B11
NT1

NR1
−1

))

−
K∑

j=2

P1j2
−

B1j
NTj

NR1
−1

)]

s✳t✳
K∑

j=1

B1j ≤ B1

✭✺✳✷✽✮

✺✳✺✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥str✉❝ts str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜❡st str❡❛♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦
✉s❡rs✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❛ s❡✈❡r❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❆ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥str✉❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠
❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡
str❡❛♠ ♣❡r ❡❛❝❤ ✉s❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s✳

❆✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠❛①
Bkj ;j=1,...,K

[

❧♦❣2

(

Pkk

(

1− 2
−

Bkk
NTk

NRk
−1

))

− ❧♦❣2
( K∑

j=1,
j 6=k

Pkj2
−

Bkj
NTj

NRk
−1
)
]

; ∀k

s✳t✳
K∑

j=1

Bkj ≤ Bk

✭✺✳✷✾✮

✺✳✺✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣✳ ✶✹ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣
♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r

✶✺✵



✺✳✻✳ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❘❊❙❯▲❚❙

t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❆❧❣✳ ✶✹ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❍̃kj ∀k, j ✐♥st❡❛❞ ♦❢❍kj ∀k, j ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡rs ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s✱
❊❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮✳

✺✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❙■
❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦
2.2 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❋♦r t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
2 tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❛♥❞ 4 tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧✳ ❊❛❝❤
❝❡❧❧ ❤❛s ♦♥❡ ✉s❡r t❤❛t ✐s r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✳ ❊❛❝❤ ✉s❡r ❤❛s 2 r❡❝❡✐✈❡
❛♥t❡♥♥❛s✳

❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙s ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛❝r♦ ❇❙✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♣✐❝♦
❇❙s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛r❡❛ t♦ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (0, 0)✳

▲♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ d/R ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧
r❛❞✐✉s ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❇❙✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ r❛t✐♦
r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0.6 t♦ 1✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛♥❞ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2 ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❑❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱
❞✐✛❡r❡♥t ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭❇❆❙✮ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts BT =

∑K
k=1Bk✱ s✉❝❤ ❛s BT = 45✱ BT = 63✱ BT = 90 ❛♥❞ BT = 120✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ B1✱ B2 ❛♥❞ B3 ❢♦r BT = 45 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❇❆❙✲✶✿ B1 = 7✱ B2 = B3 = 19

• ❇❆❙✲✷✿ B1 = B2 = B3 = 15

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B1✱ B2 ❛♥❞ B3 ❢♦r BT = 63 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❇❆❙✲✸✿ B1 = 9✱ B2 = B3 = 27

• ❇❆❙✲✹✿ B1 = B2 = B3 = 21

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B1✱ B2 ❛♥❞ B3 ❢♦r BT = 90 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
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• ❇❆❙✲✺✿ B1 = 10✱ B2 = B3 = 40

• ❇❆❙✲✻✿ B1 = B2 = B3 = 30

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B1✱ B2 ❛♥❞ B3 ❢♦r BT = 120 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❇❆❙✲✼✿ B1 = 10✱ B2 = B3 = 55

• ❇❆❙✲✽✿ B1 = B2 = B3 = 40

■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 9 ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s 5 ✇✐t❤
BT = 45✱ 7 ✇✐t❤ BT = 63 ❛♥❞ 10 ✇✐t❤ BT = 90 ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭❊❇❆✮✳

❋♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜❡st str❡❛♠
♦❢ P✐❝♦ 1 ✉s❡r ✐s P1❴1 ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ ♦❢ P✐❝♦ 2 ✉s❡r ✐s P2❴1✳ M1❴1 ✐s t❤❡ ❜❡st
♠❛❝r♦ str❡❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙tr❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✻✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢♦r 2 P✐❝♦ ❈❡❧❧s

❋♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2 ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ P✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✉s❡rs ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜✐ts ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ BT = 45 ❛♥❞ BT = 63✱
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ BT = 90 ❛♥❞ BT = 120✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳
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❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 45 ❛♥❞
BT = 63 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❊❇❆ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡
■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛♥❞ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❜✐ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳

❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐t ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r ❇❆❙✲✸
s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳ ❋♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜✐ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❙✐♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐s ✈❡r② str♦♥❣✱ ♠♦r❡ ❜✐ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ♣✐❝♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❜✐ts t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✱ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 63 ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

B1 = 9 B2 = 27 B3 = 27

❑❙❙

B11 = 4.7 B21 = 21.8 B31 = 21.8

B12 = 2.0 B22 = 5.2 B32 = 0
B13 = 2.3 B23 = 0 B33 = 5.2

■❙◆❙❙❙

B11 = 8.6 B21 = 9.3 B31 = 9.3
B12 = 0.2 B22 = 17.7 B32 = 0
B13 = 0.2 B23 = 0 B33 = 17.7

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑❙❙✱ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❢♦r ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳ ❚❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡
■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✱ ❡✈❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❘❛③❛✈✐ ❛♥❞ ❘❛t♥❛r❛❥❛❤ ❬✷✵✶✹❪✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 3❜♣s✴❍③✱ 8.5❜♣s✴❍③ ❛♥❞ 7❜♣s✴❍③✱ ✐♥ t❤❡ ❑❙❙✱
♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t d/R = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 4❜♣s✴❍③ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ✐s ♦♥❧② 2❜♣s✴❍③✳

✶✺✸
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✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 45 ❛♥❞
BT = 63 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r
❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r BT = 90 ❛♥❞ BT = 120 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✳

❉❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 120 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳ ❚❤❡
■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐ts ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋♦r BT = 120✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ BT = 63✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ♣✐❝♦ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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KSS (Evaluated Sum−Rate)
KSS (Achievable Sum−Rate)

0.6 0.7 0.8 0.9 1
22

27

32

37

42

d/R

S
um

−
R

at
e 

(b
ps

/H
z)

 

 

0.6 0.7 0.8 0.9 1
22

27

32

37

42

d/R

S
um

−
R

at
e 

(b
ps

/H
z)

 

 
min−Leak (Perfect CSI)
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max−SINR (Perfect CSI)
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ❢♦r
❑❙❙✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 63 ❛♥❞ ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡s ✈s✳ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛t d/R = 0.8 ❢♦r ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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ISNSSS (Perfect CSI)
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ISNSSS (BAS−8)

ISNSSS (Perfect CSI)

ISNSSS (BAS−5)

ISNSSS (BAS−6)

ISNSSS (EBA)

✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 90 ❛♥❞
BT = 120 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶✺✼
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ISNSSS (BAS−7)

max−SINR (BAS−7) (1 stream)

KSS (BAS−7)

SNSSS (BAS−7)

min−Leak (BAS−7) (1 stream)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r
❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 120✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 120 ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

B1 = 10 B2 = 55 B3 = 55

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 49.4 B31 = 49.4

B12 = 2.5 B22 = 5.2 B32 = 0.4
B13 = 2.7 B23 = 0.4 B33 = 5.2

■❙◆❙❙❙

B11 = 9.5 B21 = 26.5 B31 = 26.5

B12 = 0.2 B22 = 28.2 B32 = 0.3
B13 = 0.3 B23 = 0.3 B33 = 28.2

✶✺✽
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✺✳✻✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s

❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ d/R ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ L ✐s ✜①❡❞

■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✱ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ r❛t✐♦ d/R✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐s L = 150♠✳ ❖♥❝❡
❛❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ ❋♦r BT = 45 ❛♥❞ BT = 63✱ ❛♥❞ ❢♦r BT = 90
❛♥❞ BT = 120✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ BT = 45
❛♥❞ BT = 63 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❊❇❆ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡
❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ♣❡r❢♦r♠s
❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇❆❙✲✹ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐s ✈❡r② str♦♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✱ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❜✐ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐s ✈❡r② ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛❧❧♦❝❛t❡s ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✱ B21 ❛♥❞
B31✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣✐❝♦ ❞❡s✐r❡❞
❝❤❛♥♥❡❧s r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ str❡❛♠ ✐♥
t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛♥❞
t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❜✐ts t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 63 ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

B1 = 9 B2 = 27 B3 = 27

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 18.8 B31 = 18.7

B12 = 2.1 B22 = 5.5 B32 = 2.8
B13 = 2.1 B23 = 2.7 B33 = 5.5

❘❆❙◆❙❙❙

B11 = 4.8 B21 = 9.1 B31 = 9.1
B12 = 2.1 B22 = 16.5 B32 = 1.1
B13 = 2.1 B23 = 1.4 B33 = 16.8

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❊❙◆❙❙❙✱ ❙◆❙❙❙ ✭❆♠❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❜❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ✭●♦♠❛❞❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
t❤❡ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ❢♦r ❇❆❙✲
✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ t❤❡

✶✺✾
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✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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RASNSSS (Perfect CSI)

RASNSSS (BAS−1)
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RASNSSS (Perfect CSI)
RASNSSS (BAS−3)
RASNSSS (BAS−4)
RASNSSS (EBA)

✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 45 ❛♥❞
BT = 63 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❑❙❙✱ t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 3❜♣s✴❍③✱ 8❜♣s✴❍③ ❛♥❞ 7❜♣s✴❍③✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t
d/R = 1✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲

✶✻✵
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KSS (BAS−3)

RASNSSS (BAS−3)

max−SINR (BAS−3) (1 stream)

ESNSSS (BAS−3)

min−Leak (BAS−3) (1 stream)

SNSSS (BAS−3)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❢♦r ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 63✳

r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 4❜♣s✴❍③✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ✐s ♦♥❧② 1.5❜♣s✴❍③✳

❲❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ BT = 90 ♦r BT = 120 ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ BT = 45 ❛♥❞ BT = 63 ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦
✉s❡rs✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ❢♦r BT = 90 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹
❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❇❆❙✲✺ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❑❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐ts ❢♦r B21 ❛♥❞ B31 ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s s❡❡♥
t❤❛t B22 ❛♥❞ B33 ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ❢♦r t❤❡ ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 120 s✐♥❝❡ t❤❡ ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
♠♦r❡ ❜✐ts t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❇❆❙✲✻ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
r❡s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❢♦r t❤❡ ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ BT = 120✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡BT = 90✳

✶✻✶
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min−Leak (Perfect CSI)
min−Leak (Evaluated Sum−Rate)
min−Leak (Achievable Sum−Rate)
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KSS (Perfect CSI)
KSS (Achievable Sum−Rate)
KSS (Evaluated Sum−Rate)

max−SINR (Perfect CSI)
max−SINR (Evaluated Sum−Rate)
max−SINR (Achievable Sum−Rate)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙✱ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r BT = 63 ❛♥❞ ❇❆❙✲✸ s❝❤❡♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 90 ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

B1 = 10 B2 = 40 B3 = 40

❑❙❙

B11 = 4.9 B21 = 30.1 B31 = 29.8

B12 = 2.5 B22 = 5.6 B32 = 4.4
B13 = 2.6 B23 = 4.3 B33 = 5.8

❘❆❙◆❙❙❙

B11 = 4.9 B21 = 16.2 B31 = 16.2

B12 = 2.5 B22 = 21.4 B32 = 2.4
B13 = 2.6 B23 = 2.4 B33 = 21.4

✶✻✷
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Evaluated Sum−Rate
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✉♠✲r❛t❡s ✈s✳ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛t d/R = 0.8 ❢♦r ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣✐❝♦ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s
❤✐❣❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡
s❡❛r❝❤✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❧❧♦❝❛t❡❞ ❇✐ts ❢♦r BT = 120 ❛t d/R = 0.8 ❢♦r
t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

B1 = 10 B2 = 55 B3 = 55

❑❙❙

B11 = 4.8 B21 = 41.5 B31 = 40.6

B12 = 2.5 B22 = 5.9 B32 = 8.5
B13 = 2.7 B23 = 7.6 B33 = 5.9

❘❆❙◆❙❙❙

B11 = 4.8 B21 = 23.7 B31 = 23.6

B12 = 2.5 B22 = 27.3 B32 = 4.1
B13 = 2.7 B23 = 4.0 B33 = 27.3

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✿

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

✶✻✸
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KSS (Perfect CSI)
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✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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RASNSSS (Perfect CSI)

RASNSSS (BAS−5)

RASNSSS (BAS−6)

RASNSSS (EBA)

RASNSSS (Perfect CSI)
RASNSSS (BAS−7)
RASNSSS (BAS−8)

✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ BT = 90 ❛♥❞
BT = 120 ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

♦❢ ❝❛❧❧s t♦ ❆❧❣✳ ✾ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡❛♠s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ❆❧❣✳ ✾ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ♠♦st 12 t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❢❡✇❡r t❤❛♥
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①❝❡♣t ❢♦r
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RASNSSS (BAS−7)

ESNSSS (BAS−7)

KSS (BAS−7)

max−SINR (BAS−7) (1 stream)

min−Leak (BAS−7) (1 stream)

SNSSS (BAS−7)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❢♦r ❇❆❙✲✼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ BT = 120✳

t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ♣♦♦r❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r 2
P✐❝♦ ❈❛s❡ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✳

❊①❤❛✉st✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ ❑❙❙ ❘❆❙◆❙❙❙ ■❙◆❙❙❙ ❊❙◆❙❙❙ ❙◆❙❙❙

✾✼✷✵ ✶✷ ✶✻ ✷✹ ✸✻ ✻

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛♥❞ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✇❤✐❧❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s ❆❧❣✳ ✾ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
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❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s 0.01 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s 3000 ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✳✷ ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s
107.20 ❢♦r t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ 371.54 ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❑❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❛
s❡✈❡r❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❑❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❧❡❝t ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳

❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r
t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❈❉■✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❉■
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ❑❙❙ ❛♥❞ ■❙◆❙❙❙✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣✐❝♦ ❇❙s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡
❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙✱ ■❙◆❙❙❙
❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ ❢♦r
❡❛❝❤ ✉s❡r✱ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t
❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❡❧❡❝t ♠♦r❡ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ♠❛①✲❙■◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✲▲❡❛❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❜✐ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ ♣✐❝♦
✉s❡rs ❢♦r t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦
✉s❡rs ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡
♠♦r❡ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❝❤❛♥♥❡❧s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✐ts ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✲
❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳

✶✻✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✻✼





❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✺✳✽ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥✲
♥❛s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧
✉s❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r s❡r✈✐♥❣ ❇❙s✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜②
❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ♦r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❙■◆❘ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡❛♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥str✉❝ts ❛ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
str♦♥❣❡st str❡❛♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❊❙◆❙❙❙ ❝♦♥str✉❝ts ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t str❡❛♠s ❛♥❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st s❡q✉❡♥❝❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡
s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥str✉❝t str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡
❢♦r t❤❡ ✉s❡rs t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ str❡❛♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ t♦ ❡❛❝❤ ✉s❡r ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ❤❡t❡✲
r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡
♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣✐❝♦ ❇❙s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ t❤❡
♠❛❝r♦ ✉s❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜❡tt❡r str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ■❙◆❙❙❙
st❛rts s❡❧❡❝t✐♥❣ str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡
t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛❧❧
♦t❤❡r ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞
❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ str❡❛♠s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❜❡tt❡r
s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ r❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ ■❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝❧♦s❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
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♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ■❆✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❈❙■ ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣r❡✲
❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ■❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❘❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧❡ss str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥♦✈❡❧ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❑❙❙
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ❛ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳ ❙tr❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣✐❝♦ str❡❛♠s ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛s❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣
♠♦r❡ ❜✐ts t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ t♦ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳
❋♦r ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✱ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❈❙■ q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❘❆❙◆❙❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ■❙◆❙❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❑❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣
♠♦r❡ ❜✐ts r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦❛❞
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❞❡s✐❣♥ ❣❡ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❑❙❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
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❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦♥ ■❆ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ ■❆ st✉❞✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉s❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ▼■▼❖ ✭▼❯✲▼■▼❖✮
❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r ▼■▼❖ s②st❡♠s s♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ▼■▼❖
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❆s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱
✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉s❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t✇♦
✉s❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜❡tt❡r ❝r✐t❡r✐❛
❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s✳

• ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉s❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s
✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ▼■▼❖

✶✼✵
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❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ s✐♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❉♦❋ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs
✐♥❝r❡❛s❡✱ ♠♦r❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♣r♦♣❡r❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■❆ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ ❛ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❙◆❘✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲
t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭■◆❘✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❙■◆❘✱ ❖♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ■❆ ✭❖■❆✮✱ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ♠❛①✐✲
♠✉♠ r❛t❡ ✭❖▼❘✮ ✭▼❛❝✐❡❧✲❇❛r❜♦③❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✮✳

• ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡♥s❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢
s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥t❧②
❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✜rst✱ ♣✐❝♦
❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦r t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ✉s❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳

• ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢❛✐r♥❡ss ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ◗♦❙ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✭❍♦♥❣
❛♥❞ ▲✉♦ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐♥ ▼❯✲▼■▼❖ s②st❡♠s ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✉s❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ◗♦❙
t❛r❣❡ts ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ st✉❞✐❡s t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✇♦rst ✉s❡r ❙■◆❘ ❜② ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ❨❡t✐s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❢❛✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s✉♠✲r❛t❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ♥❡✇ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ▼❯✲▼■▼❖ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❢❛✐r♥❡ss ❛♠♦♥❣ t❤❡
str❡❛♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r✳

• ❆❝q✉✐r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❈❙■ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❈❙■ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❞❡s✐❣♥ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ■❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞
❈❙■ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭▼❛❞❞❛❤✲❆❧✐ ❛♥❞ ❚s❡ ❬✷✵✶✷❪✮✱ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❞❡❧❛②❡❞ ❈❙■ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❡❛♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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✶✼✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✸●PP✳ ❚❘ ✸✻✳✽✶✹✱ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ❢♦r ❊✲❯❚❘❆✳ ✾✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✵✳

❚✳ ❆❦✐t❛②❛ ❛♥❞ ❚✳ ❙❛❜❛✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❞♦✇♥❧✐♥❦
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❆♥♥✉❛❧
❙✉♠♠✐t ❛♥❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆P❙■P❆✮✱ ✷✵✶✸ ❆s✐❛✲P❛❝✐✜❝✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✱ ❖❝t ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✶✵✾✴❆P❙■P❆✳✷✵✶✸✳✻✻✾✹✸✽✶✳

❙❛❧❛♠ ❆❦♦✉♠✱ ▼❛r✐❡ ❩✇✐♥❣❡❧st❡✐♥✲❈♦❧✐♥✱ ❘♦❜❡rt ❲✳ ❍❡❛t❤✱ ❛♥❞ ▼❡r♦✉❛♥❡ ❉❡❜❜❛❤✳ ❈♦❣✲
♥✐t✐✈❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡✉s❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✶✶✭✶✮✿✶✕✶✶✱ ✷✵✶✵✳ ■❙❙◆ ✶✻✽✼✲✻✶✽✵✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✶✺✺✴✷✵✶✶✴✺✷✺✷✼✶✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✶✺✺✴✷✵✶✶✴✺✷✺✷✼✶✳

▼✳ ❆♠❛r❛✱ ❉✳ ❙❧♦❝❦✱ ❛♥❞ ❨✐ ❨✉❛♥✲❲✉✳ ◆❡❛r ❝❛♣❛❝✐t② ❧✐♥❡❛r ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥
✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ▼❯✲▼■▼❖ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❙P❆❲❈✮✱ ✷✵✶✶ ■❊❊❊ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦✲
s❤♦♣ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✸✻✕✸✹✵✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❙P❆❲❈✳✷✵✶✶✳✺✾✾✵✹✷✺✳

▼✳ ❆♠❛r❛✱ ▼✳ P✐s❝❤❡❧❧❛✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲❡ ❘✉②❡t✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉♠✲r❛t❡ ♠❛①✲
✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ✷✵✶✷ ■❊❊❊ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥
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♣❛❝✐t② ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ ●▲❖❇❊❈❖▼✱
♣❛❣❡s ✹✷✻✵✕✹✷✻✺✱ ✷✵✵✽❜✳

▼✐❝❤❛❡❧ ●r❛♥t ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ❇♦②❞✳ ❈❱❳✿ ▼❛t❧❛❜ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❣r❛♠✲
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❙t❡✈❡♥ ❲✳ P❡t❡rs ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❲✳ ❍❡❛t❤ ❏r✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✈✐❛ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✳ ♣❛❣❡s ✷✹✹✺✕✷✹✹✽✱ ✷✵✵✾✳

▼✳ ❘❛❤♠❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❨❛♥✐❦♦♠❡r♦❣❧✉✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝❡❧❧✲❡❞❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ❛ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✲❝❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✾✭✹✮✿✶✹✶✹✕✶✹✷✺✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✵✳ ■❙❙◆ ✶✺✸✻✲✶✷✼✻✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✶✵✾✴❚❲❈✳✷✵✶✵✳✵✹✳✵✾✵✷✺✻✳

▼✳ ❘❛❤♠❛♥✱ ❍✳ ❨❛♥✐❦♦♠❡r♦❣❧✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❲♦♥❣✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r✲
❝❡❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❧t❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣
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❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✾✳ ❲❈◆❈ ✷✵✵✾✳ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s ✶✕✻✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❲❈◆❈✳
✷✵✵✾✳✹✾✶✼✼✻✶✳

❳✐♦♥❣❜✐♥ ❘❛♦ ❛♥❞ ❱✳❑✳◆✳ ▲❛✉✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❝s✐ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ▼■▼❖
❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✻✷✭✽✮✿✷✶✵✵✕✷✶✶✵✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✳
■❙❙◆ ✶✵✺✸✲✺✽✼❳✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚❙P✳✷✵✶✹✳✷✸✵✼✷✽✸✳

❳✐♦♥❣❜✐♥ ❘❛♦✱ ▲✐❛♥❣③❤♦♥❣ ❘✉❛♥✱ ❛♥❞ ❱✳❑✳◆✳ ▲❛✉✳ ▲✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦♥ ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛t❤ ❧♦ss ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✻✶✭✶✵✮✿✷✺✾✽✕✷✻✵✼✱ ▼❛② ✷✵✶✸✳
■❙❙◆ ✶✵✺✸✲✺✽✼❳✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚❙P✳✷✵✶✸✳✷✷✺✷✶✻✽✳

◆✳ ❘❛✈✐♥❞r❛♥ ❛♥❞ ◆✳ ❏✐♥❞❛❧✳ ▲✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❜❛s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼■▼❖
❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥✱ ✷✻✭✽✮✿✶✹✼✸✕
✶✹✽✷✱ ❖❝t ✷✵✵✽✳ ■❙❙◆ ✵✼✸✸✲✽✼✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❏❙❆❈✳✷✵✵✽✳✵✽✶✵✶✸✳

❙✳ ▼✳ ❘❛③❛✈✐ ❛♥❞ ❚✳ ❘❛t♥❛r❛❥❛❤✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r
❝s✐ ♠✐s♠❛t❝❤✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✸✭✾✮✿✹✼✹✵✕✹✼✹✽✱ ◆♦✈ ✷✵✶✹✳
■❙❙◆ ✵✵✶✽✲✾✺✹✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚❱❚✳✷✵✶✹✳✷✸✶✻✶✻✻✳

▼✳ ❘✐❤❛♥✱ ▼✳ ❊❧s❛❜r♦✉t②✱ ❖✳ ▼✉t❛✱ ❛♥❞ ❍✳ ❋✉r✉❦❛✇❛✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ♠❛❝r♦❝❡❧❧✲❢❡♠t♦❝❡❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ✭❱❚❈ ❙♣r✐♥❣✮✱ ✷✵✶✺ ■❊❊❊ ✽✶st✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✱ ▼❛② ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❱❚❈❙♣r✐♥❣✳
✷✵✶✺✳✼✶✹✺✽✽✸✳

❑❡♥♥❡t❤ ❍✳ ❘♦s❡♥✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❍✐❣❤❡r ❊❞✉✲
❝❛t✐♦♥✱ ✺t❤ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳ ■❙❇◆ ✵✵✼✷✹✷✹✸✹✻✳

❨✳❆✳ ❙❛♠❜♦✱ ▼✳❩✳ ❙❤❛❦✐r✱ ❑✳❆✳ ◗❛r❛q❡✱ ❊✳ ❙❡r♣❡❞✐♥✱ ❛♥❞ ▼✳❆✳ ■♠r❛♥✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧✉❧❛r
❝♦✈❡r❛❣❡ ✈✐❛ ❝❡❧❧✲❡❞❣❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✿ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞
❜❛❝❦❤❛✉❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ■❊❊❊✱ ✺✷✭✻✮✿
✶✹✵✕✶✹✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳ ■❙❙◆ ✵✶✻✸✲✻✽✵✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴▼❈❖▼✳✷✵✶✹✳✻✽✷✾✾✺✻✳

❲✐r♦♦♥s❛❦ ❙❛♥t✐♣❛❝❤ ❛♥❞ ▼✳▲✳ ❍♦♥✐❣✳ ❈❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❛♥t❡♥♥❛ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧
✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✺✺✭✸✮✿
✶✷✶✽✕✶✷✸✹✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✾✳ ■❙❙◆ ✵✵✶✽✲✾✹✹✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚■❚✳✷✵✵✽✳✷✵✶✶✹✸✼✳

❉✳❆✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❈❤❛♥❣①✐♥ ❙❤✐✱ ❘✳❆✳ ❇❡rr②✱ ▼✳▲✳ ❍♦♥✐❣✱ ❛♥❞ ❲✳ ❯ts❝❤✐❝❦✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ♣❛❣❡s ✶✶✵✻✕✶✶✶✵✱ ✷✵✵✾✳ ■❙❙◆ ✶✵✺✽✲✻✸✾✸✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✶✵✾✴❆❈❙❙❈✳✷✵✵✾✳✺✹✼✵✵✺✺✳

❏✳ ❙❝❤r❡❝❦✱ ●✳ ❲✉♥❞❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❏✉♥❣✳ ❘♦❜✉st ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❝❡❧❧✉❧❛r
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✹
✭✷✮✿✽✽✷✕✽✾✹✱ ❋❡❜ ✷✵✶✺✳ ■❙❙◆ ✶✺✸✻✲✶✷✼✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚❲❈✳✷✵✶✹✳✷✸✻✶✸✸✺✳

❏❛♥ ❙❝❤r❡❝❦ ❛♥❞ ●❡r❤❛r❞ ❲✉♥❞❡r✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s✿
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✵✶✶ ✲ ❙✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❲✐r❡❧❡ss ❚❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❲✐r❡❧❡ss✮✱ ✶✶t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✱ ✷✵✶✶✳
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❘✳ ❙❡♥♦✱ ❚✳ ❖❤ts✉❦✐✱ ❲✳ ❏✐❛♥❣✱ ❛♥❞ ❨✳ ❚❛❦❛t♦r✐✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❱❚❈ ❋❛❧❧✮✱
✷✵✶✺ ■❊❊❊ ✽✷♥❞✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✱ ❙❡♣t ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❱❚❈❋❛❧❧✳✷✵✶✺✳✼✸✾✵✾✽✾✳
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❚❛❡s❛♥❣ ❨♦♦ ❛♥❞ ❆✳ ●♦❧❞s♠✐t❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐❛♥t❡♥♥❛ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✉s✐♥❣ ③❡r♦✲❢♦r❝✐♥❣ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥✱
✷✹✭✸✮✿✺✷✽✕✺✹✶✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✻✳ ■❙❙◆ ✵✼✸✸✲✽✼✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❏❙❆❈✳✷✵✵✺✳✽✻✷✹✷✶✳

❍❡❧✐ ❩❤❛♥❣✱ ❙❤❛♥③❤✐ ❈❤❡♥✱ ❳✐ ▲✐✱ ❍♦♥❣ ❏✐✱ ❛♥❞ ❳✐❛♦❥✐❛♥❣ ❉✉✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
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❏✉♥ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳●✳ ❆♥❞r❡✇s✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧✲
t✐❝❡❧❧ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥✱ ✷✽✭✾✮✿
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❨✉❡ ❩❤❛♦✱ ❙✳◆✳ ❉✐❣❣❛✈✐✱ ❆✳ ●♦❧❞s♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❍✳❱✳ P♦♦r✳ ❈♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❝♦❞❡r
❞❡s✐❣♥ ✐♥ ▼■▼❖ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❈♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
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♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊✱ ✷✷✭✷✮✿✶✵✽✕✶✶✼✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✺✳ ■❙❙◆ ✶✺✸✻✲✶✷✽✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴▼❲❈✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❏❯❙❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❚❍❊

■◆■❚■❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❙❚❘❊❆▼

❙❊◗❯❊◆❈❊❙ ❲■❚❍ P■❈❖✲❯❙❊❘

❙❚❘❊❆▼❙

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r st❡♣✲❜②✲st❡♣ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❝♦ str❡❛♠s ❛s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t str❡❛♠ ♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r s✉♠
r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✳
❇❡❧♦✇✱ ✐t ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤✐s ✉s❡r ✐s ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r✳

▲❡t ρp =
Prp

Pn
❛♥❞ ρm = Prm

Pn
❜❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣✐❝♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ✉s❡rs✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t Prp = Pk(dB)− PLp(dB) ❛♥❞ Prm = P1(dB)− PLm(dB) ❜❡
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❝♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ✉s❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ PLp ❛♥❞
PLm ❛r❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❢♦r ♣✐❝♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ✉s❡rs✱ ❛♥❞ Pk, k ∈ Γ ❛♥❞ P1 ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❝♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❇❙s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧s♦✱ Pn ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙◆❘
♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✱ P (ρp > ρm)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

P (Ptp − PLp > Ptm − PLm) ✭❆✳✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ s❝❡♥❛r✐♦s ✭●❤♦s❤ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✷❪ ✸●PP ❬✷✵✶✵❪✮✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

P
(

(Ptp − (140.7 + 36.7 log10(rp(km))) > Ptm − (128.1 + 37.6 log10(rm(km))))(dB)
)

=

P
(

log10(rp) <
(Ptp − Ptm)(dB)− 12.6 + 37.6 log10(rm)

36.7

)

=

P
( rp
rm

< 10(
(Ptp−Ptm )(dB)−12.6

36.7
)
)

✶✽✺



✇❤❡r❡ rp ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙ ❛♥❞ rm ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ❛♥❞ ✐ts ❇❙✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t 37.6/36.7 ≈ 1✳ ❋♦r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ♣✐❝♦ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✱ Pk, k ∈ Γ✱ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 23❞❇♠ ❛♥❞
30❞❇♠ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✱ P1✱ ✐s 43❞❇♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
P (

rp
rm

≤ Q) ❝❛♥ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ 0.12 t♦ 0.2✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ Q ✐s 0.1377 ❜❡❝❛✉s❡ Pk, k ∈ Γ ✐s
24❞❇♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t P (
rp
rm

≤ Q)✱ ❧❡t X ❜❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❛♥❞ Y ❜❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❇❙ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳ ❚❤❡s❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ X ❛♥❞ Y
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭▲❡♦♥✲●❛r❝✐❛ ❬✷✵✵✽❪✮✳

P (X ≤ x) = FX(x) =
x2

R2
p

, ✭❆✳✷✮

P (Y ≤ y) = FY (y) =
y2

R2
m

✇❤❡r❡ Rp ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ♣✐❝♦ ❇❙ ❛♥❞ Rm ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦ ❇❙✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

fX(x) =
2x

Rp
2 , fY (y) =

2y

Rm
2 ✭❆✳✸✮

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t P (
rp
rm

≤ K)✱ ❛ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z = X/Y ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭▲❡♦♥✲●❛r❝✐❛ ❬✷✵✵✽❪✮✳

P (Z ≤ z) = FZ(z) = P (X/Y ≤ z) = P (X ≥ zY, Y < 0) + P (X ≤ zY, Y > 0)

=

∫ 0

−∞

[∫ ∞

yz
fX(x)dx

]

fY (y)dy +

∫ ∞

0

[∫ yz

−∞
fX(x)dx

]

fY (y)dy

❙✐♥❝❡ x ∈ [0, Rp] ❛♥❞ y ∈ [0, Rm]✱

FZ(z) =

∫ Rm

0

[∫ zy

0
fX(x)dx

]

fY (y)dy ✭❆✳✹✮

=

∫ Rm

0
FX(zy) · fY (y)dy

✇❤❡r❡ FX(x) = 1 ✐❢ x > Rp✳ ❋♦r z > Rp/Rm✱

FZ(z) =

∫ Rp/z

0

y2z2

R2
p

2y

R2
m

dy +

∫ Rm

Rp/z

2y

R2
m

dy = 1− 1

2

R2
p

R2
m

1

z2
✭❆✳✺✮

■❢ Z = Q = 0.1377✱ Rp = 0.1❦♠✱ Rm = 1❦♠✱ t❤❡♥

P (X/Y < Q) = FZ(Q) = 1− 1

2

0.12

12
1

0.13772
✭❆✳✻✮

≈ 0.736

✶✽✻



❚❤✉s✱ ❛ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ❛ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 73.6%✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Kp = 1 ✇❤❡r❡ Kp ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❝♦ ✉s❡rs✳
❋♦r ❝❛s❡s Kp > 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❜❡❝♦♠❡s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

1− P (Z ≥ Q)Kp = 1− (1− P (Z < Q))Kp ✭❆✳✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ❛ ♠❛❝r♦ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 92.7%
❢♦r Kp = 2 ❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2 ❛♥❞ 98% ❢♦r Kp = 3 ❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞
❙❝❡♥❛r✐♦ 2.4✳

❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤
♣✐❝♦✲✉s❡r str❡❛♠s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❙◆❘ ❛♥❞ ❙■◆❘ ❱❛❧✉❡s ♦❢ P✐❝♦ ❯s❡rs ✈s✳ ❙❤✐❢t ◆✉♠❜❡r ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t ❙❝❡♥❛r✐♦s
❛t d/R = 0.8

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✸

❯s❡r ❱❛❧✉❡s

✭❞❇✮
❙◆❘ ❙■◆❘ ❙◆❘ ❙■◆❘

▼❛❝r♦ ❯s❡r ✸✻✳✵✾ ✸✺✳✽✹ ✸✺✳✹✵ ✷✼✳✸✷
P✐❝♦ ✶ ❯s❡r ✸✾✳✸✷ ✶✹✳✼✽ ✸✾✳✸✷ ✸✳✹✻
P✐❝♦ ✷ ❯s❡r ✸✽✳✾✼ ✶✹✳✶✷ ✸✽✳✾✼ ✶✹✳✾✵
P✐❝♦ ✸ ❯s❡r ✸✾✳✺✾ ✶✹✳✾✸ ✸✾✳✺✾ ✶✺✳✸✷

✶✽✼



✶✽✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❊❳❍❆❯❙❚■❱❊ ❙❊❆❘❈❍

❙❚❆❚■❙❚■❈❆▲ ❆◆❆▲❨❙■❙

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s✉♠ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ tr❡❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠✲r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❙◆❙❙❙ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❤✐❡✈❡s t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡tr✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• P ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s✳

• ❙❘ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠ r❛t❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

• ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ P ❛♥❞ ❙❘ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡✳

❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r P❛rt✐❛❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s✿

P ❛♥❞ P×❙❘ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ tr❡❡s✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✱ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸
❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✱ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2 ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3 st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥ str❡❛♠ tr❡❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠s ❢r♦♠
t❤❡ ♣✐❝♦ ✉s❡r ❤❛s ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✉s❡r✳

✶✽✾



❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.1✿ ❚r❡❡ ❉✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤

✶✾✵



❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.2✿ ❚r❡❡ ❉✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤

✶✾✶



❙❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❋✉❧❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆❡t✇♦r❦s✿

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ s❡t ❜② t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜②
❡①❛♠✐♥✐♥❣ ♠❡tr✐❝s P ✱ SR ❛♥❞ P × SR✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1 s❤♦✇ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s
❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ♣✐❝♦ str❡❛♠s✱ s✉❝❤ ❛s P1❴1✱ P1❴2 ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♣✐❝♦ 1 ✉s❡r ❛♥❞ P2❴1✱ P2❴2
✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♣✐❝♦ 2 ✉s❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✹ ❢♦r d/R = 0.7✳ ❚❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr❡❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦ str❡❛♠s✱ M❴1 ❛♥❞ M❴2✱
❤❛✈❡ ❧♦✇❡r s✉♠ r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ✭P × SR✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤❡r s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✺ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✹ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ s✉♠ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2 s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠
s❡q✉❡♥❝❡s ✭P × SR✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✻✳

❚❤❡ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❙◆❙❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3 ❛♥❞ ❙❝❡✲
♥❛r✐♦ 2.4 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✼✳

✶✾✷



❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 1.3✿ ❚r❡❡ ❉✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤

✶✾✸



❋✐❣✉r❡ ❇✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛s ❙tr❡❛♠ ❚r❡❡

✶✾✹



❋✐❣✉r❡ ❇✳✺✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.1✿ ❙tr❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❆❙◆❙❙❙

✶✾✺



❋✐❣✉r❡ ❇✳✻✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.2✿ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛s ❙tr❡❛♠ ❚r❡❡

✶✾✻



❋✐❣✉r❡ ❇✳✼✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ 2.3✿ ❙✉♠✲❘❛t❡ ✈s ❞✴❘ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 ❛♥❞ 1

✶✾✼



✶✾✽



❆❝r♦♥②♠s

• ASNSSS ✿ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

• BER ✿ ❇✐t ❊rr♦r ❘❛t❡

• BS ✿ ❇❛s❡ ❙t❛t✐♦♥

• CDI ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

• CSI ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

• CSIT ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❚r❛♥s♠✐tt❡r

• CQI ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ◗✉❛❧✐t② ■♥❞✐❝❛t♦r

• CRE ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❘❛♥❣❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥

• DoF ✿ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❋r❡❡❞♦♠

• ESNSSS ✿ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

• FDD ✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐✈✐s✐♦♥ ❉✉♣❧❡①

• KSS ✿ ❑✲❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

• IA ✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❆❧✐❣♥♠❡♥t

• IC ✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❤❛♥♥❡❧

• ISNSSS ✿ ■♠♣r♦✈❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

• max−SINR ✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦

• min−Leak ✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ▲❡❛❦❛❣❡

• MIMO ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡ ❖✉t♣✉t

• MSE ✿ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r

• RSSI ✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

• SISO ✿❙✐♥❣❧❡ ■♥♣✉t ❙✐♥❣❧❡ ❖✉t♣✉t

• MSE ✿ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r

✶✾✾



❆❈❘❖◆❨▼❙

• SINR ✿ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦

• SNR ✿ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦

• SNSSS ✿ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆✉❧❧ ❙♣❛❝❡ ❙tr❡❛♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

• SR ✿ ❙✉♠ ❘❛t❡

• SV D ✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

• RV Q ✿ ❘❛♥❞♦♠ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

• TDD ✿ ❚✐♠❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❉✉♣❧❡①

• V TC ✿ ❱✐rt✉❛❧ ❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧

• V RC ✿ ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❝❡✐✈✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧

✷✵✵



❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

• NTk
✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s

• NRk
✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s

• ♥k✿ ❆❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
× 1

• ❍kj ✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• ❍̃kj ✿ ◗✉❛♥t✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• ❍̄kj ✿ ❈❉■ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• ˜̄❍kj ✿ ◗✉❛♥t✐③❡❞ ❈❉■ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• Pk✿ ❚r❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ kth ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ Pkk✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r ❢r♦♠
t❤❡ kth ❜❛s❡ st❛t✐♦♥

• ①k(t)✿ ■♥♣✉t s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× 1

• qk✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r

• dk✿ ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ kth ✉s❡r

• sk✿ ❙②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ qk × 1

• ❚k✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ kth tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk
× qk

• tik✿ i
t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❚k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NTk

× 1

• ❉k✿ P♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
× qk

• ❞i
k✿ i

t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❉k ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NRk
× 1

• γki✿ ❙■◆❘ ♦❢ t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• ❇ki✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ith str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

• Bkj ✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❜✐ts t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jth tr❛♥s♠✐tt❡r
❛♥❞ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡r

✷✵✶



❆❇❇❘❊❱■❆❚■❖◆❙

✷✵✷



❙②♠❜♦❧s

• ▲♦✇❡r✲❝❛s❡ ▲❡tt❡rs✿ ❙❝❛❧❛rs

• ❇♦❧❞ ▲♦✇❡r✲❝❛s❡ ▲❡tt❡rs✿ ❱❡❝t♦rs

• ❇♦❧❞ ❯♣♣❡r✲❝❛s❡ ▲❡tt❡rs✿ ▼❛tr✐❝❡s

• ❈❛♣✐t❛❧ ●r❡❡❦ ▲❡tt❡rs ✭✐✳❡✳ Φ✮✿ ❙❡ts

• ∅✿ ❊♠♣t② s❡t

• r❛♥❦(❆)✿ ❘❛♥❦ ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• ❆T ✿ ❚r❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• ❆H ✿ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• ❞❡t(❆)✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• |Φ|✿ ❈❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ s❡t Φ

• ‖❛‖✿ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❛

• ‖❆‖F ✿ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• E [❆]✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❆

• s♣❛♥(❆)✿ ❙♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠❛tr✐① ❆

• ✈❡❝(❆) ✿ ❱❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❆ ∈ C
a×b ❛s ❛ ∈ C

ab×1

✷✵✸





❊sr❛ ❆❨❈❆◆ ❇❊❨❆❩■❚

■◆❚❊❘❋❊❘❊◆❈❊ ❆▲■●◆▼❊◆❚
❚❊❈❍◆■◗❯❊❙ ❋❖❘

❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ❲■❘❊▲❊❙❙
◆❊❚❲❖❘❑❙

❘és✉♠é ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❜❛sés s✉r
❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✢✉①✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐❝♦✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é♠❡tt❡✉rs✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t
♣r♦♣♦sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ éq✉✐té ❡♥tr❡
❧❡s ❧✐❡♥s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ é♠❡tt❡✉r s♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡
❞❡s ✢✉① ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ t♦✉t ❡♥
❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❆♣rès ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡ ✢✉① ❡t ❧❡s ✢✉①
q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥é❡s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
t❤ès❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❡st ❛♥❛❧②sé✳
■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✢✉① ❝❛✉s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ❜✐ts ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡t♦✉r s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
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❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤étér♦❣❡♥❡s❀ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s❀ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✱ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡

❆❜str❛❝t ✿
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✭■❆✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❣❛✐♥✱ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✐rst❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t
s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ♣✐❝♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❢✉❧❧② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦s
❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❡❛♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❆ str❡❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠♦st❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✉♠✲r❛t❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡✳ ❆❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ str❡❛♠✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞
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✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲str❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢
♣✐❝♦ ❝❡❧❧s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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