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Résumeé

L'objectif de cette thése est I'étude des transformées de Radon généralisées et de certaines de leurs
applications a la sismique d’exploration pétroliére. La transformée de Radon d'une image multi-
dimensionnelle consiste a intégrer cette image le long de familles de courbes (pour les images 2D, ou de
surfaces pour les images 3D), chaque point de la transformée étant le résultat d’'une intégration. Le
domaine transformé peut présenter des avantages pour appliquer certains traitements avant de revenir
dans le domaine original si on connait la transformée inverse. Le concept de décomposition de Radon,
trés proche de la transformée de Radon, consiste a vouloir exprimer une image comme une superposition
de courbes (ou de surfaces, ou d'autres formes géométriques) affectées d'une certaine amplitude, c’'est
a dire comme une combinaison linéaire de courbes, les amplitudes étant les coefficients de la
combinaison. Les amplitudes sont donc obtenues par la résolution d’'un systéme linéaire.

Dans un premier temps nous étudions les propriétés des différentes transformées 2D et des différentes
familles de courbes utilisées en sismique (droites, paraboles, et hyperboles). Létude de
I'échantillonnage des différentes variables du probléme permet d’'une part de confirmer des régles
simples pour la détermination des pas d’échantillonnage et d'autre part de montrer les conséquences du
sur et du sous échantillonnage. L'aliasing spatial notamment conduit & une dispersion de I'énergie dans
le domaine transformé. Nous étudions également la décomposition de Radon linéaire 3D (sur des
familles de plans).

Le probleme de la décomposition de Radon est en général sous-déterminé, et la plupart du temps
résolu par la méthode des moindres carrés. Cette méthode simple et efficace -pour ce probléme- possede
néanmoins des limitations importantes. Parmi celles-ci 'impossibilité de traiter correctement des
données spatialement aliasées, qui sont pourtant courantes en sismiques. Les décompositions
parcimonieuses, qui reposent sur le principe de décomposer I'image en utilisant le moins de courbes
possible, apportent des réponses a ces limitations. A leur tour ces méthodes présentent toutefois des
inconvénients, notamment une grande sensibilité a I'estimation du niveau de bruit présent sur les
données, ou encore un codt important en temps de calcul. Le probléme de I'estimation du niveau de bruit
peut étre résolu par une estimation automatique et locale des rapports signal/bruit. Le gradient conjugué
est la méthode d'optimisation idéale pour toutes ces décompositions (adapté dans le cadre des
algorithmes IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares) pour les décompositions parcimonieuses).

Dans un deuxiéme temps nous utilisons les décompositions de Radon pour des applications
d’interpolation et de rééchantillonnage de traces suivant deux directions spatiales, les décompositions
pouvant en effet s'appliquer a des données de géométries quelconques, régulieres ou irréguliéres.
L'aliasing spatial impose l'utilisation des décompositions parcimonieuses. Ces derniéres permettent
d’interpoler des traces au travers de gaps dont la taille peut atteindre 6 fois le pas d’échantillonnage
théorique. Des gaps plus grands nécessitent I'utilisation d’autres techniques que les décompositions de
Radon.
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I1 -Historique et généralités sur les transformées de Radon

|1 - Historique et généralités sur les transformées de Radon

Les bases mathématiques dérmsformée de Radon(qui est undransformation intégrale dans
des espaces multi-dimensionnels) ont été formulées par Johann Radon en 1917 (Helgason, 1980).
Aucune application physique n’est envisagée a cette époque.

A partir des années 1950, la transformée de Radon commence a trouver des applications pour des
problémes de tomographie, dans des domaines aussi variés que la médecine, I'astronomie, I'optique, les
matériaux, la géophysique. Dans ces problémes les mesures sont les résultats d'intégrations diverses,
d’ou l'intérét des transformées de Radon pour en déduire les milieux traversés (par un rayon optique par
exemple). En traitement d'images, une transformée tres semblable (la transformée de Hough) est utilisée
pour la détection ou la reconnaissance de formes.

En géophysique sismique, la transformée de Radon est parfois plus connue sous le nom de
transformée (t,p), ou slant-stack Elle consiste tout simplement & sommer les amplitudes d’'une
collection de traces sismiques (formant une image a deux dimensions: le temps t, et une variable spatiale
x) le long de droites d’équations= 1+p.x , et a reporter la somme pour chaque coypledns le
plan (,p). Il s'agit en fait d'un cas particulier de transformée de Radon.

Les premiéres expérimentation de ce type ont été effectuées par Rieber (1936 & 1937). A I'époque
des enregistrements analogiques, il présente une méthode qui consiste a sommer les signaux provenant
de récepteurs régulierement espacés, en appliquant un retard (analogique) différent pour chaque signal,
afin de privilégier I'enregistrement des ondes arrivant avec un angle d’incidence prédéterminé. Il appelle
sa méthode€CDR (Controlled Directionnal Reception) et le document obtenu en balayant plusieurs
angles d'incidence usonogramme(chaque trace du sonogramme réclamait donc une expérimentation
différente!). Un sonogramme n’est rien d’autre que la transform@gqu sismogramme que I'on aurait
enregistré avec les mémes positions récepteurs. Cette méthode a été également développée et
intensivement utilisée en URSS (Riabinkin, 1957).

Plus tard, Trorey (1961) démontre que tout@f6rmation contenue dans un sismogramme se
retrouve dans le sonogramme sans aucune perte, éliminant ainsi la plus grosse critique a I'encontre de
cette méthode. Son raisonnement passe par le domaine de Fourier.

Durrani and Bisset (1984) analysent pespriétés fondamentales de la Transformée de Radon.

Thorson and Claerbout (1985) formulenpl®bléme inversecomme ladécompositiond’'une image
en une superposition de courbes (droites, hyperboles,...) d’'amplitudes constantes sous une contrainte de
minimisation des résidus, et proposent plusieurs solutions pour le résoudre (opérateur adjoint, moindres
carrés, solutions parcimonieuses,...). lls remarquent notamment que I'opérateur adjoint (utilisé comme
approximation de I'inverse) est la transformée de Radon utilisée habituellement.

Beylkin (1987) montre que [@ransformée de Radon Discréte (DRTonstitue un probléme a part
entiére, et formule son inverse exact, qui ne peut notamment pas étre déduit de I'inverse de la transformée
continue et infinie.

Kostov (1990) présente un algorithme d’inversion rapide dans le domaine de Fourier pour la
transforméeT(p), algorithme étendu par Darche (1990a-b) a la transformée parabolique.

Wiggins and Abma (1990), puis Zhou and Greenhalgh (1994), développent le modéle convolutif dans
le domaine de Fourier pour les transformées linéaires et paraboliques, permettant d'obtenir des
algorithmes d’inversion exacts ou approchés trés rapides.

Gulunay (1990) compare les résultats obtenus par la transformée et la décomposition de Radon
(linéaire ou parabolique), notamment du point de vue de la résolution des images obtenues.
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12 - Les applications des transformées de Radon en sismique

Les applications des transformées de Radon en sismique sont nombreuses. Elles tirent parti d’'une
représentation différente des données. Parmi les plus importantes, citons la décomposition en ondes
planes, le filtrage des bruits aléatoires ou organisés (multiples, ground-roll,...), l'interpolation, les
analyses de vitesses, la migration, et la modélisation (dans l'optique de l'inversion des données
sismiques).

Chapman (1981) calcule les expressions analytiques exactes des paires de transformées pour la
décomposition en ondes planedans le cas d’'une source ponctuelle en géométrie sphérique ou plane,
et dans le cas d’'une source linéaire en géométrie cylindrique. Les décompositions en ondes planes de
points de tirs sont utilisées par Stoffa et al. (1981) et Treitel et al. (1982), pour le pointé de loi de vitesses
notamment.

On distingue deux grands types de méthodes d’'atténuatiomdiiples par les transformées de
Radon:
Les premiéres exploitent MO différentiel entre les multiples et les réels, et sont donc adaptées aux
multiples longues périodes. Hampson (1986) utilise les décompositions paraboliques sur les Collections
Point Milieux corrigées de NMO afin de séparer les réels (horizontalisés apres le NMO) des multiples
(qui conservent une courbure résiduelle). Wiggins et Abma (1990a-b) appliquent le méme type de

traitement, mais aprés un stretch en temps’tsetr les CMP afin de transformer les hyperboles en
paraboles. Canadas et al. (1991) et Foster and Mosher (1991) utilisent les décompositions hyperboliques
sur les CMP non corrigés: le principe et les résultats sont semblables & ceux obtenus avec les
décompositions paraboliques. Canadas et al. (1991), puis Hunt (1996) tirent parti des propriétés des
décompositions parcimonieuses afin d’obtenir une meilleure séparation réels/multiples, méme lorsque
ceux-ci ont un NMO différentiel faible. Ces méthodes réclament une intervention de I'utilisateur qui doit
identifier les événements comme réels ou multiples.

Les secondes exploitent f@#griodicité en temps entre un réel et ses multiples pour un mécanisme de
génération donnée (les peg-legs par exemple). Cette périodicité est meilleure dans le domgine (
permettant une suppression des multiples par déconvolution prédictive (Durrani, 1991; Lokshtanov,
1993). Ces méthodes sont plus adaptées, mais non restreintes, aux multiples courtes périodes.

Zhou and Greenhalgh (1996) tentent de réunir les avantages de ces deux familles de méthodes, en
combinant le domaine parabolique et un mécanisme de prédiction des multiples (basé sur I'équation des
ondes et un modéle du sous-sol). Cela permet d'atténuer les multiples quel que soit leur NMO
différentiel (et sans avoir a les identifier explicitement).

Les bruits cohérents linéaires de tyamivées directesou ground-roll peuvent également étre
efficacement supprimé dans le domame), car caractérisés par de faibles vitesses apparentes (Tatham,
1984; Hampson, 1987).

Schultz and Claerbout (1978) utilisent la transformég)(de points de tir afin d’effectuer des
estimations deitesses Cette technique permet de bien prendre en compte les fortes variations latérales
de vitesses. Thorson and Claerbout (1985), Nichols (1994), Sacchi and Ulrych (1994) proposent des
analyses de vitessgglui classiguement consistent en une transformation de Radon hyperbolique) haute
résolution, en introduisant dans l'inversion un principe de parcimonie.

Les problemes dhterpolation spatiale sont liés a la prise en compte ddidising spatial, c’'est
pourquoi ces deux sujets sont souvent traités ensemble. Les données (t,x) sont transformées dans le
domaine t,p), puis reconstruites par la transformée inverse, sur des positions x qui n’existaient pas
forcément au départ.
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Stoffa et al. (1981) et Lu (1985) pondérent le slant-stack par la semblance, afin d’éliminer I'énergie
induite par I'aliasing.
Maroof and Gravely (1984) proposent des choix de valeurs pour les pas d’échantilldxretdgp dans
la transforméet(p), en s'appuyant sur le lien entre la pente p et le nombre d’onde k.
Turner (1990), a partir de raisonnements graphiques simples, arrive aux mémes formules. Il propose
aussi d'appliquer un filtre notch pour éliminer de la transformée la partie aliasée d’'un évenement de
pente connue.
Lu (1989) applique également un critere de semblance sur des slant-stacks locaux afin de favoriser
I'interpolation des évenements les plus cohérents dans le cas de données aliasées.
Singh et al. (1989) réduisent I'aliasing spatial en cherchant la pente dominante en tout point des données,
puis en convoluant les données par des fonctions triangulaires déduites ces pentes dominantes.
Nichols (1992) impose une contrainte de continuité spectrale dans le domaine (f,p) afin d’éliminer les
composantes aliasées.
Yilmaz (1994) utilise des recherches de pentes locales pour réduire I'aliasing dans la décomposition
linéaire, insérées dans un processus itératif aboutissant a une vrai décomposition.

La migration dans le domaine(p) a été abordée par Ottolini and Claerbout (1984) (sur les sections
iso-p apres transformée,p) des CMP) et Hubral (1989) (sur la transformég) des sections iso-
offset).

Dietrich (1988) montre que la modélisation analytique des données sismiques dans un milieu stratifié
1D est beaucoup plus simple et rapide dans le domaijpg que dans le domaine (t,x). Kormendi and
Dietrich (1991) exploitent cette propriété pour inverser les données sismiques dans le danpine (
apres les avoir décomposées en ondes planes.

I3 - Sujets traités dans ce rapport

Nous posons d’abord dans le chapitre 1 le probleme des transformées de Radon telles qu’elles sont
utilisées en sismique, afin d’en avoir une compréhension mathématique claire, aussi bien dans le
domaine temps que dans le domaine de Fourier. La discrétisation des variables est discutée, ainsi que la
paramétrisation des différentes familles de courbes utilisées. Les inverses en moindres carrés sont
présentés.

Dans le chapitre 2 nous étudions I'échantillonnage et I'aliasing pour les différentes variables utilisées,
dans les transformées de Radon linéaire et parabolique principalement, en s’attachant a décrire les
conséguences en cas de sur- ou de sous-échantillonnage.

Dans le chapitre 3 le probleme inverse est posé par une formulation en moindres carrés généralisés
d’'une part, et en incorporant le point de vue bayésien de l'inversion d’autre part. Les algorithmes
d’optimisation par gradient conjugué utilisés sont décrit en détail. Dans ce chapitre sont également
étudiés en détail les paramétres de l'inversion en norme L2 (moindres carrés) et diverses pondérations
susceptibles d’améliorer le conditionnement du probléeme, notamment des ‘rho-filters’ optimums
chargés de compenser les effets spectraux lorsque I'on travaille dans le domaine temps.

Dans le chapitre 4 nous intéressons aux solutions parcimonieuses du probléme de la décomposition
de Radon. Les avantages et les inconvénients (souvent non décrits dans la littérature) de ces solutions
sont mis en évidence, et pour certains de ces inconvénients des solutions sont proposees.

Dans le chapitre 5 nous proposons d'utiliser des familles de courbes dont les profils d’'amplitudes sont
variables (paramétrés) au lieu d’étre fixés (constants en général), afin notamment de mieux modéliser les
effets AVO (Amplitude Versus Offset) dans la décomposition des collections CMP. La sous-
détermination intrinseque du probleme nous améne a utiliser les décompositions parcimonieuses.




Introduction générale

Dans le chapitre 6 la decomposition de Radon linéaire3,f,) est étudiée en détail, aussi bien
dans le domaine temps que dans le domaine de Fourier. Le cas des données irréguliére fait I'objet
d’attentions particulieres.

Le chapitre 7 est consacré au rééchantillonnage et a l'interpolation de traces (en 2D et en 3D) en
utilisant les décompositions de Radon. Les décompositions en norme L2 permettent de rééchantillonner
des données non aliasées. Lutilisation de décompaositions parcimonieuses locales permet d’interpoler
des données aliasées jusqu’a un certain point.




I3 -Sujets traités dans ce rapport
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1.1 -Introduction

1.1 - Introduction

La transformée de Radon (RT) est mathématiquement une transformation intégrale d’'une image
multi-dimensionnelle (les données) dans une autre image de méme dimension (le modéle).

Dans le traitement des données sismiques la forme la plus courante de RT est connue sous le nom de
transformée1,p), ou encore slant-stack: les collections de traces sismiques (point de tir, point milieu
commun, section stack,...) peuvent étre vues comme la superposition de différents évenements cohérents
d’une trace a l'autre et alignés (au moins localement) sur des lignes droites. La transfgphgenime
les amplitudes sur une famille de lignes droites: si la droite est tangente a un événement les amplitudes
se somment constructivement (en phase par rapport au signal), et destructivement dans les autres cas.
Elle transforme donc les évenements linéaires en des points, permettent par exemple d’effectuer des
pointés ou des séparations d’'ondes.

Latransforméet(p) n’est en fait qu'un cas particulier de la transformée de Radon généralisée (GRT):
la dimension des données peut étre quelconque, les chemins d’'intégration peuvent étre des courbes (des
hypersurfaces pour les dimensions sup. a 2) quelconques (hyperboles, paraboles, ellipses...), voire méme
tout type d’objet géométrique (pour des applications de traitement d’images), et enfin des pondérations
peuvent étre appliquées dans les intégrales.

Ainsi, une analyse de vitesses notamment telle qu’habituellement effectuée sur une collection CMP
n'est rien d'autre qu'une transformée de Radon hyperbolique: elle consiste en effet a sommer les
amplitudes le long d’hyperboles paramétrées par un temps de trajet a offset nul et une vitesse de Dix. Le
pointé des maximums sur la transformée permet d’identifier les événements présents sur le CMP, avec
leurs caractéristiques temps et vitesse associées. Une pondération augmentant le poids des grands offsets
-plus discriminants pour les vitesses- est souvent appliquée dans l'intégration.

Les migrations de type Kirchhoff ou les opérateurs de DMO sont également des GRT. Les courbes
d’intégration étant le plus souvent des hyperboles (pour la migration, ou des courbes quelconques
obtenues par des calculs de temps de trajets) ou des ellipses (DMO).

Le modéle est une représentation alternative des données, en principe équivalente du point de vue de
l'information (sous réserve du respect de certaines regles). Cela autorise a effectuer des traitements
(filtrages) sur les modéles avant de revenir dans I'espace des données, a condition bien sir de connaitre
la transformée inverse. L'expression de I'inverse pour le probleme continu a été donnée par Radon dans
son papier original pour certains cas de GRT (Helgason, 1980). Celui de la transfoyméeamment
est bien connu (voir Chapman, 1981 ou Durrani and Bisset, 1984). L'inverse exact pour le probleme
discret a été formulé par Beylkin (1987).

Certains auteurs (Thorson and Claerbout, 1985), en renversant les points de vue, posent comme
transformée ‘directe’ celle qui permet de calculer les données a partir d'un modele. La transformée
inverse consiste donc a calculer le modéle a partir des données. On constate alors que les transformations
de Radon couramment utilisées sont en général les adjoints (au sens mathématique) de ces transformées
directes. Ce point de vue est maintenant largement répandu et c'est celui que nous utilisons ici.

Dans ce chapitre, nous posons d'abord le probléme continu, en définissant les différentes
transformées utilisées (la transformée de Radon, la modélisation et son adjoint) et en étudiant leurs
propriétés. Le principe d'inversion par les moindres carrés pour la modélisation est rappelé. On
s'intéresse ensuite au probléme discret, qui nécessite des opérations d’interpolation et d’éclatement
d’échantillons. Enfin, on rappelle comment se formulent toutes ces équations dans le domaine de
Fourier. Ce dernier présente certains avantages, notamment lorsque les familles de courbes utilisées sont
invariantes par translation suivant le temps. Ceux-ci sont d'ordre théorique (simplification des
éqguations), et pratigue (implémentations faciles et efficaces). Néanmoins le domaine temps a d’autres
avantages: prise en compte des absences de données dues aux mutes (en Fourier ces absences sont
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1 -Formalisme, Rappels, et Généralités

traitées comme des échantillons nuls, ce qui n’est pas la méme chose), et application de poids variant en
temps. C’est pourquoi nous l'utilisons préférentiellement dans nos implémentations.

1.2 - Les familles de courbes utilisées en sismique

1.2.1 - Cas général

L'espace des données 2D est paramétré par les variables t et x (le temps et une dimension spatiale en
général). On considére une famille de courbes dans cet espace, paramétrées par deux variables t0 et x0.
On n'utilisera ici que des courbes définissant explicitement la variable (t) en fonction de la variable (x).
Une définition implicite constituerait un cas plus général, mais les familles utilisées classiqguement en
sismique sont toujours explicites. On note les équations des courbes utilisées sous la forme:

[t = H(tO, x0, x) | (E1.1)

Dans toutes les applications usuelles, H est une fonction continue et strictement croissante de la
variable t0. On note G la réciproque de H par rapport a tO:

[t0 = G(t x x0) ]| (E1.2)

Parmi les familles de courbes, on peut distinguer celles quiiseatiantes par translation suivant
un parameétre (ici t0). Elles peuvent s’écrire sous la forme:

|t = H(t0, x0, x) = t0+ h(xQ X) | (EL.3)

Ces familles possedent des propriétés intéressantes, aussi bien d’'un point de vue théorique, comme
nous le verrons plus loin, que d’'un point de vue pratique (implémentation informatique efficace).

Les familles de courbes considérées ici sont les droites (dans la célébre transfepindes
hyperboles et les paraboles. Ces deux derniéres servent a analyser les collections CMP, avant ou aprés
correction de NMO. Elles sont en général paramétrées de la fagon suivante:

Famille dedroites (1,p); Transformée de Radon Linéaire(LRT ):

(L)

Famille deparaboles(t,q): Transformée de Radon ParaboliqugPRT):

t = 1+qgx° (EL5)

Famille deshyperboles de DIXouV-SCAN (t,V): Transformée de Radon Hyperbolique(HRT):

t= [to+X (EL.6)

Les hyperboles de DIX ne sont pas invariantes par translation suivant t. Une autre famille
d’hyperboles, proposée par de Bazelaire (1988), posséde cette propriété:

13



1.2 -Les familles de courbes utilisées en sismique

la famille deshyperboles P-SCAN (to,t,) (Ve est ici une constante définissant la pente des
asymptotes):

2 2 xX° B U x> 0
(trty—ty)’= 5+25 ot =gt 1+ 210 (EL7)
V2 0 vd 0
elp
X X
(@) > (b) >
Qe(\‘e//v t
T N
\
\
\
t t
v v
X X
R tp ’
() el (d) RS g
SR %
. \Y

Figure 1.1 : Différentes familles de courbes utilisé€a) droites ¢,p). (b) paraboles t,q).
(c) hyperboles de DIX (t0,V): les asymptotes passent par I'origine et leur pente vaut 1/V.
(d) hyperboles Pscan (t0,tp): la pente des asymptotes est constante.
Seule (c) n’est pas invariante par translation.

1.2.2 - Autre expression des hyperboles P-SCAN

On peut réécrire I'expression (E1.7) de la fagon suivante:
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1 -Formalisme, Rappels, et Généralités

t=ty+t B 1+ X 1%
-0 p 22_
Vet, U
O O
:t0+qx2 2 avec:[Jg= L 0

2
1+,/1+ 4\/§q2x2 . 2Vetp|:|

Finalement:

t =ty +qx(1-P)

p=vV iqzxz 4 q= 1 (E1.8)

2 2
(1+,/1+ 4V2g™X%) 2Vely

L'intérét principal de cette formulation, paramétrée gatty (Ve étant une constante), est d’englober

la famille de paraboles= 1+ qx2 , qui constitue le cas limite Ve=0 (et donc tp=+/- ).

1.2.3 - Comportement aux limites des équations hyperboliques

Les développements limités en x=0 a I'ordre 4 des équations d’hyperboles (E1.6) et (E1.7) donnent:

V-SCAN: t = ty+ 1 S (X2~ :} 2 O+ 0(x8) (EL9)
2tV 8tV
t=ty+ L ge_1 D( + O(x8)
P-SCAN: 24,V 8t Ve (E1.10)

to+q O —q V2 K" + O(x6)

Le lien entre ces deux familles d’hyperboles et la famille de paraboles est obtenu par identification
des termes erfx

q= 12= 12 (EL.11)
2tV° 2tV

C’est donc le parametre g qui gouverne le comportement des courbes au voisinage de 0 (on
'appellera d’'une maniére impropredaurbure).

Au voisinage de l'infini, les développements a 'ordre 1 s’'écrivent:

V-SCAN: t = = + ogg (E1.12)
t = \%+(t0 )+oE;LD

e

P-SCAN: (E1.13)

<|x

0
s A— o+ Ogg
0 2Vqu

e
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1.3 -Définitions

Dans la famille P-SCAN, toutes les hyperboles ont donc une asymptote de pente Ve, qui est le
paramétre gouvernant le comportement a I'infini.

1.3 - Définitions

1.3.1 - Les espaces de travalil

Le support des données est un sous-ensemblezdeeliﬁtésentant le domaine dans lequel on dispose
de données enregistrées et conservées (non éliminées par un mute par exemple):

D = {(t,X);T;(X) St < T{(X);Xmin < X< Xmaxt (E1.14)

Le support des modéle est également un sous-ensembl& dealR choisi par l'utilisateur:

U = {(t0, x0);T0,(x0) <t0< T0:(X0);X0,p;,, < X0 < X0y 55 (E1.15)

min =

Les bornes de ces deux domaines peuvent étre infinies (cas purement théorique).

Soit ID I'espace des données, définies par I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur D:

D = L,D) (E1.16)

On définit un produit scalaire et une norme sur cet espace:

(dy, dy) = J' "’ d, (t, X)d,(t, X)dtdx

dy, d, 01D (EL17)

Idl, = /(d. d)

De méme, I'espace des modéles IU est défini par 'ensemble des foTjtions de carré intégrable sur U:

U = L,(U) (E1.18)

avec pour produit scalaire et pour norme:

(Up, Uy) = J’ OJ’ U, (t0, XO)u,(t0, x0)dt0dx0
0

ug, u, 01U (E1.19)

Jul,, = /(0 0)

1.3.2 - Définition et illustration de la Transformée de Radon

La Transformée de Radon(RT), définie comme une transformation intégrale, associe a une fonction
(d) de ID une fonctionRd) de IU. La valeur deRd) en un point (t0,x0) est obtenue par intégration de

16



1 -Formalisme, Rappels, et Généralités

d le long de la courbet = H(t0, x0, x) . Cette application est souvent appelée en traitement sismique
sommation, oustack.

R: ID - 1U

~

(Rd)(t0, x0) = [d(H(tO, x0, x), x)dx (E1.20)

En sismique I'exemple le plus connu et utilisé de transformée de Radon est I'analyse de vitesse, qui
dans sa forme la plus simple n’est rien d’autre que la transformée de Radon hyperbolique (TRH) d’'une
collection point milieu, basée sur la famille des hyperboles de Dix (hyperboles V-SCAN, équ. (E1.6))
(fig. 1.2)

x(m) V (m/s)

204 704 1204 1704 2204 270 [ 1400 1595.86 1906.57 2519.36 5000
.00

0.20

t(s) t0(s) 1.

Figure 1.2 : Collection Point Milieu(gauche)et son analyse de vitesgdroite) (représentée ici
en enveloppe).

L'objectif d'une transformée de Radon -linéaire par exemple- est de transformer une droite en un
point, par des sommations constructives lorsque I'on utilise la bonne pente et destructives pour toute
autre pente. Cet objectif est globalement atteint en pratique, mais les résultats sont en général entachés
d’un certain nombre d’artefacts (fig. 1.3):

» Une focalisation imparfaite, due a I'ouverture limitée en x et a la bande passante finie du
signal sismique: on obtient des sommations constructives également pour des pentes
proches de la pente exacte.

* Des trainées partant du pic central, qui sont des effets de bord dus également a I'ouverture
limitée en x: I'événement n’est pas complétement ‘traversé’ lors de certaines sommation,
qui ne sont donc pas totalement destructives.

» Un bruit diffus loin du pic central, conséquence de l'aliasing spatial (voir le chap. 2): a
cause d'un échantillonnage spatial des traces insuffisant, les pentes trop fortes
échantillonnent mal le signal en ‘traversant’ I'événement et la sommation n’'est pas
destructive.

*Des données irrégulieres donnent également naissance a des artefacts (défocalisation,
trainées (non illustrés sur la figure)).
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x (m)
H ] 500 1000
0.30

0.40

t(s) 0,50 —

©.80

(<0 PR T T A A Pt bA L

o e E

0.60

f
1

Figure 1.3 : collection de traceghaut) et sa LRT(bas) I’événement linéaire est transformé en un
point, mais plusieurs types d’artefacts sont observables...
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Le plus gros inconvénient des transformées de Radon est toutefois la non-inversibilité: on ne connait
la transformée inverse (en dimension 2) que pour la transformée de Radon linéaire et pour des variables
continues et infinies (cette formule d’inversion peut s’appliquer avec succés sur des données discretes
régulieres dont I'ouverture est suffisante). C'est principalement pour remédier a cet inconvénient que le
concept de décomposition de Radon a été introduit depuis quelques années.

1.3.3 - Définitions de la modélisation et de la décomposition de Radon

Dans le probléme inverse, on définit I'applicatiopqui associe a une fonction)de 1U une fonction
(Lu) de ID.

On veut que (Lu) exprime la superposition de toutes les courbes de la base, la courbe
t = H(t0, x0, X) étant affectée d’'une amplitude constante u(t0,x0).

On appelle cette applicatianodélisation, oureconstruction.

L: IU - ID

(Lu)(t,x) = JJu(to, x0)8(t — H(t0, x0, x))dt0dx0 (E1.21)
0

Cette notation avec une fonction de dirac est symbolique mais se justifie dans I'optique de la
superposition:

Prenons une fonction test ¢ 0 S(D) :

Lu, 0= ‘[I.d)(t, x)%"ﬂju(to, x0)3(t — H(t0, X0, x))dtdechxdt
J =l 0

= J’ I J’ u(t0, x0)d (H(t0, X0, x), x)dx0dt0dx
X T0X0

Supposons que u(t0, x0) tende vers un dirac (2D) au point (T0,X0), alors:
u(to, x0) - &,(t0—TO, x0— X0) Lu, 0 Iq)(H(TO, X0, x), x)dx
X
(Lu)(t,x) tend donc vers une fonction de dirac 1D le long de la courbe

t = H(TO, X0, x) . L, étant linéaire (évident), la superposition est obtenue pour toute
fonction u.

Nous appelon®écomposition de Radon(RD) la solution du probléme inverse a la modélisation

(nous utiliserons par la suite indifferemment les terimesrsion et décompositionpour ce probléme).
La figure 1.4 illustre ces trois transformations de base.

Lemme: (Lu) peut s'écrire comme une transformée de Radon généralisée de IU Vers ID

(Lu)(t, x) = J u(G(t, x, x0), x0)G; (t, X, X0)dx0 (E1.22)
0

1| a famille de courbes est paramétrée par= G(x0, x 1) , et la fonction de pondération est G'.
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ID U
x0
Décomposition de Radon l
t0
X L y
-——

modélisation/ }

reconstruction ?

=

sl %0
.|

I

|
o R
|

Figure 1.4 :lllustration de la Transformée de Rad®&n(ici parabolique), de la modélisation (oy
reconstruction)L, et de la Décomposition de Radon.

emonstration:

Posons le changement de variable tO->T: T = H(t0, x0, x) .
llvient: dT = H'y(t0, x0, x)dt0 = dt0/ G¢(T, x, x0) .

Lu(t, x) = J’Ju(to, x0)8(t — H(t0, X0, x))dt0dx0
0

= JO‘[U(G(T, X, X0), X0)3(t - T)G',(T, X, x0)d Tdx0

D’ou le résultat aprés intégration de la fonction de dirac.

1.3.4 - Distributions sur D et U

Rigoureusement, les définitions précédentes sont imparfaites, car d’'une part les intégrales n’existent
pas forcément, et d'autre part on manipule des distributions. On définit donc mairfRegtdnassociant
a des fonctions sur D et U des distributions tempérées sur U et D:

Soit, en reprenant I'équation (E1.20):
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O¢ OS(U)

Rd, ¢0= J'J%"d(H(tO, X0, X), x)dx%tb(to, x0)dt0dx0
0

= J’ J J’ d(t, )¢ (G(t, x, X0), X0) Gy (t, X, x0)dxdtdx0

D’ou la définition deRd en tant que distribution:

06 0S(U)

0 . O] (E1.23)
Rd, ¢00= I‘[.d(t, X)E 0 (G(t, X, X0), X0)G(t, X, xO)de%dtdx

En reprenant maintenant I'équation (E1.22):

O¢ 0 S(D)

Lu, ¢0= J’I@JU(G(L x, x0), X0) G, (t, X, xO)deEtb(t, x) dtdx
0

= J’ I J’ u(t0, x0)d (H(t0, X0, x), x)dx0dtOdx

D’ou la définition deLu en tant que distribution:

06 OS(D)

Lu, ¢0= J’J’u(tO, xO)E o (H(t0, X0, x),x)dxgm()dxo (E1.24)

X

On vérifie facilement que I'on retombe sur les définitions classiques lorsque toutes les intégrales
existent.

Ces notations inciteraient a étendre les définitionsRdet L a des distributions, et non plus
simplement a des fonctions dg. [En effet, on remarque que quand toutes les intégrales existent, on a:

O¢ OS(U);p OS(D)

[Rd, ¢ = J'Id(t X)D 0 (G(t, x, X0), X0)G',(t, X, x0)dx0[dtdx = (Rd, ¢)

=(d,L9) = Eﬁ,LCIJD

Lu, wO= SIO\Iu(to, xO)E W(H(tO, X0, x),x)dedtdeO = (Lu, )
X

= (u,Ry) = [, Ryd
On voudrait donc généraliser les définitions par:
dOdS(D);uls' (V) O¢ OS(U);w OS(D)
[Rd, 0= [, L¢O (E1.25)
(Lu, = L, RYO
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1.4 -Linéarité et continuité de la modélisation

Pour que cela soit possible, il faudrait que 0 S(D) et Ry O S(U) . On en trouve la démonstration
dans Helgason (1980) pour la Transformation de Radon Linéaire (en dimension quelconque), mais ce
résultat dépend malheureusement de la paramétrisation choisie pour les droites. On peut en effet donner
le contre-exemple suivant pour la famille de droitgs)((sans démonstration, mais évident):

1
2 2
-t (x2+t2)sl

0 (F+tH)>1

Soit la fonction ¢ (t, x) =

I o

¢ O0S(D) (voir Roddier, 1971, p.54). Considérons la famille de droites t=1+px. Les
propriétés de symétrie de ¢ par rapport a I'origine permettent d'écrire:

pﬂtoo

R (0, p) :I¢<px, x)dx = C>0 lim R¢(t,p) = C

Cela entraine que R¢ O0S(U), et par conséquent il n'est pas possible de définir ainsi la
transformation de Radon d’une distribution tempérée.

Par contre, si les domaines D et U sont bornés, ces restrictions disparaissent et si
¢OIDMD);wID(U), alors R¢ODU);LwOD(D) (par définition), ce qui permet
d’adopter les définitions (E1.25) pour des distributions (pas forcément tempérées) sur D et
u.

Nous verrons plus loin que dans le domaine de Fourier le probléeme des distributions est
plus facile a appréhender.

1.4 - Linéarité et continuité de la modélisation

Il estimmédiat qué est linéaire.

Dans le cas pratique des variables discrétisées et en nombres finis, la continuigsdacquise
(application linéaire entre 2 espaces de dimensions finies). Il est néanmoins important de vérifier cette
continuité dans le cas théorique des variables continuésr{(stait pas continue, une discrétisation de
plus en plus fine des domaines pourrait conduire a une dégradation des calculs).

Posons la quantité (qui est déja apparue dans I'équ. (E1.22)):

S=—21 =Gt x x0) (E1.26)

H’to(tO, X0, X)

S représente lestretch factor’, qui apparait habituellement lors des corrections NMO sur les CMP
(fig. 1.5). La fonction H étant strictement croissante par hypothése, le stretch factor est strictement
positif (S> 0).

Théoreme
Si le stretch factor S est majoré, I'applicatipn  de IU vers ID est continue.

Démonstration:

Prenons une fonction d appartenant a D(D) et calculons la quantité:

I = (Lu,d) :IIl,u(t, x).d(t, x).dx.dt

On remplace L u par I'expression de I'équ. (E1.22):
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X
2 X2
H(tO, V,x) = [tO +=
\Y
' t0
Ho(t0, X0, x) = —
fto® + X
\Y
oto
S(t0, V, X)
t
v I

Figure 1.5 :lllustration du stretch factor pour la famille des hyperboles de BR.est une
guantité infinitésimale, les autres variables (x et V) étant constantes.

| = I J’ u(G(t, x, x0), X0)G',(t, X, x0)d(t, x)dxOdtdx

-’

= ”J’ J’ u(t0, x0)d(H(t0, x0, x), x)dx0dtdx

On multiplie simplement numérateur et dénominateur par le méme terme:

| = J’I U0.X0) _ ry(H(t0, x0, X), x) T/ Hyg (0, X0, X) [H1t0 Cdx Cidx0

tO(tO X0, X)
Par l'inégalité de Schwartz on obtient alors:

U0, X0) 13013 (19 (x, H(XO, 0, X)) CHig(X0, t0, X) CHtO Ctix X0
to(tO X0, X) h

Dans Ia seconde racine carrée, on opere le changement de variable t0 - t = H(t0, x0, X) :

J’JJJ’ UZ(t0, x0) mtODJIdz(t,x) [t Celx [0
tO(tO X0, X)

Par hypothese, S est majoré (|S < M2). On peut donc écrire:

2
<M DIJJqu(tO, x0) EdtODJId (t, x) Cdlt Clx Cx0
<M DJ'/ u2(t0, x0) Edtomxomj'/ d?(t, x) [t Cdx

En utilisant I'inégalité E_FBZ sIfZ on obtient:

<M DJJJUZ(tO, x0) [dtOdeODJJId%t, x) Cdt Cox
0 X

by &
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1.5 -Formule inverse de la modélisation pour la LRD

C’est a dire:

I'=(Lu,d)<M Qul td] (E1.27)

L étant linéaire, cette derniére relation suffit & montrer qu’elle est également continue, et
que sa norme est majorée par M.

Concrétement, le fait que S soit majoré indique que pour x0 fixé, les courbes obtenues en faisant
varier t0 ne font pas apparaitre de point fixe: la famille des hyperboles de DIX répond a ce critére, de
méme que toutes les familles de courbes invariantes par translation suivant le temps (équ. (E1.3)), car
dans ce cas S=1.

1.5 - Formule inverse de la modélisation pour la LRD

Pour le probléme continu, et dans le cas ou les domaines D et U sont infinis, les formules d’inversion
de la modélisation (E1.21) existent, au moins pour la transformée linéaire (dreites px ) (démontré
dans Helgason, 1980, pour des espaces de dimensions quelconques; voir aussi Chapmai},esd81) (
la transformée de Hilbert par rapport a la variable t (voir nomenclature)):

d(t, x) = Iu(t—px, p)dp = (Lu)(t, X)

p
- (E1.28)

1o
u(t, p) = 5 L3 (At +px x))dx

X

Dans le domaine de Fourier, la transformée de Hilbert est un filtre egn(w) , et la dérivation par
rapport au temps un filtre ém . La cascade de ces deux filtres est un filtfe en  , d’ou:

- H H —
u(t.p) = (F 1(|w|))*T§nI d(t+px )b = 5 (F(0)* (RA(,p) | (€129

Cette formule d'inversion par application du filtre b est souvent utilisée comme approximation
de I'inversion pour le probléme discret.

1.6 - Opérateur adjoint de la modélisation

L'opérateur adjoint. * de L est une application de ID dans IU.

Théoréme Pour les produits scalaires euclidiens (équ. (E1.17) et (E1.19)), I'adjointed¢ identique
a l'opérateuR de la Transformée de Radon, telle que définie en (E1.20):

LO ID - U
(E1.30)

LCd(to, x0) = !.d(H(tO, x0, ), X)dx = Rd(t0, x0)

Démonstration:
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Calculons la quantité:

(d, Lu)p = ”’(g u)(t, x)d(t, x)dxdt

0 O
- ‘[ EJ' u(G(t, x, x0), x0)G',(t, X, x0)dx05d(t, x) dxdt

Apres le changement de variable habituel t - t0 = G(t, x, x0) on obtient:

(d,Lu)g = [fucto, xo)DJ'd(H(to X0, X), x)dx[DIXOdtO

Xolo

En identifiant cette derniére expression & (L,Ld, u),, on obtient I'expression de I'adjoint.

1.7 - Inversion par les moindres carrés (décomposition en norme L2)

1.7.1 - Définitions

La Décomposition de Radon consiste, pour une dor{ég) a trouver un modéle(t0,x0) qui
satisfasse I'’équation de modélisation:

[d 01D, trouver ud U / d = Lu| (E1.31)

Ce probleme est linéaire, et en travaillant avec un nombre fini de variables (cas discrétisé) il s'agit
d’'un systeme linéaire a résoudre. La solution la plus couramment utilisée (et implémentée dans
I'industrie), est la résolution par les moindres carrés.

On peut obtenir cette solution en effectuant déeomposition en valeurs singuliereé€SVD) de L :

L = ViEwW (E1.32)

La matricez est carrée diagonale et ne contient que les valeurs singuliéres non nulles de  (dans la
pratique on peut choisir quelles valeurs singulieres on met dans cette matrice, souvent en fixant un seuil).
W etV sont des projections, respectivement sur I'espace orthogonal au noyau de et sur I'image de

L, et sont donc unitairesyyU'=1d aywU=1d ¥ établit une bijection entre ces deux espaces
(voir la figure 1.6).

L' inverse généralisée L se contente d’inverser les valeurs singuliéres non nulles:

=Wy (E1.33)

La solution ainsi obtenue d’'une part explique toutes les données dans I'imdge de et d’autre part
n'a pas de composante dans le noyau.de .Lanorme L2 de la solution est donc minimale (en ajoutant
des éléments du noyau a une solution particuliere, on obtient toutes les solutions possibles; la solution
de norme L2 minimale est donc celle qui n'a pas de composante dans le noyau), ainsi que celle des

résidus (les données hors de I'espace image se retrouvent dans tous les cas dans les résidus). D’ou le nom
de moindres carrés (voir fig. 1.6).
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\
\
\

cette composante restera

1
toujours dans les résidus la différence entre deux solutions

est un élément du noyau

Figure 1.6 : En résolvant le systen=Lu en moindres carrés, on ne laisse dans les résidus gue
la composante dd perpendiculaire & I'image dk. La norme L2 des résidus est donc
minimum puisque cette composante perpendiculaire fait obligatoirement partie des résjdus.
Par ailleurs la solutionu est perpendiculaire au noyau de donc de norme L2 minimum par
rapport a toutes les solutions possibles (qui s’obtiennent en ajoutant des éléments du noyau
a une solution particuliere).

[Texiste en fait deux formulafions pour [es inverses en moindres carrés (Kostov, 1989); a gauche (le
plus classique, utilisé en général pour résoudre les systemes sur-déterminés) et a droite (pour les
systemes sous-déterminés):

u=L0)7"L 0 u=LOLLD (E1.34)

~

Les matricesL[l, et LU ne sont pas forcément inversibles. On peut alors effectuer leurs SVD
d'aprés celle d&  afin d’obtenir leurs inverses généralisés:

L0, = wiz?w LLO= vy
(Lo = wixw (LLOf = vy
C)L0=wx™y  LOLLDt = wiply

Ces deux inverses généralisés sont également égaux a I'inverse générglisé de . L'inverse a gauche
est utilisé préférentiellement lorsque le systeme est sur-déterminé (plus d’équations que d’'inconnues),
l'inverse a droite lorsque le systéme est sous-déterminé (plus d’'inconnues que d’équations).

On peut également ajouter une petite valeur le long de la diagonale afin d’assurer l'invertibilité:

u=(LOL+e)) L u=LOLLO+e)) " d (E1.35)

€ est souvent appelé facteur d’amortissement (damping factor), et ces équations qualifiées de
moindres carrés amortis (damped least-squares).a présence du facteur d’'amortissement est par
ailleurs nécessaire dés lors que les données sont bruitées (voir chapitre 3).
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La premiére expression (inverse a gauche) correspond également au minimum de la forme
gquadratique suivante, somme des carrés de la norme L2 des résidus et de la norme L2 pondérée du
modeéle:

— L Lud_Lu)+Euu) = Yd_ Lo+ Sl
d(u) = S(d-Lu,d=Lu)+E(u,u) = Zjd—Lul*+ 5ol (EL36)

Le minimum est en effet atteint quand le gradient s’annule:

B(U) = 3(d,d)—(d,Lu) + 3(ku, L) + 5(u, W)

= 5(d, d)~(LCH, w) + 3((L 0L +elyu,u)

O¢(u) = —LHd + (L, +el)u
D’ou le résultat (E1.35).

1.7.2 - Commentaires

La décomposition en norme L2, par rapport a la simple transformée (paragr. 1.3.2), résout
(évidemment) le probléeme de la non-inversibilité (y compris pour des données irréguliéres), mais
n'améliore que partiellement la focalisation (une droite ne se transforme toujours pas en point dans la
transformée de Radon linéaire), n'atténue que partiellement les effets de bord, et ne résout pas du tout
les problémes d’aliasing.

Il existe d’autres critéres que les moindres carrés pour I'inversion, mais ceux-ci possédent I'avantage
d’étre bien connus mathématiquement et de donner lieu a des implémentations faciles et efficaces (d'un
point de vue temps de calcul), d’ou leur grand succés dans l'industrie.

1.7.3 - lllustrations

La figure 1.2 compare des analyses de vitesses obtenues par simple transformée de Radon
hyperbolique (hyperboles V-SCAN) et par inversion en norme L2: I'inversion améliore la focalisation,
réduit les trainées dues aux effets de bords, mais amplifie le bruit du a l'aliasing spatial. L'avantage
principal de l'inversion reste toutefois la possibilité de reconstruire les données initiales (ce qui est
impossible a partir de la transformée)

La figure 1.8 illustre, pour une collection point milieu (avec et sans corrections NMO), les trois
transformées (opérateurs adjoints) et décompositions en norme L2 (E1.36): linéaire, parabolique, et
hyperbolique (hyperboles P-SCAN).

1.8 - Discrétisation

La discrétisation des variables, et donc des équations, a été étudiée par Beylkin (1987). Il a montré
gue les versions discrétes des équations doivent étre considérées comme un probléme a part
entiere, au méme titre que les versions continues, et en particulier que l'inverse de la transformée
discréte n’était pas la version discréte de l'inverse de la transformée continue.

Les variables (t, x, t0, x0) sont discrétisées aux pas régulierAtdax, At0, AxQ). On suppose ici
queAto = At .
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V (m/s) V (m/s)

1400 1595.86 1908.57 2519.36 5000 H 1400 1595.868 1908.57 2519.36 5S000
0,00

t0 (S) 1.

Figure 1.7 : Comparaison des analyses de vitesses de la collection point milieu de la figureg 1.2,
obtenues par simple transformée (hyperbolig(gguche)et par inversion en norme L2
(droite). (Le bruit du a l'aliasing apparait sur les vitesses élevées).

1.8.1 - Modélisation

Pour discrétiser I'opérateur de modélisation, on conserve le concept de superposition courbes de
I'équ. (E1.21):

Lu(t,x) = ZZu(tO, XO)P(t—H(t0, X0, X))

E1.37
= I TPIN (EL3T
qJ(t):D At

O 0 [t = At

La fonctiony remplace ici la fonction de dirac: I'élémen(t0,x0) ne contribue a&(t,x) que si la
courbe correspondante passe a moins d'un pas d'échantilloxiagye point (t,x) (figure 1.9). La
fonction Y traduit I'opération d'éclatement (on éclate une valeur sur les deux échantillons les plus
proches, d’'une maniére inversement proportionnelle a la distance aux échantillons). On peut envisager
d’autres fonctions plus sophistiquées pour réaliser I'éclatement.

On aurait pu également discrétiser directement I'équation simplifiée (E1.22). Il faut dans ce cas
calculer les valeurs deentre les échantillons:

Lu(t,x) = Z Uinterp (G(t X, X0), X0)G' (t, X, X0) (E1.38)

Uinterp (t0,X0) est la valeur de u interpolée suivant t0. Une interpolation linéaire est la transposée de
I'opération d’éclatement de I'équation (E1.37).
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X (m) . .
204 2704 ¢ déflection > 0 deflection

time (ms)

p (ms/km)
0 700 0 700

time (ms)

3000

2704-40

time (ms)

3000

Figure 1.8 : Collection point milieu (a gauche) sans (haut) ou avec (milieux et bas) corrections
NMO. Colonne du milieu, de haut en bas: Transformées de Radon Hyperbolique, Linéaire, et
Parabolique. Colonne de droite, de haut en bas: les Décompositions de Radon (en norme L2).

Famille des hyperboles P-SCAN: elles sont ici paramétrées par leurs déflections a I'offset
maximum.
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Xi Y(@)

At

v

_ [
4 At 0 +At o

I ¥ u(t0,x0).w(t-H(t0,x0,%)

j\ t=H(t0,x0,X)

tj+I_u(tO,X0).L|J(tj+1-H(t0,xO,Xi)

v
t

Figure 1.9 :opération d’éclatement: on affecte g,Xj) la valeuru(t0,x0)(t;-H(t0,x0,%)) et a
(tj+1,%) la valeuru(tO,x0)(t;+1-H(t0,x0,)). Si la courbe passe exactement sur un échantillpn,
celui-ci ‘recoit’ la totalité deu(t0,x0).

emme: pourles familles de courbes invariantes par translation suivant t, les formules (E1.37) et (E1.38)

sont identiques, et s’écrivent (voir la définition de h en (E1.3):

Lu(t,x) = Zuimerp(t—h(xo, X), X0) (E1.39)

Démonstration:

Pour les familles invariantes par translation suivant t, (E1.37)s’écrit:
Lu(t,x) = Z Zu(to, XO)W(t—(t0+ h(xQ, X))
X

Dans la seconde somme, la fonction { n’est nulle que pour les deux valeurs de tO qui
encadrent la quantité t—h(x0, x) . Soit T;(t) la fonction qui donne la valeur discrétisée du
temps immédiatement inférieure a t:

T.¢(1) = max (kAt, k OIN, kAt < t) (E1.40)

T(t, X0, X) = T,4:(t=h(x0, X))

o1(t, X0, X) = t—h(x0, X) —1(t, X0, X)
La double somme s’écrit alors:
Lu(t, x)

Posons:

= Z (u(t(t, x0, x), x0O)P(d1(t, X0, X)) + u(T(t, X0, X) + At, XO)W(dt(t, X0, X) —At))
X

On vérifie facilement que Y (dt(t, X0, X)) + Y(d1(t, X0, X) —At) = 1 , et que I'expression
dans la somme est en fait une interpolation linéaire de u suivant t0. D’ou le résultat.

Dans le cas général des familles de courbes non invariantes par translations suivant t, la discrétisation
de (E1.21) n'est pas équivalente a la discrétisation de (E1.22). Dans l'optigue du concept de
superposition d’événements d’amplitudes constantes, c’est la premiére expression qu'il faut retenir.

On achoisiici de réaliser I'éclatement/interpolation linéairement: c’est une solution simple, mais qui
ne conserve pas I'énergie. L'énergie d’'une valeur éclatée sera par exemple différente suivant qu’'elle

tombe juste sur un échantillon (valeur 1 -> énergield, ou juste entre deux échantillons (valeur 1
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éclatée en deux fois 0.5 -> énergie 2*8:8.5). Par ailleurs cette interpolation est trés mauvaise pour des
fréquences proches de Nyquist, ce qui oblige a travailler avec un sur-échantillonnage temporel.

D’autres interpolations sont envisageables (par splines, sinus cardinaux,...) respectant mieux les
données (seule linterpolation par sinus cardinaux conserve |'énergie, étant équivalente a une
interpolation par transformée de Fourier). Mais celles-ci compliqueraient notablement les
implémentations par rapport a I'interpolation linéaire. Notons enfin que ce probleme d'interpolation ne
se pose pas si I'on travaille dans le domaine de Fourier (les interpolations sont implicites par des sinus
cardinaux).

1.8.2 - Opérateur adjoint de la modélisation

Pour calculer I'opérateur adjoint discrétisé, il faut d’abord définir des produits scalaires sur les
domaines discrétisés. On choisit les produits scalaires euclidiens:

z Z d, (1, X)d(t, X)

Z Z u, (t0, x0)u,(t0, x0)
X
Théoreme:

L'expression exacte de I'opérateur adjoint pour le probleme discret;gsift.x) est la
valeur obtenue par interpolation linéaire suivant t):

(d1,d2)p
(E1.41)

(ul, u2),,

LCH(to, x0) = Zdimerp(H(tO, X0, X), X) (E1.42)

Démonstration:

Calculons la quantité:

(d,Lu) = sz(t, x)Lu(t, x)
= Z Zd(t, x)Z Zu(to, x0)Y(t—H(t0, x0, X))
= Z Z u(to, x0) Z Zd(t, X)W(t—H(tO, x0, x))

Dans la somme la plus interne, il ne peut y avoir que 2 valeurs de t pour lesquelles
Y(t—H(t0, x0, X)) est non nulle, celles qui encadrent la quantité H(tO0, x0, x) .

T(t0, X0, X) = T;,:(H(10, X0, X))
OT(t0, X0, X) = H(t0, x0, X) —1(t, X0, X)
On a alors, pour x0, t0, et x fixés:

Zd(t, X)P(t—H(t0, X0, X))

Posons:

= (d(t(t0, x0, x), X)W (dt(t0, X0, X)) +d(T(t0, X0, X) + At, X)W (d1(t0, X0, X) —At))
= dimerp(H(tO, X0, X), X)
Finalement:

(d,Lu) = Zgu(to, XO)Zdimerp(H(tO, X0, X), X)
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En identifiant cette expression a (LM, u) , on en déduit donc I'adjoint pour le probléme
discret.

A posteriori, on constate que cette expression est équivalente a celle que I'on aurait obtenue en
discrétisant I'expression de I'adjoint du probléme continu (équ. (E1.30)).

1.9 - Expressions dans le domaine de Fourier

1.9.1 - Expressions de la transformée et de la modélisation de Radon

Trorey (1961) est le premier a avoir utilisé le domaine de Fourier pour la transformée de Radon
linéaire, afin de montrer qu’elle n'occasionnait pas de perte d’information. Beylkin (1987) a développé
la méthode pour calculer I'inverse exact de la transformée de Radon discréte.

On se restreint ici aux familles de courbes invariantes par translation suivant t (droites, paraboles,
hyperboles P-SCAN), ce qui entraine les propriétés suivantes.
t = H(tO, x0, x) = t0+ h(x0, X)
t0 = G(x t x0) = t—h(x0, x) (E1.43)
G'(x,t,x0) = H',,(t0,x0, x) = 1

Théoreme
Dans le domaine de Fourier, atest la pulsation temporelle, I'opérateur de modélisation

et son adjoint s'écrivefit

Lo(w X) = J’G(w, x0)e "0 ¥ gy g
0

(E1.44)
LHi(w, x0) = J’ d (o, x)e' X0 N gy

X

Démonstration:

Reprenons I'expression de L (E1.22):

Lu(t,x) = J’u(G(xO, X, 1), X0)G',(x0, x, t)dx0
0

= JU(G(XO, % 1), x0)dx0

0
Appliguons une transformée de Fourier suivant t a cette équation:

—i wt

La(, x) = (Lu)(w, X) =-II,,u(t, x)e  “dt

= ‘[JU(G(XO, X, 1), xO)e_iwthOdt
0

2-Par convention on utilise le chapeau (*) pour désigner la Transformée de Fourier suivant la variable
temps.
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On applique le changement de variable t0=t-h(x0,x):

—i wt

Lo x) = ;[u(t—h(xo, x), x0)e " “'dtdx0
X

= ;J'u(to, xO)e_i @(t0+h(xA 29 4 0x0
X010

= ;J'u(to, xO)e_i Wi040g N0 X gy g
X010

On reconnait dans l'intégrale la transformée de Fourier de u:

Ca(w,x) = [a(ew, x0)e™ "*C Xy

X0
On procede exactement de la méme facon pour I'opérateur adjoint.

La propriété d’invariance par translation suivant t se traduit paldoouplage entre les fréquences
pour calculer les valeurs dgti & une fréquence donnée, on n'utilise pas les valéupakenant
d’autres fréquences.

Théoreme:Pour les familles de courbes ou la variable x0 peut étre mise en facteur
(t=1t0+h(x0 X) =t0+x00m(X) ), 'opérateur composE*L s’exprime dans le
domaine de Fourier comme une convolution suivant x0:

I;Etﬂ(oo, x0) = G(w, x0)*, o(w, X0) (E1.45)

o(w, x0) = Iei ©mO)x0 gy (E1.46)

X

Démonstration:
En combinant les deux expressions de (E1.44):

iwh(x0, X)dX

A~ pD —] 4 D
LEi:G(m, x0) DIG(@, x'0)e 1wh(x'0 X)dx'O[le
O

X0

J g
X

= [a(w x'0) I e @0 =0 D g0
X

0

pa €

= (a(w, x'O)J'ei @(X0=X0MX) 4 4x'0
X

0

e €

= Fﬁ(oo, x'0)o(w, x0—x'0)dx'0

%0
On reconnait la convolution.
On peut obtenir cette écriture pour la famille de drode (h(p, X) = px ), et la famille de paraboles

1-q (h(g, x) = qx2 ), mais pas pour les familles d’hyperboles. La figure 1.10 résume les propriétés des
transformées pour les différentes familles de courbes utilisées.
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Famille de courbes générale: t=H(t0,x0,x)

hyperboles V-SCAN (t0,V) t=t0+h(x0,x)

Invariance par translation suivant t
=découplage entre les fréquences

hyperboles P-SCAN (t0,tp) ou (t0,q) t=t0+m(x).x0
modele convolutif en fréquence

droites ( T,p)
paraboles ( T,q)

Figure 1.10 :résumé des propriétés des familles de courbes utilisées en sismique

1.9.2 - Relation entre la Transformée de Radon Linéaire et la Transformée de
Fourier 2D

Dans le domaine des fréquences temporelles, I'opématpour la LRT s’écrit:

(Rd)(w, p) = [d(w, x)e“Pdx

-
X

FD K |:| . K
- 5[ d(t, x)e 'wtdt%ke'wpxdx = J‘ J’ d(t, x)e™ P gy
X

-’
X

Cette derniére expression est directement liee a la Transformée de Fouried, 2ididgécrit
—i (wt +k,X)
(F (t,x)d)(w, kx) = J.‘[d(t, x)e dtdx
X

On constate en effet que:

(RA)(w, p) = (F ¢ d)(w, —p) (EL47)

Un axe p=cste dans la LRT correspond notamment a une droite passant par l'origine dans la FT2D
(fig. 1.11).
1.9.3 - Distributions sur D et U dans le domaine de Fourier

Nous avons vu (8 1.3.4) qu'étendre les définitions des applications a des distributions n'était pas
chose aisée. Le domaine de Fourier améne de ce point de vue quelques simplifications:
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1o

d(cap)

& p

Yo

Figure 1.11 :Relation entre la Transformée de Radon Linéaire et la
Transformée de Fourier 2D

Famille des droites ( T,p)

Les eéquations définissalntetR pour des fonctions deylsont, dans le domaine fréquentiel:

[0 (w, p)e“P*dp

(E1.48)

[d (0, x)€'“Pdx

Comme il y a un découplage entre les fréquences temporelles, on peut travailler sur chacune d’entre
elles séparément. Pour une fréquenamnnée:

Soit ¢, ¢ OS(IR) . Calculons les transformées de ces fonctions:

L oW(x)

Ru0(p)

Ly (w, x)

Ro(w, p)

— WpX

[w(p)e" “Pdp = P(wx)

)

(E1.49)
(6 (x)e“Pdx = ¢(-wp)

X

On sait que la transformée de Fourier d’une fonctiofi ést une fonction d& (Roddier, 1971). Donc,
a condition quewz 0 , les fonctionss P

&,0 appartiennent égalemént_a restriction a des
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1.9 -Expressions dans le domaine de Fourier

fréquences non nulles n'est pas vraiment un probleme, les signaux sismiques étant en principe a
moyenne nulle.

Cette fois on peut donc réellement définir les transformées de distributions tempérées:

d, 0 0S'(IR);9, g OS(IR)
(L0, 0= [0, R0 (E1.50)

Transformée d’un dirac suivant p:

Lemme:
Pour la LRD, la modélisation d’un dirac 1&{p — P) suivant p est un événement linéaire
de pente P (s(t) est un signal temporel quelconque a moyenne nulle):
| 0(w,p) =8(w)d(p—P) O Lu(t,x)=s(t+Px) | (E1.51)
Démonstration:

Calculons la modélisation de cette distribution:
Dq) as

L0, ¢0= 0, R¢0= §(w) B(p-P), RoO = 5(w)Rd(P)
= §(w) I b (x)e P dx

On en déduit que:
Lo, x) = §(w)e "™

Puis on repasse dans le domaine temporel:

L U(t, X) = J’l; 0(0), X)eiwtdoo = J.g(m)ei u)PXeiwtdw - J.g(w)eiw(“' PX)dOO

w
finalement:

Lu(t,x) = s(t+Px)

1.9.4 - LRD et PRD par les moindres carrés

Pour des courbes telles que les droites et les paraboles, 'opérétewst une convolution suivant
X0 par un opérateur connu pour chaque fréquence temparédigu. (E1.45). Résoudre le probléme en

norme L2 revient donc & appliquer ad, puis L*L )™* qui est une déconvolution suivant x0, par un
opérateur conna, pour chaque fréquence(voir fig. 1.12)

Une implémentation basée sur ce principe est trés efficace, car il existe des algorithmes performants
(le plus connu étant celui de Levinson) pour résoudre les déconvolutions.

Si 0, est un modele contenant des diracs, c'est a dire des évenements (urs’, , le stack des
données, apparait comme une version ‘étaléelige , dans laquelle les diracs sont convolués par un
signalo. Déconvolueriiy pao, c’est donc essayer de retrouvgy  en supprimant I'effed.den ne
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cer| 0@

Gol(w.qi

d(tx)

convolution par o(w,q)

(LL)?
2 — a
- - - e
e T |
| |
I I
1 ' 1
Us(T.q). Uo(T.9)
q_ g
L EL AL

N
e

~ 3 \/V
Os(w.) déconvolution

TR

Figure 1.12 :Décomposition de Radon (ici Parabolique) en norme L2 dans le domaine de Fourier.

retrouvera toutefois pas exactemeny

informations.

1.9.5 - Opérateurs de convolution

1.9.5.1 - Variables continues

, la convolution @ayant entrainé la perte de certaines

Les équations de la décomposition (en moindres carrés, paragr. 1.7) de Radon linéaire et parabolique
peuvent s’écrire comme des convolutions/déconvolution suivant p ou g dans le domaine de Fourier. Il est
donc intéressant d'étudier ces opérateurs, et principalement de connaitre leurs spectres.

D’aprés I'équation (E1.46), les opérateurs de convolution s’écrivent, pour les deux transformées:

X2
F
Ojip (W p) =
I Xq
X4
O-pa_r(("-)’ q) =
J X3

eI (DdeX

. 2
e “% dx

(E1.52)

Avec: x; <x, et0<x;<x, .Par ailleurs, nous ne considérons que les frequences non nulles.

sl x3sx450,ona:

—X

—X

4icox2 4ioox2 3ioox2
cpar(oo,q)zj' e dxz—J' e dx=J' e Y dx
X3 —X3 —Xy

et on est ramené au cas précédent.
si Xx;<0< x4, 0na
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1.9 -Expressions dans le domaine de Fourier

X4 X X

9 iwgx? iwgx? 3 iwgx? 4 iwgx?
cpar(w,q):I e dx+I e dx:I e dx+J' e % dx
X3 0 0 0

et on est a nouveau ramené au cas précédent.

Ces opérateurs agissant par convolution suivant p ou g, on calcule leurs spectres suivant ces variables.
On noteF la transformée de Fourier suivant p|gkgt, la variable de ‘fréquence angulaire’ associee a

plg. Soit pour une fonction s(p) Fs(k;) = J’s( ) P dp

P
Théoréme:
Les spectres des opérateurs de convolution (E1.52) s’écrivent:

(21
lo|x, < sgn(w)k, < |w]x
F 0y (w, ky) = HGI 1 P 2
[0 sinon (E153)
BL lexé < sgn(w)k, < |oo|xf1
I:o-par(("‘)’ kq) = 1\1|ka|
(o sinon

Démonstration:
Si I'on adopte le formalisme des distributions, on a, pour toute fonction ¢ O S :
[(Fs, ¢0= [ FoOI
Commencgons par I'opérateur gj;, . On pose le changement de variable:kp = WX:
(F 0}, $0= [Byjp, $U

= J’ I PRy (p)dp = J’ 2 I 8 (p)e “Pdpax
p? "1 Xah
= J'22n¢(wx)dx = I 22n¢0()kp)dkp

270, Moy, (Kp)
= sgn(w) J’ — b (ky)dk,
p

On en déduit que:

21
F 0y (00, kp) = wxlnwxz(kp)m

Pour le cas parabolique, le calcul est quasiment le méme:
(F 0pap $0= [0}, $0

LY 2 Xy . 2
= I I e dx$(q)dg = I I d(q)e' " dqdx
X3 X3
q p
X4

= J. 2Tr¢((ox2)dx

Posons le changement de variable kq = wx2, qu = 2wxdx = 2sgn(w) /\ookq\ dx, ce qui
donne:
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2
Xamip(ky)
F 0pap $0= sgn(w) —%dk

mxg N ‘ka‘ !

T (k)
WX3 WXy
= | ————d(k,)dk
J| oKy v
q
On en déduit que:

Tt
F Opar(wv kq) = 2r| 2(kq)

WX3 WXy /‘mkq‘

Des exemples d’opérateurs et leurs spectres sont tracés sur la fig. 1.13.

1200
1200
|Gin| |Oparl
1000 1000
80 80
60 60
40 40
0 s/m 0
p (s/m) q (sim?)
-0.0002  -0.0001 0 0.0001  0.0002 - s 0] s 5
1 (Xmax-Xmin) -1.10© -5 10 5 ,5 10 1. 10
1H(X"max-X"min)
|F0|in| |F0par|
2Tt 3500
W | r % 3000
2500
2000
1500
1000
500
kp kq
100000 [200000 300000 400000 500000 600000 | 8 8 8 | 8 9
WXmin WX max ;20100 4 10 6 10 '8 10 1. 10
0X"min (*)szax
Figure 1.13 :opérateursoy, et op,, et leurs spectres (tracés ici pour f=50Hzy,=x1=X3=500m,
Xmar=X2=X4=1500m). Le spectre dej, est de type «box-car», alors que celui dg,, varie en
1/kg. On note pouop,, Un contenu plus BF quei,.

La principale différence entre les deux opérateurs réside dans leur spectre: celui de la LRD est
constant, alors que celui de la PRD présente un contenu plus riche en BF. Outre leur action par rapport
aux variables p et q, ils se comportent par ailleurs comme des filtres passe-bas pour les fréquences

temporelles: en/|w pour la LRT, et ely./lw  pour la PRT. C’est pourquoi I'application du filtre
inverse -enw pourlaLRD, enlw|  pour la PRD- permet de réaliser une approximation de I'inversion
(cette approximation est meilleure pour la LRD que pour la PRD, car cette derniére nécessite en plus une

déconvolution suivant g, méme quand I'ouverture est infinie). Ce filtrage, décrit par Claerbout (1985)
pour la LRD, et étendu a la PRD par Zhou and Greenhalgh (1994) estfdppeatéo (rho-filter) .
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1.9 -Expressions dans le domaine de Fourier

Les transformées hyperboliques ne peuvent pas s’écrire avec des opérateurs de convolution. Mais par
analogie, on peut essayer d'imaginer un filtre rho approximatif. En effet, vers l'origine x=0 les
hyperboles sont approximables par des paraboles, et leur comportement asymptotique les rapprochent

de droites. On peut donc prendre comme filtre rho une puissan@drdermédiaire entre|w| €t
sans chercher de justification analytique.

Comportement pour des ouvertures infinies

On entend par ouvertures infinies le cas: |x1 - —00 X3 =0 Xpy Xq — +oo|

Le spectre deyjj, tend vers la fonction constan®v/|wl 0y, tend donc vers un dirac centré a
I'origine. Par contre, bien que le support du spectrecgg s'étende infiniment (vers les valeurs
positives) 0,5, Ne tend pas vers un dirac. En effet:

+o00 +o00

Opal® Q) = I ¢“%dx = I (cos(|oxg x°) + isgn(eay) sinjoog] X°))dx
0 0

L

= (1+isgn(wq)) 8o

Pour des ouvertures infinies, on a donc:

Ojin(W, p) = 2—T[5(I0)
&
(E1.54)
Opad@ 0) = (1+isgn(wg)) 8|an|

1.9.5.2 - variables discréetes

Les fréquences temporelles étant découplées, on ne s’intéresse pas ici a la discrétisationLgs t et
fonctions manipulées sont échantillonnées sur les valeurs de x et p|q suivantes:

(X1, Xoy oevs Xpiy) (P1: P2y -y Pp) (A1 Gz -+ Ong)

Comme on traite chaque fréquence indépendamment des autres, on omettra les indices
correspondants.

Les données et les modéles sont des vecteurs de dimension Nx et Np:

d, Uy
R d, u
d = 0=
[Anx |Unp
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Les versions discretes des opérations de modélisations s'éativent, , OU les opérgietrs
L par SONt des matrices de dimension Nx.Np et Nx.Ng:

B 7 . 2 . 2 . 2
—iwp; X —iWp,X —i WPy X —1wQ.X —10Q,X =10 X
plle PoXq e PnpX1 e 11e 21..6 Ng*1
e—iooplxz e—iwpzxz e_iprpXZ e—iwaxg e—iquxg e—iquqxg
Liin = L par = E1.55)
—iwp,X —iwp,X —ipp X . 2 . 2 . 2
e P1XNx e P2Xnx o Pnp NX_ e—|mqlxNx equxNX e—lququX

Les opérateurs adjoints* sont les matrices hermitiennes (transposé+conjugud) et ce sont
également les matrices des opérateurs de stack):

~ - ~H - A ~H
Cin? = Riin = Liin Cpar' = Rpar = Lpar (E1.56)

D’ou les matrices des opérateltd , carrées de dimensions Np et NQ:

= p-py) (g a0

~ A iw(p; — P, )X ~ A iw(g; — g, )x

(L ind i = Ye (L pardjk = e (E157)
=1 | =1

Ces matrices sont hermitiennes. On peut noter également que chacun de leurs éléments est une
approximation de l'intégrale (par la méthode des rectangles) définissant les opérateurs de convolution
pour les variables continues (équ. (E1.53)):

(L inlik=opn(@p-p) (L pardj k= Opadw, g, — ) (E1L.58)

Echantillonnage régulier en p et q

Si les variables p et g sont discrétisées a pas codgiaiiAq:
Pj = Pmint (1—1)Ap 0 = Omin*+ (j —1)Aq (E1.59)

Alors les opérateurs*L ont une structure deoeplitz. En effet:

Nx N Nx (kA 5

. iw(j —k)Apx ~a iw(j —k)Agx

(L indjk = Ze ! L5 parljk = Ze ! (E1.60)
=1 | =1
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Les éléments, ne dépendant que de (k-j), sont constants le long de chaque diagonale:

S(@0) I(w1)I. . Z(wNp-1)J
o 2(w, 1) >(w, 0)
I=ELIin\par =

: >(w, 1)1 (EL.61)
1Z(w,Np—-1) . . 2(w, 1) 2(w, 0)
Nx " Nx Aoy
. iwjApX _ iWjApX
Ziin(w, j) = Ze | Zoadw ) = Ze |
|=1 =1

Il existe pour la résolution des systémes de Toeplitz des algorithmes trés efficaces, le plus connu étant
celui de Levinson, qui nécessite de 'ordre (feovpérations au lieu des’abituels pour un systéme
guelconque. La résolution du probléme inverse par les moindres carrés passant par la résolution des
systemes ci-dessus, on a donc tout intérét a choisir un échantillonnage régulier en p et g.

Un échantillonnage régulier en p ou g entraine une structure de Toeplitz pour les matricd3e
méme, un échantillonnage régulier en x entraine une structure de Toeplitz pour la miatrjge Par

contre, il faudrait un échantillonnage régulier e?rpmur que la matriceL* 5, soit de Toeplitz. On ne
retrouve pas de structure de Toeplitz dans les transformées hyperboliques (V-SCAN ou P-SCAN), ce qui

limite l'intérét de passer dans le domaine de Fourier pour ces transformées (dans le cas V-SCAN les
fréquences ne sont méme pas découplées).

1.10 - Paramétrisation

La paramétrisation est le choix d’'une variable ‘optimale’ pour décrire I'espace des modéles.
‘Optimal’ est une considération subjective: cela peut vouloir dire ‘ayant un sens physique’, ou
‘mathématiquement simple’. Ainsi dans la transformég le parameétre p (la pente des droites) est-il
naturel, ou bien en existe-t-il d’autres plus adaptés (I'angle avec I'horizontale par exemple)?

Laréponse dépend de ce que I'on cherche a analyser: en sismique, on analyse des événements portant
un signal temporel (I'ondelette sismique) que I'on retrouve a des temps différents pour des abscisses
différentes. La paramétrisation paet p apparait dans ce cas comme assez naturelle: on ne peut ainsi
pas représenter un événement qui serait sur une abscisse constante, mais un tel événement ne correspond
arien de physique. Par ailleurs un échantillonnage régulier de la variable p échantillonne réguliérement
le signal le long de I'axe du temps.

Une justification plus formelle est fournie par la formulation fréquentielle. Soit un modéle

quelconqued(w, p) . Son image par 'opérateur compp'sg est obtenue par une convolution suivant
p (équ. (E1.45)):

LHC0(w p) = 0(w, p)* ,0(w, p)

Une translation du modéle sur I'axe p aboutit donc simplement & une translation de la méme quantité
de I'image de ce modéle:

l:IP((‘")i p) = 0(00, p_ P)

L 0p(w,p) = Op(w, p)*,0(w, p) = 0(w, p—P)*,0(w,p) = LLa(w p-P)
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L'image d’'un évenement linéaire sur les données est donc la méme quel que soit la pente p de cet
événement. Seule la position varie en fonction de la pente. Cela conduit a dire que la paramétrisation des
droites par et p est ‘naturelle’ pour le probléme posé.

On peut faire exactement le méme raisonnement pour la transformée parabolique, pour dire que la
paramétrisation des paraboles pat q est ‘naturelle’.

Pour les hyperboles (V-SCAN et P-SCAN), le probléme est plus complexe: on ne peut en effet pas

exprimer I'opérateur composg-.,  comme une convolution, et la forme de I'image d’'un événement
hyperbolique dépend alors de la courbure de cet évenement.

Pour les hyperboles P-SCAN, on peut choisir une paramétrisation par analogie avec les paraboles. Si
g est un paramétre naturel pour les paraboles, toute fonction linéaire de g est aussi un paramétre naturel.

Or & une position d'abscisse X donnée, la déflection des paraboles & cette valeufoyaattiX pente
locale vaut 2Xq (fig. 1.14). On peut donc envisager de paramétrer les hyperboles P-SCAN par:

(a) la courbure a l'origine
(b) la déflection a un offset donné
(c) la pente a un offset donné.

X

| —

t0) -

S
~—— déflection=gX

-

\ ente=2aX Figure 1.14 :différentes facons de paramétre
P =<4 les hyperboles par analogie avec les
paraboles:(a)la courbure a I'origine,(b)la
déflection a un offset donnég)la pente a un

t s 4
v courbure a 'origine=q offset donne

La paramétrisation par la courbure q a I'origine équivaut, d’aprés (E1.8), & une paramétrisation par
1/1,. La paramétrisation la plus naturelle semble toutefois étre la deflection a un offset donné X, par

exemple I'offset maximum des données. Si on ngte cette déflection, alors on a d'aprés (E1.7):

X?-T3V2

t (Tx) =
P 2T, V2

(E1.62)
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1.11 - Conclusions

Nous avons défini et étudié les transformées de base pour le probléme des décompositions de Radon,
a savoir la modélisation et son adjoint (qui n'est autre que la transformée de Radon couramment utilisée),
pour le probleme continu et pour le probléme discret, dans le domaine temps et dans le domaine de
Fourier. La connaissance des opérateurs adjoints est utile aussi bien du point de vue théorique que du
point de vue pratique (les implémentations de I'inversion par gradient conjugué utilisent les adjoints).

Dans le domaine de Fourier les équations se simplifient pour les familles de courbes invariantes par
translation suivant le temps, et s’écrivent comme des convolutions pour la LRD et la PRD (convolutions
suivant p et g respectivement). Dans ces derniers cas le probléme inverse peut donc étre résolu par une
simple déconvolution. L'expression simple des opérateurs de convolution pour le probléeme continu a
ouverture infinie permet de définir un ‘filtre rho’ tres simple réalisant une bonne approximation de
I'inverse exact du probléme discret a ouverture limitée.
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2.1 -Introduction

2.1 - Introduction

L'aliasing est un probléme a considérer dés lors que I'on discrétise des variables continues, ce qui est
généralement imposé par les traitements numériques. La question est de déterminer d’'une part les pas
d’échantillonnage optimums, et d’autre part les conséquences d’'un sur- ou d’un sous-échantillonnage.

Nous nous intéressons principalement ici a la Décomposition de Radon Parabolique (PRD),
parallelement a la LRD, résolues en moindres carrés. Quatre variables interviennent: dans I'espace des
données le temps t et I'offset x, et dans I'espace des modéles le temps d'integt&ppente p pour la

LRD, ou la courbure g pour la PRD

Les problémes d’aliasing suivant x et p|gq sont a considérer suivant deux points de vue différents: en
général, a I'étape du traitement des données, celles-ci ont été acquises avec un certain échantillonnage
spatial sur lequel il n’est plus possible de revenir, alors que I'on peut encore choisir un pas en p|q.

Concernant la LRD, I'échantillonnage en x et en p a été discuté par plusieurs auteurs (Stoffa et al.,
1981; Maroof, 1984; Kostov, 1989), en s’appuyant sur le nombre d’ondip KFurner (1990), a partir
de raisonnements graphigues simples, a déterminé des relations liant le pas eixpftsgamme de
pentes étudiée (p,,Pmin), 1€ pas entre deux pentap, et I'ouverture en offset (X;,-Xmin), €N Montrant

par ailleurs les conséquences de l'aliasing.

En considérant la PRD comme une LRD aprés un changement de variabfe Kabir (1992)
extrapole formellement les résultats précédents. La justification de cette extrapolation mérite d'étre
étudiée plus en détail: il n’est en effet peut-étre pas loisible d’appliquer directement les relations de la
LRD, établies sur la base de pas constants aussi bien en x qu’en p. Par ailleurs on souhaite mettre en
évidence les différences de comportement entre LRD et PRD.

Pour I'étude des problémes d'échantillonnage et d'aliasing, il est utile de comparer les deux
transformations, linéaire et parabolique. Par ailleurs, le formalisme consistant a poser le probléme
comme une convolution/déconvolution suivant p|q dans le domaine de Fowneq)((Zhou and
Greenhalgh, 1994) est bien adapté car il raméne le probleme a I'étude d’opérateurs de convolution.

2.2 - Echantillonnage temporel

Dans le cas de familles de courbes invariantes par translation suivant le temps, les bandes passantes
des données et du modele sont identiques, puisga’découplage entre les fréequences dans I'opérateur
de modélisation (équ. (E1.44)). Dans ce cas les pas d’échantillonnages er\Mterhfit) peuvent étre
1
5

max

choisis identiques d’apres la fréquence maximum des dortigesAt0 =

Dans le cas général, le rapport entre les bandes passantes dépend du stretch factor défini en (E1.26).
Reprenons I'expression de la modélisation (équ (E1.21)):

(Lu)(t, x) = J'OJ’u(to, x0)8(t — H(t0, X0, x))dt0dx0
X010

La transformée de Fourier de cette relation est:

L. Dans le texte on notera plg lorsque I'on voudra faire référence a la fois a la LRD et la PRD.
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(LO)(wx) = ‘l’ J OJ’ u(t0, x0)3(t — H(t0, X0, ))dtodx0&" “'dt
0

= J'Ju(to, x0)e_in(to’ X0 %) 4t0dx0
0

Supposons que le stretch facter= — 1
H;o(t0, X0, X)

G(t, x, x0) = G(0, x, x0) +t S(x0, X)
H(t0, x0, x) = H(0, x0, x) +t0/ S(xQ X

= G'((t, x, x0) ne dépende pas du temps. On peut

alors écrire:

D’ou:
—i(;)L .
(La)(w x) = ;J’u(to, x0)e X0 X gHOHOX0 X 4464y
%010

-D ‘isLto = H(0, X0,
- Q’u(to, x0)e 5% gl MO X0 ¥
%010 0

r-] W —iwH (0, X0, x)
= UES—(XQ X),XO%} dx0

%0

Cette derniére montre que le stretch factor induit une dilatation de la bande de fréquence entre les
données et le modele. En particulier, pour un stretch factor inférieur a 1.0 la fréquence maximum des
données pourra étre plus élevée que la fréquence maximum du modéle.

On se permet d’étendre cette conclusion au cas ou le stretch factor n'est pas constant. Si le stretch
factor estborneg,;, < S< S, ). €tsion connait la frequence maximyypdes données, la fréquence
f

maximum Fnay du modéle est majorée paF,,, < g

; inversement si on conngt, Fyax st
min

T

max

majorée parf . <

n

max

2 2
En particulier, pour les hyperboles V-SCAMH(t0, V, x) = /t02+x—2 st= |1+ ); 521, le
\% t0°Vv

modele ne peut donc pas contenir de fréquences supérieures aux fréquences des données.

2.3 - Echantillonnage en p|q

2.3.1 - Ouverture p|q infinie

La LRD et la PRD en moindres carrés pouvant étre posées comme un probléme de convolution/
déconvolution par un opérateur connu dans le domaine de Fourier, les fréqugrmek ficoupees par
I'opérateur lors de convolution ne pourront pas étre récupérées par la déconvolution. Par conséquent, la
bande passante des objets que I'on manipule est limitée par le spectre des opérateurs de convolution. Les
pas d’échantillonnage optimums en p|g peuvent donc étre calculés a partir de ces spectres.
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2.3 -Echantillonnage en p]q

Pour bien représenter toute I'information contenue dans un signal complexe s(t), dont la largeur de

bande est B(en pulsations), il faut choisir une fréquence d'échantillonnage B, , C'esta dire un pas
At = i—)"s ZB—T[. Il s’agit la d’une condition suffisante qui évite le repliement des spectres.
e S

Pour la LRD, le spectre deyy, s’étend de kmnin=tXmin & KomaxrtWXmay (€qu. (E1.53) et fig. 1.13).

Pour la PRD, le spectre est toujours nul pogr( Il s'étend entre Jﬁmnzw(xz)mm et kqmaX:w(xz)maX.
Cela permet de définir les pas d'échantillonnage critiques:

1
Ap<Ap.=
P pc f(Xmax_xmin) (E21)
Agq<Aq.= 1 |
= =Hc 2 2\
f((X")max—(X")min)

...qui amenent plusieurs remarques:

*Pour la PRD, dans les cas courants rencontrés en sismigue (des valeurs courantes sont une
gamme d’offsets de 100 a 3000m), le termér% est souvent négligeable par rapport au

terme ()?)ma)c Dans ce cas on obtient la méme relation que Kabir (1992).

e La PRD apparait a posteriori comme une extrapolation de la LRD, a ceci prés qu'il n'y
aurait que des offsets positifs.

*Le pas limite en p|g dépend bien sOr de la fréequence temporelle considérée.

*Si Xpin=0, pour un temps d’intercept et une fréquence f donnés, le pas optimum

correspond au niveau de I'offset maximum a un échantillonnage de 1 point par période
(fig. 2.1). Un raisonnement simpliste sur la seule dimension temps de la trace a offset max
aurait conduit a prendre au moins 2 points par période, safipudeux fois plus petit. Or

ici le probléme est fondamentalement 2D, n'importe quel point du domaine (t,x) pouvant
étre atteint par de nombreux points du domairgd).

Xmax
I - X
= \>
I e L <--
TSIl T > ITZl/f
AN <> Figure 2.1 : Pas d’échantillonnagéq
N optimum & une fréquence donnée: il
correspond une parabole par période ap
Y ¢ niveau de I'offset max.

2.3.2 - Ouverture p |q finie

Les pas d’échantillonnage optimums ont été déterminés sur la base des spectres théoriques des
opérateurs, c'est a dire en considérant que I'extension de p|q est infinie.

Lorsque la gamme des p|q utilisée est limitée, le spectre des opérateurs s'étalent (précisément, les
spectres théoriques sont convolués par un sinus cardinal), et les coupures brutales sont d’autant plus
lissées que la gamme de p|q est réduite (fig. 2.2).

48
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|Foparl @)
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g 8 ( 8 .8 .8 8 8
-2, 10-1. 100 1 1 102 103 104 105 10
| .
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Figure 2.2 : spectre de I'opérateuo,,, pour différentes gammes de g explorées (parametres
communs: f=50Hz, %i,=100mM, %,2,=1000mM.(@) |q|ma=1000 ms/km. (b) || ma=250 ms/km.

(¢) 19lmax=100 ms/kmi. On note un lissage des bordures quand la gamme de q est réduite| Le
méme effet se produit sur I'opératea,.

[a bande passante des opérateurs etant plus large, cela doit conduire a choiSiipio) paerieur
au pas optimal théorique.

Lélargissement du spectre est particulierement sensible pour la PRD: le spectre croiflen au
voisinage de 0, et peut donc atteindre de grandes valeurs et ainsi induire un effet de bord important si

(xz)min est faible devant @max (ce phénoméne s’observe bien sur la figure 2.2, I'étalement du spectre
est plus important sur la gauche, vers les fréquences négatives, que sur la droite).

2.3.3 - Conséquences d’un sur- ou d’'un sous-échantillonnage en p|q

En théorie, un sur-échantillonnage en p|q a les effets suivants:

* du point de vue déconvolution, le spectre des opérateurs contient une plage nulle de plus en
plus grande, obligeant ainsi a augmenter le facteur de pré-blanchiment.

»du point de vue inversion de matrice, la matrlcd. devient mal conditionnée (Kostov,
1990), ses colonnes étant quasi-identiques. Cela oblige donc a stabiliser plus fortement
l'inversion par un facteur d’amortissement plus élevé.

*le temps de calcul augmente.
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2.3 -Echantillonnage en p]q

Kostov (1990) a également vérifié, pour la LRD, qu’un sur-échantillonnage ne permettait pas
d’augmenter la focalisation des évenements.

Quel que soit le point de vue adopté, il ne semble donc pas souhaitable de sur-échantillonner en p|q.
Il reste a vérifier que le cela n'apporterait pas des avantages susceptibles de compenser les inconvénients.

Quant au sous-échantillonnage, il induit un repliement du spectre des opérateurs, ce qui a priori
devrait dégrader les résultats.

Pour vérifier ces effets en pratique, nous prenons une collection de traces monofréquentielle (fF=50Hz)
contenant un seul événement horizontal (fig 2.3). Nous calculons la PRD de ces données avec plusieurs
valeursAq, et nous regardons la qualité de la modélisation en mesurant I'énergie du résidu.

X (m)
0 500 1000

o
@
E

Figure 2.3 :collection de traces monofréquentielles.

g f=50HZ, %3in=0, Xmay=1000m,Ax=50m

Lo

Le pas en g est défini comme une fraction du pas optildigmn: a D——%—

Xmax

Les PRD et leurs résidus pour différentes valeuis sient présentées fig. 2.4:

*Entre 0=0.9 (échantillonnage limite) et=0.3 (sur-échantillonnage), la qualité de la
reconstruction s'améliore [égérement, sans plus. La focalisation de I'événement n’est quant
a elle pas améliorée.

* Poura=0.9, le résidu est a peu prés le méme sur chaque trace. Par contee=fidli{léger
sous-échantillonnage), les traces a offsets lointains ne sont plus du tout reconstruites, I'effet
de seuil est évident. Les traces non reconstruites sont en fait celles sur lesquelles I'écart de
temps entre 2 paraboles est supérieur a la période.

Ces 2 phénoménes se retrouvent sur la courbe de I'énergie résiduelle en fonctidigd2.5). Entre
0=0.1 eta=0.9, la variation est faible, et I'effet de seuil se manifeste autourte

Sur la figure 2.6 nous prenons maintenant une collection de traces monofréquentielle ne contenant
gu’une seule trace non nulle. On calcule la PRD de ces données avec plusieurs pas d’échantillonnage en
g, puis on applique la modélisation. Avec un échantillonnage suffisant la trace est correctement
reconstruite. En situation de sous-échantillonnage la trace n’est plus reconstruite correctement et donne
naissance a un ‘alias’ situé a un offset qui dépend du facteur d’échantillonnage.

Ce phénomene est directement li¢ au repliement du spectre de l'opéggiguffig. 2.7): les

informations concernant des offsets différents se trouvent mélangées, et par conséquent il devient
impossible de différencier ces offsets.

La position des figures d’aliasing dépend de la position originelle de la trace non nulle et du facteur
de sous-échantillonnage (fig. 2.8). Certaines traces ne s'aliasent pas (la trace 31 sur I'exemple fig. 2.8),
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% énergie résiduelle
= = )
(e) ol o

ol

0 T 1 + t + t
0 0.2 04 0.6 0.8

o (=Ag/Aqc)

12

Figure 2.5 :Energie résiduelle (données fig. 2.3) suivant le pas d’échantillonnage en q

A IGpi/ Spectre théorique (variable g continue)
(*)X min (,OX max kq
4 [Opal

Repetmons dues a
la discrétisation de g

»
»

Kq Figure 2.7 : Repliement du spectre de
Repliement du spectre Opar €N Ccas de sous-échantillonnage

(sous-échantillonnage en q) en q.
car elles correspondent aux zones du Spectig,geon affectees par le repliement (fig. 2.7). Sle sous-
échantillonnage devient trop sévéne-R), de telles zones n’existent plus et toutes les traces s'aliasent.

Turner (1990) a présenté des exemples analogues pour la LRT. Il utilise une simple transformée et
non une décomposition, ce qui change les amplitudes sur le résultat final mais les conclusions sont
qualitativement les mémes.

2.3.4 - Echantillonnage pour la HRT (hyperboles P-SCAN)

Le probléme de la paramétrisation et de I'échantillonnage des hyperboles P-SCAN (et plus encore V-
SCAN) est plus complexe que pour les droites et les paraboles, notamment & cause d’une écriture moins
simple des équations dans le domaine de Fourier (voir chapitre 1).

A partir du méme type de raisonnement graphique que Turner (1990), on peut néanmoins déterminer
un pas d’échantillonnage minimum: par la modélisation chaque point de I'espace (t,x) est reconstruit par
une intégrale le long d’'une trajectoire dans le domaigig,(équ. (E1.22)), ou {iTx) si on paramétrise
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I
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Figure 2.4 : PRD (gauche)des données fig. 2.3 et les résiddsoite) pour plusieurs pas
d’échantillonnage en ¢(a) a=0.3(suréchantillonnage)(b) a=.9 (échantillonnage limite),
(c) a=1.1 (léger sous-échantillonnage).
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X (m)
a
( ) 0 500 1000
o -
%
? %
% %’
%
8 >
X (m) x(m)
0 500 1000 0 500 1000
o | | |
(b) (c)
g
" Aliasing 4 3
(d) e (e)
g

Figure 2.6 : (a)Collection de traces (xmin=0, xmax=10004x=25m). f=50Hz sur trace 41.
Reconstruction aprés PRIb) a=.8, (c) a=1.0, (d) a=1.2, (e) a=1.5. Poura>=1.0, la trace
originelle est mal reconstruite et s’aliase a des positions x qui dépendent de
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x(m) x(m)
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Aliasing
0 500 1000 0 500 000

(b)

t (ms)
VY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y VY VY Y v Y Y Y
t (ms)

o o
2 3
X (m) X (m)
0 500 1000 0 500 1000
% (c)
2
— F —
[%2] ) [%2]
= % =
%
S o S
wn [Te)

Figure 2.8 : Exemples de reconstructions apres PRD, g sous-échantillome2), une seule
trace non nulle dont la position variga) trace 1,(b) trace 11,(c) trace 31, (voir fig. 2.6 pour
la trace 41). La trace d’origine s’aliase sur un autre offset, sauf la trace 31, qui correspond a
une zone du spectre @g,, non repliée (fig. 2.7).
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2 -Echantillonnage et Aliasing

les hyperboles par la déflection a un offset donné (E1.62). L'objectif est d’avoir un échantillonnage en
Ty suffisamment dense pour que I'ensemble des trajectoires balaient un temps inférieur ou égal a la

longueur d’onde la plus courte du signal d’'une trace du modele a I'autre.

Pour un point quelconque (t,x), la trajectoire correspondante dans I'espace des modeles est (en
combinant (E1.2), (E1.7) et (E1.62)):

2.,2. 2 2.,2,2
X2 = [TeVa+4ToVox> —2Tov2X? + X*
G(t,x Ty) = t——= Tx, JX X X (E2.2)
2" 2T, V2

Cette équation, qui donne des trajectoires complexes, se simplifie fortement pour les cas x=0 et x=X:
G(t,x=0,Ty) =t

(E2.3)

Seules ces deux abscisses correspondent a des trajectoires rectilignes dans I'espace des modeéles
(fig. 2.9), contrairement aux cas de la LRD et de la PRD, ou toutes les trajectoires sont rectilignes.

X (m) X Tx
200 400 600 800 1060 0.1 0.2 0.3 0.4

|
|
|
| b
|
|
|

|_x=1000

Figure 2.9 : Hyperboles P-SCAN: trajectoires dans le domaingT{) pour des points donnés
dans le domaine (t,x). Points choisis sur une hyperbgk0(bs, Tx<=0.438s). Seules les
abscisses x=0 et x=X=1000m correspondent a des trajectoires rectilignes.

On veérifie que les gammes de pentes possibles dans le domging @ont encadrées par les deux

trajectoires rectilignes données par (Ez.gﬁmax—g%min =0-(-1) =1
X X

A l'intérieur de I'éventail défini par cette gamme, on veut qu'au maximum s’inscrive une longueur

1

d’onde du signal entre 2 traces du modele. Il faut donc queT, SE max étant la fréquence
max

maximum du signal. On retombe finalement sur la méme régle pratique que pour les droites ou les
paraboles, a savoir qu'au niveau de I'offset maximum (X ici), la «distance» entre deux hyperboles doit
étre inférieure a la longueur d’onde minimum que I'on veut représenter (fig. 2.1).

1
fn

AT, < (E2.4)

De cette condition, on déduit Imp trace par trace en appliquant I'équation (E1.62).
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2.4 - Le pas d’échantillonnage en x - Aliasing spatial

2.4.1 - Théorie

L'espace le plus pratique pour étudier I'échantillonnage en x est I'espace des dowp@ata(is
lequel on étudie le spectre suivant x (nombre d’onge #@émarche abordée par plusieurs auteurs

(Kostov, 1989).

En se donnant un modele quelcondi(esp), avec p,i,<P< Pphax » ON Prend la transformée de
Fourier suivant x de I'opération de modélisation (E1.44):

~ |:| ~ _iwpx D —iXkX
d(w, k,) =JEIu(w, p) (& Edp%[é dx
X

. ~ O —i(wp+k)x g .
d(w, k,) :Iu(w, p)%!e [dx%[dp :J’u(w, p) (B(wp + k) (dp

p p

On en déduit que le spectre est nul en dehors de lintervalie, . <k, <—wpy,i, . La théorie de
I'échantillonnage nous conduit donc a prendre comme pas en x:

Ax < 2T 1

< = (E2.5)
w(pmax_pmin) f(pmax_pmin)

Pour la PRD, on se raméne & une LRD par le changement de varialfeGeta conduit a la relation:

1
AX = 2|X|AX S ——M8M8M —
| | f(qmax_qmin)

(E2.6)

Dans le cas de pasx constants, la condition porte sur I'offset maximum (la pente d’'une parabole
donnée est maximum a I'offset maximum):

Ax < 1 (E2.7)

2f|x|max(qmax_qmin)

Lorsque la variable x est discrétisée, les opérateurs de convolagjpret o, (équ. (E1.52))
s’expriment par une somme finie sur x a la place d'une intégrale:

Olin(w1 p) = Zeiwpxj opar(w1 p) = Zeiwpsz (E2.8)
Xj Xj

Ces opérateurs correspondent a la fois aux filtres appliqgués a un modéle théorique (que I'on souhaite
retrouver) pour donner une certaine image, et les signaux par lesquels on déconvolue cette image pour
retrouver le modéle. On peut voir sur la figure 2.10 comment se modifient les opérateurs par la
discrétisation de x.

On calcule les spectres des opérateurs, en supposant d’abord que p|g est d’extension infinie:

0 —ipk
F opn(w ky) = J'Dz eprxJH[e % mp
X.

p ]

56



2 -Echantillonnage et Aliasing
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Figure 2.10 :Dégradation des opérateurs, et op,, apres discrétisation de Xa) o), pour x
continu.(b) ojj, pour x discréte(c) opae pour x continue(d) op,, pour x discrete.
(f=50Hz, xmin=500m, xmax=1500mMx=50m)
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2.4 -Le pas d’échantillonnage en x - Aliasing spatial

U i(owx;—k g
Fo‘lin(w, kp) = Zgj‘el(wxj p)pEd[.]]

Le spectre dej,, est donc une succession de diracs:

F ojn (0, k) = zzna(wxj —ky) (E2.9)

J

Pour la PRD, le méme calcul donne:

2
Fopar(oo, kq) = z 2n6(wxj —kq) (E2.10)
X
J

Si p|q n'est pas d’extension infinie, les spectres s’obtiennent en convoluant les résultats des équations

(E2.9) et (E2.10) par le spectre de la fonction ‘porte’, qui est un sinus cardinal (ce sont les mémes
équations pour la variable q):

: Si PLinSP<P

n - [11 in max_]

Pmax pmin(p) DO Sinon N
. ﬂ)max+pmin|:| (E211)
—ikK m—— — .

P KDy 28 Dsin%(EP—————maX ullinn
Fr (= ——° ). -
Pmax Pmin B —Ik B k

Dans le cas limite d'une gamme de p|q infinie, les spectres des opérateurs consistent en une
succession de diracs, positionnés d’apres les valeurs discrétes prises par x, et séparés par des plages
nulles. Quand cette gamme diminue, ces diracs sont convolués par un sinus cardinal d’autant plus large
que (BnaxPmin) €st petit (fig. 2.11). Si 'échantillonnage en x est trop faible, les diracs sont trop espacés

par rapport a la largeur du sinus cardinal, découvrant des plages sub-nulles, et rendant ainsi la
déconvolution instable.

A |FOiin| (a) A |FOparl (b)
/\ 7\

/ \ N

/ \ / \

/ / \

\
. / \ Kp 7 | VL Kq
WXy WXy v T XNk wxq° 5 L XNy
WXo

Figure 2.11 :Spectres des opérateucy, (a) etap,, (b). Ce sont des successions de diracs

positionnés suivant les abscisses des traces, et convolués par un sinus cardinal dont
largeur (pseudo-période) est proportionnelle & 1R Pmin -

a

La dégradation du spectre dg,, pour la PRD est illustré sur la figure 2.12: le probleme apparait
d’abord dans la zone correspondant aux grands offsets.
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Figure 2.12 :dégradation du spectre d&y,, lorsque la variable x est sous-échantillonné. Mémes
paramétres que pour fig. 2.10¢8) Gma=-0min=100Ms/kn. (b) Uma=-0mir=160ms/kn.

2.4.2 - Approche pratique

Le terme ‘aliasing’ désigne ici en fait deux problémes liés mais différents dans leurs conséquences:
le premier est celui de la stabilité numérique de la déconvolution (abordé au paragraphe précédent par
I'intermédiaire du spectre des opérateurs), et le second est I'indétermination des solutions.

Turner (1990), pour la LRT, a abordé le probléme de l'aliasing par un raisonnement graphique: c’est
I'impossibilité de distinguer 2 événements monofréquentiels dont les pentes differantie (fig.
2.13). Si il existe effectivement un événement de pente p*, lorsque I'on balaie les pentes l'aliasing arrive

brutalement pour chaque pente p=p*#Xj, le long desquelles la sommation des amplitudes est
maximum. Par contre, entre ces valeurs les interférences sont destructives.

vt

Figure 2.13 :pour une fréquence f donnée: en LRT, 2 événements dont les pentes differedbdg 1/f
ne sont pas séparables car la sommation des amplitudes le long des 2 droites donne le méme

résultat. En PRT, aucune parabole (a part celle correspondant a la bonne courbure) ne spmme
constructivement toutes les traces.
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2.4 -Le pas d’échantillonnage en x - Aliasing spatial

L'opérateuroy;, devient ainsi parfaitement périodique (figure 2.10b), et la déconvolution instable. La
solution de l'inversion, méme stabilisée par un facteur d’amortissement (E1.35), contiendra tous les

évenements possibles. La condition anti-aliasing s’écrit dgnep*| < %(

Cette derniére condition est moins restrictive que celle obtenue par (E2.5), car elle fait référence a la
gamme des pentes exploréekativement un évenement p*, alors que précédemment on considérait la
gamme totale de pentes. Cela signifie en pratique qu’'un évenement particulier peut ne pas étre aliasé
alors que globalement la déconvolution est instable a cause de l'aliasing (cas par exemple d'un
événement p*=0 (horizontal) et une gamme de perniesPPmin=0.9/fAx: pour tout p, on a |p-p*|<1/

fAX, mais par contre {p,Pminl>1/fAX).

Pour la PRD, le probleme est un peu différent. En effet, la pente d’une parabole varie tout au long des
traces et seule la parabole parfaitement ajustée sur I'événement g* peut sommer toutes les amplitudes en
phases (fig. 2.13). Néanmoins I'opérateyg, va tout méme étre degrade (fig. 2.10d) des lors que la
pente locale des paraboles permettra une sommation constructive, c’est a dire si localement la pente est
égale a 1h4x.

La pente locale d’'une parabole de courbure g valant 2gx, c'est a I'offset maximum qu’elle est la plus
forte. Si elle dépasse la valeur limite AX, alors il y a forcément une partie de la parabole le long de
laquelle la sommation est constructive. La condition ‘anti-aliasing’ va donc s'écrire ici:

1
Z‘q_q*“x‘maxsm

Finalement:

lp— p|<fo

(E2.12)

A nouveau, le cas de la PRD apparait a posteriori comme une extrapolation du cas de la LRD, mais
le comportement des opérateurs est néanmoins assez différent (figure 2.10): alovg, gest

parfaitement périodiquep,, présente un comportement plus ou moins erratique a partir d'un certain g,
et I'indétermination est moins forte.

Pour terminer, on peut noter que le respect des conditions anti-aliasing dans les 2 domaines (données
et modeéles) entraine un lien entre le nombre de traces des données (Nx) et le nombre de traces des
modeéles (Np|q). Sil'on se place en conditions limites (pour la PRD, on suppose xz®@xdonnées

par les équations (E2.9) et (E2.10):

Np = ‘pmax_pmin‘ _ f(Xmax_xmin) = Nx

Ap B fAX

‘qmax_ qmin‘ - f(szax—szin)
Aq 2| X

NX
Nq: :_..2._

Dans ces conditions, pour la LRD le nombre d’inconnues (Np) est égal au nombre de données (Nx),
alors que pour la PRD il doit étre deux fois plus petit. Lorsque l'on travaille avec un pas
d’échantillonnagex constants dans la PRD, un échantillonnage suffisant aux grands offsets implique
en effet un sur-échantillonnage aux faibles offsets.
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2.4.3 - Exemple synthétique monofréquentiel

Afin de bien observer le comportement réel des transformées en conditions d’aliasing, le mieux est
d’étudier un exemple simple. Pour cela nous reprenons les données de la figure 2.3, dont nous calculons
les LRD et PRD pour différentes gammes de p et q. L'événement présent sur les données étant horizontal,
les gammes de p|q explorée sont symetriqugs<Pmax-

La géomeétrie des données implique les conditions anti-aliaging;x,,,x< 400ms pour la LRD, et

qmaxxrznaxs 200ms pour la PRD.

Sur la figure 2.14 se trouvent deux LRD et deux PRD de ces données, chacune en conditions non-
aliasée et aliasée:

*pour la LRD, I'aliasing est trés clair et consiste en une répétition de I'événement réel, qui
n'est lui-méme pas affecté (du moins pas sa forme, car son amplitude est 3 fois plus faible,
le reste étant répartit sur les événements aliasés).

e pour la PRD l'aliasing se manifeste par I'apparition d'un signal diffus a partir du g limite
d'aliasing. De plus I'événement central est affecté non seulement en amplitude, mais
également en morphologie, contrairement au cas de la LRD: au lieu d'étre représenté sur
un seule trace, il s’étale maintenant sur les traces voisines. Aussi bien I'énergie diffusée que
la ‘défocalisation’ peuvent étre tres génante pour des traitements tels qu’un anti-multiple,
qui nécessite une bonne séparation des événements.

*larépartition des énergies est cohérente avec la forme des opémjieats,,,(fig. 2.10).

Sur la figure 2.15 sont tracées les normes L1 et L2 des LRD et PRD en fonctiqqp get o5 On
retrouve sur ces courbes les constatations faites auparavant, & savoir:

 pour la LRD, la transition est brutale lorsqu’on arrive a la limite d’aliasing: la norme L2 est
guasi-constante de part et d’autre de la limite et chute brutalement au niveau de cette limite.
La norme L1 varie peu, avec toutefois une rupture au niveau de la limite.

epour la PRD, la norme L2 est a peu prés constante, puis commence a décroitre
régulierement a partir de 'aliasing. La norme L1 quant a elle croit régulierement.

Ce comportement des transformées résulte bien de la résolution du probléme inverse en moindres
carrés. Parmi toutes les solutions possibles, c’est celle d’énergie minimum qui est choisie, et non pas
forcément celle que I'on souhaiterait. $iyi a trois événements équivalents pouvant expliquer les
données (cas de la LRD aliasée fig. 2.14), alors I'inversion répartit I'énergie sur ces trois événements.

2.4.4 - Exemple synthétique 2

Un signal monofréquentiel est trés pratiqgue pour bien comprendre les causes et les conséquences de
I'aliasing, mais il faut maintenant observer ce qui se passe avec un signal sismique classiqgue composé
d’'une gamme de fréguence normale.

La limite d'aliasing dépendant de la fréquence, il est clair gu’il n’y aura pas de transition nette comme
précédemment, mais certainement une dégradation progressive des transformations.

Soit une collection de traces avec un unique événement horizontal habillé par un ricker de fréquence
centrale fc=30Hz (fig. 2.16).

Nous calculons les PRD de ces données avec differgpts (g 2.17). Comme repere, le gy

d’aliasing pour la fréquence centrale du signal (fc=30Hz) vaut, d’aprés I'équation (E2.12), 33%ms/km
On observe trés bien les figures d’aliasing en ‘ailes de papillons’, et également la déformation de
I'évenement central (moins bonne focalisation) quand la transformée est aliasée: une partie de son
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p (ms/km) p (ms/km)
-200 0 200 -600 0 600
(@ _ . | (b)
g
8
Energie aliasée
q (msfkm?) q (msfkm?)
-100 0 100 -300 0 300
@™ 9w ° (@
g
3
Figure 2.14 :LRD et PRD des données fig. 2.3 pour différenigp(a) LRD pnax=200ms/km.
(b) LRD py2,=600ms/km (gain(b)=3xgain(a))c) PRD qnaleooms/krﬁ. (d) PRD
Ormax=300ms/km.

énergie Se reporte surles traces latérales. Ces PRD contiennent toute T'information nécessaire pour bien
reconstruire les données, mais celle-ci se répartit difféeremment.

Les variations des normes L1 et L2 des deux transformées (LRD et PRD) en fonctions des gammes
explorées (fig 2.18) sont identiques a celles de I'exemple du paragraphe précédent: la norme L2 diminue
et la norme L1 augmente lorsque les gammes augmentent.

Des PRD, nous ne conservons maintenant que les traces centrales (valeurs de |g| inférieures a 150ms/
km?) pour reconstruire les données (fig 2.17 & dréitBans la premiére décomposition{g=150ms/

km2) toute I'information est contenue autour de la trace q=0, et on peut reconstruire les données de

départ. Par contre, dans les deux autrgs, 300 et 500 ms/k®) la reconstruction est imparfaite: on
constate une perte d’amplitude le long de I'événement, en fonction de l'offset (surtout aux grands
offsets). L'énergie manquante est en fait située sur les traces aliasées des PRD, traces que l'on a
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Figure 2.15 : Evolution des normes L1 et L2 des décompositions des données de la figure 2.3
lorsque la gamme en p|q explorée varia) LRD. (b) PRD

eliminées. Ces problémes d'amplitude sont particulierement sensibles Si 'on souhaite faire une étude
AVO sur les données, la perte d’amplitude variant en effet avec I'offset.

2.4.5 - Comment remédier a I'aliasing spatial

Pour la PRD, l'aliasing spatial est influencé par quatre paramétres (équ. (E2.12)):

*la fréquence

*|'offset maximum

*le pas d'échantillonnage spatial
*la gamme de courbures explorées

Les solutions les plus évidentes seraient donc:

2.Ce processus, aujourd’hui couramment utilisé, permet de séparer primaires et multiples sur un CMP
apres correction NMO: si la différence de courbure (donc de vitesse) entre primaires et multiples est
suffisante, ceux-ci vont apparaitre sur la PRD dans des zones bien distinctes. On peut alors les séparer
par un mute et reconstruire uniguement les primaires (ou uniquement les multiples, que I'on soustrait
du CMP initial).
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Figure 2.18 :Evolution des normes L1 et L2 des décompositions des données de la figure 2.
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Figure 2.16 :Collection de traces contenant un unique évenement
= horizontal. xmin=0, xmax=1000nyx=50m. Signal: ricker 30HZ
o
—
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16

e 'elimination des hautes frequences sur les grands ofisets, qui sont les plus aliasees. Mais

cette solution a bien sdr I'inconvénient majeur d’éliminer de l'information, ce qui n'est

jamais satisfaisant.

ela création de nouvelles traces par interpolation afin de réduire le pas d’échantillonnage

spatial, en utilisant bien sOr des interpolateurs qui réduisent 'aliasing (Spitz, 1991).
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(@)

(b)

(©)

- : ;
Y 0 30  sgo d(Mskm) 0 1000 * (M)

Figure 2.17 : A gauche: PRD des données fig. 2.16 avec différentes valeurg dga) 150ms/
kn?. (b) 300ms/krA (c) 500ms/kri. On observe la déformation de I'événement central en
méme temps qu’apparaissent les figures d'aliasing.

A droite: les reconstructions correspondantes aprés avoir muté les traces |g|>150fs/km
a une perte d’amplitude en fonction de I'offset en cas d'aliasing.
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» une gamme de courbures la plus faible possible, tout en respectant ce qui est contenu dans
les données: en effet si on choisit une gamme trop faible excluant certains événements, on
peut effectivement réduire I'aliasing, mais l'inversion ne peut pas expliquer ces événement,
ce qui engendre des artefacts pouvant étre aussi génants que ceux engendrés par l'aliasing.

D’autres solutions moins évidentes sont envisageables:
Inversion de I'opérateur (LL*)

L'aliasing se traduisant numériquement par une instabilité de I'opérdtaunt, il est quelquefois
conseillé de calculer 'opérateutl(* )1 qui doit &tre plus stable dans ce cas (Kostov, 1990), et
d’appliquer 'inverse a droite au lieu de l'inverse a gauche (voir (E1.34)).

D’un point de vue théorique, il est équivalent d’utiliser I'un ou I'autre opérateur, qui doivent conduire
a la méme solution. Linverse a droite ne résout ici que le probleme de l'instabilité, pas celui de
lindétermination.

D'un point de vue pratique, I'inconvénient principal en PRD est que seule la mafriceest de
Toeplitz,LL " étant quelconque (Darche, 1990; en LRD les opérateurs sont tous deux de Toéplitz si
est constant). Inversér'L est donc beaucoup plus rapide (par I'algorithme de Levinson) qu’inverser
LL".

La différence peut se faire au niveau du facteur d’amortissement utilisé€, qui peut étre d’autant plus
faible que I'opérateur est stable. Néanmoins, la présence de bruit dans les données réelles conduit a

toujoursintroduire un facteur d’'amortissement (Tarantola, 1987), ce qui réduit la portée de cet effet en
pratique.

Finalement on obtient des solutions trés semblables quel que soit I'opérateur utilisé (Kostov, 1990).

Décompoaositions parcimonieuses

Une autre voie plus intéressante est suggérée par les courbes de la figure 2.18: sous l'effet de
I'aliasing spatial, la norme L1 de la solution augmente, alors que la norme L2 diminue. Peut-é&tre faut-il
alors régulariser I'inversion par la norme L1.

Pour une donnég, au lieu de choisir la solution de norme L2 minimum:
min(jd - Lul3 +eluly)  Jul = I J U (0, x0)dt0dx0

X010
on choisit la solution de norme L1 minimum (Nichols, 1994):

min(ld - Lulz+eluly)  uly = J QJ u(t0, x0)|dt0dx0
0

La figure 2.19 contient deux PRD des données de la figure 2.16, calculées avec une gamme de q telle
gue l'aliasing est parfaitement visible sur la PRD en norme L2. Sur l'autre PRD, calculée en norme L1,
les figures d’aliasing ont disparues et I'événement central est beaucoup mieux focalisé. On sait d’'une
maniere générale qu’une des propriétés de la norme L1 est de rassembler au maximum I'énergie d'un
évenement en un seul point de la transformée: cela concerne entre autre la partie aliasée de I'événement.

On obtient en fait des résultats comparables, a des degrés divers, en utilisant a la place de la norme
L2 toute autre minimisation qui tend a concentrer I'énergie en des points privilégiés de la transformée.
D’une maniere générale, on appelle ces solutions des solptarimonieusegvoir chapitre 4).
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Figure 2.19 :PRD des données fig. 2.16 en condition d'aliasing spafe&lPRD en norme L2
minimum.(b) PRD en norme L1 minimum. En norme L1 toute I'énergie est focalisée en un|seul
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2.5 - Conclusions

Pour les cas usuels de transformées de Radon, I'échantillonnage des variables temps t et tO n’est pas
problématique: les fréquences maximums rencontrées sur les données et sur le modéle sont liés par le
stretch factor (égal a 1.0 pour les familles de droites, de paraboles, et d’hyperboles P-SCAN).

Les pas d'échantillonnage pour p (LRD) et g (PRD) se déduisent de I'ouveptirg — X ip) etde

la fréquence maximum des données. Le sur-échantillonnage de ces variables n’est pas utile pour la
qualité de la décomposition (ni méme souhaitable du point de vue de la stabilité de I'inversion). Le sous-
échantillonnage ne permet pas de représenter correctement les données les plus HF et les plus proches
des bords du domaine spatial.

Le pas d'échantillonnage spatiikk devrait étre déterminé a l'acquisition des données suivant les
gammes de pentes p ou de courbures q susceptibles d’étre contenues dans les données. Une fois ce pas
fixé, si les gammes de pentes ou de courbures dépassent une valeur critique I'inversion est instable a
cause de l'aliasing spatial. Pour autant, tous les événements ne sont pas forcément aliasés: la condition
d’aliasing pour un événement donné porte non pas sur la gamme de pentes (ou de courbures) totale, mais
sur la différence maximum entre les pentes utilisées et la pente de I'événement.

L'aliasing spatial n'empéche pas une décomposition des données (les résidus sont faibles) mais se
traduit par une dispersion de I'énergie dans le modéle loin de la position attendue.
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3.1 - Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre au(x) formalisme(s) du probléme inverse appliqué a la
décomposition de Radon, i.e. la résolution du problérsel u

La formulation des moindres carrés généralisés (par exemple Tarantola, 1987) introduit le modéle a
priori, ainsi que les matrices de covariances sur les données et sur le modéle, qui décrivent les
incertitudes sur les données observées et sur le modeéle a priori.

Le formalisme de Bayes repose quant a lui sur les notions de probabilités et d’état d’information sur
les différentes variables du systeme. Les moindres carrés généralisés constituent en fait un cas particulier
d’inversion bayésienne.

L'application pratique de ces concepts n’'est pas forcément aisée -parfois ni méme possible- mais ils
permettent d’avoir une bonne compréhension des phénomeénes en jeu. lls montrent notamment comment
introduire de l'information & priori dans l'inversion, et donnent une meilleur compréhension de la
signification de certains paramétres (tel que le facteur d’amortissement).

La décomposition de Radon est posée sous une forme proche des moindres carrés généralisés, ce qui
permet entre autres de la résoudre par la minimisation de formes quadratiques. Compte tenu de la taille
des systemes en jeu, on préfére une méthode itérative telle que le gradient conjugué (dans le domaine
temps) aux méthodes directes. Le domaine temps est par ailleurs plus adapté que le domaine de Fourier
des lors que la décomposition n'est pas effectuée en moindres carrés simples (norme L2), a cause de
I'application de pondération variables en temps notamment.

La décomposition en norme L2 est étudié plus en détail, notamment la signification et le choix du
facteur d’amortissement. L'influence des variations de couverture (dues aux mutes par exemple) est prise
en considération.

Enfin nous étudions l'utilisation des filtres rho (rho-filter, Claerbout, 1985) pour accélérer la
convergence du gradient conjugué. Alors que les filtres rho usuels sont déduits des transformées
continues et infinies, nous proposons pour la LRD (et la PRD) un filtre rho déduit des transformées
discretes et finies.

3.2 - Moindres carrés généralisés

Le probleme inverse, que I'on appeld&composition de Radonconsiste, pour une donndé,x) a
trouver un modeéle(t0,x0) qui satisfasse I'équation de modélisation:

dOID, trouver ud IU / d = Lu (E3.1)

Ce probléme est linéaire, et en travaillant avec un nombre fini de variables il s’agit d’'un systeme
linéaire matriciel & résoudre.

Thorson (1984), considérant la LRD et la HRD, a mis en évidence que ce probléme était mal pose,
en ce sens qu'il admet en général une infinité de solutions (sous-détermination):

* L'ouverture limitée en x laisse la possibilité d’expliquer un évenement, méme parfait, par
plusieurs évenements proches.

*Pour les transformées paraboliques et hyperboligues des CMP, toutes les courbes se
rejoignent et s'aplatissent vers x=0, ce qui rend difficile la séparation des événements sur
les offsets faibles.

*On est souvent amené a prendre un nombre d’'inconnues (proportionnel au nombre de
valeurs de x0) supérieur au nombre d’équations (proportionnel au nombre de valeurs de x).
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»Les données peuvent étre spatialement aliasées, ce qui oblige en pratique a avoir plus
d’'inconnues que d’équations.

certaines données peuvent par ailleurs ne pas admettre de solutions (sur-détermination), s'il s’agit par
exemple d’'un bruit aléatoire, difficilement modélisable par un nombre limité d’événements organiseés.
Ainsi, comme cela est souvent le cas avec des mesures physiques, le probléme est a la fois sous- et sur-
déterminé.

Il convient donc de définir des critéres supplémentaires pour choisir une solution. Thorson (1984) en
a exploré plusieurs: solution d’énergie minimale, d’entropie minimale, etc...

Tarantola (1987) a présenté une généralisation de la résolution classique du probléme en norme L2,
ou moindres carrés (équ. (E1.36)), valable pour tout probléme inverse (y compris non linéaire). On
cherche un modéle qui minimise la forme quadratique:

B(U) = 3(dops=L U, C (dgps—Lu)) + 5(u—up, CTH(U-U)) (€32)

dobs est la donnée observee, est un modele a prioriC; est la matrice de covariance sur les
données, qui décrit une incertitude gaussiennelgyr C,, est la matrice de covariance sur le modele,

qui décrit I'incertitude gaussienne sur le modejgfourni a priori. La minimisation de conduit au
modéleu ‘le plus probable’ (minimisep par rapport a un modéle revient en effet a maximiser la
probabilité d’avoir observél,,s pour ce modéle). On qualifie cette résolution rdeindres carrés

généralisésLes moindres carrés sont étroitement liés a la notion de statistique gaussienne, ou toutes les
erreurs et incertitudes doivent étre décrites de cette fagon.

Les matrices de covariance (et donc leurs inverses) sont symetrigues. doit décrire a lartois le

de mesure(I'erreur sur I'observation de) et le bruit de modélisation, c’est a dire les écarts entre la
réalité et ce que I'on est capable de modéliser avec I'opérateur  (en décomposition hyperbolique par

exemple, on cherche a expliquer les données par une superposition d’hyperboles d’amplitudes
constantes alors que les indicatrices ne sont ni parfaitement hyperboliques, ni d’amplitude constante).

Lemme: La solution des moindres carrés généralisés est:

— 1.1 _ —
U, = (LG L+ G (LOCE dops* Cluy) (E3.3)

Démonstration:
Le minimum de ¢ est atteint lorsque son gradient s’annule. Calculons celui-ci:
1 -1 -1 -1 -1
¢(U) = é((dobg gd dObS) _2(dobg gd LU) + (I=u1 Qd |=u) + (U, QU U)
-1 -1
—2(Up, QU U) + (Up, gl.l up))
= 3(d o ctd_, ) —2(LCcd LOc;L ct
¢(u) = 5((dops Cq dobsg) =2(L =Ly dops U) + (L-Cg Lu,u) + (G u, u)
-1 -1
_z(gu up: U) + (Up, gu up))

1 a _ _
~LICg dops+ LT Lu+Clu-Clu,

O (u)

D’ou:

06 (u) = —LOg, (d

obs—k U) + Cy (U —up) (E3.4)
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Lidentification de cette derniére quantité a 0 conduit au résultat désiré.

Dans la pratique, surtout pour des probléemes contenant un trés grand nombre d’inconnues, la
détermination des matrices de covariance est un probléme difficile, pratiquement aussi difficile que la
résolution du probléme lui-méme.

3.3 - Formalisme bayésien

L'approche bayésienne de l'inversion est fondée sur les probabilités, ou plus exactement sur les
notions d’'état d'information et de degré de vraisemblance. Il n’est pas question de présenter en détail la
théorie, avec ses différentes interprétations (on en trouvera un exposé complet et clair dans la thése de
Duijndam (1987)), mais de rappeler les principaux résultats utilisés ici.

Les données et les modéles sont considérées comme étant des réalisations de variables aléatoires.
Notons p(.) la fonction de densité de probabilipéif) d’une variable (ou d’'un vecteur de variables)
aléatoire. La pdf d'une variable déctittat d'information sur cette variable. Les pdf les plus
couramment utilisées sont les distributions gaussiennes, exponentielle, ou uniforme. Une distribution de
dirac traduit une information totale sur une variable (on connait parfaitement la valeur prise par la
variable, qui est la position du dirac).

La pdf composéale deux vecteurs ety est notée p(y). La pdf conditionnelle de x pour y donné
p(x|y) est la pdf décrivant I'état d’'information sxupour une réalisation particuliere (fixée)yde

Si les deux variables sont indépendantes, il est clair gue:y) = p(x)p(y) p(x¢y) = p(x)

Dans le cas général ou les variables ne sont pas indépendantes, la pdf compat§edele produit
de la pdf dey par la pdf conditionnelle depoury donné (et réciproquement):

p(x,y) = p(X|y)p(y)

(E3.5)
= p(y[x)p(x)

Un exemple simple couramment donné pour expliquer cette relation est celui du cycliste: la
probabilité qu’il puisse faire I'aller-retour (X,y) entre deux villes A et B est égale a la probabilité qu'il
puisse aller (x) d A a B,etqu’il puisse revenir (y) d B a Acompte tenu du fait qu'’il vient d’effectuer
le parcours A->B et est donc trés fatigué.

On déduit de la relation précédente la famdoisde Bayes

_ p(y[x)p(x)
p(x]y) = oy (E3.6)

Cette derniére relatidrest a la base de I'inversion bayésienne. En effet, pour un probléme inverse
gue I'on peut exprimer sous la forme générale:

|d = f(u)+n| (E3.7)

L Pour reprendre I'exemple du cycliste, et dans un souci de réalisme, une variable z représentant le
dopage du cycliste pourra étre introduite. La loi de Bayes donne alors: p(z|(x,y))=p((X,y)|2)p(z)/p(x,y),
ce qui se traduit par: la probabilité qu’un cycliste ayant effectué I'aller-retour A<->B soit dopé est égale

a la probabilité de faire A<->B en étant dopé divisée par la réussite moyenne observée sur le parcours
A<->B, le tout pondéré par la proportion moyenne de dopés chez les cyclistes.
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oud sont les données observéa®st le modele cherché qui peut expliqdgar I'intermédiaire de
I'opérateur de modélisation f (quelconque)contient les erreurs de modélisation et le bruit de mesure.
La loi de Bayes permet d’exprimer la pdf conditionnelleigmurd donné:

p(dju)p(u)
p(d)
d étant fixé, le dénominateur est un terme constant qui ne sert qu'a la normalisation. La pdf

conditionnelle dal pouru donné, en tant que fonction de est appelée lBnction de vraisemblance
(likelihood function):

p(uld) = (E338)

I(u) = p(d|u) (E3.9)

d étant donné, a une certaine réalisatiocorrespond une réalisation du broiégale a (d —f(u))
Sin est indépendant d(—:uD(2 et a pour pdf p alors:

I(u) = p(dju) = py(d—f(u)) (E3.10)

Parmi toutes les réalisations possiblesudeelle qui maximise la fonction de vraisemblance est
I’ estimateur de vraisemblance maximun{Maximum Likelihood Estimator =MLE ). Cet estimateur
ne conduit pas forcément a une solution unique.

MLE: max,[1(u)= p(d[u)= p,(d—T(u))] (E3.12)

Dans la relation (E3.8), la pdf detraduit I'état d’'information suu indépendamment di C'est la
pdf a priori . Si on ne dispose pas d'information a priori siyron doit prendre la pdf qui traduit I'état

d’'information nul, par exemple une distribution uniformBans I'approche classique de l'inversion, ce
terme est appelé la régularisation.

Finalement la pdf conditionnelle depourd donné est appelée paf a posteriori:

Pn(d =f(u))p(u)
p(d)

La maximisation de cette pdf & posteriori fourni un autre estimateuwr @gli n'est pas forcément
unique non plus): Bstimateur de vraisemblance maximum a posterior(Maximum A Posteriori
Estimator =MAP):

MAP: max,[p(u]|d)] = max,[p,(d—f(u))p(u)] (E3.13)

p(uld) =

(E3.12)

Quant a lestimateur de Bayegroprement dit, c’est la moyenne de tous legossibles, pondérés
par leur pdf a posteriori:

Estimateur de Bayes:  Uggayes = J-u p(ujd)du (E3.14)

2. L'indépendance entra et f(u) est discutable des lors quecontient le bruit de modélisation, ce qui

est le cas dans le contexte des Décompositions de Radon. Toutefois on fait comme si cette condition était
respectée.

3-I'état d'information nul ne se traduit pdercémentpar une distribution uniforme
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3.3 -Formalisme bayésien

Ce dernier estimateur est sans doute le plus fiable (du moins le plus complet) des trois décrits ici.
Malheureusement il est inutilisable en pratique dans la plupart des cas, car nécessitant de parcourir tout
I'espace des modeéles en calculant les pdf a posteriori. L'estimateur MAP est donc le plus souvent utilisé.

La résolution de notre probléme inverse en minimisant la fonction codt (E3.2) peut étre considérée
comme de une estimation MAP, avec pour pdf les distributions gaussiennes suivantes:

1 —S(n,Cpin)

pa(n) = ———e

A1 7Sy

L (E3.15)
1 —5(u=u, Cyu-up))
p(u) = ———e
| @) 7G|
ng et n, sont les dimensions respectives de I'espace des données et de I'espace des @gdeéles, et

C,, sont des matrices de covariance. Le bruést décrit comme gaussien, de moyenne nulle, dont les
variances et covariances sont contenues dans lamatice . Laydgdieit un a priori sur le modele,
supposé egal a, (p(u) est maximum pouu=u,), mais cette connaissance a priori est entachee d’'une
certaine incertitude decrite par les variances et covariances de la m@fyice (une variance élevée
signifie que la plage des valeurs probables pour un échantillon du modeéle est plus large).

Calculer I'estimation MAP dei revient a maximiser la pdf a posteriopu|d) . Le dénominateur
dans (E3.12) étant constant, il suffit de maximiser la quangjj@ — L u)p(u) . Compte tenu de la forme
exponentielle de ces pdf, on en prend le logarithme, qui devra étre maximum lui aussi. Les termes

constants s’additionnent apres I'application du logarithme et n’influent pas sur la position du maximum.
Il faut donc maximiser:

max, B 5(d ~Lu, G (d ~Lu)) ~3(u—u,, Cglu—u,)5 (E3.16)

On retombe donc sur la méme formulation que les moindres carrés généralisés de (E3.2).

Lorsque le modeéle a priori est nul{=0) (cas le plus courant pour les décompositions de Radon), le

terme de régularisation portant sur le modéle traduit implicitement un a priarj supposé nul avec un
certain degré d’'incertitude, avec pour conséquence d’introduire un biadens la solution finale.

Quant a la résolution en norme L2 (poids diagonaux uniformes, (E1.36)), elle suppose implicitement
non seulement que le bruit sur les données et les valeurs sur le modéle obéissent a des distributions
gaussiennes, mais aussi que les espérances pour chaque échantillon sont partout les mémes. Cela peut
sembler raisonnable pour le bruit (encore qu’apres correction de divergence sphérique le niveau de bruit
augmente avec le temps, par exemple), mais moins pour le modele.
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3 -Le Probléme inverse

3.4 - Cadre général de résolution

On cherche a résoudre le probléthe Lu en minimisant la fonction co(t;

d(u) = %(d—Lu, E’D(d—I=U))|D+%(u,E’L,u)IU (E3.17)

Pp etP, étant des poids appliqués respectivement aux résidus et au modele. lls sont symétriques,

définis et positifs, de telle sorte que les opérateurg.) sont également des produits scalaires. Pour
faire le lien entre cette fonction co(t et la formulation des moindres carrés généralisés (E3.2), on pose

simplement:(;g1 = Py (;Dl = P, . Par ailleurs, si le modele a priogi n'est pas nul, on pose:

c

D d'ops = dops— L Up et, a condition que L soit linéaire

-u
Lu=L(u+uy) =Lu+Luy ), 'équation (E3.2) devient:

AC

-1

O(u) = (U + ) = B(dgpe— bty (gL ) + (U, Colu)

permettant de se ramener a I'expression (E3.17).

On ne traitera ici que les poids diagonaux, les poids non diagonaux rendant les problémes beaucoup
trop lourds a implémenter pour les Décompositions de Radon, bien gu’il n’y ait aucun obstacle
théorique.P, etP, eétant les inverses des matrices de covarigace C,et , des éléments non

diagonaux nuls signifient que les échantillons sont décorrélés les uns des(e@tges n'est pas a
priori une évidence et doit étre justifié au cas par cas)

La solution a laquelle on arrive par la minimisation de (E3.17) est:

u = (LOPpL +By)  LIPyd (E3.18)

On note que des poids proportionnels a l'identité conduisent a la solution classique en norme L2.

On rencontre souvent une autre fagon d’écrire ces équations, en répartissant les poids sur les deux
termes des produits scalaires:

1 2 1 2
d(u) = 5|Wpd-Wpkul +5|W,u
3IWod -Wokul?, + 5[Wyu, a0

2 2
Po = (Wp) Py = (Wy)

Minimiser cette derniére quantité revient a opérer des changement de variables sur I'espace des
données et sur I'espace des modéles:

d = Wpd u = Wuu L' = WL W, (E3.20)
et a résoudre le nouveau systéeme en moindres carrés classiques:
d=1L'u (E3.21)
La solutionu' n’a donc pas d’énergie dans le noyau de I’opéraLItal;rrVN\/DLVN\/D1 , et la partie des

donnéesd' orthogonale a I'espace image de cet opérateur reste dans les résidus. Exprimé dans les
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3.5 -Résolution par gradient conjugué

variables d’originey n’a donc pas d’énergie dans le noyauueal = WDLW[JZ , et les résidus de

se situent dans I'espace imagewlgL' = Vyzngyal

La norme L2 se caractérise par des poids diagonaux uniformes. L'application d’autres poids permet
de:

* Modifier le noyau de I'opérateur de modélisatior{par le poidswW ;), changeant ainsi la

forme de la solution (puisque celle-ci n’a pas de composante dans le noyau).

» Favoriser (resp. défavoriser) certaines zones du modéle, en appliquant des poids plus faibles
(resp. plus forts) aux endroits ou on souhaite voir une concentration d’énergie (resp. une
énergie faible).

* Sur les données, de traiter le cas des spikes éventuels, en appliquant aux échantillons ou ils
sont présents un poids plus faible.

3.5 - Résolution par gradient conjugué

3.5.1 - Problemes quadratiques (poids constants)

La fonction co(t a minimiser est:

o(u) = %(d—I:u,Pd(d—Lu))+%(u,Puu) (E3.22)

On réécrit cette fonction sous la forme utilisée dans I'annexe sur le gradient conjugué:

B(U) = 3(d, Py — (b, u) + 3(u, AW) €229

en posant:

b = LP,d A = LIPyL +P, (E3.24)

On applique ensuite les formules du gradient du gradient conjugué. Le ‘résidu’ (au sens des formules
du GC) en particulier, qui est 'opposé du gradient, s’écrit:
r, = b—Au = LIP,(d-Lu)-P,u
~ ” (E3.25)

LLPr —P,u

our estici le résidu au sens habituel, par rapport aux dowinées
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3 -Le Probléme inverse

Limplémentation choisie est donc la suivante:

Uu—u
(iv) Initialisations: 0 (en généraly = 0)

(v) Calcul du gradienty — LP4r —P ,u

(vi) Facteur de conjugaisoy: — (g, g)
lere itérationy, — g

Itérations suivanteg), — g+ yigc

stocker le produit scalairg:; — vy
(vii) Synthetique de la direction de desceide:— L g,
o - . . u-utag,
(viii) Recherche linéaire du minimum (voir ci-dessous), et mise arjourr alg
-7 c
(ix) aller & ii) ou arréter.

D’apres I'équation (EA.5), le coefficient de recherche linéaire le loryg sf@btient par:

a = (rbvgc) - (b_Auagc)
(9-AQ.) (9 AQ.)

D’une maniére plus générale, les recherches multi-linéaires impliquent le calcul de termes similaires
a ces derniers numérateurs et dénominateurs (équ. (EA.19)). Ceux-ci s’écrivent:

(b-AUg0) = (LP4d go) ~(LEPGL +PU G0 (e AGe) = (G (LEPgL +P)g )
= (Pgd, Lg) —(Pgk u. L go) —(Pyu, o) = (L9e Pglg) +(9c Py9)
- (p~dr'|_~gc)_(p~uu,gc) = (P~d|=gc, Lg.) +(P~ugc- )
= (r,Pglgg)— (U, P,g) = (190 Pglge) * (9 Pydo)

Donc finalement:

(r’Pdlgc)_(u1 Pugc)
a = = =
(lgc! PNdlgc) + (g(:’ Fiugc)

(E3.26)

Temps de calcul

Chaque itération réclame I'application une fois chacun des opératélrs (calcul du gradient, étape
(i) et L (modélisation de la direction de descente, étape (iv)). Par ailleurs, il faut calculer un produit

scalaire dans la formule de conjugaison (étape (iii)) et 4 autres dans la recherche linéaire (étape (iv)). Il
y a de plus quatre applications de poids (si on en utilise) dans les produits scalaires.

Concernant 'espace mémoire, on a besoin de 2 tableaux de la dimensi¢gekg).), et de 1 tableau

de la dimension dd (Ig.). g etlg. ne sont jamais utilisés au méme moment, ce qui diminue I'espace
mémoire nécessaire.

Si N;, Ng, N, sont respectivement le nombre d’échantillon temps, le nombre de traces dans les

données, et le nombre de traces dans le modiéle:.Uet  réclament de I'ordrdlglé&lNopérations;
un produit scalaire de I'ordre dg Ny (espaces des données) Uy (espace des modeles); si les poids
utilisés sont diagonaux, leur application nécessite égalemeNy Wu N;.N,, opérations (dans le cas
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3.5 -Résolution par gradient conjugué

contraire cela peut aller jusqu’au carré de ces valeurs). Ce sont donc les opérateils et  quisontles
plus colteux en temps de calcul (80% du temps total en moyenne).

Il N’y aucune inversion de matrice a effectuer, d’ou l'intérét de la méthode si I'on peut atteindre la
convergence en peu d'itérations.

3.5.2 - Préconditionnement

Si on souhaite appliquer un opérateur préconditionnergent  au probleme, les formules (EA.14)

indiquent que seuls les calculs du gradient et du facteur de conjugaison sont modifiés, menant a
limplémentation suivante:

0] Initialisations::J :d 0—|_~ o (en généraly = 0)
(ii) Calcul du gradient vraig — LP4r —P ,u
(iii) Préconditionnemen'gp -~ Qg
(iv) Facteur de conjugaison: — (g, 9p)
lére itérationg, — 9

Itérations suivantesy, — g, + ylgc

stocker le produit scalairg.; — y
(v) Synthétique de la direction de descemdg:— L g,

. . . U-utage
(vi) Recherche linéaire du minimum, et mise a jour |
r—r—alg,

(vii) aller & ii) ou arréter.

On a ponctuellement besoin d’un tableau supplémerggipeur avoir simultanément en mémoire le
gradient et le gradient préconditionné (étape (iv)). Si on dispose explicitement de 'opd&ateur , et que

son application dans un produit scalaire ne nécessite pas d’espace mémoire supplémentaire (et qu’elle
est trés rapide), on peut se passer de ce tableau et n'utilisgr que

(i) y < (g9, Qg) , et préconditionnement; — Qg
(iv) Facteur de conjugaison:
lere itérationg, ~ g

Itérations suivantegy, — g+ ylgc

stocker le produit scalaire:; — y

3.5.3 - Poids non constants- Problemes non quadratiques - Algorithmes IRLS

3.5.3.1 - Implémentation

Dans les cas ou I'on veut minimiser une forme non quadratique, on I'approxime localement par des
formes quadratiques, ce qui se traduit en général par des poids non plus constants, mais qui dépendent
du modeéle (directement ou par l'intermédiaire des résidus). On entre alors dans la famille des
algorithmesIRLS (Iteratively Reweighted Least-Squares) qui ont pour base des algorithmes de
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3 -Le Probléme inverse

résolution classiques a poids constants (Voir Scales and Gersztenkorn, 1987, pour une présentation claire
des algorithmes IRLS).

On peut distinguer deux types d’algorithmes IRLS. Le prentigrg 1) consiste a résoudre plusieurs
fois de suite (E3.22) a poids constant (par la méthode que I'on veut, directe ou itérative), en recalculant
entre chaque résolution le poids en fonction de la derniére solution connue. Si on utilise une méthode
itérative, on a le choix pour chaque résolution d’utiliser comme point de départ des itérations la solution
obtenue par la résolution précédente, ou de repartir d’'un modele nul. Le sggumd)(utilise la nature
itérative d’une méthode de résolution (gradient conjugué par exemple), pour effectuer une mise a jour
des poids d'itération en itération pendant la résolution (les mises a jour ne sont pas obligatoirement
effectuées a chaque itération). Une fois les poids mis a jour, toutes les opérations (calcul du gradient,
recherches linéaires, ...) sont effectuées a poids constants.

La preuve de la convergence donnée en annexe B suppose que chague minimisation a poids constant
est compléte (on va jusgu’au minimum), ce qui correspond a un algorithme IRLS de type 1. Elle est
également valable pour l'algorithme de type 2 dans la mesure ou le point de départ de chaque
minimisation est le point d'arrivée de la précédente.

On adapte ici le gradient conjugué pour construire un algorithme IRLS de type 2, en modifiant les
poids pendant les itérations. Dans ce cas les formules de conjugaison ne sont plus exactes. Il est méme
plus juste de dire qu’elles n'ont plus vraiment de signification, le minimum a atteindre changeant a
chaque itération. Il est donc préférable de revenir a I'esprit du gradient conjugué, a savoir que la formule
de conjugaison permet de réduire une recherche bilinéaire sur la direction de descente précédente et le
nouveau gradient a une recherche linéaire simple, en sachant calculer a priori la nouvelle direction de
descente. On effectue ici la recherche bilinéaire exacte:

. . - u - u
(v) Initialisations:
"

- —_

(en généraly = 0)
Uo
(vi) Mise a jour des poidB; @&, (pas nécessairement a chaque itération)
(vii) Calcul du gradient (éventuellement préconditionng): Q(LP,r —P ,u)

(viii) Synthétique du gradieniy — L g

. N S, 9. - ag
(ix) 1ére itération: recherche linéaire le Ionggdle ¢ |
g < &lg
o : D 9. — ag+pBg.
Itérations suivantes: recherche bi-linéaire dans le @apK
lg, — alg +Blg.

. .. u<_u+gc
(x) Mise a jour
r—r-g,

(xi) aller & ii) ou arréter.

La quantité de calculs est a peu prés identique a celle du schéma classique. La recherche bilinéaire
nécessite 10 produits scalaires au lieu de 4 pour la recherche linéaire (5 en incluant le calcul du facteur
de conjugaison).
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3.5 -Résolution par gradient conjugué

3.5.3.2 - Minimisation d’'une forme non quadratique

La minimisation de formes pseudo-quadratiques ou les poids ne sont pas constants peut résulter de la
minimisation d’'une fonction quelconque (pas tout a fait guand méme) du modéle (voir I'annexe B). Si
on veut minimiser la fonction codt:

o(u) = Zfid(ri)+ Zfi“(ui) (E3.27)
i=1

i=1

Ou les () sont des fonctions scalaires qui répondent aux hypothéses (EA.22):

(i) f; de classe C1

(i) f;"(0) existe et est finie
(iii) f ;strictement convexe (E3.28)
(iv) f, paire

(v)p;(r) décroissante pour > )0

Avec

_ B
Bilr#0) = = (E3.29)

g
(p;(0) = £;(0)

ng est la dimension d&, n, est la dimension de. On pose:

u = Hu: H =d r=d-Lu-= {r} (E3.30)
L 0 —u
Alors:
ng+n, Efi = f|d |<nd
d(u) = Z f.(r) g . (E3.31)
=i O = fion >Ny

On s’est donc ramené ainsi a la forme décrite dans I'annexe B.

La minimisation de (E3.31) se fait alors par des minimisations successives a poids constant des
formes quadratiques:

P(u) = :-ZL(r, Pr) (E3.32)

En choisissant powr , poids diagonal (équ. (EA.23)):

= pi(ry) (E3.33)

ri
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Ce poids est décomposable en poids sur les données et sur le modéle:

d
Py O (Pd)ii = pi(ry) = py(ry)
P=1]~ " ” y (E3.34)
9 F,).,u (P~U)” = pnd+i(rnd+i) = p| (u|)
et (E3.32) est alors identique a (E3.22):
Pyr |E
_1 _10r d 0
lIJ(u) - —(r!Br) - 5 }! -
2 Zg—u Pu(-)/
1 1
= é(r, P~dr) + E(U, |3~uU)
3.5.3.3 - Poids non constant donnés a priori
R
Si on se donne a priori les fonctions poids @lors pour que les fonctions;(R) :J' rp;(r)dr
0
vérifient les conditions (E3.28), il faut que:
(i) p; continue
(i) p; paire
! (E3.35)

(iii) p;(r) decroissante pogrx )0

(iv) rp;(r) strictement croissante pquer ) 0

3.6 - Inversion en norme L2: propriétés

3.6.1 - Régularisation - facteur d’amortissement

Lorsque I'on résout le probleme en norme L2, on cherche a minimiser la fonction codt:
_1 2, € 42
¢(u) = 3ld=Lul"+5ul (E3.36)

conduisant a la solution:

u= (L +¢) L (E3.37)
Quelle est la signification du facteur d’amortissemert comment le déterminéOn lui assigne

deux réles: régulariser I'inversion, qui sinon pourrait avoir une infinité de solutions, et prendre en compte

la présence de bruit sur les données.

Pour se convaincre gque le probléme de la minimisation de I'énergie des résidus est mal posé, il suffit
d’essayer plusieurs types de régularisations (fig. 3.1): en 3.1a on se donne un modéle contenant 5
évenements paraboliques. La modélisation correspondante est en 3.1b.
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Figure 3.1 :Influence de la régularisation sur la Décomposition de Radon Parabolique.

(a) modéle contenant 5 événemer(ts). synthétigue obtenue par modélisation de (a).
(c¢) PRD de (b) en norme LZd) les résidus correspondanfe) PRD en norme L4 de (b).
(f) les résidus correspondant. (gain (d) et (f)=2 X gain(b)).
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En 3.1c se trouve la PRD en norme L2 de 3.1b, obtenue par minimisation de (E3.36) (résidus en 3.1d).
En 3.1e se trouve la PRD en norme L4 sur le modéle, obtenue par minimisation de:

d(u) = Sld—Lul?, +Sul}, (résidus en 3.17).

Les trois modeles fig. 3.1(a)(c)(e) sont tous des bonnes solutions a la décomposition de Radon
parabolique de 'image 3.1b, en ce sens que les résidus sont tous faibles (énergie résiduelle inférieure a
0.5%; 3.1a, le modéle de départ, est méme une solution a résidus nuls). Les modéles ont néanmoins des
aspects trés différents, imposés par le terme de régularisation.

Le deuxieme probléme est la détermination du facteur d’amortissement. Théoriqguement, il est lié au
niveau de bruit présent sur les données et a I'amplitude des valeurs attendues sur le modeéle. Mais en
général, ce paramétre ne fait pas I'objet d’'une détermination rigoureuse. La plupart du temps, on choisit

une fraction des élément diagonauxidd, (typiquement 1%). Gulunay (1990), pour les LRD et PRD,
recommande d'utiliser un facteur d’amortissement trés faible (jusqu'a 0.01%), ce qui améliore la
focalisation des évenements sur le modele (plus le facteur d’amortissement augmente, plus la solution

se rapproche de la simple application,dé (équ. (E3.37))).

3.6.1.1 - Le facteur d’amortissement du point de vue bayésien

Du point de vue Bayésien, la valeur a attribuer au facteur d’'amortissement n’est pas subjective. La
résolution en norme L2 revient a considérer des pdf gaussiennes (équ. (E3.15)), centrées sur zéro, avec
des matrices de covariances proportionnelles a l'identité. Le bruit est donc supposé a moyenne nulle et

de variance uniformeﬁ , de méme que le modele de variance uni@érme
Cpob=Py =o0ildd C,=P, =old (E3.38)
On doit donc minimiser (équ. (E3.2)) la quantité:

1 2 1 2
() = —5ld—Lul®+—=lul (E3.39)
20 20

n u

Le facteur d’'amortissement devrait donc étre déterminé d’apres les valeurs de ces variances:

(E3.40)

m

1
Qlcl
c s

Si il est possible d’estimer la variance du bruit (il existe plusieurs méthodes statistiques pour estimer
le niveau de bruit sur un ensemble de traces), fixer a priori la variance du modele pose un réel probléme.
En effet, comment, avant d’avoir calculé ce modéle, est-il possible d’en connaitre les amplitudes?

Une des solutions est de tirer parti de la méthode de résolution. Une méthode itérative, telle que le
gradient conjugué, permet d’avoir, a chaque itération, une approximation de la solution finale. Il est donc
possible d'obtenir a chaque itération une nouvelle estimation de la variance du modele, et donc du
facteur d’'amortissement. On estime la variance du modéle simplement par une moyenne quadratique des
échantillons du modele:

2 2
o, < (Jull”/ny) (E3.41)
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Le point de départ des itérations du gradient est presque toujours le modéalg+Q)l La variance
est donc certainement sous-estimée pendant les premiéres itérations. On peut ‘estimer cette sous-
estimation’ en comparant la variance des résidus a la variance préalablement estimée (ou fixée

arbitrairement) du bruit: plus le rappoﬁrHZ/nd)/oﬁ est proche de 1, plus on est proche de la solution
finale. On utilise donc ce rapport pour corriger I'estimation de la variance du modéle:

2
2 2, (Irl*/ng)
0’ « (Jul?/n)—52% (E3.42)
On

On suit donc le processus suivant:

(i) Estimer ou fixer arbitrairement la variance du buiit

r —d

(i) Initialisations:u — 0
€0

(i) calculeru etr par une itération de gradient conjugué sur la forme quadratique:
o(u) = 3ld—Lul*+jul®

(iv) Estimer un nouveau facteur d’amortissement par la formule:

2 2 2

e % _ Op Op

T 2" 2 2
o, lul*/ny lrl*/ny

(v) Aller eniii) ou arréter.

On définit ainsi une sorte d’algorithme IRLS, dans lequel le poids sur le modéle est uniforme mais
varie d'itération en itération. Ce poids ne vérifie pas les hypothéses (E3.35) pour assurer la convergence,
en particulier la décroissance par rapport au modeéle (E3.35)(iii), a cause de la dépendance par rapport

L, - . . . , . 2 N
aux résidus. Il faut en outre introduire dans le calcut dies bornes inférieures po{u| (sa valeur a

la premiere itération par exemple) et pdu\rz (une fraction des résidus visés ou estimés par exemple)
pour respecter la continuité (E3.35)(i). Néanmoins les conditions (E3.35) sont seulement suffisante, pas
nécessaires, et dans la pratique on constate que le processus converge et que la valeur du facteur
d’amortissement se stabilise au bout de quelques itérations (figure 3.2b).

On vérifie également sur le graphique 3.2c que I'énergie résiduelle de la solution atteinte et la
variance du bruit fixée a priori sont liées linéairement (elles devraient étre égales, mais on constate ici
I'existence d’un facteur multiplicatif). Ainsi, en fixant & priori la variance du bruit, on ne trouve dans la
solution (donc dans les résidus) que ce que I'on a décidé d'y mettre, et fixer un facteur d’amortissement
a priori revient a fixer une variance de bruit & priori. Il semble donc important de pouvoir bien estimer le
niveau de bruit sur les données avant d’effectuer l'inversion.

De méme que I'on utilise le modele au cours des itérations pour avoir une estimation de la variance
finale du modéle, on pourrait envisager d’estimer la variance du bruit d’aprés les résidus, soit au cours
des itérations, soit a la fin de linversion pour refaire une inversion avec la nouvelle valeur.
Malheureusement ce processus est totalement instable, comme I'a expérimenté Claerbout (1992, p. 91):
suivant les valeurs initiales, le systéme se dirige soit vers une solution nulle, soit vers des résidus nuls.
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3 -Le Probléme inverse
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Figure 3.2 : Gradient conjugué pour la résolution en norme L2 d’'une PRD (a) avec estimatio
automatique du facteur d’amortissementb) évolution de I’énergie des résidus et dau
cours des itérations, variance bruit fixé a 5% des données (courbes grisées=facteur
d’amortissement constant fixé a prioric) variation de I'énergie résiduelle en fonction de
la variance du bruit fixée a priori.
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3.6 -Inversion en norme L2: propriétés

3.6.2 - Influence du facteur d’amortissement sur I'atténuation du bruit

Un des rdles du facteur d’'amortissement est de tenir compte de la présence de bruit sur les données.
Il s’apparente donc a un facteur de blanchiment. On souhaite ne pas modéliser le bruit, afin de ne
conserver que le signal ‘utile’ dans la reconstruction. Il reste a définir ici ce que I'on considere comme
du bruit.

Dans le probléme de la décomposition de Radon, on appelle généralement bruit tout ce qui ne rentre
pas dans le modéle choisi (linéaire, parabolique, ...). Le bruit aléatoire en fait partie bien sir, de méme
par exemple que les arrivées directes (linéaires) lors de la décomposition hyperbolique d’'un CMP. Dans
cette optique, un évenement linéaire d’amplitude non constante de trace a trace contient, pour une
décomposition linéaire, du signal (la partie constante) et du bruit (le reste).

Dans la pratique, on constate que ce que I'on considérerait a priori comme du bruit est souvent
parfaitement modélisable: on peut sans probléme effectuer la Décomposition de Radon Linéaire d'un
point de tir, composé d’hyperboles, et reconstruire ensuite parfaitement les données de départ, les
hyperboles étant parfaitement modélisables par une superposition de droites.

Reprenons la collection CMP de la figure 3.1b, contenant 5 événements paraboliques -dont un plat-,
auguel nous ajoutons une certaine quantité de bruit gaussien (fig. 3.3), et effectuons des LRD en norme
L2 avec plusieurs valeurs de facteur d’amortissement.

x (m)
o 500 1000

%’ III it

o
T

t(s)

Figure 3.3 :collection CMP bruitée (bruit
gaussien) comportant 5 événements

paraboliques (200, -100, 0, 100, -50 msfkm

1 An

Un facteur de blanchiment tres faible (0.1%) conduit a un bruitage excessif de la solution (fig. 3.4d),
en laissant apparemment peu de bruit dans les résidus. Le bruit qui ‘explose’ sur le modéle appartient au
noyau dd. et n’est pas forcément lié au bruit présent sur les données. Le facteur d’'amortissement permet
en principe d'imposer une composante nulle dans le noyau (voir la figure 1.6).

Lorsque le facteur d’'amortissement passe a 1% puis a 10% (fig. 3.4c¢ et 3.4b), on réduit notablement
le niveau de bruit sur le modéle, mais pas sur les reconstructions: le bruit est modélisé aussi bien que les
évenements cohérents. Pour un facteur d’amortissement de 100%, on note bien une certaine atténuation
du bruit, mais également du signal cohérent, de sorte que le rapport S/B ne semble pas amélioré (ou trés

peu).
En résumé il ne semble pas possible d’améliorer notablement le rapport S/B par une augmentation

du facteur d’'amortissement. Seul le bruit perpendiculaire a I'imadekeut étre filtré efficacement par
la Transformée de Radon. On a ici la méme difficulté & discriminer le signal cohérent du bruit que celle
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3.7 -Influence de la couverture

que I'on aurait & vouloir discriminer un bruit aléatoire d'une sinusoide pure par une transformée de
Fourier: les deux sont aussi bien représentés dans le domaine des fréquences.

En norme L2, le facteur d’amortissement permet de régulariser l'inversion, mais pas
d’améliorer le rapport Signal/Bruit dans I'espace des données.

3.6.3 - Considérations fréquentielles pour la LRD

On choisit un modele (fig. 3.5a) contenant un spike (=dirac numeérique) en p=0, définissant donc

un événement horizontal pur portant un signal (fig. 3.5c). La représentation fréquentielle de ce modele
(fig. 3.5b) montre un spectre constant sur la trace p=0.

En fig. 3.5e-f se trouventg (qui est le stack del, ou encore la convolution de, par o), et sa
représentation fréquentielle:

ﬂs(w, p) = L[a((,\), p) = l’:l()((’ov p)*p0|in(w1 p) = 6(p)*p0|in(w1 p) = O-|in((’ov p)

On trouve donc sur chaque ligne dg; 'opérateur de convolution pour chaque fréquence:

I'étalement du spike (la largeur de I'opérateur de convolution) est inversement proportionnel a la
fréquence. La trace p=0 dg contient le méme signal que le signal original, stacké avec la pente exacte
de I'événement.

0, , qui est ladéconvolution d&;  par rapporta p, est en fig. 3.5g-h: I'énergie étalée est partiellement

reconcentrée en p=0, ou idéalement on aurait voulu retrouver un spike. Mais il reste néanmoins un
certain étalement inversement proportionnel a la fréquence. Par conséquent, la trace centrale p=0
présente un contenu plus HF que le modéle de départ, les BF se retrouvant (relativement) prépondérantes
sur les traces p voisines.

En fig. 3.5d on vérifie que la modélisation dgest égale aux données de départ (fig. 3.5c), c’est a
dire queu, est bien une décomposition correcte de ces données.

En conclusion, la LRD en moindres carrés d'un événement pur (parfaitement linéaire, signal
constant) donne une image qui n'est pas ponctuelle, mais qui posséde une certaine extension suivant p.
De plus les fréquences contenues dans le signal se répartissent differemment, les HF étant plus
concentrées au centre de I'image. Par conséquent, le signal extrait sur une seule trace de la solution n’est
pas identique au signal d’origine (méme sur la trace p correspondant a la pente exacte de I'évenement):
il faut considérer I'image dans son ensemble pour reconstituer celui-ci.

Ce résultat est cohérent avec les résultats du paragraphe 1.9.5.1. En effet, le filtre rho a appliquer a
'image stack pour approximer I'inversion est an|,|ce qui reléeve les HF sur la trace centrale. On
pourrait constater le méme comportement avec les transformées paraboliques ou hyperboliques, avec des

amplifications plus ou moins importantes des HF (en parabolique, le filtre rho.ésf en ).

3.7 - Influence de la couverture

3.7.1 - Pondération du modeéle

Les points de tir, et donc les collections CMP, sont souvent ‘mutés’ pour éliminer les arrivées directes
et les réfractions. De plus, les corrections NMO sur les CMP introduisent un stretch du signal, que I'on
limite par un autre mute dans les zones ou il est trop important. Ces mutes ont pour conséguence
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Figure 3.5 : (a)modele de LRT contenant un spikie) son spectre(c) sa modélisation(d) la
modélisation de la Décomposition de Radon Linéaire (g) de (c) (on vérifie que (d) et (c) sont
guasi identiques)(e) stack de (c)(f) son spectre(g) LRD en moindres carrés de (dh) son
spectre = (f) déconvolué suivant p pafwp)
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3.7 -Influence de la couverture

d’introduire des variations de couverture dans une collection de traces donnée (voir par exemple la
collection CMP fig. 3.2).

Lorsque I'on effectue les Décompositions de Radon en domaine de Fourier, on ne peut pas tenir
compte des zones mutées, qui sont assimilées a des échantillons nuls. Le domaine temps permet de ce
point de vue plus de souplesse car les zones mutées peuvent réellement étre traitées comme une absence
de données. Néanmoins ces variations de couverture dans une collection de traces risquent de conduire
a un traitement différent des zone a faible et a forte couverture. En effet, a un point donné du modéle
correspond une courbe dans I'espace des données, et le nombre d’échantillons sur lesquels elle est
représentée peut avoir de I'importance (fig. 3.6).

X q
\\ (zone mutée)

________________________________ I

\\\
N

t T
_____________________ Y
d u
Figure 3.6 : variation de couverture sur une collection de traces, suivant I'’échantillon du modéle
(ici domaine de Radon Parabolique).

La résolution classique en norme L2 fait intervenir un terme de minimisation de I'énergie du résidu

et un terme de minimisation de I'énergie du modéla) = %Hd —Luf?+ %HUHZ

Chaque échantillon du modéle est mis en balance avec une somme de carrés d’échantillons du résidu
(situés sur la trajectoire de la courbe correspondante), dont le nombre de terme est égal a la couverture
le long de la trajectoire considérée. On aurait donc envie de compenser cet effet en appliqguant dans
I'espace des modéles un poids égal a cette couveiQure:  est un poids diagonal qui contient la couverture
associée a chaque échantillon du modéle, et on minimise:

d(u) = Sld—Lul+ £(u, Cu) (€349

Un critére pour juger de la nécessité d'appliquer ce poids sur le modéle est de regarder les résultats
sur des événements de mémes amplitudes mais de couvertures différentes (fig. 3.7). On voudrait que les
résidus aprés décomposition de Radon soient d’amplitudes comparables pour chaque évenement.

On effectue deux LRD en norme L2, I'une sans pondération par la couverture, l'autre avec
pondération (fig. 3.8): les résidus sans pondération sont uniformes, alors qu’avec pondération ils sont
d’autant plus faibles que la couverture est faible. Concernant les modéles, il est difficile de voir une
différence al'oeil nu. Le raisonnement sur le nombre d'échantillons en jeu dans chacun des deux termes
de la minimisation est donc incomplet: on oublie gu’en norme L2, un évenement est représenté dans
I'espace modéle non pas sur un seul mais sur plusieurs échantillons (il s’étale), et cela d’autant plus que
la couverture est faible. On vérifie d’ailleurs aisément que ce raisonnement est valable si on ne prend
gu'une seule trace (p=0) dans le modéle, obligeant ainsi les événements a se former sur un seul
échantillon (fig 3.8): sans pondération, les résidus sont plus forts la ol la couverture est faible.

Le probléme se pose differemment avec une norme L1 sur le modele (minimisation de la norme L1
du modéle au lieu de la norme L2, voir chap. 4): celle-ci tend en effet a concentrer la représentation des
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3 -Le Probléme inverse

I

différentes.

T airerentea oo e 4 fraces. » Evenements de couveripes

évenements sur un nombre réduit d’echantillons. On effectue ici deux LRD en normes LT (fig. 3.8), et
on constate qu'il est préférable de pondérer par la couverture pour que les résidus soient uniformes.

En généralisant, si une norme Lp (p étant compris entre 1. et 2.) est appliquée sur le modeéle, il est
souhaitable de pondérer le modéle par la couverture élevée a la puissance (2-p).
3.7.2 - Préconditionnement du gradient

La pondération du modéle pour compenser les variations de couverture étant résolu, il reste a
optimiser le calcul du gradient.

La fonction colt a minimiser, d’aprés les résultats du paragraphe précédent, est:

o(u) = %lld—lzullszg(u,EpQZ_pu) (E3.44)

P, est le poids permettant de simuler la norme Lp (chap. 4). Le gradient correspondant est:

g(u) = ~LOd-Lu) +eR,C* " Pu (E3.45)
Les études sur la norme Lp indiquent qu’il faut préconditionner le gradienEF"plar . Faut-il de la
méme fagon le préconditionner par un terme liée a la couvegtﬂfez( par exemple) ?

Les courbes de convergence du gradient conjugué (fig. 3.10) pour la norme L2 et la horme L1, avec

et sans préconditionnement (p@F1 ), montrent qu’en norme L2 le préconditionnement détériore la

convergence, notamment a la premiére itération. En norme L1 par contre, la convergence est bien
meilleure avec préconditionnement (deux fois plus rapide sur cet exemple).

En conclusion, la norme L1 réclame, outre la pondération du modele par la couverture, le
préconditionnement du gradient par I'inverse de la couverture. On généraliser ce résultat expérimental a
toute norme Lp:

En appliquant une norme Lp sur le modele, il faut:

) R 2-
- pondérer le modele par C .

) o . -2
- préconditionner le gradient par Qp
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Figure 3.8 : LRD en norme L2gauché de la collection fig. 3.7 et les résidus correspondants
(droite). Enhaut sans pondération par la couverture, aiilieu avec pondération, ebhas
modeéle avec 1 seule trace (p=0) sans pondération. (gain des résidus x2).
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Figure 3.9 :LRD en norme L1lgauché de la collection fig. 3.7 et les résidus correspondants
(droite). Enhaut sans pondération par la couverture, basavec pondération. (Gain des
résidus x2)
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Figure 3.10 : Influence du préconditionnement par la couverture sur la convergence du gradjent
conjugué. LRD en norme L2 et L1, sur les données de la fig. 3.7.
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3.8 -Préconditionnement par un filtre rho

3.8 - Préconditionnement par un filtre rho

3.8.1 - Filtres simples

Dans le cas théorique de domaines continus et d’ouvertures infinies, la LRD en norme L2 se résume
a l'application de I'opérateur adjoint (qui est I'opérateur de stack), suivi de I'application d’un ‘filtre rho’,
agissant uniguement sur la variable temps. Le spectre de cefilftd est  (équ. (E1.29) et paragr. 1.9.5.1)

En pratiqgue (ouvertures finies et variables discretes), I'application du filtre rho apres I'opérateur
adjoint ne donne pas exactement I'inverse, mais en réalise une bonne approximation (qui est souvent
suffisante et utilisée a la place de l'inverse exact). Or dans la résolution par gradient conjugué, le gradient
a chaque itération est obtenu par application de I'opérateur adjoint sur les résidus (donc sur les données
a la premiére itération), d’ou I'idée d'utiliser le filtre rho comme opérateur de préconditionnement.

On minimise la quantité:¢(u) = %(d ~Lu,d-Lu)?+E(u,u)

le gradient est:g(u) = -LHd-Lu)+¢u

Soit R 'opérateur du filtre rho. Pour pouvoir utiliser le gradient préconditiomuu) , il faut
vérifier queR est défini, positif et symétrique:

R correspond a la convolution par un filtre p(t), de spectre p(w) = |w) .

Le spectre est réel, donc p est pair: p(-t) = p(t)
On suppose qu’un modele u ne comporte qu’une seule trace u(t). Siil y a plusieurs traces,
il suffit d’ajouter des sommes a tous les calculs suivants:

Le produit scalaire (u, Rv) peut s’écrire:

(U, Rv) = J’ u(t)(p*v)(t)dt

R est défini:

siu=0alors (u,Ru) =0
si (u,Ru) = 0 alors:

I u(t)(p*u)(t)dt = J’ 0(w) (p*u) (w)dw

w

= J’ () 0(00) p(00)deo = I 8(@)*p(w)dw = 0
W w
p(w#0)>0 entraine que |U(w# 0)] = 0. En supposant que |G(0)] = 0, on a u=0.

R est positif:
si u<>0 (avec |0(0) = 0), les équations précédentes montrent également que

(u,Ru)>0

R est symétrique:
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(u, RV) =‘[u(t)(p*v)(t)dt =‘l’u(t) V(t)p(t—t)dt'dt =‘I'Iu(t)v(t')p(t—t')dt'dt

= ‘[ -I u(v(t)p(=t + t)dtdt = -I V() (p*u)(t)dt
= (Ru,v)

R est donc utilisable pour préconditionner le gradient, a condition de travailler avec des sighaux a
moyenne nulle (pas de composante continue). Cette limitation ne pose pas un réel probléme étant donné
gue les signaux utilisés en sismique sont toujours & moyenne nulle (il est également possible de seuiller
le spectre du filtre, pour gu’il n’y ait aucune valeur nulle).

On essaie en fait plusieurs formes de filtres rho ou la puissance de la fréquence varie:
~ a
Po(w) = |l (E3.46)

On effectue des LRD avec un gradient préconditionné avec plusieurs valearffige3.11a). La
meilleure convergence est obtenue pour des valeueseatdre 0.5 et 1.0, la valeur théorique étant 1.0.
Dans la pratique on pourra donc prendre cette valeur, pour laquelle la convergence est environ 3 fois plus
rapide que sans filtre rha%£0.)

Le filtre rho théorique pour la PRD est plus complexe que pour la LRD, puisqu’il agit non seulement
par rapport au temps, mais également par rapport aux courbures (équ. (E1.54)). On peut néanmoins
retenir une forme simplifiée en ne gardant que la composante temps. La meilleure convergence
(fig. 3.11b) est obtenue pour des puissances entre 0.5 et 1.0, pour une valeur théorique de 0.5 que I'on
pourra donc retenir en pratique. A la différence de la LRD, la convergence a la premiére itération est peu
affectée par le préconditionnement. A partir de la deuxiéme itération, la convergence est environ 2 fois
plus rapide avec le filtre rho.

Enfin il faut traiter le cas de la HRD: il n’est pas possible de calculer explicitement un filtre rho, méme
dans les conditions idéales (ouverture infinie, variables continues). Néanmoins, rien n'interdit d’essayer
les mémes filtres rho que pour la LRD et la PRD, une hyperbole pouvant étre assimilée a une parabole a
son apex et a une droite & son asymptote. La famille d’hyperboles utilisée est la famille P-SCAN (E1.7).
La convergence (fig. 3.11c) est la meilleure pour une puissance de 0.5 (2 fois plus rapide que sans filtre
rho). De méme que pour la PRD, la premiére itération semble peu affectée par I'application du filtre rho.

En norme L2, le filtre rho de préconditionnement du gradient est:

| w] pourlaLRD
|0]°® pour la PRD
| 0] % pour la HRD

Discussion

On aurait pu craindre, sur des données réelles contenant du bruit, que la partie HF du bruit soit
excessivement relevée par le filtre rho sur le gradient, affectant ainsi la convergence (lumley, 1994). Or
il semble que cela ne pose en fait pas de probleme. Par prudence, il convient néanmoins de s’assurer que
les fréquences au-dela du spectre du signal ont bien été filtrées sur les données.

L'utilisation de ces filtres rho pour des résolutions autres qu’en norme L2 (norme L1 ou autres) n'est
pas souhaitable. En effet, la justification de leur utilisation est que I'opérateur adjoint suivi du filtre rho
réalise une bonne approximation de l'inverse en norme L2. Or dans une résolution autre qu’en norme
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Figure 3.11 :Convergence du gradient conjugué pour la LR et la PRD(b) en norme L2 de la
fig. 1.8a-b, préconditionné par des filtres rho dont la puissance de la fréquence varie. Le
minimum de la fonction colt est ramené a zéro afin d’afficher une échelle log. mettant m
en évidence les variations prés du minimum.

eux

Z2,1'n'y a pas a priori pas d’intérét a vouloir approximer la solution en norme L2 (la convergence peut

méme en étre ralentie).

Implémentation - performance

La longueur-temps des filtres rho étant assez importante, leur application se fait dans le domaine de
Fourier, impliqguant donc pour chaque trace du modeéle une FFT et une FFT inverse. Sur un calculateur
scalaire classique le surcolt CPU du préconditionnement est d’environ 20%, a mettre en balance avec
un nombre d'itérations 2 a 3 fois plus faible. Sur un calculateur vectoriel (CRAY C92), par contre, le
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Figure 3.11(c) :HRD en norme L2 (fig. 1.8c) et gradient conjugué préconditionné par un filtre
rho, avec différentes puissances de la fréquence.
surcout atteint 40% (les FFT se vectorisant moins bien que les operations de base du gradien conjugué

(multiplications matrice*vecteur)), diminuant ainsi I'intérét du préconditionnement, bien qu’'il garde
'avantage.

3.8.2 - filtres rho plus sophistiqués

Les filtres rho utilisés dans le paragraphe précédent sont basés sur des conditions ‘idéales’: variables
continues, domaines infinis. Il est possible d’'affiner la détermination des filtres en tenant compte de la
nature discrete et finie des transformées.

Le rble du filtre rho est de compenser les atténuations fréquentielles dues a I'opérfdteur :les
différentes composantes fréquentielles d'un méme éveénements sont en effet amplifiées différemment. Il

s’agit a la base d’'un probléeme de valeurs propreg, de . La dynamique de ces valeurs propres (le
nombre de conditionnement du systéme) détermine la vitesse de convergence du gradient conjugué. Le
filtre rho est un préconditionneur chargé de ramener le nombre de conditionnement le plus proche
possible de 1. Nous cherchons donc a déterminer des vecteurs propres approchés et monofréquentiels,
sans faire une recherche exacte ou exhaustive. On s’intéresse en fait a la variation des valeurs propres
avec la fréquence, sans chercher forcément toutes les valeurs propres.

3.8.21-LRD

Pour commencer, supposons que les variables sont continues, appartenant a des domaines bornés
d’extension X et P centrés sur O (le centrage n’'a pas d'importance, mais permet de simplifier les calculs).
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3.8 -Préconditionnement par un filtre rho

LLL correspond, dans le domaine de Fourier, a une convolution $ynefréquencev constante,
par un signal connw(w, p) (équ. (E1.52)), suivi par I'application d’'une fonction ‘porte’ entre -P/2 et
P/2. Exprimé dans les domaings, p)  (®tkp) , cela donne:

CHa(w p) = [8(w, p)*,0(w, P)] H(P)
2 2 (E3.47)
L a(w k) = [0(w ky)o(w, kp)1*|, (PSino( Pk, 2))

L'équation (E1.53) donne pour I'opérateur de convolution et son spectre:

X/2
o(w, p) :J' e “P*dx = X sinc(wpX/2)
—X/2 (E3.48)
_ 2ng 0
ol kp) - mm—wénwé(kp)m

Asymptotiquement, quana - « , on peut négliger I'effet de la porte [-P/2 et P/2] dans (E3.47), et
dans ce cas les valeurs propres sont les valeurs du spectre de I'opérateur de convolution: pour chaque

fréquencew, il y a deux valeurs propres: 0‘% :

Lorsquew - 0 , lalargeur du spectre de I'opérateur devient faible, et I'effet de la porte [-P/2,P/2] ne
peut étre négligée. L'opérateur pour la fréquence nulle est constant:

o(w=0,p) = X (E3.49)

Les deux seules valeurs propres sont donc PX et O:

L a(w= 0,p) = [A(0, P*,0(0, P pMp(P)

2 2
P/2
= {XJ' a(o, p)dp} pl1p(P)
—P/2 2 2
On décomposa sur sa partie constante et son complémentaire:
P/2
0(w= 0,p) = a QNP +V(P)  F, pan=I V(p)dp = 0
2 2 2 2 —P/2

D’ou:

CH a(w= 0,p) = (aXP) pMp(p)
2 2

La porte [-P/2,P/2] est donc le seul vecteur propre dont la valeur propre est non nulle, égale a PX.

Enrésume, si P étaitinfini les valeurs propres non nulles du systéme sexgignt, (w) = %‘[ (une
seule valeur propre par fréquence). Si P est fini, son effet est négligeable pour les hautes fréquences, et

le comportement se rapproche dg - () ; pour les basses fréquences, les valeurs propres tendent
vers Ay p(0) = PX
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3 -Le Probléme inverse

La figure 3.12 montre les variations de cette valeur propre en fonction de la fréquence: son maximum
vaut PX pour f=0, et son comportement a l'infini est en 1/|f|. Le conditionnement du systeme, pour un
contenu frequentiel des données allant de Q@ €st donc approximativement égal a:

>

= PXF, (E3.50)

min

>

Figure 3.12 :Evolution de la valeur
=5 T 1EG 555 525 propre en fonction de la fréquence. Lé
f (Hz) comportement vers l'infini est en 1/|f].

La convergence du gradient conjugué est d'autant plus lente que les gammes en x et p sont
importantes et que la bande passante du signal est élevée.

Un bon opérateur de préconditionnement doit appliquer a chaque fréquence une amplification inverse
a la valeur propre pour cette fréquence. On approxime cette fonction par une hyperbole (fig 3.13):

1

W)=
P =575
(E3.51)
o(w) = |Aed . OLcf
(ot x4
120
100
sof If
p(f)
60
40 +
1PX —=2+ Figure 3.13 :filtre rho approximant
- o~ = =5 55 55 I'inverse des valeurs propres.
f (Hz)

On compare ce filtre au filtre classique ehgur deux exemples: I'un de 5 traces et I'autre de 10 traces
(mémes intertrace®sx=50m) (fig. 3.14). Dans les deux cas: P=0.160ms/m. Avec 10 traces les deux filtres
donnent des résultats équivalents, 1/PX étant négligeable par rapport aux fréquences considérées. Avec
5 traces, par contre, la convergence est nettement améliorée par rapport au filtre classique, qui dégrade
méme les résultats par rapport a la convergence sans filtre rho.

99



3.8 -Préconditionnement par un filtre rho
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Figure 3.14 :convergence du gradient conjugué pour la LRD sur deux exem@gss(traces,
(b): 10 traces;Ax=50m; P=0.16ms/m) avec plusieurs formes de filtre rho.

Apres correction par Ie filtre rho approprie, Tes viteSSes de convergence sont sensiblement les mémes
dans les deux exemples (dans les deux cas on est censé avoir égalisé les valeurs propres, donc ramené le
nombre de conditionnement, qui détermine la vitesse de convergence, aux alentours de 1).

Dans les cas ou un filtre rho est vraiment nécessaire pour accélérer la convergence (gxdelit f
important), le filtre classique donne donc d’aussi bons résultats que le filtre amélioré, et Ia ou ce dernier
donne de meilleurs résultats, la convergence était déja relativement bonne sans filtre. Il semblerait donc
inutile de chercher a utiliser le filtre amélioré. C’est relativement vrai pour la LRDt3R) présentée
ici, mais ce filtre amélioré sera par contre trés utile pour le probleme de la décompositiopg)X,
dans lequel les probléemes de convergence sont beaucoup plus sensibles (voir le chapitre 6).

Aliasing spatial

Les calculs ci-dessus sont effectués avec des variables continues. La discrétisation ne pose pas de réel
probleme, sauf en cas d'aliasing spatial: des lobes secondaires apparaissent sur les opérateurs de
convolution (fig. 2.10), modifiant les vecteurs et valeurs propres.
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3 -Le Probléme inverse

Le spectre de I'opérateur pour la variable discrétisgejéd..N,) est une succession de diracs
positionnés d'apres les ¢equ. (E2.9)):

o(w ky) = ZZné(wxj—kp)

Pourw = 0 , tous les diracs sont a la méme positigrdk et 'opérateur est le méme que dans le cas
continu, a une constante multiplicative prés:

o(w= 0, kp) = 2T[NX6(kp)
o(w= 0,p) = N,
Les seules valeurs propres sont donc O gt PN

Quandw - » , les diracs sont de plus en plus écartés les uns des autres, et a partir d’un certain point
n'intéragissent plus entre eux (apres application de la porte [-P/2,P/2], chaque dirac dans le dgmaine k
est ‘remplacé’ par un sinus cardinal de demi-largauP2he dépendant pas de la fréquence (E3.47); si
les diracs sont suffisamment écartés, le sinus cardinal engendré par un dirac est négligeable au niveau
des autres diracs). Il faut noter que la situation d’aliasing spatil> 21/ P (équ. (E2.5)) correspond
a une distance entre les diracs supérieure a la demi-largeur du sinus cardinal.

D . . Amxjp (kp WX; )EI .

ans ces conditions, tout sign plp(p) , dont le spectre Eslmg O (sinus
2 2
cardinal centré sur un des diracs du spectre de I'opérateur et de demi-lamj@uest un vecteur propre,
dont la valeur propre est P:

LEL B:’smtgg(kp % )%w k ) = PsmL%F(kp ((.o k ) B:’smcg:kpm
:[Pé(kp—wxj)]*kp%sin%:%(p%

_ e [k —00%))
=P SlnCD‘_““z_“““D

Les valeurs propres significatives ne tendent donc pas vers 0 comme quand x est continue, mais sont
minorées par P. Lorsque la fréquence augmente, la valeur propre maximum pour cette fréquence décroit
de PN, & P, puis se stabilise autour de cette valeur. Cette borne inférieure sur les valeurs propres implique

une borne supérieure sur le nombre de conditionnement du systéme, égale au nombre de traces dans les
données:

Ama= PNy
:—<
(o Y <N

min =

(E3.52)

X

Il est clair que lorsque I'on applique les filtres rho classiques, non bornés vers les hautes fréquences,
on amplifie exagérément les fréquences spatialement aliasées. Pour éviter cela, on plafonne la courbe du

filtre rho par sa valeur a la fréquence de début d’aliasing. Par ailleurs, on introduit une rampeZIen cos
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3.8 -Préconditionnement par un filtre rho

sur les HF a partir de la fréquence maximum des donnés jusqu’a la fréquence de Nyquist, afin de pas trop
amplifier le bruit numeérique (qui est HF). Le filtre rho utilisé en pratique est donc (traceé fig. 3.15):

l
w 1

s N
O

= alia 1

p(0) Ewa“as< <o, Jg*’z_];%z + Eﬁg (E3.53)

[l . 2 |w| -
B <l < aliag | + DLDZ 2|:1_'[ max
7 ©max <1691 < Onyq I O2n 07 IPXO “%° [ 260, 4~ gy

falias fmax fn q

100
80

60

40

!
|
I
I
I
I
(- . ) S
| Figure 3.15 : profil du filtre rho utilisé en
I

1/Px22 pratique pour la LRD. jjiz5 €st la
fréquence de début d’aliasing spatial;
50 100 150 200 Tmax€st la fréquence maximum contenue
f(Hz) dans les données.

3.8.2.2 - PRD et HRD

Le cas parabolique est trés semblable au cas linéaire. Par contre pour le cas hyperbolique, il n’est pas
possible de mener la méme étude dans le domaine de Fourier.

En parabolique, prenons des domaines d’extension X (tebgue,,; < x Xmin T X , les offsets

max:
négatifs et positif étant indifférenciés en parabolique) et Q. L'opérateur de convolution et son spectre
sont (équ. (E1.53)):

Xmax

iu)qx2
J. e dx
Xmin (E3.54)

Tt
— M K
Ioolkq(wxzmm )

o(w, q)

o(w, kq)

Le spectre, donc les valeurs propres, pour une frequendennée varient avecykPour chaque

fréquence il faut en fait comparer les informations qui proviennent de la méme zone: la modélisation
s’exprime ainsi (équ. (E1.44)):
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3 -Le Probléme inverse

|wqx

d(w, x) u(w q)e dq

1 iqk s 2
= FZ_[JU((,O, ke  ‘dkqe "9 dq
X q

- iq(k,— 2
= L fuo, kq)Ie'q( =) 4qdk

q

q

= = fu(w, kq)SinC(Q(kq—wxz)/Z)qu

q
Cela signifie que I'information nécessaire a la reconstruction des données ay @oit se situe
autour du point (w, K= wxz) . Il faut donc observer la variation avec la fréquence du spectre de

I'opérateur en ce point:

s _ T
2| |ox|

o(w, kq: mxz) = (E3.55)

| WX

De la méme facon que pour la LRD, ces valeurs sont des valeurs propres dans le cas ou Q est infini,
ou pourjw| trés grand. On montre également de la méme maniére que pour la LRD que pour la fréquence
nulle, la seule valeur propre non nulle est QX.

Le comportement asymptotique est donc gw|LEomme pour la LRD. Le probleme vient ici de la
dépendance en x des valeurs propres qui rend difficile la définition d’un filtre rho tenant compte de la
limite QX enw = 0 (indépendante de x). On peut par exemple choisir de définir le filtre par rapport a
I'offset moyen:

(Xmln x) 2
p(w) = JDQ T Zma EJ,Dng (E3.56)

Cela revient en fait & considérer la PRD comme une LRD dans laquelle on utilise la vafiable x
place de x, et a appliquer le filtre rho correspondant défini en (E3.51). On trouverait en effet:

o) = [Bofe L
|:Q(Xmax mln)[|

A/Dtz 1 g

(b m(xmax_Xmin)(xmalx+Xmin)D

_ 1 ﬂf“)(xmax+ xmin)l:]2 + DLEF

~ (Xmax™ Xmin) 2m HoHxE

Les mémes rampes que pour la LRD peuvent étre introduits pour tenir compte de 'aliasing spatial et
de la fréquence maximum des données.
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Discussion

Comme pour la LRD, les résultats obtenus avec ce filtre s’écartent peu de ceux obtenus avec le simple
filtre en |, sauf pour des données d’extension X trés limités. On note au passage que le filtre théorique
pour la PRD esty|, et non pas/|w| , comme écrit aux parag. 1.9.5.1 et 3.8.1 (pour prendre partiellement
en compte la variation et , /| Kyl du spectre de I'opérateur de convolution). Néanmoins, le filfa en

permet d’obtenir des résultats proches de I'optimum dans tous les cas de figures. C’est donc celui-ci qui
est utilisé en pratique.

Concernant la HRD, le méme type de calcul dans le domaine fréquentiel étant impossible, on ne peut
que s’en tenir au filtre edlw| , expérimentalement le plus efficace.
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3.9 - Conclusions

L'application des théories du probléme inverse a la décomposition de Radon permet de bien poser le
probléme et de comprendre la signification des paramétres utilisés.

Le probléme est ici posé sous une forme proche des moindres carrés généralisés, avec des poids
directement liés aux matrices de covariances, conduisant a la minimisation d’une forme quadratique (si
les poids sont constants) ou d’'une fonction approximable par des formes quadratiques (si les poids sont
eux-mémes fonctions du modéle).

Le gradient conjugué est une technique de minimisation bien adaptée pour ce probléme. Si les poids
ne sont pas constants, nous avons vu 2 facons d'utiliser le gradient conjugué dans le cadre des
algorithmes IRLS.

Dans I'étude détaillé des décompositions de Radon en moindres carrés, il apparait que le
préconditionnement par un filtre rho permet d'accélérer la convergence du gradient conjugué. Le filtre
rho pour la LRD proposé ici est construit en fonction des ouvertures et des pas d’échantillonnages des
différentes variables, et est efficace dans tous les cas de figure (ce n'est pas le cas des filtres rho
classiques, déduits de la transformée continue et d'ouverture infinie). Dans une certaine mesure, on peut
construire le méme type de filtre pour la PRD.

Nous avons par ailleurs mis en évidence que, contrairement a une idée regue, les décompositions de
Radon en moindres carrés ne permettent pas de filtrer le bruit aléatoire, méme si la valeur du facteur
d’amortissement doit étre déterminée d’apres le niveau estimé de celui-ci.
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4.1 - Introduction

La Décomposition de Radon, gqu’elle soit Linéaire, Parabolique, ou Hyperbolique, est la plupart du
temps effectuée en norme L2 (équ. (E3.36) et (E3.37)), pour des raisons qui tiennent aussi bien a la
facilité d’implémentation (algorithmes maintenant bien connus), a I'efficacité (temps de calcul réduit,
souvent par une implémentation fréquentielle), et a une certaine facilité (peu de réglages des parameétres,
qui sont en outre peu sensibles).

Néanmoins la norme L2 a certaines limitations, plus ou moins bien mises en évidence dans la
littérature: étalement de la représentation dans le domaine transformé (donc séparabilité moyenne des
évenements), sensibilité aux bruits forts et isolés (spikes), impossibilité de traiter I'aliasing spatial
notamment.

Aussi, dans certains cas il peut étre souhaitable d’appliquer d’autres critéres que la horme L2, aussi
bien sur les données que sur le modéle.

Thorson and Claerbout (1985) ont présenté plusieurs méthodes pour résoudre la Décomposition de
Radon, (dontils ont d'ailleurs introduit le concept de calcul par inversion dans le méme article): la simple
application de I'opérateur adjoint comme approximation de l'inverse, la résolution classique en norme
L2, et une inversion dite ‘stochastique’, en introduisant un a priori sur les variances du modéle, elles-
mémes déduites du modéle estimé en cours de calcul, définissant ainsi un processus dit ‘bootstrappé’.

Nichols (1994) applique un critére de minimisation de la norme Lp (p compris entre 1 et 2) du modéle
au lieu de la norme L2, afin que la solution obtenue se conforme a des distributions autres que
gaussiennes. Le méme principe est d’ailleurs applicable a la minimisation des résidus.

Plus récemment Sacchi and Ulrych (1995) ont présenté une solution trés proche de celle de Thorson
and Claerbout (1985), en autorisant plus de souplesse et liberté dans le choix des paramétres.

Ces méthodes ont toutes en commun de conduire & des solutions gditeBnonieuses qui
favorisent la concentration de I'énergie en certains points du modele, et laissant des valeurs faibles en
dehors de ces points. Cette propriété est souvent désirée pour la Décomposition de Radon, puisque I'on
voudrait qu’'un événement ‘pur’ soit représenté en seul point du modéle, ce que ne permet pas de faire la
norme L2.

La parcimonie (sparseness en anglais) est une notion qui ne possede pas de définition mathématique
bien précise. Elle qualifie généralement la rareté des valeurs non nulles dans un ensemble donné, ou
encore la non-uniformité de la répartition des valeurs dans une distribution. Elle est souvent reliée a la
notion d’'entropie (Thorson and Claerbout, 1985; Carron, 1989). L'entropie associé a une variable
aléatoire discréete a été définie par Shannon (1948):

N
= _Z p;logp; (E4.1)
i=1

ou N est le nombre d’événements possibles; ¢ probabilité de réalisation de I'événement i. On

vérifie facilement que I'entropie est minimum (H=0) pour un seul événement possible (N=1), et
maximum (H=Log N) pour une distribution uniforme des probabilités. On est proche de la notion de
parcimonie, opposée a I'entropie. Une autre mesure de la parcimonie est le varimax (Wiggins, 1985), ou
plutdt les varimax, d’une variable aléatoire x sur n réalisations:

2 4
VZ(X) = —zXI—Z V4(X) = —zle—z
(Z|X.|) (in)

Les varimax sont compris entre 1/n (n éléments tous égaux) et 1.0 (un seul élément non nul).

(E4.2)
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Les minimisations en norme L2 ne conduisent pas a des solutions parcimonieuses, car elles pénalisent
trop les valeurs fortes, et privilégient plutét des répartitions gaussiennes. Toute minimisation qui tend a
favoriser, par rapport a la norme L2, les valeurs extrémes (fortes ou faibles) pourra étre qualifiée de
parcimonieuse. C'est le cas pour la norme Lp (avec p<2) et la solution de Thorson.

Ces problemes, tels qu’ils sont posées par ces auteurs, sont non linéaires. lls sont généralement
résolus par des algorithmes itératifs de type IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares), dans lesquels
la fonction a minimiser est approximée localement par une forme quadratique ré-estimée au fur et a
mesure des itérations. On minimise donc des formes quadratiques successives, généralement par des
méthodes de gradient (simple ou conjugué...). Ces résolutions réclament un nombre d'itérations
supérieur a la résolution en norme L2 (qui constitue un unique probléme quadratique), surcodt pouvant
étre prohibitif lorsqu’il s’agit de traiter des gros volumes de données.

La justification de la minimisation de telle ou telle quantité (norme L2, norme L1, entropie...) n'est
pas claire. Ce choix devrait normalement étre guidé par le type de distribution des valeurs sur la solution
cherchée: la minimisation de la norme L2 suppose une distribution gaussienne des valeurs, la norme L1
une distribution exponentielle... Or la minimisation elle-méme influe fortement sur la forme de la
solution trouvée (on ne trouve que ce que I'on cherche). Il faudrait donc avoir par d’autres moyens un a
priori sur la forme générale de la solution, comme c’est le pour la déconvolution: le modéle est une suite
de coefficients de réflexion, dont on peut connaitre la distribution en analysant les logs soniques aux puits
(Carron, 1989). Malheureusement, dans le cas des Décompositions de Radon, on ne dispose pas de ce
type de renseignement.

Enfin, les solutions parcimonieuses se révelent beaucoup plus sensibles que la norme L2 aux réglages
de certains parametres, notamment I'estimation du niveau du bruit sur les données: si celui-ci est sous-
estimé la solution obtenue est trop bruitée, et si il est surestimé des petits évenement risquent d’'étre
assimilés a du bruit et de ne pas apparaitre sur la solution. Ce probléme est peu évoqué dans la littérature,
mais il semble néanmoins fondamental dans les applications industrielles traitant des gros volumes de
données, pour lesquelles on ne peut se permettre de se focaliser sur le réglage fin de parameétres aussi
sensibles (et dépendants des données), et encore moins de perdre de I'information.

On étudie ici plus en détail les solutions obtenues par minimisation de la norme<jp< 2 ) du
modeéle. Cette minimisation peut étre reformulée en moindres carrés généralisés par I'utilisation d’'un
poids non plus constant mais dépendant directement du modele lui-méme. On met en évidence que ce
poids doit étre lisse a I'échelle de la longueur du signal sismique, et on compare deux implémentations
possibles de I'algorithme IRLS. Nous étudions également la sensibilité de I'estimation du niveau de bruit
(donc du réglage de I'importance du terme de régularisation).

La minimisation de la norme Lp des résidus ne conduit pas a une solution parcimonieuse mais permet
de mieux traiter les bruits non gaussiens sur les données (des bruits isolés énergiques par exemple). La
convergence du gradient conjugué est dégradée, et un préconditionnement adapté doit &tre appliqué pour
'améliorer.

En reprenant les principes de base de la solution de Thorson and Claerbout (1985) nous proposons
une solution parcimonieuse qui repose sur I'estimation du signal et du bruit le long de chacune des
courbes de la famille utilisée. Cette solution reste raisonnable en termes de temps de calcul et surtout
évite d’avoir & déterminer a priori le niveau de bruit, parameétre sensible dans toutes les décompositions
parcimonieuses.
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4.2 - Application d’'une Norme Lp sur le modéle.

4.2.1 - Présentation

L'application d’une norme Lp sur le modele signifie que I'on régularise I'inversion en minimisant la
norme Lp du modéle (avet< p< 2 ) aulieu de la norme L2 dans I'équation (E3.36). La horme Lp d’'un
modéle u(to, x0) étant:

1
0 ) [P
||u|||_p = D_IJ’m(tQ x0)| dtdeCE (E4.3)
0%0

Cette expression n'est a strictement parler une norme que pour p supérieur ou égal a 1.

Dans l'optique bayésienne de I'inversion, minimiser la norme Lp revient a trouver le modéle le plus
probable dans le cas ou la pdf liée & ce modeéle est une distribution gaussienne généralisée d’ordre p
(Tarantola, 1987).

Pour un probleme a une seule variable u, la gaussienne généralisée d’ordre p, centrée sur u0 et de

dispersionop est donnée par (voir les courbes correspondantes sur la figure 4.1):
1 —% Lju- uﬂ P
p Pl o

gp(u) = 26, (1/D)° (E4.4)

(r( ) désigne la fonction Gamma).

Comparée a la distribution gaussienne (p=2), la distribution double exponentielle (p=1) favorise les
valeurs extrémes (petites ou grandes) au détriment des valeurs moyennes. Cette propriété est intéressante
dans le cas de données comportant des événements purs (conformes au modele): on souhaiterait a la
limite trouver un modeéle contenant des diracs, que I'on peut approcher par un modéle contenant
guelques échantillons significatifs parmi une majorité d’'échantillons de valeurs négligeables. Or la
norme L2 tend a lisser le modéle, en «xgommant» les pics pour répartir I'énergie sur un plus grand nombre
d’échantillons de valeurs plus faibles, afin de le conformer a la distribution gaussienne associée.

4.2.2 - Implémentation, algorithme IRLS

Par rapport a I'inversion en norme L2 (équ. (E3.36)), on cherche cette fois a minimiser la quantité:

1 2 | €
¢(u) = 3ld=Lul,+5lull, (E4.5)

Ce probléme ne peut plus s’exprimer sous une forme quadratique, le terme de régula%iﬁsaﬁgn

ne pouvant étre développé en un produit scalaire. On cherche donc a le linéariser en approximant
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COOLo
R wh o

4 2

Figure 4.1 : Gaussiennes généralisées d’ordre p, centrée en 0 et de déviation normalisée 1.|p=2.
donne la gaussienne classique, p=1 la distribution double exponentielle, p= une «box-gar»,
p=0. un dirac.
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modele.

localement la norme Lp par un produit scalaire pondéré par un poids (paragr. 3.5.3.2 et annexe B), afin
d’appliquer un algorithme IRLS:

f(u) = u®

i|'ﬁ"1 B (E4.6)

f'(u) _ plu

U; |ui|

p
2-p
|

(ELp(u))ii = -
|u

Le poidsP, , estdiagonal et fonction deAfin de vérifier la condition de continuité (E3.35)(i) pour
la convergence, il est nécessaire de modifier légérement la définition au voisinage de 0:

=) =P E4.7
(~Lp(u))“ (|ui| + r])z_p ( )

Ou n est une petite valeur (par rapport aux valeurs significatives du modéle) strictement positive,
souvent définie par rapport a la valeur maximum du modéle:

n = ————-(mi\’dul) (E4.8)

Avec comme valeur typiquement utilisée:

A = 100 (E4.9)

La dynamique du poids dépend directemenk de

(max(P ) _ 1/n%P _ f((maxu) +n)F7P _ 5 | 1y2-p E4.10
ML) 1 (man) smP N O (A+1) (E4.10)

Les autres conditions de convergence dans (E3.35) ne sont vérifiées quiegoirR (en fait, p=1
est possible une fois que I'on a introdiit ).

On doit donc maintenant résoudre un probléme exprimé sous une forme quadratigue, nous ramenant
ainsi au probléme général exprimé par les équations (E3.17) et (E3.18):

PY(u) = %Ild—LUIlfﬂg(u, PLp(u)u) (E4.11)

Les échantillons du modéle sont affectés d’'une pondération d’autant plus faible que leurs valeurs sont
élevées. Une régularisation en norme Lp (p<2) pénalise donc relativement plus les échantillons déja
faibles que la norme L2, et laisse plus de possibilités a des pics isolés d’apparaitre.

On utilise ici le méme processus IRLS que Nichols (1994), & savoir un gradient conjugué a I'intérieur
duquel on effectue une mise a jour des poids, ici a chaque itération. On préconditionne par ailleurs le
gradient pang’[t , ceci afin de favoriser les échantillons de faible poids (ce préconditionnement a une
autre justification: la minimisation de (E4.11) conduit a une solution qui n'a pas d’énergie dans le noyau

delL E[t (paragr. 3.4). Il est donc souhaitable que la direction de descente posséde la méme propriété,

ce qui s’obtient en appliquant I'opérateur adjocmE’[t)D = E[tl,D aux résidus):

gp(u) = E[E(LD—«sE’Lpu) = E’[‘l)LDr—su (E4.12)
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4.2.3 - Exemple

On effectue la PRD en norme Lp d’'une collection CMP (fig. 4.8a). est fixé de maniére a ce que la
dynamique du poids soit égale a 100g eist calculé itérativement afin d’atteindre un a priori de 5% de
résidus. La comparaison des PRD en norme L2, L1.5, et L1 (fig. 4.2 b, ¢ et d) montre une focalisation
croissante des évenements lorsque p diminue. L'énergie des résidus est comprise entre 2% et 3% pour
ces trois décompositions.

Le calcul des varimax confirme le caractére parcimonieux des normes Lp (p<2):

Tableau 1 : Varimax des décompositions en norme Lp

Décomposition Y u? S Ju W(u)
Norme L2 0.113 18.4 3.3 10
Norme L1.5 0.126 12.8 7.7 10
Norme L1 0.180 10.1 1.81%

4.2.4 - Lissage du poids

Le poids est calculé échantillon par échantillon de maniere indépendante. Or des échantillons voisins
sur I'axe du temps ne peuvent pas étre considérés comme indépendants, et appliquer des poids trop
différents dans un intervalle de temps inférieur a la longueur de I'ondelette sismique risque de conduire
a une déformation de celle-ci.

Le poids sur le modéle traduit I'inverse de la matrice de covariance sur le modéle (équ. (E3.16)).
Celle-ci est diagonale si les échantillons sont indépendants les uns des autres. Or Des échantillons
proches sont corrélés, ce qui se traduit par des coefficients non diagonaux.

Soit par exemple le probléme trés simple:

ul
d=1Lu-= 201Q|uz _ |2ul+u3 gyecq = |2
0201|u3 2u2+ u 1

ud

La résolution en norme L2 et I'application d'un poids diagonal simple dosiast(choisi de maniére
a ce que I'énergie des résidus soit égale a 1%):

0.72
[LOL +el] 'Ly = |03
0.36
0.18

La solution est répartie de maniére préférentielle dans le sous-vecteur (ul,u2). Si on utilise une
matrice de covariance pour favoriser encore plus la concentration de I'énergie dans (ul,u2) (dans I'esprit
de l'application d’'une norme Lp), sans tenir compte des corrélations entre échantillons voisins, on
obtient (les variances sont estimées égales aux carrés des éléments de la solution précédente):

05 0 0 O 0.87
_17-1

c,=|0015 0 0 [LELHCU 1] L0g = |03

- 0 0 015 0 . 0.13

0 0 0 00 0.05
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R
O AU . Il
i Il
listle |
i
AR
B

Figure 4.2 : collection CMP corrigée (approximativement) de NN (Xmin=0, Xmay=1000,
Ax=25m), et PRDs en norme Lp sur le modeélg,{g-100 ms/kn, 0na,=250 ms/km, Aq=6.25
ms/kn?). (b) p=2.0; (c) p=1.5; (d) p=1.0
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Le sous-vecteur (ul,u2) est bien favorisé, mais on a introduit une distorsion entre les échantillons ul
et u2 (de méme entre u3 et u4d): le rapport n'est plus égal a 2, car le poids appliqué a u2 est supérieur a
celui appliqué a ul. On introduit donc des coefficients non diagonaux qui traduisent que ul et u2 sont
fortement liés:

05025 0 O 0.83
c =[025015 0 O [LELHC _TlLEU: 0.4
o 0 0 01500 M 0.12

0 0 0.0700 0.06

On obtient les deux effets souhaités: favoriser la partie (ul,u2) de la solution, et respecter les rapports
(ul/u2=u3/u4=d1/d2). Dans la pratique, introduire des poids non diagonaux n’est pas envisageable pour
des raisons de colt (mémoire et surtout CPU). Aussi, pour obtenir le méme effet avec un poids diagonal,
il faut garder le poids constant (ou avec des variations lisses) le long des échantillons dont on veut
respecter les rapports d’amplitudes (Thorson and Claerbout, 1985):

050 0 O 0.83
-1

c,= 0050 0 [LELHCU_T L0g = |04

- 0 0015 0 . 0.12

00 0 01 0.06

Les poids diagonaux peuvent étre envisagés comme des ressorts (dont la raideur est proportionnelle
au poids) qui tirent les échantillons du modele vers 0, contrebalancés par des ressorts qui tirent les
échantillons du résidu vers 0 (poids sur les données). Un terme non diagonal est un ressort entre deux
échantillons (fig. 4.3). Avec cette analogie, on comprend que l'application de poids différents le long
d’un signal déforme ce dernier, et qu’un poids non diagonal est nécessaire pour rétablir I'équilibre.

poids diagoraux (a) (b)
sur les résidus
4 s A /
Nt NS T o NT
poids diagdnaux diminug Poids
égaux sur le modéle augmenté
(c)
poids non diagonal
« Echantillon du modele sur le modéle
a l'équilibre
entre différents ressorts
Y% "
Figure 4.3 : Analogie entre les poids (sur le modéle et les résidus) et un systeme de ressofts.
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modele.

Le poids pour la norme Lp n’est donc plus calculé directement a partir du modele (équ. (E4.7)), mais
a partir de I'enveloppe du modele, que I'on approxime par une moyenne glissante le long de I'axe du
temps, sur la longueur T de I'ondelette sismique (que I'on cherche a préserver):

(BLp(w), = —

1

t+T
i 5 [?
u(ty, Xop) dto%

e

(E4.13)

La comparaison de la PRD en norme L1 avec et sans lissage du poids (fig. 4.4) montre que la forme
de l'ondelette est mieux respectée avec le lissage. Sur la figure 4.5 se trouve le poids lissé, une fois la

convergence atteinte.

100 (b

Figure 4.5 : Poids lissé sur le modeéle
calculé pour la PRD en norme L1
fig. 4.4(b)

4.2.5 - Convergence - réduction du nombre d’itérations

On étudie les problémes de convergence sur une collection de traces ne contenant que des événements
horizontaux mais d’amplitudes trés différentes, égales a 1, 3, 10, 30, et 100 (fig. 4.6).

X

~ -
~ -
~ -

~

~

Figure 4.6 :collection de traces contenant 5 évenements
horizontaux d’amplitudes 1, 3, 10, 30 et 100. Les traits
pointillées représentent la gamme de pentes utilisée pour
les LRD (pivot au centre).
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fig. 4.2a%6100 ms/kmf, 0na,=250

lissage du poids (idem 4.2dp) avec

omparaisons sur

rme L1 sur le modéle des données

ms/knf, Aq=6.25 ms/krf). (a) sans

Figure 4.4 : PRDs en no
des données

lissage(c) rappel

la forme du signal sismique.

pour ¢
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modele.

On effectue une LRD en norme L1 sur ces données (on agugteur atteindre 1% d’énergie
résiduelle, et la dynamique du poids est limitée a 100). Sur la figure 4.7 sont tracés les modéles obtenus
au boutde 1, 5 10, et 20 itérations (avec trois gains différents 1, 10 et 100, afin de pouvoir bien visualiser
les événements d’amplitudes trés différentes). Sur les premieres itérations le modéle prend la forme
générale de la solution en norme L2 (le poids étant égal a I'identité), avec un étalement important de
I'énergie autour de la trace p=0. Puis au fur et a mesure des itérations, il se rapproche de la solution en
norme L1, I'énergie étalée se reportant progressivement sur les pics centraux. A l'itération 20, les gros
événements ne sont plus représentés que sur la trace p=0, mais il subsiste un certain étalement pour les
plus petits (pour des amplitudes inférieureg & , le poids est quasi-constant (équ. (E4.13)), conduisant &
traiter cette partie du modéle comme en norme L2).

p
100
1
1 H
Figure 4.8 : poids appliqué au point de convergence pour Ig
LRD présentée fig. 4.7

Les courbes de convergences (fig. 4.9) montrent que les résidus diminuent rapidement au cours des
premiéres itérations, et qu’ensuite la norme L1 du modele diminue jusqu’au point de convergence, vers
I'itération 20 (les petites oscillations autour du point d’équilibre sont dues a la mise a jeyrathelant
les itérations). La méme expérience avec un facteur de blanchiment plus faible (0.1% de résidus
souhaités) montre un ralentissement notable de la convergence, le modéle notamment tendant trés
lentement vers son minimum de norme L1.

La convergence est donc trés affectée par la valeaiddas (E4.5). Si les données sont peu bruitées,
il faut en principe choisir une valeur trés faible. A la premiére itération le poids est égal a I'identité,
conduisant ainsi a un premier modald) proche de la solution en norme L2, trés éloignée de la solution

en norme L1 souhaitée. Lors des itérations suivantes le gradient (équ. (E4.12)) esEégdl}z‘a— eu

le premier terme tend & diriger la solution vers le minimum de résidu, tandis que le second ‘remet en
cause’ une partie du modeéle déja calculéc Sist tres faible le premier terme est prépondérant; or
I'apparition de caractéristiqgues imposées par la norme L1 ne peut se faire que sur la partie remise en
cause a chaque itération par le second terme, d’ou une convergence trés lente.

Il est génant que la convergence dépende a ce pomnfatnc de I'estimation du bruit). Une solution
serait d’'arréter les itérations avant le point de convergence, dés lors que I'énergie résiduelle est jugée
suffisamment faible. On obtiendrait ainsi une solution intermédiaire entre norme L2 et norme L1. Ce
procédé semble néanmoins risqué, car au cours des itérations on n’a aucun contréle sur les résidus, une
énergie résiduelle faible ne signifiant pas nécessairement que toutes les données sont également ajustées.

Sipar contre on utilise le premier type d’algorithme IRLS (paragr. 3.5.3), on peut stopper le processus
a la fin de n’importe laquelle des décompositions. La norme L1 de la solution est alors d’autant plus
faible que I'on effectue plus de décompositions successives (fig. 4.10). Le point de départ de chaque
décomposition doit évidemment étre le modele nul, et non pas la solution de la décomposition
précédente, faute de quoi on retombe sur les mémes problémes de convergence.

Y

Les courbes de convergence pour une décomposition a poids constant sont superposées aux

précédentes sur la figure 4.9 (pour 18™8 décomposition, la %€ étant celle en norme L2). La
convergence est beaucoup moins affectée gatravec I'algorithme de type 2. Les évenements de fortes
amplitudes se forment dans les premiéres itérations et changent peu par la suite, les événements
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gain=1 gain=10 gain =100
p

>y
lter =1

T
Iter=5

T
Iter = 10

= o

I
Iter = 20

Figure 4.7 : Solutions intermédiaires aux itérations 1, 5, 10, 20 de la LRD en norme L1 des

données fig. 4.6. Chaque collectionp) est tracée avec des plusieurs valeurs de gain afin|de
bien voir tous les événements
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Figure 4.9 : Courbes de convergence du GC (% de résidus et norme L1 du modeéle) pour la
ennorme L1 des donnéesfig. 4.6. IRLS type 1: mise ajour du poids pendant les itérations;
type 2: décomposition a poids constant. Deux fractions de résidus visées: 1% et 0.1% d

I’énergie des données.

LRD
IRLS
e

damplitudes de plus en plus faibles se formant au fur ef a mesure des itérations (fig. 4.12). Cela résulte
du préconditionnement par I'inverse du poids (équ. (E4.12)), qui réduit I'étalement des évenements dans

le gradient, mais qui pénalise les événements de faibles amplitudes, affectés d’'un poids fort.

Dans ce

schéma, il est donc important d’aller jusqu’au point de convergence pour chaque décomposition, sous
peine de ne pas représenter les petits évenements. |l est clair également que ce point de convergence est

d’autant plus long a atteindre que la dynamique du poids (équ. (E4.10)) est grande.

Le résultat obtenu aprés 3 décompositions (fig. 4.10), voire méme apres 2 décompositions, est déja

satisfaisant: la majeure partie de I'énergie étalée a été atténuée au profit des pics centraux.
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gain=1 gain=10 gain =100

1 décomp.
(norme L2)

2 décomp. | s !

- mlm,

"y

sascomn. | [/ il

4 décomp.

EE
]
| ]
"t
"]
I
]

Figure 4.10 : Algorithme IRLS de type 1. Solutions aprés 1 (solution en norme L2), 2, 3, et
décompositions successives.
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100

Figure 4.11 :algorithme IRLS type 1: poids calculé a la fin de |a
2éme décomposition et utilisé pour la 3éme décomposition.

4.2.6 - Focalisation des évenements - propriétés anti aliasing spatial

La propriété la plus intéressante des solutions en norme Lp (p<2) est de favoriser la concentration de
I'énergie en des points privilégiés du modele, permettant une meilleure focalisation des événements que
la norme L2. La propriété anti aliasing découle de cette propriété. L'aliasing se traduit en effet par une
dispersion de I'énergie dans le modele (fig. 2.14 et 2.19). Une décomposition parcimonieuse permet
donc de ramener cette énergie sur le pic principal de I'événement.

On atteint néanmoins une limite de ce principe de meilleure focalisation pour des événements qui par
nature ne peuvent pas étre représentés en seul point du modéle: une hyperbole, une droite d’amplitude
non constante, ne peuvent pas se réduire a un seul point dans une LRD. Les décompositions de figure
4.2 montrent que I'événement trés courbeé situé a 400ms, qui s’écarte du modeéle parabolique de la PRD,
reste moins focalisé que les autres dans la PRD en norme L1.

Une des applications les plus intéressantes de cette focalisation est le traitement anti-multiples par
séparation dans le domaine de la transformée parabolique des CMP aprés correction NMO (ou dans le
domaine hyperbolique avant correction NMO) (Hampson, 1987; Canadas et. al, 1991; Foster And
Mosher, 1991). Ce traitement repose sur la différence de NMO éventuel entre les multiples et les
primaires, et est donc a priori plus adapté aux multiples longues périodes. Lorsque la différence de NMO
est suffisamment importante, une PRD en norme L2 est suffisante. Mais lorsqu’elle est faible (en général
pour les temps importants, ou pour des multiples a courte période), I'étalement des événements dans le
modele empéche d'une part un pointé de séparation précis et entraine d’autre part un mélange des
informations (I'énergie des multiples déborde dans le domaine des primaires et réciproquement).

On illustre ceci sur des données contenant 5 événements horizontaux (les primaires supposeés, le
premier d’amplitude 10 a 2100ms, les autres d’amplitude 1 a 2200, 2500, 2550 et 2600ms) auxquels se

superposent 3 évenements faiblement courbés (q=50 et 100 ?‘nslésnmultiples possédant une
courbure résiduelle aprés correction NMO, d’amplitudes 10 & 2300, 2475 et 2550ms) (figure 4.13). On
effectue une PRD en norme L2 (4.13b) et une en norme L1 (4.13d) de ces données, puis on reconstruit

les primaires en ne conservant que le domaine des courbures (g < 2§m$./krreconstruction apres
PRD en norme L2 (4.13c) laisse apparaitre beaucoup de ‘résidus’ de multiples, dus aux trainées dans la

PRD provenant des multiples et débordant dans la partie (q < 25f)sKntilisation de la norme L1

dans la PRD résout pratiguement complétement ce probleme (4.13e). Il faut néanmoins garder a I'esprit
gue les conditions sont quasi idéales pour I'application de la norme L1: pas de bruit sur les données et
évenements parfaits par rapport au modéle parabolique.

On considere maintenant une collection CMP corrigée de NMO (données réelles), entachée de
multiples trés énergiques mais avec des courbures résiduelles trés importante (fig. 4.14). On effectue des
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gain=1 gain=10 gain =100
P
- R
Em H
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1itér.
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3 itér. | Tﬂ } }
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10 itér. ‘Dl

Figure 4.12 :algorithme IRLS type 1. Itérations a poids constant (fig. 4.11) de la 3eme

décomposition. Les événements de forte amplitude apparaissent en premier, les petits

événements se formant ensuite au fur et mesure des itérations.
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Figure 4.13 : (a)données (événements d’amplitudes 1 et {8).(d) PRD norme L2 et norme L1.
(c) (d) Reconstructions avec les domaines q < 25mé/km
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x(m)
204 704 1204 1704 2204 27¢

Figure 4.14 : Collection CMP corrigée de NMO. 51
traces,Ax=50m

PRD de ce CMP (en norme LZ et en norme L1, T% de reésidus Vises, IRLS type 1 avec 3 décompositions
pour la norme L1), on pointe une loi de séparation entre les réflexions primaires et multiples, puis on
reconstruit le domaine des primaires seulement (fig. 4.15). Les évenements sont mieux individualisés
dans la PRD en norme L1, facilitant grandement le pointé. Le CMP débarrassé des multiples semble
également plus propre en utilisant la norme L1.

4.2.7 - Sensibilité au bruit - perte de certaines données

Nous étudions ici le comportement de la décomposition en norme L1 vis a vis du bruit, et donc du
réglage du terme de régularisation dans (E4.5).

Dans une décomposition en norme Lp, on suppose que les échantillons du modéle obéissent a une loi
gaussienne généralisée (équ. (E4.4)). Du point de vue statistique, et similairement au cas de la norme L2
(équ. (E3.39)) la fonction co(t a minimiser doit étre:

1 2 1
d(u) = _2||d -L u|||_2 + _p”U”Lpp (E4.14)
20, Oup
ou o, est I'écart type du bruit (connue ou fixée arbitrairement a prioriy gt est la dispersion

moyenne dans le modéle pour la statistique gaussienne généralisée d’ordre p.

On devrait donc fixer le terme de régularisation dans (E4.5) égal a:

L (E4.15)
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q (msfkm?) X (m)

(a) -48 32 -16 © 16 32 48 64 80 96 112 1z (b) 204 704 1204 1704 2204 27¢
0,00 0.

0,20 0.
0.40 o,

0.60 o,

(C) 48 32 16 0 16 32 48 64 80 96 112 1z (d) 204 704 1204 1704 2204 27¢
.00

0,20

0.40

Figure 4.15 : (a)PRD en norme L2 du CMP fig. 4.14, avec pointé de séparation primaires (@
gauche) /multiples (a droite)b) reconstruction de la partie a gauche du poin(é) et(d) Idem
avec norme L1 au lieu de norme L2. Les reconstruction (b) et (d) sont égalisées en temps|pour
les besoins de la visualisation.
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Pour cela on estime la dispersion dans le modéle d’apres le modéle lui-méme au cours des itérations
du gradient conjugué:

app « (IUlEp/ny) = ((u, BLyu)/ny) (E4.16)

On peut corriger cette estimation d’aprés la valeur des résidus de la méme facon que dans I'équ.
(E3.42).

On a vu (paragr. 3.6.2) gu’en norme L2 le facteur d’'amortissement est un parameétre peu sensible et
gu'il a peu d'influence sur le filtrage du bruit aléatoire. Pour étudier I'influence de la proportion de bruit
fixée a priori pour la décomposition en norme L1, on reprend les données de la figure 3.3 sur lesquelles
on effectue des LRD en norme L1 (fig. 4.16). Une estimation nettement trop faible du bruit (0.02% des
données) conduit a une décomposition totalement bruitée (4.16d), bien que la reconstruction ne
contienne pas plus de bruit que les données. Le bruit sur la solution est donc dans le ngyau de . En
augmentant cette estimation a 0.2% (4.16c) puis 2% (4.16b), le bruit diminue notablement sur la
décomposition, mais aussi sur la reconstruction. A 20% estimé, la décomposition et la reconstruction ne
contiennent pratiquement plus de bruit. La valeur du terme de régularisation a ici une influence tres forte
sur le filtrage du bruit aléatoire contenu dans les données, et sur la quantité de bruit présente dans la
décomposition. Ces solutions parcimonieuses favorisent les événements cohérents. Sur la reconstruction
fig. 4.16a, ou le terme de régularisation est trés fort, les événements courbes sont moins bien reconstruits
que I'événement linéaire, car ils ne rentrent pas dans le modéle de la LRD (droites d’amplitudes
constantes) et sont traités en partie comme du bruit.

Un bon réglage du facteur de régularisation permet donc de filtrer efficacement le bruit sur les
données, alors qu’'un mauvais réglage conduit a une solution trop bruitée (sous-estimation) ou a
I'atténuation non souhaitée d'événements cohérents (surestimation) (rappelons qu’en norme L2 ce terme
a peu d'influence sur le filtrage du bruit, mais qu’'en contrepartie un mauvais réglage n'a pas de
conséquences dommageables).

On peut reprendre I'exemple de la figure 4.13 en ajoutant du bruit gaussien sur les données,
d’amplitude moyenne comparable aux petits événements horizontaux (fig. 4.17a). La présence de bruit
oblige a utiliser un facteur de régularisation plus important dans les PRD (calculé en supposant une
proportion de 10% de bruit sur les données). Lorsque I'on passe de la norme L2 (4.17d) alanorme L1.5
(4.17c), puisalanorme L1 (4.17b), on note une meilleure séparation des événements et une amélioration
du rapport S/B, mais aussi une atténuation sensible de I'amplitude des petits événements, a la fois sur la
PRD et sur la reconstruction. Cette atténuation résulte directement de I'application d'un poids élevé
(d’autant plus élevé que I'événement est d’amplitude faible), associé a un facteur de régularisation élevé.

Ce phénomene peut poser probléme lorsque I'on travaille sur des données qui possédent une grande
dynamique (avant correction de divergence sphérique par exemple), les événements faibles se trouvant
pénalisés, voire méme en dessous de la dynamique du poids. Il faudrait appliquer une égalisation (avec
une fenétre glissante en temps assez longue) sur les données avant la décomposition. Pour éviter cela, on
effectue une égalisation uniquement sur le calcul du poids: le poids minimum est déterminé par
'amplitude maximum dans le modeéle (équ. (E4.13)). On effectue une égalisation (en temps uniquement)
sur le poids de telle sorte que cette valeur de poids minimum se retrouve sur les maximums locaux du
modele (local signifiant dans une fenétre contenant toutes les traces et d’une longueur en temps a
déterminer). On peut voir figure 4.18 le poids brut et avec égalisation calculés pour la PRD en norme L1
de la figure 4.15c.
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4.3 -Application d’une Norme Lp sur les données.

100

Figure 4.18 :poids correspondant a la PRD en norme L1 fig. 4.15c. (a) poids brut; (b) poids
égalisé en temps.

4.3 - Application d’'une Norme Lp sur les données.

4.3.1 - Présentation

L'application de la norme Lp (p<2) sur le modele vise a prendre en compte le caractére
intrinséquement parcimonieux des modeles. Lorsque I'on applique, comme cela a été la cas jusqu’ici, la
norme L2 pour la minimisation des résidus, on suppose implicitement que ceux-ci obéissent a une
distribution gaussienne. Cette supposition semble raisonnable pour la majorité des bruits aléatoires. Mais
les données peuvent également étre contaminées par des bruits trés énergiques mais trés localisés,
expliqués (récepteur parasité par une ligne haute tension, ou bruité par un animal) ou non. Ces bruits sont
généralement présent sur des traces isolées, s’étalant sur toute une trace ou localisés en temps (auquel
cas on les qualifie souvent de ‘burst noise’), et n'obéissent pas a une statistique gaussienne, mais plutét
a des distributions plus parcimonieuses. D’ou 'idée de les traiter en appliquant une norme Lp (p<2) sur
la minimisation des résidus (Nichols, 1994).

On minimise ici:

1 €2
d(u) = Sld-LulZ, + 3l (E4.17)

De la méme maniére que pour I'application de la norme Lp sur le modéle, on approxime localement
celle-ci en utilisant un produit scalaire pondéré par un poids diagonal dépendant des résidus (équ. (E4.6),
(E4.7), (E4.13)).

Pour exactement les mémes raisons que pour le poids sur le modéle, ce poids est majoré par
I'utilisation d’'une petite quantitéy (petite devant les valeurs attendues dans les résidus), et lissé sur la
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longueur T de I'ondelette sismique (on le calcule sur une approximation de I'enveloppe des résidus), afin
de ne pas déformer celle-ci.

1
) ) t+T , 7
Bp)i = — = F = r (t, x)“dtod (E4.18)
(Fi+n)°° 07 0
Le probléme a résoudre est maintenant:
W(u) = 2(d-Lu, B (r)(d-Lu)) + Sl (E4.19)
2 ~reLp = 2 '
Un choix typique poun est:
_ max(1) _ max(7
n )\ 100 (E4.20)

On sait que le bruit d’amplitude inférieureya  est traité comme en norme L2 (domaine de poids quasi
constant), donc comme du bruit gaussien. Souvent les données contiennent un bruit de fond plus ou
moins gaussien, auquel peuvent se superposer des bruits forts etrisolés.  devrait étre fixé relativement
au niveau de ces deux types de bruit (fig. 4.19). Dans cette optique, il devrait également étre fixé une fois
pour toute et ne pas varier au cours des itérations de I'algorithme IRLS. On le détermine donc a partir
des données, sans le remettre a jour ensuite:

n = T (E4.21)

burst noise —_ H_ _______________ max(1) - - - -

bruit gaussien

profil du poids

Figure 4.19 : superposition d’un bruit de fond gaussien et de ‘bursts’ énergiques mais isglés.
devrait étre fixé d’apres le niveau du bruit gaussien.

On utilise pour la résolution 'algorithme IRLS de type 1, en résolvant plusieurs fois de suite le
probléme a poids constant, poids remis a jour entre chaque décomposition. A la différence de ce que I'on
fait en norme Lp sur le modéle, on peut calculer un poids dés la premiére décomposition a partir des
données elles-mémes (qui constituent en fait le premier résidu disponible).

4.3.2 - Meilleurs traitement des bruits non gaussiens

Afin de tester la norme Lp sur les données, on reprend la collection CMP apres NMO de la figure 4.14
en ajoutant des bruits localisés: une sinusoide a 50Hz sur la trace 26, et un spike sur la trace 41 a 2500ms.
On effectue (de la méme facon qu’en figure 4.15) des PRD suivies des reconstructions du domaine des
primaires. La PRD en norme L2 classique (fig. 4.21a) est fortement contaminée par le bruit induit par le

131
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204 704 1204 1704 2204 27¢

Figure 4.20 :données fig. 4.14 entachée de bruits non
gaussiens (une sinusoide et un spike)

Spike et la sinusoide, que I'on refrouve d'ailleurs en grande partie sur la reconstruction. Ce bruit induit
peut géner le pointé des évenements dans la PRD. Lutilisation de la norme L1 sur les données (fig.
4.21c) réduit considérablement le bruit, qui est pratiguement éliminé sur la reconstruction. Les deux
PRD ont été calculées en visant 5% de résidus. Pour la norme L1, on effectue deux décompositions
successives (20 itérations chacune). Ce résultat intéressant sur le bruit doit cependant étre nuancé: si on
vise une quantité de résidus trop faible, le bruit contamine le modéle de la méme fagon qu’en norme L2
(fig. 4.22, idem PRD de la fig. 4.21c mais en estimant les résidus a 0.5% au lieu de 5%).

-48 -32 -16 0O 16 32 48 64 80 96 112 1z

Figure 4.22 :PRD en norme L1 sur les données de la fig.
4.20, résidus visés sous-estimés (0.5%)
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q (ms/km?) X (m)

(a)l -48 -32 -16 ¢ 16 32 48 64 80 96 112 1Z (b) 204 704 1204 1704 2204 27¢
0.00 Q.

0.20

(C) -48 -32 -16 © 16 32 48 64 380 96 112 1Z (d) 204 704 1204 1704 2204 27¢
0,00 0

0.20
0.40
0.60
0.80
1,00
1,204
1,40
1.60
1.80
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2,20
2,40
2.60

2.80

Figure 4.21 : PRD en norme L2 (a) et en norme L1 sur les données (c) de la collection CMP ffig.
4.20. (b) (d) reconstruction du domaine des primaires (gauche du pointé) de chaque PRD.
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4.3.3 - (Re-)conditionnement du probleme

Le gradient correspondant au probléeme (E4.17) et (E4.19) a poids constant est:

—g(u) = LEP (d-Lu)-¢l (E4.22)

Si on considére des évenements d’amplitudes différentes, le poids appliqué sur les résidus avant
'application de Ll rehausse les amplitudes des évenements les plus faibles, entrainant un mauvais
conditionnement du probléme, les évenements affectés d’un poids élevé apparaissant en premier dans le
modele. Les données de la figure 4.23a contiennent des évenements d’amplitudes trés différentes,
différences qui se retrouvent sur le poids déduit des données et utilisé pour la premiere décomposition
(4.23b). Dans le gradient de la premiére itération (4.23d, mais cela est valable pour les itérations
suivantes), I'application du poids a égalisé tous les événements, entrainant une mauvaise convergence.
Afin de compenser cet effet, on peut calculer pour chague point du modéle le poids moyen appliqué le
long de la trajectoire correspondante dans les données, et diviser le gradient par ce poids moyen.
Appelonsp. ce poids de préconditionnement (diagonal). Le gradient préconditionné est:

—g,(u) = Po(LOP (d—Lu)—el) (E4.23)

En figure 4.23c se trouve le poids de préconditionnement déduit du poids de la norme Lp, eten 4.23e
le gradient préconditionné, dans lequel les amplitudes des événements ont été rééquilibrés.

Ce préconditionnement améliore sensiblement la convergence (fig. 4.24). Cette amélioration devrait
normalement étre d’autant plus importante que les données présentent des évenements d’amplitudes trés
différentes.

100
\\
X
NN —-ec
\\ —=— GC+précon
10 \
- .
= =
8 = T
$ i
1 =
P
T .
Bt
S
\- \
\ T
0.1 t t t t t t t t t t t t \1\1\1‘-
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20
Itérations
Figure 4.24 :PRD en norme L1 sur les données de la fig. 4.21c: convergence du gradient conjugué
de la premiére décompaosition avec et sans poids de préconditionnement pour compenser le
poids sur les données.
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max

min

T T
T ——
|

Figure 4.23 : (a)données fig. 4.6b) poids norme L1 sur les données, calculé au début de la
décomposition(c) poids de préconditionnement du gradient calculé d'aprés()gradient
lére itération pour la décomposition Norme L1 sur les donn@ggradient préconditionné.

4.4 - Poids sur le modele calculé d’apres les rapports Signal/Bruit

4.4.1 - Introduction

Dans sathese, Thorson (1984) a présenté une inversion stochastique pour la décomposition de Radon.
La fonction a minimiser est (tirée de (E3.2) avec un modele a priori est choisi nul):

d(u) = 5(d-Lu, Cg(d—Lu)) +5(u, G;'u) (E4.24)

Il s'agissait d’estimer la matrice de covariance sur le modele d’apres le modele lui-méme: le modéle
a priori est toujours choisi nul, et la matrice de covariance diagonale, les variances de chaque échantillon
du modéle étant estimées égales au carré de cet échantillon, ou plutét en prenant une moyenne glissante
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en temps sur la longueur T de I'ondelette sismique (lissage du poids pour tenir compte de la dépendance
entre échantillons-temps proches):

LT
2 _2 _2 1
u

(Ci = 0ui = 0 up = 'T'J. u(to, Xo)zdto (E4.25)
t-T

Cette implémentation revient plus ou moins a appliquer une norme Lp (p=0) sur le modéle, tout en
notant I'abus de langage, la norme Lp définie en (E4.3) n’étant en fait une norme que pour p>=1.

La matrice de covariance sur les données est choisie diagonale, a diagonale constante (le bruit sur les

données est donc supposé gaussien, non corrélé, de variance unﬁorme a déterminer):

Cy = 0ld (E4.26)

Les poids a appliquer pour résoudre le probléme par un algorithme IRLS se déduisent des matrices
de covariances. On introduit comme d’habitude une petite valeur pour borner le poids:

(By); = p(T;) = (g;l)” -1 __ 1 (E4.27)

Ce poids, méme majoré, ne satisfait pas aux conditions suffisantes (E3.35) pour assurer la
convergence des algorithmes IRLS. En particuligi®,).. n'est pas croissante par rapporta , ce qui

traduit le fait que la fonction & minimiser n’est pas eexe. Lafonction que Thorson minimise est
fonction du logarithme des échantillons du modéle:

n
1 2 _
bin(U) = —5ld—Lul"+ > (@)
On =1 (E4.28)
_ _ naul ol
f(u) = fup(udu = Ind—+1 -
(u) Ip() S s v
Ce qui correspond approximativement a minimiser I'entropie (ce serait ‘exactement’ I'entropie pour
n = 0) du modéle lissé. Il faut prendre ici I'entropie du modéle au sens de la somme des entropies de
chacun des échantillons pris comme une variable aléatoire gaussienne (I'entropie d’'une variable
aléatoire & moyenne nulle et de variaogéétant égale an(2res)  (Burg, 1975)).

Une fois de plus, le fait de ne pas remplir les conditions (E3.35) ne signifie pas nécessairement que
la convergence n’est pas possible, ces conditions n’étant que suffisantes, pas nécessaires.

La convergence pour un tel probléme est trés mauvaise, la dynamique du poids, donc le nombre de
conditionnement du systéme, étant trés élevée. D’'une maniére plus générale, les défauts (sensibilité au
niveau de bruit estimé, atténuation des événements de faibles amplitudes) et les avantages (focalisation,
anti-aliasing spatial) des normes Lp (p<2) se retrouvent mais extrémement amplifiés. Néanmoins,
utilisée sur des données adaptées cette inversion donne des résultats séduisants (fig. 4.25). Le résultat
montré a tout de méme nécessité 100 itérations de gradient conjugué, sans arriver pour autant au point
de convergence (les résidus sont stables a partir de la 20éme itérations, mais pas le modéle).

4.4.2 - Estimation des variances par calcul des rapports Signal/Bruit

Dans (E4.27), I'estimation des variances des échantillons du modele se fait a partir du modéele lui-
méme pendant les itérations. Cette modification du poids pendant les itérations est en grande partie
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(a) 204 204 1204 1704 2204 27¢ b | -48 -32 416 ¢ 16 32 48 64 80 96 112 1Z
0.00 0.0

(C) | 204 204 1204 1704 2204 27¢
o

Figure 4.25 : (a)données figure 4.14(b) PRD de (a) par inversion stochastiqu) résidus

responsable de la Tenteur de convergence. On peut garder I'esprit de rinversion stochastique -qui
consiste a estimer les variances dans le modéle-, mais en évitant de modifier cette estimation pendant les
itérations. On peut les déduire par exemple d’'un modéle obtenu par inversion en norme L2 (qui ne
réclame que quelques itérations, surtout si ne on cherche pas une solution exacte), ou en analysant les
amplitudes sur les données elles-mémes, le long des trajectoires correspondant aux échantillons du
modéele. Cette analyse le long des trajectoires peut également permettre de calculer une estimation du
bruit sur les données, estimation faite pour chague échantillon du modéle.
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La fonction & minimiser est:
¢P (u) = —||d Lu|| + = (u ) (E4.29)

ou les éléments diagonaux du poids sont les rapports entre les variances estimées du bruit et les
variances estimées dans le modele:

(B,) = =3 (E4.30)

Achaque élément; du modele correspond une trajectoire dans les données (une droite pour la LRD,
une parabole pour la PRD,...) qui coupgtices valides, donc qui fait rentrer en jepé¢hantillons
traj(d);; . (=1....N) (ces échantillons ne correspondent en général pas a une position temps

échantillonnée exacte, mais sontinterpolés). Le long de chaque trajectoire i on peut estimer une moyenne
et une variance sur ces échantillons:

u(traj(d);) = = Ztral(d).,

=1 (E4.31)

o’(traj(d),) = Ztraxd)., W (traj(d);)

1—1

L’ estimation de la variance du bruit dans (E4.30) peut étre prise égale a la variance calculée dans
(E4.31), aprés application d’'un lissage (moyenne glissante) sur la longueur T de I'ondelette sismique:

&2, = o(traj(d);) (E4.32)

4.4.2.1 - Variances du modéle estimées par la solution en norme L2

Les variances pour les échantillons du modele peuvent étre, comme nous I'avons envisagé ci-dessus,
estimées d’aprés la solution (approximative, donc calculée avec peu d'itérations) en norme L2 (lissée
également):

(E4.33)

Afin que le poids calculé dans (E4.30) soit minoré, on introduit une minoration de I'estimation de la
variance bruit par rapport au signal:

Gpi = maxp(traj(d),), 5 dl(traj(d) )EE (E4.34)

avec pour valeur typique = 10

Cette formulation a deux intéréts majeurs. D’'une part, le poids appliqué au niveau du pic central d'un
évenement ne dépend pas (comme c’est le cas en appliquant la norme L1 par exemple) de I'amplitude
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absolue de I'évenement, mais du rapport S/B le long de celui-ci dans les données, rendant inutile une
égalisation en temps des données ou du poids (avec la norme Lp, ce sont les évenements de forte
amplitude qui sont favorisés dans le gradient; ici ce sont les événements a fort rapport S/B). D’autre part
le probleme de I'estimation du niveau de bruit est implicitement résolu: on n’a pas a ajuster a priori de
facteur d’amortissement d’'aprés une proportion de résidus estimée globalement a priori. Le niveau de
bruit est déduit des données elles-mémes, et ce localement pour chaque échantillon du modele. On ainsi
une adaptation ‘naturelle’ au niveau de bruit.

Dans une PRD calculée avec cette méthode (fig. 4.26 (série 1)), il reste dans les résidus beaucoup
d’événement cohérents. L'estimation des variances du bruit sur les données est en effet perturbée par les
interférences entre les événements, conduisant a une surestimation, donc a une surestimation du poids,
donc a des résidus trop importants. Cela est particulierement sensible pour un petit évenement interférent
avec un gros: la présence de ce dernier induit des grosses variations d’amplitudes le long du petit
événement, conduisant & une variance estimée importante, méme en I'absence de bruit.

On réestime donc les variances du bruit a partir des résidus obtenus, ce qui permet de calculer un
nouveau poids avec lequel on refait quelques itérations. On peut boucler plusieurs fois ce processus. Sur
'exemple de la figure 4.26, on réestime deux fois le niveau de bruit, et a chaque fois on effectue une série
de 5 itérations.

Le processus est donc le suivant:

(i) calcul d’'une solution approximative en norme L2

(i) estimation des variances dans le modéle a partir de cette solution (équ. (E4.83))

(iii) estimation du niveau de bruit sur les résidus (donc sur les données pour le premier
passage) (équ. (E4.34))

(iv) calcul du poids (équ. (E4.30))

(v) Itérations a poids constant

(vi) aller en (iii) ou arréter.

On remet sur la figure 4.27 la PRD calculée suivant ce principe en figure 4.26. Le nombre total
d’itérations dans cet exemple est de 2 (solution norme L2) + 3x5 (3 séries de 5 itérations a poids constant)
+ 3 ('estimation du niveau de bruit est équivalent a une itération en temps de calcul), soit au total 20
‘itérations’.

4.4.2.2 - Variances du modéle estimée par un simple stack sur les résidus

Si on veut éviter de calculer la décomposition préalable en norme L2 pour avoir une estimation des
variances dans le modéle, on peut utiliser le calcul de 'amplitude moyenne le long de chaque trajectoire
(équ. (E4.31)). Ce calcul n'est en effet rien d’autre que le stack (opératéur ) divisé par la couverture
(nombre d’échantillons réellement utilisés). L'estimation des variances dans le modéle est donc:

52 = (a N; p(traj(d),))? (E4.35)

le scalaire a étant obtenu par recherche linéaire le long de la direction définie par
(g; = N; p(traj(d);)) pour minimiser %\\d—L(ag)HZE , ceci afin de mettre a I'échelle le modéle
calculeé.

Lintérét principal de cette méthode est de réduire le temps de calcul. En effet le calcul des moyennes
le long des trajectoires est de toutes fagons nécessaire pour le calcul des variances (équ. (E4.31)), le seul
surcodt provenant d’'une application de 'opérateur  dans la recherche linéaire.

On applique la méthode aux mémes données que précédemment (fig. 4.28). La encore, la PRD ainsi
calculée laisse des résidus important (fig. 4.28, série 1). Il est donc nécessaire de reprendre une nouvelle
décomposition sur les résidus. On réestime a partir de ceux-ci une variance du bruit. L'estimation des
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g (ms/km?)

max

@7

min

(Série 1)

(Série 3)

Figure 4.26 : (a)données dont on veut calculer la PR@®) PRD approximative en norme L2.
(c) variances du modele déduites de (Bgries 1,2,3: (col.1yariances du bruit calculées sur
les résidus (sur les données pour la série (Kpl.2) poids sur le modeéle (rapport entre (col.1
et (c)).(col.3) PRD obtenue avec le poids de (col.@ol.4) résidus.

5 Itérations dans chaque série a poids constant.

140



4 -Solutions Parcimonieuses

X (m) q (ms/km?)
(8)5.00204 704 1204 1704 2204 22t (b)o.° -48 -32 -16 © 16 32 48 64 80 96 112 1:

Figure 4.27 : (a)données CMP fig. 4.264b) PRD fig. 4.26(série 3)

variances du modele calculée par (E4.35) a partir des données Se revele trop peu precise pour pouvoir
étre réutilisée au cours de la nouvelle décomposition. On réestime donc également les variances du
modéle a partir des résidus. Le poids qui en découle (équ. (E4.30)) ne correspond plus aux données de
départ mais aux résidus, sur lesquels ont été calculées toutes les estimations. |l faut donc concevoir la
nouvelle décomposition indépendamment de la précédente, les résidus constituant de nouvelles données
a décomposer. Le résultat de cette décomposition s’'ajoutant simplement a la décomposition
précédente.

(i) Initialisations: u ~ 0 r@ _d k<0
(i) k — k+1
(iii) Calcul du poids sur le modéle (équ. (E4.31), (E4.34), (E4.35)) a pantff a&

1)

(iv) Décomposition de®~ avec ce poids: on obtient un moafé et des résidus

(00

(V) ue—u+ u®
(vi) Aller en (ii) ou arréter

La décomposition d'ordre (k) (étape (iv)) peut également étre considérée comme la décomposition

des données de dépait avec u* Y comme modele a priori (et comme point de départ de la
décomposition) (Voir le paragraphe 3.4).

Sur lafigure 4.28 se trouvent les décompositions successives et les résidus correspondants. Le résultat
final se trouve sur la figure 4.27. Il differe apparemment peu du résultat obtenu avec I'autre méthode
(fig. 4.27). Le nombre total d'itérations dans cet exemple est de 3x5 (3 séries de 5 itérations a poids
constant) + 4.5 (I'estimation du niveau de bruit et de la variance du modéle est équivalent a 1.5 itération
en temps de calcul), soit au total 19.5 ‘itérations’.
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max

min

(Série 1)

(Série 2)

(Série 3)

Figure 4.28 : (a)données dont on veut calculer la PRBéries 1,2,3: (col.1Poids sur le modele
calculé par (E4.30), (E4.34) et (E4.35) a partir du dernier résidu (col@9gl.2) PRD du
dernier résidu (col.4) calculée avec le poids de (col.@pl.3) PRD somme de (col.2) et de |4
PRD obtenue dans la série précéder{tml.4) résidus.

5 Itérations dans chaque série.
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x (m) q (ms/km?)
(a)b.°02°4 704 1204 1704 2204 22¢ (b)o.0 -48 -32 -16 0O 16 32 48 64 80 96 112 12

Figure 4.29 :(a) données CMP fig. 4.28a. (b) PRD fig. 4.28(série 3).

4.4.3 - Focalisation - Atténuation du bruit - perte de certaines données

La trés grande focalisation obtenue par cette méthode est évidemment trés intéressante pour
I'application anti-multiples. On peut reprendre I'exemple de la figure 4.17 sur lequel on effectue une
PRD suivie de la reconstruction de la partie du modéle contenant les évenements horizontaux (fig. 4.30).
Le calcul de la PRD par estimation des variances du bruit et du modele (d’aprés la solution en norme L2)
conduit a une excellente focalisation des évenements (fig. 4.30a). La reconstruction des événements
horizontaux est de la méme qualité que celle que I'on obtient avec la décomposition en norme L1 (fig.
4.17b). Le principal avantage ici est de ne pas avoir a estimer a priori le niveau de bruit. A titre de
comparaison, on a effectué également la PRD suivant le schéma décrit par Thorson (1985), dans lequel
les variances du modeéle ne sont pas fixées une fois pour toute mais déduites du modéle courant au cours
des itérations. La focalisation est cette fois-ci totale, mais on note une atténuation énorme des petits
évenements noyés dans le bruit (fig. 4.30d-e). Sur la reconstruction le bruit a été atténué d’autant, de
sorte que le rapport S/B sur ces évenements est préservé (et méme amélioré). Mais il peut étre difficile
d’accepter une telle distorsion des amplitudes relatives dans une méme décomposition. Ce schéma est
en fait extréme dans la parcimonie, avec les avantages et les inconvénients qui en découlent.

4.4.4 - Déplacement d’énergie dans le modéle

Les décompositions parcimonieuses n’étant pas linéaires (i.e. la décomposition n’est pas obtenue par
I'application d’'un opérateur linéaire), on constate parfois des effets indésirables. Ainsi au cours de
I'optimisation, il peut étre plus ‘rentable’ d’expliquer les données en déplacant de I'énergie dans le
modéle vers des positions a priori ‘fausses’, qui expliqguent moins bien les données, mais moins
pénalisantes parce que pondérées par un poids faible dans la fonction codt.

Reprenons par exemple les données de la figure 4.13a, en ajoutant un faible bruit gaussien
(fig. 4.31a). Dans la PRD par estimation des rapports S/B (fig. 4.31b), on sépare comme a '’habitude les
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Figure 4.30 : (a):mémes données que fig. 4.13a, entachées d’'un bruit gaussien (de niveau
comparable a 'amplitude des petits événemernts).. PRD pondérée par les rapports S/B.
(c): reconstructions du domaine de (b) q < 25ms7k@ains=10 par rapport aux plus forts
évenementgd): PRD par inversion stochastique (Thorsoii¢): reconstructions du domaine
de (d) g < 25ms/kf
Gains=10 par rapport aux plus forts événements.
évenements horizontaux (Ies primaires) des evenements courbes (les multiples) par un mute. Au lieu de
reconstruire directement les primaires, on reconstruit les multiples que I'on soustrait ensuite des données
initiales (fig. 4.31d). Ce faisant, on ne risque en principe pas d’abimer les amplitudes des primaires, dans
le cas ou ceux-ci auraient été mal modélisés (voir fig. 4.30 par exemple). Or I'amplitude de I'événement
horizontal a 2550ms est Iégérement atténuée sur les faibles offsets. L'énergie manquante ne semble pas
se trouver dans les résidus. La seule explication possible est que I'on a soustrait cette amplitude, donc

que I'énergie correspondante se trouve dans la zone des multiples de la PRD (q > Zjmisékm
primaire interfere en effet sur les faibles offsets avec un multiple d’amplitude 10 fois supérieure. La

pondération (équ. (E4.30), (E4.33) et (E4.34)) appliquée dans le modéle sur le multiple (q=58ms/km
est donc beaucoup plus faible que sur le primaire (g=0). En conséquence une méme amplitude sera
beaucoup plus pénalisante (dans la fonction codt, équ. (E4.29)) placée dans le modéle a q=0 plutot qu'a

g=50ms/kms. Or sur les faibles offsets, toutes les paraboles tendent & se confondre, ce qui signifie que

144



4 -Solutions Parcimonieuses

I'énergie dans le modele qui explique I'énergie sur les faibles offsets peut étre déplacée suivant g sans
grandes conséquences. Dans le cas présent on assiste un déplacement de q=0 (position exacte) vers q=5C
(position fausse).

Néanmoins, I'effet observé reste peu important: tous les événements sont parfaits (ou presque) du
point du vue du modéle (paraboles d’amplitudes constantes), et le principe de parcimonie tend dans tous
les cas a focaliser I'énergie dans le modéle, objectif plus difficile a atteindre en positionnant mal celle-ci.
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Figure 4.31 : (a)données fig. 4.13a (plus un bruit g
rapports S/B(c) résidus (gain x2)(d) sou

données (a)

ssig). PRD de (a) calculée par les
straction des ‘multiples’ reconstruits de (b) des

Dégradons maintenant les données de ce point de vue en donnant un léger effet AVO a I'événement
courbe situé a 2550ms (fig. 4.32a, son amplitude n’est plus constante égale a 10.0, mais varie de 7.0
(offset min.) & 11.0 (offset max)) (en fonction de quoi sa représentation sur la PRD n’est d'ailleurs plus
aussi compacte (fig. 4.32b)). L'atténuation d’amplitude sur les faibles offsets pour le primaire a 2550ms
est cette fois-ci bien plus importante (fig. 4.32d). Explication: la décomposition parcimonieuse cherche
a explique le multiple d’amplitude variable par le moins possible de paraboles d’amplitudes constantes.
Pour cela, il ‘affecte’ une partie de I'énergie du primaire au multiple sur les faibles offsets (ou ils sont
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guasi-confondus) afin de réduire la variation d’amplitude le long de ce dernier. Ce faisant, le primaire
n'est plus d’amplitude constante, puisqu’on lui a retiré une partie de son énergie sur les faibles offsets.
L'optimisation ‘résout le probléme’ en laissant dans les résidus une partie de son énergie sur les grands
offsets (fig. 4.32c), afin encore une fois de ne représenter que des événements d’amplitudes constantes.
Tous ces effets se combinent pour arriver au meilleur compromis possible dans la fonction codt. Il est
clair qu’un effet AVO plus important sur le multiple entrainerait un report d’énergie plus important.

x (m)
(a)z,oc 0 250 500 750 100¢

q (ms/km?) x (m)
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Figure 4.32 : (a)données fig. 4.32a modifiée: 1éger effet AVO sur '’événement courbe a 2550ms
(gain /10).(b) PRD de (a) calculée par les rapports S/®) résidus (gain x2)(d) soustraction
des ‘multiples’ reconstruits de (b) des données (a)

N

it

Ce probleme peut étre plus ou moins génant selon I'usage fait de la décomposition de Radon. Pour
la séparation primaires/multiples il peut étre catastrophique: a partir du moment ou I'énergie d’'un
primaire a été déplacée dans le domaine des multiples, toute tentative d’atténuation des multiples
affectera le primaire. Pour l'interpolation en revanche, cela ne devrait pas étre trop grave: le déplacement
d’énergie ne peut se faire que parce qu'il y a une certaine indétermination au départ. Dans I'exemple ci-
dessus il s’agit de I'impossibilité de distinguer des paraboles proches sur les faibles offsets. Que I'énergie
sur les offsets faibles soit alors affectée au primaire horizontal ou au multiple courbé ne change rien au
résultat d’'une interpolation a cet endroit.
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4.5 - Conclusions

La minimisation de la norme Lp (1<p<=2) du modéle se traduit dans la formulation des moindres
carrées généralisés par I'application d’un poids sur le modéle dépendant du modéle lui-méme. Ce poids
entraine une dégradation du conditionnement du probléme.

Ce poids doit étre lissé sur la durée du signal sismique afin de ne pas déformer ce dernier. Un
algorithme IRLS avec plusieurs résolutions successives a poids constant est préférable a une mise a jour
des poids pendant les itérations du gradient conjugué, car cela permet un meilleurs contréle de la
convergence.

La focalisation des événements et la réduction de l'aliasing spatial obtenus avec cette décomposition
découlent tous deux du principe de parcimonie, qui veut que I'on représente les données avec le moins
possible d’échantillons significatifs du modéle.

Cette décomposition impose néanmoins une connaissance plus précise qu’'avec la norme L2 du
niveau de bruit dans les données, a cause d'une plus grande sensibilité au réglage du facteur
d’amortissement. Une trop grande valeur attribuée a ce dernier peut notamment conduire a la perte de
certaines informations.

Cette connaissance du niveau de bruit n’est plus nécessaire si on estime le signal et le bruit par analyse
des amplitudes le long de chaque courbe de la famille utilisée. Ces estimations permettent d'obtenir un
poids a appliquer sur le modele, poids adapté au niveau de bruit réel (les variations éventuelles de celui-
ci dans les données sont implicitement prises en compte).

La minimisation de la norme Lp des résidus répond non pas a des considérations de parcimonie mais
au besoin de traiter les bruits non gaussiens. Les techniques utilisées sont les mémes que pour
I'application de la norme Lp sur le modéle (algorithme IRLS, lissage du poids,...). Le seuillage imposé
sur les faibles valeurs de résidus conduit a traiter en norme L1 les résidus énergiques et en norme L2 les
résidus faibles. La dégradation du conditionnement du probléme peut étre compensée en partie par un
préconditionnement adapté et déduit du poids appliqué sur les résidus.

Parmi les inconvénients des décompositions parcimonieuses, le plus génant -car semble-t-il sans
reméde évident- est le déplacement d’énergie dans le modéle: I'énergie d’un événement peu énergique
peut étre attribuée a un autre événement, proche et plus énergique, parce que cette configuration est
moins pénalisante dans la fonction co(t. Les autres inconvénients sont relatifs (le temps de calcul
supérieur doit étre mis en balance avec I'amélioration de la qualité du résultat) ou ont des solutions (la
sensibilité au niveau de bruit estimé peut étre résolu par une estimation automatique des rapports S/B).
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5.1 -Introduction

5.1 - Introduction

Les décompositions de Radon, telles que définies dans le chapitre 1 et utilisées dans ce rapport,
utilisent des familles de courbes (ou de plans, pour le cas 3D, chapitre 6) d’amplitudes constantes. Elles
permettent en général de décomposer des données contenant des événements qui ne correspondent pas
forcément a ce modeéle (cinématiques différentes, amplitudes variables), mais au prix d'une certaine
complication de I'image obtenue. Pour les décompositions parcimonieuses, cela impose notamment une
limite a la focalisation de I'énergie dans le modéle.

Or les évenements présents dans les collections CMP présentent souvent des effets AVO (Amplitude
Versus Offset), le coefficient de réflexion sur une interface géologique dépendant de I'angle d’'incidence
de I'onde sismique, donc de l'offset considéré. Des variations d’amplitudes avec l'offset peuvent
également étre introduites par certains traitements (une correction de divergence sphérique, pensée pour
corriger correctement les primaires, conduit souvent a sur-corriger les multiples sur les offsets lointains).

Canadas and Dunand (1995), utilisent les décompositions paraboliques classiques des CMP pour
extraire les informations d’AVO par une analyse de la forme des évenements dans le modéle. Une autre
approche consiste a utiliser directement des familles de courbes présentant des profils d’amplitudes
correspondant aux événements a décomposer: on espere d’'une part obtenir des décompositions plus
propres et d’autre part extraire directement les informations d’AVO.

Nous utilisons ici en plus des courbes d’amplitudes constantes des courbes dont 'amplitude varie
avec le carré de l'offset, permettant ainsi de modéliser des événements dont le profil d’'amplitude peut

s'écrire: A(x) = v+w X2 v représente la partie constante; w n’est pas directement le coefficient AVO
utilisé habituellement, mais lui est lié.

5.2 - Définitions

On reprend ici la plupart des définitions du paragraphe 1.3, en les simplifiant un peu:

Le support des données est un sous-ensemble?de IR

D = {(t,x);Ti St< T Xmin S X< Xmaxt (E5.1)

De méme pour le support des modéles:

U = {(t0, x0);T; <t0< T;;x0p,;, < x0< x0 (E5.2)

max}

L'espace des données ID est toujours I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur D (équ.
(E1.16)). Le produit scalaire et la norme choisis sur cet espace sont

d, d, = _Tl_J"[dl(t, x)d,(t, X)dtdx
) (E5.3)

Idl,, = Jad

L LLa normalisation parT = T,-T, a pour seul objet de simplifier certaines expressions par la suite.
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L'espace des modéles IU est ici l'ensemble des fonctions a deux composantes
vV (t0, x0)
Ly (to, xo)H
u(to, x0) représente une courbe d’équation (I'application principale étant la PRD ou HRD des CMP. on
utilise ici uniguement des familles de courbes invariantes par translation suivant le temps, équ. (E1.3)):

u(to, x0) = chacune étant de carré intégrable sur le support des modeles U. L'échantillon

t = t0+ h(x0Q X (E5.4)

dont 'amplitude varie avec l'offset suivant la loi:

A(t0, x0, x) = v(t0, x0) + w(t0, x0) x2 (E5.5)

Le produit scalaire et la norme choisis sur cet espace sont:

u, (i, = % (v4(t0, XO)V,(t0, X0) + W (t0, X0)W.,(tO, x0))dtOdx0
| (E5.6)

lull,, = ~u L

La modélisation s’écrit toujours comme la superposition de toutes les courbes possibles:

(Lu)(t, x) = J’ J (V(t0, x0) + w(t0, x0)x?)3(t — (t0 + h(x0Q, ¥)))dt0dx0 (E5.7)
0

L'intégration de la fonction de dirac aboutit a:

(Lu)(t,x) = J'(v(t—h(xo, X), X0) + w(t —h(x0, x), xO)xz)de (E5.8)
0

On peut séparer les deux composantes afin d’obtenir une écriture matricielle:

(L V)(tX) = Jv(t —h(x0, X), Xx0)dx0

Lu = [LNV LNW} m 0 (E5.9)

(L,W)(t,x) = J’ w(t—h(x0, x), x0)x?dx0
0

Par rapport aux produits scalaires utilisés, 'opérateur adjoint s’écrit:

(L, d)(to, x0) = J’d(to+ h(x0, X), X)dx
LU -
L = |~ |d X (E5.10)
Lw (L,,d)(t0, x0) = ‘[ d(t0 + h(x0, X), x)x2dx
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Chacune des composante s’obtient donc par sommation le long de la courbe considéré, avec une
pondération dépendant de I'offset, égale en fait au profil d'amplitude représenté par cette composante.

5.3 - Conditionnement du probleme par rapport aux deux composantes

On cherche ici a étudier les interactions entre les deux composantes du modele. Supposons que le
support des modéles est réduit a une seule valeur du parameétre x0. Toutes les équations sont les mémes
en supprimant simplement les intégrales par rapport a ce paramétre. En particulier:

(LV)(tx) = v(t—h(x))

(L,W)(t, X) = w(t—h(x))x>

(L,H)(t0) = [d(t0 + h(x), x)dx (E5.12)

L
X

(L, 0d)(t0) = [d(t0+ h(x), x)x’dx

-’
X

L'expression de I'opérateur composé est dans ce cas tres simple:

I_VELV LVl:LW
I_Wl:LV I_WELW

L =

(L, V)(t0) = J’v((to+ h(X)) —h(x))dx = v(tO)J' dx
(L, O, W)(t0) = I W((t0 + h(x)) —h(x))x%dx = w(t0) [x%dx
(L,0L,v)(t0) = J'v((to+ h(x)) = h(x))x%dx = v(tO)Ixzdx
(L,,0L,W)(t0) = J’ W((t0+ h(x)) — h(x))x*x%dx = w(t0) [x*dx

Posons les quantités suivantes, qui seront utiles par la suite:
X0 =I dX = Xmax— Xmin X2 = Ixzdx X4 = Ix4dx (E5.12)
X X

L'opérateur composé s’écrit alors:

_ |x0 x2|v(t0)
(LOLu)(t0) = {XZ x4} T (to)] (E5.13)
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Soit, avec un produit de Kronecker (voir nomenclature):

X0ld X21d
Lo = |7~ 7| = 1d o |X0 X2 (E5.14)
X2id X4ld|  ©  |X2 X4

Plus I'opérateur composé est proche de l'identité, meilleur est le conditionnement du probléme.
Sinon, on peut préconditionner le probléme avec la meilleure approximation dont on dispose de I'inverse
de I'opérateur composé. Or cet inverse est ici facile a calculer:

-1
_ [l [
L) =1d0 [X0X2| =g np—E | X4 X25 (E5.15)
- X2 X4 T IXOX4 -X2°|-X2 X0 |OU
En effet:
Q0 {xo xzr%d . {xo xz}g - (d1d) 0 %xo xzr{xo xz}g
0" |x2xa] - |x2x40 -~ [0x2x4 |x2x40

|
o)
O
o
= O

1
——
1O 19
1o 1O
| |

Le poids de préconditionnement doit donc étre:

_ [ _xo|U
P =IdO B;{X‘l XZ}D (E5.16)
- " IX0X4-X2°|-X2 X0|0

lemme Ce poids est symétrique, défini, et positif.
Démonstration:

Raisonnons sur son inverse:
le déterminant est égal a:

0
deﬂgxo XZ}D = X0X4—X2°

X2 X4|O
5 5 3 3 2
= (x X )(Xmax_xmin)_g(max_xming
max~ ~‘min 5 0 3 0
4 2 2
_ (Xmax_xmin) (4Xmax+7xminxmax+4xmin)

45
plagons nous dans le cas ol X, Xyin- L€ premier terme est donc strictement positif.

Considérons le second comme un polyndme du second degré en X5y Le discriminant de

ce polynébme est: A = 49xrzmn—64xrzmn< 0. Le polyndbme n’a donc aucune racine réelle
(sauf pour le cas Xpin=0 en Xnhax=0, qui n’est bien sdr pas retenu), et est donc toujours

strictement positif (le coefficient dominant étant positif).
Le déterminant est donc toujours strictement positif, ce qui prouve le lemme.

On peut noter que I’opérate%vo_ll,ﬂ serait I'adjoint naturelLde sile produit scalaire utilisé était

pondére par le poids lui-méméul, u2) = ulP,, u2
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5.4 -Décomposition en norme L2

-1
diLu = LE I = LE O, 0 Pavg
Le poids est symétrique, donc son inverse I'est également:
-1 0
diLu = Bjavo L dEE(Pavou)

D’ou le résultat.

Or ce produit scalaire est logique a posteriori, car il traduit une équivalence de I'énergie entre les deux
représentations (données et modeles):

Lemme:

(ul,u2) = ullP,,,

~

uz2 = Lu, Lu, (E5.17)

Démonstration:

ul IZPQVOUZ =

J.(XOvl(tO)VZ(tO) + X2v1(t0)w2(t0) + X2w1(t0)v2(t0) + X4w1(t0)w2(t0))dt0

0
et d’autre part:

Lu,CLu, = [ l (V1(t) + WL(t)xD)(v2(t) + w2(t)x)dxdt

= F%/l(t)VZ(t)J’ dx + (vI(w2(t) + wi(t)va(t)) [x%dx + wi(tw2(t) x4dx§dt

X X

= F(vl(t)v2(t)XO + (vi(t)w2(t) + wl(t)v2(t))X2 + wl(t)w2(t)X4)dt

-’

Les deux expressions sont bien égales

On va donc résoudre le probléme inverse en minimisant:

1 2 g
d(u) = §||d—I=u1|| +35U [P%VOU (E5.18)

On étend bien sar I'utilisation de ce poids dans le cas général ou le paragétesipas réduit a
une seule valeur.

5.4 - Décomposition en norme L2

On utilise des données synthétiques comportant 4 évenements horizontaux, de profils d’amplitudes
variés (fig. 5.1):

«200ms: A1(x) = 1.0 + 0.0 (x/100D)
«400ms: A2(x) = 0.0 + 2.0 (x/100D)
«600ms: A3(x) = 2.0 - 2.0 (x/100D)
«800ms: A4(x) = 2.0 - 4.0 (x/1009)

Les PRD en norme L2 se trouvent sur la figure 5.2: on peut comparer la PRD classique (paraboles
d’amplitudes constantes) et la PRD avec effets AVO (PRDavo).
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5 -Décompositions de Radon avec effet AVO

x (m)
] 250 500 750 100C

0,40 L}}}}LK}%V;U&.
t(s) 0,50
p-2e ettt
0,70
0.80 - f.ur.ﬁ(.}u.; ::
i Figure 5.1 : Données synthétiques comportant des

événements avec effets AVO

PR S

On ufilise Tes deux familles de paraboles decrites dans le paragraphe 5.2. Le coefficient est normalisé
par rapport a I'offset maximum sur la courbe considérée. L'amplitude s’écrit donc:

_ 0x [f
A(x)—v+wB( o -

max

Les deux décompositions laissent peu de résidus. Dans la PRD classique, les formes des évenements
dans le modele sont tres affectées pour pouvoir bien représenter les variations d’amplitudes. Pour
I'événement a t=800ms, la trace g=0 ne porte quasiment aucune énergie, et il est donc impossible de le
pointer correctement.

Sur la PRDavo le résultat n’est pas tout a fait a la hauteur des espérances. Pour le premier événement
(d’amplitude constante), on voit apparaitre beaucoup d’énergie dans la composante d’amplitude variable
de la PRD. L'étalement général des événements dans la PRDavo est encore plus important que dans la
PRD classique. Toutefois le maximum d’énergie se situe maintenant bien sur la trace g=0 pour tous les
événements, y compris celui a 800ms, permettant de les pointer correctement.

Pour la PRDavo I'énergie correspondant a chaque échantillon du mgd#lemodéle est calculée
par la formule suivante (il s’agit de I'’énergie de la courbe correspondante):

2
e(u;) = J.(vi + WiX2) dx = XOvi2 +2X2v;w; + X4Wi2 (E5.19)
X

L'étalement par la sévére sous-détermination du probleme: le nombre d’'inconnues (parametres du
modele) est trop important, laissant trop de libertés pour représenter les données. Cette sous-
détermination se comprend trés bien si I'on considére un événement horizontal d’amplitude constante
(fig. 5.3): dans une PRD celui-ci peut en effet étre expliqué par de nombreuses paraboles d’amplitudes
variables qui s’inscrivent dans la largeur du signal sismique, y compris celles dont I'amplitude change
de signe.

On entrevoit par conséquent ici tout l'intérét des décompositions parcimonieuses pour forcer
I'optimisation a représenter les données en utilisant le moins d'échantillons possible dans le modéle.
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q (ms/km?) q (ms/km?)
(a) D .00—100 o 100 (b) g .00—100 ° 1oc!v1\oo o 100
0.10 0.10
0.20 *.} 0.20 e (XA 5 >
0.30 0.30
0.40 2 *‘--i"} 0.40 ?;ff’é?
t(S)o.50 0.50 [
0.60 r((&’;&ls 0.60 e XA} 77 :b_; ”’fl')
0,70 0,70
0.80 n S 0.80 yo L T I s :r'ﬁ'}ﬁ)
0,90 0,90
PRD PRDavo
100 0 100 I -100 o 100
0,00— : : 0.00— s ;
0.10 0.10
0,20 0,20

0.80+ 0.80—

Figure 5.2 : PRD en norme L2 des données de la fig. $a) classique(b) avec effets AVO (a

gauche v=terme d’amplitude constante; & droite w=terme £dex'amplitude).
Au dessous: cartes d’énergie (lissées) utilisées pour un pointé éventuel.

5.5 - Décompositions parcimonieuses

On utilise les décompositions parcimonieuses telles que décrites dans le chapitre 4: les
décompositions en norme L1 et celles calculées par analyse des rapports signal/bruit.
5.5.1 - Norme L1 sur le modéle

L'implémentation de décomposition en norme L1 dans le cas classique nécessite le calcul d'un poids
sur le modéle d’'aprés le modéle lui-méme (équ. (E4.7)):
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5 -Décompositions de Radon avec effet AVO

P X

_ - - alignement courbe d’ampl. décroissante

- - alignement horizontal d’ampl. constante
) alignement courbe d’ampl. croissante

Figure 5.3 : Dans la PRD avec effets AVO, un événement horizontal d’amplitude constante peut
étre expliqué par de nombreuses courbes avec des variations d’amplitudes.

P(W) = P
( Lp(u))ll (|ui|+n)2—p

Le modele a ici deux composantes. On ne voit a priori pas de raison d’appliquer un poids différent a
chacune des composantes. On utilise a la place de la valeur absplue I'énergie portée par chaque

échantillon du modele (équ. (E5.19)):

(PLp(w); = £ 5 (E5.20)
(Je(u)) +n)
N : Py 0
Le poids utilisé est le méme pour les deux composantes, et ne les lient pas en ré'dles:
0P
~ ~Lp

5.5.2 - Décomposition par analyse des rapports Signal/Bruit

Dans I'équation (E4.30), on calcule un poids d'aprés les estimations des variances du bruit et des
échantillons du modeéle. Ces derniéres pouvant étre obtenue pour chaque courbe par une analyse des
amplitudes le long de celle-ci (E4.31). On en tire une moyenne (qui peut servir a estimer la variance dans
le modeéle) et une variance (pour le bruit).

Ici, on peut essayer de retrouver pour chaque courbe le profil d'amplitude a deux coefficients par un
simple ajustement. Sj(x) est 'amplitude le long de la courbe représentée par I'échantillon i du modéle,

on cherchey,, p, tels que (on omet l'indice i dans les expressions):
2 . 01 > 2 O
on = min, OI(Y(X)_(“V+UWX )) dx%
X
L'expression sous l'intégrale est égale a:

212, 2 2 2.4 2 2
I (YOO = (B, + 1y X)) dx = I (YOO + Hy + X = 2Y (OB, =200k, X + 24, X ) dx
X X
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5.5 -Décompositions parcimonieuses

On pose les quantités suivantes:

Y = Iy(x)dx Y2 = J'y(x)zdx YX2 = Iy(x)xzdx (E5.21)

X

donc:

2
J'(y(x) —(y, + 1y X)) dX = Y2+ XOpZ + Xapd —2Yp, — 2Y X2y, + 2X2u, 1,
X

On dérive cette expression par a rapport aux deux varipplgs,

ai( ) = 2X0p, —2Y +2X2,,
Hy

i( ) = 2X4y,, —2YX2 +2X2y,
o,

les deux dérivées doivent étre nulles au minimum, ce qui conduit a résoudre le systeme:

o] = b

Soit:

Wy _ 1 | x4 x| ¥ (E5.22)
Hy|  XOX4—X2°|-X2 XO0][YX2

Pour ce minimum, la fonction vaut:

Q
|

. 01 2.2 [
5= min, OI(y(x)—(quWx ) o0
X

= %(YZ +UEX0 + P2 X4 — 20, Y — 20, YX2 + 24,1, X2)

2 X2 Y YX2-X 4 Y?>-X0 szzg

104
= Z=V2+ 5
X0X4 -X2 O

X0

O N 2
& = 10,,2X2YYX2 X4Y2X0 Yx2°0 (£5.29)
X0g XOX4 —X2 O

Pour chaque courbe du modéle on obtient donc une estimation de la composante constante, de la

composante en%et du niveau de bruit. Les deux composantes sont utilisées comme une direction de
recherche linéaire pour calculer un coefficierte mise a I'échelle de I'estimation (voir équ. (E4.35)):

M = a|t (E5.24)

w Hyy
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5 -Décompositions de Radon avec effet AVO

Enfin, comme on ne veut pas appliquer un poids différent sur les deux composantes, on calcule 1a
aussi une valeur composite. Celle-ci doit étre normalisée afin d’avoir une amplitude comparable aux
deux composantes (on utilise I'énergie définit en (E5.19)):

L2 XOVZ+2X2v,w, +X4wS  e(u;)
o = = (E5.25)

JX0X4 JX0X4

5.5.3 - Application (données synthétiques)

On calcule, sur les données de la figure 5.1, les PRD en norme L1 sur le modéle d’'une part et par
estimation des rapports S/B d’autre part. On peut comparer les décompositions classiques avec les
décompositions avec effets AVO (figure 5.4). Les deux PRD classiques ne peuvent pas focaliser les
événements présentant des variations d’amplitudes (seul le premier événement, d’amplitude constante,
est bien focalisé). La PRD avec effets AVO calculée par estimations des rapports S/B est par contre
d’excellente qualité: tous les événements sont parfaitement focalisés et, qui plus est, les rapports
d’amplitudes entre les deux sous-sections représentent fidélement les coefficients AVO des données. La
focalisation pour la PRD en norme L1 est par contre assez mauvaise. Cela semble d{ uniqguement a un
probléme de convergence: la PRD a été calculée par un algorithme IRLS de type 1 (paragr. 3.5.3), avec
3 résolutions successives a poids constant (12 itérations dans chaque), ce qui suffit en général pour une
PRD classique. En poussant plus loin la convergence (8 résolutions successives), on atteint la
focalisation désiré (fig. 5.5).

q (ms/kmz)
f [+] [+]
0,00
V/ \
0.10
0.20 >
0,30
0,40
t(S)o.so
0.60 .
B Figure 5.5 : PRD avec effet AVO des données fig.
0.80 ) 5.1, norme L1 sur le modele, convergence plus
( poussée (algorithme IRLS type 1, 8 résolutiorns
0.90 successives, a comparer avec fig. 5.4(haut-
droite), obtenue avec 3 résolutions).

On peut sans doute expliqguer ce probleme de convergence pour le calcul des solutions
parcimonieuses par la sous-détermination intrinséque du probléme. L’hypothése de parcimonie est un a
priori introduit pour compenser cette sous-détermination. Néanmoins, le point de départ de la
décomposition en norme L1 dans l'algorithme IRLS est la décomposition en norme L2 (fig. 5.2), trés
éloignée de la solution souhaitée.

Y

Le décomposition par estimation des rapports S/B semble moins sensible a ce probleme de
convergence, un résultat tres satisfaisant étant obtenu avec 3 séries de 5 itérations (voir paragr. 4.4.2.2),
paramétres habituellement choisis pour les PRD classiques. Il faut toutefois considérer que la
convergence pour ce type de décomposition est trés dépendante du niveau de bruit. Or ce dernier est ici
trés faible (on a juste ajouté un bruit gaussien dont I'écart type est de 1/10éme de I'amplitude moyenne
des événements). Un bruit plus important se traduit par une bien moindre focalisation (fig. 5.6, a
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2
g (ms/km?) q (ms/km?)
-100 L] 100 f ] 0
0,00 0,00
\Y \V
0.10 0.10
0.20 3 0.20 35 ¥5 i
0.30 0.30
Gk .
.40 > 0.40 P nt
t(s)e.50 0.50
0.60 S 0.60 S Cass + b2
0,70 0,70
0.80 315 0.80 }}é.\x 5:’ »
0,90 0,90
-100 ] 100 ] L]
0.00 0.00
f\
©.10 0.10
0.20 > 0.20 »
©.30 0.30
0.40 F>2 0.40 »
t(s)o.5o 0.50
0.60 55 0.60 > <
0.70 0.70
0.80 e 0.80 ==
©.90 0,90
PRD PRDavo
Figure 5.4 : PRDs parcimonieuses des données fig. thaut) norme L1 sur le modele.
(bas)estimations des rapports S/Bjauche)PRDs classiqueqdroite) PRDs avec effets AVQ.
Les résidus sont faibles pour toutes les décompositions.

comparer avec fig. 5.4(bas-droite)). Ce resultat pourrait néanmoins Servir de nouvelle estimation du
signal pour une nouvelle PRD par estimation des rapports S/B, afin d’améliorer la focalisation.

Toutefois les problémes de convergences sont bien plus critiques que pour les décompositions
classiques.

5.5.4 - Application (données réelles)

On teste la PRD avec effet AVO sur une collection CMP corrigée de NMO, comportant 90 traces
(intertrace de 50m) (fig. 5.7). Les primaires sont approximativement horizontalisés, et on note sur
certains d’entre eux de trés forts effets AVO (a 2400, 2520, et 4360ms): le coefficient de réflexion croit
fortement avec I'offset.
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q (ms/km?)

0.00

N ll!‘iili it
. ii*iiiﬁ!ﬁiéiii ?Pi 3§ﬁ!¥1!:3§iﬁi

©.30

- i
e T
il

Figure 5.6 : (gauche)mémes données que fig. 5.1, entachées d’un fort bruit gaussien.
(droite) PRD avec effets AVO, par estimations des rapports S/B.

v —

x (m)
9 2199 2699 3199

Figure 5.7 : Collection CMP corrigée de NMO, 90
traces (x=50m).

Surla PRD classique (par estimation des rapports S/B) (fig. 5.8(hauf)), ces événements présentant de
fortes variations d’amplitude sont mal focalisés, et les résidus contiennent encore de I'énergie des plus
grands offsets. En intégrant les effets AVO (fig. 5.8(bas)) on arrive a une meilleure représentation, et les
résidus semblent plus uniformes (de trace a trace). Reste a savoir si des coefficients AVO peuvent étre
extraits de la PRD par simple comparaison des amplitudes entre les deux composantes.

On note par ailleurs quelques problemes: I'événement tres courbé situé vers 2700ms s’écarte de
I'hypothese de ‘parabolicité’. Aussi, bien qu'il soit d’amplitude quasi-constante, sa représentation dans
la PRD classique est-elle étalée sur de nombreuses valeurs de g. Non seulement la PRD avec effets AVO
ne résout pas le probleme, mais elle I'aggrave en traitant I'événement comme deux évenements séparés
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5.5 -Décompositions parcimonieuses

de courbures différentes, le premier portant de I'énergie sur les offsets faibles, le second portant de
I'énergie sur les grands offsets.

Bien que ce type de décomposition soit intéressante en théorie, il semble en fait que I'application sur
des données réelles n'apporte pas autant que I'on pouvait en espérer. Il est par exemple trés difficile de
bien focaliser les évenements, et la convergence du gradient conjugué est souvent délicate. Ces deux
problémes étant peut-étre liés.
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x (m)
149 699 1199 1699 2199 2699 3199 3699 4199

-10 0 10 20 30 40 -0.5 9.5 19.5 29.5 39, 149 699 1199 1699 2199 2699 3199 3699 4199

Figure 5.8 : (gauche)PRD des données fig. 5.7 par estimation des rapports @IRite) résidus
correspondants(haut) PRD classique(bas) PRD avec effets AVO..
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5.6 - Conclusions

La décomposition de Radon utilisant plusieurs profils d’amplitudes pour une méme famille de
courbes est un probléme fortement sous-déterminé. La résolution en norme L2 n’est par conséquent pas
satisfaisante.

Les décompositions parcimonieuses donnent de bons résultats sur synthétiques: la focalisation
obtenue est trés bonne et les informations AVO pourrait étre obtenues par un simple pointé. Sur données
réelles en revanche la focalisation atteinte n’est pas aussi bonne. Néanmoins, I'extraction des coefficients
AVO devrait étre possible.

On ne peut en fait pas résoudre simultanément de maniére satisfaisante la séparation d’événements
interférents et la détermination de leurs profils d’amplitudes.

Dans tous les cas, la convergence des optimisations est relativement lente comparée aux
décompositions classique. La sous-détermination du probléme en est sans doute la cause. Il ne faudrait
peut-étre utiliser les amplitudes variables qu’en certains points du modele, qui correspondraient a des
pointés d’évenements déja repérés.
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6.1 -Introduction

6.1 - Introduction

On étudie dans ce chapitre I'extension 3D (2 variables spatiales) de la Décomposition de Radon
Linéaire.
Conceptuellement, I'ajout de dimensions ne pose pas de nouveau probleme théorique. Dés l'origine

Radon (1917) définit sa transformée dans des espaces de dimensions quelconques (voir aussi Helgason,
1980).

Les implémentations peuvent par contre varier notablement. Ainsi, si les implémentations en
domaine temps peuvent étre identiques -car n’exploitant pas de simplifications particulieres-, celles dans
le domaine de Fourier peuvent différer: la LRD 2D en norme L2 aboutit a la résolution de plusieurs
systemes de Toeplitz., alors que pour la LRD 3D les simplifications de ce type dépendent de la géométrie
des données (une grille réguliére permet de décomposer le probléme 3D en 2x2D, alors qu’une grille
irréguliere nécessite la résolution de plusieurs systémes ‘Toeplitz par blocs’).

Les problemes d’échantillonnage et d’aliasing peuvent étre directement extrapolés du cas 2D.

Les applications trouvées dans la littérature concernent le filtrage du ground-roll (Donati et al., 1996)
et I'interpolation de traces ou la régularisation d’'acquisitions (Shin and Sumner, 1994; Hindriks et al.,
1997) -sujet étudié dans le chapitre suivant-, et utilisent toutes les décompositions en norme L2.

Les principes et les implémentations des décompositions parcimonieuses définis pour le cas 2D sont
applicables directement au cas 3D (I’hypothése de parcimonie est d’ailleurs d’autant plus justifiée dans
un espace de dimension élevée).

6.2 - Définitions

6.2.1 - Variables continues

La décomposition de Radon 3D,§1,p2) est définie de maniére analogue a la décomposition 2D.
Pour des variables continues, les supports des données et des modéles sont:

D = {(t, x1, x2);T,(x1, x2) <t < T{(x1, x2) (E6.1)
XLin S X1 XL 00X 2min S X2 X200
U = {(t,p1 p2;Ti(pl pY<t=T14(PL PI (E6.2)
;plmin spls p]max;pzmin sp2s< p2max}

Les données et les modeéles sont des fonctions de carrés intégrales sur D et U.

166
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L'application directe, ou modélisation, est définie comme dans le cas 2D (E1.21) par une
superposition de plans (au lieu de droites) d’amplitudes constantes:

L IU - ID

Lu(t, x1, x2)

JU(T, pl, p2d(t—(T+x1 pl+ x2 pa)dt dpldp2
1971 (E6.3)

= J’Ju(t—xl pl+ x2 p2pl, pAdpldp2

1p2

L'opérateur de stack, de I'espace des données vers I'espace des modeles, est I'adjoint de I'opérateur
de modélisation pour le produit scalaire usuel:

Lk ID - IU
_ (E6.4)
LLd(t, pl, p2 = J’J.d(T +x1 pl+ x2 p2x1, x2)dx1 dx2
1%2
6.2.2 - Domaine de Fourier
Les formulations fréquentielles des opérateurs sont:
LO(w X1, x2) = J'J'G(w, pl, pYe Y PITX2P3451 gno
1p2 (E6.5)

LOd(t, pg, p2 = J'Ja(oo, x1, x2)eiw(x1 PL* X2P3x1 dx2
1%2

L'opérateur composé montre que le probléeme 3D peut se décomposer en ‘2x2D’:

LOLG(w pl p2

gl FJ’J’G(w, p1, p2)e “CHPLTPUTXEPZTPA o1 dp2 dx1 dx2

X1%2P1P2'

= [ (o(wp1, pZ)Jeiw”(pl_ pl)dx1§|'(-:-i(‘)x2('02_ P22 dpl' dp2"
PLp2 1 2

On reconnait dans les intégrales simples les opérateurs 2D de la LRD définis en (E1.52):
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-

LOL O0(w, pl, p2 = Jﬂ(w, pl, p2)0,,(w, pl-pl)o,,(w p2—p2)dpl' dp2'
pLp2
= [((0(w, p1, p2)* 120,5(0, P2) T,y (w0, p1— p1)dpl
pL
LELG((A), pl! p2) = (CI((_O, pll1 p2)*p20X2(0), pz))*plo-x]_(w1 pl) (E66)

L'opérateur composé s’exprime donc comme deux convolutions 1D successives suivant chacune des
variables paramétrisant les pentes dans les deux directions spatiales.

On ne peut aboutir a cette écriture que si les bornes de chacune des deux variables spatiales (x1 et x2)
ne dépendent pas de l'autre variable (autrement dit si le support des données est rectangulaire,
éventuellement infini). Dans le cas contraire, on ne peut pas séparer les deux variables spatiales dans les
intégrales, et on conserverait un opérateur de convolution 2D.

6.2.3 - Variables discretes

6.2.3.1 - Grille des données quelconque

Supposons que les données soient constituées de Nx traces, réparties spatialement d’'une maniéere
quelconque, de coordonnégs 1y, x2,), (x1,, X2,), ..., (X1, X2xy)

(E6.7)

Le modele est un vecteur de Np1.Np2 éléments, distribués sugrillgerectangulaire réguliere
(voir fig. 6.1):

t
U = (ul’ 11 u2, 11 saay uNp_’]_’ 1, ul, 2, UZ, 2, Baey waay wway ul; sz, UZ, Np2, “any UNpll sz)

PL,; = PL = ply,+(i-1)Apl (E6.8)
pzi,j = p2j = p2min+(j —1)Ap2

La matrice exprimant la transformée directe est:

I: = (Kl! KZ! Ty KNpZ) (E69)

Ou les matriceg(j sont de dimension Nx.Np1:

—iw(x11p11+x21p2j) —iw(x11p12+x21p2j) —iu)(xllple1+x21p21)
e e 7 e
—iw(x12p11+x22p2j) —iw(x12p12+x22p2j) —ioo(xlzplel+x22p21)
e e 7 e
K; = (E6.10)
e—i O(X1yyP1y +X2\,P2) e—i W(X1yyP1y + X2\, P2) e—i O(X1nyPIypg + X2\ xP2)
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L'opérateur composé s’écrit:

IS1E'31 K1EK2 ------ IS1EKNp2
Lo, = | KoK KoK, K 2K np2 (E6.11)
_KNpZDSJ_ KNpZEKZ ...... KNDZDSNpZ_

Les matricestgj[lgk sont carrées de dimension Np1.Np1l et leurs éléments s'écrivent;

Nx
z iw(x1pl, + x25p2j) —w(x1pl, +x2.p2,)
e e

(}SJDSk)m’ n

s=1
NXx
z eioo(xls(plm -p1,) +x24(p2; —p2))

(E6.12)

s=1
NXx
z eioo(xls(m— nNApl+ x2(j—k)Ap2)

s=1
Propriétés des matrices K ;LK

Elles ont une structure de Toeplitz(lngng)mhmh: (Kngk)mn ), mais ne sont pas

hermitiennes, sauf pour k:'(&jElgj)m,n = (Kj[Kj)n, mD ).

Onaaussipourtoutk. K, , = Inglgk , c'esta dire quie, posséde une structlioefdbtz

j+h
‘par blocs’.

Posons( LK, = Q, . On verifie facilement q@e, = Q,J . On peut donc écrire:

j—k

Q A o Qupa-
Q0 -

L, = . Q (E6.13)
N

—

Onp2-1 o
Les éléments des matrich étant, d’apres (E6.12):
= (x14( ) )
_ iw(x1(m—n)Apl+ x2jAp2
Q) n = Z e (E6.14)
s=1
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6.2.3.2 - Grille des données ‘pseudo-réguliére’

La grille des données est ‘pseudo-réguliere’ si les coordonnées des traces peuvent se mettre sous la
forme:

(X141, X27), (X215, X24), +vvy (XLyy1r X21)

(X141, X25), (X1y, X25), ..oy (X1ny 1 X25)

avec N=Nx1.Nx2

(X145 X2 x2)s (X1, X232y +ovs (XL y1r X2Nx2)

Le terme ‘pseudo’ se justifie car on n'impose pas un pas d'échantillonnage constant pour ces
variables (voir fig. 6.1).

b @ NG b o
e 6 o o o o o [ ) L I o0 o [ ) i [ ] ° .. [ )
® 6 o o o o o [ ) L I o0 o [ ) [ ] ..O.. [ ) .. o
O R i X2 s 33 333 3 I )
e 6 o o o o o [ ) [ I [ X I ] [ ) [ ) [ N ] :. ..
e & o o o o o e o o e o o o. .o.. o.. °
e 6 o o o o o [ ) L I o0 o [ ) e o o0 L4
e 6 o o o o o [ ) [ I [ X I ] [ ) L4 L4 [ ) ° [ )
| | -
x1 x1 x1
Figure 6.1 : 3 types de grilles pour la géométrie des données: (a) grille réguliére; (b) grille
pseudo-réguliere; (c) grille quelconque.

On peut maintenant séparer les contributions des 2 variables spatiales dans (E6.14):

Nx1 Nx2

Z Z |w(xls(m nApl+ x2jAp2)

s=1r=1

(@D n

x1
iwx14(m—n)Ap1] (E6.15)

lwxerApZED -
Z Z e O
D 0

s=1
Xz(oo, )2 1(0, m—=n)

On reconnait en effet les opérateurs de convolution de la LRD sous leur forme discréte, définis dans
I'équation (E1.61):

Qj = zx2((’“)’j)Q~x1

T4(w0)  Z (01U, Z,q(w Npl- 1)L
Zalw 1) 24(w 0) (E6.16)
Q1 =
) >, (0, 1)0
Z,1(w,Np1-1) Z,1(w, 1) x1(0, 0)
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Par conséquent, la matriggl,  peut se décomposer simplement (on omet la vadabie|a suite
des notations):

ZXZ(O)Q~x1 zx2(]')[Q~xl zxz(sz_ 1)|:Q~Xl
2.-(1
L0 = (D (E6.17)
.. zx2(1)[Q~Xl
sz(NDZ— 1)Q~xl zx2(1)c-)~xl Zx2(0)Q~x1

Cette matrice peut s’écrire de maniere compacte en utilisant des produits de Kronecker (voir
nomenclature):

LEL = Q~x]_ D Q~x2

(E6.18)
= (Qu 01 yp2) (1d i 0 Q)

Cette formulation montre que l'on peut résoudre le probleme inverse en deux temps, chacun
correspondant a une des deux directions spatiales. D’ailleurs, les majces Q,, et ne sont rien

d’'autre que les opérateurs composésl, de la LRD 2D par rapport aux variables x1 et x2
respectivement (équ. (E1.61)).

6.3 - Echantillonnage et aliasing

L'expression 2x2D des opérateurs de la LRD 3D (équ. (E6.6)) montrent que les regles
d’échantillonnages pour toutes les variables du probleme sont les mémes que celles de la LRD 2D (équ.
(E2.1), (E2.5)) pour chacune des directions spatiales prises indépendamment.

En découplant ainsi les deux variables spatiales, on se limite toutefois & considérer des grilles
rectangulaires (voir fig. 6.1(b)). Cela peut conduire a des échantillonnages un peu trop luxueux dans
certains cas: si par exemple le domaine de pentes (p1,p2) des données est circulaire, on peut montrer que
la grille réguliére optimum (qui nécessite le moins de points d’échantillonnage) est une grille hexagonale
(Bardan, 1997). Une grille rectangulaire de pasl(Ax2) permet en fait d’échantillonner correctement

des données dont le domaine de pentes (p1,p2) est inscrit dans rectangle de di v “%A‘l;ég

D’une maniére plus générale, une grille réguliere quelconque peut se définir -de maniére non unique-
par deux vecteung etw (fig. 6.2).

La grille définie par la bases{v) correspond a la fonction d’échantillonnage formée de diracs aux

noeuds de la grille:
E(x) = ;ﬂ Zma(x-(rv +sw)) (E6.19)
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6.3 -Echantillonnage et aliasing

<

Figure 6.2 : Un échantillonnage 2D régulier provoque une répétition du spectre sur une grill
réguliére dans le domaine de Fourier. L'aliasing se produit en cas de recouvrement des

domaines.
La transformée de Fourier (en nombre d’onde k) de cette fonction d’échantillonnage est:

FE(K) = J;J’Z Z 3(x — (rv + sw))e™ € Fgx (E6.20)
r S
On obtient en supprimant le dirac dans I'intégrale de surface:
FEG) = Y Ze“"‘ s
TS
k &t sont des multiples entiers

Cette fonction est non nulle (et prend la valeur d'un dira®) Gi
de 2t On définit donc les vecteuksg etk,, par les relations:

vk, = wik,, = 2m
(E6.21)
vik, =wlk, =0
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Le spectre de la fonction d’échantillonnage est alors égal a:

FE(K) = ZHZ Zé(k —(mk, +nk,,)) (E6.22)

Les vecteurs, et k,, définissent également une grille réguliére, qui traduit la périodicisation du

spectre due a la discrétisation (fig. 6.2). Il ne doit pas y avoir de recouvrement entre le support initial du
spectre des données et ses répétitions périodiques. Notons par ailleurs que la forme de ce support peut
étre quelconque, un support rectangulaire tel qu’on le considere habituellement n’étant qu’'un cas
particulier.

Le passage en pentes est immédiat, le rapport entre le nombre d’onde spatial et la pente étant égal a
la pulsation temporellek = wp

A titre d’exemple, dans un dispositif d’acquisition marine 2D avec une distance entha tigale a
la distance entre récepteurs, on aboutit dans le domaine point milieu/offset a des géométries de
collections point milieu périodiques par groupe de 2 CMP (fig. 6.3). On peut choisir par exemple comme
vecteursy etw:

X
vV = %,Ax% w = (0, 2Ax)

On en déduit les vecteupg etp,, par les relations (E6.21):

- 04T o0 —Q2n mQ
Pv = Goax 0 Pw = 0Gnx’ oaxD
On peut donc échantillonner correctement avec cette grille des données dont les pentes suivant
I'abscisse point milieu () et I'offset (,) sont inscrites dans un losange (fig. 6.3). Lorsque I'on travaille
dans les sections CMP ou a offset constant, on se limite & des gammes possibles pour les pentes par
rapport a I'échantillonnage 1D dans ces sectiabs €n iso-offset, Ax en iso-point milieu) d'aprés
(E2.5): 21/ wAX pour g, TV wAx pour . Cela correspond a un rectangle inscrit dans le losange, soit

un domaine possible plus réduit. En pratique cela signifie que I'on peut se retrouver artificiellement
aliasé en travaillant dans certains sous-espaces alors que I'échantillonnage 3D est suffisant. On a donc
tout intérét a ré-échantillonner dans I'espace 3D avant de passer dans ces sous-espaces (en doublant le
nombre de traces dans chaque point milieu par exemple).

6.4 - Décomposition en norme L2

L'inversion en moindre carrés revient a inverser I'opérateur compoké -éventuellement augmenté
d'un facteur d’'amortissemersid -, ou a résoudre le systéme linéaire:

L0 = (LOL +eld)u

Dans le domaine temps, on résout le systéme itérativement par un gradient conjugué, préconditionné
par un filtre rho 3D. Dans le domaine de Fourier, on peut calculer une solution exacte pour chaque
fréquence, les résolutions des systémes linéaires exploitant dans ce cas les structures particuliéres de la

matriceLCL .
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o (offset) Py Po Py PY
° ° ° °
[ J [ J [ J [ J o [ J
w
2 o o o ® )
2 AX [ ) [ ] [ ] (] L
% Pu TV(.OAXI
® ® *—»p P Jo—>
> m (point milieu) v Pm
AX/2 «—

2TV WAX

Figure 6.3 : Echantillonnage dans le domaine point milieu/offset. Le support des pentes possjbles
sans aliasing est un losange. Si on reste en 1D dans les sections a offset constant ou dans les
CMP, on se restreint au rectangle inscrit.

6.4.1 - Domaine de Fourier, grille des données quelconque

La matrice LLI, possede pour chaque fréquence une structure Toeplitz par bloc, chaque bloc
possédant lui-méme une structure de Toeplitz (équ. (E6.13) et (E6.14)).

On peut exploiter la structure de Toeplitz par blocs par une adaptation de I'algorithme de Levinson,
congu pour la résolution des systemes de Toeplitz, en substituant des matrices carrées a la place des
scalaires (voir le détail de l'algorithme dans I'annexe C). Malheureusement, avec cette méthode la
structure de Toeplitz interne dans chacun des blocs n’est pas exploitée.

La résolution d’un systéme de Toeplitz classique de dimension n réclame de I'ordrepterations,
au lieu des A nécessaires pour un systéme quelconque, ce qui représente un gain considérable. Ici, la
dimension du systéme est (Np1.Np2), qui nécessiterait de I'ordre de (pr.NpéDations. Avec

I'algorithme de Levinson adapté, on arrive a (IQ;NpZZ): on a le méme gain gu’avec l'algorithme
classigue, mais seulement par rapport au nombre de blocs (Np2) de la matrice. Il est clair que I'avantage

obtenu est faible: si on prend par exemple Np1=Np2 et Np=Np1.Np2, on passé dd\m%5. Quand
Npl et Np2 sont différents, on intérét a organiser le modéle de telle sorte a ce que le nombre de blocs de

LLL soit égal au plus grand de ces deux nombres (les directions p1l et p2 jouent des roles symétriques
et sont intervertibles).

Rappelons que le stack réclame de I'ordre d& Npération (dans une configuration courante ou
Np=Nx). Linversion représente donc une part croissante des calculs quand la taille du systéeme
augmente.

En tout état de cause, cette méthode est tres lente et inexploitable dans la pratique. Une résolution non
exacte par gradient conjugué serait certainement plus rapide, mais dans ce cas on perdrait le principal
avantage a travailler dans le domaine de Fourier, & savoir obtenir une solution exacte par inversion directe
d’un petit systéme linéaire. Quitte a travailler par gradient conjugué, autant le faire directement dans le
domaine temporel.
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A titre d’exemple, on effectue la décomposition d'un petit jeu de données de 121 traces
(Nx1=Nx2=11), contenant 4 événements plans (figure 6.4).

Figure 6.4 : Bloc de données (t,x1,x2), de dimensions
11x11 traces, contenant 4 évenements plans. La
fréquence centrale du signal est 30 Hz.

x1

La décomposition est effectuée en prenant un modele de 121 traces (Np1=Np2=11). Sur la figure 6.5
sont tracés pour 2 fréquences différentes (10Hz et 20Hz) le module de la mdtkice a du systeme

linéaire, le stack des donnédsd , et la solution du syst&neL +slg)_1|=Ebl (le facteur

d’amortissement appliqué est 2% de la diagonaleldé, ).

Tous les blocs constituant la matri¢el sont identiques a un facteur d’échelle pres (traduction
graphique de la factorisation donnée par les équations (E6.17) et (E6.18)). Sur le résultat de I'inversion
a 20Hz, on distingue quatre taches correspondant aux quatre événements présents dans les données (a
10Hz, I'étalement des taches est trop important pour les distinguer correctement).

Enfin, on effectue la méme décomposition sur le méme bloc de données mais amputé d’'une trace sur
deux, choisies aléatoirement. Sa géométrie n'est donc plus réguliére. En conséquence, les blocs
constituant la matrice,L,  ne sont plus semblables entre eux (figure 6.5) (la factorisation n’est plus
possible). Néanmoins, le résultat final differe peu du cas ou la géométrie est réguliére (seuls les
problémes d’'aliasing dus a un échantillonnage éventuellement insuffisant aprés avoir enlevé des traces
peuvent modifier le résultat de I'inversion).
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(Np2) +#

(Np1)

Inversion

6.4: modules (pour une fréquence donnée) de la matkitk (équ. (E6.13)), dulstack
de la solution (L O +slg)_1I=EU

(haut) f=10Hz; (milieu) f=20Hz; (bas)f=20Hz données irréguliéres (50% des traces enlevé
aléatoirement).

Figure 6.5 : décomposition par la méthode pour grilles irrégulieres des données (régulieres) ffi
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6.4.2 - Domaine de Fourier, grille des données pseudo-réguliére

Les deux matrices formant le produit dans I'équation (E6.17) peuvent s'écrire:

Qu 0 0
00 }
QU ldyp, = | 7 ~X\ (E6.23)
& ) ‘ 0
0—=0 Qq
ZoOldypy  ZoMdyy o(Np2= )0d
> (1)ld
ldNpr 0 Qo = 2 =Pt (E6.24)
> 2 (D0 s
%, 2(Np2=Dld 5 LoWldypr  Zp(0)dyypy

La résolution du systeme global peut se décomposer en deux temps, chacun des systémes
intermédiaires étant définis par les matrices (E6.23) et (E6.24). L'ordre de résolution n'a pas
d’'importance (on vérifie facilement que les deux matrices commutent).

Le premier systeme (E6.23) correspond a Np2 systemes de Toeplitz définis par la r@gjrice

(dimension Np1l), alors que le second (E6.24) correspond a Npl systéemes de Toeplitz définis par la
matrice Q,, (dimension Np2). Ces résolutions requierent donc de l'ordre de Np2:Np1.NpZ

opérations: si par exemple Np1=Np2 et Np=Np1.Np2, alors on aboutit & un nombre d’'opérations de
I'ordre de Np-°, ce qui est une grosse amélioration par rapport au?('El\thand la géométrie des
données est quelconque (paragr. précédent). Le stack réclamant quand & lui de I'ordrepiertipns,
I'inversion représente cette fois une part décroissante des calculs quand la taille du systéme augmente.

On peut reprendre les données de la figure 6.4 et effectuer leur décomposition suivant ce schéma afin
de le comparer au schéma général pour géométries irrégulieres (fig. 6.5). On note certaines petites
différences, sans doute dues au fait que le pré-blanchiment des opérateurs s’effectue differemment dans
les deux schémas: pour les géométries irréguliéres, on applique un facteur d’amortissement sur la

diagonale de&. L, , alors que dans le présent schéma, on applique le facteur d’'amortissement (choisi égall
a 2% dans cet exemple) sur les diagonales des matdices Q,,et . Cela revient a appliquer un facteur

d’amortissement a la diagonale de chacun des blocs constitbdnt , auquel se superpose un facteur
d’amortissement appliqué a sa diagonale principale de blocs (voir équ. (E6.17) et (E6.18)).

6.4.3 - Domaine temporel, tous types de grilles

Le domaine temporel offre I'avantage notable par rapport au domaine de Fourier de pouvoir traiter
indifféremment, avec le méme algorithme, tous les types de grilles, non seulement pour les données mais
également pour le modéle (en Fourier, on est limité a une grille réguliére rectangulaire pour le modeéle).

On utilise exactement le méme schéma que pour les décompositions 2D, a savoir un gradient
conjugué.

Nous avons vu (équ. (E6.6)) que la LRD 3D, pour des variables continues, pouvait s'écrire a l'aide
des opérateurs de la LRD 2D, l'opératelirl, étant la convolution successive dans chacune des
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Inversion partielle  Inversion finale (Inversion

Stack suivant pl suivant p1 puis p2 grille irréguliére)
N
I
= E E E
Il

(Np2)

N
I
o
N

f=

Figure 6.6 : décomposition par la méthode pour grilles pseudo-régulieres des données fig. ¢.4:

modules (pour une fréquence donnée) du stiathkl , de I'inversion partielle suivant la direg¢tion
pl, de I'inversion finale suivant les deux directions; a droite, rappel du résultat obtenu paf la
meéthode pour grilles irrégulieres (fig. 6.5).
(haut) f=10Hz; (bas)f=20Hz

directions pI et pZ par Ies operateurs ZD. Les effets frequentiels de ces operateurs (voIr parag. 3.8.2) se
superposent donc, et leurs conséquences sur la convergence peuvent étre tres importantes, méme pour
des données d’extension spatiale limitée.

Nous préconditionnons donc le gradient conjugué par un filtre rho construit par la multiplication des
deux filtres rho 2D (définis par I'équ. (E3.53)) pour chacune des directions p1 et p2. Un des probléme
qui se pose est de définir les fréquences limites d’aliasing spatial pour ces directions lorsque la grille des
données estirréguliere: dans une telle grille, comment définir les pas d’échantillonnages fpdtieiux
Ax2, dont dépendent ces fréquences d’aliasing? Une solution est de choisir (plus ou moins
arbitrairement?) ces pas d’échantillonnage, en fonction par exemple des valeurs nominales de
I'acquisition.

L'amélioration apportée par le filtre rho sur la convergence du GC est spectaculaire (fig. 6.7, pour la
LRD 3D des données fig. 6.4).

Un filtre rho approprié permet donc de reconditionner le probléme par rapport aux effets fréquentiels.
L'autre cause importante affectant la convergence est l'irrégularité de la grille des données: si on
considére un évenement plan d’amplitude constante mais d’extension spatiale limitée, les amplitudes
concernant cet événement apres application de I'opératdur vont étre directement proportionnelles

au nombre de traces sur lequel il est représenté dans les données (par I'opérationidie stack  on somme
autant de fois I'amplitude de I'événement que le nombre de trace sur lequel il est représenté). Le
répartition spatiale des traces influence donc directement le nombre de conditionnement du systeme,
dans une proportion approximativement égale aux rapport des densité minimales et maximales de traces
dans les données (Feichtinger, 1995).

On peut reprendre I'exemple de la figure 6.4, en considérant un bloc plus grand de 21x21 traces, dans
lequel on enléve d’'une part une ligne sur deux et une trace sur deux dans chaque ligne, pour arriver a un
bloc régulier de 11x11 traces, et d’autre part des traces au hasard de maniére a obtenir un bloc irrégulier
de 121 traces (fig. 6.8). Lirrégularité ralentit notablement la convergence pendant les premiéres
itérations.

Une fagon de compenser l'irrégularité est d’appliquer une pondération sur les données: au lieu de
minimiser la quantité (équ. 3.36):
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100

—— GC
—=— GC + rho-filter

Fonction cot

0.1 t t t t t t t t t t t

Itérations

Figure 6.7 : Convergence du gradient conjugué pour la LRD 3D des données fig. 6.4 avec |et
sans Préconditionnement par un filtre rho

_ 1 2 &2
®(u) = Zld—Lul®+Zjul®,

on minimise plutot:

B(u) = 3(d-Lu, Py (d—Lu) + Zlul’ (€629

ou P, estun poids diagonal qui contient par exemple pour chaque trace la distance entre les deux

traces encadrant celle-ci (Feichtinger, 1995; Duijndam, 1995) pour un probleme 2D... En 3D cela peut
étre la ‘surface associée’ a chaque trace, qui contient tous les points pour lesquels cette trace est la plus
proche). Ce poids doit étre faible dans les zones a forte densité de traces et réciproquement.

S’il est vrai qu’un tel poids reconditionne le probléme et accélere la convergence, sa justification n’est
pas évidente (probleme d’ailleurs évoqué par Duijndam, 1995), car on change non seulement la fagcon de
résoudre le probléme, mais aussi le probleme lui-méme. Suivant le point de vue probabiliste de
I'inversion, le poids est I'inverse de la matrice de covariance décrivant le bruit (supposé gaussien) présent
sur les données (équ. (E3.2)). Or des traces trés proches entrainent un poids faible, donc une variance
élevé, signifiant que I'on accorde peu de confiance a la mesure, ce qui n’est pas justifié (dans un probléme
sans bruit, ces considérations n’auraient bien sar pas lieu d’étre).

La vraie solution est un peu plus complexe. Considérons deux traces et un échantillon au méme temps
sur chaque trace. Si les deux traces sont suffisamment éloignées, la matrice de covariance sur les données
pour ces deux échantillons est diagonale, traduisant que les incertitudes (le bruit ‘aléatoire’ + le bruit de

L e , L1z ) . c;, O .
modélisation) sont décorrélées (supposons également qu’elles sont eggles{ 11 ] . Le poids
~ C11

-1
ci, O 1/c 0
correspondant est;,, = {(1)1 ] = [ 011
- €11 Vey
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Figure 6.8 : Influence de larégularité de la grille des données sur la convergence du gradient
conjugué.

. . N - . C11 C1o
Si maintenant on rapproche les traces, il apparait un coefficient de covarigncg &
- C12 C11
traduisant une corrélation des incertitudes. Si il n’y a aucun bruit de modélisation ce coefficient est nul.
Siil n'y a pas de bruit aléatoire et que les traces sont situées au méme point, il est£gal a c

Le poids a appliquer doit étre l'inverse de cette matrice:
-1
p. = %162 _ __1 C11 €12 _ 1 17¢y —Cp/Cpy
irr 2 2 2
Cyp Cqq C11—Cla|C12 Co2| 1-(c/cqy)|C1/Cn Vo

On constate effectivement que le poids diminue sur la diagonale, mais aussi qu'il apparait des
éléments non diagonaux: I'un ne va pas sans l'autre.

Dans la pratique, il est complétement irréaliste d’appliquer des poids non diagonaux dans des
problémes a plusieurs dizaines de milliers d’'inconnues. D’un autre c6té, ne retenir que la diagonale n’est
pas plus justifié que de ne pas appliquer de poids...

On peut néanmoins introduire ce poids diagonal décrit par Duijndam, non pas dans la fonction co(t,
mais seulement pour modifier le calcul du gradient.
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6 -(1-p) 3D

Pour la minimisation ded(u) = %Hd—lzuH2+§HuH2 , le gradient vauty(u) = -LL(d-Lu) . On

veut ici utiliser un gradient ‘modifié’:

girr(u) =-L EPirr (d -L u) (E6.26)

Comme il ne s’agit pas du ‘vrai’ gradient pour le probleme quadratique posé, les formules de
conjugaison ne sont pas applicables, et & chaque itération il faut effectuer une recherche bilinéaire (avec
ce gradient modifié et la direction de descente précédente), qui est heureusement négligeable en termes
de temps de calcul.

Le poids est calculé d’'aprés la surface de la zone d'influence de la trace (fig. 6.9), déterminée par
I'ensemble des points pour lesquels cette trace est la plus proche. On limite cette zone qui doit s’inscrire
dans un rectangle centré sur la trace dont les dimensions sont les pas d’échantillonnages spatiaux
maximumAx1,,, Ax2,,, donnés par la theorie de I'échantillonnage (équ. (E2.5)). On considere en effet

gu’un point situé au-dela de ces valeurs n’est plus influencé par la trace, et qu’il y a absence de données
en ce point (& moins qu'il ne soit sous l'influence d’une autre trace).

X2

x1

Figure 6.9 : Zone d’influence (en grisé) pour une trace: ensemble des points pour lesquels la trace
est la plus proche. Eventuellement restreint par un rectangle dont les dimensions correspondent
aux pas d’échantillonnage spatiaux maximum pour la théorie de I’échantillonnage.

Ce type de pondération est utilisé dans d’autres problémes ou il est bénéfique de corriger I'irrégularité
des données (voir par exemple Beasley and Klotz, 1992, pour le DMO)

Avec ce gradient modifié appliqué a I'exemple précédent (fig. 6.8), la convergence est plus rapide,
principalement sur les premiéres itérations (fig. 6.10), sans pour autant atteindre la méme performance
que sur la grille réguliére. Néanmoins l'irrégularité n’est ici pas trés sévere, et on peut supposer que dans
les cas plus sévéeres ce poids peut compenser la majeure partie de lirrégularité.

En n'utilisant pas le vrai gradient dans le processus de gradient conjugué, on n'est pas assuré
théoriguement de pouvoir atteindre le minimum. On essaie donc d'utiliser le gradient modifié rdon pas
la placemaisen plusdu gradient vrai: a chaque itération on effectue une recherche trilinéaire avec le
gradient vrai, le gradient modifié, et la direction de descente précédente. On a également I'espoir
d’accélérer encore la convergence en utilisant une direction de recherche supplémentaire. Or il semble
(fig. 6.10) que cela ne soit le cas qu’'a partir du moment ou on est déja proche du minimum. Dans les
premiéres itérations, les plus importantes, I'utilisation du gradient vrai en plus du gradient modifié
n'apporte aucune ameélioration: les deux courbes sont pratiquement confondues.
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Figure 6.10 : Correction de l'irrégularité des données (voir fig. 6.8) en utilisant un gradient
modifié & la place du gradient normal (corrigé 1) ou en plus du gradient normal (corrigé R).

Au niveau temps de calcul, Tutilisation de deux ‘gradients” est tres penalisante, car dans chaque
itération il faut appliquer les opérateurs! let  pour chacun d’eux, ce qui conduit pratiquement a
doubler le temps de calcul. L'utilisation du gradient modifié seul a la place du gradient vrai ne requiert
par contre que trés peu de calculs supplémentaires (I'applicatiéy) de , qui est diagonal, sur le résidu

(d=Lu)). Le peu d’'amélioration apportée par l'utilisation conjointe des deux gradients est donc

balayée par le temps de calcul supplémentaire. Dans la pratique, on n’utilise que la premiere
implémentation avec le gradient modifié seul.

Le filtre rho permet d’obtenir une tres bonne approximation de la solution avec 1 itération seulement
pour une grille des données réguliére. Pour des grilles irréguliéres, I'utilisation du gradient modifié
permet d’obtenir une bonne convergence en 5 itérations dans semble-t-il tous les cas de figure. Il est
important de pouvoir fixer un nombre d’itérations a priori pour tous les problemes traités: le nombre

d’opérations nécessaires pour une décomposition ne dépend alors plus que des ofératewrs et ,
appliqués chacun une fois dans chaque itération et qui représentent la plus grosse part des calculs. lls

réclament de I'ordre de Nx.Np.Nt opérations, soit de I'ordre d%.N’pdans une configuration courante
ou Np=Nx.

6.4.4 - Performances comparées des différentes implémentations

On compare ici les performances des 2 implémentations, en domaine temps par gradient conjugué
(GC), en domaine de Fourier par des méthodes directes (Four.). Pour des données sur grille réguliére,
I'algorithme de résolution en Fourier (Four. Reg.) doit étre comparé avec une seule itération de gradient
conjugué (GC 1liter) qui dans ce cas est suffisante pour aboutir a la solution. Pour des données sur grille
irréguliére, I'algorithme de résolution en Fourier (Four. Irr.) doit étre comparé avec 5 itérations de
gradient conjugué (GC 5iter). Les quatre jeux de données consistent en des blocs de 5x5, 10x10, 20x20,
et 40x40 traces de 256 échantillons temps. Le nombre de traces utilisées dans les modéles est a chaque
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fois égal au nombres de traces des blocs de données. On effectue le test sur un Sun UltraSparc
(architecture super-scalaire, Tableau 2 :), et sur un Cray C92 (architecture vectorielle, Tableau 3 :).

Tableau 2 : Temps CPU (sec.) sur Sun UltraSparc (super-scalaire)
pour la LRD 3D en norme L2 de données de tailles différentes

5X5 10x10 20x20 40x40
GC liter 0.23 1.09 9.46 52.50
Four. Reg. 0.38 3.3y 41.80 644.00
GC S5iter 0.75 4.60 42.90 245.00
Four Irr. 1.11 16.50 370.00 10800.00

Tableau 3 : Temps CPU (sec.) sur Cray C92 (vectoriel) pour la LRD 3D
en norme L2 de données de tailles différentes

9X5 10x10 20x20 40x40
GC 1liter 0.04 0.17 1.18 11.00
Four. Reg. 0.09 0.42 3.60 46.40
GC b5iter 0.12 0.57 4.68 42.90
Four Irr. 0.53 4.61 56.90 934.00

Dans tous les cas, I'implémentation en domaine temps par gradient conjugué est plus efficace que
I'implémentation en domaine de Fourier. De plus, I'écart s’accroit en faveur du domaine temps quand la
taille du probléme augmente, surtout pour les grilles irréguliéres ou il devient énorme.

Au vu de ces résultats nous n’utilisons dans la pratique que le gradient conjugué en domaine temps,
qui offre par ailleurs de nombreux avantages (traitement correct des mutes, application de poids variables
en temps,...). Pour étre juste, il faut néanmoins signaler que les implémentations en domaine de Fourier
sont beaucoup moins gourmande en mémoire, chaque fréquence pouvant étre traitée indépendamment
des autres.

6.5 - Décompositions parcimonieuses

Tous les principes des décompaositions parcimonieuses défini pour les décompositions 2D dans le
chapitre 4 sont directement applicables a la LRD 3D.

Tout ce que I'on peut dire de plus pour le cas 3D, c’est que si I'hypothése de parcimonie est justifiée
en 2D elle I'est encore plus en 3D. En effet entre un bloc 3D et une section 2D de ce bloc, on retrouve
en principe le méme nombre d’évenements a décomposer. La densité des évenements dans les modéles
est donc en principe plus faible dans un espace 3D que dans un espace 2D. Toute dimension
supplémentaire est en principe bénéfique du point de vue de la parcimonie.
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6.6 - Conclusions

La LRD 3D est une extension triviale de la LRD 2D au niveau du formalisme.

Les implémentions en domaine temps par gradient conjugué, que ce soit en norme L2 ou pour les
décompositions parcimonieuses, ne différent pas non plus de la LRD 2D. Le filtre rho utilisé,
indispensable pour obtenir un bonne convergence, est construit a partir des filtres rho 2D. Sila géométrie
des données est irréguliére, il est utile de corriger le gradient calculé par un poids contenant la surface
relative autour de chaque trace.

Dans le domaine de Fourier, pour la résolution en moindres carrés, on obtient une résolution efficace
par des méthodes directes uniquement si les données sont sur une grille pseudo-réguliére rectangulaire,
auquel cas le probléme 3D se décompose en 2 fois 2D. Sinon on aboutit a la résolution d’'un systeme
Toeplitz par blocs, pour lequel il n'existe pas de méthode réellement efficace.
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7 - Rééchantillonnage et
Interpolation de traces

(2D/3D) par les
décompositions de Radon
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7.1 - Introduction

L'interpolation de traces est un probléme récurrent en sismique. On peut distinguer quatre situations
dans lesquelles on peut vouloir interpoler (voir fig. 7.1):

(a) Les données sont sur une grille réguliére, mais sont spatialement aliasées. On veut donc
réduire les pas d’échantillonnages spatiaux et pour cela interpoler de nouvelles traces.

(b) Les données sont sur une grille réguliere suffisamment dense, mais sur laquelle il y a des
traces manquantes que I'on veut reconstruire.

(c) Les données sont sur une grille quelconque (généralement irréguliére) suffisamment dense
pour qu’il N’y ait pas d'aliasing spatial. On veut les rééchantillonner sur une autre grille
(regridding) (généralement réguliere).

(d) Les données sont sur une grille quelconque, et sont spatialement aliasées. On veut les
rééchantillonner sur une autre grille.

Grille réguliere Grille réguliere Grille irréguliere Grille irréguliere
données aliasée traces manquantes dense données aliasées

nterpolatio Regrigdding

Grille réguliere
dense

Figure 7.1 : Différents cas de figure dans lesquels on souhaite interpoler ou rééchantillonner des
données

Il N’y a que dans le cas (c) que toute l'information nécessaire pour interpoler sans ambiguité est
contenue dans les données (Marvasti et al., 1991; Feichtinger et al., 1995; Duinjdam et al., 1995): la
supposition de non-aliasing revenant a dire que les données sont a bandes de fréquences spatiales
limitées et que I'échantillonnage est suffisant par rapport a celles-ci. Dans les autres cas les données sont
spatialement aliasées, ce qui signifie qu'il faut d’'une maniére ou d’une autre introduire certains a priori
pour contraindre I'interpolation (le cas (b) peut éventuellement étre assimilé au cas (c) si la grille est sur-
échantillonnée -situation peu probable sur des données réelles-, auquel cas la redondance d'information
autorise la perte de certaines traces).

Le cas (c) est néanmoins ambigu car si les données sont disposées sur une grille trés irréguliére, la
condition de non-aliasing peut étre respea@éemoyennemais padocalementll faut pour cela que
I’échantillonnage soit suffisamment dense en tout point de I'espace. Cela peut paraitre évident mais une

Y Y

grille trés irréguliere peut conduire a un sur-échantillonnage a certains endroits et un sous-
échantillonnage a d’autres, une valeur moyenne n’a donc aucune signi’fication
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Les cas (a) et (b) sont fondamentalement trés différents des cas (c) et (d). Dans les premiers, on ajoute
de nouvelles traces interpolées a I'ensemble des données de départ -qui sont conservées-, d'apres le
principe qu’il vaut mieux avoir une donnée approximative en tout noeud de la grille gu’'une absence de
données. On ne cherche donc pas une interpolation parfaite a tout prix. Dans les deux autres cas,
I'ensemble des données de départ est remplacé par les données interpolées. Linterpolation doit donc étre
de haute qualité car on ne peut pas se permettre de perdre de l'information.

Le principe selon lequel mieux vaut mieux une donnée approximative qu’'une absence de données est
en toute rigueur une contre-vérité. On sait bien que l'interpolation ne crée pas d’information, tout au plus
crée-t-elle des traces qui sont cohérentes avec les traces de départ (suivant certains critéres a définir).
Néanmoins, de nombreux traitements sont effectués en supposant que les données sont disponibles en
tout point de I'espace (donc non aliasées) et distribuées sur des grilles réguliéres (ne serait-ce que le
stack, mais aussi les implémentation les plus courantes du DMO, les migrations,...). Tout écart a ces
hypotheses se traduit par une perte de qualité plus ou moins importante, d’ou le besoin d'interpolation
pour avoir les données échantillonnées de maniére optimum. La raison sous-jacente est que la plupart
des traitements sismiques sont des opérateurs transposés utilisés comme approximations des véritables
opérateurs inverses (Claerbout, 1992): une migration de Kirchhoff est la transposée d’une modélisation.
Cette approximation est en général suffisante si les données sont non-aliasées et distribuées sur des
grilles réguliéres. Si ce n’est pas le cas, il faut concevoir les traitements differemment, suivant des
techniques d’inversion, ce qui complique la conception des algorithmes (Inversion to Zero Offset & la
place du classique DMO de Kirchhoff, Ronen et al., 1995) et augmente le temps de calcul.

Les méthodes d’interpolation peuvent étre classées en deux grandes catégories: les méthodes
uniquement basées sur un modeéle indépendant des données, et les méthodes pilotées par les données
Dans premiére catégorie, on définit un modéle dans lequel sont censées s'inscrire les données: par
exemple qu’elles sont a bandes de fréquences limitées (Duinjdam et al., 1995), ou qu’elles obéissent a
I'équation de propagation des ondes dans un milieu connu (Ronen, 1987). Les valeurs prises sur les
positions interpolées ne sont alors pas ambigués mais imposées par le modéle et non ambigués. Dans la
deuxiéme catégorie, le modéle n’est pas assez contraignant pour interpoler sans ambiguités, et il faut
déduire des données elles-mémes comment interpoler, suivant des criteres a définir. Les méthodes basées
sur des filtres prédictifs (Spitz, 1991; Huard and Spitz, 1996) appartiennent a cette catégorie. Les filtres
sont calculés a partir des données disponibles, et sont ensuite utilisés pour reconstituer les données
mangquantes.

Linterpolation de traces est une application assez courante des décompositions de Radon. On utilise
généralement les décompositions de Radon linéaires (Lu, 1991; Stoffa et al., 1981), permettant
d’interpoler des évenements de toutes formes. On peut également utiliser les Décompositions
Hyperboliques ou Paraboliques sur les collections CMP avant ou aprés NMO (Darche, 1990; Sacchi and
Ulrych, 1995).

LEn principe, un signal périodique & bande limitée peut &tre déterminé de maniére unique a partir d’'un
nombre fini de points d’échantillonnage, indépendamment de la répartition de ces derniers. La
régularité de I'échantillonnage permet simplement de stabiliser les algorithmes de reconstruction (voir
par exemple Marvasti et al., 1991). En théorie, on devrait donc pouvoir interpoler a travers de larges
gaps, pour peu que I'échantillonnage soit suffisamment dense ‘en moyenne'. |l n’est en fait pas possible
de tenir ce raisonnement dans la pratique, car les données réelles ne peuvent pas étre considérées
strictement a bande limitée: ainsi toute discontinuité (due a la géologie par exemple) introduit des
hautes fréquences. En conséquence, un échantillonnage trés serré dans une zone n'apporte pas
forcément les informations pour compenser un sous-échantillonnage dans une autre zone. De toutes
facons, méme dans le cas théorique idéal de bande limitée, le probléme est en général trop mal
conditionné pour étre résolu de maniére efficace s'il y a des gaps dans les données.
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Les décompositions en norme L2 rentrent dans la premiére catégorie d’interpolateurs (le modele
consiste a expliquer les données par une superposition de droites, de plans, de paraboles...). Elles ne
traitent pas correctement les données spatialement aliasées, de méme qu’une transformée de Fourier ne
permet pas d'interpoler un signal aliasé (une décomposition de Radon en norme L2 est d'ailleurs
pratiguement équivalente a un spectre (f,k))

Le probleme d’aliasing spatial est souvent résolu en pondérant les sommations le long des courbes
de modélisation par des semblances locales afin de privilégier la continuité des événement cohérents (Lu,
1991). Ces méthodes ne sont toutefois pas des inversions, mais restent dans le domaine de la transformée
de Radon améliorée: ainsi le cas d’événements interférents est généralement mal résolu, seul le plus
énergigue étant correctement interpolé. Yilmaz and Taner (1994) ont construit une véritable
décomposition par inversion a partir de ce principe de semblance, mais outre que leur méthode semble
colteuse, elle a le désavantage d'utiliser un opérateur de modéligation  différent des opérateurs de
Radon habituels, et surtout non linéaire car dépendant des données elles-mémes. Lutilisation des
décompositions parcimonieuses se situe dans la continuité des méthodes de semblances, mais avec tous
les avantages d’'une décomposition rigoureuse (tous les événements sont en principe correctement
interpolés) (Sacchi and Ulrych, 1995). Les décompositions parcimonieuses rentrent dans la seconde
catégorie d'interpolateurs, puisque l'on favorise les événements spatialement cohérents dans le
processus. L'hypothése sous-jacente (I'a priori introduit dans le processus d’inversion) est que les
données contiennent un nombre limité d'événements superposés et indépendants: c’'est la méme que
celle utilisée dans les méthodes a base de filtres prédictifs. Cette hypothése exclut les phénomenes
dispersifs (ou la vitesse apparente, donc la pente p, varie avec la fréquence).

Un des principaux intéréts des décompositions de Radon est de pouvoir traiter indifféremment les
grilles régulieres et irréguliéres. Les méthodes basées sur des filtres prédictifs n'ont pas cette souplesse,
car bien gu'il soit possible de traiter le cas des grilles irréguliéres, les algorithmes sont beaucoup plus
complexes et instables (on passe d’'un probléme linéaire a un probleme fortement non-linéaire, voir
Claerbout, 1992). Le probleme de la reconstruction d’un signal (mono ou multi-dimensionnel) a partir
d’un échantillonnage irrégulier a été abondamment traité d’un point vue théorique ces derniéres années
(voir par exemple Marvasti, 1991), I'attention se portant maintenant sur la mise au point d’algorithmes
efficaces (Feichtinger, 1995). De ce point de vue, I'utilisation de pondérations destinées a tenir compte
de l'irrégularité de I'échantillonnage suffit a obtenir pratiquement les mémes performances sur les grilles
irréguliéres que sur les grilles régulieres. Enfin on peut obtenir un temps de calcul strictement
proportionnel & la quantité de données a traiter en découpant le domaine des données en vignettes de
tailles prédéfinies, vignettes que I'on traite ensuite indépendamment les unes des autres pour interpoler.

7.2 - Distances d'interpolation/extrapolation maximum en norme L2
(exemple sur LRD 2D)

Nous cherchons ici & vérifier expérimentalement la distance maximum d’interpolation ou
d’extrapolation permise par des décompositions de Radon en norme L2. En théorie celle-ci doit étre de
I'ordre du pas d’échantillonnage spatial nécessaire. Pour la LRD 2D par exemple, ce dernier est donné
par la relation (E2.12):

1
AX<S —————
flp —p*|

max

(E7.1)

ou p* est la pente d'un événement particulier. Ce pas dépendant de la fréquence considérée, des
données monofréquentielles (fig. 7.2a) sont plus pratiques pour interpréter les tests effectués. Comme
les décompositions en norme L2 sont obtenues par des opérateurs linéaires (équ. (E3.37)), il est tout a
fait licite d’étudier un signal monofréquentiel et d’extrapoler le résultat a un signal quelconque.

Les données (fig. 7.2a) sont constituées de 21 traces d'abscisses comprises entre 0 et 1000m
(intertrace constanté&x=50m), et contiennent un événement horizontal (p*=0) portant un signal
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monofréquentiel a f=50 Hz. La gamme de pentes maximum étudiable sans aliasing est donc:

Prange = fax ~ 2500
-0.0004< p< 0.0004 s/mToutes les LRD sont ici effectuées avec une gamme symepioe, by, )

Le premier test consiste a interpoler et extrapoler les données en reconstruisant, a partir des LRD, les
traces entre les abscisses -100m et 1100m, au pas de 12.5m (4 fois plus de traces que les données). On
calcule deux LRD avec,,=0.0003 s/m (fig. 7.2b) et aveg,g,~0.0005 s/m (fig. 7.2d), c’est a dire au-

dessous et au-dessus de la limite d'aliasing. Les reconstruction correspondantes sont en fig. 7.2c/e. Dans
le premier cas l'interpolation est quasi-parfaite, dans le deuxiéme elle est complétement fausse: ni les
amplitudes ni les phases des traces interpolées ne correspondent & I'événement horizontal d’origine. Il
suffit donc d’étre juste au dela de la condition d’aliasing pour ne plus pouvoir interpoler du tout. En ce
qui concerne I'extrapolation: dans le premier cas les traces a -12.5m et 1012.5m sont correctes, dans le
second cas aucune des traces n'est correctement extrapolée (les pas d'échantillonnage limites
correspondant aux pentes utilisées sont respectivement 66m et 40m).

Le second test consiste a interpoler a travers un gap de largeur variable (100m, 150m, et 200m,
fig. 7.3abc). Les LRD sont toutes effectuées avgg,#0.00015 s/m, ce qui correspond a un pas
d’échantillonnage limite égal a 133m. On constate a nouveau que dés que le gap dépasse le pas limite,
l'interpolation, parfaite a travers le gap de 100m (fig. 7.3a), est dégradée (fig. 7.3bc). La distance
d’extrapolation est ici de I'ordre de 25m, toujours trés faible comparée au pas d’échantillonnage limite.

En conclusion le pas d’échantillonnage limite donné par les relations (E2.5) ou (E7.1) est une limite
assez stricte pour l'interpolation. La portée de I'extrapolation est quant a elle encore plus réduite par
rapport a cette valeur.

7.3 - Utilisation des propriétés anti-aliasing des decompositions
parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)

Considérons le jeu de données synthétique de la figure 4.2(a). Il s’agit d'une collection CMP corrigée
de NMO. A partir de ces données amputées d'une trace sur deux, on veut reconstruire les traces
manguantes. On utilise pour cela des décompositions paraboliques. Dans un premier temps, les
réflecteurs sont habillés d’un ricker d’ordre 2 de fréquence cenyad®Hz. La gamme de courbure

limite pour éviter I'aliasing spatial est (équ. (E2.7))r'ange: 1 - 1o5mskf . Orla
2fmax‘x‘ma>Ax
gamme effectivement employée est,,,— i, = 250-(-10Q = 350ms/kni . En principe on est en

forte condition d’aliasing, mais deux effets se combinent ici pour réduire I'aliasing réel: d'une part en
décomposition paraboligue les pentes importantes -donc susceptibles d'étre aliasées- ne se rencontrent
que sur les grands offsets dans un domaine qui coincide plus ou moins avec le maximum d’effet de
stretch du NMO -qui réduit la fréquence de signal, donc l'aliasing-, et d'autre part c’est la courbure réelle
d'un évenement par rapport aux bornes des courbures explorées qui détermine l'aliasing sur cet
évenement (équ. (E2.12)). En fonction de cela les données sont en fait peu aliasées (fig. 7.4(a)).

La PRD en norme L2 est contaminée par un peu d'aliasing (fig. 7.4(b)), mais le résultat de
I'interpolation est trés bon (fig. 7.4(c)), ce que I'on vérifie en faisant la différence avec la solution exacte,
seuls les grands offsets les plus susceptibles d’étre aliasés montrant des erreurs un peu plus importantes

(fig. 7.4(d)).

Si maintenant on part des mémes données, mais de plus haute fréquence (ricker de fréquence centrale
égale a 80Hz au lieu de 40Hz) (fig. 7.5(a)), la PRD en norme L2 est fortement contaminée par I'aliasing
spatial (fig. 7.5(b)), avec comme conséquence une trés mauvaise interpolation sur les nouvelles traces
(fig. 7.5(c-d)). Une PRD parcimonieuse, ici en norme L1 sur le modéle, élimine pratiquement ce
probléme d’aliasing, toutes les traces étant correctement interpolées (fig. 7.5(e-f-g)).
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7.3 -Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)
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Figure 7.4 : (a) CMP corrigé de NMOAx=50m, signal=ricker fc=40Hz(b) PRD en norme L2 de
(a).(c) reconstruction a partir de (b) avesx=25m.(d) différence entre (c¢) et la solution exacte
(gain x2 par rapport a (c) et (a))
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Sur un deuxiéme test a partir de ces mémes données (ricker 80Hz, intAstr25m), on retire des
groupes de traces sur les offsets proches, lointains, et intermédiaires afin de tester I'extrapolation et
I'interpolation a travers un gap (de tailles 50m, 100m, 150m, et 200m, fig. 7.6). Avec la PRD norme L1,
la qualité de l'interpolation sur 200m est Iégérement supérieure a celle obtenue avec la PRD norme L2
sur 100m. Ce type de test montre en général une interpolation possible sur des distances 3 fois plus
grandes en utilisant la norme L1 par rapport a la norme L2. L'extrapolation est également meilleure avec
la norme L1, mais reste trés imparfaite. On note au passage que l'extrapolation des offsets proches est
plus facile que celle des offsets lointains: en décomposition parabolique, toutes les paraboles
s’aplatissent aux abords de l'offset nul, diminuant d’autant les probléemes d’aliasing (la relation (E2.6)
montre d'ailleurs que le pas d’échantillonnage limite est d’autant plus grand que I'offset considéré est
faible, signifiant que les offsets faibles sont en général sur-échantillonnés (le pas d’échantillonnage
limite & x=100m pour la fréquence centrale du ricker fc=80Hz vaut ici 179m).

Cette meilleure performance de la norme L1 a travers de larges gaps n’est rendue possible que parce
gue les éveénements sont proches des courbes utilisées pour la décomposition (des paraboles). Si on
utilise des LRD au lieu des PRD sur le dernier cas (gap de 200m), la norme L1 n'améliore fortement le
résultat que sur les événements les moins courbés (donc les plus proches de droites, courbes utilisées
pour la décomposition) (fig. 7.7). Le probléme est en effet de connecter 2 courbes qui ont des parameétres
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Figure 7.5 : (a)méme CMP fig. 7.4(a) signal=ricker fc=80H@) PRD en norme L2 de (a).
(c) reconstruction a partir de (b) avekx=25m. (d) différence entre (c¢) et la solution exacte
(gain x2 par rapport a (c) et (a))e) (f) (g) Idem (b) (c) (d) avec une PRD en norme L1 sur
modéle.
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7.3 -Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)
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Figure 7.6 : (haut)données identiques a fig. 7.5a mais a¥e25m, et des traces raidies aux
offsets proches, lointains et intermédiair€a) gap=50m(b) 100m(c) 150m(d) 200m.(milieu)
erreur aprés interpolation et extrapolation des CMP en (haut) par PRD en norméla®)idem
(milieu) par PRD en norme L1.
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(pente dans le cas présent) différents de part et d’autre du gap (fig. 7.7). Les LRD sont effectués dans cet
exemple avec une gamme de pente -0.1<p<0.4ms/m.
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Figure 7.7 : (a) mémes données que fig. 7.6d) erreur aprés interpolation/extrapolation par LRD
en norme L2(c) idem (b) par LRD en norme L1.
(dessousYifficulté pour interpoler une courbe par une superposition de droites a travers un
gap trop large.

Les LRD peuvent virtuellement décomposer des données contenant tout type d’évenements (courbes,
d’amplitudes variables, etc..), mais ce test souligne la nécessité, lorsque I'on utilise des décompositions
parcimonieuses, de travailler sur des fenétres spatiales dans lesquelles les événements sont assimilables
a des droites d’amplitude constante. En corollaire on ne peut évidemment pas interpoler au travers de
gaps de tailles comparables aux fenétres choisies.

7.4 - Interpolation 3D

7.4.1 - Avantages apportés par une direction spatiale supplémentaire

Lorsque les données sont 3D et disposées sur une grille irréguliére, la question ne se pose pas de
savoir si il faut travailler en 3D, car il n’existe tout simplement pas de sous-domaines 2D dans lesquels
on pourrait travailler, au contraire d’'une grille réguliere. Dans ce dernier cas, quel est I'avantage de
travailler en 3D ? Nous avons vu (figure 6.3) que le passage de 3D a 2D peut introduire artificiellement
de l'aliasing, des lors que les support des spectres spatiaux (ou des pentes) n’est pas rectangulaire. De
maniére plus générale on peut raisonnablement supposer que toute dimension supplémentaire est
susceptible de réduire I'aliasing spatial. Ainsi sur une grille réguliére une trace manquante a reconstruire
est encadrée par deux traces seulement en 2D, alors gqu’elle est entourée de 8 voisines en 3D (ou 6 si la
grille est en quinconce), ce qui intuitivement ne peut que faciliter I'interpolation.
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7.4 -Interpolation 3D

7.4.2 - Méthodologie

Les données consistent en un ensemble de traces distribuées de maniére quelconque dans un espace
(x,y), ou x et y sont deux variables spatiales.

Il n’est bien sdr pas question d’effectuer une décomposition de Radon globale sur 'ensemble des
données! D’'une part pour une raison de colt CPU et d’autre part parce que les événements réels pris sur
un trop grand domaine n’ont rien a voir avec des plans d’amplitudes constantes, hypothése de base si on
veut utiliser les décompositions parcimonieuses. On découpe donc le domaine en vignettes de taille a
définir, et chaque vignette est traitée indépendamment des autres: LRD 3D locale et reconstruction sur
la grille désirée a I'intérieur de la vignette. On introduit des recouvrements entre les vignettes, et donc
des rampes (linéaires par exemple) sur les traces reconstruites (voir figure 7.8).

Fenétre glissante (vignette) e (trace)
/ :
° / v
[ ®
e o J_‘_ L ° ° Lire les traces
§ dans la vignette (x,y)
° o | o °
° . o |® ° Vignette suivante
‘b o[ o . o ® . LRD 3D locale (avec un recouvrement)
[
y o o ° ° " sur ces traces
e _ O | i
0* ° ° ° o
o« ° ¢ e o . Reconstruction
° ° ¢ sur une grille réguliere
e © o
° ° ° (application de rampes)
° o ° I
° d ° 4
[ ] * [ ] ® v

Figure 7.8 : Ensemble de traces distribuées (de maniéere quelconque) dans un espace (x,y)| On
définit un pavage sur cet espace avec une fenétre glissante (vignette). Il y a des recouvrements
entre les vignettes voisines. Chaque vignette est traitée indépendamment des autres:
décomposition de Radon et reconstruction sur la grille désirée,

Concernant le temps de calcul, supposons que les données contiennent N=Nx.Ny traces
régulierement réparties, et que I'on divise le domaine en vignettes de n=nx.ny traces (le nombre de
vignettes est donc (Nx.Ny)/(nx.ny)=N/n). Une fois fixées les gammes de pentes explorées, et pour une
géomeétrie donnée, le nombre de traces du modeéle est directement proportionnel & la taille de la vignette,
donc au nombre de traces dans la vignette:dNp=Le nombre d’opérations pour la décomposition et la

reconstruction pour une vignette est de I'ordre de Np.n%, ce qui donne pour tout le domaine (si il

n'y a pas de recouvrementy.f?).(N/n)=a.n.N. Le temps de calcul total est donc proportionnel a la taille
choisie pour la vignette.

La taille de la vignette est donc un compromis entre trois effets:

 Pour le temps de calcul, on a intérét a choisir la vignette la plus petite possible

*Pour approximer les évenements par des plans d’amplitudes constantes (pour les
décompositions parcimonieuses), on a intérét a choisir la vignette la plus petite possible

» Une vignette trop petite ne contient plus assez de traces, avec deux conséquences: les effets
de bords de la décomposition de Radon deviennent prépondérants, et la résolution en pentes
est trés mauvaise.

Les recouvrements sont en fait introduits pour tenir compte des effets de bord. Si la taille du
recouvrement est de m=mx.my traces, le nombre de vignettes nécessaire est égal a N/(n-m), et le temps
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

total de calcul sur tout le domaine de I'ordread@?.N/(n-m) (étant entendu que n>m). La taille optimum
de la vignette pour un recouvrement m fixé est alors n=2.m, pour un temps de I'oalra dé La taille
optimum (du point de vue temps de calcul) de la vignette est donc le double de la taille du recouvrement.

7.4.3 - Description des données synthétiques de test

Les données utilisées pour les tests consistent en une ligne 2D. Les deux variables spatiales sont les
abscisses sources et récepteurs.

On utilise un programme de modélisation acoustique par différences finies 2D. Il n'est possible que
d’effectuer des campagnes de tir a géométrie réguliere. On effectue donc une acquisition trés serrée, avec
une distance entre tirs et récepteurs de 5m, puis on la décime en enlevant aléatoirement 93.75% des
traces dans un premier cas et 99% dans un second cas, afin de simuler deux acquisitions irréguliéres,
I'une avec une distance moyenne entre tirs et entre récepteurs de 20m (S120), I'autre avec une distance
moyenne de 50m (SI50). Les abscisses source et récepteur sont ainsi pseudo-aléatoires pour chaque trace
(figure 7.9).

Les positions des sources vont dg2000m a x=4000m, les positions récepteurs allant gexy
2000m a y=xs-50m. Sur les deux acquisitions S120 et SI50, on enleve les traces dans un carré de 250m
de coté (375< % <1625 2375< X% < 2625)

La frequence maximum de la source utilisée pour la modélisation est enyjsgrbDHz (fig. 7.10).

/‘\\//A_

> = < < < < = <
> — ™ 4] = L w P w L] < — <
+ + + . + *
> < < < < < < < < < - -
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[ | | | |
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> — ol L3t = L] w0 [ L] L2 L= — L3
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Figure 7.10 :le signal source (haut) utilisé pour la modélisation, et son spectre d’amplitude (bas)

On s’'intéresse aux résultats de la régularisation de I'acquisition sur deux points de tirs (CSP1 et
CSP2, voir fig. 7.9). La solution exacte constituée par les points de tir sur une grille réguliére est tracée
sur la figure 7.11.

Les gammes de pentes utilisées pour les décompositions de Radon sont:

—0.7< p,,<0.3ms/m

(E7.2)
—0.3< p < 0.7ms/m
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Figure 7.9 : Deux acquisitions irrégulieres, ou les abscisses sources récepteurs sont pseudo-
aléatoires pour chaque trace. Distances moyennes entre sources et entre récepteurs: 20m (S120)
et 50m (S150). Les traces ont été enlevées dans un carré de 25(?xf250msimuler un gap.

CSP1 et CSP2 sont deux points de tirs sur lesquels on teste la régularisation de I'acquisition.
[es pas dechaniillonnage spatiaux limites a respecier pour eviter raliasing spatial sont donc
(équ. (E2.5)):

AXg< (AXg) = 1 = 20m

fmax((pxs)max_ (pxs)min)
1
fmax((pxr)max_ (pxr)min)

(E7.3)

20m

AX, < (BX) =
Ainsi, I'acquisition SI120 n’est pas aliasée moyennealors que SI50 I'est fortement.

7.4.4 - Rééchantillonnage de données non-aliasées

On veut ici régulariser I'acquisition S120. Le premiére tentative consiste 8axtbinning(on affecte
au centre du bin la trace la plus proche; si aucune trace n’est présente dans le bin on duplique une trace
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Figure 7.11 : Points de tir CSP1 et CSP2 échantillonnés sur une grille réguliére.

depuis un bin voisin) (fig. 7.12, Seule Terreur est tracée, différence entre la solufion exacte fig. 7.11 etle
résultat). Le binning n’est évidemment pas satisfaisant dés lors que les événements sont pentés.
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Figure 7.12 :Erreur sur régularisation de SI20 par flex-binning.

La régularisation par LRD 3D en norme L2 est par contre de trés bonne qualité (fig. 7.13). Tous les
évenements sont bien interpolés, y compris dans les zones ou il y a des pentes conflictuelles. Deux tailles
de vignette/recouvrement ont été utilisées: 250/100m et 500/250m. Les résultats sont trés comparables,
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7.4 -Interpolation 3D

avec peut-étre une qualité légérement meilleure avec la grande vignette (mais avec un codt 4 fois plus

élevé). Les seules traces pour lesquelles I'erreur est importante sont situées dans le gap (Z5@€250m
I'acquisition: rappelons gu’avec la norme L2, la distance d’interpolation possible est ici de I'ordre de
20m.

7.4.5 - Rééchantillonnage de données aliasées

On veut ici régulariser I'acquisition SI150, fortement aliasée spatialement.

7.4.5.1 - ...décompositions en norme L2...

Larégularisation par LRD 3D en norme L2 échoue complétement (fig. 7.13). Lamplitude de I'erreur
est du méme ordre que I'amplitude des données d’origine (fig. 7.11). L'aliasing est responsable de cette
impossibilité d’interpoler.
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Figure 7.14 :Erreur sur régularisation de SI50 pa

vignettes 500x500fn recouvrement 250x2

LRD 3D en norme L2.

-

5

7.4.5.2 - ...décompositions parcimonieuses...

L'utilisation des LRD parcimonieuses améliore nettement le résultat (fig. 7.13). Nous avons utilisé
les LRD obtenues par norme L1 sur le modéle d'une part (IRLS type 1, 12 itérations dans chaque
optimisation a poids constant, voir paragr. 4.2 et 3.5.3) et par estimation des rapports S/B d'autre part (3
séries de 5 itérations a poids constant, voir paragr. 4.4.2.1). Les deux méthodes donnent des résultats
similaires (Iégérement meilleurs avec 'estimation des rapports S/B), et de qualité a peine inférieure
gu’avec les LRD 3D en norme L2 sur les données non aliasées (fig. 7.13). Il reste néanmoins certaines
traces mal interpolées. Ces dernieres sont situées dans des zones ou la densité de traces dans les données
est trés faible, voire nulle.
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Figure 7.13 :Erreur sur régularisation de S120 par LRD 3D en norme L2.
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Figure 7.15 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme (tfaut) et estimation des

rapports S/B(bas).
vignettes 500x500f recouvrement 250x25Gm
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

7.4.5.3 - ...validation des traces interpolées...

On a donc besoin d’un critére pour valider ou rejeter une trace interpolée. On se base pour cela sur la
répartition spatiale des traces autour de la position sur laquelle on veut interpoler. On fixe unyayon R
autour de la trace a interpoler définissant un disque, et on considere toutes les traces des données a
I'intérieur du disque. La distance angulaire entre deux traces consécutives doit étre inférigaoera
que l'interpolation soit validée (fig. 7.16). Ce critere géométrique assure une distribution spatiale
réguliere des traces en entrée autour de la position interpolée.

o traces dans les données
o @ trace a interpoler

Rv

Figure 7.16 :Critére de validation pour une trace interpolée. Les distances angulaires entrg les
traces des données a I'intérieur d’un rayop (Rxé a priori) doivent étre inférieures &

A gauche la trace interpolée est rejetée, a droite elle est validée.

Toute la qualité du critere réside bien sir dans le choix du rayon. Si la valeur choisie est trop grande
on risque de conserver des traces mal interpolées, et si elle est trop faible on risque d’éliminer trop de
traces. On teste ce critére sur la régularisation par LRD 3D en norme L1 de la figure 7.13, avec plusieurs
valeurs de g 80m, 60m, et 40m (fig. 7.17). A 80m on rejette la plupart des mauvaises traces interpolées,

tandis qu’a 40m on rejette visiblement des traces qui semblaient bien interpolées. 60m semble étre un
compromis correct.

De maniéere générale, les quelques tests effectués montrent bien sdr que le rayon optimum dépend du
pas d'échantillonnage théorique a respecter (équ. (E7.3)). Avec les LRD en norme L2, nous avons en fait
déja vu que le rayon devait étre de I'ordre de ce pas d’échantillonnage. Avec les LRD parcimonieuses
utilisées ici, on peut monter jusqu’a environ 3 fois ce pas.

LRD norme L2 R = (AX)p
LRD parcimonieuses R= 3(Ax),,

(E7.4)

Ces relations sont empiriques. Notons bien qu'il s’agit d’un rayon, ce qui signifie que I'on peut au
maximum interpoler au travers de gaps de largeur)2sRil y a suffisamment de traces sur les bords.

Une fois fixé le rayon R il est recommandé de choisir un recouvrement au moins égaj,eafiiR
que toute trace interpolée soit a I'intérieur d’au moins une vignette qui contienne tout le disque.

7.4.5.4 - ...influence de la taille des vignettes...

Nous avons vu que la taille des vignettes influe peu sur les résultats obtenus par LRD en moindres
carrés. Il en va autrement avec les décompositions parcimonieuses: une petite vignette permet en
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Figure 7.17 :Application du critére de validation (fig. 7.16) sur le résultat par LRD norme L1

(fig. 7.13 haut). Les traces rejetées sont raidigmut) Rv
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon
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Figure 7.17 (suite) ... R,=40m.

principe de mieux approximer les évenements par des plans d’amplitudes constantes, mais réduit de fait
la taille des gaps au travers desquels on peut interpoler.

Dans les deux tests avec décompositions parcimonieuses (fig. 7.13), la taille des vignettes est
500x500M4, avec un recouvrement de 250x250m

On effectue les mémes tests avec des vignettes de 250%268muvrement 100x100?anig. 7.13),

et de 1000x1000R) recouvrement 500x500%10fig. 7.13). Le résultat obtenu avec les vignettes de 250m

est un peu moins bon que celui obtenu avec celles de 500m. Celui obtenu avec les vignettes de 1000m

est meilleur sur certains événements (les événements presque linéaires aux grands offsets), et moins bon
sur d’'autres (les événements courbés aux faibles offsets). La vignette de 500m choisie au départ semble

étre un bon compromis.

On retrouve ces constatations sur les tableaux ci-dessous résumant pour les deux points de tir
I'énergie des erreurs (en pourcentage par rapport a I'énergie de la solution exacte).

Tableau 4 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP1

LRD\vignette | 250x250rh | 500x500mf | 1000x1000rA
norme L2 53% 49%

norme L1 13.0% 6.99 6.6%
S/B 13.6% 6.3% 5.7%

Tableau 5 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP2

LRD\vignette | 250x250fm | 500x500n4 | 1000x1000rf
norme L2 51% 50%
norme L1 7.2% 4.59 4,9%
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Figure 7.18 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme (tfaut) et estimation des

rapports S/B(bas).
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Figure 7.19 :Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme (tfaut) et estimation des
rapports S/B(bas).




7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D

Tableau 5 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP2

LRD\vignette | 250x250M | 500x500n4 | 1000x1000rA

S/B 7.6% 4.0% 4.69

7.4.6 - Interpolation (gaps moyens/grands)

Aucune des régularisations effectuées précédemment n’est capable d’'interpoler correctement au
travers du large gap au centre du point de tir CSP1 (figures 7.13, 7.13, 7.13 et 7.13). La taille de ce gap

est 250x250rf c’est & dire 12 fois le pas d'échantillonnage théorique nécessaire (équ. (E7.3)), et 2 fois
la distance d'interpolation en pratique accessible aux décompositions parcimonieuses (équ. (E7.4)).

Le résultat le plus acceptable est obtenu avec les décompositions parcimonieuses utilisées sur de

grandes vignettes (1000x1005),nencore faut-il préciser gu’il est n'acceptable que parce que les
évenements dans cette zone sont relativement linéaires. Des décompositions plus parcimonieuses
permettrait sans doute ici de mieux interpoler, mais les décompositions trés parcimonieuses posent
d’autres problémes...

En définitive, un gap de taille allantjusqued, = 6Ax,,,  (équ. (E7.3) et (E7.4)) estinterpolable avec

les décompositions parcimonieuses utilisées ici. On constate d’ailleurs qu’en abaissant dans le critére de
la figure 7.16 le rayon de 60m a 40m, les traces supplémentaires rejetées sont des traces correctement
interpolées.

7.5 - Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’'un PSV 3D

7.5.1 - Les données

Les données consistent en I'enregistrement d’un Profil Sismique Vertical (PSV) 3D (marine). Ce PSV
a été acquis par cercles concentriqgues autour de la position des récepteurs dans le puits. L'outil est
composé de 5 réceptaun 3 composantes espacés de 12m. Il est placé a une profondeur verticale
d’environ 2080m.

La distance nominale entre deux cercles est de 50m, l'inter-tir est de 25m. Sur les 38 cercles acquis,
nous utilisons ici les 24 premiers, représentant 4770 tirs et allant jusqu’a un rayon d’environ 1350m
(fig. 7.20). On note deux gaps importants dans cette acquisition: G1, situé au centre de I'acquisition, et
G2, a cause de la présence de la plate-forme elle-méme.

La fréquence maximum des données est d’environ 80Hz, avec une fréquence centrale de 30Hz
(fig. 7.21). Les vitesses minimales relevées sont approximativement de 2500m/s, soit une lenteur de

0.4ms/m. La gamme de pentes possibles est ddmg., Pmad = [-0.4 0.4ms/m . Le pas
d’échantillonnage spatial devrait donc étf'c 1 =15m , ce qui signifie a priori que les
max(pmax_pmin)

données sont nettement aliasées (25m entre les tirs, 50m entre les cercles). En réalité, on trouve trés peu
d’énergie dans la gamme de fréquence au dessus de 60Hz, et dans les lenteurs plus grandes que 0.25ms/
m (parce qu’on n'utilise pas les cercles les plus éloignés, qui vont jusqu’a un rayon de 2000m), ce qui
réduit d'autant I'aliasing réel sur ces données.

L'objectif est de régulariser I'acquisition sur une grille rectanguléire= Ay = 25m . On travaille
sur la composante verticale du champ montant des ondes de compression (P), champ extrait par des
techniques de filtrage matriciel (Gavin et al., 1994). Sur la figure 7.22 ce champs est tracé pour des

208



7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

y (m)
1500.0 — . T T T T
1000.0 |- Plate-forme
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I ~ Position
| récepteurs
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-1000.0 [
-1500.0 ——— 2 —2—— Al X (m)
-1500. -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0
Figure 7.20 :position des points de tir du PSV 3D. L’acquisition est centrée sur la position des
récepteurs (gap G1). Le grand gap vers x=400m, y=500m (G2) est du a la présence de la plate-
forme (il s’agit d’un puits dévié).
Figure 7.21 :spectre
moyen des traces du
3 2 § 8 £ 8 8 % § 8 & % §f psvan
f (Hz)

sections y=cste (obtenues par simple binning 50x3Wmne correction de divergence sphérique en t*1.5
a été appliquée.

7.5.2 - test de décimation

Dans un premier temps on effectue un test de décimation, qui consiste a supprimer une trace sur deux
le long de chaque cercle (soit un tir sur deux en séquence), et a reconstruire ces traces. On compare
ensduite les traces reconstruites aux traces enregistrées. Si le résultat est correct, on peut supposer gue le
résultat de la régularisation le sera également. On introduit également deux gaps (G1' et G2’) de tailles
comparables aux gaps déja existant pour tester la capacité a interpoler ces derniers (fig. 7.23).

209



7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’'un PSV 3D
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Figure 7.22 :Champs montant des ondes P extrait du PSV 3D (binning)

1500.0

B s T

oo | i i

00 | &irmes i - i

5000 [ T & '.':'::':"_: U

-1000.0 TR T -
T Y — ' | ' '

-1500. -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0

Figure 7.23 :décimation de I'acquisition fig. 7.20: 1 trace sur 2, gaps de 300x§(((03‘ﬁ’) et
200x200m (G1’) sur la section y=-500m.
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

On effectue la reconstruction avec 3 types de LRD 3D (en norme L2, en norme L1, par estimation
des rapports S/B), et deux tailles de vignettes (250xZ50ecouvrement 150x150met 500x5001A,
recouvrement 250x250?)1 Les pentes utilisées dans les LRD sorl.4< p <0.4ms/m et

-0.4< p, <0.4ms/m On visualise sur les figures 7.24 et 7.25 les erreurs sur 3 sections (y=-500, 0, 500m)

obtenues par un binning élastique (bins de 25x25m). Sur les traces conservées dans la décimation
I'erreur est bien sdr trés faible.

On ne peut pas s’attendre ici a avoir des erreurs nulles, d’une part & cause du bruit aléatoire -par nature
non prédictible-, et d’autre part parce la décimation a pu supprimer une partie de I'information. Une
erreur importante ne signifie donc pas nécessairement que l'interpolation est mauvaise. Néanmoins on
peut comparer ainsi plusieurs méthodes en comparant leurs erreurs.

On constate a nouveau que les LRD parcimonieuses donnent de meilleurs résultats que la LRD en
norme L2. L'amélioration n’est toutefois pas aussi spectaculaire que dans les tests sur synthétiques, sans
doute en partie parce que les données n’étant pas trés aliasées, le résultat obtenu avec la norme L2 est
déja relativement bon. Les gaps G1' et G2’ ne sont pas correctement interpolés, méme avec les LRD
parcimonieuses.

Autre différence avec le cas synthétique, les résultats obtenus pour les décompositions
parcimonieuses avec la petite vignette (250m) semblent meilleurs qu’avec la grande (500m). Les
données ne sont en fait pas du tout semblables: on note en effet beaucoup de discontinuités dues a la
géologie, alors que les données synthétiques étaient trés lisses (car calculées a partir d'un modéele lisse
également). Ces discontinuités contredisent bien sdr I'hypothese des évenements plans d’amplitudes
constantes, et statistiguement une petite vignette contient moins de discontinuités qu’une grande, d'ou
le meilleur résultat.

Le tableau suivant donne I'énergie résiduelle (en pourcentage de I'énergie des données de départ) de
I'erreur pour chaque test. Il confirme le constat visuel sur la taille de la vignette:

Tableau 6 : énergie de I'erreur (en %) des reconstructions
aprés décimation.

LRD\vignette 250x250M 500x500n4
norme L2 19.0% 18.7%
norme L1 12.4% 14.9%
estimations S/B 12.3% 12.9%

L'amélioration apportée par les décompositions parcimonieuses n’est pas trés importante. Elle est
plus sensible si on ne considére que la partie la plus haute fréquence des données (la plus aliasée). On
appligue sur tous le