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Résumé

L’objectif de cette thèse est l’étude des transformées de Radon généralisées et de certaines
applications à la sismique d’exploration pétrolière. La transformée de Radon d’une image m
dimensionnelle consiste à intégrer cette image le long de familles de courbes (pour les images 2D
surfaces pour les images 3D), chaque point de la transformée étant le résultat d’une intégrati
domaine transformé peut présenter des avantages pour appliquer certains traitements avant de
dans le domaine original si on connaît la transformée inverse. Le concept de décomposition de
très proche de la transformée de Radon, consiste à vouloir exprimer une image comme une super
de courbes (ou de surfaces, ou d’autres formes géométriques) affectées d’une certaine amplitud
à dire comme une combinaison linéaire de courbes, les amplitudes étant les coefficients
combinaison. Les amplitudes sont donc obtenues par la résolution d’un système linéaire.

Dans un premier temps nous étudions les propriétés des différentes transformées 2D et des dif
familles de courbes utilisées en sismique (droites, paraboles, et hyperboles). L’étud
l’échantillonnage des différentes variables du problème permet d’une part de confirmer des
simples pour la détermination des pas d’échantillonnage et d’autre part de montrer les conséque
sur et du sous échantillonnage. L’aliasing spatial notamment conduit à une dispersion de l’énerg
le domaine transformé. Nous étudions également la décomposition de Radon linéaire 3D (s
familles de plans).

Le problème de la décomposition de Radon est en général sous-déterminé, et la plupart du
résolu par la méthode des moindres carrés. Cette méthode simple et efficace -pour ce problème-
néanmoins des limitations importantes. Parmi celles-ci l’impossibilité de traiter correctemen
données spatialement aliasées, qui sont pourtant courantes en sismiques. Les décomp
parcimonieuses, qui reposent sur le principe de décomposer l’image en utilisant le moins de c
possible, apportent des réponses à ces limitations. A leur tour ces méthodes présentent toute
inconvénients, notamment une grande sensibilité à l’estimation du niveau de bruit présent s
données, ou encore un coût important en temps de calcul. Le problème de l’estimation du niveau d
peut être résolu par une estimation automatique et locale des rapports signal/bruit. Le gradient co
est la méthode d’optimisation idéale pour toutes ces décompositions (adapté dans le cad
algorithmes IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares) pour les décompositions parcimonieus

Dans un deuxième temps nous utilisons les décompositions de Radon pour des applic
d’interpolation et de rééchantillonnage de traces suivant deux directions spatiales, les décompo
pouvant en effet s’appliquer à des données de géométries quelconques, régulières ou irrég
L’aliasing spatial impose l’utilisation des décompositions parcimonieuses. Ces dernières perm
d’interpoler des traces au travers de gaps dont la taille peut atteindre 6 fois le pas d’échantillo
théorique. Des gaps plus grands nécessitent l’utilisation d’autres techniques que les décomposit
Radon.
1
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équipe,

les membres du jury pour avoir accepté de juger ce travail, tout en n’ayant qu’un temps rédui
lire le manuscrit, surtout Guy Chavent et Michel Dietrich qui en tant que rapporteurs étaientvraiment
obligés de tout lire,

Irène Huard et Simon Spitz, de la Compagnie Générale de Géophysique, avec lesquels j’ai
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évidemment toutes les personnes qui à un moment ou à un autre m’ont apporté leur aide o
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toute la DRGG pour l’excellente ambiance qui y régnait,

le Béarn pour avoir eu la bonne idée d’être à la fois à la montagne, et à la mer (en annexant l
Basque, bien sûr) et au soleil (euh... et un peu de pluie pour pluie pour être tout à fait honnête),

l’humanité toute entière, comme il est d’usage...
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I1 -Historique et généralités sur les transformées de Radon
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I1 - Historique et généralités sur les transformées de Radon

Les bases mathématiques de latransformée de Radon(qui est unetransformation intégrale dans
des espaces multi-dimensionnels) ont été formulées par Johann Radon en 1917 (Helgason
Aucune application physique n’est envisagée à cette époque.

A partir des années 1950, la transformée de Radon commence à trouver des applications p
problèmes de tomographie, dans des domaines aussi variés que la médecine, l’astronomie, l’opti
matériaux, la géophysique. Dans ces problèmes les mesures sont les résultats d’intégrations d
d’où l’intérêt des transformées de Radon pour en déduire les milieux traversés (par un rayon optiq
exemple). En traitement d’images, une transformée très semblable (la transformée de Hough) est
pour la détection ou la reconnaissance de formes.

En géophysique sismique, la transformée de Radon est parfois plus connue sous le n
transformée (τ,p), ou slant-stack. Elle consiste tout simplement à sommer les amplitudes d’u
collection de traces sismiques (formant une image à deux dimensions: le temps t, et une variable
x) le long de droites d’équations , et à reporter la somme pour chaque couple (τ,p) dans le
plan (τ,p). Il s’agit en fait d’un cas particulier de transformée de Radon.

Les premières expérimentation de ce type ont été effectuées par Rieber (1936 & 1937). A l’é
des enregistrements analogiques, il présente une méthode qui consiste à sommer les signaux p
de récepteurs régulièrement espacés, en appliquant un retard (analogique) différent pour chaqu
afin de privilégier l’enregistrement des ondes arrivant avec un angle d’incidence prédéterminé. Il a
sa méthodeCDR (Controlled Directionnal Reception) et le document obtenu en balayant plusieu
angles d’incidence unsonogramme(chaque trace du sonogramme réclamait donc une expérimenta
différente!). Un sonogramme n’est rien d’autre que la transformée (τ,p) du sismogramme que l’on aurai
enregistré avec les mêmes positions récepteurs. Cette méthode a été également dévelo
intensivement utilisée en URSS (Riabinkin, 1957).

Plus tard, Trorey (1961) démontre que toute l’information contenue dans un sismogramme s
retrouve dans le sonogramme sans aucune perte, éliminant ainsi la plus grosse critique à l’enco
cette méthode. Son raisonnement passe par le domaine de Fourier.

Durrani and Bisset (1984) analysent lespropriétés fondamentales de la Transformée de Radon.

Thorson and Claerbout (1985) formulent leproblème inversecomme ladécompositiond’une image
en une superposition de courbes (droites, hyperboles,...) d’amplitudes constantes sous une cont
minimisation des résidus, et proposent plusieurs solutions pour le résoudre (opérateur adjoint, m
carrés, solutions parcimonieuses,...). Ils remarquent notamment que l’opérateur adjoint (utilisé c
approximation de l’inverse) est la transformée de Radon utilisée habituellement.

Beylkin (1987) montre que laTransformée de Radon Discrète (DRT)constitue un problème à par
entière, et formule son inverse exact, qui ne peut notamment pas être déduit de l’inverse de la trans
continue et infinie.

Kostov (1990) présente un algorithme d’inversion rapide dans le domaine de Fourier po
transformée (τ,p), algorithme étendu par Darche (1990a-b) à la transformée parabolique.

Wiggins and Abma (1990), puis Zhou and Greenhalgh (1994), développent le modèle convoluti
le domaine de Fourier pour les transformées linéaires et paraboliques, permettant d’obten
algorithmes d’inversion exacts ou approchés très rapides.

Gulunay (1990) compare les résultats obtenus par la transformée et la décomposition de
(linéaire ou parabolique), notamment du point de vue de la résolution des images obtenues.

t τ p.x+=
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I2 - Les applications des transformées de Radon en sismique

Les applications des transformées de Radon en sismique sont nombreuses. Elles tirent par
représentation différente des données. Parmi les plus importantes, citons la décomposition en
planes, le filtrage des bruits aléatoires ou organisés (multiples, ground-roll,...), l’interpolation
analyses de vitesses, la migration, et la modélisation (dans l’optique de l’inversion des do
sismiques).

Chapman (1981) calcule les expressions analytiques exactes des paires de transformées
décomposition en ondes planesdans le cas d’une source ponctuelle en géométrie sphérique ou p
et dans le cas d’une source linéaire en géométrie cylindrique. Les décompositions en ondes pla
points de tirs sont utilisées par Stoffa et al. (1981) et Treitel et al. (1982), pour le pointé de loi de vit
notamment.

On distingue deux grands types de méthodes d’atténuation desmultiples par les transformées de
Radon:
Les premières exploitent leNMO différentiel entre les multiples et les réels, et sont donc adaptées
multiples longues périodes. Hampson (1986) utilise les décompositions paraboliques sur les Colle
Point Milieux corrigées de NMO afin de séparer les réels (horizontalisés après le NMO) des mu
(qui conservent une courbure résiduelle). Wiggins et Abma (1990a-b) appliquent le même ty

traitement, mais après un stretch en temps t->t2 sur les CMP afin de transformer les hyperboles
paraboles. Canadas et al. (1991) et Foster and Mosher (1991) utilisent les décompositions hyperb
sur les CMP non corrigés: le principe et les résultats sont semblables à ceux obtenus av
décompositions paraboliques. Canadas et al. (1991), puis Hunt (1996) tirent parti des propriét
décompositions parcimonieuses afin d’obtenir une meilleure séparation réels/multiples, même l
ceux-ci ont un NMO différentiel faible. Ces méthodes réclament une intervention de l’utilisateur qu
identifier les évènements comme réels ou multiples.
Les secondes exploitent lapériodicité en temps entre un réel et ses multiples pour un mécanisme
génération donnée (les peg-legs par exemple). Cette périodicité est meilleure dans le domainτ,p),
permettant une suppression des multiples par déconvolution prédictive (Durrani, 1991; Loksh
1993). Ces méthodes sont plus adaptées, mais non restreintes, aux multiples courtes périodes.
Zhou and Greenhalgh (1996) tentent de réunir les avantages de ces deux familles de métho
combinant le domaine parabolique et un mécanisme de prédiction des multiples (basé sur l’équat
ondes et un modèle du sous-sol). Cela permet d’atténuer les multiples quel que soit leur
différentiel (et sans avoir à les identifier explicitement).

Les bruits cohérents linéaires de typearrivées directesou ground-roll peuvent également être
efficacement supprimé dans le domaine (τ,p), car caractérisés par de faibles vitesses apparentes (Tat
1984; Hampson, 1987).

Schultz and Claerbout (1978) utilisent la transformée (τ,p) de points de tir afin d’effectuer des
estimations devitesses. Cette technique permet de bien prendre en compte les fortes variations laté
de vitesses. Thorson and Claerbout (1985), Nichols (1994), Sacchi and Ulrych (1994) propose
analyses de vitesses(qui classiquement consistent en une transformation de Radon hyperbolique)
résolution, en introduisant dans l’inversion un principe de parcimonie.

Les problèmes d’interpolation spatiale sont liés à la prise en compte de l’aliasing spatial, c’est
pourquoi ces deux sujets sont souvent traités ensemble. Les données (t,x) sont transformées
domaine (τ,p), puis reconstruites par la transformée inverse, sur des positions x qui n’existaien
forcément au départ.
7
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Stoffa et al. (1981) et Lu (1985) pondèrent le slant-stack par la semblance, afin d’éliminer l’én
induite par l’aliasing.
Maroof and Gravely (1984) proposent des choix de valeurs pour les pas d’échantillonnage∆x et∆p dans
la transformée (τ,p), en s’appuyant sur le lien entre la pente p et le nombre d’onde k.
Turner (1990), à partir de raisonnements graphiques simples, arrive aux mêmes formules. Il p
aussi d’appliquer un filtre notch pour éliminer de la transformée la partie aliasée d’un évènem
pente connue.
Lu (1989) applique également un critère de semblance sur des slant-stacks locaux afin de fa
l’interpolation des évènements les plus cohérents dans le cas de données aliasées.
Singh et al. (1989) réduisent l’aliasing spatial en cherchant la pente dominante en tout point des do
puis en convoluant les données par des fonctions triangulaires déduites ces pentes dominantes
Nichols (1992) impose une contrainte de continuité spectrale dans le domaine (f,p) afin d’élimin
composantes aliasées.
Yilmaz (1994) utilise des recherches de pentes locales pour réduire l’aliasing dans la décomp
linéaire, insérées dans un processus itératif aboutissant à une vrai décomposition.

La migration dans le domaine (τ,p) a été abordée par Ottolini and Claerbout (1984) (sur les sect
iso-p après transformée (τ,p) des CMP) et Hubral (1989) (sur la transformée (τ,p) des sections iso-
offset).

Dietrich (1988) montre que la modélisation analytique des données sismiques dans un milieu s
1D est beaucoup plus simple et rapide dans le domaine (τ,p) que dans le domaine (t,x). Kormendi an
Dietrich (1991) exploitent cette propriété pour inverser les données sismiques dans le domainτ,p)
après les avoir décomposées en ondes planes.

I3 - Sujets traités dans ce rapport

Nous posons d’abord dans le chapitre 1 le problème des transformées de Radon telles qu’el
utilisées en sismique, afin d’en avoir une compréhension mathématique claire, aussi bien d
domaine temps que dans le domaine de Fourier. La discrétisation des variables est discutée, ain
paramétrisation des différentes familles de courbes utilisées. Les inverses en moindres carr
présentés.

Dans le chapitre 2 nous étudions l’échantillonnage et l’aliasing pour les différentes variables util
dans les transformées de Radon linéaire et parabolique principalement, en s’attachant à déc
conséquences en cas de sur- ou de sous-échantillonnage.

Dans le chapitre 3 le problème inverse est posé par une formulation en moindres carrés gén
d’une part, et en incorporant le point de vue bayésien de l’inversion d’autre part. Les algorit
d’optimisation par gradient conjugué utilisés sont décrit en détail. Dans ce chapitre sont égal
étudiés en détail les paramètres de l’inversion en norme L2 (moindres carrés) et diverses pondé
susceptibles d’améliorer le conditionnement du problème, notamment des ‘rho-filters’ optim
chargés de compenser les effets spectraux lorsque l’on travaille dans le domaine temps.

Dans le chapitre 4 nous intéressons aux solutions parcimonieuses du problème de la décom
de Radon. Les avantages et les inconvénients (souvent non décrits dans la littérature) de ces s
sont mis en évidence, et pour certains de ces inconvénients des solutions sont proposées.

Dans le chapitre 5 nous proposons d’utiliser des familles de courbes dont les profils d’amplitude
variables (paramétrés) au lieu d’être fixés (constants en général), afin notamment de mieux modé
effets AVO (Amplitude Versus Offset) dans la décomposition des collections CMP. La s
détermination intrinsèque du problème nous amène à utiliser les décompositions parcimonieuse
8
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Dans le chapitre 6 la décomposition de Radon linéaire 3D (τ,px,py) est étudiée en détail, aussi bie
dans le domaine temps que dans le domaine de Fourier. Le cas des données irrégulière fait
d’attentions particulières.

Le chapitre 7 est consacré au rééchantillonnage et à l’interpolation de traces (en 2D et en 3
utilisant les décompositions de Radon. Les décompositions en norme L2 permettent de rééchant
des données non aliasées. L’utilisation de décompositions parcimonieuses locales permet d’int
des données aliasées jusqu’à un certain point.
9
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Figure 1.0 :
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1.1 -Introduction
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1.1 - Introduction

La transformée de Radon (RT) est mathématiquement une transformation intégrale d’une
multi-dimensionnelle (les données) dans une autre image de même dimension (le modèle).

Dans le traitement des données sismiques la forme la plus courante de RT est connue sous le
transformée (τ,p), ou encore slant-stack: les collections de traces sismiques (point de tir, point m
commun, section stack,...) peuvent être vues comme la superposition de différents évènements co
d’une trace à l’autre et alignés (au moins localement) sur des lignes droites. La transformée (τ,p) somme
les amplitudes sur une famille de lignes droites: si la droite est tangente à un évènement les amp
se somment constructivement (en phase par rapport au signal), et destructivement dans les au
Elle transforme donc les évènements linéaires en des points, permettent par exemple d’effect
pointés ou des séparations d’ondes.

La transformée (τ,p) n’est en fait qu’un cas particulier de la transformée de Radon généralisée (G
la dimension des données peut être quelconque, les chemins d’intégration peuvent être des cour
hypersurfaces pour les dimensions sup. à 2) quelconques (hyperboles, paraboles, ellipses...), voi
tout type d’objet géométrique (pour des applications de traitement d’images), et enfin des pondé
peuvent être appliquées dans les intégrales.

Ainsi, une analyse de vitesses notamment telle qu’habituellement effectuée sur une collection
n’est rien d’autre qu’une transformée de Radon hyperbolique: elle consiste en effet à somm
amplitudes le long d’hyperboles paramétrées par un temps de trajet à offset nul et une vitesse de
pointé des maximums sur la transformée permet d’identifier les évènements présents sur le CM
leurs caractéristiques temps et vitesse associées. Une pondération augmentant le poids des gran
-plus discriminants pour les vitesses- est souvent appliquée dans l’intégration.

Les migrations de type Kirchhoff ou les opérateurs de DMO sont également des GRT. Les co
d’intégration étant le plus souvent des hyperboles (pour la migration, ou des courbes quelco
obtenues par des calculs de temps de trajets) ou des ellipses (DMO).

Le modèle est une représentation alternative des données, en principe équivalente du point de
l’information (sous réserve du respect de certaines règles). Cela autorise à effectuer des trait
(filtrages) sur les modèles avant de revenir dans l’espace des données, à condition bien sûr de c
la transformée inverse. L’expression de l’inverse pour le problème continu a été donnée par Rado
son papier original pour certains cas de GRT (Helgason, 1980). Celui de la transformée (τ,p) notamment
est bien connu (voir Chapman, 1981 ou Durrani and Bisset, 1984). L’inverse exact pour le pro
discret a été formulé par Beylkin (1987).

Certains auteurs (Thorson and Claerbout, 1985), en renversant les points de vue, posent
transformée ‘directe’ celle qui permet de calculer les données à partir d’un modèle. La transfo
inverse consiste donc à calculer le modèle à partir des données. On constate alors que les transfo
de Radon couramment utilisées sont en général les adjoints (au sens mathématique) de ces tran
directes. Ce point de vue est maintenant largement répandu et c’est celui que nous utilisons ici.

Dans ce chapitre, nous posons d’abord le problème continu, en définissant les diffé
transformées utilisées (la transformée de Radon, la modélisation et son adjoint) et en étudian
propriétés. Le principe d’inversion par les moindres carrés pour la modélisation est rappel
s’intéresse ensuite au problème discret, qui nécessite des opérations d’interpolation et d’écla
d’échantillons. Enfin, on rappelle comment se formulent toutes ces équations dans le doma
Fourier. Ce dernier présente certains avantages, notamment lorsque les familles de courbes utilis
invariantes par translation suivant le temps. Ceux-ci sont d’ordre théorique (simplification
équations), et pratique (implémentations faciles et efficaces). Néanmoins le domaine temps a d
avantages: prise en compte des absences de données dues aux mutes (en Fourier ces abse
12
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traitées comme des échantillons nuls, ce qui n’est pas la même chose), et application de poids va
temps. C’est pourquoi nous l’utilisons préférentiellement dans nos implémentations.

1.2 - Les familles de courbes utilisées en sismique

1.2.1 - Cas général

L’espace des données 2D est paramétré par les variables t et x (le temps et une dimension spa
général). On considère une famille de courbes dans cet espace, paramétrées par deux variables
On n’utilisera ici que des courbes définissant explicitement la variable (t) en fonction de la variabl
Une définition implicite constituerait un cas plus général, mais les familles utilisées classiqueme
sismique sont toujours explicites. On note les équations des courbes utilisées sous la forme:

(E1.1)

Dans toutes les applications usuelles, H est une fonction continue et strictement croissante
variable t0. On note G la réciproque de H par rapport à t0:

(E1.2)

Parmi les familles de courbes, on peut distinguer celles qui sontinvariantes par translation suivant
un paramètre (ici t0). Elles peuvent s’écrire sous la forme:

(E1.3)

Ces familles possèdent des propriétés intéressantes, aussi bien d’un point de vue théorique,
nous le verrons plus loin, que d’un point de vue pratique (implémentation informatique efficace).

Les familles de courbes considérées ici sont les droites (dans la célèbre transforméeτ-p), les
hyperboles et les paraboles. Ces deux dernières servent à analyser les collections CMP, avant
correction de NMO. Elles sont en général paramétrées de la façon suivante:

Famille dedroites (τ,p); Transformée de Radon Linéaire (LRT ):

(E1.4)

Famille deparaboles (t,q): Transformée de Radon Parabolique (PRT):

(E1.5)

Famille deshyperboles de DIXouV-SCAN (t0,V): Transformée de Radon Hyperbolique(HRT ):

(E1.6)

Les hyperboles de DIX ne sont pas invariantes par translation suivant t. Une autre fa
d’hyperboles, proposée par de Bazelaire (1988), possède cette propriété:

t H t0 x0 x, ,( )=

t0 G t x x0, ,( )=

t H t0 x0 x, ,( ) t0 h x0 x,( )+= =

t τ px+=

t τ qx
2

+=

t t0
2 x

2

V
2

------+=
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1.2 -Les familles de courbes utilisées en sismique

es
la famille deshyperboles P-SCAN (t0,tp) (Ve est ici une constante définissant la pente d
asymptotes):

(E1.7)

1.2.2 - Autre expression des hyperboles P-SCAN

On peut réécrire l’expression (E1.7) de la façon suivante:

t tp t0–+( )2
tp
2 x

2

Ve
2

------+= t⇔ t0 tp +/- 1 x
2

Ve
2
tp
2

-----------+ 1–
 
 
 

+=

t

x

τ

pente=p

t

x

τ

t

x

t

x

t0
pente=1/V t0

pente=1/Ve

tp

Figure 1.1 : Différentes familles de courbes utilisées.(a) droites (τ,p). (b) paraboles (τ,q).
(c) hyperboles de DIX (t0,V): les asymptotes passent par l’origine et leur pente vaut 1/V.
(d) hyperboles Pscan (t0,tp): la pente des asymptotes est constante.
Seule (c) n’est pas invariante par translation.

(a) (b)

(c) (d)
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1 -Formalisme, Rappels, et Généralités

er

nnent:

ation

0 (on
Finalement:

(E1.8)

L’intérêt principal de cette formulation, paramétrée par t0 et q (Ve étant une constante), est d’englob

la famille de paraboles , qui constitue le cas limite Ve=0 (et donc tp=+/- ).

1.2.3 - Comportement aux limites des équations hyperboliques

Les développements limités en x=0 à l’ordre 4 des équations d’hyperboles (E1.6) et (E1.7) do

V-SCAN: (E1.9)

P-SCAN: (E1.10)

Le lien entre ces deux familles d’hyperboles et la famille de paraboles est obtenu par identific

des termes en x2:

(E1.11)

C’est donc le paramètre q qui gouverne le comportement des courbes au voisinage de
l’appellera d’une manière impropre lacourbure).

Au voisinage de l’infini, les développements à l’ordre 1 s’écrivent:

V-SCAN: (E1.12)

P-SCAN: (E1.13)

t t0 tp 1 x
2
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2
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-----------+ 1–
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1 1 4Ve
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2
x
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---------------------------------------------+= avec: q 1
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2
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--------------=
 
 
 

t t0 qx
2

1 P–( )+=

P Ve
2
q

2
x

2 4

1 1 4Ve
2
q

2
x

2
++( )

2
----------------------------------------------------= q 1

2Ve
2
tp

--------------=

t τ qx
2

+= ∞

t t0
1

2t0V
2

-------------- x2 1

8t0
3
V
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-------------- x

4⋅– O x6( )+⋅+=

t t0
1

2tpVe
2

-------------- x2 1

8tp
3
Ve

4
-------------- x

4⋅– O x6( )+⋅+=

t0 q x
2

q
3
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2
x
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q 1
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2
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2tpVe
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1.3 -Définitions

est le

se

:

sur U:

tion
e

Dans la famille P-SCAN, toutes les hyperboles ont donc une asymptote de pente Ve, qui
paramètre gouvernant le comportement à l’infini.

1.3 - Définitions

1.3.1 - Les espaces de travail

Le support des données est un sous-ensemble de IR2, représentant le domaine dans lequel on dispo
de données enregistrées et conservées (non éliminées par un mute par exemple):

(E1.14)

Le support des modèle est également un sous-ensemble de IR2, mais choisi par l’utilisateur:

(E1.15)

Les bornes de ces deux domaines peuvent être infinies (cas purement théorique).

Soit ID l’espace des données, définies par l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur D

(E1.16)

On définit un produit scalaire et une norme sur cet espace:

(E1.17)

De même, l’espace des modèles IU est défini par l’ensemble des fonctions de carré intégrable

(E1.18)

avec pour produit scalaire et pour norme:

(E1.19)

1.3.2 - Définition et illustration de la Transformée de Radon

LaTransformée de Radon(RT), définie comme une transformation intégrale, associe à une fonc
(d) de ID une fonction (Rd) de IU. La valeur de (Rd) en un point (t0,x0) est obtenue par intégration d

D t x,( ) Ti x( ) t Tf x( ) xmin x xmax≤ ≤;≤ ≤;{ }=

U t0 x0,( ) T0i x0( ) t0 T0≤ f x0( ) x0min x0 x0max≤≤;≤;{ }=

ID L 2 D( )=

d1 d2, ID∈
d1 d2,( ) d1

t
∫ t x,( )d2 t x,( ) td xd

x
∫=

d L2
d d,( )=

IU L 2 U( )=

u1 u2, IU∈
u1 u2,( ) u1

t0
∫ t0 x0,( )u2 t0 x0,( ) t0d x0d

x0
∫=

u L2
u u,( )=

U
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1 -Formalisme, Rappels, et Généralités

ique

se, qui
d’une
1.6))

en un
r toute
ntachés

,

d le long de la courbe . Cette application est souvent appelée en traitement sism
sommation, oustack.

(E1.20)

En sismique l’exemple le plus connu et utilisé de transformée de Radon est l’analyse de vites
dans sa forme la plus simple n’est rien d’autre que la transformée de Radon hyperbolique (TRH)
collection point milieu, basée sur la famille des hyperboles de Dix (hyperboles V-SCAN, équ. (E
(fig. 1.2)

L’objectif d’une transformée de Radon -linéaire par exemple- est de transformer une droite
point, par des sommations constructives lorsque l’on utilise la bonne pente et destructives pou
autre pente. Cet objectif est globalement atteint en pratique, mais les résultats sont en général e
d’un certain nombre d’artefacts (fig. 1.3):

• Une focalisation imparfaite, due à l’ouverture limitée en x et à la bande passante finie du
signal sismique: on obtient des sommations constructives également pour des pentes
proches de la pente exacte.

• Des traînées partant du pic central, qui sont des effets de bord dus également à l’ouverture
limitée en x: l’évènement n’est pas complètement ‘traversé’ lors de certaines sommation,
qui ne sont donc pas totalement destructives.

• Un bruit diffus loin du pic central, conséquence de l’aliasing spatial (voir le chap. 2): à
cause d’un échantillonnage spatial des traces insuffisant, les pentes trop fortes
échantillonnent mal le signal en ‘traversant’ l’évènement et la sommation n’est pas
destructive.

• Des données irrégulières donnent également naissance à des artefacts (défocalisation
traînées (non illustrés sur la figure)).

t H t0 x0 x, ,( )=

R
˜

: ID IU→

R
˜

d( ) t0 x0,( ) d H t0 x0 x, ,( ) x,( )dx

x
∫=

V (m/s)

t0(s)

x(m)

t(s)

Figure 1.2 : Collection Point Milieu(gauche) et son analyse de vitesse(droite) (représentée ici
en enveloppe).
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1.3 -Définitions
t(s)

x (m)

p (ms/m)

Figure 1.3 : collection de traces(haut) et sa LRT(bas): l’évènement linéaire est transformé en un
point, mais plusieurs types d’artefacts sont observables...

τ(s)
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Le plus gros inconvénient des transformées de Radon est toutefois la non-inversibilité: on ne c
la transformée inverse (en dimension 2) que pour la transformée de Radon linéaire et pour des va
continues et infinies (cette formule d’inversion peut s’appliquer avec succès sur des données di
régulières dont l’ouverture est suffisante). C’est principalement pour remédier à cet inconvénient
concept de décomposition de Radon a été introduit depuis quelques années.

1.3.3 - Définitions de la modélisation et de la décomposition de Radon

Dans le problème inverse, on définit l’applicationL , qui associe à une fonction (u) de IU une fonction
(Lu ) de ID.

On veut que (Lu) exprime la superposition de toutes les courbes de la base, la courbe
 étant affectée d’une amplitude constante u(t0,x0).

On appelle cette applicationmodélisation, oureconstruction.

(E1.21)

Cette notation avec une fonction de dirac est symbolique mais se justifie dans l’optique
superposition:

Prenons une fonction test :

Supposons que  tende vers un dirac (2D) au point (T0,X0), alors:

tend donc vers une fonction de dirac 1D le long de la courbe

. étant linéaire (évident), la superposition est obtenue pour toute
fonction u.

Nous appelonsDécomposition de Radon(RD) la solution du problème inverse à la modélisatio
(nous utiliserons par la suite indifféremment les termesinversion etdécompositionpour ce problème).
La figure 1.4 illustre ces trois transformations de base.

Lemme: (Lu ) peut s’écrire comme une transformée de Radon généralisée de IU vers ID1:

(E1.22)

1. La famille de courbes est paramétrée par , et la fonction de pondération est G’

t H t0 x0 x, ,( )=

L
˜

: IU ID→

L
˜

u( ) t x,( ) u t0 x0,( )δ t H t0 x0 x, ,( )–( )dt0dx0

t0
∫

x0
∫=

ϕ S D( )∈

L
˜

u ϕ,〈 〉 ϕ t x,( ) u t0 x0,( )δ t H t0 x0 x, ,( )–( )dt0dx0

t0
∫

x0
∫ 

 
 

xd td

x
∫

t
∫=

u t0 x0,( )ϕ H t0 x0 x, ,( ) x,( ) x0d t0d xd

x0
∫

t0
∫

x
∫=

u t0 x0,( )

u t0 x0,( ) δ2D t0 T0– x0 X0–,( )→ L
˜

u ϕ,〈 〉 ϕ H T0 X0 x, ,( ) x,( ) xd

x
∫→

L
˜

u( ) t x,( )
t H T0 X0 x, ,( )= L

˜

t0 G x0 x t, ,( )=

L
˜

u( ) t x,( ) u G t x x0, ,( ) x0,( )Gt′ t x x0, ,( ) x0d

x0
∫=
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1.3 -Définitions

xistent
Démonstration:

Posons le changement de variable t0->T: .

Il vient: .

D’où le résultat après intégration de la fonction de dirac.

1.3.4 - Distributions sur D et U

Rigoureusement, les définitions précédentes sont imparfaites, car d’une part les intégrales n’e
pas forcément, et d’autre part on manipule des distributions. On définit donc maintenantR etL associant
à des fonctions sur D et U des distributions tempérées sur U et D:

Soit, en reprenant l’équation (E1.20):

L

R

x

t

x0

t0

x0

t0
d(t,x)

ID IU

Figure 1.4 : Illustration de la Transformée de RadonR (ici parabolique), de la modélisation (ou
reconstruction)L , et de la Décomposition de Radon.

modélisation/
reconstruction

Transformée
de Radon

Décomposition de Radon

T H t0 x0 x, ,( )=

dT H't0 t0 x0 x, ,( )dt0 dt0 G'T T x x0, ,( )⁄= =

L
˜

u t x,( ) u t0 x0,( )δ t H t0 x0 x, ,( )–( )dt0dx0

t0
∫

x0
∫=

u G T x x0, ,( ) x0,( )δ t T–( )G't T x x0, ,( )dTdx0

T
∫

x0
∫=
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grales

n a:
D’où la définition deRd en tant que distribution:

(E1.23)

En reprenant maintenant l’équation (E1.22):

D’où la définition deLu  en tant que distribution:

(E1.24)

On vérifie facilement que l’on retombe sur les définitions classiques lorsque toutes les inté
existent.

Ces notations inciteraient à étendre les définitions deR et L à des distributions, et non plus
simplement à des fonctions de L2. En effet, on remarque que quand toutes les intégrales existent, o

On voudrait donc généraliser les définitions par:

(E1.25)

ϕ S U( )∈∀

R
˜

d ϕ,〈 〉 H t0 x0 x, ,( ) x,( )d xd

x
∫ 

 
 

ϕ t0 x0,( ) t0d x0d

t0
∫

x0
∫=

t x,( )ϕ G t x x0, ,( ) x0,( )Gt′ t x x0, ,( )d xd td x0d

x
∫

t
∫

x0
∫=

ϕ S U( )∈∀

R
˜

d ϕ,〈 〉 t x,( ) ϕ G t x x0, ,( ) x0,( )G't t x x0, ,( ) x0d

x0
∫ 

 
 

d td xd

t
∫

x
∫=

ϕ S D( )∈∀

L
˜

u ϕ,〈 〉 u G t x x0, ,( ) x0,( )Gt′ t x x0, ,( ) x0d

x0
∫ 

 
 

ϕ t x,( ) td xd

t
∫

x
∫=

u t0 x0,( )ϕ H t0 x0 x, ,( ) x,( ) x0d t0d xd

x0
∫

t0
∫

x
∫=

ϕ S D( )∈∀

L
˜

u ϕ,〈 〉 u t0 x0,( ) ϕ H t0 x0 x, ,( ) x,( ) xd

x
∫ 

 
 

dt0dx0

t0
∫

x0
∫=

ϕ S U( ) ψ S D( )∈;∈∀

R
˜

d ϕ,〈 〉 t x,( ) ϕ G t x x0, ,( ) x0,( )G't t x x0, ,( ) x0d

x0
∫ 

 
 

d td xd

t
∫

x
∫ R

˜
d ϕ,( )= =

d L
˜

ϕ,( ) d L
˜

ϕ,〈 〉= =

L
˜

u ψ,〈 〉 u t0 x0,( ) ψ H t0 x0 x, ,( ) x,( ) xd

x
∫ 

 
 

dt0dx0

t0
∫

x0
∫ L

˜
u ψ,( )= =

u R
˜

ψ,( ) u R
˜

ψ,〈 〉= =

d S′ D( ) u S′ U( )∈;∈ ϕ S U( ) ψ S D( )∈;∈∀
R
˜

d ϕ,〈 〉 d L
˜

ϕ,〈 〉=

L
˜

u ψ,〈 〉 u R
˜

ψ,〈 〉=
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1.4 -Linéarité et continuité de la modélisation

tion
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r cette
e

P
ement
Pour que cela soit possible, il faudrait que . On en trouve la démonstra
dans Helgason (1980) pour la Transformation de Radon Linéaire (en dimension quelconque), m
résultat dépend malheureusement de la paramétrisation choisie pour les droites. On peut en effe
le contre-exemple suivant pour la famille de droites (τ,p) (sans démonstration, mais évident):

Soit la fonction

(voir Roddier, 1971, p.54). Considérons la famille de droites t=τ+px. Les
propriétés de symétrie de ϕ par rapport à l’origine permettent d’écrire:

Cela entraîne que , et par conséquent il n’est pas possible de définir ainsi la
transformation de Radon d’une distribution tempérée.

Par contre, si les domaines D et U sont bornés, ces restrictions disparaissent et si
, alors (par définition), ce qui permet

d’adopter les définitions (E1.25) pour des distributions (pas forcément tempérées) sur D et
U.
Nous verrons plus loin que dans le domaine de Fourier le problème des distributions est
plus facile à appréhender.

1.4 - Linéarité et continuité de la modélisation

Il est immédiat queL  est linéaire.

Dans le cas pratique des variables discrétisées et en nombres finis, la continuité deL est acquise
(application linéaire entre 2 espaces de dimensions finies). Il est néanmoins important de vérifie
continuité dans le cas théorique des variables continues (siL n’était pas continue, une discrétisation d
plus en plus fine des domaines pourrait conduire à une dégradation des calculs).

Posons la quantité (qui est déjà apparue dans l’équ. (E1.22)):

(E1.26)

S représente le ‘stretch factor’, qui apparaît habituellement lors des corrections NMO sur les CM
(fig. 1.5). La fonction H étant strictement croissante par hypothèse, le stretch factor est strict
positif ( ).

Théorème:

Si le stretch factor S est majoré, l’application  de IU vers ID est continue.

Démonstration:

Prenons une fonction d appartenant à D(D) et calculons la quantité:

On remplace  par l’expression de l’équ. (E1.22):

L
˜

ϕ S D( ) et R
˜

ψ S U( )∈∈

ϕ t x,( ) e

1

x
2

t
2

1–+
-------------------------

x
2

t
2
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0 x
2

t
2

+( ) 1>





=

ϕ S D( )∈

R
˜

ϕ 0 p,( ) ϕ px x,( ) xd

x
∫ C 0>= = R

˜
ϕ τ p,( )

p ∞±→
lim C=

R
˜

ϕ S U( )∉

ϕ D D( ) ψ D U( )∈;∈ R
˜

ϕ D U( ) L
˜

ψ D D( )∈;∈

S 1

Ht0
′

t0 x0 x, ,( )
--------------------------------- G′t t x x0, ,( )= =

S 0>

L
˜

I L
˜

u d,( ) L
˜

u t x,( ). t x,( )d .dx.dt

t
∫

x
∫= =

L
˜

u
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On multiplie simplement numérateur et dénominateur par le même terme:

Par l’inégalité de Schwartz on obtient alors:

Dans la seconde racine carrée, on opère le changement de variable :

Par hypothèse, S est majoré ( ). On peut donc écrire:

En utilisant l’inégalité  on obtient:

t

x

t0

δt0

δt0
S t0 V x, ,( )
--------------------------

H t0 V x, ,( ) t0
2 x

2

V
2

------+=

Ht0
′

t0 x0 x, ,( ) t0

t0
2 x

2

V
2

------+

-------------------------=

Figure 1.5 : Illustration du stretch factor pour la famille des hyperboles de DIX.δt0 est une
quantité infinitésimale, les autres variables (x et V) étant constantes.

I u G t x x0, ,( ) x0,( )G′t t x x0, ,( ) t x,( )d x0d td xd
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∫
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∫

x
∫=

u t0 x0,( ) H t0 x0 x, ,( ) x,( )d x0d td xd

x0
∫

t0
∫

x
∫=

I
u t0 x0,( )

Ht0
′

t0 x0 x, ,( )
-------------------------------------- H t0 x0 x, ,( ) x,( )d Ht0

′
t0 x0 x, ,( ) dt0 dx dx0⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

t0
∫

x
∫

x0
∫=

I
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′
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∫ dx dx0⋅ ⋅ ⋅

x
∫
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∫≤
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I
u2 t0 x0,( )
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1.5 -Formule inverse de la modélisation pour la LRD
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C’est à dire:

(E1.27)

L étant linéaire, cette dernière relation suffit à montrer qu’elle est également continue, et
que sa norme est majorée par M.

Concrètement, le fait que S soit majoré indique que pour x0 fixé, les courbes obtenues en
varier t0 ne font pas apparaître de point fixe: la famille des hyperboles de DIX répond à ce critè
même que toutes les familles de courbes invariantes par translation suivant le temps (équ. (E1.
dans ce cas S=1.

1.5 - Formule inverse de la modélisation pour la LRD

Pour le problème continu, et dans le cas où les domaines D et U sont infinis, les formules d’inv
de la modélisation (E1.21) existent, au moins pour la transformée linéaire (droites ) (dém
dans Helgason, 1980, pour des espaces de dimensions quelconques; voir aussi Chapman, 198Ht est
la transformée de Hilbert par rapport à la variable t (voir nomenclature)):

(E1.28)

Dans le domaine de Fourier, la transformée de Hilbert est un filtre en , et la dérivatio
rapport au temps un filtre en . La cascade de ces deux filtres est un filtre en , d’où:

(E1.29)

Cette formule d’inversion par application du filtre en est souvent utilisée comme approxim
de l’inversion pour le problème discret.

1.6 - Opérateur adjoint de la modélisation

L’opérateur adjointL* de L  est une application de ID dans IU.

Théorème: Pour les produits scalaires euclidiens (équ. (E1.17) et (E1.19)), l’adjoint deL est identique
à l’opérateurR de la Transformée de Radon, telle que définie en (E1.20):

(E1.30)

Démonstration:

I L
˜

u d,( ) M u d⋅ ⋅≤=

t τ px+=

d t x,( ) u t px– p,( ) pd

p
∫ L

˜
u( ) t x,( )= =

⇔

u τ p,( ) 1
2π
------

t∂
∂ H t d t px+ x,( )( ) xd

x
∫=

i– sgn ω( )
iω ω

u τ p,( ) F 1– ω( )( )* τ
1

2π
------ d t px+ x,( ) xd

x
∫ 

 
  1

2π
------ F 1– ω( )( )* τ R

˜
d τ p,( )( )= =

ω

L
˜
∗: ID IU→

L
˜
∗d t0 x0,( ) d H t0 x0 x, ,( ) x,( ) xd

x
∫ R

˜
d t0 x0,( )= =
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Calculons la quantité:

Après le changement de variable habituel  on obtient:

En identifiant cette dernière expression à  on obtient l’expression de l’adjoint.

1.7 - Inversion par les moindres carrés (décomposition en norme L2)

1.7.1 - Définitions

La Décomposition de Radon consiste, pour une donnéed(t,x) à trouver un modèleu(t0,x0) qui
satisfasse l’équation de modélisation:

(E1.31)

Ce problème est linéaire, et en travaillant avec un nombre fini de variables (cas discrétisé) il
d’un système linéaire à résoudre. La solution la plus couramment utilisée (et implémentée
l’industrie), est la résolution par les moindres carrés.

On peut obtenir cette solution en effectuant unedécomposition en valeurs singulières(SVD) de :

(E1.32)

La matrice est carrée diagonale et ne contient que les valeurs singulières non nulles de (
pratique on peut choisir quelles valeurs singulières on met dans cette matrice, souvent en fixant un

et sont des projections, respectivement sur l’espace orthogonal au noyau de et sur l’ima

, et sont donc unitaires ( et ). établit une bijection entre ces deux esp

(voir la figure 1.6).

L’ inverse généralisé de  se contente d’inverser les valeurs singulières non nulles:

(E1.33)

La solution ainsi obtenue d’une part explique toutes les données dans l’image de et d’autr

n’a pas de composante dans le noyau de . La norme L2 de la solution est donc minimale (en a
des éléments du noyau à une solution particulière, on obtient toutes les solutions possibles; la s
de norme L2 minimale est donc celle qui n’a pas de composante dans le noyau), ainsi que ce
résidus (les données hors de l’espace image se retrouvent dans tous les cas dans les résidus). D’o
de moindres carrés (voir fig. 1.6).
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Il existe en fait deux formulations pour les inverses en moindres carrés (Kostov, 1989); à gauc
plus classique, utilisé en général pour résoudre les systèmes sur-déterminés) et à droite (p
systèmes sous-déterminés):

(E1.34)

Les matrices et ne sont pas forcément inversibles. On peut alors effectuer leurs

d’après celle de  afin d’obtenir leurs inverses généralisés:

Ces deux inverses généralisés sont également égaux à l’inverse généralisé de . L’inverse à
est utilisé préférentiellement lorsque le système est sur-déterminé (plus d’équations que d’incon
l’inverse à droite lorsque le système est sous-déterminé (plus d’inconnues que d’équations).

On peut également ajouter une petite valeur le long de la diagonale afin d’assurer l’invertibilit

(E1.35)

ε est souvent appelé lefacteur d’amortissement (damping factor), et ces équations qualifiées d
moindres carrés amortis (damped least-squares). La présence du facteur d’amortissement est p
ailleurs nécessaire dès lors que les données sont bruitées (voir chapitre 3).
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toujours dans les résidus la différence entre deux solutions

est un élément du noyau

Σ

Figure 1.6 : En résolvant le systèmed=Lu en moindres carrés, on ne laisse dans les résidus que
la composante ded perpendiculaire à l’image deL . La norme L2 des résidus est donc
minimum puisque cette composante perpendiculaire fait obligatoirement partie des résidu
Par ailleurs la solutionu est perpendiculaire au noyau deL , donc de norme L2 minimum par
rapport à toutes les solutions possibles (qui s’obtiennent en ajoutant des éléments du noy
à une solution particulière).
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La première expression (inverse à gauche) correspond également au minimum de la
quadratique suivante, somme des carrés de la norme L2 des résidus et de la norme L2 pond
modèle:

(E1.36)

Le minimum est en effet atteint quand le gradient s’annule:

D’où le résultat (E1.35).

1.7.2 - Commentaires

La décomposition en norme L2, par rapport à la simple transformée (paragr. 1.3.2), r
(évidemment) le problème de la non-inversibilité (y compris pour des données irrégulières),
n’améliore que partiellement la focalisation (une droite ne se transforme toujours pas en point d
transformée de Radon linéaire), n’atténue que partiellement les effets de bord, et ne résout pas
les problèmes d’aliasing.

Il existe d’autres critères que les moindres carrés pour l’inversion, mais ceux-ci possèdent l’ava
d’être bien connus mathématiquement et de donner lieu à des implémentations faciles et efficace
point de vue temps de calcul), d’où leur grand succès dans l’industrie.

1.7.3 - Illustrations

La figure 1.2 compare des analyses de vitesses obtenues par simple transformée de
hyperbolique (hyperboles V-SCAN) et par inversion en norme L2: l’inversion améliore la focalisa
réduit les traînées dues aux effets de bords, mais amplifie le bruit du à l’aliasing spatial. L’ava
principal de l’inversion reste toutefois la possibilité de reconstruire les données initiales (ce q
impossible à partir de la transformée)

La figure 1.8 illustre, pour une collection point milieu (avec et sans corrections NMO), les
transformées (opérateurs adjoints) et décompositions en norme L2 (E1.36): linéaire, paraboliq
hyperbolique (hyperboles P-SCAN).

1.8 - Discrétisation

La discrétisation des variables, et donc des équations, a été étudiée par Beylkin (1987). Il a m
que les versions discrètes des équations doivent être considérées comme un problème à p
entière, au même titre que les versions continues, et en particulier que l’inverse de la transfo
discrète n’était pas la version discrète de l’inverse de la transformée continue.

Les variables (t, x, t0, x0) sont discrétisées aux pas réguliers de (∆t, ∆x, ∆t0, ∆x0). On suppose ici
que .
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1.8.1 - Modélisation

Pour discrétiser l’opérateur de modélisation, on conserve le concept de superposition cour
l’équ. (E1.21):

(E1.37)

La fonctionψ remplace ici la fonction de dirac: l’élémentu(t0,x0) ne contribue àd(t,x) que si la
courbe correspondante passe à moins d’un pas d’échantillonnage∆t du point (t,x) (figure 1.9). La
fonction ψ traduit l’opération d’éclatement (on éclate une valeur sur les deux échantillons les
proches, d’une manière inversement proportionnelle à la distance aux échantillons). On peut en
d’autres fonctions plus sophistiquées pour réaliser l’éclatement.

On aurait pu également discrétiser directement l’équation simplifiée (E1.22). Il faut dans c
calculer les valeurs deu entre les échantillons:

(E1.38)

uinterp(t0,x0) est la valeur de u interpolée suivant t0. Une interpolation linéaire est la transpos
l’opération d’éclatement de l’équation (E1.37).

V (m/s)

t0(s)

Figure 1.7 : Comparaison des analyses de vitesses de la collection point milieu de la figure 1
obtenues par simple transformée (hyperbolique)(gauche) et par inversion en norme L2
(droite). (Le bruit du à l’aliasing apparaît sur les vitesses élevées).
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Figure 1.8 : Collection point milieu (à gauche) sans (haut) ou avec (milieux et bas) corrections
NMO. Colonne du milieu, de haut en bas: Transformées de Radon Hyperbolique, Linéaire, 
Parabolique. Colonne de droite, de haut en bas: les Décompositions de Radon (en norme L
Famille des hyperboles P-SCAN: elles sont ici paramétrées par leurs déflections à l’offset
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Lemme:pour les familles de courbes invariantes par translation suivant t, les formules (E1.37) et (E
sont identiques, et s’écrivent (voir la définition de h en (E1.3):

(E1.39)

Démonstration:

Pour les familles invariantes par translation suivant t, (E1.37) s’écrit:

Dans la seconde somme, la fonction ψ n’est nulle que pour les deux valeurs de t0 qui
encadrent la quantité . Soit Tinf(t) la fonction qui donne la valeur discrétisée du
temps immédiatement inférieure à t:

(E1.40)

Posons:

La double somme s’écrit alors:

On vérifie facilement que , et que l’expression
dans la somme est en fait une interpolation linéaire de u suivant t0. D’où le résultat.

Dans le cas général des familles de courbes non invariantes par translations suivant t, la discré
de (E1.21) n’est pas équivalente à la discrétisation de (E1.22). Dans l’optique du conce
superposition d’évènements d’amplitudes constantes, c’est la première expression qu’il faut rete

On a choisi ici de réaliser l’éclatement/interpolation linéairement: c’est une solution simple, ma
ne conserve pas l’énergie. L’énergie d’une valeur éclatée sera par exemple différente suivant

tombe juste sur un échantillon (valeur 1 -> énergie 12=1), ou juste entre deux échantillons (valeur

t

∆t

x

t=H(t0,x0,x)

xi

tj

tj-1

tj+1

ψ(α)

α+∆t−∆t 0

1

Figure 1.9 : opération d’éclatement: on affecte à (tj,xi) la valeuru(t0,x0)ψ(tj-H(t0,x0,xi)) et à

(tj+1,xj) la valeur u(t0,x0)ψ(tj+1-H(t0,x0,xi)). Si la courbe passe exactement sur un échantillon

celui-ci ‘reçoit’ la totalité deu(t0,x0).

u(t0,x0).ψ(tj-H(t0,x0,xi)

u(t0,x0).ψ(tj+1-H(t0,x0,xi)
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éclatée en deux fois 0.5 -> énergie 2*0.52=0.5). Par ailleurs cette interpolation est très mauvaise pour
fréquences proches de Nyquist, ce qui oblige à travailler avec un sur-échantillonnage temporel.

D’autres interpolations sont envisageables (par splines, sinus cardinaux,...) respectant mie
données (seule l’interpolation par sinus cardinaux conserve l’énergie, étant équivalente
interpolation par transformée de Fourier). Mais celles-ci compliqueraient notablement
implémentations par rapport à l’interpolation linéaire. Notons enfin que ce problème d’interpolatio
se pose pas si l’on travaille dans le domaine de Fourier (les interpolations sont implicites par des
cardinaux).

1.8.2 - Opérateur adjoint de la modélisation

Pour calculer l’opérateur adjoint discrétisé, il faut d’abord définir des produits scalaires su
domaines discrétisés. On choisit les produits scalaires euclidiens:

(E1.41)

Théorème:
L’expression exacte de l’opérateur adjoint pour le problème discret est (dinterp(t,x) est la
valeur obtenue par interpolation linéaire suivant t):

(E1.42)

Démonstration:

Calculons la quantité:

Dans la somme la plus interne, il ne peut y avoir que 2 valeurs de t pour lesquelles
 est non nulle, celles qui encadrent la quantité .

Posons:

On a alors, pour x0, t0, et x fixés:

Finalement:
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En identifiant cette expression à , on en déduit donc l’adjoint pour le problème
discret.

A posteriori, on constate que cette expression est équivalente à celle que l’on aurait obten
discrétisant l’expression de l’adjoint du problème continu (équ. (E1.30)).

1.9 - Expressions dans le domaine de Fourier

1.9.1 - Expressions de la transformée et de la modélisation de Radon

Trorey (1961) est le premier a avoir utilisé le domaine de Fourier pour la transformée de R
linéaire, afin de montrer qu’elle n’occasionnait pas de perte d’information. Beylkin (1987) a déve
la méthode pour calculer l’inverse exact de la transformée de Radon discrète.

On se restreint ici aux familles de courbes invariantes par translation suivant t (droites, para
hyperboles P-SCAN), ce qui entraîne les propriétés suivantes.

(E1.43)

Théorème:
Dans le domaine de Fourier, oùω est la pulsation temporelle, l’opérateur de modélisatio

et son adjoint s’écrivent2:

(E1.44)

Démonstration:

Reprenons l’expression de L (E1.22):

Appliquons une transformée de Fourier suivant t à cette équation:

2. Par convention on utilise le chapeau (^) pour désigner la Transformée de Fourier suivant la var
temps.
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s des
On applique le changement de variable t0=t-h(x0,x):

On reconnaît dans l’intégrale la transformée de Fourier de u:

On procède exactement de la même façon pour l’opérateur adjoint.

La propriété d’invariance par translation suivant t se traduit par undécouplage entre les fréquences:

pour calculer les valeurs de à une fréquence donnée, on n’utilise pas les valeurs deû provenant
d’autres fréquences.

Théorème:Pour les familles de courbes où la variable x0 peut être mise en facteur
( ), l’opérateur composéL*L  s’exprime dans le
domaine de Fourier comme une convolution suivant x0:

(E1.45)

(E1.46)

Démonstration:

En combinant les deux expressions de (E1.44):

On reconnaît la convolution.

On peut obtenir cette écriture pour la famille de droiteτ-p ( ), et la famille de paraboles

τ-q ( ), mais pas pour les familles d’hyperboles. La figure 1.10 résume les propriété
transformées pour les différentes familles de courbes utilisées.
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FT2D

it pas
1.9.2 - Relation entre la Transformée de Radon Linéaire et la Transformée de
Fourier 2D

Dans le domaine des fréquences temporelles, l’opérateurR pour la LRT s’écrit:

Cette dernière expression est directement liée à la Transformée de Fourier 2D ded, qui s’écrit

On constate en effet que:

(E1.47)

Un axe p=cste dans la LRT correspond notamment à une droite passant par l’origine dans la
(fig. 1.11).

1.9.3 - Distributions sur D et U dans le domaine de Fourier

Nous avons vu (§ 1.3.4) qu’étendre les définitions des applications à des distributions n’éta
chose aisée. Le domaine de Fourier amène de ce point de vue quelques simplifications:

Invariance par translation suivant t
=découplage entre les fréquences

hyperboles V-SCAN (t0,V)

Famille de courbes générale: t=H(t0,x0,x)

t=t0+h(x0,x)

t=t0+m(x).x0
modèle convolutif en fréquence

hyperboles P-SCAN (t0,tp) ou (t0,q)

droites ( τ,p)
paraboles ( τ,q)

Figure 1.10 : résumé des propriétés des familles de courbes utilisées en sismique
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t
∫ 

 
 

e
iωpx

xd

x
∫ t x,( )e i– ωt ω– px( )d td xd

t
∫

x
∫= =

F t x,( )d( ) ω kx,( ) t x,( )e
i– ωt kxx+( )

d td xd

t
∫

x
∫=

R̂
˜

d̂( ) ω p,( ) F t x,( )d( ) ω ω– p,( )=
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Les équations définissantL  etR pour des fonctions de L2 sont, dans le domaine fréquentiel:

(E1.48)

Comme il y a un découplage entre les fréquences temporelles, on peut travailler sur chacune
elles séparément. Pour une fréquenceω donnée:

Soit . Calculons les transformées de ces fonctions:

(E1.49)

On sait que la transformée de Fourier d’une fonction deS est une fonction deS (Roddier, 1971). Donc,

à condition que , les fonctions et appartiennent également àS. La restriction à des

d(t,x)

TF 2D TF1D(t) + LRT

d(ω,p)d(ω,kx)

x

t

ω

pkx

ω

Figure 1.11 : Relation entre la Transformée de Radon Linéaire et la
Transformée de Fourier 2D

L̂
˜

û ω x,( ) û ω p,( )e iωpx–
pd

p
∫=

R̂
˜

d̂ ω p,( ) d̂ ω x,( )eiωpx
xd

x
∫=

ϕ ψ, S IR( )∈

L̂
˜ ωψ x( ) L̂

˜
ψ ω x,( ) ψ p( )e iωpx–

pd

p
∫ ψ̂ ωx( )= = =

R̂
˜ ωϕ p( ) R̂

˜
ϕ ω p,( ) ϕ x( )eiωpx

xd

x
∫ ϕ̂ ωp–( )= = =

ω 0≠ L̂
˜ ωψ R̂

˜ ωϕ
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fréquences non nulles n’est pas vraiment un problème, les signaux sismiques étant en prin
moyenne nulle.

Cette fois on peut donc réellement définir les transformées de distributions tempérées:

(E1.50)

Transformée d’un dirac suivant p:

Lemme:
Pour la LRD, la modélisation d’un dirac 1D  suivant p est un évènement liné
de pente P (s(t) est un signal temporel quelconque à moyenne nulle):

(E1.51)

Démonstration:

Calculons la modélisation de cette distribution:

On en déduit que:

Puis on repasse dans le domaine temporel:

finalement:

1.9.4 - LRD et PRD par les moindres carrés

Pour des courbes telles que les droites et les paraboles, l’opérateurL*L est une convolution suivant
x0 par un opérateur connu pour chaque fréquence temporelleω (équ. (E1.45)). Résoudre le problème en

norme L2 revient donc à appliquerL* à d, puis (L*L )-1 qui est une déconvolution suivant x0, par u
opérateur connuσ, pour chaque fréquenceω (voir fig. 1.12)

Une implémentation basée sur ce principe est très efficace, car il existe des algorithmes perfo
(le plus connu étant celui de Levinson) pour résoudre les déconvolutions.

Si est un modèle contenant des diracs, c’est à dire des évènements ‘purs’, , le sta

données, apparaît comme une version ‘étalée’ de , dans laquelle les diracs sont convolués

signalσ. Déconvoluer parσ, c’est donc essayer de retrouver en supprimant l’effet deσ. On ne

d̂ û, S′ IR( ) ϕ ψ S IR( )∈,;∈

L̂
˜

û ϕ,〈 〉 û R̂
˜

ϕ,〈 〉=

R̂
˜

d̂ ψ,〈 〉 d̂ L̂
˜

ψ,〈 〉=

δ p P–( )

û ω p,( ) ŝ ω( )δ p P–( )= L
˜

u t x,( ) s t Px+( )=⇒

ϕ S∈∀

L̂
˜

û ϕ,〈 〉 û R̂
˜

ϕ,〈 〉 ŝ ω( ) δ p P–( ) R̂
˜

ϕ,〈 〉 ŝ ω( )R̂
˜

ϕ P( )= = =

ŝ ω( ) ϕ x( )eiωPx
xd

x
∫=

L̂
˜

û ω x,( ) ŝ ω( )eiωPx
=

L
˜

u t x,( ) L̂
˜

û

ω
∫ ω x,( )eiωt ωd ŝ ω( )eiωPx

e
iωt ωd

ω
∫ ŝ ω( )eiω t Px+( ) ωd

ω
∫= = =

L
˜

u t x,( ) s t Px+( )=

û0 ûS

û0

ûS û0
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er.
retrouvera toutefois pas exactement , la convolution parσ ayant entraîné la perte de certaine

informations.

1.9.5 - Opérateurs de convolution

1.9.5.1 - Variables continues

Les équations de la décomposition (en moindres carrés, paragr. 1.7) de Radon linéaire et para
peuvent s’écrire comme des convolutions/déconvolution suivant p ou q dans le domaine de Fourie
donc intéressant d’étudier ces opérateurs, et principalement de connaître leurs spectres.

D’après l’équation (E1.46), les opérateurs de convolution s’écrivent, pour les deux transformé

(E1.52)

Avec:  et . Par ailleurs, nous ne considérons que les fréquences non nulles.

si , on a:

et on est ramené au cas précédent.
si , on a:

x

t

d(t,x)

q

τ

us(τ,q)

q

ω

ûS(ω,q)

q

ω

û2(ω,q)

q

τ

u2(τ,q)

q

τ

u0(τ,q)

q

ω

û0(ω,q)

L L* (L*L)-1

convolution par σ(ω,q) déconvolution

FFT

Figure 1.12 : Décomposition de Radon (ici Parabolique) en norme L2 dans le domaine de Fouri

û0

σlin ω p,( ) e
iωpx

xd
x1

x2

∫=

σpar ω q,( ) e
iωqx

2

xd
x3

x4

∫=

x1 x2≤ 0 x3 x4≤ ≤

x3 x4 0≤ ≤

σpar ω q,( ) e
i ωqx

2

xd
x3

x4

∫ e
i ωqx

2

xd
x– 3

x– 4

∫– e
i ωqx

2

xd
x– 4

x– 3

∫= = =

x3 0 x4≤ ≤
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et on est à nouveau ramené au cas précédent.

Ces opérateurs agissant par convolution suivant p ou q, on calcule leurs spectres suivant ces va
On noteF la transformée de Fourier suivant p|q, etkp|q la variable de ‘fréquence angulaire’ associée

p|q. Soit pour une fonction s(p):

Théorème:
Les spectres des opérateurs de convolution (E1.52) s’écrivent:

(E1.53)

Démonstration:

Si l’on adopte le formalisme des distributions, on a, pour toute fonction :

Commençons par l’opérateur σlin . On pose le changement de variable: :

On en déduit que:

Pour le cas parabolique, le calcul est quasiment le même:

Posons le changement de variable , ce qui

donne:

σpar ω q,( ) e
i ωqx

2

xd
x3

0

∫ e
i ωqx

2

xd
0

x4

∫+ e
i ωqx

2

xd
0

x3–

∫ e
i ωqx

2

xd
0

x4

∫+= =

Fs kp( ) s p( ) e
i– kpp

dp⋅ ⋅

p
∫=

F σlin ω k, p( )
2π
ω
------- ω x1 ω( )ksgn p ω x2≤ ≤

0 sinon




=

F σpar ω k, q( )
π
ωkq

----------------- ω x3
2 ω( )ksgn q ω x4

2≤<

0 sinon




=

ϕ S∈

Fs ϕ,〈 〉 s Fϕ,〈 〉=
kp ωx=

F σl in ϕ,〈 〉 σl in ϕ̂,〈 〉=

e
i ωpx

xϕ̂ p( )d
x1

x2

∫ pd

p
∫ ϕ̂ p( )ei ωpx

pd xd

p
∫x1

x2

∫= =

2πϕ ωx( ) xd
x1

x2

∫
2πϕ kp( )

ω
--------------------- kpd

ωx1

ωx2

∫= =

ω( )
2π Πωx1 ωx2

kp( )

ω
--------------------------------------ϕ kp( ) kpd

kp

∫sgn=

F σlin ω kp,( ) Πωx1 ωx2
kp( )2π

ω
-------=

F σpar ϕ,〈 〉 σl in ϕ̂,〈 〉=

e
i ωqx

2

xϕ̂ q( )d
x3

x4

∫ qd

q
∫ ϕ̂ q( )ei ωqx

2

qd xd

p
∫x3

x4

∫= =

2πϕ ωx
2( ) xd

x3

x4

∫=

kq ωx2= , dkq 2ωxdx 2 ω( ) ωkqsgn dx= =
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On en déduit que:

Des exemples d’opérateurs et leurs spectres sont tracés sur la fig. 1.13.

La principale différence entre les deux opérateurs réside dans leur spectre: celui de la LR
constant, alors que celui de la PRD présente un contenu plus riche en BF. Outre leur action par
aux variables p et q, ils se comportent par ailleurs comme des filtres passe-bas pour les fréq

temporelles: en pour la LRT, et en pour la PRT. C’est pourquoi l’application du fi

inverse -en pour la LRD, en pour la PRD- permet de réaliser une approximation de l’inve
(cette approximation est meilleure pour la LRD que pour la PRD, car cette dernière nécessite en p
déconvolution suivant q, même quand l’ouverture est infinie). Ce filtrage, décrit par Claerbout (1
pour la LRD, et étendu à la PRD par Zhou and Greenhalgh (1994) est appeléfiltre rho (rho-filter) .

F σpar ϕ,〈 〉 ω( )
πϕ kq( )

ωkq

------------------ kqd
ωx3

2

ωx4
2

∫sgn=

π Π
ωx3

2 ωx2
2 kq( )

ωkq

-----------------------------------ϕ kq( ) kqd

kq

∫=

F σpar ω kq,( ) Π
ωx3

2 ωx2
2 kq( ) π

ωkq

-----------------=
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Figure 1.13 : opérateursσlin et σpar et leurs spectres (tracés ici pour f=50Hz, xmin=x1=x3=500m,

xmax=x2=x4=1500m). Le spectre deσlin est de type «box-car», alors que celui deσpar varie en

1/kq. On note pourσpar un contenu plus BF queσlin.
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ω
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Les transformées hyperboliques ne peuvent pas s’écrire avec des opérateurs de convolution. M
analogie, on peut essayer d’imaginer un filtre rho approximatif. En effet, vers l’origine x=0
hyperboles sont approximables par des paraboles, et leur comportement asymptotique les rapp

de droites. On peut donc prendre comme filtre rho une puissance deω intermédiaire entre et ,
sans chercher de justification analytique.

Comportement pour des ouvertures infinies

On entend par ouvertures infinies le cas:

Le spectre deσlin tend vers la fonction constante ,σlin tend donc vers un dirac centré
l’origine. Par contre, bien que le support du spectre deσpar s’étende infiniment (vers les valeur
positives),σpar ne tend pas vers un dirac. En effet:

Pour des ouvertures infinies, on a donc:

(E1.54)

1.9.5.2 - variables discrètes

Les fréquences temporelles étant découplées, on ne s’intéresse pas ici à la discrétisation de tτ. Les
fonctions manipulées sont échantillonnées sur les valeurs de x et p|q suivantes:

Comme on traite chaque fréquence indépendamment des autres, on omettra les
correspondants.

Les données et les modèles sont des vecteurs de dimension Nx et Np:

ω ω

x1 ∞–→ x3 0= x2 x4 +∞→,

2π ω⁄

σpar ω q,( ) e
i ωqx2

dx
0

+∞

∫ ωq x
2( )cos i ωq( ) ωq x

2( )sinsgn+( )dx
0

+∞

∫= =

1 i ωq( )sgn+( ) π
8 ωq
-------------=

σlin ω p,( ) 2π
ω
-------δ p( )=

σpar ω q,( ) 1 i ωq( )sgn+( ) π
8 ωq
-------------=

x1 x2 … xNx, , ,( ) p1 p2 … pNp, , ,( ) q1 q2 … qNq, , ,( )

d̂

d1

d2

.

.

dNx

= û

u1

u2

.

.

uNp

=
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est une
olution
Les versions discrètes des opérations de modélisations s’écrivent , où les opérateursL lin et
Lpar sont des matrices de dimension Nx.Np et Nx.Nq:

(E1.55)

Les opérateurs adjointsL* sont les matrices hermitiennes (transposé+conjugué) deL (et ce sont
également les matrices des opérateurs de stack):

(E1.56)

D’où les matrices des opérateursL*L , carrées de dimensions Np et Nq:

(E1.57)

Ces matrices sont hermitiennes. On peut noter également que chacun de leurs éléments
approximation de l’intégrale (par la méthode des rectangles) définissant les opérateurs de conv
pour les variables continues (équ. (E1.53)):

(E1.58)

Echantillonnage régulier en p et q

Si les variables p et q sont discrétisées à pas constant∆p et∆q:

(E1.59)

Alors les opérateursL*L  ont une structure deToeplitz. En effet:

(E1.60)

d̂ L̂
˜

û=

L̂
˜ lin

e
iωp1x1–

e
iωp2x1–

. . e
iωpNpx1–

e
iωp1x2–

e
iωp2x2–

. . e
iωpNpx2–

. . .

. . .

e
iωp1xNx–

e
iωp2xNx–

. . e
iωpNpxNx–

= L̂
˜ par

e
iωq1x1

2
–

e
iωq2x1

2
–

. . e
iωqNqx1

2
–

e
iωq1x2

2
–

e
iωq2x2

2
–

. . e
iωqNqx2

2
–

. . .

. . .

e
iωq1xNx

2
–

e
iωq2xNx

2

. . e
iωqNqxNx

2
–

=

L̂
˜ lin

∗ R̂
˜ lin L̂

˜ lin
H

= = L̂
˜ par

∗ R̂
˜ par L̂

˜ par
H

= =

L̂
˜
∗L̂

˜ lin[ ] j k, e
iω pj pk–( )xl

l 1=

Nx

∑= L̂
˜
∗L̂

˜ par[ ] j k, e
iω qj qk–( )xl

2

l 1=

Nx

∑=

L̂
˜
∗L̂

˜ lin[ ] j k, σlin ω pj pk–,( )≈ L̂
˜
∗L̂

˜ par[ ] j k, σpar ω qj qk–,( )≈

pj pmin j 1–( )∆p+= qj qmin j 1–( )∆q+=

L̂
˜
∗L̂

˜ lin[ ] j k, e
iω j k–( )∆pxl

l 1=

Nx

∑= L̂
˜
∗L̂

˜ par[ ] j k, e
iω j k–( )∆qxl

2

l 1=

Nx

∑=
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Les éléments, ne dépendant que de (k-j), sont constants le long de chaque diagonale:

(E1.61)

Il existe pour la résolution des systèmes de Toeplitz des algorithmes très efficaces, le plus conn

celui de Levinson, qui nécessite de l’ordre de n2 opérations au lieu des n3 habituels pour un système
quelconque. La résolution du problème inverse par les moindres carrés passant par la résolut
systèmes ci-dessus, on a donc tout intérêt à choisir un échantillonnage régulier en p et q.

Un échantillonnage régulier en p ou q entraîne une structure de Toeplitz pour les matricesL*L . De
même, un échantillonnage régulier en x entraîne une structure de Toeplitz pour la matriceLL* lin . Par

contre, il faudrait un échantillonnage régulier en x2 pour que la matriceLL* par soit de Toeplitz. On ne
retrouve pas de structure de Toeplitz dans les transformées hyperboliques (V-SCAN ou P-SCAN)
limite l’intérêt de passer dans le domaine de Fourier pour ces transformées (dans le cas V-SC
fréquences ne sont même pas découplées).

1.10 - Paramétrisation

La paramétrisation est le choix d’une variable ‘optimale’ pour décrire l’espace des mod
‘Optimal’ est une considération subjective: cela peut vouloir dire ‘ayant un sens physique
‘mathématiquement simple’. Ainsi dans la transforméeτ-p, le paramètre p (la pente des droites) est
naturel, ou bien en existe-t-il d’autres plus adaptés (l’angle avec l’horizontale par exemple)?

La réponse dépend de ce que l’on cherche à analyser: en sismique, on analyse des évènemen
un signal temporel (l’ondelette sismique) que l’on retrouve à des temps différents pour des abs
différentes. La paramétrisation parτ et p apparaît dans ce cas comme assez naturelle: on ne peut
pas représenter un évènement qui serait sur une abscisse constante, mais un tel évènement ne c
à rien de physique. Par ailleurs un échantillonnage régulier de la variable p échantillonne régulièr
le signal le long de l’axe du temps.

Une justification plus formelle est fournie par la formulation fréquentielle. Soit un mod

quelconque . Son image par l’opérateur composé est obtenue par une convolution s
p (équ. (E1.45)):

Une translation du modèle sur l’axe p aboutit donc simplement à une translation de la même q
de l’image de ce modèle:

L̂
˜
∗L̂

˜ lin par

Σ ω 0,( ) Σ ω 1,( )∗ . . Σ ω Np 1–,( )∗
Σ ω 1,( ) Σ ω 0,( ) .

. .

. Σ ω 1,( )∗
Σ ω Np 1–,( ) . . Σ ω 1,( ) Σ ω 0,( )

=

Σlin ω j,( ) e
iωj∆pxl

l 1=

Nx

∑= Σpar ω j,( ) e
iωj∆pxl

2

l 1=

Nx

∑=

û ω p,( ) L̂
˜
∗L̂

˜

L̂
˜
∗L̂

˜
û ω p,( ) û ω p,( )* pσ ω p,( )=

ûP ω p,( ) û ω p P–,( )=

L̂
˜
∗L̂

˜
ûP ω p,( ) ûP ω p,( )* pσ ω p,( ) û ω p P–,( )* pσ ω p,( ) L̂

˜
∗L̂

˜
û ω p P–,( )= = =
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L’image d’un évènement linéaire sur les données est donc la même quel que soit la pente p
évènement. Seule la position varie en fonction de la pente. Cela conduit à dire que la paramétrisat
droites parτ et p est ‘naturelle’ pour le problème posé.

On peut faire exactement le même raisonnement pour la transformée parabolique, pour dire
paramétrisation des paraboles parτ et q est ‘naturelle’.

Pour les hyperboles (V-SCAN et P-SCAN), le problème est plus complexe: on ne peut en eff

exprimer l’opérateur composé comme une convolution, et la forme de l’image d’un évène
hyperbolique dépend alors de la courbure de cet évènement.

Pour les hyperboles P-SCAN, on peut choisir une paramétrisation par analogie avec les parab
q est un paramètre naturel pour les paraboles, toute fonction linéaire de q est aussi un paramètre

Or à une position d’abscisse X donnée, la déflection des paraboles à cette valeur vaut X2q, et la pente
locale vaut 2Xq (fig. 1.14). On peut donc envisager de paramétrer les hyperboles P-SCAN par:

(a) la courbure à l’origine
(b) la déflection à un offset donné
(c) la pente à un offset donné.

La paramétrisation par la courbure q à l’origine équivaut, d’après (E1.8), à une paramétrisatio
. La paramétrisation la plus naturelle semble toutefois être la déflection à un offset donné X

exemple l’offset maximum des données. Si on note  cette déflection, alors on a d’après (E1.7

(E1.62)

L̂
˜
∗L̂

˜

t

x

t0

X

déflection=qX2

pente=2qX

courbure à l’origine=q

Figure 1.14 : différentes façons de paramétrer
les hyperboles par analogie avec les
paraboles:(a)la courbure à l’origine,(b)la
déflection à un offset donné,(c)la pente à un
offset donné

1 tp⁄

TX

tp TX( )
X

2
TX

2
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2
–

2TXVe
2

---------------------------=
43



1.11 -Conclusions

Radon,
tilisée),
ine de
que du

ints).

tes par
tions
par une
tinu à
n de
1.11 - Conclusions

Nous avons défini et étudié les transformées de base pour le problème des décompositions de
à savoir la modélisation et son adjoint (qui n’est autre que la transformée de Radon couramment u
pour le problème continu et pour le problème discret, dans le domaine temps et dans le doma
Fourier. La connaissance des opérateurs adjoints est utile aussi bien du point de vue théorique
point de vue pratique (les implémentations de l’inversion par gradient conjugué utilisent les adjo

Dans le domaine de Fourier les équations se simplifient pour les familles de courbes invarian
translation suivant le temps, et s’écrivent comme des convolutions pour la LRD et la PRD (convolu
suivant p et q respectivement). Dans ces derniers cas le problème inverse peut donc être résolu
simple déconvolution. L’expression simple des opérateurs de convolution pour le problème con
ouverture infinie permet de définir un ‘filtre rho’ très simple réalisant une bonne approximatio
l’inverse exact du problème discret à ouverture limitée.
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(E1.26).
2.1 - Introduction

L’aliasing est un problème à considérer dès lors que l’on discrétise des variables continues, ce
généralement imposé par les traitements numériques. La question est de déterminer d’une par
d’échantillonnage optimums, et d’autre part les conséquences d’un sur- ou d’un sous-échantillo

Nous nous intéressons principalement ici à la Décomposition de Radon Parabolique (
parallèlement à la LRD, résolues en moindres carrés. Quatre variables interviennent: dans l’esp
données le temps t et l’offset x, et dans l’espace des modèles le temps d’interceptτ et la pente p pour la

LRD, ou la courbure q pour la PRD1.

Les problèmes d’aliasing suivant x et p|q sont à considérer suivant deux points de vue différe
général, à l’étape du traitement des données, celles-ci ont été acquises avec un certain échanti
spatial sur lequel il n’est plus possible de revenir, alors que l’on peut encore choisir un pas en p

Concernant la LRD, l’échantillonnage en x et en p a été discuté par plusieurs auteurs (Stoffa
1981; Maroof, 1984; Kostov, 1989), en s’appuyant sur le nombre d’onde k=ωp. Turner (1990), à partir
de raisonnements graphiques simples, a déterminé des relations liant le pas en offset∆x, la gamme de
pentes étudiée (pmax-pmin), le pas entre deux pentes∆p, et l’ouverture en offset (xmax-xmin), en montrant
par ailleurs les conséquences de l’aliasing.

En considérant la PRD comme une LRD après un changement de variable X=x2, Kabir (1992)
extrapole formellement les résultats précédents. La justification de cette extrapolation mérite
étudiée plus en détail: il n’est en effet peut-être pas loisible d’appliquer directement les relations
LRD, établies sur la base de pas constants aussi bien en x qu’en p. Par ailleurs on souhaite m
évidence les différences de comportement entre LRD et PRD.

Pour l’étude des problèmes d’échantillonnage et d’aliasing, il est utile de comparer les
transformations, linéaire et parabolique. Par ailleurs, le formalisme consistant à poser le pro
comme une convolution/déconvolution suivant p|q dans le domaine de Fourier (ω,p|q) (Zhou and
Greenhalgh, 1994) est bien adapté car il ramène le problème à l’étude d’opérateurs de convolut

2.2 - Echantillonnage temporel

Dans le cas de familles de courbes invariantes par translation suivant le temps, les bandes pa
des données et du modèle sont identiques, puisqu’il y a découplage entre les fréquences dans l’opérat
de modélisation (équ. (E1.44)). Dans ce cas les pas d’échantillonnages en temps∆t et ∆t0 peuvent être

choisis identiques d’après la fréquence maximum des données: .

Dans le cas général, le rapport entre les bandes passantes dépend du stretch factor défini en
Reprenons l’expression de la modélisation (équ (E1.21)):

La transformée de Fourier de cette relation est:

1. Dans le texte on notera p|q lorsque l’on voudra faire référence à la fois à la LRD et la PRD.

∆t ∆t0 1
2fmax
--------------= =

L
˜

u( ) t x,( ) u t0 x0,( )δ t H t0 x0 x, ,( )–( )dt0dx0

t0
∫

x0
∫=
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Cette dernière montre que le stretch factor induit une dilatation de la bande de fréquence en
données et le modèle. En particulier, pour un stretch factor inférieur à 1.0 la fréquence maximu
données pourra être plus élevée que la fréquence maximum du modèle.

On se permet d’étendre cette conclusion au cas où le stretch factor n’est pas constant. Si le
factor est borné ( ), et si on connaît la fréquence maximum fmaxdes données, la fréquenc

maximum Fmax du modèle est majorée par: ; inversement si on connaît Fmax, fmax est

majorée par: .

En particulier, pour les hyperboles V-SCAN: et , l

modèle ne peut donc pas contenir de fréquences supérieures aux fréquences des données.

2.3 - Echantillonnage en p|q

2.3.1 - Ouverture p|q infinie

La LRD et la PRD en moindres carrés pouvant être posées comme un problème de convo
déconvolution par un opérateur connu dans le domaine de Fourier, les fréquences (kp ou kq) coupées par
l’opérateur lors de convolution ne pourront pas être récupérées par la déconvolution. Par conséq
bande passante des objets que l’on manipule est limitée par le spectre des opérateurs de convolu
pas d’échantillonnage optimums en p|q peuvent donc être calculés à partir de ces spectres.

L̂
˜

û( ) ω x,( ) u t0 x0,( )δ t H t0 x0 x, ,( )–( )dt0dx0e
i ωt–

td

t0
∫

x0
∫
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Pour bien représenter toute l’information contenue dans un signal complexe s(t), dont la larg
bande est Bs (en pulsations), il faut choisir une fréquence d’échantillonnage , c’est à dire un

. Il s’agit là d’une condition suffisante qui évite le repliement des spectres.

Pour la LRD, le spectre deσlin s’étend de kpmin=ωxmin à kpmax=ωxmax (équ. (E1.53) et fig. 1.13).

Pour la PRD, le spectre est toujours nul pour kq<0; Il s’étend entre kqmin=ω(x2)min et kqmax=ω(x2)max.
Cela permet de définir les pas d’échantillonnage critiques:

(E2.1)

...qui amènent plusieurs remarques:

• Pour la PRD, dans les cas courants rencontrés en sismique (des valeurs courantes sont un

gamme d’offsets de 100 à 3000m), le terme (x2)min est souvent négligeable par rapport au

terme (x2)max. Dans ce cas on obtient la même relation que Kabir (1992).
• La PRD apparaît à posteriori comme une extrapolation de la LRD, à ceci près qu’il n’y
aurait que des offsets positifs.

• Le pas limite en p|q dépend bien sûr de la fréquence temporelle considérée.
• Si xmin=0, pour un temps d’interceptτ et une fréquence f donnés, le pas optimum
correspond au niveau de l’offset maximum à un échantillonnage de 1 point par période
(fig. 2.1). Un raisonnement simpliste sur la seule dimension temps de la trace à offset max
aurait conduit à prendre au moins 2 points par période, soit un∆p deux fois plus petit. Or
ici le problème est fondamentalement 2D, n’importe quel point du domaine (t,x) pouvant
être atteint par de nombreux points du domaine (τ,p|q).

2.3.2 - Ouverture p |q finie

Les pas d’échantillonnage optimums ont été déterminés sur la base des spectres théoriq
opérateurs, c’est à dire en considérant que l’extension de p|q est infinie.

Lorsque la gamme des p|q utilisée est limitée, le spectre des opérateurs s’étalent (précisém
spectres théoriques sont convolués par un sinus cardinal), et les coupures brutales sont d’aut
lissées que la gamme de p|q est réduite (fig. 2.2).

ωe Bs≥

∆t
2π
ωe
------ 2π

Bs
------≤=

∆p ∆pc
1

f xmax xmin–( )
-----------------------------------=≤

∆q ∆qc
1

f x
2( )max x

2( )min–( )
--------------------------------------------------=≤

Figure 2.1 : Pas d’échantillonnage∆q
optimum à une fréquence donnée: il
correspond une parabole par période au
niveau de l’offset max.

x

t

T=1/f

τ

xmax
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La bande passante des opérateurs étant plus large, cela doit conduire à choisir un pas∆p|q inférieur
au pas optimal théorique.

L’élargissement du spectre est particulièrement sensible pour la PRD: le spectre croît en
voisinage de 0, et peut donc atteindre de grandes valeurs et ainsi induire un effet de bord impo

(x2)min est faible devant (x2)max (ce phénomène s’observe bien sur la figure 2.2, l’étalement du spe
est plus important sur la gauche, vers les fréquences négatives, que sur la droite).

2.3.3 - Conséquences d’un sur- ou d’un sous-échantillonnage en p|q

En théorie, un sur-échantillonnage en p|q a les effets suivants:

• du point de vue déconvolution, le spectre des opérateurs contient une plage nulle de plus en
plus grande, obligeant ainsi à augmenter le facteur de pré-blanchiment.

• du point de vue inversion de matrice, la matriceL*L devient mal conditionnée (Kostov,
1990), ses colonnes étant quasi-identiques. Cela oblige donc à stabiliser plus fortement
l’inversion par un facteur d’amortissement plus élevé.

• le temps de calcul augmente.
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Figure 2.2 : spectre de l’opérateurσpar pour différentes gammes de q explorées (paramètres

communs: f=50Hz, xmin=100m, xmax=1000m.(a) |q|max=1000 ms/km2. (b) |q|max=250 ms/km2.

(c) |q|max=100 ms/km2. On note un lissage des bordures quand la gamme de q est réduite. L

même effet se produit sur l’opérateurσlin.
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Kostov (1990) a également vérifié, pour la LRD, qu’un sur-échantillonnage ne permettai
d’augmenter la focalisation des évènements.

Quel que soit le point de vue adopté, il ne semble donc pas souhaitable de sur-échantillonner
Il reste à vérifier que le cela n’apporterait pas des avantages susceptibles de compenser les inconv

Quant au sous-échantillonnage, il induit un repliement du spectre des opérateurs, ce qui à
devrait dégrader les résultats.

Pour vérifier ces effets en pratique, nous prenons une collection de traces monofréquentielle (f=
contenant un seul événement horizontal (fig 2.3). Nous calculons la PRD de ces données avec p
valeurs∆q, et nous regardons la qualité de la modélisation en mesurant l’énergie du résidu.

Le pas en q est défini comme une fraction du pas optimum: .

Les PRD et leurs résidus pour différentes valeurs deα sont présentées fig. 2.4:

• Entre α=0.9 (échantillonnage limite) etα=0.3 (sur-échantillonnage), la qualité de la
reconstruction s’améliore légèrement, sans plus. La focalisation de l’événement n’est quant
à elle pas améliorée.

• Pourα=0.9, le résidu est à peu près le même sur chaque trace. Par contre pourα=1.1 (léger
sous-échantillonnage), les traces à offsets lointains ne sont plus du tout reconstruites, l’effet
de seuil est évident. Les traces non reconstruites sont en fait celles sur lesquelles l’écart de
temps entre 2 paraboles est supérieur à la période.

Ces 2 phénomènes se retrouvent sur la courbe de l’énergie résiduelle en fonction deα (fig. 2.5). Entre
α=0.1 etα=0.9, la variation est faible, et l’effet de seuil se manifeste autour deα=1.

Sur la figure 2.6 nous prenons maintenant une collection de traces monofréquentielle ne con
qu’une seule trace non nulle. On calcule la PRD de ces données avec plusieurs pas d’échantillon
q, puis on applique la modélisation. Avec un échantillonnage suffisant la trace est correct
reconstruite. En situation de sous-échantillonnage la trace n’est plus reconstruite correctement e
naissance à un ‘alias’ situé à un offset qui dépend du facteur d’échantillonnage.

Ce phénomène est directement lié au repliement du spectre de l’opérateurσpar (fig. 2.7): les
informations concernant des offsets différents se trouvent mélangées, et par conséquent il
impossible de différencier ces offsets.

La position des figures d’aliasing dépend de la position originelle de la trace non nulle et du fa
de sous-échantillonnage (fig. 2.8). Certaines traces ne s’aliasent pas (la trace 31 sur l’exemple fi

Figure 2.3 : collection de traces monofréquentielles.
f=50Hz, xmin=0, xmax=1000m,∆x=50m
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car elles correspondent aux zones du spectre deσparnon affectées par le repliement (fig. 2.7). Si le sou
échantillonnage devient trop sévère (α>2), de telles zones n’existent plus et toutes les traces s’alias

Turner (1990) a présenté des exemples analogues pour la LRT. Il utilise une simple transform
non une décomposition, ce qui change les amplitudes sur le résultat final mais les conclusion
qualitativement les mêmes.

2.3.4 - Echantillonnage pour la HRT (hyperboles P-SCAN)

Le problème de la paramétrisation et de l’échantillonnage des hyperboles P-SCAN (et plus enc
SCAN) est plus complexe que pour les droites et les paraboles, notamment à cause d’une écritur
simple des équations dans le domaine de Fourier (voir chapitre 1).

A partir du même type de raisonnement graphique que Turner (1990), on peut néanmoins déte
un pas d’échantillonnage minimum: par la modélisation chaque point de l’espace (t,x) est reconstr
une intégrale le long d’une trajectoire dans le domaine (t0,tp) (équ. (E1.22)), ou (t0,TX) si on paramétrise

Figure 2.5 : Energie résiduelle (données fig. 2.3) suivant le pas d’échantillonnage en q
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Figure 2.7 : Repliement du spectre de
σpar en cas de sous-échantillonnage

en q.
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2.3 -Echantillonnage en p|q
Figure 2.4 : PRD (gauche) des données fig. 2.3 et les résidus(droite) pour plusieurs pas
d’échantillonnage en q.(a) α=0.3(suréchantillonnage),(b) α=.9 (échantillonnage limite),
(c) α=1.1 (léger sous-échantillonnage).
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Figure 2.6 : (a) Collection de traces (xmin=0, xmax=1000m,∆x=25m). f=50Hz sur trace 41.
Reconstruction après PRD:(b) α=.8, (c) α=1.0, (d) α=1.2, (e) α=1.5. Pour α>=1.0, la trace
originelle est mal reconstruite et s’aliase à des positions x qui dépendent deα.

Aliasing
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Figure 2.8 : Exemples de reconstructions après PRD, q sous-échantillonnée (α=1.2), une seule
trace non nulle dont la position varie:(a) trace 1,(b) trace 11,(c) trace 31, (voir fig. 2.6 pour
la trace 41). La trace d’origine s’aliase sur un autre offset, sauf la trace 31, qui correspond à
une zone du spectre deσpar non repliée (fig. 2.7).
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les hyperboles par la déflection à un offset donné (E1.62). L’objectif est d’avoir un échantillonna
TX suffisamment dense pour que l’ensemble des trajectoires balaient un temps inférieur ou ég
longueur d’onde la plus courte du signal d’une trace du modèle à l’autre.

Pour un point quelconque (t,x), la trajectoire correspondante dans l’espace des modèles
combinant (E1.2), (E1.7) et (E1.62)):

(E2.2)

Cette équation, qui donne des trajectoires complexes, se simplifie fortement pour les cas x=0 e

(E2.3)

Seules ces deux abscisses correspondent à des trajectoires rectilignes dans l’espace des
(fig. 2.9), contrairement aux cas de la LRD et de la PRD, où toutes les trajectoires sont rectiligne

On vérifie que les gammes de pentes possibles dans le domaine (t0,TX) sont encadrées par les deu

trajectoires rectilignes données par (E2.3):

A l’intérieur de l’éventail défini par cette gamme, on veut qu’au maximum s’inscrive une longu

d’onde du signal entre 2 traces du modèle. Il faut donc que: , fmax étant la fréquence

maximum du signal. On retombe finalement sur la même règle pratique que pour les droites
paraboles, à savoir qu’au niveau de l’offset maximum (X ici), la «distance» entre deux hyperbole
être inférieure à la longueur d’onde minimum que l’on veut représenter (fig. 2.1).

(E2.4)

De cette condition, on déduit les  trace par trace en appliquant l’équation (E1.62).
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Figure 2.9 : Hyperboles P-SCAN: trajectoires dans le domaine (t0,TX) pour des points donnés

dans le domaine (t,x). Points choisis sur une hyperbole (t0=0.5s, TX=0.438s). Seules les

abscisses x=0 et x=X=1000m correspondent à des trajectoires rectilignes.
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2.4 - Le pas d’échantillonnage en x - Aliasing spatial

2.4.1 - Théorie

L’espace le plus pratique pour étudier l’échantillonnage en x est l’espace des données (ω,x) dans
lequel on étudie le spectre suivant x (nombre d’onde kx), démarche abordée par plusieurs auteu
(Kostov, 1989).

En se donnant un modèle quelconqueû(ω,p), avec , on prend la transformée d

Fourier suivant x de l’opération de modélisation (E1.44):

On en déduit que le spectre est nul en dehors de l’intervalle . La théori

l’échantillonnage nous conduit donc à prendre comme pas en x:

(E2.5)

Pour la PRD, on se ramène à une LRD par le changement de variable X=x2. Cela conduit à la relation:

(E2.6)

Dans le cas de pas∆x constants, la condition porte sur l’offset maximum (la pente d’une parab
donnée est maximum à l’offset maximum):

(E2.7)

Lorsque la variable x est discrétisée, les opérateurs de convolutionσlin et σpar (équ. (E1.52))
s’expriment par une somme finie sur x à la place d’une intégrale:

(E2.8)

Ces opérateurs correspondent à la fois aux filtres appliqués à un modèle théorique (que l’on s
retrouver) pour donner une certaine image, et les signaux par lesquels on déconvolue cette ima
retrouver le modèle. On peut voir sur la figure 2.10 comment se modifient les opérateurs
discrétisation de x.

On calcule les spectres des opérateurs, en supposant d’abord que p|q est d’extension infinie
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Figure 2.10 : Dégradation des opérateursσlin et σpar après discrétisation de x.(a) σlin pour x

continu.(b) σlin pour x discrète.(c) σpar pour x continue.(d) σpar pour x discrète.

(f=50Hz, xmin=500m, xmax=1500m,∆x=50m)
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Le spectre deσlin est donc une succession de diracs:

(E2.9)

Pour la PRD, le même calcul donne:

(E2.10)

Si p|q n’est pas d’extension infinie, les spectres s’obtiennent en convoluant les résultats des éq
(E2.9) et (E2.10) par le spectre de la fonction ‘porte’, qui est un sinus cardinal (ce sont les m
équations pour la variable q):

(E2.11)

Dans le cas limite d’une gamme de p|q infinie, les spectres des opérateurs consistent
succession de diracs, positionnés d’après les valeurs discrètes prises par x, et séparés par de
nulles. Quand cette gamme diminue, ces diracs sont convolués par un sinus cardinal d’autant plu
que (pmax-pmin) est petit (fig. 2.11). Si l’échantillonnage en x est trop faible, les diracs sont trop esp
par rapport à la largeur du sinus cardinal, découvrant des plages sub-nulles, et rendant a
déconvolution instable.

La dégradation du spectre deσpar pour la PRD est illustré sur la figure 2.12: le problème appar
d’abord dans la zone correspondant aux grands offsets.
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Figure 2.11 : Spectres des opérateursσlin (a) et σpar (b). Ce sont des successions de diracs

positionnés suivant les abscisses des traces, et convolués par un sinus cardinal dont la
largeur (pseudo-période) est proportionnelle à 1/(pmax-pmin).
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2.4.2 - Approche pratique

Le terme ‘aliasing’ désigne ici en fait deux problèmes liés mais différents dans leurs conséqu
le premier est celui de la stabilité numérique de la déconvolution (abordé au paragraphe précéd
l’intermédiaire du spectre des opérateurs), et le second est l’indétermination des solutions.

Turner (1990), pour la LRT, a abordé le problème de l’aliasing par un raisonnement graphique
l’impossibilité de distinguer 2 événements monofréquentiels dont les pentes diffèrent de
2.13). Si il existe effectivement un événement de pente p*, lorsque l’on balaie les pentes l’aliasing
brutalement pour chaque pente p=p*+j/(f∆x), le long desquelles la sommation des amplitudes
maximum. Par contre, entre ces valeurs les interférences sont destructives.
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Figure 2.12 : dégradation du spectre deσpar lorsque la variable x est sous-échantillonné. Mêmes

paramètres que pour fig. 2.10d.(a) qmax=-qmin=100ms/km2. (b) qmax=-qmin=160ms/km2.

kq

|Fσpar| (a)

kq

|Fσpar| (b)

1 f∆x⁄

x

t

∆x

1/f

Figure 2.13 : pour une fréquence f donnée: en LRT, 2 événements dont les pentes diffèrent de 1∆x
ne sont pas séparables car la sommation des amplitudes le long des 2 droites donne le mê
résultat. En PRT, aucune parabole (à part celle correspondant à la bonne courbure) ne som
constructivement toutes les traces.

p*
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L’opérateurσlin devient ainsi parfaitement périodique (figure 2.10b), et la déconvolution instable
solution de l’inversion, même stabilisée par un facteur d’amortissement (E1.35), contiendra to

évènements possibles. La condition anti-aliasing s’écrit donc:

Cette dernière condition est moins restrictive que celle obtenue par (E2.5), car elle fait référen
gamme des pentes exploréesrelativementà un évènement p*, alors que précédemment on considéra
gamme totale de pentes. Cela signifie en pratique qu’un évènement particulier peut ne pas êtr
alors que globalement la déconvolution est instable à cause de l’aliasing (cas par exempl
évènement p*=0 (horizontal) et une gamme de pentes pmax=-pmin=0.9/f∆x: pour tout p, on a |p-p*|<1/
f∆x, mais par contre |pmax-pmin|>1/f∆x).

Pour la PRD, le problème est un peu différent. En effet, la pente d’une parabole varie tout au lo
traces et seule la parabole parfaitement ajustée sur l’événement q* peut sommer toutes les ampli
phases (fig. 2.13). Néanmoins l’opérateurσpar va tout même être dégradé (fig. 2.10d) dès lors que
pente locale des paraboles permettra une sommation constructive, c’est à dire si localement la p
égale à 1/f∆x.

La pente locale d’une parabole de courbure q valant 2qx, c’est à l’offset maximum qu’elle est la
forte. Si elle dépasse la valeur limite 1/f∆x, alors il y a forcément une partie de la parabole le long
laquelle la sommation est constructive. La condition ‘anti-aliasing’ va donc s’écrire

Finalement:

(E2.12)

A nouveau, le cas de la PRD apparaît à posteriori comme une extrapolation du cas de la LRD
le comportement des opérateurs est néanmoins assez différent (figure 2.10): alors queσlin est
parfaitement périodique,σparprésente un comportement plus ou moins erratique à partir d’un certa
et l’indétermination est moins forte.

Pour terminer, on peut noter que le respect des conditions anti-aliasing dans les 2 domaines (d
et modèles) entraîne un lien entre le nombre de traces des données (Nx) et le nombre de tra
modèles (Np|q). Si l’on se place en conditions limites (pour la PRD, on suppose x>0 et xmin=0) données
par les équations (E2.9) et (E2.10):

Dans ces conditions, pour la LRD le nombre d’inconnues (Np) est égal au nombre de donnée
alors que pour la PRD il doit être deux fois plus petit. Lorsque l’on travaille avec un
d’échantillonnage∆x constants dans la PRD, un échantillonnage suffisant aux grands offsets imp
en effet un sur-échantillonnage aux faibles offsets.
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2.4.3 - Exemple synthétique monofréquentiel

Afin de bien observer le comportement réel des transformées en conditions d’aliasing, le mie
d’étudier un exemple simple. Pour cela nous reprenons les données de la figure 2.3, dont nous ca
les LRD et PRD pour différentes gammes de p et q. L’événement présent sur les données étant hor
les gammes de p|q explorée sont symétriques (pmin=-pmax).

La géométrie des données implique les conditions anti-aliasing: pour la LRD

pour la PRD.

Sur la figure 2.14 se trouvent deux LRD et deux PRD de ces données, chacune en condition
aliasée et aliasée:

• pour la LRD, l’aliasing est très clair et consiste en une répétition de l’événement réel, qui
n’est lui-même pas affecté (du moins pas sa forme, car son amplitude est 3 fois plus faible,
le reste étant répartit sur les événements aliasés).

• pour la PRD l’aliasing se manifeste par l’apparition d’un signal diffus à partir du q limite
d’aliasing. De plus l’événement central est affecté non seulement en amplitude, mais
également en morphologie, contrairement au cas de la LRD: au lieu d’être représenté sur
un seule trace, il s’étale maintenant sur les traces voisines. Aussi bien l’énergie diffusée que
la ‘défocalisation’ peuvent être très gênante pour des traitements tels qu’un anti-multiple,
qui nécessite une bonne séparation des événements.

• la répartition des énergies est cohérente avec la forme des opérateursσlin etσpar(fig. 2.10).

Sur la figure 2.15 sont tracées les normes L1 et L2 des LRD et PRD en fonction de pmaxet qmax. On
retrouve sur ces courbes les constatations faites auparavant, à savoir:

• pour la LRD, la transition est brutale lorsqu’on arrive à la limite d’aliasing: la norme L2 est
quasi-constante de part et d’autre de la limite et chute brutalement au niveau de cette limite.
La norme L1 varie peu, avec toutefois une rupture au niveau de la limite.

• pour la PRD, la norme L2 est à peu près constante, puis commence à décroître
régulièrement à partir de l’aliasing. La norme L1 quant à elle croît régulièrement.

Ce comportement des transformées résulte bien de la résolution du problème inverse en m
carrés. Parmi toutes les solutions possibles, c’est celle d’énergie minimum qui est choisie, et n
forcément celle que l’on souhaiterait. Si il y a trois évènements équivalents pouvant expliquer
données (cas de la LRD aliasée fig. 2.14), alors l’inversion répartit l’énergie sur ces trois évènem

2.4.4 - Exemple synthétique 2

Un signal monofréquentiel est très pratique pour bien comprendre les causes et les conséque
l’aliasing, mais il faut maintenant observer ce qui se passe avec un signal sismique classique co
d’une gamme de fréquence normale.

La limite d’aliasing dépendant de la fréquence, il est clair qu’il n’y aura pas de transition nette co
précédemment, mais certainement une dégradation progressive des transformations.

Soit une collection de traces avec un unique évènement horizontal habillé par un ricker de fréq
centrale fc=30Hz (fig. 2.16).

Nous calculons les PRD de ces données avec différents qmax (fig 2.17). Comme repère, le qmax

d’aliasing pour la fréquence centrale du signal (fc=30Hz) vaut, d’après l’équation (E2.12), 333ms2.
On observe très bien les figures d’aliasing en ‘ailes de papillons’, et également la déformati
l’évènement central (moins bonne focalisation) quand la transformée est aliasée: une partie

pmaxxmax 400ms≤

qmaxxmax
2

200ms≤
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énergie se reporte sur les traces latérales. Ces PRD contiennent toute l’information nécessaire p
reconstruire les données, mais celle-ci se répartit différemment.

Les variations des normes L1 et L2 des deux transformées (LRD et PRD) en fonctions des ga
explorées (fig 2.18) sont identiques à celles de l’exemple du paragraphe précédent: la norme L2 d
et la norme L1 augmente lorsque les gammes augmentent.

Des PRD, nous ne conservons maintenant que les traces centrales (valeurs de |q| inférieures à

km2) pour reconstruire les données (fig 2.17 à droite)2. Dans la première décomposition (qmax=150ms/

km2) toute l’information est contenue autour de la trace q=0, et on peut reconstruire les donné

départ. Par contre, dans les deux autres (qmax=300 et 500 ms/km2) la reconstruction est imparfaite: on
constate une perte d’amplitude le long de l’évènement, en fonction de l’offset (surtout aux g
offsets). L’énergie manquante est en fait située sur les traces aliasées des PRD, traces que

(c) (d)

Figure 2.14 : LRD et PRD des données fig. 2.3 pour différents pmax. (a) LRD pmax=200ms/km.

(b) LRD pmax=600ms/km (gain(b)=3xgain(a)).(c) PRD qmax=100ms/km2. (d) PRD

qmax=300ms/km2.

(a) (b)
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éliminées. Ces problèmes d’amplitude sont particulièrement sensibles si l’on souhaite faire une
AVO sur les données, la perte d’amplitude variant en effet avec l’offset.

2.4.5 - Comment remédier à l’aliasing spatial

Pour la PRD, l’aliasing spatial est influencé par quatre paramètres (équ. (E2.12)):

• la fréquence
• l’offset maximum
• le pas d’échantillonnage spatial
• la gamme de courbures explorées

Les solutions les plus évidentes seraient donc:

2. Ce processus, aujourd’hui couramment utilisé, permet de séparer primaires et multiples sur un
après correction NMO: si la différence de courbure (donc de vitesse) entre primaires et multiple
suffisante, ceux-ci vont apparaître sur la PRD dans des zones bien distinctes. On peut alors les s
par un mute et reconstruire uniquement les primaires (ou uniquement les multiples, que l’on sou
du CMP initial).

pmax(ms/km)

qmax(ms/km2)

Figure 2.15 :  Evolution des normes L1 et L2 des décompositions des données de la figure 2.3
lorsque la gamme en p|q explorée varie.(a) LRD. (b) PRD

(b)

(a)
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t

• l’élimination des hautes fréquences sur les grands offsets, qui sont les plus aliasées. Mais
cette solution a bien sûr l’inconvénient majeur d’éliminer de l’information, ce qui n’est
jamais satisfaisant.

• la création de nouvelles traces par interpolation afin de réduire le pas d’échantillonnage
spatial, en utilisant bien sûr des interpolateurs qui réduisent l’aliasing (Spitz, 1991).

Figure 2.16 : Collection de traces contenant un unique évènemen
horizontal. xmin=0, xmax=1000m,∆x=50m. Signal: ricker 30Hz

0 500 1000

x (m)

10
00

0
t (

m
s)

Figure 2.18 : Evolution des normes L1 et L2 des décompositions des données de la figure 2.16
lorsque la gamme en p|q explorée varie.(a) LRD. (b) PRD

pmax(ms/km)

qmax(ms/km2)

(b)

(a)
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Figure 2.17 : A gauche: PRD des données fig. 2.16 avec différentes valeurs de qmax. (a) 150ms/

km2. (b) 300ms/km2. (c) 500ms/km2. On observe la déformation de l’évènement central en
même temps qu’apparaissent les figures d’aliasing.

A droite: les reconstructions correspondantes après avoir muté les traces |q|>150ms/km2. Il y
a une perte d’amplitude en fonction de l’offset en cas d’aliasing.

(a)

(b)

(c)

t
q (ms/km2)150 300 500
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• une gamme de courbures la plus faible possible, tout en respectant ce qui est contenu dan
les données: en effet si on choisit une gamme trop faible excluant certains évènements, on
peut effectivement réduire l’aliasing, mais l’inversion ne peut pas expliquer ces évènement,
ce qui engendre des artefacts pouvant être aussi gênants que ceux engendrés par l’aliasin

D’autres solutions moins évidentes sont envisageables:

Inversion de l’opérateur (LL*)

L’aliasing se traduisant numériquement par une instabilité de l’opérateur (L*L )-1, il est quelquefois

conseillé de calculer l’opérateur (LL* )-1 qui doit être plus stable dans ce cas (Kostov, 1990),
d’appliquer l’inverse à droite au lieu de l’inverse à gauche (voir (E1.34)).

D’un point de vue théorique, il est équivalent d’utiliser l’un ou l’autre opérateur, qui doivent cond
à la même solution. L’inverse à droite ne résout ici que le problème de l’instabilité, pas cel
l’indétermination.

D’un point de vue pratique, l’inconvénient principal en PRD est que seule la matriceL*L est de

Toeplitz,LL * étant quelconque (Darche, 1990; en LRD les opérateurs sont tous deux de Toeplitz∆x

est constant). InverserL*L est donc beaucoup plus rapide (par l’algorithme de Levinson) qu’inve

LL * .

La différence peut se faire au niveau du facteur d’amortissement utilisé, qui peut être d’autan
faible que l’opérateur est stable. Néanmoins, la présence de bruit dans les données réelles co
toujoursintroduire un facteur d’amortissement (Tarantola, 1987), ce qui réduit la portée de cet ef
pratique.

Finalement on obtient des solutions très semblables quel que soit l’opérateur utilisé (Kostov, 

Décompositions parcimonieuses

Une autre voie plus intéressante est suggérée par les courbes de la figure 2.18: sous l’e
l’aliasing spatial, la norme L1 de la solution augmente, alors que la norme L2 diminue. Peut-être
alors régulariser l’inversion par la norme L1.

Pour une donnéed, au lieu de choisir la solution de norme L2 minimum:

on choisit la solution de norme L1 minimum (Nichols, 1994):

La figure 2.19 contient deux PRD des données de la figure 2.16, calculées avec une gamme d
que l’aliasing est parfaitement visible sur la PRD en norme L2. Sur l’autre PRD, calculée en norm
les figures d’aliasing ont disparues et l’évènement central est beaucoup mieux focalisé. On sai
manière générale qu’une des propriétés de la norme L1 est de rassembler au maximum l’énerg
évènement en un seul point de la transformée: cela concerne entre autre la partie aliasée de l’évè

On obtient en fait des résultats comparables, à des degrés divers, en utilisant à la place de la
L2 toute autre minimisation qui tend à concentrer l’énergie en des points privilégiés de la transfo
D’une manière générale, on appelle ces solutions des solutionsparcimonieuses (voir chapitre 4).
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Figure 2.19 : PRD des données fig. 2.16 en condition d’aliasing spatial.(a) PRD en norme L2
minimum.(b) PRD en norme L1 minimum. En norme L1 toute l’énergie est focalisée en un se
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2.5 - Conclusions

Pour les cas usuels de transformées de Radon, l’échantillonnage des variables temps t et t0 n
problématique: les fréquences maximums rencontrées sur les données et sur le modèle sont lié
stretch factor (égal à 1.0 pour les familles de droites, de paraboles, et d’hyperboles P-SCAN).

Les pas d’échantillonnage pour p (LRD) et q (PRD) se déduisent de l’ouverture

la fréquence maximum des données. Le sur-échantillonnage de ces variables n’est pas utile
qualité de la décomposition (ni même souhaitable du point de vue de la stabilité de l’inversion). Le
échantillonnage ne permet pas de représenter correctement les données les plus HF et les plus
des bords du domaine spatial.

Le pas d’échantillonnage spatial∆x devrait être déterminé à l’acquisition des données suivant
gammes de pentes p ou de courbures q susceptibles d’être contenues dans les données. Une fo
fixé, si les gammes de pentes ou de courbures dépassent une valeur critique l’inversion est ins
cause de l’aliasing spatial. Pour autant, tous les évènements ne sont pas forcément aliasés: la c
d’aliasing pour un évènement donné porte non pas sur la gamme de pentes (ou de courbures) tota
sur la différence maximum entre les pentes utilisées et la pente de l’évènement.

L’aliasing spatial n’empêche pas une décomposition des données (les résidus sont faibles) m
traduit par une dispersion de l’énergie dans le modèle loin de la position attendue.

xmax xmin–( )
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Figure 3.0 :
(3.0)
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3.1 - Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre au(x) formalisme(s) du problème inverse appliqu
décomposition de Radon, i.e. la résolution du problème .

La formulation des moindres carrés généralisés (par exemple Tarantola, 1987) introduit le mo
priori, ainsi que les matrices de covariances sur les données et sur le modèle, qui décrive
incertitudes sur les données observées et sur le modèle à priori.

Le formalisme de Bayes repose quant à lui sur les notions de probabilités et d’état d’informatio
les différentes variables du système. Les moindres carrés généralisés constituent en fait un cas pa
d’inversion bayésienne.

L’application pratique de ces concepts n’est pas forcément aisée -parfois ni même possible- m
permettent d’avoir une bonne compréhension des phénomènes en jeu. Ils montrent notamment c
introduire de l’information à priori dans l’inversion, et donnent une meilleur compréhension d
signification de certains paramètres (tel que le facteur d’amortissement).

La décomposition de Radon est posée sous une forme proche des moindres carrés généralisé
permet entre autres de la résoudre par la minimisation de formes quadratiques. Compte tenu de
des systèmes en jeu, on préfère une méthode itérative telle que le gradient conjugué (dans le d
temps) aux méthodes directes. Le domaine temps est par ailleurs plus adapté que le domaine de
dès lors que la décomposition n’est pas effectuée en moindres carrés simples (norme L2), à c
l’application de pondération variables en temps notamment.

La décomposition en norme L2 est étudié plus en détail, notamment la signification et le cho
facteur d’amortissement. L’influence des variations de couverture (dues aux mutes par exemple) e
en considération.

Enfin nous étudions l’utilisation des filtres rho (rho-filter, Claerbout, 1985) pour accélére
convergence du gradient conjugué. Alors que les filtres rho usuels sont déduits des transfo
continues et infinies, nous proposons pour la LRD (et la PRD) un filtre rho déduit des transfor
discrètes et finies.

3.2 - Moindres carrés généralisés

Le problème inverse, que l’on appelleDécomposition de Radon, consiste, pour une donnéed(t,x) à
trouver un modèleu(t0,x0) qui satisfasse l’équation de modélisation:

(E3.1)

Ce problème est linéaire, et en travaillant avec un nombre fini de variables il s’agit d’un sys
linéaire matriciel à résoudre.

Thorson (1984), considérant la LRD et la HRD, a mis en évidence que ce problème était mal
en ce sens qu’il admet en général une infinité de solutions (sous-détermination):

• L’ouverture limitée en x laisse la possibilité d’expliquer un évènement, même parfait, par
plusieurs évènements proches.

• Pour les transformées paraboliques et hyperboliques des CMP, toutes les courbes s
rejoignent et s’aplatissent vers x=0, ce qui rend difficile la séparation des évènements sur
les offsets faibles.

• On est souvent amené à prendre un nombre d’inconnues (proportionnel au nombre de
valeurs de x0) supérieur au nombre d’équations (proportionnel au nombre de valeurs de x).

d L
˜

u=

d ID trouver  u IU / d∈,∈ L
˜

u=
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• Les données peuvent être spatialement aliasées, ce qui oblige en pratique à avoir plus
d’inconnues que d’équations.

certaines données peuvent par ailleurs ne pas admettre de solutions (sur-détermination), s’il s’
exemple d’un bruit aléatoire, difficilement modélisable par un nombre limité d’évènements orga
Ainsi, comme cela est souvent le cas avec des mesures physiques, le problème est à la fois sous
déterminé.

Il convient donc de définir des critères supplémentaires pour choisir une solution. Thorson (19
a exploré plusieurs: solution d’énergie minimale, d’entropie minimale, etc...

Tarantola (1987) a présenté une généralisation de la résolution classique du problème en nor
ou moindres carrés (équ. (E1.36)), valable pour tout problème inverse (y compris non linéaire
cherche un modèleu qui minimise la forme quadratique:

(E3.2)

dobs est la donnée observée,up est un modèle à priori. est la matrice de covariance sur

données, qui décrit une incertitude gaussienne surdobs. est la matrice de covariance sur le modèl

qui décrit l’incertitude gaussienne sur le modèleup fourni à priori. La minimisation deϕ conduit au
modèleu ‘le plus probable’ (minimiserϕ par rapport à un modèle revient en effet à maximiser
probabilité d’avoir observédobs pour ce modèle). On qualifie cette résolution demoindres carrés
généralisés. Les moindres carrés sont étroitement liés à la notion de statistique gaussienne, où tou
erreurs et incertitudes doivent être décrites de cette façon.

Les matrices de covariance (et donc leurs inverses) sont symétriques. doit décrire à la fois lebruit

de mesure(l’erreur sur l’observation ded) et lebruit de modélisation, c’est à dire les écarts entre la
réalité et ce que l’on est capable de modéliser avec l’opérateur (en décomposition hyperboliq
exemple, on cherche à expliquer les données par une superposition d’hyperboles d’amp
constantes alors que les indicatrices ne sont ni parfaitement hyperboliques, ni d’amplitude cons

Lemme: La solution des moindres carrés généralisés est:

(E3.3)

Démonstration:

Le minimum de ϕ est atteint lorsque son gradient s’annule. Calculons celui-ci:

D’où:

(E3.4)
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L’identification de cette dernière quantité à 0 conduit au résultat désiré.

Dans la pratique, surtout pour des problèmes contenant un très grand nombre d’inconnu
détermination des matrices de covariance est un problème difficile, pratiquement aussi difficile
résolution du problème lui-même.

3.3 - Formalisme bayésien

L’approche bayésienne de l’inversion est fondée sur les probabilités, ou plus exactement s
notions d’état d’information et de degré de vraisemblance. Il n’est pas question de présenter en d
théorie, avec ses différentes interprétations (on en trouvera un exposé complet et clair dans la t
Duijndam (1987)), mais de rappeler les principaux résultats utilisés ici.

Les données et les modèles sont considérées comme étant des réalisations de variables a
Notons p(.) la fonction de densité de probabilité (pdf) d’une variable (ou d’un vecteur de variables
aléatoire. La pdf d’une variable décritl’état d’information sur cette variable. Les pdf les plu
couramment utilisées sont les distributions gaussiennes, exponentielle, ou uniforme. Une distribu
dirac traduit une information totale sur une variable (on connaît parfaitement la valeur prise p
variable, qui est la position du dirac).

La pdf composéede deux vecteursx ety est notée p(x,y). La pdf conditionnelle de x pour y donné
p(x|y) est la pdf décrivant l’état d’information surx pour une réalisation particulière (fixée) dey.

Si les deux variables sont indépendantes, il est clair que:  et

Dans le cas général où les variables ne sont pas indépendantes, la pdf composée dex ety est le produit
de la pdf dey par la pdf conditionnelle dex poury donné (et réciproquement):

(E3.5)

Un exemple simple couramment donné pour expliquer cette relation est celui du cyclis
probabilité qu’il puisse faire l’aller-retour (x,y) entre deux villes A et B est égale à la probabilité q
puisse aller (x) de A à B,et qu’il puisse revenir (y) de B à Acompte tenu du fait qu’il vient d’effectuer
le parcours A->B et est donc très fatigué.

On déduit de la relation précédente la fameuseloi de Bayes:

(E3.6)

Cette dernière relation1 est à la base de l’inversion bayésienne. En effet, pour un problème inv
que l’on peut exprimer sous la forme générale:

(E3.7)

1. Pour reprendre l’exemple du cycliste, et dans un souci de réalisme, une variable z représent
dopage du cycliste pourra être introduite. La loi de Bayes donne alors: p(z|(x,y))=p((x,y)|z)p(z)/p
ce qui se traduit par: la probabilité qu’un cycliste ayant effectué l’aller-retour A<->B soit dopé est ég
à la probabilité de faire A<->B en étant dopé divisée par la réussite moyenne observée sur le par
A<->B, le tout pondéré par la proportion moyenne de dopés chez les cyclistes.

p x y,( ) p x( )p y( )= p x y( ) p x( )=

p x y,( ) p x y( )p y( )=

p y x( )p x( )=

p x y( )
p y x( )p x( )

p y( )
----------------------------=

d f u( ) n+=
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oùd sont les données observées,u est le modèle cherché qui peut expliquerd par l’intermédiaire de
l’opérateur de modélisation f (quelconque).n contient les erreurs de modélisation et le bruit de mesu
La loi de Bayes permet d’exprimer la pdf conditionnelle deu pourd donné:

(E3.8)

d étant fixé, le dénominateur est un terme constant qui ne sert qu’à la normalisation. L
conditionnelle ded pouru donné, en tant que fonction deu, est appelée lafonction de vraisemblance
(likelihood function):

(E3.9)

d étant donné, à une certaine réalisationu correspond une réalisation du bruitn égale à .

Si n est indépendant de f(u)2 et a pour pdf pn, alors:

(E3.10)

Parmi toutes les réalisations possibles deu, celle qui maximise la fonction de vraisemblance e
l’ estimateur de vraisemblance maximum(Maximum Likelihood Estimator =MLE ). Cet estimateur
ne conduit pas forcément à une solution unique.

(E3.11)

Dans la relation (E3.8), la pdf deu traduit l’état d’information suru indépendamment ded. C’est la
pdf à priori . Si on ne dispose pas d’information à priori suru, on doit prendre la pdf qui traduit l’état

d’information nul, par exemple une distribution uniforme3. Dans l’approche classique de l’inversion, c
terme est appelé la régularisation.

Finalement la pdf conditionnelle deu pourd donné est appelée lapdf à posteriori:

(E3.12)

La maximisation de cette pdf à posteriori fourni un autre estimateur deu (qui n’est pas forcément
unique non plus): l’estimateur de vraisemblance maximum à posteriori(Maximum A Posteriori
Estimator =MAP ):

(E3.13)

Quant à l’estimateur de Bayesproprement dit, c’est la moyenne de tous lesu possibles, pondérés
par leur pdf à posteriori:

(E3.14)

2. L’indépendance entren et f(u) est discutable dès lors quen contient le bruit de modélisation, ce qu
est le cas dans le contexte des Décompositions de Radon. Toutefois on fait comme si cette condit
respectée.
3. l’état d’information nul ne se traduit pasforcément par une distribution uniforme

p u d( )
p d u( )p u( )

p d( )
-----------------------------=

l u( ) p d u( )=

d f u( )–( )

l u( ) p d u( ) pn d f u( )–( )= =

MLE: maxu l u( ) p d u( ) pn d f u( )–( )==[ ]

p u d( )
pn d f u( )–( )p u( )

p d( )
------------------------------------------=

MAP: maxu p u d( )[ ] maxu pn d f u( )–( )p u( )[ ]=

Estimateur de Bayes: uBayes u p u d( ) ud∫=
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Ce dernier estimateur est sans doute le plus fiable (du moins le plus complet) des trois déc
Malheureusement il est inutilisable en pratique dans la plupart des cas, car nécessitant de parco
l’espace des modèles en calculant les pdf à posteriori. L’estimateur MAP est donc le plus souvent

La résolution de notre problème inverse en minimisant la fonction coût (E3.2) peut être cons
comme de une estimation MAP, avec pour pdf les distributions gaussiennes suivantes:

(E3.15)

nd et nu sont les dimensions respectives de l’espace des données et de l’espace des modèles

sont des matrices de covariance. Le bruitn est décrit comme gaussien, de moyenne nulle, dont

variances et covariances sont contenues dans la matrice . La pdf deu définit un à priori sur le modèle,

supposé égal àup (p(u) est maximum pouru=up), mais cette connaissance à priori est entachée d’

certaine incertitude décrite par les variances et covariances de la matrice (une variance

signifie que la plage des valeurs probables pour un échantillon du modèle est plus large).

Calculer l’estimation MAP deu revient à maximiser la pdf à posteriori . Le dénominate

dans (E3.12) étant constant, il suffit de maximiser la quantité . Compte tenu de la f

exponentielle de ces pdf, on en prend le logarithme, qui devra être maximum lui aussi. Les t
constants s’additionnent après l’application du logarithme et n’influent pas sur la position du maxi
Il faut donc maximiser:

(E3.16)

On retombe donc sur la même formulation que les moindres carrés généralisés de (E3.2).

Lorsque le modèle à priori est nul (up=0) (cas le plus courant pour les décompositions de Radon
terme de régularisation portant sur le modèle traduit implicitement un à priori suru, supposé nul avec un
certain degré d’incertitude, avec pour conséquence d’introduire un biais vers0 dans la solution finale.

Quant à la résolution en norme L2 (poids diagonaux uniformes, (E1.36)), elle suppose implicite
non seulement que le bruit sur les données et les valeurs sur le modèle obéissent à des distr
gaussiennes, mais aussi que les espérances pour chaque échantillon sont partout les mêmes.
sembler raisonnable pour le bruit (encore qu’après correction de divergence sphérique le niveau
augmente avec le temps, par exemple), mais moins pour le modèle.
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3.4 - Cadre général de résolution

On cherche à résoudre le problème  en minimisant la fonction coût:

(E3.17)

et étant des poids appliqués respectivement aux résidus et au modèle. Ils sont symét

définis et positifs, de telle sorte que les opérateurs sont également des produits scalaire
faire le lien entre cette fonction coût et la formulation des moindres carrés généralisés (E3.2), o

simplement: . Par ailleurs, si le modèle à prioriup n’est pas nul, on pose:

, et, à condition que soit linéaire

( ), l’équation (E3.2) devient:

,

permettant de se ramener à l’expression (E3.17).

On ne traitera ici que les poids diagonaux, les poids non diagonaux rendant les problèmes be
trop lourds à implémenter pour les Décompositions de Radon, bien qu’il n’y ait aucun obs
théorique. et étant les inverses des matrices de covariance et , des élémen

diagonaux nuls signifient que les échantillons sont décorrélés les uns des autres(ce qui n’est pas à
priori une évidence et doit être justifié au cas par cas).

La solution à laquelle on arrive par la minimisation de (E3.17) est:

(E3.18)

On note que des poids proportionnels à l’identité conduisent à la solution classique en norme

On rencontre souvent une autre façon d’écrire ces équations, en répartissant les poids sur l
termes des produits scalaires:

(E3.19)

Minimiser cette dernière quantité revient à opérer des changement de variables sur l’espa
données et sur l’espace des modèles:

(E3.20)

et à résoudre le nouveau système en moindres carrés classiques:

(E3.21)

La solution n’a donc pas d’énergie dans le noyau de l’opérateur , et la partie

données orthogonale à l’espace image de cet opérateur reste dans les résidus. Exprimé d
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variables d’origine, n’a donc pas d’énergie dans le noyau de , et les résidus

se situent dans l’espace image de .

La norme L2 se caractérise par des poids diagonaux uniformes. L’application d’autres poids p
de:

• Modifier le noyau de l’opérateur de modélisationL (par le poidsWU), changeant ainsi la
forme de la solution (puisque celle-ci n’a pas de composante dans le noyau).

• Favoriser (resp. défavoriser) certaines zones du modèle, en appliquant des poids plus faible
(resp. plus forts) aux endroits où on souhaite voir une concentration d’énergie (resp. une
énergie faible).

• Sur les données, de traiter le cas des spikes éventuels, en appliquant aux échantillons où il
sont présents un poids plus faible.

3.5 - Résolution par gradient conjugué

3.5.1 - Problèmes quadratiques (poids constants)

La fonction coût à minimiser est:

(E3.22)

On réécrit cette fonction sous la forme utilisée dans l’annexe sur le gradient conjugué:

(E3.23)

en posant:

(E3.24)

On applique ensuite les formules du gradient du gradient conjugué. Le ‘résidu’ (au sens des fo
du GC) en particulier, qui est l’opposé du gradient, s’écrit:

(E3.25)

où r  est ici le résidu au sens habituel, par rapport aux donnéesd.
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L’implémentation choisie est donc la suivante:

D’après l’équation (EA.5), le coefficient de recherche linéaire le long degc s’obtient par:

D’une manière plus générale, les recherches multi-linéaires impliquent le calcul de termes sim
à ces derniers numérateurs et dénominateurs (équ. (EA.19)). Ceux-ci s’écrivent:

Donc finalement:

(E3.26)

Temps de calcul

Chaque itération réclame l’application une fois chacun des opérateurs (calcul du gradient,

(ii)) et (modélisation de la direction de descente, étape (iv)). Par ailleurs, il faut calculer un pr
scalaire dans la formule de conjugaison (étape (iii)) et 4 autres dans la recherche linéaire (étape
y a de plus quatre applications de poids (si on en utilise) dans les produits scalaires.

Concernant l’espace mémoire, on a besoin de 2 tableaux de la dimension deu (g etgc), et de 1 tableau
de la dimension ded (lgc). g et lgc ne sont jamais utilisés au même moment, ce qui diminue l’esp
mémoire nécessaire.

Si Nt, Nd, Nu sont respectivement le nombre d’échantillon temps, le nombre de traces dan

données, et le nombre de traces dans le modèle: et réclament de l’ordre de Nt.Nd.Nu opérations;
un produit scalaire de l’ordre de Nt.Nd (espaces des données) ou Nt.Nu (espace des modèles); si les poid
utilisés sont diagonaux, leur application nécessite également Nt.Nd ou Nt.Nu opérations (dans le cas

(iv) Initialisations:  (en généralu0 = 0)

(v) Calcul du gradient:

(vi) Facteur de conjugaison:
1ère itération:

Itérations suivantes:

stocker le produit scalaire:

(vii) Synthétique de la direction de descente:

(viii) Recherche linéaire du minimum (voir ci-dessous), et mise à jour

(ix) aller à ii) ou arrêter.
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contraire cela peut aller jusqu’au carré de ces valeurs). Ce sont donc les opérateurs et qui
plus coûteux en temps de calcul (80% du temps total en moyenne).

Il n’y aucune inversion de matrice à effectuer, d’où l’intérêt de la méthode si l’on peut atteind
convergence en peu d’itérations.

3.5.2 - Préconditionnement

Si on souhaite appliquer un opérateur préconditionnement au problème, les formules (E

indiquent que seuls les calculs du gradient et du facteur de conjugaison sont modifiés, me
l’implémentation suivante:

On a ponctuellement besoin d’un tableau supplémentairegp pour avoir simultanément en mémoire l

gradient et le gradient préconditionné (étape (iv)). Si on dispose explicitement de l’opérateur ,

son application dans un produit scalaire ne nécessite pas d’espace mémoire supplémentaire (e
est très rapide), on peut se passer de ce tableau et n’utiliser queg:

3.5.3 - Poids non constants- Problèmes non quadratiques - Algorithmes IRLS

3.5.3.1 - Implémentation

Dans les cas où l’on veut minimiser une forme non quadratique, on l’approxime localement pa
formes quadratiques, ce qui se traduit en général par des poids non plus constants, mais qui dé
du modèle (directement ou par l’intermédiaire des résidus). On entre alors dans la famill
algorithmesIRLS (Iteratively Reweighted Least-Squares), qui ont pour base des algorithmes d

L
˜

L
˜
∗

Q
˜

(i) Initialisations:  (en généralu0 = 0)

(ii) Calcul du gradient vrai:

(iii) Préconditionnement:

(iv) Facteur de conjugaison:

1ère itération:

Itérations suivantes:

stocker le produit scalaire:

(v) Synthétique de la direction de descente:

(vi) Recherche linéaire du minimum, et mise à jour

(vii) aller à ii) ou arrêter.

u u0←

r d L
˜

u0–←

g L
˜
∗Pd

˜
r Pu

˜
u–←

gp Q
˜

g←

γ g gp,( )←

gc gp←

gc gp
γ

γ 1–
--------gc+←

γ 1– γ←

lgc L
˜

gc←

u u αgc+←

r r αlgc–←

Q
˜

(iii) , et préconditionnement:

(iv) Facteur de conjugaison:
1ère itération:

Itérations suivantes:

stocker le produit scalaire:

γ g Q
˜

g,( )← g Q
˜

g←

gc g←

gc g
γ

γ 1–
--------gc+←

γ 1– γ←
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résolution classiques à poids constants (Voir Scales and Gersztenkorn, 1987, pour une présentatio
des algorithmes IRLS).

On peut distinguer deux types d’algorithmes IRLS. Le premier (type 1) consiste à résoudre plusieur
fois de suite (E3.22) à poids constant (par la méthode que l’on veut, directe ou itérative), en reca
entre chaque résolution le poids en fonction de la dernière solution connue. Si on utilise une mé
itérative, on a le choix pour chaque résolution d’utiliser comme point de départ des itérations la so
obtenue par la résolution précédente, ou de repartir d’un modèle nul. Le second (type 2) utilise la nature
itérative d’une méthode de résolution (gradient conjugué par exemple), pour effectuer une mise
des poids d’itération en itération pendant la résolution (les mises à jour ne sont pas obligatoir
effectuées à chaque itération). Une fois les poids mis à jour, toutes les opérations (calcul du gr
recherches linéaires, ...) sont effectuées à poids constants.

La preuve de la convergence donnée en annexe B suppose que chaque minimisation à poids
est complète (on va jusqu’au minimum), ce qui correspond à un algorithme IRLS de type 1. El
également valable pour l’algorithme de type 2 dans la mesure où le point de départ de c
minimisation est le point d’arrivée de la précédente.

On adapte ici le gradient conjugué pour construire un algorithme IRLS de type 2, en modifia
poids pendant les itérations. Dans ce cas les formules de conjugaison ne sont plus exactes. Il es
plus juste de dire qu’elles n’ont plus vraiment de signification, le minimum à atteindre change
chaque itération. Il est donc préférable de revenir à l’esprit du gradient conjugué, à savoir que la fo
de conjugaison permet de réduire une recherche bilinéaire sur la direction de descente précéde
nouveau gradient à une recherche linéaire simple, en sachant calculer à priori la nouvelle direc
descente. On effectue ici la recherche bilinéaire exacte:

La quantité de calculs est à peu près identique à celle du schéma classique. La recherche bi
nécessite 10 produits scalaires au lieu de 4 pour la recherche linéaire (5 en incluant le calcul du
de conjugaison).

(v) Initialisations:  (en généralu0 = 0)

(vi) Mise à jour des poids  et  (pas nécessairement à chaque itération)

(vii) Calcul du gradient (éventuellement préconditionné):

(viii) Synthétique du gradient:

(ix) 1ère itération: recherche linéaire le long deg:

Itérations suivantes: recherche bi-linéaire dans le plan {g,gc}:

(x) Mise à jour

(xi) aller à ii) ou arrêter.

u u0←

r d L
˜

u0–←

Pd
˜

Pu
˜

g Q
˜

L
˜
∗Pd

˜
r Pu
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lg L
˜

g←
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3.5.3.2 - Minimisation d’une forme non quadratique

La minimisation de formes pseudo-quadratiques où les poids ne sont pas constants peut résul
minimisation d’une fonction quelconque (pas tout à fait quand même) du modèle (voir l’annexe B
on veut minimiser la fonction coût:

(E3.27)

Où les fi() sont des fonctions scalaires qui répondent aux hypothèses (EA.22):

(E3.28)

Avec

(E3.29)

nd est la dimension ded, nu est la dimension deu. On pose:

(E3.30)

Alors:

(E3.31)

On s’est donc ramené ainsi à la forme décrite dans l’annexe B.

La minimisation de (E3.31) se fait alors par des minimisations successives à poids consta
formes quadratiques:

(E3.32)

En choisissant pour , poids diagonal (équ. (EA.23)):

(E3.33)
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Ce poids est décomposable en poids sur les données et sur le modèle:

(E3.34)

et (E3.32) est alors identique à (E3.22):

3.5.3.3 - Poids non constant donnés à priori

Si on se donne à priori les fonctions poids pi, alors pour que les fonctions

vérifient les conditions (E3.28), il faut que:

(E3.35)

3.6 - Inversion en norme L2: propriétés

3.6.1 - Régularisation - facteur d’amortissement

Lorsque l’on résout le problème en norme L2, on cherche à minimiser la fonction coût:

(E3.36)

conduisant à la solution:

(E3.37)

Quelle est la signification du facteur d’amortissementε et comment le déterminer? On lui assigne
deux rôles: régulariser l’inversion, qui sinon pourrait avoir une infinité de solutions, et prendre en co
la présence de bruit sur les données.

Pour se convaincre que le problème de la minimisation de l’énergie des résidus est mal posé,
d’essayer plusieurs types de régularisations (fig. 3.1): en 3.1a on se donne un modèle conte
évènements paraboliques. La modélisation correspondante est en 3.1b.
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Figure 3.1 : Influence de la régularisation sur la Décomposition de Radon Parabolique.
(a) modèle contenant 5 évènements.(b) synthétique obtenue par modélisation de (a).
(c) PRD de (b) en norme L2.(d) les résidus correspondant.(e) PRD en norme L4 de (b).
(f) les résidus correspondant. (gain (d) et (f)=2 X gain(b)).
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En 3.1c se trouve la PRD en norme L2 de 3.1b, obtenue par minimisation de (E3.36) (résidus en
En 3.1e se trouve la PRD en norme L4 sur le modèle, obtenue par minimisation

 (résidus en 3.1f).

Les trois modèles fig. 3.1(a)(c)(e) sont tous des bonnes solutions à la décomposition de
parabolique de l’image 3.1b, en ce sens que les résidus sont tous faibles (énergie résiduelle infé
0.5%; 3.1a, le modèle de départ, est même une solution à résidus nuls). Les modèles ont néanm
aspects très différents, imposés par le terme de régularisation.

Le deuxième problème est la détermination du facteur d’amortissement. Théoriquement, il est
niveau de bruit présent sur les données et à l’amplitude des valeurs attendues sur le modèle. M
général, ce paramètre ne fait pas l’objet d’une détermination rigoureuse. La plupart du temps, on

une fraction des élément diagonaux de (typiquement 1%). Gulunay (1990), pour les LRD et
recommande d’utiliser un facteur d’amortissement très faible (jusqu’à 0.01%), ce qui amélio
focalisation des évènements sur le modèle (plus le facteur d’amortissement augmente, plus la s

se rapproche de la simple application de  (équ. (E3.37))).

3.6.1.1 - Le facteur d’amortissement du point de vue bayésien

Du point de vue Bayésien, la valeur à attribuer au facteur d’amortissement n’est pas subjecti
résolution en norme L2 revient à considérer des pdf gaussiennes (équ. (E3.15)), centrées sur zé
des matrices de covariances proportionnelles à l’identité. Le bruit est donc supposé à moyenne

de variance uniforme , de même que le modèle de variance uniforme :

(E3.38)

On doit donc minimiser (équ. (E3.2)) la quantité:

(E3.39)

Le facteur d’amortissement devrait donc être déterminé d’après les valeurs de ces variances

(E3.40)

Si il est possible d’estimer la variance du bruit (il existe plusieurs méthodes statistiques pour e
le niveau de bruit sur un ensemble de traces), fixer à priori la variance du modèle pose un réel pro
En effet, comment, avant d’avoir calculé ce modèle, est-il possible d’en connaître les amplitudes

Une des solutions est de tirer parti de la méthode de résolution. Une méthode itérative, telle
gradient conjugué, permet d’avoir, à chaque itération, une approximation de la solution finale. Il es
possible d’obtenir à chaque itération une nouvelle estimation de la variance du modèle, et do
facteur d’amortissement. On estime la variance du modèle simplement par une moyenne quadrati
échantillons du modèle:

(E3.41)
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Le point de départ des itérations du gradient est presque toujours le modèle nul (u0=0). La variance
est donc certainement sous-estimée pendant les premières itérations. On peut ‘estimer cett
estimation’ en comparant la variance des résidus à la variance préalablement estimée (o

arbitrairement) du bruit: plus le rapport est proche de 1, plus on est proche de la so

finale. On utilise donc ce rapport pour corriger l’estimation de la variance du modèle:

(E3.42)

On suit donc le processus suivant:

On définit ainsi une sorte d’algorithme IRLS, dans lequel le poids sur le modèle est uniforme
varie d’itération en itération. Ce poids ne vérifie pas les hypothèses (E3.35) pour assurer la conve
en particulier la décroissance par rapport au modèle (E3.35)(iii), à cause de la dépendance par

aux résidus. Il faut en outre introduire dans le calcul deε des bornes inférieures pour (sa valeur

la première itération par exemple) et pour (une fraction des résidus visés ou estimés par ex
pour respecter la continuité (E3.35)(i). Néanmoins les conditions (E3.35) sont seulement suffisan
nécessaires, et dans la pratique on constate que le processus converge et que la valeur du
d’amortissement se stabilise au bout de quelques itérations (figure 3.2b).

On vérifie également sur le graphique 3.2c que l’énergie résiduelle de la solution atteinte
variance du bruit fixée à priori sont liées linéairement (elles devraient être égales, mais on cons
l’existence d’un facteur multiplicatif). Ainsi, en fixant à priori la variance du bruit, on ne trouve dan
solution (donc dans les résidus) que ce que l’on a décidé d’y mettre, et fixer un facteur d’amortiss
à priori revient à fixer une variance de bruit à priori. Il semble donc important de pouvoir bien estim
niveau de bruit sur les données avant d’effectuer l’inversion.

De même que l’on utilise le modèle au cours des itérations pour avoir une estimation de la va
finale du modèle, on pourrait envisager d’estimer la variance du bruit d’après les résidus, soit au
des itérations, soit à la fin de l’inversion pour refaire une inversion avec la nouvelle va
Malheureusement ce processus est totalement instable, comme l’a expérimenté Claerbout (1992
suivant les valeurs initiales, le système se dirige soit vers une solution nulle, soit vers des résidu
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(i) Estimer ou fixer arbitrairement la variance du bruit

(ii) Initialisations:

(iii) calculeru et r  par une itération de gradient conjugué sur la forme quadratique:

(iv) Estimer un nouveau facteur d’amortissement par la formule:

(v) Aller en iii) ou arrêter.
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Figure 3.2 : Gradient conjugué pour la résolution en norme L2 d’une PRD (a) avec estimation
automatique du facteur d’amortissementε. (b) évolution de l’énergie des résidus et deε au
cours des itérations, variance bruit fixé à 5% des données (courbes grisées=facteur
d’amortissement constant fixé à priori).(c) variation de l’énergie résiduelle en fonction de
la variance du bruit fixée à priori.
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3.6.2 - Influence du facteur d’amortissement sur l’atténuation du bruit

Un des rôles du facteur d’amortissement est de tenir compte de la présence de bruit sur les d
Il s’apparente donc à un facteur de blanchiment. On souhaite ne pas modéliser le bruit, afin
conserver que le signal ‘utile’ dans la reconstruction. Il reste à définir ici ce que l’on considère co
du bruit.

Dans le problème de la décomposition de Radon, on appelle généralement bruit tout ce qui ne
pas dans le modèle choisi (linéaire, parabolique, ...). Le bruit aléatoire en fait partie bien sûr, de
par exemple que les arrivées directes (linéaires) lors de la décomposition hyperbolique d’un CMP
cette optique, un évènement linéaire d’amplitude non constante de trace à trace contient, po
décomposition linéaire, du signal (la partie constante) et du bruit (le reste).

Dans la pratique, on constate que ce que l’on considérerait à priori comme du bruit est so
parfaitement modélisable: on peut sans problème effectuer la Décomposition de Radon Linéair
point de tir, composé d’hyperboles, et reconstruire ensuite parfaitement les données de dép
hyperboles étant parfaitement modélisables par une superposition de droites.

Reprenons la collection CMP de la figure 3.1b, contenant 5 évènements paraboliques -dont u
auquel nous ajoutons une certaine quantité de bruit gaussien (fig. 3.3), et effectuons des LRD en
L2 avec plusieurs valeurs de facteur d’amortissement.

Un facteur de blanchiment très faible (0.1%) conduit à un bruitage excessif de la solution (fig.
en laissant apparemment peu de bruit dans les résidus. Le bruit qui ‘explose’ sur le modèle appar
noyau deL et n’est pas forcément lié au bruit présent sur les données. Le facteur d’amortissement p
en principe d’imposer une composante nulle dans le noyau (voir la figure 1.6).

Lorsque le facteur d’amortissement passe à 1% puis à 10% (fig. 3.4c et 3.4b), on réduit notab
le niveau de bruit sur le modèle, mais pas sur les reconstructions: le bruit est modélisé aussi bien
évènements cohérents. Pour un facteur d’amortissement de 100%, on note bien une certaine att
du bruit, mais également du signal cohérent, de sorte que le rapport S/B ne semble pas amélioré
peu).

En résumé il ne semble pas possible d’améliorer notablement le rapport S/B par une augme
du facteur d’amortissement. Seul le bruit perpendiculaire à l’image deL peut être filtré efficacement pa
la Transformée de Radon. On a ici la même difficulté à discriminer le signal cohérent du bruit que

Figure 3.3 : collection CMP bruitée (bruit
gaussien) comportant 5 évènements

paraboliques (200, -100, 0, 100, -50 ms/km2).

t (s)

x (m)
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Figure 3.4 : Transformées de Radon Linéaires (à gauche) du CMP fig. 3.3 en utilisant plusieu
valeurs de facteur d’amortissement. La reconstruction de chaque LRD se situe dans la colo
de droite. Les pentes utilisées s’échelonnent entre -200 et 400 ms/km.(a) ε=100% (b) ε=10%
(c) ε=1% (d) ε=0.1%
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que l’on aurait à vouloir discriminer un bruit aléatoire d’une sinusoïde pure par une transform
Fourier: les deux sont aussi bien représentés dans le domaine des fréquences.

En norme L2, le facteur d’amortissement permet de régulariser l’inversion, mais pas
d’améliorer le rapport Signal/Bruit dans l’espace des données.

3.6.3 - Considérations fréquentielles pour la LRD

On choisit un modèleu0 (fig. 3.5a) contenant un spike (=dirac numérique) en p=0, définissant d
un évènement horizontal pur portant un signal (fig. 3.5c). La représentation fréquentielle de ce m
(fig. 3.5b) montre un spectre constant sur la trace p=0.

En fig. 3.5e-f se trouventuS (qui est le stack ded, ou encore la convolution deu0 par σ), et sa
représentation fréquentielle:

On trouve donc sur chaque ligne de l’opérateur de convolution pour chaque fréqu

l’étalement du spike (la largeur de l’opérateur de convolution) est inversement proportionne
fréquence. La trace p=0 deuS contient le même signal que le signal original, stacké avec la pente ex
de l’évènement.

, qui est la déconvolution de par rapport à p, est en fig. 3.5g-h: l’énergie étalée est partiell

reconcentrée en p=0, où idéalement on aurait voulu retrouver un spike. Mais il reste néanmo
certain étalement inversement proportionnel à la fréquence. Par conséquent, la trace centra
présente un contenu plus HF que le modèle de départ, les BF se retrouvant (relativement) prépond
sur les traces p voisines.

En fig. 3.5d on vérifie que la modélisation deu2 est égale aux données de départ (fig. 3.5c), c’es
dire queu2 est bien une décomposition correcte de ces données.

En conclusion, la LRD en moindres carrés d’un évènement pur (parfaitement linéaire, s
constant) donne une image qui n’est pas ponctuelle, mais qui possède une certaine extension s
De plus les fréquences contenues dans le signal se répartissent différemment, les HF éta
concentrées au centre de l’image. Par conséquent, le signal extrait sur une seule trace de la solut
pas identique au signal d’origine (même sur la trace p correspondant à la pente exacte de l’évèn
il faut considérer l’image dans son ensemble pour reconstituer celui-ci.

Ce résultat est cohérent avec les résultats du paragraphe 1.9.5.1. En effet, le filtre rho à app
l’image stack pour approximer l’inversion est en |ω|, ce qui relève les HF sur la trace centrale. O
pourrait constater le même comportement avec les transformées paraboliques ou hyperboliques,

amplifications plus ou moins importantes des HF (en parabolique, le filtre rho est en ).

3.7 - Influence de la couverture

3.7.1 - Pondération du modèle

Les points de tir, et donc les collections CMP, sont souvent ‘mutés’ pour éliminer les arrivées di
et les réfractions. De plus, les corrections NMO sur les CMP introduisent un stretch du signal, qu
limite par un autre mute dans les zones où il est trop important. Ces mutes ont pour conséq

ûS ω p,( ) L
˜
∗d̂ ω p,( ) û0 ω p,( )* pσ

l in
ω p,( ) δ p( )* pσ

l in
ω p,( ) σl in ω p,( )= = = =

ûS

û2 ûS

ω
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Figure 3.5 : (a)modèle de LRT contenant un spike.(b) son spectre.(c) sa modélisation.(d) la
modélisation de la Décomposition de Radon Linéaire (g) de (c) (on vérifie que (d) et (c) so
quasi identiques).(e) stack de (c).(f) son spectre.(g) LRD en moindres carrés de (c).(h) son
spectre = (f) déconvolué suivant p parσ(ω,p)
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d’introduire des variations de couverture dans une collection de traces donnée (voir par exem
collection CMP fig. 3.2).

Lorsque l’on effectue les Décompositions de Radon en domaine de Fourier, on ne peut pa
compte des zones mutées, qui sont assimilées à des échantillons nuls. Le domaine temps perm
point de vue plus de souplesse car les zones mutées peuvent réellement être traitées comme une
de données. Néanmoins ces variations de couverture dans une collection de traces risquent de
à un traitement différent des zone à faible et à forte couverture. En effet, à un point donné du m
correspond une courbe dans l’espace des données, et le nombre d’échantillons sur lesquels
représentée peut avoir de l’importance (fig. 3.6).

La résolution classique en norme L2 fait intervenir un terme de minimisation de l’énergie du r

et un terme de minimisation de l’énergie du modèle:

Chaque échantillon du modèle est mis en balance avec une somme de carrés d’échantillons d
(situés sur la trajectoire de la courbe correspondante), dont le nombre de terme est égal à la cou
le long de la trajectoire considérée. On aurait donc envie de compenser cet effet en appliquan
l’espace des modèles un poids égal à cette couverture: est un poids diagonal qui contient la cou
associée à chaque échantillon du modèle, et on minimise:

(E3.43)

Un critère pour juger de la nécessité d’appliquer ce poids sur le modèle est de regarder les ré
sur des évènements de mêmes amplitudes mais de couvertures différentes (fig. 3.7). On voudrai
résidus après décomposition de Radon soient d’amplitudes comparables pour chaque évèneme

On effectue deux LRD en norme L2, l’une sans pondération par la couverture, l’autre
pondération (fig. 3.8): les résidus sans pondération sont uniformes, alors qu’avec pondération i
d’autant plus faibles que la couverture est faible. Concernant les modèles, il est difficile de vo
différence à l’oeil nu. Le raisonnement sur le nombre d’échantillons en jeu dans chacun des deux
de la minimisation est donc incomplet: on oublie qu’en norme L2, un évènement est représent
l’espace modèle non pas sur un seul mais sur plusieurs échantillons (il s’étale), et cela d’autant p
la couverture est faible. On vérifie d’ailleurs aisément que ce raisonnement est valable si on ne
qu’une seule trace (p=0) dans le modèle, obligeant ainsi les évènements à se former sur u
échantillon (fig 3.8): sans pondération, les résidus sont plus forts là où la couverture est faible.

Le problème se pose différemment avec une norme L1 sur le modèle (minimisation de la norm
du modèle au lieu de la norme L2, voir chap. 4): celle-ci tend en effet à concentrer la représentati

q

d

τt

x

(zone mutée)

Figure 3.6 : variation de couverture sur une collection de traces, suivant l’échantillon du modèl
(ici domaine de Radon Parabolique).
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évènements sur un nombre réduit d’échantillons. On effectue ici deux LRD en normes L1 (fig. 3
on constate qu’il est préférable de pondérer par la couverture pour que les résidus soient uniform

En généralisant, si une norme Lp (p étant compris entre 1. et 2.) est appliquée sur le modèle
souhaitable de pondérer le modèle par la couverture élevée à la puissance (2-p).

3.7.2 - Préconditionnement du gradient

La pondération du modèle pour compenser les variations de couverture étant résolu, il r
optimiser le calcul du gradient.

La fonction coût à minimiser, d’après les résultats du paragraphe précédent, est:

(E3.44)

 est le poids permettant de simuler la norme Lp (chap. 4). Le gradient correspondant est:

(E3.45)

Les études sur la norme Lp indiquent qu’il faut préconditionner le gradient par . Faut-il d

même façon le préconditionner par un terme liée à la couverture (  par exemple) ?

Les courbes de convergence du gradient conjugué (fig. 3.10) pour la norme L2 et la norme L1

et sans préconditionnement (par ), montrent qu’en norme L2 le préconditionnement détéri
convergence, notamment à la première itération. En norme L1 par contre, la convergence e
meilleure avec préconditionnement (deux fois plus rapide sur cet exemple).

En conclusion, la norme L1 réclame, outre la pondération du modèle par la couvertur
préconditionnement du gradient par l’inverse de la couverture. On généraliser ce résultat expérim
toute norme Lp:

Figure 3.7 : Collection de 21 traces, 5 évènements de couvertures
différentes.

x

t

ϕ u( ) 1
2
--- d L

˜
u–

2 ε
2
--- u P

˜ pC
˜

2 p– u,( )+=

P
˜ p

g u( ) L
˜
∗ d L

˜
u–( )– εP

˜ pC
˜

2 p– u+=

P
˜ p

1–

C
˜

p 2–

C
˜

1–

En appliquant une norme Lp sur le modèle, il faut:

- pondérer le modèle par

- préconditionner le gradient par
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3.7 -Influence de la couverture
Figure 3.8 : LRD en norme L2 (gauche) de la collection fig. 3.7 et les résidus correspondants
(droite). En haut sans pondération par la couverture, aumilieu avec pondération, enbas
modèle avec 1 seule trace (p=0) sans pondération. (gain des résidus x2).
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t

Figure 3.9 : LRD en norme L1 (gauche) de la collection fig. 3.7 et les résidus correspondants
(droite). En haut sans pondération par la couverture, enbasavec pondération. (Gain des
résidus x2)
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Figure 3.10 : Influence du préconditionnement par la couverture sur la convergence du gradien
conjugué. LRD en norme L2 et L1, sur les données de la fig. 3.7.
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3.8 - Préconditionnement par un filtre rho

3.8.1 - Filtres simples

Dans le cas théorique de domaines continus et d’ouvertures infinies, la LRD en norme L2 se r
à l’application de l’opérateur adjoint (qui est l’opérateur de stack), suivi de l’application d’un ‘filtre r
agissant uniquement sur la variable temps. Le spectre de ce filtre est (équ. (E1.29) et paragr.

En pratique (ouvertures finies et variables discrètes), l’application du filtre rho après l’opér
adjoint ne donne pas exactement l’inverse, mais en réalise une bonne approximation (qui est s
suffisante et utilisée à la place de l’inverse exact). Or dans la résolution par gradient conjugué, le g
à chaque itération est obtenu par application de l’opérateur adjoint sur les résidus (donc sur les d
à la première itération), d’où l’idée d’utiliser le filtre rho comme opérateur de préconditionnemen

On minimise la quantité:

le gradient est:

Soit l’opérateur du filtre rho. Pour pouvoir utiliser le gradient préconditionné , il f

vérifier que  est défini, positif et symétrique:

 correspond à la convolution par un filtre ρ(t), de spectre .

Le spectre est réel, donc ρ est pair:
On suppose qu’un modèle u ne comporte qu’une seule trace u(t). Si il y a plusieurs traces,
il suffit d’ajouter des sommes à tous les calculs suivants:
Le produit scalaire  peut s’écrire:

est défini:

si u=0 alors

si  alors:

 entraîne que . En supposant que , on a u=0.

est positif:

si u<>0 (avec ), les équations précédentes montrent également que

est symétrique:

ω

ϕ u( ) 1
2
--- d L

˜
u– d L

˜
u–,( )2 ε

2
--- u u,( )+=

g u( ) L
˜

– ∗ d L
˜

u–( ) ε u+=

R
˜
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˜

g u( )
R
˜

R
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ρ̂ ω( ) ω=

ρ t–( ) ρ t( )=

u R
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u R
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v,( ) u t( ) ρ*v( ) t( ) td

t
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norme
est donc utilisable pour préconditionner le gradient, à condition de travailler avec des sign
moyenne nulle (pas de composante continue). Cette limitation ne pose pas un réel problème étan
que les signaux utilisés en sismique sont toujours à moyenne nulle (il est également possible de
le spectre du filtre, pour qu’il n’y ait aucune valeur nulle).

On essaie en fait plusieurs formes de filtres rho où la puissance de la fréquence varie:

(E3.46)

On effectue des LRD avec un gradient préconditionné avec plusieurs valeurs deα (fig. 3.11a). La
meilleure convergence est obtenue pour des valeurs deα entre 0.5 et 1.0, la valeur théorique étant 1.
Dans la pratique on pourra donc prendre cette valeur, pour laquelle la convergence est environ 3 fo
rapide que sans filtre rho (α=0.)

Le filtre rho théorique pour la PRD est plus complexe que pour la LRD, puisqu’il agit non seule
par rapport au temps, mais également par rapport aux courbures (équ. (E1.54)). On peut néa
retenir une forme simplifiée en ne gardant que la composante temps. La meilleure conve
(fig. 3.11b) est obtenue pour des puissances entre 0.5 et 1.0, pour une valeur théorique de 0.5 q
pourra donc retenir en pratique. A la différence de la LRD, la convergence à la première itération e
affectée par le préconditionnement. A partir de la deuxième itération, la convergence est environ
plus rapide avec le filtre rho.

Enfin il faut traiter le cas de la HRD: il n’est pas possible de calculer explicitement un filtre rho, m
dans les conditions idéales (ouverture infinie, variables continues). Néanmoins, rien n’interdit d’es
les mêmes filtres rho que pour la LRD et la PRD, une hyperbole pouvant être assimilée à une par
son apex et à une droite à son asymptote. La famille d’hyperboles utilisée est la famille P-SCAN (
La convergence (fig. 3.11c) est la meilleure pour une puissance de 0.5 (2 fois plus rapide que sa
rho). De même que pour la PRD, la première itération semble peu affectée par l’application du filtr

Discussion

On aurait pu craindre, sur des données réelles contenant du bruit, que la partie HF du bru
excessivement relevée par le filtre rho sur le gradient, affectant ainsi la convergence (lumley, 199
il semble que cela ne pose en fait pas de problème. Par prudence, il convient néanmoins de s’ass
les fréquences au-delà du spectre du signal ont bien été filtrées sur les données.

L’utilisation de ces filtres rho pour des résolutions autres qu’en norme L2 (norme L1 ou autres)
pas souhaitable. En effet, la justification de leur utilisation est que l’opérateur adjoint suivi du filtre
réalise une bonne approximation de l’inverse en norme L2. Or dans une résolution autre qu’en

u R
˜

v,( ) u t( ) ρ*v( ) t( ) td

t
∫ u t( ) v t'( )ρ t t'–( ) t'd td

t'
∫

t
∫ u t( )v t'( )ρ t t'–( ) t'd td

t'
∫

t
∫= = =

u t( )v t'( )ρ t– t'+( ) t'd td

t'
∫

t
∫ v t'( ) ρ*u( ) t'( ) t'd

t'
∫= =

R
˜

u v,( )=

R
˜

ρ̂α ω( ) ω α
=

En norme L2, le filtre rho de préconditionnement du gradient est:

|ω| pour la LRD
|ω|0.5 pour la PRD
|ω|0.5 pour la HRD
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L2, il n’y a pas à priori pas d’intérêt à vouloir approximer la solution en norme L2 (la convergence
même en être ralentie).

Implémentation - performance

La longueur-temps des filtres rho étant assez importante, leur application se fait dans le doma
Fourier, impliquant donc pour chaque trace du modèle une FFT et une FFT inverse. Sur un calc
scalaire classique le surcoût CPU du préconditionnement est d’environ 20%, à mettre en balan
un nombre d’itérations 2 à 3 fois plus faible. Sur un calculateur vectoriel (CRAY C92), par contr

Figure 3.11 : Convergence du gradient conjugué pour la LRD(a) et la PRD(b) en norme L2 de la
fig. 1.8a-b, préconditionné par des filtres rho dont la puissance de la fréquence varie. Le
minimum de la fonction coût est ramené à zéro afin d’afficher une échelle log. mettant mieu
en évidence les variations près du minimum.
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surcoût atteint 40% (les FFT se vectorisant moins bien que les opérations de base du gradient co
(multiplications matrice*vecteur)), diminuant ainsi l’intérêt du préconditionnement, bien qu’il ga
l’avantage.

3.8.2 - filtres rho plus sophistiqués

Les filtres rho utilisés dans le paragraphe précédent sont basés sur des conditions ‘idéales’: va
continues, domaines infinis. Il est possible d’affiner la détermination des filtres en tenant compte
nature discrète et finie des transformées.

Le rôle du filtre rho est de compenser les atténuations fréquentielles dues à l’opérateur
différentes composantes fréquentielles d’un même évènements sont en effet amplifiées différemm

s’agit à la base d’un problème de valeurs propres de . La dynamique de ces valeurs prop
nombre de conditionnement du système) détermine la vitesse de convergence du gradient conju
filtre rho est un préconditionneur chargé de ramener le nombre de conditionnement le plus p
possible de 1. Nous cherchons donc à déterminer des vecteurs propres approchés et monofréq
sans faire une recherche exacte ou exhaustive. On s’intéresse en fait à la variation des valeurs
avec la fréquence, sans chercher forcément toutes les valeurs propres.

3.8.2.1 - LRD

Pour commencer, supposons que les variables sont continues, appartenant à des domaine
d’extension X et P centrés sur 0 (le centrage n’a pas d’importance, mais permet de simplifier les ca

Figure 3.11(c) :HRD en norme L2 (fig. 1.8c) et gradient conjugué préconditionné par un filtre
rho, avec différentes puissances de la fréquence.

Convergence gradient conjugué

Itérations

fo
nc

tio
n 

co
ût

L
˜
∗L

˜

L
˜
∗L

˜

97



3.8 -Préconditionnement par un filtre rho

2 et

7), et
chaque

2] ne

 PX.

(une

nces, et
tendent
correspond, dans le domaine de Fourier, à une convolution suivant p à fréquenceω constante,

par un signal connu (équ. (E1.52)), suivi par l’application d’une fonction ‘porte’ entre -P/
P/2. Exprimé dans les domaines  et , cela donne:

(E3.47)

L’équation (E1.53) donne pour l’opérateur de convolution et son spectre:

(E3.48)

Asymptotiquement, quand , on peut négliger l’effet de la porte [-P/2 et P/2] dans (E3.4
dans ce cas les valeurs propres sont les valeurs du spectre de l’opérateur de convolution: pour

fréquenceω, il y a deux valeurs propres: 0 et .

Lorsque , la largeur du spectre de l’opérateur devient faible, et l’effet de la porte [-P/2,P/
peut être négligée. L’opérateur pour la fréquence nulle est constant:

(E3.49)

Les deux seules valeurs propres sont donc PX et 0:

On décomposeu sur sa partie constante et son complémentaire:

D’où:

La porte [-P/2,P/2] est donc le seul vecteur propre dont la valeur propre est non nulle, égale à

En résumé, si P était infini les valeurs propres non nulles du système seraient

seule valeur propre par fréquence). Si P est fini, son effet est négligeable pour les hautes fréque
le comportement se rapproche de ; pour les basses fréquences, les valeurs propres
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û ω 0= p,( ) α ΠP
2
---– P

2
---

p( ) V p( )+= V ΠP
2
---– P

2
---

, 
  V p( ) pd

P 2⁄–

P 2⁄

∫ 0= =

L̂
˜
∗L̂

˜
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La figure 3.12 montre les variations de cette valeur propre en fonction de la fréquence: son max
vaut PX pour f=0, et son comportement à l’infini est en 1/|f|. Le conditionnement du système, po
contenu fréquentiel des données allant de 0 à fmax, est donc approximativement égal à:

(E3.50)

La convergence du gradient conjugué est d’autant plus lente que les gammes en x et
importantes et que la bande passante du signal est élevée.

Un bon opérateur de préconditionnement doit appliquer à chaque fréquence une amplification i
à la valeur propre pour cette fréquence. On approxime cette fonction par une hyperbole (fig 3.13

(E3.51)

On compare ce filtre au filtre classique en |ω| sur deux exemples: l’un de 5 traces et l’autre de 10 tra
(mêmes intertraces∆x=50m) (fig. 3.14). Dans les deux cas: P=0.160ms/m. Avec 10 traces les deux fi
donnent des résultats équivalents, 1/PX étant négligeable par rapport aux fréquences considéré
5 traces, par contre, la convergence est nettement améliorée par rapport au filtre classique, qui
même les résultats par rapport à la convergence sans filtre rho.
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Figure 3.12 : Evolution de la valeur
propre en fonction de la fréquence. Le
comportement vers l’infini est en 1/|f|.f (Hz)
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Après correction par le filtre rho approprié, les vitesses de convergence sont sensiblement les
dans les deux exemples (dans les deux cas on est censé avoir égalisé les valeurs propres, donc r
nombre de conditionnement, qui détermine la vitesse de convergence, aux alentours de 1).

Dans les cas où un filtre rho est vraiment nécessaire pour accélérer la convergence (produitmaxPX
important), le filtre classique donne donc d’aussi bons résultats que le filtre amélioré, et là où ce d
donne de meilleurs résultats, la convergence était déjà relativement bonne sans filtre. Il semblera
inutile de chercher à utiliser le filtre amélioré. C’est relativement vrai pour la LRD 2D (τ,p) présentée
ici, mais ce filtre amélioré sera par contre très utile pour le problème de la décomposition 3D (τ,px,py),
dans lequel les problèmes de convergence sont beaucoup plus sensibles (voir le chapitre 6).

Aliasing spatial

Les calculs ci-dessus sont effectués avec des variables continues. La discrétisation ne pose pa
problème, sauf en cas d’aliasing spatial: des lobes secondaires apparaissent sur les opéra
convolution (fig. 2.10), modifiant les vecteurs et valeurs propres.

Data

F
on

ct
io

n 
co

ût
F

on
ct

io
n 

co
ût

Figure 3.14 : convergence du gradient conjugué pour la LRD sur deux exemples ((a): 5 traces,
(b): 10 traces;∆x=50m; P=0.16ms/m) avec plusieurs formes de filtre rho.
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Le spectre de l’opérateur pour la variable discrétisée (xj, j=1..Nx) est une succession de dirac
positionnés d’après les xj (équ. (E2.9)):

Pour , tous les diracs sont à la même position kp=0, et l’opérateur est le même que dans le c
continu, à une constante multiplicative près:

Les seules valeurs propres sont donc 0 et PNx.

Quand , les diracs sont de plus en plus écartés les uns des autres, et à partir d’un certa
n’intéragissent plus entre eux (après application de la porte [-P/2,P/2], chaque dirac dans le domp
est ‘remplacé’ par un sinus cardinal de demi-largeur 2π/P ne dépendant pas de la fréquence (E3.47)
les diracs sont suffisamment écartés, le sinus cardinal engendré par un dirac est négligeable au
des autres diracs). Il faut noter que la situation d’aliasing spatial (équ. (E2.5)) corres
à une distance entre les diracs supérieure à la demi-largeur du sinus cardinal.

Dans ces conditions, tout signal , dont le spectre est (sin

cardinal centré sur un des diracs du spectre de l’opérateur et de demi-largeur 2π/P) est un vecteur propre,
dont la valeur propre est P:

Les valeurs propres significatives ne tendent donc pas vers 0 comme quand x est continue, m
minorées par P. Lorsque la fréquence augmente, la valeur propre maximum pour cette fréquence
de PNx à P, puis se stabilise autour de cette valeur. Cette borne inférieure sur les valeurs propres im
une borne supérieure sur le nombre de conditionnement du système, égale au nombre de traces
données:

(E3.52)

Il est clair que lorsque l’on applique les filtres rho classiques, non bornés vers les hautes fréqu
on amplifie exagérément les fréquences spatialement aliasées. Pour éviter cela, on plafonne la co

filtre rho par sa valeur à la fréquence de début d’aliasing. Par ailleurs, on introduit une rampe (en2)
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sur les HF à partir de la fréquence maximum des donnés jusqu’à la fréquence de Nyquist, afin de p
amplifier le bruit numérique (qui est HF). Le filtre rho utilisé en pratique est donc (tracé fig. 3.15)

(E3.53)

3.8.2.2 - PRD et HRD

Le cas parabolique est très semblable au cas linéaire. Par contre pour le cas hyperbolique, il n
possible de mener la même étude dans le domaine de Fourier.

En parabolique, prenons des domaines d’extension X (tel que , les of

négatifs et positif étant indifférenciés en parabolique) et Q. L’opérateur de convolution et son s
sont (équ. (E1.53)):

(E3.54)

Le spectre, donc les valeurs propres, pour une fréquenceω donnée varient avec kq. Pour chaque
fréquence il faut en fait comparer les informations qui proviennent de la même zone: la modéli
s’exprime ainsi (équ. (E1.44)):
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Figure 3.15 : profil du filtre rho utilisé en
pratique pour la LRD. falias est la

fréquence de début d’aliasing spatial;
fmax est la fréquence maximum contenue

dans les données.
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Cela signifie que l’information nécessaire à la reconstruction des données au point se

autour du point . Il faut donc observer la variation avec la fréquence du spectr

l’opérateur en ce point:

(E3.55)

De la même façon que pour la LRD, ces valeurs sont des valeurs propres dans le cas où Q es
ou pour|ω| très grand. On montre également de la même manière que pour la LRD que pour la fréq
nulle, la seule valeur propre non nulle est QX.

Le comportement asymptotique est donc en 1/|ω|, comme pour la LRD. Le problème vient ici de la
dépendance en x des valeurs propres qui rend difficile la définition d’un filtre rho tenant compte
limite QX en (indépendante de x). On peut par exemple choisir de définir le filtre par rapp
l’offset moyen:

(E3.56)

Cela revient en fait à considérer la PRD comme une LRD dans laquelle on utilise la variable x2 à la
place de x, et à appliquer le filtre rho correspondant défini en (E3.51). On trouverait en effet:

Les mêmes rampes que pour la LRD peuvent être introduits pour tenir compte de l’aliasing spa
de la fréquence maximum des données.
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Discussion

Comme pour la LRD, les résultats obtenus avec ce filtre s’écartent peu de ceux obtenus avec le
filtre en |ω|, sauf pour des données d’extension X très limités. On note au passage que le filtre thé

pour la PRD est |ω|, et non pas , comme écrit aux parag. 1.9.5.1 et 3.8.1 (pour prendre partielle

en compte la variation en du spectre de l’opérateur de convolution). Néanmoins, le filtre en

permet d’obtenir des résultats proches de l’optimum dans tous les cas de figures. C’est donc celu
est utilisé en pratique.

Concernant la HRD, le même type de calcul dans le domaine fréquentiel étant impossible, on n

que s’en tenir au filtre en , expérimentalement le plus efficace.

ω

1 kq⁄ ω

ω
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3.9 - Conclusions

L’application des théories du problème inverse à la décomposition de Radon permet de bien p
problème et de comprendre la signification des paramètres utilisés.

Le problème est ici posé sous une forme proche des moindres carrés généralisés, avec de
directement liés aux matrices de covariances, conduisant à la minimisation d’une forme quadrati
les poids sont constants) ou d’une fonction approximable par des formes quadratiques (si les poi
eux-mêmes fonctions du modèle).

Le gradient conjugué est une technique de minimisation bien adaptée pour ce problème. Si le
ne sont pas constants, nous avons vu 2 façons d’utiliser le gradient conjugué dans le cad
algorithmes IRLS.

Dans l’étude détaillé des décompositions de Radon en moindres carrés, il apparaît q
préconditionnement par un filtre rho permet d’accélérer la convergence du gradient conjugué. L
rho pour la LRD proposé ici est construit en fonction des ouvertures et des pas d’échantillonnag
différentes variables, et est efficace dans tous les cas de figure (ce n’est pas le cas des filt
classiques, déduits de la transformée continue et d’ouverture infinie). Dans une certaine mesure,
construire le même type de filtre pour la PRD.

Nous avons par ailleurs mis en évidence que, contrairement à une idée reçue, les décomposi
Radon en moindres carrés ne permettent pas de filtrer le bruit aléatoire, même si la valeur du
d’amortissement doit être déterminée d’après le niveau estimé de celui-ci.
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4 - Solutions
Parcimonieuses

Figure 4.0 :
(4.0)
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4.1 - Introduction

La Décomposition de Radon, qu’elle soit Linéaire, Parabolique, ou Hyperbolique, est la plupa
temps effectuée en norme L2 (équ. (E3.36) et (E3.37)), pour des raisons qui tiennent aussi bi
facilité d’implémentation (algorithmes maintenant bien connus), à l’efficacité (temps de calcul ré
souvent par une implémentation fréquentielle), et à une certaine facilité (peu de réglages des para
qui sont en outre peu sensibles).

Néanmoins la norme L2 a certaines limitations, plus ou moins bien mises en évidence d
littérature: étalement de la représentation dans le domaine transformé (donc séparabilité moye
évènements), sensibilité aux bruits forts et isolés (spikes), impossibilité de traiter l’aliasing s
notamment.

Aussi, dans certains cas il peut être souhaitable d’appliquer d’autres critères que la norme L2
bien sur les données que sur le modèle.

Thorson and Claerbout (1985) ont présenté plusieurs méthodes pour résoudre la Décompos
Radon, (dont ils ont d’ailleurs introduit le concept de calcul par inversion dans le même article): la s
application de l’opérateur adjoint comme approximation de l’inverse, la résolution classique en n
L2, et une inversion dite ‘stochastique’, en introduisant un à priori sur les variances du modèle,
mêmes déduites du modèle estimé en cours de calcul, définissant ainsi un processus dit ‘bootst

Nichols (1994) applique un critère de minimisation de la norme Lp (p compris entre 1 et 2) du m
au lieu de la norme L2, afin que la solution obtenue se conforme à des distributions autre
gaussiennes. Le même principe est d’ailleurs applicable à la minimisation des résidus.

Plus récemment Sacchi and Ulrych (1995) ont présenté une solution très proche de celle de T
and Claerbout (1985), en autorisant plus de souplesse et liberté dans le choix des paramètres.

Ces méthodes ont toutes en commun de conduire à des solutions dites ‘parcimonieuses’, qui
favorisent la concentration de l’énergie en certains points du modèle, et laissant des valeurs fai
dehors de ces points. Cette propriété est souvent désirée pour la Décomposition de Radon, puis
voudrait qu’un évènement ‘pur’ soit représenté en seul point du modèle, ce que ne permet pas de
norme L2.

La parcimonie (sparseness en anglais) est une notion qui ne possède pas de définition mathé
bien précise. Elle qualifie généralement la rareté des valeurs non nulles dans un ensemble do
encore la non-uniformité de la répartition des valeurs dans une distribution. Elle est souvent relié
notion d’entropie (Thorson and Claerbout, 1985; Carron, 1989). L’entropie associé à une va
aléatoire discrète a été définie par Shannon (1948):

(E4.1)

où N est le nombre d’évènements possibles et pi la probabilité de réalisation de l’évènement i. O
vérifie facilement que l’entropie est minimum (H=0) pour un seul évènement possible (N=1
maximum (H=Log N) pour une distribution uniforme des probabilités. On est proche de la notio
parcimonie, opposée à l’entropie. Une autre mesure de la parcimonie est le varimax (Wiggins, 19
plutôt les varimax, d’une variable aléatoire x sur n réalisations:

(E4.2)

Les varimax sont compris entre 1/n (n éléments tous égaux) et 1.0 (un seul élément non nul)
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Les minimisations en norme L2 ne conduisent pas à des solutions parcimonieuses, car elles pé
trop les valeurs fortes, et privilégient plutôt des répartitions gaussiennes. Toute minimisation qui
favoriser, par rapport à la norme L2, les valeurs extrêmes (fortes ou faibles) pourra être qualifi
parcimonieuse. C’est le cas pour la norme Lp (avec p<2) et la solution de Thorson.

Ces problèmes, tels qu’ils sont posées par ces auteurs, sont non linéaires. Ils sont généra
résolus par des algorithmes itératifs de type IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares), dans le
la fonction à minimiser est approximée localement par une forme quadratique ré-estimée au fu
mesure des itérations. On minimise donc des formes quadratiques successives, généralement
méthodes de gradient (simple ou conjugué...). Ces résolutions réclament un nombre d’itér
supérieur à la résolution en norme L2 (qui constitue un unique problème quadratique), surcoût p
être prohibitif lorsqu’il s’agit de traiter des gros volumes de données.

La justification de la minimisation de telle ou telle quantité (norme L2, norme L1, entropie...) n
pas claire. Ce choix devrait normalement être guidé par le type de distribution des valeurs sur la s
cherchée: la minimisation de la norme L2 suppose une distribution gaussienne des valeurs, la no
une distribution exponentielle... Or la minimisation elle-même influe fortement sur la forme d
solution trouvée (on ne trouve que ce que l’on cherche). Il faudrait donc avoir par d’autres moyen
priori sur la forme générale de la solution, comme c’est le pour la déconvolution: le modèle est une
de coefficients de réflexion, dont on peut connaître la distribution en analysant les logs soniques au
(Carron, 1989). Malheureusement, dans le cas des Décompositions de Radon, on ne dispose p
type de renseignement.

Enfin, les solutions parcimonieuses se révèlent beaucoup plus sensibles que la norme L2 aux r
de certains paramètres, notamment l’estimation du niveau du bruit sur les données: si celui-ci es
estimé la solution obtenue est trop bruitée, et si il est surestimé des petits évènement risquen
assimilés à du bruit et de ne pas apparaître sur la solution. Ce problème est peu évoqué dans la lit
mais il semble néanmoins fondamental dans les applications industrielles traitant des gros volum
données, pour lesquelles on ne peut se permettre de se focaliser sur le réglage fin de paramèt
sensibles (et dépendants des données), et encore moins de perdre de l’information.

On étudie ici plus en détail les solutions obtenues par minimisation de la norme Lp (
modèle. Cette minimisation peut être reformulée en moindres carrés généralisés par l’utilisation
poids non plus constant mais dépendant directement du modèle lui-même. On met en évidence
poids doit être lisse à l’échelle de la longueur du signal sismique, et on compare deux implémen
possibles de l’algorithme IRLS. Nous étudions également la sensibilité de l’estimation du niveau de
(donc du réglage de l’importance du terme de régularisation).

La minimisation de la norme Lp des résidus ne conduit pas à une solution parcimonieuse mais
de mieux traiter les bruits non gaussiens sur les données (des bruits isolés énergiques par exem
convergence du gradient conjugué est dégradée, et un préconditionnement adapté doit être appliq
l’améliorer.

En reprenant les principes de base de la solution de Thorson and Claerbout (1985) nous pro
une solution parcimonieuse qui repose sur l’estimation du signal et du bruit le long de chacun
courbes de la famille utilisée. Cette solution reste raisonnable en termes de temps de calcul et
évite d’avoir à déterminer à priori le niveau de bruit, paramètre sensible dans toutes les décompo
parcimonieuses.

1 p 2≤<
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4.2 - Application d’une Norme Lp sur le modèle.

4.2.1 - Présentation

L’application d’une norme Lp sur le modèle signifie que l’on régularise l’inversion en minimisan
norme Lp du modèle (avec ) au lieu de la norme L2 dans l’équation (E3.36). La norme Lp
modèle  étant:

(E4.3)

Cette expression n’est à strictement parler une norme que pour p supérieur ou égal à 1.

Dans l’optique bayésienne de l’inversion, minimiser la norme Lp revient à trouver le modèle le
probable dans le cas où la pdf liée à ce modèle est une distribution gaussienne généralisée d
(Tarantola, 1987).

Pour un problème à une seule variable u, la gaussienne généralisée d’ordre p, centrée sur
dispersion  est donnée par (voir les courbes correspondantes sur la figure 4.1):

(E4.4)

(  désigne la fonction Gamma).

Comparée à la distribution gaussienne (p=2), la distribution double exponentielle (p=1) favori
valeurs extrêmes (petites ou grandes) au détriment des valeurs moyennes. Cette propriété est inté
dans le cas de données comportant des évènements purs (conformes au modèle): on souhait
limite trouver un modèle contenant des diracs, que l’on peut approcher par un modèle con
quelques échantillons significatifs parmi une majorité d’échantillons de valeurs négligeables.
norme L2 tend à lisser le modèle, en «gommant» les pics pour répartir l’énergie sur un plus grand n
d’échantillons de valeurs plus faibles, afin de le conformer à la distribution gaussienne associée

4.2.2 - Implémentation, algorithme IRLS

Par rapport à l’inversion en norme L2 (équ. (E3.36)), on cherche cette fois à minimiser la qua

(E4.5)

Ce problème ne peut plus s’exprimer sous une forme quadratique, le terme de régularisation

ne pouvant être développé en un produit scalaire. On cherche donc à le linéariser en appro
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2.

»,
Figure 4.1 : Gaussiennes généralisées d’ordre p, centrée en 0 et de déviation normalisée 1. p=

donne la gaussienne classique, p=1 la distribution double exponentielle, p= une «box-car
p=0. un dirac.
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localement la norme Lp par un produit scalaire pondéré par un poids (paragr. 3.5.3.2 et annexe
d’appliquer un algorithme IRLS:

(E4.6)

Le poids est diagonal et fonction deu. Afin de vérifier la condition de continuité (E3.35)(i) pou

la convergence, il est nécessaire de modifier légèrement la définition au voisinage de 0:

(E4.7)

Où est une petite valeur (par rapport aux valeurs significatives du modèle) strictement po
souvent définie par rapport à la valeur maximum du modèle:

(E4.8)

Avec comme valeur typiquement utilisée:

(E4.9)

La dynamique du poids dépend directement de :

(E4.10)

Les autres conditions de convergence dans (E3.35) ne sont vérifiées que pour (en fa
est possible une fois que l’on a introduit ).

On doit donc maintenant résoudre un problème exprimé sous une forme quadratique, nous ra
ainsi au problème général exprimé par les équations (E3.17) et (E3.18):

(E4.11)

Les échantillons du modèle sont affectés d’une pondération d’autant plus faible que leurs valeu
élevées. Une régularisation en norme Lp (p<2) pénalise donc relativement plus les échantillon
faibles que la norme L2, et laisse plus de possibilités à des pics isolés d’apparaître.

On utilise ici le même processus IRLS que Nichols (1994), à savoir un gradient conjugué à l’inté
duquel on effectue une mise à jour des poids, ici à chaque itération. On préconditionne par aille

gradient par , ceci afin de favoriser les échantillons de faible poids (ce préconditionnement

autre justification: la minimisation de (E4.11) conduit à une solution qui n’a pas d’énergie dans le n

de (paragr. 3.4). Il est donc souhaitable que la direction de descente possède la même pr

ce qui s’obtient en appliquant l’opérateur adjoint  aux résidus):

(E4.12)
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4.2.3 - Exemple

On effectue la PRD en norme Lp d’une collection CMP (fig. 4.2a). est fixé de manière à ce q
dynamique du poids soit égale à 100, etε est calculé itérativement afin d’atteindre un à priori de 5%
résidus. La comparaison des PRD en norme L2, L1.5, et L1 (fig. 4.2 b, c et d) montre une focali
croissante des évènements lorsque p diminue. L’énergie des résidus est comprise entre 2% et 3
ces trois décompositions.

Le calcul des varimax confirme le caractère parcimonieux des normes Lp (p<2):

4.2.4 - Lissage du poids

Le poids est calculé échantillon par échantillon de manière indépendante. Or des échantillons
sur l’axe du temps ne peuvent pas être considérés comme indépendants, et appliquer des po
différents dans un intervalle de temps inférieur à la longueur de l’ondelette sismique risque de co
à une déformation de celle-ci.

Le poids sur le modèle traduit l’inverse de la matrice de covariance sur le modèle (équ. (E3
Celle-ci est diagonale si les échantillons sont indépendants les uns des autres. Or Des écha
proches sont corrélés, ce qui se traduit par des coefficients non diagonaux.

Soit par exemple le problème très simple:

. avec

La résolution en norme L2 et l’application d’un poids diagonal simple donne (ε est choisi de manière
à ce que l’énergie des résidus soit égale à 1%):

La solution est répartie de manière préférentielle dans le sous-vecteur (u1,u2). Si on utilis
matrice de covariance pour favoriser encore plus la concentration de l’énergie dans (u1,u2) (dans
de l’application d’une norme Lp), sans tenir compte des corrélations entre échantillons voisin
obtient (les variances sont estimées égales aux carrés des éléments de la solution précédente):

Tableau 1 : Varimax des décompositions en norme Lp

Décomposition V2(u)

Norme L2 0.113 18.4 3.3 10-4

Norme L1.5 0.126 12.8 7.7 10-4

Norme L1 0.180 10.1 1.8 10-3
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modèle.
Figure 4.2 : collection CMP corrigée (approximativement) de NMO(a) (xmin=0, xmax=1000,

∆x=25m), et PRDs en norme Lp sur le modèle (qmin=-100 ms/km2, qmax=250 ms/km2, ∆q=6.25

ms/km2). (b) p=2.0; (c) p=1.5; (d) p=1.0

(a) (b)

(d)(c)

x
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t0

q0
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Le sous-vecteur (u1,u2) est bien favorisé, mais on a introduit une distorsion entre les échantillo
et u2 (de même entre u3 et u4): le rapport n’est plus égal à 2, car le poids appliqué à u2 est supé
celui appliqué à u1. On introduit donc des coefficients non diagonaux qui traduisent que u1 et u
fortement liés:

On obtient les deux effets souhaités: favoriser la partie (u1,u2) de la solution, et respecter les ra
(u1/u2=u3/u4=d1/d2). Dans la pratique, introduire des poids non diagonaux n’est pas envisageab
des raisons de coût (mémoire et surtout CPU). Aussi, pour obtenir le même effet avec un poids dia
il faut garder le poids constant (ou avec des variations lisses) le long des échantillons dont o
respecter les rapports d’amplitudes (Thorson and Claerbout, 1985):

Les poids diagonaux peuvent être envisagés comme des ressorts (dont la raideur est proport
au poids) qui tirent les échantillons du modèle vers 0, contrebalancés par des ressorts qui tir
échantillons du résidu vers 0 (poids sur les données). Un terme non diagonal est un ressort ent
échantillons (fig. 4.3). Avec cette analogie, on comprend que l’application de poids différents le
d’un signal déforme ce dernier, et qu’un poids non diagonal est nécessaire pour rétablir l’équilib
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Figure 4.3 : Analogie entre les poids (sur le modèle et les résidus) et un système de ressorts
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Le poids pour la norme Lp n’est donc plus calculé directement à partir du modèle (équ. (E4.7))
à partir de l’enveloppe du modèle, que l’on approxime par une moyenne glissante le long de l’a
temps, sur la longueur T de l’ondelette sismique (que l’on cherche à préserver):

(E4.13)

La comparaison de la PRD en norme L1 avec et sans lissage du poids (fig. 4.4) montre que la
de l’ondelette est mieux respectée avec le lissage. Sur la figure 4.5 se trouve le poids lissé, une
convergence atteinte.

4.2.5 - Convergence - réduction du nombre d’itérations

On étudie les problèmes de convergence sur une collection de traces ne contenant que des évè
horizontaux mais d’amplitudes très différentes, égales à 1, 3, 10, 30, et 100 (fig. 4.6).
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Figure 4.5 : Poids lissé sur le modèle
calculé pour la PRD en norme L1
fig. 4.4(b)

(b)

t0

q0

Figure 4.6 : collection de traces contenant 5 évènements
horizontaux d’amplitudes 1, 3, 10, 30 et 100. Les traits
pointillées représentent la gamme de pentes utilisée pour
les LRD (pivot au centre).
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(b)

t0

q0

(a)

t0

q0

Figure 4.4 : PRDs en norme L1 sur le modèle des données fig. 4.2a (qmin=-100 ms/km2, qmax=250

ms/km2, ∆q=6.25 ms/km2). (a) sans lissage du poids (idem 4.2d);(b) avec lissage;(c) rappel
des données pour comparaisons sur la forme du signal sismique.
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On effectue une LRD en norme L1 sur ces données (on ajusteε pour atteindre 1% d’énergie
résiduelle, et la dynamique du poids est limitée à 100). Sur la figure 4.7 sont tracés les modèles o
au bout de 1, 5 10, et 20 itérations (avec trois gains différents 1, 10 et 100, afin de pouvoir bien vis
les évènements d’amplitudes très différentes). Sur les premières itérations le modèle prend la
générale de la solution en norme L2 (le poids étant égal à l’identité), avec un étalement import
l’énergie autour de la trace p=0. Puis au fur et à mesure des itérations, il se rapproche de la solu
norme L1, l’énergie étalée se reportant progressivement sur les pics centraux. A l’itération 20, le
évènements ne sont plus représentés que sur la trace p=0, mais il subsiste un certain étalement
plus petits (pour des amplitudes inférieures à , le poids est quasi-constant (équ. (E4.13)), condu
traiter cette partie du modèle comme en norme L2).

Les courbes de convergences (fig. 4.9) montrent que les résidus diminuent rapidement au co
premières itérations, et qu’ensuite la norme L1 du modèle diminue jusqu’au point de convergenc
l’itération 20 (les petites oscillations autour du point d’équilibre sont dues à la mise à jour deε pendant
les itérations). La même expérience avec un facteur de blanchiment plus faible (0.1% de r
souhaités) montre un ralentissement notable de la convergence, le modèle notamment tend
lentement vers son minimum de norme L1.

La convergence est donc très affectée par la valeur deε dans (E4.5). Si les données sont peu bruité
il faut en principe choisir une valeur très faible. A la première itération le poids est égal à l’iden
conduisant ainsi à un premier modèleu(1) proche de la solution en norme L2, très éloignée de la solut

en norme L1 souhaitée. Lors des itérations suivantes le gradient (équ. (E4.12)) est égal à

le premier terme tend à diriger la solution vers le minimum de résidu, tandis que le second ‘rem
cause’ une partie du modèle déjà calculé. Siε est très faible le premier terme est prépondérant;
l’apparition de caractéristiques imposées par la norme L1 ne peut se faire que sur la partie rem
cause à chaque itération par le second terme, d’où une convergence très lente.

Il est gênant que la convergence dépende à ce point deε (donc de l’estimation du bruit). Une solution
serait d’arrêter les itérations avant le point de convergence, dès lors que l’énergie résiduelle es
suffisamment faible. On obtiendrait ainsi une solution intermédiaire entre norme L2 et norme L
procédé semble néanmoins risqué, car au cours des itérations on n’a aucun contrôle sur les rési
énergie résiduelle faible ne signifiant pas nécessairement que toutes les données sont également

Si par contre on utilise le premier type d’algorithme IRLS (paragr. 3.5.3), on peut stopper le proc
à la fin de n’importe laquelle des décompositions. La norme L1 de la solution est alors d’autan
faible que l’on effectue plus de décompositions successives (fig. 4.10). Le point de départ de c
décomposition doit évidemment être le modèle nul, et non pas la solution de la décompo
précédente, faute de quoi on retombe sur les mêmes problèmes de convergence.

Les courbes de convergence pour une décomposition à poids constant sont superposé

précédentes sur la figure 4.9 (pour la 3ème décomposition, la 1ère étant celle en norme L2). La
convergence est beaucoup moins affectée parε qu’avec l’algorithme de type 2. Les évènements de for
amplitudes se forment dans les premières itérations et changent peu par la suite, les évèn

η

Figure 4.8 : poids appliqué au point de convergence pour la
LRD présentée fig. 4.7

p

τ
1

100

P
˜ Lp

1–
L
˜
∗r εu–
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Figure 4.7 : Solutions intermédiaires aux itérations 1, 5, 10, 20 de la LRD en norme L1 des
données fig. 4.6. Chaque collection (τ,p) est tracée avec des plusieurs valeurs de gain afin de
bien voir tous les évènements

p

τIter = 1

Iter = 5

Iter = 10

Iter = 20

gain = 1 gain = 10 gain = 100
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d’amplitudes de plus en plus faibles se formant au fur et à mesure des itérations (fig. 4.12). Cela
du préconditionnement par l’inverse du poids (équ. (E4.12)), qui réduit l’étalement des évènemen
le gradient, mais qui pénalise les évènements de faibles amplitudes, affectés d’un poids fort. D
schéma, il est donc important d’aller jusqu’au point de convergence pour chaque décomposition
peine de ne pas représenter les petits évènements. Il est clair également que ce point de converg
d’autant plus long à atteindre que la dynamique du poids (équ. (E4.10)) est grande.

Le résultat obtenu après 3 décompositions (fig. 4.10), voire même après 2 décompositions, e
satisfaisant: la majeure partie de l’énergie étalée a été atténuée au profit des pics centraux.

Figure 4.9 : Courbes de convergence du GC (% de résidus et norme L1 du modèle) pour la LR
en norme L1 des données fig. 4.6. IRLS type 1: mise à jour du poids pendant les itérations; IR
type 2: décomposition à poids constant. Deux fractions de résidus visées: 1% et 0.1% de
l’énergie des données.
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p

τ1 décomp.

2 décomp.

3 décomp.

4 décomp.

gain = 1 gain = 10 gain = 100

Figure 4.10 : Algorithme IRLS de type 1. Solutions après 1 (solution en norme L2), 2, 3, et 4
décompositions successives.

(norme L2)
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4.2.6 - Focalisation des évènements - propriétés anti aliasing spatial

La propriété la plus intéressante des solutions en norme Lp (p<2) est de favoriser la concentra
l’énergie en des points privilégiés du modèle, permettant une meilleure focalisation des évèneme
la norme L2. La propriété anti aliasing découle de cette propriété. L’aliasing se traduit en effet pa
dispersion de l’énergie dans le modèle (fig. 2.14 et 2.19). Une décomposition parcimonieuse p
donc de ramener cette énergie sur le pic principal de l’évènement.

On atteint néanmoins une limite de ce principe de meilleure focalisation pour des évènements
nature ne peuvent pas être représentés en seul point du modèle: une hyperbole, une droite d’am
non constante, ne peuvent pas se réduire à un seul point dans une LRD. Les décompositions d
4.2 montrent que l’évènement très courbé situé à 400ms, qui s’écarte du modèle parabolique de
reste moins focalisé que les autres dans la PRD en norme L1.

Une des applications les plus intéressantes de cette focalisation est le traitement anti-multip
séparation dans le domaine de la transformée parabolique des CMP après correction NMO (ou
domaine hyperbolique avant correction NMO) (Hampson, 1987; Canadas et. al, 1991; Foste
Mosher, 1991). Ce traitement repose sur la différence de NMO éventuel entre les multiples
primaires, et est donc à priori plus adapté aux multiples longues périodes. Lorsque la différence de
est suffisamment importante, une PRD en norme L2 est suffisante. Mais lorsqu’elle est faible (en g
pour les temps importants, ou pour des multiples à courte période), l’étalement des évènements
modèle empêche d’une part un pointé de séparation précis et entraîne d’autre part un mélan
informations (l’énergie des multiples déborde dans le domaine des primaires et réciproquement

On illustre ceci sur des données contenant 5 évènements horizontaux (les primaires supp
premier d’amplitude 10 à 2100ms, les autres d’amplitude 1 à 2200, 2500, 2550 et 2600ms) auxq

superposent 3 évènements faiblement courbés (q=50 et 100 ms/km2, les multiples possédant une
courbure résiduelle après correction NMO, d’amplitudes 10 à 2300, 2475 et 2550ms) (figure 4.1
effectue une PRD en norme L2 (4.13b) et une en norme L1 (4.13d) de ces données, puis on rec

les primaires en ne conservant que le domaine des courbures (q < 25ms/km2). La reconstruction après
PRD en norme L2 (4.13c) laisse apparaître beaucoup de ‘résidus’ de multiples, dus aux traînées

PRD provenant des multiples et débordant dans la partie (q < 25ms/km2). L’utilisation de la norme L1
dans la PRD résout pratiquement complètement ce problème (4.13e). Il faut néanmoins garder à
que les conditions sont quasi idéales pour l’application de la norme L1: pas de bruit sur les donn
évènements parfaits par rapport au modèle parabolique.

On considère maintenant une collection CMP corrigée de NMO (données réelles), entach
multiples très énergiques mais avec des courbures résiduelles très importante (fig. 4.14). On effec

Figure 4.11 : algorithme IRLS type 1: poids calculé à la fin de la
2ème décomposition et utilisé pour la 3ème décomposition.

p

τ1

100
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p

τ1 itér.

3 itér.

5 itér.

10 itér.

gain = 1 gain = 10 gain = 100

Figure 4.12 : algorithme IRLS type 1. Itérations à poids constant (fig. 4.11) de la 3ème
décomposition. Les évènements de forte amplitude apparaissent en premier, les petits
évènements se formant ensuite au fur et mesure des itérations.
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modèle.
Figure 4.13 : (a)données (évènements d’amplitudes 1 et 10).(b) (d) PRD norme L2 et norme L1.

(c) (d) Reconstructions avec les domaines q < 25ms/km2

(a)

(b) (c)

(d) (e)
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PRD de ce CMP (en norme L2 et en norme L1, 1% de résidus visés, IRLS type 1 avec 3 décompo
pour la norme L1), on pointe une loi de séparation entre les réflexions primaires et multiples, pu
reconstruit le domaine des primaires seulement (fig. 4.15). Les évènements sont mieux individu
dans la PRD en norme L1, facilitant grandement le pointé. Le CMP débarrassé des multiples s
également plus propre en utilisant la norme L1.

4.2.7 - Sensibilité au bruit - perte de certaines données

Nous étudions ici le comportement de la décomposition en norme L1 vis à vis du bruit, et do
réglage du terme de régularisation dans (E4.5).

Dans une décomposition en norme Lp, on suppose que les échantillons du modèle obéissent à
gaussienne généralisée (équ. (E4.4)). Du point de vue statistique, et similairement au cas de la no
(équ. (E3.39)) la fonction coût à minimiser doit être:

(E4.14)

où est l’écart type du bruit (connue ou fixée arbitrairement à priori), et est la disper

moyenne dans le modèle pour la statistique gaussienne généralisée d’ordre p.

On devrait donc fixer le terme de régularisation dans (E4.5) égal à:

(E4.15)

Figure 4.14 : Collection CMP corrigée de NMO. 51
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modèle.

ur
Figure 4.15 : (a) PRD en norme L2 du CMP fig. 4.14, avec pointé de séparation primaires (à
gauche) /multiples (à droite).(b) reconstruction de la partie à gauche du pointé.(c) et (d) Idem
avec norme L1 au lieu de norme L2. Les reconstruction (b) et (d) sont égalisées en temps po
les besoins de la visualisation.

q (ms/km2) x (m)

t (s)

t (s)

(a) (b)

(c) (d)
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Pour cela on estime la dispersion dans le modèle d’après le modèle lui-même au cours des ité
du gradient conjugué:

(E4.16)

On peut corriger cette estimation d’après la valeur des résidus de la même façon que dans
(E3.42).

On a vu (paragr. 3.6.2) qu’en norme L2 le facteur d’amortissement est un paramètre peu sens
qu’il a peu d’influence sur le filtrage du bruit aléatoire. Pour étudier l’influence de la proportion de
fixée à priori pour la décomposition en norme L1, on reprend les données de la figure 3.3 sur lesq
on effectue des LRD en norme L1 (fig. 4.16). Une estimation nettement trop faible du bruit (0.02%
données) conduit à une décomposition totalement bruitée (4.16d), bien que la reconstruct
contienne pas plus de bruit que les données. Le bruit sur la solution est donc dans le noyau de
augmentant cette estimation à 0.2% (4.16c) puis 2% (4.16b), le bruit diminue notablement
décomposition, mais aussi sur la reconstruction. A 20% estimé, la décomposition et la reconstruc
contiennent pratiquement plus de bruit. La valeur du terme de régularisation a ici une influence trè
sur le filtrage du bruit aléatoire contenu dans les données, et sur la quantité de bruit présente
décomposition. Ces solutions parcimonieuses favorisent les évènements cohérents. Sur la recons
fig. 4.16a, où le terme de régularisation est très fort, les évènements courbes sont moins bien reco
que l’évènement linéaire, car ils ne rentrent pas dans le modèle de la LRD (droites d’ampli
constantes) et sont traités en partie comme du bruit.

Un bon réglage du facteur de régularisation permet donc de filtrer efficacement le bruit su
données, alors qu’un mauvais réglage conduit à une solution trop bruitée (sous-estimation
l’atténuation non souhaitée d’évènements cohérents (surestimation) (rappelons qu’en norme L2 c
a peu d’influence sur le filtrage du bruit, mais qu’en contrepartie un mauvais réglage n’a p
conséquences dommageables).

On peut reprendre l’exemple de la figure 4.13 en ajoutant du bruit gaussien sur les don
d’amplitude moyenne comparable aux petits évènements horizontaux (fig. 4.17a). La présence d
oblige à utiliser un facteur de régularisation plus important dans les PRD (calculé en supposa
proportion de 10% de bruit sur les données). Lorsque l’on passe de la norme L2 (4.17d) à la norm
(4.17c), puis à la norme L1 (4.17b), on note une meilleure séparation des évènements et une amél
du rapport S/B, mais aussi une atténuation sensible de l’amplitude des petits évènements, à la fo
PRD et sur la reconstruction. Cette atténuation résulte directement de l’application d’un poids
(d’autant plus élevé que l’évènement est d’amplitude faible), associé à un facteur de régularisation

Ce phénomène peut poser problème lorsque l’on travaille sur des données qui possèdent une
dynamique (avant correction de divergence sphérique par exemple), les évènements faibles se
pénalisés, voire même en dessous de la dynamique du poids. Il faudrait appliquer une égalisatio
une fenêtre glissante en temps assez longue) sur les données avant la décomposition. Pour évite
effectue une égalisation uniquement sur le calcul du poids: le poids minimum est détermin
l’amplitude maximum dans le modèle (équ. (E4.13)). On effectue une égalisation (en temps unique
sur le poids de telle sorte que cette valeur de poids minimum se retrouve sur les maximums loc
modèle (local signifiant dans une fenêtre contenant toutes les traces et d’une longueur en te
déterminer). On peut voir figure 4.18 le poids brut et avec égalisation calculés pour la PRD en nor
de la figure 4.15c.
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4.2 -Application d’une Norme Lp sur le modèle.
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Figure 4.16 : LRDs en norme L1 (à gauche) des données fig. 3.3 en utilisant plusieurs valeurs
facteur d’amortissement déterminés d’après la proportion d’énergie estimée du bruit sur le
données. La reconstructions dans la colonne de droite. Les pentes utilisées s’échelonnent e
-200 et 400 ms/km.(a) 20% de bruit estimé(b) ε=2% (c) ε=0.2% (d) ε=0.02%

t (s)

p (ms/m) x (m)

(a)

(b)

(c)

(d)
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u

(b)

(c)

Figure 4.17 : Gauche:mêmes données que fig. 4.13a, entachées d’un bruit gaussien (de nivea
comparable à l’amplitude des petits évènements).Milieu:  PRD en norme L1(b), L1.5 (c) et

L2 (d), proportion de résidus estimé 10%.Droite: reconstructions des domaine q < 25ms/km2.
Gains=10 par rapport aux plus forts évènements.

x (m)

x (m)q (ms/km2)

t (s)

(d)
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4.3 - Application d’une Norme Lp sur les données.

4.3.1 - Présentation

L’application de la norme Lp (p<2) sur le modèle vise à prendre en compte le cara
intrinsèquement parcimonieux des modèles. Lorsque l’on applique, comme cela a été la cas jusq
norme L2 pour la minimisation des résidus, on suppose implicitement que ceux-ci obéissent
distribution gaussienne. Cette supposition semble raisonnable pour la majorité des bruits aléatoire
les données peuvent également être contaminées par des bruits très énergiques mais très l
expliqués (récepteur parasité par une ligne haute tension, ou bruité par un animal) ou non. Ces bru
généralement présent sur des traces isolées, s’étalant sur toute une trace ou localisés en temp
cas on les qualifie souvent de ‘burst noise’), et n’obéissent pas à une statistique gaussienne, ma
à des distributions plus parcimonieuses. D’où l’idée de les traiter en appliquant une norme Lp (p<
la minimisation des résidus (Nichols, 1994).

On minimise ici:

(E4.17)

De la même manière que pour l’application de la norme Lp sur le modèle, on approxime locale
celle-ci en utilisant un produit scalaire pondéré par un poids diagonal dépendant des résidus (équ.
(E4.7), (E4.13)).

Pour exactement les mêmes raisons que pour le poids sur le modèle, ce poids est maj
l’utilisation d’une petite quantité (petite devant les valeurs attendues dans les résidus), et lissé

Figure 4.18 : poids correspondant à la PRD en norme L1 fig. 4.15c. (a) poids brut; (b) poids
égalisé en temps.
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(E4.18)

Le problème à résoudre est maintenant:

(E4.19)

Un choix typique pour  est:

(E4.20)

On sait que le bruit d’amplitude inférieure à est traité comme en norme L2 (domaine de poids
constant), donc comme du bruit gaussien. Souvent les données contiennent un bruit de fond p
moins gaussien, auquel peuvent se superposer des bruits forts et isolés. devrait être fixé relat
au niveau de ces deux types de bruit (fig. 4.19). Dans cette optique, il devrait également être fixé u
pour toute et ne pas varier au cours des itérations de l’algorithme IRLS. On le détermine donc à
des données, sans le remettre à jour ensuite:

(E4.21)

On utilise pour la résolution l’algorithme IRLS de type 1, en résolvant plusieurs fois de sui
problème à poids constant, poids remis à jour entre chaque décomposition. A la différence de ce q
fait en norme Lp sur le modèle, on peut calculer un poids dès la première décomposition à par
données elles-mêmes (qui constituent en fait le premier résidu disponible).

4.3.2 - Meilleurs traitement des bruits non gaussiens

Afin de tester la norme Lp sur les données, on reprend la collection CMP après NMO de la figur
en ajoutant des bruits localisés: une sinusoïde à 50Hz sur la trace 26, et un spike sur la trace 41 à 2
On effectue (de la même façon qu’en figure 4.15) des PRD suivies des reconstructions du doma
primaires. La PRD en norme L2 classique (fig. 4.21a) est fortement contaminée par le bruit induit
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Figure 4.19 : superposition d’un bruit de fond gaussien et de ‘bursts’ énergiques mais isolés.
devrait être fixé d’après le niveau du bruit gaussien.

η
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spike et la sinusoïde, que l’on retrouve d’ailleurs en grande partie sur la reconstruction. Ce bruit
peut gêner le pointé des évènements dans la PRD. L’utilisation de la norme L1 sur les donné
4.21c) réduit considérablement le bruit, qui est pratiquement éliminé sur la reconstruction. Les
PRD ont été calculées en visant 5% de résidus. Pour la norme L1, on effectue deux décompo
successives (20 itérations chacune). Ce résultat intéressant sur le bruit doit cependant être nuan
vise une quantité de résidus trop faible, le bruit contamine le modèle de la même façon qu’en nor
(fig. 4.22, idem PRD de la fig. 4.21c mais en estimant les résidus à 0.5% au lieu de 5%).

Figure 4.20 : données fig. 4.14 entachée de bruits non
gaussiens (une sinusoïde et un spike)

Figure 4.22 : PRD en norme L1 sur les données de la fig.
4.20, résidus visés sous-estimés (0.5%)
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.

q (ms/km2) x (m)

t (s)

t (s)

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.21 : PRD en norme L2 (a) et en norme L1 sur les données (c) de la collection CMP fig
4.20. (b) (d) reconstruction du domaine des primaires (gauche du pointé) de chaque PRD.
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4.3.3 - (Re-)conditionnement du problème

Le gradient correspondant au problème (E4.17) et (E4.19) à poids constant est:

(E4.22)

Si on considère des évènements d’amplitudes différentes, le poids appliqué sur les résidu

l’application de rehausse les amplitudes des évènements les plus faibles, entraînant un m
conditionnement du problème, les évènements affectés d’un poids élevé apparaissant en premie
modèle. Les données de la figure 4.23a contiennent des évènements d’amplitudes très diffé
différences qui se retrouvent sur le poids déduit des données et utilisé pour la première décomp
(4.23b). Dans le gradient de la première itération (4.23d, mais cela est valable pour les itér
suivantes), l’application du poids a égalisé tous les évènements, entraînant une mauvaise conve
Afin de compenser cet effet, on peut calculer pour chaque point du modèle le poids moyen appl
long de la trajectoire correspondante dans les données, et diviser le gradient par ce poids
Appelons  ce poids de préconditionnement (diagonal). Le gradient préconditionné est:

(E4.23)

En figure 4.23c se trouve le poids de préconditionnement déduit du poids de la norme Lp, et en
le gradient préconditionné, dans lequel les amplitudes des évènements ont été rééquilibrés.

Ce préconditionnement améliore sensiblement la convergence (fig. 4.24). Cette amélioration
normalement être d’autant plus importante que les données présentent des évènements d’amplitu
différentes.
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Figure 4.24 : PRD en norme L1 sur les données de la fig. 4.21c: convergence du gradient conjug
de la première décomposition avec et sans poids de préconditionnement pour compenser 
poids sur les données.
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4.4 - Poids sur le modèle calculé d’après les rapports Signal/Bruit

4.4.1 - Introduction

Dans sa thèse, Thorson (1984) a présenté une inversion stochastique pour la décomposition de
La fonction à minimiser est (tirée de (E3.2) avec un modèle à priori est choisi nul):

(E4.24)

Il s’agissait d’estimer la matrice de covariance sur le modèle d’après le modèle lui-même: le m
à priori est toujours choisi nul, et la matrice de covariance diagonale, les variances de chaque éch
du modèle étant estimées égales au carré de cet échantillon, ou plutôt en prenant une moyenne g
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Figure 4.23 : (a) données fig. 4.6.(b) poids norme L1 sur les données, calculé au début de la
décomposition.(c) poids de préconditionnement du gradient calculé d’après (b).(d) gradient
1ère itération pour la décomposition Norme L1 sur les données.(e) gradient préconditionné.
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en temps sur la longueur T de l’ondelette sismique (lissage du poids pour tenir compte de la dépe
entre échantillons-temps proches):

(E4.25)

Cette implémentation revient plus ou moins à appliquer une norme Lp (p=0) sur le modèle, to
notant l’abus de langage, la norme Lp définie en (E4.3) n’étant en fait une norme que pour p>=1

La matrice de covariance sur les données est choisie diagonale, à diagonale constante (le bru

données est donc supposé gaussien, non corrélé, de variance uniforme  à déterminer):

(E4.26)

Les poids à appliquer pour résoudre le problème par un algorithme IRLS se déduisent des m
de covariances. On introduit comme d’habitude une petite valeur pour borner le poids:

(E4.27)

Ce poids, même majoré, ne satisfait pas aux conditions suffisantes (E3.35) pour assu
convergence des algorithmes IRLS. En particulier n’est pas croissante par rapport à ,

traduit le fait que la fonction à minimiser n’est pas convexe. Lafonction que Thorson minimise es
fonction du logarithme des échantillons du modèle:

(E4.28)

Ce qui correspond approximativement à minimiser l’entropie (ce serait ‘exactement’ l’entropie
) du modèle lissé. Il faut prendre ici l’entropie du modèle au sens de la somme des entrop

chacun des échantillons pris comme une variable aléatoire gaussienne (l’entropie d’une v

aléatoire à moyenne nulle et de varianceσ2 étant égale à  (Burg, 1975)).

Une fois de plus, le fait de ne pas remplir les conditions (E3.35) ne signifie pas nécessaireme
la convergence n’est pas possible, ces conditions n’étant que suffisantes, pas nécessaires.

La convergence pour un tel problème est très mauvaise, la dynamique du poids, donc le nom
conditionnement du système, étant très élevée. D’une manière plus générale, les défauts (sensi
niveau de bruit estimé, atténuation des évènements de faibles amplitudes) et les avantages (foca
anti-aliasing spatial) des normes Lp (p<2) se retrouvent mais extrêmement amplifiés. Néan
utilisée sur des données adaptées cette inversion donne des résultats séduisants (fig. 4.25). Le
montré a tout de même nécessité 100 itérations de gradient conjugué, sans arriver pour autant
de convergence (les résidus sont stables à partir de la 20ème itérations, mais pas le modèle).

4.4.2 - Estimation des variances par calcul des rapports Signal/Bruit

Dans (E4.27), l’estimation des variances des échantillons du modèle se fait à partir du modè
même pendant les itérations. Cette modification du poids pendant les itérations est en grande
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responsable de la lenteur de convergence. On peut garder l’esprit de l’inversion stochastiqu
consiste à estimer les variances dans le modèle-, mais en évitant de modifier cette estimation pen
itérations. On peut les déduire par exemple d’un modèle obtenu par inversion en norme L2 (q
réclame que quelques itérations, surtout si ne on cherche pas une solution exacte), ou en analy
amplitudes sur les données elles-mêmes, le long des trajectoires correspondant aux échantil
modèle. Cette analyse le long des trajectoires peut également permettre de calculer une estima
bruit sur les données, estimation faite pour chaque échantillon du modèle.

q (ms/km2)

Figure 4.25 : (a)données figure 4.14;(b) PRD de (a) par inversion stochastique;(c) résidus
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(a) (b)
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137



4.4 -Poids sur le modèle calculé d’après les rapports Signal/Bruit

it et les

la LRD,

emps

oyenne

e dans
ique:

dessus,
(lissée

de la

l d’un
plitude
La fonction à minimiser est:

(E4.29)

où les éléments diagonaux du poids sont les rapports entre les variances estimées du bru
variances estimées dans le modèle:

(E4.30)

A chaque élément du modèle correspond une trajectoire dans les données (une droite pour

une parabole pour la PRD,...) qui coupe Ni traces valides, donc qui fait rentrer en jeu Ni échantillons

, (j=1,..,Ni) (ces échantillons ne correspondent en général pas à une position t

échantillonnée exacte, mais sont interpolés). Le long de chaque trajectoire i on peut estimer une m
et une variance sur ces échantillons:

(E4.31)

L’ estimation de la variance du bruit dans (E4.30) peut être prise égale à la variance calculé
(E4.31), après application d’un lissage (moyenne glissante) sur la longueur T de l’ondelette sism

(E4.32)

4.4.2.1 - Variances du modèle estimées par la solution en norme L2

Les variances pour les échantillons du modèle peuvent être, comme nous l’avons envisagé ci-
estimées d’après la solution (approximative, donc calculée avec peu d’itérations) en norme L2
également):

(E4.33)

Afin que le poids calculé dans (E4.30) soit minoré, on introduit une minoration de l’estimation
variance bruit par rapport au signal:

(E4.34)

avec pour valeur typique .

Cette formulation a deux intérêts majeurs. D’une part, le poids appliqué au niveau du pic centra
évènement ne dépend pas (comme c’est le cas en appliquant la norme L1 par exemple) de l’am
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absolue de l’évènement, mais du rapport S/B le long de celui-ci dans les données, rendant inut
égalisation en temps des données ou du poids (avec la norme Lp, ce sont les évènements
amplitude qui sont favorisés dans le gradient; ici ce sont les évènements à fort rapport S/B). D’aut
le problème de l’estimation du niveau de bruit est implicitement résolu: on n’a pas à ajuster à pri
facteur d’amortissement d’après une proportion de résidus estimée globalement à priori. Le niv
bruit est déduit des données elles-mêmes, et ce localement pour chaque échantillon du modèle.
une adaptation ‘naturelle’ au niveau de bruit.

Dans une PRD calculée avec cette méthode (fig. 4.26 (série 1)), il reste dans les résidus be
d’évènement cohérents. L’estimation des variances du bruit sur les données est en effet perturbée
interférences entre les évènements, conduisant à une surestimation, donc à une surestimation d
donc à des résidus trop importants. Cela est particulièrement sensible pour un petit évènement int
avec un gros: la présence de ce dernier induit des grosses variations d’amplitudes le long d
évènement, conduisant à une variance estimée importante, même en l’absence de bruit.

On réestime donc les variances du bruit à partir des résidus obtenus, ce qui permet de calc
nouveau poids avec lequel on refait quelques itérations. On peut boucler plusieurs fois ce process
l’exemple de la figure 4.26, on réestime deux fois le niveau de bruit, et à chaque fois on effectue un
de 5 itérations.

Le processus est donc le suivant:

On remet sur la figure 4.27 la PRD calculée suivant ce principe en figure 4.26. Le nombre
d’itérations dans cet exemple est de 2 (solution norme L2) + 3x5 (3 séries de 5 itérations à poids co
+ 3 (l’estimation du niveau de bruit est équivalent à une itération en temps de calcul), soit au to
‘itérations’.

4.4.2.2 - Variances du modèle estimée par un simple stack sur les résidus

Si on veut éviter de calculer la décomposition préalable en norme L2 pour avoir une estimatio
variances dans le modèle, on peut utiliser le calcul de l’amplitude moyenne le long de chaque traje

(équ. (E4.31)). Ce calcul n’est en effet rien d’autre que le stack (opérateur ) divisé par la couv
(nombre d’échantillons réellement utilisés). L’estimation des variances dans le modèle est donc:

(E4.35)

le scalaire α étant obtenu par recherche linéaire le long de la direction définie

pour minimiser , ceci afin de mettre à l’échelle le modè

calculé.

L’intérêt principal de cette méthode est de réduire le temps de calcul. En effet le calcul des moy
le long des trajectoires est de toutes façons nécessaire pour le calcul des variances (équ. (E4.31)
surcoût provenant d’une application de l’opérateur  dans la recherche linéaire.

On applique la méthode aux mêmes données que précédemment (fig. 4.28). Là encore, la PR
calculée laisse des résidus important (fig. 4.28, série 1). Il est donc nécessaire de reprendre une n
décomposition sur les résidus. On réestime à partir de ceux-ci une variance du bruit. L’estimatio

(i) calcul d’une solution approximative en norme L2
(ii) estimation des variances dans le modèle à partir de cette solution (équ. (E4.33))
(iii) estimation du niveau de bruit sur les résidus (donc sur les données pour le premier

passage) (équ. (E4.34))
(iv) calcul du poids (équ. (E4.30))
(v) Itérations à poids constant
(vi) aller en (iii) ou arrêter.

L
˜
∗

σ̃ui
2 α Ni µ traj d( )i( )( )2

=

gi Ni µ traj d( )i( )=( ) 1
2
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˜
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4.4 -Poids sur le modèle calculé d’après les rapports Signal/Bruit
q (ms/km2)x (m)

t (s)

(a) (b) (c)

q xqq

t

t

t

Figure 4.26 : (a)données dont on veut calculer la PRD.(b) PRD approximative en norme L2.
(c) variances du modèle déduites de (b).Séries 1,2,3: (col.1)variances du bruit calculées sur
les résidus (sur les données pour la série 1).(col.2) poids sur le modèle (rapport entre (col.1)
et (c)). (col.3) PRD obtenue avec le poids de (col.2).(col.4) résidus.
5 Itérations dans chaque série à poids constant.

(Série 1)

min

max

(Série 2)

(Série 3)
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variances du modèle calculée par (E4.35) à partir des données se révèle trop peu précise pour
être réutilisée au cours de la nouvelle décomposition. On réestime donc également les varian
modèle à partir des résidus. Le poids qui en découle (équ. (E4.30)) ne correspond plus aux don
départ mais aux résidus, sur lesquels ont été calculées toutes les estimations. Il faut donc conc
nouvelle décomposition indépendamment de la précédente, les résidus constituant de nouvelles
à décomposer. Le résultat de cette décomposition s’ajoutant simplement à la décompo
précédente.

La décomposition d’ordre (k) (étape (iv)) peut également être considérée comme la décompo

des données de départd, avec comme modèle à priori (et comme point de départ de
décomposition) (Voir le paragraphe 3.4).

Sur la figure 4.28 se trouvent les décompositions successives et les résidus correspondants. Le
final se trouve sur la figure 4.27. Il diffère apparemment peu du résultat obtenu avec l’autre mé
(fig. 4.27). Le nombre total d’itérations dans cet exemple est de 3x5 (3 séries de 5 itérations à
constant) + 4.5 (l’estimation du niveau de bruit et de la variance du modèle est équivalent à 1.5 ité
en temps de calcul), soit au total 19.5 ‘itérations’.

q (ms/km2)x (m)

t (s)

(a) (b)

Figure 4.27 : (a)données CMP fig. 4.26a.(b) PRD fig. 4.26(série 3)

(i) Initialisations:
(ii)

(iii) Calcul du poids sur le modèle (équ. (E4.31), (E4.34), (E4.35)) à partir de

(iv) Décomposition de avec ce poids: on obtient un modèle et des résidus

(v)
(vi) Aller en (ii) ou arrêter

u 0← r
0( )

d← k 0←
k k 1+←

r
k 1–( )

r
k 1–( )

u
k( )

r
k( )

u u u
k( )

+←

u
k 1–( )
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4.4 -Poids sur le modèle calculé d’après les rapports Signal/Bruit
x (m)

t (s)

(a)

q xqq

t

t

t

(Série 1)

min

max

(Série 2)

(Série 3)

Figure 4.28 : (a) données dont on veut calculer la PRD.Séries 1,2,3: (col.1)Poids sur le modèle
calculé par (E4.30), (E4.34) et (E4.35) à partir du dernier résidu (col.4).(col.2) PRD du
dernier résidu (col.4) calculée avec le poids de (col.2).(col.3) PRD somme de (col.2) et de la
PRD obtenue dans la série précédente.(col.4) résidus.
5 Itérations dans chaque série.
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4.4.3 - Focalisation - Atténuation du bruit - perte de certaines données

La très grande focalisation obtenue par cette méthode est évidemment très intéressant
l’application anti-multiples. On peut reprendre l’exemple de la figure 4.17 sur lequel on effectue
PRD suivie de la reconstruction de la partie du modèle contenant les évènements horizontaux (fig
Le calcul de la PRD par estimation des variances du bruit et du modèle (d’après la solution en norm
conduit à une excellente focalisation des évènements (fig. 4.30a). La reconstruction des évèn
horizontaux est de la même qualité que celle que l’on obtient avec la décomposition en norme L
4.17b). Le principal avantage ici est de ne pas avoir à estimer à priori le niveau de bruit. A tit
comparaison, on a effectué également la PRD suivant le schéma décrit par Thorson (1985), dan
les variances du modèle ne sont pas fixées une fois pour toute mais déduites du modèle courant
des itérations. La focalisation est cette fois-ci totale, mais on note une atténuation énorme des
évènements noyés dans le bruit (fig. 4.30d-e). Sur la reconstruction le bruit a été atténué d’aut
sorte que le rapport S/B sur ces évènements est préservé (et même amélioré). Mais il peut être
d’accepter une telle distorsion des amplitudes relatives dans une même décomposition. Ce sch
en fait extrême dans la parcimonie, avec les avantages et les inconvénients qui en découlent.

4.4.4 - Déplacement d’énergie dans le modèle

Les décompositions parcimonieuses n’étant pas linéaires (i.e. la décomposition n’est pas obte
l’application d’un opérateur linéaire), on constate parfois des effets indésirables. Ainsi au cou
l’optimisation, il peut être plus ‘rentable’ d’expliquer les données en déplaçant de l’énergie da
modèle vers des positions à priori ‘fausses’, qui expliquent moins bien les données, mais
pénalisantes parce que pondérées par un poids faible dans la fonction coût.

Reprenons par exemple les données de la figure 4.13a, en ajoutant un faible bruit ga
(fig. 4.31a). Dans la PRD par estimation des rapports S/B (fig. 4.31b), on sépare comme à l’habitu

q (ms/km2)x (m)

t (s)

(a) (b)

Figure 4.29 : (a) données CMP fig. 4.28a. (b) PRD fig. 4.28(série 3).
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évènements horizontaux (les primaires) des évènements courbes (les multiples) par un mute. Au
reconstruire directement les primaires, on reconstruit les multiples que l’on soustrait ensuite des d
initiales (fig. 4.31d). Ce faisant, on ne risque en principe pas d’abîmer les amplitudes des primaire
le cas où ceux-ci auraient été mal modélisés (voir fig. 4.30 par exemple). Or l’amplitude de l’évène
horizontal à 2550ms est légèrement atténuée sur les faibles offsets. L’énergie manquante ne sem
se trouver dans les résidus. La seule explication possible est que l’on a soustrait cette amplitud

que l’énergie correspondante se trouve dans la zone des multiples de la PRD (q > 25ms/km2). Le
primaire interfère en effet sur les faibles offsets avec un multiple d’amplitude 10 fois supérieur

pondération (équ. (E4.30), (E4.33) et (E4.34)) appliquée dans le modèle sur le multiple (q=50ms2)
est donc beaucoup plus faible que sur le primaire (q=0). En conséquence une même amplitu
beaucoup plus pénalisante (dans la fonction coût, équ. (E4.29)) placée dans le modèle à q=0 plu

q=50ms/km2. Or sur les faibles offsets, toutes les paraboles tendent à se confondre, ce qui signifi

(a) (c)

Figure 4.30 : (a):mêmes données que fig. 4.13a, entachées d’un bruit gaussien (de niveau
comparable à l’amplitude des petits évènements).(b): PRD pondérée par les rapports S/B.

(c): reconstructions du domaine de (b) q < 25ms/km2. Gains=10 par rapport aux plus forts
évènements.(d): PRD par inversion stochastique (Thorson).(e): reconstructions du domaine

de (d) q < 25ms/km2.
Gains=10 par rapport aux plus forts évènements.

x (m) x (m)q (ms/km2)

t (s)

(b)

(e)(d)
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l’énergie dans le modèle qui explique l’énergie sur les faibles offsets peut être déplacée suivant
grandes conséquences. Dans le cas présent on assiste un déplacement de q=0 (position exacte)
(position fausse).

Néanmoins, l’effet observé reste peu important: tous les évènements sont parfaits (ou presq
point du vue du modèle (paraboles d’amplitudes constantes), et le principe de parcimonie tend da
les cas à focaliser l’énergie dans le modèle, objectif plus difficile à atteindre en positionnant mal ce

Dégradons maintenant les données de ce point de vue en donnant un léger effet AVO à l’évèn
courbe situé à 2550ms (fig. 4.32a, son amplitude n’est plus constante égale à 10.0, mais varie
(offset min.) à 11.0 (offset max)) (en fonction de quoi sa représentation sur la PRD n’est d’ailleurs
aussi compacte (fig. 4.32b)). L’atténuation d’amplitude sur les faibles offsets pour le primaire à 25
est cette fois-ci bien plus importante (fig. 4.32d). Explication: la décomposition parcimonieuse ch
à explique le multiple d’amplitude variable par le moins possible de paraboles d’amplitudes const
Pour cela, il ‘affecte’ une partie de l’énergie du primaire au multiple sur les faibles offsets (où ils

(a)
x (m)

t (s)

(b)
x (m)

t (s)

q (ms/km2)
(c) (d)

Figure 4.31 : (a)données fig. 4.13a (plus un bruit gaussien).(b) PRD de (a) calculée par les
rapports S/B.(c) résidus (gain x2).(d) soustraction des ‘multiples’ reconstruits de (b) des
données (a)

x (m)
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quasi-confondus) afin de réduire la variation d’amplitude le long de ce dernier. Ce faisant, le pri
n’est plus d’amplitude constante, puisqu’on lui a retiré une partie de son énergie sur les faibles o
L’optimisation ‘résout le problème’ en laissant dans les résidus une partie de son énergie sur les
offsets (fig. 4.32c), afin encore une fois de ne représenter que des évènements d’amplitudes con
Tous ces effets se combinent pour arriver au meilleur compromis possible dans la fonction coût
clair qu’un effet AVO plus important sur le multiple entraînerait un report d’énergie plus importan

Ce problème peut être plus ou moins gênant selon l’usage fait de la décomposition de Radon
la séparation primaires/multiples il peut être catastrophique: à partir du moment où l’énergie
primaire a été déplacée dans le domaine des multiples, toute tentative d’atténuation des m
affectera le primaire. Pour l’interpolation en revanche, cela ne devrait pas être trop grave: le déplac
d’énergie ne peut se faire que parce qu’il y a une certaine indétermination au départ. Dans l’exem
dessus il s’agit de l’impossibilité de distinguer des paraboles proches sur les faibles offsets. Que l’é
sur les offsets faibles soit alors affectée au primaire horizontal ou au multiple courbé ne change
résultat d’une interpolation à cet endroit.

(a)
x (m)

t (s)

(b)
x (m)

t (s)

q (ms/km2)
(c) (d)

Figure 4.32 : (a)données fig. 4.32a modifiée: léger effet AVO sur l’évènement courbe à 2550m
(gain /10).(b) PRD de (a) calculée par les rapports S/B.(c) résidus (gain x2).(d) soustraction
des ‘multiples’ reconstruits de (b) des données (a)

x (m)
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4.5 - Conclusions

La minimisation de la norme Lp (1<p<=2) du modèle se traduit dans la formulation des moin
carrées généralisés par l’application d’un poids sur le modèle dépendant du modèle lui-même. C
entraîne une dégradation du conditionnement du problème.

Ce poids doit être lissé sur la durée du signal sismique afin de ne pas déformer ce derni
algorithme IRLS avec plusieurs résolutions successives à poids constant est préférable à une mis
des poids pendant les itérations du gradient conjugué, car cela permet un meilleurs contrôle
convergence.

La focalisation des évènements et la réduction de l’aliasing spatial obtenus avec cette décomp
découlent tous deux du principe de parcimonie, qui veut que l’on représente les données avec le
possible d’échantillons significatifs du modèle.

Cette décomposition impose néanmoins une connaissance plus précise qu’avec la norme
niveau de bruit dans les données, à cause d’une plus grande sensibilité au réglage du
d’amortissement. Une trop grande valeur attribuée à ce dernier peut notamment conduire à la p
certaines informations.

Cette connaissance du niveau de bruit n’est plus nécessaire si on estime le signal et le bruit par
des amplitudes le long de chaque courbe de la famille utilisée. Ces estimations permettent d’obt
poids à appliquer sur le modèle, poids adapté au niveau de bruit réel (les variations éventuelles d
ci dans les données sont implicitement prises en compte).

La minimisation de la norme Lp des résidus répond non pas à des considérations de parcimon
au besoin de traiter les bruits non gaussiens. Les techniques utilisées sont les mêmes qu
l’application de la norme Lp sur le modèle (algorithme IRLS, lissage du poids,...). Le seuillage im
sur les faibles valeurs de résidus conduit à traiter en norme L1 les résidus énergiques et en norm
résidus faibles. La dégradation du conditionnement du problème peut être compensée en partie
préconditionnement adapté et déduit du poids appliqué sur les résidus.

Parmi les inconvénients des décompositions parcimonieuses, le plus gênant -car semble-t
remède évident- est le déplacement d’énergie dans le modèle: l’énergie d’un évènement peu én
peut être attribuée à un autre évènement, proche et plus énergique, parce que cette configura
moins pénalisante dans la fonction coût. Les autres inconvénients sont relatifs (le temps de
supérieur doit être mis en balance avec l’amélioration de la qualité du résultat) ou ont des solutio
sensibilité au niveau de bruit estimé peut être résolu par une estimation automatique des rappor
147



4.5 -Conclusions
148



5 -Décompositions de Radon avec effet AVO
5 - Décompositions de
Radon avec effet AVO

Figure 5.0 :
(5.0)
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5.1 - Introduction

Les décompositions de Radon, telles que définies dans le chapitre 1 et utilisées dans ce r
utilisent des familles de courbes (ou de plans, pour le cas 3D, chapitre 6) d’amplitudes constante
permettent en général de décomposer des données contenant des évènements qui ne correspo
forcément à ce modèle (cinématiques différentes, amplitudes variables), mais au prix d’une c
complication de l’image obtenue. Pour les décompositions parcimonieuses, cela impose notamm
limite à la focalisation de l’énergie dans le modèle.

Or les évènements présents dans les collections CMP présentent souvent des effets AVO (Am
Versus Offset), le coefficient de réflexion sur une interface géologique dépendant de l’angle d’inci
de l’onde sismique, donc de l’offset considéré. Des variations d’amplitudes avec l’offset pe
également être introduites par certains traitements (une correction de divergence sphérique, pen
corriger correctement les primaires, conduit souvent à sur-corriger les multiples sur les offsets loin

Canadas and Dunand (1995), utilisent les décompositions paraboliques classiques des CM
extraire les informations d’AVO par une analyse de la forme des évènements dans le modèle. Un
approche consiste à utiliser directement des familles de courbes présentant des profils d’amp
correspondant aux évènements à décomposer: on espère d’une part obtenir des décompositi
propres et d’autre part extraire directement les informations d’AVO.

Nous utilisons ici en plus des courbes d’amplitudes constantes des courbes dont l’amplitude
avec le carré de l’offset, permettant ainsi de modéliser des évènements dont le profil d’amplitud

s’écrire: . v représente la partie constante; w n’est pas directement le coefficient
utilisé habituellement, mais lui est lié.

5.2 - Définitions

On reprend ici la plupart des définitions du paragraphe 1.3, en les simplifiant un peu:

Le support des données est un sous-ensemble de IR2:

(E5.1)

De même pour le support des modèles:

(E5.2)

L’espace des données ID est toujours l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur D

(E1.16)). Le produit scalaire et la norme choisis sur cet espace sont1:

(E5.3)

1. La normalisation par  a pour seul objet de simplifier certaines expressions par la su

A x( ) v w x
2

+=

D t x,( ) Ti t Tf xmin x xmax≤ ≤;≤ ≤;{ }=

U t0 x0,( ) Ti t0 T≤ f x0min x0 x0max≤≤;≤;{ }=

T Tf Ti–=

d1 d2⋅ 1
T
--- d1

t
∫ t x,( )d2 t x,( ) td xd

x
∫=

d L2
d d⋅=
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antes

tillon

P. on
E1.3)):
L’espace des modèles IU est ici l’ensemble des fonctions à deux compos

, chacune étant de carré intégrable sur le support des modèles U. L’échan

représente une courbe d’équation (l’application principale étant la PRD ou HRD des CM
utilise ici uniquement des familles de courbes invariantes par translation suivant le temps, équ. (

(E5.4)

dont l’amplitude varie avec l’offset suivant la loi:

(E5.5)

Le produit scalaire et la norme choisis sur cet espace sont:

(E5.6)

La modélisation s’écrit toujours comme la superposition de toutes les courbes possibles:

(E5.7)

L’intégration de la fonction de dirac aboutit à:

(E5.8)

On peut séparer les deux composantes afin d’obtenir une écriture matricielle:

(E5.9)

Par rapport aux produits scalaires utilisés, l’opérateur adjoint s’écrit:

(E5.10)

u t0 x0,( )
v t0 x0,( )
w t0 x0,( ) 

 =

u t0 x0,( )

t t0 h x0 x,( )+=

A t0 x0 x, ,( ) v t0 x0,( ) w t0 x0,( ) x
2

+=

u1 u2⋅ 1
T
--- v1 t0 x0,( )v2 t0 x0,( ) w1 t0 x0,( )w2 t0 x0,( )+( )

t0
∫ t0d x0d

x0
∫=

u L2
u u⋅=

L
˜

u( ) t x,( ) v t0 x0,( ) w t0 x0,( )x2
+( )δ t t0 h x0 x,( )+( )–( )dt0dx0

t0
∫

x0
∫=

L
˜

u( ) t x,( ) v t h x0 x,( )– x0,( ) w t h x0 x,( )– x0,( )x2
+( )dx0

x0
∫=

L
˜

u L v
˜

L w
˜

v
w

=

L v
˜

v( ) t x,( ) v t h x0 x,( )– x0,( )dx0

x0
∫=

L w
˜

w( ) t x,( ) w t h x0 x,( )– x0,( )x2
dx0

x0
∫=

L
˜
∗d

L v
˜

∗

L w
˜

∗
d=

L v
˜

∗d( ) t0 x0,( ) d t0 h x0 x,( )+ x,( ) xd

x
∫=

L w
˜

∗d( ) t0 x0,( ) d t0 h x0 x,( )+ x,( )x2
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∫=
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Chacune des composante s’obtient donc par sommation le long de la courbe considéré, av
pondération dépendant de l’offset, égale en fait au profil d’amplitude représenté par cette compo

5.3 - Conditionnement du problème par rapport aux deux composantes

On cherche ici à étudier les interactions entre les deux composantes du modèle. Supposon
support des modèles est réduit à une seule valeur du paramètre x0. Toutes les équations sont le
en supprimant simplement les intégrales par rapport à ce paramètre. En particulier:

(E5.11)

L’expression de l’opérateur composé est dans ce cas très simple:

Posons les quantités suivantes, qui seront utiles par la suite:

(E5.12)

L’opérateur composé s’écrit alors:

(E5.13)

L v
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Soit, avec un produit de Kronecker (voir nomenclature):

(E5.14)

Plus l’opérateur composé est proche de l’identité, meilleur est le conditionnement du prob
Sinon, on peut préconditionner le problème avec la meilleure approximation dont on dispose de l’in
de l’opérateur composé. Or cet inverse est ici facile à calculer:

(E5.15)

En effet:

Le poids de préconditionnement doit donc être:

(E5.16)

lemme: Ce poids est symétrique, défini, et positif.

Démonstration:

Raisonnons sur son inverse:
le déterminant est égal à:

plaçons nous dans le cas où . Le premier terme est donc strictement positif.

Considérons le second comme un polynôme du second degré en xmax. Le discriminant de

ce polynôme est: . Le polynôme n’a donc aucune racine réelle

(sauf pour le cas xmin=0 en xmax=0, qui n’est bien sûr pas retenu), et est donc toujours
strictement positif (le coefficient dominant étant positif).
Le déterminant est donc toujours strictement positif, ce qui prouve le lemme.

On peut noter que l’opérateur serait l’adjoint naturel de si le produit scalaire utilisé

pondéré par le poids lui-même: :
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Le poids est symétrique, donc son inverse l’est également:

D’où le résultat.

Or ce produit scalaire est logique à posteriori, car il traduit une équivalence de l’énergie entre le
représentations (données et modèles):

Lemme:

(E5.17)

Démonstration:

et d’autre part:

Les deux expressions sont bien égales

On va donc résoudre le problème inverse en minimisant:

(E5.18)

On étend bien sûr l’utilisation de ce poids dans le cas général où le paramètre x0 n’est pas réduit à
une seule valeur.

5.4 - Décomposition en norme L2

On utilise des données synthétiques comportant 4 évènements horizontaux, de profils d’amp
variés (fig. 5.1):

• 200ms: A1(x) = 1.0 + 0.0 (x/1000)2

• 400ms: A2(x) = 0.0 + 2.0 (x/1000)2

• 600ms: A3(x) = 2.0 - 2.0 (x/1000)2

• 800ms: A4(x) = 2.0 - 4.0 (x/1000)2

Les PRD en norme L2 se trouvent sur la figure 5.2: on peut comparer la PRD classique (par
d’amplitudes constantes) et la PRD avec effets AVO (PRDavo).
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On utilise les deux familles de paraboles décrites dans le paragraphe 5.2. Le coefficient est no
par rapport à l’offset maximum sur la courbe considérée. L’amplitude s’écrit donc:

.

Les deux décompositions laissent peu de résidus. Dans la PRD classique, les formes des évè
dans le modèle sont très affectées pour pouvoir bien représenter les variations d’amplitudes
l’évènement à t=800ms, la trace q=0 ne porte quasiment aucune énergie, et il est donc impossib
pointer correctement.

Sur la PRDavo le résultat n’est pas tout à fait à la hauteur des espérances. Pour le premier évè
(d’amplitude constante), on voit apparaître beaucoup d’énergie dans la composante d’amplitude v
de la PRD. L’étalement général des évènements dans la PRDavo est encore plus important que
PRD classique. Toutefois le maximum d’énergie se situe maintenant bien sur la trace q=0 pour to
évènements, y compris celui à 800ms, permettant de les pointer correctement.

Pour la PRDavo l’énergie correspondant à chaque échantillon du modèleui du modèle est calculée
par la formule suivante (il s’agit de l’énergie de la courbe correspondante):

(E5.19)

L’étalement par la sévère sous-détermination du problème: le nombre d’inconnues (paramè
modèle) est trop important, laissant trop de libertés pour représenter les données. Cette
détermination se comprend très bien si l’on considère un évènement horizontal d’amplitude con
(fig. 5.3): dans une PRD celui-ci peut en effet être expliqué par de nombreuses paraboles d’amp
variables qui s’inscrivent dans la largeur du signal sismique, y compris celles dont l’amplitude ch
de signe.

On entrevoit par conséquent ici tout l’intérêt des décompositions parcimonieuses pour
l’optimisation à représenter les données en utilisant le moins d’échantillons possible dans le mo

Figure 5.1 : Données synthétiques comportant des
évènements avec effets AVO
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5.5 -Décompositions parcimonieuses

4: les

poids
5.5 - Décompositions parcimonieuses

On utilise les décompositions parcimonieuses telles que décrites dans le chapitre
décompositions en norme L1 et celles calculées par analyse des rapports signal/bruit.

5.5.1 - Norme L1 sur le modèle

L’implémentation de décomposition en norme L1 dans le cas classique nécessite le calcul d’un
sur le modèle d’après le modèle lui-même (équ. (E4.7)):

q (ms/km2)

t (s)

q (ms/km2)

v w

Figure 5.2 : PRD en norme L2 des données de la fig. 5.1:(a) classique.(b) avec effets AVO (à

gauche v=terme d’amplitude constante; à droite w=terme en x2 de l’amplitude).
Au dessous: cartes d’énergie (lissées) utilisées pour un pointé éventuel.

PRD PRDavo

(a) (b)
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Le modèle a ici deux composantes. On ne voit à priori pas de raison d’appliquer un poids diffé
chacune des composantes. On utilise à la place de la valeur absolue l’énergie portée par

échantillon du modèle (équ. (E5.19)):

(E5.20)

Le poids utilisé est le même pour les deux composantes, et ne les lient pas entre elles:

5.5.2 - Décomposition par analyse des rapports Signal/Bruit

Dans l’équation (E4.30), on calcule un poids d’après les estimations des variances du bruit
échantillons du modèle. Ces dernières pouvant être obtenue pour chaque courbe par une ana
amplitudes le long de celle-ci (E4.31). On en tire une moyenne (qui peut servir à estimer la varianc
le modèle) et une variance (pour le bruit).

Ici, on peut essayer de retrouver pour chaque courbe le profil d’amplitude à deux coefficients
simple ajustement. Si yi(x) est l’amplitude le long de la courbe représentée par l’échantillon i du mod

on cherche  tels que (on omet l’indice i dans les expressions):

L’expression sous l’intégrale est égale à:

alignement horizontal d’ampl. constante

alignement courbe d’ampl. décroissante

alignement courbe d’ampl. croissante

Figure 5.3 : Dans la PRD avec effets AVO, un évènement horizontal d’amplitude constante pe
être expliqué par de nombreuses courbes avec des variations d’amplitudes.
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On pose les quantités suivantes:

(E5.21)

donc:

On dérive cette expression par à rapport aux deux variables :

les deux dérivées doivent être nulles au minimum, ce qui conduit à résoudre le système:

Soit:

(E5.22)

Pour ce minimum, la fonction vaut:

(E5.23)

Pour chaque courbe du modèle on obtient donc une estimation de la composante constant

composante en x2, et du niveau de bruit. Les deux composantes sont utilisées comme une directi
recherche linéaire pour calculer un coefficientα de mise à l’échelle de l’estimation (voir équ. (E4.35

(E5.24)
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Enfin, comme on ne veut pas appliquer un poids différent sur les deux composantes, on cal
aussi une valeur composite. Celle-ci doit être normalisée afin d’avoir une amplitude comparab
deux composantes (on utilise l’énergie définit en (E5.19)):

(E5.25)

5.5.3 - Application (données synthétiques)

On calcule, sur les données de la figure 5.1, les PRD en norme L1 sur le modèle d’une part
estimation des rapports S/B d’autre part. On peut comparer les décompositions classiques a
décompositions avec effets AVO (figure 5.4). Les deux PRD classiques ne peuvent pas focali
évènements présentant des variations d’amplitudes (seul le premier évènement, d’amplitude co
est bien focalisé). La PRD avec effets AVO calculée par estimations des rapports S/B est par
d’excellente qualité: tous les évènements sont parfaitement focalisés et, qui plus est, les ra
d’amplitudes entre les deux sous-sections représentent fidèlement les coefficients AVO des donn
focalisation pour la PRD en norme L1 est par contre assez mauvaise. Cela semble dû uniqueme
problème de convergence: la PRD a été calculée par un algorithme IRLS de type 1 (paragr. 3.5.3
3 résolutions successives à poids constant (12 itérations dans chaque), ce qui suffit en général p
PRD classique. En poussant plus loin la convergence (8 résolutions successives), on att
focalisation désiré (fig. 5.5).

On peut sans doute expliquer ce problème de convergence pour le calcul des sol
parcimonieuses par la sous-détermination intrinsèque du problème. L’hypothèse de parcimonie e
priori introduit pour compenser cette sous-détermination. Néanmoins, le point de départ
décomposition en norme L1 dans l’algorithme IRLS est la décomposition en norme L2 (fig. 5.2)
éloignée de la solution souhaitée.

Le décomposition par estimation des rapports S/B semble moins sensible à ce problèm
convergence, un résultat très satisfaisant étant obtenu avec 3 séries de 5 itérations (voir paragr.
paramètres habituellement choisis pour les PRD classiques. Il faut toutefois considérer q
convergence pour ce type de décomposition est très dépendante du niveau de bruit. Or ce dernie
très faible (on a juste ajouté un bruit gaussien dont l’écart type est de 1/10ème de l’amplitude mo
des évènements). Un bruit plus important se traduit par une bien moindre focalisation (fig. 5

σ̃i
2 X0vi

2
2X2viwi X4wi

2
+ +

X0X4
---------------------------------------------------------------

e ui( )

X0X4
-------------------= =

q (ms/km2)

t (s)

v w

Figure 5.5 : PRD avec effet AVO des données fig.
5.1, norme L1 sur le modèle, convergence plus
poussée (algorithme IRLS type 1, 8 résolutions
successives, à comparer avec fig. 5.4(haut-
droite), obtenue avec 3 résolutions).
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comparer avec fig. 5.4(bas-droite)). Ce résultat pourrait néanmoins servir de nouvelle estimat
signal pour une nouvelle PRD par estimation des rapports S/B, afin d’améliorer la focalisation.

Toutefois les problèmes de convergences sont bien plus critiques que pour les décompo
classiques.

5.5.4 - Application (données réelles)

On teste la PRD avec effet AVO sur une collection CMP corrigée de NMO, comportant 90 tr
(intertrace de 50m) (fig. 5.7). Les primaires sont approximativement horizontalisés, et on no
certains d’entre eux de très forts effets AVO (à 2400, 2520, et 4360ms): le coefficient de réflexion
fortement avec l’offset.

Figure 5.4 : PRDs parcimonieuses des données fig. 5.1.(haut) norme L1 sur le modèle.
(bas)estimations des rapports S/B.(gauche)PRDs classiques.(droite) PRDs avec effets AVO.
Les résidus sont faibles pour toutes les décompositions.

q (ms/km2)

t (s)

q (ms/km2)

v w

PRD PRDavo

t (s)

v w
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Sur la PRD classique (par estimation des rapports S/B) (fig. 5.8(haut)), ces évènements prése
fortes variations d’amplitude sont mal focalisés, et les résidus contiennent encore de l’énergie de
grands offsets. En intégrant les effets AVO (fig. 5.8(bas)) on arrive à une meilleure représentation
résidus semblent plus uniformes (de trace à trace). Reste à savoir si des coefficients AVO peuve
extraits de la PRD par simple comparaison des amplitudes entre les deux composantes.

On note par ailleurs quelques problèmes: l’évènement très courbé situé vers 2700ms s’éc
l’hypothèse de ‘parabolicité’. Aussi, bien qu’il soit d’amplitude quasi-constante, sa représentation
la PRD classique est-elle étalée sur de nombreuses valeurs de q. Non seulement la PRD avec eff
ne résout pas le problème, mais elle l’aggrave en traitant l’évènement comme deux évènements

q (ms/km2)

t (s)

v w

Figure 5.6 : (gauche)mêmes données que fig. 5.1, entachées d’un fort bruit gaussien.
(droite) PRD avec effets AVO, par estimations des rapports S/B.

x (m)

t (s)

x (m)

Figure 5.7 : Collection CMP corrigée de NMO, 90
traces (∆x=50m).
161



5.5 -Décompositions parcimonieuses

ant de

on sur
ficile de
es deux
de courbures différentes, le premier portant de l’énergie sur les offsets faibles, le second port
l’énergie sur les grands offsets.

Bien que ce type de décomposition soit intéressante en théorie, il semble en fait que l’applicati
des données réelles n’apporte pas autant que l’on pouvait en espérer. Il est par exemple très dif
bien focaliser les évènements, et la convergence du gradient conjugué est souvent délicate. C
problèmes étant peut-être liés.
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q (ms/km2)

t (s)

Figure 5.8 : (gauche)PRD des données fig. 5.7 par estimation des rapports S/B.(droite) résidus
correspondants.(haut) PRD classique.(bas)PRD avec effets AVO..

t (s)

x (m)

PRD

PRDavo

Résidus

v w
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5.6 - Conclusions

La décomposition de Radon utilisant plusieurs profils d’amplitudes pour une même famil
courbes est un problème fortement sous-déterminé. La résolution en norme L2 n’est par conséqu
satisfaisante.

Les décompositions parcimonieuses donnent de bons résultats sur synthétiques: la foca
obtenue est très bonne et les informations AVO pourrait être obtenues par un simple pointé. Sur d
réelles en revanche la focalisation atteinte n’est pas aussi bonne. Néanmoins, l’extraction des coe
AVO devrait être possible.

On ne peut en fait pas résoudre simultanément de manière satisfaisante la séparation d’évèn
interférents et la détermination de leurs profils d’amplitudes.

Dans tous les cas, la convergence des optimisations est relativement lente comparé
décompositions classique. La sous-détermination du problème en est sans doute la cause. Il ne
peut-être utiliser les amplitudes variables qu’en certains points du modèle, qui correspondraien
pointés d’évènements déjà repérés.
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6.1 - Introduction

On étudie dans ce chapitre l’extension 3D (2 variables spatiales) de la Décomposition de
Linéaire.

Conceptuellement, l’ajout de dimensions ne pose pas de nouveau problème théorique. Dès l’
Radon (1917) définit sa transformée dans des espaces de dimensions quelconques (voir aussi H
1980).

Les implémentations peuvent par contre varier notablement. Ainsi, si les implémentation
domaine temps peuvent être identiques -car n’exploitant pas de simplifications particulières-, celle
le domaine de Fourier peuvent différer: la LRD 2D en norme L2 aboutit à la résolution de plus
systèmes de Toeplitz., alors que pour la LRD 3D les simplifications de ce type dépendent de la géo
des données (une grille régulière permet de décomposer le problème 3D en 2x2D, alors qu’un
irrégulière nécessite la résolution de plusieurs systèmes ‘Toeplitz par blocs’).

Les problèmes d’échantillonnage et d’aliasing peuvent être directement extrapolés du cas 2D

Les applications trouvées dans la littérature concernent le filtrage du ground-roll (Donati et al.,
et l’interpolation de traces ou la régularisation d’acquisitions (Shin and Sumner, 1994; Hindriks
1997) -sujet étudié dans le chapitre suivant-, et utilisent toutes les décompositions en norme L2

Les principes et les implémentations des décompositions parcimonieuses définis pour le cas 2
applicables directement au cas 3D (l’hypothèse de parcimonie est d’ailleurs d’autant plus justifié
un espace de dimension élevée).

6.2 - Définitions

6.2.1 - Variables continues

La décomposition de Radon 3D (τ,p1,p2) est définie de manière analogue à la décomposition
Pour des variables continues, les supports des données et des modèles sont:

(E6.1)

(E6.2)

Les données et les modèles sont des fonctions de carrés intégrales sur D et U.

D t x1 x2, ,( ) Ti x1 x2,( ) t Tf x1 x2,( )
x1min x1 x1max x2min x2 x2max≤ ≤;≤ ≤;

≤ ≤;{
}

=

U τ p1 p2, ,( ) τi p1 p2,( ) τ τf p1 p2,( )
p1min p1 p1max p2min p2 p2max≤ ≤;≤ ≤;

≤ ≤;{
}

=
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L’application directe, ou modélisation, est définie comme dans le cas 2D (E1.21) par
superposition de plans (au lieu de droites) d’amplitudes constantes:

(E6.3)

L’opérateur de stack, de l’espace des données vers l’espace des modèles, est l’adjoint de l’op
de modélisation pour le produit scalaire usuel:

(E6.4)

6.2.2 - Domaine de Fourier

Les formulations fréquentielles des opérateurs sont:

(E6.5)

L’opérateur composé montre que le problème 3D peut se décomposer en ‘2x2D’:

On reconnaît dans les intégrales simples les opérateurs 2D de la LRD définis en (E1.52):
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x1
∫

p2'
∫

p1'
∫=
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L’opérateur composé s’exprime donc comme deux convolutions 1D successives suivant chacu
variables paramétrisant les pentes dans les deux directions spatiales.

On ne peut aboutir à cette écriture que si les bornes de chacune des deux variables spatiales (
ne dépendent pas de l’autre variable (autrement dit si le support des données est rectan
éventuellement infini). Dans le cas contraire, on ne peut pas séparer les deux variables spatiales
intégrales, et on conserverait un opérateur de convolution 2D.

6.2.3 - Variables discrètes

6.2.3.1 - Grille des données quelconque

Supposons que les données soient constituées de Nx traces, réparties spatialement d’une
quelconque, de coordonnées .

(E6.7)

Le modèle est un vecteur de Np1.Np2 éléments, distribués sur unegrille rectangulaire régulière
(voir fig. 6.1):

(E6.8)

La matrice exprimant la transformée directe est:

(E6.9)

Où les matrices  sont de dimension Nx.Np1:

(E6.10)

L
˜
∗L

˜
û ω p1 p2, ,( ) û ω p1' p2', ,( )σx1 ω p1 p1'–,( )σx2 ω p2 p2'–,( ) p1'd p2'd

p2'
∫

p1'
∫=

û ω p1' p2', ,( )* p2σx2 ω p2,( )( )σx1 ω p1 p1'–,( ) p1'd

p1'
∫=

L
˜
∗L

˜
û ω p1 p2, ,( ) û ω p1' p2', ,( )* p2σx2 ω p2,( )( )* p1σx1 ω p1,( )=

x11 x21,( ) x12 x22,( ) … x1Nx x2Nx,( ), , ,

d d1 d2 d3 … … … dNx, , , , , ,( )t
=

u u1 1, u2 1, … uNp1 1, u1 2, u2 2, … … … u1 Np2, u2 Np2, … uNp1 Np2,, , , , , , , , , , , ,( )t
=

p1i j, p1i p1min i 1–( )∆p1+= =

p2i j, p2j p2min j 1–( )∆p2+= =

L
˜

K
˜ 1 K

˜ 2 … K
˜ Np2, , ,( )=

K
˜ j

K
˜ j

e
iω x11p11 x21p2j+( )–

e
iω x11p12 x21p2j+( )–

…… e
iω x11p1Np1 x21p2j+( )–

e
iω x12p11 x22p2j+( )–

e
iω x12p12 x22p2j+( )–

…… e
iω x12p1Np1 x22p2j+( )–

… … …
… … …

e
iω x1Nxp11 x2Nxp2j+( )–

e
iω x1Nxp12 x2Nxp2j+( )–

…… e
iω x1Nxp1Np1 x2Nxp2j+( )–

=
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L’opérateur composé s’écrit:

(E6.11)

Les matrices  sont carrées de dimension Np1.Np1 et leurs éléments s’écrivent:

(E6.12)

Propriétés des matrices :

Elles ont une structure de Toeplitz ( ), mais ne sont p

hermitiennes, sauf pour k=j ( ).

On a aussi pour tout h: , c’est à dire que possède une structure deToeplitz

‘par blocs’.

Posons . On vérifie facilement que . On peut donc écrire:

(E6.13)

Les éléments des matrices  étant, d’après (E6.12):

(E6.14)

L
˜
∗L

˜

K
˜ 1

∗K
˜ 1 K

˜ 1
∗K

˜ 2 …… K
˜ 1

∗K
˜ Np2

K
˜ 2

∗K
˜ 1 K

˜ 2
∗K

˜ 2 …… K
˜ 2

∗K
˜ Np2

… … …
K
˜ Np2

∗K
˜ 1 K

˜ Np2
∗K

˜ 2 …… K
˜ Np2

∗K
˜ Np2

=

K
˜ j

∗K
˜ k

K
˜ j

∗K
˜ k( )m n, e

iω x1sp1m x2sp2j+( )
e

iω x1sp1n x2sp2k+( )–

s 1=

Nx

∑=

e
iω x1s p1m p1n–( ) x2s p2j p2k–( )+( )

s 1=

Nx

∑=

e
iω x1s m n–( )∆p1 x2s j k–( )∆p2+( )

s 1=

Nx

∑=

K
˜ j

∗K
˜ k

K
˜ j

∗K
˜ k( )m h+ n h+, K

˜ j
∗K

˜ k( )m n,=

K
˜ j

∗K
˜ j( )m n, K

˜ j
∗K

˜ j( )n m,
∗=

K
˜ j h+

∗K
˜ k h+ K

˜ j
∗K

˜ k= L
˜
∗L

˜

K
˜ j

∗K
˜ k Q

˜ j k–= Q
˜ j– Q

˜ j
∗=

L
˜
∗L

˜

Q
˜ 0 Q

˜ 1
∗ … … Q

˜ Np2 1–
∗

Q
˜ 1 Q

˜ 0 Q
˜ 1

∗

… Q
˜ 1

… Q
˜ 1

∗

Q
˜ Np2 1– Q

˜ 1 Q
˜ 0

=

Q
˜ j

Q
˜ j( )

m n, e
iω x1s m n–( )∆p1 x2sj∆p2+( )

s 1=

Nx

∑=
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6.2.3.2 - Grille des données ‘pseudo-régulière’

La grille des données est ‘pseudo-régulière’ si les coordonnées des traces peuvent se mettre
forme:

avec N=Nx1.Nx2

Le terme ‘pseudo’ se justifie car on n’impose pas un pas d’échantillonnage constant pou
variables (voir fig. 6.1).

On peut maintenant séparer les contributions des 2 variables spatiales dans (E6.14):

(E6.15)

On reconnaît en effet les opérateurs de convolution de la LRD sous leur forme discrète, défini
l’équation (E1.61):

(E6.16)

x11 x21,( ) x12 x21,( ) … x1Nx1 x21,( ), , ,

x11 x22,( ) x12 x22,( ) … x1Nx1 x22,( ), , ,

…
x11 x2Nx2,( ) x12 x2Nx2,( ) … x1Nx1 x2Nx2,( ), , ,

x1

x2

x1

x2

x1

x2

(a) (b) (c)

Figure 6.1 : 3 types de grilles pour la géométrie des données: (a) grille régulière; (b) grille
pseudo-régulière; (c) grille quelconque.

Q
˜ j( )

m n, e
iω x1s m n–( )∆p1 x2r j∆p2+( )

r 1=

Nx2

∑
s 1=

Nx1

∑=

e
iωx2r j∆p2

r 1=

Nx2

∑ 
 
 

e
iωx1s m n–( )∆p1

s 1=

Nx1

∑ 
 
 

=

Σx2 ω j,( )Σx1 ω m n–,( )=

Q
˜ j Σx2 ω j,( )Qx1

˜
=

Qx1
˜

Σx1 ω 0,( ) Σx1 ω 1,( )∗ … … Σx1 ω Np1 1–,( )∗

Σx1 ω 1,( ) Σx1 ω 0,( ) …

… …
… Σx1 ω 1,( )∗

Σx1 ω Np1 1–,( ) … … Σx1 ω 1,( ) Σx1 ω 0,( )

=
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Par conséquent, la matrice peut se décomposer simplement (on omet la variableω dans la suite
des notations):

(E6.17)

Cette matrice peut s’écrire de manière compacte en utilisant des produits de Kronecker
nomenclature):

(E6.18)

Cette formulation montre que l’on peut résoudre le problème inverse en deux temps, c
correspondant à une des deux directions spatiales. D’ailleurs, les matrices et ne so

d’autre que les opérateurs composés de la LRD 2D par rapport aux variables x1
respectivement (équ. (E1.61)).

6.3 - Echantillonnage et aliasing

L’expression 2 x 2D des opérateurs de la LRD 3D (équ. (E6.6)) montrent que les rè
d’échantillonnages pour toutes les variables du problème sont les mêmes que celles de la LRD 2
(E2.1), (E2.5)) pour chacune des directions spatiales prises indépendamment.

En découplant ainsi les deux variables spatiales, on se limite toutefois à considérer des
rectangulaires (voir fig. 6.1(b)). Cela peut conduire à des échantillonnages un peu trop luxueu
certains cas: si par exemple le domaine de pentes (p1,p2) des données est circulaire, on peut mon
la grille régulière optimum (qui nécessite le moins de points d’échantillonnage) est une grille hexag
(Bardan, 1997). Une grille rectangulaire de pas (∆x1,∆x2) permet en fait d’échantillonner correctemen

des données dont le domaine de pentes (p1,p2) est inscrit dans rectangle de dimensions

D’une manière plus générale, une grille régulière quelconque peut se définir -de manière non u
par deux vecteursv etw (fig. 6.2).

La grille définie par la base (v,w) correspond à la fonction d’échantillonnage formée de diracs a
noeuds de la grille:

(E6.19)

L
˜
∗L

˜

L
˜
∗L

˜

Σx2 0( )Qx1
˜

Σx2 1( )∗Qx1
˜

… Σx2 Np2 1–( )∗Qx1
˜

Σx2 1( )Qx1
˜

…

… Σx2 1( )∗Qx1
˜

Σx2 Np2 1–( )Qx1
˜

… Σx2 1( )Qx1
˜

Σx2 0( )Qx1
˜

=

L
˜
∗L

˜
Qx1

˜
Qx2

˜
⊗=

Qx1
˜

Id Np2
˜

⊗( ) Id Np1
˜

Qx2
˜

⊗( )=

Qx1
˜

Qx2
˜

L
˜
∗L

˜

1
ω∆x1
-------------- 1

ω∆x2
--------------, 

 

E x( ) δ x rv sw+( )–( )
s IN∈
∑

r IN∈
∑=
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tiers
La transformée de Fourier (en nombre d’onde k) de cette fonction d’échantillonnage est:

(E6.20)

On obtient en supprimant le dirac dans l’intégrale de surface:

Cette fonction est non nulle (et prend la valeur d’un dirac) si et sont des multiples en
de 2π. On définit donc les vecteurskv etkw par les relations:

(E6.21)

k1

k2

kv

kw

Figure 6.2 : Un échantillonnage 2D régulier provoque une répétition du spectre sur une grille
régulière dans le domaine de Fourier. L’aliasing se produit en cas de recouvrement des
domaines.

x1

x2

v

w

FE k( ) δ x rv sw+( )–( )e i k x⋅( )–

s
∑

r
∑ xd

x
∫∫=

FE k( ) e
i k rv sw+( )⋅( )–

s
∑

r
∑=

k v⋅ k w⋅

v kv⋅ w kw⋅ 2π= =

v kw⋅ w kv⋅ 0= =
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Le spectre de la fonction d’échantillonnage est alors égal à:

(E6.22)

Les vecteurskv et kw définissent également une grille régulière, qui traduit la périodicisation
spectre due à la discrétisation (fig. 6.2). Il ne doit pas y avoir de recouvrement entre le support ini
spectre des données et ses répétitions périodiques. Notons par ailleurs que la forme de ce supp
être quelconque, un support rectangulaire tel qu’on le considère habituellement n’étant qu’u
particulier.

Le passage en pentes est immédiat, le rapport entre le nombre d’onde spatial et la pente étan

la pulsation temporelle:

A titre d’exemple, dans un dispositif d’acquisition marine 2D avec une distance entre tirs∆x égale à
la distance entre récepteurs, on aboutit dans le domaine point milieu/offset à des géométr
collections point milieu périodiques par groupe de 2 CMP (fig. 6.3). On peut choisir par exemple co
vecteursv etw:

On en déduit les vecteurspv etpw par les relations (E6.21):

On peut donc échantillonner correctement avec cette grille des données dont les pentes
l’abscisse point milieu (pm) et l’offset (po) sont inscrites dans un losange (fig. 6.3). Lorsque l’on trava
dans les sections CMP ou à offset constant, on se limite à des gammes possibles pour les pe
rapport à l’échantillonnage 1D dans ces sections (∆x en iso-offset, 2∆x en iso-point milieu) d’après
(E2.5): pour pm, pour po. Cela correspond à un rectangle inscrit dans le losange,
un domaine possible plus réduit. En pratique cela signifie que l’on peut se retrouver artificielle
aliasé en travaillant dans certains sous-espaces alors que l’échantillonnage 3D est suffisant. On
tout intérêt à ré-échantillonner dans l’espace 3D avant de passer dans ces sous-espaces (en do
nombre de traces dans chaque point milieu par exemple).

6.4 - Décomposition en norme L2

L’inversion en moindre carrés revient à inverser l’opérateur composé -éventuellement aug

d’un facteur d’amortissement -, ou à résoudre le système linéaire:

Dans le domaine temps, on résout le système itérativement par un gradient conjugué, précond
par un filtre rho 3D. Dans le domaine de Fourier, on peut calculer une solution exacte pour c
fréquence, les résolutions des systèmes linéaires exploitant dans ce cas les structures particuliè

matrice .

FE k( ) 2π δ k mkv nkw+( )–( )
n

∑
m
∑=

k ωp=

v
∆x
2

------- ∆x, 
 = w 0 2∆x,( )=

pv
4π

ω∆x
----------- 0, 

 = pw
2π

ω∆x
-----------–

π
ω∆x
-----------, 

 =

2π ω∆x⁄ π ω∆x⁄

L
˜
∗L

˜
εId

˜

L
˜
∗d L

˜
∗L

˜
εId

˜
+( )u=

L
˜
∗L

˜
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6.4.1 - Domaine de Fourier, grille des données quelconque

La matrice possède pour chaque fréquence une structure Toeplitz par bloc, chaqu
possédant lui-même une structure de Toeplitz (équ. (E6.13) et (E6.14)).

On peut exploiter la structure de Toeplitz par blocs par une adaptation de l’algorithme de Levi
conçu pour la résolution des systèmes de Toeplitz, en substituant des matrices carrées à la p
scalaires (voir le détail de l’algorithme dans l’annexe C). Malheureusement, avec cette méth
structure de Toeplitz interne dans chacun des blocs n’est pas exploitée.

La résolution d’un système de Toeplitz classique de dimension n réclame de l’ordre de n2 opérations,

au lieu des n3 nécessaires pour un système quelconque, ce qui représente un gain considérable

dimension du système est (Np1.Np2), qui nécessiterait de l’ordre de (Np1.Np2)3 opérations. Avec

l’algorithme de Levinson adapté, on arrive à (Np13.Np22): on a le même gain qu’avec l’algorithme
classique, mais seulement par rapport au nombre de blocs (Np2) de la matrice. Il est clair que l’av

obtenu est faible: si on prend par exemple Np1=Np2 et Np=Np1.Np2, on passe de Np3 à Np2.5. Quand
Np1 et Np2 sont différents, on intérêt à organiser le modèle de telle sorte à ce que le nombre de b

soit égal au plus grand de ces deux nombres (les directions p1 et p2 jouent des rôles symé
et sont intervertibles).

Rappelons que le stack réclame de l’ordre de Np2 opération (dans une configuration courante o
Np=Nx). L’inversion représente donc une part croissante des calculs quand la taille du sy
augmente.

En tout état de cause, cette méthode est très lente et inexploitable dans la pratique. Une résolu
exacte par gradient conjugué serait certainement plus rapide, mais dans ce cas on perdrait le p
avantage à travailler dans le domaine de Fourier, à savoir obtenir une solution exacte par inversion
d’un petit système linéaire. Quitte à travailler par gradient conjugué, autant le faire directement d
domaine temporel.

m (point milieu)

o (offset)

v

w

∆x/2

2 ∆x

Figure 6.3 : Echantillonnage dans le domaine point milieu/offset. Le support des pentes possib
sans aliasing est un losange. Si on reste en 1D dans les sections à offset constant ou dans
CMP, on se restreint au rectangle inscrit.

pm

po

pv

pw

2π/ω∆x

π/ω∆x

L
˜
∗L

˜

L
˜
∗L

˜
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A titre d’exemple, on effectue la décomposition d’un petit jeu de données de 121 tr
(Nx1=Nx2=11), contenant 4 évènements plans (figure 6.4).

La décomposition est effectuée en prenant un modèle de 121 traces (Np1=Np2=11). Sur la fig

sont tracés pour 2 fréquences différentes (10Hz et 20Hz) le module de la matrice à du sy

linéaire, le stack des données , et la solution du système (le fac

d’amortissementε appliqué est 2% de la diagonale de ).

Tous les blocs constituant la matrice sont identiques à un facteur d’échelle près (tradu
graphique de la factorisation donnée par les équations (E6.17) et (E6.18)). Sur le résultat de l’inv
à 20Hz, on distingue quatre taches correspondant aux quatre évènements présents dans les do
10Hz, l’étalement des taches est trop important pour les distinguer correctement).

Enfin, on effectue la même décomposition sur le même bloc de données mais amputé d’une tr
deux, choisies aléatoirement. Sa géométrie n’est donc plus régulière. En conséquence, le

constituant la matrice ne sont plus semblables entre eux (figure 6.5) (la factorisation n’es
possible). Néanmoins, le résultat final diffère peu du cas où la géométrie est régulière (seu
problèmes d’aliasing dus à un échantillonnage éventuellement insuffisant après avoir enlevé de
peuvent modifier le résultat de l’inversion).

Figure 6.4 : Bloc de données (t,x1,x2), de dimensions
11x11 traces, contenant 4 évènements plans. La
fréquence centrale du signal est 30 Hz.

x1

x2

t

L
˜
∗L

˜
L
˜
∗d L

˜
∗L

˜
εId

˜
+( ) 1–

L
˜
∗d

L
˜
∗L

˜

L
˜
∗L

˜

L
˜
∗L

˜
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Figure 6.5 : décomposition par la méthode pour grilles irrégulières des données (régulières) fig

6.4: modules (pour une fréquence donnée) de la matrice (équ. (E6.13)), du stack ,

de la solution .

(haut) f=10Hz; (milieu) f=20Hz; (bas) f=20Hz données irrégulières (50% des traces enlevées
aléatoirement).
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∗L

˜
L
˜
∗d

L
˜
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6.4.2 - Domaine de Fourier, grille des données pseudo-régulière

Les deux matrices formant le produit dans l’équation (E6.17) peuvent s’écrire:

(E6.23)

(E6.24)

La résolution du système global peut se décomposer en deux temps, chacun des sy
intermédiaires étant définis par les matrices (E6.23) et (E6.24). L’ordre de résolution n’a
d’importance (on vérifie facilement que les deux matrices commutent).

Le premier système (E6.23) correspond à Np2 systèmes de Toeplitz définis par la matrice

(dimension Np1), alors que le second (E6.24) correspond à Np1 systèmes de Toeplitz définis

matrice (dimension Np2). Ces résolutions requièrent donc de l’ordre de Np2.Np12+Np1.Np22

opérations: si par exemple Np1=Np2 et Np=Np1.Np2, alors on aboutit à un nombre d’opératio

l’ordre de Np1.5, ce qui est une grosse amélioration par rapport aux Np2.5 quand la géométrie des

données est quelconque (paragr. précédent). Le stack réclamant quand à lui de l’ordre de Np2 opérations,
l’inversion représente cette fois une part décroissante des calculs quand la taille du système au

On peut reprendre les données de la figure 6.4 et effectuer leur décomposition suivant ce sché
de le comparer au schéma général pour géométries irrégulières (fig. 6.5). On note certaines
différences, sans doute dues au fait que le pré-blanchiment des opérateurs s’effectue différemme
les deux schémas: pour les géométries irrégulières, on applique un facteur d’amortissement

diagonale de , alors que dans le présent schéma, on applique le facteur d’amortissement (cho

à 2% dans cet exemple) sur les diagonales des matrices et . Cela revient à appliquer un

d’amortissement à la diagonale de chacun des blocs constituant , auquel se superpose un
d’amortissement appliqué à sa diagonale principale de blocs (voir équ. (E6.17) et (E6.18)).

6.4.3 - Domaine temporel, tous types de grilles

Le domaine temporel offre l’avantage notable par rapport au domaine de Fourier de pouvoir
indifféremment, avec le même algorithme, tous les types de grilles, non seulement pour les donné
également pour le modèle (en Fourier, on est limité à une grille régulière rectangulaire pour le mo

On utilise exactement le même schéma que pour les décompositions 2D, à savoir un gr
conjugué.

Nous avons vu (équ. (E6.6)) que la LRD 3D, pour des variables continues, pouvait s’écrire à

des opérateurs de la LRD 2D, l’opérateur étant la convolution successive dans chacun
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directions p1 et p2 par les opérateurs 2D. Les effets fréquentiels de ces opérateurs (voir parag. 3
superposent donc, et leurs conséquences sur la convergence peuvent être très importantes, mê
des données d’extension spatiale limitée.

Nous préconditionnons donc le gradient conjugué par un filtre rho construit par la multiplicatio
deux filtres rho 2D (définis par l’équ. (E3.53)) pour chacune des directions p1 et p2. Un des pro
qui se pose est de définir les fréquences limites d’aliasing spatial pour ces directions lorsque la gr
données est irrégulière: dans une telle grille, comment définir les pas d’échantillonnages spatiaux∆x1 et
∆x2, dont dépendent ces fréquences d’aliasing? Une solution est de choisir (plus ou
arbitrairement?) ces pas d’échantillonnage, en fonction par exemple des valeurs nomina
l’acquisition.

L’amélioration apportée par le filtre rho sur la convergence du GC est spectaculaire (fig. 6.7, p
LRD 3D des données fig. 6.4).

Un filtre rho approprié permet donc de reconditionner le problème par rapport aux effets fréque
L’autre cause importante affectant la convergence est l’irrégularité de la grille des données:
considère un évènement plan d’amplitude constante mais d’extension spatiale limitée, les amp

concernant cet évènement après application de l’opérateur vont être directement proportio

au nombre de traces sur lequel il est représenté dans les données (par l’opération de stack on
autant de fois l’amplitude de l’évènement que le nombre de trace sur lequel il est représent
répartition spatiale des traces influence donc directement le nombre de conditionnement du sy
dans une proportion approximativement égale aux rapport des densité minimales et maximales d
dans les données (Feichtinger, 1995).

On peut reprendre l’exemple de la figure 6.4, en considérant un bloc plus grand de 21x21 trace
lequel on enlève d’une part une ligne sur deux et une trace sur deux dans chaque ligne, pour arriv
bloc régulier de 11x11 traces, et d’autre part des traces au hasard de manière à obtenir un bloc ir
de 121 traces (fig. 6.8). L’irrégularité ralentit notablement la convergence pendant les prem
itérations.

Une façon de compenser l’irrégularité est d’appliquer une pondération sur les données: au
minimiser la quantité (équ. 3.36):

(Np1)

(Np2)

Stack
Inversion partielle
suivant p1

Inversion finale
suivant p1 puis p2

(Inversion
grille irrégulière)

Figure 6.6 : décomposition par la méthode pour grilles pseudo-régulières des données fig. 6.4

modules (pour une fréquence donnée) du stack , de l’inversion partielle suivant la directio
p1, de l’inversion finale suivant les deux directions; à droite, rappel du résultat obtenu par l
méthode pour grilles irrégulières (fig. 6.5).
(haut) f=10Hz; (bas) f=20Hz
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(E6.25)

où est un poids diagonal qui contient par exemple pour chaque trace la distance entre le

traces encadrant celle-ci (Feichtinger, 1995; Duijndam, 1995) pour un problème 2D... En 3D cel
être la ‘surface associée’ à chaque trace, qui contient tous les points pour lesquels cette trace es
proche). Ce poids doit être faible dans les zones à forte densité de traces et réciproquement.

S’il est vrai qu’un tel poids reconditionne le problème et accélère la convergence, sa justification
pas évidente (problème d’ailleurs évoqué par Duijndam, 1995), car on change non seulement la fa
résoudre le problème, mais aussi le problème lui-même. Suivant le point de vue probabilis
l’inversion, le poids est l’inverse de la matrice de covariance décrivant le bruit (supposé gaussien) p
sur les données (équ. (E3.2)). Or des traces très proches entraînent un poids faible, donc une v
élevé, signifiant que l’on accorde peu de confiance à la mesure, ce qui n’est pas justifié (dans un pr
sans bruit, ces considérations n’auraient bien sûr pas lieu d’être).

La vraie solution est un peu plus complexe. Considérons deux traces et un échantillon au même
sur chaque trace. Si les deux traces sont suffisamment éloignées, la matrice de covariance sur les
pour ces deux échantillons est diagonale, traduisant que les incertitudes (le bruit ‘aléatoire’ + le b

modélisation) sont décorrélées (supposons également qu’elles sont égales): . Le

correspondant est

Figure 6.7 : Convergence du gradient conjugué pour la LRD 3D des données fig. 6.4 avec et
sans Préconditionnement par un filtre rho

ϕ u( ) 1
2
--- d L

˜
u–

2 ε
2
--- u 2

+=

ϕ u( ) 1
2
--- d L

˜
u– Pirr

˜
d L

˜
u–( ),( ) ε

2
--- u 2

+=

Pirr
˜

Cd
˜

c11 0

0 c11

=

Pirr
˜

c11 0

0 c11

1–
1 c11⁄ 0

0 1 c11⁄
= =
179



6.4 -Décomposition en norme L2

st nul.

ît des

s des
le n’est

coût,
Si maintenant on rapproche les traces, il apparaît un coefficient de covariance c12: ,

traduisant une corrélation des incertitudes. Si il n’y a aucun bruit de modélisation ce coefficient e
Si il n’y a pas de bruit aléatoire et que les traces sont situées au même point, il est égal à c11.

Le poids à appliquer doit être l’inverse de cette matrice:

On constate effectivement que le poids diminue sur la diagonale, mais aussi qu’il appara
éléments non diagonaux: l’un ne va pas sans l’autre.

Dans la pratique, il est complètement irréaliste d’appliquer des poids non diagonaux dan
problèmes à plusieurs dizaines de milliers d’inconnues. D’un autre côté, ne retenir que la diagona
pas plus justifié que de ne pas appliquer de poids...

On peut néanmoins introduire ce poids diagonal décrit par Duijndam, non pas dans la fonction
mais seulement pour modifier le calcul du gradient.

1.0 11.0 21.0
1.0

11.0

21.0

1.0 11.0 21.0
1.0

11.0

21.0

x1x1

x2

Figure 6.8 : Influence de la régularité de la grille des données sur la convergence du gradient
conjugué.
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Pour la minimisation de , le gradient vaut: . O

veut ici utiliser un gradient ‘modifié’:

(E6.26)

Comme il ne s’agit pas du ‘vrai’ gradient pour le problème quadratique posé, les formule
conjugaison ne sont pas applicables, et à chaque itération il faut effectuer une recherche bilinéair
ce gradient modifié et la direction de descente précédente), qui est heureusement négligeable e
de temps de calcul.

Le poids est calculé d’après la surface de la zone d’influence de la trace (fig. 6.9), détermin
l’ensemble des points pour lesquels cette trace est la plus proche. On limite cette zone qui doit s’i
dans un rectangle centré sur la trace dont les dimensions sont les pas d’échantillonnages s
maximum donnés par la théorie de l’échantillonnage (équ. (E2.5)). On considère en

qu’un point situé au-delà de ces valeurs n’est plus influencé par la trace, et qu’il y a absence de d
en ce point (à moins qu’il ne soit sous l’influence d’une autre trace).

Ce type de pondération est utilisé dans d’autres problèmes où il est bénéfique de corriger l’irrég
des données (voir par exemple Beasley and Klotz, 1992, pour le DMO)

Avec ce gradient modifié appliqué à l’exemple précédent (fig. 6.8), la convergence est plus r
principalement sur les premières itérations (fig. 6.10), sans pour autant atteindre la même perfor
que sur la grille régulière. Néanmoins l’irrégularité n’est ici pas très sévère, et on peut supposer qu
les cas plus sévères ce poids peut compenser la majeure partie de l’irrégularité.

En n’utilisant pas le vrai gradient dans le processus de gradient conjugué, on n’est pas
théoriquement de pouvoir atteindre le minimum. On essaie donc d’utiliser le gradient modifié nonà
la placemaisen plusdu gradient vrai: à chaque itération on effectue une recherche trilinéaire av
gradient vrai, le gradient modifié, et la direction de descente précédente. On a également l’
d’accélérer encore la convergence en utilisant une direction de recherche supplémentaire. Or il
(fig. 6.10) que cela ne soit le cas qu’à partir du moment où on est déjà proche du minimum. Da
premières itérations, les plus importantes, l’utilisation du gradient vrai en plus du gradient mo
n’apporte aucune amélioration: les deux courbes sont pratiquement confondues.
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Figure 6.9 : Zone d’influence (en grisé) pour une trace: ensemble des points pour lesquels la trac
est la plus proche. Eventuellement restreint par un rectangle dont les dimensions correspond
aux pas d’échantillonnage spatiaux maximum pour la théorie de l’échantillonnage.
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Au niveau temps de calcul, l’utilisation de deux ‘gradients’ est très pénalisante, car dans c

itération il faut appliquer les opérateurs et pour chacun d’eux, ce qui conduit pratiquem
doubler le temps de calcul. L’utilisation du gradient modifié seul à la place du gradient vrai ne req
par contre que très peu de calculs supplémentaires (l’application de , qui est diagonal, sur le

). Le peu d’amélioration apportée par l’utilisation conjointe des deux gradients est
balayée par le temps de calcul supplémentaire. Dans la pratique, on n’utilise que la pre
implémentation avec le gradient modifié seul.

Le filtre rho permet d’obtenir une très bonne approximation de la solution avec 1 itération seule
pour une grille des données régulière. Pour des grilles irrégulières, l’utilisation du gradient m
permet d’obtenir une bonne convergence en 5 itérations dans semble-t-il tous les cas de figure
important de pouvoir fixer un nombre d’itérations à priori pour tous les problèmes traités: le no

d’opérations nécessaires pour une décomposition ne dépend alors plus que des opérateurs
appliqués chacun une fois dans chaque itération et qui représentent la plus grosse part des ca

réclament de l’ordre de Nx.Np.Nt opérations, soit de l’ordre de Np2.Nt dans une configuration courant
où Np=Nx.

6.4.4 - Performances comparées des différentes implémentations

On compare ici les performances des 2 implémentations, en domaine temps par gradient co
(GC), en domaine de Fourier par des méthodes directes (Four.). Pour des données sur grille ré
l’algorithme de résolution en Fourier (Four. Reg.) doit être comparé avec une seule itération de gr
conjugué (GC 1iter) qui dans ce cas est suffisante pour aboutir à la solution. Pour des données s
irrégulière, l’algorithme de résolution en Fourier (Four. Irr.) doit être comparé avec 5 itération
gradient conjugué (GC 5iter). Les quatre jeux de données consistent en des blocs de 5x5, 10x10
et 40x40 traces de 256 échantillons temps. Le nombre de traces utilisées dans les modèles est

Figure 6.10 : Correction de l’irrégularité des données (voir fig. 6.8) en utilisant un gradient
modifié à la place du gradient normal (corrigé 1) ou en plus du gradient normal (corrigé 2).
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fois égal au nombres de traces des blocs de données. On effectue le test sur un Sun Ultr
(architecture super-scalaire, Tableau 2 :), et sur un Cray C92 (architecture vectorielle, Tableau 3

Dans tous les cas, l’implémentation en domaine temps par gradient conjugué est plus effica
l’implémentation en domaine de Fourier. De plus, l’écart s’accroit en faveur du domaine temps qu
taille du problème augmente, surtout pour les grilles irrégulières où il devient énorme.

Au vu de ces résultats nous n’utilisons dans la pratique que le gradient conjugué en domaine
qui offre par ailleurs de nombreux avantages (traitement correct des mutes, application de poids va
en temps,...). Pour être juste, il faut néanmoins signaler que les implémentations en domaine de
sont beaucoup moins gourmande en mémoire, chaque fréquence pouvant être traitée indépend
des autres.

6.5 - Décompositions parcimonieuses

Tous les principes des décompositions parcimonieuses défini pour les décompositions 2D d
chapitre 4 sont directement applicables à la LRD 3D.

Tout ce que l’on peut dire de plus pour le cas 3D, c’est que si l’hypothèse de parcimonie est ju
en 2D elle l’est encore plus en 3D. En effet entre un bloc 3D et une section 2D de ce bloc, on re
en principe le même nombre d’évènements à décomposer. La densité des évènements dans les
est donc en principe plus faible dans un espace 3D que dans un espace 2D. Toute dim
supplémentaire est en principe bénéfique du point de vue de la parcimonie.

Tableau 2 : Temps CPU (sec.) sur Sun UltraSparc (super-scalaire)
pour la LRD 3D en norme L2 de données de tailles différentes

5x5 10x10 20x20 40x40

GC 1iter 0.23 1.09 9.46 52.50

Four. Reg. 0.38 3.37 41.80 644.00

GC 5iter 0.75 4.60 42.90 245.00

Four Irr. 1.11 16.50 370.00 10800.00

Tableau 3 : Temps CPU (sec.) sur Cray C92 (vectoriel) pour la LRD 3D
en norme L2 de données de tailles différentes

5x5 10x10 20x20 40x40

GC 1iter 0.04 0.17 1.18 11.00

Four. Reg. 0.09 0.42 3.60 46.40

GC 5iter 0.12 0.57 4.68 42.90

Four Irr. 0.53 4.61 56.90 934.00
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6.6 - Conclusions

La LRD 3D est une extension triviale de la LRD 2D au niveau du formalisme.

Les implémentions en domaine temps par gradient conjugué, que ce soit en norme L2 ou p
décompositions parcimonieuses, ne différent pas non plus de la LRD 2D. Le filtre rho ut
indispensable pour obtenir un bonne convergence, est construit à partir des filtres rho 2D. Si la géo
des données est irrégulière, il est utile de corriger le gradient calculé par un poids contenant la s
relative autour de chaque trace.

Dans le domaine de Fourier, pour la résolution en moindres carrés, on obtient une résolution e
par des méthodes directes uniquement si les données sont sur une grille pseudo-régulière recta
auquel cas le problème 3D se décompose en 2 fois 2D. Sinon on aboutit à la résolution d’un sy
Toeplitz par blocs, pour lequel il n’existe pas de méthode réellement efficace.
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7 - Rééchantillonnage et
Interpolation de traces

(2D/3D) par les
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7.1 - Introduction

L’interpolation de traces est un problème récurrent en sismique. On peut distinguer quatre situ
dans lesquelles on peut vouloir interpoler (voir fig. 7.1):

(a) Les données sont sur une grille régulière, mais sont spatialement aliasées. On veut donc
réduire les pas d’échantillonnages spatiaux et pour cela interpoler de nouvelles traces.

(b) Les données sont sur une grille régulière suffisamment dense, mais sur laquelle il y a des
traces manquantes que l’on veut reconstruire.

(c) Les données sont sur une grille quelconque (généralement irrégulière) suffisamment dense
pour qu’il n’y ait pas d’aliasing spatial. On veut les rééchantillonner sur une autre grille
(regridding) (généralement régulière).

(d) Les données sont sur une grille quelconque, et sont spatialement aliasées. On veut le
rééchantillonner sur une autre grille.

Il n’y a que dans le cas (c) que toute l’information nécessaire pour interpoler sans ambiguï
contenue dans les données (Marvasti et al., 1991; Feichtinger et al., 1995; Duinjdam et al., 19
supposition de non-aliasing revenant à dire que les données sont à bandes de fréquences
limitées et que l’échantillonnage est suffisant par rapport à celles-ci. Dans les autres cas les donn
spatialement aliasées, ce qui signifie qu’il faut d’une manière ou d’une autre introduire certains à
pour contraindre l’interpolation (le cas (b) peut éventuellement être assimilé au cas (c) si la grille e
échantillonnée -situation peu probable sur des données réelles-, auquel cas la redondance d’info
autorise la perte de certaines traces).

Le cas (c) est néanmoins ambigu car si les données sont disposées sur une grille très irrégu
condition de non-aliasing peut être respectéeen moyenne, mais paslocalement. Il faut pour cela que
l’échantillonnage soit suffisamment dense en tout point de l’espace. Cela peut paraître évident m
grille très irrégulière peut conduire à un sur-échantillonnage à certains endroits et un

échantillonnage à d’autres, une valeur moyenne n’a donc aucune signification1.

Grille régulière Grille irrégulière

Grille régulière

RegriddingInterpolation

traces manquantes
Grille régulière

données aliasée
Grille irrégulière

dense données aliasées

dense

Regridding
(Interpolation)

Figure 7.1 : Différents cas de figure dans lesquels on souhaite interpoler ou rééchantillonner de
données
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Les cas (a) et (b) sont fondamentalement très différents des cas (c) et (d). Dans les premiers, o
de nouvelles traces interpolées à l’ensemble des données de départ -qui sont conservées-, d
principe qu’il vaut mieux avoir une donnée approximative en tout noeud de la grille qu’une absen
données. On ne cherche donc pas une interpolation parfaite à tout prix. Dans les deux autr
l’ensemble des données de départ est remplacé par les données interpolées. L’interpolation doit d
de haute qualité car on ne peut pas se permettre de perdre de l’information.

Le principe selon lequel mieux vaut mieux une donnée approximative qu’une absence de donn
en toute rigueur une contre-vérité. On sait bien que l’interpolation ne crée pas d’information, tout a
crée-t-elle des traces qui sont cohérentes avec les traces de départ (suivant certains critères à
Néanmoins, de nombreux traitements sont effectués en supposant que les données sont dispon
tout point de l’espace (donc non aliasées) et distribuées sur des grilles régulières (ne serait-ce
stack, mais aussi les implémentation les plus courantes du DMO, les migrations,...). Tout écar
hypothèses se traduit par une perte de qualité plus ou moins importante, d’où le besoin d’interpo
pour avoir les données échantillonnées de manière optimum. La raison sous-jacente est que la
des traitements sismiques sont des opérateurs transposés utilisés comme approximations des v
opérateurs inverses (Claerbout, 1992): une migration de Kirchhoff est la transposée d’une modéli
Cette approximation est en général suffisante si les données sont non-aliasées et distribuées
grilles régulières. Si ce n’est pas le cas, il faut concevoir les traitements différemment, suivan
techniques d’inversion, ce qui complique la conception des algorithmes (Inversion to Zero Offse
place du classique DMO de Kirchhoff, Ronen et al., 1995) et augmente le temps de calcul.

Les méthodes d’interpolation peuvent être classées en deux grandes catégories: les m
uniquement basées sur un modèle indépendant des données, et les méthodes pilotées par les
Dans première catégorie, on définit un modèle dans lequel sont censées s’inscrire les donné
exemple qu’elles sont à bandes de fréquences limitées (Duinjdam et al., 1995), ou qu’elles obéi
l’équation de propagation des ondes dans un milieu connu (Ronen, 1987). Les valeurs prises
positions interpolées ne sont alors pas ambiguës mais imposées par le modèle et non ambiguës.
deuxième catégorie, le modèle n’est pas assez contraignant pour interpoler sans ambiguïtés, e
déduire des données elles-mêmes comment interpoler, suivant des critères à définir. Les méthode
sur des filtres prédictifs (Spitz, 1991; Huard and Spitz, 1996) appartiennent à cette catégorie. Les
sont calculés à partir des données disponibles, et sont ensuite utilisés pour reconstituer les d
manquantes.

L’interpolation de traces est une application assez courante des décompositions de Radon. On
généralement les décompositions de Radon linéaires (Lu, 1991; Stoffa et al., 1981), perm
d’interpoler des évènements de toutes formes. On peut également utiliser les Décompo
Hyperboliques ou Paraboliques sur les collections CMP avant ou après NMO (Darche, 1990; Sacc
Ulrych, 1995).

1.En principe, un signal périodique à bande limitée peut être déterminé de manière unique à partir
nombre fini de points d’échantillonnage, indépendamment de la répartition de ces derniers
régularité de l’échantillonnage permet simplement de stabiliser les algorithmes de reconstruction
par exemple Marvasti et al., 1991). En théorie, on devrait donc pouvoir interpoler à travers de la
gaps, pour peu que l’échantillonnage soit suffisamment dense ‘en moyenne’. Il n’est en fait pas po
de tenir ce raisonnement dans la pratique, car les données réelles ne peuvent pas être cons
strictement à bande limitée: ainsi toute discontinuité (due à la géologie par exemple) introdui
hautes fréquences. En conséquence, un échantillonnage très serré dans une zone n’appo
forcément les informations pour compenser un sous-échantillonnage dans une autre zone. De
façons, même dans le cas théorique idéal de bande limitée, le problème est en général tro
conditionné pour être résolu de manière efficace s’il y a des gaps dans les données.
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7.2 -Distances d’interpolation/extrapolation maximum en norme L2 (exemple sur LRD 2D)
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Les décompositions en norme L2 rentrent dans la première catégorie d’interpolateurs (le m
consiste à expliquer les données par une superposition de droites, de plans, de paraboles...).
traitent pas correctement les données spatialement aliasées, de même qu’une transformée de F
permet pas d’interpoler un signal aliasé (une décomposition de Radon en norme L2 est d’a
pratiquement équivalente à un spectre (f,k))

Le problème d’aliasing spatial est souvent résolu en pondérant les sommations le long des c
de modélisation par des semblances locales afin de privilégier la continuité des évènement cohére
1991). Ces méthodes ne sont toutefois pas des inversions, mais restent dans le domaine de la tran
de Radon améliorée: ainsi le cas d’évènements interférents est généralement mal résolu, seu
énergique étant correctement interpolé. Yilmaz and Taner (1994) ont construit une vér
décomposition par inversion à partir de ce principe de semblance, mais outre que leur méthode
coûteuse, elle a le désavantage d’utiliser un opérateur de modélisation différent des opérat
Radon habituels, et surtout non linéaire car dépendant des données elles-mêmes. L’utilisati
décompositions parcimonieuses se situe dans la continuité des méthodes de semblances, mais
les avantages d’une décomposition rigoureuse (tous les évènements sont en principe corre
interpolés) (Sacchi and Ulrych, 1995). Les décompositions parcimonieuses rentrent dans la s
catégorie d’interpolateurs, puisque l’on favorise les évènements spatialement cohérents d
processus. L’hypothèse sous-jacente (l’à priori introduit dans le processus d’inversion) est q
données contiennent un nombre limité d’évènements superposés et indépendants: c’est la mê
celle utilisée dans les méthodes à base de filtres prédictifs. Cette hypothèse exclut les phén
dispersifs (où la vitesse apparente, donc la pente p, varie avec la fréquence).

Un des principaux intérêts des décompositions de Radon est de pouvoir traiter indifféremme
grilles régulières et irrégulières. Les méthodes basées sur des filtres prédictifs n’ont pas cette so
car bien qu’il soit possible de traiter le cas des grilles irrégulières, les algorithmes sont beaucou
complexes et instables (on passe d’un problème linéaire à un problème fortement non-linéair
Claerbout, 1992). Le problème de la reconstruction d’un signal (mono ou multi-dimensionnel) à
d’un échantillonnage irrégulier a été abondamment traité d’un point vue théorique ces dernières
(voir par exemple Marvasti, 1991), l’attention se portant maintenant sur la mise au point d’algorit
efficaces (Feichtinger, 1995). De ce point de vue, l’utilisation de pondérations destinées à tenir c
de l’irrégularité de l’échantillonnage suffit à obtenir pratiquement les mêmes performances sur les
irrégulières que sur les grilles régulières. Enfin on peut obtenir un temps de calcul stricte
proportionnel à la quantité de données à traiter en découpant le domaine des données en vign
tailles prédéfinies, vignettes que l’on traite ensuite indépendamment les unes des autres pour int

7.2 - Distances d’interpolation/extrapolation maximum en norme L2
(exemple sur LRD 2D)

Nous cherchons ici à vérifier expérimentalement la distance maximum d’interpolation
d’extrapolation permise par des décompositions de Radon en norme L2. En théorie celle-ci doit
l’ordre du pas d’échantillonnage spatial nécessaire. Pour la LRD 2D par exemple, ce dernier est
par la relation (E2.12):

(E7.1)

où p* est la pente d’un évènement particulier. Ce pas dépendant de la fréquence considér
données monofréquentielles (fig. 7.2a) sont plus pratiques pour interpréter les tests effectués. C
les décompositions en norme L2 sont obtenues par des opérateurs linéaires (équ. (E3.37)), il es
fait licite d’étudier un signal monofréquentiel et d’extrapoler le résultat à un signal quelconque.

Les données (fig. 7.2a) sont constituées de 21 traces d’abscisses comprises entre 0 et
(intertrace constante∆x=50m), et contiennent un évènement horizontal (p*=0) portant un sig

L
˜

∆x
1

f p p*– max
-----------------------------≤
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monofréquentiel à f=50 Hz. La gamme de pentes maximum étudiable sans aliasing est

. L’évènement n’est donc pas aliasé si on se restreint à une gam

. Toutes les LRD sont ici effectuées avec une gamme symétrique

Le premier test consiste à interpoler et extrapoler les données en reconstruisant, à partir des L
traces entre les abscisses -100m et 1100m, au pas de 12.5m (4 fois plus de traces que les donn
calcule deux LRD avec pmax=0.0003 s/m (fig. 7.2b) et avec pmax=0.0005 s/m (fig. 7.2d), c’est à dire au
dessous et au-dessus de la limite d’aliasing. Les reconstruction correspondantes sont en fig. 7.2c
le premier cas l’interpolation est quasi-parfaite, dans le deuxième elle est complètement fausse
amplitudes ni les phases des traces interpolées ne correspondent à l’évènement horizontal d’or
suffit donc d’être juste au delà de la condition d’aliasing pour ne plus pouvoir interpoler du tout. E
qui concerne l’extrapolation: dans le premier cas les traces à -12.5m et 1012.5m sont correctes,
second cas aucune des traces n’est correctement extrapolée (les pas d’échantillonnage
correspondant aux pentes utilisées sont respectivement 66m et 40m).

Le second test consiste à interpoler à travers un gap de largeur variable (100m, 150m, et
fig. 7.3abc). Les LRD sont toutes effectuées avec pmax=0.00015 s/m, ce qui correspond à un pa
d’échantillonnage limite égal à 133m. On constate à nouveau que dès que le gap dépasse le pa
l’interpolation, parfaite à travers le gap de 100m (fig. 7.3a), est dégradée (fig. 7.3bc). La dis
d’extrapolation est ici de l’ordre de 25m, toujours très faible comparée au pas d’échantillonnage l

En conclusion le pas d’échantillonnage limite donné par les relations (E2.5) ou (E7.1) est une
assez stricte pour l’interpolation. La portée de l’extrapolation est quant à elle encore plus rédui
rapport à cette valeur.

7.3 - Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions
parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)

Considérons le jeu de données synthétique de la figure 4.2(a). Il s’agit d’une collection CMP co
de NMO. A partir de ces données amputées d’une trace sur deux, on veut reconstruire les
manquantes. On utilise pour cela des décompositions paraboliques. Dans un premier tem
réflecteurs sont habillés d’un ricker d’ordre 2 de fréquence centrale fc=40Hz. La gamme de courbure

limite pour éviter l’aliasing spatial est (équ. (E2.7)): . Or l

gamme effectivement employée est . En principe on est

forte condition d’aliasing, mais deux effets se combinent ici pour réduire l’aliasing réel: d’une pa
décomposition parabolique les pentes importantes -donc susceptibles d’être aliasées- ne se ren
que sur les grands offsets dans un domaine qui coïncide plus ou moins avec le maximum d’e
stretch du NMO -qui réduit la fréquence de signal, donc l’aliasing-, et d’autre part c’est la courbure
d’un évènement par rapport aux bornes des courbures explorées qui détermine l’aliasing s
évènement (équ. (E2.12)). En fonction de cela les données sont en fait peu aliasées (fig. 7.4(a))

La PRD en norme L2 est contaminée par un peu d’aliasing (fig. 7.4(b)), mais le résulta
l’interpolation est très bon (fig. 7.4(c)), ce que l’on vérifie en faisant la différence avec la solution ex
seuls les grands offsets les plus susceptibles d’être aliasés montrant des erreurs un peu plus imp
(fig. 7.4(d)).

Si maintenant on part des mêmes données, mais de plus haute fréquence (ricker de fréquence
égale à 80Hz au lieu de 40Hz) (fig. 7.5(a)), la PRD en norme L2 est fortement contaminée par l’al
spatial (fig. 7.5(b)), avec comme conséquence une très mauvaise interpolation sur les nouvelle
(fig. 7.5(c-d)). Une PRD parcimonieuse, ici en norme L1 sur le modèle, élimine pratiqueme
problème d’aliasing, toutes les traces étant correctement interpolées (fig. 7.5(e-f-g)).

prange
1

f∆x
--------- 1

2500
------------ 0.0004 s/m= = =

-0.0004 p 0.0004 s/m< < pmax– pmax[ , ]

qrange
1

2fmax x max∆x
------------------------------------- 125ms/km

2
= =

qmax qmin– 250 100–( )– 350ms/km
2

= =
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7.3 -Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)
(a)
x (m)

p (ms/m)

t (s)

(b)

t (s)

(d)

t (s)

(c)

(e)

Figure 7.2 : (a) données monofréquentielles f=50Hz, xmin=0, xmax=1000m,∆x=50m. (b) (d) LRD

en norme L2 avec pmax=0.3ms/m et 0.5ms/m.(c) (e) reconstructions à partir de (b) et (d) avec

xmin=-100m, xmax=1100m,∆x=12.5m.
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon
x (m)

t (s)

x (m)

t (s)

t (s)

Figure 7.3 : (gauche)données fig. 7.2a, avec 1(a), 2 (b), et 3(c) traces manquantes, soit des gaps
de 100, 150, et 200m.(droite) reconstructions après LRD norme L2 (pmax=0.15ms/m) avec

xmin=-100m, xmax=1100m,∆x=12.5m.

(a)

(b)

(c)
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7.3 -Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)
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Sur un deuxième test à partir de ces mêmes données (ricker 80Hz, intertrace∆x=25m), on retire des
groupes de traces sur les offsets proches, lointains, et intermédiaires afin de tester l’extrapola
l’interpolation à travers un gap (de tailles 50m, 100m, 150m, et 200m, fig. 7.6). Avec la PRD norm
la qualité de l’interpolation sur 200m est légèrement supérieure à celle obtenue avec la PRD nor
sur 100m. Ce type de test montre en général une interpolation possible sur des distances 3 fo
grandes en utilisant la norme L1 par rapport à la norme L2. L’extrapolation est également meilleur
la norme L1, mais reste très imparfaite. On note au passage que l’extrapolation des offsets proc
plus facile que celle des offsets lointains: en décomposition parabolique, toutes les par
s’aplatissent aux abords de l’offset nul, diminuant d’autant les problèmes d’aliasing (la relation (
montre d’ailleurs que le pas d’échantillonnage limite est d’autant plus grand que l’offset considé
faible, signifiant que les offsets faibles sont en général sur-échantillonnés (le pas d’échantillo
limite à x=100m pour la fréquence centrale du ricker fc=80Hz vaut ici 179m).

Cette meilleure performance de la norme L1 à travers de larges gaps n’est rendue possible qu
que les évènements sont proches des courbes utilisées pour la décomposition (des parabole
utilise des LRD au lieu des PRD sur le dernier cas (gap de 200m), la norme L1 n’améliore fortem
résultat que sur les évènements les moins courbés (donc les plus proches de droites, courbes
pour la décomposition) (fig. 7.7). Le problème est en effet de connecter 2 courbes qui ont des para

Figure 7.4 : (a) CMP corrigé de NMO,∆x=50m, signal=ricker fc=40Hz.(b) PRD en norme L2 de
(a). (c) reconstruction à partir de (b) avec∆x=25m.(d) différence entre (c) et la solution exacte
(gain x2 par rapport à (c) et (a))

(a) x (m)

q (ms/km2)

t (s)

(b) (c) (d)x (m) x (m)

t (s)
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon
(a) x (m)

q (ms/km2)

t (s)

(b) (c) (d)x (m) x (m)

t (s)

(e) (f) (g)

t (s)

Figure 7.5 : (a)même CMP fig. 7.4(a) signal=ricker fc=80Hz.(b) PRD en norme L2 de (a).
(c) reconstruction à partir de (b) avec∆x=25m. (d) différence entre (c) et la solution exacte
(gain x2 par rapport à (c) et (a)).(e) (f) (g) Idem (b) (c) (d) avec une PRD en norme L1 sur le
modèle.
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7.3 -Utilisation des propriétés anti-aliasing des décompositions parcimonieuses (exemple sur PRD 2D)
Figure 7.6 : (haut)données identiques à fig. 7.5a mais avec∆x=25m, et des traces raidies aux
offsets proches, lointains et intermédiaires:(a) gap=50m(b) 100m(c) 150m(d) 200m.(milieu)
erreur après interpolation et extrapolation des CMP en (haut) par PRD en norme L2.(bas)idem
(milieu) par PRD en norme L1.

(a) (b) (d)(c)
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(pente dans le cas présent) différents de part et d’autre du gap (fig. 7.7). Les LRD sont effectués d
exemple avec une gamme de pente -0.1<p<0.4ms/m.

Les LRD peuvent virtuellement décomposer des données contenant tout type d’évènements (c
d’amplitudes variables, etc..), mais ce test souligne la nécessité, lorsque l’on utilise des décompo
parcimonieuses, de travailler sur des fenêtres spatiales dans lesquelles les évènements sont ass
à des droites d’amplitude constante. En corollaire on ne peut évidemment pas interpoler au trav
gaps de tailles comparables aux fenêtres choisies.

7.4 - Interpolation 3D

7.4.1 - Avantages apportés par une direction spatiale supplémentaire

Lorsque les données sont 3D et disposées sur une grille irrégulière, la question ne se pose
savoir si il faut travailler en 3D, car il n’existe tout simplement pas de sous-domaines 2D dans les
on pourrait travailler, au contraire d’une grille régulière. Dans ce dernier cas, quel est l’avanta
travailler en 3D ? Nous avons vu (figure 6.3) que le passage de 3D à 2D peut introduire artificielle
de l’aliasing, dès lors que les support des spectres spatiaux (ou des pentes) n’est pas rectangu
manière plus générale on peut raisonnablement supposer que toute dimension supplément
susceptible de réduire l’aliasing spatial. Ainsi sur une grille régulière une trace manquante à recon
est encadrée par deux traces seulement en 2D, alors qu’elle est entourée de 8 voisines en 3D (o
grille est en quinconce), ce qui intuitivement ne peut que faciliter l’interpolation.

(a) (b) (c)

Figure 7.7 : (a) mêmes données que fig. 7.6d.(b) erreur après interpolation/extrapolation par LRD
en norme L2.(c) idem (b) par LRD en norme L1.
(dessous)difficulté pour interpoler une courbe par une superposition de droites à travers un
gap trop large.

GAP

?
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7.4.2 - Méthodologie

Les données consistent en un ensemble de traces distribuées de manière quelconque dans u
(x,y), où x et y sont deux variables spatiales.

Il n’est bien sûr pas question d’effectuer une décomposition de Radon globale sur l’ensemb
données! D’une part pour une raison de coût CPU et d’autre part parce que les évènements réels
un trop grand domaine n’ont rien à voir avec des plans d’amplitudes constantes, hypothèse de ba
veut utiliser les décompositions parcimonieuses. On découpe donc le domaine en vignettes de
définir, et chaque vignette est traitée indépendamment des autres: LRD 3D locale et reconstruc
la grille désirée à l’intérieur de la vignette. On introduit des recouvrements entre les vignettes, e
des rampes (linéaires par exemple) sur les traces reconstruites (voir figure 7.8).

Concernant le temps de calcul, supposons que les données contiennent N=Nx.Ny
régulièrement réparties, et que l’on divise le domaine en vignettes de n=nx.ny traces (le nom
vignettes est donc (Nx.Ny)/(nx.ny)=N/n). Une fois fixées les gammes de pentes explorées, et po
géométrie donnée, le nombre de traces du modèle est directement proportionnel à la taille de la v
donc au nombre de traces dans la vignette: Np=α.n. Le nombre d’opérations pour la décomposition et

reconstruction pour une vignette est de l’ordre de Np.n=α.n2, ce qui donne pour tout le domaine (si

n’y a pas de recouvrement) (α.n2).(N/n)=α.n.N. Le temps de calcul total est donc proportionnel à la ta
choisie pour la vignette.

La taille de la vignette est donc un compromis entre trois effets:

• Pour le temps de calcul, on a intérêt à choisir la vignette la plus petite possible
• Pour approximer les évènements par des plans d’amplitudes constantes (pour les
décompositions parcimonieuses), on a intérêt à choisir la vignette la plus petite possible

• Une vignette trop petite ne contient plus assez de traces, avec deux conséquences: les effe
de bords de la décomposition de Radon deviennent prépondérants, et la résolution en pente
est très mauvaise.

Les recouvrements sont en fait introduits pour tenir compte des effets de bord. Si la tail
recouvrement est de m=mx.my traces, le nombre de vignettes nécessaire est égal à N/(n-m), et l

x

y

Fenêtre glissante (vignette)

(application de rampes)

sur ces traces

Lire les traces

LRD 3D locale

Reconstruction

Vignette suivante
(avec un recouvrement)

dans la vignette (x,y)

sur une grille régulière

Figure 7.8 : Ensemble de traces distribuées (de manière quelconque) dans un espace (x,y). O
définit un pavage sur cet espace avec une fenêtre glissante (vignette). Il y a des recouvreme
entre les vignettes voisines. Chaque vignette est traitée indépendamment des autres:
décomposition de Radon et reconstruction sur la grille désirée,

(trace)
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total de calcul sur tout le domaine de l’ordre deα.n2.N/(n-m) (étant entendu que n>m). La taille optimum
de la vignette pour un recouvrement m fixé est alors n=2.m, pour un temps de l’ordre deα.m.N. La taille
optimum (du point de vue temps de calcul) de la vignette est donc le double de la taille du recouvre

7.4.3 - Description des données synthétiques de test

Les données utilisées pour les tests consistent en une ligne 2D. Les deux variables spatiales
abscisses sources et récepteurs.

On utilise un programme de modélisation acoustique par différences finies 2D. Il n’est possibl
d’effectuer des campagnes de tir à géométrie régulière. On effectue donc une acquisition très serr
une distance entre tirs et récepteurs de 5m, puis on la décime en enlevant aléatoirement 93.7
traces dans un premier cas et 99% dans un second cas, afin de simuler deux acquisitions irrég
l’une avec une distance moyenne entre tirs et entre récepteurs de 20m (SI20), l’autre avec une d
moyenne de 50m (SI50). Les abscisses source et récepteur sont ainsi pseudo-aléatoires pour cha
(figure 7.9).

Les positions des sources vont de xs=2000m à xs=4000m, les positions récepteurs allant de xr=xs-
2000m à xr=xs-50m. Sur les deux acquisitions SI20 et SI50, on enlève les traces dans un carré de

de côté ( , )

La fréquence maximum de la source utilisée pour la modélisation est environ fmax=50Hz (fig. 7.10).

On s’intéresse aux résultats de la régularisation de l’acquisition sur deux points de tirs (CS
CSP2, voir fig. 7.9). La solution exacte constituée par les points de tir sur une grille régulière est
sur la figure 7.11.

Les gammes de pentes utilisées pour les décompositions de Radon sont:

(E7.2)

1375 xr< 1625< 2375 xs< 2625<

t (s)

f (Hz)

Figure 7.10 : le signal source (haut) utilisé pour la modélisation, et son spectre d’amplitude (ba

0.7– pxr 0.3ms/m≤ ≤

0.3– pxs 0.7ms/m≤ ≤
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Les pas d’échantillonnage spatiaux limites à respecter pour éviter l’aliasing spatial sont

(équ. (E2.5)):

(E7.3)

Ainsi, l’acquisition SI20 n’est pas aliaséeen moyenne, alors que SI50 l’est fortement.

7.4.4 - Rééchantillonnage de données non-aliasées

On veut ici régulariser l’acquisition SI20. Le première tentative consiste en unflex-binning(on affecte
au centre du bin la trace la plus proche; si aucune trace n’est présente dans le bin on duplique u

1000 1500 2000 2500 3000
2000

2200
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2800

3000

3200

3400

xr

xsSI50

CSP1

CSP2

1000 1500 2000 2500 3000
2000

2200

2400

2600

2800

3000

3200

3400

xr

xsSI20

CSP1

CSP2

Figure 7.9 : Deux acquisitions irrégulières, où les abscisses sources récepteurs sont pseudo-
aléatoires pour chaque trace. Distances moyennes entre sources et entre récepteurs: 20m (S

et 50m (SI50). Les traces ont été enlevées dans un carré de 250x250m2 pour simuler un gap.
CSP1 et CSP2 sont deux points de tirs sur lesquels on teste la régularisation de l’acquisiti

∆xs ∆xs( )th
1

f max pxs( )max pxs( )min–( )
---------------------------------------------------------------=≤ 20m=

∆xr ∆xr( )th
1

f max pxr( )max pxr( )min–( )
--------------------------------------------------------------=≤ 20m=
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

1 et le
.

us les
x tailles
arables,
depuis un bin voisin) (fig. 7.12, seule l’erreur est tracée, différence entre la solution exacte fig. 7.1
résultat). Le binning n’est évidemment pas satisfaisant dès lors que les évènements sont pentés

La régularisation par LRD 3D en norme L2 est par contre de très bonne qualité (fig. 7.13). To
évènements sont bien interpolés, y compris dans les zones où il y a des pentes conflictuelles. Deu
de vignette/recouvrement ont été utilisées: 250/100m et 500/250m. Les résultats sont très comp

t (s)

xr (m) xr (m)

CSP1 CSP2

Figure 7.11 : Points de tir CSP1 et CSP2 échantillonnés sur une grille régulière.

CSP1 CSP2

Figure 7.12 : Erreur sur régularisation de SI20 par flex-binning.

SI20

Flex-binning
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avec peut-être une qualité légèrement meilleure avec la grande vignette (mais avec un coût 4 fo

élevé). Les seules traces pour lesquelles l’erreur est importante sont situées dans le gap (250x252) de
l’acquisition: rappelons qu’avec la norme L2, la distance d’interpolation possible est ici de l’ordr
20m.

7.4.5 - Rééchantillonnage de données aliasées

On veut ici régulariser l’acquisition SI50, fortement aliasée spatialement.

7.4.5.1 - ...décompositions en norme L2...

La régularisation par LRD 3D en norme L2 échoue complètement (fig. 7.13). L’amplitude de l’e
est du même ordre que l’amplitude des données d’origine (fig. 7.11). L’aliasing est responsable d
impossibilité d’interpoler.

7.4.5.2 - ...décompositions parcimonieuses...

L’utilisation des LRD parcimonieuses améliore nettement le résultat (fig. 7.13). Nous avons u
les LRD obtenues par norme L1 sur le modèle d’une part (IRLS type 1, 12 itérations dans c
optimisation à poids constant, voir paragr. 4.2 et 3.5.3) et par estimation des rapports S/B d’autre
séries de 5 itérations à poids constant, voir paragr. 4.4.2.1). Les deux méthodes donnent des r
similaires (légèrement meilleurs avec l’estimation des rapports S/B), et de qualité à peine infé
qu’avec les LRD 3D en norme L2 sur les données non aliasées (fig. 7.13). Il reste néanmoins ce
traces mal interpolées. Ces dernières sont situées dans des zones où la densité de traces dans le
est très faible, voire nulle.

SI50

R.R. norme L2

vign. 500m
rec. 250m

Figure 7.14 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme L2.

vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2

CSP1 CSP2
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SI20

R.R. norme L2

vign. 250m
rec. 100m

SI20

R.R. norme L2

vign. 500m
rec. 250m

Figure 7.13 : Erreur sur régularisation de SI20 par LRD 3D en norme L2.

(haut) vignettes 250x250m2, recouvrement 100x100m2

(bas) vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2

CSP1 CSP2

CSP1 CSP2
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7.4 -Interpolation 3D
SI50

R.R. norme L1

vign. 500m
rec. 250m

CSP1 CSP2

CSP1 CSP2
SI50

R.R. S/B

vign. 500m
rec. 250m

Figure 7.15 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme L1(haut) et estimation des
rapports S/B(bas).

vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2
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7.4.5.3 - ...validation des traces interpolées...

On a donc besoin d’un critère pour valider ou rejeter une trace interpolée. On se base pour cel
répartition spatiale des traces autour de la position sur laquelle on veut interpoler. On fixe un rayv
autour de la trace à interpoler définissant un disque, et on considère toutes les traces des do
l’intérieur du disque. La distance angulaire entre deux traces consécutives doit être inférieure àπ pour
que l’interpolation soit validée (fig. 7.16). Ce critère géométrique assure une distribution sp
régulière des traces en entrée autour de la position interpolée.

Toute la qualité du critère réside bien sûr dans le choix du rayon. Si la valeur choisie est trop g
on risque de conserver des traces mal interpolées, et si elle est trop faible on risque d’éliminer t
traces. On teste ce critère sur la régularisation par LRD 3D en norme L1 de la figure 7.13, avec plu
valeurs de Rv: 80m, 60m, et 40m (fig. 7.17). A 80m on rejette la plupart des mauvaises traces interpo
tandis qu’à 40m on rejette visiblement des traces qui semblaient bien interpolées. 60m semble
compromis correct.

De manière générale, les quelques tests effectués montrent bien sûr que le rayon optimum dé
pas d’échantillonnage théorique à respecter (équ. (E7.3)). Avec les LRD en norme L2, nous avons
déjà vu que le rayon devait être de l’ordre de ce pas d’échantillonnage. Avec les LRD parcimon
utilisées ici, on peut monter jusqu’à environ 3 fois ce pas.

(E7.4)

Ces relations sont empiriques. Notons bien qu’il s’agit d’un rayon, ce qui signifie que l’on peu
maximum interpoler au travers de gaps de largeur (2 Rv), si il y a suffisamment de traces sur les bord

Une fois fixé le rayon Rv, il est recommandé de choisir un recouvrement au moins égal à 2Rv, afin
que toute trace interpolée soit à l’intérieur d’au moins une vignette qui contienne tout le disque.

7.4.5.4 - ...influence de la taille des vignettes...

Nous avons vu que la taille des vignettes influe peu sur les résultats obtenus par LRD en mo
carrés. Il en va autrement avec les décompositions parcimonieuses: une petite vignette per

traces dans les données

trace à interpoler

Rv Rv

x

y

Figure 7.16 : Critère de validation pour une trace interpolée. Les distances angulaires entre le
traces des données à l’intérieur d’un rayon Rv (fixé à priori) doivent être inférieures àπ.

A gauche la trace interpolée est rejetée, à droite elle est validée.

LRD norme L2 Rv ∆x( )th≈

LRD parcimonieuses Rv 3 ∆x( )th≈
203



7.4 -Interpolation 3D
Figure 7.17 : Application du critère de validation (fig. 7.16) sur le résultat par LRD norme L1
(fig. 7.13 haut). Les traces rejetées sont raidies.(haut) Rv=80m.(bas)Rv=60m.

Rv=80m

Rv=60m

CSP1 CSP2

CSP1 CSP2
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principe de mieux approximer les évènements par des plans d’amplitudes constantes, mais rédui
la taille des gaps au travers desquels on peut interpoler.

Dans les deux tests avec décompositions parcimonieuses (fig. 7.13), la taille des vignett

500x500m2, avec un recouvrement de 250x250m2.

On effectue les mêmes tests avec des vignettes de 250x250m2, recouvrement 100x100m2 (fig. 7.13),

et de 1000x1000m2, recouvrement 500x500m2 (fig. 7.13). Le résultat obtenu avec les vignettes de 250
est un peu moins bon que celui obtenu avec celles de 500m. Celui obtenu avec les vignettes de
est meilleur sur certains évènements (les évènements presque linéaires aux grands offsets), et m
sur d’autres (les évènements courbés aux faibles offsets). La vignette de 500m choisie au départ
être un bon compromis.

On retrouve ces constatations sur les tableaux ci-dessous résumant pour les deux points
l’énergie des erreurs (en pourcentage par rapport à l’énergie de la solution exacte).

Tableau 4 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP1

LRD\vignette 250x250m2 500x500m2 1000x1000m2

norme L2 53% 49%

norme L1 13.0% 6.9% 6.6%

S/B 13.6% 6.3% 5.7%

Tableau 5 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP2

LRD\vignette 250x250m2 500x500m2 1000x1000m2

norme L2 51% 50%

norme L1 7.2% 4.5% 4,9%

Figure 7.17 (suite) :... Rv=40m.

Rv=40m

CSP1 CSP2
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7.4 -Interpolation 3D
SI50

R.R. norme L1

vign. 250m
rec. 100m

CSP1 CSP2

CSP1 CSP2
SI50

R.R. S/B

vign. 250m
rec. 100m

Figure 7.18 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme L1(haut) et estimation des
rapports S/B(bas).

vignettes 250x250m2, recouvrement 100x100m2
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SI50

R.R. norme L1

vign. 1000m
rec. 500m

CSP1 CSP2

CSP1 CSP2
SI50

R.R. S/B

vign.1000m
rec. 500m

Figure 7.19 : Erreur sur régularisation de SI50 par LRD 3D en norme L1(haut) et estimation des
rapports S/B(bas).

vignettes 1000x1000m2, recouvrement 500x500m2
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7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D
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7.4.6 - Interpolation (gaps moyens/grands)

Aucune des régularisations effectuées précédemment n’est capable d’interpoler correctem
travers du large gap au centre du point de tir CSP1 (figures 7.13, 7.13, 7.13 et 7.13). La taille de

est 250x250m2, c’est à dire 12 fois le pas d’échantillonnage théorique nécessaire (équ. (E7.3)), et
la distance d’interpolation en pratique accessible aux décompositions parcimonieuses (équ. (E7

Le résultat le plus acceptable est obtenu avec les décompositions parcimonieuses utilisées

grandes vignettes (1000x1000m2), encore faut-il préciser qu’il est n’acceptable que parce que
évènements dans cette zone sont relativement linéaires. Des décompositions plus parcimo
permettrait sans doute ici de mieux interpoler, mais les décompositions très parcimonieuses
d’autres problèmes...

En définitive, un gap de taille allant jusqu’à (équ. (E7.3) et (E7.4)) est interpolable

les décompositions parcimonieuses utilisées ici. On constate d’ailleurs qu’en abaissant dans le cr
la figure 7.16 le rayon de 60m à 40m, les traces supplémentaires rejetées sont des traces corre
interpolées.

7.5 - Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D

7.5.1 - Les données

Les données consistent en l’enregistrement d’un Profil Sismique Vertical (PSV) 3D (marine). Ce
a été acquis par cercles concentriques autour de la position des récepteurs dans le puits. L’o
composé de 5 récepteurs à 3 composantes espacés de 12m. Il est placé à une profondeur ve
d’environ 2080m.

La distance nominale entre deux cercles est de 50m, l’inter-tir est de 25m. Sur les 38 cercles
nous utilisons ici les 24 premiers, représentant 4770 tirs et allant jusqu’à un rayon d’environ 1
(fig. 7.20). On note deux gaps importants dans cette acquisition: G1, situé au centre de l’acquisi
G2, à cause de la présence de la plate-forme elle-même.

La fréquence maximum des données est d’environ 80Hz, avec une fréquence centrale de
(fig. 7.21). Les vitesses minimales relevées sont approximativement de 2500m/s, soit une len
0.4ms/m. La gamme de pentes possibles est donc . Le

d’échantillonnage spatial devrait donc être , ce qui signifie à priori que

données sont nettement aliasées (25m entre les tirs, 50m entre les cercles). En réalité, on trouve
d’énergie dans la gamme de fréquence au dessus de 60Hz, et dans les lenteurs plus grandes qu
m (parce qu’on n’utilise pas les cercles les plus éloignés, qui vont jusqu’à un rayon de 2000m),
réduit d’autant l’aliasing réel sur ces données.

L’objectif est de régulariser l’acquisition sur une grille rectangulaire . On trava
sur la composante verticale du champ montant des ondes de compression (P), champ extrait
techniques de filtrage matriciel (Gavin et al., 1994). Sur la figure 7.22 ce champs est tracé po

S/B 7.6% 4.0% 4.6%

Tableau 5 : pourcentage d’erreur sur régularisation de CSP2

LRD\vignette 250x250m2 500x500m2 1000x1000m2

2Rv 6∆xth=

pmin pmax,[ ] 0.4– 0.4,[ ]ms/m=

1
f max pmax pmin–( )
---------------------------------------------- 15m≈

∆x ∆y 25m= =
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7.5.2 - test de décimation

Dans un premier temps on effectue un test de décimation, qui consiste à supprimer une trace s
le long de chaque cercle (soit un tir sur deux en séquence), et à reconstruire ces traces. On c
ensuite les traces reconstruites aux traces enregistrées. Si le résultat est correct, on peut suppos
résultat de la régularisation le sera également. On introduit également deux gaps (G1’ et G2’) de
comparables aux gaps déjà existant pour tester la capacité à interpoler ces derniers (fig. 7.23).

-1500.0 -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0
-1500.0

-1000.0

-500.0

0.0

500.0

1000.0

1500.0

Figure 7.20 : position des points de tir du PSV 3D. L’acquisition est centrée sur la position des
récepteurs (gap G1). Le grand gap vers x=400m, y=500m (G2) est du à la présence de la pla
forme (il s’agit d’un puits dévié).

Plate-forme

Position
récepteurs

x (m)

y (m)

(gap G1)

(gap G2)

f (Hz)

Figure 7.21 : spectre
moyen des traces du
PSV 3D
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7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D
t(s)

x (m)

y=-800m y=-400m y=0 y=400m y=800m

-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

Figure 7.22 : Champs montant des ondes P extrait du PSV 3D (binning)

-1500.0 -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0
-1500.0

-1000.0

-500.0

0.0

500.0

1000.0

1500.0

Figure 7.23 : décimation de l’acquisition fig. 7.20: 1 trace sur 2, gaps de 300x300m2 (G2’) et

200x200m2 (G1’) sur la section y=-500m.

G2’ G1’
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On effectue la reconstruction avec 3 types de LRD 3D (en norme L2, en norme L1, par estim

des rapports S/B), et deux tailles de vignettes (250x250m2, recouvrement 150x150m2, et 500x500m2,

recouvrement 250x250m2). Les pentes utilisées dans les LRD sont

. On visualise sur les figures 7.24 et 7.25 les erreurs sur 3 sections (y=-500, 0, 5

obtenues par un binning élastique (bins de 25x25m). Sur les traces conservées dans la déc
l’erreur est bien sûr très faible.

On ne peut pas s’attendre ici à avoir des erreurs nulles, d’une part à cause du bruit aléatoire -pa
non prédictible-, et d’autre part parce la décimation a pu supprimer une partie de l’information.
erreur importante ne signifie donc pas nécessairement que l’interpolation est mauvaise. Néanm
peut comparer ainsi plusieurs méthodes en comparant leurs erreurs.

On constate à nouveau que les LRD parcimonieuses donnent de meilleurs résultats que la L
norme L2. L’amélioration n’est toutefois pas aussi spectaculaire que dans les tests sur synthétiqu
doute en partie parce que les données n’étant pas très aliasées, le résultat obtenu avec la norm
déjà relativement bon. Les gaps G1’ et G2’ ne sont pas correctement interpolés, même avec le
parcimonieuses.

Autre différence avec le cas synthétique, les résultats obtenus pour les décompos
parcimonieuses avec la petite vignette (250m) semblent meilleurs qu’avec la grande (500m
données ne sont en fait pas du tout semblables: on note en effet beaucoup de discontinuités d
géologie, alors que les données synthétiques étaient très lisses (car calculées à partir d’un mod
également). Ces discontinuités contredisent bien sûr l’hypothèse des évènements plans d’am
constantes, et statistiquement une petite vignette contient moins de discontinuités qu’une grand
le meilleur résultat.

Le tableau suivant donne l’énergie résiduelle (en pourcentage de l’énergie des données de dé
l’erreur pour chaque test. Il confirme le constat visuel sur la taille de la vignette:

L’amélioration apportée par les décompositions parcimonieuses n’est pas très importante. E
plus sensible si on ne considère que la partie la plus haute fréquence des données (la plus alias
applique sur tous les résultats un filtre passe-haut (avec une rampe entre 30Hz et 50Hz):

Tableau 6 : énergie de l’erreur (en %) des reconstructions
après décimation.

LRD\vignette 250x250m2 500x500m2

norme L2 19.0% 18.7%

norme L1 12.4% 14.9%

estimations S/B 12.3% 12.9%

Tableau 7 : énergie de l’erreur (en %) des reconstructions
après décimation. Partie HF des données.

LRD\vignette 250x250m2 500x500m2

norme L2 49.6% 48.2%

norme L1 26.6% 34.2%

estimations S/B 24.7% 27.9%

-0.4 px 0.4ms/m≤ ≤

-0.4 py 0.4ms/m≤ ≤
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7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D
(a)

(b)

(c)

x (m)
-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

y=-500m y=0 y=500

Figure 7.24 : erreurs de la reconstruction de l’acquisition originale fig. 7.20 à partir de la
décimation fig. 7.23; visualisation de 3 sections y=-500, 0, 500m, obtenues par binning
élastique. LRD 3D(a) en norme L2,(b) en norme L1,(c) estimation S/B.

Vignettes 250x250m2, recouvrement 150x150m2.
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(a)

(b)

(c)

x (m)
-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

y=-500m y=0 y=500

Figure 7.25 : Idem fig. 7.24, avec:

Vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2.
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Les décompositions parcimonieuses permettent de diviser l’erreur par 2 sur la partie la plus H
données. Dans l’absolu, les forts pourcentages relevés dans ce cas s’expliquent sans doute
mauvais rapport S/B dans les HF (le signal étant faible dans ces fréquences).

Pour conclure ce test de décimation, les LRD 3D parcimonieuses permettent de reconstru
données décimées avec une qualité satisfaisante, sauf pour l’interpolation à travers les deu
introduits. La régularisation de l’acquisition originale est donc envisageable, mais il ne faut à prio
espérer combler correctement les deux gaps présents dans les données elles-mêmes.

7.5.3 - régularisation

On veut régulariser l’acquisition du PSV 3D sur une grille rectangulaire où
(fig. 7.26). On visualise les résultats sur trois sections (y=0, y=400m, y=800m), dont les deux prem
traversent les gaps G1 et G2.

Nous testons d’abord un binning élastique (fig. 7.27) pour visualiser rapidement les trois sectio
pour vérifier que ce n’est la solution à notre problème: il y a denombreux bins vides, ce qui entraîne l
duplication de nombreuses traces. D’une manière générale les évènements pentés ne sont plus

Les autres tests consistent en des régularisations par LRD 3D (RR signifie Régularisation de R

• RR1: LRD en norme L2, vignettes 250x250m2, recouvrement 150x150m2 (fig. 7.28a)

• RR2: LRD en norme L1, vignettes 250x250m2, recouvrement 150x150m2 (fig. 7.28b)

• RR3: LRD en norme L1, vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2 (fig. 7.28c)

• RR4: LRD par estimations S/B, vignettes 500x500m2, recouvrement 250x250m2

(fig. 7.28d)

Le résultat RR1 semble déjà très correct, bien que les deux gaps G1 et G2 ne soient pas comblé
par rapport à RR1, permet de combler -au moins en partie- G1, mais pas G2. Pour le reste, les diff
entre les deux tests ne sont pas évidentes à l’oeil nu. RR3, en utilisant de plus grandes vignettes
de combler le G2, mais très imparfaitement (au niveau des amplitudes notamment). RR4 n’amélio
notablement le résultat de RR3.

∆x ∆y 25m= =

-1500.0 -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0
-1500.0

-1000.0

-500.0

0.0

500.0

1000.0

1500.0

-1500.0 -1000.0 -500.0 0.0 500.0 1000.0 1500.0
-1500.0

-1000.0

-500.0

0.0

500.0

1000.0

1500.0

Figure 7.26 : régularisation de l’acquisition du PSV 3D sur une grille rectangulaire 25x25m
214



7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon

ons pas

um de
ment

eau de
aliasés
ent sont

ttes de
plus en
, et ne
breuses

p lisse

traces
R2
(moins

réquence

a LRD
avec les
On peut s’étonner de parvenir à combler G1, alors que dans les tests de décimations nous n’éti
parvenu à combler G1’, pourtant de taille comparable. A cela il y a deux explications: d’une part la
gamme de pentes utilisé ici est plus réduite que pour les tests de décimation (pentes maxim
0.25ms/m au lieu de 0.4ms/m), réduisant donc l’aliasing dans la décomposition, et corollaire
augmentant la portée de l’interpolation; d’autre part les évènements les mieux interpolés au niv
G1 sont sub-horizontaux (G1 est au centre de l’acquisition) et sont donc moins susceptibles d’être
que des évènements pentés (que l’on observe aussi vers t=2.0s au niveau de G1, et qui effectivem
moins bien interpolés).

De RR1 à RR4 nous avons donc utilisé des LRD de plus en plus parcimonieuses, et des vigne
plus en plus grandes. En conséquence de quoi l’interpolation est possible à travers des gaps de
plus larges, et le résultat obtenu est de plus en plus lisse. RR4 est en effet extrêmement lisse
correspond sans doute pas à la réalité. De ce point de vue RR1 est plus réaliste, même si de nom
traces interpolées ne sont sans doute pas valides suivant le critère de la figure 7.16.

Avec une certaine part de subjectivité, le résultat le plus intéressant est ici RR2: il n’est pas tro
(petite vignette), et la LRD en norme L1 permet d’interpoler la plupart des traces.

Une autre solution serait de combiner ces différents résultats: de RR1 on peut conserver les
valides suivant le critère figure 7.16 avec Rv=20m, et pour les autres traces prendre le résultat de R
(ou RR3, ou RR4). Il est possible de raffiner un peu plus en sélectionnant les basses fréquences
aliasées) sur un résultat et les hautes fréquences sur un autre. En effet si pour des données de f
maximum fmax le rayon d’interpolation possible avec la LRD en norme L2 est Rv, alors pour les mêmes
données filtrées dont on ne garde que les BF jusqu’à fmax/2 le rayon d’interpolation possible est 2 Rv. On
peut affirmer cela parce que la LRD en norme L2 est linéaire par rapport aux données, donc que l
de la partie BF des données est égale à la partie BF de la LRD des données (ce n’est pas le cas
LRD parcimonieuses).

y=0 y=400 y=800

x (m)
-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

Figure 7.27 : 3 sections (y=0, 400, 800m) du PSV 3D obtenues par binning élastique.

t (s)

1.0

2.0

G1
G2
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y=0 y=400 y=800

-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

t (s)

1.0

2.0

x (m)

t (s)

1.0

2.0

Figure 7.28 : 3 sections (y=0, 400, 800m) du PSV 3D. Régularisation par LRD 3D:

(a) LRD en norme L2; vignette 250x250m2; recouvrement 150x150m2.

(b) LRD en norme L1; vignette 250x250m2; recouvrement 150x150m2.

(a)RR1

(b)RR2
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7 -Rééchantillonnage et Interpolation de traces (2D/3D) par les décompositions de Radon
y=0 y=400 y=800

-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

t (s)

1.0

2.0

x (m)

t (s)

2.0

1.0

Figure 7.28 (suite):3 sections (y=0, 400, 800m) du PSV 3D. Régularisation par LRD 3D:

(c) LRD en norme L1; vignette 500x500m2; recouvrement 250x250m2.

(d) LRD par estimation S/B; vignette 500x500m2; recouvrement 250x250m2.

(c)RR3

(d)RR4
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7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D

ritère

on
eilleure

ositions

s

Ainsi le résultat de la figure 7.28 est obtenu en combinant RR1 et RR3: si la trace vérifie le c
pour Rv=20m, on utilise le résultat de RR1; si elle vérifie le critère pour Rv=40m, on utilise la partie (0-
30Hz) de RR1 et la partie (30Hz-fmax) de RR3 (on filtre en fait avec une rampe entre 20 et 40Hz); sin
on utilise le résultat de RR3. On conserve donc le caractère réaliste de RR1, en profitant de la m
interpolation obtenue avec RR3.

Dans tous les cas, les grands gaps semblent difficiles à combler par ces techniques de décomp
de Radon.

trace interpolée

Valide pour Rv=20m ?

O

RR1

N

Valide pour Rv=40m ?

O N

RR3RR1 basses fréquences (<30Hz)

RR3 hautes fréquences (>30Hz)
+

y=0 y=400 y=800

-1250 1250 -1250 1250 -1250 1250

t (s)

1.0

2.0

x (m)

Figure 7.29 : 3 sections (y=0, 400, 800m) du PSV 3D. Régularisation ‘composite’ en utilisant le
résultats RR1 et RR3 (fig 7.28) et le critère géométrique fig. 7.16.
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7.5.4 - Amélioration de la qualité après rééchantillonnage

Afin de juger de l’amélioration que peut apporter un rééchantillonnage sur toute la chaîn
traitement en aval, nous avons calculé des décompositions globales en ondes planes (PWD, pou
wave decomposition) du PSV. Par global on entend en utilisant toutes les données d’un seul blo
utiliser de vignettes. Il s’agit en fait d’une LRD 3D en norme L2 (dans la PWD on peut par exem
effectuer la déconvolution des ondes montantes par les descendantes, mais ce n’est pas le suje

Nous avons calculé deux PWD (fig 7.30): la première à partir des données irrégulières d’origi
seconde après un rééchantillonnage par LRD 3D en norme L1 sur une grille régulière rectang

25x25m (vignettes de 250x250m2). Il apparaît clairement que la seconde est beaucoup moins bruitée
la première, en grande partie parce que l’aliasing spatial a été réduit dans l’opératio
rééchantillonnage.
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7.5 -Exemple sur données réelles: rééchantillonnage d’un PSV 3D
py = -0.2

py = 0

px (ms/m)

-0.25 0.250

px (ms/m)

-0.25 0.250

Figure 7.30 : décomposition globale en plane du PSV 3D.(gauche)à partir des données
d’origine; (droite) à partir des données rééchantillonnées par décompositions de Radon en

norme L1 (vignettes 250x250m2). (deux sections py=cste tracées).

t (s)

1.0

2.0

t (s)

1.0

2.0
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7.6 - Conclusions

Nous avons vu dans ce chapitre que les décompositions de Radon permettent de rééchantillo
d’interpoler spatialement des données suivant 2 directions spatiales.

Les décompositions en norme L2 ne permettent pas en principe de traiter les données aliasée
limite leur application au rééchantillonnage des données non aliasées.

Les décompositions parcimonieuses utilisées ici permettent d’interpoler au travers de gaps jus
fois (valeur déterminée empiriquement) le pas d’échantillonnage théoriquement nécessaire. Le
plus importants ne sont pas accessibles aux méthodes de Radon.

La méthodologie utilisée découpe les données en vignettes de taille prédéfinie que l’on
séparément. Les décompositions en norme L2 sont peu sensibles à la taille choisie, ma
décompositions parcimonieuses fonctionnent mieux sur des petites vignettes (les petites vignett
en outre préférables pour le temps de calcul), et ce d’autant plus si les données ne sont pas lisse
manière générale, les résultats obtenus sont d’autant plus lisses que la décomposition utili
parcimonieuse et que la taille des vignettes est importante.

Le problème du temps de calcul important des décompositions parcimonieuses, argument s
avancé, doit être relativisé: sur des données aliasées on ne peut tout simplement pas utili
décompositions en moindres carrés, on n’a donc pas le choix. Les méthodes utilisées ici représen
surcoût pour les décompositions parcimonieuses de l’ordre de 5 fois. Mais il ne faut pas oublier qu
peut ainsi traiter des données avec un échantillonnage 3 fois plus faible environ, ce qui correspo
fois moins de traces pour un problème 3D, et que le temps de calcul est directement proportion
nombre de traces dans les données (une fois fixés tous les autres paramètres).
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Conclusions...
et plus si affinités

Après avoir bien posé le problème pour les décompositions de Radon 2D linéaires, paraboliq
hyperboliques, nous avons pu étudié et bien comprendre les problèmes d’échantillonnage et d’a
L’aliasing spatial, sur lequel on ne peut pas revenir une fois les données acquises -à moins d’é
volontairement les parties aliasées- a pour conséquence une dispersion de l’énergie des plus
fréquences (temporelles) dans le domaine transformé, sans pour autant empêcher une
décomposition, au sens que les résidus sont faibles.

Les décompositions en moindres carrés, outre qu’elles ne traitent pas correctement les d
aliasées et qu’elles focalisent mal les évènements, apparaissent peu sensibles à l’estimation du n
bruit (mais en contrepartie elles ne permettent pas de le filtrer). Pour la décomposition de Radon l
on peut construire un filtre optimum de préconditionnement de type ‘filtre rho’, adapté à la géom
globale des données. Combiné à une pondération destinée à compenser l’irrégularité éventue
données, il permet d’obtenir une décomposition en moindres carrés en moins de cinq itératio
gradient conjugué pour toute donnée.

Les décompositions parcimonieuses, qui consistent à expliquer les données avec le moins p
d’échantillons non nuls du modèle, constituent une réponse adaptée au problème de l’aliasing
Elles sont effectuées par une approche de type IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares), per
d’obtenir des implémentations par gradient conjugué proche directement dérivées de cel
décompositions en moindres carrés. En étudiant la convergence de ces algorithmes, il est pos
limiter le surcoût -inévitable- par rapport aux décompositions en moindres carrés à des v
raisonnables (de l’ordre de 5 fois). Ces décompositions restent néanmoins délicates à mettre en
de part leur sensibilité au niveau de bruit et les conséquences possibles (perte des évèneme
énergiques) d’un mauvais réglage des paramètres associés (en contrepartie le bruit aléatoire p
filtré efficacement). Une estimation automatique du signal et du bruit le long de chaque courbe
famille utilisée résout ce problème.

Figure 8.0 :
(8.0)
223



Conclusions... et plus si affinités

triviale
2D ou

es nos
endent

nt les
mettent
nnage
liasées).
osent de
nées ne
le pas

e tailles
s gaps

illes de
tant la
onnées
ec des
risant
pointé

5D (4
ariables
obstacle
La décomposition de Radon linéaire 3D (2 variables spatiales) est une extension relativement
de la décomposition 2D (sauf dans le domaine de Fourier où le problème se décompose en 2 fois
non suivant que les données sont disposées sur une grille régulière ou non, mais tout
implémentations sont en domaine temps), à l’exception des problèmes de convergence qui r
l’utilisation de filtres rho optimums (dérivés du cas 2D) indispensable.

L’interpolation et le rééchantillonnage de traces suivant deux directions spatiales en utilisa
décompositions de Radon linéaires 3D montrent que les décompositions parcimonieuses per
d’interpoler et des traces au travers de gaps dont le taille va jusqu’à 6 fois le pas d’échantillo
théorique (alors que les décompositions en moindres carrés ne peuvent interpoler des données a
Le respect des hypothèses de parcimonie, ainsi que des considérations de temps de calcul, imp
travailler sur des fenêtres spatiales glissantes de petites dimensions (d’autant plus que les don
sont pas lisses): typiquement de l’ordre de 250 mètres. Par ce procédé on peut donc réduire
d’échantillonnage d’une grille régulière, reconstruire des traces manquantes dans des gaps d
moyennes, ou rééchantillonner complètement une acquisition. L’interpolation au travers de grand
nécessite d’autres techniques.

Les directions de recherches futures peuvent concerner les décompositions sur des fam
courbes dont les profils d’amplitudes ne sont pas fixés mais paramétrés. L’application principale é
prise en compte des effets AVO dans les collections CMP. Les résultats obtenus ici sur des d
réelles sont décevants, à cause de la forte sous-détermination du problème, même av
décompositions parcimonieuses. Il faudrait contraindre plus fortement la décomposition, en n’auto
par exemple la paramétrisation qu’en un nombre réduit d’échantillons du modèle, obtenus par un
préalable des évènements.

Il serait également intéressant de tester des décompositions de Radon linéaires 4D, voire
variables spatiales). En effet une acquisition sismique de surface caractérise chaque trace par 4 v
spatiales (abscisses et ordonnées de la source et du récepteur). Il ne devrait en effet y avoir aucun
théorique, seul le temps de calcul pouvant être éventuellement rédhibitoire.
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Annexe A:
le Gradient Conjugué

A.1 - Introduction

La gradient conjugué est une méthode d’optimisation itérative qui s’applique généralement
problèmes comportant un grand nombre d’inconnues que l’on ne peut résoudre par des mé
directes. Il est défini initialement pour des fonctions quadratiques, mais il peut être appliqué à d
plus généraux (soit que l’on puisse les approximer par des fonctions quadratiques, soit que l’on
calculer -ou simplement approximer- le gradient).

Soit ϕ une forme quadratique de IRn dans IR:

(EA.1)

oùA est une matrice carrée (n x n) définie, positive, symétrique, etb un vecteur de IRn.

Les dérivées premières (gradient) et secondes (hessien) deϕ sont ici connues:

(EA.2)

IR
n

IR→

x ϕ x( )→ ϕ 0( ) – b x⋅ 1
2
---x A

˜
x⋅+=

ϕ x( )∇ b– A
˜

x+=

ϕ
2

∇
˜

x( ) A
˜

=
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On cherche le minimum deϕ(x) par rapport àx: cela est équivalent à vouloir résoudre le systèm
linéaireAx=b (au minimum, le gradient deϕ doit être nul).

(EA.3)

Posons . Il s’agit du résidu lié au système linéaireAx=b. Il est égal, au signe près, au

gradient deϕ: .

A.2 - Méthode de la plus grande pente

On se donne un point de départx0. La première idée pour atteindre le minimum deϕ à partir de ce
point consiste à chercher le direction de plus grande pente (donnée par le gradient), et à descendr
cette direction jusqu’à atteindre un minimum (recherche linéaire). Puis on recommence le proce
partir de ce nouveau point. Cette méthode s’appelle le ‘gradient simple’, ou ‘méthode de la plus g
pente’. Elle conduit bien au minimum deϕ, mais la convergence peut être très lente si le problème
mal conditionné (cas de la vallée étroite, fig A1).

La direction suivie à partir d’un point est le gradient, qui est orthogonal à l’hypersurface de nive
ce point. Or la direction précédente est tangente à l’hypersurface de niveau (le point choisi const
effet un minimum deϕ le long de cette direction): les deux directions sont donc orthogonales entre

On se donne une suite de directions , une suite de réels , e

définit la suite par:

min
x IR

n∈
ϕ x( ) ϕ 0( ) – b x⋅ 1

2
---x A

˜
x⋅+ 

 = 
 

A
˜

x b=

r b A
˜

x–=

ϕ∇ r–=

x0

ϕ x0( )∇
(a) (b)

Figure A.1 : Méthode de la plus grande pente(n=2). (a) les directions successives sont
orthogonales. (b) Pour un problème mal conditionné, la convergence est très lente.

d0 d1 ... dk ..., , , ,( ) α0 α1 ... αk ..., , , ,( )

x0 x1 ... xk ..., , , ,( )
x0 donné

xk 1+ xk αkdk+=
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(EA.4)

αk est obtenu par recherche linéaire pour trouver le minimum deϕ le long de la direction dk.

Lemme:
Soit x un point quelconque, et d une direction de recherche. Le minimum deϕ le long de la
droite , est obtenu par:

(EA.5)

Démonstration:

Le minimum est atteint pour , ce qui entraîne le résultat.

Lemme:
Deux directions consécutives sont orthogonales entre elles:

(EA.6)

Démonstration:

: cette dernière

quantité est nulle d’après la valeur attribuée à  (EA.4), ce qui prouve l’orthogonalité.

A.3 - Méthode du Gradient Conjugué

A.3.1 - Principe

Le Gradient Conjugué est une amélioration de la méthode de la plus grande pente: on che
construire une suite de directions telle que la recherche successive des minimums le long de chac

r k b A
˜

xk–= r k 1+ r k αkA
˜

dk–=

dk ϕ xk( )∇– r k= =

xk 1+ xk αkdk+= αk

r k dk⋅
dk A

˜
dk⋅---------------------=





x αd+ α IR∈

α r d⋅
d A

˜
d⋅---------------=

S α( ) ϕ= x αd+( ) ϕ 0( ) b x αd+( )⋅–
1
2
--- x αd+( ) A

˜
x αd+( )⋅+=

S α( ) ϕ x( ) α– b d⋅ αx A
˜

d⋅ 1
2
---α2

d A
˜

d⋅+ +=

α∂
∂ S α( ) Ax b–( ) d⋅ αd A

˜
d⋅+ αd A

˜
d⋅ r d⋅–= =

α∂
∂S 0=

k 0≥∀ dk 1+ dk⊥

dk 1+ dk⋅ r k 1+ d⋅
k

r k αkA
˜

dk–( ) dk⋅ r k d⋅
k

αk A
˜

dk( ) dk⋅–= = =

αk
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directions aboutisse au même résultat que si l’on avait cherché le minimum dans le sous-espace v
engendré par ces directions:

(EA.7)

Pour vérifier cette condition, il faut que: :

La suite étant construite séquentiellement,αi ne doit pas dépendre deαi+1,αi+2,.... Cela entraîne que

( ): La suite est . Cette condition estnécessaire et

suffisante. On a alors:

Lemme:
Le gradient en un point est orthogonal à toutes les directions précédentes

(EA.8)

Démonstration:

Soit i<k:

On remarque que dans la méthode de la plus grande pente, le gradient n’est orthogonal
dernière direction.

ϕ xk( ) ϕ x( )
x x0 d0 d1 ... dk 1–, , ,{ }+( )∈

min=

xk xk 1– αk 1– dk 1–+ x0 α+ 0d0 α1d1 … αk 1– dk 1–+ + += =

i k<∀
αi∂
∂ ϕ xk( ) 0=

αi∂
∂ ϕ xk( )

αi∂
∂ ϕ 0( ) b x0 α jdj

j 0=

k 1–

∑+
 
 
 
 

⋅
 
 
 
 

–
1
2
--- x0 α jdj

j 0=

k 1–

∑+
 
 
 
 

A
˜

x0 α jdj
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k 1–
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⋅+
 
 
 
 

=

b
t

– di x0 α jdj

j 0=

k 1–

∑+
 
 
 
 

A
˜

di⋅+=

A
˜

x0 b–( ) di⋅ α j dj A
˜

di⋅( )
j 0=

k 1–

∑+=

j i>∀ dj A
˜

di⋅ 0= d0 d1 ... dk, , ,( ) A
˜

⊥

αi

r 0 d⋅
i

di A
˜

di⋅------------------=

ϕ xk( )∇ r k d0 d1 ... dk 1–, , ,{ }⊥=

r k di⋅ r 0 α jA˜
dj
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A.3.2 - Construction de la suite d

La suite de directions est construite par les relations suivantes:

(EA.9)

Chaque nouvelle direction est une combinaison linéaire du gradient avec la direction précédeβk
est appelé lefacteur de conjugaison. On le choisit afin que deux directions consécutives soientA-
orthogonales:

Cette formule peut s’écrire de différentes manières, qui sont toutes strictement équivalentes p
fonctions quadratiques, mais qui produisent des résultats différents dans d’autres cas:

Formule de Fletcher and Reeves (1964) (la plus utilisée):

(EA.10)

Formule de Polak and Ribiere (1969) (elle est censée donner de meilleurs résultats dans les
quadratiques):

(EA.11)

Formule de Hestenes and Stiefel (1952):

(EA.12)

Lemme:
La suite  construite par (EA.9) estA-orthogonale.

Démonstration (par récurrence):

Supposons que  soit A-orthogonale, et calculons

Montrons que , ce qui, d’après l’orthogonalité entre le gradient et

les directions de rangs inférieurs , entraîne le résultat désiré, à savoir que

x0 donné

d0 r 0=

dk r k βkdk 1–+=

xk 1+ xk αkdk+=







βk est choisi de manière à ce que  (voir ci-dessous)dkA
˜

dk 1–⊥

αk obtenu par recherche linéaire (équ. (EA.5))

dk A
˜

dk 1–⋅ 0 r k βkdk 1–+( ) A
˜

dk 1–⋅= =

βk

r k A
˜

dk 1–⋅
dk 1– A

˜
⋅ dk 1–

------------------------------------–
 
 
 

–=

βk

r k r⋅ k

r k 1– r⋅ k 1–

----------------------------=

βk

r k r k r k 1––( )⋅
r k 1– r⋅ k 1–

--------------------------------------=

βk

r k r k r k 1––( )⋅
dk 1– r k r k 1––( )⋅---------------------------------------------=

d0 d1 ... dk, , ,( )

d0 d1 ... dk 1–, , ,( ) dk A
˜

⋅ di pour i<k

i k 1–= dk A
˜

⋅ di 0 par construction=

i k 1–< dk A
˜

⋅ di r k A
˜

di⋅ βkdk 1– A
˜

di⋅+=

A
˜

di d0 d1 ... di 1+, , ,{ }∈
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On procède à nouveau par récurrence:

Ce qui signifie, si l’on exclu le cas α0=0 (minimum atteint), que

supposons que :

D’après l’hypothèse de récurrence, le second terme de la dernière équation appartient à

. Donc, en excluant le cas αi=0 (minimum atteint), on a bien

, ce qui complète ainsi la récurrence.

EtantA-orthogonale (condition suffisante), la suite répond au critère défini en (EA

Lemme:
La suite des gradient  est orthogonale.

Démonstration:

(d’après (EA.8))

Le côté ‘magique’ du gradient conjugué tient à la propriété suivante: chaque itération cons
chercher le minimum non pas seulement dans la direction du gradient, mais dans le plan défin
gradient et la direction de descente précédente. Il s’agit donc d’une recherche bilinéaire, plus ou
occultée par la formule de conjugaison qui ramène à une simple recherche linéaire.

On pourrait alors penser qu’en utilisant les directions calculées aux itérations précédentes (av
recherches tri- ou quadri-linéaires,...), on améliorerait encore l’optimisation. Or ce n’est pas le ca
la dernière direction calculée contient déjà des informations relatives à toutes les directions précé

A.3.3 - Préconditionnement

Le préconditionnement consiste à choisir comme direction de base non pas le gradient, ma
direction calculée d’après le gradient et qui ‘pointe mieux’ vers le minimum à atteindre.
préconditionnement peut être abordé avec des points de vues différents, mais qui au final aboutiss
au même résultat: changement de variable, changement de produit scalaire, ou simplement app
d’un opérateur arbitraire sur le gradient.

Nous l’abordons ici du point de vue des changements de variables. Au lieu de résoudre le sy
, on veut résoudre le système strictement équivalent: , en posant le changem

variable , où est une matrice définie positive. On multiplie encore le système à gauch

i k 1–< dk A
˜

⋅ di 0= d0 d1 ... dk, , ,( )

d1 r 1 β1d0+ r 0 α0A
˜

d0–( ) β1d0+= =

α0A
˜

d0 1 β1+( )d0 d1–=

A
˜

d0 d0 d1,{ }∈

A
˜
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i
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x W
˜

x̂= W
˜
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, et on pose et . est définie, positive et symétrique, ce qui per
d’appliquer directement les formule du gradient conjugué (EA.9) au nouveau système:

(EA.13)

On construit donc une suite de directions :

Les directions exprimées par rapport à la variable d’originex s’obtiennent par: . Le gradient

quant à lui s’écrit simplement: . On pose par ailleu

( est définie, positive, symétrique). Ce qui donne, une fois que l’on repasse à la va

d’origine:

(EA.14)

On peut montrer également qu’en choisissant arbitrairement la matrice définie, pos

symétrique, la suite de direction ainsi construite estA-orthogonale, satisfaisant ainsi le

critères du gradient conjugué.

Le hessien associé au nouveau problème est . On sait qu’un problème de ce ty
d’autant mieux conditionné que son hessien est proche de l’identité. Cela suggère un choix p

changement de variable: il faut que , c’est à dire qu’il faut arriver à trouver une bo

approximation de l’inverse du hessien initial ( ).

A.3.4 - Produit scalaire quelconque

On veut voir maintenant comment s’écrivent les formules du gradient conjugué lorsque l’on u
un produit scalaire plus général que le produit scalaire euclidien: Soit B une matrice définie, po
symétrique, et le produit scalaire associé:

(EA.15)

W
˜

t
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˜
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d̂0 r̂ 0=
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r̂ k r̂ k r̂ k 1––( )⋅

r̂ k 1– r̂⋅ k 1–

--------------------------------------=

x̂k 1+ x̂k α̂kd̂k+= α̂k

r̂ k d⋅̂ k

d̂k Â
˜

d̂k⋅
---------------------=












W
˜
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r̂ b̂ Â
˜

x̂– W
˜

t
b A

˜
W
˜

W
˜

1–
x–( ) W

˜
t
r= = =

Q
˜

W
˜

W
˜

t
= Q

˜
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d0 Q
˜

r 0=

dk Q
˜

r k βkdk 1–+= βk

r k Q
˜

r k r k 1––( )⋅
r k 1– Q

˜
r k 1–⋅-------------------------------------------=

xk 1+ xk αkdk+= αk

r k dk⋅
dk A

˜
dk⋅---------------------=











Q
˜
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Â
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W
˜

t
A
˜

W
˜
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W
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t
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˜
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ystème

blème

n. Le

on plus
. En

produit

ire sur
ratique
de ces
.12)),
ue le
On cherche à minimiser:

Ce qui revient à résoudre le système . Ce système est strictement équivalent au s

précédent . On pose donc à nouveau . Le gradient et le hessien du nouveau pro
sont:

L’application des formules de gradient conjugué dans ce cas donne:

(EA.16)

Le gradient correspond ici à la direction de plus grande pente pour le produit scalaire euclidie
fait d’employer un autre produit scalaire change cette direction de plus grande pente. En effet:

La direction de plus grande pente associée par rapport au nouveau produit scalaire est donc n
( ), mais ( ). Cela nous incite à préconditionner le gradient conjugué afin d’en tenir compte

préconditionnant avec , on obtient:

(EA.17)

Les équations sont en fait les mêmes que précédemment, en remplaçant formellement le
scalaire euclidien par le nouveau produit scalaire.

A.3.5 - Recherches bi/tri.. -linéaires

La formule de conjugaison suivie d’une recherche linéaire cache en fait une recherche bi-linéa
le gradient et la direction de descente précédente. Cette simplification provient de la nature quad
du problème et de la connaissance du gradient exact en tous points. Lorsque l’on s’écarte
hypothèses, on a le choix entre utiliser des formules de conjugaisons alternatives ((EA.11) ou (EA
ou effectuer une vrai recherche bi-linéaire. C’est le cas lorsque l’on utilise une autre direction q

ϕ x( ) ϕ 0( ) b x,( )–
1
2
--- x A

˜
x,( )+ ϕ 0( ) B

˜
b( ) x⋅–

1
2
---x B

˜
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˜
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˜
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˜

x b= r b A
˜

x–=

ϕ x( )∇ B
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A
˜

=
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d0 B
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r 0=
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˜
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˜
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r k 1–⋅--------------------------------------------------------
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˜
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r k,( )----------------------------------------------= =
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dk B

˜
A
˜

( )dk⋅------------------------------
r k dk,( )
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˜
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ystème
gradient vrai (soit que le calcul de cette direction soit plus rapide que celui du gradient, soit que
pense que cette direction mène plus rapidement au minimum que le gradient vrai), ou si le prob
résoudre n’est pas quadratique mais approximable à chaque itération par un problème quad
(auquel cas les paramètres  etb changent à chaque itération).

Si en pointx on se donne deux directiong1 et g2 quelconques. On veut trouver le minimum dans
plan :

On calcule les dérivées de cette quantité par rapport aux deux scalairesα1 etα2:

Ces dérivées doivent être nulles au minimum cherché, ce qui conduit à résoudre un petit sy
linéaire 2x2 pour trouverα1 etα2:

(EA.18)

On peut ajouter des directions de recherche supplémentaires. Il faut alors résoudre un s
linéaire de la taille du nombre de directions. Si on se donne N directionsg1, g2,..., gN, il faut résoudre:

(EA.19)

A
˜

x g1 g2,{ }+

ϕ x α1g1 α2g2+ +( )

ϕ x( ) α1x A
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g1⋅ α2x A
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2
---------g1 A

˜
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˜
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2

2
---------g2 A
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˜
g2⋅ b g1⋅–+ +=

α2∂
∂ ϕ x α1g1 α2g2+ +( ) x A

˜
g2⋅ α2g2 A

˜
g2⋅ α1g1 A

˜
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g1 A
˜
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˜

g2⋅
g1 A

˜
g2⋅ g2 A

˜
g2⋅
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b g1⋅ x A
˜

g1⋅–

b g2⋅ x A
˜

g2⋅–
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g1 A
˜

g1⋅ g1 A
˜

g2⋅ … … g1 A
˜

gN⋅
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˜
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˜
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…
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Annexe B:Convergence des algorithmes IRLS

rise et
Annexe B:
Convergence des
algorithmes IRLS

On reprend ici la démonstration de convergence de Byrd and Pyne (1979, non disponible), rep
généralisée dans Bube and Langan (1997).

Soit un système linéaire sur-déterminé à résoudre:

(EA.20)

Le résidu du système est défini par . On veut minimiser la fonction coût:

(EA.21)

Où les fi() sont des fonctions scalaires.

A
˜

x b=

r b A
˜

x–=

ϕ x( ) f i r i( )
i 1=

n

∑=
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On pose les fonctions  et on fait les hypothèses suivantes:

(EA.22)

Des hypothèses précédentes, on déduit facilement que:  et

La fonction coût a donc un minimum unique, au point .

Soit la matrice diagonale dépendant dex définie par:

(EA.23)

Le gradient de la fonction coût est:

Or le résidu est égal à: . Ce qui donne pour le gradient:

D’où:

(EA.24)

le minimum est atteint lorsque le gradient s’annule.  est donc solution du système:

(EA.25)

Ce système est non-linéaire à cause de la matrice  qui dépend dex.

L’algorithme IRLS consiste à construire à partir d’une valeur initiale arbitrairex0 une suite {xk} k=1,..

dont chaque élémentxk est solution du système linéaire:

(EA.26)
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avec .

On veut montrer que cette suite converge vers .

La résolution de (EA.26) correspond à la minimisation de la fonction coût:

(EA.27)

dont le gradient est:

(EA.28)

Lemme 1:

 est tangente àϕ en , et la domine:

Démonstration:

La tangence en  est triviale (équ. (EA.24), (EA.27), (EA.28)):

(EA.29)

Il reste à montrer que  domineϕ:

où . Si on opère le changement de variable , on a :

, d’où: .

Les fonction gi étant paires et décroissantes pour r>0, on peut en déduire que

. D’où le résultat recherché:

(EA.30)

Lemme 2:

la suite  est convergente.

Démonstration:
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W
˜

k( )
r

k 1– ) ϕ x
k(+

) ϕ x
k 1–( )+
 étant obtenu par minimisation de , on peut tirer de (EA.29) et (EA.30) l’inégalité:

(EA.31)

La suite est donc décroissante, et comme la fonction ϕ est minorée par

hypothèse, elle converge.

Lemme 3:

Démonstration:

D’après (EA.26):

avec
Donc:

On introduit cette dernière relation dans (EA.27):

D’après (EA.28):

Ce dernier produit scalaire se retrouve dans les équations ci-dessus, d’où:

Donc, d’après les relations (EA.29) et (EA.30):

Par hypothèse les fonctions gi sont bornées, donc est bornée également. Il existe

donc un réel M tel que: . On peut donc écrire:
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tion

.

La suite étant convergente (lemme 2), on a en particulier

, donc , c.q.f.d.

La suite est convergente, la suite tend vers zero, est une fonc

continue qui a pour unique zéro , et par hypothèse. On en déduit que
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Annexe C:
Matrices ‘Bloc-Toeplitz’

C.1 - Système de Toeplitz

La résolution d’un système linéaire du type suivant est très courante dans les problèmes de tra
du signal:

(EA.32)

La matrice, carrée, réelle, constante le long de chaque diagonale, et symétrique, est unematrice de
Toeplitz. Levinson a, en 1947, développé l’algorithme très connu qui porte son nom, pour résoudre

manière efficace ce type de système. Cet algorithme requiert en effet de l’ordre de n2 opérations

seulement, au lieu des n3 habituelles pour une matrice quelconque.

Cette méthode est bien documentée dans la littérature (voir par exemple Robinson and Treitel
p.163). On peut sans problème l’étendre à des données complexes, où la matrice est hermitien
peut également se généraliser pour des matrices non symétriques (voir par exemple la méthode p
dans Press et al., 1992, p.85).

r0 r1 r2 . . rn
r1 r0 . . . rn 1–

rn 2–

.

.

rn rn 1– . . . r0

f 0

f 1

.

.

.

f n

g0

g1

gn

=
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C.2 - Matrice Toeplitz par blocs

On cherche ici à étendre la méthode présentée dans Robinson and Treitel en remplaçant les s
par des matrices carrées complexes (toutes de même dimension). La seule compl

par rapport à la méthode originale provient de la non-commutativité des produits de matrices.

On définit donc la matrice suivante:

(EA.33)

est composée de matrices carrées complexes , toutes de même dimen

Sur chaque diagonale de , on retrouve la même matrice . est une matrice que l’on pourra

qualifier de ‘Bloc-Toeplitz’ , par analogie avec une matrice de Toeplitz, puisque les scalaires

remplacés par des matrices. On suppose en outre que est hermitienne ( ), si bien q

est elle-même hermitienne:

(EA.34)

Soitg un vecteur de dimension (n.p), on veut résoudre le système:

(EA.35)

On commence par découperf etg en n sous-vecteurs de longueurs p:

(EA.36)

Comme dans l’algorithme classique, on procède par récursivité: on suppose qu’à l’étape n, on c
les quantités suivantes:
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Q
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(p.p).

r

où sont des vecteurs de longueur p, sont des matrices de dimension

Par définition, on suppose que ces quantités satisfont les relations1:

(EA.37)

La structure deQ permet de réécrire les relations (EA.37)b et (EA.37)c:

(EA.38)

1.La notation signifie que les produits sont effectués avec la matrice A à droite, alors que
signifie que les produits sont effectués avec la matrice A à gauche. Par défaut (pas de notation pou
préciser), c’est le produit matrice à droite qui est utilisé.
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liser

8)a)

:

art, il
Soit deux matrices de dimension (p.p) à priori quelconques, et , que l’on utilise pour réa

des combinaisons entre les relations: ((EA.37)b+(EA.38)b• ) d’une part, ((EA.37)c+ •(EA.3

d’autre part:

(EA.39)

On veut pouvoir identifier, par un choix approprié dekn et ln, ces relations aux relations suivantes

(EA.40)

Pour que (EA.39)a et (EA.39)b d’une part soient identiques à (EA.40)a et (EA.40)b d’autre p
suffit que:

(EA.41)
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ce qui entraîne:

(EA.42)

ainsi que:

(EA.43)

Il reste à calculer les quantités et , qui serviront à l’étape suivante de la récursion

qu’elles satisfassent aux relations (EA.37)b et (EA.37)c, mais à l’ordre n+1):

(EA.44)

La structure de la matrice  permet de réécrire la relation (EA.40)b:

(EA.45)

Soit qn un vecteur de longueur p. On réalise la combinaison entre les relat
((EA.45)•qn+(EA.37)a):

(EA.46)
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Et on veut pouvoir identifier (EA.46) à:

(EA.47)

Il suffit pour cela que:

(EA.48)

Cela entraîne alors:

(EA.49)

Il reste à calculer la quantitéγn+1, qui servira l’étape suivante de la récursion (afin qu’elle satisfa
à la relation (EA.37)a, mais à l’ordre n+1):

(EA.50)

A ce stade, on a achevé l’étape n+1 de la récursion. Il reste donc à initialiser celle-ci (ordre n=
vérifie aisément que les initialisations suivantes conviennent:

(EA.51)

Ensuite, pour passer de l’ordre n à l’ordre n+1 de la récursion, il suffit d’appliquer successiveme
formules: (EA.41), (EA.42), (EA.43), (EA.44), (EA.48), (EA.49), et (EA.50).
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0 R

˜ 0
1– g0⋅=

a
˜ 0

0 Id
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= b
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0 Id
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= (Id=Identité)
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˜ 0 R

˜ 0= δ
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˜0 R
˜ 1=

γ0 R
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Si l’on analyse le temps nécessaire à l’exécution de cet algorithme pour parvenir à l’ordre n:

• Les opérations (EA.41) et (EA.48) nécessitent un temps proportionnel à p3 (inversions de
matrices de dimension p).

• Les opérations (EA.42) et (EA.44) nécessitent un temps proportionnel à n.p3 (n
multiplications de matrices de dimension p).

• L’opération (EA.43) nécessite un temps proportionnel à p3 (une multiplication de matrice
de dimension p).

• Les opérations (EA.49) et (EA.50) nécessitent un temps proportionnel à n.p2 (n
multiplications matrice-vecteur)

Au total, en tenant compte des n itérations, on parvient à un temps total de l’ordre de (n2p3), à

comparer avec (n.p)3 pour une matrice quelconque.

Cas des sous-matrices R i hermitiennes

Dans le cas où les matrices Ri sont elles-mêmes hermitiennes ( ), les récurrences

simplifient: on vérifie en effet facilement à partir des relations de récurrence (EA.41), (EA.42), (EA
(EA.44), (EA.48), (EA.49), et (EA.50) que dans ce cas:

(EA.52)

De sorte que la quantité de calculs nécessaire est environ divisée par 2. En fait toutes les va
introduites à cause de la non-commutativité des produits de matrices deviennent inutiles, les p
étant à nouveau commutatifs comme dans le cas des scalaires.

Ri
∗ Ri=

i∀ n j∀ i≤,≤

l i ki
∗= bj

i
aj

i∗= δi αi
∗= εi βi

∗=
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Annexe D:
Abstract SEG
Houston’95

Cet abstract (Hugonnet and Canadas, 1995), présenté à la SEG de Houston, traite des qu
d’échantillonnage et d’aliasing dans la transformée de Radon parabolique, et reprend donc les él
du chapitre 2.
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Annexe E:
Abstract SEG Dallas’97

Cet abstract (Hugonnet and Canadas, 1997), présenté à la SEG de Dallas (1997), tra
rééchantillonnage et d’interpolation par les décompositions de Radon linéaires 3D, et reprend do
éléments des chapitres 6 et 7.
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Annexe F:
Poster Vail’97

Ce poster, qui reprend le même sujet que le papier présenté à la SEG de Dallas (Hugonn
Canadas, 1997), a été présenté pendant le ‘1997 SEG summer research workshop’, du 3 au 8 Ao
à Vail (Colorado), dont le sujet était: ‘The interaction between seismic acquisition, processing
interpretation: understanding and optimizing cost, quality, and turnaround.’
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N.1 -Glossaire
N.1 - Glossaire

BF Basse Fréquence

CMP Common Mid-Point (collection de traces en point milieu commun)

DRH Décomposition de Radon Hyperbolique

DRL Décomposition de Radon Linéaire

DRP Décomposition de Radon Parabolique

(F)FT (Fast) Fourier Transform

GC Gradient Conjugué

HF Haute fréquence

HRD / HRT Hyperbolic Radon Decomposition/Transform

IRLS Iteratively Reweighted Least-Squares

LRD / LRT Linear Radon Decomposition/Transform

pdf Probability Density Function

PRD / PRT Parabolic Radon Decomposition/Transform

TF(R) Transformée de Fourier (Rapide)

TRH Transformée de Radon Hyperbolique

TRL Transformée de Radon Linéaire

TRP Transformée de Radon Parabolique
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N.2 - Divers
N.2.1 - scalaires, vecteurs, matrices

Dans les équations, les scalaires sont notés en écriture normale, les vecteurs en gras, et les m
en gras soulignées par un tilde:

Scalaire: . Vecteur: . Matrice:

La matricetransposée s’écrit

La matricehermitienne (transposée+conjuguée) s’écrit:

Le produit scalaire de deux vecteursx ety est noté: , ou , ou . Ces deux dernières
notations sont réservées au produit scalaire euclidien.

N.2.2 - Opérateurs

La notation choisie pour les opérateurs est la même que pour les matrices, permettant d’av

même écriture pour les problèmes continus et discrets: .

L’opérateuradjoint est noté: (il est défini par la relation entre produits scalaire pour tousd et

u: )

a vecteur:x L
˜

L
˜

T

L
˜

H

x y,( ) x
t

y x y⋅

L
˜

L
˜
∗

d L
˜

u,( ) L
˜
∗d u,( )=
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N.3 - Transformées de Fourier

On utilise les définitions suivantes pour la Transformée de Fourier (T.F.) de fonctions:

Soit f(x) une fonction, réelle ou complexe, de la variable réelle x. Sa transformée de Fourier

analyse Fourier-, notéeFf ou , est définie par:

(EN.1)

La transformée inverse -ou synthèse de Fourier- d’une fonction g(kx) est:

(EN.2)

Transformées de Fourier sur plusieurs variables

si x est un vecteur: . La TF à n dimensions de f(x) est la fonction:

(EN.3)

Oùkx est un vecteur de même dimension quex:

f̂

Ff kx( ) f̂ kx( ) f x( )e
ixkx–

xd

x
∫= =

F 1–
g x( ) 1

2π
------ g kx( )e

ixkx xd

kx

∫=

x x1 x2 … xn, , ,( )=

F xf kx( ) f x( )e
i xt kx( )–

xd

x
∫=

kx kx1
kx2

… kxn
, , ,( )=
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N.4 - Distributions
Pour manipuler les distributions, on utilise les notations suivantes, extraites de Roddier (197

On considère ici fonctions et des distributions réelles ou complexes, d’une ou plusieurs vari
réelles ou complexes. Dans les notations les variables peuvent donc être des scalaires aussi b
des vecteurs.

Les intégrales seront prises au sens deLebesgues.

Si E est l’espace sur lequel sont définies les fonctions et distributions (on ne précisera pas à c
fois fonctionsur E ou distributionsur E)

Lα(E) est l’espace des fonctions f sur E telles que . Si

Lα(E) est un espace vectoriel normé.

D0(E) est l’espace vectoriel des fonctions sur Econtinues à support borné.

D(E) est l’espace vectoriel des fonctionsindéfiniment dérivables à support borné.

S(E) est l’espace vectoriel des fonctions devariable réelle, indéfiniment dérivables, décroissant
vers l’infini, ainsi que chacune de leurs dérivées,plus rapidement que toute puissance de 1/|x|(ces
fonctions, ainsi que leurs dérivées, sont donc bornées et sommables).

On appelle fonctionnelle sur X (X étant un ensemble de fonctions) un opérateur f qui à t
fonction de X associe un scalaire. La notation standard est:

(EN.4)

On appelledistribution sur E toute fonctionnelle linéaire continue surD(E); D’(E) est l’espace
vectoriel des distributions sur E (D’ est appelé l’espace dual deD).

On appelledistribution régulière une distribution f telle que il existe une fonction f(x) localemen
sommable (sommable sur tout ensemble borné) telle que:

(EN.5)

Dans les notations, on confond en général la distribution f, et la fonction f(x).

On appelledistribution tempérée sur E toute fonctionnelle linéaire continue surS(E); S’(E) est
l’espace vectoriel des distributions tempérées sur E.

La transformée de Fourier FT d’une distribution tempérée T est la distribution tempérée défin
par:

(EN.6)

(cette définition est possible car la T.F. d’une fonction deS(E) est une fonction deS(FE), FE étant
le domaine image de E par la T.F.; cela n’est pas vrai avec les fonctions deD, ce qui empêche de définir
la T.F. d’une distribution quelconque).

f Lα
+∞ f Lα

f
α

E
∫

1 α⁄
=

 
 
 

;< α 1≥

X IR (ou C)→
ϕ f ϕ,〈 〉→

f ϕ,〈 〉 f x( )ϕ x( ) xd

x
∫=

FT ϕ,〈 〉 T Fϕ,〈 〉=
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N.5 - Transformée de Hilbert

N.6 - Produit de Kronecker

La transformée de Hilbert d’une fonction f(t) est définie par la valeur principale de Cauc
(Roddier, 1971):

(EN.7)

Dans le domaine de Fourier, cette transformée s’exprime comme un simple déphasage de +
(filtre en quadrature):

(EN.8)

Hf( ) t( ) 1
π
--- f s( )

t s–
---------- sd

∞–

∞

∫=

π 4⁄

Hf( )ˆ ω( ) i– sgn ω( ) f̂ ω( )=

Etant donné deux matrices et , leur produit de Kronecker (Regalia and Mit
1989) est une matrice (m.k,n.l):

(EN.9)

Parmi les propriétés les plus évidentes:

(EN.10)

(Dans les deux dernières relations, les matrices  et  sont de dimensions (n,q) et (l,s))

A
˜

m n,( ) B
˜

k l,( )

A
˜

B
˜

⊗

A
˜

b1 1, A
˜

b1 2, … A
˜

b1 l,

A
˜

b2 1, A
˜

b2 2, … A
˜

b2 l,

A
˜

bk 1, A
˜

bk 2, … A
˜

bk l,

=

A
˜

B
˜

⊗( ) C
˜

⊗ A
˜

B
˜

C
˜

⊗( )⊗=

A
˜

B
˜

⊗( ) C
˜

D
˜

⊗( ) A
˜

C
˜

( ) B
˜

D
˜

( )⊗=

A
˜

D
˜

⊗ A
˜

Id l
˜

⊗( ) Id n
˜

D
˜

⊗( )=

C
˜

D
˜
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