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Introduction

Probleme considéré

On s’intéresse dans ce travail a la simulation numérique de 1’écoulement dun fluide
incompressible, caractérisé par un champ de vitesse u et une pression p, dans un ouvert
borné 2 de R2.

On suppose qu’au sein du fluide, le phénomene physique de diffusion prédomine sur
celui de convection. Une fois adimensionalisés, u: Q x [0,7] — R*et p: Q x [0,7] — R
vérifient alors les équations de Stokes :

w—Au+Vp=f, (1)
divu=0, (2)
ulon =0, (3)
uli—o = uy. (4)

Les équations (1) et (2) traduisent respectivement les principes physiques de conservation
du moment et de la masse. f représente une force extérieure appliquée au fluide. ug est la
vitesse initiale du fluide.

Une particularité de ces équations est que les deux inconnues u et p sont reliées im-
plicitement par la contrainte d’incompressibilité (2) : on ne dispose pas d’une équation
explicite pour la pression.

Construction des méthodes numériques

Lorsqu’on cherche a construire une méthode numérique pour les équations (1)-(4),
trois problemes se posent. Tout d’abord, on ne dispose pas d’une équation explicite a
discrétiser pour le calcul de la pression. Ce premier point est ici résolu en utilisant une
méthode de projection qui introduit dans le schéma numérique une telle équation. Ensuite,
quelle discrétisation en espace utiliser 7 Les méthodes de différences finies sont faciles a
implémenter, mais limitées a des géométries simples. Les méthodes d’éléments finis per-
mettent de traiter des géométries complexes. Par contre, elles ne vérifient pas toujours
certaines lois de conservation des grandeurs physiques. C’est pourquoi le choix s’est porté
finalement sur une méthode de volumes finis. Enfin, quelle discrétisation en temps utili-
ser 7 Nous nous intéresserons dans ce travail a différents schémas d’ordre 1 (Implicite) et
d’ordre 2 (Crank-Nicolson, Formule de différences rétrograde).

Description des méthodes numériques

Les méthodes numériques introduites pour les équations de Stokes (1)-(4) sont notées
VF-1, VF-CN et VF-BDF. Elles différent par le schéma en temps utilisé. Elles utilisent
une méthode de projection, qui permet a la fois de calculer la pression et d’imposer la
contrainte d’incompressibilité (2).



2 INTRODUCTION

La discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes finis sur maillage
triangulaire. Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux constantes par
maille.

La discrétisation des opérateurs apparaissant dans les équations (1)-(2) (gradient, di-
vergence, laplacien) garantit un certain nombre de propriétés. En particuler, les opérateurs
discrets correspondant a la divergence et au gradient sont adjoints, et vérifient une condi-
tion inf-sup si le maillage est uniforme. L’opérateur discret correspondant au laplacien
utilisé pour la projection garantit une propriété d’orthogonalité. Pour I’équation des mo-
ments (1), les opérateurs discrets correspondant au gradient et au laplacien sont consis-
tants : ils tendent vers leurs analogues continus lorsqu’on raffine le maillage.

Présentation du travail

Nous présentons d’abord dans le chapitre 1 les éléments utiles a la discrétisation des
équations de Stokes (1)-(4). L’introduction dans le chapitre 2 des méthodes de projection,
utilisées en particulier pour le calcul de la pression, permet alors de construire les schémas
VF-I, VF-CN et VF-BDF. L’étude de ces schémas nécessite un certain nombre de
résultats préliminaires qui sont exposés dans le chapitre 3. L’étude de la stabilité des
schémas est entreprise dans le chapitre 4. On en déduit en particulier la convergence
des solutions calculées par les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF vers la solution des
équations (1)-(4). Des estimations d’erreur pour les schémas VF-I et VF-BDF sont
montrées dans le chapitre 5. Enfin les résultats numériques du chapitre 6 permettent de
valider les schémas introduits.

Notons que dans tous les calculs apparaissant dans le texte, C' désigne une constante
positive générique. Elle ne dépend que du domaine €2 et des données ug, f, T'. Par ailleurs
les propositions des chapitres 1 et 3 admettent souvent une version vectorielle. Nous
présentons la version scalaire, et y faisons référence lorsque la version vectorielle est uti-
lisée. Enfin les calculs des chapitres 4 et 5 s’inspirent des travaux de J. L. GUERMOND
[6] et J. SHEN (par exemple [7] et [8]).

Mise en perspective

Si les méthodes de différences finies et d’éléments finis pour les équations de Stokes ont
été abondamment étudiées, peu de résultats existent pour les méthodes de volumes finis.
Hors du contexte des méthodes de projection utilisées ici, citons les travaux récents [10]
de R. HERBIN et R. EYMARD. Ils utilisent une méthode de pénalisation pour le calcul
de la pression.

Dans le contexte des méthodes de projection, on trouve déja dans la littérature des
exemples d’implémentations en volumes finis ([2] et [13] par exemple) ; 'analyse mathéma-
tique de tels schémas n’avait par contre pas été faite jusqu’a présent. S. FAURE [15] étudie
la stabilité d’un schéma de ce type couplant volumes finis et méthodes de projection, sur
un maillage rectangulaire uniforme. Pour un maillage triangulaire, le travail présenté ici
est a notre connaissance la premiere analyse mathématique complete d’une telle méthode.
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Chapitre 1

Cadre discret

Apres avoir discrétisé le domaine 2 C R? par un maillage triangulaire (section 1.1),
nous définissons sur ce maillage un certain nombre d’espaces discrets (section 1.2). Sur
ces espaces, on construit des opérateurs (section 1.4), qui permettent la discrétisation des
équations de Stokes (1)-(4).

1.1 Le maillage

Le domaine 2 C R? est discrétisé a I’'aide d’un maillage triangulaire. Nous définissons
un certain nombre de notations associées a ce maillage, et précisons les hypotheses faites
sur celui-ci.

Le domaine 2 C R? considéré sera supposé polygonal pour simplifier. Soit 7, un
maillage du domaine 2, formé de triangles ayant une aréte commune et une seule avec
les triangles voisins : = U ket K. L'ensemble formé des trois triangles ayant une aréte
commune avec le triangle K € 7j, sera noté V(K) (figure 1.1).

Fic. 1.1 — Maillage du domaine Q (a gauche) et Uensemble V(K) (a droite).

Si K € 7, est un triangle du maillage, on note | K| son aire. £k désigne 1’ensemble de
ses arétes; hy , est la hauteur associée a 'aréte o € Ek.

&, désigne I'ensemble des arétes du maillage : &, = Uger, Ex. La longueur d’'une aréte
o € &, est notée |o|. L’ensemble des arétes situées a l'intérieur du domaine € (resp. au
bord) sera noté ™ (resp. ) : &, = M U E. Sur la figure 1.1, & et E*' sont
représentés respectivement en pointillés et en gras.

Le milieu d'une aréte o € &, est noté x, . Si 0 € E™, K, et L, désignent les triangles
ayant o comme aréte commune. Si o € £ seul le triangle K, situé a l'intérieur du
domaine est défini. On note V, = {K,,L,} sioc € ™ et V, = {K,} si o € EF.
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ng . désigne la normale a I'aréte o du triangle K, pointant vers l'extérieur de K. Si
L est le triangle tel que o = K N L, nous avons Nk , = —Ny, ;.
X est le centre du cercle circonscrit au triangle K. On suppose que les angles intérieurs

des triangles du maillage ne dépassent pas 7, de sorte que xx € K.

Fi1a. 1.2 — Notations utilisées pour le maillage.

Pour toute aréte intérieure o € ™, D, désigne le quadrilatére obtenu en joignant les

extrémités de o avec les points Xk, et xr, (figure 1.3). Pour une aréte du bord o € E*,

D, est le triangle obtenu en joignant les extrémités de o avec le point xy, .

F1c. 1.3 — Définition de D, pour une aréte intérieure (a gauche) et du bord (a droite).

Si o € £ est une aréte intérieure, la distance entre les centres des cercles circonscrits
a K, et L, sera notée d, = d(Xg,,Xy,). Si o € E*" est une aréte du bord, on notera cette
fois d, = d(%,,%Xk, ). On définit alors pour toute aréte o € &, la quantité 7, par
_ldl
Ty = —.
Etant donnés 2 triangles K € 7;, et L € 7, ayant une aréte commune o € &,, on
définit
d(XL7 XO’)
d(XK, XL) '
Notons que ag € [0,1] et ax + apx = 1.
Le plus grand diametre des cercles circonscrits aux triangles représente la finesse du
maillage ; il est noté h.
Enfin, 'hypothese suivante sur le maillage sera utile

(0595

Il existe une constante C' > 0 telle que :
(HM) VO’Egh, d(XKU,O')ZC|O'|,
Vo €&, |o|>Ch.
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Cette hypothese de régularité sur le maillage est usuelle dans ’analyse des schémas de
volumes finis (voir [9] par exemple). Elle est en particulier vérifiée si le maillage considéré
est uniforme, i.e. formé de triangles équilatéraux.

L’hypothese (HM) implique la propriété suivante :

Pour tout triangle K € 75, notons hx et px les diametres
respectifs des cercles circonscrits et inscrits.

(MR) Il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que :

h
VK €T, £ <.
PK
Cette autre hypothese de régularité sur le maillage lui interdit de trop grandes déformations.
Elle intervient dans 1’étude des espaces d’éléments finis introduits ci-dessous.

1.2 Espaces utilisés

Nous introduisons ici les espaces utilisés pour 1’étude du probleme de Stokes (1)-(4) et
les espaces discrets les approchant. Nous rappelons ensuite quelques propriétés vérifiées
par ces espaces discrets.

1.2.1 Espaces continus

Soient @ € RU{—o0} et b € RU {oo}. Pour k € NU{oo}, C* = C*(Q) (resp. C*([a, b])
désigne ’ensemble des fonctions définies sur € (resp. [a, b]) dont les dérivées jusqu’a I'ordre
k sont continues. C§° = C3°(Q2) (resp. C§°([a, b]) est 'ensemble des fonctions de classe C*
a support compact dans 2 (resp. [a, b]).

Si p € [1,00], on note LP = LP(Q) l'espace de Lebesgue associé, muni de sa norme
||.||Le(). Sa version vectorielle est l'espace LP = (L)% Pour p = 2, afin d’alléger les
notations, on utilisera le symbole |.| pour désigner les normes associées aux espaces L>
et L2. La distinction avec la valeur absolue se fait suivant le contexte. On utilise aussi
I'espace L?(IR?). On note également :

={oe s [ atax=0}

Les espaces de Sobolev W4 = WP4(Q) (p,q € N*) sont formés des fonctions de L?
dont les dérivées partielles (au sens des distributions) jusqua 'ordre p appartiennent a L9.
Ils sont munis de la norme associée ||.||wr.a. Si ¢ = 2, on note H? = W?? et ||.||,, la norme
associée. Si D C ) est un ouvert, on utilise également I'espace H?(D). H{ = HEF(Q)) est
I’adhérence de C§° dans HP. Les versions vectorielles de ces espaces sont notées WP,
H? = (H?)? et H) = (HY)?. Les normes associées sont encore notées |.||,. On utilise
également 1'espace H'(IR?).

Rappelons que les espaces C* et (C*)? sont denses respectivement dans W74 et WP4,
Par ailleurs, puisque  C R?, si p > 2, une fonction de H?(2) ou HP(Q) est égale presque
partout a une fonction continue (théoréeme d’injection de Sobolev). Il est ainsi possible
de donner un sens aux valeurs ponctuelles ¢(x) et u(x) pour ¢ € H?, u € H?, x € Q et
p=>2.
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Si X est un espace de Banach, C(0,7; X) (resp. LP(0,7; X) et C§°(0,T; X)) désigne
I'espace des fonctions mesurables u : [0,7] — X telles que I'application ¢ € [0,7] —
lu(t)||x soit continue (resp. L? et C§°), muni de sa norme ||.||co,r;x) (resp. ||.||zr0,7:x) €t

[-lege 0.7 )-
Sur les espaces LP et HP, il est possible de définir les opérateurs suivants. L’ensemble
des suites de LP étant noté (LP)N, on désigne par :

6 (PN — (L)Y
I'opérateur prenant la différence entre deux termes consécutifs d’une suite. L’image de la
suite (u™)men € (LP)N par § est la suite (du™) ey € (LP)Y, définie par
ou’ = u°,
m m—1

Vm > 1, ou" = u"—u

La version vectorielle de 'opérateur 4,
§ (LN — (L)Y,

est définie par § = (). Les opérateurs gradient, divergence, et laplacien sont notés
respectivement V, div, A. Le symbole V est défini, pour tout u = (u1,us) € H! par

_( Vul
Vu—(vu2T>.

La version vectorielle du laplacien est A = (A)2. Enfin, si u = (uj,u) € H et v =

(v1,v9) € HY, on note ,

(0, v) =) (Vu, Vuy). (1.1)
i=1
A partir des espaces LP et HP, on définit les espaces suivants, qui interviennent dans
I'étude du probleme de Stokes (1)-(4) :

V ={veH,; divv =0},
H ={vecl?;divv=0, v-n|s =0},
H(div) = {v € L?; divv € L*}.
1.2.2 Espaces discrets

Afin d’approcher les espaces L? et H', on utilise les espaces discrets suivants. Les
espaces usuels pour les méthodes de volumes finis sont :

Py = {vel?; VYK €T, v|g estconstant},
P = {veR; /U(X) dx = 0}.
Q

On introduit également les espaces d’éléments finis

Pl = {vel?; VK €T, v|k est affine},
Pt = {vePinC’; Voc&™ v, =0},

P = {ve P Yo €&, v est continu au milieu de o}.
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Les versions vectorielles de ces espaces sont notées
Py = (Ry)?, P{ = (P{)?, T= (P Pye = (P/)™.

exposant dans la notation indique qu’il s’agi une approximation non conforme
L’ td | tat P¢ ind il s’agit d’ t it

de H', i.e. non incluse dans H'. En effet, soit g, € P°. Les discontinuités localisées au
niveau des arétes font que

th ¢ Lz.

Par contre, si 'on considere 'opérateur ﬁh : L? — Py, obtenu par restriction de V sur
chaque triangle du maillage

Vvel? VYKeT,, 6hU|K:VU|K>

alors on a bien B
thh € L2.

On note ||.||; 4 la norme associée a ce gradient discret V;, sur 'espace Py :
b} 1

ne 9 ~ 9 1/2
Vo€ P lanlha = (ool + Vi)

Le gradient discret V), et sa norme associée ||.||;, seront utilisés plus généralement sur
I'espace P¢.

L’espace Py n’est pas non plus inclus dans H*!. Il est malgré tout possible de définir
I’analogue d’une norme H' au niveau discret. Pour wu;, € Py, on note

1/2

lunlln=| D 7o (ur, —uw,)* + Y 7o lux,|’

O.Eg}ilnt o.eg}elmt

Si uy, = (uz,ui) € Py, on utilisera la méme notation

) 1/2
[ap|ln = (Z Huh,iHi> :
=1

Les degrés de liberté associés aux espaces Iy et P/, autrement dit les valeurs utilisées
pour définir une fonction de 'espace, sont représentées sur la figure 1.4 par des points.
Pour l'espace F,, une fonction est définie par sa valeur sur chaque triangle du maillage.
Pour l'espace Py*°, c’est la valeur prise par la fonction au milieu de chaque aréte qui est
utilisée.

L’espace H(div) est approché par les espaces de Raviart-Thomas de plus bas degré :

RT] = {veP{; Voe&k, v|k ng, estconstant},
RTS = {VERTS, VKE%, VLEV(K), V|K'HK7UZV|L'HK’U}.

On peut vérifier [3] que

RT§={vel?; VK€T, JaxeR%: by eR; VxeK, v(x)=ax+bxx}.
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o v

F1G. 1.4 — Degrés de liberté pour Py (a gauche), P (au centre), et RT§ (a droite).

L’indice utilisé dans la notation de ces espaces indique que sur les arétes du maillage,
la composante normale des fonctions de ces espaces est une constante. L’exposant dans
la notation RTY indique que les fonctions de cet espace sont en général discontinues au
niveau des arétes. L'exposant dans la notation RT§ indique qu’au niveau des arétes du
maillage, les fonctions de cet espace ont une composante normale continue. Les degrés de
liberté associés aux espaces RT§ et RT3 sont les valeurs des composantes normales sur
les arétes (figure 1.4).

1.2.3 Propriétés des espaces discrets

Nous présentons certaines propriétés des espaces Py et P définis dans la section 1.2.2.

Propriétés de I’espace F,

Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré discréte sur ’espace Fy, cf [9]).
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout vy, € P

[vn] < C |vn]|n-

Proposition 1.2 (Inégalité inverse sur ’espace F).
On suppose que le maillage vérifie 'hypothése (HM). Il eziste alors une constante C' > 0
telle que, pour tout up € Py

v — |Up|.
hilh = h h
DEMONSTRATION. Par définition de ||||h

R ealli = Y W7o (on, vk, )P+ Y WPy vk, )™

segint segert
En utilisant I'hypothese sur le maillage (HM) on obtient

hQTJ:hZLjJ < Ch* < Clold, < Clo|hk,, < C|K,|;

g
de méme
h* 7, < C'|Ly|.

Par ailleurs
(ULO' - UKO')2 S 2 (U%U + /U?(o->7
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donc

Pl < C Y (IKo|vk, + 1Ll vZ,) +C Y 1K,| vk,

oegint oegLmt
< C)|K|vk
KGTh
< Clup) ]

Propriétés de ’espace P :

Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré sur ’espace P}, cf [17]).
Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout q, € P;*° vérifiant fQ qn(x)dr =0, on a

lan| < C' |Vl

Proposition 1.4 (Inégalité inverse sur ’espace P}, cf [14], p. 112).
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout g € P['°

~ C
IVign| < N Q|-

1.3 Opérateurs de projection

Aux espaces discrets introduits dans la section 1.2.2 sont associés des opérateurs de
projection. Nous présentons les définitions de ces opérateurs, ainsi que certaines de leurs
propriétés.

1.3.1 Définition

Les opérateurs de projection correspondant aux différents espaces discrets sont définis
comme suit.

— Pour l'espace Fy, les opérateurs

Op,: L*— P,
Ip, . [] H*(EK) = R,
KET,
sont tels que pour tout w € L? :
1
VK eT, (pwk=— [ wdx, (1.2)
K| Jk

VK €T, (Ipw)kx =w(xg). (1.3)



12 CHAP. 1 — CADRE DISCRET

— Pour l'espace Py, l'opérateur
Ipe: Hy— Py
est tel que pour tout v € H{ :
Voe P,  (V(pv),Ve) = (Vo, V).
— Pour l'espace P[*°, l'opérateur
Mppe :  L* — P°
est tel que pour tout v € L? :
Vi € P, (Tppev, ¥) = (v, 0)). (1.4)
— Pour l'espace RTY, I'opérateur
Ilgrs :  H(div) — RT}

est tel que pour tout v € H(div) :

VK eT, Voe€k&, /HRTSV ‘Ng,do = /v ‘g, do. (1.5)

el g

Notons que, pour tout w € L? et tout ¢ € Py :

(Mpw,¢) = > / T p,w ¢ dx

KeT,
= Z ¢|K/ Hpowdx
KeT,
- K;W/ (171 f, v
= 9| (x) d.
[;—h K/I;IUX X
= (w,9).

Ainsi ITp, est Popérateur de projection de L? sur son sous-espace Py, tout comme Il ppe
est Popérateur de projection de L? sur son sous-espace Pj*. Ces deux opérateurs sont donc
naturellement stables pour la norme L?. L’opérateur II pe est I'opérateur de projection de
H{ sur son sous-espace Pf, et est donc stable pour la norme H!. L’opérateur [Irrg permet
d’approcher une fonction donnée sur les arétes du maillage. Les versions vectorielles des
opérateurs de projection Ilp,, IIp, et I pe sont notées :

HPO = (1_[130)27 ﬁPO = (ﬁp0)2, Hpi = (lec)Q
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1.3.2 Propriétés des opérateurs de projection

Nous présentons maintenant les propriétés vérifiées par les opérateurs de projection
introduits ci-dessus.

Propriétés des opérateurs Ilp et ﬁpo :

Proposition 1.5 (Stabilité de la projection IIp).
11 existe une constante C > 0 telle que, pour tout v € H? :

pv] < O o]z

DEMONSTRATION. En deux dimensions, I'espace H? est inclus dans 1'espace des fonctions
continues C?, et I'injection est continue. On déduit donc de (1.3)

g0l Z/Ql(ﬁpov)(X)IQdXZ > IKlu(xk)® <C Y K[|l < C o3 .

KeTy, KeTy,

Proposition 1.6 (L’opérateur Ilp, est auto-adjoint).
Pour tousv € L* et w € L?, on a

(Ilp,v, w) = (v, pw).

DEMONSTRATION. En utilisant la définition (1.2) de 'opérateur Ilp, et le théoreme de
Fubini :

(Mpo,w) = > /K (I p,v) gw(x) dx

KeTy,

_ /K<|71|/Kv(z)dz>w(x)dx

KeTy,

= Z/K(Wll/Kw(x)dx>v(z)dz

KGTh
= Z /(HPOM)KU(Z)dZ
KETh K
= (Ipw,v). L]

Proposition 1.7 (Estimation de ’erreur due a la projection Ilp,, cf [14], p. 109).
On suppose que le maillage vérifie (MR). Il exise une constante C > 0 telle que pour
tout v € H'

lv = pv| < Ch|vl;.

Propriété de 'opérateur Ilp:

Proposition 1.8 (Estimation de I’erreur due a la projection Ilp¢, cf [14], p. 109).
On suppose que le maillage vérifie (MR). Il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout v € H}

lv — Hpev| < Ch vl
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Propriété de 'opérateur Ilrrg

Proposition 1.9 (Estimation de erreur due a la projection Ilrre, cf [3], p. 132).
On suppose que le maillage vérifie (MR). Il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout v.€ H*

‘V - HRTBV’ S Ch HV”l

1.4 Opérateurs discrets

Les équations de Stokes (1)-(4) font intervenir les opérateurs gradient, divergence, et
laplacien. A partir des espaces introduits dans la section 1.2, on construit leurs analogues
discrets.

1.4.1 Construction

Soient ¢ : Q@ — R et v : © — R? des fonctions régulieres. On cherche & calculer
une approximation du gradient et du laplacien de ¢, ainsi qu'une approximation de la
divergence de u. Pour cela, on approche d’abord ¢ par une fonction affine par morceaux

qn - 2 — R. Celle-ci est construite a partir de 'ensemble (D, )cg, qui forme une partition
de Q-

Voe&y, qh|DU est affine,

Vo e &M, an(xk,) =q(xk,), an(xL,)=q(xz,), (1.6)
Vo e&™, alxk,) = q(xk, ).

Notons que g, n’est pas défini de maniere unique. En effet
Vo €&, F(ao,bs,¢); qnlp,(7,y) = ao + box + coy.

Il y a donc trois degrés de liberté pour g, par aréte o. Or, les équations (1.6) et (1.7) en
imposent respectivement deux pour les arétes intérieures et un pour les arétes du bord.
Ces degrés de liberté supplémentaires serviront a imposer des conditions aux limites sur
qn, correspondant a celles vérifiées par q.

Par ailleurs, en construisant pour chaque composante de v une approximation analogue

a celle définie pour ¢, on obtient une fonction affine par morceaux sur (D, ),cg,, notée
h - 0 — R2.

Construction du gradient discret

Soit K € 7, un triangle. La formule du gradient donne :

VQdX /q Koda— /thKUdU
\K!/ \K! 2 \K! 2

[ dT8% %
Comme g, est une fonction affine, on a

/qh(x) dx = |o| qn(xs).
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La valeur de g, en x, est calculée a partir de ¢,(xg,) = ¢(xk,) et qn(xz,) = q(xz,)
(figure 1.5) comme décrit ci-dessous.

Fic. 1.5 — Calcul de qn(x,) pour une aréte intérieure (a gauche) et au bord (a droite).

Considérons d’abord le cas d’une aréte intérieure o € ™. Les points X,, Xk, , X1,
sont tous situés sur la médiatrice de I'aréte o. La restriction de g au segment [Xg,, Xz, |
a donc pour pente (figure 1.6)

Qh(XLU) - Qh(Xa) _ qh(Xa) - Qh(XK(,.)
d(xp,,X,) d(xXx,,Xs)

Fi1c. 1.6 — Calcul de la valeur interpolée qn(X,).

On en déduit

an(Xs) = ok, 1, (Xk,) + ar, k, @(XL,) = ok, 1, ((Xk,) + oL, Kk, (XL, ),

avec
d(xg,,0)

d(XKa' ? XLO') ‘

O{Ka'chr -
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Considérons maintenant le cas d’une aréte o € E7** située au bord du domaine. Puisqu’on
dispose de 3 degrés de liberté sur g, |p, et que seul ¢, (xg,) = p(xg,) est fixé pour l'instant,
qn(x,) peut étre choisi librement (figure 1.5) .

On suppose que ¢ satisfait une condition aux limites homogene de Neumann. On
impose les mémes conditions aux limites sur la fonction g,. Comme g,|p, est une fonction
affine, Vg, - ng »|p, est une constante. On I'évalue en utilisant les points x, et X,

an(Xs) — gn(XK,)
d(X,,Xk,)

0=

Y

ce qui donne
an(Xo) = qn(Xk,) = q(Xk, ).

En résumé, on a obtenu ’approximation suivante pour le gradient de la fonction ¢

1 1
—/quX = Z |0|<CYKU,LGQ(XK0)+04LJ,KJQ<XLU)>HK,U
‘K| K |K| ceExnEint
h
1
+ K] Z o] q(xk,) Dro-
UEgKﬂgﬁzt

Construction de la divergence discrete

Soit K € 7. D’apres la formule de la divergence

divvdx = — /v Ng,do ~ —
\KI/ !K\ 2 [K]

o€l
On distingue alors le cas des arétes intérieures et celui des arétes du bord. Pour une aréte
intérieure o € ExNE™, en procédant comme pour le calcul du gradient discret, on obtient

Z/Vh Nk, do.

oefk

[ ncads =101 (as0. V00 + an,, v(1,)) - i
ag

Pour les arétes du bord, on suppose que v vérifie une condition aux limites homogene de
Dirichlet. On impose, pour tout o € E** :

vi(%,) =0,

/Vh ‘Nig o do = 0.

On obtient alors I’approximation suivante

1 , 1
—/ div vdx ~ — E lo| (OCK,,,L(, v(xk,) + oL, ik, V(XLG)) ‘N
|K| Jk | K| ey

o€EKNE]]
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Malheureusement, l'opérateur de divergence discrete déduit de cette approximation ne
vérifie pas une propriété essentielle. Il n’est en effet pas adjoint a 'opérateur de gradient
discret (proposition 1.15). C’est pourquoi on utilisera finalement la formule suivante, qui
donne bien un opérateur adjoint

1 ) 1
— [ divvdx ~ — Z ed (OCLU,KU V(xXKk,) + oK, L, V(XLJ)> ‘MK,
UGEKﬂgint

Construction du laplacien discret

Soit K € 7. En appliquant la formule de la divergence on obtient

1 1 1
W/I(AQCZX:WZ VQ'I’IKJCZO'QWZ VQh'nK’o—dO'.

o€k a o€k a

Considérons d’abord le cas d’une aréte intérieure o € ™ (figure 1.7). Comme g|p, est
une fonction affine, Vg, - ng ,|p, est une constante. On I'évalue a 'aide des points xk,

et xr_ :

Van - nicolp, = di (an(x1,) — au(xi,)) = di (axz,) — a(xx,)).

FiG. 1.7 - Calcul de Vi (X,) - N, pour une aréte intérieure (a gauche) et au bord.

Pour une aréte extérieure o € &', la condition aux limites sur ¢ intervient. On
suppose que ¢ vérifie une condition aux limites homogene de Dirichlet. On impose alors
la condition aux limites suivante sur gy,

qh<XJ) = 0.
On évalue Vg, - ng ,|p, en utilisant les points x, et Xx,

(a1%0) — o)) = = - e, )

(o

1
Van -0k q|p, = d_a
Ainsi, on obtient 'approximation suivante pour le laplacien

[ Aadxs e 3 ) —abon)) — S ale)

O'EgKﬂgint O'E:E‘Kﬂggzt
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F1G. 1.8 — Gradient et divergence discrets : construction (a gauche) et support (a droite).

1.4.2 Opérateurs obtenus

En utilisant les constructions précédentes, on définit les opérateurs discrets Vy,, divy,
Ay, Ay, correspondant au gradient, a la divergence et au laplacien.

Définition : L’opérateur discret correspondant au gradient est défini par

Vh : PO — PO
an — Vign
avec pour tout triangle K € 7,
1
Vian|k = & Z o] (CIKU,LG Ik, + oL, K, QLG> Nk o

ce€xnEint

1

+ W Z |O‘|qKa Ngq- (1.8)

o€ERNEL™E

Définition : L’opérateur discret correspondant a la divergence est défini par

div, : Py — B,
v, — divy, vy

avec pour tout triangle K € 7j,

, 1
divy, vilx = W Z o] <04LG,KC, VK, + Ok, L, VL0> ‘DK (1.9)

c€lk mgﬁnt

Ces deux opérateurs sont donc construits a partir d’une interpolation au niveau des
arétes du maillage. Si o € &, est une aréte du maillage, une valeur associée a o est déduite
des valeurs aux points Xk, et xr, (figure 1.8).

Le support des opérateurs V) et div,, autrement dit ’ensemble des éléments du
maillage utilisé pour leur construction sur un triangle K, est 'ensemble V(K) des tri-
angles voisins de K (figure 1.8).

Définition : Le premier opérateur correspondant au laplacien est défini par

Ah . Po — PO
qn  — divi(Vagn) -
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Définition : Le second opérateur correspondant au laplacien est défini par

Eh . P() — PO
qn  — Apgn.
avec pour tout triangle K € 7j,
~ 1 1
Angnlx = K| > wlq, —ax,) - & > Teax, (1.10)
ceERNEM ceERNELTE
Enfin, on note _ _
Ay = (A2

Les supports respectifs des laplaciens discrets A, et ﬁh sont représentés ci-dessous
(figure 1.9).

FiG. 1.9 — Support des laplaciens discrets : Ay, (a gauche) et Ay, (a droite).

1.4.3 Propriétés des opérateurs discrets

On montre maintenant que les opérateurs discrets définis dans la section 1.4.2 vérifient
des propriétés de stabilité (propositions 1.11 et 1.12) et de consistance (propositions 1.13
et 1.14). Les opérateurs discrets correspondant au gradient et a la divergence sont adjoints
(proposition 1.15).

Rappelons que pour toute aréte o € &, V, est défini par V, = {K,, L,} si ¢ € &M et
Vo ={K,}sioce&™ Sioceé& etT eV, on pose pour tout g € C!

1
E7(g9) = // Vg (txr + (1 —t)x) - (xr —x)dt do, (1.11)
oJO0
et pour tout g € C?

Fi(g) = //0 VV(g) (txr + (1 = t)x)(xr — x) - (X, —X) dt do, (1.12)

G7(g9) = //0 VV(g) (txr + (1 — )x)(xr — X) - (xr — X) dt do. (1.13)
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Sioe&met T eV,, on pose pour tout g € C?

Hi(g) = //0 H(g) (txr + (1 = t)x)(xr — x) - (X7 — x) tdt do, (1.14)

ou H(g) est la matrice hessienne de g.

Ces termes sont des restes de développements de Taylor. Ils interviennent dans les preuves
des propositions présentées plus loin. On a le résultat suivant.

Proposition 1.10 Sioc € &, et T € V,, on a pour tout g € C*

1/2
IE3(9)] < h|Dy N T]? ( / \v9<y>\2dy) (1.15)

oNT

et pour tout g € C?

1/2
IFif(g)H\G%(g)\§2h2\DgﬂT\1/2</D \vv<g><y>\2dy) AT

-NT'

int

De plus, sic € E™ et T € V,, on a pour tout g € C*

1/2
\HE(g)| < W2 (D, N T2 ( / rH<g><y>\2dy) . (1.17)

oNT'

DEMONSTRATION. Soit o € &, et T' € V,. Pour tout x € o on a |x — x7| < h. On déduit
ainsi de (1.11)—(1.14)

IES(9) Sh// Vg (txr + (1 - £)x)|dt do

1
F2(g)| + 1G5(g)] < 212 / / V'V (txr + (1 — £)x)| dt do,
o JO

et

1

H3(g)] < B2 / / H(g) (txr + (1 — £)x)| dt do
o J0
On a donc
E%(g)] < h / Va(y)dy.
D,NT
2 (g)] + |GG (g)] < 212 / VVg(y)dy .
D,NT
et
Hy(g)| < 12 / H(g)(y)) dy.
D,NT

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient (1.15)—(1.17). ]

Des estimations (1.15)—(1.17) on déduit la stabilité des opérateurs discrets correspondant
au gradient et au laplacien.
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Proposition 1.11 (Stabilité de 'opérateur V},).
On suppose que le maillage vérifie 'hypothése (HM). Il existe une constante C' > 0 telle

que pour tout q € H? N
IVa(lpq)llLe < C'[Vql.

DEMONSTRATION. Posons g, = ﬁpoq. Soit K € 7;,. On a

Z o] (OéK,Lc, dx + ar, K QLU) Ngo

ce€xnEint

= Y ol ((1 = ar,.x) ax + 0L,k qL,) Dk,
O’ESKﬁg;‘lnt

= Z lo| qx Nk o + Z lolar, x (4L, — 4x) Nk o (1.18)
ceExgnEint ceEfxgnEint

En reportant (1.18) dans la définition (1.8) il vient

K| Vaanle = Y lolaxnxe+ Y lolaw,x (4n, —ax) ni,o
0EEK oEERNE
= > lolew,x(ar, —gx)nk, (1.19)
O’GgKﬂg}iLnt

Soit o € Ex N EM™. Supposons dans un premier temps que ¢ € C'. Si x € ¢ on a les
développements de Taylor

1
q(x1,) = q(x) —l—/ Vg (txp, + (1 —t)x) - (xg, —x)dt (1.20)
0
et .
q(xk) = q(x) + / Vq(txg + (1 —t)x) - (xg — x) dt. (1.21)
0
Prenons la différence entre (1.20) et (1.21), et intégrons sur o. Il vient
o] (a(xz,) — a(xx)) = E7_(q) — Ex(q)-
On déduit de (1.15)

1/2
ollatxe) — ) < 201002 ([ [VaoPay) (122
D’apres I’hypothese (HM) on a
1 1/2
h|Dy|"? = h (5 |o| dg> <h*<Clold, <CI|K]|. (1.23)
En reportant (1.23) dans (1.22) on obtient pour tout g € C*
o] o]

-1 — = — — < . .
K| |92, — ax] K| la(xL,) —q(xx)| < C|Vq| (1.24)
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De la densité de C! dans H? on déduit que (1.24) est encore valable si ¢ € H?. En reportant
(1.24) dans (1.19) on obtient

Vhan||Le = sup |Vian| < C' |Vl L]
KeTy,

Proposition 1.12 (Stabilité de 'opérateur A,)
On suppose que le maillage vérifie Uhypothése (HM). Il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout v € H* N Hy

[An(p)| < Clvfs.

DEMONSTRATION. Posons v, = ﬁpov. Soit K € 7. Supposons dans un premier temps
que v € C°. Soit 0 € Ex NE™. Pour tout x € o on a les développements de taylor

v(xg,) = v(x) —l—/o Vo (txg, + (1 —t)x) - (x, —x) dt (1.25)

et
v(xg) =v(x)+ /0 Vo (txg + (1 — t)x) - (xg — x) dt. (1.26)

Prenons la différence entre (1.25) et (1.26) et intégrons sur o. Il vient
o] (v(xL,) = v(xk)) = E7, (v) = Ex(v).

On déduit de (1.15)
1/2
ol o1, el = lol o(xe,) — vl < AID2 ([ Iwotay) .
D,
Soit maintenant o € Ex N EF . Si x € o on a le développement de Taylor
1
v(xg) =v(x) + / Vo (txkx + (1 — t)x) - (xg — x) dt. (1.28)
0
Puisque v € C§° on a v(x) = 0. En intégrant (1.28) sur o on obtient donc
ol v(xk) = Ex(v).
On déduit de (1.15)
1/2
ol ol = lol o)) < 11D ([ (9u)ay) (1.20)
Do

De la densité de C5° dans H* N Hy on déduit que (1.27) et (1.29) sont encore valables
pour v € H*N HJ. D’aprés la définition (1.10) on a

~ 2
KBl < >0 BoloPlor, — o+ > BoloPloxl,  (130)

ceEgNE o€ERNEL™E
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avec pour toute aréte o € &,

372
ﬂa = e
o [ K]
D’apres 'hypothese (HM) on a
3 h? 3h% |o| 3 h?
o h2 | Dyl = i —o|ld, == — = < = — < C. 1.31
Do = g 2 T s e = 2 7T .

Reportons (1.27) et (1.29) dans (1.30) et utilisons (1.31). Il vient

‘K|‘Ah2}h|[() <CZ/ |VU ‘2dy

oefk

En sommant sur K € 7},, on obtient

B = 3 1K1l <03 [ 1vutFay < ol .

KeT, €€y

On vérifie maintenant la consistance des opérateurs discrets correspondant au gradient
et au laplacien. Les preuves utilisent la stabilité de ces opérateurs (propositions 1.11 et
1.12).

Proposition 1.13 (Consistance de 'opérateur V).
On suppose que le maillage vérifie Uhypothése (HM). Il exziste une constante C' > 0 telle

que pour tout g € H? N
[1p,(Vq) = Vi(Ilp,q)| < C kg2 (1.32)

DEMONSTRATION. Soit ¢ € C*(Q) et K € 7. En utilisant la formule du gradient on
déduit de la définition (1.8)

’K| (Hpo(Vq) - vh(ﬁpo / quX — |K| Vh HPO Z IK? (133)

o€k

avec pour toute aréte o € E N E™

Ig = /g <q — (oK1, ¢(xKx) + o, K q(xLU))> Ny, do (1.34)

et pour toute aréte o € E N E

Ig = /(q — q(Xk)) ng o do. (1.35)

Soit o € Ex NEM™. Six € 0, on a les développements de Taylor

q(xK) = q(x)—l—Vq(x)~(xK—X)—|—/0 H(q) (txg+ (1 —1t)x)(xxg — %) - (xg —x) tdt, (1.36)
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q(xr,) = q(x)+Vq(X)-(xLa—x)+/0 H(q) (txp,+(1—t)x)(xr, —x)-(xp, —%) tdt, (1.37)

et

Vq(x) = Vq(xk) — /0 VVq (txg + (1 — t)x)(xx — x) dt. (1.38)
Substituons (1.38) dans (1.36), (1.37) et intégrons sur o. Il vient
[t = ) do = 0] Vatxi) - (e = x0) — GRla) + i) (139
et
[, = 0o = lo| Vatxi) - (52, = x0) = GLL @) + HL @) (140

Multiplions (1.39) par —ag 1, Nk, (1.40) par —ar, xk Ni, et additionnons les égalités
obtenues. Puisque oy, x + ak,r, = 1, on déduit de (1.34)

-, K /(Q(XK) —q¢)ng,do —agr, /(CI(XLU) —q)ng,do

= / (q — (oK, 1, ((XK.0) + 0L, K, q(XL,O')>> ng,do = Ig.
D’autre part
—OK, L, (XK - Xo‘) ‘N — 0L, K (XL(, - Xa> ‘N = —0OK L, XL, K (da - da’) =0.
On obtient donc

I = —ar, k (G%(q) + Hi(q)) ngo — akr, (G7_(q) + Hf_(q)) Nk 0.

En utilisant (1.16) et (1.17), on en déduit
52 < 20 |D,) /D (H(q) () + [VVa(y)P) dy. (1.41)

Soit maintenant o € Ex N EF. Si x € o on a le développement de Taylor

1
0(xi0) = )+ V() Gxae =)+ | FLq) (e + (1= ) (i =) i =) . (142
0
Multiplions (1.42) par ng,, et intégrons sur o. En utilisant (1.35) il vient

I = J3(q) ngo + H(q) Nk o (1.43)

ou

Tida) = [ Valx) - (xic = x) dx.
Six € 0 on a|xg —x| < h. On en déduit

|J%(q)] < C R | Vq|lLe(o) < Ch* || VallL=(ap,)-
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On a Vg € WU avec r > 2. Du théoréme de trace sur les espaces de Sobolev, on déduit

1/2
[ T% ()] < CP?||Vq|lL=(op,) < Ch? (/ (IVay)P + 1V Va(y)l*) dY> - (144

Do

Reportons (1.44) dans (1.43) et utilisons (1.17). Il vient
RE <2 @F 2R < hD. [ P dy
+ nt [ (Ve + 9V dy.  (145)
Do‘

Reportons les estimations (1.41) et (1.45) dans (1.33). On obtient

2

K1 | (116, (V9) = V(Tlna)|

3
< = [0’2
_‘K| E ’K‘

oelK

ccir Y B[ (ovmP + o w)R

cEENEINt |K|
K'lep

o Y % /D (Valy) + [V Va(y)) dy.

o€ERNEL™E

D’apres 'hypothese (HM) on a

h2
h2|Da|=7|0|da§0<|0|da)2§ClK|2, h? <|K|.
Ainsi

K1 |(Te(V0) = ValTina)| [ < 0w 3 [ (V9aP + B@mP) dy

ceExnEint

oor Y /D (IVa) + [VVa(y)?) dy.

O'ESKﬁgﬁzt

On en déduit

e, (Vg) — V(Mg = Z | K| ‘(HPO<VQ) - Vh(ﬁpoq))‘K‘z

KeTy,

IN

cit Y [ (9Vaw)F + B ay

int
o€ty

v et Y [ (Ve + [VVa)P)dy

0652“

C'h? lqll3-

IN
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On a ainsi montré (1.32) pour ¢ € C3(Q). Soit maintenant ¢ € H?2. L’espace C%(12) est
dense dans H?. Tl existe donc une suite de fonctions de C*(Q), notée (g, )nen+, telle que
lorsque n — oo

lgn —qll2 — 0. (1.46)

D’apres la proposition 1.11 on a

Ty (V(gn — @) = Vi(Ilp (g0 = )| < eo(V(gn = )| + [Va(lle, (g, — )]
< lgn — gll2- (1.47)
En utilisant (1.46) et (1.47) on obtient (1.32) pour ¢ € H?. "

Proposition 1.14 (Consistance de I'opérateur A}).
On suppose que le maillage vérifie Uhypothése (HM). Il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout v € H* N H}

T, (&) = Ay (Tig)| < C oo (1.48)

DEMONSTRATION. Supposons dans une premier temps que v € C§°. Soit K € 7,. En
utilisant la définition (1.10) et la formule de la divergence on a

K| (g, (Av) — Ay(TIpv)) |

= / Avdx — Z 7, (v(xr,) —v(xg)) + Z To V(X )
K TEERNE TEEKNES™!
= Z /VU ‘N, do — Z 7, (v(xr,) — v(xk)) + Z T, V(XK )
o€l V7 oeERNEIM cEEKNELT!
= D Rk (1.49)
ocelk
avec pour toute aréte o € E N EM
1
R — / (Vo nsc — o (vxz,) — (i) do (1.50)
et pour toute aréte o € Ex N EL
- 1
% = / (Vv Mo+ o U(XK)> do. (1.51)

Soit o € Ex N EM™. Pour tout x € o on a les développements de Taylor
1
v(xp,) = v(x)—i—Vv(x)-(ng—x)—i—/ H(v) (txp, +(1—t)x)(x1, —%)(x7, —x) tdt (1.52)
0
et

v(xg) = v(x)—I—VU(X)~(XK—x)+/O H(v) (txg+ (1 —1t)x)(xx —x) - (X —%) t dt. (1.53)
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Prenons la différence entre (1.52) et (1.53) et intégrons sur . On a
XL, — XK = d, Ngo,
et d’apres (1.50)

/(U(XLU) —v(xk) —d, VV(X) - ng,) do = —d, R%.

On obtient ainsi
—d, RS, = Hgg(v) — Hf (v).

On déduit de (1.17)
d? |R%|* < 2h*|D,| / (1.54)

Soit maintenant o € Ex N EF . Si x € o on a le développement de Taylor
1
Vu(x) = Vou(xk) —|—/ VVu (tx + (1 — t)xk)(x — xx) dt. (1.55)
0
Multiplions (1.55) par x, — x et intégrons sur o. Puisque

/VU(XK) (X, — X)dx = Vu(Xg) « (X, —X,) =0

[

on obtient

/vv(x) (% — %) dx = F7(v). (1.56)

g

Si x € o on a la décomposition suivante
Xo —X = (X —Xkg) + (Xx — X) = dp o + (Xg — X).

On déduit donc de (1.56)
/Vv xxg —X)dx = F7(v) — /da Vu(x) - ng,, dx. (1.57)
Pour tout x € ¢ on a le développement de Taylor
v(xk) = v(x)+ Vu(x) - (xx —X) +/01 H(v) (txx + (1 —1)x)(xx —X) - (X —x) t dt. (1.58)
Puisque v € C§° on a v(x) = 0. Intégrons (1.58) sur ¢. En utilisant (1.51) et (1.57) il vient
de R} = /(’U(XK) +d, Vu(x) - ng ) do = Fg(v) + H (v).
En utilisant (1.16) et (1.17) on en déduit

2R < 20D, |/ V)P dy + 214 |D, |/ VVo(y)[2 dy. (1.59)
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Reportons (1.54) et (1.59) dans (1.49). On obtient pour tout K € 7y,

< 3 |IEP

celi

h?|D,
st Y Sl [ (HEmPE + 199 dy,
O'GEK g g

K| (115, (80) — Ba(fip) ||

P

D’apres 'hypothese (HM) on a pour toute aréte o € Ex
h?|D,| < Clﬂ%dg <COh <CR|K|<Cd|K]|
Ainsi
K[ (80) = B | < €0 Y [ (HOGE + 1990 dy

o€k

< Ch?|vll3.
On en déduit

Mg Av = A (Tpv)2 = |K|’HPO(AU)_Ah(ﬁPOv)|K
KeT,
< C D K[R|ull3
KeT,
< o3

’2

On a ainsi montré (1.48) pour v € C§°. Soit maintenant v € H? N Hy. L’espace C§° est
dense dans H?N H}. Il existe donc une suite de fonctions de C§°, notée (v,,)nen+, telle que
pour n — oo

|vn, — v]j2 — 0. (1.60)

D’apres la proposition 1.12

pA(vn = v) = Ba(Ilp, (00 = 0)| < [TpA(vy — )] + [An(ITp, (vn =)
< Clvp — 2. (1.61)
De (1.60) et (1.61) on déduit que (1.48) est valable pour v € H? N H}. ]

Les opérateurs V : H' — L% et —div : H) — L? sont adjoints, au sens ou, pour tous
veHjetqge H',ona

(v,Vq) = —(¢,divv) + /mq(v ‘n)dy = —(q,divv).

La proposition suivante montre que les opérateurs discrets correspondants V}, et —divy
jouissent également de cette propriété.
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Proposition 1.15 (Les opérateurs V,; et -div, sont adjoints).
Sivy, € Pyetqg, € Py, ona

(Vi Vian) = —(qn, divi, vi).

DEMONSTRATION. D’aprés la définition (1.8) de V), on a

Vg = 3o vier (3 lol e, ax +anoxar)ne + > lolaxni).

KeTy, Uegngfilnt O'ESKﬁgﬁzt

Cette égalité s’écrit sous la forme suivante

(Vi, Vagn) = Z qr (S1+ S2 + S3)

KeTy,
avec

Sl = E ‘O'|OéK,L(, Vi Ko,
oeEgNE

Sy = Y ook, Vi, 1.,
O’ESKF‘IS}int

Sy = E 0| VK - Do
O'ESKﬁgint

En utilisant la relation ag 1, + ar, x = 1, on obtient

Sl = Z |0-|<1_04LU,K>VK'HK,U
O'GEKﬂgint
= Z lo| VK -k, — Z lo|an, k Vi - Do
ceExNE ceExnEint
Par ailleurs, comme nz, , = —ng,, on a
Sy = Z |U| OK L, VL, N[, o= — Z |U| OK L, VL, "' NKo-
UESKﬁg;';nt aeEKﬂgfL"t
Ainsi
S14+5+85 = — Z |U| (OéLJ(Cr Vi + Qg L, VL,,) ‘Ng r, + Z |U| Vg *NK 1,
ceENEM oelk
= —|K|divy vp|x + Z lo| vk -nkr,.
o€k
Or
Z lo| vk Dk, = Vi - Z lo|ng L, =0;
oclk celk

on obtient donc

(Vi Vagn) = = Y aic [K| dive, valx = —(qn, divy vi). u
KeT,
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Chapitre 2

Présentation des schémas

On cherche a calculer une solution approchée des équations de Stokes (1)-(4). Les
méthodes de projection introduites dans la section 2.1 sont utilisées pour calculer une
approximation de la pression et traiter la contrainte d’incompressibilité (2). En les combi-
nant avec une discrétisation en temps (section 2.2) et en espace, on en déduit les schémas
VF-I, VF-CN et VF-BDF de la section 2.3.

2.1 Les méthodes de projection

Nous introduisons les méthodes de projection. Elles permettent d’approcher le champ
de vitesse et la pression solutions des équations de Stokes (1)-(4).

Les méthodes de projection ont été introduites conjointement par A. CHORIN et
R. TEMAM dans les années 60 (cf [11] et [4]). Elles s’inserent dans le cadre plus général des
méthodes de décomposition d’opérateur, ou splitting. Elles sont basées sur I'idée suivante.

Décomposition de Helmholtz. Un champ de vecteurs u € H' peut s’écrire comme

la somme d’un champ de vecteurs solénoidal (i.e. a divergence nulle) et d’un gradient;
autrement dit, il existe (v,V¢) € H' x L?* tels que :

u=v-+ Vo,
divv =0,

V'H|8Q =0.

Avec ces méthodes, un premier champ de vitesse vérifiant I’équation des moments (1)
est calculé, sans tenir compte de la contrainte d’incompressibilité (2). De ce champ de
vitesse on déduit en utilisant la décomposition de Helmholtz, d’'une part un gradient qui
est utilisé pour calculer la pression intervenant dans (1), et d’autre part un second champ
de vitesses solénoidal. Ainsi, on projette le premier champ de vitesses sur l'espace des
champs de vecteurs a divergence nulle.

Remarque. La projection u € H' — (v,V¢) € H! x L? définie par la décomposition de
Helmholtz est orthogonale, au sens ou

(v,Vo¢) = —(¢,divv) = 0.
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2.2 Discrétisation en temps

On combine maintenant les méthodes de projection présentées dans la section 2.1 avec
des schémas d’intégration en temps. On en déduit des schémas en temps incluant le calcul
de la pression et imposant la contrainte d’incompressibilité.

L’intervalle de temps [0,7] sur lequel on cherche a calculer la solution est découpé en

intervalles
N—-1

[0,T] = U [tn,tnt1] avec Vned{0,...,N} t,=nk,
n=0
ou k = T/N est le pas de temps. Si (u, p) est la solution du probleme de Stokes (1)-(4), on
approche alors u(t,) par " et u”, p(t,) par p". Le premier champ de vitesse u" vérifie de
fagon approchée I’équation des moments (1) mais pas la contrainte d’incompressibilité (2).
Le deuxieme champ de vitesse u™ vérifie la contrainte d’incompressibilité. Il se déduit de
u" par la décomposition de Helmholtz (section 2.1). On obtient ainsi I’algorithme suivant.

On part de u’ =uy € L? et p° € L2. Puis (u"*!, p"!) se déduit de (u™, p") comme suit.
— Premiere étape :
Suivant le schéma en temps utilisé, "' € H}, est donné par :

Schéma Implicite (I).

ﬁn—i—l —u® ~
T _ Aun—i—l + vpn — f(tn—H) :

ﬁn+l|8Q — 07
Schéma de Crank-Nicolson (CN).

ﬁn+1 _ un ﬁn+1 + un

- Al -—-—
k 2

~n+1 .

u"" oo =0;

Schéma de type Backward Differentiation Formulae (BDF).

f(tn-l—l) + f(tn)
2 J

)—I—Vp”:

3ﬁn+1 _ 411” + unfl
2k
ﬁn+1|8ﬂ = 0.

— A+ V" = f(tga)

— Deuxiéme étape (de projection) :

(™, pt1) € H(div) x L2 vérifient

ﬁn—i—l — un+1 T kv<pn+1 . pn) ’
divu"™ =0,

n+1 o
u . n|39 = 0,
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avec, suivant le schéma en temps utilisé

1 (1),
a=1{ 3 (CN),
2 (BDF).

Notons que pour initialiser le schéma en temps (BDF), on a besoin d’une valeur u®.
Elle est obtenue en appliquant initialement le schéma en temps (I).

Par ailleurs, en appliquant l'opérateur divergence a ’équation (2.1), et en tenant
compte des conditions aux limites, on obtient

1
(I)TH—I — d ~n+1
Z& Z;E nruh ,

8(1)714-1
- — 0’
on
avec
(I)n+1 — anrl . pn'

C’est sous cette forme que I'étape de projection sera implémentée.

2.3 Schémas obtenus

Dans algorithme de la section 2.2, on choisit d’approcher les espaces H}, H(div) et
L? respectivement par les espaces discrets Py, Py et PJ. Les opérateurs différentiels sont
remplacés par les opérateurs discrets correspondant définis dans la section 1.4. On obtient
ainsi trois schémas, notés VF-I, VF-CN et VF-BDF.

Notons pour m € {0,..., N}
= Tlp £ (). (2.1)

On initialise ’algorithme avec :

u% = HPO Uo,
0 2
On définit également 0) = u). Cette valeur n’est pas nécessaire pour la définition de

I’algorithme. Elle est en revanche commode pour 'analyse des schémas obtenus.

Pour tout n € {0,..., N — 1}, (@t u}™ pit!) se déduit de (G}, up, p}) comme suit.
— Premiere étape :
ﬁZH € Py vérifie :

Schéma VF-I -
B 8 At 4Vl = £ (2.2)
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Schéma VF-CN

SCHEMAS

'ttt —ur /At 4uap £l 4 £
e Ay () Vi = (2:3)
k 2 2
Schéma VF-BDF
3 ~n+1 4" n—1 .
B MRt Vg = (2.4)
— Deuxiéme étape (projection) :
pitt € P vérifie :
Ap(pptt —pi) = oy divy, ajt! (2.5)
a
avec
1 VF-L
a=< i VF-CN,
2 VF-BDF.
uZH € Pg s’en déduit par
w, =t - ak Vit - pp). (2.6)
Les conditions aux limites associées pour m € {1,..., N} aux inconnues u}’ et p}’

n’apparaissent pas explicitement dans les équations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5). Elles inter-

viennent en revanche dans la définition des opérateurs discrets (section 1.4).

Notons que pour les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF, la pression et les com-
posantes horizontales et verticales de la vitesse sont constantes sur chaque triangle du

maillage . Les degrés de liberté associés sont représentés ci-dessous (figure 2.1).

O pression

l T vitesse verticale

—— vitesse horizontale

F1G. 2.1 — Degrés de liberté pour les schémas VF-1, VF-CN et VF-BDF'.

D’autre part la propriété d’orthogonalité de la décomposition de Helmholtz (section

2.1) se retrouve au niveau discret.

Proposition 2.1 (Orthogonalité de la projection discrete)
Pour tout m € {1,...,N} on a

dthuZL = O,
Vne{0,...,N}, (u}’,Vipp) =0.

(2.7)
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DEMONSTRATION. Soit m € {1,..., N}. Appliquons lopérateur de divergence discrete a
I’équation (2.6), et comparons avec 1’équation (2.5). On obtient :
m—1 1 m

) m . em 1 . m . e —
divy up' = div, u}* — ﬂdlvh(vh(ph —py 7)) =divyap — &Ah(ph —py 1) = 0.

Puisque les opérateurs V;, et —div,, sont adjoints (proposition 1.15), on a alors, pour tout
me{l,...,N}, et tout n € {0,..., N} :

(U?a VhpZ) = _(p27 dth uhm) =0.

On a ainsi montré (2.7). ]

Remarque 1 La construction des opérateurs discrets &h et V}, est basée sur I'intégration,
sur chaque triangle du maillage, des opérateurs continus correspondant A et V (section
1.4). Les équations des moments discretes (2.2), (2.3) et (2.4) sont donc une approxi-
mation des équations (2.1), (2.1) et (2.1) de la section 2.2, intégrées sur chaque triangle

du maillage. Les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF sont donc bien des schémas de
volumes finis.

Remarque 2 Nous disposons de deux opérateurs discrets associés au laplacien : Eh et
Ay (section 1.4.2). Le support de Ay est plus petit que celui de Ay ; la résolution des
systemes linéaires associés s’en trouve facilitée. Malheureusement l'utilisation de ﬁh au
lieu de A, dans (2.5) ne permet pas de garantir la propriété d’orthogonalité discrete
(proposition 2.1) utilisée dans 'analyse des schémas.
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Chapitre 3

Résultats préliminaires

L’analyse des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF introduits dans le chapitre 2
nécessite un certain nombre de résultats, qui sont présentés ici. Les sections 3.1 et 3.2
sont consacrées aux opérateurs de projection et aux opérateurs discrets du chapitre 1. La
condition inf-sup de la section 3.3 (théoreme 3.1) permet de montrer les estimations sur
la pression du chapitre 4.

3.1 Opérateurs de projection

Proposition 3.1 (Estimation de ’erreur d’interpolation sur F).
11 existe une constante C > 0 telle que pour tout v € H?

g0 — Mpv| < Chllv.. (3.1)

Soit s > 2. Si le maillage est uniforme, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
v e W N

IIp,v — Ipv| < C R ||v|lwas. (3.2)

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que v € C. Soit K € 7, et x € K. On a le
développement de Taylor

1
v(x) = v(xg) + / Vo (tx + (1 —t)xg) - (x — xx) dt.
0
En intégrant sur K, on obtient
1 1
Ipv|x —v(xk) = —/ / Vo (tx 4+ (1 — t)xk) - (x — xk) dt dx.
(K] Jk Jo
Six € K, on a |xg — x| < h. On en déduit
h 1
Mg |k — v(xg)| < —/ / Vo (tx + (1 — t)xk)| dt dx.
K] Jix Jo

Pour tout ¢ € [0, 1], on procede au changement de variable

x —z=tx+(1—t)xg. (3.3)
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Notons K; I'image de K par le changement de variable (3.3). On obtient

i) — T le| < 2= [ [ L9o() dzat (3.4)
K[ Jo Ji, t

Soit maintenant r > 2. Puisque K; C K pour tout ¢ € [0, 1], on a d’apres I'inégalité de
Holder

1/r
Vo(z)|dz < | K| Y" (/ |Vou(z)|" dz) ;
K
soit, puisque |K;| = t*| K| :

1/r
/K|vv<z)|dz§t“/’”|f(|“/7" (/K|vv(z)yrdz> . (3.5)

En reportant (3.5) dans (3.4) il vient

h 1 1/r
lv(xk) = pv|k| < TR </ tl_Q/rdt) (/ |Vv(z)|rdz> :
K7\ Jo K

~ 2/r
p,v — Hpv]* = Z K| |v(xk) — po | x|* < Ch? Z |K |2/ (/ |Vu(z)|" dz) .
K

KeT, KeTy,

Ky

Ainsi

En utilisant 'inégalité de Holder on en déduit
1-2/r 2/r
Tpyv — Tpv|? < C h? (Z |K|> (Z / |Vv(z)|rdz> < Ch2 ||
KeTy, KeT, U K

soit, puisque H? Cc Wt B
fipy — Mgl < C A2 o2

On a ainsi vérifié (3.1) pour v € C'. De la densité de C' dans H? on déduit (3.1) pour
v € H% Montrons & présent (3.2). On suppose que le maillage est uniforme. Soit v € C.
Si x € Q on a le développement de Taylor

1

v(x) = v(xk) + Vo(xk) - (x — xx) + / H(v) (tx+ (1 — t)xx)(x — xk) - (x — Xf) tdt,
0

ou H(v) désigne la matrice hessienne de v. En intégrant sur K et en introduisant le centre

de gravité du triangle K
.
Xg = — | xdx,
K] Jx

on obtient
Hpv|x —v(ixg) = Vu(xg)- (x¢ —Xk)

1 1
i W/K/o HL(v) (tx + (1 — £)3x50)(x — ) - (x — x50) £ dx.
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Sur un maillage uniforme (formé de triangles équilatéraux), le centre de gravité et le centre
du cercle circonscrit au triangle sont confondus, i.e. xg = Xg. Puisque |x — xg| < h si
x € K, on en déduit

Mg olx — vlxk <CW// () (1% + (1 — t)xs0)| £ dt dx.

En procédant ensuite comme pour la preuve de (3.1) on obtient
p,v — pv| < C R ||o]wes.

On a ainsi montré (3.2) pour v € C?. De la densité de C? dans W?* on déduit (3.2) pour
v e W2, n

Proposition 3.2 Si g, € Py, son projeté ﬁp{wph est donné par

= K| | Lo |
v (c/-mt I pne - — | o
g E ) ( P1 qh)(x ) ‘Kg‘ + ‘Lo—’ qKJ + ’K ’_'_ ’L |qLa7

VO'Egemt, (ﬁplncqh)(xa> = d4K,- (37)

(3.6)

DEMONSTRATION. Soit o € &,. Pour calculer (I preqn)(Xo), considérons la fonction 1, €

Py telle que
lsio=d,
Vol(xo0r) = { 0 sinon.

Notons que v, est nulle en dehors de K, U L, si o € ™ et de K, si o € £, Dapres la
définition (1.4) de 'opérateur Ilpne, on a

(ﬁwaq’U wU) = (th wa)-

Considérons d’abord le cas d’une aréte intérieure o € &™. En utilisant une formule
d’intégration numérique, on a

(M ppeqn, bs) = > %] > (Tppegn) (Xor) Yo (Xo)

Ke{Ks,Ls} o'elk
Kcr La T
= <| 3 | —+ | 3 |> (lencqh)(xg>. (38)

De méme

@t) = [ nix

Ke{Ky,Lo}
K
= Z un Z ,‘l}a XO’
Ke{Ks,Ls} o'€€k
_ | K| | Lo|
= (4K, +q (3.9)

3 Lo 73
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En comparant (3.8) et (3.9) on obtient 1’équation (3.6). Par ailleurs, pour une aréte du
bord o € &,

T |KU| |Ko| T

(Fipegn, v0) = 520 S (Fppeg) x0) Y0 0) = B (flpe)). (310)
3 3
o'€€k,,
De méme
K, K,
(Qh7¢0) = QKJ/ ”% dx = 9K, | 3 | Z wo(xo’) = 4K, | 3 | (311)
K, o' eEx

En comparant (3.10) et (3.11), on obtient (3.7). ]

Proposition 3.3 Pour tout ¢ € L* on a

A(ﬁP{wqﬂX) dX:/q(x) dx.

Q

DEMONSTRATION. 11 suffit de prendre ¢ = yq dans la définition (1.4), ou xq désigne la
fonction caractéristique de 2. [

Proposition 3.4 (La divergence discréte est nulle sur ’espace RT§ N Py).
Si vy, € RTg NPy, alors
dth vV, = 0.

DEMONSTRATION. Soit K € 7. D’apres (1.9) on a

1

m Z lo| (L, .k Vi DKo + QK L, Vi, " NKg)-

g€k

dth Vh|K =

Puisque v;, € RTj, on a
Vo e SK, V|K ‘N = VlLo ‘NKgo.
On en déduit

1

W Z |U| (aLU,K + aK,LU) Vg NKgeo.

o€k

dth Vh‘K =

SOil7 puisque &Km[a + &[a,KU = 1,
(h\/ \% O| Vi -1k VK- o\ g —() |
h h|K | | - Nea |K’ Nea

Proposition 3.5 (Image par [Irrg d’un champ de vitesse solénoidal).
Si v € H(div) vérifie divv = 0, alors

HRTgv S Po.
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DEMONSTRATION. Soit v;, = [Trrev. En appliquant la formule de la divergence et la
définition (1.5) de I'opérateur IIgre, on obtient

OZ/diVVdX:/ V-nd’)/:/ Vh-nd’y:/divvhdx. (3.12)
K oK oK K

Soit K € 7y,. Puisque RTE C RTY, il existe ag € R? et bx € R tels que
Vx € K, Vh<X) :aK—i—be.
On a donc divvy|x = 2bk. En utilisant (3.12), on en déduit

Vx e K, v,(x)=ag. ]

3.2 Opérateurs discrets
On définit I'opérateur cﬂ\\;l : Py — P* par

; — 3o
Vo e &M,  (divyvi)(x,) = u(”ﬁ (Ve, — Vk,) " Dk, o, (3.13)

30|

Vo e &, (divyvy)(x,) = — | VK, "N, o
g

pour tout v, € Py.

Proposition 3.6 (Stabilité de 'opérateur &;h)

On suppose que le maillage vérifie (HM). Il eziste une constante C' > 0 telle que pour
tout vy, € Py

\divy, vi| < C Vil (3.14)

DEMONSTRATION. D’apres la définition (3.13) de I'opérateur divy, on a

— K -
divy, vi]? = Z |—3’ Z |divy, vi, (xo) |2

KETh O'ESK

_ K] 9o 2
=2 T( > TR+ L | (Vee = Vi) - Bicol

KeTy, O’EgKﬁgint
')

Ecrivons les sommes précédentes comme des sommes sur les arétes du maillage. Il vient

+ g 9ol | n
Vv .
|K|2 K K,O’
g—EEKﬂEﬁIt

o 3ol | K| 2 3o 2
|div, vy |* = |(VL, — Vk,) - Die|” + —— |Vk, -ng.|°. (3.15)
2 (K5 + | Lo])? 2 | K|

segint oegprt
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D’apres (HM)

3lof* K, _ 3lol* _,lolds |0 _, |olds h?
< =3 — =3 Te < C—=71, < Cr1,.
(1Ko |+ |Lo|)* — || Kol do || h?
On déduit donc de (3.15)
|divy, val? < C Y tolvi, = vi, P+ D w vt < Clvali- u

segint segpet

Proposition 3.7 (Calcul de 'opérateur V), sur maillage uniforme).
On suppose le maillage uniforme. On a pour tous q, € Py et vy, € Py

Vian = 6h(ﬁplncqh)y (3.16)
(Vh, thh) = —(ﬁplncqh, dth Vh). (317)

De plus il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v.e H> N H}
‘HPO (&fv“h(ﬁpov) . divv)‘ < Ch|v|e. (3.18)

DEMONSTRATION. Le maillage étant uniforme, on a

1
Vo € gmt OK, L, = E (319)
Soit K € 7j,. En utilisant la définition (1.8) de l'opérateur V), et la formule du gradient,

on déduit de (3.19)

~ ~ o
/ (thh - vh(HPlnCQh)) dx = ) % (qr, + qr,) DKo
K GEEKNEI
+ Z ‘O’|(]K Ngos— Z / Hpncqh) IIKJdO' (3 20)
ceENESTE o€k

Puisque g;, € Py, on déduit de la proposition 3.2

~ ~ 9 gk, + qr,) sio e &M
M pneqy, do = |o| (TLpne J) = 9K, T qLo hoo 3.21
/U ppedn @0 |O-|( Py qh><x ) { |0_|qu sige ggxt' ( )

En reportant (3.21) dans (3.20), on obtient (3.16). Montrons a présent (3.17). D’apres
(3.16) on a

(Vi Vi) = Vi, Vi([ppeqn)) = Y vic - ( /K %h(ﬁpﬁcqh)dx).

KGTh

Soit, en utilisant la formule du gradient

(Vi Viaagn) = Z Vi <Z o] ( P”CQh )nK,o—> . (3.22)

KeTy, o€k
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On a
v | D ol (Hppeqn) (%) ngo
KeT, JegKﬂgi"t
= > ol (Hppean)(%o) (Vie, *Dicpo + Vi, -1, 0)
UEE}'L"t
= > o (Mppeqn) (Xs) (Vi, = VL,) Dy 01 (3.23)
aegi"t
et

> vk > ol (ppeqn)(%o) o | = Y lo| [ppean)(x0) Vi, " D, 0 (3.24)

KeT, oEEKNELT oegpt

En reportant (3.23) et (3.24) dans (3.22) on obtient

(v, Vian) = — o (ppeqn) (Xo) (Vi, — V) - Di
oegi"t
+ > ol (Hppeqn) (%0) Vi, - Do (3.25)
oe&prt

Par ailleurs
—(Ippeqn, divy, vi)

K| ~ 30|
:_Z? > (HPIM%)(XU)m( L, = VK) Dk

KeT, ceEgNEM
K] = 30|
T Z 3 Z (Hppegn) (%o) |_K|VK ‘NKo
KeT, oEEKNES™
=51 + 9. (3.26)

Eécrivons S; et Sy comme des sommes sur les arétes du maillage. On obtient respective-
ment

T |Ka| 3
= > ol (Taypean) (x2) ( (Vi, ~ V&,) M0
Z 1 3 K|+ 1L,
h
|L |3 )
-V ‘N 4
|K |+ |L | ( Lo) LD’?
T | U| |La|
== Y Jol (apean)(x:) + ) (Vi = VK.) Do
Z 1 K[+ 1Lo] K[+ L]
=- Z o] ( P"CQh Xo) (VL, = VEK,) ' DK, o) (3.27)

g€y
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et
Sy = Z o (ﬁP{”Qh)(XU) VK, 1K, o (3.28)

0652“

Reportons (3.27) et (3.28) dans (3.26) et comparons avec (3.25). Il vient

—_—

~(Mppeqn,divavi) = — > o] [ppean) (%) (Vi, = Vi,) D,
UGE;'LM
+ > ol (Mppeqn)(%0) Vi, * Nicyo
creé'fft
= (Vn, Vi)

On a ainsi prouvé (3.17). Il reste & montrer (3.18). Soit v € (C5°)? et K € Tj,. D’apres la
définition (1.2) de l'opérateur Ilp, on a

(Hpo(ﬁ(ﬁpov))—npo(divv ) =] / (diva(Tp, v) — divv) dx.

K

En utilisant la formule de la divergence on en déduit
<np0 (dTv“h(ﬁPOv)) — p, (div v>>
leh HPO dx — /V l’lKUdO'
K] / IK | 2

o€l

= ( (leh(HPo ) (%5) — |K|/V and0>

Pour calculer Sg, on distingue dans la somme le cas des arétes intérieures et celui des
arétes du bord. Pour les arétes intérieures o € £ le maillage étant uniforme, |L,| = | K].

En utilisant la définition (3.13) de divy,, on en déduit

> (5@l - o [ v do)

ceExgNEit
1 1
= Z W/ (5 (v(xr,) — v(xXk)) — v) ‘g, do
oEEKNEM 7
1 1
- Z m/ (5 (v(xr,) + v(xk)) — V) ‘N, do
oEEKNE 7

- > |i|| v(Xg) - Do (3.29)

K
O'EEKQEIZ:”
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Puisque v € (C5°)?, on a v|, =0 si 0 € £, On déduit donc de (3.13)

1 — =~ 1
3 (5 (divh(Hpov))(Xa)—W/Uv-nKﬂ da) - ¥ %v(x,{)-nm. (3.30)
UESKOEJ}?“ UGEKﬂgﬁact
En additionnant (3.29) et (3.30) il vient
Sk = / L) Fv(xk)) —v) ‘N do — Z MV(XK) ‘N
0€EK 05"“5 |K| o€k |K|

Puisque
S I k) g = o vii) - [ 3 Jolng | =0
| K| T K] ’

on obtient finalement

Sk = Z L/ﬂ (% (v(xr,) + v(xk)) — V) Nk, do. (3.31)

ceExnNEit |K|

Notons v = (v, v2). Soit i € {1,2}. Si x € ¢ on a les développements de Taylor

vi(Xr,) = vi(x)+Vu(x)- (XL, —x)+/0 H(v;) (txr,+(1—t)x)(xL, —%)-(x1,—x) dt, (3.32)

vi(XK) = vi(x)+Vvi(X)-(xK—X)+/0 H(v;) (txg+(1—1)x)(xx —x) - (xx —%) dt, (3.33)

et

Vu;(x) = Vui(xk) — /1 VYV, (txgx + (1 — t)x)(xx — x) dt. (3.34)
Substituons (3.34) dans (3.32), (3.33) et inégrons sur o. Il vient
[0 = )t = Vo) - Gty —x0) = FEL () 4 HE () (339
et
/(vi(xK) — (%)) dx = Vui(xk) - (xx — X5) — F(v;) + H (v;). (3.36)

Les termes F7 _(v;), FZ(v;), H7 (v;), Hf(v;) sont donnés par (1.12) et (1.14). Additionnons
(3.35) et (3.36). Puisque le maillage est uniforme on a

<XLCr - XO') + (XK - XO’) - d(XKaxa) (nLg,J + nK,O’) =0.

On obtient ainsi

/(Ui(XLa) +vi(XK) — 2vi(x)) dx = —Fg(v;) — F7_(vi) + Hg(v;) + Hf (vi).  (3.37)

[
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Reportons (3.37) dans (3.31) et utilisons les estimations (1.16), (1.17). Il vient

1D,] D, |
wﬁSWM?X)JmmmW+WWMMWWSMWMM@
=1 o

D’apres (HM) on a
r*|D,| < C|K|%.

On en déduit
— ~ 2
(T (diva(TTp,v) = divv) )| | =18k < Cn2 Vi3
On a donc

— ~ 2 2
’Hpo(divh(l_[pov) ~div v)’ ’

= 7 1K | (T, (divi(TTpv) = divy) )

KeT, K
< C YK |3
KeT,
< CR vl

On a ainsi montré (3.18) pour v € (C§°)?%. Soit maintenant v € H?> N H}. L’espace (C5°)?
est dense dans H? N H}. 1l existe donc une suite de fonctions de (C5°)?, notée (v, )nen,
telle que pour n — oo

[V = V]2 = 0. (3.38)
D’apres la proposition 3.6 on a
[diva(TTp, (v = va))| < ClTTey (v = va) - (3:39)
avec (proposition 3.9)
T, (v = va) 2 = = (An(TIp (v = Vo)), Ty (v = va) ). (3.40)
Or, d’apres la proposition 1.5, on a
ey (v = va)| < IV = vall2: (3.41)

et d’apres la proposition 1.14

An(fle, (v = v,)| < |An(Tley (v = Vi) = T, AV = v,)
e, A(v = v,,)|

Cllvn — V|2 (3.42)

IN 4+ A

Reportons (3.41) et (3.42) dans (3.40). Il vient

ey (v = i) [ln < C' Vi = V2. (3.43)
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En reportant (3.43) dans (3.39), on obtient
[diva(Tlp, (v = va)| < C[va = V]2

D’autre part
|div(v, —Vv)| < C||vy, — V|2
On en déduit o
(HPO (divh(Hpo(V V) — divv) ‘ < vy — vo. (3.44)
En combinant (3.38) et (3.44) on obtient que (3.18) est valable pour v € H? N H}. ]
Proposition 3.8 (L’opérateur A, est auto-adjoint).

Siup € Py etv, € Py, on a N _
(Ahuha Uh) = (Uh, Ahvh)-

DEMONSTRATION. On utilise la définition (1.10) de Ay, et on rééerit la somme sur les
triangles du maillage comme une somme sur les arétes :

(&huh,vh) = ZUK< Z T, (vp, — V) — Z TguK)

KeTy, celxNEt oeExNES™E
= E To (vr, — vK) (ur, — uK) — § E To Vg UK
0€5hﬂgint KeTy, O'EgKﬁgfLIt
= E Uk E To (UL, — Vk) — E Uk E To UK
KeTy, ceExgnEint KeT, ceENESTE
= E Uk ( E To (UL(, - UK) - E To ’UK)
KeTy, ce€xnEint ceExNESTE
= (uh, Ah’l}h). |

Proposition 3.9 (Lien entre 'opérateur A, et la norme discréte |.||,).
Siuy, € Py etv, € Py on a

—(Antn,vn) < Junlln lvalln (3.45)
—(Apun,up) = unlfz- (3.46)
DEMONSTRATION. Soient u;, € Py et v, € Py. En utilisant la définition (1.10) de ﬁh puis

en réécrivant les sommes sur les triangles du maillage sous forme de sommes sur les arétes,
on a

—(Apup, vy) = _ZUK< Z To (g, — Uk) — Z TauK>

KeTy, JEEKQE,'ZL”t O'EgKﬁgszt

— Z Ty (ULJ — 'UK) (ULU — UK) + Z Z Toe UK VK- (347>

JESZM KeTy, c€ERNEL™E
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En particulier, en prenant v, = uy, on obtient (3.46). En appliquant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans (3.47), il vient

- 1/2 1/2
—(Apup,vp) < < > 7olur, —vK!2> ( > Tolu, _UK|2)
oegjnt oe&jnt
1/2 1/2
+ (X mlu ) (X o)
ce&grt oe&prt
Soit, en utilisant I'inégalité ab + cd < va? + 2/ b2 + d? :
_(zhuhﬂ}w
) N\ 172 ) N\ 1/2
< ( Z To v, — vk|* + Z T |VK, | ) ( Z To |ur, —ukl|” + Z To |ug, | )
cegint cegert ocegint oegpet
< lJunln o ln-
On a ainsi montré (3.45). L]

3.3 Condition inf-sup

L’opérateur divergence et les espaces Lg, H} vérifient la propriété suivante, dite condi-
tion inf-sup (cf [16] par exemple). Il existe une constante C' > 0 telle que

inf sup (a,divv) > C. (3.48)

geL2\{0} veH}\{0} [vlllg] —

Nous allons montrer une propriété analogue pour 'opérateur discret div;, défini par (1.8)
avec les espaces P et Py. Elle servira & établir des estimations sur la pression.

Lemme 3.1 On suppose que le maillage est uniforme. Il existe alors une constante C' > 0
telle que
Yy, € Plc, ||Hp01)h||h <C ||Uh||1. (349)

DEMONSTRATION. Soit V}, I'ensemble des sommets du maillage, V" (resp. Vi) l'en-
semble des sommets situés a l'intérieur du domaine € (resp. sur le bord). Pour tout
triangle K € 75, notons Vg l'ensemble de ses sommets. Pour tout sommet S € Vi, la
normale extérieure et la hauteur associées a I’aréte opposée a S sont notées respectivement
ngs et hx s (figure 3.1). Pour tout sommet S € V", on définit ¢g € Pf par

1 siS=9,

0 sinon.

VS eV, ¢s(S') = {

La fonction ¢g est nulle en dehors de I'ensemble N'(S) des triangles admettant S pour
sommet (figure 3.1). Un calcul élémentaire montre que pour tout triangle K € N(S), on

av¢s|K: —

n .
hi.s K,S
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F1G. 3.1 — Représentation de N'(S) pour S € Vi™ ; définition de hx s, Nk s.

Puisque I'ensemble (¢g)gepine forme une base de Py, on a

ol > S0 / Von? dx
K

KeT,
2
= Z/ Z vp(S) Vos|k| dx
KeT, 7K | sevynvint
2
1
= D> K| > — vn(5) nrs
KeT,  |sevgnvint F
— A1—|—A27 (350)

avec

A= SEY @)

KeT,  sevgnvint 19

1 1
A = ) |K]| > (ng.s - ng50) vp(S") v (S™).

. hK r h "
KeT,  §.8vevgnvint sigsn o0 TS

Pour un maillage 7, uniforme, on a hxs = 2 h, |K| = % h2V/3 et ngg - ng g = —3.
Ainsi

1 2
A= =YY @)

KeTn Sevgny;nt

1 / %
Ay = —mz > uR(S") vn(S").

KeTy, S/,S”GVKQV;LM,S/i‘S”

Ces sommes sont ensuite écrites comme des sommes sur les arétes de la triangulation.
L’ensemble des sommets voisins d’une aréte intérieure o € £ (resp. d'une aréte du bord

o€ gﬁ”) est noté {Sl, SQ, 53, 84} (resp. {Sl, SQ, Sg}) (ﬁgure 32)
On pose pour o € &M

Ay = /Uh(Sl)a bo’ - Uh<82)7
Co = Uh(S?))» dy = Uh(54)-
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F1G. 3.2 — L’ensemble des sommets voisins de o € E™ (4 gauche) et o € EF*.

Puisque v, € Pf on a v,], = 0. Pour o € &', on a donc v, (S1) = v,(S3) = 0. On note

ay = Vp(S2).

Le maillage étant uniforme, chaque sommet S € Vj™ appartient a six triangles. On en
déduit

VBA; =6 ) (v(9))*. (3.51)

Seyjnt
Considérons 'expression
o o(a2+Bi+c+d)+ > al (3.52)
cegint oe&prt

On vérifie que chaque sommet S € Vj™ apparait douze fois dans (3.52). On en déduit

(a4 +d)+ D al=12 > (u(9))’. (3.53)

oegint ot Seyint

En comparant (3.51) et (3.53) on obtient

1 1
A} T e ded) o) Y (354)
oegjnt oeEr”

D’autre part, chaque aréte o € £™ appartient & deux triangles. On en déduit

V34, =2 byd,. (3.55)
Jegé"t
Considérons 'expression
Z (agbg + ayd, + byc, + c,,d(,).
ocegint

Chaque aréte o € E™ a quatre arétes voisines. On en déduit

D (aobs + aody + bycy + Cody) =4 Y bod,. (3.56)

oe&jnt oe&jrt
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En comparant (3.55) et (3.56) on obtient
—V3 A, = % D (oo + aody + bycy + cods). (3.57)
segint
Enfin
el = 3 70 ([Trwnls, — Mrol) + 3 7 (el
cegint seggnt
Sioe&™ona
(Ipyvn) |k, = L/ o dx = E > oS = ! (4o 4 by + dy)

Kol Jx, 3 S'€Vk, 3

et 1
(Ilp,vp)|L, = 3 (b + o +dy) .
Sioe€ & ona
(Ipyvp) |k, = %ag.
Le maillage étant uniforme on a
Voe&m, T, =13 et Vo e & T, =23,

de sorte que

Ml = Y2 5 (6 a2 4222 3 a2 (3.58)

9 - 9
oegint oe&prt
Reportons (3.54) et (3.57) dans (3.50). En utilisant (3.58) on obtient pour tout v > 0
g
2V3(lonllfn = v IMeenll) = D alao,boscordy) + Y (1= ) (3.59)
segint segeet

la forme quadratique ¢ : R* — R étant définie par

q(a,b,c,d):a2+b2+02+d2—ab—ad—bc—cd—118(0—&)2.

Posons § = 1¢. En utilisant la réduction canonique de Gauss on vérifie que

q(a,b,c,d) = (1—90) la+1%5<—%(b+d)+5c>r+% lc—;(l_—fg)dr
+ i:ig [”ﬁ(dﬂ“_m)] +2<3—1;5)2(§—5)d2‘

On en déduit que si 0 < § < %, soit 0 < v < 9, la forme quadratique g est définie positive.
Ainsi, d’apres (3.59), on a pour tout 0 <y < 9

lvoall? = v TR, vnll7, > 0.

Ceci conclut la preuve de (3.49). ]
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Lemme 3.2 On suppose que le maillage vérifie I’hypothése (HM). On a alors

di
Van € Ry, sup —MZCMVMM-

u,€Po\{0} ”uhHh

DEMONSTRATION. Soit ¢, € P,. On définit u, € Py par u, = V,q,. En utilisant la
proposition 1.15 on a

—(qn, divy up) = (up, Vign) = |Vth\2 = |Vagn| [un|.
D’apres la proposition 1.2, on a
u uyl.
plln = 5 [Un

Ainsi
) h
—(qn, divpuy) > c IVian| |[ag||n- =

Théoréme 3.1 (Condition inf-sup pour ’opérateur divy,).
Pour un maillage uniforme, on a

di ~
Vaq, € P, sup —M > C |l ppeqy]. (3.60)

u,€Po\{0} ||uh||h

DEMONSTRATION. Soit ¢, € Pj. Comme [, gn(x) dx = 0, d’apres la proposition 3.3, on a

encore fﬂ(ﬁplncqh)(x) dx = 0. Ainsi ppeqy € L§; on peut donc lui appliquer la condition
inf-sup (3.48) vérifiée par I'opérateur div.
L’inégalité (3.48) implique qu'il existe v € H§ et une constante C' > 0 tels que :

divv = —Ipueq, et [v[i < C[ppegal. (3.61)

Posons
Vy = Hpvi V.

On cherche a minorer —(gp, divy,(Ilp,v;)). En utilisant la proposition 1.15 et le fait que
Vg, € Pgon a

—(qn, divi,(Ilp,v1)) = (e, Vi, Viagn) = (Vi, Vign). (3.62)
On utilise la, décomposition suivante :
(Vi Vian) = (v, Viagn) — (v = Vi, Vign). (3.63)

Les opérateurs V : H' — L? et —div : H} — L? sont adjoints. Le premier terme dans
(3.63) s’écrit donc, en utilisant (3.61)

(V, Vth) = (V7 %h(ﬁplncqh» = —(ﬁplncqh,diVV) = |ﬁp1ncqh|2. (364)
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Par ailleurs, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, le second terme dans (3.63) est
majoré par

|(v = Vi, Vign)| < |v = vi| [Vianl.
En utilisant la proposition 1.8 puis (3.61) on a
v —vi| = [v—Tpev| < Ch|v]i < Ch|ppeqs]
Donc
|(Vv = Vi, Vian)| < Ch|Vagn| [TLpreqn|. (3.65)

Substituons les estimations (3.64) et (3.65) dans (3.63) et utilisons (3.62). Il vient
—(qn, divp(Ilpyvy)) > (|ﬁP1”CCIh| — Ch|Vha|) |ﬁP1”CQh|~ (3.66)

Il reste a faire apparaitre la norme ||.||,. L’opérateur de projection Ilpe est stable en norme
H'. On en déduit, en utilisant (3.61)

IValls = Iee vl < vl < C [[ppequl. (3.67)
D’apres le lemme 3.1,
e valln < C'[valls. (3.68)
On déduit de (3.67) et (3.68)

T ppegn] > C [ Tpy valla- (3.69)

En substituant (3.69) dans (3.66), on obtient qu’il existe des constantes C; > 0 et Cy > 0
telles que

~(gn. divy (e, v)) = (O [Hppeqnl = Coh Vgl ) [Tpgvalln

On en déduit
,divy u ~
sup LI VAW) o = Gy [Vagal. (3.70)
u,ePo\{0} [T

Or on a montré (lemme 3.2) qu’il existe une constante C' > 0 telle que

di
sup _lan, divi w) > Ch|Vign| (3.71)

u,€Po\{0} ||uh“h
En comparant les minorants dans (3.70) et (3.71), et en notant que

cCy

C+Cy

Vi >0, max(C’t L Cy [Tpneqy] — 02t> > ppeqy).

on obtient finalement (3.60). ]
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Remarque 3 (Hypothése sur le maillage pour la condition inf-sup).
L’hypothese d’uniformité du maillage dans le théoreme 3.1 est assez contraignante.
Peut-on s’en passer? Cette hypothese est liée a deux propriétés : le lemme 3.1 et la
proposition 3.7. La preuve du lemme 3.1 peut certainement étre faite pour un maillage
plus général. La proposition 3.7 utilise le fait que Vjp, et V(Ilppepy) coincident sur un
maillage uniforme. Des lors, pourquoi ne pas adopter d’emblée comme opérateur discret :

Vipn = V(ﬁP{wPh> ?

Dans ce cas, un petit calcul montre que 'opérateur de divergence discrete adjoint divy, :
Py — P, est défini par

. g
VK € 771, (lehuh)K = Z L (uLa — llK) . DKJ.

On obtient alors un laplacien discret A, = div,(V},) ayant le méme support que celui
utilisé ici. Si cette approche n’a pas été retenue, c’est qu’il est moins cotiteux d’utiliser
directement une pression discrete p, € P : le laplacien discret associé fait alors intervenir
moins de degrés de liberté.
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Chapitre 4

Stabilité et convergence des schémas

En utilisant les résultats présentés dans le chapitre 3, on s’intéresse maintenant a la
stabilité et a la convergence des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF introduits dans le
chapitre 2. La stabilité du schéma VF-I (resp. VF-CN et VF-BDF'), énoncée dans le
théoreme 4.1 (resp. 4.2 et 4.3), est montrée dans la section 4.1.1 (resp. 4.1.2 et 4.1.3). Le
résultat de convergence pour le schéma VF-I (resp. VF-CN et VF-BDF') est énoncé
dans le théoreme 4.4 (resp. 4.5 et 4.6) de la section 4.2.1 (resp. 4.2.2 et 4.2.3).

On utilise I'hypothese suivante sur les données dans (1)—(4)

(HD) fecC(,T;L%, f €C(0,T;L?,
uy € W27 avec r > 2.

On utilise également ’hypothese suivante sur les valeurs initiales des schémas
(HIS) Il existe une constante C' > 0 telle que |V;p| < C.

Cette condition est satisfaite en particulier si p) = 0. Notons qu’on a [ul| = |IIp,ue| < C.

4.1 Stabilité des schéma

De la propriété d’orthogonalité des schémas (proposition 2.1) on déduit le résultat
préliminaire suivant.

Lemme 4.1 (Conséquence de 'orthogonalité de la projection discréte).
Pour tout m € {0,...,N} on a

m|2 ~m|2 m ~m|2
up'[* = [y " + [y — ag'[” = 0. (4.1)
DEMONSTRATION. Pour m = 0, uj) = u) et 'équation (4.1) est trivialement vérifiée. Soit
maintenant m € {1,..., N}. D’une part, en utilisant I'identité algébrique 2a (a — b) =

a?—b*+ (a—b)% on a

(2uy uy — &) = [uy[* — [ + oy — o). (4.2)
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D’autre part rappelons que d’apres (2.6)
' —up = akViypl —pP ).
On déduit donc de la propriété d’orthogonalité de la projection discrete (proposition 2.1)
(2u,u —a)") = —2ak (u), Vi(pl" —p 1)) = 0. (4.3)

En comparant (4.2) et (4.3), on obtient bien (4.1). ]

4.1.1 Stabilité du schéma VF-I

Théoréme 4.1 (Stabilité du schéma VF-I).

On consideére le schéma VF-1. On suppose que les données vérifient I’hypothése (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient U'hypothese (HIS). Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

WP+ kY agll + K Vi < C. (4.4)

n=1

Supposons de plus que que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C > 0
telle que pour tout m € {1,..., N}

1 LA
L oup |+ kY Mpger? < . (45)
n=0
DEMONSTRATION. Soit n € {0,..., N — 1}. Prenons le produit scalaire de (2.2) avec

2k ﬁZH. On obtient

~n+1l
<W 2k n+1> —Qk(Ahu"H ~n+1)+2k( n+1 Vhph) —Qk(fn+1 ~n+1) (4.6)

Les différents termes apparaissant dans (4.6) sont traités comme suit.
Tout d’abord en utilisant I'identité algébrique 2a (a — b) = a* + b* + (a — b)? on a

u +1 ~n1)2 2 +1 2
(P ) = g - g+ g - gl
D’apres (4.1) on a
|~n+1|2 — |un+1’2 + |un+1 uz+1|2’
on en déduit
artt —up
( h 2 h 2]€ n+1) —_ Z-H’Q ’uh‘Q + |un+1 _ uh‘2 + |un+1 uZ—H 2‘ (47)

En appliquant la proposition 3.9 on a

—2I<;(Ahu”+1 aptly =2k |lar . (4.8)
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Par ailleurs, d’apres la propriété d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1), on a

2k (W), Vipy) = 2k (@, Vip)) — 2k (0}, Viph)
= Qk( n+1 h+17vhph)'

Rappelons I’équation de la projection discrete (2.6)
Wt = RV ),
on en déduit

2k (W, Viph) = 2k (Valpp™ = p}), Viph)
= K (|Va 29n+1|2 IVupnl? = [Vapt — o) ). (4.9)

n+1

D’autre part en multipliant I’équation (2.6) par 2k Vj,(p,"" — p}) on a

2R [Va(pi =P = 2k (@ - V! = p)
S k:2|Vh( n+41 ph>|2+|un+1 n+1|2

ce qui donne
kJZ |vh( n+1 _ph)|2 < |un+1 n+1|2 (4‘10)

Enfin, en utilisant 'hypothese (HD) et la proposition 1.1, on a
2k (57 @) = 2k (Mo f (tor), @) < Ok [Tpf(tng)] [05 ) < Ok [E ()| (1057 [n;

soit, d’apres I'inégalité de Young :

2k (B, wy) < H~n+1”h+0k’f(tn+l)|2 <

o |

o5 15 + CRIEl o) (4-11)

En additionnant (4.7)—(4.11) on obtient

n n n ~n K n n
L e [ e [ S I e || w5 (VR = [Vinhl?) < Ck.

Soit m € {1,..., N}. En sommant de n =0 a m — 1 il vient
2 1 2 4 1 k? 2 o2 , K 02
| +Zlu"+ il + ZH U+ S [Vap < O+ [ + - Vi

En utilisant I'hypothese (HIS) on en déduit (4.4).
Montrons (4.5). On suppose désormais que le maillage est uniforme. Appliquons I'opérateur
0 a (2.2) et (2.6). On obtient pour tout n € {1,..., N — 1}
suptt — suy
k
et pour tout n € {0,..., N — 1}

— Ay (30 + V, (0p)) = of (4.12)

Surtl = S 4 &V, (5pt — opp).
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L’équation (4.12) est encore valable pour n = 0 en posant
=0, w'=u) -k Apud — k£ (4.13)
Multiplions (4.12) par k éu} ™. En utilisant 'hypothese (HD) on a

2k (87T, 60} ) = 2k (Ip, 6f (t, i), 600 TY) < Ck|5F(tosn)] || 0070

tn+1
/ f(s)ds
tn

k
2k (8F7, sur) < Ok | 6ur |, < 3 |6a) 7 + C k>,

avec

léf(tn-i-l” =

tn+1
< / £.(5)] ds < & [fll s 0re) -
tn

on en déduit

En procédant ensuite comme pour la preuve de (4.4) on obtient pour tout m € {1,..., N}
k2 k2
|oul|* + 5 IVi(6p) |2 < Ck* + [duj|* + 5 V(09| (4.14)
D’apres (4.13) on a
opy, =1h — ' =0. (4.15)
Par ailleurs, on a
|Ajuf| = | Ay (Ip,ug)| < |Ay(Ilp,ug — Ipyug)| + | Ay (Ilp, ). (4.16)

En utilisant 'hypotheése (HD) et la proposition 1.12 on a
[An(TTpuo)| < C luols. (4.17)
D’apres la proposition 3.9 on a

|A(TTp,uo — Tp,up)? = (An(Tp,ug — Ip,ug), Ay (Ilp,uy — Hpyup))

< [lAr(Ipyug — pouo)|[n [ uo — e uols ;
soit, en utilisant la proposition 1.1
. _ , O~ _ _
|[An(ITpeuo — Ipyuo)[” < -5 [An(Ilp o — Iy uo)| [ITp o — T, Uol.

Puisque le maillage est uniforme, on obtient en utilisant I'hypothese (HD) et la proposi-
tion 3.1

~ - C _
|Ah<HP0u0 - HPOU—OH S ﬁ ‘HPOUO - Hpollo’ S C ||u0||w2,7‘. (418)
En reportant (4.17) et (4.18) dans (4.16) on obtient

|A,)| < C |ug||wer (4.19)
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On déduit de (4.13) et (4.19)
|(‘5u2|2 = |up — uh1| < 2| A2+ 2212 < C |Jug3yer + C ||E]|2 orLy < C. (4.20)
Reportons (4.15) et (4.20) dans (4.14). On obtient pour tout m € {1,..., N}
|oul|? < C k2. (4.21)

Soit maintenant n € {0,...,N — 1}. D’apres (2.6) on a

ﬁn—i-l un+1
Vgt = Vil 4 2k - h.
or, d’apres (2.2) :
~n+1
Vi =~ S K g
- .
On en déduit o
Vit = WJFA a4 gt (4.22)

Le maillage étant uniforme, d’apres la condition inf-sup (3.60) et la proposition 1.15, il
existe v, € Po\{0} et C' > 0 tels que

C|[valla [Tppepp ™ < —(ppt, divi va) = (Vapptt, va). (4.23)

D’apres (4.22) on a
n+1 u;LH—l B U‘Z N ~n+l n+1 i
(Vipp ™ vp) < — | ———=, vy, | + (Apay ™, vi) + (57, vi) 5

en utilisant les propositions 1.1 et 3.9 on en déduit

n+1 |uz+1 — uh| n+1 n+1
@) < D v+ 167
un+1_u ~
< o (M g e @2

En comparant (4.23) et (4.24) on obtient

— uy|
k

Soit m € {1,..., N}. En élevant au carré et en sommant de n =0 a m — 1 il vient

kz Tirprit P < Ckz Jui

D’apres (4.21) on a

z'“

u;,
C [ Mppepp™| < + [yl + 1

m—1

n+1_u 2 ~T T
il +CkZHu R+ CEY TP (4.25)
n=0

n+l

n|2 n+1 2 m n|2
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En utilisant I'hypothese (HD) on a

m—1 m—1 m—1 m—1
B =8 S Moy f e ) < 5 ST 18 ) < 5 S e < C. (427)
n=0 n=0 n=0 n=0
Enfin d’apres (4.4) on a
k Z g g =&Y laglli < C. (4.28)
n=1

Reportons les estimations (4.26), (4.27) et (4.28) dans (4.25). On en déduit

m—1

kZ Tppep|? = ko |TLppepl|* + kz ppepp| < C +k Z Mppepp > < O (4.29)
En combinant (4.21) et (4.29) on obtient (4.5). ]

4.1.2 Stabilité du schéma VF-CN

Théoréme 4.2 (Stabilité du schéma VF-CN).
On considere le schéma VF-CN. On suppose que les données vérifient ’hypothése (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient Uhypothése (HIS). Alors il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

g + k:Z [ + a2 + K2 Va2 < C. (4.30)

Supposons de plus que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout m € {1,..., N}

1 m e n|2
DEMONSTRATION. Soit n € {0,..., N — 1}. Prenons le produit scalaire de (2.3) avec
k(@™ 4+ u?). On obtient
uZ—H B uz ~n+1 n n+1 n+1 ~n+41
k T, u, + u, | — k (Ah( + uh) + uh) + k (Vhph, + uh)
k .
=5 (£ + £ artt +ul). (4.32)
Tout d’abord
ﬁz—i_l B uh ~n+1 n+1|2 n|2
k(Ta +uy) = |[wy T = Juil7;
soit, en utilisant (4.1)
artt —up
k( h h ﬁn-i-l + uh) — ’un—H‘Q _ |UZ|2 ‘un—&-l uz—kl 2 (4‘33)

k Y
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D’apres la proposition 3.9 on a
—k (A u), @t up) = kAt g, (4.34)

Par ailleurs en utilisant la propriété d’orthogonalité de la projection discréte (proposition
2.1)

kE(Vipp,ap ™t +up) = k(Vipr, ap™h) + &k (Vipy,up)
= k(Vuph, apth) =k (Vipp, upth)
= k(Vupp, aptt —upth). (4.35)
(2.

En substituant 1’équation de la projection (2.6) dans (4.35), on a

k2
k(Vipp, oy +up) = 5 (Vapi, V(v =)

k
= 7 (Va7 = [Vapil” = Va0 ™ = ph)P). (4.36)

D’autre part, en multipliant (2.6) par k V,(p}™ — p?), on a

K n n n ~n n
o Ve =) = R (VA = ph), a -

kZ

IA

|vh( n+1 ph)|2+ |un+1 u2+1|2,

ce qui donne
IVh( AR | | HAE o (4.37)

En utilisant I’hypothese (HD) et la proposition 1.1 on a

k n noqn ~n n n
o (G 5 4 uh) < R If] o [0+ wi] < CRJEGT + gl

soit d’apres l'inégalité de Young

k T 'n, ~n k’ n n
9 (G + 8™ +up) < Hu |+ Ck. (4.38)

En combinant (4.33)—(4.38) il vient

N n k 7 2
= R+ 5 || Pl 4 (Vi = Vi) < Ok
Soit m € {1,..., N}. En sommant de n = 0 & m — 1 et en utilisant ’hypothese (HIS) on
obtient (4.30).

Montrons (4.31). On suppose que le maillage est uniforme. Appliquons l'opérateur d a
(2.3) et (2.6). On obtient pour tout n € {1,..., N — 1}

~n+1 n
ou,” — douy

1~ 1
; -5A R(OWT + dull) + Vi (6p)) = 3 (6f71! + 6F7) (4.39)
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et pour tout n € {0,..., N — 1}

ouptt = suptt 4 Vh(ép’“rl — i)

Posons _
=Y, w ' =u) —kAu) —kf).
Ona sl — su) 1 1
u u? ~
Multiplions (4.39) par k (6}t +dup), (4.40) par kdu}, et sommons les égalités obtenues.
En procédant comme pour la preuve de (4.30) on obtient pour tout m € {1,..., N}
|6ul?|? + K [V, (6p)| < C K> (4.41)

Soit maintenant n € {0,..., N —1}. En reportant (2.6) dans I’équation des moments (2.3)
il vient

1 n+1 n+1 1 n—+1 n

5 Vo™ k) = +3 L Rp(Et ) + 5 B+ ), (4.42)

Le maillage étant uniforme, d’apres la condition inf-sup (3.60), il existe v, € Po\{0} et
C > 0 tels que

< —

(™' + pp), dive vi) = = (Valpp ™ + o), vi) . (4.43)

1
2

N | —

C[Valln | Tppe (™ + 27)

D’apres (4.42) on a

n+1 U—ZH_“ZL L~ n+1
(Vilop™ +ph),vi) = — v +§<A( +uy), va)

1
+ E(fgﬂ + 1, vn);

N | —

en utilisant les propositions 1.1 et 3.9 on en déduit

UZH - uh‘

(Vh( ot ), vh) <C <| -

1 S T n
3 || +1+uhllh+ (161 + I, |)> [valln

En comparant avec (4.43) il vient

un+1_u ~
SO(M Lt g+ L <|f”+1|+|f”|>).

‘ﬁP{w Pt ) -

Soit m € {1,..., N}. En sommant de n =0 & m — 1 on obtient

m—1 N 9 m—1 |un+1 —u |2
n=0 =0
+ Ck I (4.44)
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D’apres (4.41) on a

z'“

D’autre part on a

kZIthQ—kZIHPO |2</’fz:|f |2<kZIIfI|Lw(0TL2 <0, (4.46)

et d’apres 'estimation (4.30)

n+1 |2

. 2 n+1 m n|2 m
wil _ Z |5 <Ky |5Zg| <ky c<c (4.45)
n=1 n=1

kZ [art + | < C. (4.47)

En reportant (4.45), (4.46) et (4.47) dans (4.44) on obtient

m—1 " 9
By ’HPPC W+ < (4.48)
n=0

Par ailleurs, pour tout n € {0,..., N}, pp € P) C L. D’apres la proposition 3.3 on a

/Q(ﬁPfCPZ)(X) dx = /Qp,’f(x) dx = 0.

On peut donc appliquer I'inégalité de Poincaré sur P;* (proposition 1.3) :

2
kZ e (0™ = pp)* = kZ [ppe () < (sz V(Mo ™)

Le maillage étant uniforme, on déduit de la proposition 3.2

3

m—

B[ (T 0o )| = 1 3 1900+

n=0 n

I
o

donc, en utilisant (4.41

kZ Tppe (Pt — pp)? < kmzl |V (0pp |2 < O, (4.49)
n=0
En combinant (4.49) avec (4.48) on obtient
kz Ty < 20 Z Mo = )+ 2k 5 Mo 1+ ) < €
n=0
Ainsi
k Z |Hpncph| =k |Hpncph|2 - kZ |Hpncph|2 <C+ k’mzl |Hpncpn+1|2 <C. (4.50)
n=0 n=1 n=0

En combinant (4.41) et (4.50) on obtient (4.31). ]
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4.1.3 Stabilité du schéma VF-BDF

Théoréme 4.3 (Stabilité du schéma VF-BDF).

On considere le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient ’hypothese (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient 'hypothese (HIS). Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

P+ kS gl + k2 Vi < C (4.51)

n=1

Supposons de plus que que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C' > 0
telle que pour tout m € {1,..., N}

1 =~
n=0
DEMONSTRATION. Soit n € {1,...,N — 1}. Prenons le produit scalaire de (2.4) avec

4k ﬁZ“. On obtient

3aptt —4up +u) !
2k
=4k (£ apth). (4.53)

Ak ”“) /~f:(Ahu"+1 W) + 4k (Vypp, apth)

Tout d’abord on a

3t — 4w} +upt
2k

4k (ap*, ) = 2(upth3aptt —4up +upt)

— 2( n+1 3( n+l n+1)+3un+1 4uh_|_un 1)

— 6(112+1 UZ_H n+1) +2( n+1 3un+1 4uh+u2_1

)

— A+B. (4.54)

En utilisant I'identité algébrique 2a (a — b) = a® + b* + (a — b)? on a
A=3 (’ﬁ;H-l’Z ’un+1|2 + ’ n+1 uz—i-l’ )7

or, d’apres (4.1)
ﬁ2+1‘2 n+1’2 T ‘ n+1 u2+1‘2
On en déduit
=6 ’un-i-l n+1|2 (455)

Estimons maintenant B. En écrivant

~n+1 n+1 n+1 n+1
W =y 4 (T —upt),
on peut décomposer B ainsi

B=2u" 3ur™ —4u) +ul ) + 2@t —upt 3uptt —4u) +upt). (4.56)
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Le second terme apparaissant dans (4.56) est nul. En effet, d’apres I’équation de projection
(2.6), on a

~n n 2k n n
uh-i-l U.h+1 — 3 v ( +1 _ph>>;

donc, en utilisant la proposition 2.1

2k
(G = 3wt — g+ up ) = 3 (Vi@ =), 3up™ — 4w +uj™) = 0.
Ainsi B s’écrit
B =2} 3ut —4u} +up ).
En utilisant l'identité algébrique 2(3a — 4b+ c,a) = a®> — V> + (2a — b)? — (20— ¢)* +
(a — 2b+ ¢)?, on obtient finalement
B = [up = )+ 20t — w2 -

+ ottt = 2u) +up (4.57)
Reportons 'expression de B (4.57) et celle de A (4.55) dans (4.54). 11 vient

4k
(w, 5% -)
_ |un+1‘2 _ ‘uh’2 +6 ’un-i-l n+1’2 T |2un+1 _ qu _ \QUZ _ uZ_1|2
+aptt —2uf +up (4.58)

D’apres la proposition 3.9 on a
—4k(Ah~"+1 aptl) =4k |Japrttn. (4.59)
Par ailleurs, en utilisant la proposition 2.1 et (2.6), on a

4k <vhph> ~n+1) — 4k (vhph’ ~n+1l uZ“)

4k2
= — (VPP = VPR = [Vt = Vi) (4.60)
Or, en multipliant 'équation (2.6) par 4kV,(p}™ — p), on a
8k2 n+1 n\ |2 n+l ~n+l1 n+1 n 4k2 n—+1 n+l__ ~n+1
S T P = Ak () < T [V )8
ainsi )
4k ~n+1|2

— [Vt =) < 3wy —a (4.61)
Enfin, en utilisant la proposmon 1.1 et I'inégalité de Young, on a
Ak (€78 < AR E] o |6 < SRIGEE + CRIEZw sy (462
Combinons (4.58)—(4.62). On obtient
g g ? 2?2 g 2 P

i . 4k2 n n
+3’ n+l n+1’2 +k H —HHh (|v o +1’2 _ ’VhphP) < Ck.

| 2.

I
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Soit m € {2,..., N}. En sommant de n =1 & m — 1 il vient

m—1 m—1 4](32
[g? P+ 2 — P 3 ) P kD (e [V
n=1 n=1

< C+dfwf + 2w, —w* + 2 [Vipy |
Les valeurs u)), u;, et p;, sont celles données par le schéma VF-I. On déduit donc de (4.4)
A + 2wy, —w” + K [Vip,|* < C.

On a ainsi montré (4.51) pour m € {2,...,N}. Si m =1, (4.51) découle de (4.4).
Montrons (4.52). on suppose désormais que le maillage est uniforme. Appliquons l'opérateur
d a (2.4) et (2.6). On obtient pour tout n € {2,..., N — 1}

3 51”'12““1 —4éuy + 5u2_1
2k

— A (8t + Vi (6pp) = 87 (4.63)

et pour tout n € {0,..., N — 1}

2
5u2+1 = 5&2“ + ?k Vh(épZH — opy)

Soit uy € Py la solution de
3u;, — 2k Ay, = uy; (4.64)

posons ~
u, ' =36u; —46u;, +u) — 2k AL(607) + 2k V,(6p;,) — 2k 6fF. (4.65)

L’équation (4.63) a ainsi encore un sens pour n = 1. En procédant comme pour la preuve
de (4.51) on obtient que pour tout m € {2,..., N}

16U + K2 VL (6p)|? < C K 44 |dup | + |2 8u;, — dul|> + k2 [V, (5p;)|?. (4.66)
Par un calcul élémentaire on déduit de (4.64) et (4.65)
28u; — ou) = —duy — 2k O6fF +2kf7;
en utilisant (4.5) on en déduit
260} — ulj? < C[8ulP + CI? (82 + [£1]?) < C 12
En combinant cette estimation avec (4.14), on déduit de (4.66)
|6uf’)? < C k2. (4.67)
Soit maintenant n € {1,..., N — 1}. En reportant (2.6) dans (2.4) on obtient

3 n+1 _ 4 n n—1 .
e R S o (4.68)

VhpZ—H —
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Le maillage étant uniforme, on peut appliquer la condition inf-sup (3.60). Il vient
C [[valln [Tppeph | < = (P, diva vi) = (Vapp ™, va). (4.69)
D’apres (4.68) on a

3uptt —4u} 4+ u)t
2k

soit, en utilisant les propositions 1.1 et 3.9

(Vapit, va) = —( Vi) 4 (AR vy) + (74 v

Buf ™t —4u? +up!
2k

(Vap*va) < o( Y + rf;:+1|) Valln.

En comparant avec (4.69) on obtient

Buftt —4u? +up !
2k

TLppepi ]| < 0( I +|fs+1\).

Soit m € {2,..., N}. En sommant de n =1 a m — 1 il vient

z Z Tpep ™2 < Ch Z (3w’

1

—4ul +uyl” n
ot +ck2n s

+ k Z [raslE (4.70)

Notons que
3upt — 4w +u) =3t —u)) - (uf —upt) =38ultt — duy ;

d’apres (4.67) on a donc

|3u”Jrl 4ul +upt)? = |du?|?
kZ e <CkY. o <C (4.71)
n=1

D’autre part on a

m—1 m—1 m—1 m—1
EY I =k Mpof(tac)” kD f(tne)? <k DY Nl Fworzy <C, (472)
n=1 n=1 n=1 n=1
et d’apres (4.51)
k Z 15 = kD lag; < (4.73)
n=2

Reportons (4.71), (4.72) et (4.73) dans (4.70). Puisque les valeurs p)) et p; sont données
par le schéma VF-I, on déduit de (4.5)

]fz M ppepp|* = kz Tppeph]” + & Z M ppepy ™ < C.

En combinant cette estimation avec (4.67) on obtient (4.52). ]
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4.2 Convergence des schémas

En utilisant les estimations des théoremes 4.1, 4.2 et 4.3, on montre ici la conver-
gence des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF (théoremes 4.4, 4.5 et 4.6). Les preuves
nécessitent un critere de compacité. On ne peut utiliser I'inclusion compacte H C L2,
car I'espace discret Py n’est pas un sous-espace de Hj. C’est pourquoi on fait appel a la
transformée de Fourier (lemmes 4.2, 4.3, 4.4) et a une propriété de 'espace Py (lemme 4

dans [9]).
Notons € = max(h, k). On définit les applications
u. R — Py, u. R — Py, u. :R— Py,
p. : R — Py, f.:R— Py,
de la maniere suivante. Pour tout n € {0,..., N — 1} et tout ¢ € [t,,t,41] on a
W) =w ) =T, R = () (),
pe(t) = pj, f.(t) = lpyf(tns1)

et pour tout ¢t €] — oo, 0[U]T, 00| on a

~N

F1G. 4.1 — Représentation des fonctions ug et u. sur [0, 7.

On s’intéresse a la convergence des suites (U.)->0, (Uc)e=0, (U)o lorsque € — 0.

4.2.1 Convergence du schéma VF-I

(4.74)

(4.75)

Rappelons que la transformée de Fourier v d'une fonction v € L!(R) est définie par

VreR, ¥(r) = / 2Ty (1) dt,
R

(4.76)
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On a le résultat suivant.

Lemme 4.2 On considere le schéma VF-1. On suppose que les données vérifient ’hy-
pothése (HD), que les valeurs im’tz’ales du schéma vérifient (HIS) et que le maillage est
uniforme. Alors, pour tout 0 < v < 7, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
e>0

/ 71?7 [a. ()2 dr < C. (4.77)
R

DEMONSTRATION. Notons 7 la fonction caractéristique d’un intervalle I C R. On définit
I'application g. : R — Py de la maniere suivante. Pour tout ¢ €] — oo, 0[U]T’, oo on pose
g-(t) =0, et pour tout t € [0, 7], g-(t) € Py est solution de

&hge(t) = 5hﬁe(t) + fe(t) - Vhps(t) - ﬂE(t — k]z — ué‘(t) X[t1,T}‘ (478)

Des estimations du théoreme 4.1 on déduit des estimations sur g. comme suit. Multiplions
(4.78) par —g.(t). 1l vient

—(Ange(1),8:(1)) = —(Apic(t), g(1) — (£:(t), (1)
u.(t— k) —u.(t
+ (Vh]?g(t) + ( l{)f ( ) X[t1,T}7 g&(t>> :
D’apres la proposition 3.9 on a
—(Ang:(t), (1) = llg(t)]7 (4.79)
et _
—(Anuc(t), g=(t)) < [[ac(t)[]n llg=(t)]]- (4.80)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.1 on a
—(£:(1), 8:(t)) < [£:(D)] |g-(8)] < C|£-(t)] [Ig=(t) |- (4.81)
D’apres (2.6) on a
u.(t — k) —u(t
Vipe(t) + O 2 Q) + Vae0) et~ B) X

Le maillage étant uniforme, on déduit de la proposition 3.7

(Vhps(t) + Bt~ k]z — ue(0) X[t1,T] ge(t))

- (ﬁppre(t) + (ﬁppra(t) — ﬁP{”pa(t — k)) X[t 1] divy ga(t)>'

Soit, en utilisant la proposition 3.6

uE (t—Fk) —uc(t
(Vhps Iz ( )X[tl,Tbga(t))
< |Tippep. (8) + (ppepe(6) = Tppepe(t = K))xiem| | diva g-(0)
< C ([Tppepe(®)] + [Tppepe (O] Xeasry + Tppepe(t = B o) e (8)l (4.82)
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Combinons (4.79), (4.80), (4.81) et (4.82). En simplifiant par ||g.(¢)||, et en intégrant de
t=0aT il vient

T T T T
/ le- (Ol dt < C / TLppep.(t) dt + / £.(8)] dt + / la@)lnde.  (4.83)
0 0 0 0

D’une part de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de (4.5) on déduit

T _ T 1/2 T _ 1/2 N 1/2
/ Mppep-(1) dt < ( / i2at) / Mepep-()2at) < VT (kY [Mppeppf?)
0 0 0 0

< C. (4.84)
D’autre part, I'opérateur IIp, étant stable en norme L2, on a

/ |dt_kZ]HPO \<k2]f \<kZHfHLw(0TL2<C (4.85)

n=1

Enfin d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.4) on a

T T N
/ ()l dt < VT / la.(2de < RS a2 < ¢ (4.86)
0 0 n=1

En reportant les estimations (4.84), (4.85) et (4.86) dans (4.83) on obtient

T
| el i<
0

En utilisant la définition (4.76) on en déduit
VT eR, 1g:(7)||n < C. (4.87)

De (4.87) on déduit maintenant ’estimation (4.4).
Puisque la fonction u¢ est de classe C' par morceaux sur R, et discontinue aux points
t =0et t =T, I'"équation (2.2) s’écrit

d

= Ange w00 — ) Or, (4.88)

ou dg et dr sont des distributions de Dirac localisées en 0 et T respectivement. Soit 7 € R.
En prenant la transformée de Fourier de (4.88) on obtient

— 27 0. (7) = ARg.(7) + @) — al e 2T (4.89)

Prenons le produit scalaire de (4.89) avec iﬁs(f). En utilisant les propositions 1.1 et 3.9
il vient
Cllg()lln [l ()l + ([a3] + [a3']) [a-(7)

or|r| [a.(7)]? <
< C(lg()lln + 18] + [a]) [[a(r)n- (4.90)
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D’apres (2.6) et (4.4) on a
)| < C et Y| < [a) |+ k[Viph | + k| Vaph Tt < C. (4.91)

D’apres la définition (4.4), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.76) on a

T T N
I3l < / ()l dt < VT / la.()2di < kVTS [ < (4.92)
0 0 n=1

Reportons les estimations (4.87), (4.91) et (4.92) dans (4.90). On obtient qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

V71 eR, 7| [ (7)]? < C. (4.93)

Par ailleurs on vérifie que si 0 < v < }1 on a pour tout 7 € R

2(1+|7])
2y o 2 T 4.94
| ‘ =14+ ’Tll 2+° ( )

En multipliant (4.94) par |0.(7)|? et en intégrant sur R il vient

2 [a. (1) 2 70 (7))
/|7_|2’Y|u8 |2d </ |u< )| dT‘f‘/MdT:Il—’_IQ (495)

L= T T e

D’une part on a

2 |[a.(7)|? D . R
:/—lu (Z)L dr < ( SUp —————>— )/|ﬁ5(7)|2d7§0/ |f15(7')|2d7‘.
R 1+ |7[1727 sefo.r) 1+ |T1727/ Jg R

En utilisant 1’égalité de Parseval pour la tranformée de Fourier, la proposition 1.1, puis
(4.4), on en déduit

N N
L < C/ ()P dr < CkY > < Ck Y Japll < C. (4.96)
R n=1 n=1

D’apres (4.93) on a

:/wd7§0/<d—7<0 (4.97)

r LT[t r (L4 [7[1727)2 =

En reportant les majorations (4.96) et (4.97) dans (4.95) on obtient
/|¢27| Bt <
R
On a ainsi montré (4.77). ]

Du lemme précédent on déduit maintenant la convergence du schéma.
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Théoréme 4.4 (Convergence du schéma VF-I).

On consideére le schéma VF-1. On suppose que les données vérifient I’hypothése (HD),
que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS) et que le maillage est uniforme. Alors
il existe

ucC(0,T;H)NL*0,T;V) (4.98)
vérifiant
du 9 5
€L (0, T;L?) (4.99)

telle que lorsque € = max(h, k) — 0
u. —u dans L*(0,T;L?). (4.100)

Pour tout 1p € C3°([0,TY]), u vérifie

Vvev, /o W(t) (%(u(t),v) + ((u(t),v)) — (f(t),v)) dt = 0. (4.101)

Enfin
u(0) = . (4.102)

DEMONSTRATION. Dans ce qui suit, toute suite extraite d’une suite (v.).-o sera encore
notée (v.)eso, et toutes les limites qui apparaissent correspondent a € — 0. De (4.4) on
déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que

N
HuEH%Q(O,T;LQ) = kZ lup|* < C.

n=0

Par ailleurs on déduit de (4.4) et de la proposition 1.1

N N
102 0702) = /]R G ()Pt = kY [P < Ck Y apli < C.
n=1 n=1

Un calcul élémentaire montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que

lag] z20,me2) < Cll0s|| 20,2y < C.
Ainsi les suites (u.).0, (Uc)eso et (0S)eso sont bornées dans L*(0,T;L?). On en déduit
qu'il existe u € L*(0,T;L%), u € L*0,T;L?) et u® € L?(0,T;L?) telles que, a une

extraction de sous-suite pres, on a

u. —

s

rfl

faiblement dans L*(0,T; L?), (4.103)

u. —

~C
—\
uE

o

Montrons que les limites u, @, u¢ dans (4.103) coincident.
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D’apres (4.103) on a
(u—1u,u. — ) — ju—1a] (4.104)

Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz
|(u—a,u. — )| < |u—1uf|u. — .l (4.105)

Cherchons la limite de |u. — 4.|. On a

N-1
u. —u.l> = k up —art?
h h

n=0
N-1

= k) (g =yt + (- apthP?
n=0
N—-1

< 2k |uf — ”+12—|—2k2]u”+1 a2, (4.106)
n=0

D’apres (4.5) on a

N—-1
kY Jup —up )P = kz |dul 2 < Ok (4.107)

De plus en utilisant (2.6) et (4.5) on a

N
k Z ’un-l-l ~n+1’2 =k Z |l€ Vh n+1 _pz)|2 — k3z ’Vh((spz-‘rl)'Z < CkQ (4108)
n=0

En reportant (4.107) et (4.108) dans (4.106) on obtient
. — .| — 0. (4.109)
En combinant (4.104), (4.105) et (4.109) il vient
(u—u,u. — 1) —0=|u—af

On en déduit
u=1u. (4.110)

Montrons également que t = u°. D’apres la définition (4.74)—(4.75) de Q. et U¢, on a

N-1

G — Gl < Ck Y[t —ap)*. (4.111)
n=0
On utilise la décomposition suivante :
ﬁZ—H o ﬁ;zl — (uz—i-l n+1 + un+1> (ﬁz + uz o UZ)

= (" - uZ“) + (™ — ) — (W — uy). (4.112)
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On déduit de (4.107), (4.108), (4.112)
N-1 N-1 N-1
EY P <4k ot -t P2k ) gt - mpP < Ck (4.113)
n=0 n=0 n=0

En reportant (4.113) dans (4.111) on obtient
i — | — 0. (4.114)
On en déduit que les limites des suits (U)o et (US)eso sont égales :
i = . (4.115)

Combinons finalement (4.110) et (4.115). On obtient que les limites des suites (u.)cso,
(Oc)eso €t (0S)eo dans (4.103) sont égales :

u=1u=nu‘e L*0,T;L?.
Montrons maintenant que les convergences faibles (4.103) des suites (U:)c>0, (Uc)es0 €t
(0S)e~0 vers u sont des convergences fortes. Considérons d’abord la suite (11;)e~o. Posons
V. =1, — u

En utilisant la transformée de Fourier, on va vérifier que v. — 0 dans L?(0,T’; L?). Soit
M >0.0On a

/|35(7)|2d7 :/ |€8(7)|2dr+/ Bo(r)Pdr = 1M 4+ M. (4.116)
R |T|<M

IT|=M
Estimons JY. Pour tout 7 € R on a
Ve(r)P = [0a(r) — a(r)* < 2[a(7)]” + 2[a(r)]*

Intégrons sur {7 € R;|7| > M}. On obtient

JEM§2/ ]ﬁg(r)|2d7+2/ ja(r)[? dr. (4.117)
|7|>M

|T|=M

. 1 .
B()Pdr < / 72 [ ()P dr
/TZM M? J =m0

en utilisant (4.77) on en déduit

o C
/|T|>M [G.(Pdr < 775 (4.118)

En remplacant (4.118) dans (4.117) il vient

2 ~
JM < M(;W +2/>M|f1(7)|2d7. (4.119)
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Intéressons-nous maintenant & IM. Soient 7 € R et ¢ € L% On déduit de la définition

(4.76)
> T ~ ;
@r).0) = [ (aule.e ™)
0
L’application ¢ — e 2™ ¢ est un élément de L?(0,T;L?). Or, d’apres (4.103), on a
u. — u faiblement dans L*(0,7;L?). On en déduit

(Be(r). ) = / (8.(8), e 27 b ) dt — / (@(), e 2 ¢ ) dt = (A(r). b ).

Ainsi
u.(7) = u(r) faiblement dans L. (4.120)

Montrons que cette convergence est forte. Soit w, , : R* — R? I'application définie par
WE,T|Q - ﬁE(T)u WE,T|R2\Q =0.

Pour tout ¢ € R on a @.(t) € Py. De la définition (4.76) on déduit que 0.(7) € Py. D’apres
le lemme 4 dans [9], il existe donc une constante C' > 0 telle que pour tout 1 € R?

(Wer (- + 1) — Wer | < [[Wer s Il (In] + Ch). (4.121)

En utilisant la définition (4.76), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.4) on a

T N
w7, = [[ac(r)]li < C/O loc(®)l7dt < CkY_ap)i < C. (4.122)
n=1

En utilisant le théoreme 1 de [9], on déduit de (4.120), (4.121) et (4.122)
u.(7) > U(r) dans L.

D’ou

V.(r)=u.(r)—1(r) = 0 dans L2,

Il s’ensuit que pour tout M > 0 on a
™ :/ B.(r)2dr — 0.
[r|<M

Soit 7 > 0. D’apres la limite précédente, il existe £(n) > 0 tel que pour tout M > 0 et
tout € > ¢(n)

n

5

D’apres (4.119) il existe M (n) tel que pour tout M > M (n) et tout € > 0

2] <

n
JM < =
|€’ 2
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Reportons ces majorations dans (4.116). On obtient que pour tout > 0, il existe () > 0
tel que pour tout € > &(n)

/ V()| dr <.
R
Ainsi

/R v.(7)|?dr — 0. (4.123)

Or, d’apres 1'égalité de Parseval, on a

[ R ar= [ .o i

On déduit donc de (4.123)
v.=u.—u—0 dans L*(0,T;L?).

D’autre part, d’apres (4.109) et (4.114), on a

. —u.| —0 u. —ug| — 0.
On obtient donc
u. — u
. — u dans L*(0,T;L?), (4.124)
u — u

avec u € L?(0,T;L?).
Vérifions maintenant que u € L?(0,7;V). Soit U, : R — L%*(R?) lapplication définie
ainsi. Pour tout ¢ € R on pose

@(t)o = . (t), T () |g2y0 = 0.

La suite (01.).-0 converge dans L?(0,7;L?) vers u. On en déduit que (U.).-o converge
dans L?(0,T;L?(R?)) vers l'application € L*(0,7T;L*(R?)) définie ainsi. Pour presque
tout t € Ron a

()] = u(t) () e\ = 0. (4.125)

Pour tout ¢ € R on a 6.(t) € Py. D’apres le lemme 4 dans [9], il existe donc une constante
C > 0 telle que pour tout 7 € R? et tout t € R on a

@) +n) — @) < @@l Il (Inl + Ch).
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Soit ¢ € C°(0, T; (C5°(R))?). En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz et (4.4) on obtient
pour tout n € R*\{0}

/OT (ﬁ(ﬁs(t)( +n) —u.(t)), d)(t)) dt

(85 )
<\ 1+Om (/ (o) ) " (/ B0 ) "

; N 1/2
<,/1+C m (kz Hﬁh”i dt) ||¢||L2(07T;L2(]R2))
n=1

h
§ C 1 + O m H¢||L2(O,T;L2(R2))'

1/2

Faisons tendre € = max(h, k) vers 0. En utilisant la convergence faible (4.103), on obtient
que pour tout n € R*\{0}

/0 (l_}ﬂ(ﬁ(t)(. +n)—u(t), ¢(t)) dt < Ol 20,12 re))-

Soit encore, par un changement de variable :

T
/0 (ﬁ(cb(- —n.t) - ¢(t)),ﬁ> dt < C[@llezor2(e2)). (4.126)

Si (e, ey) désigne la base canonique de R? prenons = ne; (i € {1,2}) dans (4.126),
avec 11 > 0, et passons a la limite lorsque n — 0. On obtient que pour i € {1,2} et pour
tout ¢ € C5°(0, T (C3°(R))?)

T 0
/ <_8¢ ,ﬁ(t)) dt < C ||¢HL2(07T;L2(R2)). (4.127)
0 T

Ceci montre que pour ¢ € {1, 2} la dérivée de u par rapport a x; au sens des distributions
vérifie
Ju
3%
On a ainsi montré que u € L%(0,7; H'(R?)). En utilisant (4.125) on en déduit

€ (L*(0,T; L*(R?))) = L*(0, T; L*(R?)).

u e L*0,T;Hy).
Pour montrer que u € L?(0,T; V) il reste & vérifier que

divu =0 presque partout.
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Puisque u € L*(0,T;H}), on sait que divu € L?(0,T;L?). Soit ¢ € L*(0,T;Cs°). En
intégrant par parties on a

—/0 (q(t), divu(t)) dt = /0 (Va(t),u(t)) dt.
En écrivant u = (u — u.) + u. il vient
/0 (Va(t),u(t) dt = / (Va(t), (u — w)(8)) di + / (Va(t), u(t)) dt
= A.+B.. (4.128)

En utilisant la convergence faible (4.103) on a

A — 0. (4.129)
Par ailleurs en écrivant Vg = (Vq - Vh(ﬁpoq)> + V,(Ilp,q) il vient

B. — / ((Va = Valllng)) (1), ua(t)) dt + / (Vi(ILr,a)) (), u-(1)) dt
B+ B (4.130)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.14 on a

IB!| < Vg - Vallpg)| 2012 [0l 20702
< Chllqllz20m;m2) 0l 220,712
< Ch. (4.131)

D’apres les propositions 1.15 et 2.1 on a pour tout n € {0,..., N —1} et tout ¢t € [t,, t,11]

(Va(Tna(®). () = (Va(lna(t), i) = ~(Tng(t),divyw) = 0,
de sorte que .
/ (vh(ﬁpoq(t)),ug(t)> dt = 0= B,. (4.132)

Reportons les estimations (4.131) et (4.132) dans (4.130), puis (4.130) et (4.129) dans
(4.128). En passant a la limite pour ¢ = max(h, k) — 0 on obtient

T
Vq € L*(0,T;C5), / (q(t),divu(t)) dt = 0.
0
Puisque I'espace C° est dense dans L? on en déduit

Vqe L*0,T; L?), /OT(q(t),div u(t)) dt = 0.
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Ainsi

divu =0 presque partout .
Au total, on a vérifié que

uc L*0,T;V). (4.133)

Montrons maintenant que u vérifie (4.101). D’apres (2.2) on a pour tout ¢ € [0, 7]

die  ~
CZE = Ay, — Vyp. + .. (4.134)

Soit ¢ € C([0,T]) vérifiant ¢)(T) = 0, et w € V N (C5°)*. En multipliant (4.134) par
Y (t)IIp,w et en intégrant sur [0, 7] il vient

IRG (dd w) e [ ote) B0 T dt+ [ 600 (Va0 o w)
/ W(t) (F-(¢), TTp, W) dt. (4.135)
On va passer a la limite dans (4.135) pour € — 0. D’apres les propositions 1.7 et 3.1 on a
lw — Tlp,w| < |W — [lp,w| + [lp,w — lp,w| < C'h||w|2,

de sorte que lorsque € = max(h,k) — 0

ﬁpow —w  dans L?. (4.136)
En intégrant par parties, on a
T dic ~
/0 () (d—;,npow> dt = [(t) (G(t), Tipyw /w 1), Tip,w) dt
— . (0) (), TTpyw / (1) (@(1), Tipyw) dt. (4.137)

L’opérateur Ilp, étant auto-adjoint (proposition 1.6), on déduit de (4.136)

(ﬂ?w ﬁPOW) - (Hpou()v ﬁPOW) - <u0>HPo(ﬁPoW>) - (u0>ﬁP0W) - (u0>W>'

D’apres (4.124) on a u¢ — u dans L?*(0,7;L?). On déduit donc de (4.136)

/¢ ), Tip, w dt—>/ W) (ut), w) dt.
)

On obtient ainsi en passant a la limite dans (4.137

/w dt HPO w) dt — —1(0) (up, w /w ,v)dt. (4.138)
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Par ailleurs, d’apres la proposition 3.8, on a

/ U(t) (Apt(t), Ip,w) dt = / U(t) (e(t), An(Ilp,w)) dt.
On a la décomposition suivante

Ay (llp,w) = (A (IIp,w) — IIp, (Aw)) + IIp, (Aw).

On en déduit

/w (A (1), Tip,w) dt = A. + B, (4.139)
A —/ 0 (8) (8 (1), TTp, (Aw)) df = /w (i(t), Aw) di
et
B. = / B (0) (:(8), Ay (Tip,w) — T, (Aw)) dt.

D’aprés (4.124), on a G, — u dans L?(0,T;L?). On en déduit

A /O O(t) (ut), Aw) dt.

Puisque u € L*(0,7;V) et w € (C5°)? on a en intégrant par parties

/0 U(t) (u(t), Aw) dt = _/O B(t) ((u(t), w)) dt.

Rappelons que la notation ((.,.)) est définie par (1.1). Ainsi

T
A o - / (u(t), w)) dt. (4.140)
0
D’autre part, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.14, on a
|B:| < C |Bh(ﬁPOW) — Upy (AW)| [Juc|| z2(0,riL2) < Ch||wl2 |Juc||z20,rm2) < Ch.
Ainsi lorsque € = max(h,k) — 0 on a
B. — 0. (4.141)

En reportant (4.140) et (4.141) dans (4.139), on obtient

T T
| o) Tiogw) dt =~ [ o) (ale). w) dr (4.142)
0 0
Par ailleurs on a pour tout t € R

(vhps(t)> ﬁP0W> = (vhps(t>7 HPOW) + <Vhpg (t), ﬁPOW — HPOW)- (4143)
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Le maillage est uniforme. On déduit donc de la proposition 3.7
(Vipe(), ey w) = (Vipe(t), w) = (Va(llppep- (t)), w).

Puisque w € V on a div w=0. En intégrant par parties on obtient donc

(Vape(t), Tpyw) = — (I ppepe(t), div w) = 0. (4.144)
D’autre part

(Vipe(t), Tpyw — Ip,w) = (Vi (Mppep. (t)), Mp,w — Ip,w).
En appliquant la proposition 3.1 on en déduit
(Vipe(t), Tpyw — Ip,w) < |V, (Ippepe(1))] [Ip,w — Mpyw| < C 72 [V (Tppep. (£))].

Soit, en utilisant l'inégalité inverse sur P (proposition 1.4)

(Vap=(t), Ip,w — Lp,w) < C 1 [T ppepe (t)]. (4.145)

Reportons (4.144) et (4.145) dans (4.143), multiplions par v (t), et intégrons sur ¢ € [0, 7.
On obtient

T T
/ O(t) (Vap (1), Tipyw) dt < C |6l seor) / TLppep. (1) dt.
0 0

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.5) on en déduit

T B T _ 1/2 N 1/2
[ o) @t Tiewyar < on ([ imaopa) < o (z@ \np;wpm?)
0 0 n=0
< Ch.
Ainsi lorsque € = max(h,k) — 0 on a
T ~
| o) (Fae(0), T, wy e — 0. (4146)
0
Enfin, pour tout ¢ € [0,7], on a
(ff:‘(t)7 ﬁpOW) = (Hpof(t)7 ﬁPoW) = (f(t)7 ﬁPOW) )
en utilisant (4.136) on en déduit
/ D) (E(8), Tipyw) df = / W(#) (£(8), T, w) dt — / D) (E(), w)dt.  (4.147)

Reportons les limites obtenues (4.138), (4.142), (4.146) et (4.147) dans (4.135). On obtient
que pour tout w € VN CH°

00w - [ @@ [ o (.m0, w) =
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L’espace 'V N (C3°)? est dense dans V. On en déduit que pour tout v € V et tout
Y € C*([0,T]) vérifiant ¢(T) = 0, on a

T
- (uo, v / P'(t w) dt +/ () (((u(t),v)) - (f(t),v)) dt = 0.
0
Si ¢ € C3°(]0,T7]), on a ¢(0) = 0 et par définition de la dérivée au sens des distributions

[ o= [ o v

On a donc pour tout ¢ € C3°([0,T7])

/0 (t) <%(u(t)7v) + ((u(t),v)) — (f(t),v)) dt — 0.

On a ainsi montré (4.101).

d
Vérifions maintenant la régularité (4.99) sur d—? En utilisant la proposition 1.1 et (4.5)
on a

duc||” > sy X ||oap
5L n=1 n=1

13C

d
Ainsi la suite ( us) est bornée dans L?(0, T’; L?). 1l existe donc e € L*(0, T; L?) telle
e>0

que, a une extraction de sous-suite pres, on a

dug
dt
On en déduit que pour tout ¢ € C5°([0,77]) et tout v eV

/oT #(t) (df’v) dt — /OT o(t)(ax,v)dt

D’autre part, en utilisant une intégration par parties et la convergence (4.124), on a

/OT o(t) (%,V) dt = —/OT o' (t) (us,v)dt — — /OT ¢'(t) (u,v) dt

En comparant les limites on obtient

/OT o(t) (00, v) dt = — /OT (1) (u,v) dt

Or, par définition de la dérivée au sens des distributions, on a

/T(ﬁ(t)%(u,v / &' (t) (a,v)

On obtient ainsi que pour tout v € V et tout ¢ € C5°(0,7)

— « faiblement dans L*(0, T;L?). (4.148)

/(b L vy dt = /¢ (o, v) dt. (4.149)

Rappelons le résultat suivant ([12], p. 250).
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Proposition 4.1 Soit X un espace de Banach. Notons X' son dual, et < .,. > le crochet
de dualité correspondant. Soient U € LY'(0,T;X) et G € L'(0,T;X). Les assertions
swiwvantes sont équivalentes.

(i) 1l existe Uy € X tel que, pour presque tout t € [0,T],

U(t) =Ug+ /t G(s)ds. (4.150)

(i1) Pour tout ¢ € C§°([0,T)) et tout € € X', on a

/ o(t) —<U )£>dt:/T¢(t)<G(t),£>dt. (4.151)

Posons
X=V, U=u, G=aq«.

D’apres (4.133) on a U € L?*(0,T;V); en particulier U € L'(0,T;X). De plus

G =a € L*0,T;L%) c L'(0,T; X).
On peut donc appliquer la proposition 4.1. D’apres (4.149), 'assertion (4.151) est vérifiée.
L’assertion équivalente (4.150) implique que

du

T mac L*(0,T;L?). (4.152)
On a ainsi montré (4.99).

On déduit également de (4.150)
u e C0,T; H).
De plus u € L*(0,7;V) d’apres (4.133). On a ainsi montré la régularité (4.98) sur u.
Montrons enfin la condition initiale (4.102). En combinant (4.148) et (4.152), on obtient
da¢  d
;; ~ d—ltl faiblement dans L2(0, T; L?). (4.153)

Soit w € VN (C°)? et ¢p € C=([0,T]) vérifiant 1(T) = 0. En utilisant la convergence
forte (4.136) on déduit de (4.153)

T dac ~ T d
[ o (G ) ar— o (w) ar

D’apres (4.149) et (4.152) on a

[ oo () ar= [ o e i

en utilisant une intégration par parties et la régularité (4.98) de u on en déduit

[0 ew) it = 00 0w - [0 o), )
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On obtient ainsi

dué ~

/OT?/)(t) (d—;,Hp0w> dt — —(0) (u(0),w) — /OTw’(t) (u(t), w) dt. (4.154)

Comparons (4.138) et (4.154). On obtient que pour tout ¢ € C*°([0,T]) vérifiant ¢(T") = 0,
on a
$(0) (u(0) = o, w) = 0.
On en déduit
u(0) = uy.
On a ainsi montré (4.102).

Enfin, d’apres (4.103), il existe une suite extraite de (u.).~o qui converge vers u. Or on
peut montrer ([12], p. 254) que l'application u vérifiant (4.98), (4.99), (4.101) et (4.102)
est unique. On en déduit la convergence de 1’ensemble de la suite (u.)e~o vers u. On a
ainsi montré (4.100). n

4.2.2 Convergence du schéma VF-CN

Lemme 4.3 On considere le schéma VF-CN. On suppose que les données vérifient I’hy-
pothese (HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est
uniforme. Alors, pour tout 0 < v < }1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
e>0

/ 171> [a. ()2 dr < C.
R

DEMONSTRATION. Elle est analogue & celle faite pour le schéma VF —1I (lemme 4.2). La
fonction g, : R — Py est définie cette fois pour tout ¢ € [0, T par

~ 1~
Ahg€<t) = 5 Ah(u5<t) + ug(t)) - Vhps(t)
1 u.(t — k) —u.(t
bl gy - RO
Les calculs sont ensuite similaires a ceux effectués pour montrer (4.77). ]

Théoréme 4.5 (Convergence du schéma VF-CN).

On considére le schéma VF-CIN. On suppose que les données vérifient [’hypothése (HD),
que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est uniforme. Alors
il existe

ucC(0,T;H)NL*0,T;V)
vérifiant
du

— e L*0,T:L>
g € L O.T;L)

telle que lorsque € = max(h, k) — 0

u. —»u dans L*(0,T;L?).
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Pour tout v € C3°([0,TY]), u vérifie

VvevV, /o »(t) <%(u(t),v) + ((u(t),v)) — (f(t),v)) dt = 0.

Enfin
u(0) = uy.

DEMONSTRATION. En utilisant le lemme 4.3, la démonstration est analogue & celle faite
pour le schéma VF-I (théoreme 4.4). La majoration de 0. est modifiée comme suit. En
utilisant (4.30) on a

N
[l 20y = k)6
n=0

N
= Rl EY fa

n=1

N
= R Y fa g -

n=1

IN

N N
Bl + 2k [y +up ' P+ 2k ) [up !
n=1 n=1

IN

N N
Bl + C kY [lay + w7+ 2k [ap '
n=1 n=1

< C.

Pour le reste, les calculs sont analogues a ceux effectués pour le schéma VF-1. [

4.2.3 Convergence du schéma VF-BDF

Lemme 4.4 On considére le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient
Uhypothese (HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage
est uniforme. Alors, pour tout 0 < vy < L—i, il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout € > 0

/ \7’]27 ’65(7)‘2d7 < C.
R

DEMONSTRATION. Elle est analogue a celle faite pour le schéma VF-I (lemme 4.2). L’ap-
plication g. : R — Py vérifie cette fois pour tout ¢ € [0, 7]

Ahgaa) - (Ehﬁs(ﬂ - vhpa(t) + fe(t) -2 ﬁ€<t — k> — u€<t)) X[t1,T]

k
Wt —2k) — u(t)
2% X|ta,T]-
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L’égalité (4.88) devient

3 du‘ 1 du¢
odu. 1A%, L
2 dt 2 dt< )
~ 3 . - 1 5 3ual —a?
:Ahgs+§(u250—uhN§T)—§(u,115t1—uhN§T+k)—|—§ hk hX[oytl]
Lay —a)!

9 T X[T,T+k]-

D’ou 'on déduit en prenant la transformée de Fourier, une égalité (4.89) modifiée : pour
tout 7 € R,

~

3 1 ,
—2imT (5 — 5 e 2Ry a,(7)
~ 3 . 1 ) —2imk __ 1
= Ag(r) + (5 (6 - ) - S (6] - a) e 2))
<§ 1w, — ) 1 uy —u, ! 672i7rT> e ¥ —1
2 k 2 k k

Les termes supplémentaires apparaissant dans le membre de droite sont majorés grace a
(4.4) et (4.5). Par ailleurs d’apres l'inégalité triangulaire

2Lt Yo
de sorte que
| — 2imT ﬁey <|—2irT (g -5 ¢ 2imTh) ﬁe(T>|
Les autres calculs sont similaires a ceux effectués pour le schéma VF-I. n

Théoréme 4.6 (Convergence du schéma VF-BDF).

On considére le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient ’hypothese
(HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est uni-
forme. Alors il existe

ucCO,T;H)NL*0,T;V)
vérifiant
du
— € L*(0,T;L?
dt (0.75L7)
telle que lorsque € = max(h, k) — 0
u. —u dans L*(0,T;L?).

Pour tout ¢ € C3°([0,T7), u vérifie

Vv eV, /O b(t) (%(u(t),v) + ((u(t),v)) — (f(t),v)) dt = 0.

Enfin
u(0) = uy.

DEMONSTRATION. Elle est similaire & celle faite pour le schéma VF-I. [
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Chapitre 5

Estimations d’erreur

Ce chapitre est consacré a 'obtention d’estimations d’erreur pour les schémas VF-I
et VF-BDF. Nous définissons d’abord les erreurs (section 5.1). Nous établissons ensuite
dans la section 5.2.1 les équations vérifiées par ces erreurs pour le schéma VF-I. Nous
faisons de méme dans la section 5.3.1 pour le schéma VF-BDF. Les équations d’erreur
font intervenir des erreurs de consistance. Les erreurs de consistance associées au schéma
VF-I (resp. VF-BDF) sont estimées dans la section 5.2.2 (resp. 5.3.2). On en déduit
les estimations d’erreur énoncées dans le théoreme 5.1 de la section 5.2.3 pour le schéma
VF-1. Les estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF sont énoncées dans le théoreme
5.2 de la section 5.3.3.

En utilisant les espaces introduits dans la section 1.2, le probleéme de Stokes (1)-(4)
peut étre formulé ainsi. A partir des données
fc L*0,T;L%), u, € H,
on cherche u € L?(0,T; V) N L>(0,T; H) solution de

d
Vvev, %(u,v)—l—((u,v)) = (f,v), (5.1)

(u(0),v) = (uo, v).

En deux dimensions, une méthode de Galerkin permet de montrer que ce probleme admet
une solution unique ([12], p. 254). Du théoreme de de Rham ([12], p. 14) on déduit
I'existence d’une unique pression p vérifiant [,pdx =0 et Vp € L*(0,T;H™'), telle que
I'équation (1) est vérifiée au sens des distributions. En supposant ug et f plus réguliers,
on obtient une solution (u,p) plus réguliere.

Dans tout le chapitre, u désigne la solution de (5.1) et p la pression qui s’en déduit.
On suppose que (u, p) vérifient

ucC(0,T;H?) et pecC(0,T;H?),
(HR) u, € L*(0,T;H?) et p, € L*(0,T; H?),
uy, € L*(0,T;L%) et Vpy € L*(0,T;L?),
uy, € L*(0,T;L7).
On utilise aussi I’hypothese suivante sur les valeurs initiales du schéma

(HIE) Il existe une constante C' > 0 telle que |Vp(0) — Vph| < Ch.
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5.1 Définition des erreurs

On définit les erreurs obtenues en approchant la solution des équations de Stokes
(1)-(4) par les schémas VF-I et VF-BDF.

Soit m € {0,..., N}. Les valeurs exactes u(t,,) et p(t,,) sont approchées par les valeurs
uy’, up’ et pi'. On définit les erreurs

e =u(t,) —u;, (5.2a)
e =u(ty,) —uy’, (5.2b)
a5 = p(tm) — Py (5.2¢)

Sous I'hypothese (HR), on a u(t,,) € H' et p(t,,) € L?. On a choisi (section 2.3) d’ap-
procher ces espaces par les espaces discrets Py et Fy. D’autre part, I'étape de projection
(2.1) fait apparaitre I’espace H(div). Cet espace est naturellement approché (section 1.2)
par l'espace discret RTg. On définit donc les erreurs d’interpolation

7 = u(tn) = Tpgu(tn) (5.32)
& = pltm) = Mpp(tn) | (5.3b)
' = u(ty,) — lMrrgu(tm). (5.3¢)

Notons que nous dlsposons (section 1.4) de deux operateurs de projection associés a l'es-
pace I, qui sont IIp, et II Py~ On choisit d’utiliser II P €t Hpo = (H p,)? dans les définitions
(5.3a) et (5.3b) afin de pouvoir appliquer les résultats de consistance des opérateurs dis-
crets. D’autre part, l'utilisation de 'espace RT§ dans (5.3c) permet de garantir une pro-
priété d’orthogonalité sur les erreurs (propositions 5.1 et 5.18). Des définitions (5.2) et
(5.3) on déduit

e = €, + 1y, (5.4a)
e, =€, +mn, (5.4D)
g =+ &, (5.4c¢)
avec
e = Ip,u(ty) — ay, (5.5a)
€)' = llgrsu(t,) — wy', (5.5b)
= pp(tm) — pp- (5.5¢)

Les termes (5.5a), (5.5b) et (5.5¢) sont les analogues discrets des erreurs (5.2).

Remarque : Par rapport aux schémas VF-1 et VF-BDF, I'analyse du schéma VF-CN
fait apparaitre un terme supplémentaire dépendant de I’erreur d’interpolation (5.3¢). Ce
terme ne peut étre estimé avec une précision suffisante. C’est pourquoi 'analyse d’erreur
qui suit est limitée aux schémas VF-I et VF-BDF'.
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5.2 Estimation des erreurs pour le schéma VF-I

Pour le schéma VF-I, on établit dans la section 5.2.1 les équations vérifiées par les
erreurs. Ces équations font apparaitre des erreurs de consistance qui sont estimées dans
la section 5.2.2. On en déduit les estimations d’erreur de la section 5.2.3 (théoreme 5.1).

5.2.1 Equations vérifiées par les erreurs pour le schéma VF-I

On cherche les équations vérifiées par les termes €)', € et m;" définis pour m €
{0,..., N} par (5.5a), (5.5b) et (5.5¢).

Soit n € {0,...,N — 1}. Sous 'hypothese (HR), (u, p) vérifie a I'instant ¢,q
W (tns1) — Au(tnr1) + Vp(tat1) = £(tnta). (5.6)
Cette équation s’écrit
u(tni1) —u(tn)
k

u(tn+1)k— u(t,) — W(tns1) + V(p(tn) — pltns1))- (5.8)

Appliquons l'opérateur IIp, a (5.7). On obtient

HP0u<tn+1> - HPou(tn>
k
Rappelons I’équation (2.2) associée au schéma VF-I

— Au(lyy1) + Vp(ty) — £(tns) = R?IJ)FI (5.7)

avec

n+1 __
Ry =

— e, Au(tys1) + e, Vp(ta) — e f(tni) = e Rig ' (5.9)

ﬁZH -, o~ n n+1
- Apa, 4+ Vipy — 77 = 0. (5.10)

Prenons la différence entre (5.9) et (5.10). 11 vient

Mp,u(t, ) —apt! [p,u(t,) — u} ~
< P ( +kl> L > - ( ° (1{7> h) - <HP0Au(tn+1) o Ahuh—H>

+ (p, Vp(tn) — Vipp) — (Wpyf(tns) — /1) = HPORgl. (5.11)

L’équation (5.11) fait intervenir 'opérateur Ilp, alors que les définitions (5.5a) et (5.5b)
utilisent respectivement les opérateurs ﬁpo et lIrTg. On pose donc pour tout m €
{0,.... N} R
I’ = p,u(t,,) — Opyu(ty,) (5.12)

et

Dy’ = Tlp,u(t,) — Hrrgu(tm). (5.13)
Notons que Ilgrsu(t,,) € Py d’apres la proposition 3.5; en particulier, D}* € Py. Avec
ces notations, le premier terme dans (5.11) s’écrit

p,u(t,1) —apt! e u(tyi1) — Mpyu(tysr) n e u(t,r) — apt!

k k k
G (5.14)

T =
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et le second

Mp,u(t,) —up  Tpyu(ts) — Hergu(t,) N lgrgu(tn) — up
k k k
- % (7 + DY). (5.15)
Pour tout m € {0,..., N}, on définit erreur de consistance associée au laplacien
L = Ip, Au(ty,) — Ap(Ilp,u(ty,)) (5.16)

et celle associée au gradient
G = —IIp,Vp(tm) + Va([lpp(tm)). (5.17)
Avec ces notations on a
p,Au(tysr) — Ay ™ = Ip,Au(tysr) — Ay(Ip,ult,s))
+A(Ipu(teg)) — Ayt
= L+ Ayet! (5.18)
et
p, Vp(tas1) — Vapp™ = e, Vp(tes) — Vi(Ilpp(tes))
+Vi(pp(tni1)) — Vaph
= -G 4+ Vit (5.19)
Pour tout m € {1,..., N}, posons

Tn+1

" = I, R (5.20)

D’apres (5.8), on a

Ty = e, (M) ) 4 Vo)~ ple)) (520

Enfin d’apres (2.1)

£ = p,f(tns1)- (5.22)
En reportant (5.14), (5.15), (5.18), (5.19), (5.20) et (5.22) dans (5.11), il vient

_egﬂk i Ryt 4V = % (L 4 D) + Lyt + Gp + Tt
Cette équation fait apparaitre la quantité suivante.
Définition : Pour tout m € {1,..., N}, lerreur de consistance Chla) € Po est définie
par
Cirw = % (I7 + Dy ) + L' + G+ Ty gy, (5.23)

Les termes I, D' L, G et T} 1) sont donnés respectivement par (5.12), (5.13),
(5.16), (5.17) et (5.21). Sim = 0 on pose C} ) = C}, ).

On obtient ainsi le résultat suivant.
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Proposition 5.1 On suppose que le schéma utilisé est VF-1 et que l’hypothése (HR)
est vérifiée. On a pour tout n € {0,..., N — 1}

éZH — € X sntl +1
— Apey + Vymy = Gy (5.24)
Intéressons-nous maintenant a ’étape de projection (2.6). Soit n € {0,..., N—1}. D’apres
la définition (5.12) on a
Mp,u(tys1) = Hp,u(t, ) + I (5.25)
et d’apres la définition (5.13)
HP0u<tn+1) = HRTgu(th) + DZ+1. (526)

En reportant (5.26) dans (5.25) on obtient
e, u(tns1) = Mrrgu(t,) + I+ DRt (5.27)
Rappelons I’équation de I’étape de projection (2.6)
G =t RV - ) (5.2)
Soustrayons (5.28) de (5.27). En utilisant les définitions (5.5a) et (5.5b) il vient
& = e — RV - ) + DY I (5.20)
D’apres la définition (5.5¢) on a
~kVa(pp™ = pp) = Vil =) = k Vi (p(teg) — p(tn))). (5.30)
En reportant (5.30) dans (5.29) on obtient
Etl = et 4 V(! — ) + T DI — kY, (T, (p(tasn) — p(E0))).
Cette équation fait apparaitre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m € {1,..., N}, 'erreur de consistance P’y € Po est définie
par N
Py = Iy + Dy — k Vi (I (p(tn) — p(tm-1)))- (5.31)

Les termes I et D} sont donnés respectivement par (5.12) et (5.13).

On obtient ainsi :

Proposition 5.2 On suppose que le schéma utilisé est VF-1 et que l’hypothése (HR)
est vérifiée. On a pour tout n € {0,..., N — 1}

et =€+ kVi(mt =) + P (5.32)
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5.2.2 Estimation des erreurs de consistance pour le schéma VF-I

Les équations vérifiées par les erreurs (section 5.2.1) font apparaitre des erreurs de
consistance que 1’on estime ici.

Rappelons que les erreurs de consistance C?Z(I) et P}?’(I) sont définies pour tout m €
{0,..., N} par (5.23) et (5.31). Ces définitions utilisent les termes Ij*, D}, Li* et G}
donnés par (5.12), (5.13), (5.16) et (5.17). On estime donc d’abord ces termes.

Proposition 5.3 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).

Il eziste une constante C' > 0 telle que pour tout m € {0,..., N} on a
13|+ 1D + [Ly'| < Chlull oo o,rm2) (5.33)
et
G| < Chlpll oo 0,72)- (5.34)

DEMONSTRATION. Soit m € {0, ..., N}. D’apres la définition (5.12) et la proposition 3.1

on a
| = Mpou(tn) — Mpgu(t,)] < Chlutn)lz < Chllufeorma.

D’apres la définition (5.13) on a

D;Ln = Hpou<tm) — HRTgu(tm>
= (pyu(tn) —a(tn)) + (a(tn) — Hergu(tn));

en utilisant les propositions 1.7 et 1.9 on en déduit
DY < Chlult)ll < ChJul ).
En utilisant la définition (5.16) et la proposition 1.14 on a
L] = [Tp, Au(t) — Ap(Tip,u(tn))] < Chfultn)lls < Ch = e,
D’apres la définition (5.17) on a
G| = [Ty Vp(t) = Va(llrp(tm))|;

en utilisant la proposition 1.13 on en déduit

G| < Chllp(m)ll2 < Chllpl| e 0,782)- =
Proposition 5.4 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).
Il eziste une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N} on a
tm 1/2
oyl -+ o0y + otz < onvi ([ fus)izas) (5.35)
tm—1
et

5G| < Chvk ( / " Hpt<s>n§czs)l/z. (5.36)

tm—1
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DEMONSTRATION. Soit m € {1,..., N}. D’apres la définition (5.12) et la proposition 3.1
on a

6177 | = [Tp,du(ty,) — Mp,0u(tn)| < Ch[[8ult)]s.
D’apres la définition (5.13) on a

(SDZZ = Hpoéu(tm) — HRT85u(tm)
= (Hpoéu(tm) — 5u(tm)) + (5u(tm) — HRT(c)éu(tm)).

En utilisant les propositions 1.7 et 1.9 on en déduit

1/2

tm
D} < Chldutt, )l < Chldutt)l < CVE ([ fute)ias)
tm—1

D’apres la définition (5.16) et la proposition 1.14 on a
6L | < [TTp,Au(ty) — Ap(ITp,du(t,))| < Ch[|u(ty)]lo-
Puisque

tm
Su(ty,) = / () ds,
tm—1

on obtient en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
tm 1/2
oty + oy + G < Vi ([ udolas)
tm—1
D’apres la définition (5.17) et la proposition 1.13 on a
[6G| = e Vop(tm) — Va(llr,op(tn))|
avec

3pltm) = ) = pltn1) = [ " ps) ds.

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

tim 1/2
|6G?|30h¢%(/ ||pt<s>||§ds) . .

tm—1
Des propositions 5.3 et 5.4 on déduit les estimations suivantes pour ’erreur de consistance
Cl -
(I)

Proposition 5.5 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).
1l existe une constante C' > 0 telle que

N
n h2
kz IChpl? <C (k2 + % + ﬁ) : (5.37)

n=1
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DEMONSTRATION. Soit n € {1,..., N}. D’apres la définition (5.23) on a
Chaol <5 (P + 3 DI+ LR + G P+ Tl ). (639
D’apres (5.33) et (5.34) on a
|I "+ D 4 (L + (G

h2
<COh? (HPH%OO(O,T;H?) + Hu”%OO(O,T;H?)) +C 72 Hu”%“’(O,T;H?)‘ (5.39)

D’apres la définition (5.21) on a

u(t,) —u(tn,-1)
k

2

+2 [V(p(tn) — p(ta-1))*.

T p)* <2

— w(ty)

En utilisant les développements de Taylor

V(pltar) — pltn)) = / " Upi(s) ds,

atn 1) — u(tn) + kuy(ty) = /t b — 8) (s) ds,

on en déduit

T l* < Ck’/ () + [Vpils)P) ds. (5.40)

tn—1
Reportons les estimations (5.39) et (5.40) dans (5.38). En sommant de m =1 a N, il
vient

kZ|Ch ol? < CF (luulZzorre + IVl 20ra2)

h2
+ Ch? (HPH%W(O,T;H?) + HuH%OO(O,T;HQ)) + Cp HuH%OO(O,T;HQ)' u

Proposition 5.6 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).
1l existe une constante C' > 0 telle que

kac o> < C (K + K n* + 1?). (5.41)

DEMONSTRATION. Soit n € {2,..., N}. En appliquant Popérateur § a la définition (5.23)
on obtient

6Ch 1) = - (61’,; + D7) + 0L, + 0G4 0T gy,
On en déduit

|<Sc;;,(1)|2 < 5( 617! |2+ = 6D}~ Y2+ |SLY + |G + 6T | ) (5.42)
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D’apres (5.35) et (5.36) on a

1 n|2 1 n—1|2 n|2 n—1|2

@Iﬂh\ +ﬁ‘6Dh “ 4+ [6L, " + |0G) |

h2 tn tn—1
<C (h2k+ ?> / |u(s)|[3ds + Ch*k / lpe(5)]|3 ds. (5.43)
tn—2

tn—2

D’apres la définition (5.21) on a

6T 0 — Iy, <u<tn) - 2u(t,;€1) +u(tna) wy(t) + 1 tn_1)>
+ HPOV(—p(tn,Q) + 2p<tn,1> - p(tn)). (544)

Des développements de Taylor

k2 tn
(ts) = ltas) +Ewltad) 5 walts) [ (5 w(s)ds.

tn—1
2

k tn—2
altoa) = ultan) = bt + 5wt + [ (e = s wa()ds,

tn—1

tn
ut(tn) = ut(tn_l) + kutt(tn_l) + / (tn — 8) uttt(s)ds s
tn—1

on déduit en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz

u(t,) — 2u(ty_1) +u(t,_s) 2

k
tn—1 tn
§ CkS (/ |uttt(8)|2d8 +/ |uttt<8>|2d8> . (545)

tn_Q tn—l

— U_t<tn) + ut<tn,1>

Des développements de Taylor

Vp(t,) = Vp(t,_1)+kVp(t,_1)+ /tn (tn — s) Vpu(s)ds,

tn—1

tn—2
Vpltas) = Vpltas) =k Vpiltas) + / (tus — 5) Vpu(s) ds,

tn—1

on déduit en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
[V (=p(ta-2) +2p(tar) — p(ts))]”
tn tn—1
< C]f?’ (/ |tht(8)‘2d5 +/ |tht(s)|2ds> . (546)
tn—1

tn—2

En reportant les estimations (5.45) et (5.46) dans (5.44) on obtient

tn
5T} o < O / (e ()2 + [Vpua()2) ds. (5.47)
tn—2
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Reportons les estimations (5.43) et (5.47) dans (5.42). Il vient
tn
BChwP < 8 [ (uulo) + [Vpu(s)) ds
tn—2

h2 tn tn—1
¥ c(hmz) | @ Bdscrk [T )l
tn—2

tn—2

En sommant de n = 2 & N on obtient

N
k Z ’502,(I)|2 < Ck' (HutttH%Q(o,T;m) + ”thtH%?(o,T;LQ)) +Ch? Hut||L2(0,T;H2)

n=2

+ CRPE (Ipellezorme) + lulli2omme))- "

Des propositions 5.3 et 5.4 on déduit également les estimations suivantes pour I'erreur de
consistance P;L”(I).

Proposition 5.7 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).

Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m € {1,...,N}
Pyl < C (k' +h?). (5.48)
DEMONSTRATION. Soit m € {1,..., N}. D’apres la définition (5.31) on a

~ 2
’PZ?(I)P <3 (‘D?F + [P+ &2 ‘vh(HPo(p(tm) — p(tm-1))) > : (5.49)

D’apres (5.33) on a
T+ DR < CR? [[ullfe o, 7,72)- (5.50)

D’apres la proposition 1.11 on a

T < Clpltn) = Pl )IE < C p(tn) = pltm-) 3

Vi (T (p(tn) = p(tn-)))
Puisque

p(tm> _p(tm—l) :/tm pt(s) ds

on en déduit )
Vi (T, (p(tn) = P(tn1))) | < C R 903000 (5.51)
En reportant les estimations (5.50) et (5.51) dans (5.49), on obtient
|PZ:L(I)|2 <C (k4 ||pt||%°°(0,T;H2) + h? HuH%W(O,T;H?))‘ =
Proposition 5.8 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u,p) vérifient (HR).

Il existe une constante C' > 0 telle que

N
EY I8Py > < C(K° + K2 h?). (5.52)

n=2
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DEMONSTRATION. Soit n € {2,..., N}. D’apres la définition (5.31) on a

|5P71;L,(1)|2 < 3|6Dp P+ 3181

- 2
+ 3K? ’Vh (Ilp, (p(tn) — 2 p(ta—1) +p(tn72>))’ (5.53)
D’apres (5.35)
t”L
ST + 6D < C W2k / lue(s)|[3 ds. (5.54)
tn—2
D’apres la proposition 1.11 on a
- 2
V(T (pltn) = 2p(ta1) + p(ta-2)) | < CIV(B(ta) = 2p(tn1) + plta-2)
En utilisant les développements de Taylor
tn
plt) = pltas) + kpilta) + [ (1= 9)pals) ds,
tn—1
tn—2
P(th—2) = p(tn—1) — kpe(tn-1) + / (tn—2 — 5) pu(s) ds,
tn—1
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit
~ 2 tn
‘Vh(l_[po(p(tn) —2p(tn_1) —|—p(tn_2)))‘ <CK / Vi (s)|2ds. (5.55)
tn—2

Reportons les estimations (5.54) et (5.55) dans (5.53) et sommons de n =2 a N. Il vient

N
BT 18P < O 12K [wl2agomamey +C B IVpull s oire) .

n=2

5.2.3 Estimations d’erreur pour le schéma VF-I

Des équations vérifiées par les erreurs (section 5.2.1) et des estimations des erreurs
de consistance (section 5.2.2) on déduit les estimations d’erreur pour le schéma VF-I
(théoreme 5.1).

Rappelons que les termes €)', € et 7} sont définis pour tout m € {0,..., N} par
(5.5a), (5.5b) et (5.5¢). La propriété suivante est I’analogue pour les erreurs de la propriété
d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1).

Lemme 5.1 Pour tout m € {0,...,N} et toutn € {0,...,N} on a
(€n, Vprl) = 0. (5.56)
Pour toutm € {1,...,N} on a

|é’,?2—\e;”2+|é’,y—e;72:2(ng(l),e;y). (5.57)
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DEMONSTRATION. Soit m € {0,..., N} et n € {0,..., N}. D’apres la proposition 2.1 on

a
(u)*, Vyrl) = 0. (5.58)

D’apres les propositions 3.4 et 3.5, on a
divy(Hrrsu(t,)) = 0;
en appliquant la proposition 1.15, on en déduit
(Hrreu(ty,), Vamy) = — (7, divy (llgrgu(ty,))) = 0. (5.59)

En utilisant la définition (5.5b), on déduit de (5.58) et (5.59)

(er'. Vimy) = (Irrgultm) —uy', Vi)
= (Hrrgu(tn), Vamy) — (w0, Vi)
= 0.
Soit maintenant m € {1,..., N}. D’apres la proposition 5.2 on a

& —er =k Vu(m —m ) + Pl
Prenons le produit scalaire de 1'équation précédente avec 2€}". On obtient
2(&y — e er) =2k (Va(my — a0 h), €f) + 2 (Py iy, €7). (5.60)
D’apres (5.56) on a
(Vp(mp —m =), em) = 0. (5.61)
D’apres l'identité algébrique 2(a — b,b) = a*> — b*> + (a — b)? on a
2 (& — e, ep) = & — |epl? + |&p — e (5.62)

En reportant (5.61) et (5.62) dans (5.60), on obtient (5.57). ]

Rappelons d’autre part le résultat suivant.

Lemme 5.2 (Lemme de Gronwall discret, cf [5]).
Soient o, € RY, N € N*. On considere des suites positives (an)nen+, (bn)nen+, (Cn)nens
telles que

Vme{l,...,N}, am+5zm:bn§52m:an+5zm:cn+a.
n=1 n=1 n=1

Supposons que 6 < 1. Alors pour tout m € {1,...,N} on a

" al SN
am+52bn§ <5Z;cn—i—a) exp (T(S)

En utilisant les lemmes 5.1 et 5.2, on va estimer maintenant les termes €', €;" et m}".
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Proposition 5.9 On considére le schéma VF-1 avec k < }1. On suppose que le maillage
vérifie (HM), que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient
(HIE). Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

m 3 h2
€ * + kY lErll; + K [Vam | < C <k2 +h? k2> . (5.63)
n=1
DEMONSTRATION. Soit n € {0, .. — 1}. En multipliant (5.24) par 2ké&}™ on obtient

~n+1
(E—h — Qk) — 2k (A &) + 2k (Va7 = 2k (Chiy. 7). (5.64)

D’apres l'identité algébrique 2 (a — b,b) = a® — b* + (a — b)? on a

~n—+1

€ — € - ~
( h g h7 2k€2+1) n+1|2 |€h|2 4 |€n+1 o GZ 2.
Or, d’apres (5.57), on a
~n+1|2 — |€n+1|2 ‘|‘ | ~n+1 n+1|2 + 2 (Pn+1 n+1) :

on en déduit

<$ 2k &) = |6 P —lepl*+| € e+ et —ep P2 (PR €. (5.65)
D’apres la proposition 3.9
—2k (Apet, &) =2k |l &7 (5.66)
D’apres (5.56) on a
2k (Vymy, "+1) = 2k (Vymy, €Z+l nH) + 2k (Vymy, nH)

= 2k(Vpmp, € — .
Or, d’apres (5.32), on a

~n+1 n+1 n+l n+1 .
€h €, =k Va(m, ™) + P} hy(T)

on en déduit

2k (Vymy, 1Y) = 2k (Vpm, Vi(mp ™ — 7)) + 2k (Vi PZ—"(_Il))
Soit, en utilisant une identité algébrique

2k (Vimy, &) = K (IVamy P = [Vamp | = [ Vil — i) )
— 2k (Vamy, Pip)- (5.67)
D’apres I'inégalité de Young

2k (Vi Prig) < k2 [Vam]? + |sz11)]2. (5.68)
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ntl )l vient

Par ailleurs, en multipliant (5.32) par 2k V,(7},
212 |Vp(rHh — )2 = 2k (€71 — €+, Wy (ni ! — 1)) — 2k (Vi (n) !
Soit, en utilisant 'inégalité de Young,
R A
bR VA )P L PP

h,(T)

Puisque
K Va(my ™ = m)? < 28 (IVmp 2 + [Vam )

on en déduit
]{52|V ( n+1 7rZ)|2 < 2]<:3(|V 7Tn+1|2+ |v Wh‘ ) ’Pn ‘2+ ’~n+1 n+1|2
D’apres la proposition 1.1 on a
2k (Chln, &) < 2k |G| & < CRICH 1€ ln

soit, en utilisant l'inégalité de Young

2k (Chlyy &) S k& IR + CRIC, ™
En additionnant les inégalités (5.65) a (5.70) on déduit de (5.64)

len P = lepl* + k1R + & (IVamy ™7 — |V mhl?)

< CR(IVamp " + [Vam 7P + !P” >+ CRICH I

Soit m € {1,..., N}. En sommant de n =0 a m — 1 il vient

el + kz IERlE + &2 [Vamy* < 31632 Vampl* +a,

n=1 n=1

avec

a = €% 4+ k? Vi Z|P;;|2+Ck2|cn ol

Posons

et pour tout m € {1,..., N}

am = |€M + K|V,
1, .
b = glle}?Hi-

= Th);

1
Py

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

).
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L’inégalité (5.71) implique que pour tout m € {1,..., N}

am"'(sibmg(sian—Fa.
n=0 n=0

Sid <1, soit k< %, on déduit du lemme 5.2 que pour tout m € {1,..., N}

o 3kN
m|2 2 m|2 ~n||2
IR AR WL <aen (£200). (5.73)
Sik<iona
kN
exp (13 3k) <exp(127T) < C. (5.74)

Estimons a. D’apres la définition (5.5b) on a

€))? = [rpgu(0) —up|? = [rrgu(0) — Ip,u(0))?
< Mgrgu(0) — u(0)* + [u(0) — Ip,u(0)[>.

En appliquant les propositions 1.7 et 1.9, on obtient

lep < CR* [u(0)|If < Ch* |ul|7w oz (5.75)
D’apres la définition (5.5¢) on a

Vih = Va(Ilp,p(0) — p)) = Va(IIp,p(0)) — p, Vp(0) + IIp, Vp(0) — Vap).
D’apres la proposition 1.13 on a
Vi(ITg,p(0) = TTe, Vp(0)] < C h[p(0)la < Ch [[p]l (o712
En utilisant la stabilité de Popérateur IIp, pour la norme L? et I'hypothese (HIE) on a
[TTe, Vp(0) = Vapy| = [T, (Vp(0) = Virh)| < [Vp(0) = Vapy| < C'h.

On obtient ainsi

[Vampl < Ch. (5.76)
D’apres (5.37) et (5.48) on a
1 N N h2
T D Prgl+EY IC <O <k2 +h? + ﬁ) : (5.77)
n=1 n=1

En reportant (5.75), (5.76) et (5.77) dans (5.72) il vient

h2
a<C <k2 + h% + ﬁ) . (5.78)

En reportant (5.74) et (5.78) dans (5.73), on obtient (5.63). ]
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Proposition 5.10 On considére le schéma VF-I avec k < }1. On suppose que le maillage
vérifie (HM), que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient
(HIE). On suppose de plus que que 1) = ﬁpouo et que uy € C(0,k; L?), Vp; € C(0, k; L?).
Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

6ey)? + k2 | Vypomy|> < C (K* + K> h* + 1?). (5.79)

DEMONSTRATION. En appliquant I'opérateur d & (5.24) et (5.32) on obtient pour tout
ne{l,...,N—1}
dett — de
k
et pour tout n € {0,..., N — 1}

— ARt 4 V(67 = oCy iy, (5.80)

et =5} + kL (0m T — o)) + 6P”+Il).
On définit les valeurs €, ' et V7, * par
€' =€)+ kChq +Ph g+ kVirh — AyéD. (5.81)

et
kViam, ' = kVam, + Py g + €) — €. (5.82)

L’équation (5.80) est ainsi encore valable pour n = 0. En procédant ensuite comme pour
la preuve de (5.63) on obtient pour tout m € {1,..., N}

8 ? + k2 |V (6m) > < [0€9)? + k2 | Vi (6m0)|* + Z 6P o |” + Ckz 16C |
n=2

(5.83)
Estimons le membre de droite dans (5.83). D’apres (5.81) on a

6eh]® = |e) — € '1° < 4k7 |C) o * + 4 [P} |* + 457 [Vamp* +4|A&° (5.84)

Estimons le second membre de (5.84). Le terme A€ ne peut étre estimé avec une
précision suffisante en général. C’est pourquoi on suppose que 0% = I[Ip,uy. On a alors

& =0, (5.85)
D’autre part on a d’apres (5.48)
Pl < C (K" + KW+ 1?). (5.86)
Par ailleurs d’apres (5.40)
’T}ll,(l)‘2 <CFk (HuttH%W(O,k;LQ) + Hth“%oo(o,k;L?)) ;

en utilisant (5.38) et (5.39) on en déduit

h2
ICiol’<C (k2 + h% + k2> : (5.87)
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Enfin d’apres (5.76)
]{32 |Vh7T2 2 S Ck’2 h2 ||p||Loo(07T;H2). (588)

En reportant (5.85), (5.86), (5.87) et (5.88) dans (5.84) on obtient
18€%? < C (K* + kK*h* + h?). (5.89)
D’autre part, on déduit de (5.82) et (5.85)
K2 [Va(0my)[* = B2 [Vi(my — m, P < 2Py, " + 2]
soit, en utilisant (5.75) et (5.86)
K2 V(02 < C (K + h? + k*h?). (5.90)

Enfin, d’apres (5.41) et (5.52), on a

N N
1 n n
- D 18P P+ E D |6Ch o|* < C (K + B + k°R?). (5.91)
n=2 n=2
En reportant (5.89), (5.90) et (5.91) dans (5.83), on obtient (5.79). ]

Remarque : Dans la proposition précédente, les hypotheses a) = ﬁpouo, uy; € C(0, k; L?),
Vp, € C(0, k; L?) peuvent étre remplacées par des hypotheéses sur les valeurs uj, et p; . Dans
ce cas, un schéma d’ordre plus élevé que VF-I est nécessaire pour initialiser u} et p:.
Notre choix d’hypotheses permet de ne pas faire intervenir d’autre schéma que VF-I.

Des propositions 5.9 et 5.10 on déduit le résultat suivant.

Proposition 5.11 On considere le schéma VF-I avec k < }1. On suppose que le maillage
est uniforme, que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient
(HIE). On suppose de plus que que @) = Ilp, ug et que uy € C(0, k; L?), Vp, € C(0, k; L?).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}
2 2, 42, I
k2|npnc7rh| <C (k: +h 4+ k2) . (5.92)
n=1

DEMONSTRATION. Montrons maintenant (5.92). Soit n € {0,..., N — 1}. D’apres (5.32)

on a
~n+1 n+1 1

n+1 n Eh 6h n+1 .

Vit =V + % PhJ(rI

or, d’apres (5.24)
& — e ~n+1 1
Vh’fl'g = —Th —+ A n—|— + CZH(—I

On en déduit
et —er 1
vhﬂ'Z—H h + Ah ~n+1 Cn+1 - PZ—H. (593)

ok ORI
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D’apres la condition inf-sup (3.60), il existe v, € Po\{0} vérifiant
|HPnC7T |||Vh||h ( ntl leh Vh) (Vhﬁn+l, h) (594)

Prenons le produit scalaire de (5.93) avec v. Il vient
€Z+1 —
k

D’apres la proposition 1.1 on a

n
€

(V™ vi) = —( Vi) F (ARt vy) + +(Chlp — Pn+1

h(D) T L h(1) Y h)-

n+l

€ P ~n+1 e ~n+1 —€n
S(E Gy <G < olaT ey,
et
n+1 1 n+1 n+1 n+1 n+1 1 n+1
(Chm — 2 Prva) = |Gl + ¢ |Ph ) Ival < C{IC I+ 2 Phwl | IVall:
D’apres la proposition 3.9 on a
(Anér,vi) < [1& ln [Valln-
On en déduit
n+1 n+1 |~n+1 €h| n+1 |
(Vam ™, va) < C LT lln + ———= + Gyl + 1 Prml ) Ivalla. (5.95)

En comparant (5.94) et (5.95) on obtient pour tout n € {0,..., N — 1}

n+1 ~nt1 |€n+1 — €Z| n+1 L
|HP”E7Th | <C{le  n+ r +1C, (@) | + |Ph,(1)| '
Soit m € {1,..., N}. En élevant au carré et en sommant de n =0 & m — 1 on obtient
T 2 - ‘enH - €h|2
D M T S
n=1
+ Ck Z ICp pl* + - Z P g (5.96)
n=1 n=1
En utilisant (5.63) et (5.77) on a
N 12
QkZH~"+1||h+2kZ|ch(I Z|Ph(1 |2<C(k2+h2 k2>. (5.97)
n=1
D’apres (5.79) on a d’autre part
e"H — €} = |6en|? h?
Z' iyl <o (wama i) (5.98)
n=1
En reportant (5.97) et (5.98) dans (5.96) on obtient (5.92). ]

Des estimations des termes €)', €;* et 7" (propositions 5.9 et 5.11) on déduit les estima-
tions suivantes pour les erreurs €}, e} et g;".
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Théoréme 5.1 (Estimations d’erreur pour le schéma VF-I).

On consideére le schéma VF-I avec k < ;11. On suppose que le maillage vérifie (HM), que
(u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient (HIE). Alors il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

m - h2
kY imGl < C (K44 g ) (5.90)
n=1

On suppose de plus que le maillage est uniforme, que Q) = ﬁpouo et que uy € C(0, k; L?),
Vp: € C(0,k;L?). On a alors

n=1
DEMONSTRATION. Soit m € {0,..., N}. En appliquant la proposition 1.9, on déduit de
(5.3¢) que
’772”2 < Ch? ||u||%°°(O,T;H1)' (5.101)
Reportons (5.101) et estimation (5.63) dans (5.4b). On obtient
el > < 2|erP+2n)> < C <h2 +k* + ﬁ) : (5.102)

D’autre part, d’apres les définitions (5.2a) et (5.5a), on a
ﬁPOé;Ln = EZ’L?

en utilisant (5.63) on en déduit
m . . m . h2
EY Ieeeiln =k & < c<k2+h2+p>. (5.103)
n=1 n=1

En combinant (5.102) et (5.103) on obtient (5.99). Montrons (5.100). En utilisant la

stabilité de 'opérateur Ilpne pour la norme L?, Péquation (5.3b) et la proposition 1.7 on
a

et < 1671 < I 1oy (5.104)
D’apres (5.4c) on a
EY Hppeqp <2k [Mppebp? +2k Y [Hppery|? (5.105)
n=1 n=1 n=1
En reportant (5.92) et (5.104) dans (5.105), on obtient (5.100). ]

5.3 Estimation des erreurs pour le schéma VF-BDF

Pour le schéma VF-BDF, on établit dans la section 5.3.1 les équations vérifiées par
les erreurs. Ces équations font apparaitre des erreurs de consistance qui sont estimées

dans la section 5.3.2. On en déduit les estimations d’erreur de la section 5.3.3 (théoreme
5.2).
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5.3.1 Equations vérifiées par les erreurs pour le schéma VF-

BDF

On cherche les équations vérifiées par les termes €)', € et m; définis pour m €

{0,..., N} par (5.5a), (5.5b) et (5.5¢).
Soit n € {1,..., N — 1}. L’équation (5.6) s’écrit

3u(tys1) —4u(t,) +u(tn)

o — Au(tyi1) + Vp(ty) — £(tns) = Rn];]l)F

avec

Rn];]%)F _ o (fa1) = 4;2 ) & Ultn-1) — W (tpy1) + V(p(tn) — p(tns1))-

En appliquant 'opérateur Ilp, a (5.106) on obtient

3 Hpuu(th) —4 Hpou<tn) + Hpou<tn_1)
2k

- HPoAu(tn-H)
+1Ip, Vp(ts) — £ = llp, Rigpp.

Rappelons 1'équation (2.4)

3ttt —4ul +u) !
2k

Prenons la différence entre (5.108) et (5.109). On obtient

— At 4 Vi — £ =0,

3 (Mpyu(tnrs) — 03" 2(lpou(t) —up) | Megu(tr) - wp
2k k 2k

— (HPOAu(th) — AhﬁZ—H) + (I, Vp(t,) — Vipp) = HPOR?EE)F)'

D’apres les définitions (5.5a) et (5.12) on a
Mp,u(t,) —apt! = et — 1t
D’apres les définitions (5.5b) et (5.13) on a
p,u(t,) —wj, = €, — Dy;

de méme
n—1 _ _n—1 n—1

D’apres (5.18) et (5.19) on a
Ip, Au(t,y) — Apaitt = Lt 4+ A, ent!

et
Ip,Vp(t,) — Vip, = =G + V.

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)
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Le dernier terme dans (5.110) correspond a la discrétisation en temps. Pour tout m €
{1,..., N}, posons

n+1 n+1
T} (5or) = P R{ppm)- (5.116)

On déduit de (5.107)

3u(t,,) —4u(t,,—1 u(t,,—o
TZ:L(BDF) HPO ( ( ) (2 2 ) i ( ) - ut(tm)>
+ HPov(p(tm—l) _p(tm))' (5117)

Reportons (5.111)—(5.116) dans (5.110). On obtient

~ 1
3t — e+ €7 ~
h h h _Ahez-kl_'_vhﬂ_g

2k
1 n n n— n n n
= 5% BT, +4Dy —Dp ) + Lyt + GJ + ThIéDF)'
Cette équation fait apparaitre la quantité suivante.
Définition : Pour tout m € {2,..., N}, erreur de consistance C®pr) € Po est définie
par
m 1 m m— m— m m— m

Les termes I}, DZ@_I et DZ‘_Q, Ly, Gzn_l et TZ“’(BDF) sont donnés respectivement par
(5.12), (5.13), (5.16), (5.17) et (5.117). Si m = 1 on pose C;, ppp) = C; mpp)-

On a ainsi montré :

Proposition 5.12 On suppose que le schéma utilisé est VF-BDF et que [’hypothese
(HR) est vérifie. Pour toutn € {1,...,N —1} on a

~n+1 n n—1
3€, —4de, t+ €,

57 — AR& + Vi = Cligpp)- (5.119)
Intéressons-nous maintenant a I’étape de projection. Soit n € {0,..., N — 1}. Rappelons
I’équation de la projection (2.6)

~n+1 n+1 2k n+1 n

w, - =u, + 3 Va(ph™ —ph)- (5.120)

Prenons la différence entre les équations (5.27) et (5.120). En utilisant les définitions (5.5a)
et (5.5b) on obtient

~ n 2k n n n n
€Z+1 — ethl . ? Vh<ph+1 o ph) + Dh+1 + Ih+1.

En utilisant (5.30) on en déduit

2k 2k

& = e+ 5 Valm T =) + LT+ DR — = Va([lp, (p(tn1) = p(tn)))-
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Cette équation fait apparaitre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m € {1,..., N}, Uerreur de consistance PT’(BDF) € Py est définie
par

Ph,(BDF) =1+ D) - 3 Vh<HPo(p<tm) —p(tm,l))). (5.121)
Les termes I et D}* sont donnés respectivement par (5.12) et (5.13).

On a ainsi montré :

Proposition 5.13 On suppose que le schéma utilisé est VF-BDF et que [’hypotheése
(HR) vérifiée. On a pour tout n € {0,..., N — 1}

k

&t = e+ SV = ) + Pt (5122)

)

5.3.2 Estimation des erreurs de consistance pour le schéma VF-
BDF

Les équations vérifiées par les erreurs (section 5.3.1) font apparaitre des erreurs de
consistance, que 1'on estime ici.

Rappelons que les erreurs de consistance CZ”‘(BDF) et PZf(BDF) sont définies pour tout
m € {0,..., N} par (5.118) et (5.121).

Proposition 5.14 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C' > 0 telle que

kz ICp pp|* < C (/4:2 +h 4 k2> (5.123)
n=2
DEMONSTRATION. Soit n € {2, ..., N}. D’apres la définition (5.118) on a

n 4 n— n— n—
‘Ch,(BDF)|2 < ng 0 ° + 72 D2 + ‘D P+6|LL2+ 661G
+ 6 |TZ’(BDF)|2. (5.124)

D’apres (5.33) et (5.34) on a

24 3
12 Dn12 Dn22 6L2 6Gn12
ST 4+ 23 D 4 S DG 4 6L 461Gy
h?
< Ch? (HUH%OO(O,T;H?) + ||pH%°°(O,T;H2)) +C 72 ||uH%°°(O,T;H2)' (5.125)

D’apres la définition (5.117) on a

n 3 u(tn) —4 u<tn_1) + u<tn_2>
|Th,(BDF)‘2 < 2 2% —wy(tn)

+ 2|V(p(ta) — pta-r))]”
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En utilisant les développements de Taylor

u(ty) = u(t,_1) + /t T w(s)ds, (b)) =ulty )+ / " w(s) ds,

tn—2

lmﬁzuwm+[ﬂm@wu zﬁHZM%Q+ZW1w®d&

n

ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

tn
T2 e [ < Ck:/ ([ua(s)P + |Vpu]?) ds. (5.126)
tn—2

Reportons (5.125) et (5.126) dans (5.124). En sommant de n = 2 a N, on obtient

N
k Z ‘Ch,(BDF)’2 < Ck (HuttH%Q(O,T;LQ) + vatH%Q(O,T;LQ)) +C 72 Hu”%oo(o,T;H?)

n=2

+ Ch° (HHH%OO(O,T;H?) + ||pH%°°(0,T;H2))' =

Proposition 5.15 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C' > 0 telle que

N
kY |6Ch moryl* < C (k' + K2 B* + h?). (5.127)
n=2

DEMONSTRATION. Soit n € {3,..., N}. En appliquant opérateur § a la définition (5.23)
on obtient

1
3C;, Bor) = 57 (30T, + 40D — 6D} %) + 6L} + 6G) ' + 6T} (gpp).-
On en déduit
24
0C; op)|* < 2k2 |5I [*+ Z 10D + |6D” 2+ 6|0L,* + 6|6G '
+ 6 |6TZ7(BDF)|2. (5.128)

D’apres (5.35) et (5.36)

24
2/@ |5I 2+ |6D"’1|2 |6D” 2>+ 6[6Ly* +6|0G) 2

2
g(](h%ﬂiﬂ)

D’apres la définition (5.117) on a

tm—1
/ nw@M@+ch/ l(s)|2ds. (5.129)

tm—2 tm—2

3u(t,) — Tu(t,—1) + d5u(t,—2)
2k

+ 2|V(p(ta) = 2p(tn-1) + p(ta—2))|*.

0T, mom|” < 2

—w(tn) + we(tn1)
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En utilisant des développements de Taylor on en déduit

tn
|6TZ,(BDF)|2 < C’f?’/ (|um(8)|2 + |tht<5>|2> ds. (5.130)
t

n—3

Reportons (5.130) et (5.129) dans (5.128). En sommant de n = 3 a N il vient

N
k Z ’(sCZf(BDF)F < CF (haeeell 20,712y + 1VPuell 200712))
n=3
+ Chk? (HutH%Q(O,T;H?) + ||pt||%2(0,T;H2)) +Ch? ”utH%Q(O,T;HQ)'
De plus 5Ci7(BDF) = Ciﬁ(BDF) - C; @pr) = 0. On obtient ainsi (5.127). (]

Les preuves des propositions suivantes sont tres proches de celles des propositions 5.7 et
5.8 correspondant au schéma VF-I.

Proposition 5.16 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m € {1,...,N}

|P7;;(BDF)\2 < O (K* + h?). (5.131)

Proposition 5.17 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C' > 0 telle que

N
kY |6P) mpm|” < C (K + K> h?). (5.132)
n=2

5.3.3 Estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF

Des équations vérifiées par les erreurs (section 5.3.1) et des estimations des erreurs de
consistance (section 5.3.2) on déduit les estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF
(théoreme 5.2).

Rappelons que les termes €', € et 7} sont définis pour tout m € {0,..., N} par
(5.5a), (5.5b) et (5.5¢). La propriété suivante est ’analogue pour les erreurs de la propriété
d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1).

Proposition 5.18 Pour tout m € {0,..., N} et tout n € {0,...,N} on a
(e, Vypmy) = 0. (5.133)
Pour toutm € {1,...,N} on a
€] — lep” + & — e” = 2 (P} spr), €1)- (5.134)

DEMONSTRATION. Elle est tres proche de celle faite pour la proposition 5.1 correspondant
au schéma VF-1. -

On estime maintenant les termes €', €} et ;"
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Proposition 5.19 On considere le schéma VF-BDF avec k < % On suppose que le
maillage vérifie (HM), que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma

vérifient (HIE). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

h2
e |* + ksz l€rllh + K [Vamy'[? < C <k2 +h%+ k2> . (5.135)

DEMONSTRATION. Soit n € {1,..., N —1}. En multipliant (5.119) par 4k €;*' on obtient

3 ~n+1 4en n—1
Ak ( € 2]:h+€h ’ éz-l-l) —4]€(Ah€n+1 ~n+1) +4k(vhﬂ'ha n-H)
=4k (Cigpr) €17 (5.136)

Nous allons estimer chaque terme dans (5.136). On a

3T —der+ €7 o el ~n
4k:< A Zkh h ,eh+1> = 23t —der+e ' et

2 (3 (éZ_H n-l—l) + 3 en—!—l 4 ‘52 4 EZ 1 EZ_H)
6 (éz—i-l _ ez+17 ~n+1) +2 (3 €n+1 4€h + EZ 1, éz-&-l)
A+ B. (5.137)

En utilisant une identité algébrique on a

A =3 (|€Z+1|2 n+1|2 + |6n+1 €Z+1|2) :
or, d’apres (5.134)
~n+1|2 n+1|2 | ~n+1 n+1|2 + 2 (Pn-i(-éDF)’ GZ—H)
On en déduit
=6 | ~n+1 __ n+1|2 +6 (]_:)714-];[)1?)7 EZ—H)'

Soit, en utilisant 1'inégalité de Young :

C

A <6l — e ke +

Py Epm | (5.138)

D’autre part en utilisant la décomposition

e = e (g - )
on a
B=B +B, (5.139)
avec
B =2@e —der+e e — et
et

By=2Be —der+e ).
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En utilisant une identité algébrique on a
By = —|erf + 26 — el — 2€r — € P+ e T -2+ €2 (5.140)

D’apres (5.122) on a

~N n 2 k n n

& — €h+1 3 Va(mp ™t =) + PhJ(réDF) ’
on en déduit

Bl - Bll —|— Blg (5141)
avec
B, = 4k 3 n+1 —4 n—1 v n+1 n

11 —?( €} €, 1+ €, n(m T =)

et

Bia=2(3 G"H de) + €, ! PZJ(%DF))

D’apres (5.133) on a
Bll = 0.

De plus
By = (-2 GZH +4(2 €n+1 €,) —2(2€; — €, Y, Pn+]§DF))

En utilisant 'inégalité de Young, on déduit donc de (5.141)

C
By < (e P + 26 — e + 2 — 7)) + [Py anm - (5.142)

Ceci conclut 'estimation du terme (5.137).
D’apres la proposition 3.9 on a

Ak (Apertt ety = ak | et (5.143)
Intéressons-nous maintenant au terme de pression. D’apres (5.133) on a

Ak (Vymp, €Y = 4k (Vyrpy, € — ™ + 4k (V! e
_ 4k(vhﬂ'h7 n+1 €Z+1),

or, d’apres (5.122) :

- 2k
&t — et = 22V = )+ Pilbor,

On en déduit

. 8 kz2
4k (Vymy, €Z+1) — (Vamp, Vi(mptt — ) + 4k (Vi Py (BDF))

Soit, en utilisant une identité algébrique ;

4k2
Ak (Vimy, &) = —— (IVamy 7 = [Vomp P = [Vi(my ™ = m) )

+ 4 k: (Vi P igpm)- (5.144)
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On a A
Ak (Vf PH) < KV, + 7 (P I (5.145)

D’autre part, en multipliant (5.122) par 4kV;, (7™ — 7), il vient

8 k2 ~n+1

= [V ™ =[P =4k (67 — e V(™ =) — 4k (Va(m ™ = 73, Py ippr

Soit, en utilisant I'inégalité de Young

8 k2 4k
= IVa(m™ —mi)fF <

2
= [Vl ﬂ-h)|2+3|~n+1 eI

+ 2k3 (VR 2 + | Vam?) + - |PZE,,DF)|2.

On en déduit

4

— [Vl ™ =) <3167 — 7+ 28 (IVam P + [Vami ) + - [P o)

(5.146)
En combinant (5.144), (5.145), et (5.146) il vient

4k2
— (IVam P = (Vi P) — 4k (Vamp, 7)< 3k3<|v P V)

|Pn+1|2 4 3 ’ ~n+1 n+1|2 (5 147)
Enfin, d’apres la proposition 1.1, on a
k(CZJ(FéDF)’ ~n+1) < klcn (BDF) | |€Z“| <Ck |CZ,—’(_]§DF | HEnHHh-

Soit, en utilisant I'inégalité de Young

k(Cispry &) <3k &5+ Ck|Cyigpr* (5.148)
En additionnant (5.137)— (5.140), (5.142), (5.143), (5.147) et (5.148) on déduit de (5.136)

) AR
e P —lenl* +12er™ — €’ — 2€ — e P+ kT L+ == (Vamy P = Vi)

< 2]{?|~n+1|2+k(|26n+1 €+ 2€r — €~ 1|2)+3k3(|Vh7rh|2+ IV ?)
+ E |PZ,J(r]13DF |2 +Ck |Cz—i(_]§‘>DF |2-

Soit m € {2,..., N}. En sommant de n =1 & m — 1 on obtient

. 4k2
e ” + 12 €5 — € 12+/~€ZII &l + —— [V

gﬁ+2k2(|eg|2+|2eh—eg 1Y+ 6E ) Vil

n=1 n=1

)-



114 CHAP. 5 — ESTIMATIONS D’ERREUR

avec
4K C < Y
b= |€;z|2 +12€, - €2|2 + 3 Vimy|? + T Z |PZ,(BDF)|2 + Okz |CZ,(BDF)|2'
n=2 n=2
Les valeurs uj, u; et p; sont celles données par le schéma VF-I. On déduit donc de (5.63)

h2
el + |2 €l — €9 + — ]Vh7rh|2 <C (k2 + R+ k2> .

D’apres (5.123) et (5.131) on a d’autre part

N
1 " " h?
EZPhP"‘kZK} BDF)| <C<k2+h2 kz)‘
n=2 n=2

On obtient ainsi

ﬂ<0<k2+h2 h2>
—_ k2 .

Si k < £, en appliquant le lemme 5.2, on en déduit (5.135) pour m € {2,..., N}. Pour
=1, (5 135) découle de I'estimation (5.63) pour le schéma VF-I. ]

Proposition 5.20 On considére le schéma VF-BDF avec k < % On suppose que le

maillage vérifie (HM), que (u,p) vérifient (HR), et que les valeurs initales du schéma
vérifient (HIE). On suppose de plus que que ) = Ip,ug et que uy € C(0,2k;L?),
Vp: € C(0,2k; L?). Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

der> < C (K* + K> + 7). (5.149)

DEMONSTRATION. En appliquant 'opérateur § a (5.119) et (5.122) on obtient pour tout
nef{2,...,N—1}

30€t —48€ + et

T — A& 4 Vi (omh) = 6C) T (5.150)
et pour tout n € {1,..., N — 1}
sertl = gert! + —k Va(0mpt = om) + 6P n -
On définit e,:l par
€, =2€) — €, —kVu(om,) —Pj g — 2k Cj 1) + 2k C, pp)- (5.151)

D’autre part les valeur u}, u}, p} sont données par le schéma VF-I. On a donc d’apres

(5.24) et (5.32)

€, — €

— Aw&, + Vi = C (5.152)
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et
eh = eh + th(éﬁh) + Ph( 1) (5.153)

En combinant (5.151), (5.152) et (5.153), on vérifie que (5.150) est encore valable pour
n = 1. En procédant ensuite comme pour la preuve de (5.135) on obtient que pour tout
me{2,...,N}

4/€2
|6e}”’f|2 <(C (|5€;11|2 + |2 8¢, — deh|2 + —— | Vi (dm}) %)
+ Z 0P} mpm)|* + Ckz 16C} mom) | (5.154)
n=2

Estimons le second membre dans 1’équation précédente. Les valeurs ul, u} et p; sont

données par le schéma VF-I. On déduit donc de (5.79)

4k2
0e,* + —— [Va(6m) [P < C (K + B2 k* + h?). (5.155)

D’apres (5.151) on a d’autre part

128€) — 8€V? < 5186€%* +5k* |V, (o) [?
+ 5P l* +20K% |C}, | + 20k |C], (mpry|*- (5.156)

D’apres (5.79) et (5.89) on a

5(0€0* + 5k |Vi(om)|* < C (k' + k* h* + h?)
et d’apres (5.86), (5.87) on a

5Py >+ 20k |C p]? < C (k' + k> h? + h?);
enfin en utilisant (5.124), (5.125) et (5.126)

K’ |Ci,(BDF)|2 <C Kt (||ut||L°°(O,2k;L2) + Hv])t”L‘X’(O,Zk;LQ))'
En reportant ces estimations dans (5.156) on obtient
28l — 8€? < O (k* + k* h? + R?). (5.157)

D’apres (5.127) et (5.132) on a par ailleurs

N

1

EZMP |2+k2150" @®op|” < C (K + K 1* + h?). (5.158)
n=2

n=2

En reportant (5.155), (5.157) et (5.158) dans (5.154) on obtient (5.149) pour m € {2,..., N}.
Pour m = 1, (5.149) découle de 'estimation (5.79) pour le schéma VF-1. ]
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Proposition 5.21 On considere le schéma VF-BDF avec k < % On suppose que le

maillage est uniforme, que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma
vérifient (HIE). On suppose de plus que que 1Y) = Ilp,uy et que uy € C(0,2k;L?),
Vp: € C(0,2k; L?). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}

h2
kz Mpper]* < C <k2 + h? + k?) : (5.159)

n=1

DEMONSTRATION. Soit n € {1,..., N — 1}. D’apres (5.122) on a

3 ~n+1 €TL+1 1
er"“ \V%s h+§Th—EPZ+1.

Or, d’apres (5.119)

~n+1 n n—1
3€, —4de) + € +A ~n—|—1 C”H

Vipmy, = — 2% h,(BDF)"

On en déduit

3ertt —d4er+er! y 1
e+ Ané™ + Clihpp) — SR (5.160)

D’apres la condition inf-sup (3.60), il existe v, € Po\{0} vérifiant

n+l _
vhﬂ'h =

‘ﬁp{wﬂ'}?—’_l‘ thHh S ( ntl leh Vh) (V;m"“,vh) (5161)

Multiplions (5.160) par vy,. Il vient

et —4 €] + e !
2k
1

k

(Vampthvi) = —( Vi) + (AL e vy)

+ (Cn+113DF) PZ+1, Vh).
D’apres la proposition 1.1 on a

n+1 n n—1 n+1 n n—1
3e, —4de€) + e, 13 —4der+ €|

— <
( 2k Vh) < 2k [Vl
e —4er+ et
S C| h 2kh h ‘thH}“

et

(Cifbor ~ 1 Pi™ ) < (ICfbom + |Ph“|) vl

c (lc;; (R |P"“\) Walln.

IN

D’apres la proposition 3.9 on a

(AnE v < €Y n l[valla.
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On obtient donc

3 e"Jrl 4er+4 et
S I (e L
+ (1Ctom| + 1 1PE1) Il (5.162)

En comparant (5.161) et (5.162) on obtient pour tout n € {1,..., N — 1}

13 6”+1 4 €} + 67,;“1\

e ™| < &+ | + +1C} (aom)| T 1 |P”+1|

2k
Soit m € {2,..., N}. En sommant de n =1 & m — 1 on obtient
m n+1 n n—12
o n|2 - |3 € —4de,te |
Sl < 26320 S LA
n 2 n
+ 2/<Z|ch,(BDF)|2+ EZ|Ph|2. (5.163)
n=2 n=2
En utilisant (5.123), (5.127) et (5.135) on a
m N h2
263" 1€ + 263 ICH e + Z prp<c(eentl;). o
n=1 n=2
On déduit de (5.149)
m—1 n-+1 n n— 1 2 n+1 n|2 m m|2
13ep ™ —4e€r+ €] |38t — e |0€]
k = k: < Ck
h2
< C (k:2 + 17+ l<:2) .(5.165)
En reportant (5.164) et (5.165) dans (5.163) on obtient (5.159). (]

Des estimations des termes €}, €] et 73" (propositions 5.19 et 5.21) on déduit les estima-
tions suivantes pour les erreurs e}, e}’ et ¢

Théoréme 5.2 (Estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF).
On considere le schéma VF-BDF avec k < % On suppose que le maillage vérifie (HM),
que (u,p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient (HIE). Alors il

existe une constante C > 0 telle que pour tout m € {1,..., N}
2 S 2 2 h?
e Y [Tim Gl < © (K44 5 )
n=1

On suppose de plus que le maillage est uniforme, que W) = ﬁpouo et que uy € C(0,2k; L?),
Vp: € C(0,2k;L%). On a alors

h2
k’z |Hpncqh|2 < C <k’2 + h2 /{,‘2) .

n=1
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DEMONSTRATION. Elle est tres proche de celle faite pour le schéma VF-I (théoreme
5.1). 1l suffit de combiner les propositions 5.19 et 5.21 avec des estimations des erreurs
d’interpolation définies par (5.3a), (5.3b) et (5.3c). ]
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Chapitre 6

Résultats numériques

On considere le domaine 2 = [0, 1] x [0, 1]. Le maillage typique utilisé est représenté
sur la figure 6.1.

Fic. 6.1 — Maillage de Q2 = [0,1] x [0, 1] pour h = 1.
On définit les fonctions u: Q x [0,1] = R? et p: Q x [0,1] — R par

.92 .
u(z,y,t) = ( jlsrlln((gi)x)slil(a%?gg) ) sint, p(z,y,t) = sin(nzx) cos(my) sint. (6.1)
On vérifie facilement que le couple (u, p) satisfait les équations (1)—(4). Cette solution des
équations de Stokes est utilisée comme solution de référence pour les résultats numériques
de ce chapitre.

Rappelons les notations suivantes. Pour tout m € {0,..., N}, (4", u}’, pi*) est la solution
calculée a I'aide du schéma VF-I, VF-CN ou VF-BDF. Les erreurs correspondantes
sont pour la vitesse

et pour la pression
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On utilise de plus dans ce chapitre les notations suivantes. On pose

..........

.....

et
N 1/2
£l = (kz ||fn||iq) Ml = a6
Si v, € Py et vy, € Py, notons
lonllzp = llonlln [Valla: = [Ivalln- (6.2)

-----

N 1/2
||th/z2(H;L)=(kZHf;?H?{;) , [ fulleoqay = max || fill
n=0

nef{0,...,N}
et
N 1/2
Hfh”ﬂ(H}L) = (kz_; ||fﬁ\\%{,g> ’ HthKOO(H}l) = nef{%’?j?fN} Hff?HH;'

On présente ci-dessous les résultats de calculs numériques effectués a ’aide du logiciel
SciLaB 3.0 (http ://www.scilab.org). Les graphiques ont été obtenus grace au logiciel
MATLAB 6.1. Le schéma d’éléments finis de la section 6.4 a été implémenté en utilisant
le logiciel FREEFEM++ (http ://www.freefem.org).

6.1 Vérification des propriétés des opérateurs

On se propose de vérifier numériquement la consistance des opérateurs discrets associés
au gradient, a la divergence et au laplacien, ainsi que la condition inf-sup (3.60).

Soit f : €2 — R la fonction définie par
f(z,y) = sin(nz) sin(my).

Les erreurs de consistance associées a f et aux opérateurs Vy,, div, et Ay sont notées
respectivement

¢ (f) =Tpy(Vf) = Vi(llpf), e (f) = p(div f) — divy(Ip, f),

et
eL(f) = Hp(Af) — Ap(Tg, f).
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-0.2 w w w w -0.2
—0.4r. 1 -0.4f.
-0. T -0. -

| —® log e (7| | —® log [e(f)

-1.4 > -14 )
16 “~~" log(4)+log h 16 “~" log(4)+log h
1 1.2 1'Allog h1.6 1.8 2 1 1.2 1.4_Iog hl-6 1.8 2

FIG. 6.2 — Vérification de la consistance des opérateurs V,, (& gauche) et A, (& droite).

La figure 6.2 présente les variations de log |e$(f)| et log ek (f)| en fonction de logh. On
en déduit que pour tout h € [1072,107!] on a

log |ef/ (f)| < log(4) +logh,  loglef(f)| < log(4) + logh,

de sorte que
e ()] < 4P, ek (f) < 4h.

On retrouve ainsi les estimations des propositions 1.13 et 1.14. La figure 6.3 présente
d’autre part les variations de log [e?(f)| en fonction de log h. On en déduit que pour tout
h €[1072,10"!] on a

lex (£)] < 2h.

On a ainsi vérifié numériquement la consistance des opérateurs Vy, divy et Ay.

-0.6 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.1

N | 0.08!
0.06!

0.047

|~ log (7| 0.02/
“~7" log(2)+log h

1 12 14

oghl® 18 2 %0 20 4 30 40

F1G. 6.3 — Vérification de la consistance de div, (a gauche) et de la condition inf-sup.
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Intéressons-nous maintenant a la condition inf-sup (3.60). Posons

di
Kp, = inf sup (gn, dive un)

prEPO\{0} unEP\{0} ||uh||h|HP1"CQh|'

D’apres le théoreme 3.1, si le maillage est uniforme, il existe une constante x > 0 telle
que pour tout h > 0
Kn > K. (6.3)

On va vérifier numériquement que (6.3) est encore valable sur le maillage non uniforme
(mais structuré) utilisé ici.

Les applications ¢, — ||qul|7 et g — |ﬁp1ncqh|2 sont des formes quadratiques sur Fj.
Notons respectivement N, et P, les matrices associées. Notons également G la matrice

associée a l'opérateur V), : Py — Py. Soit Aj, 'ensemble des valeurs propres non nulles
des matrices Gt N, 'G), et G, P, 'G" . Posons

ap = min |[Apl.

h )\hGAh| h‘

On vérifie ([3], p.75) que ay, = Kp,. On a calculé et représenté sur la figure 6.3 les variations
de ay = Ky, en fonction de 1/h. On en déduit que (6.3) est bien vérifié numériquement.

6.2 Validation des estimations d’erreur

Pour le schéma VF-I avec h = 1/200 et k = 1072, la figure 6.4 présente la premicre
composante de e}, ainsi que g, . On observe que lerreur sur la pression présente un pic
important au voisinage des bords z = 0 et x = 1, alors que ce n’est pas le cas pour les
bords y =0 et y = 1.

0.04
0.02
P S
SN
~\‘\\\\\\\\‘\‘\‘\‘\\\\\\\\\v 7

-0.02 BN

rrii— '

_0.04> :
1 1

v 0.5 05 X 0.5 0
0 0 X 01 0.5 v

F1G. 6.4 — Représentation de 'erreur : vitesse (a gauche) et pression.
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L’explication est la suivante. L’opérateur V), est construit en imposant au bord (sec-
tion 1.4) la condition de Neumann homogene. La pression p) calculée & laide de A;, =
divy(V3) (équation (2.5)) vérifie donc au sens discret la condition de Neumann homogene.
Or la pression p donnée par (6.1) vérifie la condition de Dirichlet homogene sur les bords
=0 et z = 1. La différence entre les conditions aux limites vérifées par p(1) et p) sur
les bords x = 0 et = 1 fait apparaitre une couche limite numérique sur ¢ = p(1) — p¥.
On vérifie sur la figure 6.4 que ce probleme ne se pose pas pour la vitesse.

On cherche a présent a valider les estimations d’erreur (5.99) et (5.100) pour le
schéma VF-I. Considérons d’abord les erreurs sur la vitesse. Pour k = 107* et h €
[35+ 5], on a représenté sur la figure 6.5 les variations de log(||ex || e wo<)), log(||en]|e=r.2)),
log([lenllg~(r)) et log(|[€n][;2(m1)) en fonction de log h.

-1.5 ‘ ‘ ‘ 2
_2,
1.5¢
-2.5
_37 1,
-35
o |M(Lw) 05’
—4f T 2 -0 I°(H)
T pente -1.3 " I2(H1)
== pente -2.3 - - pente -1.5
4.5 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
4 4.2 4410046 4.8 4 4.2 4410046 4.8
F1G. 6.5 — Erreur sur la vitesse en fonction de h pour le schéma VF-I.
On en déduit
log(|len|| s o)) < log C + 1.3 log(h), log(||en][(r2y) < logC + 2.3 log(h),
et
log([l€n e et y) + log(llenllzz)) < log C + 1.5 log(h).
Ainsi pour k = 107* on a
||eh||goo(Loo) S Ch1'3 , ||eh||goo(L2)) S Ch2'3 , (64)
et
€l ey + [nll2gery) < C B2 (6.5)

De méme, pour h = ﬁ et k € [0.05,0.5], on a représenté sur la figure 6.6 les variations de
log(||en]|e=w=)), log(|len||ee ), 10g(||'éh||goo(H}L)) et log(H’éth(H}L)) en fonction de log k.

On en déduit que pour h = ﬁ on a

lenllee@ey < Ck, lenlleew2)) + ll€nlleeqmt) + enlle@) < CE. (6.6)
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0 3.5
-1t 3t ‘
—ol 2.5
—3 2
—4) 1.5
_5 1

L) .

i B 05| 3 ferh
|z pente-15 ‘ ‘ ‘ -~ pente-1.5 ‘ ‘ ‘

b5 1 15 10g(k)2 2.5 3 85 1 L5, 0q0k)2 2.5 3

F1G. 6.6 — Erreur sur la vitesse en fonction de k pour le schéma VF-1.

Intéressons-nous maintenant aux erreurs sur la pression. Pour k = 107* et h € [35, &5/, la
figure 6.7 représente log(||qn||ee (o)) et 1og(||qn||¢ee(z2)) en fonction de log h. On en déduit

que pour k =10"% on a
g lemo(zoey < CRY2 g llee () < O B> (6.7)

Pour h = ﬁ et k € [1072,107"], la figure 6.7 représente de méme log(||qns=(r=)) et

10g(|lgnlle=(r2)) en fonction de log k. On en déduit que pour h = 35 on a

lgi' ooy < C'k, g g2y < C K. (6.8)

0 0
-0.5 -1
-1t ol
-1.5/ -3/
-2 =4t
@ (L7 A ()
—2.5) 1 712 =3[ T 1)
~ 7" pente -1.3 =~ pente -1
3 == pente -2.3 ‘ ‘ 6 == pente 15 ;
4 4.2 4'4—Iog(h) 4.6 4.8 2 3 ~log(K) 4 5

F1G. 6.7 — Erreur sur la pression en fonction de h et k pour le schéma VF-I.

Comparons les estimations (6.4), (6.5), (6.6), (6.7) et (6.8) correspondant aux résultats
numériques obtenus pour le schéma VF-I avec les résultats théoriques (5.99) et (5.100).
On observe que pour la solution des équations de Stokes et le maillage considérés ici, les
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ordres de convergence en temps et en espace (puissances de h et k) obtenus sont bien
meilleurs que les résultats théoriques.

On a également implémenté les schémas VF-CN et VF-BDF'. Suivant les normes
utilisées, on obtient les ordres de convergence en temps du tableau 6.1, et les ordres de
convergence en espace du tableau 6.2. On observe que les schémas VF-CN et VF-BDF
se comportent de fagon similaire, pour la solution des équations de Stokes et le maillage
considérés ici.

TAB. 6.1 — Ordres de convergence en temps : vitesse (a gauche) et pression.

Norme Schéma utilisé

vitesse | VF-I| VF-CN | VF-BDF Norme Schéma utilisé
(>=(L?) 1.5 2 2 pression | VF-1 | VF-CN | VF-BDF
=L®) | 1 2 2 (=% | 15 15 15
(*(H}) 1.5 2 2 (> (L) 1 1 1
<) 15 2 2

TAB. 6.2 — Ordres de convergence en espace : vitesse (4 gauche) et pression.

Norme Schéma utilisé

vitesse | VF-I| VF-CN | VF-BDF Norme Schéma utilisé
(>=(L?%) 2.3 2.3 2.3 pression | VF-I | VF-CN | VF-BDF
L) | 1.3 1.3 1.3 (L% | 2.3 2.3 2.3
CHD | Lb 15 15 (L% | 11 11 11
RHED |15 15 15

6.3 Comparaison entre projection exacte et approchée

On étudie ici numériquement une variante des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF.

L’opérateur A;,, = div,(V},) utilisé pour calculer la pression (équation (2.5)) permet
de garantir que

Vm e {0,...,N}

3 m
divy up’ = 0.

(6.9)

Cette propriété est utile pour I’étude mathématique du schéma. L’opérateur Aj, présente
néanmoins I'inconvénient d’avoir un support large (section 1.4.2). Les matrices des systemes
linéaires associés sont donc moins creuses que pour une discrétisation standard du lapla-
cien. Ceci pénalise les temps de calcul. On peut donc remplacer Ay, par 'opérateur suivant :
A} 1 By — Py est tel que pour tout ¢, € Fy et tout triangle K € 7, on a

A = —
hCIh|K |K|

1

Z To (CILU - QK)-

cefk ﬁgi"t

(6.10)
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La définition (6.10) de A}, est analogue & la définition (1.10) de A,. Elle correspond
une condition au bord de Neumann, alors qu’a ﬁh est associé une condition aux bords de
Dirichlet. Le support de A} est le méme que Ay, Il est donc (section 1.4.2) plus petit que
celui de Ay, ce qui accélere la résolution des systemes linéaires associés.

Le schéma obtenu en utilisant 'opérateur A} au lieu de A, correspond a une projection
approchée, puisque la propriété (6.9) n’est plus vérifiée. On compare le schéma VF-I
(projection exacte) avec le schéma associé a la projection approchée, pour h = 1/200 et
k=102

On a d’abord calculé la suite des divergences discretes divy, up, = (divy U} )meqo,...,n3- On
en déduit les normes ||divy, up||e2(z2) et [|divy up||ge(r2) données sur la figure 6.8. On trouve
que pour la projection exacte, la propriété (6.9) est vérifiée (aux erreurs d’arrondi pres)
et que ce n’est pas le cas pour la projection approchée.

Projection | Norme divergence discrete !
*(L?) (L%
exacte | .066 x 1077 | .107 x 10715 0.5/
approchée | .00509660 .00814925
0,
Projection | Norme erreur pression _0.5l
ool T 00 ' ® projection exacte
52(L2) (> (L) O projection approchée
exacte 0036972 | .0557627 —— solution exacte
approchée | .0042169 | 0612483 -1 02 04 , 06 08

F1G. 6.8 — Comparaison entre projection exacte et approchée.

D’autre part, on a calculé la suite des erreurs sur la pression g, = (¢} )meqo,..,N}- Les
normes ||qn||;2(z2) et ||qnlleo(r2) correspondantes sont données sur la figure 6.8. On a
également représenté sur la figure 6.8 le graphe de y — p(1/2,%). On observe que les
résultats numériques correspondant au schéma VF-I (projection exacte) et a la projection
approchée sont tres proches.

La projection approchée fournit ainsi des résultats numériques proches de ceux donnés par
les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF, pour un temps de calcul moindre. Néanmoins,
le fait que la condition (6.9) ne soit pas satisfaite pose probleme lorsqu’on considere des
solutions peu régulieres des équations de Navier-Stokes [1].

6.4 Comparaison avec une méthode d’éléments finis

On compare ici le schéma VF-I avec un schéma d’éléments finis.

Posons
PO = fy, € P, Voe & u(x,) =0}
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Pour tous uy, = (up,u?) € (P)? et vy, = (v},v2) € (P7©)?, on note

2

(W, vi))n = > (Vi Vav}).

i=1

Pour tout m € {0,..., N}, soit (@, p7*) € (P]"°)? x PY solution de

om+l _ oSm
Vv, € (P02, <u,vh) (@, vi))n — (B, divvy) = (F,v), (6.11)
VK €T, / divay = 0. (6.12)
K

Le systeme (6.11)-(6.12) correspond a une discrétisation des équations de Stokes (1)-(4)
a laide du schéma (I) pour la discrétisation en temps et des éléments finis de Crouzeix-
Raviart pour la discrétisation en espace.

Prenons h = 1/60 et k = 1072, On compare la solution de (6.11)-(6.12) avec celle fournie
par le schéma VF-I. On a représenté sur la figure 6.9 la premiere composante de y +—

ul (1/2,y) et y — ul (1/2,y), ainsi que y — p (1/2,y) et y — piy (1/2,y).

1 ‘ ‘ ‘ ‘ 1

0.57 1 0.5¢

~0.5; f ~0.5/

0 Crouzeix—Raviart o Crouzeix-Raviart
o VF-I e VF-I
_q| —— solution exacte | ‘ L solution exacte
o 02 04,06 08 1 0 02 04,06 08 1

FiG. 6.9 — Comparaison avec une solution de référence : vitesse (4 gauche) et pression.

On observe que la solution obtenue avec le schéma VF-I est tres proche de celle donnée
par le schéma d’éléments finis.






Conclusion

Nous avons introduit dans ce travail trois nouveaux schémas numériques pour les
équations de Stokes évolutives en deux dimensions.

Une méthode de projection permet de calculer la pression et de traiter la contrainte
d’incompressibilité. Pour la discrétisation en temps, plusieurs schémas ont été considérés,
d’ordre un (implicite) et deux (Crank-Nicholson, formule de différentiation rétrograde). La
discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes finis sur maillage triangulaire.
Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux constantes par maille. Les
opérateurs discrets correspondant au gradient, a la divergence, et au laplacien vérifient
des propriétés de stabilité et de consistance. L’opérateur discret associé a la divergence
vérifie une condition inf-sup.

L’étude de la stabilité de ces schémas a été réalisée. Nous en avons déduit leur conver-
gence vers une solution des équations de Stokes. Nous avons également montré des esti-
mations d’erreur et validé les schémas par des simulations numériques.

Perspectives

Si on ajoute aux équations de Stokes un terme tenant compte du phénomene physique
de convection, on obtient les équations de Navier Stokes incompressibles. L’extension
des schémas présentés ici a ce cas, physiquement plus réaliste, a été réalisée. L’analyse
mathématique correspondante a été effectuée, et des résultats numériques ont été obtenus.
Ce travail est en cours de rédaction.

On peut ensuite généraliser les schémas a des fluides incompressibles régis par des
équations plus complexes. Les fluides quasi-newtoniens, par exemple, sont régis par des
équations de Navier Stokes modifiées comportant un terme de diffusion non linéaire. Ils
interviennent dans nombre de situations physiques importantes, comme les écoulements
sanguins. La discrétisation par volumes finis permet de bien capter les discontinuités
présentes dans ce type d’écoulement.

D’autre part, notons que les schémas introduits dans ce travail utilisent des inconnues
pour la vitesse et la pression toutes deux constantes par mailles. Cette discrétisation
facilite 1’élaboration de méthodes multi-niveaux adaptées a la simulation numérique de la
turbulence.
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Résumé

Cette these introduit trois nouveaux schémas numériques pour les équations de Stokes
évolutives en deux dimensions. Une méthode de projection permet de calculer la pres-
sion et de traiter la contrainte d’incompressibilité. Pour la discrétisation en temps, plu-
sieurs schémas sont utilisés, d’ordre un (implicite) et deux (Crank-Nicholson, formule de
différentiation rétrograde). La discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes
finis sur maillage triangulaire. Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux
constantes par maille. Les opérateurs discrets correspondant au gradient, a la divergence,
et au laplacien vérifient des propriétés de stabilité et de consistance. L’opérateur discret
associé a la divergence vérifie une condition inf-sup. Apres avoir montré la stabilité de
ces schémas, nous en déduisons leur convergence vers la solution des équations de Stokes.
Nous montrons également des estimations d’erreur et validons les schémas par des simu-
lations numériques.

Mots clés : Fluides incompressibles, équations de Stokes, méthodes de projection, méthodes
de volumes finis.

Abstract

We introduce in this work three numerical schemes for the two-dimensional Stokes
equations. We use a projection (fractional step) method to compute the pressure and deal
with the incompressibility constraint. Several time-stepping schemes are used : implicit,
Crank-Nicholson, Backward Differentitation Formulae. For the space discretization, we
use a finite volume method on a triangular mesh. The discrete pressure and velocity are
both piecewise constant. The discrete gradient, divergence and laplacian operators satisfy
stability and consistance properties. The discrete divergence operator satisfies moreover
an inf-sup (Babuska-Brezzi) condition. We prove the stability of the schemes, and their
convergence towards the solution of the Stokes equations. We prove also error estimates,
and give some numerical results.

Keywords : Incompressible fluids, Stokes equations, projection method, finite volume
methods.



