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Introduction

Problème considéré

On s’intéresse dans ce travail à la simulation numérique de l’écoulement d’un fluide
incompressible, caractérisé par un champ de vitesse u et une pression p, dans un ouvert
borné Ω de R2.

On suppose qu’au sein du fluide, le phénomène physique de diffusion prédomine sur
celui de convection. Une fois adimensionalisés, u : Ω × [0, T ] → R2 et p : Ω × [0, T ] → R
vérifient alors les équations de Stokes :

ut −∆u +∇p = f , (1)

div u = 0 , (2)

u|∂Ω = 0 , (3)

u|t=0 = u0. (4)

Les équations (1) et (2) traduisent respectivement les principes physiques de conservation
du moment et de la masse. f représente une force extérieure appliquée au fluide. u0 est la
vitesse initiale du fluide.

Une particularité de ces équations est que les deux inconnues u et p sont reliées im-
plicitement par la contrainte d’incompressibilité (2) : on ne dispose pas d’une équation
explicite pour la pression.

Construction des méthodes numériques

Lorsqu’on cherche à construire une méthode numérique pour les équations (1)-(4),
trois problèmes se posent. Tout d’abord, on ne dispose pas d’une équation explicite à
discrétiser pour le calcul de la pression. Ce premier point est ici résolu en utilisant une
méthode de projection qui introduit dans le schéma numérique une telle équation. Ensuite,
quelle discrétisation en espace utiliser ? Les méthodes de différences finies sont faciles à
implémenter, mais limitées à des géométries simples. Les méthodes d’éléments finis per-
mettent de traiter des géométries complexes. Par contre, elles ne vérifient pas toujours
certaines lois de conservation des grandeurs physiques. C’est pourquoi le choix s’est porté
finalement sur une méthode de volumes finis. Enfin, quelle discrétisation en temps utili-
ser ? Nous nous intéresserons dans ce travail à différents schémas d’ordre 1 (Implicite) et
d’ordre 2 (Crank-Nicolson, Formule de différences rétrograde).

Description des méthodes numériques

Les méthodes numériques introduites pour les équations de Stokes (1)-(4) sont notées
VF-I, VF-CN et VF-BDF. Elles différent par le schéma en temps utilisé. Elles utilisent
une méthode de projection, qui permet à la fois de calculer la pression et d’imposer la
contrainte d’incompressibilité (2).



2 Introduction

La discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes finis sur maillage
triangulaire. Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux constantes par
maille.

La discrétisation des opérateurs apparaissant dans les équations (1)-(2) (gradient, di-
vergence, laplacien) garantit un certain nombre de propriétés. En particuler, les opérateurs
discrets correspondant à la divergence et au gradient sont adjoints, et vérifient une condi-
tion inf-sup si le maillage est uniforme. L’opérateur discret correspondant au laplacien
utilisé pour la projection garantit une propriété d’orthogonalité. Pour l’équation des mo-
ments (1), les opérateurs discrets correspondant au gradient et au laplacien sont consis-
tants : ils tendent vers leurs analogues continus lorsqu’on raffine le maillage.

Présentation du travail

Nous présentons d’abord dans le chapitre 1 les éléments utiles à la discrétisation des
équations de Stokes (1)-(4). L’introduction dans le chapitre 2 des méthodes de projection,
utilisées en particulier pour le calcul de la pression, permet alors de construire les schémas
VF-I, VF-CN et VF-BDF. L’étude de ces schémas nécessite un certain nombre de
résultats préliminaires qui sont exposés dans le chapitre 3. L’étude de la stabilité des
schémas est entreprise dans le chapitre 4. On en déduit en particulier la convergence
des solutions calculées par les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF vers la solution des
équations (1)-(4). Des estimations d’erreur pour les schémas VF-I et VF-BDF sont
montrées dans le chapitre 5. Enfin les résultats numériques du chapitre 6 permettent de
valider les schémas introduits.

Notons que dans tous les calculs apparaissant dans le texte, C désigne une constante
positive générique. Elle ne dépend que du domaine Ω et des données u0, f , T . Par ailleurs
les propositions des chapitres 1 et 3 admettent souvent une version vectorielle. Nous
présentons la version scalaire, et y faisons référence lorsque la version vectorielle est uti-
lisée. Enfin les calculs des chapitres 4 et 5 s’inspirent des travaux de J. L. Guermond
[6] et J. Shen (par exemple [7] et [8]).

Mise en perspective

Si les méthodes de différences finies et d’éléments finis pour les équations de Stokes ont
été abondamment étudiées, peu de résultats existent pour les méthodes de volumes finis.
Hors du contexte des méthodes de projection utilisées ici, citons les travaux récents [10]
de R. Herbin et R. Eymard. Ils utilisent une méthode de pénalisation pour le calcul
de la pression.

Dans le contexte des méthodes de projection, on trouve déjà dans la littérature des
exemples d’implémentations en volumes finis ([2] et [13] par exemple) ; l’analyse mathéma-
tique de tels schémas n’avait par contre pas été faite jusqu’à présent. S. Faure [15] étudie
la stabilité d’un schéma de ce type couplant volumes finis et méthodes de projection, sur
un maillage rectangulaire uniforme. Pour un maillage triangulaire, le travail présenté ici
est à notre connaissance la première analyse mathématique complète d’une telle méthode.
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Chapitre 1

Cadre discret
Après avoir discrétisé le domaine Ω ⊂ R2 par un maillage triangulaire (section 1.1),

nous définissons sur ce maillage un certain nombre d’espaces discrets (section 1.2). Sur
ces espaces, on construit des opérateurs (section 1.4), qui permettent la discrétisation des
équations de Stokes (1)-(4).

1.1 Le maillage

Le domaine Ω ⊂ R2 est discrétisé à l’aide d’un maillage triangulaire. Nous définissons
un certain nombre de notations associées à ce maillage, et précisons les hypothèses faites
sur celui-ci.

Le domaine Ω ⊂ R2 considéré sera supposé polygonal pour simplifier. Soit Th un
maillage du domaine Ω, formé de triangles ayant une arête commune et une seule avec
les triangles voisins : Ω = ∪K∈Th

K. L’ensemble formé des trois triangles ayant une arête
commune avec le triangle K ∈ Th sera noté V(K) (figure 1.1).

K

Fig. 1.1 – Maillage du domaine Ω (à gauche) et l’ensemble V(K) (à droite).

Si K ∈ Th est un triangle du maillage, on note |K| son aire. EK désigne l’ensemble de
ses arêtes ; hK,σ est la hauteur associée à l’arête σ ∈ EK .

Eh désigne l’ensemble des arêtes du maillage : Eh = ∪K∈Th
EK . La longueur d’une arête

σ ∈ Eh est notée |σ|. L’ensemble des arêtes situées à l’intérieur du domaine Ω (resp. au
bord) sera noté E int

h (resp. Eext
h ) : Eh = E int

h ∪ Eext
h . Sur la figure 1.1, E int

h et Eext
h sont

représentés respectivement en pointillés et en gras.

Le milieu d’une arête σ ∈ Eh est noté xσ . Si σ ∈ E int
h , Kσ et Lσ désignent les triangles

ayant σ comme arête commune. Si σ ∈ Eext
h , seul le triangle Kσ situé à l’intérieur du

domaine est défini. On note Vσ = {Kσ, Lσ} si σ ∈ E int
h et Vσ = {Kσ} si σ ∈ Eext

h .
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nK,σ désigne la normale à l’arête σ du triangle K, pointant vers l’extérieur de K. Si
L est le triangle tel que σ = K ∩ L, nous avons nK,σ = −nL,σ.

xK est le centre du cercle circonscrit au triangle K. On suppose que les angles intérieurs
des triangles du maillage ne dépassent pas π

2
, de sorte que xK ∈ K.

K

L

x
K

K,σ
n n

L,σ
-=

σ

K
σ

L
σ

σ
x

σ

Fig. 1.2 – Notations utilisées pour le maillage.

Pour toute arête intérieure σ ∈ E int
h , Dσ désigne le quadrilatère obtenu en joignant les

extrémités de σ avec les points xKσ et xLσ (figure 1.3). Pour une arête du bord σ ∈ Eext
h ,

Dσ est le triangle obtenu en joignant les extrémités de σ avec le point xKσ .

x
L

σ

x
K

σ

σ

σ
D

x
K

σ

σ

σ
D

Fig. 1.3 – Définition de Dσ pour une arête intérieure (à gauche) et du bord (à droite).

Si σ ∈ E int
h est une arête intérieure, la distance entre les centres des cercles circonscrits

à Kσ et Lσ sera notée dσ = d(xKσ ,xLσ). Si σ ∈ Eext
h est une arête du bord, on notera cette

fois dσ = d(xσ,xKσ). On définit alors pour toute arête σ ∈ Eh la quantité τσ par

τσ =
|σ|
dσ

.

Étant donnés 2 triangles K ∈ Th et L ∈ Th ayant une arête commune σ ∈ Eh, on
définit

αK,L =
d(xL,xσ)

d(xK ,xL)
.

Notons que αK,L ∈ [0, 1] et αK,L + αL,K = 1.
Le plus grand diamètre des cercles circonscrits aux triangles représente la finesse du

maillage ; il est noté h.
Enfin, l’hypothèse suivante sur le maillage sera utile

Il existe une constante C > 0 telle que :

(HM) ∀σ ∈ Eh, d(xKσ , σ) ≥ C|σ|,
∀σ ∈ Eh, |σ| ≥ Ch.
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Cette hypothèse de régularité sur le maillage est usuelle dans l’analyse des schémas de
volumes finis (voir [9] par exemple). Elle est en particulier vérifiée si le maillage considéré
est uniforme, i.e. formé de triangles équilatéraux.

L’hypothèse (HM) implique la propriété suivante :

Pour tout triangle K ∈ Th, notons hK et ρK les diamètres

respectifs des cercles circonscrits et inscrits.

(MR) Il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que :

∀K ∈ Th,
hK

ρK

≤ C.

Cette autre hypothèse de régularité sur le maillage lui interdit de trop grandes déformations.
Elle intervient dans l’étude des espaces d’éléments finis introduits ci-dessous.

1.2 Espaces utilisés

Nous introduisons ici les espaces utilisés pour l’étude du problème de Stokes (1)-(4) et
les espaces discrets les approchant. Nous rappelons ensuite quelques propriétés vérifiées
par ces espaces discrets.

1.2.1 Espaces continus

Soient a ∈ R∪{−∞} et b ∈ R∪{∞}. Pour k ∈ N∪{∞}, Ck = Ck(Ω) (resp. Ck([a, b])
désigne l’ensemble des fonctions définies sur Ω (resp. [a, b]) dont les dérivées jusqu’à l’ordre
k sont continues. C∞0 = C∞0 (Ω) (resp. C∞0 ([a, b]) est l’ensemble des fonctions de classe C∞
à support compact dans Ω (resp. [a, b]).

Si p ∈ [1,∞], on note Lp = Lp(Ω) l’espace de Lebesgue associé, muni de sa norme
||.||Lp(Ω). Sa version vectorielle est l’espace Lp = (Lp)2. Pour p = 2, afin d’alléger les
notations, on utilisera le symbole |.| pour désigner les normes associées aux espaces L2

et L2. La distinction avec la valeur absolue se fait suivant le contexte. On utilise aussi
l’espace L2(R2). On note également :

L2
0 = {q ∈ L2 ;

∫

Ω

q(x) dx = 0}.
Les espaces de Sobolev W p,q = W p,q(Ω) (p, q ∈ N∗) sont formés des fonctions de Lq

dont les dérivées partielles (au sens des distributions) jusquà l’ordre p appartiennent à Lq.
Ils sont munis de la norme associée ‖.‖W p,q . Si q = 2, on note Hp = W p,2 et ‖.‖p la norme
associée. Si D ⊂ Ω est un ouvert, on utilise également l’espace Hp(D). Hp

0 = Hp
0 (Ω) est

l’adhérence de C∞0 dans Hp. Les versions vectorielles de ces espaces sont notées Wp,q,
Hp = (Hp)2 et Hp

0 = (Hp
0 )2. Les normes associées sont encore notées ‖.‖p. On utilise

également l’espace H1(R2).

Rappelons que les espaces Ck et (Ck)2 sont denses respectivement dans W p,q et Wp,q.
Par ailleurs, puisque Ω ⊂ R2, si p ≥ 2, une fonction de Hp(Ω) ou Hp(Ω) est égale presque
partout à une fonction continue (théorème d’injection de Sobolev). Il est ainsi possible
de donner un sens aux valeurs ponctuelles q(x) et u(x) pour q ∈ Hp, u ∈ Hp, x ∈ Ω et
p ≥ 2.
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Si X est un espace de Banach, C(0, T ; X) (resp. Lp(0, T ; X) et C∞0 (0, T ; X)) désigne
l’espace des fonctions mesurables u : [0, T ] → X telles que l’application t ∈ [0, T ] →
‖u(t)‖X soit continue (resp. Lp et C∞0 ), muni de sa norme ‖.‖C(0,T ;X) (resp. ‖.‖Lp(0,T ;X) et
‖.‖C∞0 (0,T ;X)).

Sur les espaces Lp et Hp, il est possible de définir les opérateurs suivants. L’ensemble
des suites de Lp étant noté (Lp)N, on désigne par :

δ : (Lp)N → (Lp)N

l’opérateur prenant la différence entre deux termes consécutifs d’une suite. L’image de la
suite (um)m∈N ∈ (Lp)N par δ est la suite (δum)m∈N ∈ (Lp)N, définie par

δu0 = u0,

∀m ≥ 1, δum = um − um−1.

La version vectorielle de l’opérateur δ,

δ : (Lp)N → (Lp)N,

est définie par δ = (δ)2. Les opérateurs gradient, divergence, et laplacien sont notés
respectivement ∇, div, ∆. Le symbole ∇ est défini, pour tout u = (u1, u2) ∈ H1 par

∇u =

( ∇uT
1

∇uT
2

)
.

La version vectorielle du laplacien est ∆ = (∆)2. Enfin, si u = (u1, u2) ∈ H1 et v =
(v1, v2) ∈ H1, on note

((u,v)) =
2∑

i=1

(∇ui,∇vi). (1.1)

A partir des espaces Lp et Hp, on définit les espaces suivants, qui interviennent dans
l’étude du problème de Stokes (1)-(4) :

V = {v ∈ H1
0 ; div v = 0} ,

H = {v ∈ L2 ; div v = 0, v · n|∂Ω = 0} ,

H(div) = {v ∈ L2 ; divv ∈ L2}.

1.2.2 Espaces discrets

Afin d’approcher les espaces L2 et H1, on utilise les espaces discrets suivants. Les
espaces usuels pour les méthodes de volumes finis sont :

P0 = {v ∈ L2 ; ∀K ∈ Th, v|K est constant},
P 0

0 = {v ∈ P0 ;

∫

Ω

v(x) dx = 0}.

On introduit également les espaces d’éléments finis

P d
1 = {v ∈ L2 ; ∀K ∈ Th, v|K est affine},

P c
1 = {v ∈ P d

1 ∩ C0 ; ∀σ ∈ Eext
h , v|σ = 0} ,

P nc
1 = {v ∈ P d

1 ; ∀σ ∈ Eh, v est continu au milieu de σ}.
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Les versions vectorielles de ces espaces sont notées

P0 = (P0)
2, Pd

1 = (P d
1 )2, Pc

1 = (P c
1 )2, Pnc

1 = (P nc
1 )2.

L’exposant dans la notation P nc
1 indique qu’il s’agit d’une approximation non conforme

de H1, i.e. non incluse dans H1. En effet, soit qh ∈ P nc
1 . Les discontinuités localisées au

niveau des arêtes font que
∇qh 6∈ L2.

Par contre, si l’on considère l’opérateur ∇̃h : L2 → P0, obtenu par restriction de ∇ sur
chaque triangle du maillage

∀ v ∈ L2, ∀K ∈ Th, ∇̃h v|K = ∇v|K ,

alors on a bien
∇̃hqh ∈ L2.

On note ‖.‖1,h la norme associée à ce gradient discret ∇̃h sur l’espace P nc
1 :

∀ qh ∈ P nc
1 , ‖qh‖1,h =

(
|qh|2 + |∇̃hqh|2

)1/2

.

Le gradient discret ∇̃h et sa norme associée ‖.‖1,h seront utilisés plus généralement sur
l’espace P d

1 .

L’espace P0 n’est pas non plus inclus dans H1. Il est malgré tout possible de définir
l’analogue d’une norme H1 au niveau discret. Pour uh ∈ P0, on note

‖uh‖h =


 ∑

σ∈Eint
h

τσ (uLσ − uKσ)2 +
∑

σ∈Eext
h

τσ |uKσ |2



1/2

.

Si uh = (u1
h, u

2
h) ∈ P0, on utilisera la même notation

‖uh‖h =

(
2∑

i=1

‖uh,i‖2
h

)1/2

.

Les degrés de liberté associés aux espaces P0 et P nc
1 , autrement dit les valeurs utilisées

pour définir une fonction de l’espace, sont représentées sur la figure 1.4 par des points.
Pour l’espace P0, une fonction est définie par sa valeur sur chaque triangle du maillage.
Pour l’espace P nc

1 , c’est la valeur prise par la fonction au milieu de chaque arête qui est
utilisée.

L’espace H(div) est approché par les espaces de Raviart-Thomas de plus bas degré :

RTd
0 = {v ∈ Pd

1 ; ∀σ ∈ EK , v|K · nK,σ est constant},
RTc

0 = {v ∈ RTd
0 ; ∀K ∈ Th, ∀L ∈ V(K), v|K · nK,σ = v|L · nK,σ}.

On peut vérifier [3] que

RTd
0 = {v ∈ L2 ; ∀K ∈ Th, ∃ aK ∈ R2, bK ∈ R ; ∀x ∈ K, v(x) = aK + bKx}.
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Fig. 1.4 – Degrés de liberté pour P0 (à gauche), P nc
1 (au centre), et RTc

0 (à droite).

L’indice utilisé dans la notation de ces espaces indique que sur les arêtes du maillage,
la composante normale des fonctions de ces espaces est une constante. L’exposant dans
la notation RTd

0 indique que les fonctions de cet espace sont en général discontinues au
niveau des arêtes. L’exposant dans la notation RTc

0 indique qu’au niveau des arêtes du
maillage, les fonctions de cet espace ont une composante normale continue. Les degrés de
liberté associés aux espaces RTc

0 et RTd
0 sont les valeurs des composantes normales sur

les arêtes (figure 1.4).

1.2.3 Propriétés des espaces discrets

Nous présentons certaines propriétés des espaces P0 et P nc
1 définis dans la section 1.2.2.

Propriétés de l’espace P0

Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré discrète sur l’espace P0, cf [9]).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout vh ∈ P0

|vh| ≤ C ‖vh‖h.

Proposition 1.2 (Inégalité inverse sur l’espace P0).
On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). Il existe alors une constante C > 0
telle que, pour tout uh ∈ P0

‖vh‖h ≤ C

h
|vh|.

Démonstration. Par définition de ‖.‖h

h2 ‖vh‖2
h =

∑

σ∈Eint
h

h2 τσ (vLσ − vKσ)2 +
∑

σ∈Eext
h

h2 τσ (vKσ)2.

En utilisant l’hypothèse sur le maillage (HM) on obtient

h2 τσ = h2 |σ|
dσ

≤ C h2 ≤ C |σ| dσ ≤ C |σ|hKσ ,σ ≤ C |Kσ| ;

de même
h2 τσ ≤ C |Lσ|.

Par ailleurs
(vLσ − vKσ)2 ≤ 2 (v2

Lσ
+ v2

Kσ
),



1.3 — Opérateurs de projection 11

donc

h2 ‖vh‖2
h ≤ C

∑

σ∈Eint
h

(|Kσ| v2
Kσ

+ |Lσ| v2
Lσ

) + C
∑

σ∈Eext
h

|Kσ| v2
Kσ

≤ C
∑

K∈Th

|K| v2
K

≤ C |vh|2.

Propriétés de l’espace P nc
1 :

Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré sur l’espace P nc
1 , cf [17]).

Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout qh ∈ P nc
1 vérifiant

∫
Ω

qh(x) dx = 0, on a

|qh| ≤ C |∇qh|.

Proposition 1.4 (Inégalité inverse sur l’espace P nc
1 , cf [14], p. 112).

Il existe une constante C > 0 telle que pour tout qh ∈ P nc
1

|∇̃hqh| ≤ C

h
|qh|.

1.3 Opérateurs de projection

Aux espaces discrets introduits dans la section 1.2.2 sont associés des opérateurs de
projection. Nous présentons les définitions de ces opérateurs, ainsi que certaines de leurs
propriétés.

1.3.1 Définition

Les opérateurs de projection correspondant aux différents espaces discrets sont définis
comme suit.

– Pour l’espace P0, les opérateurs

ΠP0 : L2 → P0,

Π̃P0 :
∏

K∈Th

H2(K) → P0,

sont tels que pour tout w ∈ L2 :

∀K ∈ Th, (ΠP0w)K =
1

|K|
∫

K

w dx, (1.2)

∀K ∈ Th, (Π̃P0w)K = w(xK). (1.3)
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– Pour l’espace P c
1 , l’opérateur

ΠP c
1

: H1
0 → P c

1

est tel que pour tout v ∈ H1
0 :

∀φ ∈ P c
1 , (∇(ΠP c

1
v),∇φ) = (∇v,∇φ).

– Pour l’espace P nc
1 , l’opérateur

Π̃P nc
1

: L2 → P nc
1

est tel que pour tout v ∈ L2 :

∀ψ ∈ P nc
1 , (Π̃P nc

1
v, ψ) = (v, ψ). (1.4)

– Pour l’espace RTc
0, l’opérateur

ΠRTc
0

: H(div) → RTc
0

est tel que pour tout v ∈ H(div) :

∀K ∈ Th, ∀σ ∈ Eh,

∫

σ

ΠRTc
0
v · nK,σ dσ =

∫

σ

v · nK,σ dσ. (1.5)

Notons que, pour tout w ∈ L2 et tout φ ∈ P0 :

(ΠP0w, φ) =
∑

K∈Th

∫

K

ΠP0w φ dx

=
∑

K∈Th

φ|K
∫

K

ΠP0w dx

=
∑

K∈Th

φ|K
∫

K

( 1

|K|
∫

K

w(y) dy
)

dx

=
∑

K∈Th

φ|K
∫

K

w(x) dx

= (w, φ).

Ainsi ΠP0 est l’opérateur de projection de L2 sur son sous-espace P0, tout comme Π̃P nc
1

est l’opérateur de projection de L2 sur son sous-espace P nc
1 . Ces deux opérateurs sont donc

naturellement stables pour la norme L2. L’opérateur ΠP c
1

est l’opérateur de projection de
H1

0 sur son sous-espace P c
1 , et est donc stable pour la norme H1. L’opérateur ΠRTc

0
permet

d’approcher une fonction donnée sur les arêtes du maillage. Les versions vectorielles des
opérateurs de projection ΠP0 , Π̃P0 et ΠP c

1
sont notées :

ΠP0 = (ΠP0)
2, Π̃P0 = (Π̃P0)

2, ΠPc
1

= (ΠP c
1
)2.
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1.3.2 Propriétés des opérateurs de projection

Nous présentons maintenant les propriétés vérifiées par les opérateurs de projection
introduits ci-dessus.

Propriétés des opérateurs ΠP0 et Π̃P0 :

Proposition 1.5 (Stabilité de la projection Π̃P0).
Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v ∈ H2 :

|Π̃P0v| ≤ C ‖v‖2.

Démonstration. En deux dimensions, l’espace H2 est inclus dans l’espace des fonctions
continues C0, et l’injection est continue. On déduit donc de (1.3)

|Π̃P0v|2 =

∫

Ω

|(Π̃P0v)(x)|2 dx =
∑

K∈Th

|K| v(xK)2 ≤ C
∑

K∈Th

|K| ‖v‖2
2 ≤ C ‖v‖2

2.

Proposition 1.6 (L’opérateur ΠP0 est auto-adjoint).
Pour tous v ∈ L2 et w ∈ L2, on a

(ΠP0v, w) = (v, ΠP0w).

Démonstration. En utilisant la définition (1.2) de l’opérateur ΠP0 et le théorème de
Fubini :

(ΠP0v, w) =
∑

K∈Th

∫

K

(ΠP0v)Kw(x) dx

=
∑

K∈Th

∫

K

( 1

|K|
∫

K

v(z) dz
)
w(x) dx

=
∑

K∈Th

∫

K

( 1

|K|
∫

K

w(x) dx
)
v(z) dz

=
∑

K∈Th

∫

K

(ΠP0w)Kv(z) dz

= (ΠP0w, v).

Proposition 1.7 (Estimation de l’erreur due à la projection ΠP0, cf [14], p. 109).
On suppose que le maillage vérifie (MR). Il exise une constante C > 0 telle que pour
tout v ∈ H1

|v − ΠP0v| ≤ C h ‖v‖1.

Propriété de l’opérateur ΠP c
1

Proposition 1.8 (Estimation de l’erreur due à la projection ΠP c
1
, cf [14], p. 109).

On suppose que le maillage vérifie (MR). Il existe une constante C > 0 telle que pour
tout v ∈ H1

0

|v − ΠP c
1
v| ≤ C h ‖v‖1.
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Propriété de l’opérateur ΠRTc
0

Proposition 1.9 (Estimation de l’erreur due à la projection ΠRTc
0
, cf [3], p. 132).

On suppose que le maillage vérifie (MR). Il existe une constante C > 0 telle que pour
tout v ∈ H1

|v − ΠRTc
0
v| ≤ C h ‖v‖1.

1.4 Opérateurs discrets

Les équations de Stokes (1)-(4) font intervenir les opérateurs gradient, divergence, et
laplacien. A partir des espaces introduits dans la section 1.2, on construit leurs analogues
discrets.

1.4.1 Construction

Soient q : Ω → R et v : Ω → R2 des fonctions régulières. On cherche à calculer
une approximation du gradient et du laplacien de q, ainsi qu’une approximation de la
divergence de u. Pour cela, on approche d’abord q par une fonction affine par morceaux
qh : Ω → R. Celle-ci est construite à partir de l’ensemble (Dσ)σ∈Eh

qui forme une partition
de Ω :

∀σ ∈ Eh, qh|Dσ est affine,

∀σ ∈ E int
h , qh(xKσ) = q(xKσ), qh(xLσ) = q(xLσ), (1.6)

∀σ ∈ Eext
h , qh(xKσ) = q(xKσ). (1.7)

Notons que qh n’est pas défini de manière unique. En effet

∀σ ∈ Eh, ∃ (aσ, bσ, cσ); qh|Dσ(x, y) = aσ + bσx + cσy.

Il y a donc trois degrés de liberté pour qh par arête σ. Or, les équations (1.6) et (1.7) en
imposent respectivement deux pour les arêtes intérieures et un pour les arêtes du bord.
Ces degrés de liberté supplémentaires serviront à imposer des conditions aux limites sur
qh, correspondant à celles vérifiées par q.

Par ailleurs, en construisant pour chaque composante de v une approximation analogue
à celle définie pour q, on obtient une fonction affine par morceaux sur (Dσ)σ∈Eh

, notée
vh : Ω → R2.

Construction du gradient discret

Soit K ∈ Th un triangle. La formule du gradient donne :

1

|K|
∫

K

∇q dx =
1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

q nK,σ dσ ' 1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

qh nK,σ dσ.

Comme qh|σ est une fonction affine, on a
∫

σ

qh(x) dx = |σ| qh(xσ).
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La valeur de qh en xσ est calculée à partir de qh(xKσ) = q(xKσ) et qh(xLσ) = q(xLσ)
(figure 1.5) comme décrit ci-dessous.

σ

x
K

σ

x
σ

x
L

σ

σ

σ
Dx

σ

x
K

σ

Fig. 1.5 – Calcul de qh(xσ) pour une arête intérieure (à gauche) et au bord (à droite).

Considérons d’abord le cas d’une arête intérieure σ ∈ E int
h . Les points xσ, xKσ , xLσ

sont tous situés sur la médiatrice de l’arête σ. La restriction de qh au segment [xKσ ,xLσ ]
a donc pour pente (figure 1.6)

qh(xLσ)− qh(xσ)

d(xLσ ,xσ)
=

qh(xσ)− qh(xKσ)

d(xKσ ,xσ)
.

)x
K

σ

q
h
(

x
K

σ

)x
σ

q
h
(

x
L

σ

x
σ

)x
L

σ

q
h
(

d(x
K

σ

x
σ

), d( x
σ

x
L

σ

),

Fig. 1.6 – Calcul de la valeur interpolée qh(xσ).

On en déduit

qh(xσ) = αKσ,Lσ qh(xKσ) + αLσ,Kσ qh(xLσ) = αKσ ,Lσ q(xKσ) + αLσ,Kσ q(xLσ),

avec

αKσ,Lσ =
d(xLσ , σ)

d(xKσ ,xLσ)
.
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Considérons maintenant le cas d’une arête σ ∈ Eext
h située au bord du domaine. Puisqu’on

dispose de 3 degrés de liberté sur qh|Dσ et que seul qh(xKσ) = p(xKσ) est fixé pour l’instant,
qh(xσ) peut être choisi librement (figure 1.5) .

On suppose que q satisfait une condition aux limites homogène de Neumann. On
impose les mêmes conditions aux limites sur la fonction qh. Comme qh|Dσ est une fonction
affine, ∇qh · nK,σ|Dσ est une constante. On l’évalue en utilisant les points xσ et xKσ

0 = ∇qh · nK,σ|σ =
qh(xσ)− qh(xKσ)

d(xσ,xKσ)
,

ce qui donne

qh(xσ) = qh(xKσ) = q(xKσ).

En résumé, on a obtenu l’approximation suivante pour le gradient de la fonction q

1

|K|
∫

K

∇q dx ' 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
(
αKσ,Lσ q(xKσ) + αLσ ,Kσ q(xLσ)

)
nK,σ

+
1

|K|
∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ| q(xKσ)nK,σ.

Construction de la divergence discrète

Soit K ∈ Th. D’après la formule de la divergence

1

|K|
∫

K

divv dx =
1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

v · nK,σ dσ ' 1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

vh · nK,σ dσ.

On distingue alors le cas des arêtes intérieures et celui des arêtes du bord. Pour une arête
intérieure σ ∈ EK∩E int

h , en procédant comme pour le calcul du gradient discret, on obtient

∫

σ

vh · nK,σ dσ = |σ|
(
αKσ,Lσ v(xKσ) + αLσ,Kσ v(xLσ)

)
· nK,σ.

Pour les arêtes du bord, on suppose que v vérifie une condition aux limites homogène de
Dirichlet. On impose, pour tout σ ∈ Eext

h :

vh(xσ) = 0,

d’où ∫

σ

vh · nK,σ dσ = 0.

On obtient alors l’approximation suivante

1

|K|
∫

K

div v dx ' 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
(
αKσ ,Lσ v(xKσ) + αLσ,Kσ v(xLσ)

)
· nK,σ.
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Malheureusement, l’opérateur de divergence discrète déduit de cette approximation ne
vérifie pas une propriété essentielle. Il n’est en effet pas adjoint à l’opérateur de gradient
discret (proposition 1.15). C’est pourquoi on utilisera finalement la formule suivante, qui
donne bien un opérateur adjoint

1

|K|
∫

K

divv dx ' 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
(
αLσ,Kσ v(xKσ) + αKσ,Lσ v(xLσ)

)
· nK,σ.

Construction du laplacien discret

Soit K ∈ Th. En appliquant la formule de la divergence on obtient

1

|K|
∫

K

∆q dx =
1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

∇q · nK,σ dσ ' 1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

∇qh · nK,σ dσ.

Considérons d’abord le cas d’une arête intérieure σ ∈ E int
h (figure 1.7). Comme qh|Dσ est

une fonction affine, ∇qh · nK,σ|Dσ est une constante. On l’évalue à l’aide des points xKσ

et xLσ :

∇qh · nK,σ|Dσ =
1

dσ

(qh(xLσ)− qh(xKσ)) =
1

dσ

(q(xLσ)− q(xKσ)).

x
L

σ

x
K

σ

σ

σ
D

σ

σ
Dx

σ

x
K

σ

Fig. 1.7 – Calcul de ∇qh(xσ) · nK,σ pour une arête intérieure (à gauche) et au bord.

Pour une arête extérieure σ ∈ Eext
h , la condition aux limites sur q intervient. On

suppose que q vérifie une condition aux limites homogène de Dirichlet. On impose alors
la condition aux limites suivante sur qh

qh(xσ) = 0.

On évalue ∇qh · nK,σ|Dσ en utilisant les points xσ et xKσ

∇qh · nK,σ|Dσ =
1

dσ

(qh(xσ)− qh(xKσ)) = − 1

dσ

q(xKσ).

Ainsi, on obtient l’approximation suivante pour le laplacien

1

|K|
∫

K

∆q dx ' 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (q(xLσ)− q(xKσ))− 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ q(xKσ).
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K
σ

L
σ

σ

x
K

σ

x
L

σ

K

Fig. 1.8 – Gradient et divergence discrets : construction (à gauche) et support (à droite).

1.4.2 Opérateurs obtenus

En utilisant les constructions précédentes, on définit les opérateurs discrets ∇h, divh,
∆h, ∆̃h correspondant au gradient, à la divergence et au laplacien.

Définition : L’opérateur discret correspondant au gradient est défini par

∇h : P0 → P0

qh → ∇hqh

avec pour tout triangle K ∈ Th

∇h qh|K =
1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
(
αKσ,Lσ qKσ + αLσ ,Kσ qLσ

)
nK,σ

+
1

|K|
∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ| qKσ nK,σ. (1.8)

Définition : L’opérateur discret correspondant à la divergence est défini par

divh : P0 → P0

vh → divh vh

avec pour tout triangle K ∈ Th

divh vh|K =
1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
(
αLσ ,Kσ vKσ + αKσ,Lσ vLσ

)
· nK,σ. (1.9)

Ces deux opérateurs sont donc construits à partir d’une interpolation au niveau des
arêtes du maillage. Si σ ∈ Eh est une arête du maillage, une valeur associée à σ est déduite
des valeurs aux points xKσ et xLσ (figure 1.8).

Le support des opérateurs ∇h et divh, autrement dit l’ensemble des éléments du
maillage utilisé pour leur construction sur un triangle K, est l’ensemble V(K) des tri-
angles voisins de K (figure 1.8).

Définition : Le premier opérateur correspondant au laplacien est défini par

∆h : P0 → P0

qh → divh(∇hqh)
.
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Définition : Le second opérateur correspondant au laplacien est défini par

∆̃h : P0 → P0

qh → ∆̃hqh.

avec pour tout triangle K ∈ Th

∆̃hqh|K =
1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (qLσ − qKσ)− 1

|K|
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ qKσ . (1.10)

Enfin, on note
∆̃h = (∆̃h)

2.

Les supports respectifs des laplaciens discrets ∆h et ∆̃h sont représentés ci-dessous
(figure 1.9).

K
K

Fig. 1.9 – Support des laplaciens discrets : ∆h (à gauche) et ∆̃h (à droite).

1.4.3 Propriétés des opérateurs discrets

On montre maintenant que les opérateurs discrets définis dans la section 1.4.2 vérifient
des propriétés de stabilité (propositions 1.11 et 1.12) et de consistance (propositions 1.13
et 1.14). Les opérateurs discrets correspondant au gradient et à la divergence sont adjoints
(proposition 1.15).

Rappelons que pour toute arête σ ∈ Eh, Vσ est défini par Vσ = {Kσ, Lσ} si σ ∈ E int
h et

Vσ = {Kσ} si σ ∈ Eext
h . Si σ ∈ Eh et T ∈ Vσ, on pose pour tout g ∈ C1

Eσ
T (g) =

∫

σ

∫ 1

0

∇g (txT + (1− t)x) · (xT − x) dt dσ , (1.11)

et pour tout g ∈ C2

F σ
T (g) =

∫

σ

∫ 1

0

∇∇(g) (txT + (1− t)x)(xT − x) · (xσ − x) dt dσ , (1.12)

Gσ
T (g) =

∫

σ

∫ 1

0

∇∇(g) (txT + (1− t)x)(xT − x) · (xT − x) dt dσ. (1.13)
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Si σ ∈ E int
h et T ∈ Vσ, on pose pour tout g ∈ C2

Hσ
T (g) =

∫

σ

∫ 1

0

H(g) (txT + (1− t)x)(xT − x) · (xT − x) t dt dσ , (1.14)

où H(g) est la matrice hessienne de g.

Ces termes sont des restes de développements de Taylor. Ils interviennent dans les preuves
des propositions présentées plus loin. On a le résultat suivant.

Proposition 1.10 Si σ ∈ Eh et T ∈ Vσ, on a pour tout g ∈ C1

|Eσ
T (g)| ≤ h |Dσ ∩ T |1/2

(∫

Dσ∩T

|∇g(y)|2 dy

)1/2

(1.15)

et pour tout g ∈ C2

|F σ
T (g)|+ |Gσ

T (g)| ≤ 2 h2 |Dσ ∩ T |1/2

(∫

Dσ∩T

|∇∇(g)(y)|2 dy

)1/2

. (1.16)

De plus, si σ ∈ E int
h et T ∈ Vσ, on a pour tout g ∈ C2

|Hσ
T (g)| ≤ h2 |Dσ ∩ T |1/2

(∫

Dσ∩T

|H(g)(y)|2 dy

)1/2

. (1.17)

Démonstration. Soit σ ∈ Eh et T ∈ Vσ. Pour tout x ∈ σ on a |x− xT | ≤ h. On déduit
ainsi de (1.11)–(1.14)

|Eσ
T (g)| ≤ h

∫

σ

∫ 1

0

|∇g (txT + (1− t)x)| dt dσ ,

|F σ
T (g)|+ |Gσ

T (g)| ≤ 2 h2

∫

σ

∫ 1

0

|∇∇g (txT + (1− t)x)| dt dσ ,

et

|Hσ
T (g)| ≤ h2

∫

σ

∫ 1

0

|H(g) (txT + (1− t)x)| dt dσ.

On a donc

|Eσ
T (g)| ≤ h

∫

Dσ∩T

|∇g(y)|2 dy ,

|F σ
T (g)|+ |Gσ

T (g)| ≤ 2 h2

∫

Dσ∩T

|∇∇g(y)| dy ,

et

|Hσ
T (g)| ≤ h2

∫

Dσ∩T

|H(g)(y)| dy.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient (1.15)–(1.17).

Des estimations (1.15)–(1.17) on déduit la stabilité des opérateurs discrets correspondant
au gradient et au laplacien.
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Proposition 1.11 (Stabilité de l’opérateur ∇h).
On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). Il existe une constante C > 0 telle
que pour tout q ∈ H2

‖∇h(Π̃P0q)‖L∞ ≤ C |∇q|.

Démonstration. Posons qh = Π̃P0q. Soit K ∈ Th. On a
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| (αK,Lσ qK + αLσ ,K qLσ

)
nK,σ

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| ((1− αLσ ,K) qK + αLσ,K qLσ

)
nK,σ

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| qK nK,σ +
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αLσ,K (qLσ − qK)nK,σ. (1.18)

En reportant (1.18) dans la définition (1.8) il vient

|K|∇hqh|K =
∑
σ∈EK

|σ| qK nK,σ +
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αLσ ,K (qLσ − qK)nK,σ

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αLσ,K (qLσ − qK)nK,σ. (1.19)

Soit σ ∈ EK ∩ E int
h . Supposons dans un premier temps que q ∈ C1. Si x ∈ σ on a les

développements de Taylor

q(xLσ) = q(x) +

∫ 1

0

∇q (txLσ + (1− t)x) · (xLσ − x) dt (1.20)

et

q(xK) = q(x) +

∫ 1

0

∇q (txK + (1− t)x) · (xK − x) dt. (1.21)

Prenons la différence entre (1.20) et (1.21), et intégrons sur σ. Il vient

|σ| (q(xLσ)− q(xK)) = Eσ
Lσ

(q)− Eσ
K(q).

On déduit de (1.15)

|σ| |q(xLσ)− q(xK)| ≤ 2 h |Dσ|1/2

(∫

Dσ

|∇q(y)|2 dy

)1/2

. (1.22)

D’après l’hypothèse (HM) on a

h |Dσ|1/2 = h

(
1

2
|σ| dσ

)1/2

≤ h2 ≤ C |σ| dσ ≤ C |K|. (1.23)

En reportant (1.23) dans (1.22) on obtient pour tout q ∈ C1

|σ|
|K| |qLσ − qK | = |σ|

|K| |q(xLσ)− q(xK)| ≤ C |∇q|. (1.24)
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De la densité de C1 dans H2 on déduit que (1.24) est encore valable si q ∈ H2. En reportant
(1.24) dans (1.19) on obtient

‖∇hqh‖L∞ = sup
K∈Th

|∇hqh| ≤ C |∇q|.

Proposition 1.12 (Stabilité de l’opérateur ∆̃h)
On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). Il existe une constante C > 0 telle
que pour tout v ∈ H2 ∩H1

0

|∆̃h(Π̃P0v)| ≤ C ‖v‖1.

Démonstration. Posons vh = Π̃P0v. Soit K ∈ Th. Supposons dans un premier temps
que v ∈ C∞0 . Soit σ ∈ EK ∩ E int

h . Pour tout x ∈ σ on a les développements de taylor

v(xLσ) = v(x) +

∫ 1

0

∇v (txLσ + (1− t)x) · (xLσ − x) dt (1.25)

et

v(xK) = v(x) +

∫ 1

0

∇v (txK + (1− t)x) · (xK − x) dt. (1.26)

Prenons la différence entre (1.25) et (1.26) et intégrons sur σ. Il vient

|σ| (v(xLσ)− v(xK)) = Eσ
Lσ

(v)− Eσ
K(v).

On déduit de (1.15)

|σ| |vLσ − vK | = |σ| |v(xLσ)− v(xK)| ≤ h |Dσ|1/2

(∫

Dσ

|∇v(y)|2 dy

)1/2

. (1.27)

Soit maintenant σ ∈ EK ∩ Eext
h . Si x ∈ σ on a le développement de Taylor

v(xK) = v(x) +

∫ 1

0

∇v (txK + (1− t)x) · (xK − x) dt. (1.28)

Puisque v ∈ C∞0 on a v(x) = 0. En intégrant (1.28) sur σ on obtient donc

|σ| v(xK) = Eσ
K(v).

On déduit de (1.15)

|σ| |vK | = |σ| |v(xK)| ≤ h |Dσ|1/2

(∫

Dσ

|∇v(y)|2 dy

)1/2

. (1.29)

De la densité de C∞0 dans H2 ∩ H1
0 on déduit que (1.27) et (1.29) sont encore valables

pour v ∈ H2 ∩H1
0 . D’après la définition (1.10) on a

|K|
∣∣∣∆̃hvh |K

∣∣∣
2

≤
∑

σ∈EK∩Eint
h

βσ |σ|2 |vLσ − vK |2 +
∑

σ∈EK∩Eext
h

βσ |σ|2 |vK |2 , (1.30)
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avec pour toute arête σ ∈ Eh

βσ =
3 τ 2

σ

|σ|2 |K| .

D’après l’hypothèse (HM) on a

βσ h2 |Dσ| = 3

d2
σ |K|

h2

2
|σ| dσ =

3

2

h2

dσ

|σ|
|K| ≤

3

2

h2

|K| ≤ C. (1.31)

Reportons (1.27) et (1.29) dans (1.30) et utilisons (1.31). Il vient

|K|
∣∣∣∆̃hvh |K

∣∣∣
2

≤ C
∑
σ∈EK

∫

Dσ

|∇v(y)|2 dy.

En sommant sur K ∈ Th, on obtient

|∆̃hvh|2 =
∑

K∈Th

|K|
∣∣∣∆̃hvh |K

∣∣∣
2

≤ C
∑
σ∈Eh

∫

Dσ

|∇v(y)|2 dy ≤ C ‖v‖2
1.

On vérifie maintenant la consistance des opérateurs discrets correspondant au gradient
et au laplacien. Les preuves utilisent la stabilité de ces opérateurs (propositions 1.11 et
1.12).

Proposition 1.13 (Consistance de l’opérateur ∇h).
On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). Il existe une constante C > 0 telle
que pour tout q ∈ H2

|ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)| ≤ C h ‖q‖2. (1.32)

Démonstration. Soit q ∈ C2(Ω) et K ∈ Th. En utilisant la formule du gradient on
déduit de la définition (1.8)

|K| (ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)
)∣∣∣

K
=

∫

K

∇q dx− |K|∇h(Π̃P0q)
∣∣
K

=
∑
σ∈EK

Iσ
K , (1.33)

avec pour toute arête σ ∈ EK ∩ E int
h

Iσ
K =

∫

σ

(
q − (αK,Lσ q(xK) + αLσ ,K q(xLσ))

)
nK,σ dσ (1.34)

et pour toute arête σ ∈ EK ∩ Eext
h

Iσ
K =

∫

σ

(q − q(xK))nK,σ dσ. (1.35)

Soit σ ∈ EK ∩ E int
h . Si x ∈ σ, on a les développements de Taylor

q(xK) = q(x)+∇q(x) ·(xK−x)+

∫ 1

0

H(q) (txK +(1−t)x)(xK−x) ·(xK−x) t dt , (1.36)
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q(xLσ) = q(x)+∇q(x)·(xLσ−x)+

∫ 1

0

H(q) (txLσ +(1−t)x)(xLσ−x)·(xLσ−x) t dt , (1.37)

et

∇q(x) = ∇q(xK)−
∫ 1

0

∇∇q (txK + (1− t)x)(xK − x) dt. (1.38)

Substituons (1.38) dans (1.36), (1.37) et intégrons sur σ. Il vient
∫

σ

(q(xK)− q) dσ = |σ|∇q(xK) · (xK − xσ)−Gσ
K(q) + Hσ

K(q) (1.39)

et ∫

σ

(q(xLσ)− q) dσ = |σ|∇q(xK) · (xLσ − xσ)−Gσ
Lσ

(q) + Hσ
Lσ

(q). (1.40)

Multiplions (1.39) par −αK,Lσ nK,σ, (1.40) par −αLσ,K nK,σ et additionnons les égalités
obtenues. Puisque αLσ,K + αK,Lσ = 1, on déduit de (1.34)

−αLσ ,K

∫

σ

(q(xK)− q)nK,σ dσ − αK,Lσ

∫

σ

(q(xLσ)− q)nK,σ dσ

=

∫

σ

(
q − (αKσ,Lσ q(xK,σ) + αLσ ,Kσ q(xL,σ))

)
nK,σ dσ = Iσ

K .

D’autre part

−αK,Lσ (xK − xσ) · nK,σ − αLσ ,K (xLσ − xσ) · nK,σ = −αK,Lσ αLσ ,K (dσ − dσ) = 0.

On obtient donc

Iσ
K = −αLσ ,K (Gσ

K(q) + Hσ
K(q))nK,σ − αK,Lσ (Gσ

Lσ
(q) + Hσ

Lσ
(q))nK,σ.

En utilisant (1.16) et (1.17), on en déduit

|Iσ
K |2 ≤ 2 h4 |Dσ|

∫

Dσ

(|H(q)(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy. (1.41)

Soit maintenant σ ∈ EK ∩ Eext
h . Si x ∈ σ on a le développement de Taylor

q(xK) = q(x)+∇q(x) ·(xK−x)+

∫ 1

0

H(q) (txK +(1− t)x)(xK−x) ·(xK−x) t dt. (1.42)

Multiplions (1.42) par nK,σ et intégrons sur σ. En utilisant (1.35) il vient

−Iσ
K = Jσ

K(q)nK,σ + Hσ
K(q)nK,σ (1.43)

où

Jσ
K(q) =

∫

σ

∇q(x) · (xK − x) dx.

Si x ∈ σ on a |xK − x| ≤ h. On en déduit

|Jσ
K(q)| ≤ C h2 ‖∇q‖L∞(σ) ≤ C h2 ‖∇q‖L∞(∂Dσ).
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On a ∇q ∈ W1,r avec r > 2. Du théorème de trace sur les espaces de Sobolev, on déduit

|Jσ
K(q)| ≤ C h2 ‖∇q‖L∞(∂Dσ) ≤ C h2

(∫

Dσ

(|∇q(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy

)1/2

. (1.44)

Reportons (1.44) dans (1.43) et utilisons (1.17). Il vient

|Iσ
K |2 ≤ 2 |Jσ(q)|2 + 2 |Hσ

K(q)|2 ≤ h4 |Dσ|
∫

Dσ

|H(q)(y)|2 dy

+ h4

∫

Dσ

(|∇q(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy. (1.45)

Reportons les estimations (1.41) et (1.45) dans (1.33). On obtient

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)

)∣∣∣
K

∣∣∣
2

≤ 3

|K|
∑
σ∈EK

|Iσ
K |2

≤ C h2
∑

σ∈EK∩Eint
h

h2 |Dσ|
|K|

∫

Dσ

(|∇∇(q)(y)|2 + |H(q)(y)|2) dy

+C h2
∑

σ∈EK∩Eext
h

h2

|K|
∫

Dσ

(|∇q(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy.

D’après l’hypothèse (HM) on a

h2 |Dσ| = h2

2
|σ| dσ ≤ C(|σ| dσ)2 ≤ C |K|2 , h2 ≤ |K|.

Ainsi

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)

)∣∣∣
K

∣∣∣
2

≤ C h2
∑

σ∈EK∩Eint
h

∫

Dσ

(|∇∇q(y)|2 + |H(q)(y)|2) dy

+ C h2
∑

σ∈EK∩Eext
h

∫

Dσ

(|∇q(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy.

On en déduit

|ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)|2 =
∑

K∈Th

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(∇q)−∇h(Π̃P0q)

)∣∣∣
K

∣∣∣
2

≤ C h2
∑

σ∈Eint
h

∫

Dσ

(|∇∇q(y)|2 + |H(q)(y)|2) dy

+ C h2
∑

σ∈Eext
h

∫

Dσ

(|∇q(y)|2 + |∇∇q(y)|2) dy

≤ C h2 ‖q‖2
2.
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On a ainsi montré (1.32) pour q ∈ C2(Ω). Soit maintenant q ∈ H2. L’espace C2(Ω) est
dense dans H2. Il existe donc une suite de fonctions de C2(Ω), notée (qn)n∈N∗ , telle que
lorsque n →∞

‖qn − q‖2 → 0. (1.46)

D’après la proposition 1.11 on a

|ΠP0(∇(qn − q))−∇h(Π̃P0(qn − q))| ≤ |ΠP0(∇(qn − q))|+ |∇h(Π̃P0(qn − q))|
≤ ‖qn − q‖2. (1.47)

En utilisant (1.46) et (1.47) on obtient (1.32) pour q ∈ H2.

Proposition 1.14 (Consistance de l’opérateur ∆̃h).
On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). Il existe une constante C > 0 telle
que pour tout v ∈ H2 ∩H1

0

|ΠP0(∆v)− ∆̃h(Π̃P0v)| ≤ C h ‖v‖2. (1.48)

Démonstration. Supposons dans une premier temps que v ∈ C∞0 . Soit K ∈ Th. En
utilisant la définition (1.10) et la formule de la divergence on a

|K| (ΠP0(∆v)− ∆̃h(Π̃P0v)
) ∣∣

K

=

∫

K

∆v dx−
∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (v(xLσ)− v(xK)) +
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ v(xK)

=
∑
σ∈EK

∫

σ

∇v · nK,σ dσ −
∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (v(xLσ)− v(xK)) +
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ v(xK)

=
∑
σ∈EK

Rσ
K , (1.49)

avec pour toute arête σ ∈ EK ∩ E int
h

Rσ
K =

∫

σ

(
∇v · nK,σ − 1

dσ

(v(xLσ)− v(xK))
)

dσ (1.50)

et pour toute arête σ ∈ EK ∩ Eext
h

Rσ
K =

∫

σ

(
∇v · nK,σ +

1

dσ

v(xK)
)

dσ. (1.51)

Soit σ ∈ EK ∩ E int
h . Pour tout x ∈ σ on a les développements de Taylor

v(xLσ) = v(x)+∇v(x)·(xLσ−x)+

∫ 1

0

H(v) (txLσ +(1−t)x)(xLσ−x)·(xLσ−x) t dt (1.52)

et

v(xK) = v(x)+∇v(x) ·(xK−x)+

∫ 1

0

H(v) (txK +(1−t)x)(xK−x) ·(xK−x) t dt. (1.53)



1.4 — Opérateurs discrets 27

Prenons la différence entre (1.52) et (1.53) et intégrons sur σ. On a

xLσ − xK = dσ nK,σ ,

et d’après (1.50)
∫

σ

(v(xLσ)− v(xK)− dσ ∇v(x) · nK,σ) dσ = −dσ Rσ
K .

On obtient ainsi
−dσ Rσ

K = Hσ
Lσ

(v)−Hσ
K(v).

On déduit de (1.17)

d2
σ |Rσ

K |2 ≤ 2 h4 |Dσ|
∫

Dσ

|H(q)(y)|2 dy. (1.54)

Soit maintenant σ ∈ EK ∩ Eext
h . Si x ∈ σ on a le développement de Taylor

∇v(x) = ∇v(xK) +

∫ 1

0

∇∇v (tx + (1− t)xK)(x− xK) dt. (1.55)

Multiplions (1.55) par xσ − x et intégrons sur σ. Puisque
∫

σ

∇v(xK) · (xσ − x) dx = ∇v(xK) · (xσ − xσ) = 0

on obtient ∫

σ

∇v(x) · (xσ − x) dx = F σ
K(v). (1.56)

Si x ∈ σ on a la décomposition suivante

xσ − x = (xσ − xK) + (xK − x) = dσ nK,σ + (xK − x).

On déduit donc de (1.56)
∫

σ

∇v(x) · (xK − x) dx = F σ
K(v)−

∫

σ

dσ ∇v(x) · nK,σ dx. (1.57)

Pour tout x ∈ σ on a le développement de Taylor

v(xK) = v(x)+∇v(x) ·(xK−x)+

∫ 1

0

H(v) (txK +(1−t)x)(xK−x) ·(xK−x) t dt. (1.58)

Puisque v ∈ C∞0 on a v(x) = 0. Intégrons (1.58) sur σ. En utilisant (1.51) et (1.57) il vient

dσ Rσ
K =

∫

σ

(v(xK) + dσ ∇v(x) · nK,σ) dσ = F σ
K(v) + Hσ

K(v).

En utilisant (1.16) et (1.17) on en déduit

d2
σ |Rσ

K |2 ≤ 2 h4 |Dσ|
∫

Dσ

|H(v)(y)|2 dy + 2 h4 |Dσ|
∫

Dσ

|∇∇v(y)|2 dy. (1.59)
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Reportons (1.54) et (1.59) dans (1.49). On obtient pour tout K ∈ Th

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(∆v)− ∆̃h(Π̃P0v)

) ∣∣
K

∣∣∣
2

≤ 3
∑
σ∈EK

|Iσ
K |2

≤ 3 h2
∑
σ∈EK

h2 |Dσ|
d2

σ |K|
∫

Dσ

(|H(v)(y)|2 + |∇∇v(y)|2) dy.

D’après l’hypothèse (HM) on a pour toute arête σ ∈ EK

h2 |Dσ| ≤ C h2 |σ|
2

dσ ≤ C h4 ≤ C h2 |K| ≤ C d2
σ |K|.

Ainsi

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(∆v)− ∆̃h(Π̃P0v)

) ∣∣
K

∣∣∣
2

≤ C h2
∑
σ∈EK

∫

Dσ

(|H(v)(y)|2 + |∇∇v(y)|2) dy

≤ C h2 ‖v‖2
2.

On en déduit

|ΠP0∆v − ∆̃h(Π̃P0v)|2 =
∑

K∈Th

|K|
∣∣∣ΠP0(∆v)− ∆̃h(Π̃P0v)

∣∣
K

∣∣∣
2

≤ C
∑

K∈Th

|K|h2 ‖v‖2
2

≤ C h2 ‖v‖2
2.

On a ainsi montré (1.48) pour v ∈ C∞0 . Soit maintenant v ∈ H2 ∩ H1
0 . L’espace C∞0 est

dense dans H2 ∩H1
0 . Il existe donc une suite de fonctions de C∞0 , notée (vn)n∈N∗ , telle que

pour n →∞
‖vn − v‖2 → 0. (1.60)

D’après la proposition 1.12

|ΠP0∆(vn − v)− ∆̃h(Π̃P0(vn − v))| ≤ |ΠP0∆(vn − v)|+ |∆̃h(Π̃P0(vn − v))|
≤ C ‖vn − v‖2. (1.61)

De (1.60) et (1.61) on déduit que (1.48) est valable pour v ∈ H2 ∩H1
0 .

Les opérateurs ∇ : H1 → L2 et −div : H1
0 → L2 sont adjoints, au sens où, pour tous

v ∈ H1
0 et q ∈ H1, on a

(v,∇q) = −(q, divv) +

∫

∂Ω

q (v · n) dγ = −(q, divv).

La proposition suivante montre que les opérateurs discrets correspondants ∇h et −divh

jouissent également de cette propriété.
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Proposition 1.15 (Les opérateurs ∇h et -divh sont adjoints).
Si vh ∈ P0 et qh ∈ P0, on a

(vh,∇hqh) = −(qh, divh vh).

Démonstration. D’après la définition (1.8) de ∇h on a

(vh,∇hqh) =
∑

K∈Th

vK ·
( ∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| (αK,Lσ qK + αLσ,K qLσ)nK,σ +
∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ| qK nK,σ

)
.

Cette égalité s’écrit sous la forme suivante

(vh,∇hqh) =
∑

K∈Th

qK (S1 + S2 + S3)

avec

S1 =
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αK,Lσ vK · nK,σ,

S2 =
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αK,Lσ vLσ · nLσ,σ,

S3 =
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|vK · nK,σ.

En utilisant la relation αK,Lσ + αLσ,K = 1, on obtient

S1 =
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| (1− αLσ,K)vK · nK,σ

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|vK · nK,σ −
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αLσ ,K vK · nK,σ.

Par ailleurs, comme nLσ,σ = −nK,σ, on a

S2 =
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αK,Lσ vLσ · nLσ ,σ = −
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|αK,Lσ vLσ · nK,σ.

Ainsi

S1 + S2 + S3 = −
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| (αL,Kσ vK + αK,Lσ vLσ) · nK,Lσ +
∑
σ∈EK

|σ|vK · nK,Lσ

= −|K| divh vh|K +
∑
σ∈EK

|σ|vK · nK,Lσ .

Or ∑
σ∈EK

|σ|vK · nK,Lσ = vK ·
∑
σ∈EK

|σ|nK,Lσ = 0 ;

on obtient donc

(vh,∇hqh) = −
∑

K∈Th

qK |K| divh vh|K = −(qh, divh vh).
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Chapitre 2

Présentation des schémas

On cherche à calculer une solution approchée des équations de Stokes (1)-(4). Les
méthodes de projection introduites dans la section 2.1 sont utilisées pour calculer une
approximation de la pression et traiter la contrainte d’incompressibilité (2). En les combi-
nant avec une discrétisation en temps (section 2.2) et en espace, on en déduit les schémas
VF-I, VF-CN et VF-BDF de la section 2.3.

2.1 Les méthodes de projection

Nous introduisons les méthodes de projection. Elles permettent d’approcher le champ
de vitesse et la pression solutions des équations de Stokes (1)-(4).

Les méthodes de projection ont été introduites conjointement par A. Chorin et
R. Temam dans les années 60 (cf [11] et [4]). Elles s’insèrent dans le cadre plus général des
méthodes de décomposition d’opérateur, ou splitting. Elles sont basées sur l’idée suivante.

Décomposition de Helmholtz. Un champ de vecteurs u ∈ H1 peut s’écrire comme
la somme d’un champ de vecteurs solénöıdal (i.e. à divergence nulle) et d’un gradient ;
autrement dit, il existe (v,∇φ) ∈ H1 × L2 tels que :

u = v +∇φ,

divv = 0,

v · n|∂Ω = 0.

Avec ces méthodes, un premier champ de vitesse vérifiant l’équation des moments (1)
est calculé, sans tenir compte de la contrainte d’incompressibilité (2). De ce champ de
vitesse on déduit en utilisant la décomposition de Helmholtz, d’une part un gradient qui
est utilisé pour calculer la pression intervenant dans (1), et d’autre part un second champ
de vitesses solénöıdal. Ainsi, on projette le premier champ de vitesses sur l’espace des
champs de vecteurs à divergence nulle.

Remarque. La projection u ∈ H1 → (v,∇φ) ∈ H1 × L2 définie par la décomposition de
Helmholtz est orthogonale, au sens où

(v,∇φ) = −(φ, divv) = 0.
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2.2 Discrétisation en temps

On combine maintenant les méthodes de projection présentées dans la section 2.1 avec
des schémas d’intégration en temps. On en déduit des schémas en temps incluant le calcul
de la pression et imposant la contrainte d’incompressibilité.

L’intervalle de temps [0, T ] sur lequel on cherche à calculer la solution est découpé en
intervalles

[0, T ] =
N−1⋃
n=0

[tn, tn+1] avec ∀n ∈ {0, . . . , N} tn = n k,

où k = T/N est le pas de temps. Si (u, p) est la solution du problème de Stokes (1)-(4), on
approche alors u(tn) par ũn et un, p(tn) par pn. Le premier champ de vitesse ũn vérifie de
façon approchée l’équation des moments (1) mais pas la contrainte d’incompressibilité (2).
Le deuxième champ de vitesse un vérifie la contrainte d’incompressibilité. Il se déduit de
ũn par la décomposition de Helmholtz (section 2.1). On obtient ainsi l’algorithme suivant.

On part de u0 = u0 ∈ L2 et p0 ∈ L2
0. Puis (un+1, pn+1) se déduit de (un, pn) comme suit.

– Première étape :

Suivant le schéma en temps utilisé, ũn+1 ∈ H1
0 est donné par :

Schéma Implicite (I).

ũn+1 − un

k
−∆ũn+1 +∇pn = f(tn+1) ,

ũn+1|∂Ω = 0 ;

Schéma de Crank-Nicolson (CN).

ũn+1 − un

k
−∆

(
ũn+1 + un

2

)
+∇pn =

f(tn+1) + f(tn)

2
,

ũn+1|∂Ω = 0 ;

Schéma de type Backward Differentiation Formulae (BDF).

3 ũn+1 − 4un + un−1

2 k
−∆ũn+1 +∇pn = f(tn+1) ,

ũn+1|∂Ω = 0.

– Deuxième étape (de projection) :

(un+1, pn+1) ∈ H(div)× L2
0 vérifient

ũn+1 = un+1 + α k∇(pn+1 − pn) ,

divun+1 = 0 ,

un+1 · n|∂Ω = 0 ,
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avec, suivant le schéma en temps utilisé

α =





1 (I) ,
1
2

(CN) ,
2
3

(BDF).

Notons que pour initialiser le schéma en temps (BDF), on a besoin d’une valeur u1.
Elle est obtenue en appliquant initialement le schéma en temps (I).

Par ailleurs, en appliquant l’opérateur divergence à l’équation (2.1), et en tenant
compte des conditions aux limites, on obtient

∆Φn+1 =
1

α k
div ũn+1

h ,

∂Φ

∂n

n+1

= 0,

avec
Φn+1 = pn+1 − pn.

C’est sous cette forme que l’étape de projection sera implémentée.

2.3 Schémas obtenus

Dans l’algorithme de la section 2.2, on choisit d’approcher les espaces H1
0, H(div) et

L2
0 respectivement par les espaces discrets P0, P0 et P 0

0 . Les opérateurs différentiels sont
remplacés par les opérateurs discrets correspondant définis dans la section 1.4. On obtient
ainsi trois schémas, notés VF-I, VF-CN et VF-BDF.

Notons pour m ∈ {0, . . . , N}
fm
h = ΠP0f(tm). (2.1)

On initialise l’algorithme avec :

u0
h = ΠP0u0,

p0
h ∈ L2

0.

On définit également ũ0
h = u0

h. Cette valeur n’est pas nécessaire pour la définition de
l’algorithme. Elle est en revanche commode pour l’analyse des schémas obtenus.

Pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}, (ũn+1
h ,un+1

h , pn+1
h ) se déduit de (ũn

h,u
n
h, pn

h) comme suit.

– Première étape :

ũn+1
h ∈ P0 vérifie :

Schéma VF-I
ũn+1

h − un
h

k
− ∆̃hũ

n+1
h +∇hp

n
h = fn+1

h , (2.2)
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Schéma VF-CN

ũn+1
h − un

h

k
− ∆̃h

(
ũn+1

h + un
h

2

)
+∇hp

n
h =

fn+1
h + fn

h

2
, (2.3)

Schéma VF-BDF

3 ũn+1
h − 4un

h + un−1
h

2 k
− ∆̃hũ

n+1
h +∇hp

n
h = fn+1

h . (2.4)

– Deuxième étape (projection) :

pn+1
h ∈ P 0

0 vérifie :

∆h(p
n+1
h − pn

h) =
1

α k
divh ũn+1

h (2.5)

avec

α =





1 VF-I,
1
2

VF-CN,
2
3

VF-BDF.

un+1
h ∈ P0 s’en déduit par

un+1
h = ũn+1

h − α k∇h(p
n+1
h − pn

h). (2.6)

Les conditions aux limites associées pour m ∈ {1, . . . , N} aux inconnues ũm
h et pm

h

n’apparaissent pas explicitement dans les équations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5). Elles inter-
viennent en revanche dans la définition des opérateurs discrets (section 1.4).

Notons que pour les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF, la pression et les com-
posantes horizontales et verticales de la vitesse sont constantes sur chaque triangle du
maillage . Les degrés de liberté associés sont représentés ci-dessous (figure 2.1).

pression

vitesse horizontale

vitesse verticale

Fig. 2.1 – Degrés de liberté pour les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF.

D’autre part la propriété d’orthogonalité de la décomposition de Helmholtz (section
2.1) se retrouve au niveau discret.

Proposition 2.1 (Orthogonalité de la projection discrète)
Pour tout m ∈ {1, . . . , N} on a

divh um
h = 0,

∀n ∈ {0, . . . , N}, (um
h ,∇hp

n
h) = 0. (2.7)
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Démonstration. Soit m ∈ {1, . . . , N}. Appliquons l’opérateur de divergence discrète à
l’équation (2.6), et comparons avec l’équation (2.5). On obtient :

divh um
h = divh ũm

h −
1

α k
divh(∇h(p

m
h − pm−1

h )) = divh ũm
h −

1

αk
∆h(p

m
h − pm−1

h ) = 0.

Puisque les opérateurs ∇h et −divh sont adjoints (proposition 1.15), on a alors, pour tout
m ∈ {1, . . . , N}, et tout n ∈ {0, . . . , N} :

(um
h ,∇hp

n
h) = −(pn

h, divh um
h ) = 0.

On a ainsi montré (2.7).

Remarque 1 La construction des opérateurs discrets ∆̃h et∇h est basée sur l’intégration,
sur chaque triangle du maillage, des opérateurs continus correspondant ∆ et ∇ (section
1.4). Les équations des moments discrètes (2.2), (2.3) et (2.4) sont donc une approxi-
mation des équations (2.1), (2.1) et (2.1) de la section 2.2, intégrées sur chaque triangle
du maillage. Les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF sont donc bien des schémas de
volumes finis.

Remarque 2 Nous disposons de deux opérateurs discrets associés au laplacien : ∆̃h et
∆h (section 1.4.2). Le support de ∆̃h est plus petit que celui de ∆h ; la résolution des

systèmes linéaires associés s’en trouve facilitée. Malheureusement l’utilisation de ∆̃h au
lieu de ∆h dans (2.5) ne permet pas de garantir la propriété d’orthogonalité discrète
(proposition 2.1) utilisée dans l’analyse des schémas.
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Chapitre 3

Résultats préliminaires

L’analyse des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF introduits dans le chapitre 2
nécessite un certain nombre de résultats, qui sont présentés ici. Les sections 3.1 et 3.2
sont consacrées aux opérateurs de projection et aux opérateurs discrets du chapitre 1. La
condition inf-sup de la section 3.3 (théorème 3.1) permet de montrer les estimations sur
la pression du chapitre 4.

3.1 Opérateurs de projection

Proposition 3.1 (Estimation de l’erreur d’interpolation sur P0).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout v ∈ H2

|Π̃P0v − ΠP0v| ≤ C h ‖v‖2. (3.1)

Soit s > 2. Si le maillage est uniforme, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
v ∈ W 2,s

|Π̃P0v − ΠP0v| ≤ C h2 ‖v‖W 2,s . (3.2)

Démonstration. Supposons tout d’abord que v ∈ C1. Soit K ∈ Th et x ∈ K. On a le
développement de Taylor

v(x) = v(xK) +

∫ 1

0

∇v (tx + (1− t)xK) · (x− xK) dt.

En intégrant sur K, on obtient

ΠP0v |K − v(xK) =
1

|K|
∫

K

∫ 1

0

∇v (tx + (1− t)xK) · (x− xK) dt dx.

Si x ∈ K, on a |xK − x| ≤ h. On en déduit

∣∣ΠP0v |K − v(xK)
∣∣ ≤ h

|K|
∫

K

∫ 1

0

|∇v (tx + (1− t)xK)| dt dx.

Pour tout t ∈ [0, 1], on procède au changement de variable

x → z = tx + (1− t)xK . (3.3)
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Notons Kt l’image de K par le changement de variable (3.3). On obtient

∣∣v(xK)− ΠP0v |K
∣∣ ≤ h

|K|
∫ 1

0

∫

Kt

1

t
|∇v(z)| dz dt. (3.4)

Soit maintenant r > 2. Puisque Kt ⊂ K pour tout t ∈ [0, 1], on a d’après l’inégalité de
Hölder ∫

Kt

|∇v(z)| dz ≤ |Kt|1−1/r

(∫

K

|∇v(z)|r dz

)1/r

;

soit, puisque |Kt| = t2|K| :

∫

Kt

|∇v(z)| dz ≤ t2−2/r |K|1−1/r

(∫

K

|∇v(z)|r dz

)1/r

. (3.5)

En reportant (3.5) dans (3.4) il vient

∣∣v(xK)− ΠP0v |K
∣∣ ≤ h

|K|1/r

(∫ 1

0

t1−2/rdt

)(∫

K

|∇v(z)|r dz

)1/r

.

Ainsi

|Π̃P0v − ΠP0v|2 =
∑

K∈Th

|K| |v(xK)− ΠP0v |K |2 ≤ C h2
∑

K∈Th

|K|1−2/r

(∫

K

|∇v(z)|r dz

)2/r

.

En utilisant l’inégalité de Hölder on en déduit

|Π̃P0v − ΠP0v|2 ≤ C h2

( ∑
K∈Th

|K|
)1−2/r ( ∑

K∈Th

∫

K

|∇v(z)|r dz

)2/r

≤ C h2 ‖v‖2
W 1,r ;

soit, puisque H2 ⊂ W 1,r

|Π̃P0v − ΠP0v|2 ≤ C h2 ‖v‖2
2.

On a ainsi vérifié (3.1) pour v ∈ C1. De la densité de C1 dans H2 on déduit (3.1) pour
v ∈ H2. Montrons à présent (3.2). On suppose que le maillage est uniforme. Soit v ∈ C2.
Si x ∈ Ω on a le développement de Taylor

v(x) = v(xK) +∇v(xK) · (x− xK) +

∫ 1

0

H(v) (tx + (1− t)xK)(x− xK) · (x− xK) t dt ,

où H(v) désigne la matrice hessienne de v. En intégrant sur K et en introduisant le centre
de gravité du triangle K

xG =
1

|K|
∫

K

x dx,

on obtient

ΠP0v |K − v(xK) = ∇v(xK) · (xG − xK)

+
1

|K|
∫

K

∫ 1

0

H(v) (tx + (1− t)xK)(x− xK) · (x− xK) t dt dx.
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Sur un maillage uniforme (formé de triangles équilatéraux), le centre de gravité et le centre
du cercle circonscrit au triangle sont confondus, i.e. xG = xK . Puisque |x − xK | ≤ h si
x ∈ K, on en déduit

∣∣ΠP0v|K − v(xK)
∣∣ ≤ C

h2

|K|
∫

K

∫ 1

0

|H(v) (tx + (1− t)xK)| t dt dx.

En procédant ensuite comme pour la preuve de (3.1) on obtient

|ΠP0v − Π̃P0v| ≤ C h2 ‖v‖W 2,s .

On a ainsi montré (3.2) pour v ∈ C2. De la densité de C2 dans W 2,s on déduit (3.2) pour
v ∈ W 2,s.

Proposition 3.2 Si qh ∈ P0, son projeté Π̃P nc
1

ph est donné par

∀σ ∈ E int
h , (Π̃P nc

1
qh)(xσ) =

|Kσ|
|Kσ|+ |Lσ| qKσ +

|Lσ|
|Kσ|+ |Lσ| qLσ , (3.6)

∀ σ ∈ Eext
h , (Π̃P nc

1
qh)(xσ) = qKσ . (3.7)

Démonstration. Soit σ ∈ Eh. Pour calculer (Π̃P nc
1

qh)(xσ), considérons la fonction ψσ ∈
P nc

1 telle que

ψσ(xσ′) =

{
1 si σ = σ′,
0 sinon.

.

Notons que ψσ est nulle en dehors de Kσ ∪Lσ si σ ∈ E int
h et de Kσ si σ ∈ Eext

h . D’après la

définition (1.4) de l’opérateur Π̃P nc
1

, on a

(Π̃P nc
1

qh, ψσ) = (qh, ψσ).

Considérons d’abord le cas d’une arête intérieure σ ∈ E int
h . En utilisant une formule

d’intégration numérique, on a

(Π̃P nc
1

qh, ψσ) =
∑

K∈{Kσ,Lσ}

|K|
3

∑

σ′∈EK

(Π̃P nc
1

qh)(xσ′) ψσ(xσ′)

=

( |Kσ|
3

+
|Lσ|
3

)
(Π̃P nc

1
qh)(xσ). (3.8)

De même

(qh, ψσ) =
∑

K∈{Kσ ,Lσ}
qK

∫

K

ψσ dx

=
∑

K∈{Kσ ,Lσ}
qK
|K|
3

∑

σ′∈EK

ψσ(xσ′)

= qKσ

|Kσ|
3

+ qLσ

|Lσ|
3

. (3.9)
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En comparant (3.8) et (3.9) on obtient l’équation (3.6). Par ailleurs, pour une arête du
bord σ ∈ Eext

h ,

(Π̃P nc
1

qh, ψσ) =
|Kσ|

3

∑

σ′∈EKσ

(Π̃P nc
1

qh)(xσ′) ψσ(xσ′) =
|Kσ|

3
(Π̃P nc

1
qh)(xσ). (3.10)

De même

(qh, ψσ) = qKσ

∫

Kσ

ψσ dx = qKσ

|Kσ|
3

∑

σ′∈EK

ψσ(xσ′) = qKσ

|Kσ|
3

. (3.11)

En comparant (3.10) et (3.11), on obtient (3.7).

Proposition 3.3 Pour tout q ∈ L2 on a
∫

Ω

(Π̃P nc
1

q)(x) dx =

∫

Ω

q(x) dx.

Démonstration. Il suffit de prendre ψ = χΩ dans la définition (1.4), où χΩ désigne la
fonction caractéristique de Ω.

Proposition 3.4 (La divergence discrète est nulle sur l’espace RTc
0 ∩P0).

Si vh ∈ RTc
0 ∩P0, alors

divh vh = 0.

Démonstration. Soit K ∈ Th. D’après (1.9) on a

divh vh|K =
1

|K|
∑
σ∈EK

|σ| (αLσ,K vK · nK,σ + αK,Lσ vLσ · nK,σ).

Puisque vh ∈ RTc
0, on a

∀σ ∈ EK , v|K · nK,σ = v|Lσ · nK,σ.

On en déduit

divh vh|K =
1

|K|
∑
σ∈EK

|σ| (αLσ,K + αK,Lσ)vK · nK,σ.

Soit, puisque αKσ,Lσ + αLσ,Kσ = 1,

divh vh|K =
1

|K|
∑
σ∈EK

|σ|vK ·nK,σ = vK ·
(

1

|K|
∑
σ∈EK

|σ|nK,σ

)
= 0.

Proposition 3.5 (Image par ΠRTc
0

d’un champ de vitesse solénöıdal).
Si v ∈ H(div) vérifie divv = 0, alors

ΠRTc
0
v ∈ P0.
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Démonstration. Soit vh = ΠRTc
0
v. En appliquant la formule de la divergence et la

définition (1.5) de l’opérateur ΠRTc
0
, on obtient

0 =

∫

K

divv dx =

∫

∂K

v · n dγ =

∫

∂K

vh · n dγ =

∫

K

divvh dx. (3.12)

Soit K ∈ Th. Puisque RTc
0 ⊂ RTd

0 , il existe aK ∈ R2 et bK ∈ R tels que

∀x ∈ K, vh(x) = aK + bKx.

On a donc divvh|K = 2 bK . En utilisant (3.12), on en déduit

∀x ∈ K, vh(x) = aK.

3.2 Opérateurs discrets

On définit l’opérateur d̃ivh : P0 → P nc
1 par

∀σ ∈ E int
h , (d̃ivh vh)(xσ) =

3 |σ|
|Kσ|+ |Lσ| (vLσ − vKσ) · nKσ,σ, (3.13)

∀σ ∈ Eext
h , (d̃ivh vh)(xσ) = −3 |σ|

|Kσ| vKσ · nKσ ,σ ,

pour tout vh ∈ P0.

Proposition 3.6 (Stabilité de l’opérateur d̃ivh).
On suppose que le maillage vérifie (HM). Il existe une constante C > 0 telle que pour
tout vh ∈ P0

|d̃ivh vh| ≤ C ‖vh‖h. (3.14)

Démonstration. D’après la définition (3.13) de l’opérateur d̃ivh on a

|d̃ivh vh|2 =
∑

K∈Th

|K|
3

∑
σ∈EK

|d̃ivh vh(xσ)|2

=
∑

K∈Th

|K|
3

( ∑

σ∈EK∩Eint
h

9 |σ|2
(|K|+ |Lσ|)2

|(vLσ − vK) · nK,σ|2

+
∑

σ∈EK∩Eext
h

9 |σ|2
|K|2 |vK · nK,σ|2

)
.

Écrivons les sommes précédentes comme des sommes sur les arêtes du maillage. Il vient

|d̃ivhvh|2 =
∑

σ∈Eint
h

3 |σ|2 |Kσ|
(|Kσ|+ |Lσ|)2

|(vLσ − vKσ) · nK,σ|2 +
∑

σ∈Eext
h

3 |σ|2
|Kσ| |vKσ · nK,σ|2. (3.15)
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D’après (HM)

3 |σ|2 |Kσ|
(|Kσ|+ |Lσ|)2

≤ 3 |σ|2
|Kσ| = 3

|σ| dσ

|Kσ|
|σ|
dσ

= 3
|σ| dσ

|Kσ| τσ ≤ C
h2

h2
τσ ≤ C τσ.

On déduit donc de (3.15)

|d̃ivh vh|2 ≤ C


 ∑

σ∈Eint
h

τσ |vLσ − vKσ |2 +
∑

σ∈Eext
h

τσ |vKσ |2

 ≤ C ‖vh‖2

h.

Proposition 3.7 (Calcul de l’opérateur ∇h sur maillage uniforme).
On suppose le maillage uniforme. On a pour tous qh ∈ P0 et vh ∈ P0

∇hqh = ∇̃h(Π̃P nc
1

qh), (3.16)

(vh,∇hqh) = −(Π̃P nc
1

qh, d̃ivh vh). (3.17)

De plus il existe une constante C > 0 telle que pour tout v ∈ H2 ∩H1
0

∣∣∣ΠP0

(
d̃ivh(Π̃P0v)− divv

)∣∣∣ ≤ C h ‖v‖2. (3.18)

Démonstration. Le maillage étant uniforme, on a

∀σ ∈ E int
h , αKσ,Lσ =

1

2
. (3.19)

Soit K ∈ Th. En utilisant la définition (1.8) de l’opérateur ∇h et la formule du gradient,
on déduit de (3.19)
∫

K

(
∇hqh − ∇̃h(Π̃P nc

1
qh)

)
dx =

∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
2

(qKσ + qLσ)nK,σ

+
∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ| qKσ nK,σ −
∑
σ∈EK

∫

σ

(Π̃P nc
1

qh)nK,σ dσ. (3.20)

Puisque qh ∈ P0, on déduit de la proposition 3.2
∫

σ

Π̃P nc
1

qh dσ = |σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) =

{ |σ|
2

(qKσ + qLσ) si σ ∈ E int
h ,

|σ| qKσ si σ ∈ Eext
h .

(3.21)

En reportant (3.21) dans (3.20), on obtient (3.16). Montrons à présent (3.17). D’après
(3.16) on a

(vh,∇hqh) = (vh, ∇̃h(Π̃P nc
1

qh)) =
∑

K∈Th

vK ·
(∫

K

∇̃h(Π̃P nc
1

qh) dx

)
.

Soit, en utilisant la formule du gradient

(vh,∇hqh) =
∑

K∈Th

vK ·
( ∑

σ∈EK

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)nK,σ

)
. (3.22)
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On a

∑
K∈Th

vK ·

 ∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)nK,σ




=
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) (vKσ · nKσ,σ + vLσ · nLσ,σ)

=
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) (vKσ − vLσ) · nKσ ,σ, (3.23)

et

∑
K∈Th

vK ·

 ∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)nK,σ


 =

∑

σ∈Eext
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)vKσ · nKσ,σ. (3.24)

En reportant (3.23) et (3.24) dans (3.22) on obtient

(vh,∇hqh) = −
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) (vLσ − vK) · nK,σ

+
∑

σ∈Eext
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)vKσ · nK,σ. (3.25)

Par ailleurs

−(Π̃P nc
1

qh, d̃ivh vh)

= −
∑

K∈Th

|K|
3

∑

σ∈EK∩Eint
h

(Π̃P nc
1

qh)(xσ)
3 |σ|

|K|+ |Lσ| (vLσ − vK) · nK,σ

+
∑

K∈Th

|K|
3

∑

σ∈EK∩Eext
h

(Π̃P nc
1

qh)(xσ)
3 |σ|
|K| vK · nK,σ

= S1 + S2. (3.26)

Éécrivons S1 et S2 comme des sommes sur les arêtes du maillage. On obtient respective-
ment

S1 = −
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)
( |Kσ|

3

3

|Kσ|+ |Lσ| (vLσ − vKσ) · nKσ ,σ

+
|Lσ|
3

3

|Kσ|+ |Lσ| (vKσ − vLσ) · nLσ ,σ

)

= −
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)
( |Kσ|
|Kσ|+ |Lσ| +

|Lσ|
|Kσ|+ |Lσ|

)
(vLσ − vKσ) · nKσ ,σ

= −
∑
σ∈Eh

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) (vLσ − vKσ) · nKσ ,σ, (3.27)



44 Chap. 3 — Résultats préliminaires

et

S2 =
∑

σ∈Eext
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)vKσ · nKσ,σ. (3.28)

Reportons (3.27) et (3.28) dans (3.26) et comparons avec (3.25). Il vient

−(Π̃P nc
1

qh, d̃ivh vh) = −
∑

σ∈Eint
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ) (vLσ − vKσ) · nKσ,σ

+
∑

σ∈Eext
h

|σ| (Π̃P nc
1

qh)(xσ)vKσ · nKσ ,σ

= (vh,∇hqh).

On a ainsi prouvé (3.17). Il reste à montrer (3.18). Soit v ∈ (C∞0 )2 et K ∈ Th. D’après la
définition (1.2) de l’opérateur ΠP0 on a

(
ΠP0

(
d̃ivh(Π̃P0v)

)
− ΠP0(divv)

)) ∣∣∣∣∣
K

=
1

|K|
∫

K

(d̃ivh(Π̃P0v)− divv) dx.

En utilisant la formule de la divergence on en déduit

(
ΠP0

(
d̃ivh(Π̃P0v)

)
− ΠP0(divv)

)∣∣∣∣∣
K

=
1

|K|
∫

K

d̃ivh(Π̃P0v) dx− 1

|K|
∑
σ∈EK

∫

σ

v · nK,σ dσ

=
∑
σ∈EK

(1

3
(d̃ivh(Π̃P0v))(xσ)− 1

|K|
∫

σ

v · nK,σ dσ
)

= SK .

Pour calculer SK , on distingue dans la somme le cas des arêtes intérieures et celui des
arêtes du bord. Pour les arêtes intérieures σ ∈ E int

h , le maillage étant uniforme, |Lσ| = |K|.
En utilisant la définition (3.13) de d̃ivh, on en déduit

∑

σ∈EK∩Eint
h

(1

3
(d̃ivh(Π̃P0v))(xσ)− 1

|K|
∫

σ

v · nK,σ dσ
)

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

1

|K|
∫

σ

(1

2
(v(xLσ)− v(xK))− v

)
· nK,σ dσ

=
∑

σ∈EK∩Eint
h

1

|K|
∫

σ

(1

2
(v(xLσ) + v(xK))− v

)
· nK,σ dσ

−
∑

σ∈EK∩Eint
h

|σ|
|K| v(xK) · nK,σ. (3.29)
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Puisque v ∈ (C∞0 )2, on a v|σ = 0 si σ ∈ Eext
h . On déduit donc de (3.13)

∑

σ∈EK∩Eext
h

(1

3
(d̃ivh(Π̃P0v))(xσ)− 1

|K|
∫

σ

v·nK,σ dσ
)

= −
∑

σ∈EK∩Eext
h

|σ|
|K| v(xK)·nK,σ. (3.30)

En additionnant (3.29) et (3.30) il vient

SK =
∑

σ∈EK∩Eint
h

1

|K|
∫

σ

(1

2
(v(xLσ) + v(xK))− v

)
· nK,σ dσ −

∑
σ∈EK

|σ|
|K| v(xK) · nK,σ.

Puisque
∑
σ∈EK

|σ|
|K| v(xK) · nK,σ =

1

|K| v(xK) ·
( ∑

σ∈EK

|σ|nK,σ

)
= 0

on obtient finalement

SK =
∑

σ∈EK∩Eint
h

1

|K|
∫

σ

(1

2
(v(xLσ) + v(xK))− v

)
· nK,σ dσ. (3.31)

Notons v = (v1, v2). Soit i ∈ {1, 2}. Si x ∈ σ on a les développements de Taylor

vi(xLσ) = vi(x)+∇vi(x)·(xLσ−x)+

∫ 1

0

H(vi) (txLσ+(1−t)x)(xLσ−x)·(xLσ−x) dt , (3.32)

vi(xK) = vi(x)+∇vi(x)·(xK−x)+

∫ 1

0

H(vi) (txK +(1−t)x)(xK−x)·(xK−x) dt , (3.33)

et

∇vi(x) = ∇vi(xK)−
∫ 1

0

∇∇vi (txK + (1− t)x)(xK − x) dt. (3.34)

Substituons (3.34) dans (3.32), (3.33) et inégrons sur σ. Il vient

∫

σ

(vi(xLσ)− vi(x)) dx = ∇vi(xK) · (xLσ − xσ)− F σ
Lσ

(vi) + Hσ
Lσ

(vi) (3.35)

et ∫

σ

(vi(xK)− vi(x)) dx = ∇vi(xK) · (xK − xσ)− F σ
K(vi) + Hσ

K(vi). (3.36)

Les termes F σ
Lσ

(vi), F
σ
K(vi), H

σ
Lσ

(vi), H
σ
K(vi) sont donnés par (1.12) et (1.14). Additionnons

(3.35) et (3.36). Puisque le maillage est uniforme on a

(xLσ − xσ) + (xK − xσ) = d(xK ,xσ) (nLσ ,σ + nK,σ) = 0.

On obtient ainsi
∫

σ

(vi(xLσ) + vi(xK)− 2 vi(x)) dx = −F σ
K(vi)− F σ

Lσ
(vi) + Hσ

K(vi) + Hσ
Lσ

(vi). (3.37)
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Reportons (3.37) dans (3.31) et utilisons les estimations (1.16), (1.17). Il vient

|SK |2 ≤ h4 |Dσ|
|K|2

2∑
i=1

∫

Dσ

(|H(vi)(y)|2 + |∇∇vi(y)|2) dy ≤ h4 |Dσ|
|K|2 ‖v‖

2
2.

D’après (HM) on a
h2 |Dσ| ≤ C |K|2.

On en déduit

∣∣∣
(
ΠP0(d̃ivh(Π̃P0v)− divv)

)∣∣∣
K

∣∣∣
2

= |SK |2 ≤ C h2 ‖v‖2
2.

On a donc

∣∣∣ΠP0(d̃ivh(Π̃P0v)− divv)
∣∣∣
2

=
∑

K∈Th

|K|
∣∣∣
(
ΠP0(d̃ivh(Π̃P0v)− divv)

)∣∣∣
K

∣∣∣
2

≤ C
∑

K∈Th

|K|h2 ‖v‖2
2

≤ C h2 ‖v‖2
2.

On a ainsi montré (3.18) pour v ∈ (C∞0 )2. Soit maintenant v ∈ H2 ∩H1
0. L’espace (C∞0 )2

est dense dans H2 ∩H1
0. Il existe donc une suite de fonctions de (C∞0 )2, notée (vn)n∈N∗ ,

telle que pour n →∞
‖vn − v‖2 → 0. (3.38)

D’après la proposition 3.6 on a

|d̃ivh(Π̃P0(v − vn))| ≤ C ‖Π̃P0(v − vn)‖h. (3.39)

avec (proposition 3.9)

‖Π̃P0(v − vn)‖2
h = −

(
∆̃h(Π̃P0(v − vn)), Π̃P0(v − vn)

)
. (3.40)

Or, d’après la proposition 1.5, on a

|Π̃P0(v − vn)| ≤ ‖v − vn‖2 ; (3.41)

et d’après la proposition 1.14

∣∣∣∆̃h(Π̃P0(v − vn))
∣∣∣ ≤

∣∣∣∆̃h(Π̃P0(v − vn))− ΠP0∆(v − vn)
∣∣∣

+ |ΠP0∆(v − vn)|
≤ C ‖vn − v‖2. (3.42)

Reportons (3.41) et (3.42) dans (3.40). Il vient

‖Π̃P0(v − vn)‖h ≤ C ‖vn − v‖2. (3.43)
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En reportant (3.43) dans (3.39), on obtient

|d̃ivh(Π̃P0(v − vn))| ≤ C ‖vn − v‖2.

D’autre part

|div(vn − v)| ≤ C ‖vn − v‖2.

On en déduit ∣∣∣ΠP0

(
d̃ivh(Π̃P0(v − vn))− divv

)∣∣∣ ≤ C ‖vn − v‖2. (3.44)

En combinant (3.38) et (3.44) on obtient que (3.18) est valable pour v ∈ H2 ∩H1
0.

Proposition 3.8 (L’opérateur ∆̃h est auto-adjoint).
Si uh ∈ P0 et vh ∈ P0, on a

(∆̃huh, vh) = (uh, ∆̃hvh).

Démonstration. On utilise la définition (1.10) de ∆̃h, et on réécrit la somme sur les
triangles du maillage comme une somme sur les arêtes :

(∆̃huh, vh) =
∑

K∈Th

vK

( ∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (vLσ − vK)−
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ uK

)

=
∑

σ∈Eh∩Eint
h

τσ (vLσ − vK) (uLσ − uK)−
∑

K∈Th

∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ vK uK

=
∑

K∈Th

uK

∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (vLσ − vK)−
∑

K∈Th

uK

∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ vK

=
∑

K∈Th

uK

( ∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (vLσ − vK)−
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ vK

)

= (uh, ∆̃hvh).

Proposition 3.9 (Lien entre l’opérateur ∆̃h et la norme discrète ‖.‖h).
Si uh ∈ P0 et vh ∈ P0 on a

−(∆̃huh, vh) ≤ ‖uh‖h ‖vh‖h , (3.45)

−(∆̃huh, uh) = ‖uh‖2
h. (3.46)

Démonstration. Soient uh ∈ P0 et vh ∈ P0. En utilisant la définition (1.10) de ∆̃h puis
en réécrivant les sommes sur les triangles du maillage sous forme de sommes sur les arêtes,
on a

−(∆̃huh, vh) = −
∑

K∈Th

vK

( ∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (uLσ − uK)−
∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ uK

)

=
∑

σ∈Eint
h

τσ (vLσ − vK) (uLσ − uK) +
∑

K∈Th

∑

σ∈EK∩Eext
h

τσ uK vK . (3.47)
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En particulier, en prenant vh = uh, on obtient (3.46). En appliquant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz dans (3.47), il vient

−(∆̃huh, vh) ≤
( ∑

σ∈Eint
h

τσ |vLσ − vK |2
)1/2( ∑

σ∈Eint
h

τσ |uLσ − uK |2
)1/2

+
( ∑

σ∈Eext
h

τσ |uKσ |2
)1/2( ∑

σ∈Eext
h

τσ |vKσ |2
)1/2

.

Soit, en utilisant l’inégalité a b + c d ≤ √
a2 + c2

√
b2 + d2 :

−(∆̃huh, vh)

≤
( ∑

σ∈Eint
h

τσ |vLσ − vK |2 +
∑

σ∈Eext
h

τσ |vKσ |2
)1/2( ∑

σ∈Eint
h

τσ |uLσ − uK |2 +
∑

σ∈Eext
h

τσ |uKσ |2
)1/2

≤ ‖uh‖h ‖vh‖h.

On a ainsi montré (3.45).

3.3 Condition inf-sup

L’opérateur divergence et les espaces L2
0, H

1
0 vérifient la propriété suivante, dite condi-

tion inf-sup (cf [16] par exemple). Il existe une constante C > 0 telle que

inf
q∈L2

0\{0}
sup

v∈H1
0\{0}

−(q, divv)

‖v‖1|q| ≥ C. (3.48)

Nous allons montrer une propriété analogue pour l’opérateur discret divh défini par (1.8)
avec les espaces P 0

0 et P0. Elle servira à établir des estimations sur la pression.

Lemme 3.1 On suppose que le maillage est uniforme. Il existe alors une constante C > 0
telle que

∀ vh ∈ P c
1 , ‖ΠP0vh‖h ≤ C ‖vh‖1. (3.49)

Démonstration. Soit Vh l’ensemble des sommets du maillage, V int
h (resp. Vext

h ) l’en-
semble des sommets situés à l’intérieur du domaine Ω (resp. sur le bord). Pour tout
triangle K ∈ Th, notons VK l’ensemble de ses sommets. Pour tout sommet S ∈ VK , la
normale extérieure et la hauteur associées à l’arête opposée à S sont notées respectivement
nK,S et hK,S (figure 3.1). Pour tout sommet S ∈ V int

h , on définit φS ∈ P c
1 par

∀S ′ ∈ Vh, φS(S ′) =

{
1 si S = S ′ ,
0 sinon.

La fonction φS est nulle en dehors de l’ensemble N (S) des triangles admettant S pour
sommet (figure 3.1). Un calcul élémentaire montre que pour tout triangle K ∈ N (S), on
a ∇φS|K = − 1

hK,S
nK,S.
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S

S

h
K,S

K

n
K,S

Fig. 3.1 – Représentation de N (S) pour S ∈ V int
h ; définition de hK,S, nK,S.

Puisque l’ensemble (φS)S∈Vint
h

forme une base de P c
1 , on a

‖vh‖2
1 ≥

∑
K∈Th

∫

K

|∇vh|2 dx

=
∑

K∈Th

∫

K

∣∣∣∣∣∣
∑

S∈VK∩Vint
h

vh(S)∇φS|K

∣∣∣∣∣∣

2

dx

=
∑

K∈Th

|K|
∣∣∣∣∣∣

∑

S∈VK∩Vint
h

1

hK,S

vh(S)nK,S

∣∣∣∣∣∣

2

= A1 + A2 , (3.50)

avec

A1 =
∑

K∈Th

|K|
∑

S∈VK∩Vint
h

1

h2
K,S

(vh(S))2,

A2 =
∑

K∈Th

|K|
∑

S′,S′′∈VK∩Vint
h ,S′ 6=S′′

1

hK,S′

1

hK,S′′
(nK,S′ · nK,S′′) vh(S

′) vh(S
′′).

Pour un maillage Th uniforme, on a hK,S = 3
4
h, |K| = 3

16
h2
√

3 et nK,S′ · nK,S′′ = −1
2
.

Ainsi

A1 =
1√
3

∑
K∈Th

∑

S∈VK∩Vint
h

(vh(S))2 ,

A2 = − 1

2
√

3

∑
K∈Th

∑

S′,S′′∈VK∩Vint
h ,S′ 6=S′′

vh(S
′) vh(S

′′).

Ces sommes sont ensuite écrites comme des sommes sur les arêtes de la triangulation.
L’ensemble des sommets voisins d’une arête intérieure σ ∈ E int

h (resp. d’une arête du bord
σ ∈ Eext

h ) est noté {S1, S2, S3, S4} (resp. {S1, S2, S3}) (figure 3.2).
On pose pour σ ∈ E int

h ,

aσ = vh(S1), bσ = vh(S2),

cσ = vh(S3), dσ = vh(S4).
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σS
1

S
2

S
3

S
4

σ

S
1

S
2

S
3

Fig. 3.2 – L’ensemble des sommets voisins de σ ∈ E int
h (à gauche) et σ ∈ Eext

h .

Puisque vh ∈ P c
1 on a vh|σ = 0. Pour σ ∈ Eext

h , on a donc vh(S1) = vh(S3) = 0. On note

aσ = vh(S2).

Le maillage étant uniforme, chaque sommet S ∈ V int
h appartient à six triangles. On en

déduit √
3 A1 = 6

∑

S∈Vint
h

(vh(S))2 . (3.51)

Considérons l’expression
∑

σ∈Eint
h

(
a2

σ + b2
σ + c2

σ + d2
σ

)
+

∑

σ∈Eext
h

a2
σ. (3.52)

On vérifie que chaque sommet S ∈ V int
h apparait douze fois dans (3.52). On en déduit

∑

σ∈Eint
h

(
a2

σ + b2
σ + c2

σ + d2
σ

)
+

∑

σ∈Eext
h

a2
σ = 12

∑

S∈Vint
h

(vh(S))2 . (3.53)

En comparant (3.51) et (3.53) on obtient

√
3 A1 =

1

2

∑

σ∈Eint
h

(
a2

σ + b2
σ + c2

σ + d2
σ

)
+

1

2

∑

σ∈Eext
h

a2
σ. (3.54)

D’autre part, chaque arête σ ∈ E int
h appartient à deux triangles. On en déduit

−
√

3 A2 = 2
∑

σ∈Eint
h

bσdσ. (3.55)

Considérons l’expression
∑

σ∈Eint
h

(
aσbσ + aσdσ + bσcσ + cσdσ

)
.

Chaque arête σ ∈ E int
h a quatre arêtes voisines. On en déduit

∑

σ∈Eint
h

(
aσbσ + aσdσ + bσcσ + cσdσ

)
= 4

∑

σ∈Eint
h

bσdσ. (3.56)
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En comparant (3.55) et (3.56) on obtient

−
√

3 A2 =
1

2

∑

σ∈Eint
h

(
aσbσ + aσdσ + bσcσ + cσdσ

)
. (3.57)

Enfin

‖ΠP0vh‖2
h =

∑

σ∈Eint
h

τσ

(
(ΠP0vh)|Lσ − (ΠP0vh)|Kσ

)2

+
∑

σ∈Eext
h

τσ

(
(ΠP0vh)|Kσ

)2

.

Si σ ∈ E int
h on a

(ΠP0vh)|Kσ =
1

|Kσ|
∫

Kσ

vh dx =
1

3

∑

S′∈VKσ

vh(S
′) =

1

3
(aσ + bσ + dσ)

et

(ΠP0vh)|Lσ =
1

3
(bσ + cσ + dσ) .

Si σ ∈ Eext
h on a

(ΠP0vh)|Kσ =
1

3
aσ.

Le maillage étant uniforme on a

∀σ ∈ E int
h , τσ =

√
3 et ∀σ ∈ Eext

h , τσ = 2
√

3,

de sorte que

‖ΠP0vh‖2
h =

√
3

9

∑

σ∈Eint
h

(cσ − aσ)2 + 2

√
3

9

∑

σ∈Eext
h

a2
σ. (3.58)

Reportons (3.54) et (3.57) dans (3.50). En utilisant (3.58) on obtient pour tout γ > 0

2
√

3 (‖vh‖2
1,h − γ ‖ΠP0vh‖2

h) ≥
∑

σ∈Eint
h

q(aσ, bσ, cσ, dσ) +
∑

σ∈Eext
h

(1− γ

9
) a2

σ , (3.59)

la forme quadratique q : R4 → R étant définie par

q(a, b, c, d) = a2 + b2 + c2 + d2 − a b− a d− b c− c d− γ

18
(c− a)2.

Posons δ = γ
18

. En utilisant la réduction canonique de Gauss on vérifie que

q(a, b, c, d) = (1− δ)

[
a +

1

1− δ

(
− 1

2
(b + d) + δ c

)]2

+
2 (1− 2 δ)

3− 4 δ

[
c− 1− 2 δ

2 (1− δ)
d

]2

+
3− 4 δ

4− 4 δ

[
b +

1

3− 4δ

(
d + (4 δ − 2) c

)]2

+
1− 2 δ

2 (3− 4 δ)(1− δ)
d2.

On en déduit que si 0 < δ < 1
2
, soit 0 < γ < 9, la forme quadratique q est définie positive.

Ainsi, d’après (3.59), on a pour tout 0 < γ < 9

‖vh‖2
1 − γ ‖ΠP0vh‖2

h > 0.

Ceci conclut la preuve de (3.49).
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Lemme 3.2 On suppose que le maillage vérifie l’hypothèse (HM). On a alors

∀ qh ∈ P0, sup
uh∈P0\{0}

−(qh, divh uh)

‖uh‖h

≥ C h |∇hqh|.

Démonstration. Soit qh ∈ P0. On définit uh ∈ P0 par uh = ∇hqh. En utilisant la
proposition 1.15 on a

−(qh, divh uh) = (uh,∇hqh) = |∇hqh|2 = |∇hqh| |uh|.

D’après la proposition 1.2, on a

‖uh‖h ≤ C

h
|uh|.

Ainsi

−(qh, divh uh) ≥ h

C
|∇hqh| ‖uh‖h.

Théorème 3.1 (Condition inf-sup pour l’opérateur divh).
Pour un maillage uniforme, on a

∀ qh ∈ P 0
0 , sup

uh∈P0\{0}
−(qh, divh uh)

‖uh‖h

≥ C |Π̃P nc
1

qh|. (3.60)

Démonstration. Soit qh ∈ P 0
0 . Comme

∫
Ω

qh(x) dx = 0, d’après la proposition 3.3, on a

encore
∫
Ω
(Π̃P nc

1
qh)(x) dx = 0. Ainsi Π̃P nc

1
qh ∈ L2

0 ; on peut donc lui appliquer la condition
inf-sup (3.48) vérifiée par l’opérateur div.

L’inégalité (3.48) implique qu’il existe v ∈ H1
0 et une constante C > 0 tels que :

divv = −Π̃P nc
1

qh et ‖v‖1 ≤ C |Π̃P nc
1

qh|. (3.61)

Posons

vh = ΠPc
1
v.

On cherche à minorer −(qh, divh(ΠP0vh)). En utilisant la proposition 1.15 et le fait que
∇hqh ∈ P0 on a

−(qh, divh(ΠP0vh)) = (ΠP0vh,∇hqh) = (vh,∇hqh). (3.62)

On utilise la décomposition suivante :

(vh,∇hqh) = (v,∇hqh)− (v − vh,∇hqh). (3.63)

Les opérateurs ∇ : H1 → L2 et −div : H1
0 → L2 sont adjoints. Le premier terme dans

(3.63) s’écrit donc, en utilisant (3.61)

(v,∇hqh) = (v, ∇̃h(Π̃P nc
1

qh)) = −(Π̃P nc
1

qh, divv) = |Π̃P nc
1

qh|2. (3.64)
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Par ailleurs, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le second terme dans (3.63) est
majoré par

|(v − vh,∇hqh)| ≤ |v − vh| |∇hqh|.
En utilisant la proposition 1.8 puis (3.61) on a

|v − vh| = |v − ΠPc
1
v| ≤ C h ‖v‖1 ≤ C h |Π̃P nc

1
qh|

Donc

|(v − vh,∇hqh)| ≤ C h |∇hqh| |Π̃P nc
1

qh|. (3.65)

Substituons les estimations (3.64) et (3.65) dans (3.63) et utilisons (3.62). Il vient

−(qh, divh(ΠP0vh)) ≥ (|Π̃P nc
1

qh| − C h |∇hqh|) |Π̃P nc
1

qh|. (3.66)

Il reste à faire apparaitre la norme ‖.‖h. L’opérateur de projection ΠPc
1
est stable en norme

H1. On en déduit, en utilisant (3.61)

‖vh‖1 = ‖ΠPc
1
v‖1 ≤ ‖v‖1 ≤ C |Π̃P nc

1
qh|. (3.67)

D’après le lemme 3.1,

‖ΠP0vh‖h ≤ C ‖vh‖1. (3.68)

On déduit de (3.67) et (3.68)

|Π̃P nc
1

qh| ≥ C ‖ΠP0vh‖h. (3.69)

En substituant (3.69) dans (3.66), on obtient qu’il existe des constantes C1 > 0 et C2 > 0
telles que

−(qh, divh(ΠP0vh)) ≥
(
C1 |Π̃P nc

1
qh| − C2 h |∇hqh|

)
‖ΠP0vh‖h.

On en déduit

sup
uh∈P0\{0}

−(qh, divh uh)

‖uh‖h

≥ C1 |Π̃P nc
1

qh| − C2 h |∇hqh|. (3.70)

Or on a montré (lemme 3.2) qu’il existe une constante C > 0 telle que

sup
uh∈P0\{0}

−(qh, divh uh)

‖uh‖h

≥ C h |∇hqh|. (3.71)

En comparant les minorants dans (3.70) et (3.71), et en notant que

∀ t ≥ 0, max
(
C t , C1 |Π̃P nc

1
qh| − C2 t

)
≥ CC1

C + C2

|Π̃P nc
1

qh|,

on obtient finalement (3.60).
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Remarque 3 (Hypothèse sur le maillage pour la condition inf-sup).
L’hypothèse d’uniformité du maillage dans le théorème 3.1 est assez contraignante.

Peut-on s’en passer ? Cette hypothèse est liée à deux propriétés : le lemme 3.1 et la
proposition 3.7. La preuve du lemme 3.1 peut certainement être faite pour un maillage
plus général. La proposition 3.7 utilise le fait que ∇hph et ∇(Π̃P nc

1
ph) cöıncident sur un

maillage uniforme. Dès lors, pourquoi ne pas adopter d’emblée comme opérateur discret :

∇hph = ∇(Π̃P nc
1

ph) ?

Dans ce cas, un petit calcul montre que l’opérateur de divergence discrète adjoint divh :
P0 → P0 est défini par

∀K ∈ Th, (divhuh)K =
∑
σ∈EK

|σ|
|K|+ |Lσ| (uLσ − uK) · nK,σ.

On obtient alors un laplacien discret ∆h = divh(∇h) ayant le même support que celui
utilisé ici. Si cette approche n’a pas été retenue, c’est qu’il est moins coûteux d’utiliser
directement une pression discrète ph ∈ P nc

1 : le laplacien discret associé fait alors intervenir
moins de degrés de liberté.
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Chapitre 4

Stabilité et convergence des schémas

En utilisant les résultats présentés dans le chapitre 3, on s’intéresse maintenant à la
stabilité et à la convergence des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF introduits dans le
chapitre 2. La stabilité du schéma VF-I (resp. VF-CN et VF-BDF), énoncée dans le
théorème 4.1 (resp. 4.2 et 4.3), est montrée dans la section 4.1.1 (resp. 4.1.2 et 4.1.3). Le
résultat de convergence pour le schéma VF-I (resp. VF-CN et VF-BDF) est énoncé
dans le théorème 4.4 (resp. 4.5 et 4.6) de la section 4.2.1 (resp. 4.2.2 et 4.2.3).

On utilise l’hypothèse suivante sur les données dans (1)–(4)

(HD) f ∈ C(0, T ;L2), ft ∈ C(0, T ;L2) ,

u0 ∈ W2,r avec r > 2.

On utilise également l’hypothèse suivante sur les valeurs initiales des schémas

(HIS) Il existe une constante C > 0 telle que |∇hp
0
h| ≤ C.

Cette condition est satisfaite en particulier si p0
h = 0. Notons qu’on a |u0

h| = |ΠP0u0| ≤ C.

4.1 Stabilité des schéma

De la propriété d’orthogonalité des schémas (proposition 2.1) on déduit le résultat
préliminaire suivant.

Lemme 4.1 (Conséquence de l’orthogonalité de la projection discrète).
Pour tout m ∈ {0, . . . , N} on a

|um
h |2 − |ũm

h |2 + |um
h − ũm

h |2 = 0. (4.1)

Démonstration. Pour m = 0, u0
h = ũ0

h et l’équation (4.1) est trivialement vérifiée. Soit
maintenant m ∈ {1, . . . , N}. D’une part, en utilisant l’identité algébrique 2 a (a − b) =
a2 − b2 + (a− b)2, on a

(2um
h ,um

h − ũm
h ) = |um

h |2 − |ũm
h |2 + |um

h − ũm
h |2. (4.2)
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D’autre part rappelons que d’après (2.6)

ũm
h − um

h = α k∇h(p
m
h − pm−1

h ).

On déduit donc de la propriété d’orthogonalité de la projection discrète (proposition 2.1)

(2um
h ,um

h − ũm
h ) = −2 α k (um

h ,∇h(p
m
h − pm−1

h )) = 0. (4.3)

En comparant (4.2) et (4.3), on obtient bien (4.1).

4.1.1 Stabilité du schéma VF-I

Théorème 4.1 (Stabilité du schéma VF-I).
On considère le schéma VF-I. On suppose que les données vérifient l’hypothèse (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient l’hypothèse (HIS). Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|um
h |2 + k

m∑
n=1

‖ũn
h‖2

h + k2 |∇hp
m
h |2 ≤ C. (4.4)

Supposons de plus que que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C > 0
telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

1

k
|δum

h |+ k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 ≤ C. (4.5)

Démonstration. Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. Prenons le produit scalaire de (2.2) avec
2 k ũn+1

h . On obtient

(
ũn+1

h − un
h

k
, 2 k ũn+1

h

)
− 2 k (∆̃hũ

n+1
h , ũn+1

h ) + 2 k (ũn+1
h ,∇hp

n
h) = 2 k (fn+1

h , ũn+1
h ). (4.6)

Les différents termes apparaissant dans (4.6) sont traités comme suit.
Tout d’abord en utilisant l’identité algébrique 2 a (a− b) = a2 + b2 + (a− b)2 on a

(
ũn+1

h − un
h

k
, 2 k ũn+1

h ) = |ũn+1
h |2 − |un

h|2 + |ũn+1
h − un

h|2.

D’après (4.1) on a
|ũn+1

h |2 = |un+1
h |2 + |ũn+1

h − un+1
h |2 ;

on en déduit

(
ũn+1

h − un
h

k
, 2 k ũn+1

h ) = |un+1
h |2 − |un

h|2 + |ũn+1
h − un

h|2 + |ũn+1
h − un+1

h |2. (4.7)

En appliquant la proposition 3.9 on a

−2 k (∆̃hũ
n+1
h , ũn+1

h ) = 2 k ‖ũn+1
h ‖2

h. (4.8)
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Par ailleurs, d’après la propriété d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1), on a

2 k (ũn+1
h ,∇hp

n
h) = 2 k (ũn+1

h ,∇hp
n
h)− 2 k (un+1

h ,∇hp
n
h)

= 2 k (ũn+1
h − un+1

h ,∇hp
n
h).

Rappelons l’équation de la projection discrète (2.6)

ũn+1
h − un+1

h = k∇h(p
n+1
h − pn

h);

on en déduit

2 k (ũn+1
h ,∇hp

n
h) = 2 k2 (∇h(p

n+1
h − pn

h),∇hp
n
h)

= k2 (|∇hp
n+1
h |2 − |∇hp

n
h|2 − |∇h(p

n+1
h − pn

h)|2). (4.9)

D’autre part en multipliant l’équation (2.6) par 2k∇h(p
n+1
h − pn

h) on a

2 k2 |∇h(p
n+1
h − pn

h)|2 = 2 k (ũn+1
h − un+1

h ,∇h(p
n+1
h − pn

h))

≤ k2 |∇h(p
n+1
h − pn

h)|2 + |ũn+1
h − un+1

h |2,
ce qui donne

k2 |∇h(p
n+1
h − pn

h)|2 ≤ |ũn+1
h − un+1

h |2. (4.10)

Enfin, en utilisant l’hypothèse (HD) et la proposition 1.1, on a

2 k (fn+1
h , ũn+1

h ) = 2 k (ΠP0f(tn+1), ũ
n+1
h ) ≤ C k |ΠP0f(tn+1)| |ũn+1

h | ≤ C k |f(tn+1)| ‖ũn+1
h ‖h;

soit, d’après l’inégalité de Young :

2 k (fn+1
h , ũn+1

h ) ≤ k

2
‖ũn+1

h ‖2
h + C k |f(tn+1)|2 ≤ k

2
‖ũn+1

h ‖2
h + Ck ‖f‖2

L∞(0,T ;L2). (4.11)

En additionnant (4.7)–(4.11) on obtient

|un+1
h |2 − |un

h|2 + |ũn+1
h − un

h|2 +
k

2
‖ũn+1

h ‖2
h +

k2

2
(|∇hp

n+1
h |2 − |∇hp

n
h|2) ≤ C k.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En sommant de n = 0 à m− 1 il vient

|um
h |2 +

m−1∑
n=0

|ũn+1
h − un

h|2 +
k

2

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h ‖2

h +
k2

2
|∇hp

m
h |2 ≤ C + |u0

h|2 +
k2

2
|∇hp

0
h|2.

En utilisant l’hypothèse (HIS) on en déduit (4.4).
Montrons (4.5). On suppose désormais que le maillage est uniforme. Appliquons l’opérateur
δ à (2.2) et (2.6). On obtient pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1}

δũn+1
h − δun

h

k
− ∆̃h(δũn+1

h ) +∇h(δp
n
h) = δfn+1

h (4.12)

et pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}
δun+1

h = δũn+1
h + k∇h(δp

n+1
h − δpn

h).
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L’équation (4.12) est encore valable pour n = 0 en posant

p−1
h = p0

h, u−1
h = u0

h − k ∆̃hu
0
h − k f0

h . (4.13)

Multiplions (4.12) par k δũn+1
h . En utilisant l’hypothèse (HD) on a

2 k (δfn+1
h , δũn+1

h ) = 2 k (ΠP0δf(tn+1), δũn+1
h ) ≤ C k |δf(tn+1)| ‖δũn+1

h ‖h

avec

|δf(tn+1)| =
∣∣∣∣
∫ tn+1

tn

ft(s) ds

∣∣∣∣ ≤
∫ tn+1

tn

|ft(s)| ds ≤ k ‖ft‖L∞(0,T ;L2) ;

on en déduit

2 k (δfn+1
h , δũn+1

h ) ≤ C k2 ‖δũn+1
h ‖h ≤ k

2
‖δũn+1

h ‖2
h + C k3.

En procédant ensuite comme pour la preuve de (4.4) on obtient pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|δum
h |2 +

k2

2
|∇h(δp

m
h )|2 ≤ C k2 + |δu0

h|2 +
k2

2
|∇h(δp

0
h)|2. (4.14)

D’après (4.13) on a
δp0

h = p0
h − p−1

h = 0. (4.15)

Par ailleurs, on a

|∆̃hu
0
h| = |∆̃h(ΠP0u0)| ≤ |∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)|+ |∆̃h(Π̃P0u0)|. (4.16)

En utilisant l’hypothèse (HD) et la proposition 1.12 on a

|∆̃h(Π̃P0u0)| ≤ C ‖u0‖2. (4.17)

D’après la proposition 3.9 on a

|∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)|2 = (∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0), ∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0))

≤ ‖∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)‖h ‖ΠP0u0 − Π̃P0u0‖h ;

soit, en utilisant la proposition 1.1

|∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)|2 ≤ C

h2
|∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)| |ΠP0u0 − Π̃P0u0|.

Puisque le maillage est uniforme, on obtient en utilisant l’hypothèse (HD) et la proposi-
tion 3.1

|∆̃h(ΠP0u0 − Π̃P0u0)| ≤ C

h2
|ΠP0u0 − Π̃P0u0| ≤ C ‖u0‖W2,r . (4.18)

En reportant (4.17) et (4.18) dans (4.16) on obtient

|∆̃hu
0
h| ≤ C ‖u0‖W2,r . (4.19)
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On déduit de (4.13) et (4.19)

∣∣δu0
h

∣∣2 =
∣∣u0

h − u−1
h

∣∣2 ≤ 2 |∆̃hu
0
h|2 + 2 |f0

h |2 ≤ C ‖u0‖2
W2,r + C ‖f‖2

L∞(0,T ;L2) ≤ C. (4.20)

Reportons (4.15) et (4.20) dans (4.14). On obtient pour tout m ∈ {1, . . . , N}
|δum

h |2 ≤ C k2. (4.21)

Soit maintenant n ∈ {0, . . . , N − 1}. D’après (2.6) on a

∇hp
n+1
h = ∇hp

n
h +

ũn+1
h − un+1

h

k
;

or, d’après (2.2) :

∇hp
n
h = − ũn+1

h − un
h

k
+ ∆̃hũ

n+1
h + fn+1

h .

On en déduit

∇hp
n+1
h = −un+1

h − un
h

k
+ ∆̃hũ

n+1
h + fn+1

h . (4.22)

Le maillage étant uniforme, d’après la condition inf-sup (3.60) et la proposition 1.15, il
existe vh ∈ P0\{0} et C > 0 tels que

C ‖vh‖h |Π̃P nc
1

pn+1
h | ≤ −(pn+1

h , divh vh) = (∇hp
n+1
h ,vh). (4.23)

D’après (4.22) on a

(∇hp
n+1
h ,vh) ≤ −

(
un+1

h − un
h

k
,vh

)
+ (∆̃hũ

n+1
h ,vh) + (fn+1

h ,vh) ;

en utilisant les propositions 1.1 et 3.9 on en déduit

(∇hp
n+1
h ,vh) ≤ |un+1

h − un
h|

k
|vh|+ ‖ũn+1

h ‖h ‖vh‖h + |fn+1
h | |vh|

≤ C

( |un+1
h − un

h|
k

+ ‖ũn+1
h ‖h + |fn+1

h |
)
‖vh‖h. (4.24)

En comparant (4.23) et (4.24) on obtient

C |Π̃P nc
1

pn+1
h | ≤ |un+1

h − un
h|

k
+ ‖ũn+1

h ‖h + |fn+1
h |.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En élevant au carré et en sommant de n = 0 à m− 1 il vient

k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ C k

m−1∑
n=0

|un+1
h − un

h|2
k2

+ C k

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h ‖2

h + C k

m−1∑
n=0

|fn+1
h |2. (4.25)

D’après (4.21) on a

k

m−1∑
n=0

|un+1
h − un

h|2
k2

= k

m−1∑
n=0

|δun+1
h |2
k2

= k

m∑
n=1

|δun
h|2

k2
≤ C. (4.26)
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En utilisant l’hypothèse (HD) on a

k

m−1∑
n=0

|fn+1
h |2 = k

m−1∑
n=0

|ΠP0f(tn+1)|2 ≤ k

m−1∑
n=0

|f(tn+1)|2 ≤ k

m−1∑
n=0

‖f‖L∞(0,T ;L2) ≤ C. (4.27)

Enfin d’après (4.4) on a

k

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h ‖2

h = k

m∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.28)

Reportons les estimations (4.26), (4.27) et (4.28) dans (4.25). On en déduit

k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 = k |Π̃P nc

1
p0

h|2 + k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

pn
h|2 ≤ C + k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ C. (4.29)

En combinant (4.21) et (4.29) on obtient (4.5).

4.1.2 Stabilité du schéma VF-CN

Théorème 4.2 (Stabilité du schéma VF-CN).
On considère le schéma VF-CN. On suppose que les données vérifient l’hypothèse (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient l’hypothèse (HIS). Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|um
h |2 + k

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h + un

h‖2
h + k2 |∇hp

m
h |2 ≤ C. (4.30)

Supposons de plus que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C > 0 telle
que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

1

k
|δum

h |+ k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 ≤ C. (4.31)

Démonstration. Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. Prenons le produit scalaire de (2.3) avec
k (ũn+1

h + un
h). On obtient

k

(
ũn+1

h − un
h

k
, ũn+1

h + un
h

)
− k

(
∆̃h(ũ

n+1
h + un

h), ũn+1
h + un

h

)
+ k (∇hp

n
h, ũ

n+1
h + un

h)

=
k

2
(fn

h + fn+1
h , ũn+1

h + un
h). (4.32)

Tout d’abord

k (
ũn+1

h − un
h

k
, ũn+1

h + un
h) = |ũn+1

h |2 − |un
h|2 ;

soit, en utilisant (4.1)

k (
ũn+1

h − un
h

k
, ũn+1

h + un
h) = |un+1

h |2 − |un
h|2 + |ũn+1

h − un+1
h |2. (4.33)
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D’après la proposition 3.9 on a

−k (∆̃h(ũ
n+1
h + un

h), ũn+1
h + un

h) = k ‖ũn+1
h + un

h‖2
h. (4.34)

Par ailleurs en utilisant la propriété d’orthogonalité de la projection discrète (proposition
2.1)

k (∇hp
n
h, ũn+1

h + un
h) = k (∇hp

n
h, ũ

n+1
h ) + k (∇hp

n
h,un

h)

= k (∇hp
n
h, ũ

n+1
h )− k (∇hp

n
h,u

n+1
h )

= k (∇hp
n
h, ũ

n+1
h − un+1

h ). (4.35)

En substituant l’équation de la projection (2.6) dans (4.35), on a

k (∇hp
n
h, ũn+1

h + un
h) =

k2

2
(∇hp

n
h,∇h(p

n+1
h − pn

h))

=
k2

4
(|∇hp

n+1
h |2 − |∇hp

n
h|2 − |∇h(p

n+1
h − pn

h)|2). (4.36)

D’autre part, en multipliant (2.6) par k∇h(p
n+1
h − pn

h), on a

k2

2
|∇h(p

n+1
h − pn

h)|2 = k (∇h(p
n+1
h − pn

h), ũn+1
h − un+1

h )

≤ k2

4
|∇h(p

n+1
h − pn

h)|2 + |ũn+1
h − un+1

h |2,

ce qui donne
k2

4
|∇h(p

n+1
h − pn

h)|2 ≤ |ũn+1
h − un+1

h |2. (4.37)

En utilisant l’hypothèse (HD) et la proposition 1.1 on a

k

2
(fn+1

h + fn
h , ũn+1

h + un
h) ≤ k ‖f‖L∞(0,T ;L2) |ũn+1

h + un
h| ≤ C k ‖ũn+1

h + un
h‖h ;

soit d’après l’inégalité de Young

k

2
(fn+1

h + fn
h , ũn+1

h + un
h) ≤ k

2
‖ũn+1

h + un
h‖2

h + C k. (4.38)

En combinant (4.33)–(4.38) il vient

|un+1
h |2 − |un

h|2 +
k

2
‖ũn+1

h + un
h‖2

h +
k2

4
(|∇hp

n+1
h |2 − |∇hp

n
h|2) ≤ C k.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En sommant de n = 0 à m− 1 et en utilisant l’hypothèse (HIS) on
obtient (4.30).
Montrons (4.31). On suppose que le maillage est uniforme. Appliquons l’opérateur δ à
(2.3) et (2.6). On obtient pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1}

δũn+1
h − δun

h

k
− 1

2
∆̃h(δũn+1

h + δun
h) +∇h(δp

n
h) =

1

2
(δfn+1

h + δfn
h ) (4.39)
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et pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

δun+1
h = δũn+1

h +
1

2
∇h(δp

n+1
h − pn

h).

Posons
p−1

h = p0
h, u−1

h = u0
h − k ∆̃hu

0
h − k f0

h .

On a
δũ1

h − δu0
h

k
− 1

2
∆̃h(δũ1

h) =
1

2
δf1

h . (4.40)

Multiplions (4.39) par k (δũn+1
h +δun

h), (4.40) par kδũ1
h, et sommons les égalités obtenues.

En procédant comme pour la preuve de (4.30) on obtient pour tout m ∈ {1, . . . , N}
|δum

h |2 + k2 |∇h(δp
m
h )| ≤ C k2. (4.41)

Soit maintenant n ∈ {0, . . . , N−1}. En reportant (2.6) dans l’équation des moments (2.3)
il vient

1

2
∇h(p

n+1
h + pn

h) = −un+1
h − un

h

k
+

1

2
∆̃h(ũ

n+1
h + un

h) +
1

2
(fn+1

h + fn
h ). (4.42)

Le maillage étant uniforme, d’après la condition inf-sup (3.60), il existe vh ∈ P0\{0} et
C > 0 tels que

C ‖vh‖h

∣∣∣Π̃P nc
1

(pn+1
h + pn

h)
∣∣∣ ≤ −1

2
((pn+1

h + pn
h), divh vh) =

1

2

(∇h(p
n+1
h + pn

h),vh

)
. (4.43)

D’après (4.42) on a

1

2

(∇h(p
n+1
h + pn

h),vh

)
=

(
un+1

h − un
h

k
,vh

)
+

1

2
(∆̃h(ũ

n+1
h + un

h),vh)

+
1

2
(fn+1

h + fn
h ,vh) ;

en utilisant les propositions 1.1 et 3.9 on en déduit

1

2

(∇h(p
n+1
h + pn

h),vh

) ≤ C

(
|u

n+1
h − un

h|
k

+
1

2
‖ũn+1

h + un
h‖h +

1

2
(|fn+1

h |+ |fn
h |)

)
‖vh‖h.

En comparant avec (4.43) il vient

∣∣∣Π̃P nc
1

(pn+1
h + pn

h)
∣∣∣ ≤ C

( |un+1
h − un

h|
k

+
1

2
‖ũn+1

h + un
h‖h +

1

2
(|fn+1

h |+ |fn
h |)

)
.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En sommant de n = 0 à m− 1 on obtient

k

m−1∑
n=0

∣∣∣Π̃P nc
1

(pn+1
h + pn

h)
∣∣∣
2

≤ C k

m−1∑
n=0

|un+1
h − un

h|2
k2

+ C k

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h + un

h‖2
h

+ C k

m∑
n=0

|fn
h |2. (4.44)



4.1 — Stabilité des schéma 63

D’après (4.41) on a

k

m−1∑
n=0

|un+1
h − un

h|2
k2

= k

m−1∑
n=0

|δun+1
h |2
k2

≤ k

m∑
n=1

|δun
h|2

k2
≤ k

m∑
n=1

C ≤ C. (4.45)

D’autre part on a

k

m∑
n=0

|fn
h |2 = k

m∑
n=0

|ΠP0f(tn)|2 ≤ k

m∑
n=0

|f(tn)|2 ≤ k

m∑
n=0

‖f‖2
L∞(0,T ;L2) ≤ C , (4.46)

et d’après l’estimation (4.30)

k

m−1∑
n=0

‖ũn+1
h + un

h‖2
h ≤ C. (4.47)

En reportant (4.45), (4.46) et (4.47) dans (4.44) on obtient

k

m−1∑
n=0

∣∣∣Π̃P nc
1

(pn+1
h + pn

h)
∣∣∣
2

≤ C. (4.48)

Par ailleurs, pour tout n ∈ {0, . . . , N}, pn
h ∈ P 0

0 ⊂ L2
0. D’après la proposition 3.3 on a

∫

Ω

(Π̃P nc
1

pn
h)(x) dx =

∫

Ω

pn
h(x) dx = 0.

On peut donc appliquer l’inégalité de Poincaré sur P nc
1 (proposition 1.3) :

k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

(pn+1
h − pn

h)|2 = k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

(δpn+1
h )|2 ≤ C k

m−1∑
n=0

∣∣∣∇̃h

(
Π̃P nc

1
(δpn+1

h )
)∣∣∣

2

.

Le maillage étant uniforme, on déduit de la proposition 3.2

k
m−1∑
n=0

∣∣∣∇̃h

(
Π̃P nc

1
(δpn+1

h )
)∣∣∣

2

= k
m−1∑
n=0

|∇h(δp
n+1
h )|2 ;

donc, en utilisant (4.41)

k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

(pn+1
h − pn

h)|2 ≤ k

m−1∑
n=0

|∇h(δp
n+1
h )|2 ≤ C. (4.49)

En combinant (4.49) avec (4.48) on obtient

k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ 2 k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

(pn+1
h − pn

h)|2 + 2 k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

(pn+1
h + pn

h)|2 ≤ C.

Ainsi

k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 = k |Π̃P nc

1
p0

h|2 + k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

pn
h|2 ≤ C + k

m−1∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ C. (4.50)

En combinant (4.41) et (4.50) on obtient (4.31).
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4.1.3 Stabilité du schéma VF-BDF

Théorème 4.3 (Stabilité du schéma VF-BDF).
On considère le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient l’hypothèse (HD)
et que les valeurs initiales du schéma vérifient l’hypothèse (HIS). Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|um
h |2 + k

m∑
n=1

‖ũn
h‖2

h + k2 |∇hp
m
h |2 ≤ C. (4.51)

Supposons de plus que que le maillage est uniforme. Alors il existe une constante C > 0
telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

1

k
|δum

h |+ k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 ≤ C. (4.52)

Démonstration. Soit n ∈ {1, . . . , N − 1}. Prenons le produit scalaire de (2.4) avec
4 k ũn+1

h . On obtient

(
3 ũn+1

h − 4un
h + un−1

h

2k
, 4 k ũn+1

h

)
− 4 k (∆̃hũ

n+1
h , ũn+1

h ) + 4 k (∇hp
n
h, ũ

n+1
h )

= 4 k (fn+1
h , ũn+1

h ). (4.53)

Tout d’abord on a

4 k (ũn+1
h ,

3 ũn+1
h − 4un

h + un−1
h

2 k
) = 2 (ũn+1

h , 3 ũn+1
h − 4un

h + un−1
h )

= 2 (ũn+1
h , 3 (ũn+1

h − un+1
h ) + 3un+1

h − 4un
h + un−1

h )

= 6 (ũn+1
h , ũn+1

h − un+1
h ) + 2 (ũn+1

h , 3un+1
h − 4un

h + un−1
h )

= A + B. (4.54)

En utilisant l’identité algébrique 2 a (a− b) = a2 + b2 + (a− b)2 on a

A = 3 (|ũn+1
h |2 − |un+1

h |2 + |ũn+1
h − un+1

h |2) ;

or, d’après (4.1)
|ũn+1

h |2 = |un+1
h |2 + |ũn+1

h − un+1
h |2.

On en déduit
A = 6 |ũn+1

h − un+1
h |2. (4.55)

Estimons maintenant B. En écrivant

ũn+1
h = un+1

h + (ũn+1
h − un+1

h ),

on peut décomposer B ainsi

B = 2 (un+1
h , 3un+1

h − 4un
h + un−1

h ) + 2 (ũn+1
h − un+1

h , 3un+1
h − 4un

h + un−1
h ). (4.56)
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Le second terme apparaissant dans (4.56) est nul. En effet, d’après l’équation de projection
(2.6), on a

ũn+1
h − un+1

h =
2 k

3
∇h(p

n+1 − pn
h));

donc, en utilisant la proposition 2.1

(ũn+1
h − un+1

h , 3un+1
h − 4un

h + un−1
h ) =

2 k

3
(∇h(p

n+1 − pn
h), 3un+1

h − 4un
h + un−1

h ) = 0.

Ainsi B s’écrit
B = 2 (un+1

h , 3un+1
h − 4un

h + un−1
h ).

En utilisant l’identité algébrique 2 (3 a − 4 b + c, a) = a2 − b2 + (2 a − b)2 − (2 b − c)2 +
(a− 2 b + c)2, on obtient finalement

B = |un+1
h |2 − |un

h|2 + |2un+1
h − un

h|2 − |2un
h − un−1

h |2
+ |un+1

h − 2un
h + un−1

h |2. (4.57)

Reportons l’expression de B (4.57) et celle de A (4.55) dans (4.54). Il vient

4 k (ũn+1
h ,

3 ũn+1
h − 4un

h + un−1
h

2 k
)

= |un+1
h |2 − |un

h|2 + 6 |ũn+1
h − un+1

h |2 + |2un+1
h − un

h|2 − |2un
h − un−1

h |2
+|un+1

h − 2un
h + un−1

h |2. (4.58)

D’après la proposition 3.9 on a

−4 k (∆̃hũ
n+1
h , ũn+1

h ) = 4 k ‖ũn+1
h ‖2

h. (4.59)

Par ailleurs, en utilisant la proposition 2.1 et (2.6), on a

4 k (∇hp
n
h, ũ

n+1
h ) = 4 k (∇hp

n
h, ũ

n+1
h − un+1

h )

=
4 k2

3
(|∇pn+1

h |2 − |∇pn
h|2 − |∇pn+1

h −∇pn
h|2). (4.60)

Or, en multipliant l’équation (2.6) par 4k∇h(p
n+1
h − pn

h), on a

8 k2

3
|∇(pn+1

h −pn
h)|2 = 4 k (un+1

h −ũn+1
h ,∇(pn+1

h −pn
h)) ≤ 4 k2

3
|∇(pn+1

h −pn
h)|2+3 |un+1

h −ũn+1
h |2;

ainsi
4 k2

3
|∇(pn+1

h − pn
h)|2 ≤ 3 |un+1

h − ũn+1
h |2. (4.61)

Enfin, en utilisant la proposition 1.1 et l’inégalité de Young, on a

4 k (fn+1
h , ũn+1

h ) ≤ 4 k ‖f‖L∞(0,T ;L2)‖ũn+1
h ‖h ≤ 3 k ‖ũn+1

h ‖2
h + C k ‖f‖2

L∞(0,T ;L2). (4.62)

Combinons (4.58)–(4.62). On obtient

|un+1
h |2 − |un

h|2 + |2un+1
h − un

h|2 − |2un
h − un−1

h |2 + |un+1
h − 2un

h + un−1
h |2

+3 |ũn+1
h − un+1

h |2 + k ‖ũn+1
h ‖2

h +
4 k2

3
(|∇hp

n+1
h |2 − |∇hp

n
h|2) ≤ C k.
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Soit m ∈ {2, . . . , N}. En sommant de n = 1 à m− 1 il vient

|um
h |2 + |2um

h − um−1
h |2 + 3

m−1∑
n=1

|ũn+1
h − un+1

h |2 + k

m−1∑
n=1

‖ũn+1
h ‖2

h +
4 k2

3
|∇hp

m
h |2

≤ C + 4 |u1
h|2 + |2u1

h − u0
h|2 + k2 |∇hp

1
h|2.

Les valeurs u0
h, u1

h et p1
h sont celles données par le schéma VF-I. On déduit donc de (4.4)

4 |u1
h|2 + |2u1

h − u0
h|2 + k2 |∇hp

1
h|2 ≤ C.

On a ainsi montré (4.51) pour m ∈ {2, . . . , N}. Si m = 1, (4.51) découle de (4.4).
Montrons (4.52). on suppose désormais que le maillage est uniforme. Appliquons l’opérateur
δ à (2.4) et (2.6). On obtient pour tout n ∈ {2, . . . , N − 1}

3 δũn+1
h − 4 δun

h + δun−1
h

2 k
− ∆̃h(δũn+1

h ) +∇h(δp
n
h) = δfn+1

h (4.63)

et pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

δun+1
h = δũn+1

h +
2 k

3
∇h(δp

n+1
h − δpn

h)

Soit ũ1
h ∈ P0 la solution de

3 ũ1
h − 2 k ∆̃hũ

1
h = u1

h ; (4.64)

posons
u−1

h = 3 δũ2
h − 4 δu1

h + u0
h − 2 k ∆̃h(δũ2

h) + 2 k∇h(δp
1
h)− 2 k δf2

h . (4.65)

L’équation (4.63) a ainsi encore un sens pour n = 1. En procédant comme pour la preuve
de (4.51) on obtient que pour tout m ∈ {2, . . . , N}

|δum
h |2 + k2 |∇h(δp

m
h )|2 ≤ C k2 + 4 |δu1

h|2 + |2 δu1
h − δu0

h|2 + k2 |∇h(δp
1
h)|2. (4.66)

Par un calcul élémentaire on déduit de (4.64) et (4.65)

2 δu1
h − δu0

h = −δu1
h − 2 k δf2

h + 2 k f2
h ;

en utilisant (4.5) on en déduit

|2 δu1
h − u0

h|2 ≤ C |δu1
h|2 + C k2 (|f2

h |2 + |f1
h |2) ≤ C k2.

En combinant cette estimation avec (4.14), on déduit de (4.66)

|δum
h |2 ≤ C k2. (4.67)

Soit maintenant n ∈ {1, . . . , N − 1}. En reportant (2.6) dans (2.4) on obtient

∇hp
n+1
h = −3un+1

h − 4un
h + un−1

h

2 k
+ ∆̃hũ

n+1
h + fn+1

h . (4.68)
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Le maillage étant uniforme, on peut appliquer la condition inf-sup (3.60). Il vient

C ‖vh‖h |Π̃P nc
1

pn+1
h | ≤ −(pn+1

h , divh vh) = (∇hp
n+1
h ,vh). (4.69)

D’après (4.68) on a

(∇hp
n+1
h ,vh) = −(

3un+1
h − 4un

h + un−1
h

2 k
,vh) + (∆̃hũ

n+1
h ,vh) + (fn+1

h ,vh) ;

soit, en utilisant les propositions 1.1 et 3.9

(∇hp
n+1
h ,vh) ≤ C

( |3un+1
h − 4un

h + un−1
h |

2 k
+ ‖ũn+1

h ‖h + |fn+1
h |

)
‖vh‖h.

En comparant avec (4.69) on obtient

|Π̃P nc
1

pn+1
h | ≤ C

( |3un+1
h − 4un

h + un−1
h |

2 k
+ ‖ũn+1

h ‖h + |fn+1
h |

)
.

Soit m ∈ {2, . . . , N}. En sommant de n = 1 à m− 1 il vient

k

m−1∑
n=1

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ C k

m−1∑
n=1

|3un+1
h − 4un

h + un−1
h |2

4 k2
+ C k

m−1∑
n=1

‖ũn+1
h ‖2

h

+ k

m−1∑
n=1

|fn+1
h |2. (4.70)

Notons que

3un+1
h − 4un

h + un−1
h = 3(un+1

h − un
h)− (un

h − un−1
h ) = 3 δun+1

h − δun
h ;

d’après (4.67) on a donc

k

m−1∑
n=1

|3un+1
h − 4un

h + un−1
h |2

4 k2
≤ C k

m−1∑
n=1

|δun
h|2

k2
≤ C. (4.71)

D’autre part on a

k

m−1∑
n=1

|fn+1
h |2 = k

m−1∑
n=1

|ΠP0f(tn+1)|2 ≤ k

m−1∑
n=1

|f(tn+1)|2 ≤ k

m−1∑
n=1

‖f‖2
L∞(0,T ;L2) ≤ C , (4.72)

et d’après (4.51)

k

m−1∑
n=1

‖ũn+1
h ‖2

h = k

m∑
n=2

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.73)

Reportons (4.71), (4.72) et (4.73) dans (4.70). Puisque les valeurs p0
h et p1

h sont données
par le schéma VF-I, on déduit de (4.5)

k

m∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 = k

1∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2 + k

m−1∑
n=1

|Π̃P nc
1

pn+1
h |2 ≤ C.

En combinant cette estimation avec (4.67) on obtient (4.52).
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4.2 Convergence des schémas

En utilisant les estimations des théorèmes 4.1, 4.2 et 4.3, on montre ici la conver-
gence des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF (théorèmes 4.4, 4.5 et 4.6). Les preuves
nécessitent un critère de compacité. On ne peut utiliser l’inclusion compacte H1

0 ⊂ L2,
car l’espace discret P0 n’est pas un sous-espace de H1

0. C’est pourquoi on fait appel à la
transformée de Fourier (lemmes 4.2, 4.3, 4.4) et à une propriété de l’espace P0 (lemme 4
dans [9]).

Notons ε = max(h, k). On définit les applications

uε : R→ P0 , ũε : R→ P0 , ũc
ε : R→ P0 ,

pε : R→ P0 , fε : R→ P0 ,

de la manière suivante. Pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1} et tout t ∈ [tn, tn+1] on a

uε(t) = un
h , ũε(t) = ũn+1

h , ũc
ε(t) = ũn

h +
1

k
(t− tn) (ũn+1

h − ũn
h) , (4.74)

pε(t) = pn
h, fε(t) = ΠP0f(tn+1) ,

et pour tout t ∈]−∞, 0[∪]T,∞[ on a

uε(t) = ũε(t) = ũc
ε(t) = fε(t) = 0 , (4.75)

pε(t) = 0.

Les fonctions ũc
ε et ũε sont représentées sur la figure 4.1.

0 T

u
h

~ 0

1
u

h

~

N
u

h

~

k

u
~

ε
c

u
~

ε

Fig. 4.1 – Représentation des fonctions ũc
ε et ũε sur [0, T ].

On s’intéresse à la convergence des suites (uε)ε>0, (ũε)ε>0, (ũc
ε)ε>0 lorsque ε → 0.

4.2.1 Convergence du schéma VF-I

Rappelons que la transformée de Fourier v̂ d’une fonction v ∈ L1(R) est définie par

∀ τ ∈ R, v̂(τ) =

∫

R
e−2iπτt v(t) dt. (4.76)
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On a le résultat suivant.

Lemme 4.2 On considère le schéma VF-I. On suppose que les données vérifient l’hy-
pothèse (HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS) et que le maillage est
uniforme. Alors, pour tout 0 < γ < 1

4
, il existe une constante C > 0 telle que pour tout

ε > 0 ∫

R
|τ |2γ |̂̃uε(τ)|2 dτ ≤ C. (4.77)

Démonstration. Notons χI la fonction caractéristique d’un intervalle I ⊂ R. On définit
l’application gε : R → P0 de la manière suivante. Pour tout t ∈]−∞, 0[∪]T,∞[ on pose
gε(t) = 0, et pour tout t ∈ [0, T ], gε(t) ∈ P0 est solution de

∆̃hgε(t) = ∆̃hũε(t) + fε(t)−∇hpε(t)− ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ]. (4.78)

Des estimations du théorème 4.1 on déduit des estimations sur gε comme suit. Multiplions
(4.78) par −gε(t). Il vient

−(∆̃hgε(t),gε(t)) = −(∆̃hũε(t),gε(t))− (fε(t),gε(t))

+
(
∇hpε(t) +

ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ],gε(t)

)
.

D’après la proposition 3.9 on a

−(∆̃hgε(t),gε(t)) = ‖gε(t)‖2
h (4.79)

et
−(∆̃hũε(t),gε(t)) ≤ ‖ũε(t)‖h ‖gε(t)‖h. (4.80)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.1 on a

−(fε(t),gε(t)) ≤ |fε(t)| |gε(t)| ≤ C |fε(t)| ‖gε(t)‖h. (4.81)

D’après (2.6) on a

∇hpε(t) +
ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ] = ∇hpε(t) +∇h(pε(t)− pε(t− k)) χ[t1,T ].

Le maillage étant uniforme, on déduit de la proposition 3.7
(
∇hpε(t) +

ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ],gε(t)

)

= −
(
Π̃P nc

1
pε(t) +

(
Π̃P nc

1
pε(t)− Π̃P nc

1
pε(t− k)

)
χ[t1,T ], d̃ivh gε(t)

)
.

Soit, en utilisant la proposition 3.6
(
∇hpε(t) +

ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ],gε(t)

)

≤
∣∣∣Π̃P nc

1
pε(t) +

(
Π̃P nc

1
pε(t)− Π̃P nc

1
pε(t− k)

)
χ[t1,T ]

∣∣∣
∣∣∣d̃ivh gε(t)

∣∣∣
≤ C

(
|Π̃P nc

1
pε(t)|+ |Π̃P nc

1
pε(t)|χ[t1,T ] + |Π̃P nc

1
pε(t− k)|χ[t1,T ]

)
‖gε(t)‖h. (4.82)
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Combinons (4.79), (4.80), (4.81) et (4.82). En simplifiant par ‖gε(t)‖h et en intégrant de
t = 0 à T il vient

∫ T

0

‖gε(t)‖h dt ≤ C

∫ T

0

|Π̃P nc
1

pε(t)| dt +

∫ T

0

|fε(t)| dt +

∫ T

0

‖ũε(t)‖h dt. (4.83)

D’une part de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de (4.5) on déduit

∫ T

0

|Π̃P nc
1

pε(t)| dt ≤
( ∫ T

0

12 dt
)1/2( ∫ T

0

|Π̃P nc
1

pε(t)|2 dt
)1/2

≤
√

T
(
k

N∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2

)1/2

≤ C. (4.84)

D’autre part, l’opérateur ΠP0 étant stable en norme L2, on a

∫ T

0

|fε(t)| dt = k

N∑
n=1

|ΠP0f(tn)| ≤ k

N∑
n=1

|f(tn)| ≤ k

N∑
n=1

‖f‖L∞(0,T ;L2) ≤ C. (4.85)

Enfin d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.4) on a

∫ T

0

‖ũε(t)‖h dt ≤
√

T

∫ T

0

‖ũε(t)‖2
h dt ≤ C k

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.86)

En reportant les estimations (4.84), (4.85) et (4.86) dans (4.83) on obtient

∫ T

0

‖gε(t)‖h dt ≤ C.

En utilisant la définition (4.76) on en déduit

∀ τ ∈ R , ‖ĝε(τ)‖h ≤ C. (4.87)

De (4.87) on déduit maintenant l’estimation (4.4).
Puisque la fonction ũc

ε est de classe C1 par morceaux sur R, et discontinue aux points
t = 0 et t = T , l’équation (2.2) s’écrit

d

dt
ũc

ε = ∆̃hgε + ũ0
h δ0 − ũN

h δT , (4.88)

où δ0 et δT sont des distributions de Dirac localisées en 0 et T respectivement. Soit τ ∈ R.
En prenant la transformée de Fourier de (4.88) on obtient

−2iπτ ̂̃uε(τ) = ∆̃hĝε(τ) + ũ0
h − ũN

h e−2iπτT . (4.89)

Prenons le produit scalaire de (4.89) avec î̃uε(τ). En utilisant les propositions 1.1 et 3.9
il vient

2π|τ | |̂̃uε(τ)|2 ≤ C ‖ĝε(τ)‖h ‖̂̃uε(τ)‖h + (|ũ0
h|+ |ũN

h |) |̂̃uε(τ)|
≤ C

(‖ĝε(τ)‖h + |ũ0
h|+ |ũN

h |
) ‖̂̃uε(τ)‖h. (4.90)
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D’après (2.6) et (4.4) on a

|ũ0
h| ≤ C et |ũN

h | ≤ |uN
h |+ k |∇hp

N
h |+ k |∇hp

N−1
h | ≤ C. (4.91)

D’après la définition (4.4), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.76) on a

‖̂̃uε(τ)‖h ≤
∫ T

0

‖ũε(t)‖h dt ≤
√

T

∫ T

0

‖ũε(t)‖2
h dt ≤ k

√
T

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.92)

Reportons les estimations (4.87), (4.91) et (4.92) dans (4.90). On obtient qu’il existe une
constante C > 0 telle que

∀ τ ∈ R, |τ | |̂̃uε(τ)|2 ≤ C. (4.93)

Par ailleurs on vérifie que si 0 < γ < 1
4

on a pour tout τ ∈ R

|τ |2γ ≤ 2 (1 + |τ |)
1 + |τ |1−2 γ

. (4.94)

En multipliant (4.94) par |̂̃uε(τ)|2 et en intégrant sur R il vient

∫

R
|τ |2γ |̂̃uε(τ)|2 dτ ≤

∫

R

2 |̂̃uε(τ)|2
1 + |τ |1−2 γ

dτ +

∫

R

2 |τ ||̂̃uε(τ)|2
1 + |τ |1−2 γ

dτ = I1 + I2. (4.95)

D’une part on a

I1 =

∫

R

2 |̂̃uε(τ)|2
1 + |τ |1−2 γ

dτ ≤
(

sup
s∈[0,T ]

2

1 + |τ |1−2 γ

) ∫

R
|̂̃uε(τ)|2 dτ ≤ C

∫

R
|̂̃uε(τ)|2 dτ.

En utilisant l’égalité de Parseval pour la tranformée de Fourier, la proposition 1.1, puis
(4.4), on en déduit

I1 ≤ C

∫

R
|ũε(τ)|2 dτ ≤ C k

N∑
n=1

|ũn
h|2 ≤ C k

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.96)

D’après (4.93) on a

I2 =

∫

R

2 |τ ||̂̃uε(τ)|2
1 + |τ |1−2 γ

dτ ≤ C

∫

R

dτ

(1 + |τ |1−2 γ)2
≤ C. (4.97)

En reportant les majorations (4.96) et (4.97) dans (4.95) on obtient

∫

R
|τ 2 γ| |̂̃uε|2 dt ≤ C.

On a ainsi montré (4.77).

Du lemme précédent on déduit maintenant la convergence du schéma.
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Théorème 4.4 (Convergence du schéma VF-I).
On considère le schéma VF-I. On suppose que les données vérifient l’hypothèse (HD),
que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS) et que le maillage est uniforme. Alors
il existe

u ∈ C(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V) (4.98)

vérifiant
du

dt
∈ L2(0, T ;L2) (4.99)

telle que lorsque ε = max(h, k) → 0

uε → u dans L2(0, T ;L2). (4.100)

Pour tout ψ ∈ C∞0 ([0, T ]), u vérifie

∀v ∈ V,

∫ T

0

ψ(t)

(
d

dt
(u(t),v) + ((u(t),v))− (f(t),v)

)
dt = 0. (4.101)

Enfin
u(0) = u0. (4.102)

Démonstration. Dans ce qui suit, toute suite extraite d’une suite (vε)ε>0 sera encore
notée (vε)ε>0, et toutes les limites qui apparaissent correspondent à ε → 0. De (4.4) on
déduit qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖uε‖2
L2(0,T ;L2) = k

N∑
n=0

|un
h|2 ≤ C.

Par ailleurs on déduit de (4.4) et de la proposition 1.1

‖ũε‖2
L2(0,T ;L2) =

∫

R
|ũε(t)|2dt = k

N∑
n=1

|ũn
h|2 ≤ C k

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C.

Un calcul élémentaire montre qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖ũc
ε‖L2(0,T ;L2) ≤ C ‖ũε‖L2(0,T ;L2) ≤ C.

Ainsi les suites (uε)ε>0, (ũε)ε>0 et (ũc
ε)ε>0 sont bornées dans L2(0, T ;L2). On en déduit

qu’il existe u ∈ L2(0, T ;L2), ũ ∈ L2(0, T ;L2) et ũc ∈ L2(0, T ;L2) telles que, à une
extraction de sous-suite près, on a

uε ⇀ u

ũε ⇀ ũ faiblement dans L2(0, T ;L2) , (4.103)

ũc
ε ⇀ ũc.

Montrons que les limites u, ũ, ũc dans (4.103) cöıncident.
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D’après (4.103) on a
(u− ũ,uε − ũε) → |u− ũ|2. (4.104)

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Cauchy Schwarz

|(u− ũ,uε − ũε)| ≤ |u− ũ| |uε − ũε|. (4.105)

Cherchons la limite de |uε − ũε|. On a

|uε − ũε|2 = k

N−1∑
n=0

|un
h − ũn+1

h |2

= k

N−1∑
n=0

|(un
h − un+1

h ) + (un+1
h − ũn+1

h )|2

≤ 2 k

N−1∑
n=0

|un
h − un+1

h |2 + 2 k

N−1∑
n=0

|un+1
h − ũn+1

h |2. (4.106)

D’après (4.5) on a

k

N−1∑
n=0

|un
h − un+1

h |2 = k

N−1∑
n=0

|δun+1
h |2 ≤ C k2. (4.107)

De plus en utilisant (2.6) et (4.5) on a

k

N−1∑
n=0

|un+1
h − ũn+1

h |2 = k

N−1∑
n=0

|k∇h(p
n+1
h − pn

h)|2 = k3

N∑
n=0

|∇h(δp
n+1
h )|2 ≤ C k2. (4.108)

En reportant (4.107) et (4.108) dans (4.106) on obtient

|uε − ũε| → 0. (4.109)

En combinant (4.104), (4.105) et (4.109) il vient

(u− ũ,uε − ũε) → 0 = |u− ũ|2.

On en déduit
u = ũ. (4.110)

Montrons également que ũ = ũc. D’après la définition (4.74)–(4.75) de ũε et ũc
ε, on a

|ũε − ũc
ε|2 ≤ C k

N−1∑
n=0

|ũn+1 − ũn
h|2. (4.111)

On utilise la décomposition suivante :

ũn+1
h − ũn

h = (ũn+1
h − un+1

h + un+1
h )− (ũn

h + un
h − un

h)

= (ũn+1
h − un+1

h ) + (un+1
h − un

h)− (ũn
h − un

h). (4.112)
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On déduit de (4.107), (4.108), (4.112)

k

N−1∑
n=0

|ũn+1
h − ũn

h|2 ≤ 4 k

N−1∑
n=0

|ũn+1
h − un+1

h |2 + 2 k

N−1∑
n=0

|ũn+1
h − ũn

h|2 ≤ C k. (4.113)

En reportant (4.113) dans (4.111) on obtient

|ũε − ũc
ε| → 0. (4.114)

On en déduit que les limites des suits (ũε)ε>0 et (ũc
ε)ε>0 sont égales :

ũ = ũc. (4.115)

Combinons finalement (4.110) et (4.115). On obtient que les limites des suites (uε)ε>0,
(ũε)ε>0 et (ũc

ε)ε>0 dans (4.103) sont égales :

u = ũ = ũc ∈ L2(0, T ;L2).

Montrons maintenant que les convergences faibles (4.103) des suites (uε)ε>0, (ũε)ε>0 et
(ũc

ε)ε>0 vers u sont des convergences fortes. Considérons d’abord la suite (ũε)ε>0. Posons

ṽε = ũε − u.

En utilisant la transformée de Fourier, on va vérifier que ṽε → 0 dans L2(0, T ;L2). Soit
M > 0. On a

∫

R
|̂̃vε(τ)|2 dτ =

∫

|τ |≤M

|̂̃vε(τ)|2 dτ +

∫

|τ |≥M

|̂̃vε(τ)|2 dτ = IM
ε + JM

ε . (4.116)

Estimons JM
ε . Pour tout τ ∈ R on a

|̂̃vε(τ)|2 = |ũε(τ)− ũ(τ)|2 ≤ 2 |ũε(τ)|2 + 2 |ũ(τ)|2.
Intégrons sur {τ ∈ R ; |τ | ≥ M}. On obtient

JM
ε ≤ 2

∫

|τ |≥M

|̂̃uε(τ)|2 dτ + 2

∫

|τ |≥M

|̂̃u(τ)|2 dτ. (4.117)

On a ∫

|τ |≥M

|̂̃uε(τ)|2 dτ ≤ 1

M2γ

∫

|τ |≥M

|τ |2γ |̂̃uε(τ)|2 dτ ;

en utilisant (4.77) on en déduit
∫

|τ |≥M

|̂̃uε(τ)|2 dτ ≤ C

M2 γ
. (4.118)

En remplaçant (4.118) dans (4.117) il vient

JM
ε ≤ 2 C

M2 γ
+ 2

∫

|τ |≥M

|̂̃u(τ)|2 dτ. (4.119)
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Intéressons-nous maintenant à IM
ε . Soient τ ∈ R et φ ∈ L2. On déduit de la définition

(4.76)

(̂̃uε(τ),φ ) =

∫ T

0

(ũε(t), e
−2iπτt φ ) dt.

L’application t → e−2iπτt φ est un élément de L2(0, T ;L2). Or, d’après (4.103), on a
ũε ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;L2). On en déduit

(̂̃uε(τ),φ ) =

∫ T

0

(ũε(t), e
−2iπτt φ ) dt →

∫ T

0

(ũ(t), e−2iπτt φ ) dt = (̂̃u(τ),φ ).

Ainsi
̂̃uε(τ) ⇀ û(τ) faiblement dans L2. (4.120)

Montrons que cette convergence est forte. Soit wε,τ : R2 → R2 l’application définie par

wε,τ |Ω = ̂̃uε(τ), wε,τ |R2\Ω = 0.

Pour tout t ∈ R on a ũε(t) ∈ P0. De la définition (4.76) on déduit que ̂̃uε(τ) ∈ P0. D’après
le lemme 4 dans [9], il existe donc une constante C > 0 telle que pour tout η ∈ R2

|wε,τ (·+ η)−wε,τ |2 ≤ ‖wε,τ‖2
h |η| (|η|+ Ch). (4.121)

En utilisant la définition (4.76), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.4) on a

‖wε,τ‖2
h = ‖̂̃uε(τ)‖2

h ≤ C

∫ T

0

‖ũε(t)‖2
h dt ≤ C k

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h ≤ C. (4.122)

En utilisant le théorème 1 de [9], on déduit de (4.120), (4.121) et (4.122)

̂̃uε(τ) → û(τ) dans L2.

D’où
̂̃vε(τ) = ̂̃uε(τ)− û(τ) → 0 dans L2.

Il s’ensuit que pour tout M > 0 on a

IM
ε =

∫

|τ |≤M

|̂̃vε(τ)|2 dτ → 0.

Soit η > 0. D’après la limite précédente, il existe ε(η) > 0 tel que pour tout M > 0 et
tout ε > ε(η)

|IM
ε | <

η

2
.

D’après (4.119) il existe M(η) tel que pour tout M > M(η) et tout ε > 0

|JM
ε | <

η

2
.
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Reportons ces majorations dans (4.116). On obtient que pour tout η > 0, il existe ε(η) > 0
tel que pour tout ε > ε(η) ∫

R
|̂̃vε(τ)| dτ < η.

Ainsi ∫

R
|̂̃vε(τ)|2 dτ → 0. (4.123)

Or, d’après l’égalité de Parseval, on a

∫

R
|̂̃vε(τ)|2 dτ =

∫

R
|ṽε(τ)|2 dτ.

On déduit donc de (4.123)

ṽε = ũε − u → 0 dans L2(0, T ;L2).

D’autre part, d’après (4.109) et (4.114), on a

|ũε − uε| → 0 |ũε − ũc
ε| → 0.

On obtient donc

uε → u

ũε → u dans L2(0, T ;L2) , (4.124)

ũc
ε → u

avec u ∈ L2(0, T ;L2).

Vérifions maintenant que u ∈ L2(0, T ;V). Soit uε : R → L2(R2) l’application définie
ainsi. Pour tout t ∈ R on pose

uε(t)|Ω = ũε(t), uε(t)|R2\Ω = 0.

La suite (ũε)ε>0 converge dans L2(0, T ;L2) vers u. On en déduit que (uε)ε>0 converge
dans L2(0, T ;L2(R2)) vers l’application u ∈ L2(0, T ;L2(R2)) définie ainsi. Pour presque
tout t ∈ R on a

u(t)|Ω = u(t), u(t)|R2\Ω = 0. (4.125)

Pour tout t ∈ R on a ũε(t) ∈ P0. D’après le lemme 4 dans [9], il existe donc une constante
C > 0 telle que pour tout η ∈ R2 et tout t ∈ R on a

|uε(t)(·+ η)− uε(t)|2 ≤ ‖uε(t)‖2
h |η| (|η|+ C h).
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Soit φ ∈ C∞0 (0, T ; (C∞0 (R))2). En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz et (4.4) on obtient
pour tout η ∈ R2\{0}

∫ T

0

( 1

|η|(uε(t)(·+ η)− uε(t)),φ(t)
)

dt

≤
(∫ T

0

|uε(t)(·+ η)− uε(t)|2
|η|2 dt

)1/2 (∫ T

0

|φ(t)|2 dt

)1/2

≤
√

1 + C
h

|η|
(∫ T

0

‖uε(t)‖2
h dt

)1/2 (∫ T

0

|φ(t)|2 dt

)1/2

≤
√

1 + C
h

|η|

(
k

N∑
n=1

‖ũn
h‖2

h dt

)1/2

‖φ‖L2(0,T ;L2(R2))

≤ C

√
1 + C

h

|η| ‖φ‖L2(0,T ;L2(R2)).

Faisons tendre ε = max(h, k) vers 0. En utilisant la convergence faible (4.103), on obtient
que pour tout η ∈ R2\{0}

∫ T

0

( 1

|η|(u(t)(·+ η)− u(t)), φ(t)
)

dt ≤ C ‖φ‖L2(0,T ;L2(R2)).

Soit encore, par un changement de variable :

∫ T

0

( 1

|η|(φ(· − η, t)− φ(t)),u
)

dt ≤ C ‖φ‖L2(0,T ;L2(R2)). (4.126)

Si (e1, e2) désigne la base canonique de R2, prenons η = ηei (i ∈ {1, 2}) dans (4.126),
avec η > 0, et passons à la limite lorsque η → 0. On obtient que pour i ∈ {1, 2} et pour
tout φ ∈ C∞0 (0, T ; (C∞0 (R))2)

∫ T

0

(
− ∂φ

∂xi

,u(t)

)
dt ≤ C ‖φ‖L2(0,T ;L2(R2)). (4.127)

Ceci montre que pour i ∈ {1, 2} la dérivée de u par rapport à xi au sens des distributions
vérifie

∂u

∂xi

∈ (L2(0, T ;L2(R2)))′ = L2(0, T ;L2(R2)).

On a ainsi montré que u ∈ L2(0, T ;H1(R2)). En utilisant (4.125) on en déduit

u ∈ L2(0, T ;H1
0).

Pour montrer que u ∈ L2(0, T ;V) il reste à vérifier que

divu = 0 presque partout.
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Puisque u ∈ L2(0, T ;H1
0), on sait que divu ∈ L2(0, T ; L2). Soit q ∈ L2(0, T ; C∞0 ). En

intégrant par parties on a

−
∫ T

0

(q(t), divu(t)) dt =

∫ T

0

(∇q(t),u(t)) dt.

En écrivant u = (u− uε) + uε il vient

∫ T

0

(∇q(t),u(t)) dt =

∫ T

0

(∇q(t), (u− uε)(t)) dt +

∫ T

0

(∇q(t),uε(t)) dt

= Aε + Bε. (4.128)

En utilisant la convergence faible (4.103) on a

Aε → 0. (4.129)

Par ailleurs en écrivant ∇q =
(
∇q −∇h(Π̃P0q)

)
+∇h(Π̃P0q) il vient

Bε =

∫ T

0

((∇q −∇h(Π̃P0q)
)
(t),uε(t)

)
dt +

∫ T

0

(∇h(Π̃P0q))(t),uε(t)) dt

= B1
ε + B2

ε . (4.130)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.14 on a

|B1
ε | ≤ ‖∇q −∇h(Π̃P0q)‖L2(0,T ;L2) ‖uε‖L2(0,T ;L2)

≤ C h ‖q‖L2(0,T ;H2) ‖uε‖L2(0,T ;L2)

≤ C h. (4.131)

D’après les propositions 1.15 et 2.1 on a pour tout n ∈ {0, . . . , N−1} et tout t ∈ [tn, tn+1]

(
∇h

(
Π̃P0q(t)

)
,uε(t)

)
=

(
∇h

(
Π̃P0q(t)

)
,un

h

)
= −(Π̃P0q(t), divh un

h) = 0 ,

de sorte que ∫ T

0

(
∇h

(
Π̃P0q(t)

)
,uε(t)

)
dt = 0 = B2. (4.132)

Reportons les estimations (4.131) et (4.132) dans (4.130), puis (4.130) et (4.129) dans
(4.128). En passant à la limite pour ε = max(h, k) → 0 on obtient

∀ q ∈ L2(0, T ; C∞0 ),

∫ T

0

(q(t), divu(t)) dt = 0.

Puisque l’espace C∞0 est dense dans L2 on en déduit

∀ q ∈ L2(0, T ; L2),

∫ T

0

(q(t), divu(t)) dt = 0.
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Ainsi

divu = 0 presque partout .

Au total, on a vérifié que

u ∈ L2(0, T ;V). (4.133)

Montrons maintenant que u vérifie (4.101). D’après (2.2) on a pour tout t ∈ [0, T ]

dũc
ε

dt
= ∆̃hũε −∇hpε + fε. (4.134)

Soit ψ ∈ C∞([0, T ]) vérifiant ψ(T ) = 0, et w ∈ V ∩ (C∞0 )2. En multipliant (4.134) par

ψ(t)Π̃P0w et en intégrant sur [0, T ] il vient

∫ T

0

ψ(t)

(
dũc

ε

dt
, Π̃P0w

)
dt−

∫ T

0

ψ(t) (∆̃hũε(t), Π̃P0w) dt +

∫ T

0

ψ(t) (∇hpε(t), Π̃P0w) dt

=

∫ T

0

ψ(t) (fε(t), Π̃P0w) dt. (4.135)

On va passer à la limite dans (4.135) pour ε → 0. D’après les propositions 1.7 et 3.1 on a

|w − Π̃P0w| ≤ |w − ΠP0w|+ |ΠP0w − Π̃P0w| ≤ C h ‖w‖2 ,

de sorte que lorsque ε = max(h, k) → 0

Π̃P0w → w dans L2. (4.136)

En intégrant par parties, on a

∫ T

0

ψ(t)

(
dũc

ε

dt
, Π̃P0w

)
dt = [ψ(t) (ũc

ε(t), Π̃P0w)]T0 −
∫ T

0

ψ′(t) (ũc
ε(t), Π̃P0w) dt

= −ψ(0) (ũ0
h, Π̃P0w)−

∫ T

0

ψ′(t) (ũc
ε(t), Π̃P0w) dt. (4.137)

L’opérateur ΠP0 étant auto-adjoint (proposition 1.6), on déduit de (4.136)

(ũ0
h, Π̃P0w) = (ΠP0u0, Π̃P0w) = (u0, ΠP0(Π̃P0w)) = (u0, Π̃P0w) → (u0,w).

D’après (4.124) on a ũc
ε → u dans L2(0, T ;L2). On déduit donc de (4.136)

∫ T

0

ψ′(t) (ũc
ε(t), Π̃P0w) dt →

∫ T

0

ψ′(t) (u(t),w) dt.

On obtient ainsi en passant à la limite dans (4.137)

∫ T

0

ψ(t) (
dũc

ε

dt
, Π̃P0w) dt → −ψ(0) (u0,w)−

∫ T

0

ψ′(t) (u(t),v) dt. (4.138)



80 Chap. 4 — Stabilité et convergence des schémas

Par ailleurs, d’après la proposition 3.8, on a

∫ T

0

ψ(t) (∆̃hũε(t), Π̃P0w) dt =

∫ T

0

ψ(t) (ũε(t), ∆̃h(Π̃P0w)) dt.

On a la décomposition suivante

∆̃h(Π̃P0w) = (∆̃h(Π̃P0w)− ΠP0(∆w)) + ΠP0(∆w).

On en déduit ∫ T

0

ψ(t) (∆̃hũε(t), Π̃P0w) dt = Aε + Bε , (4.139)

avec

Aε =

∫ T

0

ψ(t) (ũε(t), ΠP0(∆w)) dt =

∫ T

0

ψ(t) (ũε(t), ∆w) dt

et

Bε =

∫ T

0

ψ(t) (ũε(t), ∆̃h(Π̃P0w)− ΠP0(∆w)) dt.

D’après (4.124), on a ũε → u dans L2(0, T ;L2). On en déduit

Aε →
∫ T

0

ψ(t) (u(t), ∆w) dt.

Puisque u ∈ L2(0, T ;V) et w ∈ (C∞0 )2 on a en intégrant par parties

∫ T

0

ψ(t) (u(t), ∆w) dt = −
∫ T

0

ψ(t) ((u(t),w)) dt.

Rappelons que la notation ((., .)) est définie par (1.1). Ainsi

Aε → −
∫ T

0

((u(t),w)) dt. (4.140)

D’autre part, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 1.14, on a

|Bε| ≤ C |∆̃h(Π̃P0w)− ΠP0(∆w)| ‖uε‖L2(0,T ;L2) ≤ C h ‖w‖2 ‖uε‖L2(0,T ;L2) ≤ C h.

Ainsi lorsque ε = max(h, k) → 0 on a

Bε → 0. (4.141)

En reportant (4.140) et (4.141) dans (4.139), on obtient

∫ T

0

(∆̃hũε(t), Π̃P0w) dt → −
∫ T

0

ψ(t) ((u(t),w)) dt. (4.142)

Par ailleurs on a pour tout t ∈ R

(∇hpε(t), Π̃P0w) = (∇hpε(t), ΠP0w) + (∇hpε(t), Π̃P0w − ΠP0w). (4.143)
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Le maillage est uniforme. On déduit donc de la proposition 3.7

(∇hpε(t), ΠP0w) = (∇hpε(t),w) = (∇̃h(Π̃P nc
1

pε(t)),w).

Puisque w ∈ V on a div w=0. En intégrant par parties on obtient donc

(∇hpε(t), ΠP0w) = −(Π̃P nc
1

pε(t), divw) = 0. (4.144)

D’autre part

(∇hpε(t), Π̃P0w − ΠP0w) = (∇̃h(Π̃P nc
1

pε(t)), Π̃P0w − ΠP0w).

En appliquant la proposition 3.1 on en déduit

(∇hpε(t), Π̃P0w − ΠP0w) ≤ |∇̃h(Π̃P nc
1

pε(t))| |Π̃P0w − ΠP0w| ≤ C h2 |∇̃h(Π̃P nc
1

pε(t))|.
Soit, en utilisant l’inégalité inverse sur P nc

1 (proposition 1.4)

(∇hpε(t), Π̃P0w − ΠP0w) ≤ C h |Π̃P nc
1

pε(t)|. (4.145)

Reportons (4.144) et (4.145) dans (4.143), multiplions par ψ(t), et intégrons sur t ∈ [0, T ].
On obtient

∫ T

0

ψ(t) (∇hpε(t), Π̃P0w) dt ≤ C h ‖ψ‖L∞(0,T )

∫ T

0

|Π̃P nc
1

pε(t)| dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.5) on en déduit

∫ T

0

ψ(t) (∇hpε(t), Π̃P0w) dt ≤ C h

(∫ T

0

|Π̃P nc
1

pε(t)|2 dt

)1/2

≤ C h

(
k

N∑
n=0

|Π̃P nc
1

pn
h|2

)1/2

≤ C h.

Ainsi lorsque ε = max(h, k) → 0 on a

∫ T

0

ψ(t) (∇hpε(t), Π̃P0w) dt → 0. (4.146)

Enfin, pour tout t ∈ [0, T ], on a

(fε(t), Π̃P0w) = (ΠP0f(t), Π̃P0w) = (f(t), Π̃P0w) ;

en utilisant (4.136) on en déduit

∫ T

0

ψ(t) (fε(t), Π̃P0w) dt =

∫ T

0

ψ(t) (f(t), Π̃P0w) dt →
∫ T

0

ψ(t) (f(t),w) dt. (4.147)

Reportons les limites obtenues (4.138), (4.142), (4.146) et (4.147) dans (4.135). On obtient
que pour tout w ∈ V ∩ C∞0

−ψ(0) (u0,w)−
∫ T

0

ψ′(t) (u(t),w) dt +

∫ T

0

ψ(t)
(
((u(t),w))− (f(t),w)

)
dt = 0.



82 Chap. 4 — Stabilité et convergence des schémas

L’espace V ∩ (C∞0 )2 est dense dans V. On en déduit que pour tout v ∈ V et tout
ψ ∈ C∞([0, T ]) vérifiant ψ(T ) = 0, on a

−ψ(0) (u0,v)−
∫ T

0

ψ′(t) (u(t),w) dt +

∫ T

0

ψ(t)
(
((u(t),v))− (f(t),v)

)
dt = 0.

Si φ ∈ C∞0 ([0, T ]), on a φ(0) = 0 et par définition de la dérivée au sens des distributions
∫ T

0

φ′(t) (u(t),v) dt = −
∫ T

0

φ(t)
d

dt
(u(t),v) dt.

On a donc pour tout φ ∈ C∞0 ([0, T ])
∫ T

0

φ(t)

(
d

dt
(u(t),v) + ((u(t),v))− (f(t),v)

)
dt = 0.

On a ainsi montré (4.101).

Vérifions maintenant la régularité (4.99) sur
du

dt
. En utilisant la proposition 1.1 et (4.5)

on a ∥∥∥∥
dũc

ε

dt

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;L2)

= k

N∑
n=1

|δũn
h|2

k2
≤ C k

N∑
n=1

‖δũn
h‖2

h

k2
≤ C.

Ainsi la suite

(
dũc

ε

dt

)

ε>0

est bornée dans L2(0, T ;L2). Il existe donc α ∈ L2(0, T ;L2) telle

que, à une extraction de sous-suite près, on a

dũc
ε

dt
⇀ α faiblement dans L2(0, T ;L2). (4.148)

On en déduit que pour tout φ ∈ C∞0 ([0, T ]) et tout v ∈ V
∫ T

0

φ(t)

(
dũc

ε

dt
,v

)
dt →

∫ T

0

φ(t)(α ,v) dt.

D’autre part, en utilisant une intégration par parties et la convergence (4.124), on a
∫ T

0

φ(t)

(
dũc

ε

dt
,v

)
dt = −

∫ T

0

φ′(t) (ũc
ε,v) dt → −

∫ T

0

φ′(t) (u,v) dt.

En comparant les limites on obtient
∫ T

0

φ(t) (α ,v) dt = −
∫ T

0

φ′(t) (u,v) dt.

Or, par définition de la dérivée au sens des distributions, on a
∫ T

0

φ(t)
d

dt
(u,v) dt = −

∫ T

0

φ′(t) (u,v) dt.

On obtient ainsi que pour tout v ∈ V et tout φ ∈ C∞0 (0, T )
∫ T

0

φ(t)
d

dt
(u,v) dt =

∫ T

0

φ(t) (α ,v) dt. (4.149)

Rappelons le résultat suivant ([12], p. 250).
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Proposition 4.1 Soit X un espace de Banach. Notons X′ son dual, et < ., . > le crochet
de dualité correspondant. Soient U ∈ L1(0, T ;X) et G ∈ L1(0, T ;X). Les assertions
suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe U0 ∈ X tel que, pour presque tout t ∈ [0, T ],

U(t) = U0 +

∫ t

0

G(s) ds. (4.150)

(ii) Pour tout φ ∈ C∞0 ([0, T ]) et tout ξ ∈ X′ , on a

∫ T

0

φ(t)
d

dt
< U(t), ξ > dt =

∫ T

0

φ(t) < G(t), ξ > dt. (4.151)

Posons
X = V′, U = u , G = α .

D’après (4.133) on a U ∈ L2(0, T ;V) ; en particulier U ∈ L1(0, T ;X). De plus

G = α ∈ L2(0, T ;L2) ⊂ L1(0, T ;X).

On peut donc appliquer la proposition 4.1. D’après (4.149), l’assertion (4.151) est vérifiée.
L’assertion équivalente (4.150) implique que

du

dt
= α ∈ L2(0, T ;L2). (4.152)

On a ainsi montré (4.99).

On déduit également de (4.150)
u ∈ C(0, T ;H).

De plus u ∈ L2(0, T ;V) d’après (4.133). On a ainsi montré la régularité (4.98) sur u.

Montrons enfin la condition initiale (4.102). En combinant (4.148) et (4.152), on obtient

dũc
ε

dt
⇀

du

dt
faiblement dans L2(0, T ;L2). (4.153)

Soit w ∈ V ∩ (C∞0 )2 et ψ ∈ C∞([0, T ]) vérifiant ψ(T ) = 0. En utilisant la convergence
forte (4.136) on déduit de (4.153)

∫ T

0

ψ(t)

(
dũc

ε

dt
, Π̃P0w

)
dt →

∫ T

0

ψ(t)

(
du

dt
,w

)
dt.

D’après (4.149) et (4.152) on a

∫ T

0

ψ(t)

(
du

dt
,w

)
dt =

∫ T

0

ψ(t)
d

dt
(u,w) dt ;

en utilisant une intégration par parties et la régularité (4.98) de u on en déduit

∫ T

0

ψ(t)
d

dt
(u,w) dt = −ψ(0) (u(0),w)−

∫ T

0

ψ′(t) (u(t),w) dt.
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On obtient ainsi
∫ T

0

ψ(t)

(
dũc

ε

dt
, Π̃P0w

)
dt → −ψ(0) (u(0),w)−

∫ T

0

ψ′(t) (u(t),w) dt. (4.154)

Comparons (4.138) et (4.154). On obtient que pour tout ψ ∈ C∞([0, T ]) vérifiant ψ(T ) = 0,
on a

ψ(0) (u(0)− u0,w) = 0.

On en déduit
u(0) = u0.

On a ainsi montré (4.102).

Enfin, d’après (4.103), il existe une suite extraite de (uε)ε>0 qui converge vers u. Or on
peut montrer ([12], p. 254) que l’application u vérifiant (4.98), (4.99), (4.101) et (4.102)
est unique. On en déduit la convergence de l’ensemble de la suite (uε)ε>0 vers u. On a
ainsi montré (4.100).

4.2.2 Convergence du schéma VF-CN

Lemme 4.3 On considère le schéma VF-CN. On suppose que les données vérifient l’hy-
pothèse (HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est
uniforme. Alors, pour tout 0 < γ < 1

4
, il existe une constante C > 0 telle que pour tout

ε > 0 ∫

R
|τ |2γ |̂̃uε(τ)|2 dτ ≤ C.

Démonstration. Elle est analogue à celle faite pour le schéma VF− I (lemme 4.2). La
fonction gε : R→ P0 est définie cette fois pour tout t ∈ [0, T ] par

∆̃hgε(t) =
1

2
∆̃h(ũε(t) + uε(t))−∇hpε(t)

+
1

2
(fε(t) + fε(t− k))− ũε(t− k)− uε(t)

k
χ[t1,T ].

Les calculs sont ensuite similaires à ceux effectués pour montrer (4.77).

Théorème 4.5 (Convergence du schéma VF-CN).
On considère le schéma VF-CN. On suppose que les données vérifient l’hypothèse (HD),
que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est uniforme. Alors
il existe

u ∈ C(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V)

vérifiant
du

dt
∈ L2(0, T ;L2)

telle que lorsque ε = max(h, k) → 0

uε → u dans L2(0, T ;L2).
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Pour tout ψ ∈ C∞0 ([0, T ]), u vérifie

∀v ∈ V,

∫ T

0

ψ(t)

(
d

dt
(u(t),v) + ((u(t),v))− (f(t),v)

)
dt = 0.

Enfin

u(0) = u0.

Démonstration. En utilisant le lemme 4.3, la démonstration est analogue à celle faite
pour le schéma VF-I (théorème 4.4). La majoration de ũε est modifiée comme suit. En
utilisant (4.30) on a

‖ũε‖L2(0,T ;L2) = k

N∑
n=0

|ũn
h|2

= k |u0
h|2 + k

N∑
n=1

|ũn
h|2

= k |u0
h|2 + k

N∑
n=1

|ũn
h + un−1

h − un−1
h |2

≤ k |u0
h|2 + 2 k

N∑
n=1

|ũn
h + un−1

h |2 + 2 k

N∑
n=1

|un−1
h |2

≤ k |u0
h|2 + C k

N∑
n=1

‖ũn
h + un−1

h ‖2
h + 2 k

N∑
n=1

|un−1
h |2

≤ C.

Pour le reste, les calculs sont analogues à ceux effectués pour le schéma VF-I.

4.2.3 Convergence du schéma VF-BDF

Lemme 4.4 On considère le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient
l’hypothèse (HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage
est uniforme. Alors, pour tout 0 < γ < 1

4
, il existe une constante C > 0 telle que pour

tout ε > 0 ∫

R
|τ |2γ |̂̃uε(τ)|2dτ ≤ C.

Démonstration. Elle est analogue à celle faite pour le schéma VF-I (lemme 4.2). L’ap-
plication gε : R→ P0 vérifie cette fois pour tout t ∈ [0, T ]

∆̃hgε(t) =

(
∆̃hũε(t)−∇hpε(t) + fε(t)− 2

ũε(t− k)− uε(t)

k

)
χ[t1,T ]

+
ũε(t− 2 k)− uε(t)

2 k
χ[t2,T ].
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L’égalité (4.88) devient

3

2

dũc
ε

dt
− 1

2

dũc
ε

dt
(t− k)

= ∆̃hgε +
3

2
(ũ0

h δ0 − ũN
h δT )− 1

2
(ũ1

h δt1 − ũN
h δT+k) +

3

2

ũ1
h − ũ0

h

k
χ[0,t1]

−1

2

ũN
h − ũN−1

h

k
χ[T,T+k].

D’où l’on déduit en prenant la transformée de Fourier, une égalité (4.89) modifiée : pour
tout τ ∈ R,

−2iπτ (
3

2
− 1

2
e−2iπτk) ̂̃uε(τ)

= ∆̃hĝε(τ) +
(3

2
(ũ0

h − ũN
h e−2iπT )− 1

2
(ũ1

h − ũN
h e−2iπT )

) e−2iπk − 1

k

+
(3

2

ũ1
h − ũ0

h

k
− 1

2

ũN
h − ũN−1

h

k
e−2iπT

) e−2iπk − 1

k
.

Les termes supplémentaires apparaissant dans le membre de droite sont majorés grâce à
(4.4) et (4.5). Par ailleurs d’après l’inégalité triangulaire

|3
2
− 1

2
e−2iπτk| ≥

∣∣∣∣
3

2
− 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1 ,

de sorte que

| − 2iπτ ̂̃uε| ≤ | − 2iπ τ (
3

2
− 1

2
e−2iπτk) ̂̃uε(τ)|.

Les autres calculs sont similaires à ceux effectués pour le schéma VF-I.

Théorème 4.6 (Convergence du schéma VF-BDF).
On considère le schéma VF-BDF. On suppose que les données vérifient l’hypothèse
(HD), que les valeurs initiales du schéma vérifient (HIS), et que le maillage est uni-
forme. Alors il existe

u ∈ C(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V)

vérifiant
du

dt
∈ L2(0, T ;L2)

telle que lorsque ε = max(h, k) → 0

uε → u dans L2(0, T ;L2).

Pour tout ψ ∈ C∞0 ([0, T ]), u vérifie

∀v ∈ V,

∫ T

0

ψ(t)

(
d

dt
(u(t),v) + ((u(t),v))− (f(t),v)

)
dt = 0.

Enfin
u(0) = u0.

Démonstration. Elle est similaire à celle faite pour le schéma VF-I.
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Chapitre 5

Estimations d’erreur

Ce chapitre est consacré à l’obtention d’estimations d’erreur pour les schémas VF-I
et VF-BDF. Nous définissons d’abord les erreurs (section 5.1). Nous établissons ensuite
dans la section 5.2.1 les équations vérifiées par ces erreurs pour le schéma VF-I. Nous
faisons de même dans la section 5.3.1 pour le schéma VF-BDF. Les équations d’erreur
font intervenir des erreurs de consistance. Les erreurs de consistance associées au schéma
VF-I (resp. VF-BDF) sont estimées dans la section 5.2.2 (resp. 5.3.2). On en déduit
les estimations d’erreur énoncées dans le théorème 5.1 de la section 5.2.3 pour le schéma
VF-I. Les estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF sont énoncées dans le théorème
5.2 de la section 5.3.3.

En utilisant les espaces introduits dans la section 1.2, le problème de Stokes (1)-(4)
peut être formulé ainsi. À partir des données

f ∈ L2(0, T ;L2), u0 ∈ H,

on cherche u ∈ L2(0, T ;V) ∩ L∞(0, T ;H) solution de

∀ v ∈ V,
d

dt
(u,v) + ((u,v)) = (f ,v) , (5.1)

(u(0),v) = (u0,v).

En deux dimensions, une méthode de Galerkin permet de montrer que ce problème admet
une solution unique ([12], p. 254). Du théorème de de Rham ([12], p. 14) on déduit
l’existence d’une unique pression p vérifiant

∫
Ω

p dx = 0 et ∇p ∈ L2(0, T ;H−1), telle que
l’équation (1) est vérifiée au sens des distributions. En supposant u0 et f plus réguliers,
on obtient une solution (u, p) plus régulière.

Dans tout le chapitre, u désigne la solution de (5.1) et p la pression qui s’en déduit.
On suppose que (u, p) vérifient

u ∈ C(0, T ;H2) et p ∈ C(0, T ; H2) ,

(HR) ut ∈ L2(0, T ;H2) et pt ∈ L2(0, T ; H2) ,

utt ∈ L2(0, T ;L2) et ∇ptt ∈ L2(0, T ;L2) ,

uttt ∈ L2(0, T ;L2).

On utilise aussi l’hypothèse suivante sur les valeurs initiales du schéma

(HIE) Il existe une constante C > 0 telle que |∇p(0)−∇hp
0
h| ≤ Ch.
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5.1 Définition des erreurs

On définit les erreurs obtenues en approchant la solution des équations de Stokes
(1)-(4) par les schémas VF-I et VF-BDF.

Soit m ∈ {0, . . . , N}. Les valeurs exactes u(tm) et p(tm) sont approchées par les valeurs
ũm

h , um
h et pm

h . On définit les erreurs

ẽm
h = u(tm)− ũm

h , (5.2a)

em
h = u(tm)− um

h , (5.2b)

qm
h = p(tm)− pm

h . (5.2c)

Sous l’hypothèse (HR), on a u(tm) ∈ H1 et p(tm) ∈ L2. On a choisi (section 2.3) d’ap-
procher ces espaces par les espaces discrets P0 et P0. D’autre part, l’étape de projection
(2.1) fait apparâıtre l’espace H(div). Cet espace est naturellement approché (section 1.2)
par l’espace discret RTc

0. On définit donc les erreurs d’interpolation

η̃m
h = u(tm)− Π̃P0u(tm) , (5.3a)

ξm
h = p(tm)− Π̃P0p(tm) , (5.3b)

ηm
h = u(tm)− ΠRTc

0
u(tm). (5.3c)

Notons que nous disposons (section 1.4) de deux opérateurs de projection associés à l’es-

pace P0, qui sont ΠP0 et Π̃P0 . On choisit d’utiliser Π̃P0 et Π̃P0 = (Π̃P0)
2 dans les définitions

(5.3a) et (5.3b) afin de pouvoir appliquer les résultats de consistance des opérateurs dis-
crets. D’autre part, l’utilisation de l’espace RTc

0 dans (5.3c) permet de garantir une pro-
priété d’orthogonalité sur les erreurs (propositions 5.1 et 5.18). Des définitions (5.2) et
(5.3) on déduit

ẽm
h = ε̃m

h + η̃m
h , (5.4a)

em
h = εm

h + ηm
h , (5.4b)

qm
h = πm

h + ξm
h , (5.4c)

avec

ε̃m
h = Π̃P0u(tm)− ũm

h , (5.5a)

εm
h = ΠRTc

0
u(tm)− um

h , (5.5b)

πm
h = Π̃P0p(tm)− pm

h . (5.5c)

Les termes (5.5a), (5.5b) et (5.5c) sont les analogues discrets des erreurs (5.2).

Remarque : Par rapport aux schémas VF-I et VF-BDF, l’analyse du schéma VF-CN
fait apparâıtre un terme supplémentaire dépendant de l’erreur d’interpolation (5.3c). Ce
terme ne peut être estimé avec une précision suffisante. C’est pourquoi l’analyse d’erreur
qui suit est limitée aux schémas VF-I et VF-BDF.
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5.2 Estimation des erreurs pour le schéma VF-I

Pour le schéma VF-I, on établit dans la section 5.2.1 les équations vérifiées par les
erreurs. Ces équations font apparâıtre des erreurs de consistance qui sont estimées dans
la section 5.2.2. On en déduit les estimations d’erreur de la section 5.2.3 (théorème 5.1).

5.2.1 Équations vérifiées par les erreurs pour le schéma VF-I

On cherche les équations vérifiées par les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h définis pour m ∈

{0, . . . , N} par (5.5a), (5.5b) et (5.5c).

Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. Sous l’hypothèse (HR), (u, p) vérifie à l’instant tn+1

ut(tn+1)−∆u(tn+1) +∇p(tn+1) = f(tn+1). (5.6)

Cette équation s’écrit

u(tn+1)− u(tn)

k
−∆u(tn+1) +∇p(tn)− f(tn+1) = Rn+1

(I) (5.7)

avec

Rn+1
(I) =

u(tn+1)− u(tn)

k
− ut(tn+1) +∇(p(tn)− p(tn+1)). (5.8)

Appliquons l’opérateur ΠP0 à (5.7). On obtient

ΠP0u(tn+1)− ΠP0u(tn)

k
− ΠP0∆u(tn+1) + ΠP0∇p(tn)− ΠP0f(tn+1) = ΠP0R

n+1
(I) . (5.9)

Rappelons l’équation (2.2) associée au schéma VF-I

ũn+1
h − un

h

k
− ∆̃hũ

n+1
h +∇hp

n
h − fn+1

h = 0. (5.10)

Prenons la différence entre (5.9) et (5.10). Il vient
(

ΠP0u(tn+1)− ũn+1
h

k

)
−

(
ΠP0u(tn)− un

h

k

)
−

(
ΠP0∆u(tn+1)− ∆̃hũ

n+1
h

)

+ (ΠP0∇p(tn)−∇hp
n
h)− (

ΠP0f(tn+1)− fn+1
h

)
= ΠP0R

n+1
(I) . (5.11)

L’équation (5.11) fait intervenir l’opérateur ΠP0 alors que les définitions (5.5a) et (5.5b)

utilisent respectivement les opérateurs Π̃P0 et ΠRTc
0
. On pose donc pour tout m ∈

{0, . . . , N}
Im
h = Π̃P0u(tm)− ΠP0u(tm) (5.12)

et
Dm

h = ΠP0u(tm)− ΠRTc
0
u(tm). (5.13)

Notons que ΠRTc
0
u(tm) ∈ P0 d’après la proposition 3.5 ; en particulier, Dm

h ∈ P0. Avec
ces notations, le premier terme dans (5.11) s’écrit

ΠP0u(tn+1)− ũn+1
h

k
=

ΠP0u(tn+1)− Π̃P0u(tn+1)

k
+

Π̃P0u(tn+1)− ũn+1
h

k

=
1

k
( ε̃n+1

h − In+1
h ) (5.14)
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et le second

ΠP0u(tn)− un
h

k
=

ΠP0u(tn)− ΠRTc
0
u(tn)

k
+

ΠRTc
0
u(tn)− un

h

k

=
1

k
(εn

h + Dn
h). (5.15)

Pour tout m ∈ {0, . . . , N}, on définit l’erreur de consistance associée au laplacien

Lm
h = ΠP0∆u(tm)− ∆̃h(Π̃P0u(tm)) (5.16)

et celle associée au gradient

Gm
h = −ΠP0∇p(tm) +∇h(Π̃P0p(tm)). (5.17)

Avec ces notations on a

ΠP0∆u(tn+1)− ∆̃hũ
n+1
h = ΠP0∆u(tn+1)− ∆̃h(Π̃P0u(tn+1))

+∆̃h(Π̃P0u(tn+1))− ∆̃hũ
n+1
h

= Ln+1
h + ∆̃h ε̃n+1

h (5.18)

et

ΠP0∇p(tn+1)−∇hp
n+1
h = ΠP0∇p(tn+1)−∇h(Π̃P0p(tn+1))

+∇h(Π̃P0p(tn+1))−∇hp
n+1
h

= −Gn+1
h +∇hπ

n+1
h . (5.19)

Pour tout m ∈ {1, . . . , N}, posons

Tn+1
h,(I) = ΠP0R

n+1
(I) . (5.20)

D’après (5.8), on a

Tm
h,(I) = ΠP0

(
u(tm)− u(tm−1)

k
− ut(tm) +∇(p(tm−1)− p(tm))

)
. (5.21)

Enfin d’après (2.1)
fn+1
h = ΠP0f(tn+1). (5.22)

En reportant (5.14), (5.15), (5.18), (5.19), (5.20) et (5.22) dans (5.11), il vient

ε̃n+1
h − εn

h

k
− ∆̃h ε̃n+1

h +∇hπ
n
h =

1

k
(In+1

h + Dn
h) + Ln+1

h + Gn
h + Tn+1

h,(I).

Cette équation fait apparâıtre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m ∈ {1, . . . , N}, l’erreur de consistance Cm
h,(I) ∈ P0 est définie

par

Cm
h,(I) =

1

k
(Im

h + Dm−1
h ) + Lm

h + Gm−1
h + Tm

h,(I). (5.23)

Les termes Im
h , Dm−1

h , Lm
h , Gm−1

h et Tm
h,(I) sont donnés respectivement par (5.12), (5.13),

(5.16), (5.17) et (5.21). Si m = 0 on pose C0
h,(I) = C1

h,(I).

On obtient ainsi le résultat suivant.
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Proposition 5.1 On suppose que le schéma utilisé est VF-I et que l’hypothèse (HR)
est vérifiée. On a pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

ε̃n+1
h − εn

h

k
− ∆̃h ε̃n+1

h +∇hπ
n
h = Cn+1

h,(I). (5.24)

Intéressons-nous maintenant à l’étape de projection (2.6). Soit n ∈ {0, . . . , N−1}. D’après
la définition (5.12) on a

Π̃P0u(tn+1) = ΠP0u(tn+1) + In+1
h , (5.25)

et d’après la définition (5.13)

ΠP0u(tn+1) = ΠRTc
0
u(tn+1) + Dn+1

h . (5.26)

En reportant (5.26) dans (5.25) on obtient

Π̃P0u(tn+1) = ΠRTc
0
u(tn+1) + In+1

h + Dn+1
h . (5.27)

Rappelons l’équation de l’étape de projection (2.6)

ũn+1
h = un+1

h + k∇h(p
n+1
h − pn

h). (5.28)

Soustrayons (5.28) de (5.27). En utilisant les définitions (5.5a) et (5.5b) il vient

ε̃n+1
h = εn+1

h − k∇h(p
n+1
h − pn

h) + Dn+1
h + In+1

h . (5.29)

D’après la définition (5.5c) on a

−k∇h(p
n+1
h − pn

h) = k∇h(π
n+1
h − πn

h)− k∇h

(
Π̃P0(p(tn+1)− p(tn))

)
. (5.30)

En reportant (5.30) dans (5.29) on obtient

ε̃n+1
h = εn+1

h + k∇h(π
n+1
h − πn

h) + In+1
h + Dn+1

h − k∇h

(
Π̃P0(p(tn+1)− p(tn))

)
.

Cette équation fait apparâıtre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m ∈ {1, . . . , N}, l’erreur de consistance Pm
h,(I) ∈ P0 est définie

par
Pm

h,(I) = Im
h + Dm

h − k∇h

(
Π̃P0(p(tm)− p(tm−1))

)
. (5.31)

Les termes Im
h et Dm

h sont donnés respectivement par (5.12) et (5.13).

On obtient ainsi :

Proposition 5.2 On suppose que le schéma utilisé est VF-I et que l’hypothèse (HR)
est vérifiée. On a pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

ε̃n+1
h = εn+1

h + k∇h(π
n+1
h − πn

h) + Pn+1
h,(I). (5.32)
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5.2.2 Estimation des erreurs de consistance pour le schéma VF-I

Les équations vérifiées par les erreurs (section 5.2.1) font apparâıtre des erreurs de
consistance que l’on estime ici.

Rappelons que les erreurs de consistance Cm
h,(I) et Pm

h,(I) sont définies pour tout m ∈
{0, . . . , N} par (5.23) et (5.31). Ces définitions utilisent les termes Im

h , Dm
h , Lm

h et Gm
h

donnés par (5.12), (5.13), (5.16) et (5.17). On estime donc d’abord ces termes.

Proposition 5.3 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {0, . . . , N} on a

|Im
h |+ |Dm

h |+ |Lm
h | ≤ C h ‖u‖L∞(0,T ;H2) (5.33)

et
|Gm

h | ≤ C h ‖p‖L∞(0,T ;H2). (5.34)

Démonstration. Soit m ∈ {0, . . . , N}. D’après la définition (5.12) et la proposition 3.1
on a

|Im
h | = |Π̃P0u(tm)− ΠP0u(tm)| ≤ C h ‖u(tm)‖2 ≤ C h ‖u‖L∞(0,T ;H2).

D’après la définition (5.13) on a

Dm
h = ΠP0u(tm)− ΠRTc

0
u(tm)

= (ΠP0u(tm)− u(tm)) + (u(tm)− ΠRTc
0
u(tm)) ;

en utilisant les propositions 1.7 et 1.9 on en déduit

|Dm
h | ≤ C h ‖u(tm)‖1 ≤ C h ‖u‖L∞(0,T ;H2).

En utilisant la définition (5.16) et la proposition 1.14 on a

|Lm
h | = |ΠP0∆u(tm)− ∆̃h(Π̃P0u(tm))| ≤ C h ‖u(tm)‖2 ≤ Ch ‖u‖L∞(0,T ;H2).

D’après la définition (5.17) on a

|Gm
h | = |ΠP0∇p(tm)−∇h(Π̃P0p(tm))| ;

en utilisant la proposition 1.13 on en déduit

|Gm
h | ≤ C h ‖p(tm)‖2 ≤ C h ‖p‖L∞(0,T ;H2).

Proposition 5.4 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N} on a

|δIm
h |+ |δDm

h |+ |δLm
h | ≤ C h

√
k

(∫ tm

tm−1

‖ut(s)‖2
2 ds

)1/2

(5.35)

et

|δGm
h | ≤ C h

√
k

(∫ tm

tm−1

‖pt(s)‖2
2 ds

)1/2

. (5.36)
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Démonstration. Soit m ∈ {1, . . . , N}. D’après la définition (5.12) et la proposition 3.1
on a

|δIm
h | = |Π̃P0δu(tm)− ΠP0δu(tm)| ≤ C h ‖δu(tm)‖2.

D’après la définition (5.13) on a

δDm
h = ΠP0δu(tm)− ΠRTc

0
δu(tm)

= (ΠP0δu(tm)− δu(tm)) + (δu(tm)− ΠRTc
0
δu(tm)).

En utilisant les propositions 1.7 et 1.9 on en déduit

|δDm
h | ≤ C h ‖δu(tm)‖1 ≤ C h ‖δu(tm)‖2 ≤ C h

√
k

(∫ tm

tm−1

‖ut(s)‖2
2 ds

)1/2

.

D’après la définition (5.16) et la proposition 1.14 on a

|δLm
h | ≤ |ΠP0∆u(tm)− ∆̃h(Π̃P0δu(tm))| ≤ C h ‖δu(tm)‖2.

Puisque

δu(tm) =

∫ tm

tm−1

ut(s) ds ,

on obtient en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|δIm
h |+ |δLm

h |+ |δGm
h | ≤ C h

√
k

(∫ tm

tm−1

‖ut(s)‖2
2 ds

)1/2

.

D’après la définition (5.17) et la proposition 1.13 on a

|δGm
h | = |ΠP0∇δp(tm)−∇h(Π̃P0δp(tm))|

avec

δp(tm) = p(tm)− p(tm−1) =

∫ tm

tm−1

pt(s) ds.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

|δGm
h | ≤ C h

√
k

(∫ tm

tm−1

‖pt(s)‖2
2 ds

)1/2

.

Des propositions 5.3 et 5.4 on déduit les estimations suivantes pour l’erreur de consistance
Cm

h,(I).

Proposition 5.5 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.37)
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Démonstration. Soit n ∈ {1, . . . , N}. D’après la définition (5.23) on a

|Cn
h,(I)|2 ≤ 5

(
1

k2
|In

h|2 +
1

k2
|Dn−1

h |2 + |Ln
h|2 + |Gn−1

h |2 + |Tn
h,(I)|2

)
. (5.38)

D’après (5.33) et (5.34) on a

1

k2
|In

h|2 +
1

k2
|Dn−1

h |2 + |Ln
h|2 + |Gn−1

h |2

≤ C h2 (‖p‖2
L∞(0,T ;H2) + ‖u‖2

L∞(0,T ;H2)) + C
h2

k2
‖u‖2

L∞(0,T ;H2). (5.39)

D’après la définition (5.21) on a

|Tn
h,(I)|2 ≤ 2

∣∣∣∣
u(tn)− u(tn−1)

k
− ut(tn)

∣∣∣∣
2

+ 2 |∇(p(tn)− p(tn−1))|2 .

En utilisant les développements de Taylor

∇(p(tn−1)− p(tn)) =

∫ tn−1

tn

∇pt(s) ds ,

u(tn−1)− u(tn) + k ut(tn) =

∫ tn−1

tn

(tn−1 − s)utt(s) ds ,

on en déduit

|Tn
h,(I)|2 ≤ C k

∫ tn

tn−1

(|utt(s)|2 + |∇pt(s)|2) ds. (5.40)

Reportons les estimations (5.39) et (5.40) dans (5.38). En sommant de m = 1 à N , il
vient

k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2 ≤ C k2 (‖utt‖2

L2(0,T ;L2) + ‖∇pt‖2
L2(0,T ;L2))

+ C h2 (‖p‖2
L∞(0,T ;H2) + ‖u‖2

L∞(0,T ;H2)) + C
h2

k2
‖u‖2

L∞(0,T ;H2).

Proposition 5.6 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=2

|δCn
(I)|2 ≤ C

(
k4 + k2h2 + h2

)
. (5.41)

Démonstration. Soit n ∈ {2, . . . , N}. En appliquant l’opérateur δ à la définition (5.23)
on obtient

δCn
h,(I) =

1

k
(δIn

h + δDn−1
h ) + δLn

h + δGn−1
h + δTn

h,(I).

On en déduit

|δCn
h,(I)|2 ≤ 5

(
1

k2
|δIn

h|2 +
1

k2
|δDn−1

h |2 + |δLn
h|2 + |δGn−1

h |2 + |δTn
h,(I)|2

)
. (5.42)
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D’après (5.35) et (5.36) on a

1

k2
|δIn

h|2 +
1

k2
|δDn−1

h |2 + |δLn
h|2 + |δGn−1

h |2

≤ C

(
h2k +

h2

k

) ∫ tn

tn−2

‖ut(s)‖2
2 ds + C h2 k

∫ tn−1

tn−2

‖pt(s)‖2
2 ds. (5.43)

D’après la définition (5.21) on a

δTn
h,(I) = ΠP0

(
u(tn)− 2u(tn−1) + u(tn−2)

k
− ut(tn) + ut(tn−1)

)

+ ΠP0∇(−p(tn−2) + 2 p(tn−1)− p(tn)). (5.44)

Des développements de Taylor

u(tn) = u(tn−1) + k ut(tn−1) +
k2

2
utt(tn−1) +

∫ tn

tn−1

(tn − s)2 uttt(s)ds ,

u(tn−2) = u(tn−1)− k ut(tn−1) +
k2

2
utt(tn−1) +

∫ tn−2

tn−1

(tn−2 − s)2 uttt(s)ds ,

ut(tn) = ut(tn−1) + k utt(tn−1) +

∫ tn

tn−1

(tn − s)uttt(s)ds ,

on déduit en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣∣∣∣
u(tn)− 2u(tn−1) + u(tn−2)

k
− ut(tn) + ut(tn−1)

∣∣∣∣
2

≤ C k3

(∫ tn−1

tn−2

|uttt(s)|2ds +

∫ tn

tn−1

|uttt(s)|2 ds

)
. (5.45)

Des développements de Taylor

∇p(tn) = ∇p(tn−1) + k∇pt(tn−1) +

∫ tn

tn−1

(tn − s)∇ptt(s) ds,

∇p(tn−2) = ∇p(tn−1)− k∇pt(tn−1) +

∫ tn−2

tn−1

(tn−2 − s)∇ptt(s) ds,

on déduit en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|∇(−p(tn−2) + 2 p(tn−1)− p(tn))|2

≤ C k3

(∫ tn

tn−1

|∇ptt(s)|2 ds +

∫ tn−1

tn−2

|∇ptt(s)|2 ds

)
. (5.46)

En reportant les estimations (5.45) et (5.46) dans (5.44) on obtient

|δTn
h,(I)|2 ≤ C k3

∫ tn

tn−2

(|uttt(s)|2 + |∇ptt(s)|2) ds. (5.47)
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Reportons les estimations (5.43) et (5.47) dans (5.42). Il vient

|δCn
h,(I)|2 ≤ C k3

∫ tn

tn−2

(|uttt(s)|2 + |∇ptt(s)|2) ds

+ C

(
h2k +

h2

k

) ∫ tn

tn−2

‖ut(s)‖2
2 ds + C h2 k

∫ tn−1

tn−2

‖pt(s)‖2
2 ds.

En sommant de n = 2 à N on obtient

k

N∑
n=2

|δCn
h,(I)|2 ≤ C k4 (‖uttt‖2

L2(0,T ;L2) + ‖∇ptt‖2
L2(0,T ;L2)) + C h2 ‖ut‖L2(0,T ;H2)

+ C h2 k2 (‖pt‖L2(0,T ;H2) + ‖ut‖L2(0,T ;H2)).

Des propositions 5.3 et 5.4 on déduit également les estimations suivantes pour l’erreur de
consistance Pm

h,(I).

Proposition 5.7 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|Pm
h,(I)|2 ≤ C (k4 + h2). (5.48)

Démonstration. Soit m ∈ {1, . . . , N}. D’après la définition (5.31) on a

|Pm
h,(I)|2 ≤ 3

(
|Dm

h |2 + |Im
h |2 + k2

∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tm)− p(tm−1))

)∣∣∣
2
)

. (5.49)

D’après (5.33) on a
|Im

h |2 + |Dm
h |2 ≤ C h2 ‖u‖2

L∞(0,T ;H2). (5.50)

D’après la proposition 1.11 on a
∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tm)− p(tm−1))

)∣∣∣
2

≤ C ‖p(tm)− p(tm−1)‖2
1 ≤ C ‖p(tm)− p(tm−1)‖2

2.

Puisque

p(tm)− p(tm−1) =

∫ tm

tm−1

pt(s) ds

on en déduit ∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tm)− p(tm−1))

)∣∣∣
2

≤ C k2 ‖pt‖2
L∞(0,T ;H2). (5.51)

En reportant les estimations (5.50) et (5.51) dans (5.49), on obtient

|Pm
h,(I)|2 ≤ C (k4 ‖pt‖2

L∞(0,T ;H2) + h2 ‖u‖2
L∞(0,T ;H2)).

Proposition 5.8 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=2

|δPn
h,(I)|2 ≤ C(k6 + k2 h2). (5.52)
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Démonstration. Soit n ∈ {2, . . . , N}. D’après la définition (5.31) on a

|δPn
h,(I)|2 ≤ 3 |δDn−1

h |2 + 3 |δIn−1
h |2

+ 3 k2
∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tn)− 2 p(tn−1) + p(tn−2))

)∣∣∣
2

. (5.53)

D’après (5.35)

|δIn
h|2 + |δDn−1

h |2 ≤ C h2 k

∫ tn

tn−2

‖ut(s)‖2
2 ds. (5.54)

D’après la proposition 1.11 on a

∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tn)− 2 p(tn−1) + p(tn−2))

)∣∣∣
2

≤ C |∇(p(tn)− 2 p(tn−1) + p(tn−2))|2.

En utilisant les développements de Taylor

p(tn) = p(tn−1) + k pt(tn−1) +

∫ tn

tn−1

(tn − s) ptt(s) ds ,

p(tn−2) = p(tn−1)− k pt(tn−1) +

∫ tn−2

tn−1

(tn−2 − s) ptt(s) ds ,

et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

∣∣∣∇h

(
Π̃P0(p(tn)− 2 p(tn−1) + p(tn−2))

)∣∣∣
2

≤ C k3

∫ tn

tn−2

|∇ptt(s)|2ds. (5.55)

Reportons les estimations (5.54) et (5.55) dans (5.53) et sommons de n = 2 à N . Il vient

k

N∑
n=2

|δPn
h,(I)|2 ≤ C h2 k2 ‖ut‖2

L2(0,T ;H2)+C k6 ‖∇ptt‖2
L2(0,T ;L2).

5.2.3 Estimations d’erreur pour le schéma VF-I

Des équations vérifiées par les erreurs (section 5.2.1) et des estimations des erreurs
de consistance (section 5.2.2) on déduit les estimations d’erreur pour le schéma VF-I
(théorème 5.1).

Rappelons que les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h sont définis pour tout m ∈ {0, . . . , N} par

(5.5a), (5.5b) et (5.5c). La propriété suivante est l’analogue pour les erreurs de la propriété
d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1).

Lemme 5.1 Pour tout m ∈ {0, . . . , N} et tout n ∈ {0, . . . , N} on a

(εm
h ,∇hπ

n
h) = 0. (5.56)

Pour tout m ∈ {1, . . . , N} on a

| ε̃m
h |2 − |εm

h |2 + | ε̃m
h − εm

h |2 = 2 (Pm
h,(I), ε

m
h ). (5.57)
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Démonstration. Soit m ∈ {0, . . . , N} et n ∈ {0, . . . , N}. D’après la proposition 2.1 on
a

(um
h ,∇hπ

n
h) = 0. (5.58)

D’après les propositions 3.4 et 3.5, on a

divh(ΠRTc
0
u(tm)) = 0 ;

en appliquant la proposition 1.15, on en déduit

(ΠRTc
0
u(tm),∇hπ

n
h) = −(πn

h , divh(ΠRTc
0
u(tm))) = 0. (5.59)

En utilisant la définition (5.5b), on déduit de (5.58) et (5.59)

(εm
h ,∇hπ

n
h) = (ΠRTc

0
u(tm)− um

h ,∇hπ
n
h)

= (ΠRTc
0
u(tm),∇hπ

n
h)− (um

h ,∇hπ
n
h)

= 0.

Soit maintenant m ∈ {1, . . . , N}. D’après la proposition 5.2 on a

ε̃m
h − εm

h = k∇h(π
m
h − πm−1

h ) + Pm
h,(I).

Prenons le produit scalaire de l’équation précédente avec 2εm
h . On obtient

2 ( ε̃m
h − εm

h , εm
h ) = 2 k (∇h(π

m
h − πm−1

h ), εm
h ) + 2 (Pm

h,(I), ε
m
h ). (5.60)

D’après (5.56) on a

(∇h(π
m
h − πm−1

h ), εm
h ) = 0. (5.61)

D’après l’identité algébrique 2(a− b, b) = a2 − b2 + (a− b)2 on a

2 ( ε̃m
h − εm

h , εm
h ) = | ε̃m

h |2 − |εm
h |2 + | ε̃m

h − εm
h |2. (5.62)

En reportant (5.61) et (5.62) dans (5.60), on obtient (5.57).

Rappelons d’autre part le résultat suivant.

Lemme 5.2 (Lemme de Gronwall discret, cf [5]).
Soient α, δ ∈ R∗+, N ∈ N∗. On considère des suites positives (an)n∈N∗, (bn)n∈N∗, (cn)n∈N∗
telles que

∀m ∈ {1, . . . , N}, am + δ

m∑
n=1

bn ≤ δ

m∑
n=1

an + δ

m∑
n=1

cn + α.

Supposons que δ < 1. Alors pour tout m ∈ {1, . . . , N} on a

am + δ

m∑
n=1

bn ≤
(
δ

N∑
n=1

cn + α
)

exp

(
δN

1− δ

)
.

En utilisant les lemmes 5.1 et 5.2, on va estimer maintenant les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h .
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Proposition 5.9 On considère le schéma VF-I avec k < 1
4
. On suppose que le maillage

vérifie (HM), que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient
(HIE). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|εm
h |2 + k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + k2 |∇hπ
m
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.63)

Démonstration. Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. En multipliant (5.24) par 2k ε̃n+1
h on obtient

(
ε̃n+1

h − εn
h

k
, 2 k ε̃n+1

h

)
− 2 k (∆̃h ε̃n+1

h , ε̃n+1
h ) + 2 k (∇hπ

n
h , ε̃n+1

h ) = 2 k (Cn+1
h,(I), ε̃n+1

h ).(5.64)

D’après l’identité algébrique 2 (a− b, b) = a2 − b2 + (a− b)2 on a

(
ε̃n+1

h − εn
h

k
, 2 k ε̃n+1

h ) = | ε̃n+1
h |2 − |εn

h|2 + | ε̃n+1
h − εn

h|2.

Or, d’après (5.57), on a

| ε̃n+1
h |2 = |εn+1

h |2 + | ε̃n+1
h − εn+1

h |2 + 2 (Pn+1
h,(I), ε

n+1
h ) ;

on en déduit

(
ε̃n+1

h − εn
h

k
, 2 k ε̃n+1

h ) = |εn+1
h |2−|εn

h|2+| ε̃n+1
h −εn

h|2+| ε̃n+1
h −εn+1

h |2+2 (Pn+1
h,(I), ε

n+1
h ). (5.65)

D’après la proposition 3.9

−2 k (∆̃h ε̃n+1
h , ε̃n+1

h ) = 2 k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h. (5.66)

D’après (5.56) on a

2 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) = 2 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h − εn+1
h ) + 2 k (∇hπ

n
h , εn+1

h )

= 2 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h − εn+1
h ).

Or, d’après (5.32), on a

ε̃n+1
h − εn+1

h = k∇h(π
n+1
h − πn

h) + Pn+1
h,(I) ;

on en déduit

2 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) = 2 k2 (∇hπ
n
h ,∇h(π

n+1
h − πn

h)) + 2 k (∇hπ
n
h ,Pn+1

h,(I)).

Soit, en utilisant une identité algébrique

2 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) = k2 (|∇hπ
n+1
h |2 − |∇hπ

n
h |2 − |∇h(π

n+1
h − πn

h)|2)
− 2 k (∇hπ

n
h ,Pn+1

h,(I)). (5.67)

D’après l’inégalité de Young

2 k (∇hπ
n
h ,Pn+1

h,(I)) ≤ k3 |∇hπ
n
h |2 +

1

k
|Pn+1

h,(I)|2. (5.68)



100 Chap. 5 — Estimations d’erreur

Par ailleurs, en multipliant (5.32) par 2k∇h(π
n+1
h − πn

h) il vient

2 k2 |∇h(π
n+1
h − πn

h)|2 = 2 k ( ε̃n+1
h − εn+1

h ,∇h(π
n+1
h − πn

h))− 2 k (∇h(π
n+1
h − πn

h),Pn+1
h,(I)).

Soit, en utilisant l’inégalité de Young,

2 k2 |∇h(π
n+1
h − πn

h)|2 ≤ k2 |∇h(π
n+1
h − πn

h)|2 + | ε̃n+1
h − εn+1

h |2

+ k3 |∇h(π
n+1
h − πn

h)|2 +
1

k
|Pn+1

h,(I)|2.

Puisque
k3 |∇h(π

n+1
h − πn

h)|2 ≤ 2 k3 (|∇hπ
n+1
h |2 + |∇hπ

n
h |2)

on en déduit

k2 |∇h(π
n+1
h − πn

h)|2 ≤ 2 k3 (|∇hπ
n+1
h |2 + |∇hπ

n
h |2) +

1

k
|Pn+1

h,(I)|2 + | ε̃n+1
h − εn+1

h |2. (5.69)

D’après la proposition 1.1 on a

2 k (Cn+1
h,(I), ε̃n+1

h ) ≤ 2 k |Cn+1
h,(I)| | ε̃n+1

h | ≤ C k |Cn+1
h,(I)| ‖ ε̃n+1

h ‖h ;

soit, en utilisant l’inégalité de Young

2 k (Cn+1
h,(I), ε̃n+1

h ) ≤ k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h + C k |Cn+1
h,(I)|2. (5.70)

En additionnant les inégalités (5.65) à (5.70) on déduit de (5.64)

|εn+1
h |2 − |εn

h|2 + k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h + k2 (|∇hπ
n+1
h |2 − |∇hπ

n
h |2)

≤ C k3 (|∇hπ
n
h |2 + |∇hπ

n+1
h |2) +

C

k
|Pn+1

h,(I)|2 + C k |Cn+1
h,(I)|2.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En sommant de n = 0 à m− 1 il vient

|εm
h |2 + k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + k2 |∇hπ
m
h |2 ≤ 3 k3

m∑
n=1

|∇hπ
n
h |2 + α , (5.71)

avec

α = |ε0
h|2 + k2 |∇hπ

0
h|2 +

C

k

N∑
n=1

|Pn
h|2 + C k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2. (5.72)

Posons

δ = 3 k

et pour tout m ∈ {1, . . . , N}

am = |εm
h |2 + k2 |∇hπ

m
h |2,

bm =
1

3
‖ ε̃m

h ‖2
h.
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L’inégalité (5.71) implique que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

am + δ

m∑
n=0

bm ≤ δ

m∑
n=0

an + α.

Si δ < 1, soit k < 1
3
, on déduit du lemme 5.2 que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|εm
h |2 + k2 |∇hπ

m
h |2 + k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2 ≤ α exp

(
3 k N

1− 3 k

)
. (5.73)

Si k < 1
4

on a

exp

(
3 k N

1− 3 k

)
≤ exp(12 T ) ≤ C. (5.74)

Estimons α. D’après la définition (5.5b) on a

|ε0
h|2 = |ΠRTc

0
u(0)− u0

h|2 = |ΠRTc
0
u(0)− ΠP0u(0)|2

≤ |ΠRTc
0
u(0)− u(0)|2 + |u(0)− ΠP0u(0)|2.

En appliquant les propositions 1.7 et 1.9, on obtient

|ε0
h|2 ≤ C h2 ‖u(0)‖2

1 ≤ C h2 ‖u‖2
L∞(0,T ;H2). (5.75)

D’après la définition (5.5c) on a

∇hπ
0
h = ∇h(Π̃P0p(0)− p0

h) = ∇h(Π̃P0p(0))− ΠP0∇p(0) + ΠP0∇p(0)−∇hp
0
h.

D’après la proposition 1.13 on a

|∇h(Π̃P0p(0))− ΠP0∇p(0)| ≤ C h ‖p(0)‖2 ≤ C h ‖p‖L∞(0,T ;H2).

En utilisant la stabilité de l’opérateur ΠP0 pour la norme L2 et l’hypothèse (HIE) on a

|ΠP0∇p(0)−∇hp
0
h| =

∣∣ΠP0

(∇p(0)−∇hp
0
h

)∣∣ ≤ |∇p(0)−∇hp
0
h| ≤ C h.

On obtient ainsi

|∇hπ
0
h| ≤ C h. (5.76)

D’après (5.37) et (5.48) on a

1

k

N∑
n=1

|Pn
h,(I)|2 + k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.77)

En reportant (5.75), (5.76) et (5.77) dans (5.72) il vient

α ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.78)

En reportant (5.74) et (5.78) dans (5.73), on obtient (5.63).
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Proposition 5.10 On considère le schéma VF-I avec k < 1
4
. On suppose que le maillage

vérifie (HM), que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient

(HIE). On suppose de plus que que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, k;L2), ∇pt ∈ C(0, k;L2).

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}
|δεm

h |2 + k2 |∇hδπ
m
h |2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2). (5.79)

Démonstration. En appliquant l’opérateur δ à (5.24) et (5.32) on obtient pour tout
n ∈ {1, . . . , N − 1}

δ ε̃n+1
h − δεn

h

k
− ∆̃h ε̃n+1

h +∇h(δπ
n
h) = δCn+1

h,(I) (5.80)

et pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}
δ ε̃n+1

h = δεn+1
h + k∇h(δπ

n+1
h − δπn

h) + δPn+1
h,(I).

On définit les valeurs ε−1
h et ∇hπ

−1
h par

ε−1
h = ε0

h + k C1
h,(I) + P1

h,(I) + k∇hπ
0
h − ∆̃h ε̃0

h. (5.81)

et
k∇hπ

−1
h = k∇hπ

0
h + P1

h,(I) + ε0
h− ε̃0

h. (5.82)

L’équation (5.80) est ainsi encore valable pour n = 0. En procédant ensuite comme pour
la preuve de (5.63) on obtient pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|δεm
h |2 + k2 |∇h(δπ

m
h )|2 ≤ |δε0

h|2 + k2 |∇h(δπ
0
h)|2 +

C

k

N∑
n=2

|δPn
h,(I)|2 + C k

N∑
n=2

|δCn
h,(I)|2.

(5.83)
Estimons le membre de droite dans (5.83). D’après (5.81) on a

|δε0
h|2 = |ε0

h− ε−1
h |2 ≤ 4 k2 |C1

h,(I)|2 + 4 |P1
h,(I)|2 + 4 k2 |∇hπ

0
h|2 + 4 |∆̃h ε̃0

h|2. (5.84)

Estimons le second membre de (5.84). Le terme ∆̃h ε̃0
h ne peut être estimé avec une

précision suffisante en général. C’est pourquoi on suppose que ũ0
h = Π̃P0u0. On a alors

ε̃0
h = 0. (5.85)

D’autre part on a d’après (5.48)

|P1
h,(I)|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2). (5.86)

Par ailleurs d’après (5.40)

|T1
h,(I)|2 ≤ C k2 (‖utt‖2

L∞(0,k;L2) + ‖∇pt‖2
L∞(0,k;L2)) ;

en utilisant (5.38) et (5.39) on en déduit

|C1
h,(I)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.87)
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Enfin d’après (5.76)
k2 |∇hπ

0
h|2 ≤ C k2 h2 ‖p‖L∞(0,T ;H2). (5.88)

En reportant (5.85), (5.86), (5.87) et (5.88) dans (5.84) on obtient

|δε0
h|2 ≤ C (k4 + k2h2 + h2). (5.89)

D’autre part, on déduit de (5.82) et (5.85)

k2 |∇h(δπ
0
h)|2 = k2 |∇h(π

0
h − π−1

h )|2 ≤ 2 |P1
h,(I)|2 + 2 |ε0

h|2 ;

soit, en utilisant (5.75) et (5.86)

k2 |∇h(δπ
0
h)|2 ≤ C (k4 + h2 + k2h2). (5.90)

Enfin, d’après (5.41) et (5.52), on a

1

k

N∑
n=2

|δPn
h,(I)|2 + k

N∑
n=2

|δCn
h,(I)|2 ≤ C (k4 + h2 + k2h2). (5.91)

En reportant (5.89), (5.90) et (5.91) dans (5.83), on obtient (5.79).

Remarque : Dans la proposition précédente, les hypothèses ũ0
h = Π̃P0u0, utt ∈ C(0, k;L2),

∇pt ∈ C(0, k;L2) peuvent être remplacées par des hypothèses sur les valeurs u1
h et p1

h. Dans
ce cas, un schéma d’ordre plus élevé que VF-I est nécessaire pour initialiser u1

h et p1
h.

Notre choix d’hypothèses permet de ne pas faire intervenir d’autre schéma que VF-I.

Des propositions 5.9 et 5.10 on déduit le résultat suivant.

Proposition 5.11 On considère le schéma VF-I avec k < 1
4
. On suppose que le maillage

est uniforme, que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient

(HIE). On suppose de plus que que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, k;L2), ∇pt ∈ C(0, k;L2).

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

πn
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.92)

Démonstration. Montrons maintenant (5.92). Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. D’après (5.32)
on a

∇hπ
n+1
h = ∇hπ

n
h +

ε̃n+1
h − εn+1

h

k
− 1

k
Pn+1

h,(I) ;

or, d’après (5.24)

∇hπ
n
h = − ε̃n+1

h − εn
h

k
+ ∆̃h ε̃n+1

h + Cn+1
h,(I).

On en déduit

∇hπ
n+1
h = −εn+1

h − εn
h

k
+ ∆̃h ε̃n+1

h + Cn+1
h,(I) −

1

k
Pn+1

h . (5.93)
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D’après la condition inf-sup (3.60), il existe vh ∈ P0\{0} vérifiant

|Π̃P nc
1

πn+1
h | ‖vh‖h ≤ −(πn+1

h , divh vh) = (∇hπ
n+1
h ,vh). (5.94)

Prenons le produit scalaire de (5.93) avec vh. Il vient

(∇hπ
n+1
h ,vh) = −(

εn+1
h − εn

h

k
,vh) + (∆̃h ε̃n+1

h ,vh) + (Cn+1
h,(I) −

1

k
Pn+1

h,(I),vh).

D’après la proposition 1.1 on a

−(
εn+1

h − εn
h

k
,vh) ≤ | ε̃n+1

h − εn
h|

k
|vh| ≤ C

| ε̃n+1
h − εn

h|
k

‖vh‖h

et

(Cn+1
h,(I) −

1

k
Pn+1

h ,vh) ≤
(
|Cn+1

h,(I)|+
1

k
|Pn+1

h |
)
|vh| ≤ C

(
|Cn+1

h,(I)|+
1

k
|Pn+1

h,(I)|
)
‖vh‖h.

D’après la proposition 3.9 on a

(∆̃h ε̃n+1
h ,vh) ≤ ‖ ε̃n+1

h ‖h ‖vh‖h.

On en déduit

(∇hπ
n+1
h ,vh) ≤ C

(
‖ ε̃n+1

h ‖h +
| ε̃n+1

h − εn
h|

k
+ |Cn+1

h,(I)|+
1

k
|Pn+1

h,(I)|
)
‖vh‖h. (5.95)

En comparant (5.94) et (5.95) on obtient pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

|Π̃P nc
1

πn+1
h | ≤ C

(
‖ ε̃n+1

h ‖h +
| ε̃n+1

h − εn
h|

k
+ |Cn+1

h,(I)|+
1

k
|Pn+1

h,(I)|
)

.

Soit m ∈ {1, . . . , N}. En élevant au carré et en sommant de n = 0 à m− 1 on obtient

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

πn
h |2 ≤ C k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + C k

m−1∑
n=0

|εn+1
h − εn

h|2
k2

+ C k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2 +

C

k

N∑
n=1

|Pn
h,(I)|2. (5.96)

En utilisant (5.63) et (5.77) on a

2 k

m∑
n=1

‖ ε̃n+1
h ‖2

h + 2 k

N∑
n=1

|Cn
h,(I)|2 +

2

k

N∑
n=1

|Pn
h,(I)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.97)

D’après (5.79) on a d’autre part

k

m−1∑
n=0

|εn+1
h − εn

h|2
k2

= k

m∑
n=1

|δεn
h|2

k2
≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.98)

En reportant (5.97) et (5.98) dans (5.96) on obtient (5.92).

Des estimations des termes ε̃m
h , εm

h et πm
h (propositions 5.9 et 5.11) on déduit les estima-

tions suivantes pour les erreurs ẽm
h , em

h et qm
h .
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Théorème 5.1 (Estimations d’erreur pour le schéma VF-I).
On considère le schéma VF-I avec k < 1

4
. On suppose que le maillage vérifie (HM), que

(u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient (HIE). Alors il existe
une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|em
h |2 + k

m∑
n=1

‖Π̃P0 ẽ
m
h ‖2

h ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.99)

On suppose de plus que le maillage est uniforme, que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, k;L2),

∇pt ∈ C(0, k;L2). On a alors

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

qn
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.100)

Démonstration. Soit m ∈ {0, . . . , N}. En appliquant la proposition 1.9, on déduit de
(5.3c) que

|ηm
h |2 ≤ C h2 ‖u‖2

L∞(0,T ;H1). (5.101)

Reportons (5.101) et l’estimation (5.63) dans (5.4b). On obtient

|em
h |2 ≤ 2 |εm

h |2 + 2 |ηm
h |2 ≤ C

(
h2 + k2 +

h2

k2

)
. (5.102)

D’autre part, d’après les définitions (5.2a) et (5.5a), on a

Π̃P0 ẽ
m
h = ε̃m

h ;

en utilisant (5.63) on en déduit

k

m∑
n=1

‖Π̃P0 ẽ
m
h ‖2

h = k

m∑
n=1

‖ ε̃m
h ‖2

h ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.103)

En combinant (5.102) et (5.103) on obtient (5.99). Montrons (5.100). En utilisant la

stabilité de l’opérateur Π̃P nc
1

pour la norme L2, l’équation (5.3b) et la proposition 1.7 on
a

|Π̃P nc
1

ξm
h | ≤ |ξm

h |2 ≤ C h2 ‖p‖2
L∞(0,T ;H1). (5.104)

D’après (5.4c) on a

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

qn
h |2 ≤ 2 k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

ξn
h |2 + 2 k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

πn
h |2 (5.105)

En reportant (5.92) et (5.104) dans (5.105), on obtient (5.100).

5.3 Estimation des erreurs pour le schéma VF-BDF

Pour le schéma VF-BDF, on établit dans la section 5.3.1 les équations vérifiées par
les erreurs. Ces équations font apparâıtre des erreurs de consistance qui sont estimées
dans la section 5.3.2. On en déduit les estimations d’erreur de la section 5.3.3 (théorème
5.2).
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5.3.1 Équations vérifiées par les erreurs pour le schéma VF-
BDF

On cherche les équations vérifiées par les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h définis pour m ∈

{0, . . . , N} par (5.5a), (5.5b) et (5.5c).

Soit n ∈ {1, . . . , N − 1}. L’équation (5.6) s’écrit

3u(tn+1)− 4u(tn) + u(tn−1)

2 k
−∆u(tn+1) +∇p(tn)− f(tn+1) = Rn+1

(BDF), (5.106)

avec

Rn+1
(BDF) =

3u(tn+1)− 4u(tn) + u(tn−1)

2 k
− ut(tn+1) +∇(p(tn)− p(tn+1)). (5.107)

En appliquant l’opérateur ΠP0 à (5.106) on obtient

3 ΠP0u(tn+1)− 4 ΠP0u(tn) + ΠP0u(tn−1)

2 k
− ΠP0∆u(tn+1)

+ ΠP0∇p(tn)− fn+1
h = ΠP0R

n+1
(BDF). (5.108)

Rappelons l’équation (2.4)

3 ũn+1
h − 4un

h + un−1
h

2 k
− ∆̃hũ

n+1
h +∇hp

n
h − fn+1

h = 0. (5.109)

Prenons la différence entre (5.108) et (5.109). On obtient

3 (ΠP0u(tn+1)− ũn+1
h )

2 k
− 2 (ΠP0u(tn)− un

h)

k
+

ΠP0u(tn−1)− un−1
h

2 k

−
(
ΠP0∆u(tn+1)− ∆̃hũ

n+1
h

)
+ (ΠP0∇p(tn)−∇hp

n
h) = ΠP0R

n+1
(BDF). (5.110)

D’après les définitions (5.5a) et (5.12) on a

ΠP0u(tn+1)− ũn+1
h = ε̃n+1

h − In+1
h . (5.111)

D’après les définitions (5.5b) et (5.13) on a

ΠP0u(tn)− un
h = εn

h −Dn
h ; (5.112)

de même
ΠP0u(tn−1)− un−1

h = εn−1
h −Dn−1

h . (5.113)

D’après (5.18) et (5.19) on a

ΠP0∆u(tn+1)− ∆̃hũ
n+1
h = Ln+1

h + ∆̃h ε̃n+1
h (5.114)

et
ΠP0∇p(tn)−∇hp

n
h = −Gn

h +∇hπ
n
h . (5.115)
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Le dernier terme dans (5.110) correspond à la discrétisation en temps. Pour tout m ∈
{1, . . . , N}, posons

Tn+1
h,(BDF) = ΠP0R

n+1
(BDF). (5.116)

On déduit de (5.107)

Tm
h,(BDF) = ΠP0

(
3u(tm)− 4u(tm−1) + u(tm−2)

2 k
− ut(tm)

)

+ ΠP0∇(p(tm−1)− p(tm)). (5.117)

Reportons (5.111)–(5.116) dans (5.110). On obtient

3 ε̃n+1
h − 4 εn

h + εn−1
h

2 k
− ∆̃h ε̃n+1

h +∇hπ
n
h

=
1

2 k
(3 In+1

h + 4Dn
h −Dn−1

h ) + Ln+1
h + Gn

h + Tn+1
h,(BDF).

Cette équation fait apparâıtre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m ∈ {2, . . . , N}, l’erreur de consistance Cm
h,(BDF) ∈ P0 est définie

par

Cm
h,(BDF) =

1

2 k
(3 Im

h + 4Dm−1
h −Dm−2

h ) + Lm
h + Gm−1

h + Tm
h,(BDF). (5.118)

Les termes Im
h , Dm−1

h et Dm−2
h , Lm

h , Gm−1
h et Tm

h,(BDF) sont donnés respectivement par

(5.12), (5.13), (5.16), (5.17) et (5.117). Si m = 1 on pose C1
h,(BDF) = C2

h,(BDF).

On a ainsi montré :

Proposition 5.12 On suppose que le schéma utilisé est VF-BDF et que l’hypothèse
(HR) est vérifiée. Pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1} on a

3 ε̃n+1
h − 4 εn

h + εn−1
h

2 k
− ∆̃h ε̃n+1

h +∇hπ
n
h = Cn+1

h,(BDF). (5.119)

Intéressons-nous maintenant à l’étape de projection. Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}. Rappelons
l’équation de la projection (2.6)

ũn+1
h = un+1

h +
2 k

3
∇h(p

n+1
h − pn

h). (5.120)

Prenons la différence entre les équations (5.27) et (5.120). En utilisant les définitions (5.5a)
et (5.5b) on obtient

ε̃n+1
h = εn+1

h − 2 k

3
∇h(p

n+1
h − pn

h) + Dn+1
h + In+1

h .

En utilisant (5.30) on en déduit

ε̃n+1
h = εn+1

h +
2 k

3
∇h(π

n+1
h − πn

h) + In+1
h + Dn+1

h − 2 k

3
∇h

(
Π̃P0(p(tn+1)− p(tn))

)
.
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Cette équation fait apparâıtre la quantité suivante.

Définition : Pour tout m ∈ {1, . . . , N}, l’erreur de consistance Pm
h,(BDF) ∈ P0 est définie

par

Pm
h,(BDF) = Im

h + Dm
h −

2 k

3
∇h

(
Π̃P0(p(tm)− p(tm−1))

)
. (5.121)

Les termes Im
h et Dm

h sont donnés respectivement par (5.12) et (5.13).

On a ainsi montré :

Proposition 5.13 On suppose que le schéma utilisé est VF-BDF et que l’hypothèse
(HR) vérifiée. On a pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}

ε̃n+1
h = εn+1

h +
2 k

3
∇h(π

n+1
h − πn

h) + Pn+1
h,(BDF). (5.122)

5.3.2 Estimation des erreurs de consistance pour le schéma VF-
BDF

Les équations vérifiées par les erreurs (section 5.3.1) font apparâıtre des erreurs de
consistance, que l’on estime ici.

Rappelons que les erreurs de consistance Cm
h,(BDF) et Pm

h,(BDF) sont définies pour tout

m ∈ {0, . . . , N} par (5.118) et (5.121).

Proposition 5.14 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.123)

Démonstration. Soit n ∈ {2, . . . , N}. D’après la définition (5.118) on a

|Cn
h,(BDF)|2 ≤ 27

2 k2
|In

h|2 +
24

k2
|Dn−1

h |2 +
3

2
|Dn−2

h |2 + 6 |Ln
h|2 + 6 |Gn−1

h |2

+ 6 |Tn
h,(BDF)|2. (5.124)

D’après (5.33) et (5.34) on a

27

2 k2
|In

h|2 +
24

k2
|Dn−1

h |2 +
3

2
|Dn−2

h |2 + 6 |Ln
h|2 + 6 |Gn−1

h |2

≤ C h2 (‖u‖2
L∞(0,T ;H2) + ‖p‖2

L∞(0,T ;H2)) + C
h2

k2
‖u‖2

L∞(0,T ;H2). (5.125)

D’après la définition (5.117) on a

|Tn
h,(BDF)|2 ≤ 2

∣∣∣∣
3u(tn)− 4u(tn−1) + u(tn−2)

2 k
− ut(tn)

∣∣∣∣
2

+ 2 |∇(p(tn)− p(tn−1))|2 .
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En utilisant les développements de Taylor

u(tn) = u(tn−1) +

∫ tn

tn−1

ut(s) ds , u(tn−1) = u(tn−2) +

∫ tn−1

tn−2

ut(s) ds ,

ut(s) = ut(tn) +

∫ s

tn

utt(x) dx , p(tn) = p(tn−1) +

∫ tn−1

tn

pt(s) ds ,

ainsi que l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

|Tn
h,(BDF)|2 ≤ C k

∫ tn

tn−2

(|utt(s)|2 + |∇pt|2) ds. (5.126)

Reportons (5.125) et (5.126) dans (5.124). En sommant de n = 2 à N , on obtient

k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2 ≤ C k2 (‖utt‖2

L2(0,T ;L2) + ‖∇pt‖2
L2(0,T ;L2)) + C

h2

k2
‖u‖2

L∞(0,T ;H2)

+ C h2 (‖u‖2
L∞(0,T ;H2) + ‖p‖2

L∞(0,T ;H2)).

Proposition 5.15 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=2

|δCn
h,(BDF)|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2). (5.127)

Démonstration. Soit n ∈ {3, . . . , N}. En appliquant l’opérateur δ à la définition (5.23)
on obtient

δCn
h,(BDF) =

1

2 k
(3 δIn

h + 4 δDn−1
h − δDn−2

h ) + δLn
h + δGn−1

h + δTn
h,(BDF).

On en déduit

|δCn
h,(BDF)|2 ≤ 27

2 k2
|δIn

h|2 +
24

k2
|δDn−1

h |2 +
3

2
|δDn−2

h |2 + 6 |δLn
h|2 + 6 |δGn−1

h |2

+ 6 |δTn
h,(BDF)|2. (5.128)

D’après (5.35) et (5.36)

27

2 k2
|δIn

h|2 +
24

k2
|δDn−1

h |2 +
3

2
|δDn−2

h |2 + 6 |δLn
h|2 + 6 |δGn−1

h |2

≤ C

(
h2k +

h2

k

) ∫ tm

tm−2

‖ut(s)‖2
2 ds + C h2 k

∫ tm−1

tm−2

‖pt(s)‖2
2 ds. (5.129)

D’après la définition (5.117) on a

|δTn
h,(BDF)|2 ≤ 2

∣∣∣∣
3u(tn)− 7u(tn−1) + 5u(tn−2)

2k
− ut(tn) + ut(tn−1)

∣∣∣∣
2

+ 2 |∇(p(tn)− 2p(tn−1) + p(tn−2))|2 .
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En utilisant des développements de Taylor on en déduit

|δTn
h,(BDF)|2 ≤ C k3

∫ tn

tn−3

(|uttt(s)|2 + |∇ptt(s)|2) ds. (5.130)

Reportons (5.130) et (5.129) dans (5.128). En sommant de n = 3 à N il vient

k

N∑
n=3

|δCm
h,(BDF)|2 ≤ C k4 (‖uttt‖L2(0,T ;L2) + ‖∇ptt‖L2(0,T ;L2))

+ C h2 k2 (‖ut‖2
L2(0,T ;H2) + ‖pt‖2

L2(0,T ;H2)) + C h2 ‖ut‖2
L2(0,T ;H2).

De plus δC2
h,(BDF) = C2

h,(BDF) −C1
h,(BDF) = 0. On obtient ainsi (5.127).

Les preuves des propositions suivantes sont très proches de celles des propositions 5.7 et
5.8 correspondant au schéma VF-I.

Proposition 5.16 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|Pm
h,(BDF)|2 ≤ C (k4 + h2). (5.131)

Proposition 5.17 On suppose que le maillage vérifie (HM) et que (u, p) vérifient (HR).
Il existe une constante C > 0 telle que

k

N∑
n=2

|δPn
h,(BDF)|2 ≤ C (k6 + k2 h2). (5.132)

5.3.3 Estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF

Des équations vérifiées par les erreurs (section 5.3.1) et des estimations des erreurs de
consistance (section 5.3.2) on déduit les estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF
(théorème 5.2).

Rappelons que les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h sont définis pour tout m ∈ {0, . . . , N} par

(5.5a), (5.5b) et (5.5c). La propriété suivante est l’analogue pour les erreurs de la propriété
d’orthogonalité de la projection (proposition 2.1).

Proposition 5.18 Pour tout m ∈ {0, . . . , N} et tout n ∈ {0, . . . , N} on a

(εm
h ,∇hπ

n
h) = 0. (5.133)

Pour tout m ∈ {1, . . . , N} on a

| ε̃m
h |2 − |εm

h |2 + | ε̃m
h − εm

h |2 = 2 (Pm
h,(BDF), ε

m
h ). (5.134)

Démonstration. Elle est très proche de celle faite pour la proposition 5.1 correspondant
au schéma VF-I.

On estime maintenant les termes ε̃m
h , εm

h et πm
h .
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Proposition 5.19 On considère le schéma VF-BDF avec k < 1
5
. On suppose que le

maillage vérifie (HM), que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma
vérifient (HIE). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|εm
h |2 + k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + k2 |∇hπ
m
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.135)

Démonstration. Soit n ∈ {1, . . . , N−1}. En multipliant (5.119) par 4k ε̃n+1
h on obtient

4 k

(
3 ε̃n+1

h − 4 εn
h + εn−1

h

2 k
, ε̃n+1

h

)
− 4 k (∆̃h ε̃n+1

h , ε̃n+1
h ) + 4 k (∇hπ

n
h , ε̃n+1

h )

= 4 k (Cn+1
h,(BDF), ε̃n+1

h ). (5.136)

Nous allons estimer chaque terme dans (5.136). On a

4 k

(
3 ε̃n+1

h − 4εn
h + εn−1

h

2 k
, ε̃n+1

h

)
= 2 (3 ε̃n+1

h − 4 εn
h + εn−1

h , ε̃n+1
h )

= 2 (3 ( ε̃n+1
h − εn+1

h ) + 3 εn+1
h − 4 εn

h + εn−1
h , ε̃n+1

h )

= 6 ( ε̃n+1
h − εn+1

h , ε̃n+1
h ) + 2 (3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h , ε̃n+1
h )

= A + B. (5.137)

En utilisant une identité algébrique on a

A = 3 (| ε̃n+1
h |2 − |εn+1

h |2 + | ε̃n+1
h − εn+1

h |2) ;

or, d’après (5.134)

| ε̃n+1
h |2 − |εn+1

h |2 = | ε̃n+1
h − εn+1

h |2 + 2 (Pn+1
h,(BDF), ε

n+1
h ).

On en déduit
A = 6 | ε̃n+1

h − εn+1
h |2 + 6 (Pn+1

h,(BDF), ε
n+1
h ).

Soit, en utilisant l’inégalité de Young :

A ≤ 6 | ε̃n+1
h − εn+1

h |2 + k |εn+1
h |2 +

C

k
|Pn+1

h,(BDF)|2. (5.138)

D’autre part en utilisant la décomposition

ε̃n+1
h = εn+1

h + ( ε̃n+1
h − εn+1

h )

on a
B = B1 + B2 (5.139)

avec
B1 = 2 (3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h , ε̃n+1
h − εn+1

h )

et
B2 = 2 (3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h , εn+1
h ).
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En utilisant une identité algébrique on a

B2 = |εn+1
h |2 − |εn

h|2 + |2 εn+1
h − εn

h|2 − |2 εn
h − εn−1

h |2 + |εn+1
h − 2 εn

h + εn−1
h |2. (5.140)

D’après (5.122) on a

ε̃n+1
h − εn+1

h =
2 k

3
∇h(π

n+1
h − πn

h) + Pn+1
h,(BDF) ;

on en déduit
B1 = B11 + B12 (5.141)

avec

B11 =
4 k

3
(3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h ,∇h(π
n+1
h − πn

h))

et
B12 = 2 (3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h ,Pn+1
h,(BDF)).

D’après (5.133) on a
B11 = 0.

De plus
B12 = (−2 εn+1

h + 4 (2 εn+1
h − εn

h)− 2 (2 εn
h − εn−1

h ),Pn+1
h,(BDF)).

En utilisant l’inégalité de Young, on déduit donc de (5.141)

B1 ≤ k (|εn+1
h |2 + |2 εn+1

h − εn
h|2 + |2 εn

h − εn−1
h |2) +

C

k
|Pn+1

h,(BDF)|2. (5.142)

Ceci conclut l’estimation du terme (5.137).
D’après la proposition 3.9 on a

−4 k (∆̃h ε̃n+1
h , ε̃n+1

h ) = 4 k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h. (5.143)

Intéressons-nous maintenant au terme de pression. D’après (5.133) on a

4 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) = 4 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h − εn+1
h ) + 4 k (∇hπ

n
h , εn+1

h )

= 4 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h − εn+1
h ) ;

or, d’après (5.122) :

ε̃n+1
h − εn+1

h =
2 k

3
∇h(π

n+1
h − πn

h) + Pn+1
h,(BDF).

On en déduit

4 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) =
8 k2

3
(∇hπ

n
h ,∇h(π

n+1
h − πn

h)) + 4 k (∇hπ
n
h ,Pn+1

h,(BDF)).

Soit, en utilisant une identité algébrique :

4 k (∇hπ
n
h , ε̃n+1

h ) =
4 k2

3
(|∇hπ

n+1
h |2 − |∇hπ

n
h |2 − |∇h(π

n+1
h − πn

h)|2)
+ 4 k (∇hπ

n
h ,Pn+1

h,(BDF)). (5.144)
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On a

4 k (∇hπ
n
h ,Pn+1

h ) ≤ k3 |∇hπ
n
h |2 +

4

k
|Pn+1

h,(BDF)|2. (5.145)

D’autre part, en multipliant (5.122) par 4k∇h(π
n+1
h − πn

h), il vient

8 k2

3
|∇h(π

n+1
h − πn

h)|2 = 4 k ( ε̃n+1
h − εn+1

h ,∇h(π
n+1
h − πn

h))− 4 k (∇h(π
n+1
h − πn

h),Pn+1
h,(BDF)).

Soit, en utilisant l’inégalité de Young

8 k2

3
|∇h(π

n+1
h − πn

h)|2 ≤ 4k2

3
|∇h(π

n+1
h − πn

h)|2 + 3 | ε̃n+1
h − εn+1

h |2

+ 2 k3 (|∇hπ
n+1
h |2 + |∇hπ

n
h |2) +

4

k
|Pn+1

h,(BDF)|2.

On en déduit

4 k2

3
|∇h(π

n+1
h − πn

h)|2 ≤ 3 | ε̃n+1
h − εn+1

h |2 + 2 k3 (|∇hπ
n+1
h |2 + |∇hπ

n
h |2) +

4

k
|Pn+1

h,(BDF)|2
(5.146)

En combinant (5.144), (5.145), et (5.146) il vient

4 k2

3
(|∇hπ

n+1
h |2 − |∇hπ

n
h |2)− 4 k (∇hπ

n
h , εn+1

h ) ≤ 3 k3 (|∇hπ
n+1
h |2 + |∇hπ

n
h |2)

+
1

4k
|Pn+1

h |2 + 3 | ε̃n+1
h − εn+1

h |2.(5.147)

Enfin, d’après la proposition 1.1, on a

k (Cn+1
h,(BDF), ε̃n+1

h ) ≤ k |Cn+1
h,(BDF)| | ε̃n+1

h | ≤ C k |Cn+1
h,(BDF)| ‖ ε̃n+1

h ‖h.

Soit, en utilisant l’inégalité de Young

k (Cn+1
h,(BDF), ε̃n+1

h ) ≤ 3 k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h + C k |Cn+1
h,(BDF)|2. (5.148)

En additionnant (5.137)– (5.140), (5.142), (5.143), (5.147) et (5.148) on déduit de (5.136)

|εn+1
h |2 − |εn

h|2 + |2 εn+1
h − εn

h|2 − |2 εn
h − εn−1

h |2 + k ‖ ε̃n+1
h ‖2

h +
4 k2

3
(|∇hπ

n+1
h |2 − |∇hπ

n
h |2)

≤ 2 k | ε̃n+1
h |2 + k (|2 εn+1

h − εn
h|2 + |2 εn

h − εn−1
h |2) + 3 k3 (|∇hπ

n
h |2 + |∇hπ

n+1
h |2)

+
1

4 k
|Pn+1

h,(BDF)|2 + C k |Cn+1
h,(BDF)|2.

Soit m ∈ {2, . . . , N}. En sommant de n = 1 à m− 1 on obtient

|εm
h |2 + |2 εm

h − εm−1
h |2 + k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h +
4 k2

3
|∇hπ

m
h |2

≤ β + 2 k

m∑
n=1

(|εn
h|2 + |2 εn

h − εn−1
h |2) + 6 k3

m∑
n=1

|∇hπ
n
h |2
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avec

β = |ε1
h|2 + |2 ε1

h− ε0
h|2 +

4 k2

3
|∇hπ

1
h|2 +

C

k

N∑
n=2

|Pn
h,(BDF)|2 + C k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2.

Les valeurs u0
h, u

1
h et p1

h sont celles données par le schéma VF-I. On déduit donc de (5.63)

|ε1
h|2 + |2 ε1

h− ε0
h|2 +

4 k2

3
|∇hπ

1
h|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.

D’après (5.123) et (5.131) on a d’autre part

1

k

N∑
n=2

|Pn
h|2 + k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.

On obtient ainsi

β ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.

Si k < 1
5
, en appliquant le lemme 5.2, on en déduit (5.135) pour m ∈ {2, . . . , N}. Pour

m = 1, (5.135) découle de l’estimation (5.63) pour le schéma VF-I.

Proposition 5.20 On considère le schéma VF-BDF avec k < 1
5
. On suppose que le

maillage vérifie (HM), que (u, p) vérifient (HR), et que les valeurs initales du schéma

vérifient (HIE). On suppose de plus que que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, 2k;L2),

∇pt ∈ C(0, 2k;L2). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|δεm
h |2 ≤ C

(
k4 + h2 k2 + h2

)
. (5.149)

Démonstration. En appliquant l’opérateur δ à (5.119) et (5.122) on obtient pour tout
n ∈ {2, . . . , N − 1}

3 δ ε̃n+1
h − 4 δεn

h + δεn−1
h

2 k
− ∆̃hδ ε̃n+1

h +∇h(δπ
n
h) = δCn+1

h,(BDF) (5.150)

et pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1}

δ ε̃n+1
h = δεn+1

h +
2 k

3
∇h(δπ

n+1
h − δπn

h) + δPn+1
h,(BDF).

On définit ε−1
h par

ε−1
h = 2 ε0

h− ε1
h− k∇h(δπ

1
h)−P1

h,(I) − 2 k C1
h,(I) + 2 k C2

h,(BDF). (5.151)

D’autre part les valeur ũ1
h, u1

h, p1
h sont données par le schéma VF-I. On a donc d’après

(5.24) et (5.32)
ε̃1

h − ε0
h

k
− ∆̃h ε̃1

h +∇hπ
0
h = C1

h,(I) (5.152)
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et

ε̃1
h = ε1

h + k∇h(δπ
1
h) + P1

h,(I). (5.153)

En combinant (5.151), (5.152) et (5.153), on vérifie que (5.150) est encore valable pour
n = 1. En procédant ensuite comme pour la preuve de (5.135) on obtient que pour tout
m ∈ {2, . . . , N}

|δεm
h |2 ≤ C (|δε1

h|2 + |2 δε1
h− δε0

h|2 +
4 k2

3
|∇h(δπ

1
h)|2)

+
C

k

N∑
n=2

|δPn
h,(BDF)|2 + C k

N∑
n=2

|δCn
h,(BDF)|2. (5.154)

Estimons le second membre dans l’équation précédente. Les valeurs u0
h, u1

h et p1
h sont

données par le schéma VF-I. On déduit donc de (5.79)

|δε1
h|2 +

4 k2

3
|∇h(δπ

1
h)|2 ≤ C (k4 + h2 k2 + h2). (5.155)

D’après (5.151) on a d’autre part

|2 δε1
h− δε0

h|2 ≤ 5 |δε0
h|2 + 5 k2 |∇h(δπ

1
h)|2

+ 5 |P1
h,(I)|2 + 20 k2 |C1

h,(I)|2 + 20 k2 |C2
h,(BDF)|2. (5.156)

D’après (5.79) et (5.89) on a

5 |δε0
h|2 + 5 k2 |∇h(δπ

1
h)|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2)

et d’après (5.86), (5.87) on a

5 |P1
h,(I)|2 + 20 k2 |C1

h,(I)|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2) ;

enfin en utilisant (5.124), (5.125) et (5.126)

k2 |C2
h,(BDF)|2 ≤ C k4 (‖ut‖L∞(0,2k;L2) + ‖∇pt‖L∞(0,2k;L2)).

En reportant ces estimations dans (5.156) on obtient

|2 δε1
h− δε0

h|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2). (5.157)

D’après (5.127) et (5.132) on a par ailleurs

1

k

N∑
n=2

|δPn
h|2 + k

N∑
n=2

|δCn
h,(BDF)|2 ≤ C (k4 + k2 h2 + h2). (5.158)

En reportant (5.155), (5.157) et (5.158) dans (5.154) on obtient (5.149) pour m ∈ {2, . . . , N}.
Pour m = 1, (5.149) découle de l’estimation (5.79) pour le schéma VF-I.
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Proposition 5.21 On considère le schéma VF-BDF avec k < 1
5
. On suppose que le

maillage est uniforme, que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma

vérifient (HIE). On suppose de plus que que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, 2k;L2),

∇pt ∈ C(0, 2k;L2). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

πn
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.159)

Démonstration. Soit n ∈ {1, . . . , N − 1}. D’après (5.122) on a

∇hπ
n+1
h = ∇hπ

n
h +

3

2

ε̃n+1
h − εn+1

h

k
− 1

k
Pn+1

h .

Or, d’après (5.119)

∇hπ
n
h = −3 ε̃n+1

h − 4 εn
h + εn−1

h

2 k
+ ∆̃h ε̃n+1

h + Cn+1
h,(BDF).

On en déduit

∇hπ
n+1
h = −3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h

2 k
+ ∆̃h ε̃n+1

h + Cn+1
h,(BDF) −

1

k
Pn+1

h . (5.160)

D’après la condition inf-sup (3.60), il existe vh ∈ P0\{0} vérifiant

|Π̃P nc
1

πn+1
h | ‖vh‖h ≤ −(πn+1

h , divh vh) = (∇hπ
n+1
h ,vh). (5.161)

Multiplions (5.160) par vh. Il vient

(∇hπ
n+1
h ,vh) = −(

3 εn+1
h − 4 εn

h + εn−1
h

2 k
,vh) + (∆̃h ε̃n+1

h ,vh)

+ (Cn+1
h,(BDF) −

1

k
Pn+1

h ,vh).

D’après la proposition 1.1 on a

−(
3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h

2 k
,vh) ≤ |3 ε̃n+1

h − 4 εn
h + εn−1

h |
2 k

|vh|

≤ C
|3 ε̃n+1

h − 4 εn
h + εn−1

h |
2 k

‖vh‖h ,

et

(Cn+1
h,(BDF) −

1

k
Pn+1

h ,vh) ≤
(
|Cn+1

h,(BDF)|+
1

k
|Pn+1

h |
)
|vh|

≤ C

(
|Cn+1

h,(BDF)|+
1

k
|Pn+1

h |
)
‖vh‖h.

D’après la proposition 3.9 on a

(∆̃h ε̃n+1
h ,vh) ≤ ‖ ε̃n+1

h ‖h ‖vh‖h.
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On obtient donc

(∇hπ
n+1
h ,vh) ≤ C

(
‖ ε̃n+1

h ‖h +
|3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h |
2 k

)
‖vh‖h

+

(
|Cn+1

h,(BDF)|+
1

k
|Pn+1

h |
)
‖vh‖h. (5.162)

En comparant (5.161) et (5.162) on obtient pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1}

|Π̃P nc
1

πn+1
h | ≤ ‖ ε̃n+1

h ‖h +
|3 εn+1

h − 4 εn
h + εn−1

h |
2 k

+ |Cn+1
h,(BDF)|+

1

k
|Pn+1

h |.

Soit m ∈ {2, . . . , N}. En sommant de n = 1 à m− 1 on obtient

k

m∑
n=2

|Π̃P nc
1

πn
h |2 ≤ 2 k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + 2 k

m−1∑
n=1

|3 εn+1
h − 4 εn

h + εn−1
h |2

4 k2

+ 2 k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2 +

2

k

N∑
n=2

|Pn
h|2. (5.163)

En utilisant (5.123), (5.127) et (5.135) on a

2 k

m∑
n=1

‖ ε̃n
h‖2

h + 2 k

N∑
n=2

|Cn
h,(BDF)|2 +

2

k

N∑
n=2

|Pn
h|2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
. (5.164)

On déduit de (5.149)

k

m−1∑
n=1

|3 εn+1
h − 4 εn

h + εn−1
h |2

4 k2
= k

m−1∑
n=1

|3 δεn+1
h − δεn

h|2
4 k2

≤ C k

m∑
n=1

|δεm
h |2

k2

≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.(5.165)

En reportant (5.164) et (5.165) dans (5.163) on obtient (5.159).

Des estimations des termes ε̃m
h , εm

h et πm
h (propositions 5.19 et 5.21) on déduit les estima-

tions suivantes pour les erreurs ẽm
h , em

h et qm
h .

Théorème 5.2 (Estimations d’erreur pour le schéma VF-BDF).
On considère le schéma VF-BDF avec k < 1

5
. On suppose que le maillage vérifie (HM),

que (u, p) vérifient (HR) et que les valeurs initales du schéma vérifient (HIE). Alors il
existe une constante C > 0 telle que pour tout m ∈ {1, . . . , N}

|em
h |2 + k

m∑
n=1

‖Π̃P0 ẽ
m
h ‖2

h ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.

On suppose de plus que le maillage est uniforme, que ũ0
h = Π̃P0u0 et que utt ∈ C(0, 2k;L2),

∇pt ∈ C(0, 2k;L2). On a alors

k

m∑
n=1

|Π̃P nc
1

qn
h |2 ≤ C

(
k2 + h2 +

h2

k2

)
.
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Démonstration. Elle est très proche de celle faite pour le schéma VF-I (théorème
5.1). Il suffit de combiner les propositions 5.19 et 5.21 avec des estimations des erreurs
d’interpolation définies par (5.3a), (5.3b) et (5.3c).
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Chapitre 6

Résultats numériques

On considère le domaine Ω = [0, 1] × [0, 1]. Le maillage typique utilisé est représenté
sur la figure 6.1.

h

h

Fig. 6.1 – Maillage de Ω = [0, 1]× [0, 1] pour h = 1
4
.

On définit les fonctions u : Ω× [0, 1] → R2 et p : Ω× [0, 1] → R par

u(x, y, t) =

(
sin2(πx) sin(2πy)
− sin(2πx) sin2(πy)

)
sin t , p(x, y, t) = sin(πx) cos(πy) sin t. (6.1)

On vérifie facilement que le couple (u, p) satisfait les équations (1)–(4). Cette solution des
équations de Stokes est utilisée comme solution de référence pour les résultats numériques
de ce chapitre.
Rappelons les notations suivantes. Pour tout m ∈ {0, . . . , N}, (ũm

h ,um
h , pm

h ) est la solution
calculée à l’aide du schéma VF-I, VF-CN ou VF-BDF. Les erreurs correspondantes
sont pour la vitesse

ẽm
h = u(tm)− ũm

h ,

em
h = u(tm)− um

h ,

et pour la pression
qm
h = p(tm)− pm

h .
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On utilise de plus dans ce chapitre les notations suivantes. On pose

ẽh = (ẽm
h )m∈{0,...,N}, eh = (em

h )m∈{0,...,N}, qh = (qm
h )m∈{0,...,N}.

Soit q ∈ [1,∞]. Si f = (fn)n∈{0,...,N} ∈ (Lq)N+1 et f = (fn)n∈{0,...,N} ∈ (Lq)N+1, on pose

‖f‖`2(Lq) =

(
k

N∑
n=0

‖fn‖2
Lq

)1/2

, ‖f‖`∞(Lq) = max
n∈{0,...,N}

‖fn‖Lq ,

et

‖f‖`2(Lq) =

(
k

N∑
n=0

‖fn‖2
Lq

)1/2

, ‖f‖`∞(Lq) = max
n∈{0,...,N}

‖fn‖Lq .

Si vh ∈ P0 et vh ∈ P0, notons

‖vh‖H1
h

= ‖vh‖h , ‖vh‖H1
h

= ‖vh‖h. (6.2)

On pose alors pour tous fh = (fn
h )n∈{0,...,N} ∈ (P0)

N+1 et fh = (fn
h )n∈{0,...,N} ∈ (P0)

N+1

‖fh‖`2(H1
h) =

(
k

N∑
n=0

‖fn
h ‖2

H1
h

)1/2

, ‖fh‖`∞(H1
h) = max

n∈{0,...,N}
‖fn

h ‖H1
h
,

et

‖fh‖`2(H1
h) =

(
k

N∑
n=0

‖fn
h ‖2

H1
h

)1/2

, ‖fh‖`∞(H1
h) = max

n∈{0,...,N}
‖fn

h ‖H1
h
.

On présente ci-dessous les résultats de calculs numériques effectués à l’aide du logiciel
Scilab 3.0 (http ://www.scilab.org). Les graphiques ont été obtenus grâce au logiciel
Matlab 6.1. Le schéma d’éléments finis de la section 6.4 a été implémenté en utilisant
le logiciel Freefem++ (http ://www.freefem.org).

6.1 Vérification des propriétés des opérateurs

On se propose de vérifier numériquement la consistance des opérateurs discrets associés
au gradient, à la divergence et au laplacien, ainsi que la condition inf-sup (3.60).

Soit f : Ω → R la fonction définie par

f(x, y) = sin(πx) sin(πy).

Les erreurs de consistance associées à f et aux opérateurs ∇h, divh et ∆̃h sont notées
respectivement

eG
h (f) = ΠP0(∇f)−∇h(Π̃P0f), eD

h (f) = ΠP0(div f)− divh(Π̃P0f),

et
eL

h (f) = ΠP0(∆f)− ∆̃h(Π̃P0f).
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Fig. 6.2 – Vérification de la consistance des opérateurs ∇h (à gauche) et ∆̃h (à droite).

La figure 6.2 présente les variations de log |eG
h (f)| et log |eL

h (f)| en fonction de log h. On
en déduit que pour tout h ∈ [10−2, 10−1] on a

log |eG
h (f)| ≤ log(4) + log h, log |eL

h (f)| ≤ log(4) + log h,

de sorte que

|eG
h (f)| ≤ 4 h, |eL

h (f)| ≤ 4 h.

On retrouve ainsi les estimations des propositions 1.13 et 1.14. La figure 6.3 présente
d’autre part les variations de log |eD

h (f)| en fonction de log h. On en déduit que pour tout
h ∈ [10−2, 10−1] on a

|eD
h (f)| ≤ 2 h.

On a ainsi vérifié numériquement la consistance des opérateurs ∇h, divh et ∆̃h.
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h

(f)|

log(2)+log h
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0.1

1/h

κ
h

κ

Fig. 6.3 – Vérification de la consistance de divh (à gauche) et de la condition inf-sup.
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Intéressons-nous maintenant à la condition inf-sup (3.60). Posons

κh = inf
ph∈P 0

0 \{0}
sup

uh∈P0\{0}
− (qh, divh uh)

‖uh‖h|Π̃P nc
1

qh|
.

D’après le théorème 3.1, si le maillage est uniforme, il existe une constante κ > 0 telle
que pour tout h > 0

κh ≥ κ. (6.3)

On va vérifier numériquement que (6.3) est encore valable sur le maillage non uniforme
(mais structuré) utilisé ici.

Les applications qh 7→ ‖qh‖2
h et qh 7→ |Π̃P nc

1
qh|2 sont des formes quadratiques sur P0.

Notons respectivement Nh et Ph les matrices associées. Notons également Gh la matrice
associée à l’opérateur ∇h : P0 → P0. Soit Λh l’ensemble des valeurs propres non nulles
des matrices Gt

hN
−1
h Gh et GhP

−1
h Gt

h. Posons

αh = min
λh∈Λh

|λh|.

On vérifie ([3], p.75) que αh = κh. On a calculé et représenté sur la figure 6.3 les variations
de αh = κh en fonction de 1/h. On en déduit que (6.3) est bien vérifié numériquement.

6.2 Validation des estimations d’erreur

Pour le schéma VF-I avec h = 1/200 et k = 10−2, la figure 6.4 présente la première
composante de eN

h , ainsi que qN
h . On observe que l’erreur sur la pression présente un pic

important au voisinage des bords x = 0 et x = 1, alors que ce n’est pas le cas pour les
bords y = 0 et y = 1.

0
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0

0.5

1
−5

0

5
x 10

−4

X
Y

0

0.5

1

0
0.5

1

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

Y

X

Fig. 6.4 – Représentation de l’erreur : vitesse (à gauche) et pression.
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L’explication est la suivante. L’opérateur ∇h est construit en imposant au bord (sec-
tion 1.4) la condition de Neumann homogène. La pression pN

h calculée à l’aide de ∆h =
divh(∇h) (équation (2.5)) vérifie donc au sens discret la condition de Neumann homogène.
Or la pression p donnée par (6.1) vérifie la condition de Dirichlet homogène sur les bords
x = 0 et x = 1. La différence entre les conditions aux limites vérifées par p(1) et pN

h sur
les bords x = 0 et x = 1 fait apparaitre une couche limite numérique sur qN

h = p(1)− pN
h .

On vérifie sur la figure 6.4 que ce problème ne se pose pas pour la vitesse.
On cherche à présent à valider les estimations d’erreur (5.99) et (5.100) pour le

schéma VF-I. Considérons d’abord les erreurs sur la vitesse. Pour k = 10−4 et h ∈
[ 1
120

, 1
60

], on a représenté sur la figure 6.5 les variations de log(‖eh‖`∞(L∞)), log(‖eh‖`∞(L2)),
log(‖ẽh‖`∞(H1

h)) et log(‖ẽh‖`2(H1
h)) en fonction de log h.
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−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−log(h)

l∞(L∞)
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0
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2

−log(h)

l∞(H1
h
) 

l2(H1
h
) 

pente −1.5

Fig. 6.5 – Erreur sur la vitesse en fonction de h pour le schéma VF-I.

On en déduit

log(‖eh‖`∞(L∞)) ≤ log C + 1.3 log(h) , log(‖eh‖`∞(L2)) ≤ log C + 2.3 log(h) ,

et

log(‖ẽh‖`∞(H1
h)) + log(‖ẽh‖`2(H1

h)) ≤ log C + 1.5 log(h).

Ainsi pour k = 10−4 on a

‖eh‖`∞(L∞) ≤ C h1.3 , ‖eh‖`∞(L2)) ≤ C h2.3 , (6.4)

et

‖ẽh‖`∞(H1
h) + ‖ẽh‖`2(H1

h) ≤ C h1.5. (6.5)

De même, pour h = 1
200

et k ∈ [0.05, 0.5], on a représenté sur la figure 6.6 les variations de
log(‖eh‖`∞(L∞)), log(‖eh‖`∞(L2)), log(‖ẽh‖`∞(H1

h)) et log(‖ẽh‖`2(H1
h)) en fonction de log k.

On en déduit que pour h = 1
200

on a

‖eh‖`∞(L∞) ≤ C k , ‖eh‖`∞(L2)) + ‖ẽh‖`∞(H1
h) + ‖ẽh‖`2(H1

h) ≤ C k1.5. (6.6)
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Fig. 6.6 – Erreur sur la vitesse en fonction de k pour le schéma VF-I.

Intéressons-nous maintenant aux erreurs sur la pression. Pour k = 10−4 et h ∈ [ 1
120

, 1
60

], la
figure 6.7 représente log(‖qh‖`∞(L∞)) et log(‖qh‖`∞(L2)) en fonction de log h. On en déduit
que pour k = 10−4 on a

‖qm
h ‖`∞(L∞) ≤ C h1.3, ‖qm

h ‖`∞(L2) ≤ C h2.3. (6.7)

Pour h = 1
200

et k ∈ [10−2, 10−1], la figure 6.7 représente de même log(‖qh‖`∞(L∞)) et
log(‖qh‖`∞(L2)) en fonction de log k. On en déduit que pour h = 1

200
on a

‖qm
h ‖`∞(L∞) ≤ C k, ‖qm

h ‖`∞(L2) ≤ C k1.5. (6.8)

4 4.2 4.4 4.6 4.8
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Fig. 6.7 – Erreur sur la pression en fonction de h et k pour le schéma VF-I.

Comparons les estimations (6.4), (6.5), (6.6), (6.7) et (6.8) correspondant aux résultats
numériques obtenus pour le schéma VF-I avec les résultats théoriques (5.99) et (5.100).
On observe que pour la solution des équations de Stokes et le maillage considérés ici, les
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ordres de convergence en temps et en espace (puissances de h et k) obtenus sont bien
meilleurs que les résultats théoriques.

On a également implémenté les schémas VF-CN et VF-BDF. Suivant les normes
utilisées, on obtient les ordres de convergence en temps du tableau 6.1, et les ordres de
convergence en espace du tableau 6.2. On observe que les schémas VF-CN et VF-BDF
se comportent de façon similaire, pour la solution des équations de Stokes et le maillage
considérés ici.

Norme Schéma utilisé

vitesse VF-I VF-CN VF-BDF
`∞(L2) 1.5 2 2
`∞(L∞) 1 2 2
`2(H1

h) 1.5 2 2
`∞(H1

h) 1.5 2 2

Norme Schéma utilisé

pression VF-I VF-CN VF-BDF
`∞(L2) 1.5 1.5 1.5
`∞(L∞) 1 1 1

Tab. 6.1 – Ordres de convergence en temps : vitesse (à gauche) et pression.

Norme Schéma utilisé

vitesse VF-I VF-CN VF-BDF
`∞(L2) 2.3 2.3 2.3
`∞(L∞) 1.3 1.3 1.3
`2(H1

h) 1.5 1.5 1.5
`∞(H1

h) 1.5 1.5 1.5

Norme Schéma utilisé

pression VF-I VF-CN VF-BDF
`∞(L2) 2.3 2.3 2.3
`∞(L∞) 1.1 1.1 1.1

Tab. 6.2 – Ordres de convergence en espace : vitesse (à gauche) et pression.

6.3 Comparaison entre projection exacte et approchée

On étudie ici numériquement une variante des schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF.

L’opérateur ∆h = divh(∇h) utilisé pour calculer la pression (équation (2.5)) permet
de garantir que

∀m ∈ {0, . . . , N} divh um
h = 0. (6.9)

Cette propriété est utile pour l’étude mathématique du schéma. L’opérateur ∆h présente
néanmoins l’inconvénient d’avoir un support large (section 1.4.2). Les matrices des systèmes
linéaires associés sont donc moins creuses que pour une discrétisation standard du lapla-
cien. Ceci pénalise les temps de calcul. On peut donc remplacer ∆h par l’opérateur suivant :
∆′

h : P0 → P0 est tel que pour tout qh ∈ P0 et tout triangle K ∈ Th, on a

∆′
hqh|K =

1

|K|
∑

σ∈EK∩Eint
h

τσ (qLσ − qK). (6.10)
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La définition (6.10) de ∆′
h est analogue à la définition (1.10) de ∆̃h. Elle correspond à

une condition au bord de Neumann, alors qu’à ∆̃h est associé une condition aux bords de
Dirichlet. Le support de ∆′

h est le même que ∆̃h. Il est donc (section 1.4.2) plus petit que
celui de ∆h, ce qui accélère la résolution des systèmes linéaires associés.

Le schéma obtenu en utilisant l’opérateur ∆′
h au lieu de ∆h correspond à une projection

approchée, puisque la propriété (6.9) n’est plus vérifiée. On compare le schéma VF-I
(projection exacte) avec le schéma associé à la projection approchée, pour h = 1/200 et
k = 10−2.

On a d’abord calculé la suite des divergences discrètes divh uh = (divh um
h )m∈{0,...,N}. On

en déduit les normes ‖divh uh‖`2(L2) et ‖divh uh‖`∞(L2) données sur la figure 6.8. On trouve
que pour la projection exacte, la propriété (6.9) est vérifiée (aux erreurs d’arrondi près)
et que ce n’est pas le cas pour la projection approchée.

Projection Norme divergence discrète

`2(L2) `∞(L2)
exacte .066× 10−15 .107× 10−15

approchée .00509660 .00814925

Projection Norme erreur pression

`2(L2) `∞(L∞)
exacte .0036972 .0557627

approchée .0042169 .0612483 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1

y

projection exacte
projection approchée
solution exacte

Fig. 6.8 – Comparaison entre projection exacte et approchée.

D’autre part, on a calculé la suite des erreurs sur la pression qh = (qm
h )m∈{0,...,N}. Les

normes ‖qh‖`2(L2) et ‖qh‖`∞(L2) correspondantes sont données sur la figure 6.8. On a
également représenté sur la figure 6.8 le graphe de y → pN

h (1/2, y). On observe que les
résultats numériques correspondant au schéma VF-I (projection exacte) et à la projection
approchée sont très proches.

La projection approchée fournit ainsi des résultats numériques proches de ceux donnés par
les schémas VF-I, VF-CN et VF-BDF, pour un temps de calcul moindre. Néanmoins,
le fait que la condition (6.9) ne soit pas satisfaite pose problème lorsqu’on considère des
solutions peu régulières des équations de Navier-Stokes [1].

6.4 Comparaison avec une méthode d’éléments finis

On compare ici le schéma VF-I avec un schéma d’éléments finis.

Posons

P nc,0
1 = {vh ∈ P nc

1 ; ∀ σ ∈ Eext
h , vh(xσ) = 0}.
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Pour tous uh = (u1
h, u

2
h) ∈ (P nc

1 )2 et vh = (v1
h, v

2
h) ∈ (P nc

1 )2, on note

((uh,vh))h =
2∑

i=1

(∇̃hu
i
h, ∇̃hv

i
h).

Pour tout m ∈ {0, . . . , N}, soit (ûm
h , p̂m

h ) ∈ (P nc,0
1 )2 × P 0

0 solution de

∀vh ∈ (P nc,0
1 )2 ,

(
ûm+1

h − ûm
h

k
,vh

)
+ ((ûm

h ,vh))h − (p̂m
h , divvh) = (f ,vh) , (6.11)

∀K ∈ Th,

∫

K

div ûm
h = 0. (6.12)

Le système (6.11)-(6.12) correspond à une discrétisation des équations de Stokes (1)-(4)
à l’aide du schéma (I) pour la discrétisation en temps et des éléments finis de Crouzeix-
Raviart pour la discrétisation en espace.
Prenons h = 1/60 et k = 10−2. On compare la solution de (6.11)-(6.12) avec celle fournie
par le schéma VF-I. On a représenté sur la figure 6.9 la première composante de y 7→
ûN

h (1/2, y) et y 7→ uN
h (1/2, y), ainsi que y 7→ pN

h (1/2, y) et y 7→ p̂N
h (1/2, y).
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Fig. 6.9 – Comparaison avec une solution de référence : vitesse (à gauche) et pression.

On observe que la solution obtenue avec le schéma VF-I est très proche de celle donnée
par le schéma d’éléments finis.





Conclusion

Nous avons introduit dans ce travail trois nouveaux schémas numériques pour les
équations de Stokes évolutives en deux dimensions.

Une méthode de projection permet de calculer la pression et de traiter la contrainte
d’incompressibilité. Pour la discrétisation en temps, plusieurs schémas ont été considérés,
d’ordre un (implicite) et deux (Crank-Nicholson, formule de différentiation rétrograde). La
discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes finis sur maillage triangulaire.
Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux constantes par maille. Les
opérateurs discrets correspondant au gradient, à la divergence, et au laplacien vérifient
des propriétés de stabilité et de consistance. L’opérateur discret associé à la divergence
vérifie une condition inf-sup.

L’étude de la stabilité de ces schémas a été réalisée. Nous en avons déduit leur conver-
gence vers une solution des équations de Stokes. Nous avons également montré des esti-
mations d’erreur et validé les schémas par des simulations numériques.

Perspectives

Si on ajoute aux équations de Stokes un terme tenant compte du phénomène physique
de convection, on obtient les équations de Navier Stokes incompressibles. L’extension
des schémas présentés ici à ce cas, physiquement plus réaliste, a été réalisée. L’analyse
mathématique correspondante a été effectuée, et des résultats numériques ont été obtenus.
Ce travail est en cours de rédaction.

On peut ensuite généraliser les schémas à des fluides incompressibles régis par des
équations plus complexes. Les fluides quasi-newtoniens, par exemple, sont régis par des
équations de Navier Stokes modifiées comportant un terme de diffusion non linéaire. Ils
interviennent dans nombre de situations physiques importantes, comme les écoulements
sanguins. La discrétisation par volumes finis permet de bien capter les discontinuités
présentes dans ce type d’écoulement.

D’autre part, notons que les schémas introduits dans ce travail utilisent des inconnues
pour la vitesse et la pression toutes deux constantes par mailles. Cette discrétisation
facilite l’élaboration de méthodes multi-niveaux adaptées à la simulation numérique de la
turbulence.
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Résumé

Cette thèse introduit trois nouveaux schémas numériques pour les équations de Stokes
évolutives en deux dimensions. Une méthode de projection permet de calculer la pres-
sion et de traiter la contrainte d’incompressibilité. Pour la discrétisation en temps, plu-
sieurs schémas sont utilisés, d’ordre un (implicite) et deux (Crank-Nicholson, formule de
différentiation rétrograde). La discrétisation en espace repose sur une méthode de volumes
finis sur maillage triangulaire. Les inconnues pour la vitesse et la pression sont toutes deux
constantes par maille. Les opérateurs discrets correspondant au gradient, à la divergence,
et au laplacien vérifient des propriétés de stabilité et de consistance. L’opérateur discret
associé à la divergence vérifie une condition inf-sup. Après avoir montré la stabilité de
ces schémas, nous en déduisons leur convergence vers la solution des équations de Stokes.
Nous montrons également des estimations d’erreur et validons les schémas par des simu-
lations numériques.

Mots clés : Fluides incompressibles, équations de Stokes, méthodes de projection, méthodes
de volumes finis.

Abstract

We introduce in this work three numerical schemes for the two-dimensional Stokes
equations. We use a projection (fractional step) method to compute the pressure and deal
with the incompressibility constraint. Several time-stepping schemes are used : implicit,
Crank-Nicholson, Backward Differentitation Formulae. For the space discretization, we
use a finite volume method on a triangular mesh. The discrete pressure and velocity are
both piecewise constant. The discrete gradient, divergence and laplacian operators satisfy
stability and consistance properties. The discrete divergence operator satisfies moreover
an inf-sup (Babuska-Brezzi) condition. We prove the stability of the schemes, and their
convergence towards the solution of the Stokes equations. We prove also error estimates,
and give some numerical results.

Keywords : Incompressible fluids, Stokes equations, projection method, finite volume
methods.


