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Chapitre 0

Introduction

0.1 Contexte

Le stockage et le transport du gaz naturel est un enjeu économique et énergétique majeur. Pour
optimiser la quantité de gaz stockée dans un volume limité, le gaz naturel peut être refroidi jusqu'à
sa température de condensation 111 K (voir Figure 0.1). À cette température, le changement de phase
liquide-vapeur permet de transformer le gaz sous forme liquide et d'augmenter ainsi 600 fois sa densité
(ρ ' 430 kg m−3).

100 150 200 250
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105

106

107

108

P
re
ss
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n
(P

a
)

Point critique

Point triple

Solide

Liquide

Gaz

Figure 0.1 � Diagramme des phases du méthane d'après l'équation d'état Quickmethane [LGRF17]. Le
point noir en bas à gauche est le point triple (90.7 K, 0.11 bar) où cohabitent les trois phases, celui en
haut à droite est le point critique (190.5 K, 45.8 bar) (voir aussi le Paragraphe 1.1.1). La courbe noire les
reliant est la courbe d'équilibre liquide-vapeur, ou courbe de saturation. Le point jaune (111 K, 1 bar) le
long de la courbe de saturation correspond aux conditions de transport du gaz naturel liqué�é.

Pour son transport maritime, le Gaz Naturel Liqué�é (GNL ou en anglais LNG) est con�né par une
membrane �xée à la coque du navire. Celle-ci assure l'étanchéité et l'isolation thermique de la cuve. Un
méthanier se compose typiquement de quatre à cinq cuves d'une taille d'environ 40 m× 40 m× 27 m (voir
Figure 0.2).

En cas de mer agitée, le liquide à l'intérieur des cuves peut heurter violemment la membrane. L'en-
treprise GTT (Gaztransport & Technigaz ), qui conçoit et dimensionne les membranes, doit donc pouvoir
estimer ces contraintes sur la paroi pour garantir l'intégrité de la cuve. Le ballotement du liquide (en
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Figure 0.2 � À gauche : méthanier. À droite : inspection d'une cuve équipée de la technologie Mark III
développée par GTT. Les corrugations permettent à la membrane métallique en inox de se déformer
légèrement avec la dilatation thermique.

Figure 0.3 � Modèle de cuve à l'échelle 1/40 (environ
1 m3) sur un hexapode simulant les mouvements du navire.
Des capteurs mesurent les pressions maximales à la paroi
lors des impacts de liquide.

anglais sloshing) est donc un sujet d'étude majeur pour GTT. Aujourd'hui, la seule méthode reconnue
par les industriels et les sociétés de classi�cation pour la prédiction des contraintes à la paroi est la mo-
délisation expérimentale à petite échelle [GSM09]. Pendant la conception de chaque nouveau navire, les
mouvements qui seront imposés au liquide par le bateau sont calculés et imposés à un modèle de cuve à
l'échelle 1/40 (voir Figure 0.3).

L'enjeu scienti�que principal est alors l'extrapolation du comportement du liquide à grande échelle à
partir des essais à petite échelle. L'accélération de la pesanteur étant la même dans l'expérience à petite
échelle et dans la cuve à grande échelle, le rythme des mouvements imposés à la cuve par l'hexapode est
augmenté d'un facteur

√
λ, où λ est le facteur d'échelle [KBGK14]. Par ailleurs, les essais sont e�ectués

avec pour gaz un mélange d'hexa�uorure de soufre (SF6) et d'azote (N2) a�n d'avoir le même rapport de
densité qu'à grande échelle, le rapport de densité étant dé�ni par

dr =
ρg
ρl
,

où ρg est la densité du gaz et ρl est la densité du liquide. Ces invariances permettent une bonne repro-
duction à petite échelle des mouvements du liquide à grande échelle [KBGK15].
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Cependant, lors d'un impact, d'autres grandeurs, comme la compressibilité du gaz ou la tension de
surface entre le liquide et le gaz jouent un rôle important sur la valeur de la pression maximale à la paroi.
Ces grandeurs ne peuvent pas être mise à l'échelle et des biais sont donc introduits dans la modélisation.
La compréhension de ces biais et leur quanti�cation est un sujet de recherche actif.

Cette thèse s'intéresse en particulier à un de ces biais : le changement de phase liquide-vapeur. Comme
évoqué précédemment, le GNL est à l'équilibre thermodynamique avec sa vapeur dans la cuve du mé-
thanier. Des perturbations peuvent donc causer le changement de phase du �uide par condensation ou
évaporation. Lors d'un impact, d'importantes variations de pression peuvent avoir lieu localement et
causer un changement de phase. Celui-ci va in�uencer les pressions d'impact et les contraintes à la paroi.

0.2 Quelques travaux sur les impacts de vague causés par le bal-
lotement

Dans cette section, quelques études expérimentales et numériques pour la description de l'impact d'une
vague à une paroi sont passées en revue.

0.2.1 Expérimental

De nombreuses études expérimentales ont été menées, notamment par GTT et ses partenaires, pour
comprendre la physique de l'impact d'une vague sur une paroi. Dans ce paragraphe, on prendra comme
exemple le projet Sloshel, organisé par un consortium industriel et mené à bien par l'institut de recherche
néerlandais MARIN. Les tests e�ectués et leurs résultats sont présentés dans [BLBK10].

Dans un canal, un batteur à houle a été utilisé pour générer par focalisation une vague déferlante. Les
impacts de ces vagues sur une paroi ont été �lmés et mesurés par des capteurs de pression. Un exemple
d'un tel impact est présenté à la Figure 0.4. Le contrôle précis des mouvements du batteur permet une
répétabilité de la forme globale de la vague.

Cette étude a conduit à la décomposition d'un impact en trois chargements élémentaires (en anglais
Elementary Loading Processes ou ELP) [LBB12]. Le premier est l'impact direct du liquide sur la paroi.
Il est régi notamment par la compressibilité du liquide et l'élasticité de la paroi. Le second correspond
au changement de direction du liquide à la paroi et en particulier à la formation d'un jet. En�n le
troisième chargement élémentaire correspond à la compression de poches de gaz, comme celle visible sur
la Figure 0.4. Ce chargement dépend notamment de la compressibilité du gaz.

Figure 0.4 � Impact d'une vague déferlante sur une paroi, à l'échelle 1/6, étudié par le projet Sloshel
[BLBK10].

Cependant, cette étude a été réalisée avec de l'eau et de l'air et ne prend donc pas en compte la
possibilité du changement de phase liquide-vapeur. A ce jour, cet e�et n'a été mesuré que par une seule
étude expérimentale, réalisée en 2007 par GTT en partenariat avec ExxonMobil et l'institut de recherche
norvégien Marintek. Les conclusions de cette étude ont été publiées dans [MB09].
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Des tests de ballotement d'une cuve parallélépipédique ont été menés avec plusieurs gaz. Les mêmes
tests ont été réalisés avec de l'eau et de l'air, et avec de l'eau et sa vapeur à saturation. Les conditions
de température et de pression ont été choisies de manière à étudier plusieurs rapports de densité gaz-
liquide et évaluer son in�uence. En comparant les signaux de pression avec et sans changement de phase
pour le même rapport de densité, deux phénomènes ont été remarqués : d'une part une diminution
statistique des pressions maximales et d'autre part un amortissement des oscillations des poches de gaz.
Cet amortissement est illustré par l'exemple donné à la Figure 0.5.
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Figure 0.5 � Évolution de la pression sur les neuf capteurs pour un impact avec poche de gaz typique
avec de l'eau et de l'air (à gauche) et de l'eau et sa vapeur (à droite). La présence d'une poche de
gaz se reconnait grâce à l'homogénéité de la pression sur les neuf capteurs [MB09]. Ces deux mesures
ne correspondent pas exactement aux mêmes conditions (la forme de la vague n'est pas connue) et ne
peuvent être comparées que qualitativement.

Il est remarquable que ce phénomène d'amortissement concerne tous les signaux de pression mesurés
lors des tests. L'amortissement peut être quanti�é en introduisant la variation totale tv d'un signal p(t)
comme

tv[p] =

∫ ∣∣∣∣dpdt
∣∣∣∣ dt.

Pour un pic de pression sans oscillation, la variation totale vaut deux fois la hauteur du pic. Sur la
Figure 0.6, la variation totale du signal a été comparée à son amplitude max(p)−min(p) pour un grand
nombre d'impacts générés dans des conditions similaires avec d'une part de l'eau et de l'air, et d'autre
part de l'eau et sa vapeur. Tous les impacts avec changement de phase sont plus proches de la ligne
discontinue grise qui est caractéristique d'un seul pic sans oscillation.
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Figure 0.6 � Variation totale et amplitude du signal de pression sur le capteur no 5 pour tous les impacts
(environ 2× 500) de plusieurs tests avec le même ratio de densité et le même remplissage, pour de l'eau
et de l'air (à gauche) et de l'eau et sa vapeur (à droite). La ligne discontinue grise est la droite y = 2x.

Remarque 0.1. La variation totale pour un signal oscillant (comme celui mesuré à la Figure 0.5 pour
l'eau et l'air) dépend de la durée d'enregistrement du signal. Le résultat quantitatif dépend donc fortement
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du critère choisi pour identi�er et enregistrer un impact pendant l'expérience. Cependant, il permet de
faire qualitativement la di�érence entre un signal oscillant et un signal non-oscillant. /

Le problème de l'impact avec poche de gaz peut être étudié avec le scénario simpli�é d'un piston
comprimant une poche de gaz en 1D. Dans [ABG12], ce problème simple a été simulé par un modèle de
Bagnold enrichi d'une modélisation du changement de phase. Avec ce petit modèle, un amortissement
des oscillations est observé (voir aussi la Section 5.1). Le changement de phase est donc un bon candidat
pour expliquer le phénomène observé par [MB09].

0.2.2 Numérique

Le modèle de Bagnold est néanmoins trop simple pour décrire la physique de l'ensemble de l'impact.
Il ne prend, par exemple, pas en compte la compressibilité du liquide. Cette simpli�cation a été levée
dans [BGGL13], où un scénario de piston compressible a été simulé numériquement. Un e�et de la
compressibilité du liquide sur les pressions a été observé dans les cas les plus extrêmes.

Un cas test 2D étendant le problème du piston a été proposé par [BBDG09]. Un bloc de liquide
rectangulaire est soumis à la gravité et tombe dans une cuve rectangulaire (voir aussi p. 141). L'étude
de la pression à la paroi inférieure de la cuve permet de retrouver les principaux phénomènes physiques
de l'impact d'une vague, malgré la géométrie simpli�ée du problème. Dans [BBDG09], ce problème est
résolu par un code volumes �nis avec reconstruction de l'interface liquide-vapeur. (Celui-ci est décrit plus
en détails à la section 3.5.)

Les simulations numériques les plus �nes ont été réalisées par la méthode SPH [GBCL12] [GJC+14]
sur le cas test simpli�é de référence et sur des formes plus réalistes d'impacts de vagues. Elles ont permis
de remettre en évidence les trois chargements élémentaires discutés précédemment.

À ce jour, les seules simulations numériques d'impacts de vagues avec changement de phase sont celles
réalisées par Airbus Defense and Space avec le code FLOW-3D [BKRS14] [BGHB16]. Elles prédisent
une augmentation du chargement maximal lors de l'impact du liquide ainsi qu'un amortissement des
oscillations.

0.3 Cadre de cette thèse et hypothèses

Les derniers paragraphes de cette introduction seront consacrés à la présentation du cadre choisi pour
cette thèse et des hypothèses qui seront faites.

0.3.1 Changement de phase et composition du gaz naturel.

Le gaz naturel est un mélange de plusieurs espèces chimiques : principalement du méthane, mais aussi
de l'azote, de l'éthane, et quelques autres hydrocarbures. La composition varie d'un site d'extraction à
l'autre. Un exemple de composition est donné dans la Table 1.

Pendant le voyage du méthanier, un faible �ux de chaleur franchit l'isolation thermique et fait s'évaporer
lentement le liquide. Les composés les plus volatils sont les plus présents dans le gaz qui s'évapore (ou
en anglais boil-o� gas). Cette évaporation cause un changement de la composition du GNL (aussi appelé
viellissement du GNL) au cours du temps.

Espèce Liquide Vapeur
Méthane CH4 96 % 90 %
Azote N2 2 % 10 %
Éthane C2H6 1 % 0 %
Propane C3H8 0.5 % 0 %
Butane C4H10 0.5 % 0 %

Table 1 � Exemple de composition du GNL et du gaz s'évaporant dans un méthanier.
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La thermodynamique du changement de phase d'un mélange est complexe. Par soucis de simplicité, on
a choisi dans cette thèse de ne traiter que le cas d'une seule espèce chimique. Dans la suite, on supposera
toujours que les �uides étudiés sont du méthane pur, gazeux ou liquide (ou éventuellement de l'eau pure
et sa vapeur).

0.3.2 Où et quand attendre du changement de phase ?

En première approximation, l'impact d'une vague sur une paroi peut être considéré comme étant une
compression adiabatique (sans transfert de chaleur). En e�et, pour une di�usivité thermique de l'ordre de
10−5 m2 s−1, le temps caractéristique de retour à l'équilibre thermique dans un domaine de taille 10−1 m
est de l'ordre de 103 s. La di�usion thermique est donc négligeable pour un impact d'une durée de quelques
millisecondes (voir aussi la Section 5.1.3).

95 100 105 110 115 120 125

Température (K)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

P
re
ss
io
n
(b

ar
)

Gaz

Liquide

Saturation

Isentropique (liquide)

Isentropique (gaz)

Courbe de choc (gaz)

Figure 0.7 � Courbe de saturation, courbes isentropiques du gaz et du liquide et courbe de choc du gaz
dans un diagramme (T, p) autour de 1 bar et 111 K pour le méthane, d'après l'équation d'état Quickme-
thane.

Sur la Figure 0.7, la courbe de saturation du méthane ainsi que les courbes isentropiques du gaz et du
liquide autour de 111 K ont été tracée dans un diagramme (T, p). Durant une compression isentropique,
chacune des deux phases reste dans son domaine de stabilité (le gaz sous la courbe de saturation, le
liquide au-dessus). Le passage d'une onde de choc, même si elle n'est pas isentropique, conduit au même
résultat. (Ce résultat est étudié mathématiquement dans [HT14].) Il n'y a donc aucune raison d'attendre
du changement de phase au sein des phases pures durant l'impact.

Cependant, les températures du gaz et du liquide évoluent di�éremment durant la compression. Dans
une certaine couche limite à l'interface, des déséquilibres thermiques et thermodynamiques peuvent
conduire à du changement du phase. Pour cette raison, cette thèse se focalisera uniquement sur la modé-
lisation du changement de phase à une interface.

Lors d'un impact avec une poche de gaz (comme sur la Figure 0.4), la phase de compression peut être
suivie par un rebond de la poche de gaz. Lors de ce rebond, la pression du gaz peut devenir inférieure à
la pression ambiante. Sur la Figure 0.7, une décompression isentropique conduit chacune des deux phases
hors de leurs domaines de stabilité. Il est imaginable de voir du changement de phase au sein des phases
pures par nucléation durant ce rebond de la poche de gaz. Ce phénomène ne sera évoqué que brièvement
dans cette thèse à la Section 6.2.

Remarque 0.2. Le comportement décrit dans les paragraphes précédents n'est pas propre au méthane.
Le même comportement peut être attendu pour l'eau. Les �uides, comme le dodécane, pour lesquels la
courbe isentropique du gaz est au-dessus de la courbe saturation du gaz sont appelés rétrogrades [SS99]. /
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0.3.3 Simulation numérique de l'impact

Toutes les études numériques évoquées précédemment à la Section 0.2.2 se placent dans le même cadre
d'un écoulement de deux phases pures séparées par une interface franche relativement régulière. Après
avoir passé en revue les di�érentes échelles de modélisation du changement de phase dans le premier cha-
pitre, les chapitres suivant reprendront cette hypothèse d'une interface franche à l'échelle macroscopique.
Comme évoqué au paragraphe précédent, le changement de phase ne produira pas l'apparition de gouttes
ou de bulles, au moins pendant les phases de compression.

Lors d'un impact réel, les instabilités de surface libre, les gouttelettes à la paroi et l'aération du liquide
ont sans aucun doute un e�et non négligeable sur le changement de phase. Ces phénomènes sont encore
mal connus et peu modélisés, même sans changement de phase. Leur couplage avec le changement de
phase est donc hors du cadre de cette thèse.

0.4 Plan de la thèse

La suite de ce mémoire s'organise en cinq chapitres de la façon suivante :

Chapitre 1 Le premier chapitre est consacré à l'introduction de concepts généraux pour la description
du changement de phase, via un état de l'art des principaux modèles existants en mécanique des
�uides numérique. Ce chapitre permet de situer le problème dans la littérature et de choisir parmi
les approches existantes la plus appropriée.

Chapitre 2 Dans le second chapitre, l'approche choisie est développée pour obtenir un modèle mathé-
matique d'écoulement bi�uide incluant le changement de phase interfacial. Une version moyennée
du modèle est proposée.

Chapitre 3 Le troisième chapitre est consacré à une présentation générale des schémas volumes �nis
qui sont utilisés pour la simulation numérique du problème. La discrétisation des termes non-
conservatifs est discutée, ainsi que le respect par le code du principe du maximum sur la fraction
massique. En�n, la reconstruction d'interface du code Flux-IC est présentée plus en détails.

Chapitre 4 Le quatrième chapitre est une présentation de l'implémentation du modèle de changement
de phase décrit au chapitre 2 avec les schémas numériques décrits au chapitre 3. Quelques cas tests
simples viennent valider la modélisation et la discrétisation du changement de phase.

Chapitre 5 En�n, le cinquième chapitre est consacré à l'application au problème de l'impact. Dans un
premier temps, le petit modèle [ABG12] est présenté sous une nouvelle forme et une étude plus
large de l'in�uence des di�érents paramètres. Le problème de piston est ensuite résolu en 1D avec
le code décrit au Chapitre 4 et ces résultats sont comparés à ceux du petit modèle.
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Chapitre 1

Le changement de phase en mécanique
des �uides numérique

Les problèmes multiphasiques représentent une part importante de la mécanique des �uides, que ce soit
du point de vue théorique, expérimental ou numérique. Dans cette section, une revue de quelques modèles
mathématiques utilisés pour ce type de problèmes est présentée, en se focalisant sur la description du
changement de phase liquide-vapeur. Pour cela, ces modèles seront ordonnés selon trois critères : le type
de loi d'état décrivant les deux phases, l'échelle spatiale du problème et en�n son échelle temporelle.
L'introduction de ces modèles servira à présenter un certain nombre de concepts importants pour la
compréhension du changement de phase.

De nombreux travaux consacrés au changement de phase mais sans lien direct avec la mécanique des
�uides numérique ne seront pas évoqués, ainsi que de nombreux travaux majeurs en mécanique des �uides
multiphasique sans changement de phase.

1.1 Changement de phase et lois d'état

D'un point de vue thermodynamique, deux approches existent pour décrire les deux phases d'une même
espèce :

Une loi d'état. Les deux phases sont considérées comme deux états d'un même �uide, ayant des densités
et des énergies di�érentes mais ne présentant pas de di�érence de nature.

Deux lois d'état. Les deux phases sont considérées comme deux espèces distinctes.

Ces deux approches impliquent des descriptions légèrement di�érentes du changement de phase. Dans la
suite de cette section, elles seront développées et comparées.

1.1.1 Une loi d'état cubique

Dans cette partie, la description des deux phases comme deux états d'une seule loi d'état dite cubique
sera présentée plus en détails. Pour cela, on s'appuiera sur l'exemple de la loi d'état de van der Waals.
L'étude de cette loi permettra d'introduire plusieurs concepts importants relatifs au changement de phase.

La loi d'état de van der Waals

La loi d'état de van der Waals peut être écrite par l'intermédiaire de l'énergie libre f fonction de la
densité ρ et de la température T :

f(ρ, T ) = −rT
(

1 + log

(
1

ρ
− b
)

+ log
(
T

3
2

))
− s0T − aρ , (1.1)

où r = R
M avec R la constante des gaz parfaits et M la masse molaire de l'espèce, a et b sont deux

paramètres constants, appelés respectivement le terme de cohésion et le covolume massique, et s0 est une
entropie de référence.
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Grâce à la relation thermodynamique

p = ρ2

(
∂f

∂ρ

)
T

,

on peut en déduire la forme p(ρ, T ) sous laquelle cette loi d'état est plus connue :

p =
rT

1
ρ − b

− aρ2 ⇐⇒
(
p+ aρ2

)(1

ρ
− b
)

= rT. (1.2)

La loi d'état de van der Waals est particulièrement pertinente au voisinage du point critique. Pour
cette raison, les coe�cients a et b sont souvent exprimés en fonction de la pression critique pc et de la
température critique Tc du �uide :

a =
27r2T 2

c

64pc
, b =

rTc
8pc

.

Dé�nition 1.1. On appelle loi d'état cubique une loi d'état telle que le volume massique

τ =
1

ρ

est solution d'un polynôme de degré trois.

Lemme 1.2. L'équation de van der Waals est une loi d'état cubique.

Démonstration. La relation (1.2) se réécrit comme

p

rT
τ3 −

( p

rT
b+ 1

)
τ2 +

a

rT
τ − ab

rT
= 0 ,

qui est bien un polynôme de degré trois en τ .

Il existe un grand nombre de lois d'état cubiques, plus ou moins complexes. Les lois d'état de Redlich-
Kwong ou Peng-Robinson en sont des exemples (voir aussi [FZ06, Section 2.4.3]). Elles décrivent, plus
précisément que l'équation de van der Waals, l'état d'un �uide avec changement de phase loin du point
critique. Bien que cette dernière soit peu précise pour des calculs quantitatifs, elle sera utilisée comme illus-
tration qualitative dans ce chapitre. Pour cela, les paramètres du point critique du méthane Tc = 190 K
et pc = 46 bar ont été choisis.

Point critique et courbes spinodales

Sur la Figure 1.1, les isothermes ρ 7→ p(ρ, T ) ont été représentées pour plusieurs températures autour
du point critique. Pour des températures inférieures à la température critique Tc, certaines pressions
p peuvent être associées à trois valeurs de ρ. La valeur la plus basse correspond à l'état gaz à cette
température et à cette pression ; la valeur la plus haute correspond à l'état liquide. La valeur intermédiaire
est telle que (

∂p

∂ρ

)
T

< 0,

ce qui ne correspond pas à un état physique stable thermodynamiquement [MP89], [Car04, p.17].

Les points où (
∂p

∂ρ

)
T

= 0,

séparent la courbe isotherme en deux domaines stable et un domaine intermédiaire instable. Ils sont
appelés points spinodaux. Ils sont représentés par des carrés sur l'isotherme T = 170 K de la Figure 1.1.

L'ensemble des points spinodaux quand la température varie est appelé courbe spinodale. Sur la Fi-
gure 1.3, on a représenté en trait discontinu ces courbes dans un diagramme (T, p). Les deux courbes
convergent au point critique. On peut véri�er sur la Figure 1.1 qu'au delà du point critique, les isothermes
sont strictement croissantes et qu'il n'existe donc plus ni de domaine instable ni de points spinodaux.
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Figure 1.1 � Isothermes dans un diagramme (ρ, p) pour l'équation d'état de van der Waals autour du
point critique du méthane. La zone instable a été représentée en ligne discontinues. Les marqueurs carrés
sont les points spinodaux. En rouge : pour un exemple de pression donnée, les trois densités associées

Équilibre et courbe de saturation

Pour toute température inférieure à la température critique, il y a donc toujours deux états stables (gaz
et liquide). L'un de ces deux états peut être plus stable que l'autre, au sens où son potentiel chimique µ
serait inférieur.

Remarque 1.3. Pour un corps pur, le potentiel chimique µ, qui peut être dé�ni comme

µ =

(
∂ρe

∂ρ

)
ρs

,

où e est l'énergie interne spéci�que et s l'entropie spéci�que, est égal à l'enthalpie libre spéci�que g,
dé�nie par

g = e+ pτ − Ts.

Dans cette thèse, les deux grandeurs seront utilisées sans distinction. Cependant, l'extension du modèle
au cas d'un mélange de plusieurs espèces demanderait une distinction rigoureuse des deux. /

Dé�nition 1.4. On appelle densités de saturation du gaz et du liquide à la température T les densités
ρsat
g (T ) et ρsat

l (T ) telles que

p(ρsat
g , T ) = p(ρsat

l , T ), (1.3a)

µ(ρsat
g , T ) = µ(ρsat

l , T ). (1.3b)

On appelle pression de saturation et on note psat(T ) la pression associé à ces états. On appelle courbe de
saturation l'ensemble des points (T, psat(T )).

Lemme 1.5. La pente de la courbe de saturation à T est donnée par la formule de Clapeyron :

dpsat

dT
=

hsat
l − hsat

g

T ( 1
ρsatl
− 1

ρsatg
)
, (1.4)

où hsat
k est l'enthalpie spéci�que de la phase k à la température T et à la densité de saturation ρsat

k (T ).

Démonstration. Pour une phase pure, le potentiel chimique µ s'identi�e à l'enthalpie libre spéci�que g.
On a donc l'identité thermodynamique

dµ = τdp− sdT.
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Figure 1.2 � Isothermes dans un diagramme (ρ, p) pour l'équation d'état de van der Waals en dessous
du point critique du méthane. Les marqueurs carrés sont les points spinodaux. Les marqueurs circulaires
sont les densités et pressions de saturation.

Par ailleurs l'égalité des potentiels chimiques le long de la courbe de saturation s'écrit

µg(p
sat(T ), T ) = µl(p

sat(T ), T ).

En di�érentiant cette dernière équation avec l'aide de l'identité précédente, on obtient

τg
dpsat

dT
dT − sgdT = τl

dpsat

dT
dT − sldT,

c'est-à-dire
dpsat

dT
=
sl − sg
τl − τg

.

Or, par dé�nition de l'enthalpie libre µ = g = h− Ts, l'égalité des potentiels chimiques donne

sl − sg =
hl − hg
T

,

ce qui permet de conclure.

Remarque 1.6. La relation de Clapeyron (1.4) implique que la forme de la courbe de saturation dépend
du rapport de la chaleur latente sur le ratio de densité. En dé�nissant les nombres sans dimension

Λ =
hsat
g − hsat

l

psatτ sat
g

, dr =
ρsat
g

ρsat
l

,

qui sont la chaleur latente adimensionnée et le rapport de densité à saturation, la formule de Clapeyron
(1.4) se réécrit

dpsat

dT

T

psat
=

Λ

1− dr
. (1.5)

Dans le cas limite 1− dr� Λ, la pente de la courbe de saturation tend vers l'in�ni. Le problème du
changement de phase ne dépend alors plus de la pression, mais seulement de la thermique. C'est le cas
pour le changement de phase liquide-solide (voir aussi Figure 0.1).

Dans le cas limite contraire 1−dr� Λ, la pente de la courbe de saturation tend vers zéro. Le problème
ne dépend plus de la température mais seulement de la pression. C'est le cas de certaines transitions de
phase solide-solide.

Le cas du changement de phase liquide-vapeur est un cas intermédiaire où la pression et la température
entrent toutes les deux en jeu. À titre d'illustration, on a pour le méthane à 111 K : 1−dr ' 1 et Λ ' 7,
et pour l'eau à 373 K : 1− dr ' 1 et Λ ' 20. /
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Figure 1.3 � Courbe de saturation et courbes spinodales dans un diagramme (T, p) pour l'équation
d'état de van der Waals autour du point critique du méthane. La courbe de saturation a été calculée par
la résolution numérique de (1.3).

Remarque 1.7. De manière plus anecdotique, [Mor14] montre que pour certaines lois d'état (dont la
loi d'état de van der Waals), l'égalité thermodynamique suivante, obtenue à partir des dérivées secondes
croisées de g,

∂τ

∂T
+
∂s

∂p
= 0,

peut être réécrite comme une équation aux dérivées partielles hyperbolique sur τ(p, T ). La courbe de
saturation est une discontinuité de densité qui s'interprète comme un choc dans le diagramme (T, p). Le
point critique peut être vu comme une catastrophe de gradient et la formule de Clapeyron comme une
condition de Rankine-Hugoniot. /

La densité de saturation du gaz (respectivement du liquide) sépare la branche de l'isotherme cor-
respondant au gaz (respectivement du liquide) en deux domaines : un domaine stable et un domaine
métastable. Contrairement aux états instables entre les points spinodaux, les états métastables ont du
sens thermodynamiquement et un �uide dans un tel état peut être observé expérimentalement (bien que
brièvement).

Cependant, le �uide dans cet état tendra, si il en a l'occasion, à changer de phase pour rejoindre un
état de plus faible potentiel chimique. Dans la suite de cette thèse, c'est le passage à travers l'interface
liquide-vapeur qui permettra cette minimisation du potentiel chimique.

Les perturbations microscopiques de densité du �uide peuvent fournir au �uide une autre opportunité
de changer de phase en formant localement de nouvelles interfaces liquide-vapeur. La formation d'une
bulle (respectivement d'une goutte) dans le �uide métastable est alors observée. On appelle nucléation
un tel processus de changement de phase.

Expérimentalement, on observe [FZ06, Table 2.7, p. 171] que le taux de taux de nucléation est faible
pour un �uide métastable proche de la courbe de saturation. Il augmente quand l'état s'éloigne de la
courbe de saturation et diverge à l'approche de la courbe spinodale.

Application des lois cubiques à la mécanique des �uides

Les lois d'état cubiques décrivent qualitativement très bien le changement de phase liquide-vapeur.
Cependant elles sont complexes à manipuler. Leur utilisation avec les équation d'Euler est di�cile, que ce
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Figure 1.4 � Isothermes pour l'équation d'état quasi-statique autour du point critique du méthane. Les
cercles sont les mêmes états de saturation qu'à la Figure 1.2.

soit en théorie ou en pratique. Une des di�cultés est d'éviter le domaine instable, où certaines propriétés
du �uide dont la vitesse du son ne sont pas dé�nies. Ce sujet est abordé plus en détails dans, par exemple,
[MP89], [MV06] et [MR07].

1.1.2 Loi d'état d'équilibre

Physiquement, si des valeurs de densité et de température qui correspondent au domaine instable sont
imposées au �uide, on observera après un certain temps la séparation du �uide en un mélange de gaz et
de liquide stables. Ce fait peut être utiliser pour régulariser une loi d'état cubique en une loi d'état qu'on
appellera quasi-statique ou d'équilibre.

Pour cela, chaque état instable ou métastable va être remplacée par un mélange de liquide et de vapeur
à l'équilibre mécanique, thermique et thermodynamique. Sur la Figure 1.4 les isothermes de la loi d'état
d'équilibre ont été représentés. La théorie mathématique de l'obtention d'une telle équation à partir des
équations d'états de chacune des deux phases est développée par exemple dans [FKA12] et [Mat10].

Une loi d'état d'équilibre est plus régulière thermodynamiquement qu'une loi d'état cubique (les iso-
thermes sont monotones), Cependant, elle présente encore des di�cultés pratique. Plusieurs grandeurs
thermodynamiques, dont la vitesse du son, sont discontinues aux densités de saturation.

Bien que le calcul de solutions au problème de Riemann pour cette loi d'état reste complexe, comme le
montre [MP89], elle peut néanmoins être appliquées à certains problèmes pour des écoulements modérés
[Tou92] [BDF+14].

1.1.3 Deux lois d'état

Dans les paragraphes précédents, on a étudié une description des deux phases comme des états di�érents
d'une même équation d'état. Dans cette section, une autre approche sera exposée. Elle consiste à décrire
les deux phases comme deux espèces distinctes. Cette approche, utilisée dans tous les codes industriels
de thermohydraulique, sera mise en pratique dans la suite de cette thèse.

Cette approche généralise la description habituelle des écoulements multi-�uides où un paramètre
d'ordre est utilisé pour décrire le �uide local. Le changement de phase est alors un changement de ce
paramètre d'ordre. Contrairement à l'approche à une loi d'état, ce modèle ne permet pas décrire la
transition continue entre les phases qui existe physiquement au-delà du point critique. Cependant, elle
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présente l'avantage de dégénérer naturellement au cas usuel de deux espèces sans changement de phase.
Les cas avec et sans changement de phase pourront être aisément simulés avec le même code.

Couple gaz parfait et gaz raidi

Plusieurs variantes sont possibles pour décrire les lois d'états des deux phases. La plus simple est de
prendre des lois d'états analytiques simples pour chacune des phases. Typiquement une loi d'état de gaz
parfait modélise la vapeur et une loi d'état de gaz raidi (en anglais sti�ened gas) modélise le liquide.
Concrètement, on écrit :

ρg(p, T ) =
p

(γg − 1) CvgT
, ρl(p, T ) =

p+ p∞l
(γl − 1) CvlT

, (1.6a)

hg(T ) = γgCvg(T − T0) + L, hl(T ) = γlCvl(T − T0), (1.6b)

où ρk est la densité de la phase k (k = g ou l), hk = ek + p/ρk est son enthalpie spéci�que, T0 est une
température de référence, L est la chaleur latente de la substance à T0, et en�n p∞, γ et Cv sont des
constantes qui dépendent du �uide considéré. La référence des enthalpies a été choisie telle que

hg(T0)− hl(T0) = L.

Dans [LMS04], des paramètres sont recherchés a�n d'ajuster un tel couple de lois d'état à des données
expérimentales de l'eau sur un grand intervalle de température. Dans cette thèse, les valeurs expérimen-
tales ne seront approchées que localement autour d'un état (p0, T0) donné. Des valeurs simples pour les
coe�cient thermodynamiques γk, p∞k et Cvk sont présentées dans la Table 1.1 pour la modélisation du
méthane vers 111 K et 1 bar.

Unité Gaz (g) Liquide (l)
γ 1.4 3.3
p∞ Pa 0 2.55 · 108

Cv J kg−1 K−1 1500 2000
L J kg−1 5 · 105

p0 Pa 1 · 105

T0 K 111

Table 1.1 � Coe�cients thermodynamiques simples approchant le méthane à 111 K pour le couple
d'équations d'état (1.6).

Lemme 1.8. Pour un équilibre liquide-vapeur entre un gaz supposé parfait et un liquide de densité grande
devant celle du gaz, la formule de Clapeyron (1.4) s'intègre au voisinage d'un état (p0 = psat(T0), T0) sur
la courbe de saturation :

psat(T ) = p0 exp

(
L

(γg − 1)Cvg

(
1

T0
− 1

T

))
(1.7)

où γg et Cvg sont les paramètres de la loi d'état du gaz parfait.

Démonstration. La forme exacte de la formule de Clapeyron (1.4) s'écrit

dpsat

dT
=

hl − hg
T ( 1

ρl
− 1

ρg
)
.

On suppose dr� 1, c'est-à-dire
1

ρl
� 1

ρg
,

ainsi que, au voisinage de T0

hg(T )− hl(T ) ' hg(T0)− hl(T0) =: L.

En introduisant l'expression de ρg donnée par la loi d'état du gaz, on obtient l'équation

dpsat

dT
=

L
(γg − 1)CvgT 2

psat,
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que l'on réécrit
dpsat

psat
=

L
(γg − 1)Cvg

dT

T 2
.

L'intégration de cette équation entre T0 et T donne le résultat voulu.

Autres couples de lois d'état

En dessous du point critique, toutes les équations cubiques peuvent être utilisées comme deux lois
d'états en séparant les deux domaines (méta-)stables disjoints. Par exemple,

pg = pvan der Waals|{(ρ,T )|ρ<ρsatg (T )} ,

pl = pvan der Waals|{(ρ,T )|ρ>ρsatl (T )} ,

où pvan der Waals est la pression dé�nie par (1.2) et | représente la restriction d'une fonction.

La loi d'état Quickmethane [LGRF17] basée sur les données de [SW91] se présente aussi sous la forme
d'une unique fonction f(ρ, T ) décrivant les deux phases. Elle pourra être utilisée comme un couple de lois
d'état en séparant les domaines du gaz et du liquide comme présenté précédemment.
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Gaz parfait

Gaz raidi

Quickmethane

Figure 1.5 � Isotherme 111 K pour la loi d'état Quickmethane et le couple de lois d'état analytiques (1.6)
avec les coe�cients de la Table 1.1. Le marqueur carré est le point spinodal du gaz d'après Quickmethane ;
le gaz parfait n'a pas de point spinodal. Les lignes discontinues relient les états de saturations des deux
phases, représentés par des marqueurs circulaires.

1.2 Échelles spatiales

Les modèles de mécanique mono�uide peuvent se ranger en trois grandes familles selon l'échelle spatiale
du phénomène étudié.

� Pour les phénomènes à l'échelle microscopique, les modèles de dynamique moléculaire ou de théorie
cinétique des gaz pourront par exemple être utilisés.

� À l'échelle supérieure, plus précisément à une échelle grande devant le libre parcours moyen d'une
molécule, on fera l'hypothèse des milieux continus et on utilisera par exemple les équations d'Euler
ou de Navier-Stokes.

� Pour les écoulements de très grande échelle, au sens du nombre de Reynolds, on résout des versions
moyennées de ces équations, qui doivent être complétées par un modèle de turbulence.
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(a) Interface di�use d'épaisseur ε.
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(b) Interface franche

Figure 1.6 � Représentations schématiques des deux descriptions possibles de l'interface liquide-vapeur.
L'axe x est la direction normale à l'interface localement.

Parallèlement à cette hiérarchie de modèle, une hiérarchie de modèle semblable caractérise la description
de l'interface dans les écoulements de deux �uides non-miscibles, et en particulier les interfaces liquide-
vapeur. Dans cette section, les descriptions du changement de phase à ces di�érentes échelles seront
discutées.

1.2.1 Modèles microscopiques

Les modèles à l'échelle microscopique n'ont pas été étudiés dans le cadre de cette thèse. On pourra
néanmoins mentionner à titre d'exemple l'existence de travaux de simulation de dynamique moléculaire
décrivant une interface liquide-vapeur comme par exemple [SBK+06].

1.2.2 Modèles mésoscopiques

On suppose que l'on étudie un écoulement à une échelle grande devant le libre parcours moyen des
molécules (hypothèse des milieux continus) mais petite devant l'épaisseur de la zone de transition entre
les phases. L'interface va être représentée par une variation continue entre les deux phases comme illustré
par la Figure 1.6a. La di�culté est de modéliser le comportement physique de la matière à l'intérieur de
l'interface. Celui-ci est mal connu que ce soit théoriquement ou expérimentalement.

Dans la suite de ce paragraphe, deux approches vont être distinguées selon le type de loi d'état choisi
pour décrire le �uide (voir Section 1.1).

Modèles mésoscopiques à une équation d'état

Les états instables des équations cubiques sont de bons candidats pour décrire le �uide dans la zone de
transition entre les phase pures. Les forces capillaires qui s'exercent dans l'interface peuvent les stabiliser.
Cette approche est étudiée par exemple par [JLCD01] et [Car04, Partie I].

Modèles mésoscopiques à deux équations d'état

Quand deux équations d'état sont utilisées pour décrire le �uide, le changement de phase est modélisé
dans l'équation d'évolution du paramètre d'ordre. Cette évolution prend souvent la forme d'une équation
de réaction-di�usion, dont la forme la plus simple est l'équation de Fisher.

Équation de Fisher Cette équation de réaction-di�usion, introduite par [Fis37], décrit un phénomène
de propagation. Elle s'écrit

∂tα = Mα(1− α) +D∆α, (1.8)

où α ∈ [0, 1] est le paramètre décrivant la phase locale, M un coe�cient associé au taux de réaction et D
le coe�cient de di�usion.

La Figure 1.7 présente un exemple de solution pour cette équation. Ici l'espèce décrite par α = 0 se
change en α = 1 au voisinage de l'interface. Après quelques pas de temps, un régime stationnaire se met
en place où l'interface se déplace de la gauche vers la droite à vitesse constante en raison du changement
de phase. Cette onde progressive dépend à la fois de M et de D.
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Figure 1.7 � Exemple de solution de l'équation de réaction-di�usion (1.8) pour M = 1 et trois valeurs
de D. Ce résulat a été calculé numériquement avec la bibliothèque Fipy [GWW09].

Les modèles de changement de phase de type Allen-Cahn sont une description plus complexe du même
type d'évolution. Une modélisation précise de l'épaisseur de l'interface et de sa di�usion est nécessaire
pour décrire quantitativement le changement de phase. Ces modèles peuvent être couplés aux équations
de la mécanique des �uides, comme par exemple dans [Wit10]. L'existence d'ondes progressives a été
étudiée théoriquement par [Fan00]. La limite macroscopique (c'est-à-dire pour une interface d'épaisseur
nulle) de ce type de description a été étudiée par exemple par [Cag89] et [Wit10].

1.2.3 Modèles macroscopiques directs

On considère maintenant une échelle grande devant l'épaisseur de l'interface liquide-vapeur. L'interface
est représentée comme une discontinuité entre deux phases pures, comme illustré à la Figure 1.6b. On
appelle cette échelle � macroscopique directe � en référence à la simulation numérique directe (ou en
anglais DNS ) par opposition aux modèles moyennés qui suivent.

Problème de Stefan

À cette échelle le modèle typique de changement de phase est le problème de Stefan. Il a été introduit à
la �n du XIXe siècle dans [Ste90] pour décrire la formation et la fonte des glaces sous l'e�et de changements
de température.

On considère deux phases incompressibles et de même densité (solide et liquide dans [Ste90]) séparées
par une interface franche. En 1D, la position de l'interface peut être notée par son abscisse σ(t) (voir
aussi la Figure 1.8).
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Figure 1.8 � Schéma d'une solution du problème de Stefan à un instant t.

Les équations de la chaleur dans chacune des deux phases s'écrivent :{
ρ Cpl ∂tT = kl ∆T si x < σ(t),

ρ Cps ∂tT = ks ∆T si σ(t) < x,
(1.9a)

où Cpi est la capacité thermique isobare de la phase i (i = l, s), ki sa conductivité thermique et ρ la
densité des �uides (supposée constante et uniforme).

À l'interface entre les phases, on suppose la température continue et égale à la température de satura-
tion, supposée constante.

T (σ(t), t) = T sat. (1.9b)

Le �ux de chaleur n'est pas continu à l'interface. De l'énergie est captée ou libérée par le changement
de phase sous forme de chaleur latente. Un bilan d'énergie à l'interface donne la relation suivante :

ρLdσ

dt
= kl (∂xT ) (σ(t)−, t)− ks (∂xT ) (σ(t)+, t), (1.9c)

où L est la chaleur latente. C'est cette équation qui gouverne l'évolution de la position de l'interface.
Les autres conditions aux limites peuvent par exemple être choisies comme des �ux de chaleur q0 et

q1 constants. En�n, on se donne une condition initiale T (x, t = 0).

Sous l'e�et du �ux de chaleur, l'interface se déplace à mesure que la glace fond ou que le liquide gèle.
L'existence et l'unicité d'une solution à ce problème ainsi que son calcul est un problème classique en
analyse mathématique.

Généralisation du problème de Stefan

À l'échelle macroscopique directe, tous les modèles auront cette forme : deux domaines variables dis-
joints sur lesquels des équations aux dérivées partielles seront résolues avec une certaine condition limite à
l'interface. Cependant, plusieurs di�cultés peuvent être rencontrées lors de la généralisation du problème
de Stefan.

� Comment écrire la condition à l'interface pour généraliser (1.9b) et (1.9c), notamment dans le cas
où on ne veut pas faire d'hypothèse sur l'équilibre thermodynamique à l'interface ? Ce point sera
discuté dans la Section 1.3.

� Comment décrire numériquement la géométrie de l'interface, en particulier en dimensions 2 ou 3 ?
Comment la faire évoluer dans le temps quand le changement de phase a lieu ?

Le problème de description d'une interface avec une géométrie complexe n'est pas propre au changement
de phase. Dans les prochains paragraphes on discutera de quelques unes des méthodes existantes pour ce
problème avec ou sans changement de phase.

Description d'une interface franche comme franche

Les méthodes de suivi d'interface (en anglais interface tracking) permettent de suivre exactement la
position de l'interface. Ses coordonnées (ou ceux d'un nombre discret de marqueurs le long de l'interface)
sont stockées explicitement en mémoire. Ce type de méthode est appliqué au changement de phase par
exemple par [Wel95] et [JT96] pour des écoulements incompressibles.
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La position de l'interface peut aussi être gardée en mémoire implicitement à l'aide d'une fonction
level-set [GCNB07] ou bien d'une fraction volumique de �uide comme dans les méthodes Volume-Of-
Fluid (VOF) [WW00]. À partir de ces fonctions implicites, la position exacte de l'interface pourra être
reconstruite. Les équations aux dérivées partielles seront alors résolues dans les phases pures, assorties
de conditions aux limites appropriées décrivant l'évolution de l'interface.

La description d'une interface liquide-vapeur perméable n'est cependant pas toujours facile à implé-
menter dans de tels modèles. En général, les deux phases ont des densités très di�érentes. La conséquence
du rapport de densité est la nécessité d'une contraction ou d'une expansion brutale de la masse chan-
geant de phase. Par exemple, un liquide ayant nouvellement changé de phase aura une pression in�me
si il conserve sa densité de gaz. Ce phénomène peut être décrit comme une solution à un problème de
Riemann.

Problème de Riemann La Figure 1.9 présente schématiquement une telle solution. Sur ce schéma,
l'interface de changement de phase en rouge ne suit pas la discontinuité de contact évoluant à la vitesse du
�uide et représentée en ligne discontinue. Le �uide entre ces deux points est le �uide ayant nouvellement
changé de phase. Les ondes soniques à droite et à gauche sont la conséquence du changement de pression
causé par le changement de densité lors du changement de phase.

GazLiquide

Interface
Discontinuité de contact

x

Figure 1.9 � Schéma d'une solution au problème de Riemann avec changement de phase. Ici un �ux de
masse constant de gaz se condense à travers l'interface.

Selon l'idée fondatrice des solveurs de Riemann, la connaissance de la solution au problème de Rie-
mann est su�sante pour construire un schéma numérique approchant les solutions de tous les problèmes.
Cette philosophie, appliquée au domaine de la combustion, par exemple par [TCL82], a été utilisée pour
la description de changement de phase solide-solide par [AK91]. De nombreux travaux ont poursuivi le
développement de cette méthode, jusqu'aux études plus récentes consacrées au changement de phase
liquide-vapeur (isotherme) de [MR07], [HDW13] et [RZ14]. Cependant, des di�cultés empêchent l'exten-
sion de cette approche au cas non-isotherme. Le modèle développé dans cette thèse étant similaire sur de
nombreux aspects, plus de détails seront donnés dans les chapitres suivants.

Ce type de modèle permet également de décrire la nucléation. Celle-ci prend la forme d'une solution
ad hoc pour le problème de Riemann au sein d'une phase pure. Un exemple de solution est présenté à la
Figure 1.10.

Gaz

Liquide

Gaz

Interface
Interface

x

Figure 1.10 � Schéma d'une solution au problème de Riemann pour la description de la nucléation. Ici,
une goutte de liquide se condense dans du gaz pur.
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Termes source di�us Une autre approche, proposée notamment par [HW08] et [Kun11] permet de
simpli�er le problème à résoudre à l'interface. Le transfert de masse entre les phases est modélisé par des
termes sources répartis de part et d'autre de l'interface (voir Figure 1.11). De la masse est prélevée d'un
coté de l'interface et restituée de l'autre coté. L'advection de l'interface se produit mécaniquement en
raison des gradients de pression créés par cet échange de masse. Cette construction numérique permet de
faciliter la discrétisation de l'échange de masse à l'interface. Cependant, une approche plus directe sera
préférée dans cette thèse.

x

dρ
dt Interface

Source de masse

Disparition de masse

Gaz Liquide

Figure 1.11 � Exemple de terme source di�us, inspiré de [HW08], pour l'évaporation. De la masse
disparait du coté liquide. La même quantité apparait du coté gaz.

Description d'une interface franche comme di�use

Dans les paragraphes précédents, quelques exemples d'interfaces franches représentées numériquement
comme des discontinuités ont été présentées. Alternativement, certains codes numériques choisissent une
représentation localement moyennée de l'interface. Cette approche demande la dé�nition du modèle de
mélange pour décrire les mailles mixtes au voisinage de l'interface. Contrairement aux modèles méso-
scopiques évoqués précédemment, la représentation continue de l'interface n'est qu'un biais numérique
qui doit disparaître lors de la convergence en maillage du schéma numérique (ce qui n'empêche pas de
respecter la physique dans la façon de la décrire).

x (m)

ρ

Zoom

x (µm)

ρ ε

Moyenne spatiale

x (m)

ρ δ

Figure 1.12 � Les interfaces di�uses apparaissent à la fois dans les modèles mésoscopiques (à gauche) et
les modèles macroscopiques moyennés (à droite). Malgré leurs similitudes, un modèle physique pertinent
pour l'un n'est pas nécessairement pertinent pour l'autre.

Parmi les nombreux exemples de ce type d'approche, on peut citer [ACK02], [KK10], [KL10], ou encore
[BD14]. Preuve que les mailles de mélanges ne sont ici qu'un artefact numérique, la plupart de ces travaux
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cherchent le schéma numérique qui en génère le moins possible (schémas MUSCL ou anti-di�usifs, par
exemple).

Ces modèles sont un cas particulier des modèles moyennés discutés à la section suivante. Les repré-
sentations typiques du changement de phase avec cette approche seront donc décrites plus en détails
ci-après.

1.2.4 Modèles macroscopiques moyennés

Finalement, on considère un problème de grande dimension, par exemple au sens des nombres de
Reynolds et de Weber. Si la viscosité et la tension de surface ne sont pas su�santes pour régulariser l'in-
terface liquide-vapeur, celle-ci peut prendre des formes complexes. Le suivi numérique précis de l'interface
n'est alors ni facile, ni nécessairement utile. Un processus de moyenne des équations va être utilisé pour
simpli�er le problème. On pourra se rapporter aux travaux de références [SW84] et [IH11].

Plusieurs formes moyennées existent. Il n'y a pas de consensus sur le choix des hypothèses simpli�ca-
trices pertinentes et des relations de fermetures. Le système de lois de conservation suivant peut cependant
être pris comme exemple typique :

∂t(αkρk) +∇ · (αkρkuk) = Γk, (1.10a)

∂t(αkρkuk) +∇ · (αk(ρkuk ⊗ uk + pkI)) = −pk∇αk +Mk, (1.10b)

∂t(αkρkEk) +∇ · (αk(ρkEk + pk)uk) = pk∂tαk + Ek, (1.10c)

pour k ∈ {g, l}, soit au total six équations. La fraction volumique de la phase k est notée αk. Elle est
telle que

αg + αl = 1.

Les grandeurs ρk, uk, pk et Ek sont respectivement la densité, la vitesse, la pression et l'énergie totale
spéci�que du �uide dans la phase k. Chacune des phases est dotée d'une loi d'état, par exemple pk(ρk, ek).
Les termes sources Γk, Mk et Ek sont des termes d'échanges moyennés entre les phases, respectivement
de masse, de quantité de mouvement et d'énergie. Les conservations totales impliquent que∑

k

Γk = 0,
∑
k

Mk = 0,
∑
k

Ek = 0.

En�n, le système peut être fermé par l'hypothèse isobare

pg = pl.

D'autres hypothèses peuvent être choisies. Par exemple, [Zei10] remplace l'hypothèse isobare par une
autre équation aux dérivées partielles. A l'autre extrémité du spectre des modèles possibles, l'hypothèse
d'équilibre complet entre les phases réduit le modèle aux équations d'Euler pour une loi d'état d'équilibre
(voir Section 1.1.2) comme par exemple dans [BDF+14]. Une telle hiérarchie de modèles est aussi décrite
par [LF10].

Remarque 1.9. Le sigle HEM pour Homogeneous Equilibrium Model se rencontre dans la littérature
pour désigner :

� d'une part, les modèles où deux �uides de deux espèces distinctes sont à l'équilibre des pressions,
vitesses et températures (par exemple [BPMG14]),

� d'autre part les modèles à une seule espèce à l'équilibre liquide-vapeur (par exemple [DBBF96] ou
[FL11]).

Même si la philosophie à l'origine de ces modèles est la même, ils sont assez di�érents mathématiquement.
Le modèle développé dans la suite de ce mémoire s'approche des premiers, mais le sigle HEM ne sera pas
utilisé pour éviter la confusion avec les seconds. /

Dans de tel modèles, le changement de phase sera habituellement décrit comme un terme source Γk
faisant évoluer la composition locale du mélange α ∈ [0, 1]. Il s'écrira typiquement sous la forme

Γg = AiJg→l,

où Ai(α, p, T ) estime l'aire interfaciale moyenne locale (en m2 m−3 = m−1) et Jg→l(p, T ) est le �ux de
masse surfacique moyen à l'interface (en kg m−2 s−1).
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Le modèle du code CATHARE [Bes90] qui décrit l'écoulement bi�uide dans le circuit hydraulique
d'une centrale thermique, s'écrit par exemple sous cette forme. Une corrélation expérimentale complexe
y est proposée pour l'expression de Ai. Dans d'autres codes, quand aucune donnée expérimentale n'est
disponible, la corrélation

Ai ∝ α(1− α)

est souvent utilisée pour estimer l'aire interfaciale. Elle possède les propriétés minimales souhaitables :
l'aire interfaciale est nulle dans les phases pures et maximale dans un mélange à parts égales. Un tel
modèle est alors mathématiquement très similaire à l'équation de réaction-di�usion étudiée à l'échelle
mésoscopique, bien que les problèmes traités soient di�érents.

D'autres approches existent pour tenter de quanti�er l'aire interfaciale, comme par exemple dans
[SR05].

Le terme Jg→l d'échange de masse doit relaxer le système vers l'équilibre liquide-vapeur local. Il peut
s'étudier expérimentalement ([BKM96], [DBBF96]) ainsi que de manière plus théorique à partir de la
thermodynamique hors équilibre ([BGK02], [Lhu03]). La Section 1.3 discutera plus en détail ce point.

Tube à choc

En réalité, la solution au problème du tube à choc avec changement de phase n'est pas aussi idéale
que la solution au problème de Riemann décrite à la Figure 1.9. (Cette dernière n'est de toute façon
pas physique dans le cas non-isotherme comme discuté au Chapitre 2.) Un exemple d'expérience de tube
à choc est décrit dans [SS99]. Ces expériences ne peuvent s'expliquer sans prendre en compte d'autres
phénomènes que le changement de phase interfacial comme la di�usion thermique, la nucléation et les
instabilités de surface libre.

Il est cependant remarquable que ces expériences puissent encore être décrites comme solution d'un
problème de Riemann pour un modèle moyenné, comme représenté sur la Figure 1.13. Une solution au
problème de Riemann de ce type est appliquée à un code numérique par [LMS05].

Gaz

Mélange

Liquide

u+ c

Front de réaction

u− c

x

Figure 1.13 � Schéma d'une solution au problème de Riemann avec changement de phase partiel, tel
qu'observé par exemple par [SS99]. Le mélange entre la discontinuité de contact en ligne discontinue et
le front de changement de phase en rouge est à l'équilibre liquide-vapeur.

Nucléation et cavitation

La description moyennée de la nucléation passe par des termes sources moyens du même type que
ceux présentés précédemment. Le phénomène de cavitation (évaporation puis reliquéfaction d'un liquide
sous l'e�et de variations de pression au voisinage par exemple d'une turbine) en est une application très
étudiée. Quelques modèles de cette catégorie vont être évoqués dans la suite de ce paragraphe.

Un modèle de nucléation moyenné doit décrire l'apparition aléatoire de germes de nucléation comme
celui schématisé sur la Figure 1.10. C'est ce que fait par exemple le modèle de Johnson-Mehl-Avrami-
Kolmogorov, décrit dans [FT98] et [BCP06] et schématisé à la Figure 1.14. Ce modèle donne une fraction
volumique moyenne à un temps t étant donnés une probabilité d'apparence d'un germe de nucléation et
un taux de croissance (qui peut être écrit comme un �ux de masse Jg→l). Ce modèle, dédié au changement
de phase solide-solide, ne prend cependant pas en compte la possibilité de mouvement des bulles/gouttes,
ni leur fusion ou séparation sous l'e�et de phénomènes comme la tension de surface.
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Figure 1.14 � Représentation schématique d'un modèle de nucléation à la façon de Johnson-Mehl-
Avrami-Kolmogorov en 1D. Initialement, tout le domaine est occupé par un gaz métastable. Quand un
germe de nucléation (symbolisé par un point rouge) apparait aléatoirement, une goutte se forme et grossit.
Ici, quatre gouttes ont grossi (à une vitesse supposée constante) pour occuper tout l'espace. Les germes
de nucléation suivants apparaissent dans un liquide stable et sont sans conséquence.

Ce modèle, exprimé sous la forme d'une équation intégrale, a été plus tard été reformulé sous forme
d'équation di�érentielle. Ce nouveau modèle, dit de Schneider, a été appliqué à un écoulement solide-
liquide par [Hüt01]. Le modèle de Schnerr-Sauer [YSS01] développé pour la description de la cavitation se
base sur le même type de modèle de croissance de bulle. Le modèle moyenné à l'équilibre liquide-vapeur,
déjà évoqué précédemment, est bien sûr aussi utilisable pour la description de la cavitation, comme par
exemple par [BH05]. En�n, d'un point de vue plus appliqué, [UWWS05] présente un éventail de modèles
de cavitation, qui ont tous la forme d'un terme source similaire à ceux déjà évoqués dans cette section.

1.2.5 Échelles multiples

Avant de conclure cette section consacrée aux di�érentes échelles spatiales de modélisation des écoule-
ment multiphasiques, il est utile de rappeler que la plupart des cas pratiques impliquent plusieurs échelles
en même temps.

L'article de Bear et Nunziato [BN86] est un bon exemple de modèle di�cile à classer à une seule
échelle. Ce travail traite de la modélisation de la combustion d'un mélange de poudre et d'air. Un modèle
moyenné de deux phases (gaz et particules solides) est donc introduit et réagit au passage d'une onde
de dé�agration. Cette dé�agration peut être vue comme une interface de changement de phase entre
une phase � brulée � et une phase � non-brulée �, décrite comme une interface di�use à une échelle
mésoscopique.

Des problèmes de changement de phase impliquant un front de changement de phase comme celui
représenté à la Figure 1.13 ou celui étudié par [DGL05] peuvent impliquer la description d'une interface
franche entre deux mélanges liquide-vapeur. L'impact d'un bloc de liquide aéré comme simulé par [DDG10]
ou le modèle numérique d'interface entre une phase pure et un mélange développé par [Cos15] entrent
aussi dans cette catégorie hybride. C'est aussi le cas du problème de l'impact de vague, comme déjà
évoqué dans l'introduction.

1.3 Échelles temporelles

La partie précédente a été consacrée à la description des di�érentes échelles spatiales de la modélisation
du changement de phase. Dans cette partie, c'est l'aspect temporel de la dynamique du changement de
phase qui sera discuté. Celui-ci étant un processus de retour à l'équilibre, l'échelle temporelle peut se
confondre avec l'état d'équilibre local du système.

Les di�érentes échelles de temps évoquées dans cette section sont schématisées à la Figure 1.15.
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1.3.1 Hors-équilibre

On considère un système composé de liquide dans l'état thermodynamique (pl, Tl) en contact avec sa
vapeur dans l'état (pg, Tg). Leurs températures, leurs pressions et leurs potentiels chimiques µk(pk, Tk)
étant en général di�érent, il n'y a pas équilibre thermodynamique entre ces deux phases.

Remarque 1.10. Cette situation est appelée ici � hors-équilibre �. Il convient de remarquer que la dé�-
nition de pressions et de températures pour chacune des deux phases implique déjà une forme d'équilibre
local, c'est-à-dire de régularité de la distribution statistique des particules qui composent le �uide. Des
cas de déséquilibre total relèveraient de la dynamique moléculaire et de la physique statistique et sont
hors du cadre de cette thèse. /

Ce retour à l'équilibre peut se faire par échange entre les phases, les masses et énergies totales étant
conservées. Dans le cas du changement de phase, c'est notamment l'échange de masse entre les phases
qui va permettre le retour à l'équilibre. L'enjeu est de décrire mathématiquement quel taux d'échange de
masse va être causé par un déséquilibre donné et à quelle vitesse le système va donc revenir à l'équilibre.

Les travaux de [BS04], [BKDD07] et [CS11] synthétisent les principaux modèles décrivant l'échange de
masse à une interface franche hors-équilibre. Le modèle de ce type le plus emblématique est le modèle de
Hertz-Knudsen.

Ce modèle développé originellement par Hertz et Knudsen à la �n du XIXe siècle [Her82] décrit le �ux
de masse interfacial en fonction des conditions thermodynamiques locales comme

Jg→l = A

√
M

2πRT

(
p− psat(T )

)
, (1.11)

où M est la masse molaire de l'espèce chimique considérée, R la constante des gaz parfaits et A un
coe�cient supposé constant appelé coe�cient d'accommodation (souvent noté α, mais rebaptisé dans ce
mémoire pour éviter toute confusion avec la fraction volumique).

Remarque 1.11. Bien qu'il puisse être utilisé pour décrire une situation de déséquilibre à l'interface, la
démonstration original de ce modèle repose sur l'hypothèse d'un état d'équilibre au sein de l'interface.

En théorie cinétique des gaz
√

M
2πRT p est la masse totale de particules traversant une surface imaginaire

dans un gaz à température T et pression p. En supposant l'existence à l'échelle microscopique d'un point
à l'équilibre (p = psat(T )) au sein de l'interface, le bilan de �ux de masse entre ce point et un point de la

phase gaz peut s'écrire comme
√

M
2πRT (p− psat(T )). /

Le coe�cient A a été ajouté a posteriori pour expliquer le désaccord du modèle avec l'expérience. À
l'échelle microscopique, il peut s'interpréter comme une probabilité pour une molécule de réagir avec l'in-
terface, diminuant ainsi le �ux de masse totale à l'interface. À une échelle supérieure, il peut s'interpréter
comme une vitesse adimensionnée de retour à l'équilibre. Dans [MS01] quelques résultats concernant
l'évaluation de A sont passés en revue. Aucun consensus n'a été trouvé dans la littérature pour donner
une valeur précise à ce coe�cient.

Ce modèle a été amélioré par Schrage [Sch53] pour prendre en compte la vitesse du gaz au voisinage
de l'interface et le débit maximal imposé par le point de Chapman-Jouguet (voir aussi Section 2.1.6).

Les modèles concurrents prennent une forme similaire d'un �ux de masse fonction du déséquilibre entre
les phases. La thermodynamique hors équilibre [BK99] permet de proposer une expression pour le �ux
de masse à l'interface sous la forme

Jg→l ∝
µg − µl
T

.

Comme dans le cas du modèle de Hertz-Knudsen, la vitesse de relaxation est proportionnelle au déséqui-
libre entre les phases, via un coe�cient de proportionnalité mal connu. Cette approche sera présentée
plus en détails dans le chapitre suivant au Paragraphe 2.2.2. Le modèle obtenu sera linéarisé pour obtenir
une forme similaire à celle du modèle de Hertz-Knudsen (1.11).
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Figure 1.15 � Schémas des di�érents régimes temporels pour une interface franche (ligne rouge discon-
tinue). À gauche, l'interface n'est pas à l'équilibre local, mais tend à y revenir. À une échelle de temps
grande devant le temps de relaxation, l'interface est toujours à l'équilibre mais du changement de phase a
lieu pour compenser le déséquilibre engendré par l'environnement. En�n, à une échelle de temps grande
devant le temps caractéristique de la di�usion thermique, tout le système est à l'équilibre. Cet exemple
simple ne prend pas en compte l'e�et de la pression ni la possibilité d'une discontinuité de température
à l'interface.

La SRT (Statistical Rate Theory) proposée par [FW99] utilise des arguments légèrement di�érents pour
arriver à une formulation similaire. Elle a été appliquée à un modèle bi�uide moyenné dans [LA12].

1.3.2 Équilibre thermodynamique interfacial

Dans les paragraphes précédents, on a supposé une relaxation vers l'équilibre liquide-vapeur entre les
phases à une vitesse �nie (par exemple proportionnelle à A dans (1.11)). Supposons maintenant que le
problème étudié soit lent par rapport à cette vitesse de relaxation. Formellement, ce cas peut être vu
comme le cas limite A→∞. À tout instant les phases en contact seront à l'équilibre, c'est-à-dire

p = psat(T ).

Le �ux de masse Jg→l joue alors le rôle d'un multiplicateur de Lagrange pour cette condition d'équilibre.

Il s'agit de l'hypothèse d'équilibre présente dans le modèle de Stefan sous la forme de l'équation (1.9b).
Dans un cas plus général où l'équilibre thermique entre les phases (c'est-à-dire la continuité de T dans le
modèle de Stefan) n'est pas supposée, la forme que doit prendre ce cas limite n'est pas claire. Ce point
est discuté par exemple dans [JT98].

Dans un cas comme le problème de Stefan, c'est le temps caractéristique de transport de la chaleur (par
di�usion ou convection) dans l'environnement qui devient le phénomène limitant. (Le taux de boil-o�,
c'est-à-dire la vitesse d'évaporation du liquide cryogénique dans la cuve, est utilisé par GTT comme une
forme de mesure de la qualité de l'isolation de la membrane.)

Le bilan d'énergie (par exemple (1.9c)) permet d'extraire une expression de Jg→l. Par exemple, si
l'apport de chaleur de la phase k à l'interface est noté qk et est estimé par

qk = Bk(Tk − T sat),

où Tk est la température de la phase k et Bk un coe�cient de conductivité thermique, alors, le �ux de
masse peut s'écrire comme

Jg→l = −qg + ql
L

= −Bg(Tg − T
sat) +Bl(Tl − T sat)

L
. (1.12)

C'est le type d'expression utilisée par exemple dans le modèle moyenné de CATHARE [Bes90]. En pra-
tique, ce type de modèle macroscopique moyenné est très similaire au modèle hors-équilibre décrit à la
section précédente.

1.3.3 Modèles quasi-statique

En�n on considère un problème très lent devant le temps de retour à l'équilibre de l'interface et le
temps de di�usion thermique au voisinage de l'interface. L'ensemble des deux phases peut être décrit par
une loi d'état de mélange à l'équilibre, comme évoqué à la Section 1.1.2.
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1.4 Synthèse

Sur la Figure 1.16 quelques unes des références citées précédemment ont été positionnées du point de
vue de l'échelle spatiale et de l'échelle temporelle du modèle utilisé.

Il a été choisi à la Section 0.3 de restreindre ce travail à l'étude de deux phases séparées par une
interface de forme simple, c'est-à-dire à un modèle de type macroscopique direct. Par ailleurs, l'impact
étant un évènement bref et violent, aucune hypothèse quant à l'équilibre thermodynamique du système
ne sera faite.
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[JT98] [HW08]
[Kun11]

[HDW13] [RZ14]

Ce travail.

[SPA08] [LSN14]

[Cag89]

[JLCD01]

[Wit10]

[BDF+14]
[Bes90] [BGK02] [Lhu03]

[SR05] [FG11]

Figure 1.16 � Schéma synthétique positionnant quelques références par rapport au modèle développé
dans la suite de cette thèse, du point de vue des échelles spatiales (axe vertical) et temporelles (axe
horizontal).
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Chapitre 2

Modélisation du changement de phase
à une interface franche

Dans le chapitre précédent, un panorama général de modèles de changement de phase a été présenté.
Dans ce chapitre, le modèle mis en ÷uvre dans cette thèse sera développé avec plus de détails.

On considère deux phases pures séparées par une interface franche, supposée assez régulière, comme
illustré par exemple sur la Figure 2.1. Dans un premier temps, les conditions aux limites à cette interface
en présence de changement de phase vont être explicitées. Dans un second temps, le système d'équation
aux dérivées partielles correspondant sera présenté. C'est ce système qui sera résolu numériquement dans
la suite de la thèse. Pour cela, une version moyennée localement sera proposée.

2.1 Conditions d'interface

Dans cette section, les conditions aux limites à l'interface liquide-vapeur en cas de changement de phase
sont étudiées dans le cas d'un �uide non-visqueux avec di�usion thermique. L'importance de cette dernière
sera illustrée à la Remarque 2.7. Le cas plus général d'un �uide visqueux est présenté en Annexe A.

L'interface est supposée ne stocker ni masse ni quantité de mouvement ni énergie surfacique. Le travail
de Delhaye [Del74] présente un cas plus général. On trouvera aussi une présentation plus détaillée dans
les ouvrages [IH11, Chapitre 2] et [FZ06, � 3.3.6].

Notation Pour toute grandeur X, on notera le saut de X à l'interface entre un �uide d'indice g et un
�uide d'indice l comme

[X] := [X]gl = Xg −Xl.

Liquide
χ = 0

Gaz
χ = 1

νl→g

Interface

Figure 2.1 � Représentation schématique d'une interface franche entre un gaz (identi�é par χ(x, t) = 1)
et un liquide (identi�é par χ(x, t) = 0). La normale à l'interface νl→g est orientée du liquide vers le gaz.
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La valeur moyenne à l'interface sera notée X :

X :=
Xg +Xl

2
.

Ici, les indices g et l font bien sûr référence au gaz et au liquide, mais les résultats qui suivent valent pour
n'importe quel couple de �uides non-miscibles.

Lemme 2.1. Si ∗ est bilinéaire, on a la loi de Leibniz :

[X ∗ Y ] = X̄ ∗ [Y ] + [X] ∗ Ȳ . (2.1)

2.1.1 Équations de conservation mono�uide

Pour un �uide non-visqueux avec di�usion thermique, les équations de conservations s'écrivent :

∂tρ+∇ · (ρ u) = 0, (2.2a)

∂t(ρu) +∇ · (ρ u⊗ u+ pI) = 0, (2.2b)

∂t(ρE) +∇ · (ρE u+ pu+ q) = 0. (2.2c)

où ρ désigne la masse volumique, u la vitesse, p la pression, E = e+ 1
2 |u|

2 l'énergie totale spéci�que et q
le �ux de chaleur.

Remarque 2.2. Dans ce chapitre comme dans le reste de la thèse, la gravité n'a pas été prise en compte.
Elle apparaitrait sous la forme de termes sources dans les équations (2.2) et n'aurait aucune in�uence sur
les calculs présentés ci-après. Par simplicité, elle ne sera pas représentée. (Voir aussi la Remarque 5.14.) /

Le �uide est doté d'une loi d'état, qui peut par exemple être écrite sous la forme

ρ = ρ(p, T ), (2.3a)

e = e(p, T ). (2.3b)

Le �ux de chaleur q est usuellement calculé à partir de la loi de Fourier :

q = −k(T )∇T, (2.4)

où k est le coe�cient de di�usion thermique du �uide.

Par ailleurs, le Second Principe de la Thermodynamique impose pour l'entropie s :

∂t(ρ s) +∇ · (ρ s u) ≥ − 1

T
∇ · q. (2.5)

La nature de l'espèce locale en un point (x, t) est codée par le champ χ. Il vaut par exemple χ = 1
dans le gaz et χ = 0 dans le liquide (voir Figure 2.1). L'indice l (respectivement g) est associé au �uide
χ = 0 (respectivement χ = 1).

On suppose qu'il existe un champ de vitesse ω tel que l'évolution de χ respecte

∂tχ+ ω · ∇χ = 0. (2.6)

À l'interface, ω est la vitesse de déplacement de l'interface. Sans changement de phase, la vitesse ω
peut être choisi égale à ul ou ug (la conservation de la masse impliquera alors l'égalité des composantes
normales de ces deux vitesses). En cas de changement de phase, ω, ul et ug sont en général di�érentes.

Le vecteur normal à l'interface orienté de χ = 0 vers χ = 1 est noté νl→g. Formellement, il s'écrit
comme

νl→g =
∇χ
|∇χ|

.

Le vecteur opposé est noté νg→l = −νl→g.
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2.1.2 Bilan de masse

De (2.2) et (2.6), on déduit
[ρ]ω · νl→g = [ρu] · νl→g. (2.7)

Cette relation va être reformulée sous la forme de la dé�nition d'une nouvelle grandeur.

Dé�nition 2.3. Le �ux de masse surfacique local à travers l'interface, noté J , est dé�ni par

Jl→g := ρl(ul − ω) · νl→g = ρg(ug − ω) · νl→g. (2.8)

L'indice l→ g signi�e que le �ux est compté positivement quand la masse va de la phase l à la phase
g (c'est-à-dire de l'évaporation).

En l'absence de changement de phase, c'est-à-dire si on suppose ω = ul ou ω = ug, il se véri�e aisément
que

[u] = 0, et Jl→g = 0.

Remarque 2.4. En introduisant le volume spéci�que

τ =
1

ρ

la relation (2.7) peut être reformulée comme

Jl→g[τ ] = [u] · νl→g. (2.9)

/

2.1.3 Bilan de quantité de mouvement

De (2.2) et (2.6), on déduit
[ρ u⊗ (u− ω)] · νl→g + [p]νl→g = 0, (2.10)

qui peut être réécrite avec l'aide du �ux de masse comme

Jl→g[u] + [p]νl→g = 0. (2.11)

En séparant la relation (2.11) selon les directions normale et tangentes à l'interface, on obtient

[p] = −J2
l→g[τ ], (2.12)

ainsi que
Jl→g[u] · ν⊥ = 0, (2.13)

pour tout vecteur tangent à l'interface ν⊥.

Remarque 2.5. En l'absence de changement de phase (Jl→g = 0) la pression est continue à l'interface.
Le saut de pression en cas de changement de phase peut s'interpréter comme un e�et Venturi : le �ux de
masse est le même des deux cotés de l'interface mais les densités sont di�érentes. /

Remarque 2.6. La tension de surface a été négligée dans cette thèse par souci de simplicité. Si elle avait
été prise en compte, elle serait apparue dans l'équation (2.12) sous la forme de la loi de Laplace :

[p] = 2σκ− J2
l→g[τ ], (2.14)

où σ est le coe�cient de tension de surface et κ est la courbure moyenne de l'interface. /

2.1.4 Bilan d'énergie

De (2.2) et (2.6), on déduit
[ρE]ω · νl→g = [ρH u+ q] · νl→g. (2.15)

Grâce à la relation (2.1) et à la dé�nition du �ux de masse (2.8), cette relation se réécrit comme

Jl→g[E] + [pu] · νl→g + [q] · νl→g = 0. (2.16)
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De cette expression on peut déduire quatre autres versions équivalentes. Tout d'abord, en utilisant

(2.9), (2.11) et E = e+ |u|2
2 , on obtient

Jl→g ([e] + p̄[τ ]) + [q] · νl→g = 0, (2.17)

que l'on peut reformuler en termes d'enthalpie

Jl→g ([h]− τ̄ [p]) + [q] · νl→g = 0, (2.18)

ou encore, grâce à l'équation (2.12)

Jl→g[h] +
J3
l→g

2
[τ2] + [q] · νl→g = 0, (2.19)

et �nalement, en utilisant (2.9) et (2.13) pour revenir à une formulation en termes de vitesse

Jl→g

[
h+
|u− ω|2

2

]
+ [q] · νl→g = 0. (2.20)

Remarque 2.7. La relation (2.19) permet de justi�er le rôle des termes d'échange thermique dans le
changement de phase.

En e�et, dans le cas adiabatique ql = qg = 0, elle peut être réécrite pour un �ux de masse faible mais
non nul comme

[h] ' 0.

Si l'enthalpie est linéarisée sous la forme h− href = Cp(T − Tref) où Cp est la capacité thermique isobare
supposée constante, alors cette relation s'écrit

[Cp(T − Tref)] ' L,

où L = [href ] est la chaleur latente dans l'état de référence. En�n, les capacités thermiques Cpl et Cpg
étant du même ordre de grandeur, la relation se réécrit approximativement comme

Cp[T ] ' L.

Pour le méthane au voisinage de 111 K, on a en ordre de grandeur Cp = 2.5 · 103 J kg−1 K−1 et L =
0.5 · 106 J kg−1 d'où [T ] ' 200 K. La Figure 2.2 présente des valeurs de L/Cpg et L/Cpl obtenues par
la loi d'état Quickmethane pour diverses températures le long de la courbe de saturation. Les mêmes
ordres de grandeur se rencontrent pour l'eau vers 473 K, où on a environ Cp = 4 · 103 J kg−1 K−1 et
L = 2 · 106 J kg−1, soit [T ] ' 500 K. Avec de tels gradients de températures, il est peu raisonnable de
négliger les échanges thermiques. /

2.1.5 Bilan d'entropie

De (2.5) et (2.6), on déduit

Jl→g[s]
g
l +

[ q
T

]g
l
· νl→g ≥ 0. (2.21)

Si on dé�nit le �ux d'énergie total échangé à l'interface Q à l'aide de (2.20) comme

Ql→g = Jl→g

(
hg +

|ug − ω|2

2

)
+ qg · νl→g,

= Jl→g

(
hl +

|ul − ω|2

2

)
+ ql · νl→g,

(2.22)

alors, la condition interfaciale pour l'entropie s'écrit :

− Jl→g
[
µ+ 1

2 |u− ω|
2

T

]g
l

+Ql→g

[
1

T

]g
l

≥ 0, (2.23)

où µ est le potentiel chimique dé�ni par µ = h− Ts.
Remarque 2.8. Le �ux Q tel que dé�ni avec la relation (2.22) est dé�ni à une constante près. Il est
proportionnel à hg (ou hl) qui dépend du niveau zéro de l'énergie �xé arbitrairement. Le terme [µ/T ] de
l'équation (2.23) dépend aussi (d'une manière moins évidente) de cette référence. Ces deux dépendances
s'annulent pour que l'entropie totale créée soit indépendante de toute référence arbitraire comme c'est le
cas pour (2.21). /
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Figure 2.2 � Valeur approchée du saut de température à l'interface liquide-vapeur en l'absence de
di�usion thermique pour di�érentes conditions de référence le long de la courbe de saturation du méthane
d'après les données de Quickmethane. Voir aussi Remarque 2.7.

2.1.6 Courbe de Hugoniot

On peut remarquer que les relations qui précédent ne sont pas spéci�ques au changement de phase,
mais peuvent décrire n'importe quelle interface perméable entre deux �uides. Elles sont similaires aux
équations de Rankine-Hugoniot décrivant un choc dans un gaz (si ce n'est que pour un choc les lois d'état
des deux cotés de l'interface sont les mêmes) [MP89]. Elles peuvent aussi décrire le front de �amme de
certains modèles de combustion, les deux �uides étant alors le gaz brulé et le gaz non brulé.

Pour ces applications, il est courant de tracer dans un diagramme (typiquement (p, τ) ou (p, u)) l'en-
semble des états joignables à partir d'un état donné à travers une discontinuité respectant les relations
de saut. Pour l'étude des chocs en mécanique des �uides, on appelle courbe de Hugoniot une telle courbe.
Dans le domaine de la combustion, elle est aussi nommée courbe de Crussart.

Comme déjà évoqué dans la Remarque 2.7, les conditions d'interface peuvent donner des valeurs non
physiques en l'absence de di�usion thermique. Ceci est dû à la valeur élevée de la chaleur latente (qui
n'est pas présente dans la même mesure ni dans le cas des chocs dans un gaz, ni dans le cas du front de
�amme). La courbe de Hugoniot peut néanmoins être tracée en supposant une valeur constante pour les
�ux de chaleurs su�sante pour compenser la chaleur latente. Sur la Figure 2.3, la courbe de Hugoniot
pour l'évaporation a été tracée en supposant arbitrairement

[q] · νl→g = Jl→g × 6 · 105 J kg−1.

Le point à gauche de la Figure 2.3 est l'état initial liquide (τ = 2 · 10−3 m3 kg−1 et p = 1 bar). La
courbe grise est la courbe de saturation (ensemble des marqueurs circulaires sur la Figure 1.2). La courbe
bleue (pleine et discontinue) est l'ensemble des solutions de l'équation (2.18).

D'après la relation (2.12), on a

−J2
l→g =

[p]

[τ ]
,

donc la droite reliant un état �nal à droite à l'état initial à gauche a pour pente −J2
l→g. Ces droites sont

aussi appelées droites de Rayleigh. Deux d'entre elles ont été tracées sur la Figure 2.3 en tirets violets.
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Figure 2.3 � Courbe de Hugoniot dans un diagramme (τ, p) pour l'évaporation avec un apport d'énergie
[q] · νl→g = Jl→g × 6 · 105 J kg−1. Le point à gauche (liquide à τ ' 2 · 10−3 m3 kg−1) est l'état initial. La
courbe bleu est l'ensemble des états solutions de (2.18). Seule la section en ligne pleine correspond à des
transformations physiques subsoniques.

La section la plus à gauche de la courbe de Hugoniot a été tracée en ligne discontinue car elle ne
correspond pas à une transformation physique. En e�et, pour un tel état �nal : pg − pl > 0 et τg − τl > 0
ce qui impliquerait J2

l→g < 0.

La droite de Rayleigh horizontale correspond au cas limite Jl→g ' 0. Plus loin sur la courbe, pour
des droites de Rayleigh de pente −J2

l→g décroissante, on observe une diminution de la pression de l'état
gazeux �nal.

La deuxième courbe de Rayleigh tracée sur la Figure 2.3 est tangente à la courbe de Hugoniot. Elle cor-
respond au �ux de masse maximal possible dans ces conditions. Ce régime est appelé point de Chapman-
Jouguet dans le domaine de la combustion [TCL82]. La vitesse d'échappement du gaz de l'interface est
alors la vitesse du son du gaz. Cette borne supérieure de Jl→g est aussi étudiée d'un point de vue plus
théorique dans le cas isotherme par [HDW13].

En�n, la dernière section de la courbe de Hugoniot à droite correspond à des écoulements de gaz
supersoniques par rapport à l'interface. Ce régime, dit de dé�agration forte, ne sera pas considéré pour
notre modélisation du changement de phase. Par ailleurs, une autre section de la courbe de Hugoniot,
dite de détonation, est étudiée dans le domaine de la combustion [TCL82, Fig. 3.1]. Elle correspond au
domaine pg > pl et τg < τl. Dans notre contexte, ce type de transformation ne correspond pas à un
changement de phase et ne sera pas étudiée.

En�n, une courbe de Hugoniot peut aussi être tracée pour la condensation. Celle-ci est cependant moins
intéressante en raison de la quasi-incompressibilité du liquide.

2.2 Relations de fermeture

2.2.1 Généralités

Comme déjà mentionné précédemment, toutes les relations qui précédent dans ce chapitre sont valables
pour n'importe quelle interface perméable entre deux �uides non miscibles. La spéci�cité de la physique
du changement de phase viendra des relations de fermeture manquantes. Outre les lois d'états des deux
phases pures, il manque deux relations de fermeture.
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La première relation de fermeture vient de la présence de termes d'ordre 2 dans l'expression de la
di�usion thermique q. Sans changement de phase, on impose généralement la continuité de la température
à l'interface.

[T ] = 0. (2.24)

Cependant, il n'est pas certain que cette hypothèse soit raisonnable pour la modélisation d'une interface
avec changement de phase hors-équilibre. Dans ce travail, une forme plus générale sera considérée :

Ql→g = Q(pl, Tl, pg, Tg), (2.25)

où Q est le �ux d'énergie dé�nit par (2.22) et pl, Tl, pg et Tg sont les états thermodynamiques respecti-
vement dans le liquide et dans le gaz.

Sans changement de phase, cette relation de fermeture peut par exemple prendre la forme

Ql→g = ql · νl→g = qg · νl→g =
kint

ε
(Tl − Tg),

où l'interface a été modélisée par une couche d'épaisseur ε et de conductivité thermique moyenne kint. (Ici,
kint est positif pour garantir un �ux de chaleur orienté selon νl→g quand le température Tl est supérieure
à la température Tg.) L'hypothèse de continuité de la température (2.24) se retrouve comme cas limite
de ce modèle quand ε→ 0.

La seconde relation de fermeture vient du terme de changement de phase. Comme précédemment, le
�ux de masse Jl→g va être relié aux conditions thermodynamiques de chaque cotés de l'interface par une
relation de la forme

Jl→g = J (pl, Tl, pg, Tg). (2.26)

Cette relation sera aussi appelée relation cinétique du changement de phase. Elle décrit la manière dont
l'interface va tendre vers l'équilibre liquide-vapeur, de la même manière que (2.25) décrit le retour à l'équi-
libre thermique. Ces deux relaxations peuvent être couplées et doivent respecter la condition d'entropie
(2.23).

Le choix d'un modèle pour Jl→g (et du �ux Ql→g si il est couplé à Jl→g) est un problème ouvert.
Cette question a déjà été discutée dans la Section 1.3. La relation de Hertz-Knudsen (1.11) est un bon
candidat pour une expression de Jl→g. Comme dans le cas du �ux d'énergie, le cas limite d'une relaxation
in�niment rapide A→∞ correspond formellement à remplacer la relation de fermeture de la forme (2.26)
par la condition d'équilibre à l'interface comme par exemple celle du problème de Stefan (1.9b).

Une approche possible pour trouver une expression pour Jl→g et Ql→g qui satisfasse (2.23) est la
thermodynamique hors équilibre que nous présenterons brièvement dans le paragraphe suivant.

2.2.2 Thermodynamique hors équilibre à l'interface

La principale référence sur le sujet de la thermodynamique hors-équilibre est [DM84]. On pourra aussi
se rapporter à [BHY90], [BK04], [Bed10] (et autres travaux des mêmes auteurs) pour une discussion plus
orientée vers la modélisation d'une interface avec changement de phase.

Le postulat de base de la thermodynamique hors équilibre est l'écriture des �ux échangés entre deux
systèmes comme dépendant directement des déséquilibres entre ces systèmes, c'est-à-dire

Flux = f(Déséquilibres),

avec une fonction f telle que f(0) = 0 a�n que les �ux soient nuls à l'équilibre. Au voisinage de l'équilibre,
la fonction f sera linéarisée sous la forme

Flux = G ·Déséquilibres,

où G est une matrice, que l'on supposera ici constante. La loi de Fourier (2.4) est l'exemple le plus connu
de modèle sous cette forme.
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Remarque 2.9. Cette forme n'est pas la seule approche possible. La thermodynamique hors équilibre
étendue (ou EIT pour Extended Irresversibe Thermodynamics) [BGK02] postule par exemple un temps
de réaction τ sous la forme

τ
dFlux

dt
+ Flux = G ·Déséquilibres.

En pratique, aux échelles de temps que l'on considère, il peut être négligé. /

Pour un problème donné, l'enjeu est de dé�nir les �ux et de quanti�er les déséquilibres à qui ils seront
reliés. Pour cela, le bilan d'entropie (par exemple (2.23)) sera réécrit sous la forme∑

Flux ·Déséquilibres ≥ 0.

Ainsi pour que le Second Principe soit respecté, il sera su�sant de prendre la matrice G positive, c'est-
à-dire telle que

∀x, x ·Gx ≥ 0.

Cependant, la décomposition sous cette forme n'est pas unique et des critères physiques vont devoir être
utilisés.

Comme discuté à la Remarque 2.8, l'écriture du bilan d'entropie sous la forme (2.23) peut être pro-
blématique. En e�et, l'utilisation de Jl→g ∝ [µ/T ] donnerait un �ux de masse dépendant de la référence
arbitraire en énergie. Ceci peut être corrigé avec l'aide du résultat suivant.

Lemme 2.10. Le potentiel chimique µ respecte la relation de Gibbs-Helmholtz :(
∂ µT
∂ 1
T

)
p

= h. (2.27)

Démonstration. En utilisant les propriétés usuelles de la dérivée, on a :(
∂ µT
∂ 1
T

)
p

= −T 2

(
∂ µT
∂T

)
p

=
T 2

T 2
µ− T 2

T

(
∂µ

∂T

)
p

= µ− T
(
∂µ

∂T

)
p

.

Or, la relation thermodynamique dµ = −sdT + τdp implique

s = −
(
∂µ

∂T

)
p

,

et par ailleurs, on a par dé�nition de µ,
h = µ+ Ts,

ce qui permet de conclure.

Corollaire 2.11. La condition d'entropie (2.23) peut être réécrite au premier ordre comme

− Jl→g
(
µg(pg, Tl)− µl(pl, Tl)

Tl
+

[ 1
2 |u− ω|

2

T

])
+ (Ql→g − Jl→ghg)

[
1

T

]
≥ 0. (2.28)

Démonstration. Par dé�nition,

Jl→g

[µ
T

]
= Jl→g

(
µg(pg, Tg)

Tg
− µl(pl, Tl)

Tl

)
,

où pk et Tk décrivent l'état du �uide k ∈ {g, l} à l'interface et µk est la fonction potentiel chimique
dé�nie par la loi d'état du �uide. Par ailleurs, le Lemme 2.10 permet d'écrire, pour des di�érences de
température su�samment petites :

µ(p, T )

T
' µ(p, T0)

T0
+ hg(p, T )

(
1

T
− 1

T0

)
,

d'où

Jl→g

[µ
T

]
= Jl→g

(
µg(pg, Tl)− µl(pl, Tl)

Tl

)
+ Jl→g hg(pg, Tg)

(
1

Tg
− 1

Tl

)
,

ce qui donne le résultat voulu.
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Théorème 2.12. Au voisinage de l'équilibre, si le �ux de masse Jl→g est supposé su�samment faible,
alors les relations de fermeture

Ql→g = Gq(Tl − Tg) + hg(pg, Tg)Jl→g, Jl→g = Gm
µl(pl, Tl)− µg(pg, Tl)

Tl
, (2.29)

avec Gm ≥ 0 et Gq ≥ 0, respectent la condition d'entropie.

Démonstration. Avec l'aide de la dé�nition de Jl→g (2.8), la condition d'entropie (2.28) peut être réécrite
comme

−Jl→g

(
µg(pg, Tl)− µl(pl, Tl)

Tl
+
J2
l→g

2

[
τ2

T

])
+ (Ql→g − Jl→ghg)

[
1

T

]
≥ 0.

En insérant les expressions de (2.29) dans le bilan d'entropie, on obtient

−Jl→g

(
−Jl→g
Gm

+
J2
l→g

2

[
τ2

T

])
−Gq[T ]

[
1

T

]
≥ 0.

Pour un �ux de masse su�samment faible, on néglige le terme d'ordre 3 en Jl→g

Gm

(
µl(pl, Tl)− µg(pg, Tl)

Tl

)2

+Gq
[T ]2

TgTl
≥ 0.

Cette condition est bien toujours respectée.

Remarque 2.13. La relation (2.28) aurait pu être écrite symétriquement comme

− Jl→g
(
µg(pg, Tg)− µl(pl, Tg)

Tg
+

[ 1
2 |u− ω|

2

T

])
+ (Ql→g − Jl→ghl)

[
1

T

]
≥ 0. (2.30)

Le choix d'une asymétrie se base sur des considérations physiques : en considérant que le liquide à une
meilleure di�usivité thermique que le gaz, il est généralement fait l'hypothèse que le changement de phase
à l'interface a lieu à la température Tl. Voir aussi la Remarque 5.10. /

Remarque 2.14. La thermodynamique hors-équilibre fait l'hypothèse d'un petit déséquilibre à l'inter-
face. Elle n'est pas compatible avec la condition de Chapman-Jouguet présentée à la Section 2.1.6 pour
de grands écarts à l'équilibre. Certaines références [LMS05] [Per08] proposent dans ce cas de prendre
comme relation de fermeture la valeur de Jl→g au point de Chapman-Jouguet, c'est-à-dire

Jl→g = JChapman-Jouguet(pl, Tl, pg, Tg).

/

2.2.3 Lien avec la relation de Hertz-Knudsen

Lemme 2.15. Pour toute température T0, pour toute pression p au voisinage de psat(T0) on a

µg(p, T0)− µl(p, T0) ' τg(psat(T0), T0) (p− psat(T0)). (2.31)

Démonstration. Par dé�nition de psat, on a

µg(p
sat(T0), T0) = µl(p

sat(T0), T0).

En développant µg(·, T0) et µl(·, T0) au premier ordre au voisinage de psat(T0) on obtient :

µg(p, T0)− µl(p, T0) '
((

∂µg
∂p

)
T

(psat(T0), T0)−
(
∂µl
∂p

)
T

(psat(T0), T0)

)
(p− psat(T0)).

Or (
∂µ

∂p

)
T

= τ.

En faisant l'approximation classique

τl � τg ⇒ τg − τl ' τg,

on obtient le résultat voulu.
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Remarque 2.16. Pour un gaz parfait, l'expression exacte de µg(p, T ) est connue. En négligeant comme
précédemment la variation de µl, on obtient

µg(p, T0)− µl(p, T0) ' (γ − 1)CvgT0 ln

(
p

psat(T0)

)
.

La formule (2.31) se retrouve alors par l'approximation

ln

(
p

psat(T0)

)
= ln

(
1 +

p− psat(T0)

psat(T0)

)
' p− psat(T0)

psat(T0)
.

/

On en déduit une expression pour Jl→g semblable à (1.11).

Corollaire 2.17. Les relations de fermeture

Ql→g = Gq(Tl − Tg) + hg(pg, Tg)Jl→g, Jl→g = −Gm
τg(p

sat(Tl), Tl)

Tl

(
pg − psat(Tl)

)
, (2.32)

respectent la condition d'entropie.
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Figure 2.4 � Comparaison des valeurs (en J kg−1 K−1) de l'approximation (2.31) pour des températures T
entre 100 K et 120 K et des pressions p entre 0.1 bar et 2 bar pour le méthane d'après la loi d'état
Quickmethane. La courbe de saturation (en rouge) correspond à la ligne de niveau 0 J kg−1 K−1. Le
déséquilibre (µg(p, T ) − µl(p, T ))/T est négatif en dessous de la courbe de saturation (entrainant de
l'évaporation) et positif au dessus (entrainant de la condensation). Comme attendu, les deux surfaces
apparaissent tangentes au voisinage de la courbe de saturation.

La Figure 2.4 présente une comparaison des deux expressions en fonction de p et T . L'écart entre les
deux surfaces loin de la courbe de saturation est à relativiser pour deux raisons principales.

D'une part, une des deux espèces est toujours dans un état métastable hors de la courbe de saturation.
De ce fait, les mesures expérimentales de ses propriétés physiques sont di�ciles voire impossibles. Les
valeurs numériques de µg − µl données par l'équation d'état tabulée Quickmethane relève autant de
l'extrapolation que de la mesure.

D'autre part, l'expression (2.29) a été introduite ici pour des raisons théoriques mais n'a pas été
validée expérimentalement avec plus de certitude que (2.32), et ceci faute de données expérimentales de
changement de phase interfacial loin de l'équilibre.
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Remarque 2.18. En�n, avec l'aide de la relation de Clapeyron (1.4), la pression de saturation peut être
linéarisée. Une forme simpli�ée minimale peut ainsi être proposée, pour des pressions et températures
proches de l'état d'équilibre (p0 = psat(T0), T0), sous la forme

Jl→g = −Gm
T0

(
τg(p0, T0) (pg − p0)− L (Tl − T0)

)
, (2.33)

où L est la chaleur latente. /

2.3 Équations de conservation

2.3.1 Le modèle

Dans les sections précédentes, le modèle a été écrit comme la combinaison des équations d'Euler mono-
�uide sur deux domaines disjoints avec des conditions d'interface comme conditions aux limites. Dans la
suite de ce chapitre, le modèle sera reformulé comme la résolution d'un seul système sur tout le domaine.
Cela sera possible grâce à la fonction caractéristique χ(x, t) ∈ {0, 1}, déjà introduite dans la section
précédente. C'est elle qui décrira implicitement la position de l'interface.

L'équation d'évolution de χ donnée par (2.6) peut être reformulée avec l'aide de (2.8) comme

∂tχ+

(
u− J

ρ

)
· ∇χ = 0, (2.34)

où J est le �ux de masse porté par le vecteur normal à l'interface, tel que

J = Jl→g νl→g . (2.35)

En 1D, J est le �ux de masse compté positivement de la phase de gauche vers la phase de droite.

Remarque 2.19. On a choisi ω = u− J
ρ , mais n'importe quel champ ω satisfaisant

ω · νl→g = u · νl→g −
Jl→g
ρ

aurait fait l'a�aire. La composante de ω tangente à l'interface ne joue aucun rôle. Par ailleurs, l'équation
(2.34) est bien dé�nie à l'interface car ω · νl→g est continue d'après (2.8) et ceci même si la composante
tangente est discontinue. /

L'évolution de l'interface est décrite par l'évolution du champ χ. D'après cette équation, celui-ci est
advecté avec la vitesse u− J

ρ . Même si la vitesse d'écoulement du �uide est nulle, l'interface peut évoluer
en raison du �ux de masse de changement de phase.

En joignant l'équation (2.34) aux équations de conservation d'Euler, on obtient le système :

∂tρ+∇ · (ρu) = 0, (2.36a)

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ p I) = 0, (2.36b)

∂t (ρE) +∇ · ((ρE + p)u+ q) = 0, (2.36c)

∂t(χρ) +∇ · (χρu)− J · ∇χ = 0, (2.36d)

L'équation (2.34) a été combinée avec (2.36a) pour former l'équation de bilan de la masse de gaz (2.36d).

Si par exemple ρ et e sont les variables de base choisies pour la loi d'état, alors (2.36) se complète avec

p : {0, 1} × R+ × R −→ R+

(χ, ρ, e) 7→

{
pl(ρ, e) si χ = 0,

pg(ρ, e) si χ = 1,

où pg(ρ, e) et pl(ρ, e) sont les lois d'états des phases pures. La même approche vaut pour un autre choix
de variables thermodynamiques de base, comme ρ(χ, p, T ) ou p(χ, ρ, T ).
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Remarque 2.20. En écrivant formellement

J = Jl→g νl→g = Jl→g
∇χ
|∇χ|

,

l'équation (2.36d) peut être reformulée comme

∂t(χρ) +∇ · (χρu)− Jl→g|∇χ| = 0. (2.37)

Sous cette forme, le terme de changement de phase peut être interprété comme un terme source pour
cette équation de bilan du gaz. Le terme |∇χ| peut être vu comme un terme d'aire interfaciale localisant
l'interface. L'équation (2.37) se retrouve par exemple dans [SR05] ou [BBDG10]. Dans cette thèse, la
notation (2.36d) sera préférée car elle est plus proche de la forme d'une équation de conservation. /

2.3.2 Interprétation du terme non-conservatif

Le système d'équations aux dérivées partielles (2.36) fait intervenir un terme de la forme J(v) · ∇χ, où
v = (ρ, ρu, ρE, χρ) symbolise l'état du système. En général, l'état du système v est discontinu à l'interface
et donc J(v) l'est aussi. Le produit de cette fonction discontinue par la distribution de Dirac ∇χ n'est
pas dé�ni. Cependant, cette di�culté théorique n'est pas une limite du modèle. Dans les paragraphes qui
suivent, le sens physique à donner à cette indétermination sera explicité.

Le formalisme proposé par [DLM95] peut permettre de donner un sens à ce terme. Pour cela, on
introduit une fonction Φ su�samment régulière telle que pour deux états vG et vD quelconques,

Φ(·, vG, vD) : [0, 1]→ Rm

est un chemin reliant ces deux états dans l'espace des phases.

Une fonction v est alors solution de l'équation aux dérivées partielles avec le terme non-conservatif
(2.36d), si elle respecte la condition de Rankine-Hugoniot généralisée suivante à l'interface [Tou92] :

− [χρ]ω · νl→g + [χρu · νl→g]−
∫ 1

0

Jl→g(Φ(s, vG, vD))
∂Φ

∂s
ds = 0. (2.38)

Le dernier terme peut être réécrit de manière plus concise en dé�nissant la fonction Ĵl→g(·, ·) telle que∫ 1

0

Jl→g(Φ(s, vG, vD))
∂Φ

∂s
ds =: Ĵl→g(vG, vD) [χ].

La relation de saut (2.38) est alors un bilan de masse similaire à (2.8) :

Ĵl→g(vG, vD)[χ] = [χρ(u− ω)] · νl→g = ρg(ug − ω) · νl→g.

À la Section 2.2, le besoin d'une relation de fermeture de la forme J (pl, Tl, pg, Tg) a été discuté. Dans
le système non-conservatif (2.36) vu par ce formalisme, cette fermeture prend la forme de la dé�nition
de Jl→g(v) et de Φ, ou bien uniquement du Ĵl→g(vG, vD) en résultant.

Physiquement, la fonction Φ peut être interprétée comme une description régulière à l'échelle micro-
scopique des gradients de densité et de température. Selon le pro�l de ces fonctions à travers l'interface,
le changement de phase local Jl→g(p, T ) aura lieu dans des conditions di�érentes. Il en résultera un
changement de phase total à l'interface Ĵl→g(vG, vD) di�érent.

En pratique, on ne cherchera pas à exprimer J(v) et Φ mais on complétera notre modèle par une
relation Ĵ(vG, vD). La fonction J(v) elle-même n'apparaissant nulle part en dehors des interfaces, il n'y
a pas d'ambigüité à confondre les notations J et Ĵ .
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(a) Représentation discontinue à l'échelle macroscopique
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(b) Représentation microscopique associée à
une certaine régularisation Φ1.
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(c) Représentation microscopique associée à
une autre régularisation Φ2.

Figure 2.5 � Interprétation physique du chemin de régularisation Φ. Si on imagine que le changement de
phase a lieu le long du gradient de ρ, alors la réaction a lieu à Tg à gauche et à Tl à droite. Selon la valeur
de Tg et Tl par rapport à T sat un cas peut correspondre à de la condensation et l'autre à l'évaporation.
En pratique, on s'attend à ce que le cas de droite soit plus proche de la réalité microscopique.

Par ailleurs, le �ux de chaleur, tel que donné par la loi de Fourier

q = −k(χ, T )∇T,

peut aussi être mal dé�ni à l'interface si T n'est pas continu. Ici aussi, une forme de régularisation devra
être imposée qui pourra prendre la forme du �ux d'énergie à l'interface Q = Q(pl, Tl, pg, Tg) évoqué dans
la section précédente.

2.3.3 Conditions aux limites

En 1D, la dé�nition des conditions aux limites associées au système de lois de conservation (2.36) ne
pose pas de di�culté. Le bord du domaine n'est en contact qu'avec une phase pure (sauf peut-être en un
nombre �ni d'instants ponctuels).

χ = 1χ = 0

J

Figure 2.6 � Schéma d'un point de contact liquide-vapeur-paroi.

En dimensions supérieures, une di�culté peut apparaitre au niveau des points de contact liquide-
vapeur-paroi. Un exemple de tel point est représenté à la Figure 2.6.

D'un point de vue physique, la description de ce type de points fait intervenir des phénomènes particu-
liers, comme les angles de contacts (voir par exemple [Kun11, � 3.2.4]). La modélisation de ces phénomènes
ainsi que la détermination de la physique du changement de phase dans cette situation sortent du cadre
de cette thèse.

D'un point de vue mathématique, le choix de conditions aux limites associés à un système d'équa-
tions aux dérivées partielles pour obtenir un problème bien posé est une question complexe. L'analyse
mathématique des conditions aux limites au point de contact n'a pas été étudiée dans cette thèse.
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2.3.4 Forme lagrangienne 1D

Dans ce paragraphe, une autre formulation des mêmes équations de conservation va être présentée.
Elle sera utilisé au Chapitre 4 pour la discrétisation du modèle par le code Flux-IC.

Lemme 2.21. En 1D, les équations de conservation (2.36) peuvent être reformulées sous forme lagran-
gienne :

dut τ − ∂xu = 0, (2.39a)

dut u+ ∂xp = 0, (2.39b)

dutE + ∂xpu = −∂xq, (2.39c)

dut χ− J∂xχ = 0, (2.39d)

avec
dut = ρ∂t + ρu · ∂x (2.40)

la dérivée temporelle dans le repère du �uide évoluant à la vitesse u.

En appliquant la dé�nition de J en 1D

J = ρ(u− ω),

les équations peuvent être reformulées de la façon suivante.

Corollaire 2.22. Dans le référentiel de l'interface, qui évolue à la vitesse ω, ces mêmes équations peuvent
se réécrire comme

dωt τ − ∂xu+ J∂xτ = 0, (2.41a)

dωt u+ ∂xp+ J∂xu = 0, (2.41b)

dωt E + ∂xpu+ J∂xE = −∂xq, (2.41c)

dωt χ = 0, (2.41d)

avec
dωt = ρ∂t + ρω · ∂x. (2.42)

Les termes de la forme J∂x sont les �ux de volume massique, quantité de mouvement massique et
énergie massique portés par le �ux de masse J changeant de phase.

2.4 Problème de Riemann pour J = cst.

Le terme non-conservatif, même si il se justi�e physiquement, rend l'étude théorique du système (2.36)
assez complexe. Cependant, dans le cas particulier d'un �ux de masse J constant (et sans �ux de chaleur,
q = 0), le système se réduit à un système de lois de conservation hyperbolique usuel. Dans cette section,
nous allons étudier la solution au problème de Riemann de ce système simple.

Remarque 2.23. Pour résoudre le problème de Riemann pour (2.36), il est commode d'étendre le
domaine de dé�nition du paramètre d'ordre χ ∈ {0, 1}, qui n'est pas convexe, à l'intervalle [0, 1] en
dé�nissant un modèle de mélange.

Concrètement, cela revient à étendre la fonction

p : {0, 1} × R+ × R −→ R+,

à une fonction régulière dé�nie sur le domaine convexe

p : [0, 1]× R+ × R −→ R+

(ou tout autre fonction thermodynamique selon les variables de base choisies). Dans cette thèse, le choix
a été fait de changer la notation du paramètre d'ordre χ en ξ pour di�érencier les deux fonctions et
indiquer qu'un modèle de mélange est employé. Par exemple, une solution naïve consiste à prendre la
combinaison linéaire

∀ξ ∈ [0, 1], p(ξ, ·, ·) = ξ p(χ = 1, ·, ·) + (1− ξ) p(χ = 0, ·, ·).

Un modèle de mélange plus physique sera proposé dans le section suivante.
Cependant, pour des conditions initiales dans {0, 1}, la solution au problème de Riemann reste dans

{0, 1} sans que le modèle de mélange dé�ni pour ]0, 1[ n'ait de conséquence sur la solution. /
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Hypothèse Pour simpli�er les calculs qui suivent, l'hypothèse suivante sera faite :

|J | < ρkck, (2.43)

pour tous les états k impliqués dans la solution au problème de Riemann.

Remarque 2.24. Cette hypothèse est légèrement plus forte que la limite au �ux causée par le point de
Chapman-Jouguet qui a été discutée à la Section 2.1.6. En e�et, cette condition implique seulement que

|J | ≤ ρkck,

pour les deux états k voisins de l'interface. /

En 1D, le système de lois de conservation peut se réécrire comme le système

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, (2.44a)

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p) = 0, (2.44b)

∂t (ρE) + ∂x ((ρE + p)u) = 0, (2.44c)

∂t(ξρ) + ∂x(ξ(ρu− J)) = 0, (2.44d)

associé à la loi d'état (partielle) p(ξ, ρ, e).

Pour ce système, la jacobienne des �ux s'écrit

A :=
∂F

∂v
=


0 1 0 0

c2 − u2 + Γ(u2 −H)− pξξ (2− Γ)u Γ pξ(
c2 −H + Γ(u2 −H)− pξξ

)
u H − Γu2 (1 + Γ)u pξu

−ξ
(
u− J

ρ

)
ξ 0 u− J

ρ

 , (2.45)

où Γ est le coe�cient de Grüneisen et

pξ :=
1

ρ

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

.

Le calcul détaillé de cette matrice est présenté à l'Annexe B.

Les valeurs propres de cette matrice sont u − c, u, u − J
ρ et u + c. L'ordre de la deuxième et de la

troisième valeur propre peut changer selon le signe de J .

Les vecteurs propres associés sont respectivement


1

u− c
H − uc

ξ

 ,


1
u

H − c2

Γ
ξ

 ,
1

c2


pξ

pξ

(
u− J

ρ

)
pξ

(
H − uJρ

)
ξpξ + c2 −

(
J
ρ

)2

 ,


1

u+ c
H + uc

ξ

 . (2.46)

Lemme 2.25. Les champs associés aux valeurs propres u et u− J
ρ sont linéairement dégénérés.

Démonstration. Pour le champ associé à la valeur propre u,

∂u

∂v
=
∂u

∂v

v2

v1
=

1

v1


− v2v1
v2

0
0

 =
1

ρ


−u
1
0
0

 .

Grâce à l'expression du deuxième vecteur propre à droite r donné en (2.46), on trouve ∂λ
∂v · r = 0.

De même pour le champ associé à la valeur propre u− J
ρ

∂

∂v

(
u− J

ρ

)
=

∂

∂v

(
v2 − J
v1

)
=

1

v1


−v2−Jv1
v2

0
0

 =
1

ρ


−u− J

ρ

1
0
0

 ,

d'où on trouve ∂λ
∂v · r = 0.
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Remarque 2.26. Le fait que le champ u− J
ρ soit linéairement dégénéré n'est pas un cas particulier dû

à l'hypothèse J = cst. C'est la condition d'interface (2.8) qui impose que(
u− J

ρ

)
g

=

(
u− J

ρ

)
l

,

c'est à dire la continuité de la vitesse des caractéristiques au travers de l'interface. Si l'interface avec
changement de phase peut être vue physiquement comme un choc (elle a les mêmes conditions de Rankine-
Hugoniot que les chocs des équations d'Euler), il s'agit du point de vue mathématique d'une discontinuité
de contact. /

Lemme 2.27. Le paramètre d'ordre ξ est constant au travers des ondes associées aux valeurs propres
u− c, u et u+ c.

Démonstration. Soit un choc associé à la valeur propre u±c. La condition de Rankine-Hugoniot appliquée
à la variable conservative ξρ s'écrit

[ξ(ρu− J)] = σ[ξρ] ⇐⇒ [ξ(ρ (u− σ)− J)] = 0,

où σ est la vitesse du choc.
À l'aide du Lemme 2.1, on en déduit

[ξ](ρ (u− σ)− J) + ξ [ρ (u− σ)] = 0.

Or la condition de Rankine-Hugoniot sur ρ s'écrit

[ρu] = σ[ρ] ⇐⇒ [ρ (u− σ)] = 0,

d'où
[ξ] (ρD(uD − σ)− J) = 0,

où l'indice D indique l'état à droite du choc.
Supposons que le facteur de droite soit nul, c'est-à-dire :

ρD(uD − σ) = J.

La condition d'entropie de Lax sur le choc (voir par exemple [Tor09, p. 72]) implique que

uD + cD ≤ σ ≤ uG + cG.

On a donc
ρDcD ≤ −J,

ce qui est contradictoire avec l'hypothèse (2.43). D'où

[ξ] = 0.

Soit une onde de raréfaction associée à la valeur propre u± c ou une discontinuité de contact associée
à la valeur propre u. La conservation des invariants de Riemann implique à travers l'interface [Tor09,
p.81]

dρ

1
=

dρξ

ξ
,

d'où on déduit
ρdξ = 0,

qui est le résultat voulu.

Corollaire 2.28. Les ondes associées aux valeurs propres u − c, u et u + c sont identiques aux ondes
rencontrées pour les équations d'Euler dans un �uide pur.

La solution peut être schématisée comme à la Figure 2.7 dans le cas Jl→g < 0 et νl→g = 1, d'où J < 0.
Ce schéma est similaire à celui présenté au Chapitre 1 pour décrire les modèles utilisant une solution ad-
hoc au problème de Riemann. Par construction, l'interface respecte les conditions interfaciales décrites
dans la Section 2.1. Cependant, comme discuté à la �n de cette section, ce problème n'a pas de sens
physique en l'absence de di�usion thermique en raison de la valeur élevée de la chaleur latente. Les
résultats présentés n'ont d'intérêt que d'un point de vue mathématique.
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Figure 2.7 � Représentation schématique d'une solution au problème de Riemann. Ici νl→g = 1, le liquide
est à droite, et Jl→g < 0, le gaz se condense.

2.5 Équations de conservation moyennées

Pour des écoulements de grande dimension (cf. Section 1.2.4) ou bien simplement dans le cadre de
certaines méthodes numériques de type volumes �nis, l'écoulement sera moyenné. Dans cette section, nous
discuterons en particulier de la moyenne du terme de changement de phase introduit précédemment. Pour
une discussion plus approfondie sur ce type de moyenne, on pourra se référer par exemple à l'ouvrage de
référence de Ishii et Hibiki [IH11].

Lemme 2.29. Des équations (2.36) on déduit

∂tχρ+∇ · χρu− J · ∇χ = 0, (2.47a)

∂tχρu+∇ · χ(ρu⊗ u+ pI)− (u⊗ J + pI)∇χ = 0, (2.47b)

∂tχρE +∇ · χ((ρE + p)u+ q)− (JE + pu+ q) · ∇χ = 0, (2.47c)

qui sont les équations de bilan de la masse de gaz, de la quantité de mouvement du gaz et de l'énergie du
gaz. Les équations correspondantes pour le liquide se déduisent en retranchant (2.47) de (2.36).

Remarque 2.30. Les termes non-conservatifs sont bien dé�nis car J · νl→g, (u⊗ J + pI)νl→g et (JE +
pu+ q) · νl→g sont continus à travers l'interface (voir la Section 2.1). /

Démonstration.
� L'équation (2.47a) est exactement (2.36d).
� Bilan de quantité de mouvement (2.47b) :

On multiplie l'équation de bilan de quantité de mouvement par χ :

χ (∂tρu+∇ · (ρu⊗ u+ pI)) = 0.

En intégrant χ dans les dérivées on obtient

∂tχρu+∇ · χ(ρu⊗ u+ pI)− ρu∂tχ− (ρu⊗ u)∇χ− p∇χ = 0,

que l'on peut réécrire comme

∂tχρu+∇ · χ(ρu⊗ u+ pI)− ρu∂tχ− (ρu⊗ ω)∇χ− (ρu⊗ (u− ω))∇χ− p∇χ = 0.

En utilisant
(u⊗ ω)∇χ = u(ω · ∇χ),

on peut simpli�er un des termes

∂tχρu+∇ · χ(ρu⊗ u+ pI)− ρu (∂tχ+ ω · ∇χ)︸ ︷︷ ︸
=0

−(ρu⊗ (u− ω))∇χ− p∇χ = 0,

et par ailleurs comme on a

(ρu⊗ (u− ω))∇χ = u (ρ(u− ω) · ∇χ)

= u (ρ(u− ω) · νl→g)|∇χ|
= uJl→g|∇χ|
= u (J · ∇χ)

= (u⊗ J)∇χ,
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on peut écrire le résultat voulu

∂tχρu+∇ · χ(ρu⊗ u+ pI)− (u⊗ J + pI)∇χ = 0.

� Bilan d'énergie (2.47c) : Comme précédemment, on multiplie par χ le bilan d'énergie

χ (∂tρE +∇ · ((ρE + p)u+ q)) = 0,

et on fait entrer χ dans les dérivées :

∂tχρE +∇ · χ((ρE + p)u+ q)− ρE(∂tχ+ u · ∇χ)− (pu+ q) · ∇χ = 0.

Grâce à la même simpli�cation

∂tχρE +∇ · χ((ρE + p)u+ q)− ρE (∂tχ+ ω · ∇χ)︸ ︷︷ ︸
=0

−(ρE(u− ω) + pu+ q) · ∇χ = 0,

on obtient le résultat voulu :

∂tχρE +∇ · χ((ρE + p)u+ q)− (JE + pu+ q) · ∇χ = 0,

ce qui achève la démonstration.

2.5.1 Modèle bivitesse

Discussion préliminaire

Les équations (2.47) vont maintenant être moyennées. On pourra se rapporter à [IH11] pour une étude
complète de l'obtention d'un modèle moyenné. D'autre références comme [Rov06] ou [SR05] présentent
aussi cette opération de manière plus concise.

On se concentrera sur la moyenne des termes liés au changement de phase de la forme J · ∇χ. Pour
cela, une approche légèrement di�érent de celle de [IH11] et des autres références va être adoptée. Cette
approche est motivée par la propriété suivante de consistance du modèle moyenné.

Dé�nition 2.31. On appelle consistant un modèle bi�uide moyenné si il converge formellement vers le
modèle exact (2.36) et (2.47) quand la taille du domaine de moyenne tend vers 0.

Le manque de consistance d'un modèle moyenné n'est pas nécessairement un problème. Pour un écou-
lement complexe (comme par exemple dans [Bes90], [IH11] ou [FG11]), il n'est pas question d'augmenter
la résolution du calcul pour tendre vers un problème à phases séparées. Il est plus important d'assurer
que les corrélations entre les grandeurs moyennées sont pertinentes à l'échelle étudiée plutôt que valides
asymptotiquement. Il en va autrement quand le modèle de mélange n'a pour but que de décrire la maille
(ou les quelques mailles) d'une interface entre deux �uides comme dans [SPA08], [KK10] ou [BD14].

Avec changement de phase, l'approche habituelle consiste à moyenner les termes de la forme J · ∇χ
comme

Jl→g|∇χ| ' Jl→gAi ,
où Jl→g est un �ux de masse interfacial local moyen et Ai est un densité locale d'aire interfaciale. Elle
dépend typiquement de la fraction volumique α dé�nie par

α := χ.

Au voisinage d'une interface, ce terme d'ordre 0 assorti de termes di�usifs ressemble aux modèles de
réaction-di�usion évoqués à la Section 1.2.2. Il n'est pas trivial d'écrire une équation de réaction-di�usion
qui converge asymptotiquement vers un front d'onde discontinu. Ce problème est étudié mathématique-
ment par exemple par [Wit10], [AW11].

Remarque 2.32. La distribution de Dirac ∇χ peut aussi être approchée grossièrement par des termes
de relaxation raides, comme celui tiré de [SPA08] :

Ai =

{
+∞ si ε < α < 1− ε
0 sinon

,

où ε est un petit paramètre. /

50



x

α

δ

χ

Figure 2.8 � Interface franche représentée implicitement par χ, moyennée spatialement sur un domaine
de taille δ pour obtenir la fraction volumique moyenne α. Si on veut étudier la consistance asymptotique
du modèle moyenné, on obtient toujours une moyenne au voisinage d'une seule interface pour δ assez
petit.

Par ailleurs, le modèle moyenné � standard � (voir (1.10)) sans changement de phase est consistant.
Le terme p∇χ qui peut être interprété comme une condition d'interface entre les deux �uides (force de
pression de l'un sur l'autre) est moyenné habituellement en pi∇α (plus d'autres termes sources), qui
dégénère naturellement en p∇χ.

Le changement de phase interfacial est lui aussi décrit par un terme d'ordre 1 similaire dans le modèle
exact. Pour le moyenner de manière consistante, il parait plus simple d'utiliser un terme d'ordre 1. Nous
allons donc suivre l'exemple de p∇χ et moyenner le terme J · ∇χ sous la forme :

Jl→g|∇χ| ' Jl→g (|∇α|+Ai),

où le terme source Ai −→ 0 quand le domaine de moyenne tend vers 0 (c'est à dire α −→ 0 ou 1). Tant
que le modèle moyenné n'est utilisé que pour étudier un problème à phases séparées, Ai pourra être
négligé.

En notant la normale à l'interface moyennée

νl→g =
∇α
|∇α|

le �ux de masse interfacial moyenné orienté par νl→g est dé�ni comme

J := Jl→g νl→g.

Le terme de changement de phase moyenné s'écrit alors

J · ∇χ ' J · ∇α.

Par la suite, on simpli�era les notations en écrivant simplement J .

Notations

On a déjà introduit la fraction volumique de gaz α, appelée aussi taux de vide :

α = αg := χ.

On dé�nit maintenant ρg, ug, Eg les densité, vitesse et énergie totale spéci�que moyennes du gaz dans le
mélange :

αgρg := χρ,

αgρgug := χρu,

αgρgEg := χρE,

et de même αl, ρl, ul, El pour la phase liquide.

αl = 1− χ,

αlρl := (1− χ)ρ,

αlρlul := (1− χ)ρu,

αlρlEl := (1− χ)ρE.
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Les fraction volumiques αg et αl respectent

αg + αl = 1. (2.48)

Équations de bilan moyennées

On fait les hypothèses simpli�catrices suivantes :

χ(ρu⊗ u+ p) ' αg(ρgug ⊗ ug + pg),

χ(ρE + p)u ' αg(ρgEg + pg)ug.

où pg est la pression du gaz, donnée par la loi d'état pg = p(ρg, eg). Et de même pour la phase liquide.

Lemme 2.33. Après moyenne des équations (2.36) et (2.47), en négligeant les termes sources et di�usifs,
on obtient le système de six équations :

∂t(αkρk) +∇ · (αkρkuk)− J · ∇αk = 0, (2.49a)

∂t(αkρkuk) +∇ · (αk(ρkuk ⊗ uk + pkI))− P∇αk = 0, (2.49b)

∂t(αkρkEk) +∇ · (αk(ρkEk + pk)uk + qk)−Q · ∇αk = 0, (2.49c)

pour k = l, g.
On a noté P le �ux de quantité de mouvement entre les phases tel que

P∇α = (u⊗ J + pI)∇χ,

et Q le �ux d'énergie

Q · ∇α = (JE + pu+ q) · ∇χ.

Fermeture du système

Le système dépend de 9 + 6n variables (αg, ρg, ug, Eg, pg, qg, αl, ρl, ul, El, pl, ql, Jl→g, P∇α, Q ·∇α).
Le système (2.49), auquel on associe (2.48), deux lois d'état et les lois de Fourier dans chacune des phases,
contient 7 + 4n équations. Il manque 2 + 2n relations de fermeture.

Les relations de fermeture sur le �ux de masse et le �ux d'énergie ont déjà été discutées à la Section 2.2 :

Jl→g = J (pl, Tl, pg, Tg), Q = Q(pg, Tg, pl, Tl).

On peut y ajouter la relation de fermeture sur P :

P∇α = (ug ⊗ J + pg I)∇α = (ul ⊗ J + pl I)∇α,

qui généralise la fermeture isobare pg = pl pour le système sans changement de phase. Cette expression
pour P∇α assure la consistance du modèle moyenné.

Remarque 2.34. Dans le modèle à six équations standard sans changement de phase, une méthode
permet de réécrire pu · ∇χ comme p ∂tχ permettant d'éviter le besoin d'une expression pour pu · ∇χ.
Avec changement de phase, cette astuce permet de réécrire (2.47c) comme

∂tχρE +∇ · χ((ρE + p)u+ q) + p ∂tχ− (JH + q) · ∇χ = 0,

ce qui ne dispense pas d'une relation de fermeture sur JH + q. /

Ce système n'a pas été étudié plus en détails dans le cadre de cette thèse. Au lieu de cela, nous
allons décrire dans les paragraphes suivants une simpli�cation commode, pertinente dans le cadre de la
modélisation de phases séparées.
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2.5.2 Modèle monovitesse isotherme

L'hypothèse monovitesse ug = ul est couramment utilisées pour la modélisation d'un écoulement à
phase séparées quand la méthode numérique implique des mailles de mélange (par exemple [KK10],
[BD14]). En e�et, cette hypothèse correspond bien aux conditions limites autour d'une interface entre
des �uides sans changement de phase. Cependant, comme nous l'avons vu au début de ce chapitre, ce
n'est pas le cas avec changement de phase.

En utilisant les conditions déterminées au début de ce chapitre, une généralisation de l'hypothèse
monovitesse peut être proposée sous la forme :(

ug −
J

ρg

)
· νl→g =

(
ul −

J

ρl

)
· νl→g, (2.50a)

ug · ν⊥ = ul · ν⊥. (2.50b)

Remarque 2.35. En un sens, ce modèle se rapproche des modèles à � vitesse de drift �, comme par
exemple [BPMG14]. /

Par simplicité, nous étudierons cette hypothèse monovitesse sur le système isotherme suivant :

∂t(αkρk) +∇(αkρkuk)− J · ∇αk = 0, (2.51a)

∂t(αkρkuk) +∇(αk(ρkuk ⊗ uk + pkI))− (uk ⊗ J + pkI)∇αk = 0, (2.51b)

avec la relation de fermeture isobare généralisée tirée de la condition de saut à l'interface (2.11) :

pg + J · ug = pl + J · ul. (2.52)

On dé�nit les grandeurs moyennes ρm et um telles que :

ρm =
∑

αkρk,

ρmum =
∑

αkρkuk.

On dé�nit la fraction massique ξ comme

ξkρm = αkρk.

Par dé�nition de ρm, on a ∑
ξk = 1.

Comme précédemment, on allégera la notation en écrivant

ξ := ξg, α := αg.

En�n, on dé�nit les pressions moyennes p et p comme

p =
∑

αkpk, p =
∑

ξkpk.

Lemme 2.36. Les hypothèses monovitesse (2.50) et monobare (2.52) impliquent pour k ∈ {l, g},

um −
J

ρm
= uk −

J

ρk
, (2.53)

et

p+ J · um = pk + J · uk. (2.54)

Démonstration. Direct, par dé�nition des grandeurs moyennes ρm, um et p.
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Cas 1D

Par souci de lisibilité des calculs on étudiera d'abord le cas 1D. On écrit alors (2.51) comme :

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk)− J · ∂xαk = 0, (2.55a)

∂t(αkρkuk) + ∂x(αk(ρkuk ⊗ uk + pkI))− (ukJ + pk)∂xαk = 0. (2.55b)

Théorème 2.37. Sous les hypothèses monovitesse (2.50) et monobare (2.52), le système (2.55) implique :

∂tρm + ∂x(ρmum) = 0, (2.56a)

∂tρmum + ∂x(ρmu
2
m + p) = 0, (2.56b)

∂tξρm + ∂x(ξρmum + J(α− ξ))− J · ∂xα = 0. (2.56c)

Démonstration.
� On obtient directement (2.56a) en sommant (2.55a) pour tous k, par dé�nition de ρm et um.
� Écrivons (2.55a) pour k = g en introduisant um avec l'aide de (2.53) :

∂t(αgρg) + ∂x

(
αgρk

(
um − J

(
1

ρm
− 1

ρk

)))
− J · ∂xαg = 0.

En remplaçant αgρg par ξρm, on trouve :

∂t(ξρm) + ∂x (ξρmum − J (ξ − α))− J · ∂xαg = 0.

� Avec les relations (2.53) et (2.54), on remplace uk et pk dans (2.55b) :

∂t(αkρkuk) + ∂x

(
αkρkuk

(
um − J

(
1

ρm
− 1

ρk

))
+ αk (p+ J(um − uk))

)
− (ukJ + pk)∂xαk = 0,

d'où

∂t(αkρkuk) + ∂x

(
αkρkuk

(
um −

J

ρm

)
+ αkp+ αJum

)
− (ukJ + pk)∂xαk = 0.

On somme cette équation pour tous k. Les termes non-conservatifs disparaissent grâce à l'hypothèse
monobare (2.52). On obtient :

∂t(ρmum) + ∂x(ρmumum − umJ + Jum + p) = 0,

qui est (2.56b).

Remarque 2.38. Deux cas limites de (2.55) sont familiers :
� Dans le cas J = 0 (pas de changement de phase), on retrouve le système monovitesse habituel,

utilisé par exemple par [BD14] :

∂tρm + ∂x(ρmum) = 0, (2.57a)

∂tρmum + ∂x(ρmu
2
m + p) = 0, (2.57b)

∂tξρm + ∂x(ξρmum) = 0. (2.57c)

� Dans le cas ξ ∈ {0, 1} (⇒ α ∈ {0, 1}), on retrouve la version isotherme du système de lois de
conservations pour des phases séparées (2.36).

/

Fermeture du système (2.56)

On peut prendre comme variables indépendantes :

w = (p, um, ξ).

À w donné, on trouve les variables supplémentaires (ρg, ρl, J) en résolvant le système :

p = ξ pg(ρg) + (1− ξ) pl(ρl), (2.58a)

pg(ρg) +
J2

ρg
= pl(ρl) +

J2

ρl
, (2.58b)

J = J (pg(ρg), pl(ρl)), (2.58c)

où pg et pl sont deux lois d'état données et J est une cinétique de changement de phase.
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On en déduit :

ρm =
1

ξ
ρg

+ 1−ξ
ρl

, (2.58d)

puis

α =
ξρm
ρg

. (2.58e)

Hyperbolicité pour un �ux de masse constant

Dans ce paragraphe, l'hyperbolicité du système dé�ni précédemment est étudiée. Par souci de lisibilité,
les indices m de ρm et um ont été omis.

Théorème 2.39. Pour J = cst. avec |J | < min(ρkck), le modèle (2.56) ∪ (2.58) est hyperbolique avec
pour valeurs propres u− c, u− J

ρ , u+ c où

c2 :=

(
∂p

∂ρ

)
ξ

=
ξρ2
gc

2
g

(
ρ2
l c

2
l − J2

)
+ (1− ξ)ρ2

l c
2
l

(
ρ2
gc

2
g − J2

)
ρ2
(
(1− ξ)ρ2

gc
2
g + ξρ2

l c
2
l − J2

) , (2.59)

où

c2k =
dpk
dρk

, k = l, g.

Démonstration. La forme générale du système est la même que les cas présentés en Annexe B. Seule la
dérivée de la loi d'état (2.58) a besoin d'être explicitée. En di�érentiant le système (2.58), on obtient

dp = (pg − pl)dξ + ξc2gdρg + (1− ξ)c2l dρl
−1

ρ2
m

dρm = − ξ

ρ2
g

dρg −
1− ξ
ρ2
l

dρl

0 =

(
c2g −

J2

ρ2
g

)
dρg −

(
c2l −

J2

ρ2
l

)
dρl.

En manipulant ces équations à l'aide d'un logiciel de calcul formel, on obtient (2.59).

Remarque 2.40. On véri�e que c = cl (resp. cg) quand ξ = 0 (resp. 1). /

Cas multidimensionnel

Le cas multidimensionnel est essentiellement le même, si ce n'est que la direction normale à l'interface,
c'est-à-dire suivant

νl→g =
∇α
|∇α|

,

et les directions tangentes seront traitées séparément.

Théorème 2.41. Sous les hypothèses monovitesse (2.50) et monobare (2.52), le système (2.51) implique

∂tρm +∇ · (ρmum) = 0, (2.60a)

∂tρmum +∇ ·
(
ρmum ⊗ um + pI +

(
p− p

)
νl→g ⊗ νl→g

)
= 0, (2.60b)

∂tξρm +∇ · (ξρmum + J(α− ξ))− J · ∇α = 0. (2.60c)

Démonstration. On note
∇ ·X = ∂ν(X · νl→g) +∇⊥ν · (X · ν⊥),

où ∂ν est la dérivée suivant le direction νl→g et ∇⊥ν désigne la divergence dans l'hyperplan tangent.
Par dé�nition de νl→g :

∇α = ∂να.

� Comme en 1D, l'équation (2.60a) se trouve directement en sommant (2.51a) sur k.
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� On réécrit (2.51a) en séparant la dérivé selon la direction de la normale :

∂t(αkρk) + ∂ν(αkρkuk · νl→g) +∇⊥ν (αkρkuk · ν⊥)− J · ∂ναk = 0.

En utilisant le même raisonnement qu'en 1D, on montre que

∂ν(αkuk · νl→g) = ∂ν(ξρmum · νl→g + J(α− ξ)).

Par ailleurs, en utilisant (2.50b), on a

∇⊥ν · (αkρkuk · ν⊥) = ∇⊥ν · (ξρmum · ν⊥).

En recombinant les deux dérivées spatiales, on trouve (2.60c).
� On réécrit maintenant (2.51b) :

∂t(αkρkuk) + ∂ν αk(ρk(uk · νl→g)uk + pkνl→g) (2.61)

+∇⊥ν αk(ρk(uk · ν⊥)uk + pkν
⊥)− (uk ⊗ J + pkI)∂ναk = 0. (2.62)

On somme cette équation pour les deux valeurs de k. Le terme normal s'écrit comme en 1D avec
l'aide de (2.53) et (2.54) :∑

k

∂ν αk(ρk(uk · νl→g)uk + pk νl→g)

=
∑
k

∂ν

(
αkρk(uk · νl→g)

(
um −

(
1

ρm
− 1

ρk

)
J

)
+ αk (p+ (um − uk) · J) νl→g

)
=
∑
k

∂ν

(
αkρk(uk · νl→g)

(
um −

Jl→g
ρm

)
+ αk(um · νl→g)Jl→g νl→g + αkp νl→g

)
= ∂ν

(
ρm(um · νl→g)

(
um −

Jl→g
ρm

νl→g

)
− (um · νl→g)Jl→gνl→g + p νl→g

)
= ∂ν (ρm(um · νl→g)um + p νl→g) .

Et par ailleurs, dans la direction tangente :∑
k

∇⊥ν αk(ρk(uk · ν⊥)uk + pkν
⊥)∑

k

∇⊥ν αk(ρk(um · ν⊥)uk + pkν
⊥)

=∇⊥ν (ρm(um · ν⊥)um + pν⊥).

Ce qui permet de retrouver (2.60b).

Remarque 2.42. Les résultats de ces deux théorèmes conduisent à préférer la forme moyenne

∇(J(α− ξ))− J · ∇α ' −J · ∇ξ

à
−J · ∇α

pour la moyenne du terme non-conservatif
−J · ∇χ.

Ce choix peut se justi�er empiriquement en comparant les pro�ls de α et ξ à une interface liquide-vapeur
comme représenté à la Figure 2.9. En première approximation, le liquide peut être supposé immobile
dans le référentiel de l'interface (voir (2.8)). Avoir un terme de changement de phase situé au niveau du
gradient de ξ facilite la mobilité du gaz qui peut s'échapper de l'interface sans être ralenti par l'inertie
du liquide qui domine au niveau du gradient de α. /
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Liquide Gaz

Figure 2.9 � Illustration de la position respective des gradients de α et de ξ pour une interface di�use
avec un rapport de densité loin de 1.

Seule une version simpli�ée du modèle moyenné isotherme monovitesse (2.60) sera utilisée par la suite.
Pour cela, la di�érence de pression entre les deux phases de l'équation (2.52) est négligée. D'autre part,
le terme de changement de phase dans l'équation de conservation de la masse de gaz est réécrit

∇ · (J(α− ξ))− J · ∇α ' −J · ∇ξ.

Ce modèle simpli�é s'écrit donc

∂tρ+∇ · (ρu) = 0, (2.63a)

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ p I) = 0, (2.63b)

∂t(ξρ) +∇ · (ξρu)− J · ∇ξ = 0. (2.63c)

où ξ ∈ [0, 1] est la fraction massique et ρ, u et p sont respectivement la densité, la vitesse et la pression du
mélange. L'indice m présent à la section précédente sera omis à partir de maintenant. Le modèle dégénère
naturellement en la version isotherme du système d'équation (2.36) quand ξ ∈ {0, 1}.

Ce modèle est complété par une loi d'état de mélange isobare. La densité moyenne est donnée par

1

ρ(p, ξ)
=

ξ

ρg(p)
+

1− ξ
ρl(p)

, (2.64)

où ρg et ρl sont dé�nies par les lois d'états (isothermes) des phases pures, comme discuté à la Section 1.1.3.

En s'inspirant de (2.36), une extension de ce modèle au cas non-isotherme peut être écrite sous la forme
suivante :

∂tρ+∇ · (ρu) = 0, (2.65a)

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ p I) = 0, (2.65b)

∂t(ρE) +∇(ρHu+ q) = 0, (2.65c)

∂t(ξρ) +∇ · (ξρu)− J · ∇ξ = 0. (2.65d)

Ce modèle a été utilisé par exemple dans [ABG16]. Cependant, il n'a été établi rigoureusement. L'aspect
thermique du changement de phase n'étant pas négligeable, une étude plus approfondie de la modélisation
moyenné du modèle non-isotherme est nécessaire.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté di�érents aspects de la modélisation d'un écoulement liquide-vapeur avec chan-
gement de phase à l'interface. Les Sections 2.1 et 2.2 ont permis de décrire les conditions limites à
l'interface en présence de changement de phase. Dans la Section 2.3, l'équation d'évolution de l'interface
a été combinée aux équations de conservation d'Euler. Le système hyperbolique (2.36) constitue la base
des simulations numériques qui seront menées dans la suite de cette thèse. Bien que cette approche soit
sous certains aspects similaire à des modèles existants dans la littérature, elle est à notre connaissance
inédite. Le problème de Riemann associé à ce système a été étudié à la Section 2.4.
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En�n, à la Section 2.5, une version moyennée des équations de conservation a été établie dans le cas
isotherme. Une ré�exion particulière a été menée concernant la moyenne des termes de changement de
phase et les hypothèses simpli�catrices applicables aux mailles de mélange. Après quelques simpli�cations,
le système moyenné (2.63) a été obtenu.

Dans le chapitre suivant, un schéma numérique permettant de simuler (2.63) (mais aussi (2.65)) sera
proposé. Parallèlement, un autre schéma numérique permettre de résoudre à l'interface les équations de
conservation sous forme lagrangienne (2.41), y compris dans le cas non-isotherme. Les di�érents modèles
étudiés dans ce chapitre et leurs relations sont résumés à la Figure 2.10. Les deux codes obtenus serviront
de preuves de concept de l'intégration du changement de phase interfacial dans un code de mécanique
des �uides.
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Équations de conservation
(2.36)

Moyenne spatiale

Modèle moyenné bivitesse
(2.49)

Hypothèse monovitesse
(2.50)

Modèle moyenné
monovitesse (2.60)

Simpli�cation

Modèle moyenné
monovitesse approché (2.63)

Simulation numérique
� 4.1

Forme lagrangienne
(2.41)

Simulation numérique
� 4.2

ξ ∈ {0, 1}

Figure 2.10 � Lien entre les modèles présentés dans ce chapitre et les résolutions numériques des chapitres
suivants. Les �èches discontinues symbolisent la consistance des modèles moyennés que redeviennent le
modèle exact pour des phases séparées.
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Chapitre 3

Méthodes volumes �nis

3.1 Généralités

Dans cette section, quelques concepts généraux pour la résolution numérique d'équations aux dérivées
partielles seront présentés. On pourra se référer notamment aux ouvrages [Krö97] et [Tor09] pour plus
de détails.

3.1.1 Système hyperbolique

Dé�nition 3.1. Un système de lois de conservation est un système d'équations aux dérivées partielles
de la forme

∂tv +∇ · F (v) = 0, (3.1)

où
∀x ∈ Ω ⊂ Rn, ∀t ≥ 0, v(x, t) ∈ G ⊂ Rm,

où Ω est le domaine de calcul et G l'ensemble des états physiques admissibles, F est une fonction, supposée
assez régulière,

F : G −→ Rm×n,

et ∇· symbolise l'opérateur divergence dé�ni par

∀k ∈ [1,m], (∇ · F )k =

n∑
i=1

∂iFki.

Les variables (vk)k∈[1,m] sont appelées variables conservatives et pour tout vecteur ν dans Rn, (Fk·ν)k∈[1,m]

sont appelés les �ux dans la direction ν.

On s'intéresse à la résolution de l'équation (3.1) assortie d'une condition initiale de la forme :

∀x ∈ Ω, v(x, t = 0) = v0(x), (3.2)

et de conditions aux limites appropriées sur ∂Ω, la frontière de Ω. Les ouvrages de références de [Smo94],
[Tor09] et [Daf10] étudient plus en détails ce type de problème et ses solutions (faibles).

Dé�nition 3.2. Le système est dit hyperbolique si, pour tout vecteur ν de Rn, la matrice jacobienne
des �ux F · ν, notée Aν est diagonalisable sur R, sous la forme

∂F · ν
∂v

= Aν(v) = Rν(v)Λν(v)Lν(v), (3.3)

où Λν est la matrice diagonale formée par les valeurs propres :

Λν(v) = diag(λν,k(v))k=1,m

et Rν et Lν sont les matrices des vecteurs propres de Aν respectivement à droite et à gauche, normalisées
par

Rν(v) = Lν(v)−1.

Quand il n'y a pas d'ambigüité, les notations seront simpli�ées en n'indiquant pas le vecteur normal ν.
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Maille K

Figure 3.1 � Exemple de maillage non structuré. En bleu, une maille K et ses voisines V (K).

3.1.2 Volumes �nis

Pour résoudre numériquement le problème de Cauchy, le domaine de calcul Ω est décomposé en volumes
de contrôle connexes disjoints tels que :

Ω = ∪KK

Cette décomposition sera appelée un maillage de Ω.

Pour chaque maille K, on note V (K) l'ensemble des mailles voisines de K, c'est à dire

L ∈ V (K) ⇐⇒ |∂L ∩ ∂K| 6= 0,

où ∂L symbolise la frontière de L et |.| le volume en dimension n− 1.

Dans chaque maille K, la valeur moyenne des variables conservatives v est dé�nie par

vK(t) :=
1

|K|

∫
K

v(x, t) dx,

où |.| est le volume en dimension n.

L'équation (3.1) est intégrée sur chaque maille K en utilisant la formule de Green :

∂tvK(t) = − 1

|K|

∫
K

∇ · F (v(x, t)) dx

=
1

|K|

∫
∂K

F (v(x, t))νdS

=
1

|K|
∑

L∈V(K)

∫
∂K∩∂L

F (v(x, t))νdS,

où ν est le vecteur normal sortant à la frontière de K et dS un élément de volume en dimension n− 1.

L'équation di�érentielle par rapport à la variable t sera résolue par la méthode d'Euler explicite. Le
nième pas de temps est noté tn et la valeur de v à ce pas de temps est noté

vnK = vK(tn).
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L'enjeu est de trouver une approximation pour le �ux à la frontière entre les mailles K et L sous la
forme :

|∂L ∩ ∂K|φK,L(vnK , v
n
L) '

∫
∂K∩∂L

F (v(x, tn))νdS.

Le �ux φK,L est appelé le �ux numérique à l'interface entre K et L.

Dé�nition 3.3. On appelle schéma volume �ni explicite d'ordre 1 une approximation de (3.1) de la
forme :

vn+1
K = vnK −

|tn+1 − tn|
|K|

∑
L∈V(K)

|∂L ∩ ∂K|φ(vnK , v
n
L). (3.4)

Dé�nition 3.4. [Ghi02] Un schéma volume �ni tel qu'il existe une matrice UK,L (vK , vL) telle que le
�ux numérique s'écrit

φ(vK , vL) =
F (vK) + F (vL)

2
· νK,L + UK,L (vK , vL)

(
F (vK)− F (vL)

2
· νK,L

)
, (3.5)

où νK,L est la normale unitaire à l'interface, est appelé schéma de �ux.

En pratique, les �ux considérés seront toujours équivariants par rotation. Localement à chaque face, le
problème se ramène à un problème 1D avec le �ux F · ex, via la matrice de rotation qui transforme νK,L
en vecteur unitaire des abscisses ex. Dans le paragraphe suivant, les notations 1D seront donc introduites.
Elles nous serviront pour la plus grande partie du reste de cette thèse.

3.1.3 Notations 1D

j − 3/2 j − 1/2 j + 1/2 j + 3/2

j − 1 j j + 1

Figure 3.2 � Numérotation des mailles et des faces pour un maillage 1D.

En 1D, le domaine Ω ⊂ R est divisé en segments numérotés par ordre croissant de la gauche vers la
droite. Les indices fractionnaires représentent les interfaces entre segments (voir Figure 3.2).

La valeur moyenne des variables conservatives dans la maille d'indice j au pas de temps n est notée
vnj .

vj(t
n) :=

1

|xj+1/2 − xj−1/2|

∫ xj+1/2

xj−1/2

v(x, tn) dx.

Un schéma volume �ni explicite d'ordre 1 s'écrit alors

vn+1
j = vnj +

∆tn

∆xj

(
φnj−1/2 − φ

n
j+1/2

)
, (3.6)

où φnj+1/2 est le �ux numérique à la face j + 1/2

φnj+1/2 = φ
(
vnj , v

n
j+1

)
,

et
∆tn = |tn+1 − tn|, ∆xj = |xj−1/2 − xj+1/2|.

Le schéma de �ux (3.5) s'écrit alors

φj+1/2 =
Fj + Fj+1

2
+ U (vj , vj+1)

Fj − Fj+1

2
. (3.7)
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3.2 Le schéma VFFC

Dans cette section, le schéma VFFC, introduit par [GKL01], sera présenté. Une variante, qui se révélera
plus performante pour certains calculs de cette thèse, sera ensuite proposée.

Comme évoqué précédemment, toutes les notations seront en 1D. Les dé�nitions sont facilement
transposables en dimension supérieure grâce à l'équivariance par rotation de F .

3.2.1 VFFC � µ moyen �

En multipliant le système de lois de conservation (3.1) par A = ∂F
∂v , il devient

∂tF (v) +A(v)∂xF (v) = 0. (3.8)

Au voisinage de l'interface entre les faces j et j + 1, ce système peut être linéarisé sous la forme

∂tF (v) +A
(
µj+1/2

)
∂xF (v) = 0,

où µj+1/2 est un état moyen entre vj et vj+1, par exemple,

µj+1/2 =
vj + vj+1

2
.

Ce système linéaire est diagonalisable sous la forme

∂t(Lj+1/2F (v)) + Λj+1/2 ∂x(Lj+1/2F (v)) = 0,

où
Lj+1/2 = L

(
µj+1/2

)
, Λj+1/2 = Λ

(
µj+1/2

)
.

Le �ux numérique φj+1/2 sera évalué en appliquant un schéma amont à chaque caractéristique du
système linéarisé :

lk(µj+1/2) · φj+1/2 = lk(µj+1/2) · F (vj) si λk,j+1/2 > 0,

lk(µj+1/2) · φj+1/2 = lk(µj+1/2) · F (vj+1) si λk,j+1/2 < 0,

lk(µj+1/2) · φj+1/2 = lk(µj+1/2) · 1
2 (F (vj) + F (vj+1)) si λk,j+1/2 = 0.

(3.9)

La résolution de ce système linéaire donne une expression pour le �ux numérique φj+1/2.

Dé�nition 3.5. On appelle schéma VFFC (Volumes Finis à Flux Caractéristiques), le schéma de �ux
dé�ni par

φj+1/2 =
Fj + Fj+1

2
+ sgn

(
A
(
µj+1/2

)) Fj − Fj+1

2
, (3.10)

où A est la jacobienne des �ux du système et µj+1/2 est un état moyen entre vj et vj+1.
Le signe d'une matrice diagonalisable est dé�ni comme

A = R diag(λk)k L ⇒ sgn (A) = R diag (sgn(λk))k L.

3.2.2 VFFC � l amont �

La variante présentée dans ce paragraphe est basée sur la recherche d'une linéarisation de l'équation
(3.8) qui soit moins dépendante du choix d'un état µj+1/2. Pour cela, l'équation (3.9) est réécrite sous la
forme {

lk(vj) · φj+1/2 = lk(vj) · F (vj) si λk,j+1/2 > 0,

lk(vj+1) · φj+1/2 = lk(vj+1) · F (vj+1) si λk,j+1/2 < 0.
(3.11)

Le cas λk,j+1/2 = 0 n'a pas été étudié dans le cadre de cette thèse. Dans la plupart des simulations, il ne
joue pas un rôle important. La forme du schéma (3.9) pourra être reprise dans ce cas.
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Ce schéma peut être réécrit sous la forme suivante.

Dé�nition 3.6. On appelle schéma VFFC � l amont � le schéma de �ux dé�ni par

φj+1/2 =
Fj + Fj+1

2
+ sgn(Ā(vj , vj+1))

Fj − Fj+1

2
, (3.12a)

où
Ā(vj , vj+1) = L̄(vj , vj+1)−1 Λ

(
µj+1/2

)
L̄(vj , vj+1) (3.12b)

et L̄ est dé�nie par

∀k,
(
L̄(vj , vj+1)

)
k· =


lk(vj) si λk(µj+1/2) > 0,

lk(vj+1) si λk(µj+1/2) < 0,

lk(µj+1/2) sinon.

(3.12c)

Lemme 3.7. On suppose que l'état moyen µ est donné par une fonction continue des états à droite et à
gauche telle que µ(v, v) = v. Soit vG un état tel que ∀k, λk(vG) 6= 0. Alors, il existe un voisinage V de
vG tel que pour tout vD ∈ V, la matrice L̄(vG, vD) est inversible.

Démonstration. La continuité de la fonction v 7→ µ(vG, v) implique qu'il existe un voisinage V1 de vG tel
que

∀v ∈ V1, ∀k, sgn(λk(µ(vG, v))) = sgn(λk(µ(vG, vG))) = sgn(λk(vG)) 6= 0.

Sur ce voisinage, la fonction v 7→ L̄(vG, v) peut s'écrire sous la forme

L̄(vG, v) =

k0∑
k=1

ek ⊗ lk(vG) +

m∑
k=k0+1

ek ⊗ lk(v),

où ek est le kième vecteur de la base canonique de Rm. La continuité des vecteurs propres lk implique
donc la continuité de v 7→ L̄(vG, v). Or, la matrice L̄(vG, vG) = L(vG) est par dé�nition inversible. Donc
il existe un voisinage V de vG tel que L̄(vG, vD) est dans l'ensemble ouvert des matrices inversibles.

Pour la résolution des équations d'Euler mono�uide, la di�érence entre les deux schémas est négligeable.
Elle apparait plus nettement lors de la simulation numérique d'une interface entre deux �uides aux lois
d'états très di�érentes (par exemple, un liquide et sa vapeur). Le schéma µ moyen calcule le �ux à
l'interface en utilisant la thermodynamique de l'état moyen µj+1/2 qui n'a pas d'existence physique. Le
schéma l amont calcule les composantes du �ux caractéristique en utilisant seulement les états droits et
gauches.

L'équation équivalente associée à un schéma de la forme (3.7) a été exprimée par [Zha17]. Les deux
schémas présentés ici ont la même équation équivalente jusqu'aux termes di�usifs d'ordre 2. Les termes
dispersifs d'ordre 3 sont en général di�érents. Or, les termes dispersifs peuvent être responsables d'oscil-
lations parasites [BBR03]. On verra à la Section 3.4 que le schéma l amont est meilleur de ce point de
vue sur un cas particulier de respect du principe du maximum.

Cependant, le schéma l amont est plus coûteux que le schéma µ moyen, en raison de la résolution du
système linéaire (3.11) ou de l'inversion de la matrice L̄. Cependant, pour les modèles employés dans
cette thèse, un logiciel de calcul formel est capable de donner une expression analytique de L̄(vj , vj+1)−1,
ce qui limite le surcoût.

Remarque 3.8. Le cas des conditions aux limites n'a pas été traité en détails dans cette thèse. On
pourra se reporter à [GP02]. /

3.3 Termes non-conservatifs

Dans les sections précédentes, nous n'avons considéré qu'un système conservatif de la forme

∂tv +∇ · F (v) = 0.
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Cependant le modèle que nous voulons résoudre numériquement ne s'écrit pas exactement sous cette
forme puisqu'il fait intervenir le produit non-conservatif J · ∇ξ. Dans cette section, nous allons donc
proposer une discrétisation du système avec termes non-conservatifs de la forme :

∂tv +∇ · F (v) + C(v) : ∇v = 0, (3.13)

où C est un tenseur d'ordre 3 de taille m×m× n tel que

(C(v) : ∇v)k =

n∑
i=1

m∑
k′=1

ci,k
′

k (v) ∂ivk′ .

Le coe�cient ci,k
′

k est la contribution à l'équation bilan de vk de la dérivée de vk′ dans la direction xi.

En 1D, le système s'écrit
∂tv + ∂xF (v) + C(v)∂xv = 0, (3.14)

où C(v) est une matrice m×m.

Une discrétisation de ce type a été proposée par [GKL01] dans le cadre des écoulements bi-�uides
moyennés. Dans ce travail, nous allons nous en inspirer mais proposer un approche légérement di�érente
(voir aussi Remarque 3.9) La discrétisation qui suit sera présentée dans le cadre général d'un système
de la forme (3.13). Cependant cette approche n'a été testée numériquement que pour le cas particulier
J · ∇ξ qui nous intéresse dans cette thèse.

3.3.1 Schéma général

Par souci de lisibilité le cas 1D sera présenté indépendamment du cas général multidimensionnel.

Cas 1D

Au voisinage de la face j + 1/2, on suppose que le terme non-conservatif peut être approché par un
�ux G dont l'expression dépend des valeurs locales au voisinnage de la face :

∀x ∈ [xj , xj+1], ∂xF (v) + C(v)∂xv ' ∂x (F (v) +Gj,j+1(v)) . (3.15)

Une telle linéarisation existe toujours : on peut choisir par exemple

Gj,j+1(v) = C

(
vj + vj+1

2

)
v,

ou bien, dans l'esprit de [GKL01],

Gj,j+1(v) = C

(
vj + vj+1

2

)
B−1

(
vj + vj+1

2

)
F (v),

où

B =
∂F

∂v
.

Le choix d'une telle linéarisation peut être justi�é par des raisons physiques ou par souci de simplicité de
la résolution numérique. Si on a donné un sens au terme non-conservatif via par exemple le formalisme
de [DLM95] (voir Section 2.3.2), il semble raisonnable d'appliquer ici la même régularisation.

Une fois une linéarisation choisie, on intégre sur un volume �ni de la façon suivante :∫ j+1/2

j−1/2

∂xF + C∂xv dx =

∫ j

j−1/2

∂xF + C∂xv dx+

∫ j+1/2

j

∂xF + C∂xv dx

=

∫ j

j−1/2

∂x (F +Gj−1,j) dx+

∫ j+1/2

j

∂x (F +Gj,j+1) dx

= (F +Gj−1,j) (vj)− (F +Gj−1,j)j−1/2 + (F +Gj,j+1)j+1/2 − (F +Gj,j+1) (vj),

et on a donc �nalement∫ j+1/2

j−1/2

∂xF + C∂xv dx ' − (F +Gj−1,j)j−1/2 + (F +Gj,j+1)j+1/2 +Gj−1,j(vj)−Gj,j+1(vj). (3.16)
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Ici (F +Gj,j+1)j+1/2 désigne le � �ux total � F +G estimé à l'interface j + 1/2. Pour calculer ce �ux
numérique, le schéma VFFC présenté à la section précédente sera utilisé. L'approximation (3.15) entraine
que

∂t (F +Gj,j+1) (v) +Aj,j+1(v) ∂x (F +Gj,j+1) (v) = 0, (3.17)

où A(v) est la matrice jacobienne

Aj,j+1(v) =
∂F

∂v
+
∂Gj,j+1

∂v
.

La linéarisation de (3.17) permet de dé�nir le �ux numérique :

(F +Gj,j+1)j+1/2 =
(F +Gj,j+1)(vj) + (F +Gj,j+1)(vj+1)

2

+ sgn [Aj,j+1(v)]j+1/2

(F +Gj,j+1)(vj)− (F +Gj,j+1)(vj+1)

2
.

(3.18)

Remarque 3.9. En choisissant l'approximation

C(v) ∂xv = C(v)B−1(v) ∂xF (v) ' ∂x
((
CB−1

)
(v0)F (v)

)
,

on peut voir l'approche présentée ici comme une généralisation de celle de [GKL01]. Cependant, elles se
distinguent sur deux aspects (indépendants).

� Ici la linéarisation des termes non-conservatifs se fait aux faces :

∀x ∈ [xj , xj+1], C(v) ∂xv ' ∂x
((
CB−1

)
(vj+1/2)F (v)

)
,

et non aux centres des mailles comme dans [GKL01] :

∀x ∈ [xj−1/2, xj+1/2], C(v) ∂xv ' ∂x
((
CB−1

)
(vj)F (v)

)
.

C'est une di�érence minime et chacune des deux approches peut être réécrite en changeant le
domaine où a lieu la linéarisation.

� Le décentrement du �ux numérique est calculé di�érement. Dans [GKL01], le �ux F est considéré
comme advecté par la matrice B +BCB−1 :

∂tF +
(
B +BCB−1

)
∂xF = 0.

Ici, on considère la forme (3.17). Elle peut être écrite comme l'advection du � �ux � (I+C0B
−1
0 )F

par la matrice B + C0.

∂t
(
(I + C0B

−1
0 )F

)
+ (B + C0)∂x

(
(I + C0B

−1
0 )F

)
= 0.

Ces deux di�érences entre les deux schémas viennent des contraintes posées par la discrétisation du
terme non-conservatif de changement de phase. D'une part, une discrétisation aux faces permet d'utiliser
naturellement la relation de fermeture de type Jl→g(pl, Tl, pg, Tg) décrite au chapitre précédent. D'autre
part, le choix d'associer au �ux numérique le terme non-conservatif se justi�e physiquement (Jl→g est un
�ux ) et permet de généraliser la linéarisation en évitant l'introduction de B−1, qui peut être singulière. /

Remarque 3.10. Dans le cas dégénéré linéaire

∂tv +∇ · (Bv) + C∇v = 0,

la discrétisation proposée ici donne le schéma amont décentré suivant sgn(B + C), et ceci indépendam-
ment de la distinction arbitraire entre termes conservatifs et non-conservatifs. Ce n'est pas le cas de la
discrétisation proposée par [GKL01] qui décentre le �ux suivant sgn(B +BCB−1). /

Cas multidimensionnel

Le cas multidimensionnel utilise exactement la même philosophie, mais est un peu plus technique à
exprimer. On considère maintenant le système (3.13).

Pour linéariser les termes non-conservatifs � au voisinage � d'une face, une partition de chaque maille
en voisinages de chaque faces va être introduite. Le schéma �nal ne dépend pas de cette partition, il ne
s'agit que d'un outil technique pour l'intégration sur un volume �ni.
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Maille K

Sous-maille KL

Maille L

Figure 3.3 � Exemple de décomposition des mailles (en rouge) en sous-mailles (en bleu) pour l'intégration
des termes non-conservatifs en 2D.

Soit un maille K ayant nV voisines V(K). On divise K en nV sous-mailles {KL}L∈V(K) telles que KL

est en contact avec la voisine L et seulement avec elle (voir Figure 3.3), c'est-à-dire

∀L ∈ V (K) , ∂KL ∩ ∂K = ∂K ∩ ∂L, (3.19a)

∀L ∈ V (K) , ∀L′ ∈ V (K) \ {L}, ∂KL ∩ (∂K ∩ ∂L′) = ∅. (3.19b)

Dans le cas où K est un polygone (resp. polyèdre) convexe, une telle partition de K est possible trivia-
lement en reliant le centre de gravité du polygone à chacun de ses sommets.

On va maintenant faire le même type d'approximation que (3.15). Au voisinage de l'interface entre
deux faces K et L, on suppose que l'on peut écrire :

∀x ∈ KL ∪ LK , ∇F (v) + C(v) : ∇v ' ∂x (F (v) +GK,L(v)) . (3.20)

Alors, on intègre sur un volume �ni de la façon suivante :∫
K

∇ · F + C : ∇v dx

=
∑

L∈V(K)

∫
KL

∇ · F + C : ∇v dx

'
∑

L∈V(K)

∫
KL

∇ · (F +G(K,L)) dx

=
∑

L∈V(K)

∫
∂(KL)

(F +G(K,L))(v)ν dS

=
∑

L∈V(K)

[∫
∂K∩∂L

(F +G(K,L))(v)ν dS +

∫
∂(KL)\(∂K∩∂L)

(F +G(K,L))(v)ν dS

]

'
∑

L∈V(K)

[
(F +G(K,L))K,L |∂K ∩ ∂L| νK,L + (F +G(K,L))(vK)

∫
∂(KL)\(∂K∩∂L)

ν dS

]

=
∑

L∈V(K)

|∂K ∩ ∂L|
[
(F +G(K,L))K,L − (F +G(K,L))(vK)

]
νK,L.

On a utilisé le fait que∫
∂KL\(∂K∩∂L)

ν dS = −
∫
∂K∩∂L

ν dS = |∂K ∩ ∂L| νK,L

d'après la formule de Green.

68



Puisque ∑
L∈V(K)

|∂K ∩ ∂L|F (vK) νK,L = 0,

on peut réécrire le schéma comme∫
K

∇ · F + C : ∇v dx '
∑

L∈V(K)

|∂K ∩ ∂L|
[
(F +G(K,L))K,L −G(K,L)(vK)

]
νK,L. (3.21)

Comme précédemment, le �ux numérique (F +G(K,L))K,L à l'interface sera évalué par

(F +GK,L)K,L =
(F +GK,L)(vK) + (F +GK,L)(vL)

2
νK,L

+ sgn [AK,L(v)νK,L]K,L
(F +GK,L)(vK)− (F +GK,L)(vL)

2
νK,L,

(3.22)

où

AK,L =
∂F

∂v
+
∂GK,L
∂v

. (3.23)

Remarque 3.11. On peut retrouver un schéma proche de celui de [Rov06, p. 75] en posant

GK,L(v) = EK,LF (v),

où
EK,L = C(µK,L)B−1(µK,L).

Les deux schémas s'écrivent alors de manière similaire :∫
K

∇ · F + C : ∇v dx '
∑

L∈V(K)

|∂K ∩ ∂L| [(I + EK,L) ΦK,L − EK,LF (vK)] νK,L.

Cependant les deux approches se distinguent encore dans le choix de la matrice de décentrement de Φ.
Pour [Rov06], elle est de la forme sgn (B(I + E)), alors qu'avec le schéma proposé ici, elle est de la forme
sgn ((I + E)B) = sgn(B + C). /

3.3.2 Application au changement de phase

Cette approche va maintenant être appliquée au terme de changement de phase du modèle (2.65) :

∀x ∈ [xj , xj+1], J(v) · ∇ξ ' ∇ (Jj,j+1ξ) . (3.24)

Le choix de l'approximation de J sera discuté au Chapitre 4.

Les �ux du système s'écrivent donc

F (v) =


ρu

ρu2 + p
ρHu
ξρu

 , Gj,j+1(v) =


0
0
0

−Jj,j+1ξ

 . (3.25)

À l'interface, le problème se ramène au système conservatif dont le problème de Riemann a été étudié
à la Section 2.4 et dont les détails de calculs sont présentés au Chapitre B.

Remarque 3.12. Dans le cas particulier ∂p
∂ξ = 0, les deux �uides ont la même loi d'état et la variable

ξ est advectée sans in�uencer l'évolution des autres propriétés du �uide. Dans ce cas, les deux variantes
du schéma VFFC donnent

vn+1
j = vnj +

∆t

∆x

φnj−1/2 − φ
n
j+1/2 − Jj−1/2


0
0
0

ξj−1/2 − ξj

+ Jj+1/2


0
0
0

ξj+1/2 − ξj


 ,
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où φnj±1/2 est le �ux numérique à l'interface j ± 1/2 tel qu'il serait calculé sans changement de phase et
ξj±1/2 est une valeur décentrée de ξ à la face j±1/2 qui dépend du schéma. On verra au chapitre suivant
que pour le schéma l amont ξj±1/2 est la valeur amont de ξ. Cette discrétisation se ramène alors à un
schéma amont sur le terme non-conservatif.

Dans le cas général, le schéma est plus complexe. La discrétisation de F dépendra de Jl→g, comme
attendu au vu du problème de Riemann étudié à la Section 2.4 que l'on cherche à approcher. /

3.4 Principe du maximum

Dans cette section, les deux variantes du schéma VFFC dé�nies à la Section 3.2 vont être comparées
à l'aune de leur respect du principe du maximum. On s'intéressera en particulier au cas de la fraction
massique ξ pour le modèle étudié dans cette thèse. En e�et, dans le modèle moyenné dé�ni au chapitre
précédent, la fraction massique ξ est solution d'une équation d'advection. Sans changement de phase,
celle-ci s'écrit par exemple :

∂tξ +

(
u− J

ρ

)
· ∇ξ = 0.

Cette forme implique que ξ doit satisfaire un principe du maximum local. Sous sa forme discrète, il s'écrit :

Dé�nition 3.13. Un schéma numérique respecte le principe du maximum local discret sur ξ si

∀j, ∀n, min(ξnj−1, ξ
n
j , ξ

n
j+1) ≤ ξn+1

j ≤ max(ξnj−1, ξ
n
j , ξ

n
j+1). (3.26)

Par souci de simplicité, les résultats de cette sections seront présentés en 1D. Ils se généralisent en
dimensions supérieures pour le principe du maximum discret

∀K, min
L∈V(K)∪{K}

ξnL < ξn+1
K < max

L∈V(K)∪{K}
ξnL.

Remarque 3.14. Cette propriété est plus forte que celle de rester borné. Dans ce modèle, la fraction
volumique α est bornée (α ∈ [0, 1]) mais ne satisfait pas de principe du maximum. D'un point de
vue physique, ce respect des bornes est une condition plus importante que le principe du maximum.
Dans le cas de ξ, le principe du maximum n'est ici que le fruit de nos hypothèses de modélisation
simpli�catrices. Cependant d'un point de vue mathématique, le respect du principe du maximum quand
il existe pour les solutions d'équations aux dérivées partielles est un point important pour la stabilité du
schéma numérique. /

3.4.1 Sans changement de phase

Conditions su�santes pour le respect du principe du maximum local sur ξ

Les première et dernière composantes du �ux numérique φj+1/2, associées respectivement aux variables

conservatives ρ et ρξ, sont notées φρj+1/2 et φρξj+1/2.

Théorème 3.15. [Lar91] Soit un schéma volume �ni (3.6) pour le système (2.65) sans changement de
phase (J = 0). Si à chaque interface, les �ux numériques respectent la relation

φρξj+1/2 = ξ
amont

(
φρ
j+1/2

)φρj+1/2 , (3.27)

où

ξ
amont

(
φρ
j+1/2

) =

{
ξj si φρj+1/2 > 0

ξj+1/2 si φρj+1/2 < 0
, (3.28)

et par ailleurs on a la condition suivante :

∀j, max
(
φρj+1/2, 0

)
−min

(
φρj−1/2, 0

)
≤ ρj

∆x

∆t
, (3.29)

alors le schéma respecte le principe du maximum local sur ξ.

70



Démonstration. Le schéma volume �ni explicite en 1D s'écrit

vn+1
j = vnj +

∆t

∆x

(
φj−1/2 − φj+1/2

)
,

c'est-à-dire pour la variable ρ :

ρn+1
j = ρnj +

∆t

∆x

(
φρj−1/2 − φ

ρ
j+1/2

)
,

et pour la variable ρξ :

(ρξ)n+1
j = (ρξ)nj +

∆t

∆x

(
φρξj−1/2 − φ

ρξ
j+1/2

)
.

On peut réécrire cette dernière expression sous la forme :

ξn+1
j =

1

ρn+1
j

(
(ρξ)nj +

∆t

∆x

(
ξj−1/2φ

ρ
j−1/2 − ξj+1/2φ

ρ
j+1/2

))
,

où on a noté
ξj±1/2 = ξ

amont
(
φρ
j±1/2

).
En remplaçant ρn+1

j , on obtient :

ξn+1
j =

ρnj ξ
n
j + ∆t

∆x

(
ξj−1/2φ

ρ
j−1/2 − ξj+1/2φ

ρ
j+1/2

)
ρnj + ∆t

∆x

(
φρj−1/2 − φ

ρ
j+1/2

) .

La fraction massique ξn+1
j peut être vue comme une moyenne pondérée de ξnj , ξj−1/2 et ξj+1/2.

On a maintenant quatre cas selon le signe de φρj+1/2 et celui de φρj−1/2. On présente le cas

φρj−1/2 > 0, φρj+1/2 > 0,

les autres étant similaire. La relation (3.27) implique

ξj−1/2 = ξj−1, ξj+1/2 = ξj ,

d'où

ξn+1
j =

ξnj

(
ρnj − ∆t

∆xφ
ρ
j+1/2

)
+ ξj−1

∆t
∆xφj−1/2(

ρnj − ∆t
∆xφ

ρ
j−1/2 − φ

ρ
j+1/2

)
+ ∆t

∆xφj−1/2

.

Au vu des hypothèses, ξn+1
j est la moyenne pondérée par des poids positifs de ξnj et ξnj−1, donc

min
(
ξnj−1, ξ

n
j

)
< ξn+1

j < max
(
ξnj−1, ξ

n
j

)
,

qui est une condition su�sante pour le principe du maximum discret.

Remarque 3.16. La condition de type CFL (3.29) n'est en pratique pas très contraignante. Pour les
écoulement subsonique, on a en ordre de grandeur

|φρ| ∼ ρ|u| < ρ(|u|+ |c|) < ρ
∆x

∆t
,

le dernière inégalité étant la condition CFL usuelle. /

Application au schéma VFFC � µ moyen �

Lemme 3.17. Le �ux numérique associé à la variable conservative ρξ par le schéma VFFC µ moyen
pour le modèle (2.65) sans changement de phase s'écrit :

φρξj+1/2 = ξj+1/2 φ
ρ
j+1/2 +

(
ξamont(uj+1/2) − ξj+1/2

)
(ρu)amont(uj+1/2), (3.30)

où uj+1/2 et ξj+1/2 sont la vitesse et la fraction massique associées à µj+1/2.
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Démonstration. D'après (3.9), les �ux du schéma VFFC peuvent s'écrire comme

φρj+1/2 =
∑
k

(
lk(µj+1/2) · Famont(λk(µj+1/2))

)
rρk(µj+1/2),

et
φρξj+1/2 =

∑
k

(
lk(µj+1/2) · Famont(λk(µj+1/2))

)
rρξk (µj+1/2),

où lk est le kième vecteur propre à gauche et rρk et rρξk sont respectivement la première et la dernière
coordonnée du kième vecteur propre à droite. Leurs expressions sont calculées à l'Annexe B.

Pour k ∈ {1, 2, 4}, on remarque dans (B.11) que

rρξk = ξrρk.

Par ailleurs, pour k = 3, on a :
rρξ3 = ξrρ3 − 1.

En remplaçant rρξk dans l'expression de φρξj+1/2, on obtient :

φρξj+1/2 = ξj+1/2 φ
ρ
j+1/2 +

(
l3(µj+1/2) · Famont(uj+1/2)

)
.

Comme on a
l3 ∝

(
ξ 0 0 −1

)
,

on en déduit le résultat voulu.

Corollaire 3.18. Choisir µj+1/2 tel que

sgn
(
uj+1/2

)
= sgn

(
φρj+1/2

)
, (3.31a)

ξj+1/2 = ξamont(uj+1/2), (3.31b)

est su�sant pour que le schéma VFFC µ moyen respecte (3.27).

Remarque 3.19. On peut véri�er numériquement que la condition su�sante (3.31b) est également
nécessaire dans certains cas, comme l'advection d'une interface à vitesse constante. /

Remarque 3.20. La condition (3.31a) est une condition implicite sur sgn
(
uj+1/2

)
, car le �ux numérique

φρj+1/2 en dépend. En pratique, l'approximation naïve de uj+1/2 comme

uj+1/2 =
uj + uj+1

2
,

donne de bons résultats, sauf dans quelques cas où u change de signe. Dans les résultats présentés plus
loin dans cette thèse, c'est l'approximation

uj+1/2 =
ρjcj uj + ρj+1cj+1 uj+1

ρjcj + ρj+1cj+1
+

pj − pj+1

ρjcj + ρj+1cj+1
,

tirée du solveur de Riemann acoustique (voir aussi Lemme 3.27), qui a été utilisée, sans être prise en
défaut. /

Application au schéma VFFC � l amont �

Le lemme précédent a permis de trouver une condition su�sante sur le choix de l'état moyen µj+1/2

pour le respect du principe du maximum avec le schéma µ moyen Le prochain lemme va montrer que la
condition su�sante (3.31b) est automatiquement respectée par le schéma l amont.

Lemme 3.21. Le �ux numérique associé à la variable conservative ρξ par le schéma VFFC l amont pour
le modèle (2.65) sans changement de phase s'écrit :

φρξj+1/2 = ξamont(uj+1/2)φ
ρ
j+1/2 , (3.32)

où uj+1/2 est la vitesse associée à µj+1/2.
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Démonstration. Ce résultat se véri�e à l'aide d'un logiciel de calcul formel et des matrices calculées à
l'Annexe B.

Corollaire 3.22. Choisir µj+1/2 tel que

sgn
(
uj+1/2

)
= sgn

(
φρj+1/2

)
, (3.33)

est su�sant pour que le schéma VFFC l amont respecte (3.27).

Remarque 3.23. La Remarque 3.20 s'applique toujours à (3.33). /

Le schéma l amont sélectionne automatiquement un état moyen décentré qui garantie la principe du
maximum sur ξ (au signe de la valeur propre près). Il est envisageable que cette bonne propriété vaille
aussi pour d'autres invariants de Riemann du système quand ils existent (comme l'entropie s qui doit
respecter un principe du maximum partout où la solution est régulière). Ces autres grandeurs étant
beaucoup plus di�cile à étudier que le cas dégénéré de ξ, aucune preuve mathématique générale n'a
cependant pu être apportée au cours de ce travail.

3.4.2 Avec changement de phase

En�n, pour conclure cette section sur le principe du maximum, on véri�e que le résultat précédent
s'étend au cas où le terme de changement de phase est introduit, selon la discrétisation présentée à la
Section 3.3.

Lemme 3.24. Avec le schéma VFFC l amont, le schéma volume �ni avec terme non-conservatif s'écrit

vn+1
j = vnj +

∆t

∆x

ϕj−1/2 − ϕj+1/2 −
(
Jj−1/2 − Jj+1/2

)
0
0
0
ξj


 ,

où le �ux numérique ϕ approchant F +G respecte la relation

ϕρξj+1/2 = ξamont(u− Jρ )
j+1/2

(
ϕρj+1/2 − J

)
.

Démonstration. Le �ux numérique ϕ est calculé à partir des résultats de l'Annexe B à l'aide d'un logiciel
de calcul formel.

Corollaire 3.25. Avec changement de phase, le schéma l amont respecte le principe du maximum à la
condition su�sante suivante :

max
(
ϕρj+1/2 − Jj+1/2, 0

)
−min

(
ϕρj−1/2 − Jj−1/2, 0

)
− Jj−1/2 + Jj+1/2 ≤ ρj

∆x

∆t
,

et

∀j, sgn

(
u− J

ρ

)
j+1/2

= sgn (ϕρ − J)j+1/2 .

Démonstration. En notant
ξj±1/2 = ξamont(u− Jρ )

j±1/2

,

le schéma s'écrit

(ρξ)n+1
j = (ρξ)nj +

∆t

∆x

(
ξj−1/2

(
ϕρj−1/2 − Jj−1/2

)
− ξj+1/2

(
ϕρj+1/2 − Jj−1/2

)
−
(
Jj+1/2 − Jj−1/2

)
ξj

)
,

et

ρn+1
j = ρnj +

∆t

∆x

(
ϕρj−1/2 − ϕ

ρ
j+1/2

)
,

d'où

ξn+1
j =

ξj
(
ρnj + ∆t

∆x

(
−Jj+1/2 + Jj−1/2

))
+ ξj−1/2

∆t
∆x

(
ϕρj−1/2 − Jj−1/2

)
− ξj+1/2

∆t
∆x

(
ϕρj+1/2 − Jj+1/2

)
ρnj + ∆t

∆x

(
ϕρj−1/2 − ϕ

ρ
j+1/2

) .
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Les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 3.15 vont être utilisés.
Par exemple dans le cas

(ϕρ − J)j−1/2 > 0, (ϕρ − J)j+1/2 > 0,

on a par hypothèse

ξj−1/2 = ξj−1, ξj+1/2 = ξj , ϕj+1/2 − Jj−1/2 ≤ ρj
∆x

∆t
,

d'où

ξn+1
j =

ξj

(
ρnj + ∆t

∆x

(
−ϕρj+1/2 + Jj−1/2

))
+ ξj−1

∆t
∆x

(
ϕρj−1/2 − Jj−1/2

)
ρnj + ∆t

∆x

(
ϕρj−1/2 − ϕ

ρ
j+1/2

)
− ∆t

∆x

(
Jj−1/2 − Jj−1/2

) .

La fraction massique ξn+1
j s'écrit comme moyenne pondérée (à coe�cients positifs) de ξj et ξj−1 qui est

une condition su�sante pour le respect du principe du maximum.
Il en va de même dans les autres cas.

3.5 Schéma à reconstruction d'interface

En�n, dans cette dernière section de ce chapitre, une approche particulière pour la discrétisation des
interfaces entre �uides va être présentée. On se rapportera par exemple à [Bra07] ou [Cha12] pour plus
de détails.

3.5.1 Présentation

Reconstruction

Évolution

Projection

Figure 3.4 � Diagramme des di�érentes étapes du schéma en 1D pour un condensat simple (à deux
couches).

La Figure 3.4 présente les di�érentes étapes de la gestion d'une interface par le code. Dans un premier
temps, l'étape de reconstruction des interfaces transforme les mailles mixtes et les mailles voisines en un
ensemble de couches de �uide pur appelé condensat. Ces couches de �uide évoluent de manière lagran-
gienne pendant un temps ∆t. En�n, le condensat est reprojeté sur le maillage cartésien initial. Le reste
du domaine est résolu par un schéma volume �ni usuel.

L'extension du schéma au cas multidimensionnel se fait par pas de temps fractionnaires. Par exemple,
en deux dimensions :

a. Dans la direction x :

i. Construction de condensats en tranches verticales.

ii. Calcul des �ux et évolution des condensats dans la direction x.

iii. Projection sur le maillage cartésien.

b. Dans la direction y :

i. Construction de condensats en tranches horizontales.

ii. Calcul des �ux et évolution des condensats dans la direction y.

iii. Projection sur le maillage cartésien.
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En une dimension, l'étape de reconstruction se fait simplement à partir de la connaissance de la fraction
volumique α. En dimensions supérieures, le problème devient plus complexe. Cependant, la modélisation
du changement de phase n'a pas d'in�uence directe sur cette étape de calcul. Elle ne sera donc pas
discutée plus en détails dans ce mémoire. On pourra se rapporter aux références citées ci-dessus.

Dans la suite de cette section, l'étape d'évolution va être décrite plus en détails. C'est elle qui devra
être modi�ée pour simuler le changement de phase interfacial dans la suite de cette thèse.

Évolution lagrangienne de l'interface

φG−1/2 G

ψint

∆xG

D

∆xD

φD+1/2

Figure 3.5 � Notations pour un condensat simple

Pour décrire l'évolution de l'interface, le problème va être traité dans un formalisme lagrangien, c'est-
à-dire dans le référentiel du �uide évoluant à la vitesse u. Les équations d'Euler s'écrivent

dut v + ∂xF = 0, (3.34)

où

v =

τu
E

 , F =

−up
pu

 ,

et
dut = ρ∂t + ρu∂x.

À l'interface entre les deux �uides, à l'intérieur du condensat, on dé�nit les pressions et vitesses inter-
faciales pint et uint telles que

uint =
ρGcG uG + ρDcD uD

ρGcG + ρDcD
+

pG − pD
ρGcG + ρDcD

, (3.35a)

pint =
ρGcG pG + ρDcD pD

ρGcG + ρDcD
+ ρGcG ρDcD

uG − uD
ρGcG + ρDcD

. (3.35b)

Grâce à elles, un �ux numérique approchant le �ux de (3.34) peut être écrit comme

ψint =

 −uint

pint

uintpint

 . (3.36)

Par ailleurs les �ux aux bords du condensat sont calculés par un schéma VFFC (voir section 3.2), sous
la forme

φG−1/2 = φ(vG−1, vG), φD+1/2 = φ(vD−1, vD).

En�n, ces �ux serviront à mettre à jour les volumes, masses, quantités de mouvement et énergies totales
de chacune des couches du condensat. Ces bilans s'écrivent

∆xn+1
G = ∆xnG −∆t ψτint, (3.37a)

(∆xρ)n+1
G = (∆xρ)nG + ∆t φρg−1/2 , (3.37b)

(∆xρu)n+1
G = (∆xρu)nG −∆t

[
ψuint − φ

ρu
G−1/2

]
, (3.37c)

(∆xρE)n+1
G = (∆xρE)nG −∆t

[
ψEint − φ

ρE
G−1/2

]
, (3.37d)

et de même symétriquement pour la maille D.
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3.5.2 Condition d'entropie

Dans ce paragraphe, on véri�e que le �ux numérique (3.36) est conforme au Second Principe de la
Thermodynamique. Ce résultat est analogue à [Bra07, Proposition 11] avec une condition d'entropie
discrète di�érente.

La condition d'entropie physique peut se réécrire à l'aide du système de lois de conservation (3.34)
comme :

0 ≤ ρdut s = ρ
∂s

∂v
dut v = −∂s

∂v
∂xF.

Il peut donc être intégré au voisinage d'une interface de la façon suivante :

−
∫ D

G

∂s

∂v
∂xFdx '

(
∂s

∂v

)
G

(FG − ψint) +

(
∂s

∂v

)
D

(ψint − FD) . (3.38)

Théorème 3.26. Le �ux numérique (3.36) est entropique au sens de(
∂s

∂v

)
G

(FG − ψint) +

(
∂s

∂v

)
D

(ψint − FD) ≥ 0.

Démonstration. De la relation thermodynamique

Tds = de+ pdτ = dE − udu+ pdτ

on tire

∂s

∂v
=

1

T

 p
−u
1

 .

On remplace ∂s
∂v et ψ dans le bilan d'entropie :

1

TG

 pG
−uG

1

 ·
 −uG + uint

pG − pint

pGuG − pintuint

+
1

TD

 pD
−uD

1

 ·
 −uint + uD

pint − pD
pintuint − pDuD

 ≥ 0,

⇐⇒ − 1

TG
(pG − pint)(uG − uint) +

1

TD
(pD − pint)(uD − uint) ≥ 0.

On peut réécrire les dé�nitions de uint et pint (3.35) comme :

pG − pint = −ρGcG(uG − uint) pD − pint = ρDcD(uD − uint),

ce qui permet de conclure.

3.5.3 Généralisation

Pour l'intégration du changement de phase dans ce code, l'enjeu est la discrétisation des équations de
la Section 2.3.4. Pour cela, une généralisation du �ux lagrangien (3.36) est nécessaire. On s'inspirera de
la démonstration de (3.36) par [Cha12, p. 37-40] pour proposer le résultat suivant.

Lemme 3.27. Soit le système lagrangien isentropique

dut v + ∂xF = 0, (3.39)

où

v =

(
τ
u

)
, F =

(
−u
p

)
.

Le �ux numérique du schéma VFFC l amont (voir Section 3.2.2) pour ce système s'écrit

ψ =

(
−uint

pint

)
,

où uint et pint sont les valeurs données par (3.35).
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Démonstration. La matrice jacobienne pour ce système s'écrit

∂F

∂v
=

(
0 −1
∂p
∂τ 0

)
,

où
∂p

∂τ
= −ρ2c2,

par dé�nition de la vitesse du son c.
Les vecteurs

(
ρc 1

)
et
(
−ρc 1

)
sont vecteurs propres à gauche de la matrice jacobienne, associés

respectivement aux valeurs propres −c et c. Le signe des valeurs propres étant indépendant de vG et vD,
la matrice de décentrement des �ux pour le schéma l amont s'écrit(

ρGcG 1
−ρDcD 1

)−1(−1 0
1 0

)(
ρGcG 1
−ρDcD 1

)
=

1

ρGcG + ρDcG

(
ρGcG − ρDcD −2
−2ρGcGρDcD ρDcD − ρGcG

)
,

d'où on trouve le résultat voulu.

Dans la suite de ce mémoire, le schéma VFFC l amont va donc être appliqué au système (2.41).

Remarque 3.28. Le lemme précédent garantie que le résultat coïncidera avec (3.35) dans le cas isen-
tropique sans changement de phase. Cependant, dans le cas non-isentropique sans changement de phase,
il di�érera de (3.36) où on a supposé (pu)int = pintuint. Cette dernière expression a l'avantage d'être
rapide à calculer et le bilan d'entropie est facile à étudier comme on l'a vu à la Section 3.5.2. Cependant,
l'approche suivie dans ce travail en étant plus abstraite se généralise plus facilement à des systèmes plus
complexes comme celui avec changement de phase. /

77





Chapitre 4

Implémentation du modèle de
changement de phase

Dans le Chapitre 3, la discrétisation d'équations aux dérivées partielles hyperboliques par la méthode
des volumes �nis a été discutée. Les schémas présentés vont maintenant être appliqués au modèle avec le
changement de phase interfacial liquide-vapeur, présenté au Chapitre 2.

4.1 Implémentation du modèle moyenné

Dans cette section, le système d'équations (2.63)

∂tρ+∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ p I) = 0,

∂t(ξρ) +∇ · (ξρu)− J · ∇ξ = 0,

sera discrétisé pour être simulé numériquement. La même approche pourra être utilisée pour le modèle
(2.65). Cependant, ce dernier n'a pas été établi aussi rigoureusement et présente quelques di�cultés
supplémentaires (voir la Remarque 4.1). Les paragraphes de cette section et les cas tests qui suivent se
focaliseront donc sur le modèle (2.63).

Remarque 4.1. La discrétisation par la méthode des volumes �nis de ce type de modèle n'est pas
capable de simuler l'advection linéaire à vitesse constante d'une discontinuité de contact entre deux �uides
di�érents sans créer d'oscillations de pression parasites [Abg96]. Dans le cas du modèle isotherme ou de
conditions initiales avec une température homogène, les oscillations de pression créées par le code sont de
l'ordre d'une dizaine de Pascal pour une pression de l'ordre de 1 bar. Elles sont su�samment faibles pour
ne pas avoir d'in�uence sur le résultat du calcul. Cependant, dans le cas de l'advection linéaire d'une
discontinuité de contact entre deux phases à des températures di�érentes (par exemple, une bulle de gaz
chaud dans un liquide froid), des oscillations de pressions non-négligeables apparaissent avec le modèle
(2.65). L'hypothèse locale Tg = Tl n'est certainement pas adaptée à la simulation de ce type de cas et un
modèle plus complexe ne faisant pas cette hypothèse simpli�catrice, comme [KK10], pourrait donner de
meilleurs résultats. Ce phénomène est une des raisons pour lesquelles le modèle isotherme sera privilégié
dans les résultats numériques avec changement de phase qui suivent. /

Le programme utilisé pour la résolution numérique du système hyperbolique est basé sur le travail de
[Rov06]. Les étapes principales sont présentées à la Figure 4.1. La plus grande partie du code est une
boucle : à chaque itération, la solution au pas de temps tn+1 = tn+∆tn est calculée à partir de la solution
au pas de temps tn. La boucle s'arrête quand le nombre maximum de pas de temps ou un temps �nal
�xé est atteint. Dans la suite de cette section, certaines de ces étapes seront discutées plus en détails.

Variables et loi d'état

Le code travaille avec deux jeux de variables :
� D'une part les variables conservatives, notées v, sont celles qui apparaissent directement dans le

système de lois de conservation. Par exemple, v = (ρ, ρu, ξρ).
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Initialisation
w0 Condition initiale

Calcul des variables
supplémentaires
wn 7→ (vn, wnsupp)

Loi d'état

Calcul des termes
non-conservatifs linéarisés

Relation de fermeture

Calcul de la matrice
de décentrement

Éléments propres

Calcul du �ux numérique
(wn, wnsupp) 7→ φn FluxP

ou
r
ch
aq
ue

fa
ce

in
te
rn
e

Calcul du pas de temps
à partir de la condition cfl

Mise à jour des
variables conservatives
vn+1 = vn + ∆tn

∆x

∑
φn

Calcul des
variables physiques
vn+1 7→ wn+1

Critére de �n ?
Non

Fin du programme

Figure 4.1 � Schéma général du code. À gauche, les principales étapes du code. À droite, les modules
qui changeront d'un cas test à l'autre. Par souci de simplicité, les faces de bord (conditions aux limites)
n'ont pas été inclues dans le diagramme.
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� D'autre part, les variables dites de calcul, notées w, sont celles d'intérêt physique qui seront
données par l'utilisateur en conditions initiales et retournées à la �n du calcul. Ici, le jeu de
variable w = (p, u, ξ) sera utilisé.

Dans le diagramme de la Figure 4.1, l'appellation � Loi d'état � désigne
� la loi d'état du �uide dans le cas mono�uide,
� l'ensemble des lois d'états des �uides et de la loi de mélange dans le cas multi-�uide.

Dans les deux cas il s'agit des relations qui relient w et v.

Le code demande la donnée d'une fonction w 7→ v. La fonction inverse peut être calculée numériquement
par la méthode de Newton. Alternativement, dans le cas simple d'un mélange isotherme et isobare de deux
gaz parfaits ou gaz raidis, la fonction v 7→ w peut se ramener à la résolution d'un polynôme d'ordre 2.
L'Annexe D présente le détail de ce résultat.

Termes non-conservatifs

Le calcul du �ux numérique à l'interface demande une linéarisation du terme J · ∇ξ comme évoqué à
la Section 3.3. Celle-ci se fera en deux temps. On rappelle que J est dé�ni comme le �ux de masse porté
par la normale unitaire à l'interface. La norme et la direction de J pourront être approchées séparément

J · ∇ξ = Jl→g νl→g · ∇ξ ' ∇
(
Jl→g, j+1/2 ξ νl→g, j+1/2

)
.

Cas 1D

En 1D, la normale à l'interface νl→g vaut ±1. À l'interface j + 1/2, le �ux de masse est calculé par la
relation cinétique associée au modèle :

Jj+1/2 :=

{
Jl→g (wj , wj+1) si ξj < ξj+1 (le liquide est à gauche),

−Jl→g (wj+1, wj) si ξj > ξj+1 (le gaz est à gauche),
(4.1)

où Jl→g est une relation cinétique de changement de phase comme discutée à la Section 2.2. Dans le cas
isotherme, la relation cinétique

Jl→g(pg, pl) ∝ −(pg − psat(T0))

qui est un cas particulier de (2.32), pourra être utilisée.

Cas multidimensionnel

Comme en 1D, on fait l'approximation

∀x ∈ KL ∪ LK , J · ∇ξ ' ∇ · (JK,Lξ) .

La di�culté par rapport au cas 1D est d'estimer νl→g la normale à l'interface locale. Celle-ci peut être
estimée simplement à l'aide des valeurs de ξ dans les deux mailles voisines K et L. Elle vaudra alors
toujours

νl→g = ±νK,L. (4.2)

Cette approximation grossière peut détériorer la qualité de la solution comme le montrera le cas test de
la Section 4.4.2.

Pour une résolution plus précise, la normale à l'interface νl→g ' ∇ξ
|∇ξ| pourra être estimées numérique-

ment par

∂ξ

∂x
=

(ξNE − ξNW) + (ξSE − ξSW)

4
(4.3a)

∂ξ

∂y
=

(ξNW − ξSW) + 2(ξN − ξS) + (ξNE − ξSE)

4
(4.3b)

où les notations sont celles de la Figure 4.2. Le gradient selon x peut être interprété comme une moyenne
des di�érences de ξ aux quatre faces verticales de la Figure 4.2. Celui selon y peut être interprété comme
une moyenne pondérée des di�érences de ξ aux trois faces horizontales. L'étude plus précise de ce type de
discrétisation (comme leur comportement aux bords du domaine ou leur extension à d'autres maillages)
est en dehors du cadre de cette thèse.
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ξNW ξN ξNE

ξSW ξS ξSE

∇ξ

Figure 4.2 � Notation pour l'estimation du vecteur normale à l'interface liquide-vapeur en 2D sur un
maillage cartésien. Ici, on cherche à linéariser le terme de changement de phase à l'interface entre les
mailles N et S.

Flux numérique

Le détail de la matrice jacobienne et de ces éléments propres peut être tiré des résultats de l'Annexe B.
On l'appliquera au schéma l amont dé�ni à la Section 3.2.2. Pour le calcul du signe des valeurs propres
on utilise la Remarque 3.20 pour la vitesse et une moyenne wG+wD

2 pour les autres grandeurs.

4.2 Implémentation dans le schéma à reconstruction d'interface

Dans cette section, l'implémentation du modèle de changement de phase interfacial dans le code décrit
à la Section 3.5, va être présentée plus en détails. Une gestion des condensats simples (c'est-à-dire ne
contenant qu'une seule interface) a été pour implémentée dans le code de [Rov06] décrit à la section
précédente. Cette implémentation a pour but de servir de preuve de concept pour la discrétisation du
terme de changement de phase. Par la suite, elle sera nommée � Flux-IC-1D �.

4.2.1 Flux numérique et schéma

Au chapitre précédent, le Lemme 3.27 a montré que le �ux numérique à l'interface lagrangienne est
un schéma VFFC l amont pour le système lagrangien isentropique. Pour généraliser cette idée, le �ux
numérique à l'interface va être écrit comme le �ux numérique du schéma VFFC pour le système lagrangien
avec changement de phase.

Suivant la même philosophie que précédemment pour la gestion des termes non-conservatifs, le système
(2.41) est linéarisé de la façon suivante :

dωt τ + ∂x(−u+ Jintτ) = 0, (4.4a)

dωt u+ ∂x(p+ Jintu) = 0, (4.4b)

dωt E + ∂x(pu+ JintE) = 0, (4.4c)

dωt ξ = 0, (4.4d)

où Jint est une estimation du �ux de masse à l'interface liquide-vapeur entre t et t + ∆t. Sa valeur sera
discutée dans un prochain paragraphe. Par souci de lisibilité, ce �ux sera noté simplement J par la suite.

Ce système s'écrit sous la forme d'un système de lois de conservation

dtv + ∂x(F +G) = 0,

où

v =


τ
u
E
ξ

 , F =


−u
p
pu
0

 , G = J


τ
u
E
0

 .

Ce système et la matrice jacobienne associée sont étudiés plus en détails à l'Annexe C.
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En utilisant le schéma l amont sur ce système, un �ux numérique lagrangien peut être calculé sous la
forme

ψint(vG, vD) =

FG + FD
2

+ sgn

(
∂F +G

∂v

)
(vG, vD)

FG − FD
2

+

GG +GD
2

+ sgn

(
∂F +G

∂v

)
(vG, vD)

GG −GD
2

.

(4.5)

Le schéma ne dé�nit pas la matrice signe dans le cas où une valeur propre est nulle, c'est-à-dire quand
J = 0. Dans ce cas sans changement de phase, le �ux (3.36) pourra être utilisé.

Remarque 4.2. Le terme ∂p
∂ξ ρ,e

n'apparaît pas dans ψint. Comme pour le problème de Riemann étudié

à la Section 2.4, le choix d'un modèle de mélange est utile mathématiquement mais n'a pas d'in�uence
sur le résultat �nal. /

Remarque 4.3. Dans le cas simple pG = pD = p, uG = uD = 0 et J > 0, le �ux à l'interface s'écrit :

ψint =


0
p
0
0

+ J


τD
0
eD
0

− J

ρGcG + ρDcD

[
cG

(
1− ρG

ρD

)
+

ΓG
cG

(hD − hG)

]
−1
ρDcD
p
0

 . (4.6)

Bien que les deux phases aient toutes deux une quantité de mouvement nulle, une quantité de mouvement
non nulle est échangée à l'interface. En e�et, la masse ayant nouvellement changé de loi d'état se détend
(évaporation) ou se contracte (condensation). Une discrétisation de type pas fractionnaires, séparant
le terme de changement de phase du reste, n'aurait donné que les deux premiers termes de (4.6). En
pratique, le troisième terme est nécessaire à la stabilité de la solution pour de petits rapports de densité
ou des chaleurs latentes élevées.

Le �ux d'énergie peut se réécrire sous la forme

ψEint = JhD − pψτint.

Il correspond donc à l'enthalpie de la masse changeant de phase à laquelle s'ajoute le travail des forces
de pression lors de la détente/contraction. /

Cette dernière relation peut se généraliser sous la forme du résultat suivant.

Lemme 4.4. Quels que soient les états gauche et droit, le �ux numérique ψ respecte

ψEint = JhK − pKψτint − pKuK + ψuintuK , (4.7)

où l'état K est l'état droit D si J < 0, l'état gauche G si J > 0 (c'est-à-dire le liquide en cas d'évaporation
et le gaz en cas de condensation).

Démonstration. La relation (3.11) dé�nissant le schéma l amont est appliquée à la seconde valeur propre
λ2 = J : 

pK
−uK

1
0

ψint =


pK
−uK

1
0

 (FK +GK) ,

d'où on tire la relation voulue.

Remarque 4.5. Pour décrire un échange de chaleur entre les deux couches du condensat, un terme de
�ux d'énergie qint peut être ajouté à ψint. On verra à la section suivante que celui-ci peut être nécessaire
pour garantir la condition d'entropie en cas de changement de phase. /
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De la même manière que pour (3.37), le schéma s'écrit

∆xn+1
G = ∆xnG −∆t ψτint, (4.8a)

(∆xρ)n+1
G = (∆xρ)nG −∆t

[
J − φρG−1/2

]
, (4.8b)

(∆xρu)n+1
G = (∆xρu)nG −∆t

[
ψuint − φ

ρu
G−1/2

]
, (4.8c)

(∆xρE)n+1
G = (∆xρE)nG −∆t

[
ψEint − φ

ρE
G−1/2

]
, (4.8d)

et de même symétriquement pour la maille D. Par construction, on a ξn+1
G = ξnG et ξn+1

D = ξnD.

4.2.2 Bilan d'entropie

On a vu précédemment que de la di�usion thermique est nécessaire pour obtenir une solution physique.
La di�usion numérique est néanmoins su�sante pour obtenir une solution ayant un sens physique. Dans
cette section, un bilan d'entropie discret, incluant les e�ets du schéma, va être établi pour valider le
respect par J du Second Principe de la Thermodynamique.

Suivant l'exemple de la Section 3.5.2, la condition d'entropie peut s'écrire :

0 ≤ dut s = (dωt s− ρ(ω − u)∂xs)

=
∂s

∂v
dωt v + J∂xs

= −∂s
∂v
∂x(F +G) + J∂xs.

Elle peut être discrétisée sous la forme∫ D

G

(
−∂s
∂v
∂x(F +G)− J∂xs

)
dx '

(
∂s

∂v

)
G

(FG +GG − ψint)+

(
∂s

∂v

)
D

(ψint − FD −GD)+J (sD − sG) .

(4.9)

Le schéma proposé ici ne permet pas une étude facile de ce bilan d'entropie dans le cas général (voir
aussi Remarque 3.28). Cependant, une expression pour J pourra être proposée en étudiant le bilan
d'entropie dans le cas particulier où seul le changement de phase entre en jeu (comme par exemple à la
Remarque 4.3).

Lemme 4.6. On suppose pG = pD = p et uG = uD = 0. Le �ux numérique ψint respecte(
∂s

∂v

)
G

(FG +GG − ψint) +

(
∂s

∂v

)
D

(ψint − FD −GD) = J
hG − hD
TK

,

où

TK =

{
TG si J < 0,

TD si J > 0.

Démonstration. Mêmes arguments que le Lemme 4.4.

Lemme 4.7. Avec les mêmes hypothèses que précédemment, la condition d'entropie discrète (4.9) s'écrit

Jl→g

(
sg − sl +

hl − hg
Tk

)
≥ 0, (4.10)

où

Tk =

{
Tg si Jl→g < 0,

Tl si Jl→g > 0.

Démonstration. Avec le lemme précédent, la condition d'entropie discrète (4.9) s'écrit

J

(
sD − sG +

hG − hD
TK

)
≥ 0,
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où

TK =

{
TG si J < 0,

TD si J > 0.

Ce résultat peut être réécrit en remplaçant les états gauche G et droit D par les états gaz g et liquide l.
Le �ux J est relié au �ux du liquide vers la gaz Jl→g par la relation{

J = Jl→g si le liquide à gauche et le gaz à droite,

J = −Jl→g si le gaz est à gauche et le liquide à droite.

On en déduit le résultat.

Les bilans d'entropie de la Section 2.1.5 peuvent être réécrits comme

Jl→g[s]
g
l +

Jl→ghl −Ql→g
Tl

− Jl→ghg −Ql→g
Tg

≥ 0.

Le terme impliquant les enthalpies dans (4.10) peut être interprété comme le terme de création d'entropie
d'un �ux d'énergie de la forme

Qschéma
l→g =

{
Jl→ghl si Jl→g < 0,

Jl→ghg si Jl→g > 0.

Ce �ux d'énergie à l'interface dépend du signe du �ux de masse. C'est la conséquence naturelle de
l'utilisation d'un schéma décentré amont. L'expression de Jl→g devra s'adapter à ce �ux.

Pour utiliser une expression de Jl→g comme celle de (2.29), le �ux d'énergie pourra être compenser par
l'ajout d'un �ux de chaleur entre les deux couches du condensat.

Théorème 4.8. Les �ux

qint =

{
Jl→g(hl − hg) si Jl→g < 0,

0 si Jl→g > 0.
Jl→g = Gm

µl(pl, Tl)− µg(pg, Tl)
Tl

, (4.11)

avec Gm ≥ 0, respectent la condition d'entropie.

Démonstration. On véri�e que
Ql→g = Qschéma

l→g + qint = Jl→ghg.

On utilise alors les mêmes arguments qu'au Théorème 2.12.

Le cas test de retour à l'équilibre présenté à la Section 4.5 permettra de valider numériquement ce
résultat.

4.3 Di�usion thermique implicite 1D

Dans le dernier cas test de ce chapitre, la di�usion thermique sera prise en compte. Le �ux de chaleur
et le reste des �ux seront résolus séparément par la méthode des pas fractionnaires.

Le calcul du �ux de chaleur seul se décompose en deux étapes :
� D'une part, l'équation de la chaleur

∂tT = β ∂2
xT,

où β est la di�usivité thermique, est discrétisée de manière implicite sous la forme

Tn+1,∗
j = Tnj +

∆t

(∆x)2

(
−βj−1/2

(
Tn+1,∗
j − Tn+1,∗

j−1

)
+ βj+1/2

(
Tn+1,∗
j+1 − Tn+1,∗

j

))
.

Le calcul de Tn+1,∗ se fait par la résolution d'un système linéaire tridiagonal.
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� L'évolution de T par la formule précédente ne respecte en général pas la conservation des grandeurs
qui doivent l'être. Pour garantir la conservativité du schéma, le champ de température Tn+1,∗ va
être utilisé pour calculé les �ux de chaleurs implicites qn+1,∗,

qn+1,∗
j+1/2 = −

kj+1/2

∆x

(
Tn+1,∗
j+1 − Tn+1,∗

j

)
.

où k est la conductivité thermique. Ces �ux seront utilisés pour le calcul de nouvelles variables
conservatives :

vn+1
j = vnj +

∆t

∆x

(
qn+1,∗
j−1/2 − q

n+1,∗
j+1/2

)
.

Remarque 4.9. Dans le cas particulier de la résolution de l'équation de di�usion linéaire scalaire, on
véri�e que la deuxième étape est inutile. /

4.4 Cas tests isothermes

Dans cette section, l'implémentation du modèle de changement de phase décrite précédemment va être
validée par quelques cas tests simples. Les premiers cas tests proposés ci-après sont isothermes. Cette
hypothèse simpli�catrice va permettre de valider le c÷ur du modèle. L'aspect thermique, moins bien
contrôlé, sera présenté à la section suivante.

4.4.1 Changement de phase forcé isotherme 1D

Le premier cas test présenté ici à pour objectifs de tester la capacité du code à
� décrire une interface franche avec changement de phase,
� gérer une large gamme de rappoets de densité dr.

Pour se concentrer sur ces points, l'évolution sera supposée isotherme et le �ux de masse à l'interface sera
décorrélé du reste du système. Grâce à ces hypothèses, une solution analytique sera obtenue et comparée
à la solution numérique.

Description

GazLiquide

L

zg,0

Figure 4.3 � Condition initiale du cas test.

On considère un tube de section S et de longueur L, fermé aux deux extrémités. Il est rempli initialement
d'un volume S × zg,0 de gaz et S × (L − zg,0) de liquide (voir Figure 4.3). Ces deux phases suivent
respectivement des lois d'états de gaz parfait isotherme et de gaz raidi isotherme, c'est-à-dire :

ρg(p) =
p

c2g,0
, ρl(p) = ρl,0 +

p− p0

c2l,0
,

où cg,0 et cl,0 sont les vitesses du son constantes respectivement du gaz et du liquide. En�n, un �ux
d'évaporation Jl→g(t) est donné arbitrairement à l'interface.

Solution analytique

On suppose une pression uniforme dans tout le domaine.

Lemme 4.10. Les lois d'état des deux �uides isothermes peuvent se réécrire comme

ρg
ρg,0

=
p

p0
,

ρl
ρl,0

= 1 +
ρg,0 c

2
g,0

ρl,0 c2l,0

(
p

p0
− 1

)
.
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Théorème 4.11. Pour tout t, la pression est solution de :(
1 + dr

c2g,0
c2l,0

(
p(t)

p0
− 1

))(
L̃− 1 + m̂(t)

p(t)
p0

)
− L̃+ 1 + dr m̂(t) = 0 (4.12)

où L̃ et dr sont respectivement les rapports d'aspect et de densité dé�nis par

L̃ =
L

zg,0
, dr =

ρg,0
ρl,0

,

et m̂(t) est la masse échangée adimensionnée

m̂(t) =
1

ρg,0zg,0

∫ t

0

Jl→g(t) dt.

Démonstration. On note zg(t) la taille du domaine gazeux à l'instant t.
La conservation de la masse de liquide s'écrit alors :

ρl(L− zg) = ρl,0(L− zg,0)− ρg,0zg,0m̂(t).

En divisant par ρl,0 et zg,0, on en tire

ρl
ρl,0

(
L̃− zg

zg,0

)
= L̃− 1− dr m̂(t).

Grâce à la loi d'état du liquide, on déduit(
1 + dr

c2g,0
c2l,0

(
p

p0
− 1

))(
L̃− zg

zg,0

)
= L̃− 1− dr m̂(t).

Par ailleurs, l'évolution de la masse de gaz s'écrit :

ρgzg = ρg,0zg,0(1 + m̂(t)),

d'où, en utilisant la loi d'état du gaz
zg
zg,0

=
p0

p
(1 + m̂(t)).

La substitution de cette expression dans l'équation précédente donne le résultat voulu.

Remarque 4.12. Si dr = 1 ou Jl→g(t) = 0, alors p(t) = p0 est solution de (4.12). /

En pratique pour les �uides étudiés, la compressibilité du liquide joue un rôle très faible. Elle pourra
être négligée grâce au résultat suivant.

Corollaire 4.13. En notant cr le rapport des indices de compressibilité, dé�ni par

cr =
ρg,0 c

2
g,0

p0
× p0

ρl,0 c2l,0
=
ρg,0 c

2
g,0

ρl,0 c2l,0
,

la pression p(t) peut s'écrire comme

p(t) = p0
1 + m̂(t)

1 + dr m̂(t)
+O(cr). (4.13)

Démonstration. On peut réécrire (4.12) comme

−1 + m̂

p(t)
p0 + 1 + drm̂+ cr

[(
p(t)

p0
− 1

)(
L̃− 1 + m̂

p(t)
p0

)]
= 0.

En multipliant cette expression par p(t)/p0, on obtient le résultat voulu.
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Choix de Jl→g

On a choisi arbitrairement d'étudier un �ux de masse de la forme Jl→g = A sin(ωt). Le choix de A et
ω est régi par les contraintes suivantes :

� La pression doit rester positive (ainsi les densités restent positives). Pour cela, il su�t de choisir

A > 0. (4.14a)

� La vitesse du �uide reste subsonique ∀t, u(t) < c. En majorant la vitesse maximale d'échappement
du gaz, cette condition devient

max(ug) ≤
max(|Jl→g|)

min(ρg)
=

A

ρg,0
< cg,0. (4.14b)

� Les variations de �ux de masse sont assez lentes pour que l'hypothèse de la pression uniforme soit
valide :

ω � cg,0
L
. (4.14c)

Forme adimensionnée

Les équation précédentes peuvent être réécrite sous forme adimensionnées. Les variables adimensionnées
seront notées par un tilde. Elles sont dé�nies par

zg = zg,0 z̃g, ρg = ρg,0 ρ̃g, ρl = ρg,0 ρ̃l, t =
zg,0
cg,0

t̃, p = ρg,0c
2
g,0 p̃, Jl→g = ρg,0cg,0 J̃l→g.

Les équations d'état deviennent

ρ̃g = p̃, ρ̃l =
1

dr
(1 + cr(p̃− 1)) .

Le �ux de masse peut s'écrire
J̃l→g = Ma sin(ω̃t̃),

où

ω̃ =
ωzg,0
cg,0

, Ma =
A

ρg,0cg,0
.

Ce dernier nombre dans dimension peut s'interpréter comme le nombre de Mach associé à la vitesse
maximale du gaz de l'équation (4.14b).

Les conditions initiales s'écrivent sous forme adimensionnée

p̃(0, x) = 1,

{
ξ(0, x) = 1 si 0 < x̃ < 1,

ξ(0, x) = 0 si 1 < x̃ < L̃.

En�n, les conditions (4.14) deviennent

0 < Ma < 1, ω̃L̃� 1.

Le problème dépend donc de cinq paramètres, qui sont dr, cr, L̃, Ma et ω̃. La Table 4.1 en propose
des valeurs. Les valeurs de dr et cr sont inspirées des propriétés du couple eau-vapeur.

dr 10−3

cr 4 · 10−5

L̃ 2
Ma 0.1
ω̃ 0.05

Table 4.1 � Paramètres adimensionnés qui seront utilisés pour les résolutions numériques.
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Int. di�. 120 mailles

Int. di�. 480 mailles

IC 30 mailles
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Figure 4.4 � Évolution de la masse totale de gaz adimensionnée (en haut) et de la pression adimensionnée
au milieu du domaine (en bas) en fonction du temps pour le modèle moyenné à interface di�use avec trois
maillages de 30 à 480 mailles, le code Flux-IC-1D et la solution exacte. Les paramètres sont ceux de la
Table 4.1. La période vaut 2π/ω̃ ' 125.

Résultats et commentaires

Ce cas test a été résolu à la fois avec le modèle moyenné à interface di�use et le code Flux-IC-1D à
reconstruction d'interface et ceci pour di�érents maillages. Dans les deux cas le nombre cfl a été �xé
à 0.8. Les résultats numériques ont été comparés à la solution analytique obtenue au Théorème 4.11.

La Figure 4.4 présente la variation au cours du temps de la masse totale de gaz et de la pression dans le
domaine. Le liquide étant très dense et presque incompressible, le volume de gaz est presque constant et
la pression est donc proportionnelle à la masse totale de gaz (égale en grandeurs adimensionnées). Tous
les résultats numériques sont en très bon accord avec la solution exacte, à l'exception du modèle moyenné
pour le maillage le plus grossier.

Ce défaut peut s'expliquer en observant le pro�l de fraction massique représenté à la Figure 4.5. Pour le
maillage le plus grossier, la di�usion de l'interface l'a élargie jusqu'à atteindre la limite droite du domaine
après une période. Dans cette situation, la masse de gaz échangée par changement de phase n'est plus
la même (

∫
|∇ξ|dx 6= 1). Pour des maillages plus �ns, la di�usion est réduite et ce biais n'apparait plus

avant la �n de la simulation.

Le code Flux-IC-1D retrouve comme attendu la position initiale exacte après une période. Avec le
modèle moyenné, la di�usion de la fraction volumique α est relativement symétrique autour de la solution
exacte. En raison du très faible rapport de densité, les pro�ls de ξ et α apparaissent très di�érents.

En�n, à la Figure 4.6, le pro�l de vitesse est tracé à un instant d'évaporation maximale. Du gaz
s'échappe de l'interface vers la droite, c'est-à-dire avec une vitesse positive. La vitesse du liquide est
presque nulle (le liquide est en fait très faiblement comprimé par l'augmentation de pression). À l'interface,
une discontinuité de vitesse apparait comme prédit à la Section 2.1.2. La condition limite aux parois y
impose une vitesse nulle. Pour le modèle moyenné, la discontinuité de vitesse est di�use, suivant un pro�l
similaire à celui de ξ.

89



0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ξ

Int. di�. 30 mailles

Int. di�. 120 mailles

Int. di�. 480 mailles

IC 30 mailles

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

x̃

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

α

Figure 4.5 � Pro�ls de fraction massique ξ et de fraction volumique α après une période, (c'est-à-dire à
t̃ ' 125) pour les di�érents calculs numériques. Les paramètres sont ceux de la Table 4.1.
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Figure 4.6 � Pro�ls de vitesse adimensionnée à t̃ ' 155 (c'est-à-dire après 5/4 de période, à un instant
où le �ux d'évaporation est maximal). Les paramètres sont ceux de la Table 4.1.
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4.4.2 Changement de phase forcé isotherme 2D

Ce cas test est une extension du précédent en deux dimensions. On considère une bulle de gaz de rayon
initial r0 entourée de liquide (voir Figure 4.7). Comme pour le cas précédent, les �uides sont décrits par
des lois d'état de gaz parfait et de gaz raidi isothermes. Le �ux de masse surfacique à l'interface est donné
par une expression arbitraire Jl→g(t).

Gaz

Liquide

L

r0

Figure 4.7 � Schéma du cas test de changement de phase forcé isotherme en 2D. Par symmétrie, seul le
quart nord-est du problème sera résolu numériquement.

Théorème 4.14. En supposant une pression homogène dans tout le domaine et un liquide dense et
incompressible (c'est-à-dire dr ' 0 et cr ' 0), alors la pression respecte

p = p0

(
1 +

2

ρg,0r0

∫ t

0

Jl→g(t) dt

)
. (4.15)

Démonstration. La conservation de la masse de liquide s'écrit

ρl(L
2 − πr(t)2) = ρl,0(L2 − πr2

0)−
∫ t

0

2πr(t)Jl→g(t)dt.

Le liquide étant incompressible (cr ' 0), sa loi d'état implique ρl = ρl,0. On en déduit donc

r(t)2 = r2
0 + 2

1

ρl,0

∫ t

0

r(t)Jl→g(t)dt.

La di�érenciation de cette équation implique

dr

dt
=
Jl→g(t)

ρl,0

Pour dr ' 0, on a
dr

dt
' 0.

Par ailleurs, la conservation de la masse de gaz s'écrit :

ρgπr(t)
2 = ρg,0πr

2
0 +

∫ t

0

2πr(t) Jl→g(t) dt.

d'où, en prenant ∀t, r(t) ' r0,

p = p0

(
1 +

2

ρg,0r0

∫ t

0

Jl→g(t) dt

)
.

Résultats et commentaire

Le problème est simulé numériquement à l'aide du modèle moyenné. La maquette Flux-IC-1D à re-
construction d'interface n'ayant pas été étendue en 2D au cours de cette thèse, le modèle à interface
lagrangienne ne sera pas utilisé pour ce cas test.
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Plusieurs calculs vont être e�ectués avec les mêmes paramètres que dans le cas 1D (voir Table 4.1). Les
di�érentes discrétisations de la normale à l'interface liquide-vapeur (4.2) et (4.3) vont être comparées.
Pour ce cas test la solution exacte est connue : le problème est à symétrie sphérique et la normale à
l'interface est toujours

νl→g =
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2

(
x− x0

y − y0

)
, (4.16)

où (x0, y0) est le centre de symétrie du problème. Cette troisième méthode pour le calcul de la normale
à l'interface liquide-vapeur sera utilisée numériquement et comparée aux deux reconstructions (4.2) et
(4.3).

Le choix de la discrétisation de νl→g aura une in�uence sur le �ux de masse total échangé à l'interface.
En e�et, l'approximation de l'orientation locale de l'interface in�uence la longueur totale. Ce phénomène
est illustré sur la Figure 4.8 (dans le cas de la reconstruction d'ordre 1 (4.2)). Dans ce cas, la longueur
e�ective de l'interface est 4

π fois plus grande que la longueur exacte. À �ux de masse surfacique constant,
la quantité totale de masse échangée sera donc plus importante. Les solutions numériques seront donc
comparées à la fois à la solution analytique (4.15) et à l'expression suivante qui prend en compte ce biais :

p = p0

(
1 +

2

ρg,0r0

4

π

∫ t

0

Jl→g(t) dt

)
. (4.17)

Figure 4.8 � Approximation d'un arc de cercle suivant un maillage cartésien. Si le rayon du cercle est 1,
la longueur de l'interface discrète en rouge vaut toujours 2, quel que soit le niveau de ra�nement. Elle
ne converge pas vers la longueur réelle de l'interface, qui est π/4.

La Figure 4.9 présente l'évolution de la pression en fonction du temps pour di�érents maillages et
di�érentes approximations de la normale à l'interface liquide-vapeur. Tous les calculs ont été faits avec
cfl = 0.25.

Comme attendu la reconstruction de la normale à l'interface à l'ordre 1 (4.2) approche l'expression
analytique biaisée (4.17). La reconstruction d'ordre 2 (4.3) donne un résultat plus proche de la solution
exacte. Cependant, seule la valeur exacte de la normale donnée par (4.16) donne la pression de l'expression
analytique (4.15).

La Figure 4.10 représente la distribution spatiale de ξ et α après une oscillation. La di�usion numérique
a�ecte la surface interfaciale totale e�ective

∫
|∇ξ|dx. La quantité de masse échangée est donc réduite et

les oscillations de pressions seront amorties après le premier pic.
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Figure 4.9 � Évolution de la pression adimensionnée (au centre du domaine) en fonction du temps
adimensionné pour di�érents maillages et di�érentes approximations de la normale à l'interface liquide-
vapeur. Les courbes rouges en lignes continues et discontinues sont les solutions de référence.
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Figure 4.10 � Lignes de niveau de la fraction massique ξ en bleu et de la fraction volumique α en rouge
après une période (t̃ = 125) pour un maillage de 80× 80 mailles avec la discrétisation (4.2). À comparer
à la Figure 4.5.
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4.4.3 Problème de Riemann isotherme avec changement de phase

Dans le cas isotherme, des solutions exactes au problème de Riemann avec changement de phase ont
été calculées par [HDW13]. Ces solutions vont être comparées à la solution approchée donnée par notre
code. Ce cas test permet de valider la capacité du code à gérer un terme d'échange Jl→g non trivial.

Présentation du cas test

Les conditions initiales sont celles d'un problème de Riemann avec deux �uides purs dans des phases
di�érentes. Les états initiaux à droite de à gauche sont notés respectivement (uG, pG) et (uD, pD). Les
états constants apparaissant entre les ondes sont notés (u∗G, p

∗
G) et (u∗D, p

∗
D) (voir Figure 4.11). Deux jeux

de paramètres et de conditions initiales seront étudiés. Ils sont résumés dans la Table 4.2.

uD, pD

u∗D, p
∗
D

u∗G, p
∗
G

uG, pG

x

Figure 4.11 � Représentation schématique d'une solution au problème de Riemann pour le modèle
isotherme.

Comme précédemment, les �uides sont décrits respectivement par la loi d'état de gaz parfait isotherme
et de gaz raidi isotherme :

ρg(p) =
p

c2g,0
, ρl(p) = ρl,0 +

p− p0

c2l,0
,

où cg,0 et cl,0 sont les vitesses du son constante des deux �uides. Avec les notations de [HDW13], elles
s'écrivent

c2g,0 =
kBT0

m
, c2l,0 =

K0

ρl,0

où kB est la constante de Boltzmann (kB = 1.381 · 10−23 m2 kg s−2 K−1), m est la masse d'une molécule
d'eau (m = 2.99 · 10−26 kg), T0 et ρl,0 sont des états de références, et K0 est la compressibilité isotherme
du liquide. Les valeurs de ces paramètres sont donnés dans la Table 4.2.

La relation cinétique est celle donnée par [HDW13, éq. (5.23)]. Avec les grandeurs dé�nies ci-dessus,
elle s'écrit implicitement :

Jl→g =
pg

c3g,0
√

2π

[
c2l,0 ln

ρl
ρl,0
− c2g,0 ln

pg
p0

+
1

2

J2
l→g

ρ2
l

− 1

2

J2
l→g

ρ2
g

]
. (4.18)

Cette équation ayant en général deux solutions, c'est la solution la plus petite en valeur absolue qui a été
choisie lors du calcul de Jl→g à chaque pas de temps.

Remarque 4.15. En faisant des approximations similaires à celles de la Section 2.2, ce �ux de masse se
réduit à

Jl→g ' −
pg

p0cg,0
√

2π
(pg − p0).

Cette forme est similaire à celle utilisée dans le reste de la thèse dans le cas isotherme. /
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Cas Test 1 Cas Test 2
Paramètres
T0 K 293.15 473.15
ρl,0 kg m−3 998.2 864.7
p0 Pa 2339 1554 · 103

K0 Pa 2151 · 106 1131 · 106

cg,0 m s−1 367.9 467.4
cl,0 m s−1 1478 1144
dr 1.001 · 10−3 1.156 · 10−3

Conditions initiales
uG m s−1 −100 −200
uD m s−1 100 −50
pG Pa 2300 60 000
pD Pa 1000 100 000
Conditions initiales adimensionnées
ũG −0.2718 −0.4279
ũD 0.2718 −0.1069
p̃G 0.9833 38.59 · 10−3

p̃D 0.4275 64.32 · 10−3

Table 4.2 � Données pour les deux cas tests tirés de [HDW13]

Forme adimensionnée

Comme pour le cas test précédent, les équations peuvent être adimensionnées par rapport à la pression
p0, à la densité ρg,0 et à la vitesse cg,0. Les lois d'états s'écrivent alors

ρ̃g = p̃, ρ̃l =
1

dr
(1 + cr(p̃− 1)) ,

et on peut reformuler la relation cinétique (4.18) comme

J̃l→g =
ρ̃g√
2π

[
c2l,0
c2g,0

ln(drρ̃l)− ln p̃g +
J̃2
l→g

2

(
1

dr2ρ̃2
l

− 1

ρ̃2
g

)]
, (4.19)

ou encore, avec l'aide de la loi d'état :

J̃l→g −
J̃2
l→g

2

p̃g√
2π

[
1

(1 + cr(p̃l − 1))
2 −

1

p̃2
g

]
=

p̃g√
2π

[
c2l,0
c2g,0

ln

(
1 + dr

c2g,0
c2l,0

(p̃l − 1)

)
− ln p̃g

]
.

Résultats et commentaires

Le modèle moyenné monovitesse n'a pas été capable de résoudre ce cas test, et ceci que ce soit avec ou
sans changement de phase. Cela est probablement dû à l'hypothèse monovitesse plutôt qu'au modèle de
changement de phase.

Les deux cas ont été résolus avec Flux-IC-1D, sur un maillage de 100 mailles. Sur tout le domaine en
dehors du condensat, une reconstruction MUSCL d'ordre 2 en espace a été utilisé. Le pas de temps �xe
correspond à un nombre de Courant voisin de 0.45.

Les Figures 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 présentent les pro�ls de pression et de vitesse pour les deux cas
tests. Les résultats sont comparés au cas sans changement de phase, c'est-à-dire J = 0.

Les sauts de pression et de vitesse à l'interface décrits au Chapitre 2 sont clairement visibles. Dans les
deux cas, la pression initiale est inférieure à la pression de saturation. Le cas avec changement de phase
présente toujours une pression moyenne plus proche de la pression de saturation.

Dans la Table 4.3, les valeurs pour les états constants entre les ondes obtenues par ce calcul sont
comparées aux valeurs données par [HDW13]. Les résultats sont concordant, sauf pour la pression à
droite pour le premier jeu de paramètre, où un léger écart est notable.
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Figure 4.12 � Pro�l de pression adimensionnée pour le premier cas, avec et sans changement de phase.

[HDW13] Flux-IC-1D
Cas Test 1
ũ∗G 0.114 0.1144
ũ∗D 0.2718 0.2719
p̃∗G 0.667 0.6684
p̃∗D 0.7263 0.6850
Cas Test 2
ũ∗G −1.000 −1.013
ũ∗D −0.1067 −0.1059
p̃∗G 0.0685 0.0689
p̃∗D 0.1244 0.1257

Table 4.3 � Comparaison des valeurs entre les ondes.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

x̃

−0.3

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

ũ
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Figure 4.13 � Pro�l de vitesse adimensionnée pour le premier cas, avec et sans changement de phase.

96



−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

x̃

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14
p̃

t̃ = 0.40Avec changement de phase

Sans changement de phase

Figure 4.14 � Pro�l de pression adimensionnée pour le second cas, avec et sans changement de phase.
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Figure 4.15 � Pro�l de vitesse adimensionnée pour le second cas, avec et sans changement de phase.
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4.5 Cas tests de retour à l'équilibre liquide-vapeur

Dans les paragraphes qui précédent, quelques cas test isothermes ont été présentés. Pour conclure ce
chapitre, l'hypothèse isotherme va être levée et des résultats impliquant l'aspect thermique vont être
présentés.

4.5.1 Di�usion numérique seule

Dans un premier temps, la capacité de la di�usion numérique à régulariser le système va être véri�ée.
Son e�et sur les résultats obtenus sera mise en évidence par les calculs qui suivent.

Description

Les conditions initiales sont similaires à celles du cas test 4.4.1, représentées à la Figure 4.3. Initialement,
la pression p0 et la température T0 sont uniformes dans le domaine. On considérera deux températures
initiales T0 = 100 K et T0 = 120 K respectivement inférieure et supérieure à la température de saturation
T sat(p0) = 111 K. On s'intéresse à l'état du système après qu'une relaxation thermodynamique ait eu lieu
à l'interface. Les lois d'état sont les lois de gaz parfait et de gaz raidis avec les paramètres de la Table 1.1.

Le choix d'une expression pour le �ux de mass Jl→g est ici crucial. Les expressions proposées à la
Section 4.2.2 seront appliquées ici. Le problème a été résolu avec le code Flux-IC-1D, avec cfl = 0.9.

Résultats et commentaires � Condensation

Pour la condition initiale T0 = 100 K, l'évolution de la masse de gaz totale et de l'entropie totale ont
été tracées à la Figure 4.16. Après quelques instants, l'état du système se stabilise : la masse totale de gaz
a diminué, l'entropie totale a augmenté. L'état �nal atteint n'est pas le même suivant le maillage, bien
qu'il corresponde toujours à un état d'équilibre local à l'interface, comme représenté sur la Figure 4.18.

Sur la Figure 4.17, le pro�l de température à la �n de la relaxation a été tracé. La di�usion thermique
n'ayant pas été modélisée, rien ne permet l'équilibre thermique global. La variation de température dans
le gaz provient uniquement de la variation de pression causée par la condensation. La température de la
première maille de liquide à l'interface a changé en raison de la chaleur latente libérée par la condensation.
Avec les relations cinétiques (4.11) c'est la température de cette maille qui détermine l'équilibre liquide-
vapeur (T = T sat(p)). La condition d'entropie a imposé un �ux de chaleur tel que c'est cette maille qui
reçoit la chaleur latente. Selon la taille de la maille la température évolue di�éremment pour une quantité
d'énergie donnée. Son retour à l'équilibre local sera donc di�érent.

Cette dépendance au maillage peut s'interpréter comme une dépendance envers la di�usion thermique,
qui apparait ici sous forme d'artefact numérique. La nécessité d'une di�usion thermique a déjà été évoquée
à la Remarque 2.7. Si le résultat converge quand la taille des mailles tend vers 0, ce résultat convergé
n'est pas physique.

Résultats et commentaires � Évaporation

La Figure 4.19 présente l'évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale pour la condition
initiale T0 = 120 K. La masse de gaz totale initiale est plus élevée que pour le cas de la condensation : en
changeant la température initiale pour la même pression initiale, la densité du gaz a été modi�ée.

La variation de l'entropie totale n'est pas strictement monotone. Cela peut s'expliquer par les nom-
breuses approximations qui ont été faites pour aboutir aux expressions de Jl→g et q. Le coût de la chaleur
latente doit être payé en amont par le liquide pour que le �ux Jl→g de (4.11) soit en accord avec le Second
Principe de la Thermodynamique. La Figure 4.20 laisse penser que �ux q choisi mésestime légèrement
cette quantité de chaleur et une partie de la chaleur latente reste dans le gaz qui s'échappe de l'interface.
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Figure 4.16 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (T0 = 100 K) pour di�érents maillages.
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Figure 4.17 � Pro�l de température à la �n de la simulation pour le cas test de condensation (T0 = 100 K)
pour di�érents maillages. La température du gaz sur la droite a diminué uniquement à cause de la variation
de pression. La chaleur latente libérée pendant la condensation est dans le première maille de liquide à
l'interface.
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Figure 4.18 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érents maillages.
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Figure 4.19 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d'évaporation (T0 = 120 K) pour di�érents maillages.
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Figure 4.20 � Pro�l de température à la �n de la simulation pour le cas test d'évaporation (T0 = 120 K)
pour di�érents maillages.
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Figure 4.21 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érents maillages.
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4.5.2 Convergence avec di�usion thermique

Dans ce paragraphe, l'e�et d'une description plus réaliste de la conduction thermique va être étudié.
La di�usion thermique physique sera discrétisée comme présenté à la Section 4.3.

La conductivité thermique a été choisie identique dans le gaz et le liquide par souci de simplicité. Sa
valeur (k = 100 W m−1 K−1) est élevée au regards de sa valeur physique pour l'eau ou le méthane, a�n
de mieux se démarquer de l'e�et de la di�usion numérique. La maillage va être ra�né progressivement
a�n de limiter l'e�et de cette dernière.

Sur les Figures 4.22 et 4.24, l'évolution de la masse de gaz et de l'entropie totale ont été tracées en
fonction du temps. Cette évolution se compose de deux phases, déjà évoquées à la Section 1.3 :

� Tout d'abord une relaxation à l'équilibre local à l'interface comme observé dans les résultats
précédents.

� Ensuite, un régime permanent de changement de phase dominé par la conduction thermique. Le
retour jusqu'à l'équilibre global dans le domaine est relativement long et n'a pas été tracé ici.
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Figure 4.22 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (T0 = 100 K) pour di�érents maillages.
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Figure 4.23 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érents maillages.
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Figure 4.24 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d'évaporation (T0 = 120 K) pour di�érents maillages.

112 113 114 115 116 117 118 119 120 121

T (K)

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

p
(b

ar
)

200 mailles

400 mailles

800 mailles

1600 mailles

3200 mailles

Courbe de saturation

État initial

Figure 4.25 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érents maillages.
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4.5.3 E�et de la conductivité thermique

En�n, l'e�et de la conductivité thermique k sur le retour à l'équilibre local est étudié. Si la vitesse
du son est supposée su�samment élevée pour garantir une pression homogène dans tout le domaine, la
conductivité thermique impose la seule échelle spatiale. Les di�érentes valeurs de k utilisées ici peuvent
donc aussi être vues comme des changements de la dimension du problème.

Le maillage se compose de 800 mailles. D'après les résultats précédent, ce maillage ne correspond pas
à un résultat complètement convergé. Il est néanmoins su�sant pour observer l'in�uence de la di�usion
thermique physique.

Les résultats sont présentés sur les Figures 4.26, 4.27, 4.28 et 4.29. Comme déjà pressenti en observant
la di�usion numérique, une conductivité thermique plus importante conduit à un �ux de masse par
changement de phase plus important. L'évolution de l'état thermodynamique au voisinage de l'interface
est plus proche de celle du retour à l'équilibre isotherme.
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Figure 4.26 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (T0 = 100 K) pour di�érentes conductivités thermiques.
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Figure 4.27 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érentes conductivités thermiques.
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Figure 4.28 � Évolution de la masse totale de gaz et de l'entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d'évaporation (T0 = 120 K) pour di�érentes conductivités thermiques.
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Figure 4.29 � Évolution de l'état de la première maille de liquide à gauche de l'interface dans un
diagramme (T, p) pour di�érentes conductivités thermiques.

107



4.6 Conclusion

Dans les Chapitres 2 à 4, deux approches pour la résolution numérique du modèle d'écoulement avec
changement de phase de la Section 2.3 ont été présentées.

La première se base sur une représentation de l'interface par un modèle bi�uide moyenné. L'expression
analytique de ces équations moyennées a été discutée à la Section 2.5. Les Sections 3.1 à 3.3 ainsi que 4.1
ont été consacrées à la discrétisation de ces équations moyennées. Les cas tests des Sections 4.4.1 et 4.4.2
ont permis de valider la capacité de ce code à capturer l'interface liquide-vapeur en 1D et 2D, ainsi qu'à
gérer des rapports de densité réalistes.

Seuls des cas isothermes ont été présentés. L'extension au cas non-isotherme est possible mais un travail
important est nécessaire pour assurer une bonne gestion de la chaleur latente dans l'interface di�use et
garantir la croissance de l'entropie.

L'autre approche présentée pour la simulation numérique du changement de phase se base sur une
reconstruction de l'interface. La forme lagrangienne des équations de conservation, présentée à la Sec-
tion 2.3.4 a été discrétisée en généralisant le schéma présenté à la Section 3.5. Quelques détails sur cette
implémentation sont donnés à la Section 3.5.

Les résultats ont pu être comparés à ceux obtenus par le modèle moyenné avec le cas test 4.4.1, ainsi
qu'à un résultat analytique de la littérature avec le cas test 4.4.3. En�n, le comportement du code dans le
cas non-isotherme a été discuté à la Section 4.5. L'approche à reconstruction d'interface permet de gérer
la chaleur latente et le retour à l'équilibre thermodynamique, bien que celui-ci puisse être biaisé par la
di�usion numérique du code. Cette approche n'a été implémentée qu'en 1D. Dans le cas sans changement
de phase, une extension au cas 2D a été faite par une méthode à pas fractionnaires, qui n'est a priori pas
a�ectée par la prise en compte du changement de phase.

La Figure 4.30 résume les possiblités actuelles des deux approches.

Capture de
l'interface

Faible rapport de
densité et

discontinuité des
vitesses

Chaleur latente
élevée et

croissance de
l'entopie

Simulations 2D

Modèle moyenné 3 3 7 3

Schéma à
reconstruction
d'interface

3 3 3 7

Figure 4.30 � Synthèse des caractéristiques des deux schémas numériques présentés dans cette thèse.
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Chapitre 5

Application au problème du piston

Comme évoqué dans l'introduction de ce mémoire, la variation de pression lors l'impact d'une vague
peut être compris comme la superposition de plusieurs chargements élémentaires. L'un d'entre eux est
causé par la compression du gaz enfermé entre la vague déferlante et la paroi, comme observé expéri-
mentalement à la Figure 0.4. Ce phénomène peut être modélisé comme un problème 1D de compression
d'une poche de gaz par un piston. Ce cas test simple sera étudié en détails dans ce chapitre.

5.1 Quelques modèles de Bagnold 0D

La compression de la poche de gaz est modélisée sous la forme d'une équation di�érentielle ordinaire
par le modèle de Bagnold, introduit par [Bag39]. Dans [ABG12], ce modèle a été enrichi pour décrire
l'e�et du changement de phase sur la compression de la poche de gaz. Dans cette section, le même type
de modèle sera repris avec une approche légèrement di�érente (voir par exemple la Remarque 5.2) mais
des conclusions similaires. Ces variantes du modèle de Bagnold permettront d'illustrer les paramètres
importants pour la compréhension de l'e�et du changement de phase.

Par souci de simplicité, l'e�et de la gravité (ou d'une quelconque accélération due aux mouvements du
bateau) ne sera pas étudié (voir aussi la Remarque 5.14).

5.1.1 Le modèle de Bagnold original (adiabatique)

Dans un premier temps, le modèle original de Bagnold est présenté. Dans les paragraphes qui suivent,
celui-ci est enrichi d'e�ets thermodynamiques.

Présentation

Paroi

Poche de gaz Piston Ciel gazeux

z(t) L

p(t) u(t) p0

Figure 5.1 � Schéma du modèle de Bagnold

Une poche de gaz, de hauteur z et de pression p est comprimée par un piston, supposé solide, de
hauteur L, de densité ρpiston et de vitesse u (dans le référentiel de la paroi). À droite du piston, une poche
de gaz, supposée ici de taille in�nie, a une pression constante p0. La Figure 5.1 résume les composants
du modèle.
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Description mathématique

La compression de la poche de gaz étant adiabatique, la pression peut être calculée par la loi d'état
des gaz parfaits isentropique, qui s'écrit ici :

p(t) = p0

(
z0

z(t)

)γ
où γ est le coe�cient isentropique du gaz parfait, et p0 et z0 sont respectivement la pression initiale et la
dimension initiale de la poche de gaz.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au piston s'écrit

dz

dt
= u, Lpistonρpiston

du

dt
= p(t)− p0,

où u est la vitesse du piston. Ici u est supposée négative pendant la compression. Cette équation peut
être réécrite comme l'équation di�érentielle ordinaire d'ordre 2 suivante :

d2 z

dt2
=

p0

Lpistonρpiston

((z0

z

)γ
− 1
)
, (5.1a)

à laquelle sont associées les conditions initiales

z(t = 0) = z0,
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

= u0. (5.1b)

Ce problème peut être résolu analytiquement et numériquement. La solution est une oscillation pério-
dique comme représentée à la Figure 5.2.

Adimensionnement

Dans ce paragraphe, le problème va être réécrit sous forme adimensionnée pour en extraire les para-
mètres importants. Les variables sans dimensions z̃ et t̃ sont dé�nies comme :

z = z0z̃, t =

√
ρpiston

p0
z0Lpiston t̃.

Lemme 5.1. Avec ces variables, le problème (5.1) s'écrit :

d2 z̃

dt̃ 2
= z̃−γ − 1, (5.2a)

avec la condition initiale

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃

∣∣∣∣
t̃=0

= ±
√
S, (5.2b)

où S est le nombre d'impact dé�ni par :

S =
Lpiston ρpiston u

2
0

p0 z0
. (5.3)

Démonstration. En introduisant les variables adimensionnées dans (5.1), on obtient :

z0p0

ρpistonLpistonz0

d2 z̃

dt̃ 2
=

d2 z

dt2
=

p0

Lpistonρpiston

(
z̃−γ − 1

)
,

et

z0z̃(t̃ = 0) = z(t = 0) = z0,

√
p0

ρpistonLpistonz0
z0

dz̃

dt̃

∣∣∣∣
t̃=0

=
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

= u0,

ce qui permet de conclure.
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Remarque 5.2. Ce n'est pas la seule façon possible d'adimensionner le problème. Dans [ABG12] par
exemple, le problème adimensionné est écrit comme :

d2 z̃

dt̃ 2
=

1

S

(
z̃−γ − 1

)
, (5.4a)

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃

∣∣∣∣
t̃=0

= ±1, (5.4b)

ce qui correspond à une dé�nition de t̃ comme

t =
z0

u0
t̃.

Les deux adimensionnements sont fondamentalement équivalents. Avec (5.4), le vitesse est adimensionnée
par la vitesse initiale du piston et S peut être vu comme le coe�cient d'élasticité du gaz. Avec (5.2), la
vitesse est adimensionnée par l'énergie interne du gaz et S est l'énergie cinétique initiale du piston. Pour
le système (5.2), la période adimensionnée des oscillations du piston dépend moins de S que pour que le
système (5.4), ce qui peut se révéler pratique d'un point de vue numérique. /

Remarque 5.3. Par ailleurs, dans [BGGL13], le nombre d'impact est dé�nit comme

S =
1

2
SB + Sg =

1

2

Lpistonρpistonu
2
0

p0z0
+
Lpistonρpistong

p0
.

Dans cette thèse, S désignera toujours le nombre dé�nit par (5.3), c'est-à-dire SB . Seul l'ordre de grandeur
de S est pertinent et ce le facteur 1

2 ne change rien à l'interprétation des résultats qui suivent. /

Résultats

Une solution au problème adimensionné a été tracée sur la Figure 5.2. La solution est une oscillation
périodique. En raison de sa vitesse initiale, le piston comprime la poche de gaz. La pression de celle-
ci augmente, freinant puis repoussant le piston. Celui-ci revient à sa position initiale avec une vitesse
exactement opposée à la vitesse initiale. Entrainé par son inertie, il crée une dépression dans la poche de
gaz, qui le rappelle vers sa position initiale, et ainsi de suite.
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Figure 5.2 � Pression dans la poche de gaz et élévation du piston en fonction du temps, en variables
adimensionnées pour S = 0.1, γ = 1.4.
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L'amplitude de ces oscillations dépend du nombre d'impact S, comme représenté sur la Figure 5.3.
Ce nombre sans dimension peut être vu comme le rapport de l'énergie cinétique initiale du piston
ρpistonLpistonu

2
0 sur l'énergie interne de la poche de gaz p0z0. Il peut donc s'interpréter comme une mesure

de la violence de l'impact. L'in�uence du coe�cient γ du gaz parfait ne sera pas étudiée en détails dans
ce mémoire. On pourra se rapporter à [BGGL13] pour plus de détails à ce sujet.

Remarque 5.4. Sur la Figure 5.3, la période des oscillations semble peu varier avec S. C'est la cas
pour l'adimensionnement en temps choisi ici. Cependant la période en temps réel des oscillations dépend
fortement de S. /
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Figure 5.3 � Pression adimensionnée en fonction du temps adimensionné pour des nombres d'impact S
entre 10−2 (bleu clair) et 1 (bleu foncé), γ = 1.4.

Sur le Figure 5.4, la dépendance de la pression maximale par rapport au nombre d'impact S a été
tracée. Sur cette �gure, l'utilisation du modèle de Bagnold pour la mise à l'échelle de la pression dans les
poches de gaz a été schématisée. Si la longueur est mise à l'échelle par un facteur λ (λ = 1

40 par exemple),
le temps est multiplié par un facteur

√
λ (voir p. 6). La vitesse est donc multipliée par

√
λ et le nombre

d'impact par λ. La pression à l'échelle 1 peut être déduite de la pression à l'échelle λ par l'intermédiaire
du nombre d'impact comme illustré sur la Figure 5.4.

5.1.2 Préliminaires à l'extension du modèle de Bagnold

Hypothèses

Dans cette section et les suivantes, on veut généraliser ce modèle pour y inclure quelques e�ets ther-
modynamiques et étudier leurs conséquences sur la pression dans la poche de gaz. Par simplicité, l'aspect
mécanique du modèle de Bagnold de base va être décorrélé des e�ets thermodynamiques. La Figure 5.5
décrit les di�érentes interactions au sein du modèle.

En réalité, l'environnement avec lequel interagit le gaz n'est autre que le piston et la paroi. Cependant,
ces interactions thermodynamiques sont supposées ne pas in�uencer les propriétés mécaniques du piston
et de la paroi. Par exemple, la condensation de l'ensemble de la poche de gaz ne représenterait qu'une
variation négligeable de la masse du piston. Par ailleurs, toute variation de densité du piston due à une
variation de température peut raisonnablement être négligée. Tous les e�ets thermodynamiques dans le
ciel gazeux ou entre le ciel gazeux et le piston ont également été négligés, pour simpli�er l'interprétation
des résultats. Les calculs 1D de la Section 5.2 ne feront pas ces hypothèses simpli�catrices, ce qui pourra
permettre de les valider.
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Figure 5.4 � Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d'impact S, en échelle logarith-
mique, pour γ = 1.4. Schéma de l'utilisation du modèle de Bagnold pour le changement d'échelle : à la
pression mesurée à petite échelle est associée un nombre d'impact qui va être mis à l'échelle pour obtenir
�nalement une pression à grande échelle.

Loi d'état

Pour enrichir le modèle, la loi d'état des gaz parfaits doit être écrite sous une forme plus générale
que la forme isentropique introduite précédemment. L'état de la poche de gaz peut être décrit par trois
variables : son volume z, sa masse Mg et son énergie Eg. L'équation d'état des gaz parfaits donne alors
une expression pour la pression p et la température Tg comme

p = (γg − 1)
Mg

z
CvgTg , (5.5a)

Tg = T0 +
Eg −Mgeg,0
CvgMg

, (5.5b)

où γg et Cvg sont des paramètres de la loi d'état, T0 est une température de référence et eg,0 l'énergie
spéci�que correspondante, telle que Eg(Tg = T0) = Mgeg,0.

Lemme 5.5. Avec cette loi d'état, le modèle de Bagnold adiabatique (5.1) peut se réécrire comme

d2 z

dt2
=

1

Lpistonρpiston
(p− p0) , (5.6a)

dEg
dt

= −pdz

dt
, (5.6b)

dMg

dt
= 0. (5.6c)

avec la condition initiale

z(0) = z0,
dz

dt
(0) = u0, Mg(0) = Mg,0, Eg(0) = Mg,0eg,0 , (5.6d)

(c'est-à-dire Tg(0) = T0).

Adimensionnement

En introduisant les variables adimensionnées suivantes

p = p0p̃, Eg = p0z0Ẽg , Mg = Mg,0M̃g, Tg = T0T̃g ,
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Figure 5.5 � Schéma des interactions dans les petits modèles de Bagnold avec thermodynamique. L'e�et
thermodynamique ajouté au modèle est indépendant des interactions mécaniques déjà présentes dans le
modèle de base.

où
T0 =

p0z0

(γg − 1)Mg,0Cvg
,

la loi d'état précédente peut se réécrire comme

p̃ =
M̃g

z̃
T̃g , (5.7a)

T̃g = 1 + (γg − 1)

(
Ẽg
M̃g

− ẽg,0

)
, (5.7b)

où

ẽg,0 =
eg,0Mg,0

p0z0
.

Cette énergie spéci�que de référence n'a aucune in�uence sur la physique du problème et peut être prise
nulle. Seule la di�érence des niveaux d'énergies de référence entre le liquide et le gaz interviendra plus
tard dans le modèle avec changement de phase.

Lemme 5.6. Avec cet adimensionnement, le modèle adiabatique peut se réécrire comme

d2 z̃

dt̃ 2
= p̃− 1, (5.8a)

dẼg
dt̃

= −p̃ dz̃

dt̃
, (5.8b)

dM̃g

dt̃
= 0. (5.8c)

avec la condition initiale

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃
(0) = ±

√
S, M̃g(0) = 1, Ẽg(0) = ẽg,0. (5.8d)

À ce stade, le modèle dépend toujours des deux nombres sans dimension S et γ.

5.1.3 Le modèle de Bagnold avec échange thermique

Dans cette partie, l'e�et thermodynamique auquel la poche de gaz est soumise est simplement un
échange de chaleur avec son environnement. Même si cet e�et est moins important que l'e�et du change-
ment de phase, il est plus simple à décrire et à comprendre. Il constitue une bonne introduction au modèle
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de Bagnold avec changement de phase qui sera développé par la suite. L'e�et des échanges thermiques
sur la pression dans les poches de gaz a aussi été étudié dans [AF11].

Dans cette section, la masse totale de gaz est toujours constante. L'équation triviale

dMg

dt
= 0

ne sera donc pas écrite.

Équilibre thermique instantané

Supposons dans un premier temps que le gaz est, à tout instant, à l'équilibre thermique avec un
thermostat à une température T0 donnée. En supposant la masse du gaz et sa température constantes
égales à M0 et T0 respectivement, la loi d'état s'écrit

p = (γg − 1)
M0

z
CvT0 , (5.9)

ou sous forme adimensionnée

p̃ =
1

z̃
, T̃g = 1. (5.10)

L'équation d'évolution de z s'écrit alors sous forme adimensionnée

d2 z̃

dt̃ 2
=

1

z̃
− 1. (5.11)

La solution est une oscillation périodique comme pour le modèle adiabatique. La hauteur des pics de
pression en fonction de S est tracée sur la Figure 5.6.

Cependant, l'hypothèse qu'un équilibre thermique a le temps d'être atteint à tout instant est peu
vraisemblable, a fortiori durant un évènement rapide et violent comme un impact de vague. Dans le
paragraphe suivant, un temps de relaxation non nul sera introduit.
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Figure 5.6 � Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d'impact S, en échelle logarith-
mique, pour le modèle de Bagnold adiabatique (5.8) avec γ = 1.4 et le modèle isotherme (5.11).
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Échanges non-instantanés avec un thermostat

La température de la poche de gaz Tg n'est maintenant plus supposée constante dans le temps. Le gaz
échange de la chaleur avec un thermostat à la température constante T0. L'évolution du système s'écrit :

d2 z

dt2
=

1

Lpistonρpiston
(p− p0) , (5.12a)

dEg
dt

= −pdz

dt
+Ql→g, (5.12b)

avec la condition initiale

z(0) = z0,
dz

dt
(0) = u0, Eg(0) = Mg,0eg,0. (5.12c)

Le �ux de chaleur Ql→g va être modélisé sous la forme

Ql→g = Gq(T0 − Tg),

où Gq est une conductance thermique.

Lemme 5.7. Si Gq ≥ 0, alors le Second Principe de la Thermodynamique est respecté.

Démonstration. L'évolution de l'entropie de la poche de gaz s'écrit

Tg
dSg
dt

=
dEg
dt

+ p
dz

dt
,

c'est-à-dire

Tg
dSg
dt

= Ql→g .

Cette variation d'entropie se compose d'une entropie échangée avec le thermostat Ql→g
T0

et d'une entropie
créée. Le bilan de création d'entropie s'écrit donc

dScréée

dt
= Ql→g

(
1

Tg
− 1

T0

)
= Ql→g

T0 − Tg
T0Tg

. (5.13)

Le Second Principe de la Thermodynamique impose que ce taux d'entropie créée soit positif. Avec l'ex-
pression de Ql→g proposée ici, il su�t d'avoir Gq ≥ 0.

Sous forme adimensionnée, ce système s'écrit :

d2 z̃

dt̃ 2
= p̃− 1, (5.14a)

dẼg
dt̃

= −p̃dz̃

dt̃
+ Ωq(1− T̃g), (5.14b)

avec la condition initiale

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃
(0) = ±

√
S, Ẽg(0) = ẽg,0. (5.14c)

Le coe�cient sans dimension Ωq est dé�ni par

Ωq =
GqT0

p0

√
ρpistonLpiston

p0z0
=

Gq
Mg,0(γg − 1)Cv

√
ρpistonLpiston

p0
z0.

Il peut être interprété comme le rapport du temps caractéristique des oscillations du piston par le temps
caractéristique de retour à l'équilibre thermique :

Ωq =

√
ρpistonLpiston

p0
z0

Mg,0(γg−1)Cv
Gq

' tmécanique

tthermique

.

Quand Ωq → ∞, la relaxation thermique est rapide par rapport aux oscillations du piston, l'évolution
est isotherme. À l'inverse quand Ωq → 0, la relaxation thermique est lente par rapport aux oscillations
mécaniques et l'évolution est adiabatique. (Le modèle (5.14) devient bien le modèle adiabatique (5.8)
pour Ωq = 0.)
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Figure 5.7 � Évolution de la pression adimensionnée pour le modèle de Bagnold avec échange thermique
(5.14) pour Ωq = 1, S = 0.1 et γg = 1.4, calculée avec (5.14). Comparaison avec les modèles adiabatique
(5.8) et isotherme (5.11).

Résultats et commentaires Sur la Figure (5.7), l'évolution de la pression en fonction du temps a été
tracée pour le modèle adiabatique (5.2), pour le modèle isotherme (5.11) et pour le modèle avec échange
de chaleur (5.14). Une di�érence qualitative peut être observée : pour le modèle avec échange de chaleur,
l'évolution n'est plus périodique ; les oscillations sont amorties.

Sur la Figure 5.8, la hauteur des pics de pression a été tracée en fonction de S et de Ωq. La hauteur du
premier pic (en bleu) peut être comparée à la hauteur du second pic (en vert) pour quanti�er l'amortisse-
ment des oscillations. Pour Ωq → 0, les deux premiers pics ont la même pression, qui est celle du modèle
adiabatique. De même pour Ωq → ∞, les deux pics convergent vers la pression du modèle isotherme.
Pour Ωq voisin de 10, les oscillations sont amorties.

Pour le bilan d'entropie (5.13) les cas limite Q = 0 (adiabatique) et Tg = T0 (isotherme) correspondent
tous les deux à une production d'entropie nulle. Dans le cas intermédiaire seulement, une certaine quantité
d'entropie est générée par l'évolution du système, entrainant une irréversibilité. Celle-ci prend la forme
d'un amortissement des oscillations du piston.

Échange non-instantané avec une masse �nie

L'hypothèse que tout le liquide autour de la poche de gaz a une température homogène et constante
peut être remise en question. Pendant la brève durée de l'impact, l'équilibre thermique n'a pas le temps
de s'établir entre une �ne couche de liquide chau�ée par la compression et le reste de l'environnement.
Dans ce paragraphe, on va supposer que la poche de gaz n'échange de la chaleur qu'avec une masse �nie
(constante). Elle est notée avec l'indice l, mais peut aussi représenter la membrane métallique à la paroi.

Cette masse �nie sera caractérisée par une masse Ml, une température Tl et une énergie El. Sa loi
d'état s'écrit

Tl = T0 +
El − el,0Ml

MlCvl
,

où Cvl est sa capacité thermique spéci�que et el,0 est une énergie spéci�que de référence correspondant à
la température T0.

Pour la mise sous forme adimensionnée du problème, les variables suivantes sont utilisées :

El = p0z0Ẽl, Ml = Ml,0M̃l, Tl = T0T̃l ,
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Figure 5.8 � Pression maximale adimensionnée calculée avec (5.14) pour le premier pic (en bleu) et le
second pic (en vert) en fonction du nombre d'impact S et du temps caractéristique de relaxation thermique
adimensionné Ωq en échelle logarithmique. Les courbes rouge et bleu foncé correspondent respectivement
aux cas limites adiabatique (5.8) et isotherme (5.11) (cf. Figure 5.6).

d'où la loi d'état adimensionnée

T̃l = 1 +
1

Cl

(
Ẽl
M̃l

− ẽl,0

)
,

où Cl est l'inertie thermique adimensionnée du liquide, dé�nie par

Cl =
Ml,0CvlT0

p0z0
=

Ml,0Cvl
(γg − 1)Mg,0Cvg

,

et

ẽl,0 =
el,0Ml,0

p0z0
.

Le cas limite Cl → ∞ correspond à un thermostat de température constante comme dans le modèle
précédent. Dans le cas limite Cl → 0 le gaz n'échange de la chaleur avec rien, comme dans le modèle
adiabatique.

L'équation d'évolution du système s'écrit

d2 z

dt2
=

1

Lpistonρpiston
(p− p0) , (5.15a)

dEg
dt

= −pdz

dt
+Ql→g , (5.15b)

dEl
dt

= −Ql→g, (5.15c)

avec les conditions initiales

z(0) = z0,
dz

dt
(0) = u0, Eg(0) = Mg,0eg,0, El(0) = Ml,0el,0. (5.15d)

Le �ux de chaleur Q s'écrit comme précédemment

Ql→g = Gq(Tl − Tg).
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Sous forme adimensionnée, le système s'écrit

d2 z̃

dt̃ 2
= p̃− 1, (5.16a)

dẼg
dt̃

= −p̃dz̃

dt̃
+ Ωq(T̃l − T̃g), (5.16b)

dẼl
dt̃

= −Ωq(T̃l − T̃g), (5.16c)

avec les conditions initiales

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃
(0) = ±

√
S, Ẽg(0) = ẽg,0, Ẽl(0) = ẽl,0. (5.16d)

Ces conditions initiales correspondent à

T̃g(0) = 1, , T̃l (0) = 1, p̃(0) = 1.

Résultats et commentaires Sur la Figure 5.9, plusieurs surfaces similaires à la Figure 5.8 ont été
tracées pour trois valeurs de Cl entre 0.5 et 50. Pour des inerties thermiques Cl élevées, le résultat est
très proche de celui obtenu pour un thermostat à la Figure 5.8. Pour des inerties thermiques faibles, le
résultat tend vers une évolution adiabatique. On peut aussi observer une légère diminution de la valeur
de Ωq correspondant à l'amortissement maximal quand Cl diminue.

Remarque 5.8. Avec quelques hypothèses, une valeur réaliste de Cl peut être estimée. À l'aide de
l'équation de la chaleur, l'épaisseur de liquide ∆x a�ectée par les variations de températures du gaz

pendant ∆t peut être estimée comme ∆x =
√

kl
ρlCvl

∆t où kl est la conductivité thermique du liquide, Cvl
sa capacité thermique isochore et ρl sa densité. L'inertie thermique de cette couche limite de liquide est
donc

ρlCvl∆x = ρlCvl

√
kl

ρlCvl
∆t =

√
ρlCvlkl∆t ,

d'où une estimation de Cl :

Cl '
√
ρlCvlkl∆t
p0z0

.

Pour les propriétés thermodynamiques de l'eau ou du méthane, on trouve l'ordre de grandeur

Cl '
√

∆t

z0
10−2 m s−1

où z0 est la taille caractéristique de la poche de gaz et ∆t la durée caractéristique de l'impact.
Pendant un impact d'une durée de l'ordre de 10−2 s, l'e�et est négligeable pour toutes les poches de

gaz macroscopiques (z0 ≥ 10−2 m). /

5.1.4 Le modèle de Bagnold avec changement de phase

Les concepts introduits précédemment pour l'étude d'un échange thermique entre la poche de gaz et
son environnement vont maintenant être utilisés pour étudier le modèle de Bagnold avec changement de
phase.

Équilibre instantané

Comme dans le cas de l'échange thermique, le premier modèle proposé est celui de l'équilibre thermo-
dynamique instantané de la poche de gaz avec un environnement extérieur à température constante T0.
On peut alors écrire la pression dans la poche de gaz comme

p = psat(T0), (5.17)

c'est-à-dire, si on suppose p0 = psat(T0),

p = p0, p̃ = 1.

Même si la pression dans la poche de gaz reste minimale, ce cas n'est aucunement favorable. Le piston va
avancer à vitesse constante jusqu'à toucher la paroi. Le chargement à attendre à la paroi est localement
de l'ordre de la pression acoustique du liquide.
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Figure 5.9 � Pression maximale adimensionnée calculée avec (5.8) pour le premier pic (en bleu) et le
second pic (en vert) en fonction de S et de Ωq pour trois valeurs de Cl entre 0.5 et 50.
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Cependant, comme précédemment, il est peu raisonnable de supposer qu'un équilibre est atteint à
tout instant pendant l'impact. Dans les paragraphes suivants, un temps �ni de relaxation vers l'équilibre
thermodynamique va être introduit.

Équilibre non-instantané avec un thermostat

Le gaz est supposé être au voisinage d'une phase liquide de masse supposée in�nie (Ml = ∞) et de
température constante T0. Le �ux de masse échangé entre la poche de gaz et le liquide environnant est
noté comme précédemment J . L'évolution de la poche de gaz s'écrit

d2 z

dt2
=

1

Lpistonρpiston
(p− p0) , (5.18a)

dEg
dt

= −pdz

dt
+Ql→g , (5.18b)

dMg

dt
= Jl→g . (5.18c)

Les �ux Q et J doivent être choisis de manière à satisfaire le Second Principe de la Thermodynamique.
Le résultat suivant sera appliqué à Tl = T0.

Théorème 5.9. Les �ux suivants respectent le Second Principe de la Thermodynamique :

Ql→g = Gq(Tl − Tg) + hg(p, Tg)Jl→g , Jl→g = Gm
µl(p, Tl)− µg(p, Tl)

Tl
, (5.19)

où hg est l'enthalpie spéci�que du gaz, µg et µl sont respectivement les potentiels chimiques de la phase
gaz et de la phase liquide, et Gq et Gm sont des coe�cients de transfert positifs ou nuls.

Démonstration. Dans chacune des deux phases, on a la relation thermodynamique

T dS = dE + pdz − µdM.

On en déduit l'évolution de l'entropie totale du système :

dStotal

dt
=

dSg
dt

+
dSl
dt

=

(
1

Tg
− 1

Tl

)
Ql→g +

(
µl(p, Tl)

Tl
− µg(p, Tg)

Tg

)
Jl→g .

D'après la relation de Gibbs-Helmholtz, donnée au Lemme 2.10, on a

∀T, µg(p, T )

T
' µg(p, T0)

T0
+ hg(p, T )

(
1

T
− 1

T0

)
.

En introduisant cette relation dans le bilan d'entropie, on obtient

dStotal

dt
=

(
1

Tg
− 1

Tl

)
(Ql→g − hg(p, Tg)Jl→g) +

(
µl(p, Tl)− µg(p, Tl)

Tl

)
Jl→g ,

ce qui permet de conclure.

Remarque 5.10. Ce choix de �ux de chaleur Q revient à faire déposer/prélever la chaleur latente dans
le liquide plutôt que dans le gaz. En introduisant les enthalpies totales du gaz Hg = Mg hg et du liquide
Hl = Ml hl, on peut écrire :

Mg
dhg
dt

=
dHg
dt
− hg

dMg

dt
= −γgp

dz

dt
+Gq(Tl − Tg),

Ml
dhl
dt

=
dHl
dt
− hl

dMl

dt
= −Gq(Tl − Tg) + Jl→g(hl − hg).

Seule l'enthalpie spéci�que du liquide est in�uencée par le changement de phase. Ce choix impose, par
l'intermédiaire de la condition d'entropie, que le �ux de masse soit calculé avec la température du liquide.
D'autres choix d'écriture des �ux sont possibles comme évoqué à la Remarque 2.13. /

121



Par ailleurs, le Lemme 2.15 sera utilisé pour estimer le �ux de masse comme

Jl→g ' −Gm
z0

Mg,0Tl
(p− psat(Tl)).

Dans le cas où le liquide est un thermostat, on a :

psat(Tl) = psat(T0) = p0 .

Sous forme adimensionnée, le système se réécrit alors

d2 z̃

dt̃ 2
= p̃− 1, (5.20a)

dẼg
dt̃

= −p̃dz̃

dt̃
+ Ωq(1− T̃g) +

Ẽg + p̃z̃

M̃g

dM̃

dt̃
, (5.20b)

dM̃g

dt̃
= −Ωm(p̃− 1), (5.20c)

avec les mêmes conditions initiales que (5.8), où Ωq est le même coe�cient d'échange thermique que
précédemment et Ωm est le coe�cient d'échange massique dé�ni par

Ωm = Gm
p0

ρ2
g,0T0

√
ρpistonLpiston

p0z0
. (5.21)

Résultats et commentaires Sur la Figure (5.10), l'évolution de la pression dans la poche de gaz au
cours du temps a été tracée pour Ωm = 1. Cette pression est comparée au cas adiabatique ainsi qu'au
cas d'équilibre instantané. Une disparition complète des oscillations peut être observée.

Sur la Figure 5.11, les pressions maximales adimensionnées ont été représentées en fonction de S et
Ωm pour Ωq = 0. Dans certains cas, l'impact du piston sur la paroi en raison de la condensation de la
poche de gaz empêche la lecture d'un second pic de pression (voir Figure (5.10)). Dans ce cas, la �gure
a été complétée arbitrairement en prenant 1 bar comme hauteur du second pic.

Dans le cas limite Ωm → 0, le système oscille périodiquement avec la même pression que le modèle
adiabatique. Dans le cas limite Ωm → +∞, on retrouve le cas de l'équilibre instantané : la pression dans
la poche de gaz est constante et le piston heurte la paroi avec sa vitesse initiale. Entre ces deux cas limites,
la pression maximale diminue continûment. Un amortissement des oscillations comme sur la Figure 5.8
peut également être observé.

Équilibre non-instantané avec un volume �ni de liquide

Comme pour l'étude de l'échange thermique, il n'est pas certain qu'une quantité in�nie de liquide ait
le temps d'interagir avec la poche de gaz pendant le temps de l'impact. Le changement de phase va
maintenant être étudié entre la poche de gaz et une quantité �nie de liquide (incompressible). Le modèle
obtenu sera le dernier de cette section et le plus général.

L'évolution du système s'écrit sous la forme :

d2 z

dt2
=

1

Lpistonρpiston
(p− p0) , (5.22a)

dEg
dt

= −pdz

dt
+Ql→g, (5.22b)

dMg

dt
= Jl→g, (5.22c)

dEl
dt

= −Ql→g, (5.22d)

dMl

dt
= −Jl→g. (5.22e)
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Figure 5.10 � Évolution de la pression adimensionnée dans la poche de gaz avec changement de phase
pour S = 0.1, γ = 1.4, Ωq = 0, Ωm = 1 d'après (5.20). Comparaison avec le modèle adiabatique (5.8) et
l'équilibre instantané (5.17).

On rappelle les lois d'état

p = (γg − 1)Cvg
Mg

z
Tg,

Tg = T0 +
Eg −Mgeg,0
CvgMg

,

Tl = T0 +
El −Mlel,0
CvlMl

.

Les énergies de référence eg,0 et el,0 doivent être choisies telles que

eg,0 − el,0 = hg,0 − hl,0 − p0(τg,0 − τl,0) (5.24)

= L − p0(τg,0 − τl,0) (5.25)

' L− p0τg,0 (5.26)

(5.27)

où L est la chaleur latente. En pratique, on prendra

el,0 = 0, eg,0 = L − p0τg,0,

d'où

p = (γg − 1)Cvg
Mg

z
Tg,

Tg = T0 +
Eg −Mg(L − p0τg,0)

CvgMg
,

Tl = T0 +
El
CvlMl

.

Comme précédemment, les �ux de masse et de chaleur seront choisis de manière à respecter le Second
Principe de la Thermodynamique à l'aide du Théorème 5.9.
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Figure 5.11 � Pression maximale adimensionnée d'après (5.20) pour le premier pic (en bleu) et le second
pic (en vert) en fonction du nombre d'impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné
Ωm en échelle logarithmique, pour γ = 1.4, Ωq = 0. Les courbes rouge et bleu foncé correspondent
respectivement aux cas limites adiabatique (5.8) et d'équilibre thermodynamique instantané (5.17).

Forme adimensionnée Les lois d'état sont écrites sous forme adimensionnée comme

p̃ =
M̃g

z̃
T̃g, (5.29a)

T̃g = 1 + (γg − 1)

(
Ẽg
M̃g

− Λ + 1

)
, (5.29b)

T̃l = 1 +
Ẽl

ClM̃l

, (5.29c)

où M̃l est la masse de liquide adimensionnée, dé�nie par

M̃l =
Ml

Ml,0
,

et Λ est la chaleur latente adimensionnée dé�ni par

Λ =
Mg,0L
p0z0

.

La pression de saturation, exprimée par l'équation de Clapeyron (1.7), s'écrit sous forme adimensionnée

p̃sat
(
T̃
)

=
psat

(
T̃
)

p0
= exp

(
Λ

(
1− 1

T̃

))
. (5.30)

Remarque 5.11. Pour l'étude de l'évaporation le long d'une paroi chaude à pression constante p0, Jakob
a introduit le nombre sans dimension, dit nombre de Jakob,

Ja =
Cp(Tparoi − T sat(p0))

L
, (5.31)

où L est la chaleur latente spéci�que, Cp est la capacité thermique isobare du liquide, Tparoi est la
température de la paroi et T sat(p0) est la température de saturation à la pression de référence p0. Ce
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nombre, qui caractérise l'évolution de ce problème, peut être interprété comme le rapport de l'énergie
spéci�que disponible sous forme de chaleur sur l'énergie spéci�que nécessaire au changement de phase. Il
n'est pas une propriété intrinsèque du �uide mais dépend d'un contexte particulier.

On peut faire apparaitre lors de l'adimensionnement de la loi d'état le nombre sans dimension

� Ja � =
γgCvgT0

L
,

que l'on peut baptiser nombre de Jakob par analogie. Cependant il n'a pas d'interprétation physique
comparable à celle de la grandeur dé�nie par (5.31). Sa généralisation dans des cas autres que le gaz
parfait n'est pas évidente. En�n, numériquement, il est malcommode dans le cas limite L = 0.

Pour cela, on travaille dans cette thèse avec le nombre

Λ =
L
pτg

, (5.32)

que l'on appelle chaleur latente adimensionnée. Il a déjà été évoqué à la Remarque 1.6 et apparait
naturellement dans l'adimensionnement du modèle de Bagnold avec changement de phase.

Pour un gaz parfait, les deux sont reliés par

γgCvgT0

L
=

γg
(γg − 1)Λ

.

/

Sous forme adimensionnée, le système (5.22) s'écrit

d2 z̃

dt̃ 2
= p̃− 1, (5.33a)

dẼg
dt̃

= −p̃dz̃

dt̃
+ Ωq(T̃l − T̃g) +

Ẽg + p̃z̃

M̃g

dM̃g

dt̃
, (5.33b)

dM̃g

dt̃
= −Ωm

(
p̃− p̃sat

(
T̃
))

, (5.33c)

dẼl
dt̃

= −Ωq(T̃l − T̃g)−
Ẽg + p̃z̃

M̃g

dM̃g

dt̃
, (5.33d)

dM̃l

dt̃
=

1

Ml,0
Ωm

(
p̃− p̃sat

(
T̃l

))
, (5.33e)

où

Ml,0 =
Ml,0

Mg,0
.

avec pour conditions initiales

z̃(0) = 1,
dz̃

dt̃
(0) = ±

√
S, Ẽg(0) = Λ− 1, Ẽl(0) = 0 M̃g(0) = 1, M̃l(0) = 1.

Ces conditions initiales correspondent à

p̃(0) = 1, T̃g(0) = 1, T̃l (0) = 1,

c'est-à-dire un état initial d'équilibre entre les phases.

Nombres sans dimension Le modèle fait intervenir les nombres sans dimension suivants : γg, S, Ωq,
Ωm, Λ, Cl et en�n Ml,0. Les valeurs réalistes de Ωq et Ωm sont di�ciles à estimer et un large domaine de
valeurs est étudié dans tout ce chapitre. La chaleur latente adimensionnée Λ est une grandeur intrinsèque
au �uide de l'ordre de 10 pour le méthane à 111 K comme pour l'eau à 373 K. Une valeur réaliste de Cl a
été discutée à la Remarque 5.8. En�n, les capacités thermiques du liquide et du gaz étant du même ordre
de grandeur, il est raisonnable de supposer Ml,0 ∼ Cl.
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Figure 5.12 � Évolution de la pression adimensionnée dans la poche de gaz avec changement de phase
d'après (5.33) pour S = 0.1, γ = 1.4, Ωq = 0 et Cl = 100, pour trois valeurs de Ωm.

Résultats et commentaires La Figure 5.12 présente l'évolution au cours du temps de la pression dans
le cas de changement de phase avec une masse �nie de liquide. Les tendances observées sont similaires
à celles observées précédemment (par exemple à la Figure 5.7). Les Figures 5.13 et 5.14 présentent les
pressions maximales adimensionnées en fonction de S et Ωm pour diverses valeurs de Λ, Cl et Ml,0.

Rôle de Cl et Ml,0 La Figure 5.13 présente des pressions maximales pour plusieurs valeurs de Cl et
Ml,0. Pour les ordres de grandeur présentés ici, seul le coe�cient Cl joue un rôle important.

Remarque 5.12. Dans [ABG12], le rôle des nombres sans dimensions Cl et Ml,0 est joué par les nombres
Cl

Ml,0
et Ml,0, baptisés respectivement κl et ν0. L'in�uence de ν0 sur la pression maximale, observée dans

[ABG12], vient de la capacité thermique totale du liquide. C'est pour mettre en évidence ce phénomène
que des nombres sans dimensions légèrement di�érents ont été choisis. /

Rôle de Λ Le rôle joué par l'aspect thermique peut être con�rmé en faisant varier la chaleur latente
adimensionnée Λ. Les résultats ont été tracés sur la Figure 5.14. Quand la chaleur latente tend vers
0 l'évolution du système tend vers le résultat du modèle isotherme représenté à la Figure 5.11. En
e�et, le problème est alors purement mécanique. Quand la chaleur latente devient importante, le retour
à l'équilibre a�ecte moins la variation de pression. (Voir aussi la Remarque 1.6.) Ce phénomène est
schématisé sur la Figure 6.1.

Rôle de Ωq et Ωm Les résultats précédents n'incluaient qu'un phénomène à la fois : soit la relaxation
thermique contrôlée par Ωq, soit le changement de phase contrôlé par Ωm. Chacun de ces deux e�ets pris
séparément montre un phénomène de résonance où les oscillations du piston sont amorties. Les derniers
résultats de cette section couplent ces deux phénomènes. Sur la Figure 5.15, les pressions maximales ont
été représentées pour plusieurs valeurs de Ωq et Ωm pour un nombre d'impact �xé. Pour une raison qui
reste à expliquer, l'équilibre thermique Ωq ' ∞ diminue l'amplitude de la résonance due au changement
de phase et vice-versa.
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Figure 5.13 � Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert) d'après
(5.33) en fonction du nombre d'impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné Ωm en
échelle logarithmique pour trois valeurs de Cl et deux valeurs de Ml,0, avec Ωq = 0, Λ = 10, γ = 1.4.
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Figure 5.14 � Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert) d'après
(5.33) en fonction du nombre d'impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné Ωm en
échelle logarithmique pour six valeurs de Λ, avec Ωq = 0, Cl = 100, Ml,0 = 100, γ = 1.4.

128



Ωq

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

104

Ω
m

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

p̃
m

a
x

100.0

100.1

100.2

Premier pic

Second pic

(a) Cl = 100

Ωq

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

104

Ω
m

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

p̃
m

a
x

100.0

100.1

100.2

Premier pic

Second pic

(b) Cl = 10

Figure 5.15 � Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert)
d'après (5.33) en fonction des temps caractéristiques de relaxation adimensionné thermodynamique Ωm
et thermique Ωq en échelle logarithmique pour deux valeurs de Cl, avec S = 0.1, Ml,0 = 100, γ = 1.4.
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5.2 Le problème du piston (Bagnold 1D)

Dans cette section, le même scénario d'un piston comprimant une poche de gaz sera simulé numérique-
ment en 1D à l'aide du modèle bi�uide avec changement de phase présenté dans les chapitres précédents
de cette thèse.

5.2.1 Présentation

Poche de gaz Piston Ciel gazeux
x

0 z(t) z(t) + L(t) Z

ξ = 1 ξ = 0 ξ = 1

u(x, t)

Figure 5.16 � Schéma du problème du piston en 1D.

Les conditions initiales du problème s'écrivent

z(t = 0) = z0, L(t = 0) = L0 , (5.34a)

∀x ∈ [0, z0], ξ(x, 0) = 1, u(x, 0) = u0
x

z0
, (5.34b)

∀x ∈ [z0, z0 + L0], ξ(x, 0) = 0, u(x, 0) = u0, (5.34c)

∀x ∈ [z0 + L0, Z], ξ(x, 0) = 1, u(x, 0) = u0
Z − x

Z − z0 − L0
, (5.34d)

et par ailleurs

∀x ∈ [0, Z], p(x, 0) = p0, T (x, 0) = T0. (5.34e)

Les vitesses ont été choisies de manière à avoir u = u0 dans le liquide, continuité de u à l'interface
liquide-gaz et u = 0 aux parois. Avec l'orientation choisie pour l'axe x, la compression de la poche de gaz
correspond à u0 < 0.

On s'intéresse à la pression à la paroi pparoi(t) = p(x = 0, t).

5.2.2 Adimensionnement

Dans les paragraphes qui suivent, le problème du piston va être réécrit sous forme adimensionnée. Le
choix de l'adimensionnement s'inspire de celui de [BGGL13]. Les variables adimensionnées, notées par un
tilde, seront donc dé�nies de la manière suivante :

x = z0 x̃, t =

√
ρl,0
p0

z0L0 t̃, u =

√
p0z0

ρl,0L0
ũ, ρ = ρl,0 ρ̃, p = p0p̃, T = T0T̃ .

Les énergies spéci�ques et les �ux de masse seront adimensionnés respectivement comme u2 et ρu.

e =
p0z0

ρl,0L0
ẽ, J =

√
ρl,0p0z0

L0
J̃ .
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Les équations de conservation s'écrivent donc√
p0ρl,0
z0L0

[∂t̃ρ̃+ ∂x̃(ρ̃ũ)] = 0,

p0

L0

[
∂t̃(ρ̃ũ) + ∂x̃

(
ρ̃ũ2 +

1

a0
p̃

)]
= 0,

p0

z0

√
p0

ρl,0

[
∂t̃

(
ρ̃Ẽ
)

+ ∂x̃

((
ρ̃Ẽ +

1

a0
p̃

)
ũ

)]
= 0,√

p0ρl,0
z0L0

[
∂t̃(ξρ̃) + ∂x̃(ξρ̃ũ)− J̃∂x̃ξ

]
= 0,

où a0 est le rapport d'aspect

a0 =
L0

z0
.

Les conditions initiales adimensionnées s'écrivent

∀x̃ ∈ [0, 1], ξ(x̃, 0) = 1, u(x̃, 0) = −
√
Sx̃, (5.35a)

∀x̃ ∈ [1, 1 + a0] ξ(x̃, 0) = 0, u(x̃, 0) = −
√
S , (5.35b)

∀x̃ ∈ [1 + a0, b0], ξ(x̃, 0) = 1, u(x̃, 0) = −
√
S

b0 − x̃
b0 − 1− a0

, (5.35c)

et par ailleurs
∀x̃ ∈ [0, b0], p(x̃, 0) = 1, T (x̃, 0) = 1, (5.35d)

où b0 est le rapport d'aspect

b0 =
Z

z0
,

et S est le nombre d'impact

S =
ρl,0L0u

2
0

p0z0
.

L'enthalpie spéci�que, adimensionnée comme e, s'écrit

h̃ = ẽ+
1

a0

p̃

ρ̃
.

Les lois d'état s'écrivent sous forme adimensionnée :

ρ̃g(p̃, T̃ ) = dr
p̃

T̃
, (5.36a)

h̃g(p̃, T̃ ) =
a0

dr

1

1− χg
(T̃ − 1) + a0

Λ

dr
, (5.36b)

ρ̃l(p̃, T̃ ) =
1 + 1+κlχl

κl
(p̃− 1)

T̃
, (5.36c)

h̃l(p̃, T̃ ) = a0κl(T̃ − 1), (5.36d)

où

κk =
ρk,0γkCvkT0

p0
,

est la capacité thermique adimensionnée de la phase k et

χk =
p0

c2k,0ρk,0
=

p0

γk(γk − 1)CvkT0ρk,0
.

est son indice de compressibilité.
Pour un gaz parfait, les deux sont reliés par

κk = 1 + κkχk .

Des valeurs pour ces coe�cients thermodynamiques sont données à la Table 5.1.

131



La chaleur latente adimensionnée est comme précédemment dé�nie par

Λ =
Lρg,0
p0

.

Gaz (g) Liquide (l)
χ 0.714 9 · 10−5

κ 3.4 3663
Λ 7.5
dr 2 · 10−3

Table 5.1 � Coe�cients thermodynamiques adimensionnés approchants le méthane à 111 K.

Avec cet adimensionnement, le �ux de masse adimensionné J̃ s'écrit

J̃l→g = −drΩm

(
p̃− p̃sat

(
T̃
))

,

où Ωm est dé�ni par (5.21) et p̃sat par (5.30).

Remarque 5.13. L'omniprésence de a0 et dr s'explique par le choix qui a été fait sur l'adimensionnement
de u (ou de manière équivalent de t). Ce choix a pour but de faire apparaitre le nombre S de Bagnold
comme dans le modèle 0D. /

Lien avec les nombres sans dimension de la Section 5.1. Les nombres sans dimension a0, dr et
χl n'apparaissent pas dans le cas du piston incompressible. Le rapport d'aspect b0 avait été choisi par
souci de simplicité à la Section 5.1. L'indice de compressibilité χg joue le rôle de γg. Ils sont reliés par

χg =
1

γg
.

Les nombres S, Λ et Ωm jouent le même rôle que pour le modèle 0D. Le modèle 1D ne comprend pas
d'échange thermique entre le liquide et le gaz, soit Ωq = 0. En�n, le rôle de Cl et Ml,0 doit être joué
par κl ainsi que par la conductivité thermique du liquide. Dans les calculs qui suivent, c'est la di�usion
thermique qui domine et son e�et n'a pas été quanti�é précisément par un nombre sans dimension.

La Figure 5.17 compare quelques résultats numériques obtenus avec le modèle 1D au modèle 0D en
l'absence de changement de phase. Pour des nombres d'impact élevés (S > 10) la compressibilité du liquide
devient dominante, comme étudié dans [BGGL13]. L'e�et du changement de phase dans ce domaine a été
discuté dans [ABG16]. Dans la suite de ce chapitre, seul le domaine où le liquide est quasi incompressible
(S < 1) sera discuté.

5.2.3 Oscillations sans changement de phase

Contrairement au modèle 0D présenté dans la section précédente, le modèle du piston 1D isentropique
n'est pas nécessairement périodique. Le résultat présenté à la Figure 5.18 a été simulée avec le code
Flux-IC-1D pour le modèle adimensionné présenté ci-dessus sans changement de phase. Une diminution
de la hauteur des pics de pression peut être observée.

Ce phénomène peut s'expliquer par la description en 1D d'un ciel gazeux in�ni. (Pour ce calcul, une
longueur de gaz 8z0 a été calculé au dessus du piston, puis une condition limite de type Neumann a été
utilisée au bord du domaine de calcul.) Dans le petit modèle, le ciel gazeux in�ni était supposé avoir une
pression constante et uniforme p0. Ce n'est pas le cas dans le modèle 1D, ni dans la réalité. Le mouvement
du piston génèrent des ondes de pression qui partent dans le ciel gazeux (à la manière d'un batteur à
houle générant des vagues). Ces ondes sont visibles sur la carte de pression présentée à la Figure 5.19
pour le même cas test. L'énergie portée par ces ondes est perdues par le système composé du piston et
de la poche de gaz, ce qui explique l'amortissement des oscillations.
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Figure 5.17 � Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d'impact pour le modèle 1D
calculées avec le code Flux-IC-1D sans changement de phase. Les résultats sont comparés à la courbe
obtenue pour le modèle 0D (voir Figure 5.4). Pour des nombres d'impacts très grands, c'est la pression
acoustique qui domine, comme discuté dans [BGGL13].

Cette hypothèse peut être véri�ée en observant l'amortissement des oscillations pour des ciels gazeux
de di�érentes tailles. Le résultat est tracé à la Figure 5.20. Trois régimes peuvent y être observés :

� Pour des domaines de petite taille Z . 10 z0, la pression s'homogénéise presque instantanément
dans le ciel gazeux, qui se comporte comme une deuxième poche de gaz.

� Pour des tailles supérieurs 10 z0 . Z . 100 z0, des ondes de pressions circulent dans le ciel gazeux.
Selon la dimension du domaine, elles peuvent être en phase ou non avec les oscillations du piston
et in�uencent donc positivement ou négativement les pressions à la paroi.

� En�n, pour de très grands ciels gazeux 100 z0 . Z, les ondes de pression générées par le piston n'ont
pas le temps de traverser tout le domaine, d'être ré�échis à la paroi supérieure et de revenir avant le
deuxième pic de pression. Cependant, la pression à la paroi n'est pas complètement indépendante
de Z en raison de la condition initiale (5.34d) qui dépend de Z. En prenant initialement une vitesse
homogène indépendante de Z dans le ciel gazeux, l'amortissement entre le premier et le deuxième
pic est bien indépendant de Z pour un ciel gazeux su�samment grand.

A�n d'identi�er l'e�et amortissant du changement de phase dans la poche de gaz, les prochains calculs
en 1D ne se feront pas avec un ciel gazeux in�ni.

Remarque 5.14. Dans le cas 1D, la solution au problème du piston avec gravité n'est en général pas
périodique. Elle est la superposition des oscillations périodiques du piston avec une montée en pression due
à l'établissement d'un gradient de pression dans le gaz. Dans le cas d'un ciel gazeux in�ni, la pression à la
paroi tend vers l'in�ni quand t tend vers l'in�ni. Ceci vient perturber notre étude de l'amortissement des
oscillations. Par simplicité, on a donc choisi de ne pas prendre en compte la gravité dans cette étude. /
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Figure 5.18 � Évolution de la pression adimensionnée à la paroi en fonction du temps adimensionné
pour S = 1 et une condition limite ouverte (Neumann) dans le ciel gazeux. Le calcul a été e�ectué avec
Flux-IC-1D sans changement de phase sur un maillage de 100 mailles de tailles 0.1 unités adimensionnées
avec les grandeurs adimensionnées du méthane.
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Figure 5.19 � Carte de pression (tronquée) en fonction de la position et du temps en variables adi-
mensionnées pour S = 1 et une condition limite ouverte (Neumann) dans le ciel gazeux, (calcul de la
Figure 5.18 avec Flux-IC-1D sans changement de phase). Les pressions ont été tronquées entre 0.9 et 1.1
pour mieux faire apparaitre les ondes de pression dans le ciel gazeux. Les courbes bleues correspondent à
la position des interfaces liquide-vapeur et donc du piston au cours du temps. Les droites isobares dans
le ciel gazeux (pour x̃ > 2) ont une pente correspondant à la vitesse du son du gaz.
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Figure 5.20 � Amortissement adiabatique en fonction de la longueur adimensionnée du ciel gazeux pour
S = 1. L'amortissement est quanti�é comme le rapport de la hauteur relative du second pic de pression
p̃2− 1 sur la hauteur relative du premier pic de pression p̃1− 1. À la limite, quand la taille du ciel gazeux
tends vers l'in�ni, on retrouve le même amortissement que pour la condition limite de type Neumann
présentée à la Figure 5.18. Les calculs ont été e�ectués avec le code Flux-IC-1D sans changement de
phase.
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5.2.4 Changement de phase

En�n, pour conclure ce chapitre, quelques résultats de simulation du problème du piston en 1D vont être
présentés. Ils ont été calculés avec le code Flux-IC-1D appliqué aux équations adimensionnées présentées
à la Section 5.2.1. Sauf mention contraire, les coe�cients utilisés sont ceux de la Table 5.1 avec a0 = 1 et
b0 = 1. Le maillage est composé de 150 mailles et le nombre cfl est �xé à 0.9.

Sur la Figure 5.21, l'évolution de la pression à la paroi en fonction du temps a été tracée pour di�érentes
valeurs de Ωm. Elle est comparé à l'évolution de la pression calculée par le modèle 0D de la section
précédente. La chaleur latente adimensionnée a été choisie ici comme Λ = 0. L'accord entre les deux
courbes est très bon.

Pour une chaleur latente non nulle, la capacité thermique adimensionnée Cl aurait du être choisie pour
approcher la capacité thermique de la couche de liquide a�ectée par la di�usion thermique (numérique).
Ceci est illustré par la Figure 5.22.

Les calculs avec un coe�cient Ωm supérieur à 10 présentent des instabilités. Une implicitation du terme
de relaxation (ou à défaut, une diminution du pas de temps) est sans doute nécessaire dans de tels cas
de relaxation raide.

La Figure 5.23 présente la hauteur des deux premiers pics de pression en fonction de S et Ωm pour
deux valeurs de Λ. Elles sont comparables aux Figures 5.11 et 5.13.
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Figure 5.21 � Évolution de la pression adimensionnée en fonction du temps pour le modèle du piston 1D
simulé avec Flux-IC-1D pour S = 10−1 et cinq valeurs de Ωm entre 10−3 et 101 , avec Λ = 0. Comparaison
avec les résultats du modèle de Bagnold 0D avec changement de phase (Cl =∞).

En�n, la Figure 5.24 compare les pro�ls avec et sans changement de phase au même instant t̃ = 0.5
(compression de la poche de gaz). La pression dans la poche de gaz est inférieure avec changement de
phase, comme attendu. À l'interface entre la poche de gaz et le piston, le pro�l de vitesse est discontinu,
comme évoqué à la Section 2.1.2. Une partie du gaz est absorbée par le piston qui avance.
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Figure 5.22 � Évolution de la pression adimensionnée en fonction du temps pour le modèle du piston
1D simulé avec Flux-IC-1D pour S = 10−1 et Ωm = 1 avec Λ = 7.5. Comparaison avec les résultats du
modèle de Bagnold 0D avec changement de phase pour deux valeurs de Cl.
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Figure 5.23 � Pressions maximales adimensionnées pour le premier et le second pic de pression, simulés
avec le code Flux-IC-1D, en fonction de S et de Ωm pour plusieurs valeurs de Λ.
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Figure 5.24 � Pro�ls de plusieurs grandeurs adimensionnées à t̃ = 0̃.5 avec changement de phase (Ωm = 1)
et sans changement de phase (Ωm = 0), pour Λ = 0 et S = 10−1.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Bilan

Simulation du changement de phase

Dans ce mémoire, un modèle mathématique pour la simulation du changement de phase a été proposé.
Il doit traiter le cas le plus général : le changement de phase hors-équilibre pour deux phases compressibles
avec un petit rapport de densité. L'écriture du changement de phase comme un terme non-conservatif
dans un système d'équations aux dérivées partielles hyperbolique le rend facile à linéariser pour une
résolution numérique par un solveur de Riemann approché. Deux discrétisations de ce modèle ont été
décrites : la première utilise un modèle moyenné pour décrire la maille où se trouve l'interface ; le second
est basé sur un algorithme de reconstruction de l'interface franche.

Deux dé�s doivent être relevés pour la simulation du changement de phase à une interface franche :
� la gestion d'un faible rapport de densité entre les phases ;
� la gestion d'une chaleur latente très élevée.

À notre connaissance, aucun code existant ne modélise ces deux phénomènes couplés dans le cadre le plus
général.

Le premier phénomène implique la possibilité de grandes variations de pression et de vitesse à l'interface
quand une espèce change de phase. Le couplage du modèle de changement de phase aux équations d'Euler
sous la forme d'un solveur de Riemann approché a permis de simuler sans problème des rapports de densité
réalistes. Quelques cas tests ont permis de montrer le bon comportement des deux codes pour ce type de
problème. Des schémas numériques similaires existent dans la littérature. Cependant l'écriture explicite
d'équations de conservation avec changement de phase, pouvant être linéarisées suivant la philosophie
d'un schéma de Roe, semble inédite.

Le second enjeu est la gestion de la chaleur latente impliquée dans le changement de phase. Physique-
ment la di�usion thermique doit jouer ici un rôle important. Numériquement, la di�usion numérique de
notre schéma volume �ni est su�sante pour stabiliser le système. Cependant, celle-ci est mal contrôlée et
introduit des biais dans les résultats. Avec le code Flux-IC-1D, le passage de l'interface d'une maille à une
autre (comme illustré à la Figure 3.4) peut par exemple entrainer un brusque changement de tempéra-
ture à l'interface qui se traduit par un violent phénomène de changement de phase. Dans ce mémoire, la
description de l'interface comme di�use n'a été étudiée que dans le cas isotherme : la gestion de la chaleur
latente pour ce type de schéma est une des di�cultés du traitement rigoureux du cas non-isotherme.

Il semble nécessaire de mieux contrôler ce phénomène pour simuler le changement de phase de manière
réaliste. Cela peut se faire par exemple par la résolution numérique de l'équation de la chaleur couplée
aux équations de conservation avec changement de phase, comme à la Section 4.5.2.

D'autres alternatives sont envisageables. La di�culté du couplage de l'aspect thermique avec l'aspect
mécanique peut être contournée, par exemple en di�usant le coût de la chaleur latente sur les mailles
voisines, de manière analogue à ce qui est proposé pour la masse par [HW08] (voir aussi p. 25).
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Figure 6.1 � Schéma du rôle de la thermique dans le retour à l'équilibre. Selon les propriétés thermiques
du liquide et du gaz au voisinage de l'interface (par exemple, pour le modèle 0D de la Section 5.1.4, la
capacité thermique adimensionnée Cl et la chaleur latente adimensionnée Λ), l'état d'équilibre atteint
sur la courbe de saturation sera di�érent. Un état di�érent correspond donc à une variation de pression
di�érente.

Par ailleurs, pour un phénomène à la fois macroscopique et très bref comme un impact de vague,
l'épaisseur de la couche limite thermique à l'interface liquide-vapeur est si faible qu'elle pourrait être dé-
crite comme une densité d'énergie surfacique. Un tel modèle est une extension naturelle au modèle discuté
au Chapitre 2. La description des grandeurs surfaciques demanderait cependant quelques ajustements de
la discrétisation du modèle.

Application aux impacts avec poche de gaz

Les résultats de simulations numériques de poche de gaz avec changement de phase présentés au
Chapitre 5 indiquent une diminution des pressions dans la poche de gaz et un possible amortissement des
oscillations. Ces résultats sont en bon accord avec les tendances observées expérimentalement (voir par
exemple la Figure 0.5 et [MB09]). Dans les simulations numériques, la disparition de masse dans la poche
de gaz peut causer l'impact direct du piston sur la paroi dans certains cas extrêmes. Ce phénomène, qui n'a
pas été observé expérimentalement, pourrait avoir d'importantes conséquences pour le dimensionnement
de la membrane.

Cependant, pour des paramètres réalistes (de conduction thermique, voir aussi la Remarque 5.8), le
changement de phase ne semble avoir qu'un e�et faible voire négligeable sur les poches de gaz macrosco-
piques. Une forte aération du liquide pourrait ampli�er l'e�et du changement de phase et expliquer les
résultats de [MB09].

Il a été mis en évidence que l'in�uence du changement de phases dépend de deux facteurs principaux.

D'une part, la vitesse de relaxation vers l'équilibre : si la réaction de changement de phase est très
lente par rapport à l'impact, elle sera sans conséquence. À l'inverse, une réaction rapide imposera une
pression d'équilibre dans la poche de gaz. Entre les deux, un phénomène de résonance apparait sous la
forme d'un amortissement des oscillations.

D'autre part, l'équilibre visé par la relaxation dépend des propriétés thermiques de la couche limite
où un équilibre thermodynamique local doit se faire. Ainsi la présence d'une grande quantité de liquide
conduit à une évolution quasi-isotherme qui se traduit par une variation de pression plus importante (voir
Figure 6.1). Cet aspect du changement de phase dépend de plusieurs paramètres :

� la chaleur latente adimensionnée Λ, qui gouverne aussi la forme de la courbe de saturation ;
� le choix d'une répartition de la chaleur latente lors du changement de phase (voir aussi la Re-

marque 2.13 et 5.10) ;
� les capacités et conductions thermiques des deux espèces autour de l'interface.

Ces deux derniers points sont sans aucun doute corrélés physiquement mais apparaissent séparément dans
le modèle développé ici. L'interaction de ces aspects thermiques reste à étudier plus en détails.
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Remarque 6.1. Sur la Figure 6.1, une des �èches indiquant un retour à l'équilibre correspond à une
augmentation de pression. Il est en e�et possible pour la condensation à masse totale, volume total et
énergie totale constants, de causer une augmentation de pression. La chaleur latente libérée peut réchau�er
le gaz, augmentant ainsi sa pression et compensant la baisse de pression due à l'aspect mécanique. (Voir
aussi la Remarque B.4.) Dans les simulations présentées dans ce mémoire, la chaleur latente est supposée
être capturée par le liquide et ce phénomène n'est pas présent.

Ce phénomène contre intuitif est en fait une autre forme de celui discuté au Paragraphe 0.3.2. Si un gaz
pur se condensait sous l'e�et d'une compression adiabatique, la chaleur latente libérée conduirait à une
augmentation plus grande de sa pression, ce qui serait contraire au principe de Le Chatelier. À l'inverse,
une décompression du gaz peut être compensée par de la condensation, en raison de l'augmentation de
pression causée par la chaleur latente libérée. /

Les deux paramètres in�uençant le changement de phase sont di�ciles à quanti�er précisément, faute
de données expérimentales de changement de phase rapide hors équilibre. Il est douteux qu'ils puissent
facilement être mis à l'échelle pour des simulations expérimentales de sloshing à petite échelle.

Les simulations numériques (au moins celles présentées dans cette thèse) tendent à surestimer l'e�et
du changement de phase en raison de leur di�usion thermique numérique. Le scénario isotherme est le
plus facile à simuler numériquement de manière quantitative. C'est aussi celui où l'e�et du changement
de phase est le plus important. Il peut servir de référence pour un dimensionnement � conservatif � de la
membrane.

6.2 Perspectives

Impact 2D

L'étude de la poche de gaz en 1D n'est qu'un cas particulier de l'étude des impacts de vague. De
premiers calculs d'impacts en 2D avec changement de phase ont été e�ectués [ABG16]. Bien qu'il soient
grossiers, ils permettent de dégager de premières tendances.

Sur la Figure 6.3, la pression à la paroi inférieure du domaine pour le cas test de [BBDG09] (voir Fi-
gure 6.2) a été tracée avec et sans changement de phase. Le changement de phase entraine une diminution
de pression dans le gaz avant l'impact. Celui-ci a pour conséquence un plus faible ralentissement de la
chute du liquide, ce qui cause un impact plus violent.

Gaz

Liquide

H

L

h1

h

l1 l

g

Figure 6.2 � Schéma du cas test d'impact simpli�é de [BBDG09].

Il est maintenant nécessaire d'optimiser le code pour améliorer sa résolution et obtenir des résultats
plus précis. En particulier, l'étude de l'in�uence du changement de phase sur un impact de forme plus
réaliste reste à faire.
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Figure 6.3 � Évolution de la pression au milieu de la paroi inférieure en fonction du temps pendant
l'impact avec et sans changement de phase pour le cas test 2D schématisé à la Figure 6.2. Voir aussi
[ABG16].

Le modèle de changement de phase présenté dans cette thèse est complexe : l'étude de l'évolution de
la vague avec un modèle simpli�é de disparition de gaz, par exemple par un terme source volumique,
pourrait permettre de retrouver l'essentiel de l'e�et qualitatif du changement de phase.

Évaporation dans les cuves de méthanier

L'évaporation du gaz dans la cuve, en raison de l'entrée de chaleur dans la cuve lors du transport du
GNL, est un autre sujet d'intérêt pour GTT. Le modèle présenté dans cette thèse est assez général pour
décrire ce type de phénomènes.

La Figure 6.4 présente un pro�l de température obtenu pour un cas test d'évaporation simpli�é. Le
�uide initialement de température homogène est chau�é par une source de chaleur volumique constante.
Les conditions limites sont une paroi au fond de la cuve et une sortie à pression �xée au sommet de la cuve.
À l'interface, le terme de changement de phase tend à maintenir la température égale à la température
de saturation (ici 111 K). Le gaz s'évaporant à l'interface s'échappe par le haut du domaine.

Bien que le pro�l de température soit comparable avec des pro�ls expérimentaux, ce résultat n'est
aucunement représentatif d'un cas réel d'évaporation. Le modèle 1D n'inclus qu'un modèle grossier de
conduction thermique sans rendre compte par exemple de la convection dans la cuve. Les ordres de
grandeurs choisis ici n'ont aucun rapport avec un cas réel : le code, limité par la condition CFL sur la
vitesse du son du liquide, n'est pas adapté à la simulation d'une évaporation durant plusieurs jours (voir
aussi la Section 1.3). Une discrétisation du modèle de changement de phase plus adaptée à ce problème
est nécessaire pour obtenir des résultats pertinents. Néanmoins, le résultat présenté à la Figure 6.4 laisse
penser que le modèle mathématique décrit dans cette thèse reste pertinent pour de tels problèmes.

Physique manquante

Comme évoqué à la Section 0.3.3, l'état de l'art actuel pour la simulation numérique d'impacts de
vague néglige certains phénomènes physiques comme par exemple les instabilités de surface libre ou
l'aération du liquide. Ces phénomènes sont sans aucun doute fortement couplés au changement de phase.
La formation d'instabilités de surface libre va augmenter la surface de l'interface liquide-vapeur et donc
augmenter l'e�et quantitatif du changement de phase. À l'inverse, le changement de phase peut in�uencer
l'écoulement au voisinage de la surface libre et donc le développement d'instabilités.
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Figure 6.4 � Pro�l de température et de vitesse en fonction de la hauteur dans la cuve pour un modèle
d'évaporation simpli�é en 1D

À la Section 0.3.2, la possibilité de nucléation pendant les rebonds de la poche de gaz a été évoquée. Ce
phénomène n'est pas inclus dans le modèle présenté dans cette thèse. Un modèle de nucléation grossier a
été proposé dans [ABG16] sous la forme d'un terme source moyenné de la forme

Mnucl = Jl→g

[
C α(1− α) + Π

1− sgn(Jl→g)(2α− 1)

2

]
,

où α est la fraction volumique de gaz, C est un coe�cient empirique constant et Π décrit la probabilité
d'apparition d'un germe de nucléation. Le premier terme modélise le changement de phase causé par des
bulles ou des gouttes existantes (comme déjà évoqué p. 27). Le second terme permet du changement de
phase au sein d'une phase pure, si et seulement si elle est hors équilibre. Il est similaire à celui proposé
par [LA12].

L'ordre de grandeur des coe�cients C et Π n'est pas connu. Le taux de nucléation dépend de la
substance chimique considérée mais aussi des conditions de l'expérience (état de surface des contenants,
pureté des �uides en présence, . . . ). La présence de sites de nucléation à une paroi ou de micro-particules
dans la phase pure devraient ainsi être modélisées par une plus grande valeur de Π.

Remarque 6.2. Avec un tel modèle, les états � métastables � ne sont pas à proprement parler méta-
stables. En e�ets, ils ne sont pas dans un état d'équilibre local dont seule une perturbation su�samment
importante pourrait les faire sortir. Ils sont décrit ici comme des états instables, qui reviennent lente-
ment à l'équilibre. Un taux moyen de perturbations causant des germes de nucléation a été implicitement
intégré au modèle. /

D'après les résultats présentés dans [ABG16], ce modèle de nucléation peut être vu comme une am-
pli�cation de l'e�et amortissant du changement de phase durant les dépressions de la poche de gaz.
Cette ampli�cation provient notamment d'un e�et d'évaporation dans le liquide. Ce phénomène peut
par exemple écraser toute oscillation après un premier pic non amorti, ce qui peut aider à expliquer les
résultats expérimentaux de la Figure 0.5. Le paramètre libre associé à la nucléation est di�cile à estimer,
d'autant plus qu'il dépend de nombreux facteurs expérimentaux. Un tel e�et serait véri�able visuellement
lors d'une expérience d'impact.

Cependant, le modèle moyenné monovitesse présenté dans cette thèse n'est pas adapté pour la des-
cription d'écoulement multiphasiques complexes. D'une manière plus générale, l'utilisation de modèles
moyennés pour décrire l'écoulement complexe au moment de l'impact peut être remise en cause. En ef-
fet, le dimensionnement de la membrane pour le sloshing demande l'étude des pressions extrêmes (plus
précisément de la queue de la distribution statistique de pression) et pas seulement d'un e�et moyen.
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L'hypothèse d'un �uide pur, faite au début de ce mémoire, mérite d'être remise en cause. La présence
d'espèce moins condensables dans le gaz va avoir des conséquences sur la masse échangée à l'interface.
Une couche limite de �uide peu condensable peut se former à l'interface et isoler les deux phases. Comme
la couche à l'équilibre décrite au cas test de la Section 4.5, sa taille sera régie par la di�usion chimique
des espèces dans le mélange. Numériquement, l'enjeu est similaire à celui de la di�usion de l'e�et de la
chaleur latente.

Certaines des questions posées dans cette section seront traitées par le programme de recherche SLING
(Sloshing of LIque�ed Natural Gas). Cette collaboration entre universitaires et industriels, prévoit no-
tamment la réalisation d'essais d'impacts de vague avec et sans changement de phase. Le programme de
recherche comprend également des travaux numériques qui viendront prolonger et compléter les résultats
de cette thèse.

Résumé des conclusions et recommandations

� Le changement de phase a pour conséquence
� une réduction des pressions dans le gaz,
� une possible augmentation des vitesses d'impacts directs du liquide sur la paroi.

� Pour le scénario d'un impact sans bulle, goutte ou instabilité de surface libre, cet e�et est faible,
voire peut-être négligeable.

� Les simulations numériques tendent à surestimer cet e�et.
� Si l'essentiel de la contribution du changement de phase vient des bulles, gouttes ou instabilités

de surface libre, il est inutile d'envisager des essais à petite échelle avec changement de phase sans
une mise à l'échelle de ces phénomènes, ou au minimum une compréhension de leurs biais lors du
changement d'échelle.
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Annexe A

Conditions interfaciales avec viscosité

Cette annexe complète les résultats présentés à la section 2.1 en le généralisant au cas d'un �uide
visqueux. Les équations d'Euler pour un tel �uide s'écrivent sous la forme

∂tρ+∇ · (ρ u) = 0 , (A.1a)

∂t(ρu) +∇ · (ρ u⊗ u− σ) = 0 (A.1b)

∂t(ρE) +∇ · (ρE u− σu+ q) = 0. (A.1c)

où σ est le tenseur des contraintes. Dans le cas d'un �uide newtonien, il est dé�nit par

σ = −p I + λ(T ) (∇ · u) I + µ(T )
(
∇u+∇uT

)
.

où λ(T ) et µ(T ) sont les coe�cients de viscosité du �uide.

De la même manière que la di�usion thermique, l'ajout de la viscosité demande l'ajout d'une relation
de fermeture interfaciale. Sans changement de phase, on prend typiquement

ug · ν⊥ = ul · ν⊥, (A.2)

pour tout vecteur tangeant à l'interface ν⊥.

Bilan de masse

Le bilan de masse est inchangé par rapport au cas non-visqueux présenté au Paragraphe 2.1.2.

Bilan de quantité de mouvement

La condition de saut s'écrit
[ρ u⊗ (u− ω)− σ]νl→g = 0, (A.3)

En utilisant les mêmes arguments que dans le cas non-visqueux au Paragraphe 2.1.3, on obtient

Jg→l[u] + [σ]νl→g = 0 (A.4)

qui implique
J2
g→l[τ ] = ([σ]νl→g) · νl→g (A.5a)

et
Jg→l[u] · ν⊥ + ([σ]νl→g) · ν⊥ = 0. (A.5b)

Bilan d'énergie

La condition de saut s'écrit

Jg→l[E] + [σu] · νl→g − [q] · νl→g = 0. (A.6)
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Grâce à la symétrie de σ et la condition de saut (A.4), on peut écrire

νl→g · [σu] = νl→g · [σ]u+ νl→g · σ[u] = −Jg→l
[
|u|2

2

]
+ νl→g · σ[u].

L'introduction de cette expression dans (A.6) donne

Jg→l[e] + [u] · σνl→g − [q] · νl→g = 0. (A.7)

En notant D = σ + pI, on déduit de (A.7) des expressions analogues au cas non visqueux présenté au
Paragraphe 2.1.4 :

Jg→l([e]− p[τ ]) + [u] ·Dνl→g − [q] · νl→g = 0, (A.8)

et
Jg→l([h] + v[τ ]) + [u] ·Dνl→g − [q] · νl→g = 0. (A.9)

De plus, grâce à (A.6), on a

Jg→l [E] + νl→g · [D(u− ω)]− [p(u− ω)] + νl→g · [σ]ω − [q] · νl→g = 0,

ce qui donne avec l'aide de (A.4)

Jg→l [H] + νl→g · [D(u− ω)] + Jg→l[u] · ω − [q] · νl→g = 0,

c'est-à-dire

Jg→l

[
h+
|u− ω|2

2

]
+ νl→g · [D(u− ω)]− [q] · νl→g = 0. (A.10)

Entropie

La condition d'entropie reste dans le cas visqueux :

− Jg→l[s] +
[ q
T

]
· νl→g ≥ 0 (A.11)

Si on dé�nit le �ux de quantité de mouvement total à l'interface avec l'aide de (A.4)

P = −Jg→l(ug − ω)− σgνl→g
= −Jg→l(ul − ω)− σlνl→g

(A.12)

et le �ux d'énergie total à l'interface Q grâce à (A.8)

Q = Jg→l eg − P · (ug − ω)− qg · νl→g
= Jg→l el − P · (ul − ω)− ql · νl→g,

(A.13)

alors on peut réécrire la condition d'entropie à l'interface comme

− Jg→l
[
f

T

]
+ P ·

[
u− ω
T

]
+Q

[
1

T

]
≥ 0. (A.14)
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Annexe B

Étude de la matrice jacobienne pour le
modèle eulérien

Soit le système d'équations aux dérivées partielles

∂tρ+∇ · (ρu) = 0, (B.1a)

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ p I) = 0, (B.1b)

∂t (ρE) +∇ · ((ρE + p)u) = 0, (B.1c)

∂t(ξρ) +∇ · (ξ(ρu− J)) = 0. (B.1d)

où J est un vecteur constant de Rn et p = p(ρ, e, ξ).

On dé�nit les variables conservatives v et les �ux F · ν dans la direction ν tels que

v =


ρ
ρu
ρE
ρξ

 , F · ν =


ρ(u · ν)

ρ(u · ν)u+ pν
(ρE + p)u · ν
ξ(ρu− J) · ν

 . (B.2)

où ν est un vecteur unitaire.

Remarque B.1. Tous les résultats qui suivent peuvent être utilisés pour les équations d'Euler mono�uide
en posant J = 0, ξ = cst. et ∂p

∂ξ = 0. /

B.1 Résultats thermodynamiques préliminaires

Lemme B.2. Soit p une fonction de ρ, e et ξ alors

∂p

∂v
=


c2 −

(
H − |u|2

)
Γ− ξ

ρ

(
∂p
∂ξ

)
ρ,e

−uΓ
Γ

1
ρ

(
∂p
∂ξ

)
ρ,e

 (B.3)

où la vitesse du son c et le coe�cient de Grüneisen Γ sont dé�nis par

c2 =

(
∂p

∂ρ

)
s,ξ

, Γ =
1

ρT

(
∂p

∂s

)
ρ,ξ

.

Démonstration. Par dé�nition de c et Γ, on a

dp = c2dρ+ ρTΓds+

(
∂p

∂ξ

)
ρ,s

dξ.
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En y insérant la relation fondamentale de le thermodynamique, qui s'écrit

Tds = de− p

ρ2
dρ+

(
∂s

∂ξ

)
ρ,e

dξ,

on obtient

dp =

(
c2 − Γ

p

ρ

)
dρ+ ρΓde+

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

dξ. (B.4)

En introduisant l'énergie totale spéci�que E = e+ |u|2
2 , on a

dp =

(
c2 − Γ

p

ρ

)
dρ+ ρΓdE − ρΓu · du+

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

dξ. (B.5)

Cette relation peut être réécrite sous la forme

dp =

(
c2 − Γ

(
E +

p

ρ

)
+ Γ|u|2 − ξ

ρ

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

)
dρ+ ΓdρE − Γu · dρu+

1

ρ

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

dρξ

qui est le résultat voulu.

Le résultat précédent vaut pour n'importe quelle loi d'état reliant p, ρ, e et ξ. Dans la suite, le cas d'un
mélange isobare isotherme de deux �uides sera étudié plus en détails. Les deux �uides seront symbolisés
par les indices g et l en référence au cas liquide-vapeur qui nous intéresse, mais les mêmes résultats valent
pour d'autres mélanges. La loi de mélange est donc supposée de la forme

e = ξeg(p, T ) + (1− ξ)el(p, T ), τ = ξτg(p, T ) + (1− ξ)τl(p, T ), (B.6)

où τk (k = g, l) est le volume massique de la phase k, ek son énergie spéci�que et ξ est la fraction massique
de l'espèce g.

Lemme B.3. Pour une loi d'état de la forme (B.6), on a(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

= ρ2c2(τg(p, T )− τl(p, T ))− ρΓ(hg(p, T )− hl(p, T )). (B.7)

Démonstration. Les équations (B.6) impliquent

de = ξdeg(p, T ) + (1− ξ)del(p, T ) + (eg − el)dξ, dτ = ξdτg(p, T ) + (1− ξ)dτl(p, T ) + (τg − τl)dξ

Par ailleurs, on a (
∂p

∂ξ

)
ρ,e

dξ =

(
∂p

∂ξ

)
τ,e

dξ = dp−
(
∂p

∂τ

)
e,ξ

dτ −
(
∂p

∂e

)
τ,ξ

de.

c'est-à-dire en remplaçant dτ et de((
∂p

∂ξ

)
τ,e

+ (τg − τl)
(
∂p

∂τ

)
e,ξ

+ (eg − el)
(
∂p

∂e

)
τ,ξ

)
dξ = . . . dp+ . . . dT,

d'où (
∂p

∂ξ

)
τ,e

= −(τg − τl)
(
∂p

∂τ

)
e,ξ

− (eg − el)
(
∂p

∂e

)
τ,ξ

.

Or, d'après (B.4), on a (
∂p

∂e

)
τ,ξ

= ρΓ,

(
∂p

∂τ

)
e,ξ

= −ρ2c2 + Γρp.

Avec l'aide de la dé�nition de h = e+ pτ , on peut conclure.
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Remarque B.4. L'équation (B.7) est la variation de pression lors du changement de phase à volume
constant et énergie constante. Dans le cas du changement de phase liquide-vapeur, on a τg > τl et
hg > hl. La pression est in�uencée par deux e�ets concurrents. Par exemple lors de l'évaporation, le
terme ρ2c2(τg− τl) tend à faire augmenter la pression, alors que ρΓ(hg−hl) tend à la diminuer, en raison
du refroidissement causé par l'utilisation de la chaleur latente. Selon les conditions, chacun des deux
termes peuvent dominer.

Pour le méthane à saturation à 111 K, on a d'une part(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

(ξ = 0) = ρ2
l c

2
l (τg − τl)− ρlΓl(hg − hl) ' 1011 Pa > 0.

(Une bulle apparaissant dans le liquide aura une pression gigantesque si elle ne peut se détendre pour
retrouver une densité raisonnable pour un gaz.)

Mais d'autre part, on a(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

(ξ = 1) = ρ2
gc

2
g(τg − τl)− ρgΓg(hg − hl) ' −105 Pa < 0.

Dans ce cas, c'est l'e�et de la chaleur latente qui domine. Voir aussi la Remarque 6.1. /

B.2 Étude de la matrice jacobienne

B.2.1 Calcul de la matrice jacobienne

Théorème B.5. La jacobienne de F · ν par rapport à v s'écrit :

∂F · ν
∂v

=



0 νT 0 0

− (u · ν)u+ (c2 − (H − |u|2)Γ− ξpξ)ν u⊗ ν + (u · ν)I− Γν ⊗ u Γν pξν

(u · ν)(−H + c2 − (H − |u|2)Γ− ξpξ) HνT − Γ(u · ν)uT (1 + Γ) (u · ν) pξ(u · ν)

− ξ
(
u− J

ρ

)
· ν ξνT 0

(
u− J

ρ

)
· ν


,

(B.8)

où H = h+ |u|2
2 , Γ est le coe�cient de Grüneisen du mélange, c sa vitesse du son et

pξ =
1

ρ

(
∂p

∂ξ

)
ρ,e

Démonstration. Le �ux F · ν peut être réécrit comme fonction de v :

F (v) · ν =



v2 · ν
1

v1
(v2 · ν)v2 + p(v)ν

1

v1
(v3 + p(v))v2 · ν
v4

v1
(v2 − J) · ν


La jacobienne de ce vecteur s'écrit

∂F · ν
∂v

=



0 νT 0 0

− (v2 · ν)

v2
1

v2 + ∂p
∂v1

ν
v2 ⊗ ν + (v2 · ν)I

v1
+ ν ⊗ ∂p

∂v2

∂p
∂v3

ν ∂p
∂v4

ν

− (v2 · ν)

v2
1

(v3 + p) +
(v2 · ν)

v1

∂p
∂v1

v3 + p

v1
νT + ∂p

∂v2

T (v2 · ν)

v1

(
1 + ∂p

∂v3

) (v2 · ν)

v1

∂p
∂v4

(v2 · ν)

v1

−v4

v2
1

(v2 − J) · ν v4

v1
νT 0

1

v1
(v2 − J) · ν


.

149



On a utilisé que, pour tout vecteur u, on a(
∂

∂u
((u · ν)u)

)
ij

=
∂

∂uj

(∑
k

uiukνk

)

=

{
∂
∂uj

(uiujνj) si i 6= j
∂
∂uj

(ujujνj +
∑
k 6=j ujukνk) si i = j

=

{
uiνj si i 6= j

2ujνj +
∑
k 6=j ukνk si i = j

= (u⊗ ν + (u · ν)I)ij

En réinsérant les variables physiques dans l'expression de la jacobienne on a

∂F · ν
∂v

=


0 νT 0 0

−(u · ν)u+ ∂p
∂ρν u⊗ ν + (u · ν)I + ν ⊗ ∂p

∂ρu
∂p
∂ρE ν

∂p
∂ρξν

−(u · ν)H + ∂p
∂ρu HνT + ∂p

∂ρu

T
(u · ν)

(
1 + ∂p

∂ρE

)
(u · ν) ∂p

∂ρξ (u · ν)

−ξ
(
u− J

ρ

)
· ν ξνT 0

(
u− J

ρ

)
· ν

 .

On obtient le résultat voulu grâce aux expressions de ∂p
∂v données par (B.3).

Corollaire B.6. En 1D, la matrice jacobienne s'écrit

∂F

∂v
=



0 1 0 0

− u2 + (c2 − (H − u2)Γ− ξpξ) (2− Γ)u Γ pξ

− uH + (c2 − (H − u2)Γ− ξpξ)u H − Γu2 (1 + Γ)u pξu

− ξ
(
u− J

ρ

)
ξ 0 u− J

ρ


. (B.9)

B.2.2 Éléments propres

À l'aide d'un logiciel de calcul formel, les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice (B.8) peuvent

être calculés. Les valeurs propres sont u · ν − c, u · ν (n fois),
(
u− J

ρ

)
· ν et u · ν + c.

On note (ν⊥k )k=1...n−1 une base de vecteurs orthogonaux à ν. Une matrice des vecteurs propres à droite
s'écrit

R =
1

c



1 1 0 · · · 0 pξ 1

u− c ν u ν⊥1 · · · ν⊥n−1 pξ

(
u− J · ν

ρ
ν

)
u+ c ν

H − (u · ν)c H − c2

Γ
u · ν⊥1 · · · u · ν⊥n−1 pξ

(
H − (u · ν)

J · ν
ρ

)
H + (u · ν)c

ξ ξ 0 · · · 0
(J · ν)2

ρ2
+ ξ pξ − c2 ξ


, (B.10)

soit en 1D :

R =
1

c



1 1 pξ 1

u− c u pξ

(
u− J

ρ

)
u+ c

H − uc H − c2

Γ
pξ

(
H − uJ

ρ

)
H + uc

ξ ξ
J2

ρ2
+ ξpξ − c2 ξ


. (B.11)
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La matrice des vecteurs propres à gauche associée s'écrit

L =
1

2c



(u+ c) c− Γ(H − u2)− ξ ρc

ρc− J · ν
pξ −c− ΓuT Γ

ρc

ρc− J · ν
pξ

2Γ(H − u2) 2ΓuT −2Γ 0

− 2c2 u · ν⊥1 2c2(ν⊥1 )T 0 0

...
...

...
...

− 2c2 u · ν⊥n−1 2c2(ν⊥n−1)T 0 0

2ξ
ρ2c2

ρ2c2 − (J · ν)2
0 0 −2

ρ2c2

ρ2c2 − (J · ν)2

− c(u− c)− Γ(H − u2) + ξ
ρc

ρc+ J · ν
pξ c− uTΓ Γ − ρc

ρc+ J · ν
pξ



, (B.12)

soit en 1D :

L =
1

2c



(u+ c)c− Γ(H − u2)− ξ ρc

ρc− J
pξ −c− Γu Γ

ρc

ρc− J
pξ

2Γ(H − u2) 2Γu −2Γ 0

2ξ
ρ2c2

ρ2c2 − J2
0 0 −2

ρ2c2

ρ2c2 − J2

− (u− c)c− Γ(H − u2) + ξ
ρc

ρc+ J
pξ c− Γu Γ − ρc

ρc+ J
pξ


(B.13)
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Annexe C

Étude de la matrice jacobienne pour le
modèle lagrangien

Soit le système d'équations aux dérivées partielles en une dimension d'espace suivant :

dtτ + ∂x (−u+ Jτ) = 0 (C.1a)

dtu+ ∂x (p+ Ju) = 0 (C.1b)

dtE + ∂x (pu+ JE) = 0 (C.1c)

dtξ = 0 (C.1d)

où J est une constante.

Il se réécrit sous la forme
dtv + ∂xF = 0

où

v =


τ
u
E
ξ

 , F =


−u+ Jτ
p+ Ju
pu+ JE

0

 ,

c'est-à-dire

F (v) =


−v2 + Jv1

p(v1, v2, v3, v4) + Jv2

p(v1, v2, v3, v4)v2 + Jv3

0

 ,

Lemme C.1. Soit p une fonction de ρ, e et ξ alors

∂p

∂v
=


ρ2c2 − Γρp
−ρΓu
ρΓ(
∂p
∂ξ

)
ρ,e


où la vitesse du son c et le coe�cient de Grüneisen Γ sont dé�nis par

c2 =

(
∂p

∂ρ

)
s,ξ

, Γ =
1

ρT

(
∂p

∂s

)
ρ,ξ

.

Démonstration. Voir l'équation (B.5) au chapitre précédent.

La matrice jacobienne peut facilement en être déduite.

Théorème C.2. La matrice jacobienne s'écrit

∂F

∂v
=


J −1 0 0

pρΓ− ρ2c2 −ρuΓ + J ρΓ ρpξ
u(pρΓ + ρ2c2) p− ρu2Γ ρuΓ + J ρupξ

0 0 0 0

 . (C.2)
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À l'aide d'un logiciel de calcul formel, on calcule ses éléments propres. Les valeurs propres valent
J − ρc, J, 0, J + ρc, associées respectivement à l'onde sonique vers la gauche, la discontinuité de contact,
l'interface de changement de phase et l'onde sonique vers la droite.

Une base de vecteur propre possible est

R =



1

ρc
1 pξ − 1

ρc

1 0 Jpξ 1

u− p

ρc

ρc2

Γ
− p (Ju− p)pξ u+

p

ρc

0 0 ρ2c2 − J2 0


. (C.3)

Les vecteurs propres à gauche associés s'écrivent

L =



1

2

(
ρc− pΓ

c

)
1

2

(
1 +

uΓ

c

)
−1

2

Γ

c

1

2
pξ

1

ρc− J
pΓ

ρc2
− uΓ

ρc2
Γ

ρc2
0

0 0 0
1

ρ2c2 − J2

−1

2

(
ρc− pΓ

c

)
1

2

(
1− uΓ

c

)
1

2

Γ

c

1

2
pξ

1

ρc+ J


. (C.4)
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Annexe D

Inversion de la loi d'état pour un
mélange de deux gaz raidis

On considère la loi de mélange isobare isotherme suivante :

1

ρ(p, T, ξ)
=

ξ

ρg(p, T )
+

1− ξ
ρl(p, T )

, (D.1a)

e(p, T, ξ) = ξ eg(p, T ) + (1− ξ) el(p, T ), (D.1b)

avec les lois d'état de gaz raidis

ρg(p, T ) =
p+ p∞g

(γg − 1) CvgT
, ρl(p, T ) =

p+ p∞l
(γl − 1) CvlT

, (D.2a)

hg(T ) = γgCvg(T − T0) + L, hl(T ) = γlCvl(T − T0). (D.2b)

Ces relations sont écrites ici sous la forme (p, T, ξ) 7→ (ρ, h, ξ). L'inversion de cette application peut se
faire à l'aide du résultat suivant :

Lemme D.1. Pour cette loi de mélange et ces deux lois d'états, la pression p est solution d'un polynôme
de degré 2 qui s'écrit

p2Cvm + p
[
Cpm(p∞g + p∞l )− (Cpm − Cvm)(E + p∞m )

]
+
[
Cpmp

∞
l p
∞
g − p∞m (Cpm − Cvm)E

]
= 0 (D.3)

où
Cvm = ξCvg + (1− ξ)Cvl, Cpm = ξγgCvg + (1− ξ)γlCvl,

p∞m =
p∞l ξ(γg − 1)Cvg + p∞g (1− ξ)(γl − 1)Cvl

Cpm − Cvm
,

et en�n
E = ρ(e+ CpmT0 − ξL).

Démonstration. L'enthalpie spéci�que du mélange s'écrit

e+
p

ρ
= h = ξhg + (1− ξ)hl

En insérant les expression de l'enthalpie pour chacune des deux lois d'état, on obtient

e+
p

ρ
= ξ(γgCvg(T − T0) + L) + (1− ξ)γlCvl(T − T0)

d'où

ρT =
E + p

Cpm
(D.4)

Par ailleurs, la dé�nition de la masse volumique moyenne ρ est

1

ρ
=

ξ

ρg
+

1− ξ
ρl

.
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En insérant les lois d'état dans cette expression, on obtient

(p+ p∞g )(p+ p∞l ) = (p+ p∞l )ρξ(γg − 1)CvgT + (p+ p∞g )ρ(1− ξ)(γl − 1)CvlT.

Avec les notations dé�nies ci-dessus, on a

(p+ p∞g )(p+ p∞l ) = ρT (p+ p∞m )(Cpm − Cvm) (D.5)

En combinant les deux expressions, on obtient :

(p+ p∞g )(p+ p∞l ) = (E + p) (p+ p∞m )
Cpm − Cvm
Cpm

soit

p2

[
1−
Cpm − Cvm
Cpm

]
+ p

[
p∞g + p∞l −

Cpm − Cvm
Cpm

(E + p∞m )

]
+

[
p∞l p

∞
g − p∞mE

Cpm − Cvm
Cpm

]
= 0,

ce qui permet de retrouver l'expression voulue.

En pratique, une et une seule des racines de (D.3) correspond à un état physique (p > 0, T > 0, ρg > 0,
ρl > 0). Pour un mélange de trois gaz raidis ou plus, on pourra se rapporter à [FMM11].

Remarque D.2. Quand les deux �uides sont des gaz parfaits, (c'est-à-dire p∞g = p∞l = 0), l'équation
(D.3) se réduit à

p

(
p−

(
Cpm
Cvm

− 1

)
CvmT

)
= 0

En omettant la solution non physique p = 0, on retrouve l'équation d'état d'un gaz parfait de coe�cient
isentropique Cpm/Cvm et de capacité thermique isochore Cvm. /

Remarque D.3. Le coe�cient Cpm du Lemme D.1 est la capacité thermique isobare du mélange, au
sens où (

∂h

∂T

)
p,ξ

= Cpm

Cependant, le coe�cient noté Cvm n'est en général pas la capacité thermique isochore du mélange(
∂e

∂T

)
ρ,ξ

6= Cvm

sauf quand les deux �uides sont des gaz parfaits comme évoqué à la remarque précédente. /

Corollaire D.4. Dans le cas isotherme, on pourra utiliser l'équation (D.5)

(p+ p∞g )(p+ p∞l ) = ρT0(p+ p∞m )(Cpm − Cvm).
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Table des notations

Symbole Unité Dé�nition
A (Chapitre 1) Paramètre de la relation de Hertz-Knudsen.
A kg m−2 s−1 (Chapitre 4) Amplitude du �ux de masse interfacial oscillant.
A (Chapitre 3) Matrice jacobienne.
B (Chapitre 3) Matrice jacobienne des �ux conservatifs.
C (Chapitre 3) Matrice (resp. tenseur) des termes non-conservatifs.
Cv J kg−1 K−1 Paramètre des lois d'état gaz parfaits et gaz raidis.
Cl (Chapitre 5) Capacité thermique adimensionnée.

cfl Nombre de Courant.
dr Rapport de densité, gaz sur liquide.
e J kg−1 Énergie interne spéci�que du �uide.
E J kg−1 Énergie totale (interne et cinétique) spéci�que du �uide.
E J (Chapitre 5) Énergie totale.
f J kg−1 Énergie libre spéci�que.
F Flux.
g J kg−1 Enthalpie libre spéci�que.
G (Chapitre 2 et 5) Coe�cient de transfert.
G (Chapitre 3) Terme non-conservatif linéarisé.

Jl→g kg m−2 s−1 Flux de masse interfacial compté positif pour l'évaporation.
J kg m−2 s−1 Flux de masse interfacial porté par la normale à l'interface.
k J m−1 s−1 K−1 Conductivité thermique.
L Matrice des vecteurs propres à gauche de la jacobienne des �ux.
L J kg−1 Chaleur latente.
m Nombre de variables conservatives.
M kg (Chapitre 3) Masse totale.
M kg mol−1 Masse molaire.
Ma Nombre de Mach.

Ml,0 (Chapitre 5) Masse totale de liquide adimensionnée.
n Nombre de dimensions d'espace (n ∈ {1, 2, 3}).
p Pa Pression.

p∞ Pa Paramètre de la loi d'état des gaz raidis.
psat Pa Pression de saturation.
q J m−2 s−1 Flux de chaleur par di�usion thermique.
Q J m−2 s−1 Flux d'énergie surfacique à l'interface liquide-vapeur.
R Matrice des vecteurs propres à droite de la jacobienne des �ux.
S (Chapitre 5) Nombre d'impact.
u m s−1 Vitesse du �uide.
v Variables conservatives.

V (K) Ensemble des mailles voisines de la maille K.
w Variables de calcul.
z m (Chapitre 5) Taille de la poche de gaz.

α Fraction volumique.
γ Paramètre des lois d'état des gaz parfaits et des gaz raidis.
Γ Coe�cient de Grüneisen.
κ (Chapitre 5) Capacité thermique adimensionnée.
λ Valeur propre de la jacobienne des �ux.
Λ (Chapitre 3) Matrice diagonale des valeurs propres de la jacobienne des �ux.
Λ (Chapitre 5) Chaleur latente adimensionnée.
µ J kg−1 (Chapitre 2) Potentiel chimique.
µ (Chapitre 3) État moyen à l'interface entre deux mailles.

νl→g Vecteur unitaire normal à l'interface liquide-vapeur.
νK,L Vecteur unitaire normal à la face du maillage entre les mailles K et L.

ρ kg m−3 Masse volumique.
σ Pa Tenseur des contraintes.
τ m3 kg−1 Volume massique.

157



ξ Fraction massique.
φ Flux numérique.
ψ Flux numérique en formalisme lagrangien.
χ (Chapitre 2) Fonction caractéristique de la phase.
χ (Chapitre 5) Coe�cient de compressibilité isentropique.
ω m s−1 Vitesse de l'interface.
ω s−1 (Chapitre 4) Pulsation du �ux de masse interfacial oscillant.
Ω Temps caractéristique inverse adimensionné.

Indice Signi�cation.
D Droite.
G Gauche.
g Gaz.
l Liquide.

int À l'interface.
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Titre : Sur la modélisation physique et numérique du changement de phase in-

terfacial lors d'impacts de vagues

Mots clefs : Changement de phase, Mécanique des �uides, Impact de vague, Simulation numérique,
Équations aux dérivées partielles, Volumes �nis

Résumé : Dans le cadre du stockage de Gaz Naturel
Liqué�é (GNL) dans des réservoirs �ottants, tels que
les méthaniers, les contraintes imposées à la cuve par
le ballottement de la cargaison doivent être quanti�ées.
La plupart des études expérimentales ou numériques ac-
tuelles ne prennent pas en compte la possibilité de chan-
gement de phase entre le GNL et sa vapeur lors d'un
impact du liquide sur la paroi. L'objectif de cette thèse
est l'ajout de ce phénomène physique dans un code de
mécanique des �uides numérique pour la simulation de
l'impact d'une vague déferlante sur une paroi.
Dans ce but, un état de l'art des di�érentes modélisa-
tions possibles du changement de phase en mécanique
des �uides est présenté. Il a été choisi de modéliser le
changement de phase entre le liquide et le gaz à une
interface franche sans hypothèse d'équilibre thermody-
namique à l'interface. Un système hyperbolique de lois
de conservation incluant le changement de phase inter-
facial hors-équilibre est présenté.

Deux approches sont utilisées pour la résolution nu-
mérique de ce système. La première utilise un modèle
de mélange pour décrire les mailles contenant l'inter-
face liquide-vapeur. Dans la seconde méthode, l'inter-
face est reconstruite et évolue de manière lagrangienne.
Les deux approches sont basées sur un schéma volume
�ni de type Roe.
L'enjeu de la simulation numérique du changement de
phase interfacial est la capacité du code à gérer un rap-
port de densité loin de 1 et une chaleur latente éle-
vée, qui entrainent respectivement de fortes variations
de pression et de température à l'interface. L'aspect
thermique est le phénomène limitant dans le cadre de
la simulation d'impacts de vagues avec changement de
phase. Seule une �ne couche limite thermique autour
de l'interface tend à revenir à l'équilibre thermodyna-
mique liquide vapeur, ce qui limite l'e�et quantitatif du
changement de phase.

Title : On the physical and numerical modeling of interfacial phase change during

wave impacts

Keywords : Phase change, Fluid mechanics, Wave impact, Numerical simulation, Partial di�erential
equations, Finite volumes

Abstract : In the context of Lique�ed Natural Gas
(LNG) transportation in �oating tanks, such as in LNG
carriers, the constraints imposed by the sloshing of the
liquid cargo on the tank have to be estimated. Most ex-
perimental and numerical studies until now do not take
into account the possibility of phase change between the
LNG and its vapor during the impact of liquid on the
wall. The goal of this thesis is to include this physical
phenomenon into a CFD code for the simulation of a
breaking wave impact on a wall.
A state of the art of the di�erent modelisations of phase
change in �uid mechanics is thus presented. This work
focus on the modeling of phase change between the liquid
and the gas at a sharp interface, without any equilibrium
hypothesis. An hyperbolic system of balance laws inclu-
ding non-equilibrium interfacial phase change is presen-
ted.

Two approaches are used to solve numerically this sys-
tem. The �rst one relies on a mixture model for the
description of the �nite volume cells containing the in-
terface, whereas in the second approach the interface
is reconstructed and evolves in a Lagrangian way. Both
methods are based on a Roe-type �nite volume scheme.

The challenge of the numerical simulation of interfacial
phase change is the capacity of the code to deal with
a density ratio far from 1 and a high latent heat, as
they lead to high temperature and pressure variations at
the interface. The thermal aspect is the limiting pheno-
menon for wave impact simulations with phase change.
Only a thin boundary layer around the interface tends
to return to thermodynamical equilibrium, thus limiting
the quantitative e�ect of phase change.
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