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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux équations des gaz sans pression avec

contrainte de congestion qui soulèvent encore de nombreuses questions.

La stratégie que nous proposons repose sur des précédents travaux sur le mouvement

de foule dans le cadre de l’espace de Wasserstein, et sur un modèle granulaire avec des

collisions inélastiques. Elle consiste en l’étude d’un schéma discrétisé en temps dont

les suites doivent approcher les solutions de ces équations. Le schéma se présente de

la manière suivante : à chaque pas de temps, le champ des vitesses est projeté sur un

ensemble lui permettant d’éviter les croisements entre particules, la densité est ensuite

déplacée selon le nouveau champ des vitesses, puis est projetée sur l’ensemble des den-

sités admissibles (inférieures à une valeur seuil donnée). Enfin, le champ des vitesses est

mis à jour en tenant compte du parcours effectué par les particules. En dimension 1, les

solutions calculées par le schéma coïncident avec les solutions connues pour ce système.

En dimension 2, les solutions calculées respectent les propriétés connues des solutions

des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion. De plus, on retrouve

des similarités entres ces solutions et celles du modèle granulaire microscopique dans

des cas où elles sont comparables.

Par la suite, la discrétisation en espace pose des problèmes et a nécessité l’élabora-

tion d’un nouveau schéma de discrétisation du coût Wasserstein quadratique. Cette

méthode que nous avons baptisée méthode du balayage transverse consiste à calculer le

coût en utilisant les flux de masses provenant d’une certaine cellule et traversant les

hyperplans définis par les interfaces entre les cellules.
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Abstract

In this thesis, we consider the pressureless Euler equations with a congestion constraint.

This system still raises many open questions and aside from its one-dimensional version,

very little is known.

The strategy that we propose relies on previous works of crowd motion models with

congestion in the framework of the Wasserstein space, and on a microscopic granular

model with inelastic collisions. It consists of the study of a time-splitting scheme. The

first step is about the projection of the current velocity field on a set, avoiding the fact

that trajectories do not cross during the time step. Then the scheme moves the den-

sity with the new velocity field. This intermediate density may violate the congestion

constraint. The third step projects it on the set of admissible densities. Finally, the

velocity field is updated taking into account the positions of physical particles during

the scheme. In the one-dimensional case, solutions computed by the algorithm match

with the ones that we know for these equations. In the two-dimensional case, computed

solutions respect some properties that can be expected to be verified by the solutions

to these equations. In addition, we notice some similarities between solutions computed

by the scheme and the ones of the granular model with inelastic collisions.

Later, this scheme is discretized with respect to the space variable in the purpose of

numerical computations of solutions. The resulting algorithm uses a new method to dis-

cretize the Wasserstein cost. This method, called Transverse Sweeping Method consists

in expressing the cost using the mass flow from any cell and crossing hyperplanes defined

by interfaces between cells.
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Introduction générale

L’écoulement d’un fluide dit parfait est régi par les équations d’Euler comprenant l’équa-

tion de continuité et les équations de conservation de la quantité de mouvement :

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = f

où ρ représente la densité, u la vitesse, f les forces extérieures s’exerçant sur le fluide et

π le terme de pression. Cette équation peut être déclinée de différentes manières selon les

hypothèses qu’on applique aux quantités physiques. Si on suppose que le fluide est homogène

et incompressible, le système d’équations devient :







∇ · u = 0,

∂tρ+ ρ(u · ∇)u+ ∇π = f
(1)

appelé système d’Euler incompressible.

Dans un autre contexte, on peut considérer que la pression ne dépend que de la densité. On

obtient alors les équations d’Euler barotropes :







∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π(ρ) = f
(2)

avec, par exemple, π(ρ) = κργ avec κ > 0 et le cœfficient isentropique γ > 1. Le système

que nous étudierons provient d’une version dégénérée des équations d’Euler. Il est obtenu en

considérant qu’aucune pression ne s’exerce sur le fluide (π ≡ 0). Il est communément appelé

équations d’Euler sans pression. À ce système, nous rajoutons une contrainte sur la densité.

Celle-ci ne peut pas dépasser une valeur seuil. Cette contrainte va se caractériser par l’ajout

d’un gradient d’une pression dans les équations de conservation de la quantité de mouvement.

Bien que ce système implique une pression spécifique, ces équations sont appelées les équations

de gaz sans pression avec contrainte de congestion.
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Introduction générale

De Boltzmann à Euler

Une des manières de modéliser un système de particules fut introduite par Boltzmann

et Maxwell. Elle a pour but de modéliser le comportement macroscopique d’un gaz raréfié à

partir des caractéristiques des particules qui le composent. Un système de particules peut être

décrit par une fonction de distribution f(t, x, v) où t et x représente les variables de temps et

d’espace. La variable v ∈ R
d représente la vitesse cinétique (d représente la dimension). Cette

manière de modéliser les particules permet de définir plusieurs vitesses en un même point.

Pour retrouver la quantité de matière que contient l’ensemble A à l’instant t, il est nécessaire

d’intégrer v sur l’ensemble des vitesses possibles et x sur A :

∫

v∈Rd

∫

x∈A
f(t, x, v)dxdv.

L’équation de Boltzmann décrit le comportement hors équilibre d’un gaz raréfié de parti-

cules où les seules interactions sont des collisions élastiques binaires. Elle s’écrit comme suit

∂tf + v · ∇xf =
Q(f)
ǫ

, (3)

où f est la distribution de particules décrite ci-dessus, Q l’opérateur de collision de Boltzmann

et ǫ > 0 le libre parcours moyen des particules. L’équation de Boltzmann sans collision est

alors obtenue en supposant que Q ≡ 0 :

∂tf + v · ∇xf = 0. (4)

Méthode des moments et équations des gaz sans pression

On peut simplifier cette équation en considérant que l’on peut définir localement une

vitesse unique aux particules. On retrouve les quantités macroscopiques locales telles que la

densité des particules ou la quantité de mouvement en intégrant la fonction de répartition par

rapport à v. Ainsi, la densité locale des particules ρ est donnée par

ρ(t, x) =
∫

v∈Rd
f(t, x, v)dv,

la quantité de mouvement locale E par

E(t, x) =
∫

v∈Rd
f(t, x, v)vdv.

Ces deux quantités correspondent au moment d’ordre 0 et d’ordre de 1 de la distribution f

selon v.

On pose u = dE/dρ, dans le cadre de la dimension 1, si on intègre par rapport à v

2



formellement l’équation de Bolzmann on obtient l’équation de continuité :

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0.

Cette équation traduit le fait que les particules considérées dans la densité ρ au point x se

déplacent à la vitesse u(x). Elle contient également la conservation de la masse locale. De la

même manière, si on note :

M2(t, x) =
∫

v∈Rd
f(t, x, v)v2dv

qu’on multiplie par v et que l’on intègre formellement l’équation de Boltzmann, il en résulte

l’équation :

∂t(ρu) + ∂x(M2) = 0.

De plus, si l’on suppose que l’on peut définir en chaque point x de R une vitesse locale u(t, x),

ce qui revient à supposer que f est de la forme :

f(t, x, v) = ρ(t, x)δ(v − u(t, x))

l’équation résultant de ce procédé est l’équation dite de conservation de la quantité de mou-

vement

∂t(ρu) + ∂x(ρu2) = 0.

Cette équation, comme son nom l’indique, stipule de manière différentielle que sur chaque

élément de surface, la quantité de mouvement sur cet élément à l’instant t + dt est celle de

l’instant t moins le flux sortant de quantité de mouvement intégré entre t et t+ dt.

Remarque. Cette méthode est généralisable pour obtenir des équations différentielles sur les

moments de la vitesse. Si P est un polynôme en la variable v = (v1, ..., vd) on définit :

〈P, f〉(t, x) :=
∫

v∈Rd
P (v)f(t, x, v)dv.

Si on multiplie par P et on intègre de manière formelle l’équation de Boltzmann on obtient :

∂t〈P, f〉 + ∇x · 〈vP, f〉 = 〈P,Q(f)〉. (5)

En résumé, le système résultant de nos deux intégrations est le suivant :







∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2) = 0
(6)

et est communément appelé le système des équations de gaz sans pression.

Il est important de constater que, même si au départ l’équation de Boltzmann sans colli-
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Introduction générale

sion ne prend pas en compte les collisions entre particules. Le fait d’imposer que l’on peut

définir localement une vitesse u en chaque point x de R impose que ces collisions sont prises

en compte.

Même pour des données régulières, les caractéristiques peuvent se croiser et mènent à une

incompatibilité pour le terme de vitesse u. Cependant, il est tout de même possible de définir

une vitesse qui sera solution de ces équations au sens faible.

En résumé, le système (6) peut être vu comme les équations de conservation du moment

d’ordre 0 et d’ordre 1 de l’équation de Boltzmann sans collision. Par conséquent, il fait partie

de la famille des systèmes de loi de conservation que nous définissons ci-dessous. Cependant,

implicitement, il contraint plus le couple densité/vitesse en traitant les collisions entre parti-

cules se trouvant au même point.

Systèmes de loi de conservation et équations d’Euler

Les systèmes de loi de conservation nous permettent d’exprimer à l’aide d’équations dif-

férentielles le fait que certaines quantités mesurables d’un système physique sont conservées

au cours du temps. Ces systèmes peuvent s’écrire sous la forme :

∂tU +
d
∑

i=1

∂xiFi(U) = 0

avec U(t, x) ∈ R
m représentant les quantités physiques conservées, t ∈ R la variable de temps

et x ∈ R
d la variable d’espace, enfin F représente le flux du système.

Le système d’Euler de la dynamique des gaz rentre dans ce domaine, il est constitué des

équations décrivant la conservation de la masse et de la quantité de mouvement :







∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = 0
(7)

où ρ représente la densité et u la vitesse locale des particules, enfin π est le terme de pression.

Comme mentionné précédemment, il existe plusieurs lois de pressions, par exemple, le cas où

π(ρ) = κργ avec κ > 0 et γ > 1 nous donne les équations d’Euler isentropiques. On retrouve

les équations de gaz sans pression appelées aussi système d’Euler sans pression en imposant

que la pression est nulle :






∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) = 0.
. (8)

Ce genre de système est souvent analysé avec une approche hyperbolique, cependant le système

des gaz sans pression est faiblement hyperbolique (valeurs propres réelles mais la matrice
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jacobienne n’est pas diagonalisable). On peut montrer que, dans ce cas, la ie composante du

vecteur u est l’unique valeur propre de Fi. Comme il est décrit dans [14] ou [19], ce modèle

peut créer des masses de Dirac même si les données initiales sont régulières. Par conséquent,

il est nécessaire de définir dans un sens très faible la notion de solutions de ce système.

Dans le cadre de la dimension 1, l’existence de solutions de (6) a été prouvée dans [39]

et [31], en approchant les mesures initiales par des masses de Dirac (sticky particles ou par-

ticules collantes). Une autre notion de solutions a été mise en avant dans [15] pour laquelle

l’existance et l’unicité sont obtenues. Le mouvement de ces particules est calculé en suivant

une approche dite “event-driven”. On calcule à quel temps aura lieu la prochaine collision

entre deux particules pour la traiter. La particule résultante de la collision a une masse et

une quantité de mouvement égale respectivement à la somme des masses et des quantités

de mouvement des deux particules. La solution sticky particles converge vers la solution de

l’équation (6) lorsque le nombre de particules tend vers l’infini. Cette approche a été introduite

dans [69] pour un modèle de formation des galaxies au début de l’univers.

Ce système a été étudié dans le cadre des systèmes hyperboliques de lois de conservation

(voir par exemple [20] et [55]), malgré son manque d’hyperbolicité. Une preuve d’unicité a

été donnée dans [41] avec certaines conditions d’entropie et d’énergie. Ce système a aussi

été reformulé et analysé sous forme d’inclusion différentielle du premier ordre, voir [25, 54].

D’autres approches ont été proposées, par exemple, dans [26] en utilisant la théorie du tranport

optimal, avec une régularisation visqueuse dans [65] ou encore dans [17] dont la stratégie

utilisée a permis de construire un schéma numérique (voir [18]). Une autre approche avec des

sticky particles de taille finie est utilisée dans [68].

Equations des gaz sans pression avec contrainte de

congestion en dimension 1

Nous nous intéressons à la situation où la densité de particules ne peut pas dépasser une

valeur seuil normalisée à 1. Cela correspond aux équations de gaz sans pression avec une

contrainte de congestion qui s’écrivent dans le cas de la dimension 1 comme suit :















































∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + π) = 0,

ρ ≤ 1,

(1 − ρ)π = 0,

π ≥ 0.

(9)

Une première approche et un schéma numérique ont été donnés dans [16], et l’existence de

solutions a été prouvée dans [11]. L’approche est constructive et dédiée à la dimension 1.

Elle est homologue à l’approche sticky particles : les particules sont remplacées par des blocs

congestionnés qui ont la même dynamique que les particules collantes. La pression π s’ac-
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Introduction générale

tive seulement dans les zones congestionnées (une collision est représentée sur la figure 1).

Dans [13] un système similaire est obtenu et analysé comme limite du modèle Aw-Rascle.

Les deux systèmes (6) et (9) admettent une infinité de solutions dont certaines ne sont pas

physiques. Par exemple, considérons le cas sans congestion (6), et la mesure ρ définie comme

suit : ρ est un Dirac de masse 1 en 0 durant [0, 1], et se divise au temps 1 en deux Dirac de

masses 1/2, l’une se dirigeant vers la droite à vitesse u, la seconde dans l’autre sens à vitesse

−u, où u > 0 est une vitesse choisie arbitrairement. Le couple (ρ, u) décrit ci-dessus vérifie le

système (6) bien qu’il ne correspond à aucune réalité physique. Le fait qu’une telle solution

soit compatible avec (6), bien qu’aucune force d’interaction n’apparaisse peut s’expliquer de

la manière suivante : une masse de Dirac peut être considérée comme la somme de deux Dirac

de masse 1/2 au même point. La séparation s’effectue en exerçant une impulsion sur l’une

des moitiés, et l’impulsion opposée sur l’autre. Tant que la somme des impulsions est nulle,

elles n’ont aucune action sur le système, et les mesures obtenues vérifient la formulation faible

du système. Le moment de la séparation est arbitraire, et chacune des composantes peut de

nouveau être divisée en des composantes plus petites, à n’importe quel moment, tant qu’il y

a conservation locale de la masse et de la quantité de mouvement.

Des solutions similaires peuvent être construites pour le système (9). Un bloc peut soudai-

nement se diviser en deux parties égales, avec une pression singulière en temps, mais régulière

en espace (affine par morceaux s’annulant aux bords du bloc et maximale au centre). On

pourrait espérer retrouver l’unicité en imposant la décroissance de l’énergie cinétique. Ce

n’est pas suffisant, comme l’exemple suivant le montre : considérons deux Dirac de même

masse rentrant en collision en 0 avec des vitesses opposées u et −u, elles peuvent devenir un

unique Dirac dont la masse serait la somme des deux précédentes mais elles peuvent aussi

rebondir et repartir dans le sens inverse avec une vitesse de eu et −eu respectivement. Pour

n’importe quelle constante e ∈ [0, 1] (coefficient de restitution), la solution décroit en énergie

(avec conservation de l’énergie dans le cas purement élastique e = 1).

Nous verrons que, pour espérer retrouver l’unicité, ce système doit être complété par une

équation précisant la nature des collisions.

Le modèle étudié

Le modèle que nous allons étudier dans cette thèse peut être vu comme la synthèse de

deux modèles existants. Le premier modèle est le modèle granulaire avec lois de collisions

inélastiques (voir [4, 47]) qui correspond à une version microscopique de celui que nous étu-

dierons. Les modèles microscopiques sont très dépendants de la géométrie des particules, en

cela notre modèle n’est pas une “pure” extension macroscopique de modèle granulaire avec

collisions inélastiques. Le second modèle est le modèle du mouvement de foule étudié dans [49,

51]. Il peut être vu comme la version d’ordre 1 en temps du modèle que nous étudierons, dans

le sens où la vitesse n’est pas libre mais contrainte à être la plus proche possible (dans un

6



certain sens) d’une vitesse imposée. Nous allons d’abord décrire ces deux modèles avant de

donner celui que nous étudierons par la suite.

Modèle microscopique avec collisions inélastiques

Au niveau microscopique, le mouvement de particules rigides peut être modélisé comme

suit. On considère N sphères rigides dans R
d, avec le même rayon r > 0, de masse 1, et

de centres q1, . . .,qN . On note q ∈ R
dN le vecteur des positions, et Dij = |qj − qi| − r les

distances entre chaque grain. L’ensemble des configurations admissibles est alors l’ensemble

des positions permettant aux grains d’être à distance positive les uns des autres :

K̃ =
{

q = (q1, . . . , qN ) ∈ R
dN , Dij ≥ 0 ∀i 6= j

}

.

Le cône des vitesses admissibles (c’est-à-dire des vitesses qui ne mènent pas à l’entrecroisement

des grains) est définit pour chaque q ∈ K̃ comme

CK̃(q) = {v ∈ R
dN , Dij = 0 =⇒ Gij · v ≥ 0},

où Gij ∈ R
dN est le gradient de Dij . Le mouvement des particules rigides soumis à un champ

de force f (pouvant inclure des interactions, c’est-à-dire que f peut dépendre de q) avec des

collisions inélastiques peut s’écrire (voir [4, 47]) :



































































dq/dt = u,

du/dt = f +
∑

i<j

πijGij ,

q ∈ K̃,

πijDij = 0 ∀i, j,
πij ≥ 0 ∀i, j,
u+ = PCK̃(q)(u

−).

(10)

Les πij jouent le rôle d’une pression discrète, ce sont les multiplicateurs de Lagrange associés

aux contraintes de non-croisement des particules q ∈ K̃. Les vitesses u+ et u− correspondent

aux vitesses pré- et post-collision (les vitesses sont à variation totale bornée, ainsi les limites

à gauche et à droite sont bien définies, voir [47] pour plus de détails). Lorsqu’il n’y a aucun

contact, toutes les distances Dij sont positives, alors πij ≡ 0, CK̃(q) = R
dN , et nous retrouvons

les lois de Newton pour un système à N particules. Les forces d’interactions πij sont des

mesures en temps et sont singulières dès qu’une collision a lieu.

L’existence de solutions pour ce système a été prouvée par [4, 47]. Notons que, même si le

système est formellement bien-posé (l’unicité est obtenue tant que le nombre de collisions est

borné), l’unicité nécessite que le terme de forçage f soit analytique (voir en particulier [4]).

Remarque. On peut noter que d’autres lois de collision peuvent être prises en compte dans
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Introduction générale

Figure 1 – Collision entre deux blocs rectangulaires : vitesse pré-collision, la pression
instantanée et la vitesse post-collision (en haut dans le cas de la dimension 1, en bas le
cas de la dimension 2).

le cas microscopique, pour cela, introduisons le corne normal extérieur de K̃ :

NK̃(q) = C◦
q =

{

v ∈ R
dN , v · w ≤ 0 ∀w ∈ CK̃(q)

}

=







v = −
∑

i<j

πijGij , πij ≥ 0 , Dijπij = 0







.

Soit e ∈ [0, 1] le coefficient de restitution (e = 0 correspond au cas non élastique et e = 1 au

cas purement élastique), une loi de collision plus générale serait (voir [4]) :

u+ = u− − (1 + e)PNK̃ (q)(u
−). (11)

Modèle de mouvement de foule

La gestion de la congestion dans des équations d’évolution a été étudiée pour un mo-

dèle macroscopique de mouvement de foule introduit dans [51] et [49]. Le modèle amène à

considérer une vitesse dite “désirée”, c’est la vitesse U(x) que quelqu’un placé en x veut spon-

tanément avoir si il est seul. Cependant, chaque individu doit prendre en compte la contrainte

de congestion ρ ≤ 1, et on appelle K l’ensemble des densités correspondantes. Pour cela, nous

considérons qu’à chaque instant, la vitesse désirée est projetée (au sens L2) sur le cône des

vitesses admissibles. Cet ensemble est défini comme l’ensemble des vitesses qui ne mènent pas

à une violation de la contrainte. Plus formellement, (voir [49] pour les détails) il est définit de
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manière duale par :

CK(ρ) =
{

v ∈ L2 ,

∫

v · ∇q ≤ 0 , ∀q ∈ H1 , q ≥ 0 , q(1 − ρ) = 0
}

. (12)

Le modèle s’écrit alors :






∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

u = PCK(ρ)(U).
(13)

Dans l’esprit des algorithmes Catching-Up initialement proposés par [53], et appliqués dans

un modèle microscopique de mouvement de foule dans [50], un algorithme discrétisé en temps

a été proposé dans [51] pour gérer ce type de problème d’évolution. Il consiste simplement

à transporter la densité durant un pas de temps donné avec la vitesse désirée, ce qui viole

possiblement la contrainte de congestion. Ensuite, on la projette au sens Wasserstein sur

l’ensemble des densités admissibles K. Le schéma se lit comme suit :






ρ̃n+1 = (Id + τU)#ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1).

(14)

Le modèle

Le modèle est la version étendue en dimension quelconque du système (9) avec une loi de

collision prenant en compte les considérations vues dans les deux modèles précédents :



























































∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = 0,

ρ ≤ 1,

(1 − ρ)π = 0,

π ≥ 0,

u+ = PCK(ρ)(u
−).

(15)

Dans le système précédent, π est un champ scalaire positif. Il est l’homologue continu de

la pression πij qui prend en compte les interactions entre particules voisines dans le modèle

microscopique.

Comme dit précédemment, dans le cas de la dimension 1, il est naturel et relativement

facile de construire des solutions exactes au système (9). De plus, ces solutions (les sticky

blocks) décrites dans [11] vérifient la loi de collision inélastique que nous avons ajouté à ce

système. Une telle collision est représentée sur la figure 1 (en haut). On peut voir tout particu-

lièrement que le champ pression π (au milieu) est activé uniquement au moment de l’impact.

L’opposé de son gradient annule instantanément le champ des vitesses pré-collision.

9



Introduction générale

En dimension supérieure, une telle solution analytique n’est pas directement 1envisageable.

Considérons l’exact homologue des sticky blocks en dimension 1 : deux blocs rectangulaires

et congestionnés avec des vitesses opposées. Au moment de l’impact, on peut montrer que π

résout un problème de Poisson sur un domaine correspondant aux deux blocs rectangulaires.

Le terme source est l’opposé de la divergence du champ des vitesses pré-collision (ici, cela

correspond à une distribution singulière supportée par l’interface séparant les deux blocs) et

les conditions de bords extérieurs sont des conditions de Dirichlet homogène. Le champ de

pression correspondant et la vitesse corrigée sont représentés sur la figure 1 (en bas), au milieu

et à droite respectivement.

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’existence de solutions peut être obtenue de plu-

sieures manières ([11, 13, 16]). En dimension supérieure, le système (15) (sans la loi de collision

inélastique) peut être obtenu formellement comme la limite des équations d’Euler barotropes

par le biais du terme de pression (voir [30]). Notons aussi que des solutions de (15) (sans la

loi de collision également) avec un terme de viscosité supplémentaire, peuvent être construites

(voir [22, 45, 60]) comme limite de solutions des équations de Navier-Stokes compressible avec

un terme de pression singulier jouant le rôle de barrière. Pour le moment, à notre connais-

sance, il n’y a pas de résultat d’existence ou d’unicité pour le système des gaz sans pression

avec contrainte de congestion (15) en dimension supérieure à 1.

Dans cette thèse, nous proposons d’étudier les équations (15) via un schéma discrétisé en

temps que nous avons proposé. Ce schéma est dans l’esprit du schéma de prédiction-correction

utilisé pour les mouvements de foules. Il nous permet de construire des suites de densité et

de champ des vitesses dont on peut s’attendre qu’elles convergent vers les solutions faibles de

notre problème. Cependant, à l’heure actuelle, nous ne sommes pas capables de prouver une

telle convergence, mais nous donnons des résultats qui attestent d’une certaine consistance de

ce schéma vis-à-vis de l’équation (voir chapitre 2).

Cette thèse est composée principalement de deux parties :

• Le première partie sera consacrée à la description des schémas de discrétisation tem-

porelle élaborés pour les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion.

Les schémas seront présentés dans l’ordre chronologique pour permettre aux lecteurs

de comprendre la démarche qui nous a menée à l’élaboration du schéma final.

Le premier schéma étudié est consistant en dimension 1. Il redonne la dynamique des

sticky blocks. De plus, l’énergie cinétique du système de particules décroit au cours

du temps. Cependant, la manière dont il met à jour la vitesse à chaque pas de temps

impose que cette dernière soit le gradient d’une fonction. Par conséquent, il n’est pas

1. Signalons néanmoins un travail en cours visant à généraliser d’une certaine manière ce procédé
constructif de type « sticky blocks » à la dimension 2 : voir [12]
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consistant avec les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion en

dimension supérieure.

Le second schéma modifie la manière de mettre à jour la vitesse. Elle définit la nouvelle

vitesse de manière plus naturelle en utilisant la trajectoire des particules au cours de

chaque étape du schéma. Il est donc utilisable au-delà de la dimension 1. Cependant,

si la vitesse est définie de manière plus naturelle, elle ne prend plus en compte les

possibles croisements entre particules qui doivent alors être gérés d’une autre manière.

Le schéma final gère ces croisements en projetant préalablement le champ des vitesses

sur un ensemble permettant de les éviter. Bien que ce dernier schéma ne possède pas

une analyse complète, des résultats que nous développerons attestent d’une certaine

consistance de celui-ci envers les équations.

• La seconde partie de cette thèse est consacrée à une méthode permettant de calcu-

ler le coût Wasserstein quadratique pour des densités discrétisées. Elle a été élaborée

pour pallier à un problème observé lors de la discrétisation spatiale du schéma des gaz

sans pression avec contrainte de congestion. Comme nous le verrons au début de la

seconde partie, dans un contexte de volumes finis, on peut discrétiser d’une manière

naturelle la fonctionnelle du coût Wasserstein quadratique. Cependant, cette discréti-

sation crée d’importants problèmes lorsqu’on l’incorpore à une fonctionnelle discrète

que l’on cherche à minimiser sous certaines contraintes. Par exemple, dans le cas où on

discrétise la fonctionnelle JKO devant générer les solutions de l’équation d’advection à

vitesse constante, les densités solutions de la fonctionnelle discrète souffrent d’un effet

de locking. Si le pas de temps est trop petit, la densité reste immobile. La méthode que

nous avons élaborée estime le coût de transport Wasserstein quadratique d’une densité

discrète à une autre en calculant le flux de masse partant d’une cellule et traversant

les hyperplans formant les interfaces de chaque cellule. Cette méthode que nous avons

baptisée méthode du balayage transverse permet de corriger les problèmes que nous

obtenions avec la discrétisation dite naturelle. De plus, nous verrons qu’en dimension

1 et 2, le coût pour transporter une densité constante supportée sur une cellule au

translaté de cette densité est le même dans l’espace continu que dans l’espace discré-

tisé dans un sens que nous préciserons. Nous verrons que cette méthode donne de bons

résultats numériques via le schéma JKO, mais aussi pour la projection sur l’ensemble

des densités admissibles.

Enfin, une dernière partie sera consacrée à la programmation et aux applications numé-

riques du schéma pour les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion.
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Première partie

Schémas de discrétisation en temps

pour les équations de gaz sans

pression avec contrainte de

congestion

13





Chapitre 1

Schémas étudiés

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux schémas que nous avions envisagés durant

ma thèse. Bien que nous ayons été finalement amenés à privilégier une troisième approche

(voir chapitre 2), nous avons décidé de les présenter pour que la progression de notre

recherche soit plus claire. Ils sont dans le même esprit que l’algorithme Catching-up utilisé

dans le modèle macroscopique (13) page 9. Trois étapes sont nécessaires à chaque pas de

temps : une première étape transporte la matière avec le champ des vitesses donné ; la

seconde étape projette la densité obtenue sur l’ensemble des densités admissibles, ce qui

nous donne la densité du pas de temps suivant ; une dernière étape permet de reconstruire

un champ des vitesses pour le pas de temps suivant.

La première section de ce chapitre détaillera la projection utilisée dans tous les schémas que

nous avons étudiés. Les deux autres sections serviront à l’étude des schémas.
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Partie I, Chapitre 1 – Schémas étudiés

1.1 Projection selon la métrique de Wasserstein qua-

dratique

Nous décrivons ici la notion de projection utilisée par tous les schémas décrits dans cette

thèse. On note que l’ensemble des densités admissibles est le suivant :

K = {ρ ∈ P2(Rd) | ρ ≤ 1}.

Dans cette thèse, nous confondrons la mesure de probabilité ρ avec sa densité par rapport

à la mesure de Lebesgue lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté sur laquelle des deux notions est

utilisée.

Définition 1.1. On note W2 la distance de Wasserstein quadratique entre ρ et ν, c’est-à-dire :

W2(ρ, ν)2 = min
µ∈Π(ρ,ν)

{∫

x,y∈Rd
‖x− y‖2 dµ(x, y)

}

(1.1)

avec Π(ρ, ν) l’ensemble des plans de P(Rd×R
d) dont la première marginale vaut ρ et la seconde

ν. En d’autres termes, µ(A×B) représente la masse de particules de la densité ρ partant de

l’ensemble mesurable A qui s’est déplacée vers l’ensemble mesurable B pour former ν, ce qui

implique :

1. µ(A× R
d) = ρ(A), pour tout ensemble mesurable A ⊂ R

d ;

2. µ(Rd ×B) = ν(B), pour tout ensemble mesurable B ⊂ R
d.

Pour plus d’informations sur le transport optimal, nous renvoyons le lecteur à l’annexe A

à la page 177 ou encore [67] et [63] par exemple.

Proposition 1.2 (Projection sur K). Soit ρ ∈ P2(Rd) alors il existe un unique ρ̄ ∈ K tel

que :

ρ̄ := argmin
ν∈K

{W2(ρ, ν)} . (1.2)

Par la suite, on utilisera la notation : ρ̄ := P
W2
K (ρ).

L’existence et l’unicité ont notamment été démontrées dans [49] avec un cadre plus général

utilisant l’agorithme JKO (voir définition 2.17 page 74). La preuve d’unicité utilise notam-

ment la notion de géodésique généralisée présente dans la preuve du lemme 1.5 (voir aussi [2]

page 207 pour plus de détails).

Quelques notions de transport optimal sont rappelées dans l’annexe A. La formulation Bénamou-

Brenier (voir l’annexe A à la page 182) représente ce coût comme le minimum d’énergie ciné-

tique nécessaire au système des particules pour que leur densité retourne dans l’ensemble des

densités admissibles K. Ce minimum est obtenu en animant les particules d’un mouvement

rectiligne uniforme et est indépendant du temps choisi (à un scaling près).

Le lemme suivant a été prouvé dans [49] et permet de considérer le transport optimal entre
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1.1. Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique

une mesure quelconque et son projeté comme un déplacement de particules donné par le gra-

dient d’un fonction positive n’agissant que sur la zone saturée (congestionnée) du projeté. La

projection dans K peut donc être considérée comme l’action d’une pression qui étalerait la

masse afin de rester dans l’ensemble des densités admissibles.

Lemme 1.3. Soit ρ ∈ P2(Rd) et ρ̄ ∈ K son projeté sur K, alors et il existe π ∈ {p ∈ H1
ρ̄ | p ≥

0, (1 − ρ̄)p = 0} tel que

ρ = (Id + ∇π)#ρ̄.

Démonstration. La preuve faite dans [49] consiste à montrer dans un premier temps qu’il

existe un potentiel de Kantorovich (dépendant de ρ) φ tel que :

ρ̄ ∈ argmin
ν∈K

{∫

Rd
φ(x)ν(x)dx

}

cela implique qu’il existe l ∈ R tel que ν vérifie :

ν(x)



















= 1 si φ(x) < l,

∈ [0, 1] si φ(x) = l,

= 0 si φ(x) > l,

on définit π = (l − φ)+ et on a alors π ≥ 0 et π = 0 si ρ̄ < 1. De plus, on sait que le transport

optimal entre ρ̄ et ρ est Id − ∇φ, on obtient alors :

ρ = (Id + ∇π)#ρ̄.

On pose M1(ρ) le moment d’ordre 1 de la densité ρ :

M1(ρ) =
∫

Rd
xdρ(x).

Le lemme suivant montre que ce moment est conservé par projection sur K :

Corollaire 1.4. Soit ρ ∈ P2(Rd) et ρ̄ ∈ K son projeté sur K, alors

M1(ρ̄) = M1(ρ).

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition de π :

M1(ρ) :=
∫

Rd
xdρ(x)

=
∫

Rd
(x+ ∇π(x))ρ̄(x)dx

=
∫

Rd
xρ̄(x)dx

car π ∈ {p ∈ H1
ρ̄ | p ≥ 0, (1 − ρ̄)p = 0}.
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Partie I, Chapitre 1 – Schémas étudiés

Nous verrons que ce lemme est très utile et permet à nos schémas de conserver la quantité

de mouvement.

Le lemme suivant en partie démontré dans [62] sera utilisé pour montrer la décroissance de

l’énergie cinétique du schéma 1 et du schéma final (dans le cas de la dimension 1).

Lemme 1.5. Soit ρ ∈ P2(Rd) et (ρ̄, ν̄) ∈ K ×K de telle sorte que ρ̄ = P
W2
K (ρ) alors

W2(ρ̄, ν̄)2 ≤ W2(ν̄, ρ)2 − W2(ρ̄, ρ)2.

Démonstration. Supposons que ρ est absolument continue par rapport à la mesure de Le-

besgue. Soient rν̄ le transport optimal entre ρ et ν̄ et rρ̄ le transport optimal entre ρ et ρ̄. On

construit µ ∈ P(R3d) avec (voir figure 1.1) :







X
1,2
# µ = (rν̄ ⊗ Id)#ρ,

X
2,3
# µ = (Id ⊗ rρ̄)#ρ,

(1.3)

avec X
i l’application projection sur la ie marginale (voir annexe A page 179 ou encore la

définition 1.31 page 44). On définit la géodésique généralisée joignant ν̄ à ρ̄ avec comme base

ρ (voir [2] page 207) par ρ̄t = ((1 − t)X1 + tX3)#µ et rt = (1 − t)rν̄ + trρ̄, nous allons montrer

que pour tout t ∈ [0, 1], ρ̄t ∈ K. Comme rν̄ et rρ̄ sont des transports optimaux, ∇rν̄ et ∇rρ̄

sont en chaque point des éléments de l’ensemble des matrices symétriques définies positives

S++. De plus, en utilisant la convexité de M → det(M)−1 sur S++, on obtient :

ρ̄t = ((1 − t)X1 + tX3)#µ

= ((1 − t)rν̄ + trρ̄)#ρ

= (rt)#ρ

=
ρ

| det(∇rt)|
◦ (rt)−1

=
ρ

| det((1 − t)rν̄ + trρ̄)|
◦ (rt)−1

≤ (1 − t)ρ
det(∇rν̄)

◦ (rt)−1 +
tρ

det(∇rρ̄)
◦ (rt)−1

≤ (1 − t)ν̄ ◦ (rt)−1 + tρ̄ ◦ (rt)−1

≤ 1.

Enfin, posons

Wµ(ρ̄t, ρ)2 :=
∫

Rd
‖(1 − t)z + tx− y‖2 dµ(z, y, x) (1.4)

le coût pour transporter ρ̄t sur ρ1 en utilisant le plan de transport µ. L’égalité

‖(1 − t)z + tx− y‖2 = (1 − t) ‖z − y‖2 + t ‖y − x‖2 − t(1 − t) ‖x− z‖2
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1.1. Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique

nous permet d’obtenir les égalités suivantes :

Wµ(ρ̄t, ρ)2 = (1 − t)
∫

Rd
‖z − y‖2 dµ+ t

∫

Rd
‖y − x‖2 dµ− t(1 − t)

∫

Rd
‖x− z‖2 dµ

:= (1 − t)Wµ(ν̄, ρ)2 + tWµ(ρ̄, ρ)2 − t(1 − t)Wµ(ν̄, ρ̄)2

= (1 − t)W2(ν̄, ρ)2 + tW2(ρ̄, ρ)2 − t(1 − t)Wµ(ν̄, ρ̄)2,

la dernière étant obtenue en utilisant le fait que deux des plans marginaux de µ sont optimaux

(voir (1.3)). Comme ((1 − t)X1 + tX3 ⊗ X
2)#µ est un plan de transport entre ρ̄t et ρ il vient

directement que Wµ(ρ̄t, ρ)2 ≥ W2(ρ̄t, ρ)2. De plus, ρ̄t ∈ K et ρ̄ = P
W2
K (ρ) donc

Wµ(ρ̄t, ρ)2 ≥ W2(ρ̄t, ρ)2 ≥ W2(ρ̄, ρ)2.

On a donc que l’application t ∈ [0, 1] → Wµ(ρ̄t, ρ)2 est toujours plus grande que sa valeur en

t = 1 d’où :

d(Wµ(ρ̄t, ρ)2)
dt t=1−

≤ 0

−W2(ν̄, ρ)2 + W2(ρ̄, ρ)2 + Wµ(ν̄, ρ̄)2 ≤ 0

Wµ(ν̄, ρ̄)2 ≤ W2(ν̄, ρ)2 − W2(ρ̄, ρ)2.

Dans le cas général, soit t le transport optimal entre ρ̄ et ρ, on pose

tǫ = (1 − ǫ)t + ǫId

et ρǫ = tǫ#ρ̄. On pose µ̃ ∈ P(R3d) le plan défini comme suit :

X
1,2
# µ̃ = (Id × t)#ρ̄,

X
1,3
# µ̃ = (Id × tǫ)#ρ̄.

Tout d’abord, on a

W2(ρ, ρǫ)2 ≤ Wµ̃(ρ, ρǫ)2

:=
∫

x,y,z∈Rd
‖x− y‖2 dµ̃(z, y, x)

=
∫

Rd
‖tǫ(z) − t(z)‖2 ρ̄(z)dx

= ǫ2
∫

Rd
‖t(z) − z‖2 ρ̄(z)dx

= ǫ2W2(ρ, ρ̄)2

avec la même méthode on peut prouver que :

W2(ρ̄, ρǫ) ≤ (1 − ǫ)W2(ρ̄, ρ).

Ces dernières inégalités prouvent que ρ̄ = P
W2
K (ρǫ), en effet, supposons que cela soit pas le cas
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K

ν̄

ρ

ρ̄

rν̄
rρ̄

Figure 1.1 – Plan de transport µ.

et notons ρ̄ǫ le projeté de ρǫ sur K. Il en suit les inégalités suivantes :

W2(ρ, ρ̄ǫ) ≤ W2(ρǫ, ρ̄ǫ) + W2(ρ, ρǫ)

< W2(ρǫ, ρ̄) + W2(ρ, ρǫ)

= W2(ρ, ρ̄)

ce qui est impossible car ρ̄ = P
W2
K (ρ). Maintenant, comme t est un transport optimal, il est

monotone ce qui impose que :

〈tǫ(x) − tǫ(y), x− y〉 ≥ ǫ ‖x− y‖2

et en utilisant l’inégalité triangulaire :

‖tǫ(x) − tǫ(y)‖ ≥ ǫ ‖x− y‖ .

Soit y0 ∈ Im(tǫ), il existe x0 ∈ R
d tel que tǫ(x0) = y0. Si x 6∈ B(x0,

δ
ǫ ) la boule ouverte de

centre x0 et de rayon δ
ǫ , alors

‖tǫ(x0) − tǫ(x)‖ ≥ ǫ× δ

ǫ
≥ δ

et, par conséquent

ρǫ(B(y0, δ)) ≤ ρ̄

(

B(x0,
δ

ǫ
)
)

.

En conclusion, ‖ρǫ‖∞ ≤ 1
ǫd ‖ρ‖∞ et est donc absolument continue. En utilisant l’inégalité

trouvée dans le cas où ρ est absolument continue et en l’appliquant à ρǫ on a :

W2(ρ̄, ν̄)2 ≤ W2(ν̄, ρǫ)2 − W2(ρ̄, ρǫ)2

≤ W2(ν̄, ρ)2 − W2(ρ̄, ρ)2 + 2W2(ρ, ρǫ) (W2(ρǫ, ν̄) + W2(ρ̄, ρǫ))

et il existe M > 0 tel que pour tout ǫ > 0,

W2(ρ̄, ν̄)2 ≤ W2(ν̄, ρ)2 − W2(ρ̄, ρ)2 + 2ǫM.

En tendant ǫ vers 0, on obtient l’égalité escomptée.
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Pour illustrer la notion de projection, nous allons calculer la projection sur K d’un bloc

sursaturé accolé à deux blocs saturés (voir figure 1.2). Cette exemple nous sera très utile par

la suite, ce type de situation étant fréquent lorsque l’on applique notre schéma avec comme

condition de départ des blocs saturés se déplaçant à vitesses constantes (cadre de l’approche

sticky blocks expliqué dans l’introduction page 6 et introduit par [11]).

Proposition 1.6. Soit ρ une densité définie comme suit (voir figure 1.2)

ρ(x) =



















1 si x ∈ [0, La],

2 si x ∈ [La, La + Lb],

1 si x ∈ [La + Lb, La + Lb + Lc],

(1.5)

avec La, Lb, Lc ≥ 0, alors

ρ̄ = P
W2
K (ρ) = 1[−d,La+2Lb+Lc−d]

avec d représentant le déplacement vers la gauche des blocs :

d =
Lb(Lb + Lc)

(La + 2Lb + Lc)
.

0 La La + Lb La + Lb + Lc

b

a c

1

2

Figure 1.2 – La densité étudiée dans la proposition 1.6.

Remarque 1.7. Si Lc > La, c’est-à-dire si le bloc congestionné "c" de droite est plus long

que celui de gauche alors d > Lb
2 , les blocs préfèrent s’étaler un peu plus vers la gauche que

la droite car il y a moins de particules à déplacer. Inversement si Lc < La les blocs préfèrent

s’étaler un peu plus vers la droite que la gauche. De plus,

lim
Lc→+∞

Lb(Lb + Lc)
(La + 2Lb + Lc)

= Lb

les blocs tendent à s’étaler exclusivement à gauche quand le bloc de droite "c" tend à devenir

de longueur infinie, même s’il existera toujours une partie de la masse qui se dirigera vers la

droite.
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Partie I, Chapitre 1 – Schémas étudiés

Démonstration. Soit t le transport optimal entre ρ et ρ̄, t est donc une application monotone

du support de ρ à valeur dans le support de ρ̄. D’après le lemme 1.3 page 17 il est à image

dans {x ∈ R , ρ̄(x) = 1}, comme ρ est composé de blocs de densité supérieure ou égale à 1, il

en suit que ρ̄ = 1A. On peut montrer que A est a fortiori un intervalle. En effet, supposons que

A admet au moins deux composantes connexes, il existe alors un intervalle I =]Il, Ir[ entre

deux blocs de ρ̄. Maintenant, t(Il)−Il ≥ 0 sinon, comme la dimension est 1, l’application t est

continue sur chaque composante de ρ̄ (voir le lemme 1.3) et il existe un ouvert O de ] − ∞, Il[

tel que :

∀x ∈ O, t(x) − x < 0.

Transporter la masse de O dans I serait alors moins coûteux, ce qui n’est pas possible car t

est le transport optimal. De même, t(Ir) − Ir ≤ 0, mais comme t est monotone, cela implique

forcément que ρ(I) = 0 alors que ρ(]Ir,+∞[) > 0 et ρ(] − ∞, Il[) > 0, donc ρ a deux

composantes connexes, ce qui n’est pas le cas (voir la figure 1.3).

ρ̄

ρ

Il Ir

t(Il) − Il t(Ir) − Ir

Figure 1.3 – Le sens de déplacement des particules entre ρ et ρ̄ créé obligatoirement
deux composantes connexes.

Pour finir cette preuve, il suffit de trouver l’intervalle optimal (de la forme Ad = [−d, La+

2Lb + Lc − d]).

Soit td le transport optimal entre ρ et 1Ad
, comme td est monotone, il est clair qu’il est

de la forme :

td(x)



















x− d si x ∈ [0, La],

2x− (La + d) si x ∈ [La, La + Lb],

x+ (Lb − d) si x ∈ [La + Lb, La + Lb + Lc].
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1.2. Schéma 1

Calculons maintenant Jd le coût du transport (au carré) entre ρ et 1Ad
:

Jd =
∫

R

(td(x) − x)2ρ(x)dx

=
∫ La

0
d2dx+

∫ La+Lb

La

(x− La − d)22dx+
∫ La+Lb+Lc

La+Lb

(Lb − d)2dx

= d2La + 2
(Lb − d)3

3
+ 2

d3

3
+ (Lb − d)2Lc

= (La + 2Lb + Lc)d2 + (−2L2
b − 2LcLb)d+

2L3
b

3
+ LcL

2
b .

Le minimum de Jd est obtenu en d =
Lb(Lb + Lc)

(La + 2Lb + Lc)
ce qui conclut la preuve.

Remarque 1.8. Dans l’exemple précédent, on peut remarquer que

td(x)−1 =























x+ d si x ∈ [−d, La − d],

x

2
+

(La + d)
2

si x ∈ [La − d, La + 2Lb − d],

x+ (−Lb + d) si x ∈ [La + 2Lb − d, La + 2Lb + Lc − d],

on a donc

∇π(x) =























d si x ∈ [−d, La − d],

− x

2
+

(La + d)
2

si x ∈ [La − d, La + 2Lb − d],

(−Lb + d) si x ∈ [La + 2Lb − d, La + 2Lb + Lc − d],

et pour finir

π(x) =



























d(x+ d) si x ∈ [−d, La − d],

− x2

4
+

(La + d)
2

x+ c2 si x ∈ [La − d, La + 2Lb − d],

(−Lb + d)x+ c3 si x ∈ [La + 2Lb − d, La + 2Lb + Lc − d],

avec c2 = dLa
2 + 3d2

4 − L2
a

4 et c3 = Lb(Lb + La − d) + d2. On retrouve le lemme 1.3 car

π ∈ {p ∈ H1
ρ̄ | p ≥ 0, (1 − ρ̄)p = 0} (voir un exemple figure 1.4).

1.2 Schéma 1

Dans cette section, nous allons présenter le premier schéma discrétisé en temps que nous

avons proposé puis étudié durant ma thèse. La première sous-section sert à la description du

schéma. La sous-section 1.2.2 introduit les principales propriétés des suites calculées à l’aide

du schéma. Nous présentons dans la sous-section 1.2.3 les résultats de compacité des suites

d’interpolées. Nous montrons dans la sous-section 1.2.4 que ces suites vérifient l’équation de

continuité et qu’elles sont solutions d’équations proches des équations de conservation de la
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-2 0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3 π

ρ

ρ̄

Figure 1.4 – Exemple de la proposition 1.6, avec La = 0.5, Lb = 2 et Lc = 5.

quantité de mouvement avec un terme supplémentaire consistant. Nous démontrons dans 1.2.5

que, en dimension 1 et dans le cas où la donnée initiale est compatible avec la dynamique

des sticky blocks, la solution calculée par le schéma converge vers la solution sticky blocks.

Enfin, nous verrons dans la dernière sous-section 1.2.6 que ce schéma ne peut être utilisé en

dimension supérieure.

1.2.1 Description du schéma

Dans cette sous-section, nous allons décrire le premier schéma proposé pour les équations

de gaz sans pression avec contrainte de congestion :



























































∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = 0,

ρ ≤ 1,

(1 − ρ)π = 0,

π ≥ 0,

u+ = PCK(ρ)(u
−),

(1.6)

avec

CK(ρ) =
{

v ∈ L2 ,

∫

v · ∇q ≤ 0 , ∀q ∈ H1 , q ≥ 0 , q(1 − ρ) = 0
}

. (1.7)

Le schéma peut se décrire de la manière suivante : pour un couple densité/vitesse (ρnτ , u
n
τ )

donné, τ un pas de temps fixé, nous transportons ρnτ par Id + τunτ . Cette nouvelle densité est

susceptible de dépasser la contrainte de congestion, on la corrige en la projetant sur l’ensemble

des densités inférieures ou égales à 1 en utilisant la métrique de Wasserstein quadratique.

Enfin, on calcule la nouvelle vitesse en utilisant le transport optimal entre la mesure d’arrivée
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1.2. Schéma 1

corrigée et celle de départ.

L’idée principale de ce schéma réside dans la manière de renouveler la vitesse. On utilise

le transport optimal t
n+1 entre ρn+1 et ρn pour représenter le déplacement effectué par les

particules entre nτ et (n+ 1)τ : une particule arrivée en x ∈ spt(ρn+1) est partie de t
n+1(x) ∈

spt(ρn). Cela peut sembler être cohérent pour plusieurs raisons. Tout d’abord, le transport

optimal entre deux mesures est bien une application qui permet de décrire le déplacement de

masse d’une densité à une autre. De plus, comme le transport optimal est monotone, on a :

∀x 6= y, ∀t ∈ [0, τ ]

(

(n+ 1)τ − x

τ

)

t(x) +
(

x− nτ

τ

)

x 6=
(

(n+ 1)τ − x

τ

)

t(y) +
(

x− nτ

τ

)

y,

c’est-à-dire que, si on considère que le mouvement des particules est rectiligne uniforme sur

[nτ, (n+1)τ ], deux particules provenant de t
n+1(x) et t

n+1(y) respectivement, ne se retrouvent

pas sur un même point durant leur déplacement en x et y respectivement. Les collisions qui

ont lieu durant cet intervalle de temps sont prises en compte par le réarrangement effectué

entre les particules lors de l’utilisation du transport optimal.

Pour des raisons d’esthétisme, nous omettrons par la suite l’indice“τ” s’il n’y a aucune am-

biguïté sur le pas de temps utilisé. De plus, si ρ ∈ K, on notera dρ(x) = ρ(x)dx, c’est-à-dire

qu’on confondra ρ avec sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue.

Schéma 1. Soit (ρ0, u0) une densité et une vitesse initiales données, τ > 0 un pas de temps

fixé. À partir de (ρn, un), le schéma calcule (ρn+1, un+1) de la manière suivante























ρ̃n+1 = (Id + τun)#ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 =
Id − t

n+1

τ
,

(1.8)

où t
n+1 est le transport optimal entre ρn+1 et ρn.

On rappelle que K = {ρ ∈ P2(Rd) , ρ ≤ 1}.

Remarque 1.9. Pour définir la nouvelle vitesse un+1, il est essentiel d’utiliser le transport

optimal entre ρn+1 et ρn et non son inverse. En effet, comme t
n+1 est défini sur le support

de ρn+1, il permet de définir une nouvelle vitesse pour chaque élément de ce support.

1.2.2 Propriétés liées aux suites du schéma 1.

Par la suite, nous allons montrer que le schéma 1 est bien défini, c’est-à-dire que pour un

couple densité/vitesse donné approchant la solution à l’instant t, celui-ci calcule un unique
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K

ρn

ρ̃n+1

ρn+1

Id + τun

t
n+1

Figure 1.5 – Schéma 1.

couple densité/vitesse qui sera notre approximation de la solution pour un temps t + τ .

Ensuite, nous verrons quelques résultats que nous pouvons obtenir sur les suites construites

par ce schéma.

Proposition 1.10. Soit (ρn, un) ∈ K×L2
ρn le schéma 1 donne un unique couple (ρn+1, un+1) ∈

K × L2
ρn+1. De plus, on a les deux propriétés suivantes :

•
∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx ≤

∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx;

• W2(ρn+1, ρn) ≤ W2(ρn, ρn−1).
(1.9)

Remarque 1.11. Les estimations (1.9) sont très importantes pour obtenir des propriétés de

compacité sur les suites calculées par les schémas et pouvoir ainsi prouver une quelconque

convergence de ces suites vers les équations (1.6).

Démonstration. En premier lieu, ρ̃n+1 = (Id + τun)#ρ
n est bien un élément de P2(Rd).

∫

Rd
‖x‖2 dρ̃n+1(x) =

∫

Rd
‖x+ τun(x)‖2 ρn(x)dx

≤ 2
∫

Rd

(

‖x‖2 + τ2 ‖un(x)‖2
)

ρn(x)dx

≤ 2
∫

Rd
‖x‖2 ρn(x)dx+ 2τ2

∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx

< +∞.

Maintenant, en utilisant le lemme 1.3 page 17, on a bien l’existence de ρn+1 élément de

P2(Rd) tel que ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1). Soit t

n+1 le transport optimal entre ρn+1 et ρn (il existe

car les deux mesures sont des éléments de K, voir annexe A page 179). On peut définir la

vitesse vn+1 =
Id − t

n+1

τ
qui est bien un élément défini sur le support de ρn+1. En utilisant
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1.2. Schéma 1

le lemme 1.5 page 18

∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx =

∫

Rd

∥

∥

∥

∥

∥

x− t
n+1(x)
τ

∥

∥

∥

∥

∥

2

ρn+1(x)dx

=
1
τ2

W2(ρn, ρn+1)2

≤ 1
τ2

W2(ρn, ρ̃n+1)2

≤
∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx.

De plus, comme un =
Id − t

n

τ
on obtient

∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx =

1
τ2

W2(ρn, ρn−1)2

d’où la seconde propriété.

Une autre propriété importante de ces suites est qu’elles conservent la quantité de mou-

vement.

Proposition 1.12. Soit un couple densité/vitesse (ρn, un) ∈ P2(Rd) × L2
ρn alors le couple

(ρn+1, un+1) calculé par le schéma 1 est tel que :

∫

Rd
un(x)ρn(x)dx =

∫

Rd
un+1(x)ρn+1(x)dx.

Démonstration.

∫

Rd
un(x)ρn(x)dx =

∫

Rd

(

x+ τun(x)
τ

− x

τ

)

ρn(x)dx

=
1
τ

(

M1(ρ̃n+1) − M1(ρn)
)

de même on a

∫

Rd
un+1(x)ρn+1(x)dx =

∫

Rd

(

x− tn+1(x)
τ

)

ρn+1(x)dx

=
1
τ

(

M1(ρn+1) − M1(ρn)
)

.

On obtient l’égalité escomptée en utilisant le corollaire 1.4 page 17.

Posons C0 =
√
∫

Rd

∥

∥

∥v0(x)
∥

∥

∥

2
ρ0(x)dx représentant l’énergie cinétique initiale de notre sys-

tème. Nous allons montrer que l’on peut contrôler la croissance du moment d’ordre 2 de ρn

indépendamment de τ . Pour cela, nous allons utilisé le lemme suivant :

Lemme 1.13. Soit M2(ρn) :=
∫

Rd
‖x‖2 ρn(x)dx alors

M2(ρn+1) ≤ 2M2(ρn) + 2τ2C2
0 .
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Démonstration. Cette première estimation découle simplement de l’inégalité (a+b)2 ≤ 2(a2 +

b2). En effet, nous avons

M2(ρn+1) :=
∫

Rd
‖x‖2 ρn+1(x)dx

=
∫

Rd

∥

∥

∥x− tn+1(x) + tn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx

≤ 2
∫

Rd

∥

∥

∥x− tn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx+ 2

∫

Rd

∥

∥

∥tn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx

≤ 2W2(ρn, ρn+1)2 + 2M2(ρn)

≤ 2τ2C2
0 + 2M2(ρn)

car W2(ρn, ρn+1) ≤ W2(ρ0, ρ1) ≤ τ2C2
0 .

Proposition 1.14. Soient τ > 0 et N ∈ N tel que Nτ = T alors

M2(ρN ) ≤ eTC0M2(ρ0) + eTC0TC0

(

2 +
τ2C2

0

2

)

.

Démonstration. Cette preuve utilise principalement l’inégalité de Cauchy-Schwartz, le lemme

de Grönwall, le lemme 1.13 et l’inégalité
√
α ≤ 1 + α

4 pour α ≥ 0. On a l’estimation

|M2(ρn+1) − M2(ρn)| =
∣

∣

∣

∣

∫

Rd

(

‖x‖2 −
∥

∥

∥t
n+1(x)

∥

∥

∥

2
)

ρn+1(x)dx
∣

∣

∣

∣

≤
∫

Rd

∣

∣

∣

∣

‖x‖2 −
∥

∥

∥t
n+1(x)

∥

∥

∥

2
∣

∣

∣

∣

ρn+1(x)dx

≤
∫

Rd

∥

∥

∥x− t
n+1(x)

∥

∥

∥

(

‖x‖ +
∥

∥

∥t
n+1(x)

∥

∥

∥

)

ρn+1(x)dx

≤
(∫

Rd

∥

∥

∥x− t
n+1(x)

∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx

)
1
2
(

√

M2(ρn) +
√

M2(ρn+1)
)

≤ W2(ρn, ρn+1)

(

2 +
M2(ρn)

4
+

M2(ρn+1)
4

)

≤ τC0

(

2 +
τ2C2

0

2
+ M2(ρn)

)

.

Finalement, on obtient

M2(ρn) ≤ M2(ρn−1)(1 + τC0) + τC0

(

2 +
τ2C2

0

2

)

et en utilisant le lemme de Grönwall discret

M2(ρN ) ≤ eTC0M2(ρ0) +
N−1
∑

i=0

eC0(N−i)τ τC0

(

2 +
τ2C2

0

2

)

≤ eTC0M2(ρ0) + eTC0TC0

(

2 +
τ2C2

0

2

)

.
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Par la suite, nous allons connecter chaque couple de mesures (ρn, ρn+1) par une géodésique

de l’espace de Wasserstein. Cette interpolation revient à animer les particules d’un mouvement

rectiligne uniforme entre leur point de départ t
n+1(x) et leur point d’arrivée x. Elle est très

utilisée en transport optimal (voir [63, 67]) car elle a l’avantage de satisfaire l’équation de

continuité (voir la proposition 1.22). En effet, on peut montrer que si ν et ρ sont des densités

de probabilité telles que ν = t#ρ avec t est une application de transport, alors ρt = ((1 −
t)Id + tt)#ρ est solution de l’équation de continuité avec comme densité initiale (en t = 0)

ρ et densité finale (en t = 1) ν. À chaque instant t, ρt est la densité obtenue lorsque l’on

suit les particules de manière lagrangienne entre leur point de départ x ∈ spt(ρ) et leur point

d’arrivée t(x) ∈ spt(ν) si elles suivent un mouvement rectiligne uniforme.

1.2.3 Propriétés des suites d’interpolées.

Définition 1.15. Pour τ > 0, on définit la fonction t → ρτ (t) ∈ P2(Rd) de la manière

suivante :

ρτ (t) =
(

T n+1
τ (t)

)

#
ρn+1 , si t ∈ [nτ, nτ + τ ],

avec

T n+1
τ (t) =

(

nτ + τ − t

τ

)

t
n+1 +

(

t− nτ

τ

)

Id

et t
n+1 le transport optimal entre ρn+1 et ρn.

Dans le but de trouver une certaine compacité sur la famille des suites d’interpolées, nous

allons prouver que :

1. elles sont définies dans L([0, T [,P2(Rd)), l’espace des fonctions lipschitz en temps à

valeur dans P2(Rd) ;

2. à t fixé la suite (M2(ρτ (t))2)τ>0 est τ -uniformément bornée.

Lemme 1.16. Soit t, t′ ∈ [nτ, nτ + τ ], alors



































W2(ρn, ρτ (t)) ≤
(

t− nτ

τ

)

W2(ρn, ρn+1),

W2(ρn+1, ρτ (t)) ≤
(

nτ + τ − t

τ

)

W2(ρn, ρn+1),

W2(ρτ (t′), ρτ (t)) ≤
( |t− t′|

τ

)

W2(ρn, ρn+1).

(1.10)

Démonstration. Définissons



























µ0 =
(

T n+1
τ (nτ) ⊗ T n+1

τ (t)
)

#
ρn+1,

µ1 =
(

Id ⊗ T n+1
τ (t)

)

#
ρn+1,

µ2 =
(

T n+1
τ (t′) ⊗ T n+1

τ (t)
)

#
ρn+1,
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PSfrag

s1

nτ

s2

n′τ

Figure 1.6 – Représentation de s1 et s2 dans τN.

trois plans de transport transportant ρn+1 sur ρτ (t), ρn sur ρτ (t) et ρτ (t) sur ρτ (t′) respecti-

vement. On a alors







































W2(ρn, ρτ (t))2 ≤ Wµ0(ρn, ρτ (t))2 =
(

t− nτ

τ

)2 ∫

Rd
(tn+1 − Id)2ρn+1dx,

W2(ρn+1, ρτ (t))2 ≤ Wµ1(ρn+1, ρτ (t))2 =
(

nτ + τ − t

τ

)2 ∫

Rd
(tn+1 − Id)2ρn+1dx,

W2(ρτ (t), ρτ (t′))2 ≤ Wµ2(ρτ (t), ρτ (t′))2 =
(

t− t′

τ

)2 ∫

Rd
(tn+1 − Id)2ρn+1dx,

d’où les inégalités escomptées. On rappelle que si µ ∈ P(R2d) est un plan de transport entre

les mesures ρ et ν appartenant à P2(Rd), Wµ(ρ, ν) représente le coût de déplacer ρ sur ν

en utilisant le transport µ. Cette notion a déjà été utilisée en (1.4) à la page 18. Il est par

définition plus grand que le coût optimal W2(ρ, ν).

Proposition 1.17. ∀τ > 0, ρτ ∈ L(]0, T [,P2(Rd)), l’espace des fonctions Lipschitz en temps

à valeurs dans P2(Rd), de plus, ∀s1, s2 > 0 :

W2(ρτ (s1), ρτ (s2)) ≤ |s1 − s2|C0.

Démonstration. Pour la preuve, supposons que s2 ≥ s1 et définissons n et n′ de la manière

suivante (voir figure 1.6)










n = ⌊s1

τ
⌋ + 1,

n′ = ⌊s2

τ
⌋,

(1.11)

alors, si on a n ≤ n′, c’est-à-dire s’il existe un entier n tel que s1 ≤ nτ ≤ s2 on a

30



1.2. Schéma 1

W2(ρτ (s1), ρτ (s2))

≤ W2(ρτ (s1), ρτ (nτ)) +
n′−1
∑

j=n

W2(ρτ (jτ), ρτ (jτ + τ)) + W2(ρτ (n′τ), ρτ (s2))

= W2(ρτ (s1), ρn) +
n′−1
∑

j=n

W2(ρj , ρj+1) + W2(ρn
′
, ρτ (s2))

≤
(

nτ − s1

τ

)

W2(ρn−1, ρn) +
n′−1
∑

j=n

W2(ρj, ρj+1) +
(

s2 − n′τ
τ

)

W2(ρn
′
, ρn

′+1)

≤
(

nτ − s1

τ
+ (n′ − n) +

s2 − n′τ
τ

)

W2(ρ0, ρ1)

≤
(

s2 − s1

τ

)

τ

√

∫

Rd

∥

∥

∥u0(x)
∥

∥

∥

2
ρ0(x)dx

≤ (|s2 − s1|)C0.

Maintenant, si ce n’est pas le cas, il existe alors un entier n tel que nτ ≤ s1 ≤ s2 ≤ nτ + τ et

on a facilement

W2(ρτ (s1), ρτ (s2)) ≤
( |s2 − s1|

τ

)

W2(ρnτ , ρ
n+1
τ ) ≤ |s2 − s1|C0.

En conclusion, on obtient bien le résultat voulu dans tous les cas.

Remarque 1.18. L’inégalité obtenue est en fait optimale, pour le couple densité/vitesse ini-

tial suivant :






ρ0(x) = 1]0,1[(x);

(ρu)0(x) = 1]0,1[(x).
(1.12)

L’algorithme donne la suite ρn définie comme suit (voir la proposition 1.27) :

ρn(x) = 1]nτ,1+nτ [(x)

et son interpolation ne dépend plus de τ :

ρτ (t, x) = 1]t,1+t[(x)

on obtient :

W2(ρτ (s1), ρτ (s2)) = |s1 − s2| = |s1 − s2|
√

∫

R

u0(x)2ρ0(x)dx.

Lemme 1.19. Si t ∈ [nτ, nτ + τ ], alors

M2(ρτ (t)) ≤
(

nτ + τ − t

τ

)

M2(ρn) +
(

t− nτ

τ

)

M2(ρn+1).
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Démonstration. En utilisant la convexité de x → ‖x‖2 on obtient

M2(ρτ (t)) :=
∫

Rd
‖x‖2 ρτ (t, x)dx

=
∫

Rd
‖x‖2 (T n+1

τ (t))#ρ
n+1(x)dx

=
∫

Rd

∥

∥

∥

∥

(

t− nτ

τ

)

x+
(

nτ + τ − t

τ

)

t
n+1(x)

∥

∥

∥

∥

2

ρn+1(x)dx

≤
(

t− nτ

τ

)∫

Rd
‖x‖2 ρn+1(x)dx+

(

nτ + τ − t

τ

)∫

Rd

∥

∥

∥t
n+1(x)

∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx

=
(

t− nτ

τ

)

M2(ρn+1) +
(

nτ + τ − t

τ

)

M2(ρn).

Ce lemme et la proposition 1.14 page 28 nous permettent d’assurer que pour tout temps

t, la famille (ρτ (t))τ>0 des suites d’interpolées au temps t est τ -uniformément bornée.

En utilisant cette dernière propriété et le caractère τ -uniformément lipschitz des courbes

ρτ , le théorème d’Ascoli-Arzelà nous permet d’extraire une sous-suite (que l’on note τh) telle

que :

ρτh
⇀ ρ ∈ P2(Rd).

Nous allons maintenant nous intéresser à la suite d’interpolée de la vitesse et à ses pro-

priétés.

Proposition 1.20. Soit t ∈ [nτ, nτ + τ ] on définit

uτ (t) = un+1 ◦
(

T n+1
τ (t, ·)

)−1
∈ L2

ρτ (t),

alors la vitesse uτ (t) est bien définie comme un élément de L2
ρτ (t) de plus :

‖uτ (t)‖L2
ρτ (t)

=
∥

∥

∥un+1
∥

∥

∥

L2
ρn+1

.

Démonstration. Tout d’abord, T n+1
τ (t, .) : spt(ρn+1) → spt(ρτ (t)) est bien une application

bijective pour tout t ∈ [nτ, nτ + τ ], pour cela on peut remarquer que :

〈T n+1
τ (t, x) − T n+1

τ (t, y), x− y〉 ≥ t− nτ

τ
‖x− y‖2

de plus,

∫

Rd
‖uτ (t, x)‖2 ρτ (t, x)dx :=

∫

Rd

∥

∥

∥un+1(t, (T n+1
τ (t, x))−1)

∥

∥

∥

2
ρτ (t, x) dx

=
∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx.

Proposition 1.21. Soit Eτ = uτρτ la mesure représentant la quantité de mouvement du

système alors :
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ρ̃n+1

ρn

ρn+1

Id + τun

t̃
n

Id + τ∇πn+1

t
n+1

Transports optimaux

Transports

Figure 1.7 – Définition de chacun des transports utilisés.

1. la suite (uτ )τ∈R+ est uniformément bornée dans L2([0, T ], L2
ρτ (t)) ;

2. (Eτ )τ∈R+ := (uτρτ )τ∈R+ est une suite de mesures uniformément bornée.

Démonstration. 1. Soit N ∈ N tel que Nτ = T , on a

∫ T

0

∫

Rd
‖uτ (t, x)‖2 ρτ (t, x)dxdt =

N−1
∑

j=0

∫ jτ+τ

jτ

∫

Rd
‖uτ (t, x)‖2 ρτ (t, x)dx dt

= τ
N−1
∑

j=0

∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx

≤ Nτ

∫

Rd

∥

∥

∥u0(x)
∥

∥

∥

2
ρ0(x) dx

= TC2
0 .

2. On a l’estimation suivante :

∫ T

0

∫

Rd
‖uτ (t, x)‖ ρτ (t, x)dxdt ≤

√

∫ ∫

‖uτ‖2 ρτdxdt

√

∫ T

0

∫

Rd
ρτdx dt

=
√

C2
0T

√
T

≤ C0T.

Cette dernière propriété nous permet d’extraire de la suite (Eτh
)h>0 une sous-suite qui

converge faiblement au sens des mesures de [0, T ] ⊗ R
d.

1.2.4 Équation vérifiée par les suites d’interpolées

À partir de là, on se place en dimension 1, nous allons voir comment les suites d’interpolées

se comportent vis-à-vis des équations des gaz sans pression avec contrainte de congestion (1.6)

page 24. Comme attendu, la vitesse transporte les densités.

Proposition 1.22. Soit τ > 0, le couple (ρτ , uτ ) est solution faible de l’équation de transport

avec pour vitesse celle définie dans la proposition 1.20.
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Démonstration. Soient φ ∈ C∞
c ([0, T [×R) et N ∈ N tel que Nτ ≤ T < (N + 1)τ alors

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈ρτuτ , ∂xφ〉

=
∫ T

0

∫

R

∂tφ(t, x)ρτ (t, x)dx dt +
∫ T

0

∫

R

∂xφ(t, x)ρτ (t, x)uτ (t, x)dx dt

=
N
∑

n=0

(

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R

[∂tφ(t, x) + uτ (t, x)∂xφ(t, x)](T n+1
τ (t, x))#ρ

n+1(x)dx dt

)

=
N
∑

n=0

(

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R

[

∂tφ(t, T n+1
τ (t, x)) + uτ (t, T n+1

τ (t, x))∂xφ(t, T n+1
τ (t, x))

]

ρn+1(x)dx dt

)

=
N
∑

n=0

(

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R

[

∂tφ(t, T n+1
τ (t, x)) + un+1(x)∂xφ(t, T n+1

τ (t, x))
]

ρn+1(x)dx dt

)

or,
d

dt
(T n+1
τ (t, x)) = un+1(x) ce qui nous donne

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈ρτuτ , ∂xφ〉

=
N
∑

n=0

(

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R

[

d

dt
φ(t, T n+1

τ (t, x))
]

ρn+1(x)dx dt

)

=
N
∑

n=0

(∫

R

[

φ(nτ + τ, T n+1
τ (nτ + τ, x)) − φ(nτ, T n+1

τ (nτ, x))
]

ρn+1(x)dx dt
)

=
N
∑

n=0

(∫

R

[

φ(nτ + τ, x) − φ(nτ, tn+1(x))
]

ρn+1(x)dx dt
)

.

De plus, en utilisant que

∫

R

φ(nτ, tn+1(x))ρn+1(x)dx =
∫

R

φ(nτ, x)ρn(x)dx

on obtient finalement

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈ρτuτ , ∂xφ〉 = −
∫

R

φ(0, x)ρ0(x)dx.

Remarque 1.23. On peut remarquer que la proposition 1.22 est toujours vraie en dimension

supérieure. Ceci dit, nous allons voir dans la sous-section suivante que ce schéma n’a que peu

d’intérêt au delà de la dimension 1.

On définit r
n+1 le transport optimal entre ρn+1 et ρ̃n+1, on rappelle que, d’après le

lemme 1.3 page 17, il existe πn+1 ∈ {p ∈ H1
ρn+1| p ≥ 0, (1 − ρn+1)p = 0} tel que

r
n+1 = Id + τ∇πn+1.

Enfin, notons t̃
n le transport optimal entre ρn et ρ̃n+1 (voir figure 1.7 page 33). La proposition

suivante montre que le couple (ρτ , uτ ) est solution d’une version discrète de l’équation de
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conservation de la quantité de mouvement avec un terme de consistance et un terme jouant

le rôle de gradient de pression.

Proposition 1.24. Pour tout φ ∈ C∞([0, T [×R), ∀τ > 0,

〈ρτuτ , ∂tφ〉 + 〈ρτu2
τ , ∂xφ〉 −

N
∑

n=0

〈Pn, φ〉 + 〈ρ0u0, φ(0, ·)〉 =
N
∑

n=0

〈ǫn, φ〉

avec :

• N ∈ N tel que Nτ ≤ T < (N + 1)τ ;

• 〈ǫn, φ〉 =
∫

R
φ(nτ, x)

[

un(x) − t̃
n

(x)−x
τ

]

ρn(x)dx ;

• 〈Pn, φ〉 =
∫

R
φ(nτ, tn+1(x))∇πn+1(x)ρn+1(x)dx.

Démonstration. Posons µn+1 ∈ P(R3) le plan de transport à trois marginales tel que :

• X
2,3
# µ = (rn+1 ⊗ Id)#ρ

n+1 ;

• X
1,3
# µ = (tn+1 ⊗ Id)#ρ

n+1.

En dimension 1, l’application t̃n = r
n+1 ◦ (tn+1)−1 transporte ρn sur ρ̃n+1 et est monotone.

C’est le transport optimal entre ces deux mesures. En utilisant ce plan, on obtient que

〈ρτuτ , ∂tφ〉 + 〈ρτu2
τ , ∂xφ〉

=
N
∑

n=0

(∫ nτ+τ

nτ

∫

R

∂tφ(t, x)(uτρτ )(t, x)dx dt+
∫ nτ+τ

nτ

∫

R

∂tφ(t, x)(u2
τρτ )(t, x)dx dt

)

=
N
∑

n=0

(∫ nτ+τ

nτ

∫

R

[

∂tφ(t, T n+1
τ (x))un+1(x)ρn+1(x) + ∂tφ(t, T n+1

τ (x))un+1(x)2
]

ρn+1(x)dx dt
)

=
N
∑

n=0

(∫ nτ+τ

nτ

∫

R

[

d

dt
φ(t, T n+1

τ (x))
]

un+1(x)ρn+1(x)dx dt
)

=
N
∑

n=0

(∫

R

[

φ(nτ + τ, x) − φ(nτ, tn+1(x))
]

un+1(x)ρn+1(x)dx dt
)

= −〈ρ0u0, φ(0, ·)〉 +
N
∑

n=0

∫

R

[

φ(nτ, x)un(x)ρn(x) − φ(nτ, tn+1(x))un+1(x)ρn+1(x)
]

dx

= −〈ρ0u0, φ(0, ·)〉 +
N
∑

n=0

∫

R3

[

φ(nτ, z)un(z) − φ(nτ, tn+1(x))

(

x− t
n+1(x)
τ

)]

dµn+1(z, y, x)

= −〈ρ0u0, φ(0, ·)〉 +
N
∑

n=0

∫

R3

[

φ(nτ, z)un(z) − φ(nτ, z)
(

x− z

τ

)]

dµn+1(z, y, x)
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pour finir,

∫

R3

[

φ(nτ, z)un(z) − φ(nτ, z)
(

x− z

τ

)]

dµn+1(z, y, x)

=
∫

R3
φ(nτ, z)

[

un(z) −
(

x− y

τ
+
y − z

τ

)]

dµn+1(z, y, x)

=
∫

R3
φ(nτ, z)

[

un(z) −
(

y − z

τ

)]

dµn+1(z, y, x) −
∫

R3
φ(nτ, z)

(

x− y

τ

)

dµn+1(z, y, x)

=
∫

R

φ(nτ, z)

[

un(z) −
(

t̃
n(z) − z

τ

)]

ρn(z)dz −
∫

R3
φ(nτ, z)

(

x− y

τ

)

dµn+1(z, y, x)

=
∫

R

φ(nτ, z)

[

un(z) −
(

t̃
n(z) − z

τ

)]

ρn(z)dz +
∫

R

φ(nτ, tn+1(x))∇πn+1(x)ρn+1(x)dx

= 〈ǫn, φ〉 + 〈Pn, φ〉.

Les termes Pn correspondent au terme ∇π des équations de gaz sans pression avec

contrainte de congestion (1.6) page 24, définissons Pτ comme suit :

〈Pτ , φ〉 :=
N
∑

n=0

〈Pn, φ〉 =
N
∑

n=0

∫

R

φ(nτ, tn+1(x))∇πn+1(x)ρn+1(x)dx,

on peut contrôler l’énergie déployée par Pτ grâce au lemme suivant :

Lemme 1.25. Pour tout τ > 0, N ∈ N |Nτ ≤ T < (N + 1)τ , on a :

N
∑

n=0

∫

R

∥

∥

∥∇πn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx ≤ C2

0 .

Démonstration. En utilisant le lemme 1.5, on a

W2(ρn, ρn+1)2 ≤ W2(ρn, ρ̃n+1)2 − W2(ρ̃n+1, ρn+1)2

et par conséquent,

W2(ρ̃n+1, ρn+1)2 ≤ W2(ρn, ρn−1)2 − W2(ρn, ρn+1)2,

car

W2(ρn, ρ̃n+1) ≤ W2(ρn, ρn−1).

On obtient

N
∑

n=0

∫

R

∥

∥

∥∇πn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx ≤ 1

τ2

N
∑

n=0

(

W2(ρn, ρn−1)2 − W2(ρn, ρn+1)2
)

≤ W2(ρ0, ρ1)2

τ2

≤ C2
0 .
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Cependant, contrôler cette énergie semble insuffisant pour obtenir une quelconque conver-

gence du terme Pτ . Par exemple, on ne peut obtenir ainsi que la mesure est τ -uniformément

bornée en espace-temps.

Les termes ǫn sont dus aux erreurs commises sur la vitesse à chaque pas de temps. En

effet, le transport optimal entre ρn+1 et ρn ne représente pas le réel transport des particules

entre ces deux densités mais un réarrangement de celles-ci pour éviter toutes collisions entre

particules.

Il est difficile de dire si la somme des termes ǫn converge vers 0 dans un certain espace. Le

lemme suivant, prouvé dans [2] (chapitre 8) va en ce sens mais ne nous permet pas de le

démontrer.

Lemme 1.26. Soit ρ ∈ P2(R), ρ̃τ = (Id + τv)#ρ et µτ ∈ P2(R2) le plan de transport optimal

entre les deux mesures défini à l’aide de l’application Id + τv, alors

lim
τ→0

∫

x,y∈R

∥

∥

∥

∥

y − x− τv(x)
τ

∥

∥

∥

∥

2

dµτ (x, y) = 0.

Ce qui nous permet de dire que si la densité ρn était fixée et ne dépendait plus de τ

ǫn −→
L2

ρn

0.

Cependant, nous n’aurions toujours rien sur la somme des termes ǫn. À défaut d’obtenir la

convergence de ce schéma en 1D, un moyen d’observer le bon comportement de ces solutions

vis-à-vis des équations (15) est de calculer les solutions obtenues lorsque la donnée initiale doit

engendrer une solution de type sticky blocks. En effet, il a été démontré dans [11] que cette

classe de solutions était assez riche pour passer à la limite faible dans (9). Par conséquent, il

s’avère utile de calculer les solutions de notre schéma dans le cas où la donnée initiale est une

collection de blocs avec un champ des vitesses constant par blocs.

1.2.5 Cadre des sticky blocks

A titre d’exemple, nous allons étudier le schéma dans le cas où le couple (ρ0, u0) est donné

par
ρ0 = 1[−LG,0] + 1[e,e+LD],

(ρu)0 = uG1[−LG,0] + uD1[e,e+LD],
(1.13)

où LG > 0 représente la taille du bloc de gauche, LD > 0 celle du bloc de droite et e ≥ 0 est

la distance séparant les deux blocs.

Proposition 1.27. Soit (ρ0, u0) le couple densité/vitesse de (1.13), alors si l’écart entre les

deux blocs est plus grand que leurs déplacements durant τ : e > τ(uG − uD), les deux blocs

se déplacent à leurs vitesses respectives durant le pas de temps τ et les particules conservent
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leurs vitesses :
ρ1 = 1[−LG+τuG,+τuG] + 1[e+τuD,e+LD+τuD],

(ρu)1 = uG1[−LG+τuG,+τuG] + uD1[e+τuD,e+LD+τuD].

Démonstration. On applique les étapes du schéma 1 au couple densité/vitesse donné.

ρ̃1 = (Id + τu0)#ρ
0 = 1[−LG+τuG,+τuG] + 1[e+τuD,e+LD+τuD]

et comme e > τ(uG −uD) on a bien que [−LG + τuG,+τuG] ∩ [e+ τuD, e+LD + τuD] = ∅ et

par conséquent ρ̃1 ∈ K et ρ1 = ρ̃1. Le transport optimal (t1)−1 entre ρ0 et ρ1 étant monotone,

il envoie le bloc de gauche et de droite sur son translaté de τuG et de τuD respectivement et

la nouvelle vitesse u1 =
Id − t

1

τ
donne aux blocs une vitesse de uG et uD.

Proposition 1.28. Soit (ρ0, u0) le couple densité/vitesse de (1.13), t → (ρ(t), u(t)) la solution

exacte des équations (9) (page 5) donnée par l’approche sticky blocks avec (ρ(0), u(0)) =

(ρ0, u0), alors si l’écart entre les deux blocs est plus petit que leurs déplacements durant τ :

e < τ(uG − uD), les deux blocs vont entrer en collision. Si le pas de temps est assez petit

τ(uG − uD) < min(LG,LD)
2 au bout de deux étapes nous obtenons :

• u2 = u(2τ) ;

• W2(ρ(2τ), ρ2) = 0 .

Figure 1.8 – Résultats obtenus en appliquant le schéma 1 au couple densité/vitesse
initial de la proposition 1.28.
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Démonstration. Comme dans la preuve précédente, on va appliquer le schéma à ρ0, si τ(uG −
uD) < min(LG,LD)

2 , on obtient

ρ̃1 = (Id + τu0)#ρ
0 = 1[−LG+τuG,+τuG] + 1[e+τuD,e+LD+τuD]

c’est-à-dire

ρ̃1(x) =



















1 si x ∈ [−LG + τuG, e+ τuD],

2 si x ∈ [e+ τuD, τuG],

1 si x ∈ [τuG, LD + e+ τuD],

posons ∆u = uG − uD, d’après la proposition 1.6 page 21 on obtient alors

ρ1 = 1[−LG+τuG−d1,LD+τuG−d1]

avec

d1 =
(τ∆u− e)LD
LG + LD

.

Maintenant, le transport optimal t
1 entre ρ1 et ρ0 étant monotone, il transporte la partie

gauche et la partie droite du bloc de ρ1 sur le bloc de gauche et de droite de ρ0 respectivement,

ainsi

(

Id − t
1

τ

)

(x) =















uG − d1

τ
si x ∈ [−LG + τuG − d1,+τuG − d1],

uD + ∆u− e+ d1

τ
si x ∈ [+τuG − d1, LD + τuG − d1].

.

On remarque que
(

uG − d1
τ

)

−
(

uD + ∆u− e+d1
τ

)

= e
τ , le bloc est divisé en deux parties

n’ayant pas la même vitesse. La différence de vitesse correspond à la distance séparant les

deux blocs initialement divisée par le pas de temps. On applique une seconde fois le schéma,

ρ̃2(x) =



















1 si x ∈ [−LG + 2τuG − 2d1,+2τuG − 2d1 − e],

2 si x ∈ [+2τuG − 2d1 − e,+2τuG − 2d1],

1 si x ∈ [+2τuG − 2d1, LD + 2τuG − 2d1 − e],

et ρ2 = 1[−LG+2τuG−2d1−d2,LD+2τuG−2d1−d2] avec

d2 =
eLD

LG + LD
.

Comme les densités ρ2 et ρ1 sont formées d’un unique bloc, le transport optimal t
2 entre les
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deux est une translation, donc la vitesse
Id − t

2

τ
est constante sur tout le bloc et vaut :

=
x− t

2(x)
τ

= uG − d1 + d2

τ

=
LGuG + LDuD
LG + LD

.

De plus, nous avons la solution exacte donnée par l’approche sticky blocks

ρ(2τ) = 1
[−LG+ e

∆u
uG+(2τ− e

∆u
)

LGuG+LDuD
LG+LD

,LD+ e
∆u

uG+(2τ− e
∆u

)
LGuG+LDuD

LG+LD
]
.

Posons c =
e

τ∆u
∈ [0, 1[, comme ρ2 est aussi un bloc (l’indicatrice d’un intervalle), le transport

optimal entre les deux mesures est une translation d’amplitude :

∆ =
(

−LG + (2τ − ct)
uGLG + LDuD
LG + LD

+ cτuG

)

− (−LG + 2τuG − 2d1 − d2)

= 0

d’où W2(ρ(2τ), ρ2) = 0.

Remarque 1.29. Le schéma va "coller" les deux blocs dès le premier pas de temps, mais

comme ceux-ci n’ont pas parcouru la même distance, ils ont des vitesses différentes au premier

pas de temps. Le deuxième pas permet d’uniformiser la vitesse sur tout le bloc. Cette dernière

constatation couplée au fait que le schéma conserve la quantité de mouvement suffit à prouver

cette proposition, nous nous en servirons dans le second cas avec plusieurs collisions.

Le schéma possède un bon comportement vis à vis de la collision de deux blocs saturés.

En fait, c’est aussi le cas vis-à-vis de la collision de plusieurs blocs entre-eux au même pas de

temps si celui-ci est plus petit que min (Li)
2‖v‖∞

, où Li représente la longueur des blocs saturés.

Proposition 1.30. Soit le couple densité/quantité de mouvement (ρ0, ρ0u0) suivant :

ρ(x) =
N
∑

i=0

1[Σi+Ei,Σi+1+Ei],

(ρu)(x) =
N
∑

i=0

ui+11[Σi+Ei,Σi+1+Ei],

(1.14)

avec E0 = 0 et Ei+1 −Ei = ei+1 ≥ 0 correspond à la distance entre deux blocs saturés, Σ0 = 0

et Σi+1 − Σi = Li > 0 représente la longueur des blocs (voir figure 1.9). Définissons le couple

(ρ, u) solution des équations des gaz sans pression (9) suivant l’approche sticky blocks avec
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Σ0 Σ1 Σ1 + E1 Σ2 + E1 Σ2 + E2 Σ3 + E2 Σ3 + E3 Σ4 + E3 Σ4 + E4

Figure 1.9 – Densité de la proposition 1.30.

conditions initiales (ρ0, u0). On obtient les deux égalités suivantes :







W2(ρ2, ρ(2τ)) = 0,

u2 = u(2τ).

Démonstration. Si τ ≤ min (Li)
2‖v‖∞

alors ρ̃1 est une collection de blocs congestionnés de taille :

Li − τ(∆Ui + ∆Ui−1) + ei + ei−1 ≥ Li − min(Li) ≥ 0

séparés par des blocs de densité égale à 2 et de taille :

τ∆Ui − ei

avec ei = 0 si i 6∈ {0, ..., N}. Comme ρ̃1 ne possède qu’une seule composante connexe où la

densité est congestionnée ou surcongestionnée, la projection de ρ̃1 sur K est l’indicatrice d’un

intervalle. Le transport optimal entre ρ1 et ρ0 étant monotone, il conserve l’ordre qu’avaient

les particules initialement : la partie la plus à gauche du bloc représentant ρ1 est envoyée

sur le bloc le plus à gauche de ρ0, de taille L1 et ainsi de suite. Comme au départ, les blocs

étaient séparés par un espace vide de particules de longueur ei, ρ1 ne possède pas une vitesse

uniforme. Il est constitué de blocs de longueur Li ayant un écart de vitesse avec celui de droite

de ei
τ . La densité ρ̃2 a la même configuration que ρ̃1, il est constitué de blocs congestionnés

de taille :

Li − ei − ei−1 ≥ Li − τ(∆Ui + ∆Ui−1) ≥ 0

séparés par des blocs surcongestionnés de densité 2 et de taille ei. La projection sur K nous

redonne un unique bloc congestionné (l’indicatrice d’un intervalle) et le transport optimal

entre ρ2 et ρ1 est une translation, ce qui permet au bloc constituant ρ2 d’avoir une vitesse

uniforme. De plus, comme le schéma conserve la quantité de mouvement, il est clair que la

vitesse de l’unique bloc constituant ρ2 est la vitesse permettant de conserver la quantité de

mouvement. De plus, le centre de masse se déplaçant à cette vitesse, il se trouve à la même

position sur ρ2 et ρ(2τ). Ainsi, on obtient :







W2(ρ2, ρ(2τ)) = 0,

u2 = u(2τ).

Cette dernière propriété nous permet d’affirmer que les solutions calculées par le schéma
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converge vers la solution sticky blocks. De plus, cette famille de solutions est suffisante pour

construire des solutions dans un cadre plus général décrit dans [11].

Malgré le manque d’une analyse complète du schéma, les résultats que nous obtenons nous

laissent penser que le schéma 1 possède un bon comportement vis-à-vis des équations des gaz

sans pression avec contrainte de congestion (eq. (9) page 5) dans le cas de la dimension 1.

Ceci dit, nous allons montrer que ce schéma possède des problèmes en dimension supérieure

qui nécessitent l’élaboration d’une stratégie alternative.

1.2.6 Le problème de la dimension supérieure

Dans cette sous-section, nous allons voir qu’il paraît impossible que les suites d’interpolées

du schéma 1 approchent des solutions des équations des gaz sans pression avec contrainte de

congestion (15) en dehors du cadre de la dimension 1. Tout d’abord, revenons à la définition

de la nouvelle vitesse :

un+1 =
Id − t

n+1

τ
,

comme t
n+1 est un transport optimal, il est le gradient d’une fonction convexe, par consé-

quent, la nouvelle vitesse un+1 semble a fortiori un gradient et ne peut correspondre à la

vitesse de la solution si celle-ci n’en est pas un.

Prenons pour exemple en dimension 2, le couple densité/vitesse initial suivant (voir Fi-

gure 1.10) :






ρ0(r, θ) = 1B(0,1/π)(r, θ),

u0(r, θ) = (− sin(θ), cos(θ)),
(1.15)

défini avec les coordonnées polaires (r, θ). On remarque que le champ des vitesses est invariant

par rapport à toute rotation autour du centre 0. Il en suit que ρ̃n+1 est une densité ne

dépendant que du rayon r. De même, le projeté ρn+1 et, par conséquent le déplacement

Id − t
n+1 dépendent que de r également. La nouvelle vitesse est donc exclusivement radiale

et n’est en rien reliée à la vitesse initiale.

Il convient donc de définir un nouveau schéma qui contraindrait moins le champ des

vitesses que le premier. Une manière naturelle de définir le nouveau champ des vitesses serait

d’utiliser les applications de transport de chacune des étapes du schéma afin de suivre le

parcours réel des particules au fil des différentes étapes du schéma. C’est autour de cette idée

qu’a été construit le second schéma dont nous allons parler dans la section suivante.

1.3 Schéma 2

Cette section est consacrée au second schéma discrétisé en temps que nous avons proposé

et étudié durant ma thèse. Il pose les bases du schéma que nous avons finalement adopté

(décrit au chapitre suivant). La sous-section 1.3.1 sert à la description du schéma et aux

propriétés importantes de celui-ci. La sous-section 1.3.2 montre que les suites d’interpolées
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ρ1ρ0
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Figure 1.10 – Contre-exemple en dimension 2 pour le schéma 1, en haut la solution
proposée par le schéma 1, en bas, une représentation numérique de la solution ρ(τ) avec
∆x = 0.02 et τ = 0.01.
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suivent un système d’équations similaire à (1.6). Cependant, ce schéma ne prend pas en compte

correctement les collisions entre les particules ce qui nous amènera au schéma final.

1.3.1 Description du schéma

Avant de donner explicitement le schéma, nous avons besoin de définir certains objets

utiles. Supposons que la densité ρn+1 soit calculée à partir de ρn de la même manière que

le schéma 1 page 25. On peut définir sn+1 et rn+1 comme dans la section précédente (voir

figure 1.12), c’est-à-dire






sn+1 = Id + τun,

rn+1 = Id + τ∇πn+1.
(1.16)

Ainsi, sn+1 représente un transport de ρn à ρ̃n+1 et rn+1 est le transport optimal entre ρn+1

et ρ̃n+1. À partir de là, on peut définir deux plans de transport, l’un entre ρn et ρ̃n+1 et l’autre

de ρ̃n+1 à ρn+1.

Définition 1.31. On définit les plans de transport suivants :

1. µn+1
s = (Id ⊗ sn+1)#ρ

n ∈ Γ(ρn, ρ̃n+1) ;

2. µn+1
r = (rn+1 ⊗ Id)#ρ

n+1 ∈ Γ(ρ̃n+1, ρn+1) ;

où µ = (r⊗ s)#ρ est un plan de transport entre ces deux marginales r#ρ et s#ρ défini comme

suit : pour toute fonction f mesurable :

∫

(x,y)∈Rd
f(x, y)dµ(x, y) =

∫

z∈Rd
f(r(z), s(z))dρ(z).

On rappelle que Γ(ρ, ν) = {µ ∈ P(R2d)| X1
#µ = ρ , X

2
#µ = ν} défini l’ensemble des plans de

transport entre ρ et ν (voir l’annexe A pour plus de détails).

En utilisant ces deux plans de transport, on peut définir les plans de transport dans P(R3d)

qui respectent le déplacement des particules entre ρn, ρ̃n+1 et ρn+1. C’est-à-dire, un plan à

trois marginales dont le déplacement des particules entre ρn et ρ̃n+1 est donné par le transport

sn+1 et celui entre ρn+1 et ρ̃n+1 donné par rn+1 (voir figure 1.11 page 45). L’existence d’un

tel plan à trois marginales est prouvée par ce qu’on appelle communément le gluing lemma :

Lemme 1.32 (Gluing). Il existe un plan µ̃n+1 ∈ P(R3d) tel que :

1.
∫

x∈Rd
dµ̃n+1(z, y, x) = dµn+1

s (z, y) ;

2.
∫

z∈Rd
dµ̃n+1(z, y, x) = dµn+1

r (y, x) ;

3.
∫

y∈Rd
dµ̃n+1(z, y, x) = dµn+1(z, x), avec µn+1 ∈ Γ(ρn, ρn+1).

Le preuve de ce lemme est donnée notamment dans [63] chapitre 5 (page 164, voir aussi

annexe A). L’unicité d’un tel transport est obtenue si et seulement si sn+1 ou rn+1 est bijec-

tive. La figure 1.11 nous donne un exemple où il n’y a pas unicité d’un tel plan : les particules
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situées en z1 et z2 se déplacent en y (sn+1(z1) = sn+1(z2) = y), puis une partie de ces parti-

cules se déplace en x1, une autre en x2 (rn+1(x1) = rn+1(x2) = y). Maintenant, on ne peut

pas reconstruire le déplacement des particules entre ρn et ρn+1 car une partie de l’information

a été perdue : on ne peut distinguer si les particules qui se situent en x1 provenaient de z1 ou

de z2.

Nous allons décrire un schéma qui permet de construire des suites de couple densité/vitesse

(ρn, un) dans le but d’approcher les solutions des équations (15) page 9. Il aboutira à l’élabo-

ration du schéma que nous avons adopté.

ρ̃n+1

ρn+1

sn+1
rn+1

ρn x1

x2

z1

z2

y

Figure 1.11 – Situation où le plan µn+1 n’est pas défini de manière unique.

On rappelle qu’aucune hypothèse ne nous permet d’affirmer que le plan µ̃n+1 est défini

de manière unique. Ceci dit, supposons qu’il le soit ou que l’on donne un procédé permettant

de sélectionner de manière unique le plan µ̃n+1. Nous allons voir que sous cette condition, le

schéma est bien défini et a de bonnes propriétés :

Schéma 2. Soit (ρ0, u0) un couple densité/vitesse initial donné, τ > 0 un pas de temps fixé.

À partir de (ρn, un), le schéma calcule (ρn+1, un+1) de la manière suivante



















ρ̃n+1 = (Id + τun)#ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 = dEn+1/dρn+1,

(1.17)

avec

• En+1 =
∫

z∈Rd

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x) ;

• µn+1 ayant les propriétés du lemme 1.32.

Remarque 1.33. Le lemme de désintégration de mesure (voir l’annexe A page 180) nous

permet d’affirmer que En+1 est absolument continue par rapport à ρn+1. En effet, soit ξ :
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R
d → P(Rd) tel que :

∀φ ∈ C0(R2d), on a :

∫

R2d
φ(z, x)dµn+1(z, x) =

∫

R2d
φ(z, x)dξx(z)ρn+1(x)dx (1.18)

on a donc

un+1(x) =
∫

z∈Rd

(

x− z

τ

)

dξx(z). (1.19)

Proposition 1.34. Soit un couple densité vitesse (ρn, un) ∈ P2(Rd) × L2
ρn et µ̃n+1 ∈ P(R3d)

ayant les propriétés du gluing lemma (voir lemme 1.32), alors le procédé calcule un unique

couple (ρn+1, un+1) ∈ P2(Rd) × L2
ρn+1.

Démonstration. Commençons par prouver que un+1 ∈ L2
ρn+1, en utilisant l’inégalité de Jensen

et les notations du lemme 1.32, on obtient :

∫

x∈Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥ ρn+1(x)dx

:=
∫

x∈Rd

∥

∥

∥

∥

∫

z∈Rd

(

x− z

τ

)

dξx(z)
∥

∥

∥

∥

2

ρn+1(x)dx

≤
∫

x∈Rd

∫

z∈Rd

∥

∥

∥

∥

x− z

τ

∥

∥

∥

∥

2

dξx(z)ρn+1(x)dx

=
∫

z,x∈Rd

∥

∥

∥

∥

x− z

τ

∥

∥

∥

∥

2

dµn+1(z, x)

≤
∫

z,y,x∈Rd

(

2
∥

∥

∥

∥

x− y

τ

∥

∥

∥

∥

2

+ 2
∥

∥

∥

∥

y − z

τ

∥

∥

∥

∥

2
)

dµ̃n+1(z, y, x)

= 2
∫

x,y∈Rd

∥

∥

∥

∥

x− y

τ

∥

∥

∥

∥

2

dµn+1
r (y, x) + 2

∫

z,y∈Rd

∥

∥

∥

∥

y − z

τ

∥

∥

∥

∥

2

dµn+1
s (z, y)

= 2
∫

x∈Rd

∥

∥

∥∇πn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx + 2

∫

z∈Rd
‖un(z)‖2 ρn(z)dz

≤ 4
∫

z,y∈Rd
‖un(z)‖2 ρn(z)dz

car µn+1
s est un plan admissible pour la projection de ρ̃n+1 sur K ce qui implique

∫

x∈Rd

∥

∥

∥∇πn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx ≤

∫

z∈Rd
‖un(z)‖2 ρn(z)dz. (1.20)

Maintenant que nous avons cette estimation pour un+1 on peut conclure en observant que

M2(ρn+1) :=
∫

x∈Rd
‖x‖2 ρn+1(x)dx

=
∫

z,x∈Rd
‖x‖2 dµn+1(z, x)

≤
∫

z,x∈Rd

(

2 ‖x− z‖2 + 2 ‖z‖2
)

dµn+1(z, x)

= 2M2(ρn) + 2τ2
∥

∥

∥un+1
∥

∥

∥

L2
ρn+1

.
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ρ̃n+1

ρn
ρn+1

µn+1
s

sn+1

µn+1
r

K

rn+1

Figure 1.12 – Représentation des différents plans de transport du schéma 2

Le lemme suivant permet de voir la nouvelle vitesse au temps (n + 1)τ en x ∈ spt(ρn+1)

comme la somme de deux termes :

• un terme représentant la vitesse résultante de la conservation de la quantité de mou-

vement de toutes les vitesses des particules arrivant en x au temps nτ ;

• un terme représentant la correction effectuée à la vitesse pour que la densité ne dépasse

pas la contrainte de congestion.

Lemme 1.35 (Décomposition). Soit n ∈ N on a :

En+1 = −∇πn+1ρn+1 + Ēn (1.21)

avec Ēn(x) =
∫

Rd un(z)dµn+1(z, x).

Démonstration.

En+1(x) =
∫

z,y∈Rd

(

x− z

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x)

=
∫

z,y∈Rd

(

x− y

τ
+
y − z

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x)

=
∫

y∈Rd

(

x− y

τ

)

dµn+1
r (y, x) +

∫

z,y∈Rd

(

y − z

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x)

= −∇πn+1(x)ρn+1(x) +
∫

z∈Rd
un(z)dµn+1(z, x).

Corollaire 1.36. Il y a conservation de la quantité de mouvement, c’est-à-dire :

∀n ∈ N,

∫

x∈Rd
En+1(x)dx =

∫

x∈Rd
En(x)dx.

Démonstration. Tout d’abord, cette intégrale est bien définie car nous avons l’estimation

suivante :
∫

Rd
‖En(x)‖ dx ≤

(∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx

)1/2 (∫

Rd
ρn(x)dx

)1/2

.
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De plus, en utilisant le lemme 1.35 on obtient :

∫

Rd
En+1(x)dx =

∫

Rd
∇πn+1(x)ρn+1(x)dx+

∫

z,x∈Rd
un(z)dµn+1(z, x)

=
∫

Rd
∇πn+1(x)ρn+1(x)dx+

∫

Rd
un(z)ρn(z)dz

=
∫

Rd
En(z)dz

par définition de πn+1.

Par la suite, nous allons voir que nous pouvons définir des suites d’interpolées dans le même

esprit que dans la section 1.15 page 29 et qu’elles sont solutions d’un système d’équations

similaire à celui des gaz sans pression avec contrainte de congestion.

1.3.2 Equations vérifiées par les suites d’interpolées

Rappelons encore qu’avec les hypothèses actuelles, le déplacement des particules ne peut

plus être clairement défini dans certains cas. On peut s’en convaincre avec l’exemple suivant

(en dimension 2, voir figure 1.13), soit ρn = 1B(0,1/π) et sn+1 = a ∈ R
2. La densité intermé-

diaire résultant du déplacement des particules est ρ̃n+1 = δa. En projetant cette mesure sur

K, on trouve que ρn+1 = 1B(a,1/π) et rn+1 = a. Cependant, si on veut construire la trajectoire

qu’a suivi une particule partant de x ∈ B(0, 1/π), elle s’est déplacée pour arriver en a après

la première étape de l’algorithme. Cependant, comme l’image de rn+1 est le singleton {a}, le

plan de transport ne permet pas de distinguer le point d’arrivée de la particule (l’application

n’est pas injective). En d’autres termes, tous les plans µ̃n+1 qui concentrent la matière en a

puis la répartissent de manière uniforme dans B(a, 1/π) sont des plans admissibles pour le

gluing lemma (voir 1.32) et il y a autant de trajectoires possibles que de plans admissibles.

ρn

ρn+1

sn+1

Figure 1.13 – Situation où l’on perd l’unicité des trajectoires des particules.

Pour un plan µ̃n+1 fixé, on peut définir le mouvement des particules partant de z ∈ R
d du

support de ρn et arrivant en x sur le support de ρn+1 comme étant rectiligne uniforme. Ainsi,

on peut définir des mesures interpolées pour chaque suite de mesures donnée par le schéma.
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À l’instant t ∈]nτ, nτ + τ [, la densité interpolée ρτ (t) est la mesure qu’on obtient à t si on

anime les particules d’un mouvement rectiligne uniforme entre nτ et (n+ 1)τ .

Définition 1.37. On définit Sn+1 ∈ C([nτ, (n+ 1)τ ] × R
2d,Rd) comme suit :

Sn+1
τ (t, z, x) =

(

(n+ 1)τ − t

τ

)

z +
(

t− nτ

τ

)

x.

Sn+1(t, z, x) représente la position d’une particule partant de z au temps nτ , arrivant à x au

temps (n + 1)τ et animée d’un mouvement rectiligne uniforme.

Soit Ω = [0, T ]×R
d, en utilisant Sn+1

τ , on peut définir les mesures ρτ ∈ M(Ω), Eτ ∈ Md(Ω)

et Nτ ∈ Md2
(Ω) de la manière suivante : ∀φ ∈ C0(Ω,R), ψ ∈ C0(Ω,Rd), A ∈ C0(Ω,Md(R)) :

< ρτ , φ >=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R2d
φ(t, Sn+1

τ (t, z, x))dµn+1(z, x),

< Eτ , ψ >=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R2d

(

x− z

τ

)

· ψ(t, Sn+1
τ (t, z, x))dµn+1(z, x),

< Nτ , A >=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R2d

[

A(t, Sn+1
τ (t, z, x))

(

x− z

τ

)]

·
(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x),

avec N ∈ N tel que Nτ < T ≤ (N + 1)τ .

Remarque 1.38. Les trois mesures définies ci-dessus sont les généralisations des interpola-

tions utilisées pour le schéma 1.

On peut montrer que le couple (ρτ , Eτ ) est solution de l’équation de transport.

Proposition 1.39. ∀φ ∈ C∞
c ([0, T ] × R

d) :

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈Eτ ,∇xφ〉 = −〈ρ0, φ(0, ·)〉.

Démonstration.

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈Eτ ,∇φ〉

=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R2d

[

∂tφ(t, Sn+1(t, z, x)) +
(

x− z

τ

)

· ∇φ(t, Sn+1(t, z, x))
]

dµn+1(z, x)

=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

R2d

d

dt

[

φ(t, Sn+1(t, z, x)
]

dµn+1(z, x)

=
N
∑

n=0

∫

R2d
(φ((n+ 1)τ, x) − φ(nτ, z)) dµn+1(z, x)

=
N
∑

n=0

([∫

R2d
φ((n + 1)τ, x)dµn+1(z, x)

]

−
[∫

R2d
φ(nτ, z)dµn+1(z, x)

])

=
N
∑

n=0

([∫

Ω
φ((n+ 1)τ, x)ρn+1(x)dx

]

−
[∫

Ω
φ(nτ, z)ρn(z)dz

])

= −
∫

Ω
φ(0, z)ρ0(z)dz.
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Le couple (Eτ ,Nτ ) est solution des équations de conservation de la quantité de mouvement

avec un terme supplémentaire correspondant au gradient de pression apparaissant dans les

equations (1.6).

Proposition 1.40. ∀ψ ∈ C∞
c ([0, T ] × R

d,Rd) :

〈Eτ , ∂tψ〉 + 〈Nτ ,∇ψ〉 − 〈Pτ , ψ〉 = −〈E0, ψ(0, ·)〉

avec :

< Pτ , ψ >=
N
∑

n=0

∫

R2d
ψ(nτ, z) · ∇πn+1(x)dµn+1(z, x).

Démonstration.

< Eτ , ∂tψ > + < Nτ ,∇ψ >

=
N
∑

n=0

∫

R2d

∫ (n+1)τ

nτ

(

∂tφ(t, Sn+1
τ ) + ∇ψ(t, Sn+1)

(

x− z

τ

))

·
(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

=
N
∑

n=0

∫

R2d

∫ (n+1)τ

nτ

(

d

dt

[

φ(t, Sn+1
τ (t, z, x))

]

)

·
(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

=
N
∑

n=0

∫

R2d
[φ((n + 1)τ, x) − φ(nτ, z)] ·

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

= −
∫

R2d
φ(0, z)

(

x− z

τ

)

dµ1(z, x) +
N
∑

n=1

〈Rn, ψ〉

= −
∫

R2d
φ(0, z)

(

x− y

τ
+
y − z

τ

)

dµ̃1(z, y, x) +
N
∑

n=1

〈Rn, ψ〉

= −〈E0, φ(0, ·)〉 −
∫

R2d
φ(0, z)

(

x− y

τ

)

dµ̃1(z, y, x) +
N
∑

n=1

〈Rn, ψ〉

Avec Rn définit comme suit :

〈Rn, ψ〉 =
∫

R2d
ψ(nτ, x) ·

(

x− z

τ

)

dµn(z, x) −
∫

R2d
ψ(nτ, z) ·

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

=
∫

R

ψ(nτ, x) · En(x)dx−
∫

R2d
ψ(nτ, z) ·

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

maintenant, nous allons voir que l’on peut simplifier cette expression grâce au second terme :

∫

R2d
ψ(nτ, z) ·

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

=
∫

R3d
ψ(nτ, z) ·

(

x− y

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x) +
∫

R3d
ψ(nτ, z) ·

(

y − z

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x)

=
∫

R3d
ψ(nτ, z) ·

(

x− y

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x) +
∫

R2d
ψ(nτ, z) ·

(

y − z

τ

)

dµn+1
s (z, y)

=
∫

R3d
ψ(nτ, z) ·

(

x− y

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x) +
∫

R

ψ(nτ, z) · En(z)dz

d’où :

〈Rn, ψ〉 = −
∫

R3d
ψ(nτ, z) ·

(

x− y

τ

)

dµ̃n+1(z, y, x)
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pour finir, il suffit de remarquer que µ̃(z, y, x) = δy=rn+1(x) ⊗ µ(z, x) (voir l’annexe A), on

obtient finalement :

〈Rn, ψ〉 =
∫

R2d
ψ(nτ, z) · ∇πn+1(x)dµn+1(z, x).

En conclusion, l’utilisation des plans de transport pour reconstruire la trajectoire des

particules possède plusieurs avantages par rapport à la manière du schéma 1 :

1. la trajectoire n’est pas forcément définie par une application qui est le gradient d’une

fonction convexe, elle n’efface pas la composante à divergence nulle de la vitesse. Le

schéma 2 est donc utilisable en toute dimension contrairement au schéma 1 qui est

consistant avec les équations (1.6) qu’en dimension 1 ;

2. comme les plans de transport nous donnent l’emplacement exact des particules au cours

de chacune des étapes, on reconstruit la bonne vitesse des particules. Cela se traduit

dans les équations de conservation de la quantité de mouvement par la disparition des

termes ǫn qui représentaient cette correction.

Cependant, ce schéma ne prend pas en compte les collisions entre particules. Durant leurs

déplacements, elles peuvent se croiser sans interférer l’une sur l’autre. L’une des premières

conséquences est que la contrainte sur les densités n’est pas respectée par les suites d’inter-

polées. On peut s’en convaincre avec l’exemple suivant : soit le couple densité/vitesse (ρ0, u0)

suivant :










ρ0(x) = 1]−1/2,1/2[(x),

u0(x) =
1
4
1]−1/2,0[(x) − 1

4
1]0,1/2[(x).

.

En appliquant le schéma 2 avec τ = 1, on obtient que ρ1 = ρ0. Dans le cas du schéma 1,

le transport optimal entre les deux densités serait donc l’application nulle. Les particules

restent immobiles et leurs nouvelles vitesses nulles. Ici, la trajectoire n’étant pas donnée par

le transport optimal mais par les deux plans de transport représentant chacune des étapes,

une particule située en x ∈ spt(ρ0) se retrouve après la première étape en x+u0(x) et après la

seconde en (r1)−1(x+u0(x)) avec (r1)−1(x) = 2x. Au final, une particule partie de x ∈ spt(ρ0)

se retrouve en t(x) ∈ spt(ρ1) avec :

t(x) =















2x− 1
2

si x ∈]0,
1
2

[,

2x+
1
2

si x ∈] − 1
2
, 0[,

alors, pour tout t ∈]0, 1[, la suite interpolée ρ(t, x) = ((1 − t)Id + tt)#ρ
0 = ( 1

1+t)(1]− 1
2
, t

2
[ +

1]− t
2
, 1

2
[) n’est pas un élément de K.

La seconde conséquence est que la vitesse n’est pas corrigée correctement par le terme ∇π
car elle n’est pas appliquée aux bonnes particules (à cause des croisements de celles-ci). Dans

notre exemple cela se traduit par le fait que la vitesse v1(x) = x
2 est non nulle. De manière gé-
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ρ0

ρ̃0

ρ̃1

ρ1

ρ̃2

ρ2

Figure 1.14 – Solution donnée par le second schéma dans le cas de deux blocs rentrant
en collision.

nérale, les conditions initiales devant produire des sticky blocks sont mal gérées par le schéma

2 (voir figure 1.14).

Par conséquent, si l’on veut garder la même reconstruction de la vitesse, il va être néces-

saire de modifier celle-ci avant la première étape pour qu’elle prenne en compte les chocs

entre particules. Ceci nous amène au dernier schéma élaboré qui est décrit dans le chapitre

suivant.
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Chapitre 2

Schéma de projection double

Dans ce chapitre, nous allons présenter puis étudier le schéma pour les gaz sans pression

avec contrainte de congestion que nous avons adopté. Dans une première section, nous allons

voir quels arguments nous ont amenés à rajouter une première étape de projection sur la

vitesse des particules. Une seconde section présentera le schéma et fera le lien entre celui-ci

et le schéma 2. Une dernière section servira à des éléments d’analyse du schéma en

dimension quelconque, puis à une analyse plus complète dans le cas de la dimension 1.

Sommaire

2.1 La projection de la vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2 Le schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.3 Analyse partielle du schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.3.1 En dimension quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.3.2 Cas de la dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.1 La projection de la vitesse

Nous commençons ce chapitre par des considérations sur le modèle microscopique (10)

page 7 qui nous permettent de préciser les différents points de la stratégie de discrétisation.

Nous supposons que le diamètre des particules est nul et qu’aucune force extérieure ne soit

exercée. Supposons aussi qu’au moment initial, l’ordre des particules est le même que celui de

leurs indices :

qi(0) ≤ qj(0) for 0 ≤ i ≤ j ≤ N.

Comme les particules ne doivent pas se croiser, l’ensemble des configurations admissibles est

donné par :

K̃ = {q ∈ R
N , qi ≤ qj ∀i ≤ j},

et l’ensemble des vitesses admissibles est le suivant :

Cq = {v ∈ R
N , vi ≤ vj si qi = qj}.
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Le modèle de particules 1D avec collision inélastique peut alors se formaliser de la manière

suivante :
dq

dt
= u , u+ = PCq (u−).

Pour ce modèle, un schéma numérique a été proposé dans [10] et [47] et des résultats de

convergence ont été obtenus. Soient τ > 0 le pas de temps et qn, vn ∈ R
n les vecteurs

positions et vitesses au temps nτ . On définit l’ensemble des vitesses admissibles en imposant

que les trajectoires discrètes ne se croisent pas :

Cτqn = {u ∈ R
N | ∀i ≤ j, qni + τuni ≤ qnj + τunj }

le schéma consiste, pour chaque pas de temps, à projeter les vitesses sur l’ensemble des vitesses

admissibles avant de l’utiliser pour déplacer les particules :







un+1 = PCτ
qn

(un),

qn+1 = qn + τun+1.
(2.1)

Notons qu’on peut réécrire la condition définissant Cτqn comme suit :

(

uni − unj

)

·
(

qni − qnj

)

≥ −1
τ

∣

∣

∣qni − qnj

∣

∣

∣

2
. (2.2)

Le nouveau schéma adopte la même stratégie que pour le schéma 2 page 45 en rajoutant

une étape de projection de la vitesse. Cette nouvelle étape est dans le même esprit que celle

proposée par [26] et la projection proposée par le schéma microscopique précédent. À chaque

pas de temps du schéma, on va commencer par projeter le vecteur vitesse sur l’ensemble des

vitesses admissibles suivant

Cτρn =
{

v ∈ L2
ρn , (x− y)(v(x) − v(y)) ≥ −1

τ
|x− y|2 pour ρn ⊗ ρn − p.p.(x, y)

}

.

Ainsi, nous nous assurons que les trajectoires des particules ne se croiseront pas durant le pas

de temps τ . Nous continuerons en transportant la densité avec la nouvelle vitesse obtenue,

puis nous la projetons sur l’ensemble des densités admissibles. Enfin on met à jour la vitesse

(de la même manière que le schéma 2).

L’inconvénient de la projection de la vitesse est que la densité intermédiaire risque de

contenir des masses de Dirac pour tout point y qui peut s’écrire x + τ ũn(x) pour x sur un

ensemble pour la densité ρn non négligeable. En effet, comme nous avons pu le constater dans

la partie précédente, pour avoir une chance d’être solution des équations de gaz sans pression,

nous devons suivre le mouvement de chaque particule pour pouvoir reconstruire sa vitesse.

Or, si toutes les trajectoires se concentrent en un unique point sur la densité intermédiaire,

nous ne pouvons retrouver sa localisation initiale dans ρn et ainsi reconstruire sa trajectoire.

En d’autres termes, on ne peut plus reconstruire de manière unique une application entre

la densité précédente et la suivante qui respecte correctement le mouvement lagrangien des

particules.
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Pour cette raison, nous proposons de contraindre un peu plus l’espace des vitesses ad-

missibles en imposant que 2 particules distinctes restent à une distance qui dépend de leur

alignement initial. Plus précisément, considérons deux particules à x et y, avec les vitesses vx
et vy, respectivement, les particules restent à distance supérieure ou égale à c fois leur distance

initiale si

〈x− y, (x+ τvx) − (y + τvy)〉 ≥ c |x− y|2

⇐⇒ 〈x− y, vx − vy〉 ≥
(

c− 1
τ

)

|x− y|2

avec c ∈]0, 1[ un paramètre.

Cette contrainte va être intégrée à notre précédent schéma avec une définition de l’ensemble

des vitesses admissibles qui sera donnée dans la prochaine section (équation (2.5)).

La positivité de c impose à la densité intermédiaire ρ̃n+1 de rester bornée (voir lemme 2.3)

et au transport Id + τ ṽn d’être inversible et monotone. Ainsi, on peut reconstruire les trajec-

toires des particules de la densité ρn+1 à la densité ρn avec la composition des deux transports

lagrangiens.

La prochaine section détaillera le schéma discrétisé en temps issu des diverses considéra-

tions que nous avons expliquées ci-dessus. L’approche que nous proposons n’est pas à l’heure

actuelle couverte par une analyse complète. Cependant, il existe très peu de méthodes pour

construire des solutions des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion et

l’approche est confortée par un certain nombre d’éléments théoriques :

1. le schéma est bien défini, dans le sens où à chaque pas de temps, le schéma définit une

unique nouvelle densité vérifiant la contrainte de congestion, et un nouveau champ des

vitesses associé ;

2. en dimension 1, dans le cas où la densité initiale est une collection de blocs saturés

à vitesses constantes (somme de fonctions caractéristiques d’intervalle), notre schéma

se comporte comme l’approche sticky blocks, dans le sens où, la solution numérique

converge, dans ce cadre, vers les solutions continues du problème (comme prouvé

dans [11], voir chapitre 6 pour une application numérique dans le cadre des sticky

blocks) ;

3. en dimension quelconque, le schéma conserve la quantité de mouvement. Plus précisé-

ment, pour chaque composante connexe intervenant dans une collision, la quantité de

mouvement est conservée ;

4. comme cette approche n’est pas basée sur une méthode de relaxation de la contrainte

de densité, il traite sans difficulté les zones vides (sans densité), comme le confirment

les tests numériques du chapitre 6.
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2.2 Le schéma

Si l’on revient à la définition du schéma 2, dans le cas où sn+1 est strictement monotone,

on a alors que le plan de transport µn+1 se simplifie (voir annexe A) :

µn+1 = ((sn+1)−1 ◦ rn+1 ⊗ Id)#ρ
n+1,

on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.1. Le schéma 2 se ramène au suivant : soit (ρ0, u0) un couple densité/vitesse

donné, τ > 0 un pas de temps fixé. Si (ρi, ui) ont déjà été calculés pour i ∈ {1, .., n}, l’algo-

rithme calcule (ρn+1, un+1) de la manière suivante :























ρ̃n+1 = (Id + τun)#ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 =
Id − (sn+1)−1 ◦ rn+1

τ
.

(2.3)

Démonstration. Il suffit de prouver que En+1 est continue par rapport à la mesure ρn+1 et

que dEn/dρn+1 = un+1 :

En+1(x) =
∫

z∈Rd

(

x− z

τ

)

dµn+1(z, x)

=

(

x− (sn+1)−1 ◦ rn+1(x)
τ

)

ρn+1(x) dx.

Le nouveau schéma prenant compte des considérations établies dans la section précédente

peut se décrire comme suit :

1. la première étape consiste à projeter la vitesse sur Mc
ρn pour éviter tout choc entre

particules ;

2. la densité est déplacée selon cette nouvelle vitesse durant τ ;

3. la densité intermédiaire obtenue peut ne pas être admissible, on la projette sur l’en-

semble des densités admissibles (au sens Wasserstein quadratique) ;

4. la dernière étape consiste à définir la nouvelle vitesse de la même manière que dans le

schéma 2 : en utilisant les plans de transport de chacune des étapes du schéma.
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Schéma 3. Soit (ρn, un) ∈ K × L2
ρn donné, le schéma calcule (ρn+1, un+1) de la façon sui-

vante :

ρn

ρ̃n+1

ρn+1

sn+1 rn+1

(sn+1)−1 ◦ rn+1
K







































ũn = PMc
ρn

(un),

ρ̃n+1 = (Id + τ ũn)# ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 =
Id − (sn+1)−1 ◦ rn+1

τ
,

(2.4)

avec

M
c
ρn = {v ∈ L2

ρn(R̄d) , 〈v(x) − v(y), x− y〉 ≥ c− 1
τ

|x− y|2 ρn ⊗ ρn − a.e.}, (2.5)

et c ∈]0, 1[ un paramètre. On rappelle que K est l’ensemble des densités de probabilité de R
d

qui admet une densité inférieure ou égale à un,

sn+1 = Id + τ ũn

et rn+1 est le transport optimal entre ρn+1 et ρ̃n+1.

La figure 2.1 illustre comment le schéma traite les collisions entre deux blocs en dimension 1.

Elle se lit de bas en haut. La première partie montre comment les particules sont déplacées

après avoir projeté leur vitesse pour éviter tous les contacts. La densité intermédiaire viole la

contrainte de congestion, elle est projetée dans l’ensemble des densités admissibles K. Les trois

cercles sur la figure correspond aux positions successives d’une particule durant les étapes du

schéma : initialement en z, elle se déplace en y, puis en x après la projection. Cette particule

aura comme nouvelle vitesse (x− z)/τ .

Comme il est expliqué dans la preuve de la proposition 2.13 page 66, il se peut qu’un écart

subsiste entre les deux blocs après un pas de temps. À ce moment, il est nécessaire d’effectuer

encore deux pas de temps pour que le schéma traite totalement la collision.

2.3 Analyse partielle du schéma

Dans les deux sous-sections suivantes, nous allons effectuer l’analyse la plus approfondie

possible de notre schéma. La première section traitera le cas de la dimension quelconque, nous

montrerons que le schéma est bien défini, qu’il conserve la masse et la quantité de mouvement.

Enfin, dans la dernière section, on montrera que les suites d’interpolées sont solutions d’un

système d’équations proche de celui des gaz sans pression (15) page 9 en dimension 1 et que

les solutions calculées par le schéma correspondent avec celles des sticky blocks.
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z

y

x

projection sur K

transport à vitesse

ũn = PMc
n
(un)

Figure 2.1 – Le schéma discrétisé en temps dans le cas d’une collision en dimension 1.

58



2.3. Analyse partielle du schéma

2.3.1 En dimension quelconque

Nous allons commencer par établir quelques propriétés basiques concernant le schéma. Le

premier lemme affirme que l’étape de projection sur les champs monotones est bien définie

et préserve la quantité de mouvement. Dans un second lemme, nous allons montrer que la

densité intermédiaire ρ̃n+1 est bornée.

Lemme 2.2. Soit ρ ∈ P2(Rd) et u ∈ L2
ρ(R

d), alors il existe un unique ũ ∈ Mc
ρ tel que :

‖u− v‖L2
ρ(Rd) ≥ ‖u− ũ‖L2

ρ(Rd) , ∀v ∈ M
c
ρ.

De plus, nous avons les propriétés suivantes :

(i) ‖ũ‖L2
ρ(Rd) ≤ ‖u‖L2

ρ(Rd) ;

(ii)
∫

Rd
ũ(x)dρ(x) =

∫

Rd
u(x)dρ(x).

Démonstration. Comme Mc
ρ est un ensemble fermé convexe, la projection ũ := PMc

ρ
(u) est

bien définie. L’inégalité (i) vient du fait que Mc
ρ est aussi un cône de sommet 0.

Maintenant, prouvons que la première étape du schéma ne change pas la quantité de

mouvement (l’égalité (ii)). Si u ∈ Mc
ρ, alors u + k est aussi dans Mc

ρ pour tout k ∈ R
d. Si ũ

est la projection de u sur Mc
ρ, on a :

‖u− ũ‖2
L2

ρ(Rd) ≤ ‖u− ũ− k‖2
L2

ρ(Rd)

et ainsi
〈

u− ũ,
k

|k|

〉

L2
ρ(Rd)

≤ |k|
2
.

Avec |k| tendant vers 0, on obtient
〈

u− ũ, k|k|

〉

L2
ρ(Rd)

≤ 0, pour tout k ∈ R
d et par consé-

quent
〈

u− ũ,
k

|k|

〉

L2
ρ(Rd)

= 0.

On définit Etot et Ẽtot comme étant la quantité de mouvement avant et après l’étape de

projection respectivement :

Etot =
∫

Rd
u(x)dρ(x) et Ẽtot =

∫

Rd
ũ(x)dρ(x).

Nous avons 〈Etot, k〉=
〈

Ẽtot, k
〉

pour tout k ∈ R
d et finalement Ẽtot = Etot.

Lemme 2.3. Soit ρ̃ := s#ρ = (Id + τ ũ)#ρ, avec ρ ∈ L∞(Rd), et ũ ∈ Mc
ρ, on a :

‖ρ̃‖L∞(Rd) ≤ 1
cd

‖ρ‖L∞(Rd) .

Démonstration. On considère ici que la vitesse ũ est régulière, nous renvoyons le lecteur à [2],

Section 5.5, pour une démonstration du cas général ou encore au lemme 1.5 page 18 qui en
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fait la démonstration. Comme ũ est dans Mc
ρ, les valeurs propres ∇s sont plus grandes que c

et ainsi det ∇s est plus grand que cd. Finalement, comme ρ̃ =
ρ

| det ∇s| ◦ s−1 on a

‖ρ̃‖L∞(Rd) =
∥

∥

∥

∥

ρ

| det ∇s| ◦ s−1

∥

∥

∥

∥

L∞(Rd)

≤ 1
cd

∥

∥

∥ρ ◦ s−1
∥

∥

∥

L∞(Rd)
≤ 1
cd

‖ρ‖L∞(Rd) ,

ce qui finit la preuve.

Nous allons maintenant prouver que le schéma est bien défini : pour un couple den-

sité/vitesse donné dans un certain espace, le schéma calcule un unique couple densité/vitesse

dans le même espace.

Proposition 2.4. Soit (ρn, un) ∈ K × L2
ρn(Rd), le schéma (2.4) définit un unique couple

(ρn+1, un+1) avec ρn+1 ∈ K et un+1 ∈ L2
ρn+1(Rd).

Démonstration. Soit un couple densité/vitesse (ρn, un) ∈ P2(Rd) × L2
ρn , le lemme 2.2 nous

permet d’affirmer l’unicité de la vitesse ũn, projeté de un sur Mc
ρn . Du couple (ρn, ũn) le

schéma définit un unique couple densité/vitesse (ρn+1, un+1) ∈ P2(Rd) × L2
ρn+1 car les étapes

restantes sont les mêmes que celles du schéma 2 et que Id + τ ũn est inversible (voir les

propositions 1.34 et 2.1 page 46 et 56 respectivement).

Proposition 2.5. La masse totale et la quantité de mouvement sont conservées par le schéma (2.4).

Démonstration. La conservation de la masse est inhérente à l’approche, qui est une succession

d’étape de transport et de projection au sens Wasserstein.

Pour la quantité de mouvement, on a déjà vu que
∫

Rd En(x)dx =
∫

Rd Ẽn(x)dx, où Ẽn =

ρnṽn.

Les autres étapes sont les mêmes que celles du schéma 2 et elles préservent la quantité de

mouvement (voir corollaire 1.36 page 47).

Remarque 2.6. Une conséquence directe de cette proposition est que le centre de gravité se

déplace à vitesse constante :

U =
∫

Rd un(x)ρn(x)dx
∫

Rd ρn(x)dx
.

Le lemme suivant montre que l’on peut décomposer la nouvelle vitesse obtenue au pas de

temps n+ 1 en deux termes dépendant de la vitesse au pas de temps précédent et du gradient

de πn+1.

Lemme 2.7 (Décomposition). ∀n ∈ N,

un+1 = ũn ◦ t
n+1 − ∇πn+1

avec t
n+1 = (sn+1)−1 ◦ rn+1 .
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Démonstration.

un+1(x) =
x− (sn+1)−1 ◦ rn+1(x)

τ
(2.6)

=
rn+1(x) − (sn+1)−1 ◦ rn+1(x)

τ
+
x− rn+1(x)

τ
(2.7)

=

(

sn+1 − Id
τ

)

◦ t
n+1(x) − ∇πn+1(x) (2.8)

= ũn+1 ◦ t
n+1(x) − ∇πn+1(x). (2.9)

Remarque 2.8. On peut réécrire la décomposition de la vitesse de la manière suivante :

un+1 = un ◦ t
n+1 + (ũn ◦ t

n+1 − un ◦ t
n+1) − ∇πn+1 (2.10)

et ainsi remarquer que la nouvelle vitesse un+1 se décompose en trois termes :

• le premier terme représente la vitesse de la particule au pas de temps précédent ;

• le second terme représente la correction effectuée sur la vitesse pour éviter le croisement

des particules ;

• le dernier corrige la vitesse pour que la densité finale ne dépasse pas la contrainte de

congestion.

Nous allons calculer chacun de ces termes dans l’exemple suivant (voir figure 2.2) :







ρ0(x) = 1[−1/2,1/2],

ρ0(x)u0(x) = 1[−1/2,0] + 1[0,1/2],
(2.11)

avec c = 1
2 et τ quelconque. L’ensemble des vitesses admissibles est alors le suivant :

M
c
ρ0 = {v ∈ L2

ρ0(R̄) , 〈v(x) − v(y), x− y〉 ≥ −1
2τ

|x− y|2 ρ0 ⊗ ρ0 − a.e.},

et on peut montrer que

ũ0(x) = 1[−1/2,2τ ] − x

2τ
1[−2τ,2τ ] − 1[2τ,1/2]

par conséquent

ũ0(x) − u0(x) =
(

− x

2τ
− 1

)

1[−2τ,0] +
(

− x

2τ
+ 1

)

1[0,2τ ]

et la densité intermédiaire ρ̃1 = 1[−1/2+τ,−τ ] + 21[−τ,τ ] + 1[τ,1/2−τ ]. La densité obtenue après

projection ρ1 = ρ0 = 1[−1/2,1/2] et

∇π1(x) = 1[−1/2,−2τ ] − x

2τ
1[−2τ,2τ ] − 1[2τ,1/2].
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ρ̃1

ρ0, ρ1

u0

ũ0

ũ0 − u0

∇π1

Figure 2.2 – Décomposition de chacun des termes composants la vitesse aux pas de
temps suivant dans le cas de l’exemple (2.11).

De la même manière que pour les schémas précédents, on peut définir des suites d’inter-

polées en suivant de manière lagrangienne le parcours des particules. Pour tout n ∈ N on

définit T n+1
τ ∈ C([nτ, (n + 1)τ ] × R

d) l’application représentant la trajectoire d’une particule

en mouvement rectiligne uniforme durant [nτ, (n + 1)τ ] et arrivant en x ∈ spt(ρn+1) :

T n+1
τ (t, ·) =

(

t− nτ

τ

)

Id +
(

(n+ 1)τ − t

τ

)

(sn+1)−1 ◦ rn+1. (2.12)

On définit les suites d’interpolées : ∀t ∈ [nτ, (n + 1)τ ] :

• ρτ :=
(

T n+1
τ

)

# ρ
n+1 ;

• Eτ :=
(

T n+1
τ

)

# (ρn+1un+1) ;

• Nτ :=
(

T n+1
τ

)

# (ρn+1un+1 ⊗ un+1) .

Nous allons voir que les suites d’interpolées vérifient un système semblable au système (1.6).

Tout d’abord, le couple (ρτ , uτ ) vérifie l’équation de continuité.

Proposition 2.9. ∀φ ∈ C∞
c ([0, T ] × R

d) :

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈Eτ ,∇xφ〉 = −〈ρ0, φ(0, ·)〉.
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Démonstration. Soit n ∈ N tel que Nτ ≤ T < (N + 1)τ ,

〈ρτ , ∂tφ〉 + 〈Eτ ,∇φ〉

=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

Rd

[

∂tφ(t, T n+1
τ (t, x)) + un+1(x) · ∇φ(t, T n+1

τ (t, x))
]

ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

∫ (n+1)τ

nτ

∫

Rd

d

dt

[

φ(t, T n+1
τ (t, x)

]

ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

∫

Rd

[

φ((n + 1)τ, x) − φ(nτ, (sn+1)−1 ◦ rn+1(x))
]

ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

([∫

Rd
φ((n+ 1)τ, x)ρn+1(x)dx

]

−
[∫

Rd
φ(nτ, z)ρn(z)dz

])

= −
∫

Rd
φ(0, z)ρ0(z)dz.

Le couple (ρτ , uτ ) vérifie une version discrète des équations de conservation de la quantité

de mouvement avec un terme de consistance.

Proposition 2.10. ∀ψ ∈ C∞
c ([0, T ] × R

d,Rd) :

〈Eτ , ∂tψ〉 + 〈Nτ ,∇ψ〉 − 〈Pτ , ψ〉 + 〈E0, ψ(0, ·)〉 = 〈ǫτ , ψ〉,

avec

< Pτ , ψ >=
N
∑

n=0

∫

Rd
ψ(nτ, (sn+1)−1 ◦ rn+1(x)) · ∇πn+1(x)ρn+1(x)dx

et

< ǫτ , ψ >=
N
∑

n=0

∫

Rd
(un(x) − ũn(x)) · ψ(nτ, x)ρn(x) dx.

Démonstration.

< Eτ , ∂tψ > + < Nτ ,∇ψ >

=
N
∑

n=0

∫

Rd

∫ (n+1)τ

nτ

(

∂tφ(t, T n+1
τ ) · un+1(x) + ∇ψ(t, T n+1

τ ) : (un+1(x) ⊗ un+1(x))
)

ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

∫

Rd

∫ (n+1)τ

nτ

(

∂tφ(t, T n+1
τ (t, x)) + ∇ψ(t, T n+1

τ (t, x))un+1(x)
)

·
(

un+1(x)
)

ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

∫

Rd

∫ (n+1)τ

nτ

(

d

dt

[

φ(t, T n+1
τ (t, x))

]

)

· un+1(x) ρn+1(x)dx

=
N
∑

n=0

∫

Rd

[

φ((n + 1)τ, x) − φ(nτ, (sn+1)−1 ◦ rn+1(x))
]

· un+1(x)ρn+1(x)dx

= −〈E0, φ(0, ·)〉 +
N
∑

n=0

〈Rn, ψ〉,
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avec Rn défini comme suit :

〈Rn, ψ〉
=

∫

Rd
ψ(nτ, x) · un(x)ρn(x) −

∫

Rd
ψ(nτ, (sn+1)−1 ◦ rn+1(x)) · un+1(x)ρn+1(x)dx

=
∫

R

ψ(nτ, x) · un(x)ρn(x)dx−
∫

Rd
ψ(nτ, x) ·

(

(rn+1)−1(x) − (sn+1)−1(x)
τ

)

dρ̃n+1(x)

=
∫

R

ψ(nτ, x) · (un(x) − ũn(x))ρn(x)dx+
∫

Rd
ψ(nτ, x) · ∇πn+1(x)ρn+1(x) dx.

On obtient bien le résultat escompté.

Remarque 2.11. Le terme ǫτ exprime la différence entre la vitesse réelle un et son projeté

sur Mc
ρn à chaque étape. Comme pour le schéma 1, rien ne nous permet d’affirmer que ce

terme converge vers 0 lorsque τ tend vers 0. Cependant, même dans le cas où la vitesse est

discontinue, le coût de projection sur Mc
ρn est de l’ordre de τ .

Prenons l’exemple où v(x) = −a1R+ + a
2 avec a > 0, comme la densité ρn est dans K, on peut

supposer ρn = 1[−1/2,1/2], mais on peut tout aussi bien prendre ρn comme étant la mesure de

Lebesgue, cette vitesse n’est dans aucun Mc
ρn pour n’importe quel pas de temps τ > 0 car pour

tout ǫ strictement positif

〈v(ǫ) − v(−ǫ), 2ǫ〉 =
−a
2ǫ

(2ǫ)2 (2.13)

et donc on cherche τ tel que
c− 1
τ

≤ −a
2ǫ

(2.14)

ce qui est impossible lorsque ǫ tend vers 0+, la vitesse étant discontinue à l’origine. Cependant,

v̄(x) = c−1
τ x1x∈[−aτ/2(c−1),+aτ/2(c−1)] + a

21x<−aτ/2(c−1) − a
21x>aτ/2(c−1) est un élément de Mc

ρn

et

‖v − v̄‖2
L2 =

(

a3

3(1 − c)

)

τ, (2.15)

le coût de projection de cette vitesse est de l’ordre de τ . On pourrait montrer que c’est le cas

pour toute vitesse à variation totale bornée, mais cela serait tout de même insuffisant pour

montrer la convergence de ǫτ vers 0. Il faudrait aussi pouvoir montrer d’une certaine manière

que le nombre de projections est contrôlé et est d’ordre o(1/τ).

Le terme Pτ est très similaire au terme ∇π des équations des gaz sans pression. Cependant,

il est impossible de faire converger ce terme sans informations supplémentaires.

Il serait intéressant d’obtenir une estimation simple sur l’énergie de notre système, c’est-

à-dire avoir un contrôle de
∫

Rd
(vnτ (x))2ρnτ (x) dx (2.16)

indépendamment de τ . Cette estimation est obtenue dans le cadre de la dimension 1, en

remarquant que Id + τ ṽn est le transport optimal entre ρn et ρ̃n+1.
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2.3.2 Cas de la dimension 1

Nous allons voir dans cette sous-section que le cas de la dimension 1 peut être traité

théoriquement de manière plus aboutie. Tout d’abord, on peut montrer que l’énergie cinétique

est décroissante. Le schéma redonne la solution exacte (sauf sur 3 pas de temps nécessaires

au traitement de la collision) de l’approche sticky blocks dans le cas où la solution initiale est

deux blocs rentrant en collision.

La première proposition va nous permettre de faire le lien entre le nouveau schéma et le

schéma 1 page 25.

Proposition 2.12. En dimension 1, le schéma peut être décrit de la manière suivante : Soit

(ρ0, u0) un couple densité/vitesse initial donné, τ > 0 un pas de temps fixé. Si (ρi, ui) ont

déjà été calculés pour i ∈ {1, .., n}, le schéma calcule (ρn+1, un+1) de la manière suivante







































ũn+1 = PMc
ρn

(un),

ρ̃n+1 = (Id + τ ũn+1)#ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 =
Id − t

n+1

τ
,

(2.17)

où t
n+1 est le transport optimal entre ρn+1 et ρn. De plus, on a les propriétés suivantes :











∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x)dx ≤

∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x)dx,

W2(ρn+1, ρn) ≤ W2(ρn, ρn−1).
. (2.18)

Démonstration. Pour le schéma (2.17), il suffit de constater que (sn+1)−1 ◦ rn+1 est le trans-

port optimal entre ρn+1 et ρn car la composée de deux applications monotones reste monotone

en dimension 1.

Les égalités découlent de la preuve de la proposition 1.9 et du lemme 1.5,

∫

Rd

∥

∥

∥un+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx :=

∫

Rd

∥

∥

∥

∥

∥

x− t
n+1(x)
τ

∥

∥

∥

∥

∥

2

ρn+1(x) dx

= W
2
2(ρn, ρn+1)

≤ W
2
2(ρn, ρ̃n+1)

=
∫

Rd

∥

∥

∥ũn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn(x) dx

≤
∫

Rd
‖un(x)‖2 ρn(x) dx

= W2(ρn, ρn−1)2.

Les inégalités (2.18) sont celles qui nous avaient permis d’obtenir toutes les estimations
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sur les suites construites à l’aide du schéma 1. Par conséquent, nous obtenons les mêmes ici,

c’est-à-dire :

1. le moment d’ordre 2 des suites ((ρnτ )n∈N)τ>0 est contrôlé indépendamment de τ (voir

proposition 1.14) ;

2. les suites interpolées (ρτ , uτ ) définies à la manière de la définition 1.15 sont des fonc-

tions de l’espace L([0, T ],P2(R)) des fonctions Lipschitz en temps à valeur dans P2(R).

De plus, la suite (ρτ (t))τ>0 est une famille τ -uniformément borné. On peut donc utili-

ser le théorème d’Arzelà-Ascoli pour en extraire une sous-suite qui converge faiblement

vers une certaine limite ρ. De même, on peut extraire de Eτ = ρτuτ une sous-suite qui

converge faiblement vers une limite E au sens des mesures de [0, T ] × R ;

3. on peut obtenir la même estimation sur Pτ , c’est-à-dire :

N−1
∑

n=0

∫

R

∥

∥

∥∇πn+1(x)
∥

∥

∥

2
ρn+1(x) dx ≤

∫

R

(v0(x))2ρ0(x) dx.

Une autre propriété du schéma 1 qui est retrouvée ici est la consistance du schéma vis-à-vis

de l’approche sticky blocks. Plus précisément, considérons la solution exacte correspondant

à la collision de deux blocs congestionnés. On établit que, à l’exception de quelques pas de

temps (pas plus que 3) qui sont nécessaires pour le traitement de la collision. Le schéma de

discrétisation redonne la solution exacte à chaque pas de temps.

Proposition 2.13. Soit ρt la densité représentant la solution exacte de l’approche sticky

blocks de deux blocs entrant en collision au temps t0 et η un réel positif. Si c ≤
√

2 − 1 alors il

existe τo > 0 tel que pour n’importe quel pas de temps τ ≤ τo la solution donnée par le schéma

est exacte, pour tout pas n ∈ {n ∈ N, nτ /∈ [t0 − η, t0 + η]}.

Démonstration. Nous commençons par deux remarques importantes. Premièrement, d’après

la remarque 2.6, le schéma calcule avec exactitude le déplacement du centre de masse. En

second, le schéma préserve les blocs isolés se déplaçant avec une vitesse uniforme (un bloc

reste un bloc). Par conséquent, nous avons juste à vérifier que le schéma colle les deux blocs

en un nombre fini d’étapes (pas plus que 3 comme nous allons le voir).

Soit ∆Un ≥ 0 la différence des vitesses entre les deux blocs au temps nτ et en leur distance.

On peut vérifier que la nouvelle différence des vitesses ∆Un+1 est égale à en−en+1

τ . Le champ

des vitesses un appartient à Mc
ρn si et seulement si la contrainte est vérifiée au bout de chaque

bloc, c’est-à-dire

∆Un(−en) ≥ c−1
τ (en)2

⇔ τ∆Un ≤ (1 − c)en.

Maintenant, si τ∆Un > (1− c)en et que la longueur du plus petit bloc L est suffisamment

large (prenons τ tel que L ≥ 2τ ||v||∞) la densité ρ̃n+1 dépasse la contrainte de congestion (voir

figure 2.1) sur deux blocs dont la somme des longueurs est cτ∆Un

1−c − cen. Dans ce cas, la masse
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M projetée entre les deux blocs est plus grande que la moitié de la masse surcongestionnée,

M ≥ 1
2

(

1
c

− 1
)(

cτ∆Un

1 − c
− cen

)

≥ 1
2

(τ∆Un + (c− 1)en).

Deux cas sont à considérer. Si τ∆Un ≥ (1 + c)en, la masse M est suffisamment grande et

remplit le “trou” entre les deux blocs, ce qui implique que en+1 = 0 et τ∆Un+1 = en. L’étape

suivante donne aux blocs la même vitesse, en+2 = 0 et ∆Un+2 = 0. Ainsi, le schéma traite la

collision en deux pas.

Maintenant, si τ∆Un ∈ (]1 − c[en, ]1 + c[en), la projection sur l’ensemble des champs des

vitesses admissibles impose que ẽn+1 = cen (la distance entre chaque bloc est c fois la précé-

dente), ainsi en+1 ≤ cen et par conséquent

τ∆Un+1 = en − en+1 ≥ (1 − c)en.

Donc,

(1 + c)en+1 ≤ (1 + c)cen ≤ (1 − c)en ≤ τ∆Un+1

car c ≤
√

2 − 1, les conditions du premier cas étant obtenues, le schéma traite la collision en

trois étapes.

Finalement, en prenant τo = min{ L
2‖v‖∞

, 2η
5 } nous obtenons la preuve de la proposition.

Dans le cadre des sticky blocks, comme le nombre de blocks est fini, le nombre de collision

aussi. Ainsi, en utilisant la remarque 2.11, on peut contrôler le terme ǫτ et le faire converger

au sens faible vers 0 (le terme ǫn est nul si il n’y a pas de collision). De plus, dans le chapitre 6,

nous verrons un exemple numérique dans le cadre des sticky blocks.
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Deuxième partie

Méthode du balayage transverse

69





Cette partie a pour but d’introduire une nouvelle méthode pour calculer le coût de trans-

port Wasserstein quadratique d’une densité discrétisée en espace à une autre. Elle repose sur le

calcul d’un coût sur les masses traversant les hyperplans définis par les interfaces des cellules.

Cette nouvelle méthode sera analysée dans le cadre du schéma JKO ([42]). Le schéma JKO

est un outil utile dans l’étude des flot-gradients, décrit par DeGiorgi [27] et Ambrosio [1]. Il

permet de construire une suite de familles de densités constantes par morceaux qui converge

vers une solution de l’équation de flot-gradient.

Nous allons d’abord présenter brièvement les équations flot-gradients, le schéma JKO et une

discrétisation spatiale naturelle de celui-ci. Nous verrons que, avec cette discrétisation, le coût

des déplacements de faible amplitude est surestimé ce qui a pour conséquence l’apparition

d’effets de locking : pour des conditions CFL petites la masse reste immobile.

Dans un premier chapitre, nous expliquerons la méthode pour discrétiser le coût Wasserstein

quadratique en dimension 1. Nous montrerons qu’elle estime correctement les translations de

mesures et nous obtiendrons des résultats de convergence avec l’équation de continuité dans

le cas où la vitesse est le gradient d’une fonction donnée et indépendante de la densité. Le

principal résultat est que pour un pas de temps petit, le schéma redonne le schéma décentré

amont (upwind). De plus, nous verrons que, numériquement, le schéma peut être plus précis

si le pas de temps est assez grand (si la CFL est supérieure à 1). Nous étudierons aussi le

schéma pour l’équation de diffusion et obtiendrons une convergence numérique dans le cas où

la solution est le noyau de la chaleur entre un temps initial strictement plus grand que 0 et

un temps final. Enfin, nous étudierons numériquement les solutions calculées par le schéma

dans le cas de l’équation de continuité avec une contrainte de congestion.

Le second chapitre sera consacrée à la méthode pour discrétiser le coût Wasserstein en di-

mension 2 d’espace. Comme dans le cadre de la dimension 1, nous verrons qu’il estime cor-

rectement les translations entre mesures. Nous pouvons obtenir une certaine consistance du

schéma envers l’équation de continuité dans le cas où la vitesse est le gradient d’une fonction

indépendante de la densité. Enfin, nous verrons comment simplifier l’algorithme sous certaines

conditions et plusieurs résultats numériques pour différents problèmes : l’équation de diffu-

sion ; le balayage d’une mesure ; l’équation de continuité avec contrainte de congestion qui

intervient dans la modélisation des mouvements de foules.
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Equations flot-gradients et schéma

JKO

Introduction

On note (P2(Rd),W2) l’espace des mesures de probabilité avec un moment d’ordre 2 fini

muni de la distance de Wasserstein quadratique qui le rend complet (voir [63, 67]). Comme

dans les parties précédentes, on confondra ρ avec sa densité par rapport à la mesure de

Lebesgue.

Définition 2.14 (Sous-différentiel de Fréchet). Soit ψ ∈ P2(Rd) →] − ∞,+∞] une fonction-

nelle, ρ ∈ Pa2(Rd) et u ∈ L2
ρ(R

d). L’élément u appartient au sous-différentiel de Frechet de ψ

en ρ si pour tout ν ∈ P2(Rd) :

ψ(ν) − ψ(ρ) ≥
∫

Rd
〈tνρ(x) − x, u(x)〉dρ(x) + o (W2(ρ, ν)) (2.19)

où t
ν
ρ représente le transport optimal de ρ à ν, on note u ∈ ∂φ(ρ).

Cette définition généralise la notion de sous-différentiel de Fréchet à l’espace (Pa2(Rd),W2).

On peut alors définir les équations flot-gradients dans l’espace de Wasserstein dans le cas

simple où la densité est supposée absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Cette définition venant de [2] (page 280) est la suivante :

Définition 2.15 (Flot-gradient). Soit Ω un domaine borné et (ρt)t∈]0,T [ une famille de mesure

de Pa(Ω̄) absolument continue en temps. On dit que ρ est une solution de l’équation flot-

gradient associée à la fonctionnelle ψ : P(Ω̄) →] − ∞,+∞] sur l’intervalle ]0, T [, s’il existe

une famille de champ des vitesses (ut)t∈]0,T [ telle que :







∂tρt + ∇ · (ρtut) = 0,

ut ∈ −∂ψ(ρt) pour presque tout t ∈]0, T [.
(2.20)

Remarque 2.16. La première équation de (2.20) est à lire au sens des distributions sur Ω,

c’est-à-dire : ∀φ ∈ C∞
c (]0, T [×Ω)

∫ T

0

∫

Ω
ut ∂tφdρt +

∫ T

0

∫

Ω
ut · ∇φdρt = 0.

Cette définition donne un cadre général pour étudier des équations d’évolution (voir [23,

24, 42, 58]). Nous donnons ici trois exemples qui seront utilisés par la suite : si ψ(ρ) =
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∫

Ω g(x)ρ(x) dx on retrouve l’équation de continuité :

∂tρt − ∇ · (ρt∇g) = 0. (2.21)

Le second exemple qui sera traité est le cas où ψ(ρ) =
∫

Ω ρ(x) ln(ρ(x)) dx, qui est la fonction-

nelle associée à l’équation de la chaleur :

∂tρt = ∆ρt. (2.22)

Enfin, si la fonctionnelle est de la forme ψ(ρ) =
∫

Ω g(x)ρ(x)dx + IK(ρ), où IK représente la

fonction caractéristique de K = {ρ ∈ P(Ω̄) , ρ ≤ 1} :

IK(ρ) =







0 si ρ ∈ K,

+ ∞ sinon,

il a été montré dans [49] que, sous certaines conditions, l’équation flot-gradient associée pouvait

se reformuler comme suit :






∂tρt + ∇.(ρtut) = 0,

ut = PCρt
(−∇g),

(2.23)

où PCρt
représente la projection de la vitesse sur l’ensemble

Cρt =
{

v ∈ L2(Ω)d,
∫

Ω
v · ∇q ≤ 0 ∀q ∈ H1

ρt
(Ω)

}

avec

H1
ρt

(Ω) =
{

q ∈ H1(Ω), q ≥ 0 p.p , q = 0 p.p. sur [ρt < 1]
}

.

Pour trouver une famille de solutions constantes par morceaux en temps convergeant vers

la solution de l’équation des flot-gradients, DeGiorgi [27] et Ambrosio [1] ont utilisé un outil

que nous allons décrire ci-dessous.

Définition 2.17 (Schéma JKO). Soit τ > 0 un pas de temps donné, ρ0
τ une densité initiale

donnée, (ρ1
τ , ..., ρ

n
τ ) des densités déjà calculées, le schéma calcule ρn+1

τ comme suit :

ρn+1
τ ∈ argmin

ρ∈Pa(Ω̄)

{

ψ(ρ) +
1
2τ

W2(ρnτ , ρ)2
}

. (2.24)

Remarque 2.18. On peut remarquer qu’il ne fait appel qu’à la distance associée à l’espace

considéré et n’utilise pas le caractère différentiable d’un de ces éléments. Il s’inspire du schéma

classique d’Euler implicite que l’on retrouve dans un cadre Euclidien : dans l’espace normé

(Rd, |·|), le schéma revient à

xn+1
τ ∈ argmin

y∈Rd

{

ψ(y) +
1
2τ

|xnτ − y|2
}
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dont la solution est

xn+1
τ = xnτ − τ∇ψ(xn+1

τ )

le schéma d’Euler implicite pour l’équation :

∂tx(t) = −∇ψ(x(t)).

Pour des théorèmes de convergence, nous renvoyons le lecteur à [49] et [63].

Le problème de minimisation du schéma peut se réécrire en termes de plans de transport :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1
τ ∈ argmin

µ∈P(Ω̄2) | X1
#
µ=ρn

τ

{

ψ(X2
#µ) +

1
2τ

∫

X2
‖x− y‖2 dµ(x, y)

}

,

ρn+1
τ := X

2
#µ

n+1
τ ,

(2.25)

où X
i
#µ correspond à la projection sur la ie marginal de µ (voir annexe A page 179).

Par la suite, on omettra l’indice "τ " si il n’y a pas d’ambiguïté sur le pas de temps utilisé.

Discrétisation naturelle du schéma et ces problèmes

Description du schéma en dimension 1

Dans cette section, nous allons considérer le cas Ω̄ = X = [0, L] avec L > 0 et la fonction-

nelle :

ψ : ρ →
∫

X
g(x)ρ(x)dx

où g est une fonction suffisamment régulière et ρ ∈ Pa(X), l’équation flot-gradients associée

à cette fonctionnelle est l’équation de continuité :

∂tρt + ∇ · (ρtu) = 0 (2.26)

où u = −∇g. Nous introduisonsXh, la discrétisation cartésienne deX enM cellules de taille h.

On note Ci la cellule deXh correspondant à l’intervalle [ih, (i+1)h] pour i ∈ I = {0, ...,M−1},

avec Mh = L. On note Ph l’espace des mesures de densité constante sur chaque cellule Ci de

Xh, un élément de Ph est alors identifié à un élément de R
M :

ρ = (ρ0, ..., ρM−1)

avec ρi = ρ(Ci)
h ≥ 0 représentant la densité moyenne de la cellule Ci. On peut définir de la

même manière Ph×h les plans de transport de Xh, ils sont identifiés à des éléments de R
M2

:

µ = (µij)i,j∈J0,M−1K2

avec µij = µ(Ci, Cj) ≥ 0. On note R
h l’ensemble des fonctions de [0, 1] dans R constante sur

chaque cellule de Xh.
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Une manière simple de discrétiser le coût Wasserstein lié au plan de transport µ serait :

∫

x,y∈X
‖x− y‖2 dµ(x, y) ≈

M−1
∑

i=0

M−1
∑

j=0

µij ‖xi − xj‖2 (2.27)

où xi représente le centre de la cellule Ci. Par conséquent, une approximation du carré de la

distance de Wasserstein est :

min
µ∈Πh(ρ,ν)







M−1
∑

i=0

M−1
∑

j=0

µij ‖xi − xj‖2







(2.28)

avec Πh(ρ, ν) =
{

µ ∈ Ph×h | ∑M−1
i=0 µij = hνj ,

∑M−1
j=0 µij = hρi

}

.

Une version discrétisée en espace du schéma (2.25) est le problème de minimisation sui-

vant :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ argmin
µ∈Πh(ρn,·)







M−1
∑

i=0

M−1
∑

j=0

gjµij +
1
2τ
µij ‖xi − xj‖2







,

ρn+1
j :=

1
h

M−1
∑

i=0

µn+1
ij ,

(2.29)

avec

• gj = g(xj) ;

• Πh(ρn, ·) =
{

µ ∈ Ph×h | ∑M−1
j=0 µij = hρni

}

.

Remarque 2.19. Dans le schéma (2.29), la minimisation des termes (µij)j∈J0,M−1K est in-

dépendante de la minimisation des termes (µi′j)j∈J0,M−1K, on peut donc résoudre chacun des

problèmes suivants séparément :

∀i = J0,M − 1K,

(µij)j∈J1,M−1K ∈ argmin
µij≥0 |

∑M−1

j=0
µij =hρn

i







M−1
∑

j=0

gjµij +
1
2τ
µij ‖xi − xj‖2







(2.30)

c’est-à-dire qu’on peut calculer la destination de la masse se trouvant initialement dans la

cellule Ci indépendamment du reste. En d’autres termes, la destination des particules se trou-

vant en Ci ne dépend pas des particules se trouvant dans une autre cellule. Par conséquent,

l’étude du comportement du schéma peut se restreindre au cas où une seule cellule contient

de la matière.

Comportement du schéma

Considérons le cas simple où g : x → −x, l’équation flot-gradient associée correspond alors

à l’équation d’advection à vitesse constante 1. De plus, considérons que la densité initiale soit
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supportée uniquement sur la première cellule C0 :

ρ0 = (1/h, 0, ..., 0),

le premier pas du schéma (2.29) mène au résultat suivant :

Proposition 2.20. Soit ρ1 la densité calculée par le schéma (2.29), avec comme densité

initiale ρ0 donnée ci-dessus, cette densité dépend de τ de la manière suivante :

• Si τ < h/2, alors ρ1 = ρ0 (aucun mouvement) ;

• Si τ ∈](i − 1/2)h, (i + 1/2)h[, alors ρ1 = 1
h1Ci (toute la masse se déplace de i cellule

vers la droite) ;

• Si τ = (i − 1/2)h, alors ∀θ ∈ [0, 1], (1−θ)
h 1Ci−1 + θ

h1Ci est solution du problème de

minimisation.

Quelques remarques sur cette proposition :

1. le schéma ne donne pas une unique solution dans le cas où τ = (i− 1/2)h ;

2. si τ = h/2, une des solutions proposées par le schéma est la solution immobile ρi = ρ0,

inversement la solution qui est la plus mobile est celle correspondante à un transport

à vitesse 2 ;

3. si τ est trop petit, rien ne se passe et la nouvelle densité est exactement la même que

la précédente ;

4. si τ ∈](i−1/2)h, (i+1/2)h[, alors ρ1 = 1
h1Ci , le déplacement effectué par les particules

est ∆x = ih et leurs vitesses est ∆x
τ ∈] i

i+1/2 ,
i

i−1/2 [.

Cette dernière remarque montre une certaine consistance du schéma dans le cas où le

rapport τ
h est asymptotiquement infini (c’est-à-dire si i → +∞). En effet, la vitesse des

particules se rapprocherait asymptotiquement de 1.

La proposition suivante précise ce comportement.

Proposition 2.21. Soit ρ0 = 1
h1C0 et T ∈ [0, 1

2 ], on note ρ(t) = 1
h1[t,t+h] la solution de

l’équation d’advection à vitesse constante égale à 1 avec ρ(0) = ρ0. Soient N ∈ N et τ > 0 le

pas de temps tel que Nτ = T alors :

W2(ρ(T ), ρN ) −→
h/τ→0

τ∈]0,T ]

τ/h/∈N+1/2

0. (2.31)

Démonstration. D’après la proposition 2.20, on a ρ1 = 1
h1Ci avec i = ⌊ τh + 1

2⌋ si τ
h − 1

2 /∈ N,

par itération du procédé, on obtient que ρN = 1
h1CiN

. Le déplacement des particules est

alors de ∆x = Nih = Nh⌊ τh + 1
2⌋ ∈]Nτ − Nh

2 , Nτ + Nh
2 [. Comme ρ(T ) est aussi l’indicatrice

d’un intervalle, le transport optimal entre les deux densités est une translation d’amplitude
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Partie II, Equations flot-gradients et schéma JKO

|∆x− T |. Par conséquent, on obtient que

W2(ρN , ρT ) = |∆x− T |

<
T

2
× h

τ
−→
h/τ→0

τ∈]0,T ]

τ/h/∈N+1/2

0.

Remarque 2.22. La contrainte sur le temps T permet à la solution de rester dans l’intervalle

[0, 1], la proposition est généralisable à un intervalle plus long (même à R). On peut aussi

généraliser ce résultat à tout élément de Ph en utilisant la remarque 2.19 .

Cette propriété d’anti-CFL est due à la surestimation des coûts des déplacements de faible

amplitude. Plus précisément, considérons une nouvelle fois ρ = 1
h1C0 , on veut effectuer une

translation d’amplitude ǫ > 0 (ǫ << h) à la densité ρ. Le représentant dans Ph de ce translaté

serait

ρtr = ((Id + ǫ)#ρ(Ci))i=0..M−1 = (
(1 − ǫ)
h

,
ǫ

h
, 0, ..., 0), (2.32)

la solution donnée par le schéma upwind pour une advection à vitesse constante 1 durant

un temps ǫ (voir figure 2.3). Cependant, dans l’espace de Wasserstein, la densité ρ et son

translaté sont séparés par une distance de ǫ, alors que dans Ph munit de la distance discrète

donnée précédemment, les densités ρ et ρtr sont à distance
√
ǫh.

En voulant étaler la masse de manière uniforme dans la cellule suivante afin d’obtenir une

densité constante par cellule, on surestime le coût associé à des déplacements de faible ampli-

tude. Ceci se caractérise par l’inertie de la masse dans les cas où τ est petit par rapport au

pas d’espace h.

Des méthodes pour calculer le transport optimal entre deux densités ont été développées, no-

tamment par Peyré [9, 61] en rajoutant une régularisation entropique au coût discret. D’autres

méthodes de discrétisation existe comme [6–8, 21, 28, 29, 33–38, 46, 56, 57] en utilisant l’opé-

rateur de Monge-Ampère ou [5, 59] en résolvant la formulation Bénamou-Brenier du transport

optimal. La méthode proposée ici consiste à calculer le coût de transport entre deux densités

en regardant le flux de masse provenant d’une cellule et traversant les hyperplans définis par

les interfaces des cellules. Cette méthode calcule avec exactitude le coût de translation d’une

cellule comme défini ci-dessus. Dans les deux chapitres de cette partie, nous allons présenter

cette nouvelle méthode dite de balayage transverse en dimension 1 et 2 de l’espace.
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u

(Id + u)#ρ

ν = PPh((Id + u)#ρ)

ρ

Figure 2.3 – Illustration de la méthode de projection sur Ph dans le cas simple où une
seule cellule a une densité non nulle (voir (3.1)).
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Chapitre 3

Méthode du balayage transverse en

dimension 1

Ce chapitre a pour objet l’étude de la méthode de balayage transverse en dimension 1 de

l’espace. Elle a pour principe de calculer le coût de déplacement d’une densité discrétisée en

espace à une autre en utilisant les flux de masses traversant les hyperplans définis par les

interfaces des cellules. Nous allons voir que cette méthode calcule avec exactitude le coût de

déplacement d’une cellule dans l’espace discrétisé dans le sens où la distance entre la densité

initiale et son translaté est la même dans l’espace de Wasserstein que la distance entre la

même densité et le projeté L2 de son translaté dans l’espace discrétisé. De plus, nous verrons

que sous certaines conditions, le schéma JKO muni de ce coût redonne l’algorithme upwind

pour l’équation de continuité et qu’il approche numériquement le noyau de la chaleur pour

l’équation de diffusion. Enfin, nous verrons qu’il s’adapte naturellement à des flots-gradients

avec contrainte de congestion et nous proposerons une analyse numérique des schémas

obtenus.

Sommaire
3.1 Description et analyse de la méthode . . . . . . . . . . . . 81

3.1.1 Description de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.1.2 Etude du schéma pour l’équation de continuité . . . . . . . . 86

3.1.3 Convergence numérique pour l’équation de la chaleur . . . . . 96

3.2 Ajout de la contrainte de congestion . . . . . . . . . . . . . 98

3.2.1 Equation de continuité avec contrainte de congestion . . . . . 100

3.1 Description et analyse de la méthode

Pour commencer, on note X = [0, L] l’espace utilisé avec L > 1. Notons I = J0,M − 1K

et Xh = {Ci = [ih, (i + 1)h], i ∈ I}, la discrétisation cartésienne de X en cellules de taille h

avec Mh = L. On note Ph l’espace des mesures de densité constante sur chaque cellule Ci de

Xh et Ph×h les plans de transport de Xh. La première proposition nous permet de définir un

représentant dans Ph de tout élément de P(X).

Proposition 3.1. Soit ρ ∈ P(X), on définit la fonctionnelle PPh : P(X) → Ph de la manière
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Partie II, Chapitre 3 – Méthode du balayage transverse en dimension 1

suivante :

PPh(ρ) := (
ρ(C0)
h

, ...,
ρ(CM−1)

h
), (3.1)

la suite des densités moyennes 1 contenues dans Ci (voir figure 2.3). De plus, si ρ ∈ L2(X),

PPh est la projection au sens L2(X) de ρ sur Ph c’est-à-dire :

PPh(ρ) = argmin
ν∈Ph

{

‖ρ− ν‖L2(X)

}

.

Remarque 3.2. Le fait qu’on impose que L soit strictement plus grand que 1 est dû à la

section 3.2 page 98 où l’on rajoute une contrainte L∞ aux densités qu’on normalise par défaut

à 1. Or, si L ≤ 1, l’ensemble des densités plus petites que 1 est soit réduit à un singleton, soit

vide. De manière générale, ce chapitre vaut pour tout ensemble de densités ayant la même

masse, pour tout intervalle et pour l’ensemble des densités inférieures ou égale à une certaine

constante, tant que cet ensemble est non vide.

3.1.1 Description de la méthode

Pour p ∈ P = {1..M − 1}, on définit Hp l’hyperplan séparant la cellule Cp−1 de Cp (en 1D

le singleton {hp}). On pose σip la masse provenant de la cellule Ci qui a traversé l’hyperplan

Hp. En terme de plan de transport, ce flux correspond à :

σip =































M−1
∑

j=p

µij si p > i,

p−1
∑

j=0

µij si p ≤ i,

où µij représente la masse passant de la cellule Ci à la cellule Cj (µij = µ(Ci, Cj)). Enfin, no-

tons σ := (σip)(i,p)∈I×P la famille des flux de masse traversant les hyperplans sus-mentionnés.

Nous allons étudier une fonction coût W̃ : Ph → R
+ dépendant de σ qui estimera correctement

les translations de cellule au sens où si ρ = 1Ci est la fonction caractéristique d’une cellule et

ρtr = (Id + u)#ρ son translaté de u, on a :

W2(ρ, ρtr)2 = hu2 = W̃(ρ,PPh(ρtr))2, (3.2)

le coût de transport d’une cellule à son translaté de u est le même dans P(X) ∩ L2(X) avec

la métrique de Wasserstein quadratique W2 que dans Ph avec la fonction coût modifiée W̃ et

cela quelque soit la cellule Ci. Il est important de noter que l’on considère qu’aucune masse ne

peut sortir de l’intervalle [0, L], cela se traduit par le fait que les nouvelles variables de notre

coût ne prennent en compte que la masse traversant les hyperplans formées par les interfaces

entre cellules. Il pourrait être possible de rajouter deux variables par cellule représentant la

masse traversant l’hyperplan situé en 0 et l’hyperplan situé en L et de voir le coût a attribué

1. Si ρ donne une masse non nulle à l’interface entre deux cellules, elle est répartie de manière égale
sur les deux cellules.
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3.1. Description et analyse de la méthode

à ces variables pour obtenir des solutions avec des conditions de bords différentes.

On note P : R
I×P × R

I → R
I l’application qui à une famille de flux σ et une densité ρ de

Ph donne la nouvelle densité ν de Ph liée au déplacement de la masse par les flux de σ :

∀j ∈ I, P (σ, ρ)j = νj =
1
h









hρj − σj j − σj j+1 +
∑

i<j
i∈I

(σi j − σi j+1) +
∑

i>j
i∈I

(σi j+1 − σi j)









avec, comme convention, σip = 0 si p 6∈ P .

Remarque 3.3. Les différents termes de ces sommes doivent être interprétés comme suit

(voir aussi figure 3.1) :

• (σi i + σi i+1) représente la masse traversant les deux hyperplans formant la fron-

tière de Ci, c’est la masse perdue par cette cellule, l’équivalent de µ(Ci,R\Ci) ou
∑

j∈J0,M−1K\{i} µij, elle est donc inférieure à hρi, la masse contenue dans la cellule ;

• si i < j, (σi j − σi j+1) représente la masse provenant de Ci qui a traversé l’hyperplan

Hj mais qui n’a pas traversé Hj+1, c’est la masse provenant de Ci et à destination de

Cj, c’est-à-dire l’équivalent de µ(Ci, Cj) ou µij ;

• si i > j, (σi j+1 − σi j) représente la masse provenant de Ci et à destination de Cj,

c’est-à-dire l’équivalent de µ(Ci, Cj) ou µij.

Remarque 3.4. Il serait possible de définir un coût naturel avec les flux de σ car, en di-

mension 1, il existe une bijection entre σ et µ. Cependant, ce coût naturel aurait les mêmes

problèmes que ceux évoqués page 78. Ici, nous allons définir un coût que nous avons élaborer

et dont la raison de l’utilisation de ces valeurs pour les cœfficients peut paraitre obscur. Ils ont

été trouvés en faisant une analyse sur le coût des translations des fonctions caractéristiques

des cellules.

Le coût modifié avec la méthode de balayage transverse est le suivant :
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Partie II, Chapitre 3 – Méthode du balayage transverse en dimension 1

Définition 3.5. Soient ρ =
M−1
∑

i=0

ρi1Ci, ν =
M−1
∑

i=0

νi1Ci et I(ρ) = {i ∈ I , ρi > 0}, on définit

W̃ la fonction coût comme suit :

W̃(ρ, ν)2 = min
σ∈Σh(ρ,ν)

∑

i∈I(ρ)

∑

p∈P

(

h

ρi
σ2
ip + 2miphσip

)

avec mip := dist(Ci,Hp) = min(|xp − xi| , |xp − xi + h|) représentant la distance entre l’hyper-

plan Hp et la cellule Ci,

Σh(ρ, ν) = {σ ∈ Adm(ρ) | P (σ, ρ) = ν}

et

Adm(ρ) =



















σ ∈ R
I×P
+ | ∀j ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σi j ≥ σi j+1 si i < j

σi j+1 ≥ σi j si i > j

σi i + σi i+1 ≤ hρi



















.

ρi

σi i σi i+1

Cj

σi j σi j+1

Figure 3.1 – Masse envoyée par la cellule Ci.

Nous allons voir que ce coût estime correctement le déplacement d’une cellule dans Xh

via la proposition suivante :

Proposition 3.6. Soient ρ = ρi1Ci et u ∈ R de sorte que (Id + u)(Ci) ⊂ [0, L], alors

W̃(ρ,PPh((Id + u)#ρ)) = W2(ρ, (Id + u)#ρ).

Démonstration. Supposons u ≥ 0, posons j ∈ I de telle sorte que :

ih+ u− jh := l ∈ [0, h[

j existe car (Id + u)#(Ci) ⊂ [0, L], on note ν = PPh((Id + u)#ρ) = h−l
h 1Cj + l

h1Cj+1 , l’unique

famille σ telle que P (σ, ρ) = ν est la suivante :



























σip = ρih
2 si p ∈ Ji+ 1, jK,

σi j+1 = ρih
2
(

l

h

)

,

σi′p′ = 0 sinon.

.
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Le coût associé à cette famille est alors :

W̃(ρ, ν)2 :=
∑

i′∈I

∑

p′∈P

(

hσ2
i′p′

ρi
+ 2mi′p′hσi′p′

)

=
j+1
∑

p=i+1

(

hσ2
ip

ρi
+ 2(p− i− 1)h2σip

)

=
j−i
∑

p=0

(

hσ2
i p+i+1

ρi
+ 2ph2σi p+i+1

)

= ρih
3





j−i−1
∑

p=0

(1 + 2p)



+ ρih
3
(

l

h

)2

+ 2(j − i)ρih3 l

h

= ρih
3





j−i−1
∑

p=0

(

(p+ 1)2 − p2
)



+ ρih
3
(

l

h

)2

+ 2(j − i)ρih3 l

h

= ρih
3(j − i)2 + ρih

3
(

l

h

)2

+ 2(j − i)ρih3 l

h

= ρih (l + h(j − i))2

= ρihu
2

de même, si u < 0 alors j < i et on a :



























σip = ρih
2 si p ∈ Jj + 2, iK,

σi j+1 = ρih
2
(

h− l

h

)

,

σi′p′ = 0 sinon,

et

i
∑

p′=j+1

h(σip′)2

ρi
+ 2hmip′σip′

=
i−j−1
∑

p=0

h(σi j+1+p)2

ρi
+ 2h2pσi j+1+p

= ρih
3





i−j−2
∑

p=0

(1 + 2p)



+
h(σi j+1)2

ρi
+ 2(i − j − 1)h2σi j+1

= (hi− hj − h)2ρih
3 +

(

h− l

h

)2

ρih
3 + 2(hi− hj − h)

(

h− l

h

)

ρih
2

= ρih
2 (hi− jh− h+ (h− l))2

= ρih
2 (h(i− j) − l)2

= ρih
2u2.

Le schéma JKO discrétisé en espace peut se voir comme une minimisation sur l’ensemble
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ρihρihρihρihρih rl

1Ci

1Ci (Id + u)#1Ci

PPh((Id + u)#1Ci
)

flux :

Figure 3.2 – Représentation de la translation par le vecteur u, de la cellule Ci de
densité ρi, en haut, dans le cas de P([0, 1]), en bas, dans Ph.

des familles de flux admissibles :

Schéma JKO 1. (Schéma 1D)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σn+1 ∈ argmin
σ∈Adm(ρn)







ψ ◦ P (σ, ρn) +
1
2τ

∑

i∈I(ρn)

∑

p∈P

(

h

ρni
σ2
ip + 2miphσip

)







ρn+1 := P (σn+1, ρn)

avec

Adm(ρn) =



















σ ∈ R
I×P
+ | ∀j ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σi j ≥ σi j+1 si i < j

σi j+1 ≥ σi j si i > j

σi i + σi i+1 ≤ hρni



















.

Dans la section suivante, nous allons étudier le comportement des solutions données par

le schéma JKO dans le cas où la fonctionnelle ψ est linéaire par rapport à ρ. L’équation

flot-gradient associée à cette fonctionnelle est l’équation de continuité.

3.1.2 Etude du schéma pour l’équation de continuité

Cette sous-section sera séparée en trois points. Le premier traitera le cas de l’équation de

continuité avec une vitesse constante u. Nous verrons que l’algorithme redonne pour n’importe

quel pas de temps τ le projeté L2 dans Xh du translaté d’amplitude τu de la densité initiale

tant que celle-ci reste dans X = [0, L]. Ensuite, nous aborderons l’équation de continuité dans

le cas d’une vitesse générale, nous verrons que pour τ suffisamment petit, la matière se déplace

uniquement dans les cellules voisines donnant le même résultat que dans le cas d’un schéma

décentré amont (upwind). Nous terminerons cette sous-section par deux exemples numériques,

l’un dont la vitesse varie peu en espace, un second où elle varie beaucoup plus.
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Cas de la vitesse constante

Pour commencer, considérons le cas où ψ(ρ) =
∫

X g(x)ρ(x) dx avec g(x) = −ux, u ≥ 0.

Cette fonctionnelle est associée à l’équation d’advection à vitesse u :

∂tρt + u∂xρt = 0. (3.3)

La proposition suivante montre que le nouveau coût gère correctement les translations

de densités via le schéma JKO. Si on applique le schéma JKO pour toute donnée initiale

ρ durant un pas de temps τ avec la fonctionnelle correspondant à l’équation d’advection à

vitesse constante u, le schéma nous renvoie le projeté de la translation de ρ d’amplitude τu.

Pour cela, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.7. Soient τ > 0, ρ = ρ01C0 et g : x → −ux avec 0 ≤ u ≤ L−h
τ . On pose

gi = g((i + 1
2 )h), alors

PPh((Id + τu)#ρ) = argmin
ξ∈Ph

{

M−1
∑

i=0

hgiξi +
1
2τ

W̃(ρ, ξ)2

}

.

Démonstration. Si on regarde le problème de minimisation avec comme variable la famille des

flux σ :

min
σ̄∈Adm(ρ)







∑

j∈I
hgjP (σ̄, ρ)j +

1
2τ

∑

i∈I(ρ)

∑

p∈P

h

ρi
σ̄2
ip + 2miphσ̄ip







la fonctionnelle à minimiser est convexe et sous contraintes linéaires, il existe donc un minimum

global σ.

Comme seul ρ0 > 0 il est évident que

σi j = 0 si i 6= 0

On pose

J̃(ρ, ν) =
M−1
∑

j=0

−(j +
1
2

)uhP (σ̄, ρ)j +
h2

2τ





M−1
∑

p=1

(σ0 p)2

hρ0
+ 2(p − 1)σ0 p





et on obtient

∂J̃

∂σ0 p
= − [(p + 1/2)h − (p− 1/2)h] u+

h2

τ

(

σ0 p

hρ0
+ (p − 1)

)

=
h2

τ

(

−uτ

h
+
σ0 p

hρ0
+ p− 1

)

∈
[

h2

τ

(

−uτ

h
+ p− 1

)

,
h2

τ

(

−uτ

h
+ p

)

]

et −uτ
h + p ≤ 0 tant que p ≤ pm := ⌊uτh ⌋, c’est-à-dire τu ∈ [hpm, h(pm + 1)]. En utilisant les
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inéquations d’Euler, on obtient :



























σ0 p = hρ0 si p ≤ pm + 1,

σ0 pm+1 = hρ0

(

uτ

h
− pm

)

,

σ0 p = 0 si p > pm + 1,

ce qui nous donne

ν = ρ0

(

uτ

h
− pm

)

1Cpm+1 + ρ0

(

pm + 1 − uτ

h

)

1Cpm

=
∑

j∈I

∑

i∈I

(Id + τu)#ρ(Ci) ∩ Cj
h

1Cj .

En conclusion, on retrouve que

ν = PPh((Id + τu)#ρ).

Remarque 3.8. La contrainte u ≤ L−h
τ est due au fait que la densité doit rester dans l’in-

tervalle [0, L], cela dit, on pourrait montrer que si u > L−h
τ alors toute la masse est envoyée

sur la dernière cellule CM−1.

De ce lemme et de la remarque 2.19, il est possible de généraliser. En effet, la minimisation

des (σip)p∈P est indépendante de la minimisation des (σi′p)p∈P si i′ 6= i, notons qu’il est

important de remarquer que :

∂

∂σip

(

M−1
∑

k=0

gkνk

)

=











gp − gp−1

h
= u si i < p,

gp−1 − gp
h

= −u si i ≥ p.

Le lemme précédent se généralise de la manière suivante :

Proposition 3.9. Soit la densité ρ =
M−1
∑

i=0

ρi1Ci telle que pour tout i ∈ I, ρi > 0 ⇒ (Id +

τu)(Ci) ⊂ [0, 1] alors

PPh((Id + τu)#ρ) = argmin
ξ∈Ph

{

M−1
∑

i=0

hgiξi +
1
2τ

W̃(ρ, ξ)2

}

.

Démonstration. Cette proposition se prouve en généralisant le lemme 3.7 à toute cellule i ∈ I

et en remarquant que la minimisation des (σip)p∈P ne dépend pas de celle des (σi′p)p∈P pour

i′ différent de i.

Remarque 3.10. Dans le cas où il existe une cellule Ci telle que (Id+τu)(Ci) 6⊂ [0, L], mais,

par exemple, (Id + τu)(Ci) ⊂ [0,+∞[, alors toute la masse se trouvant dans cette cellule se
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déplace dans celle la plus à droite, c’est-à-dire CM−1. Inversement, si (Id + τu)(Ci) 6⊂ [0, L]

mais (Id + τu)(Ci) ⊂] − ∞, L] alors toute la masse de la cellule Ci se déplace sur la cellule la

plus à gauche C0.
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Figure 3.3 – Représentation du résultat calculé par le schéma JKO (voir la proposi-
tion 3.9) dans le cas où g(x) = −x, M = 100, τ = 0.1 et la densité initiale ρ0 = 1[0.2,0.5].
En bleu, la solution calculée par l’algorithme, en rouge, −g, rappellons que u = −∇g.

Cas général

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de l’équation de continuité :

∂tρt − ∂x(ρt∇g) = 0.

Le principal résultat obtenu est que, si le pas de temps est suffisamment petit, le schéma

JKO nous redonne le schéma décentré amont (upwind). Comme expliqué dans la remarque 2.19,

on peut considérer que la mesure de départ possède de la masse que dans une seule cellule Ci.

On pose

∀p ∈ P, up =
gp − gp−1

h

on peut voir ce terme comme la vitesse des particules au niveau de l’hyperplan Hp.
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Proposition 3.11. Soient τ > 0, i ∈ {1,M − 2}, ρ = ρi1Ci et ‖∂xg‖∞ ≤ h
τ . On pose

gi = g((i + 1
2)h), et

ν = argmin
ξ∈Ph







M−1
∑

j=0

hgjξj +
1
2τ

W̃
2(ρ, ξ)







.

De plus, (u)+ ∈ R+ représente la partie positive de u, (u)− ∈ R+ la partie négative, on obtient :

• si 1 − τ(ui)−

h − τ(ui+1)+

h ≥ 0 :

ν = ρi

(

τ(ui+1)+

h

)

1ci+1 + ρi

(

τ(ui)−

h

)

1ci−1 + ρi

(

1 − τ(ui)−

h
− τ(ui+1)+

h

)

1Ci ;

• sinon :

ν = ρi

(

1
2

+
τ [(ui+1)+ − (ui)−]

2h

)

1ci+1 + ρi

(

1
2

+
τ [(ui)− − (ui+1)+]

2h

)

1ci−1.

Remarque 3.12. Si ‖∂xf‖∞ ≤ h
2τ , on obtient toujours

ν = ρi

(

τ(ui+1)+

h

)

1ci+1 + ρi

(

τ(ui)−

h

)

1ci−1 + ρi

(

1 − τ(ui)−

h
− τ(ui+1)+

h

)

1Ci

ce qui revient à un schéma décentré amont (upwind).

Démonstration. Posons ν := P (σ, ρ) et :

J̃(σ) =
∑

j∈I
hgjνj +

1
2τ





∑

i∈I(ρ)

∑

p∈P

(σi p)2

ρi
h+ 2miphσi p





qui est convexe sous contraintes linéaires, il existe donc un minimum σ, de plus :

∂J̃(σ)
∂σi p

= (gp − gp−1) (−1)1i≥p +
1
τ

(

σi p
ρi
h+miph

)

=
h2

τ

(

σi p
hρi

+
mip

h
+ (−1)1i≥p

τup
h

)

.

Comme ‖∂xf‖∞ ≤ h/τ , on a |up| ≤ h/τ et, par conséquent,

mip

h
+ (−1)1i≥p

τup
h

≥ 0,

si mip ≥ h c’est-à-dire p /∈ {i, i+ 1}. En utilisant les inéquations d’Euler, on en conclut que :

σip = 0 si p /∈ {i, i+ 1}.
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Enfin, le système résultant est le suivant :



















∂J̃(σ)
∂σi i+1

=
h2

τ

(

σi i+1

hρi
− τui+1

h

)

,

∂J̃(σ)
∂σi i

=
h2

τ

(

σi i
hρi

+
τui
h

)

,

(3.4)

et le minimum est obtenu lorsque























σi i+1 = hρi

(

τ(ui+1)+

h

)

,

σi i = hρi

(

τ(ui)−

h

)

,

si la contrainte hρi − σi i − σi i+1 ≥ 0 n’est pas violée. Si c’est le cas, les équations d’Euler-

Lagrange s’écrivent :














∂J̃(σ)
∂σi i

=
∂J̃(σ)
∂σi i+1

,

hρi − σi i − σi i+1 = 0,

sachant que dans ce cas on a (ui)− > 0 et (ui+1)+ > 0, on obtient























σi i+1 = hρi

(

1
2

+
τ [(ui+1)+ − (ui)−]

2h

)

≥ 0,

σi i = hρi

(

1
2

+
τ [(ui)− − (ui+1)+]

2h

)

≥ 0,

ce qui conclut la preuve.

Même si les résultats théoriques nécessitent une condition type CFL inférieure à 1, nous

verrons avec les exemples numériques que le schéma converge aussi au-delà d’une CFL de 1.

Cependant on peut remarquer que si p > i :

∂J̃(ρ, ν)
∂σi p

=
h2

τ

(

σi p
hρi

+
xp − xi − h

h
− τup

h

)

. (3.5)

Une condition suffisante pour envoyer toute la masse de Ci dans la cellule du bord de droite

CM−1 est que tous les flux σip pour p ≥ i + 1 soient maximaux, c’est-à-dire σip = hρi pour

p ≥ i+ 1. Pour cela, il suffit que :











τui+1 ≥ h,

up+1 − up ≥ h

τ
.
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Ces conditions sont obtenues dans le cas suivant :


























































g(x) = −x2;u(x) = 2x;

τ = 0.5;

h < 0.1;

T = 0.5;

ρ0 = 1[0.1,0.3];

L = 1.

(3.6)

La solution de l’équation de continuité est donné par ρτ = e−1
1[0.1e,0.3e], mais le schéma nous

donne dans ce cas ρ1 = 0.2
h 1CM−1

.

Cependant, ce problème n’est pas lié à la discrétisation spatiale mais au schéma en lui-même.

On rappelle que le schéma JKO associé aux données précédentes non discrétisé en espace est

donné par :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ1
τ ∈ argmin

µ∈P(X2) |π1
#
µ=ρ0

{∫

X2

(

−y2 +
1
2τ

‖x− y‖2
)

dµ(x, y)
}

,

ρ1
τ := X

2
#µ

1
τ ,

(3.7)

et la solution est ρ1
τ = 0.2δ1 tant que les particules les plus à gauche minimiseront le coût de

cette fonctionnelle en se déplaçant le plus à droite possible, ce qui est le cas si

−2y +
y − 0, 1

2τ
≤ 0 (3.8)

pour tout y ∈ [0.1, 1], condition qui est vérifiée dans notre exemple.

Convergence numérique

Nous allons étudier la convergence numérique de notre schéma avec certains exemples. On

teste la convergence de notre algorithme en utilisant la norme L2
h c’est-à-dire :

√
h ‖ρn − (ρ(Tinit + nτ, xi))i∈I‖l2 (3.9)

où (t, x) → ρ(t, x) représente la solution théorique. Dans les exemples ci-après, cette norme

est maximale au temps final c’est-à-dire au dernier pas de temps n = N tel que Nτ ≈ T . Par

conséquent, on représentera que la norme L2
h au temps final.

Premier exemple : Les figures 3.4 représentent la solution de l’équation de continuité

(t, x) → ρ(t, x) avec la donnée initiale ρ0 (en jaune) et celle calculée par l’algorithme avec
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les paramètres suivants :


































































































X = [0, 1];

ρ0 = e−350(x−0.2)2
;

g(x) = −x2;

T ≈ 0.45;

M = 400;

τ =
1
M

= 0.0025;

ρ(t, x) =
e−350(xe−2t−0.2)2

e2t
;

‖u‖∞ τ

h
= 2.

(3.10)

La solution exacte est donnée par la fonction (t, x) → ρ(t, x) définie ci-dessus. La vitesse est

alors −∇g(x) = u(x) = 2x et varie assez faiblement sur [0, 1].

Les figures 3.5 montrent la dépendance de la convergence par rapport aux paramètres τ

et h. On remarque qu’à τ fixé, la convergence ne semble pas dépendre de h. Inversement, à

h fixé, la convergence dépend de τ mais ne peut être trop petit (de l’ordre de la CFL) sinon

la diffusion entraine des erreurs trop grandes. De plus on remarque que le schéma converge

même si ‖u‖∞τ
h = 2.
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Figure 3.4 – Représentation de l’exemple 1 (voir (3.10)) : en jaune la solution ρ, en
bleu la solution calculée par le schéma, en rouge −g.

Second exemple : Dans ce second exemple, la vitesse u(x) = −∇g(x) = 1
3x2 varie de 1.33

à 8.33 sur le support de la densité initiale, il est intéressant de voir la convergence de la

solution calculée selon le rapport ‖u‖∞τ
h variant entre 0.1 et 8. Les figures 3.6 montrent la

solution calculée par l’algorithme et la solution à différents pas de temps pour les paramètres
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Figure 3.5 – De gauche à droite puis haut en bas : tracé des solutions calculées par
l’algorithme dans le cas où h

τ
=1 à comparer avec la solution tracée en vert, la légende

représente M = 1
h

le nombre de points ; tracé de l’erreur à h
τ

constant ; tracé de l’erreur
à τ constant ; tracé de l’erreur à h constant.

suivants :






























































































ρ0 = 1[0.2,0.5];

g(x) =
1

3x
;

T ≈ 0.03;

M = 1000;

ρ(t, x) =
(

x
3
√

0.53 − t

)2

1[ 3√0.23+t, 3√0.53+t];

τ =
5

8333
≈ 0.0006;

‖u‖∞ τ

h
≈ 5.

(3.11)

On remarque que, le nombre d’itérations étant plus faible que dans un schéma classique

respectant une CFL de 1, il y a moins de diffusion. Les figures 3.7 montrent l’erreur commise

par la solution calculée par le schéma selon le rapport ‖u‖∞τ
h (à gauche) et le tracé de certaines

solutions obtenues selon ce même rapport. Dans ce cas précis, le schéma upwind est réobtenu

si le rapport est de 1 (la courbe en bleu). Le schéma semble être plus précis lorsque le rapport

95



Partie II, Chapitre 3 – Méthode du balayage transverse en dimension 1

‖u‖∞τ
h ≈ 5 qui, dans ce cas précis, semble être un bon compromis entre convergence et diffusion

numérique.
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Figure 3.6 – Représentation de l’exemple 2 (voir (3.11)) : en jaune la solution ρ, en
bleu la solution calculée par le schéma.

3.1.3 Convergence numérique pour l’équation de la chaleur

On s’intéresse au cas où ψ(ρ) =
∫

X ρ(x) ln(ρ(x)) dx, l’équation flot-gradient associée est

l’équation de la chaleur :

∂tρt = ∆ρt

le schéma JKO associé à cette équation est le suivant :

ρn+1 = argmin
ξ∈Pa(X)

{∫

X
ξ(x) ln(ξ(x)) dx +

1
2τ

W2(ξ, ρn)2
}

et la formule discrétisée en espace étudiée ici est

ρn+1 = argmin
ξ∈Ph

{

h
M−1
∑

i=0

ξi ln(ξi) +
1
2τ

W̃(ξ, ρn)2

}
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Figure 3.7 – Erreurs entre la solution initiale et celle calculée par l’algorithme selon le
rapport ‖u‖∞τ

h
; comparaison des solutions finales avec différentes valeurs pour le rapport

‖u‖∞τ

h
.

nous avons décidé de traiter la fonction x → x ln(x), en utilisant la transformée de Legendre

(méthode utilisée notamment dans [5] et très utile en transport optimal) :

x ln(x) = sup
β∈R

{

βx− eβ−1
}

(3.12)

dont le supremum est obtenu en β = ln(x) + 1. Le problème de minimisation se simplifie et

devient quadratique par rapport aux variables σip dont dépend ξi, linéaire par rapport aux

variables βi :

ρn+1 = argmin
ξ∈Ph

sup
β∈RM

{

h
M−1
∑

i=0

(

βiξi − eβi−1
)

+
1
2τ

W̃
2(ξ, ρn)

}

. (3.13)

Soit ν la variable approchant ρn+1, l’algorithme utilisé à chaque pas de temps pour calculer

ρn+1 à partir de ρn est le suivant :

Initialisation : β
(0)
i = ln(ρni ) + 1, ∀i ∈ {0, ...,M − 1},

Récurrence : ν(j) = argmin
ξ∈Ph

{

h
M−1
∑

i=0

(

ξiβ
(j)
i

)

+
1
2τ

W̃(ξ, ρn)2

}

,

β
(j+1)
i = ln(ν(j+1)

i ) + 1, ∀i ∈ {0, ..,M − 1}.

Cet algorithme converge uniquement si τ est très faible, empiriquement, il semblerait que la

condition soit la même que celle du schéma aux différences finies explicite : τ
h2 ≤ 1. Le nombre

d’itérations nécessaire pour chaque pas de temps est faible (une ou deux itérations suffisent).

Si τ est trop grand, la modification de β semble être trop brutale, on peut y remédier de la

manière suivante :
β̃

(j+1)
i = ln(ν(j+1)

i ) + 1, ∀i ∈ {0..M − 1},
β

(j+1)
i = (1 − α)β(j)

i + αβ̃
(j+1)
i ,

(3.14)
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avec un paramètre α ∈ [0, 1[. Cette méthode permet d’obtenir une convergence dans des cas

avec τ bien plus grand, mais nécessite bien plus d’itérations. En conclusion, l’utilisation de la

transformée de Legendre ne semble pas être la solution la plus judicieuse pour cette équation.

Cependant, elle permet d’obtenir des résultats de convergence pour τ faible ce qui permet

tout de même de valider l’approche.

Les figures 3.9 représentent la solution de l’équation de diffusion et la solution obtenue avec

l’algorithme JKO discrétisé en espace avec la méthode du balayage transverse avec les para-

mètres suivants :






































































M = 500;

τ =
1

5002
= 0.000004;

Tinit = 2 × 10−4;

Tend = 2 × 10−3;

ρ(t, x) =
1√
4πt

e− (x−0.5)2

4t ;

ρ0 = (ρ(Tinit, xi))i∈I .

. (3.15)

Les figures 3.8 montrent l’erreur commise entre la solution du schéma JKO et la vrai

solution de l’équation de diffusion. La figure de droite représente l’erreur L2
h à chaque pas de

temps n ∈ J0, NK c’est-à-dire :

√
h ‖ρn − (ρ(Tinit + nτ, xi))i∈I‖l2

avec N le plus petit entier tel que Tinit+nτ ≥ Tend. Quant à la figure de gauche, elle représente

le maximum obtenu pour n ∈ J0, NK de tous ces normes selon plusieurs discrétisations du

pas d’espace h (qu’on note norme L∞
τ L

2
h). On remarque qu’on obtient numériquement la

convergence de notre schéma pour l’équation de la chaleur.

3.2 Ajout de la contrainte de congestion

Dans cette section nous allons nous intéresser à des équations flot-gradients avec contrainte

de congestion. La contrainte de congestion crée des interactions fortes entre les flux (σip)p∈P et

les flux (σi′p)p∈P pour i 6= i′, par conséquent, elle ne permet pas de faire une analyse du schéma

cellule par cellule comme pour l’équation de continuité sans cette contrainte. La densité ρ est

solution de l’équation flot-gradient associée à la fonctionnelle ψK : P(X) →] − ∞,+∞] sur

l’intervalle ]0, T [, s’il existe une famille de champ des vitesses (ut)t∈]0,T [ telle que :







∂tρt + ∇ · (ρtut) = 0,

ut ∈ −∂ψK(ρt),
(3.16)
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Figure 3.8 – La figure à gauche représente l’erreur L∞
τ L

2
h entre la solution exacte et

celle calculée par l’algorithme pour différents pas de d’espace h, celle de droite représente
l’erreur L2

h entre la solution exacte et celle calculée par le schéma au cours du temps.
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Figure 3.9 – Comparaison de la solution calculée par l’algorithme et du noyau de la
chaleur à différents pas de temps.

avec ψK = ψ + IK où ψ représente une fonctionnelle linéaire par rapport à ρ :

ψ(ρ) =
∫

X
g(x)ρ(x) dx
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et IK la fonctionnelle indicatrice associée à l’ensemble K = {ρ ∈ P(Rd) | ρ ≤ 1}. Elle est

définie comme suit :

IK(ρ) =







0 si ρ ∈ K,

+ ∞ si ρ 6∈ K.

Dans cette sous-section, nous allons voir que la contrainte de congestion "ρ ≤ 1" s’incorpore

de manière naturelle dans le schéma JKO discrétisé en temps en dimension 1. On rappelle

qu’en dimension 1,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σn+1 ∈ argmin
σ∈Adm(ρn)







ψ ◦ P (σ, ρn) +
1
2τ

∑

i∈I

∑

p∈P

h

ρi
σ2
ip + 2miphσip







,

ρn+1 := P (σn+1, ρn),

(3.17)

avec

Adm(ρn) =



















σ ∈ R
I×P
+ | ∀j ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σi j ≥ σi j+1 si i < j

σi j+1 ≥ σi j si i > j

σi i + σi i+1 ≤ hρni



















.

D’un point de vue discret, rajouter la fonctionnelle IK revient à imposer que les flux σ doivent

entraîner que la densité d’arrivée soit dans l’ensemble K. C’est-à-dire de remplacer Adm(ρn)

par Σh(ρn,K) l’ensemble contenant toutes les familles de flux telles que la densité d’arrivée

soit dans l’ensemble des mesures bornées inférieures à 1 :

Σh(ρ,K) = {σ ∈ Adm(ρ) | P (σ, ρ) ∈ K} . (3.18)

Ces contraintes sont linéaires en dimension 1.

3.2.1 Equation de continuité avec contrainte de congestion

Le schéma JKO discrétisé en espace pour ψ(ρ) =
∫

X g(x)ρ(x)dx devient alors :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σn+1 ∈ argmin
σ∈Σh(ρn,K)







∑

j∈I
hgjP (σ, ρn)j +

1
2τ

∑

i∈I

∑

p∈P

h

ρi
σ2
ip + 2miphσip







,

ρn+1 := P (σn+1, ρn).

(3.19)

Les contraintes liées à la congestion sont linéaires et il est donc facile de les incorporer à

l’algorithme. Notons aussi que l’on peut modifier l’ensemble K par {ρ ∈ P([0, L])| ρ ≤ ν}
avec ν ∈ R

h
+ une fonction positive constante sur chaque cellule. Les figures 3.10 comparent la

solution obtenue par l’algorithme et la solution analytique sans congestion dans le cas où les
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3.2. Ajout de la contrainte de congestion

paramètres sont les suivants :


























































g = −x2;

M = 500;

τ = 0.5 × h = 0.001;

ρ0 = 1[0.2,0.5];

T ≈ 0.8;

L = 1.

. (3.20)

Le centre de masse de la solution calculée est le même que celui de la solution analytique. Ce

résultat est obtenu théoriquement car, à chaque instant, la vitesse rajoutée à la densité est un

gradient non nul sur les zones congestionnés. Comme rajouter un gradient ne modifie pas le

centre de masse de la zone congestionnée, le centre de masse de la solution avec congestion est

le même que celle sans congestion. La figure de gauche de 3.10 montre la différence en norme

L2
h de deux solutions calculées par l’algorithme au pas de temps final T , mais pour des pas

d’espace différents. Pour être plus précis nous avons calculé :

√
h

∥

∥

∥

∥

∥

(

1
2

(ρ2i + ρ2i+1)
)

i∈Ih/2

− (ρi)i∈Ih

∥

∥

∥

∥

∥

l2

avec Ih = J0,M − 1K avec Mh = 1. On remarque que cette erreur est d’ordre environ 1/2

en h ce qui confirme la convergence du schéma vers une solution. La figure de droite de 3.11

montre la solution obtenue pour différente valeur de M = 1
h .

101



Partie II, Chapitre 3 – Méthode du balayage transverse en dimension 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
temps t=0

sans congestion

avec congestion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

temps t=0.2986

sans congestion

avec congestion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

temps t=0.5992

sans congestion

avec congestion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

temps t=0.7996

sans congestion

avec congestion

Figure 3.10 – Solutions calculées par le schéma dans les cas avec et sans congestion
dont les paramètres sont donnés en (3.20).

h

10−3 10−2

er
re
u
r
L
2 h

10−3

10−2

10−1
ordre de convergence= 0.56831

x

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

50

100

800

1600

Figure 3.11 – À gauche, norme L2
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cellules.
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Chapitre 4

Méthode du balayage transverse en

dimension 2

Ce chapitre est consacré à la discrétisation du coût Wasserstein quadratique par la

méthode du balayage transverse dans le cadre du schéma JKO et en dimension 2 de l’espace.

Nous allons voir que la méthode diffère de la dimension 1 principalement car les masses

traversant chaque hyperplan ne sont pas des données suffisantes pour décrire le transport

des masses d’une cellule à une autre. Nous verrons tout de même que, sous certaines

conditions, le schéma 2D conserve les propriétés du 1D : elle préserve le coût du déplacement

d’une cellule dans le sens où le coût Wasserstein quadratique entre une densité non nulle sur

une cellule et son translaté est le même que celui de la même densité et le projeté L2 de son

translaté dans l’espace discrétisé. Le schéma JKO discrétisé en espace pour l’équation

d’advection à vitesse constante u donne comme solution à chaque pas de temps le projeté du

translaté d’amplitude τu de la densité initiale. Enfin, nous verrons que le schéma semble

consistant dans le cas de l’équation de continuité au moins pour des pas de temps petits.

Dans une autre partie, nous verrons quel est le schéma simplifié pour le numérique et nous le

testerons sur l’équation de continuité et de diffusion. Nous terminerons par une analyse des

résultats numériques donnés par le schéma dans certains exemples avec contrainte de

congestion : le balayage d’une mesure ; équation de continuité avec contrainte de congestion

et particulièrement le mouvement de foule.
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4.1 Description et analyse de la méthode . . . . . . . . . . . . 104
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Partie II, Chapitre 4 – Méthode du balayage transverse en dimension 2

4.1 Description et analyse de la méthode

Cette section servira à présenter le coût Wasserstein quadratique discrétisé par la méthode

du balayage transverse. Nous montrerons les résultats susmentionnés.

4.1.1 Description

Nous présentons le coût modifié dans le cas où le domaine est X = [0, L]2 avec L > 1.

Nous posons

Xh2
=
{

Ci = [ixh, (ix + 1)h] × [iyh, (iy + 1)h], i = (ix, iy) ∈ J0,M − 1K2
}

la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille h×h avec Mh = L. On note Ph
2

l’espace

des mesures de densité constante sur chaque Ci de Xh2
, un élément de Ph

2
est alors identifié

à un élément de R
M×M :



























ρ(0,0) ρ(0,1) ... ρ(0,M−1)

. .

. .

. ρi .

. .

ρ(M−1,0) .. ρ(M−1,M−1)



























avec ρi = ρ(Ci)
h2 > 0 représentant la densité moyenne de la cellule Ci. Posons I = J0,M − 1K2

l’ensemble des indices définissant les cellules de Ph
2
, on notera i = (ix, iy) et j = (jx, jy) les

éléments de I.

Proposition 4.1. Soit ρ ∈ P(X), on définit la fonctionnelle P
Ph2 : P(X) → Ph

2
de la manière

suivante :

P
Ph2 (ρ) :=



























ρ(C(0,0))

h2

ρ(C(0,1))

h2 ...
ρ(C(0,M−1))

h2

ρ(C(1,0))

h2 .

. .

. ρ(Ci)
h2 .

. .
ρ(C(M−1,0))

h2 ..
ρ(C(M−1,M−1))

h2



























la matrice des densités moyennes 1 contenues dans Ci qui est bien un élément de Ph
2
. De plus,

si ρ ∈ L2(X), P
Ph2 est la projection au sens L2(X) de ρ sur Ph

2
c’est-à-dire :

P
Ph2 (ρ) = argmin

ν∈Ph2

{

‖ρ− ν‖L2(X)

}

.

1. Comme en dimension 1, si ρ donne une masse non nulle à une interface entre cellules, on répartit
cette masse de manière égale entre chaque cellule.
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Remarque 4.2. Le fait qu’on impose que L soit strictement plus grand que 1 est dû à la

section 4.3 page 133 où l’on rajoute une contrainte L∞ aux densités qu’on normalise par

défaut à 1. Or, si L ≤ 1, l’ensemble des densités plus petites que 1 est soit réduit à un

singleton, soit vide. De manière générale, ce chapitre vaut pour tout ensemble de densités

ayant la même masse, pour tout intervalle et pour l’ensemble des densités inférieures ou égale

à une certaine constante, tant que, cet ensemble est non vide.

On note σxip la masse venant de Ci traversant l’hyperplan Hx
p d’équation x = ph et

contenant l’interface entre les cellules C(p−1,q) et les cellules C(p,q) pour q appartenant à

{0, ...,M − 1} (voir figure 4.1). De même, on note σyip la masse venant de Ci traversant

l’hyperplan Hy
p d’équation y = ph et contenant l’interface entre les cellules C(q,p−1) et les

cellules C(q,p) pour q appartenant à {0, ...,M − 1}. Enfin, l’ensemble P = J1,M − 1K désignera

les indices des hyperplans dans une direction donnée et σ := (σαip)(i,p)∈I×P
α∈{x,y}

la famille des flux.

C(p−1,q) C(p,q)

Hx
p ZZ

C(q,p)

C(q,p−1)

Hy
p

Figure 4.1 – Représentation des hyperplans Hx
p et Hy

p dans Xh2
.

Il est important de constater que les flux traversant les hyperplans susmentionnés ne sont

pas des informations suffisantes pour décrire le déplacement des masses d’une cellule à une

autre.

Concrètement, notons F : Ph
2×h2 → R

I×P
+ qui à un plan de transport µ ∈ Ph

2×h2
donne les

flux de chaque cellule à travers les hyperplans (voir figure 4.2) :

σαip =
∑

j∈Pα
ip

µij (4.1)

avec Pαip =







j ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

jα ≥ p si iα < p

jα < p si iα ≥ p







et α ∈ {x, y}. Elle est linéaire d’un espace de

dimension M4 dans un espace de dimension M2 × (2M − 2). Elle n’est donc pas injective ce

qui implique qu’une infinité de plans de transport possède les mêmes flux.

105



Partie II, Chapitre 4 – Méthode du balayage transverse en dimension 2

σxip

µi(p′,q), p
′ ≥ p,

ρi

σxi p

µi(p′,q), p
′ < p,

ρi

Figure 4.2 – Représentation des relations entre les flux σ et le plan de transport µ.

La fonction coût W̃ : Ph
2 × Ph

2 → R+ approchant le coût Wasserstein quadratique en

utilisant la méthode de balayage transverse est alors la suivante :

Définition 4.3. Soient ρ, ν ∈ Ph
2
, on définit le coût Wasserstein quadratique discrétisé par

la méthode du balayage transverse par :

W̃(ρ, ν)2 = min
µ∈Πh(ρ,ν)







∑

α∈{x,y}

∑

p∈P

∑

i∈I(ρ)

(

(σαip)
2

ρi
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)







(4.2)

avec

• mα
i p = dist(Ci,Hα

p ) ;

• Πh(ρ, ν) =







µ ∈ P
h2×h2 |h2νj =

∑

i∈I
µij, h

2ρi =
∑

j∈I
µij







;

• σ := F(µ) avec F défini en (4.1) ;

• I(ρ) = {i ∈ I, ρi > 0}.

Nous allons voir que cette méthode conserve le coût de translation d’une cellule dans Xh2

au sens suivant :

Proposition 4.4. Soient ρ = ρi1Ci avec ρi > 0 et u ∈ R
2 tel que (Id + u)(Ci) ⊂ [0, L]2,

posons ρtr = (Id + u)#ρ le translaté de ρ par u, alors :

W̃(ρ,P
Ph2 (ρtr)) = W2(ρ, ρtr).
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Démonstration. on pose j = (jx, jy) l’élément de I = J0,M − 1K2 tel que







(ixh+ ux) − jxh := lx ∈ [0, h[,

(iyh+ uy) − jyh := ly ∈ [0, h[.

L’élément j appartient à I car (Id + u)(Ci) ⊂ [0, L]2. On peut montrer que P
Ph2 (ρtr) s’écrit

de la manière suivante :

P
Ph2 (ρtr) =

(

(h− lx)(h − ly)
h2

)

ρi1C(jx,jy)
+
(

lx(h− ly)
h2

)

ρi1C(jx+1,jy)

+
(

(h− lx)ly
h2

)

ρi1C(jx,jy+1)
+
(

lxly
h2

)

ρi1C(jx+1,jy+1)
.

Supposons jx ≥ ix, comme la masse provient d’une seule cellule, la seule possibilité pour les

flux horizontaux est la suivante :























σxip = ρih
2 si p ∈ Jix + 1, jxK,

σxi jx+1 = ρih
2 lx
h
,

σxi′p′ = 0 sinon,

et donc

jx+1
∑

p=ix+1

(σxip)
2

ρi
+ 2hmx

ipσ
x
ip =

jx−ix
∑

p′=0

(σxi (ix+1)+p′)2

ρi
+ 2h2p′σxi (ix+1)+p′

=





jx−ix−1
∑

p′=0

ρih
4 + 2(ρih2)p′h2



+ ρih
2
(

lx
h

)2

+ 2(jx − ix)ρih2 lx
h

=





jx−ix−1
∑

p′=0

(p′ + 1)2ρih
4 − p′2ρih

4



+ ρih
2
(

lx
h

)2

+ 2(jx − ix)ρih2 lx
h

= (jx − ix)2ρih
4 + ρih

2
(

lx
h

)2

+ 2(jx − ix)ρih2 lx
h

= ρih
2
(

jx +
lx
h

− ix

)2

h2

= ρih
2u2
x

de même si jx < ix on a :


























σxip = ρih
2 si p ∈ Jjx + 2, ixK,

σxi jx+1 = ρih
2
(

h− lx
h

)

,

σxi′p′ = 0 sinon,
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et

ix
∑

p=jx+1

(σxip)
2

ρi
+ 2hmx

ipσ
x
ip

=
ix−jx−1
∑

p′=0

(σxi jx+1+p′)2

ρi
+ 2h2p′σxi jx+1+p′

=





ix−jx−2
∑

p′=0

ρih
4(1 + 2p′)



+
(σxi jx+1)2

ρi
+ 2(ix − jx − 1)h2σxi jx+1

= (hix − hjx − h)2ρih
2 +

(

h− lx
h

)2

ρih
4 + 2(hix − hjx − h)

(

h− lx
h

)

ρih
3

= ρih
2 (hix − jxh− h+ (h− lx))2

= ρih
2 (hix − jxh− lx)2

= ρih
2u2
x.

Dans tous les cas on obtient que le coût dû au déplacement horizontal de la masse est

∑

p∈P

∑

i∈I

(

(σxip)
2

ρi
+ 2hmx

ipσ
x
ip

)

= ρih
2u2
x (4.3)

et par la même méthode on peut calculer que le coût dû au déplacement vertical de la masse :

∑

p∈P

∑

i∈I

(

(σyip)
2

ρi
+ 2hmy

ipσ
y
ip

)

= ρih
2u2
y (4.4)

ce qui nous donne l’égalité escomptée.

4.1.2 Schéma JKO et étude sur l’équation de continuité

Dans cette sous-section, nous allons montrer que l’approche conserve de bonnes propriétés

en dimension 2 d’espace. Tout d’abord, pour l’équation de continuité à vitesse constante u,

pour un pas de temps τ > 0 et sous certaines conditions, le schéma JKO avec le coût discrétisé

par la méthode du balayage transverse donne comme solution le projeté L2 du translaté de

τu de la densité initiale. Dans le cadre d’une vitesse générale, les résultats obtenus avec les

conditions de Karush–Kuhn–Tucker nous donne une certaine consistance du schéma avec

l’équation.

Schéma JKO

Le schéma JKO avec le coût Wasserstein discrétisé utilisant la méthode du balayage trans-

verse est alors :
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De manière formelle, à partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 comme suit :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 = argmin
µ∈Πh(ρn,·)



























ψ

(

(
1
h2

∑

i∈I
µij)j∈I

)

+
1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)



























,

ρn+1
j =

∑

i∈I µij
h2

,

(4.5)

avec

• mα
i p = dist(Ci,Hα

p ) ;

• Πh(ρn, ·) =







µ ∈ P
h2×h2 | ∀i ∈ I, h2ρni =

∑

j∈I
µij







;

• σ := F(µ) avec F défini en (4.1) ;

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0}.

Cependant, ce schéma n’est pas un algorithme dans le sens où il n’existe pas toujours une

unique solution à la minimisation de la fonctionnelle suscitée. Prenons pour exemple le cas

M = 2, L = 2 et τ = 1 et posons






























i0 = (0, 0);

i1 = (1, 0);

i2 = (0, 1);

i3 = (1, 1).

.

De plus, supposons que ρ0 = ρi01i0 avec ρi0 > 0. Nous allons utiliser le schéma ci-dessus dans

le cas de l’équation d’advection à une vitesse constante u ∈ R
2. La fonctionnelle associée à

cette équation flot-gradient est ψ(ρ) =
∫

X(u · x)ρ(x)dx. Nous prenons u := (ux, uy) tel que

ux, uy ≥ 0. En utilisant la discrétisation :

ψ(ρ) ≈ h2
∑

j∈I
(u · xj)ρj ,

le schéma JKO discrétisé pour l’équation d’advection à vitesse constante devient :

à partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 de la manière suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 = argmin
µ∈Πh(ρn,·)



























∑

i∈I

∑

j∈I
(u · xj)µij +

1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)



























,

ρn+1
j =

∑

i∈I µij
h2

,

(4.6)
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avec

• mα
i p = dist(Ci,Hα

p ) ;

• Πh(ρn, ·) =







µ ∈ P
h2×h2 | ∀i ∈ I, h2ρni =

∑

j∈I
µij







;

• σ := F(µ) avec F défini en (4.1) ;

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0}.

et on peut montrer que si ux, uy ∈ [0, 1] alors l’ensemble des solutions est donné par :















ρi0

ρi1

ρi2

ρi3















=















(1 − ux)(1 − uy)

ux(1 − uy)

uy(1 − ux)

uxuy















+ s















1

−1

−1

1















pour s permettant à chaque densité de rester positive. Cependant, on peut remarquer que

tous ces plans de transport ont le même flux (σxi0 1, σ
y
i0 1) = (ux, uy). En fait, dans ce cadre

là, on peut montrer qu’il y a unicité des flux σ minimum de la fonctionnelle, mais, comme

déterminer les flux ne suffit pas à déterminer le plan de transport des masses, il n’y a pas

unicité pour le plan de transport ou pour la densité finale. Nous allons voir que pour récupérer

le résultat obtenu en dimension 1, il va falloir choisir parmi les plans de transport minimisant

la fonctionnelle JKO, celui qui a la plus petite entropie. Le schéma JKO devient alors :

Schéma JKO 2. (général)

À partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 de la manière suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Λ(ρn, ψ) = argmin
µ∈Πh(ρn,·)



























ψ





(

∑

i∈I

µij
h2

)

j∈I



+
1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)



























,

µn+1 = argmin
µ∈Λ(ρn,ψ)







∑

i,j∈I
µij ln(µij)







,

ρn+1
j =

∑

i∈I

µn+1
ij

h2

avec :

• mα
i p = dist(Ci,Hα

p ) ;

• Πh(ρn, ·) =
{

µ ∈ Ph
2×h2 | ∑j∈I µij = h2ρni

}

;

• σ := F(µ) avec F défini en (4.1) ;

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0}.
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4.1. Description et analyse de la méthode

Notons σ̃αip la masse restante entre l’hyperplan Hα
ip et l’hyperplan Hα

i p+1, cette quantité

est calculable avec la famille des flux σ := (σαip)(i,j)∈I×P
α∈{x,y}

(voir figure 4.3) :

σ̃αip =







h2ρi − σαi iα − σαi iα+1 si p = iα,

(−1)1p>iα (σαi p+1 − σαip) sinon,
(4.7)

avec comme convention σip = 0 si p 6∈ P . Nous allons montrer que, pour des flux donnés σ,

il existe un unique plan de transport minimisant l’entropie mathématique si la densité finale

n’est pas sujet à une contrainte quelconque. Ce plan de transport est donné par la formule

suivante :

µij =
σ̃xi jx

σ̃yi jy

h2ρi

pour cela nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.5. Soient (γpq)(p,q)∈J0,M−1K2 ∈ R
M2

+ , (σ̃xp )p∈J0,M−1K ∈ R
M
+ et (σ̃yq )q∈J0,M−1K ∈ R

M
+

tels que
M−1
∑

p=0

σ̃xp =
M−1
∑

q=0

σ̃yp = 1

alors le minimum de la fonctionnelle :

J(γ) =
∑

(p,q)∈J0,M−1K2

γpq ln(γpq)

sous les contraintes :
M−1
∑

p=0

γpq = σ̃yq et
M−1
∑

q=0

γpq = σ̃xp

est obtenu pour :

γpq = σ̃xp σ̃
y
q .

Démonstration. L’équation d’Euler-Lagrange pour cette fonctionnelle sous contraintes nous

donne :

∀p, q ∈ J0,M − 1K, ln(γpq) + 1 − λxp − λyq = 0

où λxp et λyq représente les multiplicateurs de Lagrange des deux contraintes liées à γpq et à

σ̃xp et σ̃yq respectivement. On remarque que la constante 1 peut être intégrée dans les deux

multiplicateurs de Lagrange en remplaçant

λxp → λxp − 0.5,

λyp → λyp − 0.5

et on obtient :

γpq = eλ
x
peλ

y
q .
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σxip σxi p+1

σ̃xip

ρi

σxip σxi p+1

σ̃xip

ρi

σxip σxi p+1

σ̃xip

ρi

Figure 4.3 – Représentation de σ̃xip par rapport à σxip et σxi p+1. Les cas représentés sont,
de haut en bas et de gauche à droite, le cas où p > ix puis p < ix et p = ix.
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De plus, comme
∑M−1
q=0 σ̃yq = 1 on a :

M−1
∑

p=0

M−1
∑

q=0

γpq =





M−1
∑

q=0

eλ
y
q









M−1
∑

p=0

eλ
x
p



 = 1

finalement, comme
M−1
∑

q=0

γpq = σ̃xp =





M−1
∑

q=0

eλ
y
q



 eλ
x
p

nous obtenons :

γpq =
σ̃xp σ̃

y
q

(

∑M−1
p=0 eλ

y
p

) (

∑M−1
q=0 eλ

x
q

) = σ̃xp σ̃
y
q .

Ce lemme nous permet de prouver la proposition suivante :

Proposition 4.6. Soient (σ̃xip)(i,p)∈I×P et (σ̃yip)(i,p)∈I×P appartenant à R
I×P
+ tels que :

∀i ∈ I,
∑

p∈P
σ̃xip =

∑

p∈P
σ̃yip = h2ρi

alors le minimum de la fonctionnelle :

J(µ) =
∑

i,j∈I
µij ln(µij)

avec comme contraintes, pour tout i, j ∈ I :

M−1
∑

p=0

µi(p,jy) = σ̃yi jy
et

M−1
∑

q=0

µi(jx,q) = σ̃xi jx

est obtenu pour :

µij =
σ̃xi jx

σ̃yi jy

h2ρi
.

Démonstration. La preuve s’obtient en constatant que les (µij)j∈I n’ont aucune contrainte

qui dépend des (µi′j)j∈I si i 6= i′. À i fixé, on utilise le lemme précédent avec :

σ̃yp = σ̃yip; σ̃xp = σ̃xip; γpq = µi(p,q).

Par conséquent, la masse allant de la cellule i à la cellule j est à la fois proportionnelle à

la masse partant de la cellule i et restant entre Hx
j et Hx

j+1 mais aussi à celle restant entre

Hy
j et Hy

j+1. Notons P l’application qui a une famille σ admissible et une densité ρ de Ph
2

donne la densité ν de Ph
2

comme suit :

P (σ, ρ)j := νj =
1
h2

∑

i∈I

σ̃xijx
σ̃yijy

h2ρi
.
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L’algorithme JKO sans discrétisation du terme ψ et sans contrainte sur la densité finale devient

alors :

Schéma JKO 3. (sans contrainte sur la densité finale)

À partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 comme suit

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σn+1 = argmin
σ∈Adm(ρn)



























ψ ((P (σ, ρn))j∈I) +
1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)



























,

ρn+1
j = P (σ, ρn)j

avec :

• mα
i p = dist(Ci,Hα

p ) ;

• Adm(ρn) = {(σαip)(i,p)∈I×P
α∈{x,y}

≥ 0 | σ̃αip ≥ 0} ;

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0}.

Remarque 4.7. Dans le cas où la densité finale n’est pas contrainte, imposer que la densité

finale soit égale à P (σ, ρ) revient à utiliser le minimum de la fonctionnelle :

∑

i∈I

∑

j∈I
µij ln(µij)

sur l’ensemble des solutions du schéma JKO décrit en (4.6) page 109. Par contre, cette solution

n’est plus valable si une contrainte est imposée à la densité finale comme nous le verrons

dans 4.2.1 page 120.

Cas d’une vitesse constante

Dans cette sous-section, nous allons étudier l’algorithme JKO discrétisé en espace avec le

coût modifié proposé ci-dessus dans le cas de l’équation d’advection à vitesse constante. La

fonctionnelle associée à l’équation d’avection à vitesse constante est

ψ(x) = −
∫

X
(u · x) ρ(x)dx

où u := (ux, uy) ∈ R
2 est la vitesse. La fonctionnelle du schéma JKO devant être minimiser

selon σ au (n+ 1)e pas de temps est alors :

∑

j∈I
(jxux + jyuy)h2

P (σ, ρn)j +
1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)

. (4.8)
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Nous allons voir que, à chaque pas de temps, l’algorithme donne le projeté L2 du translaté

d’amplitude τu de la densité initiale :

Proposition 4.8. Soit ρ ∈ Ph
2

et u ∈ R
2 tel que pour tout i ∈ I(ρ) = {i ∈ I | ρi > 0},

(Id + τu)#(Ci) ⊂ X, on pose :

J(σ̄) =
∑

j∈I
(jxux + jyuy)h2

P (σ̄, ρ)j +
1
2τ

∑

p∈P
α∈{x,y}

i∈I(ρ)

(

(σ̄αip)
2

ρi
+ 2hmα

ipσ̄
α
ip

)

,

alors si

σ = argmin
σ̄∈Adm(ρ)

J(σ̄)

avec Adm(ρ) = {(σαip)(i,p)∈I×P
α∈{x,y}

≥ 0 | σ̃αip ≥ 0}, on obtient :

P (σ, ρ) = P
Ph2 ((Id + τu)#ρ).

Démonstration. On remarque que pour la fonctionnelle J , la minimisation des (σαip)p∈P est

indépendante de la minimisation des (σβi′p)p∈P si (i, α) 6= (i′, β). De plus, pour simplifier,

supposons que les composantes de la vitesse ux et uy sont positives, on remarque que

∂(
∑

j∈I gjνj)

∂σxip
=

∂
(

∑M−1
q=0 g(p−1,q)ν(p−1,q) + g(p,q)ν(p,q)

)

∂σxip

=
g(p−1,q)

ρih4

∂(σ̃xip−1σ̃
y
iq)

∂σxip
+
g(p,q)

ρih4

∂(σ̃xipσ̃
y
iq)

∂σxip

=
M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥p
(g(p,q) − g(p−1,q))

h4

σ̃yiq
ρi

=
M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥pux
σ̃yiq
ρih3

= (−1)1ix≥p
ux
h

en remarquant que
∑M−1
q=0 σ̃yiq = ρih

2. De plus, on a

∂J

∂σxip
= (−1)1ix≥puxh+

h2

τ

(

σxip
h2ρi

+
mx
ip

h

)

∂J

∂σyip
= (−1)1iy ≥puyh+

h2

τ

(

σyip
h2ρi

+
my
ip

h

)

comme ux et uy sont positives, nous obtenons que

σαip = 0 si p ≤ iα, α ∈ {x, y}
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en effet, augmenter une de ces variables ne permet que d’augmenter le coût ou de relaxer

les contraintes d’une variable augmentant le coût. Comme les variables σxip et σyip non-nulles

n’interagissent pas entre elles ni dans la fonctionnelle, ni dans les contraintes, il suffit de

minimiser les σxip comme dans le lemme 3.7 page 87 et de même pour les σyip.

Cas général

Dans cette sous-section, nous allons étudier l’algorithme JKO discrétisé en espace avec le

coût proposé dans le cadre de l’équation de continuité. Rappelons que la fonctionnelle associée

à l’équation de continuité est

ψ(ρ) =
∫

X
g(x)ρ(x)dx

et le schéma JKO associé à l’équation de continuité est alors le suivant :

ρn+1 ∈ argmin
ρ∈Pa(K)

{∫

X
g(x)ρ(x) dx +

1
2τ

W2(ρn, ρ)2
}

.

On approche
∫

X
g(x)ρ(x)dx par

∑

j∈I
h2gjρj avec gj = g((jxh + h/2, jyh + h/2)) et on utilise

le schéma JKO 3 page 114. La fonctionnelle du schéma JKO à minimiser au (n + 1)e pas de

temps devient alors :

J(σ) = h2
∑

j∈I
gjP (σ, ρn)j +

1
2τ

∑

α∈{x,y}

∑

p∈P

∑

i∈I(ρn)

(

(σαip)
2

ρni
+ 2hmα

ipσ
α
ip

)

. (4.9)

Par la suite notons I̊ = I \ {(ix, iy) ∈ I | ix = 0 ou ix = M − 1 ou iy = 0 ou iy = M − 1}
l’ensemble des indices des cellules de Xh2

sauf celles se trouvant au bord du domaine. De plus

pour p ∈ P et i := (ix, iy) ∈ I on note :















uxp iy = −
g(p,iy) − g(p−1,iy)

h
,

uyix p = −g(ix,p) − g(ix,p−1)

h
,

(4.10)

les dérivées discrètes de −g selon x et y.

Nous n’avons pas de preuve théorique de convergence du schéma JKO discrétisé pour

l’équation de continuité. Cependant, la prochaine proposition démontre que, asymptotique-

ment, le schéma redonne un schéma connu pour sa consistance envers l’équation de continuité.

De plus, des applications numériques confirmeront la consistance de ce schéma dans 4.2.2 page

123.

Proposition 4.9. Soient i ∈ I̊, c = τ max(‖ux‖∞,‖uy‖∞)
h et ρ = ρi1Ci alors si c < 1/4 la

fonctionnelle (4.9) admet un unique minimiseur σ tel que :
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









































































σxi ix = h2ρi

(

τuxix iy
h

)−
+ o(c),

σxi ix+1 = h2ρi

(

τuxix+1 iy

h

)+

+ o(c),

σyi iy = h2ρi

(

τuyix iy
h

)−
+ o(c),

σyi iy+1 = h2ρi

(

τuyix iy+1

h

)+

+ o(c).

Démonstration. On pose

J(σ̄) = h2
∑

j∈I
gjP (σ̄, ρ)j +

1
2τ

∑

α∈{x,y}

∑

p∈P

∑

i∈I(ρ)

(

(σ̄αip)
2

ρi
+ 2hmα

ipσ̄
α
ip

)

.

Cette fonctionnelle est à minimiser pour σ̄ inclus dans [0, ‖ρ‖∞ h2]I×P . Par conséquent il existe

au moins un minimiseur σ, nous allons montrer que, sous les hypothèses de la proposition, il

est unique. On remarque que

∂(
∑

j∈I gjνj)

∂σxip
=

∂
(

∑M−1
q=0 g(p−1,q)ν(p−1,q) + g(p,q)ν(p,q)

)

∂σxip

=
g(p−1,q)

ρih4

∂(σ̃xip−1σ̃
y
iq)

∂σxip
+
g(p,q)

ρih4

∂(σ̃xipσ̃
y
iq)

∂σxip

=
M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥p
(g(p,q) − g(p−1,q))

h4

σ̃yiq
ρi

= −
M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥puxpq
σ̃yiq
ρih3

et

∂J

∂σxip
= −

M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥puxp q
σ̃yiq
ρih

+
h2

τ

(

σxip
h2ρi

+
mx
ip

h

)

si ‖ux‖∞ ≤ h
τ alors

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M−1
∑

q=0

(−1)1ix≥p uxp q
σ̃yiq
ρih

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ h2

τ

M−1
∑

q=0

σyiq
ρih2

=
h2

τ

et donc si mx
ip ≥ h on a ∂J

∂σx
ip

≥ 0, on en conclut alors que

σxip = 0 si p 6∈ {ix, ix + 1},
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traverser les hyperplans situés à une distance non nulle de la cellule ne fait qu’augmenter le

coût. Par symétrie, on a les mêmes résultats pour les hyperplans horizontaux (σyip)(i,p)∈I×P .

En conclusion il nous reste :






































































∂J

∂σxi ix
= uxix iy+1

σ̃yi iy+1

ρih
+ uxix iy

σ̃yi iy
ρih

+ uxix iy−1

σ̃yi iy−1

ρih
+
h2

τ

(

σxi ix
h2ρi

)

,

∂J

∂σxi ix+1

= −uxix+1 iy+1

σ̃yi iy+1

ρih
− uxix+1 iy

σ̃yi iy
ρih

− uxix+1 iy−1

σ̃yi iy−1

ρih
+
h2

τ

(

σxi ix+1

h2ρi

)

,

∂J

∂σyi iy
= uyix+1 iy

σ̃xi ix+1

ρih
+ uyix iy

σ̃xi ix
ρih

+ uyix−1 iy

σ̃xi ix−1

ρih
+
h2

τ

(

σyi iy
h2ρi

)

,

∂J

∂σyi iy+1

= −uyix+1 iy+1

σ̃xi ix+1

ρih
− uyix iy+1

σ̃xi ix
ρih

− uyix−1 iy+1

σ̃xi ix−1

ρih
+
h2

τ

(

σyi iy+1

h2ρi

)

,

sous les contraintes :


















σαip ≥ 0,

rh2 − σyi iy − σyi iy+1 ≥ 0,

rh2 − σxi ix − σxi ix+1 ≥ 0.

(4.11)

Notons H la matrice Hessienne de J avec pour variable le vecteur (σxi ix , σ
x
i ix+1, σ

y
i iy
, σyi iy+1),

elle est définit comme suit :

H =





























1
τρi

0
uxix iy−1 − uxix iy

ρih

uxix iy+1 − uxix iy
ρih

0
1
τρi

uxix+1 iy − uxix+1 iy−1

ρih

uxix+1 iy − uxix+1 iy+1

ρih
uyix−1 iy

− uyix iy
ρih

uyix+1 iy
− uyix iy

ρih

1
τρi

0

uyix iy+1 − uyix−1 iy+1

ρih

uyix iy+1 − uyix+1 iy+1

ρih
0

1
τρi





























.

Chacun des termes extradiagonaux non nuls peut être majoré par 2‖u‖∞
ρih

. Par conséquent,
elle est à diagonale strictement dominante si c < 1/4, ce qui implique l’unicité de σ. Si on
suppose que seules les contraintes sur la positivité des σip soient activées, les conditions de
Karush–Kuhn–Tucker nous donne le système implicite suivant :



































































σx
i ix

=
(

(h2ρi − σy

i iy
− σy

i iy+1
)
τux

ix iy

h
+ (σy

i iy
)
τux

ix iy−1

h
+ (σy

i iy+1
)
τux

ix iy+1

h

)

−

,

σx
i ix+1 =

(

(h2ρi − σy

i iy
− σy

i iy+1
)
τux

ix+1 iy

h
+ (σy

i iy
)
τux

ix+1 iy−1

h
+ (σy

i iy+1
)
τux

ix+1 iy+1

h

)+

,

σy

i iy
=

(

(h2ρi − σx
i ix

− σx
i ix+1)

τuy

ix iy

h
+ (σx

i ix
)
τuy

ix−1 iy

h
+ (σx

i ix+1)
τuy

ix+1 iy

h

)

−

,

σy

i iy+1
=

(

(h2ρi − σx
i ix

− σx
i ix+1)

τuy

ix iy+1

h
+ (σy

i iy
)
τuy

ix−1 iy+1

h
+ (σy

i iy+1
)
τuy

ix+1 iy+1

h

)+

,

(4.12)

et si τ‖u‖∞

h
≤ 1

4
on peut montrer que la seconde et la troisième contrainte de (4.11)
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sont vérifiées, on obtient alors :































































σxi ix = h2ρi
τ(uxix iy)−

h
+ o(c),

σxi ix+1 = h2ρi
τ(uxix+1 iy )+

h
+ o(c),

σyi iy = h2ρi
τ(uyix iy )−

h
+ o(c),

σyi iy+1 = h2ρi
τ(uyix iy+1)

+

h
+ o(c).

Remarque 4.10. Pour τ‖u‖∞
h ≤ 1

4 , le minimum doit vérifier le système implicite (4.12) qui

est consistant avec l’équation de continuité.

4.2 Schéma numérique utilisé et simulations

Dans cette section, nous allons présenter le schéma numérique utilisé pour calculer des

solutions des équations flot-gradients ainsi que des simulations sans contrainte de congestion.

4.2.1 Description de la méthode de simplification

Nous allons présenter comment nous approchons les solutions données par le schéma JKO 2

page 110. Nous commencerons par diminuer le nombre de variables en supposant que les

mouvements effectués par les masses sont de faibles amplitudes. Ensuite, nous expliquerons

la méthode utilisée pour approcher la solution ayant l’entropie la plus faible.

Simplification pour les petits mouvements

L’un des problèmes qui apparait rapidement est le temps de calcul d’une solution du

schéma JKO en dimension 2 avec la méthode du balayage transverse. Pour un pas d’espace

h ≈ 0.01 et L = 1, le nombre de cellules est alors de M2 = 104 qui ont elles-mêmes 2(M − 1)

variables pour chacun de leurs hyperplans. Chaque étape de l’algorithme JKO est donc une

minimisation sur M2 × 2(M − 1) ≈ 2M3 = 2 × 106 variables. Une méthode utilisant les plans

de transport nécessiterait M4 = 108 variables, c’est donc moins important mais reste toutefois

assez long en temps de calcul. Cependant, dans certaines conditions, on peut considérer que

la masse envoyée par une cellule au-delà de ces voisins est négligeable.

Si on suppose que la masse ne se déplace pas plus loin que les cellules voisines, on obtient

alors :

σαip = 0 si p 6∈ {iα iα + 1}.
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Notons V α(i) = {iα, iα+1}, la fonctionnelle à minimiser à chaque étape du schéma JKO dans

le cas où ψ est non discrétisé est :

∑

j∈I
ψ(P (σ, ρ)j) +

1
2τ





∑

i∈I(ρ)

1
ρi

∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σαip)
2





à minimiser sous les contraintes :

• σαip ≥ 0, ∀i ∈ I, α ∈ {x, y}, p ∈ V α(i) = {iα, iα + 1};

• ρih
2 − (

σαi iα + σαi iα+1

) ≥ 0, ∀i ∈ I, α ∈ {x, y}.

En utilisant ce schéma simplifié, à chaque étape on minimise sur M2 × 4 variables au lieu de

M2 × 2(M − 1), on gagne donc une puissance de M .

Schéma numérique général utilisé

La seconde difficulté de ce schéma est au niveau des contraintes. Le schéma JKO 3 décrit

page 114 utilise le fait que, si la densité finale n’est pas sujette à une contrainte, la solution

du schéma JKO qui minimise l’entropie mathématique est obtenue à partir des flux σ par

l’application P . Garder cette hypothèse dans le cas où la densité finale est elle aussi contrainte

mène à des problèmes numériques :

1. En dimension 2, des contraintes quadratiques apparaissent pour imposer que la masse

à l’intérieur d’une cellule ne dépasse pas une certaine valeur (contrainte de congestion).

En effet, rappelons que la masse envoyée dans la cellule Cj est calculée via les flux de

σ de la manière suivante :

h2
P (σ, ρ)j =

∑

i∈I

σ̃xijx
σ̃yijy

h2ρi
,

avec

σ̃αip =







h2ρi − σαi iα − σαi iα+1 si p = iα,

(−1)1p>iα (σαi p+1 − σαip) sinon.

2. Le plan de transport minimisant l’entropie mathématique peut ne plus être un plan

admissible. Dans la figure 4.4, les cellules adjacentes contiennent assez peu de masse et

pourraient recevoir la masse surcongestionnée de la cellule centrale, mais si on garde

l’hypothèse µ = P (σ, ρ) la masse ne peut être envoyée qu’à l’horizontale ou qu’à la

verticale et non au deux à la fois car cela imposerait qu’elle en envoie à la diagonale,

or, celle-ci est déjà surcongestionnée.

Pour éviter ce genre de blocage, nous revenons à la définition du schéma JKO 2 page 110

qui utilise les plans de transport. Pour les mouvements de faible amplitude, beaucoup de flux

sont considérés nuls, la relation entre le plan de transport µ et les flux σ est réduite à :
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0.5

0.50.5

0.5

1 1

11

2

Figure 4.4 – Exemple de situation où le schéma peut poser des problèmes si on rajoute
une contrainte de congestion. Le nombre au milieu de la cellule représente la valeur de
la densité dans chaque cellule.

F(µ) = σ ⇔ ∀i ∈ I















































































σxi ix =
1
∑

j=−1

µi (ix−1,iy+j),

σxi ix+1 =
1
∑

j=−1

µi (ix+1,iy+j),

σyi iy =
1
∑

j=−1

µi (ix+j,iy−1),

σyi iy+1 =
1
∑

j=−1

µi (ix+j,iy+1).

(4.13)

Le schéma JKO discrétisé en espace devient alors :

à partir de ρn ∈ Ph
2

le schéma calcule ρn+1 comme suit :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρn+1
j =

∑

i∈I µ
n+1
ij

h2
,

µn+1 = argmin
µ̄∈Λ(ρn,ψ)







∑

i,j∈I
µ̄ij ln(µ̄ij)







,

Λ(ρn, ψ) = argmin
µ∈Πh(ρn,·)







∑

j∈I
ψ(

∑

i∈V (j)

µij
h2

) +
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σαip)
2















avec :

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;
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• Πh(ρn, ·) =







(µij) i∈I
j∈V (i)

≥ 0

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (i)

µij = h2ρni







;

• F(µ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13) ;

• I(ρ) = {i ∈ I, ρi > 0}.

Remarque 4.11. On peut généraliser au cas où l’on considère tous les flux :

σαip =
∑

j∈Pα
ip

µij

avec Pαip =







j ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

jα ≥ p si iα < p

jα < p si iα ≥ p







et α ∈ {x, y}.

Remarque 4.12. L’ensemble Λ(ρn, ψ) est rarement un singleton même dans le cas où la

densité finale est sujette à des contraintes. En effet, il est possible de modifier les (µij)j∈V (i)

sans modifier les
(

σαip

)

p∈V α(i)
α∈{x,y}

pour chaque i dans 4 directions propres. En d’autres termes,

pour chaque i ∈ I, l’application linéaire qui à un vecteur (µij)j∈V (i) donne les flux
(

σαip

)

p∈V α(i)
α∈{x,y}

a un noyau de dimension 4 dont une base est représentée sur la figure 4.5.

−ǫ

−ǫ

−ǫ

−ǫ

−ǫ

−ǫ

−ǫ

−ǫ

+ǫ

+ǫ +ǫ

+ǫ

+ǫ

+ǫ

+ǫ

+ǫ

Figure 4.5 – Les possibilités de modification du plan de transport µ sans modifier σ.
Un quadrillage représente le plan (µij)j∈V (i) avec la cellule Ci au centre. Les "+ǫ" et "−ǫ"
représentent la modification qu’on peut apporter à (µij)j∈V (i) sans modifier (σαip) p∈P

α∈{x,y}

.

Numériquement, nous décidons de traiter la seconde minimisation en rajoutant une régu-

larisation entropique à J . Le schéma JKO utilisé dans le cas des petits mouvements est alors
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le suivant :

Schéma JKO 4. (numérique) À partir de ρn ∈ Ph
2

le schéma calcule ρn+1 comme suit :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ min
µ∈Πh(ρn,·)



















∑

j∈I
ψ(

∑

i∈V (j)

µij
h2

) +
1
2τ

∑

i∈I(ρn)

1
ρni











∑

p∈V α(i)
α∈{x,y}

(σαip)
2











+ǫ
∑

i∈I(ρn)

∑

j∈V (i)

µij ln(µij)







,

ρn+1
j =

∑

i∈I µ
n+1
ij

h2

avec :

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, ·) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (i) µij = h2ρni

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

4.2.2 Algorithme pour l’équation de continuité

Dans cette sous-section, nous allons tester le schéma numérique décrit dans la section

précédente dans le cadre de l’équation de continuité. Pour cela, on pose ψ(ν) =
∫

X g(x)ν(x)dx.

L’équation flot-gradient associée à cette fonctionnelle est l’équation de continuité :

∂tρ− ∇.(ρ∇g) = 0.

En discrétisant la fonctionnelle ψ par :

ψ(ν) ≈ h2
∑

j∈J
gjνj
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avec gj = g(xj), le schéma JKO simplifié devient alors : à partir de ρn ∈ Ph
2

le schéma calcule

ρn+1 comme suit :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ min
µ∈Πh(ρn,·)



















∑

j∈I

∑

i∈V (j)

µijgj +
1
2τ

∑

i∈I(ρn)

1
ρni











∑

p∈V α(i)
α∈{x,y}

(σαip)
2











,

+ǫ
∑

i∈I(ρn)

∑

j∈V (i)

µij ln(µij)







ρn+1
j =

∑

i∈I µ
n+1
ij

h2
,

avec :

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, ·) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (i) µij = h2ρni

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

On remarque encore une fois que la minimisation des (µij)j∈V (i) est totalement indépen-

dante de la minimisation des (µi′j)j∈V (i′) si i et i′ sont différents.

Il convient d’utiliser une autre méthode que l’utilisation de la transformée de Legendre pour

la partie régularisation, en effet linéariser le terme de régularisation reviendrait à chercher le

minimum d’une fonctionnelle linéaire sur un polygone convexe. Celui-ci serait atteint sur l’un

des sommets, ce qui n’est pas le cas. Nous utiliserons la méthode suivante : supposons que

(µij) soit un minimum de l’algorithme JKO sans la régularisation entropique et (γij) le mi-

nimum avec la fonctionnelle d’entropie. On pose ǫij = γij − µij et on suppose que |ǫij| ≪ µij,

on obtient :

∑

j∈V (i)

γij ln(γij) =
∑

j∈V (i)

(γij) ln(µij + ǫij)

=
∑

j∈V (i)

γij ln(µij) + γij ln

(

1 +
ǫij
µij

)

=
∑

j∈V (i)

(γij) ln(µij) + γij

(

ǫij
µij

)

+ o

(

ǫij
µij

)

=





∑

j∈V (i)

γij ln(µij) +
γ2
ij

µij



− ρi + o

(

ǫij
µij

)

.

L’idée de l’algorithme est alors de trouver une première solution qui minimise la fonctionnelle
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4.2. Schéma numérique utilisé et simulations

avec une régularisation utilisant la norme l2 du vecteur comprenant les variables et ainsi les

garder strictement positives, une deuxième étape minimise la fonctionnelle avec la régula-

risation entropique en utilisant l’approximation précédente. L’algorithme utilisé est alors le

suivant :

Algorithme JKO 1. (Equation de continuité)

À partir de ρn ∈ Ph
2
, l’algorithme calcule ρn+1 de la manière suivante :

1ère étape :

µ ∈ argmin
µ̄∈Πh(ρn,·)







∑

j∈I
gj





∑

i∈V (j)

µ̄ij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σ̄ip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

µ̄2
ij







;

2ème étape :

µn+1 ∈ argmin
γ∈Πh(ρn,·)







∑

j∈I
gj





∑

i∈V (j)

γij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

(

γ2
ij

µij + ǫ2
+ γ̄ij ln(µij + ǫ2)

)







;

ρn+1
j :=

∑

i∈V (j)

µn+1
ij

h2

avec

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, ·) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = h2ρni

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ̄) = σ̄ et F(γ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

La seconde étape de l’algorithme pouvant être itérée pour améliorer la convergence. Nous

n’avons pas de résultats théoriques démontrant la convergence de ce schéma pour un g donné,
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cependant on peut montrer que si γ0 > 0 et que

γi = argmin
ξ∈[0,1]

{

ξ2

γi−1
+ ξ ln(γi−1) − ξ

}

alors la suite (γn)n∈N converge vers e−1 = min
ξ∈[0,1]

{ξ ln(ξ)}. De plus,

∣

∣

∣γn+1 − e−1
∣

∣

∣ ≤ k(
γn

e−1
)
∣

∣

∣γn − e−1
∣

∣

∣

avec k(x) = |x−1− x
2

ln(x)|
|x−1| et k(x) < 1 si x 6= 0.

Comme le déplacement de la masse de la cellule i ne dépend pas du déplacement de la masse

de la cellule i′, nous testons cette algorithme dans le cas simple suivant :



























































M = 3;

τ = 1;

u = (0.741, 0.65);

g(x) = −u · x;

ρ = 1Ci0
;

i0 = (0, 0).

. (4.14)
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Figure 4.6 – À gauche, l’erreur commise entre l’algorithme simplifié et la solution
théorique du schéma avec les données de (4.14) et en légende la valeur de ǫ. À droite, les
différentes fonctionnelles rajoutées comme terme de régularisation et selon les itérations,
avec en bleu la solution exacte.

La figure 4.6 montre, à gauche, la dépendance en ǫ de l’erreur commise par l’al-

gorithme simplifié par rapport à la solution théorique du schéma avec en abscisse le

nombre d’itération de la seconde étape sachant que l’itération "0" correspond à la pre-

mière étape. On remarque qu’une seule itération de la seconde étape semble suffire

pour obtenir la convergence vers la solution qui minimise l’entropie à 10−4 près si ǫ est

assez petit. À droite, la fonctionnelle rajoutée comme régularisation selon la variable
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4.2. Schéma numérique utilisé et simulations

µi0(1,1) (la fonctionnelle dépend de 4 variables mais il y a 3 contraintes d’égalité, ce

qui réduit le nombre de variables à 1). La solution exacte pour cette variable est alors

µi0(1,1) = uxuy ≈ 0.482. On remarque que cette fonctionnelle a un minimum proche de

uxuy dès la première itération de l’algorithme.

Exemple pour l’équation de continuité

Les figures de 4.7 montrent les solutions calculées à certains pas de temps de l’algo-

rithme 1 avec comme paramètres :























































g(x) = − ‖x‖2 ;

M = 300;

τ =
0.5
300

= 0.0017;

ρ0 = e−300‖x−(0.2,0,2)‖2

;

ρ(t, x) = e−300‖x−(0.2e−2t,0,2e−2t)‖2

e−4t.

. (4.15)

Les figures 4.8 représentent (de gauche à droite et de bas en haut) la différence entre

la solution calculée et la solution exacte ; l’erreur L2
h au cours du temps et l’erreur

L∞
τ L

2
h pour différents pas d’espace h. On estime l’erreur entre la solution exacte et celle

calculée par le schéma à chaque pas de temps n ∈ J0, NK de la manière suivante : ‘

h ‖ρn − (ρ(Tinit + nτ, xi))i∈I‖l2

appelée norme L2
h au temps nτ . La norme L∞

τ L
2
h est le supremum sur tous les pas

de temps de cette norme. Cet exemple permet de vérifier le bon comportement de

l’algorithme pour des vitesses obliques. On remarque que l’ordre de converge est proche

de 1.

4.2.3 Etude numérique dans le cas de l’équation de la chaleur

Nous présentons dans cette sous-section un exemple utilisant l’algorithme JKO dans

le cas de l’équation de diffusion en dimension 2 de l’espace. Dans ce cas, la fonctionnelle

associée à l’équation flot-gradient est

ψ(ρ) = ρ ln(ρ)
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Figure 4.7 – En haut à gauche, représentation de la fonction −g de 4.15. Solution
calculée par le schéma pour l’équation de continuité avec les paramètres donnés en 4.15.

et le schéma JKO non discrétisé en espace est alors :

à partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 de la manière suivante :

ρn+1 = argmin
ξ∈Pa(X)

{
∫

X
ξ(x) ln(ξ(x)) dx+

1
2τ

W
2
2(ξ, ρ

n)
}
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Figure 4.8 – De haut en bas et de gauche à droite : erreur au pas de temps final entre
la solution exacte et celle calculée par le schéma ; erreur L2

h au cours du temps ; erreur
L∞
τ L

2
h pour différents pas d’espace h.

et le schéma discrétisé en espace est : à partir de ρn ∈ Ph
2
, le schéma calcule ρn+1 de la

manière suivante :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ argmin
µ∈Πh(ρn,·)







h2
∑

j∈I
νj ln(νj) +

1
2τ

∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σip)2



 +ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

µij ln(µij)







,

ρn+1 :=
µn+1
ij

h2
,

avec :

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• νj :=
∑

i∈V (j)

µij
h2

;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, ·) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = ρni

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;
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• F(µ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

L’algorithme utilisé est le même que dans la partie précédente pour la régularisation en-

tropique, pour la fonctionnelle ρ → ρ ln ρ on utilise la transformée de Legendre comme

pour la section 3.1.3 page 96. L’algorithme est alors le suivant :

Algorithme JKO 2. (Equation de diffusion)

À partir de ρn ∈ P
h2

, l’algorithme calcule ρn+1 de la manière suivante :

1ère étape :

∀j ∈ I, ξ
(1)
j = ln(ρnj + ǫ) + 1 ;

γn+1 ∈ argmin
γ∈Πh(ρn,·)







∑

j∈I
ξ

(1)
j





∑

i∈V (j)

γij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

γ2
ij







;

2ème étape :

∀j ∈ I, ξ
(2)
j = ln



(
∑

i∈V (j)

γn+1
ij

h2
) + ǫ



 + 1 ;

µn+1 ∈ argmin
µ∈Πh(ρn,·)







∑

j∈I
ξ

(2)
j





∑

i∈V (j)

µij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σ̄ip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

(

µ2
ij

γn+1
ij + ǫ2

+ µij ln(γn+1
ij + ǫ2)

)







;

ρn+1
j :=

∑

i∈V (j)

µn+1
ij

h2
.
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avec

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, ·) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = h2ρni

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ) = σ̄ et F(γ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

Comme dans le cas 1D, τ doit être suffisant petit pour obtenir des résultats conver-

gents sinon la modification de ξ est trop brutale. Cependant, ceci est dû à la manière

de traiter la fonctionnelle ρ → ρ ln(ρ). Les figures 4.9 montrent la solution obtenue par

l’algorithme avec les paramètres suivants :











































































M = 80;

τ =
1

802
= 1.60 × 10−4;

Tinit = 2 × 10−4;

Tend = 2 × 10−3;

ρ(t, x) =
1

4πt
e− (x−0.5)2

4t ;

ρ0 = (ρ(Tinit, xi))i∈I .

(4.16)

La dernière des figures (en bas à droite) montre l’erreur commise entre la solution

exacte discrétisée sur chaque cellule de Xh2
et la solution donnée par le schéma au

temps final Tend. Enfin, les figures 4.10 montrent l’erreur commise entre la solution

calculée par l’algorithme et la solution exacte discrétisée sur chaque cellule de Xh2
. À

droite, l’erreur L2
h au cours du temps, à gauche la figure montre l’erreur L∞

τ L
2
h entre le

vecteur ρn et ρnex := (ρ(Tinit + nτ, xi))i∈I , c’est-à-dire :

sup
n∈J0,NK

{h ‖ρn − ρnex‖l2}.

4.3 Equation flot-gradients avec contrainte de conges-

tion

Cette section servira à calculer des solutions d’équations flot-gradients avec une

contrainte de congestion. Comme nous avons déjà vu dans le cas de la dimension 1
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Figure 4.9 – Solutions calculées par le schéma pour l’équation de diffusion avec les
paramètres (4.16). En bas à droite, erreur relative sur chaque cellule entre la solution
calculée par le schéma et la solution exacte.

dans la section 3.2 page 98, ajouter la contrainte de congestion revient à remplacer

Πh(ρn, ·) par Πh(ρn, K) l’ensemble des plans de transport permettant à la densité finale

d’être dans K :

Πh(ρn, K) =







(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i, j ∈ I,
∑

j∈V (j)

µij = h2ρni ,
∑

i∈V (j)

µij ≤ h2







.
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Figure 4.10 – Erreur entre la solution exacte et celle calculée par le schéma. À gauche,
la figure représente l’erreur L∞

τ L
2
h pour différents pas d’espace. À droite, nous trouvons

l’erreur L2
h à chaque pas de temps.

Le schéma JKO avec contrainte de congestion est alors le suivant :

Schéma JKO 5. (numérique cas contrainte de congestion)

À partir de ρn ∈ Ph
2

le schéma calcule ρn+1 comme suit :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ min
µ∈Πh(ρn,K)



















∑

j∈I
ψ(

∑

i∈V (j)

µij
h2

) +
1
2τ

∑

i∈I(ρn)

1
ρni











∑

p∈V α(i)
α∈{x,y}

(σαip)
2











+ǫ
∑

i∈I(ρn)

∑

j∈V (i)

µij ln(µij)







ρn+1
j =

∑

i∈I µ
n+1
ij

h2

avec :

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, K) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i, j ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = h2ρni ,
∑

i∈V (j) µij ≤ h2

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).
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4.3.1 Le balayage d’une mesure

Dans cette sous-section, nous comparons le résultat obtenu à l’aide de la discrétisa-

tion du coût Wasserstein quadratique et une solution connue du processus de balayage

expliqué dans [40].

Soit λ une densité positive de référence et ρ une mesure positive, le problème de

balayage partiel consiste à trouver la mesure Bal(ρ, λ) la plus proche de ρ pour la norme

suivante :

‖ν‖2
e =

∫

Rd
U(x− y) dν(x) dν(y) (4.17)

sous la contrainte ν ≤ λ. La fonction U représente le potentiel de Newton c’est-à-dire

la solution de l’équation :

−∆U = δ0

qui est de la forme






















U(x) = c2 ln

(

1
|x|

)

si d = 2,

U(x) =
cd

|x|n−2 si d > 2.

Ici, on s’intéresse au cas où ρt = t
2

(

δ(−1,0) + δ(1,0)

)

et λ = L, la mesure de Lebesgue.

Cette exemple est intéressant dans la mesure où une solution analytique est donné

dans [40] pour ce problème :

Bal(ρt,L) =











B
(

(1, 0),
t

2π

)

+B
(

(−1, 0),
t

2π

)

si t ≤ 2π,

1Ω(t) si t > 2π,
(4.18)

où Ω(t) =
{

(x, y) ∈ R
2 | (x2 + y2)2 − t

2π
(x2 + y2) − 2(x2 − y2) ≤ 0

}

. Il a été démontré

dans [62] que ce processus revenait au modèle :

∂tρt + ∇ · (ρtut) =
t

2

(

δ(−1,0) + δ(1,0)

)

(4.19)

où, à chaque instant, ut est le projeté L2
ρt

du champ des vitesses nulles sur l’ensemble

des champs des vitesses qui conduisent à une préservation de la contrainte. La solution

de l’équation (4.19) peut être approchée par le schéma décrit dans [49, 51] un peu

remanié : soit ρ0 = 0, nous supposons que les densités ρi ont été calculées pour tout

i ∈ J1, nK. Le schéma calcule ρn+1 de la manière suivante :











ρ̃n+1 = ρn +
τ

2

(

δ(−1,0) + δ(1,0)

)

,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1).

(4.20)

Nous décidons de tester ce schéma en projetant la densité avec le coût Wasserstein qua-
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

dratique discrétisé par la méthode du balayage transverse. L’algorithme est le même

qu’utiliser dans la section suivante (l’algorithme 3 page 137) avec (gj)j∈I = 0 et en

remplaçant ρn par ρ̃n+1. Pour illustrer cette exemple, les figures 4.12 montrent la so-

lution donnée par notre schéma avec h = 1/256 et τ = 7h2 au temps T ≈ 1, 5, 7 et

10. La solution correspond exactement à celle donnée dans [40] sur tous les pixels ne

composant pas la frontière. La figure 4.11 montre la différence entre la solution calculée

et P
Ph2 (Bal(ρ1,L)), l’image est zoomée sur une seule des composantes connexes pour

distinguer la différence au niveau de la frontière du domaine composant la solution.

Figure 4.11 – La différence entre la solution calculée par le schéma et P
Ph2 (Bal(ρ1,L))

à T ≈ 1 et 10 pour h = 1/256 et τ = 7h2, la norme infinie de la différence entre les
deux mesures est de 0.10 pour T = 1 et 0.18 pour T = 10.

4.3.2 Equation de continuité avec contrainte de congestion

Dans cette sous-section, nous allons tester le schéma simplifié décrit dans la sec-

tion précédente dans le cadre de l’équation de continuité. Pour cela, on pose ψ(ν) =
∫

X g(x)ν(x)dx avec u = (ux, uy) ∈ R
2. L’équation flot-gradient associée à cette fonc-

tionnelle est l’équation de continuité :

∂tρ− ∇.(ρ∇g) = 0

En discrétisant la fonctionnelle ψ par :

∑

j∈J
gjνj
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Figure 4.12 – Solutions calculées par le schéma (4.20) au temps T ≈ 1, 5, 7, 10 pour
h = 1/256 et τ = 7h2.
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le schéma JKO simplifié devient alors :

Algorithme JKO 3. (Equation de continuité avec contrainte de congestion)

À partir de ρn ∈ Ph
2
, l’algorithme calcule ρn+1 de la manière suivante :

1ère étape :

µ ∈ argmin
µ̄∈Πh(ρn,K)







∑

j∈I
gj





∑

i∈V (j)

µ̄ij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σ̄ip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

µ̄2
ij







;

2ème étape :

µn+1 ∈ argmin
γ∈Πh(ρn,K)







∑

j∈I
gj





∑

i∈V (j)

γij



+
1
2τ





∑

i∈I(ρn)

1
ρni





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σip)2









+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

(

γ2
ij

µij + ǫ2
+ γij ln(µij + ǫ2)

)







;

ρn+1
j :=

∑

i∈V (j)

µn+1
ij

h2

avec

• I(ρn) = {i ∈ I, ρni > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρn, K) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i, j ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = h2ρni ,
∑

i∈V (j) µij ≤ h2

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ̄) = σ̄ et F(γ) = σ avec la fonction F donnée dans (4.13).

Les figures 4.13 représentent la solution calculée par l’algorithme 3 à différents mo-
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ments pour les paramètres suivants :































































M = 150;

τ =;

ρ0 = 1[0.3,0.7]×[0.65,0.8];

g(x) = (0, 1) · x;

ob(x) = 1[0.3,0.7]×[0.5,0.6];

T = 1.5.

(4.21)

La fonction ob est une fonction obstacle, là où elle vaut 1, la densité finale à chaque pas

de temps doit être nulle. Cet exemple nous montre comment la densité est projetée à

chaque pas de temps pour éviter l’obstacle.
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Figure 4.13 – Solutions calculées à différents moments par le schéma pour l’équation
de continuité sous contrainte de congestion avec comme paramètres (4.21).

4.3.3 Mouvement de foule

Nous reprenons ici le modèle de mouvement de foule introduit page 9. Soit ρ la

densité de population et U une vitesse désirée par la foule dépendant uniquement des
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

coordonnées spatiales, le modèle de mouvement de foule peut être décrit comme suit :







∂tρ+ ∇.(ρu) = 0,

u = PCK
(U),

(4.22)

avec CK = {v ∈ L2,
∫

v.∇q ≤ 0 , ∀q ∈ H1, q ≥ 0, q(1 − ρ) = 0}. Une reformulation

possible de ce modèle est donnée grâce aux flot-gradients (3.16) en utilisant la fonction-

nelle :

ψ′(ρ) = IK(ρ) +
∫

D(x)ρ(x)dx

où D est la distance géodésique d’un point à la sortie du domaine. Le schéma JKO

discrétisé en espace pour ce modèle est alors le même que l’algorithme JKO 3 avec

gj = D(xj). La fonctionnelle D peut être calculée à l’aide de l’algorithme de Fast Mar-

ching (voir [43, 64]).

La figure 4.14 représente la fonction distance D. Les figures 4.15 représentent le dé-

placement de la foule au cours du temps dans le cas où il y a qu’une porte située sur le

bord gauche de la salle contenant quelques obstacles. Les mouvements sont très simi-

laires à ceux obtenu dans[51].

Le second cas (figure 4.17) représente un bâtiment contenant 12 salles avec deux sorties

situées sur les côtés gauche et droite. La fonction distance à la porte est donnée par la

figure 4.16.
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Figure 4.14 – Fonction distance à la porte dans le premier cas.

Figure 4.15 – Le mouvement de la foule au cours du temps.
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Figure 4.16 – Fonction distance à la porte dans le second cas.

Figure 4.17 – Mouvement de la foule dans le second cas. Les portes se situent au milieu
à gauche et à droite.
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Troisième partie

Programmation et tests numériques
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Chapitre 5

Programmation

Ce chapitre est consacré aux algorithmes utilisés pour effectuer des tests numériques

sur les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion en dimension 2

d’espace :






























































∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = 0,

ρ ≤ 1,

(1 − ρ)π = 0,

π ≥ 0,

u+ = PCK(ρ)(u−).

(5.1)

avec

CK(ρ) =
{

v ∈ L2 ,
∫

v · ∇q ≤ 0 , ∀q ∈ H1 , q ≥ 0 , q(1 − ρ) = 0
}

.

On rappelle que le schéma discuté dans le chapitre 2 et adopté pour les calculs est le

suivant :

Schéma. Soit (ρn, un) donné, le schéma calcule (ρn+1, un+1) de la façon suivante :

ρn

ρ̃n+1

ρn+1

sn+1 rn+1

(sn+1)−1 ◦ rn+1
K











































ũn = PMc
ρn

(un),

ρ̃n+1 = (Id + τ ũn)# ρ
n,

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1),

un+1 =
Id − (sn+1)−1 ◦ rn+1

τ
,

avec

M
c
ρn = {v ∈ L2

ρn(Rd) , 〈v(x) − v(y), x− y〉 ≥ c− 1
τ

|x− y|2 ρn ⊗ ρn − a.e.}, (5.2)

et c ∈]0, 1[ un paramètre. On note que K est l’ensemble des mesures de probabilité de

R
d qui admet une densité inférieure ou égale à 1,

sn+1 = Id + τ ũn

et rn+1 est le transport optimal entre ρn+1 et ρ̃n+1.
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Une première section servira à décrire la discrétisation spatiale utilisée. Les
sections suivantes décriront la mise en œuvre pratique de chaque étape du schéma à
l’aide du logiciel matlab. Même si, ici, les algorithmes sont expliqués en dimension 2,
ils sont facilement transposables en dimension 1.

Sommaire

5.1 Dicrétisation spatiale utilisée . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.2 Projection des vitesses sur Mc
ρn . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.3 Etape de transport de la densité . . . . . . . . . . . . . . . 148

5.4 Projection de la densité sur K . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.5 Construction de la nouvelle vitesse . . . . . . . . . . . . . . 151

5.1 Dicrétisation spatiale utilisée

Dans cette section, on détaille les notations utilisées pour la discrétisation spatiale

de notre schéma. Nous utilisons comme domaine X = [0, L]2 avec L > 1. Nous posons

Xh2

=
{

Ci = [ixh, (ix + 1)h] × [iyh, (iy + 1)h], i = (ix, iy) ∈ J0,M − 1K2
}

la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille h× h avec Mh = L et xi le centre

de la cellule Ci. On note Ph
2

l’espace des mesures absolument continues par rapport à

la mesure de Lebesgue de densité constante sur chaque Ci de Xh2
. Dans ce chapitre, il

sera intéressant d’identifier les éléments de Ph
2

à un vecteur de R
M2

. Si ρ ∈ Ph
2
, il peut

s’identifier à :

ρ := (ρi)i∈I

avec ρi = ρ(Ci)
h2 > 0 représentant la valeur de la densité dans la cellule i et I = J0,M−1K2

l’ensemble des indices définissant les cellules de Ph
2
. De même, on note R

h2
les fonctions

de X dans R constantes sur chaque cellule Ci de Xh2
et on identifie f ∈ R

h2
à (fi)i∈I

où fi = h−2
∫

Ci
f(x) dx. Enfin, on notera i = (ix, iy) et j = (jx, jy) les éléments de I.

Par la suite, nous supposerons avoir déjà calculés ρn = (ρni )i∈I ∈ Ph
2

et un =

((unx)i, (u
n
y)i)i∈I ∈ R

h2 ×R
h2

représentant respectivement la densité et le vecteur vitesse à

l’instant nτ . Nous allons expliquer comment calculer numériquement ρn+1 = (ρn+1
i )i∈I ∈

Ph
2

et un+1 = ((un+1
x )i, (un+1

y )i)i∈I ∈ R
h2 × R

h2
représentant respectivement la densité

et le vecteur vitesse à l’instant (n + 1)τ .
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ρn

5.2 Projection des vitesses sur Mc
ρn

Cette section est dédiée à la méthode de discrétisation spatiale pour la première

étape du schéma :

ũn = PMc
ρn

(un)

avec

M
c
ρn = {v ∈ L2

ρn(Rd) , 〈v(x) − v(y), x− y〉 ≥ c− 1
τ

|x− y|2 ρn ⊗ ρn − p.p.}.

Une discrétisation naturelle de cette espace serait de considérer les éléments v ∈ R
h2 ×

R
h2

tels que :

∀i, j ∈ I(ρn), 〈vi − vj, xi − xj〉 ≥
(

c− 1
τ

)

|xi − xj |2 (5.3)

avec I(ρn) = {i ∈ I| ρni > 0}. Soit la fonction

F c
ij := v → 〈vi − vj , xi − xj〉 −

(

c− 1
τ

)

|xi − xj |2,

on définit alors la vitesse ũn comme le projeté de un sur l’espace défini en (5.3) :

ũn = argmin
v∈M

c
ρn

{

‖v − un‖L2
ρn

}

avec M
c
ρn =

{

v ∈ R
h2 × R

h2 | ∀i, j ∈ I(ρn), F c
ij(v) ≥ 0

}

. Cette étape revient donc à mi-

nimiser une fonctionnelle quadratique de 2 × M2 variables avec M2(M2−1)
2

contraintes

linéaires si toutes les cellules sont à densité non nulle.

On peut remarquer que le nombre de contraintes est très important, cependant, il

est possible d’en supprimer la plupart selon la valeur de CFL = τ‖ũn‖∞

h
, en effet :

∣

∣

∣

∣

∣

τ
〈ũni − ũnj , xi − xj〉

‖xi − xj‖2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2τ ‖ũn‖
‖xi − xj‖

.

Ainsi, on obtient : CFL ≤ (1−c)‖xi−xj‖
2h

=⇒ F c
ij(ũ

n) ≥ 0. Par exemple, si on pose c < 1/2

et que CFL ≤ 1 la contrainte peut ne pas être respectée si ‖xi − xj‖ < 4h.

En pratique, nous utilisons la fonction quadprog de matlab pour résoudre ce problème

de minimisation. Dans nos tests, nous adaptons τ pour que τ‖un‖∞

h
≤ 1, dans la minimi-

sation, nous n’incluons que les contraintes F c
ij telles que ‖xi − xj‖ ≤ 2

√
2h (les voisins

et les voisins des voisins de chaque cellule) et on adapte c pour que cela soit suffisant
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(c < 2−
√

2
2

).

Les figures 5.1 représentent la vitesse avant et après projection sur l’ensemble Mc
ρ avec

pour paramètres :































































X = [−40, 40]2,

dx ≈ 1.63,

dt = dx,

c = 0.9,

ρ = 1[−30, 30]2,

u = (1[−30,0]×[−30,30] − 1[0,30]×[−30,30],−1[0,30]×[−30,30].)

. (5.4)
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Figure 5.1 – À gauche, la vitesse avant projection sur M
c
ρ, à droite la vitesse après

projection. Les paramètres sont donnés en (5.4).

5.3 Etape de transport de la densité

La seconde étape de l’algorithme est l’étape de transport lagrangien de la densité ρn :

ρ̃n+1 = (Id + τ ũn)# ρ
n.

Nous allons utiliser la méthode du lagrangien projeté. Elle consiste à translater la masse

étalée de manière uniforme dans la cellule Ci de τ ṽni et de la distribuer dans chaque

cellule d’arrivée. La masse provenant de la cellule Ci et arrivant dans la cellule Cj est

alors :
∫

Cj

ρni 1(Id+τũn)(Ci)(x) dx.

En pratique, ce schéma a plusieurs avantages. Tout d’abord, il est conservatif tant

que (Id + τ ũni )(Ci) ⊂ X. Ensuite, contrairement aux schémas utilisant la méthode
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5.4. Projection de la densité sur K

du splitting dimensionnel il prend en compte les cellules situées dans les directions

obliques. Enfin, il n’a pas de condition CFL ce qui permet de limiter la diffusion.

L’algorithme utilisé est le suivant : pour chaque cellule Ci avec i ∈ I(ρn) nous cherchons

l’élément x̃ ∈ h(Z + 1/2)2 tel que

x̃− (xi + τuni ) = l := (lx, ly) ∈ [0, h[2

on pose alors (j1, j2, j3, j4) les indices des cellules (si elles existent) dont les centres

respectifs sont les suivants :


































xj1 = x̃,

xj2 = x̃+ (h, 0),

xj3 = x̃+ (0, h),

xj4 = x̃+ (h, h).

On met à jour la densité ρ̃n+1 de la manière suivante :























































ρ̃n+1
j1

= ρ̃n+1
j1

+ ρni
(h− lx)(h− ly)

h2
,

ρ̃n+1
j2

= ρ̃n+1
j2

+ ρni
lx(h− ly)

h2
,

ρ̃n+1
j3

= ρ̃n+1
j3

+ ρni
(h− lx)ly

h2
,

ρ̃n+1
j4

= ρ̃n+1
j4

+ ρni
lxly
h2

.

Remarque 5.1. Si pour tout i ∈ I(ρn), (Id+τ ũni )(Ci) ⊂ X alors cet algorithme revient

à dire que :

ρ̃n+1 = P
Ph2 ((Id + τ ũn)#ρ

n)

où P
Ph2 est le projeté L2 sur Ph

2
défini à la page 104.

5.4 Projection de la densité sur K

L’étape de projection de la densité

ρn+1 = P
W2
K (ρ̃n+1)

peut s’interpréter comme une étape du schéma JKO utilisé dans le cas où il y a une

contrainte de congestion dont l’analyse numérique a été faite dans la section 4.3. On

l’utilise avec comme densité initiale ρ̃n+1 et comme fonctionnelle ψ ≡ 0 :
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Figure 5.2 – Schéma de la méthode du transport lagrangien de la densité.

Algorithme JKO 4. (Projection sur K)

À partir de ρ̃n+1 ∈ P
h2

, l’algorithme calcule ρn+1 de la manière suivante :

1ère étape :

µ ∈ argmin
µ̄∈Πh(ρ̃n+1,K)







∑

i∈I(ρ̃n+1)

1
ρ̃n+1
i





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σ̄ip)2



+ ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

µ̄2
ij







2ème étape :

µn+1 ∈ argmin
γ∈Πh(ρ̃n+1,K)







∑

i∈I(ρ̃n+1)

1
ρ̃n+1
i





∑

α∈{x,y}

∑

p∈V α(i)

(σip)2





+ǫ
∑

i∈I

∑

j∈V (i)

(

γ2
ij

µij + ǫ2
+ γij ln(µij + ǫ2)

)







ρn+1
j :=

∑

i∈V (j)

µn+1
ij

h2
.
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5.5. Construction de la nouvelle vitesse

avec

• I(ρ̃n+1) = {i ∈ I, ρ̃n+1
i > 0} ;

• V α(i) = {iα, iα+1} ;

• V (i) = {(ix + δx, iy + δy), δx, δy ∈ {−1, 0, 1}} l’ensemble des voisins de i ;

• Πh(ρ̃n+1, K) =

{

(µij) i∈I
j∈V (i)

∣

∣

∣

∣

∣

∀i, j ∈ I,
∑

j∈V (j) µij = h2ρ̃n+1
i ,

∑

i∈V (j) µij ≤ h2

}

;

• ǫ > 0, un petit paramètre ;

• F(µ̄) = σ̄ et F(γ) = σ avec la fonction F donnée dans (5.5).

On rappelle que la fonction F est définie comme suit :

F(µ) = σ ⇔ ∀i ∈ I















































































σxi ix =
1
∑

j=−1

µi (ix−1,iy+j),

σxi ix+1 =
1
∑

j=−1

µi (ix+1,iy+j),

σyi iy =
1
∑

j=−1

µi (ix+j,iy−1),

σyi iy+1 =
1
∑

j=−1

µi (ix+j,iy+1),

(5.5)

Ces minimisations sont quadratiques avec des contraintes linéaires et peuvent être ré-

solues en utilisant la fonction quadprog de matlab.

5.5 Construction de la nouvelle vitesse

La construction de la nouvelle vitesse :

un+1 =
Id − (sn+1)−1 ◦ rn+1

τ

repose sur le lemme 2.7 de décomposition des vitesses page 60. La nouvelle vitesse un+1

peut se décomposer de la manière suivante :

un+1 = ũn ◦ t
n+1 − ∇πn+1

avec t
n+1 = (sn+1)−1 ◦ rn+1. Nous allons construire la nouvelle vitesse en calculant

chacun des termes précédents.
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i1

i2

i3

i4

i

i5

i6

i7

i8

Figure 5.3 – indices pour la section 5.5.

Calcul de ũn ◦ t
n+1

Ce terme représente l’inertie des particules : si une particule n’est pas perturbée par

la congestion, elle conserve sa vitesse au pas de temps nτ + τ . Pour commencer, nous

calculons une approximation de la vitesse ũn+1 = ũn ◦ (sn+1)−1. Pour rester cohérent

avec l’étape de transport de la densité (section 5.3) nous calculons le vecteur q̃n+1 en

transportant qn = unρn par le transport Id + τun en utilisant la même méthode que

pour ρn. Enfin, la nouvelle quantité de mouvement q̄n+1 = ρn+1 ũn ◦ t
n+1 est calculée

en utilisant le plan de transport µn+1 obtenu lors de l’étape de projection (définie dans

l’algorithme 4 page 150) :

q̄n+1
j =

∑

i∈V (j)

(

µn+1
ij

h2

)

q̃n+1
i

ρ̃n+1
i

.

Calcul de −∇πn+1

Cette vitesse correspond à la correction à effectuer à la vitesse pour prendre en compte

la projection sur K. Pour cela, nous allons calculer la contribution apportée part chaque

cellule Ci à cette correction. Comme la projection s’effectue uniquement sur les voisins

de i, posons (i1, ...i8) le noms des 8 cellules voisines de Ci comme illustré dans la
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figure 5.3. On remarque que :



































σxi i+1 = µii6 + µii7 + µii8 ,

σxi i = µii1 + µii2 + µii3 ,

σyi i+1 = µii1 + µii4 + µii6 ,

σyi i = µii3 + µii5 + µii8 ,

et la contribution de la cellule Ci au coût Wasserstein quadratique discrétisé par la

méthode du balayage transverse (voir chapitre 4) est :

∑

α∈{x,y}

iα+1
∑

p=iα

(σαip)
2

ρ̃n+1
i

.

Ce terme représente aussi l’énergie cinétique du terme de correction de la densité,

empiriquement le produit σαiiσ
α
i i+1 ≈ 0 pour α ∈ {x, y} d’où pourquoi nous décidons

que la correction de la vitesse avant projection est :

∇π̃n+1
i =











1
τhρ̃n+1

i

(σxi i+1 − σxii)

1
τhρ̃n+1

i

(σyi i+1 − σyii)











.

Pour avoir la correction de la vitesse au temps (n+ 1)τ , il suffit de la transporter avec

le plan µn+1 :

−ρn+1
j ∇πn+1

j =
∑

i∈V (j)

µn+1
ij ∇π̃n+1

i .
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Chapitre 6

Tests numériques

Ce chapitre servira à la représentation des différents tests numériques effectués sur les

équations des gaz sans pression sous contrainte de congestion :































































∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇π = 0,

ρ ≤ 1,

(1 − ρ)π = 0,

π ≥ 0,

u+ = PCK(ρ)(u−),

(6.1)

avec

CK(ρ) =
{

v ∈ L2 ,
∫

v · ∇q ≤ 0 , ∀q ∈ H1 , q ≥ 0 , q(1 − ρ) = 0
}

.

Le schéma utilisé est le schéma discuté dans le chapitre 2 dont l’algorithme discrétisé
en temps et espace a été discuté dans le chapitre précédent.

Sommaire

6.1 Sticky blocks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.2 Tests d’un choc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

6.3 Test du barrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.4 Test du sablier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

6.1 Sticky blocks

Le premier test que nous effectuons est en dimension 1. Nous allons comparer la solution

donnée par notre algorithme avec la solution donnée par les sticky blocks. Trois blocs

congestionnés se déplace avec une vitesse constante par bloc. Ils vont entrer en collision
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tous les trois à t = 0.1. Voici les paramètres utilisés pour ce test :



















































ρ = 1[0.5,0.15] + 1[0.25,0.35] + 1[0.55,0.65];

ρu = 21[0.5,0.15] + 1[0.25,0.35] − 1[0.55,0.65];

dx = 0.0013;

dt = 0.25 × dx;

Tend = 0.2.

. (6.2)

En dimension 1, on peut prendre c assez grand car la contrainte peut s’écrire en seule-

ment M − 1 inégalités où M représente le nombre de cellules. En fait, elle permet de

garder stable la vitesse lors de la collision (si c est trop petit, des oscillations appa-

raissent et ne se résorbent pas).

Les figures 6.1 représentent la densité (en haut) et la quantité de mouvement (en bas).

On compare les valeurs calculées par l’algorithme (en bleu) à la solution sticky blocks

(en rouge). On remarque qu’à part pour quelques pas de temps au moment du choc,

l’algorithme reconstitue correctement la densité et la quantité de mouvement de la

solution.

Les figures 6.2 représentent l’erreur entre la solution calculée et la solution sticky blocks.

À gauche, on représente l’erreur L2
h (voir (4.2.2) page 127) au cours du temps, à droite,

le max de cette erreur selon h à condition CFL fixée (dt = 0.25 ×h). On remarque que

l’algorithme accentue son erreur (l’erreur L2
h) avant le choc puis elle rechute. La figure

de droite semble indiquer que l’algorithme converge vers la solution sticky blocks.
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Figure 6.2 – Erreur au cours du temps et erreur selon f à condition CFL fixée pour
l’exemple sticky blocks.
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Figure 6.1 – La densité et la quantité de mouvement au cours du temps dans l’exemple
sticky blocks. 157



Partie III, Chapitre 6 – Tests numériques

6.2 Tests d’un choc

Cette section présentera deux tests réalisés dans [48] et effectués avec la nouvelle mé-

thode de projection. Nous allons illustrer nos commentaires en comparant les solutions

numériques avec ceux calculées par le logiciel SCoPI qui permet d’obtenir les solutions

du modèle granulaire microscopique (voir [32, 44, 47] pour les détails de l’algorithme).

Cette comparaison ne permet pas de valider rigoureusement notre approche, mais les

solutions du système macroscopique ont certaines similarités avec celles du système

granulaire microscopique. Dans le modèle microscopique, nous prenons le nombre de

particules (avec le rayon r donné en dessous) qui correspond à la densité initiale du

modèle macroscopique.

Premier exemple :

Dans cette exemple, un nuage de particules (sur la gauche) avance à vitesse constante

et va percuter le nuage inerte de droite.

Modèle macroscopique :

• Ω̄ = [−40, 40]2, h = 0.3, τ = 0.0150 ;

• ρ0 = 0.21x2+y2<252 + 0.21(x+31)2+y2<52 ;

• E0 = 21(x+31)2+y2<52 .

Modèle microscopique :

• Ω̄ = [−40, 40]2, τ = 0.03, r = 0.1 ;

• 500 particules situées dans {(x + 31)2 + y2 < 52} à la vitesse (10, 0) et 12500

particules situées dans {x2 + y2 < 252} à la vitesse (0, 0).

Second exemple :

Pour cette seconde situation, deux nuages de particules de forme carré se percutent.

Modèle macroscopique :

• Ω̄ = [−40, 40]2, h = 0.3, τ = 0.0075 ;

• ρ0 = 0.51[0.5,20.5]×[−10,10] + 0.51[−20.5,−0.5]×[−10,10] ;

• E0 = −51[0.5,20.5]×[−10,10] + 51[−20.5,−0.5]×[−10,10].

Modèle microscopique :

• Ω̄ = [−40, 40]2, τ = 0.003, r = 0.1 ;

• 5220 particules situées en [0.5, 20.5] × [−10, 10] à la vitesse (-10,0) et 5220 par-

ticules situées en [−20.5,−0.5] × [−10, 10] à la vitesse (10,0).

Les figures 6.3 et 6.4 présentent l’évolution de la densité macroscopique (gauche), et

l’évolution des particules rigides (droite), pour le premier cas. Les figures 6.7 présentent
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quant à elle l’évolution des composantes de la vitesse. Les figures 6.5, 6.6 et 6.8 cor-

respondent au second cas. Dans les deux cas, les formes des zones saturées induites

par la collision des nuages présentent des similarités. Il est important de constater que

l’absence de symétries apparaissant dans le cas microscopique est due au choix aléatoire

des positions des particules dans le support de chacun des nuages. En particulier, la

donnée initiale n’est elle-même pas symétrique.
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Figure 6.3 – Le premier exemple au temps 0, 1 et 2.
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6.2. Tests d’un choc

Figure 6.4 – Le premier exemple au temps 5, 10 et 12.
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Figure 6.5 – Le second exemple aux temps 0 and 1 et 1.5.
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Figure 6.6 – Le second exemple aux temps 2 et 3.
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Figure 6.7 – Evolution de la vitesse horizontale (à gauche) et verticale (à droite) dans
l’exemple 1.
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Figure 6.8 – Evolution de la vitesse horizontale (à gauche) et verticale (à droite) dans
l’exemple 2.
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6.3 Test du barrage

Cette section servira à illustrer un test appelé test du barrage. Un nuage de particules

de forme rectangulaire est positionné à gauche d’une cuve (une zone en forme de "U"

où la densité est contrainte : ρ ≤ 0) sans vitesse initiale. On place au milieu de la cuve

un obstacle carré (zone où ρ ≤ 0). À l’instant initial, on soumet les particules à une

force de pesanteur. Les particules chutent dans la cuve et forme une “cascade” qui est

bloquée par l’obstacle au centre de la cuve. Les particules remontent grâce à la pression

qu’elles exercent entre elles via la contrainte de congestion avant de retomber de l’autre

coté de l’obstacle.

Voici quelques données liées à cet exemple :































































X = [−40, 40]2;

ρ0 = 1[−40,−15]×[−40,40];

obstacle := [5, 10] × [−40,−25];

dx = 0.2;

cfl ≈ 0.9;

c = 2/10.

. (6.3)

Les figures 6.9 et 6.10 représentent la densité de particules au cours du temps. Les

figures 6.11 représentent les composantes de la vitesse à certains instants de l’algorithme.

On remarque que les composantes de la vitesse varient fortement jusqu’au moment où

la densité se stabilise (vers environ t = 30). Elles sont créées par les contraintes (la

cuve et l’obstacle) et la force de pesanteur. La densité crée un “tourbillon” à l’aide de

l’obstacle se situant au centre de la cuve.
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Figure 6.9 – Evolution de la densité pour le test du barrage.
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Figure 6.10 – Evolution de la densité pour le test du barrage.
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Figure 6.11 – Evolution de la vitesse horizontale (à gauche) et verticale (à droite) pour
le test du barrage.
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6.4 Test du sablier

Cette section servira à illustrer un test appelé test du sablier. Un nuage de particules de

forme sphérique est positionné en hauteur dans un récipient avec des parois mobiles. À

l’instant initial, on soumet cette sphère à la force de pesanteur. Les particules chutent

dans le récipient en forme de sablier. Comme les parois du sablier sont mobiles, elles

soumettent une pression aux particules qui sont éjectées en hauteur. Voici quelques

données liées à ce test :



















































































































X = [−40, 40]2;

ρ0 = 1{(x,y)∈R2 |x2+(y−10)2<(18)2};

paroigauche := {(x, y) ∈ R
2 | x > tan(θ1(t))y − 20};

paroidroite := {(x, y) ∈ R
2 | x < 20 − tan(θ2(t))y};

θ1(t) = −0.3118 − 0.1518 cos(
2π
5
t);

θ2(t) = −0.3118 − 0.1518 cos(
4π
5
t);

paroibas := {(x, y) ∈ R
2 | y > −40};

dx = 0.2;

c = 2/10.

. (6.4)

Les figures 6.12 et 6.13 représentent la densité des particules au cours du temps, les

parois sont indiquées en rouge (avec la valeur −1). Les figures 6.14 représentent les

composantes de la vitesse à certains instants. On peut remarquer l’apparition de zones

grises (à faible densité) lorsque les particules sont projetées par une des parois du sablier.

Ces zones ne sont pas dues à la diffusion que créée notre algorithme mais bien aux

équations des gaz sans pression et au forçage imposé par la paroi. Le fonctionnement de

la contrainte imposée par la paroi mobile peut se simplifier comme suit : un premier pas

de temps permet d’annuler la vitesse qu’avaient les particules avant d’entrer en collision

avec la paroi. Le second pas de temps permet de donner une nouvelle impulsion aux

particules qui repartent avec une vitesse en norme proche de la norme de la vitesse de la

paroi. Cette vitesse est alors donnée par le terme de pression du second pas temps qui,

asymptotiquement, doit avoir une divergence nulle. Cependant, si la divergence de la

vitesse est nulle au départ, elle ne le reste pas au cours du temps. Pour s’en convaincre,

on peut revenir à l’exemple 1.15 page 42 où la vitesse initiale est à divergence nulle

mais ne le reste pas au cours du temps : la sphère va s’étendre et la densité diminuer.
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Figure 6.12 – Evolution de la densité pour le test du sablier.
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Figure 6.13 – Evolution de la densité pour le test du sablier.
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6.4. Test du sablier
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Figure 6.14 – Evolution de la vitesse horizontale (à gauche) et verticale (à droite) pour
le test du sablier.
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Annexe A

Boîte à outils sur le transport

Optimal

Nous proposons ici les principaux outils du transport optimal que nous utilisons dans

cette thèse. Pour une théorie beaucoup plus complète et les preuves de ce que nous

affirmons, nous invitons le lecteur à lire [3, 63, 66, 67].

Présentation

Le transport optimal est un problème proposé par Gaspard Monge (voir [52]) il y

a plus de deux siècles. Il s’est intéressé au problème suivant : trouver le moyen de

déplacer du sable dans des trous à combler en fournissant le moins d’efforts possibles.

Mathématiquement, soient X et Y deux espaces métriques, on considère ρ et ν deux

mesures de probabilité sur X et Y respectivement. On cherche la manière d’envoyer la

mesure ρ sur la mesure ν en fournissant le "moins d’efforts possibles". Pour cela, nous

allons commencer par définir ce qu’est une application de transport de ρ à ν :

Définition A.1. Soit t : X → Y une fonction mesurable, on dit que t transporte ρ sur

ν si pour tout ensemble mesurable B de Y on a :

ρ(t−1(B)) = ν(B)

et on note t#ρ = ν.

La définition précédente revient à imposer que :

∫

X
f(t(x)) dρ(x) :=

∫

Y
f(x) d(t#ρ(x)) =

∫

Y
f(x) dν(x)

pour toute fonction f mesurable sur Y et bornée.

Proposition A.2. Si X = Y = R
d, ρ une mesure absolument continue par rapport à

la mesure de Lebesgue et sous certaines hypothèses de régularité sur t (voir [63]) on a

alors la formule de changement de variables :

ν = t#ρ =
ρ

|det ∇t| ◦ t
−1.
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Annexe A – Boîte à outils sur le transport Optimal

Maintenant que nous disposons d’une application qui définie le transport d’une densité

sur une autre, il faut définir le coût associé à cette application. C’est-à-dire combien

on dépense si on utilise cette application pour transporter ρ sur ν. Pour cela on définit

une application de coût c : X × Y → R
+ où c(x, y) définit la valeur à dépenser pour

déplacer une particule de x à y. Le problème de transport optimal de Monge consiste à

trouver l’application t̄ qui transporte ρ sur ν et qui minimise le coût du déplacement :

Définition A.3 (Problème de Monge). Soient ρ et ν deux mesures de probabilité dans

les espaces X et Y respectivement. On cherche le transport t̄ qui vérifie :

t̄ ∈ argmin
t|t#ρ=ν

{∫

X

∫

Y
c(x, t(x))dρ(x)

}

. (A.1)

Ce problème n’est pas bien défini, par exemple si X = Y = R, ρ = δx=0 et ν =
1
2
(δx=−1 + δx=1) alors aucune application transporte ρ sur ν, en effet, si ρ est une masse

de Dirac alors t#ρ est lui aussi une masse de Dirac. Les applications transportent toute

la masse située en un point vers un unique autre point. Pour éviter ce problème, il

va falloir utiliser un autre outil mathématique qui permet de décrire la répartition de

la masse se trouvant en x ∈ spt(ρ) sur Y . Pour cela on définit les plans de transport

µ ∈ P(X × Y ). Pour A ⊂ X et B ⊂ Y deux ensembles mesurables, µ(A × B) donne

la quantité de masse allant de l’ensemble A à l’ensemble B. Pour que ce plan soit

admissible il doit vérifier certaines contraintes :

Définition A.4. Soit µ une mesure de probabilité sur l’espace X×Y . On dit que µ est

plan de transport de ρ à ν si et seulement si :







µ(X × B) = ν(B),

µ(A× Y ) = ρ(A),
(A.2)

pour tout A ⊂ X et B ⊂ Y mesurables.

On peut voir cette définition de la manière suivante :

• toute la masse provenant de X et arrivant en B doit être égale à la masse de ν

dans B, c’est-à-dire ν(B) ;

• toute la masse provenant de Y et arrivant en A doit être égale à la masse de ρ

dans A c’est-à-dire ρ(A).

Contrairement aux applications de transport, les plans de transport ne donnent pas de

sens au déplacement de la masse. La mesure ρ peut se voir comme celle de départ ou celle

d’arrivée. On dit que ρ et ν sont les marginales de µ. De plus, si on note X
1 : (x, y) → x

et X
2 : (x, y) → y les applications qui projette un élément (x, y) ∈ X × Y dans X et Y
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respectivement, on obtient :






X
1
#µ = ρ,

X
2
#µ = ν.

(A.3)

On remarque que les plans de transport généralisent les applications de transport pré-

cédemment définies, en effet, si t transporte ρ sur ν, alors le plan µ = (Id × t)#ρ est

un plan de transport entre ρ et ν. Le problème de Monge-Kantorovich généralisant le

problème de Monge est alors le suivant :

Définition A.5 (Monge-Kantorovich). Soient ρ et ν deux mesures de probabilité sur

X et Y respectivement. On cherche le plan de transport µ̄ solution du problème :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ̄ ∈ argmin
µ∈Π(ρ,ν)

{
∫

x∈X

∫

y∈Y
c(x, y)dµ(x, y)

}

,

Π(ρ, ν) =
{

µ ∈ P(X × Y ) | X1
#µ = ρ, X

2
#µ = ν

}

.

(A.4)

On remarque qu’on a remplacé un problème de minimisation non linéaire par un autre

linéaire et, de plus, bien posé car il existe toujours au moins un plan de transport

transportant ρ sur ν, par exemple ρ⊗ ν.

Espace de Wasserstein quadratique

Par la suite, nous nous plaçons dans le cas où X = Y = R
d. Le coût de transport est

donné par le carré de la norme euclidienne :

c(x, y) = ‖x− y‖2 .

On se place dans P2(Rd) l’espace des mesures de probabilité ayant un moment d’ordre

2 fini, c’est-à-dire :

∀ρ ∈ P2(Rd),
∫

Rd
‖x‖2 dρ(x) < +∞.

On a alors :

Théorème A.6 (Brenier). Le problème de Monge-Kantorovich admet un unique mini-

miseur µ̄ de plus, si ρ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, il

existe une fonction φ convexe telle que :

µ = (Id × ∇φ)#ρ

c’est-à-dire que le plan de transport peut se réduire à une application de transport ∇φ
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Annexe A – Boîte à outils sur le transport Optimal

transportant ρ sur ν et minimisant le problème de Monge-Kantorovich.

On définit alors la fonction W2 comme étant la fonction qui, à deux mesures de pro-

babilité sur R
d ρ et ν donne la valeur du coût minimal lié au problème de Monge-

Kantorovich :

W2(ρ, ν)2 := min
µ∈Π(ρ,ν)

{
∫

x∈X

∫

y∈Y
‖x− y‖2 dµ(x, y)

}

.

On peut montrer (voir [67]) que P2(Rd) munie de l’application W2 est un espace métrique

complet. Le point de la démonstration sur lequel on va s’attarder est la démonstration

de l’inégalité triangulaire pour la distance W2. Cette propriété nécessite un lemme connu

sous le nom de Gluing lemma :

Lemme A.7 (Gluing lemma). Soit ρ1, ρ2, ρ3 ∈ P2(Rd) et µ12, µ23 ∈ P(Rd × R
d) deux

plans de transport transportant ρ1 sur ρ2 et ρ2 sur ρ3 respectivement. On peut construire

µ123 ∈ P(Rd × R
d × R

d) tel que :

• (X1,2)#µ123 = µ12;

• (X2,3)#µ123 = µ23;

où X
i,j : (x1, x2, x3) → (xi, xj) pour i, j ∈ {1, 2, 3}.

Remarque A.8. Dans cette thèse, les variables utilisées pour les plans de P(R3d) sont

z (1ère variable), y (2e) et x (3e).

La preuve de ce théorème (voir [67]) nécessite d’introduire la notion de désintégration

de mesures. La désintégration de mesure nous permet d’écrire une mesure de probabilité

sur R
d × R

d (µ ∈ P(Rd × R
d)) comme une certaine moyenne de mesures de probabilité

sur {x} × R
d pour x ∈ R

d.

Proposition A.9 (désintégration de mesures). Si µ est une mesure de probabilité sur

R
d × R

d avec comme première marginale ρ, alors il existe une application x → µx de

R
d → P(Rd) définie de manière unique ρ-presque partout telle que :

µ =
∫

Rd
(δx ⊗ µx) dρ(x)

ce qui veut dire que pour toute fonction f mesurable et bornée sur R
d × R

d

∫

Rd×Rd
f(x, y) dµ(x, y) =

∫

x∈Rd

[∫

y∈Rd
f(x, y)dµx(y)

]

dρ(x).

En utilisant cette proposition, on définit µ12;2 et µ23;2 les deux applications de R
d dans

P(Rd) telles que :














µ12 =
∫

Rd
(µ12;2 ⊗ δx) dρ2(x),

µ23 =
∫

Rd
(δx ⊗ µ23;2) dρ2(x).

(A.5)
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On définit alors la mesure µ123 ∈ P(Rd × R
d × R

d) de la manière suivante :

µ123 =
∫

Rd
(µ12;2 ⊗ δx ⊗ µ23;2) dρ2(x)

et il possède bien les deux propriétés du lemme A.7. On remarque que cette mesure

existe toujours, cependant elle est unique si pour l’une des deux applications µ12;2 ou

µ23;2, il existe t tel que l’application peut s’écrire x → δt(x), cela revient à dire que :























µ12 = (t × Id)#ρ2

ou

µ23 = (Id × t)#ρ2.

(A.6)

Une dernière propriété utile dans cette thèse est la suivante :

Proposition A.10. Si il existe deux applications t21 et t32 telles que :







µ12 = (t12 × Id)#ρ2,

µ23 = (t23 × Id)#ρ3,
(A.7)

alors il existe une unique mesure µ123 ayant les propriétés du gluing lemma et on a :

(X1,3)#(µ123) = (t12 ◦ t23 × Id)#ρ3.

En d’autres termes, si on utilise le plan de transport pour déplacer les particules de

ρ1 à ρ3. On peut affirmer que les particules se trouvant en x ∈ spt(ρ3) à l’arrivée se

trouvaient au départ en t12 ◦t23(x) ∈ spt (ρ1). En effet, la particule suit le déplacement

dicté par le plan µ23 entre ρ2 et ρ3, si elle est en x à l’arrivée, elle est alors partie de

t23(x). De même, une particule arrivée en t23(x) est partie de t12 ◦ t23(x) ∈ spt (ρ1)

d’où la proposition précédente. On peut alors définir une trajectoire des particules de

ρ3 à ρ1 et ainsi définir une certaine vitesse u aux particules sur le support de ρ3 :

u =
Id − t12 ◦ t23

τ

où τ représente le temps mis part les particules pour se déplacer de ρ1 à ρ3.

Formulation Benamou-Brenier

Le problème de Monge-Kantorovich peut se reformuler en une version mécanique des

fluides : on suppose que ρ et ν représente la densité d’un ensemble de particules à des

instants t = 0 et t = τ . De plus, supposons qu’à chaque instant t ∈ [0, τ ], il existe un

champ des vitesses ut qui déplace les particules : si X(t) représente la position d’une
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Annexe A – Boîte à outils sur le transport Optimal

particule à un instant donné, l’équation différentielle que vérifie X est alors :

∂

∂t
(X(t)) = ut(X(t)).

Sous quelques hypothèses de régularité (voir [67] page 238) la densité des particules au

cours du temps est solution de l’équation de continuité :

∂tρt + ∇.(ρtut) = 0

où ρt représente la densité des particules à l’instant t. La formulation Bénamou-Brenier

du problème de transport optimal entre deux mesures est alors :

Théorème A.11 (Formulation Bénamou-Brenier). Soit Ω un ensemble compact et

convexe, soient ρ et ν deux mesures de probabilité dans cet ensemble alors :

W2(ρ, ν)2 = min
{1
τ

∫ τ

0

∫

Ω
‖v‖2 dρt(x), ∂tρt + ∇.(ρtut) = 0, ρ0 = ρ et ρτ = ν

}

où ρt et Et = ρtut sont des mesures sur Ω × [0, τ ].

Le transport optimal entre deux mesures est alors la manière la moins coûteuse en

énergie cinétique pour emmener ρ sur ν. De plus, si le transport optimal est représenté

par une application de transport t telle que t#ρ = ν alors les particules se déplacent de

ρ à ν via un mouvement rectiligne uniforme et la vitesse est alors :

ut =
t − Id
T

.
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Annexe B

Une autre méthode de discrétisation

du coût Wasserstein quadratique

Dans cette section nous allons présenter une autre méthode pour discrétiser le coût

Wasserstein quadratique. Cette méthode utilise la discrétisation naturelle du coût décrit

dans la partie 2 à partir de la page 76 à laquelle on rajoute un terme de pénalisation

quadratique.

Description

On note X = [0, L] le domaine utilisé avec L > 1. Notons I = J0,M−1K et Xh = {Ci =

[ih, (i+ 1)h], i ∈ I}, la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille Mh = L. On

note Ph l’espace des mesures de densité constante sur chaque cellule Ci de Xh et Ph×h

les plans de transport de Xh. Un élément de Ph est identifié à un élément de R
M :

ρ = (ρ0, ..., ρM−1)

avec ρi = ρ(Ci)
h

≥ 0 représentant la densité moyenne de la cellule Ci. On peut définir de

la même manière Ph×h les plans de transport de Xh, ils sont identifiés à des éléments

de R
M2

:

µ = (µij)i,j∈J0,M−1K2

avec µij = µ(Ci, Cj) ≥ 0. On note R
h l’ensemble des fonctions de [0, 1] dans R constante

sur chaque cellule de Xh. La fonction coût qui approche le coût Wasserstein quadratique

est définie comme suit.

Définition B.1 (Coût Wasserstein quadratique discrétisé). Soit ρ et ν deux mesures

de probabilité de Ph, on définit alors la fonction W̃2 de la manière suivante :

W̃2(ρ, ν)2 = min
µ∈Π(ρ,ν)







∑

i∈I(ρ)

M−1
∑

j=0

(

µij ‖xi − xj‖2 +
h2

2
µ2
ij

hρi

)







avec Π(ρ, ν) =
{

µij ≥ 0 |∑M−1
j=0 µij = hρi ,

∑M−1
i=0 µij = hνj

}

et I(ρ) = {i ∈ I | ρi > 0}.

Nous allons voir que cette fonction coût résorbe le problème de locking expliqué à partir
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de la page 76.

Une version discrétisée en espace du schéma 2.25 page 75 est le problème de minimisa-

tion suivant :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µn+1 ∈ argmin
µ∈Πh(ρn,·)







∑

i∈I(ρn)

M−1
∑

j=0

gjµij +
1
2τ





M−1
∑

i∈I(ρn)

M−1
∑

j=0

µij ‖xi − xj‖2 +
h2

2
µ2
ij

hρi











ρn+1
j :=

1
h

M−1
∑

i=0

µn+1
ij

(B.1)

avec

• gj = g(xj) ;

• Πh(ρn, ·) =
{

µ ∈ Ph×h | ∑M−1
j=0 µij = hρni

}

• I(ρn) = {i ∈ I | ρni > 0} .

Remarque B.2. Dans le schéma (B.1), la minimisation des termes (µij)j∈J0,M−1K est

indépendante de la minimisation des termes (µi′j)j∈J0,M−1K, on peut donc résoudre cha-

cun des problèmes suivant séparément :

∀i ∈ I(ρn)

(µij)j∈J1,M−1K ∈ argmin
µij ≥0 |

∑M−1

j=0
µij=hρn

i







M−1
∑

j=0

gjµij +
1
2τ

(

µij ‖xi − xj‖2 +
h2

2
µ2
ij

hρi

)







(B.2)

c’est-à-dire qu’on peut calculer la destination de la masse se trouvant initialement dans

la cellule Ci indépendamment du reste. En d’autres termes, la destination des particules

se trouvant en Ci ne dépend pas des particules se trouvant dans une autre cellule. Par

conséquent, l’étude du comportement du schéma peut se restreindre au cas où une seule

cellule contient de la matière.

Comportement du schéma dans un cas simple

Considérons le cas simple où g : x → −x, l’équation flot-gradient associée correspond

alors à l’équation d’advection à vitesse constante 1. De plus, considérons que la densité

initiale soit supportée uniquement sur la première cellule C0 :

ρ0 = (1/h, 0, ..., 0),

le premier pas du schéma (B.1) mène au résultat suivant :

Proposition B.3. Soit j0 = ⌊ τ
h
⌋, on suppose que le pas de temps τ est tel que j0 <

M − 1, alors la densité ρ1 calculée par le schéma (B.1), avec comme densité initiale ρ0
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donnée ci-dessus dépend de τ de la manière suivante :

ρ1 =
1
h

(

j0 + 1 − τ

h

)

1Cj0
+

1
h

(

τ

h
− j0

)

1Cj0+1
.

Démonstration. En utilisant l’égalité d’Euler-Lagrange on obtient que :

µ0j = P[0,1](2
τj

h
− j2 − λ)

avec λ ∈ R
+ de sorte que

∑M−1
j=0 µ0j = 1 et cette condition est obtenue lorsque λ =

τ
h

− j0 + j2
0 − 2τj0

h
. On obtient alors le résultat escompté.

Remarque B.4. On peut généraliser ce résultat pour obtenir le même que la proposi-

tion (3.6) page 84.

Les figures B.1 représente la densité (en bleu) et la fonction −g (en rouge) dans le cas

où les paramètres sont les suivants :



































ρ = 0.21[0,1],

g = −(x− 0.5)2,

h = 1/200,

dt = 0.01.

(B.3)
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Figure B.1 – Evolution de la densité (en bleu) au cours du temps, en rouge, la fonction
−g.
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux équations des gaz sans pression avec contrainte

de congestion qui soulèvent encore de nombreuses questions.

La stratégie que nous proposons repose sur des précédents travaux sur le mouvement de

foule dans le cadre de l’espace de Wasserstein, et sur un modèle granulaire avec des collisions

inélastiques. En dimension 1, les solutions calculées par le schéma coïncident avec les solutions

connues pour ce système. En dimension 2, les solutions calculées respectent les propriétés

connues des solutions des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion. De plus,

on retrouve des similarités entres ces solutions et celles du modèle granulaire microscopique

dans des cas où elles sont comparables.

Par la suite, la discrétisation en espace pose des problèmes et a nécessité l’élaboration d’un

nouveau schéma de discrétisation du coût Wasserstein quadratique. Cette méthode que nous

avons baptisée méthode du balayage transverse consiste à calculer le coût en utilisant les flux de

masses provenant d’une certaine cellule et traversant les hyperplans définis par les interfaces

entre les cellules.

Mots clés : Gaz sans pression, contrainte de congestion, Transport optimal.

Abstract

In this thesis, we consider the pressureless Euler equations with a congestion constraint. This

system still raises many open questions and aside from its one-dimensional version, very little

is known.

The strategy that we propose relies on previous works of crowd motion models with congestion

in the framework of the Wasserstein space, and on a microscopic granular model with inelastic

collisions. It consists of the study of a time-splitting scheme. In the one-dimensional case, so-

lutions computed by the algorithm match with the ones that we know for these equations. In

the two-dimensional case, computed solutions respect some properties that can be expected

to be verified by the solutions to these equations. In addition, we notice some similarities

between solutions computed by the scheme and the ones of the granular model with inelastic

collisions.

Later, this scheme is discretized with respect to the space variable in the purpose of nume-

rical computations of solutions. The resulting algorithm uses a new method to discretize the

Wasserstein cost. This method, called Transverse Sweeping Method consists in expressing the

cost using the mass flow from any cell and crossing hyperplanes defined by interfaces between

cells.

Keywords : Pressureless gas, unilateral constraint, optimal transportation
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