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Résumé

Dans cette theése, nous nous intéressons aux équations des gaz sans pression avec

contrainte de congestion qui soulevent encore de nombreuses questions.

La stratégie que nous proposons repose sur des précédents travaux sur le mouvement
de foule dans le cadre de ’espace de Wasserstein, et sur un modele granulaire avec des
collisions inélastiques. Elle consiste en ’étude d’'un schéma discrétisé en temps dont
les suites doivent approcher les solutions de ces équations. Le schéma se présente de
la maniere suivante : a chaque pas de temps, le champ des vitesses est projeté sur un
ensemble lui permettant d’éviter les croisements entre particules, la densité est ensuite
déplacée selon le nouveau champ des vitesses, puis est projetée sur I’ensemble des den-
sités admissibles (inférieures a une valeur seuil donnée). Enfin, le champ des vitesses est
mis a jour en tenant compte du parcours effectué par les particules. En dimension 1, les
solutions calculées par le schéma coincident avec les solutions connues pour ce systeme.
En dimension 2, les solutions calculées respectent les propriétés connues des solutions
des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion. De plus, on retrouve
des similarités entres ces solutions et celles du modele granulaire microscopique dans

des cas ou elles sont comparables.

Par la suite, la discrétisation en espace pose des problemes et a nécessité 1’élabora-
tion d’'un nouveau schéma de discrétisation du colit Wasserstein quadratique. Cette
méthode que nous avons baptisée méthode du balayage transverse consiste a calculer le
cott en utilisant les flux de masses provenant d’une certaine cellule et traversant les

hyperplans définis par les interfaces entre les cellules.

il






Abstract

In this thesis, we consider the pressureless Euler equations with a congestion constraint.
This system still raises many open questions and aside from its one-dimensional version,

very little is known.

The strategy that we propose relies on previous works of crowd motion models with
congestion in the framework of the Wasserstein space, and on a microscopic granular
model with inelastic collisions. It consists of the study of a time-splitting scheme. The
first step is about the projection of the current velocity field on a set, avoiding the fact
that trajectories do not cross during the time step. Then the scheme moves the den-
sity with the new velocity field. This intermediate density may violate the congestion
constraint. The third step projects it on the set of admissible densities. Finally, the
velocity field is updated taking into account the positions of physical particles during
the scheme. In the one-dimensional case, solutions computed by the algorithm match
with the ones that we know for these equations. In the two-dimensional case, computed
solutions respect some properties that can be expected to be verified by the solutions
to these equations. In addition, we notice some similarities between solutions computed

by the scheme and the ones of the granular model with inelastic collisions.

Later, this scheme is discretized with respect to the space variable in the purpose of
numerical computations of solutions. The resulting algorithm uses a new method to dis-
cretize the Wasserstein cost. This method, called Transverse Sweeping Method consists
in expressing the cost using the mass flow from any cell and crossing hyperplanes defined

by interfaces between cells.
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Introduction générale

L’écoulement d’un fluide dit parfait est régi par les équations d’Euler comprenant 1’équa-

tion de continuité et les équations de conservation de la quantité de mouvement :
O(pu) + V- (pu@u) +Vr = f

ou p représente la densité, u la vitesse, f les forces extérieures s’exercant sur le fluide et
7 le terme de pression. Cette équation peut étre déclinée de différentes manieres selon les
hypotheses qu’on applique aux quantités physiques. Si on suppose que le fluide est homogene

et incompressible, le systeme d’équations devient :

V-u=0,
Op+p(u-V)u+Vr = f

appelé systeme d’Euler incompressible.
Dans un autre contexte, on peut considérer que la pression ne dépend que de la densité. On

obtient alors les équations d’Euler barotropes :

Op+V - (pu) =0,

(2)
O(pu) + V- (pu®@u) +Vr(p) = f

avec, par exemple, m(p) = kpY avec kK > 0 et le ccefficient isentropique v > 1. Le systéme
que nous étudierons provient d’une version dégénérée des équations d’Euler. Il est obtenu en
considérant qu’aucune pression ne s’exerce sur le fluide (7 = 0). Il est communément appelé
équations d’Euler sans pression. A ce systéme, nous rajoutons une contrainte sur la densité.
Celle-ci ne peut pas dépasser une valeur seuil. Cette contrainte va se caractériser par ’ajout
d’un gradient d’une pression dans les équations de conservation de la quantité de mouvement.
Bien que ce systéme implique une pression spécifique, ces équations sont appelées les équations

de gaz sans pression avec contrainte de congestion.
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De Boltzmann a Euler

Une des manieres de modéliser un systeme de particules fut introduite par Boltzmann
et Maxwell. Elle a pour but de modéliser le comportement macroscopique d’un gaz raréfié a
partir des caractéristiques des particules qui le composent. Un systeme de particules peut étre
décrit par une fonction de distribution f(¢,z,v) ol ¢ et = représente les variables de temps et
d’espace. La variable v € R? représente la vitesse cinétique (d représente la dimension). Cette
maniere de modéliser les particules permet de définir plusieurs vitesses en un méme point.
Pour retrouver la quantité de matiere que contient ’ensemble A a l'instant ¢, il est nécessaire

d’intégrer v sur I’ensemble des vitesses possibles et x sur A :

/ ft,z,v)dzdv.
veR? JzeA

L’équation de Boltzmann décrit le comportement hors équilibre d’un gaz raréfié de parti-

cules ou les seules interactions sont des collisions élastiques binaires. Elle s’écrit comme suit

8tf+v-vmf=%f), (3)

ou f est la distribution de particules décrite ci-dessus, ) 'opérateur de collision de Boltzmann
et € > 0 le libre parcours moyen des particules. L’équation de Boltzmann sans collision est

alors obtenue en supposant que Q =0 :

Of +v-Vaf =0. (4)

Méthode des moments et équations des gaz sans pression

On peut simplifier cette équation en considérant que l'on peut définir localement une
vitesse unique aux particules. On retrouve les quantités macroscopiques locales telles que la
densité des particules ou la quantité de mouvement en intégrant la fonction de répartition par

rapport & v. Ainsi, la densité locale des particules p est donnée par
p(t, ) :/ ft,z,v)dv,
veRd
la quantité de mouvement locale E par
E(t,x) :/ f(t, z,v)vdo.
veR?

Ces deux quantités correspondent au moment d’ordre 0 et d’ordre de 1 de la distribution f

selon v.

On pose u = dE/dp, dans le cadre de la dimension 1, si on intégre par rapport a v

2



formellement 1’équation de Bolzmann on obtient I’équation de continuité :
Op + Oz (pu) = 0.

Cette équation traduit le fait que les particules considérées dans la densité p au point x se
déplacent a la vitesse u(x). Elle contient également la conservation de la masse locale. De la

meéme maniere, si on note :

Ma(t,x) = / f(t,z,v)v*dv

vERd

qu’on multiplie par v et que l'on intégre formellement 1’équation de Boltzmann, il en résulte
I’équation :
O(pu) + 0,(Mz) = 0.

De plus, si 'on suppose que 'on peut définir en chaque point x de R une vitesse locale u(t, x),

ce qui revient a supposer que f est de la forme :

flt,z,v) = p(t,x)d(v — u(t, z))

I’équation résultant de ce procédé est ’équation dite de conservation de la quantité de mou-
vement

d(pu) + 9, (pu?) = 0.

Cette équation, comme son nom l'indique, stipule de maniére différentielle que sur chaque
élément de surface, la quantité de mouvement sur cet élément a Uinstant ¢ + dt est celle de

Iinstant ¢ moins le flux sortant de quantité de mouvement intégré entre ¢ et ¢t + dt.

Remarque. Cette méthode est généralisable pour obtenir des équations différentielles sur les

moments de la vitesse. Si P est un polynome en la variable v = (v1,...,vq) on définit :

(P, f)(t,x) ::/ P(v)f(t,xz,v)dv.

vER

Si on multiplie par P et on intégre de maniére formelle I’équation de Boltzmann on obtient :

(P, f) + Vo (vP, f) = (P, Q(f))- (5)
En résumé, le systéeme résultant de nos deux intégrations est le suivant :

Oip + Oz (pu) = 0,
Or(pu) + Bz (pu®) = 0

et est communément appelé le systeme des équations de gaz sans pression.

Il est important de constater que, méme si au départ 1’équation de Boltzmann sans colli-
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sion ne prend pas en compte les collisions entre particules. Le fait d’imposer que 'on peut
définir localement une vitesse u en chaque point z de R impose que ces collisions sont prises
en compte.

Méme pour des données régulieres, les caractéristiques peuvent se croiser et menent a une
incompatibilité pour le terme de vitesse u. Cependant, il est tout de méme possible de définir

une vitesse qui sera solution de ces équations au sens faible.

En résumé, le systéme (6) peut étre vu comme les équations de conservation du moment
d’ordre 0 et d’ordre 1 de ’équation de Boltzmann sans collision. Par conséquent, il fait partie
de la famille des systemes de loi de conservation que nous définissons ci-dessous. Cependant,
implicitement, il contraint plus le couple densité/vitesse en traitant les collisions entre parti-

cules se trouvant au méme point.

Systémes de loi de conservation et équations d’Euler

Les systemes de loi de conservation nous permettent d’exprimer a ’aide d’équations dif-
férentielles le fait que certaines quantités mesurables d’un systeme physique sont conservées

au cours du temps. Ces systémes peuvent s’écrire sous la forme :

d
QU+ 0., F(U)=0
i=1
avec U(t,x) € R™ représentant les quantités physiques conservées, ¢ € R la variable de temps

et € R? la variable d’espace, enfin F' représente le flux du systéme.

Le systeme d’Euler de la dynamique des gaz rentre dans ce domaine, il est constitué des

équations décrivant la conservation de la masse et de la quantité de mouvement :

Op+ V- (pu) =0,

(7)
O(pu) + V- (pu@u) +Vr =0

ou p représente la densité et u la vitesse locale des particules, enfin 7 est le terme de pression.
Comme mentionné précédemment, il existe plusieurs lois de pressions, par exemple, le cas ou
m(p) = kp? avec k > 0 et v > 1 nous donne les équations d’Euler isentropiques. On retrouve
les équations de gaz sans pression appelées aussi systéme d’Fuler sans pression en imposant
que la pression est nulle :

dp+ V- (pu) =0,

. (8)
F(pu) + V- (pu @ u) = 0.

Ce genre de systéme est souvent analysé avec une approche hyperbolique, cependant le systéme

des gaz sans pression est faiblement hyperbolique (valeurs propres réelles mais la matrice

4



jacobienne n’est pas diagonalisable). On peut montrer que, dans ce cas, la i® composante du
vecteur u est l'unique valeur propre de F;. Comme il est décrit dans [14] ou [19], ce modele
peut créer des masses de Dirac méme si les données initiales sont régulieres. Par conséquent,
il est nécessaire de définir dans un sens tres faible la notion de solutions de ce systeme.

Dans le cadre de la dimension 1, I'existence de solutions de (6) a été prouvée dans [39]
et [31], en approchant les mesures initiales par des masses de Dirac (sticky particles ou par-
ticules collantes). Une autre notion de solutions a été mise en avant dans [15] pour laquelle
I'existance et I'unicité sont obtenues. Le mouvement de ces particules est calculé en suivant
une approche dite “event-driven”. On calcule a quel temps aura lieu la prochaine collision
entre deux particules pour la traiter. La particule résultante de la collision a une masse et
une quantité de mouvement égale respectivement & la somme des masses et des quantités
de mouvement des deux particules. La solution sticky particles converge vers la solution de
I’équation (6) lorsque le nombre de particules tend vers I'infini. Cette approche a été introduite
dans [69] pour un modele de formation des galaxies au début de 'univers.

Ce systeme a été étudié dans le cadre des systemes hyperboliques de lois de conservation
(voir par exemple [20] et [55]), malgré son manque d’hyperbolicité. Une preuve d’unicité a
été donnée dans [41] avec certaines conditions d’entropie et d’énergie. Ce systéme a aussi
été reformulé et analysé sous forme d’inclusion différentielle du premier ordre, voir [25, 54].
D’autres approches ont été proposées, par exemple, dans [26] en utilisant la théorie du tranport
optimal, avec une régularisation visqueuse dans [65] ou encore dans [17] dont la stratégie
utilisée a permis de construire un schéma numérique (voir [18]). Une autre approche avec des

sticky particles de taille finie est utilisée dans [68].

Equations des gaz sans pression avec contrainte de

congestion en dimension 1

Nous nous intéressons a la situation ou la densité de particules ne peut pas dépasser une
valeur seuil normalisée a 1. Cela correspond aux équations de gaz sans pression avec une

contrainte de congestion qui s’écrivent dans le cas de la dimension 1 comme suit :

Op + O0z(pu) =0,

Or(pu) 4 0y (pu? + ) = 0,

p<1, 9)
(I=p)m=0,

T > 0.

Une premiére approche et un schéma numérique ont été donnés dans [16], et l'existence de
solutions a été prouvée dans [11]. L’approche est constructive et dédiée a la dimension 1.
Elle est homologue a 'approche sticky particles : les particules sont remplacées par des blocs

congestionnés qui ont la méme dynamique que les particules collantes. La pression 7 s’ac-
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tive seulement dans les zones congestionnées (une collision est représentée sur la figure 1).

Dans [13] un systéme similaire est obtenu et analysé comme limite du modele Aw-Rascle.

Les deux systémes (6) et (9) admettent une infinité de solutions dont certaines ne sont pas
physiques. Par exemple, considérons le cas sans congestion (6), et la mesure p définie comme
suit : p est un Dirac de masse 1 en 0 durant [0, 1], et se divise au temps 1 en deux Dirac de
masses 1/2, 'une se dirigeant vers la droite a vitesse u, la seconde dans l'autre sens a vitesse
—u, ou u > 0 est une vitesse choisie arbitrairement. Le couple (p,u) décrit ci-dessus vérifie le
systéme (6) bien qu’il ne correspond & aucune réalité physique. Le fait qu’'une telle solution
soit compatible avec (6), bien qu’aucune force d’interaction n’apparaisse peut s’expliquer de
la maniere suivante : une masse de Dirac peut étre considérée comme la somme de deux Dirac
de masse 1/2 au méme point. La séparation s’effectue en exercant une impulsion sur I'une
des moitiés, et I'impulsion opposée sur I'autre. Tant que la somme des impulsions est nulle,
elles n’ont aucune action sur le systeme, et les mesures obtenues vérifient la formulation faible
du systeme. Le moment de la séparation est arbitraire, et chacune des composantes peut de
nouveau étre divisée en des composantes plus petites, a n’importe quel moment, tant qu’il y
a conservation locale de la masse et de la quantité de mouvement.

Des solutions similaires peuvent étre construites pour le systéme (9). Un bloc peut soudai-
nement se diviser en deux parties égales, avec une pression singuliére en temps, mais réguliere
en espace (affine par morceaux s’annulant aux bords du bloc et maximale au centre). On
pourrait espérer retrouver l'unicité en imposant la décroissance de ’énergie cinétique. Ce
n’est pas suffisant, comme ’exemple suivant le montre : considérons deux Dirac de méme
masse rentrant en collision en 0 avec des vitesses opposées u et —u, elles peuvent devenir un
unique Dirac dont la masse serait la somme des deux précédentes mais elles peuvent aussi
rebondir et repartir dans le sens inverse avec une vitesse de eu et —eu respectivement. Pour
n’importe quelle constante e € [0, 1] (coefficient de restitution), la solution décroit en énergie
(avec conservation de ’énergie dans le cas purement élastique e = 1).

Nous verrons que, pour espérer retrouver 1'unicité, ce systeéme doit étre complété par une

équation précisant la nature des collisions.

Le modele étudié

Le modele que nous allons étudier dans cette thése peut étre vu comme la synthese de
deux modeles existants. Le premier modele est le modele granulaire avec lois de collisions
inélastiques (voir [4, 47]) qui correspond & une version microscopique de celui que nous étu-
dierons. Les modeles microscopiques sont tres dépendants de la géométrie des particules, en
cela notre modele n’est pas une “pure” extension macroscopique de modele granulaire avec
collisions inélastiques. Le second modele est le modeéle du mouvement de foule étudié dans [49,
51]. Il peut étre vu comme la version d’ordre 1 en temps du modéle que nous étudierons, dans

le sens ou la vitesse n’est pas libre mais contrainte a étre la plus proche possible (dans un



certain sens) d’une vitesse imposée. Nous allons d’abord décrire ces deux modéles avant de

donner celui que nous étudierons par la suite.

Modeéle microscopique avec collisions inélastiques

Au niveau microscopique, le mouvement de particules rigides peut étre modélisé comme
suit. On considére N spheéres rigides dans RY, avec le méme rayon r > 0, de masse 1, et
de centres ¢i, ...,qn. On note ¢ € R le vecteur des positions, et D;j = |gj — qi| — 7 les
distances entre chaque grain. L’ensemble des configurations admissibles est alors I’ensemble

des positions permettant aux grains d’étre a distance positive les uns des autres :

K:{QZ(Q17---7QN)€RdN7 D;; >0 W#J}-

Le cone des vitesses admissibles (c’est-a-dire des vitesses qui ne ménent pas a ’entrecroisement

des grains) est définit pour chaque g € K comme
Cr(q) = {v e RN, D;ij =0= Gy -v > 0},

ou G;j € RN est le gradient de D;;. Le mouvement des particules rigides soumis a un champ
de force f (pouvant inclure des interactions, c’est-a-dire que f peut dépendre de ¢) avec des

collisions inélastiques peut s’écrire (voir [4, 47]) :

dq/dt = u,
du/dt = f + ZWUGiﬁ
1<j

WijDij =0 \V/i,j,

m; >0 Vi, g,

ut =P (u):

Les m;; jouent le role d’une pression discrete, ce sont les multiplicateurs de Lagrange associés
aux contraintes de non-croisement des particules ¢ € K. Les vitesses ut et v~ correspondent
aux vitesses pré- et post-collision (les vitesses sont a variation totale bornée, ainsi les limites
a gauche et a droite sont bien définies, voir [47] pour plus de détails). Lorsqu’il n’y a aucun
contact, toutes les distances D;; sont positives, alors m;; =0, Cz(q) = R4V et nous retrouvons
les lois de Newton pour un systeme a N particules. Les forces d’interactions m;; sont des
mesures en temps et sont singulieres dés qu’une collision a lieu.

L’existence de solutions pour ce systéme a été prouvée par [4, 47]. Notons que, méme si le
systéme est formellement bien-posé (I'unicité est obtenue tant que le nombre de collisions est

borné), l'unicité nécessite que le terme de forgage f soit analytique (voir en particulier [4]).

Remarque. On peut noter que d’autres lois de collision peuvent étre prises en compte dans
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F1GURE 1 — Collision entre deux blocs rectangulaires : vitesse pré-collision, la pression
instantanée et la vitesse post-collision (en haut dans le cas de la dimension 1, en bas le
cas de la dimension 2).

le cas microscopique, pour cela, introduisons le corne normal extérieur de K :

Nk(q):C’;:{ve[RdN, veow <0 VwEC’f((q)}

={v=—Y m;Gyj, m; >0, Dymi; =0
1<j
Soit e € [0,1] le coefficient de restitution (e = 0 correspond au cas non élastique et e = 1 au

cas purement élastique), une loi de collision plus générale serait (voir [4]) :

ut=u" — (14 e)PN.(g)(u). (11)

Modeéle de mouvement de foule

La gestion de la congestion dans des équations d’évolution a été étudiée pour un mo-
dele macroscopique de mouvement de foule introduit dans [51] et [49]. Le modéle amene a
considérer une vitesse dite “désirée”, c’est la vitesse U(x) que quelqu’un placé en = veut spon-
tanément avoir si il est seul. Cependant, chaque individu doit prendre en compte la contrainte
de congestion p < 1, et on appelle K ’ensemble des densités correspondantes. Pour cela, nous
considérons qu’a chaque instant, la vitesse désirée est projetée (au sens L?) sur le cone des
vitesses admissibles. Cet ensemble est défini comme ’ensemble des vitesses qui ne ménent pas

a une violation de la contrainte. Plus formellement, (voir [49] pour les détails) il est définit de
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maniere duale par :

Crlp)={ver?, [v-Va<o, vge ', 40, q1-p) =0}, (12)

Le modele s’écrit alors :
Op+ V- (pu) =0,
u = FC'K(p)(U)

Dans 'esprit des algorithmes Catching-Up initialement proposés par [53], et appliqués dans

(13)

un modele microscopique de mouvement de foule dans [50], un algorithme discrétisé en temps
a été proposé dans [51] pour gérer ce type de probleme d’évolution. Il consiste simplement
a transporter la densité durant un pas de temps donné avec la vitesse désirée, ce qui viole
possiblement la contrainte de congestion. Ensuite, on la projette au sens Wasserstein sur

P’ensemble des densités admissibles K. Le schéma se lit comme suit :

F = (1 + U ",

n+l _ D)}/gQ (ﬁnJrl). (14)

p

Le modeéle

Le modele est la version étendue en dimension quelconque du systéme (9) avec une loi de

collision prenant en compte les considérations vues dans les deux modeéles précédents :

dp+V - (pu) =0,

O(pu) +V - (pu®@u) + Vr =0,
p<1

(I—=p)m =0,

T >0,

u+ = PCK(p) (u_)

Dans le systéme précédent, m est un champ scalaire positif. Il est 'homologue continu de
la pression m;; qui prend en compte les interactions entre particules voisines dans le modele

microscopique.

Comme dit précédemment, dans le cas de la dimension 1, il est naturel et relativement
facile de construire des solutions exactes au systéme (9). De plus, ces solutions (les sticky
blocks) décrites dans [11] vérifient la loi de collision inélastique que nous avons ajouté a ce
systéme. Une telle collision est représentée sur la figure 1 (en haut). On peut voir tout particu-
lierement que le champ pression 7 (au milieu) est activé uniquement au moment de l'impact.

L’opposé de son gradient annule instantanément le champ des vitesses pré-collision.
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En dimension supérieure, une telle solution analytique n’est pas directement 'envisageable.
Considérons I'exact homologue des sticky blocks en dimension 1 : deux blocs rectangulaires
et congestionnés avec des vitesses opposées. Au moment de 'impact, on peut montrer que 7
résout un probléme de Poisson sur un domaine correspondant aux deux blocs rectangulaires.
Le terme source est 'opposé de la divergence du champ des vitesses pré-collision (ici, cela
correspond a une distribution singuliere supportée par 'interface séparant les deux blocs) et
les conditions de bords extérieurs sont des conditions de Dirichlet homogene. Le champ de
pression correspondant et la vitesse corrigée sont représentés sur la figure 1 (en bas), au milieu
et a droite respectivement.

Comme nous 'avons déja mentionné, 'existence de solutions peut étre obtenue de plu-
sieures manieres ([11, 13, 16]). En dimension supérieure, le systéme (15) (sans la loi de collision
inélastique) peut étre obtenu formellement comme la limite des équations d’Euler barotropes
par le biais du terme de pression (voir [30]). Notons aussi que des solutions de (15) (sans la
loi de collision également) avec un terme de viscosité supplémentaire, peuvent étre construites
(voir [22, 45, 60]) comme limite de solutions des équations de Navier-Stokes compressible avec
un terme de pression singulier jouant le réle de barriere. Pour le moment, a notre connais-
sance, il n’y a pas de résultat d’existence ou d’unicité pour le systeme des gaz sans pression

avec contrainte de congestion (15) en dimension supérieure a 1.

Dans cette theése, nous proposons d’étudier les équations (15) via un schéma discrétisé en
temps que nous avons proposé. Ce schéma est dans ’esprit du schéma de prédiction-correction
utilisé pour les mouvements de foules. Il nous permet de construire des suites de densité et
de champ des vitesses dont on peut s’attendre qu’elles convergent vers les solutions faibles de
notre probléme. Cependant, a ’heure actuelle, nous ne sommes pas capables de prouver une
telle convergence, mais nous donnons des résultats qui attestent d’une certaine consistance de

ce schéma vis-a-vis de I’équation (voir chapitre 2).

Cette these est composée principalement de deux parties :

e Le premiere partie sera consacrée a la description des schémas de discrétisation tem-
porelle élaborés pour les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion.
Les schémas seront présentés dans ’ordre chronologique pour permettre aux lecteurs

de comprendre la démarche qui nous a menée a I’élaboration du schéma final.

Le premier schéma étudié est consistant en dimension 1. Il redonne la dynamique des
sticky blocks. De plus, ’énergie cinétique du systéme de particules décroit au cours
du temps. Cependant, la maniére dont il met a jour la vitesse a chaque pas de temps

impose que cette derniére soit le gradient d’une fonction. Par conséquent, il n’est pas

1. Signalons néanmoins un travail en cours visant a généraliser d'une certaine maniere ce procédé
constructif de type « sticky blocks » & la dimension 2 : voir [12]
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consistant avec les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion en

dimension supérieure.

Le second schéma modifie la maniére de mettre a jour la vitesse. Elle définit la nouvelle
vitesse de maniére plus naturelle en utilisant la trajectoire des particules au cours de
chaque étape du schéma. Il est donc utilisable au-dela de la dimension 1. Cependant,
si la vitesse est définie de maniére plus naturelle, elle ne prend plus en compte les

possibles croisements entre particules qui doivent alors étre gérés d’une autre maniere.

Le schéma final gere ces croisements en projetant préalablement le champ des vitesses
sur un ensemble permettant de les éviter. Bien que ce dernier schéma ne possede pas
une analyse complete, des résultats que nous développerons attestent d’une certaine

consistance de celui-ci envers les équations.

e La seconde partie de cette these est consacrée a une méthode permettant de calcu-
ler le colit Wasserstein quadratique pour des densités discrétisées. Elle a été élaborée
pour pallier & un probleme observé lors de la discrétisation spatiale du schéma des gaz
sans pression avec contrainte de congestion. Comme nous le verrons au début de la
seconde partie, dans un contexte de volumes finis, on peut discrétiser d’'une maniere
naturelle la fonctionnelle du colit Wasserstein quadratique. Cependant, cette discréti-
sation crée d’importants problemes lorsqu’on 'incorpore a une fonctionnelle discrete
que 'on cherche a minimiser sous certaines contraintes. Par exemple, dans le cas ol on
discrétise la fonctionnelle JKO devant générer les solutions de ’équation d’advection a
vitesse constante, les densités solutions de la fonctionnelle discrete souffrent d’un effet
de locking. Si le pas de temps est trop petit, la densité reste immobile. La méthode que
nous avons élaborée estime le cotlit de transport Wasserstein quadratique d’une densité
discrete a une autre en calculant le flux de masse partant d’une cellule et traversant
les hyperplans formant les interfaces de chaque cellule. Cette méthode que nous avons
baptisée méthode du balayage transverse permet de corriger les problemes que nous
obtenions avec la discrétisation dite naturelle. De plus, nous verrons qu’en dimension
1 et 2, le colit pour transporter une densité constante supportée sur une cellule au
translaté de cette densité est le méme dans ’espace continu que dans ’espace discré-
tisé dans un sens que nous préciserons. Nous verrons que cette méthode donne de bons
résultats numériques via le schéma JKO, mais aussi pour la projection sur ’ensemble
des densités admissibles.

Enfin, une derniére partie sera consacrée a la programmation et aux applications numé-

riques du schéma pour les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion.
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PREMIERE PARTIE

Schémas de discrétisation en temps
pour les équations de gaz sans
pression avec contrainte de

congestion
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CHAPITRE 1

Schémas étudiés

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux schémas que nous avions envisagés durant
ma theése. Bien que nous ayons été finalement amenés a privilégier une troisieme approche
(voir chapitre 2), nous avons décidé de les présenter pour que la progression de notre
recherche soit plus claire. Ils sont dans le méme esprit que l'algorithme Catching-up utilisé
dans le modeéle macroscopique (13) page 9. Trois étapes sont nécessaires a chaque pas de
temps : une premiere étape transporte la matiere avec le champ des vitesses donné; la
seconde étape projette la densité obtenue sur I’ensemble des densités admissibles, ce qui
nous donne la densité du pas de temps suivant ; une derniere étape permet de reconstruire
un champ des vitesses pour le pas de temps suivant.

La premiere section de ce chapitre détaillera la projection utilisée dans tous les schémas que

nous avons étudiés. Les deux autres sections serviront a 1’étude des schémas.

Sommaire
1.1 Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique 16
1.2 Schéma 1 . ... ... ... it 23
1.2.1 Description duschéma . . . . . ... ... ... ... ..... 24
1.2.2 Propriétés liées aux suites du schéma 1. . . . . . .. ... .. 25
1.2.3 Propriétés des suites d’interpolées. . . . . . . . ... ... .. 29
1.2.4 Equation vérifiée par les suites d’interpolées . . . . . . . . .. 33
1.2.,5 Cadre des sticky blocks . . . . ... ... ... ... 37
1.2.6 Le probléeme de la dimension supérieure . . . . .. . ... .. 42
1.3 Schéma 2 . . ... ... ... it e 42
1.3.1 Description du schéma . . . . . .. ... ... ... ... ... 44
1.3.2 Equations vérifiées par les suites d’interpolées . . . . . . . .. 48
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Partie I, Chapitre 1 — Schémas étudiés

1.1 Projection selon la métrique de Wasserstein qua-

dratique

Nous décrivons ici la notion de projection utilisée par tous les schémas décrits dans cette

these. On note que 'ensemble des densités admissibles est le suivant :
K ={pePR)|p<1}.

Dans cette thése, nous confondrons la mesure de probabilité p avec sa densité par rapport
a la mesure de Lebesgue lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur laquelle des deux notions est

utilisée.
Définition 1.1. On note W la distance de Wasserstein quadratique entre p et v, c’est-a-dire :

. 2

Walpor)? = min {[ oyl due.n)} (L.1)
pell(p,v) \Jz,ycRd

avec I(p, v) Uensemble des plans de P(R? x RY) dont la premiére marginale vaut p et la seconde

v. En d’autres termes, u(A x B) représente la masse de particules de la densité p partant de

l’ensemble mesurable A qui s’est déplacée vers l’ensemble mesurable B pour former v, ce qui

implique :
1. (A x RY) = p(A), pour tout ensemble mesurable A C RY;

2. w(R? x B) = v(B), pour tout ensemble mesurable B C R.

Pour plus d’informations sur le transport optimal, nous renvoyons le lecteur & ’annexe A

a la page 177 ou encore [67] et [63] par exemple.

Proposition 1.2 (Projection sur K). Soit p € Po(R?) alors il existe un unique p € K tel
que :

p :=argmin {Ws(p,v)} . (1.2)
veK

Par la suite, on utilisera la notation : p = PR2(p).

L’existence et 1'unicité ont notamment été démontrées dans [49] avec un cadre plus général
utilisant 'agorithme JKO (voir définition 2.17 page 74). La preuve d’unicité utilise notam-
ment la notion de géodésique généralisée présente dans la preuve du lemme 1.5 (voir aussi [2]
page 207 pour plus de détails).

Quelques notions de transport optimal sont rappelées dans ’annexe A. La formulation Bénamou-
Brenier (voir 'annexe A a la page 182) représente ce coiit comme le minimum d’énergie ciné-
tique nécessaire au systeme des particules pour que leur densité retourne dans ’ensemble des
densités admissibles K. Ce minimum est obtenu en animant les particules d’'un mouvement
rectiligne uniforme et est indépendant du temps choisi (a un scaling pres).

Le lemme suivant a été prouvé dans [49] et permet de considérer le transport optimal entre
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1.1. Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique

une mesure quelconque et son projeté comme un déplacement de particules donné par le gra-
dient d’un fonction positive n’agissant que sur la zone saturée (congestionnée) du projeté. La
projection dans K peut donc étre considérée comme ’action d’une pression qui étalerait la

masse afin de rester dans ’ensemble des densités admissibles.

Lemme 1.3. Soit p € Po(R?) et p € K son projeté sur K, alors et il existe 1 € {p € H/%]p >
0, (1 —p)p =0} tel que
p = (Id—|— Vﬂ')#ﬁ.

Démonstration. La preuve faite dans [49] consiste & montrer dans un premier temps qu’il

existe un potentiel de Kantorovich (dépendant de p) ¢ tel que :

pe argmin{ ” (b(x)u(x)dx}

veK
cela implique qu’il existe [ € R tel que v vérifie :
=1si¢(z) <,

v(z)y €[0,1] sip(x) =1,
=0si ¢(z) > I,

on définit 7 = (I — ¢)+ et onaalors m>0et m=0sip< 1. De plus, on sait que le transport

optimal entre p et p est Id — V¢, on obtient alors :

p=(Id+ Vm)up.

O
On pose M (p) le moment d’ordre 1 de la densité p :
Mi(p) = / zdp().
R4
Le lemme suivant montre que ce moment est conservé par projection sur K :
Corollaire 1.4. Soit p € Py(RY) et p € K son projeté sur K, alors
Mi(p) = Mi(p).
Démonstration. 11 suffit d’utiliser la définition de  :
Mi(p) = [ wdo(a)
R4
— [ @+ Vr@)playda
R
= / xp(x)dx
R4
car m € {p € H3|p>0, (1 - p)p=0}. O
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Partie I, Chapitre 1 — Schémas étudiés

Nous verrons que ce lemme est trés utile et permet a nos schémas de conserver la quantité
de mouvement.
Le lemme suivant en partie démontré dans [62] sera utilisé pour montrer la décroissance de

I'énergie cinétique du schéma 1 et du schéma final (dans le cas de la dimension 1).

Lemme 1.5. Soit p € Po(R?) et (p,0) € K x K de telle sorte que p = Py2(p) alors

WZ(ﬁ7 17)2 < W?(D7P)2 - WQ(ﬁa p)2

Démonstration. Supposons que p est absolument continue par rapport a la mesure de Le-
besgue. Soient 7 le transport optimal entre p et et 7; le transport optimal entre p et p. On

construit u € P(R3?) avec (voir figure 1.1) :

X220 = (rp @ Id) wp,
{ 4= )#P (13)

X n = ([ @7rp)4p,

avec X' l'application projection sur la i® marginale (voir annexe A page 179 ou encore la
définition 1.31 page 44). On définit la géodésique généralisée joignant v & p avec comme base
p (voir [2] page 207) par py = ((1 — )X +tX3)gp et 7 = (1 —t)ry + trj, nous allons montrer
que pour tout ¢t € [0,1], p; € K. Comme T et 75 sont des transports optimaux, Vry et Vr;
sont en chaque point des éléments de I’ensemble des matrices symétriques définies positives

§**. De plus, en utilisant la convexité de M — det(M)~! sur §t*, on obtient :

pr = (1=t + ) pp
= (L=t)rs +trp)yp

= (r))sp

= 7p o (Tt -1
| det(Vry)| (re)

p o (1, -1
|det((1 —t)ry + trp)] (re)

(I—t)p 1 tp 1
< - I
S derwry) 2T Genpwry © )
< (I=tywo(r) t+tpo(r)?
< 1
Enfin, posons
Wo(prs)? = [ 0= )2+t =yl du(z,p.2) (1.4

le cotit pour transporter p; sur p' en utilisant le plan de transport u. L’égalité
(1= t)z+te —y[* = (L= t) ||z = yl* + |y — 2l = t(1 = t) [l — 2|?
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1.1. Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique

nous permet d’obtenir les égalités suivantes :

Wl = (1=0) [ lz=ylPdust [ Ny—aldu—tt=) [ o= =|*dn
= (1 - t)WM(D7 P)2 + twu(ﬁa p)2 - t(l - t)wu(ﬂa p_)2
= (1= t)Wy(,p)” +tWa(p, p)* — (1 — YW, (7, p)?,

la derniére étant obtenue en utilisant le fait que deux des plans marginaux de p sont optimaux
(voir (1.3)). Comme ((1 — )X + tX3 ® %2)4p est un plan de transport entre p; et p il vient
directement que W,,(pt, p)*> > Wa(pt, p)%. De plus, pr € K et p = [P}/gQ (p) donc

Wﬂ(ﬁt7p)2 > WQ(ﬁtap)2 > WZ(ﬁ7 p)2

On a donc que l'application ¢ € [0,1] — W, (pt, p)? est toujours plus grande que sa valeur en
t=1dou:

d(W,u(pr, p)*)
dt t=1—
~Wa(,p)* + Wa(p, p)* + Wu(7,p)° < 0

WM(D7/3)2 < WQ(D7P)2 _WQ(ﬁap)2'

0

IN

IN

Dans le cas général, soit t le transport optimal entre p et p, on pose
te=(1—e)t+eld

et pe = teyp. On pose i € P(R3?) le plan défini comme suit :

Tout d’abord, on a

WQ(p7 PE)2 < Wﬂ(p,pe)Q
= [ le—ylPdaty.0)
$7y72'ele

= [ It() ~ )P ()i
R

= & [ ) = )P )
= &Wa(p,p)?

avec la méme méthode on peut prouver que :

W2(ﬁa pé) < (1 - E)WQ(ﬁ’ ,0)

Ces dernieres inégalités prouvent que p = [P¥2 (pe), en effet, supposons que cela soit pas le cas
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Partie I, Chapitre 1 — Schémas étudiés

F1GURE 1.1 — Plan de transport pu.

et notons p. le projeté de p. sur K. Il en suit les inégalités suivantes :

Wa(p,pe) < Walpe, pe) + Wal(p, pe)
< Wal(pe, p) + Wa(p, pe)
- WZ(pap_)

ce qui est impossible car p = [P}/gQ (p). Maintenant, comme ¢ est un transport optimal, il est

monotone ce qui impose que :
(te(@) = te(y), @ —y) > ez — y||?
et en utilisant 'inégalité triangulaire :
[te(z) —t(y)ll = €llz =y

Soit yo € Im(t.), il existe 29 € R? tel que t.(z¢) = yo. Si z & B(xo, g) la boule ouverte de

centre z( et de rayon ¢, alors
€

et, par conséquent

En conclusion, [|pe|,, < }d lpll et est donc absolument continue. En utilisant 1inégalité

trouvée dans le cas ou p est absolument continue et en 'appliquant & p. on a :

WQ(ﬁa 5)2 < WQ(Dape)2 - Wa(p, p€)2
< Wa(7,p)* — Wa(p, p)? + 2Wal(p, pc) (Wa(pe, 7) + Wa(p, pe))

et il existe M > 0 tel que pour tout € > 0,
Wa(p, 7)? < Wa(7, p)* — Wa(p, p)* + 2 M.
En tendant € vers 0, on obtient ’égalité escomptée.
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1.1. Projection selon la métrique de Wasserstein quadratique

O

Pour illustrer la notion de projection, nous allons calculer la projection sur K d’un bloc
sursaturé accolé a deux blocs saturés (voir figure 1.2). Cette exemple nous sera tres utile par
la suite, ce type de situation étant fréquent lorsque ’on applique notre schéma avec comme
condition de départ des blocs saturés se déplacant & vitesses constantes (cadre de 'approche

sticky blocks expliqué dans I'introduction page 6 et introduit par [11]).

Proposition 1.6. Soit p une densité définie comme suit (voir figure 1.2)

1 six €0, L],
p(z) =4 2 siz € [Lo Lo+ L), (1.5)
1 Sll:x 6 [La +Lb,La+Lb+LC],

avec Ly, Ly, L. > 0, alors

- w
p=Pg? (p) = ]1[—d,La+2Lb+Lc—d}

avec d représentant le déplacement vers la gauche des blocs :

_ Lb(Lb =+ LC)
(Lo + 2Ly + L)

0 Lg Lo + Ly Lo + Ly + Le

FIGURE 1.2 — La densité étudiée dans la proposition 1.6.

Remarque 1.7. Si L. > L,, c’est-a-dire si le bloc congestionné "c" de droite est plus long
que celui de gauche alors d > %l, les blocs préférent s’étaler un peu plus vers la gauche que
la droite car il y a moins de particules a déplacer. Inversement si L. < L, les blocs préferent

s’étaler un peu plus vers la droite que la gauche. De plus,

; Ly(Ly + L)
Le—+o00 (La + 2Lb + Lc)

les blocs tendent a s’étaler exclusivement d gauche quand le bloc de droite 'c" tend d devenir
de longueur infinie, méme s’il existera toujours une partie de la masse qui se dirigera vers la

droite.

21



Partie I, Chapitre 1 — Schémas étudiés

Démonstration. Soit t le transport optimal entre p et p, t est donc une application monotone
du support de p a valeur dans le support de p. D’apres le lemme 1.3 page 17 il est a image
dans {z € R, p(z) =1}, comme p est composé de blocs de densité supérieure ou égale a 1, il
en suit que p = 1 4. On peut montrer que A est a fortiori un intervalle. En effet, supposons que
A admet au moins deux composantes connexes, il existe alors un intervalle I =|I;, I,[ entre
deux blocs de p. Maintenant, ¢(I;) — I; > 0 sinon, comme la dimension est 1, ’application ¢ est
continue sur chaque composante de p (voir le lemme 1.3) et il existe un ouvert O de | — oo, [j]
tel que :
Ve e O, t(x) —x <0.

Transporter la masse de O dans I serait alors moins cofliteux, ce qui n’est pas possible car t
est le transport optimal. De méme, ¢(1,.) — I, < 0, mais comme ¢ est monotone, cela implique
forcément que p(I) = 0 alors que p(]I,,+o0[) > 0 et p(] — o0, [;[) > 0, donc p a deux

composantes connexes, ce qui n'est pas le cas (voir la figure 1.3).

() - I t(Ir) — Ir

—_ «— —

; ;
\
[ I Ir

FIGURE 1.3 — Le sens de déplacement des particules entre p et p créé obligatoirement
deux composantes connexes.

Pour finir cette preuve, il suffit de trouver l'intervalle optimal (de la forme Ay = [—d, L, +

2Lb + L. — d])

Soit t; le transport optimal entre p et 14,, comme t; est monotone, il est clair qu’il est

de la forme :
r—d si z €0, L],

ti(r){ 22— (Lo +d) siz € [Lq, Ly + L),
x4+ (Ly—d)  six€[Lg+ Ly, Lo+ Ly + L]
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1.2. Schéma 1

Calculons maintenant .J; le cotit du transport (au carré) entre p et L4, :

Jg = /(td(x) —z)%p(x)dx

R
L Lo+Ly Lo+Ly+Le
= d*dx + (z — Ly — d)*2dx + (Ly — d)*dzx
0 Lg La+Lb
Ly—d)? _d3
= d2La + 2% + 23 + (Lb - d)2Lc

2L3
— (Lo + 2Ly + Le)d* + (—2L% — 2L.Ly)d + Tb + L.L2.

Lb(Lb + Lc)
(La + 2Lb + Lc)

Remarque 1.8. Dans [l’exemple précédent, on peut remarquer que

Le minimum de J; est obtenu en d = ce qui conclut la preuve. O

x+d six € |—d,L, —d],
_ Lo+d
ta(z)~ = g+% sixz € [Lg—d,Lg+ 2Ly — d],

x+(—Ly+d) six€|[Ly+2Ly—d,Lo+2Ly+ L.—d],

on a donc
d six € |—d,L, —d],
Vr(z) = —§+(L“27+d) six € [Lq —d, Lq + 2Ly — d],
(—Ly +d) six € [Lg+2Ly—d, Lo+ 2Ly + L. — d,
et pour finir
d(z + d) six € [—d, L, — dJ,
m(x) = —%QJFW;H@ six € Ly —d, Lo + 2Ly, — dJ,
(—Ly + d)z + c3 six € [Lq+2Ly —d, Lo + 2Ly + L. — d,

avec cg = % + % — LT§ et c3 = Ly(Ly + Ly — d) + d?. On retrouve le lemme 1.3 car

me{pe H/%|p >0, (1 —p)p =0} (voir un exemple figure 1.4).

1.2 Schéma 1

Dans cette section, nous allons présenter le premier schéma discrétisé en temps que nous
avons proposé puis étudié durant ma theése. La premiere sous-section sert a la description du
schéma. La sous-section 1.2.2 introduit les principales propriétés des suites calculées a l'aide
du schéma. Nous présentons dans la sous-section 1.2.3 les résultats de compacité des suites
d’interpolées. Nous montrons dans la sous-section 1.2.4 que ces suites vérifient I’équation de

continuité et qu’elles sont solutions d’équations proches des équations de conservation de la
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s 7T ]
25| —p |

0.5 h B

FiGURE 1.4 — Exemple de la proposition 1.6, avec L, = 0.5, L, =2 et L. = 5.

quantité de mouvement avec un terme supplémentaire consistant. Nous démontrons dans 1.2.5
que, en dimension 1 et dans le cas ou la donnée initiale est compatible avec la dynamique
des sticky blocks, la solution calculée par le schéma converge vers la solution sticky blocks.
Enfin, nous verrons dans la derniere sous-section 1.2.6 que ce schéma ne peut étre utilisé en

dimension supérieure.

1.2.1 Description du schéma

Dans cette sous-section, nous allons décrire le premier schéma proposé pour les équations

de gaz sans pression avec contrainte de congestion :

Ohp+ V- (pu) =0,
O(pu) +V - (pu@u) + Vr =0,
<1,
P= (1.6)
(1 - p)ﬂ— = 07
T >0,
u+ = PCK(p)(u_)a
avec
Cilp)={ver?, [v-va<o, vaett g0, q1-p) =0}, (1.7)

Le schéma peut se décrire de la maniére suivante : pour un couple densité/vitesse (p,u’)
donné, 7 un pas de temps fixé, nous transportons p! par Id + 7u?. Cette nouvelle densité est
susceptible de dépasser la contrainte de congestion, on la corrige en la projetant sur ’ensemble
des densités inférieures ou égales a 1 en utilisant la métrique de Wasserstein quadratique.

Enfin, on calcule la nouvelle vitesse en utilisant le transport optimal entre la mesure d’arrivée
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1.2. Schéma 1

corrigée et celle de départ.

L’idée principale de ce schéma réside dans la maniere de renouveler la vitesse. On utilise
le transport optimal "t entre p"*t! et p™ pour représenter le déplacement effectué par les
particules entre n7 et (n+ 1)7 : une particule arrivée en x € spt(p™*!) est partie de t"*1(x) €
spt(p™). Cela peut sembler étre cohérent pour plusieurs raisons. Tout d’abord, le transport
optimal entre deux mesures est bien une application qui permet de décrire le déplacement de
masse d’une densité & une autre. De plus, comme le transport optimal est monotone, on a :
Vo #y, Vt € [0,7]

((n+1)7—x) Ha) + (a:—;m’)w7é ((n+17—)7'—x) Hy) + (m—Tm') "

T

c’est-a-dire que, si on considére que le mouvement des particules est rectiligne uniforme sur
[nT, (n+1)7], deux particules provenant de "1 (z) et #**1(y) respectivement, ne se retrouvent
pas sur un méme point durant leur déplacement en x et y respectivement. Les collisions qui
ont lieu durant cet intervalle de temps sont prises en compte par le réarrangement effectué

entre les particules lors de 'utilisation du transport optimal.

Pour des raisons d’esthétisme, nous omettrons par la suite I'indice“7” s’il n’y a aucune am-
biguité sur le pas de temps utilisé. De plus, si p € K, on notera dp(x) = p(x)dz, c’est-a-dire

qu’on confondra p avec sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Schéma 1. Soit (p°,u®) une densité et une vitesse initiales données, T > 0 un pas de temps

fizé. A partir de (p*,u"), le schéma calcule (p™+,u"*1) de la maniére suivante

ﬁnJrl — (Id—l— Tun)#pn7

P =P, (1.8)
T )

ou t"1 est le transport optimal entre p"t1l et p".
On rappelle que K = {p € Py(RY), p < 1}.

Remarque 1.9. Pour définir la nouvelle vitesse u™t1, il est essentiel d’utiliser le transport
optimal entre p"t1 et p" et non son inverse. En effet, comme t"T1 est défini sur le support

de p"t1, il permet de définir une nouvelle vitesse pour chaque élément de ce support.

1.2.2 Propriétés liées aux suites du schéma 1.

Par la suite, nous allons montrer que le schéma 1 est bien défini, c’est-a-dire que pour un

couple densité/vitesse donné approchant la solution & 'instant ¢, celui-ci calcule un unique
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FIGURE 1.5 — Schéma 1.

couple densité/vitesse qui sera notre approximation de la solution pour un temps ¢ + 7.
Ensuite, nous verrons quelques résultats que nous pouvons obtenir sur les suites construites

par ce schéma.

Proposition 1.10. Soit (p",u"™) € KxL%n le schéma 1 donne un unique couple (p" 1, u"t1) €

K x Linﬂ. De plus, on a les deux propriétés suivantes :

o [eti@)| ot @de < [ @) g e

o Wa(p", p") < Wy(p", p" 1),

(1.9)

Remarque 1.11. Les estimations (1.9) sont trés importantes pour obtenir des propriétés de
compacité sur les suites calculées par les schémas et pouvoir ainsi prouver une quelconque

convergence de ces suites vers les équations (1.6).

Démonstration. En premier lieu, 5"+ = (Id 4+ 7u™)4p" est bien un élément de Py(R?).

[l dg @) = [ ot @) " @)da
R4 Rd

< 2 [ (Jal® + 7 Jun@)|7) o (o) o
R4

< 2 [ el @)+ 27 [ @) @)da
Rd Rd

< +o00.

Maintenant, en utilisant le lemme 1.3 page 17, on a bien 'existence de p"*! élément de
Po(R?) tel que pt! = [Pg2 (p"1). Soit t"*! le transport optimal entre p"*! et p" (il existe
car les deux mesures sont des éléments de K, voir annexe A page 179). On peut définir la

1d — tn+1
vitesse v = ————— qui est bien un élément défini sur le support de p"*t!. En utilisant
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1.2. Schéma 1

le lemme 1.5 page 18

2

/ un+1(x)H anrl(x)dx _ / X (CU) pnﬂ(m)daﬁ
R R T
1
= pwz(p”,p"“)2
1 -
S EWQ(pn7 pn+1)2
< [ @2 g a)de.
R4
Id —t"
De plus, comme u" = on obtient
T

1 _
L @) @) = —Wale 72
d’ou la seconde propriété. O

Une autre propriété importante de ces suites est qu’elles conservent la quantité de mou-

vement.

Proposition 1.12. Soit un couple densité/vitesse (p",u") € Po(R?) x L%n alors le couple

(o™ un YY) calculé par le schéma 1 est tel que :
/ u"(x)p" (z)dx :/ " (z)p" () de.
Rd Rd
Démonstration.

L@@ = [ (FEHD ) ra

T T
1

=~ (M - (")

de méme on a

x—t"H(x
/[Rd un+1(x)pn+1($)d$ — /[Rd (&) pnﬂ(x)dx

T

= % (Ml(p"“) - M1(p")) :

On obtient ’égalité escomptée en utilisant le corollaire 1.4 page 17. U

2
Posons Cy = \/ / Hvo (x)H p°(z)dx représentant énergie cinétique initiale de notre sys-
R4
teme. Nous allons montrer que ’on peut contréler la croissance du moment d’ordre 2 de p"

indépendamment de 7. Pour cela, nous allons utilisé le lemme suivant :

Lemme 1.13. Soit Ma(p"™) := /d |z)|? p"(x)dz: alors
R

Ma(p" ) < 2Ma(p") + 27°CF.
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Démonstration. Cette premiere estimation découle simplement de I'inégalité (a+b)% < 2(a®+

b%). En effet, nous avons

Ma(ph) = [ ol @)

_ /[Rd
2/ $—t"+1(a:)"2p"+1($)d$+2/ thJrl(:C)H2an(~’U)d$
Rd R?

2Ws(p", p" )2 + 202 (p™)
< 27202 4 2o (o)

2
T — thrl(x) + thrl(x)H p"Jrl(ﬂ:)dac

IN

IN

car Wa(p", p"*1) < Wa(p°, p') < 72C3. O

Proposition 1.14. Soient 7 > 0 et N € N tel que N7 =T alors

N TCy 0 TCo 7203
Ma(p™) < e “*My(p”) + e “°TCy | 2+ 5 |-

Démonstration. Cette preuve utilise principalement I'inégalité de Cauchy-Schwartz, le lemme

de Gronwall, le lemme 1.13 et I'inégalité /oo < 1+ § pour a > 0. On a l'estimation

Mo (p" ) = Ma(p™)| = ‘/Rd <||x\|2 — thJrl(x)H2> ()
= /[Rd el = |Jer @) [ o )
< [ -t @) (et + Ht"%)H) 7 (2)da
< (/[R = e )| dm) <\/Jv[2 +\/M2(pn+1))

4 * 4

212
< 70 <2+7200 +M2(p")>.

< WQ(pn7pn+1) <2 + MQ(pn) M2(pn+1)>

Finalement, on obtient

7_202
Ma(p™) < Mg(p”fl)(l +7Cy) + 7C (2 + 5 0)

et en utilisant le lemme de Gronwall discret

N-1 2C2
MQ([)N) < TCOM + Z eCO(N z)TTC <2+ 5 0)
=0

IN

TC 0 TC T°C8
e " Ma(p”) + e °TCy | 2+ 5 |
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O

Par la suite, nous allons connecter chaque couple de mesures (p™, p"*1)

par une géodésique
de 'espace de Wasserstein. Cette interpolation revient & animer les particules d’un mouvement
rectiligne uniforme entre leur point de départ ¢"*!(z) et leur point d’arrivée z. Elle est trés
utilisée en transport optimal (voir [63, 67]) car elle a avantage de satisfaire I’équation de
continuité (voir la proposition 1.22). En effet, on peut montrer que si v et p sont des densités
de probabilité telles que v = typ avec t est une application de transport, alors p; = ((1 —
t)Id + tt)4p est solution de 'équation de continuité avec comme densité initiale (en ¢t = 0)
p et densité finale (en ¢t = 1) v. A chaque instant ¢, p; est la densité obtenue lorsque 1’on
suit les particules de maniére lagrangienne entre leur point de départ x € spt(p) et leur point

d’arrivée t(z) € spt(v) si elles suivent un mouvement rectiligne uniforme.

1.2.3 Propriétés des suites d’interpolées.

Définition 1.15. Pour 7 > 0, on définit la fonction t — p,(t) € Po(R?) de la maniére

suivante :
pr(t) = (TT"“(t))# Pt sit € [T + 7],
avec
T () = (M) gl g <t_l) Id
T T

et t"*1 le transport optimal entre p"t1 et p".

Dans le but de trouver une certaine compacité sur la famille des suites d’interpolées, nous

allons prouver que :

1. elles sont définies dans £([0, 7], P2(R?)), I'espace des fonctions lipschitz en temps a
valeur dans Py(R%);

2. At fixé la suite (Mz(p,(t))?),>0 est T-uniformément bornée.

Lemme 1.16. Soit t,t' € [nT,nT + 7], alors

t—nTt

Wa(p", pr (1)) < (
Wl pr(0) < (

Walor (), p-(0)) < (

) WQ(Pn7 anrl)a

ntr+71—1

) Wa(p", o), (1.10)

)Wz(p",p”“)-

-
|t =]

Démonstration. Définissons

po = (T ) @ (D)), ",
— (14 ® Tn+1 t n+17
{11 ( A ))#p
— TnJrl t/ ®Tn+1 ¢ n+1,
pr = (I () @ T D) g

29



Partie I, Chapitre 1 — Schémas étudiés

S1 52

nrt nT

FIGURE 1.6 — Représentation de s; et sy dans 7IN.

n+41

trois plans de transport transportant p" ' sur p,(t), p" sur p.(t) et p.(t) sur p,(t') respecti-

vement. On a alors

n n t—nt 2 n n
Walo",pr (1) < W0, = (7)) [ @t — 10,

T

N2
Wa (", pr(8) < W, (07F 07 (8))? = <7m T t) /d(t”+1 — 1d)2p" A da,
R

T
t—t"\>
) /d(tn+1 _ Id)2pn+1dx,
R

T

Walor (8,017 < W (or (01, )7 =

d’ol1 les inégalités escomptées. On rappelle que si p € P(R??) est un plan de transport entre
les mesures p et v appartenant a Pa(R?), W, (p,v) représente le coiit de déplacer p sur v
en utilisant le transport u. Cette notion a déja été utilisée en (1.4) a la page 18. Il est par

définition plus grand que le cotit optimal Wa(p, v). O

Proposition 1.17. V7 > 0, p, € £(]0,T[, P2(R?)), Uespace des fonctions Lipschitz en temps
a valeurs dans in([Rd), de plus, Vsy,s9 >0 :

Wa(pr(s1), pr(s2)) < |s1 — 52|Co.

Démonstration. Pour la preuve, supposons que sy > s; et définissons n et n’ de la maniére

suivante (voir figure 1.6)
51

n=[—]+1
, L%J (1.11)

alors, si on a n < n/, c’est-a-dire s’il existe un entier n tel que s1 < n7 < s9 on a
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Wa(pr(s1), pr(s2))

< Wa(pr(s1), pr(n7)) + jz:wz(pf(ﬁ)’pf(ﬁ +7)) +Wa(p-(n'7), pr(52))
= Waylp-(s1),p +:§;W2 P oY)+ Wa(p™, pr(s2))

< ("= ) +ﬂsz o)+ (D) W)
< (T2 —n>+%”)wz<p°,pl>

< (82_51 \//[Rd 0 (x)da

< (|s2 — s1]) Co.

Maintenant, si ce n’est pas le cas, il existe alors un entier n tel que nT < s1 < so <n7+ 7 et

on a facilement

S9o — S
Wapr(s1), e (s2)) < (B2 ) Wit o) < Jsz = sl o

En conclusion, on obtient bien le résultat voulu dans tous les cas. ]

Remarque 1.18. L’inégalité obtenue est en fait optimale, pour le couple densité/vitesse ini-

tial suivant :

{ Px) = Lyo,1((2); (1.12)

(pu)°(x) = Lygq((2).

L’algorithme donne la suite p" définie comme suit (voir la proposition 1.27) :

pn(x) = ]l]nr,l—l—nr[(x)

et son interpolation ne dépend plus de 7T :

pr(t, ) = Ty 144()

on obtient :

Wa(pr(s1), pr(s2)) = |s1 — s2 = |51 — 2| \//[R ud(z)?p(z)dx

Lemme 1.19. Sit € [n7,nT + 7], alors

Malpr (1) < () 2 + () Mol ).

T
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Démonstration. En utilisant la convexité de & — ||z[|* on obtient

Malpr(®) = [ ol pr(t.)do
= [ el @ @) @)da
_ / (t—Tm') vt (m’ —i—TT—t) t”“(m)
< () [ el ot + (M)

= (e + ()

-
et la proposition 1.14 page 28 nous permettent d’assurer que pour tout temps

2

pn+1 (w)dw

15’”1(1“)”2 P (z)dx

O

Ce lemme
t, la famille (p(t));>o des suites d’interpolées au temps ¢ est 7-uniformément bornée.

En utilisant cette derniére propriété et le caractere T-uniformément lipschitz des courbes

pr, le théoréme d’Ascoli-Arzela nous permet d’extraire une sous-suite (que 1’on note 73) telle

que :
Pr, —PE ?2([Rd)'

Nous allons maintenant nous intéresser a la suite d’interpolée de la vitesse et a ses pro-
priétés.

Proposition 1.20. Soit t € [nT,n7 + 7| on définit
uAQZuWHanH%aqy’eLP@
alors la vitesse u.(t) est bien définie comme un élément de L/2)T(t) de plus :

[ur @2 ==

Hun-i-l ’
pr(t)

9 .
Lpn+1

Démonstration. Tout d’abord, T"F1(t,.) : spt(p"*!) — spt(p,(t)) est bien une application

bijective pour tout t € [nT,n7 + 7], pour cela on peut remarquer que :

t—nT

(T (o) = TPt y) 2 —y) > lz =yl

de plus,

a0 (4 2) )| (e )

/[Rd lur(t, )] pr (t, 2)dac /
= Jo

Soit E; = u;p; la mesure représentant la quantité de mouvement du

)| o (@) d

O

Proposition 1.21.

systeme alors :
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B Transports

<« — Transports optimaux

FI1GURE 1.7 — Définition de chacun des transports utilisés.

1. la suite (u;),cr+ est uniformément bornée dans L?([0,T], sz(t)) ;

2. (Er)rer, = (urpr)rer, est une suite de mesures uniformément bornée.
Démonstration. 1. Soit N € N tel que N7t =T, on a

T 9 N-1 JT+T 9
[ [ e ortardsde = 50 [ [ furta)|? pr(ta)da de
0 R4 j=0 7JT R4

N

—

2. On a lestimation suivante :

T T
// s (£, )| pr (1, 2)dadt < \///HUTH?mdmm// / prda dt
0 Rd 0 Rd
= JC3TVT
< GT.

O

Cette derniere propriété nous permet d’extraire de la suite (E;, )p>0 une sous-suite qui

converge faiblement au sens des mesures de [0,7] @ R,

1.2.4 Equation vérifiée par les suites d’interpolées

A partir de la, on se place en dimension 1, nous allons voir comment les suites d’interpolées
se comportent vis-a-vis des équations des gaz sans pression avec contrainte de congestion (1.6)

page 24. Comme attendu, la vitesse transporte les densités.

Proposition 1.22. Soit 7 > 0, le couple (pr,u,) est solution faible de I’équation de transport

avec pour vitesse celle définie dans la proposition 1.20.
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Démonstration. Soient ¢ € C°([0, T[xR) et N € N tel que N7 <T < (N + 1)7 alors

(pr,009) + (prur, O:9)
T T
= / /8t¢(t,x)p7(t,x)dxdt+/ /&ng(t,x)pT(t,x)uT(t,x)dxdt
0 R

(n
- (/n o /[R[atgb(t’ z) + ur(t, 2)0: (1, x)](TTn—’—l(t, x))#p"""l(x)dx dt)

= Z(/(n—i—l / Orp(t, T (¢ m))+uT(t,TfﬂLl(t’x))ax(p(t’TTnJrl(t’x))} P (z )dxdt)

T

(n+1)7
- (/ [ [ooe T )+ @)oot T (4 2)] o @ >dxdt)

d
or, E(T;Hl(t’ z)) = u"(z) ce qui nous donne

<P778t¢ (prur, Ds0)
_ (/H"HT/ [dt tTT”“(t,x))} (g )th)

Z (/[R [ p(nt + 7, T (nr + 7,2)) — ¢(nT, TT"H(m_’x))} P () d dt>
N
nz::o (/[R [¢(n7 +7,2) — P(nT, t"“(x))} P (z)da dt)

De plus, en utilisant que
[ ot @) @)da = [ o, 2" (@)da
R R
on obtient finalement

</07'a8t¢> </07—U7—, :v¢ /¢ 0 :C

O

Remarque 1.23. On peut remarquer que la proposition 1.22 est toujours vraie en dimension
supérieure. Ceci dit, nous allons voir dans la sous-section suivante que ce schéma n’a que peu

dintérét au dela de la dimension 1.

On définit "t le transport optimal entre p"*! et p"*!, on rappelle que, d’apres le
lemme 1.3 page 17, il existe 7! € {p € len+1|p >0, (1 —p"Hp =0} tel que

P =Td 4 7V

Enfin, notons ¢" le transport optimal entre p™ et "' (voir figure 1.7 page 33). La proposition

suivante montre que le couple (p;,u;) est solution d’une version discrete de ’équation de
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1.2. Schéma 1

conservation de la quantité de mouvement avec un terme de consistance et un terme jouant

le role de gradient de pression.

Proposition 1.24. Pour tout ¢ € C*([0,T[xR), V7 > 0,

N N
(prur, 8:0) + (pru2, 0:0) — > (P, @) + (p°u®,6(0,)) = > (e, ®)
n=0 n=0

avec !

e NeNtelque NT<T < (N+1)7

in

o (en,9) = [go(nT, 2 [u"(:c) - M} p™(x)dx ;

T

o (P, ¢) = [gd(nT, t"(2))VaT(x)p" T (z)dx.

Démonstration. Posons u"*1 € P(R3) le plan de transport & trois marginales tel que :
. X2’3,U, _ (,’,n+1 ® Id) n+1 .
# #p ’
o X = (" @1d)yp"t!

En dimension 1, Papplication t* = r"t1 o (1)~ transporte p" sur 5"*! et est monotone.

C’est le transport optimal entre ces deux mesures. En utilisant ce plan, on obtient que

<p7'u77 at¢> < u2 ax¢>
N nT+T7 nT—+T
- Z(/ 7 st ep o des [ [ o002 2 )

/nT+T/ at¢ Tn+1 )) n+1( ) n+1( )—{—8¢( Terl(x))unJrl(x)ﬂ pn+1(x)dac dt)

%
= (L Lo mne
(

/R (o7 + 7,2) = $(nr, "4 (2)) | ™t (2)p" () da dt>

u () p T (1) de dt)

Il
M= \\Mz ||M

0

N
= o0+ 3 / (6(nr. ) (@)p" (2) — dlnr, ™+ (2))u" ()0 (2)] de

n

T — tn+1 (m)

~ e+ 3 fo z>—¢<m,t"+1<x>>( :

= —{° —|—Z/ { nt, z2)u"(z) — ¢(nr, 2) (x;z)}d,un“(z,y,x)

Yo
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pour finir,

L [eoman @) = otnr.2) ()] i)
= [ otnma) [une) - (T ) e e
= [ o) [ - (L) |t ) — [ ptom ) (T2 e
— [ ot lu"(z) _ (@) () dz — / S(n, Z)< y) (2, 7)
= [ onr2) lu"(z) - (tn@%ﬂ P (2)dz + [ o ¢ (@) VA () () de

= <€n7¢> + <?n7¢>

Les termes P, correspondent au terme V7w des équations de gaz sans pression avec

contrainte de congestion (1.6) page 24, définissons P, comme suit :

N N
@ri6) = 3 (Pud) = Y [ oo @)V @) (@),
n=0 n=0

on peut controler I'énergie déployée par P, grace au lemme suivant :

Lemme 1.25. Pour tout 7 >0, N € N|NT<T < (N+ 1)1, ona :

N
2
Z / HVW"H(JU)H P (x)dx < C2.
n=0"R
Démonstration. En utilisant le lemme 1.5, on a
WQ(pn7pn+1)2 < Wg(pn,ﬁnJrl)Q _ Wg(ﬁn+1,pn+1)2
et par conséquent,

WQ(ﬁn+1,pn+l)2 < Wg(pn,pnil)Q _ W2(pn,pn+1)2’

car
Wa(p", ") < Wa(p", p" ).
On obtient
N N
Z/ Hvﬂ_n+l(x)H2pn+l(x)dx < iz Wa(p", p" 12 — Wa(p" pn+1)2)
R 7—2 < ’ )
n=0 n=
0 1)2
T
< G



1.2. Schéma 1

O

Cependant, controler cette énergie semble insuffisant pour obtenir une quelconque conver-
gence du terme P.. Par exemple, on ne peut obtenir ainsi que la mesure est 7-uniformément
bornée en espace-temps.

Les termes ¢, sont dus aux erreurs commises sur la vitesse a chaque pas de temps. En
effet, le transport optimal entre p"*! et p™ ne représente pas le réel transport des particules
entre ces deux densités mais un réarrangement de celles-ci pour éviter toutes collisions entre
particules.

Il est difficile de dire si la somme des termes €, converge vers 0 dans un certain espace. Le
lemme suivant, prouvé dans [2] (chapitre 8) va en ce sens mais ne nous permet pas de le

démontrer.

Lemme 1.26. Soit p € Po(R), pr = (Id+ 7v)xp et ur; € P2(R?) le plan de transport optimal

entre les deux mesures défini a l'aide de l'application Id+ Tv, alors

2

lim y=o =@ ) =0,

7—0 z,yeR

T

Ce qui nous permet de dire que si la densité p™ était fixée et ne dépendait plus de 7

€, — 0.
L2,

Cependant, nous n’aurions toujours rien sur la somme des termes e,. A défaut d’obtenir la
convergence de ce schéma en 1D, un moyen d’observer le bon comportement de ces solutions
vis-a-vis des équations (15) est de calculer les solutions obtenues lorsque la donnée initiale doit
engendrer une solution de type sticky blocks. En effet, il a été démontré dans [11] que cette
classe de solutions était assez riche pour passer a la limite faible dans (9). Par conséquent, il
s’avere utile de calculer les solutions de notre schéma dans le cas ol la donnée initiale est une

collection de blocs avec un champ des vitesses constant par blocs.

1.2.5 Cadre des sticky blocks

A titre d’exemple, nous allons étudier le schéma dans le cas ot le couple (p”, u®) est donné
par
0
pr =1 +1 ;
. [-Lg,0] [e;e+Lp] (113)
(pu)” = ucl_r;0 + uplieetrr )
ou Lg > 0 représente la taille du bloc de gauche, Lp > 0 celle du bloc de droite et e > 0 est

la distance séparant les deux blocs.

Proposition 1.27. Soit (p°,u") le couple densité /vitesse de (1.13), alors si l’écart entre les
deuz blocs est plus grand que leurs déplacements durant T : e > T(ug — up), les deux blocs

se déplacent a leurs vitesses respectives durant le pas de temps T et les particules conservent
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leurs vitesses :
= ]1[—Lc+TuG,+TuG} + ]l[e+TuD,e+LD+TuD}7

pl
(pu)l = uG]l[ng+TuG7+T’ug] + uD]]-[6+T’uD,6+LD+TuD]‘

Démonstration. On applique les étapes du schéma 1 au couple densité/vitesse donné.

ﬁl = (Id+ TuO)#pO = 1[*LQ+TUQ,+TUG} + ]l[eJrTuD,eJrLDJrTuD}

et comme e > 7(ug —up) on a bien que [—Lg + Tug, +7ug] N e+ Tup,e+ Lp 4+ Tup] = 0 et
par conséquent pt € K et pt = pl. Le transport optimal (¢')~! entre p° et p' étant monotone,

il envoie le bloc de gauche et de droite sur son translaté de Tug et de Tup respectivement et
_ 4l

la nouvelle vitesse u! = donne aux blocs une vitesse de ug et up. O
T

Proposition 1.28. Soit (p°,u°) le couple densité/vitesse de (1.13), t — (p(t),u(t)) la solution
exacte des équations (9) (page 5) donnée par Uapproche sticky blocks avec (p(0),u(0))

(0%, u®), alors si l’écart entre les deux blocs est plus petit que leurs déplacements durant T :

e < 7(ug —up), les deux blocs vont entrer en collision. Si le pas de temps est assez petit
T(ug —up) < % au bout de deux étapes nous obtenons :

o u? =u(27);

o Wa(p(27),p*) =0 .

e e E e e B

FIGURE 1.8 — Résultats obtenus en appliquant le schéma 1 au couple densité/vitesse
initial de la proposition 1.28.
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1.2. Schéma 1

Démonstration. Comme dans la preuve précédente, on va appliquer le schéma & p°, si 7(ug —

UD) < min(L2G .Lp)

, on obtient

/31 = (Id+ TuO)#pO = 1[*LQ+TUQ,+TUG} + ]l[eJrTuD,eJrLDJrTuD}
c’est-a-dire
1 siz€[-Lg+ Tug,e+ Tup|,
pr(x) =22 sixzele+Tup,Tugl,
1 sizé€[rug,Lp + e+ Tupl,

posons Au = ug — up, d’apres la proposition 1.6 page 21 on obtient alors

1 _
P _]l[*LGJrTUG*dhLDJFTUG*dl}

avec
P (tAu—e)Lp
1=
Lg+ Lp
Maintenant, le transport optimal ¢! entre p' et p° étant monotone, il transporte la partie

gauche et la partie droite du bloc de p! sur le bloc de gauche et de droite de p" respectivement,

ainsi
dy .
Id — ¢! uG—? swce[—L(;—i—Tug—dl,—l—Tug—dl],
T (z) = e+dy '
up + Au — six € [+1ug — dy, Lp + Tug — di].
T
On remarque que (u(; — d%) — (uD + Au — @) = £, le bloc est divisé en deux parties

n’ayant pas la méme vitesse. La différence de vitesse correspond a la distance séparant les

deux blocs initialement divisée par le pas de temps. On applique une seconde fois le schéma,

1 siz € [-Lg+2tug — 2d1, +21ug — 2d; — €],
PA) =22 sixze|[+2rug —2d; — e, +2rug — 2dy],
1 siz € [+21ug — 2dy1, Lp + 27ug — 2d; — €],
et p2 = ]l[7Lg+2TuG72d17d2,LD+2TuG72d17d2] avec

eLD

dy = ————.
2 L+ Lp

Comme les densités p? et p' sont formées d’un unique bloc, le transport optimal ¢? entre les
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42
deux est une translation, donc la vitesse est constante sur tout le bloc et vaut :
T
-t (2)
N T
di + da

LGuG + LDuD
Le+Lp

De plus, nous avons la solution exacte donnée par ’approche sticky blocks

27—:]]. Lous+Lnpu Lous+Lpurpq-
POT) = Lot fruortar— ) BEEERE Lt ucor— ) BgatEReD)

e
Posons ¢ = —— € [0, 1], comme p? est aussi un bloc (I'indicatrice d'un intervalle), le transport

TAu
optimal entre les deux mesures est une translation d’amplitude :
ugLg + Lpup

A = (—LG + (27 — ct) Tot Lo

= 0

+ CTuG) — (=Lg + 21ug — 2d; — dg)

d’ott Wy (p(27), p?) = 0. O

Remarque 1.29. Le schéma va "coller” les deux blocs dés le premier pas de temps, mais
comme ceux-ci n’ont pas parcouru la méme distance, ils ont des vitesses différentes au premier
pas de temps. Le deuxiéme pas permet d’uniformiser la vitesse sur tout le bloc. Cette derniere
constatation couplée au fait que le schéma conserve la quantité de mouvement suffit a prouver

cette proposition, nous nous en servirons dans le second cas avec plusieurs collisions.

Le schéma posséde un bon comportement vis a vis de la collision de deux blocs saturés.
En fait, c’est aussi le cas vis-a-vis de la collision de plusieurs blocs entre-eux au méme pas de
min (L;)
2[[vlloo

temps si celui-ci est plus petit que , ou L; représente la longueur des blocs saturés.

Proposition 1.30. Soit le couple densité/quantité de mouvement (p°, p°u®) suivant :

N
p(x) = Z]I[ZH-Ei,ZiH—i—Ei}a

=0
N (1.14)

(pu)(@) = wip1 s, 1B 50+ E,)
=0

avec Eg =0 et Ejp1 — E; = ejr1 > 0 correspond a la distance entre deux blocs saturés, 39 = 0
et Xiy1 — X; = L > 0 représente la longueur des blocs (voir figure 1.9). Définissons le couple

(p,u) solution des équations des gaz sans pression (9) suivant 'approche sticky blocks avec
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R — —_ > - -—

1] I | ||

o 1 S1+ By Y2+ E1 2+ E2 Y3+ Ex Y3+ FE3 X4+ E3 X4+ Ey

FIGURE 1.9 — Densité de la proposition 1.30.

conditions initiales (p°,u®). On obtient les deux égalités suivantes :

Wa(p?, p(27)) = 0,

u? = u(27).

min (L;)
2[vfl oo

Démonstration. SiT < alors p! est une collection de blocs congestionnés de taille :

séparés par des blocs de densité égale a 2 et de taille :

avec e; = 0 sii ¢ {0,..., N}. Comme p' ne posséde qu’une seule composante connexe ot la
densité est congestionnée ou surcongestionnée, la projection de p' sur K est 'indicatrice d'un
intervalle. Le transport optimal entre p! et p® étant monotone, il conserve I'ordre qu’avaient
les particules initialement : la partie la plus & gauche du bloc représentant p' est envoyée
sur le bloc le plus & gauche de p°, de taille L; et ainsi de suite. Comme au départ, les blocs
étaient séparés par un espace vide de particules de longueur e;, p! ne posséde pas une vitesse
uniforme. Il est constitué de blocs de longueur L; ayant un écart de vitesse avec celui de droite
de <. La densité p? a la méme configuration que p', il est constitué de blocs congestionnés
de taille :
Li—e—ei—1>Li—7(AU; + AU;—1) > 0

séparés par des blocs surcongestionnés de densité 2 et de taille e;. La projection sur K nous
redonne un unique bloc congestionné (I'indicatrice d’un intervalle) et le transport optimal
entre p? et p! est une translation, ce qui permet au bloc constituant p? d’avoir une vitesse
uniforme. De plus, comme le schéma conserve la quantité de mouvement, il est clair que la
vitesse de I'unique bloc constituant p? est la vitesse permettant de conserver la quantité de
mouvement. De plus, le centre de masse se déplacant a cette vitesse, il se trouve a la méme

position sur p? et p(27). Ainsi, on obtient :

Wa(p?, p(27)) =0,

u? = u(27).
O

Cette derniere propriété nous permet d’aflirmer que les solutions calculées par le schéma
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converge vers la solution sticky blocks. De plus, cette famille de solutions est suffisante pour

construire des solutions dans un cadre plus général décrit dans [11].

Malgré le manque d’une analyse compléte du schéma, les résultats que nous obtenons nous
laissent penser que le schéma 1 possede un bon comportement vis-a-vis des équations des gaz
sans pression avec contrainte de congestion (eq. (9) page 5) dans le cas de la dimension 1.
Ceci dit, nous allons montrer que ce schéma possede des problemes en dimension supérieure

qui nécessitent 1’élaboration d’une stratégie alternative.

1.2.6 Le probléme de la dimension supérieure

Dans cette sous-section, nous allons voir qu’il parait impossible que les suites d’interpolées
du schéma 1 approchent des solutions des équations des gaz sans pression avec contrainte de
congestion (15) en dehors du cadre de la dimension 1. Tout d’abord, revenons a la définition
de la nouvelle vitesse : il

)

un+1
T

comme t"T! est un transport optimal, il est le gradient d’une fonction convexe, par consé-

*1 semble a fortiori un gradient et ne peut correspondre a la

quent, la nouvelle vitesse u”
vitesse de la solution si celle-ci n’en est pas un.
Prenons pour exemple en dimension 2, le couple densité/vitesse initial suivant (voir Fi-
gure 1.10) :

p°(r,0) = Lpo,1/m(r,0),

(1.15)
u®(r,0) = (—sin(), cos(d)),

défini avec les coordonnées polaires (r, 6). On remarque que le champ des vitesses est invariant
par rapport a toute rotation autour du centre 0. Il en suit que p"t! est une densité ne
dépendant que du rayon r. De méme, le projeté p"t! et, par conséquent le déplacement
Id — t"*! dépendent que de r également. La nouvelle vitesse est donc exclusivement radiale
et n’est en rien reliée a la vitesse initiale.

Il convient donc de définir un nouveau schéma qui contraindrait moins le champ des
vitesses que le premier. Une maniére naturelle de définir le nouveau champ des vitesses serait
d’utiliser les applications de transport de chacune des étapes du schéma afin de suivre le
parcours réel des particules au fil des différentes étapes du schéma. C’est autour de cette idée

qu’a été construit le second schéma dont nous allons parler dans la section suivante.

1.3 Schéma 2

Cette section est consacrée au second schéma discrétisé en temps que nous avons proposé
et étudié durant ma these. Il pose les bases du schéma que nous avons finalement adopté
(décrit au chapitre suivant). La sous-section 1.3.1 sert a la description du schéma et aux

propriétés importantes de celui-ci. La sous-section 1.3.2 montre que les suites d’interpolées
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F1GURE 1.10 — Contre-exemple en dimension 2 pour le schéma 1, en haut la solution
proposée par le schéma 1, en bas, une représentation numérique de la solution p(7) avec
Ax =0.02 et 7 =0.01.
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suivent un systéme d’équations similaire & (1.6). Cependant, ce schéma ne prend pas en compte

correctement les collisions entre les particules ce qui nous amenera au schéma final.

1.3.1 Description du schéma

Avant de donner explicitement le schéma, nous avons besoin de définir certains objets
utiles. Supposons que la densité p"t! soit calculée & partir de p” de la méme maniére que

le schéma 1 page 25. On peut définir s"+! et r7*!

comme dans la section précédente (voir
figure 1.12), c’est-a-dire
s =T1d 4 Tu”,

P = 1d 4 TVt (110

Ainsi, s"*! représente un transport de p” a p"t! et »" 1 est le transport optimal entre p™t!
et o1, A partir de 13, on peut définir deux plans de transport, 'un entre p™ et 5" et Pautre
de ﬁn+4,é’pn+1.

Définition 1.31. On définit les plans de transport suivants :

Lop™h = (Id@ s")yp € T(p", 51 ;

s

2ot = (@ Id)yp" T e T pr ) 5

ou p1 = (r®s)up est un plan de transport entre ces deux marginales ryp et sup défini comme

suit : pour toute fonction f mesurable :

| Sawdeay) = [ 1), sG)de).
(z,y)€RY

2€Rd

On rappelle que T'(p,v) = {u € P(R%)| X%u =p, X%E,u = v} défini l'ensemble des plans de

transport entre p et v (voir l'anneze A pour plus de détails).

En utilisant ces deux plans de transport, on peut définir les plans de transport dans ZP([RB’d)

qui respectent le déplacement des particules entre p”, p"t! et p"tl. Cest-a-dire, un plan a

trois marginales dont le déplacement des particules entre p” et p+!

*1 et celui entre p"t! et pnt! ntl(

est donné par le transport

n

S donné par r voir figure 1.11 page 45). L’existence d’un

tel plan a trois marginales est prouvée par ce qu’on appelle communément le gluing lemma, :

Lemme 1.32 (Gluing). Il existe un plan "' € P(R3?) tel que :

1. A" (z,y,2) = duy ™ (2,y)
rER

2. A" (2,9, ) = dup T (y, @) ;
2€Rd

3. A" (z,y, @) = du" (2, ), avec "t € T(p", p"tY).
yEeR4

Le preuve de ce lemme est donnée notamment dans [63] chapitre 5 (page 164, voir aussi

n+1

annexe A). L’unicité d’un tel transport est obtenue si et seulement si s"*1 ou 7" *1 est bijec-

tive. La figure 1.11 nous donne un exemple ou il n’y a pas unicité d’un tel plan : les particules
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situées en z; et 2o se déplacent en y (s"11(21) = s"1(22) = y), puis une partie de ces parti-
cules se déplace en x1, une autre en x5 (r"*1(z1) = r"*(x3) = y). Maintenant, on ne peut
pas reconstruire le déplacement des particules entre p” et p"*! car une partie de 'information
a été perdue : on ne peut distinguer si les particules qui se situent en x; provenaient de z; ou

de z9.

Nous allons décrire un schéma qui permet de construire des suites de couple densité/vitesse
(p™,u™) dans le but d’approcher les solutions des équations (15) page 9. Il aboutira & 1’élabo-

ration du schéma que nous avons adopté.

FIGURE 1.11 — Situation ot le plan "1 n’est pas défini de maniére unique.

On rappelle qu’aucune hypothése ne nous permet d’affirmer que le plan "t est défini
de maniere unique. Ceci dit, supposons qu’il le soit ou que ’on donne un procédé permettant
de sélectionner de maniére unique le plan 4"*!. Nous allons voir que sous cette condition, le

schéma est bien défini et a de bonnes propriétés :

Schéma 2. Soit (p°,u®) un couple densité/vitesse initial donné, T > 0 un pas de temps fizé.

A partir de (p™,u"), le schéma calcule (p"+*,u"*) de la maniére suivante

ﬁn-i-l — ([d—i— 7_un)#pn7
L = PR (), (1.17)

un-l—l — dEn+1/dpn+1

avec

n+1 _ r—z n+1 .
e (e

o "

1 ayant les propriétés du lemme 1.32.

Remarque 1.33. Le lemme de désintégration de mesure (voir l'anneze A page 180) nous

permet d’affirmer que E™t1 est absolument continue par rapport a p"tl. En effet, soit & :
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R? — P(RY) tel que :
Vo € Co(R*Y), on a :

L oan em = [ oz w)de (20" (o) do (118)
R R

on a donc

W (z) = /ze[Rd (m - Z) dé.(2). (1.19)

Proposition 1.34. Soit un couple densité vitesse (p",u") € Po(R?) x L2 et p"th e P(R3%)
ayant les propriétés du gluing lemma (voir lemme 1.32), alors le procédé calcule un unique
couple (p" 1, untl) € Py(RY) x LGﬂ.

Démonstration. Commencons par prouver que u"Tr € L2, ... en utilisant I'inégalité de Jensen
qons par p q St

et les notations du lemme 1.32, on obtient :

n+1 n+1
/xele n Hp (x)dz
— / / ( Z) a6, ot ()
) z€RA ||JzeRd T * P
< / [ == "l ()" ()
Rd JzeRd
2
SR
z,2€R4
2 2
< / Y +2Hy 2 ) dart 2y, @)
,y,TERE T

y—z
T

r—Y 1
d iy, x —i—2/
. (Y, ) . ew

2
Ve @) o @ de 2 [ @) )z

n+1( )

d#

_ /
z,ycRd

= 2

rERC

< af WGP

car u?*1 est un plan admissible pour la projection de p" ! sur K ce qui implique

/:ce[Rd

Maintenant que nous avons cette estimation pour w1 on peut conclure en observant que

wnﬂ(g;)HQp"“(x)dxg/ (@) " () (1.20)
z€R

Molp™) = [ el @)
= [ el dni )
z,2€R4

< [ le =4 202) de )
z,x€R4

= 2My(p") + 272 Hu”“‘

L2 ’
pntl
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1.3. Schéma 2

FI1GURE 1.12 — Représentation des différents plans de transport du schéma 2

Le lemme suivant permet de voir la nouvelle vitesse au temps (n + 1)7 en = € spt(p"+!)

comme la somme de deux termes :

e un terme représentant la vitesse résultante de la conservation de la quantité de mou-

vement de toutes les vitesses des particules arrivant en z au temps nr;

e un terme représentant la correction effectuée a la vitesse pour que la densité ne dépasse

pas la contrainte de congestion.

Lemme 1.35 (Décomposition). Soitn € N on a :
En+1 — _vﬂ_nJrlanrl + En (1.21)
avec E™(x) = [pa u™(2)du"t(z, 1),

Démonstration.

i@ = [ () dr )
z7y
= / (x_ery )du"“(z,y,x)
zyeRt N T T

r—1y n n
B /eer( )du H y’ +/ eer( T )du “(z o )
Y zY

= Vet @) + [ @t )
S

Corollaire 1.36. Il y a conservation de la quantité de mouvement, c’est-a-dire :

Vn e N, E" Y (z)dr = / E"(z)dx.

rER

Démonstration. Tout d’abord, cette intégrale est bien définie car nous avons l’estimation

Nl < ([ we@irwae) ([ rwe)
R R R
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De plus, en utilisant le lemme 1.35 on obtient :

/ E" N (z)dr = V" ()" (z)dx + u(2)dp" (2, 2)
Rd R4 z,x€R4
= V()" (z)dr + | u™(2)p"(2)dz
Rd Rd
= E"(z)dz
Rd
par définition de 7" *1. O

Par la suite, nous allons voir que nous pouvons définir des suites d’interpolées dans le méme
esprit que dans la section 1.15 page 29 et qu’elles sont solutions d’un systéme d’équations

similaire a celui des gaz sans pression avec contrainte de congestion.

1.3.2 Equations vérifiées par les suites d’interpolées

Rappelons encore qu’avec les hypothéses actuelles, le déplacement des particules ne peut
plus étre clairement défini dans certains cas. On peut s’en convaincre avec I’exemple suivant
(en dimension 2, voir figure 1.13), soit p" = 11 /x) et s"tl = g € R?. La densité intermé-
diaire résultant du déplacement des particules est p"t!' = §,. En projetant cette mesure sur

K, on trouve que p"t! = 1p@,1/x) et pntl

= a. Cependant, si on veut construire la trajectoire
qu’a suivi une particule partant de x € B(0,1/7), elle s’est déplacée pour arriver en a apres
la premiere étape de I’algorithme. Cependant, comme I'image de "1 est le singleton {a}, le
plan de transport ne permet pas de distinguer le point d’arrivée de la particule (I’application
n’est pas injective). En d’autres termes, tous les plans "' qui concentrent la matiére en a
puis la répartissent de maniére uniforme dans B(a,1/m) sont des plans admissibles pour le

gluing lemma (voir 1.32) et il y a autant de trajectoires possibles que de plans admissibles.

FIGURE 1.13 — Situation ou l'on perd I'unicité des trajectoires des particules.

Pour un plan ji"t! fixé, on peut définir le mouvement des particules partant de z € R¢ du
support de p" et arrivant en z sur le support de p"*! comme étant rectiligne uniforme. Ainsi,

on peut définir des mesures interpolées pour chaque suite de mesures donnée par le schéma.
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1.3. Schéma 2

A linstant ¢t €nr,nt + 7], la densité interpolée p,(t) est la mesure qu’on obtient & ¢ si on

anime les particules d’'un mouvement rectiligne uniforme entre nr et (n + 1)7.

Définition 1.37. On définit S"*1 € C([n7, (n + 1)7] x R*!,R?) comme suit :

STt 2, x) = <M) z+ <t — m’) x.

T T

S"HL(t, 2, x) représente la position d’une particule partant de z au temps nT, arrivant d T au
temps (n+ 1)7 et animée d’un mouvement rectiligne uniforme.

Soit Q = [0, T|xR%, en utilisant ST, on peut définir les mesures p, € M(Q), E, € M4(Q)
et Ny € MT(Q) de la maniére suivante : Yo € Co(Q,R), ¥ € Co(,RY), A € Co(€, My(R)) :

. B N (n+1)T T — 2 il il
<Epy>=), o (L, STt 2, 2))dp (2, @),

n=0""T T
N ()T il T— 2 T—2\ , a4
<Ny, A >= Zo/m /[de A Stz e) (2| (B2) dun i),

avec N € N tel que NT <T < (N + 1)T.

Remarque 1.38. Les trois mesures définies ci-dessus sont les généralisations des interpola-

tions utilisées pour le schéma 1.
On peut montrer que le couple (p,, E;) est solution de I’équation de transport.

Proposition 1.39. V¢ € €°([0,T] x R?) :

(pTa8t¢> + <E7-, vx¢> = _<p0, ¢(0, )>
Démonstration.

< T at¢> + <ETa v¢>

ot T/RM [@qﬁ(t, S, 2, x)) + (

S

r—z

I
™=

) Vo(t, "t z,2)) | du" (2, z)

i
o

I
™=

/ )
/n(nJrl)T /|R2d :iit [(b(t SnJrl(t z m)} dﬂn+1(27x)

T

i
o

I
™=

=

Loy (004 Dr2) = 607 2) dy™* (2,2)

/[RQd o((n + )7, 2)du"™ (=, x)] - [ - p(nt, 2)du" (2, x)})

{
(U¢ (n+1)7,2)p" dx} Umnz D

- - / $(0,2)p° (2)dz.
Q

3
Il
o

I
M=

3
Il
o

I
:MZ
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O

Le couple (E;,N;) est solution des équations de conservation de la quantité de mouvement
avec un terme supplémentaire correspondant au gradient de pression apparaissant dans les

equations (1.6).

Proposition 1.40. V¢ € €([0,7] x R% R?) :

<ET= 8tw> + <NT7 V¢> - <TT, 1/}> = _<E07 1/}(07 )>
avec :
N
<Prp >= Z/ Y(nT, 2) - Va" L (2)dp" (2, z).
"0 R2d

Démonstration.

< Er, 0 >+ <N, Vi >

= i/w/n(n+1 (Bt 5770+ Tt 57 (T2 )+ () du (e

T

Ty WECE P

T

/[R ((n+1)7,2) — ¢(nt, 2)] - (m;z) d,u"“( x)

3
Il
o

I
-
=

I
M=

0

3
Il

N

= R2d¢0z)<x;z>d,u Z,1) Z R, )

N

= - R2d¢(0,2)<x;y - )du 2y, Z Ry, )

- o0 (e

Avec R,, définit comme suit :

(Rot) = /dem).(””j) )= [y v (55 )
_ /Qpnm )dm—/ (m,z)< ) (2, 1)

>dlzy, Z R, )

maintenant, nous allons voir que I'on peut simplifier cette expression grace au second terme :

/[R?d P(nT, z) - i ; : du™ (2, x)
= /[RSd Y(nT,2) - i ; Y A" (z,y,2) + /[RSd p(nT, 2) - il ; & di" ™ (z,y, z)
= /[Rad w(m-, z) T ; Yy 1(z,y,x) /[R2d T/J(HT, z) Y ; Z d,unﬂ(z,y)
— / Y(nt, z) - T—y "+1(z,y,x) /T,Z)(nT,Z)‘E"(z)dz
R34 T R
d’ou
Bot) = = [ wlor) () di )
R3d



1.3. Schéma 2

pour finir, il suffit de remarquer que ji(z,y,7) = 0y—nt1(z) ® p(2,z) (voir 'annexe A), on

obtient finalement :

(B, ¥) L bnr,2) - VT @) (2, @),

R

O

En conclusion, l'utilisation des plans de transport pour reconstruire la trajectoire des

particules posséde plusieurs avantages par rapport a la maniére du schéma 1 :

1. la trajectoire n’est pas forcément définie par une application qui est le gradient d’une
fonction convexe, elle n’efface pas la composante & divergence nulle de la vitesse. Le
schéma 2 est donc utilisable en toute dimension contrairement au schéma 1 qui est

consistant avec les équations (1.6) qu’en dimension 1;

2. comme les plans de transport nous donnent I’emplacement exact des particules au cours
de chacune des étapes, on reconstruit la bonne vitesse des particules. Cela se traduit
dans les équations de conservation de la quantité de mouvement par la disparition des

termes €, qui représentaient cette correction.

Cependant, ce schéma ne prend pas en compte les collisions entre particules. Durant leurs
déplacements, elles peuvent se croiser sans interférer I'une sur l'autre. L’une des premieres
conséquences est que la contrainte sur les densités n’est pas respectée par les suites d’inter-
polées. On peut s’en convaincre avec I’exemple suivant : soit le couple densité/vitesse (p°, u°)

suivant :
PO(QU) = ]1}—1/2,1/2[(95),
1

u(z) = %]1}71/2,0[(95) - Z]l]o,1/2[(95)-
En appliquant le schéma 2 avec 7 = 1, on obtient que p! = pY. Dans le cas du schéma 1,
le transport optimal entre les deux densités serait donc 'application nulle. Les particules
restent immobiles et leurs nouvelles vitesses nulles. Ici, la trajectoire n’étant pas donnée par
le transport optimal mais par les deux plans de transport représentant chacune des étapes,
une particule située en = € spt(p°) se retrouve aprés la premiére étape en z +u%(z) et apres la
seconde en (r!)~!(x+u’(z)) avec (r')~!(x) = 22. Au final, une particule partie de 2 € spt(p°)

se retrouve en t(x) € spt(p') avec :

1 1

256—5 six 6]0,5[,

t(x) = 1 1
2x+§ SixE]—i,O[,

alors, pour tout ¢ €]0, 1], la suite interpolée p(t,z) = ((1 — t)Id + tt)xp° = (L)(]l}f
]l]*%,%[) n’est pas un élément de K.

La seconde conséquence est que la vitesse n’est pas corrigée correctement par le terme V7
car elle n’est pas appliquée aux bonnes particules (a cause des croisements de celles-ci). Dans

notre exemple cela se traduit par le fait que la vitesse v!(z) = 5 est non nulle. De maniére gé-
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p’ — —
150

' SNEEEE B
P’ - « - -

FIGURE 1.14 — Solution donnée par le second schéma dans le cas de deux blocs rentrant
en collision.

nérale, les conditions initiales devant produire des sticky blocks sont mal gérées par le schéma

2 (voir figure 1.14).

Par conséquent, si 'on veut garder la méme reconstruction de la vitesse, il va étre néces-
saire de modifier celle-ci avant la premiere étape pour qu’elle prenne en compte les chocs
entre particules. Ceci nous ameéne au dernier schéma élaboré qui est décrit dans le chapitre

suivant.
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CHAPITRE 2

Schéma de projection double

Dans ce chapitre, nous allons présenter puis étudier le schéma pour les gaz sans pression
avec contrainte de congestion que nous avons adopté. Dans une premiere section, nous allons
voir quels arguments nous ont amenés a rajouter une premiere étape de projection sur la
vitesse des particules. Une seconde section présentera le schéma et fera le lien entre celui-ci
et le schéma 2. Une derniére section servira a des éléments d’analyse du schéma en

dimension quelconque, puis a une analyse plus compléte dans le cas de la dimension 1.

Sommaire
2.1 La projectiondela vitesse . . .. ... ... ... .. 0. 53
22 Leschéma .. ... ... ... e 56
2.3 Analyse partielle duschéma . . ... ............. 57
2.3.1 En dimension quelconque . . . . ... ... ... ... ... 59
2.3.2 Casdeladimension1 .. ... ................. 65

2.1 La projection de la vitesse

Nous commengons ce chapitre par des considérations sur le modeéle microscopique (10)
page 7 qui nous permettent de préciser les différents points de la stratégie de discrétisation.
Nous supposons que le diametre des particules est nul et qu’aucune force extérieure ne soit
exercée. Supposons aussi qu’au moment initial, ’ordre des particules est le méme que celui de
leurs indices :

¢i(0) <¢;(0) for 0<i<j<N.

Comme les particules ne doivent pas se croiser, I’ensemble des configurations admissibles est

donné par :

K={qeR", ¢<q; Vi<j},

et 'ensemble des vitesses admissibles est le suivant :
Cq:{ve[RN, v; <v; sig =g}
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Le modele de particules 1D avec collision inélastique peut alors se formaliser de la maniere
suivante : J
q N _
— =u, u" =Pc (u).
dt Cyu™)
Pour ce modele, un schéma numérique a été proposé dans [10] et [47] et des résultats de

n

convergence ont été obtenus. Soient 7 > 0 le pas de temps et ¢", v € R" les vecteurs

positions et vitesses au temps nr. On définit ’ensemble des vitesses admissibles en imposant

que les trajectoires discreétes ne se croisent pas :
Con={ue RN|Vi < j, ¢ +Tul < qj + Tuj}

le schéma consiste, pour chaque pas de temps, a projeter les vitesses sur I’ensemble des vitesses

admissibles avant de I'utiliser pour déplacer les particules :

un—f—l — [chn (un),

(2.1)
qn+1 _ qn _|_7_un+1.
Notons qu’on peut réécrire la condition définissant Cjn comme suit :
n n n n -1 n n 2
(ui_uj)'(Qi_q]')ZTQi_Qj’ (2.2)

Le nouveau schéma adopte la méme stratégie que pour le schéma 2 page 45 en rajoutant
une étape de projection de la vitesse. Cette nouvelle étape est dans le méme esprit que celle
proposée par [26] et la projection proposée par le schéma microscopique précédent. A chaque
pas de temps du schéma, on va commencer par projeter le vecteur vitesse sur 'ensemble des

vitesses admissibles suivant

-1
Cpr={ve L2, (2= 9)(ola) —v(w) = o —of? powr " @ "~ pe1) )

Ainsi, nous nous assurons que les trajectoires des particules ne se croiseront pas durant le pas
de temps 7. Nous continuerons en transportant la densité avec la nouvelle vitesse obtenue,
puis nous la projetons sur I’ensemble des densités admissibles. Enfin on met a jour la vitesse
(de la méme maniére que le schéma 2).

L’inconvénient de la projection de la vitesse est que la densité intermédiaire risque de
contenir des masses de Dirac pour tout point y qui peut s’écrire = + 74" (x) pour z sur un
ensemble pour la densité p™ non négligeable. En effet, comme nous avons pu le constater dans
la partie précédente, pour avoir une chance d’étre solution des équations de gaz sans pression,
nous devons suivre le mouvement de chaque particule pour pouvoir reconstruire sa vitesse.
Or, si toutes les trajectoires se concentrent en un unique point sur la densité intermédiaire,
nous ne pouvons retrouver sa localisation initiale dans p” et ainsi reconstruire sa trajectoire.
En d’autres termes, on ne peut plus reconstruire de maniere unique une application entre
la densité précédente et la suivante qui respecte correctement le mouvement lagrangien des

particules.

o4



2.1. La projection de la vitesse

Pour cette raison, nous proposons de contraindre un peu plus l'espace des vitesses ad-
missibles en imposant que 2 particules distinctes restent & une distance qui dépend de leur
alignement initial. Plus précisément, considérons deux particules a x et y, avec les vitesses v,
et vy, respectivement, les particules restent a distance supérieure ou égale a c fois leur distance

initiale si
(x—y, (z+710) — (y+7y)) > clo—yl?

c—1
< >|ﬂc—y|2
-

Cette contrainte va étre intégrée a notre précédent schéma avec une définition de ’ensemble

= (T — Y, v — vy)

Y

avec ¢ €]0, 1] un parametre.

des vitesses admissibles qui sera donnée dans la prochaine section (équation (2.5)).

La positivité de ¢ impose a la densité intermédiaire 5" ! de rester bornée (voir lemme 2.3)
et au transport Id + 70" d’étre inversible et monotone. Ainsi, on peut reconstruire les trajec-
n+1 A

toires des particules de la densité p la densité p™ avec la composition des deux transports

lagrangiens.

La prochaine section détaillera le schéma discrétisé en temps issu des diverses considéra-
tions que nous avons expliquées ci-dessus. L’approche que nous proposons n’est pas a 'heure
actuelle couverte par une analyse complete. Cependant, il existe trés peu de méthodes pour
construire des solutions des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion et

I'approche est confortée par un certain nombre d’éléments théoriques :

1. le schéma est bien défini, dans le sens ou a chaque pas de temps, le schéma définit une
unique nouvelle densité vérifiant la contrainte de congestion, et un nouveau champ des

vitesses associé ;

2. en dimension 1, dans le cas ou la densité initiale est une collection de blocs saturés
a vitesses constantes (somme de fonctions caractéristiques d’intervalle), notre schéma
se comporte comme ’approche sticky blocks, dans le sens ou, la solution numérique
converge, dans ce cadre, vers les solutions continues du probléme (comme prouvé

dans [11], voir chapitre 6 pour une application numérique dans le cadre des sticky

blocks) ;

3. en dimension quelconque, le schéma conserve la quantité de mouvement. Plus précisé-
ment, pour chaque composante connexe intervenant dans une collision, la quantité de

mouvement est conservée ;

4. comme cette approche n’est pas basée sur une méthode de relaxation de la contrainte
de densité, il traite sans difficulté les zones vides (sans densité), comme le confirment

les tests numériques du chapitre 6.
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2.2 Le schéma

Si 'on revient & la définition du schéma 2, dans le cas ol s"*! est strictement monotone,

on a alors que le plan de transport u"*! se simplifie (voir annexe A) :
IunJrl _ ((SnJrl)fl o ,rnJrl ® Id)#pn+1,

on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.1. Le schéma 2 se raméne au suivant : soit (p°,u®) un couple densité /vitesse
donné, T > 0 un pas de temps fivé. Si (p*,u’) ont déja été calculés pour i € {1,..,n}, lalgo-

rithme calcule (p"*1,u™*1) de la maniére suivante :

ﬁnJrl — (Id—l— Tun)#pn’

pn-i-l = [P}/(VQ (ﬁn+1)’

1 Id — (sn+1)71 o 7erl

T

ut

Démonstration. 11 suffit de prouver que E™*! est continue par rapport & la mesure p"*! et
que dE™/dp"tt =yt

T

_ (m — (sm)1o rn—i—l(x)) 5 () das

T

Le nouveau schéma prenant compte des considérations établies dans la section précédente

peut se décrire comme suit :

1. la premiere étape consiste a projeter la vitesse sur M7, pour éviter tout choc entre

particules ;
2. la densité est déplacée selon cette nouvelle vitesse durant 7 ;

3. la densité intermédiaire obtenue peut ne pas étre admissible, on la projette sur ’en-

semble des densités admissibles (au sens Wasserstein quadratique) ;

4. la derniere étape consiste a définir la nouvelle vitesse de la méme maniere que dans le

schéma 2 : en utilisant les plans de transport de chacune des étapes du schéma.
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2.3. Analyse partielle du schéma

Schéma 3. Soit (p",u") € K X L?)n donné, le schéma calcule (p" 1, u™*1) de la facon sui-

vante :

Ian—&-l

@ = Py, (u"),

Pt = (1d+ T@n)# P,

~ 2.4
anrl _ [ng (anrl)’ ( )
il Id — (Sn—i—l)—l o 7,,n—|—1
u =
T )
avec
- c—1
M = {v € L2(RY), (v(@) —v(y)o —y) = o —yP @ p" —ac),  (25)

et ¢ €]0,1[ un paramétre. On rappelle que K est Uensemble des densités de probabilité de R?

qui admet une densité inférieure ou égale da un,
s"th = Id+ ra"

et r"*1 est le transport optimal entre p"t' et prtt.

La figure 2.1 illustre comment le schéma traite les collisions entre deux blocs en dimension 1.
Elle se lit de bas en haut. La premiere partie montre comment les particules sont déplacées
apres avoir projeté leur vitesse pour éviter tous les contacts. La densité intermédiaire viole la
contrainte de congestion, elle est projetée dans I’ensemble des densités admissibles K. Les trois
cercles sur la figure correspond aux positions successives d’une particule durant les étapes du
schéma : initialement en z, elle se déplace en y, puis en = aprés la projection. Cette particule

aura comme nouvelle vitesse (z — z)/7.

Comme il est expliqué dans la preuve de la proposition 2.13 page 66, il se peut qu'un écart
subsiste entre les deux blocs aprés un pas de temps. A ce moment, il est nécessaire d’effectuer

encore deux pas de temps pour que le schéma traite totalement la collision.

2.3 Analyse partielle du schéma

Dans les deux sous-sections suivantes, nous allons effectuer 'analyse la plus approfondie
possible de notre schéma. La premiere section traitera le cas de la dimension quelconque, nous
montrerons que le schéma est bien défini, qu’il conserve la masse et la quantité de mouvement.
Enfin, dans la derniére section, on montrera que les suites d’interpolées sont solutions d’un
systeme d’équations proche de celui des gaz sans pression (15) page 9 en dimension 1 et que

les solutions calculées par le schéma correspondent avec celles des sticky blocks.
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projection sur K

transport a vitesse

i = P (u”)

Z—  » 0O

v

FIGURE 2.1 — Le schéma discrétisé en temps dans le cas d’'une collision en dimension 1.

o8



2.3. Analyse partielle du schéma

2.3.1 En dimension quelconque

Nous allons commencer par établir quelques propriétés basiques concernant le schéma. Le
premier lemme affirme que 1’étape de projection sur les champs monotones est bien définie
et préserve la quantité de mouvement. Dans un second lemme, nous allons montrer que la

densité intermédiaire "' est bornée.

Lemme 2.2. Soit p € Po(R?) et u € L%([Rd), alors il existe un unique @ € M, tel que :
~ c
i = gy = = @l g3y Yo € M,

De plus, nous avons les propriétés suivantes :
(1) 1ol Lz gay < llull 2 ey 5

(@) [ a@dpla) = [ u@ydp(a).

Démonstration. Comme M est un ensemble fermé convexe, la projection @ := Pg (u) est
bien définie. L'inégalité (i) vient du fait que M, est aussi un cone de sommet 0.

Maintenant, prouvons que la premiere étape du schéma ne change pas la quantité de
mouvement (I'égalité (i7)). Si u € M, alors u + k est aussi dans M pour tout k € R, Si @

est la projection de u sur M7, on a :

- . 2
— < — —
[[u uHLg(er) <u—a kHLg([Rd)

() < 2
U — U, — < —.
K/ L2gay — 2

Avec |k| tendant vers 0, on obtient <u —a,

<u—&,ﬁ> = 0.
K1/ £3(Ra

On définit Fip et Ejp comme étant la quantité de mouvement avant et apres ’étape de

et ainsi

quent

projection respectivement :
Etot:/ u(z)dp(x) et E’tot:/ t(x)dp(x).
Rd R4

Nous avons (Fyt, k>:<Et0t, k> pour tout k € R? et finalement E;o; = Eror. O

Lemme 2.3. Soit j:= syp = (Id+ 7@)4p, avec p € L°(RY), et @ € Mg, on a:

. 1
HPHLO@([Rd) < o HPHLoo([Rd) :

Démonstration. On considére ici que la vitesse @ est réguliere, nous renvoyons le lecteur a [2],

Section 5.5, pour une démonstration du cas général ou encore au lemme 1.5 page 18 qui en
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fait la démonstration. Comme @ est dans MY, les valeurs propres Vs sont plus grandes que ¢

et ainsi det Vs est plus grand que ¢?. Finalement, comme j = — P o5 lona
| det Vs|
Py = [ om o5 < oo™, e < el
PllLee (rd) = | det Vs| oo (RY) a|P Lo(Rd) = ¢d PllLee(®e)
ce qui finit la preuve. O

Nous allons maintenant prouver que le schéma est bien défini : pour un couple den-
sité/vitesse donné dans un certain espace, le schéma calcule un unique couple densité/vitesse

dans le méme espace.

Proposition 2.4. Soit (p",u") € K x LG([Rd), le schéma (2.4) définit un unique couple
(p" T u™ ) avec ptt € K et untt € Linﬂ([Rd).

Démonstration. Soit un couple densité/vitesse (p",u") € Po(R?) x L%n, le lemme 2.2 nous
permet d’affirmer l'unicité de la vitesse u”, projeté de u™ sur Mf.. Du couple (p™,u™) le
schéma définit un unique couple densité/vitesse (p" 1, u™t1) € Py(R?) x Linﬂ car les étapes
restantes sont les mémes que celles du schéma 2 et que Id + 7™ est inversible (voir les

propositions 1.34 et 2.1 page 46 et 56 respectivement). U
Proposition 2.5. La masse totale et la quantité de mouvement sont conservées par le schéma (2.4).

Démonstration. La conservation de la masse est inhérente a 'approche, qui est une succession
d’étape de transport et de projection au sens Wasserstein.

Pour la quantité de mouvement, on a déja vu que [pa E™(z)dz = f[Rd x)dz, ou E" =
prun.
Les autres étapes sont les mémes que celles du schéma 2 et elles préservent la quantité de

mouvement (voir corollaire 1.36 page 47). O

Remarque 2.6. Une conséquence directe de cette proposition est que le centre de gravité se

déplace a vitesse constante :
Jrau"( ) " (x)dx
U= .
f[Rd P dﬂ@

Le lemme suivant montre que 'on peut décomposer la nouvelle vitesse obtenue au pas de

temps n+ 1 en deux termes dépendant de la vitesse au pas de temps précédent et du gradient

de 7t

Lemme 2.7 (Décomposition). Vn € N,

un+1 — "o tn+1 o Vﬂ_nJrl

avec tn+1 — (8n+1)71 OrnJrl )
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Démonstration.

x— (") "lorntl(g)

WH(z) = - (2.6)
_ ) - (s"*Tl)1 or™t(z) LT 7“i“(%) (2.7)

_ (Wf_ld) o t" () — VA" (z) (2.8)

= "ot (z) — VAT (x). (2.9)

O

Remarque 2.8. On peut réécrire la décomposition de la vitesse de la maniére suivante :
u" T = w0t 4 (@ o T — " o ") — VAT (2.10)

et ainsi remarquer que la nouvelle vitesse u™ Tt se décompose en trois termes :
e e premier terme représente la vitesse de la particule au pas de temps précédent ;

e [e second terme représente la correction effectuée sur la vitesse pour €viter le croisement

des particules ;

e le dernier corrige la vitesse pour que la densité finale ne dépasse pas la contrainte de

congestion.

Nous allons calculer chacun de ces termes dans l'exemple suivant (voir figure 2.2) :

O(p) = 1, ’
PO($) ] [-1/2,1/2] (2.11)
p(x)u(x) = L_1/20 + Ljo,1/2),

avec ¢ = % et T quelconque. L’ensemble des vitesses admissibles est alors le suivant :

1
z =y p° @ p° —ael,

Mo = {v € Ly (R), (v(z) —v(y),z —y) >

et on peut montrer que
. x
@ (x) = U_1/227) — o Li-2r2r ~ Lpriy
par conséquent
x x

@(z) —u’(z) = (_E - 1) L 970 + ( o + 1) 10,27

et la densité intermédiaire p* = Lic1j24r -7+ 2077 + Ljr1/2-7)- La densité obtenue apres

projection p' = p° = Li_1/2,1/9) et

T
Vrl(z) = 1[_1/9,-27 — Eﬂ[—zﬂzﬂ = Ljor 19
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vl

FIGURE 2.2 — Décomposition de chacun des termes composants la vitesse aux pas de
temps suivant dans le cas de 'exemple (2.11).

De la méme maniere que pour les schémas précédents, on peut définir des suites d’inter-
polées en suivant de maniere lagrangienne le parcours des particules. Pour tout n € N on
définit T € C([nT, (n + 1)7] x R?) Papplication représentant la trajectoire d'une particule

en mouvement rectiligne uniforme durant [nr, (n + 1)7] et arrivant en x € spt(p™*!) :

T (g, ) = (t _T”T) Id + (%) (s" 1)L o pntL, (2.12)

On définit les suites d’interpolées : Vt € [n7, (n + 1)7] :

n+1 .

o pri= (T7F) oty

o Ero= (TP, (o umth);

° NT = (Tf—i-l)# (pn+1un+1 ® un+1) .

Nous allons voir que les suites d’interpolées vérifient un systéme semblable au systéme (1.6).

Tout d’abord, le couple (p;,u,) vérifie ’équation de continuité.

Proposition 2.9. V¢ € C([0,7] x R?) :

(pr, 0pd) + (Er, Vo) = —(p°, $(0,)).
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Démonstration. Soit n € N tel que N7 <T < (N + 1)7,

,0up) + (Er, V)

(n+1 / ath t, TP () + u T (z) - V(;S(t,TT"H(t,x))} P (z)da

I
=3

T

i
o

/(n+1

di (t, TP (¢ x)} P (z)dx

I
M=

T

0

3
I

I
M=

/[Rd [gb n+ 1)71,z) — ¢(nr, (5"+1)_1 or"“(x))} p"+1(x)dx

B eoraron]- L)

= $(0,2)p" (2)dz.
[Rd

i
=)

I
1[M]=

3
\ \

Le couple (pr,u,) vérifie une version discréte des équations de conservation de la quantité

de mouvement avec un terme de consistance.

Proposition 2.10. V¢ € €([0,7] x RY R?) :

(Er,0b) + Ny, V) — (P, ) + (E°,4(0,-)) = (er, %),

avec

N

<Ppi>= 30 [ o () ormH @) - Vet (@) (@)da

n=0 R

et N
<eni>=Y [ @)~ @ @) - vnra)p" z) do.
n=0 Re

Démonstration.

< B0 >+ <N, Vip >

= i /[Rd /(n+1 Orp(t T;”Fl) . unJrl(x) + Vq}[)(t,TJ_%Jrl) . (unJrl(x) & unJrl(x))) pnﬂ(x)dac
ni[o (n+1)7

— Z/[Rd/ 6t¢ £, Tt 2)) +V¢(t,TTn+1(7§,x))un+l(x)) , (unJrl(x)) 5 (2)d
n=0
N n

= Z /[Rd /( +1)7 ( T;L+1(t,x)):|> . un+1(x) anrl(x)dx

n=0
N

= Z /[Rd {QS n+1)1,z) — ¢(nr, (Sn+1)71 orn+1(x))} -u”“(m)p”“(:c)dm
- EO’¢ + Z n,w
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avec R,, défini comme suit :

"
= [ pmna) @t @) = [ vlnr ) or @)t @) @) de

R 7,,n—|—1 -1 ) — Sn—i—l -1 T
= [bma) @) @z [ wlara)- <( o~ ) )>dﬁ"“<x>

R T

= [ wlora) - (@) — @ @) @)do + [ dora) - E @) (@) da
R R

On obtient bien le résultat escompté. O

Remarque 2.11. Le terme e, exprime la différence entre la vitesse réelle u™ et son projeté
sur M%. a chaque étape. Comme pour le schéma 1, rien ne nous permet d’affirmer que ce
terme converge vers 0 lorsque T tend vers 0. Cependant, méme dans le cas ou la vitesse est
discontinue, le cout de projection sur Mg, est de Uordre de 7.

Prenons lexzemple ot v(x) = —alg+ +§ avec a > 0, comme la densité p" est dans K, on peut
supposer p™ = 1|_y /1 /9), mais on peut tout aussi bien prendre p" comme étant la mesure de
Lebesgue, cette vitesse n’est dans aucun M%, pour n’importe quel pas de temps T > 0 car pour
tout € strictement positif

(v(€) — v(—e), 2€) = ;—3(26)2 (2.13)

et donc on cherche T tel que
c—1 <

— 2.14
T T 2 ( )

ce qui est impossible lorsque € tend vers 07, la vitesse étant discontinue d ’origine. Cependant,

0(x) = Sl pe—ar/a(c—1)+ar/2c-1)] + $Loc—ar/2(c-1) — 5 Lasar/2(c—1) €st un élément de MG,

o3
lv =172 = (m) 7, (2.15)

le cotit de projection de cette vitesse est de l'ordre de 7. On pourrait montrer que c’est le cas
pour toute vitesse a variation totale bornée, mais cela serait tout de méme insuffisant pour
montrer la convergence de e; vers 0. Il faudrait aussi pouvoir montrer d’une certaine maniére

que le nombre de projections est controlé et est d’ordre o(1/7).

Le terme P est trés similaire au terme V7 des équations des gaz sans pression. Cependant,

il est impossible de faire converger ce terme sans informations supplémentaires.

Il serait intéressant d’obtenir une estimation simple sur ’énergie de notre systéme, c’est-

a-dire avoir un controle de
L @2 @) do (2.16)
[Rd

indépendamment de 7. Cette estimation est obtenue dans le cadre de la dimension 1, en

remarquant que Id + 79" est le transport optimal entre p” et p"+1.

64



2.3. Analyse partielle du schéma

2.3.2 Cas de la dimension 1

Nous allons voir dans cette sous-section que le cas de la dimension 1 peut étre traité
théoriquement de maniére plus aboutie. Tout d’abord, on peut montrer que 1’énergie cinétique
est décroissante. Le schéma redonne la solution exacte (sauf sur 3 pas de temps nécessaires
au traitement de la collision) de I'approche sticky blocks dans le cas ou la solution initiale est
deux blocs rentrant en collision.

La premiere proposition va nous permettre de faire le lien entre le nouveau schéma et le

schéma 1 page 25.

Proposition 2.12. En dimension 1, le schéma peut étre décrit de la maniére suivante : Soit
(0%, u®) un couple densité/vitesse initial donné, T > 0 un pas de temps firé. Si (p',u’) ont

déja été calculés pour i € {1,..,n}, le schéma calcule (p" "1, u"Y) de la maniére suivante

ﬂnJrl _ [PMZ (un)’
P = (4 i g,
pn+1 _ [P¥2 (ﬁn+1) (2'17)
S tnt!
T )

ou t"T1 est le transport optimal entre p"t1 et p. De plus, on a les propriétés suivantes :

L@l ot ar < [ @) 0@,

Wg(pn+1,pn) < WQ(pn7pn—1).

(2.18)

Démonstration. Pour le schéma (2.17), il suffit de constater que (s"*1)~! o "1 est le trans-
port optimal entre p"*! et p” car la composée de deux applications monotones reste monotone

en dimension 1.

Les égalités découlent de la preuve de la proposition 1.9 et du lemme 1.5,

/ un—i—l(x)H p"+1(x)dm — / X (.%') pn+1(1’)d.%'
Rd Rd T

= Wi(p", 0"

< Wi(e", 5

2
= / ﬂ"“(:ﬂ)H p" () dz
R4
<

L @) o7 @) da
— Wg([)n,pnil)Q.

O
Les inégalités (2.18) sont celles qui nous avaient permis d’obtenir toutes les estimations
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sur les suites construites & I'aide du schéma 1. Par conséquent, nous obtenons les mémes ici,
c’est-a-dire :
1. le moment d’ordre 2 des suites ((p')nen),~( est contrdlé indépendamment de 7 (voir

proposition 1.14) ;

2. les suites interpolées (pr,u,) définies & la maniére de la définition 1.15 sont des fonc-
tions de Pespace £([0,T], P2(R)) des fonctions Lipschitz en temps & valeur dans Po(R).
De plus, la suite (pr(t))r>0 est une famille 7-uniformément borné. On peut donc utili-
ser le théoreme d’Arzela-Ascoli pour en extraire une sous-suite qui converge faiblement
vers une certaine limite p. De méme, on peut extraire de F,; = p,u, une sous-suite qui

converge faiblement vers une limite £ au sens des mesures de [0,7] x R;

3. on peut obtenir la méme estimation sur P, c’est-a-dire :
N-1 5
S [vrt@] ot @ de < [ 080 @) da.
n=0 /R R

Une autre propriété du schéma 1 qui est retrouvée ici est la consistance du schéma vis-a-vis
de l'approche sticky blocks. Plus précisément, considérons la solution exacte correspondant
a la collision de deux blocs congestionnés. On établit que, a ’exception de quelques pas de
temps (pas plus que 3) qui sont nécessaires pour le traitement de la collision. Le schéma de

discrétisation redonne la solution exacte a chaque pas de temps.

Proposition 2.13. Soit p; la densité représentant la solution exacte de l'approche sticky
blocks de deux blocs entrant en collision au temps to et n un réel positif. Sic < /2—1 alors il
existe T, > 0 tel que pour n’importe quel pas de temps T < 7, la solution donnée par le schéma

est exacte, pour tout pas n € {n € N, nT & [tg —n,to + n]}.

Démonstration. Nous commencons par deux remarques importantes. Premiérement, d’apres
la remarque 2.6, le schéma calcule avec exactitude le déplacement du centre de masse. En
second, le schéma préserve les blocs isolés se déplagant avec une vitesse uniforme (un bloc
reste un bloc). Par conséquent, nous avons juste a vérifier que le schéma colle les deux blocs
en un nombre fini d’étapes (pas plus que 3 comme nous allons le voir).

Soit AU™ > 0 la différence des vitesses entre les deux blocs au temps n7 et e” leur distance.

en_en+1
T

On peut vérifier que la nouvelle différence des vitesses AU est égale a . Le champ
des vitesses u" appartient a M7, si et seulement si la contrainte est vérifiée au bout de chaque

bloc, c’est-a-dire

Maintenant, si TAU™ > (1 —c)e™ et que la longueur du plus petit bloc L est suffisamment

~n+1

large (prenons 7 tel que L > 27]|v||o ) la densité p" "+ dépasse la contrainte de congestion (voir

n
figure 2.1) sur deux blocs dont la somme des longueurs est % —ce”. Dans ce cas, la masse
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M projetée entre les deux blocs est plus grande que la moitié de la masse surcongestionnée,

1/1 cTAU™ 1
>_(Z_ e ) > 2 n _ ny
M_2<c 1)(1—0 ce)_z(TAU + (c—1)e")

Deux cas sont a considérer. Si TAU™ > (1 + c¢)e™, la masse M est suffisamment grande et
remplit le “trou” entre les deux blocs, ce qui implique que et = 0 et TAU™ ! = e”. L’étape
suivante donne aux blocs la méme vitesse, "2 = 0 et AU™2 = 0. Ainsi, le schéma traite la
collision en deux pas.

Maintenant, si TAU™ € (]1 — c[e™,]1 + c[e™), la projection sur l’ensemble des champs des
vitesses admissibles impose que &t = ce” (la distance entre chaque bloc est ¢ fois la précé-

dente), ainsi e"*! < ce™ et par conséquent
TAUM = e — " > (1 - ¢)e™.
Donc,
(1+c)e™™ < (1+e)ee” < (1 —c)e™ < TAU™!
car ¢ < /2 — 1, les conditions du premier cas étant obtenues, le schéma traite la collision en
trois étapes.
Finalement, en prenant 7, = min{m, %"} nous obtenons la preuve de la proposition. [

Dans le cadre des sticky blocks, comme le nombre de blocks est fini, le nombre de collision
aussi. Ainsi, en utilisant la remarque 2.11, on peut contrdler le terme €, et le faire converger
au sens faible vers 0 (le terme €, est nul si il n’y a pas de collision). De plus, dans le chapitre 6,

nous verrons un exemple numérique dans le cadre des sticky blocks.
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DEUXIEME PARTIE

Méthode du balayage transverse
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Cette partie a pour but d’introduire une nouvelle méthode pour calculer le coiit de trans-
port Wasserstein quadratique d’une densité discrétisée en espace a une autre. Elle repose sur le
calcul d’un colit sur les masses traversant les hyperplans définis par les interfaces des cellules.
Cette nouvelle méthode sera analysée dans le cadre du schéma JKO ([42]). Le schéma JKO
est un outil utile dans I’étude des flot-gradients, décrit par DeGiorgi [27] et Ambrosio [1]. Il
permet de construire une suite de familles de densités constantes par morceaux qui converge
vers une solution de I’équation de flot-gradient.

Nous allons d’abord présenter brievement les équations flot-gradients, le schéma JKO et une
discrétisation spatiale naturelle de celui-ci. Nous verrons que, avec cette discrétisation, le cotit
des déplacements de faible amplitude est surestimé ce qui a pour conséquence ’apparition

d’effets de locking : pour des conditions CFL petites la masse reste immobile.

Dans un premier chapitre, nous expliquerons la méthode pour discrétiser le colit Wasserstein
quadratique en dimension 1. Nous montrerons qu’elle estime correctement les translations de
mesures et nous obtiendrons des résultats de convergence avec ’équation de continuité dans
le cas ou la vitesse est le gradient d’une fonction donnée et indépendante de la densité. Le
principal résultat est que pour un pas de temps petit, le schéma redonne le schéma décentré
amont (upwind). De plus, nous verrons que, numériquement, le schéma peut étre plus précis
si le pas de temps est assez grand (si la CFL est supérieure a 1). Nous étudierons aussi le
schéma pour I’équation de diffusion et obtiendrons une convergence numérique dans le cas ou
la solution est le noyau de la chaleur entre un temps initial strictement plus grand que 0 et
un temps final. Enfin, nous étudierons numériquement les solutions calculées par le schéma

dans le cas de ’équation de continuité avec une contrainte de congestion.

Le second chapitre sera consacrée a la méthode pour discrétiser le cotit Wasserstein en di-
mension 2 d’espace. Comme dans le cadre de la dimension 1, nous verrons qu’il estime cor-
rectement les translations entre mesures. Nous pouvons obtenir une certaine consistance du
schéma envers 1’équation de continuité dans le cas ou la vitesse est le gradient d’une fonction
indépendante de la densité. Enfin, nous verrons comment simplifier I’algorithme sous certaines
conditions et plusieurs résultats numériques pour différents problemes : ’équation de diffu-
sion; le balayage d’une mesure; ’équation de continuité avec contrainte de congestion qui

intervient dans la modélisation des mouvements de foules.
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Equations flot-gradients et schéma
JKO

Introduction

On note (Po(R?), Wy) l'espace des mesures de probabilité avec un moment d’ordre 2 fini
muni de la distance de Wasserstein quadratique qui le rend complet (voir [63, 67]). Comme
dans les parties précédentes, on confondra p avec sa densité par rapport a la mesure de

Lebesgue.

Définition 2.14 (Sous-différentiel de Fréchet). Soit 1) € Po(R?) =] — 0o, +-00] une fonction-
nelle, p € P4(RY) et u € L%([Rd). L’élément w appartient au sous-différentiel de Frechet de 1)
en p si pour tout v € Pa(RY) :

MW—M@z/

- (ty(z) — z,u(z))dp(x) + 0 (Wa(p,v)) (2.19)

ou t, représente le transport optimal de p a v, on note u € 00(p).

Cette définition généralise la notion de sous-différentiel de Fréchet a 'espace (P(R%), Wy).
On peut alors définir les équations flot-gradients dans 'espace de Wasserstein dans le cas
simple ou la densité est supposée absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Cette définition venant de [2] (page 280) est la suivante :

Définition 2.15 (Flot-gradient). Soit Q un domaine borné et (p;)ycjo 7 une famille de mesure
de T“(Q) absolument continue en temps. On dit que p est une solution de l’équation flot-
gradient associée d la fonctionnelle v : P(Q) —] — oo, +o00] sur lintervalle |0, T[, s’il existe

une famille de champ des vitesses (ut);cjo,7 telle que :

{ Oipt + V- (prug) = 0, (2.20)

ur € —0Y(pt) pour presque tout t €]0,T1.

Remarque 2.16. La premiére équation de (2.20) est a lire au sens des distributions sur €2,
c’est-d-dire : Vo € €°(]0,T[xQ)

T T
/ /Utat¢d,0t+/ /Ut'v¢d/0t=0-
0o Jo 0o Ja

Cette définition donne un cadre général pour étudier des équations d’évolution (voir [23,

24, 42, 58]). Nous donnons ici trois exemples qui seront utilisés par la suite : si ¢(p) =
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Jo 9(z)p(z) dz on retrouve I'équation de continuité :
Opr —V - (ptVyg) =0. (2.21)

Le second exemple qui sera traité est le cas ou ¥(p) = [ p(x) In(p(z)) dz, qui est la fonction-

nelle associée a ’équation de la chaleur :
8tpt = Apt (222)

Enfin, si la fonctionnelle est de la forme ¥(p) = [, g(x)p(z)dz + Ik (p), ou Ix représente la

fonction caractéristique de K = {p € P(2), p <1} :

0sipeK,
Ik (p) =

+ oo sinon,

il a été montré dans [49] que, sous certaines conditions, I’équation flot-gradient associée pouvait

se reformuler comme suit :

Opr + V. =0,
{ Dt (prut) (2.23)

Uy = [PCpt (_v.g)a

ou P¢,, représente la projection de la vitesse sur I'ensemble

Cp = {ve L@, [ v-Ve<ovge HL@)]

avec
H;t(Q) = {q € HY(Q),¢g>0 p.p,qg=0 p.p. sur [p; < 1]}

Pour trouver une famille de solutions constantes par morceaux en temps convergeant vers
la solution de I’équation des flot-gradients, DeGiorgi [27] et Ambrosio [1] ont utilisé un outil

que nous allons décrire ci-dessous.

Définition 2.17 (Schéma JKO). Soit 7 > 0 un pas de temps donné, p® une densité initiale

donnée, (pk,...,p") des densités déja calculées, le schéma calcule ptt comme suit :

. 1

it € argumin {w(p) + 5-Wals 2} (2.24)
pEP*(Q) T

Remarque 2.18. On peut remarquer qu’il ne fait appel qu’a la distance associée a l’espace

considéré et n'utilise pas le caractére différentiable d’un de ces éléments. Il s’inspire du schéma

classique d’Fuler implicite que [’on retrouve dans un cadre Euclidien : dans [’espace normé

(R, |-]), le schéma revient d

1
o2 € argmin {0(y) + -7~ yf*}
yele T
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dont la solution est

2t = o — ()

le schéma d’Euler implicite pour l’équation :
O (t) = =Vip(x(t)).

Pour des théoréemes de convergence, nous renvoyons le lecteur a [49] et [63].

Le probléme de minimisation du schéma peut se réécrire en termes de plans de transport :

. 1
prtle argmin {008 + o [l -yl duta) |

peP(Q?) | Xy p=p3 (2.25)

Pt = Ky,

ou XZ# u correspond & la projection sur la i® marginal de p (voir annexe A page 179).

Par la suite, on omettra l'indice "7" si il n’y a pas d’ambiguité sur le pas de temps utilisé.

Discrétisation naturelle du schéma et ces probléemes

Description du schéma en dimension 1

Dans cette section, nous allons considérer le cas Q = X = [0, L] avec L > 0 et la fonction-

nelle :

vip— [ g@pla)ds

ou g est une fonction suffisamment réguliere et p € P4(X), I’équation flot-gradients associée

a cette fonctionnelle est I'équation de continuité :
Opt +V - (pru) =0 (2.26)

ot u = —Vg. Nous introduisons X", la discrétisation cartésienne de X en M cellules de taille h.
On note C; la cellule de X" correspondant & I'intervalle [ih, (i+1)h] pouri € I = {0,..., M —1},
avec Mh = L. On note P" I'espace des mesures de densité constante sur chaque cellule C; de

X", un élément de P" est alors identifié & un élément de RM :

p= (pO, "'aprl)

avec p; = & (gi) > 0 représentant la densité moyenne de la cellule C;. On peut définir de la

RM? .

méme maniére PP*" les plans de transport de X", ils sont identifiés & des éléments de

n= (:u'ij)z"jg[[(],Mfll]Q

avec p1;; = p(C;, Cj) > 0. On note R" 'ensemble des fonctions de [0,1] dans R constante sur

chaque cellule de X".
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Partie 11, Equations flot-gradients et schéma JKO

Une maniere simple de discrétiser le cotit Wasserstein 1ié au plan de transport p serait :
M—-1M-1
2
[ o=yl datey) = 3 Y s = (227)
z,yeX i=0 j=0

ou z; représente le centre de la cellule C;. Par conséquent, une approximation du carré de la

distance de Wasserstein est :

—-1M-1

min Z 7 i llai — | (2.28)
j=0

nel™(pv) | =5

avec I1"(p,v) = {M € Ph | M i = hwy, 35" g = th‘}-

Une version discrétisée en espace du schéma (2.25) est le probléme de minimisation sui-

vant :
M—1M-1
. 2
p'tt e argmm Z Z gjhij + MZJ |z — ;% ¢
n+1 Z /j'n+17
avec
e g; =9g(zj);

o Ih(p", ) = {p e PPt | SSMGE s = hpit}

Remarque 2.19. Dans le schéma (2.29), la minimisation des termes (uij)jefo,m—1] st in-
dépendante de la minimisation des termes (f1yj)jefo,m—1], on peut donc résoudre chacun des
problémes suivants séparément :

— [0, —1],

. 2
(1) jep,m—1] € argmin E : gjtvij + Mw lz: — ;] (2.30)
pi 2013 5" pij=hp} \ 7=0

c’est-a-dire qu’on peut calculer la destination de la masse se trouvant initialement dans la
cellule C; indépendamment du reste. En d’autres termes, la destination des particules se trou-
vant en C; ne dépend pas des particules se trouvant dans une autre cellule. Par conséquent,
l’étude du comportement du schéma peut se restreindre au cas ot une seule cellule contient

de la matiéere.

Comportement du schéma

Considérons le cas simple ou g : * — —ux, I’équation flot-gradient associée correspond alors

a I’équation d’advection a vitesse constante 1. De plus, considérons que la densité initiale soit
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supportée uniquement sur la premiere cellule Cy :
p° = (1/h,0,...,0),
le premier pas du schéma (2.29) méne au résultat suivant :

Proposition 2.20. Soit p' la densité calculée par le schéma (2.29), avec comme densité

initiale p° donnée ci-dessus, cette densité dépend de T de la maniére suivante :
e SiT < h/2, alors p' = p° (aucun mouvement) ;

o SiT €)(i —1/2)h, (i +1/2)h[, alors p' = ¢, (toute la masse se déplace de i cellule
vers la droite) ;

o SiT = (i—1/2)h, alors V8 € [0,1], (1—;0)1102.71 + %1¢, est solution du probléme de

minimisation.
Quelques remarques sur cette proposition :

1. le schéma ne donne pas une unique solution dans le cas on 7 = (i — 1/2)h;

2. si 7 = h/2, une des solutions proposées par le schéma est la solution immobile p¢ = p°,
inversement la solution qui est la plus mobile est celle correspondante a un transport
a vitesse 2;

3. si 7 est trop petit, rien ne se passe et la nouvelle densité est exactement la méme que
la précédente ;

4. sit €](i—1/2)h, (i+1/2)h], alors p! = +1¢,, le déplacement effectué par les particules

est Ax = ih et leurs vitesses est % e]i—f—i/Z’ m[

Cette derniére remarque montre une certaine consistance du schéma dans le cas ou le
rapport 7 est asymptotiquement infini (c’est-a-dire si i — +00). En effet, la vitesse des
particules se rapprocherait asymptotiquement de 1.

La proposition suivante précise ce comportement.
Proposition 2.21. Soit p° = +1¢, et T € [0,3], on note p(t) = %]l[tﬁrh} la solution de
Iéquation d’advection d vitesse constante égale a 1 avec p(0) = p°. Soient N € N et 7 > 0 le

pas de temps tel que N7 =T alors :

Wa(p(T), p) e O (2.31)

7€]0,T
7/hgN+1/2

Démonstration. D’apres la proposition 2.20, on a p! = %]lci avec i = [ + %J si g — % ¢ N,
par itération du procédé, on obtient que pVV = %]1(;“\,. Le déplacement des particules est
alors de Ax = Nih = Nh|Z + 1] €]N7 — 82 N7 + JB[. Comme p(T) est aussi 'indicatrice

d’un intervalle, le transport optimal entre les deux densités est une translation d’amplitude
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|Az — T'|. Par conséquent, on obtient que

WaolpVpr) = AT
< z X ﬁ
2 T
—> 0.
h/T—0
T7€]0,7T
7/h@N+1/2

O

Remarque 2.22. La contrainte sur le temps T permet a la solution de rester dans l’intervalle
[0,1], la proposition est généralisable a un intervalle plus long (méme a R). On peut aussi

généraliser ce résultat a tout élément de P* en utilisant la remarque 2.19 .

Cette propriété d’anti-CFL est due a la surestimation des cofits des déplacements de faible
amplitude. Plus précisément, considérons une nouvelle fois p = %]1(;0, on veut effectuer une
translation d’amplitude e > 0 (e << h) & la densité p. Le représentant dans P" de ce translaté

serait

pir = ((Id + €)1p(C))i=o0.m—1 = ( ,0,...,0), (2.32)

la solution donnée par le schéma upwind pour une advection a vitesse constante 1 durant
un temps € (voir figure 2.3). Cependant, dans 'espace de Wasserstein, la densité p et son
translaté sont séparés par une distance de e, alors que dans P* munit de la distance discréte
donnée précédemment, les densités p et py, sont & distance veh.

En voulant étaler la masse de maniére uniforme dans la cellule suivante afin d’obtenir une
densité constante par cellule, on surestime le coit associé a des déplacements de faible ampli-
tude. Ceci se caractérise par l'inertie de la masse dans les cas ou 7 est petit par rapport au
pas d’espace h.

Des méthodes pour calculer le transport optimal entre deux densités ont été développées, no-
tamment par Peyré [9, 61] en rajoutant une régularisation entropique au cotit discret. D’autres
méthodes de discrétisation existe comme [6-8, 21, 28, 29, 33-38, 46, 56, 57] en utilisant ’opé-
rateur de Monge-Ampere ou [5, 59] en résolvant la formulation Bénamou-Brenier du transport
optimal. La méthode proposée ici consiste & calculer le cotit de transport entre deux densités
en regardant le flux de masse provenant d’une cellule et traversant les hyperplans définis par
les interfaces des cellules. Cette méthode calcule avec exactitude le cott de translation d’une
cellule comme défini ci-dessus. Dans les deux chapitres de cette partie, nous allons présenter

cette nouvelle méthode dite de balayage transverse en dimension 1 et 2 de ’espace.
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FIGURE 2.3 — Illustration de la méthode de projection sur P* dans le cas simple oli une
seule cellule a une densité non nulle (voir (3.1)).
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CHAPITRE 3

Méthode du balayage transverse en

dimension 1

Ce chapitre a pour objet ’étude de la méthode de balayage transverse en dimension 1 de
I’espace. Elle a pour principe de calculer le colit de déplacement d’une densité discrétisée en
espace a une autre en utilisant les flux de masses traversant les hyperplans définis par les
interfaces des cellules. Nous allons voir que cette méthode calcule avec exactitude le coiit de
déplacement d’une cellule dans I'espace discrétisé dans le sens ou la distance entre la densité
initiale et son translaté est la méme dans I'espace de Wasserstein que la distance entre la
méme densité et le projeté L? de son translaté dans I’espace discrétisé. De plus, nous verrons
que sous certaines conditions, le schéma JKO muni de ce cofit redonne 'algorithme upwind
pour I’équation de continuité et qu’il approche numériquement le noyau de la chaleur pour
I’équation de diffusion. Enfin, nous verrons qu’il s’adapte naturellement a des flots-gradients

avec contrainte de congestion et nous proposerons une analyse numérique des schémas

obtenus.
Sommaire
3.1 Description et analyse de la méthode . ... ... ... .. 81
3.1.1 Description de la méthode . . . . . . . ... ... .. ... .. 82
3.1.2  Etude du schéma pour ’équation de continuité . . .. .. .. 86
3.1.3 Convergence numérique pour I’équation de la chaleur . . . . . 96
3.2 Ajout de la contrainte de congestion . . . . . .. ... ... 98
3.2.1 Equation de continuité avec contrainte de congestion . . . . . 100

3.1 Description et analyse de la méthode

Pour commencer, on note X = [0, L] 'espace utilisé avec L > 1. Notons I = [0, M — 1]
et X" = {C; = [ih, (i + 1)h], i € I}, la discrétisation cartésienne de X en cellules de taille h
avec Mh = L. On note P 'espace des mesures de densité constante sur chaque cellule C; de
X" et Ph*h les plans de transport de X”. La premiére proposition nous permet de définir un

représentant dans P" de tout élément de P(X).
Proposition 3.1. Soit p € P(X), on définit la fonctionnelle Ppr : P(X) — P de la maniére

81
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sutvante :

Pon(p) = (”(50) . p(Cf—l)), (3.1)

1

la suite des densités moyennes! contenues dans C; (voir figure 2.3). De plus, si p € L*(X),

Pyn est la projection au sens L*(X) de p sur PP c’est-a-dire :

Pyn(p) = argmin { o — vll20x) )
veph
Remarque 3.2. Le fait qu’on impose que L soit strictement plus grand que 1 est diu a la
section 3.2 page 98 ou l'on rajoute une contrainte L>° aux densités qu’on normalise par défaut
al. Or, si L <1, l’ensemble des densités plus petites que 1 est soit réduit & un singleton, soit
vide. De maniére générale, ce chapitre vaut pour tout ensemble de densités ayant la méme
masse, pour tout intervalle et pour l’ensemble des densités inférieures ou égale a une certaine

constante, tant que cet ensemble est non vide.

3.1.1 Description de la méthode

Pour p € P = {1..M — 1}, on définit H, 'hyperplan séparant la cellule C,_; de C}, (en 1D
le singleton {hp}). On pose o) la masse provenant de la cellule C; qui a traversé I’hyperplan

H,. En terme de plan de transport, ce flux correspond a :

M-1
> g sip >,

Jj=p
p—1
Z Hij sip < i,
j=0

Oip =

ou ji;; représente la masse passant de la cellule C; a la cellule C; (p;; = p(Cs, Cj)). Enfin, no-
tons o := (04p) (i p)erx p 1a famille des flux de masse traversant les hyperplans sus-mentionnés.
Nous allons étudier une fonction coiit W : P* — Rt dépendant de o qui estimera correctement
les translations de cellule au sens ou si p = 1, est la fonction caractéristique d’une cellule et

ptr = (Id 4+ u)4p son translaté de u, on a :

Wa(p, prr)? = hu® = W(p, Pon (prr))?, (3.2)

le cofit de transport d'une cellule & son translaté de u est le méme dans P(X) N L?(X) avec
la métrique de Wasserstein quadratique Wy que dans P" avec la fonction cotit modifiée W et
cela quelque soit la cellule C;. 1l est important de noter que I'on consideére qu’aucune masse ne
peut sortir de l'intervalle [0, L], cela se traduit par le fait que les nouvelles variables de notre
colit ne prennent en compte que la masse traversant les hyperplans formées par les interfaces
entre cellules. Il pourrait étre possible de rajouter deux variables par cellule représentant la

masse traversant 'hyperplan situé en 0 et 'hyperplan situé en L et de voir le cofit a attribué

1. Si p donne une masse non nulle a l'interface entre deux cellules, elle est répartie de maniere égale
sur les deux cellules.
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a ces variables pour obtenir des solutions avec des conditions de bords différentes.

On note P : R™*F x Rl — R! I'application qui & une famille de flux o et une densité p de

PP donne la nouvelle densité v de PP liée au déplacement de la masse par les flux de o :

. 1
Vi€l P(o,p)j=vj=1 | hpj—0jj = 0jjt1+ > (i = oijn) + 3 (0ij11 = 0ij)
P! P

avec, comme convention, o;, = 0 si p € P.

Remarque 3.3. Les différents termes de ces sommes doitvent étre interprétés comme suit

(voir aussi figure 3.1) :

o (0j; + 0iiy+1) représente la masse traversant les deux hyperplans formant la fron-
tiere de C;, c’est la masse perdue par cette cellule, ’équivalent de p(C;,R\C;) ou

Zje[[O,M—l]]\{z‘} ij, elle est donc inférieure a hp;, la masse contenue dans la cellule ;

o sii<j, (0;;—0ijr1) représente la masse provenant de C; qui a traversé Uhyperplan
Hj; mais qui n'a pas traversé Hj 1, c’est la masse provenant de C; et a destination de

Cj, c’est-a-dire l'équivalent de (1(C;, C;) ou pu;j ;

o sii > j, (041 — 0i;) représente la masse provenant de C; et d destination de Cj,

c’est-a-dire Uéquivalent de p(Cy, Cj) ou fi;j.

Remarque 3.4. Il serait possible de définir un coidt naturel avec les flux de o car, en di-
mension 1, il existe une bijection entre o et p. Cependant, ce coit naturel aurait les mémes
problémes que ceux évoqués page T8. Ici, nous allons définir un cott que nous avons élaborer
et dont la raison de l'utilisation de ces valeurs pour les ceefficients peut paraitre obscur. Ils ont
€té trouvés en faisant une analyse sur le cott des tramslations des fonctions caractéristiques

des cellules.

Le colit modifié avec la méthode de balayage transverse est le suivant :
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M—1 M—1
Définition 3.5. Soient p = Z pilc,, v= Z vile, et I(p) = {i € I, p; > 0}, on définit
i=0 =0

W la fonction codt comme suit :

W(p,v)? = min Y Z( - 2p+2mwhaw)

h
s€x" (pv) 1€I(p) pEP

avec myy = dist(Cy, Hp) = min(|z, — x|, |xp — x; + h|) représentant la distance entre I’hyper-
plan Hy, et la cellule C;,

SM(p,v) = {o € Adm(p)| P(0,p) = v}

et
0ij = 0ijp1 811 <]
Adm(p) =<0 € [RerPWj €1l |0ij41 >0 511> ]

0ii + 0iiv1 < hp;

Pi
¢
_____ | | | | | | |
- - - e — — —> >
Ois Oiit+1 Oij Oij+1

FIGURE 3.1 — Masse envoyée par la cellule C;.

Nous allons voir que ce cofit estime correctement le déplacement d’une cellule dans X"

via la proposition suivante :

Proposition 3.6. Soient p = pilc, et u € R de sorte que (Id+ u)(C;) C [0, L], alors
W(p, Pon ((1d+ u)yp)) = Walp, (Id + u) 4p).
Démonstration. Supposons u > 0, posons j € I de telle sorte que :
th+u—jh:=1€]0,h]

Jj existe car (Id 4+ wu)4(C;) C [0, L], on note v = Ppn ((Id + u)p) = %]lcj + %]lcjﬂ, l'unique

famille o telle que P(o, p) = v est la suivante :

= ph® sip € [i+1,4],

l
ij1 = pih® <E> ;

oy = 0 sinon.

84



3.1. Description et analyse de la méthode

Le colit associé a cette famille est alors :

~ hO'Q/ ’
W(p, l/)2 = Z Z <J + Qmi/p/hai/p/>
V'€l p'eP pi
Jj+1 ho?
= > (_,, +2(p—1— 1)h20ip>
p=i+1 Pi
= ho?, i
= > (7& =+ 2ph20ip+i+1>
p=0 pi
Jj—i—1 I 2 I
= ph® | D (1+2p) | + pih? <ﬁ> +2(j —i)pihgﬁ
p=0

i1
= pih? ( > (p+1) —p2)) + pih® (%)2 +2(j - i)pihi”%

p=0
= pih*(j —i)° + pih (ﬁ) +2() =il
= pih(I+h(j —1i))?
= pihv?

de méme, si u < 0 alors j < i et on a :

et

oip = pih?® sip € [§ +2,1],
h—1
oij1 = pih’ (T) ;

oy = 0 sinon,

) h - 2
Z L?)) + 2himiy i
p’:j-f—l Pz
o
Zi hoijii1p)?

+ 28%poi j14p
pi

p=0

3 & h(o—in)Z . 2
pil® | Y (1+2p) T A= - Dioin
p=0 !

(hi — hj — h)%p;h® + (%)%ih‘”’ +2(hi — hj — h) (%) pih?
pih? (Wi — jh — h 4 (h —1))?

pih® (h(i — j) = 1)?

pih?u?.

O

Le schéma JKO discrétisé en espace peut se voir comme une minimisation sur ’ensemble
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o[l 0 ] (dtusle

Ie, ) @G :’—‘ Pyn ((Id 4 u) 1)
(S — ‘

fux: = = » b > s

pih pih pih pih pih Tl

FIGURE 3.2 — Représentation de la translation par le vecteur u, de la cellule C; de
densité p;, en haut, dans le cas de P([0,1]), en bas, dans P".

des familles de flux admissibles :

Schéma JKO 1. (Schéma 1D)

o™ e argmin {1 o P(o,p") Z Z < sz + 2m2ph02p>

oc€Adm(p™) ZEI (pm) peP
anrl — P(O_nJrl’pn)
avec
Oij 2 Oij41 ST <]
Adm(p") =0 e RXPIVj €1 (05511 > 04 sii > j

oii +0iiv1 < hpy!

Dans la section suivante, nous allons étudier le comportement des solutions données par
le schéma JKO dans le cas ou la fonctionnelle v est linéaire par rapport a p. L’équation

flot-gradient associée a cette fonctionnelle est ’équation de continuité.

3.1.2 Etude du schéma pour I’équation de continuité

Cette sous-section sera séparée en trois points. Le premier traitera le cas de I’équation de
continuité avec une vitesse constante u. Nous verrons que ’algorithme redonne pour n’importe
quel pas de temps 7 le projeté L? dans X" du translaté d’amplitude 7u de la densité initiale
tant que celle-ci reste dans X = [0, L]. Ensuite, nous aborderons I’équation de continuité dans
le cas d’une vitesse générale, nous verrons que pour 7 suffisamment petit, la matiere se déplace
uniquement dans les cellules voisines donnant le méme résultat que dans le cas d’un schéma
décentré amont (upwind). Nous terminerons cette sous-section par deux exemples numériques,

I'un dont la vitesse varie peu en espace, un second ou elle varie beaucoup plus.
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Cas de la vitesse constante

Pour commencer, considérons le cas ou ¢ (p) = [y g(z)p(z)dx avec g(z) = —ux, u > 0.

Cette fonctionnelle est associée a 1’équation d’advectlon a vitesse u :
(915,015 + u@x,ot =0. (33)

La proposition suivante montre que le nouveau coilit gére correctement les translations
de densités via le schéma JKO. Si on applique le schéma JKO pour toute donnée initiale
p durant un pas de temps 7 avec la fonctionnelle correspondant a 1’équation d’advection a
vitesse constante u, le schéma nous renvoie le projeté de la translation de p d’amplitude 7u.

Pour cela, on utilise le lemme suivant :

L—h
—. On pose

Lemme 3.7. Soient 7 > 0, p = polc, et g : © = —uzx avec 0 < u <
9 = g((i + $)h), alors

M-1
Pon ((Id+ Tu)4p) = arggr;nn{ Z hg;&; + W(p €) }
€ i=0

Démonstration. Sion regarde le probléme de minimisation avec comme variable la famille des

flux o :
~ min Zhg] o,p)j+ =— Z Z —alp + 2mgphogy,
g€ Adm(p) {Jel 27 i€l(p) peP

la fonctionnelle & minimiser est convexe et sous contraintes linéaires, il existe donc un minimum

global o.

Comme seul pg > 0 il est évident que

O'ijZOSi’L'#O
On pose
M-1 B2 (M1 (Uop)2
J(p, z_j J+ 5 uhP(@,p); + 5 > e +2(p — oo,
7=0 p=1
et on obtient
8j h2 (o)
= - 1/2)h — (p—1/2)h — (=2 -1
be = 012 =12k (724 )
h? ur  oop
= —(——+2yp-1
- (-5 g P )
. h_Q(_E _1)h_2(_£ )
P A U
et =47 +p < 0 tant que p < py, == |47 ], cest-a-dire Tu € [hpy,, h(py, + 1)]. En utilisant les
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inéquations d’Euler, on obtient :

UOp:hPO sip <pm+1,
uT
O0pm+1 = hPO 7 —Pm |,
oop=0sip>py,+1,
ce qui nous donne

uT uT
v .= po (7 _pm) ]lem+1 + Po (pm +1- 7) 1c,,,

Z Z (Id + Tu)#AO(CZ) N Cj ]ICJ

JeI i€l

En conclusion, on retrouve que
v = Popr((Id + Tu)4p).
O

Remarque 3.8. La contrainte u < LT_h est due au fait que la densité doit rester dans l'in-
tervalle [0, L], cela dit, on pourrait montrer que si u > LT_h alors toute la masse est envoyée

sur la derniére cellule Cpy_1.

De ce lemme et de la remarque 2.19, il est possible de généraliser. En effet, la minimisation
des (0ip)pep est indépendante de la minimisation des (oip)pep si @' # 4, notons qu'il est

important de remarquer que :

gp - gp—l

b (Ml ) T =usii<p,
gkVk | = _
daip k=0 Ip=1 = 9p _ —usii>p.

h

Le lemme précédent se généralise de la maniere suivante :

M—1
Proposition 3.9. Soit la densité p = Z pilc, telle que pour tout i € I, p; > 0 = (Id+
i=0
Tu)(C;) C [0,1] alors

M-1
. 1 5 2
Pon ((Id + Tu)p) = argmin { ;:0 hgi&i + 5-W(p, ) } :

Démonstration. Cette proposition se prouve en généralisant le lemme 3.7 a toute cellule ¢ €
et en remarquant que la minimisation des (o4p)pcp ne dépend pas de celle des (o1 )pecp pour
i/ différent de 1. O

Remarque 3.10. Dans le cas ou il existe une cellule C; telle que (Id+7u)(C;) ¢ [0, L], mais,

par exemple, (Id+ Tu)(C;) C [0,+00], alors toute la masse se trouvant dans cette cellule se
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3.1. Description et analyse de la méthode

déplace dans celle la plus a droite, c¢’est-a-dire Cpr—1. Inversement, si (Id+ Tu)(C;) ¢ [0, L]
mais (Id+ Tu)(C;) C| — 00, L] alors toute la masse de la cellule C; se déplace sur la cellule la

plus a gauche Cjy.

5 ‘ temps 0 ‘ 5 ‘ temps 0.2 ‘
1.5 1.5
4 4
3.5 3.5
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 L L . . 0 . L .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps 0.5 temps 0.6
5 T T 5 T T
4.5 4.5
4 4
3.5 3.5
3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 L 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.3 — Représentation du résultat calculé par le schéma JKO (voir la proposi-
tion 3.9) dans le cas ol g(x) = —z, M = 100, 7 = 0.1 et la densité initiale p° = L(0.2,0.5-
En bleu, la solution calculée par I’algorithme, en rouge, —g, rappellons que u = —Vg.

Cas général

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de 1’équation de continuité :
Orpt — 0x(ptVg) = 0.

Le principal résultat obtenu est que, si le pas de temps est suffisamment petit, le schéma
JKO nous redonne le schéma décentré amont (upwind). Comme expliqué dans la remarque 2.19,
on peut considérer que la mesure de départ possede de la masse que dans une seule cellule C;.

On pose
9p — Gp—1
h

on peut voir ce terme comme la vitesse des particules au niveau de I’hyperplan H,,.

Vp e P, u, =
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Proposition 3.11. Soient 7 > 0, i € {1,M — 2}, p = pil¢, et ||0z9], < % On pose
gi = 9((i + 3)h), et
M-1
v = argmin Z hg;€; —|— W (p,€)
gePh j=0

De plus, (u)* € Ry représente la partie positive de u, (u)~ € Ry la partie négative, on obtient :

o sil— Tl Tlu)? 5 .
v = p; (T(Ui;1)+> Le,, +pi (T@Z)_> e, +pi <1 — T(ZZ)_ — T(ui;1)+> 1¢;;
® sinon :
e (é s TKWH);L_ m)]) Lo 411 (% L rllw) ;h(ui+1)+]> I

Remarque 3.12. Si ||0,f||o, < 4%, on obtient toujours

T(U; + T(U; )™ T(Uu; ) T(U; +

ce qui revient a un schéma décentré amont (upwind).

Démonstration. Posons v := P(o,p) et

o) = Z hg;vj + ( Z Z h + 2mlphalp)

jel i€l (p) pEP ,0@

qui est convexe sous contraintes linéaires, il existe donc un minimum o, de plus :

dJ (o) , 1 (o
h% (0ip My Lo, TU
- (= 2 Nz P )
TQm+h'” )ph)

Comme |0, f|, < h/7, on a |uy| < h/T et, par conséquent,
Mip 1o TUp
R _1 i>p > 0

si mip > h c’est-a-dire p ¢ {i,7+ 1}. En utilisant les inéquations d’Euler, on en conclut que :
oip=0sipé¢ {i,i+1}.
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3.1. Description et analyse de la méthode

Enfin, le systéme résultant est le suivant :

dJ(o) K2 (O'iiJrl TUHl)
30~z‘z‘+1 T\ hp h )’ (3.4)
0J (o) _ h_2 (O’ii n Tul-)

80'“' T hpz h ’

et le minimum est obtenu lorsque
Jr
T(WUi41
oiit1 = hp; <%> ;

aii = hp; <%> ,

si la contrainte hp; — 0;; — 0;;41 > 0 n’est pas violée. Si c’est le cas, les équations d’Euler-

Lagrange s’écrivent : 3 3
dJ(o) 9J(o)
doii  Ooiiy1’

hp; — oii — 0341 =0,

sachant que dans ce cas on a (u;)~ > 0 et (u;+1)" > 0, on obtient

Oiiv1 = hp; <% + T[(qu);rh_ (%)]) >0,
(1 Tl(u)” = (uig)"]
U”_h'%(i* o )zo,
O

ce qui conclut la preuve.

Méme si les résultats théoriques nécessitent une condition type CFL inférieure a 1, nous
verrons avec les exemples numériques que le schéma converge aussi au-dela d'une CFL de 1.

Cependant on peut remarquer que si p > 1 :

aj(p, V) _ h_2 <Uip +
0oip 7 \hp;

Tp—x; —h B ﬂ)
- ) (3.5)

Une condition suffisante pour envoyer toute la masse de C; dans la cellule du bord de droite
Cn—1 est que tous les flux oy, pour p > i + 1 soient maximaux, c’est-a-dire o;, = hp; pour

p > 1+ 1. Pour cela, il suffit que :

TUi+1 Z h,

>

Upt1 — Up =

\]

91
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Ces conditions sont obtenues dans le cas suivant :

glw) = —e%ulz) = 2a;
T = 0.5;
h <0.1;
(3.6)
T = 0.5
PO = 101,033
L=1.

La solution de I’équation de continuité est donné par p, = 671]1[0_1670.36], mais le schéma nous
1_ 02

donne dans ce cas p* = F=1¢,,_,-

Cependant, ce probléme n’est pas lié a la discrétisation spatiale mais au schéma en lui-méme.

On rappelle que le schéma JKO associé aux données précédentes non discrétisé en espace est

. 1
ule  argmin {/ (—y2+2—ux—yrr?)du<w,y>},
peP(X?) | wlp=p0 \J X2 T

donné par :

(3.7)
1 2 1
pr = Kyhs,

et la solution est pl = 0.26; tant que les particules les plus & gauche minimiseront le cofit de

cette fonctionnelle en se déplacant le plus & droite possible, ce qui est le cas si

—0,1
y=01

) 0 3.8
y+ g = (3.8)

pour tout y € [0.1,1], condition qui est vérifiée dans notre exemple.

Convergence numérique

Nous allons étudier la convergence numérique de notre schéma avec certains exemples. On

teste la convergence de notre algorithme en utilisant la norme L%L c’est-a-dire :
vh llp" — (p(Tinit + o, $i))iel”12 (3.9)

ou (t,z) — p(t,x) représente la solution théorique. Dans les exemples ci-apres, cette norme
est maximale au temps final c’est-a-dire au dernier pas de temps n = N tel que N7 ~ T. Par

conséquent, on représentera que la norme L% au temps final.

Premier exemple : Les figures 3.4 représentent la solution de l’équation de continuité

(t,z) — p(t,r) avec la donnée initiale p° (en jaune) et celle calculée par l'algorithme avec
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3.1. Description et analyse de la méthode

les parametres suivants :
X =1[0,1];
_ 67350(%0.2)2,

)

Po
2

g(x) = —2%;
T ~ 0.45;
M = 400; (3.10)

1
= — = 0.0025;
T Vi 5

e—350(ze"~0.2)?
p(t,x) = 7 ;
[ulloe T
h

La solution exacte est donnée par la fonction (¢,x) — p(t,x) définie ci-dessus. La vitesse est

= 2.

alors —Vg(z) = u(z) = 2z et varie assez faiblement sur [0, 1].

Les figures 3.5 montrent la dépendance de la convergence par rapport aux parametres 7
et h. On remarque qu’a 7 fixé, la convergence ne semble pas dépendre de h. Inversement, a
h fixé, la convergence dépend de T mais ne peut étre trop petit (de I'ordre de la CFL) sinon
la diffusion entraine des erreurs trop grandes. De plus on remarque que le schéma converge

A . u T
meéme si % = 2.
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. temps 0 . temps 0.10025
0.9+ 4 0.9+ 4
0.8 F 4 0.8 F 4
0.7} 4 0.7} /\\ 4
0.6 < 0.6 §
0.5 B 0.5 1
0.4+ 4 0.4+ 4
0.3 F 4 0.3 F q
0.2+ 4 0.2+ / 4
0.1+ g 0.1+ / \ R

0 . - - 0= . . ‘\‘ L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

temps 0.2005

0.9F R 0.9F 4
0.8F g 0.8+ 1
0.7 4 0.7+ R

0.6} | 1 0.6} 1
05f ‘ 1 05f 1

0.3 F 4 0.3 F q
0.2} \ 4 0.2} \ 4
0.1} \ 4 0.1} \ 1
0 . . — L - 0 L L L —t -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
. temps 0.401 . temps 0.45113
0.9} 4 0.9} 4
0.8} 4 0.8} 4
0.7+ 4 0.7+ q
0.6 F 4 0.6 F 4
0.5} § 0.5} <
04} 4 04} 4
0.3 F 4 0.3 F q
0.2+ R 0.2+ h §
0.1} 4 0.1} \ 4
0 — - 0 L L L L —
0 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.4 — Représentation de 'exemple 1 (voir (3.10)) : en jaune la solution p, en
bleu la solution calculée par le schéma, en rouge —g.

Second exemple : Dans ce second exemple, la vitesse u(z) = —Vg(x) = 3% varie de 1.33
a 8.33 sur le support de la densité initiale, il est intéressant de voir la convergence de la
solution calculée selon le rapport HUHT(’J variant entre 0.1 et 8. Les figures 3.6 montrent la

solution calculée par 'algorithme et la solution & différents pas de temps pour les parameétres
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temps 0.45113
10(]

pente = 0.84992

—380
—120

200
—400
solution

2
h

1072

erreur L

1073 1

1074

T

0.8 1

0.2

10~

0.09 T 10°

1073 1072 1071

Az
pente = 1.086

0.08 F % ]
0.07 F ]

-1
0.06 ] 1071

0.05 .

2
h

o
o
4
T
L
_
©
T

erreur L?
erreur L

0.03 F 1 1073 1

—4

1072
Ax

0.02
1073 1071 10

FI1GURE 3.5 — De gauche a droite puis haut en bas :
I’algorithme dans le cas ou 2

représente M = % le nombre de points; tracé de I'erreur a
a 7 constant ; tracé de 'erreur a h constant.

suivants :
po = 192,05

o) = o
T ~ 0.03;
M = 1000;
X
~ 0.0006;

p(t, x)
T = —
8333

et o

h

10—3

h

T

107!

1072
At

10(]

tracé des solutions calculées par
2=1 a comparer avec la solution tracée en vert, la légende

constant ; tracé de I'erreur

(3.11)

2
> L 35955 Y0551

On remarque que, le nombre d’itérations étant plus faible que dans un schéma classique

respectant une CFL de 1, il y a moins de diffusion. Les figures 3.7 montrent ’erreur commise

par la solution calculée par le schéma selon le rapport %@1 (& gauche) et le tracé de certaines

solutions obtenues selon ce méme rapport. Dans ce cas précis, le schéma upwind est réobtenu

si le rapport est de 1 (la courbe en bleu). Le schéma semble étre plus précis lorsque le rapport
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u T . s . A~ . . .
%ﬁ?— ~ 5 qui, dans ce cas précis, semble étre un bon compromis entre convergence et diffusion

numeérique.
temps t=0 temps t=0.033613
5 T T 4 T T
45 3.5
4t
3t
3.5k
3 2.5
251 2
2r 151 .
L5t . b
1F
1t 4
05} 1 05F
oL . . y oL L \ L L y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.067227 temps t=0.1
4 T T 5 T T
3.5 45

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.6 — Représentation de I'exemple 2 (voir (3.11)) : en jaune la solution p, en
bleu la solution calculée par le schéma.

3.1.3 Convergence numérique pour 1’équation de la chaleur

On s’intéresse au cas ou ¥(p) = [y p(x)In(p(z)) dz, 'équation flot-gradient associée est

I’équation de la chaleur :

Opr = Apy

le schéma JKO associé a cette équation est le suivant :

o+ — argmin {/X £(z)In(é(x)) dz + %Wz(ﬁ,p")z}

£ePa(X)
et la formule discrétisée en espace étudiée ici est
M—1 1.
PP =argmin{ h > &In(&) + —W(E, p")?
gern | i3 27
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T
—1
5

ot

solution |4
—38

erreur L}

018 1 1 ‘A 1 1 A‘ 1 U n L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

FIGURE 3.7 — Erreurs entre la solution initiale et celle calculée par 'algorithme selon le
rapport %ﬁl ; comparaison des solutions finales avec différentes valeurs pour le rapport

llull oo™

h

nous avons décidé de traiter la fonction  — xIn(x), en utilisant la transformée de Legendre

(méthode utilisée notamment dans [5] et trés utile en transport optimal) :

xIn(x) = sup {Bm - eﬁ_l} (3.12)

BeR
dont le supremum est obtenu en 5 = In(x) 4+ 1. Le probléme de minimisation se simplifie et
devient quadratique par rapport aux variables o;, dont dépend &;, linéaire par rapport aux

variables (; :

M—1

1 -

P = argmin sup {h Z (ﬁzgz — eBi*l) + —W2(£,p")} . (3.13)
geph BERM i—0 2T

Soit v la variable approchant p™*!, I'algorithme utilisé & chaque pas de temps pour calculer

p"t1 & partir de p” est le suivant :

Initialisation : ﬂi(o) =In(p!)+1, Vi€ {0,...,M — 1},

M—1
) : 1 ~
Ré . ) — indh : G\ ;£ =W )2
écurrence v argger;}lm{ izgo (5 B; ) o (& p") ¢,

BT = (9™ 41, i e {o,., M —1}.

)

Cet algorithme converge uniquement si 7 est tres faible, empiriquement, il semblerait que la
condition soit la méme que celle du schéma aux différences finies explicite : ;77 < 1. Le nombre
d’itérations nécessaire pour chaque pas de temps est faible (une ou deux itérations suffisent).
Si 7 est trop grand, la modification de § semble étre trop brutale, on peut y remédier de la
maniére suivante :

BIY Z Yty 11, Vi e {0.M — 1},

K3 7

,BZ-(j-H) _ (1 _ OC)/BZ'(j) + O‘B@'(j+1)7 (3.14)
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avec un parametre « € [0, 1[. Cette méthode permet d’obtenir une convergence dans des cas
avec 7 bien plus grand, mais nécessite bien plus d’itérations. En conclusion, I'utilisation de la
transformée de Legendre ne semble pas étre la solution la plus judicieuse pour cette équation.
Cependant, elle permet d’obtenir des résultats de convergence pour 7 faible ce qui permet
tout de méme de valider I'approche.

Les figures 3.9 représentent la solution de ’équation de diffusion et la solution obtenue avec
Ialgorithme JKO discrétisé en espace avec la méthode du balayage transverse avec les para-
metres suivants :

M = 500;

T = 0.000004;

= 5002
Tinit = 2 x 107%;

3.15
Topg =2 X 10_3; ( )
1 _ (2=0.5)2

e @
VAt
P° = (0(Tinit, ) )icr-

p(t,x) =

Les figures 3.8 montrent l'erreur commise entre la solution du schéma JKO et la vrai
solution de ’équation de diffusion. La figure de droite représente ’erreur L% a chaque pas de

temps n € [0, N] c’est-a-dire :
VR 0" = (p(Tinit + 17, 2:))ict || 2

avec N le plus petit entier tel que T5;:+n7 > Tepg. Quant a la figure de gauche, elle représente
le maximum obtenu pour n € [0, N] de tous ces normes selon plusieurs discrétisations du
pas d’espace h (qu'on note norme LL3?). On remarque qu’on obtient numériquement la

convergence de notre schéma pour I’équation de la chaleur.

3.2 Ajout de la contrainte de congestion

Dans cette section nous allons nous intéresser & des équations flot-gradients avec contrainte
de congestion. La contrainte de congestion crée des interactions fortes entre les flux (o;p)pep et
les flux (oy7,)pep pour i # i, par conséquent, elle ne permet pas de faire une analyse du schéma
cellule par cellule comme pour I’équation de continuité sans cette contrainte. La densité p est
solution de I'équation flot-gradient associée a la fonctionnelle ¢x : P(X) —] — 00, +00] sur

I'intervalle |0, T, s’il existe une famille de champ des vitesses (u¢);c)0,7( telle que :

Opr + V- (prug) =0,

(3.16)
U € _6¢K(Pt)7
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ordre de convergence= 1.01 x10°3

10° 1.6 : : : :

141+ 4

1.2+ 4

T2
T ~h
—
T
1

erreur L2

1072 1 1

1073 — L 0 L L L L
10 1073 1072 0 0.5 1 1.5 2

h x1073

[N
o

FIGURE 3.8 — La figure & gauche représente I'erreur L°L? entre la solution exacte et
celle calculée par I’algorithme pour différents pas de d’espace h, celle de droite représente
lerreur L? entre la solution exacte et celle calculée par le schéma au cours du temps.

temps t=0.0002008 temps t=0.0006505

20 T T 20 T T
18+ 4 18+ 4
16 + q 16 + i
14 + 4 14 + 4
12+ 4 12+ 4
10+ B 10+ f \ 1
6F . 6F .
4+ 4 4+ 4
2t J 2L ]
oL . ! . . . oL . L N . |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
temps t=0.0014505 temps t=0.0020004

10 T T T T 10 T T T T
9t 4 9t 4
T //\\ | T |
61 [\ § 61 ]
5t 1 5t /\ 1
4+ 4 4+ 4
3+ 4 3+ 4
2+ 4 20 4
1+ / \\\ i 1+ ) \ 1

/ /

0 0‘2 0.4 0.6 o ()‘8 i J 0‘2 ()‘4 [)f(i ()‘8 1

FI1GURE 3.9 — Comparaison de la solution calculée par ’algorithme et du noyau de la
chaleur a différents pas de temps.

avec Vi = ¥ + I ou ¥ représente une fonctionnelle linéaire par rapport a p :
P(p) = /X g9(x)p(x) da
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et I la fonctionnelle indicatrice associée & I'ensemble K = {p € P(R%)|p < 1}. Elle est

O0sipeK,
Ik(p) = )
+oosipé K.

définie comme suit :

Dans cette sous-section, nous allons voir que la contrainte de congestion "p < 1" s’incorpore
de maniére naturelle dans le schéma JKO discrétisé en temps en dimension 1. On rappelle

qu’en dimension 1,

. 1 h
o™t ¢ argmin {1/) o P(o,p") 4+ > Z Z <O'Z-2p + Qmiphaip} ,

oeAdm(p™) iel peP pZ (317)

pn—I—l - P(Un—I—l pn)
N ) bl
avec
0ij 2> 0341 811<]
Adm(p") =0 e RIXPIVj €T |gi501 > 0ijsii>]
oii + 0iiv1 < hpy
D’un point de vue discret, rajouter la fonctionnelle I revient & imposer que les flux o doivent
entrainer que la densité d’arrivée soit dans ensemble K. C’est-a-dire de remplacer Adm(p™)

par ¥(p", K) I’ensemble contenant toutes les familles de flux telles que la densité d’arrivée

soit dans ’ensemble des mesures bornées inférieures a 1 :
>h(p, K) = {o € Adm(p)| P(o,p) € K}. (3.18)

Ces contraintes sont linéaires en dimension 1.

3.2.1 Equation de continuité avec contrainte de congestion

Le schéma JKO discrétisé en espace pour ¥(p) = [y g(z)p(z)dx devient alors :

1 h
o™l e argmin {Z hg;P(o,p"); + 7 Z Z Eagp + 2ml-phal-p} ,

oexh(pn,K) | jer i€l peP (3-19)

pn—I—l . P(0n+1,pn).

Les contraintes liées a la congestion sont linéaires et il est donc facile de les incorporer a
lalgorithme. Notons aussi que l'on peut modifier 'ensemble K par {p € P([0,L])|p < v}
avec v € [Rii une fonction positive constante sur chaque cellule. Les figures 3.10 comparent la

solution obtenue par ’algorithme et la solution analytique sans congestion dans le cas ou les
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3.2. Ajout de la contrainte de congestion

parametres sont les suivants :

g=—z%
M = 500;
7= 0.5 x h=0.001;
. . (3.20)
P~ = 1205
T =~ 0.8;
L=1.

Le centre de masse de la solution calculée est le méme que celui de la solution analytique. Ce
résultat est obtenu théoriquement car, a chaque instant, la vitesse rajoutée a la densité est un
gradient non nul sur les zones congestionnés. Comme rajouter un gradient ne modifie pas le
centre de masse de la zone congestionnée, le centre de masse de la solution avec congestion est
le méme que celle sans congestion. La figure de gauche de 3.10 montre la différence en norme
L%L de deux solutions calculées par l'algorithme au pas de temps final T, mais pour des pas

d’espace différents. Pour étre plus précis nous avons calculé :

vh H (%(PQ@' + P2i+1)) — (piier,

ielh/2

12

avec I, = [0, M — 1] avec Mh = 1. On remarque que cette erreur est d’ordre environ 1/2
en h ce qui confirme la convergence du schéma vers une solution. La figure de droite de 3.11

montre la solution obtenue pour différente valeur de M = %
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temps t=0

0.9

0.8+

0.7F

0.6 -

0.5F

0.4+

0.3+

0.2F

0.1F

T

0.2

0.4

temps t=0.5992

0.6 0.8 1

0.8}

0.6 -

0.4+

0.2+

ans congestion

ongestion

i

0.6 0.8 1

temps t=0.2986

0.8F

0.6 -

0.2}

i

0.2

0.4

0.6
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CHAPITRE 4

Méthode du balayage transverse en

dimension 2

Ce chapitre est consacré a la discrétisation du cotit Wasserstein quadratique par la
méthode du balayage transverse dans le cadre du schéma JKO et en dimension 2 de ’espace.
Nous allons voir que la méthode differe de la dimension 1 principalement car les masses
traversant chaque hyperplan ne sont pas des données suffisantes pour décrire le transport
des masses d’une cellule & une autre. Nous verrons tout de méme que, sous certaines
conditions, le schéma 2D conserve les propriétés du 1D : elle préserve le colit du déplacement
d’une cellule dans le sens ou le colit Wasserstein quadratique entre une densité non nulle sur
une cellule et son translaté est le méme que celui de la méme densité et le projeté L? de son
translaté dans I'espace discrétisé. Le schéma JKO discrétisé en espace pour ’équation
d’advection & vitesse constante u donne comme solution & chaque pas de temps le projeté du
translaté d’amplitude 7u de la densité initiale. Enfin, nous verrons que le schéma semble
consistant dans le cas de ’équation de continuité au moins pour des pas de temps petits.
Dans une autre partie, nous verrons quel est le schéma simplifié pour le numérique et nous le
testerons sur ’équation de continuité et de diffusion. Nous terminerons par une analyse des
résultats numériques donnés par le schéma dans certains exemples avec contrainte de
congestion : le balayage d’une mesure ; équation de continuité avec contrainte de congestion

et particulierement le mouvement de foule.
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Partie II, Chapitre 4 — Méthode du balayage transverse en dimension 2

4.1 Description et analyse de la méthode

Cette section servira a présenter le cotlit Wasserstein quadratique discrétisé par la méthode

du balayage transverse. Nous montrerons les résultats susmentionnés.

4.1.1 Description

Nous présentons le cotit modifié dans le cas oti le domaine est X = [0, L]? avec L > 1.

Nous posons
xh? — {C’i = ligh, (iz + 1)h] X [iyh, (iy + 1)h], i = (iz,1y) € [0,M — 1]]2}

la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille h x h avec Mh = L. On note Ph’ I’espace
des mesures de densité constante sur chaque C; de X hQ, un élément de PP est alors identifié

a un élément de RM*M .

£(0,0) P,1) - P(0,M—1)
Pi
P(M—-1,0) . P(M—-1,M—1)
avec p; = 2 (h%) > 0 représentant la densité moyenne de la cellule C;. Posons I = [0, M — 1]]2

I’ensemble des indices définissant les cellules de ﬂ’hQ, on notera i = (ig,iy) €t j = (Ju, Jy) les

éléments de 1.

Proposition 4.1. Soit p € P(X), on définit la fonctionnelle Py2 : P(X) — Ph* de la maniere

sutvante :

2(C(0,0)) 2(Co,1)) p(Cro,nm—1))
72 72 "

p(C(1,0))

Tz

Pynz(p) = p(C1)
. 02
P(C(M—l,o)) P(C(M—1,M—1))

h2 ° h2

1

. . Ve . . ’71 7 2
la matrice des densités moyennes! contenues dans C; qui est bien un élément de P"" . De plus,

sip € L*(X), Py est la projection au sens L*(X) de p sur Ph* cest-a-dire :

Py (p) = argmin { [p = v 2 } -
v Ph?

1. Comme en dimension 1, si p donne une masse non nulle a une interface entre cellules, on répartit
cette masse de maniere égale entre chaque cellule.
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4.1. Description et analyse de la méthode

Remarque 4.2. Le fait qu’on impose que L soit strictement plus grand que 1 est di a la
section 4.3 page 133 ou l'on rajoute une contrainte L™ aux densités qu’on mormalise par
défaut a 1. Or, si L < 1, l’ensemble des densités plus petites que 1 est soit réduit ¢ un
stngleton, soit vide. De maniére générale, ce chapitre vaut pour tout ensemble de densités
ayant la méme masse, pour tout intervalle et pour l’ensemble des densités inférieures ou égale

a une certaine constante, tant que, cet ensemble est non vide.

On note oj, la masse venant de C; traversant 'hyperplan H, d’équation z = ph et

contenant l'interface entre les cellules C,_14) et les cellules C{ pour ¢ appartenant a

P.q)
{0,.... M — 1} (voir figure 4.1). De méme, on note o}, la masse venant de C; traversant
I'hyperplan H} d’équation y = ph et contenant l'interface entre les cellules C, 1) et les
cellules C(, ) pour g appartenant a {0, ..., M —1}. Enfin, I'ensemble P = [1, M — 1] désignera

les indices des hyperplans dans une direction donnée et o := (O’%))(i7p)e 7« p la famille des flux.

ac{z,y}
C(q,p)
Cio-19)| Cipa) . HY
C(q,p—l)
HE | -

FIGURE 4.1 — Représentation des hyperplans H; et HY dans X h?

Il est important de constater que les flux traversant les hyperplans susmentionnés ne sont
pas des informations suffisantes pour décrire le déplacement des masses d’une cellule & une
autre.

Concretement, notons JF : Ph?xh? _, [Rﬁ_XP qui & un plan de transport p € Ph*xh* qonne les

flux de chaque cellule & travers les hyperplans (voir figure 4.2) :

O’qu: Z Hij (4.1)

jePy

. Ja = Ppsiig <p L.
avec P = (j€l et @ € {z,y}. Elle est linéaire d’un espace de
Ja<psiiqg>p
dimension M* dans un espace de dimension M? x (2M — 2). Elle n’est donc pas injective ce

qui implique qu’une infinité de plans de transport posséde les mémes flux.
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:ui(p’,q)a p/ :U’i(p’,q)v p/ <Dp,

FIGURE 4.2 — Représentation des relations entre les flux o et le plan de transport pu.

La fonction coiit W : Ph* x Ph* — Ry approchant le colit Wasserstein quadratique en

utilisant la méthode de balayage transverse est alors la suivante :

Définition 4.3. Soient p, v € ith, on définit le cout Wasserstein quadratique discrétisé par

la méthode du balayage transverse par :
W(p, v)? = g}}n { Z Z Z ( + 2hmg, 0'p> } (4.2)
REM (o) | oelay pePicl(p) \ P

avec

o mf, = dist(C;, Hy) ;

2 2
o '(p,v) = {“ e PPN WPy =) i, WPpi = ZW} ;

icl jel

o 0:=3(u) avec F défini en (4.1) ;

o I(p)={ic, pi>0}

Nous allons voir que cette méthode conserve le cotit de translation d’une cellule dans X h?

au sens suivant :

Proposition 4.4. Soient p = p;ilc, avec p; > 0 et u € R? tel que (Id + u)(C;) C [0, L]?,
posons py = (Id+u)yp le translaté de p par u, alors :

W(p7 [Pg)h2 (ptr)) = W2(P7 ptr)-
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4.1. Description et analyse de la méthode

Démonstration. on pose j = (jz,j,) I'élément de I = [0, M — 1]? tel que

(igh +ug) — juh == Iy € [0, ],
(iyh +uy) — jyh =1, € [0, h[.

L’élément j appartient & I car (Id + u)(C;) C [0, L]*. On peut montrer que P2 (py) s'écrit

de la maniere suivante :

(h—1)(h —1,) Lo(h—1,)
Popnz (prr) = ( h2 . pilcg, 5, h2 - Pilc, i,

(h— 1)l Il
+ ( 72 y> Pilci, gy (h_;;) Pilci, 1,40

Supposons j, > i, comme la masse provient d’une seule cellule, la seule possibilité pour les

flux horizontaux est la suivante :

Uz‘mp = pih2 sip € [iz +1,Je],

l

x 12
Oijot1 = Pil 7
@ .
0y = 0 sinon,

et donc
Ja+1 O,:p 2 Jz—iz (0-1' . /)2
Z ( zp) + 2hmz‘$p0'g:p _ Z 7 ('lac"l‘?)"’p + 2h2p,0-@'x(@'z+1)+p/
p=iz+1 pl p/:0 Pz
= > piht +2(ph*)p' R | + pih? (f) +2(js — im)ﬂihZ%
p'=0

Joz—iz—1 2

Iz S Iy

= ( > @' +1)pih? - p’2mh4) + pih® (ﬁ) +2(jz = in)pih* -
p'=0

. I\ . Iz
= (.]:1: - Z:r)QPih4 + PihQ <_) + 2(]m - ’L:v)pihQ_

h h
_ 2 l_m g ? 2
= Pi Jz T h iz | h

= pihug
de méme si j, < i, on a :
oy, = pih? sip € [o + 2,4],
h—1
oo =0 (157,

o,y = 0 sinon,

p
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et

iz (O.:r )2
Z + 2hmj, o7,
p=jatl Pi
te—Jz—1 (O.AxA /)2
_ Z 2]x+‘1+p + 2h2p/0-i$jx+1+p/
p'=0 Pi
(08, 1)"
= | X ah' A2 |+ o 2 — e — DT
p'=0 !

h—1\? : : h—1y
— (hz’x—hjm—h)QpZ-h2+< - )pih4+2(hzx—hjx—h)< - )pih‘g’

= pih? (hig — joh — h+ (h —1,))?
= pih? (hiy — joh — 12)?
= ph*ul.

Dans tous les cas on obtient que le colit di au déplacement horizontal de la masse est
Z Z < + 2hmj,0; ) = pih*u? (4.3)
peEP icl Pi

et par la méme méthode on peut calculer que le cotit dii au déplacement vertical de la masse :
Z Z ( + 2hmy, ) = p,h2 2 (4.4)
pepicl \ Pi

ce qui nous donne I'égalité escomptée.

4.1.2 Schéma JKO et étude sur I’équation de continuité

Dans cette sous-section, nous allons montrer que ’approche conserve de bonnes propriétés
en dimension 2 d’espace. Tout d’abord, pour I’équation de continuité a vitesse constante u,
pour un pas de temps 7 > 0 et sous certaines conditions, le schéma JKO avec le cotit discrétisé
par la méthode du balayage transverse donne comme solution le projeté L? du translaté de
Tu de la densité initiale. Dans le cadre d’une vitesse générale, les résultats obtenus avec les
conditions de Karush—-Kuhn—Tucker nous donne une certaine consistance du schéma avec

I’équation.

Schéma JKO

Le schéma JKO avec le colit Wasserstein discrétisé utilisant la méthode du balayage trans-

verse est alors :
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4.1. Description et analyse de la méthode

N . . 2 , .
De maniére formelle, & partir de p” € P*°, le schéma calcule p"*! comme suit :

nt1 - 1 1 (05)? a_o
pttt = iﬁr(nin) (G (ﬁZMz‘j)jel Tor ) n o T 2hmion | o
@ J i€l ep v
! ag{x,y} (45)
i€1(p™)

n+l _ Zie] Hij
p] - h2 ]

avec
o mf, = dist(Cy, Hy);
o IM'(p",)={pc ph*xh? |VieI, h?p? = Zuij ;
Jjel
e 0:=3F(u) avec F défini en (4.1);

o [(p")={i€l, g >0}

Cependant, ce schéma n’est pas un algorithme dans le sens ot il n’existe pas toujours une
unique solution a la minimisation de la fonctionnelle suscitée. Prenons pour exemple le cas

M =2,L=2et =1 et posons

io = (0,0);
i1 = (1,0);
ig = (0,1);
i3 = (1,1).

De plus, supposons que p® = p;,1;, avec p;, > 0. Nous allons utiliser le schéma ci-dessus dans
le cas de I’équation d’advection & une vitesse constante u € R?. La fonctionnelle associée &
cette équation flot-gradient est ¢(p) = [y (u - )p(x)dzx. Nous prenons u = (ug,uy) tel que

Ug, Uy > 0. En utilisant la discrétisation :

P(p) = h*> (u-x5)p;,
jerl

le schéma JKO discrétisé pour I’équation d’advection a vitesse constante devient :

n+41

a partir de p" € iPhQ, le schéma calcule p de la maniére suivante :

, 1 (05)?
p" = argmin Z Z(u x5 g + > Z ( L+ 2hmgof | ¢,
pell™(pmy) | il jer T pep ‘ (4.6)
ac{z,y}
i€I(p™)

ntl  Duiel Mij
p] - h2 )

109



Partie II, Chapitre 4 — Méthode du balayage transverse en dimension 2

avec
o mf, = dist(C;, Hy);
o IIM(p",.) = {,u e PP \yie I, h2ph = Z,uz'j} ;
jelI
e 0:=F(u) avec F défini en (4.1);
o (") ={icl, o >0},

et on peut montrer que si ug, uy € [0, 1] alors 'ensemble des solutions est donné par :

o) (1= w)(1 - ) I
Piy _ ull?(l _uy) +s -1
Piz Uy (1 — uy) -1
pi3 uxuy 1

pour s permettant a chaque densité de rester positive. Cependant, on peut remarquer que
tous ces plans de transport ont le méme flux (Ufo 1,0;1-/0 1) = (ug,uy). En fait, dans ce cadre
la, on peut montrer qu’il y a unicité des flux ¢ minimum de la fonctionnelle, mais, comme
déterminer les flux ne suffit pas a déterminer le plan de transport des masses, il n’y a pas
unicité pour le plan de transport ou pour la densité finale. Nous allons voir que pour récupérer
le résultat obtenu en dimension 1, il va falloir choisir parmi les plans de transport minimisant

la fonctionnelle JKO, celui qui a la plus petite entropie. Le schéma JKO devient alors :

Schéma JKO 2. (général)

A partir de p" € ﬂ’hQ, le schéma calcule p"tt de la maniére suivante :

per (pm,.) icl peP
ae{z,y}
i€I(p™)

. )2
A(p",9) = argmin < o ((Z %) ) i % Z <(U@z) +2hmfl‘)af‘p> ’
Jel

pth = argmin ¢ > piIn(ug) ¢
HEAP™ ) | i el
n+1
+1 Hij
p? - Z h2
iel

avec :
o mf, = dist(C;, Hy) ;
o I'(p",-) = {M € P | S ep iy = hQP?} ’
o 0:=F(u) avec F défini en (4.1) ;

o I(p") = fie I, pi >0}
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4.1. Description et analyse de la méthode

Notons 7, la masse restante entre I'hyperplan H et 'hyperplan H;), 4, cette quantité

est calculable avec la famille des flux o := (07)(; jyerxp (voir figure 4.3) :
ae{z,y}

~ « Oé+1 as
O‘a = v v (47)

(—1)11’>"a (Jf‘pH - O'%)) sinon,

avec comme convention o;, = 0 si p € P. Nous allons montrer que, pour des flux donnés o,
il existe un unique plan de transport minimisant ’entropie mathématique si la densité finale
n’est pas sujet a une contrainte quelconque. Ce plan de transport est donné par la formule
suivante :

~r =Y

Hij = thi

pour cela nous allons utiliser le lemme suivant :

. 2 ~ ~
Lemme 4.5. Sozent (qu)(p,q)é[[QM—l}]Q < [R% 5 (Ug)pe[[O,Mfl}] S [R% et (Ug)qe[[O,Mfl}] c [Ri\([

tels que
M—1 —1
5T _ sy
> = =1
p=0 q=0

alors le minimum de la fonctionnelle :

J(v) = Z Ypg I0(Vpq)
(p,q)GHO,M*H]Q
sous les contraintes :

M—1 M—1

=Y _ =T
Z'qu—aq et ZVPQ— p
p=0 q=0

est obtenu pour :

Démonstration. L’équation d’Euler-Lagrange pour cette fonctionnelle sous contraintes nous
donne :
vp7q € [[OaM - 1]]7 ln(fYPQ) +1-— )‘]x) - )‘g =0

ou Ay et AY représente les multiplicateurs de Lagrange des deux contraintes liées a 7,4 et a
g, et oy respectivement. On remarque que la constante 1 peut étre intégrée dans les deux

multiplicateurs de Lagrange en remplacant

Ay = Ay — 0.5,
)\g — )\g - 0.5

et on obtient :

T Y
Ypqg = el
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X X
in w Jip-l—l O‘,va N Uip+1

Qe
S

T
in R Uip+1

FIGURE 4.3 — Représentation de 7y, par rapport a oy, et 07, ;. Les cas représentés sont,
de haut en bas et de gauche a droite, le cas ou p > 7, puis p < i, et p = 1,.
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4.1. Description et analyse de la méthode

De plus, comme 224:61 6¥=1ona:

q
M—1M— M-l M-1
x
ZZ =l [ e =1
finalement, comme
M-1 M-1
o~ A A%
> e =Gy > e e
q=0 q=0
nous obtenons : oy
9p9g — 5T5Y
— %Y

Ce lemme nous permet de prouver la proposition suivante :

Proposition 4.6. Soient (G7,) i pyerxp €t (67 ) (i,p)cIx P appartenant d [RerP tels que :

viel, Y 65,=> 60 =hp

peP peP

alors le minimum de la fonctionnelle :

J(w) = pijIn(uig)

i,5€l
avec comme contraintes, pour tout 1,5 € I :
M-1 M—1
_ =y _ =z
Z M (p Jy) - Uzjy et Z M (]qu) - VEY
p=0 q=0
est obtenu pour :
~r =Y
iy = 920
N h2p;

Démonstration. La preuve s’obtient en constatant que les (u;;)jer n’ont aucune contrainte

qui dépend des () jer sii #d'. A i fixé, on utilise le lemme précédent avec :

= 0ip}  Tpg = Mi(p,g)-

s
S,
SR
3

O

Par conséquent, la masse allant de la cellule i & la cellule j est a la fois proportionnelle a
la masse partant de la cellule ¢ et restant entre HY et H7,; mais aussi a celle restant entre
H]y et H]erl. Notons P l'application qui a une famille o admissible et une densité p de Pph?
donne la densité v de P** comme suit :

57 ~y

Z]ac Z]
Plo.p)y = vy = 15 3 0T,
el Pi
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L’algorithme JKO sans discrétisation du terme 1) et sans contrainte sur la densité finale devient

alors :

Schéma JKO 3. (sans contrainte sur la densité finale)

A partir de p" € ﬂ’hQ, le schéma calcule p" ' comme suit

. 1 ()"
o™t = argmin Q9 ((P(o,p"))jer) + 5= 3. ( L=+ 2hm$o | ¢,
o€ Adm(p") T opep \ P
ac{z,y}
i€I(p™)

Pt =P(o,p");
avec !
o mg, = dist(C;, HY) ;

o Adm(p") = {(05,)ip)erxp > 0|75, > 0} ;

ac{z,y}

o I(p") = fie 1, pi >0}

Remarque 4.7. Dans le cas ou la densité finale n’est pas contrainte, imposer que la densité

finale soit égale a P(o,p) revient a utiliser le minimum de la fonctionnelle :
SO pijIn(pag)
iel jel

sur l’ensemble des solutions du schéma JKO décrit en (4.6) page 109. Par contre, cette solution
n’est plus valable si une contrainte est imposée d la densité finale comme nous le verrons
dans 4.2.1 page 120.

Cas d’une vitesse constante

Dans cette sous-section, nous allons étudier I'algorithme JKO discrétisé en espace avec le
colit modifié proposé ci-dessus dans le cas de ’équation d’advection a vitesse constante. La

fonctionnelle associée a I’équation d’avection a vitesse constante est

ot u = (ug,uy) € R? est la vitesse. La fonctionnelle du schéma JKO devant étre minimiser

selon o au (n + 1)¢ pas de temps est alors :

. ‘ 1 (0)*
Z(]xua; + jyuy )R P (o, p™); + o Z < “:L + 2hmg,0f, | - (4.8)
el €pP ¢
’ ag{zyy}
ieT(pm)
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Nous allons voir que, & chaque pas de temps, 1’algorithme donne le projeté L? du translaté

d’amplitude 7u de la densité initiale :

Proposition 4.8. Soit p € P"* et u € R? tel que pour tout i € I(p) = {i € I| p; > 0},
(Id+ Tu)%(C;) C X, on pose :

1 (75,)*
— . . 2 ~ w a —«
J(U) = Z(]$u$ + ]yuy)h P(Uv p)j E Z (P— + thipaip )
Jjel peP ¢
ac{z,y}
i€1(p)

alors si

o = argmin J(&)
ceAdm(p)

avec Adm(p) = {(05,)ip)erxp = 0]65, > 0}, on obtient :
ae{z,y}

P(0,p) = Ppu2((Id+ Tu)yp).

Démonstration. On remarque que pour la fonctionnelle J, la minimisation des (O'%))pe p est
indépendante de la minimisation des (ng)pep si (i,a) # (¢,8). De plus, pour simplifier,

supposons que les composantes de la vitesse u, et u, sont positives, on remarque que

M—-1
O jergvy) 9 (Zq:o Ip—1.9)Y(p—1,9) T 9(p,q)’/<p,q))
do, do,
_ Jb-19 0(05)-1%1) 9w 9(03iq)
Pi h?* 80’imp Pi h* 30’;’;
M—-1 .
q=0 h# Pi
M-1 6.?/
= 1 ]lix>2)u Y
q:0 ( ) chg
U
= (=1)li>r 2
(~1)lirzr 2
en remarquant que Z(]I\ial 65{1 = p;h?. De plus, on a
J h% [ of,  mi
= (=1 Viezpqy h+ — ‘P ZP)
daf, (=1) Usft + T (hQ,ol- + h
aJ L W oy mi
— = (=1)“wzry,h+ — p P
doy, (1) =ruyh + T (hQPi T

comme u; et u, sont positives, nous obtenons que
a o .
Oip = 0 Sip < iq, € {.%',y}
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en effet, augmenter une de ces variables ne permet que d’augmenter le colit ou de relaxer
les contraintes d’une variable augmentant le coit. Comme les variables o7, et Ui-/p non-nulles
n’interagissent pas entre elles ni dans la fonctionnelle, ni dans les contraintes, il suffit de

minimiser les o7, comme dans le lemme 3.7 page 87 et de méme pour les azyp. ]

Cas général

Dans cette sous-section, nous allons étudier I'algorithme JKO discrétisé en espace avec le
colit proposé dans le cadre de I’équation de continuité. Rappelons que la fonctionnelle associée

a I’équation de continuité est
Uo) = [ g@pla)da

et le schéma JKO associé a ’équation de continuité est alors le suivant :

1
p"! € argmin {/ g9(x)p(x) dz + —Wz(p",p)Q} :
pepa(K) (/X 27

On approche / g(x)p(x)dx par Zthjpj avec g; = g((jzh + h/2,jyh + h/2)) et on utilise
X .
jerl
le schéma JKO 3 page 114. La fonctionnelle du schéma JKO & minimiser au (n + 1)¢ pas de

temps devient alors :

& )?
J(U)ZhZZng(a,p")j—i—% DY (( “;) +2hm;>;,ag,>. (4.9)
)

jeI ac{x,y} pEPicl(pn v

Par la suite notons | = I\ {(iz,iy) € I'|iz =00ui, = M —1ouiy, =0oui, =M —1}
I'ensemble des indices des cellules de X sauf celles se trouvant au bord du domaine. De plus

pour p € P et i := (iz,iy) € I on note :

e _ iy ~ Ip-1,iy)
upiy - h )
(4.10)
lzp h 9

les dérivées discretes de —g selon z et y.

Nous n’avons pas de preuve théorique de convergence du schéma JKO discrétisé pour
I’équation de continuité. Cependant, la prochaine proposition démontre que, asymptotique-
ment, le schéma redonne un schéma connu pour sa consistance envers I’équation de continuité.
De plus, des applications numériques confirmeront la consistance de ce schéma dans 4.2.2 page
123.

7 max([[u” || o, lu?llo)

Proposition 4.9. Soient i € 12, c = et p = pile, alors sic < 1/4 la

fonctionnelle (4.9) admet un unique minimiseur o tel que :
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T
Tuix iy

h

X
Oy

2
= h"p; (
€T
T 414,

T 12,
Oiig41 =N m( h
v
iy by

TU
= hQPi <—

h
Uiyiyﬂ = h’p; (

y

o,
Tiy

Y
TU;, iy+1
h

) +
Démonstration. On pose

=hn*Y g;P(5,p)

Jel

DD B

Cette fonctionnelle est & minimiser pour & inclus dans [0, || p|| .,

ae{x,y} pEP icl(p)

‘ ) +0(c),

+o(c),

) o

+ o(c).

v

+ 2hms, af‘p>

R2)P*P Par conséquent il existe

au moins un minimiseur ¢, nous allons montrer que, sous les hypothéses de la proposition, il

est unique. On remarque que

M-1
w _ 8(261:0 g(P*LQ)V(p*Lq)+9(p,q)’/(p,q))
9o, do,
— 919 0Gip17ig) | Iwa) O(FiTig)
pih? dof, pih4 9ol
M—1 ~y
=Y (1)t Yw.a) = Ip-1.0)) Tig
= > = .
q=0 7
M—1 ~y
= 1;, Yig
- _qzo( ) Zpugthg
et
M-1 ~y
07 S (cayteag, Za o ( o %)
dai, = riph T 7 \h2p; 5
. b
siflu”], < % alors
M-1 =y M-1 .y
Z(—l)ﬂ””u i h_2 Z Tig
=0 Pq ch T = pih2
T
oJ

et donc si mg, > h on a 575 > 0, on en conclut alors que

ip

o5 =08l p & {iy, iz + 1},
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traverser les hyperplans situés a une distance non nulle de la cellule ne fait qu’augmenter le
cotit. Par symétrie, on a les mémes résultats pour les hyperplans horizontaux (ng)(i7p)e IxP-

En conclusion il nous reste :

y ~Y ~Y
oJ o Tiiy+1 e 04, e Oiiy—1 N n? (Ufix)
80.;)3296 (2 Zy+1 P@h 1z y ,O@h (23 Zy*l p@h T thl
y ~Y ~Yy
a‘] _ Zly+1 ug; O-iiy U@@y 1 h2 ( le+1>
a l+1@ 17 T W14, 4 l+12 -1 )
90,41 T pih e pih T pih T \ h2p;
T o o 2 Y
i — Tiig+1 +uY Oiiy WY O0iip—1 h_ Oiiy,
‘%%z;, to+1iy pih g Gy pih io—1iy pih - hQPz‘ ’
oF 5% 2 Y
87J = Y M — Y Tiiy y Oiip—1 h_ Oiiy+1
80’%“_’_1 2x+1zy+1 i h g iy+1 ch Te—1dy+1 Di b = hQPi 5
sous les contraintes :
le >0,
2 Y
rh” — O%i, — zz 4120, (4.11)

2 T z
rh® —of;, —oi;. 11 2>0.

i

; . et . T x Yy Yy
Notons H la matrice Hessienne de J avec pour variable le vecteur (o7, ,0f; 1,07 iy Ty 1)

elle est définit comme suit :

€T €T €T x
1 0 Ui iyy—1 — Wig iy Ui iy+1 — Wiy 4,
TP N pilh_ N pil_
0 1 Wipt1iy — Wip1iy—1  Wip414, — Wip414y+1
TPi h ih
H— o Y o pi o Pi Pi
ip—1iy — Wiy, i+ 11y i iy 1 0
pih pih Tpi
ig iy +1 ip—1iy+1 ig iy +1 ip+1iy+1 0
pih pih Tp;i

. A . s u
Chacun des termes extradiagonaux non nuls peut étre majoré par % Par conséquent,

elle est a diagonale strictement dominante si ¢ < 1/4, ce qui implique l'unicité de o. Si on
suppose que seules les contraintes sur la positivité des oy, soient activées, les conditions de
Karush—Kuhn—Tucker nous donne le systéme implicite suivant :

Lo
g Gy —1

. ) v v Tuf”-y U v TUL -
ofi, = | (b pi =0 — 07 41) h + (o uy)T‘F(Uuyﬂ)T )
TU

+1 Fliy—1 Tud 1)
@ —((p2, — 4 y ety y ety = y iot1iy
O 1= <(h pi =0 =0l 41) - +(a?.) +(0;,+1) > ,

@y h L
- 4.12
y | (p2 z - lz}x iy - T“?xfuy " T“?ﬁuy ( )
Oii, — (h*pi — 0, — 0Fint1) A +(0iiI)T+(U¢iI+1)T )
Jr
Yy Yy Yy
TU; | TW, . Tu? .
y _ 2. x z g ly+1 y ie—1iy+1 y ie+1liy+1
Oiiy+1 = (hopi —ofs, — Uu’m+1)T + (O’iiy)T + (O’iiy+1)f 5

et si % < 1 on peut montrer que la seconde et la troisitme contrainte de (4.11)
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sont vérifiées, on obtient alors :

T(u? . )~
O-Zmlz = thz% -+ O(C),
T(u? . )"
y —
T(u?
oy, = hQPi% + o(c),
T(uf . )F
Ofiy1 = hQPi% + o(c).

O

Remarque 4.10. Pour % < %, le minimum doit vérifier le systéme implicite (4.12) qui

est consistant avec l’équation de continuité.

4.2 Schéma numeérique utilisé et simulations

Dans cette section, nous allons présenter le schéma numérique utilisé pour calculer des

solutions des équations flot-gradients ainsi que des simulations sans contrainte de congestion.

4.2.1 Description de la méthode de simplification

Nous allons présenter comment nous approchons les solutions données par le schéma JKO 2
page 110. Nous commencerons par diminuer le nombre de variables en supposant que les
mouvements effectués par les masses sont de faibles amplitudes. Ensuite, nous expliquerons

la méthode utilisée pour approcher la solution ayant ’entropie la plus faible.

Simplification pour les petits mouvements

L’un des problémes qui apparait rapidement est le temps de calcul d’une solution du
schéma JKO en dimension 2 avec la méthode du balayage transverse. Pour un pas d’espace
h 2~ 0.01 et L = 1, le nombre de cellules est alors de M? = 10* qui ont elles-mémes 2(M — 1)
variables pour chacun de leurs hyperplans. Chaque étape de 'algorithme JKO est donc une
minimisation sur M? x 2(M — 1) ~ 2M3 = 2 x 10° variables. Une méthode utilisant les plans
de transport nécessiterait M+ = 108 variables, c’est donc moins important mais reste toutefois
assez long en temps de calcul. Cependant, dans certaines conditions, on peut considérer que

la masse envoyée par une cellule au-dela de ces voisins est négligeable.

Si on suppose que la masse ne se déplace pas plus loin que les cellules voisines, on obtient

alors :

o =0sip & {iaia+1}.
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Notons V(i) = {iq, i + 1}, la fonctionnelle & minimiser & chaque étape du schéma JKO dans

le cas ou 7 est non discrétisé est :

> p(P(o,p

jel

)) > 2 ()

acf{z,y} peVe(i)

a minimiser sous les contraintes :

¢ 05, >0,Viel, ac{x,y} pe V(i) = {ia ia+ 1}

o pih? —(of +of 1) >

En utilisant ce schéma simplifié,

M? x 2(M — 1), on gagne donc

0,Viel, a€{xy}.

a chaque étape on minimise sur M? x 4 variables au lieu de

une puissance de M.

Schéma numérique général utilisé

La seconde difficulté de ce schéma est au niveau des contraintes. Le schéma JKO 3 décrit

page 114 utilise le fait que, si la densité finale n’est pas sujette a une contrainte, la solution

du schéma JKO qui minimise I’entropie mathématique est obtenue a partir des flux o par

I’application P. Garder cette hypothese dans le cas ou la densité finale est elle aussi contrainte

mene a des problémes numériques :

1. En dimension 2, des contraintes quadratiques apparaissent pour imposer que la masse

a intérieur d’une cellule

ne dépasse pas une certaine valeur (contrainte de congestion).

En effet, rappelons que la masse envoyée dans la cellule C; est calculée via les flux de

o de la maniére suivante :

avec

or. o?.
2 Yz 1)
hP(Uap)]:Z B2 'y,
iel pi
h2 L a : =
~ Pi = O34y = Oiig+1 S1 P = la,

(—1)Le>ia (07p+1 — Oip) sinon.

. Le plan de transport minimisant I’entropie mathématique peut ne plus étre un plan

admissible. Dans la figure 4.4, les cellules adjacentes contiennent assez peu de masse et

pourraient recevoir la masse surcongestionnée de la cellule centrale, mais si on garde

Ihypothese p = P(o, p)

la masse ne peut étre envoyée qu’a I'horizontale ou qu’a la

verticale et non au deux a la fois car cela imposerait qu’elle en envoie & la diagonale,

or, celle-ci est déja surcongestionnée.

Pour éviter ce genre de blocage, nous revenons a la définition du schéma JKO 2 page 110

qui utilise les plans de transport. Pour les mouvements de faible amplitude, beaucoup de flux

sont considérés nuls, la relation

entre le plan de transport u et les flux o est réduite a :
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1 0.5 1
0.5 2 0.5
1 0.5 1

FIGURE 4.4 — Exemple de situation ou le schéma peut poser des problemes si on rajoute

une contrainte de congestion. Le nombre au milieu de la cellule représente la
la densité dans chaque cellule.

T

Oiig

1
= Z Hi (g —1,iy+5)
Jj=-1

1
OFiii1 = D Mi(in41iyti)s
. i—1
Fp)=cViel 1]
y
Oiiy = Z Hi (i 45,1y —1) >
j=—1

1
Y _ .
Oiiy+1 = Z i (5 yiy+1) -
j=—1

Le schéma JKO discrétisé en espace devient alors :

a partir de p" € Ph* le schéma calcule p" 1 comme suit :

nil el /‘Z‘H
o h2 ’
pt = argmin ¢ > g In(ag) ¢,
REA(P™ ) | i el
n , iy L L o
A(p", ) = argmin {Zw( > h_2])+§< > —n( Y (o5)?
uellh (o) (jer  ievi(j) ic1(pm) P1 \acfzy} peval

avec !

o V(i) = {ia,iat1};

o V(i) ={(iz + 0z,iy + 0y), 65,0, € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de 7 ;
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o T"(p",-) = (pig) icr = 0|Viel, Y pij=h*p}s;
eV JEV ()
e F(u) = o avec la fonction F donnée dans (4.13) ;

e« I(p)={iel p >0}

Remarque 4.11. On peut généraliser au cas ot l’on considére tous les flux :

10 —_— ..
Uz’p - Z /%]

JEPY

Ja =D Siiqg <p
avec Py =qj €l “ “ et a € {x,y}.
Ja <P Stiqg 2P

Remarque 4.12. L’ensemble A(p™, 1)) est rarement un singleton méme dans le cas ot la

densité finale est sujette a des contraintes. En effet, il est possible de modifier les (1i5);cv (i)

0‘-")
P/ peve(i)
ac{z,y}

pour chaque i € I, Uapplication linéaire qui d un vecteur (f1;;) jev(i) donne les flux (0

sans modifier les ( pour chaque i dans 4 directions propres. En d’autres termes,

5)

P/ pevea(i)
acf{z,y}

a un noyau de dimension 4 dont une base est représentée sur la figure 4.5.

+€ —€ —€ +€
—€ | e +e€ —€
—€ | He€ +e€ —€
+e | —e —¢ | +e

FI1GURE 4.5 — Les possibilités de modification du plan de transport i sans modifier o.
Un quadrillage représente le plan (1;;);cv (i) avec la cellule C; au centre. Les "+€" et "—¢'

représentent la modification qu’on peut apporter & (i) ev () sans modifier (of) pep -

ae{z,y}

Numériquement, nous décidons de traiter la seconde minimisation en rajoutant une régu-

larisation entropique & J. Le schéma JKO utilisé dans le cas des petits mouvements est alors
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le suivant :

Schéma JKO 4. (numérique) A partir de p" € P le schéma calcule p" comme suit :

n Wi 1 1 a
prhe min 23 (D T tgr D S| D (o)
Jjel eV (y) €l(pn) "t | peVe(d)
ae{z,y}
e Yo > Mz’jln(mj)},
icl(p) jeV (i)

n+1
n+1 ZZEI luzj
p.] h2

avec !

o I(p")={iel, pf >0};

V(i) = {ia, tat1};
V(i) = {(iz + 0z, iy + 0y), 65,0y € {—1,0,1}} Uensemble des voisins de i ;

i Hh(Pn7 )= {(NU) icl

JEV (i)

Vi el, Z]EV(z Mij = h? s } ;

e ¢ >0, un petit paramétre ;

F(p) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

4.2.2 Algorithme pour I’équation de continuité

Dans cette sous-section, nous allons tester le schéma numérique décrit dans la section
précédente dans le cadre de I’équation de continuité. Pour cela, on pose ¢(v) = [y g(x)v(z)dz.

L’équation flot-gradient associée a cette fonctionnelle est I’équation de continuité :
dp —V.(pVg) = 0.

En discrétisant la fonctionnelle i par :

V)~ h? Z nz

jed
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avec g; = g(x;), le schéma JKO simplifié devient alors : a partir de p" € Ph* le schéma calcule

p" 1 comme suit :

1

:un+1 I%llln Z Z Wijgi + 2 Z Y Z (U%)Q )
He JeLieV (j) el (pn )p’ peEVA(3)
ae{z,y}
e > > ,Uijln(,uij)}
i€l(p™) jEV (i)

avec !

« I(p")={ic T, o> 0):
o Vi) = {ia,iat1};
o V(i) = {(izx + 0z,1y + 0y), 62,0y € {—1,0,1}} I'ensemble des voisins de i;

Hh(pn7 ) = {(NU) el |Vi e, Z]GV Hij —h2 };

JEV(4)
e ¢ > (0, un petit parametre;

e F(u) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

On remarque encore une fois que la minimisation des (pi5) ey (i) est totalement indépen-
dante de la minimisation des (uy);jev (i) si i et i’ sont différents.
Il convient d’utiliser une autre méthode que 'utilisation de la transformée de Legendre pour
la partie régularisation, en effet linéariser le terme de régularisation reviendrait a chercher le
minimum d’une fonctionnelle linéaire sur un polygone convexe. Celui-ci serait atteint sur 'un
des sommets, ce qui n’est pas le cas. Nous utiliserons la méthode suivante : supposons que
(45) soit un minimum de I'algorithme JKO sans la régularisation entropique et (7;;) le mi-
nimum avec la fonctionnelle d’entropie. On pose €;; = 7;; — 155 et on suppose que |€;;] < pij,

on obtient :

S yiiln(yg) = >0 (i) In(uij + €ij)

JEV () JEV(4)
= Z ¥ig Inpig) + vij In <1 + Eﬂ)
JEV() Hij
€4 €4
= Y (vig) In(pig) + v <_]> +o <_j>
_]GV(Z) lu’lj MZ]
= ( Z Yij ln Mzg h) —pito <E&>
]EV(Z) /’[/ MZ]

L’idée de I’algorithme est alors de trouver une premiere solution qui minimise la fonctionnelle
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4.2. Schéma numérique utilisé et simulations

avec une régularisation utilisant la norme {? du vecteur comprenant les variables et ainsi les
garder strictement positives, une deuxieme étape minimise la fonctionnelle avec la régula-
risation entropique en utilisant l'approximation précédente. L’algorithme utilisé est alors le

suivant :

Algorithme JKO 1. (Equation de continuité)

n+1

A partir de p" € iPh2, lalgorithme calcule p de la maniére suivante :

leére étape :

e i (S0 ( S (£ 52 % @)

pett*(pn) | jer — \iev(y) ici(pm) Pi \ac{zy) peveali)

ﬂZZ%}

i€l jeV (i)

2éme étape :

p"tl e argmin {Zgj ( Z ’Yz‘j) +%< Z L ( Z Z (aip)2>)

7
el (pn,) | jer eV (5) ic1(pm) Pi \acfey} pevei)

2
)

) 2
i€l jeV (i fij T €

avec

o I(p") = {iel, p!>0};

V(i) = {ia,lat1};
V(i) = {(iz + 0z, iy + 0y), 02,0y € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de 7 ;

" (p, ) = {(,Uij) il

JEV(9)

Viel, ) jcv() i = hQPZn} ;

e ¢ > (0, un petit parametre;

F(p) = & et F(y) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

La seconde étape de ’algorithme pouvant étre itérée pour améliorer la convergence. Nous

n’avons pas de résultats théoriques démontrant la convergence de ce schéma pour un g donné,
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cependant on peut montrer que si v° > 0 et que

. 2 .
~* = argmin {F + §ln(’y’_1) — §}

£€0,1]

alors la suite (7"),en converge vers e~ ! = gm[z'n} {¢In(&)}. De plus,
€|0,1

A
’,ynJrl _ efl‘ < k(;) ’,yn _ 671‘

Wetk@)<lsix#0.

Comme le déplacement de la masse de la cellule i ne dépend pas du déplacement de la masse

avec k(z) =

de la cellule 4/, nous testons cette algorithme dans le cas simple suivant :

M = 3;
T=1;
u = (0.741,0.65); (414
g(x) = —u-x;
p= ]]‘C'LO7
0 = (07 0)
15¢ I
A4 -0.0585 — — solution
-2 iter 0
-0.059 | iter 1
25 + + + + + + + O+ O+ o+ !
iter 2
-0.0595 |
3k |
-0.06 [
35 e & & & & & & s e [
-0.0605 | }
4L
® -0.061 :
45
45 -0.0615 | }
5 + 1077 L |
. 100 -0.062 |
55k 1072 0.0625] ‘
o 10° |
6 -0.063 | }
6.5 6 o © o © o o o o ‘ ‘ L ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0.47 0.475 0.48 0.485 0.49 0.495

FIGURE 4.6 — A gauche, lerreur commise entre l'algorithme simplifié et la solution
théorique du schéma avec les données de (4.14) et en légende la valeur de e. A droite, les
différentes fonctionnelles rajoutées comme terme de régularisation et selon les itérations,
avec en bleu la solution exacte.

La figure 4.6 montre, a gauche, la dépendance en € de l'erreur commise par 1’al-
gorithme simplifié par rapport a la solution théorique du schéma avec en abscisse le
nombre d’itération de la seconde étape sachant que l'itération "0" correspond a la pre-
miere étape. On remarque qu'une seule itération de la seconde étape semble suffire
pour obtenir la convergence vers la solution qui minimise ’entropie & 10~* prés si € est

assez petit. A droite, la fonctionnelle rajoutée comme régularisation selon la variable
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Mig1,1) (la fonctionnelle dépend de 4 variables mais il y a 3 contraintes d’égalité, ce
qui réduit le nombre de variables a 1). La solution exacte pour cette variable est alors
Hig(1,1) = Uztly = 0.482. On remarque que cette fonctionnelle a un minimum proche de

uzu, des la premiere itération de I'algorithme.

Exemple pour 1’équation de continuité

Les figures de 4.7 montrent les solutions calculées a certains pas de temps de ’algo-

rithme 1 avec comme parametres :

9(z) = —[|z||*;
M = 300;

0.5
= — = 0.0017; ) i
300 ; (4.15)

0 _ _—300|z—(0.2,0,2)|.
P =e llz—( M| 7

T

_ _ 2
plt,z) = 6—300Hx—(0.2e 2t,0,2e72t) | ot
Les figures 4.8 représentent (de gauche a droite et de bas en haut) la différence entre
la solution calculée et la solution exacte; lerreur L? au cours du temps et l'erreur
L> L3 pour différents pas d’espace h. On estime l'erreur entre la solution exacte et celle

calculée par le schéma a chaque pas de temps n € [0, N] de la maniére suivante : ¢

hlp™ — (p(Tinie + 17, 24) )icr | 2

appelée norme L? au temps n7. La norme L®L? est le supremum sur tous les pas
de temps de cette norme. Cet exemple permet de vérifier le bon comportement de

I’algorithme pour des vitesses obliques. On remarque que I'ordre de converge est proche
de 1.

4.2.3 Etude numérique dans le cas de I’équation de la chaleur

Nous présentons dans cette sous-section un exemple utilisant ’algorithme JKO dans
le cas de I’équation de diffusion en dimension 2 de ’espace. Dans ce cas, la fonctionnelle

associée a 1’équation flot-gradient est

¥(p) = pln(p)
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-g temps t=0
1 T T 2 1
E 1.8 0.9 0.9
R 1.6 0.8 0.8
. 1.4 0.7 0.7
.6 1.2 0.6 0.6
. 1 0.5 0.5
0.8 0.4 0.4
k 0.6 0.3 0.3
. 0.4 0.2 0.2
. 0.2 0.1 0.1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.10033 temps t=0.20067
1 1 0.4
0.6
0.9 0.9
0.35
0.8 05 0.8
0.3
0.7 0.7
0.6 ot 0.6 025
0.5 03 0.5 0.2
0.4 0.4
0.15
0.3 02 0.3
0.1
0.2 0.2
0.1 h
0.1 0.1 0-05
0 0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.301 temps t=0.40134

1 1
0.25
0.9 0.9 0.16
0.8 0.8 0.14
0.2
0.7 0.7 0.12
0.6 ot 0.6 o1
0.5 0.5
0.08
0.4 o1 0.4
0.06
0.3 0.3
0.04
0.2 0.05 0.2
0.1 0.1 0.02
0 0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.7 — En haut a gauche, représentation de la fonction —g de 4.15. Solution
calculée par le schéma pour I'équation de continuité avec les parametres donnés en 4.15.

et le schéma JKO non discrétisé en espace est alors :

\ . 2 14 -\ .
a partir de p"* € P, le schéma calcule p"*! de la maniére suivante :

o' = argmin {/X E(x) In((x)) do + %Wé(ﬁ,pn)}

£ePe(X)
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4.2. Schéma numérique utilisé et simulations

temps t=0.40134 -3
1 . . . . 357207
0.025
0.9F 1
0.02 3L
08¢ 0.015
25
0.7F 0.01 25
0.6 1 0.005 25 ol
0.5 4 0 =
2
g s
04 ] -0.005 CRE
0.3F i -0.01 N
02l | -0.015
-0.02 0.5
0.1}
-0.025
0 s s s s 0 I I I I I L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045
temps ¢
ordre de convergence= 0.81032
107! :
o~
~
’?ﬁqk
~ 1072
=
D
-
—
5
107° —
1073 1072 107!

h

FI1GURE 4.8 — De haut en bas et de gauche a droite : erreur au pas de temps final entre
la solution exacte et celle calculée par le schéma; erreur L? au cours du temps; erreur
L L2 pour différents pas d’espace h.

et le schéma discrétisé en espace est : a partir de p"™ € iPhQ, le schéma calcule p"*! de la

maniere suivante :

p"tt € argmin ¢ h*Y v, ln(yj)—i—i > 1 SN ()] > > wiIn(uy)
el (p ) JeI 27 iel(pm) Pi ae{z,y} peVe(i) i€l jeV (i)
n+1
n+1 . 'uZJ
p : h,2 Y
avec

o I(p") ={iel, pj>0};

evi= 3 L By

eV ])

o Va@) = {Za72a+1}3

o V(i) ={(iy + 0s,1y + 0y), 0z,0, € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de i
o Hh(pna ) = (Nz]) é%{) Viel, djev () Mij = PP

e ¢ > 0, un petit parametre;
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e F(u) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

L’algorithme utilisé est le méme que dans la partie précédente pour la régularisation en-
tropique, pour la fonctionnelle p — pln p on utilise la transformée de Legendre comme

pour la section 3.1.3 page 96. L’algorithme est alors le suivant :

Algorithme JKO 2. (Equation de diffusion)

n+1

A partir de p* € P Ualgorithme calcule P de la manieére suivante :

lére étape :
Viel, & =In(pf +e)+1;

€ argmm){z5( (Z 7”) (Z pr ( 2, ))

eI (pn jel eV icl(pn) ac{z,y} peVa(i)
ey D %i} %
icl jeV (i)
2eme étape :

,yn—i—l
Vjel, §](2):ln (( > 2—2)+e) +1;

i€V (j)

el (£ 22 45 5 )

Jjel 1€V (5) iel(p™) pZ ac{z,y} peVe(i)

MZ n
+ez Z <7n+1 ir 5 + Wij ln(%JH + 62)>} :

i€l jev(i)

n+1

n Moy

1€V (J)
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

avec

o I(p") ={iel, pj>0};

o V(i) = {iastas1};
V(i) = {(ix + 0z, 1y + 0y), 0z, 0, € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de i

I (p*,-) = {(Mz‘j) iel

JEV (i)

Viel, Yievg) i = hzﬂ?} ;

e ¢ > 0, un petit parametre;

e F(u) =0 et F(y) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

Comme dans le cas 1D, 7 doit étre suffisant petit pour obtenir des résultats conver-
gents sinon la modification de & est trop brutale. Cependant, ceci est dii a la maniere
de traiter la fonctionnelle p — plIn(p). Les figures 4.9 montrent la solution obtenue par

I’algorithme avec les parametres suivants :

M = 80;

_ =1.60 x 107
T = 802 = 1. )
Tinir = 2 x 1075

Tona = 2 x 1073: (4.16)

La derniére des figures (en bas a droite) montre l'erreur commise entre la solution
exacte discrétisée sur chaque cellule de X et la solution donnée par le schéma au
temps final T,,4. Enfin, les figures 4.10 montrent ’erreur commise entre la solution
calculée par 'algorithme et la solution exacte discrétisée sur chaque cellule de X nA
droite, I'erreur L? au cours du temps, a gauche la figure montre 'erreur L°L? entre le

vecteur p" et plt. = (p(Tinit + 1T, ;) )icr, ¢'est-a-dire :

sup {h|lp" = plylle}-

nefo,N]

4.3 Equation flot-gradients avec contrainte de conges-
tion

Cette section servira a calculer des solutions d’équations flot-gradients avec une

contrainte de congestion. Comme nous avons déja vu dans le cas de la dimension 1
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temps t=0.0002 temps t=0.0003
1 35 1
2.5
0.9 0.9
3
0.8 0.8
2
0.7 25 0.7
0.6 ) 0.6 15
0.5 0.5
0.4 15 0.4 .
0.3 L 0.3
0.2 0.2 05
0.5
0.1 0.1
0 0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.0006 temps t=0.0008
1 1
1.2 0.9
0.9 0.9
0.8
0.8 L 0.8
0.7 0.7 0.7
0.6 0.8 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
0.6
0.4 0.4 0.4
0.3 0.4 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.001 temps t=0.001
1 1r . . : . . 0.03
0.9 0.7 0.9F 1 I
{0.02
0.8 0.6 0.8F 1
0.7 0.7k |
0.5 {0.01
0.6 0.6 |
0.5 0.4 0.5+ . 11 4o
0.4 0.3 0.4} 1
4-0.01
0.3 0.3k |
0.2
0.2 0.2 1
-0.02
0.1 01 0.1t ]
0 0 ok . . . . 0.03
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.9 — Solutions calculées par le schéma pour I’équation de diffusion avec les
parametres (4.16). En bas a droite, erreur relative sur chaque cellule entre la solution
calculée par le schéma et la solution exacte.

dans la section 3.2 page 98, ajouter la contrainte de congestion revient a remplacer
1" (p", ) par 11" (p", K) I'ensemble des plans de transport permettant & la densité finale
d’étre dans K :

(" K) = (i) ier (Vi g €1, S py =020 Y iy < h?

JeveE) JEV () eV ()
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

x107? ordre de convergence= (.71987

2 o eOnTS ;
%103 norme L; au cours du temps
T T T T T T

erreur L L7

0.01 0.015 0.02 0.025  0.03 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x1074

FIGURE 4.10 — Erreur entre la solution exacte et celle calculée par le schéma. A gauche,

la figure représente lerreur L° L2 pour différents pas d’espace. A droite, nous trouvons
lerreur L3 & chaque pas de temps.

Le schéma JKO avec contrainte de congestion est alors le suivant :

Schéma JKO 5. (numérique cas contrainte de congestion)

A partir de p* € PP le schéma calcule Pt comme suit :

n+1 MU 1 L 2)?
HUTE i (22 )T ar B Tn| X ()
“e WK 5er iev( ier(pm) Pi | peve(

ae{z,y}

ey > Mz’jln(uzj)}
iel(p™) eV (i)
ntl diel NZ—H

J h2

avec

o« I(p")={icl, pi >0}

V(i) = {la, lat1};
V(1) = {(ix + 0z, 1y + &), 05,0, € {—1,0,1}} I'ensemble des voisins de 7;
" (p", K) = {(Nm) i€l

JEV(4)

Vi, j €1, Z]e\/(] Hij = h’2pzn7 ZieV(j) Pij < h2} )

e > 0, un petit parametre;

F(p) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).
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4.3.1 Le balayage d’une mesure

Dans cette sous-section, nous comparons le résultat obtenu a l’aide de la discrétisa-
tion du cotlit Wasserstein quadratique et une solution connue du processus de balayage
expliqué dans [40].

Soit. A une densité positive de référence et p une mesure positive, le probleme de
balayage partiel consiste a trouver la mesure Bal(p, A) la plus proche de p pour la norme

suivante :
V2 = [, Utw—y) dv(a) dv(y) (4.17)

sous la contrainte v < A. La fonction U représente le potentiel de Newton c’est-a-dire
la solution de 1’équation :
—AU = 6y

qui est de la forme

U(x) =c31n <i> sid=2,

|z]
&

]
Ici, on s’intéresse au cas ou p; = % (5(_170) + 5(170)) et A = L, la mesure de Lebesgue.
Cette exemple est intéressant dans la mesure ou une solution analytique est donné
dans [40] pour ce probléme :

t

B ((1,0), %) +B ((—1,0) :

ﬂg(t) sit> 2w,

) sit <2,
s

Bal(p;, L) = (4.18)

ott Qt) = {(az,y) eR[(@*+ 1) — =(2® +¢°) —2(2® —y?) < 0}. Il a été démontré

dans [62] que ce processus revenait au modele :

(0100 +00.0)) (4.19)

N | =+

Oupr + V- (pruy) =

ou, a chaque instant, u; est le projeté Lit du champ des vitesses nulles sur ’ensemble
des champs des vitesses qui conduisent a une préservation de la contrainte. La solution
de T'équation (4.19) peut étre approchée par le schéma décrit dans [49, 51] un peu
remanié : soit p° = 0, nous supposons que les densités p’ ont été calculées pour tout

i € [1,n]. Le schéma calcule p"™! de la mani¢re suivante :

~n+l _ n z
=0ty (5(—170) + 5(170)) ;

. (4.20)
/)nJrl = Pg? (ﬁnﬂ)-

Nous décidons de tester ce schéma en projetant la densité avec le colit Wasserstein qua-
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

dratique discrétisé par la méthode du balayage transverse. L’algorithme est le méme
qu'utiliser dans la section suivante (I'algorithme 3 page 137) avec (g;)jer = 0 et en
remplacant p” par 1. Pour illustrer cette exemple, les figures 4.12 montrent la so-
lution donnée par notre schéma avec h = 1/256 et 7 = 7h? au temps T ~ 1,5,7 et
10. La solution correspond exactement a celle donnée dans [40] sur tous les pixels ne
composant pas la frontiere. La figure 4.11 montre la différence entre la solution calculée
et Ppu2(Bal(p1, L)), I'image est zoomée sur une seule des composantes connexes pour

distinguer la différence au niveau de la frontiere du domaine composant la solution.

FIGURE 4.11 — La différence entre la solution calculée par le schéma et P2 (Bal(p1, L))
a T ~ 1et 10 pour h = 1/256 et 7 = 7h?, la norme infinie de la différence entre les
deux mesures est de 0.10 pour 7'=1 et 0.18 pour 7" = 10.

4.3.2 Equation de continuité avec contrainte de congestion

Dans cette sous-section, nous allons tester le schéma simplifié décrit dans la sec-
tion précédente dans le cadre de ’équation de continuité. Pour cela, on pose ¢(v) =
Ix g(@)v(x)dx avec u = (uy,u,) € R?. L’équation flot-gradient associée & cette fonc-

tionnelle est I’équation de continuité :
dp —V.(pVg) =0

En discrétisant la fonctionnelle v par :

Z 9;iVi

jed
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Partie II, Chapitre 4 — Méthode du balayage transverse en dimension 2

FIGURE 4.12 — Solutions calculées par le schéma (4.20) au temps 7' ~ 1,5,7,10 pour
h=1/256 et T = Th.
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

le schéma JKO simplifié devient alors :

Algorithme JKO 3. (Equation de continuité avec contrainte de congestion)
A partir de p" € P Ualgorithme calcule p"*t de la maniére suivante :

lére étape :

( Z Z O-Zp ))
o) P\ ad ma) peve i
15303 nzj};

icl jeV (i)

. ~ 1
pe argmin <> gi | > |+ 9
et (pn,K) | jerI i€V (j) T

/\

2eme étape :

p"t e argmin {Z%(Z %J)Jr%( > = ( S (owp) ))

velth(pn,K) | jer i€V (5) iel(p)pi ae{x,y} peVe(i)

ey Y ( i +%jln(uzj+€2)>}%

i€l jeV (i) Fij +é

n+1

n+l .__ /”LZJ
/)] T Z h2
i€V (j)

o I(p") ={iel, pj>0};

V(i) = {ias fay1 };
V(i) = {(iy + 0z, 1y + 0y), 0z, 0, € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de i;

Hh(pnaK) - {(Mm) iel

€V (1)

Vi, j € 1, Sjev) tij = P20}, Cievi) tij < h2}§

e > 0, un petit parametre;

F(p) = 0 et F(y) = o avec la fonction F donnée dans (4.13).

Les figures 4.13 représentent la solution calculée par I’algorithme 3 a différents mo-
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ments pour les parametres suivants :

M = 150;

T =

P = 110.3,0.7)x[0.65,0.8];
g(x) = (0,1) - z;

ob(x) = 110.3,0.7x[0.5,0.6];

T =1.5.

(4.21)

La fonction ob est une fonction obstacle, 1a ou elle vaut 1, la densité finale a chaque pas

de temps doit étre nulle. Cet exemple nous montre comment la densité est projetée a

chaque pas de temps pour éviter 'obstacle.

temps t=0.010067

o -

0 0.2 0.4 0.6 0.8

temps t=0.30201

0.6
0.5
0.4

0 0.2 0.4 0.6 [

temps t=1

0 0.2 0.4 0.6 0.8

temps t=0.10067

0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps t=0.40268

0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps t=1.2517

0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps t=0.20134

-

0.2 0.4 0.6

temps t=0.50336

0.2 0.4 0.6

temps t=1.5

0.2 0.4 0.6

FIGURE 4.13 — Solutions calculées a différents moments par le schéma pour 1’'équation
de continuité sous contrainte de congestion avec comme parametres (4.21).

4.3.3 Mouvement de foule

Nous reprenons ici le modele de mouvement de foule introduit page 9. Soit p la

densité de population et U une vitesse désirée par la foule dépendant uniquement des
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4.3. Equation flot-gradients avec contrainte de congestion

coordonnées spatiales, le modele de mouvement de foule peut étre décrit comme suit :

{ Op + V.(pu) =0, (4.22)

u = [PCK(U),

avec O = {v € L?, [v.Vqg < 0,VYqg € H',q > 0, ¢(1 — p) = 0}. Une reformulation
possible de ce modele est donnée grace aux flot-gradients (3.16) en utilisant la fonction-

nelle :
V(p) = I(p) + [ D@)p(a)da

ou D est la distance géodésique d'un point a la sortie du domaine. Le schéma JKO
discrétisé en espace pour ce modele est alors le méme que l'algorithme JKO 3 avec
g; = D(z;). La fonctionnelle D peut étre calculée a I'aide de I'algorithme de Fast Mar-
ching (voir [43, 64]).

La figure 4.14 représente la fonction distance D. Les figures 4.15 représentent le dé-
placement de la foule au cours du temps dans le cas ou il y a qu'une porte située sur le
bord gauche de la salle contenant quelques obstacles. Les mouvements sont tres simi-

laires & ceux obtenu dans[51].
Le second cas (figure 4.17) représente un batiment contenant 12 salles avec deux sorties

situées sur les cotés gauche et droite. La fonction distance a la porte est donnée par la
figure 4.16.
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fonction distance

11.2

0.8

0.6

0.4

0.2

FIGURE 4.14 — Fonction distance a la porte dans le premier cas.

tl

FIGURE 4.15 — Le mouvement de la foule au cours du temps.
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TROISIEME PARTIE

Programmation et tests numériques
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CHAPITRE 5

Programmation

Ce chapitre est consacré aux algorithmes utilisés pour effectuer des tests numériques
sur les équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion en dimension 2
d’espace :

Op~+ V- (pu) =0,

O(pu) +V - (pu@u) + Vr =0,
p <1,

(1—p)m =0,

T >0,

(5.1)

qu = PCK(p) (u*)
avec

CK(,O):{UELQ, /v-VqSO, Vge H', ¢>0, Q(l—P):O}-

On rappelle que le schéma discuté dans le chapitre 2 et adopté pour les calculs est le

suivant :

Schéma. Soit (p™,u") donné, le schéma calcule (p" ™', u™*1) de la fagon suwivante :

~n+1
1%

- " = Pag, (u"),

ﬁn-l-l —_ ([d+ ben)# pn’
P =P ("),

CId— (5" ot

)

un—i—l

T
avec

c—1

M = {v € L2, (RY), (v(z) — v(y),z —y) > e =y pr@p" —ae}, (5.2)

T

et ¢ €]0,1[ un paramétre. On note que K est l’ensemble des mesures de probabilité de

RY qui admet une densité inférieure ou égale d 1,
s"t = Id + Tu"

et "1 est le transport optimal entre p"tt et prtl.

145



Partie 111, Chapitre 5 — Programmation

Une premiere section servira a décrire la discrétisation spatiale utilisée. Les
sections suivantes décriront la mise en ceuvre pratique de chaque étape du schéma a
I’aide du logiciel matlab. Méme si, ici, les algorithmes sont expliqués en dimension 2,

ils sont facilement transposables en dimension 1.

Sommaire
5.1 Dicrétisation spatiale utilisée . ... ... .......... 146
5.2 Projection des vitesses sur My, . . ... ... 0L 147
5.3 Etape de transport de la densité .. ... ... ....... 148
5.4 Projectiondeladensitésur K. ... ... .......... 149
5.5 Construction de la nouvelle vitesse . . . . . ... ... ... 151

5.1 Dicrétisation spatiale utilisée

Dans cette section, on détaille les notations utilisées pour la discrétisation spatiale

de notre schéma. Nous utilisons comme domaine X = [0, L]? avec L > 1. Nous posons

la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille h x h avec Mh = L et x; le centre
de la cellule C;. On note P"* I’espace des mesures absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue de densité constante sur chaque C; de X"*. Dans ce chapitre, il
sera intéressant d’identifier les éléments de P** & un vecteur de RM*. Si pE PP il peut
s’identifier a :

p = (pi)z'el

avec p; = 2 (hcg) > () représentant la valeur de la densité dans la cellule i et T = [0, M —1]?

I’ensemble des indices définissant les cellules de P"”. De méme, on note R"” les fonctions
de X dans R constantes sur chaque cellule C; de X " et on identifie fe R & (fi)ier
ou f; = h™? [, f(x)dx. Enfin, on notera i = (iy,i,) et j = (jz, j,) les éléments de I.

. o 1ses , 2
Par la suite, nous supposerons avoir déja calculés p" = (p)e; € PP et u" =

((u™);, (u™):)ier € R? xR représentant respectivement la densité et le vecteur vitesse

@ y
Iinstant n7. Nous allons expliquer comment calculer numériquement p"+' = (pf1),c; €

P et umt = ((untl);, (uit);)ier € RY x R" représentant respectivement la densité

et le vecteur vitesse a l'instant (n + 1)7.
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5.2 Projection des vitesses sur M,

Cette section est dédiée a la méthode de discrétisation spatiale pour la premiere
étape du schéma :

" = Py, (u")
avec

c—1 n n
[z —y[* p" @ p" —pp.}.

M = {v e LR, (v(w) —v(y),z —y) = —

Une discrétisation naturelle de cette espace serait de considérer les éléments v € R x

R tels que :

c—1
T

\V/Z,] € I(pn), <'Ui — Uj,l‘i — ZL‘j) Z < ) |l‘l — ZL‘j 2 (53)

avec I(p") ={i € I|p} > 0}. Soit la fonction

c—1 9
F}?:zu%(ui—vj,xi—xj)—< - )\xi—xﬂ,
on définit alors la vitesse 4" comme le projeté de u™ sur 'espace défini en (5.3) :

4" = argmin {Hv —u"|| 2 }
c pn

vEMpn

avec M7, = {v € R x R" |Vi,j € I(p"), Fi(v) > 0}. Cette étape revient donc a mi-

M?(M?-1)

nimiser une fonctionnelle quadratique de 2 x M? variables avec contraintes

linéaires si toutes les cellules sont a densité non nulle.

On peut remarquer que le nombre de contraintes est tres important, cependant, il

est possible d’en supprimer la plupart selon la valeur de Crp, = %, en effet :
)] 27 [|a"|
i — ;| — lw =

Ainsi, on obtient : Cpy < (1_6)%_”” = F5(a") > 0. Par exemple, si on pose ¢ < 1/2

et que Cpr, <1 la contrainte peut ne pas étre respectée si ||z; — ;|| < 4h.

En pratique, nous utilisons la fonction quadprog de matlab pour résoudre ce probleme

de minimisation. Dans nos tests, nous adaptons 7 pour que % < 1, dans la minimi-

sation, nous n’incluons que les contraintes FY; telles que ||z; — 2| < 2v/2h (les voisins

et les voisins des voisins de chaque cellule) et on adapte ¢ pour que cela soit suffisant
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Les figures 5.1 représentent la vitesse avant et apres projection sur 'ensemble MY avec

pour parametres :

[—40, 40]?,

1.63,

X

Q

dx

(5.4)

dt = dx,

c=10.9,

p = 1[-30, 30]%,

(L [=30,0x[=30,30] — L[0,30)x[=30,30], —L[0,30]x [~30,30] -)
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FIGURE 5.1 — A gauche, la vitesse avant projection sur IM¢, a droite la vitesse apres

(5.4).

es en

7

projection. Les parametres sont donn:

5.3 Etape de transport de la densité

La seconde étape de ’algorithme est I’étape de transport lagrangien de la densité p™ :

ﬁnJrl — (Id + ben)# pn

Nous allons utiliser la méthode du lagrangien projeté. Elle consiste a translater la masse

étalée de maniere uniforme dans la cellule C; de 70} et de la distribuer dans chaque

cellule d’
alors :

La masse provenant de la cellule C; et arrivant dans la cellule C} est

7

arrivée.

]].([d+7—ﬁn)(ci)(x) dzx.

n
Pi
J

J;

En pratique, ce schéma a plusieurs avantages. Tout d’abord, il est conservatif tant

que (Id + 7

tilisant la méthode

émas u

)(C;) € X. Ensuite, contrairement aux sch

SN
Uy
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5.4. Projection de la densité sur K

du splitting dimensionnel il prend en compte les cellules situées dans les directions

obliques. Enfin, il n’a pas de condition CFL ce qui permet de limiter la diffusion.

L’algorithme utilisé est le suivant : pour chaque cellule C; avec i € I(p™) nous cherchons

'élément & € h(Z + 1/2)* tel que
F— (zi+1ul) =1:=(l,,1,) €[0,h[*

on pose alors (ji, ja,J3,74) les indices des cellules (si elles existent) dont les centres

respectifs sont les suivants :

Ty =1,

zj, =+ (h,0),
zj, =T+ (0,h),
zj, =2+ (h, h).

On met & jour la densité p"! de la maniére suivante :

(h - lm)<h — ly)
h? ’
l,(h—1,)
h? ’
~n ~n n h — lﬂ“ l
p]3+1_p]3+1+pi( h )ya

~n ~n ll
p]4+1_pj4+1+pl h2'

~n+1 __ ~n+1 n
'031 p]l + pz

~n+1 __ ~n+1 n
p]g - p]g + pz

Remarque 5.1. Si pour touti € 1(p"), (Id+7a})(C;) C X alors cet algorithme revient

a dire que :
F = Py (Id+ 70") ")

ot Pp2 est le projeté L* sur Ph défini a la page 104.

5.4 Projection de la densité sur K

L’étape de projection de la densité

nt+l _ [ng ( ~n+1)

p p

peut s’interpréter comme une étape du schéma JKO utilisé dans le cas ou il y a une
contrainte de congestion dont I'analyse numérique a été faite dans la section 4.3. On

I'utilise avec comme densité initiale p"*! et comme fonctionnelle ¢ = 0 :
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=
)

FIGURE 5.2 — Schéma de la méthode du transport lagrangien de la densité.

Algorithme JKO 4. (Projection sur K)

n+1

A partir de p"tt e fth, l’algorithme calcule de la maniére suivante :
p P g P

lére étape :

€ argmin { > ~n+1( Y. > (Gw) )“Z Z“w}

pel (7t K) Lier(prtty Pi - \aefey) peve(s) i€l jev (i)

2eme étape :

M"HE argmin { Z ~n+1( Z Z Uw)

ver (LK) | ser(pntr) Pi ae{z,y} peve(i)

+ed > < i > +’ywln(,um+e))}

i€l jeV (i) Hij +

n+1

n+l . __ Fij
pj = Z h2
i€V()
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5.5. Construction de la nouvelle vitesse

avec

o I(ptY ={iel, g > 0};

o V(i) = {iastas1};
V(i) = {(iy + 04,1y + 0y), 0z, 0, € {—1,0,1}} 'ensemble des voisins de i;

(51, K) = {wij)

JjeV(i)

Vi, j €1, Yjevi tij = h2 et Diev() Hij < h2} ;

e ¢ > 0, un petit parametre;

F(p) = 0 et F(y) = o avec la fonction F donnée dans (5.5).

On rappelle que la fonction F est définie comme suit :

1
Oiip, — i (i — 1,3y +7) >

j=—1

1
T —
Ofipt1 — Z Hi (ip+1,iy+35)
i=—1

Fp)=ceViel (5.5)

1
O’y P . . . .
Piy E Mz(zw—l—],zy—l)a
j=—1

1
Yy —
Oiiy+1 = Z Fi (ig+jiy+1) 5
j=-1

Ces minimisations sont quadratiques avec des contraintes linéaires et peuvent étre ré-

solues en utilisant la fonction quadprog de matlab.

5.5 Construction de la nouvelle vitesse

La construction de la nouvelle vitesse :

Id — (s"t1)~Lopntt

T

unJrl —

repose sur le lemme 2.7 de décomposition des vitesses page 60. La nouvelle vitesse u™**

peut se décomposer de la maniere suivante :

un—i—l — "o tn-l—l _ V7Tn+1

avec "1 = (s"T1)~! o r™*1 Nous allons construire la nouvelle vitesse en calculant

chacun des termes précédents.
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0 14 16
19 7 7
13 i5 18

FIGURE 5.3 — indices pour la section 5.5.

Calcul de @" o t"t!

Ce terme représente 'inertie des particules : si une particule n’est pas perturbée par
la congestion, elle conserve sa vitesse au pas de temps n7 + 7. Pour commencer, nous
calculons une approximation de la vitesse "™ = @" o (s"™!)~!. Pour rester cohérent
avec I'étape de transport de la densité (section 5.3) nous calculons le vecteur ¢**! en
transportant ¢" = u"p" par le transport Id + 7u™ en utilisant la méme méthode que
pour p". Enfin, la nouvelle quantité de mouvement ¢"*t! = p"*1 4" o ™! est calculée
en utilisant le plan de transport g™ obtenu lors de I’étape de projection (définie dans

'algorithme 4 page 150) :

n+1 ~n+1
1 Hij 4
% = Z ( h2 ) ~n+1°

i€V (5)

Calcul de —V#"t!

Cette vitesse correspond a la correction a effectuer a la vitesse pour prendre en compte
la projection sur K. Pour cela, nous allons calculer la contribution apportée part chaque
cellule C; a cette correction. Comme la projection s’effectue uniquement sur les voisins

de i, posons (i, ...is) le noms des 8 cellules voisines de C; comme illustré dans la
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5.5. Construction de la nouvelle vitesse

figure 5.3. On remarque que :

Ofip1 = Miig + Hiiz T Mg
O = Miiy + Hiiy + Mg
OFip1 = Wiy + Hiis + i
0s = iy + fhiis + Miis

et la contribution de la cellule C; au colit Wasserstein quadratique discrétisé par la

méthode du balayage transverse (voir chapitre 4) est :

za—l—l )2

> 5! AT

ac{z,y} p=ia i

Ce terme représente aussi 1’énergie cinétique du terme de correction de la densité,
empiriquement le produit oof;,; ~ 0 pour o € {x,y} d’ou pourquoi nous décidons

que la correction de la vitesse avant projection est :

1
T T
7 \Oia1 — O
Thp?Jrl( 11+ u)

1
n+1( zyz+1 )

Vit =
Thp;

Pour avoir la correction de la vitesse au temps (n + 1)7, il suffit de la transporter avec
le plan p"*!

p]Jrlvﬂ_nJrl Z 'uz +1v7rn+1
i€V (j)
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CHAPITRE 6

Tests numériques

Ce chapitre servira a la représentation des différents tests numériques effectués sur les

équations des gaz sans pression sous contrainte de congestion :

Op+ V- (pu) =0,

O(pu) + V- (pu®@u)+Vr =0,
p<1

(1—p)m =0,

>0,

(6.1)

u+ = PCK(P)(U_)v

avec

CK(p):{U€L27 /quSO, Yge H', ¢>0, Q(l—/?):o}-

Le schéma utilisé est le schéma discuté dans le chapitre 2 dont ’algorithme discrétisé

en temps et espace a été discuté dans le chapitre précédent.

Sommaire
6.1 Sticky blocks . . . . . . . i e e e e e e 155
6.2 Testsd’unchoc................000c...... 158
6.3 Testdubarrage ... ......... ... 166
6.4 Test dusablier . ... ... ... ... ... ..., 170

6.1 Sticky blocks

Le premier test que nous effectuons est en dimension 1. Nous allons comparer la solution
donnée par notre algorithme avec la solution donnée par les sticky blocks. Trois blocs

congestionnés se déplace avec une vitesse constante par bloc. Ils vont entrer en collision

155



Partie 111, Chapitre 6 — Tests numériques

tous les trois a t = 0.1. Voici les parametres utilisés pour ce test :

dx = 0.0013;
dt = 0.25 x dx;
Teng = 0.2

p = 15015 + Lj0.250.35 + L[0.55,0.65;

pu = 2195015 + Lj0.25,0.35) — Lj0.55,0.65);

(6.2)

En dimension 1, on peut prendre ¢ assez grand car la contrainte peut s’écrire en seule-
ment M — 1 inégalités ou M représente le nombre de cellules. En fait, elle permet de

garder stable la vitesse lors de la collision (si ¢ est trop petit, des oscillations appa-

raissent et ne se résorbent pas).

Les figures 6.1 représentent la densité (en haut) et la quantité de mouvement (en bas).
On compare les valeurs calculées par 'algorithme (en bleu) a la solution sticky blocks
(en rouge). On remarque qu’a part pour quelques pas de temps au moment du choc,

I’algorithme reconstitue correctement la densité et la quantité de mouvement de la

solution.

Les figures 6.2 représentent l’erreur entre la solution calculée et la solution sticky blocks.
A gauche, on représente erreur L? (voir (4.2.2) page 127) au cours du temps, & droite,
le max de cette erreur selon h a condition CFL fixée (dt = 0.25 x h). On remarque que
I'algorithme accentue son erreur (I'erreur L?) avant le choc puis elle rechute. La figure

de droite semble indiquer que l'algorithme converge vers la solution sticky blocks.

norme L} au cours du temps
. .

0 0.05 0.1 0.15 0.2

0.25

ordre de convergence= 0.1756x

0.24 +

0.22

erreur LX L}
o
= <
oo (v}

=
=
=

0.14

1074

1073 1072
h

FIGURE 6.2 — Erreur au cours du temps et erreur selon f a condition C'F'L fixée pour

I’exemple sticky blocks.
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6.1.

Sticky blocks

temps 0.00062657
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FIGURE 6.1 — La densité et la quantité de mouvement au cours du temps dans ’exemple
sticky blocks.
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6.2 Tests d’un choc

Cette section présentera deux tests réalisés dans [48] et effectués avec la nouvelle mé-
thode de projection. Nous allons illustrer nos commentaires en comparant les solutions
numériques avec ceux calculées par le logiciel SCoPI qui permet d’obtenir les solutions
du modele granulaire microscopique (voir [32, 44, 47] pour les détails de 1'algorithme).
Cette comparaison ne permet pas de valider rigoureusement notre approche, mais les
solutions du systeme macroscopique ont certaines similarités avec celles du systeme
granulaire microscopique. Dans le modele microscopique, nous prenons le nombre de
particules (avec le rayon r donné en dessous) qui correspond a la densité initiale du

modele macroscopique.

Premier exemple :
Dans cette exemple, un nuage de particules (sur la gauche) avance a vitesse constante
et va percuter le nuage inerte de droite.

Modele macroscopique :
o O =1[-40,40]?, h=0.3, 7 = 0.0150;
o 0° =021 2005 +0.21 5121205 ;
o [ = 2T (o1 31)2 4y2<52-
Modele microscopique :
o O =1[-40,40]?, 7=10.03, r = 0.1;

e 500 particules situées dans {(z + 31)* + y*> < 5%} a la vitesse (10,0) et 12500
particules situées dans {x? + y? < 252} a la vitesse (0,0).

Second exemple :
Pour cette seconde situation, deux nuages de particules de forme carré se percutent.

Modele macroscopique :
e O =[-40,40]?, h=0.3, 7 = 0.0075;
o P’ = 0.5110.5,20.5)x[~10,10] + 0-51[-20.5 —0.5]x[~10,10] ;
o E° = —51j9520.5x[-10,10] + 5L[20.5—0.5)x[10,10]-
Modeéle microscopique :
o ) =[—40,40]?, 7 = 0.003, r = 0.1;

e 5220 particules situées en [0.5,20.5] x [—10,10] a la vitesse (-10,0) et 5220 par-
ticules situées en [—20.5, —0.5] x [—10,10] a la vitesse (10,0).

Les figures 6.3 et 6.4 présentent 1’évolution de la densité macroscopique (gauche), et

I’évolution des particules rigides (droite), pour le premier cas. Les figures 6.7 présentent

158



0.2. Tests d’un choc

quant a elle I’évolution des composantes de la vitesse. Les figures 6.5, 6.6 et 6.8 cor-
respondent au second cas. Dans les deux cas, les formes des zones saturées induites
par la collision des nuages présentent des similarités. Il est important de constater que
I’absence de symétries apparaissant dans le cas microscopique est due au choix aléatoire
des positions des particules dans le support de chacun des nuages. En particulier, la

donnée initiale n’est elle-méme pas symétrique.
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FIGURE 6.3 — Le premier exemple au temps 0, 1 et 2.

160



0.2. Tests d’un choc

FIGURE 6.4 — Le premier exemple au temps 5, 10 et 12.
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£

: o
e
it e e

FIGURE 6.5 — Le second exemple aux temps 0 and 1 et 1.5.
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FIGURE 6.6 — Le second exemple aux temps 2 et 3.
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FIGURE 6.7 — Evolution de la vitesse horizontale (& gauche) et verticale (a droite) dans
I’exemple 1.
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FIGURE 6.8 — Evolution de la vitesse horizontale (a gauche) et verticale (& droite) dans
I’exemple 2.
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6.3 Test du barrage

Cette section servira a illustrer un test appelé test du barrage. Un nuage de particules
de forme rectangulaire est positionné a gauche d’une cuve (une zone en forme de "U"
ou la densité est contrainte : p < 0) sans vitesse initiale. On place au milieu de la cuve
un obstacle carré (zone ot p < 0). A Dinstant initial, on soumet les particules & une
force de pesanteur. Les particules chutent dans la cuve et forme une “cascade” qui est
bloquée par I'obstacle au centre de la cuve. Les particules remontent grace a la pression
qu’elles exercent entre elles via la contrainte de congestion avant de retomber de ’autre
coté de 'obstacle.

Voici quelques données liées a cet exemple :

X = [—40,40]%

P = 1|_40,—15]x [~10.40];

obstacle := [5,10] x [—40, —25];
dx = 0.2; '
cfl =~ 0.9;

¢ =2/10.

(6.3)

Les figures 6.9 et 6.10 représentent la densité de particules au cours du temps. Les
figures 6.11 représentent les composantes de la vitesse a certains instants de ’algorithme.
On remarque que les composantes de la vitesse varient fortement jusqu’au moment ou
la densité se stabilise (vers environ ¢ = 30). Elles sont créées par les contraintes (la
cuve et l'obstacle) et la force de pesanteur. La densité crée un “tourbillon” a 'aide de

I'obstacle se situant au centre de la cuve.
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FI1GURE 6.9 — Evolution de la densité pour le test du barrage.
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F1GURE 6.10 — Evolution de la densité pour le test du barrage.
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FIGURE 6.11 — Evolution de la vitesse horizontale (a gauche) et verticale (a droite) pour

le test du barrage.
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6.4 Test du sablier

Cette section servira a illustrer un test appelé test du sablier. Un nuage de particules de
forme sphérique est positionné en hauteur dans un récipient avec des parois mobiles. A
I'instant initial, on soumet cette sphere a la force de pesanteur. Les particules chutent
dans le récipient en forme de sablier. Comme les parois du sablier sont mobiles, elles
soumettent une pression aux particules qui sont éjectées en hauteur. Voici quelques

données liées a ce test :

X = [—40,40]%

" = L yere |a2+(y-102<(18)2)
Paroigauene = {(z,y) € R* |z > tan(6,(¢))y — 20};
Paroigrene = {(x,y) € R* |z < 20 — tan(fa(t))y};
27rt

61(t) = —0.3118 — 0.1518 cos(=-1); _ (6.4)

4
0,(t) = —0.3118 — 0.1518 cos(%t);

paroips = {(z,y) € R* |y > —40};
dx = 0.2;
¢ = 2/10.

Les figures 6.12 et 6.13 représentent la densité des particules au cours du temps, les
parois sont indiquées en rouge (avec la valeur —1). Les figures 6.14 représentent les
composantes de la vitesse a certains instants. On peut remarquer I’apparition de zones
grises (a faible densité) lorsque les particules sont projetées par une des parois du sablier.
Ces zones ne sont pas dues a la diffusion que créée notre algorithme mais bien aux
équations des gaz sans pression et au forcage imposé par la paroi. Le fonctionnement de
la contrainte imposée par la paroi mobile peut se simplifier comme suit : un premier pas
de temps permet d’annuler la vitesse qu’avaient les particules avant d’entrer en collision
avec la paroi. Le second pas de temps permet de donner une nouvelle impulsion aux
particules qui repartent avec une vitesse en norme proche de la norme de la vitesse de la
paroi. Cette vitesse est alors donnée par le terme de pression du second pas temps qui,
asymptotiquement, doit avoir une divergence nulle. Cependant, si la divergence de la
vitesse est nulle au départ, elle ne le reste pas au cours du temps. Pour s’en convaincre,
on peut revenir a ’exemple 1.15 page 42 ou la vitesse initiale est a divergence nulle

mais ne le reste pas au cours du temps : la sphere va s’étendre et la densité diminuer.
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FI1GURE 6.12 — Evolution de la densité pour le test du sablier.
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FI1GURE 6.13 — Evolution de la densité pour le test du sablier.
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6.4. Test du sablier
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FIGURE 6.14 — Evolution de la vitesse horizontale (a gauche) et verticale (a droite) pour
le test du sablier.
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ANNEXE A

Boite a outils sur le transport

Optimal

Nous proposons ici les principaux outils du transport optimal que nous utilisons dans
cette these. Pour une théorie beaucoup plus compleéte et les preuves de ce que nous

affirmons, nous invitons le lecteur a lire [3, 63, 66, 67].

Présentation

Le transport optimal est un probléeme proposé par Gaspard Monge (voir [52]) il y
a plus de deux siecles. Il s’est intéressé au probleme suivant : trouver le moyen de
déplacer du sable dans des trous a combler en fournissant le moins d’efforts possibles.
Mathématiquement, soient X et Y deux espaces métriques, on considere p et v deux
mesures de probabilité sur X et Y respectivement. On cherche la maniere d’envoyer la
mesure p sur la mesure v en fournissant le "moins d’efforts possibles'. Pour cela, nous

allons commencer par définir ce qu’est une application de transport de p a v :

Définition A.1. Soitt: X — Y une fonction mesurable, on dit que t transporte p sur

v si pour tout ensemble mesurable B de 'Y on a :

et on note typ = v.

La définition précédente revient a imposer que :

[ @) dpta) = [ f@) ditap@) = [ f@) dvlw)

pour toute fonction f mesurable sur'Y et bornée.

Proposition A.2. $i X =Y = R?, p une mesure absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesque et sous certaines hypothéses de régularité sur t (voir [63]) on a

alors la formule de changement de variables :
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Maintenant que nous disposons d’une application qui définie le transport d’une densité
sur une autre, il faut définir le cotit associé a cette application. C’est-a-dire combien
on dépense si on utilise cette application pour transporter p sur v. Pour cela on définit
une application de cofit ¢ : X x Y — R* ou ¢(z,y) définit la valeur a dépenser pour
déplacer une particule de x a y. Le probleme de transport optimal de Monge consiste a

trouver l'application t qui transporte p sur v et qui minimise le cofit du déplacement :

Définition A.3 (Probleme de Monge). Soient p et v deux mesures de probabilité dans

les espaces X et'Y respectivement. On cherche le transport t qui vérifie :

t € argmin {/X /Y c(z, t(x))dp(:c)} : (A1)

tltyp=v

Ce probleme n’est pas bien défini, par exemple si X =Y = R, p = 0,—g et v =
%(59[::—1 + 6,—1) alors aucune application transporte p sur v, en effet, si p est une masse
de Dirac alors t4p est lui aussi une masse de Dirac. Les applications transportent toute
la masse située en un point vers un unique autre point. Pour éviter ce probleme, il
va falloir utiliser un autre outil mathématique qui permet de décrire la répartition de
la masse se trouvant en x € spt(p) sur Y. Pour cela on définit les plans de transport
pwe PX xY). Pour AC X et B CY deux ensembles mesurables, (A x B) donne
la quantité de masse allant de I’ensemble A a I’ensemble B. Pour que ce plan soit

admissible il doit vérifier certaines contraintes :

Définition A.4. Soit u une mesure de probabilité sur l'espace X XY . On dit que p est

plan de transport de p a v si et seulement si :

{mx x B) = v(B), "

HA X Y) = plA),
pour tout A C X et B CY mesurables.

On peut voir cette définition de la maniére suivante :

e toute la masse provenant de X et arrivant en B doit étre égale a la masse de v
dans B, c’est-a-dire v(B);

e toute la masse provenant de Y et arrivant en A doit étre égale a la masse de p
dans A c’est-a-dire p(A).

Contrairement aux applications de transport, les plans de transport ne donnent pas de
sens au déplacement de la masse. La mesure p peut se voir comme celle de départ ou celle
d’arrivée. On dit que p et v sont les marginales de p. De plus, si on note X! : (z,y) — x

et X2 : (x,y) — y les applications qui projette un élément (z,y) € X x Y dans X et YV

178



respectivement, on obtient :

Xllu/:p

# )

{xm—y (A.3)
# -_— .

On remarque que les plans de transport généralisent les applications de transport pré-
cédemment définies, en effet, si ¢ transporte p sur v, alors le plan p = (Id X ¢)4p est
un plan de transport entre p et v. Le probleme de Monge-Kantorovich généralisant le

probléeme de Monge est alors le suivant :

Définition A.5 (Monge-Kantorovich). Soient p et v deux mesures de probabilité sur

X etY respectivement. On cherche le plan de transport p solution du probléme :

peagmin{ [ [ (o, y)dute,y)},
well(p,v) rzeX Jyey

M(p,v) = {n € PX xY) | Ryn=p, XKyp=v}.

(A.4)

On remarque qu’on a remplacé un probleme de minimisation non linéaire par un autre
linéaire et, de plus, bien posé car il existe toujours au moins un plan de transport

transportant p sur v, par exemple p ® v.

Espace de Wasserstein quadratique

Par la suite, nous nous placons dans le cas ot X =Y = R? Le cofit de transport est

donné par le carré de la norme euclidienne :

2
c(z,y) = v =yl

On se place dans Py(R?) I'espace des mesures de probabilité ayant un moment d’ordre
2 fini, c’est-a-dire :

vpe PaRY), [ fall* do(w) < +oo.

On a alors :

Théoréme A.6 (Brenier). Le probléme de Monge-Kantorovich admet un unique mini-
miseur i1 de plus, st p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque, il

existe une fonction ¢ convexe telle que :

p=Idx Vo)yup
c’est-a-dire que le plan de transport peut se réduire a une application de transport V¢
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transportant p sur v et minimisant le probléme de Monge-Kantorovich.

On définit alors la fonction Wy comme étant la fonction qui, a deux mesures de pro-
babilité sur R? p et v donne la valeur du cofit minimal lié au probléeme de Monge-

Kantorovich :

i g {8 )
2pyv) = wmin g ) Il ditey)

On peut montrer (voir [67]) que Po(R?) munie de 'application Wy est un espace métrique
complet. Le point de la démonstration sur lequel on va s’attarder est la démonstration
de I'inégalité triangulaire pour la distance W,. Cette propriété nécessite un lemme connu

sous le nom de Gluing lemma :

Lemme A.7 (Gluing lemma). Soit p1, p2, p3 € Pa(RY) et pya, poz € P(R? x RY) deux

plans de transport transportant py sur py et py sur ps respectivement. On peut construire
p123 € P(R? x RY x RY) tel que :

o (XM?) yp193 = pa2;

o (R*7)ypinoz = fro;
ot X9 ¢ (1, 22, x3) — (24, x;) pouri,j € {1,2,3}.
Remarque A.8. Dans cette thése, les variables utilisées pour les plans de P(R3?) sont
z (1¥7¢ wariable), y (2¢) et x (3°).

La preuve de ce théoréeme (voir [67]) nécessite d'introduire la notion de désintégration
de mesures. La désintégration de mesure nous permet d’écrire une mesure de probabilité
sur R x R? (1 € P(R? x R?)) comme une certaine moyenne de mesures de probabilité

sur {z} x R? pour z € R%.

Proposition A.9 (désintégration de mesures). Si u est une mesure de probabilité sur
R x R avec comme premiére marginale p, alors il existe une application x — i, de

R? — P(R?) définie de maniére unique p-presque partout telle que :

p= [ (6. ) dp(a)

ce qui veut dire que pour toute fonction f mesurable et bornée sur R? x R?
Wy = [ | )dpely)] dp(a).
Lo Femant )= [ [ i i) dote)

En utilisant cette proposition, on définit 19,5 et j193.0 les deux applications de R? dans
P(RY) telles que :
12 = /[Rd (t2:2 ® 05) dpa(z),

(A.5)
Haz = /[Rd<5:v ® fl23;2) dpa().
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On définit alors la mesure 1123 € P(R? x R x RY) de la maniére suivante :

H123 = /[Rd (M12;2 ® 0, ® ,u23;2) dps(x)

et il possede bien les deux propriétés du lemme A.7. On remarque que cette mesure
existe toujours, cependant elle est unique si pour I'une des deux applications i12.0 ou

Ma3:2, il existe t tel que I'application peut s’écrire & — dy(,), cela revient a dire que :

paz = (t X Id)yp2
ou (A.6)

praz = (Id X )4 p2.
Une derniere propriété utile dans cette these est la suivante :

Proposition A.10. Si il existe deuzx applications tay et tso telles que :

{,uu = (t12 X Id) gpa, (A7)

poz = (23 X Id)4ps,

alors il existe une unique mesure f123 ayant les propriétés du gluing lemma et on a :

(X?) 4 (p123) = (B12 0 g X Id)4ps.

En d’autres termes, si on utilise le plan de transport pour déplacer les particules de
p1 & ps. On peut affirmer que les particules se trouvant en = € spt(ps) a larrivée se
trouvaient au départ en ty30t93(z) € spt (p1). En effet, la particule suit le déplacement
dicté par le plan po3 entre ps et ps, si elle est en x a 'arrivée, elle est alors partie de
to3(x). De méme, une particule arrivée en to3(z) est partie de t15 o ta3(x) € spt (p1)
d’ou la proposition précédente. On peut alors définir une trajectoire des particules de

ps a pp et ainsi définir une certaine vitesse u aux particules sur le support de ps :

. Id - t12 Ot23
N T

u

ou 7 représente le temps mis part les particules pour se déplacer de p; a ps.

Formulation Benamou-Brenier

Le probléeme de Monge-Kantorovich peut se reformuler en une version mécanique des
fluides : on suppose que p et v représente la densité d'un ensemble de particules a des
instants ¢ = 0 et ¢ = 7. De plus, supposons qu’a chaque instant ¢ € [0, 7], il existe un

champ des vitesses u; qui déplace les particules : si X (¢) représente la position d’une
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particule a un instant donné, I’équation différentielle que vérifie X est alors :

0

57 (K1) = u(X(1)).

Sous quelques hypotheses de régularité (voir [67] page 238) la densité des particules au

cours du temps est solution de ’équation de continuité :
atpt + V(ptut) =0

ou p; représente la densité des particules a I'instant t. La formulation Bénamou-Brenier

du probleme de transport optimal entre deux mesures est alors :

Théoréme A.11 (Formulation Bénamou-Brenier). Soit 2 un ensemble compact et

conveze, sotent p et v deur mesures de probabilité dans cet ensemble alors :

(L
Wg(p, I/)2 = min {;/0 /Q ”U”det<.r), @pt -+ V(/)tut) = 0’ Po=p et Pr = I/}

ot py et Ey = pyuy sont des mesures sur Q x [0, 7].

Le transport optimal entre deux mesures est alors la maniere la moins cofiteuse en
énergie cinétique pour emmener p sur v. De plus, si le transport optimal est représenté
par une application de transport ¢ telle que t4p = v alors les particules se déplacent de
p a v via un mouvement rectiligne uniforme et la vitesse est alors :

t—1Id

U = ————.

T
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ANNEXE B

Une autre méthode de discrétisation

du coilit Wasserstein quadratique

Dans cette section nous allons présenter une autre méthode pour discrétiser le cofit
Wasserstein quadratique. Cette méthode utilise la discrétisation naturelle du cotit décrit
dans la partie 2 a partir de la page 76 a laquelle on rajoute un terme de pénalisation

quadratique.

Description

On note X = [0, L] le domaine utilisé avec L > 1. Notons [ = [0, M —1] et X" = {C; =
[ih, (1 + 1)h], i € I}, la discrétisation cartésienne de X en cellule de taille Mh = L. On
note P I'espace des mesures de densité constante sur chaque cellule C; de X" et Ph>h

les plans de transport de X”. Un élément de P est identifié & un élément de RM :

p= (/)07 ---;prl)

avec p; = £ (gi) > 0 représentant la densité moyenne de la cellule C;. On peut définir de

la méme maniere P"*" les plans de transport de X", ils sont identifiés & des éléments
de RM* .
= (Mz‘j)i,je[[o,M_uP

avec u;; = p(C;, C;) > 0. On note R" I'ensemble des fonctions de [0, 1] dans R constante
sur chaque cellule de X". La fonction cofit qui approche le cofit Wasserstein quadratique

est définie comme suit.

Définition B.1 (Coiit Wasserstein quadratique discrétisé). Soit p et v deux mesures

de probabilité de P, on définit alors la fonction Ws de la maniére suivante :

X 2 . & 2 b
Wil = i 3 X (gl -l 7

avec (p, v) = { iy > 0| MG iy = hpi . MG iy = hoy} et I(p) = {i € I | p; > 0},
Nous allons voir que cette fonction cofit résorbe le probleme de locking expliqué a partir
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de la page 76.
Une version discrétisée en espace du schéma 2.25 page 75 est le probleme de minimisa-

tion suivant :

1 ' M-1 M-1 h2 p2
p"tt € argmin Z Z gjlhij + Z Z pij ||lws — x]” + 9 h]
(B.1)

pelh(pm ) ier(pn) j=0 i€I(pn)
1 M—-1
n+l . n+1
P = h Z Hij
i=0
avec
® g; =g(z;);

o T (p", ) = { € P | SHG iy = hplt}
o I(p")={iel|p}>0}.

Remarque B.2. Dans le schéma (B.1), la minimisation des termes (fii;);jcpo,m—1] €st
indépendante de la minimisation des termes (i ;)jcpo,m-1], 0n peut donc résoudre cha-

cun des probléemes suivant séparément :

VieI(p")
(kij)jerm—11 € argiii { Z gjkij + (:LLZJ |z — x]”2 + Eh_] (B.2)
#ij=0] Z] 0 Mw*hP Pi

c’est-a-dire qu’on peut calculer la destination de la masse se trouvant initialement dans
la cellule C; indépendamment du reste. En d’autres termes, la destination des particules
se trouvant en C; ne dépend pas des particules se trouvant dans une autre cellule. Par
conséquent, l’étude du comportement du schéma peut se restreindre au cas ou une seule

cellule contient de la matiére.

Comportement du schéma dans un cas simple

Considérons le cas simple ou g : * — —z, ’équation flot-gradient associée correspond
alors a ’équation d’advection a vitesse constante 1. De plus, considérons que la densité

initiale soit supportée uniquement sur la premiere cellule Cj :
= (1/h,0,...,0),
le premier pas du schéma (B.1) méne au résultat suivant :

Proposition B.3. Soit jo = [} |, on suppose que le pas de temps T est tel que jo <

.....
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donnée ci-dessus dépend de T de la maniére suivante :

T

. 17/, 1/ .
o= (1= F) e+ 5 (70 1oy

Démonstration. En utilisant 1’égalité d’Euler-Lagrange on obtient que :

Tj ,
Hoj = Py (25 =57 =)
avec A € RT de sorte que Zj]\ial toj = 1 et cette condition est obtenue lorsque A =
> —Jo+ Jo — QT% On obtient alors le résultat escompté. O

Remarque B.4. On peut généraliser ce résultat pour obtenir le méme que la proposi-
tion (3.6) page 84.

Les figures B.1 représente la densité (en bleu) et la fonction —g (en rouge) dans le cas

ou les parametres sont les suivants :

p =021,

g=—(x—0.5)7 (B.3)
h = 1/200,

dt = 0.01.
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Annexe B — Une autre méthode de discrétisation du coit Wasserstein quadratique

temps t=0 temps t=0.1 temps t=0.2
1 1 1
08 08 08
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 - ]
0
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps t=0.3 temps t=0.4 temps t=0.5
1 1 1
08 08 08
0.6 0.6 0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps t=0.6

0.8

0 02 0.4 0.6 08 1 0 02 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
temps t=0.9 temps t=1 temps t=1.1
| | L .
0.6 ‘ ‘ 0.6 0.6 ‘ ‘
0.4 ‘ 0.4
0.21™ . 0.2 .
0 0
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE B.1 - Evolution de la densité (en bleu) au cours du temps, en rouge, la fonction
_g‘
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons aux équations des gaz sans pression avec contrainte
de congestion qui soulévent encore de nombreuses questions.

La stratégie que nous proposons repose sur des précédents travaux sur le mouvement de
foule dans le cadre de I'espace de Wasserstein, et sur un modéle granulaire avec des collisions
inélastiques. En dimension 1, les solutions calculées par le schéma coincident avec les solutions
connues pour ce systeme. En dimension 2, les solutions calculées respectent les propriétés
connues des solutions des équations de gaz sans pression avec contrainte de congestion. De plus,
on retrouve des similarités entres ces solutions et celles du modeéle granulaire microscopique
dans des cas ou elles sont comparables.

Par la suite, la discrétisation en espace pose des problémes et a nécessité 1’élaboration d’un
nouveau schéma de discrétisation du colit Wasserstein quadratique. Cette méthode que nous
avons baptisée méthode du balayage transverse consiste a calculer le colit en utilisant les flux de
masses provenant d’une certaine cellule et traversant les hyperplans définis par les interfaces
entre les cellules.

Mots clés : Gaz sans pression, contrainte de congestion, Transport optimal.

Abstract

In this thesis, we consider the pressureless Euler equations with a congestion constraint. This
system still raises many open questions and aside from its one-dimensional version, very little
is known.

The strategy that we propose relies on previous works of crowd motion models with congestion
in the framework of the Wasserstein space, and on a microscopic granular model with inelastic
collisions. It consists of the study of a time-splitting scheme. In the one-dimensional case, so-
lutions computed by the algorithm match with the ones that we know for these equations. In
the two-dimensional case, computed solutions respect some properties that can be expected
to be verified by the solutions to these equations. In addition, we notice some similarities
between solutions computed by the scheme and the ones of the granular model with inelastic
collisions.

Later, this scheme is discretized with respect to the space variable in the purpose of nume-
rical computations of solutions. The resulting algorithm uses a new method to discretize the
Wasserstein cost. This method, called Transverse Sweeping Method consists in expressing the
cost using the mass flow from any cell and crossing hyperplanes defined by interfaces between
cells.

Keywords : Pressureless gas, unilateral constraint, optimal transportation
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