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Les matériaux composites

L’appellation matériau composite ou composite désigne l’assemblage de plusieurs matériaux non miscibles
communément appelés composants, constituants ou phases. Cet assemblage permet d’obtenir un matériau
dont les performances sont supérieures à celles de ses composants pris séparément. Il est ainsi possible, par
le biais d’une ingénieuse association de constituants, de concevoir le matériau idéal pour une application
donnée. De nombreux matériaux naturels sont des composites. L’os humain est un élégant exemple de
composite naturel optimisé vis-à-vis de son application. Il est en effet principalement constitué de l’os
compact, rigide mais fragile, qui assure la tenue de l’ossature, et de l’os spongieux, ductile mais mou,
permettant d’absorber les chocs (voir Figure 1). Il est possible de concevoir un composite en cherchant
l’assemblage optimal de matériaux pour une application visée, suivant ainsi une démarche biomimétique.

Figure 1 – Constitution de l’os humain

Un composite est généralement composé de phases discontinues réparties dans une phase continue (voir
Figure 2). La phase continue est appelée matrice. La phase discontinue est appelée renfort ou matériau
renforçant et se présente sous forme de particules ou de fibres. On peut classer les composites suivant la
nature de leur matrice. On distingue ainsi les composites à matrice organique, les composites à matrice
inorganique et les composites à matrice métallique.

Figure 2 – Représentation schématique d’un composite, d’après [Berthelot, 2012]
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Les composites à matrice céramique

La présente étude est consacrée à une sous-famille de composites à matrice inorganique : celle des com-
posites à matrice céramique tissés par des fibres longues (appelés CMC dans la suite de ce texte). Ces
composites ont étés conçus pour des applications en conditions extrêmes : températures de fonctionne-
ment allant de 400˚C à plus de 2 000˚C et contraintes de plusieurs centaines de MPa dans des conditions
oxydantes, radiatives ou abrasives. On les surnomme ainsi composites thermostructuraux. Leurs domaines
d’application sont essentiellement l’aéronautique, l’espace et le nucléaire. Quelques exemples de pièces
conçues (ou en cours de conception) en CMC sont énoncés ci-dessous [Sauder, 2014,Spriet, 2014,Krenkel
and Georges Thébault, 2014] :

• disques de freins (Formule 1, sportives haut de gamme, avions)
• embrayages (sportives haut de gamme)
• paliers lisses (pompes à eau de chaudière pour centrales électriques, turbopompes destinées à l’oxy-

gène liquide des fusées spatiales)
• gainage du combustible nucléaire
• systèmes de protections thermiques des véhicules spatiaux
• pièces de tuyères de turboréacteurs (avion de combat Rafale de Dassault Aviation, avion régional

Sukhoï SUPERJET 100)
• disques de turbines et aubes de turboréacteurs (turboréacteurs General Electric F414 et CFM

International LEAP)

L’architecture des composites à matrices céramiques tissés

Les CMC sont constitués de fibres à base de SiC, d’Al2O3, de C ou de ZrO2, d’un diamètre de l’ordre
de 10 µm et enrobées d’une matrice céramique en SiC, Al203, SiBC, SiO2-Al2O3, SiC-ZrB2 ou SiC-
HfB2. Le couple fibre/matrice est généralement choisi en fonction des durées de vie à atteindre pour
l’application considérée (voir Figure 3).

Figure 3 – Influence de la température sur la durée de vie de divers CMC, d’après [Fantozzi et al., 2013]

Une interphase à base de PyC et/ou de BN d’une épaisseur de l’ordre de 100 nm est généralement
« insérée » entre les fibres et la matrice. Elle a un rôle fondamental sur le comportement des CMCs
puisqu’elle leur confère un caractère endommageable (aussi appelé, pseudo-ductile ou quasi-fragile). Son
rôle ainsi que les scénarios d’endommagement d’une famille de CMC sera élaboré plus en détail au
Chapitre 4.
L’architecture des CMC tissés est complexe car multiéchelle. Nous la décrivons tout en détaillant briè-
vement les étapes nécessaires à leur élaboration. Les fibres sont tout d’abord regroupées par mèches
d’environ 500 (voir Figure 4a) puis tissées (Figure 4b). L’entrelacement de fibres ainsi créé est souvent
appelé préforme sèche, préforme fibreuse ou armure.
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Figure 4 – a) Réseau de fibres [Vilfayeau, 2014] b) Représentation virtuelle de la préforme sèche [Durville,
2007]

On densifie ensuite la préforme (on parle aussi d’imprégnation ou d’infiltration) en y ajoutant l’inter-
phase puis la matrice. Il existe de nombreux procédés permettant de mener à bien les phases de den-
sification [Naslain, 2004]. Le choix du(des) procédé(s) d’infiltration est un sujet délicat car il impacte
considérablement les performances mécaniques et le coût final du matériau. Les premières phases d’infil-
tration de la préforme engendrent l’« apparition » d’une nouvelle entité : le fil (aussi appelé toron), qui
paraît être homogène sur la tomographie de la Figure 5a. Des micrographies plus fines montrent qu’il
n’en est rien : on distingue clairement fibres et matrice au sein d’un fil comme illustré Figure 5b. Ce
dernier est donc un « composite dans le composite ». La poursuite de l’imprégnation engendre le dépôt
d’une phase de matrice homogène représentée schématiquement en bleu ciel Figure 7b.

Figure 5 – a) Tomographie d’un CMC tissé [Vilfayeau, 2014], b) Micrographie d’une coupe de CMC
tissé [Grippon, 2013] (a) fibre, (b) porosité, (c) toron longitudinal, (d) torons transverses

L’intérêt fondamental du tissage est de proposer une solution au délaminage entre plis unidirectionnels
dans les composites stratifiés. En effet, plutôt que d’empiler des plis unidirectionnels (cf. Figure 6), le
tissage des fils engendre des structures renforcées dans toutes les directions. La résistance à l’impact
ainsi que les modules d’élasticité hors plan sont considérablement accrus par rapport à une architecture
stratifiée [Lomov and Verpoest, 2010,Herb et al., 2011].

Figure 6 – Modes d’endommagement des stratifiés [Berthelot, 2012]
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Il convient maintenant de préciser les notions d’échelles abordées au cours de cette thèse. Ces dernières
sont définies différemment suivant les communautés et/ou les auteurs. Nous adopterons une définition
basée sur les constituants représentés explicitement dans les simulations numériques :

• si les fibres sont représentées nous parlerons de simulations à l’échelle microscopique (Figure 7a)
• si les fils sont représentés de façon homogène les simulations seront qualifiées de mésoscopiques

(Figure 7b)
• si le CMC est représenté de façon homogène les simulations seront appelées macroscopiques (Figure

7c)

Figure 7 – Architecture multiéchelle des CMC a) Échelle microscopique [Chateau, 2011] b) Échelle
mésoscopique [Drach et al., 2014] c) Échelle macroscopique

Les CMC et les turboréacteurs d’avions civils

Notre étude se focalise sur les applications turboréacteurs d’avions civils où les températures avoisinent
les 1700˚C (cf. Figure 8) en atmosphère oxydante. Le souci constant des motoristes est d’améliorer
l’efficience de ces pièces : réduire leur consommation en carburant ainsi que les pollutions atmosphérique
et acoustique qu’elles génèrent. À titre d’exemple, les objectifs fixés par l’ACARE (Advisory Council
for Aviation Research in Europe) dans une monographie intitulée Vision 2020 (source : http://www.
acare4europe.org/documents/vision-2020) sont les suivants : une réduction de 50% des émissions
de dioxyde de carbone et du bruit perçu ainsi qu’une réduction de 80% des émissions d’oxydes d’azote
par rapport à l’année 2000. Augmenter la température dans la chambre de combustion du moteur et
diminuer la masse des pièces en rotation sont deux solutions permettant d’y parvenir. Les matériaux
actuellement utilisés dans les turboréacteurs sont métalliques : superalliages à base de Nickel ou de
Cobalt (densité ' 9 [Tin and Pollock, 2010]) ou alliages de titane TiAl (densité ' 4 [Appel, 2010]). Les
CMC (densité ' 2-3 [Keller et al., 2005]) constituent une alternative alléchante à ces derniers. Ils sont
en effet deux à quatre fois moins denses et permettent d’atteindre des températures de fonctionnement
jusque 200˚C plus élevées [Morscher, 2014a]. Les marges de progression induites par l’optimisation des
matériaux métalliques semblent aujourd’hui limitées. Ces derniers sont en effet perfectionnés depuis plus
d’une cinquantaine d’années et opèrent de nos jours à des températures remarquablement proches de
leurs points de fusion [Marshall and Cox, 2010]. L’introduction des CMC dans les turboréacteurs est
indéniablement un moyen prometteur pour satisfaire les exigences des futures normes anti-pollution du
transport aérien civil.
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Figure 8 – Le choix des matériaux dans un turboréacteur a) CFM56 [Thevenin, 2004] b) PW4000 [Locq
and Caron, 2011]

La "céramisation" des turboréacteurs constituerait donc une véritable « rupture technologique ». Cette
rupture est en cours dans l’aviation civile. À titre d’exemple, un cône d’éjection (aussi appelé plug) en
CMC conçu par Safran a été certifié en avril 2015 par l’Agence Européenne de la Sécurité Aérienne (cf.
Figure 9a). Boeing en développe également un (cf. Figure 9b).

Figure 9 – a) Plug Safran monté sur un A320 b) Plug Boeing monté sur un moteur Rolls Royce Trent
1000

Des pièces tournantes de turboréacteurs en CMC telles que des disques ou des aubes de turbines sont
actuellement à l’étude chez les industriels (voir Figure 10). General Electrics a testé des aubes de turbines
basses pressions en février 2015. Safran annonce avoir testé ces mêmes pièces mi-2010 [Spriet, 2014]. Un
résumé de la lutte entre industriels pour l’introduction des CMC dans les secteurs de l’aéronautique et
du spatial est présenté dans [Spriet, 2014].
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Figure 10 – Aubes de turbines en CMC a) DLR Institute of Structures and Design b) General Electric
c) IHI Corporation

Calcul de l’endommagement et de la durée de vie des CMC

Les CMC ont été initialement introduits dans les secteurs militaires et spatiaux où la durée de vie (DDV)
envisagée des pièces concernées est de l’ordre de l’heure. Dans ce cas, la DDV de ces pièces peut être évaluée
exclusivement de manière expérimentale. La DDV des CMC présents dans les turboréacteurs d’avions
civils doit atteindre plusieurs dizaines de milliers d’heures. Des campagnes de validations uniquement
expérimentales ne sont donc plus envisageables. L’introduction des CMC dans l’aviation civile impose
donc le développement et l’utilisation d’outils prédictifs pour le calcul et l’optimisation des DDV. Par
outil prédictif nous désignons un outil alimenté par des données d’entrées exclusivement basées sur les
propriétés matériaux des constituants ainsi que sur leur arrangement spatial. Cette approche est qualifiée
d’approche déductive.

Une telle approche constitue un défi scientifique suffisament considérable pour avoir été qualifiée de « rêve
(illusoire ?) » dans [Hild, 1998]. C’est ainsi par des approches inductives, aussi appelées phénoménologiques,
que l’endommagement et la DDV des CMC sont aujourd’hui calculés. On identifie expérimentalement
des grandeurs macroscopiques sur des éprouvettes de « faibles » dimensions puis l’on extrapole les résul-
tats obtenus à de véritables structures, de formes différentes, soumises à des chargements différents. La
mécanique de l’endommagement continu constitue un cadre privilégié pour de telles approches phénomé-
nologiques et celà pour tout type de matériaux et de sollicitations [Lemaître and Desmorat, 2005,Voyiadjis,
2015]. Les variables d’endommagement ne traduisent cependant pas toujours l’état d’endommagement
réel du matériau mais reflètent « seulement » son effet sur les composantes du tenseur de rigidité ou de
souplesse. Ainsi, elles ne permettent généralement pas d’établir de liens directs entre les dégradations des
propriétés mécaniques et les phénomènes physiques à la source de ces modifications. Ce type de descrip-
tion englobe les effets de divers mécanismes sans permettre une description de l’état de dégradation à
l’échelle microscopique et donc une compréhension physique satisfaisante. La tendance générale des mo-
dèles d’endommagement macroscopique est donc à l’inclusion de plus d’informations microscopiques pour
une description plus physique de l’endommagement. On espère ainsi les faire passer du statut d’outils de
conception à celui d’outils de compréhension [Allix and Hild, 2002].

À ce jour et à la connaissance de l’auteur, seuls deux modèles d’endommagement macroscopique per-
mettent d’estimer la DDV de CMC tissés soumis à des chargements thermomécaniques complexes.
Le premier, développé au Laboratoire de Mécanique et Technologie (LMT), est basé sur la théorie de
l’endommagement anisotrope et unilatéral de Ladevèze [Allix and Hild, 2002, Genet et al., 2014] où la
prise en compte de la DDV a été publiée dans [Cluzel et al., 2009, Genet et al., 2012, Ladevèze et al.,
2014]. Le second a été développé à l’Onera [Maire and Chaboche, 1997,Marcin, 2010] sous le nom d’Onera
Damage Model (ODM) avec une extension aux calculs de DDV dans [Hemon, 2013].

La durée de vie des CMC est principalement limitée par l’oxydation des fibres et des interfaces fibre/matrice
[Rebillat et al., 1998,Naslain et al., 2004b,Morscher et al., 2011,Morscher, 2014b]. Cette oxydation est
rendue possible par l’apparition de fissures matricielles qui facilitent l’accès de l’oxygène aux fibres (voir
Figure 11). La construction d’un modèle prédictif de la durée de vie des CMC nécessite donc de connaître
l’évolution des réseaux de fissures dans le matériau.
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Figure 11 – a) Réseau de fissures matricielles [Morscher, 2014a] b) Consommation des fibres de C par
l’O2 [Camus et al., 2014]

Les deux modèles d’endommagement macroscopique précédemment évoqués renseignent sur l’état de
fissuration dans les CMC via la définition d’un indicateur d’ouverture de fissures. La connaissance des
états de contraintes et des variables d’endommagement à l’échelle macroscopique donne ainsi accès aux
ouvertures et aux densités de fissures à l’échelle microscopique dans le matériau. On peut ainsi estimer
sa DDV (cf. Figure 12).

Figure 12 – Chaîne de calcul de la DDV développée au LMT, d’après [Genet et al., 2012] a) Géométrie
de l’éprouvette testée b) Champ d’endommagement matriciel c) Modèle d’oxydation des constituants d)
Durée de vie de l’éprouvette en fonction du niveau de sollicitation

Cependant, certains des paramètres intervenant dans le calcul de cet indicateur d’ouverture de fissure
nécessitent une étape de calibration expérimentale. De plus, de l’avis même de certains des utilisateurs
de ces modèles, la représentation de l’état de fissuration obtenue n’est pas assez fine. Ainsi l’indicateur
d’ouverture de fissures nécessite d’être réidentifié pour chaque nouvelle nuance du matériau et le modèle
perd en grande partie son caractère prédictif [Tranquart, 2012,Tranquart et al., 2012]. L’important nombre
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de paramètres nécessaires à l’alimentation de ces modèles (entre 100 et 300 suivant les versions d’ODM
[Elias, 2015]) peut mettre en doute leurs réelles capacités prédictives.

Les modèles d’endommagement macroscopique éludent les détails de la mésostructure (schéma de tissage,
porosité etc.) et ne semblent donc pas suffisants pour prédire l’évolution du réseau de fissures dans un
CMC tissé et, par conséquent, sa durée de vie. Il est donc primordial de travailler à une échelle plus fine,
l’échelle mésoscopique, afin de quantifier de façon plus précise l’état d’endommagement dans le matériau.

Objectifs et organisation de l’étude

Afin de prédire la durée de vie des CMC tissés, une description fine de l’état d’endommagement dans le
matériau paraît incontournable. Ces travaux présenteront donc une méthodologie à même de simuler les
processus de fissuration dans les CMC à l’échelle mésoscopique. Le couplage avec l’oxydation ne fait pas
partie de la présente étude qui se concentre sur les endommagements d’origine mécanique. On s’attachera
à travailler avec des méthodes implémentables dans des codes de calcul industriels pour un transfert vers
la société Safran Ceramics. Le mémoire de thèse s’organise autour de quatre chapitres :

• Au Chapitre 1 on s’intéresse aux diverses « technologies » d’éléments finis permettant de simuler
la propagation de fissures. L’utilisation d’une méthode de type embedded finite element method
(EFEM) nommée augmented finite element method (AFEM) sera justifiée.

• Le Chapitre 2 expose en détail la formulation des éléments finis augmentés développés par le
groupe du professeur Yang. Des corrections sont apportées aux quelques erreurs rencontrées dans les
publications sur la méthode. Une extension de la formulation propoposée par les auteurs d’AFEM
sera également présentée : la pseudo-inverted augmented finite element method (PIAFEM).

• L’implémentation d’AFEM dans un code prototype est validée au Chapitre 3. Nous y analysons
également la formulation des éléments augmentés afin de démontrer l’équivalence d’AFEM avec une
méthode de remaillage. On s’intéressera également à la vitesse de convergence de la méthode (dans
la norme énergétique) pour des problèmes comprenant des singularités fortes (fissures) et faibles
(interfaces). Des exemples académiques illustrant les performances et limitations de PIAFEM
seront également présentés.

• Enfin, le Chapitre 4 présentera des applications de PIAFEM aux CMC tissés SiC/SiC élaborés
par infiltration chimique en phase vapeur.
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Chapitre 1

Outils numériques pour la
représentation de fissures
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Simuler numériquement la propagation de fissures dans un solide est devenu une discipline à part entière
appelée computational fracture mechanics. Cette dernière englobe de nombreuses méthodes mais nous
nous restreindrons à celles de type éléments finis. Ce sont en effet les plus utilisées dans les domaines
académiques et industriels, même si des approches telles que la méthode des éléments de frontières [Alia-
badi, 1997] ou les méthodes sans maillage [Belytschko et al., 2004] ont un potentiel non négligeable. Ce
chapitre présente un état de l’art des « technologies » d’éléments finis permettant de simuler explicitement
les phases de nucléations et de propagations de fissures. Leur applicabilité à des maillages tridimension-
nels de CMC à l’échelle mésoscopique (voir Figure 1.1a), pour représenter un endommagement semblable
à celui observé expérimentalement (cf. Figure 1.1b), sera systématiquement discutée. Précisons que les
densités de fissures dans un fil de CMC peuvent dépasser 10 mm−1 [Lissart and Lamon, 1997,Chateau
et al., 2014]. La méthode choisie devra donc impérativement permettre la représentation de nombreuses
fissures frottantes à moindre coût.

Figure 1.1 – a) Maillage d’un tissé à l’échelle mésoscopique [Drach et al., 2014] b) Réseaux de fissures
dans un CMC [Marshall, 2013]

Le champ de déplacement au sein d’éléments finis « classiques » (souvent appelés standard displacement-
based finite elements ou irreducible finite elements [Bathe, 1996,Zienkiewicz and Taylor, 2005]) est continu.
Une fissure est une discontinuité dans le champ de déplacement d’une structure. Nous avons scindé
les « technologies » d’éléments finis à même de représenter une fissure en deux catégories : celles qui
permettent de représenter explicitement cette discontinuité, induisant ainsi un enrichissement de l’espace
d’approximation des éléments finis classiques, et celles qui ne l’autorisent font pas. Par « technologies »
d’éléments on se réfère au processus de formation de leurs matrices de raideur.

On ne se focalise donc pas dans cette partie sur les critères ou stratégies de propagation utilisés (même
si le choix de certaines technologies d’éléments les imposent parfois). La stratégie de calcul ainsi que les
critères de propagation seront abordés plus en détail au Chapitre 4. Cette étude s’inspire en partie des
états de l’art présentés dans [Ingraffea, 2007,Rabczuk, 2013,Jirásek, 2014].

1.1 Éléments n’introduisant pas d’enrichissement de l’espace d’ap-
proximation

1.1.1 Méthode de dédoublement des noeuds
Le dédoublement des noeuds (aussi appelé déboutonnage) ne constitue pas une technologie d’élément à
proprement parler (des éléments finis « classiques » sont utilisés) mais une « stratégie ». Elle est néanmoins
incourtounable dans un état de l’art sur les outils numériques traitant de propagations de fissures. C’est
vraisemblablement la première à avoir été utilisée pour simuler la propagation de discontinuités fortes
[Clough, 1962]. Une fissure est représentée en dédoublant des noeuds du maillage au fur et à mesure de
sa propagation (cf. Figure 1.2).
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Figure 1.2 – Propagation de fissures par dédoublement des noeuds [Krueger, 2004]

Les limitations de l’approche sont évidentes : le trajet de propagation des fissures est contraint par la
topologie du maillage (les fissures ne peuvent se propager qu’entre les éléments). Malgré leurs limitations,
elles sont implémentées dans de nombreux codes de calculs commerciaux pour l’étude de cas où les
trajets potentiels de fissurations sont connus par avance (comme la délamination dans les stratifiés ou la
propagation de fissures aux joints de grains de polycristaux). Les trajets de fissurations dans les CMC
tissés ne sont cependant pas prévisibles à priori. La méthode de dédoublement des noeuds n’est donc
pas adaptée à notre problème. Elle a néanmoins déjà été utilisée pour simuler l’endommagement d’un
CMC tissé à l’échelle mésoscopique (cf. Figure 1.3) dans [Guillaumat and Lamon, 1996, Lamon et al.,
1998]. Malgré les limitations précédemment évoquées, des résultats très encourageants ont été obtenus :
les courbes contraintes-déformations expérimentales et simulées sont en accord.

Figure 1.3 – Maillage mésoscopique 2D d’un CMC tissé [Guillaumat and Lamon, 1996]

Bilan et limitation pour notre étude
La méthode de dédoublement des noeuds engendre des trajets de propagation de fissures dépendants
de la topologie du maillage. Elle n’est donc pas applicable aux CMC tissés 3D.

1.1.2 Remaillage adaptatif
Le remaillage adaptatif peut être vu comme une extension de la méthode de dédoublement des noeuds.
Les défauts de cette dernière, c.-à-d. une propagation et un espacement des fissures conditionnés par la
topologie du maillage, sont supprimés. Cette méthode est aujourd’hui implémentée dans de nombreux
codes de calculs et massivement utilisée dans l’industrie. Si le remaillage est conceptuellement simple,
sa mise en oeuvre est particulièrement complexe en 3D pour des composites tissés où plusieurs phases
coexistent (cf. Figure 1.1). De plus, le nombre de degrés de liberté peut considérablement augmenter
lors de la propagation des fissures. Un mailleur adaptatif efficace doit donc automatiquement raffiner le
maillage aux fronts de fissures tout en le simplifiant dans les zones peu contraintes (voir Figure 1.4).

Figure 1.4 – Trajet de fissuration dans une éprouvette préfissurée [Bouchard et al., 2003]

FRANC3D [Wawrzynek et al., 2012] et Zébulon [Chiaruttini et al., 2013] font partis des mailleurs adap-
tatifs les plus avancés du commerce mais ne permettent pas de travailler avec des matériaux aussi hé-
térogènes et fissurés que les CMCs. Le remaillage de cellules tissés 3D afin d’y insérer des fissures a été
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abordé dans [Couégnat, 2008] et [Grail, 2013, Doitrand et al., 2015a]. Néanmoins il n’y est pas encore
totalement adaptatif : les fissures se propagent instantanément de part en part des cellules considérées
et les longueurs de décohésions aux interfaces fils/matrices sont décidées à priori (cf. Figure 1.5). Ces
approches ne sont donc pas prédictives : la longueur à donner aux décohésions fil/matrice ainsi que la
propagation instantanée de fissures sont empiriques. Ces limitations sont les conséquences de la diffi-
culté associée au remaillage adaptatif d’un composite tissé. Les travaux précédemment cités présentent
d’excellentes corrélations expérience/simulation des raideurs de cellules tissés et/ou des champs de dé-
formations locaux. Ils permettent ainsi d’affirmer que si l’on représente les fissures au bon endroit et au
« bon moment » (dans l’histoire du chargement) le comportement de la structure simulée est fidèle aux
observations expérimentales.

Figure 1.5 – Insertion de fissures dans des cellules de composites tissés a) [Couégnat, 2008] b) [Grail,
2013]

Bilan et limitation pour notre étude
Les approches représentant les fissures par une modification de la topologie du maillage semblent trop
complexes pour pouvoir être appliquées à une géométrie tissée. Elles nécessitent de plus l’utilisation
d’un logiciel dédié et l’implémentation dans un code de calcul commercial pour l’utilisation par un
partenaire industriel en est compromise.

1.1.3 Mécanique de l’endommagement continu et régularisé
Le phénomène d’endommagement représente la croissance de discontinuités surfaciques et/ou de cavités
au sein d’un élément de volume. La mécanique de l’endommagement continu, dont la paternité est généra-
lement attribuée à l’article russe de Kachanov écrit en 1958 [Kachanov, 1999], s’intéresse à la modélisation
de cette détérioration progressive de la matière à travers des lois de comportement adoucissantes (voir
Figure 1.6b). Une fissure y est donc décrite comme un volume endommagé n’ayant plus ou peu de rigidité.

1.1.3.1 La nécessité de régulariser les lois de comportement adoucissantes

L’utilisation de lois de comportement adoucissantes doit cependant se faire avec précaution : elles conduisent
à une localisation de la déformation dans les éléments de plus faibles volumes qui, si elle n’est pas maî-
trisée, entraîne une dépendance pathologique de la solution éléments finis au maillage. D’un point de
vue mathématique les équations différentielle régissant le problème perdent leur caractère elliptique [Be-
ckert, 1973,Marsden et al., 1984]. Ce dernier est alors qualifié de mal posé [Hadamard, 1907]. Cela se
traduit concrètement par une énergie dissipée qui diminue à mesure que le maillage est raffiné. Ainsi,
plus une structure est maillée finement plus elle devient fragile ce qui est innaceptable d’un point de
vue mécanique. Il est donc nécessaire de régulariser les equations afin de pallier la non objectivité du
modèle. Cette régularisation requiert l’introduction d’une longeur interne décrivant la taille de la bande
de localisation. Nous illustrons les déficiences des lois de comportements adoucissantes par un exemple
1D, comme souvent fait dans la littérature [Bažant and Planas, 1998,Oliver et al., 2002,Jirásek, 2011,Dias
et al., 2012].

Considérons le problème 1D d’une barre de longueur L, discrétisée par des éléments de taille h munis de
la loi de comportement élasto-endommageable représentée Figure 1.6b (où E et H sont respectivement les
modules de Young et d’adoucissement du matériau). Cette barre est soumise à un déplacement imposé
croissant ∆L générant un effort de réaction F (cf. Figure 1.6a).

17



Figure 1.6 – Problème de barre 1D d’après [Dias et al., 2012] a) barre discrétisée b) loi de comportement
adoucissante utilisée

L’équilibre de la structure impose que la contrainte σ soit identique le long de la barre. Tous les éléments
atteignent donc la contrainte σu au même moment. À partir de cet instant plusieurs scénarios permettant
de respecter l’équilibre de la structure et la loi de comportement sont possibles :

— Tous les éléments entrent dans le régime adoucissant et l’état de déformation est homogène dans la
barre. La rupture de la barre se produit lorsque σ = 0, l’élongation à rupture est donc ∆L = εfL =
0.5L. Ce scénario engendre la réponse "Homogeneous Solution" représentée Figure 1.7b.

— Seul un des éléments de la barre voit sa déformation augmenter (nommons-la ε1) pendant que
celle des autres décroît (nommons-la ε2) cf. Figure 1.7a. L’équilibre de la structure et la loi de
comportement imposent les relations σ = Eε2 = σu + H(ε1 − εe). La rupture (c.-à-d. σ = 0) se
produit donc pour ε2 = 0 et ε1 = −σu

H + εe = εf . L’allongement à rupture est ∆L = ε1h = εfh.
C’est donc une fonction de la taille des éléments utilisés ; plus ils sont petits et plus la structure est
fragile. Supposons, par exemple, que la barre est discrétisée avec 5 éléments de taille égale, h = L

5 ,
il vient alors ∆L = 0.1L. Ce scénario engendre la réponse "Localized Solution" représentée à la
Figure 1.7b. Bien que surprenant au premier abord, c’est en pratique celui que l’on observe lors
d’une simulation éléments finis car il minimise l’énergie potentielle de la structure.

Figure 1.7 – Problème de barre 1D d’après [Dias et al., 2012] a) loi de comportement b) réponse de la
structure

Il existe en fait une infinité de solutions au problème décrit ci-dessus. Il est donc clair que les lois
de comportement adoucissantes ne peuvent être utilisées en l’état pour simuler l’endommagement des
structures jusqu’à rupture finale. Nous exposons dans la suite des méthodes permettant de pallier ces
déficiences.

1.1.3.2 Mesh-adjusted softening modulus

Nous présentons une technique de régularisation, basée sur la taille des éléments utilisés, en l’appliquant à
des modèles d’endommagement de type smeared cracking afin d’illustrer le propos. Les approches smeared
cracking sont apparues dans les années 60 [Rashid, 1968]. Elles prennent en compte la présence de fissures
dans la loi de comportement par l’ajout d’une déformation additionnelle. Une fois un critère satisfait (tel
que celui de Rankine) on partitionne la déformation totale ε en une déformation élastique εe et une
déformation de fissure εc. La partition s’écrit :

ε = εe + εc (1.1)

Le comportement du matériau est décrit par deux lois indépendantes qui s’écrivent (en 1D pour un
chargement monotone) :{

σ = Eεe loi de Hooke (où E est le module de Young)
σ = fc(εc) loi de comportement de la fissure
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La loi de comportement s’écrit donc :

ε = εe + εc =
σ

E
+ f−1

c (σ)

fc représente une loi de comportement adoucissante et f−1
c son inverse. Son utilisation engendre néces-

sairement la non objectivité de la solution évoquée au 1.1.3.1. Le point clef permettant de régulariser
l’approche a été introduit dans [Bažant and Oh, 1983] sous le nom de crack band method (les termes frac-
ture energy regularization technique ou fracture energy trick sont également rencontrés dans la littérature).
Il consiste à introduire une autre loi de comportement de la fissure, fw, écrite en contrainte-ouverture de
fissure, w, plutôt qu’en contrainte-déformation de fissure (cf. Figure 1.8a) :

σ = fw(w)

Le terme
∫
w
fw(w)dw a la dimension d’une énergie par unité de surface. On choisit donc la loi f(w)

de façon à ce que
∫
w
fw(w)dw = G où G est une propriété caractéristique de la rupture d’un matériau

appelée taux de restitution d’énergie critique. Ce n’est qu’ensuite qu’on introduit la déformation de la
fissure, grâce à la largeur de la bande localisation, hb, dont le choix revient à l’analyste.

εc =
w

hb
=
f−1
w (σ)

hb
(1.2)

La loi de comportement s’écrit alors :

ε = εe + εc =
σ

E
+
f−1
w (σ)

hb

Le choix de la longueur hb est cependant sujet à controverse. On peut fixer sa valeur avant le calcul
élément fini en ne se basant que sur la taille des éléments, h, (les valeurs hb = h

√
2 pour un quadrilatère

bilinéaire et hb = h pour un triangle à déformation constante sont utilisées dans [Rots, 1988]) ou choisir
sa valeur en cours de calcul, une fois la direction de fissuration connue, comme fait dans [Oliver, 1989] et
préconisé dans [Jirásek and Bauer, 2012].

Illustrons l’apport de cette approche sur la barre 1D représentée Figure 1.6. La limite du domaine élastique
est σ = ft et on choisit comme largeur de bande de localisation hb = h. La loi contrainte-ouverture de
fissure employée est (voir Figure 1.8a) :σ =ft(

wf − w
wf

) pour w ∈ {0, wf}

σ =0 sinon
(1.3)

En remplaçant (1.2) et (1.3) dans l’équation de partition de la déformation (1.1) on obtient la loi de
comportement représentée Figure 1.8d :

ε =
σ

E
si ε ≤ ft

E

ε =
σ

E
+ (

ft − σ
ft

)
wf
h

si ε ≥ ft
E

Figure 1.8 – Schéma d’obtention d’une loi de comportement régularisée d’après [Jirásek, 2011] a) Loi
contrainte-ouverture de fissure b) Loi de Hooke c) Loi contrainte-déformation de fissure d) Loi de com-
portement régularisée
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Comme au 1.1.3.1, on suppose que la déformation se localise dans un élément de la barre et qu’une
décharge élastique a lieu dans les autres éléments. Les états de déformations correspondants sont nommés
ε1 et ε2 respectivement. L’équilibre de la structure et la loi de comportement imposent les relations :
σ = Eε2 =

Eft(ε1+ w
h )

ft+E
. La rupture (c.-à-d. σ = 0) se produit donc pour ε2 = 0 et ε1 =

wf

h L’allongement
à rupture est ∆L = ε1h = wf . Il n’est donc plus fonction de la taille des éléments mais d’un paramètre
matériau. Le modèle est régularisé.

Cette technique de régularisation a été étendue à de nombreux modèles d’endommagement plus ré-
cents [Comi and Perego, 2001, Cervera and Chiumenti, 2006b, Jirásek and Grassl, 2008, Jirásek, 2014].
Cependant, quelque soit le modèle d’endommagement utilisé, les fissures ont tendance à se propager
parallèlement aux arêtes des éléments du maillage. On parle alors de mesh-bias [Rots, 1988, Cervera
and Chiumenti, 2006b,Jirásek and Grassl, 2008,Cervera et al., 2010c]. Cette pathologie s’atténue parfois
en maillant finement et en utilisant des modèles d’endommagement anisotropes mais il n’existe aucun
« remède universel ». La cause n’est toujours pas parfaitement comprise. Il semblerait qu’une mauvaise
description des contraintes en pointe de fissure, ne s’atténuant pas avec le raffinement du maillage lorsque
des éléments finis classiques sont utilisés, soit à l’origine du phénomène [Cervera et al., 2010b].

Figure 1.9 – Influence du maillage sur le trajet de propagation de fissure pour un essai de cisaillement 4
points avec plusieurs modèles d’endommagement : (a) isotrope avec une enveloppe de type Rankine, (b)
isotrope avec une enveloppe de type Von-Mises, (c) Rotating Crack with transition to Scalar Damage, et
(d) MicroPlane Damage Model, d’après [Jirásek and Grassl, 2008]

Deux méthodes paraissent à même de supprimer le mesh bias des modèles décrits dans cette section : i)
l’utilisation d’algorithmes de crack tracking et ii) l’utilisation d’éléments finis mixtes stabilisés.

Algorithmes de crack tracking
Dans un calcul d’endommagement "classique" les fissures apparaissent naturellement comme la consé-
quence des lois de comportement adoucissantes évaluées localement dans tous les éléments du maillage.
L’utilisation d’algorithmes de crack tracking, que l’on détaillera au 3.4.1.1, consiste à n’autoriser l’en-
dommagement qu’à évoluer dans certains des éléments du maillage. Les résultats s’en trouvent nettement
améliorés (voir Figure 1.10) [Cervera and Chiumenti, 2006a,Cervera and Chiumenti, 2006b,Cervera et al.,
2010c].

Éléments finis mixtes stabilisés
Les inconnues d’un problème de statique résolu à l’aide d’éléments finis classiques sont les déplacements.
Les contraintes/déformations se calculent par post-traitement de ces derniers. Avec des éléments mixtes
les contraintes/déformations peuvent devenir des inconnues du problème, au même titre que les déplace-
ments. La localisation de la déformation obtenue avec ces éléments se fait apparemment sans mesh bias
rédhibitoire [Steinmann and Willam, 1991,Cervera et al., 2010b,Cervera et al., 2010a,Dias et al., 2012,Oli-
ver et al., 2014,Benedetti et al., 2016] et la propagation de fissures peut être simulée sans algorithme de
tracking (voir Figure 1.11).
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Figure 1.10 – Apport d’un algorithme de tracking pour la propagation de fissures pour un essai de
cisaillement 4 points. Sans tracking les fissures se propagent parallèlement aux arêtes des éléments, d’après
[Cervera and Chiumenti, 2006a]

Figure 1.11 – Apport de l’utilisation d’éléments mixtes pour la propagation de fissures a) éprouvette
discrétisée b) éléments standards c) éléments mixtes et stabilisés, d’après [Cervera et al., 2010b]

L’utilisation d’un modèle d’endommagement a été entreprise en début de thèse. Un modèle de type smea-
red cracking régularisé (appelé brittle cracking) est en effet présent dans Abaqus. Afin de l’évaluer, nous
nous sommes intéressés à la propagation de fissure dans une éprouvette 3D en céramique monolithique
contenant une entaille en V (voir Figure 1.12). En plus du mesh bias précédemment évoqué, nous avons
été confrontés à une pathologie supplémentaire : le stress locking. Les matrices de raideur élémentaires
générées avec ce modèle d’endommagement ne découplent pas systématiquement les degrés de liberté de
part et d’autre de la fissure. En conséquence l’élément transmet des efforts parasites à travers la fissure,
même lorsque l’endommagement a atteint sa valeur maximale.
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Figure 1.12 – Propagation d’une fissure dans une éprouvette entaillée en céramique monolithique. Les
éléments colorés sont ceux au sein desquels une fissure est présente

Bilan et limitation pour notre étude
Simuler le processus de fissuration avec des modèles d’endommagement régularisés par la taille des élé-
ments finis requiert l’utilisation d’algorithmes de crack tracking ou d’éléments mixtes. Le crack tracking
couplé à l’endommagement n’a, à la connaissance de l’auteur, été reporté que par un nombre limité
d’auteurs dans des cas 2D [Grassl and Jirásek, 2004,Cervera and Chiumenti, 2006a] et son implémen-
tation dans un code de calcul industriel n’est pas triviale. L’utilisation d’éléments mixtes implique
l’ajout d’un nombre considérable de degrés de liberté (3 et 6 par noeuds en 2D et 3D respectivement
dans [Cervera et al., 2010b,Cervera et al., 2010a,Benedetti et al., 2016]). Certaines formulations per-
mettent de condenser ces derniers [Dias et al., 2012,Oliver et al., 2014] mais elles ne s’appliquent qu’à
des éléments quadrilatéraux bilinéaires. De plus, le phénomène de stress locking affecte potentiellement
tous les modèles d’endommagement.
Nous avons donc choisi de ne pas utiliser de modèles d’endommagement régularisés par la taille des
éléments. Ces approches méritent néanmoins d’être gardées à l’esprit de par leurs simplicités et ne
peuvent être formellement écartées.

1.1.3.3 Modèles à comportement dépendant du temps

Needleman a montré que l’introduction d’une dépendance au temps (plus précisement aux taux de dé-
formations) dans les lois de comportement adoucissantes préservait le caractère bien posé du problème
mécanique en quasi-statique et en dynamique [Needleman, 1988]. Les solutions éléments finis ne pré-
sentent plus le mesh bias pathologique évoqué au 1.1.3.2 car la prise en compte de la dépendance au
temps introduit implicitement une longueur caractéristique dans les équations du problème. Un modèle
d’endommagement exploitant cette propriété a été développé dans [Allix and Deu, 1997]. On y limite le
taux de croissance maximal de la variable d’endommagement (elle ne peut passer de 0 à 1 instantanément)
par le biais d’un temps caractéristique, τc, d’où le nom d’endommagement à taux limité (bounded rate)
ou à effet retard (delay-damage). Le principe physique sous-jacent est qu’une fissure ne peut apparaître
et se propager instantanément dans une structure. Les équations régissant ce type de modèle prennent la
forme (en 1D sous chargement monotone) :

σ = E(1− d)ε loi de Hooke (où E est le module de Young et d l’endommagement scalaire)

dstat = Max[1, 〈 ε− ε0
ε1 − ε0

〉+] la cinétique d’endommagement sans effet retard

ḋ =
1

τc
(1− e−a(dstat−d)) la cinétique d’endommagement avec effet retard

L’effet retard introduit deux paramètres supplémentaires à relier aux propriétés du matériau : a et τc
(ε0 et ε1 sont des paramètres définissant des seuils d’endommagement et ne sont pas reliés à l’effet
retard). La constante de temps τc peut être vue comme le temps minimal de rupture du matériau et
a est un paramètere adimensionnel caractérisant la fragilité du matériau. Pour l’interface entre plis de
composites à matrice organique stratifiés les valeurs a = 1 et τc = 6 µs ont par exemple été identifiées
expérimentalement [Guimard et al., 2009]. Pour que l’évolution de l’endommagement soit suffisamment
régulière le pas de temps adopté pour la simulation, ∆t, doit être plus faible que le temps caractéristique
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τc (on propose ∆t = τc/10 dans [Genet, 2010]). Pour une simulation de plusieurs secondes cela imposerait
environ 10000 pas de temps avec les valeurs précédement évoquées (et « quelques » ordres de grandeurs
supplémentaires avec les CMC qui ne sont pas visqueux à température ambiante !). C’est difficilement
envisageable en quasi-statique avec des maillages de plusieurs millions de degrés de libertés et seul un
calcul en dynamique explicite permettrait de respecter ces conditions. La prise en compte de la valeur
physique de τc est donc hors de portée d’une simulation de structure complexe en quasi-statique (on
l’augmente artificiellement en pratique). L’effet retard doit, pour des simulations quasi-statiques, être
davantage considéré comme une technique de régularisation que comme une modélisation physique [Genet,
2010,Abisset et al., 2011,Abisset, 2012,Le Mauff, 2013].

Figure 1.13 – Cartographie de l’endommagement avec effet retard pour différents maillages, d’après
[Genet, 2010]

Bilan et limitation pour notre étude
Les lois de comportement adoucissantes peuvent être régularisées si l’on y intégre les effets de la vitesse
de chargement. Cette méthode limite la localisation de l’endommagement et permet ainsi de supprimer
le mesh bias (voir Figure 1.13). Nous cherchons au contraire à représenter un endommagement localisé,
tel qu’observé dans les CMC à l’échelle mésoscopique (voir Figure 1.1b). En effet, un endommagement
diffus permet difficilement de remonter aux ouvertures de fissures qui sont des grandeurs primordiales
pour l’évaluation de l’oxydation des CMC. De plus, il semblerait que cette technique impose l’utilisation
de schémas de résolutions explicites connus pour n’être que conditionnellement stables. Enfin, il a été
observé que même si un solveur explicite est utilisé, lorsque les effets dynamiques ne sont pas suffisament
prononcés le mesh bias persiste [Desmorat et al., 2010]. Nous n’avons donc pas opté pour cette technique
de régularisation.

1.1.3.4 Modèles d’endommagement non-locaux

Les modèles d’endommagement non-locaux utilisent des lois de comportement où certaines des variables
d’états locales, telles que les déformations, les variables d’endommmagement ou les efforts thermodyna-
miques, sont remplacées par leurs valeurs pondérées au voisinage du point considéré. Les premiers travaux
traitant de l’élasticité non-locale [Eringen, 1966] ont été étendus aux lois de comportement adoucissantes
non-locales dans [Bažant, 1984, Pijaudier-Cabot and Bažant, 1987, Bažant and Pijaudier-Cabot, 1988].
Soit f(x) une variable locale du modèle définie sur le domaine Ω, la variable non-locale qui lui est associée,
fn(x), peut être calculée par :

fn(x) =
1

Ψ(x)

∫
Ω

ψ(y;x)f(y)dΩ (1.4)

où ψ(y;x) est une fonction de pondération et Ψ est telle que :

Ψ(x) =

∫
Ω

ψ(y;x)dΩ (1.5)

Une fonction de pondération isotrope ne dépendant que de la distance par rapport au point matériel
considéré, ρ = |x− y| est donnée à titre d’exemple :

ψ(y;x) = ψ(ρ) =
1

(2π)3/2l3
exp(− ρ

2

2l2
) (1.6)

l est un paramètre homogène à une longueur définissant le volume contribuant de façon significative à la
valeur de fn(x) (voir Figure 1.14).
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Figure 1.14 – Fonction de pondération ψ [Peerlings, 1999]

L’équation (1.4) a un impact conséquent sur les temps de calculs et l’architecture d’un code lorsqu’utilisée
dans un cadre éléments finis. En effet, il faut être en mesure de créer une table de connectivité comprenant
tous les points d’intégration en fonction de leurs distances respectives et du paramètre l choisit (voir Figure
1.15). Pour des maillages comprenant plusieurs millions d’éléments en 3D cette opération est extrêmement
fastidieuse.

Une approche alternative consiste à résoudre l’équation (1.4) de façon approximative. En réalisant un
développement de Taylor du champ f et en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à 4 on
montre [Bažant et al., 1984,Peerlings et al., 1996] que l’équation (1.4) peut se mettre sous la forme :

fn(x) ' f(x) + c∇2f(x) (1.7)

où ∇2 est l’opérateur Laplacien définit par : ∇2 =
∑
i ∂/∂x

2
i et c a la dimension d’une longueur au carré

que l’on peut calculer grâce à la fonction ψ.

Une autre formulation peut également être obtenue en appliquant l’opérateur Laplacien à (1.7), en mul-
tipliant le résultat par c puis en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à 4 [Peerlings, 1999]

fn(x)− c∇2fn(x) = f(x) (1.8)

L’avantage des deux formulations différentielles (1.7) et (1.8) vis à vis de la relation intégrale (1.4)
est qu’elles ont un caractère local. La construction de la table de connectivité des points d’intégration
précédemment évoquée n’est donc plus nécessaire. Ces formulations impliquent cependant le calcul d’un
champ supplémentaire pouvant nécessiter l’introduction d’inconnues nodales supplémentaires (∇2f ou
∇2fn) sur l’ensemble du domaine. Les équations (1.7) et (1.8) font intervenir le gradient de la variable
f(x) et sont donc appelées modèles à gradients. Dans (1.7) la relation permettant d’obtenir la valeur non
locale fn(x) à partir de f(x) est explicite, le modèle est dit à gradient explicite. L’obtention de fn(x)
dans (1.8) nécessite la résolution d’une équation différentielle, le modèle est dit à gradient implicite.
L’utilisation d’une équation de la forme de (1.4) engendre un modèle dit non local intégral.

L’utilisation des modèles non locaux précédemment décrits doit se faire en prenant des précautions en
présence de fissures ou près des bords du domaine considéré [Grassl et al., 2014]. En effet si aucun
traitement particulier n’est réalisé, deux points de part et d’autre d’une fissure (représentée par des
éléments totalement endommagés) sont encore couplés et un endommagement parasite peut apparaître
[Peerlings, 1999]. Certains auteurs préconisent de retirer les éléments complètement endommagés du
maillage [Peerlings, 1999], d’autres adaptent le domaine d’influence de la fonction de pondération à la
topologie de la fissure (voir Figure 1.15) ou en se basant sur la vitesse de propagation des ondes au
voisinage du point considéré (voir Figure 1.16).
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Figure 1.15 – Volume d’influence de la fonction de pondération en présence d’une fissure Γc [Wang and
Waisman, 2015]

Figure 1.16 – Propagation d’ondes à partir du point x1 dans une plaque (a) carrée, (b) entaillée, (c)
endommagée [Desmorat et al., 2015]

Une alternative économique à la résolution de (1.4) plus adaptée à la représentation de fissures que les
formulations (1.7) et (1.8) a été développée sous le nom de Thick Level Set [Moës et al., 2011,Bernard
et al., 2012, van der Meer and Sluys, 2015]. Des fonctions de niveau (level set), appelées ici φ, sont
utilisées pour délimiter les zones partiellement et totalement endommagées des zones saines dans une
structure (voir Figure 1.17). L’épaisseur de la zone partiellement endommagée est contrôlée par une
distance lc choisie par l’analyste. L’évolution du front d’endommagement, c.-à-d. de la surface définie par
φ = 0, est calculée par le biais d’une force thermodynamique non locale au sein de la zone partiellement
endommagée. L’avantage considérable de cette approche par rapport à celles de types intégraux est que
le traitement numérique non local n’est à effectuer que dans les zones effectivement endommagées et pas
sur tous les éléments du maillage.

Figure 1.17 – Description du champ d’endommagement d à l’aide de la TLS par une fonction de niveau
φ [van der Meer and Sluys, 2015]

25



Bilan et limitation pour notre étude
L’introduction explicite d’une longueur dans les modèles non locaux régularise le problème mécanique
en présence de lois de comportement adoucissantes. Le choix de cette longueur caractéristique est
cependant loin d’être aisé et aucune considération micromécanique ne nous permettrait de la choisir
pour des CMC modélisés à l’échelle mésoscopique. D’autre part, l’implémentation numérique de tels
modèles est délicate et nécessite des modifications importantes de l’architecture globale d’un code de
calcul (degrés de libertés supplémentaires) et/ou des développements conséquents (table de connectivité
des points d’intégrations, level set). Enfin, l’utilisation de modèles non locaux reportée dans la littérature
est systématiquement faite avec des maillages fins. Pour ces diverses raisons ils ne nous semblent pas
adaptés à la modélisation des CMC à l’échelle mésoscopique.

1.1.4 Approche variationnelle de la rupture - Phase field
La théorie de la mécanique de la rupture développée par [Griffith, 1921] postule l’existence d’une énergie
de surface associée à la propagation de fissures. La fissuration y est vue comme la compétition entre
l’énergie élastique restituée lors de l’avancée d’une fissure et l’énergie surfacique dissipée par la création
de cette dernière. Les fissures se propagent de telle sorte à minimiser l’énergie potentielle de la structure.
Cette théorie ne permet cependant pas de prévoir l’initiation d’une discontinuité dans un milieu sain.

L’approche variationnelle de la rupture initiée dans [Francfort and Marigo, 1998] est une extension de
la théorie de Griffith permettant de remédier à ce défaut. Son ingrédient principal est l’introduction
explicite d’un terme surfacique dans l’énergie potentielle de la structure, associé à la présence de fissures.
Ce potentiel est ensuite simultanément minimisé vis à vis du champ de déplacement et de l’évolution
de la fissuration. Les phases de nucléation, de propagation, de coalescence, de bifurcation ou encore de
ramification des fissures deviennent alors des conséquences naturelles de la minimisation de ce potentiel.
Les discontinuités ne sont pas explicitement représentées par un saut de déplacement mais de façon
diffuse par un champ scalaire, φ(x), initialement introduit dans [Bourdin et al., 2008] et appelé plus tard
crack phase field. Ce champ scalaire induit une diminution locale des propriétés du matériau d’une façon
similaire à de l’endommagement. Son évolution n’est cependant pas dictée par une quelconque loi de
comportement mais par la minimisation de l’énergie potentielle du système.

On reprend l’exemple de fonction φ utilisé dans [Msekh et al., 2015] afin d’illustrer un peu plus le propos.
Considérons la barre 1D infiniment longue de section A contenant une fissure localisée en x = a et
soumise à un déplacement U0 à ses extrémités (voir Figure 1.18a). Le champ scalaire suivant est utilisé
pour représenter la fissure :

φ(x) = exp(
−|x− a|

l0
) (1.9)

où l0 est un paramètre homogène à une longueur, choisit par l’utilisateur et contrôlant la « diffusion » de
la fissure (plus l0 est faible plus φ a un profil affiné (voir Figure 1.18b).

Figure 1.18 – a) Barre 1D fissurée b) Crack phase-field φ pour différentes valeurs du paramètre l0,
d’après [Msekh et al., 2015]

Le champ φ représentant la position de la fissure prend des valeurs comprises entre 0 et 1 qui représentent
respectivement les états sain et totalement endommagé du matériau. On remarque que la présence d’une
discontinuité est « lissée » dans tout le domaine d’étude. Dans un contexte éléments finis, la description
du champ φ se fait à l’aide de fonctions de forme. Le champ scalaire φ au sein d’un élément est représenté
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grâce à l’interpolation de valeurs discrètes φi calculées aux noeuds i (d’une façon similaire à ce qui est fait
pour le champ de déplacement). Les éléments finis résultants ont donc un degré de liberté supplémentaire
par noeud permettant d’interpoler le champ φ(x).

On ne détaillera pas la procédure de minimalisation de l’énergie potentielle vis à vis du champ de phase
et du champ de déplacement ainsi que la formulation détaillée des éléments. Précisons simplement qu’ils
s’insèrent aisément dans un code éléments finis non linéaire [Miehe et al., 2010,Msekh et al., 2015,Nguyen
et al., 2015]. La description des fissures par le champ φ suffit néanmoins à tirer des remarques importantes
sur la méthode. La fissure est par nature représentée de façon diffuse mais il est primordial de limiter
cette diffusion (en limitant la valeur de l0) afin que les champs de contraintes résultant ne soit pas erronés.
Dans l’exemple Figure 1.19 on s’aperçoit qu’une valeur l0 très faible devant les dimensions de la structure
doit être choisie afin d’obtenir le trajet de fissuration représentée Figure 1.19e. Ce scénario, exempt de
fissuration secondaire, est le seul à être conforme aux observations expérimentales.

Figure 1.19 – Influence de l0 sur le scénario de fissuration obtenu lors d’un essai de flexion trois points
d’une éprouvette entaillée, (a) l0 = 0.15mm, (b) l0 = 0.05mm , (c) l0 = 0.035mm, (d) l0 = 0.025mm, (e)
l0 = 0.01mm, d’après [Miehe et al., 2010]

Le paramètre l0 doit donc être choisi aussi petit que possible. La taille des éléments du maillage notée h
doit cependant respecter la relation h < l

2 afin d’obtenir une représentation topologique de convenable
de la fissure [Miehe et al., 2010]. En conséquence les maillages couramment utilisés avec cette méthode
sont particulièrement fins (voir Figure 1.20).

Figure 1.20 – Discrétisation employée lors de l’utilisation d’éléments phase field [Msekh et al., 2015,
Nguyen et al., 2015]

Bilan et limitation pour notre étude
L’approche variationelle de la rupture permet de simuler les phases de nucléation, propagation, coales-
cence et ramification de fissures de façon naturelle. Elle ne nécessite en effet aucun algorithme de crack
tracking ou l’évaluation de quantités non locales. Son implémentation ne présente pas de difficultés
particulières en 3D et les temps de calculs semblent peu impactés par le nombre de fissures modélisées.
Cependant, la finesse des maillages nécessaires à son bon fonctionnement la rend inapplicable à des
maillages de CMC tissés en 3D.
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1.2 Éléments induisant un enrichissement de l’espace d’approxi-
mation

1.2.1 Éléments d’interfaces munis d’une loi de comportement cohésive
Les modèles de zones cohésives (MZC) sont apparus suite aux travaux de Dugdale et Barenblatt [Dugdale,
1960,Barenblatt, 1962]. Leur but était de rendre compte de la présence d’efforts s’opposant à l’ouverture
d’une fissure (voir Figure 1.21). L’objectif de Barenblatt était de représenter les efforts inter-atomiques
de cohésion d’un matériau fragile alors que celui de Dugdale était la prise en compte de la zone plastique
au voisinage de la fissure. Ces phénomènes ont conduit les deux auteurs à introduire des relations entre
les tractions exercées sur les lèvres d’une fissure et son ouverture dans leurs calculs analytiques. L’utili-
sation de lois traction-ouverture (appelées dans ce qui suit TSL pour "traction-separation law") permet
d’établir un lien direct entre les MZC et la mécanique de la rupture : l’aire sous la courbe d’une TSL
s’apparente au taux de restitution d’énergie critique, Gc, d’un matériau (voir Figure 1.23). Les problèmes
de régularisation de l’énergie dissipée évoqués au 1.1.3.1 sont ainsi intrinsèquement résolus.

Figure 1.21 – Efforts cohésifs exercés sur un solide au voisinage du front de fissure

La notion de contraintes cohésives fut adaptée aux simulations éléments finis par Hillerborg [Hillerborg
et al., 1976]. L’élément de zone cohésive développé par la suite est un élément d’interface (d’épaisseur
nulle) muni d’une TSL adoucissante. Ce dernier est inséré entre les éléments du maillage afin d’y modéliser
les efforts cohésifs s’exerçant sur les lèvres d’une fissure ou au sein d’une interphase (voir Figure 1.22).

Figure 1.22 – Insertion d’un élément cohésif dans un maillage

Nous détaillons dans la suite les principales technologies d’éléments d’interfaces munis d’une TSL.

1.2.1.1 Modèle de zone cohésive intrinsèque

Les MZC intrinsèques sont aujourd’hui les plus utilisés dans les codes de calcul du commerce. Leur succès
provient du fait qu’ils s’implémentent aisément dans un code éléments finis. Ils sont modélisés par des
éléments d’interface, munis d’une TSL adoucissante (notée t(δ)) possédant une raideur initiale finie (voir
Figure 1.23).
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Figure 1.23 – Exemple de loi de comportement traction-ouverture intrinsèque

De nombreuses TSL peuvent être rencontrées dans la littérature. Parmi les plus populaires pour simuler
des comportements élasto-endommageables on peut citer [Tvergaard, 1990, Allix and Ladevèze, 1992,
Alfano and Crisfield, 2001,Turon et al., 2006,Park and Paulino, 2012]. Les zones cohésives intrinsèques
sont insérées le long du trajet des fissures/décohésions qui doit donc être connu à priori. Lorsque l’on
cherche à modéliser la décohésion d’une interphase cette approche est particulièrement séduisante. Si
l’on cherche par contre à modéliser des fissures, deux sérieux inconvénients apparaissent : i) pour ne pas
assouplir artificiellement la structure il faut utiliser des raideurs initiales élevées (appelées "penalty"),
ce qui détériore le conditionnement numérique du système et le rend instable et ii) si l’on ne sait pas à
priori où se situent les fissures, on ne sait pas où insérer l’élément. Pour pallier ce dernier point certains
auteurs insèrent des zones cohésives entre tous les éléments du maillage. Cependant, en plus d’augmenter
considérablement la taille de la matrice de raideur du système, les problèmes évoquées en i) s’en trouvent
exacerbés. Une dépendance des trajets de fissuration à la discrétisation est de plus observée (voir Figure
1.24). Cette dernière est parfois considérée comme acceptable si des maillages raffinés sont utilisés [Xu
and Needleman, 1994,Xu et al., 1997,Tijssens et al., 2000].

Figure 1.24 – Dépendance des trajets de fissuration à la discrétisation, d’après [Tijssens et al., 2000]

1.2.1.2 Modèle de zone cohésive extrinsèque

Les MZC extrinsèques, développés par Camacho et Ortiz [Camacho and Ortiz, 1996], emploient des TSL
à raideur initiale infinie (cf. Figure 1.25). L’insertion de zones cohésives entre les éléments du maillage
n’assouplit donc pas artificiellement le système. En pratique aucune raideur infinie n’est utilisée : une
fois la contrainte maximale de la TSL atteinte à l’interface entre deux éléments (notée σmax, voir Figure
1.25), un dédoublement des noeuds suivi de l’insertion d’une zone cohésive est effectué. Le nombre de
degré de liberté augmente donc à mesure que les fissures se propagent.
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Figure 1.25 – Exemple de loi de comportement traction-ouverture extrinsèque

Cette modification continuelle du maillage est particulièrement complexe à réaliser en 3D. Une structura-
tion spécifique des données associées à la topologie des éléments (noeuds, faces, arêtes) doit être adoptée
afin de conserver une architecture de calcul parallélisable [Pandolfi and Ortiz, 2002,Espinha et al., 2013].
Une certaine dépendance des chemins de fissuration à la discrétisation est encore observée.

1.2.1.3 Modèle de zone cohésive extrinsèque et méthode de Galerkin Discontinue

D’autres formulations d’éléments ont récemment été proposés afin de remédier aux défauts des MZC
intrinsèques et extrinsèques. En utilisant une formulation de type Galerkin Discontinue on peut exploiter
les avantages des deux approches. Le champ de déplacement entre les éléments finis volumiques résultant
de cette formulation est naturellement incompatible. Sa compatibilité est assurée au sens faible grâce à
des calculs de flux aux interfaces entre tous les éléments du maillage. La consistance et la stabilité de
la méthode ont été démontrées [Mergheim et al., 2004, Noels and Radovitzky, 2006]. Les flux calculés
sont similaires aux tractions dans une MZC. Une stratégie hybride a ainsi été proposée dans [Mergheim
et al., 2004]. On emploie une méthode de Galerkin Discontinue jusqu’à ce que les contraintes inter-éléments
atteignent une valeur critique. Un élément fini d’interface muni d’une TSL est alors utilisé pour simuler la
partie adoucissante du comportement. L’avantage de cette approche par rapport aux MZC intrinsèques
est sa stabilité, le conditionnement du sytème n’est en effet pas détérioré par l’utilisation de raideurs
penalty. L’avantage vis à vis des MZC extrinsèque est qu’il n’est pas nécessaire de mettre en place une
structure complexe associée à la topologie du maillage (car ce dernier n’évolue pas au cours du temps).
La parallélisation de la méthode s’en trouve grandement facilitée [Radovitzky et al., 2011,Nguyen, 2014].
Les temps de calcul restent néanmoins conséquents puisque toutes les faces inter-éléments du maillage
initial doivent être dédoublées (voir Figure 1.26).

Figure 1.26 – Dédoublement de toutes les faces inter-éléments d’un maillage [Tijssens et al., 2000]

Bilan et limitation pour notre étude
Les trajets de fissuration dans les CMC tissés sont à priori inconnus car ils dépendent du chargement
et des propriétés des constituants. Le recours aux éléments d’interfaces pour représenter des trajets de
fissuration arbitraires imposerait l’utilisation de MZC extrinsèques ou d’une formulation de Galerkin
Discontinue. L’application de ces méthodes aux CMC en 3D nécessite cependant une puissance de
calcul considérable. Elles ne conviennent donc pas à nos travaux. En revanche les MCZ intrinsèques sont
bien adaptées à la simulation de la décohésion des interphase fibres/matrice. La zone TSL intrinsèque
développée dans [Chaboche et al., 1997], appelée "elastic decohesion" et prenant en compte le frottement
a donc été implémentée dans le code prototype.
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1.2.2 La méthode de partition de l’unité
La méthode de partition de l’unité (MPU) est issue des travaux de Melenk et Babuska [Melenk and
Babuška, 1996, Babuška and Melenk, 1997]. Elle fournit une méthodologie pour enrichir l’espace d’ap-
proximation des éléments finis standards (continu et bien souvent polynomial) sans modification de la
topologie du maillage. Les possibilités d’enrichissement sont nombreuses : utiliser des polynômes har-
moniques pour résoudre efficacement l’équation de Laplace, utiliser la fonction distance signée pour
représenter l’interface entre deux matériaux, utiliser la fonction d’Heaviside pour représenter une fissure,
etc. On détaille la formulation des espaces d’approximation enrichis et non enrichis dans ce qui suit.

Le domaine Ω est discrétisé par des éléments finis de volumes Ωe tels que Ω = ∪Ee=1 Ωe. On désigne par
N et E l’ensemble des noeuds et des éléments du maillage respectivement. On introduit les domaines
Ωi, appelés nuages, constitués de tous les éléments contenant le noeud i ∈ N (voir Figure 1.27). Par
construction Ω ⊂ ∪Ni=1Ωi.

Figure 1.27 – Support d’une fonction de forme Ni, d’après [Tranquart, 2012]

Soit Ni les fonctions de forme d’un élément finis classique, ces dernières forment une partition de l’unité
et leur support est contenu dans Ωi (c.-à-d. qu’elles sont nulles sur le domaine Ω\Ωi

).

N∑
i=1

Ni(x) = 1 ∀x ∈ Ωi (1.10)

Soit ūi le vecteur des déplacements nodaux des éléments finis classiques, le champ de déplacement non
enrichi s’écrit :

u(x) =

N∑
i=1

Ni(x)ūi ∀x ∈ Ω (1.11)

Soit Ψ une fonction définie dans Ω que l’on souhaite utiliser pour enrichir l’espace d’approximation des
éléments finis standards et soit N̄j un ensemble de fonctions formant une partition de l’unité et supportées
sur Ωj (dont on ne précise volontairement pas l’étendue). Comme les fonctions Nj forment une partition
de l’unité on a : ∑

j∈M⊆N

N̄j(x)Ψ(x) = Ψ(x) ∀x ∈ Ω (1.12)

La MPU consiste donc à chercher des champs de déplacement sous la forme :

u(x) =
∑
i∈N

Ni(x)ūi︸ ︷︷ ︸
interpolation standard

+
∑

j∈M⊆N

N̄j(x)Ψ(x)āj︸ ︷︷ ︸
interpolation enrichie

∀x ∈ Ω (1.13)

Où āj représente les degrés de liberté additionnels permettant d’interpoler la partie enrichie du champ
de déplacement. Par construction le champ de déplacement total est conforme et la convergence de la
méthode est démontrée [Babuška and Melenk, 1997].

1.2.2.1 XFEM-GFEM-PNM

La XFEM (eXtended Finite Element Method) est une MPU utilisée pour représenter des discontinuités
faibles (interfaces), fortes (fissures) ou un front de fissure au sein d’un élément [Moës et al., 1999,Daux
et al., 2000]. Elle permet également d’utiliser une zone cohésive au niveau de la discontinuité [Wells and
Sluys, 2001a,Moës and Belytschko, 2002,Ferté et al., 2016].

La GFEM (Generalized Finite Element Method), issue des travaux de [Strouboulis et al., 2001], est
également une MPU. Les premières applications de la GFEM utilisent des fonctions d’enrichissement
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issues de calculs numériques (et pas analytiques comme cela est généralement fait avec la XFEM) ayant
pour support tout le domaine d’étude afin de « superposer » des maillages (et, par exemple, réaliser une
étude multiéchelle). Lorsqu’il est question de modéliser une fissure ou un front de fissure au sein d’un
élément, GFEM et XFEM sont néanmoins considérées comme deux méthodes identiques [Belytschko
et al., 2009,Fries and Belytschko, 2010,Sukumar et al., 2015].

La PNM (Phantom Node Method) [Hansbo and Hansbo, 2004,Mergheim et al., 2005,Song et al., 2006,Ling
et al., 2009] ne dérive pas directement des travaux de Babuška sur la MPU. Il a cependant été démontré
que la cinématique des éléments PNM était identique à celle des éléments XFEM. Les fonctions de forme
utilisées avec la PNM sont en effet une combinaison linéaire de celles utilisées dans XFEM [Areias and
Belytschko, 2006,Song et al., 2006,Sukumar et al., 2015]. Lorque l’on modélise un élément fissuré de part
en part, cette méthode est donc considérée comme équivalente à la XFEM. C’est dans l’implémentation
de ces deux méthodes que des différences notables apparaissent. Il est difficile d’écrire des éléments
partiellement fissurés avec la PNM (une proposition est faite dans [Rabczuk et al., 2008] mais n’est pas
extensible à des cas tridimensionnels). Pour représenter un élément fissuré de part en part la PNM est
par contre plus simple à implémenter dans un code de calcul que la XFEM (elle est d’ailleurs présente
dans Abaqus depuis la version 6.9).

XFEM, GFEM et PNM sont donc trois méthodes similaires lorsqu’utilisées pour décrire une fissure au
sein d’un élément. Elles consistent à n’enrichir le champ de déplacement qu’en certaines zones d’intérêt
et pas sur tout le domaine comme cela peut être fait dans le cadre général de la MPU. Le champ enrichi
est donc porté par des fonctions de forme N̄j ayant un support compact. On peut ainsi représenter des
fissures sans remailler, au prix de l’ajout de degrés de liberté supplémentaires situés aux noeuds des
éléments.

Illustrons la formulation de la XFEM pour représenter un saut de déplacement au sein d’une structure
1D discrétisée à l’aide de 3 éléments de barres linéaires (voir Figure 1.28). Une fissure est présente en
x = ξ.

● ● ● ●||
x1 x2 ξ x3 x4

x

Figure 1.28 – Barre fissurée et discrétisée grâce à trois éléments

Le saut de déplacement est représenté à l’aide de la fonction de Heaviside généralisée H :

H(x) =

{
−1 x < ξ
1 x ≥ ξ (1.14)

Lorsque des éléments finis linéaires sont utilisés il est courant d’employer les mêmes fonctions de forme
pour interpoler les parties standards et enrichies du champ de déplacement dans (1.13) :

N̄i = Ni (1.15)

Le champ de déplacement dans la structure s’écrit :

u(x) =

N∑
i=1

Ni(x)ūi︸ ︷︷ ︸
interpolation standard

+
∑

j∈M⊆N

Nj(x)H(x)āj︸ ︷︷ ︸
interpolation enrichie

∀x ∈ Ω (1.16)

Où N = {1, 2, 3, 4} et M = {2, 3}. Lorsqu’un enrichissement de type Heaviside est adopté, les parties
« standards » et « enrichies » du déplacement sont appelées « continues » et « discontinues » respective-
ment. Le champ de déplacement (1.16) dans l’élément fissuré s’écrit explicitement :

u(x) = N2(x)ū2 +H(x)N2(x)ā2 +N3(x)ū3 +H(x)N3(x)ā3 (1.17)

Les fonctions de forme utilisées pour représenter le champ de déplacement sont donc : N1, N2, HN1 et
HN2 (cf. Figure 1.29)
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Figure 1.29 – Fonctions de forme utilisées pour représenter une fissure au sein d’un élément XFEM

XFEM a été appliquée avec succès pour simuler la propagation de fissures dans des composites stratifiés
(cf. Fig 1.30).

Figure 1.30 – Réseau de fissures dans différents plis d’un composite à matrice organique stratifié, a)
observations expérimentales par tomographie à rayons X, b) simulation XFEM, d’après [Vigueras et al.,
2015]
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Bilan et limitation pour notre étude
Les méthodes éléments finis enrichies telles que PNM, XFEM ou GFEM permettent de représenter
des fissures sans les mailler explicitement. La littérature les concernant est abondante et elles béné-
ficient d’une solide fondation mathématique. Moyennant des techniques d’enrichissement avancées et
des degrés de liberté additionnels, elles permettent d’atteindre des taux de convergence optimaux en
présence de singularités [Laborde et al., 2005,Béchet et al., 2005]. Par conséquent, malgré leur relative
complexité, elles ont trouvé leur place dans le milieu industriel [Bordas and Moran, 2006,Duflot et al.,
2008,Wyart et al., 2009] ainsi que dans de nombreux codes de calculs commerciaux (p.-ex. Radioss,
Samcef, Abaqus, LS-Dyna, Ansys, Zébulon ou code Aster). Les problématiques industrielles générale-
ment abordées nécessitent la représentation d’un nombre réduit de fissures. Le surcoût engendré par
l’ajout de degrés de liberté à mesure que les fissures se propagent est donc, dans ces cas-là, modéré. La
simulation de la fissuration dans les matériaux composites requiert la représentation d’un nombre consi-
dérable de fissures tridimensionnelles. Rien ne s’oppose, en théorie, à l’utilisation de méthodes telles que
XFEM pour y arriver. En pratique, une implémentation performante de la méthode devient cependant
indispensable. Une telle implémentation est difficilement réalisable dans un code de calcul industriel
où peu de libertés sont laissées à l’utilisateur. Ainsi, les études comprenant un nombre important de
fissures sont systématiquement réalisées avec des « codes maisons » optimisés.
Des exemples d’application de PNM/XFEM à l’échelle mésoscopique de composites stratifiés à matrice
organique ont été publiés dans [Meer and Sluys, 2009,Ahmed and Sluys, 2015,Vigueras et al., 2015].
Des centaines de fissures sont par exemple représentées dans [Vigueras et al., 2015] (voir Figure 1.30).
Les simulations y ont été réalisées à l’aide d’un cluster de 2000 coeurs. Au vu des maillages utilisés
(comprenant environ 1 million d’éléments) elles semblent pourtant réalisables sur un simple ordina-
teur de bureau. L’ajout de degrés de liberté supplémentaires engendre un surcoût de calcul conséquent
lorsque de nombreuses fissures sont représentées en 3D. C’est probablement une des raisons pour les-
quelles, XFEM, GFEM ou PNM n’ont, à la connaissance de l’auteur, jamais été appliquées à l’échelle
mésoscopique de composites tissés pour y simuler la propagation de nombreuses fissures en 3D.
Nous nous sommes donc orientés vers une méthode moins gourmande en temps de calcul et préservant
l’architecture d’un code élément fini classique.

1.2.3 Embedded finite element methods (EFEM)
1.2.3.1 Un rapide tour d’horizon

Les méthodes de type Embedded Finite Element (EFEM) permettent d’incorporer une discontinuité
(faible ou forte) au sein d’éléments finis. Contrairement à celles présentées au 1.2.2.1, les degrés de liberté
additionnels ne sont pas localisés aux noeuds de l’élément. On peut donc les condenser ; la matrice de
raideur élémentaire conserve alors sa dimension initiale après enrichissement. Les EFEM permettent
de résoudre les mêmes problèmes que ceux abordés avec XFEM. Leur principale différence est qu’elles
donnent lieu à un champ de déplacement non conforme au sein de la structure modélisée.

Ces méthodes sont apparues au début des années 90 [Dvorkin et al., 1990, Klisinski et al., 1991, Simo
et al., 1993] et ont rapidement suscité l’engouement de la communauté scientifique. De nombreux élé-
ments/théories ont ainsi été publiés sous diverses appellations : éléments à discontinuités, éléments
condensés, embedded discontinuity approach, embedded finite element method, strong embedded dis-
continuities, strong discontinuity approach, etc. Contrairement aux approches issues de la MPU, les
méthodes précédemment évoquées dérivent de cadres mathématiques très hétérogènes. Dans un souci
d’harmonisation Jirasek analysa une vingtaine d’EFEM et en dégagea trois « catégories » de formula-
tions : Kinematically Optimal Symmetric (KOS), Statically Optimal Symmetric (SOS) et Statically and
Kinematically Optimal Nonsymmetric (SKON) [Jirásek, 2000]. Les formulations SOS satisfont la condi-
tion de continuité des tractions au niveau de la discontinuité, sous forme faible, mais la cinématique de
l’élément est pauvre : il ne représente pas explicitement de fissure. Les formulations KOS satisfont la
condition de continuité des tractions au niveau de la discontinuité d’une façon « étrange » [Jirásek, 2000].
La cinématique de la discontinuité est par contre mieux représentée qu’avec la SOS. La SKON combine
de façon optimale les deux formulations précédentes et est généralement considérée comme supérieure.

Il est souvent reproché aux EFEM développées avant 2005 leur incapacité à représenter une fissure
convenablement. Cette dernière est en effet « lissée » dans le volume de l’élément ou reconstruite à
partir de déformations équivalentes ; il n’y a généralement pas de véritable discontinuité discrète dans la
formulation. De plus, les premières EFEM n’autorisaient qu’une cinématique de discontinuité limitée :
une ouverture de fissure constante appelée mode de discontinuité constant [Jirásek, 2000, Linder and
Armero, 2007,Wu, 2011]. Ainsi, certains auteurs vont jusqu’à dire que les EFEM sont similaires à des
modèles d’endommagement classiques [de Borst et al., 2001,Mosler and Meschke, 2004,Borst and Crisfield,
2012,Wells, 2001]. Afin de pallier ces lacunes, les EFEM publiées après 2005 incluent généralement des
modes de déformations additionnels, calculés à priori [Manzoli and Shing, 2006, Armero and Linder,
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2007, Linder and Armero, 2007, Dias-da Costa et al., 2009a, Dias-da Costa et al., 2009b, Dujc et al.,
2013, Wu et al., 2015]. Le saut de déplacement le long de la discontinuité n’est plus nécessairement
constant (cf. Figure 1.31).

Figure 1.31 – Modes de déformations calculés à priori dans la formulation d’un élément EFEM [Linder
and Armero, 2007]

Choisir une EFEM parmi celles publiées est délicat. Il n’existe en effet aucune étude comparant les plus
récentes et leurs taux de convergence ne sont pas fournis par les auteurs. L’objectif de nos travaux est de
représenter des réseaux de fissures tridimensionnels dans les CMC, à l’échelle mésoscopique, et d’estimer
leurs ouvertures. La cinématique de l’élément ainsi que les temps de calcul qu’il engendre sont donc nos
critères de choix prédominants.

Le groupe d’Oliver est incontestablement celui qui a le plus publié sur les EFEM (cf., entre autres, [Simo
et al., 1993,Oliver, 1996a,Oliver, 1996b,Oliver and Huespe, 2004a,Oliver and Huespe, 2004b,Oliver et al.,
2008,Dias et al., 2012,Dias et al., 2016, Lloberas-Valls et al., 2016]). Son approche, appelée continuum
strong discontinuity approach, permet de rendre naturellement compte d’une transition endommagement
volumique/surfacique. L’auteur a également développé de nombreuses stratégies pour faciliter les simu-
lations en présence de fissures : algorithmes de crack tracking, algorithmes de résolution des itérations
locales dans l’élément, etc. Il a montré que la propagation de fissures cohésives avec EFEM et XFEM don-
nait lieu à des trajets de fissuration identiques (voir Figure 1.32). Les temps de calculs avec EFEM sont
par contre inférieurs à ceux obtenus avec XFEM et indépendants du nombre de fissures modélisées [Oliver
et al., 2006].
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Figure 1.32 – Propagation de fissure lors d’un essai de flexion 4 points en utilisant XFEM et EFEM
[Oliver et al., 2006]

La cinématique des éléments utilisés n’a cependant pas de véritable caractère discontinu. La discontinuité
du champ de déplacement est en effet « régularisée » c.-à-d. répartie dans l’élément. De plus, la transition
naturelle entre endommagement volumique et surfacique, qui fait la force de cette approche, n’est pas
adaptée aux CMC. Comme les constituants des CMC sont fragiles (leurs énergies de rupture sont de
l’ordre de la dizaine de joules) il est préférable de ne considérer qu’un endommagement surfacique.
Les travaux de Brancherie et/ou d’Ibrahimbegogevic (voir, entre autres, [Brancherie, 2003, Dominguez
et al., 2005, Brancherie and Ibrahimbegovic, 2009, Saksala et al., 2016]) se concentrent sur la présence
simultanée d’un endommagement volumique et surfacique, au sein d’un même élément, afin de mieux
rendre des comptes des phénomènes dissipatifs dans les structures massives. Là encore, cela présente peu
d’intérêt pour des simulations à l’échelle mésoscopique de CMC.
Des travaux tels que ceux de Linder et/ou d’Armero (voir [Armero and Linder, 2007,Linder and Armero,
2007,Armero and Linder, 2008,Armero and Kim, 2012]), ceux de Dias-Da-Costa [Dias-da Costa et al.,
2009a,Dias-da Costa et al., 2009b,Dias-da Costa et al., 2013] ou ceux de Bolzon [Bolzon and Corigliano,
2000,Bolzon, 2001] paraissent plus adaptés à notre problématique.

L’implémentation de l’élément développé par Bolzon, de formulation plus simple que ceux précédemment
cités, a donc été entreprise en début de thèse. Des modifications furent cependant nécessaires. En effet,
l’élément publié est condensé aux degrés de liberté interfaciaux. Un élément similaire mais condensé aux
degrés de liberté classiques (c.-à-d. externes) a donc été développé [Essongue, 2014]. Des essais ont été
réalisés afin de s’assurer que la cinématique des éléments enrichis était acceptable. Nous en décrivons un
dans ce qui suit. Considérons l’éprouvette fissurée de part en part représentée à la Figure 1.33. On impose
un champ de déplacement homogène à une extrémité de l’éprouvette et l’autre est encastrée. On doit
donc assister à un mouvement de corps rigide d’une partie de l’éprouvette sans génération de contraintes.

Figure 1.33 – Utilisation d’éléments enrichis pour représenter une fissure curviligne dans une éprouvette
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La discontinuité est introduite en enrichissant les éléments qu’elle intersecte. Une interface totalement
endommagée est utilisée afin de représenter la fissure au sein de ces derniers. On veut s’assurer qu’ils ne
transmettent pas d’efforts parasites. La condensation entraîne la non conformité du champ de déplacement
dans la structure. Cet essai permet d’en évaluer l’impact sur les ouvertures de fissures calculées. Lorsque
des éléments non condensés sont utilisés (voir Figure 1.34b) l’ouverture de fissure calculée est égale au
déplacement imposé à l’extrémité de l’éprouvette. Lorsque des éléments condensés sont utilisés (voir
Figure 1.34a) la non conformité du champ de déplacement engendre des erreurs atteignant 20% sur les
ouvertures de fissures [Essongue, 2014]. Aucun stress locking n’est observé. Les résultats fournis par les
éléments condensés sont considérés comme satisfaisant au vu de l’application envisagée.

Figure 1.34 – État de contrainte principale dans l’éprouvette fissurée avec : a) l’élément condensé
développé par l’auteur, b) l’élément développé par Bolzon, d’après [Essongue, 2014]

Bilan
On peut représenter de nombreuses fissures frottantes à moindre coût en utilisant des méthodes de type
EFEM. Elles ne modifient pas l’architecture d’un code de calcul classique car la matrice de raideur
globale conserve sa taille initiale. Elles sont donc aisément parallélisables et implémentables dans un
code industriel. Le champ de déplacement résultant est non conforme. Néanmoins, les ouvertures de
fissures calculées sont suffisamment consistantes pour réaliser le couplage avec l’oxydation nécessaire à
l’estimation de la durée de vie de CMC. De plus, les EFEM permettent d’utiliser des maillages 10 à
1000 fois moins raffinés que des méthodes telles que phase field ou l’endommagement non-local pour
l’obtention de résultats similaires [Lloberas-Valls et al., 2016].
Des questions demeurent quant à leur convergence (dans la norme énergétique p.-ex.). Les nombreuses
publications sur le sujet suggèrent quelles sont convergentes mais les vitesses associées sont inconnues.
Les « stratégies » utilisées pour mener à bien un calcul (algorithmes de crack tracking, algorithmes de
résolution des itérations locales, etc.) diffèrent considérablement selon les auteurs. Les cadres mathéma-
tiques dans lequel sont formulés les éléments sont également hétérogènes. Le choix d’une EFEM plutôt
qu’une autre est donc difficile.
Malgré quelques questions en suspens, EFEM apparaît comme la technologie d’élément la plus adaptée
pour simuler la fissuration dans les CMC à l’échelle mésoscopique.

1.2.3.2 The Augmented Finite Element Method (AFEM)

Le développement d’un élément inspiré de celui de Bolzon a été abandonné. La condensation d’une
interface totalement endommagée a donné des résultats satisfaisants mais celle d’une interface cohésive
n’a pas abouti. L’EFEM de Bolzon a donc été délaissée au profit de la méthode des éléments finis
augmentés (AFEM).

Les premiers éléments intitulés AFEM ont été publiés en 2009 [Ling et al., 2009] par le groupe du
professeur Yang. AFEM était alors une similaire à la PNM brièvement présentée au 1.2.2.1. La taille de la
matrice de raideur globale augmente donc à mesure que les fissures se propagent. Les auteurs parvinrent
à condenser la méthode en 2013 [Liu et al., 2013,Mohammadizadeh, 2013, Liu et al., 2014]. Plusieurs
aspects la distingue des autres EFEM : i) elle autorise la représentation de plusieurs discontinuités au sein
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d’un élément (voir Figure 1.35) ; à la connaissance de l’auteur seule l’EFEM présentée dans [Linder and
Armero, 2009] le permet également, ii) elle ne nécessite pas le calcul, à priori, de modes de déformations
et iii) elle ne requiert pas d’itérations locales (aussi appelées itérations élémentaires). Le point iii) est
particulièrement attrayant. En effet, s’affranchir de plusieurs niveaux d’itérations imbriquées (itérations
au niveau global, itérations au niveau élémentaire et itérations au niveau des points d’intégration) simplifie
considérablement le schéma de résolution. La procédure permettant de s’affranchir des itérations locales,
appelée « consistency check », a été publiée en Mars 2015 [Liu et al., 2015]. Les auteurs ont implémenté
AFEM dans Abaqus et l’ont comparé à la PNM. Les calculs réalisés avec AFEM sont 100 à 1000 fois plus
rapides que ceux menés avec la PNM [Liu et al., 2014].

Figure 1.35 – Quadrilatère bilinéaire traversé par plusieurs fissures cohésives [Mohammadizadeh, 2013]

Bien que cette méthode soit récente, elle semble déjà relativement mature et performante. Elle a en effet
été étendue à la 3D [Naderi et al., 2016], aux calculs thermomécaniques [Do, 2014,Jung et al., 2016] ou à la
dynamique [Gu et al., 2015]. Des calculs préliminaires à l’échelle mésoscopique de CMC (cf. Figure 1.36)
ainsi que sur des barrières thermiques en zircone yttriée [Jung et al., 2016] ont également été réalisés.

Figure 1.36 – Réseau de fissures obtenu avec AFEM dans un CMC tissé (les fissures sont représentées
par les éléments grisés) [Yang and Naderi, 2015]

Le transfert vers le partenaire industriel Safran Ceramics impose l’utilisation de codes de calcul industriels
(en l’occurence Abaqus). Néanmoins, face à la difficulté d’avoir à tester différents concepts, le besoin
de maîtriser complètement l’architecture du code s’est fait ressentir. C’est impossible dans un code de
calcul industriel. De nombreuses librairies libres et performantes de calcul éléments finis existent (p.-
ex. OpenFEM, GetFEM++, OOFEM, FEAP ou JEM-JIVE), mais l’aide fournie avec ces librairies est
souvent limitée. De plus, le code source est en général difficile à manipuler pour celui qui n’en a pas
suivi le développement. La mise en œuvre d’AFEM a donc fait l’objet de l’écriture d’un code prototype
entièrement développé par l’auteur.
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Ce chapitre poursuit un triple objectif. En se basant sur les travaux publiés dans [Do et al., 2013,
Liu et al., 2013, Liu et al., 2014, Liu et al., 2015] nous rappelons la formulation de la méthode des
éléments finis augmentés (AFEM). Afin de mieux la comprendre et de faciliter son implémentation, le
déroulement des calculs est intégralement détaillé. Nous profitons de cette opportunité pour corriger
quelques erreurs rencontrées dans les publications précédemment mentionnées. Une variante d’AFEM,
palliant des lacunes de la méthode originale, a ensuite été développée. Les éléments augmentés (AFEs)
emploient des noeuds internes pour prendre en compte les déplacements dus à la présence d’une ou
plusieurs discontinuités faibles ou fortes. Seul le cas d’une discontinuité dans un élément 2D soumis à
un chargement statique sera traité dans ces travaux. Les discontinuités fortes et faibles seront par contre
abordées. Les discontinuités faibles (c.-à-d. les discontinuités du champ de déformation) autorisent la
représentation d’interfaces au sein d’éléments. Elles permettent d’utiliser un maillage ne se conformant
pas aux interfaces entre deux matériaux (voir Figure 2.1b). Bien que l’objectif principal de nos travaux soit
la représentation de discontinuités fortes, l’étude des discontinuités faibles s’avère particulièrement utile.
En effet, la génération de maillages tridimensionnels de CMC se conformant aux interfaces matériaux est
une tâche fastidieuse.

Figure 2.1 – Inclusion circulaire représentée par un maillage a) conforme b) non conforme à l’interface

Les AFEs incorporant des discontinuités fortes ou faibles dérivent de la même formulation variationnelle.
Nous détaillons dans un premier temps leurs équations d’équilibre discrétisées et non condensées à la
Section 2.1. Le processus de condensation des degrés de liberté (DDL) internes est ensuite présenté à la
Section 2.2 pour les discontinuités faibles et à la Section 2.3 pour les discontinuités fortes. Finalement,
des complications inhérentes à l’utilisation d’AFEs incorporant des discontinuités fortes sont mises en
lumière. Nous introduisons une nouvelle technique pour les résoudre appelée méthode des éléments finis
augmentés et pseudo-inversés (PIAFEM) à la Section 2.3.6.4.

2.1 Formulation variationnelle et équations d’équilibre discréti-
sées

Soit Ω le domaine occupé par le solide représenté à la Figure 2.2 et Ωf son pourtour. Une fois un critère
mécanique atteint, une surface interne Γc est introduite et sépare Ω en deux sous-domaines Ω− et Ω+.
On définit également les surfaces Γ+

c et Γ−c telles que Γ±c = Ω± ∩ Γc. Des déplacements, notés ū, sont
imposés sur Γu = Γ+

u ∪Γ−u et des tractions, notées f , sont exercées sur Γf = Γ+
f ∪Γ−f . Les sous-domaines

de part et d’autre de la discontinuité sont élastiques et homogènes. On se placera dans l’hypothèse des
petites perturbations tout au long de ces travaux.

Figure 2.2 – Solide traversé par une discontinuité [Mohammadizadeh, 2013]
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En l’absence de forces de volume les équations gouvernant le problème s’écrivent :

∇σ+(x) = 0 x ∈ Ω+ ∇σ−(x) = 0 x ∈ Ω− (2.1)

σ+(x).n+(x) = f+(x) x ∈ Γ+
f σ−(x).n−(x) = f−(x) x ∈ Γ−f (2.2)

u+(x) = ū+(x) x ∈ Γ+
u u−(x) = ū−(x) x ∈ Γ−u (2.3)

t+(x) = σ+(x)n+(x) = −t(x) x ∈ Γ+
c t−(x) = σ−(x).n−(x) = t(x) x ∈ Γ−c (2.4)

σ+ et σ− désignent les champs de contraintes dans Ω+ et Ω− respectivement, t± sont les tractions le
long des surfaces de discontinuité Γ±c et n+ et n− sont les normales extérieures à Γ+

c et Γ−c . La traction
t est une fonction de l’ouverture ∆u définie comme :

∆u(x) = u+(x)− u−(x) x ∈ Γc (2.5)

La loi de comportement et l’équation de compatibilité des déformations des deux sous-domaines s’écrivent :

σ+(x) = C+ : ε+(x) x ∈ Ω+ ε+(x) =
1

2
(∇Tu+(x) +∇u+(x)) x ∈ Ω+ (2.6)

σ−(x) = C− : ε−(x) x ∈ Ω− ε−(x) =
1

2
(∇Tu−(x) +∇u−(x)) x ∈ Ω− (2.7)

où C+ et C− sont les tenseurs d’élasticité des sous-domaines Ω+ et Ω−. Les champs de déplacement u+

et u− doivent être des sous-ensembles du champ de déplacement cinématiquement admissible, U :

u+ ∈ U = {v+ ∈ V : v+ = 0 x ∈ Γ+
u } u− ∈ U = {v− ∈ V : v− = 0 x ∈ Γ−u } (2.8)

La forme faible du problème décrit par les équations (2.1)-(2.8) s’obtient en appliquant le principe des
travaux virtuels séparément aux 2 sous-domaines.∫

Ω+

σ+ : ε+(v+)dΩ =

∫
Γf+

f+.v+dΓ−
∫

Γc

t(∆v).v+dΓ ∀v ∈ U (2.9)∫
Ω−

σ− : ε−(v−)dΩ =

∫
Γf−

f−.v−dΓ +

∫
Γc

t(∆v).v−dΓ ∀v ∈ U (2.10)

avec :
∆v(x) = v+(x)− v−(x) x ∈ Γc (2.11)

Les membres de gauche de (2.9) et (2.10) sont les travaux des forces internes. Les membres de droite
de ces équations sont les travaux des efforts extérieurs et des tractions. Le champ de déplacement dans
chacun des sous-domaines est obtenu grâce aux mêmes fonctions de forme que celles utilisées avec des
éléments finis standards.

u±(x) = [N±(x)]{d±} (2.12)

où [N±] sont les matrices d’interpolation du champ de déplacement au sein des deux sous-domaines et
{d±} les déplacements des noeuds situés dans Ω±. Les champs de déformation dans Ω± s’écrivent :

ε±(x) = [B±(x)]{d±} (2.13)

où [B±] sont les matrices déformation-déplacement souvent appelées « matrices B ». En substituant
(2.12) et (2.13) dans (2.9) et (2.10) et en utilisant le principe des travaux virtuels, on obtient le système
d’équations suivant :

[L±]{d±} =

{
fext±

fint±

}
(2.14)

{fint+} = −{fint−} (2.15)

où

[L±] =

∫
Ω±

[B±]TC±[B±]dΩ {fext±} =

∫
Γ±
f

[N±]Tf±dΓ (2.16)

On réécrit ensuite (2.14) en faisant apparaître les sous-matrices de raideur :[
L11+ L12+

L21+ L22+

]{
dext+

dint+

}
=

{
fext+

fint+

} [
L11− L12−

L21− L22−

]{
dext−

dint−

}
=

{
fext−

fint−

}
(2.17)

Nous introduisons le vecteur ouverture dans le repère global et dans le repère local ainsi que la matrice
de rotation entre ces deux repères {∆dint}, {δdint} et [R] respectivement :

{∆dint} = {dint+} − {dint−} [R]{∆dint} = {δdint} [R]{δdint} = {∆dint} (2.18)
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Les éléments amenés à être augmentés et dont nous étudierons la formulation sont le triangle à déformation
constante appelé T3 et le quadrilatère bilinéaire dénommé Q4 (voir Figure 2.3). Quand une discontinuité
est introduite au sein d’un T3 il est scindé en un Q4 et un T3 et renommé AT3. Lorsque le Q4 est
augmenté deux situations peuvent se produire selon la position de la discontinuité : i) si elle sépare
l’élément en deux Q4 il est nommé AQ4-1 ou ii) si elle le scinde en un Q4 et un pentagone (P5) il est
appelé AQ4-2.

Figure 2.3 – Représentation des différents éléments augmentés (AFEs) en 2D, {δs, δn} : repère local de
la zone cohésive, {x, y} : repère global

Dans un souci de clarté, les vecteurs forces, les DDL ainsi que les matrices de raideur et de rotation
précédemment mentionnés sont explicitement détaillés en Annexe A.1 pour le AQ4-1, en Annexe A.2
pour le AQ4-2 et en Annexe A.3 pour le AT3. Les matrices B introduites à l’équation (2.13) sont celles
des éléments finis standard. Nous avons donc choisi de ne pas les détailler ici et renvoyons le lecteur
intéressé aux ouvrages classiques sur la méthode des éléments finis tels que [Bathe, 1996,Zienkiewicz and
Taylor, 2005]. Les matrices B des sous-domaines pentagonaux sont par contre rarement rencontrées dans
la littérature. La formulation adoptée par les auteurs d’AFEM est issue du travail du groupe de Sukumar
sur les éléments finis polygonaux [Sukumar and Tabarraei, 2004,Tabarraei and Sukumar, 2006,Mousavi
et al., 2009]. Elle est rappelée en Annexe B de [Liu et al., 2014] mais une erreur y est présente. Nous la
corrigeons en Annexe B.

L’utilisation de méthodes de type EFEM conduit à des schémas de résolution en deux étapes. Le calcul
des degrés de liberté « globaux » (aussi appelés externes) est effectué dans un premier temps. Le terme
« globaux » signifie qu’ils apparaissent dans la matrice de raideur globale du système. Tous les DDL
des éléments finis standards ainsi que ceux des vecteurs colonnes {dext±} (voir Eq. 2.17) des AFEs sont
globaux. Les déplacements et les efforts interfaciaux des AFEs (vecteurs {dint±} et {fint±} de l’équation
(2.17)) doivent ensuite être déterminés. Les matrices de raideur sont mises à jour en conséquence. Au
cours de cette étape les calculs sont effectués indépendamment au sein de chacun des éléments augmentés.
On l’appelle donc élémentaire ou locale.

2.2 Élements à discontinuités faibles

2.2.1 Calcul des déplacements interfaciaux
Les équations d’équilibre discrétisées et non condensées (2.14) sont réécrites sous une forme équivalente :

[L11+ ]{dext+}+ [L12+ ]{dint+} = {fext+} (2.19)

[L11− ]{dext−}+ [L12− ]{dint−} = {fext−} (2.20)

[L21+ ]{dext+}+ [L22+ ]{dint+} = {fint+} (2.21)

[L21− ]{dext−}+ [L22− ]{dint−} = {fint−} (2.22)

Lorsque des discontinuités faibles sont considérées, l’interface entre les deux sous-domaines Ω+ et Ω− est
parfaitement adhérente (c.-à-d. de raideur infinie). Cela se traduit par

{dint−} = {dint+} (2.23)

En introduisant [Λ] = [L22+ ] + [L22− ] et en additionnant (2.21) et (2.22) on obtient

[L21+ ].{dext+}+ [L21− ].{dext−}+ [Λ]{dint+} = 0 (2.24)

Ce qui conduit à

{dint+} = {dint−} = −[Λ]−1([L21+ ]{dext+}+ [L21− ]{dext−}) (2.25)

[Λ] est la somme de deux matrices symétriques et définies positives, [L22+ ] et [L22− ] ; elle est donc
inversible. Les propriétés de ces matrices seront discutées plus en détail à la Section 2.3.3.
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2.2.2 Matrice de raideur élémentaire condensée
La substitution de (2.25) dans (2.19) et (2.20) donne

{fext−} = [L11− ]{dext−}+ [L12− ]

(
− [Λ]−1([L21+ ]{dext+}+ [L21− ]{dext−})

)
(2.26)

{fext+} = [L11+ ]{dext+}+ [L12+ ]

(
− [Λ]−1([L21+ ]{dext+}+ [L21− ]{dext−})

)
(2.27)

Conduisant à la matrice de raideur condensée

{fext} =

[
L−11 − L12−Λ−1L21− −L12−Λ−1L21+

−L12+Λ−1L21− L+
11 − L12+Λ−1L21+

]
{dext} (2.28)

Une fois le calcul des degrés de liberté externes effectué, les déplacements interfaciaux ainsi que la matrice
de raideur condensée sont immédiatement obtenus grâce à (2.25) et (2.28). La formulation de l’élément
est simple, il n’y a en effet pas besoin d’introduire de raideur de pénalité pour appliquer (2.23) comme
cela serait le cas avec la PNM par exemple.

2.3 Élements à discontinuités fortes

2.3.1 Loi de comportement de l’interface : linéaire par morceaux et faible-
ment couplée

Les vecteurs colonnes {fint±} apparaissant dans les équations d’équilibre discrétisées (2.21) et (2.22) sont
reliés aux contraintes cohésives exercées entre les sous-domaines Ω+ et Ω−. Une loi traction-ouverture
(appelée TSL pour Traction-Separation Law dans la suite de ce texte) doit être utilisée avec la méthode
des éléments finis augmentés. Cela implique que la contrainte interfaciale normale (respectivement tan-
gentielle) ne dépend que de l’ouverture de fissure normale (respectivement tangentielle). La rupture sous
chargement mixte intervient lorsqu’un critère d’interaction entre les énergies de rupture en modes I, II
et III est satisfait, d’où la terminologie « faiblement couplée ». En 2D l’énergie totale dissipée pendant le
processus de rupture, G, peut être décomposée en énergies dissipées en modes I et II : GI et GII :

G = GI +GII (2.29)

La rupture se produit dès que le critère d’interaction suivant est satisfait :

GI
GIc

+
GII
GIIc

≥ 1 (2.30)

où GIc et GIIc sont les énergies de rupture du matériau en modes I et II respectivement.

Figure 2.4 – exemple de TSL linéaire par morceaux et faiblement couplée

Nous considérons l’utilisation d’une TSL faiblement couplée comme un inconvénient car elle induit un
comportement peu physique. En effet, si la zone cohésive est considérablement endommagée suite à un
chargement en mode I pur (supposons par exemple que GI/GIc = 0.9), sa raideur tangentielle ne subit
aucune diminution. De plus, une chute de contrainte brutale peut avoir lieu lorsque le critère d’interaction
est satisfait en mode mixte. Cette dernière peut entraîner la divergence du schéma numérique. L’utilisation
couplée de ces TSL linéaires par morceaux et d’éléments augmentés permet néanmoins de s’affranchir
d’itérations locales et simplifie donc considérablement l’implémentation des AFEs.
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La TSL est indexée afin que chacun de ses segments soit associé à une raideur constante et à une plage
d’ouverture de fissure. Soit A et B les deux points d’intégration des contraintes interfaciales et σn et τs
les contraintes cohésives normale et tangentielle dans le repère de la zone cohésive. Les contraintes aux
points d’intégration peuvent se mettre sous la forme :

{σ(i,j,k,l)
coh } =


σnA
τsA
σnB
τsB

 = {σ(i,j,k,l)
0 }+

[
α

(i,j,k,l)
0

]
∆δnA
∆δsA
∆δnB
∆δsB

 (2.31)

avec :

{σ(i,j,k,l)
0 } =


σ

(i)
n0

τ
(j)
s0

σ
(k)
n0

τ
(l)
s0


[
α

(i,j,k,l)
0

]
=


α

(i)
n0

α
(j)
s0

α
(k)
n0

α
(l)
s0

 (2.32)

Les exposants (i,j,k,l) indexent indépendamment les deux modes de séparation (i.e., cisaillement et
ouverture) aux points d’intégration A et B. Bien que la TSL soit non-linéaire, pour une combinaison
donnée d’exposants (i,j,k,l) les tractions peuvent s’écrire comme une fonction affine des ouvertures (cf.
Eq. 2.31). La forme de la loi cohésive est dictée par les valeurs αn0, αs0, σn0 et τs0 choisies par l’utilisateur.
Si l’on souhaite par exemple reproduire la TSL représentée à la Figure 2.4, les valeurs suivantes doivent
être utilisées :

segment no 1 2 3 4 5
αn0 10 -5 0 2.5
σn0 0 150 0 0
αs0 10 -5 5 0 2.5
τs0 0 150 -150 0 0

Les segments verts et hachurés de la Figure 2.4 représentent le cas d’une décharge. Ils évoluent avec l’état
d’endommagement et doivent être recalculés à chaque itération.

2.3.2 Schémas d’intégration des contraintes cohésives
Les équations d’équilibre discrétisées (2.14) ne font pas apparaître les contraintes interfaciales {σcoh}
mais les efforts interfaciaux {fint±}. Ils sont calculés grâce à l’intégration des contraintes cohésives le
long de la discontinuité. Les performances de divers schémas d’intégration sont dans un premier temps
rappelées. Deux d’entre eux sont ensuite explicitement détaillés.

Afin de comparer différents schémas d’intégration des contraintes cohésives, un test en mode I a été réalisé
dans [Liu et al., 2013]. Les meilleurs résultats ont été obtenus lorsque la position des points d’intégration
évoluait avec l’état d’endommagement de la zone cohésive. Ces nouvelles quadratures numériques, faisant
usage de points d’intégration mobiles, ont été entièrement détaillées et comparées dans [Do et al., 2013].
Il apparaît de plus que les zones cohésives à trois points d’intégration sont plus performantes que celles
comprenant deux points d’intégration. Ce résultat est particulièrement prononcé lorsque des schémas
d’intégration de Newton-Cotes (N-Cis) sont utilisés. Quand des schémas d’intégration de Gauss (Gis)
sont adoptés l’usage de deux ou de trois points d’intégration n’a qu’une légère influence sur les résultats.
Les performances d’un N-Cis employé avec 2 et 20 points d’intégration ont été comparées dans [Alfano
and Crisfield, 2001]. Les auteurs se sont aperçus que l’utilisation de 20 points d’intégration réduisait la
stabilité du schéma de résolution. En se basant sur les travaux de [Rots, 1988,Schellekens and De Borst,
1993,Simone, 2004] de nombreux auteurs emploient un N-Cis à 2 points car les contraintes interfaciales
oscillent lorsqu’un Gis à 2 points est adopté. Le test mettant à jour ces oscillations a été introduit
dans [Rots, 1988]. Nous le rappelons brièvement ci-après. Une poutre horizontale comprenant une entaille
verticale est soumise à une charge verticale comme illustrée à la Figure 2.5a. Des éléments d’interface
totalement endommagés sont utilisés pour modéliser la fissure (représentée par le trait épais à la Figure
2.5b) et des éléments d’interface non endommagés sont positionnés le long du trajet de fissure potentiel
(la ligne en pointillés de la Figure 2.5b).
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Figure 2.5 – Test de la poutre entaillée (dimensions en mm) a) géométrie de la structure et efforts
appliqués b) maillage utilisé avec des éléments d’interface totalement endommagés (trait épais) et non
endommagés (ligne en pointillés), d’après [Simone, 2004]

Lorsque des éléments d’interface non endommagés sont adoptés pour représenter un trajet de fissure
potentiel ils ne doivent pas assouplir notablement la structure. La raideur élastique de la zone cohésive
doit donc être suffisamment élevée. Il a été constaté que pour un même maillage et une même valeur
d de la raideur interfaciale, le profil de la traction le long du trajet de fissure potentiel présentait plus
d’oscillations avec un Gis qu’avec un N-Cis (voir Figure 2.6).

Figure 2.6 – Influence de la raideur interfaciale d et du schéma d’intégration sur le profil de traction
le long de la discontinuité : a) Gis b) N-Cis (la position est mesurée à partir du pied de la poutre),
d’après [Simone, 2004]

L’état d’endommagement de la structure n’évolue pas lors du test que nous venons de décrire (les zones
cohésives utilisées sont élastiques et linéaires). Lorsque des zones cohésives endommageables sont em-
ployées un Gis simule plus efficacement la réponse de la structure qu’un N-Cis [Do et al., 2013]. Des
essais de délaminage en modes I et II corroborent ce surprenant résultat [Essongue, 2015]. Par souci de
simplification nous n’implémenterons que des zones cohésives comprenant deux points d’intégration fixes
(voir Figure 2.7). Nous avons choisi d’implémenter les N-Cis et les Gis au vu du manque de consensus
observé dans la littérature sur le schéma d’intégration le plus performant.
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Figure 2.7 – Zone cohésive incorporée dans un élément finis et intégrée avec 2 points de Gauss

Le cadre général des schémas d’intégration (à 2 points) des contraintes cohésives est maintenant détaillé.
Les N-Cis et les Giss sont ensuite explicitement décrits. Le vecteur ouverture {∆δint(ξ)} dans le repère
de référence de la zone cohésive (ξ, η) peut être exprimé grâce aux ouvertures aux noeuds de l’interface
{∆δint} :

{∆δint(ξ)} =

{
∆δn(ξ)
∆δs(ξ)

}
=

1

2

[
1− ξ 0 1 + ξ 0

0 1− ξ 0 1 + ξ

]
{∆δint}

=
[
N(ξ)

]
{∆δint}

=
[
N(ξ)

] [
I −I

]{δint+
δint−

}
= [Bcoh(ξ)]

{
δint+

δint−

}
(2.33)

Ce qui conduit à l’expression suivante des ouvertures aux points d’intégration :
∆δnA
∆δsA
∆δnB
∆δsB

 =


∆δn(ξA)
∆δs(ξA)
∆δn(ξB)
∆δs(ξB)

 =

[
N(ξA)
N(ξB)

]
{∆δint} (2.34)

Substituer (2.34) dans (2.31) donne (les exposants dans (2.31) ont été omis) :
σ(ξA)
τ(ξA)
σ(ξB)
τ(ξB)

 = {σ0}+
[
α0

]
∆δnA
∆δsA
∆δnB
∆δsB

 = {σ0}+
[
α0

] [N(ξA)
N(ξB)

]
{∆δint} (2.35)

Les efforts cohésifs sont obtenus par intégration des contraintes cohésives :[
R

R

]{
fint−

fint+

}
=

∫
Γc

[Bcoh]T tdΓ =
l

2

∫ 1

−1

[Bcoh(ξ)]T
{
σ(ξ)
τ(ξ)

}
dξ =

l

2

∫ 1

−1

{
N(ξ)T

−N(ξ)T

}{
σ(ξ)
τ(ξ)

}
dξ

(2.36)
que l’on peut réécrire

[
R

R

]{
fint−

fint+

}
=
l

4

∫ 1

−1



σ(ξ)(1− ξ)
τ(ξ)(1− ξ)
σ(ξ)(1 + ξ)
τ(ξ)(1 + ξ)
−σ(ξ)(1− ξ)
−τ(ξ)(1− ξ)
−σ(ξ)(1 + ξ)
−τ(ξ)(1 + ξ)


dξ (2.37)

où l est la longeur de la zone cohésive. On introduit ensuite les quadratures numériques :

[R]{fint−} =
l

4

∫ 1

−1


σ(ξ)(1− ξ)
τ(ξ)(1− ξ)
σ(ξ)(1 + ξ)
τ(ξ)(1 + ξ)

 dξ ' l

4

∑
i


wiσ(ξi)(1− ξi)
wiτ(ξi)(1− ξi)
wiσ(ξi)(1 + ξi)
wiτ(ξi)(1 + ξi)

 (2.38)
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qui peuvent être mises sous la forme

[R]{fint−} =
l

4


wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB) 0

0 wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB)
wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB) 0

0 wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB)



σ(ξA)
τ(ξA)
σ(ξB)
τ(ξB)

 (2.39)

où wA et wB sont les poids des points d’intégration et ξA et ξB leurs coordonnées dans le repère de
référence de la zone cohésive. La substitution de (2.35) dans (2.39) donne

[R]{fint−} =
l

4


wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB) 0

0 wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB)
wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB) 0

0 wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB)

×
{σ0}+

[
α0

] 1

2


1− ξA 0 1 + ξA 0

0 1− ξA 0 1 + ξA
1− ξB 0 1 + ξB 0

0 1− ξB 0 1 + ξB

 {∆δint}
 (2.40)

L’équation précédente fournit une relation explicite entre les efforts et l’ouverture de fissure et sera
régulièrement utilisée dans ce qui suit. Nous la réécrivons donc sous une forme plus compacte.

{fint−} = l({S0}+ [α]{∆dint}) (2.41)

où l’on obtient par identification

{S0} =
1

4
[R]


wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB) 0

0 wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB)
wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB) 0

0 wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB)

 {σ0} (2.42)

et

[α] =
1

8
[R]


wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB) 0

0 wA(1− ξA) 0 wB(1− ξB)
wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB) 0

0 wA(1 + ξA) 0 wB(1 + ξB)

 [α0]


1− ξA 0 1 + ξA 0

0 1− ξA 0 1 + ξA
1− ξB 0 1 + ξB 0

0 1− ξB 0 1 + ξB

 [R]

(2.43)

2.3.2.1 Formules d’intégation de Newton-Cotes (N-Cis)

Si un N-Cis à deux points est adopté, les points d’intégration sont situés aux noeuds de la zone cohésive.

ξA = −1 ξB = 1 wA = wB = 1 (2.44)

La matrice d’interpolation s’écrit :

[
N(ξA)
N(ξB)

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.45)

Ce qui conduit à

{S0} =
1

4
[R]


2

2
2

2

 {σ0} =
1

2
[R]{σ0} (2.46)

et

[α] =
1

8
[R]


2

2
2

2

 [α0]


2

2
2

2

 [R] =
1

2
[R][α0][R] (2.47)

L’expression suivante de {fint−} est donc obtenue

{fint−} =
l

2
([R] {σ0}+ [R][α0][R]{∆dint})

= [R]
l

2
({σ0}+ [α0]{∆δint}) =

l

2
[R]{σcoh} (2.48)
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Cette équation illustre le fait que les paires de noeuds coïncidants (p.-ex. 5 − 8 et 6 − 7 à la Figure
2.7) sont totalement découplées, comme cela a été démontré dans de nombreuses publications (cf., entres
autres, [Rots, 1988,Schellekens and De Borst, 1993,Simone, 2004,Dias-da Costa et al., 2009a]). L’équation
2.48 permet de reformuler le N-Cis à 2 points : l’intégration peut être aisément réalisée en divisant
les contraintes cohésives obtenues aux points d’intégration par la demi-longueur de la zone cohésive.
Les modèles appelés zones cohésives discrètes (discrete cohesive zone models ou discrete damage zone
models) [Xie and Waas, 2006, Liu et al., 2012, Jimenez et al., 2014] sont donc identiques aux modèles
de zones cohésive « classiques » intégrés avec un N-Cis à 2 points. Cette équivalence a été mentionnée
dans [Do et al., 2013] et les calculs menés ci-dessus en sont la preuve formelle.

Le schéma d’intégration publié en Annexe A.1 de [Liu et al., 2013] sous le nom N-Cis est différent de celui
que nous venons d’expliciter. Il conduit en effet à une formulation où i) les paires de noeuds coïncidants
sont couplés et ii) les contraintes aux points d’intégration de la zone cohésive sont identiques. Le schéma
d’intégration publié dans [Liu et al., 2013] n’est donc pas le classique N-Cis.

2.3.2.2 Formules d’intégration de Gauss (Gis)

Si un schéma de Gauss est adopté on a :

ξA =
−1√

3
ξB =

1√
3

wA = wB = 1 (2.49)

La matrice d’interpolation s’écrit

[
N(ξA)
N(ξB)

]
=

1

6


3 +
√

3 0 3−
√

3 0

0 3 +
√

3 0 3−
√

3

3−
√

3 0 3 +
√

3 0

0 3−
√

3 0 3 +
√

3

 (2.50)

Ce qui conduit à

{S0} =
1

12
[R]


3 +
√

3 3−
√

3

3 +
√

3 3−
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

 {σ0} (2.51)

et

[α] =
1

72
[R]


3 +
√

3 3−
√

3

3 +
√

3 3−
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

 [α0]


3 +
√

3 3−
√

3

3 +
√

3 3−
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

3−
√

3 3 +
√

3

 [R]

(2.52)

2.3.3 Calcul des déplacements interfaciaux
Une relation affine entre les efforts interfaciaux et l’ouverture de fissure a été obtenue à la section précé-
dente (voir Eq. 2.41). C’est l’un des points clefs permettant de s’affranchir d’itérations élémentaires. La
substitution de (2.41) dans (2.21) et (2.22) donne

[L21+ ]{dext+}+ [L22+ ]{dint+} = {fint+} = −l({S0}+ [α]{∆dint}) (2.53)

[L21− ]{dext−}+ [L22− ]{dint−} = {fint−} = l({S0}+ [α]{∆dint}) (2.54)

Substituer (2.18) dans (2.53) et (2.54) fourni la relation

[L21+ ]{dext+}+ ([L22+ ] + l[α]){dint+} = −l{S0}+ l[α]{dint−} (2.55)

[L21− ]{dext−}+ ([L22− ] + l[α]){dint−} = l({S0}+ [α]{dint+}) (2.56)

Ce qui conduit à

([L22+ ] + l[α]){dint+} − l[α]{dint−} = −l{S0} − [L21+ ]{dext+} (2.57)

−l[α]{dint+}+ ([L22− ] + l[α]){dint−} = l{S0} − [L21− ]{dext−} (2.58)

En introduisant [Ψ22± ] = [L22± ] + l[α] on obtient

[Ψ22+ ]{dint+} − l[α]{dint−} = −l{S0} − [L21+ ]{dext+} (2.59)

−l[α]{dint+}+ [Ψ22− ]{dint−} = l{S0} − [L21− ]{dext−} (2.60)
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Afin de calculer {dint−} (et, par une procédure similaire, {dint+}) il est possible :
i) d’exprimer {dint+} en fonction de {dint−} dans (2.59) et injecter le résultat dans (2.60)
ii) d’exprimer {dint−} en fonction de {dint+} dans (2.60) et substituer l’expression obtenue dans (2.59)

La possibilité ii) nécessite le calcul de [α]−1. [α] est une matrice diagonale dont les coefficients sont les
raideurs de la TSL (voir Eq. 2.32). À mesure qu’un point d’intégration s’endommage une raideur de la
TSL peut devenir nulle. [α] cesse alors d’être inversible.
C’est probablement la raison pour laquelle le choix i) a été fait par le groupe de Yang. Les matrices de
raideur à inverser dans ce cas sont [Ψ±22]. Par conséquent, même lorsque [α] est singulière [ψ22± ]−1 peut
exister. Les conditions d’inversibilité ainsi que la nature de [ψ22± ] sont étudiées à la Section 2.3.6.3. Le
calcul des ouvertures de fissure est poursuivi en faisant le choix i) et en supposant que [ψ22± ]−1 existe.

{dint+} = [Ψ−1
22+ ]

(
l[α]{dint−} − l{S0} − [L21+ ]{dext+}

)
(2.61)

{dint−} = [Ψ−1
22− ]

(
l[α]{dint+}+ l{S0} − [L21− ]{dext−}

)
(2.62)

En substituant (2.61) et (2.62) dans (2.60) et (2.59) respectivement on obtient :

[Ψ22+ ]{dint+} − l[α][Ψ−1
22− ]

(
l[α]{dint+}+ l{S0} − [L−21]{dext−}

)
= −l{S0} − [L+

21]{dext+} (2.63)

−l[α][Ψ−1
22+ ]

(
l[α]{dint−} − l{S0} − [L+

21]{dext+}
)

+ [Ψ−22]{dint−} = l{S0} − [L−21]{dext−} (2.64)

Pour une meilleure lisibilité, les crochets des matrices seront omis dans la suite des calculs. Les équa-
tions (2.63) et (2.64) peuvent être réécrites :

(Ψ22+ − l2αΨ−1
22−α){dint+} = l2αΨ−1

22−{S0} − lαΨ−1
22−L21−{dext−} − l{S0} − L21+{dext+} (2.65)

(Ψ22− − l2αΨ−1
22+α){dint−} = −l2αΨ−1

22+{S0} − lαΨ−1
22+L21+{dext+}+ l{S0} − L21−{dext−} (2.66)

En introduisant A = Ψ22+ − l2αΨ−1
22−α, B = Ψ22− − l2αΨ−1

22+α et la matrice identité In on obtient

{dint+} = A−1
(

(l2αΨ−1
22− − lIn){S0} −

{
lαΨ−1

22−L21− L21+

}
{dext}

)
(2.67)

{dint−} = B−1
(

(−l2αΨ−1
22+ + lIn{S0} −

{
L21− lαΨ−1

22+L21+

}
{dext}

)
(2.68)

que l’on peut réécrire en format matriciel

{dint} =

[
B−1(−l2αΨ−1

22+
+ lIn) 0

0 A−1(l2αΨ−1
22−
− lIn)

]{
S0

S0

}
−
[

B−1L21− lB−1αΨ−1
22+

L21+

lA−1αΨ−1
22−

L21− A−1L21+

]
{dext}

(2.69)
On peut ensuite aisément exprimer l’ouverture de fissure en fonction des déplacements interfaciaux (voir
Eq. 2.18).

{∆dint} =
(
A−1(l2αΨ−1

22− − lIn)−B−1(−l2αΨ−1
22+ + lIn)

)
{S0}

+
[
−A−1lαΨ−1

22−L21− +B−1L21− −A−1L21+ +B−1lαΨ−1
22+L21+

]
{dext} (2.70)

Cette équation comporte une erreur de frappe dans [Liu et al., 2014] (Eq. 18.a) et [Liu et al., 2015]
(Eq. 15). Le terme −B−1(−l2α...) dans (2.70) a été remplacé par +B−1(−l2α...) dans les publications
précédemment mentionnées.

À ce stade du calcul nous sommes intéressés par l’ouvertures de fissure aux points d’intégration, dans
le repère de la zone cohésive, notée {∆δint(A,B)}. Elle est obtenue en substituant (2.34) et (2.18) dans
(2.70).

{∆δint(A,B)} =


∆δnA
∆δsA
∆δnB
∆δsB

 =

[
N(ξA)
N(ξB)

]
R{∆dint} (2.71)

2.3.4 Le consistency-check
Les équations (2.70) et (2.71) permettent de relier explicitement les déplacements internes et externes
tout en garantissant l’équilibre de l’élément. Une fois les déplacements externes {dext} connus, toutes les
possibles ouvertures de fissure aux points d’intégration sont calculées. Par « toutes les possibles » nous
sous-entendons que chache combinaison de segments de la TSL est essayée. Afin d’illustrer le propos
(2.71) et (2.70) sont réécrites avec les exposants (i,j,k,l) introduits à la Section 2.3.1 :

{∆dint}(i,j,k,l) =
(
A−1(i,j,k,l)

(l2α(i,j,k,l)Ψ−1(i,j,k,l)

22− − lIn)−B−1(i,j,k,l)

(−l2α(i,j,k,l)Ψ−1(i,j,k,l)

22+
+ lIn)

)
{S0}(i,j,k,l)+[

−A−1(i,j,k,l)

lα(i,j,k,l)Ψ−1(i,j,k,l)

22−
L21− +B−1(i,j,k,l)

L21− −A−1(i,j,k,l)

L21+ +B−1(i,j,k,l)

lα(i,j,k,l)Ψ−1(i,j,k,l)

22+
L21+

]
{dext}

(2.72)
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{∆δint(A,B)}(i,j,k,l) =

[
N(ξA)
N(ξB)

]
R{∆dint}(i,j,k,l) (2.73)

Par conséquent i× j×k× l ouvertures de fissure doivent être calculées par élément. Si la TSL représentée
à la Figure 2.4 était adoptée, 400 ouvertures de fissure devraient être calculées (i = k = 4 et j = l = 5).
Le consistency-check est ensuite réalisé afin de déterminer celles en accord avec la TSL. Nous illustrons
graphiquement la procédure en l’appliquant à une barre 1D augmentée. Sa zone cohésive ne possède
qu’un point d’intégration, nommé A, et seules les contraintes normales sont considérées. L’équation (2.73)
devient :

{∆δint(A)}(i) =
[
N(ξA)

]
R{∆dint}(i) (2.74)

On suppose que le précédent état convergé a donné lieu à l’état de contrainte représenté par le point vert
à la Figure 2.8. Toutes les possibles solutions {∆dint}(i) sont ensuite calculées et leur « consistance » est
analysée (voir Table 2.1).

Figure 2.8 – Ouvertures de fissure {∆δint}(i), point vert : dernier incrément convergé, point noir :
ouverture de fissure calculée lorsque que le segment i est considéré

Dans l’exemple ci-dessus deux ouvertures de fissure sont en accord avec la TSL. Cette situation a réguliè-
rement été rencontrée lors des simulations numériques. Occasionnellement, aucune des solutions calculées
ne passent le consistency-check. En se basant sur le travail de [Cervera et al., 2010b] les auteurs d’AFEM
garantissent l’existence et l’unicité de l’ouverture de fissure. La publication précédemment évoquée traite
des éléments finis mixtes et stabilisés Du point de vue de l’auteur elle ne peut donc pas être utili-
sée comme une preuve d’existence ou d’unicité de l’ouverture de fissure au sein d’éléments augmentés.
Quand plusieurs solutions satisfont le consistency-check nous choisirons celle qui minimise la norme de
{∆δint}. Si aucune ouverture de fissure n’est en accord avec la TSL, celle engendrant des contraintes
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{∆dint}(i) Consistency-Check
i = 1 3

i = 2 7 l’endommagement ne peut décroître
i = 3 3

i = 4 7 cet état ne respecte pas la TSL
il ne peut être atteint qu’une fois l’interface totalement endommagée

i = 5 7 cet état ne respecte pas la TSL

Table 2.1 – Résultats du consistency-check

interfaciales nulles sera adoptée (i = 4 dans l’exemple ci-dessus). Ces choix sont empiriques et des études
supplémentaires seraient souhaitables afin de s’assurer de leurs bien-fondés.

2.3.5 Matrice de raideur condensée
La matrice de raideur condensée est formée une fois le consistency-check réalisé. Les valeurs des exposants
(i,j,k,l) assurant l’équilibre de la zone cohésive et le respect de la TSL sont donc connues. Les équations
d’équilibre discrétisées (2.19) et (2.20) peuvent s’écrire[

L−11

L+
11

]
{dext}+

[
L−12

L+
12

]
{dint} = {fext} (2.75)

On rappelle également que les déplacements internes sont calculés grâce à la relation

{dint} =

[
B−1(−l2αΨ−1

22+
+ lIn) 0

0 A−1(l2αΨ−1
22−
− lIn)

]{
S0

S0

}
−
[

B−1L21− lB−1αΨ−1
22+

L21+

lA−1αΨ−1
22−

L21− A−1L21+

]
{dext}

(2.69)
La substitution de (2.69) dans (2.75) donne

{fext} =

[
L−

11

L+
11

]
{dext}+

[
L−

12

L+
12

]
×([

B−1(−l2αΨ−1
22+

+ lIn) 0

0 A−1(l2αΨ−1
22−
− lIn)

]{
S0

S0

}
−
[

B−1L21− lB−1αΨ−1
22+

L21+

lA−1αΨ−1
22−

L21− A−1L21+

]
{dext}

)
(2.76)

ce qui conduit à

{fext} =

[
L−11 − L

−
12B

−1L21− −lL−12B
−1αΨ−1

22+L21+

−lL+
12A

−1αΨ−1
22−L21− L+

11 − L
+
12A

−1L21+

]
{dext}

+

[
L−12B

−1(−l2αΨ−1
22+ + lIn) 0

0 L+
12A

−1(l2αΨ−1
22− − lIn)

]{
S0

S0

}
(2.77)

où Ψ±22 = L±22 + lα, A = Ψ+
22 − l2αΨ−1

22−α et B = Ψ22− − l2αΨ−1
22+α

2.3.6 Remarques supplémentaires
2.3.6.1 Différences d’implémentation

Le groupe de Yang modélise le processus de fissuration en deux étapes avec AFEM. Un élément est
augmenté dès que la contrainte principale maximale en son sein atteint une valeur critique. Dans un
premier temps une discontinuité faible est insérée dans l’élément. Elle devient forte lorqu’un critère
impliquant les contraintes interfaciales est rempli (voir [Liu et al., 2014]). La transition discontinuité
faible-forte n’apporte cependant pas de « réalisme » à la simulation. La discontinuité faible est en effet
localisée dans une zone d’épaisseur nulle et est donc similaire à une fissure cohésive. Du point de vue de
l’auteur, cette transition doit plutôt être considérée comme une commodité numérique puisqu’elle conduit
à une transition plus progressive entre états sains et endommagés. Les bénéfices d’une telle transition
n’ont cependant pas été mis en évidence par les auteurs d’AFEM. Par souci de simplicité nous n’avons
donc employé que des discontinuités fortes dans les analyses de propagation de fissures.

Notre indexation de la TSL linéaire par morceaux diffère de celle adoptée par les auteurs d’AFEM. Ils
n’indexent ni les segments correspondant à une interface totalement endommagée (segments no 4 et no 6
des Figures 2.9a et 2.10a respectivement) ni ceux associés à une contrainte négative en mode II (segments
no 3 et no 5 cf. Figure 2.10a). Nous ne comprenons pas comment cela est possible sans assumer, à priori,
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le signe des contraintes interfaciales tangentielles. Notre implémentation nécessite donc de soumettre plus
de segments au consistency-check que celle du groupe de Yang.

Figure 2.9 – TSL sous chargement normal, segments cohésifs considérés par a) l’auteur de cette thèse
b) le groupe de Yang

Figure 2.10 – TSL sous chargement tangentiel, segments cohésifs considérés par a) l’auteur de cette
thèse b) le groupe de Yang

2.3.6.2 Avantages et inconvénients de l’algorithme de consistency-check

La procédure développée par le groupe de Yang pour calculer les déplacements interfaciaux de façon
non-itérative a de nombreux avantages. Elle est particulièrement robuste. En effet, l’absence d’itérations
au niveau élémentaire empêche toute possible divergence à cette échelle. Le calcul des i× j× k× l dépla-
cements internes est aisément vectorisable/parallélisable car il n’est pas séquentiel. Dans un schéma de
résolution itératif, les itérations sont nécessairement effectuées les unes après les autres. À l’inverse tous
les déplacements interfaciaux peuvent être calculés « en même temps » avec AFEM. Contrairement à
l’implémentation Abaqus d’AFEM décrite dans [Liu et al., 2015] nous avons pleinement exploité le carac-
tère parallélisable du consistency-check. Notre implémentation est donc exempte de boucles imbriquées.

Le principal désavantage de l’algorithme proposé réside dans le nombre de calculs qu’il peut induire. En
effet, toutes les combinaisons d’indices (i,j,k,l) doivent être calculées et soumises au consistency-check.
La TSL tracée aux Figures 2.9 et 2.10 conduit à 1225 combinaisons différentes. Bien que cela semble
considérable, l’implémentation vectorielle/parallélisée permet de réaliser cette étape en quelques millièmes
de secondes. En 3D le nombre de combinaisons potentielles d’exposants devient cependant déraisonnable.
Supposons que les contraintes cohésives soient intégrées avec 4 points et qu’une TSL similaire à celle tracée
aux Figures 2.9 et 2.10 en modes I, II et III soit adoptée, 3, 603, 000, 625 ((5 × 7 × 7)4) ouvertures de
fissure devraient être calculées par élément ! Le coût de l’opération serait alors prohibitif même avec une
implémentation optimisée. Les auteurs d’AFEM ne discutent pas ce problème dans leur implémentation
3D de la méthode [Naderi et al., 2016]. Le recours à des schémas d’intégration réduits semble pourtant
souhaitable dans ce cas.
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2.3.6.3 Inversibilité des matrices de raideur des sous-domaines

Les calculs présentés à la Section 2.3 font apparaître les inverses des matrices
[
Ψ±22

]
,
[
A
]
et
[
B
]
. Leur

inversibilité est brièvement discutée dans [Liu et al., 2013] mais certains aspects n’y sont pas abordés.
La formulation d’un élément triangulaire augmenté (AT3) est par exemple impossible avec l’approche
détaillée dans cette publication. Nous proposons dans cette section une interprétation mécanique des
matrices à inverser afin de faciliter l’étude de leur inversibilité. Considérons l’élément AT3 représenté à
la Figure 2.11.

Figure 2.11 – Numérotation des noeuds internes et externes d’un AT3

La nature de [Ψ22± ] est examinée dans un premier temps. On rappelle que [Ψ22± ] = [L22± ] + l[α]. [L±]
sont les matrices de raideur des sous-domaines Ω±. [L22± ] sont des sous-matrices de [L±] apparaissant
dans les équations d’équilibre de Ω± :[

L11+ L12+

L21+ L22+

]{
dext+

dint+

}
=

{
fext+

fint+

} [
L11− L12−

L21− L22−

]{
dext−

dint−

}
=

{
fext−

fint−

}
(2.17)

La non-inversibilité de [L±] est bien connue : les mouvements de corps rigide (MCR) de Ω± (1 rotation
et 2 translations) entraînent la singularité des matrices évoquées (3 de leurs valeurs propres sont nulles).
[L22± ] peuvent être considérées comme les matrices de raideur de Ω± avec des conditions aux limites (CL)
imposées. En effet, un moyen d’imposer des CL est d’éliminer explicitement les degrés de liberté connus
d’un système d’équations. Supposons par exemple que l’on veuille prescrire la condition {dext±} = {0}
au système d’équations (2.17). On peut le réécrire :[

L11+ L12+

L21+ L22+

]{
0

dint+

}
=

{
fext+

fint+

} [
L11− L12−

L21− L22−

]{
0

dint−

}
=

{
fext−

fint−

}
(2.78)

Sa résolution, c.-à-d. le calcul de {dint±}, fait seulement intervenir [L22± ][
L22+

] {
dint+

}
=
{
fint+

} [
L22−

] {
dint−

}
=
{
fint−

}
(2.79)

La Figure 2.12 montre une « représentation visuelle » de [L22± ]. Les conditions aux limites prescrites
empêchent tout MCR du sous-domaine quadrilatéral. Le sous-domaine triangulaire peut par contre tour-
ner autour du noeud no3. [L22− ] est donc inversible et [L22+ ] est singulière (1 de ses valeurs propres est
nulle).

Figure 2.12 – Interprétation mécanique des sous-matrices [L22± ]

La matrice [α] est associée aux efforts cohésifs exercés entre les sous-domaines Ω+ et Ω−. Elle peut être
interprétée comme des ressorts additionnels stabilisant les sous-domaines (voir Figure 2.13). Tant que
les deux ressorts ne sont pas totalement endommagés, les MCR du domaine triangulaire sont bloqués
et [Ψ22+ ] est inversible. L’inversibilité de [Ψ22+ ] est également garantie si les ressorts sont totalement
endommagés mais qu’un (au moins) est dans un état de compression.
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Figure 2.13 – Interprétation mécanique des sous-matrices [Ψ22± ]

Dans [Liu et al., 2013] les auteurs affirment que tant que [α] 6= [0] il est possible de calculer [ψ22± ]−1. Ce
n’est cependant plus valable en 3D. Considérons par exemple le tétraèdre augmenté de la Figure 2.14. Si
les ressorts aux noeuds 5 et 6 sont totalement endommagés et que celui au noeud 7 est intact on a bien
[α] 6= [0] mais un MCR est possible : une rotation autour de l’axe formé par les noeuds 4 et 7. [ψ22+ ] sera
donc singulière.

Figure 2.14 – Représentation de [Ψ22+ ] dans un élément augmenté en 3D

Les matrices [A] = [Ψ22+ ]−l2[α][Ψ−1
22− ][α] et [B] = [Ψ22− ]−l2[α][Ψ−1

22+ ][α] doivent également être inversées.
Aucune interprétation mécanique aisée de ces matrices n’a été trouvée. Nous avons cependant observé
que Rank(A) ≥ Rank(Ψ22+) et que Rank(B) = Rank(Ψ22−). La déficience de rang de [Ψ22+ ] peut donc
engendrer la singularité de [A]. [B] est par contre systématiquement inversible (en 2D). La prévision
du rang de ces matrices nécessiterait une étude mathématique plus poussée. La présente étude permet
néanmoins de mieux comprendre l’apparition des singularités. Les auteurs d’AFEM sont restés silencieux
quant aux moyens de les traiter.

2.3.6.4 La méthode des éléments finis augmentés et pseudo-inversés

Des matrices de raideur non-inversibles sont souvent rencontrées dans les formulations EFEM. Les solu-
tions employées pour traiter les singularités reposent sur l’utilisation d’un paramètre stabilisant à cali-
brer [Linder and Armero, 2007,Dujc et al., 2013] ou le recours à une ouvertures de fissure constante [Man-
zoli and Shing, 2006]. La formulation d’AFEM ne se prête cependant pas à ces démarches. Les inverses
généralisés permettent d’étendre la notion d’inverse aux matrices singulières. Un inverse généralisé ap-
pelé pseudo-inverse ou inverse de Moore-Penrose et noté † sera donc employé. Son existence ainsi que son
unicité ont été prouvées et il satisfait les quatre conditions suivantes :

MM†M = M (2.80)

M†MM† = M† (2.81)

(MM†)T = MM† (2.82)

(M†M)T = M†M (2.83)

Il permet de trouver la solution de norme euclidienne minimale d’un système d’équations linéaires. Une
propriété pratique du pseudo-inverse est que si Det(M) 6= 0 alorsM−1 = M†. Son utilisation n’a donc pas
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d’influence sur le calcul des déplacements interfaciaux tant que les matrices sont inversibles (durant les
premiers stades du processus de fissuration). Aucun paramètre additionnel à calibrer n’est nécessaire et
la cinématique d’ouverture des fissures est inaltérée. Les modifications à apporter à une implémentation
d’AFEM classique sont mineures : il suffit de remplacer les matrices Ψ−1

22 et A−1 par Ψ†22 et A†. Les
déplacements interfaciaux se réécrivent par exemple

{∆dint} =
(
A†(l2αΨ−1

22− − lIn)−B−1(−l2αΨ†22+ + lIn)
)
{S0}

+
{
−A†lαΨ−1

22−L21− +B−1L21− −A†L21+ +B−1lαΨ†22+L21+

}
{dext} (2.84)

Comme évoqué à la Section 2.3.6.2, plusieurs centaines d’ouvertures de fissure, et donc d’inverses et de
pseudo-inverses, doivent être calculés par élément à chaque itération. Des formules analytiques sont em-
ployées pour inverser rapidement les matrices régulières mais elles ne sont pas applicables aux matrices
singulières. Le pseudo-inverse d’une matrice est généralement obtenu grâce à sa décomposition en valeurs
singulières (SVD). Pour accroître les performances de l’approche il serait néanmoins préférable d’éviter
le recours à la SVD. En remarquant que [α] est diagonale et grâce aux formules de Sherman-Morrison-
Woodbury pour les pseudo-inverses [Kovanic, 1979,Henderson and Searle, 1981] une formulation analy-
tique de Ψ†22+ et A† peut certainement être obtenue. Par manque de temps cette approche n’a cependant
pas pu être menée à bout.
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Validation de l’implémentation et
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La méthode des éléments finis augmentés est sujette à de nombreuses erreurs d’implémentation. L’auteur
de cette thèse a cherché à s’assurer, autant que possible, que l’implémentation réalisée était exempte
d’erreurs. Une attention particulière a été portée à la vérification du code prototype développé, l’intégration
des matrices de raideur, l’intégration des contraintes cohésives, l’algorithme de consistency-check ou la
TSL linéaire par morceaux. Des tests de validation tirés de la littérature ont donc été réalisés. Nous en
présentons deux à la Section 3.1. Grâce à une analyse détaillée des matrices de raideur employées dans
AFEM et dans la discrete crack approach (DCA) nous sommes parvenus à démontrer l’équivalence de ces
deux méthodes à la Section 3.2. Cette équivalence nous a permis de concevoir un test de vérification de
l’implémentation plus exhaustif que ceux rencontrés dans la littérature. La précision d’AFEM est ensuite
évaluée à l’aide d’indicateurs objectifs à la Section 3.3. Enfin, des simulations de propagation de fissures
sont réalisées afin d’estimer le degré de dépendance au maillage de la méthode à la Section 3.4.

3.1 Tests de vérification classiques

3.1.1 Tests proposés par le groupe de Yang
Les auteurs d’AFEM ont présenté des tests de vérification de l’implémentation dans [Liu et al., 2013].
Ces derniers permettent de se focaliser sur la validation de la TSL. Pour ce faire, des modules élastiques
importants sont assignés aux éléments utilisés. De cette manière, la réponse du système mécanique
provient principalement de la zone cohésive insérée dans les éléments finis augmentés (AFE). Le Q4
représenté à la Figure 3.1 est adopté pour chacun des cas de charge. La structure sera successivement
sollicitée en modes I, II et I+II. Nous avons choisi d’augmenter l’élément à priori: une discontinuité forte
est présente dès le début de la simulation.

Figure 3.1 – AQ4-1 considéré pour la validation de l’implémentation d’AFEM (coordonnées en mm)

3.1.1.1 Essai en mode I

Pour générer une sollicitation en mode I, un déplacement vertical, v, est imposé aux noeuds 3 et 4 alors
que les noeuds 1 et 2 sont encastrés. Les conditions aux limites s’écrivent:

ux(x = 0.1; y = 0.15) = uy(x = 0.1; y = 0.15) = 0

ux(x = 0.5; y = 0) = uy(x = 0.5; y = 0) = 0

uy(x = 0.2; y = 0.35) = uy(x = 0.4; y = 0.42) = v

La structure est soumise à un chargement de traction/compression alterné. Comme prévu, l’ouverture
de fissure est constante le long de l’interface et aucun déplacement horizontal n’est observé (cf. Figure
3.2). Par conséquent, les contraintes cohésives aux deux points d’intégration de la TSL sont identiques
(voir Figures 3.3 et 3.4).
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Figure 3.2 – État de contrainte principale maximale lors d’un chargement en mode I (déplacements
amplifiés x10)

Le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau sont E = 4× 108MPa et ν = 0 respective-
ment. Le comportement normal de la TSL est représenté à la Figure 3.3. Son comportement tangentiel
n’a pas d’impact sur les résultats et ne sera donc pas explicité. La raideur de la zone cohésive est de
l’ordre de 105N/mm alors que celle des matrices de raideur des sous-domaines ([L+] et [L−] voir Eq. 2.14)
est de 108N/mm. Le bulk est donc approximativement 100 fois plus raide que l’interface. Pour déceler
une éventuelle erreur dans l’algorithme de consistency-check nous vérifions que les contraintes cohésives
calculées sont en accord avec la TSL. C’est effectivement le cas (voir Figure 3.3) quel que soit le schéma
d’intégration utilisé (N-Cis ou Gis).

Figure 3.3 – Contrainte normale aux deux points d’intégration de la TSL au cours du chargement en
mode I

Comme les contraintes cohésives sont uniformes le long de l’interface une autre vérification peut être
envisagée. La somme des efforts de réaction verticaux aux noeuds 3 et 4 divisée par l’aire de la fissure,
S, doit être égale à la contrainte interfaciale normale. La Figure 3.4 le confirme.

Figure 3.4 – Comparaison entre la contrainte normale interfaciale et les contraintes induites par les efforts
de réaction aux noeuds 3 et 4
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3.1.1.2 Essai en mode II

Pour solliciter la structure en mode II, nous imposons un déplacement horizontal, u, aux noeuds 3 et 4
alors que les noeuds 1 et 2 sont encastrés. Les conditions limites suivantes sont employées:

ux(x = 0.1; y = 0.15) = uy(x = 0.1; y = 0.15) = 0

ux(x = 0.5; y = 0) = uy(x = 0.5; y = 0) = 0

ux(x = 0.2; y = 0.35) = ux(x = 0.4; y = 0.42) = u

La zone cohésive est soumise à des contraintes tangentielles alternées avant la rupture finale. Comme
prévu, l’ouverture tangentielle est constante le long de l’interface et aucun déplacement vertical n’est
observé (voir Figure 3.5). Une fois encore, les contraintes cohésives aux deux points d’intégration sont
identiques (voir Figures 3.6 et 3.7).

Figure 3.5 – État de contrainte principale maximale lors d’un chargement en mode II (déplacements
amplifiés x100)

Le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau sont E = 4 × 1010MPa et ν = 0. Le
comportement tangentiel de la TSL employée est tracé à la Figure 3.6. Son comportement normal n’a
pas d’impact sur les résultats et ne sera donc pas explicité. L’ordre de grandeur de la raideur interfaciale de
la zone cohésive est 105N/mm alors que celui des matrices de raideur des sous-domaines est 1010N/mm.
Le bulk est approximativement 105 fois plus raide que l’interface. Il peut donc être assimilé à un solide
indéformable. Pour déceler une éventuelle erreur dans l’algorithme de consistency-check on s’assure que
les contraintes cohésives calculées sont en accord avec la TSL (cf. Figure 3.6). Les résultats obtenus se
sont avérés insensibles aux schémas d’intégration utilisés.

Figure 3.6 – Contrainte tangentielle aux deux points d’intégration de la TSL au cours du chargement en
mode II

Les contraintes cohésives sont uniformes le long de l’interface. On vérifie que la somme des efforts de
réaction horizontaux aux noeuds 3 et 4 divisée par l’aire de la discontinuité, S, est égale à la contrainte
interfaciale tangentielle. La Figure 3.7 le confirme.
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Figure 3.7 – Comparaison entre la contrainte tangentielle interfaciale et les contraintes induites par les
efforts de réaction aux noeuds 3 et 4

3.1.1.3 Essai en mode mixte

Pour générer une sollicitation en mode mixte on impose des conditions aux limites paramétrées par la
valeur de w: 

ux(x = 0.1; y = 0.15) = uy(x = 0.1; y = 0.15) = 0

ux(x = 0.5; y = 0) = uy(x = 0.5; y = 0) = 0

ux(x = 0.2; y = 0.35) = ux(x = 0.4; y = 0.42) = w

uy(x = 0.2; y = 0.35) = uy(x = 0.4; y = 0.42) = w

Le test en mode mixte permet de vérifier que le couplage faible entre les modes I et II est correctement
implémenté. On rappelle que la ruine de la zone cohésive a lieu lorsque que le critère d’interaction suivant
est satisfait:

GI
GIc

+
GII
GIIc

≥ 1 (2.30)

où GIc et GIIc sont les énergies de rupture du matériau en mode I et II respectivement. Les propriétés
assignées à l’interface et au bulk font que ce dernier est assimilable à un solide indéformable (voir Figure
3.8). Le module de Young et le coefficient de Poisson utilisés sont E = 4 × 108MPa et ν = 0. Les
comportements normaux et tangentiels de la TSL sont tracés à la Figure 3.9.

Figure 3.8 – État de contrainte principale maximale lors d’un chargement en mode mixte (déplacements
amplifiés x50)

Les taux de restitution d’énergie critique du matériau en modes purs sont GIc = 2kJ/m2 et GIIc =
1.2kJ/m2. La rupture survient lorsque GI = 1.19kJ/m2 et GII = 0.53kJ/m2 (cf. Figure 3.9). Le critère
d’interaction s’écrit alors GI

GIc
+ GII

GIIc
' 1.04. Son implémentation est donc correcte.

60



Figure 3.9 – Contraintes interfaciales aux points d’intégration de la TSL en fonction de l’ouverture a)
contrainte normale vs ouverture normale b) contrainte tangentielle vs ouverture tangentielle

3.1.2 Tests développés par Linder et Armero
Des solutions analytiques à des essais simples mais instructifs ont été présentées dans [Linder and Armero,
2007]. De nombreux chercheurs les ont par la suite employées pour tester leurs éléments à discontinuité
(voir, par exemple, [Dujc et al., 2013,Oliver et al., 2014,Wu et al., 2015]). L’objectif premier de ces tests
n’est pas la validation d’une implémentation mais l’évaluation des performances d’éléments à discontinuité
(vis à vis de la stabilité et du stress-locking). On peut donc considérer ces essais comme des benchmarks.
Ils permettent néanmoins de repérer des erreurs d’implémentation. Contrairement aux simulations de la
section précédente, les éléments ne sont pas initialement enrichis.

La structure considérée est le bloc isotrope de 200× 200× 1 mm3 représenté à la Figure 3.10. Une fois la
limite élastique du matériau atteinte, une discontinuité (représentée par la ligne rouge de la Figure 3.10)
est insérée dans la structure et la sépare en deux parties de tailles égales.

Figure 3.10 – Structure considérée lors des tests de vérification de Linder et Armero

On fait l’hypothèse d’un état de contraintes planes, le module de Young du matériau est E = 30 GPa
et son coefficient de Poisson ν = 0.2. La limite d’élasticité en traction est ftI = 3 MPa et l’énergie de
rupture en mode I est GIc = 0.1 N/mm. Aucune dissipation d’énergie en mode II n’a lieu durant ces
tests. Les propriétés associées (ftII = 1 MPa et GIIc = 0.035 N/mm) n’ont donc pas d’influence sur le
comportement de la structure. La TSL adoptée est tracée à la Figure 3.11.

61



Figure 3.11 – Loi de comportement de l’interface en modes I et II

Afin de tester les éléments AT3, AQ4-1 et AQ4-2, six discrétisations sont employées (cf. Figure 3.12). Les
maillages 1 et 2 permettent de vérifier l’implémentation du AQ4-1 alors que les maillages 3 et 4-6 sont
utilisés pour valider l’AQ4-2 et l’AT3 respectivement. Les solutions analytiques fournies en Appendice
A de [Linder and Armero, 2007] ne peuvent être utilisées qu’avec des maillages comprenant deux noeuds
sur les arêtes “x = 0” et “x = 200”. Par conséquent seules les discrétisations 1 et 3 ont été considérées
dans cette publication (le maillage 4 aurait également pu y être testé). Il n’est pas systématiquement
possible d’obtenir de solutions exactes avec les autres maillages. Ils apportent néanmoins un éclairage
supplémentaire sur le comportement des AFE.

Figure 3.12 – Discrétisations considérées lors des tests de Linder et Armero

3.1.2.1 Essai de traction uniforme

Le premier test de validation de l’implémentation est un essai de traction uniforme (voir Figure 3.13).
Les conditions aux limites suivantes sont imposées:

ux(x = 200; y) = δ

ux(x = 0; y) = −δ
uy(x = 0; y = 0) = 0

uy(x = 200; y = 0) = 0

La fissure doit s’ouvrir en mode I et de manière uniforme. Linder et Armero ont fourni l’expression
analytique des efforts de réaction (ER) horizontaux aux noeuds situés aux quatre sommets de la structure
(p.-ex. les noeuds 3 à 6 du maillage 3) en fonction du déplacement imposé δ. Les quatre ER ont la même
norme au cours de ce test. Une solution exacte et valable pour tous les maillages considérés peut aisément
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être obtenue. Plutôt que de se focaliser sur les ER aux sommets de la structure, on les calcule sur l’arête
“x = 200” et on appelle F le résultat (voir Figure 3.13). La solution analytique du problème s’obtient
simplement: l’expression fournie dans [Linder and Armero, 2007] doit être multipliée par 2. La solution
élément fini s’obtient en additionant les ER aux noeuds de l’arête “x = 200” (p.-ex. les noeuds 9,14,13 et
8 du maillage 6).

Figure 3.13 – Test de traction uniforme: conditions aux limites

Les valeurs imposées à δ sont telles que la structure est d’abord endommagée en traction puis soumise à
un état de compression avant la rupture finale en traction (cf. Figure 3.14).

Figure 3.14 – Test de traction uniforme: déplacement imposé δ au cours du test

AQ4-1

Les résultats obtenus avec l’élément AQ4-1 sont en accord avec la solution analytique (cf. Figure 3.15).
Le schéma d’intégration employé (Gauss ou Newton-Cotes) n’a pas d’influence notable sur les résultats
obtenus.

Figure 3.15 – AQ4-1: effort de réaction sur l’arête “x = 200”, F, en fonction du déplacement imposé, δ
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AQ4-2

Les ER obtenus avec l’élément AQ4-2 dévient notablement de la solution analytique (cf. Figure 3.16).
L’examen du champ de déplacement dans la structure permet d’en comprendre la cause: un point
d’intégration de la TSL s’endommage pendant que l’autre est dans un état de compression (voir Fig-
ure 3.18a). Le schéma d’intégration choisi a peu d’impact sur ce comportement indésirable.

Figure 3.16 – AQ4-2: effort de réaction sur l’arête “x = 200” en fonction du déplacement imposé δ avec
un schéma d’intégration de Gauss et de Newton-Cotes

AT3

Le comportement observé avec les maillages 4 et 5 est similaire à celui obtenu avec le maillage 3. Dans
chacun des éléments augmentés un des points d’intégration de la TSL est en compression pendant que
l’autre s’endommage en traction (cf. Figure 3.18b et 3.18c). Le raffinement du maillage n’améliore pas
notablement ces résultats (voir Figure 3.17).

Figure 3.17 – AT3: effort de réaction sur l’arête “x = 200”, F, en fonction du déplacement imposé δ, a)
maillage 4, b) maillage 5
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Figure 3.18 – État de contrainte dans la structure au cours de l’essai (déplacements amplifiés x1000) a)
maillage 3, b) maillage 4, c) maillage 5

Les résultats inattendus obtenus avec les éléments AT3 et AQ4-2 ne proviennent pas d’une erreur
d’implémentation mais reflètent la mauvaise performance des éléments. L’analyse approfondie de la
cinématique des discontinuités fortes au sein des AFE réalisée à la Section 3.2 est nécessaire à la com-
préhension de ces comportements. Il est en effet difficile, à ce stade de l’étude, de comprendre pourquoi
la réponse obtenue avec le maillage 6 est en excellent accord avec la solution analytique (cf. Figure 3.19)
alors que des différences notables sont observées avec les discrétisations 3,4 et 5.

Figure 3.19 – AT3 maillage 6: a) effort de réaction sur l’arête, b) état de contrainte au cours de l’essai
(déplacements amplifiés x1000)

3.1.2.2 Essai de flexion

L’essai de flexion est initialement identique à celui de traction: le bloc est soumis à un déplacement
uniforme à ses extrémités jusqu’à ce que la limite d’élasticité en traction du matériau soit atteinte. Une
discontinuité verticale est alors insérée dans la structure. Le déplacement imposé aux extrémités cesse
alors d’être uniforme. Une distribution linéaire de l’incrément de déplacement est prescrite (cf. Figure
3.20). L’incrément de déplacement au bas du bloc est deux fois plus important qu’en haut du bloc. Les
conditions limites sont paramétrées par la valeur donnée à δtop:

ux(x = 200; y) = (2− y
200 )δtop

ux(x = 0; y) = −(2− y
200 )δtop

uy(x = 0; y = 0) = 0

uy(x = 200; y = 0) = 0
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Figure 3.20 – Test de flexion: conditions aux limites imposés

Comme pour le test précédent, les solutions analytiques des ER aux quatre sommets de la structure sont
données dans [Linder and Armero, 2007]. Aucune expression exacte des ER n’est disponible dans le cas
où plus de deux noeuds sont situés sur les arêtes latérales (maillages 2, 4 et 6). Les résultats obtenus
avec ces discrétisations seront donc discutés qualitativement. La structure est d’abord endommagée en
flexion puis soumise à un état de compression avant la rupture finale en flexion (cf. Figure 3.21). Les
schémas d’intégration de Newton-Cotes et de Gauss fournissent des résultats similaires.

Figure 3.21 – Test de flexion: déplacements imposés δbot et δtop en fonction du pseudo-temps

AQ4-1

Les résultats obtenus avec le maillage 1 sont en accord avec la solution analytique (cf. Figure 3.22). Il
peut sembler surprenant de voir l’effort de réaction Ftop devenir négatif alors que δtop est encore positif.
Cela est dû au chargement non-proportionnel imposé (cf. Figure 3.21): δbot devient négatif avant δtop.
Par conséquent, le point d’intégration d’ordonnée la plus faible entre dans un état de compression avant
celui situé plus haut (cf. Figure 3.23).

Figure 3.22 – AQ4-1: efforts de réaction en fonction des déplacements imposés
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Figure 3.23 – Déformée de la structure avant l’apparition de contraintes interfaciales de compression
(déplacements amplifiés x100)

On ne dispose pas de solutions exactes pour des maillages tel que le no2. Une ouverture de fissure linéaire
similaire à celle observée avec le maillage 1 est néanmoins observée (cf. Figures 3.26-1 et 3.26-2). Le
comportement du AQ4-1 est donc pleinement satisfaisant.

AQ4-2

Les ER obtenus avec l’élément AQ4-2 dévient notablement de la solution analytique (cf. Figure 3.24). La
raison est la même que lors de l’essai de traction uniforme: un point d’intégration de la TSL s’endommage
pendant que l’autre est dans un état de compression (cf. Figure 3.26-3).

Figure 3.24 – AQ4-2: efforts de réactions en fonction du déplacement imposé

AT3

Les remarques faites avec l’AQ4-2 s’appliquent également à l’AT3: i) l’énergie dissipée a le bon ordre de
grandeur mais les ER ne sont pas en accord avec la solution analytique (cf. Figure 3.25), ii) l’ouverture
de fissure n’est pas linéaire (voir Figure 3.26-4), iii) raffiner le maillage n’améliore pas significativement
les résultats (cf. Figure 3.26-5). Une fois encore les résultats obtenus avec le maillage 6 sont nettement
meilleurs qu’avec le 4 ou le 5 (voir Figure 3.26-6).
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Figure 3.25 – AT3: efforts de réaction en fonction du déplacement imposé

Figure 3.26 – État de contrainte durant l’essai de flexion (déplacements amplifiés x100)

3.1.3 Conclusions sur la validation de l’implémentation
Les résultats des tests de la Section 3.1.1 suggèrent que l’implémentation de la TSL et des schémas
d’intégration des contraintes cohésives est correcte. Les essais menés à la Section 3.1.2 renforcent cette
impression. En effet, l’ordre de grandeur des énergies dissipées est systématiquement bon. L’introduction
des discontinuités ainsi que la raideur des structures sont consistantes avec les solutions analytiques. Cela
laisse à penser que l’écriture des matrices de raideur sécante et leurs assemblages sont exempts d’erreurs.
La convergence des calculs nécessite peu d’itérations (deux tout au plus) même en présence de contact
entre les lèvres de la fissure. L’implémentation de la matrice de raideur tangente est donc correcte (des
essais spécifiques ont été réalisés pour s’en assurer mais ils ne seront pas détaillés).

Les résultats obtenus avec l’élément AQ4-1 sont en parfait accord avec les solutions analytiques pour
l’ensemble des cas de charge considérés. Des différences notables avec les solutions exactes sont con-
statés lorsque les éléments AQ4-2 et AT3 sont employés. Elles ne sont cependant pas liées à des erreurs
d’implémentation. Leur cause sera déterminée grâce à l’étude approfondie d’AFEM réalisée à la section
suivante. Cette analyse permettra de mieux comprendre pourquoi l’utilisation du maillage 6 a donné de
meilleurs résultats que celle du maillage 5.
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3.2 Une analyse approfondie de la méthode des éléments finis
augmentés

3.2.1 Description cinématique des discontinuités fortes :
Dans cette section nous nous intéressons à la description cinématique des discontinuités fortes au sein des
éléments augmentés. Nous mettons en lumière ses différences vis à vis de XFEM et d’autres EFEMs. Les
similitudes entre la discrete crack approach (DCA) [Lotfi and Shing, 1995] et AFEM sont soulignées à la
Section 3.2.1.2 et l’équivalence entre ces deux méthodes est démontrée à la Section 3.2.2.

3.2.1.1 avec XFEM et les EFEMs « classiques »

Les fonctions de forme utilisées pour décrire une discontinuité forte au sein d’éléments finis augmentés
(AFEs) diffèrent considérablement de celles employées avec XFEM ou d’autres EFEM. Dans les deux
méthodes précédemment mentionnées, le déplacement, u, au sein d’un élément enrichi occupant le volume
Ω, est décrit grâce à deux champs superposés (voir, entre autres, [Belytschko and Black, 1999,Wells and
Sluys, 2001a,Remmers et al., 2003] pour XFEM et [Simo et al., 1993,Oliver, 1996a,Bolzon, 2001,Jirasek
and Belytschko, 2002,Dias-da Costa et al., 2009a] pour EFEM). Il s’écrit en effet comme la somme d’un
champ continu, ū, et d’un champ discontinu, û :

u(x)︸︷︷︸
champ de déplacement

= ū(x)︸︷︷︸
partie continue

+ û(x)︸︷︷︸
partie discontinue

∀x ∈ Ω (3.1)

Le champ de déplacement continu est systématiquement représenté grâce aux fonctions de forme des
éléments finis standards, Ni :

ū(x) =
∑
i∈N

Ni(x)ūi ∀x ∈ Ω (3.2)

où N est l’ensemble des noeuds externes de l’élément enrichi

L’interpolation du champ discontinu diffère selon les variantes de XFEM et d’EFEM considérées. La plus
communément employée des XFEM utilise la fonction de Heaviside généraliséeH et des fonctions de forme
identiques pour interpoler les parties continues et discontinues du champ de déplacement [Sukumar et al.,
2015]. Des degrés de liberté additionnels, āi, localisés aux noeuds externes de l’élément sont également
introduits.

û(x) =
∑
i∈N

Ni(x)H(x)āi ∀x ∈ Ω avec H(x) =

{
−1 x ∈ Ω−

1 x ∈ Ω+ (3.3)

où Ω+ et Ω− sont les sous-domaines de Ω situés de part et d’autre de la fissure.

Les premières formulations EFEM (nommées « classiques » dans la suite de ces travaux) n’autorisaient
qu’une cinématique de fissure limitée : une ouverture de fissure constante appelée mode de discontinuité
constant [Jirásek, 2000, Linder and Armero, 2007,Wu, 2011]. Certaines EFEM semblent néanmoins dé-
crire les aspects cinématiques d’une fissure de façon satisfaisante. Elles ont donc été appelées kinematically
optimal symmetric (KOS) dans [Jirásek, 2000]. L’élément présenté dans [Lotfi and Shing, 1995] est vrai-
semblablement le premier EFE-KOS [Jirásek, 2000,Wu, 2011,Zhang et al., 2015]. La partie discontinue
du champ de déplacement s’y écrit :

û(x) =

(
Hω(x)−

∑
i∈N+

Hω(xi)Ni(x)

)
e ∀x ∈ Ω avec Hω(x) =

{
0 x ∈ Ω−

1 x ∈ Ω+ (3.4)

où N+ représente l’ensemble des noeuds extérieurs appartenant à Ω+ et e le vecteur des degrés de liberté
situés sur la discontinuité et représentant l’ouverture de fissure homogène.

Le développement d’EFEMs incorporant des sauts de déplacement non-homogènes a débuté dans les
années 2000. (voir, entre autres, [Bolzon, 2001,Alfaiate et al., 2003,Manzoli and Shing, 2006,Linder and
Armero, 2007,Dias-da Costa et al., 2009a,Dujc et al., 2013,Wu et al., 2015]).

3.2.1.2 avec AFEM

Le champ de déplacement au sein d’un AFE s’écrit :

u(x) =

{
u+(x) x ∈ Ω+

u−(x) x ∈ Ω−
(3.5)
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L’interpolation des champs u+ et u− est réalisée grâce aux fonctions de forme des éléments finis (FEs)
standards. Ces dernières ont pour support Ω+ ou Ω− :

u±(x) =
∑
i∈M±

N±i (x)d±i ∀x ∈ Ω± (3.6)

oùM± est l’ensemble des noeuds internes et externes appartenant à Ω± et d±i sont les vecteurs des degrés
de liberté situés aux extrémités de la discontinuité.

3.2.1.3 Discussions

La description cinématique d’une discontinuité forte au sein d’un élément augmenté ne fait appel à
aucun champ continu sur Ω. Les équations (3.1) et (3.5) illustrent une différence fondamentale entre
AFEM et d’autres EFEMs « classiques » ou XFEM : avec ces dernières l’élément fissuré est modélisé
grâce à deux solides superposés alors que deux sous-domaines non-superposés sont employés avec AFEM.
Comme stipulé dans [Linder and Armero, 2007,Wu et al., 2015], Eq.(3.1) peut être considérée comme
une décomposition hiérarchique du champ de déplacement, similaire à celle de la variational multiscale
method [Hughes et al., 1998]. ū y est interprété comme le champ de déplacement à l’« échelle grossière »,
continu sur Ω, et û comme celui à l’« échelle fine » et discontinu sur Ω (Hugues utilisent les termes « coarse
scale » et « fine scale »). La décomposition du déplacement (3.5) est identique à celle obtenue lors du
maillage explicite de la fissure avec des éléments standards. Du point de vue de l’auteur, le remaillage est
conceptuellement le moyen le plus simple pour représenter une fissure. Cette décomposition a donc été
appelée décomposition naturelle du champ de déplacement dans la suite de ces travaux.

Pour comparer les méthodes susmentionnées nous traçons les fonctions de forme qu’elles emploient (Eq.
3.2-3.4 et 3.6) dans un cas unidimensionnel. Considérons la barre 1D discrétisée avec trois éléments
finis linéaires et supposons que la structure est fissurée en x = ξ (cf. Figure 3.27). L’élément fissuré
occupe un domaine nommé Ω. Soit i l’indice attribué aux noeuds externes situés en x = xi et soit ξ±
les noeuds internes localisés sur la fissure et appartenant à Ω±. On s’intéresse au champ de déplacement
dans l’élément enrichi. Seules les fonctions de forme dont le support inclut Ω = x ∈ [x2, x3] seront donc
étudiées.

Figure 3.27 – Géométrie de la barre 1D et position des degrés de liberté de l’élément fissuré avec XFEM,
EFEM et AFEM

Le champ de déplacement total dans l’élément fissuré s’écrit avec XFEM (Eq. 3.2 et 3.3) :

uXFEM (x) = N2(x)ū2 +H(x)N2(x)ā2 +N3(x)ū3 +H(x)N3(x)ā3 (3.7)

Avec EFEM, le champ de déplacement dans l’élément enrichi prend la forme (Eq. 3.2 et 3.4) :

uEFEM (x) =N2(x)ū2 +N3(x)ū3 + (Hw(x)−Hw(x3)N3(x)) e

=N2(x)ū2 +N3(x)ū3 + (Hw(x)−N3(x)) e

=N2(x)ū2 +N3(x)ū3 + G(x)e (3.8)

Le champ de déplacement au sein d’un AFE est (Eq. 3.6) :

uAFEM (x) =

{
Nξ+(x)uξ+ +N3(x)u3 x ∈ Ω+

Nξ−(x)uξ− +N2(x)u2 x ∈ Ω−
(3.9)

Les fonctions de base utilisées avec AFEM, XFEM et EFEM sont tracées à la Figure 3.28. Les différences
entre ces méthodes ainsi que les particularités d’AFEM sont discutées ci-après.
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Figure 3.28 – Fonctions de base utilisées pour représenter une discontinuité en 1D. (a)-(d) XFEM, (e)-(h)
AFEM, (i)-(k) EFEM

Champs de déformations dans les éléments enrichis

On s’intéresse ici à l’interpolation du champ de déformation de part et d’autre de la discontinuité en
s’inspirant d’un raisonnement proposé dans [Jirásek, 2014]. Si la discontinuité au point x = ξ est exclue,
la dérivée de la fonction G (introduite à l’équation 3.8) s’écrit :

G,x = −N3,x(x) (3.10)

Par conséquent, l’utilisation d’une EFEM donne lieu au champ de déformation (en x 6= ξ) suivant :

εEFEM (x) = u,x(x) = N2,x(x)ū2 +N3,x(x)(ū3 − e) (3.11)

Comme l’élément est linéaire, les dérivées de ses fonctions de forme, et par conséquent εEFEM (x), sont
constants. Ainsi, EFEM peut reproduire un saut de déplacement arbitraire au niveau de la discontinuité
mais les déformations de part et d’autre de la fissure doivent être égales. Les déformations dans Ω+ et
Ω− ne sont donc pas indépendantes. Ces deux sous-domaines sont cinématiquement couplés, même une
fois l’interface totalement endommagée. Ce n’est pas le cas avec XFEM ou AFEM. En effet, les fonctions
de base employées avec AFEM n’ont pour support que l’un ou l’autre des sous-domaines et les degrés
de liberté introduits au niveau de la discontinuité ne sont pas cinématiquement couplés. Ce découplage
cinématique est également une propriété de XFEM. Le champ de déformation au sein d’un élément étendu
s’écrit, en x 6= ξ :

ε+XFEM (x) = N2,x(x)ū2 +N3,x(x)ū3 +HN2,x+(x)ā2 +HN3,x+(x)ā3 (3.12)

ε−XFEM (x) = N2,x(x)ū2 +N3,x(x)ū3 +HN2,x−(x)ā2 +HN3,x−(x)ā3 (3.13)

où HNi,x± sont les dérivées des fonctions de base, HNi, sur Ω±.

Comme des fonctions de forme linéaires sont adoptées, les champs de déformation ε+ and ε− sont
constants dans les deux sous-domaines mais ils n’ont pas nécessairement les mêmes valeurs. Il est stipulé
dans [de Borst et al., 2001,Wells, 2001] que certaines EFEMs ( [Oliver, 1996b,Wells and Sluys, 2001b])
sont cinématiquement identiques à des modèles d’endommagement et ne représentent donc pas convena-
blement une discontinuité. Cette affirmation ne s’applique pas à la méthode des éléments finis augmentés
puisqu’elle est équivalente à du remaillage.

Intégration numérique des matrices de raideur

Une attention particulière doit être portée à l’intégration numérique d’une fonction discontinue au sein
d’un élément. Une subdivision de l’élément en sous-cellules alignées avec la discontinuité est communément
réalisée (cf. Figure 3.29). Cette étape peut s’avérer particulièrement fastidieuse en 3D car de nombreuses
sous-cellules doivent être utilisées pour intégrer les fonctions discontinues. Bien que des simplifications
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de la procédure d’intégration puissent être trouvées dans [Ventura, 2006,Natarajan et al., 2010,Mousavi
and Sukumar, 2010] cet aspect est, aujourd’hui encore, un domaine de recherche actif.

Figure 3.29 – a) Éléments quadrilatéraux traversés par une fissure b) Sous-cellules générées pour l’inté-
gration numérique, d’après [Moës et al., 1999]

Avec certaines EFEMs la subdivision des éléments n’est pas nécessaire (comme dans [Linder and Armero,
2007] par exemple) et la procédure d’intégration numérique ne nécessite pas d’efforts de codage addition-
nels. Avec d’autres éléments à discontinuité, la subdivision ne peut être évitée (voir, par exemple, [Dias-da
Costa et al., 2009b]). Une procédure d’intégration adaptée à la géométrie des sous-domaines est néces-
saire avec AFEM. Toutefois, les fonctions à intégrer sont celles employées dans la FEM standard. On
peut donc utiliser les schémas d’intégration classiques de la FEM et ainsi s’affranchir de la génération de
sous-cellules (voir Fig. 3.30).

Figure 3.30 – Points d’intégration de la matrice de raideur du bulk au sein d’éléments finis augmentés :
a) AQ4-1, b) AQ4-2, c) AT3

Nature de la méthode des éléments finis augmentés

Dans un compte rendu des différentes EFEMs publiées avant les années 2000, il a été montré qu’il existait
trois classes de formulations EFEM : la Statically Optimal Symmetric EFEM (SOS), la Kinematically
Optimal Symmetric EFEM (KOS) et la Kinematically and Statically Optimal Non-symmetric EFEM
(KSON) [Jirásek, 2000]. Une comparaison méthodique de ces approches a été faite en assumant une
décomposition hiérarchique du champ de déplacement (cf. Eq. 3.1). AFEM est cependant issue d’une
décomposition naturelle du champ de déplacement (voir Eq. 3.6). Ainsi, elle s’écarte du cadre de travail
développé dans [Jirásek, 2000]. La comparaison des fonctions de forme employées avec EFEM et AFEM
renforce cette affirmation. Toutefois, AFEM partage des similitudes avec l’EFEM-KOS. En effet, on peut
montrer que i) la matrice de raideur des AFEs est symétrique, ii) la description cinématique des fissures
est satisfaisante (car similaire à du remaillage), iii) les champs de déformations sont compatibles avec
les champs de déplacement dans les deux sous-domaines, et iv) la continuité des tractions entre les sous-
domaines est assurée sous forme faible (cf. Eq. 2.15) La méthode des éléments finis augmentés peut donc
être considérée comme une EFEM-KOS améliorée.

AFEM partage également de nombreuses similitudes avec la discrete interface approach [Alfaiate et al.,
2003,Dias-da Costa et al., 2009a,Dias-da Costa et al., 2009b,Dias-da Costa et al., 2010] aussi appelée
Discrete Crack Approach (DCA) dans [Lotfi and Shing, 1995] où le maillage est conforme à la fissure
grâce à un élément d’interface inséré entre deux éléments solides. Une correspondance exacte entre les
résultats d’essais numériques réalisés avec EFEM et la DCA a été observée dans [Alfaiate et al., 2003].
Il a cependant été reconnu ultérieurement que des différences entre les deux méthodes apparaissaient à
mesure que la raideur élastique de la discontinuité augmentait [Dias-da Costa et al., 2009a,Dias-da Costa
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et al., 2009b, Dias-da Costa et al., 2010]. Nous montrons dans la section suivante qu’AFEM n’est pas
seulement similaire - mais identique - à la DCA, quelles que soient les propriétés matériaux employées.

3.2.2 Preuve de l’équivalence entre AFEM et la discrete crack approach
(DCA)

Pour prouver qu’AFEM et la DCA sont deux approches équivalentes on montre qu’elles induisent les
mêmes équations d’équilibre discrétisées. Celles d’AFEM ont été présentées au Chapitre 2 (cf. Eq. 2.77).
Pour mettre en lumière l’équivalence évoquée, il est cependant nécessaire de les réécrire sous une forme
alternative (mais totalement équivalente). Cela sera fait à la Section 3.2.2.1. Les équations d’équilibre
discrétisées de la DCA sont ensuite détaillées et l’on montre leur égalité avec celles d’AFEM. Cette égalité
permet de mettre au point une nouvelle série de tests afin de valider exhaustivement l’implémentation
d’AFEM (voir Section 3.2.2.3).

3.2.2.1 Équations d’équilibre discrétisées : invertible AFEM

La forme alternative des équations d’équilibre condensées d’AFEM provient des travaux de [Liu et al.,
2013] (Section 3.1.1). Elle n’est applicable qu’aux éléments augmentés utilisant des matrices de raideur
L±22 inversibles, tel que le AQ4-1 (cf. la discussion sur l’inversibilité des matrices de raideur des sous-
domaines au Chapitre 2.3.6.3), et sera donc nommée invertible augmented finite element method. Son
périmètre d’application limité (le AQ4-1 en 2D) est probablement la raison pour laquelle les auteurs
d’AFEM semblent l’avoir aujourd’hui abandonnée.

Les équations d’équilibre discrétisées et non-condensées d’un élément augmenté sont dans un premier
temps rappelées :

[L11+ ]{dext+}+ [L12+ ]{dint+} = {fext+} (2.19)

[L11− ]{dext−}+ [L12− ]{dint−} = {fext−} (2.20)

[L21+ ]{dext+}+ [L22+ ]{dint+} = {fint+} (2.21)

[L21− ]{dext−}+ [L22− ]{dint−} = {fint−} (2.22)

(2.19) et (2.20) peuvent être réécrites :[
L−11

L+
11

]
{dext}+

[
L−12

L+
12

]
{dint} = {fext} (3.14)

En exprimant {dint±} à l’aide de (2.21) et de (2.22) on obtient :

{dint} =

{
d−int
d+
int

}
=

[
L−1

22−

−L−1
22+

]
{f−int}+

[
−L−1

22−L21−

−L−1
22+L21+

]
{dext} (3.15)

L’ouverture s’écrit donc :

{∆dint} = {dint+} − {dint−}
= −[L−1

22+ ][L21+ ]{dext+}+ [L−1
22− ][L21− ]{dext−} − ([L−1

22+ ] + [L−1
22− ]){fint−}

=
[
L−1

22−L21− −L−1
22+L21+

]
{dext} − ([L−1

22+ ] + [L−1
22− ]){fint−} (3.16)

En substituant (3.15) dans (3.14) il vient :[
L−

11

L+
11

]
{dext}+

[
L−

12

L+
12

]([
L−1

22−

−L−1
22+

]
{f−

int}+

[
−L−1

22−
L21−

−L−1
22+

L21+

]
{dext}

)
= {fext} (3.17)

ce qui conduit à :[
L−11 − L

−
12L
−1
22−L21−

L+
11 − L

+
12L
−1
22+L21+

]
{dext}+

[
L−12L

−1
22−

−L+
12L
−1
22+

]
{f−int} = {fext} (3.18)

3.2.2.2 Équations d’équilibre discrétisées : discrete crack approach

Avec la DCA (c.-à-d. la FEM classique agrémentée d’éléments d’interface), l’équilibre discrétisé d’un
solide fissuré s’écrit :

{f} =


fext−

λint−

fext+

λint+

 =


L11− L12−

L21− L22−

L11+ L12+

L21+ L22+



dext−

dint−

dext+

dint+

 (3.19)
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où {f} est le vecteur des efforts extérieurs et {λint±} sont les efforts extérieurs exercés aux noeuds situés
sur la discontinuité. Les efforts cohésifs exercés entre les deux sous-domaines Ω+ et Ω− sont modélisés
par un élément d’interface dont l’équilibre prend la forme (voir, par exemple, [Rots, 1988,Schellekens and
De Borst, 1993]) : {

λint−

λint+

}
=

[
K −K
−K K

]{
dint−

dint+

}
= −

{
fint−

fint+

}
(3.20)

L’assemblage de (3.19) et (3.20) donne :
fext−

λint−

fext+

λint+

 =


L11− L12−

L21− L22− +K −K
L11+ L12+

−K L21+ L22+ +K



dext−

dint−

dext+

dint+

 (3.21)

Supposons qu’aucun effort ne soit exercé sur les noeuds de la discontinuité. Eq. (3.21) peut alors être
réécrite : 

fext−

0
fext+

0

 =


L11− L12−

L21− L22− +K −K
L11+ L12+

−K L21+ L22+ +K



dext−

dint−

dext+

dint+

 (3.22)

ce qui fournit les relations :

[L21+ ]{dext+}+ [L22+ ]{dint+}+ [K]{∆dint} = {0} (3.23)

[L21− ]{dext−}+ [L22− ]{dint−} − [K]{∆dint} = {0} (3.24)

conduisant à :

{dint+} = −[L−1
22+ ]

(
[L21+ ]{dext+}+ [K]{∆dint}

)
(3.25)

{dint−} = [L−1
22− ]

(
−[L21− ]{dext−}+ [K]{∆dint}

)
(3.26)

Les deux équations précédentes permettent de condenser (3.22) :{
fext−

fext+

}
=

[
L−11 − L

−
12L
−1
22−L21−

L+
11 − L

+
12L
−1
22+L21+

]
{dext}+[
L−12L

−1
22−K

−L+
12L
−1
22+K

]
{∆dint} (3.27)

En substituant (3.20) dans (3.27) il vient :{
fext−

fext+

}
=

[
L−11 − L

−
12L
−1
22−L21−

L+
11 − L

+
12L
−1
22+L21+

]
{dext}+[

L−12L
−1
22−

−L+
12L
−1
22+

]
{fint−} (3.28)

qui est la même équation que celle obtenue avec l’invertible AFEM (Eq. 3.18).

La démonstration ci-dessus prouve donc qu’AFEM et la DCA sont identiques lorsqu’aucun effort n’est
exercé sur les noeuds situés sur la discontinuité. Si cette hypothèse est respectée les deux méthodes four-
nissent les mêmes résultats malgré le fait que moins de degrés de liberté soient nécessaires avec AFEM.
Il est intéressant de noter que l’hypothèse susmentionnée est également utilisée dans les EFEMs SOS,
KOS et SKON (voir, par exemple, [Jirásek, 2000,Alfaiate et al., 2003,Dias-da Costa et al., 2009a]). À la
connaissance de l’auteur, son impact sur la qualité des résultats n’a jamais été analysé dans la littérature.
Nous verrons à la Section 3.3 qu’elle a des effets indésirables sur la convergence en h d’AFEM dans la
norme énergétique.

3.2.2.3 Un test additionnel de validation de l’implémentation des éléments augmentés

L’équivalence entre AFEM et la DCA permet de proposer un nouveau test de validation de l’implémen-
tation des AFEs, plus exhaustif que ceux rencontrés dans la littérature. En effet, les tests de validation
classiques reposent sur des solutions analytiques qui ne peuvent être obtenues que pour des structures de
géométries élémentaires soumises à des chargements simples (c.-à-d. des chargements uniaxiaux appliqués
sur des éléments comprenant plusieurs plans de symétrie). De plus, certains de ces tests renseignent sur
les performances de l’élément plutôt que sur la validité de son implémentation : cette dernière peut être
exempte d’erreurs malgré le fait que les résultats numériques et analytiques ne soient pas en accord. À
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titre d’exemple, les résultats obtenus à la Section 3.1 avec les éléments AT3 et AQ4-2 ne concordent
pas parfaitement avec les solutions analytiques. La nouvelle série de test permet de garantir que leur
implémentation est néanmoins correcte.

La procédure développée s’affranchit de toute notion de performance. Comme démontré à la Section
3.2.2.2 AFEM et la DCA doivent fournir des résultats identiques si aucun effort extérieur n’est exercé
sur les noeuds situés au niveau de la discontinuité. Nous appliquons donc le même chargement arbitraire
sur une structure fissurée où la discontinuité est modélisée avec AFEM puis avec la DCA. La validation
consiste simplement à vérifier que les résultats (efforts de réaction, contraintes ou déplacements) sont
identiques.

La DCA est devenue un outil standard pour représenter des fissures cohésives. Elle est donc disponible
dans de nombreux codes industriels. Abaqus a été utilisé pour réaliser les simulations avec la DCA. Ce-
pendant, les Q4 disponibles dans ce logiciel utilisent une méthode d’intégration sélective (voir [ABAQUS,
2011]) alors que le Q4 du code prototype est intégré avec un schéma de Gauss à 2 × 2 points. Cet élément
a donc été implémenté dans Abaqus grâce à une routine User ELment (UEL) afin de ne pas fausser
l’essai de validation. Pour valider l’implémentation du AQ4-2 un élément pentagonal (P5) a également
été rajouté dans Abaqus. Nous ne présenterons que les résultats obtenus avec les éléments AT3 et AQ4-2
dans les exemples qui suivent.

AT3

L’élément AT3 représenté à la Figure 3.31 est utilisé pour le test de validation. La taille de sa matrice de
raideur est 6× 6. Lorsque la structure est modélisée avec la DCA, 8 degrés de libertés additionnels sont
nécessaires pour représenter la discontinuité ce qui porte la taille de la matrice de raideur à 14× 14.

Figure 3.31 – Géométrie de l’AT3 utilisé pour l’essai de vérification (dimensions en mm), (1)-(2) points
d’intégration des contraintes cohésives

Le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau sont E = 400000 MPa et ν = 0.2 et on fait
l’hypothèse d’un état plan de contraintes. Les efforts cohésifs exercés entre les deux sous-domaines sont
calculés grâce à la TSL tracée à la Figure 3.32. La raideur de pénalité assurant que l’ouverture de la zone
cohésive est négligeable, jusqu’à ce qu’une contrainte interfaciale critique soit atteinte, a été fixée à 108

MPa/mm en modes I et II.
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Figure 3.32 – TSL employée en modes I et II pour la validation de l’élément AT3

Les noeuds 1 et 2 sont encastrés et des déplacements arbitraires sont imposés au noeud 3 (voir Fig. 3.33).

Figure 3.33 – Scénario de chargement non-proportionnel

Les valeurs des efforts de réaction aux noeuds 1, 2 et 3 ainsi que les contraintes aux points d’intégration
de la zone cohésive sont relevés tout au long du test (cf. Figures 3.34 et 3.35).

Figure 3.34 – Comparaison des efforts de réaction, dans le repère global, obtenus avec la DCA et AFEM
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Figure 3.35 – Comparaison des contraintes cohésives, dans le repère de la fissure, obtenues avec la DCA
et AFEM

Les courbes tracées à la Figure 3.34 illustre la parfaite correspondance entre les résultats obtenus avec
AFEM et DCA. On observe néanmoins de légères différences à la Figure 3.35. Jusqu’au 15ème incrément
les contraintes interfaciales fournies par Abaqus sont strictement égales. Ce résultat est très surprenant au
vu du chargement arbitraire imposé et de la géométrie (quelconque) de la structure. La documentation
d’Abaqus stipule que les points d’intégration des contraintes cohésives sont situés aux extrémités de
l’élément d’interface [ABAQUS, 2011]. Nous avons donc supposé qu’un N-Cis à deux points était employé
pour intégrer les contraintes cohésives. Au vu des résultats obtenus, il semblerait pourtant qu’un schéma
différent soit adopté dans ce code de calcul (les contraintes interfaciales tangentielles d’Abaqus semblent
être la moyenne de celles d’AFEM). L’écriture d’une UEL permettrait de maîtriser le schéma d’intégration
des contraintes cohésives d’Abaqus afin de lever tout doute. Cela n’a pu être réalisé par manque de
temps. La bonne concordance entre AFEM et DCA permet néanmoins d’être confiant quant à la correcte
implémentation de l’élément AT3 dans le code prototype.

AQ4-2

L’élément AQ4-2 représenté à la Figure 3.36 est employé lors de l’essai de validation. La taille de sa
matrice de raideur est 8× 8. Si la structure est modélisée avec la DCA, la taille de sa matrice de raideur
double.

Figure 3.36 – Géométrie de l’AQ-2 utilisé pour l’essai de vérification (dimensions en mm), (1)-(2) points
d’intégration des contraintes cohésives

Le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau sont E = 200000 MPa et ν = 0.2 et on fait
l’hypothèse d’un état plan de contraintes. Les efforts cohésifs sont calculés grâce à la TSL de la Figure
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3.37. La raideur de pénalité assurant que l’ouverture de la zone cohésive est négligeable, jusqu’à ce qu’une
contrainte interfaciale critique soit atteinte, a été fixée à 108 MPa/mm en modes I et II.
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Figure 3.37 – TSL employée en modes I et II pour la validation de l’élément AQ4-2

Les noeuds 1 et 2 sont encastrés et des déplacements arbitraires sont imposés au noeud 3 (voir Fig. 3.38).

Figure 3.38 – Scénario de chargement non-proportionnel

Les valeurs des efforts de réaction aux noeuds 1, 2 et 3 ainsi que les contraintes aux points d’intégration
de la zone cohésive sont relevées tout au long du test (cf. Figures 3.39 et 3.40).

Figure 3.39 – Comparaison des efforts de réaction, dans le repère global, obtenus avec la DCA et AFEM
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Figure 3.40 – Comparaison des contraintes cohésives, dans le repère de la fissure, obtenues avec la DCA
et AFEM

Comme avec l’AT3, une bonne correspondance est observée entre les valeurs d’efforts et de contraintes
fournies par AFEM et DCA. On note de légères différences au niveau des contraintes interfaciales tangen-
tielles (cf. Figures 3.39 et 3.40). Ces contraintes sont, une fois de plus, identiques aux deux points d’in-
tégration de l’élément d’interface d’Abaqus. Néanmoins, les résultats obtenus permettent d’être confiant
quant à la correcte implémentation de l’élément AQ4-2 dans le code prototype.
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3.3 Convergence en h d’AFEM en présence de discontinuités fortes
ou faibles

La mise en équation d’un phénomène physique donne lieu à ce que l’on appelle le modèle mathématique.
Afin de résoudre les équations du modèle une méthode numérique doit parfois être employée. L’utilisa-
tion de cette dernière induit une erreur qu’il est essentiel de maîtriser pour corréler objectivement les
résultats expérimentaux et numériques. On peut ainsi garantir que toute différence entre ces résultats est
exclusivement imputable au modèle mathématique. S’assurer qu’une méthode numérique est convergente
et connaître ses propriétés de convergence (vitesse, stabilité) revêt donc un caractère primordial. C’est
un sujet de recherche très présent dans la littérature sur XFEM et, par conséquent, la convergence de ses
principales variantes a été démontrée [Babuška and Melenk, 1997,Hansbo and Hansbo, 2004,Nicaise et al.,
2011,Burman et al., 2015]. Améliorer leurs précisions ainsi que leurs taux de convergence fait également
l’objet de nombreuses études [Chessa et al., 2003,Béchet et al., 2005,Laborde et al., 2005,Fries, 2008].

À la connaissance de l’auteur, il n’existe aucune preuve formelle de la convergence des EFEMs. Ces mé-
thodes sont systématiquement utilisées avec des fissures cohésives qui rendent les problèmes mécaniques
non-linéaires et complexifient les preuves de convergence (dans les références susmentionnées les démons-
trations sont établies dans le cadre de l’élasticité linéaire). Néanmoins, il a été observé que la convergence
des courbes force-déplacement avec EFEM était plus rapide qu’avec XFEM [Oliver et al., 2006]. Comme
stipulé dans [Rabczuk, 2013] cela pourrait être dû à l’exemple sélectionné et n’est donc pas une conclusion
irrévocable.

Nous avons restreint notre attention aux problèmes linéaires mais nous sommes focalisés sur l’erreur dans
la norme énergétique plutôt que sur des quantités localisées. On obtient ainsi un indicateur objectif de la
convergence de la méthode, à la fois local et global. Le but de cette étude est d’évaluer la capacité d’AFEM
à représenter une discontinuité faible ou une fissure non cohésive. On compare AFEM à la méthode des
éléments finis classiques (FEM) dont on sait qu’elle est suffisamment précise pour représenter les pertes
de raideur engendrées par la présence de fissures dans les composites tissés [Couégnat, 2008, Doitrand
et al., 2015a]. Pour ce faire, on simule des problèmes possédant une solution analytique. Des calculs
d’erreurs a posteriori permettent d’étudier la convergence de la méthode à mesure que le maillage est
raffiné. À la connaissance de l’auteur la seule étude similaire est celle de [Cazes et al., 2016]. Les EFEMs
« classiques » (SOS, KOS et SKON) y sont analysées. Comme souligné à la Section 3.2.1.3, elles diffèrent
considérablement d’AFEM. Le taux de convergence et la précision de cette dernière sont donc inconnus.

3.3.1 Définition des erreurs calculées
Soit u la solution exacte du problème mécanique et û une solution approchée, l’erreur e est définie par :

e = u− û (3.29)

Soit Ω le volume occupé par le solide étudié, la norme en énergie de l’erreur se calcule :

||e||Ω =

(∫
Ω

(ε− ε̂) : C : (ε− ε̂) dΩ

) 1
2

(3.30)

où ε est le champ de déformation exact, ε̂ un champ de déformation approché et C le tenseur d’élasticité.

L’erreur relative en énergie est définie comme :

||η|| =
(∫

Ω
(ε− ε̂) : C : (ε− ε̂) dΩ∫

Ω
ε : C : ε dΩ

) 1
2

(3.31)

En outre, on peut calculer l’erreur dans un élément occupant le volume Ωi :

||e||Ωi
=

(∫
Ωi

(ε− ε̂) : C : (ε− ε̂) dΩ

) 1
2

(3.32)

où l’indice i se réfère à l’élément occupant le volume Ωi et tel que ∪
i

Ωi = Ω.

L’erreur totale dans la norme énergétique est calculée grâce à la relation suivante :

||e||Ω =

√∑
i

||e||2Ωi
(3.33)
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Les intégrales ci-dessus sont évaluées grâce à des quadratures numériques. Les schémas d’intégration
adoptés pour former les matrices de raideur des éléments finis ont été réutilisés. En présence de domaines
ou sous-domaines triangulaires, un schéma d’intégration de Hammer à six points a cependant été choisi
pour une meilleure précision (cf. Figure 3.41).

Figure 3.41 – Position des points d’intégration (points rouges) utilisés pour calculer l’erreur, a) T3, b)
Q4, c) AT3, d) AQ4-1, e) AQ4-2

3.3.2 Discontinuités faibles : cas d’une inclusion circulaire
3.3.2.1 Description du problème

Pour évaluer la capacité d’AFEM à représenter une discontinuité faible nous traitons un problème régu-
lièrement rencontré dans la littérature sur XFEM [Sukumar et al., 2001,Moës et al., 2003,Chessa et al.,
2003,Hansbo and Hansbo, 2004,Dolbow and Harari, 2009]. Considérons la structure composée de deux
matériaux représentée à la Figure 3.42. Les propriétés assignées à Ω1 sont : E = 1, ν1 = 0.25, et celles
dans Ω2 sont : E2 = 10, ν2 = 0.3. Les coefficients de Lamé correspondant sont : λ1 = µ1 = 0.4 et
λ2 = 5.7692, µ2 = 3.8461. Les deux matériaux sont parfaitement liés.

Figure 3.42 – Problème de l’inclusion circulaire, d’après [Sukumar et al., 2001]

Le champ de déplacement suivant est imposé sur les bords du domaine :{
ur(r = b, θ) = b

uθ(r = b, θ) = 0

La solution analytique donnée dans [Sukumar et al., 2001] est rappelée :

ur(r, θ) =

{(
(1− b2

a2 )α+ b2

a2

)
r 0 ≤ r ≤ a

(r − b2

r )α+ b2

r a ≤ r ≤ b
uθ(r, θ) =0

où :

α =
(λ1 + µ1 + µ2)b2

(λ2 + µ2)a2 + (λ1 + µ1)(b2 − a2) + µ2b2
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Ainsi, le champ de déformation exact s’écrit :

εrr(r, θ) =

{
(1− b2

a2 )α+ b2

a2 0 ≤ r ≤ a
(1 + b2

r2 )α− b2

r2 a ≤ r ≤ b

εθθ(r, θ) =

{
(1− b2

a2 )α+ b2

a2 0 ≤ r ≤ a
(1− b2

r2 )α+ b2

r2 a ≤ r ≤ b

εrθ(r, θ) =0

Dans le modèle numérique on représente une plaque carrée de côté L = 2 comprenant une inclusion
circulaire. Le champ de déplacement analytique est imposé sur les bords de la plaque (cf. Fig. 3.43). Les
calculs menés avec la FEM, où le maillage est conforme à la géométrie de l’interface (voir Fig. 3.43b), sont
réalisés avec des triangles à déformation constante (nommés T3) et des quadrilatères bilinéaires (appelés
Q4). Dans les simulations réalisées avec AFEM on utilise des maillages réguliers composés d’éléments
triangulaires ou quadrilatéraux ne se conformant pas à la géométrie de l’interface (voir Fig. 3.43a). Une
discontinuité faible est incorporée dans les éléments intersectés par l’interface, comme décrit au Chapitre
2.2. Les autres éléments sont des T3 ou des Q4 classiques.

Figure 3.43 – Champ de déplacement imposé sur le pourtour du domaine : a) AT3, b) Q4

3.3.2.2 Résultats numériques

La diminution de l’erreur relative en énergie, η, avec la taille des éléments, h (ou la taille moyenne des
éléments lorsqu’un maillage conforme à l’interface est utilisé), est tracée à la Figure 3.44).

Figure 3.44 – Variation de l’erreur relative en énergie en fonction de la taille des éléments pour le
problème de l’inclusion circulaire
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Le taux de convergence optimal des éléments finis linéaires dans la norme énergétique estO(h) [De Arantes
E Oliveira, 1968,Cabay, 1975]. Cela signifie que l’erreur est réduite de moitié lorsque la taille des mailles
est divisée par deux. Ce taux de convergence théorique est atteint par les éléments finis standards (cf.
Figure 3.44). Les AFEs sont systématiquement moins précis que les FEs et leur taux de convergence est
faible : ' O(h0.5). Les performances des éléments AT3 et AQ4 sont similaires et leur convergence est
stable. Pour mieux interpréter ces résultats, la contribution individuelle des éléments à l’erreur totale est
représentée à la Figure 3.45 (respectivement 3.46) pour le maillage le moins raffiné (respectivement le
plus fin) de cette étude.

Figure 3.45 – Erreur dans la norme énergétique avec les maillages les moins raffinés (h = 0.1), a) Q4,
b) AQ4

La zone où l’erreur est la plus importante est localisée au voisinage de l’interface où les gradients de
contraintes sont maximaux. Dans cette zone l’erreur engendrée par l’utilisation d’AFEs est plus impor-
tante que celle générée par les FEs. Dans le reste de la structure l’erreur induite par les deux méthodes
est similaire. Les champs de contraintes/déformations obtenus avec AFEM et FEM sont globalement
similaires (voir Figure 3.47).

Figure 3.46 – Erreur en énergie, dans une portion du domaine, obtenue avec les maillages les plus raffinés
de l’étude (h = 0.01), a) Q4, b) AQ4

Figure 3.47 – État de déformation obtenu avec la taille de maille h = 0.05 a) T3, b) AT3 (déplacements
amplifiés x0.25)
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Nous avons également comparé les performances d’AFEM avec une méthode appelée non-conforming
FEM [Moës et al., 2003]. Avec cette dernière, des éléments finis classiques sont utilisés mais ils ne se
conforment pas à l’interface. Sa présence est prise en compte en modifiant la loi de comportement aux
points d’intégration, en fonction de leur position vis à vis de l’interface (voir Figure 3.48). Cette approche
a par exemple été utilisée pour représenter l’interface fil-matrice dans un composite tissé [Doitrand et al.,
2015b].

Figure 3.48 – Représentation schématique de la non-conforming FEM, points noirs : noeuds externes,
points rouges : points d’intégration

Sa convergence en h dans la norme énergétique a été étudiée dans [Moës et al., 2003] pour le même pro-
blème mécanique d’inclusion circulaire. Les performances de cette méthode peuvent donc être comparées
à celles d’AFEM comme fait à la Figure 3.49. Il apparaît que les taux de convergence des deux méthodes
sont identiques mais AFEM est plus précise.

Figure 3.49 – Comparaison de la convergence en h dans la norme énergétique d’AFEM et de la non-
conforming FEM (résultats tirés de [Moës et al., 2003])

3.3.2.3 Discussions et conclusions

La modélisation de composites à microstructure complexe nécessite de représenter un nombre conséquent
d’interfaces. Si la méthode des éléments finis standard est employée, le maillage doit être conforme à ces
dernières, ce qui rend sa génération complexe. Les méthodes numériques telles que XFEM simplifient
ces analyses puisque que le maillage peut être réalisé indépendamment de la position de l’interface. Il
a été montré que XFEM pouvait atteindre la précision et les taux de convergence optimaux de FEM
pour représenter des discontinuités faibles [Moës et al., 2003]. Les approches telles qu’AFEM ou la non-
conforming FEM permettent également d’incorporer des discontinuités faibles au sein d’un élément mais
leur implémentation est considérablement plus simple. Néanmoins, leurs taux de convergence vis à vis de
FEM ou de XFEM sont faibles. Ainsi, le choix d’une méthode numérique doit être dicté par les objectifs
envisagés. Si le comportement global d’une structure ou les propriétés effectives d’un composite sont
recherchés, la non-conforming FEM fournit des résultats satisfaisants [Moës et al., 2003]. Cette affirmation
s’applique également à AFEM puisqu’elle est plus efficace que la non-conforming FEM pour représenter
des discontinuités faibles. Cependant, si une estimation précise des contraintes interfaciales est requise,
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aucune de ces deux méthodes n’est adaptée. En effet, des observations supplémentaires suggèrent que
les contraintes interfaciales obtenues avec AFEM ne convergent pas vers des valeurs correctes (c’est par
contre le cas avec FEM et XFEM). AFEM a cependant été utilisée avec succès pour simuler le délaminage
fibre-matrice couplé à la propagation de fissures matricielles [Liu et al., 2014]. Ces résultats suggèrent
que la méthode pourrait être utilisée pour représenter l’interface fil/matrice à l’échelle mésoscopique d’un
CMC tissé.

3.3.3 Discontinuités fortes : le problème de Westergaard
3.3.3.1 Description du problème

Pour évaluer la capacité d’AFEM à représenter des discontinuités fortes nous étudions une structure
fissurée. La solution analytique du champ de déplacement a été obtenue grâce à la méthode deWestergaard
[Westergaard, 1939] d’où le nom donnée à cette étude. Considérons une plaque infinie contenant une fissure
de longueur 2a et soumise à une contrainte uniforme à l’infini appelée σI en mode I et σII en mode II
(voir Figure 3.50). Le matériau est homogène et sa loi de comportement est élastique linéaire. La solution
analytique du champ de déplacement est connue à proximité du front de fissure. Si l’on fait l’hypothèse
d’un état plan de déformations et que l’on introduit un repère (r, θ) ayant pour origine le front de fissure,
la solution analytique en mode I s’écrit :

uIx =
KI

E

√
r

2π
(1 + ν)cos

(
θ

2

)
(3− 4ν − cos(θ)) (3.34)

uIy =
KI

E

√
r

2π
(1 + ν)sin

(
θ

2

)
(3− 4ν − cos(θ)) (3.35)

avec KI = σI
√
πa

Si la structure est sollicitée en mode II la solution exacte s’écrit :

uIIx =
KII

E

√
r

2π
(1 + ν)sin

(
θ

2

)
(κ+ 2 + cos(θ)) (3.36)

uIIy =
KII

E

√
r

2π
(1 + ν)cos

(
θ

2

)
(2− κ− cos(θ)) (3.37)

avec KII = σII
√
πa et κ = 3− 4ν

Figure 3.50 – Problème de Westergaard : plaque infinie soumise à un sollicitation : a) en mode I b) en
mode II (d’après [Cazes et al., 2016])

Ce problème est souvent rencontré dans la littérature sur XFEM pour évaluer les performances de la
méthode et de ses variantes [Stazi et al., 2003,Laborde et al., 2005,Béchet et al., 2005,Ródenas et al., 2010].
Dans la simulation numérique nous considérons un domaine carré Ω = [0, 5]× [−2.5, 2.5] comprenant une
fissure située en Γc = [0, 2.5]×{0}. Le champ de déplacement exact est imposé sur les bords du domaine
(voir Fig. 3.51). Les calculs menés avec la FEM standard, où le maillage est conforme à la fissure, sont
réalisés avec des T3 ou des Q4. Dans les simulations réalisées avec AFEM on utilise des maillages réguliers,
composés d’éléments triangulaires ou quadrilatéraux, ne se conformant pas à la géométrie de la fissure.
On incorpore une discontinuité forte au sein des éléments intersectés par la fissure. Les autres éléments
du maillage sont des FEs classiques (T3 ou Q4).
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Figure 3.51 – Champ de déplacement imposé sur le pourtour du domaine Ω (Ω = [0, 5] × [−2.5, 2.5]) :
a) mode I, b) mode II

Deux « types » d’éléments augmentés peuvent être utilisés en pointe de fissure : les AFEs « classiques »
où le front de fissure est libre de s’ouvrir (voir Fig. 3.52a) et les « éléments crack-tip » où la fermeture
du front de fissure est imposée (voir Fig. 3.52b). L’utilisation de ces derniers garantit la continuité du
champ de déplacement à travers l’arête partagée par l’élément crack-tip et l’élément voisin, qui est un
FE standard. En effet, comme montré dans [Liu et al., 2014] et rappelé ci-dessous, en imposant la valeur
des déplacements aux noeuds internes situés sur l’arête susmentionnée, un interpolation continue du
déplacement est obtenue tout en conservant le « caractère local » de l’élément (en d’autres termes, aucune
information des élément voisins n’est nécessaire). Les vecteurs des déplacements internes de l’élément
crack-tip représenté à la Figure 3.52b sont :

{dint+} =
{
u5 v5 u6 v6

}T
{dint−} =

{
u8 v8 u7 v7

}T
.

Soit l72 et l23 les longueurs des segments joignant les noeuds 2-7 et 2-3 respectivement, la continuité du
déplacement à travers le segment joignant les noeuds 2 et 3 est garantie si l’on impose :{

u6
v6

}
=

{
u7
v7

}
= (1− l72

l23
)

{
u2
v2

}
+
l72

l23

{
u3
v3

}
(3.38)

Figure 3.52 – AFEM utilisée avec : a) des déplacements incompatibles en pointe de fissure (formulation
« classique »), b) des déplacements compatibles en pointe de fissure (formulation « crack-tip »)

Ces éléments crack-tip sont systématiquement utilisés par les auteurs d’AFEM. Il est donc intéressant
d’évaluer précisément leur apport. L’utilisation de l’algorithme de consistency-check complexifie la prise
en compte de la fermeture du front de fissure (Eq. 3.38). Les auteurs d’AFEM n’ont pas détaillé la
méthode utilisée pour y parvenir. Un rapport interne précise l’approche que nous avons adoptée pour le
faire (issue d’une réécriture des équations (2.53) à (2.70)) [Essongue, 2014].

La baisse de l’erreur en énergie en fonction de la taille des éléments est étudiée avec plusieurs méthodes :
Les AFEs « classiques » sont comparés aux FEs standards et aux crack-tip AFEs. Les propriétés matériaux
adoptées sont E = 200000 et ν = 0.3. La longueur de fissure est 2a = 2.5 et les contraintes imposées à
l’infini sont σI = σII = 1000.
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3.3.3.2 Résultats numériques : mode I

Les résultats obtenus lors d’une sollicitation en mode I sont tracés à la Figure 3.53.

Figure 3.53 – Comparaison des taux de convergence dans la norme énergétique en mode I de FEM,
AFEM et crack-tip AFEM

Pour les problèmes comprenant des fissures (engendrant une singularité des contraintes « en r−0.5 », où
r est la distance au front de fissure), le taux de convergence de la FEM standard est O(h0.5), indépen-
damment de l’ordre des éléments utilisés [Johnson and McLay, 1968,Pin and Pian, 1973]. On l’observe
effectivement en mode I à la Figure 3.53 (ainsi qu’en mode II, voir Fig. 3.56). Le taux de convergence
d’AFEM est légèrement plus faible que celui de FEM en mode I (' 0.45 − 0.48). Néanmoins, les AFEs
classiques sont systématiquement plus précis que les FEs en mode I. Les éléments crack-tip donnent des
résultats similaires aux éléments finis standards sauf quand les AQ4 sont employés. La raison n’en est pas
comprise. La Figure 3.54 renseigne sur la répartition de l’erreur dans les maillages les plus fins de cette
étude.
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Figure 3.54 – Erreur dans la norme énergétique, dans une portion du domaine ([−0.5, 0.5]× [−0.5, 0.5]),
avec les maillages les plus fins de l’étude : a) FEs standards, b) crack-tip AFEs, c) AFEs classiques

La majeure partie de l’erreur est concentrée au voisinage du front de fissure. Les champs d’erreur obtenus
avec les trois méthodes sont comparables (à l’exception des résultats donnés par l’élément AQ4-Tip).
Contrairement aux observations réalisées avec les discontinuités faibles, lorsque que des discontinuités
fortes sont considérées l’erreur provient principalement des éléments finis classiques (et pas des éléments
enrichis). En effet, la majorité des AFEs sont situés dans les zones où l’énergie de déformation est faible
(en comparaison de celle au voisinage du front de fissure). Cela explique les performances similaires de
FEM et d’AFEM. L’utilisation d’éléments crack-tip semble détériorer la précision d’AFEM en mode I.
Les champs de contraintes obtenus avec les trois méthodes sont néanmoins similaires (voir Figure 3.55).

Figure 3.55 – Contrainte principale maximale lors d’une sollicitation en mode I (déplacements amplifiés
x10) : a) T3, b) AT3, c) AT3-Tip
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3.3.3.3 Résultats numériques : mode II

Les résultats obtenus lors d’une sollicitation en mode II sont tracés à la Figure 3.56. Le taux de conver-
gence d’AFEM est faible (≈ O(h0.35)) et la méthode est moins efficace que la FEM. Contrairement
aux observations faites en mode I, les crack-tip AFEs sont (légèrement) plus performants que les AFEs
classiques en mode II.

Figure 3.56 – Comparaison des taux de convergence de FEM, AFEM et crack-tip AFEM en mode II

L’examen du champ d’erreur permet de comprendre les différences significatives entre les taux de conver-
gence de la FEM et d’AFEM. Avec FEM, l’erreur est majoritairement localisée au voisinage du front de
fissure alors qu’une partie non négligeable de l’erreur peut être observée tout le long de la fissure avec
AFEM (voir Figure 3.57). Une fois encore, les champs de contraintes obtenus avec les trois méthodes sont
similaires (voir Figure 3.58).
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Figure 3.57 – Erreur dans la norme énergétique, dans une portion du domaine ([−2.5, 0.5]× [−0.5, 0.5]),
avec des éléments quadrilatéraux, a) FEs classiques, b) crack-tip AFEs, c) AFEs classiques

Figure 3.58 – Contraintes de cisaillement lors d’une sollicitation en mode II (déplacements amplifiés
x10) a) Q4, b) AQ4, c) AQ4-Tip

3.3.3.4 Discussions et conclusions

AFEM est légèrement plus efficace que la méthode des éléments finis classique pour représenter des
discontinuités fortes sollicitées en mode I. Pour des chargements en mode II, FEM est néanmoins plus
performante qu’AFEM. Nous pensons que cela provient de l’hypothèse utilisée pour prouver l’équivalence
entre FEM et AFEM. Ces deux méthodes sont identiques si aucun effort extérieur n’est exercé sur les
noeuds situés sur la discontinuité (voir Eq. 3.20-3.22). Lors d’un chargement en mode I, la zone à proximité
de la discontinuité, mais éloignée du front de fissure, est soumise à de faibles contraintes par rapport à
la valeur de σI (voir Figure 3.59). Par conséquent, l’hypothèse - incorporée dans la formulation AFEM -
qu’aucun effort n’est exercé sur la discontinuité reproduit exactement la solution analytique du problème.

90



Figure 3.59 – Champs de contraintes « exacts » au voisinage de la discontinuité (domaine : [−2.5,−0.5]×
[0, 0.2]) en mode I

En mode II, le champ de contrainte σxx le long de la fissure est comparable à la valeur de σII (voir Fig.
3.60). Les noeuds situés sur la discontinuité sont donc soumis à des efforts qui ne peuvent être pris en
compte avec AFEM. Cela explique les performances réduites de la méthode en mode II (voir Fig. 3.61).

Figure 3.60 – Champs de contraintes « exacts » au voisinage de la discontinuité (domaine : [−2.5,−0.5]×
[0, 0.2]) en mode II

Figure 3.61 – Efforts extérieurs exercés en mode II sur a) un FE standard b) un AFE

Nous avons également observé que l’utilisation d’éléments crack-tip détériorait la précision d’AFEM en
mode I et ne l’améliorait que légèrement en mode II. Nous ne recommandons donc pas l’implémentation
- relativement complexe - de ces éléments. On rappelle cependant que les auteurs d’AFEM n’ont pas
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publié la formulation de leurs crack-tip AFEs. Ses performances diffèrent peut-être de celles de l’élément
que nous utilisons.

Dans [Cazes et al., 2016] il a également été conclu que la FEM standard était plus précise que les EFEMs
(SOS, KOS et SKON) en mode II. Contrairement à nos observations, les auteurs ont relevé des taux de
convergence similaires en modes I et II des EFEMs. Ils ont cependant adopté une norme d’erreur qui
néglige le déplacement à l’« échelle fine » des éléments enrichis (appelé partie discontinue du déplacement
dans Eq. 3.1). Le champ de déplacement total a été considéré dans nos calculs, induisant ainsi une source
supplémentaire d’erreur en énergie. Nous pensons que les taux de convergence des EFEMs classiques et
d’AFEM seraient égaux si une norme identique était employée. En effet, les performances de ces méthodes
semblent dictées par le fait qu’aucun effort extérieur ne puisse être exercé sur les noeuds situés sur la
discontinuité.

La FEM classique a déjà été utilisée avec succès pour évaluer les pertes de raideur induites par la présence
de fissures dans des composites tissés [Couégnat, 2008,Doitrand et al., 2015a]. Comme les performances
de FEM et d’AFEM sont proches, les mêmes études peuvent être réalisées avec AFEM. Cette méthode
s’affranchit des nécessités de remailler et d’augmenter le nombre de degrés de liberté à mesure que des
discontinuités apparaissent dans une structure. Elle est donc particulièrement attractive pour simuler la
propagation de fissures en 3D dans des CMC tissés.
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3.4 Simulations de propagation de fissures
Les simulations réalisées jusqu’ici visaient à évaluer les performances d’AFEM. Les aspects liés à la
croissance des fissures n’ont donc pas été étudiés. Nous les abordons dans cette section. Deux phénomènes
peuvent rendre les simulations de propagation de fissures fortement dépendantes au maillage employé :
les dépendances à la taille et à l’orientation des éléments. Une dépendance à la taille des éléments
(appelée mesh size dependence dans la littérature) apparaît lorsque des lois de comportement locales et
adoucissantes sont utilisées. Avec ces lois, l’énergie dissipée au cours du processus d’endommagement est
proportionnelle au volume des éléments. Ainsi, à mesure que l’on raffine le maillage, l’énergie dissipée
diminue et la structure devient de plus en plus fragile. Une des fonctions de la zone cohésive incorporée
dans les AFEs est d’empêcher ce comportement non physique. La dépendance du trajet de propagation
des fissures au maillage est appelée mesh bias. Les fissures tendent à se propager parallèlement aux arêtes
des éléments et tout changement de l’orientation du maillage entraîne une modification du scénario
d’endommagement. La sensibilité d’AFEM au mesh bias et à la taille des éléments est étudiée dans les
sections suivantes.

3.4.1 Évaluation de la dépendance à l’orientation du maillage
L’essai proposé dans [Dias et al., 2012] a été choisi pour évaluer la dépendance au mesh bias d’AFEM.
Une structure homogène est soumise à un chargement de traction (cf. Fig. 3.62). La contrainte principale
maximale à partir de laquelle les éléments sont enrichis est légèrement diminuée dans une partie l’éprou-
vette afin de briser l’homogénéité du problème. La croissance d’une fissure verticale initiée dans la zone
affaiblie doit donc être observée.

Figure 3.62 – Géométrie de la structure étudiée et conditions aux limites appliquées

Pour mettre en évidence le mesh bias, la structure est discrétisée avec des maillages inclinés à 65º. En
effet, cet angle complexifie considérablement la propagation d’une fissure verticale (voir Figure 3.63).

Figure 3.63 – Champ d’endommagement obtenu avec un modèle d’endommagement isotrope et diffé-
rentes formulations d’éléments finis : a) FEM standard, b) FEM mixtes et stabilisés, [Dias et al., 2012]

On emploie les maillages représentés à la Figure 3.64. L’algorithme de Newton-Rhapson (en déplacements
imposés) permet de déterminer la succession des états d’équilibre. Le critère de convergence suivant a été
utilisé :

‖f jext − f
j
int‖ < 10−3 × ‖f jext‖ (3.39)

où fext est le vecteur des efforts externes appliqués sur la structure, fint est le vecteur des efforts internes
et j le numéro de l’itération.

Des Q4 classiques sont employés au début des simulations. Ils sont augmentés une fois que leur contrainte
principale maximale σI atteint la valeur critique σc. La normale à la fissure est déterminée par la di-
rection de σI et sa position par le centroïde du Q4. La propagation de fissures (c.-à-d. l’enrichissement
des éléments) n’est permise qu’à la première itération d’un incrément. Un seul élément est enrichi par
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incrément (celui soumis à la contrainte principale la plus importante). Pour permettre une propagation
instable de fissure on adopte la procédure suivante : si une discontinuité est introduite au cours d’un
incrément, le déplacement imposé est maintenu constant à l’incrément suivant.

Figure 3.64 – Maillages employés pour étudier la sensibilité d’AFEM au mesh bias, zone rouge : éléments
affaiblis

3.4.1.1 Rupture stable

Les propriétés matériaux adoptées dans [Dias et al., 2012] sont E = 100 kPa, ν = 0, σc = 2 kPa et
l’énergie de rupture en mode I du matériau est GIc = 0.1 kN/m. La taille de la structure est donnée par
a = 0.5 m et b = 1 m. La longueur de la zone dans laquelle les phénomènes dissipatifs opèrent, appelée
process zone, peut être estimée grâce à la relation suivante [Hillerborg et al., 1976, Cox and Marshall,
1994] :

lcoh =
EGIc
σ2
c

= 2.5m (3.40)

Comme le champ de contraintes est homogène et vu que lcoh > a, la propagation de la fissure est
instantanée. En s’appuyant sur le raisonnement développé dans [Liu et al., 2015,Gu et al., 2015] nous
pouvons cependant prédire que le processus de rupture sera stable car

Λ =
0.5× abσ2

c/E

aGIc
= 0.2 < 1 (3.41)

Λ est le rapport entre l’énergie de déformation stockée dans la structure au moment où la fissure apparaît
et l’énergie dissipable par la rupture cohésive des éléments enrichis (en supposant la croissance d’une
fissure verticale). Ainsi Λ < 1 conduit à une rupture stable.

Comme mis en lumière à la Figure 3.65, les fissures empruntent des trajets qui dépendent de la discré-
tisation employée : elles suivent pathologiquement l’inclinaison du maillage. La présence de rangées de
fissures parallèles, un phénomène appelé fissuration secondaire, est également relevée. Cependant, comme
les normales aux fissures sont orientées dans la même direction, les courbes force-déplacement obtenues
avec les différents maillages sont pratiquement identiques (voir Figure 3.66).
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Figure 3.65 – Trajets de propagation de fissure obtenus avec AFEM

Figure 3.66 – Courbes force-déplacement obtenues avec les maillages de l’étude

AFEM est donc fortement sensible à l’orientation du maillage. Ce défaut a également été observé avec
d’autres EFEMs [Mosler and Meschke, 2004,Gálvez et al., 2013]. Par conséquent, elles sont couramment
supplémentées par des algorithmes de crack-tracking. Ces derniers consistent à n’autoriser l’enrichissement
que dans un sous-ensemble des éléments ayant atteints la contrainte critique σc. Ce sous-ensemble est
déterminé grâce à des critères topologiques et/ou mécaniques additionnels qui différencient les algorithmes
de tracking existants. Pour de plus amples détails nous invitons le lecteur à se référer à une publication
comparant les différents algorithmes de tracking [Jäger et al., 2008]. Selon cet article, il existe trois familles
d’algorithmes de tracking, dont les noms sont liés à la nature du critère déterminant le sous-ensemble
d’éléments à enrichir : local, non-local et global. Il semblerait que le tracking global [Samaniego Alvarado
et al., 2002,Oliver et al., 2004,Oliver and Huespe, 2004a] soit le plus performant. Cependant il n’a pu être
implémenté par manque de temps. Un simple algorithme de tracking local a été utilisé à la place. Son
fonctionnement est le suivant : lorsqu’un élément est sur le point d’être enrichi on inspecte son voisinage.
S’il a un voisin enrichi, la continuité inter-élément de la fissure est imposé (voir Figure 3.67b) quand cela
est possible. Si ce n’est pas le cas la fissure est insérée au centroïde de l’élément.
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Figure 3.67 – Propagation de fissure a) sans algorithme de tracking, b) avec un algorithme de tracking
local

L’utilisation de l’algorithme de tracking ne modifie pas les trajets de fissure précédemment obtenus
avec les maillages à 0°. Avec les maillages inclinés une quantité importante de fissuration secondaire
est observée (voir Figure 3.68). Les simulations ne convergent plus et les courbes forces-déplacement
s’écartent fortement de la solution attendue (voir Fig. 3.69).

Figure 3.68 – Trajets de fissure observés avec les maillages inclinés et un algorithme de tracking local

Figure 3.69 – Courbes force-déplacement obtenues quand un algorithme de tracking local est utilisé

3.4.1.2 Rupture instable

Les CMCs sont constitués de matériaux fragiles. Par conséquent, la propagation de fissures aux échelles
microscopique et mésoscopique est instable et quasi-spontanée. Pour s’assurer qu’un tel phénomène peut
être simulé avec AFEM, les propriétés matériaux et la taille de la structure précédente ont été modifiées.
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Les propriétés matériaux d’une matrice en SiC isotrope, générée par infiltration en phase vapeur (un
procédé nommé CVI pour Chemical Vapor Infiltration) sont adoptées : E = 400000 MPa, ν = 0.2,
σc = 400 MPa and GIc = 0.02N/mm [Camus, 1996,Dorvaux, 2007,Mei, 2008,Chateau et al., 2015]. La
taille de la structure est maintenant définie par a = 1mm et b = 0.5mm et correspond approximativement
à la section transverse d’un fil de CMC. On emploie des maillages composés d’éléments quadrilatéraux
et triangulaires conjointement avec l’algorithme de tracking local décrit précédemment. Les trajets de
fissures obtenus sont tracés à la Figure 3.70. Les simulations avec les éléments triangulaires paraissent
relativement insensibles à l’orientation des éléments. La fissure croît verticalement mais on observe de
la fissuration secondaire. Cela complexifie grandement la convergence du schéma incrémental-itératif.
En effet, la simulation avec le maillage raffiné triangulaire diverge une fois la charge maximale atteinte.
Celles opérées avec les éléments quadrilatéraux ont du être stoppées dès l’apparence des premières fissures
secondaires. Comme prévu, la rupture est instable et les courbes force-déplacement présentent une chute
d’effort brutale (voir Fig. 3.71).

Figure 3.70 – Trajets de propagation de fissures obtenus avec des maillages inclinés à 65° et un algorithme
de tracking local

Figure 3.71 – Courbes force-déplacement avec des maillages inclinés et un algorithme de crack-tracking
local
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Les résultats représentés à la Figure 3.70 sont encourageants mais notre algorithme de tracking manque
de robustesse. Les auteurs d’AFEM emploient un algorithme de tracking local plus sophistiqué [Liu et al.,
2014] et l’ont appliqué avec succès à des structures homogènes en 3D [Jung et al., 2016, Naderi et al.,
2016]. Néanmoins, au vu de la complexité de l’endommagement dans les composites tissés, l’utilisation
d’un algorithme de tracking global paraît incontournable pour simuler de manière robuste la propagation
de fissures dans les CMCs.

3.4.2 Estimation de la dépendance à la taille des éléments
Bien que l’on se soit focalisé sur le mesh bias d’AFEM à la section précédente, l’indépendance de la mé-
thode à la taille des éléments a également pu être appréciée (voir, Fig. 3.66). Il est cependant souhaitable
d’effectuer des essais supplémentaires, induisant des états de contraintes plus complexes, pour s’en assu-
rer. Les tests « double cantilever beam » (DCB) et « end notched flexure » (ENF) ont donc été choisis. Le
DCB permet de plus de faire ressortir l’impact de l’hypothèse - incorporée dans AFEM - qu’aucun effort
n’est exercé sur les noeuds situés sur la discontinuité (voir Eq. 3.20-3.22). Les deux tests sont réalisés
avec la même structure : la poutre pré-fissurée représentée à la Figure 3.72. L’expression analytique de
la réponse force-déplacement de la structure peut être trouvée dans [Allix et al., 1995,Mi et al., 1998].

Figure 3.72 – Géométrie et propriétés matériaux de la poutre en porte-à-faux

Pour évaluer la possible dépendance d’AFEM à la taille des éléments du maillage indépendamment de
l’algorithme de tracking, le trajet de fissuration est imposé à priori. Ce n’est plus une inconnue du
problème : les éléments potentiellement traversés par la fissure, ainsi que sa position en leur sein, sont
définis au début de l’analyse. Ainsi, seuls certains éléments prédéfinis seront potentiellement enrichis
au cours du chargement. Des maillages uniformes composés d’éléments triangulaires et quadrilatéraux
ont été utilisés (voir Figure 3.73). On adopte la procédure incrémentale-itérative présentée à la Section
3.4.1.1. La fissure initiale est représentée grâce à des éléments augmentés incorporant une zone cohésive
totalement endommagée (cf. « initially enriched elements » Figure 3.73).

Figure 3.73 – Maillages uniformes considérés, représentés dans une portion de la structure ([25, 35]×[0, 3]
(en mm))
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3.4.2.1 Test Double Cantilever Beam (DCB)

Lors de l’essai DCB l’arête droite de la structure est encastrée. Une propagation de fissure en mode I est
induite par le déplacement U imposé à l’extrémité gauche de l’éprouvette (voir Fig. 3.74) :

u(x = L, y) = 0

v(x = L, y) = 0

u(x = 0, y = 0) = −U
u(x = 0, y = H) = U

Les couples de valeurs force-ouverture, F -∆, sont relevés au cours de la simulation (voir Fig. 3.75).

Figure 3.74 – Test double cantilever beam (DCB), d’après [Allix et al., 1995]

Figure 3.75 – DCB test : courbes force-ouverture obtenues avec des éléments triangulaires et quadrila-
téraux

Les courbes force-déplacement issues des simulations sont globalement en accord avec la solution analy-
tique et les résultats ne présentent pas de dépendance pathologique à la taille des éléments. Les différences
majeures entre les résultats proviennent de la raideur élastique des modèles numériques (représentée par
les traits en pointillés à la Figure 3.75) . La raideur du maillage « T3-coarse » est trop importante. Le
T3 est connu pour être excessivement raide dans les problèmes à flexion dominante car il ne peut pas
représenter de gradients de contraintes (voir, entre autres, [Batoz and Dhatt, 1990] et Fig. 3.76). Ce
défaut était donc prévisible au vu du faible nombre d’éléments présents dans l’épaisseur de la poutre.
Les autres modèles sont moins raides que la structure « réelle ». Cela peut paraître surprenant à première
vue car les formulations FEM classiques (utilisant des éléments compatibles et une intégration complète)
surestiment systématiquement la raideur des structures (voir, par exemple, [Bathe, 1996]). Néanmoins,
comme aucun effort ne peut être exercé sur les noeuds situés au niveau de la discontinuité avec AFEM
(cf. Eq. 3.20-3.22) la structure manque de raideur.
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Figure 3.76 – test DCB : Contrainte principale maximale au voisinage de la pointe de fissure avec les
maillages triangulaires a) coarse-T3 b) refined-T3 c) fine-T3

Les structures modélisées avec AFEM sont donc plus souples que si elles l’étaient avec FEM (pour
un même nombre d’élément). Nous ne considérons pas ce point comme un défaut rédhibitoire pour la
simulation de l’endommagement dans les CMCs mais il mérite d’être souligné. Nous pensons que cet
excès de souplesse est également présent avec les autres EFEMs puisque Eq. 3.20-3.22 sont incluses dans
leurs formulations (voir [Jirásek, 2000,Alfaiate et al., 2003,Dias-da Costa et al., 2009a]).

3.4.2.2 Test end notched flexure (ENF)

Lors du test ENF la poutre pré-fissurée est chargée à sa mi-portée pour générer une propagation de fissure
en mode II (cf. Fig. 3.77). Les conditions limites suivantes lui sont appliquées :

v(x = 0, y = 0) = 0

v(x = 0, y = L) = 0

v(x = L/2, y = H) = V

u(x = L/2, y = H) = 0

Figure 3.77 – Test end notched flexure (ENF), d’après [Allix et al., 1995]

La comparaison entre les courbes force-déplacement et la solution analytique est tracée à la Figure 3.78.
Le comportement - trop souple - induit par l’utilisation d’AFEs à un impact moins marqué sur la raideur
élastique de la structure que lors du test DCB. En effet, cette dernière provient en partie du contact entre
les lèvres de la fissure, qui est convenablement simulé avec les AFEs (cf. Fig. 3.79).
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Figure 3.78 – test ENF : courbes force-déplacement obtenues avec les éléments triangulaires et quadri-
latéraux

Figure 3.79 – Contraintes générées par le contact entre les lèvres de la fissure, au voisinage de l’appui
gauche de la structure (domaine : [0, 2] × [0, 3]), avec le maillage « fine-Q4 » et pour un déplacement
imposé V= 4mm

Les solutions obtenues avec les AT3 présentent un comportement trop fragile. En identifier les raisons
nécessiterait des études approfondies comme l’inspection des contraintes interfaciales au cours du test.
Néanmoins les résultats convergent globalement vers une solution unique à mesure que le maillage est
raffiné. On peut donc affirmer qu’AFEM ne présente pas de dépendance pathologique à la taille des
éléments.

3.5 Conclusions et discussions complémentaires
L’implémentation d’AFEM a été validée et analysée en profondeur à travers ce chapitre. Les principales
conclusions qui ont été tirées sont rappelées.

Technologie de l’élément

Nous avons dans un premier temps étudié l’influence du schéma d’intégration des contraintes cohésives.
L’utilisation d’une quadrature de Newton-Cotes ou de Gauss à 2 points (nommés N-Cis ou Gis) conduit
à des résultats similaires. Quand les éléments AT3 ou AQ4-2 sont employés, ces résultats ne sont pas
pleinement satisfaisants : lors d’une sollicitation en mode I, un des points d’intégration de l’interface
peut subir un état de compression pendant que l’autre s’endommage en traction. L’emploi de schémas
d’intégration différents (réduits ou sélectifs) devrait permettre d’éliminer ce comportement indésirable.

Un test simple mais exhaustif permettant de valider l’implémentation d’AFEM a été proposé. L’implé-
mentation d’un élément de géométrie arbitraire peut ainsi être rapidement validée en utilisant un code
équipé de zones cohésives.
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La convergence en h d’AFEM a été comparée à celle des éléments finis standards pour représenter des
discontinuités faibles et fortes. La FEM est, en général, plus performante qu’AFEM mais les états de
contraintes engendrés par l’utilisation de ces méthodes sont similaires. Les discontinuités fortes sont
représentées de façon plus efficace avec AFEM qu’avec FEM lors de sollicitations en mode I qui est le
mode de rupture dominant dans les matériaux fragiles [Carpinteri et al., 1993,Dyskin et al., 2002]. AFEM
est donc une excellente technologie d’élément pour modéliser les fissures et leur croissance dans les CMCs
tissés. Elle permet de représenter les discontinuités plus précisément que les modèles de type smeared
crack pour un coup de calcul similaire. De plus, l’interface incorporée dans les AFEs permet de prendre
en compte le contact entre les lèvres d’une fissure de façon consistante.

Stratégies pour simuler la propagation de fissures

Les stratégies numériques pour simuler la propagation de fissures n’ont été que brièvement abordées par
manque de temps. Nous avons montré que l’utilisation d’un algorithme de crack-tracking était indis-
pensable pour rendre AFEM entièrement indépendante au maillage. Un simple algorithme de tracking
local a été implémenté mais il manque de robustesse. Les difficultés topologiques posées par l’emploi du
crack-tracking local en 3D et avec des structures composites suggèrent d’évoluer vers du tracking global.
Un schéma de Newton-Rhapson a été adopté pour déterminer les états d’équilibre de la structure. Il est
connu pour sa propension à diverger en présence de comportements adoucissants et de points de bifur-
cation (voir, par exemple, [van der Veen et al., 2000]). Pour faciliter sa convergence nous n’avons enrichi
qu’un élément par incrément. Par conséquent, à mesure que l’on raffine le maillage, plus d’incréments
sont nécessaires pour simuler la même extension de fissure. Cette stratégie n’est donc pas optimale. Les
auteurs d’AFEM ont proposé une méthode de stabilisation inertielle afin de surmonter les problèmes
de divergence dans les simulations de propagation de fissures [Gu et al., 2015]. Il est stipulé que cette
méthode garantit - inconditionnellement - la convergence de l’algorithme de Newton-Rhapson. Du point
de vue de l’auteur c’est une voie intéressante à explorer car cette approche ne fait appel à aucun para-
mètre numérique additionnel. Une alternative aux procédures incrémentale-itérative mériterait également
d’être examinée. L’utilisation d’algorithmes non itératifs, tels que celui nommé « sequentially linear ap-
proach » [Rots and Invernizzi, 2004,Rots et al., 2008,Graça-e Costa et al., 2012], semblent adaptés aux
CMCs. Bien que le concept d’équilibre soit abandonné avec cette technique, les résultats sont semblables
à ceux obtenus avec des schémas incrémentaux classiques. D’autres stratégies ne faisant pas usage de
fissures cohésives devraient également être explorées. Celles liées à la mécanique de la rupture incrémen-
tale (finite fracture mechanics) [Hashin, 1996,Leguillon, 2002,Weißgraeber et al., 2016], qui supposent la
croissance instantanée de fissures de tailles finies, sont prometteuses mais leur adaptation aux éléments
finis ainsi que leur extension à la 3D sont encore des domaines de recherche actifs.
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Dans ce chapitre on se propose d’illustrer les possibles applications de la méthode des éléments finis
augmentés aux CMCs. On commence par décrire l’architecture et le scénario d’endommagement de CMCs
tissés, composés de fibres en SiC, d’une interphase fibre/matrice en PyC ainsi que d’une matrice en SiC
élaborée par infiltration de vapeur chimique (Chemical Vapor Infiltration). Notre choix s’est porté sur
ce matériau car son comportement thermo-chimico-mécanique est étudié depuis plus d’une vingtaine
d’années et de nombreux résultats ont été publiés sur le sujet. On désignera cette famille de CMCs par
SiC/SiC CVI dans la suite de ce texte. On évalue ensuite la capacité d’AFEM à représenter les variations
de raideurs induites par la présence de discontinuités dans un tissé. Enfin, des simulations de propagation
de fissures à l’échelle mésoscopique sont entreprises.
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4.1 Scénario d’endommagement et durée de vie des SiC/SiC CVI
Le scénario d’endommagement sous chargement uniaxial détaillé ci-après est issu des travaux de [Reynaud,
1992,Aubard, 1992,Guillaumat, 1994,Guillaumat and Lamon, 1996,Pluvinage et al., 1996,Morscher and
Gyekenyesi, 1998, Fantozzi et al., 2001, Morscher, 2014b, Lamon, 2014a, Fantozzi and Reynaud, 2014].
Le processus d’élaboration des SiC/SiC CVI induit la présence de deux échelles de porosité résiduelle
(cf. Figure 4.1) : la porosité intrafil, aussi appelée microporosité, de l’ordre de 5% et la porosité interfil,
appelée macroporosité, de 10 à 20% [Gélébart et al., 2010,Herb et al., 2010,Chateau, 2011,Herb et al.,
2012].

Figure 4.1 – Les différentes échelles de porosité dans les SiC/SiC CVI, a) [Chateau, 2011], b) [Pineau
et al., 2011]

Les porosités jouent un rôle important dans le début de la fissuration puisqu’elles constituent des sites
préférentiels d’amorçage. La déformation à rupture des fibres est plus importante que celle de la matrice et
les porosités induisent des concentrations de contraintes en son sein. Elle s’endommage donc la première.
Dans un premier temps c’est la matrice interfil qui se fissure. Les fissures sont initiées aux macropores,
se développent orthogonalement au chargement, et ne pénètrent pas les fils : lorsqu’elles arrivent sur les
premières fibres, elles sont déviées et forment des fissures de décohésion fil/matrice (cf. Figure 4.2b).

Figure 4.2 – Scénario d’endommagement des SiC/SiC CVI sous chargement longitudinal, d’après [Ge-
net, 2010]

La déviation des fissures est due à la présence de l’interphase de PyC (dont l’épaisseur est de quelques
dizaine de nm) à l’interphase fibre/matrice. Elle joue le rôle de fusible en désolidarisant ces deux consti-
tuants et empêche ainsi les fissures matricielles de se propager aux fibres. C’est un élément essentiel
du comportement des SiC/SiC CVI puisqu’elle permet d’obtenir un matériau quasi-fragile à partir de
constituants fragiles. L’élaboration du matériau d’interphase ainsi que son impact sur le comportement
du matériau font donc l’objet de nombreuses études thermo-chimico-mécaniques (voir, par exemple, [Fili-
puzzi et al., 1994,Martin et al., 1998,Morscher and Cawley, 2002,Lamon, 1993,Naslain et al., 2004a,Martin
and Leguillon, 2004, Pompidou and Lamon, 2007, Lamon, 2014b]). Si l’interphase engendre une liaison
fibre/matrice trop forte, les fissures se propagent d’un constituant à l’autre et le composite est fragile (cf.
Figure 4.3).
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Figure 4.3 – Influence de l’interphase fibre/matrice sur la propagation de fissures, d’après [Genet, 2010]

Si la liaison est au contraire trop faible, le transfert de charge fibres/matrice est limité et la surcharge sur
la fibre au droit d’une fissure matricielle diminue considérablement la résistance à rupture du composite
(cf. Fig. 4.4).

Figure 4.4 – Courbe de comportement expérimentale d’un SiC/SiC CVI tissé, sous chargement longi-
tudinal, en présence d’une interphase fibre/matrice : a) forte, b) faible, [Lamon, 2005]

Ce transfert de charge, assuré par le frottement au niveau de la zone interfaciale, est modélisé par
une contrainte de cisaillement interfacial τ (cf. Figure 4.5). Son intensité dépend de l’effet Poisson (les
coefficients de Poisson de la matrice et de la fibre peuvent être différents) et du frettage de la fibre
par la matrice, généré par le refroidissement opéré au cours du processus d’élaboration (les coefficients
d’expansion thermique de la matrice et de la fibre diffèrent également).

Figure 4.5 – Décohésion fibre/matrice et contrainte de cisaillement interfacial associée, [Evans et al.,
1995]
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Dans un second temps, c’est la matrice dans les fils transverses qui se fissure. Ces fissures sont initiées à
des micropores, se développent dans des plans orthogonaux à la direction de chargement et contournent
les fibres en engendrant des décohésions fibres/matrice (cf. Figure 4.2c).

Dans un troisième temps, la matrice dans les fils longitudinaux se fissure. Ces fissures sont également
initiées à des micropores et se développent orthogonalement aux fibres (cf. Figure 4.2d). Là encore,
lorsque le comportement de l’interphase est optimisé, les fissures matricielles contournent les fibres. Elles
supportent la surcharge générée grâce au transfert d’efforts fibre/matrice (cf. Figure 4.6). Le processus se
poursuit jusqu’à ce que seules les fibres supportent la charge (la fissuration matricielle est dite saturée).
La densité de fissuration matricielle à ce stade peut atteindre 10 µm−1 (cf. Figure 4.7).

Figure 4.6 – Représentation schématique d’une fissure matricielle en train de se propager, [Evans et al.,
1995]

Finalement, c’est la rupture des fibres longitudinales qui mène à la ruine du matériau.

Figure 4.7 – Réseau de fissures dans un CMC tissé, [Forio, 2000]

La courbe contrainte/déformation typique d’un SiC/SiC CVI est représentée Figure 4.8. Elle présente
un domaine linéaire jusqu’à ε ' 0.025%. La fissuration de la matrice interfil engendre ensuite un com-
portement non linéaire jusqu’à ε ' 0.15%. Le domaine 2 est celui de la fissuration des fils transverses,
caractérisé par une faible évolution du module d’élasticité tangent du composite. Enfin le domaine 3
est celui de la multi-fissuration de la matrice des torons longitudinaux qui précède la rupture ultime du
composite à ε ' 0.5%. Le comportement au cours des cycles de déchargement et de rechargement est
marqué par des boucles d’hystérésis. Elles traduisent la présence de décohésions à l’interface entre la fibre
et la matrice ainsi que leurs frottements. L’amplitude des boucles dépend directement des longueurs de
décohésion et de l’intensité du frottement interfacial. On observe également la présence de déformations
résiduelles.
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Figure 4.8 – Courbe de comportement typique d’un SiC/SiC CVI tissé soumis à un chargement cyclique
et longitudinal [De Melo Loseille, 2010]

Le scénario précédemment établi se complexifie avec les effets conjugués de la température et de l’oxyda-
tion. En effet, une fois le composite fissuré, l’oxygène peut pénétrer le réseau de fissures et vient oxyder
l’interphase de PyC, puis les fibres, qui voient leur contrainte à rupture chuter. Ces phénomènes dimi-
nuent considérablement la durée de vie des CMCs, majoritairement pilotée par la tenue des fibres. Par
conséquent, les travaux actuels visent à protéger ces dernières de l’oxydation. Parmi les voies envisagées,
on peut noter l’utilisation d’autres matériaux d’interphase tel que le BN (plus résistant à l’oxydation que
le PyC) ou l’utilisation de matrices dites autocicatrisantes qui, lorsqu’elles sont fissurées, réagissent avec
l’oxygène pour former un verre pâteux qui bouche les fissures et ralentit l’oxydation des fibres (cf Fig.
4.9). Ces matrices résultent de l’empilement de couches de carbure de bore B4C, de carbure de silicium
SiC et d’une couche ternaire de SiBC.

Figure 4.9 – Principe de l’autocicatrisation des CMC par formation d’oxyde de bore liquide colmatant
les fissures de la matrice par capillarité, [Camus et al., 2014]

D’autres phénomènes viennent également se coupler aux précédents et impactent la durée de vie du maté-
riau. Citons par exemple, l’abrasion/usure des interfaces fibres/matrices lors des chargements cycliques.
Elle entraîne une augmentation des longueurs de décohésions fibres/matrice qui induit une surcharge
sur les fibres au droit des fissures matricielles. Un autre phénomène, appelé propagation sous-critique de
fissures, affecte également les fibres. Des défauts, tels que des pontages de silice entre fibres, sont présents
à la surface des fibres (cf. Fig. 4.10). Ils génèrent des entailles dans la fibre qui propagent de façon stable
par un mécanisme d’oxydation des grains de SiC et/ou du carbone libre aux joints de grains. Les lois
utilisées pour décrire la croissance de ces défauts sont similaires à celles utilisées en fatigue. Le terme
fatigue statique est donc souvent employé [Gauthier, 2006,Laforet, 2009,Ladevèze and Genet, 2010]. Une
fois que les défauts atteignent une taille critique, la fibre rompt de manière instable alors que la contrainte
macroscopique qu’elle subit est nettement inférieure à sa contrainte à rupture.
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Figure 4.10 – Défauts présents à la surface d’une fibre SiC, d’après [Ladevèze and Genet, 2010]

4.2 Variations de raideurs engendrées par un réseau de fissures
matricielles

Les pertes de raideur engendrées par le réseau de fissures dans un composite tissé peuvent être conve-
nablement modélisées par la méthode des éléments finis classique (appelée FEM dans la suite de ce
texte) [Couégnat, 2008,Doitrand et al., 2015a]. Cette dernière nécessite cependant de mailler explicite-
ment les discontinuités, tâche particulièrement complexe en 3D. La méthode des éléments finis augmentés
permet de représenter les fissures sans les mailler et il a été démontré au 3.3 que son niveau de précision
était semblable à celui de la FEM. L’application de ces deux méthodes à l’échelle mésoscopique de CMCs
engendre donc des résultats similaires, comme on le verra dans cette section. Une possibilité supplémen-
taire permise par AFEM, la prise en compte du contact entre les lèvres d’une fissure, sera également
évaluée.

On considère le SiC/SiC CVI représenté Figure 4.11. Le maillage comprend 76827 T3 et 78502 degrés
de liberté. Les éléments rouges, bleus et blancs représentent respectivement les fils longitudinaux, les
fils transverses et la matrice. Des propriétés similaires à celles adoptées dans [Mital et al., 2014] ont été
utilisées : Efil transverse = Efil longitudinal = 250GPa, νfil transverse = νfil longitudinal = νmatrice = 0.2 et Ematrix =
400GPa. Par souci de simplicité les constituants ont été considérés comme étant isotropes. On suppose
également un état de déformation plane. Un réseau de fissures, similaire à celui observé expérimentalement
sous chargement longitudinal, est également considéré (voir Fig. 4.11).

Figure 4.11 – Représentation d’un SiC/SiC CVI, sain et fissuré, à l’échelle mésoscopique (densité de
fissuration : ' 2mm−1)

On rend compte de la présence des discontinuités en augmentant les éléments traversés par une fissure
(cf. Fig 4.12a) ou en utilisant des éléments standards et une technique de remaillage (cf. Fig 4.12b).
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Figure 4.12 – Représentation des fissures à l’aide de : a) la méthode des éléments finis augmentés, b)
une méthode de remaillage

Trois maillages seront considérés au cours de cette étude : le maillage sain appelé FEM sane, le maillage
fissuré avec les éléments augmentés, AFEM cracked, et celui où les fissures sont explicitement maillées,
FEM cracked. Trois chargements leur sont appliqués : traction, compression et flexion.

Essai de traction

La déformation longitudinale εxx = 0.1% est imposée à la structure. Pour ce faire on utilise les conditions
limites suivantes : 

ux(x = 0) = 0

ux(x = 10.018mm) = 10µm

uy(y = 0) = 0

Les états de contraintes obtenus avec les trois maillages sont représentés Figure 4.13. Le maillage FEM
sane permet d’observer les concentrations de contraintes induites par les macroporosités. Les résultats
obtenus avec les maillages AFEM cracked et FEM cracked sont similaires. Ils illustrent les redistributions
de contraintes engendrées par la fissuration matricielle.

Figure 4.13 – État de contrainte σxx dans le composite lors de l’essai de traction

Les raideurs longitudinales équivalentes des trois maillages sont reportées Figure 4.14. Comme souligné au
chapitre précédent, les structures modélisées avec AFEM sont plus souples que celles modélisées avec la
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méthode des éléments finis classique (pour un nombre d’éléments voisin). Les différences sont néanmoins
légères (' 5% pour l’essai de traction) et l’on peut donc considérer que les deux méthodes fournissent
des résultats similaires.

Figure 4.14 – Module d’Young équivalent du matériau

Les ouvertures de fissures obtenues avec AFEM et FEM sont également du même ordre de grandeur (cf.
Fig. 4.15).

Figure 4.15 – État de contrainte dans une portion de la structure (déplacements amplifiés x100)

Essai de compression

La déformation longitudinale εxx = −0.1% est imposée à la cellule. Pour ce faire on utilise les conditions
limites suivantes : 

ux(x = 0) = 0

ux(x = 10.018mm) = −10µm

uy(y = 0) = 0

Aucun algorithme de contact n’a été implémenté dans le logiciel prototype. En conséquence, les résultats
obtenus avec le maillage FEM cracked ne sont pas pertinents car les lèvres des fissures s’interpénètrent.
Ils ne seront donc pas présentés. L’état de contrainte et les raideurs obtenus avec AFEM sont proches
de ceux obtenus avec le maillage non fissuré (cf. Fig. 4.16 et 4.17). Les contraintes dans les éléments
augmentés soumis à un état de compression ne semblent cependant pas exploitables.
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Figure 4.16 – État de contrainte σxx dans le composite lors de l’essai de compression

Figure 4.17 – Module de Young équivalent en compression

Essai de flexion

Afin de générer un chargement de flexion on impose les conditions limites suivantes :{
ux(x = 0) = uy(x = 0) = 0

uy(x = 10.018mm) = 10µm

La Figure 4.18 permet d’apprécier les redistributions de contraintes engendrées par la présence des dis-
continuités. L’état de contrainte dans la partie supérieure de l’éprouvette n’est que légèrement impacté
par les fissures car ces dernières se referment. Dans la partie inférieure de l’éprouvette les discontinuités
modifient la localisation des zones les plus contraintes. La matrice à proximité des macropores se décharge
alors que les fils sont plus chargés au voisinage des fissures.
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Figure 4.18 – État de contrainte longitudinal dans une portion du composite lors du chargement de
flexion

La méthode des éléments finis augmentés permet donc de modéliser de façon satisfaisante les variations
de raideurs engendrées par la présence de discontinuités au sein de CMCs tissés. Elle donne également
accès à l’ouverture des fissures, nécessaire pour prendre en compte les phénomènes d’oxydation dans le
matériau.

4.3 Propagation de fissures à l’échelle mésoscopique
Comme observé à la Section 3.4 la méthode des éléments finis augmentés doit être utilisée avec un
algorithme de crack-tracking afin de garantir l’indépendance du trajet de fissuration à la discrétisation.
L’algorithme de tracking actuellement implémenté dans le code prototype ne garantit pas pleinement
cette indépendance au maillage. Les résultats présentés ci-après sont donc préliminaires.
On considère la structure non fissurée représentée Figure 4.11, maillée avec 38405 Q4, et soumise au
champ de déplacement suivant : 

ux(x = 0) = 0

ux(x = 10.018mm) = u

uy(y = 0) = 0

Les propriétés des fils et de la matrice sont celles utilisées au 4.2. Les éléments modélisant la matrice
sont augmentés lorsque leur contrainte principale maximale σI dépasse σc = 400 MPa. Les énergies de
rupture de la matrice en mode I et II sont GIc = 0.02N/mm et GIIc = 0.01N/mm (des valeurs similaires
sont utilisées dans [Mei, 2008]). La stratégie de calcul (critère de convergence, ordre d’enrichissement
des éléments) détaillée à la Section 3.4.1 est adoptée. La courbe contrainte-déformation obtenue est en
accord avec celle observée expérimentalement sans qu’aucun effort de « calibrage » n’ait été fourni (cf.
Figure 4.19). La corrélation expérience/simulation est bonne jusqu’à ε ' 0.06%. La fissuration des fils
n’est pas permise au cours de la simulation. Des différences expérience/simulation notables apparaissent
donc à partir de ce niveau de déformation : comme les fils ne peuvent pas fissurer, la raideur du modèle ne
diminue pas suffisamment. L’algorithme de Newton-Rhapson diverge lorsque la déformation longitudinale
atteint 0.08%.
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Figure 4.19 – Courbe de comportement d’un SiC/SiC CVI tissé soumis à un chargement longitudinal
(1 : [Lamon, 2014a])

Le scénario d’endommagement obtenu numériquement est réaliste : des fissures s’amorcent aux macro-
pores et se propagent jusqu’aux fils (cf. Figure 4.20). Des décohésions fils/matrice apparaissent ensuite
et les fils longitudinaux sont localement surchargés (cf. Figure 4.21).

Figure 4.20 – Évolution du réseau de fissures dans une portion du domaine

Figure 4.21 – État de contrainte principale maximale dans le matériau pour εxx = 0.08%
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4.4 Conclusions et perspectives
La présence d’un réseau de fissures à l’échelle mésoscopique d’un CMC tissé a été modélisée grâce à
la méthode des éléments finis augmentés. Les résultats obtenus sont pleinement satisfaisants. En effet,
les ouvertures de fissures, les raideurs et les champs de contraintes sont similaires à ceux fournis par la
méthode des éléments finis classique. AFEM permet également de prendre en compte le contact entre les
lèvres d’une fissure de façon consistante et sans coût de calcul additionnel. La méthode peut donc être
utilisée comme un outil pour insérer aisément des fissures dans un maillage et visualiser leurs effets sur
les champs de contraintes et/ou la raideur d’une structure. La prise en compte du frottement au sein des
éléments augmentés fait partie des développements à apporter. Ce phénomène est en effet indispensable
pour reproduire fidèlement le comportement de CMCs.

La simulation de la propagation de fissures matricielles a également été entreprise. Malgré le manque de
robustesse de la stratégie de calcul employée (cf. Chapitre 3.5) les premiers stades de l’endommagement
en traction d’un SiC/SiC CVI sont convenablement simulés avec AFEM. Pour aller plus loin il est
nécessaire de simuler le comportement des éléments appartenant au fil de façon adéquate. En effet, des
chargements tel que l’impact ou l’indentation génèrent immédiatement des fissures dans les fils [Herb et al.,
2010,Herb et al., 2012]. Des fissures dans les fils sont également détectées sous chargement longitudinal, dès
ε = 0.05%, pour d’autres familles de CMCs telles que les SiC/SiC MI (Melt Infiltration) [Morscher, 2004].
Des critères phénoménologiques tels que celui d’Hashin ou de Puck [Hashin, 1980,Puck, 1998] permettent
de modéliser le comportement de microstructures composées de fibres longues et d’une matrice mais ils
paraissent peu adaptés aux fils des CMCs. Ces derniers ont en effet un comportement complexe lorsqu’ils
sont sollicités dans le sens des fibres (cf. Fig. 4.22a). Des fissures matricielles peuvent traverser la structure
de part en part bien avant sa rupture ultime (cf Fig. 4.22b) et rendent ainsi inappropriées les tentatives
d’homogénéisation de son comportement.

Figure 4.22 – Essai de traction réalisé sur un minicomposite en SiC/SiC CVI a) courbes force-
déplacement (la courbe rouge a été décalée de 70 µm pour une meilleure de lisibilité) b) microtomographies
de la structure au cours du chargement, d’après [Bale et al., 2012]

Des calculs à l’échelle microscopique des CMCs sont donc à envisager. Des essais préliminaires montrent
qu’AFEM peut également être utilisée à cette échelle (cf. Fig 4.23).

Figure 4.23 – Propagation de fissures matricielles dans un fil de CMC soumis à un chargement de
traction transverse

Afin de réaliser des simulations à l’échelle mésoscopique prenant en compte l’endommagement des fils,
une stratégie de type « discontinuous semi-concurrent » devraient être employée [Verhoosel et al., 2010,
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Cid Alfaro et al., 2010, Nguyen et al., 2011, Nguyen et al., 2012, Bosco et al., 2015]. Sans rentrer dans
les détails, une fois qu’un élément appartenant au fil est augmenté, la loi traction-ouverture de sa zone
cohésive est calculée à partir d’essais à l’échelle microscopique. Les itérations à l’échelle mésoscopique
sont donc systématiquement suivies de simulations sur des cellules élémentaires représentatives de la
microstructure. Cette approche est similaire à une stratégie de type FE2 [Feyel and Chaboche, 2000]
mais plus adaptée à la modélisation de discontinuités puisqu’elles sont explicitement représentées (cf.
Fig. 4.24).

Figure 4.24 – Illustration de la procédure de calcul à deux échelles, d’après [Verhoosel et al., 2010]

Ce processus multiéchelle ne pourrait cependant donner des temps de calculs admissibles et doit être
simplifié. Ainsi, certains auteurs proposent d’effectuer, avant le calcul à l’échelle mésoscopique, une ré-
duction du modèle microscopique pour accélérer les échanges micro/méso (voir, par exemple, [Yvonnet
and He, 2007,Oliver et al., 2017]). Dans un premier temps il serait même souhaitable d’éviter tout dia-
logue micro/méso. La courbe force-déplacement obtenue avec la microstructure représentée Figure 4.23
est élastique-fragile. Une zone cohésive totalement endommagée peut donc être insérée dans les éléments
augmentés à l’échelle mésoscopique et aucun calcul supplémentaire à l’échelle microscopique ne devrait
être effectué. Lorsque l’endommagement à l’échelle microscopique est similaire à celui observé Figure
4.22b il serait intéressant de n’utiliser la zone cohésive que pour représenter la raideur des fibres non
fissurées.
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Conclusion générale

L’objectif de cette thèse était de mettre en place une méthodologie permettant de simuler l’endom-
magement dans les composites tissés à matrice céramique et qui soit implémentable dans un code de
calcul industriel tel qu’Abaqus. Ces composites concentrent un grand nombre de difficultés telles qu’une
microstructure complexe, un comportement non-linéaire, la non-séparation des différentes échelles du ma-
tériau ou des densités de fissures élevées. Les approches majoritairement entreprises jusqu’ici font usage
de modèles d’endommagement macroscopiques et phénoménologiques. Elles sont adaptées au calcul de
structures industrielles mais souffrent d’un manque de représentativité. À titre d’exemple, l’ouverture
des fissures calculée avec ces méthodes -une donnée clef pour estimer la durée de vie du matériau- est
imprécise et/ou doit être calibrée à l’aide de résultats expérimentaux.

L’approche envisagée dans ces travaux est différente. On se propose de simuler le processus d’endomma-
gement de manière explicite, à l’échelle mésoscopique, en n’utilisant que des paramètres matériaux afin
d’accroître le caractère prédictif des simulations. L’intérêt d’une telle démarche est double : elle permet
d’alimenter les nombreux paramètres des modèles d’endommagement précédemment évoqués mais aussi
de simuler, de manière réaliste, le comportement dans les zones critiques des pièces (au voisinage d’un
impact, d’un trou ou d’une singularité par exemple).

Modéliser un nombre conséquent de fissures à l’échelle mésoscopique a nécessité une importante réflexion
sur la technologie d’éléments finis à adopter. En effet, la mésostructure du matériau impose l’utilisation de
maillages comprenant un nombre considérable d’éléments. Les méthodes de type embedded finite element
(EFEM) nous ont paru être les plus adaptées au problème. Elles sont aisément implémentables dans un
code éléments finis, permettent une représentation discrète des fissures et n’introduisent pas de degrés
de liberté additionnels pour modéliser ces dernières. Afin de réduire le plus possible les temps de calcul,
notre choix s’est porté sur une EFEM s’affranchissant d’itérations locales : la méthode des éléments finis
augmentés (AFEM). Son implémentation a donc été réalisée dans un code prototype développé pour
l’occasion.

Afin de faciliter la compréhension et l’implémentation d’AFEM, sa formulation a été intégralement rap-
pelée et sensiblement plus détaillée que dans la littérature. Certaines lacunes de la méthode ont alors
été découvertes. Une variante d’AFEM a donc été développée afin de les corriger. Nous avons également
démontré que, sous certaines conditions, AFEM et la méthode des éléments finis classique (FEM) étaient
totalement équivalentes. Les différences et les ressemblances dans la description cinématique des fissures
entre AFEM et d’autres EFEM ou XFEM ont de plus été mises en lumière.

La validation de l’implémentation a fait l’objet d’une attention particulière. L’équivalence démontrée entre
FEM et AFEM nous a permis de mettre au point un test de validation de l’implémentation plus exhaustif
que ceux rencontrés dans la littérature. Les résultats obtenus ont confirmé que notre implémentation était
exempte d’erreurs.

Divers aspects relatifs aux performances d’AFEM ont également été abordés.
— L’étude de la convergence en h de la méthode nous a permis de statuer objectivement sur sa capacité à

représenter des discontinuités faibles ou fortes. Au vu de l’objectif de la thèse, le résultat principal de
cette étude de convergence est qu’AFEM est (légèrement) plus performante que FEM pour représenter
des fissures sollicitées en mode I.

— Les deux schémas d’intégration des contraintes cohésives que nous avons implémentés (Newton-Cotes
à 2 points et Gauss à 2 points) ne se sont pas montrés pleinement satisfaisants. D’autres schémas
d’intégration mériteraient donc d’être testés.

— Nous avons démontré qu’une stratégie de crack-tracking devait être employée conjointement avec
AFEM pour garantir l’indépendance des trajets de fissures au maillage. Un algorithme de local crack-
tracking a ainsi été implémenté mais s’est avéré peu robuste. Bien que ce dernier puisse être consi-
dérablement amélioré, l’utilisation d’un algorithme de global crack-tracking serait préférable pour le
passage à la 3D.
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— Une stratégie incrémentale-itérative de type Newton-Rhapson a été adoptée tout au long de ces travaux
pour obtenir les chemins d’équilibre. D’autres stratégies méritent d’être évaluées afin de faciliter la
convergence des calculs éléments finis.

Malgré les problèmes évoqués, l’application d’AFEM à l’échelle mésoscopique de CMC a donné lieu à
des résultats très encourageants. La méthode a été employée avec succès pour simuler les pertes de
raideurs et les états de contraintes induits par la présence d’un réseau de fissures matricielles. Elle permet
de prendre naturellement en compte la dissymétrie du comportement en traction/compression engendrée
par la refermeture des fissures. AFEM fournit des résultats équivalents à FEM mais permet de s’affranchir
du remaillage et/ou de l’utilisation de degrés de liberté additionnels. La simulation de la propagation de
fissures matricielles a également été entreprise et les premiers stades de l’endommagement en traction
d’un SiC/SiC CVI ont été convenablement simulés. L’ébauche d’une stratégie permettant de modéliser
la fissuration dans les fils de façon consistante a finalement été proposée.
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Annexe A

Numérotation des éléments augmentés,
vecteurs et matrices associés

A.1 AQ4-1
La numérotation de l’élément est réalisée de façon à ce que les deux premiers noeuds soient dans le
sous-domaine Ω−.

Figure A.1 – Numérotation de l’élément AQ4-1

{dext+}T =
{
u3 v3 u4 v4

}
{dint+}T =

{
u5 v5 u6 v6

}
{dext}T =

{
dext−

T

dext+
T
}

{fext+}T =
{
fx3 fy3 fx4 fy4

}
{fint+}T =

{
fx5 fy5 fx6 fy6

}
{fext}T =

{
fext−

T

fext+
T
}

{dext−}T =
{
u1 v1 u2 v2

}
{dint−}T =

{
u8 v8 u7 v7

}
{dint}T =

{
dint−

T

dint+
T
}

{fext−}T =
{
fx1 fy1 fx2 fy2

}
{fint−}T =

{
fx8 fy8 fx7 fy7

}
{fint}T =

{
fint−

T

fint+
T
}

{∆dint} = {dint+} − {dint−} {δint+}T =
{
δn5 δs5 δn6 δs6

}
{δint−}T =

{
δn8 δs8 δn7 δs7

}
{
cosθ sinθ

}T
=

~56

‖ ~56‖
[r] =

[
−sinθ cosθ
cosθ sinθ

]
= [r]T [R(4∗4)] =

[
r 0(2∗2)

0(2∗2) r

]
= [R]T

{∆δint} = {δint+} − {δint−} =
{

∆δn58 ∆δs58 ∆δn67 ∆δs67

}
{∆dint} = [R]{∆δint} {∆δint} = [R]{∆dint}

{dint±}, {dext±} et {∆dint} sont exprimés dans la base globale (x,y) alors que {δint±} et {∆δint} sont
exprimés dans la base locale (δn,δs) de la zone cohésive.

L’équilibre des deux sous-domaines Ω+ et Ω− s’écrit :[
L11+

(4∗4)
L12+

(4∗4)

L21+
(4∗4)

L22+
(4∗4)

]{
dext+(4∗1)

dint+(4∗1)

}
=

{
fext+(4∗1)

fint+(4∗1)

} [
L11−

(4∗4)
L12−

(4∗4)

L21−
(4∗4)

L22−
(4∗4)

]{
dext−(4∗1)

dint−(4∗1)

}
=

{
fext−(4∗1)

fint−(4∗1)

}
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Le vecteur des degrés de liberté (DOF) du sous-domaine Ω− est :
{
dext−

dint−

}
=
{
u1 v1 u2 v2 u8 v8 u7 v7

}
.

La numérotation des noeuds associée, "{1,2,8,7}", n’est pas dans l’ordre trigonométrique. Cet ordonnan-
cement sera cependant conservé pour des raisons de commodité. Pour former la matrice de raideur
élémentaire nous avons donc choisi de la calculer dans l’ordre antihoraire "{1,2,7,8}" et de la transfor-
mer par la suite. Soit [L−(8∗8)] la matrice de raideur élémentaire dans l’ordre trigonométrique, on peut écrire

[L−]



u1
v1
u2
v2
u7
v7
u8
v8


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx7

fy7

fx8

fy8



ainsi



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



u1
v1
u2
v2
u7
v7
u8
v8


=



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





fx1

fy1

fx2

fy2

fx7

fy7

fx8

fy8


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx8

fy8

fx7

fy7




1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





u1
v1
u2
v2
u8
v8
u7
v7


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx8

fy8

fx7

fy7



Ce qui conduit à

[
L11−

(4∗4)
L12−

(4∗4)

L21−
(4∗4)

L22−
(4∗4)

]
=



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


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A.2 AQ4-2
La numérotation de l’élément est réalisée de façon à ce que les trois premiers noeuds soient dans le
sous-domaine Ω−.

Figure A.2 – Numérotation de l’élément AQ4-2

{dext+}T =
{
u4 v4

}
{dint+}T =

{
u5 v5 u6 v6

}
{dext}T =

{
dext−

T
dext+

T
}

{fext+}T =
{
fx4 fy4

}
{fint+}T =

{
fx5 fy5 fx6 fy6

}
{fext}T =

{
fext−

T
fext+

T
}

{dext−}T =
{
u1 v1 u2 v2 u3 v3

}
{dint−}T =

{
u8 v8 u7 v7

}
{dint}T =

{
dint−

T
dint+

T
}

{fext−}T =
{
fx1 fy1 fx2 fy2 fx3 fy3

}
{fint−}T =

{
fx8 fy8 fx7 fy7

}
{fint}T =

{
fint−

T
fint+

T
}

{∆dint} = {dint+} − {dint−} {δint+}T =
{
δn5 δs5 δn6 δs6

}
{δint−}T =

{
δn8 δs8 δn7 δs7

}
{
cosθ sinθ

}T
=

~56

‖ ~56‖
[r] =

[
−sinθ cosθ
cosθ sinθ

]
= [r]T [R(4∗4)] =

[
r 0(2∗2)

0(2∗2) r

]
= [R]T

{∆δint} = {δint+} − {δint−} =
{

∆δn58 ∆δs58 ∆δn67 ∆δs67

}
{∆dint} = [R]{∆δint} {∆δint} = [R]{∆dint}

{dint±}, {dext±} et {∆dint} sont exprimés dans la base globale (x,y) alors que {δint±} et {∆δint} sont
exprimés dans la base locale (δn,δs) de la zone cohésive.

L’équilibre des sous-domaines Ω+ et Ω− s’écrit :

[
L11+

(2∗2)
L12+

(2∗4)

L21+
(4∗2)

L22+
(4∗4)

]{
dext+(2∗1)

dint+(4∗1)

}
=

{
fext+(4∗1)

fint+(4∗1)

} [
L11−

(6∗6)
L12−

(6∗4)

L21−
(4∗6)

L22−
(4∗4)

]{
dext−(6∗1)

dint−(4∗1)

}
=

{
fext−(6∗1)

fint−(4∗1)

}

Le vecteur des degrés de liberté (DOF) du sous-domaine Ω− est :{
dext−

dint−

}
=
{
u1 v1 u2 v2 u3 v3 u8 v8 u7 v7

}
. La numérotation des noeuds associée : "{1,2,3,8,7}",

n’est pas dans l’ordre trigonométrique. Cet ordonnancement sera cependant conservé pour des raisons
de commodité. Pour former la matrice de raideur élémentaire nous la calculons dans l’ordre antihoraire
"{1,2,3,7,8}" et la transformons ensuite. Soit [L−(10∗10)] la matrice de raideur élémentaire dans l’ordre
antihoraire, on peut écrire
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[L−]



u1
v1
u2
v2
u3
v3
u7
v7
u8
v8



=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx3

fy3

fx7

fy7

fx8

fy8


il vient :

1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



u1
v1
u2
v2
u3
v3
u7
v7
u8
v8



=



1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





fx1

fy1

fx2

fy2

fx3

fy3

fx7

fy7

fx8

fy8



=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx3

fy3

fx8

fy8

fx7

fy7




1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





u1
v1
u2
v2
u3
v3
u8
v8
u7
v7



=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx3

fy3

fx8

fy8

fx7

fy7



Ce qui conduit à

[
L11−

(6∗6)
L12−

(6∗4)

L21−
(4∗6)

L22−
(4∗4)

]
=



1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


Le vecteur des DOF du sous-domaine Ω+ :

{
dext+

dint+

}
=
{
u4 v4 u5 v5 u6 v6

}
est dans l’ordre tri-

gonométrique. Il n’y a donc pas besoin de réaliser des opérations supplémentaires sur la matrice de raideur
associée.
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A.3 AT3
La numérotation de l’élément est réalisée de façon à ce que le premier noeud soit dans le domaine Ω−.

Figure A.3 – Numérotation de l’élément AT3

{dext+}T =
{
u3 v3

}
{dint+}T =

{
u4 v4 u5 v5

}
{dext} =

{
dext− dext+

}T
{fext+}T =

{
fx3 fy3

}
{fint+}T =

{
fx4 fy4 fx5 fy5

}
{fext} =

{
fext− fext+

}T
{dext−}T =

{
u1 v1 u2 v2

}
{dint−}T =

{
u7 v7 u6 v6

}
{dint} =

{
dint− dint+

}T
{fext−}T =

{
fx1 fy1 fx2 fy2

}
{fint−}T =

{
fx7 fy7 fx6 fy6

}
{fint} =

{
fint− fint+

}T
{∆dint} = {dint+} − {dint−} {δint+}T =

{
δn4 δs4 δn5 δs5

}
{δint−}T =

{
δn7 δs7 δn6 δs6

}
{
cosθ sinθ

}T
=

~45

‖ ~45‖
[r] =

[
−sinθ cosθ
cosθ sinθ

]
= [r]T [R(4∗4)] =

[
r 0(2∗2)

0(2∗2) r

]
= [R]T

{∆δint} = {δint+} − {δint−} =
{

∆δn58 ∆δs58 ∆δn67 ∆δs67

}
{∆dint} = [R]{∆δint} {∆δint} = [R]{∆dint}

{dint±}, {dext±} et {∆dint} sont exprimés dans la base globale (x,y) alors que {δint±} et {∆δint} sont
exprimés dans la base locale (δn,δs) de la zone cohésive.

L’équilibre des deux sous-domaines Ω+ and Ω− s’écrit[
L11+

(2∗2)
L12+

(2∗4)

L21+
(4∗2)

L22+
(4∗4)

]{
dext+(2∗1)

dint+(4∗1)

}
=

{
fext+(2∗1)

fint+(4∗1)

} [
L11−

(4∗4)
L12−

(4∗4)

L21−
(4∗4)

L22−
(4∗4)

]{
dext−(4∗1)

dint−(4∗1)

}
=

{
fext−(4∗1)

fint−(4∗1)

}

Le vecteur des degrés de liberté (DOF) du sous-domaine Ω− est :{
dext−

dint−

}
=
{
u1 v1 u2 v2 u7 v7 u6 v6

}
. La numérotation des noeuds associée : "{1,2,7,6}",

n’est pas dans l’ordre trigonométrique. Cet ordonnancement sera cependant conservé pour des raisons
de commodité. Pour former la matrice de raideur élémentaire nous la calculons dans l’ordre antihoraire
"{1,2,6,7}" et la transformons ensuite. Soit [L−(8∗8)] la matrice de raideur élémentaire dans l’ordre trigo-
nométrique, on peut écrire

[L−]



u1

v1

u2

v2

u6

v6

u7

v7


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx6

fy6

fx7

fy7


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ainsi



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



u1

v1

u2

v2

u6

v6

u7

v7


=



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





fx1

fy1

fx2

fy2

fx6

fy6

fx7

fy7


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx7

fy7

fx6

fy6



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0





u1
v1
u2
v2
u7
v7
u6
v6


=



fx1

fy1

fx2

fy2

fx7

fy7

fx6

fy6



Ce qui conduit à :

[
L11−

(4∗4)
L12−

(4∗4)

L21−
(4∗4)

L22−
(4∗4)

]
=



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


[L−]



1
1

1
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


Le vecteur des degrés de liberté du sous-domaine Ω+ :

{
dext+

dint+

}
=
{
u3 v3 u4 v4 u5 v5

}
est

dans l’ordre trigonométrique. Il n’y a donc pas besoin de réaliser des opérations supplémentaires sur la
matrice de raideur associée.
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Annexe B

Matrice de raideur d’un élément
pentagonal

L’élément fini polygonal développé par le groupe de Sukumar [Sukumar and Tabarraei, 2004,Tabarraei
and Sukumar, 2006,Mousavi et al., 2009] est employé pour former la matrice de raideur du sous-domaines
pentagonal du AQ4-2 (voir Figure A.2). Sa formulation est brièvement présentée ci-dessous.

Les coordonnées naturelles des noeuds de l’élément dans le repère de référence sont

ξi = cos(2Πi/5) ηi = sin(2Πi/5) i ∈ {1, 2, .., 5}

Les fonctions de forme de l’élément de référence sont

Ni(ξ) = ai(ξ, η)/b(ξ, η) i ∈ {1, 2, .., 5}

où
b(ξ, η) = 87.05− 12.7004ξ2 − 12.7004η2 (B.1)

a1(ξ, η) = −0.092937(3.23607 + 4.0ξ)

(−3.80423 + 3.80423ξ − 2.76393η)(15.2169 + 5.81234ξ + 17.8885η) (B.2)

a2(ξ, η) = −0.0790569(3.80423− 3.80423ξ − 2.76393η)

(−3.80423 + 3.80423ξ − 2.76393η)(15.2169 + 5.81234ξ + 17.8885η) (B.3)

a3(ξ, η) = −0.0790569(15.2169 + 5.81234ξ − 17.8885η)

(3.80423− 3.80423ξ − 2.76393η)(−3.80423 + 3.80423ξ − 2.76393η) (B.4)

a4(ξ, η) = 0.092937(3.23607 + 4.0ξ)

(15.2169 + 5.81234ξ − 17.8885η)(3.80423− 3.80423ξ − 2.76393η) (B.5)

a5(ξ, η) = 0.0232343(3.23607 + 4.0ξ)

(15.2169 + 5.81234ξ − 17.8885η)(15.2169 + 5.81234ξ + 17.8885η) (B.6)

Ces coefficients ont été fournis dans [Tabarraei and Sukumar, 2006]. Ils ont été rappelés dans [Liu et al.,
2014] (Eq. (B.3) de l’annexe B) mais une faute de frappe est présente dans cette publication : les fonctions
de forme résultantes ne forment pas une partition de l’unité L’équation corrigée est (B.1).
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Figure B.1 – Noeuds (en rouge) et points d’intégration (en bleu) de l’élément pentagonal dans son repère
de référence

Les poids des points d’intégration ainsi que leurs positions sont détaillés dans le tableau ci-dessous

Point d’intégration wj ξj ηj
1 0.388891 −0.638467 0.275554
2 0.388891 0.381135 −0.585754
3 0.422991 −0.437363 −0.519392
4 0.676403 0.123993 0.136334
5 0.25103 0.0600584 0.794056
6 0.243641 0.779135 0.193675

Table B.1 – Position des points d’intégration de l’élément pentagonal et poids associés
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Méthode des éléments finis augmentés pour la rupture 
quasi-fragile: application aux composites tissés à matrice 

céramique 

Le calcul de la durée de vie des Composites tissés à Matrice Céramique (CMC) 
nécessite de déterminer l’évolution de la densité de fissures dans le matériau 
(pouvant atteindre 10 mm-1). Afin de les représenter finement on se propose de 
travailler à l’échelle mésoscopique. Les méthodes de type Embedded Finite Element 
(EFEM) nous ont paru être les plus adaptées au problème. Elles permettent une 
représentation discrète des fissures sans introduire de degrés de liberté additionnels. 
Notre choix s’est porté sur une EFEM s’affranchissant d’itérations élémentaires et 
appelée Augmented Finite Element Method (AFEM). Une variante d’AFEM, palliant 
des lacunes de la méthode originale, a été développée. Nous avons démontré que, 
sous certaines conditions, AFEM et la méthode des éléments finis classique (FEM) 
étaient équivalentes. Nous avons ensuite comparé la précision d’AFEM et de FEM 
pour représenter des discontinuités fortes et faibles. Les travaux de thèse se 
concluent par des exemples d’application de la méthode aux CMC.  

Mots clés : composites tissés à matrice céramique; endommagement ; rupture ; 
éléments finis enrichis ; méthodes des éléments finis augmentés ; estimation 
d’erreur a posteriori; échelle mésoscopique 

 

Augmented Finite Element Method for quasi-brittle 
fracture: application to woven ceramic matrix composites 

Computing the lifetime of woven Ceramic Matrix Composites (CMC) requires 
evaluating the crack density in the material (which can reach 10 mm-1). Numerical 
simulations at the mesoscopic scale are needed to precisely estimate it. Embedded 
Finite Element Methods (EFEM) seem to be the most appropriate to do so. They 
allow for a discrete representation of cracks with no additional degrees of freedom. 
We chose to work with an EFEM free from local iterations named the Augmented 
Finite Element Method (AFEM). Improvements over the original AFEM have been 
proposed. We also demonstrated that, under one hypothesis, the AFEM and the 
classical Finite Element Method (FEM) are fully equivalent. We then compare the 
accuracy of the AFEM and the classical FEM to represent weak and strong 
discontinuities. Finally, some examples of application of AFEM to CMC are given. 

Keywords : woven ceramic matrix composites ; damage ; fracture ; enriched finite 
elements ; augmented finite elements ; a posteriori error estimation; mesoscopic 
scale 
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