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Résumé

Nous étudions, dans cette thése, la construction des fonctions L p-adiques des motifs
sur Q et, plus particuliérement, des formes modulaires.

Dans les premiers trois chapitres on étend des constructions de Perrin-Riou pour
construire, pour une représentation p-adique de de Rham V du groupe de Galois absolu
9q, de Qp (ou, plus généralement, un (¢, I')-module de de Rham sur I’anneau de Robba)
et un systéme compatible d’éléments globaux, une fonction L p-adique. On montre, en
utilisant des lois de réciprocité montrées par Perrin-Riou, Colmez, Cherbonnier-Colmez,
Berger et Nakamura, que ces fonctions interpolent des valeurs arithmétiques intéressantes
aux caractéres localement algébriques.

Dans les derniers trois chapitres, on se spécialise au cas de dimension 2. On démontre,
en s’inspirant des techniques de Nakamura et des nouvelles techniques de changement
de poids de Colmez introduites pour I’étude des vecteurs localement algébriques dans la
correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), une équation fonctionnelle pour
notre fonction L p-adique. Comme une application de cette équation fonctionnelle, on
fournit les argument manquants dans les travaux de Nakamura complétant la preuve de la
conjecture ¢ locale de Kato pour les représentations de dimension 2. Pour le motif associé
& une forme modulaire, on utilise tous ces résultats pour interpréter les valeurs interpolées
par la fonction L p-adique en termes des valeurs spéciales de la fonction L complexe de

cette forme.

Mots-clés

Fonctions L p-adiques, formes modulaires, (¢, I')-modules, théorie d’Iwasawa, correspon-

dance de Langlands p-adique.



de Rham (¢, ')-modules and p-adic L-functions

Abstract

This thesis studies the construction of p-adic L-functions associated to motives over Q
and, in particular, to modular forms.

In the first three chapters we generalize some constructions of Perrin-Riou in order to
construct, for any p-adic de Rham representation V' of the absolute Galois group 9q, of Q,
(or, more generally, any de Rham (¢, I')-module over the Robba ring) and any compatible
system of global elements, a p-adic L-function. We show, by the use of some reciprocity
laws proved by Perrin-Riou, Colmez, Cherbonnier-Colmez, Berger and Nakamura, that
these functions interpolate interesting arithmetic values at locally algebraic characters.

The last three chapters deal with the particular case of dimension 2. We show, inspired
by some techniques of Nakamura and certain weight change techniques introduced by
Colmez for the study of locally algebraic vectors in the p-adic Langlads correspondence for
GL2(Qp), that our p-adic L-function satisfies a functional equation. As an application of our
functional equation, we fulfil the missing arguments in the work of Nakamura, providing
a complete proof of Kato’s local e-conjecture for 2-dimensional representations. For the
motive associated to a modular form, we use these results to interpret the interpolated
values of the p-adic L-function in terms of special values of the complex L-function of the

form.

Keywords

p-adic L-functions, modular forms, (p,I')-modules, Iwasawa theory, p-adic Langlands cor-

respondence.
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Introduction

Cette thése est consacrée a 1’étude des fonctions L p-adiques associées aux formes
modulaires. En utilisant la théorie des (¢, I')-modules et en généralisant certains résultats
de Perrin-Riou, on montre comment construire des fonctions L p-adiques associées a une

forme modulaire supercuspidale en p tordue par des caractéres suffisamment ramifiés.
Soit
—+00
f=) ang" € Sp(T1(N),wy)
n=1

une forme primitive (i.e cuspidale, nouvelle, propre pour les opérateurs de Hecke et nor-
malisée) de poids £ > 2, niveau N et caractére wy : (Z/NZ)* — C*. Supposons dans
cette introduction que la forme f est a coefficients rationnels, ce qui permet de simplifier

légérement ’exposition des résultats. Pour n un caractére de Dirichlet, notons

“+oo
L(f,n.8) =Y ann(n)n~
n=1

la fonction L complexe associée a f et 7. La série définissant L(f,n,s) converge pour
Re s > 1, admet un prolongement analytique & tout le plan complexe et elle satisfait
une équation fonctionnelle reliant les valeurs L(f,n,s) et L(f,n~', k — s). La théorie des
symboles modulaires permet de montrer I’existence des périodes complexes Q;{ et QJT telles
que, si 17 est un caractére de Dirichlet, j est un entier tel que 1 < j < k — 1 et + est tel
que n(—1)(—1)/ = £1, alors

I'(j) L ) =

St

Ceci permet, en fixant une immersion Q C Qp et en notant A (f,7n,s) = (gi(j))SL(f, 7,$),

de voir ces valeurs dans le monde p-adique en posant

AOO(f:naJ)

LP(AOO(fanvj)) = Qi Eva
!

et la question naturelle de si 'on peut interpoler p-adiquement ces valeurs apparait.

Les fonctions L p-adiques peuvent étre vues naturellement comme des fonctions rigides

13



14 INTRODUCTION

analytiques sur l'espace des poids p-adiques %H Sin:Z; — C est un caractere d’ordre
fini, une telle fonction L, € O(X) est déterminée par ses valeurs sur les caractéres de la
forme x + n(x)z*, k € Z. En particulier, si I'on pose, pour s € Z,, (z)* = exp(slogz),
une fonction analytique sur I'espace des poids donne naissance a une famille de fonctions
L,(n, s) d’'une variable p-adique s € Z,,, pour n parcourant les caractéres d’ordre fini.

La fonction L p-adique de la forme f est construite par interpolation (des multiples
appropriés) des valeurs ¢,(Aso(f,7,7), 1 < j < k—1 et n un caractére d’ordre une puissance

de p. Nous allons rappeler certaines constructions que ’on en connait actuellement.

0.1 Le cas de pente finie
Fixons un isomorphisme Qp = C. Soit
X? —a,X + wf(p)pk*1

le polynome de Hecke en p de la forme f et notons «, 5 € Qp ses racines.
Definition 1. On dit que f est de pente finie si au moins une des racines est non-nulle.

Remarquons simplement que, si p{ N, alors f est de pente finie, et que, si p divise N,
alors f est de pente finie si et seulement si a, # 0. Supposons dans la suite que f est de
pente finie. Une des premiéres constructions ([45], [1], [58], [46]) de la fonction L p-adique
de f dépend du choix d’une racine non nulle, disons «, telle que vy(a) < k — 1 (ce qui
est toujours possible, quitte a échanger o et 3, car « et 5 sont des entiers algébriques et
vp(a) + vp(B) = k —1). En combinant la théorie des symboles modulaires et un résultat

d’Amice, Vélu et Vishik on obtient le résultat suivant :

Théoréme 0.1.1 (Mazur-Swinerton-Dyer, Manin, Amice-Vélu, Vishik). Soient f et «
comme ci-dessus. Il existe une unique fonction Ly o(f) € O(X) d’ordre vy(«) telle que,
sin: Zy — C est un caractere de Dirichlet de conducteur p" et j un entier tel que
0<j<k—-2 0na

PG+
G(n=1)

Lpo(£)(X?) = epalf,n, ) p(Aso(fin™h i+ 1))

Loet le

o G(n~h) = 25;61 n~!(a) exp(zg,ﬂa) dénote la somme de Gauss du caractére 1~

Jacteur ep o(f,n,7) est défini par la formule

a” " stn >0
(1 — a twp(p)pFI) (1 — a~1pd) sin=0.
1. L’espace X est un espace analytique rigide dont les L-points, pour L une extension finie de Q,,

sont donnés par X(L) = Homcont(Z,, L). Il est une union de boules ouvertes et donc quasi-Stein. Par un
théoréme d’Amice, les distributions sur Z; correspondent aux fonctions (rigides) analytiques sur X

ep,a(f7777j) = {
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0.2 Le systéme d’Euler de Kato

Il existe une construction alternative ([41], [19]) de la fonction L p-adique, qui est
moins élémentaire mais a pourtant l’avantage de permettre de relier les valeurs en certains
points entiers de la fonction L p-adique & des quantités de nature cohomologique, ce qui
permet, par exemple, de démontrer des instances de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer p-adique et la conjecture principale d’Iwasawa pour les représentations galoisiennes
attachées aux formes modulaires. Nous rappelons dans ce qui suit la construction de Kato
de la fonction L p-adique dans le cas ot p est un nombre premier ne divisant pas le niveau
N de A

On sait, d’aprés Shimura pour les formes de poids 2 et Deligne en poids > 2, associer
a f une Qp-représentation V(f) du groupe de Galois absolu 4q de Q, de dimension 2,
non-ramifiée en dehors Np, de Rham en p et caractérisée par la propriété suivante : pour

tout [t Np, si Frob; désigne le Frobenius arithmétique en [, alors
det(1 — Frob, ' X[V (£)1) =1 — a; X + 1" wp (1) X2

De plus, si pt N, V(f) est cristalline en p. Notons aussi par V(f) la restriction de V(f)
au groupe 9q, = Gal(Q,/Q,).

Soient Foo = UpQyp(ppn) extension cyclotomique de Q,, I'y, = Gal(Fio/Qp(ppn)) €
I = Gal(Fso/Qp) et x : ' = Z; le caractére cyclotomique. La construction de Kato
repose sur la construction d’un systéme d’EulerE| ZKato attaché & f dans la représentation
V =V(f)*(1) = V(f)(k) (qui est de Rham & poids de Hodge-Tate 1 et k en p), dont les

niveaux en les différentes puissances de p fournissent un élément, aussi noté zkaio, de la

cohomologie d’Iwasawa
Hi(Qp, V) = lim HY(Qy(ppn), T) © Qp = H' (%, Z0(T', V)

de la représentation V, ot la limite est prise par rapport aux applications de corestriction
et T' dénote n'importe quel Z,)-réseau de V' stable par ¥q,. Dans le dernier isomorphisme,
qui est une conséquence du lemme de Shapiro, Zy(I", V') dénote 1’espace des mesures sur I’
a valeurs dans V.

Soient L une extension finie de Q) et £ : Z) — L* € X(L). L'intégration fournit des
applications de spécialisation envoyant un élément pu € H*(Qp, Zo(I',V)) sur

/Fﬁ-u € H'(Q,, V(©)),

2. cf. [19] pour les modifications nécessaires dans le cas semi-stable et [26] pour le cas ot la représentation
dévient cristalline sur une extension abélienne de Q.

3. Les éléments zéta de Kato dépendent d’un certain nombre de choix que l'on ignore dans cette
introduction afin de simplifier I’exposition.
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ot V() est la tordue de V' par le caractére £, vu comme caractére de 9q, via la projection
Yq, —» T X, Z;.
Notons Dgr(V') le module de de Rham de V' de la théorie de Hodge p-adique. On a

une application exponentielle
exp : Dar(V) — H(Q,, V)

construite par Bloch et Kato ([11I]) & partir de la suite exacte fondamentale de la théorie

de Hodge p-adique, et une exponentielle duale
exp* : H'(Qp, V) = Dar(V),

adjointe de 'application exponentielle pour les dualités induites par la dualité locale de
Tate. Ces applications jouent un role trés important dans la théorie d’Iwasawa des repré-

sentations p-adiques. Le systéme d’Euler de Kato a la propriété remarquable suivante :

Théoréme 0.2.1 (Kato). Pour tout j € {1,...,k — 1} et tout caractére n : Z, — L
d’ordre fini, on a Uégalité suivante dans L @ Fil'Dgr(V) = L ® Q, f:

—7 * —7 1 .
t™7 - exp (/zx X" - ZKato) = ﬁLp(Aoo(fana])) - f,

P
ot t dénote Uélément 2im de Fontaine.

Le théoréme ci-dessus s’interpréte comme suit. Si p™ est le conducteur de 7, le terme de
gauche s’exprime comme combinaison linéaire des valeurs exp*( an X7 (0a(ZKato))) € Ln®
D4r(V(=j)),a € (Z/p"Z)*. Le L-espace vectoriel filtré L&Dgr (V') est de dimension 2 et f
est un générateur canonique de la droite qui engendre cette filtration. L’application t 7 exp*
tombe sur L ® t7Fil"Dgr(V(—7)) qui est canoniquement isomorphe a L ® Fil/Dgg (V)
si 1 < j < k—1. Ces valeurs sont donc des multiples de f, et le théoréme dit que leurs
coefficients sont exprimés en termes des valeurs spéciales de la fonction L complexe de f.

Sipt N (i.esi V(f) est cristalline), ce théoréme permet & Kato d’appliquer la machine
a fonctions L p-adiques de Perrin-Riou ([52], [53], [41])

Logy : H'(Qp, Z(I',V)) = O(X) ® Daris(V),

interpolant p-adiquement les applications exponentielles et (d’aprés un théoréme de Col-
mez, Benois et Kato-Kurihara-Tsuji) les exponentielles duales de Bloch-Kato pour des

différentes tordues de la représentation en question.

Théoréme 0.2.2 ([4I] thm. 16.6). Soit eq € Deyis(V(f)) = Deris(V*(1)) un vecteur propre

du Frobenius de valeur propre a. On a alors

Lp,a(f) = <LOgV(ZKat0)7 ea>-
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Remarquons que l'on dispose dans tous les cas d'un systéme d’Euler zk,i, et que
I’application de Perrin-Riou a été généralisée pour les représentations de de Rham par
des travaux de Colmez ([16]) et Cherbonnier-Colmez ([I3]) et, pour un (¢, I')-module sur
I'anneau de Robba Z#, par Nakamura ([47]). Mais ces applications ne s’expriment pas
naturellement en termes de fonctions analytiques sur ’espace des poids et ne fournissent

malheureusement pas si simplement des fonctions L p-adiques.

0.3 La série principale unitaire

Mentionnons encore une autre construction de la fonction L p-adique ([30]), due a
Emerton. La forme f de poids k et niveau N donne naissance & une représentation auto-
morphe 7y = oo @ mp @ 7P de GL2(A) = GL2(R) x GL2(Qp) x GL2(AF) ou A = Aq
(resp. AY) dénote les adeles (resp. adeles finis hors de p) de Q. Soit V = V(f)(k —1). On
sait (J31]), d’aprés la compatibilité entre les correspondances de Langlands locale classique
et p-adique, que

(V)8 = 7, ® Sym" 2

o II(V)2!8 dénote les vecteurs localement algébriques de la représentation de GL(Q,,) de
Banach associée a V par Colmez (cf. [2I]) et Sym*~2 la k — 2-iéme puissance symétrique

de la représentation évidente de GL2(Q)).

0.3.1 Cohomologie complétée

Soit
K?={g=(2%) € [ GLa(Z))lg = (} ) mod N} C GLa(AD).
I#p

La cohomologie complétée de la tour de courbes modulaires]
Y(K”K,) = GLy(Q)\ GLy(A) /C*K"K,,
ou K, est un sous-groupe compact ouvert de GL2(Q)), est définie par

Hg(K?) = limlig H; (Y (KPK,), (Z/p"Z)) @z, Qp
n K,

ou les limites sont prises sur les entiers positifs n et sur tous les groupes ouverts com-
pacts K, de G. Ceci définit un Qp-espace de Banach muni d’une action Q,-linéaire de
GL2(Qp), de I'algebre de Hecke T de KP?, et du groupe mgp = {£1} & deux éléments (en
échangeant les deux composantes connexes de GL2(R)/C* = C\R) commutant toutes

entre elles. La représentation H L(KP) ainsi obtenue est une représentation admissible au

4. On voit C dans GL2(R) comme les transformations de R* 2 C qui sont C-linéaires
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sens de Schneider-Teitelbaum ([56]).

Soit A le caractére de T défini par son action sur (7P)%” (qui est une représentation de
dimension 1 de T car le niveau de f est N). On note, pour = € {£1}, H!(KP)* les éléments
de H!(KP) sur lesquels le groupe 7 agit par multiplication par + et H}(K?)* @ X le plus
gros quotient de H. L(KP)* sur lequel I'algébre de Hecke agit & travers A\. On montre alors
qu’il existe, pour chaque choix d’un signe + € {£1}, une unique immersion (a scalaire

prés) GL2(Qp)-équivariante
ta s @ Sym* % — HY(KP)T @ A

Soit f de pente finie (i.e p f N ou a, # 0) et supposons que la représentation m, est
une série principale Indg (61, 02) induite par deux caractéres d1, do de Q,, 00 BC Gestle
Borel supérieur et Ind% (41, 82) dénote I'induite lisse du caractére (&%) > 81(a)da(d) de B.
On peut supposer, par la théorie d’entrelacements (cf. [30], §4), que le caractére d; est non
ramiﬁélﬂ Soit o = 61(p), qui est aussi la valeur propre de I'opérateur U, sur f si p divise
le niveau de f ou bien d’une p-stabilisation de f. On sait, d’aprés le calcul des vecteurs

localement algébriques et localement analytiques des séries principales ([21], [23]), que
(V)8 = 7, ® Sym"~2, TI(V)*™ = Ind™ (1, 62) @ Sym" 2,

ou Ind®" (41, d2) dénote 'induite analytique du caractére du Borel ci-dessus, et, par la com-
patibilité locale-globale dans la correspondance de Langlands p-adique ([31]), I'immersion

e IH(V)?E o HI(KP)* @7 X se prolongeﬁ en une immersion GL2(Q))-équivariante

(V)™ — HY(KP)* @ A.

0.3.2 Symboles modulaires

Soit 2° le groupe des diviseurs de degré 0 de P1(Q) (que l'on voit comme les pointes
du demi-plan de Poincaré) muni de l'action évidente de GL2(Q). La dualité de Poincaré

permet alors de montrer (cf. [30], prop. 4.2) existence d’une application
2° = (H:(KP))*

dont I'image tombe dans la boule unité fermée de (H!(KP))*. En dualisant les fleches du

paragraphe précédent on obtient une application

70— (I(V)™)".

5. Sip| N, l'un de deux caractéres est ramifié et cette condition détermine uniquement d1. Si pt N, &1
et d2 sont tous les deux non-ramifiés et on a deux choix

6. Dans [30], on montre qu’un tel prolongement existe dés que vp(a) < k — 1. Cette hypothése, grace a
[31] et [23], n’est plus nécessaire.
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En particulier, I’élément oo — 0 € 2 induit une forme linéaire
+ . an
By m(v)y* - L

et, en regardant ’espace Ind*" (91, d2) comme un espace de fonctions localement analytiques
sur Q, on obtient une immersion LA(Z), L) — TI(V)*". On peut donc considérer la

restriction de ,ujf a cet espace, et on a le résultat suivant :

Théoréme 0.3.1 ([30], prop. 4.9). Il existe une constante C' # 0 telle que, pour tout & € X,

on a

LyaN©=C- [ €uf.

Remarquons, pour conclure, que les isomorphismes

)

o

Hi,(Qp, V) = D(V)*~" C Dyg(V)¥~ (@(vy=y)

12

permettent de voir le systéme d’Euler de Kato comme un élément dans (II(V)*")*. Les
résultats d’Emerton et les isomorphismes ci-dessus permettent de faire un lien entre la

théorie des systémes d’Euler et les symboles modulaires sur la tour de courbes modulaires.

0.4 Le cas supercuspidal

On ne dispose pas au présent, lorsque f est une forme de pente infinie, d’une construc-
tion de la fonction L p-adique associée a f. Dans cette situation, ’approche classique de la
construction de la fonction L p-adique s’appuyant sur la théorie des symboles modulaires
(surconvergents) ne marche plus. On n’a d’ailleurs pas d’interprétation de ’application de
Perrin-Riou en termes de distributions et on ne peut donc pas en tirer I’existence facilement
a partir du systéme d’Euler de Kato. D’un autre c6té, on ne connait pas de modéle des
représentations qui ne sont pas de la série principale permettant de voir naturellement les
fonctions localement analytiques sur Z, dans ses vecteurs localement analytiques, ce qui
empéche une construction avec les méthodes d’Emerton. II n’y a pourtant aucune raison

de penser qu’'une telle fonction n’existe pas...

0.4.1 Valeurs spéciales des fonctions L

Le lecteur pourra trouver dans ce texte la construction, pour tout caractére 7 : Z; —
L* de conducteur assez grand, des fonctions s — A, (f,7, s) analytiques sur Z,,, interpolant,
en tout entier j € Z, des valeurs spéciales, diment interprétées p-adiquement, de la fonction
L complexe de f. Le caractére n étant fixé, on ne dispose d’un résultat d’algébricité que
pour un nombre fini des valeurs A (f,7,7), et on a donc a priori seulement un nombre

fini de candidats & interpoler. Cela ne suffit bien str pas pour déterminer une fonction
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analytique, mais la connaissance des valeurs aux caractéres ny’, pour j < Oﬂ oui. Le
probléme est alors de donner un sens p-adique & ces nombres complexes, ce que nous
ferons en utilisant leur interprétation motivique : les valeurs L(f,n,7), 7 < 0, sont des
régulateurs d’éléments motiviques, comme ’a remarqué Beilinson ([3]), et Gealy ([36]) a

relié ces éléments au systéme d’Euler de Kato.

L’isomorphisme Qp = C que l'on a fixé permet de voir n : Z; — L* comme un
caractére de Dirichlet de conducteur p™, n > 0, et on note f @ n~ ' = don ann 1 (n)g" la

1

forme tordue de f par n™!, qui est aussi une forme primitive (de niveau Np?" et caractére

w f77727 au moins si n est assez grand). Rappelons que 'on a posé

I'(s)
(2im)s

Aoo(fin 1, s) = L(f,n",s)

et que la forme f donne lieu & une représentation automorphe w(f) = [[,'mu(f) de
GL2(Aq), ot v parcourt I'ensemble des places de Q et m,(f) est une représentation lisse
de GL2(Qy). Pour n un caractére de Dirichlet, vu comme un caractére des adéles, on note
e(m(f) ®n) les facteurs epsilon des composants locales de la représentation 7(f) ® 77E|7 de

sorte que le facteur epsilon global associé & f et n est donné par la formule

e(n(f)®n) = e(ree(f)) - [ [e(m(f) @ m).

1IN

La fonction Ao (f,n71, s) satisfait alors 'équation fonctionnelle

k—1

Aoo(fvn_laj) = ik(il)js(ﬂ-(f) ® n_laj - T) : Aoo(fvnvk *])

Soit
V=V(f)k-1)

(qui est une représentation de de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et k£ — 1) et notonslﬂ

ZKato € Hllw(Qpa V)

I’élément fourni par Kato. En utilisant des régulateurs p-adiques (qui seront introduits plus

tard), nous allons construire, pour tout j < 0, des plongements

Aoo(fa 77_17j) = Lp(Aoo(fa 77_17]')) € DdR(V)

7. Ou bien pour n’importe quel ensemble d’entiers denses dans Z,.

8. On a e(moo(f)) = i*.

9. Par un petit abus de notation, le Zkato ci-dessous est le tordu par —1 de I’élément que ’on a aussi noté
ZKato Plus haut. On procéde de cette maniére afin de normaliser les poids de Hodge-Tate des représentations
considérées dans le reste de l'introduction en 0 et k£ — 1.
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des valeurs spéciales de la fonction L complexe de la forme modulaire dans le module de de
Rham de la représentation V. Ensuite, une des aspirations principales de cette thése sera
de construire des fonctions analytiques interpolant ces valeurs. On aura d’abord besoin

d’un certain nombre de préliminaires pour décrire ces plongements.

0.4.2 Conjecture de Bloch-Kato pour les formes modulaires

Soit Y7 (V) la courbe modulaire de niveau I'1(N) et notons ICSllil_fN) la k — 2-iéme

variété de Kuga-Sato de niveau I'1 (N) et € I'idempotent usuel ([57]). Soit M(—j) = M(f®

L et considérons son

™Y (—4) le —j-iéme twist de Tate du motif associé & la forme f ® 7~
dual de Tate

M*(1+37) = M(f @n)(k +J),

dont V (nx?/T!) est la réalisation p-adique.

Notons T l'algébre engendrée par les opérateurs de Hecke de niveau premier & N et
A: T — L le caractére associé & f ® . On a une description (cf. [57], [28], [36])

H'(M* (14 j)) = BY (KSE 2 b+ 5)() @ A,

HY(M*(1+ §)) = HE (KSE 2 ROk + )(€) @7 A,

Hg(M*(1+)) = H'(Q, HE (KS () Qo) (k +5)(€) @1 ),

des groupes de cohomologie motivique, de Deligne et étale, respectivement, du motif

M*(1+ j), ainsi que des régulateurs
roo t HI(M*(1+j)) ®q R — Ho(M*(1+j)),

rec: H (M*(1+ 7)) ®q Qp — Hgy (M*(1+ ).

On Construitm, en utilisant les symboles d’Eisenstein définis par Beilinson ([4]), des
¢léments (cf. [35], §3.2)
Z(f®n,j) € H'(M*(1+j)).

On sait, d’aprés les conjectures de Beilinson (|28]), que ces éléments sont reliés aux valeurs

1

spéciales de la fonction L de f ® n™" et on a, plus précisément, la variante suivante de la

conjecture de Bloch-Kato :

Théoréme 0.4.1 ([36], thm. 4.1.1). Il existe une Q-structure naturelle de HL,(M*(1+ j))

10. Comme avec le systéme d’Euler de Kato, les constructions ci-dessous dépendent toutes du choix d’un
symbole modulaire, choix que 'on suppose adéquatement fait et donc implicite, renvoyant le lecteur au
corps du texte pour une formulation précise des énoncés.
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et une base 5E| de cette structure telle que, pour tout j > 0, on a

roo(Z(f @n, ) = LNV (fn7", =5) -6,

ot L(N)7*(f, n~1,—4) dénote le coefficient principal de la série de Laurent en s = —j de la

fonction L(f,n~1, S)E sans ses facteurs aux places divisant N.

0.4.3 Plongements p-adiques des valeurs spéciales

Grace aux travaux de Gros (|37]), Niziol ([51]), Besser ([10]), et Nekovar-Niziol ([50]),

on a des régulateurs p-adiques
rp t HY(M*(1+ 7)) = Dar(V (™)),
qui satisfont la relation de commutativité
Tét = €XP O Tp,

ol exp est ’exponentielle de Bloch-Kato.

Le théoréme ci-dessus suggére considérer les régulateurs p-adiques des éléments
Z(f ® n,7) comme les bonnes valeurs p-adiques a interpoler. Notons que les éléments
rp(Z(f®n,7)) € Dar(V (nx? 1)) vivent dans des modules différents. Nous allons expliquer
comment les voir tous comme des éléments dans Dgg (V).

Sin: Z; — L* est un caractére d’ordre fini, G(n) dénote sa somme de Gauss et
a € Z¥, alors 0,(G(n)) = n(a)'G(n) et, si e, dénote une base du module L(n)E, le
groupe I' (et donc aussi 9q,) agit trivialement sur 'élément egR =G(n) ey € Bar ® L(n)
et est donc une base du L-espace vectoriel Dgr(L(n)). Si j € Z, il en est de méme de
e;-iR =t"Je; € Bqr ® L(x?). Notons

dR dR dR —J
e, =¢€, @e; =G(ne, @t e,

Vi _ g

qui est une base du module Dgg (L(nx’)) et, pour e -

-1 et e_j les éléments duaux de

en et ej, on note
dR,v __

€.

G(n)*le;?/ ®te_j,

qui est une base du module Dgg (L (nx?)*).
Si V € Rep.9q, est de Rham, alors V(nx’) Pest aussi et on a, par ce qui précéde,

Dar(V(nx’)) = (Bar ® V @ L(ny?)) @ = (Bir @ V) @ ei? =Dar(V) ® eg]?

11. Cette base dépend du choix du symbole modulaire et elle ne dépend ni du caractére n ni de j.

12. 11 faut faire un minimum d’attention car la forme f ® n~! peut ne pas étre primitive, mais elle Pest
(2], thm. 4.1) dés que le conducteur de n est assez grand.

13. L(n) dénote le L-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel 4q, agit & travers 7.
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dR,Vv

de sorte que 'application z — = ® e,

induit un isomorphisme
Dar(V(nx’)) = Dar(V).

Notons
» ! sij>0
"(+1) = { (—1)i—1

le coefficient principal de la série de Laurent de la fonction I'(s) en s = j 4+ 1. On pose,

sij<0

pour j > 0,

(Moo (£, =5)) = T*()) G() - 1p(Z (f @1, 5)) @ e} € Dagr(V).

Remarquons que, dans la formule définissant ¢, (Ao (f, 771, —5)), on "multiplie" et "divise"
par G(n), de sorte que son introduction n’a moralement aucun effet. La valeur I'*(j) cor-

respond donc & I'(5) et la puissance /7! correspond & la puissance de 2i7 dans la définition
de Aoo(f7 77_17 _.7)

Théoréme 0.4.2 (thm. + lemme . Il existe un ouvert Uy C X, ne dépendant
que de la puissance de p divisant le niveau N de la forme f, et contenant tous les caractéres
d’ordre p"™ pour n assez grand, et une unique fonction analytique Ay € O(4hy) ® DdR(V)E
telle que, sin : Z; — L* est un caractére de conducteur p™ et j < 0 sont tels que nx? € Uy,

alors
Ap(x?) = p" Ut G) ™ - (Ao (f 7 5 + 1)),

Remarque 0.4.3.

— Une description des valeurs conjecturales interpolées aux caractéres de la forme y7,
7 < 0, pourrait, en ajoutant certains déterminants du Frobenius cristallin sur le
module D¢is(V) (i.e des facteurs d’Euler), étre formulée. Bien str, si la forme est
supercuspidale en p, ce module est nul, or nos méthodes s’appliquent toute de méme
au cas de pente finie (& quelques modifications prés pour ce qui concerne I’équation

fonctionnelle en dimension 2 énoncée ci-bas).

— Le théoréme ci-dessus permet de donner une interprétation conceptuelle, trés proba-
blement bien connue des experts, des facteurs d’interpolation apparaissant dans la

formule ‘
p"UtY T(j+1)

CKn‘l)(—ngj+1lif,n‘ﬁj—+1)

Lyo(f)(nx?) =

du théoréme :

— Le facteur T'*(j + 1) correspond évidement a I'(j + 1).

14. i.e une fonction analytique sur ¢ a valeurs dans Dar (V).
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— La version p-adique du terme 27i est 1’élément ¢ de Fontaine et le facteur
%W correspond au terme %tﬁl =e(n®|- PH~W qui
est le coefficient (renormalisé par une puissance de p) de I’élément egf{i\’/j 41 ber-
mettant de voyager entre les différents modules de de Rham.

— Les éléments Z°(f ®n, j) sont aussi étroitement liés au systéme d’Euler de Kato, et
un point clé de la preuve du théoréme repose sur un théoréme de Gealy ([36], prop.

9.1.1), qui montre que

re(Z(f@n, 7)) = / - zkato
r

— Les méthodes du théoréme fournissent, plus généralement, pour toute représenta-
tion V € Rep;¥9q, de Rham de dimension d et tout z € H! (Qp, V), un ouvert
iy C X, ne dépendant que de la plus petite extension finie galoisienne K/Q, sur
laquelle V' dévient semi-stable, et une unique fonction Ay, € O(Lly ) interpolant des
exponentielles et exponentielles duales de différentes spécialisations de 1’élément z.
Dans le cas général, on n’a pas, hélas! une interprétation si satisfaisante des valeurs

interpolées.

0.4.4 L’équation fonctionnelle en dimension 2 et valeurs aux entiers po-
sitifs

Il est naturel de se demander si ce que la fonction A interpole aux entiers positifs
s’interpréte aussi en termes de valeurs spéciales de la fonction L complexe. On répond a
cette question en montrant que la fonction A satisfait une équation fonctionnelle, dont la
preuve s’est avérée bien plus compliquée que celle dans le cas de pente finie.

Rappelons que, dans la bande critique 1 < j < k—1, les valeurs L(f, 7, j) sont naturel-
lement interprétées (cf. p-adiquement en les multipliant par les périodes complexes
de la forme f. Si j > k — 1, une équation fonctionnelle purement locale, accouplée avec
une équation fonctionnelle satisfaite par le systéme d’Euler de Kato demontrée par Na-
kamura , fournit I’équation fonctionnelle cherchée, reliant les valeurs Af(nxj ) et
Ap(n="x"27)

, permettant aussi de définir, quand j > k, un plongement p-adique

Aoo(fsn745) = tp(Aso(f,n 1, 5)) € Dar(V).

Décrivons rapidement ce procédé. La correspondance de Langlands p-adique (|2I]) nous

permet de construire une involution

w HIIW(Qp, V) - HIIW(Qp7 V)a

15. e(n® |- 1) = p7 UV GE(n7Y) est le facteur e du caractére n ® | - "1, vu comme représentation
de Q; = GL1(Qp), par rapport au caractére additif de Q, induit par le choix d’un générateur du module
Z,(1).
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ott V= V*(1) dénote le dual de Tate de V. On sait, d’aprés la dualité de Poincaré, que V =
V(2 —k). Rappelons finalement que, pour j € Z, on dispose des isomorphismes canoniques
H (Qp, V) = Hi (Qp, V(4)). Si 2z € HE (Qp, V), on note z ® e; € HL (Qp, V(j)) son
image par cet isomorphisme.

Comme on I'a déja remarqué, les méthodes du théoréme [0.4.2] permettent de construire
une fonction Ay, pour n’importe quel élément 2z € H} (Qp, V) et, pour V =V (f)(k — 1),
on peut en particulier considérer la fonction AV(k—2),w(zKato)®ek_2 = AViw(zrare)@er_o- ON
montre d’abord une équation fonctionnelle reliant les valeurs de Ay gy, et de Ay y iz, ) 0er o
Par un théoréme de Nakamura, on peut exprimer 1'élément w(zkato) ® €x—2 en termes de
ZKato- Ces deux résultats permettent de montrer I’équation fonctionnelle suivante, trés

ressemblante & celle du monde complexe, de la fonction L locale de f :

Théoréme 0.4.4 (thm. . Soientn : Z,; — L™ d’ordre fini et j > 0 tels que nx’ € Uy.
Alors

AV’ZK“O (nX]) = C(f: 7773) ’ AV@Kato (77_1X_j+k_2)a

ol

C(Fm9) = GOV -elmp( @ n 5D [Letm @ ng+ 5.
1IN

Le théoréme ci-dessus permet, en utilisant I’équation fonctionnelle complexe de la forme
f et les plongements p-adiques que l'on a construits des valeurs spéciales aux entiers né-

gatifs, de définir un plongement, pour j > k,

Moo (£, 0) = tp(Aso(f,m7 1, ),

et de montrer (lemme que les valeurs interpolées par la fonction Ay aux caractéres
de la forme Y7, j > k, s’interprétent aussi en termes de valeurs spéciales de la fonction L.
Ceci nous permet d’obtenir notre premier théoréme principal, décrivant les valeurs inter-
polées par la fonction L p-adique d’une forme modulaire en tous les caractéres localement

algébriques.

Théoréme 0.4.5 (thm. . Soientn : Zy; — L* d’ordre fini et j € Z tels que e € Uy
Alors

Apmx?) = "It G) ™ - (Ao (7 5 + 1)),

0.4.5 Construction

La construction de la fonction analytique Ay repose sur la théorie des (¢, I')-modules.
Pour une représentation galoisienne V', notons Dyig(V') le (¢,I")-module sur I'anneau de
Robba Z qui lui est associé par I’équivalence de catégories de Fontaine, Cherbonnier-

Colmez et Kedlaya.
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Comme suggéré par le théoréeme de Kato, la construction de Ay demande & étendre
la construction du logarithme de Perrin-Riou aux (¢,I')-modules de de Rham. Si V' €

Rep;9q, est de Rham, on a un isomorphisme, dii & Fontaine et Pottharst ([13], [54]),
Exp* : H'(Qp, 2(T,V)) = Dyg(V)¥=1.

Sipt N, la représentation V = V(f)(k — 1) est cristallinelﬂ a poids de Hodge-Tate 0
et k — 1, et la formule de Berger ([7])

(Drig(V)[1/])*=" = (#[1/1] ®q, Dexis(V))*~

permet d’interpréter (cf. [19], prop. 4.10) le module D¥=! = Dy (V)¥=! en termes de
distributions sur Z,, a valeurs dans Dgis(V'). On retrouve ainsi le logarithme de Perrin-Riou,
construit par interpolation des exponentielles de Bloch-Kato, ce qui permet de retrouver

(J19]), & partir de Délément zgato € Hi, (Zp, V), des distributions j, et pg, par la formule
Exp*(ZKato) = Mua : tl_kfa @ dyﬁ : tl_kfﬁa

ou {fa, fa} est une base de Dqis(V') formée par des vecteurs propres pour le Frobenius
cristallin et 7,, (vesp. 7,,) dénote la transformée d’Amice de la distribution p, (resp.
pg). On récupeére ainsi les fonctions L p-adiques Ly o (f) et Ly, g(f) de la forme f dépendant

du choix d’une valeur propre du Frobenius cristallin.

Si V n’est pas cristabéline, on n’a pas une telle interprétation et il faut procéder au-
trement. L’idée pour contourner ce probléme est d’imiter, en utilisant les techniques du
dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique ([22], [21]), les opérations usuelles sur les dis-
tributions en termes de (¢,I')-modules, de sorte & pouvoir "intégrer" un caractére par
rapport a 1’élément Exp*(zkato)-

Soit LA(Z,, L) I'espace des fonctions localement analytiques sur Z, & valeurs dans L

et 2(Z,, L), son dual topologique, 'espace des distributions sur Z,. On a des actions du
groupe I et des opérateurs ¢ et i sur 'espace de distributions définies par les formules

/Z 0le) ouli) = / olar) g / 00 = / o) n / o= [ ot w

PZp

et une opération de "multiplication par x" définie par fz,, o(x) - mg(p) = fzp o(x)x - p.
Notons que (u) = 0 si et seulement si la distribution p est supportée sur Z; et que, si

Y(p) = p, alors (1 — @)u est la restriction a Z)° de . La transformée d’Amice

u%>%=/z (L+T)" - p

16. En travaillant un peu plus, ce qui suit peut étre adapté aux représentations cristabélines.
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induit un isomorphisme 2(Z,, L) — %Z*. L’opérateur différentiel 9 = (1—|—T)% correspond
a la multiplication par = sur les distributions au sens que 04, = 4, (,)- Enfin, on a, sur

%, des applications de "localisation"
" A0 S L[] T Cpnet/pn,

ot #1071 dénote les fonctions convergent sur la couronne 0 < v,(z) < 7, = et

1
P (p—1)
L[[t]] = hﬂLn[[t]] Les applications 0 et ¢~ " satisfont I'identité ¢~ " 0 0 = p"% o™,

Siz =3 ,enat! € Loo[[t]], on note [2]y = ao.

Lemme 0.4.6 (prop + cor. . Soit f € #¥Y=". Il existe une unique fonction
analytique K+ K(0)f : X — ZY=C interpolant les valeurs &z, j € Z, aux caractéres x7.
De plus, sip € D(Zy, L)Y=L, n: Z; — L* un caractére de conducteur p", n > 0, et k € X,
alors
[ orikeu=cm Y a@mle " w@) - o)
Z ae(2/p2)

L’avantage du lemme ci-dessus est que le terme de droite a un sens, pour tout (¢, I')-
module D de de Rham, si I’on remplace <7, par z € Nrig(D)T/’:l, ot Niyig (D) est I’équation
différentielle p-adique associée & D par Berger, dés que n est assez grand.

Notons A = Niig(D). Comme D est & poids de Hodge-Tate positifs, on a D C A. On
dispose d’un opérateur de connexion 0 sur A au-dessus de 'opérateur 9 = (1 + T)% sur

Z. On a, pour tout n > 0, des applications de localisation
e " AV o Ly[[t] @ Dar(V),

et on note [-]o : Ly[[t]] ® Dar(V) — L, ® Dqr(V') l'application ), aitt @ dy — ag @ dy .
Ces applications satisfont ¢ =0 = p"%go_”.
Si z € D¥=! C A¥=!, 5 est un caractére de conducteur p” et j > 0, on a I'égalité

suivante dans L, ® Dgr (D), qui est 'analogue, en termes de théorie d’Iwasawa, de I’égalité
du lemme [0.4.6] ci-dessus :

G D ml@)eale P (1 - @)zl =p"UTIT(G + 1) ~exp*(/ o) @epty (1)
a€(Z/pnZ)* Zy
La proposition suivante permet de prolonger analytiquement le terme de gauche de cette
égalité.
Proposition 0.4.7 (prop. [3.3.1). Soit z € AY=C. I existe une unique fonction rigide

analytique § — §(0)z: X — AY=0 interpolant les valeurs &z, j € Z, aux caractéres a7 .

La restriction a Z; permet d’interpoler p-adiquement l'opérateur 9 mais, en revanche,
I'application de spécialisation ¢ =" n’est pas toujours définie sur A¥=C. On a, sur un (p, I')-

module, une notion de rayon de surconvergence permettant définir les applications de
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localisation ¢~™. Une étude du rayon de convergence de 1’élément (0), pour un caractére
k € O(X), montre que le terme de gauche de I’équation définit bien une fonction analytique
sur une boule ouverte autour 1 dans l’espace des poids. Le théoréme suivant, appliqué a
D = Dyig(V(f)(k —1)), fournit la construction de la fonction Ay et, accouplé au théoréme
de Gealy et a I’équation fonctionnelle du théoréme permet de démontrer le théoréme
0.4.5)

Théoréme 0.4.8 (thm.|[3.1.1). Soient D € ®T'(#Z) de Rham a poids de Hodge-Tate positifs,
z € DY=1, et notons p, = Exp*(z) € H! (Qp, D). Il existe un ouvert $p C X, ne dépen-
dant que du module Dyt (D), et une unique fonction analytique Ap . € O(Up) @ Dar(D)

telle que, pour tout nx? € Up, o n est un caractére d’ordre fini et j € Z, on a

-1 —j dR,v .

' j (5 €xp nx v pz) e, 517 <0
Ap-(m) = p Ut IT*(j + 1) - « Ur —j ¢ ar’ o

exp*(Jpax ™ - p) ® e, sij > 0.

0.5 Equation fonctionnelle et conjecture ¢ locale de Kato

La conjecture ¢ locale de Kato ([39], [34] [49]) prédit lexistence d’une trivialisation
canonique du déterminant de la cohomologie des représentations galoisiennes & coefficients
dans un anneau p-adiquement complet A, interpolant des trivialisations standard (qui font
intervenir les facteurs epsilon de la représentation, d’ott le nom de la conjecture) quand A
est une extension finie de Q,. Elle peut donc étre vue comme une interpolation p-adique
des facteurs locaux des représentations de de Rham.

Des cas particuliers de la conjecture ont été montrés. Elle est connue en dimension
1 (J39], [48]), et pour certains types de représentationsm grace aux travaux de Benois-
Berger (|5]) et Loeffler-Venjakob-Zerbes ([44]). Nakamura ([49]) a construit, en utilisant
la théorie des (¢, I')-modules et I'accouplement d’Iwasawa défini par Colmez, un candidat
pour l'isomorphisme € pour les (p,I')-modules de rang 1 ou 2, et il a montré que, dans

certaines instances, cet isomorphisme interpole bien les trivialisations standards.

0.5.1 L’équation fonctionnelle

L’équation fonctionnelle de la fonction L p-adique provient d’une équation fonctionnelle
locale plus générale reliant 'involution w et la théorie d’Iwasawa de la forme modulaire.
Ce lien avait déja été remarqué par Dospinescu et par Nakamura ([49]), qui s’est en servi
pour démontrer des instances de la conjecture £ de Kato.

Soit V' € Rep9q, de dimension 2, de Rham, non-trianguline et & poids de Hodge-Tate
0et k> 0. Soit V = V*(1) le dual de Tate de V', qui est isomorphe (car V est de dimension
2) &V ®@wy, oit wy = dety ® x 1. Notons 7 la représentation lisse de GL2(Q,) associée

a V par la correspondance de Langlands classique. Comme précédemment, considérons



0.6. PLAN DE LA THESE 29

I'involution

wy : Hllw(th V) — Hllw(va V)’

Le théoréme suivant, dont la preuve, inspirée largement des techniques introduites par
Nakamura ([49]) et Colmez ([24]), repose sur la correspondance de Langlands p-adique et

des calculs sur les modéles de Kirillov, est un des résultats principaux de ce travail.

Théoréme 0.5.1 (thm. [4.6.1). Soit u € HL (Qp, V) et notons ji = wy(u) € HE (Qp, V).

Alors, pour tout j > 1, on a

x i dR, , _ 1 dR,
exp (/an Top)@ely v = C(D,1,j5) - exp 1(/Fn N p) @e,

_j7n7wz/)

ou

(1) Q1. G

C(D,n,j) =77(—1)(j+k_1)!(j_1)! ' G(n)

0.5.2 La conjecture ¢

Le théoréme ci-dessus est une généralisation directe de la proposition 3.15 de [49], qui
est le point clé pour montrer que les isomorphismes construits dans [49] interpolent les
isomorphismes ¢ classiques quand V' est de Rham et & poids de Hodge-Tate k1 < 0 et
ko > 0. Comme un corollaire des résultats de Nakamura et du théoréme ci-dessus, on
obtient

Théoréme 0.5.2 (thm. [5.5.2). La conjecture e locale de Kato est vraie pour les représen-

tations galoisiennes de dimension 2.

0.6 Plan de la thése

Cette these a six chapitres.

Dans le premier chapitre on trouvera des rappels généraux ainsi que le formalisme néces-
saire sur les notions des fonctions rigides analytiques sur ’espace des poids a valeurs dans
des limites d’espaces de Fréchets et notamment la preuve de 'existence d’un prolongement
analytique de la connexion 0 sur & et son lien avec 'analyse p-adique.

La deuxiéme partie montre comment, pour une représentation cristalline, les construc-
tions du premier chapitre permettent de réinterpréter I'application Logarithme de Perrin-
Riou obtenant une fonction rigide analytique sur ’espace des poids interpolant les applica-
tions exponentielle et exponentielle duale de Bloch et Kato. On écrit des relations exactes,
bien connues déja, entre la théorie d’Iwasawa de la représentation, la théorie d’analyse
p-adique, et la théorie des (¢, I')-modules.

Le troisiéme chapitre contient le premier résultat principal de la thése, a savoir ’exten-

sion analytique (partielle) de I’application Logarithme de Perrin-Riou pour les représenta-
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tions de de Rham, fournissant des fonctions rigides analytiques sur des ouverts de ’espace
des poids interpolant les applications exponentielle et exponentielle duale de Bloch et Kato.

Le quatriéme chapitre comporte la preuve d’une série d’équations fonctionnelles, dont
la plus générale est une équation fonctionnelle au niveau de la théorie d’Iwasawa d’un
(¢,T') module de de Rham, non-triangulin de dimension 2. Comme application de cette
équation fonctionnelle, on en obtient une pour notre fonction L locale.

Le cinquiéme chapitre montre comment, en utilisant I’équation fonctionnelle du qua-
triéme chapitre, on peut compléter les calculs de Nakamura pour finir sa démonstration de
la conjecture epsilon locale de Kato en dimension 2.

Finalement, on montre, a ’aide d’un théoréme de M. Gealy et des conjectures de Bloch-
Kato pour les formes modulaires, comment la construction de la fonction L locale peut étre
utilisée pour donner une construction de la fonction L p-adique d’une forme modulaire,
sans aucune hypothése sur elle, et montrer qu’elle interpole des valeurs spéciales de la

forme (diment interprétés p-adiquement) en tout caractére algébrique.

0.7 Notations

On fixe certaines notations :

— Soient p un nombre premier, Q,, le corps des nombres p-adiques, Z, C Q, I'anneau
des entiers de Q,, Z; le groupe des unités et C, la complétion p-adique de la cloture
algébrique Q,, de Q.

— On fixe un systéme ((pn )neN, Ol (pn € Qp, de racines p™-iémes primitives de I'unité
satisfaisant la relation anH = (pn dés que n > 0. Sin € N, on note Fy, = Q,((pn) le

n-iéme niveau de la tour cyclotomique et Fioo = UpFyy.

— Soit Yq, = Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Q. On définit le caractére
cyclotomique x : 9q, — Z, par la formule g((pn) = C;fygg), pour tout n € N, et on
note S = Jq, le noyau de x, qui s’identifie au groupe de Galois absolu de Fi,
et I' = I'q, = Y9,/ q, qui s'identifie & Gal(F/Qp). Le caractére cyclotomique

induit un isomorphisme x : I' = Z;.Sia€ Zy, onnote o, € I' son inverse par x.

— Soit L une extension finie de Q,, qui sera notre corps de coefficients, et notons
Ly = L®F, = L(ppr) et Loc = UpLy. On note Rep(9q,) la catégorie des L-
espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action continue du groupe %q,. On
omettra souvent L des notations, cependant il faut étre conscient que L est le corps
sous-jacent et qu’il change au fur et a mesure des besoins. Par exemple, si 1 est un
caractere de 9Yq, et si on note Q,(n) la représentation de dimension 1 engendrée par
un élément e, sur lequel I'action de %q, est définie par la formule g(e,) = n(g)e,, on

sous-entendra que le corps L de coefficients contient les valeurs prises par 7.



Chapitre 1
Le cas trivial

Ce chapitre sert comme échauffement pour les chapitre ultérieurs. Il n’apporte presque
aucun résultat nouveau mais il porte déja les idées principales & généraliser plus tard, a
savoir, le prolongement analytique de l'opérateur k +— 0¥ sur Z¥=° (prop. i et les
calculs permettant de retrouver l'intégration d’un caractére continu par rapport & une

distribution & partir de ce prolongement et des applications de spécialisation (prop.|(1.3.2)).

1.1 Rappels

Commengons par quelques définitions classiques.

1.1.1 Les anneaux
— On définit le corps & par
_ k . c i S e T —
&= {kezzakT Dag € L légigvp(ak) > —00; kll\riaoovp(ak) +oo},

muni de la valuation donnée par ve(> ez axT*) = infy vy(ag), ce qui fait de & un

corps valué de dimension 2 dont on note 0g ’anneau des entiers.

— Si0 < r < s, on définit &1 comme 'anneau des fonctions analytiques a valeurs

dans L sur la couronne Cj,. g = {2z € Cp: r <uy(2) <s}. On a

&lrs) = {Zaka tag € L, lim wvy(ag)+ks = +oo, et lim vp(ag)+kr = —|—oo}.
ez k——o0 k—4o00

L’anneau &[5! est principal, de Banach pour la valuation v définie par

[r,s] ky _ . o . .
IO T = _int)  wplI(2) = min { Jf wp(a) +r), S ep(a) + o)}

31
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— Pour 0 < 7 < s on note
éa}r,s} — i éa[t,s]

Iz

I'anneau de fonctions analytiques sur la couronne Cj,. ) = {2 € Cp : 7 < vp(2) < s},

qui est un anneau de Fréchet pour la famille de valuations v pour ¢ €lr, s].

— Soit Tn = m = UP(C;D" — 1) On note

Z0m) = g0l gp = lim £10)

Panneau de Robba et &7 C 2 son sous-anneau d’éléments bornés. C'est Panneau des
séries de Laurent (resp. des séries de Laurent a coefficients bornés) qui convergent
sur une couronne C)gq pour s assez petit (qui dépend de chaque fonction). On re-
marquera que l’on obtient & et % en complétant &1, respectivement, par la topo-
[rs]

logie p-adique et par la topologie de Fréchet définie par la famille de normes v
0<r<s.

Si & est un des anneaux définis ci-haut, on note < son intersection avec L[[T]]. On
a, par exemple, & = O [[T]] [%] et Z* s'identifie a 'anneau des fonctions analytiques sur
la boule ouverte unité. On a une action de I' sur tous les anneaux définis et une action de

I'opérateur ¢ sur les anneaux &, & et %, définies par les formules
oo(T)=1+T) -1 oT)=0+T)—1.

Tous ces anneaux portent des topologies naturelles pour lesquelles les actions de I et ¢
sont continues. Posons &7 € {&,#}. L’anneau o/ est muni d’une action de 'opérateur v :
2/ est une extension de degré p de (&) avec une base formée par les éléments (1 + T))%,
1=0,...,p—1, et on pose w(zf:—ol(l +T)o(fi)) = fo. Ceci peut étre écrit comme

Y =p o 0 try p(w)-

L’opérateur v ainsi construit est un inverse a gauche de .

1.1.2 Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

Soit X C P(Q,) un ouvert (par exemple Q,, Z, ou Z)). On note
LC(X,L) CLA(X,L) C €°(X, L)

les espaces des fonctions sur X & valeurs dans L qui sont, respectivement, localement

constantes, localement analytiques et continues. Le premier espace est fermé dans le deuxiéme,
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qui est un espace de type compactlﬂ, et ceci est dense dans le dernier. Les L-duaux topolo-
giques respectifs sont LC(X, L)*, les distributions Z(Z,, L) et les mesures %y(Z,, L). Si L
est un anneau, ces espaces sont naturellement des algébres en définissant la multiplication
comme la convolution de mesures.

Sipe{%(Zy, L), 7(Zy,L)}, on définit sa transformée d’Amice par la formule

WuZ/Zp(1+T)$-u=+§(/ (2) -

n=0 Zy
et, pour f € {&,#Z}, on pose

o7 = réso(f(L+T) Ly,

14T
o, pour s € Zy, (1 +7T)° =3, ()T et réso(X ez anTnf_lTTT) = a_1. Rappelons que
les (;E;,) forment une base de Banach de ¢°(Z,, L) et que, si f € €°(Zy, L), ses coefficients
de Mahler a,(f) sont définis par la formule f(z) = 375 an(f) (7).

n

Théoréme 1.1.1 (Mahler, Amice, Colmez). Les applications p — 7, et f — ¢ induisent
des isomorphismes Do(Zp, L) = &, D(Zy, L) = %+, €°(Zy, L) = /6T, LA(Zy, L) =
R|RT. De plus, si f € Z (resp. &) et u € D(Zy, L) (resp. Do(Zy, L)) alors fzp bp-p=

réso(xzfufl‘iTT) .

Tous ces espaces sont munis d’une action du groupe mirabolique P+ = (ZPB{O} le) :

pour k€ N,a€Z;, beZ,
— Sipe{2(Z,, L), P(Zy, L)}, alors fzp o(z) - ((pg“ ) p) = fzp d(pFax +b) - p.

¢(5;)T_CZL’) six e b+kap

— Si¢ € {LA(Z,,L),¢°(Z,,L)},alors ((P‘@ b).¢)(z) = .

¢ € {LA(Zy, L), ¢"(Zy, L)} (7, 2)-¢)(2) {o S dbiphz,
— Si f € {#, &}, alors (700) - f = (1+T)’Faa(f).

On voit tout caractére continu § : Q) — L* comme un caractere de PT en posant

5((“1’6k ll’)) = §(ap®) = 6(a)d(p)¥ et, si M est un Pt-module, on note M ® § ou M () le

méme module M muni de Paction de P™ sur M tordue par §. Le théoréme ci-dessus induit
des suites exactes de P*-modules topologiques

0— D(Zp, L) = & = €°(Zp, L)@ x ' — 0,

0— 2(Zyp, L) — % — LA(Zp, L) @ x ' — 0.

L’action de l'opérateur v induite par les suites exactes ci-dessus est donnée par les

1. Un espace de type compact est une limite inductive d’espaces de Banach dont les applications de
transition sont compactes (I'image de la boule unité a une adhérence compacte)
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formules suivantes

()@ - 1) = / olafp) (1€ {22 1) 22y L)),
blip

Zy

(¥~ 0)(2) = d(px) (¢ € {LA(Zy, L), €% (Zp, L)}).

Les sous-module (&1)¥=9 (resp. (#7)¥=0) de &+ (resp. Z*) correspond aux mesures
(resp. distributions) & support dans Z) et l'application f + ¢; envoie un élément f €
{£¥=0, %%¥=0} sur une fonction supportée dans Z, . Le suites exactes ci-dessus induisent
des suites exactes

0— D(2)) = V=" -2 ) o x ' =0,

0= 2(Z)) = #Z"" = LAZS )@ x ' —0.

Si a € €°(Zy, L) (vesp. o € LA(Z,, L)), on définit Popérateur m, de "multiplication

par " par les formules

(z) - ma (1) = / a(@)6(@) -y 1€ Do(Zy, L) (resp. D(Zy, L)),

Zy Zy

M (@) (x) = a(x)p(x), ¢ € %O(ZP,L) (resp. LA(Zp, L)).

La multiplication par la fonction z correspond a 'opérateur de dérivation 0 = (1 + T)%
sur & et Z :si f € {E,Z} et pe{%(Zy,L),7(Zy, L)}, alors

¢8f = mm(d)f), %mz(,u) = &mfu

Si f € Z, écriture des opérateurs de restriction en termes de 'action du mirabolique

permet de définir
Res, iz, (f) = (14 T)% o p*(1+T)7 - f.

Cette expression a un sens pour n’importe quel (¢, I')-module sur Z et les opérateurs ainsi
définis sont des projecteurs qui permettent de voir Z comme un faisceau P'-équivariant

sur Z, dont on note Z X U les sections sur un ouvert compact U C Z,.

1.1.3 Caractéres de Z;

Soit 1 : Z,; — C, un caractére de conducteur p". On définit, pour b € Z,, G(n,b) =

p"—
a=1

tére de Dirichlet modulo p®, défini par n=1(n) = n(n)~! pour n € (Z/p"Z)*. Rappelons

! n(a){z‘jﬁ la somme de Gauss tordue et on note G() = G(n,1). On note ! le carac-

deux résultats classiques de la théorie des caractéres :

Proposition 1.1.2. Soit n: Z) — CJ un caractére de conducteur p". Alors

— G(n,b) =n71(b)G(n,1) pour tout b € Z,.
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— GG =n(=1)p",

Si f € LC.(Qp,Cp) est une fonction localement constante modulo p™ et & support

compact, on peut définir sa transformée de Fourier discréte par la formule

fay=p™ 3 fly)e 2o,

y mod p™

oil m est un entier arbitraire tel que m > sup (n, —v,(z)), et 2™ est la racine de 'unité
d’ordre une puissance de p définie par 'application Q, — Q,/Z, = Z[%] /Z et par le choix
du systéme ((pn)nen de racines de l'unité : si k € N est tel que a = pFyz € Z,, alors

e 2miey — (};‘1. Si n est un caractére de Dirichlet de conducteur p™, on a

() = ﬁn‘l(p”x) sin>0
1z, () —p_llp_lzp(a:) sin =0.

En particulier, on observe que 7 est a support dans p~"Z (resp. p~1Z,) sin > 0 (resp. si
n =0).

1.1.4 L’espace des poids p-adiques

On note
X = Homeont (Z,, C;))

I'espace des poids p-adiques, formé par les caractéres continus de ZX

, & valeurs dans C,,.
Posons ¢ = psip >2etq=4sip=2 OnalZ; = (Z/qZ)* x (1 + qZ,). L’applica-
tion logarithme induit un isomorphisme de groupes (1 + ¢Z,, x) — (qZp,+), d’inverse

I’application exponentielle. On a un isomorphisme

X5 ((2/92))" xB(L,17): 0+ (nlz/gz)< n(exp(q))),

ou B(1,17) € C, est la boule unité ouverte centrée en 1, qui nous permet de voir X
comme un espace rigide analytique, copie de p—1 (resp. 2 si p = 2) boules. L’inverse de cet

log(x)
isomorphisme envoie (x, z) € ((Z/qZ)*)" x B(1,17) sur le caractére x — x(Z)z e X,
ou Z dénote la réduction modulo p (resp. 2p si p = 2) de z. Si n : Z; — L € X, on

note z, = n(exp(q)) € B(1,17) la deuxiéme coordonné de I'image de 7 par I'isomorphisme
ci-dessus.

L’espace X admet un recouvrement croissant admissible X = U,X,, par des ouverts
affinoides X,, = ((Z/qZ)X)A X B(l,p_%), ce qui fait de X un espace quasi Stein. On note

O(X) et O(X,) les anneaux des fonctions analytiques de ces espaces. On a

O(%) = lim O(X,).
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On dispose ([I]) d’un isomorphisme, dt a Amice,

envoyant p € Z(Z;,Cy) sur la fonction analytique F,, € O(X) définie par Fy(n) =
fzx - b Comme les polynémes sont denses dans ’espace des fonctions localement
analythueb, Iisomorphisme précédent montre qu'une fonction F' € O(X) s’annulant sur
les caractéres z — 2, k € Z, est identiquement nulle. On exprime ceci en disant que les
caractéres de la forme x — x*, k € Z, sont Zariski denses dans X.
On définit
O(X)@Z = limlim lim O(%,)@e!,

n>05>00<r<s
ou le produit tensoriel & droite c’est le produit tensoriel complété usuel entre deux espaces
de Banach. On peut, plus généralement, considérer des distributions & valeurs dans une
limite inductive de Fréchets quelconque par les mémes formules. On dira que f est une

fonction analytique sur X a valeurs dans Z si elle appartient a O(X)®%. On note

P2y, %) = D(Z), L)BX = lim O(%,,)& hgoor&n &rsl = 0(%)24,
n s>00<r<s

ou les égalités aux extrémités sont des définitions. Ceci permet de parler indistinctement

de distributions sur Z; et de fonctions analytiques sur X & valeurs dans Z.

1.2 Prolongement analytique de k — 0F

SizeR¥CetneN,ona

2= Z Resiipnz, (2 (z) = Z 1+ T)i‘»on(zi)v

€(z/p"2)* ic(z/pnz2)*
ot z; = Y"((1 +T)"2) et, par la formule de Leibniz et I'égalité 9 o p = p v 0 9, on peut
écrire

k

oz = Z Z( >a’f I(1 4 T)phip™( z)

Z/p”Z >< 7=0

Sié:Z; — C, est un caractére localement analytique, son poids ws est défini par

log d(a)

!
=01
loga 5( )7

Wws =
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oit a € Z, est n’importe quel élément tel que loga # 0. En particulier, on peut choisir
a=expq(q=psip>2et g=4sip=2)eton obtient ws = logTZ‘S dans la notation de la
section Le poids wg vaut 0 si et seulement si le caractére est localement constant, et
ws € Z si § est localement algébrique. La formule ci-dessus suggére résultat d’interpolation

suivant :

Proposition 1.2.1. Sid € X et z € Z¥=, alors il existe une constante N(5) telle que la
série
S5 ()o@ (L)
i€(z2/pN2)* =0

converge dans Z dés que N > N () et la somme ne dépend pas de N > N(9). La fonction

8+ 8(0)z ainsi définie est une fonction analytique sur X a valeurs dans Z#V=0.
On commence par rappeler quelques estimations classiques.

Lemme 1.2.2. Soient 2 € C, et f€Z. On a

(i) Sivp(z) =a> =, alors vp((1 4+ 2)P = 1) =+ 1.

(it) Sivp(z) = < = L alors vy((1+ 2)P — 1) = pa

(111) Si0<r<s< —, alors VPPl f) = vl (p(f)).

(iv) Si0<r<s<_ =, alors o8l ((g)) > ol /P3Pl (g) — 1.

(v) Si0 < vpy(z), alors vp(aa(z)) = vp(2) pour tout a € Zy.

(vi) Si0<r<s, alors v (f) = vl (a,(f)) pour tout a € Z;.
(vii) vl f) > vlrsl(f) — ks.

Démonstration. (i) et (i) résultent de la formule (1+2)? —1=3"7_, (7)2* et du fait que
vp((})) vaut 1 pour 1 <k < p—1 et 0 pour k = p.

(7i7) Une inégalité est conséquence immédiate du point (i7). Pour montrer I'inégalité
o3 ((f)) < vPPI(f) on considére un point w € C,, tel que pr < v,(w) < ps. Le polygone
de Newton du polynéme P, (T) = (1 +T)? — 1 — w est une droite de pente —v,(w)/p et
ses racines sont donc toutes de valuation entre r et s, ce qui montre que ¢ induit une
surjection de CY,. g vers C,p. g €t que I'on a bien une égalité.

(iv) suit pour un élément g € Z*[%] de la formule ¢(g) = p~to~ (ZCP L 9((1 +
T)C —1)) et de ce que pour ¢ une racine p-iéme de l'unité, v,((1 4+ 2)¢ — 1) = vp(2) si

—-

vp(2) <wvp((—1) = . Le cas général s’en déduit par continuité.

(v) et (vi) sont ev1dent5.

(vii) En utilisant la formule & = (1+7) 4 et le fait que v, (1+2) = 0siv,(z) > 0, il suffit
de montrer que v"*(f'(T)) > o8l (f)—s. Or,si f =3, a, T, alors f/(T) =3, apnT" !
et donc v*l(f(T)) = inf,<a<snez vplan) +vp(n) + (n—1)a > inf,<qcs nez vplan) +na —

§ = v["’s]( f) — s, ce qui permet de conclure par récurrence sur k. O
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Démonstration. (de la proposition (1.2.1)))
Par définition d’une fonction analytique sur X a valeurs dans Z, il faut montrer que,

pour tout n > 0, il existe s > 0 et N > 0 tel que, pour tout r €]0, s|, 'expression
converge pour la valuation naturelle de O(%,,)®Z!*), et que les éléments dans O(%,)0%
ainsi définis sont compatibles par rapport aux applications de restriction (’)(%HH)QAQ% —
O(%,)R%.

Fixons i € (Z/p"Z)* et notons
ws

5o = (*

)5(i)i_j(1 +T)'pNI N (07 2;)

le terme général de la série définissant §(9). On a les estimations suivantes :
— o7+ 1)) = 0.

— v[’”’s}((?)) = vp((“;.‘s)) > j(inf(vy(ws), 0) — p%l) = jCs. Or ws = logTz‘s et donc
vp(ws) > infr>o{p*v,(2z5 — 1) — k} — vp(qg). Maintenant, si § € X, la constante Cjs
est bornée en fonction de n. En effet, si vp(zs — 1) > %, la formule pour ws donne

Cs > C, = min(inszo{% —k} —uvy(q),0) — 1%‘ On en déduit donc

Up(<t?>) Z.jC%-
— olEl(77) = vy (i77) = 0.
— ol (8(i)) = vp(6(i)) = 0.

— Soient r et stels que z € ZMs et 0 <17 < s < m, de sorte que o o)™V stabilise

&5l En utilisant les estimations du lemme précédent, on a

P (N () = P PVsl(92)
> " reVsl) — N
= WP (14 7)) — s
> oll(z) = N — jpPs.

Les calculs que 'on vient de faire impliquent que,

inf oP(£5(8)) 2 0P(z) + §(C+ N = N/j = pVs).
€Xn

Fixons un entier n > 0. Comme le coefficient multipliant j dans la formule ci-dessus ne
dépend pas de 7, on peut choisir N (et s < m comme ci-dessus) tel que C,, + N —

N/j —pNs > 0 pour tout j > 2, de sorte que l'on ait

sup v™*(f;(k)) > jC 1,
X,
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ou Cn,1 > 0, ce qui montre que la série converge et définit une fonction analytique sur X,,
a valeurs dans Z.

On montre maintenant que I'expression ne dépend pas de N. Si l'on fixe n > 0 et
on prend N > 0 et s > 0 comme ci-dessus, l'expression définit une fonction rigide
analytique en § € X, et ces fonctions ainsi définies ne dépendent pas du choix de N quand
§ est de la forme 6(x) = 2, pour k € Z. On conclut en remarquant que ces caractéres sont
Zariski denses dans X,,.

Enfin, les fonctions définies ne dépendent évidement pas de n, et on conclut donc que
définit un élément de O(X)RZY=1. O

En variant z et en fixant 6 € X, on peut voir §(9) comme un opérateur sur 2¥=°. On

retrouve les puissances de I'opérateur 9 en posant 6(z) = z*.

Corollaire 1.2.3. Soient § € X,, et k(n) = C, + 2. Lopérateur 6(8) stabilise Z107+m),

Démonstration. Cela suit du fait qu’il suffit de poser N = k(n) — 1 dans la définition
de 6(9) et de ce que les restriction Res, vz = (1 + T)oN o pN(1 + T)~@ stabilisent
OrNy] O

Lemme 1.2.4. Sia € Z),

alors 040 6(0) = §(a)~18(0) o 0.

Démonstration. Si 6(x) = 2, k € Z, le lemme est une conséquence de la formule usuelle

0q00% =a*9% 0 5,. On en déduit le résultat par prolongement analytique. O

Remarque 1.2.5. L’opérateur §(9) étend la multiplication par d sur Z(Z,, L) et LA(Z,, L).
En effet, comme on a remarqué, a:k(a) = 0%, qui est une extension de la multiplication par
la fonction z* sur PD(Z,,L) et LA(Z), L), et la densité Zariski de ces caractéres permet
de conclure. La proposition peut donc étre vue comme une extension analytique a Z¥=°

de la multiplication par un caractére.

Lemme 1.2.6. Soit z € #Y=° et soit § € X. Alors
Resqypnz,(6(9)z) = 6(0) - Resqypnz, (2)-
Démonstration. 1l s’agit de montrer, pour ¢ € X, la formule
(L4+T)%p" 0 4" (1 +T)~*6(0)z = 5(9) - (1 + )" 0 (1 +T) .

Les deux expressions coincident sur les fonctions de la forme ¢(z) = zF k € Z. En effet,
les identités O(1 +T)* = a(1 +T)% dop=ppod et doth = p 1o, donnent

M Resgypnz,z = O(1+T)"" op"(1+T) "2
= (14+T)%"oy™(1+T) 0"z

= Resgipnz, k2.
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Ceci permet de conclure par densité des caractéres z*. O

Par le théoréme d’Amice, les fonction analytiques sur X correspondent aux distribu-
tions sur Z;. Si on note A, € 9(Z;,%¢:0) la distribution correspondant a la fonction
analytique de la proposition m ceci nous permet, un peu plus généralement, de définir,
en posant ¢(0) - z = fzx ¢(z) - Az, la multiplication par une fonction ¢ € LA(Z), L) loca-
lement analythue quelconque. Notons que I'application ¢ — ¢(9) - z est, par construction,
analytique en ¢, et elle est donc déterminée par ses valeurs sus les caractéres z¥, k € Z.

En particulier, si a € Z; et n > 0, on a des opérateurs 1,4,nz,(9).

Lemme 1.2.7. Siz € Z¥=, ¢ € LA(ZY,L), a € Z) et n >0, alors
(Lagprz, - 9)(0) - 2 = ¢(9) - Resqiprz, (2).

Démonstration. En vue du fait que la fonction caractéristique de a+p"Z,, s’exprime comme
combinaison linéaire de caractéres de Z; localement constants modulo p™, il suffit, par
linéarité de la restriction et de I'application z — ., et par densité des polynémes dans les
fonctions localement analytiques, de montrer que, si m > 0, k € Z et 1 est un caractére

constante modulo p™, alors

[ o= S n(@d Resuima, (o).
ZP ae(z/p’mz)x

Comme z € Z¥=0, alors z = > ac(z/pmz)* Resarpmz, (2) 0t Resaypmz, (2) = (1+T)"¢™ (2a),

=™(1+T) %2, en appliquant la formule ([1.1]), on obtient (observons que si 7 est lo-

calement constant, le poids de nx* est égale a k)

[REESEDS Z() )k (L4 T (@9 2)

P a&(Z/pm™Z)*

Z/pmz (

N(@)a" (14 T)°07" (20)

(@07 (1 +T)"0¢"(za)

ag( )x
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On en déduit donc que

k k k k
/ T = / Latprz, @ - Az = O"Resaqpnz = / v /\Resa+p"2p(z)’
a+p"Zy yAs 7

P P

pour tout k € Z, et donc

(Lospz, 6)(0) = = /

0 h= [ 00) M 0 = 010) Rz, (),
a+p"Zy P

ce qui permet de conclure. O

1.3 Intégration et spécialisations

On termine ce chapitre avec quelques calculs permettant de retrouver 'intégration en
termes des applications de spécialisation, ce qui servira de motivation pour les constructions
futures.

Soit r, = ;ﬂ‘*li%p—l) = v((pn —1). Pour n > 0, on définit les applications de "localisation

en (pn — 1" (cf. [I3], II1.2), comme

n

e &0 S Lllt)] s T T (A(T) = (G = 1).

Siz=73 s apt® € L,[[t]], ax € Ly, on note [z]; 1'élément ag. En particulier [z]y dénote
Pévaluation de z en t = 0. Si f € Z1°% et n > 0 est tel que r, < s, P'élément [0~ (f)]o

dénote donc I’évaluation de la fonction f en (,» —1. Les applications de localisation satisfont

oD =p" G

Lemme 1.3.1. Soient p € Y(Z,,L) et 2 = o), € (#T)V=0. Soit ¢ € LA(Z;,L) une

fonction localement analytique. Alors
602 = [ o@+Ty g
P

Démonstration. 11 suffit de vérifier la formule pour les caractéres de la forme z*, qui sont

Zariski denses dans X. Or
Oz =0 e, = / *(14+T)p,
z;
par définition de la transformée d’Amice. O

Proposition 1.3.2. Soient p € 9(Z,;,L), 2 = 4, € (BT et ¢ € LA(Zy,L). Alors

/Z o@) - u=lo([ 6@ A

X X
P ZP
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Démonstration. En utilisant le lemme [1.3.1] on a

([ o@GEAd = (] a6+ T

Z;

= ([ o@GEG e iy

P

= /Z o()p-

P

O

Proposition 1.8.3. Soient y € P(Zp, L)"=0, n : Z — L* un caractére de conducteur
p",n>0, et ke X. Alors

/Zn_lﬁ-u=G(n)_1' S n(@eae " w (@) o.

X
P a€(Z/p"Z)*

Démonstration. 11 suffit, par densité de Zariski des caractéres 27, j € Z, dans X, de montrer

que, pour tout j € Z, on a

/X o u=Gm)T Y a(@)oale Y Ao
Z, a€(Z/pnZ)*

—-n

On a, en utilisant 'identité o™ 0 0 = p" - %gp )

Sy =y [ g

i Lod
ol Gy | ;
P k>0

X
P
d’ott on déduit

> w@ode gl = [ (Y w@gal g

aE(Z/p"Z)¥ Zy e (Z/p2)"

La somme 3 ¢ (7 /nz)x n(a)(i s'interpréte en termes de transformée de Fourier :

Y e = p”ﬁ(—]%) = p"n(=1)G(n ™)y (@) = Gl (@),
ac(Z/pnZ)*

On en déduit

S (@)oalg P Ao = G(n) - / o
a€(Z/pnZ)* Zy

ce qui permet de conclure. O

Corollaire 1.3.4. Soient p € Y(Z,, L=, n: Z; — L™ un caractere de conducteur p",
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n >0, et k € X. Alors

[ oriken=cm e Y a@ae " w@)0 - o)
Zp a€(Z/p"Z)*

X
p

gauche ne se voit pas altéré si I'on remplace p par sa restriction a Z). Comme (1) = p,

Démonstration. Il suffit de remarquer que, comme 7 est déja supporté sur ZX, le terme de
ona (1—p)a), = 1_4), = JZ{RGSZ;; (u)» €@ qui permet de conclure en utilisant le lemme

précédent. O

Remarque 1.3.5. Comme on a remarqué dans l'introduction, le terme de droite du corollaire
ci-dessus a l'avantage d’avoir un sens, au moins pour n assez grand, pour tout (p,T')-
module de de Rham, ce qui nous permettra de contourner le probléme de ne pas posséder

une interprétation en termes de distributions des objets sur lesquels on devra travailler.
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Chapitre 2

Le cas cristallin

2.1 Le cas cristallin

L’objet de ce chapitre est d’appliquer les calculs faits jusqu’a présent & une représen-
tation galoisienne cristalline afin d’interpréter les constructions de Perrin-Riou en termes

du prolongement analytique de I’application k — 0% et des application de spécialisation.

2.2 Rappels

2.2.1 Théorie de Hodge p-adique

Rappelons que Rep;¥q, dénote la catégorie des L-représentations du groupe de Galois
absolu %Qp de Q. Soient By € Bgr les anneaux de Fontaine de la théorie de Hodge
p-adique. Pour V' € Rep;9q,, on considere

Dcris(v) - (Bcris ®Qp V>{¢Qp7 DdR<V) = (BdR ®Qp V)ngv

les modules cristallin et de de Rham associés a V. Le module D,s(V) est un L-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur de Frobenius et d’une filtration, et Dggr (V)
est un L-espace vectoriel filtré. On a dimy Deis(V) < dimyp Dggr(V) < dimz V' et on dit
que V' est une représentation cristalline (resp. de de Rham) si dimyDeis(V) = dimpV
(resp. dim;Dgr (V) = dim;V). Si K/Q, est une extension finie, on pose D(IfR(V) =
(Bar ®Q, V)%K = K ®q, Dar (V).

SijeZ,onnote V(j)=Veyetr—ar® e; Iisomorphisme de L-espace vectoriels
V — V(4). Notons z — x®t Je; I'isomorphisme Dar (V) — Dar(V (j)) (resp. Deyis(V) —
Dis(V(4))), envoyant un élément de la forme . = ), fi®wu;, f € Bgr (resp. Beis), v € V,
sur Y.t fi @ (v; @ ej).

45
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2.2.2 Application exponentielle de Bloch-Kato et sa duale

Rappelons la suite exacte fondamentale de la théorie de Hodge p-adique

0—Q,—» BiL @B = Bar = 0,

ou afz,y) = x +y. Si K/Q, est un extension finie et si V' € Rep;¥k est de Rham, en
prenant le produit tensoriel de cette suite par V et les invariants sur I'action de ¥, on
obtient une suite longue de cohomologie dont le premier morphisme de connexion fournit

une application exponentielle

expy g : DX(V) —» HY(K,V)
et une application exponentielle duale

expy i+ HY(K,V) = DI (V),

transposé de expy«(1) g pour les accouplements parfaits fournis par la dualité localeﬂ
Notons que expy i se factorise & travers le quotient DX, (V) /Fil’DJ; (V) et que I'image
de expj, - est incluse dans Fil'DEX, (V).

Le morphisme « : Dqr(V) — HY(Qp, Bar ®q, V) envoyant x sur le cocycle [y —
z Ulogx(v)] € HY(Qp, Bar ®q, V) induit un isomorphisme et une loi de réciprocité
de Kato dit que I'application eXp*V,Qp est aussi obtenue via la composition H 1(Qp, V) —
HY(Q,, Bar®q,V) = Dgr(V). Mentionnons que, si j > 0, alors expy/(j),Q, st un isomor-
phisme de Dggr(V (5)) sur H(Q,, V(j)) et de méme pour exp*{/(fj)gp : HY(Qp, V(7)) —
Dar (V(~j).

On omettra dans la suite, dés que le contexte le permet, les indices des applications ex-
ponentielles et on notera tout simplement exp : DX, (V) — HY(K, V), exp* : H'(K,V) —
DI,(V).

2.2.3 Cohomologie d’Iwasawa

Soient Fy, = Qp(ppn), Foo = UF,, I' = Gal(Fs/Qp) et I'y, = Gal(F,,/Qp). Soit A =
Z,[I') = Jim Z,[I',] I'algébre d’'Iwasawa, vue comme ’algébre des mesures sur I' a valeurs
dans Z,, (la multiplication étant donnée par la convolution des mesures).

Si V € Repr9q,, ses groupes de cohomologie d’Iwasawa sont définis par

Hliw(Qm V)= @HZ(Fm T) ®z, Qp,

n

1. Clest-a-dire, {exp* z,y) = (z,expy) pour tous z € H'(K,V), y € DI (V*(1)), ot le premier est
I’accouplement naturel (, ) : D53 (V) @ DE;(V*(1)) — L et le deuxiéme es I’accouplement local de Tate

() s HY(K,V) x HY(K, V(1) > H (K, Q,(1) = K —/%, q,



2.2. RAPPELS 47

ot T' C V est un Z,-réseau de V stable par 9q, (qui existe par compacité de 9q,), et
la limite projective est prise par rapport aux applications de corestriction. Le lemme de

Shapiro ([I6] prop. II.1.1) montre que
HIiw(va V) = Hi(Qpa A ®Zp V)

comme A-modules. Ces modules ont été étudiés par Perrin-Riou (cf. [52]) et on a le résultat

suivant

Théoréme 2.2.1 (Perrin-Riou). Soit V' € Rep;%q,. Alors

2. HIZW(Qp» V) est isomorphe a V(—1)%Fe comme A-module.

3. La suite d’inflation restriction
0— HY(T,A®@V%=) - HL(Qp, V) = H (F,A® V)T =0

est une suite ezacte de A-modules. De plus, H (T, AQ V¥ ) est le sous-A-module de
torsion de HL (Qp, V') et il est isomorphe, comme A-module, a Voo et HY (Foo, A®
V)T est un A-module libre de rang dimq, V.

L’intégration d’une mesure fournit, pour j € Z et n > 0, des morphismes naturels de
projection
Hiy (Qp, V) = H' (Fy, V(5)),

qui envoient un cocycle o +— p, vers o an x(@) - po ® ej. Le groupe HIIW(QP,V) =
Hl(Qp, A® V) est muni d’une structure de module sur 'algébre d’Iwasawa, définie par les

formules

[s@tew = [ s'0) . oer.

Plus généralement, soit 7 : Z; — C,’ un caractére continu et notons encore 7 : 9q, —
C, le caractére de Galois associé que l'on obtient en composant 7 avec la projection
9q, — I' =2 Z; . Un petit calcul montre quun élément o € 9q, agit sur la somme de Gauss
G(n) via multiplication par = *(c) et, si V € Rep;%q, est de Rham, alors V(1) =V ®q,n

est aussi une représentation de de Rham et
Dar(V(n)) = Dar(V) @ L - G(n)ey.

Si p € HE (Qp, V), Papplication qui envoie un cocycle o +— p, vers o — (fpn(@) - po) ®n
induit, pour tout 7 comme ci-dessus, des spécialisations H{ (Qp, V) — HY(Qyp, V(n)).
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2.2.4 (p,I')-modules

Un (¢,T)-module sur & € {&,&, #} est un o/-module libre D de rang fini muni
d’actions continues semi-linéaires de I' et ¢ tel que (D) engendre D comme .o7-module.

L’intérét des ces objets réside dans le théoréme suivant

Théoréme 2.2.2 (Fontaine, Cherbonier-Colmez, Kedlaya). La catégorie des (¢, I")-modules

€tales sur o/ est équivalente a la catégorie Rep9q, -

Si V € Rep;9q,, on notera D(V), DT(V) et Dyg(V) les (p,I')-modules sur &, &7
et Z qui lui sont associés par le théoréme. On peut se demander comment retrouver les
différents invariants arithmétiques de la représentation a partir de son (¢, I')-module. Voici

quelques exemples déja classiques.

Théoréme 2.2.3 ([38]). Soient V € Rep;9q, et v un générateur topologique de FE|, Alors

le complexe

o> ((1-p)z,(1-7)x) )~ (1=y)z—(1—¢)y

0 — D(V) D(V) & D(V) D(V) =0

calcule la cohomologie galoisienne de V.
Théoréme 2.2.4 ([7]). Soit V € Rep;9q,. Alors
Deiis (V) = (Drig(V)[1/1])",

ot t = log(l 4+ T) dénote le 2im de Fontaine. De plus, si V est a poids de Hodge-Tate
négatifs, alors Deys(V) = Drig(V)F

Théoréme 2.2.5 ([13]). Si V € Rep;9q,, la cohomologie du complexe
[D(V) = D(V)
calcule les groupes de cohomologie d’wasawa de V. En particulier, on a un isomorphisme
Exp* : Hiy(Qp, V) = D(V)*~1.

2.2.5 La loi de réciprocité de Cherbonnier-Colmez

Soient V' € Rep;9q, de Rham de 9q, et u € HL (Q,, V). L’élément Exp*(u) ap-
partient & D(V)¥=! = DT(V)¥=! et il est donc surconvergent. On a, pour n assez grand,

o "(BExp* (1)) € (Bar ® V)7@r. Les traces de Tate normalisées lim,, o0 p " Trp, @

2. Sip = 2, il faut considérer I'' C T la p-partie du sous-groupe de torsion de I, v € I dont I'image dans
le quotient T'/T” soit un générateur topologique, et prendre les invariants par I dans tous les modules de
la suite ci-dessous.
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permettent de descendre cet élément a Ly, ((t)) ® Dgr(V'), pour n'importe quel n € N, et

on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.6 (cf. [I3], thm. IV.2.1). Soient V € Rep;9q, de Rham, i € Hi (Q,, V)
etn € N. Alors p~™Try, /1, (¢~ Exp*(pn)) ne dépend pas de m assez grand et on a

P Try,, i, (97" Exp* (1) = Y expi )k, </r x(z)™ u> :

JEZ
De plus, il existe m(V') tel que, pour n > m(V) et m assez grand, on une [’égalité

p " Trp, ., (" ™Exp*(p) = p~ "o " (Exp*pu).

2.2.6 La loi de réciprocité de Perrin-Riou

Soit V' € Rep;¥q, une représentation cristalline et soit A > 1 un entier tel que
Fil_thris(V) = Dqis(V). L’action de T' sur # s’étend en une action de 1'algébre de dis-
tributions 2(I') = 2+ (I')P] Soit

i log(y) +
V= log, () <7

On a aussi 'égalité V = ¢(1 + T')- d’opérateurs.
Sivg,...,vg est une base de Deis(v) et z = Zle fi @v; € (T @ Deis(V))¥=1, alors

d
Vi-z=(V—(h=1)o...0(V-1V(z) =Y tho"f; @ d;

=1

et, si h > 1 est tel que Fil™" Deris(V) = Deris(V), cet élément appartient a Dyig (V) C
D.,ig(V)[1/t] = Z[1/t] @ Deyis(V). Ceci induit une application (cf. [8])

Vi (Z @ Dais(V))Y=" = Dy (V)¥=1,
z—= V2.
L’isomorphisme Exp* s’étend (cf. [54], voir aussi plus loin) en un isomorphisme
Exp* : H(Qy, 2(T,V)) = Dy (V)¥=1,

dont on note z — u, application inverse. Ceci permet de définir (voir aussi [§], prop. 1.8),

3. Si v un générateur topologique de I', on définit I'anneau %" (I') de la méme maniére que Z* en
remplagant T par v — 1.
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pour j € Z et n > 0, des applications de spécialisation

Dy (V)= = @HY(F,, V() : 2+ A X s

En termes des distributions, on a
(Exp*) oV : 2(Zp, Deis(V)V=! — HY(Q,, 2(T, V)),

ol on fait agir ¢ sur une distribution par la formule fzp f(x)Y(un) = gofl(fpzp f(z/p)p).
Le théoréme [2.2.7] ci-dessous montre que cette composée permet de retrouver I’application
de périodes de Perrin-Riou ([52]).

Siz € ZT@Deis(V) et n > 0, on note [p~"z]g € Deis(V) le coefficient de indépendant

de la série ¢z en t, image de z par I'application
0" BY @ Deis(V) = Ly[[t]] @ Deyis(V); T+ (nel/P”" — 1.

Enfin, notons
» J! sij >0
(i +1) = { (—1)i-1

(=5—1)!

le coefficient principal de la série de Laurent de la fonction I'(s) en s = j 4 1.

sij<0

Théoréme 2.2.7 ([8], thm. I1.10). Soit 2 € (Z @ Deris(V))¥=L. Sih+j > 1, et z; €
(% @ Deis(V))¥=P 7 est tel que dzj =2z ona

/ x(@) py,. = — pfl(jfl) . eXpV(j),Fn([%f"(Ziz]of? te;), - sin >0
T (_J _h+1) eXpV(j),Qp((l_p () )[Z]]0®t ]ej) sin=20

n

et, st j < —h,

expyy(_; (/ xX(@) pv,:) = RN B R CRE ®t,_jej’ . sin >0
V(=34),Fn . h I*(—j—h+1) (1— p_lgp_l)[a_JZ]o ®t e, sin=0

n

On aura besoin du lemme suivant

Lemme 2.2.8 (8], lemme II.1 ). Soient z € (#1[1/t] @ Deis (V)= et n,m > 0 des

entiers. On a 'égalité suivante dans Ly, @ Deis(V) -

p "™ "(2)]o, sim >0

Ty “Mzlo =
D Lm/Ln[<P lo { (1 - p~lo~)[]o sim—0.

En particulier, le terme de gauche ne dépend pas de m > 0.
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2.3 La fonction L locale

2.3.1 Distributions a valeurs dans D;s(V)

Soit V € Rep;¥q, de dimension d, cristalline et a poids de Hodge-Tate négatifs et
soit D = Dyig(V) € Z ®q, Dais(V) son (¢, I')-module sur & associé. Supposons que le
Frobenius cristallin agit de maniére semi-simple et soit (v;)1<i<q une base de Des(V') sur
L constituée de vecteurs propres du Frobenius dont on note ag, ..., aq les valeurs propres
correspondantes. On voit, en utilisant le thm. la base (vj)1<i<q comme une famille
génératrice de D sur %’lﬂ

Soient f; € #7, 1 < i < d. Par le théoréme d’Amice, il existe des distributions
Xi € D(Zy, L) telles que o7 ()\;) = fi. Considérons 'élément z = Z;«izl d, Qu; € AT ®
Dais(V) € D. On note A € Z(Zy, Deis(V)) la distribution sur Z, a valeurs dans Dis(V)
définie par fzp o(z)- A= Z?:l(fzp () Ai) - v, et on dit que z est la transformée d’Amice
de A. Si les \; appartiennent & (%)*)1/’:0, on dit que la distribution A est a support dans
Z;. Remarquons finalement que la condition z € D¥=1 se traduit par 1(\;) = ay\; pour
tout i =1,...,d.

Rappelons que l'on dispose d'un isomorphisme Exp* : HY(Q,, 2(I',V)) = D=1
de sorte qu’a toute distribution A € .@(Zp,Dcris(V))w:1 lui correspond un élément p =
(Exp*)~la, € HY(Qp, 2(I',V)). Observons que (1 — p)Exp*u = (1 — @) >, @, - v; =
Yo (=) v =, JZfReSZf; A; - Ui (car ¥(N\;) = ay\;) correspond alors & la restriction
aZy de\.

2.3.2 Bases et modules de de Rham

On aura besoin, dans les sections suivantes (et dans le reste de la thése), de comparer
des éléments vivant dans les modules de de Rham des tordues d’une représentation par
des caractéres de la forme ny? € X, o1 1 : Z; — L* est un caractére d’ordre fini et j € Z.
Pour ce faire, il s’avére utile de fixer certaines bases des modules Dyr(L(nx?)) de sorte de
pouvoir transférer aisément des éléments entre ces différents modules.

Rappelons que, si n : Z; — L™ est d’ordre fini, G(n) dénote sa somme de Gauss et
a€Zy,
donc aussi 9q,,) agit trivialement sur I’élément egR =G(n) - ey € Bqr ® L(n) et est donc

alors 0,(G(n)) = n(a) " G(n) et, si e, dénote une base de L(n), le groupe T' (et

une base du L-espace vectoriel Dgr(L(n)). Si j € Z, on a déja vu qu’il est de méme de
e?R =t"Je; € Bqr ® L(x?). Notons

€, = €y ¥ €j,

4. Les calculs suivants marchent, plus généralement, sans hypotheéses sur les poids de Hodge-Tate, soit
en tordant convenablement, soit en tenant compte des puissances de ¢ dans l'isomorphisme Dy (V)[1/t] 22
Z[1/t]@Dcris (V). Mais cette hypothése simplifie un peu la situation, permettant toute de méme de montrer
les idées qui apparaitront plus tard dans le cas de Rham.
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qui est une base de L(nx?), de sorte que I’élément

dR _ odR o odR
e, =¢€, ®e; =Gt I.ep;=Gn)e, @t e,

constitue une base du module Dgg (L(nx?)).

Si V € Rep.9q, est de Rham, alors V(nx’) lest aussi et on a, par ce qui précéde,

Dar(V(nd')) = Bar @ V @ L(nx?))@ = (Bar @ V)@ @ L - el = Dgr(V) ® L - €%,

L’application z — = ® R induit donc un isomorphisme Dgr (V) = Dgar(V (7x?)).

m,J

Enfin, on note e77 = €)1, e}/ = e_; les éléments duaux, respectivement, de e, et e;,
ainsi que

odRV —1 '
e,; =G -67\7/ ® tje}/,

base du module Dgr(L(n~tx~7)). L’application z + = ® ef;’v induit un isomorphisme

Dar(V(nx?)*) = Dgr(V) et on a z @ eOlR ® ede = z pour tout x € Dgr(V).

2.3.3 Interpolation des exponentielles duales

Soit V' € Rep ¥q, une représentation cristalline. Le module d’Iwasawa (analytique)
HY(Qp, 2(I',V)) est isomorphe a Dyig(V)¥=! et ce dernier s’exprime, grace au théoréme
2.2.4] en termes de distributions a valeurs dans Dgis(V'). Le but de ce qui reste du chapitre
est de décrire le lien entre la théorie d'Iwasawa (coté Hi, (Qp, V) ou bien H1(Q,, 2(I',V))),
les applications de localisation (coté Dyig(V)¥=1) et 'analyse fonctionnelle p-adique (coté

distributions).

Lemme 2.3.1. Soient u € HY(Q,, 2(I',V)), n un caractére constant modulo p™ et m > n.
On a alors l’égalité suivante (dans L, @ HY(Q,, V(—3)))

/an‘“u: > n(a)a_j-(/mx‘j-aa(u))-

a€(Z/pmZ)*

De plus, si V' est de Rham, on a une égalité (dans L, ® Dar(V(—j)))

exp’ ([T o e =6~ 3 e ([ 7).

a€(Z/pmZ)* m

Démonstration. En utilisant la décomposition I' = U, c(z/pmz)x0a - I'm, le fait que n est

constant sur I'y, et la formule pour I'action de I' sur H} (Qp, V), on a

/anj-u = > n(a)/aa_rmx(x)j-u

a€(Z/pmZ)*
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() /F 1,0, (2)X ()

a€(Z/pmZ)

= > nla)a? /F I, (o, 2)x(og )™ -

a€(Z/p™mZ)

- Y g@a / X~ 0all).

a€(Z/p™Z)

La deuxiéme assertion est une conséquence de la formule, pour W = V(nx =), V(j),

L =Q,, F,, de exp® comme la composition
HYL,W) — H'(L,W ®q, Bar) — H"(L,W ®q, Bar) = Dar(W) ® L,

I'inverse du dernier isomorphisme étant donnée par = +— [0 — logox], cf. pour une

démonstration dans le cas de Rham. O
Lemme 2.3.2. Soient A = Z?:l iV € D(Zp,Deyis(V))¥=1 et 2 = o)\ € Dyig(V)¥=1.
Soient n un caractére de Dirichlet de conducteur p™, n > 0, et m > 0. Alors

1. Sim<mn, ona

> nla)oa([¢em2],) =0,

a€(Z/pnZ)*

2. 85im>n, ona

a ; G d ,
> Lm)ffa([ajsﬁ_mz]o)z néﬂ) Z(/ et N)ar" g,

a€(Z/pmZ)*
et, en particulier, la formule ne dépend pas de m > n.

Démonstration. Sil = sup{n,m}, on a

>, @[ = @[ | Gner™ - Ao) - a; "

a€(Z/ptZ)* i Zy

d
-y L[ g

Zr ac(z/p'2)*

Or, 3 e z/pizyx N(a)Cpm = p'i(—p~™x). On déduit le point (1) du fait que 7 est a support
dans p™"Z; et donc ﬁ(;—,f) = 0 sur Z,. En ce qui concerne la deuxiéme affirmation, si

[=m>mn,ona

d m .
Y. n@oa([Fem]) = ;%(éﬂ(m)x]‘&)’a{mvi

a€(Z/pmZ)* P
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p™ o H(=1) T _
p Gl ) | . l(pmfn)xj S Ai) - a; "
P

= Y el )
= v Z,
d mfnG

_ Zp : (77) (/ ’I7_ll‘j . >\z) . a;mvi’
= p" 7

ol 'on a utilisé successivement les identités

x0T (=1
p G(n~)

Lnngy (@)

pm—n

Proposition 2.3.3. Soient A € 2(Zp,Deis(V))¥™L, 2 = & € Dyg(V)¥=! et p =
(Exp*)~12z € HY(Qp, 2(T,V)). Soient n un caractere de conducteur p™, n > 0, et j > 0.
On a alors une égalié entre les trois éléments de Ly, & Deyis(V') suivants

S e ([T el = 6t Y e 01— )
a€(Z/p"Z)
d
= Z(/ el N oM
i=1 V25

Démonstration. Une application du lemme et de la loi de réciprocité explicite de
Cherbonnier-Colmez [2.2.6] donne

exp*( /F el = G Y pa)aTexp( / X oa(w))

ae(2/p2)* "
= Gt Y m(@a™ [P Trp, e " Exp (0an)]
a€(Z/p"Z)*

_ a o :
= G(77) ! Z j’ED")l Ter/LnUa [ajﬁp Z]O ® tje_j,
a€(Z/pnZ)* * "

ou m € N est un entier assez grand. Or, on a (cf. lemme [2.2.8)

a C _m o n7)x 77(—“2% ajgo_”z , sin>0
> 771( TELTer/LnUa [ p™mz] ) = { Zl e/ 2)" i'p : Jo N
a€(Z/pnZ)* J°p (1—=p ¢ )zlo sin=
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En utilisant le (2) du lemme ci-dessus (avec m = n), on obtient

d
3 (@) raj —n G(n) >y 1 —n
9 no_a [8]Q0 2]0 = W ( y n 1.%'] : )\Z) LS ZEN OV
’ i=1 “%p

a€(Z/p"Z)

Notons finalement que, par le (1) du lemme le terme de gauche de la formule
ci-dessus ne change pas si I'on remplace z par (1 — @)z, ce qui permet de conclure.
O

Remarque 2.3.4. Comme 1’on observe dans la démonstration, on peut aussi modifier un
peu les formules pour traiter le cas ot 7 est le caractére trivial (qui s’avére en fait trés
important), mais vu que notre méthode ne nous permet pas de traiter ce cas en général,

on l'ignore pour le moment.

2.3.4 Interpolation des exponentielles

Le méme genre de calculs permettent de traiter le cas des puissances positives de .

Dans le lemme suivant on ne fait pas d’hypothése sur les poids de Hodge-Tate de V.

Proposition 2.3.5. Soient V une représentation cristalline et h tel que Fil_thriS(V) =
Deis(V). Soient A € D(Zp,Deis(V))¥™L, 2 = @ € Dyy(V)¥=L et p = (Exp*)~lz €
HY(Q,, 2(1,V)). Soient n : Z; — L* un caractere de conducteur p", n >0, et j > 1—h
tel que Uéquation &’z; = <y ait une solution et tel que exp : Deis(V(4)) = H (Qp, V(5))
soit un isomorphisme. On a alors une égalié entre les trois éléments de L, & Dyis(V)

sutvants
Wexp‘l(/rnx]~uvh,z)®e§§’v = G Y. nla)aale 01— ¢)zlo
a€(Z/pnZ)
d
i=1 7 Zp

Démonstration. Il suffit de reproduire les mémes calculs que dans la preuve de la proposi-
tion [2:3.3] et utiliser la loi de réciprocité explicite [2.2.7) de Perrin-Riou. Une démonstration
détaillée dans le cas de Rham est faite dans la proposition [3.3.10] O

Finalement, on peut résumer les résultats de cette section dans la proposition suivante.

tog( [ m9 - ) = exp*(fpx 7 -p)  sij=0
og( [ mx™ - p) = e L
r exp '(Jpox 7 -pu)  sij<O.

Notons

Proposition 2.3.6. Soient V' une représentation cristalline de 9q, a poids de Hodge-
Tate négatifs. Soient X\ € D(Zp, Deris(V))¥=1, 2 = @\, € Dyig(V)¥=1 et p = (Exp*) 71z €
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HY(Qp, 2(T,V)) et soit n un caractére de conducteur p", n > 1. Lapplication

ni = Avunr) = Y nla)aale k() (1 — ¢)2lo
a€(Z/p"Z)*

ne dépend pas de 1 et définit une fonction analytique Ay, € O(X) @ Deyis(V) telle que, si
J € Z esttel que j >0 ou j <0, alors

Aviulond) = TG+ D0l [ ) e
r

Démonstration. La proposition est une conséquence immeédiate des propositions [2.3.3] et
2.3.5] Notons que I'indépendance de 7, ainsi que le fait que Ay, définit une fonction
analytique sur tout ’espace des poids, suit du fait que ’on peut tout écrire en terme de la

distribution A, comme on le voit dans les égalités de droite des propositions. O



Chapitre 3

Le cas de Rham

Le présent chapitre contient le premier résultat principal de cette thése, qui s’encadre
dans I’étude des fonctions L p-adiques d'un (¢,T')-module de de Rham associées a un
systéme d’Euler, comme démarré par Perrin-Riou ([52]). On construit (thm. un
prolongement analytique de l’application de périodes de Perrin-Riou d’un (¢, I')-module
D de Rham sur &, fournissant, a partir d’un systéme compatible de classes de cohomologie,
une fonction L p-adique. On finit (section en étudiant le lien entre cette fonction et
l'accouplement d’Iwasawa sur les (¢,I') modules comme défini dans [22]. On construit
(lemme , & partir de cet accouplement et du choix d’un élément supplémentaire, une
fonction analytique sur I'espace de poids et on montre, en utilisant une loi de réciprocité,

que cette fonction satisfait une équation fonctionnelle particuliérement simple (prop.[3.4.8)).

3.1 Reésultat principal

Si€,d € X sont deux caractéres, leur distance est définie par v, (£ —0) = vp(z¢ — 25), ol
z¢, zs € B(1,17) sont comme dans Sin € X est un caractére d’ordre, on note c(n)
la puissance de p de son conducteur (de sorte que cond(n) = p°M), et, pour N > —oo, on
définit
B, N) ={£ € X | (6 —n) > p" W} Cx.
Rappelons que I'*(j) dénote le coefficient principal de la série de Laurent de la fonction

['(s) en s = j et que 'on a défini une application log : H1(Q,, V) — Dgr(V) en fonction

des applications exp et exp*. Le résultat principal de ce chapitre est alors le suivant

Théoréme 3.1.1. Soient D € ®T(#) de Rham a poids de Hodge-Tate positifs, z € D¥=1,
et notons p, = Exp*(2) € HE (Qp, D). Il existe un entier N(D)EL et une unique fonction

1. On pourrait aussi déﬁni‘r la distance entre §,§ € X comme v,(§ — ) = vp(2e — 25) si &|(z/qz)x =
3l(z/qz)x €t vp(§ — &) = —oo si non.

2. L’entier N(D) ne dépend que du module Dpg (D) et est borné en termes du conducteur de la plus
petite extension galoisienne K de Q, tel que I'action de ¥q, sur Dy (D) se factorise a travers @ . Si

o7



58 CHAPITRE 3

rigide analytique Ap . € O(Up) ® Dar(D), ot l'on a posé Up = Ucmsm(a)B(n, N(D)),
telle que, pour tout nx’ € Up, ot n est un caractére d’ordre fini et j € Z est tel que j > 0
o J K OEI, on a

Apa() = TG + ) tog( [ a7 ) @ el
I

Voici quelques remarques :

— On obtiendra ce théoréme (thm. |3.3.14)) comme conséquence d’un résultat plus gé-

néral énoncé dans le théoréme [3.3.3

— Si ¢(n) > N, Pouvert B(n, N) contient tous les caractéres de la forme nx?, j € Z,
j =0 mod g, ce qui implique que la fonction Ap . est unique

— Si D est de la forme Dyjg(V) pour une représentation cristalline V' de %q,, alors
I'application Ap , provient par restriction d’une fonction rigide analytique définie
sur tout l'espace des poids X, et coincide avec celle construite dans la proposition
2.0.0l

— Comme corollaire de ce théoréme, on obtiendra une construction partielle de la fonc-
tion L p-adique associée a un systéme d’Euler d'un (¢, T')-module de de Rham. Si
D = Dyig(V) est le (¢,I')-module associé a la représentation p-adique d’une forme
modulaire, on verra comment ces valeurs s’interprétent en termes de valeurs spéciales

de la fonction L complexe de la forme modulaire.

Voici un bref résumé de ce chapitre. On commence par rappeler les outils et notations
nécessaires dont on aura besoin pour la preuve du théoréme. On pourra consulter [47] et
[8], qui sont les références principales. La structure de la preuve du théoréme est la
suivante : Dans la section on rappelle des généralités sur les (¢,I')-modules de de
Rham sur I'anneau de Robba. Ensuite (section [3.3.2)) on étend au cas d’'un (¢, T')-module la
multiplication analytique par un caractére, le cas d’un (g, I')-module trivial ayant été traité
dans la section[I.2} Dans[3.3.4] on définit I'application Ap .. Le Lemme[3.3.5|calcule le rayon
de convergence de Ap ., ce qui explique la définition de I'ouvert B(N) du théoréme. Les
propositions [3.3.9] et montrent, en utilisant la loi de réciprocité explicite de Perrin-
Riou comme démontrée par Nakamura, les propriétés d’interpolation de Ap ., introduisant
l'opérateur différentiel auxiliaire Vj dans les formules. Enfin, quand D est a poids de
Hodge-Tate positifs et z € D¥=1 C Nrig(DW:1 on se débarrasse de 'opérateur différentiel
Vi, pour obtenir ainsi 'interpolation voulue. On finit le chapitre en donnant une variante
analytique de la fonction Ap . en termes de 'accouplement d’Iwasawa de Colmez et en

montrant une équation fonctionnelle pour Ap . dans le cas de dimension 2.

D = D,ig(V), ou V € Rep;¥q,, la constante N (D) est donc bornée en termes du conducteur de la plus
petite extension K/Q, sur laquelle V' dévient semi-stable.

3. Plus précisément, j doit étre suffisamment petit de sorte que expp_;) : Dar(D(—7)) — H _(D(—j))
soit un isomorphisme. Il suffirait donc de demander j < ho — 2, ot hg dénote le plus petit poids de Hodge-
Tate de D (cf. [7], thm. 0.9).
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3.2 Généralités sur les (¢, [')-modules

3.2.1 Sous-modules naturels de D

Soit D € ®I'(Z) de rang d. L’algebre de Lie de I' agit sur D via I'opérateur Q,-linéaire

T 1 log(y) 1 - st (- 1)’
V=TT T loex)  loa(x()) ;( D i

ou v € I' dénote n'importe quel élément pas de torsion dans I', ce qui définit un opérateur

différentiel au-dessus de 'opérateur V = ¢(1 + T)% agissant sur Z.

Lemme 3.2.1 ([9], thm. 1.3.3). Il existe ¢ > 0 et, pour tout 0 < s < &, des uniques
sous-&1% -modules D3 de D, satisfaisant
— D =% ® 40,4 DI0s],
— @(D1%s]y € DIOS/PL | et on a un isomorphisme 98)95/7) ® 10.5] D0l 5 DIOs/Pl . f@g
fo(x), pour tout n tel que rn, < Tpy(py-

10,s]

De plus, les modules D sont stables par I" et V.

Démonstration. Soit v1,...,vp une base de D sur #. Soient A et B les matrices de " et ¢
dans cette base et soit € tel que A, B € GLd(é"]O’d). On peut voir que les sous &1%¢l-modules
DI0s] — @Zd:léa]o’s] v; de D satisfont les propriétés du lemme. O

On définit m(D) de D comme le plus petit entier tel que le lemme est vrai avec

T'm(D) < € et son rayon de surconvergence par T'm(D)- Pour 0 <r <s< T'm(D), O1 pose

D[T’,S] = g[r,s} ®(g’]0,s] D}O,S]'

D = hﬂ l&n D[T’S},
s>00<r<s

ce qui montre que D est un espace de type LF (i.e limite inductive d’espaces de Fréchet).
Rappelons que 1'on a des morphismes de localisation ¢~ : Z210™] < L, [[t]] envoyant
T sur (pnet/P" — 1. Pour n > m(D) on définit

Dt (D) = Lullt]) @ s gio.rmy DO,

Ditn(D) = Lu((t) @1,[10) D:ﬁf,n(D)’

qui sont des Ly[[t]] et L((t))-modules, respectivement, libres de rang d et munis d’une

action semi-linéaire de I'. Finalement, on définit

Dyit(D) = lim Daig,n(D) Dyyp(D) = lim Dy (D),
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qui sont, respectivement, des Loo((t)) = UpLn((t)) et Loo[[t]] = UpLy[[t]]-modules libres
de rang d.

3.2.2 Théorie de Hodge p-adique

Comme l'on a déja remarqué, la plupart des objets de la théorie de Hodge p-adique
peuvent étre exprimés purement en terme des (¢, I')-modules. Suivant ce programme, com-

mencé par Fontaine [32], on définit les invariants suivants.

Definition 2. Soit D € ®I'(#) de rang d. On définit
Deis(D) = (D[1/t)" = (D @4 %[1/t])"  Dar(D) = (Dait(D))",

qui sont des L-espaces vectoriels de dimension finie.

On muni Dgg(D) de sa filtration de Hodge, qui est donnée par Fil'Dgr (D) = Dgr(D)N
tiDc'fif = (tiD:{if)F. On observe que Dgyis(D) est muni d’une action bijective du Frobe-
nius ¢ ainsi que d’une filtration induite par l'inclusion Des(D) € Dgg(D) définie par
& € Deis(D) = 1y(@™(x)) € Dgr(D), ot on a noté 1, = o~ : DI%™I[1/t] = Dgi(D)

I’application de localisationﬁ On a
dimq, Deis(D) < dimg, Dar(D) < rangy, D,

ou la premiére inégalité est évidente par ce qui précéde et la derniére suit en remarquant que
Dyis(D) est un Lo ((t))-espace vectoriel de rang d = rang, D et Dgr(D) = (Dgir(D))"
est donc un (Lo ((t)))" = L-espace vectoriel de rang < d.

Definition 3. Soit D un (¢, I')-module sur Z. On dit que D est cristallin (resp. de Rham)
si 'inégalité dimq, Deris(D) < rangg, D (resp. dimg, Dqr(D) < rangy, D) est une égalité.

Si D est de Rham, on définit ses poids de Hodge-Tate comme les opposés des entiers ot
la filtration change, c’est-a-dire I'ensemble {—h € Z : Fil"Dgg (D) /Fil"*"'Dgr (D) # 0}.
3.2.3 L’équation différentielle p-adique N, (D)

Rappelons la construction de Berger (cf. [7], [9]) de I’équation différentielle p-adique
N.ig (D) associée a un (¢, I')-module de de Rham D sur Z.

Proposition 3.2.2 (][9], théoréme I11.2.3). Soit D € ®T(Z) de rang d, de Rham, et, pour

chaque n > m(D), posons

N (D) = {o € DO™I[1/1] 1 o™ (2) € Lin[[t] ®©q, Dar(D) pour tout m > n},

4. 11 existe ici un petit abus évident en notant par ¢~ " deux applications différentes (I'une étant
lapplication de localisation notée usuellement ¢,, et 'autre 'inverse de 'opérateur ¢ agissant sur Deyis(D)),
mais cela ne devrait pas causer de problémes de lectures.
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et Nyig (D) = lim Nrig]o’“‘](D). Alors, Nyig(D) est un (¢, I')-module sur %, de rang d, qui
satisfait

— Nug(D)[1/8] = D[1/4].

— D(inf’n(Nrig(D)) = Ly[[t]] ®x Dar (D) pour tout n > m(D).

— V(Niig(D)) C tNiig(D).

Le (¢,I')-module Nyje(D) ainsi obtenu est de Rham et a poids de Hodge-Tate tous
nuls. Remarquons que I'on peut reconstruire D, & partir de la donnée de Nyjg(D) et de la

filtration de Hodge sur Dgr(D), a partir de la formule
D = {x € Nyyg(D)[1/t] : ¢ "(x) € Fil°(L,((t)) ®q, Dar(D)) Vn > 0}.

Ceci implique en particulier que, si les poids de Hodge-Tate de D sont négatifs (resp.
positifs), alors Dag (D) = Fil’Dgr (D) (resp. Fil'Dgr(D) = 0), d’ott Ly, [[t]]®q, Dar(D) C
Fil’(La((1)) ©q, Dar (D)) (resp. Fil’(La((£)) ©a, Dar(D)) € L[]} ©q, Dar(D)) et done
Niig(D) € D (resp. D C Nyjg(D)). Plus généralement, si les poids de Hodge-Tate de D
sont contenus dans [a, b], on a des inclusions t %D C Ny (D) C t~°D. En particulier, si D
est a poids de Hodge-Tate 1,k, avec k > 1, on a D C tNyg(D) C t'=kD.

La troisiéme propriété caractérisant Nyje (D) permet de définir un opérateur différentiel
0= %V : Nyig(D) = Nyig(D),
satisfaisant les identités 0o p =ppod et oo, =a 0, 00. On a donc un foncteur
{ (¢,T')-modules de de Rham sur Z} — {(p,I')-modules sur % a connexion}

D — Niyig(D),

la derniére catégorie étant la catégorie des équations différentielles p-adiques avec une
structure de Frobenius et une action de I'. Ce foncteur est un ingrédient clé dans la preuve
du théoréme de monodromie p-adique (cf. [7]). Si D est un (¢, I')-module de de Rham sur
Z, on notera A = Ny, (D).

3.2.4 Les anneaux de Fontaine

Rappelons la construction des anneaux de Fontaine associés a une extension galoisienne
finie K de Q. Notons Ky, = KF,, = K(jupr), Koo = Kl = UpKy, Ko = KN Q}' la
plus grande sous-extension de K non-ramifiée et K{; la plus grand extension non-ramifiée
de Ko dans K. Notons % = Gal(Q,/K), T'x = Gal(Ky/K).

La théorie du corps des normes (cf. [20] par exemple) permet de construire des ex-

tensions étales é”;{ / éa(gp de degré [Ko : Fool, munies d’une action du Frobenius ¢ et du
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groupe 'k = Gal(K+/Qp). Plus précisément, soit E = @x»—)x? C,= CE} le corps basculé
de C,, qui est un corps de caractéristique p, algébriquement clos et muni d’une valua-
tion vg(z) = v,(z(?) pour laquelle il est complet. Notons 1 # ¢ = (1,6 ...) € E,
et E* l'anneau des entiers de E, qui s’identifie & la limite projective l'glw'_mp Oc, /a
pour n’importe quel idéal a C Oc, contenant p et différent de I'idéal maximal de Oc,.
Soient Eq, = Fy((¢ — 1)) et E la cloture séparable de Eq,. La théorie du corps des
normes permet de montrer que Gal(E/Eq,) = #q,. Si K/Q, est une extension fi-
nie galoisienne de Q,, on pose Ex = E”%. On dispose d’une application bien défi-
nie et injective @xHNKn/K" (@ Ok, — E* d’image 'anneau des entiers E}r( de Eg,
qui fournit une uniformisante Tx de I'extension Ex/Eq, (I'image d'un systéme compa-
tible (wn)neN Ol wy, est une uniformisante de K, pour n assez grand). Soit P(X) =
X +ag, 1 XWeo™t . 47y € Eq,[X], ot di,, = [Kx : Fxo] ¢t @; € Eq,, le poly-
nome minimal de 7Tx sur Eq,. Enfin, si P € Z,[[T]][X] est tel que sa réduction modulo p
soit P(X), alors 5’;{ = éacgp [X]/P(X) et on note mx I'image de X dans ce quotient, dont

la réduction modulo p est Tx.

L’anneau 5’;{ s'identifie & Panneau des séries formelles f(Tx) = Yoz axTF, ai € K,
a coeflicients bornés, qui convergent sur une couronne 0 < v,(Tk) < r pour un r assez
petit (qui dépend de f). On peut de la sorte définir les anneau 51[;"’8}, qui s’identifient aux
séries de Laurent convergent sur la couronne Cj, /e s/ = {2 € Cp ¢ 1/e < vp(2) < s/e},
munis de la norme spectrale v, ainsi que 5}?’8, @@Iy, etc. En complétant é”‘;{ pour la

famille de normes v, on obtient une extension étale Z /% et on a

Gal(Zx | Rq,) = Gal(& /6L ) = Gal(Koo/ Fuc).

On a un opérateur de dérivation 0 agissant sur Zk : si K/Q, est une extension non-
ramifiée, on a Tx =T et Of(T) = (1 +T)f'(T) pour f(T) € %k ; si K/Q, est ramifice
et P € Zpy[[T]][X] dénote le polynéme minimal de Tk € éOIT( sur é”gzp comme ci-dessus,

l'identité OP(Tk) = 0 et le fait que O est une dérivation donnent la formule
Tk = —P'(Tk) ™ (0P)(Tk),

o, si P =Y fiX' € Z,[[T][X], 9P = 3. 0f; - X°.

Enfin, soit ¢7 = log(T) une variable formelle et étendons les actions ¢ et I'x sur Zk

a des actions sur Zk[¢r] par les formules

p(lr) = plr +10g(p(T)/T?), ~(lr) = Lr +1og(y(T)/T).

La dérivation 0 agit sur ¢ par Oy = T7'9T = 1 + T~'. On définit un opérateur de
monodromie sur Z [{7] comme la dérivation Zk-linéaire N telle que N ({7) = —p/(p—1).
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3.2.5 Théoréme de monodromie p-adique et surconvergence

Soit
Ok /Eq, & Eq,

la différente de I'extension Ex/Eq, et posons dx = dr, '”E(DEK/EQP) € N, oudg, =
[Ex : Eq,] = [Kw : Fix] comme plus haut. Rappelons (cf. [20], prop. 4.12) que, si ¢(K)
dénote le conducteur de KE| et n > ¢(K) + 1 est un entier, alors [K,, : F,] = di_, et
o = dx., -p”vp(DKn/Fn). En particulier, si K a suffisamment de racines de I'unité, dans

la terminologie de [23], alors v = [K : Q] - v,(0k/q,). On aura besoin des faits suivants :

Lemme 3.2.3 (]25], lemme 2.17 et lemme 2.14). Si s < (6x + 1)}, alors

OTyx € T 9k ﬁ;“ et on a ’U[r’s](é?TK) > —1 pour tout 0 < r < s.
K

D’aprés le théoréme de monodromie p-adique (cf. [9], thm. I11.2.1), il existe une exten-

sion galoisienne finie K de Q,, tel que I’on a un isomorphisme
R llr) @iy (Zrcllr] 0z D) = Ry [lr] 07 A,

ou l'on rappelle que A = Niyjg(D). On note Dygy = (Zk[l1]) @2 A)'E Tespace des I'i-
solutions de A. C’est un (¢, N, Gal(K/Q))-module filtré (la filtration dépend de la donnée

de D). Le résultat suivant permet de reconstruire A a partir de Dyg;.

Proposition 3.2.4 (cf. [9], Thm II1.2.1 ou Thm. C). Soient D et Dy comme ci-dessus.
Si K est une extension galoisienne finie de Qy telle que 9q, agit sur Dysy a travers
Gal(K/Qy), alors

A = (%K[ET] QK Dpst)Gal(K"O/F‘X’)’N:O,

le groupe Gal(K/Fuo) agissant sur Dy a travers Gal(K/(K N Fy)) C Gal(K/Qy), et
sur A a travers Gal(Koo /Foo) = Gal(Zk | %q,) (il agit trivialement sur ’élément ).

On récupére l'action de I' via I’action résiduelle du groupe I'k sur le module A, I’action
de ¢ via son action (diagonale) sur le produit tensoriel et 'action de 'opérateur d a travers

celle sur Zk [lk]. Le lemme suivant sera trés utile pour nos constructions futures.

Lemme 3.2.5. Il existe, pour tout 0 < s < (6x + 1), des sous-gg):]-modules Alosl ge
A, munis d’une famille de valuations (v[r’s])0<r<s, satisfaisant les conditions du lemme
et de sorte que, pour tout 0 < r < s, la norme v de Uopérateur & sur Al soit
> —s—2.

Démonstration. Débarrassons-nous d’abord de opérateur N. Le module M = Ko[l1] ®k,
Dyt est un Ky[¢r]-module libre de rang d muni d’une action de G = Gal(K«/Fx) (agis-

sant sur le facteur de droite) et de N (agissant diagonalement) et on affirme qu’il contient

5. Le conducteur de K est la borne inférieure de I’ensemble des ¢ tels que le groupe de ramification
supérieure %2 agit trivialement sur K.
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un systéme libre de générateurs wi, . .., wq tués par N. En effet, notons oo = —% la valeur
de N sur {7 et posons, pour v1,...,vq une base quelconque de Dy,
+o0 a
k k k
w; = Z(—l) ?KT X N Vi,
k=0

qui est une somme finie car N est nilpotent. Alors les w; sont par construction tués par NV
et ils forment un systéme libre de générateurs de M, car 'opérateur Z;ﬁf)(—l)k%€§®N k
est inversible, N étant nilpotent. Le module W = (K [ET]®DpSt)N =0 est donc un Ky-espace

vectoriel de dimension d, muni d’une action de G, et on a
Kollr] ®x, W = Kollr] @Ky Dpst-

Soit v1,...,v4 une base de Dy de sorte que la matrice de 'opérateur N soit a coef-
ficients entierslﬂ et soient wq,...,wy les éléments formant une base de W fournis par le

paragraphe précédent. Posons, pour 0 < s < (6x +1)71,
Al — (9 g WG C 62 @ W C B @ W

OnaG = Gal(Zk /#q,), et le théoréme de Hilbert 90 implique que HYG,GLy(%ZK)) =

1. Le module W est donc Zx-admissible au sens de Fontaine et on a un isomorphisme
Rk Qg (R @iy W) = Ry @pcg W

de Zk-modules topologiques de rang d munis d’une action de G, induit par f® (¢ ®@x) —
fg ® x, et qui est compatible avec les structures présentes sur Zi. Cela veut dire que le
Z-module (Zx @k, W) est de dimension d.
Sir< (6 +1)71, alors Zx = #q, ®gg,s] éal]?’s} d’ou
P

(%K R K, W)G = (%QP ®(§;é§),s] (o(‘}]?’s} KK, W)G = %Qp ®(%0,5] (5}}?’51 R K, W)G,
P

P

ce qui montre que

A= % ®@@]0,s] A}O’s].

De plus, le fait que éaf]?’s/p} ® 410,s] cp(g’l}?’s]) = é?I](O’S/p] et les formules pour l'action de ¢ sur
K

6. Ceci est possible grace au fait que N est nilpotent : si v1,...,vq est une base de Dyt de sorte que la
matrice de N soit triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale, alors on peut choisir des entiers
0 <n2 <nsg<...<ng desorte que la matrice de N dans la base v1,p"?ve,...,p"%vg soit & coefficients
entiers comme on voulait.

7. Comme on le voit, par exemple, en notant que, si s < (§x +1)7*, éa}?’s] est un oﬁg:]—module libre de

rang dgi_, , dont une base est formée par 1, Tk, .. .7T"lKo<:*17 et donc Zq, ®gg,s] éa}?’s] = ®i%q, ®g(]§,s]
P P

g(]QOI;S] . T}‘( = EBi’%QP . TIZ( = %K
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{7 montrent que la deuxiéme condition du lemme [3.2.1] est satisfaite.

Les modules & I]? ] ® W sont des éa(g);s]—modules libres, dont une base est donnée par les
éléments (TIZ( ® Wj)0<i<doo,1<j<d, €t ils sont munis d'une famille (v[’"’s])0<r<3 de valuations
définies par

’ : — 3 s .. .. ]07 ]
ol s](Z fij - T, @ wj) = 1i1’1jfv[r S](fw) (fij € @@st )-
l’j

Calculons la norme de lopérateur 9 sur la base décrite ci-dessus pour une de ces

valuations. On a d(f7) =1+ T~ et donc

+oo —k
o(w) = A (1) th @ Nhvy)
k=0
+o0 ok
= (14+77hH Z(—D’f(k — 1)‘@*1 ® NFu;
k=1
+00 ak
= —a'a+Th Z(—l)"“?ﬂ% ® N¥(Nw;)
k=0 '
2 1 1 < ra ko k
— ;—ala (1+T );(—1) — @ N

d
= Z —aja (1 + T Yy,
=1

ou Nv; = Zle a; - v;, avec vp(a;) > 0 pour tout [, par le choix de la base vy,...,vq de
Dyt On en déduit que, si A dénote I’anneau des entiers de Ky et Wy dénote le A-module

engendré par les éléments wi, ..., wq, alors

En utilisant I’estimation du lemme et la définition de 019!, on en déduit

WS (AT ® w;)) ol (10(Tw )Tt @ dw;)
o O(T) T p )

—s — 2.

vl

Y

Enfin, Al%sl C %]Ig,s} ® W est stable par 0, il est muni par restriction d’une famille de

valuations v[), et on a, par ce qui précede,
ol (02) > 0¥l (z) — s — 2,

ce qui finit la preuve du lemme.
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O

Remarque 3.2.6.

— Si0<r<s<(dg+1)7 les modules

ZXV£]::é%£f]@Q ZﬂOﬁ]::(éé?S]@DVV)a

10, 5]
o,
complétés de Al%s! pour la valuation vI™%!, sont des &1"sl-modules de rang d, munis

de la valuation v[™* pour les quelles la norme de  est > —s — 2. On a

A=lig lim Al
s>00<r<s

— Le lemme [3.2.5 ci-dessus montre que le rayon de surconvergence du module A peut
étre majoré en termes du conducteur de la plus petite extension K/Q, telle que ¥k
agit trivialement sur Dpgs. Si V' € Rep;9q, est de Rham, ceci permet de borner le
rayon de surconvergence de A = Nyjg(V') en termes de la plus petite extension K de

Q, sur laquelle V' dévient semi-stable.

3.2.6 (¢,[')-modules relatifs

Soit A une algebre affinoide sur Q,. On définit I'anneau de Robba %4 relatif a A en
posant, pour 0 < r < s,

%K’S} — %[T’S}(@A; %1275] = 1&11 %K’S]; %A = hﬂ%}?’s}
0<r<s s>0
Ceci s’interpréte en termes de fonctions analytiques sur des espaces rigides : si I C [0, 1]
est un intervalle d’extremités dans pQ et A! = Sp(Q,(T)) dénote la droite affine rigide de
parametre T, en notant By I'ouvert admissible de A' défini par va(T) € I (va = —log,|-|a

dénote la valuation de l’algébre affinoide A), on a un isomorphisme naturel
#' = O(Sp(A) x By).

On a aussi une interprétation en termes de séries de Laurent (resp. de puissances si 0 € T)
a coefficients dans A de la maniére évidente. On a un endomorphisme A-linéaire d’anneaux
Y z@f’s] — %L?’s/p}, qui envoie 7" sur (1 4+ 7)? — 1, induisant une action de ¢ sur Z4 et
on a une action continue du groupe I', agissant par oo (7) = (1+7)% -1, a € Z), sur tous
les anneaux définis ci-dessus.

Un (¢,T')-module sur %L?’s] est un module projectif et de type fini DI% sur %’]X’S},
muni d’actions semi linéaires du Frobenius et I, commutant entre elles, et tel que ¢ induit

un isomorphisme %L?’S]-linéaire o ®id : D0l ® 0.1 ,@L?’s/p] — DIos ® 0.5 . ,@L?’S/p}.
A A
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Un (¢,I')-module sur Z4 est un Zs-module D tel qu’il existe s > 0 et un (¢, I')-module
D0s] gur %L?’S] tel que D = DI%s] @ 0] Z 4. Plus généralement, si X est un espace rigide
A

]

analytique sur Q, et r > 0, on définit %])((J_,r comme le faisceau de fonctions analytiques

. 0,r
sur X x By, et Zx = hﬂmo %’]X !,

3.2.7 Cohomologie des (¢, I')-modules

Si V est une représentation p-adique de ¥q,, le complexe du théoréme permet de
calculer la cohomologie galoisienne de V' en termes de son (¢, I')-module D(V') sur &q,
associé (|38]). D’aprés [43] et [42], on peut définir la cohomologie des (¢,I')-modules sur
I'anneau de Robba %4 relatif & une algébre affinoide A sur Q,, (et, plus généralement, sur
un espace analytique rigide sur une extension finie de Q,,), retrouvant les constructions de
Herr dans le cas d'un (¢, I')-module étale au-dessus d’un point.

Soient A une algeébre affinoide sur Q, et D un (¢, I')-module sur Z4. On note I C T’
la partie de p-torsion de I, qui est triviale si p # 2, et cyclique d’ordre 2 quand p = 2. Soit
v € T tel que son image dans I'/T” en est un générateur topologique. On pose vy = 7 et,
pour n > 1, v, un générateur topologique de T'y,. Pour § € {p, 9} et v/ € {7, : n > 0}, on
note D' = DV sin=0et D' = D sin > 1, et on définit le complexe

€5 (D): 0D =D @D =D -0,

ou les fleches sont données, respectivement, par = — ((§ — 1)z, (7 — 1)z) et (z,y) —
(v'—1)x—(6—1)y. Les modules ng,(Qp, D) sont définis comme les groupes de cohomologie
de ce complexe. Si K = F,,, n > 0, on notera H'(K, D) = Hfo% (D).

Proposition 3.2.7 (cf. [42], prop. 2.3.6 et thm. 4.4.2). Soient A une algébre affinoide
sur Qp et D un (p,I")-module sur #4. Les complexes €, (D) et €y (D) sont quasi-
isomorphes et les groupes de cohomologie Hfo 'y/(D) sont des A-modules de type fini com-

patibles au changement de base. On a une dualité locale et une formule de Euler-Poincaré.

3.2.8 Cohomologie d’Iwasawa des (p,I')-modules

Soit A = Zy[[I']] = lim Z,[['/T'yx]] Valgebre d’Iwasawa de I'. On décompose I' =
[tors 5 'St oty TS et TSt désignent, respectivement, la partie de torsion et sans torsion de T,
ce qui fournit un isomorphisme A = Z,[I'*"*|®z_Z,[[T*"]]. Soit v un générateur topologique
de I'*" et notons [y] son image dans A. On obtient un isomorphisme A = Z,[I"°|®z, Z,|[[T]]
en envoyant [y] sur 1+ 7.

Soit Ase = Z7T(I') lalgebre d’Iwasawa analytique. Précisément, si m C A est Iidéal
maximal de A (c’est I'idéal (p,T') sil'on choisit un isomorphisme A 2= Z,[I""| @z Z,[[T*']])
et, pour n > 1, on pose A, = ZT|(T) = A[#]A la complétion p-adique de A[%],

[%] s A[mY

qui est une algeébre affinoide sur Q,, alors I'application naturelle A i
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induit A1 — Ay et on a
Aoo = l&nAn ®Zp Qp‘

Le choix de Pisomorphisme A = Z,,[[*"*|®z, Z,[[T]] fait que A, = Z,[T*"]®z, Z,[[T]] [le/)rn "
s’identifie aux fonction analytiques sur la boule v, (T") > 7y, d’ott un isomorphisme Ay, =
Q"] ®q, Z*. Ce dernier espace s'identifie & I'anncau H(X,0) des sections globales
sur I’espace des poids p-adiques, qui, par le théoréme d’Amice, s’identifie aussi & I'algébre

des distributions Z(I") sur I.

On note A% le module A,, muni de l'action de T" via y(f) = [y} - f,y €T et f € A,.
On définit

n s>0r<s

qui, dans la notation de la section [[.1.4] n’est rien d’autre que 'espace des distributions
P, %) sur I" a valeurs dans Z.

Si D est un (¢, I')-module sur %, on définit sa déformation cyclotomique par

7,9]

Dfm(D) = Diq, A%, = lim lim lim D!

n s>0r<s

Les actions ¢, ¥ et T sont données par les formules
o)) =)@ YreN) =4@ oA HreN) =@ h

pour z € D, A\ € Ay et v € T'. Le module Dfm est un (¢, I')-module sur I'anneau
Ry = hgn Xy, de Robba relatif a ’espace des poids. Encore une fois, on a, par définition,
Dfm(D) = 9(Z,, D).

On définit la cohomologie d’Iwasawa de D comme

Ce sont, d’apreés le théoréme [3:2.7] des Ao-modules de type fini. On peut donc voir les

groupes de cohomologie d’Iwasawa comme des groupes de cohomologie & valeurs dans

92X, D).

Sin:I' — L* est un caractére, on note aussi 7 : Ao — L le morphisme induit, et on
a un isomorphisme
Dfm(D) ©a, L = D).

Sipe HfW(Qp, D), cet isomorphisme induit des morphismes de spécialisation

Hi(Qp. D) — Hiy (D) s / 0w
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Si D € ®I'(Z), on définit le complexe %7 (D), concentré en [1, 2], par

D 274 Dy.

[0,2]

pert (Aoo) et calcule la cohomologie d’Iwasawa de D (cf.

Le complexe %TZ(D) appartient & D

[42] thm. 4.4.8). On a, en particulier, un isomorphisme
Exp® : H}\, (Qp, D) — D¥=!

dont l'inverse est donnée par z +— [pTl og(x(7))(z ® 1),0] Si z € D¥=!, on note, afin
d’alléger les notation, p, 'élément (Exp*)~!(z) € H} (Qp, D). Sin > 0, on a la formule

pour la spécialisation

/rn e = /Fn - (Bxp*) ™'z = [ra(n) (2 ® €), 0] € Hy, (D),

ol T (Vn) = p~ " log(x(Vn)),sin > let 1o(y0) = &= log(X( 0)). Terminons en mentionnant
que 7 induit un automorphisme sur A,, donné par n([v]) = n(y)~t - [4], ce qui induit un
isomorphisme de (¢, T')-modules Dfm(D) = Dfm(D(n)), donné par z ® [y] — (z ® e;) ®

n(v)71[7], et donc un isomorphisme de A,-modules

Hiy(Qp, D) = Hiy(Qp, D(1) = = p® es.

/FU'M:/Fl'(M®€n)-

3.2.9 Applications exponentielles

On a, par exemple,

Soient D € ®I'(Z) un (¢,I')-module de Rham et n > 0. On rappelle dans cette section

la définition des applications exponentielle et exponentielle duale de Bloch-Kato

expp g, : Ln ® Dgr(D) — Hi, (D),

exXph p, - Hj,,% (D) = L, ® Dgr(D).

Si M est un module muni d’une action de T', et 7/ € {~,, : n > 0}, on poseﬂ
os (M) = M 74 ),

et on définit les groupes de cohomologie H;,(M ) =H i(C’;,(M )). Par exemple, si D €

8. Si p = 2, il faut appliquer a z le projecteur naturel sur le sous espace d’éléments I'-invariants. On
évitera ce cas-ci, se traitant de la méme maniére mais avec une complication technique supplémentaire.

9. Comme précédemment, M’ = M si+ =~ et M’ = M autrement.
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OI'(Z) et n > 0, alors
HY) (Dgif(D)) = Dgi¢(D)"'" = L, ® Dar(D).

Proposition 3.2.8 (cf. [47], thm. 2.8). Soient D € ®T'(Z) et n > 0. Il existe une suite

exacte canonique et fonctorielle

0 — H)., (D)—H), (D[1/t) e H) (Di(D)) — HY) (Daig(D)) —

91,0

H}. (D) — H}, (D[1/t) ® H. (D§(D))) — H. (Dair(D)) —
— H;%(D) — Hf,,%(Du /t]) — 0.

On définit

expp g, : Ln ©q, Dar(D) = H, ., (D)

comme le morphisme de connexion d1 p de la suite de la proposition ci-dessus.

Explicitement, si z € Dqr(D) = (Daie(D))", alors il existe m tel que & € Dgig (D),
et il existe aussi & € DI%m][1/¢] tel que ¢ ™*(&) — 2 € D (D) pour tout k > m. Alors
on a

1,p(x) = [(v — 1), (¢ — 1)Z] € H (D).

On remarque que, par I'exactitude de la suite de la proposition, exp p est nulle sur FilODdR(D).
Si D € ®I'(Z) est un (¢,I')-module de de Rham et n > 0, on a un isomorphisme
Loo((t))®L, (Ln@Dgr(D)) = Dyt (D) et I'application L, @ Dgr(D) — H%n (Dqit(D)) qui
envoie & € L, ® Dqr(D) vers la classe de cohomologie [log x(yn)(1 ® z)] € H}, (Dgit(D))
est un isomorphisme. De plus, on a une application naturelle H, i’ﬁn (D) — Hvln (D(“;f(D)) —
H%n (Dgit (D)) définie par [(z,y)] — [¢~ "], ot m > 0 et [-] dénote la classe de cohomologie
correspondante. Cette application est bien définie : si (z,y) € D @ D est un cocycle
représentant une classe de cohomologie dans Hg}mn (D), alors (1 —p)x = (1 —y,)y et donc
o Mg — (M Dy = (1 —vn)e ™y, ce qui implique que les images de ¢~ ™ et @ (m=1)g
dans H} (Dg,(D)) = Dai(D)'/(1 — ’Yn)DZﬁf(D),H different par un cobord et la classe

définie par 1’élément ¢~z ne dépend donc pas de m. On définit

—m

expp , H;%(D) — L, @ Dgr(D)

comme la composition Hé’% (D) — H%n (Dl:(D)) — len (Dait (D)) = Ln ®q, Dar(D).
Remarquons que, par construction, 'image de exp*D7 , tombe dans L, ® FilODdR(D).

Si D = Dyig(V), on a expp p, = expy p, et expp = expy p via les isomorphismes
L, ® Dgr(D) = L, @ Dgr(V) et prﬁn (D) = HY(F,,V). Enfin, les applications exp et

10. Rappelons une derniére fois que si M est un I'-module et n > 0, on note M’ = M™ sin=0et M
si non.
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exp® sont l'une 'adjointe de l'autre : si € Dgr(D) et y € Hiw(D*(l)), on a

<CIT, eXpB*(l) (y)> = eXpD(x) U Y,

ou l'accouplement & gauche (, ) : Dgr(D) x Dgr(D*(1)) = Q, est induit par Dgr(D) X
Dar(D*(1)) = Dgr(Z(1)) = Q, et celui & droite est 'accouplement local de cohomologie.
Si cela ne pose pas de problémes, on omettra les indices dans les notations des applications

exponentielles.

3.2.10 Exponentielle de Perrin-Riou

Rappelons la formulation de I’application exponentielle de Perrin-Riou pour un (¢, T')-
module de de Rham (cf. [47], [§]) et la loi de réciprocité. On définit, pour h > O|E|,

I'opérateur différentiel
Vi=(V—h+1)o(V—h+2)o...0V € Ay.

Lemme 3.2.9. Soit D un (p,I')-module de de Rham sur Z et soit h > 1 de sorte que
Fil"Dyr(D) = Dar(D). Alors V,(Nyig(D)) € D et induit un opérateur Aoo-linéaire

Vi : Nyg(D)V=! — D¥=1,

Si @ € Nyig(D)¥=! et n > 0, I'expression [(p*”(x)]j pour j € N, n’est définie que si
n est assez grand. Pourtant, lidentité Try, /r, 0 ¢™™ = ¢~ ™ot m > n > 0, nous
permet de lui donner toujours un sens en utilisant les traces et en considérant les valeurs

p "Trp, /1, [¢~"]j, ot m est n'importe quel entier assez grand.

Théoréme 3.2.10 ([47], thm. 3.10). Soient D € ®I'(#Z) de Rham, h > 1 un entier tel que
Fil "Dyr(D) = Dgr(D), z € Nyjg(D)¥=! et n > 0. On a
(1) Sij >0 etil existe z; € Nrig(D)w:p_j vérifiant 8 zj = z, ou si 0 < j < —(h — 1)

et zj = 077z, alors, on a, pour m >0,

/ X, = T (—j—h 1) exp(Try, /p,[¢" " zl0 @ 7 €;),

(i) Sij > h, on a, pour m >0,

m(—j—1)
eXp (/n X ! 'Mvhz) = F*(_] —h+ 1)Ter/Ln[@ a]Z]O ®tje—j‘

Remarque 3.2.11.

11. Dans la formule ci-dessous, Vo dénote simplement 'identité et V, = V.
12. Rappelons que, si z € D%l Pélement " appartient a Ly[[t]] ®q, Dar(D), s’écrit donc sous la
forme ™"z =37, d;t’, dj € Ln ® Dar(D) et pose alors [p~"z]; = d; € Ln ® Dar(D).
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— Rappelons que, pour j € Z, I'élément e; dénote une base du L-espace vectoriel L(j)
muni d’actions de I' et ¢ par les formules o4(e;) = a/ - €j, a € Z) et @(e;) = e;.
Si D est un (p,I")-module, on note D(j) = D ®r L(j) la tordue de D par la j-
iéme puissance du caractére cyclotomique. Si D est de Rham, D(j) l'est aussi et on a
Dar(D(j)) = Dar(D)®Dar(#(j)) = Dar(D)®L-(t7e;) = Dar(D)® L-€j%, dans
la notation de (voir aussi plus loin). Le terme [~ "z;]o appartient & Dggr (D) et
z + z ® tJe; induit un isomorphisme Dagr (D) = Dar(D(j)). La premiére égalité
a lieu dans L, ® Dgr(D(j)) et la deuxieme dans L, ®q, Dar(D(—j)).

~

— Notonons que p — p ® e; induit, pour j € Z, un isomorphisme HIIW(QI,,D) —
Hl (Qp, D(j)) et on a an x@)7 o, = fl“n 1-(p: ®e_j). Si j > 0, I'élément
0 (2@ e_;) € Ly[[t]] @ Dar(D(—j)) s’écrit sous la forme t 7™z @ t/e_; et, si on
écrit o "z =Y, dit! € Ly[[t]]@Dar (D), Iexpression [p"(2®e_;)]o dénote I'élément

d; @t ej, qui n’est autre que p;;w [~ "07 Z]0®tj€_j, et le deuxiéme point du théoréme

est donc une paraphrase de la loi de réciprocité de Cherbonnier-Colmez. Pour j < 0,
le résultat est un peu plus mystérieux (au moins pour I'auteur) car I'opérateur o7,
devenant un opérateur d’intégration, fait apparaitre des termes qu’on ne voyait pas

directement dans le développement de ¢~ "z.

— Sij > 0 l'application expp;) g, est bijective et on peut reformuler le résultat en

disant que, si j > 0 ou j < 0, alors, pour m > 0, on a

T*(—j — h+1)
pm(_j—l)

Ty, [~ 2]o = . log(/ X V) ® eiP}V,
F’IL

ou log dénote, comme précédemment, exp ou exp* selon que j < 0 ou que j > 0.

— Sin >m(A) (A = Ni,ig(D)), alors I'introduction de m dans les formules est superflue

et, comme 1(z) = z, alors z € D% et on a

—m(j o L, :L o .
P m(y+1)Ter/Ln [o~™d 2]y = [;n—nd[@ n+Dgiz).
On remarque que [ZZZLL,ZL] =1sin>0et [L;;;L] = pp%l_

— Si V € Repp(¥q,) est une représentation cristalline, on a un isomorphisme % ®q,
Deis(V') = Nyig (V') défini par f(T)®@z — f(T)z. On peut composer la restriction de
Vi a (2t @Q, Dis (V)1 = D(Zy, Deis(V))¥=1 avec l'inverse de 'isomorphisme
de Fontaine-Pottharst Exp* : H{ (Q,, V) @z, ()] Moo — D,ig(V)¥=! et I'application

(EXP*)il oVy: @(ZchriS(V))w:l - HIlw(va V) Xz, [[T7] Ao

ainsi obtenue coincide avec 'application de périodes de Perrin-Riou (cf., par exemple,
[47], 3.5, ou la discussion précédente au thm. [2.2.7)).

On se servira de la version suivante de la loi de réciprocité de Cherbonnier-Colmez, qui
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est, comme on l’a dit, un des ingrédients de la preuve du théoréme précédent.

Proposition 3.2.12. Soient D € ®T(#) de Rham, z € D¥=!, n >0 et j > 0. Alors, pour
m >0, on a

. . » 1 o
exp (/ X7 )@t ey = P Uy p (™0 2]o).

Démonstration. La preuve peut étre trouvée dans, par exemple, [8] thm. I1.6 (adapté au
cas général) ou bien [47], thm. 3.10. On reproduit les calculs par commodité. La formule
exp”(Jp, X pz) = exp*(Jp, 1-fzge_;) permet de nous ramener au cas j = 0. En outre, la
formule Try, /1, (exp} (7)) = expp(corg,,,/F, (x))B nous raméne a montrer le résultat
pour n assez grand. En particulier on peut considérer n > 0 de sorte que z € DI07nl et on

doit donc montrer

exp*(/ L-pz) =p "o "2

On a la formule pour la spécialisation [ 1. = [Ta(yn)(z ® 1),0] € Hin(D)’ ou
Tn(n) = p " log(x(7n)) (car on suppose n > 0). Rappelons que 'application exp* est
définie comme la composition du morphisme H, é,% (D) — H%n (Dgif(D)) avec I'inverse du
morphisme Dgg (D) — len (Dgit(D)) donné par x — [log(x (7)) (1 ® x)].

Si z € D¥=!, le coycle [z,0] € H,L})7,Yn(D) correspond au cocycle [z, (1 —7,) (1 —p)2] €
H s}w sous I'isomorphisme entre ces deux modules. L’image du cocycle [, (75)(z® 1), 0] par
—n

Or, ¢ "z = leo at!, a; € Ly [[t]| @Dar (D) et [1(vn) leo ait'] = [T (x(7n))ao] (dans
Hin (Dair(D))), car tous les autres termes sont dans I'image de (1 — ;) (en effet, si [ # 0,

le morphisme H L}77%(D) — H) (Dgit(D)) est donc donnée par [7,(7,)¢

ait’ = (1 — ) (1 = x(1)) " tayt!...), ce qui permet de conclure car ag = [p~"2]o. O

3.3 La fonction L locale

3.3.1 Distributions a valeurs dans A

On reprend les constructions de Si A est un (¢,I')-module sur # (ou, plus

généralement, n’importe quel espace de type LF), on pose

n s>00<r<s

ol le dernier produit tensoriel est le produit tensoriel usuel entre deux espaces de Banach.

On dit que f est une fonction analytique sur X a valeurs dans A si f est un élément de

13. Si [z,y] € Hiwnﬂ (D), sa corestriction est définie par la formule corg, ., , /r, ([2,y]) = [T#“x,y} €

H) . (D), cf. [I3], lemme I1.2.1.
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O(%)®A. On a

.@(Z;,A)_ LO ®1£LA[TS]_IHH1—H}L o )@A[T’S],

s>0r<s

ol les égalités des extrémités sont des définitions. Ceci nous permettrait de parler indis-

tinctement de distributions sur Z, et de fonctions analytiques sur X a valeurs dans A.

3.3.2 Prolongement analytique de k — 9*

Soit D € ®I'(Z) de rang d, de Rham, et notons A = Ny;z(D). Rappelons que, d’aprés
le lemme 3.2.5] il existe, pour tout s < (6x +1) = r(A) (K/Q, est comme dans la notation
du lemme cité), des sous-&” 10:s]_modules Al%$! de A, munis d’une famille de valuations v,

0 <r < s<r(A), pour lesquelles la norme de l'opérateur 0 satisfait
o0y > —s —2> (g + 1)1 = 2.
De plus, pour s < r(A), les opérateurs
@ A0Sl s ALOs/PL gy AOs/P]_y AL0S]

agissent de facon continue pour les valuations v["*l. Rappelons aussi qu’on a,

A = lim AL,

s>0

La proposition suivante est ’analogue, pour A¥=C, de la proposition m

Proposition 3.3.1. Soient k € X et z € AY=C. Alors, la série

> Z(“’") i (1+ T)ipNIpN (9 ) (3.1)

i€(Z/pNZ)* j=0

converge, pour N > 0, dans AY=C, et la somme ne dépend pas de N. L’application k —

x(0)z ainsi définie est une fonction rigide analytique sur X a valeurs dans AY=0.

Démonstration (de la proposition). La démonstration repose sur des calculs du méme genre
que ceux de la proposition [I.2.1] a I'exception du fait qu’il y a maintenant des constantes
qui apparaissent.

Notons, pour N >0et 0 <7 < s < r(A)p~ VN, Cg’ et o N] les normes, relatives aux

. Ny N .
valuations v[™s! et v[P" P sl des opérateurs

N A0PYsl y AlOs] N ALOS] o AJORNS]
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Notons aussi, pour N > 0et 0 < r < s < r(A), Cg’s] la norme de 'opérateur 0 pour la
valuation vl de sorte que Cg’s] > —5—2.

Pour ¢ € (Z/p"Z)*, on pose

4;(k) = (‘j) R0 (1 + Ty Vi (992,),

ou z = Zie(z/pnz)x (14+ TN (2), zi = YN((1 +T)~"2). Supposons s < r(A)p~, on a
alors
oA @) > W@ (14 T) T 2)) — O
i T, . NppNs
> BN (1 1)) - O - o
S . NT NS .8
> v[r’s}(z) — CL;V] —]Cgp sl _ Cz[p;\’]'

L’inégalité ci-dessus et celles obtenues dans la preuve de la proposition donnent

.8 .8 . NT‘ NS
nf o (gj()) > 0Pl (2) = OLF = O+ (ot N+,

ot Cp, = min(infr>o{p*/n — k})v,y(q),0) — (p — 1)1 est la constante apparaissant dans la

N N
démonstration de la proposition [1.2.1] On sait que C’g’ rp sl > —pNs—2.

Par définition de fonction analytique sur X a valeurs dans A, il faut montrer que,
pour tout n > 0, il existe s > 0 et N > 0 tel que, pour tout r €]0,s], I'expression
l) est convergente pour la valuation naturelle de (’)(%n)@)A[T’S], et que les éléments
dans (’)(%n)@@ ainsi définis ne dépendent pas de N et sont compatibles par rapport aux
applications naturelles de restriction O(%X,,1)0% — O(X,)Q%.

Fixons n et choisissons s < 7(A)p~™ et N de sorte que (C,, + N — pVs —2) > 0. On
observe qu’aucun choix ne dépende de r. Ceci montre que la somme des g;(x) converge sur
O(%,)RA* pour tout r < s et définit, pour chaque n > 0, un élément dans O(X,)®A.

Les mémes arguments que dans la preuve de la proposition [1.2.1] montrent que les
fonctions ainsi définies ne dépendent ni de N ni de n, ce qui montre que ’expression

définit bien un élément dans O(X)®A et permet de conclure. O

Corollaire 3.3.2. Soit N(n) le plus petit N qui fait que la formule soit bien définie
sur X, et soit k € X,,. Alors, pour tous 0 < r < s < r(A)p~ N k(d) stabilise Al

3.3.3 Bases et modules de de Rham

Réadaptons les notations de (on y reviendra encore une fois dans . Si¢:Zy —
L* est un caractére, on note eg une base du module L(§) muni d’actions de ¢ et I' via les
formules p(e¢) = £(p) - e et aales) = &(a) - e¢, a € Z,5. On note D(§) = D ® £ le module
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D®p L(€) (c’est le tordu de D par &). Le choix de e¢ fournit un isomorphisme de L-espaces
vectoriels D = D(§) : . +— z @ e.

Soit 1 : Z); — L* un caractére localement constant. L'élément G(n)e; € Lo est fixé
par I'action de I et on a donc un isomorphisme Dagr(2(n)) = (Leo((t)) - ey)t = L-G(n)ey,
ce qui nous fournit un générateur egR = G(n)ey, de ce module. Si j € Z, on rappelle que
d

; une base du module L(x?), de sorte que ei® = t~Je; est une base de

) A J—
I'on a noté e; = e J

X
Dyr(Z(x?)). Notons

€, = €y & €j,

qui est une base de L(nx?). L’élément

dRr dR o .dR —j —j
e, =€, @ej = Gt -e,; =G(n)e, @t e

constitue une base du module Dgr(Z(nx’)).
Si D € ®T'(#) est de Rham, alors D(nyx’) l'est aussi et on a, par ce qui précéde,

Dar(D(nx’)) = Dait(D ® L(nx’))" = Dar(D) ® L - €.

L’application x — x ® e;i]}} induit donc un isomorphisme Dgg(D) = Dar(D(nx?)).

Enfin, on note e,g = ep-1, e}/ = e_j les éléments duaux, respectivement, de e, et e;,
ainsi que
dR,V -1 v Y
e, =Gmn) ey @te;,
base du module Dggr(Z(n~'x~7)). L’application = + = ® eV induit un isomorphisme

J

4RV — 2 pour tout z € Dyr(D).

Dar(D(nx’)*) = Dar(D) et on a z @ ef} @ e ;
3.3.4 Interpolation

log @

Soient 1 un caractére de Dirichlet de conducteur p™, m > m(A) et k(x) = z.? . On

poselE

Ap:(nr) =G~ > na)oae k()1 - 9)zlo € Ly @ Dar(D).  (32)
a€(Z/pmZ)*

L’application ¢~ est définie sur A% et expression ci-dessus n’a donc un sens que
pour les caractéres  tels que x(9)(1 — @)z € Al®™l Nous allons montrer que Ap_, est
bien définie dés que n est un caractére de Dirichlet assez ramifié et x est un caractére
vivant dans un certain voisinage ouvert du caractére trivial et que les valeurs interpolées
par Ap . aux caractéres spéciaux nx’, j € Z, sont reliées a des valeurs arithmétiquement

intéressantes. Le théoréme principal de ce chapitre est le suivant

14. Comparer cette définition avec les formules des propositions et
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Théoréme 3.3.3. Soient D € ®T(#) de Rham, z € AY=" et h tel que Fil""Dygr (D) =
Dyr(D). Il existe une constante N(A) (ne dépendant que de l’extension K fournie par le
théoréme de monodromie p-adique et de p)EL telle que la formule définit une fonction
rigide analytique Ap , € O(Lp) @ Dar(D), o Up = B(N). De plus, pour tout caractére
nx? € Up, ot n est d’ordre fini et j € Z, on a

—j dR, .
eXP*(fp X" pv,.) ® en,ij stj>h
dR,v

Ap:(mx?) =T*(j — h+ 1)p"itD. . g
exp_l(fl" UX_J : thz) & en,—j st <K 0}

De plus, si D est cristallin, l’application Ap . coincide avec celle construite dans la pro-
position [2.3.6, et provient donc par restriction d’une fonction rigide analytique définie sur

tout l’espace des poids.

Remarque 3.3.4.
— L’application Exp* étant A-linéaire, on a py,, = V..

— La preuve du théoréme conste de trois parties. Dans la section [3.3.5] on calcule
la constante N(A), qui fournit I'ouvert de définition de Ap ., et, dans les sections
et on montre les propriétés d’interpolation. Notons que, si I’on définit log

comme dans [2.3.6] on obtient un énoncé d’interpolation pour tous les entiers j € Z.

3.3.5 Calcul du rayon de convergence

log @
Si n est un caractére de conducteur p™, k(x) = 2z, ? alors, pour que la formule |)

définissant 'application Ap . (8) ait un sens, il suffit que £ (9)(1—¢)z € A0l Ceci impose
des conditions sur la valeur de N dans la définition de x(0), comme le montre le corollaire
Le lemme suivant calcule, pour un 7 fixe, le rayon de convergence autour 7 de cette

formule, ce qui décrit 'ouvert p de définition de 'application Ap ..

Lemme 3.3.5. Soient z € AY=! et n : Z; — L* un caractére de conducteur p™, m >
m(A). 1l existe une constante N(A) = Cp, +m(A), ou C) est une constante qui ne dépend

—m

que de p, telle la formule définissant Ap ,(nk) est bien définie dés que vy(zx—1) > p™V(&)

Démonstration. L’élément £(9)(1 — ¢)z est défini comme somme des

4i(x) = <“;) w(@)a~t (1 + T)pNi N (99 2,),

pour N assez grand. Ces éléments appartiennent a Aol gi N < m — m(A). Prenons
donc N =m —m(A) — 1.

15. cf. le lemme ci-dessous pour le calcul de la constante.
16. Rappelons que, comme z € A¥~! alors z € Al%™m@)] | et donc ¢V (02,) € AlOTmay+ N1l
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Soit N(A) = Cp +m(A), avec

1
Cp = —1/logp —loglogp + vy(q) + ot

et montrons que, si vy(z; — 1) > pV (A~ la somme définissant £(9)(1 — @)z converge.

Par la démonstration de la proposition [3.3.1], on a
1 fw NNy,

N . P N [ervarm] N —
ot C est une constante qui ne dépend pas de j et C > =P rm—2= =Ty —2

On se raméne donc & montrer que

1 K
jvp (ci; ) > m(A) —m+ Tpa)+1 + 3.

On a Wy = log x(exp(q)) _ longN

q
k} —vp(q). On a deux cas :

, donc vy(wy) = vp(log ) — v,(q) > inf{vy (2, — 1)pk —

— Siwvp(wk) > 0, alors la condition est automatiquement satisfaite dés que m > m(A)+
4.

— Supposons que vp(wy) < 0. On a vp(";."’") = jup(w) — vp(g!) > jvp(wk) — p%l) Pour

montrer 1'inégalité ci-dessus, il suffit donc de montrer que

. 1
égf(‘){vp(zn — Dp* =k} > vp(q) + o1 +m(A) —m+rya)e + 3.

Ceci revient a4 montrer que, pour tout k > 0, on a vy(z, — 1)pF — k > v,(q) + p%l +

m(A) —m+ Tm(A)+1 + 3, ou, de maniére équivalente,
_ 1 _
vp(2s — 1) > p*(v,(q) + ) +m(A) = m+ Tyay1 3+ k) =p F(C+Ek).

La fonction d’une variable réelle f(x) = p~*(C + x) atteint son maximum absolu en

x=1/logp— C. On a donc
1
p_k(vp(Q) + E +m(A) —m+ Tr(A)4+1 + 3 + k) < pm(A)+Cg+Cp—m’
ce qui permet de conclure.
Remarque 3.3.6.

— Le lemme ci-dessus nous permet de décrire I'ouvert Up C X de définition de Ap , :

il est une union de boules centrées sur les points (yn, n > m(A), de rayon p—N(A)

(qui tend vers 1 quand ¢(n) — +00).
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— Si Gm, (m, 1 # a € (Z/p™Z)*, sont deux racines primitives de l'unité (cor-
respondant au choix de deux caractéres d’ordre fini du méme conducteur), alors

1 . ” N
Vp(Cpm — Cm) = vp(Gpm — 1) = STy qui est, sauf peut étre a quelques excep-

(A)=m ot donc les boules sont disjointes...

tions pres, < pV
— Un entier j € Z correspond au caractére x7 et zj =2y, = (1+ 2p)j|ﬂ On en déduit
que vp(z; — 1) > pN7°) si v,(5) > pVN M. L'ouvert B(n, N) contient alors tous
les caractéres de la forme nx?, v,(j) > pN =M. En particulier, si N — c(n) < 0, il

contient tous les entiers j = 0 modulo 2p.

O

3.3.6 Interpolation des applications exponentielles duales

On commence par quelques résultats préliminaires. On pourra comparer le lemme sui-
vant avec ou le lemme II.1 dans [§] (pour le cas cristallin et le caractére trivial).

Lemme 3.3.7. Soient D € ®T(%Z) un (¢,T)-module de de Rham, z € AY=! et n un
caracteére de Dirichlet de conducteur p™, n > m(A) et m > 0. Alors
(1) Sim(A) <m <mn, ona

a&(Z/p"Z)

(1) Y aez/pmz) N(a)oa(p™ " Ty, /1, [ngo_mz]o) ne dépend pas de m > n.

Démonstration. Par définition de A, on a ¢ ™z € Ly[[t]] ® Dar(D) et on a 'égalité
p*kTerM/Lm @~ (M+h) 2 = =™ car z est fixé par ¢, d’ot ¢~ ™z peut étre exprimé comme
> h>0 Zbe(z/pmz)(ggm ® dp )" (I'expression n’est évidement pas unique).

Montrons le premier point. Il suffit, par linéarité, de montrer le résultat sous I’hypothése
que [ M2]g = Cgm ®d, avec 0 < b < p™ —1,d € Dgr(D). Or,

Y n@oalmed) = > nla)h®d=pi(-b/p™) @ d.
a€(Z/p"Z)* a€(Z/p"Z)*

On en déduit le résultat en remarquant que 7 est une fonction & support dans p~"Z) et
que v, (—b/p™) > —n.

En ce qui concerne le dernier point, on peut supposer par linéarité que Try, /1. [07p™™2]o
est de la forme an ®d,onbe (Z/p"Z),d € Dyr(D). On a

P Y n@oa(eed) =p™ Y nla)¢ed=n0(-b/p")@d=p "G(n)n ' (b)@d.
a€(Z/pmZ)* a€(Z/pmZ)*

L’expression ci-dessus ne dépend pas de m, d’oil le résultat. O

17. On a posé z,; = (exp q)j, mais cela ne change rien si ’on choisit un autre générateur de 1 + 2pZ,,
comme par exemple 1+ 2p.
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Lemme 3.3.8. Soient z € DY~ n un caractére constant modulo p™ avec n > m(A) et

m > n. On a alors l’égalité suivante dans Hé,vm(D(_j))
/ﬂxj =Y ﬁ(@)aj/ X7 gy (2)-
: ac(Z/pm2) "
De plus, si D est de de Rham, on a l’égalité (dans L, @ Dgr(D(—j)))

exp™( / ) @e™ =G Y nla)a exphj( / X7 by (2))-
r T
a€(Z/pmZ)*

Démonstration. Ce lemme est une reformulation de 2.3.1] et se démontre de la méme ma-
niére. Montrons seulement le deuxiéme point, vu que les mémes techniques seront utilisées

plus tard. Notons T, = lim, 1 p~"Trr,, /1 la trace de Tate normalisée. Par la proposi-
tion [3.2.12] (appliqué & D(nx~7), 7 =0et n =0), on a

exp*( /F ) = g, (e (2 ® en ® ej)lo)

= p "Trp, (G D[t e "2lo) ® G(n)ey @ e,

ou on a utilisé que 1’élément egpi ;=G (n)e, @ tie_j est fixé par I et commute donc a la

trace. Notons que [t /¢ "2]p = [p~"z];. La somme de Gauss s’écrit comme

G =p (=G ) =p (=) D @)
a€(Z/pnZ)*

et on a

Ty, (G e ™2l;) = n(=Lp™ > a®) > H(ab)(Hople "zl
be(Z/pnZ)*> a€(Z/p"Z)*>
= Gt D> nb)ole "2,
be(Z/p2) "

otl on a utilisé la formule pour la trace et encore une fois la formule reliant G(n) et G(n™1).
On en déduit

exp*( / ) =G S aMoy(lp ")) ® Gn)ey @ e
r be(Z/pnZ)

Or ap[pz]; = b7 [p "0pz]; et, par la loi de réciprocité encore une fois (pour D, j et n),
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on sait que p"[p "opz]; ® tVe_; = GXP*(fpn X7 Hoy(z))- On en déduit

exp*( / ) @e® =Gt Y nbb I exp'( / o),
r be(Z/pnZ) I'n

ce qui permet de conclure. O

Proposition 3.3.9. Soient D € ®I'(#) un (¢,I')-module de de Rham, z € AY=', h un
entier tel que Fil_hDdR(D) = Dyr(D), n un caractére de Dirichlet de conducteur p”,
n>m(D), et j > h un entier. On a alors I’égalité suivante dans L, ®q, Dgr (D)

Ap(mx!) = (=h+ j)ip"V+Y - eXP*(/ X V) @ €.
r
Démonstration. La preuve du lemme appliqué & V,z € DY=" donne

exp( / v, @ep Y =G e > na)oale " Vazl;.
t 0E(Z/p"Z)"

Or, on remarque que (V—-—h+1)o...0(V—-1)o V(ijoajtj) =2 is>n (0 — 1D —
2)...(j—h+1)t/. L'opérateur (V—h+1)o...(V—1) a donc I'effet de tuer les coefficients
plus petits que h — 1. Comme j > h, on a

_nj )
2]y = [ 2]

i
j G =)

[Vhp™"2]; = m[@

Par ailleurs, en utilisant, respectivement, le lemme [3.3.7) et la définition de Ap ., on obtient

S n(@oale @2l S n(@)oulpT Pz — pp VI
a€(Z/pnZ)* a€(Z/pZ)*

= > @1 - )z

a€(Z/p"Z)*
= G(n)-Ap.(nx?),

ce qui permet de conclure. O

3.3.7 Interpolation des applications exponentielles

Des calculs du méme genre montrent que

Proposition 3.3.10. Soient D € ®T'(#) un (p,T)-module de de Rham, z € A¥=, 1 un
caracteére de Dirichlet de conducteur p™ tel que n > m(D) et j > —h + 1 un entier tel que

équation &7 z; = z a une solution dans A et tel que expp(j) : Dar(D(j)) — HY(Q,, D(5))
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soit un isomorphisme. On a alors ’égalité suivante dans L, ®q, Dar (D)

(_1)h+j71
h+3j—1)lpnt

-1 j dR,V
71y ©XP (/an [1v,z) @ e,

Ap (™) = ¢
Démonstration. De la méme fagon que dans le lemme [3.3.8] on montre que

eXp‘l(/ nx’ - pv,) @egtY =Gt Y nla)a? eXp‘l(/ X 19,00(2))-
T I'n
a€(Z/pnZ)*

Observons que, si #z; = z, alors #(a™/0,2;) = 0,2. En appliquant la loi de réciprocité
(théoréme [3.2.10)), on voit que I’expression ci-dessus est égale a

()" =) ST ()t e ezl @t e

a€(Z/pnZ)*
D’ou
(D70 1) ! ([ nd o) @™ =am) Y naI " (0az)
h+j—1P P [ TIXT Honz) @€ i =G n ¢ "(0az))]0-

a€(Z/p"2)*

Par le lemme , par le fait que O est inversible sur A¥=0 et qu'on a donc le droit
d’écrire (1 —p~JIp)zj =079(1 — )z, et on a

> n@oae M (z) = > n@oale (1 =p9)z)lo

a€(Z/pmZ)* a€(Z/pnZ)*

=Y @ale (1= 92l

a€(Z/p"Z)*
= G(n)-Ap:(nx7),

ce qui permet de conclure. O

Ceci finit la preuve du théoreme [3.3.3

3.3.8 Le cas de poids de Hodge-Tate positifs

Soit D € ®I'(#), de Rham a poids de Hodge Tate positifs et notons A = Niie(D).
Fixons l’entier h égal au plus grand poids de Hodge-Tate. On a donc D C N et, si z € D¥=1,
on peut appliquer la construction faite ci-dessus a 1'élément z (et h) pour obtenir une

application Ap .. On commence par quelques remarques

Lemme 3.3.11. Soient z € D¥=!, n : T' — L* un caractére localement analytique et
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jE€Z. Ona
e, = (=) = = b D) = = h+2) . vt) =) [ e
En particulier, si n est localement constant, on a
/anjvhﬂz =(—j—h+D(=j-h+2)... (—j)/rnxjuz-

Démonstration. Sia € Z[f, par définition de I’action de T' sur D¥=!, on a

/anj COpy = n(a)laj/rnxj iz

”“:11 donne

et, sii € Z, la formule V = limg_,; %

; : . a)la7 -1 , o .

/ﬁXJ(V—Z)‘Mz = (lim ) e~ 1 —%)/nxj e = (= (1) = —Z)/nxj iz
r a—1 a—1 r r

ce qui permet de conclure car Vj, = (V—-h+1)o...0(V—-1)o V. O

La proposition ci-dessus se généralise de la fagon suivante. Soit A € Z7(I") un élément
de l'algébre de distributions sur I'. Alors D¥=" est un %7 (I')-module et, si £ : I' — L est

un caractére, on a L= ([ €N ([ )

Lemme 3.3.12. Soient z € D¥=1, n un caractére de Dirichlet de conducteur p™ et j > 0
assez gmnd@. Alors

Ap(nx ) = p" I (—j + 1) - exp‘l(/ ) @ e,
r

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition [3.3.10] et du lemme [3.3.11

ci-dessus. O

Lemme 3.3.13. Soient z € DY~ 5 et j > 0 comme dans la proposition . Alors
Ap(nx?) = p"UFIT*(j + 1) - exp™( / X ).
r

Démonstration. Sil'on part de z € D¥=1 les calculs faits dans la preuve de la proposition

marchent en posant h = 0 et donnent exactement le résultat cherché. O

On peut résumer ces résultats dans la forme énoncée au début de du chapitre

18. 11 suffit que j soit plus grand que le plus grand poids de Hodge-Tate et assez grand de sorte que
expp(;) soit bijective.
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Théoréme 3.3.14. Soient D un (¢,T')-module de de Rham sur % a poids de Hodge-Tate
positifs, z € DY=1. Il existe une fonction rigide analytique Ap. = Ap.y, € O@p) ®
Dar(D) telle que, sinx’ € Up, oun est d’ordre fini et j € Z est tel que j > 0 ou j < 0,

alors

Ap, () = T*(j + 1)p" Y - log( /F X7 ps) @ el

3.4 Fonction L locale et accouplement d’Iwasawa

Dans la suite du chapitre, on étudie la fonction L p-adique associée a un élément dans
la cohomologie d’Iwasawa en termes de ’accouplement d’Iwasawa sur les (¢, I')-modules
défini par Colmez. On construit une distribution associée a un élément z € D¥=! (ou D
dénote le dual de Tate) qui dépend du choix d'un élément @ € Nyig(D)¥=! (par exemple,
si D = Dyig(V(f))*(1), ot V(f) est la représentation galoisienne associée a une forme
modulaire, cet élément joue le role du choix d’une racine du polynéme de Hecke en p de la
forme, soit le choix d’une valeur propre du Frobenius cristallin). Cette construction est une
généralisation directe de la construction de la fonction L p-adique d’une représentation dans
le cas cristallin via les méthodes de Perrin-Riou. On montre finalement que la fonction ainsi

construite satisfait une équation fonctionnelle comme conséquence de la loi de réciprocité.

Commencons par rappeler certaines opérations sur les (p,I')-modules dont on aura
besoin dans la suite, notamment un certain nombre d’accouplements jouant chacun un réle
important dans la correspondance de Langlands p-adique et dans les calculs qui suivent.
Pour toute référence on renvoie le lecteur a [22] et [2I]. On aura besoin de travailler avec
des (¢,T')-modules sur Z et sur &. Dans tout ce qui suit, D dénotera un (¢, I')-module
étale de rang d sur &, DT le (p,T')-module sur I'anneau &' d’éléments surconvergents de
& associé & D par le théoréme de surconvergence de Cherbonnier-Colmez, de sorte que
D = D' ®ygt &, et Dyg = D @t Z# € OT(%).

3.4.1 Faisceaux P-équivariants

Les opérateurs de projection Resjypnz, = (1 + T)¢™ o ¢™(1 + T)~* sont compatibles
dans un sens évident et permettent de voir naturellement tout (¢, I")-module comme un
faisceaux P-équivariant sur Z,, ou P = (Zp_l{o} Zop) dénote le mirabolique de GL3(Zp).
Si U C Zp, on note D XU (resp. Dyjg X U) ses sections sur U. On a en particulier

_ =0
DRZY = D¥=0 (resp. D,z X Z; = Dﬁg )-
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3.4.2 Multiplicaton par une fonction continue

Si ¢ :Z, — L est une fonction continue, U C Z, un ouvert compact et z € DX U, la

formule

mg(2) = lim EUZd ¢(i)Resiypnz, (2)
7 mod p*

est bien définie et satisfait les propriétés que I'on espére par analogie avec la multiplication
d’une mesure par une fonction.
Sid € X(L) est un caractére, on a construit sur Dfi)gzo un opérateur analytique §(0) de

multiplication par § que 'on note aussi ms = 6(0).

3.4.3 Algébres de distribution

Soit  un générateur topologique de I'. On définit les anneaux &(T'), Z(I"), 2% (),

ete. de la méme manicre que &, Z, Z\%™1 en remplacant T par v — 1.

3.4.4 Dual de Tate

On définit le dual de Tate D de D (resp. Drig de Dyig) par D= Hom, r(D, & 1U<erT)
(resp. Dyig = HomwF(Dng,%HT)) ol é"l‘iTT (resp. ‘%HT) est le (¢, I')-module étale de

rang 1 de base fiTT sur lequel ¢ et I' agissent par les formules (7 +T) =x(vy) fiTT sivyel,
T

dr
¢(757) = 157 On note

(,): DXD—Mg"ldfT (resp. (, >:DrigXDrig—>z@1d+TT)
I'accouplement naturel. Si V' = V(D) est la représentation galoisienne associée a D, on a
D =D(V*(1)).

Si o € {&,61, %}, tout (p,T')-module étale de rang 1 est de la forme .27(5) pour
un certain caractére (unitaire) J : Q, — L*. On note detp le caracteére § défini par
AID = 7(8) et on pose wp(x) = (z|z|)"'detp. Dans le cas ot D est de rang 2, on a une
identification naturelle D ® wBl = D donnée par la formule

T@e, 1 [y — (x Ay) ®ew51].

3.4.5 Reésidus

Rappelons que 'on a défini, pour f =) -, a,I" € {&, %}, une application de résidu
réso(fdT) =a—_1. Six € D(rig) et y € Dyyig), la formule

{‘Ta y} - I‘éS()(<O'_1.Z', y))

19. Ona D® wBl =D®L-e 1,0le -1 dénote un élément muni d'une action du groupe I' et d’un
D D

opérateur ¢ par les formules oq(e,-1) = wp'(a) - e -1, p(e,-1) = wp' (p) - e, -1
D D D D
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définit un accouplement parfait { , } : D1ig) X D(rigy — L identifiant D(rig) au dual

topologique DE“ri o) de D).

Si D est de dimension 2, on a, sous lidentification D = D ® wBl, la formule
{z® €t y} =réso((o-1(z) ANy) ® ewgl).

3.4.6 Produit de convolution

Soit D € ®I'®'(&). En imitant la convolution entre deux mesuresla, pour toute appli-
cation &-bilinéaire et o, ['-équivariante M : D1 x Dy — D3, la formule

Mpe(z,y)= lim > (L+T)7"(M(oi-¢"(L+T) 7a),05 - 4" (L +T)"'y))

X
P n—+oo
ije(Z/p"Z)*

définit une application &(I")-bilinéaire
My (DIRZ)) x (D;RZY) — D3R ZY.

Si Dy = Do et M est symétrique (resp. antisymétrique), il en est de méme pour M.
P

L’accouplement ( , ) : D x D — éali—TT et D x D — AD induit en particulier un

accouplement & (I')-bilinéaire

. dT

3.4.7 Dualité locale

Soit m > 0 et rappelons que I'on a posé 7, () = p~ " log x(n), 70(70) = % log x(70)-

Notons 7 = 7y dans la suite. Notons, pour i € {0,1}, n € N,

Ut Hy (Dgig) % HZ (Dirig) — L
I’accouplement local, et rappelons que, si V' = V(D), il coincide (via les isomorphismes
HY{(F,, V) Hglwn(D(rig))) avec la dualité locale de Poitou-Tate. Si Z € Dzﬁi:g;’ z € Dzi:g; et
n: T — L* est un caractére continu, un calcul avec le complexe de Herr et 'isomorphisme

de Fontaine montre que

= ) = {1 =)z —Tnm) gy,
L A R R e e RS

20. On voit ici I’élément e,-1 comme egeltD dT, de sorte que, si 0_1(x) Ay = f - €detp, alors (o—1(x)
Y)® €1 = fdr.
21. Si p1, pe sont deux mesures, son produit de convolution est défini par la formule fzx flur * p2) =
P

>

fz; <z f(xy)pi(x)p2(y). On pourrait aussi définir la convolution de deux mesures comme fz; flpixus) =

fz; <z F@z™ )1 (z)p2(y), ce qui donnerait des résultats complétement analogues.
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3.4.8 Accouplement d’Iwasawa

Soient € = €(D) = (1—¢)D C D¥=%le coeur de D et € = (1 —¢)D¥=" celui de D. Ce

sont des sous-A-modules libres de rang d et 1'application naturelle &(I') @y € — D K Z;
(resp. £(I) @A € — DK Z)) est un isomorphisme. Ces espaces sont les orthogonaux 'un
de lautre pour 'accouplement { , }. Pour x € %, y € €, la formule

(T, y)1w = lim Z {M

-, y}
n—+00 @) Yo — 1

définit un accouplement ( , )iy : 6 X € — A qui identifie € & Homp (%, A). Cet ac-

couplement est ’analogue de l'accouplement usuel dans la théorie d’Iwasawa ( , 1w
H}(Qp, V) x H} (Qp,V) — A dans le sens que

((Exp*) 'z, (Bxp") ™12 )w = (1 = 9)2, (1 = 9)2')1w
pour tous z € D¥=1 2/ € D¥=! et on, rappelons-le, Exp* : Hl (Q,, V) — D¥=! dénote
I’isomorphisme de Fontaine.

Sin e X(L), 1’application|?| T T ®ey (tesp. T = T ® e;l) induit un isomorphisme
de €(D) (resp. €(D)) sur €(D ®n) (resp. €(D @1n)) et on a

(T®ey1,y® en)tw =my-1 -

n <5U,y>Iw-

Les isomorphismes D X Z; = &(T') @4 € et DX Z; = &) ®a % permettent d’étendre
I’accouplement défini ci-dessus en un accouplement

(,)w: (DRZ)) x (DRZY) — &(T).
Notons %z = (1
Cgrig =

- @)Drig et Cgvrig = (1 - 3

©)Drig. On a des isomorphismes naturels
Cgrig =

AT (L) @A C et DyigRZ) = R(T) gt (1) Grig = Z(T') @ € (et ses correspondants

...) qui permettent d’étendre par linéarité les différents accouplements définis ci-
dessus en des accouplements

§ dT
() )zx  (DrigRZ)) x (Dyig K Z)) —>%1+7TXZ;
(s Viw ¢ (Drig RZ)) x (Dyyg WZX) — Z(T).

Enfin, si n : ' — L* est un caractére continu, on note

{(, )ar : DdR(D(rig) (1) x Dar(D(rig) (1)) — L

22. Les éléments e, et e,—1 dénotent des bases des modules L(n) L(n~ "), munies d’une action triviale
de ¢ et d’une action de I' donnée par o, (ey) = 1(a) - ey, ga(e,-1)

apparaitront trés souvent dans le texte.

n '(a) - e,-1, a € Z}. Ces éléments
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I’accouplement induit par la dualité entre D(rig) et D(yjg) composé avec la trace de Tate

rig
normalisée.

Lemme 3.4.1. Soient Z € Dipigzl, z € D;/;gzl etn: T — L* un caractére continu. On a

1 5 exp* I ), exp ! i, si7>0
R e T R T B A B
r (exp™ (frox ™7 - pz)yexp*(Jpn™'x? - pz))ar s j <0,
Démonstration. On a
1 —log(v)
1.7 ~ o <
n X 2wm = {& — . -z
/r < { nH)x(y)iy -1 J

Ot o1 ) MU
B o e s B

= (Anx‘j-uz)u(/rn_lxj-uz),

ol la derniére égalité suit de la description explicite de ’accouplement de Tate en termes

de (¢,T)-modules. Le résultat suit du fait que, quand j > 0 (resp. j < 0), 'application
exponentielle (resp. exponentielle duale) de Bloch-Kato est bijective, ce qui nous permet,
en utilisant la loi de réciprocité de Kato, d’exprimer ’accouplement de Tate en termes de

l'accouplement (, )qr. O]

3.4.9 Involution et loi de réciprocité

L’involution décrite & continuation est & la base de la construction de la correspondance
de Langlands p-adique et, comme nous le verrons plus loin, elle est étroitement liée au
facteur epsilon de D. La formule

_ : =241 n n —1
= Y () ew (T
i€(Z/pnZ)>
définit une involution sur D X Z; = D¥=0.

Si D est de dimension 2, un résultat crucial affirme que l'involution w, stabilise D' XZ;

et s’étend, par continuité, en une involution, aussi notée wy, sur Dy X Z;.

Remarquons que w, agit sur Zy(Z,) et sur 6o(Z,) via les formules
L P (wa) = | $a™h) - p, (wig)(z) = —2 % p(a7h).

Identifions Z(T') & ZXZ en étendant par linéarité 'isomorphisme d’Amice 21 (T) =
Z* W Zy défini par p— [(1+T)* - p et notons f — df = afli—TT I'isomorphisme T'-
équivariant de # X Z sur %fi—TT X Z;. Le résultat suivant permet d’é¢tudier Iinvolution
W
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Théoréme 3.4.2 (|21], thm. L5.5). Si2 € DRZX et z € DRZX, alors

d((Z, 2)1w) = —(ws2, Z>Z§'

3.4.10 Une fonction analytique sur ’espace des poids

Continuons avec les mémes notations et soient D € ®I'**(&£) de dimension d, de Rham
a poids de Hodge-Tate O et k > 1, D son dual de Tate, Dyig, Drig les modules sur I’anneau
de % correspondants et notons A = Ny (D) € ®T(%). Soit z € D¥=! et fixons un élément
2 e A¥=1. On note a = Vz € D¥=!1 (notons que D est a poids de Hodge-Tate 1 et 1 —k et
donc Fil™! Dgr (D) = Dgr(D)). Soit 7 : Z,; — L un caractere assez ramifié de sorte qu’il
satisfait les hypothéses du théoréme [3.3.3] Posons

Loa(n,8) =07 (Ap o (o) (1X°)s Ape (071X ))ar

qui est, d’aprés les hypothéses que 'on a fait sur 7, une fonction localement analytique en

S.

Proposition 3.4.3. On a un égalité
Lz,a(ﬁas) = /77_1XS<CY,Z>IW
¥

Démonstration. Si j > 0, en remplagant chaque terme par ce que donne les propo-

sitions et [3.3.14] et en utilisant la formule G(n)G(n~!) = n(—1)p", on voit que
(M p o 'x7), Ap 2 (nx™7))ar coincide avec

p”(l)jn(1)<6Xp*(/F 77‘1><‘j-ua)vexp‘l(/F nx? + 1z))ar,

et on conclut en appliquant le lemme et la définition de L. o(7, s). O]

Corollaire 3.4.4. La fonction L, admet un prolongement analytique L, o € O(X) a tout

lespace des poids.

Remarque 3.4.5. Si D est cristallin, les isomorphismes
(% ©qQ, Deris(D))?=" = A¥=0 = Z(T") @+ 1y (1 — ) AV

nous fournissent un choix particuliérement simple de Z, a savoir le terme dans le module
de droite correspondant & Diry ® A, ot Dir; dénote la masse de Dirac en 1 et A € Dy (D)

est un vecteur propre pour le Frobenius cristallin.
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3.4.11 Une premiére équation fonctionnelle

On s’attend a que la fonction L, , satisfasse une équation fonctionnelle. Celle de la pro-
position [3.4.8| est la premiére et plus simple parmi une série d’équations fonctionnelles que
I’on trouvera dans les chapitres ultérieurs, elles sont toutes étroitement liés & I'involution
w, et donc a la correspondance de Langlands p-adique, ce qui explique que les résultats en
toute généralité ne seront démontrés qu’en dimension 2, qui est pour 'instant le seul cas
ol on connait une telle correspondance.

On aura besoin dans la suite de travailler au niveau entier. Le (¢, I')-module D posséde
un Oe-réseau stable et, en multipliant par une puissance adéquate de p, on peut supposer

que ce réseau contient les éléments z et « choisis plus haut.

Lemme 3.4.6. Soit D € ®T'%(0¢) et soient x € DX Z),yc DXZ;. Alors

w*<$ay>z; = <w*$aw*y>z§'
Démonstration. Siz € DXZ; et y € DRXZS, on a (D

() = lm_ > (1) (01 +T) T Resjupnz, (@), 05(1+ ) Resipz, (3))
L,j€(Z/p"Z)*

et, pour z € {DXZ;,D&Z;,@%%&Z;}, on a 1D

. a71 —a
Wiz = ngr}rnoo Z (14+T17)* o_s—2Respnz, (L +T)"2).
a€(Z/pZ)*

Les deux identités ci-dessus montrent que (w.x, wsy),x est donné par la formule
P

dim > (L4 T) o1+ T) I Resjipz, (wer), 05 (1 + T) " "Res;yprz, (w.y))
1,j€(Z/p"2Z)*
et, vu que chaque terme de la somme définissant w,x (resp. w,y) est supportée dans a~! +
. -1
P"Zy, on a Resjpnz, (wsr) = (1+T) 0_j2Respnz, (1+T)77 ) (resp. Res;ypnz, (wey) =
(14 T)'o_;2Respnz, ((1 + T)~""'y)). On en déduit la formule suivant pour (w,z, w*y>zg :

Jm (; | (L+T1)(o_ipResynz, (1+T) 77 '2),0_jeResynz, (1+ 1) ')
i,J€(Z/pnZ)>

Par ailleurs,

. -1 _
Wk <.%', y>z;< = ngr—lr-loo (Z/ZZ) (1 + T)a U—a*QReSPan((l —+ T) a<x7 y>z;<)
ac pn X
. -1 _
= lim Y (1+D)" o y2(1+T) “Resa+pnz, ((2,9)7x);

a€(Z/p"Z)*
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olt la deuxiéme égalité suit de 'identité Resqypnz, (14 T)°2) = (1 + T)*Resq—pipnz, (2),
a,b € Z,/p"Z,. Or, Resa+pnzp(<x,y>zg) est donné par

Z(l + T)7ReSa—ij1prz, (0i(1+T) 7 Resjpnz, (z),05(1 + T) Resiypnz, (y))
4,J

= > (14 T)7{os(1+T) /Resjiprz, (2),0;(1 + 1) "Resipnz, (1), )

ij=a

ol on a utilisé le fait que le terme (o5(1 + T) I Resjyprz, (2),05(1 + T)""Resiiprz, ()
est supporté dans p"Z, et seulement le terme ¢j = a survit dans la somme. On en déduit
donc que wy(x, y) 7 est donné par la formule suivante :

WA > a+ 1) o_g2(0i(1+ T)_arlResafupnz,, (2),0ai-1 (1 +T) " "Resitpnz, (v))
a,i€(Z/pnZ)*

= lim (; | (L+T)" (0 _ig—2Resynz, (1 +T)"" 2),0_(ap)-1Respnz, (1 +T)7"y))
a,i€(Z/pnZ)>*

et on conclut en faisant le changement de variables (i,a) — (i71, a=14). O

Lemme 3.4.7. Soient D € ®I'(Og) et z € DR Zy. Alors

— Pourd:Q) — O [ un caractére continu, on a
wi(z ® e5) = (0(—1)mg2 o wi(2)) ® es.

— wy 00 =091 ow,.

Démonstration. Le premier point est le corollaire V.5.2 de [22]. Le deuxi¢me suit de [24],
prop 3.6 (voir aussi plus loin). O

Proposition 3.4.8. Soit D € ®I'%(&) de dimension 2. Soient = € DY=', 2 € D¥=!
et a« = VZ comme ci-dessus. Notons L, ,w.qa la fonction que 'on obtient en accouplent

AD w, ((1—p)2) €l AD,w*((l—go)a)' Alors, pour tout £ € X, on a
Lza(f) = _Lw*z,w*a(gil)

Démonstration. Par densité de Zariski, il suffit de montrer le résultat pour les caractéres
de la forme x7. Notons que D¥=! C (D")¥=! C Df{;l. On a

Loald) = / (@ ) = / X0, 2
T T
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Notons y = (1 — )z € D¥=9, ¢/ = (1 — ¢)a € D¥=Y. On a alors

dwy, way)w = =, w*y>sz (théoreme B.4.2))
= —w{wyy, y>z; (lemme [3.4.6])
= wi(Y,y)1w @ €y) (théoréme 342 encore)

= (X(_l)mx2 o w*(é)(y’, y>1w) b2 €x (lemme m)

dTr
= —mxza_lw* o, y)mm (lemme [3.4.7)
dT
= —Ow{y, y>1w1+7T (0 coincide avec la multiplication par y sur Z;)

notons que l'on voit -2L- comme e, et vice-versa). Ceci implique (car @ est injectif sur
q T X pliq ]

i+
%fi—TT XZ)) que
<w*y,a Wil Tw = —w*<y’,y>1w.

On a donc

L.o(n,j) = Anx‘j~w*<a,2>lw:/rnx‘j w0 (Y, Y) 1w

-1

= - / nX_j : <w*y,7w*y>lw = _Lw*z,w*a(n a_j)v
I

ce qui permet de conclure. O

Remarque 3.4.9.

— L’argument ci-dessus ne marche qu’en dimension deux & cause de ’absence d’une
involution sur D X Z;. On ne sait pas si I'involution w, sur D X Zg préserve ou

non la surconvergence.

— On remarque ’égalité suivante, qui a été démontrée dans la preuve de la proposition

[3:4.8) ci-dessus, et peut avoir un intérét indépendant du reste des calculs :

(We(1 = )2, wi(1 — )2\ 1w = —wi(Z, )19, 2 € DV 2 € D¥Y=0.



Chapitre 4

Correspondance de Langlands
p-adique et équation fonctionnelle en

dimension 2

On a vu que la distribution L, , satisfait une équation fonctionnelle grace a la loi de
réciprocité. On s’attend aussi a ce que la fonction Ap , définie précédemment satisfasse
aussi une équation fonctionnelle. En s’inspirant des idées de Nakamura ([49]) et des tech-
niques de changement de poids ([24]), on démontre ’équation fonctionnelle de Ap . quand
D est de dimension 2. Sa démonstration est nettement plus compliquée que celle de la
fonction L, o. En fait, 'accouplement dans la définition de cette derniére fonction a l'effet
de tuer les facteurs epsilon apparaissant dans ’équation fonctionnelle, ce qui explique sa

simplicité.

4.1 Notations

Soit D € ®I'**(#) de dimension 2, de Rham & poids de Hodge-Tate 0 et k que I'on
suppose non triangulinlﬂ et notons A = Nyjg(D), qui est & poids de Hodge-Tate tous nuls.

Etendons un peu les notations de Sid:Qp — L est un caractere, on note es
une base du module L(J§) muni d’actions de ¢ et I' via les formules p(es) = d(p) - es et
oa(es) = 6(a) - es5, a € Z;. On note D(6) = D ® ¢ le module D ®r, L(5). Le choix de es
fournit un isomorphisme de L-espaces vectoriels D = D(4) : & — x ® e5.

Soient wp = (detp)x ™! et wa = (deta)x'. Le fait d’étre en dimension 2 nous permet
d’identifier D = D ® wl_)l comme dans Comme les poids de Hodge-Tate de D sont 0

et k, et ceux de A sont nuls, le caractére deta est localement constant et wp = wazk (et

1. D’aprés Kedlaya, tout (¢,I') module sur Z est étale a torsion prés par un caractére ou triangulin.
Dans ce dernier cas les calculs qui suivent sont déja connus et I’hypothése de non triangularité n’est pas
donc restrictive.

93
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detp = xFdeta). Notons ep = eqet, -
Sin: Z; — L est un caractére localement constant, vu comme un caractére de Qlf en
posant 7(p) = 1, rappelons que 1'on a un générateur e%R = G(n)e, du module Dgr(Z(n)),

que e, = e,—1 dénote la base de L(n)* duale de e;, et que Dar(Z(1)*) = L - G(n)*leyl =

L-G(n~")e,-1. Ceci fournit deux bases egR’v = G(n)_lex et egfﬁ = G(n~!)e,;-1 dumodule
Dar(Z(n)*) = Dar(Z(n71)), reliées par la formule p"n(—l)e%R’v = egf_{l.

On aura besoin de jongler un peu avec des éléments habitant dans le module de de
Rham des différents tordus de D et de son dual de Tate et les identifications suivantes
permettent de voir tous ces éléments dans Dyg(D). Fixons une base f1, fo de Dgr(D) et

notons
< s >dR : DdR<D) X DdR(D) — L,

le produit scalaire défini par la formule (a; f1 + agfa, b1 f1 + b2 fo)ar = a1b1 + a2ba.

L’isomorphisme A2D = (% ﬁ_—TT) ® wp induit un isomorphisme

dr N
A Dyr (D) = Dar((Z——;) @ wp) = (t "Lep)'.
1+7T
On définit Q € Lo par la formule fi A fo = (t*Q)"lep, ce qui nous permet de fixer les

bases (t*Q)~tep et t*Qe}; du module Dggr(A2D) et de son dual. On fixe aussi les bases
ef}g = (tF=1Q) e, et el — (tk_lﬂ)exD du module Dyr(Z(wp)) et de son dual.

Enfin, afin d’alléger les notations dans les calculs futurs, notons, pour 1 comme ci-dessus

et j €Z,
v

€y, = €n @€ ey, € =etyX e,

bases de L(nx’ wBl) et L(nx’) respectivement, et leurs duales

\

e .
.5,

_ LV . VooV )
—en®e_J®ewD, en,j_€n®e—1’

Ainsi que des bases des module Dygr (Z(nx’wp')) et Dar(Z(nx’))

drR  _ i e k—10.V  _ dR o dR o .dR,V
emj’w]vJ—G’(n)en@t e; @1 e, =€ @ej e,

dR —J dR dR
e, =GMne, @t e = e, @ ej

et leurs duales

dR,v —1,V o 4] k=1 —1 dR,V o .dR o .dR,V
end#*’){; = G(n) 677 ® t]efj ® (t Q) 6wD - er,] ® e—j ® ewg s

dR,v e

g (n) e,v] Rtle_; = egR’V ® el®

€ —j»

et les variantes évidentes qu’on peut imaginer.

Par exemple, si i : Z; — L* est un caractére d’ordre fini, si j > 0 et si & €
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2132;wv € Dgr (D) 'image de x par l'isomorphisme
) 5]

Dyr(D(nx 7)), on écrira = ® e

Dar(D(nx 7)) = Dar(D); z—2®G(n) 'ey @t Ve; @ (tF10) ey,

dR,v

a1 € Dyr (D) 'image de x par

et de méme, si * € Dqr(D(n " 1x?)), on notera x ® e

I’isomorphisme

Dar(D(n 'x/)) = Dar(D); =~ 2@ G~ ) ey ®@te ;.
Remarque 4.1.1.

— Les bases des modules de de Rham ainsi définies héritent une action de l'opérateur

. On a, par exemple,

dR

dR —j+k—1, —1 dR . e
. 3t p) el

plejuy) =P p (P) € juy =P

— Il faut faire un peu d’attention et distinguer le caractére identité x et le caractére
cyclotomique x = x|z|. Les deux coincident sur Z; mais x(p) = 1, tandis que le
premier prend la valeur p. Par exemple, I' agit trivialement sur I’élément e; ® e;/j

mais il posséde une action non-trivial de ¢.

4.2 Représentations lisses de GLy(Q,)

4.2.1 Facteurs epsilon pour GL;

Commencgons par rappeler la définition des facteurs locaux associés & un caractére. Soit
n:Q, — L™ un caractére continu. On dit que 1 est non ramifié si sa restriction a Z; est
triviale et il est ramifié dans le cas contraire. On définit son conducteur par 0 s’il est non
ramifié, et par p", ol n est le plus petit entier tel que la restriction 7 |11 pnz, soit triviale,
dans le cas contraire. Le choix d’un systéme compatible ((pn),>0 de racines de I'unité nous
permet de fixer un caractére additif ¢y € Hom(Q), L% ) de niveau 0 (i.e kery = Z,) par la
formule ¥ (z) = CS:LE pour n’importe quel n > v,(z). Fixons aussi du la mesure de Haar
sur Qp telle que p(Zy,) = 1. Soit p* une mesure de Haar de Q. Pour ¢ € LC.(Qp, L) une

fonction localement constante a support compact dans Q,, la fonction

o) = [ otem@leldn )
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converge pour Re s > 0 et admet un prolongement analytique a C tout entier. Les facteurs

L et ¢ associés a 1) sont donnés par les formulesf]

(1 —n(p)p=*)~* si 7 n’est pas ramifié
L(n,s) =

1 si 1 est ramifié
(1, 5) 1 si n n’est pas ramifié
,S) = . )
! p " n(p)"G(n1) si 7 est ramifié

Le facteur epsilon satisfait I’équation fonctionnelle

e(n,s)e(n™,1—s) =n(-1).

Enfin, on a une équation fonctionnelle pour tout ¢ € LC.(Qp, L), ot les deux membres

sont des polyndémes en p~—%,

C(an 77_17 1-— S)
L(nila 1- S)

C(é,m, s)

:5(7775) L(77 S) )

ol qg = pr d(y)(zy)du(y) dénote la transformée de Fourier de ¢.

4.2.2 Facteurs epsilon pour GL,

Soit 7 une représentation lisse irréductible de G = GL2(Q)) et notons 7 sa contragré-
diente. Notons K = Mjy(Z,) et A = M2(Q,), LC(A, L) les fonctions localement constantes
a support compact dans A et €(m) I'espace des coeflicients de la représentation 7 : c’est le L
espace vectoriel engendré par les fonctions g € G+ (0,9 v),v € m,0 € 7. Sin: Q) — L*
est un caractére localement constant, on note 7r®nE| latorduedemparn:sivenetge G
alors g(v ® e,) = n(detg)(gv ® e,). On suppose dans la suite que 7 est une représentation
supercuspidale (ce qui explique 'absence des facteurs L dans la suite).

Fixons dp la mesure de Haar sur A normalisée par p(K) = 1. La transformée de Fourier
définie par

6 € LCo(A, L) > d(g / S (h)w(tr(gh))du(h)
est alors auto-duale : gg(x) = ¢(—x). Enfin, si f € €(n), la formule f(g) = f(g~') définit

un élément f dans €(7). La fonction

(6, f.5) / 6(9)f(9)|detg|*du*(g), & € LCe, f € €(r),

2. cf. [12] 23.4 pour la premiére formule et 23.5 thm. et lemme 1 pour se ramener au cas du caractére
1 de niveau zero pour la deuxiéme.

3. On voit e; comme un générateur du L espace vectoriel de dimension 1 que I’on munit d’une action
de G par la formule g - e;, = n(detg)e,. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels v — ¢ ® e, de 7 sur
™.
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ou p* est une mesure de Haar sur G, converge pour Re s > 0 et définit une fonction
rationnelle en la variable p~*.
Il existe e(m) € L tel que, si on pose (7, s) = p~ME=1/2) (1), out ¢(n) est le conduc-

teur de Wﬁ alors pour tous ¢ € LC¢(A, L) et f € €(m), on a une équation fonctionnelle

(o f

| W

- 8) = E(ﬂv S)C(¢a fa % + 8)‘

Observons que, si j € Z, alors p~“™ig(n) = e(m @ | - 7). La fonction £(7, s) est le facteur

epsilon associé & la représentation 7. Lui aussi satisfait une équation fonctionnelle
e(m,s)e(m,1 —s) = wgr(—1),
ol w; est le caractére central de la représentation .

Proposition 4.2.1. Soit n un caractere de Q, de conducteur p" pour n > c(m) et soit

cy € Q) satisfaisant n(1 + x) = (c,yx) pour x € pL2J+1. Alors
6(7T X 7, S) = Ww(cn)_15(777 8)2'

Démonstration. Par [12], 25.7 thm., on a e(r®@n~1, s) = wr(c,;) te(nodet, s). Or, la repré-
sentation nodet apparait comme facteur irréductible de I'induite unitaire lisse :5(|z|"/?n®
lz|7Y/%n) = Ind%(n ® ) de la représentation |z|'/?n @ |z|~'/?n de B (cf. [12], 9.11), et
[12], 26.1, thm. implique que £(n o det,s) = (|z|*/?n, s)e(|z|~'/?n, s). On conclut en re-
marquant que £(|z|'/2n, s) = p~"/2e(n, s) et e(|z|~/2n, s) = p~™/2e(n, s), comme on le voit
de la formule e(|z|*/2n, s) = p~™n(p)™|p|="/2G(|z|*/?n), ot m = cond(|z[*'/?n), et en
remarquant que m = cond(n) = n et G(|z|*/?n) = G(n) car la restriction a Z; de || F1/2

est triviale. 0

4.2.3 Modéle de Kirillov

Rappelons qu’un modéle de Kirillov d’une représentation lisse 7 de caractére central w,
est une injection B-équivariante de m dans ’espace LCrC(Q; , Loo) des fonctions localement
constantes sur Q5 a support compact dans QPH L’action du Borel sur ce dernier espace

est donnée par la formule

((§5) 0)(@) = wa(d)y(bx/d)$(az/d).

La décomposition de Bruhat G = B U BwN montre que l'action de G est déterminée par

celle du mirabolique et par ’action de 'involution w = ((1) é)

4. Le conducteur c(m) est défini comme le plus petit entier n tel que 7 posséde un élément fixe par les
matrices de la forme K, = {(¢4) € K, ¢c=d—1=0mod p"}. On a dimy, e =1,
5. rc dénote "relativement compact".
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Sin: Q) — L™ est un caractére localement constant et m € Z, on définit une fonction

Enm € LCe(Q,; Loo) par la formule

Proposition 4.2.2 ([12], thm. 37.3). Soit n: Q) — L™ un caractére et soit m € Z. Alors

(w - &gm)(2) = n(~D)wr(=1) - (T @1 )E) 100, —c(min-1)-m (2)-

Remarque 4.2.3. La formule de [12], thm. 37.3 est

(—01 (1)) : gn,m = 5(77 © nil)gn—lwﬂ,—c(ﬂ®n—1)—m

Observons que (_01 (1)) = (_01 Pl ) ( _01 ?)w, et que les matrices (_ ) ( ) agissent,
respectivement, par multiplication par wy(—1) et par (('?) - ¢)(z) = ¢(—z), d’on
wgpm = e(mon ) (T A) (') Sy tum—ctmen1)-m
= g(mo 77_1)“’#(_1) (— 1)(51 —01) ) fn—lwm*C(m@n—l)fm

= n(-1e(mo Uﬁl)fn—lwm—C(Tr@n‘l)'

4.3 Autour de la correspondance de Langlands p-adique pour

GL2(Qp)

4.3.1 La correspondance

Rappelons briévement la construction de la correspondance de Langlands p-adique (cf.
[22], [21], [24]). Soit D € ®T'**(0¢). Rappelons que DF désigne le plus grand sous-Or[[T7]]-
module compact de D stable par 1 et sur lequel ¢ est surjectif, et D? est le plus petit
sour-0yp [[T]]-module compact de D stable par ¢ et engendrant D. Si D € ®T¢(&) et
Dy C D est un Og-réseau stable par ¢ et T', on pose Df = L Qe Dg, D=L ®e, Dh Si
D est absolument irréductible, on a D = D¥f.

Soit G = GL2(Q,). Rappelons que D peut étre vu naturellement comme un faisceau
équivariant pour ’action du mirabolique Soient wp =m S1OWy ! DX Z; - DK Z;, ol
M-t est la multlphcatlon par wh, D set we: DXZS — D @ Z), définies dans le chapitre
precedent (cf.3.3.2] - et [3.4.9). En s’inspirant des formules provenant de ’analyse p-adique,
on construit un faisceau G—equlvarlant U+ DRXU sur P}(Q,) dont les sections globales

sont données par

DXP!={(z,2)eDxD: wD(Reszg (z1)) = Resyx (22)}
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et les sections sur Z, sont D X Z, = D. On définit le module D" X P! = {z ¢ DX P! :

Reszp((pg (1)) -z) € D' ¥n € Z}. Ce module est stable par I'action de G' et on pose

(D) = DXP!/D" XK P!,

qui est une L-représentation de Banach admissible et topologiquement irréductible de G.
La représentation I1(D) est celle associée a D par la correspondance de Langlands p-adique.

On a une suite exacte de G-modules topologiques
0 — I(D)*®wp - DXP! - TI(D) — 0.

Le sous-module DT X P! de D X P! est stable par G et I'action de G s’étend par
continuité pour définir un faisceau G-équivariant U + Dyje K U sur Pl(Qp). On a alors

une suite exacte
0 — (I(D)™)* @ wp — Dyjg B P! — I(D)™ — 0,

ou II(D)*" dénote les vecteurs localement analytiques de la représentation II(D), ce qui
rend naturel de pose II(Dyig) = II(D)*".

Plus généralement, si D € ®I'(#) n’est pas triangulin, il est isocline et il existe un
caractére d tel que D(9) soit étale. On définit alors U +— D K U et II(D) par torsion a
partir de D(6) KU et TI(D(6)) ; en particulier II(D) = II(D(5)) ® (6! o det). On obtient
ainsi une L-représentation localement analytique IT = II(D) de caractére central wp et une

suite exacte comme ci-dessus.

4.3.2 Le modéle de Kirillov, d’aprés Colmez

Soit D € ®I'(Z#) irréductible de rang 2 et soit II = II(D) la représentation de G décrite
dans la section précédente. Notons B = (3 I) C GL2(Qp) le Borel supérieur et soit % un
Loo[[t]]-module muni d’une action de I'algébre de distributions 2(I') = £ (T). On définit

LA (QX, )"

X
D

comme ’espace des fonctions ¢ : Q; — % localement analytiques & support compact dans
Qp (i.e 9(p~"Z,) = 0 pour tout n > 0), vérifiant o4(¢(z)) = ¢(ax) pour tout a € Z,. On
muni LA, (Q,, % )I' d'une action de B par la formuleﬁ

(%) - 0)(@) = wp(d)[""]¢(ax/d).

Soit Y un B-module de caractére central wp. On dit que Y admet un modéle de

6. Sir € Qpetne N est tel que rp" € Zy, on pose [7] = (1 +T)P"'") € Ly [[t]).
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Kirillov 8’1l existe un B-module % comme ci-dessus et une injection B-équivariante de Y’
dans LA..(Q,, % )I'. Si Y admet un modéle de Kirillov, on note Y, I'image inverse dans Y
du sous-espace des fonctions ¢ dans LArC(Q; , 2" dont le support est compact dans Q,
(p(p"Z,;) = 0 pour tout |n| > 0).

Rappelons que l'algébre de Lie g = gly de G agit sur le module D X P! (cf. [29)]) et
Paction de u™ = (J}) € g sur D et donnée par uz = tz. Notons I+ —fini Pepsemble
des v € II tués par une puissance de u™, qui en est un sous B-module. Si v € [e" —fini of
o € DX P! en est un relévement, la condition v € I+ —fini g6 traduit donc par l'existence
de N,k > 0 tels que ((épiv) — 1)k € II* @ wp.

Notons Dy = Dgir(D), D(‘fif = D(inf(D) et Dy, = Ddif/D;ﬁf et rappelons que l'on
dispose des applications de localisation ¢ =" : D7) —y Dyis. Une remarque importante est
que I'image de IT* @ wp par Resz, est incluse dans DIOrm)] (en effet, elle est incluse dans

DIOral pour un certain a par des raisons topologiques (car image d’un Fréchet dans une

,10

0 1)) Ceci nous permet de

limite inductive de Fréchets) et stable par ¢ car II I'est par (p

poser, pour n > m(D) et N, k comme ci-dessus,

1

@ " (Resz, (%" 3)9) = —xarmno7)

kgf"(Reszp((pga g)((épf) —1)*%)) € t*kp;f’n.

Siz € Q, 'image de @fn(Reszp((%j (11)17)) dans D, ne dépend ni du choix de ¥ (car
un autre relévement de v dans D X P! différe de @ pour un élément dans II(D)* ® wa et
I'image par ¢! de sa restriction a Z, appartient a w*”(D}O”"”]) C D;ﬁf) ni du choix de n
assez grand (car 'action de I' est localement analytique). On a donc une application bien
définie

T +— Ji/v(a:) S LArC(Q;;rD(Iif)F‘

Proposition 4.3.1 (|24], prop. 2.10). L’application %, ci-dessus définit un modéle de
Kirillov pour [u’ —fini,

4.3.3 Dualité et modéle de Kirillov

drT
14T

(Loo((t))dt) ® wp de Loo((t))-espaces vectoriels munis d’une action de FE]. On note

Le choix d’un isomorphisme A%2D = (%# ) ® wp induit un isomorphisme A2Dgis =

[, Jaif : Daie X Daig — L

I’accouplement défini par la formule

[, ylair = résp((0-1(z) Ay) @ e),),

7. L’action de I" sur dt est donnée par o,(dt) = adt.
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ol 1ésy, : Loo((t))dt — L est défini comme la composée de I'application résidu Lo ((t)) —
L et la trace de Tate normalisée lim,,_, o0 ﬁTr Ln/L " Lo — L. L’accouplement [, |qif

satisfait [o,x, 0qylair = wp(a)[x, y]air et on a donc aussi

[z, ylaie = wp(—Drésp((z Ao-1(y)) ® ef,).

Comme [D(J{if, D(J{if]dif = 0, l'accouplement [, ]gi induit un accouplement
[, laic : DEp x Dy — L.
Si ¢ € LA(Q, <. Dy)', 2 € II* ®wp et N > 0, la formule

=> wpp e "Resg, (7" 9) 2, ¢(0")]air (4.1)

i€Z

ne dépend pas de N (assez grand) et définit une forme linéaire continue (car la somme
est finie, ¢ étant & support compact) sur II* ® wp et fournit donc un plongement ¢ :

LA ( ;,D;if)r — II caractérisé par

(2, 1(d)]pr = [2, 9]

pour tout z € IIT* ® wp.

Proposition 4.3.2. (c¢f. [2])], prop. 2.13) L’z’mage de v est incluse dans II*"—fini ¢t [q
composition # o1 : LA:(Q), d1f> — LA (Q,, ) est linclusion naturelle.

Terminons en remarquant (cf. [24], rem. 2.14) que, si D est de Rham non-triangulin,

alors

H(D)qufﬁm LA ( d1f)r'

4.3.4 (p,I')-modules de de Rham non triangulins de dimension 2

b
Soit M un (p, N, 9q, )-module irréductible de rang 2 : M est un L ® Ky-module libre
de rang 2 muni d’actions semi-linéaire de , d’un opérateur linéaire N : M — M vérifiant
Ny = ppN et d'une action semi-linéaire de 9q, (agissant a travers le groupe fini 9q, /9x ),
commutant avec ¢ et N et telle que 'action du groupe d’inertie de ¥q, soit absolument
irréductible. Soit
A=AM) = (%K@)KO)Gal(Km/Foo)7

qui est un (¢, I')-module de rang 2 sur #, de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et 0 (cf.

section |3.2.3)).

Notons

MdR = (K ®K0 M)%Qp7
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qui est un L-espace vectoriel de dimension 2. On a D}; (A) = L,[[t]] ® Mgg pour n >
m(A). Si k> 1 et £ C Mgr est une droite, on pose

Avg = {z € AL/t : o7"(2) € L[] © £ + t*Ly[1]| © Mag pour n > 0},

qui est un (¢, I')-module de rang 2 sur %, de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et k.

4.3.5 Techniques de changement de poids

Nous aurons besoin de certain résultats de Colmez concernant les vecteurs localement
algébriques des représentations de GL2(Q)) associées aux représentations de de Rham par
la correspondance de Langlands p-adique (cf. [24]). Dans [24] (cf., par exemple, thm. 0.6),
on construit, pour k € Z, une représentation localement analytique irréductible II(A, k) de
G, a caractére central zFwa en tordant convenablement ’action de G sur le module ARP!.
Plus précisément, si a,c € Q, ne sont pas tous les deux nuls, on montre que I'opérateur
cO + a agissant sur A X P! est bijective et on définit, pour n’importe quel entier k € Z,
une action de G sur A X P! par la formulelﬂ

(48) v =(cO+a) - ((2}) v).
En particulier, si w = ((1) (1)) dénote I'involution, on a
_ ok
wxpv=0"-(w-v).

On note (AXPY)[k] le G-module AKX P! muni de I'action *. Le sous-module IT(A)* @ wa
de A X P! est stable par I'action *; de G et on note II(A, k) le quotient de (A X P1)[]
par II(A)* ® wa, qui est une représentation de G' de type analytique.

La représentation II(A, k) vérifie les propriétés suivantes :

— II(A)*®wa, vu comme sous module de (AKP1)[k], est isomorphe a II(A, —k)* ®wa,

d’ou une suite exacte de G-modules
0— (A, k) @wa — (AR PYH[k] — TI(A, k) — 0.

— II existe une représentation lisse LL,(A) de G' qui ne dépend ni du poids ni de la

filtration, de caractére central xwa, telle que

(A, k)8 = (LL,(A) ® Sym* ™) @ Myg,

8. Dans [24], la formule donnée pour 'action de G est (¢ 4)*xv = (—cd+a)*-((¢})-v). Le changement
de signe ci-dessous est justifié par les différents normalisations entre [24] et ce travail (qui reprend plutot
les normalisations de [21]!) pour la représentation Sym*~!. Ce changement élimine certaines nuisances des
signes.



4.3. AUTOUR DE LA CORRESP. DE LANGLANDS P-ADIQUE POUR GL2(Qp) 103

ott II(A, k)28 dénote les vecteurs localement algébriques de la représentation II1(A, k),

et Sym*~! est la puissance symétrique de la représentation évidente de G.
(A ) = (A K)/(LLy(A) © SymF ) © .2).
— TI(Ap,2)™ = (LLy(A) ® Sym* ") @ (Mgr/£).

4.3.6 Modéles de Kirillov

Les représentations II(A) et II(A, k) sont isomorphes, & torsion par un caractére preés,
en tant que B-représentations et 'application v — %, de la section précédente fournit
donc un modéle de Kirillov pour TI(A, k)%~ dans LA,( Jop Agp)' et ot laction de B

est donnée par

((§5) *k 9)(x) = a*wa(d)[e"/“|d(az/d).

Ceci induit aussi des modéles de Kirillov pour TI(A, k), ainsi que pour LL,(A) et II(D)e.

Soient 21,4 C Mgyr deux droites et soit Wg = ker(II(A, k) — II(Ag.#)), qui
est une représentation localement algébrique de G. On a (A, k)¥8 = Wy, @ Wy, et
Wy = LL,(A) ® Sym" ™! ® .%. Enfin, on a le diagramme commutatif suivant, ot les
fleches horizontales sont des injections et les verticales des isomorphismes de G-modules,
qui met en scéne tous les personnages introduits ci-dessus et qui sera trés utile pour nos

calculs futurs.

Wy, II(A, k)2 II(A, k)" ~fini (4.2)

] ] |

LA(Q), Ly ® 4)' ——=LA(Q), Lyt ® Mar)" —=LA(QX, Agp)T,

ou 'on a noté Lgilf = (t7*Loo[t]/ Loo[t]).

Remarque 4.3.3. Si ey, e la base canonique de L? sur L, on a Sym*~! = EB?;&L . e{egflﬂ

et 'action de G est donnée par
i k—1—j ; g
(¢5) -ele; ™ = (aer + cea)’ (ber + deg)* 7.

En particulier, on a
j k=1—j7  k—1—j j

On a, pour chaque i = 1,2, un isomorphisme B-équivariant (cf. [2I] VI.2.5)
Li 1 LCo(Q), Loo)t ® Sym* ™ @ det™ = LAL(Q), Ly ® )T,

p@eleh ™ s [p s (k—1— o) (@t F @ fi,
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ot B agit sur LCC(Q;,LOO)F via la formule

((85) - 0) (@) = (zwa) ()i (bx/d)p(azx/d)

et sur le module de droite par ’action *; décrite ci-dessus. Cet isomorphisme devient un
isomorphisme G-équivariant si ’on munit ces espaces d’une action de G via les bijections
LL,(A) = LCo(Q, Loo) et Wy, = LP(Q), Lyif ® Z)F.
Lemme 4.3.4. Soient k,j € Z. Alors

1. Onaw-0=0""w sur ARP!L,

2. [g*_p x,ylpr = wa(det g)[z, g7 *1 y]p1, pour z,y € ARPL, g € G.
Démonstration. Cf [24], prop. 3.6 pour le premier point. Le deuxiéme point est une ré-

écriture de la formule [g *_j x, g *; ylp1 = [g- x,9 - y]pr de [24], prop. 3.13.iii a l'aide de
l'identité [g -z, g - y]p1 = wa(det g)[x, y]p1. En effet, on a

[g*_kz,ylpr = [gx_k 2,95 (9" *xy)]pr
= [g-2,9 (g7 % y)]pr
= wa(det g)[z,g7" *_p ylps

4.4 Une équation fonctionnelle locale

4.4.1 Vecteurs propres de
Lemme 4.4.1. Si D € ®T'%(X) et o € O}, Vapplication Resz, induit un isomorphisme

1

(D) @ wp)(b1)=2"" _y pr=a.

Démonstration. Notonsﬂ Dy € ®I'**(&) le (¢, T')-module correspondant a D, i.e (Dg)yig =

_ p0 —
D. Siz e Dg’_a, I'élément (2),>0 appartient a (Dg X Qp)(o 1) ot

I1.5.6, I'application x +— Resz, () définit un isomorphisme

et, par [22|, prop.

po =a~! =« =
(D Q)6 1)=2"" = (piy=o s Y=o

Si Dy est absolument irréductible, alors Dg = Dg et, par [15], prop. I11.23 (voir ainsi la

9. La preuve du lemme pour le cas étale se trouve dans [15], rem. V.14. On donne quand méme 'argu-
ment ci-dessous.
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remarque II1.8), application = +— (Reszp((pg (1])11,‘))”20 induit un isomorphisme

DIRP! - DK Q,,
ce qui permet conclure que Resz, induit un isomorphisme

p0Y)_ _
(H(D())* & wD) (0 1)_a — Dg}_a.
Par [21], prop. V.1.18, on a D¥=! = #+ (') ®, Dg’zl, ce qui implique la surjectivité
p0Y_, -1
de la restriction Resz, : (II(A)* ® wA)(O 1)_a — D¥=%. Comme elle est aussi injective
(cf. par exemple [24], prop. 2.20), on en déduit qu’elle est un isomorphisme, ce qui finit la

démonstration. O

Lemme 4.4.2. Soit A € ®I'(Z) irréductible, de rang 2 et de Rham a poids de Hodge-Tate

nuls. Alors
St vp(wa) €2-Z, sia € ﬁLX et r € Z, lapplication Resz,, induit un isomorphisme

0y_ 1 _» ,
(T(A)* & wa) (B D)= Av=or

Démonstration. Remarquons d’abord que, si A est irréductible, 'opérateur 9" induit (cf.

[24], prop. 3.16 et prop. 3.6) des bijections

—1,—r

1Ay 2 wn)BD="" S ((a) & wy (BD)=a"

et des bijections
AVEY 5 AVEOP

car 0 est bijective sur A (cf. [24], rem. 1.4 ainsi que 3.2) et car on a la relation o0 = p-0o1).

Soit ¢ tel que A ® § est étale. On sait alors que wp) = wa ® 62 est unitaire et
donc v,(3(p)) = —3vp(wa(p)) € Z. Alors II(A) = II(A(S)) ® (671 o det) et II(A)* =
II(A(6))* ® (6 o det), d’ott on déduit que

-1

aa)) (8= = mae)n)|

o3
=]

):a*15(17)71 ® (5 o det),

pour tout a € L. En posant a = o/ - p~»C®) o/ € &) (de sorte que a~15(p)~ € O)),

dans I'égalité ci-dessus, on déduit du lemme précédent que Resz, induit un isomorphisme
p0)_ _
(II(A)* ® wA)(O 1)_a — AV=,

pour tout o = o/p~»0OW) o/ € ¢F. Enfin, comme v,(J(p)) € Z on conclut en appliquant
v (P)+7 des deux cotés. O



106 CHAPITRE 4

Remarque 4.4.3. La condition du lemme est vrai dés que I’on sait qu’il existe D € ®I'**(Z)

tel que A = Nyjg(D), ce qui est toujours le cas que 'on considére dans ce texte.

4.4.2 Théorie d’Iwasawa tordue

Siae L* et ze AY=2, les valeurs

lim o ™p ™ Trr, ([~ "2]0)

m—-+00

ne dépendent pas de m assez grand et, pour 7 : Z,; — L un caractere localement constant

et 5 > 0, on pose

exp’( [ s =l o~y i, a6 (506 )lo) € Dan(A0CY)) = Manel

m—r+00

Observons que ¢ ™(z ® e_j) = p"™p ™z @ e_; et que, si p "z = >0 aitt, ay € Ly, ®
Dyr(A), alors

[p™2®ejlo=a;@tej =a; ® e‘if; € Ly, ® Mgr ® e‘i};.

Remarquons que si &« = 1 on obtient la formule de la proposition [3.2.12] De méme, on pose

m——+00

expl(/F X! pz) = (17 (=) lim a7 Ty, ([T (0772 @ eg)lo),

qui est un élément dans Dgr(A(x?)) = Mgr ® e?R, otl, si p™™(07Vz) = leo ht', b €
L, ® Dgr(A), alors

[@‘m(ﬁ_jz ® t_jej)]o = p™by ® e}iR € Ly, ® Mgr ® e?R.

Notons que, grace a la loi de réciprocité [3.2.10] ceci est cohérent si a = 1.

4.4.3 Dualité et modéle de Kirillov (encore)

Considérons dans la suite le modéle de Kirillov de H(A)Qﬁ_ﬁni a valeurs dans le module

LA(Q), A&Lif)r- Si € L* et si z € AY=%, I'image de z par I'inverse de I'isomorphisme

p0)_ _
du lemme [4.4.2 ci-dessus est un élément de (II(A)* ® wA)(O 1)_a ' que l'on note Z. On

a donc a Reszp((pign ?)2) = Resz, (o= (TM32) = o= (M) et, si ¢ € LA X AT la

formule (4.1)) pour I’accouplement prend la forme trés simple suivante :

2,01 =D walp™)a ez, 6(p")air, (n>0)

i€Z
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Plus généralement, si j € Z, on peut appliquer ¢ & Z pour obtenir un élément dans

01—
(H(A)*®WA)(81)_O‘ P ot on a

[072,¢] =Y " walp™ o CFMp I [0 6(p'))aie.

1€Z

Rappelons que I'on a fixé une base f1, fo de Mgg. Les éléments 1® f1, 1® fo forment une
base du Lo ((t))-espace vectoriel Agir = Loo((t)) ® Mgr et 'on identifie (1® f1) A (1® f2) =
Q~ldt ® ey, sous l'isomorphisme A2Dgit = (Loo((t))dt) ® wp.

4.4.4 Exponentielle duale et accouplement |, |p:

Suivant Nakamura (cf. [49]), on définit, pour n un caractére d’ordre fini, k > 1,7 € {1, 2}
et m € Z, la fonction ff]km € LA(Qy, A(;if)F par la formule

(—=1)* (k- Dloo(G(n) "t F) @ fi sin=m

T (0"0) = { ) intm

Notons que, pour a € Z;, on a tout simplement
Fram(@™a) = (=1 (k = Dln(a)a G ()"t F @ fi.

Proposition 4.4.4. Soient « € L*, z € Ad’:a“’ll(?’), n:Zy — L™ un caractére d’ordre
fini, k > 1 un entier, j € Z tel que j > —k, i € {1,2} et m € Z. Notons 2 = z® e}, €
AY=2_ Alors

[ajé 3 ]Pl .

« i dR, p—1 ; wa(—1)(=1)F
(exp (/FﬁX IRy @et Y L fidar = ——apMin(—1) T [ 2, nk,m

hITReA p (G +k=1)!
Démonstration. Traitons le cas ¢ = 1, 'autre étant évidement analogue. On a, pour n > 0,

eXp*(/an‘j‘k-uz) = exp*(/rl'(Mz®6n®€—j—k®€ZA))

= o "p "Trp, n(le " (2 ® ey ik wy)lo),

Comme cp*”(en’_j_k’wx) = wa(p)”

en7_j_k7wx7 On a
[SO_TL(Z ® e”hfj*k‘?wx)]o = wA(p)n[(P_nz ® en»*j*k#’x]o'

Clarifions la notation utilisée. L’élément ™"z ® € —j—kwy appartient a

Lu[[t]] © Dar(A(nx 7 wi!) = Lollt]l ® Mar @ L- ey, v
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et peut étre exprimé sous la forme z ® egRJ ko) PO T = = Gn) W+ lp "z €

L,((t)) ® Mgr. Si on écrit ¢~ "z sous la forme Zl>0 ait!, on a alors

- dr
[z ®ey i kwylo=Gmn)~ "0 a0 10€, "5 kwy-

Notons que 1’élément e 77 —kw) est invariant par I' et commute donc a Trz, /7. On en
déduit

Trp, /ol (2@ i kwy)lo) = walp)" - Trr, (GO~ QT T e 2o e,y

En utilisant la formule [t=77% 1o "2]g = [p™"2]j 151 = %[@ﬂl@ﬂk*lz]o on en

déduit
* —j—k dR,V
exp (/F nx ﬂz) ®en7—j—k,wx
wa(p)" —n, —n(j+k) —10—1f,,—ngj+k—1
P —— A T G Q aj .
Grh—1p &P v, (GO e 2Jo)

Enfin, en projetant vers la droite engendrée par f; on obtient la formule
* 7.]‘ . 5 dR Vv
(exp (/an pz) @e, 7y fuar

w " —n, —n(j 10— —nqj+k—
= ey T (Gl O o, )

Par ailleurs, z € Dw:"‘“’ll(p) et,sin>0,ona

(2, £ pmlpr = ZWA oI [Tl 2, o 1o (P')]ait-
1€Z

Comme fik’m(pi) = 0 dés que i # m, cette expression coincide avec
wa(p) e p I (] — DT 2, Gn) TR © folaie

et, par définition de I’accouplement [, ]gi (notons que I’on a une égalité o_1(G(n) 't * ®
f2) = n(=1)(=D)¥(G(n)~ " * @ f2), ceci est égale a

wa(p)" o™ A (“1)n(=1) (= 1) (k= 1)hesp (0" 2 A (G T @ fo)) @)

Nous étendons 1'accouplement ( , )qr par Loo((t))-linéarité en un accouplementlﬂ (, )dr :

—J

0
10. et donc, rappelons-le, BJZ € (H(A)*)(g 1) o twalpp
11. Rappelons que Agit = Loo((t)) @ Mar.



4.4. UNE EQUATION FONCTIONNELLE LOCALE 109
Agif X Agif = Loo((t)) de sorte qu’on a la formule
e Ah® fi) =h{z,1® f3_)ar(1® fs_i) A(1® f;)) = bz, 1® fs_)ar(—1) T Q  dt®@ ey,
pour = € Agir, h € Loo((t)) et i = 1,2. Ceci donne

vésp (0 "2 A (G) 1R @ o) @wX) = résp(Gn) QMM T 2,1 @ fi)qrt tdt)
= Tq,(Gn) 'Y e " 2]k-1, f1)ar)-

—n(k—1)

Enfin, la formule [p™"z]p—1 = W[(pfnﬁkflz]o et I'égalité Tq, = %p*"Tan/L

montrent que [0/ Z, fg kmlp1 est donné par la formule
p n, —m-—-n,—j(m+n —-n — — —najtk—
EWA(I?) e p A (= 1)n(~1)(—1)Fp Mrp, (G T o 0T 2o, f1)ar)

p

= ﬁafmp’mjwa(—l)n(—l)(—1)’“(3' +k— 1)!<exp*(/ T ps) @€y fi)an
p . X

ce qui permet de conclure. O

4.4.5 Exponentielle et accouplement |, |p:

On définit, pour 1 un caractére d’ordre fini, ¢+ = 1,2 et m € Z, la fonction gfhm €
LA(Qp, Agif)r par la formule

()" loa (Gt e fi sin=m

gf?;m(pna) = { 0 sin % m

Pour a € Z;, on a donc
gnm(@"a) = (=1)"n(a)detala) - (G(n)~'Q) - (at) ™' @ fi.

Proposition 4.4.5. Soient a € L*, z € AY=%, 5 un caractére d’ordre fini, i € {1,2} et
j > 1. Alors

_ . dR, p— 1 o . i .
{exp 1(/ ) @€, fidar = —— (=1 (= 1)In(=Dwa(p) ™™ p ™07z, g3 .
r
Démonstration. On a, pour n > 0,

eXp_l(/anj-#z) = eXp_l(/ij-(uszen))

= (1@ - D0a"p " Tr (9 " (0772 @ ey @t e)]o)
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et comme ¢ (e, ®tej) = p"le, @t ej, on a
Tr, (e (07 2@ey@t7e;)]o) =p™ Ty, /("0 72 @ e, @t ejlo).

Comme précédemment, 'élément ¢~ "077 z®e,®t 7 e; appartient a Ly [[t]]@Dar (A(nx7)) =

dR

o avec T =
9,

L,[[t]] ® Mgr ® L - efh}} et peux donc étre exprimé sous la forme z ® e
G(n) o077z € Ly[[t]] ® Mgr. On a alors

e "0z @ ey @t ejlo = G(n) e "0 2o @ el

Notons finalement que I’élément ef}l} est invariant par I' et commute donc a la trace, ce

qui donne

T, (e ™07 2@ ey @t e))]o) =T,/ (Gn) o "0 2)o) ® )l

et, en accouplant avec fi, on en déduit la formule

<€XP_1(/F - pz) ® ef:;’v; far = (=17 (G = Dl "p"U=DT L (Gn) e "0 2o, f1)ar)-
(4.3)

Par ailleurs, (g [1)) -Z = a~'Z et agit donc sur 97Z € II(A) par multiplication par

a~1p?. On a, pour n > 0, la formule pour

=Y walp a0z, i L (0))aie

= wa(p) a7 2, Gn) T @ fo)lai
= wa(p)"aT T W (< Dresp (0702 Ao (Gn) T ® fo)) @ ey,

ou la premiére égalité est la formule pour l'accouplement [ , |pi1 en termes du modéle

de Kirillov, la deuxiéme suit de ce que g?%m(pi) = 0 dés que i # m, et la troisiéme

est juste la définition de I'accouplement [ , Jqir. Comme o_1(G(n)™1) = n(=1)G(n)~},

0o(Q1) = deta(a)a U = wat~! on a
résp((@ "0z Ao (Gn) U @ fo)) @€ ,)

= wa(=Dn(=Drésp((¢ "0 72 A (Gn) '™ @ fo)) ® e, )

Or, la formule

zA(h® fi) =h{(x,1® f3_i)ar((1® fs_ ) A1 f;)) = h{z,1® f3_i>dR(—1)i+1ﬂfldt ® ewn
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x € Agir, h € Loo((t)) et i = 1,2, et la définition de rés;, comme la composée du résidu

avec la trace de Tate normalisée donnent

réss ("0 T2 (GO @ ) @ely) = T T, (GO ("0 Ao, fidaw).

On conclut alors que

0795, mles = —Egua(p) 0™ I Ty, (GO ("0 2lo. )

Enfin, en comparant avec la formule (4.3]) on conclut que

p (1)
(p—1) (-1

0792,6% ]p1 = n(=Lwa(p) ™ "p ™ fexp /F 0 i) © RV f) g,

et on finit la preuve. O

4.4.6 Vecteurs localement algébriques

La représentation II(A) ne posséde pas de vecteurs localement algébriques et on va
tordre 'action de G de sorte que ’on fasse en apparaitre, ce qui nous permettra de regarder
les fonctions f;km et gf?,m comme des éléments du modéle de Kirillov d’une certaine
représentation localement algébrique.

Reprenons les notations de la section m et notons m = LL,(A) dans la suite. Rap-
pelons qu’on a la relation w, = xwa entre les caractéres centraux de II(A) et 7. Soit
k> 1 et soit i € {1,2}. On peut regarder les fonctions f;km et gf%m comme des élé-
ments de LAC(Q;,L(;I“ ® Mgr)" qui, d’aprés le diagramme , s’identifie aux vecteurs
localement algébriques TI(A, k)alg de la représentation II(A, k). Rappelons 'on dispose des
isomorphisme de G-modules (cf. remarque

4t LC(Q), Loo)t @ Sym* ! @ det ™ 55 LAL(QY, Lk © Mag)",
p@efe, v (k=1 o)) F @ fil, 0<j<k-L
Alors
— On alﬂ ff%’k’m(p”a) =0sin#met

fopm®™a) = (k—1IG(m) 'n(a)(at) " & f;
= (k=DW™Gm) ™) (p"at) & fi

et donc
i i gem) = PRG () g @ el

12. Observons que 7 est vu comme un caractére sur Q, en posant n(p) = 1.
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— On a gf],lvm(p"a) =0sin#met

gn-1.m(P"a) (G 7'Q) - (a)deta(a) - (at) ' @ f;
(deta(p)p™") ™" - (G(n~")7'Q) - ' (p™a)deta(p™a) - (p™at) " ® f;

= walp) ™ (Gl )1 - (p"a)wr(p™a) - (Pat) Tt © f,

ou pour la derniére égalité on a utilisé deta(a) = wy(a). D’ou
G Gy1m) = wa@) ™ (GO TI) G @] e
Lemme 4.4.6. Soient k> 1 eti € {1,2}. On a

G

% m —c(r@n~H—me— — i
w*kf7k7m: (71)kp kn(*l)WA(p) (r@n™) Q G(n) 5(7T®7I l)gn—lyfc(m@n—l)fm

Démonstration. Par la discussion précédente et la proposition [4.2.2] on a

wo fpm = 1((88) G (G © ches™))

= (_1)kpmk77(_1>G(77)715(7T ® nil)b(énflwm—c(ﬂ@m’l)—m & elf_leg)

m elron-V)—me1 G N
= (=)™ n(=Lwa(p) =T IG((n))S(w@n D901 —e(mon1)—m>

ol dans la deuxiéme égalité on a utilisé le fait que det((l) (1)) = —1. Ceci permet de conclure.
O

4.5 L’équation fonctionnelle : cas de poids de Hodge-Tate

nuls

4.5.1 Co6té Iwasawa

Sia € L* et 2 € AY=, on note wa(z) = Resz, (w - %) € AV=aw;' () Cest aussi
'unique élément z tel que (1 — awx'(p)p)r = wp - (1 — ap)z. On est maintenant en

condition de montrer le résultat principal de cette section

Théoréme 4.5.1. Soient o € L*, z € AY=% et notons 2 = wa(2) ® e € AY=2 Soient
n:Zy — L* un caractere d’ordre fini, i € {1,2} et m € Z. Alors

eXp*(/ Xz @e = C(Am, ) - exp‘l(/ N ) @ el
T ’ YA r P

ou ' .
(_l)j Q—l G(ni )

AN -1 C9Y . glmenh)
(j_l)!Q G(n) 5(77®77 ®| |) @ ;

C(Av 777]) = 77(_1)

pour tout j > 1.
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Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat en projetant sur f;, pour i € {1,2}. Soient
j>0et k>1 et notons

* —j— dR,
A = (exp (/an TR p) @e T v fidar,

- ~1.j dR,
Bi = (exp 1(/ NI ) ®e,7—1vj+kafi>dR-
1—\ 2.

En posant m = 0 dans la formule de la proposition [£.4.4] on obtient

A = p—1 (_1)WA(_1)(_1)k

j s £3—1
p VTG e e A frole

Or, on a
Fw-2=w-072=w-0"07F s =wx_, 0777%3

et, en utilisant la formule [g *_;, x,y]p1 = wa(det g)[z, g7 *; y]p1 du lemme on en
déduit
P2 Syl = wa (D07 w e £l

Grace au lemme on sait que
—j—kz —1 —c(r@n~?t 4G ! — —j—kz i
0¥z wsa e = (-1 (- Da(p) "0 S0 etmeon 0Tl gy e

Enfin, en appliquant le lemme [4.4.5|avec j = j + k, on a

p (=1t
p—1(G+k-1)

I i kelmo1
077745, g1y 1)1 = (=)l T ),
Observons que e(m ® 7~ )p=c@® DGH) = ¢(r @ =1 @ |- [/+*). En simplifiant toutes ces

jolies formules, on obtient

(1P GO

-1 i+k c(r@n~1
G- G e @l Pt

Ai =n(-1)

Comme j > 0 et k > ¢ on été choisis arbitrairement, ceci achéve la démonstration.

Remarque 4.5.2.

— Le méme genre de calculs ont été faits par Nakamura (cf. [49], proposition 3.15) dans
la bande critique, ce qui lui permet de démontrer la conjecture € locale de Kato (cf.
[49] thm. 1.1) pour les représentations de de Rham de dimension 2 & poids de Hodge-
Tate k1 < 0 et kg > 1. Les calculs ci-dessus permettent, de la méme maniére, prouver
cette conjecture pour toute représentation de de Rham de dimension 2, comme on le

montre dans le chapitre suivant.
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— Sin:Z; — L™ est le caractére trivial, la constante C(A,n,7) dévient

C(A,n,j) = (j:ll);ﬂ Qe @] ) - atm.

dR,V
nvfjawx ’
L’équation fonctionnelle du théoréme ne dépend donc pas du choix de la base fi et

fa de Dgr(A).

— La valeur Q™! apparait aussi dans le terme de gauche comme facteur dans e

4.5.2 Coté analytique

Le théoréme [£.5.1 nous permet de montrer une équation fonctionnelle pour la fonction
Ap...
Théoréme 4.5.3. Soient z € AV, 2 = wa(2) ®euy € AY=1 et notons 2(—1) = 2®e_.
Soit n : Zy — L™ un caractere de conducteur p", n > m(A), et soit ¢ € Q) tel que
n(1+z) = (cyz) des que vy(x) > n/2 (cf. prop. [4.2.1). Soient U Vowvert fourni par le
théoréme [3.3.9 et K tel que nk € Ua. Alors

AxC sy mmx ) @eltl = —p "0 wr(e)) M Aa (7T,

—1wX

Démonstration. Le résultat est une paraphrase du théoréme [£.5.T]en termes de la fonction
A .. Par densité de Zariski des caractéres nz’/ dans B(n, N(A)), il suffit de montrer le
résultat pour les caractéres de la forme ny’ € Ua, j > 1.
Sous I'hypothése sur le conducteur de 1, on a c¢(m ® n7!) = 2n et, par la proposition
B2,
e(m@n™t) = wrley) ()™t = weley) PTG ().

En utilisant la formule G&;;) = n(—1)p"G(n)~? la constante C(A,7,5) du théoréme [4.5.1

dévient ( )
) —1)7 _ 1 —oni
C(A,n,j) = W -Q lww(cn) IP ng,

Par ailleurs, on a, par les formules de la proposition [3.3.14] (noter que A et A sont tous
les deux & poids de Hodge Tate positifs),

* — dR, * —J dR,
exp (/an Topz)@ey ) = exp (/FUX T psen) @ e )
1 . , §
_ —nj A j—1 dR _ dR
= GooP TAacnaenndT) @ et € Dar(A) = Mar @ el

eXp_l(/ n ) @€Y = (= D=1 VAL L (nx ) € Mar.
I



4.6. L’EQUATION FONCTIONNELLE 115
On en déduit
Aj s @ el = C(A ) - p"® D (=177 (j = DPAA (X T),

et donc

AA(71)773(71) (an_l) ® eil?;\d/x = _p_nQ_lww(Cn)_lAA,z("?_lx_j)a

et ceci conclut la preuve.

4.6 L’équation fonctionnelle : cas de poids de Hodge-Tate 0, k

Les équations fonctionnelles des théoréms [£.5.1] et [£.5.3] peuvent étre tordues pour
obtenir des équations fonctionnelles analogues quand le (¢, I')-module est de Rham a poids
de Hodge-Tate 0,k > 1.

Soient k > 1, . C Mggr une droite et notons D = Ay &. On a alors wp = wazk
et l'involution wp sur D¥=" est donnée par (la restriction a D¥=C de) 'action wa*_j =
9 Fwa = wad*. Notons

Akl =A® wzla}_k.

Ce module contient tous les duaux de Tate des (¢, I')-modules de la forme Ay, . Le module
D est a poids de Hodge-Tate 0, k et les poids de Hodge-Tate de D sont dont 1 — k, 1, d’oul

D(k — 1) est a poids 0, k.
Soit z € D¥=1 C A¥=! et soit y = (1 — )z € D¥=0. Posons

J=waly)@e) € A¥=0 5= Resz, (wa(2)) ® e, € A¥=1,

ylk] = wp(y) ®@e) € A[k]wzo; zlk] = Resz, (wp(Z)) ® eUVJD € A[k:]wzl,
On a bien[]
y=010-9)z gkl =Q1- )z

4.6.1 Coté Iwasawa

L’équation fonctionnelle du théoréme [4.5.1] en poids de Hodge-Tate positifs prend la

forme suivante :

Théoréme 4.6.1. On a

* —1 dR, . — — ) de
exp (/F”X T ) @ €5y = C (D, j) - exp 1(/F77 ) @ e

13. (1 — p)z = (1 — ¢)(Resz, (wa(
Reszg Resz, (wa(?)) ® e, = wa (Reszg (2)

— (1 - wa(p)'@)Resz, (wa(?) ® ey =

—
QR
®
e<®
s
||E<
>
& —
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ot o . '
CDmg) = -n-0 T 0 E demay s )

pour tout j > 1.

Démonstration. Rappelons que 'on a 2[k] = 0 *Resz, (wa(2))®e)), @,k = 0 F2@e .

On a alors, pour n > 0,

exp*( / X ) = p T, (e O E @ ey ® e ® ey i)lo)

= p*”Tan/L([tfkafkapfn(é ® ey ®e_j)o) @ the, .

Observons que le terme [t *07%o™"(2 ® e, ® e_;)]o appartient & Dgr(A ® wX @ nx ) =
Dgr(D) ® G(n)Q~ =7+t "€ jwy- Sl ¢ "Resz, (wa(?)) =3, ait!, en utilisant I'égalité
R0 F (ait!) =

maltl pour [ > 0, on en déduit

777—]',&%

o R Eeep@e o = walp)"Gn) QO at]; 1 @ el
l

= wa()"Gn) 'O :

dR
aj—1 & e,

JG+1) - G+HE=1) el
1
= — . [ (Z2®n®e_j)lo.
JG+1) (G +k—1) ’
Comme ei}i}/,w]v) @ the, 1 = ei}i}{wx, on en déduit
. 1 ,
* -3 .. dR,Y — * —J .. dR,Y
exp (/an pan) @€, 70y G0 k=D P (/F X ps) @€ T

Par le théoréme m (appliqué avec 7 le caractére trivial), on a

* —j dR, . — — j dR,
exp (/an Topz)@e, Ul = C(A,n,j) - exp 1(/Fn o) @e,

777—]‘7WX

" (1 ()
. 1) G~ - :
C(An,j) = U(—l)m Q7! G e(mon el

d’ou

exp’( /F X ) © e,

_1 J _ G 77_1 _ . _ _ . )
:n(_l)(j+k(—1))!(j—1)! o c(:m))g(”@" Yol e (7 ) oY

ce qui montre le lemme. O

Remarque 4.6.2. Sin: Z, — L* est le caractére trivial, la constante C'(D,n,j) du théo-
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réme [L.6.1] dévient

(-1)/
(G+Ek—=DIG—1!

C(D,n,j) = Qle(m o] P).

4.6.2 Coté analytique

Lemme 4.6.3. Notons Z[k|(k — 1) = Z[k] ® ex_1. Alors

A, zibl -1y (1) = A5 1y sy ) © € @ te

Démonstration. Ce résultat un peu tautologique suit directement de la définition de ’ap-

plication A. On a

Apge—1y s ey (X)) = > nla)o ( i1—p)0F20e,0® ek,l))]o
= Y n(a)oale ( (1 —p ) F5(—1) @t Fep ® t'ﬂem,k)]o
= ") n(a)oa[e " (1 - p)z(-D]o ® eft @ the,
= pnkAA(—l),z(—n(??Xj_k) ©eft @ the, .

O

Théoréme 4.6.4. Soit D € ®I'(#Z) de Rham & poids de Hodge-Tate O et k > 0. Soient
z € D¥=1 et 2 = Resg, (wp(2)) ® e, € DY=L. Soit n : Z; — L* un caractere de
conducteur p" avec n > m(A) et soient Cps Cp—1 € Q; comme dans la proposition .
Soient U C X Uouvert fourni par le théoréeme et k tel que nk € Ua. Alors

Ap(1yseny (19) ® 17y = =" 0w (e) - Ap (T R TINTY

Démonstration. C’est une simple traduction du théoréme [£.5.3] & l'aide du lemme [£.6.3]

ci-dessus. O

Remarque 4.6.5. Soit z € D¥=! et notons # = Resz, (wp(2))®eY, € DV ety = (1—¢)z,
¥ = wp(y) ® e}, Rappelons que wp = Myy=1 0 W La formule (cf. [22], cor. V.5.2)

ws(§ @ e5) = (6(=1)ms2 0 w«(y)) ® €5
appliquée a 6 = x*~! et la relation Wp(k—1) = XQ(k_l)wD donnent

wD(k—1)(?®€k—1) = m, -1 o wy(J ® eg—_1)

“Br—1)

= mX72(k71)w51 O Wi (?] X ekfl)

= ((_1)/€71 . mX_Q(k_l)wgl o mxg(kfl) o w*(g)) X €lr_1
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d’ou

R«

:’LU D(k— )(y®€k 1)®€

Wpk—1)

. — v Voo
et comme wp -wp =lete) ®e, =1 ona

wp(9) @e) = M- ow.(wp(y) ®ey,) e
= wp(—lm,1ow.(wp(y) ®ej, @,

(=
= wp(—lwp(wp(y ))®ewD®exD
(=D,

wp

et on en déduit la formule@

5= (- ) ') = wp(~D)(~1)* 'z = we(~ 1)z,

En appliquant deux fois le théoréme on obtient donc

Ap.(n~'x?) = C(D,n~" ‘AD(k—1),2(k_1)(77X7j+k71) ® ezljﬁuv
= we(=DCD.) OBk =1 ) A ) @ ety ety
oll on a noté@
k—1) -1 1
C(D,n) = —p"* V- Qplwr(cy)

C(D(k - 1)777_1) = _pn(k—l) Q_tk 1) 7r( (k 1))( 1)_1'

Observons que, comme |c,| = p" (comme on le voit sur la formule n(1 + z) = ¥ (c,x)),
1-k

wr(cy) = ¢ "wp(ey), et wp(cy) € O, alors P ()t = p"(k_l)cf]_lwp(cn)_l e 0f

et donc C(D,n) € OF, et de méme C(D(k —1),n7 1) € 6. Or,

dR,V dR,V k—1 k—1\—1 k—1 k—1\—1
k-1, 1)®ek Lwy = €1- kO (Qppont™ ) Cwp_yy @ 1k @ (Qpt™ ) ewp
et, comme wr = wrh2k=1) ot donc e b ® e®? on peut identifier

’ D(k-1) = W¥p X Whk—1) k— 17 p

dR,V dR\/
e Qe = Qs 1 Qp.
F=Lwh k—1,w D(k-1)

En simplifiant I’équation fonctionnelle ci-dessus on obtient

1 = wy(—1)p2ntk=1) “wr ()W prr—1)) (Cp-1)-

14. Voir les remarques faites juste avant le lemme m pour la premiére égalité.
15. Dans les formules ci-dessous, 7 est la représentation lisse associée a D et w(D(k — 1)) celle associée
aD(k—1).
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Enfin, on sait que 7(D(k—1)) = 7 ® |det|* ! et Wr(D(k—1)) = W |21 et wy = w L. De
plus, ¢,-1 = —¢, (car n~*(1+x) = n(1—z) = Y(—c,z) pour tout x tel que vy(z) > [n/2]+1,

1 — x étant l'inverse de 1 4+  modulo p™), et comme |¢,| = p™, on a alors

1= Ww(*l)wﬂ(cn)wﬁ(cn—l) = Wr(—cp)wr(—cy) = 1. (1)
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Chapitre 5

La conjecture ¢ locale de Kato en

dimension 2

La conjecture € locale de Kato (cf. [39], [34] [49]) prédit l'existence d’une trivialisation
canonique du déterminant de la cohomologie des représentations galoisiennes & coefficients
dans un anneau p-adiquement complet A, interpolant des trivialisations standard (qui font
intervenir les facteurs epsilon de la représentaiton, d’ott le nom de la conjecture) quand A
est une extension finie de Q,,. Elle peut donc étre vue comme une interpolation p-adique des
facteurs locaux des représentations de de Rham. Ce court chapitre a pour objectif montrer
comment les méthodes développées dans le chapitre précédent permettent de compléter les
résultats de Nakamura pour démontrer cette conjecture pour le cas de dimension 2 pour
une certaine classe d’anneaux A, en montrant que 'isomorphisme e construit dans [49]

interpole l'isomorphisme ¢ de de Rham pour tout (¢, I')-module de Rham.

5.1 Notations

Fixons les notations dont on aura besoin dans la suite, pour lesquelles on renvoie aux
références déja citées.
— Soit A une Zy-algébre commutative satisfaisant I'une des deux conditions suivantes

— A est un anneau semi-local noethérien complet pour la topologie définie pour

son idéal de Jacobson.
— A = L est une extension finie de Q.

Si A satisfait une des ces conditions, on dit que A est une Zj,-algébre de type (*).
Pour un tel A, on note #Z4 l'anneau de Robba relatif sur A (cf. [3.2.6) et notons
BT (RZ4) la catégorie de (p, I')-modules sur étales sur Za.

— Soit Dperf(A) la catégorie de complexes de A-modules parfaits (i.e quasi-isomorphes
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5.2 L’isomorphisme £¢ ¢

CHAPITRE 5
a un complexe borné de A-modules projectifs de type fini). On note
Det : Dperf(A) — Tnoy

le foncteur déterminant vers la catégorie de A-modules inversibles (i.e localement
libres de rang 1). si P est un A-module projectif, on a Det4(P) = A"} P, ou rp :
Spec A — Z dénote le rang de P. On note 14 = Det 4(0) = A est 'objet unité (pour

le produit induit par le produit tensoriel).

Soit D € T (Z4) de rang 2 et de Rham. On pose
Ax1(D) =Deta(%; (D))

le déterminant de la ¢, ~y-cohomologie de D, ou 6 (D) dénote le complexe qui
calcule la cohomologie de D. Soit &4 définit comme précédemment si A = L est
une extension finie de Q, et &4 = @A/JaC(A)”[[T]HT_l] autrement. Notons Dy €
PTe (&) le (¢, T')-module correspondant & D. On définit

Za(D) = {x € dety, Do | ¢(x) = detp(p), oa(z) =detp(a) -z, acZ;}=A-ep,

et on pose

Ap2(D) = Za(D).

Enfin, on définit la droite fondamentale locale de D comme
AA(D) = AAJ(D) & AA’Q(D).

Cette droite est compatible au changement de base, multiplicative pour les suites

exactes courtes et se comporte bien sous la dualité.

Si T € Repy%9q,, on on peut définir des modules A4 2(T) € Jnvy (cf. [39], [49], [48])
et on a des isomorphismes canoniques Ay 2(T) = A4 2(Dyig(T)), pour 7 € {1,2}.

dR

Soient A = L une extension finie de Q,, D € ®I'**(%}) de Rham et { = ({yn)nen un

systéme de racines p™-iémes de 'unité tel que ¢, # 1, Cg ni1 = Gpr. On a besoin de trois

dR

ingrédients pour définir I'isomorphisme ¢ ¢

— La suite exacte fondamentale et les propriétés d’adjonction entre les applications

exponentielle et exponentielle duale induisent la suite exacte

0 — H.(D) = Dais(D) = Deris(D) @ tp — H, (D)
—  Dexis(D)* @t} = Dexis(D)* — HL_ (D) =0
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Par dualité, on sait que HSW(D)* = Hgﬂ(D) et (tp)* = Fil’Dyr(D). Le déterminant

du complexe ci-dessus nous fournit donc d’un isomorphisme
QL(D) 117 = ALJ(D) (= DetL(DdR(D)).
— On note, pour r € Z, n, = dimy, gr "Dyr(D) et on définit

Lr(D)=[[ ()™,

reZ

(r—1)! sir>0
ou on rappelle que I'*(r) = (—1)" ,
= sir<o

— Soit hp = ), cz7 - dimg gr7"Dgr (D). On a un isomorphisme (ot on voit les deux

espaces dans Det Lw((t))(Ddif))
far,L(D,¢) : Dety(Dar(D)) = ZL(D), @ e(Dpst(D), () - " -,

ot Dys(D) = (Zk[lr] @5 A)'E est le (¢, N,9q,)-module filtré associé¢ a D (cf.
3.2.3) et e(Dypst(D), () dénote le facteur local de la représentation de Weil-Deligne
(R

Avec les applications définies ci-dessus, on définit

dR I'(D)-61(D) 1®04Rr,L(D,¢)

EL¢ " 1, ALJ(D) X Det(DdR(D)) AL(D)

5.3 Enoncé de la conjecture

Rappelons la conjecture en question.
Conjecture 5.3.1. Il existe une unique famille d’isomorphismes

~

€A7<(D) 1y — AA(D),

pour tout triplet (A, D, () tel que A est une Z, algebre de type (*), D € ®T(Z4) est de
Rham et ¢ = ({pn )nen est un systéme compatible de racine p"-iémes de I'unité, satisfaisant

les propriétés suivantes

1. Pour tout morphisme A — A’ de Z,-algebres, on a

8A74(D) Ry = 5A’7C(D XA A/).

1. Comme on I’a remarqué, on sait, grace a la compatibilité locale-globale dans la correspondance de
Langlands p-adique, que les facteurs locaux des représentations de Weil-Deligne coincident avec les facteurs
locaux des représentations lisses fournies par la théorie du modéle de Kirillov. On pourrait donc définir
les isomorphismes € de de Rham en utilisant ces derniers et, dans ce cas-1a, la preuve de la conjecture
presentée dans ce chapitre ne dépendrait pas de telle compatibilité.
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2. Pour toute suite exacte 0 - D' — D — D” — 0 on a
eac(D) =eac(D) ®eac(D").
3. Pour tout a € Z;, on a
EA0a(¢)(D) = detp(a) - ea,c(D).

4. La composition

~ . —1(D)*
14 —)EAYC(D) AA(D) — AA(D)* —>€A’C i 14

donne l'identité, ot I'isomorphisme au milieu est celui induit par la dualité locale.

5. Pour tout triplet (L, D, () tel que D est de Rham, on a

erc(D) = ef%(D).

5.4 Construction de I'isomorphisme

Dans [49], Nakamura construit, pour tout triplet (A, D, ¢) comme ci-dessus, un candidat

pour Iisomorphisme €4 ¢ : 14 = A (D) et il démontre le résultat suivant :

Théoréme 5.4.1 (J49], thm. 3.1). Les isomorphismes €4.¢(D), pour (A, D,() tel que D
est de rang < 2, satisfont les propriétés (1),(2) et (3) et (4) de la conjecture. De plus, si
(A,D,() = (L,D,() est tel que D est de Rham et triangulin ou non-triangulin et & poids
de Hodge-Tate k1 < 0 et ko > 0, alors e, ¢(D) = gdLI}(D).

Rappelons briévement la construction de I'isomorphisme (cf. [49] pour les détails). Soit
D € ®I'*(#,) absolument irréductible et notons Dfm(D) € ®T'¢ (%} (I')) sa déformation
cyclotomique comme dans et AX?(D) = A%X(F)J(Dfm(D)), pour ? € {1,2}. L’opé-
rateur 1 — ¢ induit un isomorphisme de %4 (I")-modules D¥=! ® @t () R4(T) = DY=0 et

donc un isomorphisme
Comme D%%X(F) (Dfm(D)) = Z4(D) ®4 %7 (T), 'isomorphisme ci-dessus induit
A (D) @+ 1y Za(T) = (Dety, (DY) @4 La(D)) ™"

Enfin, accouplement d’Iwasawa (cf. nous permet de trivialiser ce dernier module
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en définissant un isomorphisme
Detgz, 1y (DV=) @4 ZLa(D)" = Z4(T)
par (zAy) ® 2V — [o_1[{wp(z) ® 2V ® e1,y)1w. Ceci induit donc
nac(D) g, = AY(D) Bt (r) Za(l).
On montre (cf. [49] prop. 3.4) que I'isomorphisme 74 ¢(D) descend en un isomorphisme
N (D) : Lyt — A (D),
et, pour § : Z; — A un caractere localement analytique, on définit
eac(D(0)) = EIXC(D((S)) O+, 15 1A+ 14 = AE\N(D) ®@X(r),f5 A= Aa(D),

ol on note f5: %4 (I') — A le morphisme induit par [y] — §(v), v € T.
Si on déroule les définitions ci-dessus (cf. aussi [49], rem. 3.9), on voit que la trivialisation
du module ALYY(D) = Det(D¥=!) ® 4 £Y(D) induite par 'isomorphisme €4 ¢(D(d)) est

donnée par

(zAy) @z — /F 0 Bio_1](wp((1-9)2@2¥),(1=0)y) 1w -

5.5 Interpolation

Le théoreme ci-dessous compléte la démonstration de Nakamura de la conjecture
€ locale de Kato pour les représentations galoisiennes de rang au plus 2

Reprenons les notations de et soient D € ®I'*'(#) de Rham non-triangulin & poids
de Hodge-Tate 0 et £ > 0, .2 C Dgr(D) sa filtration de Hodge et A = N,jz(D) € ®T'(Z)
qui est de Rham & poids de Hodge-Tate nuls de sorte que D = Ay, ¢.

Pour 5 € Z, notonsﬂ

(', )ai : Dar(D(—j)) x Dar(D)(j) = L

I’accouplement naturel induit par la restriction 'accouplement ( , )gir entre Dgir(A(—7)) et
Dair(A(y)) défini par (z®e—j, y®ej)ait = p~ "1, /o (téso((x, y))) pourn > 0,z € AyeA
(cf. [21] V1.3.4). D’aprés [21], lemme VI.4.16, 'application = +— t* 'z ® exD(k) induit un
isomorphisme de Al sur son Loo[[t] - dt-réseau dual dans Dj.

Rappelons que 'on a fixé une base {fi, fo} de Dgr(V), ce qui permet de fixer des

bases {f1 ® e;-lR, fo® e}m} des modules Dgr(A(7)) = Dgr(A) @ L - e;-lR. Ce choix induit

2. Par un petit abus de notation, on note par (, )air ’accouplement pour tous le différents tordus de
D.
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un produit scalaire

(, )ar : Dar(A(j)) x Dar(A(4)) — L

défini par la formule z = Zi:1,2<$7 fi® e;iR> (fi® e;iR). Rappelons aussi que €2 est défini

par la formule fi A fo =t~ 1(Q 1 **+le, ) - dt. On aura besoin du lemme suivant

Lemme 5.5.1. Sous les identifications faites ci-dessus, on a, pour x € Dar(A(—7)),
- dR,
<£E, fl & e?R>dif = (_1)Z 1<$ & e,j7¢\:B7 i>dR-

Démonstration. Observons d’abord que (z, f; ® E?R>dif = (z® e;iR, fi)ait- Notonsﬂ y =
z® e?R € Dar(D) et y =t'"*(y @ e,,;,) de sorte que y = t* 1y @ ey . On a alors

(W, fdae = (""" @el,, fidai
= wéso(t" (W A ) ®e),)

Or,
Y A=W famidar - (Fsmi A fi) = (1)1 (Y fsi)ar - ewp, - dt.

On en déduit

11— d i d
(@, fi ® G?R>dif = (-l e e_l?’v ® ebvjlvj, far= (1"t (z® e_f;,’l]vj, i)dR

ce qui permet de conclure. O

Théoréme 5.5.2. Soit D € ®T'%(XZ) de Rham non-triangulin. Alors
eL¢(D) = ege (D).

Démonstration. Soient D € ®I'®*(Z), de Rham non-triangulin & poids de Hodge-Tate 0
et k > 0. Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que les isomorphismes epsilon
coincident sur D(j) pour tout j € Z. La preuve du théoréme consiste & expliciter les deux
isomorphismes en question pour se ramener & montrer une version tordue de I’équation
fonctionnelle du théoréme 5.1

La suite exacte définissant le morphisme 67,(D) acquiert, dans le cas non-triangulin, la

forme suivante
0 — Dar(D(€))/Fil’Dar(D(j)) = H} . (D(j)) —— Fil’Dar(D(j)) — 0.

De plus, on sait que HY . (D(j)) = HZ_(D(j) = 0 et donc Det(%2 ., (D(j)) = Det(HJ, ., (D(j)).

On a trois situations possibles :

1. Soit FilDgr(D(5)) = 0 (le cas de poids de Hodge-Tate positifs).

3. On voit tous ces éléments dans Dait = Aair et Dait = Aair ® wh.
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2. Soit dimz Fil’Dgr(D(j)) = 1 (le cas de poids de Hodge-Tate k1 < 0 et kg > 0).
3. Soit Fil®Dgr(D(j)) = Dar(D(4)) (le cas de poids de Hodge-Tate négatifs).

Comme on a remarqué, le deuxiéme cas a été traité par Nakamura, et les deux autres
cas sont en dualité. On se place dans la suite dans le premier des cas, le troisiéme s’en

déduisant par dualité (condition (4) de la conjecture).

Lemme 5.5.3. Le morphisme ﬂ%’%(D(j)) : Det(H;ﬁ(D(j))) — Z1L(D(j)) déduit de
del}(D(j)) satisfait

BLED()) << /F X p2) A explf @ e?R>> = (=171 Ci-epgy),

ou

Cl = FL(D(])) . Qil . E(Dpst(D(]))) . <eXp1(/F Xj . Mz) X e?R’V,fg_i>.
Démonstration. On a
400 ([ nelsie )
— exp ! . @ edR
= exp (/FXJ pz) A (fi ® €5)

= <exp1(/F X pz), fai @ ef) - (fsmi @ e A fi@efh).

dR,®2 i—1O—1s—k—27]
Observons que (f3_; ® e}iR Afi® e?R) = (f3—i N [i) ® € I e QJeD(j),

d’ou la derniére expression est égale a
()Tt <eXp_1(/F X pz) ® e;-lR’Va fs—i) - e
On conclut & partir de la formule ﬁ%% =60y060; =T - 6006, que I'élément
S0 ([ n A o)
est donné par
(1) TL(D()) - 7 - (Dt (D) - (exp( /F W) @Y, ) e,

ce qui finit la preuve du lemme. O

Lemme 5.5.4. Le morphisme Br¢(D(j)) : Det(H} (D(j)) — ZL(D(j)) déduit de
er,c(D(j)) satisfait

Bre(DG) (( e nesslss e?R>) (1) Gy epg.
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ou

Cy = (1) (eXP*(/F X7 pz) ® eii’:v s f3—i)dR-

D

Démonstration. Soit 2’ € DY=! tel que Jox? -y =exp(fi® e?R). On a, par définition de
BLc(D(j)),

B (D()) (( [ et e e;-“’v)
- /F ¥ o1 ((1= 9)2), (1= )2 ) - en(y
= <6XP*(/F X_j'#al(z))aexp_l(/r X+ )it - €pj)

- (_1)J'<exp*(/F X7 ps), fi @ €5 ait - epgy)

ou la deuxiéme égalité suit du lemme [3.4.1] et la derniére suit par définition de l'action
de A sur la cohomologie d’Iwasawa. Par le lemme ci-dessus, cette derniére expression

coincide avec
. . » dR,
(=1)* 1(—1)J<6XP*(/FX / ‘Né)®e_j7:B7f3—i>dR'eD(j)7

ce qui permet de conclure. O
Les poids de Hodge-Tate de la représentation D(j) sont j et k + j et on a

PDG) =T G T+ )7 = g i)!(j i (—1)3"1W-

Enfin, la compatibilité locale-globale dans la correspondance de Langlands p-adique montre
que

e(Dpst(D(4))) = p~“Ve(m) =e(r @ |- ).
Le théoréme est donc équivalent a 'identité

*(—j+1 :
i+ Qle(re|-))- exp—l(/ o) ®e§,1RvV.
I

* —J .. dR,\/ _

Le lemme m (voir aussi la remarque aprés sa démonstration) permet de finir la preuve

du théoréme et donc de la conjecture €. 0l
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Fonction L p-adique d’une forme

modulaire

Pour terminer, on applique les résultats obtenus a la représentation associée & une

forme modulaire et au systéme d’Euler de Kato. Soit

+o0
f=Y ang" € Sp(T1(N),ws) ®C

n=1
une forme primitiveEI de poids k > 2, niveau N et caractére wy : (Z/NZ)* — C*. Les
opérateurs de Hecke T,, agissant sur f par T,f = a,f et T} f = @,f. On note F =
Q(ay,as,...) le corps de nombres engendré par les coefficients de f et f = Zj{g anq" €
Sk(Fl(N),wfl) ® C la forme conjuguée de f.

Soit v une place de F' au-dessus de p et soit L = F,. Notons V(f) € Rep;9q, la

représentation galoisienne attachée a f (cf. plus loin) et D = Dy (V(f)) € OIY(R).

On note
I'(s)

(2im)s
En appliquant une version p-adique de la conjecture de Bloch-Kato, on construit (cf. ,

pour tout 7 : Z; — L (que l'on voit comme un caractére de Dirichlet de conducteur une

Aoo(fanilys) = L(funilvs)'

puissance de p) et tout j > 0, un plongement p-adique

Aoo(fsn7 =5) = (Ao (fyn7t, —3)) € Dar(D)

des valeurs spéciales aux entiers négatifs de la fonction L complexe (normalisée) de la forme
modulaire. Rappelons que, dans la bande critique 1 < j < k — 1, les valeurs Ao (f, 7%, 5)
sont naturellement interprétés (cf. ci-dessous) p-adiquement en les multipliant par

les périodes complexes de la forme f. Si j > k, ’équation fonctionnelle montrée dans le

1. i.e cuspidale, propre pour les opérateurs de Hecke, nouvelle et normalisée.

129
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chapitre [4 accouplée avec une équation fonctionnelle satisfaite par le systéme d’Euler de
Kato montrée par Nakamura (cf. , et Péquation fonctionnelle (!) de la fonction L
complexe nous fournissent aussi une interprétation p-adique des valeurs Ao (f,n71, ) et

on note donc, pour j > 0,

L(fﬂ]yﬂ) = LP(AOO(f777_17j)> € DdR(D)

les plongements ainsi construits. Le théoréme final de ce texte est le suivant :

Théoréme 6.0.1. Il existe un ouvert 4 C X, ne dépendant que de l’extension sur laquelle la
représentation galoisienne associée o f dévient semi-stable, et contenant tous les caractéres
d’ordre fini assez ramifiés, et une fonction rigide analytique Ay € O(U) @ Dar(D) telle

que, sim € M est un caractére de conducteur p" et j € ZEI, alors

Ap(md) = p"UTIGEm) ™1 (Ao (5 + 1)

Remarque 6.0.2. Si N = N'p", (N',p) = 1, 7 > 0, on devrait pouvoir trouver un lien entre le
nombre r et le discriminant de I'extension K sur laquelle la L-représentation Vi, (f) dévient
semi-stable, c’est-a-dire, entre r et le rayon de surconvergence de ’équation différentielle

p-adique associée & V(f). L’ouvert du théoréme ne devrait donc dépendre que de r.

6.1 Notations et compléments

6.1.1 Courbes modulaires

Pour les détails sur la construction du systéme d’Euler de Kato, on renvoie le lecteur
a [41]. Soient N > 3 et Y (V) la courbe modulaire ouverte sur Q de niveau N. Y (V) est
I’espace de module dont les S-points, pour S un schéma, paramétrent les classes d’iso-
morphismes de triplets (F,eq,e3), out E est une courbe elliptique sur S et e, es sont les
S-points constituant une base des points de N-torsion de E. Il s’agit d’une courbe affine
irréductible et lisse. Soit X (V) sa compactification, que I’on obtient en ajoutant les pointes.

Soit, pour M, N > 1, Y(M, N) la courbe modulaire sur Q de niveau dont les S-points,
pour S un schéma, parameétrent les classes d’isomorphisme de triplets (E, e, e2), ou E
est une courbe elliptique sur S et eq,es sont des S-points indépendants de E de M et
N-torsion respectivement. 11 s’agit d’une courbe affine irréductible et lisse. On a évidement
Y(N,N) =Y(N) et Y(I,N) =Yi(N)si N >3.S1 M+ N >5et M|L, N|L, alors
Y(M,N) =2 G\Y(L), ot G={(2%) €GLy(Z):a—1=b=0mod Metc=d—1=
0 mod N}. Le morphisme canonique Y (L) — Y (M, N) et donné sur le probléme de
module par (E, e, e2) — (E,(L/M)ei, (L/N)ez). On note X (M, N) la compactification
de Y(M, N) en ajoutant les pointes et j : Y (M, N) — X (M, N) l'inclusion naturelle.

2. On doit, comme précédemment, supposer que j > 0 ou j < 0 pour étre précis.
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6.1.2 Courbe elliptique universelle et représentations galoisiennes

Notons A : (o(dF(M7N) — Y(M, N) (resp. A éaF(N) — Y(N), A (0(01"1(]\]) — Yl(N))
la courbe elliptique universelle sur Y (M, N) (resp. Y(N),Y1(N)). On définit un systéme
local 7', localement isomorphe a Z2 sur Y (M, N), par

A1 =R'\(Z).

Notons %?,1 =" ®Z,. Si T,& dénote le module de Tate de & vu sur Y (M, N), on a alors,
par dualité, 7,8 = %’;,1(1) et en particulier Sym* T,,6 = Syma(%l(l)) = (Sym“%l)(a).

On pose, pour A un anneau quelconque,
Via(Y(M,N)) = H'(Y(M,N)(C), Sym}, 2(#") @z A),

Vea(X(M, N)) = H'(Y (M, N)(C), juSymy (") @z A),
ou les H® dénotent les groupes de cohomologie singuliére. Les théorémes de comparaison
nous fournissent un isomorphisme

Viz, (Y (M, N)) = H, (Y (M, N)g, Symg, *(4,),

d’ott une action de %q sur Vi z,(Y (M, N)), qui est non-ramifiée en toute place ne divisant
pas pMN. On a aussi une action de la conjugaison complexe ¢ et, pour un élément v €
Vi, a(Y (M, N)), on note v = 1/2(y + ¢(7)) (resp. v~ = 1/2(v — ¢())) sa composante ou
la conjugaison agit comme l'identité (resp. moins 'identité)

Rappelons que F' = Q(ay : n > 1) est le corps engendré par les coefficients de la forme

f. Les opérateurs de Hecke agissent sur Vj, p(Y'(IN)) de la maniére usuelle et on définit

Vi(f) = Vir(Yi(N)) /(Ta — an),

qui est un F-espace vectoriel de dimension 2 (c’est le plus grand quotient de Vi (Y1 (N))
ou les opérateurs de Hecke agissent par multiplication par a,). Pour A une F-algébre, on
pose Va(f) = Vr(f) ® A. Si A = C, on a une action de la conjugaison complexe sur
Vo(f) et si £ € {1} on note Vo(f)T le sous-espace oil la conjugaison complexe agit par

multiplication par 4. Si v est une place de I’ au dessus de p, on a

V(f)=Ve,(f) =Vr(f) @F Fy

qui est un Fy-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une action de Galois. C’est la repré-

sentation galoisienne attachée a f par Deligne. Finalement, on note

T(f) = Vor,(f) € Vr,(f)
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le OF,-module engendré par I'image de Vz,(Y1(N)) dans Vg, (f), qui est un OF,-module

libre de rang 2 muni d’une action O, -linéaire de ¥q. On définit aussi

S(f) = Sk(T'1(N))/(Tn — an)

I'espace (de dimension 1 sur F') des co-invariants de ’algébre de Hecke associée a f. On
observe que V(f)*(1) = V(f)(k).

6.1.3 Symboles modulaire

Rappelons bri¢vement la théorie des symboles modulaires (cf. [41] 2.7, 4.7, 5.5 et 6.3).

La dualité de Poincaré induit un isomorphisme
HI(Y(Mv N)(C)a Z) = Hl(X(Ma N)(C)v {Cusps}, Z)7

et on définit §pr v € H(Y (M, N)(C),Z) comme I'image de la classe de homologie définie
par la géodésique ¢ : (0,00) = X (N)(C), ¢(y) = iy qui joint les pointes 0 et co. On définit

S (k) € HY(Y (M, N)(C),Syms 2(#")) (1<r<k-—1),

en tirant en arriére le faisceau des puissances symétriques de I’homologie des courbes el-
liptiques le long du chemin ¢ (cf. [41] 2.7, cela revient a choisir une section e}~ es~"~! de
T'((0,00), o~ (Symp 2(74))) ott /4 = Hom(#,Z) est le systéme local dont les germes
en un point s’identifient au premier groupe d’homologie de la courbe elliptique associée et
e1, eo forment une base du faisceau ¢ ~1(74) libre de rang 2 sur (0, 00) dont les germes au
point y € (0,00) s’identifient & yi et 1 respectivement). Finalement, pour £ € SLy(Z) on
définit oy (k, 7€) € Vi,q(Y1(IN)) comme la trace de £*(0r,.(k, 7)) pour n’importe quel L
tel que N | L et 8(f,r, &) € V(f) en projetant sur la partie correspondante a f. Par un
théoréme de Ash-Stevens, les éléments £*6(k,r) (vesp. 6(f,7,€)), pour 1 < r < k —1 et

& € SLy(Z), engendrent Vi, z(Y (L)) (resp. V(f)).

6.1.4 Variété de Kuga-Sato

Notons &x(ny — X (V) la courbe elliptique universelle au-dessus de X (N) et &F D e

X(N)
produit au-dessus de X (N) de (k — 2) copies de é"X( N)- Soit KS%’C(;VQ)) la désingularisation
canonique de éa)((k(ﬁ)) construite par Deligne. La variété 515?&)2 ) est un ouvert dans ICS%’Z\?))
et son complémentaire, qui coincide avec 'image inverse des pointes de X(N), est un

S=2)

diviseur & croisements normaux dans C (V) -
Le groupeG = (&p_o X b 2) % (Z/NZ)? agit (cf. [A1], 11) sur éol%\_f?) et sur ICSék(]_VQ))

(6)_2 agit en permutant les facteurs, ,ug_Q par multiplication sur chaque coordonnée et

3. Gk—_2 dénote le groupe symétrique de degré k — 2 et us = {£} le groupe a deux éléments.
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(Z/NZ)? par translation via la structure de niveau sur &ry)- Soit € : G — pa 'homo-
morphisme qui agit comme la signature sur Sg_o, le produit sur ,LLS_Q et trivialement sur
(Z/NZ)?. Notons, pour M un G-module quelconque, par M (e) 'ensemble des éléments

sur lesquels G agit a travers ¢.
On dispose (cf. [57]) des identifications suivantes de Q[Gal(C/R)]-modules
k
Vi@(X (V) = HEL(KS7(C), Q)(e)
Viq(Y(N) = HF (&% ) (C
k,Q( ( ))— ( T(N) ( )7Q)(5)

et de Qp-représentations de ¥q
Vi, (X(V) = HE (5820 Qu)(e)

Vi, (V (V) = Hi T (6 Qo) (©)

_ k y
HgRl(/ng(NQ)))( ) sii<0

Fill 3 (RS (E) = § Sp(X(N)) sil<i<k—1
0 sii>k

Par ce qui précéde, en appliquant les morphismes de comparaison entre la cohomologie

de Betti et la cohomologie de de Rham, on obtient un morphisme de périodes
per: Sp(X(N))®C — Vi (Y(N))®C

qui commute aux opérateurs de Hecke. C’est le morphisme de périodes de la théorie

d’Eichler-Shimura. En spécialisant en f on a aussi

pery: S(f) ® C — Ve(f).

Finalement, si n : (Z/p"Z)* — C* est un caractére de Dirichlet, 1 < r < k — 1 et
+ = (=1)k¥"~1y(~1), on définit pery, : S(f) ®q Q(Gr) — Vo(f)* par la formule

pery (x®@y)= > nla)oa(y)pers(z)F,

a€(Z/pmZ)*

ot per;(z)* =1/2(1 £ 1)per;(x) est la projection sur Ve (f)*.

On a de méme les versions p-adiques de ce qui précéde : Hgt(ICS(k 2) Qp) est une

représentation de de Rham de 4q, et on a un isomorphisme

Dar (Hy (KS g Qp) = Hin(KSY ™) © Q,
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respectant les filtrations. On a donc

DdR(Vk,Qp (X(N))) Sie S 0
Fil'Dar (Vi,q, (X (N))) = ¢ Sp(X(N))®Q, sil<i<k-—1
0 sii >k

6.2 Le systéme d’Euler de Kato

Le théoréme suivant résume la construction de Kato du systéme d’Euler associé & une

forme modulaire.

Théoréme 6.2.1 (Kato). Soient f € Sp(I't1(N),wy) ® C comme ci-dessus, r,j,c,d,m € Z
tels querm>1,1<r<k—1cetc,d=1 modulo N, (¢c,6p) = (d,6p) =1, £ € SLa(Z) et S

un ensemble fini de nombres premiers contenant pr(mN). Il existe alors des éléments

cazd) (£.,1,€.8) € HY(Q(Gn), Vi ()(k — 1)

satisfaisant les propriétés suivantes

1. Soientm/ > 1, m|m' et S’ un ensemble fini de nombres premiers contenant SUpr(m')

tel que pr(cd) NS’ = (. Alors lapplication norme

HYQ(Gw), V(H)(k = 1)) = HYQ(Gm). V(F)(k )

envoie C,dzﬁﬁ? (f,4,r,€,8") vers

( H (]. — alafll_j + S(l)0;2lk_1_2j)) : c,dzgrzz)(.fvja 7",5, S)
les’'—S

2. Soit v = 6(f,r,€) et notons, pour + € {1}, v* € Vo (f)* sa projection. L’élément

(= o) 7@ — d o) [T - a0 ) ) (a2l (F ke, €, pr(pN)) st
N

ne dépend pas du choix de c et d et définit un élément

2P (f)(k = j) € Hiy(Q.V(f)(k — ) = lm H(Q(Gn), T(f) (k = 5)) @ F.

De plus, si l’on note zgp)(f) = zgp)(f)(O) € Hllw(Q,V(f)), alors, pour tout 1 < j <
k—1etn >0, l’élément

exp*( / NE7 2P (f)) € FilF 9 (Dag(Vi, () g, ) = S(F) @ Fy 80 Q(Gn)
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appartient en fait a S(f) ®q Q(¢pn) et, pour tout caractére n : (Z/p"Z)* — C* et

+ = (=1)FI=1y(=1), lapplication Perf, envoie son image vers
(2mi)* 77 Ly (fma ) -
Enfin, z(vp )( f) satisfait I’équation
20 (f) = —o 1(2P)(F),

ot v dénote l’action de la conjugaison complere sur V(f)

Remarque 6.2.2.

— Par le lemme on sait que I'image par l'application perg, de exp*( an Y

zgp )( f)) n’est autre chose que

G(n)™ -eXp*(/F "7 2P(f)) @ edR,

et la propriété du point (2) du théoréme se traduit par le fait que
G(n) ™" exp’( / i AP (k- D)) @ et = 2mi) Ly (fn.5) - (Foelt),

ot f est vu comme un générateur de Fil' Dqr(V(f)) et donc f @ ef®, est un géné-

rateur de Fill Dgg(V(f)(k —1)).

La construction des éléments deﬁﬁ)(f', J,r, &, S) est faite dans [41], 8.11, et le premier
point est la proposition 8.12 de [41I]. Le deuxiéme point est [41], thm. 12.5, dont
la démonstration se trouve dans [41], 13.9. Notons que dans [41], ce qu’ici on note
r y est noté 7’ et j y est noté r. L’¢élément C,dzgﬁ)(]‘v’,j, r,&,S) correspond donc a
C’dzgﬁ)(f, r,r’, &, S) dans la notation de [41].

Le premier point montre que Z(7P ) (f) définit un systéme d’Euler, tandis que le deuxiéme

fait le lien avec les valeurs spéciales de la fonction L complexe, permettant de montrer
que ce systéme d’Euler est non-nul et de retrouver, & travers la machine de Perrin-

Riou (cf. [41], 16), la fonction L p-adique de la forme modulaire f en question.

Les éléments 0(f, 7, €) engendrent tout 'espace V (f) (théoréme 13.6 de [41]), et, en

prenant de combinaisons linéaires, on définit une (unique) application

V(f) = Hi,(V() 5 v 2P(f),

satisfaisant les propriétés de (2).

La construction des éléments zéta (cf. [41] 8.1 - 8.11) est assez universelle. On

construit, & partir des unités dans la courbe modulaire (unités de Beilinson), des
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éléments dans les groupes de K-théorie de ces courbes et on les fait descendre a
la cohomologie galoisienne & coefficients dans Vz,(Y1(IV)) par des morphismes de
"classes de Chern". Tout ceci est indépendant de la forme f et, finalement, on pro-
jette sur la composante correspondante. Cette indépendance en f rend les systémes
d’Euler compatibles si I’on varie la forme, dans un sens qui sera précisé plus tard
et qui nous permettra de passer d’une forme f a ses twists par des caractéres de
Dirichlet.

— Le lien entre le systéme d’Euler et les valeurs spéciales de la fonction L (cf. [41]
thm. 9.5, 9.6 et 9.7) est fait via une loi de réciprocité de Kato (cf. [4I], chap. 10.),
en comparant deux applications exponentielles duales et en montrant que 'image
par I’exponentielle duale de la version p-adique du systéme d’Euler coincide avec le
systéme d’Euler sur ’espace des formes modulaires, ce dernier étant relié aux valeurs
spéciales de la fonction zéta de la courbe modulaire (ou de la fonction L complexe de
la forme modulaire). Ces calculs sont restreints au cas ot 1 < j < k— 1. Les résultats
de Gealy que 'on verra plus loin permettent de compléter cette image en faisant
le lien entre les éléments de)tto( f,—j.r€, S), pour j > 0, et les valeurs spéciales de
la fonction L complexe en relevant ces éléments a la cohomologie motivique et en

utilisant des résultats du style conjecture de Bloch-Kato.

6.3 Conjecture de Bloch-Kato pour les formes modulaires,

d’aprés M. Gealy

Soit
f= Zanq" € Sp(T'(N),wp) ® C
n>1
une forme primitive de niveau I'o(N), N > 5, poids k > 2 et caractére wy. Nous décrivons
dans ce qui suit un résultat de M. Gealy concernant la conjecture de Bloch-Kato pour le
motif associé & f. Ceci nous permettra, en utilisant les régulateurs p-adiques, de donner
un sens p-adiques aux valeurs spéciales, en dehors de la bande critique, de la fonction L

complexe de la forme f. On aura besoin d’'un certain nombre de rappels.

6.3.1 Motifs et cohomologie motivique

Soit K un corps de nombre dont on note &k l'anneau des entiers et soient X une
variété propre et lisse de dimension d sur K, S un ensemble de nombres premiers de sorte
que X ait bonne réduction aux places v de K en dehors des éléments de S.

Soit j > 0. On s’attend & l'existence du motif M(—j) = h%(X)(—j) et de son dual
M*(1+3) = h4(X)(d + 1+ j). En tout cas, on a des groupes de cohomologie motivique
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bien définis

HYM*(1+j) = HUNX,d+ 1+ j) = HIH (X, Q(d + 1+ 7)),

Zar
ou Q(d 4+ 1+ j) est le complexe de faisceaux motivique sur X défini par Voevodsky et
Hp
Zar

groupe H'(M*(1 + 7)) est un Q-espace vectoriel conjecturalement de dimension finie. On

(X, —) dénote I’hypercohomologie pour la topologie de Zariski de ce complexe. Le

pourrait aussi donner une définition en termes de K-théorie en posant H' ‘ZH(X yd+1+47) =
Kii142i(X )gﬂﬂ ) le j-iéme espace propre des opérateurs d’Adams agissant sur le Q-

espace vectoriel Kg1142;(X)q ou bien en termes de groupes de Chow supérieures.

6.3.2 Cohomologie de Deligne
Pour ¢ > 0 un entier, considérons le complexe

R(q)p = (2mi)"R — Ox,, = Q' — ... = Q!

supporté en dégrées [0,q], o Xcan dénote l'analytification de X¢ = X x Spec C. On

définit la cohomologie de Deligne comme la hypercohomologie du complexe ci-haut :
HY(Xc, R(q)) = H (X an, R(9)D),

et, si X est définie sur R,
HE(X,R(q)) = HE(Xcan, R(0) 7,

ot T dénote les éléments fixes par I'action diagonale de la conjugaison complexe agissant

sur Xc an et sur R(¢). On pose
H(M*(1+j)) = Hg" (X, R(d + 1+ j)).
Soientﬂ pour p,q > 0 des entiers,

Hy(X,R(q)) = Hj;

sing(Xcvam (27Ti)qR),
Hig (X) = Hyop (Xcan, 7)

les groupes de cohomologie de Betti et les groupes de cohomologie de de Rham munis de

leur filtration usuelle. On définit, comme précédemment, les groupes

HE(Xr,R(q)) = HE(X,R(q))", H{R(Xr) = Hip(X)".

4. Q° dénote le complexe des formes différentielles.
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On a alors une suite exacte courte
0 — FIH?. (XR) — HS(X®,R(q — 1)) — H5 (X, R(q)) — 0.

En particulier, comme j > 0, en posant p=d+1,q = d + 1 + j dans la suite ci-dessus et
en remarquant que F4t1ti Hgl;tl(XR) = 0, on obtient une description de la cohomologie
de Deligne

HL(M*(1+ 7)) = H (X, R(d+ ).

6.3.3 Cohomologie étale

Soient
My (14 j) = Hé (X5, Qp(d + 1+ 5))
la réalisation étale p-adique du motif M et celle de son dual. On note

He (M*(1+ ) = He (Oxc[1/Spl, My (1 + )

le premier groupe de cohomologie étale du motif M*(1).

6.3.4 Reégulateurs

Notons
Too : HY(M*(1+ j)) ®q R — HL(M*(1 + 7)),

ree s HU(M*(1+ 7)) ©q Qp — He(M*(1+5)),

les régulateurs vers les cohomologies de Deligne et étale du motif M*(1 + 7).

6.3.5 Fonction L de X

La fonction L associée & M est définie comme

Ls(M,s) = [ Lo(M, )",
vtS

ou v parcourt les places de K qui ne vivent pas au-dessus d’une place de S et ot les facteurs

locaux L, (M, s) sont définis par la formule

Ly(M, s) = det(1 — Fry(Nv) | M)
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pour une place v { p, ot I, C Gal(K,/K,) est le sous-groupe d’inertie et Fr, le Frobenius

géométrique en v et
Lv(Ma 3) - det(l - wil(Nv)is’DcriJMp))

si v | p. On a les conjectures habituelles sur cette fonction L : indépendance en p du
facteur L;, prolongement méromorphe a C et une équation fonctionnelle reliant L(M, s) et

L(M*(1),1 — s). En admettant ces conjectures, on a
ords—g L(M, s) = dimg H,(M*(1)).

Sij>0,onaL(M(—j),s)=L(h(X),s—j) et, en remplacant M par M(—j), la formule
ci-dessus donne l'ordre d’annulation de la fonction L du motif A(X) en s = —j en termes
de la dimension de H. (M*(1 + j)).

6.3.6 Une variante de la conjecture de Bloch-Kato

Soit CH*(X x X)®zQ le groupe de Chow de cycles de codimension d de X x X modulo
équivalence rationnelle, vu comme le groupe d’endomorphismes du motif de Chow associé a
X . Soit A une sous-Q-algébre commutative stable par transposition de CH%(X x X)®z Q.
Soient F' un corps de nombres, A : A — F un caractére et A : A — F la composée de )
avec la transposition. Fixons des immersions F' — C ainsi que F' — Qp.

L’algébre A agit sur les groupes de cohomologie associés au motif M*(1 + j) et on
a, pour tout j > 0, des groupes Hj (M*(1 + j)) ®a A, pour ? € {.#,2,ét}, ainsi que
Lg(M ®4 A, s) et des régulateurs

Too @A Xt (Hiy(M*(14 7)) ®4X) @ R = (Hy(M*(147)) ®4 X),

ree @A+ (Hi (M*(1+7)) ©aX) @ Qp = (He(M™(1+)) ®a A).
Conjecture 6.3.1. Soient X, S, A, \, 7 > 0 comme précédemment. Supposons que Lg(M® 4
A, s) admet un prolongement analytique & C et que, pour tout v € S, on a L,(M ®y\,0) #
0. Alors

1. Too @A X €t Tt @4 A sont des isomorphismes.

2. dimq HY(M*(1+j)) ®4 A = ords——;Ls(M ®4 A, 5).

3. Soit § une base du Q-espace vectoriel HE(Xr,Q(d + j)) € HE(Xgr,R(d + j)) =
HL(M*(1+ j)). Il existe une base ¢ du Q-espace vectoriel H*(M*(1+ j)) @4 A telle
que

Too @A NE) = Ly (M @4 A, =) - (6 @4 N),

ou Ly, () (M ®4 A\, —j) dénote le premier coefficient non-nul du développement de
Taylor de LSU{p}(M XA )\, s) en s = —j.
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6.3.7 Le motif d’une forme modulaire

Soient f =} - ang" € Sk(I'1(N),wy) ® C, f= Y on>1ng" € Sk(I‘l(N),wJII) ® C
comme précédemment et soit 57 > 0 un entier. Soit F' = Q({a, : n > 1}) le corps de
nombres engendré par les coefficients de la forme f et notons T la Q-algébre engendrée
par les opérateurs de Hecke Tj, [ N et A: T — F, A : T — F les caractéres associés a
feta f . Enfin, soient v une place de F' au dessus de p et supposons que le corps L des

coefficients contient F,.

Rappelons que Y7 (V) dénote la courbe modulaire de niveau I'1 (IV) et notons ICSllf;(ZN)
la k —2-iéme variété de Kuga-Sato de niveau I't (IV). Soit € I'idempotent comme décrit dans
On pose M = M (f) le motif associé a la forme f, de sorte que M*(1) = M(f)(k). On
a une description des groupes de cohomologie (cf. [57], [28] ou [36], chap. 2)

HY(M*(1+ ) = Hly (KSE (), b+ 5)(e) @ A,
Hyy(M*(1+ ) = Hy(KST (), R(k +7))(2) @1 A,
Hg (M*(1+)) = H'(Q HE(KS () o Qo) (k +5)(€) @1 ),
On remarque qu’on a aussi

H'\(M*(1+ ) = HY (653 K+ () @x X,

HY(M*(1+ ) = HE(& 2 Rk + 1)) &1 X,

1

Hy(M*(1+7) = HYQH" 152 Q)k+ 1)) ™ ar ),
= H'(Q,H'(Vi(N)g, Sym" 244, (k + j) @1 X,

6.3.8 Eléments motiviques

Soient €1, ey les éléments de la base canonique de &p(n)[N] = (Z/NZ)? correspondant
a la base canonique (1,0) et (0,1) de (Z/NZ)%. On voit ces éléments dans I'algébre de
groupe Q[(Z/NZ)?]. Si 1 > 0, on pose

QUNZ/NZY’| = {¢: (Z/NZ)® = Q: d(—c,—d) = (=1)'¢(c,d)},

Q[Isom|V) = {f: (§ 1)\GL2(Z/NZ) - Q: f(—g) = (~1)'f(9)}-

Soit
¢ QV[(Z/NZ)*) - Q[Isom]?
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I’application horosphériquelﬂ définie par

N'+1 _
do) =N Y w Busmm),
t=(t1,t2)€(Z/NZ)2

ol (‘; Z)(tl, to) = (aty + bta, cty + dt) et By est le k-iéme polynéme de Bernoulli. Notons
aussi

¢': Ql(z/N2)*] - QV((Z/NZ)?] - Q[Isom]",

ou la premiére fléche est la projection.

On a des applications de résidu GLa-équivariantes
Res' : H{l/;;l(gl,l +1) = Q[Isom]"
et une inverse a droite, les symboles d’Eisenstein
Eis' : Q[Isom]!) — H'PH(&! 1+ 1).

Enfin, notons, pour ki, ko € N tels que ky + ky = k — 2, my : &-tithe 5 ghiti r, .
Ekrtithe _y @itk of g . £tithe . £kitke Jeg projections sur, respectivement, les
premiéres k; + j coordonnées, les derniéres j + ko coordonnées, et les k1 + ko coordonnées
des ’extrémités’ (i.e en omettant les j coordonnées du milieu). Soit j : Y(IN) — Y1(V)
donnée sur le probléme de module en oublient la premiére section canonique de torsion.
Pour 1 <r <k —1, fixons ky =7 — 1 et kg tel que k1 + k9 = k — 2, et posons

Z(k,j,r) = jeeom(nEis™ I (oM (1)) Ums (Bis/ T2 (07742 (e2))) € HIy (&5 %), k+4)(e).

Si ¢ € SLa(Z), on pose
Z(f. 5, &) =€ (Z(k,j,r)) @1 A € H' (M*(1+j)).

Enfin, comme dans [41] (cf. les remarques aprés le thm. [6.2.1]), on sait ([41], thm. 13.6)
que les symboles modulaires §(k,r, &) (resp. 6(f,m,€)), 1 <7 < k —1, £ € SLy(Z) en-

gendrent Vi, z(Y (L)) (resp. Vg, (f)) sur Z (resp. sur €), ce qui nous permet, en prenant
des combinaisons linéaires des éléments Z( £ €), de définir, pour tout vy € Vi ( f ),

Z(f,4:7) € H'(M*(1 + j)).
Proposition 6.3.2 (cf. [36], thm. 4.1.1). Soient £ € SLy(Z) et § = §(f,r,€). Alors

Too(gKatO(f)j’ Tvé)) = L(NL*(fv _j) : 5’

5. cf. [36], chap. 3, et les références indiquées 1a pour tous les objets introduits dans la suite.
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ot L(N)’*(f, —j) dénote le coefficient principal de la série de Laurent en s = —j de la

fonction L de f sans ses facteurs en les places divisant N.

6.4 Plongements p-adiques des valeurs spéciales

Soient f comme ci-dessus et 1 : Z; — L d’ordre fini, vu comme un caractére de
Dirichlet en fixant un isomorphisme entre Qp et C. La proposition nous permet, en
utilisant les régulateurs p-adiques, de donner un sens p-adique aux valeurs spéciales en

déhors de la bande critique de la fonction L associée a f.

6.4.1 Cohomologie syntomique

Citons les résultats concernant la cohomologie syntomique des variétés lisses dont on

aura besoin.

Théoréme 6.4.1 ([50], thm. A, prop. 1.1). Soit K un corps p-adique et soit X une variété
(i.e un schéma séparé de type fini) sur K. Il existe une Qp-algébre graduée canonique

RIyn (X}, *)ﬂ commutative et graduée, satisfaisant les propriétés suivantes
1. Rlgyn (X}, *) est fonctorielle en X.

2. On a des morphismes fonctoriels de périodes syntomiques
Psyn * Rrsyn(Xha T) - Rrét(Xéb Qp(r))
3. On a des réalisations fonctorielles

vy H'y(X,r) = Hi (Xp,7),

syn

de la cohomologie motivique de Voevodsky vers la cohomologie syntomique compatibles

avec le morphisme de périodes syntomique.

4. Pour X = Spec(K),
HY(Xn,m) & HY (K, Qp(r)),

syn

ot HY (K, —) dénote Ext'(Q,, —) dans la catégorie dans la catégorie des représenta-

tions potentiellement semi-stables de Y.

5. On a une suite spectrale de Hochschild-Serre syntomique

ES — Hi (K, HY (X%, Qp(r))) = HEH(Xp,7)

syn

6. X}, dénote le fait que I'on prend la cohomologie dans la h-topologie : c’est la topologie plus grossiére
qui est plus fine que la topologie de Zariski et la topologie propre (recrouvrements par des morphismes
propres), voir [50], 2.3.
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analogue & la suite spectrale étale
“Ey! = H(K, B (X, Qulr)) = Hy(X,r)

et un morphisme canonique de suites spectrales " E), — ' Ej;, compatible avec le

morphisme de périodes syntomique.

6. Soiti> 0. La composition

;o . i 6 . syn . .
Hig! (X) /BT () & B (Xr) 2% HE(X, Qu(r)) > Hiy(X g . Qylr))
est nulle et Uapplication qui se déduit de la suite spectrale de Hochschild-Serre syn-
tomique

Hip! (X)/Fil Hig (X) — H' (K, Hyy ' (Xq . Qp(r))

coincide avec l’application exponentielle de Bloch-Kato de la représentation
Hét_l(XQP, Q,(r)) du groupe de Galois absolu G de K.

Remarquons que, pour une représentation de de Rham V', le module Hslt(Qp, V) des
classes d’équivalences d’extensions de représentations de 9q, de de Rham de Q) par V
s’identifie au groupe de Selmer Hgl(Qp, V) =ker(HY(Q,,V) — HY(Q,,V ®q, Bdr)), qui
n’est autre chose que le noyau de I'application exponentielle duale expyj, : H 1(Qy,V) —
Dgyr(V), et s’identifie (au moins si 1 n’est pas une valeur propre du Frobenius agissant sur
Deis(V)) au dual de Dgr(V)/Fil’Dgr(V) vu dedans H'(Q,, V) via 'application expo-
nentielle.

En particulier, considérons X = ICSIIf;fN), i=k+1letr==Fk+j (et donc

Fil*™ H é“R(ICSiil_(Q]V)) = 0). En projetant sur la partie correspondante & la forme f, on

obtient, pour j > 0, des régulateurs p-adiques
rp s HY (M*(1+ ) = Dar(My (1 + 5)),
et le dernier point du théoréme [50] se traduit par le fait que
exp o 1y = Tet.

6.4.2 Transmutation
Rappelons que D(M;(1)) = D(f)(k) et notons

D = D(f)(k—1),

qui est de Rham & poids de Hodge-Tate 0 et kK — 1. On a, inspirés de la proposition [6.3.2
envie de voir les éléments 1,( Ziato(f @1, 4, 7,€)) € Dar(D(nx? ') comme les transmuta-

tions des valeur spéciales L(f,n7!,j) en p-adique. Or, comme on 'a déja remarqué, afin de
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construire une fonction interpolant ces valeurs, il faut les voir tous dans un méme module.

Notons, pour 7 un caractére de Dirichlet,

I'(s)
(2im)s

Aso(f " 8) = L(f.n7ts).

On poseﬂ pour j > 0,
(Moo (£,07 1, =) = T*(=4) - G() - 1p(Z(f @1, 4, ,€)) @ ey )| € Dag(D).

Pour U'interprétation p-adique des valeurs L(f,n, —j), j > k, on fera appel a I’équation
fonctionnelle de la fonction L locale, qui s’avéra fortement ressemblante & 1’équation fonc-
tionnelle complexe. Notons Aq le groupe des adéles de Q. Soit 7 : Z) — L un caractere

d’ordre fini. La forme f ® 7 est supercuspidale et on note

w(f ©n) = @m(f &)

la représentation automorphe de GLa(Aq) associée & f ®@n. Onan(f®@n) =7(f)®n =
Qm(f) ® nﬂ Notons e(7(f) ®mn, s) le facteur epsilon global de la représentation 7(f ®n)
défini parﬂ
e(n(f)©n,s) = e(mos(f) @n,5) - [[e(m(f) @n,5),
l

ou g(m(f) ®n, s) est le facteur epsilon de la représentation m;(f) ® n de GL2(Q;), comme
décrit dans et e(moo(f) ®m, 8) = i¥.

La fonction L complexe satisfait 1’équation fonctionnellem

k-1, T(k-s)
5 ) s

'L<f7777175):E(ﬂ-(f)®777173_ ‘L(.]Eu"%k_s)'

(2m)*
Si j > k est un entier, on peut écrire I’équation fonctionnelle sous la forme

I'(5)
(2im)J

OG- )
(2im)k—i

L(fon N ) = () Vel en Tt o] T L(f,n.k—3j),

7. Notons comme dans l'introduction que, dans la formule, on "mutiplie" et "divise" par la somme de
Gauss de 7, de sorte qu’elle n’a moralement aucun effet. Le terme 2im correspond, dans le monde p-adique,
a l’élément ¢t de Fontaine, comme d’habitude. Enfin, le facteur I'*(j) est le coefficient principal de la série
de Laurent de I'(s) en s = —j, ou elle a un pole simple.

8. Noter que, sin: Z; — L™ est de conducteur p", il est vu comme un caractére des idéles en utilisant
la décomposition Aq = Q* x R™? x Z*. Le caractére de Q,’ induit par n est n (avec n(p) = 1) et, sil # p,
celui de Q/°, est le caractére 7! prenant la valeur 1771(?) enl,onl € Z; est n’importe quel relévement
de la classe de | modulo p™.

9. le produit étant fini car m;(f ® n) est non ramifiée en presque toute place

10. Le décalage en % provient du fait que les facteurs locaux des représentations de GL2 sont normalisés
de sorte que le centre de symétrie de ’équation fonctionnelle des fonctions L soit situé en 1/2, tandis que
k—1

celui des fonctions L automorphes l'est en “5=
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ou bien

Aol ) = F(=D) e @ @ P77 ) - Ao k= ).

Rappelons que la restriction a Q;* du caractére de Hecke induit par n~t

a un comportement
différent selon que I = p ou que | # p. Si l # p, le caractére induit est n (i.e le caractére
non-ramifiée prenant la valeur 7(l) en 1), et, sur Q), on récupére ! : QY — L* (avec

n~1(p) = 1). On peut donc écrire I'équation fonctionnelle de la fagon suivante :

Mool frn™10) = (1) e(mp(Hen o~ ) [ em(Hene |-~ ) Aso(fom k—3).
1IN

Remarquons pour finir que, si l'on écrit N = N'p", alors, pour p # [ | N, on a I'égalité
c(mlf) @ 0 |- 75 = (m(f)) - nO D NG,

et, en utilisant le fait que le conducteur de m;(f) est () on en déduit

[Temnene| =5 = [Letm(f)  a(N)(N) 5

1IN’ 1IN

6.5 Interpolation

Dans cette section, on démontre que les construction faites dans les chapitres précédents
nous permettent d’'interpoler les plongements p-adiques des valeurs spéciales de la fonction
L de f que l'on a défini dans [6.4.2] Ceci constitue la preuve du théoréme [6.0.1] annoncé
au début du chapitre. On démontre d’abord, en utilisant un théoréme de Gealy reliant
les classes de cohomologie motivique Z( fen,j,mr &) au systéme d’Euler de Kato et le
théoréme [3.3.14] les propriétés d’interpolation des valeurs spéciales aux entiers négatifs.
Finalement, en utilisant une équation fonctionnelle du systéme d’Euler de Kato établie
par Nakamura et I'équation fonctionnelle du théoréme [£.6.4] on obtient l'interpolation des
valeurs spéciales aux entiers positifs j > k. On sait déja, d’aprés les résultats de Kato, que
les valeurs interpolés par notre fonction dans la bande critique s’interprétent bien en termes
des valeurs spéciales complexes, ce qui donne une image compléte des valeurs interpolés

par la fonction L p-adique d’une forme modulaire.

6.5.1 Relévement motiviques des éléments de Kato

Rappelons que, pour chaque v € Vp( f ), on a des éléments dans la cohomologie d’Iwa-
sawa

2P (F)(k+7) = @0 (F.—.r©)nst € HL(QV(H(k+ )

fournis par le théoréme [6.2.1] de Kato.
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Proposition 6.5.1 ([36], prop. 9.1.1). Soit v € VL(f). Alors

ral 2 (fr47)) = /F 12 (F)(k + ).

Remarque 6.5.2.

— La proposition 9.1.1 de [36] montre le résultat pour v = 6(f,r,id). Le cas & quelconque
s’en déduit des compatibilités des réalisations par des correspondances algébriques
et de la définition des éléments zéta, et le cas d’'un élément ~ quelconque suit par

linéarité.

— Remarquons que, par construction, zgp)(f)(k +j) = zgp)(f)(k) ® e; et la proposition

ci-dessus s’exprime donc aussi comme

rel( Z(f.j.r,€)) = /F ¥ - 2P (F) (k).

6.5.2 Interpolation aux entiers négatifs

Notons

D(f) = Duig(Vi(f) lag,)s  D(F) = Drig(Vi(f) luq,) € T ()

les (¢, I')-modules associés aux formes f et f. Rappelons que 'on a posé¢ D = D(f)(k—1),
qui est de Rham a poids de Hodge-Tate 0 et k — 1, et notons

Zkato = Exp* (2 (f)(k — 1)) € Dyig (V () (k — 1)))¥=" = D¥=1.
Lemme 6.5.3. Soit j > 0. On a
AD ziaio (nX_j_l) = p_nj G(ﬁ)_l tp(Aoo (f, 77_1a —J))-

Démonstration. Par construction du systéme d’Euler, on sait que

20 (F @)k — ) = 2P (F) s — 1) @ e @ €541 = sy © €0 @ €141,
Par le théoréme [6.5.1 de Gealy, on a alors
exp (2 (@ n.din ) = e[ 1A+ )
= eXpl(/F 1- :u’ZKato®€n®6j+1)

- exp_l(/F T )
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d’ot1, par la compatibilité entre le régulateur p-adique et le régulateur étale, on en déduit

(Ao f,—4) = T(=5) Gn) - 1p(Z(f @1, 4,7, ) @ el

= T Gl e ([ ) 0 €
r
Par ailleurs, le théoréme [3.3.14] affirme que

AD e (X771 = p7 T (=) - exp™ /F X g, )@,

d’oul le résultat. O

6.5.3 L’équation fonctionnelle du systéme d’Euler de Kato, d’aprés Na-

kamura

Si vy € Vi(f), notons 5 € Vi(f) élément dual & v ® e sous I'accouplement parfait

Vi(f)(k) x VL(f) — L.
Ecrivons N = N'p", (N’, N) = 1. On note

zKato = Exp’ (2 (f)(k — 1)) € D(f)(k — 1)*~! = D=,

ZKato = Exp* (27 (f) (k — 1)) € D(f)(k — 1)¥=' = D(k — 2)¥~",
Zf(ato = ReSZp ('lUD (iKato)) & exD € D’d):l

les tordus des systémes d’Euler associés aux formes f et f (cf. thm. |6.2.1)) et I'image par

I'involution de z (cf. ol Zj,;, est noté Zkaio[k — 1]), respectivement.

Proposition 6.5.4 ([49], thm. 4.7). Notons [N'] = [[; - [o]"(N) e A. Alors

Ziate @ eho1 = — [ em(f) @117 ) - (IN'] - (Kato @ €2-4) ® 1)
UN

Remarque 6.5.5.

— Le théoréme 4.7 de [49] est énoncé en termes de facteurs epsilon des représentations
de Weil-Deligne. Sa démonstration est basée sur la compatibilité locale-globale de la
correspondance de Langlands classique et la proposition 3.15 de [49]. Cette derniére
proposition peut étre énoncée naturellement (cf. thm. 4.5.1) en termes de facteurs
locaux des représentations de GL2(Qp). La preuve de la proposition ne ferait donc
pas usage de la compatibilité locale-globale dans la correspondance de Langland p-

adique.

— 1l faut faire un peu d’attention car les normalisations des facteurs locaux dans ce

travail ne coincident pas avec celles de [49]. Comme on I’a remarqué, dans le texte
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présent, les facteurs locaux des représentations lisses sont normalisés de sorte que
I’équation fonctionnelle de la fonction L soit centrée en s = 1/2, tandis que, dans

k=1 1,3 différence entre les facteurs locaux est donc un

[49], elle est centrée en s = 3

. _ k-1
twist par |- |7 2 .

— Le résultat ci-dessus devrait, dans le cas triangulin, pouvoir étre déduit de ’équation
fonctionnelle de la fonction L p-adique de la forme modulaire (cf. [46], section 17,
cor. 2). La construction d’un systéme d’Euler de Kato universel permettrait, par des
arguments de prolongement analytique, d’en déduire la proposition & partir du cas

triangulin.

6.5.4 L’équation fonctionnelle de la fonction L p-adique

L’équation fonctionnelle du systéme d’Euler de Kato et 1’équation fonctionnelle [4.6.4]
nous permettent d’interpréter les valeurs aux entiers positifs de la fonction Ap 4., -
Théoréme 6.5.6. Soit j > 0 un entier. Alors

i . —1. —j+k— dR,V
AD ayaro (1X?) = C(f,m,5) - AD(k_l)yzKato (n 1X I+ 2) ® ek—l,wgl’

ou

Clfn.4) =2 G -e(my(Hene |- 7) - [em(Hens| P+,
[N’

Démonstration. En appliquant le théoréme m (noter que D est a poids de Hodge-Tate
0 et kK — 1 et donc le k£ du théoréme change!), on obtient

n(k—2) -1 —j+k—1)® dR,V

AD,z(an) =—-Q-p Wr(D) (CT]) ’ AD(k—l),z;}am@ek_l (77 X k; 1 WD

Par ailleurs, par définition de I'action de A = Z,[[Z,]] sur D¥=1 on sait que

/F77_1><j_]“rl “I(IN'] ZKato®es_k)®ep_1 /Fﬂ_lxj " IN')(ZKato®e2—k)
= AN [ e
= AT [T
d’ou, en utilisant la proposition [6.5.4] on déduit

Aph—1)2r., @en (M X AL HE m(fH)el|T)- NN (N )7 Ap 1 s (07 XTI,
1IN
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En rassemblant ces formules, on obtient que Ap 4.... (7Xx?) est donné par la formule

s 1 ke dR,
Q- p 2y y(en) H5 m(flene|- Pt 7 ) A p(h—1) a1 e €. 1va
1IN’

Remarquons finalement que, par la proposition wr(py(cy) = e(n)?e(n(D)@n)~",
et, en utilisant que (D) = 7,(f) @ |- |*~! et le fait (cf. [2] thm. 3.1) que le conducteur de
7rp(f ®n), pour 1 de conducteur p™, n > r, est p*>", on en déduit la formule

p " Ve(r(Dy @) = e(mp(f) @n e |- |T)

Enfin, la formule £(n)? = p~"G(n~!)? permet de conclure. O

6.5.5 Interpolation aux entiers > k

On obtient, comme corollaire de 1’équation fonctionnelle ci-dessus, le résultat suivant,

qui donne une interprétation des valeurs interpolés aux entiers positifs par la fonction

AD 2 ato-
Lemme 6.5.7. Soit j > k. Alors

AD 2o (77Xj) = p”(j“)G(n)_l -C- LP(AOO(fa nk—j—1)® ezfjlngl,
ot

C=n(-1)Q emp(f)one|- [T Y [emPHons| 7).
1IN

Démonstration. On a, par le lemme [6.5.3| appliqué a Zkato,
AD(k_l)iKato(n_IX_j+k_2) — p—n(j—k—H) G(?]_l)_l . Lp(Aoo(]E,"?, —j +k— 1))
Par ailleurs, G(n~1) = G(n)~'n(—1)p" et on peut donc écrire
—n(j— — 3 k=1 _ n(i _ .
p "D G e (mp(Hen@|-| 2 )7 = pt Ut G(n) T n(=1)-e(mp(Hemel | )T

ce qui permet de conclure. O

Le résultat ci-dessus nous ameéne & poser
LP(AOO<f777_17j + 1)) = C ’ LP(AOO(]Eanu k _j - 1)) ® egljwﬁl’

C=n(-1)Q-em(Hene |- [T J[emPHene | P+,
1IN’
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et le lemme se traduit, par définition, en la formule
AD s (X)) = 27"V T (Ao (fim 1+ 1)), G2 ke

6.5.6 La bande critique
Si0<j<k-—1,on pose

w(Aoo(fin 15 +1)) = T*(5) G() - exp*( /F X ) @ €0

On sait, d’aprés le théoréme de Kato, que I'image de ces valeurs par I'application de
périodes est donnée par la valeur spéciale Ao (f,771, 7 +1). Et, par ce qu'on a déja vu, le

lemme suivant est immeédiat

Lemme 6.5.8. Soit 0 < j < k—1. Alors
AD g () = P"UTD G() ™ - 1p(Moo (£, 5 + 1)),

Ceci finit, enfin! la preuve du théoréme [6.0.1] ainsi que cette theése.

Tdchez de garder toujours un morceau de ciel

au-dessus de votre vie, petit gargon.

Marcel Proust, Du coté de chez Swann
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