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Thèse soutenue le 6 octobre 2015 devant Messieurs les Professeurs

Jean-François Quint Directeur de thèse
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)✉❛,.❡ ❧♦♥❣✉❡/ ❛♥♥0❡/✱ ♠✬♦♥, ❢❛✐, ❧❡ ♣❧❛✐/✐. ❞❡ ♠❡ ♣.0/❡♥,❡. ❧❡✉./ ✐❞0❡/✱ ❧❡✉./

♣.♦❜❧K♠❡/✱ ❧❡✉./ )✉❡/,✐♦♥/✱ ❧❡✉./ ✉♥✐✈❡./ ♠❛,❤0♠❛,✐)✉❡/✱ ❞❡ ♠✬✐♥,❡..♦❣❡. /✉.

♠❡/ ,.❛✈❛✉①✳

❏❡ .❡♠❡.❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡, ♠❡/ ♣.♦❝❤❡/✱ ♣♦✉. ❧❡✉. /♦✉,✐❡♥✱ ❡, ♣♦✉. ♥✬❛✈♦✐. ♣❛/

,.♦♣ ✐♥/✐/,0 ❧♦./)✉❡✱ B ❧❛ )✉❡/,✐♦♥ ❞❡ /❛✈♦✐. ❝♦♠♠❡♥, /❡ ♣❛//❛✐, ♠❛ ,❤K/❡✱ ❥❡ ♥❡

❞♦♥♥❛✐/ )✉❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡/ .0♣♦♥/❡/✳

A❛.✲❞❡//✉/ ,♦✉,✱ ❥❡ .❡♠❡.❝✐❡ ♠♦♥ 0♣♦✉/❡✱ ❏❡❛♥♥❡✱ )✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥0✱ /♦✉✲

,❡♥✉✱ ❡, /✉♣♣♦.,0✱ ,♦✉, ❝❡ ,❡♠♣/✳ ❚✉ ♥❡ ,✬❡/ ❥❛♠❛✐/ ♣❧❛✐♥,❡✳ ❚♦♥ ❝♦✉.❛❣❡ ❡/, ♣♦✉.

♠♦✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳



✻



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

✶✳ ❉✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉'❞♦-✛ ❞❡' ❛//-❛❝/❡✉-'✳ ▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥

❞❡- ❛..#❛❝.❡✉#- ❝♦♥❢♦$♠❡' ❡-. ❛--❡③ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣#✐-✳ ❖♥ ❞4♠♦♥.#❡✱ -♦✉- ❞✐✈❡#-❡-

❤②♣♦.❤'-❡-✱ 9✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉-❞♦#✛ ❞✬✉♥ ❛..#❛❝.❡✉# ❝♦♥❢♦#♠❡ Λ ❛--♦❝✐4

> ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❡①♣❛♥-✐✈❡ f -✉✣-❛♠♠❡♥. #4❣✉❧✐'#❡ ✭✐❝✐ Λ ❡-. ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡-

♣♦✐♥.- ❞♦♥. ❧✬♦#❜✐.❡ ♥4❣❛.✐✈❡ ♥❡ ♣❛#. ♣❛- > ❧✬✐♥✜♥✐✮ ❡-. ❧❛ #❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬49✉❛.✐♦♥ ❞❡

❇♦✇❡♥ P (−s log ‖f ′‖) = 0✳ ❱♦✐# ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛#.✐❝❧❡ ❢❛♠❡✉① ✭❇♦✇❡♥✱ ✶✾✼✾✮✱ ♦✉
✭❍✉.❝❤✐♥-♦♥✱ ✶✾✽✶✮ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐.❡ ❛--♦❝✐4 > ✉♥❡ -✉✐.❡ ✜♥✐❡ ❞❡

-✐♠✐❧✐.✉❞❡- ❝♦♥.#❛❝.❛♥.❡-✳

❈✬❡-. ♣❡✉ ❞❡ ❞✐#❡ 9✉❡ ❧❡ ❝❛- ❞❡- ❛..#❛❝.❡✉#- ♥♦♥ ❝♦♥❢♦#♠❡- ♣❛#❛M. ♣❧✉- ❞✐✣❝✐❧❡✳

■❧ ❡①✐-.❡ ❞❡- ❢♦#♠✉❧❡- ✈❛❧❛❜❧❡- ✓❣4♥4#✐9✉❡♠❡♥.✔✱ ❝✬❡-.✲>✲❞✐#❡ ✈#❛✐❡- ♣♦✉# ♣#❡-9✉❡

.♦✉.❡ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❝❡#.❛✐♥- ♣❛#❛♠'.#❡-✳ ❉❛♥- ✭❋❛❧❝♦♥❡#✱ ✶✾✽✽✮✱ ❑❡♥♥❡.❤ ❋❛❧❝♦♥❡#

✐♥.#♦❞✉✐. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ φs(M) ❞✬✉♥❡ ♠❛.#✐❝❡ M ✱ 9✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ #V❧❡ ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ ‖M‖s✱
❡. ❞4♠♦♥.#❡✱ -♦✉- ❝❡#.❛✐♥❡- ❤②♣♦.❤'-❡-✱ ✉♥❡ ❢♦#♠✉❧❡ ✭❛♣♣❡❧4❡ ❞❡♣✉✐- ✓❢♦#♠✉❧❡ ❞❡

❋❛❧❝♦♥❡#✔✱ ❜✐❡♥ 9✉✬❡❧❧❡ #❡♠♦♥.❡ ❡♥ #4❛❧✐.4 > ✉♥❡ ♥♦.❡ ❞❡ ❆✳ ❉♦✉❛❞② ❡. ❏✳ ❖❡-.❡#❧4

✭❉♦✉❛❞② ❡. ❖❡-.❡#❧4✱ ✶✾✽✵✮✮ ♣♦✉# ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉-❞♦#✛ ❞✬✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❛✉.♦✲

❛✣♥❡✱ ✈#❛✐❡ ♣♦✉# ♣#❡-9✉❡ .♦✉. ❝❤♦✐① ❞❡- ✈❡❝.❡✉#- ❞❡ .#❛♥-❧❛.✐♦♥ ✭#❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. >

❧❛ ♠❡-✉#❡ ❞❡ ▲❡❜❡-❣✉❡✮ ❞❡- .#❛♥-❢♦#♠❛.✐♦♥- ❛✣♥❡-✳ ▲❡- ♠4.❤♦❞❡- ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡# ❧✉✐

✐♠♣♦-❡♥. ❞❡ -❡ ❜♦#♥❡# > ❞❡- ♠❛.#✐❝❡- ❞❡ ♥♦#♠❡ ❞✬♦♣4#❛.❡✉# -✉✣-❛♠♠❡♥. ♣❡.✐.❡

< 1
2 ✳ ❉❛♥- ✉♥❡ -✐.✉❛.✐♦♥ ❢♦#♠❡❧❧❡♠❡♥. ♣❧✉- -✐♠♣❧❡✱ ♦Z ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥-✐❞'#❡ 9✉❡ ❞❡✉①

❝♦♥.#❛❝.✐♦♥- ❛✣♥❡-✱ ❞♦♥. ❧❡- ♣❛#.✐❡- ❧✐♥4❛✐#❡- ♣#4-❡#✈❡♥. ❧❡- ❛①❡-✱ ▼✳ \♦❧❧✐❝♦.. ❡.

❍✳ ❲❡✐-- ✭\♦❧❧✐❝♦.. ❡. ❲❡✐--✱ ✶✾✾✹✮ ♣❡✉✈❡♥. ♣♦✉--❡# ♣❧✉- ❧♦✐♥ ❧✬❛♥❛❧②-❡✱ ♣♦✉# ❞❡-

♠❛.#✐❝❡- ❞♦♥. ❧❛ ♥♦#♠❡ ❞✬♦♣4#❛.❡✉# ❡-. ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳ ▲❡✉# ❢♦#♠✉❧❡ ❝♦_♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡#✳ ❯♥ ♣❤4♥♦♠'♥❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣♣❛#❛M. ✿ ❧❡- ♣#♦♣#✐4.4- ❛#✐.❤♠4.✐9✉❡-

❞❡- ✈❛❧❡✉#- -✐♥❣✉❧✐'#❡- ❥♦✉❡♥. ✉♥ #V❧❡ ❧♦#-9✉❡ ❧❛ ♣❧✉- ❣#❛♥❞❡ ❡-. > 1
2 ✳ \♦❧❧✐❝♦.. ❡.

❲❡✐-- ❡①❤✐❜❡♥. ❞❡- ❡①❡♠♣❧❡- ♦Z ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉-❞♦#✛ ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐.❡

❡-. -.#✐❝.❡♠❡♥. ♠♦✐♥❞#❡ 9✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# ✓❣4♥4#✐9✉❡✔ ❛..❡♥❞✉❡✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧.4 ❡-. ❞♦♥❝ #4❡❧❧❡✳ ❯♥ ❞❡- ♣#✐♥❝✐♣❛✉① ♣#♦❜❧'♠❡- ❞❡ ❧❛ .❤4♦#✐❡ ❡-.

❞❡ ❞4.❡#♠✐♥❡# -♦✉- 9✉❡❧❧❡- ❤②♣♦.❤'-❡- ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡# ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❛

❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉-❞♦#✛ ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐.❡✳ ❉❛♥- ✭❍✉❡.❡# ❡. ▲❛❧❧❡②✱ ✶✾✾✺✮✱

■✳ ❍✉❡.❡# ❡. ❙✳ ▲❛❧❧❡② ❞4♠♦♥.#❡♥. ❧❛ ✈❛❧✐❞✐.4 ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡#✱ ♣♦✉#

❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❛✉.♦✲❛✣♥❡ ❛--♦❝✐4❡ > ✉♥❡ -✉✐.❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♥.#❛❝.✐♦♥- ❛✣♥❡- T1, . . . , Tk
❞✉ ♣❧❛♥✱ ♠♦②❡♥♥❛♥. ❞❡- ❤②♣♦.❤'-❡- ❞♦♥. ✈♦✐❝✐ ❧❛ ♣❧✉- -✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡ ✿ -✐ 1 >
α > β > 0 -♦♥. ❧❡- ❞❡✉① ✈❛❧❡✉#- -✐♥❣✉❧✐'#❡- ❞❡ Ti✱ ♦♥ -✉♣♣♦-❡ 9✉❡ α2 < β
✭✓❞✐-.♦#.✐♦♥ ❜♦#♥4❡✔✮✳ ◆♦.♦♥- 9✉❡ α ❡. β ♣❡✉✈❡♥. e.#❡ ❛#❜✐.#❛✐#❡♠❡♥. ♣#♦❝❤❡-

❞❡ 1✳ ▼❛❧❤❡✉#❡✉-❡♠❡♥.✱ ❧✬❛#❣✉♠❡♥. ❞❡ ❝❡- ❛✉.❡✉#- ♥❡ ✈❛✉. 9✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ 2✳

✷✳ ❊♥'❡♠❜❧❡' ❧✐♠✐/❡' ❞❡' ❣-♦✉♣❡' ❞✐'❝-❡/' ❞✬✐'♦♠8/-✐❡' ❞✉ ♣❧❛♥ ❤②✲

♣❡-❜♦❧✐<✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❱❡♥♦♥-✲❡♥ ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ❛✉ ♣#❡♠✐❡# ♣#♦❜❧'♠❡ 9✉❡ ❥✬❛✐

✼
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!"✉❞✐!✱ ❡" (✉✐ ❛ ♠♦"✐✈! ❧❛ .✉✐"❡ ❞❡ ❝❡ "0❛✈❛✐❧✳ ❙♦✐" G ❧❡ ❣0♦✉♣❡ PU(1, 2) ❞❡. ✐.♦✲
♠!"0✐❡. ❞✐0❡❝"❡. ❞✉ ♣❧❛♥ ❤②♣❡0❜♦❧✐(✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ H

2
C
✱ ❡" .♦✐" Γ ✉♥ .♦✉.✲❣0♦✉♣❡

❞✐.❝0❡" ❞❡ G✳ ▲✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐"❡ ΛΓ ❡" ❧✬❡①♣♦.❛♥" ❞❡ ❝0♦✐..❛♥❝❡ δΓ .♦♥" ❞❡. ♦❜✲

❥❡". ❞✬!"✉❞❡ ❝❧❛..✐(✉❡✳ ❉❛♥. ❧❛ "❤!♦0✐❡ ❣!♥!0❛❧❡ ❞❡. ❡.♣❛❝❡. ❈❆❚✭✲✶✮✱ ♦♥ ❞!✜♥✐"

.✉0 ❧❡ ❜♦0❞ ✈✐.✉❡❧ ∂H2
C

❞❡. ❞✐."❛♥❝❡.✱ ❛♣♣❡❧!❡. ❞✐"#❛♥❝❡" ❞❡ ●)♦♠♦✈✱ 0❡❧❛"✐✈❡✲

♠❡♥" ❛✉①(✉❡❧❧❡. ❧✬♦♣!0❛"✐♦♥ ❞❡ G ❡." ❝♦♥❢♦)♠❡✳ ❖♥ ❞!♠♦♥"0❡ ❛❧♦0. ✭✭❇✐.❤♦♣ ❡"

❏♦♥❡.✱ ✶✾✾✼✮✱ ✭K❛✉❧✐♥✱ ✶✾✾✼✮✮✱ .♦✉. ❝❡0"❛✐♥❡. ❤②♣♦"❤L.❡.✱ (✉❡ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐"❡

✭♦✉ ✉♥❡ ♣❛0"✐❡ ❞❡ ❝❡" ❡♥.❡♠❜❧❡✱ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐"❡ ❝♦♥✐(✉❡✮✱ ❡." ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡

❍❛✉.❞♦0✛ δΓ✳ ❈❡ 0!.✉❧"❛" ❡." ❣!♥!0❛❧ ❡" !❧!♠❡♥"❛✐0❡ ✿ ❝❡ (✉✐ ♠❛♥✐❢❡."❡ ❧❡ ❢❛✐"

(✉❡ ❧❛ ❝♦♥❢♦0♠✐"! ❡." ✉♥❡ ❤②♣♦"❤L.❡ ❛❣0!❛❜❧❡ ♣♦✉0 ❧❡. ♣0♦❜❧L♠❡. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
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
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=
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7♦✉7 ❜♦$?❧✐❡♥ ❞❡ Γ\G @✉✐ ❡87 U ✲✐♥✈❛$✐❛♥7 ❡87 ♥?❣❧✐❣❛❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ♠❡8✉$❡ 7♦7❛❧❡✮✱ ❡7

8✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡87 ♣❛8✳

▲♦$8@✉❡ δΓ > 1✱ ❖❤ ❡7 ▼♦❤❛♠♠❛❞✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥7 ♣❛$ ❞?♠♦♥7$❡$ @✉❡ ❧❛ ♠❡✲

8✉$❡ ❞❡ ❇✉$❣❡$✲❘♦❜❧✐♥✱ ❡7 ❧❛ ♠❡8✉$❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛$❣✉❧✐8✲❙✉❧❧✐✈❛♥✱ 8♦♥7 $?❝✉$✲

$❡♥7❡8 ♣♦✉$ ❧✬♦♣?$❛7✐♦♥ ❞✬✉♥ 8♦✉8✲❣$♦✉♣❡ K ✉♥ ♣❛$❛♠E7$❡ ❞❡ N ✭✈♦✐$ ❞?✜♥✐7✐♦♥
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boule "aplatie"

boule "ronde"

ensemble limite

❋✐❣✉$❡ ✶ ✕ ❊♥%❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐+❡ +,❛♥%✈❡,%❛❧❡♠❡♥+ +,✐✈✐❛❧

boule "aplatie"

boule "ronde"

ensemble limite

❋✐❣✉$❡ ✷ ✕ ❊♥%❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐+❡ +,❛♥%✈❡,%❛❧❡♠❡♥+ ♥♦♥ +,✐✈✐❛❧

✷✳✶✳✷✳✷✮✳ ❊♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉, δΓ ≤ 1✱ ✐❧% ♥❡ ❞9♠♦♥+,❡♥+ ♣❛% :✉❡ ❝❡++❡ ♠❡%✉,❡ %♦✐+

+♦+❛❧❡♠❡♥+ ❞✐%%✐♣❛+✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉,,❛✐+ %✬② ❛++❡♥❞,❡✳

❖♥ ♣❡✉+ ,❡❢♦,♠✉❧❡, ❧✬9♥♦♥❝9 ♣♦,+❛♥+ %✉, ❧❛ ♠❡%✉,❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛,❣✉❧✐%✲

❙✉❧❧✐✈❛♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿ %✐ U ❡%+ ✉♥ %♦✉%✲❣,♦✉♣❡ F ✉♥ ♣❛,❛♠G+,❡ ❞❡ N ✱ ♣♦✉,

:✉❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉,❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛,❣✉❧✐%✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ U
%♦✐❡♥+ +,✐✈✐❛❧❡%✱ ✐❧ ❢❛✉+ :✉❡ δΓ %♦✐+ ≤ 1✳ ❖❤ ❡+ ▼♦❤❛♠♠❛❞✐ ♥❡ %✬✐♥+9,❡%%❡♥+ ♣❛%

F ❧❛ ,9❝✐♣,♦:✉❡ ❞❡ ❝❡+ 9♥♦♥❝9✳

▲❛ ❣9♦♠9+,✐❡ ❞❡% ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉,❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛,❣✉❧✐%✲❙✉❧❧✐✈❛♥



✶✶

❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡♥)*❡ ❞✉ ❣*♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐.❡♥❜❡*❣ ✭❡)✱ ♣❧✉. ♣*2❝✐.2♠❡♥)✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥

❞❡ ❝❡. ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡.✮ ❡.) ✐♥)✐♠❡♠❡♥) ❧✐2❡✱ ✈✐❛ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❞*❛♣♣✐❡*✲❨♦✉♥❣✱

; ❧❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉.❞♦*✛ ❞♦♥) ❥✬❛✐ ♣❛*❧2 ♣❧✉. ❤❛✉)✳ A❛* ❝♦♥.2B✉❡♥)✱ ❧❛ ❝♦♠✲

♣*2❤❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡*♥✐❡* ♣*♦❜❧C♠❡ ♣❛..❡ ♣❛* ❧✬2)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✓❞✐❝❤♦)♦♠✐❡ ❞❡ ❖❤ ❡)

▼♦❤❛♠♠❛❞✐✔ )*❛♥.♣♦.2❡ ❛✉ ❝❛. ❤②♣❡*❜♦❧✐B✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▼❛✐. ❛✈❛♥) ❞✬2)✉❞✐❡*

❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ✭2✈❡♥)✉❡❧✮ ❞❡ ❝❡))❡ ❞✐❝❤♦)♦♠✐❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❤②♣❡*❜♦❧✐B✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱

✐❧ ♠✬❛ ♣❛*✉ ♥2❝❡..❛✐*❡ ❞❡ )J❝❤❡* ❞✬❛♣♣*♦❢♦♥❞✐* ❝❡. *2.✉❧)❛). ❞❡ ❖❤ ❡) ▼♦❤❛♠✲

♠❛❞✐✳ ❊♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡*✱ ✐❧ .✬❛❣✐..❛✐) ❞❡ .❛✈♦✐* .✐✱ ❧♦*.B✉❡ δΓ ≤ 1✱ ❧❛ ♠❡.✉*❡ ❞❡

❇✉*❣❡*✲❘♦❜❧✐♥ ❡.) )♦)❛❧❡♠❡♥) ❞✐..✐♣❛)✐✈❡ ♣♦✉* ❧✬♦♣2*❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ .♦✉.✲❣*♦✉♣❡ ;

✉♥ ♣❛*❛♠C)*❡ ❞❡ N ✳ A❧✉. ♣*2❝✐.2♠❡♥)✱ ✈♦✐❝✐ ❧✬2♥♦♥❝2 B✉❡ ❥❡ .♦✉❤❛✐)❛✐. 2)❛❜❧✐*✳

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✵✳✵✳✵✳✷✳ ❙♦✐# Γ ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❩❛)✐&❦✐✲❞❡♥&❡ ❡# ❞❡ ♠❡&✉)❡ ❞❡

❇♦✇❡♥✲▼❛)❣✉❧✐&✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ✜♥✐❡ ❞❡ PO(1, n) ✭n ≥ 3✮✳ ❙♦✐# U ✉♥ m✲♣❧❛♥ ❞❡ N
✭1 ≤ m ≤ n− 1✮✳ ▲❡& ❛&&❡)#✐♦♥& &✉✐✈❛♥#❡& &♦♥# ;<✉✐✈❛❧❡♥#❡&✳

✶✳ ▲✬❡①♣♦&❛♥# ❞❡ ❝)♦✐&&❛♥#❡ δΓ ❡&# ≤ n−m ❀

✷✳ ▲✬♦♣;)❛#✐♦♥ ❞❡ U &✉) ❧❛ ♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛)❣✉❧✐&✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡&# #♦#❛❧❡✲

♠❡♥# ❞✐&&✐♣❛#✐✈❡ ❀

✸✳ ▲✬♦♣;)❛#✐♦♥ ❞❡ U &✉) ❧❛ ♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇✉)❣❡)✲❘♦❜❧✐♥ ❡&# #♦#❛❧❡♠❡♥# ❞✐&&✐♣❛✲

#✐✈❡✳

▲✬2B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ✶ ❡) ✷ ❡.) 2)❛❜❧✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐)*❡ ✸✳ ◆♦✉. ❛❜♦*❞♦♥. ❝❡ ♣*♦❜❧C♠❡

✓♣❛* ❡♥ ❤❛✉)✔✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ )❤2♦*✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥)*♦♣✐❡✳ ◆♦✉. 2)✉❞✐♦♥. ✉♥❡ B✉❛♥)✐)2✱

❛♣♣❡❧2❡ ✓❡♥)*♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡.✉*❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛*❣✉❧✐.✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ U✔✱ B✉❡

♥♦✉. ♥♦)♦♥. hBMS(U)✱ ❡) ✉♥❡ ✓❞✐♠❡♥.✐♦♥ )*❛♥.✈❡*.❡ ✭; U✮ ❞❡. ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡. ❞❡

❧❛ ♠❡.✉*❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛*❣✉❧✐.✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N✔✱ ♥♦)2❡ δN/U ✱ ❡) ❞2♠♦♥)*♦♥.

❧❡. *2.✉❧)❛). .✉✐✈❛♥). ✭♦S G = SO
o(1, n)✱ n ≥ 3✮

❚❤.♦(/♠❡ ❇ ✭.❡❝)✐♦♥ ✸✳✷✱ )❤2♦*C♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺✮✳ ❙♦✐# Γ ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞✐&❝)❡# ❞❡

G✱ ❩❛*✐.❦✐✲❞❡♥.❡ ❡# ❞❡ ♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐# m ✉♥ ❡♥#✐❡)✱ 1 ≤ m ≤ n− 1✳
G♦✉) #♦✉# m✲♣❧❛♥ U ❝♦♥#❡♥✉ ❞❛♥& N ✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛❧#❡)♥❛#✐✈❡ &✉✐✈❛♥#❡ ✿

✶✳ ❖✉ ❜✐❡♥ δΓ ≤ n−m✱ ❡# ❛❧♦)& ♦♥ ❛ δN/U = δΓ ❡# hBMS(U) = 0 ❀

✷✳ ❖✉ ❜✐❡♥ δΓ > n −m✱ ❡# ❛❧♦)& ♦♥ ❛ δN/U = n −m ❡# hBMS(U) = δΓ −
(n−m)✳

▲❡ )❤2♦*C♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺ ❝♦♥)✐❡♥) B✉❡❧B✉❡. *❛✣♥❡♠❡♥). .✉♣♣❧2♠❡♥)❛✐*❡. B✉❡ ♥♦✉.

♥❡ ❝✐)♦♥. ♣❛. ✐❝✐✳ ▲❛ ❝♦♥.2B✉❡♥❝❡ .✉✐✈❛♥)❡ ❞✉ )❤2♦*C♠❡ ❇ ❝♦♥)✐❡♥) ♣❧❡✐♥❡♠❡♥)

❧✬2B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡. ❛..❡*)✐♦♥. ✶ ❡) ✷ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝)✉*❡ ❝✐✲❞❡..✉.✱ ❡♥ )♦✉)❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥✳

❚❤.♦(/♠❡ ❈ ✭.❡❝)✐♦♥ ✸✳✷✱ ❝♦*♦❧❧❛✐*❡ ✸✳✷✳✵✳✼✮✳ ❖♥ ❝♦♥&❡)✈❡ ❧❡& ❤②♣♦#❤L&❡& ❞✉

#❤;♦)L♠❡✳ ❙♦✐# m ✉♥ ❡♥#✐❡)✱ 1 ≤ m ≤ n − 1 ❡# U ✉♥ m✲♣❧❛♥✳ G♦✉) <✉❡ ❧✬♦♣;✲

)❛#✐♦♥ ❞❡ U &✉) ❧❛ ♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛)❣✉❧✐&✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❞❡ Γ\G &♦✐# #♦#❛❧❡♠❡♥#

❞✐&&✐♣❛#✐✈❡ ✭)❡&♣✳ #♦#❛❧❡♠❡♥# );❝✉))❡♥#❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉# ❡# ✐❧ &✉✣# <✉❡ δΓ ≤ n−m ✭)❡&♣✳

δΓ > n−m✮✳

❊♥ *❡✈❛♥❝❤❡✱ ❥❡ ♥❡ .✉✐. ♣❛. ♣❛*✈❡♥✉ ; ❞2♠♦♥)*❡* B✉❡ ✷ ❡) ✸ .♦♥) 2B✉✐✈❛✲

❧❡♥)❡.✳ ❈❡❧❛ *❡.)❡ ; ❢❛✐*❡✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥. B✉❡ ❇❛*❜❛*❛ ❙❝❤❛♣✐*❛ ❡) ❋*❛♥]♦✐. ▼❛✉❝♦✉✲

*❛♥) .❛✈❡♥) ❞2♠♦♥)*❡* ✭.♦✉. ❝❡*)❛✐♥❡. ❤②♣♦)❤C.❡. .✉* Γ✮ ❧✬❛..❡*)✐♦♥ ✸ ❧♦*.B✉❡

δΓ < 1✳ ▲❡✉*. ♠2)❤♦❞❡. .♦♥) ❞✐✛2*❡♥)❡. ❞❡. ♠✐❡♥♥❡.✳
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✹✳ ❈♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡* ❡' ❡♥'+♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡*✉+❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣1+❛'✐♦♥ ❞❡

❣+♦✉♣❡✳ "♦✉% &'❛❜❧✐% ❧❡- %&-✉❧'❛'- ❝✐'&- ❛✉ ♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ✸ ❝✐✲❞❡--✉-✱ ❥❡ ❢❛✐- ❣%❛♥❞

✉-❛❣❡ ❞❡ ❧❛ '❤&♦%✐❡ ❞❡- ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡- ❞✬✉♥❡ ♠❡-✉%❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣&%❛'✐♦♥

❞❡ ❣%♦✉♣❡✳ ❈❡''❡ '❤&♦%✐❡ ❡-'✱ ❞❡♣✉✐- ✭▲❡❞%❛♣♣✐❡% ❡' ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺✮✱ ✓❝❧❛--✐E✉❡✔ ❀

❥✬❛✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❞H✱ ❢❛✉'❡ ❞✬✉♥ ❡①♣♦-& E✉✐ ♠❡ -❛'✐-❢❛--❡✱ ❧❛ ❞&✈❡❧♦♣♣❡% ❞❡♣✉✐-

-❡- ♣%❡♠✐❡%- &❧&♠❡♥'- ✿ ❝✬❡-' ❧❡ ❝❤❛♣✐'%❡ ✷ ❞❡ ❝❡''❡ '❤L-❡✳ ❆✉'❛♥' ❧✬❛✈♦✉❡%✱ ❝❡

❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❝♦♠♣♦%'❡ ❜✐❡♥ ❞❡- ❧❛❝✉♥❡-✱ ♠❛✐- ✐❧ -✉✣' O ♠❡- ❜❡-♦✐♥-✳

▲❡ ❝❤❛♣✐'%❡ ✷ -✬❛❝❤L✈❡ -✉% ❧❡ '❤&♦%L♠❡ ✷✳✷✳✺✳✶ E✉✐ '%❛♥-♣♦-❡ O ❝❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❧❛

❢♦%♠✉❧❡ ❞❡ "❡-✐♥✱ ♦✉ ❞❡ ▲❡❞%❛♣♣✐❡%✲❨♦✉♥❣✱ ✭▲❡❞%❛♣♣✐❡% ❡' ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺✮ '❤&♦✲

%L♠❡ ❈✬✳ ❚♦✉- ❧❡- ❛✉'%❡- %&-✉❧'❛'- ❞❡ ❝❡''❡ '❤L-❡ %❡♣♦-❡♥' -✉% ❝❡ '❤&♦%L♠❡ ❀ ❡♥

♣❛%'✐❝✉❧✐❡%✱ ❧❡ %&-✉❧'❛' ❝✐'& ❛✉ ♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ✷ -✉% ❧❡- ❣%♦✉♣❡- ❞❡ ❙❝❤♦''❦② ✓❜✐❡♥

♣♦-✐'✐♦♥♥&-✔✱ E✉❡ ❥❡ ❞&♠♦♥'%❛✐- ❞❛♥- ✉♥❡ ♣%❡♠✐L%❡ ✈❡%-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡- ❛%❣✉♠❡♥'-

&❧&♠❡♥'❛✐%❡- ❞✬❛❧❣L❜%❡ ❧✐♥&❛✐%❡✱ ❡-' ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❞♦♥♥& ❝♦♠♠❡ ❝♦%♦❧❧❛✐%❡ E✉❛-✐

✐♠♠&❞✐❛' ❞❡ ❝❡''❡ ❢♦%♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❞%❛♣♣✐❡%✲❨♦✉♥❣✳

✺✳ ❉✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡* ♣+♦❥❡❝'✐♦♥* ❞❡ ❧❛ ♠❡*✉+❡ ❞❡ 7❛''❡+*♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥✳ ▲❛

❞&♠♦♥-'%❛'✐♦♥ ❞✉ '❤&♦%L♠❡ ❇ ❝✐✲❞❡--✉- ♣❛--❡ ♣❛% ✉♥ ❢❛✐' ❣&♥&%❛❧ ✭❝♦♥-&E✉❡♥❝❡

❞✬✉♥ '❤&♦%L♠❡ ❞❡ ▼❛%-'%❛♥❞✮ E✉✐ -✬&♥♦♥❝❡ ❛✐♥-✐✳

❙♦✐' Γ ✉♥ -♦✉-✲❣%♦✉♣❡ ❞✐-❝%❡' ❞❡ SL2(C)✱ ❩❛%✐-❦✐✲❞❡♥-❡ ❡' ❞❡ ♠❡-✉%❡ ❞❡

❇♦✇❡♥✲▼❛%❣✉❧✐-✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ✜♥✐❡✱ ❡' -♦✐' µ ❧❛ ♠❡-✉%❡ ❞❡ "❛''❡%-♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❞✬❡①✲

♣♦-❛♥' δΓ ❛--♦❝✐&❡ O Γ✳ ❚✐%♦♥- ✉♥ ♣♦✐♥' ξ ∈ S
2
❛✉ ❤❛-❛%❞ -❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ µ ❡'

✐❞❡♥'✐✜♦♥- µ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡-✉%❡ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐'& µ̂ -✉% R
2
✈✐❛ ❧❛ ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ -'&%&♦✲

❣%❛♣❤✐E✉❡ R
2 → S

2 \ {ξ}✳ ❙✐ ❧✬♦♥ '✐%❡ ❛✉ ❤❛-❛%❞ ✉♥❡ ❞%♦✐'❡ U ❞❡ R
2
✭-✉✐✈❛♥' ❧❛

♠❡-✉%❡ ❞❡ ▲❡❜❡-❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞%♦✐'❡ ♣%♦❥❡❝'✐✈❡ %&❡❧❧❡✮ ❡' E✉❡ ❧✬♦♥ ♣%♦❥❡''❡ ♦%'❤♦❣♦✲

♥❛❧❡♠❡♥' µ̂ -✉% U ✱ ❧❛ ♠❡-✉%❡ ♦❜'❡♥✉❡ ❡-' ❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✐♥❢&%✐❡✉%❡ inf{δΓ, 1}✳
❖♥ ♣❡✉' ❞✐%❡ ♣❧✉-✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐'%❡ ✸✱ ❥❡ ❞&♠♦♥'%❡✱ -♦✉- ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❛'✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉

❞✐✛&%❡♥'❡✱ ❧❡ %&-✉❧'❛' E✉❡ ✈♦✐❝✐✳ ❈♦♠♠❡♥[♦♥- ♣❛% ✉♥❡ ❞&✜♥✐'✐♦♥ -✐♠♣❧✐✜&❡ ✭❡♥

✸✳✸✳✶ ♥♦✉- ❞♦♥♥♦♥- ✉♥❡ ❞&✜♥✐'✐♦♥ ♣♦✉% ❧❡- ♠❡-✉%❡- ❞❡ ❘❛❞♦♥✮✳

❉1✜♥✐'✐♦♥✳ ❯♥❡ ♠❡$✉&❡ ❞❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐./ $✉& R
n
❡$. %&❣✉❧✐L%❡ $✐ ❡❧❧❡ ❡$. ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

$✐♦♥ ❡①❛❝.❡ δ ❡. $✐ ♣♦✉& .♦✉. k ∈ {1, . . . , n − 1} ❡. .♦✉. k✲♣❧❛♥ U ✱ ❧❛ ♣&♦❥❡❝.✐♦♥
♦&.❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡..❡ ♠❡$✉&❡ $✉& U ❡$. ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ✐♥❢/&✐❡✉&❡ /❣❛❧❡ ♣&❡$8✉❡

♣❛&.♦✉. 9 inf{k, δ}✳

❚❤1♦+>♠❡ ❉ ✭♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ✸✳✸✳✶✱ '❤&♦%L♠❡ ✸✳✸✳✶✳✷✮✳ ❙♦✐. Γ ✉♥ $♦✉$✲❣&♦✉♣❡

❞✐$❝&❡. ❞❡ G = SO
o(1, n)✱ ❩❛&✐$❦✐✲❞❡♥$❡ ❡. ❞❡ ♠❡$✉&❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛&❣✉❧✐$✲

❙✉❧❧✐✈❛♥ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐. µ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ C❛..❡&$♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❞✬❡①♣♦$❛♥. δΓ ❛$$♦❝✐/❡
9 Γ✳ C♦✉& µ✲♣&❡$8✉❡ .♦✉. ξ✱ ❧✬✐♠❛❣❡ &/❝✐♣&♦8✉❡ ❞❡ µ ♣❛& ❧❛ ♣&♦❥❡❝.✐♦♥ $./&/♦❣&❛✲
♣❤✐8✉❡ R

n−1 → ∂Hn
R
\ {ξ} ❡$. %&❣✉❧✐L%❡✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♥-&E✉❡♥❝❡ ❛--❡③ ❢%❛♣♣❛♥'❡ ✿ ♣♦✉% µ✲♣%❡-E✉❡ '♦✉' ξ✱ ♣♦✉% .♦✉.❡
❞%♦✐'❡ ✈❡❝'♦%✐❡❧❧❡ U ❞✉ '❛♥❣❡♥' Tξ∂H

n
R
✱ ❡' ♣♦✉% µ✲♣%❡-E✉❡ '♦✉' η✱ -✐ S ❡-' ❧❡

♣❡'✐' ❝❡%❝❧❡ ♣❛--❛♥' ♣❛% ξ ❡' η ❡' '❛♥❣❡♥' ❡♥ ξ O U ✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

log µ (V (S, ε) \B(ξ, ρ))

log ε
= inf{δΓ, n− 1−m}

♦_ V (S, ε) ❡-' ❧❡ ε✲✈♦✐-✐♥❛❣❡ ❞❡ S ✭♣♦✉% ❧❛ ❞✐-'❛♥❝❡ -♣❤&%✐E✉❡✮ ❡' B(ξ, ρ) ✉♥❡

❜♦✉❧❡ ❞❡ %❛②♦♥ ρ > 0 ✜①& ❝❡♥'%&❡ ❡♥ ξ✳
❏❡ ♥❡ -✉✐- ♣❛- ❡♥❝♦%❡ ♣❛%✈❡♥✉ O ❞&♠♦♥'%❡% ❧❡ ♠a♠❡ &♥♦♥❝& ❛✈❡❝ µ(V (S, ε))

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ µ(V (S, ε) \ B(ξ, ρ))✳ ❱♦✐% ❧❡ ❝♦%♦❧❧❛✐%❡ ✸✳✸✳✶✳✺ ❡' ❧❛ ❞✐-❝✉--✐♦♥ E✉✐ ❧❡

-✉✐'✳
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✷✳✷✳✺ ▲❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❞+❛♣♣✐❡+✲❨♦✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸ ❈❛❧❝✉❧. ❞✬❡♥2%♦♣✐❡. ❡2 ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥. ✼✶

✸✳✶ D+4❧✐♠✐♥❛✐+❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶✳✶ ❊'♣❛❝❡' ❤②♣❡+❜♦❧✐L✉❡' +4❡❧' ❡1 ❝♦♠♣❧❡①❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶✳✷ ❇♦+❞ T ❧✬✐♥✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶✳✸ ❋✐❜+4 ✉♥✐1❛✐+❡ 1❛♥❣❡♥1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✶✳✹ ❍♦+♦'♣❤B+❡' ❡1 ❝♦♦+❞♦♥♥4❡' ❞❡ ❍♦♣❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✶✳✺ ❚❤4♦+✐❡ ❞❡ D❛11❡+'♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✶✳✻ ❈♦♥❞✐1✐♦♥♥❡❧❧❡' ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ❤♦+♦'♣❤4+✐L✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧' ❞✬❡♥1+♦♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✸ ❉✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡' ♣+♦❥❡❝1✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✳✶ D♦'✐1✐♦♥ ❞✉ ♣+♦❜❧B♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✳✷ ❉4♠♦♥'1+❛1✐♦♥ ❞✉ 1❤4♦+B♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✹ D+4'❡♥1❛1✐♦♥ ❞✉ ❝❛' ❤②♣❡+❜♦❧✐L✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✹✳✶ ▲✬❡'♣❛❝❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐L✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡1 '♦♥ ❜♦+❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✹✳✷ ❊♥1+♦♣✐❡ ❡1 ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉'❞♦+✛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✶✸



✶✹ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙



❈❤❛♣✐%&❡ ✶

❚❤"♦$✐❡ ❣"♥"$❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❞✐♠❡♥-✐♦♥

▲✬♦❜❥❡& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&-❡ ❡.& ❞❡ -❛♣♣❡❧❡- 0✉❡❧0✉❡. ❢❛✐&. 3❧3♠❡♥&❛✐-❡. .✉- ❧❛ ❞✐✲

♠❡♥.✐♦♥ ❞❡. ♠❡.✉-❡.✳ ❉❛♥. ❧❡ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✶✳✶✳✷ ♥♦✉. -❛♣♣❡❧♦♥. ❧❡. ❞3✜♥✐&✐♦♥. ❀

❞❛♥. ❧❡ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✶✳✶✳✸ ♥♦✉. ❢❛✐.♦♥. ❧❛ &❤3♦-✐❡ 3❧3♠❡♥&❛✐-❡ ❞❡. ❡.♣❛❝❡. ♠3✲

&-✐0✉❡. ❞♦✉❜❧❛♥&. ♣♦✉- 3&❛❜❧✐- ❞❡. ❧❡♠♠❡. 0✉✐ ♥♦✉. .❡-✈✐-♦♥& ❛✉ ❝❤❛♣✐&-❡ ✷ @

3&✉❞✐❡- ❧❛ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ ✓❞✐♠❡♥.✐♦♥ &-❛♥.✈❡-.❡✔ ✭❞❛♥. ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡. ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡. ❧❡

❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣3-❛&✐♦♥ ❞❡ ❣-♦✉♣❡✮✳ ▲❛ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✶✳✷✳✷ ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥ &❤3♦-E♠❡ ❝❧❛.✲

.✐0✉❡ ❞❡ ❏✳ ▼✳ ▼❛-.&-❛♥❞✳ ▲❡ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸ ❝♦♥&✐❡♥& ❧✬3♥♦♥❝3 ❞✬✉♥ &❤3♦-E♠❡

❞❡ ▼✳ ❍♦❝❤♠❛♥ .✉- ❧❡. ♣-♦❥❡❝&✐♦♥. ❞❡ ♠❡.✉-❡. ✓❢-❛❝&❛❧❡.✔ ❡& ❧❡✉- ❞✐♠❡♥.✐♦♥✳

◆♦✉. ❝♦♠♠❡♥J♦♥. ❛✉ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✶✳✶✳✶ ♣❛- ❞❡. -❛♣♣❡❧. .✉- ❧❛ ❞3.✐♥&3❣-❛&✐♦♥ ❞❡.

♠❡.✉-❡.✳

✶✳✶ ❉✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡' ♠❡'✉+❡' ❞❛♥' ❧❡' ❡'♣❛❝❡' ❞♦✉✲

❜❧❛♥2'

✶✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧' '✉) ❧❛ ❞+'✐♥.+❣)❛.✐♦♥ ❞❡' ♠❡'✉)❡'

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥% (X,Σ, µ) ❡% (Y,T, ν) ❞❡✉① ❡)♣❛❝❡) ♠❡)✉./) ❡% φ
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♠❡)✉.❛❜❧❡ X → Y ✳ ❖♥ ❞✐% 4✉❡ ν ❡)% ♣)❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛. φ
)✐ ❝✬❡)% ✉♥❡ ♠❡)✉.❡ ✜♥✐❡ ❞♦♥% ❧❡) ♣❛.%✐❡) ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡) )♦♥% ❝❡❧❧❡) ❞♦♥% ❧❡) ✐♠❛❣❡)

./❝✐♣.♦4✉❡) ♣❛. φ )♦♥% ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡) ♣♦✉. µ✳

❙✐ µ ❡.& σ✲✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡①✐.&❡ ✉♥❡ ♠❡.✉-❡ ♣.❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛- φ ✿ ♦♥ ♣❡✉& .❡

❞♦♥♥❡- ✉♥❡ ♠❡.✉-❡ ✜♥✐❡ µ′
.✉- (X,Σ) 30✉✐✈❛❧❡♥&❡ @ µ ❡& ♣-❡♥❞-❡ ♣♦✉- ν ❧✬✐♠❛❣❡

❞❡ µ′
♣❛- φ✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥% (X,Σ, µ) ❡% (Y,T, ν) ❞❡✉① ❡)♣❛❝❡) ♠❡)✉./) ❡% φ
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♠❡)✉.❛❜❧❡ X → Y ✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) 4✉❡ ν )♦✐% ♣)❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛.

φ✳ ❯♥❡ ❞3.✐♥&3❣-❛&✐♦♥ ❞❡ µ ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ ν ✭❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ φ✮ ❡)% ❧❛ ❞♦♥♥/❡ ❞✬✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ y 7→ µy✱ ❛))♦❝✐❛♥% = %♦✉% ♣♦✐♥% y ∈ Y ✉♥❡ ♠❡)✉.❡ µy )✉. Σ✱ ❡%
♣♦))/❞❛♥% ❧❡) ♣.♦♣.✐/%/) )✉✐✈❛♥%❡) ✿

✶✳ A♦✉. ν✲♣.❡)4✉❡ %♦✉% y✱ µy ❡)% ❝♦♥❝❡♥%./❡ )✉. φ−1(y)✱ ❝✬❡)%✲=✲❞✐.❡ 4✉❡

φ−1(y) ❡)% ❞❡ ❝♦♠♣❧/♠❡♥%❛✐.❡ ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉. µy ❀

✶✺
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✷✳ "♦✉% &♦✉&❡ ♣❛%&✐❡ A ∈ Σ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ y 7→ µy(A) ❡0& ν✲♠❡0✉%❛❜❧❡ ✭❝✬❡0&✲

5✲❞✐%❡ ♠❡0✉%❛❜❧❡ ♣♦✉% ❧❛ &%✐❜✉ ❝♦♠♣❧7&7❡ ❞❡ T %❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& 5 ν✮ ❀

✸✳ "♦✉% &♦✉&❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ f ∈ L1(X,Σ, µ)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ y 7→
∫
Y
f(x)dµy(x)

❞7✜♥✐& ✉♥ 7❧7♠❡♥& ❞❡ L1(Y,T, ν)✱ ❡& ♦♥ ❛ ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥

∫

Y

dν(y)

∫

X

f(x)dµy(x) =

∫

X

f(x)dµ(x)✳

▲❡0 ♠❡0✉%❡0 µy ✭y ∈ Y ✮ 0❡%♦♥& ❛♣♣❡❧7❡0 ✓❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡0 ❞❡ µ ❛✉✲❞❡00✉0 ❞❡ ν
✭❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ φ✮✔✳

◆♦✉% ♥♦✉% %❡(✈✐(♦♥% %♦✉✈❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♣(♦♣♦%✐+✐♦♥ %✉✐✈❛♥+❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✸ ✭✭❑❡❝❤(✐%✱ ✶✾✾✺✮✮✳ ❙♦✐& φ : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❜♦✲

%7❧✐❡♥♥❡ ❡♥&%❡ ❞❡✉① ❡0♣❛❝❡0 ❜♦%7❧✐❡♥0 0&❛♥❞❛%❞0 (X,Σ) ❡& (Y,T)✳ ❙♦✐❡♥& µ ✉♥❡

♠❡0✉%❡ σ✲✜♥✐❡ 0✉% Σ ❡& ν ✉♥❡ ♣0❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛% φ✳ ❖♥ ♣❡✉& ❞70✐♥&7❣%❡%

µ ❛✉✲❞❡00✉0 ❞❡ ν ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ φ ❡& ❧❛ ❞70✐♥&7❣%❛&✐♦♥ ♦❜&❡♥✉❡ ❡0& ❡00❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥&

✉♥✐D✉❡✱ ❛✉ 0❡♥0 0✉✐✈❛♥& ✿ 0✐ (µy) ❡& (µ′
y) 0♦♥& ❞❡✉① &❡❧❧❡0 ❞70✐♥&7❣%❛&✐♦♥0✱ ♦♥ ❛

µy = µ′
y ♣♦✉% ν✲♣%❡0D✉❡ &♦✉& y✳

❘❡♠❛!/✉❡ ✶✳✶✳✶✳✹✳ ◆♦✉0 ❡♠♣❧♦②❡%♦♥0 ❧❛ ❧♦❝✉&✐♦♥ ✓❞70✐♥&7❣%♦♥0 µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

φ✔ ♣♦✉% ❞✐%❡ D✉❡ ♥♦✉0 ♥♦✉0 ❞♦♥♥♦♥0 ✉♥❡ ♣0❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ν ❞❡ µ ♣❛% φ ❡& D✉❡ ♥♦✉0

❞70✐♥&7❣%♦♥0 µ ❛✉✲❞❡00✉0 ❞❡ ν✳ ❙✐ ν ❡& ν′ 0♦♥& ❞❡✉① ♠❡0✉%❡0 ♣0❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡0 ❞❡

µ ♣❛% φ✱ ❡& 0✐ (µy) ❡& (µ′
y) 0♦♥& ❧❡0 ❞70✐♥&7❣%❛&✐♦♥0 ❛00♦❝✐7❡0✱ ❧❡0 ♠❡0✉%❡0 µy ❡&

µ′
y 0♦♥& ♣%♦♣♦%&✐♦♥♥❡❧❧❡0 ♣♦✉% ν✲♣%❡0D✉❡ &♦✉& y✳

❘❛♣♣❡❧♦♥% :✉✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ♠❡%✉(❛❜❧❡ (X,Σ) ❡%+ ✉♥ ❜♦(>❧✐❡♥ %+❛♥❞❛(❞ %✐ Σ ❡%+

❧❛ +(✐❜✉ ❜♦(>❧✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ +♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬❡%♣❛❝❡ ♣♦❧♦♥❛✐% ✭%>♣❛(❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧@+❡♠❡♥+

♠>+(✐%❛❜❧❡✮ %✉( X✳

✶✳✶✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥* ❣$♥$,❛❧❡*

❉3✜♥✐&✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐& X ✉♥ ❡0♣❛❝❡ ♠7&%✐D✉❡✱ ❡& µ ✉♥❡ ♠❡0✉%❡ 0✉% X ♣♦✉%

❧❛D✉❡❧❧❡ &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ ❡0& ❞❡ ♠❡0✉%❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧❡✮ ✐♥❢7%✐❡✉%❡ ❞❡ µ
❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥& x ❡0& ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐

dim(µ, x) = lim inf
ρ→0

logµ(B(x, ρ))

log ρ
;

❧❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧❡✮ 0✉♣7%✐❡✉%❡ ❞❡ µ ❡♥ x ❡0& ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐

dim(µ, x) = lim sup
ρ→0

log µ(B(x, ρ))

log ρ
✳

▲❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ✐♥❢7%✐❡✉%❡ ❞❡ µ ❡0& ❧✬✐♥✜♠✉♠ µ✲❡00❡♥&✐❡❧ ❞❡ dim(µ, x)✱ ✐✳❡✳

dim(µ) = sup{s ≥ 0 ; dim(µ, x) ≥ s ♣♦✉% µ✲♣%❡0D✉❡ &♦✉& x}✳

❙✐ ❧❡0 ❞✐♠❡♥0✐♦♥0 ✐♥❢7%✐❡✉%❡ ❡& 0✉♣7%✐❡✉%❡ ❞❡ µ 0♦♥& 7❣❛❧❡0 µ✲♣%❡0D✉❡ ♣❛%&♦✉&

5 ✉♥ ♠I♠❡ ♥♦♠❜%❡ δ✱ ♥♦✉0 ❞✐%♦♥0 D✉❡ µ ❡%+ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡①❛❝+❡ >❣❛❧❡ B δ✳



✶✳✶✳ ❉■▼❊◆❙■❖◆ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❊❙-❆❈❊❙ ❉❖❯❇▲❆◆❚❙ ✶✼

❆✉$%❡♠❡♥$ ❞✐$✱ µ ❡,$ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❡①❛❝$❡ δ ,✐

lim
ρ→0

logµ(B(x, ρ))

log ρ
= δ

♣♦✉% µ✲♣%❡,3✉❡ $♦✉$ x✳ ◆♦$♦♥, 3✉❡ ❞❛♥, ❝❡, ❞6✜♥✐$✐♦♥, ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛, ❧✐❡✉ ❞❡

♣%6❝✐,❡% ,✐ ❧❡, ❜♦✉❧❡, ,♦♥$ ♦✉✈❡%$❡, ♦✉ ❢❡%♠6❡,✳

❖♥ ♣❡✉$ ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❡, ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❧♦❝❛❧❡, ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡, ,✉✐$❡, 3✉✐ ♥❡ $❡♥❞❡♥$ ♣❛,

$%♦♣ %❛♣✐❞❡♠❡♥$ ✈❡%, 0✳ @❧✉, ♣%6❝✐,6♠❡♥$ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ (✉) ❧✬❡(♣❛❝❡ ♠/#)✐0✉❡ X✱ ♣♦✉) ❧❛0✉❡❧❧❡

#♦✉#❡ ❜♦✉❧❡ ❡(# ❞❡ ♠❡(✉)❡ ✜♥✐❡✱ ❡# (♦✐# x ✉♥ ♣♦✐♥# ❞❡ X✳ ❙♦✐# (ρn)n ✉♥❡ (✉✐#❡

❞❡ ♥♦♠❜)❡ )/❡❧( > 0 #❡♥❞❛♥# ✈❡)( 0 ❡♥ ❞/❝)♦✐((❛♥#✳ ❖♥ (✉♣♣♦(❡ 0✉✬✐❧ ❡①✐(#❡ ✉♥❡

❝♦♥(#❛♥#❡ C > 1 #❡❧❧❡ 0✉❡ ρn ≤ Cρn+1 ♣♦✉) #♦✉# n✳ ❆❧♦)(

dim(µ, x) = lim inf
n→∞

logµ(B(x, ρn))

log ρn

❡# ❞❡ ♠:♠❡ ♣♦✉) ❧❛ dim✳

❉/♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ➱✈✐❞❡♥$❡✳

■❧ ❡,$ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ❞6❞✉✐%❡ 3✉❡ ❧❡, ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥, x 7→ dim(µ, x) ❡$ x 7→ dim(µ, x)
,♦♥$ ❜♦%6❧✐❡♥♥❡,✱ ❝❡ ❞♦♥$ ♥♦✉, ♥♦✉, ,❡%✈✐%♦♥, ❧✐❜%❡♠❡♥$✳

❘❛♣♣❡❧♦♥, ❛✉,,✐ ❧❛ ❞6✜♥✐$✐♦♥ ❞❡, ♠❡,✉%❡, ❞❡ ❍❛✉,❞♦%✛ ❡$ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥

❞❡ ❍❛✉,❞♦%✛✳ ❙♦✐$ $♦✉❥♦✉%, X ✉♥ ❡,♣❛❝❡ ♠6$%✐3✉❡✳ @♦✉% $♦✉$❡ ♣❛%$✐❡ A ❡$ $♦✉,

%6❡❧, δ > 0✱ s ≥ 0 ♥♦$♦♥, Hs
δ(A) ❧❡ ♥♦♠❜%❡

inf

{
∑

i

(
diam(Ui)

2

)s

; ❧❡, Ui ,♦♥$ ❞❡, ♦✉✈❡%$, ❞❡ ❞✐❛♠I$%❡ ≤ 2δ ❡$ A ⊂
⋃

i

Ui

}
✳

◆♦$♦♥, 3✉✬♦♥ ♣♦✉%%❛✐$ ,❡ ❜♦%♥❡% ❞❛♥, ❝❡$$❡ ❜♦%♥❡ ✐♥❢6%✐❡✉%❡ ❛✉① %❡❝♦✉✈%❡✲

♠❡♥$, ❞❡ A ♣❛% ❞❡, ❜♦✉❧❡, ♦✉✈❡%$❡, ❞❡ %❛②♦♥ ≤ δ✳
▲❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ δ 7→ Hs

δ(A) ❡,$ ❞6❝%♦✐,,❛♥$❡ ❡$ ♦♥ ♥♦$❡ Hs(A) ❧❛ ❧✐♠✐$❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡

,✉♣%❡♠✉♠✮ ❞❡ Hs
δ (A) ❧♦%,3✉❡ δ $❡♥❞ ✈❡%, 0✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉(❞♦)✛ ❞❡ A

❡,$ ❧❡ ♥♦♠❜%❡

dimH(A) = inf{s > 0 ; Hs(A) = 0} = sup{s > 0 ; Hs(A) = ∞}✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✸✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ (✉) ❧✬❡(♣❛❝❡ ♠/#)✐0✉❡ X ♣♦✉) ❧❛0✉❡❧❧❡ ❧❡(

❜♦✉❧❡( (♦♥# ❞❡ ♠❡(✉)❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ✐♥❢/)✐❡✉)❡ ❞❡ µ✱ dim(µ)✱ ❡(# ❧❛ ❜♦)♥❡

✐♥❢/)✐❡✉)❡ ❞❡( ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ❞❡ ❍❛✉(❞♦)✛ ❞❡( ♣❛)#✐❡( ❜♦)/❧✐❡♥♥❡( ❞❡ ♠❡(✉)❡ > 0
♣♦✉) µ✳ ❆✉#)❡♠❡♥# ❞✐#✱

dim(µ) = inf{dimH(A) ; µ(A) > 0}

❉/♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭▲❡❞%❛♣♣✐❡%✱ ✷✵✶✸✮✱ ♣%♦♣♦,✐$✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡❞%❛♣♣✐❡% ❞6♠♦♥$%❡

❝❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ♠❡,✉%❡ ✜♥✐❡ ♠❛✐, ,♦♥ ❛%❣✉♠❡♥$ ❞❡♠❡✉%❡ ♣♦✉% ♥♦$%❡ ❧❡♠♠❡

❛✈❡❝ ❞❡, ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥, ❞❡ ❞6$❛✐❧✳

@♦✉% 6♥♦♥❝❡% ❧❡ ❧❡♠♠❡ ,✉✐✈❛♥$✱ ❞6✜♥✐,,♦♥, ❧❛ ♣%♦♣%✐6$6 ❞❡ ❇❡,✐❝♦✈✐$❝❤✱ 3✉✐

♥♦✉, ,❡%✈✐%❛ ❡♥❝♦%❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐$%❡ ✷✳



✶✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ❉❊ ▲❆ ❉■▼❊◆❙■❖◆

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✹✳ ❖♥ ❞✐$ %✉✬✉♥ ❡)♣❛❝❡ ♠.$/✐%✉❡ X ♣♦))1❞❡ ❧❛ ♣/♦♣/✐.$. ❞❡

❇❡)✐❝♦✈✐$❝❤ )✬✐❧ ❡①✐)$❡ ✉♥ ❡♥$✐❡/ N $❡❧ %✉❡✱ ♣♦✉/ $♦✉$❡ ♣❛/$✐❡ ❜♦$♥&❡ A ❞❡ X ❡$

$♦✉$❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ r : A →]0,∞[✱ ♦♥ ♣✉✐))❡ $/♦✉✈❡/ ✉♥❡ ♣❛/$✐❡ A′ ⊂ A ❞❡ ❢❛9♦♥

%✉❡ ❧❡) ❜♦✉❧❡) ❢❡/♠.❡) B(x, r(x)) /❡❝♦✉✈/❡♥$ A ❧♦/)%✉❡ x ♣❛/❝♦✉/$ A′
✱ ❡$ %✉❡

$♦✉$ ♣♦✐♥$ ❞❡ X ❛♣♣❛/$✐❡♥♥❡ ; ❛✉ ♣❧✉) N ❜♦✉❧❡) ❢❡/♠.❡) B(x, r(x)) ✭x ∈ A′) ❀
❛✉$/❡♠❡♥$ ❞✐$✱

1A ≤
∑

x∈A′

1B(x,r(x)) ≤ N ✳

▲❡ ❝❛) .❝❤.❛♥$✱ ❧❡ ♣❧✉) ♣❡$✐$ ❡♥$✐❡/ N ♣♦✉/ ❧❡%✉❡❧ ❝❡❝✐ )♦✐$ ✈/❛✐ ❡)$ ❛♣♣❡❧. ❝♦♥)*❛♥*❡

❞❡ ❇❡)✐❝♦✈✐*❝❤ ❞❡ X✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✺✳ ❙♦✐$ X ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ♠.$/✐%✉❡ ♣♦)).❞❛♥$ ❧❛ ♣/♦♣/✐.$. ❞❡ ❇❡)✐✲

❝♦✈✐$❝❤✳ ■❧ ❡①✐)$❡ ✉♥❡ ❝♦♥)$❛♥$❡ M ✱ ♥❡ ❞.♣❡♥❞❛♥$ %✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)$❛♥$❡ ❞❡ ❇❡)✐✲
❝♦✈✐$❝❤ ❞❡ X✱ $❡❧❧❡ %✉❡ ♣♦✉/ $♦✉$❡ ♣❛/$✐❡ ❜♦/♥.❡ A ❞❡ X ❡$ $♦✉$❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥

r : A→]0,∞[✱ ♦♥ ♣✉✐))❡ $/♦✉✈❡/ ❞❡) ♣❛/$✐❡) A1, . . . , AM ⊂ A ♣♦✉/ ❧❡)%✉❡❧❧❡)

✶✳ ❧❡) ❜♦✉❧❡) ❢❡/♠.❡) B(x, r(x))✱ x ∈ Ai )♦✐❡♥$❡ ❞❡✉①✲;✲❞❡✉① ❞✐)❥♦✐♥$❡) ❧♦/)%✉❡

i ❡)$ ✜①.✱ 1 ≤ i ≤M ❀

✷✳ ❧❡) ❜♦✉❧❡) B(x, r(x)) /❡❝♦✉✈/❡♥$ A ❧♦/)%✉❡ x ♣❛/❝♦✉/$ A1 ∪ . . . ∪AM ✳

❉.♠♦♥)$/❛$✐♦♥✳ ❱♦✐$ ✭▼❛**✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱ *❤&♦$9♠❡ ✷✳✼ ✭✷✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐$ X ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ♠.$/✐%✉❡ ♣♦)).❞❛♥$ ❧❛ ♣/♦♣/✐.$. ❞❡ ❇❡)✐❝♦✲

✈✐$❝❤✳ ❙♦✐❡♥$ µ, λ ❞❡✉① ♠❡)✉/❡) σ✲✜♥✐❡) )✉/ X ♣♦✉/ ❧❡)%✉❡❧❧❡) ❧❡) ❜♦✉❧❡) )♦♥$ ❞❡

♠❡)✉/❡ ✜♥✐❡✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ %✉❡ µ ❡)$ ❛❜)♦❧✉♠❡♥* ❝♦♥*✐♥✉❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/$ ; λ✳ ❆❧♦/)✱
♣♦✉/ µ✲♣/❡)%✉❡ $♦✉$ x✱ ♦♥ ❛

dim(µ, x) = dim(λ, x)

❡$ ❞❡ ♠I♠❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ )✉♣./✐❡✉/❡✳ ❙✐ λ ❡)$ ❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❡①❛❝$❡ δ✱ ✐❧ ❡♥
❡)$ ❞❡ ♠I♠❡ ❞❡ µ✳

❉.♠♦♥)$/❛$✐♦♥✳ ?✉✐)@✉❡ µ, λ )♦♥* σ✲✜♥✐❡) ❡* @✉❡ µ ❡)* ❛❜)♦❧✉♠❡♥* ❝♦♥*✐♥✉❡ ♣❛$

$❛♣♣♦$* D λ✱ ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ✐♥*$♦❞✉✐$❡ ❧❛ ❞&$✐✈&❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ f ❞❡ µ ♣❛$

$❛♣♣♦$* D λ✱ ✐✳❡✳ µ = fλ ❀ ❡❧❧❡ ❡)* ❧♦❝❛❧❡♠❡♥* µ✲✐♥*&❣$❛❜❧❡✳ ?♦✉$ λ✲♣$❡)@✉❡ *♦✉*

x✱ ♦♥ ❛

f(x) = lim
ρ→0

µ(B(x, ρ))

λ(B(x, ρ))

✭✭▼❛**✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱ *❤&♦$9♠❡ ✷✳✶✷✱ &♥♦♥❝& ♣♦✉$ ❞❡) ♠❡)✉$❡) ❞❡ ❘❛❞♦♥ )✉$ ❧✬❡)♣❛❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♠❛✐) ❧❛ ❞&♠♦♥)*$❛*✐♦♥ ✈❛✉* )❛♥) ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❛♥) ♥♦*$❡ )✐*✉❛*✐♦♥✮✳

?♦✉$ λ✲♣$❡)@✉❡ *♦✉* x *❡❧ @✉❡ f(x) > 0 ✭❝✬❡)*✲D✲❞✐$❡✱ ♣♦✉$ µ✲♣$❡)@✉❡ *♦✉*

x✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

lim inf
ρ→0

log µ(B(x, ρ))

log ρ
= lim inf

ρ→0

log λ(B(x, ρ))

log ρ

❡* ❞❡ ♠L♠❡ ♣♦✉$ ❧❡) ❧✐♠✐*❡) )✉♣&$✐❡✉$❡)✱ ❝❡ @✉✐ ❞&♠♦♥*$❡ ❧❛ ♣$❡♠✐9$❡ ❛))❡$*✐♦♥

❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐9♠❡ )✬❡♥ ❞&❞✉✐* ❛✉))✐*O*✳

▲❡ ♣$♦❜❧9♠❡ @✉✐ ♥♦✉) ♦❝❝✉♣❡$❛ *♦✉* ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ *$❛✈❛✐❧ ❡)* ❧❡ )✉✐✈❛♥* ✿

&*❛♥* ❞♦♥♥&❡ ✉♥❡ ♠❡)✉$❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*& µ )✉$ ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ♠&*$✐@✉❡ µ ❡* ✉♥❡

✓♣$♦❥❡❝*✐♦♥✔ π✱ ❝✬❡)*✲D✲❞✐$❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❧✐♣)❝❤✐*③✐❡♥♥❡ X → Y ✱ ❝♦♠♣❛$❡$

dim(µ) ❡* dim(πµ)✳ ❊♥ *♦✉*❡ ❣&♥&$❛❧✐*&✱ ♦♥ ❛ ❧❡ $&)✉❧*❛* )✉✐✈❛♥*✳
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▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥% X,Y ❞❡✉① ❡)♣❛❝❡) ♠.%/✐0✉❡)✱ π : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

%✐♦♥ ❧✐♣)❝❤✐%③✐❡♥♥❡ ❡% µ ✉♥❡ ♠❡)✉/❡ ❞❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐%. )✉/ X✳ ❖♥ ❛

dim(µ, x) ≥ dim(πµ, πx)

♣♦✉/ %♦✉% x ∈ X✱ ❡%

dim(µ) ≥ dim(πµ)✳

■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠;♠❡ ♣♦✉/ ❧❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) )✉♣./✐❡✉/❡)✳

❉.♠♦♥)%/❛%✐♦♥✳ ❘#$✉❧'❡❛✉$$✐'+'❞❡$❞#✜♥✐'✐♦♥$✳

❆✈❛♥'❞❡❝❧♦4❡❝❡♣❛4❛❣4❛♣❤❡✱❞♦♥♥♦♥$❡♥❝♦4❡✉♥❡❞#✜♥✐'✐♦♥✳

❉ (✜♥✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥%X ✉♥ ❡♥)❡♠ ❜❧❡ ❡%d, d′ ❞❡✉① ❞✐)%❛♥❝❡) )✉/X✳❖♥
)✉♣♣♦)❡ 0✉❡ d ❡%d′ ✐♥❞✉✐)❡♥%❧❛ ♠ ;♠ ❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ )✉/X✳❖♥ ❞✐%0✉❡ d ❡%d′ )♦♥%
❜✐❧✐♣)❝❤✐%③ .0✉✐✈❛❧❡♥%❡) ❞❛♥) ✉♥ ♦✉✈❡/%U ❞❡X )✬✐❧❡①✐)%❡ ✉♥❡ ❝♦♥)%❛♥%❡ C > 1
✭❞.♣❡♥❞❛♥%❞❡ U✮%❡❧❧❡ 0✉❡ ♣♦✉/%♦✉) x, y ∈ U ♦♥ ❛✐%

1

C
d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ Cd(x, y)✳

❖♥ ❞✐%0✉❡d ❡%d′ )♦♥%❧♦❝❛❧❡♠ ❡♥%❜✐❧✐♣)❝❤✐%③.0✉✐✈❛❧❡♥%❡))✐X ♣❡✉%;%/❡/❡❝♦✉✈❡/%
♣❛/❞❡)♦✉✈❡/%)♦A d ❡%d′ )♦♥%❜✐❧✐♣)❝❤✐%③.0✉✐✈❛❧❡♥%❡)✳

✶✳✶✳✸ ❊$♣❛❝❡$ ❞♦✉❜❧❛♥/$

9♦✉4 ♠ ❡''4❡ ❛✉ ♣♦✐♥' ✉♥❡ '❤#♦4✐❡ ♥♦♥✲'4✐✈✐❛❧❡ ❡' $✉✣ $❛♠ ♠ ❡♥' 4✐❝❤❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠ ❡♥$✐♦♥ ❞❡$ ♠ ❡$✉4❡$ ✭♦✉ ❞❡$ ❡♥$❡♠ ❜❧❡$✮✱♦♥ ❡$' 4❛♣✐❞❡♠ ❡♥' ❝♦♥❞✉✐' @ ❢❛✐4❡
❞❡$ ❤②♣♦'❤C$❡$ $✉4 ❧❡$ ♦❜❥❡'$ #'✉❞✐#$✳■❧② ❛✱@ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ #❧#♠ ❡♥'❛✐4❡✱❞❡✉①
❤②♣♦'❤C$❡$ ✓$'❛♥❞❛4❞$✔✳❖♥ ♣❡✉' $✉♣♣♦$❡4 J✉❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ♠ #'4✐J✉❡ ♦L ❧✬♦♥ $❡
♣❧❛❝❡ ♣♦$$C❞❡ ❧❛ ♣4♦♣4✐#'# ❞❡ ❇❡$✐❝♦✈✐'❝❤✱❝❡ J✉✐♣❡4♠ ❡'♥♦'❛♠ ♠ ❡♥'❞✬✉'✐❧✐$❡4
'♦✉'❡❧❛ '❤#♦4✐❡❞❡❧❛ ❞✐✛#4❡♥'✐❛'✐♦♥ ❞❡$♠ ❡$✉4❡$✳

❖✉ ❜✐❡♥ ♦♥ ♣❡✉'♥❡♣❛$✈♦✉❧♦✐4❢❛✐4❡❞✬❤②♣♦'❤C$❡❛✉$$✐❢♦4'❡$✉4❧✬❡$♣❛❝❡✱❡'♦♥
#'✉❞✐❡4❛❞❡$♠ ❡$✉4❡$♣♦$$#❞❛♥'❞❡✓❜♦♥♥❡$✔ ♣4♦♣4✐#'#$✱♣❛4❡①❡♠ ♣❧❡❧❡$♠ ❡$✉4❡$
❞♦✉❜❧❛♥%❡)✳❖♥ 4#❝✉♣C4❡@ ♥♦✉✈❡❛✉ '♦✉'❧✬❛''✐4❛✐❧❞❡$'❤#♦4C♠ ❡$❝❧❛$$✐J✉❡$✱♠ ❛✐$
❝❡''❡ ❢♦✐$❡♥ $❡ $❡4✈❛♥'❞✉ ❧❡♠ ♠ ❡ ❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠ ❡♥'❞❡ ❱✐'❛❧✐✭J✉✐✈❛✉'❞❛♥$✉♥
❡$♣❛❝❡♠ #'4✐J✉❡J✉❡❧❝♦♥J✉❡✮✳

❖4 ♥♦'4❡ ✈♦❧♦♥'# ✐❝✐❡$' ❜✐❡♥ ❞❡ ❞✐$♣♦$❡4 ❞❡ 4#$✉❧'❛'$ ❛✉$$✐❣#♥#4❛✉① J✉❡
♣♦$$✐❜❧❡ ♣✉✐$J✉❡ ♥♦✉$✈♦✉❧♦♥$❧❡$✉'✐❧✐$❡4♣♦✉4❧❛ '❤#♦4✐❡ ❣#♥#4❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥'4♦♣✐❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡$ ♦♣#4❛'✐♦♥$ ❞❡ ❣4♦✉♣❡ ❡' J✉✬✐❧$❡4❛✐' ❞#$❛❣4#❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐4 @ $❡ ❧✐♠ ✐✲
'❡4@ ❝❡4'❛✐♥$❣4♦✉♣❡$♣❛4'✐❝✉❧✐❡4$✱♣♦$$#❞❛♥'❧❛ ♣4♦♣4✐#'# ❞❡ ❇❡$✐❝♦✈✐'❝❤✱♦✉ @
❝❡4'❛✐♥❡$ ♠ ❡$✉4❡$ ♣❛4'✐❝✉❧✐C4❡$✱❞♦♥' ❧❡$ ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡$ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣#4❛'✐♦♥
$♦✐❡♥'❞♦✉❜❧❛♥'❡$✳

❈✬❡$'♣♦✉4J✉♦✐♥♦✉$✐♥'4♦❞✉✐$♦♥$✐❝✐❧❡$❡$♣❛❝❡$♠ #'4✐J✉❡$❞♦✉❜❧❛♥'$❡'4❡✲
♣4❡♥♦♥$❧❡$4#$✉❧'❛'$❞❡❜❛$❡❞❡✭❑R❡♥♠ R❦✐❡%❛❧✳✱✷✵✶✵✮$✉4❝❡$❡$♣❛❝❡$✳❆ '✐'4❡
❞✬❡①❡♠ ♣❧❡✱♣♦✉4 ❥✉$'✐✜❡4 ♥♦'4❡ ❞#♠ ❛4❝❤❡✱4❛♣♣❡❧♦♥$ J✉❡ ❧❡ ❣4♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐$❡♥✲
❜❡4❣✱♠ ✉♥✐❞❡ ❧❛ ❞✐$'❛♥❝❡ ❞❡ ❑♦4W♥②✐♦✉ ❞❡ ❈❛4♥♦'✲❈❛4❛'❤#♦❞♦4②✱♥❡ ❥♦✉✐'♣❛$
❞❡ ❧❛ ♣4♦♣4✐#'# ❞❡ ❇❡$✐❝♦✈✐'❝❤ ✭✈♦✐4 ✭❑♦4W♥②✐❡' ❘❡✐♠ ❛♥♥✱✶✾✾✺✮✱♣❛❣❡ ✶✼✱❡'
✭❘✐❣♦'✱✷✵✵✹✮✮✳



✷✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ❉❊ ▲❆ ❉■▼❊◆❙■❖◆

■❧ ❡%& ✈(❛✐ +✉❡ ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡(❣ ❛❞♠❡& ✉♥❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ❤♦♠♦❣7♥❡ ✭ ✐✳❡✳
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N &❡❧❧❡ /✉❡ ♣♦✉. &♦✉& .❛②♦♥ R > 0✱ &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡.♠-❡ ❞❡ .❛②♦♥ R )♦✐& .❡❝♦✉✈❡.&❡

♣❛. N ❜♦✉❧❡) ❢❡.♠-❡) ❞❡ .❛②♦♥ R/2✳
▲❡ ♣❧✉) ♣❡&✐& N &❡❧ /✉❡ ❝❡&&❡ ♣.♦♣.✐-&- )♦✐& )❛&✐)❢❛✐&❡ ❡)& ❛♣♣❡❧- ❝♦♥%&❛♥&❡ ❞❡

❞♦✉❜❧❡♠❡♥& ❞❡ X✳

◆♦&♦♥% +✉❡ %✐ X ❡%& ❞♦✉❜❧❛♥&✱ ❞❡ ❝♦♥%&❛♥&❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥& N ✱ ❡& %✐ λ ∈]0, 1[✱
&♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ (❛②♦♥ R > 0 ❡%& (❡❝♦✉✈❡(&❡ ♣❛( Nk

❜♦✉❧❡% ❞❡ (❛②♦♥ λR✱ ♦X k ❡%&

❧❡ ♣❧✉% ♣❡&✐& ❡♥&✐❡( &❡❧ +✉❡ 2−k ≤ λ✳
❉:❝(✐✈♦♥% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❧❡% ❡%♣❛❝❡% ❞♦✉❜❧❛♥&% +✉✐ ♥♦✉% ✐♥&:(❡%%❡(♦♥& ❞❛♥% ❧❛

%✉✐&❡ ✭❛✉ ❝❤❛♣✐&(❡ ✷✮✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✷✳ ◆♦✉) ❞✐.♦♥) /✉✬✉♥ ❣.♦✉♣❡ ♠-&.✐/✉❡ ❡)& ❞♦✉❜❧❛♥& )✬✐❧ ❡)&

❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝&✱ )✐ )❛ ❞✐)&❛♥❝❡ ❡)& ✐♥✈❛.✐❛♥&❡ < ❞.♦✐&❡✱ ❡& )✬✐❧ ♣♦))=❞❡ ✉♥

❛✉&♦♠♦.♣❤✐)♠❡ αG /✉✐ ❡)& ✉♥❡ )✐♠✐❧✐&✉❞❡ ❞❡ .❛♣♣♦.& α < 1✳

◆♦✉% ♥♦&❡(♦♥% %✐♠♣❧❡♠❡♥& α ❧✬❛✉&♦♠♦(♣❤✐%♠❡ αG✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉( &♦✉%

g, h ∈ G✱ d(αg, αh) = αd(g, h)✱ ❡& α ∈]0, 1[✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✸✳ ❉❛♥) ✉♥ ❣.♦✉♣❡ ♠-&.✐/✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥& G✱ &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡.♠-❡ ❡)&

❝♦♠♣❛❝&❡✳

❉-♠♦♥)&.❛&✐♦♥✳ ❙♦✐& V ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ (❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& ❞❡ e ❞❛♥% G✳ ■❧

❝♦♥&✐❡♥& ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡(♠:❡ B(e, r)✱ r > 0✳ ❈❡&&❡ ❜♦✉❧❡ ❡%& ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛❝&❡✳ I❛(

❝♦♥%:+✉❡♥&✱ ❧✬❛✉&♦♠♦(♣❤✐%♠❡ α :&❛♥& ❝♦♥&✐♥✉✱ &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ B(e, αkr) ✭k ❡♥&✐❡(

(❡❧❛&✐❢✮✱ ❡%& ❝♦♠♣❛❝&❡✳ ❈♦♠♠❡ αkr ♣❡✉& Z&(❡ (❡♥❞✉ ❛(❜✐&(❛✐(❡♠❡♥& ❣(❛♥❞✱ ❡& +✉❡

❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡ ❞❡ G ❡%& ✐♥✈❛(✐❛♥&❡ K ❞(♦✐&❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞:❞✉✐& ❛✉%%✐&[& +✉❡ &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡

❢❡(♠:❡ ❡%& ❝♦♠♣❛❝&❡✳

❯♥ ❡%♣❛❝❡ ♠:&(✐+✉❡ ♦X &♦✉&❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡(♠:❡ ❡%& ❝♦♠♣❛❝&❡ ❡%& ♣❛(❢♦✐% ❞✐& ♣.♦♣.❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✹✳ ❙♦✐& G ✉♥ ❣.♦✉♣❡ ❞♦✉❜❧❛♥& ❡& λ ✉♥ .-❡❧ ♣♦)✐&✐❢ < 1✳ ■❧ ❡①✐)&❡

✉♥❡ ❝♦♥)&❛♥&❡ N ♥❡ ❞-♣❡♥❞❛♥& /✉❡ ❞❡ G ❡& λ &❡❧❧❡ /✉❡✱ ♣♦✉. &♦✉& .❛②♦♥ R > 0✱
❧❛ ❜♦✉❧❡ B(e,R) )♦✐& .❡❝♦✉✈❡.&❡ ♣❛. ❛✉ ♣❧✉) N &.❛♥)❧❛&-❡) < ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡

B(e, λR)✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ "✉✐%&✉❡ B(e, 1) ❡%( ❝♦♠♣❛❝(❡ ❡( &✉❡ B(e, αλ) ❡%( ❞✬✐♥(12✐❡✉2

♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉( (2♦✉✈❡2 ❞❡% 1❧1♠❡♥(% g1, . . . , gN ∈ G (❡❧% &✉❡ ❧❡% giB(e, αλ)
2❡❝♦✉✈2❡♥( B(e, 1)✳

❙♦✐( R > 0 ❡( %♦✐( k ❧✬❡♥(✐❡2 2❡❧❛(✐❢ (❡❧ &✉❡ αk+1 ≤ R < αk
✳ ❖♥ ❛ B(e,R) ⊂

B(e, αk)✱ ❞♦♥❝ α−kB(e,R) ⊂ B(e, 1)✱ ❞❡ %♦2(❡ &✉❡ ❧❡% giB(e, αλ) ✭1 ≤ i ≤ N✮ 2❡✲

❝♦✉✈2❡♥( α−kB(e,R)✳ "✉✐%&✉❡ α ❡%( ✉♥ ❛✉(♦♠♦2♣❤✐%♠❡ ❞❡ ❣2♦✉♣❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞1❞✉✐(

&✉❡ B(e,R) ♣❡✉( ?(2❡ 2❡❝♦✉✈❡2( ♣❛2 N (2❛♥%❧❛(1❡% @ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ B(e, αk+1λ)✳ ❖2

B(e, αk+1λ) ❡%( ❝♦♥(❡♥✉❡ ❞❛♥% B(e, λ) ♣✉✐%&✉❡ αk+1 ≤ R✳ ❉✬♦B ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳✶✳✸✳✺✳ ❚♦✉& ❣'♦✉♣❡ ♠!&'✐0✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥& ❡%&✱ ❡♥ &❛♥& 0✉✬❡%♣❛❝❡ ♠!✲

&'✐0✉❡✱ ❞♦✉❜❧❛♥&✳

❊①❡♠♣❧❡/ ✶✳✶✳✸✳✻✳ ▲✬❡%♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ R
n
✱ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡'❣ ✭♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

❞✐%&❛♥❝❡ ❤♦♠♦❣C♥❡✱ ❝✬❡%&✲;✲❞✐'❡ ✉♥❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ✐♥✈❛'✐❛♥&❡ ; ❞'♦✐&❡✱ ♣♦✉' ❧❛0✉❡❧❧❡

❧❡% ❤♦♠♦&❤!&✐❡% ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡'❣ %♦♥& ❞❡% %✐♠✐❧✐&✉❞❡%✮ %♦♥& ❞❡% ❣'♦✉♣❡% ❞♦✉❜❧❛♥&%✳

■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠@♠❡✱ ♣❧✉% ❣!♥!'❛❧❡♠❡♥&✱ ❞❡% ❣'♦✉♣❡% ❞❡ ❈❛'♥♦&✱ 0✉❡ ❥❡ ♠✬❛❜%✲

&✐❡♥% ❞❡ ❞!✜♥✐' ❝❛' ♥♦✉% ♥✬❛✉'♦♥% ♣❛% ; ❧❡% ❝♦♥%✐❞!'❡'✳

◆♦✉% 2❡✈❡♥♦♥% @ ❧❛ (❤1♦2✐❡ ❣1♥12❛❧❡ ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❞♦✉❜❧❛♥(%✱ 1(❛♥( ❡♥(❡♥❞✉ &✉❡

♥♦✉% ♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐&✉❡2♦♥% &✉✬❛✉① ❣2♦✉♣❡% ❞♦✉❜❧❛♥(% ❞1✜♥✐% ❝✐✲❞❡%%✉% ❀ ♠❛✐% ❧✬❡①♣♦%1

&✉✐ %✉✐( ♥❡ %❡2❛✐( ♣❛% ❝♦♥%✐❞12❛❜❧❡♠❡♥( %✐♠♣❧✐✜1 %✐ ♥♦✉% ♥♦✉% 2❡%(2❡✐❣♥✐♦♥% ❛✉①

❣2♦✉♣❡% ❞♦✉❜❧❛♥(%✳

❘❡♠❛"2✉❡ ✶✳✶✳✸✳✼✳ ▲✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥%&❛♥&❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥& ❡%& ✉♥❡ ♣'♦✲

♣'✐!&! ❞❡ ✓✜♥✐&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✔✳ G❧✉% ♣'!❝✐%!♠❡♥&✱ ❧❛ ❞!✜♥✐&✐♦♥ 0✉❡ ♥♦✉%

❞♦♥♥♦♥% ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❞♦✉❜❧❛♥&% '❡✈✐❡♥& ; ❞✐'❡ 0✉✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❡%& ❞♦✉❜❧❛♥& %✐ %❛

❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❆%%♦✉❛❞ ❡%& ✜♥✐❡ ✭✈♦✐'✱ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭▲✉✉❦❦❛✐♥❡♥✱ ✶✾✾✽✮✮✳ ❊♥

♣❛'&✐❝✉❧✐❡'✱ ♦♥ ✈♦✐& ❛✉%%✐&M& 0✉❡ ❝❡&&❡ ♣'♦♣'✐!&! ❡%& ✐♥✈❛'✐❛♥&❡ ♣❛' &'❛♥%❢♦'♠❛✲

&✐♦♥ ❜✐❧✐♣%❝❤✐&③✱ ❝♦♥&'❛✐'❡♠❡♥& ; ❧❛ ♣'♦♣'✐!&! ❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐&❝❤✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✽✳ ❚♦✉& ❡%♣❛❝❡ ❞♦✉❜❧❛♥& ❡%& %!♣❛'❛❜❧❡✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ■❧ 21%✉❧(❡ ❞❡ ❧❛ ❞1✜♥✐(✐♦♥ &✉❡ ♣♦✉2 (♦✉( i✱ ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ♠1(2✐&✉❡

❞♦✉❜❧❛♥( ♣❡✉( ?(2❡ 2❡❝♦✉✈❡2( ♣❛2 ✉♥❡ %✉✐(❡ ❞1♥♦♠❜2❛❜❧❡ ❞❡ 2❛②♦♥ 2−i
✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡

%✬❡♥ ❞1❞✉✐(✳

❯♥❡ ♣❛2(✐❡ A ❞❡ X ❞❛♥% ❧❛&✉❡❧❧❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥(% ❞✐%(✐♥❝(% &✉❡❧❝♦♥&✉❡% %♦♥( @

❞✐%(❛♥❝❡ > δ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉(2❡ ❡%( ❞✐(❡ δ✲%!♣❛'!❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✾ ✭✭❑O❡♥♠O❦✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✮✳ ✱ ❙♦✐& X ✉♥ ❡%♣❛❝❡

♠!&'✐0✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥& ❞❡ ❝♦♥%&❛♥&❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥& N ✳ ▲❡ ❝❛'❞✐♥❛❧ ❞❡ &♦✉&❡ ♣❛'&✐❡
δ✲%!♣❛'!❡ ❜♦'♥!❡ A ⊂ X ❡%& ♠❛❥♦'! ♣❛'

(
2diam(A)

δ

)log2 N

✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ "✉✐%&✉❡ A ❡%( ❜♦2♥1❡✱ ❡❧❧❡ ❡%( ❝♦♥(❡♥✉❡ ❞❛♥% ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡2♠1❡

❞❡ 2❛②♦♥ diam(A)✳ ❙✐ k ❡%( ❧❡ ♣❧✉% ♣❡(✐( ❡♥(✐❡2 (❡❧ &✉❡ 2−k ≤
δ

2diam(A)
✱ ♦♥ ♣❡✉(

❞♦♥❝ 2❡❝♦✉✈2✐2 A ♣❛2 Nk
❜♦✉❧❡% ❞❡ 2❛②♦♥ δ/2✳ "✉✐%&✉❡ A ❡%( δ✲%1♣❛21❡✱ ❞❡✉①

♣♦✐♥(% ❞❡ A ♥❡ ♣❡✉✈❡♥( ❛♣♣❛2(❡♥✐2 @ ✉♥❡ ♠?♠❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ 2❛②♦♥ δ/2 ❀ ♣❛2 %✉✐(❡✱
A ❝♦♥(✐❡♥( ❛✉ ♣❧✉% Nk

1❧1♠❡♥(%✳
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 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐# X ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♠,#-✐.✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥# ❞❡ ❝♦♥'#❛♥#❡ ❞❡

❞♦✉❜❧❡♠❡♥# N ✱ ❡# '♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡'✉-❡ ❜♦-,❧✐❡♥♥❡ ♣♦✉- ❧❛.✉❡❧❧❡ #♦✉#❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ X
❡'# ❞❡ ♠❡'✉-❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧❡✮ ✐♥❢,-✐❡✉-❡ ❞❡ µ ❡'# ♣-❡'.✉❡ ♣❛-#♦✉#

≤ log2N ✳

❉,♠♦♥'#-❛#✐♦♥✳ ❙♦✐$ D ✉♥ '(❡❧ > log2N ❡$ +✉♣♣♦+♦♥+ ❞♦♥♥(+ ✉♥ '(❡❧ ρ0 > 0 ❡$

✉♥❡ ♣❛'$✐❡ E ⊂ X $❡❧❧❡ /✉❡ ♣♦✉' $♦✉$ x ∈ E ❡$ $♦✉$ ρ < ρ0 ♦♥ ❛✐$

µ(B(x, ρ)) ≤ ρD✳

◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ✈♦✐' /✉❡ E ❡+$ ♥(❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉$ ♣♦✉' ❝❡❧❛ ❧❡ +✉♣♣♦+❡' ❜♦'♥(✳ ❙♦✐$

δ < ρ0/2 ❡$ ❞♦♥♥♦♥+✲♥♦✉+ ✉♥❡ ♣❛'$✐❡ δ/2✲+(♣❛'(❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ A ❝♦♥$❡♥✉❡ ❞❛♥+ E✳

❉✬✉♥❡ ♣❛'$✱ ❧❡+ B(x, δ) '❡❝♦✉✈'❡♥$ E ❧♦'+/✉❡ x ♣❛'❝♦✉'$ A ❀ ❡$ ❞✬❛✉$'❡ ♣❛'$✱ A
❝♦♥$✐❡♥$ ❛✉ ♣❧✉+ (

4diam(E)

δ

)log2 N

(❧(♠❡♥$+✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

µ(E) ≤ Card(A)δD ≤ CδD−log2 N

♦> C ❡+$ ✉♥❡ ❝♦♥+$❛♥$❡ > 0 ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥$❡ ❞❡ δ✳ ❊♥ ❢❛✐+❛♥$ $❡♥❞'❡ δ ✈❡'+ 0✱ ♦♥
✈♦✐$ /✉❡ µ(E) = 0✳

❘❡♠❛!0✉❡ ✶✳✶✳✸✳✶✶✳ ▲✬,♥♦♥❝, ♣❧✉' ❢♦-# ♦❜#❡♥✉ ❡♥ -❡♠♣❧❛;❛♥# ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥

✐♥❢,-✐❡✉-❡ ♣❛- ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ '✉♣,-✐❡✉-❡ ❡'# ✈-❛✐ ❛✉''✐ ✭✭❑>❡♥♠>❦✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱

❧❡♠♠❡ ✷✳✷✮ ♠❛✐' ♥♦✉' ♥✬❡♥ ❛✉-♦♥' ♣❛' ❜❡'♦✐♥✳

▲✬(♥♦♥❝( +✉✐✈❛♥$ ❡+$ ✉♥❡ ❢♦'♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✺✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✷ ✭✭❑F❡♥♠F❦✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✮✳ ❙♦✐# X ✉♥ ❡'♣❛❝❡

❞♦✉❜❧❛♥#✱ ❞❡ ❝♦♥'#❛♥#❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥# N ✳ ❙♦✐❡♥# δ ✉♥ -,❡❧ > 0✱ ❡# A ✉♥❡ ♣❛-#✐❡

❞❡ X #❡❧❧❡ .✉❡ ❧❡' ❜♦✉❧❡' ❢❡-♠,❡' B(x, δ2 ) '♦✐❡♥# ❞❡✉① D ❞❡✉① ❞✐'❥♦✐♥#❡' ❧♦-'.✉❡

x ♣❛-❝♦✉-# A✳ ❖♥ ♣❡✉# ,❝-✐-❡ A ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ -,✉♥✐♦♥ A1 ∪ . . . AM ✱ ♦G ❝❤❛.✉❡ Ai

❡'# #❡❧❧❡ .✉❡ ❧❡' ❜♦✉❧❡' ❢❡-♠,❡' B(x, δ) '♦✐❡♥# ❞❡✉① D ❞❡✉① ❞✐'❥♦✐♥#❡' ❧♦-'.✉❡ x
♣❛-❝♦✉-# Ai✱ ❡# M ♥❡ ❞,♣❡♥❞ .✉❡ ❞❡ N ✳

❉,♠♦♥'#-❛#✐♦♥✳ ❉(✜♥✐++♦♥+ ✉♥❡ +✉✐$❡ A1, . . . , An, . . . ❞❡ ♣❛'$✐❡+ ❞❡ A ❝♦♠♠❡

+✉✐$ ✿ ♣♦✉' i ≥ 0✱ Ai+1 ❡+$ ✉♥❡ ♣❛'$✐❡ ❞❡ A \ (A1 ∪ . . . ∪ Ai)✱ $❡❧❧❡ /✉❡ ❧❡+

❜♦✉❧❡+ ❢❡'♠(❡+ B(x, δ) +♦✐❡♥$ ❞❡✉① L ❞❡✉① ❞✐+❥♦✐♥$❡+ ❧♦'+/✉❡ x ♣❛'❝♦✉'$ Ai+1✱

❡$ ❡+$ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❝❡$$❡ ♣'♦♣'✐($(✳ ▲❛ ❝♦♥+$'✉❝$✐♦♥ +✬❛''N$❡ ❛✉ $❡♠♣+ n +✐

A1 ∪ . . .∪An = A✳ ◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ✈♦✐' /✉❡ ❧❛ ❝♦♥+$'✉❝$✐♦♥ +✬❛''N$❡ ♥(❝❡++❛✐'❡♠❡♥$

❛♣'O+ ✉♥ $❡♠♣+ ✜♥✐✳

❙✉♣♣♦+♦♥+ /✉❡ A1, . . . , AM ❛✐❡♥$ ($( ❝♦♥+$'✉✐$❡+ ✭❡$ +♦✐❡♥$ $♦✉$❡+ ♥♦♥ ✈✐❞❡+✮✳

❙♦✐$ x ✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ A \ (A1 ∪ . . . ∪ AM−1)✳ P❛' ♠❛①✐♠❛❧✐$( ❞❡ A1, . . . , AM−1✱

♦♥ ♣❡✉$ $'♦✉✈❡' ❞❡+ ♣♦✐♥$+ xi ∈ Ai ✭1 ≤ i ≤ M − 1✮ $❡❧+ /✉❡ ❧❡+ ❜♦✉❧❡+ ❢❡'✲

♠(❡+ B(x, δ) ❡$ B(xi, δ) +❡ '❡♥❝♦♥$'❡♥$✳ ❈❤❛/✉❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡'♠(❡ B(xi,
δ
2 ) ❡+$ ❞♦♥❝

❝♦♥$❡♥✉❡ ❞❛♥+ B(x, 2δ)✳ ❖♥ +❛✐$ ❞✬❛✉$'❡ ♣❛'$ /✉❡ B(x, 2δ) ♣❡✉$ +✬(❝'✐'❡ ❝♦♠♠❡

❧❛ '(✉♥✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉+ N3
❜♦✉❧❡+ ❢❡'♠(❡+ B(yj ,

δ
4 )✳ ❆ $♦✉$ xi✱ ❛++♦❝✐♦♥+ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡

j $❡❧ /✉❡ xi ∈ B(yj ,
δ
4 )✱ ❝❡ /✉✐ ❡♥$'❛T♥❡ /✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(yj ,

δ
4 ) ❡+$ ❝♦♥$❡♥✉❡ ❞❛♥+

B(xi,
δ
2 )✳ P✉✐+/✉❡ ❧❡+ B(xi,

δ
2 ) +♦♥$ ❞❡✉① L ❞❡✉① ❞✐+❥♦✐♥$❡+✱ ❝❡$$❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥

i 7→ j ❡+$ ✐♥❥❡❝$✐✈❡✱ ❡$ ♦♥ ❡♥ ❞(❞✉✐$ /✉❡ M − 1 ≤ N3
✳
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❉❛♥% ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❧❡ +❛②♦♥ ❞❡% ❜♦✉❧❡% ❡%1 ✜①4✱ ❝♦♥1+❛✐+❡♠❡♥1 6 ❝❡ 7✉❡ ♣❡+♠❡1

❧❛ ♣+♦♣+✐414 ❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐1❝❤✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✷ %✉✣1 ♥4❛♥♠♦✐♥% 6 ❞4♠♦♥1+❡+ ✉♥❡

✈❡+%✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ 1❤4♦+A♠❡ ❞❡ ❞❡♥%✐14 ❞❡ ▲❡❜❡%❣✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✸ ✭✭❑E❡♥♠E❦✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ♣+♦♣♦%✐1✐♦♥ ❆✳✷✮✳ ❙♦✐❡♥! X ✉♥

❡*♣❛❝❡ ❞♦✉❜❧❛♥!✱ ❡! µ ✉♥❡ ♠❡*✉1❡ ❜♦12❧✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐! A ✉♥❡ ♣❛1!✐❡ µ✲♠❡*✉1❛❜❧❡

❞❡ X✳

5♦✉1 µ✲♣1❡*6✉❡ !♦✉! x ∈ A✱ ♦♥ ❛

lim sup
ρ→0

µ(A ∩B(x, ρ))

µ(B(x, ρ))
= 1✳

◆♦1❡+ 7✉✬6 ❧❛ ❞✐✛4+❡♥❝❡ ❞✉ 1❤4♦+A♠❡ ❞❡ ❞❡♥%✐14 ❞❡ ▲❡❜❡%❣✉❡✱ ❧❡ ♠❡♠❜+❡ ❞❡

❣❛✉❝❤❡ ❡%1 ✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐♠✐1❡ %✉♣4+✐❡✉+❡ ❡1 ♥♦♥ ✉♥❡ ❧✐♠✐1❡✳

❉2♠♦♥*!1❛!✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% ❞♦♥♥4% ❞❡% +4❡❧% ✜①4% ρ0 > 0✱ t ∈]0, 1[ ❡1 ✉♥❡ ♣❛+1✐❡

B ⊂ A 1❡❧% 7✉❡ ♣♦✉+ 1♦✉1 x ∈ B ❡1 ♣♦✉+ 1♦✉1 ρ < ρ0 ♦♥ ❛✐1

µ(A ∩B(x, ρ))

µ(B(x, ρ))
≤ t✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠♦♥1+❡+ 7✉❡ B ❡%1 ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❋✐①♦♥% ε > 0 ❡1 ❞♦♥♥♦♥%✲♥♦✉% ✉♥

✈♦✐%✐♥❛❣❡ U ❞❡ B 1❡❧ 7✉❡ µ(U) < (1 + ε)µ(B)✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡%1 ❧♦✐%✐❜❧❡ ♣✉✐%7✉❡ µ
❡%1 +4❣✉❧✐A+❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❡%1 1♦✉1❡ ♠❡%✉+❡ ❜♦+4❧✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ %✉+ ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ♠41+✐7✉❡

%4♣❛+❛❜❧❡✮✳ ■❧ ❡①✐%1❡ δ < ρ0 1❡❧ 7✉❡ d(B, ∁U) > δ✳
❙♦✐1 ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 B′

✉♥❡ ♣❛+1✐❡ ❞❡ B 1❡❧❧❡ 7✉❡ ❧❡% ❜♦✉❧❡% ❢❡+♠4❡% B(x, δ/2)
%♦✐❡♥1 ❞❡✉① 6 ❞❡✉① ❞✐%❥♦✐♥1❡% ❧♦+%7✉❡ x ♣❛+❝♦✉+1 B′

✱ ❡1 ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉+ ❝❡11❡

♣+♦♣+✐414✱ ❞❡ %♦+1❡ 7✉❡ ❧❡% B(x, δ) +❡❝♦✉✈+❡♥1 B ❧♦+%7✉❡ x ♣❛+❝♦✉+1 B′
✳ ❊♥ ✈❡+1✉

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✷✱ ♦♥ ♣❡✉1 1+♦✉✈❡+ ❞❛♥% B′
✉♥❡ ♣❛+1✐❡ B′′

1❡❧❧❡ 7✉❡ ❧❡% ❜♦✉❧❡%

B(x, δ) %♦✐❡♥1 ❞❡✉① 6 ❞❡✉① ❞✐%❥♦✐♥1❡% ❧♦+%7✉❡ x ♣❛+❝♦✉+1 B′′
✱ ❡1 7✉❡

µ

(
⋃

x∈B′′

B(x, δ)

)
≥

1

M
µ(B)

♦S M ❡%1 ✉♥❡ ❝♦♥%1❛♥1❡ 7✉✐ ♥❡ ❞4♣❡♥❞ 7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%1❛♥1❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥1 ❞❡

X✳

❈❡❧❛ 41❛♥1✱ ♦♥ ❛

µ(B) ≤
∑

x∈B′′

µ(A ∩B(x, δ)) + µ

(
U \

⋃

x∈B′′

B(x, δ)

)

❡1 ❧❛ %♦♠♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜+❡ ❞❡ ❞+♦✐1❡ ❡%1 ♠❛❥♦+4❡ ♣❛+ t
∑

x∈B′′ µ(B(x, δ)) ♣❛+ ❞4✲

✜♥✐1✐♦♥ ❞❡ B✳ U✉✐%7✉❡ ❧❡% B(x, δ) %♦♥1 ❞❡✉① 6 ❞❡✉① ❞✐%❥♦✐♥1❡% (x ∈ B′′)✱ ♦♥ ❡♥

1✐+❡

µ(B) ≤ µ(U)− (1− t)µ

(
⋃

x∈B′′

B(x, δ)

)

❡1 ♦♥ ♦❜1✐❡♥1 ✜♥❛❧❡♠❡♥1✱ ❝❤❛7✉❡ B(x, δ) ✭x ∈ B′′
✮ 41❛♥1 ❝♦♥1❡♥✉❡ ❞❛♥% U ✱

µ(B) ≤

(
1 + ε−

1− t

M

)
µ(B)✳

❈❡11❡ ✐♥4❣❛❧✐14 ❡%1 ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉+ 1♦✉1 ε > 0 ❀ ♣✉✐%7✉❡ t < 1✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♥4❝❡%%❛✐✲

+❡♠❡♥1 µ(B) = 0✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✶✳✸✳✶✹✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥' ❧❡ )*'✉❧,❛, '✉✐✈❛♥, ✭✭❑0❡♥♠0❦✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱

,❤*♦)9♠❡ ❆✳✶✮ ✿ ✐❧ ❡①✐',❡ ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♠*,)✐@✉❡ ❝♦♠♣❛❝, ❞♦✉❜❧❛♥, Σ ♣♦),❛♥, ✉♥❡

♠❡'✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,* ❜♦)*❧✐❡♥♥❡ µ ❡, ✉♥❡ ♣❛),✐❡ ❝♦♠♣❛❝,❡ A ❞❡ ♠❡'✉)❡ ♣♦'✐,✐✈❡

,❡❧ @✉❡ ♣♦✉) ,♦✉, x ∈ A✱ ♦♥ ❛✐,

lim inf
ρ→0

µ(A ∩B(x, ρ))

µ(B(x, ρ))
= 0✳

◆♦✉* *♦♠♠❡* ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❡♥ ♠❡*✉.❡ ❞✬1♥♦♥❝❡. ❡# ❞1♠♦♥#.❡. ❧❛ ♣.♦♣♦*✐#✐♦♥

*✉✐✈❛♥#❡✳

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✺✳ ❙♦✐, X ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♠*,)✐@✉❡ ❝♦♠♣❧❡, ❞♦✉❜❧❛♥#✱ ❡, π :
X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❧✐♣'❝❤✐,③✐❡♥♥❡ ❞❡ X ❞❛♥' ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♠*,)✐@✉❡ Y ❝♦♠♣❧❡,

'*♣❛)❛❜❧❡✳ ❙♦✐, λ ✉♥❡ ♠❡'✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,* '✉) X✱ µ '♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛) π ❡,

λ =

∫
dµ(y)λy

❧❛ ❞*'✐♥,*❣)❛,✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✳ ❖♥ '✉♣♣♦'❡ @✉✬✐❧ ❡①✐',❡ ✉♥❡ ❝♦♥',❛♥,❡ γ ≥ 0
❡, ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♠❡'✉)❛❜❧❡ δ : Y → [0,∞[ ,❡❧❧❡' @✉❡ ♣♦✉) λ✲♣)❡'@✉❡ ,♦✉, x ♦♥

❛✐,

dim(λπ(x), x) ≥ γ, dim(µ, π(x)) ≥ δ(π(x))✳

❆❧♦)'✱ ♣♦✉) λ✲♣)❡'@✉❡ ,♦✉, x✱ ♦♥ ❛

dim(λ, x) ≥ γ + δ(π(x))✳

❙✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ '✉♣♣♦'❡) @✉❡ X ❡', ❞♦✉❜❧❛♥,✱ ♦♥ '✉♣♣♦'❡ @✉✬✐❧ ❡', '*♣❛)❛❜❧❡ ❡,

♣♦''9❞❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐*,* ❞❡ ❇❡'✐❝♦✈✐,❝❤ ✭❞*✜♥✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥, ❧❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥

♣❧✉' ❢♦),❡

dim(λ, x) ≥ γ + δ(π(x))

♣♦✉) λ✲♣)❡'@✉❡ ,♦✉, x✳

◆♦#♦♥* 6✉❡ *✐ X ❡*# ❞♦✉❜❧❛♥#✱ ✐❧ ❡*# *1♣❛.❛❜❧❡ ❀ ❝❡❝✐ ❥✉*#✐✜❡ ❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐#1 ❞❡

❞1*✐♥#1❣.❡. λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✳

❉*♠♦♥',)❛,✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛* ♦= X ♣♦**>❞❡ ❧❛ ♣.♦♣.✐1#1 ❞❡ ❇❡*✐❝♦✈✐#❝❤ ❡*# #.❛✐#1 ❞❛♥*

✭▲❡❞.❛♣♣✐❡. ❡# ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺✮ ✭❧❡♠♠❡ ✶✶✳✸✳✶✮✳ ◆♦✉* ♥❡ ❞1♠♦♥#.♦♥* ❞♦♥❝ ❝❡##❡

♣.♦♣♦*✐#✐♦♥ 6✉❡ ♣♦✉. X ❞♦✉❜❧❛♥#✳ ➪ ✈.❛✐ ❞✐.❡✱ ♥♦✉* ♥❡ ❢❛✐*♦♥* 6✉❡ .❡♣.❡♥❞.❡

❧✬❛.❣✉♠❡♥# ❞❡ ✭✐❜✐❞✳✮ ❡♥ ✐♥✈♦6✉❛♥# ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✸ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ #❤1♦.>♠❡ ❞❡

❞❡♥*✐#1 ✉*✉❡❧✳

❙✉♣♣♦*♦♥* ♣♦✉. *✐♠♣❧✐✜❡. 6✉❡ π ❡*# 1✲❧✐♣*❝❤✐#③✐❡♥♥❡✳ ❋✐①♦♥* ε > 0✳ ❖♥ ♣❡✉#

♣.♦❞✉✐.❡ ✉♥ ❜♦.1❧✐❡♥ A ⊂ X ❞❡ ♠❡*✉.❡ λ(A) ≥ 1 − ε ❡# ✉♥ .1❡❧ ρ1 > 0 #❡❧ 6✉❡

♣♦✉. #♦✉# x ∈ A ❡# #♦✉# ρ < ρ1✱ ♦♥ ❛✐#

λπ(x)(B(x, ρ)) ≤ ργ−ε
✳

Q♦✉. λ✲♣.❡*6✉❡ #♦✉# x0 ❞❛♥* A✱ ✐❧ ② ❛ ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳✶✸✮ ❞❡* .1❡❧* ρ > 0 ❛.❜✐#.❛✐✲

.❡♠❡♥# ♣❡#✐#* ♣♦✉. ❧❡*6✉❡❧*

λ(A ∩B(x0, ρ)) ≥
1

2
λ(B(x0, ρ))✳
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❋✐①♦♥' ✉♥ )❡❧ x0✳ ❖♥ ❛✱ '✐ ρ ❡') ✉♥ 01❡❧ )❡❧ 2✉❡ ❧✬✐♥1❣❛❧✐)1 ♣01❝1❞❡♥)❡ '♦✐) '❛)✐'❢❛✐)❡✱

λ(B(x0, ρ)) ≤ 2λ(A ∩B(x0, ρ)) =

∫
dµ(y)λy(A ∩B(x0, ρ))✳

❙✉♣♣♦'♦♥' 2✉❡ y '♦✐) )❡❧ 2✉❡ A ∩B(x0, ρ) ∩ π
−1(y) ❝♦♥)✐❡♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥) x✳ ❖♥ ❛

❞♦♥❝ A∩B(x0, ρ) ⊂ B(x, 2ρ)✱ ❡) '✐ ρ ❡') ♣0✐' < 1
2ρ1✱ ♦♥ ❛✉0❛ λy(A∩B(x0, ρ)) ≤

(2ρ)γ−ε
♣✉✐'2✉❡ x ❛♣♣❛0)✐❡♥) : A✳ ❊♥ ✐♥)1❣0❛♥) ❝❡❝✐✱ ♦♥ ♦❜)✐❡♥)

λ(B(x0, ρ)) ≤ 2(2ρ)γ−εµ(π(B(x0, ρ))) ≤ 2(2ρ)γ−εµ(B(π(x0), ρ))

♦= ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ✐♥1❣❛❧✐)1 ✈✐❡♥) ❞❡ ❝❡ 2✉❡ π(B(x, ρ)) ⊂ B(π(x), ρ) ✭❝❛0 π ❡')

'✉♣♣♦'1❡ 1✲❧✐♣'❝❤✐)③✐❡♥♥❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉) )0♦✉✈❡0 ❞❡' ρ > 0 ❛0❜✐)0❛✐0❡♠❡♥) ♣❡)✐)'

♣♦✉0 ❧❡'2✉❡❧' ❝❡))❡ ♠❛❥♦0❛)✐♦♥ ❞❡ λ(B(x0, ρ)) ❛✐) ❧✐❡✉✳ G❛0 '✉✐)❡✱ ♦♥ ❛

lim sup
log(λ(B(x0, ρ)))

log ρ
≥ γ − ε+ dim(µ, π(x))✳

■❧ ❡') ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉0❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳✶✳✸✳✶✻✳ ❙♦✐# X ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♠,#-✐.✉❡ ❝♦♠♣❧❡# ❞♦✉❜❧❛♥)✱ Y ✉♥ ❡'♣❛❝❡

❜♦-,❧✐❡♥ '#❛♥❞❛-❞✱ ❡# π : X → Y ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❜♦-,❧✐❡♥♥❡✳ ❙♦✐# λ ✉♥❡ ♠❡'✉-❡

❞❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#, '✉- X✱ µ '♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛- π ❡#

λ =

∫
dµ(y)λy

❧❛ ❞,'✐♥#,❣-❛#✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✳ ❖♥ '✉♣♣♦'❡ .✉✬✐❧ ❡①✐'#❡ ✉♥❡ ❝♦♥'#❛♥#❡ γ ≥ 0
#❡❧❧❡ .✉❡ ♣♦✉- λ✲♣-❡'.✉❡ #♦✉# x ♦♥ ❛✐#

dim(λπ(x), x) ≥ γ✳

❆❧♦-'✱ ♣♦✉- λ✲♣-❡'.✉❡ #♦✉# x✱ ♦♥ ❛

dim(λ, x) ≥ γ✳

❉,♠♦♥'#-❛#✐♦♥✳ ■❧ '✉✣) ❞❡ 0❡♣0❡♥❞0❡ '❛♥' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❧❛ ❞1♠♦♥')0❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣0♦♣♦'✐)✐♦♥ ♣01❝1❞❡♥)❡ ❥✉'2✉✬: ❧✬❛✈❛♥)✲❞❡0♥✐>0❡ 12✉❛)✐♦♥✱ ♦= ❧✬♦♥ ♠❛❥♦0❡ ♠❛✐♥✲

)❡♥❛♥) µ(π(B(x0, ρ))) ♣❛0 1 ❡) ❧❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ '✬❡♥'✉✐)✳

▲♦0'2✉❡ X ❡') ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♣0♦❞✉✐) ❡) 2✉❡ π ❡') ❧❛ ♣0♦❥❡❝)✐♦♥ '✉0 ❧❡ ♣0❡♠✐❡0

❢❛❝)❡✉0✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞1♠♦♥)0❡0 ✉♥❡ ✐♥1❣❛❧✐)1 ❞❛♥' ❧✬❛✉)0❡ ❞✐0❡❝)✐♦♥✳ ◆♦✉' ♥❡ ♥♦✉'

❡♥ '❡0✈✐0♦♥' ♣❛'✳

+"♦♣♦-✐.✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✼✳ ❙♦✐❡♥# X,Y ❞❡✉① ❡'♣❛❝❡' ♠,#-✐.✉❡' ❡# '♦✐# λ ✉♥❡ ♠❡✲

'✉-❡ ❞❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#, '✉- X × Y ✳ ❙♦✐# π ❧❛ ♣-♦❥❡❝#✐♦♥ X × Y → X ❡# µ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

λ ♣❛- π✳ ◆♦#♦♥' dimP (Y ) ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ♣❛❝❦✐♥❣ '✉♣,-✐❡✉-❡ ❞❡ Y ✳ ❖♥ ❛

dim(µ) ≥ dim(λ)− dimP (Y )✳

G♦✉0 ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ ✈♦✐0 ✭▼❛))✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮ ♣❛0❛❣0❛♣❤❡ ✺✳✾✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙♦✐% A ✉♥❡ ♣❛+%✐❡ ❞❡ X ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉+ µ✳ ▲❡ ♣+♦❞✉✐% A×Y
❡3% ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉+ λ ❀ ♣❛+ 3✉✐%❡✱ ♦♥ ❛ dim(λ) ≤ diH(A× Y )✳ ❉✬❛✉%+❡ ♣❛+%✱

♦♥ ❛ ❧✬✐♥-❣❛❧✐%- ✭♦♣✳ ❝✐&✳✱ %❤-♦+:♠❡ ✽✳✶✵✮ dimH(A × Y ) ≤ dimH(A) + dimP (Y )✳
@❛+ ❝♦♥3-B✉❡♥%✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠✐♥♦+❛%✐♦♥

dimH(A) ≥ dimH(A× Y )− dimP (Y ) ≥ dim(λ)− dimP (Y )✳

❊♥ ♣+❡♥❛♥% ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉ ♠❡♠❜+❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❧♦+3B✉❡ A ♣❛+❝♦✉+% ❧❡3 ♣❛+%✐❡3 ♥♦♥

♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡3 ♣♦✉+ µ✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥%

dim(µ) ≥ dim(λ)− dimP (Y )✳

❘❡♠❛$%✉❡' ✶✳✶✳✸✳✶✽✳ ✶✳ ▼❛&&✐❧❛ !♥♦♥❝❡ ❧✬✐♥!❣❛❧✐&! dimH(A×B) ≤ dimH(A)+
dimP(B) ♣♦✉' ❞❡% ♣❛'&✐❡% ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♠❛✐% ❡♥ '!❛❧✐&! ❝❡&&❡ ❤②♣♦✲
&❤9%❡ ♥✬❡%& ✉&✐❧❡ :✉❡ ♣♦✉' ❧✬✐♥!❣❛❧✐&! ✓'!❝✐♣'♦:✉❡✔ dimH(A) + dimH(B) ≤
dimH(A×B)✱ ❧❛:✉❡❧❧❡ '❡♣♦%❡ %✉' ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋'♦%&♠❛♥ ✭❛❧♦'% :✉❡ ❝❡❧❧❡
❞♦♥& ♥♦✉% ♥♦✉% %❡'✈♦♥% ❡%& !❧!♠❡♥&❛✐'❡✮✳

✷✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉& ♣❛% '❡♠♣❧❛❝❡' ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ♣❛❝❦✐♥❣ %✉♣!'✐❡✉'❡ ♣❛' ❧❛ ❞✐✲

♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉%❞♦'✛✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ %♦✐❡♥& A,B ❞❡✉① ♣❛'&✐❡% ❞❡ ❧❛ ❞'♦✐&❡

'!❡❧❧❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉%❞♦'✛ ♥✉❧❧❡✱ ❡& &❡❧❧❡% :✉❡ A × B %♦✐& ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉%❞♦'✛ !❣❛❧❡ G 1 ❀ ❞❡ &❡❧❧❡% ♣❛'&✐❡% %♦♥& ❝♦♥%&'✉✐&❡% ❞❛♥%
✭❋❛❧❝♦♥❡'✱ ✷✵✶✹✮✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✽✳

❙♦✐& λ ✉♥❡ ♠❡%✉'❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐&! %✉' A×B &❡❧❧❡ :✉❡ dim(λ) > 0 ❀ ❧✬❡①✐%✲
&❡♥❝❡ ❞❡ λ ❡%& ✉♥❡ ❝♦♥%!:✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋'♦%&♠❛♥✱ ✭▼❛&&✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱
&❤!♦'9♠❡ ✽✳✽✳ ❙✐ µ ❡%& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ λ ♣❛' ❧❛ ♣'♦❥❡❝&✐♦♥ ❞❡ A×B %✉' A✱ ♦♥
❛ dim(µ) = 0✱ ❡& dim(λ)− dimH(B) = 1✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛% ❞❛♥% ❝❡ ❝❛%

dim(µ) ≥ dim(λ)− dimH(B)✳

✶✳✷ ❉✐♠❡♥(✐♦♥ ❞❡( ♣,♦❥❡❝/✐♦♥(

◆♦✉3 ♥♦✉3 ♣❧❛G♦♥3 ❞❛♥3 ❧✬❡3♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ R
n
✭n ≥ 2✮ ❡% ♥♦✉3 ✐♥%-+❡33♦♥3 ❛✉

♣+♦❜❧:♠❡ 3✉✐✈❛♥% ✿ -%❛♥% ❞♦♥♥-❡ ✉♥❡ ♠❡3✉+❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ µ✱ -%✉❞✐❡+ ❧❛ ❞✐♠❡♥3✐♦♥

❞❡3 ♣+♦❥❡❝%✐♦♥3 ❞❡ µ 3✉+ ❧❡3 m✲♣❧❛♥3 ❞❡ R
n
✳

❉❛♥3 ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ %❡♠♣3✱ ♥♦✉3 -♥♦♥G♦♥3 ❧❡ %❤-♦+:♠❡ ❝❧❛33✐B✉❡ ❞❡ ▼❛+3%+❛♥❞

3✉+ ❧❛ ❞✐♠❡♥3✐♦♥ ♣+❡3B✉❡ 3N+❡ ❞❡3 ♣+♦❥❡❝%✐♦♥3 ❞❡3 ♠❡3✉+❡3 ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❛♥3 ❧✬❡3✲

♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❡ %❤-♦+:♠❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ✭▼❛+3%+❛♥❞✱ ✶✾✺✹✮ ♣♦+%❡ 3✉+ ❧❡3 ❡♥3❡♠❜❧❡3

♠❛✐3 ♥♦✉3 3❡+♦♥3 ♣❧✉%R% ✐♥%-+❡33- S -%✉❞✐❡+ ❧❛ ❞✐♠❡♥3✐♦♥ ❞❡3 ♠❡3✉+❡3✳ ▲❡3 +-3✉❧✲

%❛%3 ♣+✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡%%❡ 3♦✉3✲3❡❝%✐♦♥ 3♦♥% ❧❡ ❝♦+♦❧❧❛✐+❡ ✶✳✷✳✷✳✸ ❡% ❧❛ ♣+♦♣♦3✐%✐♦♥

✶✳✷✳✷✳✻✳ ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠-%❤♦❞❡3 +❡❧❡✈❛♥% ❞❡ ❧❛ %❤-♦+✐❡ ❞✉ ♣♦%❡♥%✐❡❧ ♣♦✉+ ❞-♠♦♥%+❡+

❧❡ %❤-♦+:♠❡ ❞❡ ❏✳ ▼✳ ▼❛+3%+❛♥❞ +❡♠♦♥%❡ S ❘✳ ❑❛✉❢♠❛♥✳

▲❡ %❤-♦+:♠❡ ❞❡ ▼❛+3%+❛♥❞ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦+♠❛%✐♦♥ ♣+❡3B✉❡ 3N+❡✳ ❊♥ ❣-♥-+❛❧✱

✐❧ ♥❡ ♣❡+♠❡% ♣❛3 ❞❡ ❞✐+❡ B✉♦✐ B✉❡ ❝❡ 3♦✐% 3✉+ ✉♥❡ ♣+♦❥❡❝%✐♦♥ ✜①-❡✳ ❈❡ 3❡❝♦♥❞

♣+♦❜❧:♠❡ ❡3%✱ ❞❡ ❧♦✐♥✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉3 ❞-❧✐❝❛%✳ ■❧ ❛ ❢❛✐% ❧✬♦❜❥❡% ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

%+❛✈❛✉① ❞❛♥3 ❞❡3 ❝❛3 ♣❧✉3 ♦✉ ♠♦✐♥3 ♣❛+%✐❝✉❧✐❡+3✳ ▲♦+3B✉❡ ❧❛ ♠❡3✉+❡ ❝♦♥3✐❞-+-❡

❡3%✱ ❡♥ ✉♥ ❝❡+%❛✐♥ 3❡♥3✱ ✓❢+❛❝%❛❧❡✔✱ ♦♥ ♣❡✉% 3✬❛%%❡♥❞+❡ S ❝❡ B✉❡ ❧❡3 ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥3

❞✉ %❤-♦+:♠❡ ❞❡ ▼❛+3%+❛♥❞ ❞❡♠❡✉+❡♥%✱ 3❛✉❢ -✈❡♥%✉❡❧❧❡♠❡♥% ♣♦✉+ ❝❡+%❛✐♥3 ❝❤♦✐①

❡①❝❡♣%✐♦♥♥❡❧3 ❞❡ m✲♣❧❛♥3✳
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❉♦♥♥♦♥% ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ .❡❧❧❡ %✐.✉❛.✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥. µ, ν ❞❡% ♠❡%✉3❡% ❞❡ ♣3♦❜❛✲

❜✐❧✐.6 %✉3 [0, 1] ✐♥✈❛3✐❛♥.❡% ♣❛3 ×2 ❡. ×3 3❡%♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✳ ❆❧♦3% ♣♦✉3 .♦✉.❡ ♣3♦✲

❥❡❝.✐♦♥ π : R2 → R ;✉✐ ♥✬❡%. ♣❛% ❧❛ ♣3♦❥❡❝.✐♦♥ %✉3 ❧❛ ♣3❡♠✐<3❡ ♦✉ ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡

❝♦♦3❞♦♥♥6❡✱ ♦♥ ❛

dim(π(µ⊗ ν)) = inf{1, dim(µ⊗ ν)}✳

❈❡ .❤6♦3<♠❡ ✭✭❍♦❝❤♠❛♥ ❡. ❙❤♠❡3❦✐♥✱ ✷✵✶✷✮✱ .❤6♦3<♠❡ ✶✳✸✮ ❛ 6.6 6.❛❜❧✐ ♣❛3

▼✳ ❍♦❝❤♠❛♥ ❡. H✳ ❙❤♠❡3❦✐♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝.✉3❡ ❞❡ ❋✉3%.❡♥❜❡3❣✳ H♦✉3

❝❡ ❢❛✐3❡✱ ❝❡% ❛✉.❡✉3% ♦♥. ❞6✈❡❧♦♣♣6 ❡. ❛♠6❧✐♦36 ✉♥❡ .❤6♦3✐❡ ❞✉❡ L ❋✉3%.❡♥❜❡3❣

❧✉✐✲♠M♠❡ ✭❋✉3%.❡♥❜❡3❣✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡% .3❛✈❛✉① ♦♥. ❡♥❝♦3❡ 6.6 ❞6✈❡❧♦♣♣6% ♣❛3 ▼✳

❍♦❝❤♠❛♥ ✭❍♦❝❤♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲❡ .❤6♦3<♠❡ ;✉❡ ♥♦✉% 6♥♦♥P♦♥% ❡♥ ✶✳✷✳✸ ♣3♦✈✐❡♥.

❞✉ ❞❡3♥✐❡3 .3❛✈❛✐❧ ❝✐.6✳

▲❡% 36%✉❧.❛.% ❞❡ ❝❡..❡ %❡❝.✐♦♥ ♥♦✉% %❡3✈✐3♦♥. ❛✉ ❝❤❛♣✐.3❡ ✸✳

✶✳✷✳✶ ➱♥❡&❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡-✉&❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ (✉) R
n
❡# s ✉♥ ♥♦♠❜)❡ ).❡❧✳

▲❛ s✲.♥❡)❣✐❡ ❞❡ µ ❡(# ❧❡ ♥♦♠❜)❡

Is(µ) =

∫
dµ(x)dµ(y)

|x− y|s
✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#. (✉) R
n
❡# s ✉♥ ).❡❧ > 0

#❡❧ 5✉❡ µ(B(x, ρ)) ≤ ρs ♣♦✉) µ✲♣)❡(5✉❡ #♦✉# x ❡# #♦✉# ρ ≤ ρ0✱ ♦7 ρ0 ❡(# ✉♥❡

❝♦♥(#❛♥#❡ > 0✳ 9♦✉) #♦✉# ε > 0✱ ❧❛ (s− ε)✲.♥❡)❣✐❡ ❞❡ µ ❡(# ✜♥✐❡✳

❉.♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧ ✐♠♠6❞✐❛.✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥.3❡ ❧✬6♥❡3❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉3❡ ❡. %❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✐♥❢63✐❡✉3❡ ❡%. ♣36❝✐%6 ♣❛3

❧❡ ❧❡♠♠❡ %✉✐✈❛♥.✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ (✉) R
n
❡# s ✉♥ ).❡❧ > 0✳ ❖♥

(✉♣♣♦(❡ 5✉✬✐❧ ❡①✐(#❡ ✉♥❡ (✉✐#❡ (fk) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥( ♠❡(✉)❛❜❧❡( R
n → [0, 1]✱ 5✉✐

#❡♥❞ ❡♥ ❝)♦✐((❛♥# ✈❡)( 1 µ✲♣)❡(5✉❡ ♣❛)#♦✉#✱ ❡# #❡❧❧❡ 5✉❡ ❧❛ s✲.♥❡)❣✐❡ ❞❡ fkµ (♦✐#

✜♥✐❡ ♣♦✉) #♦✉# k✳ ❆❧♦)( dim(µ) ≥ s✳

❉.♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❱♦✐3 ✭▲❡❞3❛♣♣✐❡3 ❡. ▲✐♥❞❡♥%.3❛✉%%✱ ✷✵✵✸✮✱ ♣3♦♣♦%✐.✐♦♥ ✷✳✷✳

✶✳✷✳✷ ▲❡ 2❤4♦&5♠❡ ❞❡ ▼❛&-2&❛♥❞

❉❛♥% ❧❡ ❝♦♥.❡①.❡ ❞❡ ❧✬6.✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡% ♠❡%✉3❡% ♣3♦❥❡.6❡%✱ ♦♥ ❞✐%✲

.✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛%✳ ❯♥ ❝❛% ✓%♦✉%✲❝3✐.✐;✉❡✔✱ ♦U ❧❛ ♠❡%✉3❡ ❝♦♥%✐❞636❡ ❡%. ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

%✐♦♥ ♠♦✐♥❞3❡ ;✉❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ %✉3 ❧❡;✉❡❧ ♦♥ ❧❛ ♣3♦❥❡..❡✱ ❡. ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡%. ♣3❡%;✉❡

%V3❡♠❡♥. ♣36%❡3✈6❡✳ ❯♥ ❝❛% ✓%✉3✲❝3✐.✐;✉❡✔✱ ♦U ❧❛ ♠❡%✉3❡ ❝♦♥%✐❞636❡ ❡%. ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥%✐♦♥ %.3✐❝.❡♠❡♥. ♣❧✉% ❣3❛♥❞❡ ;✉❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ %✉3 ❧❡;✉❡❧ ♦♥ ❧❛ ♣3♦❥❡..❡ ❡. ❛❧♦3%

❧❡% ♣3♦❥❡❝.✐♦♥% %♦♥. ♣3❡%;✉❡ %V3❡♠❡♥. ❛❜%♦❧✉♠❡♥. ❝♦♥.✐♥✉❡% ♣❛3 3❛♣♣♦3. L ❧❛

♠❡%✉3❡ ❞❡ ▲❡❜❡%❣✉❡✱ ❡. ❡♥ ♣❛3.✐❝✉❧✐❡3 ❧❡✉3 ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡%. ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡. ❡%♣❛❝❡✳

◆♦✉% ❝♦♠♠❡♥P♦♥% ♣❛3 ♣36❝✐%❡3 ❧❡ %❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣❤3❛%❡ ✓♣♦✉3 ♣3❡%;✉❡ .♦✉. m✲

♣❧❛♥ ❞❡ R
n
✔✳
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✶✳✷✳✷✳✶ ▲❛ ❣&❛''♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡' m✲♣❧❛♥'

▲❛ ❣%❛&&♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡& m✲♣❧❛♥& ❞❡ R
n
❡&/ ❧✬❡&♣❛❝❡ G(m,n) ❞♦♥/ ❧❡& ♣♦✐♥/&

&♦♥/ ❧❡& &♦✉&✲❡&♣❛❝❡& ✈❡❝/♦%✐❡❧& ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ m ❞❛♥& R
n
✳ ❈✬❡&/ ✉♥❡ ♣❛%/✐❡ ❞❡

❧✬❡&♣❛❝❡ ♣%♦❥❡❝/✐❢ ❛&&♦❝✐9 : ❧❛ m✲;♠❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡ ❡①/9%✐❡✉%❡ ❞❡ R
n
✳ ❊❧❧❡ ♣♦&&;❞❡

❞♦♥❝ ✉♥❡ /♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❛/✉%❡❧❧❡✱ ♣♦✉% ❧❛?✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡&/ ❝♦♠♣❛❝/❡✱ ✈♦✐% ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡

✭❇♦✉%❜❛❦✐✱ ✶✾✹✼✮✱ ❝❤❛♣✐/%❡ ❱■✱ ♣✳ ✷✵✱ ♣%♦♣♦&✐/✐♦♥& ✼ ❡/ ✽✳

▲✬♦♣9%❛/✐♦♥ ♥❛/✉%❡❧❧❡ ❞❡ O(n) &✉% G(m,n) ❡&/ ❝♦♥/✐♥✉❡ ❡/ /%❛♥&✐/✐✈❡✳ ▲❛

♠❡&✉%❡ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐/9 ?✉✐ &✬❡♥ ❞9❞✉✐/ &✉% G(m,n) &❡%❛ ❛♣♣❡❧9❡ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ❍❛❛$✳

❊❧❧❡ ❡&/ ♣❛% ❞9✜♥✐/✐♦♥ O(n)✲✐♥✈❛%✐❛♥/❡✳ ❚♦✉/❡ ❛&&❡%/✐♦♥ ✓♠❡&✉%9❡✔ ❧❡& m✲♣❧❛♥&

❞❡ R
n
&❡%❛ %❡❧❛/✐✈❡ : ❝❡//❡ ♠❡&✉%❡✳ ◆♦✉& ❧❛ ♥♦/❡%♦♥& γ ♦✉ γn,m &✬✐❧ ② ❛ ❧✐❡✉✳

S♦✉% /♦✉/ m✲♣❧❛♥ V ✱ ♥♦✉& ♥♦/❡%♦♥& πV ❧❛ ♣%♦❥❡❝/✐♦♥ ♦%/❤♦❣♦♥❛❧❡ &✉% V ✳

✶✳✷✳✷✳✷ ▲❡ ❝❛' '♦✉'✲❝&✐3✐4✉❡

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐+ µ ✉♥❡ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐+0 "✉$ R
n
✳ ❙♦✐+ m ✉♥ ❡♥+✐❡$✱

1 ≤ m ≤ n − 1 ❡+ "♦✐+ s ✉♥ $0❡❧✱ s < m✳ ■❧ ❡①✐"+❡ ✉♥❡ ❝♦♥"+❛♥+❡ ✭❞0♣❡♥❞❛♥+ ❞❡
s, n,m✮ C +❡❧❧❡ 8✉❡

∫
dγn,m(V ) Is(πV µ) ≤ CIs(µ)✳

❉0♠♦♥"+$❛+✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭▼❛//✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱ ❞9♠♦♥&/%❛/✐♦♥ ❞✉ /❤9♦%;♠❡ ✾✳✸✳

5&♦♣♦'✐3✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐+ µ ✉♥❡ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐+0 "✉$ R
n
✳ ❙♦✐+ m ✉♥

❡♥+✐❡$✱ 1 ≤ m ≤ n − 1✳ ❖♥ "✉♣♣♦"❡ 8✉❡ dim(µ) ≤ m✳ ❆❧♦$" ♣♦✉$ ♣$❡"8✉❡ +♦✉+
m✲♣❧❛♥ V ✱ ♦♥ ❛

dim(πV µ) = dim(µ)✳

❉0♠♦♥"+$❛+✐♦♥✳ ■❧ ❡&/ ✐♠♠9❞✐❛/ ?✉❡ dim(πV µ) ≤ dim(µ) ?✉❡❧ ?✉❡ &♦✐/ V ❝❛% πV
❡&/ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❧✐♣&❝❤✐/③✐❡♥♥❡✳ S♦✉% ❧✬✐♥9❣❛❧✐/9 %9❝✐♣%♦?✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉/ &✉♣♣♦&❡%

?✉❡ dim(µ) > 0✳

❋✐①♦♥& ✉♥ %9❡❧ s✱ 0 < s < dim(µ)✳ S♦✉% /♦✉/ ❡♥/✐❡% k ≥ 1✱ &♦✐/ Ek ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡

❞❡& x ♣♦✉% ❧❡&?✉❡❧& ♦♥ ❛ µ(B(x, ρ)) ≤ ρs ❞;& ?✉❡ ρ ≤ 1/k✳ ❙♦✐/ ε > 0✳ ▲❛
(s− ε)✲9♥❡%❣✐❡ ❞❡ µ|Ek ❡&/ ✜♥✐❡✳ S❛% ❝♦♥&9?✉❡♥/✱ ♣♦✉% ♣%❡&?✉❡ /♦✉/ m✲♣❧❛♥ V ✱

❧❛ (s− ε)✲9♥❡%❣✐❡ ❞❡ πV (µ|Ek) ❡&/ ✜♥✐❡ ❛✉&&✐ ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷✳✶✮✳

❙♦✐/ fk,V ❧❛ ❞9%✐✈9❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❞❡ πV (µ|Ek) ♣❛% %❛♣♣♦%/ : πV µ✳ ▲❛
&✉✐/❡ (Ek) ❡&/ ❝%♦✐&&❛♥/❡ ❡/ &❛ %9✉♥✐♦♥ ❡&/ ❞❡ µ✲♠❡&✉%❡ /♦/❛❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞9❞✉✐/ ?✉❡

♣♦✉% /♦✉/ V ✱ ❧❛ &✉✐/❡ fk,V ❝♦♥✈❡%❣❡ πV µ✲♣%❡&?✉❡ ♣❛%/♦✉/ ❡♥ ❝%♦✐&&❛♥/ ✈❡%& 1✳
❉✬❛♣%;& ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳✸✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ dim(πV µ) ≥ s − ε ♣♦✉% ♣%❡&?✉❡ /♦✉/ V ✱

?✉❡❧ ?✉❡ &♦✐/ ε > 0✳ ❉✬♦] ❧❛ ♣%♦♣♦&✐/✐♦♥✳

❈♦&♦❧❧❛✐&❡ ✶✳✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐+ µ ✉♥❡ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐+0 "✉$ R
n
✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥

❡①❛❝+❡ δ ≤ m✳ ❆❧♦$" ♣♦✉$ ♣$❡"8✉❡ +♦✉+ m✲♣❧❛♥ V ✱ πV µ ❡"+ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❡①❛❝+❡
δ✳

❉0♠♦♥"+$❛+✐♦♥✳ S♦✉% ♣%❡&?✉❡ /♦✉/m✲♣❧❛♥ V ❡/ πV µ✲♣%❡&?✉❡ /♦✉/ v✱ ♦♥ ❛ dim(πV µ, v) ≥
δ ❞✬❛♣%;& ❧❛ ♣%♦♣♦&✐/✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷ ❡/ dim(πV µ, v) ≤ δ ♣✉✐&?✉❡ πV ❡&/ ❧✐♣&❝❤✐/③✐❡♥♥❡

❡/ ?✉❡ dim(µ, x) ≤ δ ♣♦✉% µ✲♣%❡&?✉❡ /♦✉/ x✳
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✶✳✷✳✷✳✸ ▲❡ ❝❛( (✉*✲❝*✐-✐.✉❡

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷✳✹✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#/ (✉) R
n
❡# m ✉♥ ❡♥#✐❡)✱

1 ≤ m ≤ n− 1✳ ❖♥ (✉♣♣♦(❡ 3✉❡ ❧❛ m✲/♥❡)❣✐❡ ❞❡ µ ❡(# ✜♥✐❡✳ ❆❧♦)( ♣♦✉) ♣)❡(3✉❡

#♦✉# m✲♣❧❛♥ V ✱ πV µ ❡(# ❛❜(♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛) )❛♣♣♦)# 9 ❧❛ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ▲❡❜❡(❣✉❡

❞❡ V ✳

❉/♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭▼❛))✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱ )❤0♦%1♠❡ ✾✳✼✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷✳✺✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#/ (✉) R
n
❡# m ✉♥ ❡♥#✐❡)✱

1 ≤ m ≤ n− 1✳ ❙♦✐# s ✉♥ )/❡❧✱ m < s < n✳ ❖♥ (✉♣♣♦(❡ 3✉❡ ❧❛ s✲/♥❡)❣✐❡ ❞❡ µ ❡(#

✜♥✐❡✳ <♦✉) #♦✉# m✲♣❧❛♥ V ✱ ❞/(✐♥#/❣)♦♥( µ ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ πV µ ✿

µ =

∫
d(πV µ)(v) µV,v✳

■❧ ❡①✐(#❡ ✉♥❡ ❝♦♥(#❛♥#❡ C ♥❡ ❞/♣❡♥❞ 3✉❡ ❞❡ n,m ❡# s #❡❧❧❡ 3✉❡

∫
d(πV µ)(v)dγn,m(V ) Is−m(µV,v) ≤ CIs(µ)✳

❉/♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭▼❛))✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮✱ )❤0♦%1♠❡ ✶✵✳✼✳

2*♦♣♦(✐-✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#/ (✉) R
n
❡# (♦✐# m ✉♥

❡♥#✐❡)✱ 1 ≤ m ≤ n− 1✳ ◆♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( 3✉❡ dim(µ) > m✳

<♦✉) ♣)❡(3✉❡ #♦✉# m✲♣❧❛♥ V ✱ πV µ ❡(# ❛❜(♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛) )❛♣♣♦)# 9 ❧❛

♠❡(✉)❡ ❞❡ ▲❡❜❡(❣✉❡ ❞❡ V ✱ ❡# (✐

µ =

∫
d(πV µ)(v) µv,V

❡(# ❧❛ ❞/(✐♥#/❣)❛#✐♦♥ ❞❡ µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ πV ✱ ♦♥ ❛ dim(µv,V ) ≥ dim(µ) − m ♣♦✉)

πV µ✲♣)❡(3✉❡ #♦✉# v✳

❉/♠♦♥(#)❛#✐♦♥✳ ❙♦✐) s ✉♥ %0❡❧✱ m < s < dim(µ) ❡) :♦✐) ε > 0 ❛::❡③ ♣❡)✐) ♣♦✉%

=✉❡ m < s − ε✳ >♦✉% )♦✉) k ≥ 1✱ :♦✐) Ek ❧✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: x ∈ R
n

)❡❧: =✉❡

µ(B(x, ρ)) ≤ ρs ❞1: =✉❡ ρ ≤ 1/k✳ ▲❡: Ek ❢♦%♠❡♥) ✉♥❡ :✉✐)❡ ❝%♦✐::❛♥)❡ ❞❡ ♣❛%)✐❡:

♠❡:✉%❛❜❧❡: ❞♦♥) ❧❛ %0✉♥✐♦♥ ❡:) ❞❡ µ✲♠❡:✉%❡ )♦)❛❧❡✳ ▲❛ (s − ε)✲0♥❡%❣✐❡ ❞❡ µ|Ek

❡:) ✜♥✐❡✳ ◆♦✉: ❡♥ ❞0❞✉✐:♦♥: ❞❡✉① ❢❛✐):✳

>%❡♠✐1%❡♠❡♥)✱ ♣♦✉% ♣%❡:=✉❡ )♦✉) m✲♣❧❛♥ V ✱ ❧❛ ♣%♦❥❡❝)✐♦♥ πV (µ|Ek) :✬0❝%✐)

fk,V λV ✱ ♦K λV ❡:) ❧❛ ♠❡:✉%❡ ❞❡ ▲❡❜❡:❣✉❡ :✉% V ✭%❡❢✮✳ ❋✐①♦♥: ✉♥ )❡❧ m✲♣❧❛♥ V ✳

▲❛ :✉✐)❡ (fk,V ) ❡:) ❝%♦✐::❛♥)❡ λV ✲♣%❡:=✉❡ :M%❡♠❡♥)✳ ❙❛ ❧✐♠✐)❡ fV ❡:) ✜♥✐❡

λV ✲♣%❡:=✉❡ :M%❡♠❡♥) ❝❛%

µ(π−1
V (A)) =

∫

A

dλV fV

♣♦✉% )♦✉) ❜♦%0❧✐❡♥ A ⊂ V ♣❛% ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♠♦♥♦)♦♥❡✳ ▲❛ ♠❡:✉%❡ πV µ ❡:) ❞♦♥❝

❡❧❧❡✲♠O♠❡ ❛❜:♦❧✉♠❡♥) ❝♦♥)✐♥✉❡ ❡) ♦♥ ❛ πV µ = fV λV ✳
❉0:✐♥)0❣%♦♥: µ|Ek ❛✉✲❞❡::✉: ❞❡ πV (µ|Ek) = fk,V λV ✿

µ|Ek =

∫
dλV (v) fk,V (v)µv,k,V ✳
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❖♥ ❛ ❞✬❛✉()❡ ♣❛)(

µ|Ek =

∫
dλV (v) fV (v)(µv,V |Ek)

❞❡ ,♦)(❡ .✉❡ µv,k,V ❡,( ♣)♦♣♦)(✐♦♥♥❡❧❧❡ 1 µv,V |Ek ♣♦✉) fV λV ✲♣)❡,.✉❡ (♦✉( v ❡(

(♦✉( k ❛,,❡③ ❣)❛♥❞✳

❉✬❛♣)7, ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ❧❛ (s − ε − m)✲:♥❡)❣✐❡ ❞❡ µv,k,V ❡,( ✜♥✐❡ ♣♦✉) ♣)❡,.✉❡

(♦✉( V ❡( fk,V λV ✲♣)❡,.✉❡ (♦✉( v✳ ▲❛ ):✉♥✐♦♥ ❞❡, Ek :(❛♥( ♣)❡,.✉❡ ,=)❡♠❡♥( ❞❡

♠❡,✉)❡ (♦(❛❧❡ ♣♦✉) µv,V ✱ ♥♦✉, ❡♥ ❞:❞✉✐,♦♥, .✉❡ dim(µv,V ) ≥ s − ε −m ♣♦✉)

♣)❡,.✉❡ (♦✉( V ❡( fV λV ✲♣)❡,.✉❡ (♦✉( v ✭)❡❢✮✳

❉✬♦A ❧❛ ♣)♦♣♦,✐(✐♦♥✱ ❝❛) ε ❡,( ❛)❜✐()❛✐)❡♠❡♥( ♣❡(✐(✳

✶✳✷✳✸ $%♦❥❡❝*✐♦♥- ❞❡ ♠❡-✉%❡- ❢%❛❝*❛❧❡-

◆♦✉, ❛❧❧♦♥, :♥♦♥❝❡) ✉♥ (❤:♦)7♠❡ ✭(❤:♦)7♠❡ ✶✳✷✳✸✳✸✮ ❞= 1 ▼✳ ❍♦❝❤♠❛♥ ♣♦)✲

(❛♥( ,✉) ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❞❡, ♣)♦❥❡❝(✐♦♥, ❞❡ ♠❡,✉)❡, ✓❛✉(♦,✐♠✐❧❛✐)❡,✔ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ◆♦✉, ❞❡✈♦♥, ❡♥ ♣❛,,❡) ♣❛) ✉♥ ❝❡)(❛✐♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❞:✜♥✐(✐♦♥, ❡( ✜①❡)

❞❡, ♥♦(❛(✐♦♥,✳

✶✳✷✳✸✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥*

◆♦✉, ♥♦✉, ♣❧❛O♦♥, ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ R
n
✳ ▲❡ ❝✉❜❡ ✉♥✐(: [−1, 1]n ❡,( ♥♦(:

B1✳ ▲❡, ()❛✈❛✉① ❞❡ ▼▼✳ ❋✉),(❡♥❜❡)❣✱ ❍♦❝❤♠❛♥ ❡( ❙❤♠❡)❦✐♥ ♦♥( ♣♦✉) ♦❜❥❡( ❞❡,

♠❡,✉)❡, .✉✐ ,♦♥( ❡♥ ✉♥ ❝❡)(❛✐♥ ,❡♥, ❛✉(♦,✐♠✐❧❛✐)❡,✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ (❡❧❧❡

♠❡,✉)❡ )❡✈✐❡♥( 1 ,❛ ❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡ ❛✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥( ❣:♥:)✐.✉❡✳ ■❧ ❡,( ❞♦♥❝

♣♦,,✐❜❧❡✱ ❡( ❝♦♠♠♦❞❡✱ ❞❡ ()♦♥.✉❡) ❧❡, ♠❡,✉)❡, :(✉❞✐:❡, ❡♥ ❧❡, ❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❛♥( ❛✉

✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ▲❛ ❢♦)♠❡ ❞✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ♥✬❡,( ♣❛, ❞❡ ♣)❡♠✐7)❡ ✐♠♣♦)(❛♥❝❡✱ ❡( ❝✬❡,(

♣♦✉) ❞❡, )❛✐,♦♥, (❡❝❤♥✐.✉❡, .✉❡ ❝❡, ❛✉(❡✉), ♦♥( ✐♥(:)T( 1 ❝♦♥,✐❞:)❡) ✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡

❝✉❜✐.✉❡ ❞❡ ❧✬♦)✐❣✐♥❡ ✭❝❡ .✉✐ ,✐♠♣❧✐✜❡ ❞❡, ❝❛❧❝✉❧, ❢❛✐,❛♥( ✐♥(❡)✈❡♥✐) ❞❡, ❡♥()♦♣✐❡,

)❡❧❛(✐✈❡, 1 ❞❡, ♣❛)(✐(✐♦♥, ❞②❛❞✐.✉❡,✮✳

❙♦✐( M ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡,✮✳ W♦✉) (♦✉( t ∈ R✱ ❧✬❤♦✲

♠♦(❤:(✐❡ ❞❡ )❛♣♣♦)( et ❞❡ R
n
✱ .✉❡ ♥♦✉, ♥♦(❡)♦♥, St ✭✓❙✔ ♣♦✉) ✓ ❝❛❧❡✔✮✱ ✐♥❞✉✐(

✉♥❡ ()❛♥,❢♦)♠❛(✐♦♥ ❞❡ M ❛♣♣❧✐.✉❛♥( µ ,✉) ❧❛ ♠❡,✉)❡ ✐♠❛❣❡ Stµ✳
❙✐ µ ❡,( ✉♥❡ ♠❡,✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣♦✉) ❧❛.✉❡❧❧❡ B1 ♥✬❡,( ♣❛, ♥:❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♥♦✉,

♥♦(❡)♦♥, µ∗
❧❛ ♠❡,✉)❡ ♣)♦♣♦)(✐♦♥♥❡❧❧❡ 1 µ ♣♦✉) ❧❛.✉❡❧❧❡ B1 ❡,( ❞❡ ♠❡,✉)❡ 1✱

❝✬❡,(✲1✲❞✐)❡

µ∗ =
µ

µ(B1)
✳

❉❡ ♠T♠❡✱ ♥♦✉, ♥♦(❡)♦♥, µ�
❧❛ ♠❡,✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐(: ♦❜(❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❛♥(

µ 1 B1✱ ❧♦),.✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ ,❡♥,✳

▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣♦✉) ❧❡,.✉❡❧❧❡, B1 ❡,( ❞❡ ♠❡,✉)❡ 1 ,❡)❛

♥♦(: M∗
✳ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐(: .✉✐ ,♦♥( ❝♦♥❝❡♥():❡, ,✉) B1

,❡)❛ ♥♦(: M�
✳

❙✐ µ ❡,( ✉♥❡ ♠❡,✉)❡ ❞♦♥( ❧❡ ,✉♣♣♦)( ❝♦♥(✐❡♥( ❧✬♦)✐❣✐♥❡ ❞❡ R
n
✱ (♦✉(❡, ❧❡,

()❛♥,❢♦)♠:❡, Stµ ❝❤❛)❣❡♥( B1 ❡( ♦♥ ♣❡✉( ❞♦♥❝ ♣♦,❡) S∗
t µ = (Stµ)

∗
❡( S�

t µ =
(Stµ)

�
✳

W♦✉) (♦✉( x ∈ R
n
✱ ❧❛ ()❛♥,❧❛(✐♦♥ ❛♣♣❧✐.✉❛♥( x ,✉) 0 ,❡)❛ ♥♦(:❡ Tx ❀ ,✐ µ ❡,(

✉♥❡ ♠❡,✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♣♦,❡)❛ T ∗
xµ = (Txµ)

∗
✳

◆♦✉, ❣❛)❞❡)♦♥, ❧❛ ❧❡(()❡ µ ♣♦✉) ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❞❡ ❘❛❞♦♥ ,✉) R
n
❡( ❧❛ ❧❡(()❡ P

♣♦✉) ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐(: ,✉) ❞❡, ❡,♣❛❝❡, ❞❡ ♠❡,✉)❡, ❡( ♥♦✉, ♣❛)❧❡)♦♥,
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❛❧♦%& ❞❡ ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥✳ *❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ &✐ µ ∈ M✱ ❧❛ ♠❡&✉%❡ ❞❡ ❉✐%❛❝ ❡♥ µ✱ δµ✱ ❡&4
✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ &✉% M✳

✶✳✷✳✸✳✷ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥& ❢(❛❝'❛❧❡&

❙♦✐4 P ✉♥❡ ♠❡&✉%❡ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐47 &✉% M∗
♣♦&&7❞❛♥4 ❧❡& ♣%♦♣%✐747& &✉✐✈❛♥4❡& ✿

✶✳ ♣♦✉% 4♦✉4 ✈♦✐&✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡%4 %❡❧❛4✐✈❡♠❡♥4 ❝♦♠♣❛❝4 U ❞❡ ❧✬♦%✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ♠❡&✉%❡

∫
dP (µ)

∫

U

δT∗

xµ dµ(x)

&✉% M∗
❡&4 7<✉✐✈❛❧❡♥4❡ = P ✭♦♥ ❞✐4 ❛❧♦%& <✉❡ P ❡&4 )✉❛"✐✲,❛❧♠✮ ❀

✷✳ P ❡&4 S∗
✲✐♥✈❛%✐❛♥4❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P ♣❛% S∗

t ❡&4 7❣❛❧❡ = P ♣♦✉% 4♦✉4

t ∈ R✳

◆♦✉& ❞✐%♦♥& <✉❡ P ❡&4 ✉♥❡ ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥ ❢$❛❝#❛❧❡✳ ❙✐ P ❡&4 ❡%❣♦❞✐<✉❡ ♣♦✉% ❧❡ ✢♦4

(S∗
t )t✱ ♥♦✉& ❞✐%♦♥& <✉❡ P ❡&4 ✉♥❡ ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥ ❢$❛❝#❛❧❡ ❡$❣♦❞✐)✉❡✳

◆♦4♦♥& <✉❡ &✐ P ❡&4 ✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ <✉❛&✐✲*❛❧♠✱ ❧❡ &✉♣♣♦%4 ❞❡ µ ❝♦♥4✐❡♥4

❧✬♦%✐❣✐♥❡ ♣♦✉% P ✲♣%❡&<✉❡ 4♦✉4 µ✳ ❙✐ P ❡&4 ✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ ❢%❛❝4❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉4 ❞♦♥❝

❝♦♥&✐❞7%❡% &♦♥ ✐♠❛❣❡ P�
♣❛% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ µ 7→ µ�

✱ ❝✬❡&4 ✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ &✉%

M�
✳

❯♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ &✉% M�
❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ P�

♦G P ❡&4 ✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ ❢%❛❝4❛❧❡

❡%❣♦❞✐<✉❡ &❡%❛ ❛♣♣❡❧7❡ ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥ ❡$❣♦❞✐)✉❡ $❡"#$❡✐♥#❡✳ ❈❡❝✐ ❡&4 ❥✉&4✐✜7 ♣❛% ❧❡

❧❡♠♠❡ &✉✐✈❛♥4✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐# M′
❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" µ ∈ M ❞♦♥# ❧❡ "✉♣♣♦$# ❝♦♥#✐❡♥# ❧✬♦$✐✲

❣✐♥❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ M′ → M�
❛♣♣❧✐)✉❛♥# µ "✉$ µ�

❡♥#$❡❧❛❝❡ ❧❡" ♦♣8$❛#✐♦♥" ❞❡"

"❡♠✐✲✢♦#" (S∗
t )t≥0 ❡# (S�

t )t≥0✱ ❡# ✐♥❞✉✐# ✉♥❡ ❜✐❥❡❝#✐♦♥ P 7→ P�
❞❡" ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥"

(S∗
t )t≥0✲✐♥✈❛$✐❛♥#❡" ❞❡ M∗

"✉$ ❧❡" ❞✐"#$✐❜✉#✐♦♥" (S�
t )t≥0✲✐♥✈❛$✐❛♥#❡" ❞❡ M�

✳

❉8♠♦♥"#$❛#✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭❍♦❝❤♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳

◆♦4♦♥& <✉❡ ❧✬♦♣7%❛4✐♦♥ µ 7→ µ�
♥✬❡&4 ♣❛& ✐♥✈❡%&✐❜❧❡✳

✶✳✷✳✸✳✸ ▼❡&✉(❡& ✉♥✐❢♦(♠5♠❡♥' &❝❛❧❛♥'❡&

❙♦✐4 µ ✉♥❡ ♠❡&✉%❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ &✉% R
n
❡4 x ✉♥ ♣♦✐♥4 ❞✉ &✉♣♣♦%4 ❞❡ µ✳ ◆♦✉&

♥♦4❡%♦♥& µx,t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛% ❧❛ ❝♦♠♣♦&7❡ St ◦ Tx ✭t ∈ R✮✱ ❡4 µ�
x,t ❧❛ ♠❡&✉%❡

µx,t ❝♦♥❞✐4✐♦♥♥7❡ = B1✳ ❈♦♥&✐❞7%♦♥& ❧❛ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ &✉% M�

〈µ〉x,T =
1

T

∫ T

0

δµ�
x,t

dt✳

❙✬✐❧ ❡①✐&4❡ ✉♥❡ ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥ P &✉%M�
4❡❧❧❡ <✉❡✱ ♣♦✉% µ✲♣%❡&<✉❡ 4♦✉4 x✱ 〈µ〉x,T

❝♦♥✈❡%❣❡ ✈❡%& P ❧♦%&<✉❡ T → ∞✱ ♥♦✉& ❞✐%♦♥& <✉❡ µ ❡&4 ✉♥✐❢♦$♠8♠❡♥# "❝❛❧❛♥#❡✱

❡4 <✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞$❡ P ✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥4%❡ ♠❡&✉%❡& ✉♥✐❢♦%♠7♠❡♥4 &❝❛❧❛♥4❡& ❡4 ❞✐&4%✐❜✉4✐♦♥& ❢%❛❝4❛❧❡& ❡&4

♣%7❝✐&7 ♣❛% ❧❡ 4❤7♦%Q♠❡ &✉✐✈❛♥4✱ ❞♦♥4 ♥♦✉& ♥✬❛✉%♦♥& ♣❛& = ♥♦✉& &❡%✈✐% ❝❛% &❛

❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ &❡%❛ ❛✐&7♠❡♥4 ✈7%✐✜7❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬❡&♣Q❝❡ ♦G ♥♦✉& ✈♦✉❧♦♥& ❛♣♣❧✐<✉❡%

❝❡44❡ 4❤7♦%✐❡✳
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❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✸✳✷✳ ❙✐ µ ❡#$ ✉♥❡ ♠❡#✉(❡ ✉♥✐❢♦(♠+♠❡♥$ #❝❛❧❛♥$❡ ❡♥❣❡♥❞(❛♥$

✉♥❡ ❞✐#$(✐❜✉$✐♦♥ P ✱ P ❡#$ ✉♥❡ ❞✐#$(✐❜✉$✐♦♥ ❡(❣♦❞✐3✉❡ (❡#$(❡✐♥$❡✳ ❘+❝✐♣(♦3✉❡♠❡♥$✱

#✐ P ❡#$ ✉♥❡ ❞✐#$(✐❜✉$✐♦♥ ❢(❛❝$❛❧❡ ❡(❣♦❞✐3✉❡✱ P ✲♣(❡#3✉❡ $♦✉$❡ µ ❡#$ ✉♥❡ ♠❡#✉(❡

✉♥✐❢♦(♠+♠❡♥$ #❝❛❧❛♥$❡ ❡♥❣❡♥❞(❛♥$ P�
✳

❉+♠♦♥#$(❛$✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭❍♦❝❤♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✱ 1❤2♦%3♠❡5 ✶✳✻ ❡1 ✶✳✼✳

✶✳✷✳✸✳✹ ❉✐♠❡♥0✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣$♦❥❡❝8✐♦♥

❙♦✐1 P ✉♥❡ ❞✐51%✐❜✉1✐♦♥ 5✉% M�
✳ ❙♦✐1 π ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❧✐♥2❛✐%❡ 5✉%❥❡❝1✐✈❡

R
n → R

m
✱ 1 ≤ m ≤ n− 1✳ ◆♦1♦♥5

EP (π) =

∫
dP (µ) dim(πµ)✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐$ µ ✉♥❡ ♠❡#✉(❡ ❞❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐$+ #✉( R
n
✱ ✉♥✐❢♦(♠+♠❡♥$

#❝❛❧❛♥$❡✱ ❡♥❣❡♥❞(❛♥$ ✉♥❡ ❞✐#$(✐❜✉$✐♦♥ ❢(❛❝$❛❧❡ ❡%❣♦❞✐C✉❡ (❡#$(❡✐♥$❡ P ✳ 9♦✉( $♦✉$❡
❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❧✐♥+❛✐(❡ #✉(❥❡❝$✐✈❡ π : Rn → R

m
✱ 1 ≤ m ≤ n− 1✱ ♦♥ ❛

dim(πµ) ≥ EP (π)✳

❉+♠♦♥#$(❛$✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭❍♦❝❤♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✱ 1❤2♦%3♠❡ ✶✳✷✸✳

▲✬✐♥12%F1 ❞❡ ❝❡ 1❤2♦%3♠❡ 1✐❡♥1 G ❝❡ C✉✬✐❧ ♣♦%1❡ 5✉% ✉♥❡ ♣%♦❥❡❝1✐♦♥ ✜①2❡✱ ❡1

C✉✬✐❧ ♣❡%♠❡1 ❞❡ ❞2❞✉✐%❡ ✉♥❡ ♣%♦♣%✐212 ❝❡%1❛✐♥❡ ✭✉♥❡ ❜♦%♥❡ ✐♥❢2%✐❡✉%❡ ♣♦✉% ❧❛

❞✐♠❡♥5✐♦♥ ❞❡ πµ✮ ❞✬✉♥❡ ♣%♦♣%✐212 ✓❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✔✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❈♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡( ❡% ❡♥%)♦♣✐❡ ❧❡

❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣.)❛%✐♦♥ ❞❡

❣)♦✉♣❡

▲✬♦❜❥❡& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&-❡ ❡.& ❞❡ ♣-/.❡♥&❡- ❡♥ ❞/&❛✐❧ ❧❛ &❤/♦-✐❡ ❞❡. ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡.

❞✬✉♥❡ ♠❡.✉-❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣/-❛&✐♦♥ ❞❡ ❣-♦✉♣❡✱ ❡& ❞❡ ❧✬❡♥&-♦♣✐❡ ❛..♦❝✐/❡ ❡♥

♣-/.❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉&♦♠♦-♣❤✐.♠❡ -❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❛✉7✉❡❧ ❧❡ ❣-♦✉♣❡ ♦♣/-❛♥& ♣❛-❛♠8&-❡

✉♥ ✓.♦✉.✲❢❡✉✐❧❧❡&❛❣❡✔ ❞✉ ✓❢❡✉✐❧❧❡&❛❣❡ .&❛❜❧❡✔✳

▲✬❡①✐.&❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡. ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡.✱ ❡& ❧❡. ❢❛✐&. ❡..❡♥&✐❡❧. ❞❡ ❧❛ &❤/♦-✐❡✱ .♦♥&

✓❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉.✔ ❞❡ &♦✉. ❧❡. .♣/❝✐❛❧✐.&❡.✳ ❏❡ ♥❡ .❛❝❤❡ ♣❛.✱ ♣♦✉- ❛✉&❛♥&✱ 7✉❡ ❝❡. -/✲

.✉❧&❛&. ❛✐❡♥& ❢❛✐& ❧✬♦❜❥❡& ❞✬✉♥ ❡①♣♦./ /❧/♠❡♥&❛✐-❡✱ .②.&/♠❛&✐7✉❡ ❡& ❝✐-❝♦♥.&❛♥❝✐/✳

❈❡-&❡.✱ ✐❧ ② ❛ ✭▲✐♥❞❡♥.&-❛✉..✱ ✷✵✵✻✮✱ ♠❛✐. ❥❡ ❞♦✐. -❡❝♦♥♥❛G&-❡ 7✉❡ ❥❡ ♥❡ .✉✐. ♣❛.

❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐-❡ ❝❡ &-❛✈❛✐❧✳

▲❡ ❞/❜✉& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&-❡ ✭✐✳❡✳ ❥✉.7✉✬❛✉ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✷✳✶✳✶✳✸✮ ❡.&✱ ♣♦✉- ❧✬❡..❡♥✲

&✐❡❧✱ ✉♥ ❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❞✉ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✹✳✶ ❞❡ ✭❇❡♥♦✐.& ❡& ◗✉✐♥&✱ ✷✵✶✶✮✳ ❏❡ ❞♦✐.

-❡♠❡-❝✐❡- ❧❡ M-♦❢❡..❡✉- ❨✈❡. ❇❡♥♦✐.& 7✉✐ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ♠✬❡①♣❧✐7✉❡-✱ ❡♥ 7✉❡❧7✉❡.

❞✐❛❣-❛♠♠❡.✱ ❧❡. ❣-❛♥❞❡. ❧✐❣♥❡. ❞❡ .❛ ❝♦♥.&-✉❝&✐♦♥✳

✷✳✶ ❚❤%♦'✐❡ ❣%♥%'❛❧❡

◆♦✉. ❝♦♠♠❡♥P♦♥. ♣❛- ❞/✜♥✐- ❧❡. ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡. ❡& ❞/&❛✐❧❧❡- ❧❡✉- ❝♦♥.&-✉❝&✐♦♥

✭♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✷✳✶✳✶✮✳ ▲❡ -/.✉❧&❛& ♣-✐♥❝✐♣❛❧ ❡.& ❧❛ ♣-♦♣♦.✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✱ ❞✉❡ R ❨✳

❇❡♥♦✐.& ❡& ❏✳✲❋✳ ◗✉✐♥& ✭❇❡♥♦✐.& ❡& ◗✉✐♥&✱ ✷✵✶✶✮✳

◆♦✉. ♠♦♥&-♦♥. ❡♥.✉✐&❡ ✭♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✷✳✶✳✷✮ ❝♦♠♠❡♥& ❧❛ &❤/♦-✐❡ ❞❡. ❝♦♥❞✐✲

&✐♦♥♥❡❧❧❡. ♣❡-♠❡& ❞❡ ❣/♥/-❛❧✐.❡- ❧❛ ❞/❝♦♠♣♦.✐&✐♦♥ ❝❧❛..✐7✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉ ❝❛. ♦U

❧✬♦♣/-❛&✐♦♥ ❞✉ ❣-♦✉♣❡ ♥❡ ♣-/.❡-✈❡ ♣❛. ❧❛ ♠❡.✉-❡✳ ■❧ .❡-❛ ♥/❝❡..❛✐-❡ ❛❧♦-. ❞❡ .✉♣✲

♣♦.❡- 7✉❡ ❧❛ ♠❡.✉-❡ /&✉❞✐/❡ ❡.& ✜♥✐❡✳ ▲❡ -/.✉❧&❛& ♣-✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡&&❡ ♣❛-&✐❡✱ ❞♦♥&

♥♦✉. ♥❡ ♥♦✉. .❡-✈✐-♦♥. ❞✬❛✐❧❧❡✉-. ♣❛.✱ ❡.& ❧❡ &❤/♦-8♠❡ ✷✳✶✳✷✳✻✳ ◆♦✉. ❞/♠♦♥&-♦♥.

❛✉..✐ 7✉❡ ❧✬✐♥✈❛-✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡.✉-❡ /7✉✐✈❛✉& ❛✉ ❢❛✐& 7✉❡ ❧❡. ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡. ❝♦W♥✲

❝✐❞❡♥& ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡.✉-❡ ❞❡ ❍❛❛-✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉. /&❛❜❧✐..♦♥. ❛✉ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✷✳✶✳✸ ❧❛ &-❛♥.✐&✐✈✐&/ ❞❡ ❧✬♦♣/-❛&✐♦♥ ❞❡

❞/.✐♥&/❣-❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡.✉-❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣/-❛&✐♦♥ ❞❡ ❣-♦✉♣❡✳

✸✸
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▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ✉)✐❧❡$ ❛✉ ❝❤❛♣✐)%❡ ✸ $♦♥) ❧❡$ ♣%♦♣♦$✐)✐♦♥$ ✷✳✶✳✶✳✶✹✱ ✷✳✶✳✶✳✶✽✱

✷✳✶✳✶✳✷✺✱ ✷✳✶✳✶✳✷✻✱ ✷✳✶✳✸✳✺✳

▲❡ ❧❡❝)❡✉% ❡$) ✐♥✈✐)& 9 ❧✐%❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐)%❡ ❡♥ ❛②❛♥) 9 ❧✬❡$♣%✐) ❧✬✉♥❡ ❞❡$ ❞❡✉①

$✐)✉❛)✐♦♥$ $✉✐✈❛♥)❡$ ✿

✶✳ G ❡$) ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡) H ✉♥ $♦✉$✲❡$♣❛❝❡ ✈❡❝)♦%✐❡❧ ❞❡ G

✷✳ G ❡$) ❧❡ ❣%♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐$❡♥❜❡%❣ ❡) H $♦♥ ❝❡♥)%❡✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡&

✷✳✶✳✶✳✶ ❙❡❝&✐♦♥* ❧❛❝✉♥❛✐.❡*

▲❛ ♣✐❡%%❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ )♦✉)❡ ❧❛ ❝♦♥$)%✉❝)✐♦♥ ❡$) ❧❡ %&$✉❧)❛) $✉✐✈❛♥)✱ ❞C 9 ❆✳

❑❡❝❤%✐$✳

❚❤1♦.2♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐# G ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# . ❜❛0❡ ❞2♥♦♠❜'❛❜❧❡✱

❡# X ✉♥ ❡0♣❛❝❡ ❜♦'2❧✐❡♥ 0#❛♥❞❛'❞ ♦4 G ♦♣5'❡ ♠❡0✉'❛❜❧❡♠❡♥# . ❣❛✉❝❤❡✳ ❙♦✐# U ✉♥

✈♦✐0✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝# 0②♠2#'✐:✉❡ ❞❡ ❧✬2❧2♠❡♥# ♥❡✉#'❡ ❞❛♥0 G✳ ■❧ ❡①✐0#❡ ✉♥ ❜♦'2❧✐❡♥

Σ ❞❡ X ✕ ❛♣♣❡❧2 ♣❛' ❛❜✉0 $❡❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G 0✉' X #❡❧ :✉❡ ❧❡0 ♣'♦♣'✐2#20

0✉✐✈❛♥#❡0 0♦✐❡♥# ✈2'✐✜2❡0✳

✶✳ ▲❛ 0❡❝#✐♦♥ Σ ❡0# ❝♦♠♣❧G)❡ ✿ X = GΣ✳

✷✳ ▲❛ 0❡❝#✐♦♥ Σ ❡0# U ✲❧❛❝✉♥❛✐%❡ ✿ 0✐ x ∈ Σ ❡# g ∈ U 0♦♥# #❡❧0 :✉❡ gx ∈ Σ✱
❛❧♦'0 gx = x✳

❉2♠♦♥0#'❛#✐♦♥✳ ❱♦✐% ✭❑❡❝❤%✐$✱ ✶✾✾✷✮✳

◆♦✉$ ❞✐%♦♥$ M✉❡ Σ ❡$) ✉♥❡ 0❡❝#✐♦♥ U ✲❧❛❝✉♥❛✐'❡ ❞❡ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G 0✉' X
$✐ ❝✬❡$) ✉♥❡ ♣❛%)✐❡ ❜♦%&❧✐❡♥♥❡ ❞❡ X ♣♦$$&❞❛♥) ❧❛ ❞❡✉①✐G♠❡ ♣%♦♣%✐&)& ❝✐✲❞❡$$✉$✳

◆♦✉$ ❞✐%♦♥$ M✉❡ Σ ❡$) ✉♥❡ 0❡❝#✐♦♥ U ✲❧❛❝✉♥❛✐'❡ ❝♦♠♣❧5#❡ $✐ ❡❧❧❡ ♣♦$$G❞❡ ❧❡$ ❞❡✉①

♣%♦♣%✐&)&$✳ ◆♦✉$ ♦♠❡))%♦♥$ ♣❛%❢♦✐$ ❞❡ ♣%&❝✐$❡% ❧✬♦✉✈❡%) U %❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❛✉M✉❡❧

❧❛ $❡❝)✐♦♥ ❡$) ❧❛❝✉♥❛✐%❡✳

❊♥ ❣&♥&%❛❧✱ ❧❡$ &❧&♠❡♥)$ ❞✬✉♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐%❡ $❡%♦♥) ❛♣♣❡❧&$ x′, y′✱ ❡)❝✳
♣♦✉% ❧❡$ ❞✐$)✐♥❣✉❡% ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ X M✉✐ $❡%♦♥) ♥♦)&$ x, y✱ ❡)❝✳

❯♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐%❡ Σ &)❛♥) ❞♦♥♥&❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ a : G×Σ → X ❛♣♣❧✐M✉❛♥)

(g, x′) $✉% gx′ $❡%❛ ❛♣♣❡❧&❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛00♦❝✐2❡ . Σ✳ ◆♦✉$ ♥♦✉$ ♣❡%♠❡))%♦♥$

$♦✉✈❡♥)✱ ❛②❛♥) ✐♥)%♦❞✉✐) ✉♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐%❡ Σ✱ ❞✬❡♠♣❧♦②❡% ❧❛ ❧❡))%❡ a ❡♥ ❝❡

$❡♥$✱ $❛♥$ &❝%✐%❡ $②$)&♠❛)✐M✉❡♠❡♥) ✓$♦✐) a ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❛$$♦❝✐&❡✔✳

◆♦)♦♥$ )♦✉) ❞❡ $✉✐)❡ ✉♥❡ ❝♦♥$&M✉❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡ ❡) ❝%✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛❝✉♥❛%✐)&✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✳ ❙♦✐# U ✉♥ ✈♦✐0✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝# 0②♠2#'✐:✉❡ ❞❡ ❧✬2❧2♠❡♥# ♥❡✉#'❡

❞❛♥0 G ❡# ❞♦♥♥♦♥0✲♥♦✉0 ✉♥❡ 0❡❝#✐♦♥ U2
✲❧❛❝✉♥❛✐'❡ Σ✳ ❖♥ 0✉♣♣♦0❡ :✉❡ ♣♦✉' #♦✉#

x′ ∈ Σ✱ U2
❝♦♥#✐❡♥# ❛✉ ♣❧✉0 N 2❧2♠❡♥#0 ✜①❛♥# x′✱ ♦4 N ❡0# ✉♥❡ ❝♦♥0#❛♥#❡ ✜①2❡✳

❆❧♦'0 ♣♦✉' #♦✉# h ∈ G ❡# #♦✉# x ∈ X✱ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ hU × Σ ❝♦♥#✐❡♥# ❛✉ ♣❧✉0 N
2❧2♠❡♥#0 (g, x′) #❡❧0 :✉❡ gx′ = x✳

❉2♠♦♥0#'❛#✐♦♥✳ ◗✉✐))❡ 9 %❡♠♣❧❛❝❡% x ♣❛% h−1x✱ ♦♥ ♣❡✉) $✉♣♣♦$❡% M✉❡ h ❡$)

❧✬&❧&♠❡♥) ♥❡✉)%❡ e ❞❡ G✳ ❙✐ (g1, x
′
1), (g2, x

′
2) ∈ U × Σ $♦♥) )❡❧$ M✉❡ g1x

′
1 = g2x

′
2✱

♦♥ ❛ g−1
2 g1x

′
1 = x′2✱ ❝❡ M✉✐ ✐♠♣❧✐M✉❡✱ g−1

2 g1 &)❛♥) &❧&♠❡♥) ❞❡ U2
✭❡) Σ &)❛♥)

U2
✲❧❛❝✉♥❛✐%❡✮✱ M✉❡ x′2 = x′1✳ ❆✉)%❡♠❡♥) ❞✐)✱ g−1

2 g1 ❡$) ✉♥ &❧&♠❡♥) ❞❡ U2
✜①❛♥)

x′1✱ ❡) ❧❛ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥ $✬❡♥$✉✐) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥)✳

◆♦✉$ ❛✉%♦♥$ ❜❡$♦✐♥ ❞✬✉♥ &♥♦♥❝& ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉$ ♣%&❝✐$ M✉❡ ❧❡ )❤&♦%G♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶

❛✉① ♣❛%❛❣%❛♣❤❡$ ✷✳✷✳✸ ❡) $✉✐✈❛♥)$✳
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❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✶✳✶✳✸✳ ❙♦✐# G ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠ ❡♥#❝♦♠ ♣❛❝#. ❜❛0❡ ❞2♥♦♠ ❜'❛❜❧❡✱
❡#X ✉♥ ❡0♣❛❝❡ ❜♦'2❧✐❡♥ 0#❛♥❞❛'❞ ♦4 G ♦♣5'❡ ♠ ❡0✉'❛❜❧❡♠ ❡♥#. ❣❛✉❝❤❡✳❙♦✐#U
✉♥ ✈♦✐0✐♥❛❣❡ ❝♦♠ ♣❛❝#0②♠ 2#'✐:✉❡ ❞❡ e ❞❛♥0G✳■❧❡①✐0#❡ ✉♥ ❜♦'2❧✐❡♥ Σ ❞❡X #❡❧
:✉❡ ❧❡0♣'♦♣'✐2#200✉✐✈❛♥#❡00♦✐❡♥#✈2'✐✜2❡0✳

✶✳ ▲❛ 0❡❝#✐♦♥ Σ ❡0# U2✲❝♦♠ ♣❧()❡ ✿X = U2Σ ✭♦4 U2 ❡0#❧✬✐♠ ❛❣❡ ❞❡ U ♣❛'
❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ (g, h) 7→ gh✮✳

✷✳ ▲❛ 0❡❝#✐♦♥ Σ ❡0#U✲❧❛❝✉♥❛✐/❡✳

❉2♠ ♦♥0#'❛#✐♦♥✳ ❘❡♣/❡♥❞/❡✭❇❡❝❦❡/❡)❑❡❝❤/✐7✱✶✾✾✻✮✳

◆ ♦-❛-✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✹✳ ▲♦'0:✉❡ G ♦♣5'❡ 0✉'X✱♣♦✉' #♦✉#❡ ♣❛'#✐❡ A ❞❡ X ❡##♦✉#
♣♦✐♥#x ∈ X✱♦♥ ♥♦#❡'❛ TG(x,A) ❧✬❡♥0❡♠ ❜❧❡ ❞❡0 g ∈ G #❡❧0:✉❡ gx ∈ A ✭✓#'❛♥0✲
♣♦'#❡✉'❞❡ x ❞❛♥0A✔✮✳

✷✳✶✳✶✳✷ ❈ ♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡5 ❛✉✲❞❡55✉5 ❞✬✉♥❡ 5❡❝-✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐$❡

◆♦✉7✜①♦♥7✉♥ ❡7♣❛❝❡❜♦/B❧✐❡♥ 7)❛♥❞❛/❞ X ♦C ♦♣(/❡♠ ❡7✉/❛❜❧❡♠ ❡♥)D❣❛✉❝❤❡
✉♥ ❣/♦✉♣❡❧♦❝❛❧❡♠ ❡♥)❝♦♠ ♣❛❝)D ❜❛7❡❞B♥♦♠ ❜/❛❜❧❡ G✳

❉ "✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✺✳ ◆♦✉0❞✐'♦♥0:✉❡ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G ❡0# D 7)❛❜✐❧✐7❛)❡✉/7❞✐7✲
❝/❡)7✭'❡0♣✳D 7)❛❜✐❧✐7❛)❡✉/7✉♥✐❢♦/♠ B♠ ❡♥)❞✐7❝/❡)7✮0✐♣♦✉'#♦✉#x ∈ X✱❧❡ 0#❛❜✐✲
❧✐0❛#❡✉'❞❡ x ❞❛♥0G ❡0#✉♥❡ ♣❛'#✐❡ ❞✐0❝'5#❡ ❞❡ G ✭'❡0♣✳0✬✐❧❡①✐0#❡ ✉♥ ✈♦✐0✐♥❛❣❡
V ❞❡ ❧✬2❧2♠ ❡♥#♥❡✉#'❡ ❞❛♥0 G #❡❧:✉❡ ♣♦✉' #♦✉# x ∈ X✱❧❡ 0❡✉❧2❧2♠ ❡♥#❞❡ V
✜①❛♥#x 0♦✐#❧✬2❧2♠ ❡♥#♥❡✉#'❡✮✳

➱♥♦♥H♦♥7)♦✉)❞❡7✉✐)❡✉♥ ❧❡♠ ♠ ❡I✉✐♥♦✉77❡/✈✐/❛ ♣❧✉7)❛/❞✳❘❛♣♣❡❧♦♥7I✉❡
❧❡7❣/♦✉♣❡7❞♦✉❜❧❛♥)7♦♥)B)B❞B✜♥✐7❛✉ ❝❤❛♣✐)/❡✶ ✭❞B✜♥✐)✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✷✮✳

▲❡♠ ♠ ❡ ✷✳✶✳✶✳✻✳ ❙♦✐#G ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ♠ 2#'✐:✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥#♦♣2'❛♥#♠ ❡0✉'❛❜❧❡♠ ❡♥#
0✉'✉♥ ❡0♣❛❝❡❜♦'2❧✐❡♥ 0#❛♥❞❛'❞X ❛✈❡❝❞❡00#❛❜✐❧✐0❛#❡✉'0 ✉♥✐❢♦/♠ B♠ ❡♥)❞✐7❝/❡)7✳
■❧❡①✐0#❡ ❞❡0 ❝♦♥0#❛♥#❡0 ρ0,K > 0 #❡❧❧❡0 :✉❡✱♣♦✉' #♦✉#ρ < ρ0 ❡##♦✉#❡ 0❡❝#✐♦♥
B(e, ρ)✲❧❛❝✉♥❛✐'❡ Σ ❞❡ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G 0✉'X✱♦♥ ❛✐#

Card {(g, x′) ∈ B(e, 4ρ)× Σ ; gx′ = x} ≤ K

:✉❡❧:✉❡ 0♦✐#❧❡ ♣♦✐♥#x ∈ X✳

❉2♠ ♦♥0#'❛#✐♦♥✳ ❘❛✐7♦♥♥❡/❝♦♠ ♠ ❡ ❞❛♥7❧❛ ❞B♠ ♦♥7)/❛)✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠ ♠ ❡ ✷✳✶✳✶✳✷ ❡♥
)❡♥❛♥)❝♦♠ ♣)❡ ❞❡ ❧❛ ♣/♦♣/✐B)B ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠ ❡♥)♣♦✉/✈♦✐/I✉❡ K ♥❡ ❞B♣❡♥❞ I✉❡
❞❡❧❛ ❝♦♥7)❛♥)❡❞❡❞♦✉❜❧❡♠ ❡♥)❞❡G✳

❉♦/B♥❛✈❛♥)✱♥♦✉77✉♣♣♦7❡/♦♥7)♦✉❥♦✉/7I✉❡ ❧✬♦♣B/❛)✐♦♥ ❡7)✱❛✉ ♠ ✐♥✐♠ ✉♠ ✱D
7)❛❜✐❧✐7❛)❡✉/7 ❞✐0❝'❡#0✳❊♥ ❝♦♥7BI✉❡♥❝❡✱7✐Σ ❡7)✉♥❡ 7❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐/❡ ❞❡ ❝❡))❡
♦♣B/❛)✐♦♥✱♦♥ ✈♦✐)❛✉77✐)P)I✉❡ ♣♦✉/)♦✉) x ∈ X✱❧❡ )/❛♥7♣♦/)❡✉/❞❡ x ❞❛♥7Σ
❡7)✉♥❡♣❛/)✐❡❞✐0❝'5#❡ ✕ ❡)✱♣❛/)❛♥)✱❞2♥♦♠ ❜'❛❜❧❡ ✕ ❞❡G✳▲✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❛77♦❝✐B❡
a : G × Σ → X ❡7)❞♦♥❝ . ✜❜'❡0 ❞2♥♦♠ ❜'❛❜❧❡0✳➚ ❝❡ ♣/♦♣♦7✱/❛♣♣❡❧♦♥7❧❡ ❢❛✐)
7✉✐✈❛♥)✱❞♦♥)♥♦✉7♥♦✉77❡/✈✐/♦♥7❧✐❜/❡♠ ❡♥)✳

▲❡♠ ♠ ❡ ✷✳✶✳✶✳✼ ✭✭❑❡❝❤/✐7✱✶✾✾✺✮✮✳❙✐p : X → Y ❡0#✉♥❡❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❜♦'2❧✐❡♥♥❡
❡♥#'❡ ❞❡✉① ❡0♣❛❝❡0❜♦'2❧✐❡♥00#❛♥❞❛'❞0✱#❡❧❧❡ :✉❡ ♣♦✉'#♦✉# y ∈ Y ❧❛ ✜❜'❡ p−1(y)
0♦✐# ❛✉ ♣❧✉0 ❞2♥♦♠ ❜'❛❜❧❡✱ ✐❧❡①✐0#❡ ✉♥❡ 0✉✐#❡ ❞2♥♦♠ ❜'❛❜❧❡ (sn) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥0
❜♦'2❧✐❡♥♥❡0X → Y #❡❧❧❡ :✉❡ ❧❛ ✜❜'❡ p−1(y) 0♦✐#❧✬❡♥0❡♠ ❜❧❡

{sn(y) ; n ≥ 1}

:✉❡❧:✉❡ 0♦✐#y ∈ Y ✳
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❉❛♥% ❧❡ ❧❡♠♠❡ %✉✐✈❛♥,✱ ❧❛ ♥♦,❛,✐♦♥ δx ❞0%✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡%✉2❡ ❞❡ ❉✐2❛❝ ❡♥ x✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✽✳ ❙♦✐❡♥% X,Y ❞❡✉① ❡)♣❛❝❡) ❜♦./❧✐❡♥) )%❛♥❞❛.❞) ❡% p ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛%✐♦♥ ❜♦./❧✐❡♥♥❡ X → Y ✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ 4✉❡ p ❡)% 5 ✜❜.❡) ❞0♥♦♠❜2❛❜❧❡%✳ 7♦✉.

%♦✉%❡ ♠❡)✉.❡ σ✲✜♥✐❡ λ )✉. Y ✱ ❧❛ ♠❡)✉.❡ λ̃ )✉. X ❞/✜♥✐❡ ♣❛.

λ̃ =

∫
dλ(y) Cardp−1(y) =

∫
dλ(y)

∑

x∈p−1(y)

δx

✭♦; Cardp−1(y) ❡)% ❧❛ ♠❡)✉.❡ ❞❡ ❝♦♠♣%❛❣❡ )✉. ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ p−1(y)✮ ❡)% σ✲✜♥✐❡✳

❉/♠♦♥)%.❛%✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐%,❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (sn)n≥1 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥% ❜♦20❧✐❡♥♥❡% X → Y
♣❛2❛♠0,2❛♥, ❧❡% ✜❜2❡% ❞❡ p✱ ❝✬❡%,✲=✲❞✐2❡ ,❡❧❧❡% >✉❡ ♣♦✉2 ,♦✉, y ∈ Y ✱ ♦♥ ❛✐,

p−1(y) = {sn(y);n ≥ 1}✳

❙♦✐, A ✉♥❡ ♣❛2,✐❡ ❜♦20❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Y ,❡❧❧❡ >✉❡ λ(A) < ∞✳ @♦✉2 ,♦✉, n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

λ̃(sn(A)) <∞✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ♣❛2 ❞0✜♥✐,✐♦♥

λ̃(sn(A)) =

∫
dλ(y) Card

(
p−1(y) ∩ sn(A)

)

❡, ❧✬✐♥,0❣2❛♥❞❡ Card
(
p−1(y) ∩ sn(A)

)
✈❛✉, 1 ❞❛♥% A ❡, 0 ❛✐❧❧❡✉2%✳ ❉✬♦C ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

◆♦)❛)✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✾✳ ❉❛♥) ❧❡) ❝♦♥❞✐%✐♦♥) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✽✱ ❧❛ ♠❡)✉.❡ λ̃ )❡.❛

♥♦%/❡ p∗λ✳

❋✐①♦♥% ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ✉♥❡ ♠❡%✉2❡ σ✲✜♥✐❡ λ %✉2 X✳ ❙♦✐, Σ ✉♥❡ %❡❝,✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐2❡

❞❡ ❧✬♦♣02❛,✐♦♥ ❞❡ G %✉2 X✳ ▲❛ ♠❡%✉2❡ a∗λ %✉2 G × Σ ❡%, σ✲✜♥✐❡ ❞✬❛♣2F% ❧❡

❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✽ ❡, ❧❡ ♣❛2❛❣2❛♣❤❡ >✉✐ ❧❡ ♣20❝F❞❡✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❞♦♥❝ ❧❛ ❞0%✐♥,0❣2❡2

❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ Σ ❀ ❧❛ ♠❡%✉2❡ ♣♦2,0❡ ♣❛2 ❧❛ ✜❜2❡ ❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ x′ ∈ Σ %❡2❛ ♥♦,0❡

σΣ(x
′)✳

@❧✉% ♣20❝✐%0♠❡♥,✱ ❝❤♦✐%✐%%♦♥% %✉2 Σ ✉♥❡ ♠❡%✉2❡ ❞❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐,0 λΣ✱ ♣%❡✉❞♦✲
✐♠❛❣❡ ❞❡ a∗λ ♣❛2 ❧❛ ♣2♦❥❡❝,✐♦♥ G× Σ → Σ✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❛❧♦2% 0❝2✐2❡

a∗λ =

∫
dλΣ(x

′) σΣ(x
′)⊗ δx′

♦C σΣ(x
′) ❡%, ✉♥❡ ♠❡%✉2❡ %✉2 G >✉✐ ❡%, ♣2❡%>✉❡ %N2❡♠❡♥, σ✲✜♥✐❡✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ λΣ ❡%, ❛2❜✐,2❛✐2❡ ✭❝❛2 a∗λ ♥✬❡%, ♣❛% ✜♥✐❡ ❡♥

❣0♥02❛❧✮ ♠❛✐% ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ♠❡%✉2❡ ❡%, ✉♥✐>✉❡♠❡♥, ❞0✜♥✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉, ❞♦♥❝

♣❛2❧❡2 %❛♥% ❛♠❜✐❣✉R,0 ❞❡% ♣❛2,✐❡% ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡% ❞❡ Σ✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ %✉✐✈❛♥, ❝❛2❛❝,02✐%❡ ❝❡% ♣❛2,✐❡% ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡%✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐% Σ ✉♥❡ )❡❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐.❡✳ 7♦✉. 4✉✬✉♥❡ ♣❛.%✐❡ A ❞❡ Σ
)♦✐% ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉% ❡% ✐❧ )✉✣% 4✉❡ GA )♦✐% λ✲♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥) X✳

❉/♠♦♥)%.❛%✐♦♥✳ ❉✐2❡ >✉❡ A ⊂ Σ ❡%, ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❝✬❡%, ❞✐2❡ >✉❡ a∗λ(G×A) = 0✱
❝✬❡%,✲=✲❞✐2❡ >✉❡ ∫

dλ(x) Card(T (x,A)) = 0

❝❡ >✉✐ 0>✉✐✈❛✉, = ❞✐2❡ >✉❡ λ✲♣2❡%>✉❡ ❛✉❝✉♥ x ♥✬❛♣♣❛2,✐❡♥, = GA✳



✷✳✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ✸✼

▲♦$%&✉❡ Σ ❡%) ✉♥❡ %❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐$❡ )❡❧❧❡ &✉❡ GΣ ♥❡ %♦✐) ♣❛% ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♦♥

❞✐$❛ ✭♣❛$ ❛❜✉% ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮ &✉❡ Σ ♥✬❡%) ♣❛% ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ &✉❡ λ $♦✐) ✜♥✐❡ ❡) $♦✐) Σ ✉♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐-❡✳

❆❧♦-$✱ ♣-❡$&✉❡ $1-❡♠❡♥)✱ σΣ(x
′) ❡$) ✉♥❡ ♠❡%✉$❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ $✉- G✳

❙✐✱ ❡♥ ♦✉)-❡✱ ❧❡$ $)❛❜✐❧✐$❛)❡✉-$ ❞❡ ❧✬♦♣6-❛)✐♦♥ ❞❡ G $✉- X $♦♥) ✉♥✐❢♦$♠0♠❡♥)

❞✐%❝$❡)%✱ ❧❛ ♠❡$✉-❡ a∗λ(K × Σ) ❡$) ✜♥✐❡ ♣♦✉- )♦✉)❡ ♣❛-)✐❡ ❝♦♠♣❛❝)❡ K ❞❡ G✳

❉6♠♦♥$)-❛)✐♦♥✳ ❙♦✐) U ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ %②♠0)$✐&✉❡ ❝♦♠♣❛❝) ❞❡ e ❞❛♥% G )❡❧ &✉❡ Σ
%♦✐) U2

✲❧❛❝✉♥❛✐$❡✳ ◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ✈♦✐$ &✉❡ ♣♦✉$ )♦✉) h ∈ G✱ σΣ(x
′)(hU) ❡%) ♣$❡%&✉❡

%B$❡♠❡♥) ✜♥✐❡✱ ❝❡ &✉✐ %✉✣) D ❞0♠♦♥)$❡$ &✉❡ σΣ(x
′) ❡%) ♣$❡%&✉❡ %B$❡♠❡♥) ❞❡

❘❛❞♦♥✳

E♦✉$ )♦✉) n ≥ 1✱ ✐♥)$♦❞✉✐%♦♥% ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ Σn ❢♦$♠0 ❞❡% x′ ∈ Σ )❡❧% &✉❡

U2 ∩ Stab(x′) ❝♦♥)✐❡♥♥❡ ❛✉ ♣❧✉% n 0❧0♠❡♥)%✳ ❖♥ ♣❡✉) ✈0$✐✜❡$ &✉❡ Σn ❡%) ✉♥

❡♥%❡♠❜❧❡ ❜♦$0❧✐❡♥✳

❉✬❛♣$H% ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✱ ♦♥ ❛ Card(a−1(x)∩hA×Σn) ≤ n ♣♦✉$ )♦✉) x ∈ X✳

❊♥ ✐♥)0❣$❛♥) ❝❡❝✐ ♣❛$ $❛♣♣♦$) D λ✱ ♦♥ ✈♦✐) &✉❡

a∗λ{(g, x′) ∈ hU × Σn} =

∫
dλ(x) Card(a−1(x) ∩ hU × Σn) ≤ nλ(X) <∞

❞♦♥❝ σΣ(x
′)(hU) <∞ ♣♦✉$ ♣$❡%&✉❡ )♦✉) x′ ∈ Σn✳

E✉✐%&✉❡ ❧❡ %)❛❜✐❧✐%❛)❡✉$ ❞❡ )♦✉) ♣♦✐♥) ❞❡ X ❡%) ❞✐%❝$❡)✱ ✐❧ ❡%) ❝❧❛✐$ &✉❡ Σ ❡%)

$0✉♥✐♦♥ ❞❡% Σn✳ E❛$ ❝♦♥%0&✉❡♥)✱ σΣ(x
′)(hU) <∞✱ ♣$❡%&✉❡ %B$❡♠❡♥)✳

❙✐ ❧❡% %)❛❜✐❧✐%❛)❡✉$% ❞❡ ❧✬♦♣0$❛)✐♦♥ ❞❡ G %✉$ X %♦♥) ✉♥✐❢♦$♠0♠❡♥) ❞✐%❝$❡)%✱

♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥%✱ &✉✐))❡ D $0❞✉✐$❡ U ✱ %✉♣♣♦%❡$ &✉❡ ❧❡% $❡❧❛)✐♦♥% gx = x✱ g ∈ U2

❡♥)$❛L♥❡♥) g = e✳ ❖♥ ❡♥ ❞0❞✉✐) &✉❡ ♣♦✉$ )♦✉) x ∈ X✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉% ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(g, x′) ∈ U × Σ )❡❧ &✉❡ gx′ = x✳ E❛$ ❝♦♥%0&✉❡♥)✱ a∗λ(U × Σ) ≤ 1✱ ❡) ❛✉%%✐

a∗λ(hU × Σ) ≤ 1 &✉❡❧ &✉❡ %♦✐) h ∈ G✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐) Σ ✉♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐-❡✱ ❡) $♦✐) A ✭-❡$♣✳ Σ′) ✉♥❡ ♣❛-)✐❡
λ✲♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ X ✭-❡$♣✳ ✉♥❡ ♣❛-)✐❡ ♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ Σ✮✳ =♦✉- ♣-❡$&✉❡ )♦✉) x′ ∈ Σ✱
♦♥ ❛ σΣ(x

′)(T (x′, A)) = 0 ✭-❡$♣✳ T (x′,Σ′) = ∅✮✳

❙✐ Σ ❡$) ✉♥❡ $❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐-❡ ❝♦♠♣❧>)❡✱ ❧❛ -6❝✐♣-♦&✉❡ ❡$) ✈-❛✐❡✱ ❛✉)-❡♠❡♥)

❞✐) )♦✉)❡ ♣❛-)✐❡ A ❞❡ X )❡❧❧❡ &✉❡✱ ♣-❡$&✉❡ $1-❡♠❡♥)✱ σΣ(x
′)(T (x′, A)) = 0✱ ❡$)

♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

❉6♠♦♥$)-❛)✐♦♥✳ ▲✬❛%%❡$)✐♦♥ %✉$ A 0&✉✐✈❛✉) D ❞✐$❡ &✉❡ a∗λ{(g, x′) ∈ G×Σ; gx′ ∈
A} = 0✱ ❝❡ &✉✐ ❡%) ✐♠♠0❞✐❛) D ♣❛$)✐$ ❞❡% ❞0✜♥✐)✐♦♥%✳ ▲✬❛%%❡$)✐♦♥ %✉$ Σ′

%✬❡♥

❞0❞✉✐) ❡♥ $❡♠❛$&✉❛♥) &✉❡✱ ♣❛$ ❤②♣♦)❤H%❡✱ GΣ′
❡%) ✉♥❡ ♣❛$)✐❡ λ✲♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡

X✳

❙✐ Σ ❡%) ❧❛❝✉♥❛✐$❡ ❝♦♠♣❧H)❡✱ ♦♥ ❛

λ(A) ≤ a∗λ{(g, x′) ∈ G× Σ; gx′ ∈ A}

❡) ♦♥ ❡♥ ❞0❞✉✐) ❧❛ $0❝✐♣$♦&✉❡ ❛♥♥♦♥❝0❡✳

■♥)$♦❞✉✐%♦♥% &✉❡❧&✉❡% ♥♦)❛)✐♦♥%✳

◆♦(❛(✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✸✳ ❙✐ λ, µ $♦♥) ❞❡✉① ♠❡$✉-❡$ ♣-♦♣♦-)✐♦♥♥❡❧❧❡$ $✉- G ✭✐✳❡✳

µ = cλ✱ ♦A c ❡$) ✉♥❡ ❝♦♥$)❛♥)❡ ✜♥✐❡ > 0✮ ♦♥ 6❝-✐-❛ λ ≃ µ✳ ▲❛ ❝❧❛$$❡ ❞✬✉♥❡

♠❡$✉-❡ ♣♦✉- ❝❡))❡ -❡❧❛)✐♦♥ ❞✬6&✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡$) ❛♣♣❡❧6❡ ♠❡%✉$❡ ♣$♦❥❡❝)✐✈❡✳ ▲❛ ❝❧❛$$❡

❞✬✉♥❡ ♠❡$✉-❡ σ✲✜♥✐❡ ✭-❡$♣ ❞❡ ❘❛❞♦♥✮ ❡$) ❛♣♣❡❧6❡ ♠❡%✉$❡ ♣$♦❥❡❝)✐✈❡ σ✲✜♥✐❡ ✭-❡$♣✳
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♠❡$✉&❡ ♣&♦❥❡❝+✐✈❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✮✳ ❙✐ λ ❡%& ✉♥❡ ♠❡%✉*❡ %✉* G✱ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ λ %❡*❛

♥♦&1❡ [λ]✳
❖♥ ♥♦&❡*❛ M1

σ(G) ❡& M1
rad(G) ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ♠❡%✉*❡% ♣*♦❥❡❝&✐✈❡% %✉* G✱ *❡%✲

♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& σ✲✜♥✐❡% ❡& ❞❡ ❘❛❞♦♥✳

❙✐ h ∈ G✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ &*❛♥%❧❛&✐♦♥ : ❞*♦✐&❡ G → G ;✉✐ ❛♣♣❧✐;✉❡ g %✉*

gh−1
%❡*❛ ♥♦&1❡ δ(h)✳

❱♦✐❝✐ ❧❡ &4$✉❧+❛+ ❞❡ ❜❛$❡ ❞❡ ❧❛ +❤4♦&✐❡ ❀ ✐❧ ❡$+ +✐&4 ❞❡ ✭❇❡♥♦✐$+ ❡+ ◗✉✐♥+✱ ✷✵✶✶✮✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐& X ✉♥ ❜♦*1❧✐❡♥ %&❛♥❞❛*❞ ♦= ♦♣>*❡ ♠❡%✉*❛❜❧❡♠❡♥&

: ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ ❣*♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& : ❜❛%❡ ❞1♥♦♠❜*❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡% %&❛❜✐❧✐✲

%❛&❡✉*% ❞✐$❝&❡+$✱ ❡& %♦✐& λ ✉♥❡ ♠❡%✉*❡ σ✲✜♥✐❡ %✉* X✳ ■❧ ❡①✐%&❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥

σ : X → M1
σ(G) ♣♦%%1❞❛♥& ❧❛ ♣*♦♣*✐1&1 %✉✐✈❛♥&❡ ✿ ♣♦✉* &♦✉&❡ %❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐*❡

Σ✱ ✐❧ ❡①✐%&❡ ✉♥❡ ♣❛*&✐❡ ❝♦♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ X ′
❞❡ X &❡❧❧❡ ;✉❡ ♣♦✉* ♣*❡%;✉❡ &♦✉& x′ ∈ Σ

❡& &♦✉& g ∈ G &❡❧ ;✉❡ gx′ ∈ X ′
✱ ♦♥ ❛✐&

δ(g)∗σ(gx′) = [σΣ(x
′)]✳

❈❡&&❡ ♣*♦♣*✐1&1 ❝❛*❛❝&1*✐%❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ σ ❡♥ ❞❡❤♦*% ❞✬✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ♥1❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ σ ❡%& G✲1;✉✐✈❛*✐❛♥&❡ ♠♦❞✉❧♦ λ ❀ ❛✉&*❡♠❡♥& ❞✐& ✐❧ ❡①✐%&❡ ✉♥❡

♣❛*&✐❡ λ✲❝♦♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ X ′
❞❡ X &❡❧❧❡ ;✉❡ ♣♦✉* &♦✉& x ∈ X ′

❡& &♦✉& g ∈ G✱ %✐

gx ∈ X ′
✱ ♦♥ ❛

σ(gx) = δ(g)∗σ(x)✳

❙✐ ❧❛ ♠❡%✉*❡ λ ❡%& ✜♥✐❡✱ ❛❧♦*% σ ❡%& : ✈❛❧❡✉*% ❞❛♥% M1
rad(G)✱ ❡& ❡%& ♠❡$✉&❛❜❧❡

❧♦*%;✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐& M1
rad ❞❡ ❧❛ &*✐❜✉ ;✉♦&✐❡♥& ✭❞❡ ❧❛ &*✐❜✉ ✉%✉❡❧❧❡ %✉* ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡%

♠❡%✉*❡% ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ G✮✳

▲❛ +&✐❜✉ ✉$✉❡❧❧❡ $✉& ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡$ ♠❡$✉&❡$ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ G ❡$+ ❧❛ +&✐❜✉ ❜♦&4✲

❧✐❡♥♥❡ ❛$$♦❝✐4❡ E ❧❛ +♦♣♦❧♦❣✐❡ ✈❛❣✉❡✳

▲❛ ❞4♠♦♥$+&❛+✐♦♥ ❞❡ ♣&♦♣♦$✐+✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹ ❢❛✐+ ❧✬♦❜❥❡+ ❞❡ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝+✐♦♥ $✉✐✲

✈❛♥+❡✳

❉-✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✺✳ ❉❛♥% ❧❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♣*♦♣♦%✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✱ ♥♦✉% ❞✐✲

*♦♥% ;✉❡ σ ❡%& ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❞4$✐♥+4❣&❛+✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✱ ❡& ;✉❡ σ(x) ❡%&

❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ λ ❡♥ x ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✳

◆♦&❛&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✻✳ ▲♦*%;✉❡ ❧❡ ❝♦♥&❡①&❡ *❡♥❞ ❛♠❜✐❣✉L ❧❛ ♥♦&❛&✐♦♥ σ✱ ♦♥ ♣*1❝✐✲

%❡*❛ ❧❡ ❣*♦✉♣❡✱ ✈♦✐*❡ ❧❛ ♠❡%✉*❡✱ ❡♥ ✐♥❞✐❝❡ ✿ σG✱ σG,λ✱ ❡&❝✳

❘❡♠❛!6✉❡ ✷✳✶✳✶✳✶✼✳ ❖♥ ♣❛*❧❡*❛ ♣❛* ❛❜✉% ❞✉ %✉♣♣♦*& ❞❡ σ(x)✱ ❞✬❡♥%❡♠❜❧❡ σ(x)✲
♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❡& ❛✐♥%✐ ❞❡ &♦✉&❡ ❛✉&*❡ ♥♦&✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐%❛♥& ✐♥&❡*✈❡♥✐* ;✉❡ ❧❛ ❝❧❛%%❡

♣*♦❥❡❝&✐✈❡ ❞❡% ♠❡%✉*❡% %✉* G✳

◆♦&♦♥% ❛✉%%✐ ;✉❡ ❧❛ ❞1%✐♥&1❣*❛&✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G ♥❡ ❞1♣❡♥❞ ;✉❡ ❞❡ ❧❛

❝❧❛%%❡ ♣*♦❥❡❝&✐✈❡ [λ]✳

▲❛ ♣&♦♣♦$✐+✐♦♥ $✉✐✈❛♥+❡ ❡$+ ✉♥❡ ❝♦♥$4I✉❡♥❝❡ ✐♠♠4❞✐❛+❡✱ ❡+ ✐♠♣♦&+❛♥+❡✱ ❞❡

❧✬✉♥✐❝✐+4 ❞❛♥$ ❧❛ ♣&♦♣♦$✐+✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✽✳ ❙♦✐❡♥& X,Y ❞❡✉① ❡%♣❛❝❡% ❜♦*1❧✐❡♥% %&❛♥❞❛*❞% ♦= G
♦♣>*❡ ♠❡%✉*❛❜❧❡♠❡♥& : ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡% %&❛❜✐❧✐%❛&❡✉*% ❞✐%❝*❡&%✳ ❙♦✐& α ✉♥ ❛✉✲

&♦♠♦*♣❤✐%♠❡ ♠❡%✉*❛❜❧❡ ❞✉ ❣*♦✉♣❡ G✳ ❙♦✐& φ ✉♥ ✐%♦♠♦*♣❤✐%♠❡ ❜♦*1❧✐❡♥ X → Y
;✉✐ ❡%& ✉♥ α✲♠♦*♣❤✐%♠❡ ❞❡ G✲❡♥%❡♠❜❧❡%✱ ❝✬❡%&✲:✲❞✐*❡ ;✉❡ φ(gx) = α(g)φ(x) ♣♦✉*



✷✳✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ✸✾

 ♦✉# g ∈ G, x ∈ X✳ ❙♦✐❡♥ λ ✉♥❡ ♠❡#✉*❡ σ✲✜♥✐❡ #✉* X ❡ µ = φ∗λ #♦♥ ✐♠❛❣❡

❞✐*❡❝ ❡ ♣❛* φ✳ ❉3#✐♥ 3❣*♦♥# λ ❡ µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✳ 5♦✉* λ✲♣*❡#6✉❡  ♦✉ x✱ ♦♥ ❛

σµ(φ(x)) = α∗σλ(x)✳

❋✐♥✐%%♦♥% ❝❡ ♣❛+❛❣+❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐1 %✉✐✈❛♥1✱ 4✉❡ ♥♦✉% ✉1✐❧✐%❡+♦♥% %♦✉✈❡♥1

%❛♥% ❧❡ ♠❡♥1✐♦♥♥❡+ ❡①♣❧✐❝✐1❡♠❡♥1✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✾✳ 5♦✉* λ✲♣*❡#6✉❡  ♦✉ x✱ ❧❡ #✉♣♣♦* ❞❡ σ(x) ❝♦♥ ✐❡♥ ❧✬3❧3♠❡♥ 

♥❡✉ *❡ ❞❡ G✳

❉3♠♦♥# *❛ ✐♦♥✳ ❙♦✐1 ρ > 0 ❡1 Aρ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% x 1❡❧% 4✉❡ σ(x)(B(e, ρ)) = 0✳ ■❧
%✉✣1 ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✷✮ ❞❡ ✈♦✐+✱ ✉♥❡ %❡❝1✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐+❡ ❝♦♠♣❧B1❡ Σ C1❛♥1 ❞♦♥♥C❡✱

4✉❡ ♣♦✉+ ♣+❡%4✉❡ 1♦✉1 x′ ∈ Σ ♦♥ ❛ σΣ(x
′)(T (x′, Aρ)) = 0✳ ❖+ ♣❛+ ❞C✜♥✐1✐♦♥ ❞❡

σ✱ T (x′, Aρ) ❡%1 ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% g 1❡❧% 4✉❡ δ(g)∗σΣ(x
′)(Bρ) = 0✱ ❝✬❡%1✲G✲❞✐+❡ 4✉❡

σΣ(x
′)(B(g, ρ)) = 0✳ ■❧ ❡%1 ❜✐❡♥ ❝❧❛✐+ 4✉❡ ❝❡1 ❡♥%❡♠❜❧❡ ❡%1 σΣ(x

′)✲♥C❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❀
❞✬♦I ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✷✳✶✳✶✳✸ ❉)♠♦♥,-.❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣.♦♣♦,✐-✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹

◆♦✉% ❝♦♥%❡+✈♦♥% ❧❡% ♥♦1❛1✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♣+♦♣♦%✐1✐♦♥ ✿ X ❡%1 ✉♥ ❜♦+C❧✐❡♥ %1❛♥✲

❞❛+❞ ♦I ♦♣B+❡ ♠❡%✉+❛❜❧❡♠❡♥1 G ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥1 ❝♦♠♣❛❝1 G ❜❛%❡

❞C♥♦♠❜+❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡% %1❛❜✐❧✐%❛1❡✉+% ❞✐#❝*❡ #✱ ❡1 λ ❡%1 ✉♥❡ ♠❡%✉+❡ σ✲✜♥✐❡ %✉+

X✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✵✳ ❙♦✐❡♥ Σ ⊂ Σ′
❞❡✉① #❡❝ ✐♦♥# ❧❛❝✉♥❛✐*❡# ❞❡ ❧✬♦♣3*❛ ✐♦♥ ❞❡ G

#✉* X✳ 5♦✉* ♣*❡#6✉❡  ♦✉ x′ ∈ Σ′
✱ ♦♥ ❛ σΣ(x

′) ≃ σΣ′(x′)✳

◆♦1♦♥% 4✉❡ ❧❛ 1+❛❝❡✱ %✉+ Σ′
✱ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ♠❡%✉+❡ ♣♦+1C❡ ♣❛+ Σ✱ ❝♦L♥❝✐❞❡

❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ♠❡%✉+❡ ♣♦+1C❡ ♣❛+ Σ′
✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✵✮✳

❉3♠♦♥# *❛ ✐♦♥✳ ❈✬❡%1 ✉♥❡ ❝♦♥%C4✉❡♥❝❡ ✐♠♠C❞✐❛1❡ ❞❡ ❧❛ 1+❛♥%✐1✐✈✐1C ❞❡% ❞C%✐♥✲

1C❣+❛1✐♦♥% ✭❛✉ %❡♥% ✉%✉❡❧✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ %✉✐✈❛♥1 ❡%1 ✉♥❡ %✐♠♣❧❡ ❝♦♥%C4✉❡♥❝❡ ❞❡% ♣+♦♣+✐C1C% ❞✬✉♥✐❝✐1C ❞❡%

❞C%✐♥1C❣+❛1✐♦♥% ❀ ♥♦✉% ❧✬C♥♦♥P♦♥% ❛❜%1+❛✐1❡♠❡♥1 ♣♦✉+ 4✉✬✐❧ ❛♣♣❛+❛✐%%❡ ❜✐❡♥ 4✉✬❛✉✲

❝✉♥❡ ❞❡% ♣+♦♣+✐C1C% ❞❡% ♦❜❥❡1% 4✉❡ ♥♦✉% ❝♦♥%✐❞C+♦♥% ♥✬❡♥1+❡♥1 ❡♥ ❥❡✉ ✐❝✐✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✶✳ ❙♦✐❡♥ Σ1,Σ2, G  *♦✐# ❡#♣❛❝❡# ❜♦*3❧✐❡♥# # ❛♥❞❛*❞#✳ ❙♦✐❡♥ 

✶✳ α : Σ1 → Aut(G) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ❜♦*3❧✐❡♥♥❡ ❞❛♥# ❧❡ ❣*♦✉♣❡ ❞❡# ❛✉ ♦♠♦*✲

♣❤✐#♠❡# ❜♦*3❧✐❡♥# ❞❡ G ✭ ✐✳❡✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ (x′, g) 7→ α(x′) ·g ❡# ❜♦*3❧✐❡♥♥❡

❞❡ Σ1 ×G ❞❛♥# G✮ ❀

✷✳ φ : Σ1 → Σ2 ✉♥ ✐#♦♠♦*♣❤✐#♠❡ ❜♦*3❧✐❡♥ ❀

✸✳ ψ : G× Σ1 → G× Σ2 ❧❛ ❜✐❥❡❝ ✐♦♥ ❞♦♥♥3❡ ♣❛* (g, x′) 7→ (α(x′) · g, φ(x′))✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ψ ❡# ✉♥ ✐#♦♠♦*♣❤✐#♠❡ ❜♦*3❧✐❡♥✳ ❉♦♥♥♦♥#✲♥♦✉# ✉♥❡ ♠❡#✉*❡ ❜♦*3✲

❧✐❡♥♥❡ σ✲✜♥✐❡ λ1 #✉* G×Σ1 ❡ #♦✐ λ2 ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐*❡❝ ❡ ψ∗λ
1
✳ ❉3#✐♥ 3❣*♦♥# λ1 ❡ 

λ2 ❛✉✲❞❡##✉# ❞❡ Σ1 ❡ Σ2 *❡#♣❡❝ ✐✈❡♠❡♥ ✿

λ1 =

∫
dλ1Σ1

(x′)σΣ1
(x′)⊗ δx′ , λ2 =

∫
dλ2Σ2

(y′)σΣ2
(y′)⊗ δy′

✳

❆❧♦*#✱ ♣♦✉* ♣*❡#6✉❡  ♦✉ x′ ∈ Σ1✱ ♦♥ ❛

σΣ1(x
′) ≃ (α(x′))∗σΣ2(φ(x

′))✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ▲❡$ ♠❡$✉'❡$ φ∗λ
1
Σ1

❡( λ2Σ2
$♦♥( +,✉✐✈❛❧❡♥(❡$ ❀ ♦♥ ♣❡✉(✱ $❛♥$ ♣❡'(❡
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∫
fd(ψ∗λ

1) =

∫
dλ1Σ1

(x′)〈f, (α(x′)∗σΣ1(x
′))⊗ δφ(x′)〉

❡( ∫
fdλ2 =

∫
dλ1Σ1

(x′)〈f, σΣ2
(φ(x′))⊗ δφ(x′)〉✳

▲❛ ♣'♦♣'✐+(+ ✉$✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥✐❝✐(+ ❞❡$ ❞+$✐♥(+❣'❛(✐♦♥$ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ α(x′)∗σΣ1(x
′) =

σΣ2(φ(x
′)) ♣♦✉' ♣'❡$,✉❡ (♦✉( x′✳
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&❡❧ .✉❡ ❝❤❛.✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ Vn × Σ → X ✭❛♣♣❧✐.✉❛♥& (g, x′) ∈ Vn × Σ %✉' gx′✮
%♦✐& ✐♥❥❡❝&✐✈❡✳
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❜'❛❜❧❡ ❡$( ♠+('✐$❛❜❧❡✳ ▼✉♥✐$$♦♥$ ❞♦♥❝ G ❞✬✉♥❡ ❞✐$(❛♥❝❡ d ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ❛✈❡❝ $❛ (♦✲

♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬♦♣+'❛(✐♦♥ ❞❡ G $✉'X +(❛♥( > $(❛❜✐❧✐$❛(❡✉'$ ❞✐$❝'❡($✱ ✐❧ ❡①✐$(❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛(✐♦♥ ❜♦'+❧✐❡♥♥❡ ρ : Σ → ]0,∞[ (❡❧❧❡ ,✉❡✱ ♣♦✉' (♦✉( x′ ∈ Σ✱ ❧❡$ '❡❧❛(✐♦♥$ gx′ = x′

❡( d(g, e) < ρ(x′) ❡♥('❛B♥❡♥( g = e✳ C♦$♦♥$ Σn = ρ−1(]1/n,∞[)✳ ❙♦✐( U ✉♥ ✈♦✐$✐✲

♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝( $②♠+('✐,✉❡ ❞❡ e ❞❛♥$ G (❡❧ ,✉❡ Σ $♦✐( U ✲❧❛❝✉♥❛✐'❡✱ ❡( $♦✐( Wn ✉♥

✈♦✐$✐♥❛❣❡ $②♠+('✐,✉❡ ❞❡ e (❡❧ ,✉❡ W 2
n $♦✐( ❝♦♥(❡♥✉ ❞❛♥$ U ∩ B(e, 1/n)✳ ❊♥ '❡✲

♣'❡♥❛♥( ❧✬❛'❣✉♠❡♥( ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✶✶✱ ♦♥ ✈♦✐( ,✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ gWn×Σn → X
❡$( ✐♥❥❡❝(✐✈❡ ,✉❡❧ ,✉❡ $♦✐( g ∈ G✳ ▲❛ $❡❝(✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐'❡ Σn ❡$( ❞♦♥❝ ♣❡(✐(❡✳
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❡①✐%&❡ ✉♥❡ ♣❛'&✐❡ ❝♦♥!❣❧✐❣❡❛❜❧❡ Σ′ ⊂ Σ &❡❧❧❡ .✉❡✱ ♣♦✉' &♦✉& x′ ∈ Σ′

❡& &♦✉& g ∈ G
&❡❧ .✉❡ gx′ ∈ Σ′

✱ ♦♥ ❛✐&

σΣ(gx
′) ≃ δ(g)∗σΣ(x

′)✳
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❧❡♠♠❡ > ❞❡$ +♥♦♥❝+$ ❞❡ ♣❧✉$ ❡♥ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡✳

/0❡♠✐10❡ 0!❞✉❝%✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ $❡ '❛♠K♥❡ > ❧✬+♥♦♥❝+ ✭❘✮ $✉✐✈❛♥( ✿ $♦✐❡♥(

Σ1,Σ2 ❞❡✉① $❡❝(✐♦♥$ ❧❛❝✉♥❛✐'❡$ ❡( s : Σ1 → G ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❜♦'+❧✐❡♥♥❡

(❡❧❧❡ ,✉❡ s(x′)x′ ❛♣♣❛'(✐❡♥♥❡ > Σ2 ♣♦✉' (♦✉( x′ ∈ Σ1 ❀ ❛❧♦'$ ♣♦✉' ♣'❡$,✉❡

(♦✉( x′ ∈ Σ1✱ ♦♥ ❛ σΣ2(s(x
′)x′) ≃ δ(s(x′))∗σΣ1(x

′)✳

❊♥ ❡✛❡(✱ $✉♣♣♦$♦♥$ ,✉❡ ❧✬+♥♦♥❝+ ✭❘✮ $♦✐( ❛❝,✉✐$✱ ❡( ❞+♠♦♥('♦♥$ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❉♦♥♥♦♥$✲♥♦✉$ ❞❡$ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥$ ❜♦'+❧✐❡♥♥❡$ sn : Σ → G ✭n ≥ 1✮ (❡❧❧❡$

,✉❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ {(g, x′) ∈ G × Σ; gx′ ∈ Σ} $♦✐( ❧❛ '+✉♥✐♦♥ ❞❡$ ❣'❛♣❤❡$

{(sn(x
′), x′);x′ ∈ Σ}✳ ■♥('♦❞✉✐$♦♥$ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ Σn = {sn(x

′)x′;x′ ∈ Σ} ❀
♦♥ ♣❡✉( ✈+'✐✜❡' ,✉❡ ❝✬❡$( ✉♥ ❜♦'+❧✐❡♥ ❞❡ Σ✳ C♦✉' ❛❧❧+❣❡' ❧❡$ ♥♦(❛(✐♦♥$✱

♥♦(♦♥$ φn ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ Σ → Σn ,✉✐ ❛♣♣❧✐,✉❡ x′ $✉' sn(x
′)x′✳
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❖♥ ❛✱ ♣❛' ❤②♣♦+❤,-❡✱ σΣn
(φn(x

′)) ≃ δ(sn(x
′))∗σΣ(x

′) ♣♦✉' ♣'❡-0✉❡ +♦✉+

x′ ∈ Σ✳

❉✬❛✉+'❡ ♣❛'+✱ ♣♦✉' ♣'❡-0✉❡ +♦✉+ x′ ∈ Σ✱ ♦♥ ❛ σΣn
(φn(x

′)) ≃ σΣ(φn(x
′)) ✿

❝❡❧❛ ♣'♦✈✐❡♥+ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✵ ❡+ ❞✉ ❢❛✐+ 0✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ '?❝✐♣'♦0✉❡✱ ♣❛' φn✱
❞✬✉♥❡ ♣❛'+✐❡ ♥?❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ Σn✱ ❡-+ ✉♥❡ ♣❛'+✐❡ ♥?❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ Σ✱ ❝♦♠♠❡

♦♥ ❧❡ ✈?'✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+✳

❈❡❝✐ ❞?♠♦♥+'❡ ❧❛ ♣'❡♠✐,'❡ '?❞✉❝+✐♦♥✳

❉❡✉①✐%♠❡ '(❞✉❝+✐♦♥✳ ■❧ -✉✣+ ❞❡ ❞?♠♦♥+'❡' ✭❘✮ ❡♥ ❢❛✐-❛♥+ ❧✬❤②♣♦+❤,-❡ -✉♣✲

♣❧?♠❡♥+❛✐'❡ 0✉❡ Σ1 ❡-+ ♣❡"✐"❡✳

❊♥ ❡✛❡+✱ -✉♣♣♦-♦♥- 0✉❡ Σ1 -♦✐+ '?✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡ -✉✐+❡ ❞❡ ❜♦'?❧✐❡♥- Σn
1 +❡❧-

0✉❡ ❧✬?♥♦♥❝? ✭❘✮ -♦✐+ ❛❝0✉✐- ❧♦'-0✉✬♦♥ '❡♠♣❧❛❝❡ Σ1 ♣❛' ♥✬✐♠♣♦'+❡ ❧❡0✉❡❧

❞❡ ❝❡- ❜♦'?❧✐❡♥- Σn
1 ✭❡+ 0✉✬♦♥ '❡-+'❡✐♥+ s I Σn

1 ✮✳ K♦✉' +♦✉+ n ❡+ ♣♦✉'

♣'❡-0✉❡ +♦✉+ x′ ∈ Σn
1 ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ σΣ2(s(x

′)x′) ≃ δ(s(x′))σΣn
1
(x′)✳ ❖♥

♦❜+✐❡♥+ ❧❛ ❞❡✉①✐,♠❡ '?❞✉❝+✐♦♥ ❡♥ ✉+✐❧✐-❛♥+ I ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✵✳

❚'♦✐3✐%♠❡ '(❞✉❝+✐♦♥ ■❧ -✉✣+ ❞❡ ❞?♠♦♥+'❡' ✭❘✮ ❡♥ ❢❛✐-❛♥+ ❧❡- ❤②♣♦+❤,-❡- 0✉❡

✶

♦ Σ1 ❡-+ ♣❡+✐+❡ ❡+ ✷

♦

0✉❡ s ❡-+ +❡❧❧❡ 0✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ φ : Σ1 → Σ2 0✉✐

❛♣♣❧✐0✉❡ x′ -✉' s(x′)x′ -♦✐+ ✉♥ ✐$♦♠♦'♣❤✐$♠❡✳

❊♥ ❡✛❡+✱ ♦♥ ♣❡✉+ -✉♣♣♦-❡' 0✉❡ Σ1 ❡-+ ♣❡+✐+❡✱ ❡+ -❡ ❞♦♥♥❡' ✉♥ '❡❝♦✉✲

✈'❡♠❡♥+ ♦✉✈❡'+ (Vn) ❞❡ G +❡❧ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ Vn × Σ1 → X -♦✐+

✐♥❥❡❝+✐✈❡✳ K♦-♦♥- Σn
1 = s−1(Vn)✳ ❈❤❛0✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ φn = φ|Σn

1 ❡-+ ✐♥❥❡❝✲

+✐✈❡✳ ◗✉✐++❡ I '❡♠♣❧❛❝❡' Σ2 ♣❛' φ(Σn
1 )✱ ❡+ ❡♥ '❛✐-♦♥♥❛♥+ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡--✉-

❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✵✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉+✳

❉❡'♥✐%'❡ (+❛♣❡✳ K♦✉' ❛❝❤❡✈❡'✱ ❞?♠♦♥+'♦♥- ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ -✉♣♣♦-❛♥+ 0✉❡ ❧✬❛♣✲

♣❧✐❝❛+✐♦♥ φ : Σ1 → Σ2 ✭0✉✐ ❛♣♣❧✐0✉❡ x′ -✉' s(x′)x′✮ ❡-+ ✉♥ ✐-♦♠♦'♣❤✐-♠❡

❡+ 0✉❡ Σ1 ❡-+ ♣❡+✐+❡✳

K♦-♦♥- α(x′) = δ(s(x′)) ✭❞❡ -♦'+❡ 0✉❡ α ❡-+ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❜♦'?❧✐❡♥♥❡

Σ1 → Aut(G) ❡-+ ❜♦'?❧✐❡♥♥❡✮ ❡+ ψ(g, x′) = (α(x′) · g, φ(x′))✳ ❙♦✐❡♥+ a1 :
G × Σ1 → X ❡+ a2 : G × Σ2 → X ❧❡- ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥- ❛--♦❝✐?❡- ❛✉① ❞❡✉①

-❡❝+✐♦♥-✳ ▼♦♥+'♦♥- 0✉❡ a∗2λ = ψ∗a
∗
1λ✳ K♦✉' ❧❡ ✈♦✐' ✐❧ -✉✣+✱ Σ1 ?+❛♥+ ♣❡+✐+❡

✭❡+ ψ ?+❛♥+ ✉♥ ✐-♦♠♦'♣❤✐-♠❡✮ ❞❡ ✈?'✐✜❡' 0✉❡✱ -✐ V ⊂ G ❡-+ ✉♥ ❜♦'?❧✐❡♥ +❡❧

0✉❡ ❧❛ '❡-+'✐❝+✐♦♥ a1|(V ×Σ1) -♦✐+ ✐♥❥❡❝+✐✈❡✱ ❛❧♦'- ❧❡- ♠❡-✉'❡- '❡-+'❡✐♥+❡-

(ψ∗a
∗
1λ)|ψ(V × Σ1) ❡+ (a∗2λ)|ψ(V × Σ) ❝♦Q♥❝✐❞❡♥+✳ ❈✬❡-+ ✉♥ -✐♠♣❧❡ ❥❡✉

❞✬?❝'✐+✉'❡✱ ❝♦♥-?0✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉+❛+✐✈✐+? ❞✉ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ -✉✐✈❛♥+

G× Σ1 X

G× Σ2

❡+ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥ ♣'♦✈✐❡♥+ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✶✳

◆♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❞?♠♦♥+'❡' ❧❛ ♣'♦♣♦-✐+✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✳

❉*♠♦♥$"'❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦$✐"✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✳ ❋✐①♦♥- ✉♥❡ -❡❝+✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐'❡ ❝♦♠♣❧,+❡

I ❧✬❛❝+✐♦♥ ❞❡ G -✉' X✳ ❙♦✐+ Σ′
✉♥❡ ♣❛'+✐❡ ❝♦♥?❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ Σ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥- ❧❡

❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✹ ❡+ ♣♦-♦♥- X ′ = GΣ′
✳ ❉?✜♥✐--♦♥- ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ σ̃ ❞❡ G × Σ′

❞❛♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ ❞❡- ♠❡-✉'❡- ♣'♦❥❡❝+✐✈❡- σ✲✜♥✐❡- ✿

σ̃(g, x′) = [δ(g)∗σΣ(x
′)]
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✭♦$ [µ] ❡&' ❧❛ ❝❧❛&&❡ ♣,♦❥❡❝'✐✈❡ ❞❡ µ✮✳ 3✉✐&5✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ a : G × Σ′ → X ′

❡&' 8 ✜❜,❡& ❞;♥♦♠❜,❛❜❧❡&✱ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡' ❞❡& &❡❝'✐♦♥& ❜♦,;❧✐❡♥♥❡&✳ ❙♦✐' s ✉♥❡ '❡❧❧❡

&❡❝'✐♦♥✱ ❡' ♣♦&♦♥& σ = σ̃ ◦ s ❀ ❡♥ ✈❡,'✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✹✱ ❝❡''❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♥❡

❞;♣❡♥❞ ♣❛& ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ &❡❝'✐♦♥✳

❙✐ Σ1 ❡&' ✉♥❡ ❛✉',❡ &❡❝'✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐,❡✱ ❧❛ ,;✉♥✐♦♥ Σ ∪ Σ1 ❡&' ✉♥❡ &❡❝'✐♦♥

❧❛❝✉♥❛✐,❡✱ ❡' ♦♥ ❡♥ ❞;❞✉✐' ✭✈✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✹✮ 5✉✬♦♥ ❛ ❛✉&&✐ σ(gx′1) =
[δ(g)∗σΣ1

(x′1)] ♣♦✉, ♣,❡&5✉❡ '♦✉' x′1 ❡' '♦✉' g '❡❧ 5✉❡ gx′1 ❛♣♣❛,'✐❡♥♥❡ 8 ✉♥

❝❡,'❛✐♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡&✉,❡ 1 ✭❞;♣❡♥❞❛♥' ❞❡ Σ ❡' Σ1✮✳

▲❛ ✈;,✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡& ❛✉',❡& ♣,♦♣,✐;';& ;♥♦♥❝;❡& ❞❛♥& ❧❛ ♣,♦♣♦&✐'✐♦♥ ♥❡ ♣♦&❡

♣❛& ❞❡ ♣,♦❜❧D♠❡✳

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ♦$ λ ❡&' ✉♥❡ ♠❡&✉,❡ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐';✱ ❧❛ ♠❡&✉,❛❜✐❧✐'; ❞❡ σ ♣,♦✈✐❡♥'

❞✉ ❢❛✐' 5✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ x′ 7→ σΣ(x
′) ❡&' ♠❡&✉,❛❜❧❡ ✭x′ ∈ Σ✮ ❡' ❞❡ ❧❛ ❝♦♥'✐♥✉✐';

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ G × Mrad(G) → Mrad(G) ✭❞;✜♥✐❡ ♣❛, (g, µ) 7→ g∗µ✮ ❧♦,&5✉❡

Mrad(G) ❞❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ ❘❛❞♦♥ &✉, G ❡&' ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ '♦♣♦❧♦❣✐❡ ✈❛❣✉❡✳

✷✳✶✳✶✳✹ ❈❛& ❞✬✉♥❡ ♦♣./❛0✐♦♥ ❧✐&&❡

▲♦,&5✉❡ ❧✬♦♣;,❛'✐♦♥ ❞❡ G &✉, X ❡&' ❧✐""❡✱ ❝❡ 5✉✐ &✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ❧❡ 5✉♦'✐❡♥' G\X
❡&' ✉♥ ❜♦,;❧✐❡♥ &'❛♥❞❛,❞ ✭♣♦✉, ❧❛ ',✐❜✉ 5✉♦'✐❡♥'✮✱ ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧✬♦♣;,❛'✐♦♥ ❞❡ G ❝♦I♥❝✐❞❡♥' ❛✈❡❝ ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡& ❛✉ &❡♥& ✉&✉❡❧ ✭❛✉✲❞❡&&✉& ❞❡

G\X✮✳ ❈✬❡&' ❝❡ 5✉❡ ♥♦✉& ♣,;❝✐&♦♥& ❞❛♥& ❧❛ ♣,♦♣♦&✐'✐♦♥ &✉✐✈❛♥'❡✱ ♦$ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥

ρx ❞;&✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦,❜✐'❛❧❡ ❞❡ G &✉, Gx✱ ✐✳❡✳ ρx(g) = gx✳

3/♦♣♦&✐0✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✺✳ ❙♦✐& X ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ❜♦-.❧✐❡♥ "&❛♥❞❛-❞ ♦0 ♦♣1-❡ ♠❡"✉-❛❜❧❡✲

♠❡♥& ✉♥ ❣-♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& 5 ❜❛"❡ ❞.♥♦♠❜-❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡" "&❛❜✐❧✐"❛&❡✉-"

❞✐"❝-❡&"✱ ❡& "♦✐& λ ✉♥❡ ♠❡"✉-❡ σ✲✜♥✐❡ "✉- G✳

❙✉♣♣♦"♦♥" :✉❡ ❧✬♦♣.-❛&✐♦♥ ❞❡ G "✉- X "♦✐& ❧✐&&❡✳ ❖♥ ♥♦&❡ x 7→ x̄ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥

❞❡ ♣❛""❛❣❡ ❛✉ :✉♦&✐❡♥& X → G\X✳ ❋✐①♦♥" ✉♥❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐&. λ̄ "✉- G\X✱ ♣"❡✉❞♦✲

✐♠❛❣❡ ❞❡ λ✱ ❡& "♦✐&

λ =

∫
dλ̄(x̄)λx̄

❧❛ ❞."✐♥&.❣-❛&✐♦♥ ❞❡ λ ❝♦--❡"♣♦♥❞❛♥&❡✳ ❙♦✐& σ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❞."✐♥&.❣-❛&✐♦♥ ❞❡

λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✳

?♦✉- λ✲♣-❡":✉❡ &♦✉& x✱ σ(x) ❡"& ❧❛ ❝❧❛""❡ ♣-♦❥❡❝&✐✈❡ ❞❡ (ρx)
∗λx̄✳

❘❛♣♣❡❧♦♥& 5✉❡ ❧❛ ♠❡&✉,❡ (ρx)
∗λx̄ &✉, G ❡&' ❞;✜♥✐❡ ❞❛♥& ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✽✳

❉.♠♦♥"&-❛&✐♦♥✳ ❙♦✐' s : G\X → X ✉♥❡ &❡❝'✐♦♥ ❜♦,;❧✐❡♥♥❡ ❛✉ &❡♥& ✉&✉❡❧ ✭✐✳❡✳

s(x̄) = x̄ ♣♦✉, '♦✉' x̄✮ ❡' &♦✐' Σ = s(G\X) &♦♥ ✐♠❛❣❡✳ 3♦&♦♥&

λ̃ =

∫
dλ̄(x̄) (ρs(x̄))

∗λx̄ ⊗ δs(x̄) ;

❝✬❡&' ✉♥❡ ♠❡&✉,❡ &✉, G×Σ ❡' ♦♥ ✈;,✐✜❡ 5✉✬❡❧❧❡ ❝♦I♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ a∗λ✱ ♦$ a : G×Σ →
X ❡&' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❛&&♦❝✐;❡ 8 Σ✳ ▲❛ ♣,♦♣♦&✐'✐♦♥ &✬❡♥ ❞;❞✉✐'✱ ♣❛, ✉♥✐❝✐'; ❞❡&

❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡& ❛✉ &❡♥& ✉&✉❡❧✳

✷✳✶✳✶✳✺ ❉.&✐♥0.❣/❛0✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡&✉/❡ 8✉♦0✐❡♥0

3/♦♣♦&✐0✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✻✳ ❙♦✐& X ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ❜♦-.❧✐❡♥ "&❛♥❞❛-❞✳ ❙♦✐& Γ ✉♥ ❣-♦✉♣❡

❞;♥♦♠❜,❛❜❧❡ ♦♣.-❛♥& ♠❡"✉-❛❜❧❡♠❡♥& 5 ❞-♦✐&❡ "✉- X✳ ❖♥ "✉♣♣♦"❡ :✉❡ ❝❡&&❡ ♦♣.✲

-❛&✐♦♥ ❡"& ❧✐&&❡✱ ❞❡ "♦-&❡ :✉❡ ❧❡ :✉♦&✐❡♥& X/Γ ❡"& ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ❜♦-.❧✐❡♥ "&❛♥❞❛-❞✳

❖♥ ♥♦&❡ p : X → X/Γ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❛""❛❣❡ ❛✉ :✉♦&✐❡♥&✳
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❙♦✐# G ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# . ❜❛0❡ ❞2♥♦♠❜'❛❜❧❡✱ ♦♣2'❛♥# ♠❡0✉✲

'❛❜❧❡♠❡♥# . ❣❛✉❝❤❡ 0✉' X✳ ❖♥ 0✉♣♣♦0❡ 8✉❡ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G 0✉' X/Γ ❡0# .

0#❛❜✐❧✐0❛#❡✉'0 ❞✐0❝'❡#0 ✭❡# ❞♦♥❝ ❛✉00✐ ❧✬♦♣2'❛#✐♦♥ ❞❡ G 0✉' X✮✳

❙♦✐# µ̃ ✉♥❡ ♠❡0✉'❡ σ✲✜♥✐❡ 0✉' X✱ ❡# Γ✲✐♥✈❛'✐❛♥#❡✳ ❙♦✐# µ ❧❛ ♠❡0✉'❡ σ✲✜♥✐❡
0✉' X/Γ✱ 8✉♦#✐❡♥# ❞❡ µ ♣❛' Γ✳

❉20✐♥#2❣'♦♥0 µ̃ ❡# µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G ❀ 0♦✐❡♥# σ̃ ❡# σ ❧❡0 ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥0 ❝♦''❡0♣♦♥✲

❞❛♥#❡0✳

❆❧♦'0 ♣♦✉' µ̃✲♣'❡08✉❡ #♦✉# x̃✱ ♦♥ ❛

σ(p(x̃)) = σ̃(x̃)✳

❆✈❛♥& ❞❡ ❞)♠♦♥&,❡, ❧❛ ♣,♦♣♦/✐&✐♦♥✱ ♣,❡♥♦♥/ 2✉❡❧2✉❡/ ❧✐❣♥❡/ ♣♦✉, ,❛♣♣❡❧❡, ❧❛

❝♦♥/&,✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡/✉,❡ µ 2✉♦&✐❡♥& ❞❡ µ̃✳ 7✉✐/2✉❡ ❧✬♦♣),❛&✐♦♥ ❞❡ Γ /✉, X ❡/&

❧✐//❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞)/✐♥&)❣,❡, µ̃ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞✬✉♥❡ ♠❡/✉,❡ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐&) ♣/❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡

µ′
✳ ▲✬✐♥✈❛,✐❛♥❝❡ ❞❡ µ̃ /♦✉/ Γ ❡♥&,❛<♥❡ 2✉❡ ❧❡/ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❞❡ µ̃ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ µ′

/♦♥& µ′
✲♣,❡/2✉❡ /=,❡♠❡♥& ♣,♦♣♦,&✐♦♥♥❡❧❧❡/ > ❧❛ ♠❡/✉,❡ ❞❡ ❝♦♠♣&❛❣❡ ❀ ❛✉&,❡♠❡♥&

❞✐&✱ ✐❧ ❡①✐/&❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❜♦,)❧✐❡♥♥❡ c : X/Γ →]0,∞[ &❡❧❧❡ 2✉❡

µ̃ =

∫
dµ′(xΓ) c(xΓ)HaarxΓ✳

▲❛ ♠❡/✉,❡ µ = cµ′
❡/& σ✲✜♥✐❡ ✭♣✉✐/2✉❡ ❡❧❧❡ ❡/& )2✉✐✈❛❧❡♥&❡ > ✉♥❡ ♠❡/✉,❡ ✜♥✐❡✮

❡& ♦♥ ❛ µ̃ = p∗µ✱ ❝❡ 2✉✐ /✐❣♥✐✜❡ 2✉❡ µ ❡/& 2✉♦&✐❡♥& ❞❡ µ̃ ♣❛, Γ✳

❉2♠♦♥0#'❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦0✐#✐♦♥✳ ❙♦✐& Σ ✉♥❡ /❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐,❡ ❞❡ ❧✬♦♣),❛&✐♦♥ ❞❡

G /✉, X/Γ✱ ❡& /♦✐& Σ̃ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡,/❡ p−1(Σ) ❀ ♦♥ ✈),✐✜❡ ❛✉//✐&E& 2✉❡ Σ̃ ❡/& ✉♥❡

/❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐,❡ ❞❡ ❧✬♦♣),❛&✐♦♥ ❞❡ G /✉, X✳

❉♦♥♥♦♥/✲♥♦✉/ ✉♥❡ /❡❝&✐♦♥ ❜♦,)❧✐❡♥♥❡ s : X/Γ → X ❀ ❝❡❝✐ ❡/& ♣♦//✐❜❧❡ ❝❛,

❧✬♦♣),❛&✐♦♥ ❞❡ Γ /✉, X ❡/& ❧✐//❡✳ ▲❡/ ❡♥/❡♠❜❧❡/ s(Σ)γ✱ ❧♦,/2✉❡ γ ♣❛,❝♦✉,& Γ✱ /♦♥&

❞❡✉① > ❞❡✉① ❞✐/❥♦✐♥&/✱ ❡& ♣❛,&✐&✐♦♥♥❡♥& Σ̃✳
❈♦♥/✐❞),♦♥/ ❧❡ ❞✐❛❣,❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉&❛&✐❢

G× Σ̃
ã

−−−−→ X

q

y p

y

G× Σ
a

−−−−→ X/Γ

♦J ã, a /♦♥& ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥/ ❛//♦❝✐)❡/ ❛✉① /❡❝&✐♦♥/ ❧❛❝✉♥❛✐,❡/ Σ̃,Σ ,❡/♣❡❝&✐✈❡✲

♠❡♥&✱ ❡& q ❛♣♣❧✐2✉❡ (g, x̃) /✉, (g, p(x̃))✳
7❛, ❞)✜♥✐&✐♦♥ ❞❡/ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✱ &♦✉& ,❡✈✐❡♥& > ❞)/✐♥&)❣,❡, ã∗µ̃

✭,❡/♣✳ a∗µ✮ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ Σ̃ ✭,❡/♣✳ Σ✮ ❡& > ✈),✐✜❡, 2✉❡ ❧❛ ✜❜,❡ ❞❡ ã∗µ̃ ❛✉✲❞❡//✉/

❞❡ x̃ ∈ Σ̃ ❡/& ♣,♦♣♦,&✐♦♥♥❡❧❧❡ > ❧❛ ✜❜,❡ ❞❡ a∗µ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ p(x̃)✱ ❡& ❝❡ ♣♦✉,

♣,❡/2✉❡ &♦✉& x̃✳
❖♥ ❛ ã∗µ̃ = q∗(a∗µ) ♣✉✐/2✉❡ µ̃ = p∗µ ♣❛, ❞)✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ µ✱ ❡& 2✉❡ a◦q = p◦ ã✳
❉✬❛✉&,❡ ♣❛,&✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ Σ × Γ → Σ̃ 2✉✐ > (x′, γ) ❛//♦❝✐❡ s(x′)γ ❡/& ✉♥

✐/♦♠♦,♣❤✐/♠❡ ❜♦,)❧✐❡♥✱ ❡& /✐ ♦♥ ♥♦&❡ η : Σ̃ → Σ×Γ /❛ ,)❝✐♣,♦2✉❡✱ ♦♥ ✈),✐✜❡ 2✉❡

❧✬✐/♦♠♦,♣❤✐/♠❡ Ψ : G× Σ̃ → G×Σ×Γ ❛♣♣❧✐2✉❛♥& (g, x̃′) /✉, (g, η(x̃′)) ❛♣♣❧✐2✉❡
ã∗µ̃ /✉, ❧❛ ♠❡/✉,❡ (a∗µ)⊗HaarΓ✳

❖♥ ✈),✐✜❡ ❛✉//✐ 2✉❡ ❧❛ ✜❜,❡ ❞❡ (a∗µ) ⊗ HaarΓ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ (x′, γ) ∈ Σ ⊗ Γ
❡/& ♣,♦♣♦,&✐♦♥♥❡❧❧❡ > ❧❛ ✜❜,❡ ❞❡ a∗µ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ x′✱ ♣♦✉, ♣,❡/2✉❡ &♦✉& x′ ❡&
♣♦✉, &♦✉& γ✳
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❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡'( ❝❧❛✐+ ,✉❡ ❧❡' ❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡' ❞❡ ã∗µ̃ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ Σ̃ ❡( ❝❡❧❧❡' ❞❡

'♦♥ ✐♠❛❣❡ Ψ∗(ã
∗µ̃) ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ Σ× Γ '♦♥( ♣+❡',✉❡ '3+❡♠❡♥( ♣+♦♣♦+(✐♦♥♥❡❧❧❡'✱

❝❡ ,✉✐ ♣+5❝6❞❡ ❞5♠♦♥(+❡ ❧❛ ♣+♦♣♦'✐(✐♦♥✳

✷✳✶✳✶✳✻ ❉%&✐♥)%❣+❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡&✉+❡ ❛❜&♦❧✉♠❡♥) ❝♦♥)✐♥✉❡

6+♦♣♦&✐)✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✼✳ ❙♦✐# X ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❜♦,-❧✐❡♥ '#❛♥❞❛,❞ ♣♦,#❛♥# ✉♥❡ ♠❡'✉,❡

σ✲✜♥✐❡ λ✳ ❙♦✐# G ✉♥ ❣,♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# 5 ❜❛'❡ ❞-♥♦♠❜,❛❜❧❡ ♦♣-,❛♥#

♠❡'✉,❛❜❧❡♠❡♥# '✉, X ❛✈❡❝ ❞❡' '#❛❜✐❧✐'❛#❡✉,' ❞✐'❝,❡#'✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡'✉,❡ σ✲✜♥✐❡
'✉, X✱ ❛❜'♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,# 5 λ✳

❉-'✐♥#-❣,♦♥' λ ❡# µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣-,❛#✐♦♥ ❞❡ G ❡# '♦✐❡♥# σλ ❡# σµ ❧❡' ❛♣♣❧✐✲

❝❛#✐♦♥' ❞❡ ❞-'✐♥#-❣,❛#✐♦♥ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥#❡'✳

:♦✉, µ✲♣,❡';✉❡ #♦✉# x✱ σµ(x) ❡'# ❛❜'♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,# 5 σλ(x)✱
❡# ❧❛ ❞-,✐✈-❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❡'# ❞♦♥♥-❡ ♣❛,

g 7→
dµ

dλ
(gx)✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ '✬❡♥(❡♥❞ ❛✐♥'✐ ✿ ♣♦✉+ µ✲♣+❡',✉❡ (♦✉( x✱ '✐ σ̂µ(x) ✭+❡'♣✳ σ̂λ(x)✮
❡'( ✉♥ +❡♣+5'❡♥(❛♥( ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉+❡ ♣+♦❥❡❝(✐✈❡ σµ(x) ✭+❡'♣✳ σλ(x)✮✱ ❛❧♦+' ❝❡❧❧❡✲❧?

❡'( ❛❜'♦❧✉♠❡♥( ❝♦♥(✐♥✉❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+( ? ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡( ✐❧ ❡①✐'(❡ ✉♥❡ ❝♦♥'(❛♥(❡ c > 0
(❡❧❧❡ ,✉❡

dσ̂µ(x)

dσ̂λ(x)
(g) = c

dµ

dλ
(gx)

♣♦✉+ σµ(x)✲♣+❡',✉❡ (♦✉( g✳
▲❛ ❞5♠♦♥'(+❛(✐♦♥ ❡'( ✉♥ '✐♠♣❧❡ ❥❡✉ ❞✬5❝+✐(✉+❡✱ ❞♦♥( ❥❡ ♣+5❢6+❡ ♠❡ ❞✐'♣❡♥'❡+✳

✷✳✶✳✷ ❘$❝✉''❡♥❝❡ ❀ ❞✐--✐♣❛0✐✈✐0$

◆♦✉' ❝♦♥'❡+✈♦♥' ❧❡' ♥♦(❛(✐♦♥' ♣+5❝5❞❡♥(❡' ✿ G ❡'( ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥(

❝♦♠♣❛❝( ? ❜❛'❡ ❞5♥♦♠❜+❛❜❧❡✱ X ❡'( ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❜♦+5❧✐❡♥ '(❛♥❞❛+❞ ♦D G ♦♣6+❡

♠❡'✉+❛❜❧❡♠❡♥( ❛✈❡❝ ❞❡' '(❛❜✐❧✐'❛(❡✉+' ❞✐'❝+❡('✱ ❡( λ ❡'( ✉♥❡ ♠❡'✉+❡ σ✲✜♥✐❡ '✉+

X✳

✷✳✶✳✷✳✶ ❚+✐✈✐❛❧✐)% ❞❡& ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡&

6+♦♣♦&✐)✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐# W ✉♥ ❜♦,-❧✐❡♥ ❞❡ X✳ ▲❡' ❞❡✉① ❛''❡,#✐♦♥' '✉✐✈❛♥#❡'

'♦♥# -;✉✐✈❛❧❡♥#❡' ✿

✶✳ :♦✉, λ✲♣,❡';✉❡ #♦✉# x ∈ W ✱ σ(x) ❡'# #,✐✈✐❛❧❡✱ ✐✳❡✳ σ(x) = [δe] ✭♦E δe ❡'#

❧❛ ♠❡'✉,❡ ❞❡ ❉✐,❛❝ ❡♥ ❧✬-❧-♠❡♥# ♥❡✉#,❡ ❞❡ G✮✳

✷✳ ▲❡ ❜♦,-❧✐❡♥ W ❝♦♥#✐❡♥# ✉♥❡ ♣❛,#✐❡ ❝♦♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ Σ ✭✐✳❡✳ λ(W \ Σ) = 0✮
#❡❧❧❡ ;✉❡ ♣♦✉, #♦✉' x ∈ Σ✱ g ∈ G✱ ❧❛ ,❡❧❛#✐♦♥ gx ∈ Σ ❡♥#,❛H♥❡ g = e
✭❛✉#,❡♠❡♥# ❞✐# ❧❡ #,❛♥'♣♦,#❡✉, T (x,Σ) ❡'# #,✐✈✐❛❧✮✳

▲❡ ❝❛' -❝❤-❛♥#✱ σ(x) ❡'# ♣,❡';✉❡ 'J,❡♠❡♥# #,✐✈✐❛❧❡ ❞❛♥' GW ❡# ❧❡ '#❛❜✐❧✐'❛#❡✉,

❞❡ ♣,❡';✉❡ #♦✉# ♣♦✐♥# ❞❡ GW ❡'# #,✐✈✐❛❧✳

❉-♠♦♥'#,❛#✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' ✈5+✐✜5❡ ❧❛ ♣+❡♠✐6+❡ ❛''❡+(✐♦♥✳ ❙♦✐( Σ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

❝♦♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥' W (❡❧ ,✉❡ ✶

♦ σ(x) = [δe] ♣♦✉+ x ∈ Σ ❡( ✷

♦ σ(gx) = δ(g)∗σ(x)
❞6' ,✉❡ x, gx ❛♣♣❛+(✐❡♥♥❡♥( ? Σ ✭♣+♦♣♦'✐(✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✹✮✳ ❙✐ x ❡( gx ❛♣♣❛+(✐❡♥♥❡♥(

? Σ✱ ♦♥ ❛ [δe] = [δg]✱ ❝✬❡'(✲?✲❞✐+❡ ,✉❡ g = e✳ ❉✬♦D ❧❛ ❞❡✉①✐6♠❡ ❛''❡+(✐♦♥✳



✷✳✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ✹✺

❘#❝✐♣'♦)✉❡♠❡♥.✱ 0✉♣♣♦0♦♥0 ✈#'✐✜#❡ ❧❛ ❞❡✉①✐7♠❡ ❛00❡'.✐♦♥✳ ■❧ ❡0. ❝❧❛✐' )✉❡ Σ
❡0. ✉♥❡ 0❡❝.✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐'❡ ❡. )✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ a : G×Σ → X ❡0. ✉♥ ✐0♦♠♦'♣❤✐0♠❡

❜♦'#❧✐❡♥ 0✉' 0♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ✈♦✐. ❛❧♦'0 ❛✉00✐.?. )✉❡ σΣ(x) ❡0. ♣'❡0)✉❡ 0@'❡♠❡♥.

✉♥❡ ♠❡0✉'❡ ❞❡ ❉✐'❛❝ ❧♦'0)✉❡ x ∈ GW ✳ ▲❛ ♣'❡♠✐7'❡ ❛00❡'.✐♦♥ 0✬❡♥ ❞#❞✉✐.✳

▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦0✐.✐♦♥ ❡0. ❝❧❛✐'❡✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❉$❝♦♠♣♦)✐+✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢

❉$✜♥✐+✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✳ ❯♥ ❜♦$%❧✐❡♥W ❡)* ❛♣♣❡❧% ❡♥0❡♠❜❧❡ ❡''❛♥. )✐ ❧❡ *$❛♥)♣♦$*❡✉$

T (x,W ) ❡)* $❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❝♦♠♣❛❝* ♣♦✉$ λ✲♣$❡)2✉❡ *♦✉* x ∈W ✳
❯♥ ❜♦$%❧✐❡♥ A ❡)* ❛♣♣❡❧% ❡♥0❡♠❜❧❡ '#❝✉''❡♥. )✐✱ ♣♦✉$ *♦✉*❡ ♣❛$*✐❡ ❜♦$%❧✐❡♥♥❡

B ❞❡ A✱ ❡* ♣♦✉$ λ✲♣$❡)2✉❡ *♦✉* x ∈ B✱ ❧❡ *$❛♥)♣♦$*❡✉$ T (x,B) ♥✬❡)* ♣❛) $❡❧❛*✐✲
✈❡♠❡♥* ❝♦♠♣❛❝*✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ 0✉✐✈❛♥. ✐♥❞✐)✉❡ )✉❡ ❝❡0 ♥♦.✐♦♥0 0♦♥. ❞✉❛❧❡0 ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉.'❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✸✳ 7♦✉$ 2✉✬✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ A )♦✐* $%❝✉$$❡♥*✱ ✐❧ ❢❛✉* ❡* ✐❧ )✉✣* 2✉❡

A ∩W )♦✐* ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉$ *♦✉* ❡♥)❡♠❜❧❡ ❡$$❛♥* W ✳

❉%♠♦♥)*$❛*✐♦♥✳ ❘#0✉❧.❡ ❛✉00✐.?. ❞❡0 ❞#✜♥✐.✐♦♥0✳

◆♦✉0 ❛❧❧♦♥0 ❣#♥#'❛❧✐0❡' D ♥♦.'❡ 0✐.✉❛.✐♦♥ ❧❡ .❤#♦'7♠❡ ❞❡ ❞#❝♦♠♣♦0✐.✐♦♥ ❞❡

❍♦♣❢ ❀ ❛✈❛♥. ❝❡❧❛✱ ❞♦♥♥♦♥0 ❧✬#♥♦♥❝# ❝❧❛00✐)✉❡ ❡. 0❛ ❞#♠♦♥0.'❛.✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥0

)✉❡ 0✐ (X,Σ, µ) ❡0. ✉♥ ❡0♣❛❝❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐.#✱ ❡. T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♠❡0✉'❛❜❧❡

X → X✱ ♦♥ ❞✐. )✉❡ T )✉❛0✐✲♣'#0❡'✈❡ µ 0✐ T∗µ ❡. µ 0♦♥. #)✉✐✈❛❧❡♥.❡0✳ ❉❛♥0 ❝❡

❝❛0✱ ♦♥ ❞✐. )✉✬✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ W ∈ Σ ❡0. ❡''❛♥. 0✐ ❧❡0 ❡♥0❡♠❜❧❡0 T kW ✭k ≥ 0✮ 0♦♥.
❞❡✉① D ❞❡✉① ❞✐0❥♦✐♥.0✱ ❡. ♦♥ ❞✐. )✉✬✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ A ∈ Σ ❡0. '#❝✉''❡♥. 0✐ ♣♦✉'

.♦✉.❡ ♣❛'.✐❡ B ∈ Σ ❝♦♥.❡♥✉❡ ❞❛♥0 A ❡. ♣'❡0)✉❡ .♦✉. x ∈ B✱ ❧❛ 0✉✐.❡ ❞❡0 ✐.#'#❡0

T kx ✭k ≥ 1✮ ♣❛00❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥. 0♦✉✈❡♥. ♣❛' A✳

❚❤$♦67♠❡ ✷✳✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥* (X,Σ, µ) ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*% ❡* T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛*✐♦♥ ♠❡)✉$❛❜❧❡ X → X 2✉✐ 2✉❛)✐✲♣$%)❡$✈❡ µ✳ ■❧ ❡①✐)*❡ ✉♥❡ ♣❛$*✐*✐♦♥ ♠❡)✉$❛❜❧❡
X = C ∪ D✱ ✉♥✐2✉❡ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡) ❡♥)❡♠❜❧❡) ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡)✱ ♦? C ❡)* ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡
$%❝✉$$❡♥* ❡* D ✉♥❡ $%✉♥✐♦♥ ❞%♥♦♠❜$❛❜❧❡ ❞✬❡♥)❡♠❜❧❡) ❡$$❛♥*)✳

❉%♠♦♥)*$❛*✐♦♥✳ ❙♦✐. α1 ❧❡ 0✉♣'❡♠✉♠ ❞❡0 ♠❡0✉'❡0 ❞❡0 ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❡''❛♥.0✳ ❖♥

♣❡✉. 0❡ ❜♦'♥❡' ❛✉ ❝❛0 ♦M α1 > 0✱ 0✐♥♦♥ ♦♥ ✈#'✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥. )✉❡ X ❡0. ❧✉✐✲♠N♠❡

✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ '#❝✉''❡♥.✳ ❈❤♦✐0✐00♦♥0 ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ❡''❛♥. W1 ❞❡ ♠❡0✉'❡ > 1
2α1✳

P♦✉'0✉✐✈♦♥0 ❡♥ ❝♦♥0✐❞#'❛♥. ❧❡ 0✉♣'❡♠✉♠ α2 ❞❡0 ♠❡0✉'❡0 ❞❡0 ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❡''❛♥.0

❞✐0❥♦✐♥.0 ❞❡ W1✱ 0✉♣♣♦0♦♥0 )✉❡ α2 > 0 ❡. ❝❤♦✐0✐00♦♥0 ✉♥ .❡❧ ❡''❛♥. W2 ❞❡ ♠❡0✉'❡

> 1
2α2✳ ❖♥ ♣'♦❞✉✐. ❛✐♥0✐ ❞❡0 ❡''❛♥.0 ❞❡✉①✲D✲❞❡✉① ❞✐0❥♦✐♥.0 W1, . . . ,Wn ❡. ✉♥❡

0✉✐.❡ ❞#❝'♦✐00❛♥.❡ α1 ≥ · · · ≥ αn > 0 .❡❧❧❡ )✉❡ µ(Wi) >
1
2αi✳ ❙✐ αn+1 = 0✱ ♦♥

0✬❛''N. ❧D ❡. ♦♥ ♣♦0❡ D =W1 ∪ . . .∪Wn ❀ 0✐♥♦♥✱ ♦♥ ❞#✜♥✐. ✉♥❡ 0✉✐.❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡. ♦♥

♣♦0❡ D =
⋃

n≥1Wn✳ ■❧ ❡0. ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐' )✉✬❡♥ ♣♦0❛♥. C = X \ D ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ✉♥❡

♣❛'.✐.✐♦♥ ❞❡ X )✉✐ '#♣♦♥❞ D ❧❛ )✉❡0.✐♦♥✳

❉$✜♥✐+✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✺✳ ❖♥ ❞✐* 2✉✬✉♥❡ ♣❛$*✐❡ A ❞❡ X ❡)* ❢❛✐❜❧❡♠❡♥* G✲✐♥✈❛$✐❛♥*❡
)✬✐❧ ❡①✐)*❡ ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ X ′

❝♦♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥) X *❡❧ 2✉❡✱ ♣♦)❛♥* A′ = A∩X ′
✱ ♦♥

❛✐* (GA′) ∩X ′ = A′
✳

❚❤$♦67♠❡ ✷✳✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐* X ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ❜♦$%❧✐❡♥ )*❛♥❞❛$❞ ♦? ♦♣A$❡ ♠❡)✉$❛❜❧❡✲

♠❡♥* ✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥* ❝♦♠♣❛❝* B ❜❛)❡ ❞%♥♦♠❜$❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡) )*❛❜✐❧✐)❛*❡✉$)
❞✐)❝$❡*)✳ ❙♦✐* λ ✉♥❡ ♠❡)✉$❡ σ✲✜♥✐❡ )✉$ X✳
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▲✬❡#♣❛❝❡ X ❛❞♠❡) ✉♥❡ ♣❛,)✐)✐♦♥ ❜♦,0❧✐❡♥♥❡ X = C ∪D✱ ♦3 C ❡#) ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡
,0❝✉,,❡♥) ❡) D ✉♥❡ ,0✉♥✐♦♥ ❞0♥♦♠❜,❛❜❧❡ ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡# ❡,,❛♥)#✳ ❈❡))❡ ♣❛,)✐)✐♦♥

❡#) ✉♥✐6✉❡ 7 ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣,9#✳ ❊♥ ♦✉),❡✱ ❧❡# ❡♥#❡♠❜❧❡# C ❡) D #♦♥)

❢❛✐❜❧❡♠❡♥) G✲✐♥✈❛,✐❛♥)#✳
❙✐ λ′ ❡#) ✉♥❡ ♠❡#✉,❡ ✜♥✐❡ 06✉✐✈❛❧❡♥)❡ 7 λ✱ ❡) #✐ σ ❡#) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❞0#✐♥✲

)0❣,❛)✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✱ ♦♥ ♣❡✉) ♣,❡♥❞,❡ ♣♦✉, C ✭,❡#♣✳ D✮ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# x
♣♦✉, ❧❡#6✉❡❧# σ(x) ❡#) ✐♥✜♥✐❡ ✭,❡#♣✳ ✜♥✐❡✮✳

❉0♠♦♥#),❛)✐♦♥✳ ▲❡' ♥♦)✐♦♥' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❡//❛♥) ❡) ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ /1❝✉//❡♥) ♥❡ ❞1✲

♣❡♥❞❡♥) 6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛''❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉/❡✳ ❖♥ ♣❡✉) ❞♦♥❝ '✉♣♣♦'❡/ 6✉❡ λ ❡') ✜♥✐❡✳

❉1✜♥✐''♦♥' C ❡) D ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐6✉1 ❞❛♥' ❧❛ ❞❡/♥✐:/❡ ♣❛/)✐❡ ❞✉ )❤1♦/:♠❡✳ ❈❡'

❞❡✉① ❜♦/1❧✐❡♥' ♣❛/)✐)✐♦♥♥❡♥) X✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦)❡ X ′
✉♥❡ ♣❛/)✐❡ ❝♦♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ X

)❡❧❧❡ 6✉❡ ❧❡' /❡❧❛)✐♦♥' x, gx ∈ X ′
❡♥)/❛@♥❡♥) σ(gx) = δ(g)∗σ(x)✱ ✐❧ ❡') ❝❧❛✐/ 6✉❡✱

♣♦'❛♥) C′ = C ∩X✱ ♦♥ ❛ (GC′) ∩X ′ = C′
✱ ❡) ❞❡ ♠B♠❡ ♣♦✉/ D✱ ❝✬❡')✲C✲❞✐/❡ 6✉❡

❝❡' ❞❡✉① ❡♥'❡♠❜❧❡' '♦♥) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥) G✲✐♥✈❛/✐❛♥)'✳

❙✐ C ♥✬❡') ♣❛' ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉)✱ ♣♦✉/ ✈1/✐✜❡/ 6✉❡ C ❡') ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

/1❝✉//❡♥)✱ /❡♠♣❧❛❝❡/ X ♣❛/ GC′
❡) λ ♣❛/ '❛ /❡')/✐❝)✐♦♥ C GC′

✱ ❡) '❡ /❛♠❡♥❡/ ❛✉

❝❛' ♦F C = X ❡) σ ❡') ✐♥✜♥✐❡ ♣/❡'6✉❡ ♣❛/)♦✉)✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ ♣/♦✈✐❡♥) ❛❧♦/' ❞✉

❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✽ ❝✐✲❞❡''♦✉'✳

❖♥ ✈♦✐) ❞❡ ♠B♠❡ 6✉❡ D ❡') /1✉♥✐♦♥ ❞1♥♦♠❜/❛❜❧❡ ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡' ❡//❛♥)' ❡♥ '❡

'❡/✈❛♥) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✼✳

▲✬✉♥✐❝✐)1 ✭C ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣/:'✮ ❞❡ ❝❡))❡ ❞1❝♦♠♣♦'✐)✐♦♥ ❡') ❝❧❛✐/❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✼✳ ❙✐ σ(x) ❡#) ✜♥✐❡ ♣♦✉, λ✲♣,❡#6✉❡ )♦✉) x✱ X ❡#) ,0✉♥✐♦♥ ❞0✲

♥♦♠❜,❛❜❧❡ ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡# ❡,,❛♥)#✳

❉0♠♦♥#),❛)✐♦♥✳ ▼✉♥✐''♦♥' G ❞✬✉♥❡ ❞✐')❛♥❝❡ ✐♥✈❛/✐❛♥)❡ ♣❛/ )/❛♥'❧❛)✐♦♥ C ❞/♦✐)❡✱

❝♦♠♣❛)✐❜❧❡ ❛✈❡❝ '❛ )♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡) )❡❧❧❡ 6✉❡ )♦✉)❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡/♠1❡ '♦✐) ❝♦♠♣❛❝)❡

✭❙)/✉❜❧❡✱ ✶✾✼✹✮ ❡) ♣♦'♦♥'✱ ♣♦✉/ )♦✉) ❡♥)✐❡/ N ≥ 1✱

WN =

{
x ∈ X;

σ(x)(B(e,N))

σ(x)(G)
>

1

2

}

❡) '♦✐) W ′
N ❧✬✐♥)❡/'❡❝)✐♦♥ ❞❡ WN ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛/)✐❡ ❝♦♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ X ′

❞❡ X )❡❧❧❡ 6✉❡

❧❡' /❡❧❛)✐♦♥' x, gx ∈ X ′
❡♥)/❛@♥❡♥) σ(gx) = δ(g)∗σ(x)✳

◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ♠♦♥)/❡/ 6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ❡♥'❡♠❜❧❡ W ′
N ❡') ❡//❛♥)✳ ❙♦✐) ❞♦♥❝ x ∈W ′

N

❡) '♦✐) g ✉♥ 1❧1♠❡♥) ❞✉ )/❛♥'♣♦/)❡✉/ T (x,W ′
N )✳ P❛/ ❞1✜♥✐)✐♦♥ ❞❡ W ′

N ✱ ♦♥ ❛

σ(x)(B(e,N))

σ(x)(G)
+
σ(x)(B(g,N))

σ(x)(G)
> 1

❝❡ 6✉✐ ♥✬❡') ♣♦''✐❜❧❡ 6✉❡ '✐ B(e,N) ❡) B(g,N) '❡ /❡♥❝♦♥)/❡♥)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♥1❝❡'✲

'❛✐/❡♠❡♥) d(g, e) ≤ 2N ❀ ❡♥ ♣❛/)✐❝✉❧✐❡/✱ T (x,W ′
N ) ❡') /❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝)✳

▲❛ /1✉♥✐♦♥ ❞❡' WN ✭N ≥ 1✮ ❡') ❞❡ ♠❡'✉/❡ )♦)❛❧❡✱ ❡) ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡') ❞1♠♦♥)/1✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✽✳ ❙✉♣♣♦#♦♥# 6✉❡ λ #♦✐) ✜♥✐❡✳ ❙✐ σ(x) ❡#) ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉, λ✲♣,❡#6✉❡
)♦✉) x✱ X ❡#) ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ,0❝✉,,❡♥)✳

❉0♠♦♥#),❛)✐♦♥✳ ❘❛✐'♦♥♥♦♥' ♣❛/ ❧✬❛❜'✉/❞❡✱ ❡) '✉♣♣♦'♦♥' 6✉❡ σ(x) '♦✐) ♣/❡'6✉❡

'S/❡♠❡♥) ✐♥✜♥✐❡ ❡) 6✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥) X ❝♦♥)✐❡♥♥❡ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❡//❛♥) ♥♦♥ ♥1❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ♣/♦❞✉✐/❡ ✉♥❡ '❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐/❡ ♥♦♥ ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ Σ )❡❧❧❡ 6✉❡
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T (x′,Σ) ❝♦♥%✐❡♥♥❡ ❛✉ ♣❧✉, N -❧-♠❡♥%, ✭♦0 N ≥ 1 ❡,% ✉♥❡ ❝♦♥,%❛♥%❡✮ ♣♦✉2

♣2❡,3✉❡ %♦✉% x′ ∈ Σ✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛,,♦❝✐-❡ G× Σ → X ❡,% ❛❧♦2, 7 ✜❜2❡, ✜♥✐❡,

❞❡ ❝❛2❞✐♥❛❧ ≤ N ✱ ❞❡ ,♦2%❡ 3✉❡ 3✉❡ a∗λ ❡,% ✜♥✐❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❡,% λ✮✱ ❝❡ 3✉✐ ❡♥✲

%2❛=♥❡ ❛✉,,✐%>% 3✉❡ ♣2❡,3✉❡ %♦✉%❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ σΣ(x
′) ❡,% ✜♥✐❡✱ ❝♦♥%2❛✐2❡♠❡♥%

7 ❧✬❤②♣♦%❤A,❡✳

❉♦♥♥♦♥,✲♥♦✉, ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❡22❛♥% ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ W ✳ ❙♦✐% W ′
❧✬❡♥✲

,❡♠❜❧❡ ✭❞❡ ♠❡,✉2❡ %♦%❛❧❡ ❞❛♥, W ✮ ❞❡, x ∈W %❡❧, 3✉❡ T (x,W ) ❡,% 2❡❧❛%✐✈❡♠❡♥%

❝♦♠♣❛❝%✳ ❙♦✐% Σ0 ✉♥❡ ,❡❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐2❡ ❝♦♠♣❧A%❡ ❡% ♣♦,♦♥,

Σ = {x′ ∈ Σ0 ; σΣ0(x
′)(T (x′,W ′)) > 0}✳

❖♥ ✈-2✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% 3✉❡ Σ ❡,% ✉♥❡ ,❡❝%✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐2❡ ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ %❡❧❧❡ 3✉❡

σΣ(x
′)(T (x′,W ′)) > 0 ♣♦✉2 ♣2❡,3✉❡ %♦✉% x′ ∈ Σ✳

■❧ ❡,% ❝❧❛✐2 3✉❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ T (x′,W ) ❡,% 2❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝% ♣♦✉2 ♣2❡,3✉❡

%♦✉% x′ ∈ Σ✳ I❛2 ❝♦♥,-3✉❡♥%✱ σΣ(x
′) -%❛♥% ♣2❡,3✉❡ ,J2❡♠❡♥% ❞❡ ❘❛❞♦♥✱ ❧❛ ♠❡✲

,✉2❡ σΣ(x
′)(T (x′,W )) ❡,% ♣2❡,3✉❡ ,J2❡♠❡♥% ✜♥✐❡✳ ◗✉✐%%❡ 7 2-❞✉✐2❡ Σ✱ ♦♥ ♣❡✉%

,✉♣♣♦,❡2 ✶

♦

3✉❡ Σ ❡,% ✉♥❡ ♣❡%✐%❡ ,❡❝%✐♦♥ ❡% ✷

♦

3✉✬✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥❡ ❝♦♥,%❛♥%❡ C > 0
%❡❧❧❡ 3✉❡✱ ♣♦✉2 ♣2❡,3✉❡ %♦✉% x′ ∈ Σ✱ ♦♥ ❛✐%

σΣ(x
′)(T (x′,W ))

σΣ(x′)(U)
≤ C,

♦0 U ❡,% ✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝% ❞❡ ❧✬-❧-♠❡♥% ♥❡✉%2❡ ❞❡ G %❡❧ 3✉❡ ❧❛ 2❡,%2✐❝%✐♦♥ 7

U × Σ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ (g, x′) 7→ gx′ ,♦✐% ✐♥❥❡❝%✐✈❡✳

❊♥ ✐♥%-❣2❛♥% ❝❡❝✐ ♣❛2 2❛♣♣♦2% 7 λΣ✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥%

a∗λ{(g, x′) ∈ G× Σ ; gx′ ∈W} ≤ Ca∗λ(U × Σ)

❡% ❧❡ ♠❡♠❜2❡ ❞❡ ❞2♦✐%❡ ❡,% ✜♥✐ ✭❝❛2 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ U × Σ → X ❡,% ✐♥❥❡❝%✐✈❡ ❡% λ
❡,% ✜♥✐❡✮✳ ▲❡ ♠❡♠❜2❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉✈❛♥% ,❡ 2--❝2✐2❡

∫

W

dλ(x) Card(T (x,Σ))

❝❡ 3✉✐ ♣2-❝A❞❡ ♠♦♥%2❡ 3✉❡ T (x,Σ) ❡,% ♣2❡,3✉❡ ,J2❡♠❡♥% ✜♥✐ ♣♦✉2 x ∈W ✳

■❧ ❡,% ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ❞-❞✉✐2❡ 3✉❡ T (x′,Σ) ❡,% ♣2❡,3✉❡ ,J2❡♠❡♥% ✜♥✐ ♣♦✉2 x′ ∈ Σ✳
◗✉✐%%❡ 7 2-❞✉✐2❡ Σ ✉♥❡ ❢♦✐, ❡♥❝♦2❡✱ ♦♥ ♣❡✉% ,✉♣♣♦,❡2 3✉✬✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥ ❡♥%✐❡2 N %❡❧

3✉❡ T (x′,Σ) ❝♦♥%✐❡♥♥❡ ❛✉ ♣❧✉, N -❧-♠❡♥%, ♣♦✉2 %♦✉% x′ ∈ Σ✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✶✳✷✳✾✳ ▲❛ ✜♥✐%✉❞❡ ❞❡ λ ❡)% ❝+✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥) ❝❡ ❧❡♠♠❡ ✿ ❧✬♦♣2+❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞+♦✐%❡ +2❡❧❧❡ R )✉+ ❡❧❧❡✲♠4♠❡ ♣❛+ %+❛♥)❧❛%✐♦♥ ♥✬❡)% ♣❛) +2❝✉++❡♥%❡ ❜✐❡♥ 6✉❡

❧❡) ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡) ❞❡ ❧❛ ♠❡)✉+❡ ❞❡ ▲❡❜❡)❣✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ R )♦✐❡♥% 2✈✐❞❡♠♠❡♥%

✐♥✜♥✐❡) ♣+❡)6✉❡ ♣❛+%♦✉%✳

❉,✜♥✐0✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✶✵✳ ▲❛ ♣❛+%✐%✐♦♥ X = C ∪ D ❡①❤✐❜2❡ ❞❛♥) ❧❡ %❤2♦+<♠❡ ❡)%

❛♣♣❡❧2❡ ❞-❝♦♠♣♦,✐%✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ X ✭+❡❧❛%✐✈❡ > ❧✬♦♣2+❛%✐♦♥ ❞❡ G ❡% > ❧❛ ❝❧❛))❡

❞❡ ❧❛ ♠❡)✉+❡ λ✮✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ C ❧❛ ♣❛+%✐❡ 2-❝✉22❡♥%❡ ❡% D ❧❛ ♣❛+%✐❡ ❞✐,,✐♣❛%✐✈❡✳ ❙✐ C ✭+❡)♣✳ D✮
❡)% ❞❡ ♠❡)✉+❡ %♦%❛❧❡✱ ♦♥ ❞✐% 6✉❡ ❧✬♦♣2+❛%✐♦♥ ❡)% %♦%❛❧❡♠❡♥% +2❝✉++❡♥%❡ ✭+❡)♣✳ %♦✲

%❛❧❡♠❡♥% ❞✐))✐♣❛%✐✈❡✮✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✷✳✶✶✳ ❖♥ ♣❡✉% ♠♦♥%(❡( )✉❡ ❧❡+ ♣♦✐♥%+ x ❞♦♥% ❧❡ +%❛❜✐❧✐+❛%❡✉( ❡+%
✐♥✜♥✐ ❢♦(♠❡♥% ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❜♦(2❧✐❡♥ E✳ ❉✬❛✉%(❡ ♣❛(%✱ ✐❧ ❡+% ❝❧❛++✐)✉❡ )✉❡ ❧❡ +%❛✲
❜✐❧✐+❛%❡✉( ❞❡ %♦✉% ♣♦✐♥% x ❡+% ❢❡(♠2✳ ▲❡ +%❛❜✐❧✐+❛%❡✉( ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% x ∈ E ❡+% ❞♦♥❝

✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞✐+❝(❡%✱ ❢❡(♠2✱ ❡% ✐♥✜♥✐ ❀ ♦♥ ❡♥ ❞2❞✉✐% ✭G 2%❛♥% ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝%
< ❜❛+❡ ❞2♥♦♠❜(❛❜❧❡✮ )✉✬✉♥ %❡❧ +%❛❜✐❧✐+❛%❡✉( ♥✬❡+% ♣❛+ (❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝%✳ ❈❡❝✐

♠♦♥%(❡ )✉❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ E ❡+% ❝♦♥%❡♥✉ ✭< ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ♥2❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣(A+✮ ❞❛♥+ ❧❛

♣❛(%✐❡ (2❝✉((❡♥%❡ ❞❡ X✳

✷✳✶✳✷✳✸ ■♥✈❛.✐❛♥❝❡ ♣❛. ✉♥ 2♦✉2✲❣.♦✉♣❡

◆♦✉% ❧❛✐%%♦♥% ❧* ❧❡% ,✉❡%-✐♦♥% ❞❡ /0❝✉//❡♥❝❡ ❡- ❞❡ ❞✐%%✐♣❛-✐✈✐-0✱ ❡- ❝♦♥%❡/✲

✈♦♥% ❧❡% ❤②♣♦-❤8%❡% ♣/0❝0❞❡♥-❡% ✿ X ❡%- ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❜♦/0❧✐❡♥ %-❛♥❞❛/❞ ♦; ♦♣8/❡

♠❡%✉/❛❜❧❡♠❡♥- ✉♥ ❣/♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝- * ❜❛%❡ ❞0♥♦♠❜/❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡%

%-❛❜✐❧✐%❛-❡✉/% ❞✐%❝/❡-%✳

❋✐①♦♥% ✉♥ %♦✉%✲❣/♦✉♣❡ ❢❡/♠0 H ❞❡ G✳ ❉❛♥% ❧❛ %✐-✉❛-✐♦♥ ❝❧❛%%✐,✉❡ ♦; X ♣♦/-❡

✉♥❡ ♠❡%✉/❡ σ✲✜♥✐❡ λ ,✉✐ %❡ ❞0%✐♥-8❣/❡ ✭❛✉ %❡♥% ❝❧❛%%✐,✉❡✮ ❞✬✉♥❡ ❢❛G♦♥ ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡

❛✈❡❝ ❧✬♦♣0/❛-✐♦♥ ❞❡ H ✭❝✬❡%-✲*✲❞✐/❡ ,✉❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡% %♦♥- ♣♦/-0❡% ♣❛/ ❞❡%

❡♥%❡♠❜❧❡% H✲✐♥✈❛/✐❛♥-%✮✱ ✐❧ ❡%- ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐/ ,✉❡ ❧✬✐♥✈❛/✐❛♥❝❡ ❞❡ λ ♣❛/ H 0,✉✐✈❛✉-

* ❧✬✐♥✈❛/✐❛♥❝❡ ♣/❡%,✉❡ %H/❡ ❞❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡%✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ❣0♥0/❛❧✐%❡/ ❝❡ /0%✉❧-❛- * ♥♦-/❡ %✐-✉❛-✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥G♦♥% ♣❛/ ♣/0✲

❝✐%❡/ ❝❡ ,✉❡ %✐❣♥✐✜❡ ❧❛ H✲✐♥✈❛/✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ♣/♦❥❡❝-✐✈❡ %✉/ G✳ ❙✐ µ ❡%- ✉♥❡

♠❡%✉/❡ %✉/ G ,✉✐ ❡%- ✐♥✈❛/✐❛♥-❡ ♣❛/ -♦✉-❡ -/❛♥%❧❛-✐♦♥ * ❣❛✉❝❤❡ ♣❛/ ✉♥ 0❧0♠❡♥-

❞❡ h✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠L♠❡ ❞❡ -♦✉-❡ ♠❡%✉/❡ ♣/♦♣♦/-✐♦♥♥❡❧❧❡ * µ✳ ❈❡--❡ ♣/♦♣/✐0-0 ♥❡

❞0♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ,✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ♣/♦❥❡❝-✐✈❡ [µ]✳

❉7✜♥✐9✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐% [µ] ✉♥❡ ♠❡+✉(❡ ♣(♦❥❡❝%✐✈❡ +✉( G✳ ❖♥ ❞✐% )✉❡ [µ] ❡+%
H✲✐♥✈❛(✐❛♥%❡ +✐ µ ❡+% H✲✐♥✈❛(✐❛♥%❡✳

◆♦-♦♥% ,✉❡ H ♦♣8/❡ ❞❡ ❢❛G♦♥ ♥❛-✉/❡❧❧❡ %✉/ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ♠❡%✉/❡% ♣/♦❥❡❝-✐✈❡%

%✉/ G ✭♣❛/ (h, [µ]) 7→ [γ(h)∗µ] ♦; γ(h) ❡%- ❧❛ -/❛♥%❧❛-✐♦♥ * ❣❛✉❝❤❡ ♣❛/ h✮✳ ❊♥
❣0♥0/❛❧✱ ✉♥ ♣♦✐♥- ✜①❡ ❞❡ ❝❡--❡ ♦♣0/❛-✐♦♥ ♥✬❡%- ♣❛% ✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ♣/♦❥❡❝-✐✈❡ H✲

✐♥✈❛/✐❛♥-❡ ❛✉ %❡♥% ♣/0❝0❞❡♥-✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐% H ✉♥ ❣(♦✉♣❡ %♦♣♦❧♦❣✐)✉❡ * ❜❛%❡ ❞0♥♦♠❜/❛❜❧❡ ♦♣2(❛♥%

❝♦♥%✐♥D♠❡♥% +✉( ✉♥ ❡+♣❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝% < ❜❛+❡ ❞2♥♦♠❜(❛❜❧❡ X✳ ❙♦✐% µ
✉♥❡ ♠❡+✉(❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ +✉( X✳ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ )✉❡ H ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥ +♦✉+✲❣(♦✉♣❡ ♣❛/-♦✉-

❞❡♥%❡ Γ )✉✐ ♣(2+❡(✈❡ µ✳ ❆❧♦(+ H ♣(2+❡(✈❡ µ✳

❉2♠♦♥+%(❛%✐♦♥✳ ❙♦✐- U ✉♥ ♦✉✈❡/- /❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝- ❞❡ X ❡- g ✉♥ 0❧0♠❡♥-

❞❡ H✳ ❉♦♥♥♦♥%✲♥♦✉% ✉♥❡ %✉✐-❡ gn ❞✬0❧0♠❡♥-% ❞❡ Γ ,✉✐ ❝♦♥✈❡/❣❡ ✈❡/% g ✭♣♦%%✐❜❧❡

❝❛/ H ❡%- * ❜❛%❡ ❞0♥♦♠❜/❛❜❧❡✮✳ ❖♥ ❛ lim infn 1gnU ≥ 1gU ♣❛/ ❝♦♥-✐♥✉✐-0 ❞❡

❧✬♦♣0/❛-✐♦♥✳ ❊♥ ✈❡/-✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛-♦✉✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ µ(gU) ≤ lim infn µ(gnU) =
µ(U)✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐,✉❛♥- ❝❡❝✐ * g−1

❡- * ❧✬♦✉✈❡/- /❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝- gU ✱ ♦♥ ✈♦✐-

,✉❡ µ(gU) = µ(U)✳
O✉✐%,✉❡ X ❡%- * ❜❛%❡ ❞0♥♦♠❜/❛❜❧❡✱ -♦✉- ♦✉✈❡/- ❞❡ X ❡%- /0✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❞0♥♦♠❜/❛❜❧❡ ❞✬♦✉✈❡/-% /❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝-%✳ ❈❡ ,✉✐ ♣/0❝8❞❡ ❡♥-/❛P♥❡

❞♦♥❝ ,✉❡ λ(U) = λ(hU) ♣♦✉/ -♦✉- ♦✉✈❡/- U ❡- -♦✉- h ∈ H✳ O✉✐%,✉❡ µ ❡%- ✉♥❡

♠❡%✉/❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞0❞✉✐- ,✉❡ µ ❡%- H✲✐♥✈❛/✐❛♥-❡✳

❚❤7♦.=♠❡ ✷✳✶✳✷✳✶✹✳ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ )✉❡ G ♦♣A(❡ ♠❡+✉(❛❜❧❡♠❡♥% +✉( X ❛✈❡❝ ❞❡+

+%❛❜✐❧✐+❛%❡✉(+ ❞✐+❝(❡%+✳ ❙♦✐% λ ✉♥❡ ♠❡+✉(❡ σ✲✜♥✐❡ +✉( X✳ ▲❡+ ❛++❡(%✐♦♥+ +✉✐✈❛♥%❡+
+♦♥% 2)✉✐✈❛❧❡♥%❡+✳



✷✳✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ●➱◆➱❘❆▲❊ ✹✾

✶✳ ▲❛ ♠❡&✉(❡ λ ❡&) H✲✐♥✈❛(✐❛♥)❡✳

✷✳ /♦✉( )♦✉)❡ &❡❝)✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐(❡ Σ✱ ❧❛ ♠❡&✉(❡ a∗λ ❡&) H✲✐♥✈❛(✐❛♥)❡ ✭♣♦✉(

❧✬♦♣7(❛)✐♦♥ ❞❡ H &✉( G× Σ ❞♦♥♥7❡ ♣❛( h · (g, x′) = (hg, x′)✮✳

✸✳ /♦✉( ♣(❡&;✉❡ )♦✉) x ∈ X✱ σ(x) ❡&) H✲✐♥✈❛(✐❛♥)❡ ✭< ❣❛✉❝❤❡✮✳

❉7♠♦♥&)(❛)✐♦♥✳ ■❧ ❡%& ✐♠♠)❞✐❛& ,✉❡ ✶ ❡♥&0❛1♥❡ ✷✳ ▼♦♥&0♦♥% ,✉❡ ✷ ❡♥&0❛1♥❡ ✸✳

❙♦✐& Σ ✉♥❡ %❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐0❡ ❡& %✉♣♣♦%♦♥% ,✉❡ a∗λ %♦✐& H✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡✳ <♦✉0 &♦✉&

h ∈ H ❡& ♣♦✉0 ♣0❡%,✉❡ &♦✉& x′ ∈ Σ′
✱ σΣ(x

′) ❡%& h✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞)❞✉✐&✱

H )&❛♥& %)♣❛0❛❜❧❡✱ ,✉✬✐❧ ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥ %♦✉%✲❣0♦✉♣❡ ❞)♥♦♠❜0❛❜❧❡ ❞❡♥%❡ Γ &❡❧ ,✉❡

σΣ(x
′) %♦✐& Γ✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ ♣♦✉0 ♣0❡%,✉❡ &♦✉& x′ ∈ Σ✳ ❊♥ ✈❡0&✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✶✸✱

σΣ(x
′) ❡%& H✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ ♣♦✉0 ♣0❡%,✉❡ &♦✉& x′✳ ❈❡❧❛ )&❛♥&✱ %✐ x′ ∈ Σ ❡%& &❡❧ ,✉❡

σΣ(x
′) %♦✐& H✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ ❡& %✐ g ∈ G ❡%& &❡❧ ,✉❡ σ(gx′) = [δ(g)∗σΣ(x

′)]✱ ✐❧ ❡%& ❝❧❛✐0
,✉❡ σ(gx′) ❡%& ✉♥❡ ♠❡%✉0❡ ♣0♦❥❡❝&✐✈❡ H✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ ✭♣✉✐%,✉❡ ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ F

❣❛✉❝❤❡ ♣❛0 h ❝♦♠♠✉&❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ F ❞0♦✐&❡ ♣❛0 g✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞)♠♦♥&0)

,✉❡ ✷ ❡♥&0❛1♥❡ ✸✳ ■❧ ❡%& ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐0 ❞❡ ❧❛ ♠J♠❡ ❢❛K♦♥ ,✉❡ ✸ ❡♥&0❛1♥❡ ✷✳

<♦✉0 ❝♦♥❝❧✉0❡✱ ✐❧ 0❡%&❡ F ✈)0✐✜❡0 ,✉❡ ✷ ❡♥&0❛1♥❡ ✶✳ ❙♦✐& B ✉♥ ❜♦0)❧✐❡♥ ❞❡ X
❡& h ∈ H✳ ❖♥ ✈❡✉& ♠♦♥&0❡0 ,✉❡ λ(hB) = λ(B)✳ ❖♥ ♣❡✉& %❡ ❜♦0♥❡0 ❛✉ ❝❛% ♦M

✐❧ ❡①✐%&❡ ✉♥❡ ✭♣❡&✐&❡✮ %❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐0❡ Σ ❡& ✉♥ ♦✉✈❡0& V ❞❡ G &❡❧ ,✉❡ B %♦✐&

❝♦♥&❡♥✉ ❞❛♥% V Σ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦0%

λ(B) = a∗λ
(
(a|V × Σ)−1(B)

)
= a∗λ

(
h(a|V × Σ)−1(B)

)

♦M ❧❛ ♣0❡♠✐O0❡ ✐♥)❣❛❧✐&) ♣0♦✈✐❡♥& ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝&✐✈✐&) ❞❡ a|V ×Σ ❡& ❧❛ ❞❡✉①✐O♠❡ ❞❡ ❧❛ h✲
✐♥✈❛0✐❛♥❝❡ ❞❡ a∗λ✳ <♦✉0 &♦✉& x ∈ V Σ✱ ♦♥ ❛ h(a|V ×Σ)−1(x) = (a|hV ×Σ)−1(hx)✱
❞❡ %♦0&❡ ,✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜0❡ ❞❡ ❞0♦✐&❡ ❡%& )❣❛❧ F

a∗λ
(
a|hV × Σ)−1(hB)

)
= λ(hB)

♦M ❧❛ ❞❡0♥✐O0❡ )❣❛❧✐&) ♣0♦✈✐❡♥& ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝&✐✈✐&) ❞❡ a|hV × Σ✳
▲❡ &❤)♦0O♠❡ ❡%& ❞)♠♦♥&0)✳

✷✳✶✳✷✳✹ ◗✉❛'✐✲✐♥✈❛,✐❛♥❝❡ ♣❛, ✉♥ ❣,♦✉♣❡ ❞3♥♦♠❜,❛❜❧❡

▲❡ ♣❛0❛❣0❛♣❤❡ ♣0)❝)❞❡♥& ♥❡ %❡ ❣)♥)0❛❧✐%❡ ♣❛% &❡❧ ,✉❡❧ ❛✉ ❝❛% ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉0❡

,✉❛%✐✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ λ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳✶✸ ♥❡ ❞❡♠❡✉0❡ ♣❛% ✿ %✐ G ❡%& ✉♥ ❣0♦✉♣❡

❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& F ❜❛%❡ ❞)♥♦♠❜0❛❜❧❡ ❡& Γ ✉♥ %♦✉%✲❣0♦✉♣❡ ❞)♥♦♠❜0❛❜❧❡ ❞❡♥%❡

❞❡ G✱ ♦♥ ♣❡✉& ♠✉♥✐0 G ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉0❡ ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐&) λ ❝♦♥❝❡♥&0)❡ %✉0 Γ✱ ❡& ❛❧♦0%
✐❧ ❡%& ❝❧❛✐0 ,✉❡ λ ❡%& ,✉❛%✐✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ ♣♦✉0 ❧✬♦♣)0❛&✐♦♥ ❞❡ Γ✱ ♠❛✐% ♥❡ ❧✬❡%& ♣❛%

♣♦✉0 ❧✬♦♣)0❛&✐♦♥ ❞❡ G✳

❊♥ 0❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ &❤)♦0O♠❡ ✷✳✶✳✷✳✶✹ ❞❡♠❡✉0❡ ❧♦0%,✉❡ ❧✬♦♥ 0❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬✐♥✈❛0✐❛♥❝❡

♣❛0 ❧❛ ,✉❛%✐✲✐♥✈❛0✐❛♥❝❡ %✐ ♦♥ %✉♣♣♦%❡ ,✉❡ G ❡%& ❞)♥♦♠❜0❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞)♠♦♥%&0❛&✐♦♥

❡%& ❢❛❝✐❧❡ ❡& ♥♦✉% ♥❡ ❧❛ ❞♦♥♥♦♥% ♣❛%✳

7,♦♣♦'✐8✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✶✺✳ ❙♦✐) X ✉♥ ❡&♣❛❝❡ ❜♦(7❧✐❡♥ &)❛♥❞❛(❞ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❡&✉(❡

σ✲✜♥✐❡ λ✳ ❙♦✐) G ✉♥ ❣(♦✉♣❡ ❞)♥♦♠❜0❛❜❧❡ ♦♣7(❛♥) ♠❡&✉(❛❜❧❡♠❡♥) &✉( X✳

❖♥ &✉♣♣♦&❡ ;✉❡ λ ❡&) ,✉❛%✐✲✐♥✈❛0✐❛♥&❡ (❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) < ❝❡))❡ ♦♣7(❛)✐♦♥✳ /♦✉(

)♦✉) g ∈ G✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞7(✐✈7❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠

dg∗λ

dλ
(x) = θ(g, x)

♣♦✉( λ✲♣(❡&;✉❡ )♦✉) x✳



✺✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❈❖◆❉■❚■❖◆◆❊▲▲❊❙ ❊❚ ❊◆❚❘❖#■❊

❉!"✐♥%!❣'♦♥" λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣!'❛%✐♦♥ ❞❡ G ❡% "♦✐% σ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❞!"✐♥%!✲
❣'❛%✐♦♥✳ 2♦✉' λ✲♣'❡"4✉❡ %♦✉% x✱ σ(x) ❡"% ❧❛ ❝❧❛""❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉'❡ "✉' G

∑

g∈G

θ(g, x)δg

✭♦8 δg ❡"% ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ❉✐'❛❝ ❡♥ g✮✳

❉!♠♦♥"%'❛%✐♦♥✳ "#♦♣♦&✐(✐♦♥& ✷✳✶✳✶✳✷✼ ❡( ✷✳✶✳✶✳✶✽✳

❏✬✐❣♥♦#❡ &✐ ❝❡((❡ ♣#♦♣♦&✐(✐♦♥ ✈❛✉( ❛✉&&✐ ♣♦✉# G ❧♦❝❛❧❡♠❡♥( ❝♦♠♣❛❝( 9 ❜❛&❡

❞<♥♦♠❜#❛❜❧❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✶✳✷✳✶✻✳ ❙♦✉" ❧❡" ❤②♣♦%❤="❡" ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦"✐%✐♦♥✱ ❧❛ ❞!❝♦♠♣♦"✐%✐♦♥

❞❡ ❍♦♣❢ ❡"% ❞♦♥♥!❡ ♣❛'

C = {x ∈ X ;
∑

g∈G

θ(g, x) = ∞}

D = {x ∈ X ;
∑

g∈G

θ(g, x) <∞}✳

❘❡♠❛"-✉❡ ✷✳✶✳✷✳✶✼✳ ❏❡ ♥❡ "❛✐" ♣❛" "✬✐❧ ❡"% ♣♦""✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣%❡' ❝❡ ❝♦'♦❧❧❛✐'❡ ♣♦✉'

"✉♣♣'✐♠❡' ❧✬❤②♣♦%❤="❡ ❞❡ ❞!♥♦♠❜'❛❜✐❧✐%!✳ ❙✐ G ❡"% ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝%
B ❜❛"❡ ❞!♥♦♠❜'❛❜❧❡ ❡% 4✉❡ λ ❡"% 4✉❛"✐✲✐♥✈❛'✐❛♥%❡✱ ✐❧ ❡"% %❡♥%❛♥% ❞✬!❝'✐'❡

C =

{
x ∈ X ;

∫

G

θ(g, x)dg = ∞

}

D =

{
x ∈ X ;

∫

G

θ(g, x)dg <∞

}

♦8 dg ❡"% ❧✬!❧!♠❡♥% ❞❡ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ❍❛❛' "✉' G✳ ❏❡ ♥✬❛✐ ♣❛" ❡✉ ❧❡ %❡♠♣" ❞❡ '!✢!❝❤✐'
"!'✐❡✉"❡♠❡♥% B ❝❡%%❡ 4✉❡"%✐♦♥✳

✷✳✶✳✸ ❚%❛♥(✐*✐✈✐*, ❞❡ ❧❛ ❞,(✐♥*,❣%❛*✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❣%♦✉♣❡

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥% X,Y, Z %'♦✐" ❡"♣❛❝❡" ❜♦'!❧✐❡♥" "%❛♥❞❛'❞" ❡%

X

Y Z

rp

q

✉♥ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐❢✱ ❞♦♥% ❧❡" ✢=❝❤❡" "♦♥% ❞❡" ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥" ❜♦'!❧✐❡♥♥❡"✳

❙♦✐❡♥% λ ✉♥❡ ♠❡"✉'❡ σ✲✜♥✐❡ "✉' X✱ µ ✉♥❡ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%! "✉' Y ✱ ♣"❡✉❞♦✲
✐♠❛❣❡ ❞❡ λ ♣❛' p✱ ❡% "♦✐% ❡♥✜♥ ν ✉♥❡ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%! "✉' Z✱ ♣"❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡
❞❡ µ ♣❛' q ❀ ✐❧ ❡"% ❝❧❛✐' 4✉❡ ν ❡"% ♣"❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ λ ♣❛' r✳
❉!"✐♥%!❣'♦♥"✱ '❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ λ ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡ µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ p ❡% ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡

ν ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ r✱ ❡% µ ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡ ν ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ q ✿

λ =

∫
dµ(y)λµy , λ =

∫
dν(z)λνz , µ =

∫
dν(z)µν

z
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✭♦"✱ λµy ❡%& µ✲♣)❡%*✉❡ %,)❡♠❡♥& ❝♦♥❝❡♥&)0❡ %✉) p−1(y)✱ ❡&❝✳✮✳ ❆❧♦)%✱ ♣♦✉) ν✲
♣)❡%*✉❡ &♦✉& z✱ µν

z ❡%& ✉♥❡ ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ λνz ♣❛) p✱ ❡& ❧❛ ❞0%✐♥&0❣)❛&✐♦♥ ❞❡ λνz
❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ µν

z ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ p ❡%& ❞♦♥♥0❡ ♣❛)

λνz =

∫
dµν

z(y)λ
µ
y ✳

❉0♠♦♥%&)❛&✐♦♥✳ ❈✬❡%& ✉♥❡ ❝♦♥%+,✉❡♥❝❡ ✐♠♠+❞✐❛&❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐&+ ♣3❡%,✉❡ %43❡ ❞❡%

♠❡%✉3❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡%✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❛♣38%✱ ,✉✐ ❡%& ✉♥❡ ❝♦♥%+,✉❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞✉ ♣3+❝+❞❡♥&✱ ♥♦✉% %❡3✈✐3❛

< ♣❧✉%✐❡✉3% 3❡♣3✐%❡%✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥& X,Y ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❜♦)0❧✐❡♥% %&❛♥❞❛)❞%✱ ❡& G ✉♥ ❣)♦✉♣❡

&♦♣♦❧♦❣✐*✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& < ❜❛%❡ ❞0♥♦♠❜)❛❜❧❡ ♦♣0)❛♥& ♠❡%✉)❛❜❧❡♠❡♥& %✉)

X ❡& Y ❛✈❡❝ ❞❡% %&❛❜✐❧✐%❛&❡✉)% ❞✐%❝)❡&%✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% ❞♦♥♥0❡ ✉♥❡ ♠❡%✉)❡ σ✲✜♥✐❡ λ
%✉) X × Y ✳ ❋✐①♦♥% ✉♥❡ ♠❡%✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐&0 λY %✉) Y ✱ ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ λ ♣❛)

❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ♣)♦❥❡❝&✐♦♥ X × Y → Y ✳ ❙♦✐&

λ =

∫
dλY (y) σY (y)⊗ δy

❧❛ ❞0%✐♥&0❣)❛&✐♦♥ ❞❡ λ *✉✐ %✬❡♥ ❞0❞✉✐& ✭♦" δy ❡%& ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡ ❉✐)❛❝ ❡♥ y✮✳
❋❛✐%♦♥% ♦♣0)❡) G %✉) X × Y ♣❛) g · (x, y) = (gx, y) ❀ ❝❡&&❡ ♦♣0)❛&✐♦♥ ❡%&

♠❡%✉)❛❜❧❡ ❡& < %&❛❜✐❧✐%❛&❡✉)% ❞✐%❝)❡&%✳

D♦✉) λ✲♣)❡%*✉❡ &♦✉& (x, y)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ σσY (y)(x) ❞❡ σY (y) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧✬♦♣0)❛&✐♦♥ ❞❡ G ❡%& ❜✐❡♥ ❞0✜♥✐❡ ❝❛) σY (y) ❡%& σ✲✜♥✐❡ ♣♦✉) λY ✲♣)❡%*✉❡ &♦✉& y ❀

❞❡ ♠E♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ σλ(x, y) ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G ❡①✐%&❡ ♣♦✉) λ✲♣)❡%*✉❡ &♦✉&

x✳
❈❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡% %♦♥& 0❣❛❧❡% ✿

σλ(x, y) = σσY (y)(x)

♣♦✉) λ✲♣)❡%*✉❡ &♦✉& (x, y)✳

❉0♠♦♥%&)❛&✐♦♥✳ ❙♦✐& Σ ✉♥❡ %❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐3❡ ❞❡ ❧✬♦♣+3❛&✐♦♥ ❞❡ G %✉3 X✳ ◆♦&♦♥%

,✉❡ Σ × Y ❡%& ✉♥❡ %❡❝&✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐3❡ ❞❡ ❧✬♦♣+3❛&✐♦♥ ❞❡ G %✉3 X × Y ✳ ❙♦✐& a :
G × Σ → X ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❛%%♦❝✐+❡ < Σ✱ ❡& %♦✐& a × 1Y : G × Σ × Y → X × Y
❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❛%%♦❝✐+❡ < Σ× Y ✳ ❖♥ ✈+3✐✜❡ ,✉❡

(a× 1Y )
∗λ =

∫
dλY (y) (a

∗σY (y))⊗ δy✳

A❛3 ❛✐❧❧❡✉3%✱ %✐ λΣ×Y ❡%& ✉♥❡ ♠❡%✉3❡ ❞❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐&+ %✉3 Σ×Y ✱ ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡

(a× 1Y )
∗λ ♣❛3 ❧❛ ♣3♦❥❡❝&✐♦♥ %✉3 Σ× Y ✱ λY ❡%& ✉♥❡ ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ λΣ×Y ♣❛3

❧❛ ♣3♦❥❡❝&✐♦♥ %✉3 Σ✳ ❖♥ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ❞+%✐♥&+❣3❡3 λΣ×Y ❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ λΣ ✿

λΣ×Y =

∫
dλY (y) θy ⊗ δy✳

❊♥ ✈❡3&✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ &3❛♥%✐&✐✈✐&+ ♣3+❝+❞❡♥& ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✶✮ ❛♣♣❧✐,✉+ ❛✉

❞✐❛❣3❛♠♠❡

G× Σ× Y

Σ× Y Y
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✭❡$ ❛✉① ♠❡)✉*❡) σ✲✜♥✐❡) (a × 1Y )
∗λ✱ λΣ×Y ❡$ λY ✮✱ ♥♦✉) )❛✈♦♥) 3✉❡ ♣♦✉* λY ✲

♣*❡)3✉❡ $♦✉$ y ✿ ✶

♦ θy ❡)$ ✉♥❡ ♣)❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ a∗σY (y) ❡$ ✷♦ ❧❛ ❞:)✐♥$:❣*❛$✐♦♥

❞❡ a∗σY (y) ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ θy ❡)$ ❞♦♥♥:❡ ♣❛*

a∗σY (y) =

∫
dθy(x

′) σΣ×Y (x
′, y)⊗ δx′

✳

❈❡❝✐ )✐❣♥✐✜❡ 3✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ a∗σY (y) ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ x
′
❡)$ ♣*♦♣♦*$✐♦♥♥❡❧❧❡

> ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (a× 1Y )
∗λ ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ (x′, y)✱ ♣♦✉* λΣ×Y ✲♣*❡)3✉❡ $♦✉$

(x′, y)✳
❈❡❝✐ ❞:♠♦♥$*❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❘❡♣*❡♥♦♥) ❧❡) ♥♦$❛$✐♦♥) ❤❛❜✐$✉❡❧❧❡) ✿ X ❡)$ ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ❜♦*:❧✐❡♥ )$❛♥❞❛*❞ ♦B

♦♣C*❡ ♠❡)✉*❛❜❧❡♠❡♥$ ✉♥ ❣*♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$ > ❜❛)❡ ❞:♥♦♠❜*❛❜❧❡ G✱

❡$ λ ❡)$ ✉♥❡ ♠❡)✉*❡ σ✲✜♥✐❡ )✉* X✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣*❡♠✐C*❡ ❝♦♥):3✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡

✷✳✶✳✸✳✷✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✸✳ ❙♦✐# Σ ✉♥❡ '❡❝#✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐+❡ ❡# '♦✐# a : G×Σ → X ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

#✐♦♥ ❛''♦❝✐/❡✳ 1♦✉+ a∗λ✲♣+❡'2✉❡ #♦✉# (g, x′)✱ ♦♥ ❛

σa∗λ(g, x
′) = σλ(gx

′)

♦4 ❧✬♦♣/+❛#✐♦♥ ❞❡ G '✉+ G× Σ ❡'# ❞♦♥♥/❡ ♣❛+ g1 · (g2, x
′) = (g1g2, x

′)✳

❉/♠♦♥'#+❛#✐♦♥✳ ■♠♠:❞✐❛$✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✹✳ ❙♦✐# H ✉♥ '♦✉'✲❣+♦✉♣❡ ❢❡+♠/ ❞❡ G✳ ❙♦✐# Σ ✉♥❡ ♣❡$✐$❡ '❡❝#✐♦♥

❧❛❝✉♥❛✐+❡ : ❧✬♦♣/+❛#✐♦♥ ❞❡ G '✉+ X✳ ❙♦✐# a : G× Σ → X ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛''♦❝✐/❡✳

❉/'✐♥#/❣+♦♥' λ ❡# a∗λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H✳

1♦✉+ a∗λ✲♣+❡'2✉❡ #♦✉# (g, x′)✱ ♦♥ ❛

σH,λ(gx
′) = σH,a∗λ(g, x

′)

♦4 ❧✬♦♣/+❛#✐♦♥ ❞❡ H '✉+ G× Σ ❡'# ❞♦♥♥/❡ ♣❛+ h · (g, x′) = (hg, x′)✳

❉/♠♦♥'#+❛#✐♦♥✳ ❙♦✐$ T ✉♥❡ )❡❝$✐♦♥ ❜♦*:❧✐❡♥♥❡ ✭❛✉ )❡♥) ✉)✉❡❧✮ > ❧❛ ♣*♦❥❡❝$✐♦♥

❝❛♥♦♥✐3✉❡ G → G/H ❀ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ H × T → G ❡)$ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐)♦♠♦*♣❤✐)♠❡

♠❡)✉*❛❜❧❡✳ K✉✐)3✉❡ Σ ❡)$ ♣❡$✐$❡✱ ♦♥ ♣❡✉$ :❝*✐*❡ T = ∪Tn ♦B ❝❤❛3✉❡ Tn ❡)$ ✉♥

❜♦*:❧✐❡♥ $❡❧ 3✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ Tn × Σ → TnΣ ✭❛♣♣❧✐3✉❛♥$ (g′, x′) )✉* g′x′✮ )♦✐$

✉♥ ✐)♦♠♦*♣❤✐)♠❡ ❜♦*:❧✐❡♥✳

◆♦$♦♥) 3✉❡ TnΣ ❡)$ ❛❧♦*) ✉♥❡ )❡❝$✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐*❡ > ❧✬♦♣:*❛$✐♦♥ ❞❡ H )✉* X✳

❋✐①♦♥) ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ n ❀ ♦♥ ♣❡✉$ )✉♣♣♦)❡* 3✉❡ TnΣ ♥✬❡)$ ♣❛) ♥:❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ HTnΣ
♥✬❡)$ ♣❛) λ✲♥:❣❧✐❣❡❛❜❧❡✮✳

❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣*❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉$❛$✐❢

H × Tn × Σ H × TnΣ

G× Σ X

η

a′ a′′

a

♦B η(h, g′, x′) = (h, g′x′)✱ a′(h, g′, x′) = (hg′, x′) ❡$ a′′(h, y′) = hy′✳
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▲✬✐♠❛❣❡ )*❝✐♣)♦.✉❡✱ ♣❛) ❧✬✐2♦♠♦)♣❤✐2♠❡ ηn✱ ❞❡ ❧❛ ♠❡2✉)❡ (a′′)∗λ ❡25 ❞♦♥❝

*❣❛❧❡ 7 (a′)∗a∗λ✳ 9✉✐2.✉❡ ηn ❡25 H✲*.✉✐✈❛)✐❛♥5❡✱ ❡♥ ❞*2✐♥5*❣)❛♥5 ❧❡2 ❞❡✉① ♠❡✲

2✉)❡2 ♣)*❝*❞❡♥5❡2 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ♦♥ ♦❜5✐❡♥5 ✭♣)♦♣♦2✐5✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✶✽✮

σH,(a◦a′)∗λ(h, g
′, x′) = σH,(a′′)∗λ(h, g

′x′)

♣♦✉) (a ◦ a′)∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (h, g′, x′)✳
❉✬❛✉5)❡ ♣❛)5✱ ♣✉✐2.✉❡ TnΣ ❡25 ✉♥❡ 2❡❝5✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐)❡ 7 ❧✬♦♣*)❛5✐♦♥ ❞❡ H 2✉)

X✱ ♦♥ ❛ ❛✉22✐ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✸✮

σH,(a′′)∗λ(h, y
′) = σH,λ(hy

′)

♣♦✉) (a′′)∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (h, y′)✳ ❊♥✜♥✱ Tn *5❛♥5 ❧✉✐✲♠F♠❡ ✉♥❡ 2❡❝5✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐)❡

7 ❧✬♦♣*)❛5✐♦♥ ❞❡ H 2✉) G✱ ♦♥ ❛ ✭✐❜✐❞✳✮

σH,(a◦a′)∗λ(h, g
′, x′) = σH,a∗(hg′, x′)

♣♦✉) (a ◦ a′)∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (h, g′, x′)✳
▲❡2 5)♦✐2 *❣❛❧✐5*2 ♣)*❝*❞❡♥5❡2 ❡♥5)❛G♥❡♥5 .✉❡

σH,λ(hg
′x′) = σH,a∗λ(hg

′, x′)

♣♦✉) (a ◦ a′)∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (h, g′, x′) ❀ ❞✬♦I

σH,λ(gx
′) = σH,a∗λ(g, x

′)

♣♦✉) a∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (g, x′) ∈ HTn×Σ✳ ❈❡❝✐ *5❛♥5 ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉) ❝❤❛.✉❡ ✐♥❞✐❝❡
n✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠F♠❡ )❡❧❛5✐♦♥ ♣♦✉) a∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (g, x′) ∈ G × Σ✱ ❝❡ .✉✐ ❡25

❧✬*♥♦♥❝* ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

◆♦✉2 2♦♠♠❡2 ♠❛✐♥5❡♥❛♥5 ❡♥ ♠❡2✉)❡ ❞❡ ❞*♠♦♥5)❡) ❧❡ 5❤*♦)L♠❡ ❡①♣)✐♠❛♥5 ❧❛

5)❛♥2✐5✐✈✐5* ❞❡ ❧❛ ❞*2✐♥5*❣)❛5✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❣)♦✉♣❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✺✳ ❙♦✐& σG,λ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❞./✐♥&.❣1❛&✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

G✳ ❙♦✐& H ✉♥ /♦✉/✲❣1♦✉♣❡ ❢❡1♠. ❞❡ G✳ 6♦✉1 λ✲♣1❡/7✉❡ &♦✉& x ∈ X✱ ♦♥ ♣❡✉&

❞./✐♥&.❣1❡1 σG,λ(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ✭: ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❡& ♦♥ ❛✱ ♣♦✉1 σG,λ(x)✲♣1❡/7✉❡ &♦✉&

g ∈ G✱

σH,σG,λ(x)(g) = σH,λ(gx)✳

❆✉&1❡♠❡♥& ❞✐&✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ❡♥ gx ❡/& ♣1❡/7✉❡ />1❡♠❡♥&

.❣❛❧❡ : ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ σG,λ(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ❡♥ g✳

❉.♠♦♥/&1❛&✐♦♥✳ ❉♦♥♥♦♥2✲♥♦✉2 ✉♥❡ ♣❡&✐&❡ 2❡❝5✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐)❡ Σ ❞❡ ❧✬♦♣*)❛5✐♦♥ ❞❡

G 2✉) X ❡5 2♦✐5 a : G × Σ → X ❧✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❛22♦❝✐*❡✳ ❉*2✐♥5*❣)♦♥2 ❧❛ ♠❡2✉)❡

σ✲✜♥✐❡ a∗λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H✳ ◆♦✉2 2❛✈♦♥2 ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✹✮ .✉❡

σH,λ(gx
′) = σH,a∗λ(g, x

′)

♣♦✉) a∗λ✲♣)❡2.✉❡ 5♦✉5 (g, x′) ∈ G× Σ✳ ❉✬❛✉5)❡ ♣❛)5✱ 2✐

a∗λ =

∫
dλΣ(x

′)σΣ(x
′)⊗ δx′

❡25 ❧❛ ❞*2✐♥5*❣)❛5✐♦♥ ❞❡ a∗λ ❛✉✲❞❡22✉2 ❞✬✉♥❡ ♠❡2✉)❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐5* λΣ 2✉) Σ .✉✐

❡25 ✉♥❡ ♣2❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ a∗λ✱ ♦♥ ❛

σH,a∗λ(g, x
′) = σH,σΣ(x′)(g)
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♣♦✉% a∗λ✲♣%❡()✉❡ *♦✉* (g, x′) ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳✷✮✳

❋✐①♦♥( ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ✉♥ x′ ∈ Σ *❡❧ )✉❡ σH,λ(gx
′) = σH,σΣ(x′)(g) ♣♦✉% σΣ(x

′)✲
♣%❡()✉❡ *♦✉* g ∈ G✳ ❙♦✐* g0 ✉♥ 9❧9♠❡♥* ❞❡ G *❡❧ )✉❡ σG,λ(g0x

′) (♦✐* ❧❛ ❝❧❛((❡

♣%♦❥❡❝*✐✈❡ ❞❡ [δ(g0)∗σΣ(x
′)]✳ ▲✬✐(♦♠♦%♣❤✐(♠❡ ❜♦%9❧✐❡♥ δ(g0) : G → G ❡(* H✲

9)✉✐✈❛%✐❛♥* B ❣❛✉❝❤❡ ✭❝❛% ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ G ❡(* ❛((♦❝✐❛*✐✈❡✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✭♣%♦♣♦(✐*✐♦♥

✷✳✶✳✶✳✶✽✮

σH,σΣ(x′)(g) = σH,δ(g0)∗σΣ(x′)(gg
−1
0 )

♣♦✉% σΣ(x
′)✲♣%❡()✉❡ *♦✉* g✳ ❆✉*%❡♠❡♥* ❞✐*✱

σH,σΣ(x′)(g) = σH,σG,λ(g0x′)(gg
−1
0 )

♣♦✉% σΣ(x
′)✲♣%❡()✉❡ *♦✉* g✳ H♦(❛♥* x = g0x

′
✱ ❝❡ )✉✐ ♣%9❝I❞❡ ♠♦♥*%❡ )✉❡

σH,σG,λ(x)(g) = σH,λ(gx)

♣♦✉% σG,λ(x)✲♣%❡()✉❡ *♦✉* g✳

❈❡❝✐ ❞9♠♦♥*%❡ ❧❛ ♣%♦♣♦(✐*✐♦♥ ♣♦✉% λ✲♣%❡()✉❡ *♦✉* x ∈ GΣ✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉* ❣%K❝❡

❛✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✷✸✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✶✳✸✳✻✳  ♦✉# λ✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) x✱ '✐ ❧✬♦♥ ❞0'✐♥)1❣#❡ ✭❛✉ '❡♥' ❝❧❛'✲
'✐(✉❡✮ σG,λ(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π : G→ H\G✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ π(g) ❡')
✉♥ #❡♣#0'❡♥)❛♥) ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉#❡ ♣#♦❥❡❝)✐✈❡

(ρg)∗σH,λ(gx)

♣♦✉# σG,λ(x)✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) g✳

❘❛♣♣❡❧♦♥( )✉❡ ❧❡( ❝♦♥❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡( ❞✬✉♥❡ ♠❡(✉%❡ ✐♥✜♥✐❡ ♥❡ (♦♥* ✉♥✐)✉❡♠❡♥*

❞9✜♥✐❡( )✉✬B ✉♥❡ ❝♦♥(*❛♥*❡ ♠✉❧*✐♣❧✐❝❛*✐✈❡ ♣%I(✳

❉0♠♦♥')#❛)✐♦♥✳ ■♠♠9❞✐❛* ✈✉ ❧❡( ♣%♦♣♦(✐*✐♦♥( ✷✳✶✳✸✳✺ ❡* ✷✳✶✳✶✳✷✺✳

H♦✉% ❢♦%♠✉❧❡% ❧❡ ❝♦%♦❧❧❛✐%❡ (✉✐✈❛♥*✱ ✐♥*%♦❞✉✐(♦♥( ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♠❡(✉%❡ ♣♦%*9❡

♣❛% ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❜♦%9❧✐❡♥✳

❉-✜♥✐0✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✼✳ ❙♦✐) G ✉♥ ❣#♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝) = ❜❛'❡ ❞0♥♦♠❜#❛❜❧❡

❡) '♦✐) H ✉♥ '♦✉'✲❣#♦✉♣❡ ❢❡#♠0 ❞❡ G✳ ❖♥ ❞✐) (✉✬✉♥❡ ♠❡'✉#❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ µ '✉#

G ❡') ♣♦#)0❡ ♣❛# ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❜♦#0❧✐❡♥ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ G/H '✐ G ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ♣❛#)✐❡

❜♦#0❧✐❡♥♥❡ E ❞❡ ♠❡'✉#❡ )♦)❛❧❡ ♣♦✉# µ )❡❧❧❡ (✉❡ )♦✉)❡ ❝❧❛''❡ = ❞#♦✐)❡ ♠♦❞✉❧♦ H
❞❛♥' G #❡♥❝♦♥)#❡ E ❡♥ ❛✉ ♣❧✉' ✉♥ ♣♦✐♥)✳

❖♥ ✈9%✐✜❡ )✉✬✐❧ %❡✈✐❡♥* ❛✉ ♠P♠❡ ❞❡ ❞✐%❡ )✉✬✐❧ ❡①✐(*❡ ✉♥❡ (❡❝*✐♦♥ ❜♦%9❧✐❡♥♥❡

G/H → G ✭❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♣❛((❛❣❡ ❛✉ )✉♦*✐❡♥* G → G/H✮ )✉✐ ❛♣♣❧✐)✉❡

G/H (✉% ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡(✉%❡ *♦*❛❧❡ ♣♦✉% µ✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✶✳✸✳✽✳  ♦✉# (✉❡ ❧❡' ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡' ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H '♦✐❡♥)

)#✐✈✐❛❧❡'✱ ❝✬❡')✲=✲❞✐#❡ ♣♦✉# (✉❡ σH,λ(x) = [δe] ♣♦✉# λ✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) x✱ ❡) ✐❧ ❢❛✉) ❡)
✐❧ '✉✣) (✉❡ σG,λ(x) '♦✐) ♣♦#)0❡ ♣❛# ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❜♦#0❧✐❡♥ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ G/H✱ ♣♦✉#
λ✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) x✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% '✉❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H %♦✐❡♥-

-/✐✈✐❛❧❡%✳ ❙♦✐- x ✉♥ 3❧3♠❡♥- ❞❡ X -❡❧ '✉❡ ♣♦✉/ σG,λ(x)✲♣/❡%'✉❡ -♦✉- g✱ ♦♥ ❛✐-

σH,λ(gx) = σH,σG,λ(x)(g)

❡- %♦✐- E ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❜♦/3❧✐❡♥ ❞❡ G✱ ❞❡ ♠❡%✉/❡ -♦-❛❧❡ ♣♦✉/ σG,λ(x)✱ ❡- -❡❧ '✉❡
❧❡% /❡❧❛-✐♦♥% g ∈ E, hg ∈ E ❡♥-/❛8♥❡♥-

σH,σG,λ(x)(hg) = δ(h)∗σH,σG,λ(x)(g)✳

9✉✐%'✉❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H %♦♥- -/✐✈✐❛❧❡%✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉/ σG,λ(x)✲
♣/❡%'✉❡ -♦✉- g✱ σH,λ(gx) = [δe]✳ 9❛/ %✉✐-❡✱ %✐ g ❡- hg ❛♣♣❛/-✐❡♥♥❡♥- : ❡✉①✱ ♦♥ ❛

[δe] = [δh] ❝❡ '✉✐ ✐♠♣❧✐'✉❡ '✉❡ h = e✳
▲❛ /3❝✐♣/♦'✉❡ /3%✉❧-❡ ❛✉%%✐-=- ❞✉ ❝♦/♦❧❧❛✐/❡ ✷✳✶✳✸✳✻ ❀ ❡♥ ✈❡/-✉ ❞✉ ❢❛✐- 3✈✐❞❡♥-

'✉❡ %✐ ν ❡%- ✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ %✉/ G '✉✐ ❡%- ♣♦/-3❡ ♣❛/ ✉♥ ❣/❛♣❤❡ ❜♦/3❧✐❡♥

❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ G/H✱ %❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡% ❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ G/H %♦♥- -/✐✈✐❛❧❡%✳

✷✳✷ ❚❤$♦&✐❡ ❡&❣♦❞✐+✉❡ ❡- ❡♥-&♦♣✐❡

▲✬♦❜❥❡- ❞❡ ❝❡--❡ %❡❝-✐♦♥ ❡%- ❞✬✐♥-/♦❞✉✐/❡ ❧✬❡♥-/♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ✜♥✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣

❞✬✉♥❡ ♦♣3/❛-✐♦♥ ❞❡ ❣/♦✉♣❡ ❡- ❞✬❡♥ ❢❛✐/❡ ❧✬3-✉❞❡✳ ❉❛♥% ❧❡ ♣❛/❛❣/❛♣❤❡ ✷✳✶✳✷ ♥♦✉%

❞3✜♥✐%%♦♥% ❧✬❡♥-/♦♣✐❡ ❡♥ -❡/♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡%✳

▲✬❛♣♣/♦❝❤❡ ✉%✉❡❧❧❡ ❡%- ❞❡ ❞3✜♥✐/ ❧✬❡♥-/♦♣✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ✓❢❡✉✐❧❧❡-❛❣❡✔ '✉✐

❡%- ✉♥ ✓%♦✉%✲❢❡✉✐❧❧❡-❛❣❡✔ ❞✉ ✓❢❡✉✐❧❧❡-❛❣❡ %-❛❜❧❡✔ ✭♦✉ ✐♥%-❛❜❧❡✮ ❞✬✉♥ ❛✉-♦♠♦/✲

♣❤✐%♠❡ ❤②♣❡/❜♦❧✐'✉❡ α✱ ❡♥ ♣/♦❞✉✐%❛♥- ❞❡% ✓♣❛/-✐-✐♦♥% %✉❜♦/❞♦♥♥3❡% ❛✉ ❢❡✉✐❧❧❡✲

-❛❣❡✔ ♣♦%%3❞❛♥- ❝❡/-❛✐♥❡% ♣/♦♣/✐3-3%✱ ❝❡ '✉✐ ♣❡/♠❡- ❞❡ ❝♦♥%✐❞3/❡/ ❧✬❡♥-/♦♣✐❡ ❞❡

❑♦❧♠♦❣♦/♦✈✲❙✐♥❛P ❞❡ α /❡❧❛-✐✈❡ : ✉♥❡ -❡❧❧❡ ♣❛/-✐-✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥-❡/♣/R-❡ ❡♥%✉✐-❡ ❝❡--❡

❡♥-/♦♣✐❡ ❡♥ -❡/♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡%✳

◆♦✉% ♥♦✉% ❜♦/♥❡/♦♥% ❛✉ ♣♦✐♥- ❞❡ ✈✉❡ ✓❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧✔✳ 9♦✉/ ♥♦✉%✱ ❧✬❡♥-/♦♣✐❡

❞✬✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ❞❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐-3 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣3/❛-✐♦♥ ❞❡ ❣/♦✉♣❡ %❡/❛ ❡%%❡♥-✐❡❧❧❡✲

♠❡♥- ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡% ♠❡%✉/❡% ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡%✳ ◆♦✉% ❞3✈❡❧♦♣♣❡/♦♥% ❧❛ -❤3♦/✐❡

%♦✉% ❝❡- ❛♥❣❧❡✱ ❥✉%'✉✬: ❞3♠♦♥-/❡/✱ %♦✉% ❝❡/-❛✐♥❡% ❤②♣♦-❤R%❡%✱ ✉♥❡ ❢♦/♠✉❧❡ ❞✬❛❞✲

❞✐-✐✈✐-3 ❞❡ ❧✬❡♥-/♦♣✐❡✱ : ❧❛ ♠❛♥✐R/❡ ❞❡ ❝❡ '✉❡ ❢♦♥- ▼♠❡ ❨♦✉♥❣ ❡- ▼✳ ▲❡❞/❛♣♣✐❡/

❞❛♥% ✭▲❡❞/❛♣♣✐❡/ ❡- ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺✮✳

❚♦✉% ♥♦% ♦✉-✐❧% ❡- ♠3-❤♦❞❡% /❡❧R✈❡♥- ❞❡ ❝❡ '✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛/❢♦✐% ✓-❤3♦/✐❡

❣3♦♠3-/✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉/❡✔✳ ◆♦-/❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ❡%-✱ ♣♦✉/ ❞✐/❡ ❧❡ ♠♦✐♥%✱ ❧❛/❣❡♠❡♥-

✐♥%♣✐/3❡ ❞❡ ✭✐❜✐❞✳✮✳

❋✐①♦♥% ♠❛✐♥-❡♥❛♥- ❧❡% ♥♦-❛-✐♦♥% ❡- ❤②♣♦-❤R%❡% ❞❡ ❝❡--❡ %❡❝-✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣/3✲

❝3❞❡♠♠❡♥-✱ X ❡%- ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❜♦/3❧✐❡♥ %-❛♥❞❛/❞ ♦[ ♦♣R/❡ ♠❡%✉/❛❜❧❡♠❡♥- ✉♥

❣/♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝- : ❜❛%❡ ❞3♥♦♠❜/❛❜❧❡ G ❛✈❡❝ ❞❡% %-❛❜✐❧✐%❛-❡✉/% ❞✐%✲

❝/❡-%✳ ▲✬❡%♣❛❝❡ X ♣♦/-❡ ✉♥❡ ♠❡%✉/❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐&! X '✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ : ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

-✐♦♥ ❞❡ ❞3%✐♥-3❣/❛-✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✱ σ : X → M1
rad(G)✳

◆♦✉% %✉♣♣♦%♦♥% ❞♦♥♥3% ✉♥ ❛✉-♦♠♦/♣❤✐%♠❡ ♠❡%✉/❛❜❧❡ αX : X → X ❡- ✉♥

❛✉-♦♠♦/♣❤✐%♠❡ ❞❡ ❣/♦✉♣❡ ❝♦♥-✐♥✉ αG : G → G✱ ❡- ❢❛✐%♦♥% ❧❡% ❤②♣♦-❤R%❡% %✉✐✲

✈❛♥-❡% ✿

✶✳ αX(gx) = αG(g)αX(x) ♣♦✉/ -♦✉% g ∈ G, x ∈ X ❀

✷✳ αG ❡%- ❝♦♥&'❛❝&❛♥& ✿ ♣♦✉/ -♦✉- ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝- U ❞❡ e ❡- ♣♦✉/ -♦✉-

❝♦♠♣❛❝- K✱ ✐❧ ❡①✐%-❡ ✉♥ ❡♥-✐❡/ n -❡❧ '✉❡

αkK ⊂ U

♣♦✉/ -♦✉- k ≥ n ❀



✺✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❈❖◆❉■❚■❖◆◆❊▲▲❊❙ ❊❚ ❊◆❚❘❖#■❊

✸✳ αX ♣%&'❡%✈❡ λ✳

◆♦✉' ❞&'✐❣♥❡%♦♥' ❞&'♦%♠❛✐' αX ❡3 αG ♣❛% ❧❡ '❡✉❧ '②♠❜♦❧❡ α✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✵✳✾✳  ♦✉# λ✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) x✱ ♦♥ ❛ σ(αx) = α∗σ(x)✳

❉/♠♦♥')#❛)✐♦♥✳ ❱♦✐%❧❡♠ ♠ ❡✷✳✶✳✶✳✶✽✳

✷✳✷✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥(.♦♣✐❡ ❀ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❞❡2 ❝♦♥❞✐(✐♦♥✲

♥❡❧❧❡2

✷✳✷✳✶✳✶ ❉ )✜♥✐-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥-2♦♣✐❡

▲❡♠ ♠ ❡ ✷✳✷✳✶✳✶✳  ♦✉# λ✲♣#❡'(✉❡ )♦✉) x ❡) )♦✉) ✈♦✐'✐♥❛❣❡ #❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝)
B ❞❡ e✱ ❧❛ ❧✐♠✐)❡

lim
|n|→∞

log σ(x)(α−nB)

n

❡①✐')❡✱ ❡) ♥❡ ❞/♣❡♥❞ ♣❛' ❞❡ B✳

❉/♠♦♥')#❛)✐♦♥✳ ❋✐①♦♥' ✉♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ %❡❧❛3✐✈❡♠ ❡♥3 ❝♦♠ ♣❛❝3 B ❞❡ e ❞❛♥'G ❡3

♣♦'♦♥'I(x) = log
σ(x)(α−1B)

σ(x)(B)
✳❊♥ '❡'❡%✈❛♥3❞✉ ❧❡♠ ♠ ❡✷✳✷✳✵✳✾✱♦♥ ✈♦✐3❛✉''✐3B3

C✉❡♣♦✉%3♦✉3n ≥ 1✱

σ(x)(α−nB)

σ(x)(B)
=

n−1∏

k=0

σ(αkx)(α−1B)

σ(αkx)(B)

❡3❡♥ ♣%❡♥❛♥3❧❡'❧♦❣❛%✐3❤♠ ❡'✱❡♥ ❞✐✈✐'❛♥3♣❛% n ❛✈❛♥3❞❡ ♣❛''❡%E ❧❛ ❧✐♠ ✐3❡✱♦♥
♦❜3✐❡♥3

lim
n→+∞

log σ(x)(α−nB)

n
= lim

n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

I(αkx)

♦F ❧❛ ❧✐♠ ✐3❡❞✉ ♠ ❡♠ ❜%❡❞❡❞%♦✐3❡❡①✐'3❡✭&✈❡♥3✉❡❧❧❡♠ ❡♥3✐♥✜♥✐❡✮♣♦✉% λ✲♣%❡'C✉❡
3♦✉3x ❡♥ ✈❡%3✉ ❞✉ 3❤&♦%K♠ ❡❡%❣♦❞✐C✉❡❞❡❇✐%❦❤♦✈❛♣♣❧✐C✉&E❧❛❢♦♥❝3✐♦♥ ♣%❡'C✉❡
'O%❡♠ ❡♥3♣♦'✐3✐✈❡ I✳

▲✬✐♥❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠ ✐3❡ ❞✉ ♠ ❡♠ ❜%❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✈✐'✲E✲✈✐' ❞❡ B ♣%♦✈✐❡♥3
❞✉ ❝❛%❛❝3K%❡❝♦♥3%❛❝3❛♥3❞❡ α✳

▲♦%'C✉❡ n 3❡♥❞ ✈❡%'−∞✱❧✬❛%❣✉♠ ❡♥3❡'3❧❡ ♠ R♠ ❡✱❡3❧❡'❞❡✉① ❧✐♠ ✐3❡'❝♦S♥✲
❝✐❞❡♥3❀❡♥ ❡✛❡3✱❧❛ ❧✐♠ ✐3❡ ❧♦%'C✉❡ n → ∞ ❡'3 &❣❛❧❡ E ❧✬❡'♣&%❛♥❝❡ ❞❡ I ❝♦♥❞✐✲
3✐♦♥♥❡❧❧❡♠ ❡♥3E ❧❛ 3%✐❜✉ ❞❡' ✐♥✈❛%✐❛♥3'❞❡ α✱❡3❧❛ ❧✐♠ ✐3❡ ❧♦%'C✉❡ n → −∞ ❡'3
&❣❛❧❡ E ❧✬❡'♣&%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ I ′✱❞&✜♥✐❡ ❝♦♠ ♠ ❡ I ❡♥ %❡♠ ♣❧❛V❛♥3 B ♣❛%
α−1(B) ✭❝❡ C✉✐✱♥♦✉' ❧✬❛✈♦♥' ❞✐3✱♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣%❡'C✉❡ 'O%❡♠ ❡♥3 ♣❛' ❧❛ ❧✐♠ ✐3❡✮✱
❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡❧❧❡♠ ❡♥3E ❧❛ ♠ R♠ ❡3%✐❜✉ ❞❡'✐♥✈❛%✐❛♥3'✳

❉ )✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐)❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡') ❛♣♣❡❧/❡ ❡♥3%♦♣✐❡❞❡ λ
❧❡❧♦♥❣ ❞❡G ❡♥ x✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❡') ❛♣♣❡❧/❡ ❡♥3%♦♣✐❡❞❡λ ❧❡❧♦♥❣ ❞❡G✱ ❡)
♥♦)/❡ hλ(G)✳

❘ ❡♠ ❛26✉❡ ✷✳✷✳✶✳✸✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉❞#❛✐) ♣❛' ❝#♦✐#❡ (✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ hλ(G) ♣♦''>❞❡ ❧❡
♠♦✐♥❞#❡ #❛♣♣♦#) ❛✈❡❝ ❧✬❡♥)#♦♣✐❡ ❞✬✉♥ /❧/♠❡♥) g ∈ G #❡❧❛)✐✈❡ @ ❧❛ ♠❡'✉#❡ λ✱ ❡) @
)❡❧❧❡ ♣❛#)✐)✐♦♥ ❞/♥♦♠❜#❛❜❧❡ ❞❡ X✳ ❉❛♥' ❧❡' '✐)✉❛)✐♦♥' (✉✐ ♥♦✉' ✐♥)/#❡''❡♥)✱ ❝❡))❡
❞❡#♥✐>#❡ ❡♥)#♦♣✐❡ '❡#❛✐) ❞✬❛✐❧❧❡✉#' ♥✉❧❧❡✳
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❖♥ ♣❡✉% ♣❡♥&❡' ( hλ(G) ❝♦♠♠❡ ( ❧✬❡♥%'♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♦'♣❤✐&♠❡ α✱ '❡❧❛%✐✈❡
( λ✱ ❞❛♥& ❧❛ ✓❞✐'❡❝%✐♦♥ ❞❡ G✔✳ ■❧ &❡'❛✐% &♦✉❤❛✐%❛❜❧❡ ❞❡ ❞9✈❡❧♦♣♣❡' ❝❡ ♣♦✐♥% ❞❡
✈✉❡✱ ❡% ❞❡ ❢❛✐'❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ %❤9♦'✐❡ ✐❝✐ ❡①♣♦&9❡✳

❏❡ ♠✬❛✉%♦'✐&❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥% ( ❝♦♥&❡'✈❡'✱ ♣♦✉' ❧❛ =✉❛♥%✐%9 9%✉❞✐9❡ ✐❝✐✱ ❧❡ ♥♦♠

❞✬❡♥%'♦♣✐❡✱ ❡% ❧❛ ♥♦%❛%✐♦♥ hλ(G)✱ ❝❛' ❝❡% ✉&❛❣❡ ❡&% ❛✈9'9 ❀ ✈♦✐' ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ✭❊✐♥✲
&✐❡❞❧❡' ❡% ▲✐♥❞❡♥&%'❛✉&&✱ ✷✵✶✵✮✳

❏✬♦♠❡%& ❧❛ '9❢9'❡♥❝❡ ( α ❞❛♥& ❧❡& 9♥♦♥❝9& ❡% ❞❛♥& ❧❡& ♥♦%❛%✐♦♥& ❜✐❡♥ =✉❡ %♦✉%❡
❧❛ %❤9♦'✐❡ ❡♥ ❞9♣❡♥❞❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✷✳✶✳✹✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡

hλ(G) =

∫
dλ(x) log

σ(x)(α−1B)

σ(x)(B)

♣♦✉' %♦✉% ✈♦✐&✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡'% '❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝% B ❞❡ ❧✬9❧9♠❡♥% ♥❡✉%'❡ ❞❛♥& G✳

❉9♠♦♥&%'❛%✐♦♥✳ ❈♦♥%&'✉❡♥❝❡ ❝❧❛%%✐'✉❡ ❞✉ /❤&♦12♠❡ ❡1❣♦❞✐'✉❡ ❞❡ ❇✐1❦❤♦✈✳

✷✳✷✳✶✳✷ ■♥-❡"♣"/-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥-"♦♣✐❡ ❡♥ -❡"♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥3✐♦♥

❉❛♥% ❝❡ ♣❛1❛❣1❛♣❤❡✱ ♥♦✉% ❣❛1❞♦♥% ❧❡% ❤②♣♦/❤2%❡% ❡/ ♥♦/❛/✐♦♥% ♣1&❝&❞❡♥/❡%

❡/ ♥♦✉% %✉♣♣♦%♦♥% ❡♥ ♦✉/1❡ '✉❡ G ❡%/ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐%/❛♥❝❡ d ✭❝♦♠♣❛/✐❜❧❡ ❛✈❡❝

%❛ /♦♣♦❧♦❣✐❡✮ '✉✐ ❡%/ ✐♥✈❛1✐❛♥/❡ A ❞1♦✐/❡ ❡/ ♣♦✉1 ❧❛'✉❡❧❧❡ α ❡%/ ✉♥❡ %✐♠✐❧✐/✉❞❡✱

❡/ ❧❡ 1❛♣♣♦1/ ❞❡ %✐♠✐❧✐/✉❞❡ %❡1❛ ❛✉%%✐ ♥♦/& α ❀ ❡♥ ♣❛1/✐❝✉❧✐❡1✱ ♣♦✉1 /♦✉/ ρ > 0✱
♦♥ ❛ α(B(e, ρ)) = B(e, αρ) ❛✈❡❝ α < 1✳ C♦✉1 %✐♠♣❧✐✜❡1✱ ♥♦✉% %✉♣♣♦%❡1♦♥%✱ ❞❛♥%

/♦✉/❡ ❧❛ %✉✐/❡✱ '✉❡ λ ❡%/ α✲❡'❣♦❞✐=✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳✺✳ ▲❛ ❧✐♠✐%❡

lim
ρ→0

log σ(x)(B(e, ρ))

log ρ

❡①✐&%❡✱ ♣♦✉' λ✲♣'❡&=✉❡ %♦✉% x✱ ❡% ❡&% 9❣❛❧❡ (
hλ(G)

logα−1
✳

❉9♠♦♥&%'❛%✐♦♥✳ ❚♦✉/❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡1♠&❡ ❞❡ G ❡%/ ❝♦♠♣❛❝/❡ ✿ %✐ ρ > 0 ❡%/ ❛%%❡③ ♣❡/✐/✱

❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡1♠&❡ B(e, ρ) ❡%/ ❝♦♠♣❛❝/❡ ❝❛1 G ❡%/ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥/ ❝♦♠♣❛❝/✱ ❡/✱ α &/❛♥/

✉♥❡ %✐♠✐❧✐/✉❞❡ ❝♦♥/1❛❝/❛♥/❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞&❞✉✐/ '✉❡ /♦✉/❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡1♠&❡ B(e, αkρ) ❡%/
❝♦♠♣❛❝/❡ ❛✉%%✐ ✭k ∈ Z✮ ❀ ❞❡ ❧A✱ ❧❛ ❞✐%/❛♥❝❡ ❞❡ G &/❛♥/ ✐♥✈❛1✐❛♥/❡ A ❞1♦✐/❡✱ ♦♥

✈♦✐/ '✉❡ /♦✉/❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡1♠&❡ ❞❡ G ❡%/ ❝♦♠♣❛❝/❡✳

▲❡ ♣1&%❡♥/ ❧❡♠♠❡ 1&%✉❧/❡ ❛❧♦1% ❢❛❝✐❧❡♠❡♥/ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳✶✳

❆✈❛♥/ ❞✬&♥♦♥❝❡1 ❧❛ ♣1♦♣♦%✐/✐♦♥ %✉✐✈❛♥/❡✱ 1❛♣♣❡❧♦♥% '✉✬✉♥❡ ♠❡%✉1❡ µ %✉1 ✉♥

❡%♣❛❝❡ ♠&/1✐'✉❡ (Y, d) ❡%/ ❞✐/❡ ✓❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡①❛❝/❡ &❣❛❧❡ A δ✔ %✐✱ ♣♦✉1 µ✲♣1❡%'✉❡
/♦✉/ y✱ ❧❛ ❧✐♠✐/❡

lim
ρ→0

logµ(B(y, ρ))

log ρ

❡①✐%/❡ ❡/ ❡%/ &❣❛❧❡ A δ✳

6"♦♣♦3✐-✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✻✳ I♦✉' λ✲♣'❡&=✉❡ %♦✉% x ∈ X✱ σ(x) ❡&% ✉♥❡ ♠❡&✉'❡ ❞❡

❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❡①❛❝%❡ 9❣❛❧❡ (

hλ(G)

logα−1
✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙♦✐%X ′
✉♥ ❜♦)*❧✐❡♥ ❞❡ ♠❡/✉)❡ %♦%❛❧❡ ❞❛♥/ X %❡❧ 1✉❡ ❧❡/ )❡❧❛%✐♦♥/

x, gx ∈ X ′
❡♥%)❛2♥❡♥% σ(gx) = δ(g)∗σ(x)✱ ❡% 1✉✬❡♥ ♦✉%)❡ ♦♥ ❛✐%

lim
ρ→0

log σ(x)(B(e, ρ))

log ρ
=

hλ(G)

logα−1

♣♦✉) %♦✉% x ∈ X ′
✳ 7✉✐/1✉❡ ❧❛ ❞✐/%❛♥❝❡ ❞❡ G ❡/% ✐♥✈❛)✐❛♥%❡ : ❞)♦✐%❡✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉)

%♦✉% g ∈ G✱ B(g, ρ) = B(e, ρ)g✳ ❊♥ ♣❛)%✐❝✉❧✐❡)✱ /✐ x ∈ X ′
❡% gx ∈ X ′

✱ ♦♥ ❛

lim
ρ

log σ(x)(B(g, ρ))

log ρ
= lim

ρ

log σ(gx)(B(e, ρ))

log ρ
=

hλ(G)

logα−1
✳

▲❛ ♣)♦♣♦/✐%✐♦♥ /✬❡♥/✉✐%✱ ❝❛) ♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% x ❡% ♣♦✉) σ(x)✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% g✱
♦♥ ❛ gx ∈ X ′

✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✷✳✶✳✼✳ ❙✐ hλ(G) > 0✱ ❧❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G %♦♥&

♣'❡%3✉❡ %5'❡♠❡♥& %❛♥% ❛&♦♠❡✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❯♥❡ ♠❡/✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣♦//*❞❛♥% ❞❡/ ❛%♦♠❡/ ♥❡ ♣❡✉% ♣❛/ @%)❡

❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❡①❛❝%❡ > 0✳

✷✳✷✳✶✳✸ ◆✉❧❧✐./ ❞❡ ❧✬❡♥."♦♣✐❡

4"♦♣♦5✐.✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✽✳ 6♦✉' 3✉❡ ❧✬❡♥&'♦♣✐❡ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G %♦✐& ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉&

❡& ✐❧ %✉✣& 3✉❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G %♦✐❡♥& &'✐✈✐❛❧❡%✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ■❧ ❡/% ❝❧❛✐) 1✉❡ /✐ σ(x) = [δe] ♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% G✱ ❧✬❡♥%)♦♣✐❡

❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ❡/% ♥✉❧❧❡✳

❘*❝✐♣)♦1✉❡♠❡♥%✱ /✉♣♣♦/♦♥/ 1✉❡ hλ(G) = 0✱ ❝✬❡/%✲:✲❞✐)❡ ✭❝♦)♦❧❧❛✐)❡ ✷✳✷✳✶✳✹✮

1✉❡

σ(x)(α−1(B))

σ(x)(B)
= 0

♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% x✱ ♦I B ❡/% ✉♥ ✈♦✐/✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡)% )❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❝♦♠♣❛❝% ❞❡ e
❞❛♥/ G✱ ✜①* : ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% x ❡% %♦✉% ❡♥%✐❡) k ∈ Z✱

σ(x)
(
α−(k+1)(B) \ α−k(B)

)
= 0

❡% ♦♥ ❡♥ ❞*❞✉✐%✱ ❡♥ ♣)❡♥❛♥% ❧❛ )*✉♥✐♦♥ /✉) k ∈ Z✱ ❡% ❡♥ %❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞✉

❝❛)❛❝%L)❡ ❝♦♥%)❛❝%❛♥% ❞❡ α✱ 1✉❡

σ(x)(G \ {e}) = 0

♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉% x✳ ❆✉%)❡♠❡♥% ❞✐%✱ σ(x) ❡/% %)✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉) λ✲♣)❡/1✉❡ %♦✉%

x✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✷✳✶✳✾✳ ❙✐ hλ(G) ❡%& ♥✉❧❧❡ ✭'❡%♣✳ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✱ ❧✬♦♣!'❛&✐♦♥ ❞❡ G %✉'

X ❡%& &♦&❛❧❡♠❡♥& ❞✐%%✐♣❛&✐✈❡ ✭'❡%♣✳ &♦&❛❧❡♠❡♥& '!❝✉''❡♥&❡✮ '❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& = λ✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙✐ hλ(G) = 0✱ ❧❡/ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G /♦♥% ♣)❡/1✉❡

/N)❡♠❡♥% %)✐✈✐❛❧❡/ ❞♦♥❝ ✜♥✐❡/✳

❘*❝✐)♦1✉❡♠❡♥%✱ /✐ ❧❡/ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G /♦♥% ✜♥✐❡/ ♣)❡/1✉❡

/N)❡♠❡♥%✱ ♦♥ ❛ hλ(G) = 0 ❡♥ ❢❛✐/❛♥% %❡♥❞)❡ n ✈❡)/ +∞ ❞❛♥/ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳✶✳

■❧ /✉✣% ♣♦✉) ♦❜%❡♥✐) ❧❡ ❝♦)♦❧❧❛✐)❡ ❞✬✉%✐❧✐/❡) ❧❡ %❤*♦)L♠❡ ✷✳✶✳✷✳✻✳
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✷✳✷✳✷ ❈#♦✐&&❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥.#♦♣✐❡

✷✳✷✳✷✳✶ ❉✐♠❡♥(✐♦♥ *+❛♥(✈❡+(❡ ❀ ❡♥*+♦♣✐❡ *+❛♥(✈❡+(❡

❈♦♠♠❡ ♣'(❝(❞❡♠♠❡♥,✱ X ❡., ✉♥ ❡.♣❛❝❡ ❜♦'(❧✐❡♥ .,❛♥❞❛'❞✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❡✲

.✉'❡ ❞❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'( λ ❀ αX ❡., ✉♥ ❛✉,♦♠♦'♣❤✐.♠❡ ❞❡ X ♣'(.❡'✈❛♥, λ ❡, ,❡❧ 9✉❡

λ .♦✐, αX ✲❡!❣♦❞✐,✉❡ ❀ G ❡., ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, ; ❜❛.❡ ❞(♥♦♠❜'❛❜❧❡

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐.,❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ ✐♥✈❛'✐❛♥,❡ ; ❞'♦✐,❡ d✱ ❡, ❞✬✉♥ ❛✉,♦♠♦'♣❤✐.♠❡

αG✱ 9✉✐ ❡., ✉♥❡ .✐♠✐❧✐,✉❞❡ ❞❡ '❛♣♣♦', α < 1✳ ❖♥ .❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♦♣('❛,✐♦♥ ♠❡.✉✲

'❛❜❧❡ ❞❡ G .✉' X ❛✈❡❝ ❞❡. .,❛❜✐❧✐.❛,❡✉'. ❞✐.❝'❡,.✱ ,❡❧❧❡ 9✉❡✱ ♣♦✉' ,♦✉. g ∈ G ❡,

x ∈ X✱ ♦♥ ❛✐, αX(gx) = αG(g)αX(x)✳
>❛' ❞(✜♥✐,✐♦♥✱ G ❡., ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❞♦✉❜❧❛♥,✱ ❡, ❡♥ ♣❛',✐❝✉❧✐❡' ❡.,✱ ❝♦♠♠❡ ❡.♣❛❝❡

♠(,'✐9✉❡✱ ❞♦✉❜❧❛♥, ✭❝♦'♦❧❧❛✐'❡ ✶✳✶✳✸✳✺✮✳

❙♦✐, σ : X → M1
rad(G) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❞(.✐♥,(❣'❛,✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G✳

▲❡. ♥♦,✐♦♥. ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥,'♦♣✐❡ ❝✐✲❞❡..♦✉. .♦♥, '❡❧❛,✐✈❡. ; αX ❡, αG ✭❡, ♥♦✉.

♥♦,❡'♦♥. αX ❡, αG ♣❛' ❧❛ ♠F♠❡ ❧❡,,'❡ α✮✳

0+♦♣♦(✐*✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ▲✬❡♥'!♦♣✐❡ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G ❡1' ✜♥✐❡✱ ♠❛❥♦!(❡ ♣❛! ✉♥❡

❝♦♥1'❛♥'❡ ♥❡ ❞(♣❡♥❞❛♥' ,✉❡ ❞❡ G ✭❡' α✮✳

❉(♠♦♥1'!❛'✐♦♥✳ ▲❡. ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡. ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G .♦♥, ♣'❡.9✉❡ .G'❡♠❡♥,

❞❡ ❘❛❞♦♥✱ ❡, ❧❡. ❜♦✉❧❡. ❢❡'♠(❡. ❞❡ G .♦♥, ❝♦♠♣❛❝,❡. ❀ ✐❧ .✉✣, ❞✬❛♣♣❧✐9✉❡' ❧❛

♣'♦♣♦.✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✵✳

0+♦♣♦(✐*✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✳ ❙✐ H ❡1' ✉♥ 1♦✉1✲❣!♦✉♣❡ ❢❡!♠( ❞❡ G '❡❧ ,✉❡ αH = H✱

♦♥ ❛ hλ(G) ≥ hλ(H)✳

▲✬❡♥,'♦♣✐❡ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H ❡., ❜✐❡♥ ❞(✜♥✐❡ ♣✉✐.9✉❡ α ✐♥❞✉✐, ✉♥ ❛✉,♦♠♦'✲

♣❤✐.♠❡ .✉' H 9✉✐ ❡., (✈✐❞❡♠♠❡♥, ❝♦♥,'❛❝,❛♥,✳

❉(♠♦♥1'!❛'✐♦♥✳ ◆♦,♦♥. σG ❡, σH '❡.♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❧❡. ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥. ❞❡ ❞(.✐♥,(✲

❣'❛,✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G ❡, H✱ ❡, π : G → G/H ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ♣❛..❛❣❡ ❛✉

9✉♦,✐❡♥,✳

◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ❛♣♣❧✐9✉❡' ❧❛ ♣'♦♣♦.✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✻✳ ❋✐①♦♥. ✉♥ ✈♦✐.✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡',

'❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, B ❞❡ e ❞❛♥. G✳ >♦✉' λ✲♣'❡.9✉❡ ,♦✉, x✱ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥.

❞(✜♥✐' ❧❛ ♠❡.✉'❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐,(

ν(x) =
σG(x)|B

σG(x)(B)
;

❝✬❡., ❧❛ ♠❡.✉'❡ ❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐,( ♦❜,❡♥✉❡ ❡♥ ♥♦'♠❛❧✐.❛♥, ❧❛ '❡.,'✐❝,✐♦♥ ❞❡ σ(x) ;

B✳

>♦✉' λ✲♣'❡.9✉❡ ,♦✉, x✱ .✐ ❧✬♦♥ ❞(.✐♥,P❣'❡ ν(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡

9✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜,✐❡♥, ❛✉✲❞❡..✉. ❞❡ π(g) ❡., ✭♣♦✉' ν(x)✲♣'❡.9✉❡ ,♦✉, g✮ ♣'♦♣♦',✐♦♥♥❡❧❧❡
; ❧❛ '❡.,'✐❝,✐♦♥ ❞❡ σH(gx) ; ✉♥ ✈♦✐.✐♥❛❣❡ ❞❡ e ❞❛♥. H ✭♣'♦♣♦.✐,✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✺✮✳ ❊♥

♣❛',✐❝✉❧✐❡'✱ ❝❡. ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡. .♦♥, ♣'❡.9✉❡ .G'❡♠❡♥, ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❡①❛❝,❡ (❣❛❧❡

;

hλ(H)

logα−1
✳ ▲❛ ♣'♦♣♦.✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✻ ♠♦♥,'❡ ❛❧♦'. 9✉❡ dim(ν(x), g) ≥

hλ(H)

logα−1

♣♦✉' ν(x)✲♣'❡.9✉❡ ,♦✉, g✳
▼❛✐.✱ B (,❛♥, ✉♥ ✈♦✐.✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡', ❞❡ e✱ ❧❛ ♠❡.✉'❡ ν(x) ❡.,✲❡❧❧❡ ♠F♠❡ ❞❡

❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❡①❛❝,❡ ♣'❡.9✉❡ ♣❛',♦✉, (❣❛❧❡ ;

hλ(G)

logα−1
✱ ❡♥ ✈❡',✉ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦.✐,✐♦♥

✷✳✷✳✶✳✻✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ❞♦♥❝ ❞(♠♦♥,'( 9✉❡ hλ(G) ≥ hλ(H)✳
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◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ♣./❝✐%❡. ❝❡ ./%✉❧+❛+ ❡+ ❞/✜♥✐. ✉♥❡ ♥♦+✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

%✐♦♥ +.❛♥%✈❡.%❡ 5 H✳ ◆♦✉% %✉♣♣♦%❡.♦♥% 7✉❡ H ❡%+ ✉♥ %♦✉%✲❣.♦✉♣❡ ❢❡.♠/✱ ✐♥✲

✈❛.✐❛♥+ ✭❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥+✮ ♣❛. α✱ ❡+ ❞✐"#✐♥❣✉'✳ ❈❡++❡ ❞❡.♥✐?.❡ ❤②♣♦+❤?%❡ ❛%%✉.❡ 7✉❡

G/H ♣♦.+❡ ✉♥❡ ❞✐%+❛♥❝❡ 7✉♦+✐❡♥+ 7✉✐ ❡%+ ❞/✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛B♦♥ ♥❛+✉.❡❧❧❡✳

❊①♣❧✐❝✐+❡♠❡♥+✱ %✐ d ❡%+ ❧❛ ❞✐%+❛♥❝❡ ✭✐♥✈❛.✐❛♥+❡ 5 ❞.♦✐+❡✮ ❞❡ G✱ ♦♥ ♣♦%❡

d(gH, g′H) = inf{d(gh, g′h′);h, h′ ∈ H}

❡+ ♦♥ ✈/.✐✜❡ 7✉✬♦♥ ❞/✜♥✐+ ❛✐♥%✐ ✉♥❡ ❞✐%+❛♥❝❡ %✉. G/H✱ 7✉✐ ❡%+ ✐♥✈❛.✐❛♥+❡ 5

❞.♦✐+❡ ✭♣♦✉. ❧✬♦♣/.❛+✐♦♥ ❞❡ G/H %✉. ❧✉✐✲♠F♠❡✮✱ 7✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❛%%❛❣❡ ❛✉

7✉♦+✐❡♥+ π : G → G/H ❡%+ 1✲❧✐♣%❝❤✐+③✐❡♥♥❡✱ ❡+ 7✉❡ ❧✬❛✉+♦♠♦.♣❤✐%♠❡ ❞❡ ❣.♦✉♣❡

G/H → G/H 7✉✬✐♥❞✉✐+ α ♣❛. ♣❛%%❛❣❡ ❛✉ 7✉♦+✐❡♥+ ❡%+ ✉♥❡ %✐♠✐❧✐+✉❞❡ ❞❡ .❛♣♣♦.+

α✳

❈♦♠♠❡✱ ❡♥ ♦✉+.❡✱ G/H ❡%+ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♠♣❛❝+ 5 ❜❛%❡ ❞/♥♦♠❜.❛❜❧❡✱ ♥♦✉%

♣♦✉✈♦♥% ./%✉♠❡. +♦✉+ ❝❡❝✐ ❡♥ ❞✐%❛♥+ 7✉❡ G/H ❡%+ ❝❛♥♦♥✐7✉❡♠❡♥+ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

%+.✉❝+✉.❡ ❞❡ ❣.♦✉♣❡ ❞♦✉❜❧❛♥+ ❧♦.%7✉❡ H ❡%+ ✉♥ %♦✉%✲❣.♦✉♣❡ ❢❡.♠/✱ ✭❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥+✮

α✲✐♥✈❛.✐❛♥+ ❡+ ❞✐%+✐♥❣✉/✳

◆♦✉% ❝♦♥%❡.✈♦♥% ❝❡% ❤②♣♦+❤?%❡% ❡+ ♥♦+❛+✐♦♥% ❞❛♥% ❧✬/♥♦♥❝/ ❞❡% ./%✉❧+❛+% ❡+

❞/✜♥✐+✐♦♥% %✉✐✈❛♥+%✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✳ (♦✉* #♦✉# ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡*# *❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# B ❞❡ e
❞❛♥" G✱ ♣♦✉* λ✲♣*❡"4✉❡ #♦✉# x✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛* π ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉*❡ ❞❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐#'

σ(x)|B

σ(x)(B)

❡"# ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ✐♥❢'*✐❡✉*❡ ♣*❡"4✉❡ "8*❡♠❡♥# ❝♦♥"#❛♥#❡✱ ❡# ❧❛ ✈❛❧❡✉* ♣*❡"4✉❡

"8*❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ✐♥❢'*✐❡✉*❡ ♥❡ ❞'♣❡♥❞ ♣❛" ❞❡ B✳

❉'♠♦♥"#*❛#✐♦♥✳ ❋✐①♦♥% ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡.+ .❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❝♦♠♣❛❝+ B ❞❡ e ❞❛♥%

G ❡+ ♣♦%♦♥%

νB(x) =
σ(x)|B

σ(x)(B)

♣♦✉. +♦✉+ x ∈ X +❡❧ 7✉❡ ❝❡❧❛ ❛✐+ ✉♥ %❡♥% ✭❞♦♥❝ ♣♦✉. λ✲♣.❡%7✉❡ +♦✉+ x✮✳

◆♦+♦♥% ❛✉%%✐ θB(x) ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛. π ❞❡ νB(x) ❀ ❝✬❡%+ ❞♦♥❝ ✭λ✲♣.❡%7✉❡ %J.❡♠❡♥+✮

✉♥❡ ♠❡%✉.❡ ❞❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐+/ %✉. G/H ♣♦.+/❡ ♣❛. π(B)✳ ◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ❝♦♠♠❡♥❝❡. ♣❛.

♠♦♥+.❡. 7✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✐♥❢/.✐❡✉.❡ ❞❡ θB(x) ❡♥ ❧✬/❧/♠❡♥+ ♥❡✉+.❡ π(e) ∈ G/H ❡%+

λ✲♣.❡%7✉❡ %J.❡♠❡♥+ ❝♦♥%+❛♥+❡ ❡♥ x ❀ ♥♦✉% ❡♥ ❞/❞✉✐.♦♥% 7✉❡ ❝❡++❡ ✈❛❧❡✉. ❝♦♥%+❛♥+❡

♥❡ ❞/♣❡♥❞ ♣❛% ❞❡ B✳ ❊♥%✉✐+❡ ♥♦✉% ♠♦♥+.❡.♦♥% 7✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✐♥❢/.✐❡✉.❡ ❞❡

θB(x) ❡♥ ♣.❡%7✉❡ +♦✉+ ♣♦✐♥+ ❡%+ /❣❛❧❡ 5 %❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡♥ π(e)✱ ❡+ ❝❡✱ λ✲♣.❡%7✉❡
%J.❡♠❡♥+✳

◆♦+♦♥%✱ ♣♦✉. %✐♠♣❧✐✜❡.✱ BT (ρ) ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡.%❡✱ ♣❛. π✱ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(π(e), ρ)
❞❡ G/H✱ ❝✬❡%+✲5✲❞✐.❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ B(e, ρ)H✱ ❡+ ♣♦%♦♥%

δB(x) = lim inf
ρ→0

log θB(x)(B(π(e), ρ))

log ρ
= lim inf

ρ→0

log σ(x)(B ∩BT (ρ))

log ρ

♦K✱ ❞❛♥% ❧❛ ❞❡✉①✐?♠❡ /❣❛❧✐+/ ✭7✉✐ ./%✉❧+❡ ❛✉%%✐+L+ ❞❡% ❞/✜♥✐+✐♦♥%✮ ♥♦✉% ❝♦♠♠❡+✲

+♦♥% ❧✬❛❜✉% ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉%✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥❢♦♥❞.❡ σ(x) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡%✉.❡ ❞♦♥+ ❡❧❧❡ ❡%+ ❧❛

❝❧❛%%❡ ♣.♦❥❡❝+✐✈❡✳



✷✳✷✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❊❘●❖❉■◗❯❊ ❊❚ ❊◆❚❘❖.■❊ ✻✶

"♦✉% λ✲♣%❡)*✉❡ +♦✉+ x✱ ♦♥ ❛✱ ✈✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✵✳✾✱

δB(αx) = lim inf
ρ→0

log σ(x)(α−1B ∩BT (α−1ρ))

log ρ

❡+ ❧❡ ♠❡♠❜%❡ ❞❡ ❞%♦✐+❡ ❡)+ ❝❧❛✐%❡♠❡♥+ :❣❛❧ < δα−1B(x)✳
❈❡❧❛ :+❛♥+✱ )✐ B′ ⊂ B ⊂ B′′

)♦♥+ ❞❡) ✈♦✐)✐♥❛❣❡) ♦✉✈❡%+) %❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❝♦♠✲

♣❛❝+) ❞❡ e✱ ♦♥ ❛

δB′(x) ≥ δB(x) ≥ δB′′(x)

❞❡ )♦%+❡ *✉❡✱ ♣♦✉% ♠♦♥+%❡% *✉❡ δB ❡)+ ♣%❡)*✉❡ )>%❡♠❡♥+ ❝♦♥)+❛♥+❡ ❡+ ♥❡ ❞:♣❡♥❞

♣❛) ❞❡ B✱ ✐❧ )✉✣+ ❞❡ ❧❡ ❞:♠♦♥+%❡% ❧♦%)*✉❡ B ❡)+ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡%+❡ B(e,R)✳
❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱ ♦♥ ❛ B ⊂ α−1(B)✱ ❝❡ *✉✐ ❡♥+%❛A♥❡ δB(αx) ≤ δB(x) ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ *✉✐

♣%:❝B❞❡✳

■❧ ❡)+ ❢❛❝✐❧❡✱ ❡♥ ✉+✐❧✐)❛♥+ ❧❡ +❤:♦%B♠❡ ❡%❣♦❞✐*✉❡ ❞❡ ❇✐%❤♦✈✱ ❡+ ❧✬❡%❣♦❞✐❝✐+: ❞❡

λ✱ ❞✬❡♥ ❞:❞✉✐%❡ *✉❡ δB ❡)+ ♣%❡)*✉❡ ♣❛%+♦✉+ ❝♦♥)+❛♥+❡✳ "✉✐)*✉❡ δB ◦ α = δα−1B ✱

❧❛ ✈❛❧❡✉% ♣%❡)*✉❡ )>%❡ ❞❡ δB ❡)+ :❣❛❧❡ < ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♣%❡)*✉❡ )>%❡ ❞❡ δαkB ✱ ♣♦✉%

+♦✉+ k ∈ Z✳

■❧ ❡)+ ❝❧❛✐% ❛❧♦%) *✉❡ δB ❡)+ :❣❛❧❡ ♣%❡)*✉❡ ♣❛%+♦✉+ < ✉♥❡ ❝♦♥)+❛♥+❡ δG/H *✉✐

♥❡ ❞:♣❡♥❞ ♣❛) ❞❡ B✳

❙♦✐+ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ X ′
✉♥❡ ♣❛%+✐❡ ❞❡ ♠❡)✉%❡ +♦+❛❧❡ ❞❛♥) X✱ ♦I δB = δG/H

♣♦✉% +♦✉+ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡%+ %❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❝♦♠♣❛❝+ B ❞❡ e✱ ❡+ +❡❧ *✉✬❡♥ ♦✉+%❡ ❧❡)

%❡❧❛+✐♦♥) x, gx ∈ X ′
❡♥+%❛A♥❡♥+ σ(gx) = δ(g)∗σ(x)✳

"♦✉% +♦✉+ x ∈ X ′
❡+ +♦✉+ g +❡❧ *✉❡ gx ∈ X ′

✱ ♦♥ ❛

dim(θB(x), π(g)) = lim inf
log σ(x)(B ∩ π−1(B(π(g), ρ)))

log ρ

❡+ π−1(B(π(g), ρ)) = BT (ρ)H ❝❛% H ❡)+ ❞✐)+✐♥❣✉: ❞❛♥) G✳ ▲❛ *✉❛♥+✐+: ♣%:❝:✲

❞❡♥+❡ ❡)+ ❞♦♥❝ :❣❛❧❡ <

lim inf
log σ(gx)(Bg−1 ∩BT (ρ))

log ρ
✳

❖%✱ )✐ g ❛♣♣❛%+✐❡♥+ < B✱ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ Bg−1
❡)+ ✉♥ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡%+ %❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+

❝♦♠♣❛❝+ ❞❡ e✱ ❞❡ )♦%+❡ *✉❡

dim(θB(x), π(g)) = δBg−1(gx)✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥ )✬❡♥)✉✐+✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✹✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡''❡ (✉❛♥'✐'+ ✓❞✐♠❡♥/✐♦♥ '1❛♥/✈❡1/❡✔ ✭5 H✱ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ G✮✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦'❡ δG/H ✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✺✳ ❖♥ ❛ hλ(G)− hλ(H) ≥ logα−1δG/H ✳

❉+♠♦♥/'1❛'✐♦♥✳ ■❧ )✉✣+ ❞❡ %❛✐)♦♥♥❡% ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❛ ❞:♠♦♥)+%❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%♦✲

♣♦)✐+✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷ ❡♥ ❛♣♣❧✐*✉❛♥+ ❝❡++❡ ❢♦✐)✲❝✐ ❧❛ ♣%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✺ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛

♣%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✻✳

▲❛ ❞:♠♦♥)+%❛+✐♦♥ ❞❡) ♣%♦♣♦)✐+✐♦♥) ✷✳✷✳✷✳✷ ❡+ ✷✳✷✳✷✳✺ ❝♦♥+✐❡♥+ ❧✬❛))❡%+✐♦♥ )✉✐✲

✈❛♥+❡ *✉❡ ♥♦✉) ❢♦%♠✉❧♦♥) ):♣❛%:♠❡♥+✳
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❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐# B ✉♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡+# +❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# ❞❡ ❧✬2❧2✲

♠❡♥# ♥❡✉#+❡ ❞❡ G ❡#✱ ♣♦✉+ ♣+❡'5✉❡ #♦✉# x✱ νB(x) ❧❛ ♠❡'✉+❡

σ(x)|B

σ(x)(B)
✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❞2'✐♥#7❣+❡ νB(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ π✱ ❧❡' ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡' '♦♥# ♣+❡'5✉❡ #♦✉#❡' ❞❡

❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❡①❛❝#❡ 2❣❛❧❡ 9

hλ(H)

logα−1
✳

◗✉❡,-✐♦♥, ✶✳ ❈♦♥'❡+✈♦♥' ❧❡' ❤②♣♦#❤7❡' ♣+2❝2❞❡♥#❡'✳

✶✳ ❙✐ δG/H = 0✱ ❡'#✲❝❡ 5✉❡ σG(x) ❡'# ♣+❡'5✉❡ '>+❡♠❡♥# ♣♦+#2❡ ♣❛+ H ❄ ❆✉✲

#+❡♠❡♥# ❞✐#✱ ❧❛ ♥✉❧❧✐#2 ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ #+❛♥'✈❡+'❡ ✐♠♣❧✐5✉❡✲#✲❡❧❧❡ 5✉❡ ❧❛

✓♠❡'✉+❡ #+❛♥'✈❡+'❡✔ '♦✐# #+✐✈✐❛❧❡ ❄

✷✳ D❡✉#✲♦♥ ❞2♠♦♥#+❡+✱ '♦✉' ❞❡' ❤②♣♦#❤7'❡' ❞❡ ✓♥♦♥✲❞2❣2♥2+❡'❝❡♥❝❡✔ ❞❡'

♠❡'✉+❡' ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡'✱ 5✉❡ ❧❛ +❡❧❛#✐♦♥ hλ(H) > 0 ❡♥#+❛E♥❡ δG/H =
dim(G/H) ✭♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ '✉♣♣♦'❛♥# 5✉❡ H ❡'# ♣+❡'5✉❡ '>+❡♠❡♥# ♥2❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉+ σG(x)✮ ❄

❆✈❛♥& ❞✬❛❝❤❡✈❡, ❝❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡✱ ✐♥&,♦❞✉✐3♦♥3✱ ♣♦✉, ,4❢4,❡♥❝❡ ❢✉&✉,❡✱ ✉♥❡ ❞❡,✲

♥✐7,❡ ❞4✜♥✐&✐♦♥✳

❉1✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✼✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡'✉+❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ '✉+ ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥#

❝♦♠♣❛❝# 9 ❜❛'❡ ❞2♥♦♠❜+❛❜❧❡ G✱ ❡# H ✉♥ '♦✉'✲❣+♦✉♣❡ ❢❡+♠2 ❞✐'#✐♥❣✉2 ❞❡ G✳
◆♦✉' ❞✐+♦♥' 5✉❡ µ ❡'# ❛❜'♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ #+❛♥'✈❡+'❛❧❡♠❡♥# 9 H '✐✱ ♣♦✉+ #♦✉#

♦✉✈❡+# +❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# B ⊂ G #❡❧ 5✉❡ µ(B) > 0✱ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞❛♥' G/H✱ ❞❡ ❧❛

+❡'#+✐❝#✐♦♥ ❞❡ µ 9 B✱ ❡'# ❛❜'♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+# 9 ❧❛ ♠❡'✉+❡ ❞❡ ❍❛❛+

❞❡ G/H✳

❘❛♣♣❡❧♦♥3 <✉❡ ❧❛ ♠❡3✉,❡ ❞❡ ❍❛❛, ❞❡ G/H ❡3& ❧❡ <✉♦&✐❡♥& ♣❛, H ❞❡ ❧❛ ♠❡3✉,❡

❞❡ ❍❛❛, ❞❡ G✳ ❉❛♥3 ❧❛ 3✐&✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡✱ ♣♦✉, ✈4,✐✜❡, <✉❡ ❧❡3 ❝♦♥❞✐✲

&✐♦♥♥❡❧❧❡3 ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ G 3♦✐❡♥& ❛❜3♦❧✉♠❡♥& ❝♦♥&✐♥✉❡3 &,❛♥3✈❡,3❛❧❡♠❡♥& A H
♦♥ ♣❡✉&✱ ❞❛♥3 ❧❛ ❞4✜♥✐&✐♦♥✱ 3❡ ❜♦,♥❡, ❛✉① ❡♥3❡♠❜❧❡3 B <✉✐ 3♦♥& ❞❡3 ✈♦✐3✐♥❛❣❡3

❞❡ ❧✬4❧4♠❡♥& ♥❡✉&,❡ ❞❡ G✳

✷✳✷✳✸ ■♥%❣❛❧✐*% ♠❛①✐♠❛❧❡

◆♦✉3 ❞4♠♦♥&,♦♥3 ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥4❣❛❧✐&4 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉❡ A ❘✉❞♦❧♣❤ ❡& ▲✐♥❞❡♥3&,❛✉33

✭▲✐♥❞❡♥3&,❛✉33✱ ✷✵✵✻✮✳ ❉❛♥3 ✉♥❡ ✈❡,3✐♦♥ ❛♥&4,✐❡✉,❡✱ ❝❡&&❡ ✐♥4❣❛❧✐&4 3❡,✈❛✐& A ❧❛

❞4♠♦♥3&,❛&✐♦♥ ❞✉ &❤4♦,7♠❡ ❞❡ ▲❡❞,❛♣♣✐❡,✲❨♦✉♥❣ ✭3❡❝&✐♦♥ ✷✳✷✳✻✮ ❀ ❝❡ ♥✬❡3& ♣❧✉3

❧❡ ❝❛3 ❡& ❝❡&&❡ ✐♥4❣❛❧✐&4 ♥✬❡3& ♣❛3 ✉&✐❧✐34❡ ❛✐❧❧❡✉,3 ❞❛♥3 ❝❡&&❡ &❤73❡✳

❚❤1♦"6♠❡ ✷✳✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐# X ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❜♦+2❧✐❡♥ '#❛♥❞❛+❞ ♦M ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ♠2#+✐5✉❡

❞♦✉❜❧❛♥# G ♦♣7+❡ ♠❡'✉+❛❜❧❡♠❡♥# ❛✈❡❝ ❞❡' '#❛❜✐❧✐'❛#❡✉+' ✉♥✐❢♦+♠2♠❡♥# ❞✐'❝+❡#'✳

❖♥ '✉♣♣♦'❡ 5✉❡ G ♣♦''7❞❡ ❧❛ ♣+♦♣+✐2#2 ❞❡ ❇❡'✐❝♦✈✐#❝❤✳ ❆❧♦+'✱ '✐ λ ❡'# ✉♥❡ ♣+♦✲

❜❛❜✐❧✐#2 '✉+ X✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ♣♦'✐#✐✈❡ ❡# λ✲✐♥#2❣+❛❜❧❡ '✉+ X✱ ❡# '✐ ❧✬♦♥ ♣♦'❡

M [f ](x) = sup
r>0

1

σ(x)(B(e, r))

∫

B(e,r)

f(gx)d(σ(x))(g)

♦♥ ❛✱ ♣♦✉+ #♦✉# λ > 0✱ ❧✬✐♥2❣❛❧✐#2 ♠❛①✐♠❛❧❡

λ{x ∈ X;M [f ](x) > λ} ≤
C‖f‖1
λ

♦M C ❡'# ✉♥❡ ❝♦♥'#❛♥#❡ ♥❡ ❞2♣❡♥❞❛♥# 5✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥'#❛♥#❡ ❞❡ ❇❡'✐❝♦✈✐#❝❤ ❞❡ G✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ◆♦✉% ♥♦'❡)♦♥%✱ ♣♦✉) ❛❜).❣❡)✱ I(r, x) ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

1

σ(x)(B(e, r))

∫

B(e,r)

f(gx) dσ(x)(g)✳

❋✐①♦♥% λ > 0✳ 7♦✉) R > 0✱ ❛♣♣❡❧♦♥% ER ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% x ♣♦✉) ❧❡%:✉❡❧%

sup
0<r<R

I(r, x) >
λ

2

❡' E ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ E∞✳❖♥ ♣❡✉' %❡ ❞♦♥♥❡) R > 0 '❡❧ :✉❡ λ(ER) >
1
2λ(E)✳ ■❧ %✬❛❣✐'

❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥')>❧❡) λ(ER)✳ ❙♦✐' r : ER →]0, R[ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♠❡%✉)❛❜❧❡ '❡❧❧❡

:✉❡ ♣♦✉) '♦✉' x ∈ ER ♦♥ ❛✐' I(r(x), x) > λ/2✳
❙♦✐' U ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡)♠.❡ B(e,R/2)✱ ❡' ∆ = U2

❧❛ ❜♦✉❧❡ B(e,R)✳ ❈❡ %♦♥'

❞❡% ✈♦✐%✐♥❛❣❡% %②♠.')✐:✉❡% ❝♦♠♣❛❝'% ❞❡ e✳ ❙♦✐' Σ ✉♥❡ %❡❝'✐♦♥ U ✲❧❛❝✉♥❛✐)❡ ❡'

∆✲❝♦♠♣❧D'❡✳

7✉✐%:✉❡ Σ ❡%' ∆✲❝♦♠♣❧D'❡✱ ♦♥ ❛

λ(ER) ≤ a∗λ{(g0, x
′) ∈ ∆× Σ; g0x

′ ∈ ER}✳

❊♥ ✉'✐❧✐%❛♥' ❧✬✐♥✈❛)✐❛♥❝❡ F ❞)♦✐'❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%'❛♥❝❡ ❞❡ G ❡' ❧❛ ❞.✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ σ✱ ♦♥
✈♦✐' :✉❡ ♣♦✉) a∗λ✲♣)❡%:✉❡ '♦✉' (g0, x

′) ∈ ∆× Σ '❡❧ :✉❡ g0x
′ ∈ ER✱ ♦♥ ❛

1

σΣ(x′)(B(g0, r(g0x′)))

∫

B(g0,r(g0x′))

f(gx′)dσΣ(x
′)(g) = I(r(g0x

′), g0x
′) >

λ

2
✳

❋✐①♦♥% x′ ∈ Σ′
❡' ♠❛❥♦)♦♥% ❧❛ σΣ(x

′)✲♠❡%✉)❡ ❞❡% g0 ∈ ∆ '❡❧% :✉❡ g0x
′ ∈ ER✳

7✉✐%:✉❡ G ♣♦%%D❞❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐.'. ❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐'❝❤✱ ♦♥ ♣❡✉' %❡ ❞♦♥♥❡) ✉♥❡ ♣❛)'✐❡

∆′ ⊂ ∆ '❡❧❧❡ :✉❡ ❧❡% ❜♦✉❧❡% B(g0, r(g0x
′)) )❡❝♦✉✈)❡♥' ∆ ❧♦)%:✉❡ g0 ♣❛)❝♦✉)'

∆′
✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝✐'. ≤ C(G) ♦K C(G) ♥❡ ❞.♣❡♥❞ :✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%'❛♥'❡ ❞❡

❇❡%✐❝♦✈✐'❝❤ ❞❡ X ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✺✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

σΣ(x
′){g0 ∈ ∆; g0x

′ ∈ ER} ≤
∑

g0∈∆′

σΣ(x
′)(B(g0, r(g0x

′)))

≤
2

λ
C(G)

∫

B(e,2R)

f(gx′)dσΣ(x
′)(g)✳

❊♥ ✐♥'.❣)❛♥'✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥'

a∗λ{(g0, x
′) ∈ ∆× Σ; g0x

′ ∈ ER} ≤
2C(G)

λ

∫
dλ(x)f(x)κ(x)

♦K ❧✬♦♥ ❛ ♣♦%. κ(x) = Card{(g0, x
′) ∈ B(e, 2R)×Σ; g0x

′ = x} ❀ ❡' ✐❧ %✉✣'✱ ♣♦✉)

❝♦♥❝❧✉)❡✱ ❞❡ ✈♦✐) :✉❡ κ ❡%' ✉♥✐❢♦)♠.♠❡♥' ❜♦)♥.❡ ♣❛) ✉♥❡ ❝♦♥%'❛♥'❡ ♥❡ ❞.♣❡♥❞❛♥'

:✉❡ ❞❡ G ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✻✮✳

▲❡ '❤.♦)D♠❡ ❡%' ❞.♠♦♥').✳

❖♥ ♣❡✉' %❡ ❞❡♠❛♥❞❡) %✐ ❧✬❤②♣♦'❤D%❡ :✉❡ G ♣♦%%D❞❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐.'. ❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐'❝❤

❡%' ❜✐❡♥ ♥.❝❡%%❛✐)❡✳ ❏❡ ♥❡ ♣❡✉① ❧✬❛✣)♠❡) ❝❡)'❛✐♥❡♠❡♥'✱ ♠❛✐% ❝❡❧❛ ♠❡ ♣❛)❛U'

✈)❛✐%❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ❝❛) ❧❛ ✈❛❧✐❞✐'. ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞♦♥' ♥♦✉% ❢❛✐%♦♥% ✉%❛❣❡ ❞❛♥%

❧❛ ❞.♠♦♥%')❛'✐♦♥ ❡%' .:✉✐✈❛❧❡♥'❡ F ❧❛ ♣)♦♣)✐.'. ❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐'❝❤ ✭❢❛✐❜❧❡✮✱ ❝♦♠♠❡

❧✬❛✣)♠❡ ❉✳ 7)❡✐%% ❞❛♥% ✭7)❡✐%%✱ ✶✾✽✸✮✱ ❡' ❧❡ ❞.♠♦♥')❡♥' 7✳ ❆%%♦✉❛❞ ❡' ❚❤✳

◗✉❡♥'✐♥ ❞❡ ●)♦♠❛)❞ ❞❛♥% ✭❆%%♦✉❛❞ ❡' ◗✉❡♥'✐♥ ❞❡ ●)♦♠❛)❞✱ ✷✵✵✻✮✳
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✷✳✷✳✹ ❉❡✉① ❧❡♠♠❡) *❡❝❤♥✐/✉❡)

▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ❞❡ ❝❡))❡ $♦✉$✲$❡❝)✐♦♥ $♦♥) ✉)✐❧❡$ 1 ❧❛ $♦✉$✲$❡❝)✐♦♥ $✉✐✈❛♥)❡✳

✷✳✷✳✹✳✶ ❊♥♦♥❝()

◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❣&♥&%❛❧✐$❡% ❞❡✉① ❧❡♠♠❡$ $✉% ❧❡$ ♠❡$✉%❡$ ❞❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ 1 ❧❛

$✐)✉❛)✐♦♥ ❞❡$ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡$ ❞✬✉♥❡ ♠❡$✉%❡ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣&%❛)✐♦♥

❞❡ ❣%♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡♥<♦♥$ ♣❛% %❛♣♣❡❧❡% ❧❡$ &♥♦♥❝&$ ❝❧❛$$✐=✉❡$✳

❋✐①♦♥$ ❧❡$ ♥♦)❛)✐♦♥$✳ ◆♦✉$ ♥♦✉$ ♣❧❛<♦♥$ ❞❛♥$ ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ♠&)%✐=✉❡ ❝♦♠♣❧❡)

$&♣❛%❛❜❧❡ X ♣♦$$&❞❛♥) ❧❛ ♣%♦♣%✐&)& ❞❡ ❇❡$✐❝♦✈✐)❝❤ ❡) ❝♦♥$✐❞&%♦♥$ ❞❡✉① ♠❡$✉%❡$

❞❡ ❘❛❞♦♥ µ, ν✱ ❡) $✉♣♣♦$♦♥$ ♣♦✉% $✐♠♣❧✐✜❡% =✉❡ µ ❡$) ✜♥✐❡✳

D♦✉% )♦✉) x ∈ X ❡) )♦✉) %❛②♦♥ ρ > 0✱ ♣♦$♦♥$

φρ(x) =
ν(B(x, ρ))

µ(B(x, ρ))
∈ [0,+∞]

❡)

φ∗(x) = inf
ρ>0

φρ(x)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ − log φ∗ ❡*) ν✲✐♥),❣.❛❜❧❡ ❡) ♦♥ ❛

∫
− log φ∗dν ≤ C(X)µ(X)

♦1 C(X) ❡*) ❧❛ ❝♦♥*)❛♥)❡ ❞❡ ❇❡*✐❝♦✈✐)❝❤ ❞❡ X✳

❉,♠♦♥*).❛)✐♦♥✳ ❙♦✐) Et ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ x )❡❧$ =✉❡ φ∗(x) < e−t
✭t > 0 ✜①&✮✳ ❙✐

x ∈ Et✱ ✐❧ ❡①✐$)❡ ✉♥ %❛②♦♥ r(x) > 0 )❡❧ =✉❡ ν(B(x, r(x))) < e−tµ(B(x, r(x)))✳
❙♦✐) A ✉♥❡ ♣❛%)✐❡ ❞❡ Et )❡❧❧❡ =✉❡ ❧❡$ B(x, r(x)) %❡❝♦✉✈%❡♥) Et ❛✈❡❝ ♠✉❧)✐♣❧✐❝✐)&

≤ C(X)✱ ♦I C(X) ❡$) ❧❛ ❝♦♥$)❛♥)❡ ❞❡ ❇❡$✐❝♦✈✐)❝❤ ❞❡ X✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

ν(Et) ≤
∑

x∈A

ν(B(x, r(x))) ≤ e−tC(X)µ(X)✳

❊♥ ✐♥)&❣%❛♥)✱ ♦♥ ♦❜)✐❡♥)

∫ ∞

0

ν{x ∈ X ; − log φ∗(x) > t} dt ≤ C(X)µ(X)

∫ ∞

0

e−t dt

❞✬♦I ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✷✳ ❙✐ ❧✬♦♥ *✉♣♣♦*❡ =✉❡ ν ❡*) ❛❜*♦❧✉♠❡♥) ❝♦♥)✐♥✉❡ ♣❛. .❛♣♣♦.) >

µ✱ ♦♥ ❛

lim
ρ→0

φρ(x) =
dν

dµ
(x)

♣♦✉. µ✲♣.❡*=✉❡ )♦✉) x✳

❱♦✐% ✭▼❛))✐❧❛✱ ✶✾✾✺✮ )❤&♦%Q♠❡ ✷✳✶✷✳

◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❢♦%♠✉❧❡% ❡) ❞&♠♦♥)%❡% ❧❡$ ❧❡♠♠❡$ ❝♦%%❡$♣♦♥❞❛♥)$

❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡$ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡$ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ♦♣&%❛)✐♦♥ ❞❡ ❣%♦✉♣❡✳ ❋✐①♦♥$ ❧❡$

♥♦)❛)✐♦♥$✳ ❙♦✐) G ✉♥ ❣%♦✉♣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝) 1 ❜❛$❡ ❞&♥♦♠❜%❛❜❧❡ ♦♣&%❛♥)

♠❡$✉%❛❜❧❡♠❡♥) $✉% ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ❜♦%&❧✐❡♥ $)❛♥❞❛%❞ X ❛✈❡❝ ❞❡$ $)❛❜✐❧✐$❛)❡✉%$ ✉♥✐❢♦.✲

♠,♠❡♥) ❞✐*❝.❡)*✳ ❙♦✐) H ✉♥ $♦✉$✲❣%♦✉♣❡ ❞✐$)✐♥❣✉& ❢❡%♠& ❞❡ G✳ ▲❡ =✉♦)✐❡♥) G/H
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❡#$ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$ , ❜❛#❡ ❞/♥♦♠❜0❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ♠/$0✐#❛❜❧❡✳ ◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥#

6✉❡ ❧❡ ❣0♦✉♣❡ $♦♣♦❧♦❣✐6✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$ , ❜❛#❡ ❞/♥♦♠❜0❛❜❧❡ G/H ❡#$

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡✱ ♣0♦♣0❡ ❡$ ✐♥✈❛0✐❛♥$❡ ♣❛0 $0❛♥#❧❛$✐♦♥ , ❞0♦✐$❡✱

6✉❡ ♥♦✉# ♥♦$♦♥# d✳ ◆♦✉# ❢❛✐#♦♥# ❡♥ ♦✉$0❡ ❧✬❤②♣♦$❤=#❡ 6✉❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ ♠/$0✐6✉❡ G/H
♣♦##=❞❡ ❧❛ ♣0♦♣0✐/$/ ❞❡ ❇❡#✐❝♦✈✐$❝❤✳

❉❛♥# ❝❡ 6✉✐ #✉✐$✱ $♦✉$❡# ❧❡# ❜♦✉❧❡# #♦♥$ 0❡❧❛$✐✈❡# , ❝❡$$❡ ❞✐#$❛♥❝❡✳ @❛0 ❡①❡♠♣❧❡✱

B(H, ρ) ❞/#✐❣♥❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✭♦✉✈❡0$❡✮ ❞❡ 0❛②♦♥ ρ ❝❡♥$0/❡ ❡♥ ❧✬/❧/♠❡♥$ ♥❡✉$0❡ ❞❡

G/H✳ ◆♦✉# ♥♦$❡0♦♥# π : G→ G/H ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛##❛❣❡ ❛✉ 6✉♦$✐❡♥$✳

❙♦✐$ λ ✉♥❡ ♠❡#✉0❡ ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐$/ #✉0 X✳ ❉/#✐♥$/❣0♦♥# ❧❛ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣/0❛$✐♦♥

❞❡ G ❡$ #♦✐$ σ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❞/#✐♥$/❣0❛$✐♦♥✳ ◆♦$♦♥# 6✉❡ σ(x) ❡#$ ✉♥❡ ♠❡#✉0❡

❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣0♦❥❡❝$✐✈❡ ♣♦✉0 λ✲♣0❡#6✉❡ $♦✉$ x✳ ❉/#✐♥$/❣0♦♥# ❛✉##✐ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H
❡$ #♦✐$ σH ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❞/#✐♥$/❣0❛$✐♦♥ ❛##♦❝✐/❡✳

❋✐①♦♥# ❞❡# ✈♦✐#✐♥❛❣❡# 0❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$# A ⊂ B ❞❡ ❧✬/❧/♠❡♥$ ♥❡✉$0❡ ❞❛♥#

G✳ @♦✉0 $♦✉$ x ∈ X ❡$ $♦✉$ ρ > 0✱ ♣♦#♦♥#

φρ(x) =
π∗(σ(x)|A)(B(H, ρ))

π∗(σ(x)|B)(B(H, ρ))
✳

@♦✉0 ❛❜0/❣❡0✱ ♥♦✉# ♥♦$❡0♦♥# BT
ρ (g) ✭g ∈ G✮ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ π−1(B(π(g), ρ))✱ ❞❡

#♦0$❡ 6✉❡

φρ(x) =
σ(x)(A ∩BT

ρ (e))

σ(x)(B ∩BT
ρ (e))

✳

◆♦$♦♥# ❧❛ 0❡❧❛$✐♦♥ BT
ρ (g)g

′ = BT
ρ (gg

′)✱ ❝♦♥#/6✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛0✐❛♥❝❡ ❞❡ d ♣❛0

$0❛♥#❧❛$✐♦♥ , ❞0♦✐$❡✳

@♦#♦♥# ❛✉##✐ φ∗(x) = infρ>0 φρ(x)✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ /♥♦♥❝❡0 ❧❡#

0/#✉❧$❛$# ❞❡ ❝❡ ♣❛0❛❣0❛♣❤❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✸✳ ▲✬✐♥$%❣'❛❧❡

∫
− log φ∗(x)dλ(x)

❡+$ ✜♥✐❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✹✳ .♦✉' λ✲♣'❡+3✉❡ $♦✉$ x✱ ♦♥ ❛

lim
ρ→0

φρ(x) =
σH(x)(A)

σH(x)(B)

♦5 σH ❡+$ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❞%+✐♥$%❣'❛$✐♦♥ ❞❡ λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ H✳

✷✳✷✳✹✳✷ ❉(♠♦♥+,-❛,✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✸

❋✐①♦♥# ✉♥ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝$ #②♠/$0✐6✉❡ ∆ ❞❡ ❧✬/❧/♠❡♥$ ♥❡✉$0❡ ❞❛♥# G $❡❧

6✉❡ ∆4 ⊂ A✳ ❉♦♥♥♦♥#✲♥♦✉# ✭$❤/♦0=♠❡ ✷✳✶✳✶✳✸✮ ✉♥❡ #❡❝$✐♦♥ ∆✲❧❛❝✉♥❛✐0❡ Σ ,

❧✬♦♣/0❛$✐♦♥ ❞❡ G #✉0 X $❡❧❧❡ 6✉❡ X = ∆2Σ✳ ❖♥ ❛

∫
− log φ∗dλ ≤

∫
d(a∗λ)(g, x′)1∆2(g)(− log φ∗(gx

′))

=

∫
dλΣ(x

′)

∫

∆2

d(σΣ(x
′))(g)(− log φ∗(gx

′))✳
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!♦✉$ λΣ✲♣$❡()✉❡ *♦✉* x
′
❡* σΣ(x

′)✲♣$❡()✉❡ *♦✉* g✱ ♦♥ ❛ σ(gx′) = [δ(g)∗σΣ(x
′)]✳

❋✐①♦♥( ✉♥ *❡❧ x′✳ ❖♥ ❛✱ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ φ∗ 6*❛♥* ♠❛❥♦$6❡ ♣❛$ 1✱
∫

∆2

− log φ∗(gx
′)d(σΣ(x

′))(g) =

∫ ∞

0

σΣ(x
′){g ∈ ∆2 ; φ∗(gx

′) < e−t}dt✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦(❡

φ̃ρ(x
′, g) =

σΣ(x
′)(∆2 ∩BT

ρ (g))

σΣ(x′)(B∆2 ∩BT
ρ (g))

✭♦< B∆2
❡(* ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B ×∆2

♣❛$ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ (g1, g2) 7→ g1g2✮ ❡*

φ̃∗(x
′, g) = inf

ρ>0
φ̃ρ(x

′, g)

♦♥ ❛

φ̃∗(x
′, g) ≤ φ∗(gx

′)

♣♦✉$ λΣ✲♣$❡()✉❡ *♦✉* x′ ❡* σΣ(x
′)✲♣$❡()✉❡ *♦✉* g ∈ ∆2

✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ (✐ g ∈ ∆2
❡(*

*❡❧ )✉❡ σ(gx′) = [δ(g)∗σΣ(x
′)]✱ ♦♥ ❛

φρ(gx
′) =

σ(gx′)(A ∩BT
ρ (e))

σ(gx′)(B ∩BT
ρ (e))

=
σΣ(x

′)(Ag ∩BT
ρ (g))

σΣ(x′)(Bg ∩BT
ρ (g))

≥
σΣ(x

′)(∆2 ∩BT
ρ (g))

σΣ(x′)(B∆2 ∩BT
ρ (g))

♣✉✐()✉❡ ∆2 ⊂ Ag ✭$❡(♣✳ Bg ⊂ B∆2
✮ ♣♦✉$ *♦✉* g ∈ ∆2

✳

❈❡❧❛ 6*❛♥*✱ ♣♦✉$ λΣ✲♣$❡()✉❡ *♦✉* x′✱ ♦♥ ❛

∫

∆2

dσΣ(x
′)(g)(− log φ̃∗(x

′, g)) ≤ c(n)σΣ(x
′)(B∆2)

❡♥ ✈❡$*✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✶✱ ♣✉✐()✉❡ G/H ♣♦((G❞❡ ❧❛ ♣$♦♣$✐6*6 ❞❡ ❇❡(✐❝♦✈✐*❝❤✳ ■❧

♥❡ $❡(*❡ ♣❧✉( )✉✬K ✐♥*6❣$❡$ ✭❡♥ dλΣ(x
′)✮ ♣♦✉$ ❝♦♥❝❧✉$❡✱ ❝♦♠♣*❡ *❡♥✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡

✷✳✶✳✶✳✶✶✳

✷✳✷✳✹✳✸ ❉%♠♦♥)*+❛*✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✹

◆♦✉( ❛✉$♦♥( ❜❡(♦✐♥ ❞✉ ❢❛✐* 6❧6♠❡♥*❛✐$❡ (✉✐✈❛♥*✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✺✳ ❙♦✐# µ ✉♥❡ ♠❡(✉)❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ (✉) G ❞♦♥# ❧❡ (✉♣♣♦)# ❝♦♥#✐❡♥#

❧✬1❧1♠❡♥# ♥❡✉#)❡✳ ❙♦✐❡♥# A ⊂ B ❞❡( ✈♦✐(✐♥❛❣❡( ❝♦♠♣❛❝#( ❞❡ ❧✬1❧1♠❡♥# ♥❡✉#)❡✳

❙♦✐# ν ✉♥❡ ♣(❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛) π ❡#

µ =

∫

G/H

dν(x)µx

❧❛ ❞1(✐♥#1❣)❛#✐♦♥ ❞❡ µ ❛((♦❝✐1❡✳

6♦✉) µ✲♣)❡(7✉❡ #♦✉# g ∈ B✱ ♦♥ ❛

lim
ρ→0

µ(A ∩BT
ρ (g))

µ(B ∩BT
ρ (g))

=
µπ(g)(A)

µπ(g)(B)
✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ "✉✐%&✉❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ♠./0✐&✉❡ &✉♦/✐❡♥/ G/H ♣♦%%3❞❡ ❧❛ ♣0♦♣0✐./.

❞❡ ❇❡%✐❝♦✈✐/❝❤✱ ❧❡ ♠❡♠❜0❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡%/ .❣❛❧ ; ❧❛ ❞.0✐✈.❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠

d(π∗(µ|A))

d(π∗(µ|B))
(π(g))

♣♦✉0 µ✲♣0❡%&✉❡ /♦✉/ g ∈ B✳ ❖♥ ✈.0✐✜❡ ❛✉%%✐/D/ &✉❡ ❝❡//❡ ❞.0✐✈.❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲

◆✐❦♦❞②♠ ❡%/ .❣❛❧❡ ❛✉ ♠❡♠❜0❡ ❞❡ ❞0♦✐/❡✳

"❛%%♦♥% ♠❛✐♥/❡♥❛♥/ ; ❧❛ ❞.♠♦♥%/0❛/✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✹✳

✶✳ ❙♦✐❡♥/ A′ ⊂ B′
❞❡✉① ✈♦✐%✐♥❛❣❡% ❝♦♠♣❛❝/% ❞❡ ❧✬.❧.♠❡♥/ ♥❡✉/0❡ ❞❛♥% G✳ ❙♦✐/

Σ ✉♥❡ %❡❝/✐♦♥ ❧❛❝✉♥❛✐0❡ ❞❡ ❧✬♦♣.0❛/✐♦♥ ❞❡ G %✉0 X✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉0 ♣0❡%&✉❡

/♦✉/ x′ ∈ Σ ❡/ ♣♦✉0 σΣ(x
′)✲♣0❡%&✉❡ /♦✉/ g ∈ A′

✱

lim
ρ→0

σΣ(x
′)(A′ ∩BT

ρ (g))

σΣ(x′)(B′ ∩BT
ρ (g))

=
σH(gx′)(A′ ∩H)

σH(gx′)(B′ ∩H)
✳

❈❡❧❛ ♣0♦✈✐❡♥/ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✺ ❝✐✲❞❡%%✉% ❡/ ❞✉ ❝♦0♦❧❧❛✐0❡ ✷✳✶✳✸✳✻✳

✷✳ "♦%♦♥% ♠❛✐♥/❡♥❛♥/✱ ♣♦✉0 /♦✉/ x ∈ X✱

θ(x) = lim sup
ρ→0

∣∣∣∣∣
σ(x)(A ∩BT

ρ )

σ(x)(B ∩BT
ρ )

−
σH(x)(A ∩H)

σH(x)(B ∩H)

∣∣∣∣∣ ✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠♦♥/0❡0 &✉❡ ♣♦✉0 /♦✉/ ε > 0✱ ❧❡% x ♣♦✉0 ❧❡%&✉❡❧% θ(x) ≥ ε
❢♦0♠❡♥/ ✉♥❡ ♣❛0/✐❡ ♥.❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉0 λ✳

✸✳ ❋✐①♦♥% ✉♥ 0❛②♦♥ r > 0 ❛%%❡③ ♣❡/✐/ ✭❡♥ ✉♥ %❡♥% &✉❡ ♥♦✉% ♣0.❝✐%❡0♦♥% ❜✐❡♥✲

/D/✮✳ "♦%♦♥% ♣♦✉0 ❛❧❧.❣❡0 ❧❡% ♥♦/❛/✐♦♥% U = B(e, r) ❀ ❝✬❡%/ ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ♦✉✲

✈❡0/ 0❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ ❝♦♠♣❛❝/ ❞❡ ❧✬.❧.♠❡♥/ ♥❡✉/0❡✳ ❉♦♥♥♦♥%✲♥♦✉% ✉♥❡ %❡❝/✐♦♥

U ✲❧❛❝✉♥❛✐0❡ ❡/ U2
✲❝♦♠♣❧3/❡ Σ ❞❡ ❧✬♦♣.0❛/✐♦♥ ❞❡ G %✉0 X✳ "♦✉0 ♣0❡%&✉❡

/♦✉/ x′ ∈ Σ ❡/ σΣ(x
′)✲♣0❡%&✉❡ /♦✉/ g✱ ♦♥ ❛ σ(gx′) = [δ(g)∗σΣ(x

′)] ❀ ♣❛0
%✉✐/❡✱ ♣♦✉0 /♦✉/ ρ > 0✱

σ(gx′)(A ∩BT
ρ )

σ(gx′)(B ∩BT
ρ )

=
σΣ(x

′)(Ag ∩BT
ρ (g))

σΣ(x′)(Bg ∩BT
ρ (g))

✳

◆♦✉% %✉♣♣♦%♦♥% r ❛%%❡③ ♣❡/✐/ ♣♦✉0 &✉❡ ❧❡% ❡♥%❡♠❜❧❡%

A−r =
⋂

g∈U2

Ag, B−r =
⋂

g∈U2

Bg

%♦✐❡♥/ ❞❡% ✈♦✐%✐♥❛❣❡% ❞❡ ❧✬.❧.♠❡♥/ ♥❡✉/0❡✳ ■♥/0♦❞✉✐%♦♥% ❛✉%%✐ ❧❡% ✓.♣❛✐%✲

%✐%%❡♠❡♥/%✔

A+r = AU2, B+r = BU2

&✉✐ %♦♥/ 0❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ ❝♦♠♣❛❝/%✳

✹✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉0 ♣0❡%&✉❡ /♦✉/ x′ ∈ Σ ❡/ σΣ(x
′)✲♣0❡%&✉❡ /♦✉/ g ∈ U2

✱

σΣ(x
′)(A−r ∩B

T
ρ (g))

σΣ(x′)(B+r ∩BT
ρ (g))

≤
σ(gx′)(A ∩BT

ρ )

σ(gx′)(B ∩BT
ρ )

≤
σΣ(x

′)(A+r ∩B
T
ρ (g))

σΣ(x′)(B−r ∩BT
ρ (g))

✳
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❖♥ ❡♥ ❞&❞✉✐)✱ ✈✉ ❧❡ ♣♦✐♥) ✶ ❝✐✲❞❡22✉2✱ ❧✬❡♥❝❛❞5❡♠❡♥)

σH(gx′)(A−r ∩H)

σH(gx′)(B+r ∩H)
≤ lim inf

ρ→0

σ(gx′)(A ∩BT
ρ )

σ(gx′)(B ∩BT
ρ )

≤ lim sup
ρ→0

σ(gx′)(A ∩BT
ρ )

σ(gx′)(B ∩BT
ρ )

≤
σH(gx′)(A+r ∩H)

σH(gx′)(B−r ∩H)
✳

✺✳ 9♦2♦♥2

θ′r(x) =

∣∣∣∣
σH(x)(A ∩H)

σH(x)(B ∩H)
−
σH(x)(A−r ∩H)

σH(x)(B+r ∩H)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
σH(x)(A ∩H)

σH(x)(B ∩H)
−
σH(x)(A+r ∩H)

σH(x)(B−r ∩H)

∣∣∣∣ ✳

❖♥ 2❛✐)✱ ❞✬❛♣5:2 ❧❡ ♣♦✐♥) ✹✱ <✉❡ ♣♦✉5 ♣5❡2<✉❡ )♦✉) x′ ∈ Σ ❡) σΣ(x
′)✲

♣5❡2<✉❡ )♦✉) g ∈ U2
✱ ♦♥ ❛ θ(gx′) ≤ θ′r(gx

′)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ Σ &)❛♥) U2
✲

❝♦♠♣❧:)❡✱

λ{x ∈ X ; θ(x) ≥ ε} ≤ a∗λ{(g, x′) ∈ U2 × Σ ; θ(gx′) ≥ ε}

≤ a∗λ{(g, x′) ∈ U2 × Σ ; θ′r(gx
′) ≥ ε}

=

∫

θ′

r≥ε

dλ(x)κ(x)

♦= κ(x) ❡2) ❧❡ ❝❛5❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 (g, x′) ∈ U2×Σ )❡❧2 <✉❡ gx′ = x✳

❉✬❛♣5:2 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳✻✱ κ ❡2) ✉♥✐❢♦5♠&♠❡♥) ♠❛❥♦5&❡ ♣❛5 ✉♥❡ ❝♦♥2)❛♥)❡

K > 0 ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥'❡ ❞❡ r✳

❖♥ ♦❜)✐❡♥) ✜♥❛❧❡♠❡♥)

λ{x ; θ(x) ≥ ε} ≤ Kλ{x ; θ′r(x) ≥ ε}

♣♦✉5 )♦✉) r > 0✳ ■❧ 2✉✣)✱ ♣♦✉5 ❝♦♥❝❧✉5❡✱ ❞❡ ✈♦✐5 <✉❡ θ′r(x) )❡♥❞ ✈❡52 0
❛✈❡❝ r✱ ♣✉✐2<✉❡ A ❡) B 2♦♥) ❞❡2 ❡♥2❡♠❜❧❡2 ♦✉✈❡5)2 5❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝)2

❡) <✉❡ σH(x) ❡2) ✉♥❡ ♠❡2✉5❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡2) ❞&♠♦♥)5&✳

✷✳✷✳✺ ▲❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❞'❛♣♣✐❡'✲❨♦✉♥❣

◆♦✉2 5❡♣5❡♥♦♥2 ❧❡2 ❤②♣♦)❤:2❡2 ❡) ♥♦)❛)✐♦♥2 ♣♦2&❡2 ❛✉ ❞&❜✉) ❞✉ ♣❛5❛❣5❛♣❤❡

✷✳✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐) H ✉♥ 2♦✉2✲❣5♦✉♣❡ ❢❡5♠& ❞✐2)✐♥❣✉& ❞❡ G✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥2 <✉❡ ❧❡ <✉♦)✐❡♥)

G/H ❡2) ✉♥ ❣5♦✉♣❡ ♠&)5✐<✉❡ ❞♦✉❜❧❛♥) ❡) <✉❡ ♥♦✉2 ♥♦)♦♥2 π : G→ G/H ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛)✐♦♥ ❞❡ ♣❛22❛❣❡ ❛✉ <✉♦)✐❡♥)✳ ◆♦✉2 ❢❛✐2♦♥2 ❞❡✉① ❤②♣♦)❤:2❡2 2✉♣♣❧&♠❡♥)❛✐5❡2✳

✶✳ ▲✬♦♣&5❛)✐♦♥ ❞❡ G 2✉5 X ❡2) N 2)❛❜✐❧✐2❛)❡✉52 ✉♥✐❢♦+♠#♠❡♥' ❞✐-❝+❡'-✳

✷✳ ▲✬❡2♣❛❝❡ ♠&)5✐<✉❡ G/H ❥♦✉✐) ❞❡ ❧❛ ♣5♦♣5✐&)& ❞❡ ❇❡2✐❝♦✈✐)❝❤✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✺✳✶✳ ❙♦✉- ❧❡- ❤②♣♦'❤3-❡- ♣+#❝#❞❡♥'❡-✱ ♦♥ ❛

hλ(G) = hλ(H) + logα−1δG/H ✳

❉#♠♦♥-'+❛'✐♦♥✳ 9♦✉5 ❛❧❧&❣❡5 ❧❡2 ♥♦)❛)✐♦♥2 ✭❞&❥N ♣❛22❛❜❧❡♠❡♥) ❧♦✉5❞❡2✮✱ ♥♦✉2

♥♦✉2 ❜♦5♥❡5♦♥2 ❛✉ ❝❛2 ♦= α : G → G ❡2) ✉♥❡ 2✐♠✐❧✐)✉❞❡ ❞❡ 5❛♣♣♦5) α = e−1
✱

❝❡ <✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛❜2♦❧✉♠❡♥) 5✐❡♥ N ❧❛ ❞&♠❛5❝❤❡ ❡) ♣❡5♠❡) ❞❡ ❢❛✐5❡ ❧✬&❝♦♥♦♠✐❡

❞✬✉♥ 2②♠❜♦❧❡✳



✷✳✷✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❊❘●❖❉■◗❯❊ ❊❚ ❊◆❚❘❖.■❊ ✻✾

❘❛♣♣❡❧♦♥) *✉❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞.♠♦♥01. ❧✬✐♥.❣❛❧✐0.

hλ(G)− hλ(H) ≥ δG/H

)♦✉) ❞❡) ❤②♣♦0❤7)❡) ♣❧✉) ❣.♥.1❛❧❡) ✭♣1♦♣♦)✐0✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✮✳

■❧ )✬❛❣✐0 ❞♦♥❝ ❞✬.0❛❜❧✐1 ❧✬✐♥.❣❛❧✐0. 1.❝✐♣1♦*✉❡✳ ❋✐①♦♥) ✉♥ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡10

1❡❧❛0✐✈❡♠❡♥0 ❝♦♠♣❛❝0 B ❞❡ ❧✬.❧.♠❡♥0 ♥❡✉01❡ ❞❛♥) G✳ ◆♦✉) ❞❡✈♦♥) ♠✐♥♦1❡1 ❧❛

❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥❢.1✐❡✉1❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡)✉1❡

π∗

(
σ(x)|B

σ(x)(B)

)

❡♥ ❧✬.❧.♠❡♥0 ♥❡✉01❡ ❞❡ G/H✱ ♣♦✉1 λ✲♣1❡)*✉❡ 0♦✉0 x ✭♣1♦♣♦)✐0✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✮✳ ■♥01♦✲

❞✉✐)♦♥) ✉♥❡ ♥♦0❛0✐♦♥ ♣♦✉1 ❧❡) ✓❜♦✉❧❡) 01❛♥)✈❡1)❡)✔✱ ✐♠❛❣❡) 1.❝✐♣1♦*✉❡) ♣❛1 π
❞❡) ❜♦✉❧❡) ❞❡ G/H✳ H♦✉1 ρ > 0 ❡0 g ∈ G✱ )♦✐0

BT
ρ (g) = π−1(B(π(g), ρ))

❡0 ♥♦0♦♥) *✉❡ ❧✬✐♥✈❛1✐❛♥❝❡ I ❞1♦✐0❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐)0❛♥❝❡ ❞❡ G/H ❡♥01❛J♥❡ BT
ρ (gg

′) =

BT
ρ (g)g

′
♣♦✉1 0♦✉) g, g′ ∈ G✳ H♦)♦♥) ❛✉))✐ BT

ρ = BT
ρ (e)✱ ♦K e ❡)0 ❧✬.❧.♠❡♥0 ♥❡✉01❡

❞❡ G✳

H♦✉1 ♠❛❥♦1❡1 δG/H ✱ ✐❧ )✉✣0 ❞❡ ♠❛❥♦1❡1

lim inf
n→∞

1

−n
log

(
σ(x)(B ∩BT

e−n)

σ(x)(B)

)

♣♦✉1 λ✲♣1❡)*✉❡ 0♦✉0 x ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✷✮✳

▲❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❞.♠♦♥)01❛0✐♦♥ ❡)0 ❧❛ 1❡❧❛0✐♦♥

σ(x)(B ∩BT
e−n)

σ(x)(B)
=

σ(x)(B ∩BT
e−n)

σ(x)(αB ∩BT
e−n)

×
σ(x)(αB)

σ(x)(B)
×
σ(x)(αB ∩BT

e−n)

σ(x)(αB)

*✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ✐0.1❛♥0✱

σ(x)(B ∩BT
e−n)

σ(x)(B)
=

p−1∏

i=0

(
σ(α−ix)(B ∩BT

e−(n−i))

σ(α−ix)(αB ∩BT
e−(n−i))

×
σ(α−ix)(αB)

σ(α−ix)(B)

)
×

σ(α−px)(B ∩BT
e−(n−p))

σ(α−px)(B)

✭♥♦✉) ❛✈♦♥) ✉0✐❧✐). ❧❛ 1❡❧❛0✐♦♥ σ(αx) = α∗σ(x)✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉1 λ✲♣1❡)*✉❡ 0♦✉0 x✱
❡0 ❧❡ ❢❛✐0 *✉❡ α−iBT

e−n = BT
e−(n−i)✮✳

H♦✉1 p ≤ n✱ ❧❡ ❢❛❝0❡✉1 ❧❡ ♣❧✉) I ❞1♦✐0❡ ❡)0 .✈✐❞❡♠♠❡♥0 ≤ 1✳ H♦)♦♥)

φρ(x) = log
σ(x)(αB ∩BT

ρ )

σ(x)(B ∩BT
ρ )

, τ(x) = log
σ(x)(B)

σ(x)(αB)
, φ∗(x) = inf

ρ>0
φρ(x)

❞❡ )♦10❡ *✉❡ ❧❡ ♣1♦❞✉✐0 0.❧❡)❝♦♣✐*✉❡ .0❛❜❧✐ ❝✐✲❞❡))✉) ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉1 p ≤ n✱

1

−n
log

σ(x)(B ∩BT
e−n)

σ(x)(B)
≥

1

n

p−1∑

i=0

φe−(n−i)(α−ix) +
1

n

p−1∑

i=0

τ(α−ix)✳
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❋✐①♦♥' ✉♥ ♣❡+✐+ ε > 0 ❡+ ♣,❡♥♦♥' ♣♦✉, p ❧❛ ♣❛,+✐❡ ❡♥+✐/,❡ ❞❡ (1− ε)n✳ ◆♦✉'

❝❤♦✐'✐''♦♥' p ❛✐♥'✐ ♣♦✉, 5✉❡ ❧❡' ♥♦♠❜,❡' e−(n−i)
+❡♥❞❡♥+ ✉♥✐❢♦,♠9♠❡♥+ ✈❡,' 0

❧♦,'5✉❡ n +❡♥❞ ✈❡,' +∞ ❡+ 5✉❡ i ≤ p✳
❚,❛✐+♦♥' ❞✬❛❜♦,❞ ❧❡ ❞❡✉①✐/♠❡ +❡,♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜,❡ ❞❡ ❞,♦✐+❡✳ ❖♥ ❛

lim inf
n→∞

1

n

∑

0≤i≤(1−ε)n

τ(α−ix) = (1− ε)

∫
τdλ = (1− ε)hλ(G)

♦> ❧❛ ♣,❡♠✐/,❡ 9❣❛❧✐+9 ✈✐❡♥+ ❞✉ +❤9♦,/♠❡ ❡,❣♦❞✐5✉❡ ❞❡ ❇✐,❦❤♦✈ ❡+ ❧❛ ❞❡✉①✐/♠❡

'❡ ❞9❞✉✐+ ❛✉''✐+B+ ❞✉ ❝♦,♦❧❧❛✐,❡ ✷✳✷✳✶✳✹✳

❖❝❝✉♣♦♥'✲♥♦✉' ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❞✉ +❡,♠❡ ,❡'+❛♥+✳ G♦✉, λ✲♣,❡'5✉❡ +♦✉+ x✱ ✐❧ ❡①✐'+❡
✉♥ ♥♦♠❜,❡ ρ(x) > 0 +❡❧ 5✉❡ ❧❛ ,❡❧❛+✐♦♥ ρ < ρ(x) ❡♥+,❛I♥❡

φρ(x) ≥ log

(
σH(x)(αB)

σH(x)(B)

)
− ε

✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✹✮✳ ❙♦✐+ ρ0 > 0 ❡+ '♦✐+ M ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' x +❡❧' 5✉❡ ρ(x) > ρ0✳ ❙✐
ρ0 ❡'+ ❝❤♦✐'✐ ❛''❡③ ♣❡+✐+✱ ♦♥ ❛

∫

∁M

φ∗dλ ≥ −ε

❡♥ ✈❡,+✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳✸✳

❙9♣❛,♦♥' ♠❛✐♥+❡♥❛♥+✱ ❞❛♥' ❧❛ '♦♠♠❡ 9+✉❞✐9❡✱ ❧❡' ✐♥❞✐❝❡' i ♣♦✉, ❧❡'5✉❡❧'

α−ix ∈M ❞❡ ❝❡✉① ♣♦✉, ❧❡'5✉❡❧' α−ix ∈ ∁M ✳ G,✐♠♦✱

lim inf
n→∞

1

n

∑

0≤i≤(1−ε)n

1M (α−ix)φe−(n−i)(α−ix) ≥

lim inf
n→∞

1

n

∑

0≤i≤(1−ε)n

1M (α−ix)

(
log

(
σH(α−ix)(αB)

σH(α−ix)(B)

)
− ε

)

= (1− ε)

∫

M

(
log

(
σH(x)(αB)

σH(x)(B)

)
− ε

)
dλ(x)

≥ −hλ(H)− ε✳

❙❡❝✉♥❞♦✱

lim inf
n→∞

1

n

∑

0≤i≤(1−ε)n

1∁M (α−ix)φe−(n−i)(α−ix)

≥ lim inf
n→∞

1

n

∑

0≤i≤(1−ε)n

1∁M (α−ix)φ∗(α
−ix)

= (1− ε)

∫

∁M

φ∗dλ ≥ −ε(1− ε)✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥+✱ ♥♦✉' ♦❜+❡♥♦♥' ❧✬✐♥9❣❛❧✐+9

lim inf
n→∞

1

−n
log

(
σ(x)(B ∩BT

e−n)

σ(x)(B)

)
≥ (1− ε)hλ(G)− hλ(H)− ε− ε(1− ε)

♣♦✉, λ✲♣,❡'5✉❡ +♦✉+ x ❡+ +♦✉+ ε > 0✳ ▲❛ ❞9♠♦♥'+,❛+✐♦♥ ❡'+ +❡,♠✐♥9❡✳

G♦✉, ✜♥✐,✱ ❝♦♥'✐❞9,♦♥' ❧❛ '✐+✉❛+✐♦♥ '✉✐✈❛♥+❡ ✿ G ❡'+ ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐'❡♥❜❡,❣

❞❡ ,❛♥❣ 1 ✭✈♦✐, ❞9✜♥✐+✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐+,❡ ✸✮ ❡+ H ❡'+ ✉♥ '♦✉'✲❣,♦✉♣❡



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❈❛❧❝✉❧% ❞✬❡♥*+♦♣✐❡% ❡* ❞❡

❞✐♠❡♥%✐♦♥%

✸✳✶ #$%❧✐♠✐♥❛✐$❡,

✸✳✶✳✶ ❊$♣❛❝❡$ ❤②♣❡+❜♦❧✐0✉❡$ +2❡❧$ ❡3 ❝♦♠♣❧❡①❡$

❙♦✐# n ✉♥ ❡♥#✐❡' ≥ 1✳ ❙♦✐#K ❧❡ ❝♦'♣, ❞❡, ♥♦♠❜'❡, '0❡❧, R ♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡, ♥♦♠❜'❡,

❝♦♠♣❧❡①❡, C✳ ▲❡ ❣'♦✉♣❡ SO
◦(1, n) ❡,# ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥#❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥#✐#0 ❞❛♥,

❧❡ ❣'♦✉♣❡ ,♣0❝✐❛❧ ♦'#❤♦❣♦♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦'♠❡ 8✉❛❞'❛#✐8✉❡ '0❡❧❧❡ ❞❡ ,✐❣♥❛#✉'❡ (1, n)✳
▲❡ ❣'♦✉♣❡ PU(1, n) ❡,# ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ♣'♦❥❡❝#✐❢ ✉♥✐#❛✐'❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦'♠❡ 8✉❛❞'❛#✐8✉❡

❤❡'♠✐#✐❡♥♥❡ ❞❡ ,✐❣♥❛#✉'❡ (1, n)✳ ❉❛♥, #♦✉#❡ ❝❡##❡ ,❡❝#✐♦♥✱ ♥♦✉, ♣♦,♦♥, G =
SO

◦(1, n) ,✐ K = R ❡# G = PU(1, n) ,✐ K = C✳

❙♦✐# K ✉♥ ,♦✉,✲❣'♦✉♣❡ ❝♦♠♣❛❝# ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ▲❡ 8✉♦#✐❡♥# G/K ❡,# ❧✬❡,♣❛❝❡

❤②♣❡'❜♦❧✐8✉❡ ,✉' K ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ n✱ Hn
K
✳ ◆♦✉, ♥♦#❡'♦♥, d ❧❛ ❞✐,#❛♥❝❡ ❤②♣❡'❜♦✲

❧✐8✉❡ ❞❛♥, H
n
K
✳ ▲❡ ❣'♦✉♣❡ ❞❡, ✐,♦♠0#'✐❡, ❞✐'❡❝#❡, ❞❡ H

n
K
❡,# 0❣❛❧ ? G✳ ▲❡ ♣♦✐♥#

✜①0 ♣❛' K ❞❛♥, H
n
K

❡,# ❛♣♣❡❧0 ♣♦✐♥$ ❞❡ ❜❛)❡ ❡# ♥♦#0 o✳ ❈❤❛♥❣❡' ❞❡ ♣♦✐♥# ❞❡

❜❛,❡ '❡✈✐❡♥# ? '❡♠♣❧❛❝❡' K ♣❛' ✉♥ ❞❡ ,❡, ❝♦♥❥✉❣✉0,✳

▲✬❡,♣❛❝❡ ❤②♣❡'❜♦❧✐8✉❡ '0❡❧ H
n
R

❡,# ✉♥❡ ✈❛'✐0#0 '✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧C#❡ ❞❡

❞✐♠❡♥,✐♦♥ n ? ❝♦✉'❜✉'❡ ,❡❝#✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐❞❡♥#✐8✉❡♠❡♥# 0❣❛❧❡ ? −1✳

▲✬❡,♣❛❝❡ ❤②♣❡'❜♦❧✐8✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ H
n
C

❡,# ✉♥❡ ✈❛'✐0#0 ❤❡'♠✐#✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧C#❡

❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ n✱ ? ❝♦✉'❜✉'❡ ,❡❝#✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✐♥❝0❡ ❝♦♠♣'✐,❡ ❡♥#'❡ −4 ❡#

−1✳

✸✳✶✳✷ ❇♦+❞ 9 ❧✬✐♥✜♥✐

◆♦✉, ♥♦#❡'♦♥, ∂Hn
K
❧❡ ❜♦'❞ ? ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡H

n
K
✳ ❈✬❡,# ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ❝❧❛,,❡, ❞✬08✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ '❛②♦♥, ❣0♦❞0,✐8✉❡, ❛,②♠♣#♦#✐8✉❡,✳ ▲✬❡,♣❛❝❡ H
n
K
∪∂Hn

K
❡,# ❝♦♠♣❛❝#✳

D✉✐,8✉❡ ❧✬♦♣0'❛#✐♦♥ ❞❡ G ,✉'H
n
K
❡,# ♣❛' ✐,♦♠0#'✐❡,✱ ❡❧❧❡ ,❡ ♣'♦❧♦♥❣❡ ❝♦♥#✐♥E♠❡♥#

❛✉ ❜♦'❞✳

❋✐①♦♥, ✉♥❡ ❞0❝♦♠♣♦,✐#✐♦♥ ❞✬■✇❛,❛✇❛ G = KAN ✳ ◆♦✉, ♥♦#❡'♦♥, M ❧❡ ♥♦'✲

♠❛❧✐,❛#❡✉' ❞❡ N ❞❛♥, K✳ ▲❡ ❣'♦✉♣❡ ♣❛'❛❜♦❧✐8✉❡ P =MAN ❡,# ❧❡ ,#❛❜✐❧✐,❛#❡✉'

❞❛♥, G ❞✬✉♥ ♣♦✐♥# ξ+ ∈ ∂Hn
K
✳ ▲❡ ❜♦'❞ ❞❡ H

n
K
,✬✐❞❡♥#✐✜❡ ❞♦♥❝ ❛✉ 8✉♦#✐❡♥# G/P ✳

❈✬❡,# ✉♥❡ ✈❛'✐0#0 ❞✐✛0'❡♥#✐❡❧❧❡✱ ❞✐✛0♦♠♦'♣❤❡ ? ❧❛ ,♣❤C'❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ n − 1
✭'❡,♣✳ 2n− 1✮ ,✐ K = R ✭'❡,♣✳ K = C✮✳

✼✶
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"♦✉% &♦✉' ξ ∈ ∂Hn
K

❡& x, y ∈ H
n
K
✱ ♦♥ ♣♦'❡

bξ(x, y) = lim
t→∞

d(x, ξt)− d(y, ξt)

♦, t 7→ ξt ❡'& ✉♥❡ ❣.♦❞.'✐1✉❡ ❛❜♦✉&✐''❛♥& ❡♥ ξ✳ ❈❡ ♥♦♠❜%❡ ❡'& ❜✐❡♥ ❞.✜♥✐ ❡& ♥❡

❞.♣❡♥❞ ♣❛' ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❣.♦❞.'✐1✉❡ ξt✳ ❈❡❝✐ ❞.✜♥✐& ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❇✉*❡♠❛♥♥✳

❈✬❡'& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡✳

"♦✉% &♦✉' ξ, η ∈ ∂Hn
K
✱ ♦♥ ❞.✜♥✐& ❧❡ ♣.♦❞✉✐$ ❞❡ ●.♦♠♦✈ ❞❡ ξ ❡$ η ❜❛*2 ❡♥ x ✿

(ξ, η)x =
1

2
(bξ(x, p) + bη(x, p))

♦, p ❡'& ✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ ❧❛ ❣.♦❞.'✐1✉❡ ]ξ, η[✳ ❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥& 1✉❡ (ξ, ξ)x = +∞✳ ❈❡❝✐

♥❡ ❞.♣❡♥❞ ♣❛' ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ p✳ ❖♥ ❞.✜♥✐& ❡♥'✉✐&❡ ❧❛ ❞✐*$❛♥❝❡ ✈✐*✉❡❧❧❡ ❜❛*2❡ ❡♥ x

dx(ξ, η) = e−(ξ,η)x
✳

❖♥ ✈.%✐✜❡ 1✉❡ ❝✬❡'& ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞✐'&❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡'& ❛✉''✐ ❛♣♣❡❧.❡ ❞✐*$❛♥❝❡ ❞❡ ●.♦♠♦✈✳

❊❧❧❡ ❡'& ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ∂Hn
K
✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (dx)x∈Hn

K
♣♦''C❞❡ ❧❡'

♣%♦♣%✐.&.' '✉✐✈❛♥&❡' ✿

✶✳ ❈♦♥❢♦%♠✐&. ✿ dy(ξ, η) = e
1
2 (bξ(x,y)+bη(x,y))dx(ξ, η) ❀

✷✳ G✲.1✉✐✈❛%✐❛♥❝❡ ✿ dgx(gξ, gη) = dx(ξ, η) ♣♦✉% &♦✉& g ∈ G✳

❊♥ ❢❛✐&✱ ❧♦%'1✉❡ K = R✱ ❝❡&&❡ ❞✐'&❛♥❝❡ ❝♦G♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐'&❛♥❝❡ '♣❤.%✐1✉❡

✉'✉❡❧❧❡✳ "❧✉' ♣%.❝✐'.♠❡♥&✱ ✐❧ ❡①✐'&❡ ✉♥ ❞✐✛.♦♠♦%♣❤✐'♠❡ ❞❡ ∂Hn
R

'✉% ❧❛ '♣❤C%❡

❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ n− 1 ❛♣♣❧✐1✉❛♥& do '✉% ❧❛ ❞✐'&❛♥❝❡ ✓'✐♥✉' ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✔✱ ❞.✜♥✐❡ ♣❛%

d(x, y) = |〈x, y〉| ✭x, y ❞❡✉① ✈❡❝&❡✉%' ✉♥✐&❛✐%❡' ❞❡ R
n
✮✳

❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦%'1✉❡ K = C✱ ✐❧ ♥✬❡'& ♣❛' ✈%❛✐ 1✉❡ ❧❛ ❞✐'&❛♥❝❡ ❞❡ ●%♦♠♦✈ do
'♦✐& ❜✐❧✐♣'❝❤✐&③✲.1✉✐✈❛❧❡♥&❡ O ✉♥❡ ❞✐'&❛♥❝❡ %✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ '✉% ∂Hn

C
✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛

'♣❤C%❡ S
2n−1

✳ ◆♦✉' %❡✈✐❡♥❞%♦♥' '✉% ❝❡ ♣♦✐♥&✳

✸✳✶✳✸ ❋✐❜&' ✉♥✐*❛✐&❡ *❛♥❣❡♥*

❘❛♣♣❡❧♦♥' 1✉❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✜①. ✉♥❡ ❞.❝♦♠♣♦'✐&✐♦♥ ❞✬■✇❛'❛✇❛ G = KAN
❡& 1✉❡ ♥♦✉' ♥♦&♦♥' M ❧❡ ♥♦%♠❛❧✐'❛&❡✉% ❞❡ N ❞❛♥' K✳ ▲❡ ❣%♦✉♣❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ A
❝❡♥&%❛❧✐'❡ M ✳ ❖♥ ♥♦&❡ UH

n
K

❧❡ ✜❜.2 ✉♥✐$❛✐.❡ $❛♥❣❡♥$ ❞❡ H
n
K
✱ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡'

❝♦✉♣❧❡' (x, u)✱ ♦, x ❡'& ✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ H
n
K

❡& u ✉♥ ✈❡❝&❡✉% ✉♥✐&❛✐%❡ &❛♥❣❡♥& O H
n
K

❡♥ x✳ ❈✬❡'& ✉♥❡ ✈❛%✐.&. %✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✭%❡'♣✳ ❤❡%♠✐&✐❡♥♥❡ '✐ K = C✮ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛

♠.&%✐1✉❡ ❞❡ ❙❛'❛❦✐✳ ❖♥ ♥♦&❡%❛ '♦✉✈❡♥& u ✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ UH
n
K
✱ ❧❛ ❞♦♥♥.❡ ❞❡ x

.&❛♥& '♦✉'✲❡♥&❡♥❞✉❡✳

▲✬♦♣.%❛&✐♦♥ ❞❡ G '✉% H
n
K

.&❛♥& ♣❛% ✐'♦♠.&%✐❡'✱ ❡❧❧❡ '✬.&❡♥❞ ❛✉ ✜❜%. ✉♥✐&❛✐%❡

&❛♥❣❡♥& ❡& ♦♥ ✈.%✐✜❡ 1✉❡ M ❡'& ❧❡ '&❛❜✐❧✐'❛&❡✉% ❞✬✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ UH
n
K
✳ "❧✉' ♣%.❝✐✲

'.♠❡♥&✱ '✐ o ❡'& ❧❡ ♣♦✐♥& ❞❡ Hn
K

✜①. ♣❛% K✱ ❡& ξ+ ❧✬✉♥✐1✉❡ ♣♦✐♥& ❞✉ ❜♦%❞ ✜①. ♣❛%

N ✱ ❧❡ ♣♦✐♥& (x, u) ❞❡ UH
n
K
✱ ♦, u ❡'& ❧❡ ✈❡❝&❡✉% ✉♥✐&❛✐%❡ ♣♦%&❛♥& ❧❛ ❣.♦❞.'✐1✉❡

✐''✉❡ ❞❡ x ❡& ❛❜♦✉&✐''❛♥& ❡♥ ξ+✱ ❡'& ✜①. ♣❛% M ✳ ▲❡ ✜❜%. ✉♥✐&❛✐%❡ &❛♥❣❡♥& ❞❡ H
n
K

'✬✐❞❡♥&✐✜❡ ❞♦♥❝ O ❧✬❡'♣❛❝❡ 1✉♦&✐❡♥& G/M ✱ ❡& ♦♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉&❛&✐❢

UH
n
K

G/M

H
n
K

G/K

∼

∼
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▲✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ u 7→ u+ ,✉✐ . u ❛//♦❝✐0 ❧✬❡①)34♠✐)0 ♣♦/✐)✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❣0♦❞0/✐,✉❡

✐//✉❡ ❞❡ x ❡) ♣♦3)0❡ ♣❛3 u ❡/) ✉♥ ❤♦♠0♦♠♦3♣❤✐/♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ Ux ❞❡/ ✈❡❝)❡✉3/

✉♥✐)❛✐3❡/ )❛♥❣❡♥)/ ❡♥ x /✉3 ❧❡ ❜♦3❞ ∂Hn
K
✳ ❙✐ g ∈ G✱ ♦♥ ♥♦)❡3❛ g+ = (gM)+✳

❉0✜♥✐)✐♦♥/ /❡♠❜❧❛❜❧❡/ ♣♦✉3 u− ❡) g−✳
◆♦)♦♥/ ,✉❡ N ♥✬♦♣A3❡ ♣❛/ . ❞3♦✐)❡ /✉3 G/M ❝❛3 M ♥✬❡/) ♣❛/ ♥♦3♠❛❧✐/0 ♣❛3

N ✳ ❊♥ 3❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣✉✐/,✉❡ M ♥♦3♠❛❧✐/❡ N ✱ ❧❡/ N ✲♦3❜✐)❡/ /♦♥) ❜✐❡♥ ❞0✜♥✐❡/ ❞❛♥/

G/M ✿ ❧❛ N ✲♦3❜✐)❡ ❞❡ gM ❡/) ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞0❝3✐) ♣❛3 ❧❡/ gnM ❧♦3/,✉❡ n ♣❛3❝♦✉3)

N ✱ ❡) ❝❡) ❡♥/❡♠❜❧❡ ♥❡ ❞0♣❡♥❞ ,✉❡ ❞❡ gM ✳

E✉✐/,✉❡ A ♥♦3♠❛❧✐/❡ M ✱ ❧✬♦♣03❛)✐♦♥ (g, a) 7→ ga ❞❡ A /✉3 G ♣❛3 )3❛♥/❧❛)✐♦♥

 ❞"♦✐%❡ ♣❛//❡ ❛✉ ,✉♦)✐❡♥) ❡♥ ✉♥❡ ♦♣03❛)✐♦♥  ❞"♦✐%❡ ❞❡ A /✉3 G/M ✱ (gM, a) 7→
gaM ✳ ■❧ ❡①✐/)❡ ✉♥ ✉♥✐,✉❡ ✐/♦♠♦3♣❤✐/♠❡ ❞❡ R /✉3 A✱ t 7→ at✱ )❡❧ ,✉❡ ❧✬♦♣03❛)✐♦♥

❞❡ R /✉3 G/M ❞♦♥♥0❡ ♣❛3 (gM, t) 7→ gatM ❝♦G♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✢♦% ❣)♦❞)*✐+✉❡✳

❆✉)3❡♠❡♥) ❞✐)✱ gatM )❡♥❞ ✈❡3/ g+ ❧♦3/,✉❡ t → ∞✱ ❡) ❧❛ ❞✐/)❛♥❝❡ ❤②♣❡3❜♦❧✐,✉❡

❡♥)3❡ gM ❡) gatM ❡/) 0❣❛❧❡ . t ♣♦✉3 )♦✉) t✳

✸✳✶✳✹ ❍♦&♦'♣❤*&❡' ❡, ❝♦♦&❞♦♥♥0❡' ❞❡ ❍♦♣❢
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/✉3 ✉♥❡ /♦✉/✲✈❛3✐0)0 ❞❡ H
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❉)✜♥✐2✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✷✳ ❙♦✐% Γ ✉♥ 0♦✉0✲❣(♦✉♣❡ ❞✐0❝(❡% ♥♦♥✲8❧8♠❡♥%❛✐(❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐%

β ✉♥ ♥♦♠❜(❡ (8❡❧ ≥ 0✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡♥(✐3# Γ✲❝♦♥❢♦:♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ β %♦✉%❡

❢❛♠✐❧❧❡ (µx)x∈Hn
K

❞❡ ♠❡0✉(❡0 ✜♥✐❡0 0✉( ∂Hn
K

✱ /✉✐ ❡0% ✿
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✶✳ Γ✲#$✉✐✈❛)✐❛♥+❡ ✿

γ∗µx = µγx

♣♦✉) +♦✉+ x ∈ H
n
K

❡+ +♦✉+ γ ∈ Γ ❀

✷✳ ❝♦♥❢♦)♠❡ ✿ ♣♦✉) +♦✉5 x, y ∈ H
n
K
✱ µx ❡+ µy 5♦♥+ "#✉✐✈❛❧❡♥+❡, ❡+ ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡

❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❡5+ ❞♦♥♥# ♣❛)

dµy

dµx
(ξ) = e−βbξ(y,x)✳

❖♥ ❞"♠ ♦♥+1❡#✉❡❧❛ ❞✐♠ ❡♥,✐♦♥ ❞✬✉♥❡❞❡♥,✐+" Γ✲❝♦♥❢♦1♠ ❡♥❡♣❡✉+7+1❡♥✉❧❧❡❀
❛✉+1❡♠ ❡♥+❞✐+✱❧❡❜♦1❞ ∂Hn

K
♥❡♣♦1+❡♣❛,❞❡♠ ❡,✉1❡❞❡♣1♦❜❛❜✐❧✐+"Γ✲✐♥✈❛1✐❛♥+❡✳

▲❡1",✉❧+❛+,✉✐✈❛♥+✱= ❧❛ ❜❛,❡❞❡+♦✉+❡❧❛ +❤"♦1✐❡✱1❡♠ ♦♥+❡= ?❛++❡1,♦♥ ✭❞❛♥,
❧❡❝❛,✓❤②♣❡1❜♦❧✐#✉❡1"❡❧✔✮✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✶✳✺✳✸ ✭✭?❛++❡1,♦♥✱✶✾✼✻✮✮✳ ❙♦✐+ Γ ✉♥ 5♦✉5✲❣)♦✉♣❡ ❞✐5❝)❡+ ♥♦♥✲
#❧#♠ ❡♥+❛✐)❡ ❞❡G✱❞✬❡①♣♦5❛♥+❞❡ ❝)♦✐55❛♥❝❡ δΓ✳■❧❡①✐5+❡ ✉♥❡ ❞❡♥5✐+# Γ✲❝♦♥❢♦)♠ ❡
❞❡ ❞✐♠ ❡♥5✐♦♥ δΓ✳

❉❛♥,❧❡❝♦♥+❡①+❡❞❡❧❛❣"♦♠ "+1✐❡❡1❣♦❞✐#✉❡❞❡,❣1♦✉♣❡,❞✐,❝1❡+,✱♥♦✉,❝♦♥,❡1✲
✈❡1♦♥,❧❛ ❧❡++1❡ µ ♣♦✉1❧❡,❞❡♥,✐+",Γ✲❝♦♥❢♦1♠ ❡✳

✸✳✶✳✺✳✷ ▼❡.✉$❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛$❣✉❧✐.✲❙✉❧❧✐✈❛♥

❉"✜♥✐=✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡.✉$❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛$❣✉❧✐.✲❙✉❧❧✐✈❛♥✳ ❙♦✐+Γ ✉♥ ,♦✉,✲
❣1♦✉♣❡ ❞✐,❝1❡+♥♦♥✲"❧"♠ ❡♥+❛✐1❡ ❞❡G✳❙♦✐+µ ✉♥❡ ❞❡♥,✐+" Γ✲❝♦♥❢♦1♠ ❡ ❞❡ ❞✐♠ ❡♥✲

,✐♦♥ δΓ✳❙♦✐+x ∈ H✳▲❛ ♠ ❡,✉1❡m
UH

n
K

BMS ,✉1UH
n
K
❞"✜♥✐❡♣❛1

dm
UH

n
K

BMS (u) = eδ(bξ(x,u)+bη(x,u))dµx(ξ)dµx(η)ds

✭♦M u = (ξ, η, s)✮❡,+❛♣♣❡❧"❡ ♠ ❡5✉)❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼ ❛)❣✉❧✐5✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ✭♦✉ ✓♠ ❡,✉1❡
❇▼ ❙✔✮❛,,♦❝✐"❡= µ✳

❈✬❡,+ ✉♥❡ ♠ ❡,✉1❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ #✉✐♥❡ ❞"♣❡♥❞ ♣❛, ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ x✳❊❧❧❡ ❡,+ ✐♥✲

✈❛1✐❛♥+❡ ♣❛1❧❡ ✢♦+❣"♦❞",✐#✉❡ ❡+♣❛1 Γ✳◆♦✉,❧❛ ♥♦+❡1♦♥,m
G/M
BMS ❧♦1,#✉❡ ♥♦✉,

✈♦✉❞1♦♥,♣1"❝✐,❡1#✉❡❧❛ ♠ ❡,✉1❡#✉❡♥♦✉,❝♦♥,✐❞"1♦♥,✈✐+,✉1G/M✳

?✉✐,#✉❡m
UH

n
K

BMS ❡,+✉♥❡ ♠ ❡,✉1❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ Γ✲✐♥✈❛1✐❛♥+❡ ,✉1UH
n
K
✱❡❧❧❡ ♣❛,,❡

❛✉ #✉♦+✐❡♥+❡♥ ✉♥❡ ♠ ❡,✉1❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ,✉1Γ\UH
n
K
✱#✉❡ ♥♦✉,♥♦+❡1♦♥,m

Γ\UH
n
K

BMS

♦✉ m
Γ\G/M
BMS ✳

❉"✜♥✐=✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳✹✳ ◆♦✉5 ❞✐)♦♥5 $✉✬✉♥ 5♦✉5✲❣)♦✉♣❡ ❞✐5❝)❡+♥♦♥✲#❧#♠ ❡♥+❛✐)❡ Γ
❞❡G ❡5+❞❡♠ ❡5✉)❡❞❡❇▼ ❙ ✜♥✐❡5✬✐❧❛❞♠ ❡+✉♥❡❞❡♥5✐+# Γ✲❝♦♥❢♦)♠ ❡µ ❞✬❡①♣♦5❛♥+
δΓ +❡❧❧❡ $✉❡ ❧❛ ♠ ❡5✉)❡ ❞❡ ❇▼ ❙ ❛55♦❝✐#❡ 5✉) Γ\UH

n
K
5♦✐+ ✜♥✐❡✳

▲❡ 1",✉❧+❛+ ,✉✐✈❛♥+ ❡,+ ❞U = ❉✳❙✉❧❧✐✈❛♥ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ✓❤②♣❡1❜♦❧✐#✉❡ 1"❡❧✔
✭❙✉❧❧✐✈❛♥✱✶✾✽✹✮✱❡+"+❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛,❞❡,❡,♣❛❝❡,❈❆❚✭✲✶✮❞❛♥,✭❘♦❜❧✐♥✱✷✵✵✸✮✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✶✳✺✳✺✳ ❙♦✐+Γ ✉♥ 5♦✉5✲❣)♦✉♣❡ ❞✐5❝)❡+♥♦♥✲#❧#♠ ❡♥+❛✐)❡ ❞❡ G✳❙✐Γ
❡5+❞❡ ♠ ❡5✉)❡ ❞❡ ❇▼ ❙ ✜♥✐❡✱✐❧❡①✐5+❡ ✭G ❤♦♠ ♦+❤#+✐❡ ♣)I5✮ ✉♥❡ ✉♥✐$✉❡ ❞❡♥5✐+#
Γ✲❝♦♥❢♦)♠ ❡ ❞❡ ❞✐♠ ❡♥5✐♦♥ δΓ ❀❡❧❧❡ ❡5+5❛♥5 ❛+♦♠ ❡✱5♦♥ 5✉♣♣♦)+❡5+❧✬❡♥5❡♠ ❜❧❡
❧✐♠ ✐+❡ Λ✱❡+❧✬❡♥5❡♠ ❜❧❡ ❧✐♠ ✐+❡ ❝♦♥✐$✉❡ ❡5+❞❡ ♠ ❡5✉)❡ +♦+❛❧❡✳▲❛ ♠ ❡5✉)❡ ❞❡ ❇▼ ❙
✜♥✐❡ ❝♦♥5✐❞#)#❡ ❡5+♠ #❧❛♥❣❡❛♥+❡ ♣♦✉)❧❡ ✢♦+❣#♦❞#5✐$✉❡ 5✉) Γ\UH

n
K
✳
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❚♦✉% ♥♦% '(%✉❧*❛*% %❡'♦♥* (♥♦♥❝(% %♦✉% ❝❡**❡ ❤②♣♦*❤1%❡✳ ▲♦'%4✉❡ Γ ❡%* ❞❡

♠❡%✉'❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✱ ♥♦✉% ❞✐'♦♥% ✭♣❛' ❛❜✉% ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮ ✓%♦✐* µ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡

B❛**❡'%♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥✔ ♣♦✉' ❡①♣'✐♠❡' 4✉❡ ♥♦✉% ❝❤♦✐%✐%%♦♥% ❧✬✉♥❡ 4✉❡❧❝♦♥4✉❡ ❞❡%

♠❡%✉'❡% ❞❡ ❧❛ ❞❡♥%✐*( Γ✲❝♦♥❢♦'♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ δΓ✱ ❡* 4✉❡ ♥♦✉% ❧❛ ♥♦'♠❛❧✐%♦♥%

♣♦✉' 4✉❡ %❛ ♠❛%%❡ *♦*❛❧❡ %♦✐* 1✳

❉!"✐♥%!❣'❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛'❣✉❧✐"✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡

❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡" ❤♦'♦"♣❤9'❡"✳ ❙♦✐❡♥* ξ ∈ ∂Hn
K

❡* s ∈ R✳ ▲❡% ❧✐❣♥❡% ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ∂2Hn
K

×R → ∂Hn
K

×R ❛♣♣❧✐4✉❛♥* (ξ, η, s) %✉' (ξ, s) %♦♥* ❧❡%

❤♦'♦%♣❤1'❡% ✭✐♥%*❛❜❧❡%✮✳ ▲✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡% ❤♦'♦%♣❤1'❡%✱ ♥♦*( H✱ %✬✐❞❡♥*✐✜❡ ❞♦♥❝ I

∂Hn
K
×R✳ ◆♦✉% (❝'✐'♦♥%✱ ♣❛' ❛❜✉% ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥✱ H = (ξ, s)✳

❖♥ ✈('✐✜❡ 4✉❡ G/MN %✬✐❞❡♥*✐✜❡ I H ❡* 4✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ∂2Hn
K

× R →
∂Hn

K
×R ❝♦''❡%♣♦♥❞ I ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ G/M → G/MN ✳

❙♦✐* Γ ✉♥ %♦✉%✲❣'♦✉♣❡ ❞✐%❝'❡* ♥♦♥✲(❧(♠❡♥*❛✐'❡ ❞❡ G✳ ❙✐ µ ❡%* ✉♥❡ ❞❡♥%✐*(

Γ✲❝♦♥❢♦'♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ δ✱ ♦♥ ❞(✜♥✐* %✉' H ✉♥❡ ♠❡%✉'❡ mH ❡♥ ♣♦%❛♥*

dmH(ξ, s) = dµx(ξ)e
δbξ(x,h)ds

♦L h ❡%* ✉♥ ♣♦✐♥* 4✉❡❧❝♦♥4✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦'♦%♣❤1'❡ H = (ξ, s)✳ ❈✬❡%* ✉♥❡ ♠❡%✉'❡ ❞❡

❘❛❞♦♥✱ ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥*❡ ❞❡ x ❡* ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ o✱ ❡* Γ✲✐♥✈❛'✐❛♥*❡✳

▼❛♥✐❢❡%*❡♠❡♥*✱ mH ❡%* ♣%❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ ❇▼❙ m
UH

n
K

BMS ✳ ❉(%✐♥✲

*(❣'♦♥% ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❧I ✿

m
UH

n
K

BMS =

∫
dmH(H)mH

♦L mH ❡%* ❧❛ ♠❡%✉'❡ %✉' H ❞(✜♥✐❡ ♣❛'

dmH(u) = dµx(u
+)eδbu+ (x,u)

✳

◆♦*♦♥% 4✉❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ mH ✱ ✈✉❡ ❞❛♥% G/M ✱ ❡%* ♣♦'*(❡ ♣❛' ✉♥❡ N ✲♦'❜✐*❡✳

❉❛♥% ❧❡ *❤(♦'1♠❡ %✉✐✈❛♥*✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ mH ❡%* '❡❧❛*✐✈❡ I ❧❛

❞✐%*❛♥❝❡ ❞❡ ❍R♠❡♥%*❛❞* %✉' H✱ ❡* ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ B❛**❡'%♦♥✲

❙✉❧❧✐✈❛♥ %✉' ∂Hn
K

❡%* '❡❧❛*✐✈❡ I ✉♥❡ ❞✐%*❛♥❝❡ ✈✐%✉❡❧❧❡ ❞❡ ●'♦♠♦✈✳

❚❤!♦'9♠❡ ✸✳✶✳✺✳✻✳ ❙♦✐% Γ ✉♥ (♦✉(✲❣+♦✉♣❡ ❞✐(❝+❡% ❞❡ G ❞❡ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙

✜♥✐❡✳ ▲❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ 6❛%%❡+(♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ (✉+ ∂Hn
K

❡(% ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❡①❛❝%❡ 9❣❛❧❡

: δΓ✳ ❉❡ ♠<♠❡✱ ♣♦✉+ %♦✉%❡ ❤♦+♦(♣❤?+❡ ✭✐♥(%❛❜❧❡✮ H✱ ❧❛ ♠❡(✉+❡ mH (✉+ H ❡(%

❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❡①❛❝%❡ 9❣❛❧❡ : δΓ✳

❉9♠♦♥(%+❛%✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥T♦♥% ♣❛' ♠♦♥*'❡' 4✉❡ ❧❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❧♦❝❛❧❡% ✐♥❢('✐❡✉'❡%

❡* %✉♣('✐❡✉'❡% ❞❡ mH %♦♥* mH ✲♣'❡%4✉❡ ♣❛'*♦✉* (❣❛❧❡%✱ ♣♦✉' *♦✉*❡ ❤♦'♦%♣❤1'❡

H✳ ❙♦✐* φ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❜♦'(❧✐❡♥♥❡ UH
n
K

→ R ❞(✜♥✐❡ ♣❛'

φ(u) = log
mH+(u)(B(u, e−1))

mH+(u)(B(u, 1))

♣❛'*♦✉* ♦L ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ %❡♥%✱ ❝✬❡%*✲I✲❞✐'❡ m
UH

n
K

BMS ✲♣'❡%4✉❡ ♣❛'*♦✉*✳ ◆♦*♦♥% gt :
UH

n
K

→ UH
n
K
❧❡ ✢♦* ❣(♦❞(%✐4✉❡ ❛✉ *❡♠♣% t ❞❛♥% UH

n
K
✳ ▲❛ '❡❧❛*✐♦♥ (gt)∗mH+(u) =

e−tδΓmH+(gtu) ❡♥*'❛V♥❡✱ ♣❛' ✓*(❧❡%❝♦♣❛❣❡✔✱ 4✉❡

1

T

∫ T

0

φ(gtu)dt =
1

T
logmH+(u)(B(u, e−T )) +O(1/T )
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❡" ❧❡ ♠❡♠❜&❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛❞♠❡" ✉♥❡ ❧✐♠✐"❡ ❧♦&01✉❡ T → ∞✱ ♣♦✉& m
UH

n
K

BMS ✲♣&❡01✉❡

"♦✉" u✱ ❡♥ ✈❡&"✉ ❞✉ "❤6♦&7♠❡ ❡&❣♦❞✐1✉❡ ❞❡ ❇✐&❦❤♦✈✳ ;❛& ❝♦♥061✉❡♥"✱ ❧❛ ❧✐♠✐"❡

lim
T→∞

1

T
logmH+(u)(B(u, e−T ))

❡①✐0"❡ ♣♦✉& m
UH

n
K

BMS ✲♣&❡01✉❡ "♦✉" u✳ ❈❡""❡ ❧✐♠✐"❡ ♥❡ ❞6♣❡♥❞ ♣&❡01✉❡ 0>&❡♠❡♥" ♣❛0

❞❡ u✱ ♣✉✐01✉❡ m
UH

n
K

BMS ❡0" (gt)✲❡&❣♦❞✐1✉❡✱ ❡" ♥♦✉0 ❛❧❧♦♥0 ✈♦✐& 1✉❡ 0❛ ✈❛❧❡✉& ♣&❡01✉❡

0>&❡ ❡0" δΓ✳

;♦✉& ❝❡❧❛✱ ❝♦♥0✐❞6&♦♥0 ♠❛✐♥"❡♥❛♥" ❧❛ ♠❡0✉&❡ ❞❡ ;❛""❡&0♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ µ✳ ;♦✉&
"♦✉"❡ ❤♦&♦0♣❤7&❡ ✐♥0"❛❜❧❡ H = H+(u)✱ 0♦✐" θH ❧❛ ♠❡0✉&❡ ✐♠❛❣❡ &6❝✐♣&♦1✉❡ ❞❡ µ
♣❛& ❧❡ ❞✐✛6♦♠♦&♣❤✐0♠❡ H → ∂H \ {u−} ❛♣♣❧✐1✉❛♥" v 0✉& v+✳ ▲❡0 ♠❡0✉&❡0 mH

❡" θH 0♦♥" 61✉✐✈❛❧❡♥"❡0✱ ❡" ❧❛ ❞6&✐✈6❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❡0" ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥

❝♦♥"✐♥✉❡ ❞❡ H ❞❛♥0 ]0,∞[✳ ;❛& ❝♦♥061✉❡♥"✱ ❧❛ ♠❡0✉&❡ θH ❡0" ❞❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥

❡①❛❝"❡✱ 6❣❛❧❡ E ❝❡❧❧❡ ❞❡ mH ✭&❡❧❛"✐✈❡♠❡♥" E ❧❛ ❞✐0"❛♥❝❡ ❞❡ ❍H♠❡♥0"❛❞"✮✳

❉✬❛✉"&❡ ♣❛&"✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❞✐" 1✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ &6❝✐♣&♦1✉❡✱ ♣❛& θH ✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐0"❛♥❝❡ ❞❡

●&♦♠♦✈ ❛✉ ❜♦&❞✱ ❡0" ❧♦❝❛❧❡♠❡♥" ❜✐❧✐♣0❝❤✐"③ 61✉✐✈❛❧❡♥"❡ E ❧❛ ❞✐0"❛♥❝❡ ❞❡ ❍H♠❡♥0✲

"❛❞" 0✉& H✳ ❈❡ 1✉✐ ♣&6❝7❞❡ ♠♦♥"&❡ ❞♦♥❝ 1✉❡ ❧❛ ♠❡0✉&❡ ❞❡ ;❛""❡&0♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ µ
✭1✉✐ ❡0" 0❛♥0 ❛"♦♠❡✱ ❝❢ "❤6♦&7♠❡ ✸✳✶✳✺✳✺✮ ❡0"✱ ♣♦✉& ❧❛ ❞✐0"❛♥❝❡ ❞❡ ●&♦♠♦✈✱ ❞❡

❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❡①❛❝"❡ 6❣❛❧❡ E ❝❡❧❧❡ ❞❡ mH ✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥ ♣&♦✈✐❡♥" ❛❧♦&0 ❞✉ "❤6♦&7♠❡ ✹✳✸ ❞❡ ✭▲❡❞&❛♣♣✐❡&✱ ✷✵✶✸✮✳

✸✳✶✳✺✳✸ ❘❡❧'✈❡♠❡♥+ M✲✐♥✈❛/✐❛♥+ ❞❡ ❧❛ ♠❡1✉/❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛/❣✉❧✐1✲

❙✉❧❧✐✈❛♥

❙♦✐" Γ ✉♥ 0♦✉0✲❣&♦✉♣❡ ❞✐0❝&❡" ♥♦♥✲6❧6♠❡♥"❛✐&❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐" µ ✉♥❡ ❞❡♥0✐"6 Γ✲
❝♦♥❢♦&♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ δΓ✳ ❈♦♥0✐❞6&♦♥0 ❧❛ ♠❡0✉&❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛&❣✉❧✐0✲❙✉❧❧✐✈❛♥

m
G/M
BMS 0✉& ❧✬❡0♣❛❝❡ UH

n
K

✐❞❡♥"✐✜6 E G/M ✳ ❊❧❧❡ 0❡ &❡❧7✈❡ ❞❡ ❢❛Y♦♥ ✉♥✐1✉❡ ❡♥ ✉♥❡

♠❡0✉&❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ 0✉& G 1✉✐ ❡0" AM ✲✐♥✈❛&✐❛♥"❡ E ❞&♦✐"❡ ❡" Γ✲✐♥✈❛&✐❛♥"❡ E ❣❛✉❝❤❡✱

0♦✐" mG
BMS✳ ▲❡ 1✉♦"✐❡♥" ❞❡ mG

BMS ♣❛& Γ E ❣❛✉❝❤❡ ❡0" ✉♥❡ ♠❡0✉&❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ 0✉&

Γ\G✱ AM ✲✐♥✈❛&✐❛♥"❡ E ❞&♦✐"❡✱ 0♦✐" m
Γ\G
BMS✳

❉❡ ♠Z♠❡✱ ❧❛ ♠❡0✉&❡ ❤♦&♦0♣❤6&✐1✉❡ mH 0✉& ❧✬❡0♣❛❝❡ ❞❡0 ❤♦&♦0♣❤7&❡0✱ ✐❞❡♥"✐✜6

E G/MN ✱ ❛❞♠❡" ✉♥ ✉♥✐1✉❡ &❡❧7✈❡♠❡♥" M ✲✐♥✈❛&✐❛♥" E ❞&♦✐"❡ E G/N 1✉✐ ❡0" ✉♥❡

♠❡0✉&❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✱ 0♦✐" m
G/N
H ✳

▲❛ ♠❡0✉&❡ m
G/N
H ❡0" ♣0❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ mG

BMS✳ ❉✐0♦♥0 ♠❛✐♥"❡♥❛♥" ❝♦♠♠❡♥"

❞60✐♥"6❣&❡& ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉✲❞❡00✉0 ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❧E✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺✳✼✳ ❙♦✐% M ✉♥ ❣)♦✉♣❡ %♦♣♦❧♦❣✐-✉❡ ❝♦♠♣❛❝" ♦♣.)❛♥% 0 ❞)♦✐%❡ 2✉)

❞❡✉① ❡2♣❛❝❡2 ❜♦).❧✐❡♥2 2%❛♥❞❛)❞2 X̃ ❡% X✱ ❡% 2♦✐% q : X̃ → X ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥

❜♦).❧✐❡♥♥❡ M ✲.-✉✐✈❛)✐❛♥%❡✳ ❙♦✐❡♥% λ̃, λ ❞❡2 ♠❡2✉)❡2 σ✲✜♥✐❡2 2✉) X̃ ❡% X )❡2♣❡❝✲

%✐✈❡♠❡♥% %❡❧❧❡2 -✉❡ λ 2♦✐% ♣2❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ λ̃ ♣❛) q✳ ❖♥ 2✉♣♣♦2❡ -✉❡ λ̃ ❡% λ 2♦♥%

M ✲✐♥✈❛)✐❛♥%❡2✱ ❞❡ 2♦)%❡ -✉✬♦♥ ❞✐2♣♦2❡ ❞❡ ♠❡2✉)❡2 -✉♦%✐❡♥%2 ❞❡ λ̃ ❡% λ ♣❛) M ✱

µ̃ ❡% µ )❡2♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ 2✉) X̃/M ❡% X/M )❡2♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣)❛♠♠❡

❝♦♠♠✉%❛%✐❢

X̃ X

X̃/M X/M

q

p̃ p

q′
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❡! µ ❡"! ♣"❡✉❞♦✲✐♠❛❣❡ ❞❡ µ̃ ♣❛, q′✱ ❝❡ /✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ 2 ❧❛ ❞3"✐♥!3❣,❛!✐♦♥

µ̃ =

∫
dµ(ẋ)µ̃x✳

❙✉♣♣♦"♦♥" /✉❡ ♣♦✉, !♦✉! x ∈ X✱ ❧❛ ,❡"!,✐❝!✐♦♥ p̃|q−1(x) ❞❡ p̃ 2 ❧❛ ✜❜,❡ q−1(x)
"♦✐! ✐♥❥❡❝'✐✈❡✳ ❆❧♦," ❧❛ ❞3"✐♥!3❣,❛!✐♦♥ ❞❡ λ̃ ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡ λ ❡"! ❞♦♥♥3❡ ♣❛,

λ̃ =

∫
dλ(x)p̃∗µ̃p(x)✳

❉❛♥+ ❧✬.♥♦♥❝. ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ p̃∗µ̃p(x) ❡+' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐5❡❝'❡✱ ♣❛5 ❧✬✐+♦♠♦5♣❤✐+♠❡

(q′)−1(p(x)) → q−1(x) 5.❝✐♣5♦8✉❡ ❞❡ p̃|q−1(x)✱ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉5❡ µ̃p(x)✱ 8✉✐ ❡+' λ✲
♣5❡+8✉❡ +:5❡♠❡♥' ♣♦5'.❡ ♣❛5 (q′)−1(p(x))✳

❉3♠♦♥"!,❛!✐♦♥✳ ❆✈❛♥' '♦✉'❡ ❝❤♦+❡✱ ♥♦'♦♥+ 8✉✬✉♥❡ ♦♣.5❛'✐♦♥ ♠❡+✉5❛❜❧❡ ❞❡ M
+✉5 ✉♥ ❡+♣❛❝❡ ❜♦5.❧✐❡♥ +'❛♥❞❛5❞ 8✉❡❧❝♦♥8✉❡ ❡+' '♦✉❥♦✉5+ ❧✐++❡ ♣✉✐+8✉❡ M ❡+'

❝♦♠♣❛❝'✳

❙♦✐' λ̃ =
∫
dλ(x)λ̃x ❧❛ ❞.+✐♥'.❣5❛'✐♦♥ ❞❡ λ̃ ❛✉✲❞❡++✉+ ❞❡ λ✳ ❖♥ ❛ p̃∗λ̃ = µ̃

♣✉✐+8✉❡ M ❡+' ❝♦♠♣❛❝'✳ ❆✉'5❡♠❡♥' ❞✐'✱

∫
dλ(x)p̃∗λ̃x =

∫
dµ(ẋ)µ̃ẋ

❡' ❧❡ ♠❡♠❜5❡ ❞❡ ❞5♦✐'❡ ❡+' ❛✉++✐ .❣❛❧ @

∫
dλ(x)µ̃p(x)

❡♥ 5❛✐+♦♥ ❡♥❝♦5❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐'. ❞❡ M ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ 5.+✉❧'❡✱ ♣❛5 ✉♥✐❝✐'. ❞❡+

❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡+ ❞❡ λ̃ ❛✉✲❞❡++✉+ ❞❡ λ✳

❆♣♣❧✐8✉♦♥+ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❛✉ ❞✐❛❣5❛♠♠❡

G G/N

G/M G/MN

q

p̃ p

q′

♦B ❧❡+ ✢D❝❤❡+ +♦♥' ❧❡+ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥+ ❝❛♥♦♥✐8✉❡+ ❀ ❝❡ 8✉✐ ❡+' ♣♦++✐❜❧❡ ❝❛5 ♣♦✉5

'♦✉' g✱ ❧❛ 5❡+'5✐❝'✐♦♥ @ gN ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐8✉❡ G → G/M ❡+' ✐♥❥❡❝'✐✈❡✳

▼✉♥✐++♦♥+ G ✭5❡+♣✳ G/N ✱ G/M ✱ G/MN✮ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉5❡ mG
BMS ✭5❡+♣✳ m

G/N
H ✱

m
G/M
BMS ✱ m

G/MN
H ✮✳ ❉.+✐♥'.❣5♦♥+ mG

BMS ❛✉✲❞❡++✉+ ❞❡ m
G/N
H ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ q ✿

mG
BMS =

∫
dm

G/N
H (gN)mgN ✳

J♦✉5 m
G/N
H ✲♣5❡+8✉❡ '♦✉' gN ✱ ♦♥ ❛ mgN = (p̃)∗µgMN ✳
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▲✬♦♣&'❛)✐♦♥ ❞❡ A .✉' G ♣❛' )'❛♥.❧❛)✐♦♥ 1 ❞'♦✐)❡ ♣❛..❡ ❛✉ 2✉♦)✐❡♥) ❡♥ ✉♥❡

♦♣&'❛)✐♦♥ 1 ❞'♦✐)❡ .✉' Γ\G✱ (Γg, a) 7→ Γga✱ 2✉❡ ♥♦✉. ❛♣♣❡❧❧❡'♦♥. ✢♦" ❞❡% &❡♣(&❡%✳

◆♦✉. ❛✉'♦♥. ❜❡.♦✐♥ ❞✉ ♠&❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡.✉'❡ ❞❡ ❇▼❙ m
Γ\G
BMS '❡❧❛)✐✈❡♠❡♥)

❛✉ ✢♦) ❣&♦❞&.✐2✉❡ ✭❡♥ ❢❛✐) ♥♦✉. ♥♦✉. .❡'✈✐'♦♥. ❞❡ ❧✬❡'❣♦❞✐❝✐)& ❞❡ ❝❡))❡ ♠❡.✉'❡

'❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) 1 )♦✉) &❧&♠❡♥) ♥♦♥ )'✐✈✐❛❧ ❞❡ A✮✳

❚❤&♦67♠❡ ✸✳✶✳✺✳✽ ✭✭❲✐♥)❡'✱ ✷✵✶✹✮✮✳ ❙♦✐" Γ ✉♥ %♦✉%✲❣&♦✉♣❡ ❞✐%❝&❡" ❞❡ ♠❡%✉&❡

❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡ ❡" ❩❛'✐.❦✐✲❞❡♥.❡✳ ▲❛ ♠❡%✉&❡ ❞❡ ❇▼❙ m
Γ\G
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❧❡ ✢♦" ❣7♦❞7%✐9✉❡✳

✸✳✶✳✻ ❈♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡, ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣/♦✉♣❡ ❤♦/♦,♣❤2/✐3✉❡

✸✳✶✳✻✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡1 ❝♦♥❞✐0✐♦♥♥❡❧❧❡1

❙♦✐) Γ ✉♥ .♦✉.✲❣'♦✉♣❡ ❞✐.❝'❡) ♥♦♥✲&❧&♠❡♥)❛✐'❡ ❞❡ G✱ ❡) µ ✉♥❡ ❞❡♥.✐)& Γ✲
❝♦♥❢♦'♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ δΓ✳ ❋❛✐.♦♥. ♦♣&'❡' N ♣❛' )'❛♥.❧❛)✐♦♥ 1 ❞'♦✐)❡ .✉' Γ\G✳

❈❡))❡ ♦♣&'❛)✐♦♥ ❡.) ♠❡.✉'❛❜❧❡✱ 1 .)❛❜✐❧✐.❛)❡✉'. ❞✐%❝&❡"% ✭❝❛' Γ ❡.) ❞✐.❝'❡)✮✳ ▲✬❡.✲

♣❛❝❡ )♦♣♦❧♦❣✐2✉❡ 2✉♦)✐❡♥) Γ\G ❡.) ❧♦❝❛❧❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝) 1 ❜❛.❡ ❞&♥♦♠❜'❛❜❧❡ ❀

❡♥ )❛♥) 2✉✬❡.♣❛❝❡ ♠❡.✉'❛❜❧❡✱ ❝✬❡.) ❞♦♥❝ ✉♥ ❡.♣❛❝❡ ❜♦'&❧✐❡♥ .)❛♥❞❛'❞✳ ❉N. ❧♦'.✱

♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❞&.✐♥)&❣'❡' m
Γ\G
BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡))❡ ♦♣&'❛)✐♦♥✱ ❝❡ 2✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ 1

❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❞&.✐♥)&❣'❛)✐♦♥ σ✳
❈❛❧❝✉❧♦♥. σ✳ ❉&.✐♥)&❣'♦♥. mG

BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N ❡) ♥♦)♦♥. σ̄ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡

❞&.✐♥)&❣'❛)✐♦♥ ❝♦''❡.♣♦♥❞❛♥)❡✳ ❉✬❛♣'N. ❧❛ ♣'♦♣♦.✐)✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✻✱ ♦♥ ❛ σ(Γg) =
σ̄(g) ♣♦✉' mG

BMS✲♣'❡.2✉❡ )♦✉) g✳
❉✬❛✉)'❡ ♣❛')✱ ❧✬♦♣&'❛)✐♦♥ ❞❡ N .✉' G 1 ❞'♦✐)❡ &)❛♥) ❧✐%%❡✱ ❧❛ ♣'♦♣♦.✐)✐♦♥

✷✳✶✳✶✳✷✺ ♣❡'♠❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡' σ̄✳ Q♦✉' )♦✉) g ∈ G✱ ♥♦)♦♥. ρg ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♦'❜✐)❛❧❡

❞❡ N .✉' gN 2✉✐ ❛♣♣❧✐2✉❡ n .✉' gn✳ Q♦✉' mG
BMS✲♣'❡.2✉❡ )♦✉) g✱ σ̄(g) ❡.) ❧❛

❝❧❛..❡ ♣'♦❥❡❝)✐✈❡ ❞❡ (ρg)
∗mgN ♦S mgN ❡.) ❧❛ ♠❡.✉'❡ .✉' gN ❞&✜♥✐❡ ❡♥ ✸✳✶✳✺✳✸✳

▲❡. ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥❡❧❧❡. ❞❡ m
Γ\G
BMS .✉' Γ\G ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N 1 ❞'♦✐)❡ .❡ ❞&❞✉✐.❡♥)

❞♦♥❝ .✐♠♣❧❡♠❡♥) ❞❡. ♠❡.✉'❡. mH ♣♦')&❡. ♣❛' ❧❡. ❤♦'♦.♣❤N'❡. ✭✐♥.)❛❜❧❡.✮ H✳

Q♦✉' ❛❧❧&❣❡' ❧❡. ♥♦)❛)✐♦♥.✱ ♥♦✉. ❞&.✐❣♥❡'♦♥. ❡♥ ❣&♥&'❛❧ ❧❡. &❧&♠❡♥). ❞❡ Γ\G
♣❛' ❧❡. ❧❡))'❡. ❧❛)✐♥❡. x, y . . .✳

✸✳✶✳✻✳✷ ❉✐♠❡♥1✐♦♥ ❞❡1 ❝♦♥❞✐0✐♦♥♥❡❧❧❡1

◆♦)♦♥. ❡♥❝♦'❡ σ ✭'❡.♣✳ σ̄✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❞&.✐♥)&❣'❛)✐♦♥ ❞❡ m
Γ\G
BMS ✭'❡.♣✳ ❞❡

mG
BMS✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣&'❛)✐♦♥ ❞❡ N 1 ❞'♦✐)❡✳ ▲♦'.2✉❡ m

Γ\G
BMS ❡.) ✜♥✐❡✱ ✐✳❡✳ ❧♦'.2✉❡

Γ ❡.) ❞❡ ♠❡.✉'❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✱ σ ❡.) 1 ✈❛❧❡✉' ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ ❞❡. ♠❡.✉'❡. ❞❡ ❘❛❞♦♥

♣'♦❥❡❝)✐✈❡. ❞❡ N ✳

▲❛ ♣'♦♣♦.✐)✐♦♥ .✉✐✈❛♥)❡ ❡.) 1 ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ )♦✉. ♥♦. '&.✉❧)❛).✳ ❙✐ K = R✱

♥♦✉. ♠✉♥✐..♦♥. N ✭2✉✐ ❡.) ✐.♦♠♦'♣❤❡ 1 R
n−1

✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐.)❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❡) .✐

K = C✱ ♥♦✉. ♠✉♥✐..♦♥. N ✭2✉✐ ❡.) ✐.♦♠♦'♣❤❡ ❛✉ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐.❡♥❜❡'❣ Hn✮ ❞❡

❧❛ ❞✐.)❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐.❡♥❜❡'❣ ✭❝❢ ✸✳✹✳✶✳✷✮✳

?6♦♣♦1✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳✶✳ ❙♦✐" Γ ✉♥ %♦✉%✲❣&♦✉♣❡ ❞✐%❝&❡" ❞❡ G ❞❡ ♠❡%✉&❡ ❞❡ ❇▼❙

✜♥✐❡✳ ;♦✉& m
Γ\G
BMS✲♣&❡%9✉❡ "♦✉" x ∈ Γ\G✱ σ(x) ❡%" ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡①❛❝"❡ 7❣❛❧❡ >

δΓ✳

❉7♠♦♥%"&❛"✐♦♥✳ ❱✉ ❧❡ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ♣'&❝&❞❡♥) ✭✸✳✶✳✻✳✶✮✱ ❝✬❡.) ✉♥❡ ❝♦♥.&2✉❡♥❝❡ ❞✉

)❤&♦'N♠❡ ✸✳✶✳✺✳✻ ❡) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✹✳✶✳
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✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧( ❞✬❡♥-.♦♣✐❡

❙♦✐% Γ ✉♥ (♦✉(✲❣+♦✉♣❡ ❞✐(❝+❡% ❞❡ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ✈✉ ❝♦♠✲

♠❡♥% ❞8(✐♥%8❣+❡+ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ✜♥✐❡ m
Γ\G
BMS (✉+ Γ\G ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣8+❛%✐♦♥ ❞❡ N ✳

❙♦✐% α ❧✬❛✉%♦♠♦+♣❤✐(♠❡ ❞❡ Γ\G ❞8✜♥✐ ♣❛+ ❧❡ ✢♦% ❣8♦❞8(✐=✉❡ ❛✉ %❡♠♣( −1✱ ✐✳❡✳
α(x) = xa−1 ✭x ∈ Γ\G✮✳ ◆♦%♦♥( =✉❡ α ♣+8(❡+✈❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛+❣✉❧✐(✲

❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ❡% =✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡(% ❡+❣♦❞✐=✉❡ ♣♦✉+ α ✭%❤8♦+B♠❡ ✸✳✶✳✺✳✽✮✳ F♦✉+ %♦✉% n ∈ N
❡% %♦✉% x ∈ Γ\G✱ ♦♥ ❛ α(xn) = α(x)α(n) ♦G α : N → N ❡(% ✉♥❡ ❤♦♠♦%❤8%✐❡ (✐

K = R ✭+❡(♣✳ ✉♥❡ ❞✐❧❛%❛%✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐(❡♥❜❡+❣ (✐ K = C✮ ✿ ❝✬❡(% ✉♥❡ (✐♠✐❧✐%✉❞❡ ❞❡

+❛♣♣♦+% e−1 ≃ 2, 718✳
◆♦✉( (♦♠♠❡( ❞♦♥❝ ❞❛♥( ❧❡( ❝♦♥❞✐%✐♦♥( ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❤8♦+✐❡ ❣8♥8+❛❧❡

❡①♣♦(8❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐%+❡ ✷✱ ❡% ♣♦✉✈♦♥( 8%✉❞✐❡+ ❧✬❡♥%+♦♣✐❡ ❞❡ m
Γ\G
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❞❡ ♥✬✐♠♣♦+%❡ =✉❡❧ (♦✉(✲❣+♦✉♣❡ ❢❡+♠8 ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ N ✳ ❙✐ U ❡(% ✉♥ (♦✉(✲❣+♦✉♣❡

❢❡+♠8 ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ N ✱ ♥♦✉( ♥♦%❡+♦♥( hBMS(U) ❧✬❡♥%+♦♣✐❡ ❞❡ m
Γ\G
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✭+❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% N ❧✬❛✉%♦♠♦+♣❤✐(♠❡ α ❞8✜♥✐ ❝✐✲❞❡((✉(✮✳

❈♦♠♠❡♥P♦♥( ♣❛+ 8♥♦♥❝❡+ ❧❡ +8(✉❧%❛% ❞❡ ❜❛(❡✳
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✜♥✐❡✳ ▲✬❡♥#)♦♣✐❡ ❞❡ m
Γ\G
BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N ❡♥ x ❡&# 6❣❛❧❡ 8 ❧✬❡①♣♦&❛♥# ❝)✐#✐:✉❡ δΓ

♣♦✉) m
Γ\G
BMS✲♣)❡&:✉❡ #♦✉# x✳

❉6♠♦♥&#)❛#✐♦♥✳ ❱♦✐+ ❧❡( ♣+♦♣♦(✐%✐♦♥( ✸✳✶✳✻✳✶ ❡% ✷✳✷✳✶✳✻✳

 !♦❜❧.♠❡ ✸✳✷✳✵✳✸✳ ❙♦✐# U ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❢❡)♠6 ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ N ✳ ❈❛❧❝✉❧❡) ❧✬❡♥✲

#)♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇▼❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ U ✳
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✜♥✐❡ ❡# ❩❛)✐&❦✐✲❞❡♥&❡✳ ❙♦✐# U ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❢❡)♠6 ❝♦♥♥❡①❡ ❞✐&#✐♥❣✉6 ❞❡ N ✳ ❖♥

❛

hBMS(N) = hBMS(U) + δN/U ✳

❉6♠♦♥&#)❛#✐♦♥✳ ❙♦✐% Y ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♣♦✐♥%( x ∈ Γ\G ❞♦♥% ❧❡ (%❛❜✐❧✐(❛%❡✉+

❞❛♥( N ♥✬❡(% ♣❛( +8❞✉✐% N ❧✬8❧8♠❡♥% ♥❡✉%+❡✳ ❙✐ x ❛♣♣❛+%✐❡♥% N Y ✱ ✐❧ ❡①✐(%❡ ✉♥ 8❧8✲

♠❡♥% γ ∈ Γ✱ ❞✐(%✐♥❝% ❞❡ ❧✬✐❞❡♥%✐%8✱ =✉✐ ❧❛✐((❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ✐♥✈❛+✐❛♥%❡ ❧✬❤♦+♦(♣❤B+❡

H+(g)✳ F❛+ ❝♦♥(8=✉❡♥%✱ g+ ❡(% ✉♥ ♣♦✐♥% ✜①❡ ♣❛+❛❜♦❧✐=✉❡✳ ■❧ ❡(% 8✈✐❞❡♥% =✉❡

❧❡( ♣♦✐♥%( ✜①❡( ♣❛+❛❜♦❧✐=✉❡( ❢♦+♠❡♥% ✉♥❡ ♣❛+%✐❡ ❛✉ ♣❧✉( ❞8♥♦♠❜+❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲

(❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐%❡✳ F✉✐(=✉❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ F❛%%❡+(♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡(% (❛♥( ❛%♦♠❡ ✭%❤8♦+B♠❡

✸✳✶✳✺✳✺✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞8❞✉✐%✱ ✈✉ ❧❛ ❞8✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙✱ =✉❡ m
Γ\G
BMS(Y ) = 0✳

❖♥ ♣❡✉% ❞8♠♦♥%+❡+ =✉❡ Y ❡(% ✉♥❡ ♣❛+%✐❡ ❜♦+8❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Γ\G✳ ❙♦✐% X (♦♥

❝♦♠♣❧8♠❡♥%❛✐+❡ ✿ ❝✬❡(% ✉♥ ❡(♣❛❝❡ ❜♦+8❧✐❡♥ (%❛♥❞❛+❞✱ ❞❡ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙ %♦%❛❧❡✱ ♦G

N ♦♣B+❡ ❧✐❜)❡♠❡♥# ✭❝✬❡(%✲N✲❞✐+❡ ❛✈❡❝ ❞❡( (%❛❜✐❧✐(❛%❡✉+( #)✐✈✐❛✉① ✮✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥%✱

❧❡( ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡( ❞❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N ✭+❡(♣✳ ❞❡ U✮ (♦♥% ✭♣+❡(=✉❡

♣❛+%♦✉%✮ 8❣❛❧❡( ❛✉① ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡( ❞❡ ❧❛ ♠❡(✉+❡ ❞❡ ❇▼❙ )❡&#)❡✐♥#❡ 8 X ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡ ❝❡ ♠W♠❡ ❣+♦✉♣❡✳

❉✬❛✉%+❡ ♣❛+%✱ ♥♦✉( ✈8+✐✜♦♥( =✉❡ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ♠8%+✐=✉❡ =✉♦%✐❡♥% N/U ♣♦((B❞❡

❧❛ ♣+♦♣+✐8%8 ❞❡ ❇❡(✐❝♦✈✐%❝❤✳ ❙✐ K = R✱ ❝❡ =✉♦%✐❡♥% ❡(% ✐(♦♠8%+✐=✉❡ N ✉♥ ❡(♣❛❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❙✐ K = C✱ U ❝♦♥%✐❡♥% ♥8❝❡((❛✐+❡♠❡♥% ❧❡ ❝❡♥%+❡ Z ✭=✉✐ ❡(% ❛✉((✐ ❧❡

(♦✉(✲❣+♦✉♣❡ ❞8+✐✈8✮ ❞❡ N ✱ ❡% ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ♠8%+✐=✉❡ =✉♦%✐❡♥% N/U (✬✐❞❡♥%✐✜❡ ✭✐(♦✲

♠8%+✐=✉❡♠❡♥%✮ ❛✉ ❣+♦✉♣❡ ♠8%+✐=✉❡ =✉♦%✐❡♥% (N/Z)/(U/Z)✳ ▲❡ =✉♦%✐❡♥% N/Z ❡(%



✸✳✷✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖/■❊ ✽✶

✐#♦♠&'(✐)✉❡ , ❧✬❡#♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ R
2(n−1)

✱ ❡' U/Z #✬✐❞❡♥'✐✜❡ , ✉♥ #♦✉#✲❡#♣❛❝❡ ✈❡❝✲

'♦(✐❡❧ ❞❡ ❝❡' ❡#♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❀ ✐❧ ❡#' ❝❧❛✐( ❛❧♦(# )✉❡ ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ♠&'(✐)✉❡ )✉♦'✐❡♥'

N/U ♣♦##:❞❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣(♦♣(✐&'& ❞❡ ❇❡#✐❝♦✈✐'❝❤✳

◆♦✉# #♦♠♠❡# ❞♦♥❝ ❞❛♥# ❧❡# ❝♦♥❞✐'✐♦♥# ❞✉ '❤&♦(:♠❡ ✷✳✷✳✺✳✶✱ ❡' ❧❛ (❡❧❛'✐♦♥

❛♥♥♦♥❝&❡ ♥✬❡#' ❛✉'(❡ )✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ '❤&♦(:♠❡✳

❙✐ K = R✱ ❡' )✉❡ Γ ❡#' ❩❛(✐#❦✐✲❞❡♥#❡✱ ♥♦✉# #♦♠♠❡# ❡♥ ♠❡#✉(❡ ❞❡ (&♣♦♥❞(❡

❝♦♠♣❧:'❡♠❡♥' ❛✉ ♣(♦❜❧:♠❡ ♣♦#&✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐' ❧✬♦❜❥❡' ❞❡ ❧❛ ♣(&#❡♥'❡ #❡❝'✐♦♥✳ ❙✐

K = C✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞✐(❡ ❜✐❡♥ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦#❡#✳ ❉❛♥# ❧❛ #❡❝'✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉# ❞✐(♦♥#

❧❡ ❧✐❡♥ )✉✐ ❡①✐#'❡ ❡♥'(❡ ❧✬❡♥'(♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡#✉(❡ ❞❡ ❇▼❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡♥'(❡ ❞❡

N ✱ ❡' ❧❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉#❞♦(✛ ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐'❡ ❝♦♥✐)✉❡  ❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ )

✉♥❡ ❞✐,$❛♥❝❡  ✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉# ❢♦(♠✉❧❡(♦♥# ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝'✉(❡✱ ❡' ❝♦♥#'(✉✐(♦♥#

❡♥#✉✐'❡ ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞❡ ❣(♦✉♣❡# ❞❡ ❙❝❤♦''❦② ♣♦✉( ❧❡#)✉❡❧# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡♥'(♦♣✐❡

❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡♥'(❡ ❡#' ❢❛❝✐❧❡✳

❏✉#)✉✬, ♥♦✉✈❡❧ ♦(❞(❡✱ ♥♦✉# ✜①♦♥# K = R✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺✳ ❙♦✐$ Γ ✉♥ ,♦✉,✲❣ ♦✉♣❡ ❞✐,❝ ❡$ ❞❡ G✱ ❩❛(✐#❦✐✲❞❡♥#❡ ❡$ ❞❡

♠❡,✉ ❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐$ m ✉♥ ❡♥$✐❡ ✱ 1 ≤ m ≤ n − 1✳ 7♦✉ $♦✉$ m✲♣❧❛♥ U
❝♦♥$❡♥✉ ❞❛♥, N ✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛❧$❡ ♥❛$✐✈❡ ,✉✐✈❛♥$❡ ✿

✶✳ ❖✉ ❜✐❡♥ δΓ ≤ n−m✱ ❡$ ❛❧♦ , ♦♥ ❛ δN/U = δΓ ❡$ hBMS(U) = 0 ❀

✷✳ ❖✉ ❜✐❡♥ δΓ > n −m✱ ❡$ ❛❧♦ , ♦♥ ❛ δN/U = n −m ❡$ hBMS(U) = δΓ −
(n−m)✳

❉✬❛✉$ ❡ ♣❛ $✱ ❧❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡, ,♦♥$ ✓$ ❛♥,✈❡ ,❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❡①❛❝$❡✔✱

❛✉ ,❡♥, ,✉✐✈❛♥$ ✿ ♣♦✉ $♦✉$ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝$ B ❞❡ ❧✬C❧C♠❡♥$ ♥❡✉$ ❡ ❞❛♥, N ✱

♣♦✉ $♦✉$ m✲♣❧❛♥ U ❡$ ♣♦✉ ♣ ❡,D✉❡ $♦✉$ x ∈ Γ\G✱ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞❛♥, N/U ✱ ❞❡ ❧❛

 ❡,$ ✐❝$✐♦♥ ) B ❞❡ σ(x)✱ ❡,$ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❡①❛❝'❡ δN/U ✳

❊♥ ♦✉$ ❡✱ ❧♦ ,D✉❡ δΓ > n − m✱ ❧❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡, ❞❡ m
Γ\G
BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N

,♦♥$ ✭♣ ❡,D✉❡ ,G ❡♠❡♥$✮ ❛❜,♦❧✉♠❡♥$ ❝♦♥$✐♥✉❡, $ ❛♥,✈❡ ,❛❧❡♠❡♥$ ) $♦✉$ U ❛✉

,❡♥, ,✉✐✈❛♥$ ✿ ♣♦✉ $♦✉$ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡ $  ❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$ B ❞❡ ❧✬♦ ✐❣✐♥❡

❞❛♥, N ✱ ♣♦✉ $♦✉$ m✲♣❧❛♥ U ✱ ♣♦✉ m
Γ\G
BMS✲♣ ❡,D✉❡ $♦✉$ x✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ σ(x)|B ❞❛♥,

N/U ❡,$ ❛❜,♦❧✉♠❡♥$ ❝♦♥$✐♥✉❡ ♣❛  ❛♣♣♦ $ ) ❧❛ ♠❡,✉ ❡ ❞❡ ▲❡❜❡,❣✉❡ ❞❡ N/U ✳

❘❡♠❛$/✉❡ ✸✳✷✳✵✳✻✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥, D✉❡ δN/U ❡,$ ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✐♥❢&(✐❡✉(❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱

❞❛♥, N/U ✱ ❞❡ ❧❛ ♠❡,✉ ❡ ❞❡ ♣ ♦❜❛❜✐❧✐$C

σ(x)|B

σ(x)(B)

♣♦✉ m
Γ\G
BMS✲♣ ❡,D✉❡ $♦✉$ x ❡$ $♦✉$ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡ $  ❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$ B ❞❡

❧✬♦ ✐❣✐♥❡ ❞❛♥, N ✜①C ) ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

❈♦$♦❧❧❛✐$❡ ✸✳✷✳✵✳✼✳ ❖♥ ❝♦♥,❡ ✈❡ ❧❡, ❤②♣♦$❤N,❡, ❞✉ $❤C♦ N♠❡✳ ❙♦✐$ m ✉♥ ❡♥$✐❡ ✱

1 ≤ m ≤ n − 1 ❡$ U ✉♥ m✲♣❧❛♥✳ 7♦✉ D✉❡ ❧✬♦♣C ❛$✐♦♥ ❞❡ U ,✉ m
Γ\G
BMS ,♦✐$

$♦$❛❧❡♠❡♥$ ❞✐,,✐♣❛$✐✈❡ ✭ ❡,♣✳ $♦$❛❧❡♠❡♥$  C❝✉  ❡♥$❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉$ ❡$ ✐❧ ,✉✣$ D✉❡ δΓ ≤
n−m ✭ ❡,♣✳ δΓ > n−m✮✳

❉❛♥, ❧❡ ♣ ❡♠✐❡ ❝❛,✱ ❧❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡, ❞❡ ❧❛ ♠❡,✉ ❡ ❞❡ ❇▼❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N
,♦♥$ ♣ ❡,D✉❡ ,G ❡♠❡♥$ ♣♦ $C❡, ♣❛ ✉♥ ❣ ❛♣❤❡ ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ N/U ✳

❉C♠♦♥,$ ❛$✐♦♥✳ ❱♦✐( ❝♦(♦❧❧❛✐(❡# ✷✳✷✳✶✳✾ ❡' ✷✳✶✳✸✳✽✳

◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥S♦♥# ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❧❛ ❞&♠♦♥#'(❛'✐♦♥ ❞✉ '❤&♦(:♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺✳



✽✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✵✳✽✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ )*❛♥'✈❡*'❡ δN/U ❡) ❧✬❡♥)*♦♣✐❡ hBMS(U) ♥❡ ❞/✲
♣❡♥❞❡♥) ♣❛' ❞✉ m✲♣❧❛♥ U ✳

❉/♠♦♥')*❛)✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥' U,U ′
❞❡✉① m✲♣❧❛♥/ ❡' m ✉♥ 0❧0♠❡♥' ❞❡ M '❡❧ 2✉❡ U ′

/♦✐' ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉0 ❞❡ U ♣❛6 m✱ U ′ = mUm−1
✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ Rm : U → U ′

❛♣♣❧✐2✉❛♥' u /✉6 mum−1
❡/' ✉♥ ✐/♦♠♦6♣❤✐/♠❡ ❞❡ ❣6♦✉♣❡/✳ ▲✬❛✉'♦♠♦6♣❤✐/♠❡

❞❡ Γ\G ❛♣♣❧✐2✉❛♥' x /✉6 xm−1
❡♥'6❡❧❛❝❡ ❧✬♦♣06❛'✐♦♥ ❞❡ U ❛✈❡❝ ❧✬♦♣06❛'✐♦♥ ❞❡

U ′
✿ ♣♦✉6 '♦✉' u ∈ U ✱ ❡' '♦✉' x ∈ Γ\G✱ ♦♥ ❛ xm−1(mum−1) = (xu)m−1

✳

>❛6 ❝♦♥/02✉❡♥'✱ ❧❛ ♠❡/✉6❡ ❞❡ ❇▼❙ 0'❛♥' M ✲✐♥✈❛6✐❛♥'❡✱ /✐ σU ❡' σU ′
/♦♥' ❧❡/

❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/ ❞❡ ❞0/✐♥'0❣6❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡/✉6❡ ❞❡ ❇▼❙ ❞❡ Γ\G ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ U ❡' U ′

6❡/♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✱ ♦♥ ❛

σU (x) = (Rm)∗σU ′(xm−1)

♣♦✉6 ♣6❡/2✉❡ '♦✉' x ∈ Γ\G✳ >✉✐/2✉❡ Rm ❡/' ✉♥❡ ✐/♦♠0'6✐❡ ❞❡ U /✉6 U ′
✱ 2✉✐

❝♦♠♠✉'❡ ❛✉① ❤♦♠♦'❤0'✐❡/✱ ♦♥ ❡♥ ❞0❞✉✐' 2✉❡ hBMS(U) = hBMS(U
′)✳

◆♦'♦♥/ ♠❛✐♥'❡♥❛♥' π ❡' π′
❧❡/ ♣6♦❥❡❝'✐♦♥/ ❞❡ N /✉6 N/U ❡' N/U ′

6❡/♣❡❝'✐✲

✈❡♠❡♥'✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣6❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉'❛'✐❢

N N/U

N N/U ′

π

Rm Rm

π′

♦D Rm : N → N ❡/' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ n 7→ mnm−1
✱ ❡' Rm ❡/' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞0✜♥✐❡

♣❛6 ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛6 ♣❛//❛❣❡ ❛✉① 2✉♦'✐❡♥'/✳ ◆♦'♦♥/ 2✉❡ Rm ❡/' ✉♥❡ ✐/♦♠0'6✐❡ ❞❡ N/U
/✉6 N/U ′

✭6❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❛✉① ❞✐/'❛♥❝❡/ 2✉♦'✐❡♥'/✮✳

❋✐①♦♥/ ✉♥ ✈♦✐/✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡6' 6❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❝♦♠♣❛❝' B ❞❡ e ❞❛♥/ N ✳ >♦✉6 µ✲
♣6❡/2✉❡ '♦✉' x✱ ♦♥ ❛✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ 2✉✐ ♣60❝I❞❡✱

π′
∗

(
σ(x)|B

σ(x)(B)

)
= (Rm)∗π∗

(
σ(xm−1)|Bm−1

σ(xm−1)(Bm−1)

)
✳

>♦✉6 m
Γ\G
BMS✲♣6❡/2✉❡ '♦✉' x✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✭✐♥❢06✐❡✉6❡✮ ❞✉ ♠❡♠❜6❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

✭6❡/♣✳ ❞❡ ❞6♦✐'❡✮ ❡♥ ❧✬0❧0♠❡♥' ♥❡✉'6❡ ❞❡ V ′
❡/' 0❣❛❧❡ K δN/U ′

✭6❡/♣✳ K δN/U ✮✳ ❈❡❝✐

❞0♠♦♥'6❡ 2✉❡ δN/U = δN/U ′
✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✵✳✾✳ ❙♦✐) B ✉♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡*) *❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♣❛❝) ❞❡ ❧✬♦*✐❣✐♥❡

❞❛♥' N ✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' 7✉❡ U '♦✐) ✉♥ m✲♣❧❛♥ )❡❧ 7✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥' N/U ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉*❡

❞❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)/

σ(x)|B

σ(x)(B)

'♦✐) ❛❜'♦❧✉♠❡♥) ❝♦♥)✐♥✉❡ ♣❛* *❛♣♣♦*) 9 ❧❛ ♠❡'✉*❡ ❞❡ ▲❡❜❡'❣✉❡✱ ♣♦✉* m
Γ\G
BMS✲

♣*❡'7✉❡ )♦✉) x✳ ❆❧♦*' ❧❛ ♠<♠❡ ♣*♦♣*✐/)/ ❡') ✈*❛✐❡ ♣♦✉* )♦✉) ❛✉)*❡ m✲♣❧❛♥ U ′
✳

❉/♠♦♥')*❛)✐♦♥✳ ▲✬❛6❣✉♠❡♥' ❡/' ❧❡ ♠M♠❡✳

)*♦♣♦-✐/✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✶✵✳ ❖♥ '✉♣♣♦'❡ 7✉❡ δΓ ≤ n −m✳ ❆❧♦*'✱ ♣♦✉* )♦✉) m✲♣❧❛♥
U ✱ ♦♥ ❛ δN/U = δΓ✱ ❡) hBMS(U) = 0✳



✸✳✸✳ ❉■▼❊◆❙■❖◆ ❉❊❙ )❘❖❏❊❈❚■❖◆❙ ✽✸

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❋✐①♦♥' ✉♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡-. -❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❝♦♠♣❛❝. B ❞❡ ❧✬♦-✐❣✐♥❡

❞❛♥' N ✳ ▲❛ ♠❡'✉-❡

νB(x) =
σ(x)|B

σ(x)(B)

❡'. ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❡①❛❝.❡ 7❣❛❧❡ 8 δΓ ♣♦✉- m
Γ\G
BMS✲♣-❡':✉❡ .♦✉. x✳ ;♦✉- ✉♥ .❡❧ x✱

❧❛ ♣-♦❥❡❝.✐♦♥ ♦-.❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ νB(x) '✉- ♣-❡':✉❡ .♦✉. (n −m)✲♣❧❛♥ V ❡'. ❞♦♥❝

❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❡①❛❝.❡ 7❣❛❧❡ 8 δΓ ✭❝♦-♦❧❧❛✐-❡ ✶✳✷✳✷✳✸✮✳ ❆✉.-❡♠❡♥. ❞✐.✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

νB(Γ) ❞❛♥' N/U ❡'. ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❡①❛❝.❡ 7❣❛❧❡ 8 δΓ ♣♦✉- ♣-❡':✉❡ .♦✉. m✲♣❧❛♥

U ✳

❖♥ '❛✐. ✭♣-♦♣♦'✐.✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✮ :✉❡ ♣♦✉- .♦✉. m✲♣❧❛♥ U ❡. ♣♦✉- m
Γ\G
BMS✲♣-❡':✉❡

.♦✉. x✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ νB(x) ❞❛♥' N/U ❡'. ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✭✐♥❢7-✐❡✉-❡✮ δN/U ✳ ❈❡ :✉✐

♣-7❝G❞❡ ❡♥.-❛H♥❡ ❞♦♥❝✱ ♣❛- ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✐-❡❝.❡ ❞✉ .❤7♦-G♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐✱ :✉❡

♣♦✉- ♣-❡':✉❡ .♦✉. m✲♣❧❛♥ U ♦♥ ❛ δN/U = δΓ✳ ❊♥ ✈❡-.✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✵✳✽✱ ♦♥ ❛

❞♦♥❝ δN/U = δΓ ♣♦✉- &♦✉& m✲♣❧❛♥ U ✳

▲❛ -❡❧❛.✐♦♥

hBMS(N) = hBMS(U) + δN/U

✭♣-♦♣♦'✐.✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✹✮ ♠♦♥.-❡ ❛✉''✐.M. :✉❡ hBMS(U) ❡'. ♥✉❧❧❡ ♣♦✉- .♦✉. m✲♣❧❛♥

U ✳ ▲❛ ♣-♦♣♦'✐.✐♦♥ ❡'. ❞7♠♦♥.-7❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✶✶✳ ❖♥ %✉♣♣♦%❡ /✉❡ δΓ > n−m✳ ❆❧♦'% ♣♦✉' &♦✉& m✲♣❧❛♥ U ✱
♦♥ ❛ δN/U = n−m ❡& hBMS(U) = δΓ − (n−m) ❀ ❡♥ ♦✉&'❡✱ ♣♦✉' &♦✉& ✈♦✐%✐♥❛❣❡
♦✉✈❡'& '❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& B ❞❡ ❧✬!❧!♠❡♥& ♥❡✉&'❡ ❞❡ N ✱ ❡& ♣♦✉' ♣'❡%/✉❡ &♦✉&
x✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡

σ(x)|B

σ(x)(B)

❞❛♥% N/U ❡%& ❛❜%♦❧✉♠❡♥& ❝♦♥&✐♥✉❡ ♣❛' '❛♣♣♦'& ; ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ ▲❡❜❡%❣✉❡✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❋✐①♦♥' ✉♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡-. -❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❝♦♠♣❛❝. B ❞❡ ❧✬♦-✐❣✐♥❡

❞❛♥' N ✳ ❈♦♥'❡-✈♦♥' ❧❛ ♥♦.❛.✐♦♥ νB(x) ❞❡ ❧❛ ❞7♠♦♥'.-❛.✐♦♥ ♣-7❝7❞❡♥.❡✳ ;♦✉-

m
Γ\G
BMS✲♣-❡':✉❡ .♦✉. x✱ ❡. ♣-❡':✉❡ .♦✉. m✲♣❧❛♥ U ✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ νB(x) ❞❛♥' N/U

❡'. ❛❜'♦❧✉♠❡♥. ❝♦♥.✐♥✉❡ ✭♣-♦♣♦'✐.✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✻✮ ✕ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❡①❛❝.❡ n−m✱

❡. ❡♥ ♣❛-.✐❝✉❧✐❡- δN/U = n−m ❡. ♦♥ ❝♦♥❝❧✉. ❡♥ ✉.✐❧✐'❛♥. 8 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♣-♦♣♦'✐.✐♦♥

✸✳✷✳✵✳✹✳

❈❡❝✐ ❛❝❤G✈❡ ❧❛ ❞7♠♦♥'.-❛.✐♦♥ ❞✉ .❤7♦-G♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺✳

✸✳✸ ❉✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡' ♣+♦❥❡❝.✐♦♥'

✸✳✸✳✶ #♦%✐'✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧/♠❡

◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ❝♦♥'✐❞7-❛❜❧❡♠❡♥. -❡♥❢♦-❝❡- ❧❡ .❤7♦-G♠❡ ✸✳✷✳✵✳✺✳

❉.✜♥✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐& µ ✉♥❡ ♠❡%✉'❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮ %✉' ✉♥ ❡%♣❛❝❡
✈❡❝&♦'✐❡❧ N ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✜♥✐❡ n ≥ 2✳ ◆♦✉% ❞✐'♦♥% /✉❡ µ ❡%& -7❣✉❧✐G-❡ %✐

✶✳ ❡❧❧❡ ❡%& ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡①❛❝&❡ δ ∈ [0, n] ❡&

✷✳ ♣♦✉' &♦✉& ❡♥%❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡'& '❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& B '❡♥❝♦♥&'❛♥& ❧❡ %✉♣♣♦'&

❞❡ µ✱ ❡& ♣♦✉' &♦✉& ❡♥&✐❡' k✱ 1 ≤ k ≤ n−1 ❡& &♦✉& k✲♣❧❛♥ V ❞❡ N ✱ ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ µ|B ♣❛' ❧❛ ♣'♦❥❡❝&✐♦♥ ♦'&❤♦❣♦♥❛❧❡ %✉' V ❡%& ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✐♥❢!'✐❡✉'❡

!❣❛❧❡ ♣'❡%/✉❡ ♣❛'&♦✉& ; inf{k, δ}✳
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❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐# Γ ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞✐&❝)❡# ❩❛)✐&❦✐✲❞❡♥&❡ ❞❡ G ❞❡ ♠❡&✉)❡

❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ m
Γ\G
BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N ❡♥ x ❡&# )8❣✉❧✐9)❡ ♣♦✉)

m
Γ\G
BMS✲♣)❡&:✉❡ #♦✉# x✳

❘❡♠❛$.✉❡ ✸✳✸✳✶✳✸✳ ❖♥ ♣♦✉))❛✐# )❡♠♣❧❛❝❡) N ♣❛) ♥✬✐♠♣♦)#❡ :✉❡❧ &♦✉&✲❡&♣❛❝❡

✈❡❝#♦)✐❡❧ ❞❡ N ❞❛♥& ❧✬8♥♦♥❝8 ❞❡ ❝❡ #❤8♦)9♠❡✱ ❡# ❧❛ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❞❡♠❡✉)❡✱ ❛✈❡❝

❧❛ ♠@♠❡ ❞8♠♦♥&#)❛#✐♦♥✳ ◆♦✉& ♥♦✉& ❜♦)♥❡)♦♥& C ❝♦♥&✐❞8)❡) ❧❡ ❝❛& ❞❡ N ✱ ❧❡ ❝❛&

❣8♥8)❛❧ 8#❛♥# ✐❞❡♥#✐:✉❡ ❛✉① ♥♦#❛#✐♦♥& ♣)9&✳

❘❡♠❛$.✉❡ ✸✳✸✳✶✳✹✳ ■❧ &✉✣# ❞❡ ✈8)✐✜❡) ❧❛ ♣)♦♣)✐8#8 ✷ ❝✐✲❞❡&&✉& ♣♦✉) ✉♥ ✈♦✐&✐✲

♥❛❣❡ ♦✉✈❡)# )❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ❝♦♠♣❛❝# ✜①8 ❞❡ ❧✬♦)✐❣✐♥❡ ❞❛♥& N ✭❡# ♣♦✉) #♦✉# k✲♣❧❛♥
V ✮✳

❉8♠♦♥&#)❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❡♠❛):✉❡✳ ❉✐$♦♥$✱ ♣♦✉* ❛❜*-❣❡*✱ 0✉✬✉♥❡ ♠❡$✉*❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥

µ $✉* N ❡$5 )8❣✉❧✐9)❡ )❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# C B $✐ µ(B) > 0 ❡5 0✉❡ ♣♦✉* 5♦✉5 k✲♣❧❛♥ V ✱

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ µ|B ♣❛* πV ❡$5 ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❡①❛❝5❡ -❣❛❧❡ : inf{δ, k}✳
❙✉♣♣♦$♦♥$ ❞♦♥♥- ✉♥ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡*5 *❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 ❝♦♠♣❛❝5 B ❞❡ ❧✬♦*✐❣✐♥❡

❞❛♥$ N 5❡❧ 0✉❡ ♣♦✉* m
Γ\G
BMS✲♣*❡$0✉❡ 5♦✉5 x✱ ❧❛ ♠❡$✉*❡ σ(x) $♦✐5 *-❣✉❧✐>*❡ *❡❧❛5✐✲

✈❡♠❡♥5 : B✳

❙♦✐5 t ✉♥ *-❡❧ ❡5 B′
❧❡ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ StB✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡ B ♣❛* ❧✬❤♦♠♦5❤-5✐❡ ❞❡ *❛♣♣♦*5

et✳ ❏❡ ❞✐$ 0✉❡ ♣♦✉* m
Γ\G
BMS✲♣*❡$0✉❡ 5♦✉5 x✱ σ(x) ❡$5 *-❣✉❧✐>*❡ *❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 : B′

❀

❝❡❧❛ ♣*♦✈✐❡♥5 ✐♠♠-❞✐❛5❡♠❡♥5 ❞❡ ❝❡ 0✉✬♦♥ ❛✱ t -5❛♥5 ✜①-✱

σ(x)|(StB)

σ(x)(StB)
=

σ(xat)|B

σ(xat)(B)

♣♦✉* m
Γ\G
BMS✲♣*❡$0✉❡ 5♦✉5 x✳

❙♦✐5 ♠❛✐♥5❡♥❛♥5 X ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣♦✐♥5$ x ♣♦✉* ❧❡$0✉❡❧$ σ(x) ❡$5 *-❣✉❧✐>*❡

*❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 : 5♦✉$ ❡♥$❡♠❜❧❡$ SnB ❧♦*$0✉❡ n ♣❛*❝♦✉*5 N✳ ◆♦✉$ ✈❡♥♦♥$ ❞❡ ✈♦✐*

0✉❡ X ❡$5 ❞❡ ♠❡$✉*❡ 5♦5❛❧❡ ♣♦✉* m
Γ\G
BMS✳

❙♦✐5 x ✉♥ ♣♦✐♥5 ❞❡ X ❡5 $♦✐5 B ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡*5 *❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 ❝♦♠♣❛❝5

❞❛♥$ N ✳ ■❧ ❡①✐$5❡ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡*5 *❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 ❝♦♠♣❛❝5 B′
❝♦♥5❡♥❛♥5 B

❡5 5❡❧ 0✉❡ σ(x) $♦✐5 *-❣✉❧✐>*❡ *❡❧❛5✐✈❡♠❡♥5 : B′
✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ 0✉❡ x $♦✐5 5❡❧ 0✉❡

σ(x)(B) > 0✳ ❙✐ V ❡$5 ✉♥ k✲♣❧❛♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛* πV ❞❡ ❧❛ ♠❡$✉*❡

σ(x)|B

σ(x)(B)

❡$5 ❛❜$♦❧✉♠❡♥5 ❝♦♥5✐♥✉❡ ♣❛* *❛♣♣♦*5 : ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛* πV ❞❡ ❧❛ ♠❡$✉*❡

σ(x)|B′

σ(x)(B′)
✳

❖♥ ❡♥ ❞-❞✉✐5 ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳✻✮ 0✉❡ σ(x) ❡$5 ❡♥ ❢❛✐5 *-❣✉❧✐>*❡ ♣❛* *❛♣♣♦*5 : B✳

◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥5 ❥✉$5✐✜- ❧❛ *❡♠❛*0✉❡ ✸✳✸✳✶✳✹✳

❆✈❛♥5 ❞❡ ❞-♠♦♥5*❡* ❝❡ 5❤-♦*>♠❡✱ ♣*❡♥♦♥$ ❧❡ 5❡♠♣$ ❞❡ ❧❡ 5*❛❞✉✐*❡ ❡♥ ✉♥

-♥♦♥❝- ♣♦*5❛♥5 $✉* ❧❛ ♠❡$✉*❡ ❞❡ O❛55❡*$♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥✳ ❋✐①♦♥$ 0✉❡❧0✉❡$ ♥♦5❛5✐♦♥$✳

❙♦✐5 p ✉♥ ♣♦✐♥5 ❞❡ ❧❛ $♣❤>*❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ n − 1✱ Sn−1
✱ ❡5 $♦✐5 φ

❧❛ ✓♣*♦❥❡❝5✐♦♥ $5-*-♦❣*❛♣❤✐0✉❡✔ ❞❡ R
n−1

$✉* S
n−1 \ {p}✳ ❙♦✐5 q ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛* φ

❞❡ ❧✬♦*✐❣✐♥❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ 5❛♥❣❡♥5❡ T0φ : Rn−1 → TqS
n−1

♠❡5 ❡♥ ❜✐❥❡❝5✐♦♥ ❧❡$



✸✳✸✳ ❉■▼❊◆❙■❖◆ ❉❊❙ )❘❖❏❊❈❚■❖◆❙ ✽✺

❣#❛%%♠❛♥♥✐❡♥♥❡% ❞❡% m✲♣❧❛♥% ❞❡ ❧✬✉♥ ❡0 ❧✬❛✉0#❡ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝0♦#✐❡❧ ✭0 ≤ m ≤ n−1✮✳
■♥%✐%0♦♥% %✉# ❧❡ ❢❛✐0 9✉❡ ❝❡00❡ ❜✐❥❡❝0✐♦♥ ❞<♣❡♥❞ ❞❡ φ✳

❙✐ U ❡%0 ✉♥m✲♣❧❛♥ ❞❡ R
n−1

✱ ♥♦✉% ♥♦0❡#♦♥% T (p, U) ❧❛ ♣❛#0✐0✐♦♥ ❞❡ S
n−1\{p}

❡♥ ✓♣❡0✐0❡% m✲%♣❤A#❡%✔ ♣♦#0<❡% ♣❛# T0φ · U ❀ ❛✉0#❡♠❡♥0 ❞✐0✱ ❧❡% <❧<♠❡♥0% ❞❡

T (p, U) %♦♥0 ❧❡% ✐♠❛❣❡% ♣❛# T0φ ❞❡% m✲♣❧❛♥% ❛✣♥❡% ❞❡ R
n−1

♣❛#❛❧❧A❧❡% E U ✳

❈✬❡%0 ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ✓0#❛♥❝❤❡%✔ ❞❡ S
n−1 \ {p} ♣❛#❛❧❧A❧❡% E U ✳

❙✐ S1, S2 %♦♥0 ❞❡✉① <❧<♠❡♥0% ❞❡ T (p, U)✱ ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡ ✭❞✐0❡ ❞❡ ❍❛✉%❞♦#✛✮ 9✉✐

❧❡% %<♣❛#❡ ❡%0 ❧❡ ♥♦♠❜#❡

d(S1, S2) = max{ sup
x1∈S1

d(x1, S2), sup
x2∈S2

d(S1, x2)}✳

❖♥ ✈<#✐✜❡ 9✉❡ d ❞<✜♥✐0 ✉♥❡ ❞✐%0❛♥❝❡ %✉# T (p, U)✳ ❙✐ K ❡%0 ✉♥❡ ♣❛#0✐❡ ❝♦♠♣❛❝0❡

❞❡ R
n−1

✱ ❧❛ #❡%0#✐❝0✐♦♥ E K ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ❝♦♠♣♦%<❡

R
n−1 → S

n−1 \ {p} → T (p, U)

❡%0 ❜✐❧✐♣%❝❤✐0③ %✉# %♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 <♥♦♥❝❡# ✉♥ ❝♦#♦❧❧❛✐#❡

❛✉ 0❤<♦#A♠❡ ✸✳✸✳✶✳✷✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✸✳✶✳✺✳ ❙♦✉# ❧❡# ❤②♣♦)❤*#❡# ❞✉ )❤,♦-*♠❡✱ #✐ µ ❡#) ❧❛ ♠❡#✉-❡ ❞❡

2❛))❡-#♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ #✉- ∂Hn
R
✱ ♣♦✉- µ✲♣-❡#6✉❡ )♦✉) ξ ❡) ♣♦✉- )♦✉) m✲♣❧❛♥ U ❞❡

R
n−1

✭1 ≤ m ≤ n − 2✮✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ❞❛♥# T (ξ, U) ❡#) ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✐♥❢<#✐❡✉#❡

,❣❛❧❡ ; inf{δΓ, n− 1−m} ♣-❡#6✉❡ ♣❛-)♦✉)✳

❉,♠♦♥#)-❛)✐♦♥✳ ❙♦✐0 g ✉♥ <❧<♠❡♥0 ❞❡ G 0❡❧ 9✉❡ σ(Γg) %♦✐0 #<❣✉❧✐A#❡✱ ❡0 %♦✐0 ξ =
g+✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡#%❡✱ ♣❛# ❧❛ ♣#♦❥❡❝0✐♦♥ %0<#<♦❣#❛♣❤✐9✉❡ R

n−1 → ∂Hn
R
\{ξ}✱ ❞❡ ❧❛

♠❡%✉#❡ ❞❡ R❛00❡#%♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ µ✱ ❡%0 #<❣✉❧✐A#❡✱ ❝❛# ❝❡00❡ ♠❡%✉#❡ ❡%0 <9✉✐✈❛❧❡♥0❡

E σ(g)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞<#✐✈<❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠ ❝♦♥0✐♥✉❡✳

❋✐①♦♥% ✉♥ m✲♣❧❛♥ U ❞❡ R
n−1

✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ R
n−1 → ∂Hn

R
\ {ξ} ♣❛%%❡

❛✉ 9✉♦0✐❡♥0 ❡♥ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝0✐♦♥ R
n−1/U → T (ξ, U)✳ ❉✬❛✉0#❡ ♣❛#0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥

R
n−1 → ∂Hn

R
\ {ξ} ❡%0 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ❜✐❧✐♣%❝❤✐0③✳ R❛# ❝♦♥%<9✉❡♥0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥

9✉♦0✐❡♥0 R
n−1/U → T (ξ, U) ❡%0 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ❜✐❧✐♣%❝❤✐0③✱ ❧♦#%9✉❡ T (ξ,D) ❡%0 ♠✉♥✐

❞❡ ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉%❞♦#✛ ❡0 R
n−1/U ❞❡ ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡ 9✉♦0✐❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭❞✐%0❛♥❝❡ 9✉♦0✐❡♥0 ❡❧❧❡✲♠X♠❡ ✐♥❞✉✐0❡ ♣❛# ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉%❞♦#✛

❡♥0#❡ ❧❡% m✲♣❧❛♥% ❞❡ R
n−1

♣❛#❛❧❧A❧❡% E U✮✳ ▲❡ ❝♦#♦❧❧❛✐#❡ ❡♥ #<%✉❧0❡✳

❉❡ ❝❡ ❝♦#♦❧❧❛✐#❡ ♦♥ ❞<❞✉✐0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❧✬❛%%❡#0✐♦♥ %✉✐✈❛♥0❡ ✿ ♣♦✉# µ✲♣#❡%9✉❡
0♦✉0 ξ✱ ♣♦✉# 0♦✉0 m✲♣❧❛♥ U ❡0 ♣♦✉# µ✲♣#❡%9✉❡ 0♦✉0 η✱ %✐ ❧✬♦♥ ♥♦0❡ S ❧❛ m✲%♣❤A#❡

♣❛#❛❧❧A❧❡ E U ❡0 ♣❛%%❛♥0 ♣❛# ξ ❡0 η✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉# 0♦✉0 ρ > 0✱

lim
ε→0

logµ (V (S, ε) \B(ξ, ρ))

log ε
= inf{δΓ, n− 1−m}

♦Z V (S, ε) ❡%0 ❧❡ ε✲✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❞❡ S ✭♣♦✉# ❧❛ ❞✐%0❛♥❝❡ %♣❤<#✐9✉❡✮ ❡0 B(ξ, ρ) ❧❛ ❜♦✉❧❡

❞❡ #❛②♦♥ ρ ❝❡♥0#<❡ ❡♥ ξ✳
❈❡ ❞❡#♥✐❡# <♥♦♥❝< ♥✬❡%0 ♣❛% 0#A% %❛0✐%❢❛✐%❛♥0✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ <♥♦♥❝< 9✉✐ ♠❡ ♣❛#❛\0

♣❧❛✉%✐❜❧❡✱ ♠❛✐% 9✉❡ ❥❡ ♥❡ %✉✐% ♣❛% ♣❛#✈❡♥✉ E ❞<♠♦♥0#❡#✳

❈♦♥❥❡❝.✉"❡ ✸✳✸✳✶✳✻✳ ❖♥ ❝♦♥#❡-✈❡ ❧❡# ❤②♣♦)❤*#❡# ❞✉ )❤,♦-*♠❡✳ 2♦✉- µ✲♣-❡#6✉❡
)♦✉) ξ✱ ♣♦✉- )♦✉) m✲♣❧❛♥ U ❡) µ✲♣-❡#6✉❡ )♦✉) η✱ #✐ ❧✬♦♥ ♥♦)❡ ♥♦)❡ S ❧❛ m✲#♣❤*-❡

♣❛-❛❧❧*❧❡ ; U ❡) ♣❛##❛♥) ♣❛- ξ ❡) η✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉- )♦✉) ρ > 0✱

lim
ε→0

logµ (V (S, ε))

log ε
= inf{δΓ, n− 1−m}



✽✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

♦! V (S, ε) ❡#$ ❧❡ ε✲✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ S ✭♣♦✉0 ❧❛ ❞✐#$❛♥❝❡ #♣❤30✐4✉❡✮ ❡$ B(ξ, ρ) ❧❛ ❜♦✉❧❡

❞❡ 0❛②♦♥ ρ ❝❡♥$03❡ ❡♥ ξ✳

✸✳✸✳✷ ❉$♠♦♥()*❛)✐♦♥ ❞✉ )❤$♦*0♠❡

❉#$✐♥'#❣)♦♥$m
Γ\G
BMS ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣#)❛'✐♦♥ ❞❡ N 1 ❞)♦✐'❡ ❡' $♦✐' σ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥

❞❡ ❞#$✐♥'#❣)❛'✐♦♥ ❛$$♦❝✐#❡✳

◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❛♣♣❧✐6✉❡) ❧❡ '❤#♦)8♠❡ ✶✳✷✳✸✳✸ ❡' ✉'✐❧✐$♦♥$ ❧❡$ ♥♦'❛'✐♦♥$ ❞✉ ♣❛✲

)❛❣)❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸✳✶✳ ◆♦✉$ ✐❞❡♥'✐✜❡)♦♥$ N 1 ❧✬❡$♣❛❝❡ ✈❡❝'♦)✐❡❧ R
n
❡' ♥♦'❡)♦♥$ B1

❧❡ ❝✉❜❡ ✉♥✐'# [−1, 1]n ❞❛♥$ N ✳ ❙✐ x ∈ R
n
✱ ❧✬#❧#♠❡♥' ❝♦))❡$♣♦♥❞❛♥' ❞❡ N $❡)❛

♥♦'# nx✳ ▲✬❡$♣❛❝❡ ❞❡$ ♠❡$✉)❡$ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡$✮ $✉) N $❡)❛ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝

❧✬❡$♣❛❝❡ M ❞❡$ ♠❡$✉)❡$ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡$✮ $✉) R
n
✳

H♦✉) '♦✉' x✱ ♥♦✉$ ♥♦'❡)♦♥$

σ∗(x) =
σ(x)

σ(x)(B1)

❛✉')❡♠❡♥' ❞✐' σ∗
❡$' ❧❛ ❝♦♠♣♦$#❡ ❞❡ σ ❡' ❞❡ ❧❛ ')❛♥$❢♦)♠❛'✐♦♥ [µ] 7→ µ∗

✳ ❉❡

♠I♠❡✱ ♥♦✉$ ♥♦'❡)♦♥$

σ�(x) =
σ(x)|B1

σ(x)(B1)
✳

❖♥ ❛ #✈✐❞❡♠♠❡♥' σ∗(x) ∈ M∗
❡' σ�(x) ∈ M�

♣♦✉) ♣)❡$6✉❡ '♦✉' x✳
❉#✜♥✐$$♦♥$ ✉♥❡ ❞✐$')✐❜✉'✐♦♥ P $✉) M∗

✿

P =

∫
dm

Γ\G
BMS(x)δσ∗(x)✳

▲❛ ❞#♠♦♥$')❛'✐♦♥ ❞✉ '❤#♦)8♠❡ ❝♦♥$✐$'❡ ❡♥ ❧❡$ ✈#)✐✜❝❛'✐♦♥$ $✉✐✈❛♥'❡$✳

✶✳ ❈❡''❡ ❞✐$')✐❜✉'✐♦♥ P ❡$' ❢)❛❝'❛❧❡ ❡' ❡)❣♦❞✐6✉❡✳

✷✳ H♦✉) m
Γ\G
BMS✲♣)❡$6✉❡ '♦✉' x✱ ❧❛ ♠❡$✉)❡ σ�(x) ❡$' ✉♥✐❢♦)♠#♠❡♥' $❝❛❧❛♥'❡

❡' ❡♥❣❡♥❞)❡ ❧❛ ✈❡)$✐♦♥ )❡$')❡✐♥'❡ ❞❡ P ✱ ❝✬❡$'✲1✲❞✐)❡ P�
✳

✸✳ H♦✉) '♦✉' ❡♥'✐❡) k✱ 1 ≤ k ≤ n− 1✱ ❡' '♦✉'❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❧✐♥#❛✐)❡ $✉)❥❡❝'✐✈❡

π : Rn → R
k
✱ ♦♥ ❛

EP�(π) = inf{δ, k}✳

❉✐$♦♥$ '♦✉' ❞❡ $✉✐'❡ ❝♦♠♠❡♥' ❝❡ 6✉✐ ♣)#❝8❞❡ ♣❡)♠❡' ❞❡ ❞#♠♦♥')❡) ❧❡ '❤#♦✲

)8♠❡✳ ❊♥ ✈❡)'✉ ❞✉ '❤#♦)8♠❡ ✶✳✷✳✸✳✸✱ ♣♦✉) m
Γ\G
BMS✲♣)❡$6✉❡ '♦✉' x✱ ❡' ♣♦✉) '♦✉'

k✲♣❧❛♥ V ❞❡ N ✱ ♦♥ ❛

dim
(
πV (σ

�(x)
)
≥ inf{δΓ, k}

♦O πV ❡$' ❧❛ ♣)♦❥❡❝'✐♦♥ ♦)'❤♦❣♦♥❛❧❡ N → V ✳ ▲✬✐♥#❣❛❧✐'# )#❝✐♣)♦6✉❡ ❡$' ✈)❛✐❡

♣✉✐$6✉❡ V ❡$' ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ k ❡' 6✉❡ πV ❡$' ❧✐♣$❝❤✐'③✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

dim(πV (σ
�(x))) = inf{δΓ, k}

♣♦✉) $♦✉$ k✲♣❧❛♥ V ✳ ❈❡❝✐ $✐❣♥✐✜❡ 6✉❡ σ∗(x) ❡$' ✉♥❡ ♠❡$✉)❡ )#❣✉❧✐8)❡✱ ❡' ❝❡✱ ♣♦✉)

m
Γ\G
BMS✲♣)❡$6✉❡ '♦✉' x✳

❆✈❛♥' ❞❡ ♣)♦❝#❞❡)✱ ♥♦'♦♥$ 6✉❡ ♣♦✉) '♦✉' t ∈ R ❡' ♣♦✉) m
Γ\G
BMS✲♣)❡$6✉❡ '♦✉'

x✱ ♦♥ ❛ S∗
t σ(x) = σ∗(xa−t)✳ ❊♥ )❡✈❛♥❝❤❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉' ♣❛$ ❣❛)❛♥'✐) 6✉❡ ❝❡''❡
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"❡❧❛&✐♦♥ ❛✐& ❧✐❡✉ ♣♦✉" &♦✉& t ❧♦",-✉❡ x ♣❛"❝♦✉"& ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡,✉"❡ ✶ ✜①5✳

◆♦&♦♥, ❛✉,,✐ -✉❡ ♣♦✉"m
Γ\G
BMS✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& x ❡& ♣♦✉" σ(x)✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& n✱ ❧✬✐♠❛❣❡

γ(n−1)∗σ(x) ❞❡ σ(x) ♣❛" ❧❛ &"❛♥,❧❛&✐♦♥ < ❣❛✉❝❤❡ ♣❛" n−1
❡,& 5❣❛❧❡ < σ(xn)✳

>♦✉" &♦✉& x ∈ R
n
✱ ♦♥ ❛ 5✈✐❞❡♠♠❡♥& γ(n−1

x ) = Tx✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ❞✐$%&✐❜✉%✐♦♥ P ❡$% ❢&❛❝%❛❧❡ ❡&❣♦❞✐0✉❡✳

❉3♠♦♥$%&❛%✐♦♥✳ ❘❡♠❛"-✉♦♥, -✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥

Γ\G → M∗

x 7→ σ∗(x)

❡♥&"❡❧❛❝❡ ❧✬♦♣5"❛&✐♦♥ ❞❡ (at)t ,✉" Γ\G ❛✈❡❝ ❧✬♦♣5"❛&✐♦♥ ❞❡ (S∗
t )t ,✉" M∗

✱ ❡&

-✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐-✉❡ m
Γ\G
BMS ,✉" P ✳ ▲✬✐♥✈❛"✐❛♥❝❡ ❡& ❧✬❡"❣♦❞✐❝✐&5 ❞❡ P ,♦✉, (S∗

t )t ,✬❡♥

❞5❞✉✐,❡♥& ❛✉,,✐&B&✳

▼♦♥&"♦♥, ♠❛✐♥&❡♥❛♥& -✉❡ P ❡,& -✉❛,✐✲>❛❧♠✳ ❙♦✐& E ✉♥❡ ♣❛"&✐❡ ❞❡ M∗
❡&

,♦✐& E ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, x ∈ ΓG &❡❧, -✉❡ σ∗(x) ∈ E ✳ ❙♦✐& W ✉♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡"&

"❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& ❞❡ ❧✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❛♥, N ✳ ❉✐"❡ -✉❡ E ❡,& ♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉" ❧❛

❞✐,&"✐❜✉&✐♦♥ ,✉" M∗ ∫
dP (µ)

∫

W

dµ(nx)δT∗

xµ

❝✬❡,& ❞✐"❡✱ ❝♦♠♣&❡ &❡♥✉ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛&✐♦♥ T ∗
xσ

∗(x) = σ∗(xnx) ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉" m
Γ\G
BMS✲

♣"❡,-✉❡ &♦✉& x ❡& σ∗(x)✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& nx ∈ W ✱ -✉❡ ❧❛ ♠❡,✉"❡ ❞❡ ❇▼❙ ❞❡ ❧✬❡♥✲

,❡♠❜❧❡ ❞❡, x ♣♦✉" ❧❡,-✉❡❧,

σ∗(x){n ∈W ;xn ∈ E} > 0

❡,& 5❣❛❧❡ < 0✳ ❈❡❝✐ ❡,& 5-✉✐✈❛❧❡♥& < ❞✐"❡ -✉❡ E ❡,& ♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉" ❧❛ ♠❡,✉"❡ ❞❡

❇▼❙✱ ❞♦♥❝ -✉❡ E ❡,& ♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉" P ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳✷✳ 5♦✉& m
Γ\G
BMS✲♣&❡$0✉❡ %♦✉% x✱ ❧❛ ♠❡$✉&❡ σ

∗(x) ❡$% ✉♥✐❢♦&♠3♠❡♥%
$❝❛❧❛♥%❡ ❡% ❡♥❣❡♥❞&❡ P�

✳

❉3♠♦♥$%&❛%✐♦♥✳ ❙♦✐& h ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ ,✉" ❧✬❡,♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝& < ❜❛,❡

❞5♥♦♠❜"❛❜❧❡ M�
✳ ◆♦✉, ❞❡✈♦♥, ♠♦♥&"❡" -✉❡ ♣♦✉" m

Γ\G
BMS✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& x✱ ♣♦✉"

σ�(x)✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& n ∈ N ✱

(∗) lim
T→∞

1

T

∫ T

0

h
(
S�
t (γ(n−1)∗σ(x))

)
dt =

∫
h(σ�(x))dm

Γ\G
BMS.

◆♦&♦♥, ❞✬❛❜♦"❞ -✉❡ ❧♦",-✉❡ n ❡,& ❧✬5❧5♠❡♥& ♥❡✉&"❡ ❞❡ N ✱ ❧✬5❣❛❧✐&5 ♣"5❝5❞❡♥&❡

❡,& ✈"❛✐❡ ♣♦✉" m
Γ\G
BMS✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& x✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✐❧ "❡✈✐❡♥& ❛✉ ♠J♠❡ ✭h 5&❛♥&

❜♦"♥5❡✮ ❞❡ ❞5♠♦♥&"❡" -✉❡

lim
N→∞

1

N

N−1∑

n=0

∫ 1

0

h(S�
t σ

∗(xa−n))dt

♣♦✉" m
Γ\G
BMS✲♣"❡,-✉❡ &♦✉& x✳ ❈❡ -✉✐ ♣"♦✈✐❡♥& ❞✉ &❤5♦"M♠❡ ❡"❣♦❞✐-✉❡ ❞❡ ❇✐"❤♦✈

❛♣♣❧✐-✉5 < ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

x 7→

∫ 1

0

h(S�
t σ

∗(x))dt
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❝♦♠♣%❡ %❡♥✉ )✉❡m
Γ\G
BMS ❡*% ❡+❣♦❞✐)✉❡ +❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% 2 ❧❛ %+❛♥*❢♦+♠❛%✐♦♥ x 7→ xa−1

✭%❤6♦+7♠❡ ✸✳✶✳✺✳✽✮✳

❆♣♣❡❧♦♥* X ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♣♦✐♥%* x ✈6+✐✜❛♥% ❧❛ +❡❧❛%✐♦♥ (∗) ❧♦+*)✉❡ n = e✳

A♦✉+ m
Γ\G
BMS✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% x ❡% σ(x)✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% n✱ ♦♥ ❛ γ(n−1)∗σ(x) = σ(xn) ❀

❡% ❞✬❛✉%+❡ ♣❛+% ♣♦✉+ m
Γ\G
BMS✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% x ❡% σ(x)✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% n✱ ❧❡ %+❛♥*❧❛%6

xn ❛♣♣❛+%✐❡♥% X✳

❈❡❝✐ ❞6♠♦♥%+❡ )✉❡ ❧❛ +❡❧❛%✐♦♥ (∗) ❛ ❧✐❡✉ ♣♦✉+ m
Γ\G
BMS✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% x ❡% σ�(x)✲

♣+❡*)✉❡ %♦✉% n✳
❉✬♦G ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ♣❛+ ❞6✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ P ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥% k ✉♥ ❡♥%✐❡' 1 ≤ k ≤ n− 1✱ V ✉♥ k✲♣❧❛♥ ❞❡ N ❡% π ❧❛

♣'♦❥❡❝%✐♦♥ ❞❡ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧❡ N → V ✳ ❖♥ ❛ EP�(π) = inf{δΓ, k}✳

❉5♠♦♥7%'❛%✐♦♥✳ ❙♦✐% U ❧❡ (n− k)✲♣❧❛♥ ♦+%❤♦❣♦♥❛❧ 2 V ✳ ▲❡ )✉♦%✐❡♥% N/U 6%❛♥%

✐*♦♠6%+✐)✉❡ 2 V ✱ ♦♥ ❛

dim(πσ�(x)) = δN/U

♣♦✉+ m
Γ\G
BMS✲♣+❡*)✉❡ %♦✉% x✳ ❆✐♥*✐✱ EP�(π) ❡*% 6❣❛❧ 2 ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ %+❛♥*✈❡+*❡

δN/U ✳ ❖+ ♥♦✉* *❛✈♦♥* )✉❡ δN/U ♥❡ ❞6♣❡♥❞ ♣❛* ❞✉ (n− k)✲♣❧❛♥ U ✱ ❡% )✉✬❡❧❧❡ ❡*%

6❣❛❧❡ 2 inf{δΓ, k}✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡*% ❞6♠♦♥%+6✳

✸✳✹ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝❛& ❤②♣❡$❜♦❧✐5✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

✸✳✹✳✶ ▲✬❡'♣❛❝❡ ❤②♣❡-❜♦❧✐2✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡6 '♦♥ ❜♦-❞

✸✳✹✳✶✳✶ ◆♦*❛*✐♦♥.

❯♥ ❡♥%✐❡+ n ≥ 2 ❡*% ✜①6 ❡% ♥♦✉* ♥♦%♦♥* ♠❛✐♥%❡♥❛♥% G ❧❡ ❣+♦✉♣❡ PU(1, n)✱
❣+♦✉♣❡ ✉♥✐%❛✐+❡ ❛**♦❝✐6 2 ✉♥❡ ❢♦+♠❡ )✉❛❞+❛%✐)✉❡ ❤❡+♠✐%✐❡♥♥❡ ❞❡ *✐❣♥❛%✉+❡ (1, n)✳
❈✬❡*% ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡* ✐*♦♠6%+✐❡* ❞✐+❡❝%❡* ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐)✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ H

n
C
✳

▲❛ ❞✐*%❛♥❝❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐)✉❡ *❡+❛ ♥♦%6❡ d✳
❘❛♣♣❡❧♦♥*✱ ❡♥ *✉✐✈❛♥% ✭◗✉✐♥%✱ ✷✵✵✻✮✱ ❧❛ ❝♦♥*%+✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐)✉❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥* ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ♣+♦❥❡❝%✐❢ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❀ ♥♦✉* ❢❛✐*♦♥* ❝❡* +❛♣♣❡❧*

❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐+ ✐♥%+♦❞✉✐+❡ *✐♠♣❧❡♠❡♥% ❝❡+%❛✐♥* ♦❜❥❡%* ❣6♦♠6%+✐)✉❡* )✉✐ ♥✬♦♥% ♣❛*

❞✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐)✉❡ +6❡❧ ✭❧❡* ❣6♦❞6*✐)✉❡* ❝♦♠♣❧❡①❡*✮✳

❙♦✐% q ❧❛ ❢♦+♠❡ )✉❛❞+❛%✐)✉❡ ❤❡+♠✐%✐❡♥♥❡ ❞❡ *✐❣♥❛%✉+❡ (1, n) *✉+ Cn+1
✱

q(x0, . . . , xn) = |x0|
2 − |x1|

2 − . . .− |xn|
2

❛**♦❝✐6❡ 2 ❧❛ ❢♦+♠❡ ❤❡+♠✐%✐❡♥♥❡

〈x, y〉 = x0y0 − x1y1 − . . .− xnyn✳

❙♦✐% U ❧✬♦✉✈❡+% ❞❡ C
n+1

❢♦+♠6 ❞❡* ✈❡❝%❡✉+* ❞❡ %②♣❡ ✓❡*♣❛❝❡✔✱ ❝✬❡*%✲2✲❞✐+❡

❞❡* x ∈ C
n+1

%❡❧* )✉❡ q(x) > 0✳ A♦✉+ %♦✉% x ∈ U ✱ *♦✐% Ex ❧✬♦+%❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦✉+

q ❞❡ ❧❛ ❞+♦✐%❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦+%6❡ ♣❛+ x✳ ❖♥ *❛✐% )✉❡ Ex ❡*% ✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ n ❡% )✉❡ ❧❛ +❡*%+✐❝%✐♦♥ ❞❡ q 2 Ex ❡*% ❞6✜♥✐❡ ♥6❣❛%✐✈❡✳ ❙♦✐% gx ❧❡

♣+♦❞✉✐% *❝❛❧❛✐+❡ ❤❡+♠✐%✐❡♥ *✉+ Ex ❞6✜♥✐ ♣❛+

gx(y, z) =
−1

q(x)
〈y, z〉 (y, z ∈ Ex)✳



✸✳✹✳ #❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❆❙ ❍❨#❊❘❇❖▲■◗❯❊ ❈❖▼#▲❊❳❊ ✽✾

❖♥ ❛ %✈✐❞❡♠♠❡♥+ gλx(λy, λz) = gx(y, z) ♣♦✉/ +♦✉+ λ ∈ C ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❞❡ 2♦/+❡

3✉❡ g ♣❛22❡ ❛✉ 3✉♦+✐❡♥+ ❡♥ ✉♥❡ ♠%+/✐3✉❡ ❤❡/♠✐+✐❡♥♥❡ 2✉/ ❧✬♦✉✈❡/+ ❞❡ P
n
C

✐♠❛❣❡

❞❡ U ♣❛/ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐3✉❡ C
n+1 → P

n
C
✳ ❈❡+ ♦✉✈❡/+ ❡2+ ♥♦+% H

n
C
✳ ▼✉♥✐

❞❡ ❧❛ ♠%+/✐3✉❡ g✱ ❝✬❡2+ ✉♥❡ ✈❛/✐%+% ❤❡/♠✐+✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ n ❛♣✲

♣❡❧%❡ ❡!♣❛❝❡ ❤②♣❡'❜♦❧✐,✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ n✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐3✉❡♠❡♥+✱ H
n
C

❡2+

❤♦♠%♦♠♦/♣❤❡ > ❧❛ ❜♦✉❧❡ B
2n
✳ ◆♦✉2 ♥♦+❡/♦♥2 d ❧❛ ❞✐2+❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐+❡ ♣❛/ ❧❛ ♠%✲

+/✐3✉❡ g 2✉/ Hn
C
✳ ▲❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡2 ✐2♦♠%+/✐❡2 ❞❡ H

n
C
❡2+ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ♣/♦❥❡❝+✐❢ ✉♥✐+❛✐/❡

PU(1, n) 3✉❡ ♥♦✉2 ♥♦+❡/♦♥2 2✐♠♣❧❡♠❡♥+ G✳

❉♦♥♥♦♥2 ❧❛ ❝❧❛22✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡2 2♦✉2✲❡2♣❛❝❡2 +♦+❛❧❡♠❡♥+ ❣%♦❞%2✐3✉❡2 ❞❡ H
n
C
✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐3 V ✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ m ❞❡ C
n+1

,✉✐

'❡♥❝♦♥3'❡ U ✳ ▲❛ 3'❛❝❡ P(V )∩H
n
C

❡!3 ✉♥ !♦✉!✲❡!♣❛❝❡ 3♦3❛❧❡♠❡♥3 ❣8♦❞8!✐,✉❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ❞❡ H
n
C
❀ ✐❧ ❡!3 ✐!♦♠83'✐,✉❡ : H

m−1
C

✳ ❚♦✉3 !♦✉!✲❡!♣❛❝❡ 3♦3❛❧❡♠❡♥3 ❣8♦❞8!✐,✉❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ H
n
C

❡!3 ❞❡ ❝❡33❡ ❢♦'♠❡✳

❙♦✐3 V ✉♥ ❧❛❣'❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ✭'8❡❧❧❡✮ m ❞❡ C
n+1

,✉✐ '❡♥❝♦♥3'❡ U ✳

▲❛ 3'❛❝❡ !✉' H
n
C

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ V ❞❛♥! P
n
C

❡!3 ✉♥❡ !♦✉!✲✈❛'✐838 3♦3❛❧❡♠❡♥3

❣8♦❞8!✐,✉❡ '8❡❧❧❡✱ ✐!♦♠83'✐,✉❡ : H
n−1

✳

▲❛ ❝♦✉'❜✉'❡ !❡❝3✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ H
n
C

❡!3 ❝♦♠♣'✐!❡ ❡♥3'❡ −1 ❡3 −4 ❀ ❡❧❧❡ ✈❛✉3 −1
❡①❛❝3❡♠❡♥3 !✉' ❧❡! 2✲♣❧❛♥! ❧❛❣'❛♥❣✐❡♥! ❡3 −4 ❡①❛❝3❡♠❡♥3 !✉' ❧❡! 2✲♣❧❛♥! ❝♦♠✲

♣❧❡①❡!✳

❘❛♣♣❡❧♦♥2 3✉✬✉♥ 2♦✉2✲❡2♣❛❝❡ ✈❡❝+♦/✐❡❧ /%❡❧ ❞❡ C
n+1

❡2+ ❞✐+ ❧❛❣/❛♥❣✐❡♥ 2✬✐❧ ❡2+

+♦+❛❧❡♠❡♥+ ✐2♦+/♦♣❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❢♦/♠❡ ❜✐❧✐♥%❛✐/❡ ❛❧+❡/♥%❡ /%❡❧❧❡ (x, y) 7→ Im〈x, y〉✱ ✐✳❡✳
2✬✐❧ ❡2+ ♦/+❤♦❣♦♥❛❧ > ❧✉✐✲♠G♠❡ ♣♦✉/ ❝❡++❡ ❢♦/♠❡✳

❉8♠♦♥!3'❛3✐♦♥✳ ❱♦✐/ ✭◗✉✐♥+✱ ✷✵✵✻✮ ♦✉ ✭●♦❧❞♠❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳

▲❡ ❜♦/❞ ✈✐2✉❡❧ ∂Hn
C
2✬✐❞❡♥+✐✜❡ ❛✉ ❜♦/❞ ❞❡ H

n
C
❞❛♥2 P

n
C
❡+ ❡2+ ❤♦♠%♦♠♦/♣❤❡

> ❧❛ 2♣❤Q/❡ S
2n−1

✳ ❈✬❡2+ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞❛♥2 P
n
C
✱ ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ✈❡❝+❡✉/2 x 6= 0

❞❡ C
n+1

+❡❧2 3✉❡ q(x) = 0✳ ◆♦✉2 ❛♣♣❡❧❧❡/♦♥2 ❣8♦❞8!✐,✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❛ +/❛❝❡ 2✉/

H
n
C
∪ ∂Hn

C
❞✬✉♥❡ ❞/♦✐+❡ ♣/♦❥❡❝+✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ /❡♥❝♦♥+/❛♥+ H

n
C
✳ ▲❡ ❜♦'❞ ❞✬✉♥❡

❣%♦❞%2✐3✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡2+ 2❛ +/❛❝❡ 2✉/ ∂Hn
C
✳ ◆♦✉2 ♣❛/❧❡/♦♥2✱ ❝♦♥❢♦/♠%♠❡♥+ >

✉♥❡ +/❛❞✐+✐♦♥ /❡♠♦♥+❛♥+ > ❊✳ ❈❛/+❛♥✱ ❞❡ ❝❤❛C♥❡ ♣♦✉/ ❞%2✐❣♥❡/ ❧❡ ❜♦/❞ ❞✬✉♥❡

❣%♦❞%2✐3✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

S♦✉/ +♦✉+ x ∈ H
n
C
✱ ♦♥ ❞%✜♥✐+ ✉♥❡ ✓❞✐2+❛♥❝❡ ✈✐2✉❡❧❧❡✔ dx ❛✉ ❜♦/❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛V♦♥

2✉✐✈❛♥+❡ ✿ 2♦✐+ 〈·, ·〉x ❧❡ ♣/♦❞✉✐+ 2❝❛❧❛✐/❡ ❤❡/♠✐+✐❡♥ 2✉/ C
n+1

♣♦✉/ ❧❡3✉❡❧ x ❡+ x⊥

2♦♥+ ♦/+❤♦❣♦♥❛✉① ❡+ +❡❧ 3✉❡ 〈·, ·〉x ❝♦X♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ 〈·, ·〉 ❞❛♥2 Cx ❡+ ❛✈❡❝ −〈·, ·〉
❞❛♥2 x⊥ ❀ ❧❛ ♥♦/♠❡ ❛22♦❝✐%❡ > 〈·, ·〉x ❡2+ ♥♦+%❡ ‖ · ‖x✳ ❖♥ ♣♦2❡ ❛❧♦/2

dx(ξ, η) =

√
|〈v, w〉|

‖v‖x‖w‖x

♣♦✉/ +♦✉2 ξ, η ∈ ∂Hn
C
✱ ❛✈❡❝ ξ = P(Cv) ❡+ η = P(Cw)✳

❖♥ ✈%/✐✜❡ 3✉❡ dx ❡2+ ❧❛ ❞✐2+❛♥❝❡ ❞❡ ●/♦♠♦✈ ❛✉ ❜♦/❞ ❜❛2%❡ ❡♥ x✱ ❛✉ 2❡♥2

❣%♥%/❛❧ ❞❡ ❧❛ +❤%♦/✐❡ ❞❡2 ❡2♣❛❝❡2 ❈❆❚✭✲✶✮✳

✸✳✹✳✶✳✷ ▲❡ ❣!♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐$❡♥❜❡!❣ ❡& ❧❡ ❜♦!❞ 5 ❧✬✐♥✜♥✐

▲❡ ❣!♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐$❡♥❜❡!❣✳ ❙♦✐+ G = KAN ✉♥❡ ❞%❝♦♠♣♦2✐+✐♦♥ ❞✬■✇❛2❛✇❛

❞❡ G✳ ▲❡ ❣/♦✉♣❡ ❝♦♠♣❛❝+ ♠❛①✐♠❛❧ K ❡2+ ✐2♦♠♦/♣❤❡ > U(n) ❡+ ❡2+ ❧❡ 2+❛❜✐❧✐✲

2❛+❡✉/ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ H
n
C
✳ ❈♦♥+/❛✐/❡♠❡♥+ ❛✉ ❝❛2 /%❡❧✱ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦+❡♥+ N



✾✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

♥✬❡%& ♣❛% ❛❜*❧✐❡♥✳ ■❧ ❡%& ✐%♦♠♦1♣❤❡ ❛✉ ❣1♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡1❣ Hn 7✉❡ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥%

♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❞*✜♥✐1✳

❙♦✐& V ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ✈❡❝&♦1✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ 1*❡❧❧❡ 2(n − 1)✳ ❙♦✐& ω ✉♥❡ ❢♦1♠❡

❜✐❧✐♥*❛✐1❡ ❛❧&❡1♥*❡ %✉1 V ✳ ❖♥ %❛✐& 7✉❡ ❞❡✉① &❡❧❧❡% ❢♦1♠❡% %♦♥& &♦✉❥♦✉1% ❝♦♥❣1✉❡% ❀

♦♥ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ♣1❡♥❞1❡✱ ♣♦✉1 ✜①❡1 ❧❡% ✐❞*❡%✱ V = R
2(n−1)

❡&

ω(x, y) =
n∑

i=1

x2i−1y2i − x2iy2i−1✳

◆♦✉% ♠✉♥✐%%♦♥% ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ♣1♦❞✉✐& Hn = V ×R✱ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❣1♦✉♣❡

(v, s) · (w, t) = (v + w, s+ t+ ω(v, w))✳

C♦✉1 ❝❡&&❡ ❧♦✐✱ ❡& ❛✈❡❝ ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣1♦❞✉✐&✱ Hn ❡%& ✉♥ ❣1♦✉♣❡ &♦♣♦❧♦❣✐7✉❡ ❧♦❝❛✲

❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣❛❝& E ❜❛%❡ ❞*♥♦♠❜1❛❜❧❡✳

▲❡ ❝❡♥&1❡ ❞❡ Hn✱ 7✉✐ ❡%& ❛✉%%✐ ❧❡ %♦✉%✲❣1♦✉♣❡ ❞*1✐✈*✱ ❡%& *❣❛❧ E {0} ×R✳

❖♥ ❞*✜♥✐& %✉1 Hn ✉♥❡ ❞✐%&❛♥❝❡✱ ❛♣♣❡❧*❡ ❞✐"#❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐"❡♥❜❡*❣ ✭♦✉ ❞✐"#❛♥❝❡

❞❡ ❈②❣❛♥ ❞❛♥% ❧❛ ❧✐&&*1❛&✉1❡✮✱ ❝♦♠♠❡ %✉✐&✳ ❙♦✐& ‖ ·‖H ❧❛ ✓♥♦1♠❡ ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡1❣✔

❞*✜♥✐❡ ♣❛1

‖(v, t)‖H =
(
‖v‖4 + t2

)1/4

♦K ‖v‖ ❡%& ❧❛ ♥♦1♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ v ∈ R
n−1

✳ ❖♥ ♣♦%❡ ❛❧♦1%

dH ((v, t), (w, s)) = ‖v · w−1‖H

❞❡ %♦1&❡ 7✉❡ dH ❡%& ✉♥❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ✐♥✈❛1✐❛♥&❡ E ❞1♦✐&❡ %✉1 Hn✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦%❡✱ ♣♦✉1

λ ∈ C✱ λ 6= 0✱
hλ(v, t) = (λv, |λ|2t)

♦♥ ❞*✜♥✐& ✉♥ ❛✉&♦♠♦1♣❤✐%♠❡ ❞✉ ❣1♦✉♣❡ Hn 7✉✐ ❡%& ✉♥❡ %✐♠✐❧✐&✉❞❡ ❞❡ 1❛♣♣♦1&

|λ| ✭✓%✐♠✐❧✐&✉❞❡ ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡1❣✔✮✳

❘❡✈❡♥♦♥% E ❧❛ ❞*❝♦♠♣♦%✐&✐♦♥ ❞✬■✇❛%❛✇❛ G = KAN ✳ ▲✬♦♣*1❛&✐♦♥ ❞❡ A %✉1 N
♣❛1 ❝♦♥❥✉❣❛✐%♦♥ ❡%& ♣❛1 ❤♦♠♦&❤*&✐❡% ❞❡ ❍❡✐%❡♥❜❡1❣ ❀ ♣❧✉% ♣1*❝✐%*♠❡♥&✱ ✐❧ ❡①✐%&❡

✉♥ ✐%♦♠♦1♣❤✐%♠❡ ❞❡ R %✉1 A✱ t 7→ at✱ &❡❧ 7✉❡ ♣♦✉1 &♦✉& t ∈ R ❡& &♦✉& n ∈ N ✱

♦♥ ❛✐&

a−tnat = het(n)

❧♦1%7✉❡ N ❡%& ✐❞❡♥&✐✜❡ E Hn✳

▲❛ ❞✐$%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❘✐❡♠❛♥♥✳ ❙♦✐& φ ❧❛ ❢♦1♠❡ ❜✐❧✐♥*❛✐1❡ 1*❡❧❧❡ %✉1

C
n+1

❞*✜♥✐❡ ♣❛1 φ(x, y) = R〈x, y〉✳ C♦✉1 &♦✉& ✈❡❝&❡✉1 q✲✐%♦&1♦♣❡ v 6= 0✱ ❧❡

&❛♥❣❡♥& T[v]∂H
n
C

%✬✐❞❡♥&✐✜❡ ❛✉ 7✉♦&✐❡♥& ❞✉ (2n+ 1)✲♣❧❛♥ 1*❡❧ v⊥φ
♣❛1 ❧❡ 2✲♣❧❛♥

1*❡❧ Cv✳ ❈❡ &❛♥❣❡♥& ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥ (n−1)✲♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ E %❛✈♦✐1 ❧❡ 7✉♦&✐❡♥& ❞✉ n✲
♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ v⊥ ♣❛1 ❧❛ ❞1♦✐&❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Cv✳ ❙♦✐& P[v] ❝❡ (n− 1)✲♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❝♦♥&❡♥✉ ❞❛♥% T[v]∂H
n
C
❀ ✐❧ ❡%& ❝❧❛✐1 7✉❡ P[v] ♥❡ ❞*♣❡♥❞ 7✉❡ ❞❡ [v]✳ ❙✐ g ∈ G

❛♣♣❧✐7✉❡ ξ ∈ ∂Hn
C

%✉1 η✱ ♦♥ ❛ Pη = TξgPξ✳ ▲❛ ✓❞✐%&1✐❜✉&✐♦♥✔ G✲*7✉✐✈❛1✐❛♥&❡

x 7→ Pξ ❡%& ❛♣♣❡❧*❡ ❞✐"#*✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❘✐❡♠❛♥♥ ♦✉ ❞✐"#*✐❜✉#✐♦♥ ❈❘✳

❈❤❛4♥❡$✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥% 7✉✬✉♥❡ ❝❤❛O♥❡ ❡%& ❧❡ ❜♦1❞ ❞✬✉♥❡ ❣*♦❞*%✐7✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❙♦✐& ξ ✉♥ ♣♦✐♥& ❞✉ ❜♦1❞ ∂Hn
C
✳ ❙♦✐& v ✉♥ ✈❡❝&❡✉1 &❛♥❣❡♥& E ∂Hn

C
❡♥ ξ✱ ♥♦♥

♥✉❧✳ ❊①✐%&❡✲&✲✐❧ ✉♥❡ ❝❤❛O♥❡ ♣❛%%❛♥& ♣❛1 ξ ❡& ♣♦1&*❡ ♣❛1 v ❄ ▲❛ 1*♣♦♥%❡ E ❝❡&&❡

7✉❡%&✐♦♥ ❞*♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦%✐&✐♦♥ ❞❡ v ♣❛1 1❛♣♣♦1& E ❧❛ ❞✐%&1✐❜✉&✐♦♥ ❈❘ ❡♥ ξ✳ C❧✉%
♣1*❝✐%*♠❡♥& ✿
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▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳✷✳  ♦✉# $✉❡ ♣❛# ξ ∈ ∂Hn
C
♣❛((❡ ✉♥❡ ❝❤❛,♥❡ ♣♦#-.❡ ♣❛# v ∈

Tξ∂H
n
C
✱ ✐❧ ❢❛✉- ❡- ✐❧ (✉✣- $✉❡ v ♥✬❛♣♣❛#-✐❡♥♥❡ ♣❛( 5 ❧❛ ❞✐(-#✐❜✉-✐♦♥ ❈❘ ❡♥ ξ✳

❉.♠♦♥(-#❛-✐♦♥✳ ❙♦✐% x ∈ C
n+1

✉♥ ✈❡❝%❡✉+ q✲✐-♦%+♦♣❡ 6= 0 ❡% -♦✐% v ∈ C
n+1

✉♥

✈❡❝%❡✉+ ♥♦♥ ♥✉❧ %❡❧ 0✉❡ R〈x, v〉 = 0✳ ❙✉♣♣♦-♦♥- 0✉❡ 〈x, v〉 -♦✐% ♥✉❧✳ ❊♥ ✈❡+%✉ ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❞✬✐♥❡+%✐❡ ❞❡ ❙②❧✈❡-%❡+✱ ♦♥ ❛ ♥8❝❡--❛✐+❡♠❡♥% q(v) < 0✱ ❞♦♥% q ❡-% ♥8❣❛%✐✈❡

❞❛♥- ❧❡ 3✲♣❧❛♥ +8❡❧ Cx⊕Rv✱ ❡% ❝❡ ❞❡+♥✐❡+ ♥❡ ♣❡✉% +❡♥❝♦♥%+❡+ U ✳ ;❛+ ❝♦♥-80✉❡♥%✱

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ v ❞❛♥- T[x]∂H
n
C

♥❡ ♣♦+%❡ ♣❛- ❞❡ ❝❤❛=♥❡ ♣❛--❛♥% ♣❛+ [x]✳
❘8❝✐♣+♦0✉❡♠❡♥%✱ -✐ 〈x, v〉 ❡-% ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ✈8+✐✜❡ ♣❛+ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛❝✐❧❡ 0✉❡ ❧❡

3✲♣❧❛♥ +8❡❧ Cx⊕Rv +❡♥❝♦♥%+❡ U ✱ ❝❡ 0✉✐ -✐❣♥✐✜❡ 0✉❡ v ♣♦+%❡ ✉♥❡ ❝❤❛=♥❡ ♣❛--❛♥%

♣❛+ [x]✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳✸✳  ❛# ❞❡✉① ♣♦✐♥-( ❞✐(-✐♥❝-( ❞❡ ∂Hn
C
♣❛((❡ ✉♥❡ ❝❤❛,♥❡ ❡- ✉♥❡

(❡✉❧❡✳

❉.♠♦♥(-#❛-✐♦♥✳ ➱✈✐❞❡♥%❡✳

❊♥ ♣❛+%✐❝✉❧✐❡+✱ ❧✬♦♣8+❛%✐♦♥ ❞❡ G -✉+ ❧❡ ❜♦+❞ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ C ✉♥❡ ♦♣8+❛%✐♦♥ -✉+

❧✬❡-♣❛❝❡ ❞❡- ❝❤❛=♥❡-✳

❚)❛♥,❧❛./❡, ❞✉ ❝❡♥.)❡ ❞❛♥, ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ❍❡✐,❡♥❜❡)❣✳ ❘❡♣+❡♥♦♥- ✉♥❡

❞8❝♦♠♣♦-✐%✐♦♥ ❞✬■✇❛-❛✇❛ G = KAN ✳ ▲❡ ❣+♦✉♣❡ AN ✜①❡ ✉♥ ♣♦✐♥% ξ+ ∈ ∂Hn
C
✱

❡% A ✜①❡ ✉♥ ✉♥✐0✉❡ ❛✉%+❡ ♣♦✐♥% ξ− ∈ ∂Hn
C
\ {ξ+}✳ ❈❡❝✐ ♣❡+♠❡% ❞❡ ❞8✜♥✐+ ✉♥❡

✐♥✈♦❧✉%✐♦♥ ι : ∂Hn
C
→ ∂Hn

C
0✉✐ C ✉♥ ♣♦✐♥% ξ ❛--♦❝✐❡ ❧❡ ♣♦✐♥% ❛♥%✐♣♦❞❛❧ ι(ξ) ✿ -✐ o

❡-% ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ HC ✜①8 ♣❛+ K✱ ι(ξ) ❡-% ❧✬❡①%+J♠✐%8 ♣♦-✐%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❣8♦❞8-✐0✉❡ ✐--✉❡

❞❡ ξ ♣❛--❛♥% ♣❛+ o✳ ■❧ ❡-% ❝❧❛✐+ 0✉❡ ι ❡-%K✲80✉✐✈❛+✐❛♥%❡ ✭♠❛✐- ♣❛- G✲80✉✐✈❛+✐❛♥%❡✮✳

◆❛%✉+❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❝❡%%❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ι ♥✬❛ +✐❡♥ ❞✬✐♥%+✐♥-N0✉❡✱ ❡❧❧❡ ❞8♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐①

❞❡- ✓❝♦♦+❞♦♥♥8❡-✔✱ ❝✬❡-%✲C✲❞✐+❡ ❞✬✉♥❡ ❞8❝♦♠♣♦-✐%✐♦♥ ❞✬■✇❛-❛✇❛✳

❈❡❧❛ 8%❛♥%✱ ❢❛✐-♦♥- ♦♣8+❡+ N ❛✉ ❜♦+❞✳ ▲❡ ♣♦✐♥% ξ+ ❡-% ✜①8 ❡% ❧✬♦♣8+❛%✐♦♥ ❡-%

%+❛♥-✐%✐✈❡ -✉+ ❧❡ ❝♦♠♣❧8♠❡♥%❛✐+❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥%✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ✉♥ ❤♦♠8♦♠♦+♣❤✐-♠❡

ψ : N → ∂Hn
C \ {ξ+}

0✉✐ -❡ ♣+♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❤♦♠8♦♠♦+♣❤✐-♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣❛❝%✐✜8 ❞✬❆❧❡①❛♥❞+♦✈ N ∪ {∞}
❞❡ N -✉+ ❧❡ ❜♦+❞ %♦✉% ❡♥%✐❡+✳

❈❡% ❤♦♠8♦♠♦+♣❤✐-♠❡ ♠❡% ❡♥ ❜✐❥❡❝%✐♦♥ ❧❡- ✜❜+❡- ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❛--❛❣❡

❛✉ 0✉♦%✐❡♥% N → N/Z ✭♦T Z ❡-% ❧❡ ❝❡♥%+❡ ❞❡ N✮ ❛✈❡❝ ❧❡- ❝❤❛=♥❡- ♣❛--❛♥% ♣❛+

ξ+✳ ❊♥ ♣❛+%✐❝✉❧✐❡+✱ ❧❛ ❝❤❛=♥❡ ♣❛--❛♥% ♣❛+ ξ− ❡% ξ+ ❡-% ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ Zξ− ∪ {ξ+}✳
❚♦✉% ❝❡ 0✉✐ ♣+8❝N❞❡ -❡ %+❛♥-♣♦+%❡✱ ♣❛+ ❧✬♦♣8+❛%✐♦♥ ❞❡ K✱ C %♦✉% ♣♦✐♥% ξ ❞✉

❜♦+❞ ✭❝❡ 0✉✐ +❡✈✐❡♥% C ❝♦♥❥✉❣✉❡+ A ❡% N ♣❛+ ✉♥ 8❧8♠❡♥% ❞❡ K✮✳

❉✐,.❛♥❝❡ ,♣❤/)✐;✉❡ ❛✉ ❜♦)❞✳ ▲❡ ❜♦+❞ ∂Hn
C

❡-% ❤♦♠8♦♠♦+♣❤❡ C ❧❛ -♣❤N+❡

❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ 2n − 1✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❤♦♠8♦♠♦+♣❤✐-♠❡ ∂Hn
C

→ S
2n−1

♣❡+♠❡%

❞❡ ♠✉♥✐+ ❧❡ ❜♦+❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐-%❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡ +8❝✐♣+♦0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐-%❛♥❝❡ -♣❤8+✐0✉❡ -✉+

S
2n−1

✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥% ❞✬❤♦♠8♦♠♦+♣❤✐-♠❡✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✉♥❡ ❞✐-%❛♥❝❡ ❜✐❧✐♣-❝❤✐%③✲

80✉✐✈❛❧❡♥%❡ C ❧❛ ♣+❡♠✐N+❡✳ ▲❛ ❝❧❛--❡ ❞✬80✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜✐❧✐♣-❝❤✐%③ ❡-% ❞♦♥❝ ✉♥✐0✉❡✲

♠❡♥% ❞8✜♥✐❡✳ ❉❛♥- ❧❛ -✉✐%❡✱ ♦♥ -✉♣♣♦-❡+❛ 0✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❛ 8%8 ❢❛✐% ❞✬✉♥❡ %❡❧❧❡ ❞✐-✲

%❛♥❝❡✱ ❡% ♦♥ ♣❛+❧❡+❛ ❞❡ ❞✐(-❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✭8%❛♥% ❡♥%❡♥❞✉ 0✉✬♦♥

♦❜%✐❡♥% ✉♥❡ %❡❧❧❡ ❞✐-%❛♥❝❡ -✐ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐% ∂Hn
C

❞✬✉♥❡ ♠8%+✐0✉❡ +✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❡%

0✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥-✐❞N+❡ ❧❛ ❞✐-%❛♥❝❡ ❛--♦❝✐8❡ C ❝❡%%❡ ♠8%+✐0✉❡✮✳

▲❡- ❞✐-%❛♥❝❡- ❞❡ ●+♦♠♦✈ ❛✉ ❜♦+❞✱ 0✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❞8✜♥✐❡- ♣❧✉- ❤❛✉%✱ ❞8✜✲

♥✐--❡♥% ✉♥❡ ❛✉%+❡ ❝❧❛--❡ ❞✬80✉✐✈❛❧❡♥%❡ ❜✐❧✐♣-❝❤✐%③✳ ;❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❜♦+❞ ∂Hn
C

❡-%



✾✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉'❞♦,✛ 2n ♣♦✉, ✉♥❡ ❞✐'/❛♥❝❡ ❞❡ ●,♦♠♦✈✱ ❡/ 2n−1 ♣♦✉, ✉♥❡

❞✐'/❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛''❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳

▲❛ ❝♦❡①✐'/❡♥❝❡ ❛✉ ❜♦,❞ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛''❡' ❜✐❧✐♣'❝❤✐/③ ❞❡ ❞✐'/❛♥❝❡' /,❛❞✉✐/ ❧❡ ❢❛✐/

=✉❡ ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ ❞❡ ❍❡✐'❡♥❜❡,❣ ❧❛ ❞✐'/❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐'❡♥❜❡,❣ ♥✬❡'/ ♣❛' ❜✐❧✐♣'❝❤✐/③✲

A=✉✐✈❛❧❡♥/❡ B ❧❛ ❞✐'/❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳

❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡❝✐✱ ▼✳ ●,♦♠♦✈ ❛ ❢♦,♠✉❧A ❞❛♥' ✭●,♦♠♦✈✱ ✶✾✾✻✮ ❧❡ ♣,♦❜❧I♠❡

'✉✐✈❛♥/✳ ◆♦/♦♥' dimH ✭,❡'♣✳ dimE✮ ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉'❞♦,✛ ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ ❞❡

❍❡✐'❡♥❜❡,❣ ♣♦✉, ❧❛ ❞✐'/❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐'❡♥❜❡,❣ ✭,❡'♣✳ ♣♦✉, ❧❛ ❞✐'/❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮✳

❯♥ ♥♦♠❜,❡ α ∈ [0, 3] A/❛♥/ ✜①A✱ =✉❡❧❧❡' '♦♥/ ❧❡' ✈❛❧❡✉,' ♣♦''✐❜❧❡' ❞❡ dimH(A)
❧♦,'=✉❡ A ♣❛,❝♦✉,/ ❧❡' ♣❛,/✐❡' ❞❡ H1 /❡❧❧❡' =✉❡ dimE(A) = α ❄

▲❛ ,A♣♦♥'❡ ❡'/ ❞♦♥♥A❡ ♣❛, ❧❡ /❤A♦,I♠❡ ❞❡ ❇❛❧♦❣❤✱ ❘✐❝❦❧②✱ ❡/ ❙❡,,❛✲❈❛''❛♥♦✳

❚❤"♦$%♠❡✳ ❙♦✐# S ✉♥❡ ♣❛)#✐❡ ❞❡ H1 ❡# +♦✐❡♥# α, β +❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞❡ ❍❛✉+❞♦)✛

♣♦✉) ❧❡+ ❞✐+#❛♥❝❡+ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡# ❞❡ ❍❡✐+❡♥❜❡)❣✳ ❖♥ ❛

max{α, 2α− 2} ≤ β ≤ min{2α, α+ 1}

❡# ❝❡+ ✐♥5❣❛❧✐#5+ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥# 7#)❡ ❛♠5❧✐♦)5❡+ ❡♥ ❣5♥5)❛❧✳

❱♦✐, ✭❇❛❧♦❣❤ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳

◆♦/♦♥' ♣♦✉, ♠A♠♦✐,❡ ❧❡ ❢❛✐/ '✉✐✈❛♥/✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥#✱ +✉) ❧✬❡+♣❛❝❡ ❞❡ ❍❡✐+❡♥❜❡)❣ Hn✱ dH ❧❛ ❞✐+#❛♥❝❡ ❞❡

❍❡✐+❡♥❜❡)❣ ❡# dE ❧❛ ❞✐+#❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳

✶✳ ;♦✉) #♦✉# ❝♦♠♣❛❝# K ⊂ Hn✱ ✐❧ ❡①✐+#❡ ✉♥❡ ❝♦♥+#❛♥#❡ C > 1 #❡❧❧❡ =✉❡

1

C
dH(h, h′)2 ≤ dE(h, h

′) ≤ CdH(h, h′)

♣♦✉) #♦✉+ h, h′ ∈ K✳

✷✳ ▲♦)+=✉❡ ❞❡✉① 5❧5♠❡♥#+ h, h′ ∈ Hn +♦♥# ❝♦♥❣)✉+ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ ❝❡♥#)❡ ❞❡ Hn✱

♦♥ ❛ ❧✬5❣❛❧✐#5 dE(h, h
′) = dH(h, h′)2✳

✸✳ ▲❛ ❞✐+#❛♥❝❡ ❞❡ N/Z =✉♦#✐❡♥# ❞❡ ❧❛ ❞✐+#❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐+❡♥❜❡)❣ +✉) N ❝♦A♥❝✐❞❡

❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐+#❛♥❝❡ =✉♦#✐❡♥# ❞❡ ❧❛ ❞✐+#❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳

❉5♠♦♥+#)❛#✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧' ✐♠♠A❞✐❛/'✳

✸✳✹✳✷ ❊♥&'♦♣✐❡ ❡& ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉.❞♦'✛

✸✳✹✳✷✳✶ .♦/✐1✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❜❧%♠❡

❙♦✐/ Γ ✉♥ '♦✉'✲❣,♦✉♣❡ ❞✐'❝,❡/ ♥♦♥✲A❧A♠❡♥/❛✐,❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ❞A✜♥✐/✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥'

❧❡ ❝❛' ,A❡❧✱ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐/❡✱ ❧✬❡①♣♦'❛♥/ ❝,✐/✐=✉❡ δΓ✱ ❧❡' ❞❡♥'✐/A' Γ✲❝♦♥❢♦,♠❡'✱ ❧❛

♠❡'✉,❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲▼❛,❣✉❧✐'✲❙✉❧❧✐✈❛♥ '✉, ❧❡ ✜❜,A ✉♥✐/❛✐,❡ /❛♥❣❡♥/ ❞❡ Γ\Hn
C
✱ ❡#❝✳

❙✉♣♣♦'♦♥' =✉❡ Γ '♦✐/ ❞❡ ♠❡'✉,❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ❘❡❧❡✈♦♥'✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛'

,A❡❧✱ ❧❛ ♠❡'✉,❡ ❞❡ ❇▼❙ '✉, Γ\G/M ❡♥ ✉♥❡ ♠❡'✉,❡ M ✲✐♥✈❛,✐❛♥/❡ B ❞,♦✐/❡ '✉,

Γ\G ❡/ ❢❛✐'♦♥' ♦♣A,❡, N B ❞,♦✐/❡✳ ❖♥ ❛✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥' ❧❛ ♣,♦♣♦'✐/✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳✶✱

hBMS(N) = δΓ✳

.$♦❜❧%♠❡ ✸✳✹✳✷✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡) ❧✬❡♥#)♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉)❡ ❞❡ ❇▼❙ +✉) Γ\G ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡+ +♦✉+✲❣)♦✉♣❡+ ❢❡)♠5+ ❝♦♥♥❡①❡+ ❞❡ N ✳

❘❛♣♣❡❧♦♥' =✉❡ Z ❡'/ ❧❡ ❝❡♥/,❡ ❞❡ N ✳



✸✳✹✳ #❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❆❙ ❍❨#❊❘❇❖▲■◗❯❊ ❈❖▼#▲❊❳❊ ✾✸

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✸✳✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐# Γ ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞✐&❝)❡# ❞❡ G✱ ❩❛)✐&❦✐✲❞❡♥&❡ ❡# ❞❡

♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✱ ❞✬❡①♣♦&❛♥# ❞❡ ❝)♦✐&&❛♥❝❡ δΓ✳ ❙✐ δΓ ≤ 2(n − 1)✱ ♦♥ ❛

hBMS(Z) = 0✳ ❙✐ 2(n− 1) < δΓ ≤ 2n✱ ♦♥ ❛ hBMS(Z) = δΓ − 2(n− 1)✳

❏❡ $✉✐$ ❧♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐- ./❛❜❧✐- ❝❡ -.$✉❧/❛/✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❞❛♥$ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝/✐♦♥

$✉✐✈❛♥/❡✱ ❥❡ ❝♦♥$/-✉✐-❛✐ ❞❡$ ❣-♦✉♣❡$ ❞❡ ❙❝❤♦//❦② ♣♦✉- ❧❡$=✉❡❧$ ❧✬❡♥/-♦♣✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣

❞✉ ❝❡♥/-❡ ❡$/ ❜❡❧ ❡/ ❜✐❡♥ ♥✉❧❧❡✳

◆♦/♦♥$ =✉❡ ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❞-❛♣♣✐❡-✲❨♦✉♥❣

hBMS(N) = hBMS(Z) + δN/Z ,

♦D ❧❡ ♠❡♠❜-❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡$/ .❣❛❧ E δΓ✱ -❛♠F♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ hBMS(Z) E ❝❡❧✉✐ ❞❡

δN/Z ✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝/✉-❡ ♣-.❝.❞❡♥/❡ .=✉✐✈❛✉/ E ❧✬.♥♦♥❝. $✉✐✈❛♥/ ✿ $✐ hBMS(Z) > 0✱
❛❧♦-$ δN/Z = 2n✳

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✸✳✹✳✷✳✸✳ ❙✐ hBMS(Z) > 0✱ ❛❧♦)& ❧❡& ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡& &♦♥# #)❛♥&✈❡)✲
&❛❧❡♠❡♥# ❛❜&♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡&✱ ❝✬❡&#✲<✲❞✐)❡ =✉❡ ♣♦✉) #♦✉# ✈♦✐&✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝# B
❞❡ ❧✬>❧>♠❡♥# ♥❡✉#)❡ ❞❛♥& N ✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥& N/Z ❞❡ ❧❛ ♠❡&✉)❡ ♦❜#❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐✲

#✐♦♥♥❛♥# σ(x) < B ❡&# ❛❜&♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣♦✉) ♣)❡&=✉❡ #♦✉# x✳

❋♦-♠✉❧♦♥$ ♠❛✐♥/❡♥❛♥/ ✉♥ $❡❝♦♥❞ ♣-♦❜❧F♠❡✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣-❡♠✐❡-✳ ◆♦✉$

❝♦♥$❡-✈♦♥$ ❧❡$ ❤②♣♦/❤F$❡$ ♣-.❝.❞❡♥/❡$ ✿ Γ ❡$/ ✉♥ $♦✉$✲❣-♦✉♣❡ ❞✐$❝-❡/ ❩❛-✐$❦✐✲

❞❡♥$❡ ❡/ ❞❡ ♠❡$✉-❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡ ❞❡ G✳ ❙♦♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐/❡ ΛΓ ❡$/ ✉♥❡ ♣❛-/✐❡ ❞❡

∂Hn
C
✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ❞✐/✱ ♦♥ ♣❡✉/ ♠✉♥✐- ❧❡ ❜♦-❞ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛$$❡$ ❜✐❧✐♣$❝❤✐/③

❞❡ ❞✐$/❛♥❝❡$✳ ▲♦-$=✉✬♦♥ ❧❡ ♠✉♥✐/ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$❡ ❞❡$ ❞✐$/❛♥❝❡$ ✈✐$✉❡❧❧❡$ ❞❡ ●-♦♠♦✈✱

♦♥ ❛ ❧❡ -.$✉❧/❛/ $✉✐✈❛♥/ ✭✈♦✐- /❤.♦-F♠❡ ✸✳✶✳✺✳✶✮ ✿

❚❤/♦(0♠❡ ✸✳✹✳✷✳✹✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉&❞♦)✛ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐#❡ ❝♦♥✐=✉❡

❡&# >❣❛❧❡ < δΓ✳

2(♦❜❧0♠❡ ✸✳✹✳✷✳✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡) ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉&❞♦)✛ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐#❡

❝♦♥✐=✉❡✱ )❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# < ✉♥❡ ❞✐&#❛♥❝❡ )✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❛✉ ❜♦)❞✳

T-.❝✐$♦♥$ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥/-❡ ❝❡ ♣-♦❜❧F♠❡ ❡/ ❧❡ ♣-.❝.❞❡♥/✳

❚❤/♦(0♠❡ ✸✳✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐# Γ ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞✐&❝)❡# ❞❡ G✱ ❩❛)✐&❦✐✲❞❡♥&❡ ❡# ❞❡

♠❡&✉)❡ ❞❡ ❇▼❙ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐# dimE(Λ
c
Γ) ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉&❞♦)✛ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡

❧✐♠✐#❡ ❝♦♥✐=✉❡✱ )❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# < ✉♥❡ ❞✐&#❛♥❝❡ )✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❛✉ ❜♦)❞✳ ❖♥ ❛ ❧✬❡♥❝❛✲

❞)❡♠❡♥#

δΓ −
hBMS(Z)

2
≤ dimE(Λ

c
Γ) ≤ δΓ✳

❉>♠♦♥&#)❛#✐♦♥✳ ❋✐①♦♥$ ✉♥ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝/ B ❞❡ ❧✬.❧.♠❡♥/ ♥❡✉/-❡ ❞❛♥$ N ✳

T♦✉- x ∈ Γ\G✱ ♣♦$♦♥$

νB(x) =
σ(x)|B

σ(x)(B)

❡/ $♦✐/ θB(x) ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ νB(x) ❞❛♥$ N/Z✳ ❉.$✐♥/.❣-♦♥$ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉✲❞❡$$✉$ ❞❡

❝❡❧❧❡✲❧E ✿

νB(x) =

∫
d
(
θB(x)

)
(v)φBv (x)✳

T♦✉-m
Γ\G
BMS✲♣-❡$=✉❡ /♦✉/ x✱ ♥♦✉$ $❛✈♦♥$ =✉❡ θ

B(x) ❡$/ ✭-❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ E ❧❛ ❞✐$/❛♥❝❡

$✉- N/Z =✉♦/✐❡♥/ ❞❡ ❧❛ ❞✐$/❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐$❡♥❜❡-❣ $✉- N✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ✐♥❢.-✐❡✉-❡



✾✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

"❣❛❧❡ ' δN/Z ♣)❡*+✉❡ ♣❛)-♦✉-✱ ❡- +✉❡ φBv (x) ❡*- ✭)❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ' ❧❛ ❞✐*-❛♥❝❡ ❞❡

❍❡✐*❡♥❜❡)❣✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❡①❛❝-❡ "❣❛❧❡ ' hBMS(Z) ♣♦✉) θ
B(x)✲♣)❡*+✉❡ -♦✉- v✳

▼✉♥✐**♦♥* ♠❛✐♥-❡♥❛♥- N ❞❡ ❧❛ ❞✐*-❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❈❤❛+✉❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡

φBv (x) ❡*- ♣)❡*+✉❡ *@)❡♠❡♥- ♣♦)-"❡ ♣❛) ✉♥ ❝❧❛**❡ ♠♦❞✉❧♦ Z✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥

❡①❛❝-❡ "❣❛❧❡ '

1
2hBMS(Z) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳✹✱ ♣♦✐♥- ✷✮ ❀ ❧❛ ♠❡*✉)❡ ✐♠❛❣❡ θB(x) ❡*-

❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ δN/Z ♣✉✐*+✉❡ ❧❛ ❞✐*-❛♥❝❡ +✉♦-✐❡♥- ❡*- ✐♥❝❤❛♥❣"❡ ✭✐❜✐❞✳✱ ♣♦✐♥- ✸✮✳

❖♥ ❡♥ ❞"❞✉✐-✱ ✈✉ ❧❛ ♣)♦♣♦*✐-✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✺✱ ❡- ❝♦♠♣-❡ -❡♥✉ +✉❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ♠"-)✐+✉❡

N ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐*-❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣♦**H❞❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐"-" ❞❡ ❇❡*✐❝♦✈✐-❝❤✱ +✉❡ ❧❛

❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✐♥❢&'✐❡✉'❡ ❞❡ νB(x) ❡*- ❛✉ ♠♦✐♥* "❣❛❧❡ '

δN/Z +
1

2
hBMS(Z) = δΓ −

1

2
hBMS(Z)

❡- ❝❡✱ ♣♦✉) mx
BMS✲♣)❡*+✉❡ -♦✉- x✳

J♦✉) ❝♦♥❝❧✉)❡✱ ✐❧ )❡*-❡ ' ♦❜*❡)✈❡) +✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥✱ )❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ' ✉♥❡ ❞✐*✲

-❛♥❝❡ )✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❛✉ ❜♦)❞✱ ❞❡ ❧❛ ♠❡*✉)❡ ❞❡ J❛--❡)*♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥ µ✱ ❡*- "❣❛❧❡ '

❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡ νB(x)✳
❊♥ ❡✛❡-✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ N → ∂Hn

C
❛♣♣❧✐+✉❛♥- n *✉) (gn)+ ❡*- ✉♥ ❞✐✛"♦♠♦)✲

♣❤✐*♠❡ *✉) ❧❡ ❝♦♠♣❧"♠❡♥-❛✐)❡ ❞❡ g−✱ ❞♦♥❝ ❡*- ❧♦❝❛❧❡♠❡♥- ❜✐❧✐♣*❝❤✐-③✱ ❡- ❡❧❧❡ ❛♣✲

♣❧✐+✉❡ σ(x) *✉) ✉♥❡ ♠❡*✉)❡ "+✉✐✈❛❧❡♥-❡ ' µ✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞")✐✈"❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠

❝♦♥-✐♥✉❡✳ ▲❛ ❞❡)♥✐H)❡ ❛**❡)-✐♦♥ *✬❡♥ ❞"❞✉✐-✱ ❡♥ ❝♦♥*✐❞")❛♥- ✉♥❡ *✉✐-❡ ❝)♦✐**❛♥-❡

❞❡ ✈♦✐*✐♥❛❣❡* ❝♦♠♣❛❝-* Bn ❞❡ ❧✬"❧"♠❡♥- ♥❡✉-)❡ ❞♦♥- ❧❛ )"✉♥✐♦♥ )❡❝♦✉✈)❡ N ✳

J✉✐*+✉❡ Λc
Γ ❡*- ❞❡ ♠❡*✉)❡ ❞❡ J❛--❡)*♦♥✲❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ❧❡ -❤"♦)H♠❡✳

❙✐ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝-✉)❡ ✸✳✹✳✷✳✸ )❡❝❡✈❛✐- ✉♥❡ )"♣♦♥*❡ ♣♦*✐-✐✈❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞"❞✉✐)❛✐- +✉❡

❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉*❞♦)✛ ❞❡ Λc
Γ )❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- ' ✉♥❡ ❞✐*-❛♥❝❡ )✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❛✉

❜♦)❞ ❡*- "❣❛❧❡ '

dimE(Λ
c
Γ) =

{
δΓ *✐ δΓ ≤ 2(n− 1)
2(n− 1) + 1

2 (δΓ − 2(n− 1)) *✐ δΓ > 2(n− 1)

✸✳✹✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❣,♦✉♣❡/ ❞❡ ❙❝❤♦44❦② ❜✐❡♥ ♣♦/✐4✐♦♥♥:/

◆♦✉* ❛❧❧♦♥* ❞"❝)✐)❡ ❞❡* *♦✉*✲❣)♦✉♣❡* ❞❡ ❙❝❤♦--❦② ❞❡ G ♣♦✉) ❧❡*+✉❡❧* ❧❛

❝♦♥❝❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝-✉)❡ ✸✳✹✳✷✳✸ ❡*- ✈")✐✜"❡✳

❉♦♥♥♦♥*✲♥♦✉* ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ W ⊂ G ❞✬❛✉ ♠♦✐♥* ❞❡✉① ✐*♦♠"-)✐❡* ❤②♣❡)✲

❜♦❧✐+✉❡* ❡-✱ ♣♦✉) -♦✉- w ∈W ∪W−1
✱ ✉♥ ♦✉✈❡)- B(w) ❞❡ ∂Hn

C
✳ ◆♦✉* ❢❛✐*♦♥* ❧❡*

❤②♣♦-❤H*❡* *✉✐✈❛♥-❡* ✿

✶✳ ▲❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* W ❡- W−1
*♦♥- ❞✐*❥♦✐♥-* ❀

✷✳ ▲❡* ❛❞❤")❡♥❝❡* B(w) *♦♥- ❞❡✉① ' ❞❡✉① ❞✐*❥♦✐♥-❡* ❀

✸✳ J♦✉) -♦✉- w ∈W ∪W−1
✱ ♦♥ ❛

w(∂Hn
C \B(w−1)) ⊆ B(w);

✹✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝❤❛Z♥❡ ♥❡ ♣❛**❡ ♣❛) -)♦✐* ❞❡ ❝❡* ♦✉✈❡)-* ✭❤②♣♦-❤H*❡ ❞❡ ✓❜♦♥♥❡

♣♦*✐-✐♦♥ ❞❡* ❣"♥")❛-❡✉)*✔✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥* +✉✬✉♥❡ ❝❤❛Z♥❡ ❡*- ❧❡ ❜♦)❞ ❞✬✉♥❡ ❣"♦❞"*✐+✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

■❧ ❡*- ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ *❡ ❞♦♥♥❡) ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ W ♣♦**"❞❛♥- ❝❡* ❤②♣♦-❤H*❡*✳ ❖♥ ♣❡✉-

❝♦♠♠❡♥❝❡) ♣❛) ♣)♦❞✉✐)❡ ❞❡* ✐*♦♠"-)✐❡* ❤②♣❡)❜♦❧✐+✉❡* w′
1, . . . , w

′
k -❡❧❧❡* +✉❡ ♣♦✉)

i 6= j✱ ❧❛ ❝❤❛Z♥❡ ♣❛**❛♥- ♣❛) ❧❡* ♣♦✐♥-* ✜①❡* ❞❡ wi ♥❡ ♣❛**❡ ♣❛* ♣❛) ❧✬✉♥ ❞❡* ♣♦✐♥-*



✸✳✹✳ #❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❆❙ ❍❨#❊❘❇❖▲■◗❯❊ ❈❖▼#▲❊❳❊ ✾✺

✜①❡% ❞❡ wj ✳ ❊♥%✉✐,❡✱ ♦♥ ♣♦%❡ wi = (w′
i)

n
✭1 ≤ i ≤ k✮ ❡, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ W ❞❡% wi

♣♦%%6❞❡7❛ ❧❡% ♣7♦♣7✐9,9% ✈♦✉❧✉❡% ♣♦✉7 ♣❡✉ ;✉❡ n %♦✐, ❛%%❡③ ❣7❛♥❞✳

▲❡% ❤②♣♦,❤6%❡% ✶ B ✸ ❡♥,7❛D♥❡♥, ✭♣❛7 ✉♥ ❛7❣✉♠❡♥, ❞❡ ,❡♥♥✐% ❞❡ ,❛❜❧❡ 7❡♠♦♥✲

,❛♥, B ❋✳ ❑❧❡✐♥✮ ;✉❡ ❧❡ %♦✉%✲❣7♦✉♣❡ Γ ❡♥❣❡♥❞79 ♣❛7 W ❡%, ❞✐%❝7❡, ❡, %✬✐❞❡♥,✐✜❡

❛✉ ❣7♦✉♣❡ ❧✐❜7❡ F (W ) ❝♦♥%,7✉✐, %✉7 ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ W ✳ ◗✉❛♥❞ ♥♦✉% ♣❛7❧❡7♦♥% ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉7 ❞✬✉♥ 9❧9♠❡♥, ❞❡ Γ ♦✉ ❞❡ ❞9❝♦♠♣♦%✐,✐♦♥ 79❞✉✐,❡ ❞✬✉♥ ,❡❧ 9❧9♠❡♥,✱ ✐❧

%❡7❛ %♦✉%✲❡♥,❡♥❞✉ ;✉❡ ❝❡% ♥♦,✐♦♥% %♦♥, 7❡❧❛,✐✈❡% B ❧❛ ❜❛%❡ ✜①9❡ W ❞✉ ❣7♦✉♣❡

❧✐❜7❡ Γ✳
❙✐ f ∈ Γ ❛ ♣♦✉7 ❞9❝♦♠♣♦%✐,✐♦♥ 79❞✉✐,❡ f1 · · · fn ✭n ≥ 2✮✱ ♦♥ ♥♦,❡7❛ B(f)

❧✬♦✉✈❡7, f1 · · · fn−1B(fn)✳ ❙✐ f, g %♦♥, ❞❡✉① 9❧9♠❡♥,% ❞✐%,✐♥❝,% ❞❡ Γ✱ ❧❡% ❡♥%❡♠❜❧❡%

B(f) ❡, B(g) %♦♥, ❞✐%❥♦✐♥,%✳
❙✐ f, g %♦♥, ❞❡✉① ♠♦,% ❞❡ F (W )✱ ❞❡ ❞9❝♦♠♣♦%✐,✐♦♥% 79❞✉✐,❡% 7❡%♣❡❝,✐✈❡%

∏
fi

❡,

∏
gi✱ ♦♥ ♥♦,❡7❛ f ∧ g ❧❡ ♣❧✉% ❣7❛♥❞ ♠♦, h ❞❡ ❞9❝♦♠♣♦%✐,✐♦♥ 79❞✉✐,❡ h1 · · ·hs✱

,❡❧ ;✉❡ fi = gi = hi ♣♦✉7 1 ≤ i ≤ s✳ ▲♦7%;✉❡ f ∧ g ❡%, ❧❡ ♠♦, ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❞✐7❛ ;✉❡ f
❡, g %♦♥, ❞✐%❥♦✐♥,% ❀ B ❧✬✐♥✈❡7%❡✱ ❧♦7%;✉❡ f ∧ g = f ✱ ♦♥ ❞✐7❛ ;✉❡ f ❡%, ✉♥ %♦✉%✲♠♦,

❞❡ g✳ ❙✐ f ❡%, ✉♥ %♦✉%✲♠♦, ❞❡ g✱ B(f) ❡%, ❝♦♥,❡♥✉ ❞❛♥% B(g)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥% f, g, h %&♦✐' ♠♦%' ❞♦♥% ❛✉❝✉♥ ♥✬❡'% ✉♥ '♦✉'✲♠♦% ❞✬✉♥

❛✉%&❡✳ ▲❡' ♦✉✈❡&%' B(f), B(g) ❡% B(h) '♦♥% ❞✐'❥♦✐♥%'✱ ❡% ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛5♥❡ ♥❡ ♣❛''❡
♣❛& ❝❡' %&♦✐' ♦✉✈❡&%'✳

❉8♠♦♥'%&❛%✐♦♥✳ ❙♦✐, C ✉♥❡ ❝❤❛D♥❡ ♣❛%%❛♥, ♣❛7 B(f), B(g) ❡, B(h)✳ ◗✉✐,,❡ B

❝♦♠♣♦%❡7 ♣❛7 (f ∧ g ∧ h)−1
✱ ♦♥ ♣❡✉, %✉♣♣♦%❡7 ❝❡% ,7♦✐% ♠♦,% ❞✐%❥♦✐♥,% ❞❛♥% ❧❡✉7

❡♥%❡♠❜❧❡✳

❙✬✐❧% %♦♥, ❞❡✉① B ❞❡✉① ❞✐%❥♦✐♥,%✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ 79%✉❧,❡ ❞✐7❡❝,❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❤②♣♦,❤6%❡

✹✳

❙✉♣♣♦%♦♥% ♣❛7 ❡①❡♠♣❧❡ ;✉❡ k = f∧g ♥❡ %♦✐, ♣❛% ❧❡ ♠♦, ✈✐❞❡✳ ❆❧♦7% k−1(C) ❡%,
✉♥❡ ❝❤❛D♥❡ ♣❛%%❛♥, ♣❛7 B(k−1f)✱ B(k−1g) ❡, B(k−1h)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉, ❡♥ 7❛✐%♦♥♥❛♥,

♣❛7 79❝✉77❡♥❝❡ %✉7 ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡% ❧♦♥❣✉❡✉7% ❞❡ f, g, h✳

❆✈❛♥, ❞✬9♥♦♥❝❡7 ❧❡ ❧❡♠♠❡ %✉✐✈❛♥,✱ ♥♦,♦♥% ;✉❡ %✐ ξ ❡%, ✉♥ ♣♦✐♥, ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡

❧✐♠✐,❡✱ ✐❧ ❡①✐%,❡✱ ♣♦✉7 ,♦✉, n ≥ 1✱ ✉♥ ✉♥✐;✉❡ ♠♦, fn ∈ Γ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉7 n ,❡❧ ;✉❡ ξ
❛♣♣❛7,✐❡♥♥❡ B B(w)✱ ❡, fn+1 ❡%, ✉♥ %♦✉%✲♠♦, ❞❡ fn ♣♦✉7 ,♦✉, n✳ ❖♥ ♣❡✉, ❞♦♥❝

♣♦%❡7 fn = ξ1 · · · ξn ♦P ❝❤❛;✉❡ ξk ❡%, 9❧9♠❡♥, ❞❡ W ∪W−1
❡, ξkξk+1 ❡%, ❞✐%,✐♥❝,

❞❡ ❧✬9❧9♠❡♥, ♥❡✉,7❡ ♣♦✉7 ,♦✉, k✳ ❈❡❝✐ ♣❡7♠❡, ❞❡ ❞9✜♥✐7 ✉♥❡ ❜✐❥❡❝,✐♦♥ ❞❡ Λ %✉7 ❧❡

✓❜♦7❞✔ ❞✉ ❣7♦✉♣❡ ❧✐❜7❡ Γ✱ ❝✬❡%,✲B✲❞✐7❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠♦,% ✐♥✜♥✐% 79❞✉✐,% 9❝7✐,%

❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡, W ∪W−1
✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥% ξ, η ❞❡✉① ♣♦✐♥%' ❞❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐%❡ ΛΓ✳ ▲❛ ❝❤❛5♥❡

♣❛''❛♥% ♣❛& ξ ❡% η ♥❡ ❝♦♥%✐❡♥% ❛✉❝✉♥ ❛✉%&❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ΛΓ✳

❉8♠♦♥'%&❛%✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% B ❧✬✐♥✈❡7%❡ ;✉❡ ζ %♦✐, ✉♥ ,7♦✐%✐6♠❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ΛΓ %✐,✉9

%✉7 ❝❡,,❡ ❝❤❛D♥❡✳ T✉✐%;✉❡ ξ, η, ζ %♦♥, ❞✐%,✐♥❝,%✱ ♦♥ ♣❡✉, ,7♦✉✈❡7 ✉♥ ❡♥,✐❡7 n ,❡❧%

;✉❡ ❧❡% ♠♦,% f = ξ1 · · · ξn✱ g = η1 · · · ηn ❡, h = ζ1 · · · ζn %♦✐❡♥, ❞❡✉① B ❞❡✉①

❞✐%,✐♥❝,%✳ ❊♥ ✈❡7,✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣79❝9❞❡♥,✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛D♥❡ ♣❛%%❛♥, ♣❛7 B(f) ❡,

B(g) ♥❡ ♣❡✉, ♣❛%%❡7 ♣❛7 B(h)✳ ▼❛✐% ❝❡❝✐ ❝♦♥,7❡❞✐, ❧❡ ❢❛✐, ;✉❡ ❧❛ ❝❤❛D♥❡ ♣❛%%❛♥,

♣❛7 ξ, η ❡, ζ 7❡♥❝♦♥,7❡ ❝❡% ,7♦✐% ❡♥%❡♠❜❧❡%✳

◆♦✉% %♦♠♠❡% ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❡♥ ♠❡%✉7❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉7❡✳

)*♦♣♦-✐/✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✾✳ ▲✬❡♥%&♦♣✐❡ ❞❡ m
Γ\G
BMS ❧♦♥❣ ❞❡ Z ❡'% ♥✉❧❧❡✳



✾✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲❙ ❉✬❊◆❚❘❖#■❊❙ ❊❚ ❉❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆❙

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙♦✐% σ : Γ\G → M1(N) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❞./✐♥%.❣1❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❡/✉1❡ ❞❡ ❇▼❙ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ N ✳ 7♦✉1 m
Γ\G
BMS✲♣1❡/9✉❡ %♦✉% x✱ ❧❡ /✉♣♣♦1% ❞❡ σ(x)

❡/% ❧✬✐♠❛❣❡ 1.❝✐♣1♦9✉❡✱ ♣❛1 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ n 7→ (gn)+ ❞❡ N ❞❛♥/ ∂Hn
C
\ {g−}✱ ❞❡

❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ΛΓ \ {g−}✳ 7♦✉1 %♦✉% n ∈ N ✱ ❧❛ %1❛♥/❧❛%.❡ nZ ❞✉ ❝❡♥%1❡ ❞❡ N ❡/%

❧✬✐♠❛❣❡ 1.❝✐♣1♦9✉❡✱ ♣❛1 ❝❡%%❡ ♠<♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛>♥❡ ♣❛//❛♥% ♣❛1 (gn)+

❡% ♣❛1 g−✳

❈❡❧❛ .%❛♥%✱ ♣♦✉1 m
Γ\G
BMS✲♣1❡/9✉❡ %♦✉% x✱ g

−
❛♣♣❛1%✐❡♥% @ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐%❡✱ ❡%

♣♦✉1 σ(x)✲♣1❡/9✉❡ %♦✉% n✱ ❧❡ ♣♦✐♥% (gn)+ ❛✉//✐✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❤❛>♥❡ ♣❛//❛♥% ♣❛1 g−

❡% (gn)+ ♥❡ 1❡♥❝♦♥%1❡ ♣❛/ ❞✬❛✉%1❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ΛΓ✱ ❞❡ /♦1%❡ 9✉❡ nZ ♥❡ 1❡♥❝♦♥%1❡ ❧❡

/✉♣♣♦1% ❞❡ σ(x) 9✉✬❛✉ ♣♦✐♥% n✳
❆✉%1❡♠❡♥% ❞✐%✱ σ(x) ❡/% ♣♦1%.❡ ♣❛1 ✉♥ ❣1❛♣❤❡ ❜♦1.❧✐❡♥ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ N/Z✳ ▲❡/

❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❞❡ m
Γ\G
BMS /♦♥% ❞♦♥❝ %1✐✈✐❛❧❡/✱ ❡% ❧❛ ♣1♦♣♦/✐%✐♦♥ ❡/% ❞.♠♦♥%1.❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✹✳✷✳✶✵✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉%❞♦'✛ ❞❡ ΛΓ✱'❡❧❛&✐✈❡♠ ❡♥& 4 ✉♥❡
❞✐%&❛♥❝❡ '✐❡♠ ❛♥♥✐❡♥♥❡✱❡%&!❣❛❧❡ 4 δΓ✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❆!!♦✉❛❞✱ !✳ ❡$ ◗✉❡♥$✐♥ ❞❡ ●'♦♠❛'❞✱ ❚✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❘❡❝♦✉✈4❡♠❡♥$6✱ ❞❡4✐✈❛$✐♦♥

❞❡6 ♠❡6✉4❡6 ❡$ ❞✐♠❡♥6✐♦♥6✳ ❘❡✈✳ ▼❛&✳ ■❜❡)♦❛♠✳✱ ✷✷✭✸✮✿✽✾✸✕✾✺✸✳

❇❛❧♦❣❤✱ ❩✳ ▼✳✱ ❘✐❝❦❧②✱ ▼✳ ❡$ ❙❡''❛ ❈❛!!❛♥♦✱ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈♦♠♣❛4✐6♦♥ ♦❢

❍❛✉6❞♦4✛ ♠❡❛6✉4❡6 ✇✐$❤ 4❡6♣❡❝$ $♦ $❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ $❤❡ ❍❡✐6❡♥❜❡4❣ ♠❡✲

$4✐❝✳ ,✉❜❧✳ ▼❛&✳✱ ✹✼✭✶✮✿✷✸✼✕✷✺✾✳

❇❡❝❦❡'✱ ❍✳ ❡$ ❑❡❝❤'✐!✱ ❆✳ ❙✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ❞❡2❝)✐♣&✐✈❡ 2❡& &❤❡♦)② ♦❢ ,♦❧✐2❤

❣)♦✉♣ ❛❝&✐♦♥2✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✷ ❞❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡&② ▲❡❝&✉)❡ ◆♦&❡

❙❡)✐❡2✳ ❈❛♠❜4✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡46✐$② !4❡66✱ ❈❛♠❜4✐❞❣❡✳

❇❡♥♦✐!7✱ ❨✳ ❡$ ◗✉✐♥7✱ ❏✳✲❋✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼❡6✉4❡6 6$❛$✐♦♥♥❛✐4❡6 ❡$ ❢❡4♠V6 ✐♥✈❛4✐❛♥$6

❞❡6 ❡6♣❛❝❡6 ❤♦♠♦❣W♥❡6✳ ❆♥♥✳ ♦❢ ▼❛&❤✳ ✭✷✮✱ ✶✼✹✭✷✮✿✶✶✶✶✕✶✶✻✷✳

❇✐!❤♦♣✱ ❈✳ ❏✳ ❡$ ❏♦♥❡!✱ !✳ ❲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❍❛✉6❞♦4✛ ❞✐♠❡♥6✐♦♥ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✐❛♥ ❣4♦✉♣6✳

❆❝&❛ ▼❛&❤✳✱ ✶✼✾✭✶✮✿✶✕✸✾✳

❇♦✉'❜❛❦✐✱ ◆✳ ✭✶✾✹✼✮✳ ➱❧B♠❡♥&2 ❞❡ ♠❛&❤B♠❛&✐C✉❡✳ ,)❡♠✐D)❡ ♣❛)&✐❡ ✿ ▲❡2 2&)✉❝✲
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