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Titre : LE RÔLE DES ÉMOTIONS MORALES DANS L'ANALYSE DES 
DILEMMES SOCIAUX 

Résumé : Cette thèse étudie le rôle des émotions morales dans le choix des agents lorsqu’ils font face à un 

dilemme social. Lors des deux premiers chapitres, nous présentons une revue de littérature étendue, qui 
mobilise des recherches en économie expérimentale, psychologie sociale et gestion des organisations, afin de 
cerner comment les émotions morales, et en particulier la gratitude, influent sur la prise de décision des agents 
économiques. Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons, à travers une revue des travaux en économie 
comportementale, à l’intégration progressive du rôle des émotions dans les modèles économiques. Nous 
montrons ainsi en quoi cette intégration, concomitante à l’apparition des modèles dits de « préférences 
sociales », permet de représenter de manière plus réaliste le processus de décision des agents, dans des 
situations où les comportements économiques observés expérimentalement remettent en cause une vision 
égoïste et matérialiste des êtres humains. Dans le quatrième chapitre, nous présentons en détail le jeu du bien 
public, ainsi que les principaux résultats expérimentaux qui lui sont associés, pour mieux saisir en quoi il 
constitue un cadre propice à l’analyse formelle de l’influence des émotions morales. Enfin, notre travail 
aboutit, dans les cinquième et sixième chapitres, à l’élaboration d’un modèle original en économie 

comportementale, qui vise à analyser comment l’émergence des émotions morales peut influencer, à la fois en 
statique et en dynamique, le choix stratégique des individus dans le jeu du bien public et comment l’ajout 

d’une phase de récompense peut renforcer la coopération entre les partenaires. 

Mots clés : Émotions morales, Gratitude, Dilemme social, Jeu du bien public, Récompense, Dynamique 

 

 

Title: THE ROLE OF MORAL EMOTIONS IN THE ANALYSIS OF SOCIAL 
DILEMMAS 
 
Abstract: This thesis studies the role of moral emotions in the decision making of agents when they face a 
social dilemma. The first two chapters present a large literature review, which gathers research in 
experimental economics, in social psychology and in the management of organizations, in order to delineate 
the way moral emotions, and specifically gratitude, are able to influence the economical decision process. In 
the third chapter, through a review of works in the field of behavioral economics, we take an interest in the 
progressive integration of moral emotions into economic modeling. We thus show how this integration, which 
is concurrent with the emergence of social preferences models, allows agents' decision-making processes to be 
represented in a more realistic way, in situations where the behaviors that are observed empirically challenge 
an egoistic and materialistic vision of people. In chapter four, the public good game is presented in detail, 
along with the main experimental results associated with it, in order to understand why this game suits the 
formal analysis of moral emotions' influence. Finally, our work culminates in the development of an original 
model in behavioral economics, during chapters five and six, which aims at assessing how the emergence of 
moral emotions can influence, both statically and dynamically, the strategic choice of individuals in the public 
good game, and how the introduction of a reward phase can promote cooperation and help individuals to 
develop good interpersonal relationships. 

Keywords: Moral emotions, Gratitude, Social dilemma, Pubic good game, Reward, Dynamic 
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❏❡ "✐❡♥% &❣❛❧❡♠❡♥" + ,❡♠❡,❝✐❡, ♠❡% ♣,♦❝❤❡% ❡" ♠❡% ❛♠✐% ❧❡% ♣❧✉% ❝❤❡,%✳ ❊♥ ♣❛,"✐❝✉❧✐❡,✱ ❥❡

✈♦✉❞,❛✐% ❞✐,❡ ♠❡,❝✐ + ▼❛✉❞ ❈❛♥"✐♥✱ ❆♥❛;% ❈❛%"❡❧✱ ❖,✐❛♥❡ ●✉②✱ ❙"&♣❤❛♥✐❡ ▲❛❝❧❛✉✱ ❑✐❧❧✐❛♥

❇&❞✐%✱ ❊"✐❡♥♥❡ ❇♦✉,❞✐♥✱ ❊,✐❝ ❉❛♥"❛%✱ ❇❛%"✐❡♥ ●,❛♥❣❡✱ ❚❤♦♠❛% ❙❛❧✈❛❞♦, ❡" ▼❛,"✐♥ ❱&,♦♥

♣♦✉, ❛✈♦✐, &"& ✉♥❡ ♣,&%❡♥❝❡ %❛❧✈❛",✐❝❡ + ♠❡% ❝F"&% ♣❡♥❞❛♥" "♦✉"❡% ❝❡% ❛♥♥&❡%✳ ❯♥ ,❡♠❡,❝✐❡✲

♠❡♥" %♣&❝✐❛❧ + ❏✉❧✐❡ I❛❝❛✉❞✱ ♣♦✉, %♦♥ ❛""❡♥"✐♦♥ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥"❡ ❡" %♦♥ %♦✉"✐❡♥ ♣%②❝❤♦❧♦❣✐K✉❡

✭❥✬❛✉,❛✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥" "❡♥✉ ♠♦♥ ♣❛,✐✮ ❡" + ▼♦,❣❛♥❡ ❙✐❢,❡ ♣♦✉, ❛✈♦✐, %✉ ♠❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝,❡ ❞❡ ♥❡

❥❛♠❛✐% ❛❜❛♥❞♦♥♥❡,✱ ♠Q♠❡ ❞❛♥% ❧❡% ♣✐,❡% ♠♦♠❡♥"% ❞❡ ❞♦✉"❡✳ ❏❡ %♦✉❤❛✐"❡ &❣❛❧❡♠❡♥" ,❡♠❡,✲

❝✐❡, ❆♥❞,& ▲❡,♦✉① ♣♦✉, ❛✈♦✐, ❝♦♥",✐❜✉& + ❝❡ K✉❡ ❥❡ ♠❡ ❧❛♥❝❡ ❞❛♥% ❝❡""❡ ✈♦✐❡✱ ❛✐♥%✐ K✉❡

❈❤,✐%"✐♥❡ ❡" ▼❛♥♦♥ ▲❡,♦✉① ♣♦✉, ❧❡% ❜♦♥% ♠♦♠❡♥"% K✉✬♦♥ ❛ ♣❛%%&% "♦✉% ❡♥%❡♠❜❧❡✳ ▼❡,❝✐

&❣❛❧❡♠❡♥" + ●✐❣✐ ❋♦%"❡, ♣♦✉, %♦♥ ❡①♣&,✐❡♥❝❡ ❡" ♣♦✉, "♦✉" ❝❡ K✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣✉ ♠❡ ",❛♥%♠❡"",❡✳

I♦✉, ✜♥✐,✱ ❥❡ ✈♦✉❞,❛✐% ,❡♠❡,❝✐❡, ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❙✉,"♦✉"✱ ❥❡ %♦✉❤❛✐"❡ ❞✐,❡ ♠❡,❝✐ + ♠❡% ❢,T,❡%✱

❏✉❧✐❡♥ ❡" ❱❛❧❡♥"✐♥ ✭❡" I♦❧♦✮✱ ♣♦✉, ❧❡✉, ❤✉♠♦✉,✱ ♣♦✉, ❧❡✉, ❞&,✐%✐♦♥ + ♠♦♥ %✉❥❡" K✉✐ ♠❡ ❢❛✐"

❛✈❛♥❝❡, ❞❛♥% ❧✬❤✉♠✐❧✐"& ❡" ♣♦✉, ❧✬❛♠♦✉, K✉✬♦♥ %❡ ♣♦,"❡ ♠✉"✉❡❧❧❡♠❡♥"✳ ❏❡ ,❡♠❡,❝✐❡ ♠❡%

❝♦✉%✐♥%✱ ❆✉,&❧✐❡♥ ❡" ▼❛,✐✉% ▲♦♥❣♦✱ ♣♦✉, ❧❡✉, ❝,&❛"✐✈✐"& ❡" ♣♦✉, ♥♦",❡ ♣,♦①✐♠✐"&✱ ♠❛❧❣,&

❧✬&❧♦✐❣♥❡♠❡♥" ❣&♦❣,❛♣❤✐K✉❡✳ ❏❡ ✈❡✉① ❛✉%%✐ ,❡♠❡,❝✐❡, ♠❡% ❣,❛♥❞%✲♣❛,❡♥"%✱ ❆,❧❡""❡ ❡" ❙❡,❣❡✱

K✉✐ %♦♥" "♦✉❥♦✉,% %✐ ✜❡,% ❞❡ ♠♦✐✳ ❯♥ ",T% ❣,❛♥❞ ♠❡,❝✐ + ♠❛ "❛♥"❡ ❈&❝✐❧❡✱ ♣♦✉, %♦♥ ✐♠♠❡♥%❡

",❛✈❛✐❧ ❞❡ ,❡❧❡❝"✉,❡ ❡" ♣♦✉, ❧❡ "❡♠♣% ❡" ❧❡ %♦✉"✐❡♥ K✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ ❝♦♥%❛❝,&%✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ ✈♦✉❞,❛✐%

,❡♠❡,❝✐❡, ♠❡% ❞❡✉① ♣❛,❡♥"%✱ ♣♦✉, ♠✬❛✈♦✐, "♦✉❥♦✉,% ❡♥❝♦✉,❛❣&✱ %♦✉"❡♥✉ ❡" &♣❛✉❧& ❞❛♥% ❧❛

✈♦✐❡ K✉❡ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐%✐❡✱ ❛✐♥%✐ K✉❡ ♣♦✉, "♦✉" ❧✬❛♠♦✉, K✉✬✐❧% ♠✬♦♥" ♣,♦❞✐❣✉&✳ ▼❡,❝✐✳

❑❤❛♥✐"❤❛✱ ❥❡ "✐❡♥% + "❡ ,❡♠❡,❝✐❡, ♣♦✉, ♠✬❛✈♦✐, %✉♣♣♦,"& ❞❛♥% ❧❡% ❛♥♥&❡% ❧❡% ♣❧✉% ❞✐✣❝✐❧❡%

❞❡ ❝❡""❡ &♣,❡✉✈❡ ❡"✱ %✉,"♦✉"✱ ❥❡ ✈♦✉❞,❛✐% "❡ ❞✐,❡ ♠❡,❝✐ ♣♦✉, "♦♥ ❛♠♦✉, ❡" ♣♦✉, ❧❡ ❢❛✐" ❞❡

♠✬❛✈♦✐, ,❡♥❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉,✳
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✺✳✶✺✳ ❘)%✉❧,❛,% ✲ ❏❇C *)❝♦♠♣❡♥%❡ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✺✳✶✻✳ ❘)%✉❧,❛,% ✲ ❏❇C %,❛♥❞❛*❞ ✲ ❋❛❝❡ P ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✺✳✶✼✳ ❘)%✉❧,❛,% ✲ ❏❇C *)❝♦♠♣❡♥%❡ ✲ ❋❛❝❡ P ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✺✳✶✽✳ ▼♦❞J❧❡ ❣)♥)*❛❧✐%) ✲ ❙✐♠✉❧❛,✐♦♥% %✉* 100 ❣*♦✉♣❡% ❛❧)❛,♦✐*❡♠❡♥, ❣)♥)*)% ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

✻✳✶✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛*❛♠),*✐%❛,✐♦♥ ✲ ▼♦❞J❧❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷
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✸✳✸✳✶✳❆$❜$❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥/ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❚❛❞❡❧✐/ ✭✷✵✵✽✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✳✶✳❋♦♥❝=✐♦♥/ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉$❡ $>♣♦♥/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✺✳✷✳✷✳❱❛$✐❛=✐♦♥/ ❞❡ y∗ ❡♥ ❢♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ β ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✺✳✷✳✸✳❱❛$✐❛=✐♦♥/ ❞❡ y∗ ❡♥ ❢♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ α ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✺✳✸✳✶✳❋♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥/✐=> ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐=> ✲ ❉✐/=$✐❜✉=✐♦♥ ♥♦$♠❛❧❡ µ = 0.5 ❡= σ = 0.125✷✶✺
✺✳✸✳✷✳❋♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥/✐=> ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐=> ✲ ❉✐/=$✐❜✉=✐♦♥ ♥♦$♠❛❧❡ ❛/②♠>=$✐G✉❡ µ =

0.5✱ σ = 0.125 ❡= α = −10 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

✺✳✸✳✸✳❋♦♥❝=✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥/✐=> ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐=> ✲ ❉✐/=$✐❜✉=✐♦♥ ♥♦$♠❛❧❡ ❛/②♠>=$✐G✉❡ µ =
0.5✱ σ = 0.125 ❡= α = −2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

✻✳✷✳✶✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥=$✐❜✉=✐♦♥ ✲ ❏❇N /=❛♥❞❛$❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

✻✳✷✳✷✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐=❛❧ ❞❡ /②♠♣❛=❤✐❡ ✲ ❏❇N /=❛♥❞❛$❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸

✻✳✷✳✸✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥=$✐❜✉=✐♦♥ ✲ ❙✉❜✈❡♥=✐♦♥ /✉$ 5 ♣>$✐♦❞❡/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹

✻✳✷✳✹✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐=❛❧ ❞❡ /②♠♣❛=❤✐❡ ✲ ❙✉❜✈❡♥=✐♦♥ /✉$ 5 ♣>$✐♦❞❡/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺

✻✳✷✳✺✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥=$✐❜✉=✐♦♥ ✲ ❏❇N $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

✻✳✷✳✻✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐=❛❧ ❞❡ /②♠♣❛=❤✐❡ ✲ ❏❇N $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

✻✳✷✳✼✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✈❡$/>/ ❡= $❡R✉/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

✻✳✷✳✽✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥=$✐❜✉=✐♦♥ ✲ ❏❇N /=❛♥❞❛$❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✽

✻✳✷✳✾✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐=❛❧ ❞❡ /②♠♣❛=❤✐❡ ♠♦②❡♥ ✲ ❏❇N /=❛♥❞❛$❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾

✻✳✷✳✶✵✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥=$✐❜✉=✐♦♥ ✲ ❏❇N $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾

✻✳✷✳✶✶✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✭✈❡$/>✮ ✲ ❏❇N $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✳ ✳ ✷✹✵

✻✳✷✳✶✷✳❊✈♦❧✉=✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐=❛❧ ❞❡ /②♠♣❛=❤✐❡ ♠♦②❡♥ ✲ ❏❇N $>❝♦♠♣❡♥/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✵
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✓ ▲❛ ❣$❛%✐%✉❞❡ ❡*% ❧❡ *❡❝$❡% ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳ ▲✬❡**❡♥%✐❡❧ ❡*% ❞❡ $❡♠❡$❝✐❡$ ♣♦✉$ %♦✉%✳ ❈❡❧✉✐ 5✉✐ ❛

❛♣♣$✐* ❝❡❧❛✱ *❛✐% ❝❡ 5✉❡ ✈✐✈$❡ *✐❣♥✐✜❡✳ ■❧ ❛ ♣9♥9%$9 ❧❡ ♣$♦❢♦♥❞ ♠②*%<$❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳ ✔

❆❧❜❡$% ❙❝❤✇❡✐%③❡$

❉<* ❧♦$* 5✉❡ ❧✬♦♥ *❡ %$♦✉✈❡ ❡♥ ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛✉%$✉✐✱ ♥♦%$❡ ✐♥%9$E% ♣❡$*♦♥♥❡❧ ❡♥%$❡

♣$❡*5✉❡ ♠9❝❛♥✐5✉❡♠❡♥% ❡♥ ❝♦♥✢✐% ❛✈❡❝ ❧✬✐♥%9$E% ❞❡ ❧✬❛✉%$❡ ♦✉✱ ♣❧✉* ❣9♥9$❛❧❡♠❡♥%✱ ❛✈❡❝

❧✬✐♥%9$E% ❝♦❧❧❡❝%✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♠E♠❡ ❧♦$*5✉❡ ❧✬✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ❛ ✈♦❝❛%✐♦♥ I E%$❡ ♠✉%✉❡❧❧❡♠❡♥% ❜9✲

♥9✜5✉❡✱ ✐❧ ❡①✐*%❡ ♣$❡*5✉❡ %♦✉❥♦✉$* ❞❡* ♠♦②❡♥* ❞❡ %✐$❡$ ❧❛ ❝♦✉✈❡$%✉$❡ I *♦✐✳ M❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱

❧♦$*5✉❡ ❧✬♦♥ $9❛❧✐*❡ ✉♥ 9❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉%$❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❧❛ ♥9❣♦❝✐❛%✐♦♥ ❡*% ❧❡ ♣$♦❝❡**✉* 5✉✐

✈❛ ♣❡$♠❡%%$❡ ❛✉① ❞✐✛9$❡♥%❡* ♣❛$%✐❡* ❞❡ ❝♦♥❢$♦♥%❡$ ❧❡✉$* ❛*♣✐$❛%✐♦♥* ❡% ❞❡ ❢❛✐$❡ ✈❛❧♦✐$ ❧❡✉$

♣$♦♣$❡ ✐♥%9$E%✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❧♦$* ❞❡ ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬9❝❤❛♥❣❡✱ ♠E♠❡ ❡♥ ♣$9*❡♥❝❡ ❞✬✉♥

❝♦♥%$❛%✱ ✐❧ *✉❜*✐*%❡ *♦✉✈❡♥% ❞❡* ♣♦**✐❜✐❧✐%9*✱ ♣♦✉$ ❧✬✉♥❡ ❞❡* ♣❡$*♦♥♥❡* ✐♠♣❧✐5✉9❡*✱ ❞✬❛❜✉*❡$

❧✬❛✉%$❡ ♣❛$%✐❡ I ❞❡* ✜♥* ♣❡$*♦♥♥❡❧❧❡*✳ M❛$ ❛✐❧❧❡✉$*✱ ❛✉ ❝♦✉$* ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦$❛%✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥

%$❛✈❛✐❧ ❞✬95✉✐♣❡✱ ✐❧ ❡*% ♣$❡*5✉❡ %♦✉❥♦✉$* ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ ❜9♥9✜❝✐❡$ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%$✐❜✉%✐♦♥ ❞❡* ❛✉%$❡*

❡% ✐❧ ❡①✐*%❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❝✐%❛%✐♦♥ 9❝♦♥♦♠✐5✉❡ I %❡♥%❡$ ❞✬❡①♣❧♦✐%❡$ ❧❛ ♣$9*❡♥❝❡ ❞❡ %❡❧❧❡* ❡①%❡$✲

♥❛❧✐%9*✳ ❆✉**✐✱ ♣❛$ ♥❛%✉$❡✱ ❝❡$%❛✐♥❡* *✐%✉❛%✐♦♥* ❡①❛❝❡$❜❡♥% ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞✬✉♥ %❡❧ ❞✐❧❡♠♠❡

✐♥%9$✐❡✉$✳ ❉❛♥* ❧❛ ❧✐%%9$❛%✉$❡ ❡♥ 9❝♦♥♦♠✐❡✱ ❝❡* *✐%✉❛%✐♦♥* *♦♥% ❛♣♣❡❧9❡* ❧❡* ❞✐❧❡♠♠❡* *♦✲

❝✐❛✉①✱ ❞♦♥% ✉♥❡ ✐❧❧✉*%$❛%✐♦♥ ❝9❧<❜$❡ ❡*% ❧❡ ❢❛♠❡✉① ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣$✐*♦♥♥✐❡$✱ ✉%✐❧✐*9 ❞❛♥* ❧❡

❝❤❛♠♣ %$<* ❧❛$❣❡ ❞❡* *❝✐❡♥❝❡* *♦❝✐❛❧❡* ✭9❝♦♥♦♠✐❡✱ ♣*②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ♣❤✐❧♦*♦♣❤✐❡✱ *♦❝✐♦❧♦❣✐❡✮✳

▲❛ 5✉❡*%✐♦♥ ❞❡* ❞✐❧❡♠♠❡* *♦❝✐❛✉① *♦✉❧<✈❡✱ ❞❡ ❢❛P♦♥ *♦✉*✲❥❛❝❡♥%❡✱ ❧❛ 5✉❡*%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✲

♣❛❝✐%9 ❞❡* ❛❣❡♥%* 9❝♦♥♦♠✐5✉❡* I E%$❡ ❝♦♦♣9$❛%✐❢*✳ ▲❛ ❝♦♦♣9$❛%✐♦♥ ❡*% ❧✬✉♥ ❞❡* ❢♦♥❞❡♠❡♥%*

❞❡ ❧✬9✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡*♣<❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡%✱ ❡♥❝♦$❡ ❛✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✱ ❡❧❧❡ $❡*%❡ ✉♥❡ ❞❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥*

♥9❝❡**❛✐$❡* I *❛ *✉$✈✐❡✳ ❆✐♥*✐✱ ❝❡$%❛✐♥* ❞9✜* ♠❛❥❡✉$* 5✉❡ ❧❡* ❝✐✈✐❧✐*❛%✐♦♥* ❤✉♠❛✐♥❡* ✈♦♥%

❞❡✈♦✐$ $❡❧❡✈❡$ ❡% 5✉✐ ♥♦✉* ❝♦♥❝❡$♥❡ %♦✉*✱ ♥9❝❡**✐%❡♥% ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❡✛♦$% ❝♦♦♣9$❛✲

%✐❢ ♣♦✉$ E%$❡ *✉$♠♦♥%9*✳ ■❧ *✬❛❣✐% ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ 5✉❡*%✐♦♥ ❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥%❛❧❡ ✭$❡❝②❝❧❛❣❡✱

❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡* ❣❛③ I ❡✛❡% ❞❡ *❡$$❡ ❡%❝✳✮✱ ❞❡* 5✉❡*%✐♦♥* ❞❡ *❛♥%9 ✭✜♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞✉ *②*✲

%<♠❡ ❞❡ *❛♥%9✱ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥%* ♥♦❝✐❢*✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡* ♣❡*%✐❝✐❞❡*✱ ❞❛♥* ❧❡* ♣$♦❞✉✐%* ❞❡

❝♦♥*♦♠♠❛%✐♦♥ ❡%❝✳✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦$❡ ❧❛ 5✉❡*%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡*%✐♦♥ ❞❡* ♠✐❣$❛♥%*✳ M❧✉* ❣9♥9$❛❧❡♠❡♥%✱

❧❛ ❝♦♦♣9$❛%✐♦♥ ❡♥%$❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉* ❢❛✐% ♣❛$%✐❡ ❞❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥*  ✐♥❡ $✉❛ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ $9✉**✐%❡ ❞❡

%♦✉% ♣$♦❥❡% ❝♦❧❧❛❜♦$❛%✐❢✱ 5✉✬✐❧ *♦✐% ♣$♦❢❡**✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ❛**♦❝✐❛%✐❢✱ ♦✉ ❞<* ❧♦$* 5✉❡ ❧✬♦♥ *♦✉❤❛✐%❡

❡♥%$❡%❡♥✐$ ❞❡ ❜♦♥♥❡* $❡❧❛%✐♦♥* ❛✈❡❝ *❡* ♣$♦❝❤❡*✱ *❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦$❡ *♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥%✳

❚♦✉%❡❢♦✐*✱ ❧❛ ♥❛%✉$❡ 9❣♦R*%❡ 5✉✐ ❝❛$❛❝%9$✐*❡ %♦✉%❡ ♣❡$*♦♥♥❡✱ I ❧❛5✉❡❧❧❡ ❆❞❛♠ ❙♠✐%❤ ❢❛✐%

$9❢9$❡♥❝❡ ❧♦$*5✉✬✐❧ 9✈♦5✉❡✱ ❞❛♥* ❧❛ ✓ (✐❝❤❡  ❡ ❞❡ ♥❛,✐♦♥ ✔ ✭✶✼✼✻✮✱ ✓ ❧✬❛♠♦✉$ ❞❡ *♦✐ ✔✱

♣❡✉% $❡♣$9*❡♥%❡$ ✉♥ ♦❜*%❛❝❧❡ I ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ V✉✈$❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣9$❛%✐♦♥ ❛✉ *❡✐♥ ❞❡* ❣$♦✉♣❡*

❞✬❛❣❡♥%*✳ ❆✐♥*✐✱ ❡♥ *❝✐❡♥❝❡* 9❝♦♥♦♠✐5✉❡*✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❡♥ %❤9♦$✐❡ ❞❡* ❥❡✉①✱ ✐❧ ❛ ✐♥✐%✐❛❧❡♠❡♥%

9%9 ❝♦♥*✐❞9$9 5✉❡✱ ❞❛♥* ❧❡* ❞✐❧❡♠♠❡* *♦❝✐❛✉①✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♦♣9$❛%✐♦♥ ♥✬9%❛✐% ♣♦**✐❜❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐%

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ♠E♠❡ ❞❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* 5✉✐ ② ❡*% %$❛❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥% $❡%❡♥✉❡✱ I *❛✈♦✐$ ❞❡*

❛❣❡♥%* ❝❡$%❡* $❛%✐♦♥♥❡❧*✱ ♠❛✐* ❛✉**✐ ❡% *✉$%♦✉% 9❣♦R*%❡*✳ M♦✉$ ❛✉%❛♥%✱ ❧❡* E%$❡* ❤✉♠❛✐♥*

✸



 ♦♥# ❞❡ &#'❡  ♦❝✐❛✉① ❡# ♣❡' ♦♥♥❡ ♥✬❡ # ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡  ✉'✈✐✈'❡  ❡✉❧✱ ✐❧ ❡ # ❞♦♥❝ ♥3❝❡  ❛✐'❡

4✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐  ❡ ❝♦♠♠✉♥✐4✉❡' ❧❡ ✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❛✉#'❡ ✱ ❞❡ ❢❛7♦♥ ♣❛❝✐✜4✉❡✳ :♦✉' ❆❞❛♠

❙♠✐#❤✱ ❝❡##❡ ❢♦✐ ❞❛♥ ✉♥❡ >✉✈'❡ ❛♥#3'✐❡✉'❡✱ ♠♦✐♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦'✐#3 ❞❡ 3❝♦♥♦♠✐ #❡ 

❝♦♥#❡♠♣♦'❛✐♥ ✱ ❧❛ ✓  ❤"♦$✐❡ ❞❡( (❡♥ ✐♠❡♥ ( ♠♦$❛✉① ✔ ✭✶✼✺✾✮✱ ❝❡❝✐ ❡ # ♣♦  ✐❜❧❡ ❣'I❝❡ J ❧❛

 ②♠♣❛#❤✐❡✱ ✉♥ ♣'♦❝❡  ✉ ❛✛❡❝#✐❢ 4✉✐ ♣❡✉# &#'❡ ❛  ✐♠✐❧3 ❛✉❥♦✉'❞✬❤✉✐ J ✉♥❡ ❢♦'♠❡ ❞✬❡♠♣❛✲

#❤✐❡✱ ✈✐❛ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉  ♦♥# ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛'#❛❣❡' ❧❡  ❡♥#✐♠❡♥# '❡  ❡♥#✐ ♣❛' ❛✉#'✉✐✳

▲❛  ②♠♣❛#❤✐❡✱  ❡❧♦♥ ❙♠✐#❤✱ ♣❡'♠❡# 3❣❛❧❡♠❡♥# ✉♥❡ ❝❡'#❛✐♥❡ ♣'♦①✐♠✐#3 ❡♥#'❡ ❞❡✉① &#'❡ ♣❛'

✉♥❡ '❡❝♦♥♥❛✐  ❛♥❝❡  ✐♠✉❧#❛♥3❡ ❞❡ ❝❡ 4✉❡ ❧✬✉♥ ❡# ❧✬❛✉#'❡ '❡  ❡♥#❡♥#✳ ❊❧❧❡ ❝♦''❡ ♣♦♥❞✱ ❡♥✜♥✱

J ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥# 3♠♦#✐♦♥♥❡❧ '3❝✐♣'♦4✉❡ ❛✐❞❛♥# ❧❡ ♣❛'#✐❡ J  ❡ ❝♦♦'❞♦♥♥❡' ❡# J  ❡ #'♦✉✈❡'

❡♥ ❛❝❝♦'❞✱ ❝❡ 4✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥❢P'❡ ✉♥ 'Q❧❡ ❝❡♥#'❛❧ ❞❛♥ ❧❡ '❛♣♣♦'#  ♦❝✐❛✉①✳ ❈❡##❡ ❝❛♣❛❝✐#3 J

♣❛'#❛❣❡' ❧❡ 3♠♦#✐♦♥ ❞✬❛✉#'✉✐  ❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ &#'❡ ✉♥ ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣3'❛#✐♦♥✱ J

#'❛✈❡' ❧❡ ❣♦S# 4✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉# #'♦✉✈❡' J  ✬❛✐♠❡'  ♦✐✲♠&♠❡ ❡♥❝♦'❡ ❞❛✈❛♥#❛❣❡✱ ❡♥ '❛✐ ♦♥ ❞❡ 

3♠♦#✐♦♥ ♣♦ ✐#✐✈❡ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉#  ✉ ❝✐#❡' ❝❤❡③ ❛✉#'✉✐ ♣❛' ❧✬❛❞♦♣#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦'#❡♠❡♥# 

♣'♦ ♦❝✐❛✉①✳

:❧✉ '3❝❡♠♠❡♥#✱ ❧✬❛✈P♥❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬3❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣3'✐♠❡♥#❛❧❡ ❡# ❞❡ ❧❛ ♣ ②❝❤♦❧♦❣✐❡  ♦❝✐❛❧❡✱

♣❡'♠❡##❛♥# ❞❡ #❡ #❡'  ❝✐❡♥#✐✜4✉❡♠❡♥# ❧❡ ❝♦♠♣♦'#❡♠❡♥# ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ 

 ♦❝✐❛✉①✱ '❡♣'3 ❡♥#3  ♦✉ ❧❛ ❢♦'♠❡ ❞❡ ❥❡✉① 3❝♦♥♦♠✐4✉❡ #❡❧ 4✉❡ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣'✐ ♦♥♥✐❡'✱

❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧#✐♠❛#✉♠ ❡# ❞✉ ❞✐❝#❛#❡✉' ♦✉ ❡♥❝♦'❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛ ♣❡'♠✐ ❞❡ ♠❡##'❡

❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ 4✉❡ ❞❡ ❧❡ ♣'3❞✐❝#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞P❧❡ ❝❧❛  ✐4✉❡✱ ❡♥ #❤3♦'✐❡ ❞❡ ❥❡✉①✱  ✬❛✈3'❛✐❡♥#

❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥# ❡''♦♥3❡ ✭❈❛♠❡'❡'✱ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡ ❞✐✛3'❡♥# '3 ✉❧#❛# ♦♥# ❛✐♥ ✐ ❝♦♥❞✉✐# ❝❡'#❛✐♥ 

3❝♦♥♦♠✐ #❡ J '❡♣❡♥ ❡' ❧❛ '❡♣'3 ❡♥#❛#✐♦♥ #'❛❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ &#'❡ ❤✉♠❛✐♥ ❡# J  ✬✐♥#❡''♦❣❡'

 ✉' ❝❡ 4✉✐ '❡♥❞ ♣♦  ✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♦♣3'❛#✐♦♥ ❡♥#'❡ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥ ❝❡  ✐#✉❛#✐♦♥ ♣❛'#✐❝✉❧✐P'❡ ✳

❆✐♥ ✐✱ ❡♥ ♣'3 ❡'✈❛♥# ❧❡ ❝❛❞'❡ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ '❛#✐♦♥❛❧✐#3✱ ❧❡ ♠♦❞P❧❡ ✐  ✉ ❞❡ ❧✬3❝♦♥♦♠✐❡

❝♦♠♣♦'#❡♠❡♥#❛❧❡  ✉♣♣♦ ❡♥# 4✉❡ ❧❛ ♠♦#✐✈❛#✐♦♥ 3❣♦X #❡ ♥✬❡ # ♣❛ ❧❛  ❡✉❧❡ 4✉✐ ❡①✐ #❡ ❞❛♥ 

❧❡ ♣'♦❝❡  ✉ ❞❡ ❞3❝✐ ✐♦♥ ❞❡ ❛❣❡♥# ✳ :❧✉ ❡①❛❝#❡♠❡♥#✱ ❝❡ ♠♦❞P❧❡ ♣'❡♥♥❡♥# ❡♥ ❝♦♠♣#❡

✉♥❡ ♣❧✉'❛❧✐#3 ❞❡ ♠♦#✐✈❛#✐♦♥ 4✉✐ ♣❡✉✈❡♥# ✈❛'✐❡' ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥#❡①#❡ ❞❡ ❧❛ ❞3❝✐ ✐♦♥

❡# ❞❡ ❧❛ ♣❡' ♦♥♥❛❧✐#3 ❞❡ ❛❝#❡✉' ✳ ❆✐♥ ✐✱ ❧♦' ❞✬✉♥❡ ✐♥#❡'❛❝#✐♦♥  ♦❝✐❛❧❡✱ ♦✉#'❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲&#'❡

♠❛#3'✐❡❧ 3❣♦X #❡✱ ♦♥# 3#3 ♣'✐ ❡♥ ❝♦♠♣#❡✱ ❞❛♥ ❧❛ ❧✐##3'❛#✉'❡✱ ❞❡ ♠♦#✐✈❛#✐♦♥ ❛❞❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡ 

❝♦♥❝❡'♥❛♥# ❧✬34✉✐#3 ❡# ❧❛ ❥✉ #✐❝❡ ✭❋❡❤' ❡# ❙❝❤♠✐❞#✱ ✶✾✾✾✮✱ ❧❡ ❝♦♥ ✐❞3'❛#✐♦♥ ❞❡ '3❝✐♣'♦❝✐#3

❡♥#'❡ ❛❣❡♥# ✭❘❛❜✐♥✱ ✶✾✾✸✮ ✭❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ 'Q❧❡ ❞❡ ❛##❡♥#❡ ❡# ❞❡ ✐♥#❡♥#✐♦♥ ✮✱ ❧❡ '❛♣♣♦'#

4✉✬❡♥#'❡#✐❡♥♥❡♥# ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣'3 ❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦'♠❡  ♦❝✐❛❧❡ ❡# ♠♦'❛❧❡ ❞❛♥ ❧❡✉' 

 ♦❝✐3#3 ✭❆❦❡'❧♦❢✱ ✶✾✽✵✮✱ ❧✬❛❧#'✉✐ ♠❡ ❡# ❧❡ ✓ ❣♦S# ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔ ✭❆♥❞'❡♦♥✐✱ ✶✾✽✾✮ ♦✉ ❡♥❝♦'❡
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❞❡( ♠♦❞C❧❡( ❞✐%( ❞❡ ✓ ♣$.❢.$❡♥❝❡( (♦❝✐❛❧❡( ✔✱ ❛ ♣❡$♠✐( ❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡$ ❞❡( ♠♦❞.❧✐(❛%✐♦♥(

♣$♦♣♦(❛♥% ✉♥❡ $❡♣$.(❡♥%❛%✐♦♥ ♣❧✉( ✜❞C❧❡ ❞❡( ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥%( .❝♦♥♦♠✐0✉❡( ♦❜(❡$✈.( ❡①♣.✲

$✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥%✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ✈✐❛ ✉♥ %$❛✐%❡♠❡♥% ♣❛$%✐❝✉❧✐❡$ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡( .♠♦%✐♦♥(✳

✺



▲❡ ❝❤❛♣✐'(❡ )✉❛'(❡ ❡+' ❡♥+✉✐'❡ ❝♦♥+❛❝(. / ✉♥❡ ♣(.+❡♥'❛'✐♦♥ ❡①'❡♥+✐✈❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ ❛✐♥+✐ )✉❡ ❞❡+ ♣(✐♥❝✐♣❛✉① (.+✉❧'❛'+ ❡①♣.(✐♠❡♥'❛✉① )✉✐ ❧✉✐ +♦♥' ❛++♦❝✐.+ ❞❛♥+ ❧❛ ❧✐'✲

'.(❛'✉(❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ❛ ❛✐♥+✐ ♣♦✉( ✜♥❛❧✐'. ❞❡ ❥✉+'✐✜❡( ❧✬✉'✐❧✐+❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞(❡ ❝♦♥❝❡♣'✉❡❧ )✉❡

❝♦♥+'✐'✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞❛♥+ +❛ ✈❛(✐.'. ❞❡ ❞.❝❧✐♥❛✐+♦♥+✱ ♣♦✉( (.❛❧✐+❡( ❧✬❛♥❛❧②+❡

❢♦(♠❡❧❧❡ ❞✉ (?❧❡ ❞❡+ .♠♦'✐♦♥+ ♠♦(❛❧❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❞✐❧❡♠♠❡+ +♦❝✐❛✉①✳ ❊♥ ♣❛('✐❝✉❧✐❡(✱ ♥♦✉+

❡①♣❧✐)✉♦♥+ ❡♥ )✉♦✐ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ♠A♠❡ ❞❡ ❝❡ ❥❡✉✱ ♥♦'❛♠♠❡♥' ❧♦(+)✉✬✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ (.❝♦♠✲

♣❡♥+❡ ❧✉✐ ❡+' ❛❞❥♦✐♥'❡✱ ❡+' +✉+❝❡♣'✐❜❧❡ ❞❡ ❞.❝❧❡♥❝❤❡( ❧✬.♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬.♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❣(❛'✐'✉❞❡

❝❤❡③ ❧❡+ ❛❣❡♥'+✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❝❡ '(❛✈❛✐❧ ❞❡ '❤E+❡ ❛❜♦✉'✐'✱ ❞❛♥+ ❧❡+ ❝✐♥)✉✐E♠❡ ❡' +✐①✐E♠❡ ❝❤❛♣✐'(❡+✱ / ❧✬.❧❛✲

❜♦(❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞E❧❡ ♦(✐❣✐♥❛❧ ❡♥ .❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦('❡♠❡♥'❛❧❡✱ )✉✐ ✈✐+❡ / ❛♥❛❧②+❡( ❧❛ ❢❛F♦♥

❞♦♥' ❧✬.♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡+ .♠♦'✐♦♥+ ♠♦(❛❧❡+ ♣❡✉' ✐♥✢✉❡♥❝❡(✱ / ❧❛ ❢♦✐+ ❡♥ +'❛'✐)✉❡ ❡' ❡♥ ❞②♥❛✲

♠✐)✉❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① +'(❛'.❣✐)✉❡ ❞❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❞❛♥+ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❊♥ ♣❛('✐❝✉❧✐❡(✱ ♥♦✉+

♥♦✉+ ✐♥'.(❡++♦♥+ / ❧❛ ♠❛♥✐E(❡ ❞♦♥' ❧✬❛❥♦✉' ❞✬✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ (.❝♦♠♣❡♥+❡ ♣❡✉' (❡♥❢♦(❝❡( ❧❛

❝♦♦♣.(❛'✐♦♥ ❡♥'(❡ ❧❡+ ♣❛('❡♥❛✐(❡+ ❡' ❧❡+ ❛✐❞❡( / ❞.✈❡❧♦♣♣❡( ❞❡ ❜♦♥♥❡+ (❡❧❛'✐♦♥+ ✐♥'❡(♣❡(+♦♥✲

♥❡❧❧❡+✳ ▲♦(+ ❞❡ ❝❡ '(❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞.❧✐+❛'✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❞♦♣'♦♥+ ❞❡+ ♦✉'✐❧+ ♠.'❤♦❞♦❧♦❣✐)✉❡+ ✈❛(✐.+

❝♦♥+✐+'❛♥'✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛('✱ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❛♥❛❧②'✐)✉❡ (✐❣♦✉(❡✉+❡ ❞❡+ (.+✉❧'❛'+ ❞❡ ♥♦'(❡ ♠♦✲

❞E❧❡ ❡'✱ ❞✬❛✉'(❡ ♣❛('✱ ❡♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ (❡❝♦✉(❛♥' / ❧❛ +✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❛②❛♥' ✈♦❝❛'✐♦♥ / ✐❧❧✉+'(❡(

❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❞❡+ ❞✐✛.(❡♥'+ ♠.❝❛♥✐+♠❡+ ♣+②❝❤♦❧♦❣✐)✉❡+ ♣(✐+ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❛♥+ ♥♦'(❡

❝♦♥❝❡♣'✐♦♥✳

✻
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✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥

$②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛

❞%❝✐$✐♦♥

✶✳✶✳ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

▲❛ "❤$♠❛"✐'✉❡ ❞❡+ $♠♦"✐♦♥+ ❝♦♥♥❛/" ❞❡♣✉✐+ ♣❧✉+✐❡✉2+ ❛♥♥$❡+ ✉♥ 2❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥"$25" ❛✉

♥✐✈❡❛✉ +❝✐❡♥"✐✜'✉❡ 8 ❧❛ ❢♦✐+ +✉2 ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❤✐❧♦+♦♣❤✐'✉❡✱ ♥❡✉2♦❜✐♦❧♦❣✐'✉❡✱ ♣+②❝❤♦❧♦❣✐'✉❡✱ +♦✲

❝✐♦❧♦❣✐'✉❡✱ $❝♦♥♦♠✐'✉❡✱ ♣♦❧✐"✐'✉❡ ♦✉ ♠5♠❡ ♣+②❝❤❛♥❛❧②"✐'✉❡✳ ▲❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♦♥" ✉♥ ✐♥"$25"

♣❛2"✐❝✉❧✐❡2 ♣♦✉2 ❧❡+ $❝♦♥♦♠✐+"❡+ ✭@❡"✐"✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✺✮✱ ♣♦✉2 ❧❡+ ❣❡+"✐♦♥♥❛✐2❡+ ✭✈❛♥ ❍♦♦2❡✲

❜❡❦❡✱ ✷✵✵✽✮ ❡" ❛✉ +❡✐♥ ❞❡+ ♦2❣❛♥✐+❛"✐♦♥+ ✭❇❛2+❛❞❡ ❡" ●✐❜+♦♥✱ ✷✵✵✼✮ ✿ ❡❧❧❡+ ❥♦✉❡♥" ✉♥ 2O❧❡

♣2$♣♦♥❞$2❛♥" ❧♦2+ ❞❡+ ♣2♦❝❡++✉+ ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛"✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♦♣$2❛"✐♦♥ ❡♥"2❡ ♣❛2"❡♥❛✐2❡+ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❡❧+ ♦✉ ✐♥+"✐"✉"✐♦♥♥❡❧+ ✭❝♦♥+♦♠♠❛"❡✉2+✱ ❡♥"2❡♣2✐+❡+✱ +❛❧❛2✐$+✱ ❣♦✉✈❡2♥❡♠❡♥"+✮ ❀ ❡❧❧❡+

♠♦❞✉❧❡♥" $❣❛❧❡♠❡♥" ❧❛ ♣2✐+❡ ❞❡ ❞$❝✐+✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦❧❧❡❝"✐✈❡✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♥♦"❛♠♠❡♥"

❞❡ +✐"✉❛"✐♦♥+ ❞❡ 2✐+'✉❡ ♦✉ ❞✬✐♥❝❡2"✐"✉❞❡ ✭❛❝❤❛"+ ❞✬❛❝"✐❢+ ✜♥❛♥❝✐❡2+✱ ❝2$❛"✐♦♥+ ❞✬❡♥"2❡♣2✐+❡✱

♠❛♥❛❣❡♠❡♥"✮ ❀ ❡❧❧❡+ +♦♥" ❡♥✜♥ ♣2$+❡♥"❡+ ❛✉ '✉♦"✐❞✐❡♥ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛❝"✐✈✐"$+ ❞❡ ❝♦♥+♦♠♠❛"✐♦♥

✭❧✬❛❞❞✐❝"✐♦♥✮✱ ❞❛♥+ ❧❛ 2❡❧❛"✐♦♥ ❛✉ "2❛✈❛✐❧ ✭+"2❡++✱ ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡✱ ❝2$❛"✐✈✐"$✮ ♦✉ ❛✉ +❡✐♥ ❞❡

❧✬♦2❣❛♥✐+❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥"2❡♣2✐+❡ ✭2❡❧❛"✐♦♥+ ❞✬❛✉"♦2✐"$ ♦✉ ❝✉❧"✉2❡ ❞✬❡♥"2❡♣2✐+❡✮✳

❉❛♥+ ❧❛ ❧✐""$2❛"✉2❡✱ ❝❡2"❛✐♥❡+ $♠♦"✐♦♥+ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡+ ❞✉ 2❡❣2❡"✱ ❞❡ ❧❛ ❞$❝❡♣"✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬❡♥✲

✈✐❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧R2❡ ♦♥" $"$ ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥" ❝✐"$❡+✱ ❡♥ 2❛✐+♦♥ ♥♦"❛♠♠❡♥" ❞✉ 2O❧❡ ♣2✐♠♦2❞✐❛❧

'✉❡ ❝❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♦♥" ✈✐+✲8✲✈✐+ ❞❡ ❧❛ ♣2✐+❡ ❞❡ ❞$❝✐+✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳ ❆✉ +❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐""$2❛"✉2❡

♣❧✉+ 2$❝❡♥"❡✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞2❡ ❞❡ ❧❛ ♥$❣♦❝✐❛"✐♦♥✱ ❝❡2"❛✐♥+ "2❛✈❛✉① +✬✐♥"❡22♦❣❡♥"

❞❛✈❛♥"❛❣❡ ❛✉ 2O❧❡ ❞❡+ $♠♦"✐♦♥+ +♦❝✐❛❧❡+ ♦✉ ♠♦2❛❧❡+ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❧R2❡✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐"$ ♦✉ ❧❛

❤♦♥"❡ ✭▼♦22✐+ ❡" ❑❡❧"♥❡2✱ ✷✵✵✵✮✳ ▲❛ ❝♦❧R2❡✱ ♣❛2 ❡①❡♠♣❧❡✱ '✉✐ ❡+" +✉+❝✐"$❡ ♣❛2 ✉♥ $✈R♥❡♠❡♥"

❞$♣❧❛✐+❛♥" ❡" ♣❡2W✉ ❝♦♠♠❡ ✐♥"❡♥"✐♦♥♥❡❧✱ ♣❡✉" ❛✈♦✐2 ❞❡+ ❡✛❡"+ ❞$❧$"R2❡+ +✉2 ❧❛ ❝♦♥❞✉✐"❡ ❞✬✉♥

♣2♦❝❡++✉+ ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛"✐♦♥ ♦✉✱ ❛✉ ❝♦♥"2❛✐2❡✱ 2❡♥❢♦2❝❡2 ❧❡ ♣♦✉✈♦✐2 ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡+

❛❝"❡✉2+✳ @❧✉+ ❣$♥$2❛❧❡♠❡♥"✱ ❧❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♠♦2❛❧❡+ ♦♥" ✉♥ ✐♠♣❛❝" ❝2✉❝✐❛❧ +✉2 ❧❡ 2❡+♣❡❝" ❞❡+

♥♦2♠❡+ ♦✉ ❞❡+ ✈❛❧❡✉2+ ❞$✜♥✐❡+ ♣❛2 ❧❛ +♦❝✐$"$ ✭❤♦♥♥5"❡"$✱ ❛❧"2✉✐+♠❡✱ 2$❝✐♣2♦❝✐"$✱ ❣$♥$2♦✲

+✐"$✱ $'✉✐"$✮ ❀ ❡❧❧❡+ ♠♦❞✐✜❡♥" $❣❛❧❡♠❡♥" ❧❡+ ♣❤$♥♦♠R♥❡+ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥"2❡ ❧❡+ ❛❣❡♥"+✳ ❉❡

♥♦♠❜2❡✉① "2❛✈❛✉① ❡♥ ♣+②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♠♦♥"2❡♥" ❡♥ ♣❛2"✐❝✉❧✐❡2 '✉❡ ❧❛ ♣2✐+❡ ❞❡

❞$❝✐+✐♦♥ ♠♦2❛❧❡ ✕ ❝♦♥❞✉✐+❛♥" 8 ❧✬❛❞♦♣"✐♦♥ ❞❡ ♥♦2♠❡+ +♦❝✐❛❧❡+ ♦✉ ♠♦2❛❧❡+ ✕ ♥✬❡+" ♣❛+ ❧❡

+❡✉❧ ❢2✉✐" ❞✬✉♥ ♣2♦❝❡++✉+ 2❛"✐♦♥♥❡❧ ✭❍❛✐❞"✱ ✷✵✵✶ ❀ ❱❛❧❞❡+♦❧♦ ❡" ❉❡❙"❡♥♦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❉✬❛♣2R+ ❝❡

♠♦❞R❧❡✱ ✉♥ ♣2♦❝❡++✉+ ✐♥"✉✐"✐❢ $♠♦"✐♦♥♥❡❧ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡ ❡♥ "❛♥❞❡♠ ❛✈❡❝ ❞❡+ ♣2♦❝❡++✉+ ❝♦❣♥✐✲

"✐❢+ ❝♦♥+❝✐❡♥"+ ♣♦✉2 ♠♦❞✉❧❡2 ❧❛ ♣2✐+❡ ❞❡ ❞$❝✐+✐♦♥ ♠♦2❛❧❡✳ ▲❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♠♦2❛❧❡+ ❛✉2❛✐❡♥"

✉♥ ✐♥"$25" "♦✉" ♣❛2"✐❝✉❧✐❡2 ❞❛♥+ ❧✬$❞✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦2"❡♠❡♥"+ ♣2♦+♦❝✐❛✉① ✭❝♦♦♣$2❛"✐♦♥✱

❛❧"2✉✐+♠❡✱ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡"❝✳✮ '✉✐ +♦♥" ❜$♥$✜'✉❡+ 8 ❧❛ +♦❝✐$"$✳

❉❛♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐"2❡✱ ♥♦✉+ ♣2♦♣♦+♦♥+ ✉♥❡ 2❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐""$2❛"✉2❡ ❡♥ $❝♦♥♦♠✐❡ ❡" ❡♥ ♣+②❝❤♦✲

❧♦❣✐❡ +✉2 ❧❡ 2O❧❡ ❞❡+ $♠♦"✐♦♥+ ♠♦2❛❧❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ♣2✐+❡ ❞❡ ❞$❝✐+✐♦♥ $❝♦♥♦♠✐'✉❡ ❡♥ ♣2$+❡♥❝❡

❞✬✐♥"❡2❛❝"✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡✳ ◆♦✉+ ♠❡""♦♥+ "♦✉" ❞✬❛❜♦2❞ ❡♥ ♣❡2+♣❡❝"✐✈❡ ❧❡+ +♣$❝✐✜❝✐"$+ ❞❡+ $♠♦✲

✾



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

 ✐♦♥$ ♠♦&❛❧❡$ ✐❞❡♥ ✐✜,❡$ ♣❛& ❧❛  ❤,♦&✐❡ ❞❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ ✭✷✮✳ ◆♦✉$ ❛♥❛❧②$♦♥$ ❡♥$✉✐ ❡ ❝♦♠♠❡♥ 

❧❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ ♠♦&❛❧❡$ ♥,❣❛ ✐✈❡$ ✕ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐ ,✱ ❧❛ ❤♦♥ ❡✱ ❧✬❡♠❜❛&&❛$ ♠❛✐$ ❛✉$$✐ ❧❛

❝♦❧=&❡✱ ❧✬✐♥❞✐❣♥❛ ✐♦♥✱ ❧❡ ❞,❣♦> ♦✉ ❧❡ ♠,♣&✐$ ✕ ❡ ♣♦$✐ ✐✈❡$ ✕ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣&❛ ✐ ✉❞❡✱ ❧❛ ✜❡& ,✱

❧✬❛❞♠✐&❛ ✐♦♥ ♦✉ ❧✬❡♠♣❛ ❤✐❡ ✕ ❝♦♥❞✉✐$❡♥ ? ❧✬,♠❡&❣❡♥❝❡ ❡ ✴♦✉ ❛✉ ♠❛✐♥ ✐❡♥ ❞❡$ ❝♦♠♣♦& ❡✲

♠❡♥ $ ♣&♦$♦❝✐❛✉① ✭✸✮✳

✶✳✷✳ ▲❡% ❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ *❤/♦1✐❡ ❞❡% /♠♦*✐♦♥%

♠♦1❛❧❡%

✶✳✷✳✶✳ ◗✉✬❡'(✲❝❡ +✉✬✉♥❡ -♠♦(✐♦♥ ❄

❊♥ ♣$②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞❡ ❝♦♥$❡♥$✉$ $✉& ❧❛ ♠❛♥✐=&❡ ❞♦♥ ♦♥ ♣❡✉ ❞,✜♥✐& ❝❡ E✉✬❡$ 

✉♥❡ ,♠♦ ✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐$ ❡ ♣❧✉ G ✉♥❡ ♣❧✉&❛❧✐ , ❞❡ ❞,✜♥✐ ✐♦♥$✱ ❞♦♥ ❧❡ &❡❝♦✉♣❡♠❡♥ ♣❡&♠❡ ❞❡

$❛✐$✐& ❧❡$ ❞✐✈❡&$ ❛$♣❡❝ $ E✉✐ ❧❡$ ❝❛&❛❝ ,&✐$❡♥ ✳ ▲❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ $♦♥ ❞❡$ ♣❤,♥♦♠=♥❡$ ✐♥ ❡&♥❡$

E✉✐ ♣❡✉✈❡♥ ♣❛&❢♦✐$ J &❡ ♦❜$❡&✈,$ ❛✉  &❛✈❡&$ ❞❡ ❝❡& ❛✐♥❡$ ❡①♣&❡$$✐♦♥$ ♦✉ ❞❡ ❝❡& ❛✐♥$ ❝♦♠✲

♣♦& ❡♠❡♥ $ ✭◆✐❡❞❡♥ ❤❛❧✱ ❑&❛✉ ❤✲●&✉❜❡& ❡ ❘✐❝✱ ✷✵✵✻✮✳ ▲❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ ❛♣♣❛& ✐❡♥♥❡♥ ? ❧❛

❝❛ ,❣♦&✐❡ ❞❡$ ❛✛❡❝ $✱ ✉♥  ❡&♠❡ ❣,♥,&✐E✉❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥ ♥♦ ❛♠♠❡♥ ❧❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ ❡ ❧❡$ ❤✉♠❡✉&$

✭❋&✐❥❞❛✱ ✶✾✽✻✮✳ ❯♥❡ ❤✉♠❡✉& ❡$ ❞,✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ , ❛ ❛✛❡❝ ✐❢ ❞✐✛✉$✱ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥ ❡♥$✐ ,✱

E✉✐ ♥❡ &,$✉❧ ❡ ♣❛$ ♥,❝❡$$❛✐&❡♠❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛✉$❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥ ❡ $♣,❝✐✜E✉❡♠❡♥ ✐❞❡♥ ✐✜❛❜❧❡✳

▲✬❡①♣,&✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤✉♠❡✉& ♣❡✉ ♣❡&$✐$ ❡& $✉& ❞❡$ ♣,&✐♦❞❡$ ♣♦✉✈❛♥ ❛❧❧❡& ❞❡ E✉❡❧E✉❡$ ♠✐✲

♥✉ ❡$ ? E✉❡❧E✉❡$ $❡♠❛✐♥❡$✳ ▲✬❤✉♠❡✉& ❡$ ,♣&♦✉✈,❡ ❞❡ ❢❛W♦♥ ❝❧❛✐&❡ ❛❧♦&$ E✉❡ $❛ $✉&✈❡♥❛♥❝❡

♦✉ $♦♥ ❡① ✐♥❝ ✐♦♥✱ ♥❡ $♦♥ ♣❛$ ❢♦&❝,♠❡♥ ♣❡&W✉❡$ ❞❡ ♠❛♥✐=&❡ ❞✐$ ✐♥❝ ❡✳ ❈♦♠♣❛&❛ ✐✈❡♠❡♥ 

❛✉① ❤✉♠❡✉&$✱ ❧❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ $♦♥ ♣❧✉$ ✐♥ ❡♥$❡$✱ ♠♦✐♥$ ❞✉&❛❜❧❡$ ❡ ♦♥ ❣,♥,&❛❧❡♠❡♥ ✉♥❡

❝❛✉$❡ ❜✐❡♥ ❞,✜♥✐❡✳ ❈✬❡$ ❧♦&$E✉❡ ❧✬♦♥ ,✈❛❧✉❡ ✉♥❡ $✐ ✉❛ ✐♦♥ ❛✉ &❡❣❛&❞ ❞❡ ♥♦$ ✐♥ ,&J $ E✉❡

♥♦$ ,♠♦ ✐♦♥$ ♣❡✉✈❡♥ J &❡ ❞,❝❧❡♥❝❤,❡$✳

✶✳✷✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❞'✜♥✐*✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥*✐❡❧❧❡

▲❛ ❞✐✣❝✉❧ , &❡♥❝♦♥ &,❡ ♣❛& ❧❡$ ♣$②❝❤♦❧♦❣✉❡$ ♣♦✉& ❞,✜♥✐& ❝❧❛✐&❡♠❡♥ ❝❡ E✉✬❡$ ✉♥❡ ,♠♦✲

 ✐♦♥ ♣&♦✈✐❡♥ ❞✉ ❢❛✐ E✉❡ ❞❡ ♠✉❧ ✐♣❧❡$ ♣&♦❝❡$$✉$ $♦♥ ? ❧✬Z✉✈&❡ ❧♦&$E✉✬✉♥❡ ,♠♦ ✐♦♥ $✉&✲

✈✐❡♥ ✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ✐❧ ♣❡✉ $✬❛❣✐& ❞❡ $❡♥ ✐♠❡♥ $ $✉❜❥❡❝ ✐❢$✱ ❞✬❡①♣&❡$$✐♦♥$ ♣❤②$✐E✉❡$ ✭❢❛❝✐❛❧❡$✱

✈♦❝❛❧❡$✮✱ ❞✬✉♥❡ ,✈❛❧✉❛ ✐♦♥ ❝♦❣♥✐ ✐✈❡ ❞❡ ❧❛ $✐ ✉❛ ✐♦♥ ✭? ❧❛ $♦✉&❝❡ ❞✉ &❡$$❡♥ ✐ ,♠♦ ✐♦♥♥❡❧✮✱

❞✬✉♥❡ $ ✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ♣❤②$✐♦❧♦❣✐E✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡  ❡♥❞❛♥❝❡ ? ❡♥ &❡♣&❡♥❞&❡ ✉♥❡ ❛❝ ✐♦♥ ♣❛& ✐❝✉❧✐=&❡

✭❋&✐❥❞❛✱ ✶✾✽✻✮

✶

✳ ❆✐♥$✐✱ ❝❡& ❛✐♥$ ♣$②❝❤♦❧♦❣✉❡$ ❝♦♠♠❡ ❑❡❧ ♥❡& ❡ ●&♦$$ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣&♦♣♦$❡♥ 

✉♥❡ ❞,✜♥✐ ✐♦♥ ♠✉❧ ✐ ❝♦♠♣♦$❛♥ ❡$ ❞❡ ❧✬,♠♦ ✐♦♥✳ \♦✉& ❝❡$ ❛✉ ❡✉&$✱ ✐❧ ❡$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❞,✜✲

♥✐& ❧❡$ ,♠♦ ✐♦♥$ ❝♦♠♠❡ ❞❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ♣❡&❝❡♣ ✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐E✉❡✱ ❞❡$ ❡①♣,&✐❡♥❝❡$✱ ❞❡$ , ❛ $

♣❤②$✐♦❧♦❣✐E✉❡$✱ ❞❡$ ❛❝ ✐♦♥$ ❡ ❞❡$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥$ E✉✐ $♦♥ ,♣✐$♦❞✐E✉❡$✱ ❞❡ ❝♦✉& ✲ ❡&♠❡✱

❡ E✉✐ ✐♥ ❡&✈✐❡♥♥❡♥ ❡♥ &,♣♦♥$❡ ? ❞❡$ $✐ ✉❛ ✐♦♥$ ✭❝❤❛❧❧❡♥❣❡$ ♦✉ ♦♣♣♦& ✉♥✐ ,$✮ E✉✐ ♥♦✉$

❝♦♥❝❡&♥❡♥ $✉& ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❤②$✐E✉❡ ♦✉ $♦❝✐❛❧✳

❆✐♥$✐✱ ✉♥❡ ,♠♦ ✐♦♥ ❡$ &❡$$❡♥ ✐❡ ? ❧❛ $✉✐ ❡ ❞✬✉♥ ,✈=♥❡♠❡♥ ❞,❝❧❡♥❝❤❡✉& ♦✉ $ ✐♠✉❧✐ ✭✉♥❡

♠❡♥❛❝❡✱ ✉♥❡ ✐♥❥✉$ ✐❝❡✱ ✉♥❡ ♠❛❧❛❞&❡$$❡✳✮ ❡ ♣❡✉ $❡ ♠❛♥✐❢❡$ ❡& ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉&$ ♠❛♥✐=&❡$✳

▲✬,♠♦ ✐♦♥ $❡  &❛❞✉✐ ✱  ♦✉ ❞✬❛❜♦&❞✱ ♣❛& ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬, ❛ ♣❤②$✐♦❧♦❣✐E✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉✱ ?  &❛✈❡&$ ❧✬❛❝ ✐✈❛ ✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❛✐♥❡$ ③♦♥❡$ ❞✉ ❝❡&✈❡❛✉ E✉✐ ♣❡✉✈❡♥ J &❡ ❞✐✛,&❡♥ ❡$

✶✳ ▲♦$%&✉❡ ❧✬♦♥ $❡%%❡♥, ❞❡ ❧❛ ❝♦❧0$❡✱ ♦♥ ♣❡✉, %❡ %❡♥,✐$ ,❡♥❞✉✱ ❢$♦♥❝❡$ ❧❡% %♦✉$❝✐❧%✱ ♣❧✐%%❡$ ❧❡% ②❡✉①✱

✐♥,❡$♣$7,❡$ ❧❛ %✐,✉❛,✐♦♥ 8 ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬7,❛, 7♠♦,✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦❧0$❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉%,❡✱ ♥7❣❛,✐✈❡✱ ❡, ❝♦♥,$=❧❛❜❧❡✱

$❡%%❡♥,✐$ ✉♥❡ ❢♦$,❡ ❡①❝✐,❛,✐♦♥✱ ❡, ♣$7♣❛$❡$ %❡% ♣♦✐♥❣% ♣♦✉$ ?,$❡ ♣$?, 8 ❛,,❛&✉❡$ ❧❛ ♣❡$%♦♥♥❡ $❡%♣♦♥%❛❜❧❡ ❞❡

❧❛ %✐,✉❛,✐♦♥✳

✶✵



✶✳✷✳ ▲❡% ❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ *❤/♦1✐❡ ❞❡% /♠♦*✐♦♥% ♠♦1❛❧❡%

 ❡❧♦♥ ❧✬&♠♦(✐♦♥ ❡♥ *✉❡ (✐♦♥✳ ❈❡.(❛✐♥❡ &♠♦(✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥( ❡♥(.❛✐♥❡. ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡

❧✬&(❛( ♣❤② ✐♦❧♦❣✐*✉❡ *✉✐  ❡.❛  ♦✉.❝❡ ❞❡ ♣❧❛✐ ✐. ✭❥♦✐❡✱ ❣.❛(✐(✉❞❡✱ ✜❡.(&✱ ❡(❝✳✮✱ (❛♥❞✐ *✉❡

❞✬❛✉(.❡ &♠♦(✐♦♥  ♦♥( < ❧✬♦.✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬&(❛( ♣❤② ✐♦❧♦❣✐*✉❡  ②♥♦♥②♠❡

❞❡  ♦✉✛.❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❞& ❛❣.&♠❡♥( ✭❧❛ (.✐ (❡  ❡✱ ❧❛ ❝♦❧>.❡✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(& ❡(❝✳✮✳ ■❧ ❡ ( ❞♦♥❝

♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛  ❡. ❧❛ ♣❡.❝❡♣(✐♦♥ ❞❡ &♠♦(✐♦♥ *✉❡ ❧✬♦♥ .❡  ❡♥(  ❡❧♦♥ ✉♥❡ &❝❤❡❧❧❡ ❜✐ ♣♦❧❛✐.❡

*✉❡ ❧❡ ♣ ②❝❤♦❧♦❣✉❡ ❛♣♣❡❧❧❡♥( ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡( *✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉( .❛♣♣.♦❝❤❡. ❞✉ ❝♦♥❝❡♣( ❞✬✉(✐❧✐(&

❡♠♣❧♦②& ❡♥ &❝♦♥♦♠✐❡✳ ❖♥ ❛((.✐❜✉❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦ ✐(✐✈❡ ❛✉① &(❛( &♠♦(✐♦♥♥❡❧ < ❝❛.❛❝(>.❡

♣❧❛✐ ❛♥( ✭❥♦✐❡✮✱ ❡( ✉♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥&❣❛(✐✈❡ ❛✉① &(❛( &♠♦(✐♦♥♥❡❧ ❞& ❛❣.&❛❜❧❡ < .❡  ❡♥(✐. ✭(.✐ ✲

(❡  ❡✮✳ ▲✬✐♠♣❛❝( ♣❤② ✐♦❧♦❣✐*✉❡ ❞✬✉♥  (✐♠✉❧✉ &♠♦(✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉( &❣❛❧❡♠❡♥(  ✬❡✛❡❝(✉❡.  ❡❧♦♥

✉♥❡ ❛✉(.❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥✱ ❧❡ ❞❡❣.& ❞✬❛❝(✐✈❛(✐♦♥ ♣❤② ✐♦❧♦❣✐*✉❡ ✭❛.♦✉ ❛❧✮ ♦✉ ❞❡❣.& ❞✬✐♠♣❧✐❝❛(✐♦♥

&♠♦(✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦..❡ ♣♦♥❞ < ✉♥❡ ♠❡ ✉.❡ ❞❡ ❧✬✐♥(❡♥ ✐(& ❞❡ ❡✛❡( ♣ ②❝❤♦♣❤② ✐♦❧♦✲

❣✐*✉❡ ❞❡ ❞✐✛&.❡♥(❡ &♠♦(✐♦♥ ✳ ■❧ ♣❡✉( E(.❡ &❧❡✈& ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧>.❡✮ ♦✉

❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ ❧✬❡♥♥✉✐✮✳

▲❛  ✉.✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ &♠♦(✐♦♥  ✬♦❜ ❡.✈❡ &❣❛❧❡♠❡♥( ✈✐❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥( ❡( ❧❡ ❛❝(✐♦♥ 

*✉✬❡❧❧❡ ✐♥❝✐(❡♥( < ❡♥(.❡♣.❡♥❞.❡✳ ❖♥ ♣❛.❧❡ ❛❧♦. ❞❡ ✓ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥ ✔ ✭❋.✐❥❞❛✱ ✶✾✽✻✮✳

❉❡ ♥♦♠❜.❡✉ ❡ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥ ♦♥( &(& ✐❞❡♥(✐✜&❡ ✳ O❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣❡. ♦♥♥❡ ❡♥

❝♦❧>.❡ ♣❡✉( ❛✈♦✐. (❡♥❞❛♥❝❡ < ❞& ✐.❡.  ❡ ✈❡♥❣❡.✱ ❧✬&♠♦(✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(& ♣♦✉  ❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉

< .&♣❛.❡. ✉♥❡ ❡..❡✉. ❝♦♠♠✐ ❡✱ ❧❛ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥(❡ ❡ ( ❧❛ ❞✐  ✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦✉

❧❡ .❡♣❧✐  ✉.  ♦✐✳ ❖♥ ♣❛.❧❡ ✐❝✐ ❞❡ ✓ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥ ✔ ❡( ♥♦♥ ♣❛ ❞✬❛❝(✐♦♥  ♣&❝✐✜*✉❡ ✱

❝❤❛*✉❡ &♠♦(✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥( ❞♦♥♥❡. ❧✐❡✉ < ✉♥❡ ♣❧✉.❛❧✐(& ❞❡ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥( *✉✐ ♣❡.♠❡((❡♥( ✉♥❡

❛❞❛♣(❛(✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛&.❡♥(❡  ✐(✉❛(✐♦♥ ❞❛♥ ❧❡ *✉❡❧❧❡ ♣❡✉( ❛♣♣❛.❛P(.❡ ✉♥❡ ♠E♠❡ &♠♦(✐♦♥ ✿

♣❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦❧>.❡ ♥❡ ♣♦✉  ❡.❛ ♣❛ < ❧❛ ♠E♠❡ .&❛❝(✐♦♥  ✐ ❡❧❧❡ ❡ ( ❞✐.✐❣&❡ < ❧✬❡♥❝♦♥(.❡

❞✬✉♥ ♣.♦❝❤❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❈❡ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥  ♦♥( ✉♥ ❛ ♣❡❝( ✐♠♣♦.(❛♥( ❞❡ ♣.♦✲

❝❡  ✉ *✉✐  ♦♥( < ❧✬R✉✈.❡ ❧♦. ❞✬✉♥ .❡  ❡♥(✐ &♠♦(✐♦♥♥❡❧ ❝❛.✱  ❡❧♦♥ ❋.✐❥❞❛ ✭✶✾✽✻✮✱ ❧✬&♠♦(✐♦♥

❞✐ ♣♦ ❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✈✐ ✲<✲✈✐ ❞✉ ❝♦♥(.S❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥(✱ ❛✉  ❡♥ ♦T ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛  ❡

❛✈❛♥( ❧❡ ❛✉(.❡ ❛❝(✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉. ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ♠E♠❡  ✐ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥( ♣❛ ✐♥❤✐❜❡.

❧✬&♠♦(✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠E♠❡✱ ✐❧ ♣❡✉✈❡♥( ✐♥❤✐❜❡. ❝❡.(❛✐♥❡ .&❛❝(✐♦♥ &♠♦(✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡( ❣❛.❞❡♥( ✉♥

❝❡.(❛✐♥ ❝♦♥(.S❧❡ ❞❡ ❝❡ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥✳ ◆✐❡❞❡♥(❤❛❧✱ ❑.❛✉(❤✲●.✉❜❡. ❡( ❘✐❝ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥✲

❞✐*✉❡♥( ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ *✉✬✉♥❡ ♣❡. ♦♥♥❡ ♣❡✉( (♦✉( < ❢❛✐( .❡  ❡♥(✐. ❞❡ ❧✬❤✐❧❛.✐(& ❡♥  ❡ .❛♣♣❡❧❛♥(

✉♥❡ ❜❧❛❣✉❡ ❧♦. ❞✬✉♥❡ ❝&.&♠♦♥✐❡ ❞❡ ❢✉♥&.❛✐❧❧❡ ❡( ♣♦✉.(❛♥(  ❡ .❡(❡♥✐. ❞❡ ♣♦✉✛❡. ❞❡ .✐.❡✱ ❡♥

❛✣❝❤❛♥( ♣❧✉(S( ✉♥❡ ❡①♣.❡  ✐♦♥ ❞❡ (.✐ (❡  ❡ ✭♠E♠❡  ✐ ♣❛.❢♦✐ ❧✬&♠♦(✐♦♥ ❡ ( (.♦♣ ♣✉✐  ❛♥(❡✱

❢♦✉✲.✐.❡✮✳

▲❡ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥ ♥❡  ♦♥( ♣❛ ❧❡  ❡✉❧ ✐♥❞✐❝❡ ♣❡.♠❡((❛♥( ❞❡ ♣❡.❝❡✈♦✐. ❧✬&♠❡.✲

❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ &(❛( &♠♦(✐♦♥♥❡❧ ❝❤❡③ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ■❧ ❡①✐ (❡✱ ❡♥ ❡✛❡(✱ ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉① ♠♦②❡♥ 

❞✬❡①♣.❡  ✐♦♥ *✉✐  ♦♥( ❣&♥&.❛❧❡♠❡♥( ✉(✐❧✐ & ✱ ❝♦♥ ❝✐❡♠♠❡♥( ♦✉ ✐♥❝♦♥ ❝✐❡♠♠❡♥(✱ ♣❛. ❧❡ 

E(.❡ ❤✉♠❛✐♥ ✳ ■❧ ♣❡✉(  ✬❛❣✐. ❞✬❡①♣.❡  ✐♦♥ ♣♦ (✉.❛❧❡ ✭❝.♦✐ ❡♠❡♥( ❞❡ ❜.❛ ♦✉ (E(❡ ❜❛✐ ✲

 &❡✮✱ ✈♦❝❛❧❡ ✭✐♥(❡♥ ✐(& ❞❡ ❧❛ ✈♦✐① ❡( ✈♦❝❛❜✉❧❛✐.❡✮✱ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥(❛❧❡ ✭(.❡♠❜❧❡♠❡♥( ♦✉

❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣.& ❡♥❝❡  ♦❝✐❛❧❡✮ ❡( ♠E♠❡ ❢❛❝✐❛❧❡ ✭♣❧❡✉. ✱ ❣.✐♠❛❝❡ ✱  ♦✉.✐.❡ ✮✳ ❈❡ ❡①✲

♣.❡  ✐♦♥ (&♠♦✐❣♥❡♥(✱ ❛✉① ②❡✉① ❞❡ ❛✉(.❡ ✱ *✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡ ( ❞❛♥ (❡❧ ♦✉ (❡❧ &(❛( ❛✛❡❝(✐❢✳

❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ (❡♥❞❛♥❝❡ < ❧✬❛❝(✐♦♥✱ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♦♥( ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐(&

❞❡ ❝♦♥(.S❧❡  ✉. ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣.❡  ✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥♦✉❡✉. ❞❡ ♣♦❦❡. *✉✐ ❝❤❡.❝❤❡ < ♥❡ ♣❛ 

❧❛✐  ❡. (.❛♥ ♣❛.❛P(.❡  ❡ &♠♦(✐♦♥ ✳

▲✬&♠♦(✐♦♥ ✐♥(❡.✈✐❡♥( ❡♥✜♥  ✉. ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦❣♥✐(✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❛  ✉.✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ &♠♦(✐♦♥

❡♥(.❛✐♥❡ ✉♥❡ ✐♥(❡..✉♣(✐♦♥ ❞❡ ❛❝(✐✈✐(& ❛✉(♦♠❛(✐*✉❡ ❡♥ ❝♦✉. ✱ ❧✬❡ ♣.✐(  ❡ ❝♦♥❝❡♥(.❛♥( ❛❧♦. 
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❞❡ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ 2 ❧✬❛❝%✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❧✬❡①♣"❡  ✐♦♥ ❞❡ ❧✬.♠♦%✐♦♥✮ <✉✐ ♣❡✉% E%"❡ .✈❛❧✉.❡ ❝♦♠♠❡

 ♦✉❤❛✐%❛❜❧❡ ✭♦✉✱ ❛✉ ❝♦♥%"❛✐"❡✱ ✐♥❞. ✐"❛❜❧❡✮ ❛✉ "❡❣❛"❞ ❞✉ ❝♦♥%❡①%❡ ♣❛"%✐❝✉❧✐❡" ❞❛♥ ❧❡<✉❡❧

❧✬.♠♦%✐♦♥ .♠❡"❣❡✳ ▲✬❛ ♣❡❝% ❝♦❣♥✐%✐❢ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ❛ ❡♥✜♥ ✉♥❡ ✐♠♣♦"%❛♥❝❡ %♦✉%❡ ♣❛"%✐❝✉❧✐9"❡

✈✐ ✲2✲✈✐ ❞✉ ❢❛✐% <✉✬✐❧ ♣❡"♠❡% ✉♥❡ ♣♦  ✐❜✐❧✐%. ❞✬❛♥%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛"% ❞❡ ❛❣❡♥% ✳ ❆ %"❛✈❡" 

❧✬.✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❝♦❣♥✐%✐✈❡ ❞❡ ❧❛  ✐%✉❛%✐♦♥ ❞❛♥ ❧❛<✉❡❧❧❡ ✐❧  ❡ %"♦✉✈❡♥%✱ ❧❡ ❛❣❡♥% ♣❡✉✈❡♥% ❛✐♥ ✐

 ✉ ❝✐%❡" ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉" ♠.♠♦✐"❡ ❡% ❛♥%✐❝✐♣❡" ❧❡ .♠♦%✐♦♥  ✉ ❝❡♣%✐❜❧❡ ❞❡  ✉"✈❡♥✐"✳ ❈♦♠♠❡

❧❡  ♦✉❧✐❣♥❛✐% ❆❞❛♠ ❙♠✐%❤ ✭✶✼✺✾✮✱ ❧❡ .♠♦%✐♦♥ ❛♥%✐❝✐♣.❡ ♦✉ ✓ ✐♠❛❣✐♥.❡ ✔✱ ❜✐❡♥ <✉❡ ♥♦♥

".❡❧❧❡♠❡♥% "❡  ❡♥%✐❡ ✱  ♦♥% ❛✉  ✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡ ❡" ❞❛♥ ❧❡ ♣"♦❝❡  ✉ ❞❡ ❞.❝✐ ✐♦♥ ✭♠♦"❛❧✮

❞❡ ❛❣❡♥% ✳ ▲✬❛♥%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ✕ ✈✐❛ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞✉ "❡  ❡♥%✐ ❞❡ ❝❡"%❛✐♥❡ .♠♦%✐♦♥ ✭♣♦ ✐%✐✈❡ ✮

♦✉✱ ❛✉ ❝♦♥%"❛✐"❡✱ ♣❛" %❡♥%❛%✐✈❡ ❞✬.✈✐%❡♠❡♥% ✭❞❛♥ ❧❡ ❝❛ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ♥.❣❛%✐✈❡ ✮ ✕ ♠♦❞✉❧❡

❡♥ ♣❛"%✐❝✉❧✐❡" ❧❛ ♣"✐ ❡ ❞❡ ❞.❝✐ ✐♦♥✳

✶✳✷✳✶✳✷✳ ❚②♣♦❧♦❣✐❡

❉"❡  ❡" ✉♥❡ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ❝♦♠♣❧9%❡ ❡% ♣❡"%✐♥❡♥%❡ ❡ % ✉♥ ❡①❡"❝✐❝❡ ❞.❧✐❝❛% ❡♥ "❛✐✲

 ♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧%✐%✉❞❡ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ".♣❡"%♦"✐.❡ ❡% ❞❡ ❧✬❡①✐ %❡♥❝❡ ❞❡ ❢"♦♥%✐9"❡ "❡❧❛%✐✈❡♠❡♥%

✢♦✉❡ ❡♥%"❡ ❧❡ ❞✐✛."❡♥%❡ .♠♦%✐♦♥ ✳ ■❧ ❡ % ❝❡♣❡♥❞❛♥% ♣♦  ✐❜❧❡ ❡♥  ✉✐✈❛♥% ❊❧ %❡" ✭✶✾✾✽✮

❞❡ ♣"♦♣♦ ❡" ✉♥❡ %②♣♦❧♦❣✐❡ <✉✐  ♦✐% ♣❡"%✐♥❡♥%❡ ✈✐ ✲2✲✈✐ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧② ❡ .❝♦♥♦♠✐<✉❡✳ ❉❛♥  ❛

%②♣♦❧♦❣✐❡✱ ❊❧ %❡" ✭✶✾✾✽✮ ♣"♦♣♦ ❡ ❛✐♥ ✐ ❞❡ "❡❣"♦✉♣❡" ❧❡ .♠♦%✐♦♥  ❡❧♦♥ ❝✐♥< ❝❛%.❣♦"✐❡ ✳ ▲❛

♣"❡♠✐9"❡ ❞✬❡♥%"❡ ❡❧❧❡ ❡ % ❝❡❧❧❡ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ❞✐%❡  ♦❝✐❛❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥% ❧❡ .♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧9"❡✱

❞❡ ❤❛✐♥❡✱ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%.✱ ❞❡ ❤♦♥%❡✱ ❞❡ ✜❡"%.✱ ❞❡ ♣".%❡♥%✐♦♥✱ ❞✬❛❞♠✐"❛%✐♦♥ ❡% ❞✬❛✛❡❝%✐♦♥✳

❈❡ .♠♦%✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥% E%"❡ ❞✐"✐❣.❡ 2 ❧✬❡♥❝♦♥%"❡ ❞❡ ♥♦✉ ✲♠E♠❡ ♦✉ 2 ❧✬❡♥❝♦♥%"❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉%"❡

♣❡" ♦♥♥❡ ❡% ❝♦♥❝❡"♥❡♥% ❧❡ ❝♦♠♣♦"%❡♠❡♥% ❛❞♦♣%. ❛✐♥ ✐ <✉❡ ❧❡ ❝❛"❛❝%9"❡ ✭♣❡" ♦♥♥❛❧✐%.✮

♠E♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡" ♦♥♥❡ ❝✐❜❧❡ <✉✐ ❡ % 2 ❧✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬.♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬.♠♦%✐♦♥✳ ▲❡ .♠♦%✐♦♥ 

 ♦❝✐❛❧❡ ✐♠♣❧✐<✉❡♥% .❣❛❧❡♠❡♥% ✉♥❡ .✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♣♦ ✐%✐✈❡ ♦✉ ♥.❣❛%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡" ♦♥♥❡ ❝✐❜❧❡✳
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♥.❣♦❝✐❛%✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡%❝✳

▲❛ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬❊❧ %❡" ✭✶✾✾✽✮ ✐♥%9❣"❡ .❣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ❝❛%.❣♦"✐❡ ❞❡ .♠♦%✐♦♥ ❝♦♥%"❡❢❛❝✲
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❊❧ %❡" ✭✶✾✾✽✮ "❡❣"♦✉♣❡ ❡♥ ✉✐%❡ ❧❡ .♠♦%✐♦♥ ✐  ✉❡ ❞❡ ❝❡ <✉✐ ♣♦✉""❛✐%  ❡ ♣❛  ❡" ❞❛♥ 
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♥✬❛♣♣❛$%✐❡♥♥❡♥% ( ❛✉❝✉♥❡ ❝❛%+❣♦$✐❡ .♣+❝✐✜0✉❡ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠+♣$✐.✱ ❧❡ ❞+❣♦6% ♦✉

❧✬❛♠♦✉$ $♦♠❛♥%✐0✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐.%❡ +❣❛❧❡♠❡♥% ❞❛♥. ❝❡%%❡ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ❝♦♥%$♦✲

✈❡$.+❡. ♦✉ 0✉✐ .♦♥% ( ❧❛ ❢$♦♥%✐=$❡ ❞❡ ♣❧✉.✐❡✉$. ❝❛%+❣♦$✐❡. ❝♦♠♠❡ ❧❛ .✉$♣$✐.❡✱ ❧✬❡♥♥✉✐✱ ❧❡

❞+.✐$ .❡①✉❡❧✱ ❧❛ ❥♦✉✐..❛♥❝❡✱ ❧✬❛♥①✐+%+ ❡% ❧❛ ❢$✉.%$❛%✐♦♥✳

▲❛ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬❊❧.%❡$ ✭✶✾✾✽✮ ♣❡$♠❡% ❞❡ $❡❣$♦✉♣❡$ ❧✬+%✉❞❡ ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ❞❡ ❢❛E♦♥ ✉%✐❧❡

♣♦✉$ ❧✬+❝♦♥♦♠✐.%❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡.% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ♣❛. ❡①❤❛✉.%✐✈❡ ❡% ♥❡ ♣❡$♠❡% ♣❛.✱ ❡♥ ♣❛$%✐❝✉❧✐❡$✱ ❞❡

♠❡%%$❡ ❡♥ ❧✉♠✐=$❡ ❧❡ $G❧❡ ♠❛❥❡✉$ 0✉✬♦♥% ❧❡. +♠♦%✐♦♥. ❞✐%❡. ✓ ♠♦$❛❧❡. ✔ ❞❛♥. ❧❡ ♣$♦❝❡..✉.

❞❡ ❞+❝✐.✐♦♥ +❝♦♥♦♠✐0✉❡✳ ▲✬✐♥%+$J% ❞❡ ❝❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ❡.% ( ♠❡%%$❡ ❡♥ ♣❛$❛❧❧=❧❡ ❛✈❡❝

❧✬+♠❡$❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐%%+$❛%✉$❡ ❛❜♦♥❞❛♥%❡ .✉$ ❧❡. ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥%. .♦❝✐❛✉① ♦✉ ♠♦$❛✉① ✭❙❡$$❛✱

✷✵✵✼✮✳

✶✳✷✳✷✳ ▲❛ %♣'❝✐✜❝✐+' ❞❡% '♠♦+✐♦♥% ♠♦1❛❧❡%

❍❛✐❞% ✭✷✵✵✸✮ ❞+✜♥✐% ❧❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ❝♦♠♠❡ ❧❡. +♠♦%✐♦♥. 0✉✐ .♦♥% ✓ ✐♥"#✐♥$%&✉❡✲

♠❡♥" ❧✐,❡$ ❛✉① ✐♥",#/"$ ❡" ❛✉ ❜✐❡♥✲/"#❡ ❞❡ ❧❛ $♦❝✐,", ❞❛♥$ $♦♥ ❡♥$❡♠❜❧❡✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥$ ❛✉

❜✐❡♥✲/"#❡ ❞✬✉♥ ❛✉"#❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ &✉❡ ❧✬❛❣❡♥" &✉✐ ❧❡$ #❡$$❡♥" ✔ ✭♣✳ ✷✼✻✮✳ ▲❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡.

.♦♥% ❞♦♥❝ .✉.❝✐%+❡. ♣❛$ ❞❡. .✐%✉❛%✐♦♥. .♦❝✐❛❧❡. ✐♠♣❧✐0✉❛♥% ❧❛ ♣$+.❡♥❝❡ ❡% ❧✬✐♥%❡$✈❡♥%✐♦♥

❞✬❛✉%$✉✐✳ ❊❧❧❡. ♣$+.❡♥%❡♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❞❡. ❝❛$❛❝%+$✐.%✐0✉❡. ❣+♥+$❛❧❡. 0✉✐ ❧❡. ❞✐✛+$❡♥❝✐❡♥%

❞❡. +♠♦%✐♦♥. .♦❝✐❛❧❡. ✭✷✳✷✳✶✮✳ ❯♥❡ ❝❧+ ❞❡ ❧❡❝%✉$❡ ✉%✐❧❡ ♣❡$♠❡%%❛♥% ❞✬✐❞❡♥%✐✜❡$ ❧❡. .♣+❝✐✲

✜❝✐%+. ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ❡% ❧❡✉$ ✐♠♣❛❝% ❞✐✛+$❡♥❝✐+ .✉$ ❧✬❛❞♦♣%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦$%❡♠❡♥%.

♣$♦.♦❝✐❛✉① ❝♦♥.✐.%❡ ( .+♣❛$❡$ ❝❡❧❧❡. 0✉✐ .♦♥% ( ✈❛❧❡♥❝❡ ♥+❣❛%✐✈❡ ✭✷✳✷✳✷✮ ❞❡ ❝❡❧❧❡. 0✉✐ ♣$♦✲

❝✉$❡♥% ✉♥ ❜✐❡♥✲J%$❡ ♦✉ ✉♥❡ ✉%✐❧✐%+ ♣♦.✐%✐✈❡ ( ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✭✷✳✷✳✸✮✳ ▲❡. ♠+❝❛♥✐.♠❡. ❞✬❡♠♣❛%❤✐❡

♦✉ ❞❡ .②♠♣❛%❤✐❡ ❞♦✐✈❡♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥% J%$❡ %$❛✐%+. ( ♣❛$% ✭✷✳✷✳✹✮✳ ◆♦✉. %$❛✐%♦♥. ❡♥.✉✐%❡ ❞❡.

.♣+❝✐✜❝✐%+. ❧✐+❡. ( ❧❛ ♠❡.✉$❡ ❡% ( ❧✬✐♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ✭✷✳✷✳✺✮✳ ◆♦✉. ❞$❡..♦♥.

❡♥✜♥ ❧❡. ❡♥.❡✐❣♥❡♠❡♥%. ♣$✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐%%+$❛%✉$❡ .✉$ ❧❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ✭✷✳✷✳✻✮✳

✶✳✷✳✷✳✶✳ ▲❡% ❝❛(❛❝)*(✐%)✐,✉❡% ❣*♥*(❛❧❡%

▲❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ♣❡✉✈❡♥% ❛♣♣❛$❛X%$❡ ❧♦$.0✉❡ ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ✐♥%❡$❛❣✐..❡♥% ❡♥.❡♠❜❧❡

♦✉ .✉$✈❡♥✐$ ❧♦$.0✉✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛%✐♦♥ ♠♦$❛❧❡ ❡.% ♣❡$E✉❡ ♣❛$ ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉.✳ ▲✬✐♥%+$J% ♣♦✉$ ❝❡.

+♠♦%✐♦♥. ❡.% ❞❡ ♣❧✉. ❡♥ ♣❧✉. ❣$❛♥❞ ❝❤❡③ ❧❡. +❝♦♥♦♠✐.%❡. ❝❛$ ❡❧❧❡. ♦♥% ✉♥ $G❧❡ ♣$✐♠♦$❞✐❛❧

❞❛♥. ❧❛ ♣$✐.❡ ❞❡ ❞+❝✐.✐♦♥ ❞❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥%✐❝✐♣❛✐% ❆❞❛♠ ❙♠✐%❤ ❞❛♥. ❧❛ ❚❤+♦$✐❡ ❞❡.

❙❡♥%✐♠❡♥%. ♠♦$❛✉① ✭✶✼✺✾✮✳ ❈❡$%❛✐♥. ♣.②❝❤♦❧♦❣✉❡. ❢♦$♠✉❧❡♥% ❛✐♥.✐ ❧✬❤②♣♦%❤=.❡ 0✉❡ ❞❛♥.

❝❡$%❛✐♥❡. ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥. .♦❝✐❛❧❡.✱ ♣❧✉. 0✉❡ ♥♦%$❡ ❝❛♣❛❝✐%+ ❞❡ $❛✐.♦♥♥❡♠❡♥% ♦✉ ♥♦%$❡ ❝❛♣❛❝✐%+

❝♦❣♥✐%✐✈❡✱ ❝❡ .❡$❛✐% ❧❡ $❡..❡♥%✐ ❞✬+♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. 0✉✐ ♥♦✉. ❞✐❝%❡$❛✐% ♥♦%$❡ ❝♦♥❞✉✐%❡ ✭❱+❧❡③

●❛$❝✐❛ ❡% ❖.%$♦.❦②✲❙♦❧✐.✱ ✷✵✵✻ ❀ ❑+❞✐❛✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆✉ .❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡.✱

♦♥ $❡%$♦✉✈❡ ❧❛ ❤♦♥%❡✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%+✱ ❧✬❡♠❜❛$$❛.✱ ❧❛ ❝♦❧=$❡✱ ❧❡ ♠+♣$✐. ❡% ❧❡ ❞+❣♦6% ✭❞❡. +♠♦✲

%✐♦♥. ( ✈❛❧❡♥❝❡ ♥+❣❛%✐✈❡✮ ♠❛✐. ❛✉..✐✱ ❧❛ ✜❡$%+✱ ❧❛ ❣$❛%✐%✉❞❡ ❡% ❧✬❛❞♠✐$❛%✐♦♥ ✭❞❡. +♠♦%✐♦♥.

( ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦.✐%✐✈❡✮✳ c♦✉$ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ♣.②❝❤♦❧♦❣✉❡.✱ ❧✬❡♠♣❛%❤✐❡✱ ❡♥✜♥✱ $❡♣$+.❡♥%❡ ✉♥❡

❝♦♠♣♦.❛♥%❡ ( ♣❛$% ❞❡ ❝❡%%❡ ❝❛%+❣♦$✐❡ ❞✬+♠♦%✐♦♥ ✭❑+❞✐❛✱ ✷✵✵✾✮✳

❍❛✐❞% ✭✷✵✵✸✮ ♣$♦♣♦.❡ ✉♥❡ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡. +♠♦%✐♦♥. ♠♦$❛❧❡. ❝♦♠♣$❡♥❛♥% ❧❡. +♠♦%✐♦♥.

❛✉%♦ ❝♦♥.❝✐❡♥%❡.✱ ❧❡. +♠♦%✐♦♥. ❞✬+✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞✬❛✉%$✉✐ ❡% ❧✬❡♠♣❛%❤✐❡✳ ▲❡. +♠♦%✐♦♥. ❛✉%♦✲

❝♦♥.❝✐❡♥%❡. .♦♥% ❝❡❧❧❡. ❞❡ ❧❛ ❤♦♥%❡✱ ❞❡ ❧✬❡♠❜❛$$❛.✱ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%+ ❡% ❞❡ ❧❛ ✜❡$%+✳ ❊❧❧❡.

♦♥% ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞✬J%$❡ ❞+❝❧❡♥❝❤+❡. ♣❛$ ❧❡. +✈=♥❡♠❡♥%. ✐♥%❡$♣❡$.♦♥♥❡❧. ♥+❣❛%✐❢. ♦✉ ♣♦.✐%✐❢.

❞♦♥% ❧❛ ❝❛✉.❡ ❡.% ❛%%$✐❜✉+❡ ( .♦✐ ✭❑+❞✐❛✱ ✷✵✵✾✮✳ ■❧ ❡.%✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ $❡..❡♥%✐$

❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%+ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥%❡✱ ❛♣$=. .✬J%$❡ ❝♦♠♣♦$%+ ❞❡ ❢❛E♦♥ ♦♣♣♦$%✉♥✐.%❡ ❡♥ ♣$♦✜✲

%❛♥% ❞✉ ❢$✉✐% ❞✬✉♥ ❡✛♦$% ❝♦❧❧❡❝%✐❢ .❛♥. ❛✈♦✐$ ❝♦♥%$✐❜✉+ ( .❛ $+❛❧✐.❛%✐♦♥✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥%$❛✐$❡ ❞❡

✶✸



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

 ❡""❡♥$✐ ❞❡ ❧❛ ✜❡ $*✱ ❞✉ ❢❛✐$ ❞✬✉♥ ♣ ♦❢♦♥❞ ✐♥✈❡"$✐""❡♠❡♥$ ❞❛♥" ❧❛  *❛❧✐"❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣ ♦❥❡$

❝♦❧❧❡❝$✐❢✳ ❈❡" *♠♦$✐♦♥" "♦♥$ *✈♦7✉*❡" ♣❛ ❧✬❛✉$♦✲*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ "♦✐ ❡$ ♣❛ ❧❛  *✢❡①✐♦♥ "✉ 

"♦✐ ✭❚❛♥❣♥❡②✱ ❙$✉❡✇✐❣ ❡$ ▼❛"❤❡❦✱ ✷✵✵✼✮✳ ❊❧❧❡" ❝♦♥"$✐$✉❡♥$ ❞❡" ✐♥❞✐❝❛$❡✉ " ♣ *❝✐❡✉① ♣♦✉ 

*✈❛❧✉❡ ❧❛ ❢❛I♦♥ ❞♦♥$ ♥♦✉" "♦♠♠❡" ♣❡ I✉" ♣❛ ♥♦$ ❡ ❡♥✈✐ ♦♥♥❡♠❡♥$ "♦❝✐❛❧ ❡$ ♥♦✉" ❛✐❞❡♥$

❛✐♥"✐ J ♠❛✐♥$❡♥✐ ❞❡ ❜♦♥♥❡"  ❡❧❛$✐♦♥" ❛✈❡❝ ❧❡" ❛✉$ ❡"✳ ❊♥ ♣❛ $✐❝✉❧✐❡ ✱ ❡❧❧❡" ♥♦✉" ✐♥❢♦ ♠❡♥$

"✉ ❧✬❛❝❝❡♣$❛❜✐❧✐$* "♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦ ❛❧❡ ❞❡ ♥♦" ❝♦♥❞✉✐$❡"✱ ❡♥ ❛❣✐""❛♥$ ❝♦♠♠❡ ❞❡" ♣✉♥✐$✐♦♥"

♦✉ ❞❡"  *❝♦♠♣❡♥"❡" ❛✛❡❝$✐✈❡"✳ ❈❡" *♠♦$✐♦♥" ❞✬❛✉$♦✲*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♥$ ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣ M"

❚❛♥❣♥❡② ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✓ ❜❛ ♦♠M$ ❡ *♠♦$✐♦♥♥❡❧ ♠♦ ❛❧ ✔✳ ❊♥ ♣❛ $✐❝✉❧✐❡ ✱ ❧♦ "7✉❡

❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡$ ✉♥❡ $ ❛♥"❣ ❡""✐♦♥ ♦✉ 7✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐$ ✉♥❡ ❡  ❡✉ ♣ *❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ ♣♦✉ ❛✉$ ✉✐✱ ❧❡"

*♠♦$✐♦♥" ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$*✱ ❞❡ ❤♦♥$❡ ♦✉ ❞✬❡♠❜❛  ❛" "♦♥$ "✉"❝❡♣$✐❜❧❡" ❞✬❛♣♣❛ ❛P$ ❡ ❡$ ✐♥❞✉✐"❡♥$

✉♥ ❞*"❛❣ *♠❡♥$✱ ✉♥❡ ❞*"✉$✐❧✐$*✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡ "❡✱ ❧♦ "7✉❡ ♥♦$ ❡ ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$ ❡"$ "♦❝✐❛❧❡♠❡♥$

♦✉ ♠♦ ❛❧❡♠❡♥$ ❛❞❛♣$*✱ ❧❡" "❡♥$✐♠❡♥$" ♣♦"✐$✐❢" ❞❡ ✜❡ $* ♦✉ ❞✬❛♣♣ ♦❜❛$✐♦♥ ❞❡ "♦✐✲♠R♠❡ ❡♥

 *"✉❧$❡♥$✱ ✈❡♥❛♥$  *❝♦♠♣❡♥"❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$ ❥✉❣* ♦♣♣♦ $✉♥✳

▲❡" *♠♦$✐♦♥" ♠♦ ❛❧❡" ❛✉$♦✲❝♦♥"❝✐❡♥$❡" "♦♥$ ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛❧❡" ♣♦✉ ❧❡" R$ ❡" ❤✉♠❛✐♥" ❞♦$*"

❜✐♦❧♦❣✐7✉❡♠❡♥$ ❞✬✉♥ ❢♦ $ ❜❡"♦✐♥ ❞✬❛♣♣❛ $❡♥✐ J ✉♥ ❣ ♦✉♣❡✳ ❊❧❧❡" "❡♠❜❧❡♥$ ❛✐♥"✐ ❝♦♥I✉❡"

♣♦✉ ❛✐❞❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" J "✬❛❞❛♣$❡ J ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ❣ ♦✉♣❡ ❡♥ *✈✐$❛♥$ ❧❡" ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$" "✉"❝❡♣✲

$✐❜❧❡" ❞✬❡♥$ ❛✐♥❡ ❧❡ ♠*♣ ✐"✱ ❧❛ ❝♦❧M ❡ ♦✉ ❧❡ ❞*❣♦T$ ❝❤❡③ ❧❡" ❛✉$ ❡" ♣❡ "♦♥♥❡" ✭❍❛✐❞$✱ ✷✵✵✸✮

♦✉ ❛❧♦ " ❡♥ ❢❛✈♦ ✐"❛♥$ ❧❡" ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$" "♦❝✐❛❧❡♠❡♥$ ❡$ ♠♦ ❛❧❡♠❡♥$ ❛❞❛♣$*" ❝❛♣❛❜❧❡" ❞❡

"✉"❝✐$❡ ❧✬❛❞♠✐ ❛$✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❣ ❛$✐$✉❞❡ ❛✉♣ M" ❞❡" ❛✉$ ❡"✳ ❈❡ "♦♥$✱ ♣❛ ❛✐❧❧❡✉ "✱ ❝❡" ❛✉$ ❡"

*♠♦$✐♦♥" 7✉✐ ❝♦♥"$✐$✉❡♥$ ❧❛ ❞❡✉①✐M♠❡ ❣ ❛♥❞❡ ❝❛$*❣♦ ✐❡ ❞✬*♠♦$✐♦♥" ♠♦ ❛❧❡"✱ ❧❡" *♠♦$✐♦♥"

❞✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐✳ ▲♦ "7✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞M ❡ ❝❡" *♠♦$✐♦♥"✱ ❧✬♦❜❥❡$ ❞❡ ❧✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♥✬❡"$

♣❧✉" "♦✐✲♠R♠❡✱ ❝❡❧❧❡"✲❝✐ "❡ ❢♦❝❛❧✐"❡♥$ ♣❧✉$X$ "✉ ❧❡" ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$" ❛❞♦♣$*" ♣❛ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉" 7✉✐ ♥♦✉" ❡♥$♦✉ ❡♥$✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❛✉$♦✲❝♦♥"❝✐❡♥$❡"✱ ✐❧ ❡①✐"$❡ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡

❞✬*♠♦$✐♦♥" ❞✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐ J ✈❛❧❡♥❝❡ ♥*❣❛$✐✈❡ 7✉❡ ❍❛✐❞$ ✭✷✵✵✸✮ ♥♦♠♠❡ ❧❡" *♠♦$✐♦♥"

❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐✱ ✐♥$*❣ ❛♥$ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❞❡ ❝♦❧M ❡✴✐♥❞✐❣♥❛$✐♦♥✱ ❞❡ ♠*♣ ✐" ❡$ ❞❡

❞*❣♦T$✱ ❛✐♥"✐ 7✉✬✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬*♠♦$✐♦♥" ❞✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐ J ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦"✐$✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡

❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❞❡ ❧♦✉❛♥❣❡ ❞✬❛✉$ ✉✐✱ ♣❛ ♠✐ ❧❡"7✉❡❧❧❡" ♦♥  ❡$ ♦✉✈❡ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ❧❛ ❣ ❛$✐$✉❞❡ ❡$

❧✬❛❞♠✐ ❛$✐♦♥✳

❉✬❛♣ M" ❑*❞✐❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐✱ ❧❛ ❝♦❧M ❡✴✐♥❞✐❣♥❛$✐♦♥✱ ❧❡

❞*❣♦T$ ❡$ ❧❡ ♠*♣ ✐" "♦♥$ ❞❡" *♠♦$✐♦♥" ♠♦ ❛❧❡"✱ ❛✉ ♠R♠❡ $✐$ ❡ 7✉❡ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" 7✉✐ ✐♥❝✐$❡♥$

J ❛❞♦♣$❡ ❞❡" ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$" ♣ ♦"♦❝✐❛✉①✱ ❝❛ ❡❧❧❡" ❝♦♥"$✐$✉❡♥$ ❞❡" ♠*❝❛♥✐"♠❡" ❡""❡♥$✐❡❧" J

❧❛  *❣✉❧❛$✐♦♥ ❞❡"  ❡❧❛$✐♦♥" ✐♥$❡ ♣❡ "♦♥♥❡❧❧❡" ❡$ ❛✉ ♠❛✐♥$✐❡♥ ❞❡ ❧✬♦ ❞ ❡ "♦❝✐❛❧✳ ❈❡" *♠♦$✐♦♥"

❝♦♥❞✉✐"❡♥$✱ ❡♥ ❡✛❡$✱ J ❧❛ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡✱ J ❧✬♦"$ ❛❝✐"♠❡ ♦✉ J ❧✬❤✉♠✐❧✐❛$✐♦♥ ✈✐"✲J✲✈✐" ❞❡ ❧✬♦❜✲

❥❡$ ❞❡ ❧✬*✈❛❧✉❛$✐♦♥✱ ❝✬❡"$✲J✲❞✐ ❡ ❧❛ ♦✉ ❧❡" ♣❡ "♦♥♥❡" ❛②❛♥$ ❝♦♠♠✐" ✉♥❡ $ ❛♥"❣ ❡""✐♦♥✳ ❈❡"

*♠♦$✐♦♥" ✐♥❝✐$❡♥$ ❛✐♥"✐ J ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠❡"✉ ❡" ❝♦❡ ❝✐$✐✈❡" ❞❡ ❧❛ ♣❛ $ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"

7✉✐ ❧❡"  ❡""❡♥$❡♥$ ❡♥✈❡ " ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" 7✉✐ ❡♥ "♦♥$ ❧❛ "♦✉ ❝❡✱ ❞✉ ❢❛✐$ ❞❡ ❧❡✉ " ❝♦♠♣♦ $❡✲

♠❡♥$" "♦❝✐❛❧❡♠❡♥$ ♦✉ ♠♦ ❛❧❡♠❡♥$ ✐♥❛❞❛♣$*"✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐$✱ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ✈✐❛ ❧✬❛♥!✐❝✐♣❛!✐♦♥

❞❡ ❝❡" ♠❡"✉ ❡"✱ J ❞*❝♦✉ ❛❣❡ ❝❡" ✓ ♠❛✉✈❛✐" ✔ ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$"✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡ "❡✱ ❧❡" *♠♦$✐♦♥"

❞❡ ❧♦✉❛♥❣❡ ❞✬❛✉$ ✉✐ "✉ ✈✐❡♥♥❡♥$ ❧♦ "7✉✬♦♥ ❝♦♥"$❛$❡ 7✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" 7✉✐ ♥♦✉" ❡♥$♦✉ ❡♥$

"❡ ❝♦♠♣♦ $❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✐M ❡ ❛❞♠✐ ❛❜❧❡ ♦✉  *❛❧✐"❡♥$ ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ 7✉✐ ✈✐"❡ J ❛✉❣♠❡♥$❡ ♥♦$ ❡

❜✐❡♥✲R$ ❡ ♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ "♦❝✐*$* ❞❛♥" "♦♥ ❡♥"❡♠❜❧❡✳ ❆✉ ♠R♠❡ $✐$ ❡ 7✉❡ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❞❡

❝♦♥❞❛♠♥❛$✐♦♥ ❞✬❛✉$ ✉✐ ✐♠♣❧✐7✉❡♥$ ✉♥❡ *+❝✐♣*♦❝✐!+ ♥+❣❛!✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛ $ ❞❡ ❝❡✉① 7✉✐ ❧❡"

 ❡""❡♥$❡♥$ ❡♥✈❡ " ❝❡✉① 7✉✐ ❡♥ "♦♥$ ❧❛ "♦✉ ❝❡✱ ❧❡" *♠♦$✐♦♥" ❞❡ ❧♦✉❛♥❣❡ ❞✬❛✉$ ✉✐ ♣❡✉✈❡♥$

R$ ❡ J ❧✬♦ ✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ *+❝✐♣*♦❝✐!+ ♣♦.✐!✐✈❡ 7✉✐  *❝♦♠♣❡♥"❡ ❧✬❛❞♦♣$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦ $❡♠❡♥$"

♣ ♦"♦❝✐❛✉①✳ ❈❡" *♠♦$✐♦♥" ♣♦"✐$✐✈❡" ❡♥❝♦✉ ❛❣❡♥$ *❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" J ❝ *❡ ❞❡" ❧✐❡♥"

"♦❝✐❛✉①✱ J ❞❡✈❡♥✐ " ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉ ❡" ♣❡ "♦♥♥❡" ❡❧❧❡"✲♠R♠❡" ✭❍❛✐❞$✱ ✷✵✵✸✮ ❡$ J ♠❛♥✐❢❡"$❡ ❧❛

✶✹



✶✳✷✳ ▲❡% ❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ *❤/♦1✐❡ ❞❡% /♠♦*✐♦♥% ♠♦1❛❧❡%

✈♦❧♦♥$% ❞✬❛✐❞❡+ ❧❡, ❛✉$+❡,✳ ▲❡, %♠♦$✐♦♥, ❞❡ ❧♦✉❛♥❣❡ ❞✬❛✉$+✉✐ ,♦♥$ ,✉,❝❡♣$✐❜❧❡, ❞❡ +❡♥❢♦+❝❡+

❧❡, ❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$, ♣+♦,♦❝✐❛✉① ❞❡ ❝❡✉① 7✉✐ ❧❡, ♦♥$ +%❛❧✐,%,✱ ♠❛✐, ❛✉,,✐ ❞❡ ♣+♦♠♦✉✈♦✐+ ❝❡,

❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$, ❛✉♣+9, ❞❡ ❝❡✉① 7✉✐ ❧❡, +❡,,❡♥$❡♥$✳

❆✉ ,❡✐♥ ❞❡ ❝❡, ❞❡✉① ,♦✉, ❝❛$%❣♦+✐❡, ❞✬%♠♦$✐♦♥, ♠♦+❛❧❡,✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❢❛✐+❡ ✉♥ +❡❣+♦✉♣❡♠❡♥$

♣❛+ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉+ ♣+%,❡♥$❡+ ❧❡, ❞✐✛%+❡♥$❡, %♠♦$✐♦♥, ❡$ ❧❡✉+, ❝❛+❛❝$%+✐,$✐7✉❡,✱ ♣✉✐,7✉❡ ❧❡,

%♠♦$✐♦♥, ♠♦+❛❧❡, < ✈❛❧❡♥❝❡ ♥%❣❛$✐✈❡ ♣❡✉✈❡♥$ =$+❡ ✈❡❝$❡✉+, ❞❡ ♠%❝❛♥✐,♠❡, ❞❡ ♣✉♥✐$✐♦♥,

✭♦+✐❡♥$%, ✈❡+, ,♦✐✲♠=♠❡ ♦✉ ✈❡+, ❧❡, ❛✉$+❡,✮ ✈✐,✲<✲✈✐, ❞❡ ❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$, ♠♦+❛❧❡♠❡♥$ ♦✉

,♦❝✐❛❧❡♠❡♥$ ✐♥❛❞❛♣$%,✱ $❛♥❞✐, 7✉❡ ❧❡, %♠♦$✐♦♥, < ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦,✐$✐✈❡ ,♦✉,✲$❡♥❞❡♥$ < ❧✬✐♥✈❡+,❡

❞❡, ♠%❝❛♥✐,♠❡, ❞❡ +%❝♦♠♣❡♥,❡, ✭7✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ < ♥♦✉✈❡❛✉ =$+❡ ♦+✐❡♥$%, ✈❡+, ,♦✐✲♠=♠❡ ♦✉

✈❡+, ❧❡, ❛✉$+❡,✮ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡, ❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$, ❡$ ❞❡, ❛❝$✐♦♥, ♣+♦,♦❝✐❛❧❡,✳

✶✳✷✳✷✳✷✳ ▲❡% &♠♦)✐♦♥% ♠♦,❛❧❡% / ✈❛❧❡♥❝❡ ♥&❣❛)✐✈❡

✶✳✷✳✷✳✷✳✶✳ ▲❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)&✱ ❧❛ ❤♦♥)❡ ❡) ❧✬❡♠❜❛,,❛%

❉❛♥, ❧❛ ❧✐$$%+❛$✉+❡ ❡♥ ♣,②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡, ❢+♦♥$✐9+❡, ❡♥$+❡ ❧❡, %♠♦$✐♦♥, ❛✉$♦ ❝♦♥,❝✐❡♥$❡,

< ✈❛❧❡♥❝❡ ♥%❣❛$✐✈❡ ,♦♥$ +❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ ✢♦✉❡,✳ ❉✬❛♣+9, ❍❛✐❞$ ✭✷✵✵✸✮✱ ❞❛♥, ❝❡+$❛✐♥❡, ❝✉❧$✉+❡,

♥♦♥ ♦❝❝✐❞❡♥$❛❧❡, ❝♦♠♠❡ ❧❡, ❝✉❧$✉+❡, ❛,✐❛$✐7✉❡,✱ ✐❧ ♥✬❡①✐,$❡ ♣❛, ❞❡ ❞✐✛%+❡♥❝❡, ❧❡①✐❝❛❧❡,

❡♥$+❡ ❤♦♥$❡ ❡$ ❡♠❜❛++❛,✳ ❉❛♥, ❞✬❛✉$+❡, ❝✉❧$✉+❡, ♥♦♥ ♦❝❝✐❞❡♥$❛❧❡,✱ ✐❧ ❡,$ ♠=♠❡ ,✉❣❣%+%

7✉❡ ❧✬%♠♦$✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$% ♥✬❡①✐,$❡+❛✐$ ♣❛, ❡$ ,❡+❛✐$ ✭♣❧✉, ♦✉ ♠♦✐♥,✮ ✐♥$%❣+%❡ ❞❛♥, ❧❛

❤♦♥$❡ ♦✉ ❧✬❡♠❜❛++❛,✳ I♦✉+ ❛✉$❛♥$✱ ✐❧ ❡①✐,$❡ ❞❡, ♥✉❛♥❝❡, ❡♥$+❡ ❝❡, ❞✐✛%+❡♥$❡, %♠♦$✐♦♥, ❡$

✉♥❡ ♠❛♥✐9+❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐+ ♦❜,❡+✈❡+ ❝❡, ❞✐✛%+❡♥❝❡, ❡,$ ❞❡ ❧❡, ♣+%,❡♥$❡+ ❡♥ ❝♦♠♣❛+❛♥$ ❝❡,

%♠♦$✐♦♥, ❧❡, ✉♥❡, ❛✉① ❛✉$+❡,✳

❍♦♥)❡ ✈❡,%✉% ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)&

▲❛ ❤♦♥#❡ ❡$ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#, ,♦♥$ ❞❡, ,❡♥$✐♠❡♥$, 7✉✐ ,✉+✈✐❡♥♥❡♥$ ❧♦+,7✉✬✉♥❡ ♣❡+,♦♥♥❡ +%❛✲

❧✐,❡ ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ 7✉✐ ✈✐♦❧❡ ✉♥❡ ♥♦.♠❡ 0♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦.❛❧❡✳ ▲❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$% ,❡+❛✐$ ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ♣❧✉,

♣❡+$✐♥❡♥$❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛$✐♦♥, ❞❡ ♥♦+♠❡, ♠♦+❛❧❡, 7✉✐ ❝❛✉,❡♥$ ❞✉ $♦+$ < ❛✉$+✉✐

✷

✳

❚❛♥❣♥❡②✱ ▼❛+,❤❛❧❧✱ ❘♦,❡♥❜❡+❣✱ ❇❛+❧♦✇ ❡$ ❲❛❣♥❡+ ✭✶✾✾✹✮ ✐♥❞✐7✉❡♥$✱ ♣❛+ ❛✐❧❧❡✉+,✱ 7✉✬❡♥ ❞%✲

❝+✐✈❛♥$ ❞❡, ,✐$✉❛$✐♦♥, ♦S ✐❧, +❡,,❡♥$❡♥$ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥$❡✱ ❧❡, ,✉❥❡$, ❞❡ ❧❡✉+ %$✉❞❡ ❡①♣+✐♠❡♥$ ♣❧✉,

❞✬✐♥7✉✐%$✉❞❡ ❝♦♥❝❡+♥❛♥$ ❧✬%✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡, ❛✉$+❡, < ♣+♦♣♦, ❞✬❡✉①✲♠=♠❡, ✭❝♦♠♣❛+❛$✐✈❡♠❡♥$

< ❧✬❡①♣%+✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$%✮✱ $❛♥❞✐, 7✉✬❡♥ ❞%❝+✐✈❛♥$ ❞❡, ,✐$✉❛$✐♦♥, ♦S ✐❧, +❡,,❡♥$❡♥$

❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$%✱ ❧❡, ,✉❥❡$, ,♦♥$ ♣❧✉, ♣+%♦❝❝✉♣%, ,✉+ ❧✬❡✛❡$ 7✉✬✐❧, ♣❡✉✈❡♥$ ✭< $+❛✈❡+, ❧❡✉+

❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$✮ ❛✈♦✐+ ,✉+ ❧❡, ❛✉$+❡,✳ ❆✐♥,✐✱ ❧✬%❣♦❝❡♥$+✐,♠❡ 7✉✐ ✐♥$❡+✈✐❡♥$ ❧♦+,7✉✬♦♥ +❡,,❡♥$

❞❡ ❧❛ ❤♦♥$❡ ❛♠9♥❡ < ♣❡♥,❡+ 7✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉++❛✐$ =$+❡ ♣❧✉, ♣+%❣♥❛♥$❡ 7✉❡ ❧✬%♠♦$✐♦♥ ❞❡

❝✉❧♣❛❜✐❧✐$% ❧♦+, ❞✬✉♥❡ $+❛♥,❣+❡,,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦+♠❡ ♠♦+❛❧❡ 7✉✐ ❛ ❧✐❡✉ ♣✉❜❧✐7✉❡♠❡♥$✱ ♣✉✐,7✉❡

❧✬♦♥ ❡,$ ❞✐+❡❝$❡♠❡♥$ ,♦✉♠✐, ❛✉ +❡❣❛+❞ ❡$ ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥$ ❞❡, ❛✉$+❡, ,✉+ ,♦✐✲♠=♠❡

✸

✳

▲❛ ❞✐,$✐♥❝$✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉, $+❛♥❝❤%❡ ❡♥$+❡ ❧✬%♠♦$✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥$❡ ❡$ ❧✬%♠♦$✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$% ,❡

,✐$✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛%+❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦❝✉, 7✉✐ ✐♥$❡+✈✐❡♥$ ❧♦+, ❞✉ +❡,,❡♥$✐ ❞❡ ❝❡, %♠♦$✐♦♥,✳

❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧❛ ❤♦♥$❡✱ ❧❡ ❢♦❝✉, ❡,$ ❝❡♥$+% ,✉+ ,♦✐✲♠=♠❡ ✭✓ ❏✬❆■ ❢❛✐$ ❝❡$$❡ ❝❤♦,❡ $❡++✐❜❧❡

✔ ✴ ✓ 7✉❡❧❧❡ ❤♦++✐❜❧❡ ♣❡+,♦♥♥❡ ❏❊ ❙❯■❙ ✔✮✱ ❛❧♦+, 7✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$%✱ ❧✬❛❝❝❡♥$

❡,$ ♣❧✉$]$ ♠✐, ,✉+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$ ❛❞♦♣$% ✭✓ ❥✬❛✐ ❢❛✐$ ❝❡$$❡ ❈❍❖❙❊ $❡++✐❜❧❡ ✔ ✴ ✓ 7✉❡❧❧❡

❤♦++✐❜❧❡ ❈❍❖❙❊ ❥✬❛✐ ❢❛✐$❡ ✔✮✳ ❉✬❛♣+9, ❍❛✐❞$ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧✬%♠♦$✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥$❡ ♥❡ ,❡+❛✐$ ❞♦♥❝

✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❞✬❛♣+,- ❚❛♥❣♥❡② ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❧❛ ♣❧✉♣❛+( ❞❡- ✈✐♦❧❛(✐♦♥- ❞❡ ♥♦+♠❡- ♠♦+❛❧❡- (❡❧❧❡- ;✉❡ ❧❡

❢❛✐( ❞❡ ✈♦❧❡+✱ ❞❡ (+♦♠♣❡+✱ ❞❡ +❡❢✉-❡+ ❞✬❛✐❞❡+ ;✉❡❧;✉✬✉♥✱ ❡(❝✳✱ ♣❡✉✈❡♥( >(+❡ ? ❧❛ ❢♦✐- ❝✐(@❡- ❝♦♠♠❡ ❡♥(+❛✐♥❛♥(

✉♥ -❡♥(✐♠❡♥( ❞❡ ❤♦♥(❡ ♣❛+ ❝❡+(❛✐♥❡- ♣❡+-♦♥♥❡- ❡( ❝♦♠♠❡ ❡♥(+❛✐♥❛♥( ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(@ ♣❛+ ❞✬❛✉(+❡-✳

✸✳ D♦✉+ ❛✉(❛♥(✱ ❞✬❛♣+,- ❚❛♥❣♥❡② ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❧❡- ❞♦♥♥@❡- ❡♠♣✐+✐;✉❡- ♣❡✐♥❡♥( ? ♠♦♥(+❡+ ✉♥❡ (❡❧❧❡

❞✐✛@+❡♥❝❡✳

✶✺



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

♣❛" ✉♥ %&❣✉❧❛)❡✉% ❞❡ ❝♦♠♠❡♥) /✉❡❧/✉✬✉♥ ❞♦✐) ❛❣✐% ♠❛✐" ♣❧✉)2) ❞❡ ❝♦♠♠❡♥) /✉❡❧/✉✬✉♥

❞♦✐) 3)%❡✳ ❊♥ ❝♦♥"&/✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥" ❧❡" "♦❝✐&)&" ♠♦❞❡%♥❡" ♦❝❝✐❞❡♥)❛❧❡"✱ ❧❛ ❤♦♥)❡ ❡") ❛✐♥"✐ ✉♥❡

&♠♦)✐♦♥ ♣❧✉" ❞♦✉❧♦✉%❡✉"❡✱ ♠❡))❛♥) ❡♥ ❥❡✉ ❧❛ )♦)❛❧✐)& ❞❡ ❧❛ ♣❡%"♦♥♥❛❧✐)& ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡)

❛❧)&%❛♥) "♦♥ ❡")✐♠❡ ❞❡ "♦✐✳ ❙✉% ❧✬&❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ ❧❛ ❤♦♥)❡ ♣♦"";❞❡ ❛✐♥"✐ ❣&♥&%❛❧❡♠❡♥)

✉♥❡ ♣❧✉" ❢♦%)❡ ✐♥"❡♥$✐"% ♥&❣❛)✐✈❡ /✉❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)&✱ ❧❛ ❞%$✉"✐❧✐"% ❡♥)%❛>♥&❡ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐) ❞❡

%❡""❡♥)✐% ❞❡ ❧❛ ❤♦♥)❡ ♣♦✉✈❛♥) ❞♦♥❝ 3)%❡ "✉♣&%✐❡✉%❡ ? ❝❡❧❧❡ ♣%♦✈❡♥❛♥) ❞✉ ❢❛✐) ❞❡ %❡""❡♥)✐%

❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)&✳

▲❡" &♠♦)✐♦♥" ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)& ❡) ❞❡ ❤♦♥)❡ ♦♥) ❡♥✜♥ ❞❡" "❡♥❞❛♥❝❡$ + ❧✬❛❝"✐♦♥ ❜✐❡♥ ❞✐✛&✲

%❡♥)❡"✳ ▲❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)&✱ ❝♦♥"✐❞&%&❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬&♠♦)✐♦♥ ♠♦%❛❧❡ ♣❛% ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ♣❛% ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉①

"♣&❝✐❛❧✐")❡" ❞❡" &♠♦)✐♦♥"✱ ❡♥)%❛>♥❡ ❧❡ ♣❧✉" "♦✉✈❡♥) ✉♥❡ ❛✐❞❡ ❞❡" ♣❡%"♦♥♥❡" ❡♥ ❞&)%❡""❡ ✭♣❡%✲

♠❡))❛♥) ❞❡ ♥❡ ♣❛" %❡""❡♥)✐% ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)& ✈✐"✲?✲✈✐" ❞❡ ❝❡" ♣❡%"♦♥♥❡"✮✱ ✉♥❡ .%♣❛.❛"✐♦♥ ❞✉

)♦%) ❝♦♠♠✐"✱ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❞❡" ❡①❝✉"❡" ♦✉ ❞❡" ❝♦♥❢❡""✐♦♥"✳ ❈❡))❡ )❡♥❞❛♥❝❡ ? ❧✬❛❝)✐♦♥ ✈✐"❡ ?

❛))&♥✉❡% ♦✉ ? &❧✐♠✐♥❡% ❧❡ "❡♥)✐♠❡♥) ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)& ❡) ✈✐"❡ &❣❛❧❡♠❡♥) ❛✉ ❜♦♥ %&)❛❜❧✐""❡♠❡♥)

❞❡ ❧❛ %❡❧❛)✐♦♥ ♠✐"❡ ❡♥ ♣&%✐❧ ♣❛% ❧❡ )♦%) ❝♦♠♠✐" ✭❑&❞✐❛✱ ✷✵✵✾ ❀ ❍❛✐❞)✱ ✷✵✵✸✮✳ ❆ ❝♦♥)%❛%✐♦✱

❧❛ ❤♦♥)❡✱ ❡♥)%❛✐♥❡ ✉♥ ❞&"✐% ❞❡ %&❞✉✐%❡ "❛ ♣%&"❡♥❝❡ "♦❝✐❛❧❡ ❡♥ "❡ ❝❛❝❤❛♥) ♦✉ ❡♥ ❢✉②❛♥)✳ ▲❛

❤♦♥)❡ ♣❡✉) &❣❛❧❡♠❡♥) 3)%❡ ❛""♦❝✐&❡ ? ✉♥ "❡♥)✐♠❡♥) ❞❡ ❝♦❧;%❡ ❡) ? ❞❡ ❢♦%)❡" %&❛❝)✐♦♥" ❞❡

✈❡♥❣❡❛♥❝❡✱ ❧✐&❡" ? ✉♥ ❞&"✐% ❞❡ ❞&❢❡♥"❡ ❞❡ ❧✬❡")✐♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ "♦✐ ✭❚❛♥❣♥❡② ❡" ❛❧✳

✷✵✵✼✮✳ ❆✐♥"✐✱ ❧? ♦S ❧❡ "❡♥)✐♠❡♥) ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐)& ♣%♦❞✉✐) ✉♥❡ ❛))✐)✉❞❡ ❝♦♥")%✉❝)✐✈❡ ❞❡ ✓ %&✲
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✶✳✷✳✷✳✸✳✶✳ ▲❛ ✜❡%-#

▲❛ ✜❡()+ ❡2) ❞+❝❧❡♥❝❤+❡ ♣❛( ❧❡2 +✈'♥❡♠❡♥)2 ✐♥)❡(♣❡(2♦♥♥❡❧2 ♣♦2✐)✐❢2 :✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉) ❛)✲

)(✐❜✉❡( ; 2♦✐✳ ▲❛ ✜❡()+ ❡2) ❛✐♥2✐ ✓ ❧✬♦♣♣♦2+❡ ✔ ❞❡ ❧✬+♠♦)✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥)❡ ✿ ❝❡))❡ ❞❡(♥✐'(❡ ❡2)

+♣(♦✉✈+❡ ❧♦(2:✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡♥2❡ ❛✈♦✐( +❝❤♦✉+ ; 2❛)✐2❢❛✐(❡ ✉♥❡ (❡♣(+2❡♥)❛)✐♦♥ ✐❞+❛❧❡ ❞❡ 2♦✐ )❛♥✲

❞✐2 :✉❡ ❧❛ ✜❡()+ ❡2)✱ ❛✉ ❝♦♥)(❛✐(❡✱ (❡22❡♥)✐❡ ❧♦(2:✉✬♦♥ ♣❡♥2❡ ❛✈♦✐( +)+ ; ❧❛ ❤❛✉)❡✉( ❞❡ ❝❡))❡
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❛✉)(❡2✳ ▲❛ ✜❡()+ 2❡() ; ❡♥❝♦✉(❛❣❡( ❧❡2 ❝♦♠♣♦()❡♠❡♥)2 ❢✉)✉(2 :✉✐ 2❡ ❝♦♥❢♦(♠❡♥) ❛✉① 2)❛♥✲

❞❛(❞2 2♦❝✐❛✉① ❞❡ ✈❛❧❡✉( ♦✉ ❞❡ ♠+(✐)❡✳ ❈❡) ❡♥❝♦✉(❛❣❡♠❡♥) 2✬❡✛❡❝)✉❡ ♣❛( ❛♥)✐❝✐♣❛)✐♦♥ ❞❡

❧✬+♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬+♠♦)✐♦♥ ❞❡ ✜❡()+✱ :✉✐ ❡2) ✉♥❡ +♠♦)✐♦♥ ❛❣(+❛❜❧❡ ; (❡22❡♥)✐(✳ ▲❡ 2❡♥)✐♠❡♥)
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3✉✐ (❡♣(&+❡♥!❡ ✉♥ ❝♦?! ♣♦✉( ❧❛ ♣❡(+♦♥♥❡ 3✉✐ ❧❡ (&❛❧✐+❡✱ +❛♥+ ❝♦♠♣❡♥+❛!✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐9(❡ ✭✐♠✲

♠&❞✐❛!❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛(! ❞❡ ❝❡❧✉✐ 3✉✐ ❧❡ (❡A♦✐! ✔ ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮
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❝❡. 3♠♦*✐♦♥. ♦♥* *❡♥❞❛♥❝❡ K ❞3❢♦1♠❡1 ❧❛ 13❛❧✐*3 ♦✉ K ❧✬✐♥✈❡♥*❡1 ♣♦✉1 .❡ ♠❡**1❡ ❡♥ ❛✈❛♥*✱ ❝❡ ;✉✐ ♣❡✉*

✐♠♣❧✐;✉❡1 ❞❡. ♣1♦❜❧>♠❡. 1❡❧❛*✐♦♥♥❡❧.✳

✺✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞❡ ❧❛ ❞✐✛31❡♥❝✐❡1 ❞✉ .❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❞❡**❡✳ ❈❡ .❡♥*✐♠❡♥* ❡.*✱ ❝♦♥*1❛✐1❡♠❡♥* K ❧❛ ❣1❛*✐*✉❞❡✱

❞3.❛❣13❛❜❧❡ K 1❡..❡♥*✐1✱ ✐❧ ♣❧❛❝❡ ❧❡ ❢♦❝✉. .✉1 ❧✬♦❜❧✐❣❛*✐♦♥ ❞❡ 1❡♠❜♦✉1.❡1 ❝❡❧✉✐ ;✉✐ ❛ ❛❣✐ ✐♥*❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥*

❞❛♥. ♥♦*1❡ ✐♥*31M* ❡* ♣1♦✈♦;✉❡ ❧❛ ♣❡✉1 ❞❡ ♥❡ ♣❛. M*1❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ 1❡♠❜♦✉1.❡1 ❛✐♥.✐ ;✉❡ ❧✬❛♥①✐3*3 13.✉❧*❛♥* ❞❡

❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐1 ❡✛❡❝*✉❡1 ❝❡ 1❡♠❜♦✉1.❡♠❡♥* ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ▲❡ .❡♥*✐♠❡♥*

❞❡ ❞❡**❡ ♣1♦✈✐❡♥* ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ❞❡. ❡①✐❣❡♥❝❡. ❞❡ 1❡*♦✉1 ✭♦✉ ❞❡ 1❡♠❜♦✉1.❡♠❡♥*✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛1* ❞❡ ❝❡❧✉✐

;✉✐ ❛ ❢❛✐* ;✉❡❧;✉❡ ❝❤♦.❡ ♣♦✉1 ♥♦✉.✱ ❡* ✐❧ 13.✉❧*❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞✉ ❞3.✐1 ❞❡ ✈♦✉❧♦✐1 ❧✬❛✐❞❡1 ✭❲❛*❦✐♥.✱

❙❝❤❡❡1✱ ❖✈♥✐❝❡❦ ❡* ❑♦❧*.✱ ✷✵✵✻✮✳

✷✵



✶✳✷✳ ▲❡% ❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ *❤/♦1✐❡ ❞❡% /♠♦*✐♦♥% ♠♦1❛❧❡%

✶✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡+& ✉♥❡ %-❛❝&✐♦♥ -♠♦&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐-❡ 2 ❧❛ ♣❡%❝❡♣&✐♦♥ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✉♥

❜-♥-✜❝❡ ♣%♦✈❡♥❛♥& ❞✬✉♥❡ ❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛%& ❞✬✉♥ ❛✉&%❡ ❛❣❡♥& ❀ ❡❧❧❡ ❢♦✉%♥✐& ❡♥ ❝❡ +❡♥+

✉♥❡ ♠❡+✉%❡ ❞❡ ❧✬ ✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♠♦*❛❧❡ ✭✉♥ ❜❛%♦♠<&%❡✮ ❞❡ +♦♥ ♣%♦♣%❡ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&✳

✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐<♠❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♣%♦+♦❝✐❛❧❡ ❡+& ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛% ❧❛ &❡♥❞❛♥❝❡ 2 ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡

4✉✐ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✉♥❡ ❢♦%♠❡ ❞❡ * ❝✐♣*♦❝✐% ♣♦.✐%✐✈❡ ✭❡♥ ✓ %❡♥❞❛♥& ❧❛ ♣❛%❡✐❧❧❡ ✔ 2 ❝❡❧✉✐ 4✉✐

❡+& ❧✬♦❜❥❡& ❞❡ ♥♦&%❡ ❣%❛&✐&✉❞❡✮✳ ❆✐♥+✐✱ ❧♦%+4✉❡ ❧✬♦♥ %❡++❡♥& ❞❡ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡♥✈❡%+ ✉♥❡

♣❡%+♦♥♥❡ 4✉✐ ❛ %-❛❧✐+- ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❝&✐♦♥ 2 ♥♦&%❡ -❣❛%❞✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉+ ✐♥❝✐&❡ 2 %-❝♦♠♣❡♥✲

+❡% ❝❡&&❡ ♣❡%+♦♥♥❡✱ ❡♥ %-❛❧✐+❛♥& 2 ♥♦&%❡ &♦✉% ✉♥❡ ❛❝&✐♦♥ ♣%♦+♦❝✐❛❧❡ ❡♥ +❛ ❢❛✈❡✉%✳ ▲❛

❣%❛&✐&✉❞❡ +❡%✈✐%❛✐& ❞♦♥❝ ❞❡ ✓ ♠♦%❡✉* ♠♦*❛❧ ✔✱ ✐♥❝✐&❛♥& ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ 2 ❢❛✐%❡ ♣%❡✉✈❡

❞❡ %-❝✐♣%♦❝✐&- ♣♦+✐&✐✈❡✳ ❉✬❛♣%<+ ❚%✐✈❡%+ ✭✶✾✼✶✮✱ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❢❛✐& ❛✐♥+✐ ✐♥&-❣%❛❧❡♠❡♥&

♣❛%&✐❡ ❞✉ ♠-❝❛♥✐+♠❡ -♠♦&✐♦♥♥❡❧ ❞❡ * ❝✐♣*♦❝✐% ❛❧%*✉✐.%❡✱ ❡♥❝♦✉%❛❣❡❛♥& ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+

2 %❡♠❜♦✉%+❡% ❧❡✉%+ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉%+✳ ❊♥ ❝❡ +❡♥+✱ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡✱ ❢❛✈♦%✐+❛♥& ✉♥ ♠-❝❛♥✐+♠❡

❞❡ %-❝♦♠♣❡♥+❡✱ +❡%❛✐& ❧✬❡①❛❝& ♦♣♣♦+- ❞❡ ❧❛ ❝♦❧<%❡✱ 4✉✐ ❛ &❡♥❞❛♥❝❡ 2 +❛♥❝&✐♦♥♥❡% ✉♥❡

❛&&✐&✉❞❡ +♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦%❛❧❡ ✐♥❛❞❛♣&-❡✳ ❈❡&&❡ &❡♥❞❛♥❝❡ 2 ❧✬❛❝&✐♦♥ %❡✈L& ✉♥ %M❧❡ ♣❛%&✐✲

❝✉❧✐<%❡♠❡♥& ✐♠♣♦%&❛♥& ❞❛♥+ ❧❡+ %❡❧❛&✐♦♥+ +♦❝✐❛❧❡+✱ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ✭❛✉ ♠L♠❡ &✐&%❡ 4✉❡

❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&- ❡& ❧✬❛♠♦✉%✮ ❛②❛♥& ✉♥ %M❧❡ ♣✐✈♦& ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥+&%✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %❡❧❛&✐♦♥

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥&%❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ❡♥ ❡♥❝♦✉%❛❣❡❛♥& 2 ❛❞♦♣&❡% ❞❡+ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&+ 4✉✐

+♦✉&✐❡♥♥❡♥& ✭❡& ❝✐♠❡♥&❡♥&✮ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♠L♠❡ ❧♦%+4✉❡ ❝❡+ ❛❝&✐♦♥+ %❡♣%-+❡♥&❡♥& ✉♥ ❝♦O&

2 ❝♦✉%& &❡%♠❡ ♣♦✉% ❝❡✉① 4✉✐ ❧❡+ ❡♥&%❡♣%❡♥♥❡♥& ✭❇❛%❧❡&& ❡& ❉❡❙&❡♥♦✱ ✷✵✵✻ ❀ ❋%❛♥❦✱

✶✾✽✽✮✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ♣❛%&✐❝✐♣❡% ❛✉ ♠❛✐♥&✐❡♥ ❡& ❛✉ %❡♥❢♦%❝❡♠❡♥& ❞❡+ ❜♦♥♥❡+

%❡❧❛&✐♦♥+ ❡①✐+&❛♥&❡+ ❡♥&%❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ❡& ❞♦♥❝ ❛✈♦✐% ✉♥ %M❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥+&✐&✉&✐♦♥

❞❡+ %-+❡❛✉① ❡& ❞❛♥+ ❧❡+ +✐&✉❛&✐♦♥+ ❞❡ ♥-❣♦❝✐❛&✐♦♥✳

✸✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ♣❡✉& -❣❛❧❡♠❡♥& ✐♥❝✐&❡% ❝❡✉① 4✉✐ ❧❛ %❡++❡♥&❡♥& 2 ❡♥&%❡♣%❡♥❞%❡ ❞❡+ ❛❝✲

&✐♦♥+ ♣%♦+♦❝✐❛❧❡+ ♥❡ +❡ ❧✐♠✐&❛♥& ♣❛+ 2 ❞❡+ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&+ ♦%✐❡♥&-+ ✈❡%+ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉%

✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❊❧❧❡ ✐♥❞✉✐& -❣❛❧❡♠❡♥& ✉♥❡ * ❝✐♣*♦❝✐% ✐♥❞✐*❡❝%❡ ❧♦%+4✉✬✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉✱ %❡++❡♥&❛♥& ❞❡ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ +✉✐&❡ 2 ✉♥ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ♣%♦+♦❝✐❛❧ %-❛❧✐+- ♣❛%

✉♥ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉%✱ ❞-❝✐❞❡ 2 +♦♥ &♦✉% ❞❡ +❡ ❝♦♠♣♦%&❡% ❞❡ ♠❛♥✐<%❡ ♣%♦+♦❝✐❛❧❡ 2 ❧✬❡♥❝♦♥&%❡

❞✬✉♥❡ &✐❡%❝❡ ♣❡%+♦♥♥❡✳

✹✳ ❊♥ ❡♥❝♦✉%❛❣❡❛♥& ❡& ❡♥ ♠♦&✐✈❛♥& ❧❡+ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉%+✱ 4✉✐ +♦♥& 2 ❧❛ +♦✉%❝❡ ❞❡ ❧✬-♠❡%❣❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡✱ 2 ♣❡%+✐+&❡% ❞❛♥+ ❧❡✉%+ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&+ ♣%♦+♦❝✐❛✉①✱ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡①❡%❝❡

✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ✓ *❡♥❢♦*❝❡♠❡♥% ♠♦*❛❧ ✔✳ ❈✬❡+& ❧❡ ❝❛+ ❧♦%+4✉❡ ❧❡ ♠-❝❛♥✐+♠❡ ❞❡ %-✲

❝♦♠♣❡♥+❡ ✐++✉ ❞❡ ❧✬-♠❡%❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬-♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❣%❛&✐&✉❞❡✱ ♣❡%♠❡& ✭-✈❡♥&✉❡❧❧❡♠❡♥& 2

&%❛✈❡%+ ❧❛ ♥❛✐++❛♥❝❡ ❞✬✉♥ +❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ✜❡%&-✮ ❞✬✐♥❝✐&❡% ❧❡+ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉%+ 2 ❝♦♥&✐♥✉❡% 2

❛❞♦♣&❡% ❝❡+ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥&+

✻

✳

▲✬❆❞♠✐&❛(✐♦♥

❆ ❝M&- ❞❡ ❧❛ ❣%❛&✐&✉❞❡✱ ✐❧ ❡①✐+&❡ ✉♥❡ ❛✉&%❡ -♠♦&✐♦♥ ❛✉ +❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡+ -♠♦&✐♦♥+

❞❡ ❧♦✉❛♥❣❡ ❞✬❛✉&%✉✐✳ ■❧ +✬❛❣✐& ❞❡ ❧✬❛❞♠✐%❛&✐♦♥✱ &❡%♠❡ ❧❡ ♣❧✉+ ♣%♦❝❤❡ ❝♦%%❡+♣♦♥❞❛♥& 2 ❧❛

&%❛❞✉❝&✐♦♥ ❞✉ ♠♦& ❛♥❣❧❛✐+ ✓ ❡❧❡✈❛&✐♦♥ ✔ ❝❤❡③ ❧❡+ ❛✉&❡✉%+ ❛♥❣❧♦✲+❛①♦♥+✳ ❉✬❛♣%<+ ❍❛✐❞&

✭✷✵✵✸✮✱ ❝❡&&❡ -♠♦&✐♦♥ +✉%✈✐❡♥& ❧♦%+4✉❡ ❧✬♦♥ ❡+& &-♠♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐❢❡+&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❡❛✉&-

♠♦%❛❧❡✱ ❝✬❡+&✲2✲❞✐%❡ ❞✬✉♥ ❛❝&❡ ♣%♦❢♦♥❞-♠❡♥& ♠♦%❛❧ &❡❧ 4✉❡ ❧❛ ❝❤❛%✐&-✱ ❧❛ ❣❡♥&✐❧❧❡++❡✱ ❧❛

✻✳ ❖♥ $❡&$♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠-❝❛♥✐0♠❡ 0✐♠✐❧❛✐$❡✱ ♠❛✐0 ♦♣♣♦0-✱ 4 ❝❡❧✉✐ 5✉✐ ❡0& ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡0 -♠♦&✐♦♥0

♠♦$❛❧❡0 ♥-❣❛&✐✈❡0 ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛&✐♦♥ ❞✬❛✉&$✉✐✱ ❧❛ ❝♦❧8$❡ ❛②❛♥& ❛✐♥0✐ ✉♥ ✐♠♣❛❝& ♣$♦0♦❝✐❛❧ 0✉$ ❧❛ ♣❡$0♦♥♥❡

5✉✐ ❡0& 4 ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬-♠❡$❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬-♠♦&✐♦♥ ❝❤❡③ ❛✉&$✉✐✳

✷✶



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

❧♦②❛✉%& ♦✉ ❧❡ (❛❝*✐✜❝❡✳ ❍❛✐❞% ✭✷✵✵✸✮ ✐♥❞✐6✉❡ 6✉❡ ❝❡ (❡♥%✐♠❡♥% (❡♠❜❧❡ 9%*❡ ❧✬♦♣♣♦(& ❞✉

(❡♥%✐♠❡♥% ❞❡ ❞&❣♦=% 6✉✐ ❡(% ❧✉✐ ❞&❝❧❡♥❝❤& ❧♦*(6✉❡ ❧✬♦♥ ❡(% %&♠♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛❝%❡ ❞❡ ❞&♣*❛✈❛%✐♦♥

♠♦*❛❧❡✳ ▲❛ %❡♥❞❛♥❝❡ A ❧✬❛❝%✐♦♥ ❛((♦❝✐&❡ A ❝❡%%❡ &♠♦%✐♦♥ ❡(% ❧❡ *❡((❡♥%✐ ❞✬✉♥ ❛✛❡❝% ♣♦(✐%✐❢

✭&✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♣♦(✐%✐✈❡✮ ❡♥✈❡*( ❝❡❧✉✐ 6✉✐ ❡♥ ❡(% A ❧✬♦*✐❣✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ A ❧❛ ❞✐✛&*❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❣*❛%✐%✉❞❡✱ ❞♦♥% ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ A ❧✬❛❝%✐♦♥ (❡ ❝♦♥❝❡♥%*❡ ♣❛*%✐❝✉❧✐F*❡♠❡♥% (✉* ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐%❡✉*

6✉✐ ❛ ❛❣✐ ❡♥ ♥♦%*❡ ❢❛✈❡✉*✱ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ A ❧✬❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞♠✐*❛%✐♦♥ (❡*❛✐% ♣❧✉( ❣&♥&*❛❧❡

❡% ❝♦♥(✐(%❡*❛✐% A ✈♦✉❧♦✐* ❞❡✈❡♥✐* (♦✐✲♠9♠❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ ♣❡*(♦♥♥❡✳ ❈❡%%❡ &♠♦%✐♦♥ ♣❡✉%

❛✐♥(✐ ❝♦♥❞✉✐*❡ A *&❝♦♠♣❡♥(❡* ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛❞♠✐*& ♠❛✐( ❡(% (✉*%♦✉% A ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ❞&(✐*

❞✬❛❞♦♣%❡* (♦✐✲♠9♠❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦*%❡♠❡♥% ♠♦*❛❧✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐6✉❡*❛✐% ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐%& ♣♦✉*

❧❛ ❣*❛%✐%✉❞❡✱ ❡% A ♣❧✉( ❢♦*%❡ *❛✐(♦♥ ♣♦✉* ❧✬❛❞♠✐*❛%✐♦♥✱ ❞❡ ❝*&❡* ❞❡( ♠&❝❛♥✐(♠❡( ❞❡ *&❛❝%✐♦♥(

❡♥ ❝❤❛✐♥❡( ✭♦✉ ❞❡ ✓ (♣✐❧❧♦✈❡*( ✔ ❞❡ ❝♦♠♣♦*%❡♠❡♥%( ♠♦*❛✉①✮ 6✉✐ ♣❡✉✈❡♥% 9%*❡ ❜&♥&✜6✉❡(

♣♦✉* ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ (♦❝✐&%&✳

✶✳✷✳✷✳✹✳ ❊♠♣❛(❤✐❡ ✴-②♠♣❛(❤✐❡

❉❛♥( ❧❛ %②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡( &♠♦%✐♦♥( ❞♦♥♥&❡ ♣❛* ❍❛✐❞% ✭✷✵✵✸✮✱ ♦♥ ❞✐(%✐♥❣✉❡ ✉♥❡ ❝❛%&❣♦*✐❡ ✉♥

♣❡✉ ♣❛*%✐❝✉❧✐F*❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡( &♠♦%✐♦♥( ❞❡ (♦✉✛*❛♥❝❡( ❞✬❛✉%*✉✐✱ 6✉✐ *❡❣*♦✉♣❡ ❞❡✉① &♠♦%✐♦♥(

*❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ♣*♦❝❤❡( ✿ ❧❡( &♠♦%✐♦♥( ❞✬❡♠♣❛%❤✐❡ ❡% ❞❡ (②♠♣❛%❤✐❡✳ ❈❡( ❞❡✉① &♠♦%✐♦♥( ✐♠✲

♣❧✐6✉❡♥% ✉♥❡ ♣*✐(❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ (✐%✉❛%✐♦♥✱ ❞❡( &♠♦%✐♦♥(✱ ❛✐(♥(✐ 6✉❡ ❞❡ ❧❛ (♦✉✛*❛♥❝❡

❞✬❛✉%*✉✐✳ ❍✐(%♦*✐6✉❡♠❡♥%✱ ❧✬&♠♦%✐♦♥ ❞❡ (♦✉✛*❛♥❝❡ ❞✬❛✉%*✉✐ 6✉✐ (✬❡(%✱ ❧❛ ♣*❡♠✐F*❡✱ ❞&❣❛✲

❣&❡ ❞❛♥( ❧❛ ❧✐%%&*❛%✉*❡ ❡(% ❧❛ (②♠♣❛%❤✐❡✱ 6✉❛❧✐✜&❡ ❞❡ ❢♦♥❞❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦*❛❧✐%& ♣❛* ❆❞❛♠

❙♠✐%❤ ✭✶✼✺✾✮✱ ❉❛✈✐❞ ❍✉♠❡ ✭✶✽✾✻✮ ❡% ❏❡❛♥ V✐❛❣❡% ✭✶✾✼✸✮✳ ❍❛✐❞% ✭✷✵✵✸✮ (♦✉❧✐❣♥❡ 6✉❡ ❝❡(

❛✉%❡✉*( ❛✈❛✐❡♥% ❝❛*❛❝%&*✐(& ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%& ❞❡( 9%*❡( ❤✉♠❛✐♥( A (❡ (❡♥%✐* ♠❛❧ ❧♦*(6✉✬✐❧( ✈♦✐❡♥%

✉♥ ❛✉%*❡ 9%*❡ ❤✉♠❛✐♥ (♦✉✛*✐*✱ ❡% 6✉❡ ♣❛*❢♦✐(✱ ❝❡( (❡♥%✐♠❡♥%( ♣♦✉((❡♥% ❧❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( A ✈❡♥✐*

❡♥ ❛✐❞❡ ❛✉① ♣❡*(♦♥♥❡( 6✉✐ (♦♥% ♦(%❡♥(✐❜❧❡♠❡♥% ❡♥ ❞&%*❡((❡✳ ▲✬&♠♦%✐♦♥ ❞✬❡♠♣❛%❤✐❡ ✐♥%F❣*❡

❧❛ ❧✐%%&*❛%✉*❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉( %❛*❞✐✈❡♠❡♥%✱ ❧❡ %❡*♠❡ ❛②❛♥% &%& ✐♥✈❡♥%& ❡♥ ✶✾✵✾ ♣❛* ❚✐%❝❤❡✲

♥❡* ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ %*❛❞✉❝%✐♦♥ ❞✉ ♠♦% ❛❧❧❡♠❛♥❞ ✓ ❡✐♥❢✉❤❧✉♥❣ ✔✳ ▲✬❡♠♣❛%❤✐❡ ❝♦**❡(♣♦♥❞ ❛✉

♣*♦❝❡((✉( ❝♦♥❞✉✐(❛♥% A ✈♦✐* ❧❡( &✈F♥❡♠❡♥%( ❞❡ ❧✬✐♥%&*✐❡✉* ✭❇❛%(♦♥ ❡% ❙❤❛✇✱ ✶✾✾✶✮✳ ▲✬❡♠✲

♣❛%❤✐❡ ♣❡✉% 9%*❡ ❞&✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✓ ✉♥❡ #$♣♦♥'❡ $♠♦)✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣#♦✈❡♥❛♥) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ♦✉

❞❡ ❧✬$)❛) $♠♦)✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥❡ ❛✉)#❡ ♣❡#'♦♥♥❡ ❡) 1✉✐ ❡') ❝♦♥❣#✉❡♥)❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ♦✉ ❧✬$)❛)

$♠♦)✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝❡))❡ ❛✉)#❡ ♣❡#'♦♥♥❡ ✔ ✭❍❛✐❞%✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲✬❡♠♣❛%❤✐❡ ❡(% ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%& ❞❡

♣♦✉✈♦✐* *❡((❡♥%✐* ✉♥❡ ♦✉ ❞❡( &♠♦%✐♦♥(✱ (✉* ❧❛ ❜❛(❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡*❝❡♣%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡ ❝❡*%❛✐♥❡(

&♠♦%✐♦♥( (✐♠✐❧❛✐*❡( *❡((❡♥%✐❡( ♣❛* ✉♥❡ ❛✉%*❡ ♣❡*(♦♥♥❡

✼
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❉❛✈❛♥%❛❣❡ 6✉❡ ❞❡( &♠♦%✐♦♥( ♣✉*❡♠❡♥% ❞✐(❝*F%❡(✱ ❧✬❡♠♣❛%❤✐❡ ❡% ❧❛ (②♠♣❛%❤✐❡ (♦♥% ❞❡(

♣*♦❝❡((✉( &♠♦%✐♦♥♥❡❧( A %*❛✈❡*( ❧❡(6✉❡❧( ❧❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( (♦♥% ❛♠❡♥&( A *❡((❡♥%✐* ❞❡( &♠♦%✐♦♥(

%❡❧❧❡( 6✉❡ ❧❛ ❝♦❧F*❡✱ ❧❛ %*✐(%❡((❡ ♦✉ ❧❛ ❥♦✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡( &♠♦%✐♦♥( 6✉✬✐❧( ♣❡*[♦✐✈❡♥% ❝❤❡③

✉♥❡ ❛✉%*❡ ♣❡*(♦♥♥❡✳ ❚❛♥❣♥❡② ✭✷✵✵✼✮ *❛♣♣♦*%❡ 6✉❡✱ (❡❧♦♥ ❋❡(❤❜❛❝❤ ✭✶✾✼✺✮✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%& A

❢❛✐*❡ ♣*❡✉✈❡ ❞✬❡♠♣❛%❤✐❡ ♥&❝❡((✐%❡ %*♦✐( ❝♦♠♣&%❡♥❝❡( ✿ ✭❛✮ ❧✬❛♣%✐%✉❞❡ ❝♦❣♥✐%✐✈❡ A (❡ ♠❡%%*❡

A ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ 6✉❡❧6✉✬✉♥ ❞✬❛✉%*❡✱ ✭❜✮ ❧✬❛♣%✐%✉❞❡ ❝♦❣♥✐%✐✈❡ ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐%*❡ ❡% ❞❡ ❞✐✛&*❡♥❝✐❡*

❧❡( &♠♦%✐♦♥( *❡((❡♥%✐❡( ♣❛* ✉♥❡ ❛✉%*❡ ♣❡*(♦♥♥❡ ❡% ❡♥✜♥ ✭❝✮ ❧✬❛♣%✐%✉❞❡ ❛✛❡❝%✐✈❡ ❞❡ *❡((❡♥%✐*

♣❡*(♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬&♠♦%✐♦♥(✳
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▲✬❡♠♣❛&❤✐❡ ♦✉ ❧❛ ,②♠♣❛&❤✐❡ ,♦♥& ❞0❝❧❡♥❝❤0❡, ♣❛2 ❧❛ ♣❡2❝❡♣&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,♦✉✛2❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛

&2✐,&❡,,❡ ❝❤❡③ ✉♥❡ ❛✉&2❡ ♣❡2,♦♥♥❡✱ 6✉❡ ❝❡&&❡ ♣❡2,♦♥♥❡ ,♦✐& ✉♥ ♣2♦❝❤❡ ♦✉ 6✉✬❡❧❧❡ ,♦✐& &♦&❛❧❡✲

♠❡♥& 0&2❛♥❣92❡✳ ❊❧❧❡, ❝♦♥❞✉✐,❡♥& ❣0♥02❛❧❡♠❡♥& ❧❡, ♣❡2,♦♥♥❡, 6✉✐ 2❡,,❡♥&❡♥& ❞❡ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡

< ❛✐❞❡2✱ < 20❝♦♥❢♦2&❡2 ❡& < &❡♥&❡2 ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡2 ❧❛ ,♦✉✛2❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉&2❡✳ ❈❡, ♣2♦❝❡,,✉, 0♠♦✲

&✐♦♥♥❡❧, ♦♥& ❞♦♥❝ ✉♥ 2?❧❡ ♠❛❥❡✉2 ✈✐,✲<✲✈✐, ❞❡, ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥&, ,♦❝✐❛✉① ♦✉ ♠♦2❛✉① ♣✉✐,6✉❡

❧❛ ❝❛♣❛❝✐&0 ❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, < ❢❛✐2❡ ♣2❡✉✈❡ ❞✬❡♠♣❛&❤✐❡ ✈❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡2 ❧❡✉2 ❝❛♣❛❝✐&0 < ❛❞♦♣&❡2

❞❡, ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥&, ,♦❝✐❛✉① &❡❧, 6✉❡ ❞✬❛✐❞❡2 ✉♥❡ ♣❡2,♦♥♥❡ ❡♥ ❞0&2❡,,❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❞✬❛♣29,

❑0❞✐❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❧❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, 6✉✐ ♣♦,,9❞❡♥& ✉♥❡ ♣❡2,♦♥♥❛❧✐&0 ❡♠♣❛&❤✐6✉❡✱ ❝❡✉① 6✉✐ ,♦♥& ❞♦♥❝

♣❧✉, ,✉,❝❡♣&✐❜❧❡, ❞❡ 20❛❣✐2 ♣❛2 ❧❛ ❝♦♠♣❛,,✐♦♥ ❡& ❞✬J&2❡ &♦✉❝❤0, ♣❛2 ❧❛ ,♦✉✛2❛♥❝❡ ❞✬❛✉&2✉✐✱

,❡♠❜❧❡♥& ❛✈♦✐2 ♣❛2&✐❝✉❧✐92❡♠❡♥& &❡♥❞❛♥❝❡ < ❛❞♦♣&❡2 ❞❡, ❝♦♥❞✉✐&❡, ♣2♦,♦❝✐❛❧❡, ✭❞♦♥♥❡2 ❞❡

❧✬❛2❣❡♥& < ❞❡, K✉✈2❡, ❞❡ ❝❤❛2✐&0✱ ❛❝❝❡♣&❡2 ❞❡ ❝♦♥,❛❝2❡2 ❞✉ &❡♠♣, < ❛✐❞❡2 ❞❡, ♣❡2,♦♥♥❡, ❡♥

❞✐✣❝✉❧&0✮

✽

✳

❯♥ ❛✉&2❡ ❛,♣❡❝& ♣2✐♠♦2❞✐❛❧ ❞✉ ♣2♦❝❡,,✉, 0♠♦&✐♦♥♥❡❧ ❡♠♣❛&❤✐6✉❡ ❡,& 6✉✬✐❧ ♣❡2♠❡&✱ ❞✬✉♥❡

❝❡2&❛✐♥❡ ♠❛♥✐92❡✱ ❞❡ ❢❛✐2❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥&2❡ ❧❡, ❞✐✛02❡♥&, ♠0❝❛♥✐,♠❡, ❞❡ ♣✉♥✐&✐♦♥, ❡& ❞❡ 20❝♦♠✲

♣❡♥,❡, ❞0✈❡❧♦♣♣0, ♣❛2 ❧❡, ❛✉&2❡, ❢❛♠✐❧❧❡, ❞✬0♠♦&✐♦♥, ♠♦2❛❧❡,✱ ❡& ❞❡ ❝♦♥&2✐❜✉❡2 < ❧❡✉2

❡✣❝❛❝✐&0✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❞✬❛♣29, ❚❛♥❣♥❡② ✭✷✵✵✼✮✱ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡ ❡,& &29, ❢♦2&❡♠❡♥& ❝♦220❧0❡ ❛✉ ,❡♥✲

&✐♠❡♥& ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&0 ❡& ❝❡&&❡ ❝❛♣❛❝✐&0 < 2❡,,❡♥&✐2 ❞❡ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡ ♣❛2&✐❝✐♣❡2❛✐& ❛✉① ❡✛♦2&, ❡&

❛✉① ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥&, 20♣❛2❛&❡✉2, ❞❡ ❧❛ ♣❛2& ❞❡ ❧❛ ♣❡2,♦♥♥❡ 6✉✐ ,❡ ,❡♥& ❝♦✉♣❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱

❞✬❛♣29, ❑0❞✐❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❧❡, ♣,②❝❤♦♣❛&❤❡, ♦✉ ❝❡2&❛✐♥, ♣❛&✐❡♥&, ❛②❛♥& ,✉❜✐ ❞❡, ❛❝❝✐❞❡♥&, ❝❛✉✲

,❛♥& ❞❡, ❞♦♠♠❛❣❡, ❞❛♥, ❝❡2&❛✐♥❡, ③♦♥❡, ❞✉ ❝❡2✈❡❛✉✱ ❞0✈❡❧♦♣♣❡2❛✐❡♥& ❞❡, ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥&,

✐♠♠♦2❛✉① ❡& ❛,♦❝✐❛✉① &❡❧, 6✉❡ ❞❡, ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥&, ❛❣2❡,,✐❢,✱ ❞✉ ❢❛✐& 6✉✬✐❧, ♥❡ ,❡2❛✐❡♥& ♣❛,

❝❛♣❛❜❧❡, ❞✬❛♥&✐❝✐♣❡2 ❧❡, 0♠♦&✐♦♥, ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛&✐♦♥ ❞✬❛✉&2✉✐ ✭❝♦❧92❡✱ ❞0❣♦Q&✱ ♠0♣2✐,✮ 6✉✐

❡♥ 20,✉❧&❡2❛✐❡♥&✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡✉2 ❞0✜❝✐& ❞❡ ❝❛♣❛❝✐&0, ❡♠♣❛&❤✐6✉❡,✱ ♥❡ ❧❡✉2 ♣❡2♠❡&&2❛✐& ♣❛,✱

❞✬✉♥❡ ♣❛2&✱ ❞❡ ,❡ 2❡♥❞2❡ ❝♦♠♣&❡ ❞✉ ♠❛❧ 6✉✬✐❧, ✈♦♥& ❢❛✐2❡✱ ❝❡ 6✉✐ ✐♠♣❧✐6✉❡ ✉♥❡ ❛❜,❡♥❝❡

❞❡ ,❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&0 ♦✉ ❞❡ ❤♦♥&❡✱ ❡& ❞✬❛✉&2❡ ♣❛2& ❞✬❛♥&✐❝✐♣❡2 ❧✬0♠❡2❣❡♥❝❡ ❞❡ ,❡♥&✐✲

♠❡♥&, ♥0❣❛&✐❢, ✭❝♦❧92❡✱ ❞0❣♦Q&✮ ❝❤❡③ ❧❡, ❛✉&2❡,✱ < ❧✬♦2✐❣✐♥❡ ❞❡ ♠❡,✉2❡, ♣✉♥✐&✐✈❡,✳ ❖♥ ✈♦✐&

✐❝✐ ❧❡ 2?❧❡ 6✉✐ ❧✐❡ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡, 0♠♦&✐♦♥, ♠♦2❛❧❡, < ✈❛❧❡♥❝❡ ♥0❣❛&✐✈❡ ✭6✉✬❡❧❧❡, ,♦✐❡♥&

❛✉&♦✲❝♦♥,❝✐❡♥&❡, ♦✉ ♥♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡ ♣❡✉& 0❣❛❧❡♠❡♥& ✐♥&❡2✈❡♥✐2 ❛✉ ,❡✐♥ ❞❡,

❢❛♠✐❧❧❡, ❞✬0♠♦&✐♦♥, ♠♦2❛❧❡, < ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦,✐&✐✈❡✳ ❉✬❛♣29, ▲❛③❛2✉, ❡& ▲❛③❛2✉, ✭✶✾✾✹✮✱ ❝✐&0,

❞❛♥, ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❧❛ ❣2❛&✐&✉❞❡ ❡,& ✉♥❡ 0♠♦&✐♦♥ ❡♠♣❛&❤✐6✉❡ < ♣❛2& ❡♥&✐92❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥0❝❡,,✐&❡ ❡♥ ❡✛❡& ❞❡ ♣♦✉✈♦✐2 ❞0&❡2♠✐♥❡2 ❡& ❛♥&✐❝✐♣❡2 ❧✬✐♥&❡♥&✐♦♥♥❛❧✐&0 ❞✉ ❣❡,&❡

20❛❧✐,0 ♣❛2 ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉2✳ ❈❡&&❡ ❝❛♣❛❝✐&0 ♣♦✉22❛✐& &2❛♥,✐&❡2 ♣❛2 ❧❡ ♣2♦❝❡,,✉, 0♠♦&✐♦♥♥❡❧

❞✬❡♠♣❛&❤✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉2 ♣❡✉& 0❣❛❧❡♠❡♥& J&2❡ ♠♦&✐✈0 ❞❛♥, ,♦♥ ❛❝&❡ ♣❛2 ❧✬❛♥&✐✲

❝✐♣❛&✐♦♥✱ 0✈❡♥&✉❡❧❧❡♠❡♥& < &2❛✈❡2, ✉♥ ♣2♦❝❡,,✉, ❡♠♣❛&❤✐6✉❡✱ ❞❡ ❧✬0♠❡2❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬0♠♦&✐♦♥

❞❡ ❣2❛&✐&✉❞❡ 6✉✐ ❡♥ 20,✉❧&❡2❛✱ ❡& ♣❛2 ❧✬❛♥&✐❝✐♣❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ,❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ✜❡2&0 ♦✉ ❞❡ ❜✐❡♥✲J&2❡

✭✓ ✇❛2♠✲❣❧♦✇ ✔✮ 6✉✬✐❧ 2❡,,❡♥&✐2❛ ❞✉ ❢❛✐& ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐2 ✉♥ ❛❝&❡ ♣2♦,♦❝✐❛❧✳

▲✬✐♥&02J& ❞❡, ♣,②❝❤♦❧♦❣✉❡, ❡& ❞❡, 0❝♦♥♦♠✐,&❡, ♣♦✉2 ❧❡, 0♠♦&✐♦♥, ❡& ❧❡✉2 ✐♠♣❛❝& ,✉2

❧❡ ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥& ❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, ❛ ♥0❝❡,,✐&0 ❧❛ ♠✐,❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜2❡✉,❡, &❡❝❤♥✐6✉❡,

❛✜♥ ❞✬♦❜&❡♥✐2 ❞❡, ❞♦♥♥0❡, ❡♠♣✐2✐6✉❡,✳ ▲❡ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥&✱ ❧❡, ❝❤❡2❝❤❡✉2, &❡♥&❡♥& ❞✬♦❜,❡2✈❡2

❡& ❞✬❛♥❛❧②,❡2 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉,✐❡✉2, 0♠♦&✐♦♥, ♣❛2&✐❝✉❧✐92❡,✱ ❞❛♥, ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ❧❡

♣❧✉, ♥❡✉&2❡ ♣♦,,✐❜❧❡✳ ❯♥ ❞❡, ❡♥❥❡✉① ❞❡, ♣2♦❝0❞✉2❡, ❡①♣02✐♠❡♥&❛❧❡,✱ ♠✐,❡, ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛2

❧❡, ❝❤❡2❝❤❡✉2,✱ ❡,& ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐2 20♣♦♥❞2❡ ❛✉① ❞❡✉① 6✉❡,&✐♦♥, ,✉✐✈❛♥&❡, ✿ ❝♦♠♠❡♥&

✽✳ ▲✬❡♠♣❛(❤✐❡ ❞✐✛-.❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❞❡ ❝❡ 1✉❡ ❍❛✐❞( ✭✷✵✵✸✮ ❛♣♣❡❧ ❧❡ ❉❆❆❉ ✭✓ ❞✐=(.❡== ❛( ❛♥♦(❤❡.✬= ❞✐=(.❡==

✔✮ 1✉✐ =❡ .@❢-.❡ B ❧❛ (❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉. ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ B D(.❡ ❝❤❛❣.✐♥@ ♣❛. ❧❡ ❢❛✐( ❞❡ ✈♦✐. ♦✉ ❞✬❡♥(❡♥❞.❡ ❞✬❛✉(.❡=

♣❡.=♦♥♥❡= @♠❡((.❡ ❞❡= =✐❣♥❡= ❞❡ ❝❤❛❣.✐♥✴❞@(.❡==❡✳ ❈❡ ♣❤@♥♦♠-♥❡ ♣❡✉( ❛❧♦.= ❝♦♥❞✉✐.❡ ❧❡= ✐♥❞✐✈✐❞✉= ❡①♣♦=@=

B ❧❛ =♦✉✛.❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡.=♦♥♥❡ B ❢✉✐. ♣♦✉. @❝❤❛♣♣❡. B ❧❛ ❞@(.❡==❡ ❞❡ ❝❡((❡ ♣❡.=♦♥♥❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛❧❧❡. ❧✬❛✐❞❡.✳
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!♠♦,✐♦♥♥❡❧ ❞❡ , ✐%,❡%%❡✱ ❡, ✉♥ !,❛, !♠♦,✐♦♥♥❡❧ ♥❡✉, ❡ %❡ ✈❛♥, ❞❡ ❜❛%❡ ♣♦✉ !✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠✲
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❡①♣! ✐❡♥❝❡✱ ❧❡% %✉❥❡,% %♦♥, ❛♠❡♥!% G ❝ ♦✐ ❡ 0✉✬✐❧% ❥♦✉❡♥, ❛✈❡❝ ❧❛ ♠F♠❡ ♣❡ %♦♥♥❡ G ✉♥ ❥❡✉ ❞✉
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❞❛♥$ ❞❡$ ❝♦♥❞✐)✐♦♥$ "❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) $♣-❝✐✜'✉❡$ ❝♦♠♠❡ ❧♦"$'✉❡ ❧✬♦♥ ❡$) )-♠♦✐♥✱ ✈✐❝)✐♠❡ ♦✉

'✉❡ ❧✬♦♥ ❡$) $♦✐✲♠G♠❡ "❡$♣♦♥$❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ )"❛♥$❣"❡$$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦"♠❡ $♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦"❛❧❡✳

❇"♦✇♥ ✭✶✾✼✵✮ ♣"-$❡♥)❡ ✉♥❡ ❡①♣-"✐❡♥❝❡ ❞❛♥$ ❧❛'✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡$) ❞✬❛❜♦"❞ ❞❡♠❛♥❞- ❛✉① ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉$ ❞❡ "-❛❧✐$❡" ✉♥❡ )8❝❤❡ ❞❡ ♣❡"❝❡♣)✐♦♥ $❡♥$♦"✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡)✱ ❛✈❛♥) ❞❡ "-❛❧✐$❡" ✉♥❡

❞❡$❝"✐♣)✐♦♥ ❞❡$ $❡♥$❛)✐♦♥$ "❡$$❡♥)✐❡$ ♣❡♥❞❛♥) ❝❡))❡ ♣"❡♠✐#"❡ )8❝❤❡✳ ❉❡✉① ❝♦♥❞✐)✐♦♥$ $♦♥)

♣"-$❡♥)❡$✳ ❉❛♥$ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❝♦♥)";❧❡✱ ❧❡$ $✉❥❡)$ ❞♦✐✈❡♥) )♦✉❝❤❡" ❛✈❡❝ ❧❡✉"$ ♠❛✐♥$ ✉♥❡

♣❡)✐)❡ ✜❣✉"✐♥❡ ❡♥ ♣❧❛$)✐'✉❡ ♣♦✉" ❡♥ ♣❡"❝❡✈♦✐" ❧❡$ ❝♦♥)♦✉"$ ✭♣❡"❝❡♣)✐♦♥ $❡♥$♦"✐❡❧❧❡✮✱ )❛♥✲

❞✐$ '✉❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✓ ❡♠❜❛""❛$ ✔✱ ❧❡$ $✉❥❡)$ ❞♦✐✈❡♥) $✉❝❡" ✉♥ ♦❜❥❡) ❡♥ ❝❛♦✉)❝❤♦✉❝
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 ❧✉# $%❝❡♠♠❡♥*✱ ❉❡❙*❡♥♦✱ ❇❛✉♠❛♥♥✱ ❇❛$❧❡**✱ ❉✐❝❦❡♥# ❡* ❲✐❧❧✐❛♠# ✭✷✵✶✵✮ ♦♥* ✉*✐❧✐#%

✉♥❡ ♣$♦❝%❞✉$❡ ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ♦$✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉$ %*✉❞✐❡$ ❧✬%♠♦*✐♦♥ ❞❡ ❣$❛*✐*✉❞❡✳ ❉❛♥# ❧❡✉$ %*✉❞❡✱

❧❡# #✉❥❡*# ♣❛$*✐❝✐♣❛✐❡♥* ? ✉♥ ❥❡✉ #✐♠✐❧❛✐$❡ ❛✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣$✐#♦♥♥✐❡$ ✭✉♥ ❥❡✉ #❡ ❥♦✉❛♥* %❣❛✲

❧❡♠❡♥* ? ❞❡✉① ♣❛$*✐❝✐♣❛♥*#✮✳ ❆✈❛♥* ❞❡ ♣❛$*✐❝✐♣❡$ ❛✉ ❥❡✉✱ ❧❡# #✉❥❡*# $%❛❧✐#❡♥* ✉♥❡ ♣$❡♠✐D$❡

*E❝❤❡✱ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♥*❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬✉♥ ♣❛$*❡♥❛✐$❡✳ ▲❛ ♣$♦❝%❞✉$❡ ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❡#*

$%❛❧✐#%❡ ? ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡**❡ ♣$❡♠✐D$❡ *E❝❤❡✳ ❉❛♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✓ ❝♦♥*$J❧❡ ✔✱ ❧❛ ♣$❡♠✐D$❡ *E❝❤❡

#❡ ❞%$♦✉❧❡ ♥♦$♠❛❧❡♠❡♥* *❛♥❞✐# L✉❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✓ ❣$❛*✐*✉❞❡ ✔✱ ❧❡ #✉❥❡* #✉❜✐* ✉♥❡

❞✐✣❝✉❧*% ❞✬♦$❞$❡ *❡❝❤♥✐L✉❡ ✭♠❛♥✐♣✉❧%❡ ♣❛$ ❧✬❡①♣%$✐♠❡♥*❛*❡✉$✮✳ ▲❡ ♣❛$*❡♥❛✐$❡ ✭❝♦♠♣❧✐❝❡

❞❡ ❧✬❡①♣%$✐♠❡♥*❛*❡✉$✮ ✐♥*❡$✈✐❡♥* ❛❧♦$# ❡♥ ♣$♦❞✐❣✉❛♥* ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ #✉❥❡*✱ ❞❛♥# ❧❡ ❜✉* ❞❡ ❧✉✐

❢❛✐$❡ $❡##❡♥*✐$ ❞❡ ❧❛ ❣$❛*✐*✉❞❡✳ ▲✬✐♠♣❛❝* ❞❡ ❧✬%♠♦*✐♦♥ ❞❡ ❣$❛*✐*✉❞❡ %*❛♥* %✈❛❧✉%✱ ♣❧✉# *❛$❞✱

❧♦$# ❞❡ ❧❛ ♣❛$*✐❝✐♣❛*✐♦♥ ❞❡# #✉❥❡*# ❛✉ ❥❡✉ %❝♦♥♦♠✐L✉❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛♥* ❧❡ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* ❞❡#

✐♥❞✐✈✐❞✉# ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✓ ❝♦♥*$J❧❡ ✔ ❡* ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✓ ❣$❛*✐*✉❞❡ ✔✳

▲❡# ♣$♦❝%❞%# ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥ %*❛* %♠♦*✐♦♥♥❡❧ #♦♥* ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉# #♦✉✈❡♥* ❛❞❛♣*❛❜❧❡#

? ❧✬%*✉❞❡ #♣%❝✐✜L✉❡ ❞❡# %♠♦*✐♦♥# ♠♦$❛❧❡#✳ ◆%❛♥♠♦✐♥#✱ ✐❧ ❡#* ♥%❝❡##❛✐$❡ ❞❡ *❡♥✐$ ❝♦♠♣*❡

❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ♣❛$❛♠D*$❡#✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡# ♣$✐♥❝✐♣❛✉① %❧%♠❡♥*# ❞%❝❧❡♥❝❤❡✉$# ♦✉ ❧❡# *❡♥❞❛♥❝❡#

? ❧✬❛❝*✐♦♥✱ ❧♦$#L✉❡ ❧✬♦♥ #♦✉❤❛✐*❡ ♠❡**$❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♣$♦❝%❞✉$❡ ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥❛♥*

❝❡$*❛✐♥❡# %♠♦*✐♦♥#✳ ❈✬❡#* ♥♦*❛♠♠❡♥* ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧❛ ❤♦♥*❡✳

❍♦♦❣❡✱ ❇$❡✉❣❡❧♠❛♥# ❡* ❩❡❡❧❡♥❜❡$❣ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥❞✐L✉❡♥* L✉❡ ❧❡# %*✉❞❡# ❛②❛♥* *❡♥*% ❞✬%*✉❞✐❡$

❧✬✐♠♣❛❝* L✉❡ ♣❡✉* ❛✈♦✐$ ❧❡ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❤♦♥*❡ #✉$ ❧❡ ❢❛✐* ❞✬❡✛❡❝*✉❡$ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡# ❛❝*✐♦♥# ♣$♦✲

#♦❝✐❛❧❡# ✭❝♦♠♠❡ ❧✬%*✉❞❡ ❞❡ ❍♦♦❣❡✱ ❩❡❡❧❡♥❜❡$❣ ❡* ❇$❡✉❣❡❧♠❛♥#✱ ✷✵✵✼✮ ♦♥* %*% ❧✐♠✐*%❡# ♣❛$

❧❡ $❡❝♦✉$# ? ❞❡# ♣$♦❝%❞%# ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ✐♥❛❞❛♣*%# ❛✉ #❡♥*✐♠❡♥* ♣❛$*✐❝✉❧✐❡$ ❞❡ ❤♦♥*❡✳ ❊♥ ❡❢✲

❢❡*✱ ❞✬❛♣$D# ❧❡# ❛✉*❡✉$#✱ ✐❧ ❡①✐#*❡ ✉♥❡ ❞✐#*✐♥❝*✐♦♥ ❡♥*$❡ ❧✬✐♠♣❛❝* ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*❛❧ ♣$♦✈❡♥❛♥*

❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♠♦*✐♦♥ ✭❞✬✉♥ %*❛* %♠♦*✐♦♥♥❡❧ ❞✐#❝$❡*✮ #✬❡✛❡❝*✉❛♥* ❞❡ ♠❛♥✐D$❡ ❡♥❞♦✲

❣D♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛$* ❡* ❞❡ ♠❛♥✐D$❡ ❡①♦❣D♥❡ ❞✬❛✉*$❡ ♣❛$*✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ $%#✉❧*❛♥* ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥

❞✬✉♥❡ %♠♦*✐♦♥ #✬❡✛❡❝*✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐D$❡ ❡♥❞♦❣D♥❡ ❧♦$#L✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡# ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*# $%❛✲

❧✐#%# ❞❛♥# ❞❡# #✐*✉❛*✐♦♥# ❡♥ $❛♣♣♦$* ❛✈❡❝ ❧✬%✈D♥❡♠❡♥* L✉✐ ❞%❝❧❡♥❝❤❡ ❧✬%♠♦*✐♦♥ ✭♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ L✉❡ ♣❡✉* ❛✈♦✐$ ❧❡ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ♣❡✉$ ? ❧✬%❣❛$❞ ❞❡# ❛♥✐♠❛✉① #✉$ ❧❛ ❞%❝✐#✐♦♥ ❞✬❛❧❧❡$

♦✉ ♥♦♥ ❛✉ ③♦♦✮✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡$#❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ $%#✉❧*❛♥* ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♠♦*✐♦♥ #✬❡✛❡❝*✉❡ ❞❡

♠❛♥✐D$❡ ❡①♦❣D♥❡ ❧♦$#L✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡# ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*# $%❛❧✐#%# ❞❛♥# ❞❡# #✐*✉❛*✐♦♥# #❛♥#

$❛♣♣♦$* ❛✈❡❝ ❧✬%✈D♥❡♠❡♥* L✉✐ ❞%❝❧❡♥❝❤❡ ❧✬%♠♦*✐♦♥ ✭♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐$ ✈✉ ✉♥

✜❧♠ ❞$J❧❡ ♦✉✱ ❛✉ ❝♦♥*$❛✐$❡✱ *$✐#*❡✱ #✉$ ❧❡ ♣♦✉$❜♦✐$❡ L✉✬♦♥ ✈❛ ❧❛✐##❡$ ❛✉ *❛①✐ ❡♥ $❡♥*$❛♥* ❞✉

❝✐♥%♠❛✮✳ ❉✬❛♣$D# ❍♦♦❣❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❝❡**❡ ❞✐#*✐♥❝*✐♦♥ ❡#* ♣❡$*✐♥❡♥*❡ ❡* ❧❡# ❛✉*❡✉$# ❝♦♥#✐✲

❞D$❡♥* L✉✬✉♥❡ ❞❡# $❛✐#♦♥# ♣♦✉$ ❧❡#L✉❡❧❧❡# ❧❡# ♣$%❝%❞❡♥*❡# %*✉❞❡# ♥✬♦♥* ♣❛# $%✉##✐ ? ♠❡**$❡

? ❥♦✉$ ✉♥ ❡✛❡* ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧ ♣♦#✐*✐❢ ❞✉ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❤♦♥*❡✱ ❡#* L✉❡ ❝❡❧❧❡#✲❝✐ ♦♥* %*✉❞✐% ❧✬✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬%*❛* %♠♦*✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❤♦♥*❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❡①♦❣D♥❡✳ ❖$✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡# *❡♥❞❛♥❝❡#

? ❧✬❛❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥*❡ ❡#* ❞❡ ❢❛✐$❡ #♦♥ ♣♦##✐❜❧❡ ♣♦✉$ %❝❤❛♣♣❡$ ? ❧❛ #✐*✉❛*✐♦♥ $❡#♣♦♥#❛❜❧❡

❞❡ ❧✬%♠❡$❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ #❡♥*✐♠❡♥*✳ ■❧ ❛♣♣❛$❛✐* ❞♦♥❝ ❧♦❣✐L✉❡ L✉❡ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛# ❞✬❡✛❡*# #♦✐❡♥*

❞%❣❛❣%# ❧♦$#L✉❡ ❧✬♦♥ %*✉❞✐❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬%♠❡$❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥*❡ #✉$ ❧❡# ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*#

❞❡# #✉❥❡*# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞❡ #✐*✉❛*✐♦♥# ❝♦♠♣❧D*❡♠❡♥* %*$❛♥❣D$❡# ? ❧❛ #✐*✉❛*✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥✱

❝❛$ ❞✉ ❢❛✐* L✉❡ ❝❡# #✐*✉❛*✐♦♥# ✭❞✬❛❝*✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*#✮ #♦♥* %*$❛♥❣D$❡# ?

❧❛ #✐*✉❛*✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝*✐♦♥✱ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ♦♥* ❞%❥? ✓ %❝❤❛♣♣% ✔ ? ❧❛ #✐*✉❛*✐♦♥ $❡#♣♦♥#❛❜❧❡ ❞❡

❧❛ ❤♦♥*❡ ❡* ♥❡ #♦♥* ♣❧✉# #♦✉# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❙✉$ ❝❡**❡ ❜❛#❡✱ ❧❡# ❛✉*❡✉$# ♣$♦♣♦#❡♥*

❞✬%*✉❞✐❡$ ❧✬✐♠♣❛❝* L✉❡ ♣♦✉$$❛✐* ❛✈♦✐$ ❧❡ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❤♦♥*❡ #✉$ ✉♥ ♣$♦❝❡##✉# ❞%❝✐#✐♦♥♥❡❧

❧♦$#L✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡#* ✐♥❞✉✐* ❞❡ ♠❛♥✐D$❡ ❡♥❞♦❣D♥❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❍♦♦❣❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣$♦♣♦#❡♥* ✉♥❡

%*✉❞❡ ❡①♣%$✐♠❡♥*❛❧❡ ✉*✐❧✐#❛♥* ✉♥❡ ✐♥❞✉❝*✐♦♥ ❡♥❞♦❣D♥❡ ❞✉ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❤♦♥*❡✳

✷✻



✶✳✷✳ ▲❡% ❡♥%❡✐❣♥❡♠❡♥*% ❞❡ ❧❛ *❤/♦1✐❡ ❞❡% /♠♦*✐♦♥% ♠♦1❛❧❡%

❉❡ ♠❛♥✐&'❡ ♣❧✉+ ♣',❝✐+❡✱ ❧❡+ ❛✉/❡✉'+ ✉/✐❧✐+❡♥/ ❞✐✛,'❡♥/+ /②♣❡+ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡✱

♣♦✉' ,/✉❞✐❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ +❡♥/✐♠❡♥/ +✉' ❧❡ ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/ ❞❡+ ❛❣❡♥/+ ❞❛♥+ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡

❞✐❧❡♠♠❡ +♦❝✐❛❧✳ ▲✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡ +❡ ❢❛✐/ < /'❛✈❡'+ /'♦✐+ ♣'♦❝,❞,+✱ ❞❡✉① ♣'♦❝,❞,+

✐♠♣❧✐?✉❛♥/ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❡♠♣❛/❤✐?✉❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡ ✭+✬✐♠❛❣✐♥❡' ✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥✱ +❡ '❛♣♣❡❧❡'

❞✬✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥✮✱ ♦✉ ♣❛' ✉♥❡ ✐♥❞✉❝/✐♦♥ ✓ ',❡❧❧❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡✱ < /'❛✈❡'+ ❧❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡+

+✉❥❡/+ ❞❛♥+ ✉♥❡ /D❝❤❡ ♣',❧✐♠✐♥❛✐'❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ +♦❝✐❛❧✳

▲❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦♥/ ',♣❛'/✐+ ❡♥/'❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ✓ ❝♦♥/'E❧❡ ✔ ❡/ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ✓ ❤♦♥/❡ ✔✳

❉❛♥+ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ✓ ❝♦♥/'E❧❡ ✔ ❧❛ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❡+/ /❡❧❧❡ ?✉✬❡❧❧❡ ❡♥/'❛✐♥❡ ✉♥ '❡+✲

+❡♥/✐ ,♠♦/✐♦♥♥❡❧ ♥❡✉/'❡ ✭❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦♥/ ❛♠❡♥,+ < ✐♠❛❣✐♥❡' ✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥ ♥❡✉/'❡✱ < +❡

'❛♣♣❡❧❡' ❞✬✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥ ♥❡✉/'❡✱ ❧❡✉' ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❛♥+ ❧❛ /D❝❤❡ ♣',❛❧❛❜❧❡ ❡+/ ♥♦'♠❛❧❡✮✱

/❛♥❞✐+ ?✉❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ✓ ❤♦♥/❡ ✔✱ ❧❛ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ✈✐+❡ < ❢❛✐'❡ ,♠❡'❣❡' ❧❡

+❡♥/✐♠❡♥/ ❞❡ ❤♦♥/❡ ✭❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦♥/ ❛♠❡♥,+ < ✐♠❛❣✐♥❡' ✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛?✉❡❧❧❡ ✐❧+

♦♥/ '❡++❡♥/✐ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡✱ < +❡ '❛♣♣❡❧❡' ❞✬✉♥❡ +✐/✉❛/✐♦♥ ❤♦♥/❡✉+❡✱ ❧❡✉' ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❛♥+ ❧❛

/D❝❤❡ ♣',❛❧❛❜❧❡ ❡+/ ♠❛♥✐♣✉❧,❡ ❡/ '❡♥❞✉❡ ♣✉❜❧✐?✉❡♠❡♥/ ♠,❞✐♦❝'❡✮✳

❉❛♥+ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐/✐♦♥+ ✿ ✓ ❝♦♥/'E❧❡ ✔ ❡/ ✓ ❤♦♥/❡ ✔✱ ✐❧ ❡①✐+/❡ ,❣❛❧❡♠❡♥/ ✉♥❡

❞✐+/✐♥❝/✐♦♥ ❡♥❞♦❣&♥❡ ✈❡'+✉+ ❡①♦❣&♥❡✳ ❆ +❛✈♦✐' ?✉❡✱ ❧❡+ +✉❥❡/+ +♦♥/ ❛♠❡♥,+ < +✬✐♠❛❣✐♥❡'

?✉✬✐❧+ ✈♦♥/ ♣❛'/✐❝✐♣❡' < ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ +♦❝✐❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉/'❡ ❥♦✉❡✉'✳ ❈❡ ❥♦✉❡✉' +❡'❛✱

❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❡♥❞♦❣&♥❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡♥ '❛♣♣♦'/ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥/❡ ✭✉♥ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉ ♣',+❡♥/ ❞❛♥+ ❧❛ +✐/✉❛/✐♦♥ ✜❝/✐✈❡ ❀ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣',+❡♥/ ❞❛♥+ ❧❡ +♦✉✈❡♥✐'✱ ♦✉ ?✉✐ ❡+/ ❛✉

❢❛✐/✱ ❞❡ ❧❛ +✐/✉❛/✐♦♥ ❀ ✉♥ ❞❡+ ♣❛'/✐❝✐♣❛♥/+ ❧♦'+ ❞❡ ❧❛ /D❝❤❡ ♣',❧✐♠✐♥❛✐'❡✮✱ ❡/ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥

❡①♦❣&♥❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ +❛♥+ '❛♣♣♦'/ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥✳ ▲✬✐♠♣❛❝/ ❞✉ +❡♥/✐♠❡♥/

❞❡ ❤♦♥/❡ ❡+/ ❡♥+✉✐/❡ ,/✉❞✐, < /'❛✈❡'+ ❧❡ ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/ ❞,❝❧❛', ♣❛' ❧❡+ +✉❥❡/+ ❞❛♥+ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡

❞✐❧❡♠♠❡ +♦❝✐❛❧✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥/'❡♥/ ❝❡+ ❞✐✛,'❡♥/❡+ ✐❧❧✉+/'❛/✐♦♥+✱ ❧❡+ ♣'♦❝,❞,+ ❝❧❛++✐?✉❡+ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥

❞✬✉♥ ,/❛/ ,♠♦/✐♦♥♥❡❧ +♦♥/ ❧❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥/ ❛❞❛♣/❛❜❧❡+ < ❧✬,/✉❞❡ +♣,❝✐✜?✉❡ ❞❡+ ,♠♦/✐♦♥+

♠♦'❛❧❡+✳ ◆,❛♥♠♦✐♥+✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ +♣,❝✐✜?✉❡ ❞❡ ❧✬,/✉❞❡ ❞❡ ❍♦♦❣❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ /,♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛

❞✐✣❝✉❧/, ❞❡ ♣'♦♣♦+❡' ✉♥❡ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ?✉✐ +♦✐/ ♣❡'/✐♥❡♥/❡ ✈✐+✲<✲✈✐+ ❞❡ ❧✬,♠♦/✐♦♥

❡♥ ?✉❡+/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧/, ❞✬✉/✐❧✐+❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ /❡❝❤♥✐?✉❡+✳ ■❧ ❡+/ ❛✐♥+✐ ♥,❝❡++❛✐'❡ ❞❡

/❡♥✐' ❝♦♠♣/❡ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ♣❛'❛♠&/'❡+✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ,❧,♠❡♥/+ ❞,❝❧❡♥❝❤❡✉'+ ♦✉

❧❡+ /❡♥❞❛♥❝❡+ < ❧✬❛❝/✐♦♥✱ ❡/ ❞✬✐♥/'♦❞✉✐'❡ ❧❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥/ ❧✬✉+❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❡'✐❡✱ ?✉❡ ❝❡ +♦✐/

♣♦✉' ❥✉+/✐✜❡' ❧❛ ♣',+❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ✭♣♦✉' ♥❡ ♣❛+ ❞,✈♦✐❧❡' ❧✬♦❜❥❡❝/✐❢ ❞❡

❧✬,/✉❞❡✮ ♦✉ ❧♦'+ ❞❡ ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✭✉/✐❧✐+❛/✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❡+✱ ❞✬✐♥/❡❧❧✐❣❡♥❝❡+

❛'/✐✜❝✐❡❧❧❡+✱ ❡/❝✳✮✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ✐❧ ♥✬❡①✐+/❡ ♣❛+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❞❡+ +♣,❝✐❛❧✐+/❡+ ❞❡+ ,♠♦/✐♦♥+✱

✈✐+✲<✲✈✐+ ❞❡+ ❝♦♥❞✐/✐♦♥+ ❞✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥ ❞❡+ ❞✐✛,'❡♥/+ ,/❛/+ ,♠♦/✐♦♥♥❡❧+ +♣,❝✐✜?✉❡+✳ ■❧ ❡+/

❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬T/'❡ +U' ?✉❡ ❧❛ ♣'♦❝,❞✉'❡ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥ ✉/✐❧✐+,❡ ♣❡'♠❡/ ❞❡ ❞,❝❧❡♥❝❤❡' ❧✬,/❛/

,♠♦/✐♦♥♥❡❧ ?✉❡ ❧✬♦♥ +♦✉❤❛✐/❡ ,/✉❞✐❡'✱ ♦✉ ?✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡+/ ❧❡ +❡✉❧ < ,♠❡'❣❡'✳ V❛' ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥+ ❧❛ /❡❝❤♥✐?✉❡ ❞✉ ✈✐+✐♦♥♥❛❣❡✱ ✉♥ ♠T♠❡ ❡①/'❛✐/ ❞❡ ✈✐❞,♦ ❞'❛♠❛/✐?✉❡ ♣❡✉/ +✉+❝✐/❡'✱

+❡❧♦♥ ❧❡+ +✉❥❡/+✱ ❞❡ ♠✉❧/✐♣❧❡+ ,/❛/+ ,♠♦/✐♦♥♥❡❧+ ✭/'✐+/❡++❡✱ ❝♦❧&'❡✱ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐/,✱ ❤♦♥/❡✮✳ ❆✜♥

❞✬,✈❛❧✉❡' ❧❡ '❡++❡♥/✐ ,♠♦/✐♦♥♥❡❧ ❞❡+ +✉❥❡/+✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ✈,'✐✜❡' ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠✐+❡ ❡♥ W✉✈'❡ ❞❡+

♣'♦❝,❞✉'❡+ ❞✬✐♥❞✉❝/✐♦♥✱ ❛✐♥+✐ ?✉❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ♣'♦♣♦+❡' ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ +/❛/✐+/✐?✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❡+ ,♠♦/✐♦♥+ +✉' ❧❡+ ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/+ ❞❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ❧❡+ ❝❤❡'❝❤❡✉'+ ♦♥/ ♠✐+ ❛✉ ♣♦✐♥/ ❞❡+

/❡❝❤♥✐?✉❡+ ❞❡ ♠❡+✉'❡ ❞❡+ ,♠♦/✐♦♥+✳
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: "#❛✈❡#' ❧✬❡①♣#❡''✐♦♥ ❞❡ ❝❡' 0♠♦"✐♦♥' ✭❡①♣#❡''✐♦♥ ✈✐♦❧❡♥"❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧<#❡✱ ♠♦1✉❡#✐❡' ❧✐0❡' ❛✉

♠0♣#✐'✮✳ ▲❡' 0♠♦"✐♦♥' ❛✉"♦✲❝♦♥'❝✐❡♥"❡' ♥0❣❛"✐✈❡' ❞❡ ❤♦♥"❡✱ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐"0 ♦✉ ❞✬❡♠❜❛##❛'

♣❡✉✈❡♥" ❛❧♦#' '✉#✈❡♥✐#✳ ❈❡' 0♠♦"✐♦♥'✱ : ❢♦#"❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥0❣❛"✐✈❡✱ ❝♦♥'"✐"✉❡♥" ✉♥❡ ❜❛✐''❡ ❞❡

❧✬✉"✐❧✐"0 ♣♦✉# ❧❡' ❛❣❡♥"' 1✉✐ ♣<'❡ ❞❛♥' ❧❡✉# ♣#♦❝❡''✉' ❞❡ ❞0❝✐'✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧✬❛♥"✐❝✐♣❛"✐♦♥

❞❡' ♠❡'✉#❡' ♣✉♥✐"✐✈❡'✱ #0'✉❧"❛♥" ❞❡ ❧❛ "#❛♥'❣#❡''✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦#♠❡ ♠♦#❛❧❡ ♦✉ '♦❝✐❛❧❡✱ ❛✐♥'✐

1✉❡ ❧✬❛♥"✐❝✐♣❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬0♠❡#❣❡♥❝❡ ❞✬0♠♦"✐♦♥' : ✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦#"❡♠❡♥" ♥0❣❛"✐✈❡ ♣❡✉" ❝♦♥❞✉✐#❡

: ❝❛❞#❡# ❧❡' ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥"' ✈❡#' ✉♥ #❡'♣❡❝" ❞❡ ❝❡' ♥♦#♠❡'✳ ❈❡❝✐ ❛ ✉♥ ✐♥"0#D" ♣❛#"✐❝✉❧✐❡#

✈✐'✲:✲✈✐' ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐"0 ❞❡' ❛❣❡♥"' : ♠❛✐♥"❡♥✐# ❞❡ ❜♦♥♥❡' #❡❧❛"✐♦♥' ✐♥"❡#♣❡#'♦♥♥❡❧❧❡' ❡" :

#❡'"❡# ✐♥"0❣#0' ❞❛♥' ❧❡' ❞✐✛0#❡♥"' ❝❡#❝❧❡' '♦❝✐❛✉① 1✉✐ ❝♦♥'"✐"✉❡♥" ❧❡✉# #0'❡❛✉ ❞❡ #❡❧❛"✐♦♥'✳

❉❡ ♣❧✉'✱ ❝❡#"❛✐♥❡' 0♠♦"✐♦♥'✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐"0 ♦✉ ❧✬❡♠❜❛##❛'✱ ♣❡✉✈❡♥" ❝♦♥❞✉✐#❡ : ❞❡'

"❡♥❞❛♥❝❡' : ❧✬❛❝"✐♦♥ 1✉✐ ✈✐'❡♥" : ✉♥ #0"❛❜❧✐''❡♠❡♥" ❞❡' #❡❧❛"✐♦♥' ♠✐'❡' ❡♥ ♣0#✐❧ ♣❛# ✉♥❡

"#❛♥'❣#❡''✐♦♥ ✭#0♣❛#❛"✐♦♥ ❞✉ "♦#" ❝♦♠♠✐'✱ ❛❝"❡' ❝♦♥❝✐❧✐❛♥"'✮✳

▲❡' 0♠♦"✐♦♥' ♠♦#❛❧❡' : ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦'✐"✐✈❡ ❥♦✉❡♥" 0❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥ #?❧❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡

❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❞❡' ❛❣❡♥"'✱ ❡♥ ♣❡#♠❡""❛♥"✱ : "#❛✈❡#' ❞❡' ♠0❝❛♥✐'♠❡' ❞❡ #0❝♦♠♣❡♥'❡ ❡"

❞❡ "+❝✐♣"♦❝✐-+ ♣♦%✐-✐✈❡✱ ❞✬❡♥❝♦✉#❛❣❡# ❡" ❞❡ ❢❛✈♦#✐'❡# ❧❡ #❡'♣❡❝" ❡" ❧❡ ♠❛✐♥"✐❡♥ ❞❡' ♥♦#♠❡'

♠♦#❛❧❡' ❡" '♦❝✐❛❧❡'✳ ▲✬❛♥"✐❝✐♣❛"✐♦♥ ❥♦✉❡ : ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ #?❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡' 0♠♦"✐♦♥' ♠♦#❛❧❡' :

✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦'✐"✐✈❡✳ ▲✬❛♥"✐❝✐♣❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬0♠❡#❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣#❛"✐"✉❞❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛❞♠✐#❛"✐♦♥ ❝❤❡③

❝❡✉① 1✉✐ ♥♦✉' ❡♥"♦✉#❡♥" ❛✐♥'✐ 1✉❡ ❞✉ '❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ✜❡#"0 ❡♥ ♥♦✉'✱ ♠♦❞✐✜❡ 0❣❛❧❡♠❡♥" ❧❡

♣#♦❝❡''✉' ❞❡ ❝❤♦✐① ❧♦#'1✉✬✐❧ ❡'" ♥0❝❡''❛✐#❡ ❞✬❛❞♦♣"❡# ✭♦✉ ♥♦♥✮ ✉♥❡ #<❣❧❡ '♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦✲

#❛❧❡✳ ❈❡' 0♠♦"✐♦♥' ✓ ♣♦'✐"✐✈❡' ✔ ❝♦♥'"✐"✉❡♥" ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉"✐❧✐"0 ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'

❡" '♦♥" ❡♥ ❧✐❡♥ ❞✐#❡❝" ❛✈❡❝ ❧❡✉# ❜✐❡♥✲D"#❡✳ ❊❧❧❡' ❡♥❝♦✉#❛❣❡♥" 0❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥ ❞0♣❛''❡♠❡♥"

♣♦'✐"✐❢ ✭"#❛♥'❣#❡''✐♦♥ ♣♦'✐"✐✈❡✮ ❞❡' ♥♦#♠❡' ♠♦#❛❧❡'✱ ❧❛ ❣#❛"✐"✉❞❡✱ ❧✬❛❞♠✐#❛"✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ✜❡#"0

♣♦✉✈❛♥" ❝♦♥❞✉✐#❡ : ❧✬❛❞♦♣"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" 1✉✐ ✈❛ ❛✉✲❞❡❧: ❡" 1✉✐ ❡'" ✓ ♠❡✐❧❧❡✉# ✔

1✉❡ ❧❛ ♥♦#♠❡✳ ▲❡' "❡♥❞❛♥❝❡' : ❧✬❛❝"✐♦♥ ❞❡' 0♠♦"✐♦♥' ❞❡ ❣#❛"✐"✉❞❡ ❡" ❞✬❛❞♠✐#❛"✐♦♥ ❧❛✐''❡♥"

❡♥✜♥ ❡♥"#❡✈♦✐# ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐"0 ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐"0 ❞❡ ❝❡' 0♠♦"✐♦♥' : '❡ ❞✐✛✉'❡# ❡♥"#❡ ❧❡' ❛❣❡♥"'✱

♥♦"❛♠♠❡♥" : "#❛✈❡#' ❧❛ #0❝✐♣#♦❝✐"0 ✐♥❞✐#❡❝"❡✳ ❈❡ 1✉✐ ♣❡✉" ❡①♣❧✐1✉❡# ❧❡✉# #?❧❡ ♣#✐♠♦#❞✐❛❧

❞❛♥' ❧✬0"❛❜❧✐''❡♠❡♥" ❞❡' #❡❧❛"✐♦♥' ✐♥"❡#♣❡#'♦♥♥❡❧❧❡' ❝♦♠♠❡ ❧❡ '♦✉❧✐❣♥❡ ❙♠✐"❤ ✭✶✼✺✾✮ ❞<'

❧❡ ✶✽

 ♠❡

'✐<❝❧❡✳

✷✾



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

❊♥ "❛✐%♦♥ ❞❡ ❧❡✉" ✐♠♣❛❝. %✉" ❧❡ ♣"♦❝❡%%✉% ❞❡ ❞/❝✐%✐♦♥ ❞❡% ❛❣❡♥.%✱ ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉① ."❛✈❛✉①

❛♥❛❧②%❡♥.✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝♦♥.❡①.❡ ❞✉ ❧❛❜♦"❛.♦✐"❡ ♦✉ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥❛.✉"❡❧✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ 8✉❡ ♣❡✉✈❡♥.

❛✈♦✐" ❧❡% /♠♦.✐♦♥% ♠♦"❛❧❡% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡% %✐.✉❛.✐♦♥% /❝♦♥♦♠✐8✉❡% ❞✬✐♥.❡"❛❝.✐♦♥% %♦❝✐❛❧❡%✳

✶✳✸✳ ▲❡ %&❧❡ ❞❡) *♠♦-✐♦♥) ♠♦%❛❧❡) ❞❛♥) ❧❡)

✐♥-❡%❛❝-✐♦♥) )♦❝✐❛❧❡)

▲❡% %✐.✉❛.✐♦♥% ❞✬✐♥.❡"❛❝.✐♦♥ %♦❝✐❛❧❡ %♦♥. .";% ♣"/%❡♥.❡% ❞❛♥% ❧✬❛♥❛❧②%❡ /❝♦♥♦♠✐8✉❡ ❞❛♥%

❧❛ ♠❡%✉"❡ ♦< ❧❡% "❡❧❛.✐♦♥% ❞✬/❝❤❛♥❣❡ %♦♥.✱ ♣❛" ❡%%❡♥❝❡✱ ✐♥.❡"♣❡"%♦♥♥❡❧❧❡%✳ ■❧ ♣❡✉. %✬❛❣✐" ❞❡

%✐.✉❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦♣/"❛.✐♦♥✱ ❞❡ ♥/❣♦❝✐❛.✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐%.❡ ♣❧✉%✐❡✉"% ♠❛♥✐;"❡% ❞❡

❧❡% ❛❜♦"❞❡" ❞❛♥% ❧✬❛♥❛❧②%❡ /❝♦♥♦♠✐8✉❡✱ 8✉✬✐❧ %✬❛❣✐%%❡ ❞❡ ❧❛ .❤/♦"✐❡ ❞❡% ❥❡✉①✱ ❞❡ ❧❛ .❤/♦"✐❡

❞❡% "/%❡❛✉① ♦✉ ❞❡ ❧✬/.✉❞❡ ❞❡% ♠❛"❝❤/%✳ ▲✬❛♥❛❧②%❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝. ❞❡% /♠♦.✐♦♥% ♠♦"❛❧❡% ❡%.

♣❡".✐♥❡♥.❡ ❞❛♥% ❝❡% %✐.✉❛.✐♦♥%✱ ♥♦.❛♠♠❡♥. ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡% ❞✐❧❡♠♠❡% %♦❝✐❛✉①✳

▲❡% ❞✐❧❡♠♠❡% %♦❝✐❛✉① ❝♦♥❝❡"♥❡♥. ❞❡% %✐.✉❛.✐♦♥% ❞❛♥% ❧❡%8✉❡❧❧❡% ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥./"A.

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ %✬♦♣♣♦%❡ ❛✉ ❜✐❡♥✲A."❡ ❝♦❧❧❡❝.✐❢✳ ❉❛♥% ❧❛ ❧✐../"❛.✉"❡ ❡①♣/"✐♠❡♥.❛❧❡✱ ❧❡% ❞✐❧❡♠♠❡%

%♦❝✐❛✉① %♦♥. "❡♣"/%❡♥./% ✈✐❛ ❞❡% ❥❡✉① ❞❡ ❝♦♦♣#$❛&✐♦♥ ✭❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣"✐%♦♥♥✐❡"✱ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ ❥❡✉ ❞❡ ❧❛ "❡%%♦✉"❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡✮

✾

✳ ■❧ %✬❛❣✐. ❞❡ %✐.✉❛.✐♦♥% ❞❛♥% ❧❡%8✉❡❧❧❡%✱ ♣♦✉" ❝❤❛8✉❡

❛❣❡♥.✱ ✐❧ ❡①✐%.❡ ✉♥❡ ♦♣.✐♦♥ ♦♣♣♦".✉♥✐%.❡ 8✉✐ ❝♦♥❞✉✐. .♦✉❥♦✉"% ❛✉ ❣❛✐♥ ❧❡ ♣❧✉% ✐♠♣♦".❛♥.

❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉✱ 8✉❡❧ 8✉❡ %♦✐. ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡% ❛✉."❡%✳ ❉❛♥% ❝❡% ❥❡✉①✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ♦♣♣♦".✉♥✐%.❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲

%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❥♦✉❡✉"% ♠;♥❡ G ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♥❢/"✐❡✉" ✭✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥. ❡. ❝♦❧❧❡❝.✐✈❡♠❡♥.✮ G ❝❡❧✉✐

8✉✐ %❡"❛✐. ♦❜.❡♥✉ %✐ ❝❤❛8✉❡ ❥♦✉❡✉" ❛❞♦♣.❛✐. ❧❛ %♦❧✉.✐♦♥ ❝♦♦♣/"❛.✐✈❡ ✭❍❡".❡❧✱ ❏♦❝❤❡♥ ◆❡✉✲
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❣&♦✉♣❡ ❞❡ ✹ ❥♦✉❡✉&* &❡*-❡ ❧❡ ♠5♠❡ ❞✉&❛♥- ❧❡* ✷✵ ♣#&✐♦❞❡* ❡- ✉♥❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ✓ *-&❛♥❣❡& ✔✱

✶✵✳ ❉❛♥& ❝❡ ❥❡✉ ✿ ✹ ❥♦✉❡✉.&✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥2 ♣❛& ❝♦♠♠✉♥✐5✉❡.✱ ✈♦♥2 ❥♦✉❡. ❡♥&❡♠❜❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡& ❥♦✉❡✉.&

.❡;♦✐2 ✉♥❡ ❞♦2❛2✐♦♥ ✐♥✐2✐❛❧❡✱ ✷✵ ♣♦✐♥2& ❡①♣>.✐♠❡♥2❛✉①✱ ❡2 ♣❡✉2 &♦✐2 ❧❡& ❝♦♥&❡.✈❡.✱ &♦✐2 ❝♦♥2.✐❜✉❡. ? ❧❛

❝❛❣♥♦22❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭❧❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ❥♦✉❡✉. ❡&2 >❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♣♦✐♥2& ❡①♣>.✐♠❡♥2❛✉①

5✉✬✐❧ ❞>❝✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡.✈❡.✱ ♣❧✉& ❧❛ 2♦2❛❧✐2> ❞✉ ♠♦♥2❛♥2 ✐♥✈❡&2✐ ❞❛♥& ❧❛ ❝❛❣♥♦22❡ ♣❛. ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ❥♦✉❡✉.&✱

♠✉❧2✐♣❧✐> ♣❛. ✉♥ ❝❡.2❛✐♥& ❝♦❡✣❝✐❡♥2✱ ✐❝✐ ✵✱✹✳ F❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ &✐ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❥♦✉❡✉. ❞>❝✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡.✈❡. ✶✵

♣♦✐♥2& ❡①♣>.✐♠❡♥2❛✉① ❡2 5✉❡ ❧❛ ❝❛❣♥♦22❡ &✬>❧G✈❡ ? ✷✺ ✭&❛ ❝♦♥2.✐❜✉2✐♦♥ ❝♦♠♣.✐&❡✮✱ &♦♥ ❣❛✐♥ ? ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉

❡&2 ❞❡ ✷✵ ♣♦✐♥2& ❡①♣>.✐♠❡♥2❛✉① ✭✶✵ ✰ ✷✺ ① ✵✱✹ ❂ ✷✵✮✳ ▲❛ &2.❛2>❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥2❡ ♣♦✉. ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ❥♦✉❡✉.& ❡&2

✉♥❡ ❝♦♥2.✐❜✉2✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ 2❛♥❞✐& 5✉❡ ❧❡& ♣❛✐❡♠❡♥2& ❛❣.>❣>& &♦♥2 ♠❛①✐♠✐&>& ❧♦.&5✉❡ ❝❤❛5✉❡ ❥♦✉❡✉. ❝♦♥2.✐❜✉❡

? ❧✬✐♥2>❣.❛❧✐2> ❞❡ &❛ ❞♦2❛2✐♦♥✳

✶✶✳ ❉❛♥& ❧❡& ❢❛✐2&✱ ❝❡22❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐2> ❞❡ ♣✉♥✐2✐♦♥ &✬❡✛❡❝2✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛;♦♥ &✉✐✈❛♥2❡ ✿ ❛♣.G& ❧❡ ♣.❡♠✐❡. &2❛❣❡

❞❡ ❞>❝✐&✐♦♥ ♦N ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ❥♦✉❡✉.& ❞>❝✐❞❡ ❞✉ ♠♦♥2❛♥2 5✉✬✐❧ &♦✉❤❛✐2❡ ❝♦♥&❛❝.❡. ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡&

❥♦✉❡✉.& ❛ ❧❛ ♣♦&&✐❜✐❧✐2>✱ &✉. ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡& ❝♦♥2.✐❜✉2✐♦♥& ❞❡& ❛✉2.❡& ❥♦✉❡✉.& ❞❡ &♦♥ ❣.♦✉♣❡✱ ❞❡ ❞>❝✐❞❡. ❞❡ ❧❡&

♣✉♥✐. ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞>❝✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥2❛♥2 ❞❡ ♣♦✐♥2 ❞❡ ♣✉♥✐2✐♦♥ 5✉✬✐❧ &♦✉❤❛✐2❡ ✐♥✢✐❣❡. ❛✉① ❛✉2.❡& ❥♦✉❡✉.&✳

▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ❥♦✉❡✉. >2❛♥2 ❞✐♠✐♥✉> ❞❡ ✶✵ ✪ ❞❡ ❧❛ &♦♠♠❡ 2♦2❛❧❡ ❞❡& ♣♦✐♥2& ❞❡ ♣✉♥✐2✐♦♥ 5✉✐ ❧✉✐ ❛ >2>

✐♥✢✐❣> ♣❛. ❧❡& ❛✉2.❡& ❥♦✉❡✉.&✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2 ❧❛ ♣✉♥✐2✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦Q2 ❡2 ❝❡ ❝♦Q2 ❡&2 &2.✐❝2❡♠❡♥2 ❝.♦✐&&❛♥2 ❛✈❡❝ ❧❡

♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♣♦✐♥2& 5✉❡ ❧✬♦♥ &♦✉❤❛✐2❡ ✐♥✢✐❣❡.✳ ❊2❛♥2 ❞♦♥♥> ❝❡22❡ &2.✉❝2✉.❡ ❞❡ ❥❡✉✱ &✐ ♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥2

❞❡ ✈✉❡ &2.✐❝2❡♠❡♥2 ♠❛①✐♠✐&❛2❡✉.✱ ✉♥ ❥♦✉❡✉. &✬❡♥ &♦.2 ♠✐❡✉① ❧♦.&5✉✬✐❧ ♥❡ ♣✉♥✐2 ♣❛&✱ ♣✉✐&5✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐2✐♦♥

.❡♣.>&❡♥2❡ ✉♥ ❝♦Q2 5✉✐ ✈✐❡♥2 ❞✐♠✐♥✉❡. &♦♥ ❣❛✐♥ ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✳

✸✶



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

❞❛♥# ❧❛%✉❡❧❧❡ ❝❤❛%✉❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡ %✉❛.+❡ ❥♦✉❡✉+# ❝❤❛♥❣❡ 0 ❝❤❛%✉❡ ♣1+✐♦❞❡✱ ❞❡ #♦+.❡ %✉✬❛✉❝✉♥

❞❡# ❥♦✉❡✉+# ♥❡ ❥♦✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐# ❛✈❡❝ ❧❛ ♠9♠❡ ♣❡+#♦♥♥❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❞❛♥# ❧❛ ✈❡+#✐♦♥ ✓ ♣❛+.♥❡+ ✔ ✐❧

♣❡✉. ② ❛✈♦✐+ ✉♥ ✐♥.1+9. #.+❛.1❣✐%✉❡ 0 ♣✉♥✐+ ♣♦✉+ ❞✐##✉❛❞❡+ ❧❡# ❥♦✉❡✉+# ♦♣♣♦+.✉♥✐#.❡# ❡♥ ✈✉❡

❞❡# ♣1+✐♦❞❡# ❢✉.✉+❡#✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✓ #.+❛♥❣❡+ ✔ ♣❡+♠❡. ❞✬1✈❛❝✉❡+ ❝❡. ❛#♣❡❝. #.+❛.1❣✐%✉❡✳

@♦✉+ ❛✉.❛♥.✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐%✉1 ❛✉✲❞❡##✉# ❞❛♥# ❧❡# ❞❡✉① ❝♦♥❞✐.✐♦♥# ✭✓ ♣❛+.♥❡+ ✔ ❡. ✓ #.+❛♥❣❡+

✔✮✱ ❧♦+#%✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❞✐#♣♦#❡♥. ❞✬✉♥ ♠1❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ♣✉♥✐.✐♦♥✱ ❧❡# #✉❥❡.# ✉.✐❧✐#❡♥. ❝❡..❡

♣♦##✐❜✐❧✐.1 ❡. ♣✉♥✐##❡♥. ❧❡# ♥♦♥ ❝♦♥.+✐❜✉.❡✉+# ❡. ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥.❡♥. #✐✲

❣♥✐✜❝❛.✐✈❡♠❡♥.✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧✬❡✛❡. #❡ ♣+♦❞✉✐. 1❣❛❧❡♠❡♥. ♣❛+ ❛♥.✐❝✐♣❛.✐♦♥✱ ♣✉✐#%✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜#❡+✈❡

✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ #✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥.+✐❜✉.✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞H# ❧❛ ♣+❡♠✐H+❡

♣1+✐♦❞❡ ♦I ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐.1 ❞❡ ♣✉♥✐.✐♦♥ ❛♣♣❛+❛J. ✭❛✈❛♥. %✉❡ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ +♦✉♥❞ ❞❡ ♣✉♥✐.✐♦♥ ♥❡

#♦✐. ❡✛❡❝.✉1✮✳ ❉✬❛♣+H# ❋❡❤+ ❡. ●M❝❤.❡+ ✭✷✵✵✵✮✱ ❧❡# ♣❛##❛❣❡+# ❝❧❛♥❞❡#.✐♥# ♣♦.❡♥.✐❡❧# ❢♦♥. ❢❛❝❡

0 ✉♥❡ ♠❡♥❛❝❡ ❝+1❞✐❜❧❡ %✉✬✐❧# ❛♥.✐❝✐♣❡♥.✳ ❈❡✉① %✉✐ ❝♦♦♣H+❡♥. #♦♥. #✉#❝❡♣.✐❜❧❡# ❞❡ ♣✉♥✐+ ❧❡#

♣❛##❛❣❡+# ❝❧❛♥❞❡#.✐♥# 0 ❧❛ #✉✐.❡ ❞❡# .+H# ❢♦+.❡# 1♠♦.✐♦♥# ♥1❣❛.✐✈❡# +❡##❡♥.✐❡# ❞✉+❛♥. ❧❡ ❥❡✉

✭❝❛+ ✐❧# #❡ #❡♥.❡♥. ❡①♣❧♦✐.1# ❡. %✉✬✐❧# ❝♦♥#✐❞H+❡♥. ❧❛ #✐.✉❛.✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉#.❡✮✱ ❡♥ ❛♥.✐❝✐♣❛✲

.✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ #❛♥❝.✐♦♥✱ ❧❡# ♣❛##❛❣❡+# ❝❧❛♥❞❡#.✐♥# ♣♦.❡♥.✐❡❧# ✈♦♥. ❛✉❣♠❡♥.❡+ ❧❡✉+# ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ ✭@❡❡.❡+# ❡. ❱♦+#❛.③✱ ✷✵✶✸✮✳ ❆✐♥#✐✱ ❞✬❛♣+H# ❋❡❤+ ❡. ●M❝❤.❡+ ✭✷✵✵✵✮✱ ❧❛ #♦✉+❝❡

♣+✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐.✐♦♥ ✭♠❛.1+✐❡❧❧❡✮ ❡#. ❧❛ ❝♦❧H+❡✱ ♦✉ ❧✬✐♥❞✐❣♥❛.✐♦♥✱ ♣+♦✈♦%✉1❡ ♣❛+ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦+.❡♠❡♥. .+❛♥#❣+❡##✐❢ ❡. ♥♦♥ ❝♦♦♣1+❛.✐❢ ❞❡ ❝❡❧✉✐ %✉✬♦♥ ♣✉♥✐.✳ ▲❡# ❛✉.❡✉+# ♠♦♥.+❡♥. ❛✐♥#✐

%✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣+1#❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣✉♥✐.✐♦♥ ❝♦U.❡✉#❡✱ +1❛❧✐#1❡ #✉+ ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ ❧✬1♠♦.✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧H+❡✱

✉♥❡ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ %✉❛#✐ ❝♦♠♣❧H.❡ ♣❡✉. 9.+❡ ♦❜.❡♥✉❡ ❡. ♠❛✐♥.❡♥✉❡✱ ❜✐❡♥ %✉❡✱ #❡❧♦♥ ❧✬❤②♣♦✲

.❤H#❡ ❞❡ +❛.✐♦♥❛❧✐.1 ❡. ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥.1+9. ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✱ ✐❧ ♥❡ ❞❡✈+❛✐. ② ❛✈♦✐+ ❛✉❝✉♥❡

❝♦♦♣1+❛.✐♦♥✳

▲❡ ♠1❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ♣✉♥✐.✐♦♥ ♣❡+♠❡. 1❣❛❧❡♠❡♥. ❞✬1✈✐.❡+ ❧❛ ♣+♦♣❛❣❛.✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♣♦+.❡♠❡♥.#

❞❡ ♣❛##❛❣❡+# ❝❧❛♥❞❡#.✐♥#✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧♦+#%✉✬✐❧ ❡#. ✐♠♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ♣✉♥✐+✱ ❝❡✉① %✉✐ ❝♦♦♣H+❡♥.

♥✬♦♥. ❛✉❝✉♥❡ ♦♣♣♦+.✉♥✐.1 ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+.❡♠❡♥. ❞❡# #✉❥❡.# 1❣♦X#.❡#✱ ✐❧# #♦♥. ❞♦♥❝

✐♥❝✐.1# 0 ❛❥✉#.❡+ ❧❡✉+# ❝♦♥.+✐❜✉.✐♦♥# #✉+ ❝❡❧❧❡# ❞❡# ♣❛##❛❣❡+# ❝❧❛♥❞❡#.✐♥# ✭❋❡❤+ ❡. ●M❝❤.❡+✱

✷✵✵✵✮✳ ❚❛♥❞✐# %✉❡ ❧✬♦♣♣♦+.✉♥✐.1 ❞❡ ♣✉♥✐+ ❧❡✉+ ♣❡+♠❡. ❞❡ ❢♦+❝❡+ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# 1❣♦X#.❡# 0

❛❥✉#.❡+ ❧❡✉+# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥.+✐❜✉.✐♦♥ ✈❡+# ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥#✐❞1+1# ❝♦♠♠❡ ❛♣♣+♦♣+✐1#✳ ❊♥✜♥✱

❧❛ ♣✉♥✐.✐♦♥✱ ❝♦U.❡✉#❡✱ ❡#. ❞✐.❡ ✓ ❛❧"#✉✐&"❡ ✔ ❛✉ #❡♥# ♦I ❧❡# ❝♦♥.+✐❜✉.❡✉+# ❧✬✉.✐❧✐#❡♥. ♠9♠❡

❧♦+#%✉✬✐❧# #❛✈❡♥. %✉✬✐❧# ♥❡ ❜1♥1✜❝✐❡+♦♥. ♣❛# ♣❡+#♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥. ❞❡# ❡✛❡.# ♣♦#✐.✐❢# ✐♥❞✉✐.# ♣❛+

❧❛ #❛♥❝.✐♦♥✱ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ ✭❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✓ #.+❛♥❣❡+ ✔✮✳ ❆✐♥#✐✱ ❧✬1♠♦.✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧H+❡✱ ❞✉

❢❛✐. %✉✬❡❧❧❡ ❡♥.+❛✐♥❡ ✉♥ ❞1#✐+ ❞❡ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡ ❡. ❞❡ +1♣❛+❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❥✉#.✐❝❡ ❝♦♠♠✐#❡ ✐♥❝✐.❡

0 ♣+❡♥❞+❡ ❞❡# ♠❡#✉+❡# ♣✉♥✐.✐✈❡#✱ ❜✐❡♥ %✉✬❡❧❧❡# #♦✐❡♥. ❝♦U.❡✉#❡#✱ ❝♦♥.+❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# %✉✐

❛❞♦♣.❡♥. ✉♥ ❝♦♠♣♦+.❡♠❡♥. ✐♠♠♦+❛❧✳ ❈❡ ♠1❝❛♥✐#♠❡ ♣❡+♠❡. ❧✬1♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+.❡✲

♠❡♥.# ♣+♦#♦❝✐❛✉① ❝❛+ ✐❧ ❝♦♥❞✉✐. 0 ✉♥❡ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ ✭❡. 0 ✉♥ ♠❛✐♥.✐❡♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮ %✉❛#✐

❝♦♠♣❧H.❡✳ ❖♥ ✈♦✐. ❞♦♥❝ ❝❧❛✐+❡♠❡♥. ✐❝✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬1♠♦.✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧H+❡ ✭✈❡+.✉❡✉#❡✱ ♦✉

✐♥❞✐❣♥❛.✐♦♥✮ #✉+ ❧✬1♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+.❡♠❡♥.# ♣+♦#♦❝✐❛✉①✳

▲✬✐♠♣❛❝. ❞❡ ❧❛ ❝♦❧H+❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞1#❛♣♣+♦❜❛.✐♦♥ #✉+ ❧✬1♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣1+❛.✐♦♥ ❛ 1.1

❣1♥1+❛❧✐#1❡ ❞❛♥# ❞✬❛✉.+❡# .+❛✈❛✉① +1❝❡♥.# ✭▼❛#❝❧❡.✱ ◆♦✉##❛✐+✱ ❚✉❝❦❡+ ❡. ❱✐❧❧❡✈❛❧✱ ✷✵✵✸ ❀

❈❛+♣❡♥.❡+✱ ❉❛♥✐❡+❡ ❡. ❚❛❦❛❤❛#❤✐✱ ✷✵✵✹✮✳ ▼❛#❝❧❡. ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♦❜#❡+✈❡♥. %✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣1+❛✲

.✐♦♥ ♣❡✉. 9.+❡ #♦✉.❡♥✉❡ ♣❛+ ❧❛ #✐♠♣❧❡ ❞1#❛♣♣+♦❜❛.✐♦♥ ♠♦+❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦+.❡♠❡♥. ♦❜#❡+✈1

❞❡# ❛✉.+❡# ❥♦✉❡✉+# ✭♣✉♥✐.✐♦♥# ♥♦♥ ♠♦♥1.❛✐+❡#✮✳ ❈❛+♣❡♥.❡+ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ♠♦♥.+❡♥.✱ %✉✬❡♥

♠✐❧✐❡✉ ♥❛.✉+❡❧✱ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ♣❛+.✐❝✐♣❛♥.# #♦♥. ♣+9.# 0 ❡①♣+✐♠❡+ ❧❡✉+ ❞1#❛♣♣+♦❜❛.✐♦♥ ✭❛✉

♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ +❡♣+1#❡♥.❛♥. ✉♥ ✈✐#❛❣❡ ♠1❝♦♥.❡♥.✮ 0 ❝❡✉① %✉✐ #❡ ♠♦♥.+❡♥. ♥♦♥ ❝♦♦♣1✲

+❛.✐❢#✳

✸✷
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❉❡" #$"✉❧'❛'" "✐♠✐❧❛✐#❡" "♦♥' $❣❛❧❡♠❡♥' ♦❜'❡♥✉" ♣❛# ❳✐❛♦ ❡' ❍♦✉"❡# ✭✷✵✵✺✮✱ ❇♦"♠❛♥ ❡'

✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✷✵✵✷✮ ❡' ❇❡♥✲❙❤❛❦❤❛#✱ ❇♦#♥"'❡✐♥✱ ❍♦♣❢❡♥"✐'③ ❡' ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✷✵✵✼✮ ❞❛♥"

❞❡" ❥❡✉① ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛'✐♦♥

✶✷

✳ ❈❡" '#❛✈❛✉① ✐♥❞✐H✉❡♥' ❧❡ #I❧❡ ❞✐""✉❛"✐❢ ❡' ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧K#❡

♦✉ ❞✉ ♠$♣#✐" ❧♦#"H✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡" ♣❛#'❡♥❛✐#❡" ❢❛✐' ✉♥❡ ♣#♦♣♦"✐'✐♦♥ ❞✬♦✛#❡ ♣❡#N✉❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥✲

❥✉"'❡ ❡' ✐♥'❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❇❧♦✉♥'✱ ✶✾✾✺✮✳ ❳✐❛♦ ❡' ❍♦✉"❡# ✭✷✵✵✺✮ $'✉❞✐❡♥' ❧❡ #I❧❡ ❞❡" $♠♦'✐♦♥"

♥$❣❛'✐✈❡"✱ ❞♦♥' ❧❛ ❝♦❧K#❡✱ ❞❛♥" ❞❡" "✐'✉❛'✐♦♥" ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛'✐♦♥✳ ▲❡" ❛✉'❡✉#" ♠♦♥'#❡♥' H✉❡✱

❧♦#"H✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♥✬♦♥' ♣❛" ❞✬❛✉'#❡" ♠♦②❡♥" ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✱ ✐❧" ❝❤♦✐"✐""❡♥' ❞✬❡①✲

♣#✐♠❡# ❧❡✉#" $♠♦'✐♦♥" ♥$❣❛'✐✈❡"✱ ✈✐"✲S✲✈✐" ❞✬✉♥❡ ♦✛#❡ ✐♥❥✉"'❡ ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧'✐♠❛'✉♠✱

S '#❛✈❡#" ✉♥❡ ♣✉♥✐'✐♦♥ ❝♦T'❡✉"❡✱ ✈✐❛ ❧❡ #❡❢✉" ❞❡ ❧✬♦✛#❡ ❡♥'#❛✐♥❛♥' ✉♥ ❣❛✐♥ ♥✉❧ ♣♦✉# ❧❡"

❞❡✉① ❥♦✉❡✉#"✳ ❖♥ ✈♦✐' ✐❝✐ H✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" "♦♥' S ♥♦✉✈❡❛✉ ♣#V'" S ❢❛✐#❡ ❞❡" "❛❝#✐✜❝❡"✱ "✉#

❧❛ ❜❛"❡ ❞❡" $♠♦'✐♦♥" ♥$❣❛'✐✈❡" #❡""❡♥'✐❡"✱ ♣♦✉# ♣♦✉✈♦✐# ♣✉♥✐# ❧❡" "✉❥❡'" ♥♦♥ ❝♦♦♣$#❛'✐❢"

✭H✉✐ ❢♦♥' ❞❡" ♦✛#❡" ❝♦♥"✐❞$#$❡" ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉"'❡"✮✳ ❇❡♥✲❙❤❛❦❤❛# ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♣♣♦#'❡♥'✱ ♣❛#

❛✐❧❧❡✉#"✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡" ♣#❡✉✈❡" ❡♠♣✐#✐H✉❡" ❞✉ #I❧❡ ♣#$♣♦♥❞$#❛♥' ❞❡ ❧❛ ❝♦❧K#❡ ❡' ❞✉ ♠$♣#✐"

❞❛♥" ❧❛ ❞$❝✐"✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐# S '#❛✈❡#" ❧❛ ❞❡"'#✉❝'✐♦♥ ❝♦T'❡✉"❡ ❞❛♥" ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♥$❣♦❝✐❛'✐♦♥ S

✉♥ ❝♦✉♣✳ X♦✉# ❛✉'❛♥'✱ ❳✐❛♦ ❡' ❍♦✉"❡# ✭✷✵✵✺✮ ♠♦♥'#❡♥' $❣❛❧❡♠❡♥' H✉❡ ❧♦#"H✉❡ ❧❡" "✉❥❡'"

♦♥' ❧✬♦♣♣♦#'✉♥✐'$ ❞✬❡①♣#✐♠❡# ❧❡✉#" $♠♦'✐♦♥" ❞❡ ♠❛♥✐K#❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡ ✭"✉# ♣❛♣✐❡#✮✱ ✐❧" ✉'✐❧✐"❡♥'

"✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡♠❡♥' ♠♦✐♥" ❧❛ ♣✉♥✐'✐♦♥ ❝♦T'❡✉"❡ ✭#❡❥❡' ❞❡ ❧✬♦✛#❡✮✳

▲❡ ♠❡""❛❣❡ $❝#✐' ♣❡✉' ❛❧♦#" V'#❡ ✐♥'❡#♣#$'$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣✉♥✐'✐♦♥ ♣"②❝❤♦❧♦❣✐H✉❡ H✉✐ ❡"'

"✉"❝❡♣'✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐#❡ ♥❛Y'#❡ ❞❡" $♠♦'✐♦♥" ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❤♦♥'❡ ♦✉ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'$ ❝❤❡③ ❧✬♦✛#❡✉#

✐♥❥✉"'❡✳ ❊' ❧♦#"H✉❡ ❧❡" "✉❥❡'" ♦♥' ❧✬♦♣♣♦#'✉♥✐'$ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐# "✬❡①♣#✐♠❡# S '#❛✈❡#" ✉♥ ♠❡""❛❣❡

$❝#✐'✱ ✐❧" "♦♥' ❢❛❝❡ S ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥'#❡ ❞❡✉① '②♣❡" ❞❡ ♣✉♥✐'✐♦♥✱ ❧✬✉♥❡ ❝♦T'❡✉"❡ ❡' H✉✐ "❛♥❝'✐♦♥♥❡

❞❡ ♠❛♥✐K#❡ ♠♦♥$'❛✐#❡✱ ❧✬❛✉'#❡ ♥♦♥ ❝♦T'❡✉"❡ ❡' H✉✐ "❛♥❝'✐♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐K#❡ ♥♦♥ ♠♦♥$'❛✐#❡✳

❆✐♥"✐ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♣❡✉✈❡♥' V'#❡ ♣#V'" S ❢❛✐#❡ ❞❡" "❛❝#✐✜❝❡" ♠♦♥$'❛✐#❡" ♣♦✉# ❡①♣#✐♠❡# ❧❡✉#

♠$❝♦♥'❡♥'❡♠❡♥'✱ ♠❛✐" ♣❡✉✈❡♥' ♣#$❢$#❡# ❞✬❛✉'#❡" '②♣❡" ❞❡ ♣✉♥✐'✐♦♥"✱ ♠♦✐♥" ♦✉ ♥♦♥ ❝♦T✲

'❡✉①✱ "✬✐❧" ❡♥ ♦♥' ❧✬♦♣♣♦#'✉♥✐'$✳ ▲❛ "✐♠♣❧❡ ❡①♣#❡""✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $♠♦'✐♦♥ ♥$❣❛'✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛

❝♦❧K#❡ ♣❡✉' ❛✈♦✐# ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ "✉# ❧❡ ❝♦♠♣♦#'❡♠❡♥' ❞❡" "✉❥❡'"✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❞❛♥" ✉♥❡ $'✉❞❡ ❞❡

✷✵✵✾✱ ❳✐❛♦ ❡' ❍♦✉"❡# ♣#$"❡♥'❡♥' ✉♥❡ ❛✉'#❡ ❡①♣$#✐❡♥❝❡ ❡♥ ♥$❣♦❝✐❛'✐♦♥✱ ✉'✐❧✐"❛♥' ❝❡''❡ ❢♦✐"
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4❛♥%❡ ♣♦✉+ ❡♠♣;❝❤❡+ ❧✬!♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+%❡♠❡♥%4 ♦♣♣♦+%✉♥✐4%❡4✳ ▲♦+49✉❡✱ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱

✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡♥✈✐4❛❣❡ ❞❡ ✈♦❧❡+ 9✉❡❧9✉✬✉♥✱ 4✬✐❧ 4❛✐% 9✉❡ ❞✬❛✉%+❡4 ♣❡+4♦♥♥❡4 9✉❡ ❧❛ ✈✐❝%✐♠❡

✭❞❡4 %!♠♦✐♥4 ❞❡4 ♠❡♠❜+❡4 ❞❡ 4❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉%! ♦✉ ❡♥❝♦+❡ ❧❛ 4♦❝✐!%!✮ ♣❡✉✈❡♥% !❣❛❧❡♠❡♥%

❡♥%+❡♣+❡♥❞+❡ ❞❡4 ♠❡4✉+❡4 ♣✉♥✐%✐✈❡4 ❝♦♥%+❡ ❧✉✐✱ ❧✬❛♥%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡4 ♠❡4✉+❡4 4❡+❛ ♣+♦❜❛✲

❜❧❡♠❡♥% ♣❧✉4 ❡✣❝❛❝❡✱ ♣♦✉+ ❞✐44✉❛❞❡+ ❧❡ ✈♦❧❡✉+ ♣♦%❡♥%✐❡❧✳ ❉❛♥4 ❝❡ ❝❛4✱ ❧❡ ♠❛✐♥%✐❡♥ ❞❡4

♥♦+♠❡4 4♦❝✐❛❧❡4 ❡4% ♦❜%❡♥✉ ✈✐❛ ❧❛ ♣❛+%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ %✐❡+4✱ ✉♥❡ ♣❡+4♦♥♥❡ 9✉✐ ♥❡ 4✉❜✐% ♣❛4

❧❡ ❝♦♠♣♦+%❡♠❡♥% ✐♠♠♦+❛❧ ❞✬❛✉%+✉✐ ♠❛✐4 9✉✐ ❡♥ ❡4% ❧❡ %!♠♦✐♥✳

❊♥ ♦✉%+❡✱ 4✐ ❧❡ ❞!4✐+ ❞❡ +❡♠!❞✐❡+✱ ♣❛+ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡✱ 0 ✉♥❡ 4✐%✉❛%✐♦♥ ✐♥❥✉4%❡ ❡4% ♣+!4❡♥%

❧♦+49✉❡ ❧❛ ♣❡+4♦♥♥❡ 9✉✐ +❡44❡♥% ❧❛ ❝♦❧?+❡ ❡4% ❡❧❧❡✲♠;♠❡ ❧❛ ✈✐❝%✐♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❥✉4%✐❝❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐

♣❡✉% !❣❛❧❡♠❡♥% ✐♥%❡+✈❡♥✐+ ❧♦+49✉❡ ❝❡%%❡ ✐♥❥✉4%✐❝❡ %♦✉❝❤❡ ✉♥❡ %✐❡+❝❡ ♣❡+4♦♥♥❡✳ ❉❛♥4 ❝❡ ❝❛4✱

❧❛ ♠♦+❛❧✐%! ❞❡ ❧✬❛❝%❡ ❞❡ ♣✉♥✐%✐♦♥ ❡4% !✈✐❞❡♥%❡✱ ♣✉✐49✉✬✐❧ ❝♦++❡4♣♦♥❞ 0 ✉♥ +❡♥❢♦+❝❡♠❡♥% ❞❡4

♥♦+♠❡4 4♦❝✐❛❧❡4 ♦✉ ♠♦+❛❧❡4 ❞❡ ❧❛ ♣❛+% ❞❡ ♣❡+4♦♥♥❡4 ♦✉%+❛❣!❡4 ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦+% 4❡♥%✐♠❡♥%

❞❡ ❝♦❧?+❡✮ ♠❛✐4 9✉✐ ♥❡ 4♦♥% ♣❛4 ❞✐+❡❝%❡♠❡♥% ❛✛❡❝%!❡4 ♣❛+ ❧❛ ✈✐♦❧❛%✐♦♥ 9✉✐ ❛ !%! ❝♦♠♠✐4❡✳

❉✬❛♣+?4 ❋❡❤+ ❡% ❋✐4❝❤❜❝❤❡+ ✭✷✵✵✹❛✮✱ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+%❡♠❡♥% ❡4% ♣+✐♠♦+❞✐❛❧✱ ♣✉✐49✉❡✱

4❡❧♦♥ ❡✉①✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛+% ❞❡4 ♥♦+♠❡4 ♥❡ 4❡+❛✐❡♥% ♣❛4 ♠❛✐♥%❡♥✉❡4 4✐ 4❡✉❧❡4 ❧❡4 ♣❡+4♦♥♥❡4 ❞✐+❡❝✲

%❡♠❡♥% ❝♦♥❝❡+♥!❡4 ✐♠♣♦4❛✐❡♥% ❞❡4 4❛♥❝%✐♦♥4✳

❯♥ ❛+%✐❝❧❡ +!❝❡♥% ❞❡ ❈❛+♣❡♥%❡+ ❡% ▼❛%%❤❡✇4 ✭✷✵✶✵✮ ❛♣♣♦+%❡ ❞❡4 ♣+❡✉✈❡4 ❡♠♣✐+✐9✉❡4 ❞❡

❧✬❡①✐4%❡♥❝❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ♣❡+%✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ♣✉♥✐%✐♦♥✳ ▲❡4 4✉❥❡%4 ♣❛+%✐❝✐♣❡♥% 0 ✉♥ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 4✐♠✐❧❛✐+❡ 0 ❝❡❧✉✐ ♣+!4❡♥%! ♣❛+ ❋❡❤+ ❡% ●X❝❤%❡+ ✭✷✵✵✵✮✳ ▲♦+4 ❞❡ ❝❤❛9✉❡ 4❡44✐♦♥ ❞❡
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❧✬❡①♣%&✐❡♥❝❡✱ ✷ ❣&♦✉♣❡/ ❞❡ ✹ ❥♦✉❡✉&/ ❥♦✉❡♥3 /✐♠✉❧3❛♥%♠❡♥3 ❡3 ❞❡ ♠❛♥✐6&❡ ❞✐/3✐♥❝3❡ ✭❝❤❛❝✉♥

❞❡ /♦♥ ❝93%✮ /✬❛❣✐//❛♥3 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥3&✐❜✉3✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♠❛✐/ ❧❡/ ♠❡♠❜&❡/ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡/

❣&♦✉♣❡/ ♣❡✉✈❡♥3 ✐♥3❡&❛❣✐& ✭♦✉ ♥♦♥ /❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡/ ♠❡♠❜&❡/ ❞❡ ❧✬❛✉3&❡ ❣&♦✉♣❡✱

❧♦&/ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ ♣✉♥✐3✐♦♥ ✭❝♦=3❡✉/❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥/ ❋❡❤& ❡3 ●@❝❤3❡&✱ ✷✵✵✵✮✳ ❊♥ ♣❛&3✐❝✉❧✐❡&✱

❝❡&3❛✐♥❡/ ❝♦♥❞✐3✐♦♥/✱ ❛✉3♦&✐/❡♥3 ❧❡/ /✉❥❡3/ ❞✬✉♥ ❣&♦✉♣❡ D ♣✉♥✐& ❧❡/ /✉❥❡3/ ❞❡ ❧✬❛✉3&❡ ❣&♦✉♣❡✱

✈✐/✲D✲✈✐/ ❞❡ ❧❡✉& ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥3&✐❜✉3✐♦♥✳ ❈❡33❡ ♣✉♥✐3✐♦♥✱ /✐ ❡❧❧❡ ❡/3 &%❛❧✐/%❡✱ ♥❡ ♣&♦✈✐❡♥3

♣❛/ ❞✬✉♥ ❞%/✐& ❞❡ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐3 ❞❡ /✉❜✐& ✉♥ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3 3&❛♥/❣&❡//✐❢

❡3 ♥♦♥ ❝♦♦♣%&❛3✐❢✱ ♣✉✐/H✉❡ ❧❡/ ❣❛✐♥/ ♦❜3❡♥✉/ ♣❛& ❧❡/ ❥♦✉❡✉&/ ❞❛♥/ ✉♥ ❣&♦✉♣❡✱ ♥❡ /♦♥3 ❛✉✲

❝✉♥❡♠❡♥3 ❛✛❡❝3%/ ♣❛& ❧❡ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3 ❝♦♥3&✐❜✉3✐❢ ❞❡/ ❥♦✉❡✉&/ ❞❡ ❧✬❛✉3&❡ ❣&♦✉♣❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐

♣❡✉3 ❛❧♦&/ ♣&♦✈❡♥✐& ❞❡ ❧✬%♠❡&❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ /❡♥3✐♠❡♥3 ❞✬✐♥❞✐❣♥❛3✐♦♥ &%/✉❧3❛♥3 ❞❡ ❧✬♦❜/❡&✈❛3✐♦♥

❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3 ❞❡ ♣❛//❛❣❡& ❝❧❛♥❞❡/3✐♥✳

▲❡/ ❛✉3❡✉&/ ♠♦♥3&❡♥3 H✉❡ ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉♥✐3✐♦♥ /♦♥3 ♣❧✉/ %❧❡✈%/ ❧♦&/H✉❡ ❧❡/ /✉❥❡3/

♣✉♥✐//❡♥3 ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❧❡✉& ❣&♦✉♣❡ H✉❡ ❧♦&/H✉✬✐❧/ ❞%❝✐❞❡♥3 ❞❡ ♣✉♥✐& ❝❡✉① ❞❡

❧✬❛✉3&❡ ❣&♦✉♣❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥3✱ ❞✬❛♣&6/ ❧❡✉&/ ❞♦♥♥%❡/✱ ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ♦K ❧❡/ /✉❥❡3/ ♣❡✉✈❡♥3

/❡✉❧❡♠❡♥3 ♣✉♥✐& ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❞❡ ❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ❣&♦✉♣❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ /✉✣3 ♣❛/ ♣♦✉& ❡♥3&❛✐♥❡& ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥3❛3✐♦♥ /✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥3&✐❜✉3✐♦♥ ♣❛& &❛♣♣♦&3 D ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥3&9❧❡

✭♦K ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡ ♣♦//✐❜✐❧✐3% ❞❡ ♣✉♥✐3✐♦♥✮✳ ▲✬✐♥3&♦❞✉❝3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦//✐❜✐❧✐3% ❞❡ ♣✉♥✐3✐♦♥

♣❛& ✉♥❡ 3✐❡&❝❡ ♣❡&/♦♥♥❡ ✭♥♦♥ ✐♠♣❧✐H✉%❡✮ ♣❡&♠❡3 H✉❛♥3 D ❡❧❧❡ ❞✬♦❜3❡♥✐& ❝❡33❡ ❛✉❣♠❡♥3❛3✐♦♥

/✐❣♥✐✜❝❛3✐✈❡ ❡3 ❞❡ ❞✐//✉❛❞❡& ❧❡/ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3/ ❞%✈✐❛♥3/✳ ❊3 ♠O♠❡ /✐✱ ❧♦&/H✉❡ /❡✉❧/ ❧❡/

♠❡♠❜&❡/ ❞✬✉♥ ❞❡/ ❞❡✉① ❣&♦✉♣❡/ ♦♥3 ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐3% ❞❡ ♣✉♥✐& ❧❡/ ♠❡♠❜&❡/ ❞❡ ❧✬❛✉3&❡ ❣&♦✉♣❡✱

✶✵ ✪ /❡✉❧❡♠❡♥3✱ ❞❡/ /✉❥❡3/ ♦♥3 ♣&♦❝%❞% D ✉♥❡ ✓ ♣✉♥✐3✐♦♥ ❛❧3&✉✐/3❡ ✔ ✭❝♦♠♣❛&❛3✐✈❡♠❡♥3

❛✉① ✻✵ ✪ ♦❜3❡♥✉ ❞❛♥/ ❧✬❡①♣%&✐♠❡♥3❛3✐♦♥ ❞❡ ❋❡❤& ❡3 ❋✐/❝❤❜❛❝❤❡& ✭✷✵✵✹❛✮ H✉✐ ✉3✐❧✐/❡ ✉♥ ❥❡✉

❞✉ ❞✐❝3❛3❡✉&✮✱ ▲✬✐♥❞✐❣♥❛3✐♦♥ ❥♦✉❡ 3♦✉3 ❞❡ ♠O♠❡ ✉♥ &9❧❡ ✭/✐❣♥✐✜❝❛3✐❢✮ ♣✉✐/H✉❡✱ ❧❛ ♣✉♥✐3✐♦♥

%3❛♥3 ❝♦=3❡✉/❡✱ ♦♥ ❛✉&❛✐3 ♣✉ /✬❛33❡♥❞&❡ D ❝❡ H✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✓ ♣✉♥✐3✐♦♥ ❛❧3&✉✐/3❡ ✔ /♦✐3 ♥✉❧✳

❊♥ ❞%❝❧❡♥❝❤❛♥3 ❞❡/ &❡♣&%/❛✐❧❧❡/✱ ❧❛ ❝♦❧6&❡ ❡3 ❧❡ ❞%❣♦=3 ♦♥3 ✉♥ ✐♠♣❛❝3 ❞✐&❡❝3 /✉& ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦&3❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ✈✐❝3✐♠❡ ♦✉ ❞✉ 3✐❡&/✳ ❈❡/ %♠♦3✐♦♥/ /♦♥3 ✐❝✐ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞✬✉♥❡ &%❝✐♣&♦❝✐3%

♥%❣❛3✐✈❡ ❢♦&♠❛❧✐/%❡ ♣❛& ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈❡ H✉✐ ❧❡✉& ❝♦♥❢6&❡ ✉♥ &9❧❡ ✐♠♣♦&3❛♥3 ❞❛♥/ ❧❛ &%❣✉✲

❧❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&✐/❡ ❞❡ ❞%❝✐/✐♦♥✱ ❞✉ ❢❛✐3 ❞❡ ❧❡✉& ❝❛♣❛❝✐3% D ❞✐//✉❛❞❡& ❧❡/ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3/ 3&❛♥/✲

❣&❡//✐❢/✳ ❈❡/ %♠♦3✐♦♥/ ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛3✐♦♥ ❞✬❛✉3&✉✐ ♣❡✉✈❡♥3 %❣❛❧❡♠❡♥3 ❞%❝❧❡♥❝❤❡& ❞✬❛✉3&❡/

♣&♦❝❡//✉/ %♠♦3✐♦♥♥❡❧/ ❝❤❡③ ❧❡ 3&❛♥/❣&❡//❡✉&✱ H✉✐ ❧✬✐♥❝✐3❡&♦♥3 D ♥❡ ♣❛/ ❡♥❢&❡✐♥❞&❡ ❧❛ &6❣❧❡

/♦❝✐❛❧❡ ❡♥ ❝♦✉&/✳ ❈✬❡/3 ❧❡ ❝❛/ ♥♦3❛♠♠❡♥3 ❧♦&/H✉❡ ❝❡❧✉✐ H✉✐ ❡/3 ❧❡ /✉❥❡3 ♠♦&❛❧ ❞✬✉♥❡ ❥✉/3❡

✐♥❞✐❣♥❛3✐♦♥✱ &❡//❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐3%✱ ❞❡/ &❡♠♦&❞/ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥3❡✱ H✉✐ ❧✬♦❜❧✐❣❡♥3 D &❡❝♦♥✲

/✐❞%&❡& /♦♥ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3 ✐♥✐3✐❛❧✳ ▲❡ ♠❛✐♥3✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦&♠❡ ♣&♦✈✐❡♥3 ✐❝✐ D ❧❛ ❢♦✐/ ❞✬✉♥❡

&%❣✉❧❛3✐♦♥ ❡①3❡&♥❡ ✭❧❛ ✈✐❝3✐♠❡ ♦✉ ❧❛ ♣❡&/♦♥♥❡ 3✐❡&❝❡✮ ❡3 ❞✬✉♥❡ &%❣✉❧❛3✐♦♥ ✐♥3❡&♥❡ ♦✉ ✐♥3%✲

&✐♦&✐/%❡✱ ✈✐❛ ✉♥❡ %♠♦3✐♦♥ ❛✉3♦✲❝♦♥/❝✐❡♥3❡✳

❯♥❡ %3✉❞❡ &%❝❡♥3❡ ❞❡ ❘❡✉❜❡♥ ❡3 ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♣♣♦&3❡♥3 ❞❡/ ♣&❡✉✈❡/ ❞❡ ❧✬❡①✐/3❡♥❝❡

❞❡ ❝❡ 3②♣❡ ❞❡ ♣❤%♥♦♠6♥❡ ❞❛♥/ ❧❡/ /✐3✉❛3✐♦♥/ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡/ /♦❝✐❛✉①✳ ▲❡/ ❛✉3❡✉&/ ♣&%/❡♥3❡♥3

✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ✓ [&❡♥❞&❡ ♦✉ D ❧❛✐//❡& ✔ ❞✉&❛♥3 ❧❡H✉❡❧ ❧❡/ /✉❥❡3/ ♣❛&3✐❝✐♣❡♥3 D ❞❡✉① &%♣%3✐3✐♦♥/

❞✉ ❥❡✉✳ [♦✉& ❧✐♠✐3❡& ❧❡/ ❜✐❛✐/ ❞✬❡①♣%&✐♠❡♥3❛3✐♦♥✱ ❧❡ &9❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡/ /✉❥❡3/ ❡/3 ❞%3❡&♠✐♥%

❛❧%❛3♦✐&❡♠❡♥3 D ❝❤❛H✉❡ &%♣%3✐3✐♦♥✱ ❛✐♥/✐ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❡✉3 O3&❡ ❛♠❡♥% D ❝❤❛♥❣❡& ❞❡ &9❧❡

❡♥3&❡ ❧❡/ ❞❡✉① &%♣%3✐3✐♦♥/✳ ❚♦✉3❡❢♦✐/✱ ❧❡/ /✉❥❡3/ H✉✐ ✐♥3%&❡//❡♥3 ❧❡/ ❛✉3❡✉&/ /♦♥3 ❝❡✉① H✉✐ ♦♥3

❧❡ &9❧❡ ❞✬♦✛&❡✉& ♣❡♥❞❛♥3 ❧❡/ ❞❡✉① /❡//✐♦♥/ ❞✉ ❥❡✉ ♣♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❞%3❡&♠✐♥❡& ❝❡ H✉✐ ♠♦3✐✈❡

❧❡✉& ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3✳ ❊♥3&❡ ❧❡/ ❞❡✉① /❡//✐♦♥/✱ ❧❡/ ♦✛&❡✉&/ ❞♦✐✈❡♥3 &❡♠♣❧✐& ❞❡/ H✉❡/3✐♦♥♥❛✐&❡/

D ♣&♦♣♦/ ❞❡/ %♠♦3✐♦♥/ H✉✬✐❧/ ♦♥3 &❡//❡♥3✐❡/ D ❧❛ /✉✐3❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡♠✐6&❡ /❡//✐♦♥✱ ✐❧/ ❞♦✐✈❡♥3

%❣❛❧❡♠❡♥3 ✐♥❞✐H✉❡& ❧❡✉& ♣❡&❝❡♣3✐♦♥ ❞❡ ❝❡ H✉❡ /❡&❛✐3 ✉♥ ❝♦♠♣♦&3❡♠❡♥3 ❥✉/3❡ ❞❛♥/ ❧❡✉& /✐✲

✸✺



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

 ✉❛ ✐♦♥ ✭'✉❡❧ ♣♦✉+❝❡♥ ❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦ ❛ ✐♦♥ ✐♥✐ ✐❛❧❡ ❞✉ +/♣♦♥❞❛♥ ❞♦✐ ✲♦♥ ♣+/❧❡✈❡+ ♣♦✉+ 2 +❡

❥✉4 ❡ ❄✮✳

❈❡4 ✐♥❢♦+♠❛ ✐♦♥4 ♦♥ ♣❡+♠✐4 ; ❘❡✉❜❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❞❡ ❞/ ❡+♠✐♥❡+ '✉❡ ❧❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4

'✉✐ ❞/❝✐❞❡♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡+ ❧❡ ♣♦✉+❝❡♥ ❛❣❡ '✉✬✐❧4 ♣+/❧C✈❡♥ 4✉+ ❧❛ ❞♦ ❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉ +❡ ❥♦✉❡✉+✱

❛♣+C4 ❛✈♦✐+ 4✉❜✐ ✉♥❡ ♣✉♥✐ ✐♦♥ ❧♦+4 ❞❡ ❧❛ ♣+❡♠✐C+❡ +/♣/ ✐ ✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ +❡♣♦+ ❡♥ ❞❡ ♣❧✉4

❢♦+ ❡4 ✐♥ ❡♥4✐ /4 ❞❡ +❡44❡♥ ✐ ❞❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐ / ❡ ❞❡ ❤♦♥ ❡✳ ❖♥ ♣❡✉ ❞♦♥❝ ❞/❝♦♠✲

♣♦4❡+ ❧❛ 4/'✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ 4 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C+❡ 4✉✐✈❛♥ ❡✳ ▲✬♦✛+❡✉+ ❝❤♦✐4✐ ✉♥  ❛✉① ❞❡

♣+/❧C✈❡♠❡♥ 4✉+ ❧❛ ❞♦ ❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉ +❡ ❥♦✉❡✉+✳ ❙✉✐✈❛♥ ❧❡  ❛✉① ❞❡ ♣❛+ ❛❣❡ '✉✐ ❡4 ❝❤♦✐4✐✱

❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉ ❝♦♥4 ✐ ✉❡+ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❞✬/'✉✐ / ✭❛✉ ♠♦✐♥4 ❞✉ ♣♦✐♥ ❞❡ ✈✉❡ ❞✉

+/♣♦♥❞❛♥ ✮✱ ❛✉'✉❡❧ ❝❛4✱ 4✉+ ❧❛ ❜❛4❡ ❞❡4  +C4 ❢♦+ ❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ❞❡ ❝♦❧C+❡ ♦✉ ❞❡ ♠/♣+✐4✱ ❧✬❛✉ +❡

❥♦✉❡✉+ ♣❡✉ ❡♥ +❡♣+❡♥❞+❡ ❞❡4 ♠❡4✉+❡4 ♣✉♥✐ ✐✈❡4 ❡♥ ❞/ +✉✐4❛♥ ✉♥❡ ♣❛+ ✐❡ ❞❡ 4♦♥ ❝❛♣✐ ❛❧

✭❝❡ '✉✐ ❛✉+❛ ♣♦✉+ ❡✛❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡+ ❝❡ '✉❡ ❧✬♦✛+❡✉+ ♣+/❧C✈❡ ❛✉ +/♣♦♥❞❛♥ ✮ ✭❇♦4♠❛♥ ❡ 

✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥✱ ✷✵✵✷✮✳ ❆ ❧❛ 4✉✐ ❡ ❞❡ ❝❡  ❡ ♣✉♥✐ ✐♦♥✱ ❧❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐ / ♦✉ ❞❡ ❤♦♥ ❡

♣❡✉✈❡♥ /♠❡+❣❡+ ❝❤❡③ ❧✬♦✛+❡✉+✱ ❡ ✐♥❝✐ ❡+ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ; ♠♦❞✐✜❡+ 4❡4 ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ 4 ✈❡+4 ✉♥❡

❞✐♠✐♥✉ ✐♦♥ ❞✉  ❛✉① ❞❡ ♣+/❧C✈❡♠❡♥ ❧♦+4 ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐C♠❡ +/♣/ ✐ ✐♦♥✱ ❝✬❡4 ✲;✲❞✐+❡ ✈❡+4 ✉♥

❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ ♣❧✉4 +❡4♣❡❝ ✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❞✬/'✉✐ /✳

❖♥ +❡ +♦✉✈❡ ❧✬❡♥❝❤❛O♥❡♠❡♥ ❞❡ ❝❡  ❡ 4/'✉❡♥❝❡ ❞❛♥4 ❧✬/ ✉❞❡ ❞❡ ❏♦✣❧②✱ ▼❛4❝❧❡ ✱ ◆♦✉44❛✐+✱

❡ ❱✐❧❧❡✈❛❧ ✭✷✵✶✹✮✱ '✉✐ ♠♦♥ +❡ ❡①♣/+✐♠❡♥ ❛❧❡♠❡♥ ✱ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱

❝♦♠♠❡♥ ❧❡4 ❞/❝✐4✐♦♥4 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡4 4♦♥ ❝❛♣❛❜❛❧❡4 ❞❡ ❞/❝❧❡♥❝❤❡+ ❧✬/♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡4 /♠♦✲

 ✐♦♥4 ❡ ❝♦♠♠❡♥ ❝❡❧❧❡4✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥ ✱ ❡♥ +❡ ♦✉+✱ ♠♦❞✐✜❡+ ❧❡4 ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ 4 ❡♥ ❢❛✈❡✉+ ❞❡ ❧❛

❝♦♦♣/+❛ ✐♦♥✳ ❉❛♥4 ❧❡✉+ ❡①♣/+✐❡♥❝❡✱ ❧✬❛❝ ✐✈✐ / /❧❡❝ +♦❞❡+♠❛❧❡ ❞❡4 ♣❛+ ✐❝✐♣❛♥ 4 ❡4 ♠❡4✉+/❡

♣❡♥❞❛♥ ❧❡ ❥❡✉✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞/ ❡+♠✐♥❡+ ❧✬❛♠♣❧❡✉+ ❞❡ ❧❡✉+4 +/❛❝ ✐♦♥4 /♠♦ ✐♦♥♥❡❧❧❡4 ❢❛❝❡ ; ❧✬✐♥✲

 ❡+❛❝ ✐♦♥ '✉✐ ❡4 ❝♦✉+4 ❡ ✱ 4✬❛❣✐44❛♥ ❞❡4 4✉❥❡ 4 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ✓ ♣✉♥✐ ✐♦♥ ✔✱ ❧❡4 +/4✉❧ ❛ 4

♠♦♥ +❡♥ '✉❡ ❧❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4 '✉✐ ❝♦♦♣C+❡♥ ❧❡ ♣❧✉4 +❡44❡♥ ❡♥ ❞❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ; ✈❛❧❡♥❝❡ ♥/❣❛✲

 ✐✈❡ ✭♣+♦❜❛❜❧❡♠❡♥ ❧❛ ❝♦❧C+❡ ♦✉ ❧❛ ❞/❝❡♣ ✐♦♥✮ ❧♦+4'✉✬✐❧4 ❛♣♣+❡♥♥❡♥ '✉❡ ❝❡+ ❛✐♥4 ♠❡♠❜+❡4

❞❡ ❧❡✉+ ❣+♦✉♣❡ ♥✬♦♥ ♣❛4 +❡4♣❡❝ ❡+ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❞❡ ❝♦♦♣/+❛ ✐♦♥✳ ❈❤❡③ ❝❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4✱ ❧❡ ❢❛✐ ❞❡

♣✉♥✐+ ❧❡4 ❛❣❡♥ 4 4❡ ❝♦♠♣♦+ ❛♥ ❡♥ ✓ ♣❛44❛❣❡+ ❝❧❛♥❞❡4 ✐♥ ✔ ❡4 /❣❛❧❡♠❡♥ ; ❧✬♦+✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥

+❡44❡♥ ✐ /♠♦ ✐♦♥♥❡❧✱ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦4✐ ✐✈❡✱ ❝❡ '✉✐ ❢❛✐ ❞✐+❡ ❛✉① ❛✉ ❡✉+4 '✉❡ ❧✬❛❝ ✐♦♥ ❞✬✐♥✢✐❣❡+

✉♥❡ 4❛♥❝ ✐♦♥ ♣❡+♠❡ ❞❡ +/❞✉✐+❡ ❧❛ ❞/4✉ ✐❧✐ / ❧✐/❡ ❛✉ ♠❛✉✈❛✐4 ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ ❞✬❛✉ +✉✐✳ [❛+

❛✐❧❧❡✉+4✱ ❧❡4 4✉❥❡ 4 ❧❡4 ♠♦✐♥4 ❝♦♦♣/+❛ ✐❢4 +❡44❡♥ ❡♥ ❞❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ; ✈❛❧❡♥❝❡ ♥/❣❛ ✐✈❡ ✭❝✉❧♣❛✲

❜✐❧✐ /✱ ❤♦♥ ❡✱ ♣❡✉+ ❡ ❝✳✮ ❧♦+4'✉✬✐❧4 4♦♥ ✐♥❢♦+♠/4 ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡44❡ +❡❧❛ ✐✈❡ ❞❡ ❧❡✉+ ❝♦♥ +✐❜✉ ✐♦♥✱

❛✐♥4✐ '✉❡ ❧♦+4'✉✬✐❧4 +❡\♦✐✈❡♥ ✉♥❡ ♣✉♥✐ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛+ ❞✬✉♥ ♣❛+ ❡♥❛✐+❡✳ ❉❡ ♣❧✉4✱ ❧♦+4'✉✬✐❧4

4♦♥ ♣✉♥✐4✱ ❝❡4 ❞❡+♥✐❡+4 ♦♥  ❡♥❞❛♥❝❡ ; ❛✉❣♠❡♥ ❡+ ❧❡✉+ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥ +✐❜✉ ✐♦♥ ❧♦+4 ❞❡

❧❛ +/♣/ ✐ ✐♦♥ 4✉✐✈❛♥ ❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❡ '✉✐ ❝♦♥❞✉✐ ❧❡4 ❣+♦✉♣❡4 ; ❝♦♥✈❡+❣❡+ ✈❡+4 ✉♥❡ ♥♦+♠❡ ❞❡

❝♦♥ +✐❜✉ ✐♦♥ ♣❡+♠❡  ❛♥ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥4/'✉❡♥ ❞❡ ❝♦♦♣/+❛ ✐♦♥✳

❈❡4 +/4✉❧ ❛ 4  /♠♦✐❣♥❡♥ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝ ❝♦♥❥♦✐♥ ❞❡4 ❞❡✉① ❝❛ /❣♦+✐❡4 ❞✬/♠♦ ✐♦♥4

♠♦+❛❧❡4 ; ✈❛❧❡♥❝❡ ♥/❣❛ ✐✈❡ ❞❛♥4 ❧✬/♠❡+❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ ✭♣❧✉4✮ ♣+♦4♦❝✐❛❧ ❞❛♥4 ✉♥❡

4✐ ✉❛ ✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ 4♦❝✐❛❧✳ ▲❛ ♣✉♥✐ ✐♦♥ ♠❛ /+✐❡❧❧❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥♥❡ ✐❝✐✱ ♠❛✐♥ ❞❛♥4 ❧❛ ♠❛✐♥✱ ❛✈❡❝

❧✬/♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ❛✉ ♦✲❝♦♥4❝✐❡♥ ❡4 ; ✈❛❧❡♥❝❡ ♥/❣❛ ✐✈❡ ♣♦✉+ ❧❡4 ❛❣❡♥ 4  +❛♥4❣+❡44✐❢4

✈❡+4 ❧✬❛❞♦♣ ✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦+ ❡♠❡♥ 4 ♣+♦4♦❝✐❛✉①✳ ❈❡  ❡ / ✉❞❡  /♠♦✐❣♥❡ ❞✉ +]❧❡ ✐♠♣♦+ ❛♥ ✱

❞❡ ❧✬❛♥ ✐❝✐♣❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡4 /♠♦ ✐♦♥4 ❛✉ ♦✲❝♦♥4❝✐❡♥ ❡4 ❞❛♥4 ❧❡ ♣+♦❝❡44✉4 ❞❡

❞/❝✐4✐♦♥ ❞❡4 ❛❣❡♥ 4✳

✸✻
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✶✳✸✳✶✳✷✳ ▲❡& ❡✛❡(& ♣*♦&♦❝✐❛✉① ❞❡& 2♠♦(✐♦♥& ❛♥(✐❝✐♣2❡& ✿ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(2✱ ❤♦♥(❡ ❡(

❡♠❜❛**❛&

❉✬❛♣$%& ❋$❛♥❦ ✭✶✾✽✽✮✱ ❧❡& 2♠♦5✐♦♥& ♠♦$❛❧❡& ❛✉5♦✲❝♦♥&❝✐❡♥5❡& : ✈❛❧❡♥❝❡ ♥2❣❛5✐✈❡ ✐♥❝✐5❡♥5

❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& : ❝❤♦✐&✐$ ❧❡& ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5& ♣$♦&♦❝✐❛✉① @✉✐ ♣♦&&%❞❡♥5 ✉♥ ✐♥52$A5 &5$❛52❣✐@✉❡

: ❧♦♥❣ 5❡$♠❡✳ ❊❧❧❡& &✬♦♣♣♦&❡♥5 : ❧✬✐♥52$A5 ♣❡$&♦♥♥❡❧✱ ❞❛✈❛♥5❛❣❡ ♦$✐❡♥52 ✈❡$& ❧❡& $2❝♦♠♣❡♥&❡&

✐♠♠2❞✐❛5❡& ✭❞2❢❡❝5✐♦♥✱ 5$❛❤✐&♦♥✱ ♣$♦❝$❛&5✐♥❛5✐♦♥✮ ❡♥ ❢❛✐&❛♥5 ♠✐$♦✐5❡$ ❧❡& ❝♦♥&2@✉❡♥❝❡& 2♠♦✲

5✐♦♥♥❡❧❧❡& ♥2❣❛5✐✈❡& ❞❡ ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5& ♦♣♣♦$5✉♥✐&5❡&✳ ❉❡ 5❡❧& ❛❣✐&&❡♠❡♥5& &✉&❝✐5❡♥5 ❡♥

❡✛❡5 ❞❡& 2♠♦5✐♦♥& ❞2♣❧❛✐&❛♥5❡& ✭❝✉❧♣❛❜✐❧✐52✱ ❤♦♥5❡✱ ❡♠❜❛$$❛&✮ @✉✐ ♣❡✉✈❡♥5 A5$❡ ❛♥5✐❝✐♣2❡&

❡5 $❛5✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥5 ✐♥52❣$2❡& ♣❛$ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥& &❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬✉5✐❧✐52 ❞❡ ❧♦♥❣ 5❡$♠❡✳ ❊♥

$2❣✉❧❛♥5 : ❧♦♥❣ 5❡$♠❡ ❧❡& ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5& &♦❝✐❛✉①✱ ❝❡& 2♠♦5✐♦♥& ♦♥5 ❛✐♥&✐ ✉♥ $G❧❡ ❝$✉❝✐❛❧

❞❛♥& ❧❛ ❝♦♥&5$✉❝5✐♦♥ ❡5 ❧❡ ♠❛✐♥5✐❡♥ ❞❡& $❡❧❛5✐♦♥& 2❝♦♥♦♠✐@✉❡& ✐♥5❡$♣❡$&♦♥♥❡❧❧❡&✳

▲✬❡①♣2$✐♠❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡ ❇$♦✇♥ ✭✶✾✼✵✮ ♠♦♥5$❡ 5$%& ❜✐❡♥ ❧❡ ♠2❝❛♥✐&♠❡ ❞✬❛♥5✐❝✐♣❛5✐♦♥ :

❧✬M✉✈$❡ ❡♥ ♣$2&❡♥❝❡ ❞✬✐♥5❡$❛❝5✐♦♥ &♦❝✐❛❧❡✳ ❉❛♥& &♦♥ 25✉❞❡✱ ❧❡& ♣❛$5✐❝✐♣❛♥5& ♦♥5 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡

♣❧✉&✐❡✉$& &✉♣♣♦$5& ♠2❞✐❛& ♣♦✉$ ♣$2&❡♥5❡$ ❧❛ ❞❡&❝$✐♣5✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 5N❝❤❡ ❞❡ ♣❡$❝❡♣5✐♦♥ &❡♥✲

&♦$✐❡❧❧❡ @✉✐ ♣❡✉5 A5$❡✱ &❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ : ❧❛@✉❡❧❧❡ ✐❧& ❛♣♣❛$5✐❡♥♥❡♥5✱ ❡♠❜❛$$❛&&❛♥5❡ ♦✉

♥❡✉5$❡✳ ▲❛ $2♠✉♥2$❛5✐♦♥ ♣❡$O✉❡ ♣♦✉$ ❝❡55❡ ❞❡&❝$✐♣5✐♦♥ ❞2♣❡♥❞ ♣♦&✐5✐✈❡♠❡♥5 ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬❡①♣♦&✐5✐♦♥ ❞✉ ♠2❞✐❛ ❝❤♦✐&✐❡✳ ❈❧❛&&✐@✉❡♠❡♥5✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ $❛5✐♦♥♥❡❧ ❞♦✐5 &❡ ♣♦$5❡$ ✈❡$&

❧❡ &✉♣♣♦$5 ♦Q ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦&✐5✐♦♥ ❡&5 ❧❡ ♣❧✉& 2❧❡✈2 ♣♦✉$ ❢❛✐$❡ &❛ ❞❡&❝$✐♣5✐♦♥✳ ❖$✱ ❧❡&

$2&✉❧5❛5& ♠♦♥5$❡♥5 @✉❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$5 ❛✉ ♣❛✐❡♠❡♥5 ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✶✳✺✵ ✩✱ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❞❡ ❧❛

❝♦♥❞✐5✐♦♥ ✓ ❡♠❜❛$$❛& ✔ &❛❝$✐✜❡♥5 &✐❣♥✐✜❝❛5✐✈❡♠❡♥5 ♣❧✉& ❞✬❛$❣❡♥5 ✭✵✳✻✸ ✩ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮ @✉❡

❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ ❝♦♥5$G❧❡ ✭✵✳✸✸ ✩ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✳ ❯♥ ❞❡& $2&✉❧5❛5& ✐♠♣♦$5❛♥5

❞❡ ❝❡5 ❛$5✐❝❧❡ ❡&5 @✉✬✐❧ ♠♦♥5$❡ @✉❡ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& &♦♥5 ♣$A5& : ❢❛✐$❡ ❞❡& &❛❝$✐✜❝❡& ✜♥❛♥❝✐❡$&

♣♦✉$ ♥❡ ♣❛& 5❡$♥✐$ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ &♦✐ @✉✬✐❧& ❞♦♥♥❡♥5 ❛✉① ❛✉5$❡&✱ ❛✉ 5$❛✈❡$& ❞✬✉♥❡ &✐5✉❛5✐♦♥ ♣✉✲

❜❧✐@✉❡♠❡♥5 ❡♠❜❛$$❛&&❛♥5❡✳ ❆✐♥&✐ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ♣❡✉✈❡♥5 A5$❡ ♣$A5& : ❢❛✐$❡ ❞❡& &❛❝$✐✜❝❡& ❡♥

❝❤♦✐&✐&&❛♥5 ❞✬❛❞♦♣5❡$ ✉♥ ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5 &♦❝✐❛❧ ♦✉ ♠♦$❛❧ ✭❝♦♦♣2$❡$✱ ♥❡ ♣❛& ❛❣✐$ ❡♥ ♣❛&&❛❣❡$

❝❧❛♥❞❡&5✐♥✮ ♣❧✉5G5 @✉✬✉♥ ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5 ♠❛①✐♠✐&❛5❡✉$✱ ❞❛♥& ❧❡ ❜✉5 ❞❡ ♥❡ ♣❛& &❡ $❡5$♦✉✲

✈❡$ ❞❛♥& ✉♥❡ &✐5✉❛5✐♦♥ ❡♠❜❛$$❛&&❛♥5❡ ❡5 ❞♦♥❝ ❞✬2✈✐5❡$ ❞❡ $❡&&❡♥5✐$ ❧❡ &❡♥5✐♠❡♥5 ❞✬❡♠❜❛$$❛&✳

▲❡& 5$❛✈❛✉① ♣❧✉& $2❝❡♥5& ❞❡ ❑❡5❡❧❛❛$ ❡5 ❆✉ ✭✷✵✵✸✮ ✈❛❧✐❞❡♥5 ❡♠♣✐$✐@✉❡♠❡♥5 ❧✬❛$❣✉♠❡♥5

❞♦♥♥2 ♣❛$ ❋$❛♥❦ ✭✶✾✽✽✮✳ ▲❡& ❛✉5❡✉$& &✬✐♥52$❡&&❡♥5 ❛✉ $G❧❡ ❞❡ ❧✬2♠♦5✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐52 &✉$

❧❡ ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5 ❞❡& ❛❣❡♥5& ❞❛♥& ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡& &♦❝✐❛✉①✳ ▲♦$& ❞❡ ❧❡✉$ ♣$❡♠✐%$❡

❡①♣2$✐❡♥❝❡✱ ❧❡& &✉❥❡5& ❥♦✉❡♥5 ❞❡ ♠❛♥✐%$❡ $2♣252❡ ❛✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣$✐&♦♥♥✐❡$ ❡5 &✉❜✐&&❡♥5 ✉♥❡

✐♥❞✉❝5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐52 $❡❝♦✉$❛♥5 : ❧❡✉$ ♠2♠♦✐$❡✳ ❑❡5❡❧❛❛$ ❡5 ❆✉ ✭✷✵✵✸✮ ♠♦♥5$❡♥5 ❛❧♦$&

@✉❡ ❧❡& &✉❥❡5& ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ ✓ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐52 ✔ ✭❞❡✈❛♥5 &❡ &♦✉✈❡♥✐$ ❞✬✉♥ 2✈%♥❡♠❡♥5 ♦Q ✐❧& ♦♥5

$❡&&❡♥5✐ ❝❡55❡ 2♠♦5✐♦♥✮ ❛❞♦♣5❡♥5 ✉♥ ❝♦♠♣♦$5❡♠❡♥5 &✐❣♥✐✜❝❛5✐✈❡♠❡♥5 ♣❧✉& ❝♦♦♣2$❛5✐❢ @✉❡

❧❡& &✉❥❡5& ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ ✓ ❝♦♥5$G❧❡ ✔ ✭❞❡✈❛♥5 ❢❛✐$❡ ❧❛ ❞❡&❝$✐♣5✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦✉$♥2❡ ♥♦$♠❛❧❡✮

❧♦$& ❞❡& $2♣25✐5✐♦♥& ❞✉ ❥❡✉ &✉✐✈❛♥5 ❧❛ ♣$♦❝2❞✉$❡ ❞✬✐♥❞✉❝5✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧✬❡✛❡5 ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝5✐♦♥
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&✐❣♥✐✜❝❛"✐❢ )✉❡ ❧♦#&)✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥&✐❞9#❡ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❝❛"0❣♦#✐&0& ❝♦♠♠❡ ♣#♦✲&❡❧❢& ❡" &✉#"♦✉"

❧♦#&)✉❡ ❧✬✐♥❞✉❝"✐♦♥ ❞✉ &❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ❤♦♥"❡ ❡&" ❡♥❞♦❣9♥❡ - ❧❛ &✐"✉❛"✐♦♥ ❞❛♥& ❧❛)✉❡❧❧❡ ❧❡

❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❞❡& &✉❥❡"& ❡&" 0"✉❞✐0✱ ❝✬❡&"✲-✲❞✐#❡ ❧♦#&)✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❞✬❛✐❞❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦✲

♦♣0#❛"✐♦♥ ❡&" ❞❡&"✐♥0 - ❝❡❧✉✐ )✉✐ ❛ 0"0 "0♠♦✐♥ ❞❡ ❧❛ &✐"✉❛"✐♦♥ ❤♦♥"❡✉&❡✳ ❆✐♥&✐✱ ❍♦♦❣❡ ❡! ❛❧✳

✭✷✵✵✽✮ ❞0♠♦♥"#❡♥" ❛✈❡❝ ❝❡ "#❛✈❛✐❧ )✉❡ ❧❡ &❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ❤♦♥"❡✱ ♣♦&&9❞❡ ✉♥ ❛&♣❡❝" ❢♦♥❝"✐♦♥✲

✸✾



✶✳ ▲❡$ %♠♦(✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ✿ ✉♥ $②$(1♠❡ ❞✬♦✉(✐❧$ ❛✉ $❡+✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞%❝✐$✐♦♥

♥❡❧ ❡# ♣❡%♠❡#✱ ❛✉ ♠*♠❡ #✐#%❡ ,✉❡ ❧✬.♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✱ ❧✬.♠❡%❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#4

♣%♦4♦❝✐❛✉① ❞❛♥4 ❝❡%#❛✐♥❡4 ❝♦♥❞✐#✐♦♥4✳

❙✐ ♦♥ %❛♣♣%♦❝❤❡ ❝❡##❡ .#✉❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❑❡#❡❧❛❛% ❡# ❆✉ ✭✷✵✵✸✮✱ ♦♥ 4❡ %❡♥❞ ❝♦♠♣#❡

,✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝# ❞❡ ❝❡4 ❞❡✉① .♠♦#✐♦♥4 4✬❡✛❡❝#✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ 4✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡♠❡♥# ❞✐✛.%❡♥#❡✱ 4❡❧♦♥

,✉✬♦♥ 4❡ ❝♦♠♣♦%#❡ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ .❣♦D4#❡ ♦✉ ❣.♥.%❡✉4❡ ♣♦✉% ❑❡#❡❧❛❛% ❡# ❆✉ ✭✷✵✵✸✮✱ ♦✉ 4❡❧♦♥

,✉✬♦♥ ❡4# ✉♥ ♣%♦✲4❡❧❢ ♦✉ ✉♥ ♣%♦4♦❝✐❛❧ ♣♦✉% ❍♦♦❣❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❡4 %.4✉❧#❛#4 4✐♠✐❧❛✐%❡4

#❡♥❞❡♥# J ♠♦♥#%❡% ,✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡4 .♠♦#✐♦♥4 4✬❡✛❡❝#✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ ❞✐✛.%❡♥#❡ 4❡❧♦♥ ❧❛

♣❡%4♦♥♥❛❧✐#. ❞❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4✳ ❊♥ ♦✉#%❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ 4❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❢❛✐# ,✉❡ ❞❛♥4 ❧✬❡①♣.%✐❡♥❝❡

❞❡ ❑❡#❡❧❛❛% ❡# ❆✉ ✭✷✵✵✸✮✱ #♦✉4 ❧❡4 ♣❛%#✐❝✐♣❛♥#4 ❛②❛♥# ❛❣✐ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ .❣♦D4#❡ ✭4❡❧♦♥ ❧❡4

❝%✐#B%❡4 ❞❡4 ❛✉#❡✉%4✮ ❧♦%4 ❞❡ ❧❛ ♣%❡♠✐B%❡ %.♣.#✐#✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ✭❞❡ ❧✬✉❧#✐♠❛#✉♠✮ ♥✬♦♥# ♣❛4

#♦✉4 ❞.❝❧❛%. ❛✈♦✐% %❡44❡♥#✐ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✱ ❧❡4 4✉❥❡#4 ❞❡ ❧✬❡①♣.%✐♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❘❡✉❜❡♥

❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛②❛♥# 4✉❜✐ ✉♥❡ ♣✉♥✐#✐♦♥ ❧♦%4 ❞❡ ❧❛ ♣%❡♠✐B%❡ %.♣.#✐#✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ♥✬✐♥❞✐,✉❡♥#

♣❛4 #♦✉4 ❛✈♦✐% %❡44❡♥#✐ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥#❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✳ ▲❛ ❞✐✛.%❡♥❝❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡4

.♠♦#✐♦♥4✱ ♣❡✉# ❞♦♥❝ 4✬❡①♣❧✐,✉❡% ♣❛% ✉♥❡ ❞✐✛.%❡♥❝❡ ❞❛♥4 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#. ❞❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4 J ❧❡4

%❡44❡♥#✐%✳ ❆❧♦%4✱ ,✉✬❡4# ❝❡ ,✉✐ ❡①♣❧✐,✉❡ ❝❡4 ❞✐✛.%❡♥❝❡4 ❞❡ %❡44❡♥#✐ .♠♦#✐♦♥♥❡❧ ❄ ❑❡#❡❧❛❛% ❡#

❆✉ ✭✷✵✵✸✮ ♣%♦♣♦4❡♥# ♣❧✉4✐❡✉%4 ❡①♣❧✐❝❛#✐♦♥4✳ ❚♦✉# ❞✬❛❜♦%❞✱ ✐❧4 ❝♦♥4✐❞B%❡♥# ,✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉#

❢❛✐%❡ ♣❛%#✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡%4♦♥♥❛❧✐#. ❞❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4✳ ❈❡%#❛✐♥4 4♦♥# ❣.♥.%❡✉① ❞❡ ♥❛#✉%❡✱ ❛❣✐44❡♥# ❞❡

♠❛♥✐B%❡ ♣%♦4♦❝✐❛❧❡ ❡# ♥❡ %❡44❡♥#❡♥# ❞♦♥❝ ♣❛4 ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✱ ❝❡%#❛✐♥4 ♣❡✉✈❡♥# ✐♥✐#✐❛❧❡♠❡♥#

4❡ ❝♦♠♣♦%#❡% ❡♥ .❣♦D4#❡✱ ♠❛✐4 #❡♥#❡% ❞❡ 4❡ %❛##%❛♣❡% ❛♣%B4 ❛✈♦✐% %❡44❡♥#✐ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✱

❡# ❞✬❛✉#%❡4✱ *#%❡ .❣♦D4#❡ ❞❡ ♥❛#✉%❡ ❡# ♥❡ ♣❛4 %❡44❡♥#✐% ❝❡##❡ .♠♦#✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ♥❡ ♣❛4 ❡♥

4✉❜✐% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❆✐♥4✐✱ ❧❛ ♣❡%4♦♥♥❛❧✐#. ❞❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4 ♣♦✉%%❛✐❡♥# ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡% ❧❡✉% ❝❛♣❛❝✐#.

♦✉ ❧❡✉% #❡♥❞❛♥❝❡✱ J %❡44❡♥#✐% ❡# J 4✉❜✐% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡%#❛✐♥❡4 .♠♦#✐♦♥4 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❤♦♥#❡

♦✉ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✳ ❈❡# ❛4♣❡❝# ♣♦✉%%❛✐# *#%❡ ✉♥ ♣♦✐♥# ✐♠♣♦%#❛♥# 4✬❛❣✐44❛♥# ❞❡ ❧❛ ♠♦❞.❧✐4❛#✐♦♥

❞✉ ♣%♦❝❡44✉4 ❞❡ ❞.❝✐4✐♦♥ ❞❡4 ❛❣❡♥#4✱ ❧♦%4,✉❡ ❧✬♦♥ 4♦✉❤❛✐#❡ ② ✐♥#.❣%❡% ❧❡ %T❧❡ ❞❡4 .♠♦#✐♦♥4✳

❑❡#❡❧❛❛% ❡# ❆✉ ✭✷✵✵✸✮ ❡①♣❧✐,✉❡♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ,✉❡✱ .#❛♥# ❞♦♥♥. ,✉❡ ❧❡4 ♣❛%#✐❝✐♣❛♥#4 ❥♦✉❡♥#

❛✈❡❝ ❞❡4 ❝❛♠❛%❛❞❡4 ❞❡ ❝❧❛44❡4 4❛♥4 ♣%♦❝.❞✉%❡ ❞✬❛♥♦♥②♠❛#✱ ❧❡4 ❞✐✛.%❡♥❝❡4 ❞❡ %❡44❡♥#✐ ❞❡

❝✉❧♣❛❜✐❧✐#. ♣❡✉✈❡♥# ♣%♦✈❡♥✐% ❞❡4 ❞✐✛.%❡♥❝❡4 ❞❡ ❞✐4#❛♥❝❡4 4♦❝✐❛❧❡4 ❡①✐4#❛♥#❡4 ❡♥#%❡ ❧❡4 ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉4 ✭❥♦✉❡% ❛✈❡❝ 4♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉% ❝❛♠❛%❛❞❡ ❞❡ ❝♦✉%4✱ ♦✉ ❥♦✉❡% ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❝♦♥♥❛✐44❛♥❝❡

❛44✐4❡ J ❝T#. ❞❡ ♥♦✉4 ❛✉ ♠♦♠❡♥# ❞❡ ❝❤♦✐4✐% 4♦♥ ♣❛%#❡♥❛✐%❡ ❞❛♥4 ❧❡ ❥❡✉✮✳ ▲✬❡①✐4#❡♥❝❡ ❞❡

❧✐❡♥4 4♦❝✐❛✉① ❛ ❞♦♥❝ .❣❛❧❡♠❡♥# ✈♦❝❛#✐♦♥ J ❥♦✉❡% 4✉% ❧❛ ❢❛U♦♥ ❞♦♥# ❧❡4 ♣%♦❝❡44✉4 .♠♦#✐♦♥✲

♥❡❧4 ♠♦❞✐✜❡♥# ❧❡4 ❝❤♦✐① ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧4 ✭✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥✱ ❙#❛❧❧❡♥✱ ❘✐❞❞❡%✐♥❦❤♦❢✱ ✷✵✵✽✮✳

❘❡✉❜❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♣♣♦%#❡♥# ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❝♦♠♣❧.♠❡♥#❛✐%❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❣%X❝❡ J ❧❡✉%4

,✉❡4#✐♦♥♥❛✐%❡4✱ ✐❧4 ♦♥# ♣✉ ❞.#❡%♠✐♥❡% ,✉❡ ❧❡4 ❥♦✉❡✉%4 ❛②❛♥# ❝❤♦✐4✐ ✉♥ #❛✉① ❞❡ ♣%.❧B✈❡♠❡♥#

,✉✬✐❧4 ❝♦♥4✐❞B%❡♥# ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉4#❡✱ %❡44❡♥#❡♥# ❛✈❡❝ ♣❧✉4 ❞✬✐♥#❡♥4✐#. ❧❡4 .♠♦#✐♦♥4 ❞❡ ❤♦♥#❡

♦✉ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#.✳ ▲❡4 ❞✐✛.%❡♥❝❡4 ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %❡44❡♥#✐ ♣♦✉%%❛✐❡♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ♣%♦✈❡♥✐% ❞❡4

❞✐✛.%❡♥❝❡4 ❞❡ ❝%♦②❛♥❝❡4 ✈✐4✲J✲✈✐4 ❞❡ ❝❡ ,✉✬❡4# ❧❛ ♥♦%♠❡✳ ❈❡❝✐ ♣♦✉%%❛✐# ❡①♣❧✐,✉❡% ♣♦✉%,✉♦✐

❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ❧❛✐44❡% ❧❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4 ❝♦♠♠✉♥✐,✉❡% ❛✈❛♥# ❞❡ ♣❛%#✐❝✐♣❡% ✭♦✉ ♣❡♥❞❛♥# ❧❛ ♣❛%#✐❝✐✲

♣❛#✐♦♥✮ J ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ 4♦❝✐❛❧✱ ♣❡%♠❡# 4♦✉✈❡♥# ❞✬♦❜#❡♥✐% ❞❡4 ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#4 ♣❧✉4

❝♦♦♣.%❛#✐❢4✱ ❞✉ ❢❛✐# ,✉❡ ❝❡##❡ ♣%♦❝.❞✉%❡ ♣❡✉# ♣❡%♠❡##%❡ ❞❡ ❝♦♦%❞♦♥♥❡% ❧❡4 ❝%♦②❛♥❝❡4 ❞❡4

❞✐✛.%❡♥#4 ♣❛%#✐❝✐♣❛♥#4 4✉% ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛✉,✉❡❧ 4❡ ✜①❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞✬.,✉✐#. ❞❛♥4 ❧❡ ❥❡✉ ❡# ❞✬❛❣✐%
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❧✬.❞✉❝❛#✐♦♥ %❡U✉❡ ♣❛% ❧❡4 ❛❣❡♥#4 ♣❡✉# *#%❡ ✉♥ ❢❛❝#❡✉% ✐♠♣♦%#❛♥# ❞❛♥4 ❧❡✉% ❝❛♣❛❝✐#. J %❡4✲

4❡♥#✐% ❡# J *#%❡ ✐♥✢✉❡♥❝.4 ♣❛% ❧❡4 .♠♦#✐♦♥4 ♠♦%❛❧❡4✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡4 ❝%♦②❛♥❝❡4 ✈✐4✲J✲✈✐4 ❞❡4

♥♦%♠❡4 ♠♦%❛❧❡4 ♦✉ 4♦❝✐❛❧❡4 ❞❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉4 4♦♥# ❡♥ ♣❛%#✐❡ ❞.#❡%♠✐♥.❡4 ♣❛% ❧✬.❞✉❝❛#✐♦♥ ,✉✬✐❧4

%❡U♦✐✈❡♥#✳
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❧❡# ❛✉',❡#✳ ■❧# ❡①♣❧✐7✉❡♥' 7✉❡ ❧❡# ❢♦,'# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣0,❛'✐♦♥ ♦❜'❡♥✉# ♣♦✉,,❛✐❡♥' B',❡

♠♦'✐✈0# ; ',❛✈❡,# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# 0♠♦'✐♦♥# ❞❡ ✜❡,'0 ❡' ❞❡ ❤♦♥'❡✳ ▲❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❛❣✐##❡♥' ❞❡

♠❛♥✐<,❡ ❝♦♦♣0,❛'✐✈❡ ; ❧❛ ❢♦✐# ❞❛♥# ❧❡ ❜✉' ❞✬0✈✐'❡, ❧❡ #❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❤♦♥'❡✱ ♣,♦✈❡♥❛♥' ❞✉ ❢❛✐'

❞✬❛✈♦✐, ❝♦♥',✐❜✉0 ♠♦✐♥# 7✉❡ ❧❡# ❛✉',❡#✱ ❡' ❞❛♥# ❧❡ ❜✉' ❞❡ ,❡##❡♥'✐, ❞❡ ❧❛ ✜❡,'0 ❞✬❛✈♦✐, ,0❛❧✐#0

✉♥❡ ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥ ✭♣❧✉#✮ 0❧❡✈0❡✳ ❖♥ ✈♦✐' ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧0♠❡♥'❛,✐'0 ❡' ❧✬♦♣♣♦#✐'✐♦♥ ✭♣❛,❢❛✐'❡✮

❡♥',❡ ❧❡# ❞❡✉① 0♠♦'✐♦♥# ❛✉'♦✲❝♦♥#❝✐❡♥'❡# ❞❡ ❤♦♥'❡ ❡' ❞❡ ✜❡,'0✳ ❈❡# 0'✉❞❡# 7✉❡#'✐♦♥♥❡♥'

❝❡♣❡♥❞❛♥' ❧❡# ❝♦♥❞✐'✐♦♥# ❞✬0♠❡,❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡# 0♠♦'✐♦♥#✳ ▲❛ #✉,✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡# 0♠♦'✐♦♥# ❞❡

❤♦♥'❡ ❡' ❞❡ ✜❡,'0 ❡' ❧❡✉, ✐♠♣❛❝'✱ #❡♠❜❧❡♥' ❡♥ ❡✛❡' B',❡ #♦✉♠✐# ; ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♠♣❧<'❡

❞❡# ♣❛,'❡♥❛✐,❡# ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ ✭✐❞❡♥'✐'0 ❡' ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'✮✱ ♣✉✐#7✉❡ ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣0,❛✲

'✐♦♥# ♦❜'❡♥✉# ❧♦,#7✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ #✉, ❧❡# ❞❡✉①✱ ♦✉ ❧♦,#7✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡# ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥#

♥✬❡#' ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ ✭❛♥♦♥②♠❛' ❝♦♠♣❧❡'✮✱ #♦♥' #✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡♠❡♥' ♠♦✐♥# 0❧❡✈0#✳ D❛,❛❧❧<❧❡♠❡♥'✱

❞❛♥# ❧✬0'✉❞❡ ❞❡ '❡,,❛✐♥ ❞❡ ❙❝❤✉❧'③ ✭✷✵✵✼✮✱ ♦♥ ♦❜#❡,✈❡ 0❣❛❧❡♠❡♥' 7✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# 7✉✐ ,0❛✲

❧✐#❡♥' ❞❛✈❛♥'❛❣❡ ❞✬0❝♦♥♦♠✐❡# 7✉❡ ❧❡# ❛✉',❡# ❡' 7✉✬♦♥ ❢0❧✐❝✐'❡ ✭✈✐❛ ✉♥❡ 0♠♦'✐❝R♥❡ #♦✉,✐❛♥'❡✮

♦♥' '❡♥❞❛♥❝❡ ; ♠❛✐♥'❡♥✐, ❧❡✉, ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥' ♣,♦#♦❝✐❛❧✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐'0 ❞❡ ❧❛ ✜❡,'0 #❡♠❜❧❡ ;

♥♦✉✈❡❛✉ B',❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥0❡ ; ❧❛ ✈✐#✐❜✐❧✐'0 ❞❡ ❧✬❛❝'❡ ♣❛, ❛✉',✉✐✳

✶✳✸✳✷✳✷✳ ▲❛ ❝❤❛(♥❡ ✈❡,-✉❡✉/❡ ❞❡ ❧❛ ❣,❛-✐-✉❞❡

❆ ❧❛ ❞✐✛0,❡♥❝❡ ❞✬✉♥ #✐♠♣❧❡ #❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❥♦✐❡✱ ❧❛ ❣,❛'✐'✉❞❡ ,❡♥❢♦,❝❡ ❧❡# ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'#

❝♦♦♣0,❛'✐❢# ♣❛, ♦♣♣♦#✐'✐♦♥ ❛✉① ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'# 0❣♦T#'❡# ❧♦,# ❞✬✐♥'❡,❛❝'✐♦♥# 0❝♦♥♦♠✐7✉❡#

✭❇❛,❧❡'' ❡' ❉❡❙'❡♥♦✱ ✷✵✵✻ ❀ ❉❡❙'❡♥♦✱ ❇❛✉♠❛♥♥✱ ❇❛,❧❡''✱ ❉✐❝❦❡♥# ❡' ❲✐❧❧✐❛♠#✱ ✷✵✶✵✮✳ ❉❡❙✲

'❡♥♦ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣,0#❡♥'❡♥' ✉♥ ❥❡✉ #✐♠✐❧❛✐,❡ ❛✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣,✐#♦♥♥✐❡, ✭#❡ ❥♦✉❛♥' 0❣❛❧❡✲

♠❡♥' ; ❞❡✉① ✮✳ ▲❡# #✉❥❡'# ❛②❛♥' #✉❜✐ ❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ #❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣,❛'✐'✉❞❡ ✕ ✉♥ ♣❛,'❡♥❛✐,❡

❧♦,# ❞✬✉♥❡ ♣,❡♠✐<,❡ '\❝❤❡✱ ✐♥❞0♣❡♥❞❛♥'❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❡✉, ♣,♦❞✐❣✉❛♥' ❞❡ ❧✬❛✐❞❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❜✉' ❞❡

❧❡✉, ❢❛✐,❡ ,❡##❡♥'✐, ❞❡ ❧❛ ❣,❛'✐'✉❞❡ ✕ #♦♥' ♣❧✉# ❝♦♦♣0,❛'✐❢# ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ 7✉❡ ❝❡✉① ♥✬❛②❛♥'

#✉❜✐ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❞✉❝'✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ✐❧ ❡①✐#'❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥# ♣♦✉, ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❛②❛♥' #✉❜✐

❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ #❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣,❛'✐'✉❞❡✳ ❉❛♥# ✉♥❡ ❞❡ ❝❡# ❝♦♥❞✐'✐♦♥#✱ ♦♥ ✐♥❞✐7✉❡ ❛✉① #✉❥❡'#

7✉✬✐❧# ❥♦✉❡♥' ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛,'❡♥❛✐,❡ 7✉✐ ❧❡# ❛ ❛✐❞0# ; ❧❛ ♣,❡♠✐<,❡ 0'❛♣❡✱ '❛♥❞✐# 7✉❡ ❞❛♥# ❧✬❛✉',❡

❝♦♥❞✐'✐♦♥✱ ♦♥ ✐♥❞✐7✉❡ ❛✉① #✉❥❡'# 7✉✬✐❧# ❥♦✉❡,♦♥' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡,#♦♥♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ #❛♥#

❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ '\❝❤❡ ♣,0❝0❞❡♥'❡✳ ▲❡# ❛✉'❡✉,# ♦❜#❡,✈❡♥' ❛❧♦,# 7✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❛②❛♥' #✉❜✐

❧✬✐♥❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ #❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣,❛'✐'✉❞❡ ❛❞♦♣'❡♥' ✉♥ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥' ♣❧✉# ❝♦♦♣0,❛'✐❢ ❞❛♥# ❧❡

❥❡✉✱ 7✉✬✐❧# ❥♦✉❡♥' ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ 7✉✐ ❧❡# ❛ ❛✐❞0# ❧♦,# ❞❡ ❧❛ ♣,❡♠✐<,❡ '\❝❤❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡,✲
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❝❤♦'❡'✱ ❧❡✉- ♥♦♠❜-❡ ❞♦✐, <,-❡ ❛✉❣♠❡♥,!✳ ❈❡❝✐ ❡', ♣♦''✐❜❧❡ ❡♥ ❝-!❛♥, ♣❧✉' ❞❡ ❜♦♥♥❡' ❝❤♦'❡'✳

:❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥' ✉♥❡ -❡❧❛,✐♦♥ ❛♠♦✉-❡✉'❡✱ ❝❤❛>✉❡ ♣❛-,❡♥❛✐-❡ ♣❡✉, ❢❛✐-❡ ❧✬❡✛♦-, ❞✬<,-❡ '②'✲

,!♠❛,✐>✉❡♠❡♥, ❣❡♥,✐❧ ❡♥✈❡-' ❧✬❛✉,-❡✳ ❉❡ ,❡❧' ♣❡,✐,' ❛❝,❡' ❞❡ ❣❡♥,✐❧❧❡''❡' '♦♥, ✐♠♣♦-,❛♥,'

❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜❛,,-❡ ❧❡' ♠❛✉✈❛✐'❡' ❝❤♦'❡' >✉✐ '✉-✈✐❡♥♥❡♥, ❣!♥!-❛❧❡♠❡♥,✳ ✭✳✳✳✮ ❉❡ ♠<♠❡✱ ❧❡'

✐♥❞✐✈✐❞✉' ♣❡✉✈❡♥, ❢❛✐-❡ ❧✬❡✛♦-, ❞❡ -❡❝♦♥♥❛G,-❡ ❡, ❞✬❛♣♣-!❝✐❡- ❧❡' ❜♦♥♥❡' ❝❤♦'❡' >✉✐ ❧❡✉- ❛-✲

-✐✈❡♥, ✲ ❡♥ ❝!❧!❜-❛♥, ❝❤❛>✉❡ ♣❡,✐, '✉❝❝H'✱ ❡♥ !,❛♥, -❡❝♦♥♥❛✐''❛♥, ❞✬<,-❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ '❛♥,! ❡,

❡♥ ❛②❛♥, ❞❡ ❧❛ ❣-❛,✐,✉❞❡ ❡♥✈❡-' ❝❡✉① >✉✐ ❧❡' '♦✉,✐❡♥♥❡♥, ✔ ✭❇❛✉♠❡✐',❡- ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✸✻✶✱

♥♦,-❡ ,-❛❞✉❝,✐♦♥✮✳ ❊♥ ♦✉,-❡✱ ❧❛ ❧✐,,!-❛,✉-❡ ❡♥ ♣'②❝❤♦❧♦❣✐❡ ♣♦'✐,✐✈❡ '✬❛♣♣❧✐>✉❡ !❣❛❧❡♠❡♥, Q

❞!❢❡♥❞-❡ ❧❡ -R❧❡ ❛❞❛♣,❛,✐❢ ❞❡' !♠♦,✐♦♥' ♣♦'✐,✐✈❡' ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣-❛,✐,✉❞❡✳

❊♥ ♣❛-,✐❝✉❧✐❡-✱ ❧❛ ,❤!♦-✐❡ ✓ ❜&♦❛❞❡♥✲❛♥❞✲❜✉✐❧❞ ✔ ❞❡ ❋-❡❞-✐❝❦'♦♥✬' ✭✷✵✵✶✱ ✷✵✵✹✮ '✉❣❣H-❡

>✉❡ ❧❡' !♠♦,✐♦♥' ♣♦'✐,✐✈❡' ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❥♦✐❡✱ ❧✬✐♥,!-<,✱ ❧❡ ❝♦♥,❡♥,❡♠❡♥,✱ ❧✬❛♠♦✉-✱ ❧❛ ✜❡-,!

♦✉ ❧✬❛❞♠✐-❛,✐♦♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♥, ❡♥'❡♠❜❧❡ Q ❝♦✉-, ,❡-♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❜✉, ❞✬!❧❛-❣✐- ❧✬❡'♣-✐, ❡, ❧❛

♣❡♥'!❡ ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'✱ ❧❡✉- ♣❡-♠❡,,❛♥, ❞❡ '✬♦✉✈-✐- Q ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡' -❡''♦✉-❝❡' ❝♦❣♥✐,✐✈❡'✱

'♦❝✐❛❧❡'✱ ♣'②❝❤♦❧♦❣✐>✉❡'✱ ✈♦✐-❡ ♣❤②'✐>✉❡'✱ Q ♣❧✉' ❧♦♥❣ ,❡-♠❡ ✭❱❛❝❤❛-❦✉❧❦'❡♠'✉❦✱ ❙❡❦❡-❦❛

❡, ❋-❡❞-✐❝❦'♦♥✱ ✷✵✶✶✮✳ :❧✉' ♣-!❝✐'!♠❡♥,✱ ❝❡,,❡ ,❤!♦-✐❡ ❛✣-♠❡ >✉❡ ❧❡' !♠♦,✐♦♥' ♣♦'✐,✐✈❡'

'✉'❝✐,❡♥, ❞❡' ❝♦♠♣♦-,❡♠❡♥,' >✉✐ '♦♥, ♠♦✐♥' '♣!❝✐✜>✉❡♠❡♥, ♦-✐❡♥,!' ✈❡-' ❧❡ ',✐♠✉❧✉' >✉❡

❧❡' !♠♦,✐♦♥' ♥!❣❛,✐✈❡'✱ ❧❡'>✉❡❧❧❡' '♦♥, '♦✉✈❡♥, !,-♦✐,❡♠❡♥, ❧✐!❡' Q ❧❛ '✐,✉❛,✐♦♥ ',✐♠✉❧❛♥,❡

❡, ♠H♥❡♥, ♣❛- ❧❛ '✉✐,❡ Q ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ,❡♥❞❛♥❝❡' Q ❧✬❛❝,✐♦♥ ♣❧✉' -❡',-❡✐♥,✳ :❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

❥♦✐❡ ❣!♥H-❡ ❝❤❡③ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❧✬❡♥✈✐❡ ❞✬<,-❡ ❝-!❛,✐❢ ❀ ❧✬✐♥,!-<, ',✐♠✉❧❡ ❧✬❡♥✈✐❡ ❞✬❡①♣❧♦-❡- ❡, ❞❡

-!❛❧✐'❡- ❞❡' ❡①♣!-✐❡♥❝❡' ❀ ,❛♥❞✐' >✉❡ ❧❛ ✜❡-,! ♣♦✉''❡ Q ❡♥✈✐'❛❣❡- ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡' -!❛❧✐'❛,✐♦♥'

Q ✈❡♥✐-✱ ❛✉,❛♥, >✉✬Q ♣❛-,❛❣❡- ❧❡' ♣-!❝!❞❡♥,❡' -!✉''✐,❡' ❛✈❡❝ '♦♥ ❡♥,♦✉-❛❣❡ ✭❋-❡❞-✐❝❦'♦♥✱

✷✵✵✹✮✳

❆✐♥'✐✱ ❧❡' ❝♦♠♣♦-,❡♠❡♥,' ❡, ❧❡' ,❡♥❞❛♥❝❡' Q ❧✬❛❝,✐♦♥ ♣-♦✈♦>✉!❡' ♣❛- ❧❡' !♠♦,✐♦♥' ♣♦✲

'✐,✐✈❡' ❝♦♠♣♦-,❡♥, ❞❡' ❛✈❛♥,❛❣❡' ❛❞❛♣,❛,✐❢' Q ❧♦♥❣ ,❡-♠❡ ❣-]❝❡ Q ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐,! ❞❡ ,✐-❡-

♣-♦✜, ❞❡' -❡''♦✉-❝❡' ♣❡-'♦♥♥❡❧❧❡' ❞✉-❛❜❧❡' >✉✐ '♦♥, ❞!✈❡❧♦♣♣!❡'✱ ❛✉ ❝♦✉-' ❞✉ ,❡♠♣'✱ '✉-

❧❡✉- ❜❛'❡✳ ❈❡' -❡''♦✉-❝❡' ♣❡-'♦♥♥❡❧❧❡' '♦♥, ❛✉''✐ ❜✐❡♥ ❞✬♦-❞-❡ ♣❤②'✐>✉❡ ❡, ✐♥,❡❧❧❡❝,✉❡❧ >✉❡

❞✬♦-❞-❡ ♣'②❝❤♦❧♦❣✐>✉❡ ♦✉ '♦❝✐❛❧✳ :❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①♣❧♦-❛,✐♦♥ ♣♦✉''!❡ ♣❛- ❧✬✐♥,!-<, ❝-!❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ❡, ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,! ✐♥,❡❧❧❡❝,✉❡❧❧❡✱ ,❛♥❞✐' >✉❡ ❧❛ ✜❡-,! ♥♦✉--✐, ❧✬❡',✐♠❡ ❞❡

'♦✐ ❡, ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ Q ❧❛ -!✉''✐,❡ ✭❋-❡❞-✐❝❦'♦♥✱ ✷✵✵✹✮✳

▲❛ ❣-❛,✐,✉❞❡✱ ❡♥ ,❛♥, >✉✬!♠♦,✐♦♥ ♣♦'✐,✐✈❡✱ ❛ !❣❛❧❡♠❡♥, !,! ✐♥,!❣-!❡ ♣❛- ❋-❡❞-✐❝❦'♦♥ ❞❛♥'

❧❛ ,❤!♦-✐❡ ✓ ❜&♦❛❞❡♥✲❛♥❞✲❜✉✐❧❞ ✔ ❡, ♣♦''H❞❡✱ ❡♥ ❝♦♥'!>✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❡-,❛✐♥❡ '✉- ❧❛

✈❛❧❡✉- '!❧❡❝,✐✈❡ ✭✜,♥❡''✮ ❞❡' <,-❡' ❤✉♠❛✐♥' ❢❛❝❡ Q ❧❡✉- ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥,✱ ❞❛♥' ❧❛ ♠❡'✉-❡ ♦_

❝❡,,❡ !♠♦,✐♦♥ ❛✐❞❡ Q ❝♦♥',-✉✐-❡ ❡, Q -❡♥❢♦-❝❡- ❧❡' -❡❧❛,✐♦♥' '♦❝✐❛❧❡' ❡, ❧❡' ❛♠✐,✐!' ✭❊♠♠♦♥'

❡, ❙❤❡❧,♦♥✱ ✷✵✵✷✮ >✉✐ ❝♦♥',✐,✉❡♥, ❞❡' -❡''♦✉-❝❡' ❞!❝✐'✐✈❡' ♣♦✉- ❧❡' ❛❣❡♥,'✳ ❈❡, ❡♥'❡✐❣♥❡♠❡♥,

❢❛✐, ❞✐-❡❝,❡♠❡♥, !❝❤♦ ❛✉ -R❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣-❛,✐,✉❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞!❝-✐, ♣❛- ❆❞❛♠ ❙♠✐,❤ ❞❛♥' ✓ ▲❛

!❤/♦&✐❡ ❞❡0 0❡♥!✐♠❡♥!0 ♠♦&❛✉① ✔ ✭✶✼✺✾✮✳ ❉❛♥' ❝❡ ,-❛✈❛✐❧ '!♠✐♥❛❧✱ ✐❧ ❛ ❞!♣❡✐♥, ❧❛ ❣-❛,✐,✉❞❡

❝♦♠♠❡ ❡''❡♥,✐❡❧❧❡ ❛✉ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ '♦❝✐❛❧❡ ❡♥ -❛✐'♦♥ ❞❡ '❛ ❝❛♣❛❝✐,! Q ♣-♦♠♦✉✈♦✐-

✉♥❡ ♣❧✉' ❣-❛♥❞❡ ',❛❜✐❧✐,! ❞❡' -❡❧❛,✐♦♥' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧❛ '♦❝✐!,!✳

✹✽



✷✳✷✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡, %❡❧❛&✐♦♥, ✐♥&❡%♣❡%,♦♥♥❡❧❧❡,

✷✳✷✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡, %❡❧❛&✐♦♥, ✐♥&❡%♣❡%,♦♥♥❡❧❧❡,

▲❡ "#❧❡ ❝"✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡ ❞❛♥- ❧❡- "❡❧❛+✐♦♥- ✐♥+❡"♣❡"-♦♥♥❡❧❧❡- ❡-+ ❞✬✉♥ ✐♥+1"2+ ♣"✐✲

♠♦"❞✐❛❧ ♣♦✉" ❧❡- 1❝♦♥♦♠✐-+❡-✳ ❈❡❝✐ ❡-+ ♣❛"+✐❝✉❧✐7"❡♠❡♥+ ✈"❛✐ ♣♦✉" ❧❡- 1❝♦♥♦♠✐-+❡- ❞♦♥+

❧✬❛♥❛❧②-❡ ❡-+ ❝❡♥+"1❡ -✉" ❧❛ ❝♦♦♣1"❛+✐♦♥ ❡+ -❡- ❞1+❡"♠✐♥❛♥+-✱ ❡♥ ♣❛"+✐❝✉❧✐❡" ❞❛♥- ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡

❞❡- ❞✐❧❡♠♠❡- -♦❝✐❛✉①✳ ▲❡- ❞✐❧❡♠♠❡- -♦❝✐❛✉① -♦♥+ ❞❡- -✐+✉❛+✐♦♥- ❞✬✐♥+❡"❛❝+✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡-✲

<✉❡❧❧❡- ❧❡- ❛❣❡♥+- -♦♥+ +✐"❛✐❧❧1- ❡♥+"❡ ❧❡✉" ✐♥+1"2+ ♣❡"-♦♥♥❡❧ ✭✐♠♠1❞✐❛+✮ ❡+ ❧✬✐♥+1"2+ ❝♦❧❧❡❝+✐❢

✭❣1♥1"❛❧❡♠❡♥+ ❡♥✈✐-❛❣1 @ ♣❧✉- ❧♦♥❣ +❡"♠❡✮ ✭❉❛✇❡-✱ ✶✾✽✵ ❀ ✈❛♥ ▲❛♥❣❡ ❡+ ❏♦✐"❡♠❛♥✱ ✷✵✵✽✮✳

❆✉① ❝#+1- ❞✬❛✉+"❡- 1♠♦+✐♦♥- ♠♦"❛❧❡- ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐+1✱ ❧❛ ❝♦❧7"❡✱ ❧❛ ❤♦♥+❡ ♦✉ ❧❛ ✜❡"+1✱

❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡ ❥♦✉❡ ✉♥ "#❧❡ ❝❧1 ❞❛♥- ❧❛ ❢❛O♦♥ ❞♦♥+ ❧❡- ✐♥+❡"❛❝+✐♦♥- -♦❝✐❛❧❡- ♦♣7"❡♥+ ❞❛♥- ❧❡

❝♦♥+❡①+❡ -♣1❝✐✜<✉❡ ❞❡- ❞✐❧❡♠♠❡- -♦❝✐❛✉①✱ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ♣❛" ❧❡ ❜✐❛✐- ❞❡ -❛ ❝❛♣❛❝✐+1 @ 1+❛✲

❜❧✐" ❡+ @ ❝♦♥-♦❧✐❞❡" ❞❡- ❧✐❡♥- 1+"♦✐+- ❡♥+"❡ ❧❡- ✐♥❞✐✈✐❞✉-✳ ❉❡ ♥♦♠❜"❡✉① +"❛✈❛✉① ❡♠♣✐"✐<✉❡-

❡+ +❤1♦"✐<✉❡-✱ @ ❧❛ ❢♦✐- ❞❛♥- ❧❡- ❝❤❛♠♣- ❞❡ ❧❛ ♣-②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❡+ ❞❡ ❧✬1❝♦♥♦♠✐❡✱ ♦♥+ ♠✐- ❡♥

❧✉♠✐7"❡ ♣❧✉-✐❡✉"- ❝❛"❛❝+1"✐-+✐<✉❡- ❞❡ ❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡ @ +"❛✈❡"- ❧❡-<✉❡❧❧❡- ❝❡++❡ 1♠♦+✐♦♥ ❡-+ ❡♥

♠❡-✉"❡ ❞❡ "❡♠♣❧✐" ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡ ❜♦♥ ❞1"♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡- "❡❧❛+✐♦♥- ✐♥+❡"♣❡"-♦♥♥❡❧❧❡-✳

✷✳✷✳✶✳ ▲❛ %&❝✐♣%♦❝✐+& ♣♦,✐+✐✈❡

❚♦✉+ ❞✬❛❜♦"❞✱ ♦♥ ♣❡✉+ 1✈✐❞❡♠♠❡♥+ 1✈♦<✉❡" ❧❛ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ +❡♥❞❛♥❝❡ @ ❧✬❛❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣"❛+✐+✉❞❡✱ -♦✐+ ❧✬✐♥❝✐+❛+✐♦♥ @ ❧❛ ♠✐-❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ "1❝✐♣"♦❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡ ❡♥+"❡ ❧❡- ❛❣❡♥+-✳

❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡ ❛ 1+1 ❞1-✐❣♥1❡ ♣❛" ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉① 1❝♦♥♦♠✐-+❡-✱ -♦❝✐♦❧♦❣✉❡- ❡+ ♣-②✲

❝❤♦❧♦❣✉❡- -♦❝✐❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ -♦✉"❝❡ ❞❡ "1❝✐♣"♦❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡ ✭✈♦✐" ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡

❙✐♠♠❡❧✱ ✶✾✺✵✮✳ ❙✬❛❣✐--❛♥+ ❞❡ ❧❛ ♠✐-❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ "1❝✐♣"♦❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥+ ❞❡

❞✐-❝"✐♠✐♥❡" ❡♥+"❡ ❞❡✉① ❞❡ -❡- ❢♦"♠❡- ❤❛❜✐+✉❡❧❧❡-✳ U"❡♠✐7"❡♠❡♥+✱ ♥♦✉- +"♦✉✈♦♥- ❧❛ "1❝✐♣"♦✲

❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡ ❞✐"❡❝+❡✱ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐+ ❧❡ ❜1♥1✜❝✐❛✐"❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❝+✐♦♥ @ "❡--❡♥+✐" ❧❡ ❜❡-♦✐♥

❞❡ "❡♥❞"❡ ❧❛ ❢❛✈❡✉" @ -♦♥ ❜✐❡♥❢❛✐+❡✉"✱ ♠2♠❡ ❧♦"-<✉❡ ❝❡❧❛ ❡-+ ❝♦V+❡✉①✳ ❉❡✉①✐7♠❡♠❡♥+✱ ♦♥

♣❛"❧❡ ❞❡ "1❝✐♣"♦❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡ ✐♥❞✐"❡❝+❡✱ ❧♦"-<✉❡ ❧❡ ❜❡-♦✐♥ ❞✬❛❣✐" ❣1♥1"❡✉-❡♠❡♥+✱ ❡♥ "❡+♦✉"

❞✬✉♥❡ ❛❝+✐♦♥ ♣"♦-♦❝✐❛❧❡✱ -❡ ♠❛+1"✐❛❧✐-❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥+ -♦✉- ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞✬✉♥ ❣❡-+❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥+

@ ❧✬❡♥❝♦♥+"❡ ❞✬✉♥ +✐❡"-✱ ♥♦♥ ✐♠♣❧✐<✉1 ❞❛♥- ❧❛ -✐+✉❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❝♦♥❞✉✐-❛♥+ @ ❧✬1♠❡"❣❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡

✶

✳ ❉❡ ♥♦♠❜"❡✉-❡- 1+✉❞❡- ❡♠♣✐"✐<✉❡- ♦♥+ -②-+1♠❛+✐<✉❡♠❡♥+ ✐♥❞✐<✉1 <✉❡ ❧❛

"1❝✐♣"♦❝✐+1 ♣♦-✐+✐✈❡ ✭<✉✬✐❧ -✬❛❣✐--❡ ❞❡ -❛ ❢♦"♠❡ ❞✐"❡❝+❡ ♦✉ ✐♥❞✐"❡❝+❡✮ ❡-+ -✐❣♥✐✜❝❛+✐✈❡♠❡♥+

❡+ ♣♦-✐+✐✈❡♠❡♥+ ✐♥✢✉❡♥❝1❡ ♣❛" ❧❡ -❡♥+✐♠❡♥+ ❞❡ ❣"❛+✐+✉❞❡✱ @ ❧❛ ❞✐✛1"❡♥❝❡ ❞✬❛✉+"❡- 1♠♦+✐♦♥-

♦✉ ❤✉♠❡✉"- ✭-✉"+♦✉+ ♣♦-✐+✐✈❡-✮ ✭❚-❛♥❣✱ ✷✵✵✻❜ ❀ ❇❛"+❧❡++ ❡+ ❉❡❙+❡♥♦✱ ✷✵✵✻ ❀ ❉❡❙+❡♥♦✱ ❇❛✉✲

♠❛♥♥✱ ❇❛"+❧❡++✱ ❉✐❝❦❡♥- ❡+ ❲✐❧❧✐❛♠-✱ ✷✵✶✵✮✳

✷

❊♥ ♣❛"+✐❝✉❧✐❡"✱ ❚-❛♥❣ ✭✷✵✵✻❜✮ -♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐-+✐♥❝+✐♦♥ ❡♥+"❡ ❧❛ ❣"❛+✐+✉❞❡ ❡+ ❧❡ -❡♥+✐✲

✶✳ "♦✉% &'%❡ ❝♦♠♣❧❡'✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥' ❞❡ ♥♦'❡% 2✉✬✐❧ ❡4' ♣♦44✐❜❧❡ ❞✬♦❜4❡%✈❡% ❧❛ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡ 4♦✉4

❞❡✉① ❢♦%♠❡4 ❞✐✛7%❡♥'❡4✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡4' ❡①♣❧✐2✉7 ❞❛♥4 ◆♦✇❛❦ ❡' ❘♦❝❤ ✭✷✵✵✼✮✱ ♦♥ '%♦✉✈❡ ❞✬✉♥❡

♣❛%' ❧❛ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡ ✓ ❡♥ ❛✈❛❧ ✔ ✭♥♦'%❡ '%❛❞✉❝'✐♦♥✮✱ 2✉✐ ❡①♣%✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐' 2✉✬✉♥❡ ♣❡%4♦♥♥❡ 2✉✐ ❛ ❛✐❞7✱

♦✉ 2✉✐ ❛ ❛❣✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐I%❡ ♣%♦4♦❝✐❛❧❡✱ ❞❛♥4 ❧❡ ♣❛447✱ ❛ ✉♥❡ ♣❧✉4 ❣%❛♥❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ %❡❝❡✈♦✐% ❞❡ ❧✬❛✐❞❡✱ ♦✉ ❞❡

❜7♥7✜❝✐❡% ❞✬✉♥ ❛❝'❡ ♣%♦4♦❝✐❛❧ K 4♦♥ '♦✉% ✭❧❛ ♣❧✉♣❛%' ❞✉ '❡♠♣4 ❡♥ %❛✐4♦♥ ❞❡ ❝♦♥4✐❞7%❛'✐♦♥4 ❞❡ %7♣✉'❛'✐♦♥✮✳

❉✬❛✉'%❡ ♣❛%'✱ ✐❧ ❡①✐4'❡ 7❣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡ ✓ ❡♥ ❛♠♦♥' ✔ ✭♥♦'%❡ '%❛❞✉❝'✐♦♥✮✱ 2✉✐ ✐♠♣❧✐2✉❡

2✉✬✉♥❡ ♣❡%4♦♥♥❡ 2✉✐ ✈✐❡♥' ❞❡ %❡❝❡✈♦✐% ❧✬❛✐❞❡✱ ♦✉ 2✉✐ ✈✐❡♥' ❞❡ ❜7♥7✜❝✐❡% ❞✬✉♥ ❛❝'❡ ♣%♦4♦❝✐❛❧✱ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞✬❛✐❞❡%

♦✉ ❞✬❛❣✐% ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐I%❡ ♣%♦4♦❝✐❛❧❡ K 4♦♥ '♦✉%✱ ❡♥✈❡%4 2✉❡❧2✉✬✉♥ ❞✬❛✉'%❡ 2✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐'❡✉% ✐♥✐'✐❛❧✳ ■❝✐✱

♥♦✉4 ♥♦✉4 ❝♦♥❝❡♥'%♦♥4 4✉% ❧❛ ❞❡✉①✐I♠❡ ❢♦%♠❡ ❞❡ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡✱ ♣✉✐42✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡4' ♣❧✉4 ❡♥ ❧✐❡♥

❛✈❡❝ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ 4❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣%❛'✐'✉❞❡✳ ❆✐♥4✐✱ ❞❛♥4 ❧❡ %❡4'❡ ❞❡ ❧❛ '❤I4❡✱ ❧♦%42✉❡ ❧✬❡①♣%❡44✐♦♥ %7❝✐♣%♦❝✐'7

✐♥❞✐%❡❝'❡ ❡4' ♠❡♥'✐♦♥♥7❡✱ ❝❡❧❛ 4❡ %7❢I%❡ K ❧❛ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡ ✓ ❡♥ ❛♠♦♥' ✔✳

✷✳ ❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞❡ ❧❛ %7❝✐♣%♦❝✐'7 ✐♥❞✐%❡❝'❡✱ ❧❡ %Q❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣%❛'✐'✉❞❡ 4✬7'❡♥❞ ♠&♠❡ K ❞❡4 &'%❡4 ♥♦♥ ❤✉♠❛✐♥4✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡%'❛✐♥4 '%❛✈❛✉① ♦♥' ♣✉ ♠♦♥'%❡% 2✉❡ ❧❡4 ❣❡♥4 2✉✐ %❡♥❞❡♥' ♣❧✉4 ❢%72✉❡♠♠❡♥' ❣%R❝❡ K ❉✐❡✉ 4♦♥'

♣❧✉4 4✉4❝❡♣'✐❜❧❡4 ❞✬❛✐❞❡% ❧❡4 ❛✉'%❡4 ✭♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❑%❛✉4❡✱ ❊✈❛♥4✱ "♦✇❡%4 ❡' ❍❛②✇❛%❞✱ ✷✵✶✷✮✳

✹✾



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

♠❡♥# ❞✬❡♥❞❡##❡♠❡♥#✱ '✉✐ ❡*# ✉♥❡ ❛✉#,❡ ,-❛❝#✐♦♥ ♣♦**✐❜❧❡ *✉✐#❡ 3 ❧✬♦❜#❡♥#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✈❡✉,✳

▲✬❡♥❞❡##❡♠❡♥# ❡*# ❞-✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ *❡♥*❛#✐♦♥ ❞-*❛❣,-❛❜❧❡ ❝♦♥❞✉✐*❛♥# ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* 3 *❡

❝♦♥❝❡♥#,❡, *✉, ❧✬♦❜❧✐❣❛#✐♦♥ *♦❝✐❛❧❡ '✉✬✐❧* ♦♥# ❞❡ ,❡♠❜♦✉,*❡, ❧❡✉, ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,✳ ❈❡ *❡♥#✐♠❡♥#

♣,♦✈♦'✉❡ ❛❧♦,* ❣-♥-,❛❧❡♠❡♥# ❧❛ ♣❡✉, ❞✬;#,❡ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡♥❡, 3 ❜✐❡♥ ❧❡ *♦✉❤❛✐# ❞❡ ,❡♠✲

❜♦✉,*❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥#✱ ❡# ✐❧ ❡*# *♦✉✈❡♥# ❛❝❝♦♠♣❛❣♥- ❞✬✉♥❡ ❛♥①✐-#- ❝❤❡③ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❞✉❡ 3 ❧❛

,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ ♠♦②❡♥* ♣❡,♠❡##❛♥# ❞❡ ,❡♠❜♦✉,*❡, ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳

❚*❛♥❣ ✭✷✵✵✻❜✮ *♦✉#✐❡♥# '✉❡ ❝❡* ❞❡✉① *❡♥#✐♠❡♥#* ✭❣,❛#✐#✉❞❡ ❡# ❡♥❞❡##❡♠❡♥#✮ ♣❡✉✈❡♥# ❛✐✲

❞❡, 3 ❧✬-✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞✬✉♥ ♣,-*❡♥#✳ ❉❡ ♠;♠❡✱ ❝❡* ❞❡✉① ,-❛❝#✐♦♥* -♠♦#✐♦♥♥❡❧❧❡*

♣❡✉✈❡♥# ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡, ❝♦♠♠❡ ✉♥ ,❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣,-*❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ *♦❝✐❛❧❡ ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#-✳

◆-❛♥♠♦✐♥*✱ *❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ❧❛ ❣,❛#✐#✉❞❡ ❡# ❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❞❡##❡ ❢♦✉,♥✐**❡♥# ✉♥❡ ✐♥❢♦,♠❛#✐♦♥

❞✐✛-,❡♥#❡ 3 ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ *✬❛❣✐**❛♥# ❞✉ ❢❛✐# ❞❡ ✈❛❧♦,✐*❡,✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞✬;#,❡ *✉❥❡# 3 ❧❛ ♥♦,♠❡

❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#-✱ ❞❛♥* ✉♥❡ *✐#✉❛#✐♦♥ ❞♦♥♥-❡✱ ❡# '✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉,,❛✐# ❛✛❡❝#❡, ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#- ❞❡ ❧✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉ 3 *❡ ❝♦♥❢♦,♠❡, 3 ❝❡##❡ ♥♦,♠❡✳ M❧✉* ♣,-❝✐*-♠♠❡♥#✱ ❧❡ ❢❛✐# '✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ,❡**❡♥#❡

❞❡ ❧❛ ❣,❛#✐#✉❞❡✱ ✉♥❡ -♠♦#✐♦♥ 3 ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦*✐#✐✈❡✱ ♣♦✉,,❛✐# ✐♥❞✐'✉❡, '✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ,❡**❡♥#✐ ❞❡

♠❛♥✐N,❡ ♣♦*✐#✐✈❡ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ,❡❝❡✈♦✐, ✉♥ ❜-♥-✜❝❡ ❡# '✉✬✐❧ ❞-✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡* *❡♥#✐♠❡♥#* ♣♦*✐#✐❢* 3

❧✬-❣❛,❞ ❞❡ *♦♥ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,✱ ❝❡ '✉✐ ❛✉❣✉,❡✱ ❝❤❡③ ❧✉✐✱ ✉♥❡ ♣❧✉* ❣,❛♥❞❡ ❢❛❝✐❧✐#- 3 ❢❛✐,❡ ♣,❡✉✈❡

❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#- ♣♦*✐#✐✈❡✱ ♣❛, ❧❛ *✉✐#❡✳

❉❡ ❢❛O♦♥ ❝♦♠♣❧-♠❡♥#❛✐,❡✱ ❞✬❛✉#,❡* #,❛✈❛✉① ♦♥# ,❡❧✐- ❧❛ ❞✐*#✐♥❝#✐♦♥ ❡♥#,❡ ❧❛ ❣,❛#✐#✉❞❡ ❡#

❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞✬❡♥❞❡##❡♠❡♥# ❛✉① ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞❡* ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,*✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ✐❧ *❡♠❜❧❡ '✉❡ ❧❛ ❣,❛✲

#✐#✉❞❡ -♠❡,❣❡ 3 ❧❛ *✉✐#❡ ❞✬✉♥ ❛❝#❡ ♣,♦*♦❝✐❛❧✱ ❧♦,*'✉❡ ❝❡##❡ ❛❝#✐♦♥ ❡*# ♣❡,O✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ *✐❣♥❡

❞✬✉♥❡ ❝♦♥*✐❞-,❛#✐♦♥ ♣♦*✐#✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛,# ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,✱ ❛❧♦,* '✉❡ ❧✬❡♥❞❡##❡♠❡♥# ✐♥#❡,✈✐❡♥#

❧♦,*'✉❡ ❧❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ *♦♥# ❝♦♥*✐❞-,-❡* ❝♦♠♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛#,✐❝❡* ♦✉ #,♦♠♣❡✉*❡*

✭●,❡❡♥❜❡,❣ ❡# ❲❡*❝♦## ✶✾✽✸ ✮✳ ❊♥ ♦✉#,❡✱ ❚*❛♥❣ ✭✷✵✵✻❛✮ ❛ ♠♦♥#,-✱ 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ *-,✐❡

❞✬-#✉❞❡* ❡①♣-,✐♠❡♥#❛❧❡*✱ '✉❡ ❧✬-♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❣,❛#✐#✉❞❡ ❡*# ♣❧✉* *❡♥*✐❜❧❡ ❛✉① ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞✬✉♥

❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, '✉❡ ♥❡ ❧✬❡*# ❧✬❡♥❞❡##❡♠❡♥#✳ M❧✉* ♣,-❝✐*-♠❡♥#✱ ❧✬❛✉#❡✉, ❡①♣❧✐'✉❡ '✉❡ ❧❡* ♣❡,✲

*♦♥♥❡* ♦♥# ,❡**❡♥#✐ ♣❧✉* ❞❡ ❣,❛#✐#✉❞❡ ❡♥ ,-♣♦♥*❡ 3 ✉♥❡ ❢❛✈❡✉, '✉✐ ❧❡✉, ❛❝❝♦,❞-❡ ❛✈❡❝ ❞❡*

✐♥#❡♥#✐♦♥* ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥#❡*✳ ❊♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❞❡##❡✱ ❞-✈❡❧♦♣♣- ♣❛, ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉*✱

♥✬❡*# ♣❛* ❧✐- 3 ❧❛ ♥❛#✉,❡ ❞❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞❡ ❧❛ ♣❡,*♦♥♥❡ '✉✐ ❧❡* ❛ ❛✐❞-✳ ❙❡❧♦♥ ❚*❛♥❣ ✭✷✵✵✻❛✮✱ ❧❡

❢❛✐# '✉❡ ❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❞❡##❡ ♥❡ *♦✐# ♣❛* ❛✛❡❝#- ♣❛, ❧❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, ♣♦✉,,❛✐#

♣,♦✈❡♥✐, ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#-✱ ♣✉✐*'✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ *✬❛♣♣❧✐'✉❡ #♦✉❥♦✉,*✱ ♣❡✉

✐♠♣♦,#❡ *✐ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, ❛ -#- ♣,♦❞✐❣✉-❡ ❛✈❡❝ ❞❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥#❡* ♦✉ ♥♦♥✳

❊♥ ♦✉#,❡✱ ❲❛#❦✐♥*✱ ❙❝❤❡❡,✱ ❖✈♥✐❝❡❦✱ ❡# ❑♦❧#* ✭✷✵✵✻✮ ♦♥# -❣❛❧❡♠❡♥# ♠✐* ❧✬❛❝❝❡♥# *✉,

❧❡* ❛##❡♥#❡* ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#- ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,✳ ❊♥ ✉#✐❧✐*❛♥# ❞❡* *❝-♥❛,✐♦*✱ ✐❧* ♦♥# ❝♦♥*#❛#- '✉❡

❧✬❡①♣,❡**✐♦♥ ❞✬❛##❡♥#❡*✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛,# ❞✬✉♥ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉,✱ ✈✐*✲3✲✈✐* ❞❡ ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡

,-❝✐♣,♦❝✐#- ♣♦*✐#✐✈❡✱ ❛♣,N* ✉♥ ❛❝#❡ ♣,♦*♦❝✐❛❧✱ ❡*# ♥-❣❛#✐✈❡♠❡♥# ❝♦,,-❧-❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

*❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❣,❛#✐#✉❞❡ ❞-❝❧❛,- ♣❛, ❧❡* ♣❛,#✐❝✐♣❛♥#*✱ #❛♥❞✐* '✉❡ ❧❛ ,❡❧❛#✐♦♥ ✐♥✈❡,*❡ ❛ ♣✉ ;#,❡

♠✐*❡ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡,♥❛♥# ❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞✬❡♥❞❡##❡♠❡♥#✳ M❛, ❛✐❧❧❡✉,*✱ ❧❡* ♣❛,#✐❝✐♣❛♥#* *♦♥#

♣❧✉* ❡♥❝❧✐♥* 3 ,❛♣♣♦,#❡, ❧❛ ✈♦❧♦♥#- ❞❡ ,❡#♦✉,♥❡, ✉♥❡ ❢❛✈❡✉, ❧♦,*'✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, ♥✬❛ ♣❛*

❡①♣,✐♠- ❞✬❛##❡♥#❡* ❢♦,#❡* ✈✐*✲3✲✈✐* ❞❡ ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#- ♣♦*✐#✐✈❡✳

❈♦♥*✐❞-,-❡* ❞❛♥* ❧❡✉, ❡♥*❡♠❜❧❡✱ ❝❡* ,-*✉❧#❛#* *❡♠❜❧❡♥# ✐♥❞✐'✉❡, '✉❡✱ ♣♦✉, '✉❡ ❧❛ ❣,❛✲

#✐#✉❞❡ ♣✉✐**❡ -♠❡,❣❡,✱ ❧❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉, ❞♦✐✈❡♥# ;#,❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥#❡* ❡#✱ ❡♥ ♣❛,✲

#✐❝✉❧✐❡,✱ ❧❡* ❛##❡♥#❡* ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#- ✭*✉*❝❡♣#✐❜❧❡* ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐'✉❡, ❞❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* ♠❛♥✐♣✉✲

❧❛#,✐❝❡*✮ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥# ♣❛* ;#,❡ ,❡♥❞✉❡* *❛✐❧❧❛♥#❡*✳ ❉❛♥* ❝❡* ❝♦♥❞✐#✐♦♥*✱ ❧♦,*'✉❡ ❧❛ ❣,❛#✐#✉❞❡

❧✬❡♠♣♦,#❡ *✉, ❧❡ *❡♥#✐♠❡♥# ❞✬❡♥❞❡##❡♠❡♥#✱ ❧❡* ❛❣❡♥#* *❡♠❜❧❡♥# ❛♣♣,-❝✐❡, ❧❡ ❢❛✐# ❞✬;#,❡ *♦✉✲

♠✐* 3 ❧❛ ♥♦,♠❡ ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐#- ❡#✱ ♣❛, ❝♦♥*-'✉❡♥#✱ *♦♥# ♣❧✉* ❡♥❝❧✐♥* 3 *❡ ❝♦♥❢♦,♠❡, 3 ❝❡##❡

✺✵
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❞❛♥ ❞❡ ❝❧❛  ❡ ❞❡ ♣"✐♠❛✐"❡ ❡( ❞❡  ❡❝♦♥❞❛✐"❡✮ ❛✣❝❤❡♥( ❞❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ❞✬❤♦♠♦♣❤✐❧✐❡✱

+  ❛✈♦✐" 2✉✬✐❧ ♦♥( (❡♥❞❛♥❝❡ + ✈♦✉❧♦✐"  ❡ ❝♦♥♥❡❝(❡" ❛✈❡❝ ❞❡ ♣❡" ♦♥♥❡ 2✉✐ ❧❡✉"  ♦♥(  ❡♠✲

❜❧❛❜❧❡ ✳

▲❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ❞✬❤♦♠♦♣❤✐❧✐❡ ♦❜ ❡"✈- ❞❛♥ ❝❡((❡ -(✉❞❡ ✐♥❞✐2✉❡♥( 2✉❡ ❧♦" 2✉❡ ❧❡ 

❛❣❡♥( ❝❤❡"❝❤❡♥( + ✐❞❡♥(✐✜❡" ❞❡ ♣♦(❡♥(✐❡❧ ♣❛"(❡♥❛✐"❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉"✱ ❝♦♠♠❡ ❡①(❡♥ ✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉"

"- ❡❛✉✱ ✐❧ ♦♥( (❡♥❞❛♥❝❡ + ❢❛✈♦"✐ ❡" ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ❧❡ 2✉❡❧ ✐❧ ♣❛"(❛❣❡♥( ❞❡  ✐♠✐❧✐(✉❞❡ ✳

▲✬-(✉❞❡ ❛ ♣♦"(- ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥(  ✉" ❞❡ ❝❛"❛❝(-"✐ (✐2✉❡ ♣❤② ✐2✉❡ (❡❧❧❡ 2✉❡ ❧❛ "❛❝❡ ♦✉ ❧❛

(❛✐❧❧❡

✸

✱ ❜✐❡♥ 2✉❡ ❧❡ ♣"♦❝❡  ✉ ❞✬✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛"(❡♥❛✐"❡  ♦✉❤❛✐(- ✭♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥(

✉(✐❧❡ ✮ ♣✉✐  ❡  ✬-(❡♥❞"❡ -❣❛❧❡♠❡♥( + ❞✬❛✉("❡ (②♣❡ ❞❡ ❝❛"❛❝(-"✐ (✐2✉❡ (❡❧ 2✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉" 

 ✐♠✐❧❛✐"❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬♦"✐❡♥(❛(✐♦♥ ♣♦❧✐(✐2✉❡ ❡( -✈❡♥(✉❡❧❧❡♠❡♥( ❞❡ ♥♦"♠❡ ♠♦"❛❧❡ ♣❛"(❛✲

❣-❡ ✮ ✭❍✉ (♦♥ ❡( ▲❡✈✐♥❣❡"✱ ✶✾✼✽ ❀ ▼❝X❤❡" ♦♥✱ ❙♠✐(❤✲▲♦✈✐♥ ❡( ❈♦♦❦✱ ✷✵✵✶✮✱ ❞❡ (❡♥❞❛♥❝❡ 

❞❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥(  ✐♠✐❧❛✐"❡ ✭② ❝♦♠♣"✐ ♣♦✉" ❧❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ♣"♦ ♦❝✐❛✉①✮ ✭▼❝X❤❡" ♦♥

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛✐♥ ✐ 2✉❡✱  ❛♥ ❞♦✉(❡✱ ❞❡ ❞✐ ♣♦ ✐(✐♦♥  ✐♠✐❧❛✐"❡ ♣♦✉" ❝❡ 2✉✐ ❡ ( ❞❡ "❡  ❡♥(✐"

❡( ❞✬❡①♣"✐♠❡" ❧❛ ❣"❛(✐(✉❞❡✳

❊♥ ♦✉("❡✱ ❧❡ ❞♦♥♥-❡ ❞❡ ❝❡((❡ -(✉❞❡ ♦♥( ♠♦♥("- 2✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ❞❡ ❞♦♥  ✉✐✈❡♥(

✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡" ❡ ♣❛" "❛♣♣♦"( + ❧❛ ❞✐ (❛♥❝❡  ♦❝✐❛❧❡✱ ❝❡ 2✉✐ ✈✐❡♥( ❝♦""♦❜♦"❡" ❧❛ (❤-♦"✐❡ ✓ ❋✐♥❞✲

"❡♠✐♥❞✲❛♥❞✲❜✐♥❞ ✔ ✈✉❡ ♣"-❝-❞❡♠♠❡♥(✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❝❡❧❛ ✐❧❧✉ ("❡ ❧❡ ❞- ✐" ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡

❞♦♥♥❡" ❧❛ ♣"✐♦"✐(- + ❧✬❛♠-❧✐♦"❛(✐♦♥ ❞❡ "❡❧❛(✐♦♥ 2✉✬✐❧ ♦♥( ❞-❥+ ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣"-❝✐❡✉ ❡ 

✭♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥  ♦✉❤❛✐(-❡ ✮✱ ❧♦" 2✉❡ ❧❛ ♣♦  ✐❜✐❧✐(- ❞✬]("❡ ❣-♥-"❡✉① ❧❡✉" ❡ ( ❞♦♥♥-❡✳ ❊♥ ❝♦♥ -✲

2✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉ ✐♥(❡"♣"-(♦♥ ❧❡ "- ✉❧(❛( ♦❜(❡♥✉ ♣❛" ●♦❡"❡❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐ ❡

❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ -(❛♣❡ ✐ ♦❧-❡ ❛✉  ❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛4♥❡ ✈❡"(✉❡✉ ❡ ❞❡ ❣❡ (❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥( ✱ ❞-❥+

✐♥✐(✐-❡ ❛✈❛♥( ❧✬-(✉❞❡✱ -(❛♥( ❞♦♥♥- 2✉❡ ❞❡ "❡❧❛(✐♦♥ -("♦✐(❡ ❛✈❛✐❡♥( ❞-❥+ -(- -(❛❜❧✐❡ ❡♥("❡

❝❡"(❛✐♥  ✉❥❡( ✳ ❈❡((❡ ❢❛^♦♥ ❞❡ ♣"♦❝-❞❡" ❡ ( ❝♦♥❢♦"♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ (❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥(

2✉❡ ❇❛"(❧❡((✱ ❈♦♥❞♦♥✱ ❈"✉③✱ ❇❛✉♠❛♥♥ ❡( ❉❡❙(❡♥♦ ✭✷✵✶✷✮ ♦♥( ❛(("✐❜✉- + ❧❛ ❣"❛(✐(✉❞❡✱ ✈✐ ✲

+✲✈✐ ❞❡ ❧❛ ♣"♦♠♦(✐♦♥ ❞❡ "❡❧❛(✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉" ✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ "❡❧❛(✐♦♥ 2✉✐  ♦♥( ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥(

❢♦"♠-❡ ✱  ♦✐( ❧❡ ❢❛✐( ❞❡ ❝❤♦✐ ✐" ❞❡  ✬❛✣❧✐❡" ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛"(❡♥❛✐"❡ ❡( ❞✬❛❣✐" ❞❡ ♠❛♥✐A"❡  ♦❧✐❞❛✐"❡

❛✈❡❝ ❧✉✐ ♠]♠❡ ❧♦" 2✉✬✉♥❡ (❡❧❧❡ ❛❝(✐♦♥ ❡ ( ❝♦a(❡✉ ❡✳ X"✐ ❞❛♥ ❧❡✉" ❡♥ ❡♠❜❧❡✱ ❝❡ -❧-♠❡♥( 

✸✳ "♦✉% ✉♥❡ %❡✈✉❡ )✉% ❧✬✐♠♣❛❝1 ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♣❤✐❧✐❡ )✉% ❧❛ ❢♦%♠❛1✐♦♥ ❞✉ %5)❡❛✉✱ ✈♦✐% ▼❝"❤❡%)♦♥✱ ❙♠✐1❤✲

▲♦✈✐♥ ❡1 ❈♦♦❦ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲❡) ❛✉1❡✉%) ❡①❛♠✐♥❡♥1 ❞✐✛5%❡♥1) 1②♣❡) ❞✬❤♦♠♦♣❤✐❧✐❡✱ ❞❡ ❧❛ %❛❝❡ ✭♦%✐❣✐♥❡ ❡1❤♥✐F✉❡✮

G ❧✬H❣❡✱ G ❧❛ %❡❧✐❣✐♦♥✱ G ❧✬5❞✉❝❛1✐♦♥✱ G ❧❛ ♣%♦❢❡))✐♦♥ ❡1 ❛✉ )❡①❡✳

✺✷



✷✳✷✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡, %❡❧❛&✐♦♥, ✐♥&❡%♣❡%,♦♥♥❡❧❧❡,

 ✉❣❣#$❡♥' (✉❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡ ❢❛✈♦$✐ ❡ ❧❛ ♣$♦①✐♠✐'3 ❡♥'$❡ ❧❡ ❛❣❡♥' ❞❛♥ ✉♥❡ $❡❧❛'✐♦♥✱ ❛✐♥ ✐

(✉❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥' ❞❡ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ ❧✬✉♥ ❡♥✈❡$ ❧✬❛✉'$❡✳

7❛$ ❛✐❧❧❡✉$ ✱ ✐❧ ❛ 3❣❛❧❡♠❡♥' 3'3 ❞3♠♦♥'$3 (✉❡ ❧✬3♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❣$❛'✐'✉❞❡✱ ❧♦$ (✉✬❡❧❧❡ ❡ ' ❡①✲

♣$✐♠'❡ 8 ✉♥ ♣❛$'❡♥❛✐$❡✱ ✐♥'❡$✈✐❡♥' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡  ❛ ♣❡$❝❡♣'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡ ✭❞❡

❧✬❛♥❣❧❛✐ ✓ ❝♦♠♠✉♥❛❧ ./$❡♥❣/❤ ✔✱ ♥♦'$❡ '$❛❞✉❝'✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ $❡❧❛'✐♦♥ ✭▲❛♠❜❡$'✱ ❈❧❛$❦✱ ❉✉$'✲

 ❝❤✐✱ ❋✐♥❝❤❛♠ ❡' ●$❛❤❛♠✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲❛ ❢♦$❝❡ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡ ♣❡✉' J'$❡ ❞3✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡❣$3 ❞❡

$❡ ♣♦♥ ❛❜✐❧✐'3 $❡  ❡♥'✐ ✈✐ ✲8✲✈✐ ❞✉ ❜✐❡♥✲J'$❡ ❞✬✉♥ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ ✭▼✐❧❧ ✱ ❈❧❛$❦✱ ❋♦$❞ ❡' ❏♦❤♥✲

 ♦♥✱ ✷✵✵✹✮ ❡' ♣❡✉' J'$❡ ❝♦♥ ✐❞3$3❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❝❛$❛❝'3$✐ ❛♥' ❧❛ ♣$♦①✐♠✐'3 ❞✬✉♥❡

$❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'$❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥' ✳ ❙❝❤3♠❛'✐(✉❡♠❡♥'✱ ♣❧✉ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡ ❡ ' ✐♠♣♦$'❛♥'❡ ❛✉

 ❡✐♥ ❞✬✉♥❡ $❡❧❛'✐♦♥✱ ♣❧✉ ❧❡ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ (✉✐ ❧❛ ❝♦♥ '✐'✉❡♥'  ♦♥' ❝♦♥ ✐❞3$3 ❝♦♠♠❡ ♣$♦❝❤❡ ✳

▲❛ ❢♦$❝❡ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡ ❡ ' 3❣❛❧❡♠❡♥' ❧✐3❡ 8 ❧❛ ❞3✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ ✐♥'✐♠❡ ✭♦✉ ❝♦♠♠✉♥❡✱

❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐ ✓ ❝♦♠♠✉♥❛❧ $❡❧❛/✐♦♥.❤✐♣. ✔✱ ♥♦'$❡ '$❛❞✉❝'✐♦♥✮✱ (✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐✛3$❡♥❝✐❡ ❞❡ $❡❧❛✲

'✐♦♥ ❞✐'❡ ❞✬3❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ ❝❛'3❣♦$✐❡ ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ ✐♥'✐♠❡ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧✬❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ 

♣♦✉$ ❧❡(✉❡❧❧❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛ ✉♥  ❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ $❡ ♣♦♥ ❛❜✐❧✐'3 8 ❧✬3❣❛$❞ ❞❡  ♦♥ ♣❛$'❡♥❛✐$❡✱

♥♦'❛♠♠❡♥' (✉❛♥' 8 ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉$  ✉❜✈❡♥✐$ 8  ❡ ❜❡ ♦✐♥ ✱  ❛❝❤❛♥' (✉❡ ❧❡ 

❜✐❡♥❢❛✐' ♣$♦❞✐❣✉3 ❛✉ ♣❛$'❡♥❛✐$❡  ♦♥' ❞3❧✐✈$3 ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜❡ ♦✐♥ ✳

❆ ❧✬✐♥✈❡$ ❡✱ ❧❡ $❡❧❛'✐♦♥ ❞✐'❡ ❞✬3❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐(✉❡♥' ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ ❞❛♥ ❧❡ (✉❡❧❧❡ ❧❡ 

❜✐❡♥❢❛✐' ✭(✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' (✉❛❧✐✜❡$ ❞❡ ♣$❡ '❛'✐♦♥ ✮  ♦♥' ❢♦✉$♥✐ ❡♥ 3❝❤❛♥❣❡ ❞✬❛✉'$❡ ❜✐❡♥❢❛✐' ✱

❡' ♥❡  ♦♥' ♣❛  ✉❜♦$❞♦♥♥3 8 ❧❛ ♥3❝❡  ✐'3 ❞✉ ❞❡ '✐♥❛'❛✐$❡ ✭❈❧❛$❦ ❡' ▼✐❧❧ ✱ ✷✵✶✶✮✳ ■❧ ❡ '

✐♥'3$❡  ❛♥' ❞❡ ♥♦'❡$ (✉❡ ❧❡ 3'✉❞❡ ♠❡♥3❡ ♣❛$ ▲❛♠❜❡$'✱ ❈❧❛$❦✱ ❉✉$' ❝❤✐✱ ❋✐♥❝❤❛♠ ❡'

●$❛❤❛♠ ✭✷✵✶✵✮ ♦♥' ♠♦♥'$3 (✉❡ ❧✬❡①♣$❡  ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡ ❛♠3❧✐♦$❡ ❧❛ ♣❡$❝❡♣'✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦$❝❡ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡ ❞❛♥ ❧❡ $❡❧❛'✐♦♥ ❞②❛❞✐(✉❡ ✱ ♥♦'❛♠♠❡♥' ❛✉ ✜❧ ❞✉ '❡♠♣ ✳ ❆✐♥ ✐✱ ❧✬❡①♣$❡  ✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡  ❡♠❜❧❡ ❥♦✉❡$ ✉♥ $U❧❡ ❝❧3 ❞❛♥ ❧❛ ❞②♥❛♠✐(✉❡ 3✈♦❧✉'✐✈❡ ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ ❡'✱ ♣❧✉ 

♣$3❝✐ 3♠❡♥'✱ ❞❛♥ ❧❛ ❢❛V♦♥ ❞♦♥' ❧❡ ❛❣❡♥'  ❡ ❧✐❡♥' ❡'  ✬❡♥❣❛❣❡♥' ❛✉♣$# ❞❡ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ 

♣$3❝✐❡✉① ❛✉ ❝♦✉$ ❞✉ '❡♠♣ ✳ ❆✐♥ ✐✱ ❝❡ $3 ✉❧'❛' ♣❡$♠❡' ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❝❡ (✉✐ $❡♥❞ ❧❛

❣$❛'✐'✉❞❡ ❡'  ♦♥ ❡①♣$❡  ✐♦♥ ♣$3❝✐❡✉ ❡ ❞❛♥ ❧❛ ❝$3❛'✐♦♥ ❡' ❧❡ $❡♥❢♦$❝❡♠❡♥' ❞❡ ❧✐❡♥  ♦❝✐❛✉①✳

✷✳✷✳✷✳✶✳✷✳ ❆✉ %❡✐♥ ❞✉ ❣+♦✉♣❡

❆✉ ❞❡❧8 ❞❡  ♦♥ ❡✛❡' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ $❡❧❛'✐♦♥ ❞②❛❞✐(✉❡ ✱ ❆❧❣♦❡ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥' ❝♦♥ '❛'3

(✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡ ♣❡✉' ❛✉  ✐ J'$❡ ♣❡$V✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣$♦✉♣❡✳ ❖♥ $❛♣♣❡❧❧❡

(✉❡ ❧❡ $3 ✉❧'❛' ♦❜'❡♥✉ ♣❛$ ❧❡ ❛✉'❡✉$ ♠♦♥'$❡♥' (✉❡ ❝❤❡③ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡♥✉❡ ❞❛♥ 

❞❡  ♦$♦$✐'3 ❛♠3$✐❝❛✐♥❡ ✱ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡ ✐  ✉❡ ❞✉ ❢❛✐' ❞✬J'$❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❝❛❞❡❛✉①

❞❡ ❜✐❡♥✈❡♥✉❡✱ ♦✛❡$' ♣❛$ ✉♥❡  [✉$ ❛\♥3❡ ✭❝❤❛(✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛$$✐✈❛♥'❡ 3'❛♥' ❛♣♣❛$✐3❡ ❛✈❡❝

✉♥❡  [✉$ ❛\♥3❡✮✱ ❛ 3'3 ❛  ♦❝✐3❡ 8 ✉♥ ♣❧✉ ❣$❛♥❞  ❡♥'✐♠❡♥' ❞✬✐♥'3❣$❛'✐♦♥ ❛✉ ❣$♦✉♣❡✳ ❆✐♥ ✐✱

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡  ✉$ ❧❡ $❡❧❛'✐♦♥ ✱ ❜✐❡♥ (✉❡ $3 ✉❧'❛♥' ❧❡ ♣❧✉  ♦✉✈❡♥' ❞✬✐♥'❡$❛❝✲

'✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞②❛❞✐(✉❡✱ ♣❡✉' 3❣❛❧❡♠❡♥'  ✬♦♣3$❡$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣$♦✉♣❡✳ ❈❡' ❛ ♣❡❝' ❢❛✐'

3❝❤♦ ❛✉① ♠3❝❛♥✐ ♠❡ ❞❡ $3❝✐♣$♦❝✐'3 ♣♦ ✐'✐✈❡ ✐♥❞✐$❡❝'❡✱ 3❣❛❧❡♠❡♥' ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬3♠♦'✐♦♥ ❞❡

❣$❛'✐'✉❞❡✱ (✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ 3✈♦(✉3 ❝✐✲❞❡  ✉ ❡' ❝❡❧❛ $❡♥❢♦$❝❡ ❧✬✐❞3❡ (✉❡ ❝❡''❡ 3♠♦'✐♦♥ ♣❡✉'

J'$❡ ❧❛  ♦✉$❝❡ ❞✬❡✛❡' ❞✬❡♥'$❛\♥❡♠❡♥' ♣$♦✜'❛♥' ❛✉① ❣$♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡' 8 ❧❛  ♦❝✐3'3

❞❛♥  ♦♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡✳

❊♥ ♦✉'$❡✱ ❧❡ 3♠♦'✐♦♥ ♣♦ ✐'✐✈❡ ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣$❛'✐'✉❞❡✱ ❝❤❛♥❣❡♥' ❧❛ ❢❛V♦♥ ❞♦♥' ❧❡ ❣❡♥ 

 ❡ ✈♦✐❡♥'✱ 3❧❛$❣✐  ❛♥' ❛✐♥ ✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❡✉$ ♣❡$❝❡♣'✐♦♥ ❞✬❡✉①✲♠J♠❡✱ ❛✜♥ ❞✬② ✐♥❝❧✉$❡ ❧❡✉$ 

♣$♦❝❤❡ ✭❲❛✉❣❤ ❡' ❋$❡❞$✐❝❦ ♦♥✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙✉$ ❝❡''❡ (✉❡ '✐♦♥✱ ❱❛❝❤❛$❦✉❧❦ ❡♠ ✉❦ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✱

♣✳ ✶✵✼✱ ♥♦'$❡ '$❛❞✉❝'✐♦♥✮ ❞✐ ❡♥' ✿ ✓ ❆❧♦$ (✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣❡$♠❡''❛♥' ❞❡ ❞✐ '✐♥❣✉❡$ ❡♥'$❡

 ♦✐✲♠J♠❡ ❡' ❧❡ ❛✉'$❡ ❞❡✈✐❡♥' '$♦✉❜❧❡ ❡' ♣❧✉ ❞✐✣❝✐❧❡ 8 ❞3❧✐♠✐'❡$✱ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❡✉✈❡♥'

✺✸



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

❝♦♠♠❡♥❝❡% & ❛❞♦♣*❡% ✐♥*,%✐❡✉%❡♠❡♥* ❧❡/ ❝❛%❛❝*,%✐/*✐0✉❡/ ❞❡/ ❛✉*%❡/✱ ❡♥✈✐/❛❣❡❛♥* ❧✬❛✉*%❡

♣❡%/♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❛❝❝❡♣*❛❜❧❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐/❛♥* ♣❛%* ❞❡ ❧❡✉% ♣%♦♣%❡ %,♣❡%*♦✐%❡✳ ❉❛♥/ ❧❛

♠❡/✉%❡ ♦9 ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ✈♦✐❡♥* ❧❡✉%/ ❝♦❧❧:❣✉❡/ ♦✉ ❧❡✉% ♦%❣❛♥✐/❛*✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐/❛♥* ♣❛%✲

*✐❡ ❞✬❡✉①✲♠=♠❡ ✭✳✳✳✮ ❧✬❛❧❧♦❝❛*✐♦♥ ❞❡ %❡//♦✉%❝❡ ♣❡✉* =*%❡ ♣❡%@✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ %❡/♣♦♥/❛❜✐❧✐*,

❝♦♠♠✉♥❡ ♣❧✉*A* 0✉✬✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✔✳ ❆ ❝❡* ,❣❛%❞✱ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡✱ ❡♥ *❛♥* 0✉✬,♠♦*✐♦♥ ♣♦/✐*✐✈❡✱

❝♦♥*%✐❜✉❡ & %❡♥❢♦%❝❡% ❧❡ ♣❛%*❡♥❛%✐❛* ❡♥*%❡ ❧❡/ ❛❣❡♥*/✱ ❝❡ 0✉✐ ❡/* ❡//❡♥*✐❡❧ ♣♦✉% ❧❛ ♣%♦♠♦*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣,%❛*✐♦♥✳ D❛% ❛✐❧❧❡✉%/✱ ❧❡ ♣❤,♥♦♠:♥❡ ❞,❝%✐* ♣❛% ❱❛❝❤❛%❦✉❧❦/❡♠/✉❦ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮

/❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐0✉❡% 0✉✬✉♥ ❝❧✐♠❛* ,♠♦*✐♦♥♥❡❧ ♣♦/✐*✐❢ ♣❡%♠❡* ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❞✬❛❞♦♣*❡% ❞❡/ %❡✲

❧❛*✐♦♥/ ✐♥*✐♠❡/ ❧❡/ ✉♥/ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❛✉*%❡/✱ ❞♦♥* ❧❡ ♠❛✐♥*✐❡♥ ❡* ❧❡ %❡♥❢♦%❝❡♠❡♥*✱ ❛✉ ❝♦✉%/ ❞✉

*❡♠♣/✱ /♦♥* ❢❛✈♦%✐/,/ ❣%K❝❡ & ❧✬,♠❡%❣❡♥❝❡ ❡* & ❧✬❡①♣%❡//✐♦♥ ❞❡ ❣%❛*✐*✉❞❡✳

❊♥ ❜%❡❢✱ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡ ♣❛%*✐❝✐♣❡ & ❧❛ ❢♦✐/ & ❧❛ ❝%,❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ /❡♥*✐♠❡♥* ❞✬❛♣♣❛%*❡♥❛♥❝❡ & ✉♥

❣%♦✉♣❡ ✭✓ ❏❡ ❢❛✐' ♣❛)!✐❡ ❞❡ ❝❡ ❣)♦✉♣❡✱ ❥❡ '❡♥' 2✉❡ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❞❡ ❝❡ ❣)♦✉♣❡ '❡ ♣)4♦❝❝✉♣❡♥!

❞❡ ♠♦✐✳ ✔✮✱ ❛✐♥/✐ 0✉✬& ❧❛ ♣%♦♠♦*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%✐/❡ ❞❡ ❝♦♥/❝✐❡♥❝❡ 0✉❡ ❞✬❛✉*%❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ /♦♥*

,❣❛❧❡♠❡♥* ✐♥❝❧✉/ ❞❛♥/ ❧❡ ❣%♦✉♣❡ ❡* 0✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞❡ ❧❡✉% ❞♦♥♥❡% ❞❡ ❧❛ ❝♦♥/✐❞,%❛*✐♦♥ ✭✓ ❈❡'

✐♥❞✐✈✐❞✉' ❢♦♥! ♣❛)!✐❡ ❞✉ ❣)♦✉♣❡✱ ❥❡ ♠❡ ♣)4♦❝❝✉♣❡ ❞✬❡✉① 4❣❛❧❡♠❡♥! ✳ ✔✮✳ ❈❡❝✐ ❧✐❡ ❝❧❛✐%❡♠❡♥*

❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡ ❛✉ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞❡/ %❡❧❛*✐♦♥/ ❡♥*%❡ ❧❡/ ❛❣❡♥*/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣%♦✉♣❡✳

✷✳✷✳✷✳✷✳ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❡) *❛)✐*❢❛❝)✐♦♥

❯♥❡ ❛✉*%❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ♣%✐♠❛✐%❡ ❞❛♥/ ❧✬❛♥❛❧②/❡ ❞❡/ %❡❧❛*✐♦♥/ /♦❝✐❛❧❡/ ❡* ❞❡ ❧❡✉% ,✈♦❧✉*✐♦♥

❞②♥❛♠✐0✉❡ ❡/* ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ,*❛❜❧✐❡ ❡♥*%❡ ❧❡/ ❞✐✛,%❡♥*❡/ ♣❛%*✐❡/✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛

,*, ❞,✜♥✐❡ ♣❛% ❉✉♥♥ ❡* ❙❝❤✇❡✐*③❡% ✭✷✵✵✺✱ ♣✳ ✼✸✻✱ ♥♦*%❡ *%❛❞✉❝*✐♦♥✮ ❝♦♠♠❡ ✓ ❧❛ ✈♦❧♦♥*,

❞✬❛❝❝❡♣*❡% ❞✬=*%❡ ❡♥ ♣♦/✐*✐♦♥ ❞❡ ✈✉❧♥,%❛❜✐❧✐*,✱ ❜❛/,❡ /✉% ❞❡/ ❛**❡♥*❡/ ♣♦/✐*✐✈❡/ ❝♦♥❝❡%♥❛♥*

❧❡ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥* ❞❡/ ❛✉*%❡/ ✔✳ ❊♥ ❝❡ /❡♥/✱ ♥♦✉/ /♦✉*❡♥♦♥/ 0✉❡✱ ♣♦✉% =*%❡ ♣%=* & /❡ ❝♦♠✲

♣♦%*❡% ❞❡ ♠❛♥✐:%❡ ♣%♦/♦❝✐❛❧❡✱ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❢♦✉%♥✐//❛♥* ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ & ✉♥ ❛✉*%❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱

❡♥ /✬✐♥✈❡/*✐//❛♥* ❞❛♥/ ✉♥ ♣%♦❥❡* ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦%❛*✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❡♥ ❞❡ ❝♦♥*%✐❜✉❛♥* & ✉♥ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ ✐❧ ❡/* ♥,❝❡//❛✐%❡ ❞✬❛✈♦✐% /✉✣/❛♠♠❡♥* ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❛✉*%❡/✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡ ❢❛✐*

❞❡ %,❛❧✐/❡% ❞❡ *❡❧/ ❛❝*❡/ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥*/ ✐♠♣❧✐0✉❡ 0✉❡ ❧✬♦♥ /❡ ♠❡**❡ ❞❛♥/ ✉♥❡ ♣♦/✐*✐♦♥ ❞❡

✈✉❧♥,%❛❜✐❧✐*, ♦9 ❧✬♦♥ %✐/0✉❡ ❞✬=*%❡ ❡①♣❧♦✐*, ♣❛% ❧❡/ ❛✉*%❡/✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦%/0✉❡

❧✬♦♥ ❡/* ❝♦♥❢%♦♥*, & ❞❡/ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥*/ ❞❡ ✓ ♣❛//❛❣❡%/ ❝❧❛♥❞❡/*✐♥/ ✔✳ ❆✉*%❡♠❡♥* ❞✐*✱ ❢❛✐%❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ & ✉♥ ♣❛%*❡♥❛✐%❡ /❡♠❜❧❡ =*%❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ♥,❝❡//❛✐%❡ & ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠✐/❡ ❡♥ ]✉✈%❡

❞✬❛❝*❡/ ❞❡ ❜✐❡♥❢❛✐/❛♥❝❡✱ 0✉✐ /♦♥* ♥,❝❡//❛✐%❡/ ❛✉ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❢❛✈♦%❛❜❧❡ ❞❡/ %❡❧❛*✐♦♥/✳

❉❛♥/ ❧❛ ❧✐**,%❛*✉%❡✱ ✐❧ ❡/* /✉❣❣,%, 0✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥*%❡ ❧❡/ ♣❛%*❡♥❛✐%❡/ ❡/* /♦✉✲

♠✐/ & ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡✳ ❆✐♥/✐✱ ❑♦♠*❡% ✭✷✵✵✹✱ ♣✳ ✷✶✶✱ ♥♦*%❡ *%❛❞✉❝*✐♦♥✮ ✐♥❞✐0✉❡

0✉❡ ✓ /❛♥/ ❧❡/ ❧✐❡♥/ ❝%,,/ ♣❛% ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉%❛✐* ♣❛/ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠✉*✉❡❧❧❡✱ ♣❛/ ❞❡

❜❛/❡/ ♠♦%❛❧❡/ /✉% ❧❡/0✉❡❧❧❡/ ❛❣✐%✱ ❡* ♣❛/ ❞❡ ♠♦*✐❢ ❥✉/*✐✜❛♥* ❞❡ ♠❛✐♥*❡♥✐% ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥* ❛✉

/❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*, ✔✳

❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡ & ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡ /✉% ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡/* 0✉❡ ❧❡/ /❡♥✲

*✐♠❡♥*/ ♣❡✉✈❡♥* ❛✛❡❝*❡% ❧❡/ ❥✉❣❡♠❡♥*/ ❡*✱ ❡♥ ♣❛%*✐❝✉❧✐❡%✱ ✐❧ ❛♣♣❛%❛a* 0✉❡ ❧✬,✈❛❧✉❛*✐♦♥ 0✉❡

❢♦♥* ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❛✉ /✉❥❡* ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐*, ❞✬✉♥❡ ❛✉*%❡ ♣❡%/♦♥♥❡ ♣%♦❝:❞❡ /♦✉✈❡♥* ♣❛% ❧❡

❜✐❛✐/ ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡/ /❡♥*✐♠❡♥*/ 0✉✬✐❧/ ♦♥* ❡♥✈❡%/ ❝❡**❡ ♣❡%/♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛%*✐❝✉❧✐❡% ✭❏♦♥❡/ ❡*

●❡♦%❣❡✱ ✶✾✾✽✮✳ ❉❡ ♠=♠❡✱ ▼❝❆❧❧✐/*❡% ✭✶✾✾✺✮ /✉❣❣:%❡ 0✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡/* ❡♥%❛❝✐♥,❡ ❞❛♥/

❧❡/ ❧✐❡♥/ ❛✛❡❝*✐❢/ ❡* /✉♣♣♦/❡ 0✉❡ ❧❡/ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥*/ ❛❧*%✉✐/*❡/ ❢♦✉%♥✐//❡♥* ✉♥ /✉♣♣♦%* ♣♦✉%

❧❛ ♣❛%* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 0✉✐ ❡/* ❢♦♥❞,❡ /✉% ❧✬❛✛❡❝*✳ ❖%✱ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧✬❛✈♦♥/

♠❡♥*✐♦♥♥, ❝✐✲❞❡//✉/✱ *❡♥❞ & ❛❣✐% ❡♥ ❢❛✈❡✉% ❞✉ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞❡ /❡♥*✐♠❡♥*/ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥*/

❡♥*%❡ ❧❡/ ❛❣❡♥*/✱ ♥♦*❛♠♠❡♥* ♣❛% ❧❛ %,❝✐♣%♦❝✐*, ❞❡/ ❝♦♠♣♦%*❡♠❡♥*/ ❛❧*%✉✐/*❡/✳ D❛% ❝♦♥/,✲

0✉❡♥*✱ ❧❛ ❣%❛*✐*✉❞❡ ♣❛%*✐❝✐♣❡ ♣%♦❜❛❜❧❡♠❡♥* & ❧✬❛♠,❧✐♦%❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡%❝❡♣*✐♦♥ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐*,

✺✹



✷✳✷✳ ▲❛ ❣%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡, %❡❧❛&✐♦♥, ✐♥&❡%♣❡%,♦♥♥❡❧❧❡,

 ✉❡ ❧❡$ ❛❣❡♥($ ♦♥( ❧❡$ ✉♥$ ❡♥✈❡+$ ❧❡$ ❛✉(+❡$ ✭-❛❧♠❛(✐❡+✱ ❏❛+✈✐$✱ ❇❡❝❤❦♦✛ ❡( ❑❛+❞❡$✱ ✷✵✵✾✮

❡( ❢❛✈♦+✐$❡ ❧❛ ❝+>❛(✐♦♥ ❞❡ +❡❧❛(✐♦♥$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥(+❡ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$✳

-❧✉$✐❡✉+$ >(✉❞❡$ ❡♠♣✐+✐ ✉❡$ ♦♥( ❛♣♣♦+(> ❞❡$ ♣+❡✉✈❡$ ❝+>❞✐❜❧❡$ $♦✉(❡♥❛♥( ✉♥❡ (❡❧❧❡ ♣+♦✲

♣♦$✐(✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛+(✐❝✉❧✐❡+✱ ❉✉♥♥ ❡( ❙❝❤✇❡✐(③❡+ ✭✷✵✵✺✮ ♦♥( ♠♦♥(+>  ✉❡ ❧❡$ ♣❡+$♦♥♥❡$ ❝❤❡③

 ✉✐ ❧❡ $❡♥(✐♠❡♥( ❞❡ ❣+❛(✐(✉❞❡ ❛ >(> ✐♥❞✉✐(✱ ♣❛+ ❧❡ $♦✉✈❡♥✐+✱ ♦♥( ♣❧✉$ (❛+❞ +❛♣♣♦+(> ❞❡$

♥✐✈❡❛✉① ♣❧✉$ >❧❡✈>$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡+$ ✉♥ (✐❡+$  ✉❡ ♥❡ ❧✬♦♥( ❢❛✐( ❧❡$ ♣❛+(✐❝✐♣❛♥($ ♣♦✉+

❧❡$ ✉❡❧$ ❧✬>♠♦(✐♦♥ ✐♥❞✉✐(❡ >(❛✐( ❧❛ ❝♦❧L+❡✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(> ♦✉ ❧❛ ✜❡+(>✳ ❉❡ ❢❛M♦♥ ✐♥(>+❡$$❛♥(❡✱

❧❡$ ❛✉(❡✉+$ ♦♥( >❣❛❧❡♠❡♥( ❝♦♥$(❛(>  ✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣+❛(✐(✉❞❡ $✉+ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞>♣❡♥❞

❞❡ ❧✬❤✐$(♦✐+❡ ♣❛+(❛❣>❡ ♣❛+ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❡♥  ✉❡$(✐♦♥✱ ❞❡ $♦+(❡  ✉❡ ❝❡((❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥✬❡$( ♣❛$

$✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬✉♥ (✐❡+$ ❝♦♥♥✉✱ $❛♥$ ❞♦✉(❡ ♣❛+❝❡  ✉✬✐❧ ❛ ❞>❥P >(> >✈❛❧✉> ❝♦♠♠❡

✭✐♥✮❞✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ $✉+ ❧❛ ❜❛$❡ ❞✬❡①♣>+✐❡♥❝❡$ ♣❛$$>❡$✳ ❈❡❝✐ (❡♥❞ P $✉❣❣>+❡+  ✉❡ ❧✬✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣+❛(✐(✉❞❡ ♣❡✉( R(+❡ ❡♥❝♦+❡ ♣❧✉$ ❝+✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ♣+❡♠✐❡+$ ♠♦♠❡♥($ ❞❡ ❧❛

❢♦+♠❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ +❡❧❛(✐♦♥✱ ❡♥ (❛♥(  ✉❡ ♠♦②❡♥ ❞✬♦+✐❡♥(❡+ ❧❡ ❞>✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ $✉+

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣+♦♣✐❝❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥$ ❡♥ ❝❡  ✉✐ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥(+❡ ❧❡$ ♣❛+(❡♥❛✐+❡$✳

❉❡ ♣❧✉$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥(❡①(❡ ❞❡ ❧❛ +❡❧❛(✐♦♥ ❝❧✐❡♥(✴✈❡♥❞❡✉+✱ -❛❧♠❛(✐❡+ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥( ♦❜✲

(❡♥✉ ❞❡$ ❞♦♥♥>❡$✱ P ❧❛ ❢♦✐$ ❡♥ ❧❛❜♦+❛(♦✐+❡ ❡( $✉+ ❧❡ (❡++❛✐♥✱ ♠♦♥(+❛♥(  ✉❡ ❧❡ $❡♥(✐♠❡♥(

❞❡ ❣+❛(✐(✉❞❡ ❞❡$ ❝❧✐❡♥($ ✭♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛♣+L$ ❛✈♦✐+ ❜>♥>✜❝✐> ❞✬❛((❡♥(✐♦♥$ ♣❛+(✐❝✉❧✐L+❡$✮

❛✛❡❝(❡ ♣♦$✐(✐✈❡♠❡♥( ❧❡✉+ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡+$ ❧❡$ ✈❡♥❞❡✉+$✳ ❊♥ ♦✉(+❡✱ ❏❛❝❦$♦♥✱ ▲❡✲

✇❛♥❞♦✇$❦✐✱ ❋❧❡✉+② ❡( ❈❤✐♥ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥( ❝♦♥$(❛(>  ✉❡ ❧✬✐♥❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣+❛(✐(✉❞❡ ❝❤❡③ ❞❡$

♣❛+(✐❝✐♣❛♥($ ❧❡$ ❛♠L♥❡♥( P ❛((+✐❜✉❡+ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦+(✉♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉(+❡ ♣❡+$♦♥♥❡ P ❞❡$ ❝❛✉$❡$

❥✉❣>❡$ ❝♦♠♠❡ $(❛❜❧❡$ ❡( ❝♦♥(+X❧>❡$ ♣❛+ ❧❛ ♣❡+$♦♥♥❡ ❝❤❛♥❝❡✉$❡✳ ❆✐♥$✐✱ $❡❧♦♥ ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤✱

❑✐♠❡❧❞♦+❢ ❡( ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❝❡$ +>$✉❧(❛($ ❢♦✉+♥✐$$❡♥( ✉♥❡ ♣+❡✉✈❡  ✉❡ ❧❛ ❣+❛(✐(✉❞❡ ❝♦♥❞✉✐(
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❣$❛)✐)✉❞❡✱ ❡♥ )❛♥) 9✉❡ ❞*)❡$♠✐♥❛♥) ❞❡ ❧❛ ♣$♦①✐♠✐)* ❡♥)$❡ ❧❡( ❛❣❡♥)(✱ ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥) ❡) ❞❡

❧❛ (❛)✐(❢❛❝)✐♦♥ ❛✉ (❡✐♥ ❞✬✉♥❡ $❡❧❛)✐♦♥✱ ❡() ❛❧♦$( ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦$)❛♥❝❡ *✈✐❞❡♥)❡ ❞❛♥( ❧❛ ♣♦)❡♥✲

)✐❛❧✐)* ❞❡ (♦♥ ♠❛✐♥)✐❡♥✳ ◆♦✉( (♦✉)❡♥♦♥( 9✉❡ ❧✬❤✐()♦$✐9✉❡ ❞❡( *✈*♥❡♠❡♥)( ♣♦(✐)✐❢( ✭❛❧✐♠❡♥)*

♣❛$ ❧❛ ❣$❛)✐)✉❞❡✮✱ ❡♥)$❡ ❞❡✉① ♣❛$)❡♥❛✐$❡(✱ ❛♠*❧✐♦$❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐)* ❞❡ $*(✐()❛♥❝❡ *♠♦)✐♦♥♥❡❧❧❡

❞❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉(✱ ❢❛❝❡ 0 ❞❡( *✈A♥❡♠❡♥)( ♥*❣❛)✐❢( ♣♦)❡♥)✐❡❧( 0 ✈❡♥✐$✱ ❝❡ 9✉✐ ❝♦♥)$✐❜✉❡ ❛✐♥(✐

0 ♣$♦)*❣❡$ ❧❡✉$ $❡❧❛)✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❡ $[❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣$❛)✐)✉❞❡✱ ❞❛♥( ❧❛ ♣$♦)❡❝)✐♦♥ ❞❡( $❡❧❛)✐♦♥(✱ ❡()

❡♥❝♦$❡ ❛❝)✐✈* ❞❡ ♠❛♥✐A$❡ ♣$*✈❡♥)✐✈❡✱ ❜✐❡♥ 9✉❡ ❧✬❛❝)✐♦♥ ❞❡ ❣✉*$✐(♦♥✱ $*❛❧✐(*❡ ♣❛$ ❧❡ ♣❛$❞♦♥✱

)$❛✐)❡✱ ❛ ♣♦#$❡&✐♦&✐✱ ❧✬❛♣♣❛$✐)✐♦♥ ❡✛❡❝)✐✈❡ ❞✬*✈*♥❡♠❡♥)( ✐♥)❡$♣❡$(♦♥♥❡❧( ♥*❣❛)✐❢( ❡) ❧❡✉$(

❝♦♥(*9✉❡♥❝❡(✳

✺✼



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

❉❡ ♣❧✉%✱ %❡❧♦♥ ❨♦✉♥❣ ✭✷✵✵✻✮✱ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ ♣❡✉2 ❥♦✉❡1 ✉♥ 16❧❡ ❞❡ %♦✉2✐❡♥ ❞❡ ❧❛ 1❡❧❛2✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❛✉21❡ ♠❛♥✐91❡✱ : %❛✈♦✐1✱ ❣1<❝❡ : %♦♥ ✐♠♣❛❝2 %✉1 ❧❡ ♠❛✐♥2✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥21❡

❧❡% ♣❛12❡♥❛✐1❡%✱ ❝❡ ?✉✐ ❡%2 ❝1✉❝✐❛❧❡♠❡♥2 ♥@❝❡%%❛✐1❡ ♣♦✉1 ♣❡1♠❡221❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞@♣❛12 ❞❡

❧❛ 1❡❧❛2✐♦♥✳ ❆✐♥%✐✱ ✉♥ ❛✉21❡ @❧@♠❡♥2 ❞✉ 16❧❡ ♣1♦2❡❝2❡✉1 ❞❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ ❡%2 %❛ ❝♦♥21✐❜✉2✐♦♥

: ❧❛ ❝♦♥%❡1✈❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥21❡ ❧❡% ♣❛12❡♥❛✐1❡%✱ ❞❛♥% ❧❛ ♣❡1%♣❡❝2✐✈❡ ❞✬❛❝❝1♦D21❡ ❧❡%

❝❤❛♥❝❡% ?✉❡ ❧❡% 1❡❧❛2✐♦♥% 1❡♣❛12❡♥2 %✉1 ✉♥❡ ❜❛%❡ %♦❧✐❞❡ ❛♣19% ✉♥ ❝❤♦❝ ♥@❣❛2✐❢✳

G♦✉1 1@%✉♠❡1✱ ♥♦✉% ❡%2✐♠♦♥% ?✉❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ ❝♦♥21✐❜✉❡ : ❣❛1❛♥2✐1 ✉♥❡ ❝❡12❛✐♥❡ 1@%✐%✲

2❛♥❝❡ ❞❡% 1❡❧❛2✐♦♥% ❢❛❝❡ ❛✉① @✈@♥❡♠❡♥2% ♥@❣❛2✐❢%✱ 2❛♥2 ♣❛1 %♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %✉1 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

♣❛2✐❡♥❝❡ ❞❡% ❛❣❡♥2%✱ ?✉✬❡♥ ✈❡12✉ ❞❡ %♦♥ ✐♠♣❛❝2 %✉1 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐2@ ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% : ♣❛1❞♦♥♥❡1✱

♦✉ ♣❛1 ❧❡ ♠❛✐♥2✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥21❡ ❧❡% ♣❛12❡♥❛✐1❡%✳

G❧✉% ♣1@❝✐%@♠❡♥2✱ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ 1@❞✉✐1❡ ❧✬✐♠♣❛2✐❡♥❝❡ @❝♦♥♦♠✐?✉❡✱

✐♥❤✐❜❡ ❧❡% ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2% ?✉✐ ♠❡♥❛❝❡♥2 ❧❡% 1❡❧❛2✐♦♥%✳ ❆✉ ❝♦♥21❛✐1❡✱ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ ❢❛✈♦1✐%❡

❧✬❛❞♦♣2✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① %21❛2@❣✐?✉❡% ?✉✐ ♣❡1♠❡22❡♥2 ❧❛ %2❛❜✐❧✐2@ ❡2 ❧❛ ❞✉1@❡ ❞✬✉♥❡ 1❡❧❛2✐♦♥✱

♠L♠❡ ❧♦1%?✉❡ ❝❡% %21❛2@❣✐❡% %♦♥2 ♠♦✐♥% ❛22✐1❛♥2❡% : ❝♦✉12 2❡1♠❡✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ♥♦✉% %♦✉2❡♥♦♥% ?✉❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡✱ ❡♥ 2❛♥2 ?✉❡ ❞@2❡1♠✐♥❛♥2 ❞❡ ❧❛ ?✉❛❧✐2@ ❞❡%

1❡❧❛2✐♦♥% ✐♥2❡1♣❡1%♦♥♥❡❧❧❡%✱ ❡%2 ✉♥ ❢❛❝2❡✉1 ❞@❝✐%✐❢ ♣♦✉1 ❧❛ ❣✉@1✐%♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡% ?✉✐ ♦♥2 @2@

❡♥❞♦♠♠❛❣@❡%✳ ❈❡ ♣1♦❝❡%%✉% %❡ 1@❛❧✐%❡ ❣1<❝❡ : ❧❛ ❝❛♣❛❝✐2@ ❞❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ : ❢❛✈♦1✐%❡1 ❧❛

♣1♦①✐♠✐2@✱ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥2 ❡2 ❧❛ %❛2✐%❢❛❝2✐♦♥ ❛✉ %❡✐♥ ❞✬✉♥❡ 1❡❧❛2✐♦♥✱ ❝❡ ?✉✐ ♣♦✉%%❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥2

❧❡% ♣❛12❡♥❛✐1❡% : %❡ ♣❛1❞♦♥♥❡1 ❧❡% ✉♥% ❧❡% ❛✉21❡%✱ ❛✐♥%✐ ?✉❡✱ %❛♥% ❞♦✉2❡✱ : L21❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥2

✭❞❛♥% ❧❡ %❡♥% ❞❡ ❝♦♥%❡♥2✐1 : %✬❛❝❝♦♠♦❞❡1 ❛✈❡❝ ❞❡% ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2% ❛❜✉%✐❢%✮ ❧❡% ✉♥% ❡♥✈❡1%

❧❡% ❛✉21❡%✱ ❛✜♥ ❞✬@✈✐2❡1 ❧❡ %❛❝1✐✜❝❡ ♣♦2❡♥2✐❡❧ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ %♦❝✐❛❧ ♣1@❝✐❡✉①✳

❊♥ ♦✉21❡✱ ■%❡♥ ❡2 ❉❛✉❜♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮ ♦♥2 ❧✐@ ❧❡% @♠♦2✐♦♥% ♣♦%✐2✐✈❡% : ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐2@ ❡2 : ❧✬✐♥✲

❝❧✉%✐♦♥✳ ❈❡% 1@%✉❧2❛2% %❡♠❜❧❡♥2 ✐♥❞✐?✉❡1 ?✉❡ ❧♦1%?✉❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% 1❡%%❡♥2❡♥2 ❞❡% @♠♦2✐♦♥%

♣♦%✐2✐✈❡%✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡✱ ✐❧% ❞@♠♦♥21❡♥2 ✉♥❡ 2❡♥❞❛♥❝❡ : ❛❝❝❡♣2❡1 ❧❡% ❣❡♥% ?✉✐ %♦♥2

❞✐✛@1❡♥2%✳ ◆♦✉% ♣❡♥%♦♥% ?✉❡ ❝❡ ♣❤@♥♦♠9♥❡ ♣❡✉2 %✬@2❡♥❞1❡ ❛✉① ♣❡1%♦♥♥❡% ?✉✐ ♣1@%❡♥2❡♥2

❞❡% ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2% ✐♥❛♣♣1♦♣1✐@% ✭❞❡% ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2% ?✉✐ ❞✐✛#$❡♥' ❞❡ ❧❛ ♥♦$♠❡✮✳ ❉❡ ❝❡22❡

❢❛V♦♥✱ ✐❧ %❡ ♣♦✉11❛✐2 ?✉❡ ❧❡% ❣❡♥% ?✉✐ %♦♥2 %♦✉% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡ %♦✐❡♥2 %✉%❝❡♣✲

2✐❜❧❡% ❞✬L21❡ ♣❧✉% ✐♥❞✉❧❣❡♥2% ❡2 ✢❡①✐❜❧❡% ❛✈❡❝ ❞❡% ❛❣❡♥2% ?✉✐ ❛❞♦♣2❡♥2 ❞❡% ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2%

%✐♥❣✉❧✐❡1%✱ ❛✐♥%✐ ?✉❡ ❞✬L21❡ ♣1L2% : ❧❡% ✐♥❝❧✉1❡ ❞❛♥% ❧❡✉1 ❣1♦✉♣❡ ♠❛❧❣1@ 2♦✉2✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❈❧❛1❦

❡2 ❲❛❞❞❡❧❧ ✭✶✾✽✺✮ ❡①♣❧✐?✉❡♥2✱ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✱ ?✉❡ ❧❡ ♥♦♥ 1❡%♣❡❝2 ❞❡ ❧❛ ♥♦1♠❡ ❞❡ 1@❝✐♣1♦✲

❝✐2@ ♣❛1 ✉♥ ♣❛12❡♥❛✐1❡✱ ❞❛♥% ✉♥❡ 1❡❧❛2✐♦♥ ❞✬@❝❤❛♥❣❡✱ 1❡♥❞ ❝❡22❡ ♣❡1%♦♥♥❡ ♣❧✉% ❛❜✉%✐✈❡ ❡2

♠♦✐♥% ❛221❛②❛♥2❡ ❛✉① ②❡✉① ❞❡ ❧✬❛✉21❡ ♣❛12❡♥❛✐1❡✳ ◆@❛♥♠♦✐♥%✱ ❧❡ ♠L♠❡ ❝♦♠♣♦12❡♠❡♥2 ♥❡

♣1♦✈♦?✉❡ ♣❛% ❧❡ ♠L♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥2 ❞❡ ♣❡1❝❡♣2✐♦♥ ❧♦1%?✉❡ ❧❛ 1❡❧❛2✐♦♥ ❡%2 ❞@✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

@2❛♥2 ✐♥2✐♠❡✳ ◆♦✉% ♣❡♥%♦♥% ?✉❡ ❝❡ 1@%✉❧2❛2 ♣❡✉2 ♣1♦✈❡♥✐1 ❞✉ ❢❛✐2 ?✉✬✉♥❡ 1❡❧❛2✐♦♥ ✐♥2✐♠❡

❡%2 ♣❧✉% %✉%❝❡♣2✐❜❧❡ ❞✬L21❡ ❝❛1❛❝2@1✐%@❡ ♣❛1 ❧❛ ♣1♦①✐♠✐2@✱ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥2 ❡2 ❧❛ %❛2✐%❢❛❝2✐♦♥✱ ❝❡

?✉✐ ♣❡1♠❡2 ❛✉① ♣❛12❡♥❛✐1❡% ❞✬L21❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥2% ❧❡% ✉♥% ❛✈❡❝ ❧❡% ❛✉21❡% ❡2 ❞❡ 1❡%2❡1 ❡♥ ❜♦♥%

2❡1♠❡%✱ ♠❛❧❣1@ ❧❛ ✈✐♦❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦1♠❡✳

G❛1 ❛✐❧❧❡✉1%✱ ❧❡ ♣❛1❞♦♥ ❛ @❣❛❧❡♠❡♥2 @2@ ❧✐@ ❛✉ ❜✐❡♥✲L21❡ ♠❡♥2❛❧ ❡2 ♣❤②%✐?✉❡ ❞❛♥% ♣❧✉✲

%✐❡✉1% @2✉❞❡%✱ ② ❝♦♠♣1✐% ❧❡% 21❛✈❛✉① ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ✭✷✵✵✵✮✱ ?✉✐ ❡①♣❧✐?✉❡ ❝❡22❡ ❛%%♦❝✐❛2✐♦♥

❝♦♠♠❡ ❞@❝♦✉❧❛♥2 ❞✉ ❢❛✐2 ?✉❡ ❧❡ ♣❛1❞♦♥ ❞❛♥% ❧❡ ❢❛✐2 ❛✐❞❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% : ♠❛✐♥2❡♥✐1 ✉♥ ❡♥✲

%❡♠❜❧❡ ❞❡ 1❡❧❛2✐♦♥% ✐♥2❡1♣❡1%♦♥♥❡❧❧❡% %2❛❜❧❡%✱ %✉1 ❧❡%?✉❡❧❧❡% ✐❧% %✬❛♣♣✉✐❡♥2✳ G❛1 ❝♦♥%@?✉❡♥2✱

❧❛ ❣1❛2✐2✉❞❡✱ ❡♥ 2❛♥2 ?✉❡ ❞@2❡1♠✐♥❛♥2 ❞❡ ❧❛ ♣1♦①✐♠✐2@✱ ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥2 ❡2 ❞❡ ❧❛ %❛2✐%❢❛❝2✐♦♥

❛✉ %❡✐♥ ❞✬✉♥❡ 1❡❧❛2✐♦♥✱ %♦✐2 ❡♥ 2❛♥2 ?✉❡ ❞@2❡1♠✐♥❛♥2 ❞❡ %❡❝♦♥❞ ♦1❞1❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐2@ ❞❡%

✺✽



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

♣❛"#❡♥❛✐"❡' ( '❡ ♣❛"❞♦♥♥❡"✱ ♣❡✉# -#"❡ ❧✐/❡ ❛✉ ❜✐❡♥✲-#"❡ ♠❡♥#❛❧ ❡# ♣❤②'✐5✉❡ ❞❡' ❛❣❡♥#'✳ ▲❡'

/#✉❞❡' ♠❡♥/❡' ♣❛" ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡# ❘♦♦# ✭✷✵✵✽✮ ♦♥# #❡♥❞❛♥❝❡ ( ✈❛❧✐❞❡" ❝❡ ♣♦'#✉❧❛#✳ ❊♥

❡✛❡#✱ ✐❧' ♦♥# ❝♦♥'#❛#/ 5✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ♣❛"❞♦♥ ❡'# ❧✐/❡ ( ❧✬❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲-#"❡

♣'②❝❤♦❧♦❣✐5✉❡ ❡#✱ ♥♦#❛♠♠❡♥#✱ 5✉❡ ❧❡ ♣❛"❞♦♥ ❡'# ♣❧✉' ❢♦"#❡♠❡♥# ❧✐/ ❛✉ ❜✐❡♥✲-#"❡ ♣♦✉" ❧❡'

♣❡"'♦♥♥❡' 5✉✐ ♦♥# ❞/❝❧❛"/ -#"❡ ♣❧✉' ♣"♦❝❤❡' ❞❡ ❧❡✉"' ♣❛"#❡♥❛✐"❡' ❛✈❛♥# ❧❛ #"❛♥'❣"❡''✐♦♥✳

G"✐' ❞❛♥' ❧❡✉" ❡♥'❡♠❜❧❡✱ ❝❡' /❧/♠❡♥#' ♣❡✉✈❡♥# ❡①♣❧✐5✉❡" ❡♥ ♣❛"#✐❡ ❧❡ ♣✉✐''❛♥# ❡✛❡# ♣"♦#❡❝✲

#❡✉" ❞❡ ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ ❝♦♥#"❡ ❧❡ ♠❛❧✲-#"❡ ✭'♦❧✐#✉❞❡ ❡# ❞/♣"❡''✐♦♥✮ '✉❣❣/"/ ♣❛" ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥ ❡#

❚'❛✐ ✭✷✵✶✷✮✳

❉❡ ♣❧✉'✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐5✉/ ♣❧✉' ❤❛✉#✱ ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ ❡'# ♥♦♥ '❡✉❧❡♠❡♥# ✐♠♣❧✐5✉/❡ ❞❛♥' ❧❛

♣"♦#❡❝#✐♦♥ ❞❡' "❡❧❛#✐♦♥' ♣"/❝✐❡✉'❡' ✭♣❛" ❧❡ ❜✐❛✐' ❞❡ ❧❛ ♣"♦①✐♠✐#/ ❡# ❞✉ ♣❛"❞♦♥✮✱ ♠❛✐' ❡❧❧❡

❡'# ❡♥❝♦"❡ ♣❧✉' ♥/❝❡''❛✐"❡ ♣♦✉" ❝♦♥'#"✉✐"❡ ❡# ❞/✈❡❧♦♣♣❡" ❞❡' ❛♠✐#✐/' ❞✉"❛❜❧❡' ❡# ❞❡' ❧✐❡♥'

'♦❝✐❛✉① ✭5✉❡❧❧❡' 5✉❡ '♦✐❡♥# ❧❡' ♠❡♥❛❝❡' ❛✉①5✉❡❧❧❡' ✐❧' ♣❡✉✈❡♥# ❢❛✐"❡ ❢❛❝❡✮✱ 5✉✐ ❢♦"♠❡♥# ❧❡'

"❡''♦✉"❝❡' '♦❝✐❛❧❡' 5✉✐ '♦♥# ❡''❡♥#✐❡❧❧❡' ♣♦✉" ❧❛ '❛♥#/✱ ❧❡ ❜✐❡♥✲-#"❡ ❡# ♠-♠❡ ❧❛ ❧♦♥❣/✈✐#/

✭❋"❡❞❡"✐❝❦'♦♥✱ ❈♦❤♥✱ ❈♦✛❡②✱ G❡❦ ❡# ❋✐♥❦❡❧✱ ✷✵✵✽ ❀ ❆❧❣♦❡✱ ✷✵✶✷✮✳

❈❡' ❞❡"♥✐❡"' /❧/♠❡♥#' ♥♦✉' ♣❡"♠❡##❡♥# ❞❡ ❢❛✐"❡ ❧❛ #"❛♥'✐#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ '❡❝#✐♦♥ '✉✐✈❛♥#❡

❞❛♥' ❧❛5✉❡❧❧❡ ♥♦✉' ♥♦✉' ✐♥#/"❡''♦♥' ❛✉ ❧✐❡♥ ❡①✐'#❛♥# ❡♥#"❡ ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ ❡# ❧❡ ❜✐❡♥✲-#"❡

❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❡# ♥♦✉' ❛♥❛❧②'♦♥' ❡♥ 5✉♦✐ ❝❡ ❧✐❡♥ ♣❡✉# ❡①♣❧✐5✉❡" ❧❛ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉"

❝♦♠♣♦"#❡♠❡♥#✱ ❧♦"'5✉✬✐❧ '✬❛❣✐# ❞❡ "/♣♦♥❞"❡ ❛✉① ❛##❡♥#❡' '♦❝✐❛❧❡' ♥♦"♠❛#✐✈❡'✳

✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛

♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26

❝♦♦♣7'❛2✐❢6

✷✳✸✳✶✳ ●%❛'✐'✉❞❡ ❡' ❜✐❡♥✲/'%❡

✷✳✸✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❝♦))*❧❛-✐♦♥ ❜✐❡♥ ✐❞❡♥-✐✜*❡

❉❡ ♥♦♠❜"❡✉'❡' /#✉❞❡' ❡♠♣✐"✐5✉❡' ♦♥# ♠✐' ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐# 5✉❡ ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ ❡'# ❧✐/❡ ( ❧❛

'❛♥#/ ♠❡♥#❛❧❡✱ ( ❧❛ '❛#✐'❢❛❝#✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ ✈✐❡✱ ❛✉ ❜♦♥❤❡✉" ❡# ❛✉ ❜✐❡♥✲-#"❡ ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ✭♣❛"

❡①❡♠♣❧❡ ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤✱ ❚'❛♥❣ ❡# ❊♠♠♦♥'✱ ✷✵✵✹ ❀ ❲♦♦❞✱ ▼❛❧#❜②✱ ●✐❧❧❡#✱ ▲✐♥❧❡② ❡# ❏♦'❡♣❤✱

✷✵✵✽ ❀ ❲♦♦❞✱ ❏♦'❡♣❤ ❡# ▼❛❧#❜②✱ ✷✵✵✾ ❀ ❈❤❡♥ ❡# ❑❡❡✱ ✷✵✵✽ ❀ ❋"♦❤✱ ❑❛'❤❞❛♥✱ ❖③✐♠❦♦✇'❦✐

❡# ▼✐❧❧❡"✱ ✷✵✵✾ ❀ ❝♦♥'✉❧#❡" ❲♦♦❞✱ ❇"♦✇♥ ❡# ▼❛❧#❜②✱ ✷✵✶✵✱ ♣♦✉" ✉♥❡ "❡✈✉❡ '✉" ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡

❡# ❧❡ ❜✐❡♥✲-#"❡✳✮✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ G❛"❦✱ G❡#❡"'♦♥ ❡# ❙❡❧✐❣♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ♦♥# #❡'#/ ❧✬❛''♦❝✐❛#✐♦♥ ❡♥#"❡

❞✐✛/"❡♥#❡' ❢♦"❝❡' ❞❡ ❝❛"❛❝#["❡ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐' ✓ ❈❤❛"❛❝#❡" '#❡♥❣#❤ ✔✱ ♥♦#"❡ #"❛❞✉❝#✐♦♥✮ ❡# ❧❛

'❛#✐'❢❛❝#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡"'♦♥♥❡ ( ❧✬/❣❛"❞ ❞❡ '❛ ✈✐❡

✺

❡# ✐❧' ♦♥# ♣✉ ♠♦♥#"❡"✱ ❡♥#"❡ ❛✉#"❡'✱ 5✉❡

❧✬❡'♣♦✐"✱ ❧✬❡♥#❤♦✉'✐❛'♠❡✱ ❧✬❛♠♦✉"✱ ❧❛ ❝✉"✐♦'✐#/ ❡# ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ '♦♥# '✉❜'#❛♥#✐❡❧❧❡♠❡♥# ❧✐/❡'

( ❧❛ '❛#✐'❢❛❝#✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ ✈✐❡ ❛❧♦"' 5✉❡ ❧❡' ❛✉#"❡' ❢♦"❝❡' ❞❡ ❝❛"❛❝#["❡ /#✉❞✐/❡' ♥❡ '♦♥# 5✉❡

❢❛✐❜❧❡♠❡♥# ❛''♦❝✐/❡' ❛✉ ❜✐❡♥✲-#"❡✳ ❊♥ ❝♦♥'/5✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ♣❧✉' ❞✬-#"❡ ✉#✐❧❡ ❛✉ ❜♦♥ ❞/"♦✉❧❡♠❡♥#

❞❡' ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥' '♦❝✐❛❧❡'✱ ❧❛ ❣"❛#✐#✉❞❡ '❡ "/✈[❧❡ /❣❛❧❡♠❡♥# -#"❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡' ❢♦"❝❡' ❞❡ ❝❛"❛❝#["❡

❧❛ ♣❧✉' ❧✐/❡ ( ❧❛ '❛#✐'❢❛❝#✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ ✈✐❡✳

✺✳ "#$❝✐'$♠❡♥+✱ ✐❧' ♦♥+ $+✉❞✐$ +♦✉+❡' ❧❡' ❢♦#❝❡' ❞❡ ❝❛#❛❝+3#❡ ❛♣♣❛#+❡♥❛♥+ 5 ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛+✐♦♥ ❱■❆ ✭ ✐✳❡✳

✓ ❱❛❧✉❡' ✐♥ ❛❝+✐♦♥' ✔✮✳ ❈❡++❡ ❝❧❛''✐✜❝❛+✐♦♥ #$♣❡#+♦#✐❡ ♣❧✉' ❞❡ ✈✐♥❣+ ❢♦#❝❡' ❞❡ ❝❛#❛❝+3#❡ ♣❛#♠✐ ❧❡'A✉❡❧' ♦♥

#❡+#♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦✉#❛❣❡✱ ❧❛ ❝✐+♦②❡♥♥❡+$✱ ❧❛ ❝#$❛+✐✈✐+$✱ ❧❛ ❝✉#✐♦'✐+$✱ ❧✬❡'♣♦✐#✱ ❧✬❤✉♠♦✉#✱ ❧✬✐♥+$❣#✐+$✱ ❧✬❛♠♦✉#✱ ❧❛

♠♦❞❡'+✐❡ ♦✉ ❧❛ ❣#❛+✐+✉❞❡✳

✺✾



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

 ❧✉#✐❡✉&# &❛✐#♦♥# ♦♥* +*+ ❛✈❛♥❝+❡# ♣♦✉& ❡①♣❧✐0✉❡& ❧✬❡✛❡* ❜+♥+✜0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ #✉& ❧❡

❜✐❡♥✲8*&❡✳ ❉❡# &❡❝❤❡&❝❤❡# ❡♥ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐❡ ♦♥* &❛♣♣♦&*+ 0✉❡ ❧❡# ♣❡&#♦♥♥❡# &❡❝♦♥♥❛✐##❛♥*❡#

♦♥* *❡♥❞❛♥❝❡ = ❞+✈❡❧♦♣♣❡& ✉♥❡ ✈✐#✐♦♥ ♣♦#✐*✐✈❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ❝❡ 0✉✐ ❧❡# ❡♠♣8❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥#✐❞+&❡&

❧❡# ❜✐❡♥❢❛✐*# ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❝♦♠♠❡ ❛❝0✉✐#✱ ❛✐♥#✐ 0✉❡ ❞❡ *&♦♣ #✬❤❛❜✐*✉❡& = ❞❡# ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥*#

♣♦#✐*✐❢#✱ ❝❡ 0✉✐ ❧❡✉& ♣❡&♠❡* ❞✬8*&❡ ❝♦♥#❝✐❡♥*# ❡* ❞❡ ♠❡#✉&❡& ❧✬❛♠♣❧❡✉& ❞❡# ❜♦♥♥❡# ❝❤♦#❡#

0✉✐ ❧❡✉& ❛&&✐✈❡♥* ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✶ ❀ ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤✱ ❊♠♠♦♥# ✫ ❚#❛♥❣✱ ✷✵✵✷ ❀ ❈❤❡♥✱

❲✉ ❡* ❈❤❡♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ❊♥ ♦✉*&❡✱ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ ❛✐❞❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# = ❢❛✐&❡ ❢❛❝❡ ❛✉① +✈+♥❡♠❡♥*#

♥+❣❛*✐❢# 0✉✐ #✉&✈✐❡♥♥❡♥* ❞❛♥# ❧❡✉& ✈✐❡✱ = *&❛✈❡&# ✉♥❡ &❡❢♦&♠✉❧❛*✐♦♥ ❡* ✉♥❡ &❡❞+✜♥✐*✐♦♥ ❞❡

❝❡# +✈+♥❡♠❡♥*#✱ ❞❡ #♦&*❡ 0✉✬✐❧# #♦♥* ❡♥ ♠❡#✉&❡ ❞❡ *&♦✉✈❡& ✉♥ #❡♥# ♣♦#✐*✐❢ = ❧❛ #♦✉✛&❛♥❝❡

0✉✬✐❧# +♣&♦✉✈❡♥* ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶ ❀ ▲❛♠❜❡&*✱ ●&❛❤❛♠✱ ❋✐♥❝❤❛♠ ✫ ❙*✐❧❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾ ❀

▲❛♠❜❡&*✱ ❋✐♥❝❤❛♠ ✫ ❙*✐❧❧♠❛♥✱ ✷✵✶✷ ❀ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❊♥✜♥✱ 0✉❛♥❞ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡#* ❧❡

❜+♥+✜❝✐❛✐&❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝*✐♦♥ ♣&♦#♦❝✐❛❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉* #❡ #❡♥*✐& ❝❤♦②+✱ #♦❝✐❛❧❡♠❡♥* ✈❛❧♦&✐#+✱ ❡#*✐♠+✱

❛✐♠+ ❡* #♦✉*❡♥✉✱ ❝❡ 0✉✐ ♥♦✉&&✐* ❛✉##✐ #♦♥ ❜✐❡♥✲8*&❡ ✭❲♦♦❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽ ❀ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷ ❀

❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡ 0✉❡ ❧❛ ♣❧❡✐♥❡ &+❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ #✉& ❧❡ ❜✐❡♥✲8*&❡

❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# #♦✐* ❝♦♥❞✐*✐♦♥♥+❡ ♣❛& ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐*+ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& ❧✬❡①♣&✐♠❡& ✭❲❛*❦✐♥#✱ ✷✵✵✹ ❀

❋&♦❤✱ ❙❡✜❝❦ ❡* ❊♠♠♦♥#✱ ✷✵✵✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧✬❡①♣&❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ ❡#*✱ #❡♠❜❧❡✲*✲✐❧✱ ❝❛✲

♣❛❜❧❡ ❞✬✐♥*❡♥#✐✜❡& ✉♥ +*❛* +♠♦*✐♦♥♥❡❧ ♣♦#✐*✐❢ ❞+❥= ♣&+#❡♥* ✭❋&♦❤✱ ❙❡✜❝❦ ❡* ❊♠♠♦♥#✱ ✷✵✵✽✮

❡* ❲❛*❦✐♥# ✭✷✵✵✹✮ ✈❛ ♠8♠❡ ❥✉#0✉✬= ❞✐&❡ 0✉❡ ♥♦*&❡ #❛*✐#❢❛❝*✐♦♥ #❡♠❜❧❡ &❡#*❡& ✐♥❝♦♠♣❧W*❡

*❛♥* 0✉❡ ❞❡# ❧♦✉❛♥❣❡# ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ ♥❡ #♦♥* ♣❛# ❡①♣&✐♠+❡# = ❧❛ #♦✉&❝❡ ❞❡ ♥♦*&❡ ♣❧❛✐#✐&✳

 ❛& ❛✐❧❧❡✉&#✱ ❞✬❛✉*&❡# &❡❝❤❡&❝❤❡# ♦♥* ♠✐# ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♥❛*✉&❡ ❞+#❛❣&+❛❜❧❡ ❞❡# ❡①♣&❡##✐♦♥#

❞✬✐♥❣&❛*✐*✉❞❡ ✭❙*❡✐♥✱ ✶✾✽✾ ❀ ❙✉❧#✱ ❲✐*❡♥❜❡&❣ ❡* ●✉*❦✐♥✱ ✶✾✽✶✮✱ ❝❡ 0✉✐ *❡♥❞ = ✐♥❞✐0✉❡& 0✉❡

❧✬❛❜#❡♥❝❡ ❞✬❡①♣&❡##✐♦♥ ❞✉ #❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ❣&❛*✐*✉❞❡ ♣♦✉&&❛✐* +❣❛❧❡♠❡♥* 8*&❡ ♣&+❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ ❛✉

❜✐❡♥✲8*&❡ ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# 0✉✐ ❛❣✐##❡♥* ❞❡ ♠❛♥✐W&❡ ♣&♦#♦❝✐❛❧❡✳

✷✳✸✳✶✳✷✳ ▲✬❡①♣)❡**✐♦♥ ♥.❝❡**❛✐)❡ ❞❡ ❧❛ ❣)❛4✐4✉❞❡

❆✐♥#✐✱ ❧❡ ♠❛♥0✉❡ ❞✬❡①♣&❡##✐✈✐*+ ❞❡# ❛❣❡♥*# #❡♠❜❧❡ &❡♣&+#❡♥*❡& ✉♥❡ ❧✐♠✐*❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧❧❡✱ ❜♦&✲

♥❛♥* ❧❛ ❝♦&&+❧❛*✐♦♥ ❡♥*&❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ ❡* #♦♥ ✐♠♣❛❝* #✉& ❧❛ #❛*✐#❢❛❝*✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ✈✐❡✳ ❉❛♥# ❧❛

❧✐**+&❛*✉&❡✱ ♦♥ &❡*&♦✉✈❡ ❞❡# *&❛✈❛✉① 0✉✐ ❛❜♦♥❞❡♥* ❞❛♥# ❝❡ #❡♥# ❝♦♠♠❡✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡✉①

❞❡ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡* ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ *&❛✐*❡♥* ❞✉ &Y❧❡ ♠♦❞+&❛*❡✉& ❞❡ ❧✬❛♠❜✐✈❛❧❡♥❝❡

❞❛♥# ❧✬❡①♣&❡##✐♦♥ +♠♦*✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐# ✓ ❛♠❜✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦✈❡& ❡♠♦*✐♦♥❛❧ ❡①♣&❡##✐♦♥ ✔✱

♥♦*&❡ *&❛❞✉❝*✐♦♥✱ 0✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦*❡ ♣❛& ❧❛ #✉✐*❡ ❆❊❊✮✳ ▲✬❆❊❊ #❡ ❝❛&❛❝*+&✐#❡ ♣❛& ✉♥ ❞+✜❝✐*

✐♥*❡&❛❝*✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥# ❧❡# &❡❧❛*✐♦♥# ✐♥*❡&♣❡&#♦♥♥❡❧❧❡#✱ 0✉✐ ❝♦♥❞✉✐* ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❛♠❜✐✈❛❧❡♥*# =

8*&❡ #♦✐* ✐♥❡①♣&❡##✐❢#✱ ❝❛& ✐❧# ✐♥❤✐❜❡♥* ❧❡✉& ❞+#✐& ❞❡ #✬❡①♣&✐♠❡&✱ #♦✐* = 8*&❡ ❡①♣&❡##✐❢#✱ ♠❛✐#

= &❡❣&❡**❡& ♣❛& ❧❛ #✉✐*❡ ❧❡✉& ❡①♣&❡##✐✈✐*+ ✭❍❡✐#❡❧ ❡* ▼♦♥*❣&❛✐♥✱ ✷✵✵✹ ❀ ❑✐♥❣✱ ✶✾✾✽✮✳

❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡①♣❧✐0✉❡ 0✉❡ ❧✬❡✛❡* ♠♦❞+&❛*❡✉& ❞❡ ❧✬❆❊❊ ♣❡✉* 8*&❡ ❝♦♠♣&✐# ❞❡ ❞❡✉①

♠❛♥✐W&❡#✳

 &❡♠✐W&❡♠❡♥*✱ ✉♥ ❞+✜❝✐* ❞❛♥# ❧✬❡①♣&❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣&❛*✐*✉❞❡ ♣❡✉* 8*&❡ ❞✉❡ = ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐#❡

✐♥*❡&♣&+*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ #♦❝✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦^ ❧❡ ❞❡#*✐♥❛*❛✐&❡

❞✬✉♥ ❣❡#*❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥* ❡#* ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ &❡❝♦♥♥❛_*&❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥* ❝❡ 0✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐*❡✉& ❛

❢❛✐* ♣♦✉& ❧✉✐ ❡* ♦♠❡* ✜♥❛❧❡♠❡♥* ❞❡ ❧❡ &❡♠❡&❝✐❡&✳ ❊♥ &❡*♦✉&✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦&*❡♠❡♥* ✐♥❣&❛* ♣❡✉*

❡♥*&❛_♥❡& ✉♥❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐*+ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉& ❧❡ ❞❡#*✐♥❛*❛✐&❡ ❞✬8*&❡ = ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✐❞+ ♣❛& ❧❡

❜✐❡♥❢❛✐*❡✉&✱ ❝❡ 0✉✐ ❝♦♥*&✐❜✉❡ = ❧✐♠✐*❡& #❡# &❡##♦✉&❝❡# #♦❝✐❛❧❡# ❡*✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣*❡✱ ❛❣✐*

♥+❣❛*✐✈❡♠❡♥* #✉& #♦♥ ❜✐❡♥✲8*&❡✳ ❙❛♥# ❛❧❧❡& ❥✉#0✉❡ ❧=✱ ❧❡ #✐♠♣❧❡ ❢❛✐* ❞❡ ♥❡ ♣❛# &❡❝♦♥♥❛_*&❡

❝❡ 0✉❡ ❧❡# ❛✉*&❡# ❢♦♥* ♣♦✉& #♦✐✲♠8♠❡ ♣❡✉* ✐♥❤✐❜❡& ❧✬+♠❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❣&❛*✐*✉❞❡ ❡* ❞❡ #❡# ❜✐❡♥✲

✻✵



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

❢❛✐#$ ❡♥ ❝❡ (✉✐ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❛ $❛♥#- ❡# ❧❡ ❜✐❡♥✲0#+❡✳

◆♦✉$ ♣❡♥$♦♥$ (✉❡ ❞❡$ ❝❛$ $✐♠✐❧❛✐+❡$ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐$❡ ✐♥#❡+♣+-#❛#✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉+$ ❞✬✉♥❡ ✐♥#❡+❛❝✲

#✐♦♥ $♦❝✐❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥# -❣❛❧❡♠❡♥# $❡ ♣+♦❞✉✐+❡ ❛✈❡❝ ❞❡$ ♣❡+$♦♥♥❡$ (✉✐ ♥❡ $♦✉✛+❡♥# ♣❛$ ❞✬❆❊❊✳

<❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① ♣❡+$♦♥♥❡$ ♣❡✉✈❡♥# ❛✈♦✐+ ❞❡$ ❞✐✈❡+❣❡♥❝❡$ ❞✬♦♣✐♥✐♦♥$ $✉+ ❧❛ ❢❛?♦♥ ❞♦♥# ♦♥

❞♦✐# $❡ ❝♦♠♣♦+#❡+ ❞❛♥$ ✉♥❡ $✐#✉❛#✐♦♥ ♣❛+#✐❝✉❧✐@+❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡$ ♥♦+♠❡$ $♦❝✐❛❧❡$ ❡# ♠♦+❛❧❡$

$♦♥# ♣+-$❡♥#❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ♣❧✉♣❛+# ❞❡$ ✐♥#❡+❛❝#✐♦♥$ $♦❝✐❛❧❡$ ❡# ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣❡✉✈❡♥# ❛✈♦✐+ ❞❡$

❞✐✛-+❡♥❝❡$ ♣❧✉$ ♦✉ ♠♦✐♥$ ♣+♦♥♦♥❝-❡$ ❞❛♥$ ❧❡✉+ ❛♣♣+-❝✐❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ♥♦+♠❡$✳ ▲✬❛+❣✉♠❡♥#

(✉❡ ♥♦✉$ $♦✉❤❛✐#♦♥$ ❢❛✐+❡ ✈❛❧♦✐+ ✐❝✐ ❡$# (✉✬✐❧ ♣❡✉# ② ❛✈♦✐+ ❞❡$ ❞-$❛❝❝♦+❞$ ❞❛♥$ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥

♣+♦$♦❝✐❛❧❡ ❛❝❝♦+❞-❡ D ✉♥ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥# ♣❛+#✐❝✉❧✐❡+✳ ❆✐♥$✐✱ ✉♥❡ ♣❡+$♦♥♥❡ ♣❡✉# #+@$ ❜✐❡♥ 0#+❡

❧✬♦❜❥❡# ❞✬✉♥ ❛❝#❡ ♣+♦$♦❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛+# ❞✬✉♥ ❛✉#+❡ ❛❣❡♥#✱ #♦✉# ❡♥ ❝♦♥$✐❞-+❛♥# ❧❛ +-❛❧✐$❛#✐♦♥

❞❡ ❝❡# ❛❝#❡ ❝♦♠♠❡ -#❛♥# ❧❛ ♠♦✐♥❞+❡ ❞❡$ ❝❤♦$❡$ D ❢❛✐+❡ ❞❛♥$ ❝❡##❡ $✐#✉❛#✐♦♥ ♣❛+#✐❝✉❧✐@+❡✳

❙✐ #❡❧ ❡$# ❧❡ ❝❛$✱ ❜-♥-✜❝✐❡+ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥# ✭+❡❧❛#✐✈❡♠❡♥#✮ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥# ♣♦✉++❛✐# ♥❡ ♣❛$

0#+❡ $✉✣$❛♥# ♣♦✉+ ❞-❝❧❡♥❝❤❡+ ❧✬-♠❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣+❛#✐#✉❞❡ ❝❤❡③ ❧❡ ❞❡$#✐♥❛#❛✐+❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡$#❡✱

♥✐ ♣♦✉+ ♣❡+♠❡##+❡ D $♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦$✐#✐✈❡ ❞❡ ❢❛✐+❡ $♦♥ M✉✈+❡✳ ❊♥ ❝❡ $❡♥$✱ ❲♦♦❞ ❡! ❛❧✳

✭✷✵✵✽✮ $✉❣❣@+❡♥# (✉❡ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ (✉✐ ♦♥# ✉♥❡ ❢♦+#❡ ❞✐$♣♦$✐#✐♦♥ D +❡$$❡♥#✐+ ❧❛ ❣+❛#✐#✉❞❡ ♦♥#

✉♥❡ ✈✐$✐♦♥ ♣❛+#✐❝✉❧✐@+❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ (✉✐ ❧❡$ ♣♦✉$$❡♥# D ✈♦✐+ ❧✬❛✐❞❡ (✉❡ ❧✬♦♥ ❧❡✉+ ❛♣♣♦+#❡ ❝♦♠♠❡

♣❧✉$ ❝♦R#❡✉$❡✱ ♣❧✉$ ♣+-❝✐❡✉$❡ ❡# ♣❧✉$ ❛❧#+✉✐$#❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡+$❡✱ ✐❧$ ❡①♣❧✐(✉❡♥# -❣❛❧❡♠❡♥# (✉❡

❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣♦✉✈❛♥# 0#+❡ (✉❛❧✐✜-$ ❞✬✐♥❣+❛#$ ♦♥# ♣+♦❜❛❜❧❡♠❡♥# ✉♥❡ ✈✐$✐♦♥ ❞✐❛♠-#+❛❧❡♠❡♥#

♦♣♣♦$-❡✳

◆-❛♥♠♦✐♥$✱ ♦♥ ♣❡✉# ♣❡♥$❡+ (✉❡ ❧✬✐♥❣+❛#✐#✉❞❡ ✐++❛❞✐❛♥# ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ (✉✐ ♣❡✐♥❡ D +❡❝♦♥✲

♥❛S#+❡ ❧✬❡✛♦+# ❡♥#+❡♣+✐$ ♣❛+ ✉♥ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉+✱ ❝♦♥❞✉✐+❛✐# ❝❡ ❞❡+♥✐❡+ D +❡$$❡♥#✐+ ❞❡ ❧❛ ✭❥✉$#❡✮

❝♦❧@+❡✱ ♣✉✐$ -✈❡♥#✉❡❧❧❡♠❡♥# D $❡ ♣❧❛✐♥❞+❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛✉✈❛✐$ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥#✳ ❊♥ +❡#♦✉+✱ ❝❡❧❛

♣♦✉++❛✐# ❞-❝❧❡♥❝❤❡+ ❞❡$ $❡♥#✐♠❡♥#$ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#- ❝❤❡③ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✐♥❣+❛#✱ (✉✐ ♣♦✉++❛✐#✱ ❡♥

❝♦♥$-(✉❡♥❝❡✱ 0#+❡ ❞-$✐+❡✉① ❞❡ +--✈❛❧✉❡+ ❧❛ $✐#✉❛#✐♦♥ ❡♥ (✉❡$#✐♦♥✱ ❛✐♥$✐ (✉❡ $♦♥ ♦♣✐♥✐♦♥ $✉+

❧❡$ ❛##❡♥#❡$ (✉✬✐❧ ❞♦✐# ❛✈♦✐+ ✈✐$✲D✲✈✐$ ❞✉ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥# ❞❡$ ❛✉#+❡$ ❞❛♥$ ✉♥❡ #❡❧❧❡ $✐#✉❛#✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥#✱ ❛♣+@$ ❝❡##❡ ♠✐$❡ D ❥♦✉+✱ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❜-♥-✜❝✐❛✐+❡ ✐♥❣+❛# ♣❡✉# ❞❡✈❡♥✐+ ♣❧✉$ ❡♥❝❧✐♥ D

+❡$$❡♥#✐+ ❡# D ❡①♣+✐♠❡+ ❧❛ ❣+❛#✐#✉❞❡✱ D ❧✬❛✈❡♥✐+✱ $✉✐#❡ D ✉♥ ♠0♠❡ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥# ♣+♦$♦❝✐❛❧✳

❈❡# ❡①❡♠♣❧❡ ❤②♣♦#❤-#✐(✉❡ ♥♦✉$ ♣❡+♠❡# ❞✬✐❧❧✉$#+❡+ ❝♦♠♠❡♥# ❧❡$ -♠♦#✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$ ♣❡✉✈❡♥#

❛❣✐+ ❞❡ ❝♦♥❝❡+# ♣♦✉+ ❢❛❝✐❧✐#❡+ ❧❡$ +❡❧❛#✐♦♥$ $♦❝✐❛❧❡$ ❡# ❧❡✉+ -✈♦❧✉#✐♦♥ ❞②♥❛♠✐(✉❡✳ ❉❡ #♦✉#❡

-✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡①✐$#❡ ❞✬❛✉#+❡$ ❝❛$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ♦W ❧❛ ❝♦❧@+❡ ❞✉ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉+ ✐♥✐#✐❛❧ $❡ #+❛❞✉✐+❛✐#

♣❛+ ❞❡$ ❛❝#✐♦♥$ ✈❡♥❣❡+❡$$❡$ ♣♦✉✈❛♥# ❝♦♥❞✉✐+❡ D ✉♥❡ ❡$❝❛❧❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❡♥❝❡✳ ❆✐♥$✐✱ ♥♦✉$

$♦✉#❡♥♦♥$ (✉❡ ❧❛ +-$♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❝♦♥✢✐#$ ✐♥#❡+❛❝#✐♦♥♥❡❧$ ♣♦✉++❛✐# ❞-♣❡♥❞+❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#-

❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ D ♣♦✉✈♦✐+ $❡ +❡♠❡##+❡ ❡♥ (✉❡$#✐♦♥✱ ❛✐♥$✐ (✉✬D ♣♦✉✈♦✐+ +❡♠❡##+❡ ❡♥ ❝❛✉$❡ ❧❡✉+

$②$#@♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉+$✳ ❉❛♥$ ❝❡##❡ ♣❡+$♣❡❝#✐✈❡✱ ❧❡$ -♠♦#✐♦♥$ ❞❡$ 0#+❡$ ❤✉♠❛✐♥$ ✭❡♥ ♣❛+#✐❝✉✲

❧✐❡+ ❧❡$ -♠♦#✐♦♥$ ♠♦+❛❧❡$✮ $❡♠❜❧❡♥# ❛✐❞❡+ ❧❡$ ♣❡+$♦♥♥❡$ ❞❛♥$ ❧❛ +-❛❧✐$❛#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣+♦♠✐$

♥-❝❡$$❛✐+❡$ ♣♦✉+ ❛$$✉+❡+ ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡♠❡♥# ❞❡$ ✐♥#❡+❛❝#✐♦♥$ $♦❝✐❛❧❡$✳

❉❡✉①✐@♠❡♠❡♥#✱ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ $♦✉❧✐❣♥❡ (✉❡ ❧❡ +Y❧❡ ♠♦❞-+❛#❡✉+ ❞❡ ❧✬❆❊❊ ♣❡✉# $❡

♠❛#-+✐❛❧✐$❡+ D #+❛✈❡+$ ❧✬❛❞♦♣#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥#$ ✈❡+❜❛✉① ❡# ♥♦♥ ✈❡+❜❛✉① ✐♥❛♣♣+♦♣+✐-$✱

❡♥ +-♣♦♥$❡ D ❞❡$ ❛❝#❡$ ♣+♦$♦❝✐❛✉①✳ ❊♥ ♣❛+#✐❝✉❧✐❡+✱ ✐❧$ ❡①♣❧✐(✉❡♥# (✉❡ ✓ ❧✬♦♥ ♣❡✉# ✐♠❛❣✐♥❡+

(✉❡ ❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ +❡❝♦♥♥❛✐$$❛♥#$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦+#❡ ❛♠❜✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥$ ❧✬❡①♣+❡$$✐♦♥ -♠♦#✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥# 0#+❡ ♠♦✐♥$ $✉$❝❡♣#✐❜❧❡$ ❞✬❡①❤✐❜❡+ ✉♥ ❝♦♠♣♦+#❡♠❡♥# ❛♣♣+♦♣+✐- ❡♥ +-♣♦♥$❡ D

✉♥ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉+✱ #❡❧ (✉❡ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ $♦✉+✐+❡ ♦✉ ❞❡ ❞✐+❡ ♠❡+❝✐ ❧♦+$(✉✬✐❧$ +❡?♦✐✈❡♥# ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ✔

✭❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ♣✳ ✸✽✹✱ ♥♦#+❡ #+❛❞✉❝#✐♦♥✮✳

✻✶



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

■❝✐ ❡♥❝♦&❡✱ ♥♦✉) ♣❡♥)♦♥) +✉❡ ❞❡) ❝♦♠♣♦&.❡♠❡♥.) ✐♥❝♦❤0&❡♥.) ♣❡✉✈❡♥. 2.&❡ ❧✬5✉✈&❡ ❞✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉) ).❛♥❞❛&❞)✱ ❝❛& ❞❡) ♠♦②❡♥) ❛♣♣&♦♣&✐0) ♣❡&♠❡..❛♥. ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐+✉❡& ❧✬❡①♣&❡))✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❣&❛.✐.✉❞❡ ♣❡✉✈❡♥. ♥❡ ♣❛) 2.&❡ .♦✉❥♦✉&)✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥) ♣❛) ❝♦♠♣❧<.❡♠❡♥.✱ ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡)

❞❛♥) ❝❡&.❛✐♥) ❝❛)✳ ?❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦&)+✉❡ ❧✬♦♥ &❡@♦✐. ✉♥ ❝❛❞❡❛✉ ❝♦♠♠✉♥✱ ♣♦✉& ❧❡+✉❡❧ ♦♥ ♥❡

❝♦♥♥❛✐. ♣❛) ❧❛ ❝♦♥.&✐❜✉.✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❜✐❡♥❢❛✐.❡✉&)✱ ✐❧ ♣❡✉. )✬❛✈0&❡& ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣&✐♠❡&

)✐♥❝<&❡♠❡♥. )❛ ❣&❛.✐.✉❞❡ ❡♥✈❡&) ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✱ ❝❡ +✉✐ ♣♦✉&&❛✐. ❛❣❛❝❡& ❝❡✉① +✉✐ ♦♥. ♣❛&.✐✲

❝✐♣0 ❧❡ ♣❧✉)✳

✃.&❡ ❝♦♥)❝✐❡♥. ❞❡ .❡❧❧❡) ❧✐♠✐.❡) ❛✉ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. ❞❡ ❧❛ ❣&❛.✐.✉❞❡ ❡). ✈&❛✐♠❡♥. ✐♠♣♦&✲

.❛♥. ❛✜♥ ❞✬❡♠❜&❛))❡& ♣❧❡✐♥❡♠❡♥. )♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥) ❞❡) )✐.✉❛.✐♦♥) 0❝♦♥♦♠✐+✉❡) .❡❧❧❡) +✉❡

❧❡) ❞✐❧❡♠♠❡) )♦❝✐❛✉①✳

◗✉♦✐ +✉✬✐❧ ❡♥ )♦✐.✱ ❧♦&)+✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡). ♣❛) ❡♥.&❛✈0❡ ♣❛& ❧❡) ❧✐♠✐.❡) ♠❡♥.✐♦♥♥0❡) ❝✐✲❞❡))✉)✱

❧✬❛))♦❝✐❛.✐♦♥ )✉❜).❛♥.✐❡❧❧❡ ♦❜)❡&✈0❡ ❡♥.&❡ ❧❛ ❣&❛.✐.✉❞❡ ❡. ❧❡ ❜✐❡♥✲2.&❡✱ ❛))♦❝✐0❡ G ❧✬❛♣.✐.✉❞❡

❞❡ ❧❛ ❣&❛.✐.✉❞❡ G ♣&♦♠♦✉✈♦✐& ❧❛ ❝♦♦♣0&❛.✐♦♥✱ ❛ .❡♥❞❛♥❝❡ G &❡♥❞&❡ ❛..&❛②❛♥.❡ ❧✬✐❞0❡ ❞❡

♣&♦✈♦+✉❡& ❝❡..❡ 0♠♦.✐♦♥ )♣0❝✐✜+✉❡ G ❞❡) ✜♥) ❞✬✐♥❝✐.❛.✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛&❛✐)♦♥✱ ❧❡) 0♠♦.✐♦♥)

♠♦&❛❧❡) ♥0❣❛.✐✈❡) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❥✉).❡ ❝♦❧<&❡✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐.0✱ ❧❛ ❤♦♥.❡ ♦✉ ❧✬❡♠❜❛&&❛)✱ )♦♥. ❞0)❛✲

❣&0❛❜❧❡) ❡. ♦♥. .❡♥❞❛♥❝❡ G 2.&❡ ❝♦&&0❧0❡) ♥0❣❛.✐✈❡♠❡♥. ❛✉ ❜✐❡♥✲2.&❡ ❞❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉)✳ ?❛&

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❤♦♥.❡ ❛ 0.0 ❝❧❛✐&❡♠❡♥. ✐❞❡♥.✐✜0❡ ❝♦♠♠❡ 0.❛♥. ♥0❣❛.✐✈❡♠❡♥. ❝♦&&0❧0❡ ❛✉ ❜✐❡♥✲

2.&❡ ❞❡) ❛❣❡♥.) ✭❚❛♥❣♥❡② ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❉❡ .♦✉.❡ 0✈✐❞❡♥❝❡✱ ❝❡) 0♠♦.✐♦♥) ♥0❣❛.✐✈❡) )♦♥.

0❣❛❧❡♠❡♥. ♥0❝❡))❛✐&❡) ♣♦✉& )♦✉.❡♥✐& ❧❛ ❝♦♦♣0&❛.✐♦♥✱ ❣&P❝❡ G ❧❡✉& &Q❧❡ ❞❛♥) ❧❛ ♠✐)❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡

❞❡ )❛♥❝.✐♦♥) ♠♦&❛❧❡)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❧✬0♠❡&❣❡♥❝❡ ❡. ❧✬❡①♣&❡))✐♦♥ ❞❡ ❝❡) 0♠♦.✐♦♥) ♥0❣❛.✐✈❡)

❡♥❣❧♦❜❡♥. ❣0♥0&❛❧❡♠❡♥. ✉♥ &✐)+✉❡ ❞✬❡)❝❛❧❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❡♥❝❡ ✭❍♦♣❢❡♥)✐.③ ❡. ❘❡✉❜❡♥✱ ✷✵✵✾✮✳

➚ ❝❡. 0❣❛&❞✱ ❘②❛♥ ❡. ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✮ )♦✉❧✐❣♥❡♥. ❧✬✐♠♣♦&.❛♥❝❡ ❞❡ ❞0.❡&♠✐♥❡& ❧❡) ❝♦♥❞✐.✐♦♥)

+✉✐ ❢❛✈♦&✐)❡♥.✱ ♣❧✉.Q. +✉❡ ❝❡❧❧❡) +✉✐ ❛✛❛✐❜❧✐))❡♥.✱ ❧❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧ ❤✉♠❛✐♥✱ ♣✉✐)+✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉.

❝♦♥.&✐❜✉❡&✱ ♥♦♥ )❡✉❧❡♠❡♥. G ❧❛ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡) ❞0.❡&♠✐♥❛♥.) ❞✉ ❝♦♠♣♦&.❡♠❡♥. ❤✉♠❛✐♥✱

♠❛✐) ❛✉))✐ G ❧❛ ❝♦♥❝❡♣.✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥.) )♦❝✐❛✉① +✉✐ ♦♣.✐♠✐)❡♥. ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥. ❞❡)

✐♥❞✐✈✐❞✉)✱ ❧❡✉& ♣❡&❢♦♠❛♥❝❡✱ ❛✐♥)✐ +✉❡ ❧❡✉& ❜✐❡♥✲2.&❡✳

❊♥ ❝❡ )❡♥)✱ ❞❛♥) ❧❡ ❝♦♥.❡①.❡ ❞❡) ❞✐❧❡♠♠❡) )♦❝✐❛✉①✱ ✐❧ )❡♠❜❧❡ +✉❡ ❢❛✈♦&✐)❡& ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ ❡.

❧✬❡①♣&❡))✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣&❛.✐.✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❡✈✐❡& ❞❡ ❧❛ ♣&♦♠♦.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣0&❛.✐♦♥ ❞❛♥) ❧❡)

❣&♦✉♣❡)✱ )♦✐. ✉♥❡ ).&❛.0❣✐❡ ♣❧✉) ❛..&❛❝.✐✈❡✱ ❡♥ .❡&♠❡) ❞❡ ❜✐❡♥✲2.&❡✱ +✉❡ ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ ❞✬0♠♦✲

.✐♦♥) ♠♦&❛❧❡) ♥0❣❛.✐✈❡)✳ ❊♥ ❞✬❛✉.&❡) .❡&♠❡)✱ ❧♦&)+✉✬❡❧❧❡) )♦♥. ❝♦♥❢&♦♥.0❡) G ❧❛ ❣❡).✐♦♥ ❞❡

)✐.✉❛.✐♦♥) ♦Y ❧❛ ❝♦♦♣0&❛.✐♦♥ ❡). ♥0❝❡))❛✐&❡✱ ❧❡) ✐♥).✐.✉.✐♦♥) ❡♥ ❝❤❛&❣❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡) ❡♥.&❡✲

♣&✐)❡) ❛✉ ♠♦♠❡♥. ❞❡ ❞0❝✐❞❡& ❞❡ ❧❡✉&) ♣♦❧✐.✐+✉❡) ❞❡ ❣❡).✐♦♥ ♦✉ ❧❡) 0+✉✐♣❡) ♠❛♥❛❣0&✐❛❧❡)✮

)♦♥. ♣❧✉) G ♠2♠❡ ❞❡ ❢❛✈♦&✐)❡& ❧❡ ❜✐❡♥✲2.&❡ )♦❝✐❛❧ ❡♥ ♠❡..❛♥. ❡♥ 5✉✈&❡ ❞❡) ♠0❝❛♥✐)♠❡)

✐♥❝✐.❛.✐❢) +✉✐ ❢❛✈♦&✐)❡♥. ❧✬✐♥❞✉❝.✐♦♥ ❡. ❧✬❡①♣&❡))✐♦♥ ❞✬0♠♦.✐♦♥) ♣♦)✐.✐✈❡) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣&❛.✐✲

.✉❞❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝❡✉① +✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡♥. ❞❡) ♣♦))✐❜✐❧✐.0) ❞❡ &0❝♦♠♣❡♥)❡✮✱ ♣❧✉.Q. +✉❡ ♣❛& ❧❡ ❝❤♦✐①

❞❡ ♠0❝❛♥✐)♠❡) +✉✐ ❡♥.❛✐♥❡♥. ❧✬0♠❡&❣❡♥❝❡ ❞✬0♠♦.✐♦♥) ♠♦&❛❧❡) ♥0❣❛.✐✈❡) ✭❝♦♠♠❡ ❝❡✉① +✉✐✱

♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦✛&❡♥. ❞❡) ♣♦))✐❜✐❧✐.0) ❞❡ ♣✉♥✐.✐♦♥✮✳

✻✷



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

✷✳✸✳✷✳ ▲❡ ❜✐❡♥✲)*+❡ ❡,*✲✐❧ ❞/❝✐,✐❢ ❞❛♥, ❧❛ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❄

◆!❛♥♠♦✐♥'✱ ❞❛♥' ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ❝❛'✱ ♦♥ ♣♦✉,,❛✐1 ♣❡♥'❡, 2✉❡ ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ 4✉✈,❡ ❡✛❡❝1✐✈❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣!,❛1✐♦♥ ❡'1 ♣❧✉' ❞!❝✐'✐✈❡ 2✉❡ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❝❤♦✐'✐ ♣♦✉, ❧✬❛11❡✐♥❞,❡✳ ❆✐♥'✐✱ ♦♥ ♣♦✉,,❛✐1

❥✉❣❡, 2✉❡ ❝✬❡'1 ✉♥❡ ♣,!♦❝❝✉♣❛1✐♦♥ '❡❝♦♥❞❛✐,❡ 2✉❡ ❞❡ '✬❛''✉,❡, ❞❡ ♣,♦♠♦✉✈♦✐, ❧❡ ❜✐❡♥✲?1,❡

❞❡' ♣❡,'♦♥♥❡' ❧♦,'2✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡,❝❤❡ @ ❡♥❝♦✉,❛❣❡, ❧❛ ❝♦♦♣!,❛1✐♦♥✳ A❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉1 '❡

❢♦❝❛❧✐'❡, '✉, ❧❡ ❢❛✐1 2✉✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ '♦✐1 ❡♥1✐C,❡♠❡♥1 ✜♥❛♥❝! ♣❛, ❞❡' ❝♦♥1,✐❜✉1✐♦♥'✱ 1♦✉1

❡♥ ♥✬❛❝❝♦,❞❛♥1 2✉❡ ♣❡✉ ❞✬❛11❡♥1✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐1 2✉❡ ❝❡❧❛ ♣✉✐''❡ '❡ ❢❛✐,❡ ❛✉ ♣,✐① ❞❡ 2✉❡,❡❧❧❡'✱ ♣❧✉'

♦✉ ♠♦✐♥' ❞♦✉❧♦✉,❡✉'❡'✱ ❡♥1,❡ ❧❡' ♣❛,1❡♥❛✐,❡' ✐♠♣❧✐2✉!'✳ ❉❛♥' ❧❡ ♠?♠❡ ♦,❞,❡ ❞✬✐❞!❡✱ ✐❧ ♣❡✉1

'❡♠❜❧❡, ♥❛1✉,❡❧ 2✉❡ ❧✬♦♥ ❛11❡♥❞❡ ❡♥ ♣,❡♠✐❡, ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❜✐❡♥❢❛✐'❛♥❝❡ 2✉✬❡❧❧❡

,❡❝✉❡✐❧❧❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥1 ❞❡' ❢♦♥❞'✱ 2✉❡❧' 2✉❡ '♦✐❡♥1 ❧❡' ♠♦②❡♥' ✉1✐❧✐'!' ♣❛, ❧❡' ❝♦❧❧❡❝1❡✉,'

2✉✬❡❧❧❡ ❡♠♣❧♦✐❡ ✭❝♦♠♠❡✱ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥1 '✉, ❧❡' '❡♥1✐♠❡♥1' ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐1! ❞❡' ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉' ♣♦✉, ♣,♦✈♦2✉❡, ❧❡' ❞♦♥'✮✳ ❉❡ ♠?♠❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♦,❣❛♥✐'❛1✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡,1❛✐♥' ♣♦✉,,❛✐❡♥1

❢❛✐,❡ ✈❛❧♦✐, 2✉❡ ❧❡ ❜♦♥❤❡✉, ❞❡' ❡♠♣❧♦②!' ❡'1 ♠♦✐♥' ♣,✐♠♦,❞✐❛❧ 2✉❡ ❧❡✉, ❡✣❝❛❝✐1! ❛✉ 1,❛✈❛✐❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ✐❧ ❛ !1! ❞!♠♦♥1,! 2✉❡ ❧❡' ♣❡,'♦♥♥❡' 2✉✐ '♦♥1 '❛1✐'❢❛✐1❡' ❞❛♥' ❧❡✉, ✈✐❡ '♦♥1

❡✣❝❛❝❡' ❞❛♥' ❧❛ ,!'♦❧✉1✐♦♥ ❞❡' ♣,♦❜❧C♠❡'✱ ❞!♠♦♥1,❡♥1 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉,❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❛✉ 1,❛✲

✈❛✐❧✱ ♦♥1 1❡♥❞❛♥❝❡ @ ?1,❡ ♣❧✉' ,!'✐'1❛♥1' ❛✉ '1,❡''✱ ❡1 ❢♦♥1 ♣,❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉, !1❛1 ❞❡

'❛♥1! ♣❤②'✐2✉❡ ✭❱❡❡♥❤♦✈❡♥✱ ✶✾✽✾ ❀ ❋,✐'❝❤✱ ✷✵✵✵✮✳ ❉❛♥' ✉♥❡ ❛✉1,❡ !1✉❞❡✱ ✐♠♣❧✐2✉❛♥1 ❞❡'

!1✉❞✐❛♥1' ❞❡ ▼❇❆✱ ❲,✐❣❤1 ❡1 ❈,♦♣❛♥③❛♥♦ ✭✷✵✵✹✮ ♦♥1 !❣❛❧❡♠❡♥1 ♠♦♥1,! 2✉❡ ❧❡' ♣❛,1✐❝✐✲

♣❛♥1' ❛✈❡❝ ❢♦,1 ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜✐❡♥✲?1,❡ '♦♥1 ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,' ❞!❝✐❞❡✉,'✱ ❞!♠♦♥1,❡♥1 ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,'

❝♦♠♣♦,1❡♠❡♥1' ✐♥1❡,♣❡,'♦♥♥❡❧' ❡1 ♦❜1✐❡♥♥❡♥1 ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,❡' !✈❛❧✉❛1✐♦♥' ❣❧♦❜❛❧❡' ❞❡ ♣❡,✲

❢♦,♠❛♥❝❡✱ ♣❛, ,❛♣♣♦,1 ❛✉① '✉❥❡1' 2✉✐ ♦♥1 ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜✐❡♥✲?1,❡✳

❉❡ ❝❡11❡ ❢❛W♦♥✱ ♦♣1❡, ♣♦✉, ❞❡' ❞!❝✐'✐♦♥' ❞❡ ❣❡'1✐♦♥ 2✉✐ ❢❛✈♦,✐'❡♥1 ❧❡' !♠♦1✐♦♥' ♣♦'✐1✐✈❡'✱
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♣❛,1 ❞❡' ❛❣❡♥1'✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛,1✱ ❝✬❡'1 ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ 1❛♥1 2✉❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣,♦♠♦✉✈♦✐, ❧❛ ❝♦♦♣!,❛1✐♦♥
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❞❛♥' ❧❡✉, ✈✐❡✳
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(✐♦♥ ♣/♦ ♦❝✐❛❧❡ ♣♦✉,,❛✐❡♥1 ?1,❡ ♥!❝❡''❛✐,❡' ♣♦✉, 2✉❡ ❧❡' ❡♠♣❧♦②!' ❞!♠♦♥1,❡♥1 ❞❡' ❡✛♦,1'
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♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛$"✐❝✐♣❛"✐♦♥✳
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❛❝"✐✈✐")✱ ❛✐♥,✐ 4✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥" 4✉❡ ❧✬♦♥ ♠♦♥"$❡ ❡♥✈❡$, ,♦♥ $0❧❡ ❞❛♥, ❝❡""❡

❛❝"✐✈✐")✱ ,♦♥" ❞❡, ❢❛❝"❡✉$, "$', ✐♠♣♦$"❛♥", ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐") ❞♦♥" ♦♥ ❢❛✐" ♣$❡✉✈❡ ❞❛♥, ❝❡ $0❧❡✳

❊♥ $❡❧✐❛♥" ❧❡ ❢❛✐" ❞❡ ❝♦♥✜♥❡$ ,❡, ,❡♥"✐♠❡♥", ❞❡ ❣$❛"✐"✉❞❡ ❞❛♥, ✉♥ ❥♦✉$♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐" ❞❡

❞♦♥♥❡$ ✉♥ ,❡♥, 7 ,❛ ♣$),❡♥❝❡ ❡" ❞❡ ,✬❡♥❣❛❣❡$ 7 ♣❛$"✐❝✐♣❡$ ❡♥ ❝❧❛,,❡✱ ❋❧✐♥❝❤❜❛✉❣❤ ❡" ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮ ♦♥" ❞)❝♦✉✈❡$" ✉♥ ❛✉"$❡ ❝❛♥❛❧ 7 "$❛✈❡$, ❧❡4✉❡❧ ❧❛ ❣$❛"✐"✉❞❡ ♣❡✉" @"$❡ ❝♦♥♥❡❝")❡ 7 ❧❛

❢♦✐, 7 ❧✬)♣❛♥♦✉✐,,❡♠❡♥" ♣❡$,♦♥♥❡❧ ❡" 7 ❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❛♥, ✉♥❡ ❛❝"✐✈✐")✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ✐❧ ,❡♠❜❧❡

4✉❡ ❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ,♦✐" ✐❝✐ ,♦✉,✲"❡♥❞✉❡ ♣❛$ ❞❡, ♠♦"✐✈❛"✐♦♥, 4✉✐ ♣❡✉✈❡♥" @"$❡ ❝♦♥,✐❞)$)❡,

❝♦♠♠❡ ✐♥"+✐♥,-.✉❡,✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ 4✉❛♥❞ ✉♥ ✈$❛✐ ,❡♥, ❡," "$♦✉✈) 7 ✉♥❡ ❛❝"✐✈✐")✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉"

@"$❡ ,✉✣,❛♥" ♣♦✉$ 4✉❡ ❧✬♦♥ ,❡ ❧✐✈$❡ 7 ❞❡, ❡✛♦$", ❝♦♥,✐❞)$❛❜❧❡, ♣♦✉$ ❞❡✈❡♥✐$ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥,

❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♠@♠❡ ❧♦$,4✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡$,♣❡❝"✐✈❡ ❞❡ ❣❛✐♥, ,✉♣♣❧)♠❡♥"❛✐$❡,✱ ❞❡ 4✉❡❧❝♦♥4✉❡

♥❛"✉$❡✱ 4✉❡ ❝❡ ,♦✐" ,♦✉, ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ $)❝♦♠♣❡♥,❡, ♠❛")$✐❡❧❧❡, ♦✉ ,♦✉, ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ♣❧❛✐,✐$,

)♠♦"✐♦♥♥❡❧, )❣♦X,"❡,✳

✷✳✸✳✸✳✷✳ ▲❛ ❣(❛5✐5✉❞❡ ❞✐++✐♠✉❧7❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ♠7❛♥❞(❡+ ❞❡ ❧❛ ♠♦5✐✈❛5✐♦♥

▲❡, ❞❡$♥✐❡$, ♣♦✐♥", 4✉❡ ♥♦✉, ✈❡♥♦♥, ❞✬❡①❛♠✐♥❡$ ,♦✉❧✐❣♥❡♥" ✉♥ ❛,♣❡❝" ❝$✉❝✐❛❧ ❡♥ ❝❡

4✉✐ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ 4✉❡ ❧❡, ❣❡♥, ,♦♥" ❡♥ ♠❡,✉$❡ ❞❡ ❞)♠♦♥"$❡$ ❞❛♥,

❧❡, ❛❝"✐✈✐"), 4✉✬✐❧, ❡①❡$❝❡♥" ✿ ❧❡✉$ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥✳ Z❡♥❞❛♥" ❞❡, ❞)❝❡♥♥✐❡,✱ ❧❡, ♣,②❝❤♦❧♦❣✉❡,

✻✹



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

❘✐❝❤❛%❞ ▼✳ ❘②❛♥ ❡, ❊❞✇❛%❞ ▲✳ ❉❡❝✐ ♦♥, 2❛♥2 %❡❧4❝❤❡ ❡①❛♠✐♥7 ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡,

2❡2 ❞7,❡%♠✐♥❛♥,2✱ ❝❡ ;✉✐ ❧❡2 ❛ ❛♠❡♥7 < ♣%♦♣♦2❡% ❧❛ ,❤7♦%✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉,♦❞7,❡%♠✐♥❛,✐♦♥ ✭❘②❛♥

❡, ❉❡❝✐✱ ✷✵✵✵✮✳

✷✳✸✳✸✳✷✳✶✳ ▲❛ &❤(♦*✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉&♦❞(&❡*♠✐♥❛&✐♦♥

❈❡,,❡ ,❤7♦%✐❡ ❝♦♥❝❡♣,✉❛❧✐2❡ ♥♦,❛♠♠❡♥, ❧✬❛✉,♦❞7,❡%♠✐♥❛,✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥,✐♥✉✉♠

❞❡ ❞✐✛7%❡♥,2 ,②♣❡2 ❞❡ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥✱ %❛♥❣72 ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣%7 ❛✈❡❝ ❧❡;✉❡❧ ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥

7♠❛♥❡ ❞❡ 2♦✐✳ G❧✉2 ♣%7❝✐27♠❡♥,✱ ❝❡ ❝♦♥,✐♥✉✉♠ ✈❛ ❞❡ ❧✬❛♠♦,✐✈❛,✐♦♥✱ 7,❛, ❞❡ ♠❛♥;✉❡ ❞✬✐♥✲

,❡♥,✐♦♥ ❞✬❛❣✐%✱ < ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ✐♥,%✐♥2I;✉❡✱ ;✉✐ 2❡ %7❢I%❡ < ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐22❡♠❡♥, ❞✬✉♥❡ ❛❝,✐✈✐,7

♣♦✉% ❧❛ 2❛,✐2❢❛❝,✐♦♥ ✐♥❤7%❡♥,❡ < ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊♥,%❡ ❝❡2 ❞❡✉① ❡①,%7♠✐,72✱ 2❡ ,%♦✉✈❡♥, ♣❧✉2✐❡✉%2

❢♦%♠❡2 ❞❡ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ❡①,%✐♥2I;✉❡2✱ ;✉❡ ♥♦✉2 ❥✉❣❡♦♥2 K,%❡ ❧❡2 ,②♣❡2 ❧❡2 ♣❧✉2 ✐♥,7%❡22❛♥,2

❞❡ ❧✬❛✉,♦❞7,❡%♠✐♥❛,✐♦♥✱ ❡♥ ❝❡ ;✉✐ ❝♦♥❝❡%♥❡ < ❧❛ ❢♦✐2 ❧❡2 ❛❝,✐✈✐,72 ♣%♦❢❡22✐♦♥♥❡❧❧❡2 ❡, ❞❡2

2✐,✉❛,✐♦♥2 ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ 2♦❝✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ♥♦✉2 ♣❡♥2♦♥2 ;✉✬✐❧ ❡2, ❛22❡③ %❛%❡ ❞❡ ,%♦✉✈❡% ❞❡2

❡♠♣❧♦②72 ;✉✐ 2♦✐❡♥, ✈7%✐,❛❜❧❡♠❡♥, ♣❛22✐♦♥♥72 ♣❛% ❧❡✉% ❛❝,✐✈✐,7 ♣%♦❢❡22✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉✬❛✉,❛♥,

♣❧✉2 ;✉❡ ❧❡2 ❡♠♣❧♦✐2 2♦♥, ❣7♥7%❛❧❡♠❡♥, ❝♦♠♣♦272 ❞❡ ♣❧✉2✐❡✉%2 ❛❝,✐✈✐,72✱ ❝❡ ;✉✐ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❧❛

♣%♦❜❛❜✐❧✐,7 ;✉❡ ❧❡2 ❣❡♥2 2♦✐❡♥, ,❡♥✉2 ❞❡ ❢❛✐%❡ ❞❡2 ❝❤♦2❡2 ;✉✬✐❧2 ♥❡ ,%♦✉✈❡♥, ♣❛2 ✐♥,%✐♥2I;✉❡✲

♠❡♥, ✐♥,7%❡22❛♥,❡2✳ G❛% ❛✐❧❧❡✉%2✱ ❧❡2 ❞✐❧❡♠♠❡2 2♦❝✐❛✉① 2♦♥, ❞❡2 2✐,✉❛,✐♦♥2 ❞❛♥2 ❧❡2;✉❡❧❧❡2

❧❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2 ♦♥, ❧❛ ♣♦22✐❜✐❧✐,7 ❞✬❛❣✐% ♣♦✉% ❧❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉,7✱ ❝❡ ;✉✐ ❡2, ❧♦✐♥ ❞✬K,%❡

♥7❝❡22❛✐%❡♠❡♥, ❧❛ 2♦✉%❝❡ ❞❡ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ✐♥,%✐♥2I;✉❡ ♣♦✉% ❧❡2 ❛❣❡♥,2 7❝♦♥♦♠✐;✉❡2✳

❊♥ ❝♦♥27;✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉2 ♥♦✉2 ❝♦♥❝❡♥,%♦♥2 2✉% ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ❡①,%✐♥2I;✉❡✱ ;✉✐ ❡2, ♣%72❡♥,❡

2♦✉2 ❞✐✈❡%2❡2 ❢♦%♠❡2✳ G❛% ♦%❞%❡ ❝%♦✐22❛♥, ❞✬❛✉,♦♥♦♠✐❡✱ ♥♦✉2 ,%♦✉✈♦♥2 ❞✬❛❜♦%❞ ❧❛  !❣✉❧❛✲

'✐♦♥ ❡①'❡ ♥❡✱ ;✉✐ ❝♦♥❝❡%♥❡ ❧❡2 ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥,2 ;✉✐ 2♦♥, ❡✛❡❝,✉72 ❞❛♥2 ❧❡ ❜✉, ❞❡ 2❛,✐2❢❛✐%❡

✉♥❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❡①,❡%♥❡ ♦✉ ❞❛♥2 ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ %7❝♦♠♣❡♥2❡2 ❝♦♥,✐♥❣❡♥,❡2✳ ❉❡✉①✐I♠❡♠❡♥,✱

❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ♣❡✉, ❛✉22✐ K,%❡ ❧❡ %72✉❧,❛, ❞❡ ❧❛  !❣✉❧❛'✐♦♥ ❛--✐♠✐❧!❡✱ ❛✉;✉❡❧ ❝❛2 ❧❡2 ❝♦♠✲

♣♦%,❡♠❡♥,2 2♦♥, ❡✛❡❝,✉72 2♦✐, ♣♦✉% 7✈✐,❡% ❧❛ ❞♦✉❧❡✉% 7♠♦,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐7❡ < ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,7

✭♦✉ ❧✬❛♥①✐7,7✮✱ 2♦✐, ❛✜♥ ❞❡ ❜7♥7✜❝✐❡% ❞✬✉♥ %❡♥❢♦%❝❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡❣♦✱ ,❡❧ ;✉❡ ♣❛% ❧✬7♠❡%❣❡♥❝❡

❞✉ 2❡♥,✐♠❡♥, ❞❡ ✜❡%,7✳ ❊♥2✉✐,❡✱ ❧❛  !❣✉❧❛'✐♦♥ ✐❞❡♥'✐✜!❡ 2❡ %7❢I%❡ < ❧✬7✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❝♦♥2❝✐❡♥,❡

❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝,✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥,✱ ❞❡ ♠❛♥✐I%❡ < ❝❡ ;✉❡ ❧✬❛❝,❡ ❡♥ ;✉❡2,✐♦♥ 2♦✐, ❛❝❝❡♣,7 ❝♦♠♠❡

♣❡%2♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥, ✐♠♣♦%,❛♥,❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❛  !❣✉❧❛'✐♦♥ ✐♥'!❣ !❡ 2❡ ♣%♦❞✉✐, ❧♦%2;✉✬✉♥❡  !❣✉✲

❧❛'✐♦♥ ✐❞❡♥'✐✜!❡ ❡2, ❡♥,✐I%❡♠❡♥, ❛22✐♠✐❧7❡ ❛✉ 2❡✐♥ ❞❡ 2♦✐✱ ❞❛♥2 ❧❡ 2❡♥2 ♦P ❡❧❧❡ ❛ 7,7 7✈❛❧✉7❡

❡, ♠✐2❡ ❡♥ ❤❛%♠♦♥✐❡ ❛✈❡❝ 2❡2 ❛✉,%❡2 ✈❛❧❡✉%2 ❞❛♥2 ❧❛ ✈✐❡✳ ❙❡❧♦♥ ❘②❛♥ ❡, ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✮✱ ❧❡2

❛❝,✐♦♥2 ❡♥,%❛♥, ❞❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ✐♥,7❣%7❡ 2♦♥, ♣%♦❝❤❡2 ❞❡

❝❡❧❧❡2 ;✉✐ %❡❧I✈❡♥, ❞❡ ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ✐♥,%✐♥2I;✉❡✱ 2❛✉❢ ;✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬K,%❡ %7❛❧✐27❡2 ♣♦✉% ❧❡✉%

♣❧❛✐2✐% ✐♥❤7%❡♥,✱ ❡❧❧❡2 ❧❡ 2♦♥, ♣❧✉,R, ❞❛♥2 ❧❡ ❜✉, ❞✬♦❜,❡♥✐% ❞✬❛✉,%❡2 %72✉❧,❛,2✱ ❞✐22♦❝✐❛❜❧❡2

❞❡ ❝❡ ♣❧❛✐2✐%✳

▲❛ ❧✐,,7%❛,✉%❡ 2✉% ❧❡ 2✉❥❡, 2✉❣❣I%❡ 7❣❛❧❡♠❡♥, ;✉❡ ♣❧✉2 ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2 <

❡♥,%❡♣%❡♥❞%❡ ✉♥❡ ❛❝,✐✈✐,7 7♠❛♥❡ ❞✬❡✉①✲♠K♠❡2✱ ♣❧✉2 ✐❧2 2♦♥, ❡✣❝❛❝❡2✱ ♣❡%2✐2,❛♥,2 ❡, ❝%7❛,✐❢2

❞❛♥2 ❧✬❡①7❝✉,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ ❛❝,✐✈✐,7 ✭♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❉❡❝✐ ❡, ❘②❛♥✱ ✶✾✾✶ ❀ ❙❤❡❧❞♦♥✱ ❘②❛♥✱

❘❛✇2,❤♦%♥❡ ❡, ■❧❛%❞✐✱ ✶✾✾✼✮✳ ❈♦♠♣,❡ ,❡♥✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ♠♦②❡♥2 ♣♦✉% ❢❛❝✐❧✐,❡%

❧✬✐♥,7❣%❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥ ❡①,%✐♥2I;✉❡ ❡2, ❞✬✉♥ ✐♥,7%K, ❝%✉❝✐❛❧✱ 2✬❛❣✐22❛♥, ❞❡ ❧❛ ❣❡2,✐♦♥

❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2✱ ❡♥ ♣❛%,✐❝✉❧✐❡% ❞❛♥2 ❧❡2 2✐,✉❛,✐♦♥2 ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ 2♦❝✐❛❧✳ ❘②❛♥ ❡, ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✮

♦♥, ✐❞❡♥,✐✜7 ,%♦✐2 ♣%✐♥❝✐♣❛✉① ❢❛❝,❡✉%2 2✉2❝❡♣,✐❜❧❡2 ❞❡ ❢❛✈♦%✐2❡% ❝❡,,❡ ✐♥,7%✐♦%✐2❛,✐♦♥✳

✻✺



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

✷✳✸✳✸✳✷✳✷✳ ▲❡% ❞'(❡)♠✐♥❛♥(% ❞❡ ❧✬✐♥('❣)❛(✐♦♥ ❞❡% ♠♦(✐✈❛(✐♦♥% ❡①()✐♥%45✉❡%

▲❡% ❧✐❡♥% ❛✛❡❝(✐❢%

 !❡♠✐%!❡♠❡♥'✱ ❘②❛♥ ❡' ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✱ ♣✳ ✼✸✱ ♥♦'!❡ '!❛❞✉❝'✐♦♥✮ !❛♣♣♦!'❡♥' 9✉❡ ✓ ♣✉✐;9✉❡

❧❡; ❝♦♠♣♦!'❡♠❡♥'; ❡①'!✐♥;%9✉❡♠❡♥' ♠♦'✐✈?; ♥❡ ;♦♥' ❣?♥?!❛❧❡♠❡♥' ♣❛; ✐♥'?!❡;;❛♥';✱ ❧❛ !❛✐✲

;♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧❡ ♣♦✉! ❧❛9✉❡❧❧❡ ❧❡; ✐♥❞✐✈✐❞✉; ❡①?❝✉'❡♥' ✐♥✐'✐❛❧❡♠❡♥' ❞❡ '❡❧❧❡; ❛❝'✐♦♥; ❡;'

♣❛!❝❡ 9✉❡ ❝❡; ❝♦♠♣♦!'❡♠❡♥'; ;♦♥' ♣!♦♠✉;✱ ❡;'✐♠?; ♦✉ ✈❛❧♦!✐;?; ♣❛! ❞❡; ♣!♦❝❤❡;✱ ✈✐;✲D✲

✈✐; ❞❡;9✉❡❧; ✐❧; ;❡ ;❡♥'❡♥' ✭♦✉ ✈❡✉❧❡♥' ;❡ ;❡♥'✐!✮ ❛''❛❝❤?; ♦✉ !❡❧✐?;✳ ❈❡❝✐ ;✉❣❣%!❡ 9✉❡ ❧❡;

❧✐❡♥; ❛✛❡❝'✐❢;✱ ❧❡ ❜❡;♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐! ✉♥ ;❡♥'✐♠❡♥' ❞✬❛♣♣❛!'❡♥❛♥❝❡ ;♦❝✐❛❧❡ ❡' ❞❡ ❞?✈❡❧♦♣♣❡! ✉♥❡

❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡; ❛✉'!❡;✱ ;♦♥' ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦!'❛♥❝❡ ❝❛♣✐'❛❧❡ ♣♦✉! ❧✬✐♥'?!✐♦!✐;❛'✐♦♥ ✔✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❧♦!;9✉❡ ❞❡; ♣❡!;♦♥♥❡; ✐♠♣♦!'❛♥'❡; D ♥♦; ②❡✉① ❝♦♠♣'❡♥' ;✉! ♥♦✉; ♣♦✉! !?♣♦♥❞!❡

D ❝❡!'❛✐♥❡; ❡①✐❣❡♥❝❡;✱ ♦♥ ♣❡✉' K'!❡ ♣❧✉; ❡♥❝❧✐♥ D ♣!❡♥❞!❡ ❝❡; ❡①✐❣❡♥❝❡; D ❝L✉!✱ ❞❛♥; ❧❛

♠❡;✉!❡ ♦M ❧✬♦♥ ❡;' ❝♦♥;❝✐❡♥' 9✉❡ ❝❡; ❝♦♠♣♦!'❡♠❡♥'; ♣❡✉✈❡♥' ❛✛❡❝'❡! ❧❡; ♣❡!;♦♥♥❡; ❞♦♥' ♦♥

;❡ ;♦✉❝✐❡✳ ■❧ ❡;' ✐♥'?!❡;;❛♥' ❞❡ ♥♦'❡! 9✉❡ ❧❡; '!♦✐; ❛❞❥❡❝'✐❢; ✉'✐❧✐;?; ♣❛! ❧❡; ❛✉'❡✉!;✱ 9✉✐ ;♦♥'

!❡❧❛'✐❢; ❛✉ ❢❛✐' ❞❡ ;❡ ;❡♥'✐! ❧✐? D 9✉❡❧9✉✬✉♥✱ ❞✬❛✈♦✐! ✉♥ ;❡♥'✐♠❡♥' ❞✬❛♣♣❛!'❡♥❛♥❝❡ ❡♥✈❡!; ✉♥

❣!♦✉♣❡ ❡' ❞❡ ;❡ ;❡♥'✐! ❝♦♥♥❡❝'? ❛✉① ❛✉'!❡;✱ ♥❡ ;♦♥' ♣❛; ;❛♥; !❛♣♣❡❧❡! ❝❡ 9✉❡ ♥♦✉; ❛✈♦♥;

❞❡;✐❣♥? ❥✉;9✉✬✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣!♦①✐♠✐'? ❡♥'!❡ ❧❡; ❛❣❡♥';✳

❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥' ❞❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉' ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ❞✐;❝❡!♥❡! ✉♥❡ ♣!❡♠✐%!❡ ❢❛P♦♥ ♣❛! ❧❛9✉❡❧❧❡ ❧❛

❣!❛'✐'✉❞❡ ❡;' ;✉;❝❡♣'✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐! ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦;✐'✐✈❡ ;✉! ❧✬✐♥'?❣!❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦'✐✈❛'✐♦♥

❡①'!✐♥;%9✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ♣!?❝?❞❡♠♠❡♥'✱ ❧❛ ❣!❛'✐'✉❞❡ ❛❣✐' ❡♥ ❢❛✈❡✉! ❞❡ ❧❛ ♣!♦♠♦'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣!♦①✐♠✐'? ❡♥'!❡ ❧❡; ❛❣❡♥'; ❞❛♥; ❧❡; !❡❧❛'✐♦♥; ❞②❛❞✐9✉❡;✱ ❛✐♥;✐ 9✉✬❛✉ ;❡✐♥ ❞❡; ❣!♦✉♣❡;✳

 ❛! ❝♦♥;?9✉❡♥'✱ ❝❡❧❛ ❢❛✐' ❞❡ ❧❛ ❣!❛'✐'✉❞❡ ✉♥ ♣!?❝✐❡✉① ❞?'❡!♠✐♥❛♥' ❞❡ ;❡❝♦♥❞ ♦!❞!❡ ❞❡

❧✬✐♥'?!✐♦!✐;❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦'✐✈❛'✐♦♥ ❡①'!✐♥;%9✉❡✳

❆✈❛♥' ❞❡ ♣❛;;❡! ❛✉ ❞❡✉①✐%♠❡ ❢❛❝'❡✉! ❢❛❝✐❧✐'❛♥' ❧✬✐♥'?❣!❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦'✐✈❛'✐♦♥ ❡①'!✐♥✲

;%9✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥' ❞❡ ♥♦'❡! 9✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛'✐'✉❞❡ ;✉! ❧❡ ♣!❡♠✐❡! ❢❛❝'❡✉! ❢❛✐' ?❝❤♦

❛✉ ❝♦♥❝❡♣' ❞✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❧✬♦♥' ✐♥❞✐9✉? ❉✉''♦♥✱ ❉✉❦❡!✐❝❤ ❡' ❍❛!9✉❛✐❧ ✭✶✾✾✹✮✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥

♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞?❝!✐' ❧❡ ❞❡❣!? ❛✈❡❝ ❧❡9✉❡❧ ❧❡; ✐♥❞✐✈✐❞✉; ♣❛!✈✐❡♥♥❡♥' D ✈♦✐! ❧❡ ❣!♦✉♣❡ ✴

❧✬♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥ ❡♥ '❛♥' 9✉❡ ♣❛!'✐❡ ❞✬❡✉①✲♠K♠❡;✱ ❞❛♥; ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞❡ ❧❡✉! ♣!♦❝❡;;✉; ❞✬❡♥❣❛❣❡✲

♠❡♥'✳ ❊♥ ♦✉'!❡✱ ❝❡''❡ ❛♣'✐'✉❞❡ ❡;' ;✉;❝❡♣'✐❜❧❡ ❞✬K'!❡ ✐♥✢✉❡♥❝?❡ ♣❛! ❧❡; ?♠♦'✐♦♥; ♣♦;✐'✐✈❡;

❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣!❛'✐'✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡;' ♥♦'❛♠♠❡♥' ;✉❣❣?!? ♣❛! ❱❛❝❤❛!❦✉❧❦;❡♠;✉❦ ❡! ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮✱ 9✉✐ ✐♥❞✐9✉❡♥' 9✉❡ ❧❡; ?♠♦'✐♦♥; ♣♦;✐'✐✈❡; ❝♦♥'!✐❜✉❡♥' D ❧✬❡①♣❛♥;✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣' ❞❡

;♦✐✱ ❡' ❛✐♥;✐ 9✉❡ ❧❡; ❡①♣?!✐❡♥❝❡; ❛;;♦❝✐?❡; D ❧❛ ❣!❛'✐'✉❞❡✱ ♦✉ D ❞✬❛✉'!❡; ?♠♦'✐♦♥; ♣♦;✐'✐✈❡;✱

;♦♥' ❝❡♥;?❡; ❛❝❝!♦['!❡ ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❱❛❝❤❛!❦✉❧❦;❡♠;✉❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶ ✐♥❞✐9✉❡♥' ?❣❛❧❡♠❡♥' 9✉✬✉♥ ❝❧✐♠❛' ?♠♦'✐♦♥♥❡❧ ♣♦;✐'✐❢✱ ❛✉

;❡✐♥ ❞❡; ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥;✱ ❡♥❝♦✉!❛❣❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦!❝❡ !❡❧❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡; ♦!❣❛♥✐;❛✲

'✐♦♥;✱ 9✉✐ ;❡ !?❢%!❡ ❛✉① ❧✐❡♥; ❡' ❝♦♥♥❡①✐♦♥; ❝!??; ❡' ;♦❧✐❞✐✜?;✱ ❡♥'!❡ ❧❡; ✐♥❞✐✈✐❞✉;✱ ❞❛♥; ❧❡;

♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥;✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧; ❛✣!♠❡♥' 9✉❡ ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡' ❧❛ ❢♦!❝❡ !❡❧❛'✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ❞❡; ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥;✱ 9✉✐ '!♦✉✈❡♥' '♦✉'❡; ❞❡✉① ❧❡✉!; !❛❝✐♥❡; ❞❛♥; ❧❛ ♠✐;❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥

❝❧✐♠❛' ?♠♦'✐♦♥♥❡❧ ♣♦;✐'✐❢✱ ❝♦♥'!✐❜✉❡♥' D ❧❛ ❝!♦✐;;❛♥❝❡ ❡' ❧❛ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♦!❣❛♥✐;❛'✐♦♥♥❡❧❧❡

❡'✱ ♣❛! ❝♦♥;?9✉❡♥'✱ D ❧❛ ❝!♦✐;;❛♥❝❡ ❡' ❛✉ ❞?✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ;♦❝✐?'?

✼

✳

✼✳ ❊♥ ♦✉&'❡✱ ❞❡+ &'❛✈❛✉① ♦♥& /❣❛❧❡♠❡♥& ♠♦♥&'/ 3✉❡ ❧❡+ ♦'❣❛♥✐+❛&✐♦♥+ ❞❛♥+ ❧❡+3✉❡❧❧❡+ ❧❡+ ❡♠♣❧♦②/+

❛✣❝❤❡♥& ❞❡+ ♥✐✈❡❛✉① ♣❧✉+ /❧❡✈/+ ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥& ❡& ❡①♣/'✐♠❡♥&❡♥& ♣❧✉+ ❢'/3✉❡♠♠❡♥& ❞❡+ /♠♦&✐♦♥+ ♣♦+✐&✐✈❡+✱

♦❜&✐❡♥♥❡♥& ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ ✜❞/❧✐+❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐❡♥&>❧❡✱ ✉♥ '❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥& ♠♦✐♥+ ❢'/3✉❡♥& ❞✉ ♣❡'+♦♥♥❡❧✱ ❞❡+

✻✻



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

❊♥ ❝♦♥$%&✉❡♥❝❡✱ ✐❧ $❡♠❜❧❡ &✉❡ ❧❛ ❣0❛1✐1✉❞❡✱ ❛✐♥$✐ &✉❡ ❞✬❛✉10❡$ %♠♦1✐♦♥$ ♣♦$✐1✐✈❡$✱ ♣❡✉1

❛✐❞❡0 6 ❛♠%❧✐♦0❡0 ❧❛ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❞❛♥$ ❧❡✉0 ❛❝1✐✈✐1% ❛✉ $❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣0♦✉♣❡

♦✉ ❞✬✉♥❡ ♦0❣❛♥✐$❛1✐♦♥✱ ❣08❝❡ 6 ✉♥❡ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥ ♣❧✉$ ✐♥1%❣0%❡ ♣♦✉0 ❝♦♥10✐❜✉❡0 6 ❧✬❡✛♦01

❝♦♠♠✉♥✱ ❡♥ ♣❛01✐❡ ❡♥ 0❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐1% ❞✬✉♥ ❝❧✐♠❛1 %♠♦1✐♦♥♥❡❧ ♣♦$✐1✐❢ 6 ❛$$✉0❡0 &✉❡

❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ $❡ $♦✉❝✐❡♥1 ❞❡ ❧❡✉0 ❣0♦✉♣❡ ✴ ♦0❣❛♥✐$❛1✐♦♥ ✭❞❛♥$ $♦♥ ❡♥$❡♠❜❧❡✮ ❡1 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡

$❡$ ♠❡♠❜0❡$✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡$1 ♣❛$ $❛♥$ 0❛♣♣❡❧❡0 ❝❡01❛✐♥❡$ ♣0❛1✐&✉❡$ ❞❡ ❣❡$1✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥1 ❛✈♦✐0 ❧✐❡✉

❞❛♥$ ❧❡$ ❡♥10❡♣0✐$❡$✳ @❛0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡$ ❣❡$1✐♦♥♥❛✐0❡$ ❡♥❝♦✉0❛❣❡♥1 ♣❛0❢♦✐$ ❧❛ ♠✐$❡ ❡♥ B✉✈0❡

❞❡ ❝♦✉1✉♠❡$ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡$ ❝%0%♠♦♥✐❡$ ❞❡ ❝❛❞❡❛✉① ❞❡ ◆♦D❧ ❡♥10❡ ❡♠♣❧♦②%$✳

❉❛♥$ ❝❡ ❣❡♥0❡ ❞❡ ❝%0%♠♦♥✐❡✱ ❧❡$ ❡♠♣❧♦②%$ $♦♥1 ❛$$♦❝✐%$ ❛✉ ❤❛$❛0❞✱ ♣❛0 ♣❛✐0❡✱ ❡1 ❝❤❛&✉❡

✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦✐1 ♦✛0✐0 ✉♥ ❝❛❞❡❛✉ ✭❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ♣0%❞%1❡0♠✐♥%❡✮ ❛✉ ♣❛01❡♥❛✐0❡ &✉✐ ❧✉✐ ❛ %1%

❞%$✐❣♥%✳ ❈❡ 1②♣❡ ❞❡ ♣0❛1✐&✉❡ ❡$1 ❜♦♥ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❛0 ❧❡&✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉1 ❛❝1✐✈❡0

✉♥ 0❛♣♣0♦❝❤❡♠❡♥1 ❡♥10❡ ❧❡$ ❛❣❡♥1$ 6 10❛✈❡0$ ❧✬%♠❡0❣❡♥❝❡ ❞❡ $❡♥1✐♠❡♥1$ ❞❡ ❣0❛1✐1✉❞❡✳ ❈❡$

%♠♦1✐♦♥$ $❡ 10❛❞✉✐$❡♥1 ❡♥$✉✐1❡✱ ♣❛0 ✉♥ ♣❧✉$ ❣0❛♥❞ $❡♥1✐♠❡♥1 ❞✬❛♣♣❛01❡♥❛♥❝❡ ❛✉ ❣0♦✉♣❡✱

❛✐♥$✐ &✉❡ ♣❛0 ✉♥❡ ♣❧✉$ ❣0❛♥❞❡ ✐♥1%❣0❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥✱ ❝❡ &✉✐ ❢❛✈♦0✐$❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡$

♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡$ ❛✉ 10❛✈❛✐❧✳ ❉❡ 1♦✉1❡ %✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥❡ $❡0❛✐1 ♣❛$ $✉0♣0❡♥❛♥1 &✉❡ ❝❡ ♣0♦❝❡$$✉$

$♦✐1 ❡♥❝♦0❡ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡ ❧♦0$&✉✬✐❧ ❡$1 0❡♥♦✉✈❡❧% ❞✬❛♥♥%❡ ❡♥ ❛♥♥%❡✱ ❞❡ $♦01❡ &✉❡ ❧❡$ ❧✐❡♥$

❡♥10❡ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣✉✐$$❡♥1 H10❡ ❝0%%$ ❡1 0❡♥❢♦0❝%$ ❞②♥❛♠✐&✉❡♠❡♥1✱ ❣08❝❡ 6 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❣0❛1✐1✉❞❡✱ ❞❛♥$ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬%&✉✐♣❡ ❞❡ 10❛✈❛✐❧✳

▲❛ ❝♦♠♣&'❡♥❝❡ ♣❡*+✉❡

❉❡✉①✐J♠❡♠❡♥1✱ ❘②❛♥ ❡1 ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✮ $♦✉1✐❡♥♥❡♥1 &✉❡ ❧✬✐♥1%0✐♦0✐$❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥

❡①10✐♥$J&✉❡ ❡$1 ❛✉$$✐ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣%1❡♥❝❡ ♣❡0N✉❡✱ ♣✉✐$&✉❡ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ $♦♥1 ♣❧✉$

$✉$❝❡♣1✐❜❧❡$ ❞❡ $❡ ❧✐✈0❡0 6 ✉♥❡ ❛❝1✐✈✐1% &✉❛♥❞ ✐❧$ $❡♥1❡♥1 &✉✬✐❧$ $♦♥1 ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ ❢♦✉0♥✐0

❡✣❝❛❝❡♠❡♥1 ❧❡✉0 ♣0❡$1❛1✐♦♥✳ ❆✐♥$✐✱ ❝❡ ♣♦$1✉❧❛1 ✐♠♣❧✐&✉❡ &✉❡ $❡ $❡♥1✐0 ❝♦♠♣%1❡♥1 ♣♦✉0

✉♥❡ 18❝❤❡ $♣%❝✐✜&✉❡ ❡$1 ❜%♥%✜&✉❡ ♣♦✉0 ❡♥❝♦✉0❛❣❡0 ✉♥❡ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥ ♣❧✉$ ✐♥1%❣0%❡ ❞❛♥$ $❛

0%❛❧✐$❛1✐♦♥✱ ❝❡ &✉✐ ❝♦♥❞✉✐1 ❡♥$✉✐1❡ 6 ✉♥❡ ❡①%❝✉1✐♦♥ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡11❡ 18❝❤❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉1

H10❡ 1❡♥1% ❞❡ 0❡❧✐❡0 ❝❡ ♣❤%♥♦♠J♥❡ 6 ❞❡$ &✉❡$1✐♦♥$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡1 ❞✬❡$1✐♠❡ ❞❡ $♦✐✳ ❊♥ ♣❛0✲

1✐❝✉❧✐❡0✱ ♥♦✉$ ♣❡♥$♦♥$ &✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛01 ❞❡$ ❣❡♥$ ♦♥1 ✉♥ ❜❡$♦✐♥ ❝♦♥$1❛♥1 ❞✬H10❡ 0❛$$✉0%$ $✉0

❧❡✉0$ ❝❛♣❛❝✐1%$ 6 ❡♥10❡♣0❡♥❞0❡ ❞❡$ ❛❝1✐♦♥$✱ ♥♦1❛♠♠❡♥1 ❧❡$ ♣❧✉$ ❞✐✣❝✐❧❡$✱ $✉01♦✉1 ❧♦0$&✉❡

❧❡✉0$ ❝♦♠♣♦01❡♠❡♥1$ $♦♥1 ❛❝❝♦♠♣❧✐$ ❛✉ ❝♦✉0$ ❞✬✐♥1❡0❛❝1✐♦♥$ $♦❝✐❛❧❡$✱ &✉✐ ✐♠♣❧✐&✉❡♥1 ❧❛

♣0%$❡♥❝❡ ❞❡$ ❛✉10❡$ ❡1 ❞❡ ❧❡✉0$ ♣♦1❡♥1✐❡❧$ ❥✉❣❡♠❡♥1$ ❝0✐1✐&✉❡$✳

❉✬♦T ❧❛ ♥%❝❡$$✐1% ❞❡ 0❡1♦✉0$ ❞✬✐♥❢♦0♠❛1✐♦♥ ♣♦$✐1✐❢$ ❝♦♥❝❡0♥❛♥1 ❧❛ ❢❛N♦♥ ❞♦♥1 ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$

$♦♥1 ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐0 ❧❡$ ❛❝1✐✈✐1%$ ❡1 ♦❜❧✐❣❛1✐♦♥$ &✉✐ ♣❛0$J♠❡♥1 ❧❡✉0 ✈✐❡ &✉♦1✐❞✐❡♥♥❡✱

♣❡✉1✲H10❡ ♠H♠❡ ♣♦✉0 ❝❡ &✉✐ ❡$1 ❞❡$ ♣❧✉$ ♦0❞✐♥❛✐0❡$✳ ❊♥ ❝❡ $❡♥$✱ ♥♦✉$ $♦✉1❡♥♦♥$ &✉❡ ❧❛

❣0❛1✐1✉❞❡✱ 6 10❛✈❡0$ $♦♥ ❡①♣0❡$$✐♦♥✱ ❡$1 ✐♠♣❧✐&✉%❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❢♦✉0♥✐1✉0❡ ❞❡ ❝❡$ 0❡1♦✉0$✳ ▲❛

0❛✐$♦♥ ❡♥ ❡$1 &✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ✈✉ ♣❧✉$ ❤❛✉1✱ ❧✬❡①♣0❡$$✐♦♥ ❞❡ ❣0❛1✐1✉❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐&✉❡✱

6 ❝❡❧✉✐ &✉✐ ❡♥ ❡$1 ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ &✉❡ $♦♥ ❝♦♠♣♦01❡♠❡♥1 ❡$1 ✈❛❧♦0✐$% ❡1 ❛♣♣0%❝✐% ♣❛0 ❧❡ ❞❡$1✐♥❛1❛✐0❡✳

▲❡ ❜✐❡♥❢❛✐1❡✉0✱ ✉♥❡ ❢♦✐$ 0❡♠❡0❝✐%✱ ❡♥ ❞%❞✉✐1 ♥❛1✉0❡❧❧❡♠❡♥1 &✉❡ $❛ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❛ %1% 6 ❧❛

❤❛✉1❡✉0 ❞❡$ ❛11❡♥1❡$ ❞❡ ❧✬❛✉10❡✳ ▲✬%♠♦1✐♦♥ ❞❡ ❣0❛1✐1✉❞❡✱ 6 10❛✈❡0$ $♦♥ ❛$♣❡❝1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛1✐❢✱

❥♦✉❡ 10J$ ❝❡01❛✐♥❡♠❡♥1 ✉♥ 0V❧❡ ❝❧% ✈✐$✲6✲✈✐$ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ $♦✐ ❞❡$ ❛❣❡♥1$✱

❛✐♥$✐ &✉❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♣❡0❝❡♣1✐♦♥ &✉✬✐❧$ ♦♥1 ❞❡ ❧❡✉0$ ❝♦♠♣%1❡♥❝❡$✱ $✬❛❣✐$$❛♥1 ❞❡ ❧❛ 0%❛❧✐$❛1✐♦♥

&✉♦1✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❡✉0$ ❛❝1✐✈✐1%$✱ ❡♥ ♣❛01✐❝✉❧✐❡0 ❛✉ 10❛✈❛✐❧✳ ❊♥ $♦♠♠❡✱ ❧❛ ❣0❛1✐1✉❞❡ $❡♠❜❧❡

❛❣✐0 6 ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✐❡♥✲H10❡ ❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$✱ ❡♥ ❝❡ &✉✬❡❧❧❡ ♣❡0♠❡1 ✉♥ 0❡♥❢♦0❝❡♠❡♥1

❞❡ ❧❡✉0 ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ $♦✐✱ 6 10❛✈❡0$ $♦♥ ❡①♣0❡$$✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$ %❣❛❧❡♠❡♥1 ❛♠❡♥%$

6 ❝♦♥✈❡♥✐0 ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ♣❛0 ❧❛&✉❡❧❧❡ ❧❛ ❣0❛1✐1✉❞❡ ♣❡✉1 ❛✈♦✐0 ✉♥❡ ❛❝1✐♦♥ ♣♦$✐1✐✈❡ $✉0

✈❡♥#❡$ ♥❡##❡$ ♣❧✉$ (❧❡✈(❡$✱ ❡# ❞❛♥$ ✉♥❡ ❝❡-#❛✐♥❡ ♠❡$✉-❡✱ $♦♥# ♣❧✉$ ♣-♦❞✉❝#✐✈❡$ ❡# -❡♥#❛❜❧❡$ ✭❋❧❡♠✐♥❣ ✷✵✵✵❛✱

✷✵✵✵❜ ❀ ❍❛-#❡-✱ ✷✵✵✵ ❀ ❍❛-#❡-✱ ❙❝❤♠✐❞# ❡# ❍❛②❡$✱ ✷✵✵✷✮✳

✻✼



✷✳ ▲❛ ●%❛&✐&✉❞❡ ❡& ❧❡ ❈-&. ❘❛❞✐❡✉① ❞❡1 ❊♠♦&✐♦♥1 ▼♦%❛❧❡1

❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❡+ ❛❣❡♥-+✱ ♣✉✐+1✉❡ ❧❛ ♣❡$❝❡♣-✐♦♥ ❞❡+ ❝♦♠♣2-❡♥❝❡+ ♣$2❞✐- ❞❡+ ♠♦-✐✈❛-✐♦♥+

4 ❛❣✐$ ♣❧✉+ ✐♥-2❣$2❡+ ❡- ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧✉+ ❣$❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐-2✳

▲✬❛✉$♦♥♦♠✐❡

❉❡$♥✐❡$ 2❧2♠❡♥- ♠❛✐+ ♥♦♥ ❞❡+ ♠♦✐♥❞$❡+✱ ❘②❛♥ ❡- ❉❡❝✐ ✭✷✵✵✵✮ ✐♥❞✐1✉❡♥- 1✉❡✱ ♣❧✉+

❡♥❝♦$❡ 1✉❡ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡ +❡ +❡♥-✐$ ❧✐2 ❛✉① ❛✉-$❡+ ❡- ❝♦♠♣2-❡♥- ❞❛♥+ +♦♥ ❛❝-✐✈✐-2✱ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡

+❡ +❡♥-✐$ ❛✉-♦♥♦♠❡ ❡+- ♣$♦♥❢♦♥❞2♠❡♥- ♥2❝❡++❛✐$❡ ♣♦✉$ 1✉❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ✐♥-❡$♥❛❧✐+❡♥- ✉♥❡

♠♦-✐✈❛-✐♦♥ ❡①-$✐♥+?1✉❡✳ @❧✉+ ♣$2❝✐+2♠❡♥-✱ ✐❧+ ❡①♣❧✐1✉❡♥- 1✉❡ ✓ ♣♦✉$ ✐♥-2❣$❡$ ✉♥❡ ♥♦$♠❡✱

❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❞♦✐✈❡♥- ❡♥ +❛✐+✐$ ❧❡ +❡♥+ ❡- ❞♦✐✈❡♥- ❡♥+✉✐-❡ ❢❛✐$❡ ❧❛ +②♥-❤?+❡ ❞❡ ❝❡ +❡♥+ ❛✉

$❡❣❛$❞ ❞❡ ❧❡✉$+ ❛✉-$❡+ ♦❜❥❡❝-✐❢+ ❡- ✈❛❧❡✉$+ ✔ ✭❘②❛♥ ❡- ❉❡❝✐✱ ✷✵✵✵✱ ♣✳ ✼✹✱ ♥♦-$❡ -$❛❞✉❝✲

-✐♦♥✮✳ ■❧+ ❞2❢❡♥❞❡♥- ♥♦-❛♠♠❡♥- ❝❡--❡ ❤②♣♦-❤?+❡ ❡♥ +❡ $2❢2$❛♥- ❛✉ -$❛✈❛✐❧ ❡①♣2$✐♠❡♥-❛❧ ❞❡

❉❡❝✐✱ ❊❣❤$❛$✐✱ @❛-$✐❝❦ ❡- ▲❡♦♥❡ ✭✶✾✾✹✮✱ 1✉✐ ❛ ♠✐+ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ 1✉❡ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡ ♣$♦❞✐❣✉❡$

✉♥❡ ❥✉+-✐✜❝❛-✐♦♥ +❡♥+2❡ 4 ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐++❡♠❡♥- ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦$-❡♠❡♥- +❛♥+ ✐♥-2$Q- ❛♣♣❛$❡♥-✱

❝♦♠❜✐♥2 ❛✈❡❝ ❞❡+ ♣$♦❝2❞✉$❡+ ♦$❣❛♥✐+❛-✐♦♥♥❡❧❧❡+ ♣❡$♠❡--❛♥- ❛✉① ❛❣❡♥-+ ❞❡ +❡ +❡♥-✐$ ❛✉-♦✲

♥♦♠❡+ ❡- ❧✐2+ ❧❡+ ✉♥+ ❛✉① ❛✉-$❡+✱ ♣❡✉- ♣$♦♠♦✉✈♦✐$ ❧✬✐♥-❡$♥❛❧✐+❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ -❡❧ ❝♦♠♣♦$-❡♠❡♥-✳

■❝✐ ❡♥❝♦$❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣$❛-✐-✉❞❡ +✬❛✈?$❡ Q-$❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ ❝♦♥+✐❞2$❛❜❧❡✳ ❆✈❛♥- -♦✉-✱

♥♦✉+ +❛✈♦♥+✱ ❞✬❛♣$?+ ❧❡+ 2❧2♠❡♥-+ ♣$♦❜❛♥-+ ❡①❛♠✐♥2+ ♣❧✉+ ❤❛✉-✱ 1✉❡ ❧❛ ❣$❛-✐-✉❞❡ ❛✐❞❡ ❧❡+

✐♥❞✐✈✐❞✉+ 4 -$♦✉✈❡$ ✉♥ +❡♥+ 4 ❝❡ 1✉✬✐❧+ ❢♦♥-✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡✉-✱ ❡♥ $❡-♦✉$✱ ❧❡+ ❝♦♥❞✉✐$❡ 4 ❡♥✈✐+❛❣❡$

❧❡✉$+ ❛❝-✐✈✐-2+ ❝♦♠♠❡ $2+✉❧-❛♥- ❞❡ ❧❡✉$+ ♣$♦♣$❡+ ❝❤♦✐① ❛✉-♦♥♦♠❡+✳

❉❡ ♣❧✉+✱ ♣♦✉$ 1✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐++❡ +❡ +❡♥-✐$ ❛✉-♦♥♦♠❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡+♦✐♥ ❞❡ +❡♥-✐$ 1✉❡ ♥♦+ ♣❛$-❡✲

♥❛✐$❡+ ♥♦✉+ ❢♦♥- ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥- Q-$❡ ♣$Q-+ 4 +❡ ♠❡--$❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ♣♦+✐-✐♦♥ ❞❡

✈✉❧♥2$❛❜✐❧✐-2 ✈✐+✲4✲✈✐+ ❞❡ ♥♦✉+✱ ♣♦✉$ ♥♦✉+ ♣❡$♠❡--$❡ ❞✬❛✈♦✐$ ❧❡ ❝♦♥-$U❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥- ❞❡ ❢❛✐$❡

♥♦+ ❝❤♦✐①✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥-✐♦♥♥2 ♣$2❝2❞❡♠♠❡♥-✱ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① $2+✉❧-❛-+ ❡♠♣✐$✐1✉❡+ ♠♦♥-$❡♥-

1✉❡ ❧❛ ❣$❛-✐-✉❞❡ ❛♠2❧✐♦$❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥-$❡ ❧❡+ ❛❣❡♥-+ ❛✉ +❡✐♥ ❞❡+ ❣$♦✉♣❡+✳ ❈❡--❡

2♠♦-✐♦♥ ♣❛$❛V- ❞♦♥❝ ♣❛$-✐❝✐♣❡$ 4 ❧❛ ❝♦♥+-$✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥- ♣$♦♣✐❝❡ ❛✉ ❢❛✐- 1✉❡

❝❤❛1✉❡ ❛❣❡♥- ♣✉✐++❡ +❡ +❡♥-✐$ +✉✣+❛♠♠❡♥- ❡♥ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉$ ❧❛✐++❡$ ❛✉① ❛✉-$❡+ ❧❡ ❝♦♥-$U❧❡

❞❡ ❧❡✉$+ ♣$♦♣$❡+ ❝❤♦✐①✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐-✱ ❝❡❝✐ -❡♥❞ 4 $❡♥❞$❡ ♣❧✉+ ✐♥-2❣$2❡ ❧❛ ♠♦-✐✈❛-✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐+❛♥-

4 ❛❣✐$ ❝♦♥❢♦$♠2♠❡♥- ❛✉① ❛--❡♥-❡+ ❞❡+ ❛✉-$❡+ ❡-✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❧❡ ❞2+✐$ ❞❡+ ❛❣❡♥-+

❞❡ +❡ ❝♦♠♣♦$-❡$ ❞❡ ♠❛♥✐?$❡ ♣$♦+♦❝✐❛❧❡✳

❊♥ +♦♠♠❡✱ ❝❡+ ❞✐✛2$❡♥-+ $2+✉❧-❛-+ +✉❣❣?$❡♥- 1✉❡ ❧❛ ❣$❛-✐-✉❞❡ ❥♦✉❡ ✉♥ $U❧❡ ♣♦+✐-✐❢ $❡❧❛-✐✈❡✲

♠❡♥- 4 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ -$♦✐+ ❢❛❝-❡✉$+ ✐❞❡♥-✐✜2+ ❝♦♠♠❡ ❢❛✈♦$✐+❛♥- ❧✬✐♥-2❣$❛-✐♦♥ ❞❡+ ♠♦-✐✈❛-✐♦♥+

❡①-$✐♥+?1✉❡+✱ 1✉✐ ❡+- ❞2-❡$♠✐♥❛♥- ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐-2 ❞❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❞❛♥+ ❧❡✉$+ ❛❝-✐✈✐-2+✳ ❈❡❝✐

❝♦♥-✐♥✉❡ ❞❡ ♠❡--$❡ ❡♥ ❧✉♠✐?$❡ ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣$❛-✐-✉❞❡ 4 ❧✬2❣❛$❞ ❞❡ ❧❛ ♣$♦♠♦-✐♦♥ ❞❡+

❛❝-❡+ ♣$♦+♦❝✐❛✉①✱ 1✉✐ +♦♥- ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ♠♦-✐✈2+ ❞❡ ♠❛♥✐?$❡ ❡①-$✐♥+?1✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐- ♠Q♠❡

❞❡ ❧❡✉$ ♥❛-✉$❡✳

✻✽



✷✳✸✳ ▲❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♣❛' ❧❡ ❜✐❡♥✲12'❡ ❡2 ♣❛' ❧❛ ♣'♦♠♦2✐♦♥ ♠♦'❛❧❡ ❛✛❡❝2✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦'2❡♠❡♥26 ❝♦♦♣7'❛2✐❢6

 ♦✉# ❝♦♥❝❧✉#❡✱ )♦✉) *❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐/✉❡# /✉❡ ❧❡* 0♠♦)✐♦♥* ♣♦*✐)✐✈❡*✱ ❧❡ ❜✐❡♥✲4)#❡ ❡) ❧❛ ♣❡#✲

❢♦#♠❛♥❝❡ *♦♥) ♣#♦❢♦♥❞0♠❡♥) ❧✐0*✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ )♦✉* ❧❡* #0*✉❧)❛)* ❡♠♣✐#✐/✉❡* /✉❡ ♥♦✉* ❛✈♦♥*

♣#0*❡♥)0* ❞❛♥* ❝❡))❡ *❡❝)✐♦♥ ♠❡))❡♥) ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡✣❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬0)❛❜❧✐**❡♠❡♥) ❞✬✉♥ ❝❧✐✲

♠❛) 0♠♦)✐♦♥♥❡❧ ♣♦*✐)✐❢ ❡♥)#❡ ❧❡* ♣❛#)❡♥❛✐#❡*✱ ♥♦)❛♠♠❡♥) *♦✉* ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬0♠♦)✐♦♥ ❞❡

❣#❛)✐)✉❞❡✱ ♣♦✉# ❝❡ /✉✐ ❡*) ❞✬❛✐❞❡# > ❛**✉#❡# ❧❡ *✉❝❝?* ❞✬✉♥ ♣#♦❥❡) ❝♦❧❧❛❜♦#❛)✐❢✳  ❛# ❛✐❧❧❡✉#*✱

❧❡ #❡♥❢♦#❝❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣0#❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐)0✱ ❡♥ ♣❛#)✐❡ ❣#A❝❡ > ❞❡* ♠♦)✐✈❛)✐♦♥* ♣❧✉*

✐♥)0❣#0❡*✱ ♥❡ *❡ ♣#♦❞✉✐) ♣❛* ❛✉ ❞0)#✐♠❡♥) ❞✉ ❜✐❡♥✲4)#❡ ❞❡* ♣❛#)❡♥❛✐#❡*✱ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♥)#❛✐#❡✳

❉❛♥* ❧❡* ❢❛✐)*✱ ❝✉❧)✐✈❡# ❞❡* *❡♥)✐♠❡♥)* ♣♦*✐)✐❢* )❡♥❞ > ❢❛✈♦#✐*❡# ❧❡ ❢❛✐) /✉❡ ❧❡* ❛❣❡♥)* *♦✐❡♥)

*❛)✐*❢❛✐)* ❞❛♥* ❧❡✉# ✈✐❡✱ )♦✉) ❡♥ ❧❡✉# ♣❡#♠❡))❛♥) ♣#♦❜❛❜❧❡♠❡♥) ❞✬0✈✐)❡# ❞❡ *❡ *❡♥)✐# ♠❛❧
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-❝♦♥♦♠✐6✉❡, ❡% 6✉✐ ♣❡!♠❡%%❡♥% ❛✐♥,✐ ❞❡ ♠✐❡✉① !❡♥❞!❡ ❝♦♠♣%❡ ❞❡, ❝♦♠♣♦!%❡♠❡♥%, ❤✉✲

♠❛✐♥,✳ ❯♥ ❞❡, ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❝❡%%❡ !❡✈✉❡ ❡,% ❞❡ ,♦✉❧✐❣♥❡! ❧❡ ❧✐❡♥ ❡①✐,%❛♥% ❡♥%!❡ ❝❡, ❞✐✛-!❡♥%❡,

♠♦❞-❧✐,❛%✐♦♥, ❡% ❧❡ !X❧❡ ❞❡, -♠♦%✐♦♥, ♠♦!❛❧❡, ❞❛♥, ❧❛ ♣!✐,❡ ❞❡ ❞-❝✐,✐♦♥ -❝♦♥♦♠✐6✉❡✳ ◆♦✉,

✼✸



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❝♦♥#✐❞&'♦♥# ❛❧♦'#✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛'/✱ ❧❡# /'❛✈❛✉① 2✉✐ ♦✛'❡♥/ ✉♥❡ ♠♦❞&❧✐#❛/✐♦♥ ✓ ✐♠♣❧✐❝✐/❡ ✔ ❞❡#

&♠♦/✐♦♥# ✭♠♦'❛❧❡#✮✱ ❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ♦9 ❧❡✉' ':❧❡ ♥✬❡#/ ♣❛# #♣&❝✐✜2✉❡♠❡♥/ ♠❡♥/✐♦♥♥&✱ ♦✉ ❡♥✲

❝♦'❡ 2✉❡ ❧❛ '&❢&'❡♥❝❡ 2✉✐ ❡#/ ❢❛✐/❡ > ❝❡ ':❧❡✱ ❞❛♥# ❧❛ ❢♦'♠❛❧✐#❛/✐♦♥✱ ♥✬❡#/ ♣❛# ♦'✐❡♥/&❡ ✈❡'#

✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉'# &♠♦/✐♦♥# ♣❛'/✐❝✉❧✐?'❡#✳ ▲❡ ♣❧✉# #♦✉✈❡♥/✱ ❝❡❝✐ ❡#/ ♣❡'♠✐# > /'❛✈❡'# ❧✬✐♥/&✲

❣'❛/✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲D/'❡ ❞✬❛✉/'✉✐ ❡/ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# ♥♦'♠❡# ✭♠♦'❛❧❡# ♦✉ #♦❝✐❛❧❡#✮✱ ❞❛♥# ❧❛

❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✬✉/✐❧✐/& ❞❡# ❛❣❡♥/#✳ ❉✬❛✉/'❡ ♣❛'/✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥/&'❡##♦♥# &❣❛❧❡♠❡♥/ ❛✉① ♠♦❞?❧❡#

2✉✐ ♣'♦♣♦#❡♥/ ✉♥❡ ✐♥/&❣'❛/✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐/❡ ❡/ ❞&❧✐❜&'&❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# &♠♦/✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✱ ❡♥

❧❡# ✐♥/'♦❞✉✐#❛♥/ ❡①♣'❡##&♠❡♥/ ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✬✉/✐❧✐/&✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐/'❡ ♠❡/ &❣❛❧❡♠❡♥/

❡♥ ❧✉♠✐?'❡ ❝♦♠♠❡♥/ ❧✬✐♥/&❣'❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❞✐✛&'❡♥/❡# ❝♦♠♣♦#❛♥/❡# ♣❡'♠❡/ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡

'❡♣'&#❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡# ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/# ❤✉♠❛✐♥# ❛✈❡❝ ❧✬&♠❡'❣❡♥❝❡ ❞✬&2✉✐❧✐❜'❡# ♣❧✉# ❝♦♥❢♦'♠❡#

> ❧❛ '&❛❧✐/& ❡♠♣✐'✐2✉❡✳

❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♥#/❛/&✱ ❧♦'# ❞❡# ❝❤❛♣✐/'❡# ♣'&❝&❞❡♥/#✱ 2✉❡ ❧❡# ♥♦'♠❡# #♦❝✐❛❧❡# ♦✉

♠♦'❛❧❡#✱ ❛✉①2✉❡❧❧❡# ❧❡# ❛❣❡♥/# #❡ ❝♦♥❢'♦♥/❡♥/✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥/ ❞❡ ❧❡✉' ♣'✐#❡ ❞❡ ❞&❝✐#✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥/

/❡♥✐' ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❝❡♥/'❛❧❡ ❞❛♥# ❧❛ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉'# ❝❤♦✐① &❝♦♥♦♠✐2✉❡#✳ ▲❛ 2✉❡#/✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥/&❣'❛/✐♦♥ ❢♦'♠❡❧❧❡ ❞✉ '❛♣♣♦'/ 2✉✬❡♥/'❡/✐❡♥♥❡♥/ ❧❡# ❛❣❡♥/# ❛✈❡❝ ❧❡# ♥♦'♠❡# ❡①✐#/❛♥/❡#

❞❛♥# ❧✬&❝♦♥♦♠✐❡ '❡✈D/✱ ❡♥ ❝♦♥#&2✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣♦'/❛♥❝❡ ❝'✉❝✐❛❧❡✳ ❉❡ ♠D♠❡✱ ✉♥❡ ❛✉/'❡

2✉❡#/✐♦♥ ❞&/❡'♠✐♥❛♥/❡ ❡#/ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛I/'❡ ❧❡# ♣'♦❝❡##✉# 2✉✐ ❝♦♥❞✉✐#❡♥/ > ❧✬&♠❡'❣❡♥❝❡

❞❡ /❡❧# ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/# ♥♦'♠❛/✐❢#✱ ❛✉ #❡✐♥ ❞✬✉♥❡ #♦❝✐&/&✳

❊♥ ♣❧✉# ❞❡ ❞&✜♥✐' ✉♥ ❝❛❞'❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥♥❛♥/ ❧✬&♠❡'❣❡♥❝❡ ❞❡# &♠♦/✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✱ ❧❛ ♣'&#❡♥❝❡

❞❡ ♥♦'♠❡# #♦❝✐❛❧❡# ❡/ ♠♦'❛❧❡# ❞❛♥# ♥♦# #♦❝✐&/&# ♣♦✉''❛✐/ &❣❛❧❡♠❡♥/✱ ❡♥ ♣❛'/✐❡✱ D/'❡ ❧❡

'&#✉❧/❛/ ❞❡ ❧❡✉' ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❝❡# &♠♦/✐♦♥# ♣♦✉''❛✐❡♥/✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛'/✱ D/'❡ > ❧✬♦'✐❣✐♥❡ ❞✉

❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈❛❧❡✉'# ❡/ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥/# ♠♦'❛✉① ♣❛'/✐❝✐♣❛♥/ > ❧✬&❞✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡# ♥♦'♠❡#✱

❡/ ❞✬❛✉/'❡ ♣❛'/✱ ❛✈♦✐' ✉♥ ':❧❡ ❞❛♥# ❧❡✉'# #✉❜#✐/❛♥❝❡# ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛ #♦❝✐&/&✳ ❆✐♥#✐✱ ❛✈❛♥/ ❞❡

♥♦✉# ✐♥/&'❡##❡' > ❧❛ ♣'✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❢♦'♠❡❧❧❡ ❞✉ ':❧❡ ❞❡# &♠♦/✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✱ ❡♥ &❝♦♥♦♠✐❡✱

♥♦✉# &/✉❞✐♦♥# ❞✬❛❜♦'❞ ❝❡'/❛✐♥# /'❛✈❛✉① /❤&♦'✐2✉❡# ❡①❛♠✐♥❛♥/ ❧❛ 2✉❡#/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❛/✐♦♥

❡/ ❞✉ ♠❛✐♥/✐❡♥ ❞❡# ❝'♦②❛♥❝❡# ❡/ ❞❡# ❛//❡♥/❡# ♥♦'♠❛/✐✈❡#✳

✸✳✶✳✶✳ ▲✬%♠❡(❣❡♥❝❡ ❡, ❧❡ ♠❛✐♥,✐❡♥ ❞❡1 ♥♦(♠❡1

✸✳✶✳✶✳✶✳ ❉✐✛&'❡♥*❡+ ♠♦*✐✈❛*✐♦♥+ ♣♦✉' ❧❡ '❡+♣❡❝* ❞✬✉♥❡ ♥♦'♠❡

▲❡ ♣'❡♠✐❡' ♠♦❞?❧❡ ❛✉2✉❡❧ ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥/&'❡##♦♥# ❡#/ ❝❡❧✉✐ ❞✬❆❦❡'❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮✱ 2✉✐ #✬✐♥#❝'✐/

❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦'♠❡ ❞❡ #❛❧❛✐'❡ &2✉✐/❛❜❧❡ ✭/②♣✐2✉❡♠❡♥/✱ ❧❡ #♠✐❝ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧❛

❋'❛♥❝❡✮ ❡/ 2✉✐ ♣❡'♠❡/ ❞❡ '❡♥❞'❡ ❝♦♠♣/❡ ❞❡# ❛#♣❡❝/# ❛✛❡❝/✐❢# ❡/ '&♣✉/❛/✐♦♥♥❡❧# 2✉✐ #♦♥/

♣'&#❡♥/# ❞❛♥# ❧❡ '❛♣♣♦'/ 2✉✬❡♥/'❡/✐❡♥♥❡♥/ ❧❡# ❛❣❡♥/# ❛✈❡❝ ❧❛ ♣'&#❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦'♠❡✳

❈❡ ♠♦❞?❧❡ ❛ ♣♦✉' ❜✉/ ❞✬❡①♣❧✐2✉❡' ❝♦♠♠❡♥/ ✉♥❡ ♥♦'♠❡✱ /❡❧❧❡ 2✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ #❛❧❛✐'❡ &2✉✐✲

/❛❜❧❡✱ ♣❡✉/ ❝♦♥/✐♥✉❡' ❞✬❡①✐#/❡'✱ ❛❧♦'# 2✉✬✐❧ ❡#/ ❞❛♥# ❧✬✐♥/&'D/ ✐♠♠&❞✐❛/ ❞❡ ❝❡'/❛✐♥❡# ♣❡'✲

#♦♥♥❡# ❞✬② ❞&#♦❜&✐'✳ T❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡'/❛✐♥# ❝❤:♠❡✉'# ♣❡✉✈❡♥/ ♣'&❢&'❡' /'❛✈❛✐❧❧❡' ♣♦✉' ✉♥

#❛❧❛✐'❡ ✐♥❢&'✐❡✉' ❛✉ #❛❧❛✐'❡ &2✉✐/❛❜❧❡✱ ♣❧✉/:/ 2✉❡ ❞❡ '❡#/❡' #❛♥# /'❛✈❛✐❧✳ ❉❡ ♠D♠❡✱ ❝❡'/❛✐♥#

❡♠♣❧♦②❡✉'# #♦✉❤❛✐/❡♥/ ❡♠❜❛✉❝❤❡' ❧❡# ❝❤:♠❡✉'# > ✉♥ #❛❧❛✐'❡ ✐♥❢&'✐❡✉' ❛✉ #❛❧❛✐'❡ &2✉✐/❛❜❧❡✳

▲✬❤②♣♦/❤?#❡ ♣♦#&❡ ♣❛' ❆❦❡'❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮ ❡#/ 2✉❡ ❧❡ ♠❛✐♥/✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞&♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜'❡

❞❡ ♣❡'#♦♥♥❡# 2✉✐ #♦♥/ ♣'D/❡# > ❧❛ '❡#♣❡❝/❡'✳ ❙❛ ♠♦❞&❧✐#❛/✐♦♥ ✐♥/?❣'❡ ❞❡# ❝♦V/# ♣#②❝❤♦✲

❧♦❣✐2✉❡#✱ ❧✐&# ❛✉ ❢❛✐/ > ❧❛ ✈✐♦❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉'✱ 2✉✐ ❞&♣❡♥❞❡♥/ ❞✉ ♥♦♠❜'❡

❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# ❞♦♥/ ❧❡ ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/ ② ❡#/ ❝♦♥❢♦'♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❛ ❢♦'♠❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉/✐❧✐#&❡

✐♥/'♦❞✉✐/ &❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❡# ❛#♣❡❝/# ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ '&♣✉/❛/✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥/#✳
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✸✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❧❛ ♥♦&❛&✐♦♥ ✉&✐❧✐#)❡ ♣❛, ❆❦❡,❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮✱ x ,❡♣,)#❡♥&❡ ❧❛ ♣,♦♣♦,&✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# :✉✐
♦❜)✐##❡♥& < ❧❛ ♥♦,♠❡ ❡& µ ❧❛ ♣,♦♣♦,&✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥&# :✉✐ ❝,♦✐❡♥& < ❧❛ ♣❡,&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ■❝✐✱
✐❧ ❡#& ✐♥&),❡##❛♥& ❞❡ ♥♦&❡,✱ :✉❡ x ♣❡✉& C&,❡ ❞✐✛),❡♥& ❞❡ µ✱ ❝❡ :✉✐ ❝♦,,❡#♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐& :✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉& ,❡#♣❡❝&❡, ❧❛ ♥♦,♠❡ #❛♥# ❧❛ ❥✉❣❡, ❥✉#&❡✱ ❛✉&❛♥& :✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ♥❡ ♣❛# ❧❛ ,❡#♣❡❝&❡,

❛❧♦,# :✉❡ ❧✬♦♥ ❝,♦✐& < #❛ ♣❡,&✐♥❡♥❝❡✳ ▲✬❛✉&❡✉, ❞)✜♥✐& )❣❛❧❡♠❡♥& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&) ❞❡#

❛❣❡♥&# ❝♦♠♠❡ #✉✐& ✿

U = V + cR− dRdCC

❖J V ,❡♣,)#❡♥&❡ ❧❛ #♦✉,❝❡ ❞✬✉&✐❧✐&) ❝❧❛##✐:✉❡♠❡♥& ♣,✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ♣❛, ❧❡# )❝♦♥♦♠✐#&❡#✱

#♦✐& &②♣✐:✉❡♠❡♥&✱ ❧❡# ❣❛✐♥# ♠❛&),✐❡❧# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✳ L❛, ❛✐❧❧❡✉,#✱ c ❡#& ✉♥ ♣❛,❛♠M&,❡ ♣♦#✐&✐❢ ❡&
R ❡#& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ,)♣✉&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✱ :✉✐ ❡#& ❞)&❛✐❧❧)❡ ❝✐✲❛♣,M#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱
dR ❡#& ✉♥❡ ✓ ❞✉♠♠② ✔ :✉✐ ❡#& )❣❛❧❡ < 0 #✐ ❧✬❛❣❡♥& ,❡#♣❡❝&❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉, ❞❛♥# #❛
❝♦♠♠✉♥❛✉&)✱ ❡& :✉✐ ✈❛✉& 1 ❧♦,#:✉✬✐❧ ❞)#♦❜)✐& ❀ &❛♥❞✐# :✉❡ dc ❡#& ✉♥❡ ✓ ❞✉♠♠② ✔ :✉✐ ✈❛✉& 1
#✐ ❧✬❛❣❡♥& ❝,♦✐& < ❧❛ ♣❡,&✐♥❡♥❝❡ ❡& < ❧❛ ❥✉#&❡##❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡✱ ❡& :✉✐ ❡#& )❣❛❧❡ < 0 #✐♥♦♥✳ ❊♥✜♥✱
C ❡#& ✉♥ ♣❛,❛♠M&,❡ ♣♦#✐&✐❢ :✉✐ ♠❡#✉,❡ ❧❛ ❢♦,❝❡ )♠♦&✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥&❡,✈❡♥❛♥& ,❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❛✉

♥♦♥ ,❡#♣❡❝& ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ❡♥ :✉❡#&✐♦♥ ❡& ❞♦♥& ❧✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ ♣❡✉& ✈❛,✐❡, #❡❧♦♥ :✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡#&

♣,♦❢♦♥❞)♠❡♥& ❛♥❝,)❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝✉❧&✉,❡ ❞❡# ❛❣❡♥&# ♦✉ :✉✬❛✉ ❝♦♥&,❛✐,❡✱ ✐❧# ♥❡ ❧❛ ❝♦♥#✐❞M,❡♥&

♣❛# ❝♦♠♠❡ )&❛♥& ❡##❡♥&✐❡❧❧❡✳

▲❡ ❞❡,♥✐❡, &❡,♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&) ❞✬❆❦❡,❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮ ❡#& ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ < ✉♥ ❝♦R& ♣#②✲

❝❤♦❧♦❣✐:✉❡ ❧✐) < ❧❛ ❤♦♥&❡ ♦✉ < ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&) ❞❡ ♥❡ ♣❛# #✬C&,❡ ❝♦♥❢♦,♠) < ❧❛ ♥♦,♠❡✳ ▲✬❛❣❡♥&

♥❡ #♦✉✛,❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ✓ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&) ✔ :✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦J ✐❧ ♥❡ ,❡#♣❡❝&❡ ♣❛# ❧❛ ♥♦,♠❡ ✭dR = 1)
❡& :✉❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ♠C♠❡ &❡♠♣#✱ ✐❧ ❧❛ ❝♦♥#✐❞M,❡ ❝♦♠♠❡ ❥✉#&❡ ❡& ♣❡,&✐♥❡♥&❡ ✭dC = 1✮✳ ❉❛♥# ❧❡#
❛✉&,❡# ❝❛# ✭#✬✐❧ ,❡#♣❡❝&❡ ❧❛ ♥♦,♠❡✱ ♦✉ #✬✐❧ ❞)#♦❜)✐& ♠❛✐# :✉✬✐❧ ♥❡ ❝,♦✐& ♣❛# < ❧❛ ♣❡,&✐♥❡♥❝❡

❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡,&❡ ❞✬✉&✐❧✐&) ♥✬❡#& ❡♥❣❡♥❞,)❡ ♣❛, ❝❡&&❡ ♣❛,&✐❡ ❞❡ ❧✬❡①♣,❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&) ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✳

❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❡ ♥♦♥ ,❡#♣❡❝& ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ♣❡✉& ✐♥✢✉❡, ♥)❣❛&✐✈❡♠❡♥& #✉, ❧✬✉&✐❧✐&) ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✱

< &,❛✈❡,# ❧✬✐♠♣❛❝& :✉✬❡❧❧❡ ❡#& #✉#❝❡♣&✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐, #✉, ❧❛ ,)♣✉&❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡ &❡,♠❡

R ,❡♣,)#❡♥&❡ ❡♥ ❡✛❡& ❧❛ ♣❡,&❡ ❞✬✉&✐❧✐&) ✐##✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞)#❛♣♣,♦❜❛&✐♦♥ #♦❝✐❛❧❡ :✉✐ ❡#& ❞✐,✐❣)❡

< ❧✬❡♥❝♦♥&,❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✱ ❧♦,#:✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ,)❛❧✐#❡ ♣❛# ❧❡ ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥& ,❡❝♦♠♠❛♥❞) ♣❛,

❧❛ ♥♦,♠❡✳ ❈❡&&❡ ,)♣,♦❜❛&✐♦♥ ❡#& ❡♥✈✐#❛❣)❡ ❡♥ &❡,♠❡# ❞❡ ♣❡,&❡ ❞❡ ,)♣✉&❛&✐♦♥ ❡& &,❛❞✉✐&

❧❛ ❞✐✣❝✉❧&) :✉✬❛✉,❛ ❧✬❛❣❡♥& < ❞)✈❡❧♦♣♣❡,✱ < ❧✬❛✈❡♥✐,✱ ❞❡# ,❡❧❛&✐♦♥# )❝♦♥♦♠✐:✉❡# ❛✈❡❝ ❧❡#

❛✉&,❡# ♠❡♠❜,❡# ❞❡ #❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉&)✳

❆ ❧✬✐♥✈❡,#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛,&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&) :✉✐ ❡#& ,❡❧❛&✐✈❡ < ❧❛ ✓ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&) ✔ ,❡##❡♥&✐❡

♣❛, ❧❡# ❛❣❡♥&#✱ ❧❡ &❡,♠❡ R ❞)♣❡♥❞ ✉♥✐:✉❡♠❡♥& ❞✉ ,❡#♣❡❝&✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡✱ ❡& ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥#✐❞),❛&✐♦♥ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥& ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#✱ < ♣,♦♣♦# ❞✉ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞) ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♥✬✐♥&❡,✈✐❡♥&✳

❊♥ ❝❡ #❡♥#✱ ❧❡ ,X❧❡ ❞❡# ❥✉❣❡♠❡♥&# ♠♦,❛✉①✱ ❛✐♥#✐ :✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# )♠♦&✐♦♥# ♠♦,❛❧❡# #✉,

❧✬)&❛❜❧✐##❡♠❡♥& ❞❡ ❝❡# ❥✉❣❡♠❡♥&#✱ #❡♠❜❧❡♥& ❡♥ C&,❡ ❛❜#❡♥&✳

◆)❛♥♠♦✐♥#✱ ❧❡ ❝❛,❛❝&M,❡ ,)♣,♦❜❛&❡✉, ❡& ♣✉♥✐&✐❢ :✉✐ ❡#& #♦✉#✲❥❛❝❡♥& < ❝❡&&❡ ♣❛,&✐❡ ❞❡

❧✬❡①♣,❡##✐♦♥ ♥✬❡#& ♣❛# #❛♥# ,❛♣♣❡❧❡, ❧❡# ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥&# ❝♦❡,❝✐&✐❢# :✉❡ ♣❡✉✈❡♥& ,)❛❧✐#❡, ❧❡#

&)♠♦✐♥# ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦,♠❡✱ ❡♥✈❡,# ❧❛ ♣❡,#♦♥♥❡ :✉✐ ❡♥ ❡#& ❢❛✉&✐✈❡✱ #✉, ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡#

)♠♦&✐♦♥# ❞✬✐♥❞✐❣♥❛&✐♦♥✱ ❞❡ ❞)❣♦R& ♦✉ ❞❡ ❞)❝❡♣&✐♦♥

✶

:✉✬✐❧# ,❡##❡♥&❡♥&✳

✶✳ ■❞❡♥&✐✜) ❝♦♠♠❡ )&❛♥& . ❧✬♦1✐❣✐♥❡ ❞❡3 ❝♦♠♣♦1&❡♠❡♥&3 ❞✬♦3&1❛❝✐3♠❡ ✭❍❛✐❞&✱ ✷✵✵✸✮✳

✼✺



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❆✉ "♦"❛❧✱ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❛"✐♦♥ ❞✬❆❦❡(❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮ ♣(❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ✉♥ ❛8♣❡❝" ❝❧❛✐(❡♠❡♥" ✐❞❡♥✲

"✐✜; ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡8 ♥♦(♠❡8 ♠♦(❛❧❡8 ♦✉ 8♦❝✐❛❧❡8✱ =✉✐ ❡8" =✉❡ ❧❡8 ✐♥❞✐✈✐❞✉8 ♣❡✉✈❡♥" ?"(❡

❛♥✐♠;8 ♣❛( ❞❡✉① "②♣❡8 ❞❡ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥8 ❧❡8 ❝♦♥❞✉✐8❛♥" B (❡8♣❡❝"❡( ✉♥❡ ♥♦(♠❡ ✿ ✭✶✮ ✉♥❡

♠♦"✐✈❛"✐♦♥ ✐♥"#✐♥$%&✉❡ =✉✐ ❡8" "❡❧❧❡ =✉❡ ❧❡8 ❛❣❡♥"8 8♦♥" ❞✐8♣♦8;8 B (❡8♣❡❝"❡( ✉♥❡ ♥♦(♠❡✱

♠?♠❡ ❧♦(8=✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ =✉❡✱ ❝❡ ❢❛✐8❛♥"✱ ✐❧8 ♣✉✐88❡♥" ❜;♥;✜❝✐❡( ❞❡ ❣❛✐♥8 ✐♥8"(✉♠❡♥✲

"❛✉①✱ ❞✬❛❝"✐♦♥8 (;❝✐♣(♦=✉❡8 ❢✉"✉(❡8✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ (;♣✉"❛"✐♦♥♥❡❧ ✭❙(✐♣❛❞❛ ❡" ❙"✐❝❤✱ ✷✵✵✻✮

❡" ✭✷✮ ✉♥❡ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ ✐♥$"#✉♠❡♥"❛❧❡ =✉✐ ✐♥❝✐"❡ ❧❡8 ❛❣❡♥"8 B (❡8♣❡❝"❡( ❧❡8 ♥♦(♠❡8 ❝❛( ❝❡❧❛

(❡♣(;8❡♥"❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛(✈❡♥✐( B (;❛❧✐8❡( ❝❡("❛✐♥8 ❜✉"8 ✭8✉8❝✐"❡( ❞❡8 ❛❝"❡8 ❞❡ (;❝✐♣(♦❝✐";

♣♦8✐"✐✈❡✱ ❛♠;❧✐♦(❡( ❧❡✉( (;♣✉"❛"✐♦♥ ❡"❝✳✮✱ ❡" ♥♦♥ ♣❛(❝❡ =✉❡ ❧✬❛❞♦♣"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦("❡♠❡♥"

8♦❝✐❛❧❡♠❡♥" ❛❞❛♣"; (❡♣(;8❡♥"❡ ✉♥ ❜✉"✱ ❡♥ 8♦✐✳ ❈❡""❡ ❞❡(♥✐L(❡ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ 8❡ (❛♣♣♦("❡ B ❧❛

❢♦♥❝"✐♦♥ R ❞♦♥" ❆❦❡(❧♦❢ ✭✶✾✽✵✮ (❡"✐❡♥"✱ ❡♥ ♣❛("✐❝✉❧✐❡(✱ ❧❛ ❢♦(♠❡ 8♣;❝✐✜=✉❡ 8✉✐✈❛♥"❡ ✿

R(dR, µ) = −µdRR =

{
0 8✐ ❧✬❛❣❡♥" ♦❜;✐" B ❧❛ ♥♦(♠❡

−µR 8✐ ❧✬❛❣❡♥" ❞;8♦❜;✐"

❉❛♥8 ❝❡""❡ ❡①♣(❡88✐♦♥✱ R ❡8" ✉♥ ♣❛(❛♠L"(❡ ♣♦8✐"✐❢ =✉✐ ♠❡8✉(❡ ❧❛ ❢♦(❝❡ ✓ (;♣✉"❛"✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔
❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡" ❞♦♥" ❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ✈❛(✐❡ ;❣❛❧❡♠❡♥" 8❡❧♦♥ =✉❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡8" ❝♦♥8✐❞;(;❡ ❝♦♠♠❡

♣(✐♠♦(❞✐❛❧❡✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥"(❛✐(❡ 8❡❝♦♥❞❛✐(❡✱ ❛✉ 8❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉";✳ ❆✈❡❝ ❝❡""❡ ❡①♣(❡88✐♦♥✱

♦♥ ✈♦✐" ❝❧❛✐(❡♠❡♥" =✉❡ ❧❡ ❝♦P" (;♣✉"❛"✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♥♦♥ (❡8♣❡❝" ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❞;♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜(❡

❞❡ ♣❡(8♦♥♥❡8 µ =✉✐ ❧❛ ❥✉❣❡♥" ♣❡("✐♥❡♥"❡✳
R♦✉( "♦✉" "②♣❡ ❞✬❛❣❡♥"✱ ❧❛ ❞;8❛♣♣(♦❜❛"✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥" ?"(❡ ❛""(✐❜✉;❡ B ✉♥ ♠❛✉✈❛✐8 ❝♦♠✲

♣♦("❡♠❡♥"✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛(" ❞❡8 ❛✉"(❡8 ♠❡♠❜(❡8 ❞❡ ❧❛ 8♦❝✐;"; ♣❡✉" ?"(❡ ❡♥✈✐8❛❣;❡ ❡♥ "❡(♠❡8 ❞❡

♣✉♥✐"✐♦♥ 8♦❝✐❛❧❡ ✐♠♣♦8;❡ ♣❛( ❧❡8 ❛❣❡♥"8 (❡8♣❡❝"✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ =✉✐✱ ❛✉ ♠?♠❡ "✐"(❡ =✉✬✉♥❡

♣✉♥✐"✐♦♥ ♠❛";(✐❡❧❧❡✱ ♣L8❡ 8✉( ❧❡ ♣(♦❝❡88✉8 ❞❡ ❞;❝✐8✐♦♥✳

▲✬❛8♣❡❝" (;♣✉"❛"✐♦♥♥❡❧ =✉✐ ❡8" ✐♥"(♦❞✉✐" ♣❛( ❧✬❛✉"❡✉( (❛♣♣❡❧❧❡ ;❣❛❧❡♠❡♥" ❧❛ =✉❡8"✐♦♥ ❞❡

❧✬❛(❜✐"(❛❣❡ =✉✐ ❡①✐8"❡ ❡♥"(❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✉"✐❧✐"; ♣♦✉✈❛♥" ?"(❡ ♦❜"❡♥✉✱ B ❧♦♥❣ "❡(♠❡✱ B "(❛✈❡(8 ❧❡

(❡8♣❡❝" ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡" ❧❡8 ❝♦♥8;=✉❡♥❝❡8 ♣♦8✐"✐✈❡8 =✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞(❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ (❡❧❛"✐♦♥♥❡❧✱

❡" ❧❛ ♣❡("❡ ❞✬✉"✐❧✐"; ✐♠♠;❞✐❛"❡ =✉❡ ❧✬❛❞♦♣"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦("❡♠❡♥" (❡8♣❡❝"✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡

✐♠♣❧✐=✉❡✱ ❧♦(8=✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛ B ❧✬❡♥❝♦♥"(❡ ❞❡ ❧✬✐♥";(?" ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥"✳ ❆ ❝❡" ;❣❛(❞✱

❝❡ "(❛✈❛✐❧ 8✬✐♥8❝(✐" ❞❛♥8 ❧❡ ♣(♦❧♦♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋(❛♥❦ ✭✶✾✽✽✮✱ =✉✐ ❝♦♥8✐❞L(❡ =✉❡ ❧❡8

;♠♦"✐♦♥8 8♦♥" ♣(;8❡♥"❡8 ♣♦✉( ♦(✐❡♥"❡( ❧❡8 ❛❣❡♥" ✈❡(8 ✉♥ ❝❤♦✐① 8"(❛";❣✐=✉❡ =✉✐ ❢❛✈♦(✐8❡ ❧❡✉(

❜✐❡♥✲?"(❡ B ❧♦♥❣ "❡(♠❡✳

▲❡ ♠♦❞L❧❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡ ❛❧♦(8 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐L(❡ 8✉✐✈❛♥"❡✳ ❆✉ ❞;❜✉" ❞❡ ❧❛ ♣;(✐♦❞❡✱ ✉♥❡ ♣(♦✲

♣♦("✐♦♥ µ ❞✬❛❣❡♥"8 ❝(♦✐" B ❧❛ ♣❡("✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉(✳ ❈❤❛=✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉"; ❝❤❡(❝❤❡ B ♠❛①✐♠✐8❡( 8♦♥ ✉"✐❧✐"; ❡" ❞;❝✐❞❡✱ ❡♥ ❝♦♥8;=✉❡♥❝❡✱ ❞❡ (❡8♣❡❝"❡( ♦✉

♥♦♥✱ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡♥ =✉❡8"✐♦♥✱ B "(❛✈❡(8 8♦♥ ❝♦♠♣♦("❡♠❡♥" 8"(❛";❣✐=✉❡✳ ❆✐♥8✐✱ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❡8"

✈✐♦❧;❡ ♣❛( ❧✬❛❣❡♥" 8✐ ❧❡ 8✉♣♣❧;♠❡♥" ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❛";(✐❡❧ =✉❡ ❝❡❧❛ ❧✉✐ (❛♣♣♦("❡ ❞;♣❛88❡ ❧❡✭8✮

❝♦P"✭8✮ ❧✐;✭8✮ B 8♦♥ ♥♦♥ (❡8♣❡❝"✳

✼✻



✸✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡ ❢❛✐% ❞❡ ✈✐♦❧❡* ❧❛ ♥♦*♠❡ ❡-% ♣❧✉- ❞✐✣❝✐❧❡ -✬❛❣✐--❛♥% ❞❡- ❛❣❡♥%- 4✉✐ ❝*♦✐❡♥% ❡♥ -❛ ♣❡*%✐✲

♥❡♥❝❡ ❝❛*✱ ❡♥ ♣❧✉- ❞❡ ❧❛ ♣❡*%❡ ❞❡ *7♣✉%❛%✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞*7❡ ♣❛* ❧❡ ♥♦♥ *❡-♣❡❝% ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❝❡-

❛❣❡♥%- ❞♦✐✈❡♥% 7❣❛❧❡♠❡♥% -❡ ❝♦♥❢*♦♥%❡* ❛✉① ❡✛❡%- ❞7❧7%:*❡- ❞❡ ❧❛ ✓ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%7 ✔✳ ▲♦*-4✉❡

❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥% ❛ *7❛❧✐-7 -♦♥ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ ♣*♦♣♦*%✐♦♥ x ❞✬❛❣❡♥%- *❡-♣❡❝%❛♥% ❧❛ ♥♦*♠❡ ♣❡✉% @%*❡

❝❛❧❝✉❧7❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞✉ ♠♦❞:❧❡ ♣*♦❝:❞❡ ❛❧♦*- ❝♦♠♠❡ -✉✐% ✿

µ̇ = g(µ, x) = β(x− µ)

C❛* ❝♦♥-74✉❡♥%✱ ❧❛ ♣*♦♣♦*%✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥%- ❝*♦②❛♥% D ❧❛ ♣❡*%✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❛✉❣♠❡♥%❡

❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ♦E ✐❧ ② ❛ ♣❧✉- ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉- 4✉✐ ❧❛ *❡-♣❡❝%❡♥% 4✉❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉- ❧✬❛②❛♥% ❞7❥D ✐♥%7✲

*✐♦*✐-7❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡*-❡✱ ❝❡%%❡ ♣*♦♣♦*%✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦*-4✉❡ x < µ✳ ▲❡ ♣❛*❛♠:%*❡ µ ✐♥%❡*✈❡♥❛♥%

❞❛♥- ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦H% *7♣✉%❛%✐♦♥♥❡❧ ❧✐7 ❛✉ ♥♦♥ *❡-♣❡❝% ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣*❡♥❞ ❝♦♠✲

♠❡♥% ❝❡%%❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ *7❣✐% ❧✬7✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❡% ♣❡✉% ❝♦♥❞✉✐*❡ ❛✉ *❡♥❢♦*❝❡♠❡♥%

❞❡ -♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ D -♦♥ -✐♠♣❧❡ ♠❛✐♥%✐❡♥✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥%*❛✐*❡ D -❛ ❞✐-♣❛*✐%✐♦♥✱ ❛✉ -❡✐♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠✉♥❛✉%7 ♦✉ ❞❡ ❧❛ -♦❝✐7%7✳

❊♥ *7-✉♠7✱ ❝❡ ♠♦❞:❧❡ ♣*♦♣♦-❡ ✉♥❡ *❡♣*7-❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:*❡ ❞♦♥% ❧✬✐♥✈❡-%✐--❡♠❡♥%

❛✛❡❝%✐❢✱ ❞♦♥% ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥% ❢❛✐% ♣*❡✉✈❡ ✈✐-✲D✲✈✐- ❞✉ *❡-♣❡❝% ❞✬✉♥❡ ♥♦*♠❡ ♣❛*%✐❝✉❧✐:*❡ ✭-♦✉-

❧❛ ❢♦*♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣*7-❡♥❝❡ ❡% ❞❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉* ❞✉ ❝♦H% ♣-②❝❤♦❧♦❣✐4✉❡ ❞❡ ✓ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%7 ✔ 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐

♣❡✉% -✉❜✐* ❧♦*- ❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛%✐♦♥✮✱ ♣❛*%✐❝✐♣❡✱ ❝♦♥❥♦✐%❡♠❡♥% D ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣*❡--✐♦♥ -♦❝✐❛❧❡

♣*♦✈❡♥❛♥% ❞❡ ❧✬✐♥✈❡-%✐--❡♠❡♥% ❛✛❡❝%✐❢ ❞✬❛✉%*✉✐✱ ❛✉ ♠❛✐♥%✐❡♥✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥%*❛✐*❡ D ❧❛ ❞✐-♣❛*✐✲

%✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ ♥♦*♠❡ ❞❛♥- ❧❛ -♦❝✐7%7✳ ❚♦✉%❡❢♦✐-✱ ❧✬❛✉%❡✉* ♥❡ -✬✐♥%7*❡--❡ ♣❛-✱ D ♣*♦♣*❡♠❡♥%

♣❛*❧❡*✱ D ❧✬7♠❡*❣❡♥❝❡ ❞❡- ♥♦*♠❡- ♣❛*%✐❝✉❧✐:*❡- ✭❝♦♠♠❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❧❡ 4✉✐ ❡-% ❛✉ ❝❡♥%*❡

❞❡ -♦♥ ♠♦❞:❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉- ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡①♣❧✐4✉❡ ♣❛- ❝♦♠♠❡♥% ✉♥❡ ❛❝%✐♦♥ ♣❛*%✐❝✉❧✐:*❡✱ ♦✉ ✉♥

%②♣❡ ❞✬❛❝%✐♦♥ ♣❛*%✐❝✉❧✐❡*✱ ♣❡✉% @%*❡ *❡%❡♥✉ ❝♦♠♠❡ 7%❛♥% ❧❛ *7❢7*❡♥❝❡ ♥♦*♠❛%✐✈❡ ❛✉ -❡✐♥

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%7✳ ▲❛ ♥♦*♠❡ ❡-% ❛✐♥-✐ ❝♦♥-✐❞7*7❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦*%❡♠❡♥% ❞❡ *7❢7*❡♥❝❡✱

❞7❥D 7%❛❜❧✐ ❞❛♥- ❧❛ -♦❝✐7%7✱ ♠❛✐- 4✉✐ ♣❡✉% ❞✐-♣❛*❛O%*❡ -✐ ❧❡- ❛❣❡♥%- ♥❡ -❡ ♠♦♥%*❡♥% ♣❛-

-✉✣-❛♠♠❡♥% ✈✐❣✐❧❛♥%- ❢❛❝❡ D -♦♥ *❡-♣❡❝%✳

✸✳✶✳✶✳✷✳ ▲❡ &'❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❜❛/✐♦♥ 2♦❝✐❛❧❡ ❞❛♥2 ❧❡ &❛♣♣♦&/ 4 ❧❛ ♥♦&♠❡

▲❡- %*❛✈❛✉① ❞✬❍♦❧❧Q♥❞❡* ✭✶✾✾✵✮ -✬✐♥%7*❡--❡♥% 7❣❛❧❡♠❡♥% D ❧✬❛♣♣*♦❜❛%✐♦♥ 4✉✐ ♣❡✉% @%*❡

❛❝❝♦*❞7❡ ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉- ♣♦✉* ❧❡✉* ❝♦♠♣♦*%❡♠❡♥% ♣*♦-♦❝✐❛❧✱ ❡♥ ❝❤♦✐-✐--❛♥% ❞❡ -✬✐♥-7*❡* ❞❛♥-

❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❯♥ ❞❡- ✐♥%7*@%- ❞❡ ❝❡%%❡ ♠♦❞7❧✐-❛%✐♦♥ ❡-% 4✉✬❡❧❧❡ ♣*♦♣♦-❡

✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥✱ ❞❡ %②♣❡ ✓ ♠❛✐♥ ✐♥✈✐-✐❜❧❡ ✔✱ D ❧✬❡♠❡*❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦*♠❡✳

❍♦❧❧Q♥❞❡* ✭✶✾✾✵✮ ❝♦♥-✐❞:*❡ ✉♥ ❣*♦✉♣❡ ❞❡ n ❛❣❡♥%- ✐❞❡♥%✐4✉❡- ♣♦--7❞❛♥% ✉♥❡ ❞♦%❛%✐♦♥

✐♥✐%✐❛❧❡ ❡♥ ❜✐❡♥ ♣*✐✈7 ♥♦%7❡ π✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ♦♥ ♥♦%❡ b ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬✉♥✐%7- 4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥%
❝♦♥%*✐❜✉❡✱ D ♣❛*%✐* ❞❡ -❛ ❞♦%❛%✐♦♥✱ D ❧❛ ♣*♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❖♥ -✉♣♣♦-❡ ❡♥✜♥ 4✉❡

❧❡- p ✉♥✐%7- *❡-%❛♥%❡- -♦♥% ❝♦♥-♦♠♠7❡- ❞❡ ♠❛♥✐:*❡ ♣*✐✈7❡✳ ❆✐♥-✐✱ ♦♥ ❛ ✿

p = π − b, 0 6 b 6 π ✭✸✳✶✳✶✮

✼✼



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

▲❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡)* ♣+♦❞✉✐* . ♣❛+*✐+ ❞❡) ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥) ❛❣❣+1❣1❡) ❡* ❧✬❛✉*❡✉+ )✉♣♣♦)❡ 3✉❡

❧❡ ❝♦4* ❞❡ ♣+♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜✐❡♥ ❡)* ♣+♦♣♦+*✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❛❣❡♥*) ♣+1)❡♥*) ❞❛♥) ❧❡

❣+♦✉♣❡✱ ❛✐♥)✐ ❧❛ 3✉❛♥*✐*1 ❞❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥* ♦❜*❡♥✉❡✱ . ♣❛+*✐+ ❞❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡)

❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥) ❡)* ✿

C =
1

n

n∑

i=1

bi

9❛+ ❛✐❧❧❡✉+)✱ ❞❛♥) ❝❡ ♠♦❞:❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ b ✐♠♣❧✐3✉❡ ✉♥ ♠♦♥*❛♥* *♦*❛❧ ❞✬❛♣♣+♦❜❛*✐♦♥
❛❜)♦❧✉ s(b)✱ 3✉✐ +❡♣+1)❡♥*❡ ❧❛ ♠❛♥✐:+❡ ❞♦♥* ❧❡) ❛✉*+❡) ♠❡♠❜+❡) ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ✈❛❧♦+✐)❡♥* ✉♥

*❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥✳

❋♦+♠❡❧❧❡♠❡♥*✱ ❧✬❛✉*❡✉+ )✉♣♣♦)❡ 3✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣+♦❜❛*✐♦♥ ❛❜)♦❧✉ s(b) +❡))❡♥*✐ ♣❛+ ❧❡)
❛❣❡♥*)✱ ♣❡✉* )✬❡①♣+✐♠❡+ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:+❡ )✉✐✈❛♥*❡ ✿

s(b) = (1− β)wb− βw(b− c) = w(b− βc) ✭✸✳✶✳✷✮

❖E w ❡)* ✉♥ ♣❛+❛♠:*+❡ +❡♣+1)❡♥*❛♥* ❧❡ *❛✉① ❞✬❛♣♣+♦❜❛*✐♦♥✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣+♦❜❛*✐♦♥ ❛❜)♦❧✉ +❡))❡♥*✐ ♣❛+ ❧✬❛❣❡♥* ❞1♣❡♥❞ ❛✐♥)✐ ♣♦)✐*✐✈❡♠❡♥* ❞❡ )♦♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ b ❡* ♥1❣❛*✐✈❡♠❡♥* ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ ♠♦②❡♥ c✳

9♦✉+ ❥✉)*✐✜❡+ ✉♥❡ *❡❧❧❡ ❡①♣+❡))✐♦♥✱ ❧✬❛✉*❡✉+ ✐♥❞✐3✉❡ 3✉❡✱ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✬✉♥ ❝❛❞❡❛✉ ♣❛+

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣!❛#✐#✉❞❡ +❡))❡♥*✐❡ ✈✐)✲.✲✈✐) ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ 3✉✐ ♦✛+❡ ♥❡ ❞1♣❡♥❞ ♣❛) )❡✉❧❡♠❡♥* ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❛❜)♦❧✉❡ ❞✉ ❝❛❞❡❛✉✱ ♠❛✐) ❛✉))✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛K♦♥ ❞♦♥* ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❛**+✐❜✉1❡ . ❝❡ ❝❛❞❡❛✉

)❡ ❝♦♠♣❛+❡ . ❝❡❧❧❡) ❞❡ ❝❛❞❡❛✉① )✐♠✐❧❛✐+❡)✳

❇✐❡♥ 3✉❡ ❧✬✐♥)♣✐+❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡* ❛)♣❡❝* ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❛❧✐)❛*✐♦♥ )♦✐* ❛✈❛♥* *♦✉* ✐♥*✉✐*✐❢✱ ❧✬❛✉*❡✉+

❢❛✐* ❝❧❛✐+❡♠❡♥* +1❢1+❡♥❝❡ . ❧❛ ❣+❛*✐*✉❞❡ ❡* ❲♦♦❞✱ ▼❛❧*❜② ❡* ❇+♦✇♥ ✭✷✵✶✶✮ ♦♥* ♣❧✉) *❛+❞

❝♦++♦❜♦+1 ❡①♣1+✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥* ❧✬❡①✐)*❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ *②♣❡ ✓ ❞✬❡✛❡* ❞❡ +❛♥❦✐♥❣ ✔ ✭♦✉ ❡✛❡* ❞✬♦+❞+❡✮

❝♦♥❝❡+♥❛♥* ❝❡**❡ 1♠♦*✐♦♥ ♠♦+❛❧❡✳

❆✐♥)✐✱ ♦♥ ♣❡✉* ✐♥*❡+♣+1*❡+ s(b) ❝♦♠♠❡ ♠❡)✉+❛♥* ❧✬✐♥*❡♥)✐*1 ❞❡) 1♠♦*✐♦♥) ♣♦)✐*✐✈❡) +❡)✲
)❡♥*✐❡) ♣❛+ ❧✬❛❣❡♥*✱ ❞✉ ❢❛✐* ❞❡ ♣❡+❝❡✈♦✐+ 3✉❡ )♦♥ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ❡)* ✈❛❧♦+✐)1 ♣❛+ ❧❡) ❛✉*+❡)

♠❡♠❜+❡) ❞✉ ❣+♦✉♣❡✱ )✉✐*❡ . ❧✬1♠❡+❣❡♥❝❡✱ ❝❤❡③ ❡✉①✱ ❞❡ ❧✬1♠♦*✐♦♥ ❞❡ ❣+❛*✐*✉❞❡✳ ▲✬❛✉*❡✉+

❥✉)*✐✜❡ ❧✬✐♥*+♦❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥ *❡❧ ♣❛+❛♠:*+❡ ♣❛+ ❧❡ ❢❛✐* 3✉❡ ❧❡) W*+❡) ❤✉♠❛✐♥) )❡♠❜❧❡♥* ❛✈♦✐+

✉♥❡ ♣+1❢1+❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❧❡ ❢❛✐* ❞✬W*+❡ ❧✬♦❜❥❡* ❞❡ ❧✬1✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♣♦)✐*✐✈❡ ❞❡) ❛✉*+❡)✱ ❛✐♥)✐ 3✉❡ ♣♦✉+

❧❡ ❢❛✐* ❞✬W*+❡ ❧❛ )♦✉+❝❡ ❞❡ ❧✬1♠❡+❣❡♥❝❡ ❞✬1♠♦*✐♦♥) ♣♦)✐*✐✈❡) ❝❤❡③ ❡✉①✳

❚♦✉*❡❢♦✐)✱ ❧✬❛✉*❡✉+ ❡①♣❧✐3✉❡ 3✉❡ ❧❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉)✱ ❡♥ ♣❧✉) ❞❡ ✈♦✉❧♦✐+ W*+❡ ❛✐♠1) ♦✉ ❛❞♠✐+1)✱

✈❡✉❧❡♥* 1❣❛❧❡♠❡♥* ❧✬W*+❡ ✭❛✐♠1) ❡* ❛❞♠✐+1)✮ ♣❧✉) 3✉❡ ❧❡) ❛✉*+❡)✳ ❍♦❧❧Z♥❞❡+ ✭✶✾✾✵✮ )✉♣♣♦)❡

❞♦♥❝ 3✉❡ ❧❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) )✬✐♥*1+❡))❡♥* 1❣❛❧❡♠❡♥* . ❧❛ ❣+❛♥❞❡✉+ s(b)−s(c)✱ ♦E s(c) +❡♣+1)❡♥*❡
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣+♦❜❛*✐♦♥ 3✉✐ ❡)* ❛))♦❝✐1 ❛✉ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥✳ ❈❡**❡

✼✽
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❣!❛♥❞❡✉! ♠❡(✉!❡ ❛❧♦!( ❧✬❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥ !❡❧❛.✐✈❡ 1✉❡ ❧✬❛❣❡♥. ♣❡!2♦✐. ❝❤❡③ (❡( ♣❛!.❡♥❛✐!❡(✳ ❋✐✲

♥❛❧❡♠❡♥.✱ ❧✬❛✉.❡✉! ❞:✜♥✐. ❧❛ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡(✉!❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥✱ ✉.✐❧✐(:❡ ♣❛! ❧❡( ❛❣❡♥.(✱

❝♦♠♠❡ :.❛♥. ✉♥❡ (♦♠♠❡ ♣♦♥❞:!:❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡(✉!❡ ❛❜(♦❧✉❡ ❡. ❞❡ ❧❛ ♠❡(✉!❡ !❡❧❛.✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣!♦❜❛.✐♦♥ ✿

a = (1− α)s(b)− α[s(b)− s(c)] = s(b)− αs(c) ✭✸✳✶✳✸✮

A❛! ❛✐❧❧❡✉!(✱ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✉.✐❧✐.: ❞❡ ❧✬❛❣❡♥. ❡(. ❞:✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C!❡ (✉✐✈❛♥.❡ ✿

u = up(p) + uc(c) + ua(a)

A❛! ❝♦♥(:1✉❡♥.✱ ♦♥ (✉♣♣♦(❡ 1✉❡ ❧❡( ❛❣❡♥.( ✈❛❧♦!✐(❡♥. D ❧❛ ❢♦✐( ❧❡✉! ❝♦♥(♦♠♠❛.✐♦♥ ❡♥ ❜✐❡♥

♣!✐✈:✱ ❧❡✉! ✉.✐❧✐(❛.✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡.✱ D .!❛✈❡!( ❧❡ .❡!♠❡ ua(a)✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥

1✉✬✐❧( !❡2♦✐✈❡♥.✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛!. ❞❡( ❛✉.!❡(✱ ♣♦✉! ❧❡✉! ❝♦♥.!✐❜✉.✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❈❡ ❞❡!♥✐❡!

.❡!♠❡✱ ♠F♠❡ (✬✐❧ ♥✬❡(. ♣❛( ❡①♣❧✐❝✐.❡♠❡♥. ♣!:(❡♥.: ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣❛! ❧✬❛✉.❡✉!✱ ♣❡✉. (❡ !❛♣♣!♦✲

❝❤❡! ❞✉ (❡♥.✐♠❡♥. ❞❡ ✜❡!.: !❡((❡♥.✐ ♣❛! ❧❡( ❛❣❡♥.( ❧♦!(1✉✬✐❧( !:❛❧✐(❡♥. ✉♥❡ ❛❝.✐♦♥ ♣!♦(♦❝✐❛❧❡

✭❝♦!!❡(♣♦♥❞❛♥. ✐❝✐ ❛✉ ❢❛✐. ❞❡ ❝♦♥.!✐❜✉❡! ❝♦♥(:1✉❡♠♠❡♥. ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✮✱ ❡. ♣❧✉( ♣❛!.✐❝✉❧✐C✲

!❡♠❡♥. ❧♦!(1✉❡ ❧❡✉! ❛❝.✐♦♥ ❡(. ♠❡✐❧❧❡✉!❡ 1✉❡ ❝❡❧❧❡ 1✉✐ ❡(. ❢❛✐.❡✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞❛♥( ❧❡ ❣!♦✉♣❡✳

❉✬❛♣!C( ❧❡( :1✉❛.✐♦♥( (3.1.1)✱ (3.1.2) ❡. (3.1.3)✱ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✉.✐❧✐.: ♣❡✉. F.!❡ !::❝!✐.❡

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C!❡ (✉✐✈❛♥.❡ ✿

u = up(π − b) + uc(c) + ua[w(b− σc)]

❖K σ = α + β✳

❆✐♥(✐✱ :.❛♥. ❞♦♥♥: ❧❛ (♣:❝✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡( ❛!❣✉♠❡♥.( ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ua✱ ♦♥ ♣❡✉. ♦❜(❡!✈❡!✱

(❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦!♠❡ ♣!✐(❡ ♣❛! ❝❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥ !❡((❡♥.✐ 1✉✐ (♦✐. ♥:❣❛✲

.✐❢✱ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♦K ❧❛ ❝♦♥.!✐❜✉.✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥. ❡(. ✐♥(✉✣(❛♠♠❡♥. ✐♠♣♦!.❛♥.❡✱

♣❛! !❛♣♣♦!. D ❧❛ ❝♦♥.!✐❜✉.✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❛♥( ✉♥ .❡❧ ❝❛(✱ ❧✬❛❣❡♥. (❡ ✈♦✐. ❛❧♦!( ❡①♣!✐♠❡! ❧❛

❞:(❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥ ❞❡ (❡( ♣❛!.❡♥❛✐!❡(✱ 1✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉. ✐♥.❡!♣!:.❡! ❝♦♠♠❡ :.❛♥. ✐((✉❡ ❞❡ ❧❡✉!(

(❡♥.✐♠❡♥.( ❞✬✐♥❞✐❣♥❛.✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❞:❣♦N.✳ ❈❡..❡ ❞:(❛♣♣!♦❜❛.✐♦♥ ❡♥.!❛✐♥❡ ✉♥❡ ❜❛✐((❡ ❞✬✉.✐❧✐.:

1✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉. ❛❧♦!( !❛♣♣!♦❝❤❡! ❞✬✉♥ ❝♦N. ♣(②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ ❛((♦❝✐: D ❧✬:♠❡!❣❡♥❝❡ ❞❡( :♠♦.✐♦♥(

❞❡ ❤♦♥.❡ ♦✉ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐.:✳

❉❛♥( ❧❡ ♠F♠❡ .❡♠♣(✱ ♣❧✉( ❧❛ ❝♦♥.!✐❜✉.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥. ❡(. ❣!❛♥❞❡✱ ♣❧✉( ❧✬✉.✐❧✐.: 1✉✬✐❧ !❡.✐!❡

❞❡ (❛ ❝♦♥(♦♠♠❛.✐♦♥ ❡♥ ❜✐❡♥ ♣!✐✈: ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲✬❛❣❡♥. !:❛❧✐(❡ ♣❛! ❝♦♥(:1✉❡♥.✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥.

❞❡ (♦♥ ❝❤♦✐①✱ ✉♥ ❛!❜✐.!❛❣❡ ❡♥.!❡ (♦♥ ♣❧❛✐(✐! ♠❛.:!✐❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❡. ❧❡ ♣❧❛✐(✐! 1✉✬✐❧ ❞:!✐✈❡ ❞✉

(.❛.✉. (♦❝✐❛❧ 1✉✬✐❧ ♦❜.✐❡♥. D .!❛✈❡!( (♦♥ ❝♦♠♣♦!.❡♠❡♥. ❝♦♥.!✐❜✉.✐❢✳
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▲❛ "#$♦❧✉(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ $✬❡✛❡❝(✉❡ 2 ("❛✈❡"$ ❧❛ ♠❛①✐♠✐$❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐(# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥( ♣❛"

"❛♣♣♦"( 2 $♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ b✳ ❍♦❧❧:♥❞❡" ✭✶✾✾✵✮ ❞#♠♦♥("❡ @✉✬✐❧ ❡①✐$(❡ ✉♥ ✉♥✐@✉❡
#@✉✐❧✐❜"❡ ✓ ❞✬#❝❤❛♥❣❡ $♦❝✐❛❧ ✔✱ ❝❛"❛❝(#"✐$# ♣❛" ❞❡$ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡$ ❝♦❤#"❡♥(❡$

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❞❛♥$ ❧❡ $❡♥$ ♦F ♦♥ ❛ b = c✱ 2 ❧✬#@✉✐❧✐❜"❡✮ ❡( ❞❡$ (❛✉①

❞✬❛♣♣"♦❜❛(✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧$ v ✷

✱ ❛❝❝♦"❞#$ ♣❛" ❧❡$ ❛❣❡♥($✱ @✉✐ $♦♥( ❝♦❤#"❡♥($ ❛✈❡❝ ❧❡ (❛✉①

❞✬❛♣♣"♦❜❛(✐♦♥ ❣#♥#"❛❧ "❡G✉ ♣❛" ❝❤❛@✉❡ ❛❣❡♥( ♣♦✉" $♦♥ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ w ✭❞❛♥$

❧❡ $❡♥$ ♦F ν = w✮✳

❙❡❧♦♥ ❧❡$ ✈❛❧❡✉"$ ❞❡$ ♣❛"❛♠-("❡$✱ ❝❡"(❛✐♥$ #@✉✐❧✐❜"❡$ $♦♥( (❡❧$ @✉❡ ❧❡$ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥$ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❡❧❧❡$ $✬#(❛❜❧✐$$❡♥( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ b∗ = c∗✱ ❝❡ @✉✐ ❡♥ ❢❛✐( ❛❧♦"$
✉♥❡ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥(✱ #♠❡"❣❡❛♥( 2 ❧❛ $✉✐(❡ ❞❡$ ✐♥(❡"❛❝(✐♦♥$ $♦❝✐❛❧❡$ ❛②❛♥( ❧✐❡✉

❡♥("❡ ❧❡$ ❛❣❡♥($✱ ♥♦(❛♠♠❡♥( ❡♥ (❡"♠❡$ ❞✬#❝❤❛♥❣❡ ❞✬❛♣♣"♦❜❛(✐♦♥✳ ▲♦"$@✉✬✉♥ (❡❧ #@✉✐❧✐❜"❡

❡$( ✐♠♣❧#♠❡♥(#✱ (♦✉$ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❝♦♥("✐❜✉❡♥( ❧❡ ♠K♠❡ ♠♦♥(❛♥(✱ ❝♦""❡$♣♦♥❞❛♥( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥✱ ❡( @✉✐ ♣❡"♠❡( ❞❡ ❢♦✉"♥✐" ❧❛ @✉❛♥(✐(# ♦♣(✐♠❛❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ c∗✳
▲✬#♠❡"❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ♥♦"♠❛(✐❢ ❡$( ❞♦♥❝✱ ❞❛♥$ ❝❡ ♠♦❞-❧❡✱ ❝♦♥$✐❞#"# ❝♦♠♠❡

#(❛♥( ❧❡ $✐♠♣❧❡ ❢"✉✐( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢"♦♥(❛(✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥($ #❝♦♥♦♠✐@✉❡$ "❛(✐♦♥♥❡❧$✱ ♣♦✉"✈✉$ ❞✬✉♥❡

♣"#❢#"❡♥❝❡ ♣♦✉" ❧❡ ❢❛✐( ❞✬K("❡ #✈❛❧✉# ♣♦$✐(✐✈❡♠❡♥( ♣❛" ❧❡✉" ♣"♦❝❤❛✐♥✳ ❚♦✉(❡❢♦✐$✱ ♦♥ ♣❡✉(

@✉❡$(✐♦♥♥❡" ❧❡ "#❛❧✐$♠❡ ❞✬✉♥ (❡❧ "#$✉❧(❛(✱ ❛✉ $❡♥$ ♦F ✐❧ ♥✬❡$( ♣❛$ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐@✉❡" ❝♦♠✲

♠❡♥( ❧❡$ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥($ ❡✛❡❝(✐❢$ ❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣❡✉✈❡♥( K("❡ ❞✐✛#"❡♥($ ✭♥❡ $❡"❛✐(✲❝❡ @✉❡

❧#❣-"❡♠❡♥(✮✱ 2 ❧✬#@✉✐❧✐❜"❡✱ (♦✉( ❡♥ #(❛♥( ✐♥✢✉❡♥❝#$ ♣❛" ✉♥❡ ♠K♠❡ ♥♦"♠❡✳

❉❡ ♣❧✉$✱ ❝❡ "#$✉❧(❛( ❡$( ♣❛"(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❧✐# 2 ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ua ✭❞#✜♥✐$$❛♥( ❧✬✉(✐✲

❧✐(# @✉✐ ❡$( ✐$$✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣"♦❜❛(✐♦♥ @✉❡ "❡G♦✐( ✉♥ ❛❣❡♥( ♣♦✉" $♦♥ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥(✮✱

@✉✐ ❞#♣❡♥❞ ♣♦$✐(✐✈❡♠❡♥( ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ b ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡( ♥#❣❛(✐✈❡♠❡♥( ❞✉

❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ♠♦②❡♥ c✳ P❛" ❝♦♥$#@✉❡♥(✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ b ❞♦✐(
K("❡ $✉✣$❛♠♠❡♥( ✐♠♣♦"(❛♥(✱ ♣❛" "❛♣♣♦"( ❛✉ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ♠♦②❡♥✱ ♣♦✉" @✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉

♣✉✐$$❡ ❜#♥#✜❝✐❡" ❞✬✉♥ $(❛(✉( $♦❝✐❛❧ @✉✐ ❧❡ $❛(✐$❢❛$$❡ ✭❧❛ ♣❛"(✐❡ ua ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐(# ❡♥("❛✐♥❡ ❞♦♥❝

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ 2 ❧❛ ❤❛✉$$❡✮✳

❊♥ ♦✉("❡✱ 2 ♣❛"(✐" ❞✉ ♠♦♠❡♥( ♦F ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❜#♥#✜❝✐❡ ❞✬✉♥ ❤❛✉( $(❛(✉( $♦❝✐❛❧✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐

❡$( ♣♦✉$$# 2 ♠♦✐♥$ ❝♦♥("✐❜✉❡"✱ ❛✜♥ ❞❡ ❜#♥#✜❝✐❡" ❞❡ ♣❧✉$ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣"✐✈# ✭❧❛ ♣❛"(✐❡ up ❞❡

❧✬✉(✐❧✐(# "❡♣"#$❡♥(❡ ✉♥❡ ❢♦"❝❡ 2 ❧❛ ❜❛✐$$❡ ♣♦✉" ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥✮✳

❉❡ ❝❡((❡ ❢❛G♦♥✱ ❧❡ "#$✉❧(❛( ❞✬#♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝ ✭❝♦♥$✐$(❛♥( 2 ❝♦♥("✐❜✉❡" ✉♥ ♠♦♥(❛♥( #❣❛❧ 2 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ❞✉ ❣"♦✉♣❡✮

$❡♠❜❧❡ ❞✐"❡❝(❡♠❡♥( ✐$$✉ ❞❡$ ❤②♣♦(❤-$❡$ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ❡(✱ ❡♥ ♣❛"(✐❝✉❧✐❡"✱ ❞❡ ❧❛ $❡♥$✐❜✐❧✐(#

❞❡ ❧✬❛♣♣"♦❜❛(✐♦♥ @✉✐ ❡$( ♣❡"G✉❡ ♣❛" ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$✱ 2 ❧❛ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❡ ❢❛✐( @✉❡ ❍♦❧❧:♥❞❡" ✭✶✾✾✵✮ ♣♦$❡ ❝❡((❡ ❞❡"♥✐-"❡ ❤②♣♦(❤-$❡ "❡✈✐❡♥( ♣"❡$@✉❡

2 ❝❡ @✉✬✐❧ $✉♣♣♦$❡ @✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ♠♦②❡♥ ♦❜$❡"✈# ❞❛♥$ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ ❝♦""❡$♣♦♥❞ 2 ❧❛

♥♦"♠❡ @✉✐ ❡$( ❡♥ ✈✐❣✉❡✉" ❛✉ $❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ❣"♦✉♣❡✳

✷✳ ❊#❛♥# ❞♦♥♥( )✉❡ ❧❡ ♣❛.❛♠0#.❡ υ ❡1# ❧❡ #❛✉① ❞✬❛♣♣.♦❜❛#✐♦♥ )✉✐ ❡1# ❛❝❝♦.❞( ♣❛. ❝❤❛)✉❡ ❛❣❡♥# ✭i✮ ; ❧❛

❝♦♥#.✐❜✉#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛.#❡♥❛✐.❡ ♣❛.#✐❝✉❧✐❡. ✭j)✳ ❈❡ #❛✉① ❞(♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐#( )✉❡ ❝❡##❡ ❝♦♥#.✐❜✉#✐♦♥ .❛♣♣♦.#❡.❛✐#

; ❧✬❛❣❡♥# i✱ 1✐ #♦✉1 ❧❡1 ❛✉#.❡1 ❛❣❡♥#1✱ ; ♣❛.# ❧✉✐ ✭i✮✱ ❛❞♦♣#❛✐❡♥# ❧❡ ♠>♠❡ ❝♦♠♣♦.#❡♠❡♥# ❞❡ ❝♦♥#.✐❜✉#✐♦♥✳
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✸✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

✸✳✶✳✶✳✸✳ ❯♥❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ &❛*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦&♠❡

 ❧✉# $%❝❡♠♠❡♥*✱ ❇$❡❦❦❡✱ ❑✈❡$♥❞♦❝❦ ❡* ◆②❜♦$❣ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥* ❝♦♥#✐❞%$% ✉♥❡ ♦$✐❣✐♥❡ ♣❡$✲

#♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦$♠❡✱ ❛✉ #❡♥# ♦? ❧✬❛❣❡♥* ✜①❡ ❧✉✐ ♠C♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ #♦♥ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*

♥♦$♠❛*✐❢✱ #✉$ ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ #❡# ♣$♦♣$❡# ❝♦♥✈✐❝*✐♦♥# ♠♦$❛❧❡#✳ ▲❡# ❛✉*❡✉$# ❡♥✈✐#❛❣❡♥* ✉♥ ♠♦❞❡

♣❛$*✐❝✉❧✐❡$ ❞❡ ❞%*❡$♠✐♥❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦$♠❡✱ G✉✬✐❧# ❝♦♥#✐❞H$❡♥* ❝♦♠♠✉♥ I *♦✉# ❧❡# ❛❣❡♥*#✳ ■❧

❡#* ❛✐♥#✐ #✉♣♣♦#% G✉❡ ❧❡# ♠❡♠❜$❡# ❞❡ ❧❛ #♦❝✐%*% ♣❛$*❛❣❡♥* *♦✉# ✉♥❡ ♣❤✐❧♦#♦♣❤✐❡ ✉*✐❧✐*❛$✐#*❡✱

❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ♦? ✐❧# ♣❡♥#❡♥* G✉❡ ❧✬✐♥*%$C* ❞❡ ❝❤❛G✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦♠♣*❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠C♠❡ ❢❛L♦♥✱

❞❛♥# ❧✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲C*$❡ #♦❝✐❛❧✱ ❧❛G✉❡❧❧❡ ♣$❡♥❞ ❧❛ ❢♦$♠❡ #✉✐✈❛♥*❡ ✿

W = u1 + ...+ un

❖? W ❞%#✐❣♥❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲C*$❡ #♦❝✐❛❧✱ n ❡#* ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛❣❡♥*# ❡* ui $❡♣$%#❡♥*❡ ❧✬✉*✐❧✐*% ❞❡

❧✬❛❣❡♥* i ∈ (1, n)✳

❙✉# ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡ ❝❡ ❝#✐,-#❡✱ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥, i ❞3,❡#♠✐♥❡ '❛ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥ ♠♦#❛❧❡ ✐❞3❛❧❡ e∗i
✸

✱

❡♥ #3♣♦♥❞❛♥, 7 ❧❛ 0✉❡',✐♦♥ '✉✐✈❛♥,❡ ✿ ✓ ◗✉❡❧❧❡ ❛❝,✐♦♥ ♠❛①✐♠✐'❡#❛✐, ❧❡ ❜✐❡♥✲>,#❡ '♦❝✐❛❧✱ '✐

❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ❛✉,#❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❛❞♦♣,❛✐, ❧❡ ♠>♠❡ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, 0✉❡ ♠♦✐ ✭❡, '✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡'

❛✉,#❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❛✈❛✐, ❧❛ ♠>♠❡ ♣❡#❝❡♣,✐♦♥✱ '♦✉' ❡♥,❡♥❞✉✱ 3,❛✐, ❝❛#❛❝,3#✐'3 ♣❛# ❧❛ ♠>♠❡

❢♦#♠❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❄ ✔✳ ❈❡ 0✉✐ ❝♦##❡'♣♦♥❞ 7 #3❛❧✐'❡# ❧❛ ♠❛①✐♠✐'❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '♦♠♠❡ ❞❡'

✉,✐❧✐,3' W ♣❛# #❛♣♣♦#, 7 ei✱ ❡♥ ❝♦♥'✐❞3#❛♥, 0✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ❛✉,#❡' ❥♦✉❡✉#' ❡♥,#❡♣#❡♥❞ ❝❡

♠>♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡✛♦#,✳

❈❤❛0✉❡ ❛❣❡♥, ❡♠♣❧♦✐❡ ❧❛ ♠>♠❡ ♠3,❤♦❞❡ ♣♦✉# ❞3,❡#♠✐♥❡# '♦♥ ✐❞3❛❧ ♠♦#❛❧✱ ❧❡0✉❡❧ ♣❡✉,

❝❡♣❡♥❞❛♥, ✈❛#✐❡#✱ '❡❧♦♥ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'✱ ❞-' ❧♦#' 0✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥,#♦❞✉✐, ❞❡ ❧✬❤3,3#♦❣3♥3✐,3 ❛✉ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞❡' ❝❛#❛❝,3#✐',✐0✉❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡' ❞❡' ❛❣❡♥,'✱ ❡♥ ,❡#♠❡' ❞❡ ♣#3❢3#❡♥❝❡' ✭❢♦#♠❡ ❞❡ u✮

♦✉ ❞❡ ❞♦,❛,✐♦♥' ✐♥✐,✐❛❧❡'✳

▲✬♦#✐❣✐♥❛❧✐,3 ❞❡ ❝❡,,❡ ❝♦♥❝❡♣,✉❛❧✐'❛,✐♦♥ ✈✐❡♥, ❞✉ ❢❛✐, 0✉✬❡❧❧❡ ,✐❡♥, ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛#,

❞❡ '✉❜❥❡❝,✐✈✐,3 0✉✐ ❞❡♠❡✉#❡ ❞❛♥' ❧❛ ♠❛♥✐-#❡ ❞♦♥, ❧❡' ❛❣❡♥,' ❛❜♦#❞❡♥, ❧❡✉# #❡❧❛,✐♦♥ 7 ❧❛

♥♦#♠❡✳ I❛#❛❞♦①❛❧❡♠❡♥,✱ ❝❡❧❛ #❡♣#3'❡♥,❡ 3❣❛❧❡♠❡♥, ✉♥ 3❝✉❡✐❧✱ ❛✉ '❡♥' ♦J ❝❡,,❡ ♠♦❞3❧✐'❛✲

,✐♦♥ ♥3❣❧✐❣❡ ❧❡ ❝❛#❛❝,-#❡ ♣#♦❢♦♥❞3♠❡♥, ❝♦❧❧❡❝,✐❢ 0✉❡ ♣♦''-❞❡ ✉♥❡ ♥♦#♠❡ ♠♦#❛❧❡ ♦✉ '♦❝✐❛❧❡

✭'✐ ❝❡ ♥✬❡', 7 ,#❛✈❡#' ❧❡ ❢❛✐, 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥, ♠❡, ❡♥ K✉✈#❡ ❧❛ ♠>♠❡ ♠3,❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉#

❞3,❡#♠✐♥❡# ❧❡ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, 0✉✬✐❧ ❝♦♥'✐❞-#❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦#♠❛,✐❢✮✳

❆ ❝❡, 3❣❛#❞✱ ❋❡❤# ❡, ●O❝❤,❡# ✭✷✵✵✵✮ ❞3✜♥✐''❡♥, ✉♥❡ ♥♦#♠❡ '♦❝✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ 3,❛♥, ✭✶✮

✉♥❡ #3❣✉❧❛#✐,3 ❞❡ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, ✭✷✮ ❜❛'3❡ '✉# ✉♥❡ ❝#♦②❛♥❝❡ ♣❛"#❛❣%❡ ✭♣❛# ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'

❝♦♥',✐,✉,✐❢' ❞✉ ❣#♦✉♣❡✮ ❝♦♥❝❡#♥❛♥, ❧❛ ♠❛♥✐-#❡ ❞♦♥, ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❞♦✐✈❡♥, '❡ ❝♦♠♣♦#,❡#✱

✭✸✮ ❞♦♥, ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞3❝❧❡♥❝❤❡ ❧✬✉,✐❧✐'❛,✐♦♥ ❞❡ '❛♥❝,✐♦♥' ✐♥❢♦#♠❡❧❧❡' 7 ❧✬❡♥❝♦♥,#❡

❞❡ ❝❡✉① 0✉✐ ♥❡ ❧❛ #❡'♣❡❝,❡♥, ♣❛'✳ ▲❡' ♥♦#♠❡' ♠♦#❛❧❡' ♦✉ '♦❝✐❛❧❡' ♦♥, ❞♦♥❝✱ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥, ❞❡

✈✉❡✱ ✉♥❡ ♦#✐❣✐♥❡ ♣❛#,❛❣3❡ ❡, ❝♦❧❧❡❝,✐✈❡✱ ♦✉ ,♦✉, ❞✉ ♠♦✐♥' ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐,3 7 '✬✐♠♣♦'❡#✱ ❛✉ ❢✉#

❡, 7 ♠❡'✉#❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐-#❡ ✉♥✐❢♦#♠❡✱ 7 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ♠❡♠❜#❡' ❞✉ ❣#♦✉♣❡✳

✸✳ ❇#❡❦❦❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❝♦♥-✐❞0#❡♥1 ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♦8 ❧❛ ❝♦♥1#✐❜✉1✐♦♥ -❡ ❢❛✐1 -♦✉- ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥

❡✛♦#1✱ ♠❡-✉#> ❡♥ ✉♥✐1> ❞❡ 1❡♠♣-✳

✽✶



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ✉♥❡ ♣❛,' ❞❡ &✉❜❥❡❝'✐✈✐'2 ❞❛♥& ❧❡ ,❛♣♣♦,' 4 ❧❛ ♥♦,♠❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐' ♣❧✉'8' &❡

,❡',♦✉✈❡, ❞❛♥& ❧❛ ♣❡,❝❡♣'✐♦♥ ❡' ❧✬✐♥'❡,♣,2'❛'✐♦♥ 9✉✐ ❡&' ❢❛✐'❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❡✳ <❛, ❡①❡♠♣❧❡✱

&✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥&✐❞=,❡ 9✉❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ❞✬29✉✐'2 &✬✐♠♣♦&❡ ❡♥',❡ ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉&✱ ♦♥ ♣❡✉' &❡ ♣♦&❡, ❧❛

9✉❡&'✐♦♥ ❞❡ &❛✈♦✐, ❝❡ 9✉✬❡&' ❧✬29✉✐'2✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣'❡✳ ▲♦,&9✉❡ ❥❡ ❢♦✉,♥✐& ♣❧✉& ❞✬❡✛♦,' 9✉❡

♠♦♥ ♣❛,'❡♥❛✐,❡ ♣♦✉, ♦❜'❡♥✐, ✉♥ &✉,♣❧✉& 9✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐' &❡ ♣❛,'❛❣❡,✱ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥' 29✉✐'❛❜❧❡

❡&'✲✐❧ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥' 2❣❛❧✐'❛✐,❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣❛✐❡♠❡♥' ♣,♦♣♦,'✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡✛♦,' ❄

❯♥ ❛✉',❡ ❛&♣❡❝' &✉❜❥❡❝'✐❢✱ ❝♦♥❝❡,♥❛♥' ❧❡ ,❛♣♣♦,' ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦,♠❡✱ ,2&✐❞❡

2✈✐❞❡♠♠❡♥' ❞❛♥& ❧❛ ♣,✐&❡ ❞❡ ❞2❝✐&✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡' ❧❡ ❝❤♦✐① ✜♥❛❧ ❞❡ ❝♦♥&❡♥'✐,✱ ♦✉ ♥♦♥✱ 4

❧❛ ,❡&♣❡❝'❡,✳

▲❛ ,2✢❡①✐♦♥ ♠✐&❡ ❡♥ F✉✈,❡ ♣❛, ❧❡& ❛✉'❡✉,& ❡&' &2❞✉✐&❛♥'❡ ♣♦✉, ❧❡& 2❝♦♥♦♠✐&'❡& ❝❧❛&✲

&✐9✉❡&✱ ❡♥ ❝❡ &❡♥& 9✉✬❡❧❧❡ '❤2♦,✐&❡ ❧✬2♠❡,❣❡♥❝❡ ❞❡& ♥♦,♠❡& ❝♦♠♠❡ 2'❛♥' ❧❡ ♣,♦❞✉✐' ❞✬✉♥

♣,♦❝❡&&✉& ❞❡ 9✉❡&'✐♦♥♥❡♠❡♥'✱ ,2❛❧✐&2 ❡♥ '♦✉'❡ ✓ ❝♦♥&❝✐❡♥❝❡ ✔ ♣❛, ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡' 9✉✐ ❝♦♥❞✉✐'

4 ✉♥❡ ,2♣♦♥&❡ ❞2'❡,♠✐♥2❡ ❞❡ ♠❛♥✐=,❡ ,❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✱ &✉, ❧❛ ❜❛&❡ ❞✬✉♥ ❝,✐'=,❡ ✉'✐❧✐'❛,✐&'❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡,'❛✐♥& ',❛✈❛✉① ❞❡ ♣&②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦'❛♠♠❡♥' ❝❡✉① ,2❛❧✐&2& ♣❛, ❍❛✐❞'

✭✷✵✵✶✮✱ ,❡♠❡''❡♥' ❡♥ ❝❛✉&❡ ❧❛ ♣❡,'✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ✭&❡✉❧❡♠❡♥'✮ ,❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡& ❥✉❣❡✲

♠❡♥'& ♠♦,❛✉①✱ ❝❡ 9✉✐✱ ♣❛, ❡①'❡♥&✐♦♥✱ ♣♦&❡ ✉♥ ❞♦✉'❡ &✉, ❧❡ ,2❛❧✐&♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞❡

❧✬2'❛❜❧✐&&❡♠❡♥' ❞❡& ♥♦,♠❡&✱ 9✉✐ ❞2♣❡♥❞,❛✐' ✉♥✐9✉❡♠❡♥' ❞❡ ♣,♦❝❡&&✉& ❝♦❣♥✐'✐❢&✱ &❛♥& ❧❛✐&&❡,

❞❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉① 2♠♦'✐♦♥& ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉&✳

✸✳✶✳✶✳✹✳ ❉②♥❛♠✐*✉❡- ❞❡ -/❧❡❝2✐♦♥✱ ✐♠✐2❛2✐♦♥ ❡2 ❛♣♣6❡♥2✐--❛❣❡

❯♥❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐'2 ❛❧'❡,♥❛'✐✈❡✱ ♣♦✉, ',♦✉✈❡, ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛'✐♦♥ '❤2♦,✐9✉❡ 4 ❧✬2♠❡,❣❡♥❝❡ ❞❡&

♥♦,♠❡&✱ ❡&' ❛❧♦,& ❞❡ &✬✐♥'2,❡&&❡, ❛✉ ❝♦✉,❛♥' ❞❡ ♣❡♥&2❡ ❞❡ ❧❛ '❤2♦,✐❡ ❞❡& ❥❡✉① 2✈♦❧✉'✐♦♥✲

♥✐&'❡& ✭❚❏❊✮✳ ❈❡''❡ '❤2♦,✐❡ ♥❡ &✬✐♥'2,❡&&❡ ♣❛&✱ 4 ♣,♦♣,❡♠❡♥' ♣❛,❧❡,✱ 4 ❧❛ ❞2'❡,♠✐♥❛'✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'& 4 9✉✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐&✐' ❞❡ ♣,T'❡, ✉♥❡ ,2&♦♥❛♥❝❡ ♥♦,♠❛'✐✈❡✱ &✉, ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡

9✉❡❧❝♦♥9✉❡& ❝,✐'=,❡&✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥&✐❞=,❡ ♣❧✉'8' ❧❛ ❢❛U♦♥ ❞♦♥' ❝❡,'❛✐♥& ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'&✱ ♣❛,♠✐

✉♥❡ ♠✉❧'✐'✉❞❡ ❞✬❛✉',❡& ❝❛♥❞✐❞❛'& ♣♦&&✐❜❧❡&✱ ❛,,✐✈❡♥' 4 &✬✐♠♣♦&❡, ❛✉ &❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥

❡' 4 ❞❡✈❡♥✐, ❞❡& ✓ ♣❛''❡,♥& ✔ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'❛✉①✱ ♣♦✉, ❡♥✜♥ 2♠❡,❣❡, ❡♥ '❛♥' 9✉❡ ♥♦,♠❡ &♦✲

❝✐❛❧❡✳ ❉✬❛♣,=& ❑♦❧&'❛❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❧❡& ♠♦❞=❧❡& ❞❡ ❧❛ ❚❏❊ 9✉❡&'✐♦♥♥❛♥' ❧✬2♠❡,❣❡♥❝❡ ❞❡& ♥♦,♠❡&

&♦❝✐❛❧❡& &❡ ❝❛,❛❝'2,✐&❡♥' ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ♣❛, ❧✬2'✉❞❡ ❞❡ &✐'✉❛'✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡&9✉❡❧❧❡& ✿ ✭✶✮ ❧❡&

❛❣❡♥'& &♦♥' ,❡❣,♦✉♣2& ❞❡ ♠❛♥✐=,❡ ,2♣2'2❡ ♣♦✉, ♣❛,'✐❝✐♣❡, 4 ❞❡& ❥❡✉①✱ ❡' ✭✷✮ ✐❧ ❡①✐&'❡ ✉♥

♣,♦❝❡&&✉& ❞②♥❛♠✐9✉❡ 9✉✐ ❞2❝,✐' ❧❛ ♠❛♥✐=,❡ ❞♦♥' ❧❡& ❥♦✉❡✉,& ❛❞❛♣'❡♥' ❧❡✉,& ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'&

❛✉ ✜❧ ❞✉ '❡♠♣&✳ ❈❡ ♣,♦❝❡&&✉& ❞②♥❛♠✐9✉❡ &✬❛♣♣❛,❡♥'❡ ❣2♥2,❛❧❡♠❡♥' 4 ✉♥ ♣,♦❝❡&&✉& ❞❡ &2✲

❧❡❝'✐♦♥ 9✉✐ ,❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡& ',❛✈❛✉① ❡①✐&'❛♥' ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ✭'❤2♦,✐❡ ❞❛,✇✐♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ &✉,✈✐❡ ❞✉

♠✐❡✉① ❛❞❛♣'2✮✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣,♦❝❡&&✉& ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ &2❧❡❝'✐♦♥ ❡&' ❝❡❧✉✐ ❞✉ ,2♣❧✐❝❛'❡✉, ❞②♥❛♠✐9✉❡✳ ❈❡

♣,♦❝❡&&✉& ✐♠♣❧✐9✉❡ 9✉✬❛✉ &❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥✱ ❧❛ ♣❛,' xi ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❥♦✉❛♥' ❧❛ &',❛'2❣✐❡

i✱ ❝,♦✐' 4 ✉♥ '❛✉① 9✉✐ ❡&' 2❣❛❧ 4 ❧❛ ❞✐✛2,❡♥❝❡ ❡♥',❡ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥' ❡&❝♦♠♣'2 ❞❡ ❧❛ &',❛'2❣✐❡ i ❡'
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡& ♣❛✐❡♠❡♥'& ❡&❝♦♠♣'2& ♦✛❡,'& ♣❛, ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛✉',❡& &',❛'2❣✐❡& ♣♦&&✐❜❧❡&

♣♦✉, ❧❡& ❛❣❡♥'& ✭❑♦❧&'❛❞✱ ✷✵✵✼✮✱ &♦✐'✱ ❢♦,♠❡❧❧❡♠❡♥' ✿

.
xi

xi

= πi − πmoyen

✽✷



✸✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❆✐♥#✐✱ ✐❧ ❡#' #✉♣♣♦#+✱ , '-❛✈❡-# ❝❡ ♣-♦❝❡##✉#✱ 1✉❡ ❧❡# ♠❡✐❧❧❡✉-❡# #'-❛'+❣✐❡#✱ ❡♥ '❡-♠❡# ❞❡

❣❛✐♥# ♠❛'+-✐❡❧# ❡#❝♦♠♣'+#✱ ♣❡-❞✉-❡♥' ❡' #❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♥' ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥✳ ■❧ ❡#'

+❣❛❧❡♠❡♥' #✉♣♣♦#+ 1✉✬❛✉ ❝♦♥'-❛✐-❡✱ ❧❡# #'-❛'+❣✐❡# ♣-♦♣♦#❛♥' ✉♥ ✓ -❡♥❞❡♠❡♥' ✔ ✭❡♥ '❡-♠❡#

❞❡ ❣❛✐♥# ❡#❝♦♠♣'+#✮ ✐♥❢+-✐❡✉- ❛✉ ✓ -❡♥❞❡♠❡♥' ♠♦②❡♥ ✔ #♦♥' ✈♦✉+❡# , ✈♦✐- ❧❡✉- ✉'✐❧✐#❛'✐♦♥

❞+❝❧✐♥❡- ❥✉#1✉✬, ✉♥❡ +✈❡♥'✉❡❧❧❡ ❞✐#♣❛-✐'✐♦♥✳

▲❡# ❞②♥❛♠✐1✉❡# ♣-♦♣♦#+❡# ♣❛- ❧❛ ❚❏❊✱ ❡♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡-♥❡ ❧✬+♠❡-❣❡♥❝❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦-'❡✲

♠❡♥'# ♥♦-♠❛'✐❢#✱ #♦♥' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ♣❧✉# #♦♣❤✐#'✐1✉+❡# 1✉❡ ❧❡ ♣-♦❝❡##✉# ❞❡ #+❧❡❝'✐♦♥ ❜✐♦❧♦✲

❣✐1✉❡ 1✉❡ ♥♦✉# ✈❡♥♦♥# ❞❡ ✈♦✐-✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡''❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❝♦♥#✐❞G-❡ ❣+♥+-❛❧❡♠❡♥' 1✉❡ ❧❡#

❛❣❡♥'# ♦♥' ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐'+ ❞✬✐♠✐'❛'✐♦♥ ❡' ❞✬❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡ ✈✐#✲,✲✈✐# ❞❡ ❧❡✉-# ❝❤♦✐① #'-❛'+❣✐1✉❡#

✭❑♦❧#'❛❞✱ ✷✵✵✼✮✱ ♠❛✐# +❣❛❧❡♠❡♥' 1✉❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #'-❛'+❣✐❡# , ❞✐#♣♦#✐'✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥'# ❡#'

#✉❝❡#♣'✐❜❧❡ ❞✬+✈♦❧✉❡- ❛✉ ❣-+ ❞❡ ♠✉'❛'✐♦♥# -+#✉❧'❛♥'✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬❡♥'-+❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

✐♥❞✐✈✐❞✉# ❛✉ #❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣-♦✉♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦-❡ ❞✬❡--❡✉-# ♦✉ ❞✬❡①♣+-✐♠❡♥'❛'✐♦♥#✱ -+❛❧✐#+❡#

♣❛- ❞❡# ❛❣❡♥'# ❞+❥, ♣-+#❡♥'#✳

❊♥ #♦♠♠❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡ ❧❛ ❚❏❊✱ ❧✬♦❜'❡♥'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦-♠❡ #♦❝✐❛❧❡✱ , ❧✬+1✉✐❧✐❜-❡ ❞❡

❧♦♥❣ '❡-♠❡✱ ♣❡✉' M'-❡ ❝♦♥#✐❞+-+❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬+♠❡-❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦-'❡♠❡♥' #♣+❝✐✜1✉❡✱ #+❧❡❝✲

'✐♦♥♥+ , '-❛✈❡-# ✉♥ ♣-♦❝❡##✉# ❞②♥❛♠✐1✉❡✱ ❧❡1✉❡❧ ❝♦♥#✐#'❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛-❛✐#♦♥✱ ❡♥ '❡-♠❡#

❞✬✉'✐❧✐'+✱ ❞❡# ❝♦♥#+1✉❡♥❝❡# ❞❡ ❝❡''❡ ❛❝'✐♦♥ #'-❛'+❣✐1✉❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡# ❞❡# ❞✐✛+-❡♥'❡# ❛✉'-❡#

#'-❛'+❣✐❡# ♣♦##✐❜❧❡#✱ ♣♦✉- ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥'#✳ ❚♦✉'❡❢♦✐#✱ ❝❡' +1✉✐❧✐❜-❡ ❡#' #❡♥#✐❜❧❡ ,

❧✬❛♣♣❛-✐'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# #'-❛'+❣✐❡# ✭❧♦-# ❞❡ ♠✉'❛'✐♦♥# ♦✉ ❧♦-# ❞❡ ❧✬✐♥'-♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✲

✈❡❛✉① ❥♦✉❡✉-#✮✱ ❧❡#1✉❡❧❧❡# ♣❡✉✈❡♥' ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡♠❡♥' M'-❡ #+❧❡❝'✐♦♥♥+❡#✱ ♣❛- ❧❛ #✉✐'❡✱ ❛✜♥

❞✬♦❝❝✉♣❡- ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ♥♦-♠❡✳

▲❡# ♠♦❞G❧❡# ✓ ❞✬❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡ ✔ ♦✛-❡♥' ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❛❧'❡-♥❛'✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡

-+❣✐##❛♥' ❧✬+'❛❜❧✐##❡♠❡♥' ❡' ❧❡ ♠❛✐♥'✐❡♥ ❞❡# ♥♦-♠❡# ❞❡ ❝♦♠♣♦-'❡♠❡♥'#✳ ❆✐♥#✐✱ ❙❡♥ ❡' ❆✐✲

-✐❛✉ ✭✷✵✵✼✮ ❡♥✈✐#❛❣❡♥' ❧✬+♠❡-❣❡♥❝❡ ❡' ❧❡ ♠❛✐♥'✐❡♥ ❞❡# ♥♦-♠❡# ❝♦♠♠❡ +'❛♥' ❧❡ -+#✉❧'❛' ❞✬✉♥

✓ ❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡ #♦❝✐❛❧ ✔ ❡✛❡❝'✉+✱ ❞❡ ♠❛♥✐G-❡ ❞②♥❛♠✐1✉❡✱ ♣❛- ❧❡# ❛❣❡♥'#✳ ▲❡# ❛✉'❡✉-# ❝♦♥#✐✲

❞G-❡♥' ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥'# ♣❛-'✐❝✐♣❛♥' ❡♥#❡♠❜❧❡ , ✉♥ ❥❡✉ ✭❧❡# ❥❡✉① ❡①❛♠✐♥+# ♣❛- ❧❡#

❛✉'❡✉-# +'❛♥' #♦✉✈❡♥' , +1✉✐❧✐❜-❡# ♠✉❧'✐♣❧❡#✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐G-❡ -+♣+'+❡✱ ❞✉-❛♥' ✉♥ ❣-❛♥❞ ♥♦♠❜-❡

✭✜♥✐✮ ❞❡ ♣+-✐♦❞❡#✳ ❆ ❝❤❛1✉❡ ♣+-✐♦❞❡✱ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ #♦♥' #+❧❡❝'✐♦♥♥+#✱ ❛✉

❤❛#❛-❞✱ ♣♦✉- ♣❛-'✐❝✐♣❡- , ✉♥❡ -+♣+'✐'✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✳ ❯♥❡ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'+ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞G❧❡ '✐❡♥' ❞♦♥❝

❛✉ ❢❛✐' 1✉✬✐❧ -❡♣♦#❡ #✉- ✉♥ ♣-♦❝❡##✉# ❞✬❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡ '❡❧ 1✉❡ ❝❤❛1✉❡ ❛❣❡♥' ✐❣♥♦-❡ ❛✈❡❝ 1✉❡❧

❛✉'-❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✐❧ #❡-❛ #+❧❡❝'✐♦♥♥+ ♣♦✉- ❥♦✉❡- ✭, ❧❛ ❞✐✛+-❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞+❧✐#❛'✐♦♥ ♦Q ❝❤❛1✉❡

-+♣+'✐'✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ #✬❡✛❡❝'✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠M♠❡ ❥♦✉❡✉-✮✳

❊♥ ♦✉'-❡✱ ❧❡# ❛✉'❡✉-# ❡♥✈✐#❛❣❡♥' '-♦✐# '②♣❡# ❞✬❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡✱ #♦✉# ❧❛ ❢♦-♠❡ ❞❡ '-♦✐# ❛❧✲

❣♦-✐'❤♠❡# 1✉✐ ♠♦❞✉❧❡♥' ✭❞✐✛+-❡♠♠❡♥'✮ ❧❡ ❝❤♦✐① #'-❛'+❣✐1✉❡ ❞❡# ❛❣❡♥'# ❡' 1✉✐ ♣❡-♠❡''❡♥'

✜♥❛❧❡♠❡♥' ❞✬❛❜♦✉'✐- , ✉♥❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦-'❡♠❡♥'# #✉- ✉♥ +1✉✐❧✐❜-❡ ♥♦-♠❛'✐❢✳ ❈❡#

❛❧❣♦-✐'❤♠❡# ❞✬❛♣♣-❡♥'✐##❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥'✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣-❡♥❞-❡ ❧❛ ❢♦-♠❡ #✉✐✈❛♥'❡ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥'

❡##❛✐❡ ❞✬❛❜♦-❞ ✉♥❡ ❛❝'✐♦♥✱ ♣♦✉- ✉♥ +'❛' ♣❛-'✐❝✉❧✐❡- ❞✉ ❥❡✉✱ ❡' +✈❛❧✉❡ ❡♥#✉✐'❡ ❧❡# ❝♦♥#+✲

1✉❡♥❝❡#✱ ❡♥ '❡-♠❡# ❞❡ ❣❛✐♥# ♦✉ ❞❡ ♣❡-'❡# ✐♠♠+❞✐❛'❡#✱ 1✉✐ ❞+❝♦✉❧❡♥' ❞❡ #♦♥ ❝❤♦✐①✳ ❊♥

❡##❛②❛♥' '♦✉'❡# ❧❡# ❛❝'✐♦♥#✱ ♣♦✉- '♦✉# ❧❡# +'❛'# ♣♦##✐❜❧❡#✱ ❞❡ ♠❛♥✐G-❡ -+♣+'+❡✱ ✐❧ ❞+'❡-♠✐♥❡

✭❛♣♣-❡♥❞✮ 1✉❡❧❧❡# ❛❝'✐♦♥# #♦♥' ❡♥ ♠❡#✉-❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐#❡- #♦♥ ✉'✐❧✐'+ ❡#❝♦♠♣'+❡ ❞❡ ❧♦♥❣ '❡-♠❡

✭◗✲❧❡❛-♥✐♥❣✱ ❲❛'❦✐♥# ❡' ❉❛②❛♥✱ ✶✾✾✷✮✳ ❙❡♥ ❡' ❆✐-✐❛✉ ✭✷✵✵✼✮ ♠♦♥'-❡♥' ❛❧♦-#✱ , ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

#✐♠✉❧❛'✐♦♥#✱ 1✉❡ ❧❛ ✈✐'❡##❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦-'❡♠❡♥'# ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧# ✈❡-# ✉♥ +1✉✐✲

❧✐❜-❡ ♥♦-♠❛'✐❢✱ ❞❛♥# ❞❡# ❥❡✉① ♣-♦❝❤❡# ❞✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣-✐#♦♥♥✐❡-✱ ❡#' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♥+❣❛'✐✈❡

❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# ❝♦♠♣♦#❛♥' ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥✱ ❛✐♥#✐ 1✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞✬❛❝'✐♦♥# ♣♦##✐❜❧❡#✳

✽✸



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

 ❛" ❛✐❧❧❡✉"'✱ ✐❧' ♠♦♥,"❡♥, -✉❡ ❝❡,,❡ ✈✐,❡''❡ ♣❡✉, 1❣❛❧❡♠❡♥, ❞1♣❡♥❞"❡ ❞❡ ❧✬❤1,1"♦❣1♥1✐,1 ❞❡'

❛❧❣♦"✐,❤♠❡' ❞✬❛♣♣"❡♥,✐''❛❣❡ -✉✬✉,✐❧✐'❡♥, ❧❡' ❛❣❡♥,'✱ ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥✳

❊♥ "1'✉♠1✱ ❛✈❡❝ ❝❡,,❡ ❝♦♥❝❡♣,✉❛❧✐'❛,✐♦♥✱ ❧❛ '1❧❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝,✐♦♥ ',"❛,1❣✐-✉❡✱ -✉✐ 1♠❡"❣❡

❡♥ ,❛♥, -✉❡ ♥♦"♠❡✱ 8 ❧✬✐''✉❡ ❞✉ ♣"♦❝❡''✉' ❞❡ ❝♦♦"❞✐♥❛,✐♦♥ ❞❡' ❥♦✉❡✉"'✱ ❡', ❢❛✐,❡ ❛✉ ,"❛✈❡"'

❞✬✉♥ ❛♣♣"❡♥,✐''❛❣❡ '✬❡✛❡❝,✉❛♥, ♣❛" ❧✬❡①♣1"✐❡♥❝❡ ✭❡, ♥♦♥ ♣❧✉' 8 ,"❛✈❡"' ✉♥ ♣"♦❝❡''✉' ❞✬✐♠✐✲

,❛,✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉, ?,"❡ ❧❡ ❝❛' ❞❛♥' ❝❡",❛✐♥' ♠♦❞@❧❡' ❞❡ ❚❏❊✮✳ ◆1❛♥♠♦✐♥'✱ ❝❡,,❡

'1❧❡❝,✐♦♥ '❡ ❢❛✐, ,♦✉❥♦✉"' '✉" ❧❛ ❜❛'❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ -✉❡ "❡♣"1'❡♥,❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐'♦♥ ❡♥,"❡ ❧❡'

❞✐✛1"❡♥,' ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉,✐❧✐,1 "❡❧❛,✐❢' ❛✉① ♠✉❧,✐♣❧❡' ❝♦♠♣♦",❡♠❡♥,' ♣♦''✐❜❧❡' ♣♦✉" ❝❤❛-✉❡

❛❣❡♥,✱ ❝❡ -✉✐ ♥❡ ❧❛✐''❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❧❛❝❡ 8 ✉♥❡ -✉❡❧❝♦♥-✉❡ ❛♥❛❧②'❡ ❞❡' ❝♦♥❞✉✐,❡'✱ ❡♥ ,❡"♠❡'

❞✬1,❤✐-✉❡ ♦✉ ❞❡ ♠♦"❛❧❡✳

❆✐♥'✐✱ ❖"❧1❛♥ ✭✶✾✾✼✮ '✬♦♣♣♦'❡ 8 ✉♥❡ ,❡❧❧❡ ❡①♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬1♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡' ♥♦"♠❡' '♦❝✐❛❧❡'

♦✉ ♠♦"❛❧❡'✳ ❉✬❛♣"@' ❧✉✐✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡''❡ ❞❡ ❝❡' ♠♦❞1❧✐'❛,✐♦♥' ,✐❡♥, ❛✉ ❢❛✐, -✉✬❡❧❧❡' ❡♥✈✐'❛❣❡♥,

,♦✉,❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ♥♦"♠❛,✐✈❡ ❝♦♠♠❡ 1,❛♥, ❛❜'❡♥,❡ ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥,' ✭♠♦"❛✉①✮ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧'✳ ❊♥

❡✛❡,✱ ❖"❧1❛♥ ✭✶✾✾✼✱ ♣✳ ✻✮ ✐♥❞✐-✉❡ ✿ ✓ ▲❛ '❡✉❧❡ -✉❡',✐♦♥ ♣❡",✐♥❡♥,❡ ❡', ❞❡ '❛✈♦✐" -✉❡❧❧❡

',"❛,1❣✐❡ ♣"♦❞✉✐, ❧❡' ❣❛✐♥' ❧❡' ♣❧✉' 1❧❡✈1' '❛♥' -✉❡ ❥❛♠❛✐' ♥✬✐♥,❡"✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ 1✈❛❧✉❛,✐♦♥

♣♦",❛♥, '✉" ❧❛ ♣❡",✐♥❡♥❝❡✱ ❧❛ ❥✉',❡''❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❢♦"♠✐,1 ❞❡' ❝♦♥❞✉✐,❡' ✔ ✳

❊♥ ♣❛",✐❝✉❧✐❡"✱ ❧❡' ♠♦❞@❧❡' ❞✬❛♣♣"❡♥,✐''❛❣❡ ❡, ❞❡ ❚❏❊ ♥❡ ♣❡"♠❡,,❡♥, ♣❛' ❞❡ "❡♥❞"❡

❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡' 1♠♦,✐♦♥' ❞❛♥' ❧✬1,❛❜❧✐''❡♠❡♥, ❞❡' ❥✉❣❡♠❡♥,' ♠♦"❛✉①✳ ❈❡' ♠♦✲

❞@❧❡' ♥❡ ♣"❡♥♥❡♥, ♣❛' ♥♦♥ ♣❧✉' ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❡ ❢❛✐, -✉❡ ❧❡' 1♠♦,✐♦♥' ✭♠♦"❛❧❡'✮ ❥♦✉❡♥, '❛♥'

❞♦✉,❡ ✉♥ "T❧❡ ❝"✉❝✐❛❧✱ ❞✬❛❜♦"❞ ❞❛♥' ❧✬1❞✐✜❝❛,✐♦♥ ♠?♠❡ ❞❡' ♥♦"♠❡' ❡, ❡♥'✉✐,❡ ❞❛♥' ❧❛ ♠♦❞✉✲

❧❛,✐♦♥ ❞❡' ❝♦♠♣♦",❡♠❡♥,' ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧'✱ ❞❡ '♦",❡ 8 ❢❛✈♦"✐'❡" ❧❡ "❡'♣❡❝, ❞❡ ❝❡❧❧❡'✲❝✐✱ ❛✐♥'✐ -✉✬8

♣♦✉''❡" ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' 8 ❞1'❛♣♣"♦✉✈❡" ♣"♦♥❢♦♥❞1♠❡♥, ❧❡' ♣❡"'♦♥♥❡' -✉✐ ✈✐♦❧❡♥, ❧❡' "@❣❧❡'

'♦❝✐❛❧❡'✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥,"❛✐"❡ 8 ❞♦♥♥❡" ❧❡✉" ❛♣♣"♦❜❛,✐♦♥ 8 ❝❡✉① -✉✐ ❛❞♦♣,❡♥, ✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐,❡

♠♦"❛❧❡ ❡①❡♠♣❧❛✐"❡✳

❊♥ ❝❡ '❡♥'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝♦♥',❛,1✱ ❧♦"' ❞❡ ❝❡,,❡ '❡❝,✐♦♥✱ -✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ✐♥,❡"♣"1,❡" ❝❡",❛✐♥❡'

❞❡' ♠♦❞1❧✐'❛,✐♦♥' "❡✈✉❡' ❞❡ '♦",❡ 8 ❧❛✐''❡" ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉ "T❧❡ ❞❡' 1♠♦,✐♦♥'✱ ❧♦"'-✉✬✉♥❡ "1✲

❢1"❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐,❡ 8 ❝❡❧❧❡'✲❝✐ ♥✬❡', ♣❛' ❞✐"❡❝,❡♠❡♥, ❢❛✐,❡ ♣❛" ❧❡' ❛✉,❡✉"'✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥,✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛' ❞❡ "1❡❧ ❝♦♥'❡♥'✉'✱ ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐,,1"❛,✉"❡✱ '✉" ❧❛ -✉❡',✐♦♥ ❞❡

❧✬1♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡' ♥♦"♠❡' ❡, ❝❡",❛✐♥' ❞❡' ♠♦❞@❧❡' -✉❡ ♥♦✉' ❛✈♦♥' "❡✈✉ ♦♥, ♣"♦❜❛❜❧❡♠❡♥,

♣❧✉' ❞❡ ♣❡",✐♥❡♥❝❡ ✈✐'✲8✲✈✐' ❞❡ ❧❛ -✉❡',✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐♥,✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦"♠❡ ❞1❥8 ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❉✬❛♣"@'

❧❡' ♣'②❝❤♦❧♦❣✉❡' ❙"✐♣❛❞❛ ❡, ❙,✐❝❤ ✭✷✵✵✻✮✱ ❧❡' ♥♦"♠❡' ❡, ❧❡' '❛♥❝,✐♦♥' '♦♥, ♣"1'❡♥,❡' ❞❡ ♠❛✲
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♣❧✉( ; ❞8♠♦♥*"❡"✱ ♣♦✉""❛✐* ♣"♦✈❡♥✐" ❞✬✉♥ (❡♥( ✐♥♥8 ❞❡ ❥✉(*✐❝❡✱ ❛②❛♥* 8✈♦❧✉8✱ ❝❤❡③ ❧❡( ?*"❡(
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▲❡ ❞8✜❝✐* ❞❡ "8♣♦♥(❡ ♣"8❝✐(❡ ; ❧❛ &✉❡(*✐♦♥ ❞❡ ❧✬8♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡( ❞✐✛8"❡♥*❡( ♥♦"♠❡( ♣❡"♠❡*

♣❡✉* ?*"❡ ❞✬❡①♣❧✐&✉❡" ❡♥ ♣❛"*✐❡ ♣♦✉"&✉♦✐ ❧❡( ♠♦❞9❧❡( ❞❡ ♣"8❢8"❡♥❝❡( (♦❝✐❛❧❡( (♦♥* (♦✉✈❡♥*

❝♦♥(✐❞8"8( ❝♦♠♠❡ ❛❞ ❤♦❝✱ ❛✉ (❡♥( ♦E ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞9"❡ &✉❡ ❧❡( ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥( ❛✉①&✉❡❧❧❡( ❝❡(

♠♦❞9❧❡( ❛""✐✈❡♥* (♦♥* ❞✐"❡❝*❡♠❡♥* ✐((✉❡( ❞❡( ❤②♣♦*❤9(❡( ♣♦(8❡( ❞❛♥( ❧❡ ♠♦❞9❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱

❜♦♥ ♥♦♠❜"❡ ❞❡( ❢♦"♠❛❧✐(❛*✐♦♥( &✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ✈✉ ❡* &✉❡ ♥♦✉( ❛❧❧♦♥( ❝♦♥*✐♥✉❡" ❞❡ ❞8*❛✐❧❧❡"

❞❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐*"❡✱ ❢♦♥* "8❢8"❡♥❝❡ ; ❧❛ ♣"8(❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦"*❡♠❡♥*✱ ❛✉*♦✉" ❞❡

❧❛&✉❡❧❧❡ ❧❡( 8&✉✐❧✐❜"❡( ❞8❣❛❣8( *❡♥❞❡♥* ; (❡ ❝♦♥❝❡♥*"❡"✳

❚♦✉*❡❢♦✐(✱ ❧❡( ❞✐✛8"❡♥*❡( ♥♦"♠❡( ♠♦"❛❧❡( &✉✐ (♦♥* ♣"8(❡♥*❡( ❞❛♥( ♥♦( ❝✐✈✐❧✐(❛*✐♦♥( ♠8✲

"✐*❡♥* ❞✬?*"❡ ✐❞❡♥*✐✜8❡( ❡* ✐♥*8❣"8❡( ✭♠?♠❡ (✐ ❝❡❧❛ ❞♦✐* (❡ ❢❛✐"❡ ❞❡ ♠❛♥✐9"❡ ❡①♦❣9♥❡✮ ❛✉①

♠♦❞9❧❡( 8❝♦♥♦♠✐&✉❡( ♣✉✐(&✉❡✱ ❜✐❡♥ &✉❡ ❧❡✉"( ♦"✐❣✐♥❡( ♥❡ (♦✐❡♥* ♣❛( ❝❧❛✐"❡♠❡♥* ❡①♣❧✐&✉8❡(✱

❡❧❧❡( ♦♥* ✐♥❞✉❜✐*❛❜❧❡♠❡♥* ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ (✉" ❧❡ ❝♦♠♣♦"*❡♠❡♥* ❞❡( ❛❣❡♥*(✳

❆✐♥(✐✱ ❧❡ ❢❛✐* ❞❡ ♣"❡♥❞"❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧✬✐♠♣♦"*❛♥❝❡ ❞❡( ♥♦"♠❡( ♠♦"❛❧❡( ❞❛♥( ❧❛ ♣"✐(❡ ❞❡

❞8❝✐(✐♦♥ ❞❡( ❛❣❡♥*(✱ ♣❡"♠❡* ❛✉① ♠♦❞9❧❡( 8❝♦♥♦♠✐&✉❡( ❞❡ ❣❛❣♥❡" ❡♥ ♣❡"*✐♥❡♥❝❡ ❡* ❡♥ &✉❛✲
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(♦❝✐❛❧✳ M♦✉" ❛✉*❛♥*✱ ❝❡ ❧✐❡♥ ♥✬❡(* ♣❛( *♦✉❥♦✉"( "❡♣"8(❡♥*8 ❞❡ ♠❛♥✐9"❡ ❡①♣❧✐❝✐*❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❞❡

♥♦♠❜"❡✉① ♠♦❞9❧❡( ♦♥* ✈♦❝❛*✐♦♥ ; ✐♥*8❣"❡" ❧❡ "L❧❡ ❞❡( ♥♦"♠❡( ❡* ❞❡ ❝❡"*❛✐♥( ♠8❝❛♥✐(♠❡(

♣(②❝❤♦❧♦❣✐&✉❡( &✉✐ (♦♥* "❡❧❛*✐❢( ❛✉① ❛✛❡❝*(✱ ♠❛✐( (❛♥( ❧❡( ❢♦"♠❛❧✐(❡" ❡①♣❧✐❝✐*❡♠❡♥*✱ ♦✉ *♦✉*

❞✉ ♠♦✐♥( (❛♥( (♣8❝✐✜❡" ❧✬✐♠♣❛❝* ❞❡( ❞✐✛8"❡♥*❡( 8♠♦*✐♦♥( ♠♦"❛❧❡( (✉" ❧❡ ❝♦♠♣♦"*❡♠❡♥* ❞❡(

❛❣❡♥*(✳ M❛" ❝♦♥(8&✉❡♥*✱ ❞❛♥( ❝❡**❡ (❡❝*✐♦♥✱ ♥♦✉( ♦✛"♦♥( ✉♥❡ "8✐♥*❡"♣"8*❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡"*❛✐♥(

*"❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛*❡✉"(✱ ❡♥ 8❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦"*❡♠❡♥*❛❧❡✱ ❞❡ (♦"*❡ ; ❞8❝♦✉✈"✐" ❝♦♠♠❡♥* ❝❡(

✽✺



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

♠♦❞#❧❡& &♦♥( ❡♥ ♠❡&✉*❡ ❞✬✐♥(-❣*❡* ❧❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡*(❛✐♥❡& -♠♦(✐♦♥& ♠♦*❛❧❡&✱ ❞❛♥&

❧❛ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡& ❛❣❡♥(&✳

✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ♣'✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞✬34✉✐/3

❋❡❤* ❡( ❙❝❤♠✐❞( ✭✶✾✾✾✮ ♣*-&❡♥(❡♥( ✉♥ ♠♦❞#❧❡ ❞✬❛✈❡*&✐♦♥ > ❧✬✐♥✐?✉✐(- ?✉✐ ❡♥(❡♥❞ ❢♦✉*♥✐*

✉♥❡ ❥✉&(✐✜❝❛(✐♦♥ (❤-♦*✐?✉❡ > ❧❛ ♠❛♥✐#*❡ ❞♦♥( ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& &❡ ❝♦♠♣♦*(❡♥( ❞❛♥& ❝❡*(❛✐♥&

❞❡& ❥❡✉① -❝♦♥♦♠✐?✉❡& ❛✉①?✉❡❧& ❞❡& &✉❥❡(& ♣❛*(✐❝✐♣❡♥( ❡♥ ❧❛❜♦*❛(♦✐*❡✳ ❉❛♥& ❧❡✉* ♠♦❞#❧❡✱

❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✉(✐❧✐(- ❞❡ ❧✬❛❣❡♥( ❞-♣❡♥❞ > ❧❛ ❢♦✐& ❞❡ &❡& ♣*♦♣*❡& ❣❛✐♥& ♠♦♥-(❛✐*❡& ❞❛♥& ❧❡

❥❡✉✱ ♠❛✐& -❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡& ❣❛✐♥& ❞❡& ❛✉(*❡& ❥♦✉❡✉*&✳ ❋♦*♠❡❧❧❡♠❡♥(✱ &✐ ♦♥ ❝♦♥&✐❞#*❡ n ❥♦✉❡✉*&
✐♥❞❡①-& ♣❛* i ∈ {1, ..., n} ❡( ?✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦(❡ x = x1, ..., xn ❧❡ ✈❡❝(❡✉* ❞❡& ❣❛✐♥& ♠♦♥-(❛✐*❡&

❞❡& n ❥♦✉❡✉*&✱ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✉(✐❧✐(- ❞✉ ❥♦✉❡✉* i ❡&( ❞♦♥♥-❡ ♣❛* ✿

Ui(x) = xi − αi
1

n− 1

∑

j 6=i

max{xj − xi, o} − βi
1

n− 1

∑

j 6=i

max{xi − xj, 0} ✭✸✳✷✳✶✮

G♦✉* &✐♠♣❧✐✜❡*✱ ♦♥ ♣❡✉( -❣❛❧❡♠❡♥( ❝♦♥&✐❞-*❡* ❧❡ ❝❛& ♦H n = 2 ✿

Ui(x) = xi − αimax{xj − xi, o} − βimax{xi − xj, 0} ; i 6= j ✭✸✳✷✳✷✮

▲❡ ♣*❡♠✐❡* (❡*♠❡ *❡♣*-&❡♥(❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥-(❛✐*❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉* i ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✳ ▲❡& ❞❡✉① (❡*♠❡&
&✉✐✈❛♥(& &♦♥( *❡❧❛(✐❢& > ❧✬❛✈❡*&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥( i > ❧✬✐♥✐?✉✐(- ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( *-&✉❧(❛♥(❡ ❞❡&
❞-❝✐&✐♦♥& &(*❛(-❣✐?✉❡& ♣*✐&❡& ♣❛* ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❥♦✉❡✉*&✳ ❙✐ αi = βi = 0 ❧✬✉(✐❧✐(- ❞✉ ❥♦✉❡✉*
i ♥❡ ❞-♣❡♥❞ ♣❧✉& ?✉❡ ❞❡ &❡& ♣*♦♣*❡& ❣❛✐♥& ♠♦♥-(❛✐*❡&✱ ❡( ♦♥ *❡(*♦✉✈❡ ❛❧♦*& ❧❛ *❡♣*-&❡♥(❛✲
(✐♦♥ (*❛❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡& ❛❣❡♥(& -❝♦♥♦♠✐?✉❡&✱ ❡♥ (❤-♦*✐❡ ❞❡& ❥❡✉①✳ ❆✐♥&✐✱ ♦♥ ✈♦✐( ❝❧❛✐*❡♠❡♥(

✐❝✐ ?✉❡ ❝❡ ♠♦❞#❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛*( ❞❡& ♠♦❞#❧❡& ❞❡ ♣*-❢-*❡♥❝❡& &♦❝✐❛❧❡&✱ &❡ ❝♦♥&(*✉✐( ❡♥

♣*♦❧♦♥❣❡♠❡♥( ❡( ❞❛♥& ❧❛ ❝♦♥(✐♥✉✐(- ❞✉ ♠♦❞#❧❡ -❝♦♥♦♠✐?✉❡ &(❛♥❞❛*❞✳

❆ ❧✬✐♥✈❡*&❡✱ &✐ αi 6= 0 ❡( βi 6= 0✱ ❛❧♦*& ❧✬✉(✐❧✐(- ❞✉ ❥♦✉❡✉* i &✬♦✉✈*❡ ❛✉① ❣❛✐♥& ♠♦♥-(❛✐*❡&
❞❡ ❧✬❛✉(*❡ ❥♦✉❡✉*✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥( ❞❡ *❡♠❛*?✉❡* ✐❝✐ ?✉❡ ❧❡ ❢❛✐( ?✉❡ ❧❡& ❞❡✉① ♣❛*❛♠#(*❡& α ❡(
β &♦✐❡♥( ✐♥❞✐❝-&✱ *❡♥❞ ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛-*❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡*&♦♥♥❛❧✐(- ?✉✐ ♣❡✉( ❡①✐&(❡* ❡♥(*❡ ❧❡&
❛❣❡♥(&✳

▲❡ ❞❡✉①✐#♠❡ (❡*♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ♠❡&✉*❡ ❧❛ ♣❡*(❡ ❞✬✉(✐❧✐(- ♣*♦✈❡♥❛♥( ❞✬✉♥❡ ✐♥-❣❛❧✐(-

❞-&❛✈❛♥(❛❣❡✉&❡ ♣♦✉* ❧✬❛❣❡♥( i✱ (❛♥❞✐& ?✉❡ ❧❡ ❞❡*♥✐❡* (❡*♠❡ ♠❡&✉*❡ ❧❛ ♣❡*(❡ ❞✬✉(✐❧✐(- ✐&&✉❡
❞✬✉♥❡ ✐♥-❣❛❧✐(- > ❧✬❛✈❛♥(❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥( i✳ ❖♥ *❡♠❛*?✉❡ ✐❝✐ ?✉❡✱ ♣♦✉* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣❛✐♥&
♠❛(-*✐❡❧& xi ✜①-✱ Ui ❡&( ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦*&?✉❡ ❧❡& ❞❡✉① ❞❡*♥✐❡*& (❡*♠❡& &♦♥( ♥✉❧&✱ ❝✬❡&( > ❞✐*❡

❧♦*&?✉❡ xi = xj✱ ❝❡ ?✉✐ ❝♦**❡&♣♦♥❞ > ✉♥❡ &✐(✉❛(✐♦♥ ♦H ❧❡& ❛❣❡♥(& *❡&♣❡❝(❡♥( ❧❛ ♥♦*♠❡

❞✬-?✉✐(- ✭❡♥ ❝♦♥&✐❞-*❛♥( ?✉❡ ❧✬-?✉✐(- ❡&( ♦❜(❡♥✉❡ ❧♦*&?✉❡ ❝❤❛?✉❡ ❥♦✉❡✉* ♦❜(✐❡♥( ✉♥ ❣❛✐♥

♠♦♥-(❛✐*❡ -❣❛❧✱ ❝❡((❡ *#❣❧❡ ♥✬❡&( ♣♦✉* ❛✉(❛♥( ♣❛& ❧❛ &❡✉❧❡ ♣♦&&✐❜❧❡✮✳

❋❡❤* ❡( ❙❝❤♠✐❞( ✭✶✾✾✾✮ ✐♥(*♦❞✉✐&❡♥( ❞♦♥❝ ❞❛♥& ❧❡✉* ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✉(✐❧✐(-✱ ✉♥❡ ♥♦*♠❡ ❞❡

*-❢-*❡♥❝❡ ?✉✐ ✐♥✢✉❡ &✉* ❧❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞❡& ❛❣❡♥(& ❧✬❛②❛♥( ✐♥(-*✐♦*✐&-❡ ✭❝❡✉① ♣♦✉* ?✉✐
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✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

αi 6= 0 ❡! βi 6= 0✮✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❧❡ ♥♦♥ *❡+♣❡❝! ❞❡ ❝❡!!❡ ♥♦*♠❡ ✐♠♣❧✐1✉❡ ❞❡+ ❝♦♥+31✉❡♥❝❡+

♥3❣❛!✐✈❡+✱ ❡♥ !❡*♠❡+ ❞✬✉!✐❧✐!3✱ ♣♦✉* ❧✬❛❣❡♥! i✳ ▲✬✐♥!❡*♣*3!❛!✐♦♥ ❞❡+ ❛✉!❡✉*+ ❡+! ❧❛ +✉✐✈❛♥!❡ ✿

❧♦*+1✉❡ xi < xj✱ ❧❡ *3+✉❧!❛! ❞✉ ❥❡✉ ❡+! ❞3❢❛✈♦*❛❜❧❡✱ ❡♥ !❡*♠❡+ ♠♦♥3!❛✐*❡+✱ ❛✉ ❥♦✉❡✉* i✱
❡! ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❞✉ ❢❛✐! ❞❡ +♦♥ ❛✈❡*+✐♦♥ > ❧✬✐♥✐1✉✐!3✱ +✉❜✐! ❧❡ ❝♦?! ♣+②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ αi(xj − xi)✳

❙②♠3!*✐1✉❡♠❡♥!✱ ❧♦*+1✉❡ xi > xj✱ ❧❡ *3+✉❧!❛! ❞✉ ❥❡✉ ❡+! ❢❛✈♦*❛❜❧❡ ❛✉ ❥♦✉❡✉* i ❡! ❝❡❧❛

♣*♦✈♦1✉❡ ❧✬❛♣♣❛*✐!✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦?! ♣+②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ βi(xi − xj)✳

❆ !*❛✈❡*+ ✉♥❡ !❡❧❧❡ ❢♦*♠❛❧✐+❛!✐♦♥✱ ❧❡+ ❛✉!❡✉*+ +✉♣♣♦+❡♥! ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣*3❢3*❡♥❝❡ ♣♦✉* ❧❛

♥♦*♠❡ ❞✬31✉✐!3✳ ◆3❛♥♠♦✐♥+✱ ✐❧+ ♥✬❡①♣❧✐1✉❡♥! ♣❛+ ❝♦♠♠❡♥! ❝❡!!❡ ♣*3❢3*❡♥❝❡ +✉*✈✐❡♥! ❝❤❡③

❧❡+ ❛❣❡♥!+✳ ▲❡+ ❛✉!❡✉*+ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥! ♣❛+ ♥♦♥ ♣❧✉+ ❞✬✐♥!❡*♣*3!❛!✐♦♥+ ❡①♣❧✐❝✐!❡+✱ ❞❡+ ♠3❝❛✲

♥✐+♠❡+ > ❧✬G✉✈*❡ ❧♦*+1✉❡ ❝❡!!❡ ♣*3❢3*❡♥❝❡ ✐♥!❡*✈✐❡♥!✳ ❆ ❧❛ ❧✉♠✐H*❡ ❞❡+ *❡❝❤❡*❝❤❡+ *3❛❧✐+3❡+

+✉* ❧❡+ 3♠♦!✐♦♥+ ♠♦*❛❧❡+✱ ✐❧ ❡+! ♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ !*♦✉✈❡* ❝❡*!❛✐♥❡+ +✐♠✐❧❛*✐!3+ ❡♥!*❡ ❧❛ ♠♦❞3❧✐+❛✲

!✐♦♥ ♣*♦♣♦+3❡ ♣❛* ❋❡❤* ❡! ❙❝❤♠✐❞! ✭✶✾✾✾✮ ❡! ❧❡+ ❢❛✐!+ +!②❧✐+3+ ❞3❣❛❣3+ ✈✐+✲>✲✈✐+ ❞✉ *M❧❡ ❞❡

❝❡+ 3♠♦!✐♦♥+ ❞❛♥+ ❧❛ ♣*✐+❡ ❞❡ ❞3❝✐+✐♦♥ ❞❡+ ❛❣❡♥!+ 3❝♦♥♦♠✐1✉❡+✳

❆✐♥+✐✱ ❞❛♥+ ❝❡ ♠♦❞H❧❡✱ ❧♦*+1✉❡ xi < xj✱ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞✬31✉✐!3 ♥✬❡+! ♣❛+ *❡+♣❡❝!3❡ ❡! ❧❡ ❥♦✉❡✉*

i +❡ +❡♥! ❧3+3 ♣❛* *❛♣♣♦*! > ❧✬❛✉!*❡ ❥♦✉❡✉*✱ ❝❡ 1✉✐ +❡ !*❛❞✉✐! ♣❛* ❧✬❛♣♣❛*✐!✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦?!

♣+②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ αi(xj − xi) ❝❤❡③ ❧✉✐✳

❉❛♥+ ❧❛ ❧✐!!3*❛!✉*❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥! αi ❛ +♦✉✈❡♥! 3!3 ❛++♦❝✐3 > ❧✬3♠♦!✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐❡✱ 1✉✐ +✬❡①✲

♣*✐♠❡ ❞❛♥+ ❧❡+ +✐!✉❛!✐♦♥+ ♦P ❧✬♦♥ ❡+! ❡♥✈✐❡✉① ❞✬❛✉!*✉✐✳ ■❧ ❡+! ✈*❛✐ 1✉❡ ❧❛ ♣*3+❡♥❝❡ ❡! ❧✬✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡!!❡ 3♠♦!✐♦♥ ❡+! ♣❡*!✐♥❡♥!❡ ❞❛♥+ ❝❡!!❡ +✐!✉❛!✐♦♥ ❡! ✐❧ ❡+! !♦✉! > ❢❛✐! ♣♦++✐❜❧❡ 1✉❡

+❡✉❧❡ ❧✬3♠♦!✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐❡ ❛✐! 3!3 ❡♥✈✐+❛❣3❡ ♣❛* ❧❡+ ❛✉!❡✉*+ ❛✉ ♠♦♠❡♥! ❞❡ ❧❛ ❣3♥H+❡ ❞❡ ❧❡✉*

♠♦❞H❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥!✱ ✉♥❡ ✐♥!❡*♣*3!❛!✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦?! ♣+②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ ❡♥ !❡*♠❡+ ❞✬3♠♦!✐♦♥+

♠♦*❛❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛!✐♦♥ ❞✬❛✉!*✉✐ ❛ 3❣❛❧❡♠❡♥! ❞✉ +❡♥+✳ ❈❡+ 3♠♦!✐♦♥+✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐❣♥❛✲

!✐♦♥ ✭❝♦❧H*❡✮✱ ❧❡ ❞3❣♦?! ♦✉ ❧❡ ♠3♣*✐+✱ 3♠❡*❣❡♥! ❞❛♥+ ❧❡+ +✐!✉❛!✐♦♥+ ❝❛*❛❝!3*✐+3❡+ ♣❛* ❧❛

✈✐♦❧❛!✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦*♠❡ ♠♦*❛❧❡ ♦✉ +♦❝✐❛❧❡ ❝♦♠♠✐+❡ ♣❛* ✉♥ ❛✉!*❡ ❛❣❡♥! ❡! +♦♥! > ✈❛❧❡♥❝❡

♥3❣❛!✐✈❡✱ ❡! ❞♦♥❝ ❞3+❛❣*3❛❜❧❡+ > *❡++❡♥!✐*✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡✉! +❡ !*❛❞✉✐*❡ ♣❛* ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉!✐♦♥ ❞❡

❧✬✉!✐❧✐!3✳

❉❡ +✉*❝*♦✐!✱ ❡♥ ❝♦♥+✐❞3*❛♥! αi > 0✱ ❧❡+ ❛✉!❡✉*+ ♠♦♥!*❡♥! 1✉❡✱ ❞❛♥+ ✉♥❡ !❡❧❧❡ +✐!✉❛!✐♦♥✱

❧❡ ❥♦✉❡✉* i ❡+! ♣*T! > +❛❝*✐✜❡* ✉♥❡ ✉♥✐!3 ♠♦♥3!❛✐*❡ +✐ ❝❡❧❛ *❡❞✉✐! ❧❡+ ❣❛✐♥+ ❞❡ +♦♥ ❛❞✈❡*+❛✐*❡

❞❡ (1 + αi)/αi✳ V❛* ❝♦♥+31✉❡♥!✱ ❧✬❛❣❡♥! i ♣❡✉! T!*❡ ♣*T!✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❜✉! ❞❡ ♠❛①✐♠✐+❡* +♦♥

✉!✐❧✐!3✱ > ♣✉♥✐* +♦♥ ♣❛*!❡♥❛✐*❡✱ ♠T♠❡ ❧♦*+1✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐!✐♦♥ ❡+! ❝♦?!❡✉+❡✳ ❖*✱ ❧❛ !❡♥❞❛♥❝❡

> ❧✬❛❝!✐♦♥ ❞❡+ 3♠♦!✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛!✐♦♥ ❞✬❛✉!*✉✐ ❡+! ❥✉+!❡♠❡♥! ❝❛*❛❝!3*✐+3❡ ♣❛* ❝❡ !②♣❡

❞❡ ❝♦♠♣♦*!❡♠❡♥!+ ♣✉♥✐!✐❢+ ♣❡*♠❡!!❛♥! ✉♥ ❝❡*!❛✐♥ +♦✉❧❛❣❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬3!❛! ❛✛❡❝!✐❢ ✭❧❛ ❝♦❧H*❡✱

♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ 3!❛♥! ✉♥❡ 3♠♦!✐♦♥ *❡++❡♥!✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐H*❡ *❡❧❛!✐✈❡♠❡♥! ✐♥!❡♥+❡✮✳

V❛* ❛✐❧❧❡✉*+✱ ❧♦*+1✉❡ xi > xj✱ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞✬31✉✐!3 ♥✬❡+! ♣❛+ *❡+♣❡❝!3❡ ❡!✱ ❝❡!!❡ ❢♦✐+✱ ❝✬❡+!

❧❡ ❥♦✉❡✉* j 1✉✐ ❡+! ❧3+3✳ ▲❡ ❝♦?! ♣+②❝❤♦❧♦❣✐1✉❡ +✉❜✐ ♣❛* ❧❡ ❥♦✉❡✉* i ♣❡✉! ❛❧♦*+ +✬✐♥!❡*♣*3!❡*

❡♥ !❡*♠❡+ ❞✬3♠♦!✐♦♥+ ♠♦*❛❧❡+ ❛✉!♦✲❝♦♥+❝✐❡♥!❡+ > ✈❛❧❡♥❝❡ ♥3❣❛!✐✈❡✳ ❈❡+ 3♠♦!✐♦♥+✱ ❝♦♠♠❡

❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐!3✱ ❧❛ ❤♦♥!❡ ♦✉ ❧✬❡♠❜❛**❛+✱ ✐♥!❡*✈✐❡♥♥❡♥! ❧♦*+1✉❡ ❧✬♦♥ +❡ *❡♥❞ +♦✐✲♠T♠❡ *❡+♣♦♥✲

+❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛!✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦*♠❡ ♠♦*❛❧❡ ♦✉ +♦❝✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡+ +♦♥! 3❣❛❧❡♠❡♥! ❞3+❛❣*3❛❜❧❡+

> *❡++❡♥!✐* ❡! ❧❡✉* 3♠❡*❣❡♥❝❡ ♣❡✉! ❛✉++✐ T!*❡ ✐♥!❡*♣*3!3❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛✐++❡ ❞❡ ❧✬✉!✐❧✐!3✱

❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ > ❝❡❧❧❡ 1✉❡ +✉❜✐! ❧✬❛❣❡♥! ❞❛♥+ ❧❡ ♠♦❞H❧❡✳

✽✼



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❆✈❡❝ ❝❡ ♣%❡♠✐❡% ♠♦❞*❧❡✱ ♦♥ ✈♦✐. ❝♦♠♠❡♥. ❝❡%.❛✐♥❡0 0♣1❝✐✜❝✐.10 ❞❡0 1♠♦.✐♦♥0 ♠♦%❛❧❡0

♣❡✉✈❡♥. 4.%❡ ❝❛♣.1❡0 ❢♦%♠❡❧❧❡♠❡♥.✱ ♠4♠❡ ❧♦%06✉✬❡❧❧❡0 ♥❡ 0♦♥. ♣❛0 ❡①♣❧✐❝✐.❡♠❡♥. ✐❞❡♥.✐✜1❡0

♣❛% ❧❡0 ❛✉.❡✉%0✳ ❖♥ %❡.%♦✉✈❡ ❝❡ ♣❤1♥♦♠*♥❡ ❞❛♥0 ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉0❡0 ❛✉.%❡0 ♠♦❞1❧✐0❛.✐♦♥0✱

❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇♦❧.♦♥ ❡. ❖❝❦❡♥❢❡❧0 ✭✷✵✵✵✮✳

▲❡ .%❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇♦❧.♦♥ ❡. ❖❝❦❡♥❢❡❧0 ✭✷✵✵✵✮ ❡0. %❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋❡❤% ❡.

❙❝❤♠✐❞. ✭✶✾✾✾✮✱ ♠❛✐0 ♣%10❡♥.❡ 6✉❡❧6✉❡0 ♣❛%.✐❝✉❧❛%✐.10 ✐♥.1%❡00❛♥.❡0✱ ♥♦.❛♠♠❡♥. ❞✉ ♣♦✐♥.

❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦%♠❛.✐♦♥ 6✉❡ ♣♦00*❞❡♥. ❧❡0 ❥♦✉❡✉%0✳ ❉❛♥0 ❝❡ ♠♦❞*❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥0 ❧❡ ♣%1❝1✲

❞❡♥.✱ ❧✬✉.✐❧✐.1 ❞❡0 ❛❣❡♥.0 ❞1♣❡♥❞ L ❧❛ ❢♦✐0 ❞❡ ❧❡✉%0 ❣❛✐♥0 ❞❛♥0 ❧❡ ❥❡✉✱ ❡. ❞❡ ❧❛ ♣❛%. %❡❧❛.✐✈❡

❞❡ ❧❡✉%0 ❣❛✐♥0✱ ✈✐0✲L✲✈✐0 ❞✉ %❡0.❡ ❞❡0 ❥♦✉❡✉%0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❧L ♦N ❧❡ ♣%1❝1❞❡♥. ♠♦❞*❧❡ 0✉♣✲

♣♦0❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐0♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡0 ❣❛✐♥0✱ ❥♦✉❡✉% ♣❛% ❥♦✉❡✉% ✭✈♦✐% (3.2.1)✮✱ ❇♦❧.♦♥ ❡.
❖❝❦❡♥❢❡❧0 ✭✷✵✵✵✮ 0✉♣♣♦0❡♥. ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐0♦♥ ❞❡0 ♣❛✐❡♠❡♥.0 ❞✉ ❥♦✉❡✉% ❛✈❡❝ ❧❡ .♦.❛❧ ❞❡0

❣❛✐♥0 ♦❜.❡♥✉ ♣❛% ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❥♦✉❡✉%0✳

❆✐♥0✐✱ ❧❡0 ❥♦✉❡✉%0 0♦♥. ✐❝✐ ✓ 0❡♥0✐❜❧❡0 ❛✉① ♣❛%.0 %❡❧❛.✐✈❡0 ✔ ❞❛♥0 ❧❡ ❣❛✐♥ .♦.❛❧✱ .❛♥❞✐0 6✉❡

❧❡ ♠♦❞*❧❡ ❞❡ ❋❡❤% ❡. ❙❝❤♠✐❞. ✭✶✾✾✾✮ 0✉♣♣♦0❡ 6✉❡ ❧❡0 ❥♦✉❡✉%0 0♦♥. ✓ 0❡♥0✐❜❧❡0 ❛✉① 1❝❛%.0

❛❜0♦❧✉0 ❞❡ ❣❛✐♥0 ✔ ✭●❛%❛♣✐♥ ❡. ❘✉✣❡✉①✱ ✷✵✵✾✮✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ .❡❧❧❡ 0♣1❝✐✜❝❛.✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝.✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❡0. ♣❡✉.✲4.%❡ ❡♥❝♦%❡

♣❧✉0 ❛✣%♠1❡✱ ❞❛♥0 ❧❛ ♠❡0✉%❡ ♦N ❧❡ ❣%♦✉♣❡ ✭❛✉ 0❡♥0 ❞❡ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❥♦✉❡✉%0✮ ❡0. ♣❧❛❝1

❛✉ ❝T✉% ❞❡ ❧❡ ❢♦%♠❛❧✐0❛.✐♦♥ ❞✉ %❛♣♣♦%. 6✉❡ ❧❡0 ✐♥❞✐✈✐❞✉0 ❡♥.%❡.✐❡♥♥❡♥. ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦%♠❡✳ ❈❡.

❛0♣❡❝. ❡0. ✐♥.1%❡00❛♥. ♣✉✐06✉❡✱ ❞✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬1♠❡%❣❡♥❝❡ ❞❡0 1♠♦.✐♦♥0 ♠♦%❛❧❡0✱ ❧❡ ♥✐✲

✈❡❛✉ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ✭❥❡ %❡00❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❝♦❧*%❡ L ❧✬❡♥❝♦♥.%❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ 6✉✐ ❛ %1❛❧✐01 ✉♥❡ ✈✐♦❧❛.✐♦♥✮ ❡0.

❛✉ ♠♦✐♥0 ❛✉00✐ ♣❡%.✐♥❡♥. 6✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦❧❧❡❝.✐❢ ✭❥❡ %❡00❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐.1 ✈✐0✲L✲✈✐0 ❞✬✉♥

❣%♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡%0♦♥♥❡0 ♣♦✉% ♠✬4.%❡ ❛..%✐❜✉1 ✉♥❡ ♣❛%. ♣❧✉0 ✐♠♣♦%.❛♥.❡ 6✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦②❡♥ ❞✉

❣%♦✉♣❡✮✳

✹

▲❡0 ❛✉.❡✉%0 ♥❡ 0❡ ❧✐♠✐.❡♥. ♣❛0 L ✉♥❡ ❢♦%♠❡ 0♣1❝✐✜6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✉.✐❧✐.1 ❞❡0 ❛❣❡♥.0✱

♠❛✐0 ♣%♦♣♦0❡♥. .♦✉. ❞❡ ♠4♠❡✱ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ♦N ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉%0 n ❡0. 1❣❛❧ L ❞❡✉①✱ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ %❡♣%✐0 ✐❝✐ ♣❛% 0♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛%.1 ✿

Ui(xi, σi) = aixi −
bi
2

(
σi −

1

2

)2

✭✸✳✷✳✸✮

❆✈❡❝ ai ≥ 0 ❡. bi > 0✳

✹✳ ❚♦✉%❡❢♦✐)✱ ❝❡%%❡ ❞✐)%✐♥❝%✐♦♥ ♥✬❡)% ❡✛❡❝%✐✈❡ 1✉❡ ❧♦3)1✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉3) ❞7♣❛))❡ ✷ ❀ ♦3 ❇♦❧%♦♥

❡% ❖❝❦❡♥❢❡❧) ✭✷✵✵✵✮ )❡ ❝♦♥❝❡♥%3❡♥% )✉3 ❧✬❛♥❛❧②)❡ ❞❡ ❥❡✉① D ✷ ❥♦✉❡✉3) ✭❞✐❝%❛%❡✉3✱ ✉❧%✐♠❛%✉♠ ❡%❝✳✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥

❞❡ ❥❡✉① %3E) ❝♦♠♣7%✐%✐❢) ✭❇❡3%3❛♥❞✱ ❈♦✉3♥♦% ❡%❝✳✮ ♦G ❧❛ ♣❛3%✐❡ ✓ ♥♦♥ )%3✐❝%❡♠❡♥% 7❣♦J)%❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞✬✉%✐❧✐%7 ♥❡ ♣E)❡ ♣❛) )✉3 ❧❛ ❞7❝✐)✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ♣❛) ❝❧❛✐3❡♠❡♥% ✐❞❡♥%✐✜❡3 )✐ ❝❡%%❡ ❞✐✛73❡♥❝❡ ❞❛♥)

❧❛ ♠❛♥✐E3❡ ❞❡ ❞7✜♥✐3 ❧❡) ❝♦♠♣♦)❛♥%❡) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%7✱ ❛❜♦✉%✐3❛✐% D ❞❡) ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❞✐✛73❡♥%❡)✳

■❧ ❛✉3❛✐% 7%7 ✐♥%73❡))❛♥% 1✉❡ ❇♦❧%♦♥ ❡% ❖❝❦❡♥❢❡❧) ✭✷✵✵✵✮ %3❛✐%❡♥% ❧❡ ❝❛) ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ D n > 2
❥♦✉❡✉3) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥% ❋❡❤3 ❡% ❙❝❤♠✐❞% ✭✶✾✾✾✮✳

✽✽



✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

❉❛♥# ❧✬❡①♣)❡##✐♦♥ ❞-❝)✐/❡ ❞❛♥# ❧✬-0✉❛/✐♦♥ (3.2.3)✱ σi ❡#/ -❣❛❧❡ 4 ✿

σi =

{
xi/c #✐ c > 0

1/n #✐ c = 0

❆✐♥#✐✱σi )❡♣)-#❡♥/❡ ❧❛ ♣❛)/ )❡❧❛/✐✈❡ ❞❡# ❣❛✐♥# ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ ♣♦✉) ❧❡ ❥♦✉❡✉) i✱ ♦9 c =
∑n

i=1 xi

❡#/ ❧❡ /♦/❛❧ ❞❡# ❣❛✐♥# ♠♦♥-/❛✐)❡# ♣♦✉) ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❥♦✉❡✉)#✳

❆✈❡❝ ❝❡/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♣)-#❡♥/❡) ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝❛)❛❝/-)✐#/✐0✉❡# 0✉❡ ❧❡# ❛✉✲

/❡✉)# #♦✉❤❛✐/❡♥/ ✐♥/-❣)❡) 4 ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✬✉/✐❧✐/- ❞✬✉♥ ❛❣❡♥/✳ ❚♦✉/ ❞✬❛❜♦)❞✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞-♣❡♥❞

♣♦#✐/✐✈❡♠❡♥/ ❞❡ #❡# ❣❛✐♥# ♠♦♥-/❛✐)❡#✱ 4 /)❛✈❡)# ❧❡ ♣)❡♠✐❡) /❡)♠❡ aixi✳ A❛) ❛✐❧❧❡✉)#✱ ❧❛

❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✬✉/✐❧✐/- ✐♥/B❣)❡ -❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❡# ❝♦♥#✐❞-)❛/✐♦♥# ♠♦✐♥# -❣♦✲❝❡♥/)-❡# ❞❛♥# ❧❛ #✉✐/❡ ❞❡

❧✬❡①♣)❡##✐♦♥✱ ❡♥ /❡♥❛♥/ ❝♦♠♣/❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛-)❡♥❝❡ ❡♥/)❡✱ ❞✬✉♥ ❝D/-✱ ❧❛ ♣❛)/ )❡❧❛/✐✈❡ ❞❡# ❣❛✐♥#

❞✉ ❥♦✉❡✉) i ❛✉ #❡✐♥ ❞✉ ❣)♦✉♣❡✱ σi ✱ ❡/✱ ❞❡ ❧✬❛✉/)❡ ❝D/-✱ ❧❛ ♣❛)/ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❥♦✉❡✉) ♦❜/✐❡♥/

❧♦)#0✉❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❣❛✐♥# ❡#/ -❣❛❧✐/❛✐)❡♠❡♥/ )-♣❛)/✐ ❡♥/)❡ ❧❡# ❥♦✉❡✉)#✱

1
n
✭❛✈❡❝ n = 2✱ ✐❝✐✮✳

▲❡ ❞❡✉①✐B♠❡ /❡)♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ✐♥/)♦❞✉✐/ ❞♦♥❝ ❧❡ )❛♣♣♦)/ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥/ i ❡♥/)❡✲
/✐❡♥/ ✈✐#✲4✲✈✐# ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞✬-0✉✐/-✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧♦)#0✉❡ σi 6=

1
2
✭0✉✬✐❧ #✬❛❣✐##❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛-)❡♥❝❡

❡♥ ❢❛✈❡✉) ♦✉ ❡♥ ❞-❢❛✈❡✉) ❞✉ ❥♦✉❡✉) i✮✱ ❧✬❛❣❡♥/ i #✉❜✐/ ❧❡ ❝♦I/ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐0✉❡ bi
2

(
σi −

1
2

)2
✱

❝❡ 0✉✐ ✐♠♣❧✐0✉❡ 0✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✉♥❡ ♣)-❢-)❡♥❝❡ ♣♦✉) ❧❡ ❢❛✐/ ❞✬♦❜/❡♥✐) ❧❡ ❣❛✐♥ -❣❛❧✐/❛✐)❡ ✭0✉✐

❝♦))❡#♣♦♥❞ ❛✉ ❝)✐/B)❡ ❛✉ )❡❣❛)❞ ❞✉0✉❡❧ ❧❡ )❡#♣❡❝/ ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞✬-0✉✐/- ❡#/ -✈❛❧✉- ❞❛♥# ❝❡

♠♦❞B❧❡✮✳

■❝✐ ❡♥❝♦)❡✱ ♦♥ ♣❡✉/ ♦❜#❡)✈❡) ❧❛ #✐♠✐❧❛)✐/- 0✉✐ ❡①✐#/❡ ❡♥/)❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣/✉❛❧✐#❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ /❡❧

❝♦I/ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐0✉❡ ❡/ ❧❛ ❞♦✉❧❡✉) 0✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧✬-♠❡)❣❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛)/✱ ❞❡# -♠♦/✐♦♥#

♠♦)❛❧❡# ❞❡ ❝♦❧B)❡✱ ❞❡ ❞-❣♦I/ ♦✉ ❞❡ ♠-♣)✐#✱ ❧♦)#0✉✬✉♥❡ ♥♦)♠❡ ♠♦)❛❧❡ ♦✉ #♦❝✐❛❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛

♥♦)♠❡ ❞✬-0✉✐/-✮ ❡#/ ✈✐♦❧-❡ 4 ♥♦# ❞-♣❡♥# ❡/✱ ❞✬❛✉/)❡ ♣❛)/✱ ❞❡# -♠♦/✐♦♥# ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐/-

♦✉ ❧❛ ❤♦♥/❡ ❧♦)#0✉✬✉♥❡ ♥♦)♠❡ ♠♦)❛❧❡ ♦✉ #♦❝✐❛❧❡ ❡#/ ✈✐♦❧-❡✱ 4 ♥♦/)❡ ❛✈❛♥/❛❣❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ 4 ❧❛ ❞✐✛-)❡♥❝❡ ❞❡ ❋❡❤) ❡/ ❙❝❤✐♠❞/ ✭✶✾✾✾✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ bi✱ 0✉✐ ❡#/ )❡❧❛/✐❢ 4
❧✬✐♥/❡♥#✐/- ❞✉ ❝♦I/ ❧✐- ❛✉ ♥♦♥ )❡#♣❡❝/ ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡✱ #✬❛♣♣❧✐0✉❡ ✐♥❞✐✛-)❡♠♠❡♥/✱ 0✉❡ ❝❡//❡

♥♦♥ ❝♦♥❢♦)♠✐/- #♦✐/ 4 ❧✬❛✈❛♥/❛❣❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉) i ♦✉ 4 #♦♥ ❞-#❛✈❛♥/❛❣❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥/ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡
❧✬-♠❡)❣❡♥❝❡ ❞❡# -♠♦/✐♦♥# ♠♦)❛❧❡#✱ ✐❧ ♥✬② ❛✱ ❛ ♣"✐♦"✐✱ ❛✉❝✉♥❡ )❛✐#♦♥ ♣♦✉) 0✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝/ #✉❜✐

❞✉ ❢❛✐/ ❞❡# -♠♦/✐♦♥# ❞❡ ❝♦♥❞❛♠♥❛/✐♦♥ ❞✬❛✉/)✉✐✱ #♦✐/ ❞❡ ♠R♠❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ 0✉❡ ❝❡❧✉✐ 0✉✐

❡#/ ✐##✉ ❞❡# -♠♦/✐♦♥# ♠♦)❛❧❡# ❛✉/♦✲❝♦♥#❝✐❡♥/❡# 4 ✈❛❧❡♥❝❡ ♥-❣❛/✐✈❡✳ ❉❛♥# ❝❡//❡ ♣❡)#♣❡❝/✐✈❡✱

✉♥❡ ♠♦❞-❧✐#❛/✐♦♥ ♣❧✉# ♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ )-❛❧✐#-❡ ♣❛) ❋❡❤) ❡/ ❙❝❤♠✐❞/ ✭✶✾✾✾✮ #❡♠❜❧❡ ♣❧✉#

❥✉❞✐❝✐❡✉#❡✳ ❚♦✉/❡❢♦✐#✱ ❧❛ ❢♦)♠❛❧✐#❛/✐♦♥ ♣)♦♣♦#-❡ ♣❛) ❇♦❧/♦♥ ❡/ ❖❝❦❡♥❢❡❧# ✭✷✵✵✵✮ ♣❡)♠❡/

✉♥❡ ✉/✐❧✐#❛/✐♦♥ ♣❧✉# ❛✐#-❡ ❞❡# ♦✉/✐❧# ♠❛/❤-♠❛/✐0✉❡# ❞✬♦♣/✐♠✐#❛/✐♦♥✱ ❝❡ 0✉✐ ♣❡✉/ #✬❛✈-)❡)

R/)❡ ✉♥ ❝❤♦✐① #-❞✉✐#❛♥/ ❞❛♥# ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ #✐/✉❛/✐♦♥# ♦9 ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #/)❛/-❣✐❡ ❡#/ ✈❛#/❡

♦✉ 0✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉#❡# ✐♥/❡)❛❝/✐♦♥# #/)❛/-❣✐0✉❡# ♦♥/ ❧✐❡✉ ❡♥/)❡ ❧❡# ❛❣❡♥/#✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥/ ❞❡ ♥♦/❡) 0✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥/# ai ❡/ bi ♣❡)♠❡//❡♥/ ❞❡ ❝❛)❛❝/-)✐#❡) ❧❛ ♣❡)✲
#♦♥♥❛❧✐/-✱ ♦✉ ❧❡ /②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ 0✉✐ ♣❡✉/ #❡ ♣❧❛❝❡) ❡♥/)❡ ❞❡✉① ❝❛# ❡①/)R♠❡# ✿ #/)✐❝/❡♠❡♥/

✓ -❣❛❧✐/❛✐)❡ ✔✱ ❧♦)#0✉❡ ai = 0✱ ❡/ #/)✐❝/❡♠❡♥/ -❣♦Z#/❡✱ ❧♦)#0✉❡ bi → 0✱ ❝❡ 0✉✐ ♣❡)♠❡/ ❞✬✐♥✲
/)♦❞✉✐)❡ ❞❡ ❧✬❤-/-)♦❣-♥-✐/- ❡♥/)❡ ❧❡# ❛❣❡♥/#✱ ❛✉ #❡✐♥ ❞✉ ♠♦❞B❧❡

✺

✳

✺✳ "❛$ ❛✐❧❧❡✉$)✱ ❡♥ ,$❛♥)♣♦)❛♥, ❝❡❧❛ ❛✉ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❋❡❤$ ❡, ❙❝❤♠✐❞, ✭✶✾✾✾✮✱ ♦♥ $❡♠❛$:✉❡ :✉❡ ❝❡) ❞❡$♥✐❡$)

✽✾



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❯♥❡ ❛✉%&❡ '♣)❝✐✜%) ❞❡ ❝❡%%❡ ❢♦&♠❛❧✐'❛%✐♦♥✱ ❡'% 3✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦'❡ ❧✬❤②♣♦%❤8'❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✲

❢♦&♠❛%✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧8%❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✐❧ ❡'% '✉♣♣♦') 3✉❡ ❧❡ %②♣❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% ❡'% ✉♥❡ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥

♣&✐✈)❡✱ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✉✐ '❡✉❧✳ ❈❡ %②♣❡ '❡ ❝❛&❛❝%)&✐'❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛&%✱ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♣&✐'❡ ♣❛&

❧❡' ♣❛&❛♠8%&❡' ai ❡% bi✱ ❡%✱ ❞✬❛✉%&❡ ♣❛&%✱ ? %&❛✈❡&' ❧❛ ❞)✜♥✐%✐♦♥ ❞❡' ❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡' '❡✉✐❧'
ri(c) ❡% si(c)✱ ❞♦♥% ❧❡' ❡①♣&❡''✐♦♥' '♦♥% ❧❡' '✉✐✈❛♥%❡' ✿

ri(c) = arg max
σi

Ui(c.σi, σi), c > 0

ri(c) ❞)'✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛&% ❞✉ %♦%❛❧ ❞❡' ❣❛✐♥' ❞❛♥' ❧❡ ❥❡✉✱ 3✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉& i '✬♦❝%&♦✐❡&❛✐%✱ '✬✐❧ )%❛✐%
'❡✉❧ ? ❡♥ ❞)❝✐❞❡& ❧❛ &)♣❛&%✐%✐♦♥

✻

✳ ❆✐♥'✐✱ ❞✬❛♣&8' ❧❛ ❞)✜♥✐%✐♦♥ ♠E♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%)✱

✭)3✉❛%✐♦♥ (3.2.3)✮✱ ❧✬♦❜%❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛&% ❞✉ %♦%❛❧ ❞❡' ❣❛✐♥' 3✉✐ ❞)♣❛''❡ ❝❡%%❡ ✈❛❧❡✉& '❡✉✐❧
✐♠♣❧✐3✉❡&❛✐% ✉♥❡ ❞)'✉%✐❧✐%) ? ❧✬❛❣❡♥%✱ ❞✉ ❢❛✐% ❞❡ '♦♥ ❛✈❡&'✐♦♥ ? ❧✬✐♥✐3✉✐%)✳

H❛& ❛✐❧❧❡✉&'✱ si(c) ❡'% ❧❛ '♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬)3✉❛%✐♦♥ ✿

Ui(c.si, si) = Ui(0,
1

n
)

❆✈❡❝ c > 0 ❡% si ≤
1
n
✳

❆✐♥'✐ ❞)✜♥✐✱ si(c) ❝♦&&❡'♣♦♥❞ )❣❛❧❡♠❡♥% ? ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& '❡✉✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♦♥ '✉♣♣♦'❡ 3✉❡
❧♦&'3✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉& i ♦❜%✐❡♥%✱ ? ❧✬)3✉✐❧✐❜&❡✱ ✉♥❡ ♣❛&% ❞✉ %♦%❛❧ ❞❡' ❣❛✐♥' ❞✉ ❥❡✉ 3✉✐ ❡'% ✐♥❢)✲
&✐❡✉&❡ ? si(c)✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣&)❢8&❡ ♦❜%❡♥✐& ✉♥ ❣❛✐♥ ♥✉❧✱ ♣♦✉&✈✉ 3✉✬✐❧ ❡♥ '♦✐% ❞❡ ♠E♠❡ ♣♦✉& ❧❡'
❛✉%&❡' ❥♦✉❡✉&'✱ ♣❧✉%I% 3✉❡ ❞❡ '❡ '❛%✐'❢❛✐&❡ ❞✬✉♥❡ %❡❧❧❡ &)♣❛&%✐%✐♦♥ ✭❝❡ 3✉✐ ❡'% ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡

❛✉ '❡✉✐❧ ❞❡ &❡❥❡% ❞✬✉♥❡ ♦✛&❡ ❞❛♥' ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧%✐♠❛%✉♠✮✳

H❛& ❝♦♥')3✉❡♥%✱ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❛❝❝❡♣%❡♥% ❞✬♦❜%❡♥✐&✱ ? ❧✬)3✉✐❧✐❜&❡✱ ✉♥❡ ♣❛&% ❞❡' ❣❛✐♥' %♦✲

%❛✉① 3✉✐ '❡ %&♦✉✈❡♥% ❡♥%&❡ ❝❡' ❞❡✉① '❡✉✐❧' ✭❞❡ '♦&%❡ ? ♥❡ ♣❛' ❛✈♦✐& %&♦♣✱ '♦✐% ♣❛' ♣❧✉' 3✉❡

r✱ ♠❛✐' ? %♦✉% ❞❡ ♠E♠❡ ♦❜%❡♥✐& '✉✣'❛♠♠❡♥%✱ '♦✐% ♣❧✉' 3✉❡ s✮✳ ❊♥%&❡ ❝❡' ❞❡✉① '❡✉✐❧'✱ ♦♥
❝♦♥'✐❞8&❡ 3✉❡ ❧❡' ❛❣❡♥%' ♣&)❢8&❡♥% ♣❧✉' ❞❡ ❣❛✐♥' ? ♠♦✐♥' ❡% ❞♦♥❝ 3✉✬✐❧' ♣&)❢8&❡♥% '❡ %&♦✉✈❡&

'✉& ❧❡ '❡✉✐❧ r✳

▲❡' ❛✉%❡✉&' '✉♣♣♦'❡♥% 3✉❡ ❝❤❛3✉❡ ❛❣❡♥% ✐❣♥♦&❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❡①❛❝%❡ ❞❡' '❡✉✐❧' r(c) ❡% s(c)✱
❝❛&❛❝%)&✐'❛♥% ❧❡' ❛✉%&❡' ❥♦✉❡✉&'✳ ◆)❛♥♠♦✐♥'✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❝♦♥♥❛M% ❧❛ ❞✐'%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡' ✈❛✲

❧❡✉&' ♣&✐'❡' ♣❛& ❝❡' ✈❛&✐❛❜❧❡' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥✳

❊♥ &❡♣❧❛N❛♥% ❝❡% ❛'♣❡❝% ❞❡ ❧❛ ♠♦❞)❧✐'❛%✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ ♣❡&'♣❡❝%✐✈❡ ❞❡' )♠♦%✐♦♥' ♠♦&❛❧❡'✱

♦♥ ♣❡✉% ❝♦♥'✐❞)&❡& 3✉❡ ❝❡' '❡✉✐❧' '♦♥% ❝❡✉① ❛✉✲❞❡❧? ❞❡'3✉❡❧' ❧❡' )♠♦%✐♦♥' 3✉✐ )♠❡&❣❡♥%

❞❡✈✐❡♥♥❡♥% %&♦♣ ♣✉✐''❛♥%❡' ✭❡% ❧❡ ❝♦O% ♣'②❝❤♦❧♦❣✐3✉❡ %&♦♣ ✐♥%❡♥'❡✮ ❡% ❝♦♥❞✉✐'❡♥% ? ✉♥ ❛&&E%

❞❡ ❧✬❛❝%✐♦♥ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ♠❛%)&✐❡❧ ❧❡ ♣❧✉' )❧❡✈) ♣♦''✐❜❧❡✳ H❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛'

❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧%✐♠❛%✉♠✱ ✉♥❡ %❡❧❧❡ &❡♣&)'❡♥%❛%✐♦♥ ✐♠♣❧✐3✉❡ 3✉❡ ❝❤❛3✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦''8❞❡ ✉♥❡

♣♦"❡♥% ✐♠♣❧✐❝✐%❡♠❡♥% ❧✬❤②♣♦%❤-"❡ ai = 1✳ ❋❡❤0 ❡% ❙❝❤♠✐❞% ✭✶✾✾✾✮ "❡♠❜❧❡♥% ❛✐♥"✐ ✐❣♥♦0❡0 ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉

❛②❛♥% ✉♥❡ ♣0<❢<0❡♥❝❡ "%0✐❝%❡ ♣♦✉0 ❧✬<>✉✐%<✳

✻✳ ❘❛♣♣❡❧ ✿ xi = c.σi✳

✾✵



✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

✈❛❧❡✉% ✓ ♣❧❛♥❝❤❡% ✔ ❝♦♥❝❡%♥❛♥- ❧❛ %.♣❛%-✐-✐♦♥ ❞❡1 ❣❛✐♥1 ♣%♦♣♦1.❡ ♣❛% 1♦♥ ♣❛%-❡♥❛✐%❡✱ ❡- 4✉❡

1✐ ❧❛ ♣❛%- 4✉✐ ❧✉✐ ❡1- ♦✛❡%-❡ ❡1- ✐♥❢.%✐❡✉%❡ 7 ❝❡ 1❡✉✐❧✱ ❧❛ ❝♦❧8%❡ 4✉✐ ❡♥ %.1✉❧-❡ ✭♥♦✉%%✐❡ ♣❛% ❧❡

1❡♥-✐♠❡♥- ❞✬✐♥❥✉1-✐❝❡✮ ❡1- -❡❧❧❡ 4✉✬✐❧ ✐❣♥♦%❡ ❧✬❛1♣❡❝- ♠❛-.%✐❡❧ ❡- ♣%.❢8%❡ %❡❥❡-❡% ❧✬♦✛%❡✳ ❊♥

❝❡ 1❡♥1✱ ✉♥❡ -❡❧❧❡ ♠♦❞.❧✐1❛-✐♦♥ ❡1- ❡♥ ♠❡1✉%❡ ❞✬♦✛%✐% ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛-✐♦♥ %❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- %.❛❧✐1-❡

❞❡1 ❝♦♠♣♦%-❡♠❡♥-1 ❞❡ %❡❥❡- ♦❜1❡%✈.1 ❡①♣.%✐♠❡♥-❛❧❡♠❡♥- ❞❛♥1 ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧-✐♠❛-✉♠✳

B❛% ❛✐❧❧❡✉%1✱ ❧✬❤②♣♦-❤81❡ 1❡❧♦♥ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧❡1 ❛❣❡♥-1 ❝♦♥♥❛✐11❡♥- ❧❛ ❞✐1-%✐❜✉-✐♦♥ ❞❡1 ❞✐❢✲

❢.%❡♥-❡1 ✈❛❧❡✉%1 ♣♦11✐❜❧❡1 ♣♦✉% ❝❡1 1❡✉✐❧1✱ ❛✉ 1❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✱ ♣❡✉- 1❡♠❜❧❡% ♣❡%-✐✲

♥❡♥-❡ ❡♥ ❝❡ 1❡♥1 4✉❡ ❝❡--❡ ❝♦♥♥❛✐11❛♥❝❡ ♣♦✉%%❛✐- %❡✢.-❡% ✉♥❡ ❝❡%-❛✐♥❡ ❣.♥.%❛❧✐1❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡

4✉❡ ❧❡1 ❛❣❡♥-1 ♦♥- ♣✉ ♦❜1❡%✈❡%✱ ♣%.❝.❞❡♠♠❡♥-✱ ❛✉ 1❡✐♥ ❞❡ ❧❡✉% ❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥-✳ ❉❡ ♣❧✉1✱

❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥✱ ♠✐1❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧♦%1 ❞✬✉♥❡ ♥.❣♦❝✐❛-✐♦♥ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡✉- 1✬❡♥✈✐1❛❣❡%

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜-❡♥✐% ♣❧✉1 ❞✬✐♥❢♦%♠❛-✐♦♥1 1✉% ❝❡1 ❞✐✛.%❡♥-❡1 ✈❛❧❡✉%1 1❡✉✐❧1✱ ✈♦✐%❡ ❞❡

♣❡%♠❡--%❡ ✉♥❡ %.✈.❧❛-✐♦♥ ❞❡1 -②♣❡1 ❞❡1 ❛❣❡♥-1✳ ❈❡ 4✉✐ ♣♦✉%%❛✐- ❡①♣❧✐4✉❡% ♣♦✉%4✉♦✐ ✉♥❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ✭1-%❛-.❣✐4✉❡✮ ❛②❛♥- ❧✐❡✉ ❡♥-%❡ ❧❡1 ❥♦✉❡✉%1✱ ❛✈❛♥- ❧❛ ♣❛%-✐❝✐♣❛-✐♦♥ 7 ✉♥ ❥❡✉

❞❡ ❧✬✉❧-✐♠❛-✉♠✱ ♣❡%♠❡- ❞❡ ❢❛❝✐❧✐-❡% ❧❛ ❝♦♦♣.%❛-✐♦♥ ❡♥-%❡ ❧❡1 ♣❛%-❡♥❛✐%❡1 ✭❩✉❧-❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳

✸✳✷✳✷✳ ▲❡ %&❧❡ ❞❡) ✐♥,❡♥,✐♦♥) ❡, ❞❡) ❛,,❡♥,❡)

▲❡1 ❞❡✉① ♠♦❞.❧✐1❛-✐♦♥1 4✉❡ ♥♦✉1 ✈❡♥♦♥1 ❞❡ ✈♦✐% -✐❡♥♥❡♥- ❝♦♠♣-❡ ❞❡ ❧❛ 1❡♥1✐❜✐❧✐-. ❞❡1

❛❣❡♥-1 ❛✉ ❢❛✐- 4✉❡ ❧✬✐11✉❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ 1♦✐- ❡♥ ❝♦♥❢♦%♠✐-. ♣❛% %❛♣♣♦%- 7 ✉♥❡ ♥♦%♠❡ ✭❞✬.4✉✐-.✮

.-❛❜❧✐❡ ❞❛♥1 ❧✬.❝♦♥♦♠✐❡✳ ◆.❛♥♠♦✐♥1✱ ❡❧❧❡1 ✐❣♥♦%❡♥- ❧❡ ❢❛✐- 4✉❡ ❧❡1 ❛❣❡♥-1 1♦♥- .❣❛❧❡♠❡♥-

1❡♥1✐❜❧❡1 ❛✉① ✐♥-❡♥-✐♦♥1 4✉✐ 1♦♥- 1♦✉1✲❥❛❝❡♥-❡1 ❛✉① ❛❝-✐♦♥1 ❝❤♦✐1✐❡1 ♣❛% ❝❡✉① ❛✈❡❝ 4✉✐ ✐❧1

✐♥-❡%❛❣✐11❡♥-✳ ❇❧♦✉♥- ✭✶✾✾✺✮ ♠♦♥-%❡ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ 4✉❡ ❧❡1 %.♣♦♥❞❛♥-1✱ ❞❛♥1 ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧✲

-✐♠❛-✉♠✱ ♥❡ 1❡ ❝♦♠♣♦%-❡♥- ♣❛1 ❞❡ ❧❛ ♠Q♠❡ ♠❛♥✐8%❡ ❧♦%14✉✬✐❧1 1♦♥- ❢❛❝❡ 7 ✉♥❡ ♦✛%❡ ❝❤♦✐1✐❡

♣❛% ✉♥ ❛✉-%❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ 4✉❡ ❧♦%14✉✬❡❧❧❡ ❡1- ❞.❝✐❞.❡ ♣❛% ✉♥ ♣%♦❝❡11✉1 ❛❧.❛-♦✐%❡ ✭♦%❞✐♥❛-❡✉%✮✳

▲❛ ♠Q♠❡ ♦✛%❡ 1❡%❛ ❛✐♥1✐ ♣❧✉1 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥- %❡❥❡-.❡ 1✐ ❡❧❧❡ ♣%♦✈✐❡♥- ❞✉ ❝❤♦✐① ❞.❧✐❜.%. ❞✬✉♥❡

♣❡%1♦♥♥❡✱ ♣❧✉-R- 4✉❡ 1✐ ❡❧❧❡ ❧❡ ❢%✉✐- ❞✉ ❤❛1❛%❞✳ ▲❡1 %.1✉❧-❛-1 ♦❜-❡♥✉1 ♣❛% ❋❛❧❦✱ ❋❡❤% ❡-

❋✐1❤❜❛❝❤❡% ✭✷✵✵✸✮ ♦✉ ♣❛% ❙✉--❡% ✭✷✵✵✼✮ -.♠♦✐❣♥❡♥- .❣❛❧❡♠❡♥- ❞❡ ❝❡ ♣❤.♥♦♠8♥❡✳

❉❛♥1 ❧✬❡①♣.%✐❡♥❝❡ ❞❡ ❋❛❧❦ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡1 ❛❣❡♥-1 ♣❛%-✐❝✐♣❡♥- 7 ✉♥❡ ✈❡%1✐♦♥ ❞✐1❝%8-❡

❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧-✐♠❛-✉♠ ❞❛♥1 ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧✬♦✛%❡✉% ♥❡ ♣❡✉- ❝❤♦✐1✐% 4✉✬❡♥-%❡ ❞❡✉① ♣%♦♣♦1✐-✐♦♥1

❞❡ ♣❛%-❛❣❡✱ ❝❡--❡ ✐♥❢♦%♠❛-✐♦♥ .-❛♥- ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ♥.❣♦❝✐❛-❡✉%1✳ ❆✐♥1✐✱ ❧❡ %.♣♦♥❞❛♥-

♣❡✉- ❞.-❡%♠✐♥❡% ❧✬✐♥-❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✛%❡✉%✱ ♣❛% ❝♦♠♣❛%❛✐1♦♥ ❡♥-%❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛%-❛❣❡ %❡-❡♥✉

♣❛% ❝❡ ❞❡%♥✐❡% ❡- ❧✬❛❧-❡%♥❛-✐✈❡ 4✉✐ .-❛✐- 7 1❛ ❞✐1♣♦1✐-✐♦♥✳ ▲❡1 %.1✉❧-❛-1 ♠♦♥-%❡♥- 4✉❡ ❧❛

%.❛❝-✐♦♥ ❞✉ %.♣♦♥❞❛♥- 7 ✉♥❡ ♠Q♠❡ ♣%♦♣♦1✐-✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✛%❡✉% ❞✐✛8%❡ 1❡❧♦♥ ❧✬♦✛%❡ ❛❧-❡%♥❛-✐✈❡

❞✐1♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❡ 4✉✐ ♥✬❡1- ♣❛1 ❝♦♠♣❛-❜✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛-✐♦♥ ✉♥✐4✉❡♠❡♥- ❢♦♥❞.❡ 1✉% ✉♥❡

♣%.❢.%❡♥❝❡ ♣♦✉% ❧✬.4✉✐-.✳

❉❛♥1 ✉♥ ♣%♦-♦❝♦❧❡ 1✐♠✐❧❛✐%❡✱ ❙✉--❡% ✭✷✵✵✼✮ ♠♦♥-%❡ 4✉❡ ❧✬♦✛%❡ ✐♥.4✉✐-❛❜❧❡ (80, 20)✱ -♦✉✲
❥♦✉%1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧-✐♠❛-✉♠✱ ❡1- 1✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❡♠❡♥- ♣❧✉1 %❡❥❡-.❡✱ ❧♦%14✉❡ ❧❡

%.♣♦♥❞❛♥- 1❛✐- 4✉❡ ❧✬♦✛%❡✉% ❛ ❧✬♦♣♣♦%-✉♥✐-. ❞❡ ♣%♦♣♦1❡% ❧✬♦✛%❡ .4✉✐-❛❜❧❡ (50, 50)✳ ❈❡1 ♣❤.✲
♥♦♠8♥❡1 ❞❡ %❡❥❡- 1♦♥- ❧❡ ❢%✉✐- ❞❡ ❧✬.♠❡%❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧8%❡ ❞✉ %.♣♦♥❞❛♥-✱ ✉♥❡ .♠♦-✐♦♥ 4✉✐✱

❞✬❛♣%81 ❖%-♦♥②✱ ❈❧♦%❡ ❡- ❈♦❧❧✐♥1 ✭✶✾✽✽✮✱ 1✉%✈✐❡♥- ❧♦%14✉❡ ❧✬♦♥ ❡1- ✈✐❝-✐♠❡ ❞✬✉♥ ♣%.❥✉❞✐❝❡

✭♥♦-❛♠♠❡♥- 4✉❛♥❞ ✐❧ ❡1- ♣❡%\✉ ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉1-❡✮✱ 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ 1♦✐- ❡✛❡❝-✐❢ ♦✉ ♣♦-❡♥-✐❡❧✱ ❡-

4✉✬♦♥ ❡♥ ❛--%✐❜✉❡ ❧❛ %❡1♣♦♥1❛❜✐❧✐-.✱ ❛✐♥1✐ 4✉❡ ❧✬✐♥!❡♥!✐♦♥ 7 ✉♥ ♦✛❡♥1❡✉% ✐❞❡♥-✐✜.✳

✾✶



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

◆!❛♥♠♦✐♥'✱ ❝❡✉① -✉✐ ♥♦✉' ❡♥.♦✉/❡♥. ♥❡ ♥♦✉//✐''❡♥. ♣❛' ✉♥✐-✉❡♠❡♥. ❞❡ ♠❛✉✈❛✐'❡' ✐♥✲

.❡♥.✐♦♥' 4 ♥♦./❡ !❣❛/❞✱ ❡. ✐❧ ❛//✐✈❡ ♣❛/❢♦✐' -✉❡ ❞❡' ♣❡/'♦♥♥❡' ❞!❝✐❞❡♥.✱ ❞❡ ❧❡✉/ ♣❧❡✐♥ ❣/!✱

❞❡ /!❛❧✐'❡/ ❞❡' ❛❝.✐♦♥' -✉✐ ♥♦✉' '♦♥. ♣/♦✜.❛❜❧❡'✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦/'-✉❡ ❧✬♦♥ /❡;♦✐.

✉♥ ❝❛❞❡❛✉✳ ❉❛♥' ❝❡' '✐.✉❛.✐♦♥'✱ ✉♥❡ ❛✉./❡ !♠♦.✐♦♥ ♠♦/❛❧❡ ./>' ✐♠♣♦/.❛♥.❡ ✐♥.❡/✈✐❡♥.✱ ✐❧

'✬❛❣✐. ❞❡ ❧❛ ❣/❛.✐.✉❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉' ❧✬❛✈♦♥' '♦✉❧✐❣♥! ♣/!❝!❞❡♠♠❡♥.✱ ❧❛ ❣/❛.✐.✉❞❡ ❡'. ❞!✜✲

♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬!♠♦.✐♦♥ ✭♣♦'✐.✐✈❡✮ -✉❡ ❧✬♦♥ /❡''❡♥. ❧♦/'-✉✬✉♥❡ ❛✉./❡ ♣❡/'♦♥♥❡ ❛ ❡✛❡❝.✉! ♦✉

❛ .❡♥.! ❞✬❡✛❡❝.✉❡/ ✉♥ ❛❝.❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐>/❡ ✐♥"❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡" ✈♦❧♦♥"❛✐(❡✱ ❡♥./❛C♥❛♥. ✉♥ ❣❛✐♥

♣❛/.✐❝✉❧✐>/❡♠❡♥. ♣/!❝✐❡✉① ✭✉♥ ❞♦♥ ❞✬❛/❣❡♥.✱ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡✮✱ -✉✐ /❡♣/!'❡♥.❡ ✉♥ ❝♦D. ♣♦✉/ ❧❛

♣❡/'♦♥♥❡ -✉✐ ❧❡ /!❛❧✐'❡✱ '❛♥' ❝♦♠♣❡♥'❛.✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐>/❡ ✭✐♠♠!❞✐❛.❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛/. ❞❡ ❝❡❧✉✐ -✉✐

❧❡ /❡;♦✐. ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤✱ ❑✐❧♣❛./✐❝❦✱ ❊♠♠♦♥' ❡. ▲❛/'♦♥✱ ✷✵✵✶✮✳

❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮ ✐♥.>❣/❡ ❞❛♥' '♦♥ ♠♦❞>❧❡ ❝❡' ❞✐✛!/❡♥.❡' '♣!❝✐✜❝✐.!' ❡. ❞♦♥♥❡ ✉♥ /Q❧❡ ❝❡♥✲

./❛❧ ❛✉① ✐♥.❡♥.✐♦♥' ❞❡' ❥♦✉❡✉/' ❞❛♥' ❧❡ ♣/♦❝❡''✉' ❞❡ ❞!❝✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ■❧ '✉♣♣♦'❡✱ ❡♥

❡✛❡.✱ -✉❡ ❧✬❛❣❡♥. ❛ .❡♥❞❛♥❝❡ 4 T./❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥. ❛✈❡❝ ❧❡' ♣❡/'♦♥♥❡' -✉✐ '❡ '♦♥. ♠♦♥./!❡'

❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥.❡' ❡♥✈❡/' ❧✉✐✱ ❡. ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥. ❛✈❡❝ ❧❡' ♣❡/'♦♥♥❡' -✉✐ '❡ '♦♥. ♠❛❧ ❝♦♠♣♦/.!❡' ❛✈❡❝

❧✉✐✳ U❛/ ❝♦♥'!-✉❡♥.✱ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❞❛♥' ❧❛ ❧✐❣♥!❡ ❞❡' ./❛✈❛✉① ♣✐♦♥♥✐❡/' ❞❡ ●❡❛♥❛❦♦♣❧♦'✱

U❡❛/❝❡ ❡. ❙.❛❝❝❤❡..✐ ✭✶✾✽✾✮✱ '✉♣♣♦'❡ -✉❡ ❧✬✉.✐❧✐.! ❞✬✉♥ ❛❣❡♥. !❝♦♥♦♠✐-✉❡✱ ❧♦/'-✉✬✐❧ ❥♦✉❡✱ ❡'.

❛✛❡❝.!❡ ♣❛/ '❡' ❝/♦②❛♥❝❡' 4 ♣/♦♣♦' ❞❡' ✐♥.❡♥.✐♦♥' ❞❡' ❛✉./❡' ❥♦✉❡✉/'✳ U❧✉' ♣/!❝✐'!♠❡♥.✱ '♦♥

✉.✐❧✐.! ❞!♣❡♥❞ 4 ❧❛ ❢♦✐' ❞❡ '❛ './❛.!❣✐❡✱ ❞❡ '❡' ❝/♦②❛♥❝❡' '✉/ ❧❛ './❛.!❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉./❡ ❥♦✉❡✉/

✼

✱

❡. ❞❡ '❡' ❝/♦②❛♥❝❡' 4 ♣/♦♣♦' ❞❡' ❝/♦②❛♥❝❡' ❞❡ ❧✬❛✉./❡ ❥♦✉❡✉/ ❝♦♥❝❡/♥❛♥. '❛ ♣/♦♣/❡ './❛.!❣✐❡ ✳

❊♥ /❡♣/❡♥❛♥. ❧❛ ♥♦.❛.✐♦♥ ✉.✐❧✐'!❡ ♣❛/ ❧✬❛✉.❡✉/✱ ♦♥ ❞!✜♥✐. ai ∈ Si ❡. aj ∈ Sj /❡♣/!'❡♥.❛♥.

❧❡' './❛.!❣✐❡' ❝❤♦✐'✐❡' ♣❛/ ❧❡' ❥♦✉❡✉/'✱ bi ∈ Si ❡. bj ∈ Sj /❡♣/!'❡♥.❛♥. /❡'♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✱

❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' ❞✉ ❥♦✉❡✉/ j '✉/ ❧❛ './❛.!❣✐❡ ❥♦✉!❡ ♣❛/ i✱ ❡. ❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' ❞✉ ❥♦✉❡✉/ i '✉/ ❧❛
'./❛.!❣✐❡ ❝❤♦✐'✐❡ ♣❛/ j✳ ❊♥✜♥✱ ci ∈ Si ❡. cj ∈ Sj ❞!'✐❣♥❡♥. /❡'♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' ❞✉

❥♦✉❡✉/ i ❝♦♥❝❡/♥❛♥. ❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' -✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉/ j ❛✱ ❛✉ '✉❥❡. ❞❡ ❧❛ './❛.!❣✐❡ ❥♦✉!❡ ♣❛/ ❧❡
❥♦✉❡✉/ i✱ ❡. ❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' ❞✉ ❥♦✉❡✉/ j '✉/ ❧❡' ❝/♦②❛♥❝❡' -✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉/ i ❛✱ /❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. 4 ❧❛
'./❛.!❣✐❡ ❥♦✉!❡ ♣❛/ ❧❡ ❥♦✉❡✉/ j✳

❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮ ❞♦♥♥❡ ❡♥'✉✐.❡ ✉♥❡ ❞!✜♥✐.✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐❡♠❡♥. !-✉✐.❛❜❧❡✱ ❞!.❡/♠✐♥! ❝♦♥❞✐.✐♦♥✲

♥❡❧❧❡♠❡♥. ❛✉① ❝/♦②❛♥❝❡' ❞❡' ❥♦✉❡✉/' '✉/ ❧❛ './❛.!❣✐❡ ❡♠♣❧♦②!❡ ♣❛/ ❧✬❛✉./❡✱ -✉✐ ♣❡/♠❡. ❛✉①

❛❣❡♥.' ❞❡ ❞!.❡/♠✐♥❡/ ❧❡✉/ ❝/♦②❛♥❝❡ '✉/ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉/ ♣/♦♣/❡ './❛.!❣✐❡ ✭4 ❧✬❡♥✲

❝♦♥./❡ ❞❡ ❧✬❛✉./❡ ❥♦✉❡✉/✮✱ ♠❛✐' ❛✉''✐ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉./❡ ❥♦✉❡✉/✳

❉✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉/ i✱ ❝❡ ♣❛✐❡♠❡♥. !-✉✐.❛❜❧❡ ❡'. !❣❛❧ 4 ✿

πe
j (bj) =

πh
j (bj) + πl

j(bj)

2
✭✸✳✷✳✹✮

❈❡ ❣❛✐♥ ❝♦//❡'♣♦♥❞ 4 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥./❡ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥. ♠❛①✐♠✉♠ ❡. ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥. ♠✐♥✐♠✉♠✱

❛✉ '❡✐♥ ❞❡' ❛❧❧♦❝❛.✐♦♥' ♣❛/❡.♦✲❡✣❝✐❡♥.❡'✱ -✉❡ ❞✬❛♣/>' i✱ j ♣❡♥'❡ ❛..❡✐❣♥❛❜❧❡'✱ !.❛♥. ❞♦♥♥!
-✉❡ i '✉♣♣♦'❡ -✉❡ ❧✬❛✉./❡ ❥♦✉❡✉/ ❛❞♦♣.❡ ❧❛ './❛.!❣✐❡ bj✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❡' ✐♥.❡♥.✐♦♥' ❞❡ i '♦♥. ❜✐❡♥✲
✈❡✐❧❧❛♥.❡' ✭♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥.❡'✮ 4 ❧✬❡♥❝♦♥./❡ ❞❡ j '✐ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥. ❞❡ j✱ ♣♦✉/ ❧❛ './❛.!❣✐❡ ❝❤♦✐'✐❡
♣❛/ i✱ ❡'. ♣❧✉' ❣/❛♥❞ ✭♣❡.✐.✮ -✉❡ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥. !-✉✐.❛❜❧❡ πe

j (bj).

✼✳ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮ ♥✬❡♥✈✐/❛❣❡ 1✉❡ ❞❡/ /✐4✉❛4✐♦♥/ 6 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉9/✱ ♥;❛♥♠♦✐♥/✱ ❉✉❢✇❡♥❜❡9❣ ❡4 ❑✐9❝❤/4❡✐❣❡9

✭✷✵✵✹✮ ♣9;/❡♥4❡♥4 ✉♥❡ ❡①4❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞G❧❡ ♣♦✉9 n ❥♦✉❡✉9/✳

✾✷



✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

❉❡ ♣❧✉%✱ ❞❡% ❢♦♥❝,✐♦♥% ❞❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡%✱ ♥♦,1❡% f(ai, bj) ❡, f(aj, bi)✱ ❞1✜♥✐%%❡♥, 3❡%♣❡❝✲
,✐✈❡♠❡♥, ❧❛ ❝3♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, i %✉3 %♦♥ ♣3♦♣3❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧♦3%9✉✬✐❧ ❥♦✉❡ ai
❡, 9✉✬✐❧ ♣❡♥%❡ 9✉❡ ❧❛ %,3❛,1❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉,3❡ ❥♦✉❡✉3 ❡%, bj ❡, ; ❧❛ ❝3♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, j %✉3
%❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧♦3%9✉✬✐❧ ❥♦✉❡ aj ❡, 9✉✬✐❧ ♣❡♥%❡ 9✉❡ ❧❛ %,3❛,1❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉,3❡ ❥♦✉❡✉3 ❡%, bi

✽

❉✉ ♣♦✐♥, ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉3 i✱ ❝❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❡%, ♥1❣❛,✐✈❡ %✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ❥♦✉❡✉3 j ♠♦✐♥% 9✉❡
❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥, 19✉✐,❛❜❧❡✱ ♣♦%✐,✐✈❡ %✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉% ❡, ♥✉❧❧❡ %✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝,❡♠❡♥, ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥,

19✉✐,❛❜❧❡ ❛✉ ❥♦✉❡✉3 j ✳

▲✬✉,✐❧✐,1 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, ❡%, ❛❧♦3% ❞♦♥♥1❡ ♣❛3 ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ %✉✐✈❛♥,❡ ✿

Ui(ai, bj, ci) = πi(ai, bj) + f̃j(bj, ci)[1 + fi(ai, bj)] ✭✸✳✷✳✺✮

❖F f̃j(bj, ci) ❝♦33❡%♣♦♥❞ ; ❧❛ ❝3♦②❛♥❝❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉3 i %✉3 ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ 9✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉3 j
♣❡♥%❡ ❛✈♦✐3 ; ♣3♦♣♦% ❞✉ ❥♦✉❡✉3 i✳ G❛3 ❝♦♥%19✉❡♥,✱ %✐ i ❝3♦✐, 9✉❡ j ❝♦♥%✐❞H3❡ 9✉✬✐❧ ♥❡ ❧❡
,3❛✐,❡ ♣❛% ❝♦33❡❝,❡♠❡♥, ❡♥ 31❛❧✐%❛♥, %❛ %,3❛,1❣✐❡ bj ✭f̃j < 0✮✱ ❛❧♦3% i %♦✉❤❛✐,❡ ❢❛✐3❡ ♣3❡✉✈❡
❞❡ 31❝✐♣3♦❝✐,1 ♥1❣❛,✐✈❡ ❡♥ 1,❛♥, 1❣❛❧❡♠❡♥, ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥, ; ❧✬❡♥❝♦♥,3❡ ❞❡ j ❡, ❡♥ ❝❤♦✐%✐%%❛♥,
ai ❞❡ %♦3,❡ ; ❝❡ 9✉❡ fi %♦✐, ♥1❣❛,✐❢ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡✳ ■♥✈❡3%❡♠❡♥,✱ %✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉3 i ♣❡♥%❡ 9✉❡ j ❡%,
❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥, ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ✐❧ %♦✉❤❛✐,❡ ,3❛✐,❡3 ❝♦33❡❝,❡♠❡♥, ❧❡ ❥♦✉❡✉3 j ❡, ❢❛✐3❡ ♣3❡✉✈❡ ❞❡ 31❝✐✲
♣3♦❝✐,1 ♣♦%✐,✐✈❡✳

❈❤❡③ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ♦♥ 3❡,3♦✉✈❡ ; ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♣31%❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦3♠❡✱ ; ,3❛✈❡3% ❧❛ ❞1✜♥✐✲

,✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐❡♠❡♥, 19✉✐,❛❜❧❡ 9✉✐ %❡3, ❞❡ ♣♦✐♥, ❞❡ 31❢13❡♥❝❡ ♣♦✉3 ❞1,❡3♠✐♥❡3 %✐ ❧❡% ❥♦✉❡✉3%

3❡%♣❡❝,❡♥, ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ♥♦3♠❡ ❞✬19✉✐,1✳ ❉❛♥% ❧❛ ♣❡3%♣❡❝,✐✈❡ ❞❡% 1♠♦,✐♦♥% ♠♦3❛❧❡%✱ ❧✬✉♥ ❞❡%

❛%♣❡❝,% ♠❛❥❡✉3% ❞❡ ❝❡,,❡ ♠♦❞1❧✐%❛,✐♦♥✱ ❡%, ❧❡ ♣❛3❛❧❧H❧❡ 9✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ❡✛❡❝,✉❡3 ❡♥,3❡ ❧✬✐♥✲

,❡3♣31,❛,✐♦♥ ❞♦♥♥1❡ ♣❛3 ❧✬❛✉,❡✉3 ❞❡% ❝❛3❛❝,13✐%,✐9✉❡% ❞❡ %❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,1✱ ❡, ❧❡% ♠♦❞❡%

❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, 9✉✐ ♦♥, ♣✉ Q,3❡ ❞1❣❛❣1%✱ ; ♣3♦♣♦% ❞❡ ❝❡3,❛✐♥❡% 1♠♦,✐♦♥% ♠♦3❛❧❡%✳

G❛3 ❡①❡♠♣❧❡✱ %✐ i ❝3♦✐, 9✉❡ j ♥❡ ❧❡ ,3❛✐,❡ ♣❛% ❝♦33❡❝,❡♠❡♥,✱ ❝✬❡%,✲;✲❞✐3❡ 9✉❡ j ❝❤♦✐%✐, ❞1✲
❧✐❜131♠❡♥, ✉♥❡ %,3❛,1❣✐❡ ❝♦♥❞✉✐%❛♥, ; ❞❡% ❣❛✐♥% 9✉✐ ♥❡ 3❡%♣❡❝,❡♥, ♣❛% ❧❛ ♥♦3♠❡ ❞✬19✉✐,1✱ i
%✉❜✐, ✉♥❡ ❜❛✐%%❡ ❞❡ %❛,✐%❢❛❝,✐♦♥ ✭♣✉✐%9✉❡ f̃j < 0✮✱ ♣♦✉✈❛♥, %✬❛♣♣❛3❡♥,❡3 ; ❧✬1♠❡3❣❡♥❝❡ ❞✉
%❡♥,✐♠❡♥, ❞❡ ❝♦❧H3❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,1 ❡%, ,❡❧❧❡ 9✉❡✱ 1,❛♥, ❞♦♥♥1 ❧❡ ♠❛✉✈❛✐% ❝♦♠♣♦3,❡✲

♠❡♥, ❞❡ j✱ i %♦✉❤❛✐,❡ Q,3❡ 1❣❛❧❡♠❡♥, ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥, ; %♦♥ ❡♥❝♦♥,3❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❧❡ ♣♦✉%%❡ ; ❝❤♦✐%✐3
✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ai ,❡❧❧❡ 9✉❡ fi %♦✐, ♥1❣❛,✐❢ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡①❛❝,❡♠❡♥, ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❧H3❡ ❝♦♥❞✉✐,✱ ;
,3❛✈❡3% %❛ ,❡♥❞❛♥❝❡ ; ❧✬❛❝,✐♦♥✱ ; ❡♥,3❡♣3❡♥❞3❡ ❞❡ %❡ ✈❡♥❣❡3 ✭♣✉♥✐,✐♦♥%✮✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ❞❡% 3❡❝❤❡3❝❤❡% ♦♥, ♠♦♥,31 9✉❡ ❧❛ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡ ♣3♦❝✉3❡ ✉♥ ❝❡3,❛✐♥ ♣❧❛✐%✐3 ; ❧✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉ 9✉✐ ❧✬❡✛❡❝,✉❡ ✭❘✐❧❧✐♥❣ ❡, ❙❛♥❢❡②✱ ✷✵✶✶✮ ❡, ❝❡ ♣❤1♥♦♠H♥❡ %❡ 3❡,3♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,1✱ ♣✉✐%9✉❡ ❧❡ ❢❛✐, ❞❡ %❡ ✈❡♥❣❡3 ♣❡3♠❡, ❞✬❛,,1♥✉❡3 ❧❛ ♣❡3,❡ ❞✬✉,✐❧✐,1

❞✉❡ ❛✉① ♠❛✉✈❛✐%❡% ✐♥,❡♥,✐♦♥% ❞❡ ❧✬❛✉,3❡ ❥♦✉❡✉3✳

✽✳ f(ai, bj) =
[πj(bj ,ai)−πe

j (bj)]

[πh
j
(bj)−πmin

j
(bj)]

♦# πmin
j (bj) ❡%& ❧❡ ♣✐*❡ ♣❛✐❡♠❡♥& .✉❡ j ♣❡✉& ♦❜&❡♥✐* ❧♦*.✉✬✐❧ ❥♦✉❡ bj ✳

✾✸



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

■♥✈❡$%❡♠❡♥'✱ %✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ i ♣❡♥%❡ /✉❡ j ❡%' ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥' ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❡♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥'✱ ✐♥✲

'❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥'✱ ♣❧✉% /✉❡ ❧❡ ♣❛✐❡♠❡♥' 5/✉✐'❛❜❧❡✱ i $❡%%❡♥' ✉♥❡ ❤❛✉%%❡ ❞✬✉'✐❧✐'5 ✭f̃j > 0✮✱
%❡♠❜❧❛❜❧❡ : ❝❡❧❧❡ /✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' $❡%%❡♥'✐$ ❧♦$% ❞❡ ❧✬5♠❡$❣❡♥❝❡ ❞✉ %❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣$❛'✐'✉❞❡✳ ▲❡

❥♦✉❡✉$ i %♦✉❤❛✐'❡ ❛❧♦$%✱ : %♦♥ '♦✉$✱ >'$❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥' ❛✈❡❝ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ j✱ ❞❡ ♠❛♥✐?$❡ %✐♠✐❧❛✐$❡

: ❧❛ '❡♥❞❛♥❝❡ : ❧✬❛❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬5♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❣$❛'✐'✉❞❡✳

❖♥ ♥♦'❡ ✐❝✐ ❧❛ ♣❡$'✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮ /✉✐✱ ❝♦♥'$❛✐$❡♠❡♥' ❛✉① ♠♦❞?❧❡%

✈✉% ♣$5❝5❞❡♠♠❡♥'✱ ✐♥'5❣$❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦%❛♥'❡ ❞❡ $5❝✐♣$♦❝✐'5 ♣♦%✐'✐✈❡✱ ❡' ♣$5✜❣✉$❡ ❧✬✐♥'5❣$❛✲

'✐♦♥ ❞✉ $G❧❡ ❞❡% 5♠♦'✐♦♥% ♣♦%✐'✐✈❡% ❞❛♥% ❧❛ ♣$✐%❡ ❞❡ ❞5❝✐%✐♦♥ ❞❡% ❛❣❡♥'%✳

❉❡ ♣❧✉%✱ '♦✉❥♦✉$% ❡♥ %✉♣♣♦%❛♥' /✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ i ❛♥'✐❝✐♣❡ ❞❡% ✐♥'❡♥'✐♦♥% ❡' ✉♥ ❝♦♠♣♦$✲

'❡♠❡♥' ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥'% ❞❡ ❧❛ ♣❛$' ❞❡ %♦♥ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ ✭f̃j > 0✮✱ ♦♥ ❝♦♥%'❛'❡ /✉❡ %✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉$

i ❛❣✐' ❞❡ ♠❛♥✐?$❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥'❡✱ : ❧✬❡♥❝♦♥'$❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ j✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐/✉❡ ✉♥❡ ❞5%✉'✐❧✐'5 /✉✐

♣❡✉' >'$❡ ✐♥'❡$♣$5'5❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬5♠❡$❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'5✳ ❆✐♥%✐✱ ❧❛ ♣$5%❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦J'

♣%②❝❤♦❧♦❣✐/✉❡ ❧✐5 ❛✉ ❢❛✐' ❞❡ ♠❛❧ ❛❣✐$ : ❧✬❡♥❝♦♥'$❡ ❞✬✉♥ ♣❛$'❡♥❛✐$❡ ❛②❛♥' ❞❡ ❜♦♥♥❡% ✐♥'❡♥✲

'✐♦♥% : ♥♦'$❡ 5❣❛$❞✱ ♣❡✉' >'$❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐%%✉❛❞❡$ ❧✬❛❞♦♣'✐♦♥ ❞✬✉♥ '❡❧ ❝♦♠♣♦$'❡♠❡♥'✳

❈❤❡③ ❘❛❜✐♥✱ ❧❡ %❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'5 ♥❡ ♣❡✉' ❝❡♣❡♥❞❛♥' >'$❡ ❡♥✈✐%❛❣5 /✉✬: '$❛✈❡$% ❧❡

♣$✐%♠❡ ❞❡ ❧❛ $5❝✐♣$♦❝✐'5✳

O❛$ ❛✐❧❧❡✉$%✱ ❞✬❛♣$?% ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✉'✐❧✐'5 ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥% ❧✬5/✉❛'✐♦♥ (3.2.5)
♣❡$♠❡' ♣❧✉% ❞❡ $5❛❧✐%♠❡ /✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞♦♥' ❧❛ ❢♦$♠❡ %❡$❛✐' ❧❛ %✉✐✈❛♥'❡ ✿

Vi(ai, bj, ci) = πi(ai, bj) + f̃j(bj, ci)f(ai, bj)

❊♥ ❡✛❡'✱ ✐❧ ❡①♣❧✐/✉❡ /✉❡ ❧♦$%/✉✬✉♥❡ ♣❡$%♦♥♥❡ ♥✬❡%' ♣❛% '$❛✐'5❡ ❝♦$$❡❝'❡♠❡♥'✱ ❝✬❡%'✲:✲❞✐$❡

/✉❡ ❧✬❛✉'$❡ ❥♦✉❡✉$ ♥✬❛ ♣❛% ❞❡ ❜♦♥♥❡% ✐♥'❡♥'✐♦♥% : %♦♥ 5❣❛$❞✱ %♦♥ ✉'✐❧✐'5 ❞♦✐' ♦❜❧✐❣❛'♦✐$❡✲

♠❡♥' ❡♥ %✉❜✐$ ✉♥ ❝♦J' ✭❡' ❞♦♥❝ >'$❡ ✐♥❢5$✐❡✉$❡ : %❡% ❣❛✐♥% ♠♦♥5'❛✐$❡% ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉✮✳ ▲❛

✈❡♥❣❡❛♥❝❡ /✉✬✐❧ ❛ ❧✬♦♣♣♦$'✉♥✐'5 ❞✬❡✛❡❝'✉❡$ ❡♥ 5'❛♥' ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥' ❡♥✈❡$% ❧✬❛✉'$❡ ❥♦✉❡✉$✱ ♥❡

♣❡✉' ❞♦♥❝ /✉❡ ♣❛$'✐❡❧❧❡♠❡♥' ❝♦♠♣❡♥%❡$ ❝❡''❡ ♣❡$'❡ ❞✬✉'✐❧✐'5✳

❯♥ ❛✉'$❡ ❛%♣❡❝' ✐♠♣♦$'❛♥' ❞❡ ❧❛ ♠♦❞5❧✐%❛'✐♦♥ ❞❡ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❡%' ❧✬❛$❜✐'$❛❣❡ ❡①✐%'❛♥'✱

❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✉'✐❧✐'5✱ ❡♥'$❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲>'$❡ ♠❛'5$✐❡❧ ✭♣$❡♠✐❡$ '❡$♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥✮

❡' ❧❛ ♣$5❢5$❡♥❝❡ ♣♦✉$ ❧❡ $❡%♣❡❝' ❞✬✉♥❡ ♥♦$♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬5/✉✐'5 ✭$❡♣$5%❡♥'5❡ ♣❛$

❧❡ ❞❡✉①✐?♠❡ '❡$♠❡✮✳ ❊♥ ♣❛$'✐❝✉❧✐❡$✱ ❧✬❛✉'❡✉$ %✉♣♣♦%❡ /✉❡ ❧❛ ♣♦✉$%✉✐'❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ♠❛'5$✐❡❧

♣❡✉' %✉$♣❛%%❡$ ❧✬✐♥'5$>' ♣♦✉$ ❧✬5/✉✐'5 ❡' ❧❛ ❥✉%'✐❝❡✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥' /✉❡ ❧✬✐♥❝✐'❛'✐♦♥ ♠❛'5$✐❡❧❧❡

❡%' %✉✣%❛♠❡♥' ❢♦$'❡✱ ❝❡ /✉❡ ❧✬♦♥ $❡'$♦✉✈❡ ❡♠♣✐$✐/✉❡♠❡♥'✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉$ ❧❡% ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ $❡❥❡' ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧'✐♠❛'✉♠✱ /✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣$♦♣♦$'✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥'✱ ❛✉ ❢✉$ ❡' : ♠❡%✉$❡

/✉❡ ❧❛ %♦♠♠❡ ❡♥ ❥❡✉ ❡%' ✐♠♣♦$'❛♥'❡ ✭❍♦✛♠❛♥✱ ▼❝❈❛❜❡ ❡' ❙♠✐'❤✱ ✶✾✾✻ ❀ ❙❧♦♥✐♠ ❡' ❘♦'❤✱

✶✾✾✽ ❀ ❈❛♠❡$♦♥✱ ✶✾✾✾ ❀ ▼✉♥✐❡$ ❡' ❩❛❤❛$✐❛✱ ✷✵✵✸✮✳

❈❡''❡ ❞✉❛❧✐'5 ❡♥'$❡ ♣$5❢5$❡♥❝❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❜✐❡♥✲>'$❡ ♠❛'5$✐❡❧ ❡' ♣$5❢5$❡♥❝❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❢❛✐'

❞✬❛❞♦♣'❡$ ✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐'❡ ♠♦$❛❧❡✱ ❞❡ %♦$'❡ : >'$❡ ❛❝❝❡♣'5 %♦❝✐❛❧❡♠❡♥'✱ ❡%' ❛✉ ❝^✉$ ❞❡ ❝❡

/✉✐ ❝♦♥%'✐'✉❡ ❧❡% ❞✐❧❡♠♠❡% %♦❝✐❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ %✬✐❧ ♥❡ %✬❛❣✐%%❛✐' ♣❛% ❞❡ %✐'✉❛'✐♦♥% ♦_ ❧❡% ❞✐❢✲

❢5$❡♥'❡% ♣$5❢5$❡♥❝❡% ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% $❡♥'$❡♥' ❡♥ ❝♦♥'$❛❞✐❝'✐♦♥ ❧❡% ✉♥❡% ❛✈❡❝ ❧❡% ❛✉'$❡%✱ ❡❧❧❡%

♥❡ %❡$❛✐❡♥' ♣❛% /✉❛❧✐✜5❡% ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡%✳ ❉❡ ❢❛✐'✱ ❝✬❡%' ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♥5❣❧✐❣❡♥❝❡ ❞❡% ♣$5❢5$❡♥❝❡%

%♦❝✐❛❧❡% ♦✉ ♠♦$❛❧❡% ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉%✱ ❞❛♥% ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❝❧❛%%✐/✉❡ ❞❡ ❧❛ '❤5♦$✐❡ ❞❡% ❥❡✉①✱ /✉❡

♣$♦✈✐❡♥' ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐'5 ❞♦♥' ❢❛✐' ♣$❡✉✈❡ ❝❡''❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ : $❡♥❞$❡ ❝♦♠♣'❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦$'❡♠❡♥'

❞❡% ❛❣❡♥'% 5❝♦♥♦♠✐/✉❡% ❞❛♥% ❝❡% %✐'✉❛'✐♦♥%✳

✾✹



✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

❯♥❡ #❡❧❧❡ ❞✉❛❧✐#) *❡ +❡#+♦✉✈❡ ❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛+# ❞❡* ♠♦❞0❧❡* ❞✐#* ❞❡ ♣+)❢)+❡♥❝❡* *♦❝✐❛❧❡* ❡#

♦♥ ♣❡✉#✱ ❡♥ ♣❛+#✐❝✉❧✐❡+✱ *♦✉❧✐❣♥❡+ 5 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ #+❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇+❡❦❦❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ =✉✐ ❝❡♥#+❡

*♦♥ ❛♥❛❧②*❡ *✉+ ❝❡##❡ =✉❡*#✐♦♥✳ ▲❡* ❛✉#❡✉+* +❡♣+❡♥♥❡♥# ❧❛ ❞)✜♥✐#✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡* ❞❡ ♣+✐*❡

❞❡ ❞)❝✐*✐♦♥ ♣+♦♣♦*)❡ ♣❛+ ▼❛+❝❤ ❡# ❖❧*❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ▲❡ ♣+❡♠✐❡+ *❡ +❛♣♣+♦❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝#✐♦♥✲

♥❡♠❡♥# ❝❧❛**✐=✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦ ♦❡❝♦♥♦♠✐❝✉* ❡# ❝♦♥❝❧✉# =✉❡ ❧✬❛❝#✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡* ❛❣❡♥#*

❞)♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ +)♣♦♥*❡ ❛✉① #+♦✐* =✉❡*#✐♦♥* *✉✐✈❛♥#❡* ✿ ✓ ◗✉❡❧❧❡* *♦♥# ❧❡* ❞✐✛)+❡♥#❡* ❛❧#❡+✲

♥❛#✐✈❡* ♣♦**✐❜❧❡* ❄ ◗✉❡❧❧❡* *♦♥# ❧❡* ❝♦♥*)=✉❡♥❝❡* ❞❡ ❝❡* ❛❧#❡+♥❛#✐✈❡* ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡*# ❧❛ ✈❛❧❡✉+✱

❡♥ #❡+♠❡* ❞❡ ♣+)❢)+❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝❡* ❝♦♥*)=✉❡♥❝❡* ✭♣♦✉+ ❝❡❧✉✐ =✉✐ ❞♦✐# ❝❤♦✐*✐+ ❧✬❛❝#✐♦♥✮ ❄ ✔✳ ▲❡

*❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ❡*# =✉❛♥# 5 ❧✉✐ +❡❧❛#✐❢ 5 ❧✬✐❞❡♥#✐#) ❞❡ ❧✬❛❣❡♥# ❡# 5 *❛ ❝♦♥❝❡♣#✐♦♥ ❞❡* ❝♦♠♣♦+#❡✲

♠❡♥#* =✉✐ *♦♥# ❛♣♣+♦♣+✐)* 5 ❝❡##❡ ✐❞❡♥#✐#)✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞✬✉♥❡ ❛❝#✐♦♥ ❞)♣❡♥❞ ❝❡##❡

❢♦✐*✲❝✐ ❞❡ ❧❛ +)♣♦♥*❡ ❛✉① #+♦✐* =✉❡*#✐♦♥* *✉✐✈❛♥#❡* ✿ ✓ ◗✉❡❧ #②♣❡ ❞❡ ♣❡+*♦♥♥❡ *✉✐*✲❥❡ ❄ ❉❛♥*

=✉❡❧ #②♣❡ ❞❡ *✐#✉❛#✐♦♥ *✉✐*✲❥❡ ❄ ◗✉✬❡*#✲❝❡ =✉✬✉♥❡ ♣❡+*♦♥♥❡ ❞❡ ♠♦♥ #②♣❡ ❢❡+❛✐# ❞❛♥* ❝❡##❡

*✐#✉❛#✐♦♥ ❄ ✔✳ ❇+❡❦❦❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡♥✈✐*❛❣❡♥# ❛❧♦+* ✉♥ ♣+♦❝)❞) ❤②❜+✐❞❡✱ ❡♥ ♣♦*#✉❧❛♥# =✉❡

❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* ✈❡✉❧❡♥# ❞✬✉♥❡ ♣❛+# +)❛❧✐*❡+ ❞❡* ❛❝#✐♦♥* =✉✐ ❧❡✉+ ♣❡+♠❡##❡♥# ❞❡ *❡ ❝♦♥*✐❞)+❡+

❝♦♠♠❡ ❞❡* ♣❡+*♦♥♥❡* ♠♦+❛❧❡♠❡♥# ❡# *♦❝✐❛❧❡♠❡♥# +❡*♣♦♥*❛❜❧❡*✱ ♠❛✐* *❛♥* ♥)❣❧✐❣❡+ ❞✬❛✉#+❡

♣❛+# ❧❡✉+ ❞)*✐+ ❞❡ ❜✐❡♥✲T#+❡ )❣♦U*#❡✳ ❆✐♥*✐✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥# ❞❡ ❢❛✐+❡ ❧❡✉+ ❝❤♦✐① ❧❡* ❛❣❡♥#* *❡

♣♦*❡♥# ✜♥❛❧❡♠❡♥# ❧❡* #+♦✐* =✉❡*#✐♦♥* *✉✐✈❛♥#❡* ✿ ✓ ◗✉❡❧ #②♣❡ ❞❡ ♣❡+*♦♥♥❡ *✉✐*✲❥❡ ❄ ❉❛♥*

=✉❡❧ #②♣❡ ❞❡ *✐#✉❛#✐♦♥ *✉✐*✲❥❡ ❄ ◗✉✬❡*# ❝❡ =✉✬✉♥❡ ♣❡+*♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦✐ ❢❡+❛✐# ✐❞'❛❧❡♠❡♥!

❞❛♥* ❝❡ #②♣❡ ❞❡ *✐#✉❛#✐♦♥ ❄ ✔✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ✜♥❛❧ +)*✉❧#❛♥# ❞✬✉♥ ❛+❜✐#+❛❣❡ ❡♥#+❡ ❧❡ *♦✉❤❛✐# ❞✬T#+❡

*♦❝✐❛❧❡♠❡♥# +❡*♣♦♥*❛❜❧❡ ✭❡♥ +❡*♣❡❝#❛♥# *♦♥ ✐❞)❛❧ ♠♦+❛❧✮ ❡# ❧❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ ♣❧❛✐*✐+* ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉❡❧*✳

❈❡❝✐ ♣♦*❡ ❧❛ =✉❡*#✐♦♥ ❞❡ *❛✈♦✐+ ❝♦♠♠❡♥# ❧❡* T#+❡ ❤✉♠❛✐♥* +)❛❣✐**❡♥# ❢❛❝❡ ❛✉① ♥♦+♠❡*✳

X❡✉#✲♦♥ ❛❝❤❡#❡+ ❧❛ ♠♦+❛❧❡✱ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥*❝✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥ T#+❡ ❤✉♠❛✐♥ ❄ ❯♥ ❤♦♠♠❡ ❡*#✲✐❧ ♣+T# 5

♦✉❜❧✐❡+ ❝❡ ❡♥ =✉♦✐ ✐❧ ❝+♦✐#✱ *❡* ✈❛❧❡✉+*✱ ❡# ❧❡* ♥♦+♠❡* =✉✬✐❧ ❛ ✐♥#)+✐♦+✐*) ❛✉ ♣❧✉* ♣+♦❢♦♥❞

❞❡ ❧✉✐✲♠T♠❡✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥# =✉✬✐❧ ② #+♦✉✈❡ ✉♥ ✐♥#)+T# ♠❛#)+✐❡❧ )❣♦U*#❡ *✉✣*❛♠❡♥# ✐♠♣♦+✲

#❛♥# ❄ ▲❡ ♠♦❞0❧❡ ❝❧❛**✐=✉❡ ❡♥ #❤)♦+✐❡ ❞❡* ❥❡✉① ♥)❣❧✐❣❡ ❝♦♠♣❧)#❡♠❡♥# ❧❡ ❢❛✐# =✉❡ ❧❡* T#+❡*

❤✉♠❛✐♥* ♣✉✐**❡♥# ✈❛❧♦+✐*❡+ ❛✉#+❡ ❝❤♦*❡ =✉❡ ❧❡✉+ ❜✐❡♥✲T#+❡ ♣❡+*♦♥♥❡❧ ❡# ♠❛#)+✐❡❧✳ ▲❡* ❡①#❡♥✲

*✐♦♥* ❞❡ ❝❡ ♠♦❞0❧❡✱ ❡♥ ❞)♣✐# ❞❡ ❧❛ ♣+✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❞❡* ♣+)❢)+❡♥❝❡* *♦❝✐❛❧❡* ❞❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉*✱

*❡♠❜❧❡♥# #♦✉❥♦✉+* ♣♦*❡+ ✉♥ +❡❣❛+❞ ❝②♥✐=✉❡ *✉+ ❧❛ ♥❛#✉+❡ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❞✬❛♣+0*

❖+❧)❛♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ❧❡ ❢❛✐# =✉❡ ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* ♣✉✐**❡♥# *✉❝❝♦♠❜❡+ 5 ❧✬❛##+❛✐# ❞❡ ❣❛✐♥* ♠❛#)+✐❡❧*

*✉❜*#❛♥#✐❡❧* ♣♦✉++❛✐# ♥❡ +❡♣+)*❡♥#❡+ =✉✬✉♥❡ ✉#✐❧✐*❛#✐♦♥ ✐♥#❡❧❧✐❣❡♥#❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡✱ ♣+)❝♦♥✐*❛♥#

❞❡ *❛✈♦✐+ ✐❣♥♦+❡+ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧♦+*=✉❡ ❧❛ *✐#✉❛#✐♦♥ 5 ❧❛=✉❡❧❧❡ ♦♥ ❢❛✐# ❢❛❝❡ ❧✬❡①✐❣❡✱ ✓ ❛✉#+❡♠❡♥#

❞✐#✱ ✐❧ ❡①✐*#❡ ✉♥❡ ♥♦+♠❡ *✉♣)+✐❡✉+❡ =✉✐ ❛✉#♦+✐*❡✱ ❡# =✉❡❧=✉❡❢♦✐* ❝♦♥#+❛✐♥#✱ 5 ✈✐♦❧❡+ ❧❡* +0❣❧❡*

*♦❝✐❛❧❡* ❞❛♥* ❝❡+#❛✐♥❡* *✐#✉❛#✐♦♥* ❡①❝❡♣#✐♦♥♥❡❧❧❡*✳ ❆✐♥*✐✱ ❞❛♥* ❧❡* ❢❛✐#*✱ ✐❧ ❡①✐*#❡ ❞❡* ♠❛+❣❡*

❞❡ ❝❤♦✐① ❡♥#+❡ ✐♥#)+T#* ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧* ❡# +❡*♣❡❝# ❞❡* ♥♦+♠❡* ✔ ❖+❧)❛♥ ✭✶✾✾✼✱ ♣✳ ✷✷✮✳ ❉❡ *♦♥

♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡✱ ✉♥❡ ❞)✈✐❛#✐♦♥✱ 5 ❧❛ ♠❛+❣❡✱ ✈✐*✲5✲✈✐* ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡✱ ❞❛♥* ✉♥❡ *✐#✉❛#✐♦♥ ❡①✲

❝❡♣#✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧♦+*=✉❡ ❧✬✐♥#)+T# ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡✈✐❡♥# #+♦♣ ♣+)❣♥❛♥#✱ ♥✬✐+❛✐# ♣❛+ ❝♦♥*)=✉❡♥# ♣❛*

5 ❧✬❡♥❝♦♥#+❡ ❞✬✉♥❡ ♣+♦❢♦♥❞❡ ❝♦♥✈✐❝#✐♦♥ ❡# ❞✉ +❡*♣❡❝#✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❡♥ =✉❡*#✐♦♥✱ ❞❛♥* ❞❡*

*✐#✉❛#✐♦♥* ♠♦✐♥* ❡①#+T♠❡*✳

▼❛❧❣+) ❧❛ =✉❛❧✐#) ✐♥❞)♥✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❘❛❜✐♥✱ 5 #+❛✈❡+* ❧✬✐❞)❡✱ ❝♦♠♠✉♥❡

❛✉① ♠♦❞0❧❡* ❞❡ ❧❛ #❤)♦+✐❡ ❞❡* ❥❡✉① ♣*②❝❤♦❧♦❣✐=✉❡*✱ =✉❡ ❧❡* ❝❤♦✐① ❞❡* ❛❣❡♥#* ❞)♣❡♥❞❡♥#

❞❡* ✐♥#❡♥#✐♦♥* =✉❡ ❧✬♦♥ ❛##+✐❜✉❡ ❛✉① ❛✉#+❡* ✭)✈❡♥#✉❡❧❧❡♠❡♥# 5 #+❛✈❡+* ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡* )♠♦✲

#✐♦♥* ♠♦+❛❧❡*✮✱ ❝❡+#❛✐♥❡* ❢❛✐❜❧❡**❡* ♣❡+*✐*#❡♥# ❞❛♥* *❛ ♠♦❞)❧✐*❛#✐♦♥✳ ▲♦♣❡③✲X)+❡③ ✭✷✵✵✽✮

❡①♣❧✐=✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡#✱ =✉❡ ❧❛ ❞)✜♥✐#✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐❡♠❡♥# )=✉✐#❛❜❧❡ ❞❡ ❘❛❜✐♥ ♣♦*❡ ♣+♦❜❧0♠❡✳ ■❧

♣+❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ *✉✐✈❛♥# ✿ ♦♥ *❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥* ✉♥ ❥❡✉ 5 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉+* ❡# ♦♥ *✉♣♣♦*❡ =✉❡

✾✺



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

(2.1, 0) ❡! (2, 2) "♦♥! ❧❡" ❞❡✉① "❡✉❧❡" ❛❧❧♦❝❛!✐♦♥" ♣❛-❡!♦✲♦♣!✐♠❛❧❡" ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"✱ ♦2 ❧❛ ♥♦!❛✲

!✐♦♥ (x1, x2) ❞3"✐❣♥❡ -❡"♣❡❝!✐✈❡♠❡♥! ❧❡" ❣❛✐♥" ❞❡" ❥♦✉❡✉-" 1 ❡! 2✳ ❙✐ ❧❛ "!-❛!3❣✐❡ ❞✉ "❡❝♦♥❞

❥♦✉❡✉- ✐♠♣❧✐9✉❡ ❧❡ -3"✉❧!❛! (2, 2) ✲ ❝✬❡"! ; ❞✐-❡ 9✉✬✐❧ ❛✱ "❡❧♦♥ ❧❛ "♣3❝✐✜❝❛!✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞=❧❡

❞❡ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐"❡" ✐♥!❡♥!✐♦♥" ✈✐"✲;✲✈✐" ❞✉ ♣-❡♠✐❡- ❥♦✉❡✉- ✲ ❛❧♦-" ❧❡ ❥♦✉❡✉- 1
♣♦✉--❛✐! ❛✈♦✐- ❡♥✈✐❡ ❞❡ "❡ ✈❡♥❣❡-✱ "✬✐❧ ❡♥ ❛ ❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐!3✳ ❉❛♥" ❧❡" ❢❛✐!"✱ ❝❡ !②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦-✲

!❡♠❡♥! "❡♠❜❧❡ -❡❧❛!✐✈❡♠❡♥! ✐--3❛❧✐"!❡✳ ❆✐♥"✐✱ ; ❧✬✐♥"!❛- ❞❡" ♠♦❞=❧❡" ❞✬❛✈❡-"✐♦♥ ; ❧✬✐♥✐9✉✐!3

9✉✐ ♠❛♥9✉❡♥! ❞❡ ❣3♥3-❛❧✐!3 ❞✉ ❢❛✐! 9✉✬✐❧" ♥❡ ♣-❡♥♥❡♥! ♣❛" ❡♥ ❝♦♥"✐❞3-❛!✐♦♥ ❧❡" ✐♥!❡♥!✐♦♥"

❞❡" ❥♦✉❡✉-"✱ ✓ ❧❡" ♠♦❞=❧❡" ❞✬✐♥!❡♥!✐♦♥ "♦♥! ✐♥❝♦♠♣❧❡!" ❝❛- ✐❧" ♥❡ ♣-❡♥♥❡♥! ♣❛" "✉✣"❛♠❡♥!

❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦-!❡♠❡♥! ❢❛❝❡ ; ❧❛ ❞✐"!-✐❜✉!✐♦♥ ❞❡" ❣❛✐♥" ✔ ✭●❛-❛♣✐♥ ❡! ❘✉✣❡✉①✱ ✷✵✵✾✱
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▲❡" !-❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦-♠❛❧✐"❛!✐♦♥ 9✉❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" -❡✈✉" ❥✉"9✉✬✐❝✐✱ ♣-3✜❣✉-❡♥! ❧❡ -^❧❡ "!❛!✐9✉❡

❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡" 3♠♦!✐♦♥" ❞❛♥" ❧❛ ♣-✐"❡ ❞❡ ❞3❝✐"✐♦♥ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✳ ◗✉❡ ❝❡!!❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

"♦✐! ♠✐"❡ ❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ ; !-❛✈❡-" ✉♥❡ -3✐♥!❡-♣-3!❛!✐♦♥ ❞❡" ❢♦-♠❡" ❢♦♥❝!✐♦♥♥❡❧❧❡" 3!✉❞✐3❡"✱ ♦✉

9✉✬❡❧❧❡ ❛✐! 3!3 ❡♥✈✐"❛❣3❡ ❝♦♥"❝✐❡♠♠❡♥! ♣❛- ❧❡" ❛✉!❡✉-"✱ ❜✐❡♥ 9✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐=-❡ -❡❧❛!✐✈❡♠❡♥!

✈❛❣✉❡ ❡! ✐♠♣-3❝✐"❡✱ ; ✉♥ "!❛❞❡ ♣-3❝♦❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥!3❣-❛!✐♦♥ ❢♦-♠❡❧❧❡ ❞❡" "❡♥!✐♠❡♥!"✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐

♣❡-♠❡! ❞❡ ❞3❝-✐-❡ ❝♦♠♠❡♥! ❧✬❛♥!✐❝✐♣❛!✐♦♥ ❞❡" ❝♦♥"39✉❡♥❝❡" ❧✐3❡" ; ❧✬3♠❡-❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡-✲

!❛✐♥❡" 3♠♦!✐♦♥" ✭"♦✉" ❢♦-♠❡" ❞❡ ❝♦a!" ♦✉ ❞❡ ❣❛✐♥" ♣"②❝❤♦❧♦❣✐9✉❡"✮ ♠♦❞=-❡ ❧❡" ♣-3❢3-❡♥❝❡"

♠❛!3-✐❡❧❧❡" 3❣♦✲❝❡♥!-3❡ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✱ ❡! -❡♣-3"❡♥!❡ ✉♥❡ ❢♦-❝❡ ♦-✐❡♥!❛♥! ❧❡ ❝♦♠♣♦-!❡♠❡♥!

❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ✈❡-" ❝❡ 9✉✐ ❡"! "♦❝✐❛❧❡♠❡♥! ❛❞❛♣!3✱ ♣♦✉- ✉♥❡ ♣3-✐♦❞❡ ❞♦♥♥3❡✳
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j ✭✸✳✷✳✻✮
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♠❡♥"❛✉① )❡✈✉+ ❧♦)+ ❞✉ ❝❤❛♣✐")❡ ✷✳

◆1❛♥♠♦✐♥+✱ ❧❛ ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉+ ❝)✉❝✐❛❧❡ ❞❡+ ❛✉"❡✉)+ +❡ )❛♣♣♦)"❡ ❛✉ ❢❛✐" -✉❡ ❝❡✉①✲❝✐

❝♦♥❝❡♣"✉❛❧✐+❡♥" ❧✬1✈♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ +♦❝✐❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐@)❡ ❞②♥❛♠✐-✉❡✱ ❡♥ +✉♣♣♦+❛♥" -✉❡ ❧❡+

+❡♥"✐♠❡♥"+ )❡++❡♥"✐+ ♣❛) ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ❧❡+ ✉♥+ ❡♥✈❡)+ ❧❡+ ❛✉")❡+✱ +❡ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♥" ❛✉ ❝♦✉)+

❞✉ "❡♠♣+✱ ❛✈❡❝ ❧❛ )1♣1"✐"✐♦♥ ♣)♦❧♦♥❣1❡ ❞❡+ ✐♥"❡)❛❝"✐♦♥+ ✐♥"❡)♣❡)+♦♥♥❡❧❧❡+✳

=❧✉+ ♣)1❝✐+1♠❡♥"✱ ❧✬❤②♣♦"❤@+❡ ❡+" ✐❝✐ -✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦)"❡♠❡♥" ❝♦♥")✐❜✉"✐❢ ♠✐+ ❡♥ P✉✈)❡

♣❛) ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❞❡ ♣❛)" ❧❡ ❢❛✐" -✉✬✐❧ )❡♣)1+❡♥"❡ ✉♥❡ ❡①"❡)♥❛❧✐"1 ♣♦+✐"✐✈❡ ♣♦✉) ❛✉")✉✐✱ ❡+"

+✉❝❡+♣"✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐)❡ 1✈♦❧✉❡) ❧❡+ +❡♥"✐♠❡♥"+ -✉✐ +♦♥" )❡++❡♥"✐+ . +♦♥ 1❣❛)❞✳ ❚♦✉"❡❢♦✐+✱ ❝❡""❡

1✈♦❧✉"✐♦♥ +❡)❛ ❞✐✛1)❡♥"❡ +❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐@)❡ ❞♦♥" ❧❡ ❝♦♠♣♦)"❡♠❡♥" ❞❡ ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥"

+❡ ❝♦♠♣❛)❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ +♦♥ ♣❛)"❡♥❛✐)❡✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡+ ❛✉"❡✉)+ +✉♣♣♦+❡♥" -✉❡ ❧❡+ +❡♥"✐♠❡♥"+

+✉+❝✐"1+ ❝❤❡③ ❧✬❛❣❡♥" i +♦♥" . ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦+✐"✐✈❡ ✭♥1❣❛"✐✈❡✮ ❧♦)+-✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❣❡♥" j ❡+" +✉♣1)✐❡✉) ✭✐♥❢1)✐❡✉)✮ ❛✉ +✐❡♥✱ ❡♥ "❡♥❛♥" ❝♦♠♣"❡ ❞✬✉♥ ❝❡)"❛✐♥ ❞❡❣)1 ❞❡ "♦❧1✲

)❛♥❝❡✳ ■❧+ ✐♥❞✐-✉❡♥" 1❣❛❧❡♠❡♥" -✉❡ ❝❡""❡ ❝♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ❝♦♥")✐❜✉"✐♦♥+ +❡ )❛♣♣♦)"❡ . ✉♥❡

♥♦"✐♦♥ ❞✬1-✉✐"1 ♦✉ ❞❡ ❥✉+"✐❝❡✳ ❋♦)♠❡❧❧❡♠❡♥"✱ ❧❛ ♥❛"✉)❡ ❞✉ +❡♥"✐♠❡♥" +✉+❝✐"1 ❝❤❡③ ❧✬❛❣❡♥" i
❡+" ❞1✜♥✐❡ ♣❛) ❧❛ )❡❧❛"✐♦♥ +✉✐✈❛♥"❡ ✿

Gij ≡ gj − εigi ✭✸✳✷✳✼✮

✾✽



✸✳✷✳ ▲✬✐♥'(❣*❛'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐'❡ ❞❡3 (♠♦'✐♦♥3 ♠♦*❛❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 ♠♦❞4❧❡3 (❝♦♥♦♠✐5✉❡3

❖! 0 ≤ εi ≤ 1 ❞#$✐❣♥❡ ❧❡ ❞❡❣*# ❞❡ +♦❧#*❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i✱ ❧❡ ♣*♦❞✉✐+ εigi ❝♦**❡$♣♦♥❞❛♥+
❛❧♦*$ 4 ❧✬❛++❡♥+❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉* i ✈✐$✲4✲✈✐$ ❞✉ ❝♦♠♣♦*+❡♠❡♥+ ❝♦♥+*✐❜✉+✐❢ ❞✬❛✉+*✉✐✳

❇✐❡♥ <✉❡ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡+ ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮ ♥❡ ❞#$✐❣♥❡♥+ ♣❛$ $♣#❝✐✜<✉❡♠❡♥+ ❧❡$ #♠♦+✐♦♥$

<✉✐ $♦♥+ 4 ❧✬F✉✈*❡ ❞❛♥$ ❧❡✉* ♠♦❞G❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ $✬❛❣✐$$❛♥+ ❞✉ ❝❛$ ♦! ✉♥ ❛❣❡♥+

♦❜$❡*✈❡ ❧✬❛❞♦♣+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦*+❡♠❡♥+ ✐♥❥✉$+❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛*+ ❞❡ $♦♥ ♣❛*+❡♥❛✐*❡✱ *❡❝♦♥♥❛I+*❡

❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❞✬#♠❡*❣❡♥❝❡ ❞✉ $❡♥+✐♠❡♥+ ❞❡ ❝♦❧G*❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠J♠❡ ❢❛K♦♥✱ ✐❧ ❡$+ ❛✐$# ❞❡ *❡❧✐❡*

❧✬#♠❡*❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬#♠♦+✐♦♥ ♠♦*❛❧❡ ❞❡ ❣*❛+✐+✉❞❡ ❝❤❡③ ✉♥ ❛❣❡♥+✱ ❛✉ ❢❛✐+ <✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ $♦✐+ +#♠♦✐♥

❞✬✉♥❡ ❝♦♥+*✐❜✉+✐♦♥ $✉♣#*✐❡✉*❡ 4 $❡$ ❛++❡♥+❡$✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛*+ ❞✬✉♥ ♣❛*+❡♥❛✐*❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❢❛✐+ ❞❡

$✉♣♣♦$❡* <✉❡ ❧✬#♠❡*❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡$ #♠♦+✐♦♥$ ❡$+ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥#❡ ♣❛* ✉♥ +❡❧ ♣*♦❝❡$$✉$ ❞❡ ❝♦♠✲

♣❛*❛✐$♦♥ ❞❡$ ❝♦♥+*✐❜✉+✐♦♥$✱ $❡ *❛♣♣*♦❝❤❡ $❛♥$ ❞♦✉+❡ ❞✉ ❢❛✐+ ❞❡ $✉♣♣♦$❡* ❧✬❡①✐$+❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♥♦*♠❡ *#❣✐$$❛♥+ ❧❡$ ❝♦♠♣♦*+❡♠❡♥+$ ❞❡ ❝♦♥+*✐❜✉+✐♦♥✱ ❡+ <✉✐ ✈❡✉+ <✉❡ ❧❡$ ❛❣❡♥+$ ❞♦✐✈❡♥+

$❡ ❝♦♠♣♦*+❡* $❡♥$✐❜❧❡♠❡♥+ ✭❞✉ ❢❛✐+ ❞❡ ❧❛ ♣*#$❡♥❝❡ ❞❡$ ❞✐✈❡*$ ❞❡❣*#$ ❞❡ +♦❧#*❛♥❝❡✮ ❞❡ ❧❛

♠J♠❡ ❢❛K♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞G❧❡ ❡$+ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐❧❧✉$+*❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐G*❡ ❞♦♥+ ❧❡ *P❧❡ ❞❡$

#♠♦+✐♦♥$ ❡+ ❞❡$ ♥♦*♠❡$ ♠♦*❛❧❡$✱ <✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ $♦✉❧✐❣♥# ❧♦*$ ❞❡$ ❝❤❛♣✐+*❡$ ♣*#❝#❞❡♥+$✱

$❡♠❜❧❡ ♣❛*❢❛✐+❡♠❡♥+ ♣*❡♥❞*❡ ♣❛*+ ❛✉① ♠#❝❛♥✐$♠❡$ ♣$②❝❤♦❧♦❣✐<✉❡$ ❛②❛♥+ #+# ❥✉❞✐❝✐❡✉$❡✲

♠❡♥+ ♣❡*K✉$ ♣❛* ❧❡$ #❝♦♥♦♠✐$+❡$✱ ❛✈❛♥+ <✉✬✐❧$ $♦✐❡♥+ ✐♥+#❣*#$ 4 ❧❡✉* ❛♥❛❧②$❡ +❤#♦*✐<✉❡✳

R♦✉* +♦✉+ ❛❣❡♥+ i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧✬#<✉❛+✐♦♥ ❞✐✛#*❡♥+✐❡❧❧❡ $✉✐✈❛♥+❡ ❞#❝*✐+ ❧❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+
❞❡$ ❧✐❡♥$ $♦❝✐❛✉① ❛✉ ❝♦✉*$ ❞✉ +❡♠♣$ ✿

dαij

dt
= f(Gij, αij) ✭✸✳✷✳✽✮

❖! f ❡$+ ❝♦♥+✐♥✉❡✱ ❞❡✉① ❢♦✐$ ❞✐✛#*❡♥+✐❛❜❧❡ ❡+ ❡$+ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ♣♦$✐+✐✈❡ ❞❡ Gij✱ <✉❡ ❧❡$

❛✉+❡✉*$ ♥♦♠♠❡♥+ ✓ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ ✔✳ ❈❡++❡ ❞#♥♦♠✐♥❛+✐♦♥ ❡$+ ♣❡*+✐♥❡♥+❡ ❞❛♥$ ❧❡ $❡♥$ ♦! ❡❧❧❡

✐❧❧✉$+*❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦*❝❡ ♠♦+*✐❝❡✱ ♣❛*❢♦✐$ ✐♥❝♦♥$❝✐❡♥+❡✱ ❞❡$ #♠♦+✐♦♥$✱ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐+ 4 ♠✐❡✉① ♣❡*✲

❝❡✈♦✐* ❧❛ +❡♥❡✉* ❞✬✉♥❡ ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥ ❡+ ♣♦✉$$❡ $♦✉✈❡♥+ 4 ❛❣✐* ❡♥ ❝♦♥$#<✉❡♥❝❡✱ $❡❧♦♥ ❝❡*+❛✐♥❡$

+❡♥❞❛♥❝❡$ 4 ❧✬❛❝+✐♦♥✳ R❛* ❛✐❧❧❡✉*$✱ ❧❡$ ❛✉+❡✉*$ ❡♥✈✐$❛❣❡♥+ <✉✬✐❧ ♣❡✉+ ② ❛✈♦✐* ✉♥❡ ❝❡*+❛✐♥❡

❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥$✐+# ❞❡$ ❧✐❡♥$ $♦❝✐❛✉① ❞❡ ♣#*✐♦❞❡ ❡♥ ♣#*✐♦❞❡✱ ❞✉❡ 4 ✉♥❡ ❞#❣*❛❞❛+✐♦♥

❧❛+❡♥+❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡$ #♠♦+✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡ +❡♠♣$✳ ▼❛❧❣*# ❧❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞# ❞❡ ❝❡++❡ ❤②♣♦✲

+❤G$❡✱ ♥♦✉$ #❧✉❞♦♥$ ❝❡+ ❛$♣❡❝+ ❞✉ ♠♦❞G❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧#❣❡* ♥♦+*❡ ♣*#$❡♥+❛+✐♦♥✳

▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ f ❡$+ ❞#✜♥✐❡ ❞❡ +❡❧❧❡ ♠❛♥✐G*❡ 4 ❝❡ <✉❡ ❧❡ $❡♥+✐♠❡♥+ αij *❡$+❡ +♦✉❥♦✉*$ ❞❛♥$

$♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞#✜♥✐+✐♦♥ (−1, 1)✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❞❛♥$ ❧❛ ❝❛$ ♦! ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞❡ ❞#❣*❛❞❛+✐♦♥ ❞❡$
$❡♥+✐♠❡♥+$✱ ✐❧ ❡$+ $✉♣♣♦$# <✉❡ ❧♦*$<✉❡ Gij = 0✱ ❛❧♦*$ f(Gij, αij) = 0 ❡+ ❧✬✐♥+❡♥$✐+# ❞✉ ❧✐❡♥
$♦❝✐❛❧ ❡①✐$+❛♥+ ♣♦✉* i✱ ✈✐$✲4✲✈✐$ ❞❡ j *❡$+❡ ✐♥❝❤❛♥❣#✱ ❞✬✉♥❡ ♣#*✐♦❞❡ 4 ❧✬❛✉+*❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❞#❝*✐*❡ ❝♦♠♣❧G+❡♠❡♥+ ❧❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✉ ♠♦❞G❧❡✱ *#❣✐$$❛♥+ ❧❡ ❞#✲

✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ❞❡$ ❧✐❡♥$ $♦❝✐❛✉①✱ ❛✐♥$✐ <✉❡ ❧✬#✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡$ ❝♦♥+*✐❜✉+✐♦♥$ <✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐<✉❡✱

4 ❧✬#<✉✐❧✐❜*❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ♣#*✐♦❞❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥+ ❞❡ $♦✉❧✐❣♥❡* ✉♥❡ ❤②♣♦+❤G$❡ ♣♦$#❡ ♣❛* ✈❛♥ ❉✐❥❦

❡+ ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮ 4 ♣*♦♣♦$ ❞❡$ ❛❣❡♥+$✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ✐❧ ❡$+ $✉♣♣♦$# ❞❛♥$ ❝❡ ♠♦❞G❧❡ <✉❡

❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ $♦♥+ ♠②♦♣❡$✱ ❛✉ $❡♥$ ♦! ✐❧$ ♥❡ ♣*❡♥♥❡♥+ ♣❛$ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧✬✐♠♣❛❝+ ♣♦+❡♥+✐❡❧

✾✾
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❞❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥+,✐❜✉+✐♦♥ "✉, ❧✬0✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉," ♣,♦♣,❡" "❡♥+✐♠❡♥+"✱ ❛✐♥"✐ 4✉❡ ❞❡ ❝❡✉①

,❡""❡♥+✐" ♣❛, ❧❡" ❛✉+,❡" ❥♦✉❡✉,"✱ 6 ❧❡✉, 0❣❛,❞✳ ▲❛ "+,✉❝+✉,❡ ❞❡ ❞0❝✐"✐♦♥ ♣❡✉+ ❛❧♦," :+,❡ ♠♦✲

❞0❧✐"0❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ "04✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞0❝✐"✐♦♥" ❞❡ ❝♦♥+,✐❜✉+✐♦♥ 4✉✐ ♥❡ "♦♥+ ,❡❧✐0❡" ❡♥+,❡ ❡❧❧❡" 4✉❡

♣❛, ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ❞❡" ❧✐❡♥" "♦❝✐❛✉①✱ ❛✉ ❝♦✉," ❞✉ +❡♠♣"✱ ❝❡ 4✉✐ ♣❡,♠❡+ ❞❡ ❞0+❡,♠✐♥❡,

❧❛ "04✉❡♥❝❡ ❞❡" 04✉✐❧✐❜,❡" ❞❡ ◆❛"❤ 4✉✐ "♦♥+ ❥♦✉0" 6 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" ♣0,✐♦❞❡" ❝♦♥"✐❞0,0❡"✱ ❡♥

❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛,❛♠0+,✐"❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❡+ ❞❡ ❧✬❤✐"+♦✐,❡ 4✉✐ ❡♥ ❞0❝♦✉❧❡✳

▲❛ ❢♦,♠❛❧✐"❛+✐♦♥ ♥♦✈❛+,✐❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡+ ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮ ❡"+ ♣❛,+✐❝✉❧✐G,❡♠❡♥+ ✐♥+0✲

,❡""❛♥+❡ ❡♥ ❝❡ "❡♥" 4✉✬❡❧❧❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡ ,H❧❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡" 0♠♦+✐♦♥" ❞❛♥" ❧✬0✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡"

,❡❧❛+✐♦♥" ❡♥+,❡" ❛❣❡♥+" 0❝♦♥♦♠✐4✉❡"✱ ❧♦,"4✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ "♦♥+ ❛♠❡♥0" 6 ✐♥+❡,❛❣✐, ❞❡ ♠❛♥✐G,❡

,0♣0+0❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❡" ❛✉+❡✉," ❝♦♥"✐❞G,❡♥+ 4✉❡ ❧❡" ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ❞❡" "❡♥+✐♠❡♥+" 4✉✐ ❛ ❧✐❡✉

❡♥+,❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✱ "✉, ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ ❧❡✉," ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+" ❞❡ ❝♦♥+,✐❜✉+✐♦♥✱ ❞❛♥" ✉♥ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ,0❣✐+ ❧✬0✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥"✐+0 ❞✉ ❧✐❡♥ "♦❝✐❛❧ ❡①✐"+❛♥+ ❡♥+,❡ ❡✉① ❡+ 4✉❡ ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥

L✉✈,❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+ ♣,♦"♦❝✐❛✉① ✭❛"♦❝✐❛✉①✮✱ ❧♦," ❞✬✉♥❡ ♣0,✐♦❞❡ ❞♦♥♥0❡✱ ❡"+ ❡♥ ♠❡"✉,❡

❞❡ ,❡♥❢♦,❝❡, ✭❞0❣,❛❞❡,✮ ❝❡ ❧✐❡♥✱ ❝❡ 4✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+ "+,❛+0❣✐4✉❡ ❞❡" ❛❣❡♥+"✱

6 ❧❛ ♣0,✐♦❞❡ "✉✐✈❛♥+❡✳ ▲❡ ❢❛✐+ 4✉❡ ❧❡" ❛❣❡♥+" ♥❡ "♦✐❡♥+ ♣❛" ❝♦♥"❝✐❡♥+" ❞❡ ❧❛ ♣♦,+0❡ ❞❡ ❧❡✉,"

❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+"✱ ❡♥ ❝❡ 4✉✐ ❝♦♥❝❡,♥❡ ❧✬0✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡" "❡♥+✐♠❡♥+" ✐♥+❡,♣❡,"♦♥♥❡❧"✱ ❛✉ ❞❡❧6 ❞❡

❧❛ ♣0,✐♦❞❡ 4✉✐ ❡"+ ❝♦♥"✐❞0,0❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♣,✐"❡ ❞❡ ❞0❝✐"✐♦♥✱ ♥♦✉" "❡♠❜❧❡ ,❡❧❛+✐✈❡✲

♠❡♥+ ,0❛❧✐"+❡✳ ■❧ "❡♠❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡+ ♣❧✉+H+ "❡♥"0 ❞❡ ❝♦♥"✐❞0,❡, 4✉❡ ❧❡" ♣,♦❝❡""✉" 0♠♦+✐♦♥♥❡❧"

♣✉✐""❡♥+ :+,❡ ❞✐✣❝✐❧❡" 6 "❛✐"✐, ❡+ 6 ❛♥+✐❝✐♣❡, "✉, ❧❛ ❞✉,0❡ ✭"♦✐+ ❞✬✉♥❡ ♣0,✐♦❞❡ 6 ❧✬❛✉+,❡✮✳

◆0❛♥♠♦✐♥"✱ ❧❡" ❛✉+❡✉," ,❡"+❡♥+ 0✈❛"✐❢" "✉, ❧❛ ♥❛+✉,❡ ❞❡" 0♠♦+✐♦♥" 4✉✐ ✐♥+❡,✈✐❡♥♥❡♥+ ❞❛♥"

❧❡✉, ♠♦❞G❧❡ ❡+✱ ♣❛, ❛✐❧❧❡✉,"✱ ❧❡✉, ,❡♣,0"❡♥+❛+✐♦♥ ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉✬6 ❝❤❛4✉❡ ♣0,✐♦❞❡✱ ❧❡" ❛❣❡♥+"

♣,❡♥♥❡♥+ ❧❡✉, ❞0❝✐"✐♦♥ "❛♥" "❡ "♦✉❝✐❡, ❞❡ ❧❛ ♣♦,+0❡ ♠♦,❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝+✐♦♥ 4✉✬✐❧ ♠❡++❡ ❡♥ L✉✈,❡✱

♥✐ ♠:♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣,♦♣,✐❛❜✐❧✐+0 "♦❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❡✉, ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+✳

❈❡,+❡"✱ 6 +,❛✈❡," ❧❡" ❢♦♥❝+✐♦♥" ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,❡ ,0♣♦♥"❡✱ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥+ ❛❞❛♣+❡ "❛ "+,❛+0❣✐❡

♣♦✉, 4✉✬❡❧❧❡ "♦✐+ ♦♣+✐♠❛❧❡✱ 0+❛♥+ ❞♦♥♥0❡ ❝❡❧❧❡ 4✉✐ ❡"+ ❝❤♦✐"✐❡ ♣❛, ❧❡ ♣❛,+❡♥❛✐,❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱

6 +,❛✈❡," ❧❛ ♣,✐"❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❡" "❡♥+✐♠❡♥+" ,❡""❡♥+✐" ♣❛, ❧❡" ❛❣❡♥+"✱ 6 ♣,♦♣♦" ❞❡ ❧❡✉,"

♣❛,+❡♥❛✐,❡"✱ ❝❡++❡ ❢♦,♠❛❧✐"❛+✐♦♥ +✐❡♥+ ❝♦♠♣+❡ ❞✉ ❢❛✐+ 4✉❡ ❧❡" :+,❡" ❤✉♠❛✐♥" ❢♦♥+ ♣,❡✉✈❡

❞❡ "❡♥"✐❜✐❧✐+0 4✉❛♥❞ ✐❧" ✐♥+0,❛❣✐""❡♥+ ❛✈❡❝ ❛✉+,✉✐ ❡+ 4✉❡ ❧❡" "❡♥+✐♠❡♥+" ❥♦✉❡♥+ ❞❛♥" ❧❡✉,

❝♦♥"✐❞0,❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛,+❡♥❛✐,❡✳

Q♦✉, ❛✉+❛♥+✱ ❞❛♥" ❝❡ ♠♦❞G❧❡✱ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥+ ♥❡ ❝❤❡,❝❤❡ 6 ♣♦,+❡, ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥+ ♠♦,❛❧ "✉,

❧❡ ❝❤♦✐① ✭❡+ ❧❡" ✐♥+❡♥+✐♦♥"✮ ❞✬✉♥ ♣❛,+❡♥❛✐,❡✳ ❉❡ ♠:♠❡✱ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥+ ♥❡ +✐❡♥+ ❝♦♠♣+❡ ❞❡

❧❛ ♠❛♥✐G,❡ ❞♦♥+ "♦♥ ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+ "❡ ❝♦♠♣❛,❡ ❛✉① ❛++❡♥+❡" ❞✬❛✉+,✉✐✱ 6 "♦♥ ❥✉❣❡♠❡♥+

✭❞0"✮❛♣♣,♦❜❛+❡✉,✱ ♥✐ ♠:♠❡ 6 ✉♥ 4✉❡❧❝♦♥4✉❡ ✐♠♣0,❛+✐❢ ♠♦,❛❧ 4✉✐ "❡,❛✐+ ✐♥+0,✐♦,✐"0 ♣❛,

❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✳ ❖,✱ ❧♦," ❞✬✉♥❡ ✐♥+❡,❛❝+✐♦♥ "♦❝✐❛❧❡✱ ♥♦✉" "♦✉+❡♥♦♥" 4✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♦♥+

❝♦♥"❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,+0❡ ♠♦,❛❧❡ ❡+ "♦❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❡✉," ❝❤♦✐① ❡+✱ ♣❛, ❝♦♥"04✉❡♥+✱ ✉♥❡ ,❡♣,0✲

"❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" 4✉✐ ♥0❣❧✐❣❡ ❝❡++❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❡"+ "❛♥" ❞♦✉+❡ ,❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❧✐♠✐+0❡✳

❆✉""✐✱ ♥♦✉" ♣❡♥"♦♥" 4✉❡ ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ❞0✈❡❧♦♣♣0❡ ♣❛, ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡+ ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮ ♠0,✐+❡

❞✬:+,❡ ❡♥✈✐"❛❣0❡ "♦✉" ✉♥ ❛♥❣❧❡ 4✉✐ +✐❡♥+ 0❣❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡" ♥♦,♠❡" ❡+

❞❡" ♠✉❧+✐♣❧❡" 0♠♦+✐♦♥" ♠♦,❛❧❡" ♣❛,+✐❝✐♣❛♥+ 6 ❧❛ ♣,✐"❡ ❞❡ ❞0❝✐"✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥+" 0❝♦♥♦♠✐4✉❡"✱

❞❛♥" ❧❡" ❞✐❧❡♠♠❡" "♦❝✐❛✉①✳

❆✈❡❝ ❝❡ ❞❡,♥✐❡, ♠♦❞G❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥"+❛+❡ 6 ♥♦✉✈❡❛✉ 4✉❡ ❧❡ ,H❧❡ ❞❡" 0♠♦+✐♦♥" ❛ ♣❛,❢♦✐" ♥♦✉,,✐

❧❛ ❝,0❛+✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞G❧❡" ♦,✐❣✐♥❛✉①✱ 0+❛♥+ ❡♥ ♠❡"✉,❡ ❞❡ ,❡♣,0"❡♥+❡, ❞❡ ♠❛♥✐G,❡ ♣❧✉" ,0❛❧✐"+❡

❧❡ ❝♦♠♣♦,+❡♠❡♥+ ❞❡" :+,❡" ❤✉♠❛✐♥"✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❝❡++❡ ✐♥"♣✐,❛+✐♦♥ ❛ ♣✉ "❛♥" ❞♦✉+❡ :+,❡
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❧❛ ♠❛♥✐*"❡ ❞♦♥3 ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐34 4♠❡"❣❡ ❡3 ✐♥3❡"✈✐❡♥3 ❞❛♥' ❧❡✉" ♠♦❞*❧❡✳

❖♥ ❝♦♥'✐❞*"❡ ❛❧♦"' ✉♥ ❥❡✉ . n ❥♦✉❡✉"'✳ ◆♦✉' ♥♦✉' ♣❧❛Q♦♥' ❞✉ ♣♦✐♥3 ❞❡ ✈✉ ❞✉ ❥♦✉❡✉" i✳
❉❛♥' ❧❡ ♠♦❞*❧❡✱ ❧❛ '♦✉"❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐34 "❡''❡♥3✐❡ ♣❛" ❧❡ ❥♦✉❡✉" i✱ ✈✐'✲.✲✈✐' ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
'❡' ♣❛"3❡♥❛✐"❡'✱ ❡'3 ❧✐4❡ ❛✉① ❛33❡♥3❡' ❞❡ ❝❤❛H✉❡ ❥♦✉❡✉" j 6= i✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ❧❡' ❛✉3❡✉"' '✉♣♣♦'❡♥3
H✉✬43❛♥3 ❞♦♥♥4 ❧❛ '3❛34❣✐❡ sj ❝❤♦✐'✐❡ ♣❛" ✉♥ ❥♦✉❡✉" j✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉" i ❞43❡"♠✐♥❡✱ ♣♦✉" ❝❤❛H✉❡
♥S✉❞ 3❡"♠✐♥❛❧ ❞✉ ❥❡✉ ❛33❡✐❣♥❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❝"♦②❛♥❝❡ Dj '✉" ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✓ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ✔ "❡''❡♥3✐

♣❛" ❝❡ ♣❛"3❡♥❛✐"❡✳ ❈❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ❝♦""❡'♣♦♥❞ . ❧❛ ❞✐✛4"❡♥❝❡ ❡♥3"❡ ❧✬❡'♣4"❛♥❝❡ ❞❡

❣❛✐♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉" j✱ ♣❛" "❛♣♣♦"3 . ❝❤❛H✉❡ ♥S✉❞ 3❡"♠✐♥❛❧ ♣♦''✐❜❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ❧♦"'H✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❝❤♦✐'✐3 sj✱ ❡3 ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥43❛✐"❡ ♦❜3❡♥✉ ♣♦✉" ❧❡ ♥S✉❞ 3❡"♠✐♥❛❧ ❝♦♥'✐❞4"4✳ ❙✐ ❝❡33❡ ❞✐✛4"❡♥❝❡
❡'3 ♣♦'✐3✐✈❡✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉" i ❛♥3✐❝✐♣❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ♣♦'✐3✐❢ ❝❤❡③ j✱ '✐ ❝❡33❡ ❞✐✛4"❡♥❝❡
❡'3 ♥4❣❛3✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ❡'3 4❣❛❧ . ③4"♦✳  ❧✉' '✐♠♣❧❡♠❡♥3✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉" i
❛♥3✐❝✐♣❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ♣♦'✐3✐❢ ❞❡ ❧✬❛✉3"❡ ❥♦✉❡✉" ❧♦"'H✉✬✐❧ ❝"♦✐3 H✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♦❜3✐❡♥3

♠♦✐♥' H✉❡ ❝❡ H✉✬✐❧ ♣♦✉✈❛✐3 ❡'♣4"❡"✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡"'❡✱ ✐❧ ❛♥3✐❝✐♣❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ♥✉❧ '✬✐❧

❝"♦✐3 H✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉" j ♦❜3✐❡♥3 ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉♣4"✐❡✉"❡ ♦✉ 4❣❛❧❡ . '♦♥ ❣❛✐♥ ❡'♣4"4✳

❆ ♣❛"3✐" ❞❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ Dj✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉" i ❡'3 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞43❡"♠✐♥❡" ❧❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ❞❡ j ❞♦♥3 ✐❧ ❡'3 ❧✉✐ ♠W♠❡ "❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐3 ❞❡ ❧❛ '3"❛34❣✐❡ H✉✬✐❧ ❛❞♦♣3❡✱
♥♦34 Gij✳ ❊♥ ✉3✐❧✐'❛♥3 ✉♥❡ ♥♦3❛3✐♦♥ '✐♠♣❧✐✜4❡✱ ♦♥ ♣❡✉3 4❝"✐"❡ ✿ Gij = Dj −minsiDj✳ ❆✐♥'✐✱

♣♦✉" ✉♥❡ '3"❛34❣✐❡ si ❞♦♥♥4❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ H✉❡ i ♣❡✉3 '✬❛33"✐❜✉❡" ❝♦""❡'♣♦♥❞ .
❧❛ ❞✐✛4"❡♥❝❡ ❡♥3"❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ H✉✬✐❧ ❛♥3✐❝✐♣❡ ♣♦✉" j✱ ❧♦"'H✉✬✐❧ ❝❤♦✐'✐3 ❧❛
'3"❛34❣✐❡ si✱ ❡3 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞4❝❡♣3✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛33"✐❜✉4 . j✱ ❡♥ ❝♦♥'✐❞4"❛♥3 ❧✬❡♥✲
'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❛✉3"❡' '3❛34❣✐❡' ♣♦''✐❜❧❡' ♣♦✉" i✳

❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦3❛3✐♦♥ ❧4❣*"❡♠❡♥3 '✐♠♣❧✐✜4❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞✬✉3✐❧✐34 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥3 i✱ ❝♦♥❞✐✲
3✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥3 ❛✉ ♥S✉❞ 3❡"♠✐♥❛❧ z✱ ❡'3 ❞4✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐*"❡ '✉✐✈❛♥3❡ ✿

uSG
i (z) = mi(z)−

∑

j 6=i

θijGij(z) ✭✸✳✸✳✶✮

❖Z mi(z) ❡'3 ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥*3❛✐"❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉" i ❛✉ ♥S✉❞ 3❡"♠✐♥❛❧ z ❡3 θij ❡'3 ✉♥ ♣❛"❛♠*3"❡
"❡♣"4'❡♥3❛♥3 ❧❛ '❡♥'✐❜✐❧✐34 ❞✉ ❥♦✉❡✉" i ❛✉ '❡♥3✐♠❡♥3 ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐34✳ ❈❡33❡ ❤②♣♦3❤*'❡ ♥✬❡'3
♣❛' '♣4❝✐✜H✉❡♠❡♥3 ❝♦♠♠❡♥34❡ ♣❛" ❧❡' ❛✉3❡✉"'✱ ♠❛✐' ❧✬✐♥❞✐❝❡ ij ❞✉ ♣❛"❛♠*3"❡ θij '❡♠❜❧❡

✶✵✷



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

 ✐❣♥✐✜❡& '✉❡ ❧✬❛❣❡♥,  ❡&❛✐, ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐& ✉♥❡  ❡♥ ✐❜✐❧✐,3 ❞✐✛3&❡♥,❡ 5 ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,3✱  ❡❧♦♥

❧✬❛❣❡♥, ❛✉'✉❡❧ ✐❧ ❢❛✐, ❢❛❝❡✱ ❝❡ '✉✐  ❡♠❜❧❡ &❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, ♥❛,✉&❡❧ ✭♦♥ ♥❡ &❡  ❡♥, ♣❛ ❧❡ 3♠♦✲

,✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠;♠❡ ✐♥,❡♥ ✐,3 ❧♦& '✉❡ ❧✬♦♥ ❡ , ❢❛❝❡ 5 ✉♥ ✐♥❝♦♥♥✉ '✉❡ ❧♦& '✉❡ ❧✬♦♥ ❡ , ❢❛❝❡ 5

✉♥ ♣&♦❝❤❡✮✱ ❜✐❡♥ '✉❡ ❝❡❧❛  ♦✐, ❛❜ ❡♥, ❞❛♥ ❧❡ ♠♦❞3❧✐ ❛,✐♦♥ ♣&3❝3❞❡♠♠❡♥, ♣&3 ❡♥,3❡ ✳

❊♥ &3 ✉♠3✱ ❞❛♥ ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❇❛,,✐❣❛❧❧✐ ❡, ❉✉❢✇❡♥❜❡&❣ ✭✷✵✵✼✮ ❧✬❛❝❝❡♥, ❡ , ♠✐  ✉& ❧❡ 

❛!!❡♥!❡$ ❞❡ ❛✉,&❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✱ ❞♦♥, ❧❡ &G❧❡ ❞❛♥ ❧❛ ♣&✐ ❡ ❞❡ ❞3❝✐ ✐♦♥ 3❝♦♥♦♠✐'✉❡ ❛ 3,3 ♥♦✲

,❛♠♠❡♥, ♠✐ ❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ ❡①♣3&✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥, ♣❛& ❉❛♥❛✱ ❈❛✐♥ ❡, ❉❛✇❡ ✭✷✵✵✻✮✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱

❧❡ ❛✉,❡✉&  ✉♣♣♦ ❡♥, '✉❡ ❧❡ ❛❣❡♥, ❝❤❡&❝❤❡♥, 5 ❞3,❡&♠✐♥❡& '✉❡❧❧❡  ♦♥, ❧❡ ❛,,❡♥,❡ ❞✬❛✉✲

,&✉✐✱ ✈✐ ✲5✲✈✐ ❞✉ %&$✉❧!❛! ❞✉ ❥❡✉✱ ❡, '✉❡ ❡, '✉❡ ❝❡✉①✲❝✐  ♦✉✛&❡♥, ❞❡ ♥❡ ♣❛  ❡ ❝♦♥❢♦&♠❡& 5

❝❡ ❞❡&♥✐@&❡ ✱ ❡♥ &❛✐ ♦♥ ❞❡ ❧✬3♠❡&❣❡♥❝❡ ❞✉  ❡♥,✐♠❡♥, ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,3✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡  ❡ ❞❡♠❛♥❞❡&  ✐ ❧❡ ❛,,❡♥,❡ ♣❛&,✐❝✉❧✐@&❡ ❞❡ ❛✉,&❡ ♣❡✉✈❡♥,

❛✈♦✐& ✉♥ ❝❛&❛❝,@&❡ ♥♦&♠❛,✐❢✳ L❡✉,✲♦♥ ❝♦♥ ✐❞3&❡& '✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ &❡  ❡♥,✐& ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,3  ✐

♦♥ ♥❡  ❡ ❝♦♥❢♦&♠❡ ♣❛ ❛✉① ❛,,❡♥,❡ ❞✬✉♥ ❛✉,&❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛❧♦& ♠;♠❡ '✉❡ ❧✬♦♥ ❥✉❣❡ ❝❡ 

❛,,❡♥,❡ ❡①,&❛✈❛❣❛♥,❡ ❡, ✐♥❥✉ ,❡ ❄ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ✈✉❡✱ ❝❡,,❡ ♠♦❞3❧✐ ❛,✐♦♥  ❡♠❜❧❡  ♦✉❢✲

❢&✐& ❞✬✉♥ ♠❛♥'✉❡ ❞❡ &3❛❧✐ ♠❡ ❡, ✐❧  ❡&❛✐,  ❛♥ ❞♦✉,❡ ♣❧✉ ♣❡&,✐♥❡♥, ❞❡ ❝♦♥ ✐❞3&❡& '✉❡ ❧❡ 

❛❣❡♥, ,❡♥,❡♥, ❞✬❛❜♦&❞ ❞❡ ❞3,❡&♠✐♥❡& ✉♥❡ ♥♦&♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦&,❡♠❡♥, ♣♦✉✈❛♥,  ✬❛♣♣❧✐'✉❡& 5

❧✬❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ❧❡ '✉❡❧ ✐❧ ✐♥,❡&❛❣✐  ❡♥,✱ ❞❛♥ ✉♥❡  ✐,✉❛,✐♦♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐@&❡✱ ❡,

'✉✬3✈❡♥,✉❡❧❧❡♠❡♥,✱ ❝❡✉①✲❝✐  ❡  ❡♥,❡♥, ❡♥ ✉✐,❡ ❝♦✉♣❛❜❧❡ ❧♦& '✉✬✐❧ ♥❡  ❡ ❝♦♥❢♦&♠❡♥, ♣❛ 5

❝❡,,❡ ♥♦&♠❡✳

❊♥ ♦✉,&❡✱ ✉♥❡ ❡①♣3&✐♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥❜❡&❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮ &❡♠❡, ❡♥ '✉❡ ,✐♦♥ ❧❡ &G❧❡ ❞❡ ❛,✲

,❡♥,❡ ❞❛♥ ❧❡ ♣&♦❝❡  ✉ ❞❡ ❞3❝✐ ✐♦♥ ❞❡ ❛❣❡♥, ✳ ▲✬❛✉,❡✉&  ✬✐♥,3&❡  ❡✱ ❡♥ ❡✛❡,✱ ❛✉① &❛✐ ♦♥ 

♣♦✉& ❧❡ '✉❡❧❧❡ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ &❡ ♣❡❝,❡♥, ❧❡ ♣&♦♠❡  ❡ '✉✬✐❧ ❢♦♥,✱ ❛✈❛♥, ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡& ✉♥

❥❡✉ 3❝♦♥♦♠✐'✉❡✱ ❡, ♠❡, ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❡①♣3&✐♠❡♥,❛,✐♦♥ ♣❡&♠❡,,❛♥, ❞❡ ❞✐ ❝&✐♠✐♥❡& ❡♥,&❡

❞❡✉① ,❤3♦&✐❡ ❡①♣❧✐❝❛,✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤3♥♦♠@♥❡✳ ❙❡❧♦♥ ❱❛♥❜❡&❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❧❛ ♣&❡♠✐@&❡ ,❤3♦&✐❡

 ✉♣♣♦ ❡ '✉❡ ❧❡ ❛❣❡♥, ♦♥, ✉♥❡ ♣&3❢3&❡♥❝❡ ♣♦✉& ❧❡ ❢❛✐, ❞❡ &❡ ♣❡❝,❡& ❧❡✉& ♣❛&♦❧❡✱ ❝❡ '✉✐ ✐♠✲

♣❧✐'✉❡✱ ♣❧✉ ♣&3❝✐ 3♠❡♥,✱ '✉❡ ❧❡ ❢❛✐, ❞❡ ♣&♦♠❡,,&❡ ✐♥❞✉✐, ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥, 3♠♦,✐♦♥♥❡❧ ❝❤❡③

❧✬❛❣❡♥, ❧❡ ❝♦♥❞✉✐ ❛♥, ❡♥ ✉✐,❡ 5 ♠❡♥❡& 5 ❜✐❡♥  ♦♥ ❝♦♥,&❛, ♠♦&❛❧✳ ▲✬❛✉,&❡ ,❤3♦&✐❡ ❡①♣❧✐❝❛,✐✈❡

'✉✐ ❡ , ♣&♦♣♦ 3❡  ❡ &3❢@&❡ ❛✉① ❛,,❡♥,❡ ❡, ❝♦♥❝❧✉, '✉❡ ❧❡ ❛❣❡♥, &❡ ♣❡❝,❡♥, ❧❡✉& ♣❛&♦❧❡ ❡♥

&❛✐ ♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✈❡& ✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐, ❞❡ ❞3❝❡✈♦✐& ❧❡ ❛,,❡♥,❡ ✭♠❛,3&✐❡❧❧❡ ✮ ❞3✈❡❧♦♣♣3❡ ♣❛& ❝❡✉① 5

'✉✐ ✐❧ ♦♥, ❢❛✐, ✉♥❡ ♣&♦♠❡  ❡✳ ❈❡,,❡ ❞❡✉①✐@♠❡ ,❤3♦&✐❡ ✐♠♣❧✐'✉❡ ❛❧♦& '✉❡ ❝❡ ♥✬❡ , ♣❛ ,❛♥,

❧❡ ❢❛✐, ♠;♠❡ '✉✬✉♥ ❛❣❡♥, ♣&♦♠❡,,❡ '✉❡❧'✉❡ ❝❤♦ ❡ '✉✐ ♣@ ❡ ❡♥ ✉✐,❡  ✉&  ❛ ❞3❝✐ ✐♦♥✱ ♠❛✐ 

♣❧✉,G, ❧❡ ❢❛✐, '✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐ ❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❛,,❡♥,❡ ❞❡ ❝❡✉① ❡♥✈❡& '✉✐

❧❛ ♣&♦♠❡  ❡ 5 3,3 ❡✛❡❝,✉3❡✳

▲✬❡①♣3&✐♠❡♥,❛,✐♦♥ ♣&♦♣♦ 3❡ ♣❛& ❱❛♥❜❡&❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮ &3✉♥✐, ❞❡ ♣❛&,✐❝✐♣❛♥, ✱ ♣❛& ♣❛✐&❡✱

♣♦✉& '✉✬✐❧ ❥♦✉❡♥, 5 ✉♥ ♠✐♥✐✲❥❡✉ ❞✉ ❞✐❝,❛,❡✉&✳ ❈❡ ❥❡✉  ❡ ❞3&♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① 3,❛♣❡ ✳ ❆ ❧❛ ♣&❡✲

♠✐@&❡ 3,❛♣❡✱ ❧❡ &G❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉& ❡ , ❞3,❡&♠✐♥3 ❛✉ ❤❛ ❛&❞ ❡, ❝❤❛'✉❡ ❥♦✉❡✉&

♣♦  @❞❡ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡  ✉& ❞❡✉① ❞✬;,&❡ ❧❡ ❞✐❝,❛,❡✉&✳ ❊♥ ✉✐,❡✱ ❝✬❡ , ❧❡ ❞✐❝,❛,❡✉& '✉✐ ❥♦✉❡ ❡♥ ♣&❡✲

♠✐❡& ❡, ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❞❡✉① ❝❤♦✐①  ,&❛,3❣✐'✉❡ ♣♦  ✐❜❧❡ ✳ ■❧ ♣❡✉, ❝❤♦✐ ✐& ❧✬❛❝,✐♦♥ ✓ &♦❧❧ ✔ ✭✓ ❛❝,✐♦♥

❞❡ ❢❛✐&❡ &♦✉❧❡& ❧❡ ❞3 ✔✮✱ ❛✉'✉❡❧ ❝❛ ✐❧ &❡W♦✐, ❞❡ ♠❛♥✐@&❡ ❝❡&,❛✐♥❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ 10 ✉✳❡✳ ✭✉♥✐,3

❡①♣3&✐♠❡♥,❛❧❡✮✱ ,❛♥❞✐ '✉❡ ❧✬❛✉,&❡ ❥♦✉❡✉& ,✐&❡ ✉♥ ❞3 ❡, &❡W♦✐, 12 ✉✳❡✳ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐,3

5
6

❡, 0 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐,3

1
6
✳ ▲✬❛✉,&❡ ❛❝,✐♦♥ '✉✐ ♣❡✉, ;,&❡ ❝❤♦✐ ✐❡ ♣❛& ❧❡ ❞✐❝,❛,❡✉& ❡ , ✓ ❞♦♥✬,

&♦❧❧ ✔ ✭✓ ♥❡ ♣❛ ❢❛✐&❡ &♦✉❧❡& ❧❡ ❞3 ✔✮✱ ❛✉'✉❡❧ ❝❛ ❧❡ ❞✐❝,❛,❡✉& &❡W♦✐, 14 ✉✳❡✳✱ '✉❛♥❞ ❧✬❛✉,&❡

❥♦✉❡✉& ♦❜,✐❡♥, ✉♥ ❣❛✐♥ ♥✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❧♦& ❞✬✉♥❡ 3,❛♣❡ ♣&3❛❧❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥, ❞✉ ❥❡✉✱

❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦♥ ,✐,✉❛♥, ❝❤❛'✉❡ ♣❛✐&❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉& ♦♥, ❧✬♦♣♣♦&,✉♥✐,3 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐'✉❡& ❡♥✲

✶✵✸



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

 ❡♠❜❧❡✳ ❈❡''❡ ♦♣♣♦*'✉♥✐'. ❛❜♦✉'✐' ❧❡ ♣❧✉  ♦✉✈❡♥' 1 ✉♥❡ ♣*♦♠❡  ❡ *.❝✐♣*♦3✉❡ ✐♠♣❧✐3✉❛♥'✱

♣♦✉* ❝❤❛3✉❡ ❥♦✉❡✉*✱ 3✉❡  ✬✐❧  ❡ *❡'*♦✉✈❡ ❞❛♥ ❧❛ ♣♦ ✐'✐♦♥ ❞✉ ❞✐❝'❛'❡✉* ✐❧ ❝❤♦✐ ✐*❛ ❧✬❛❝'✐♦♥

✓ *♦❧❧ ✔✳

❆✜♥ ❞❡ ❞.'❡*♠✐♥❡* 3✉❡❧❧❡ '❤.♦*✐❡ ❡ ' ❧❛ ♣❧✉ ♣❡*'✐♥❡♥'❡ ♣♦✉* ❡①♣❧✐3✉❡* ❧❛ *❛✐ ♦♥ 3✉✐

♣♦✉  ❡ ❧❡ ❛❣❡♥' 1 *❡ ♣❡❝'❡* ✉♥❡ ♣*♦♠❡  ❡✱ ❱❛♥❜❡*❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣❛*'❛❣❡  ♦♥ .❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❡♥

❞❡✉① ❣*♦✉♣❡ ✳ ❙✬❛❣✐  ❛♥' ❞❡ ♣❛*'✐❝✐♣❛♥' ❞✉ ♣*❡♠✐❡* ❣*♦✉♣❡✱ ❧❡ ❞.*♦✉❧❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡①♣.*✐✲

♠❡♥'❛'✐♦♥  ✬❡✛❡❝'✉❡ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐3✉. ❝✐✲❞❡  ✉ ✳ H♦✉* ❧❡ ❛✉'*❡ ✱ ❧✬❛♣♣❛*✐❡♠❡♥' ❞❡ ❛❣❡♥' 

❡ ' *♦♠♣✉ ❡♥'*❡ ❧✬.'❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ♣❛*'✐❝✐♣❛'✐♦♥ ❛✉ ❥❡✉✳ ❆✐♥ ✐✱ ❧❡ ❞✐❝'❛'❡✉* 

♥❡ ❥♦✉❡♥' ♣❛ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ❧❡3✉❡❧ ✐❧ ♦♥' ❝♦♠♠✉♥✐3✉. ❡' 1 3✉✐ ✐❧ ♦♥' ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡✲

♠❡♥' ❢❛✐' ✉♥❡ ♣*♦♠❡  ❡✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❧❡ ❞✐❝'❛'❡✉*  ♦♥' ❧❡  ❡✉❧ 1  ❛✈♦✐* 3✉❡ ❧❡ ♣❛✐*❡ ♦♥'

❝❤❛♥❣.❡ ❡' ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥' .❣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ♣♦  ✐❜✐❧✐'. ❞❡ ❝♦♥ ✉❧'❡* ❧❛ ❞✐ ❝✉  ✐♦♥ 3✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉

❡♥'*❡ ❧❡✉* ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛*'❡♥❛✐*❡ ❡' ❧❡ ❞✐❝'❛'❡✉* ❛✈❡❝ ❧❡3✉❡❧ ❝❡ ❞❡*♥✐❡* .'❛✐' ❝❡♥ . ❥♦✉❡*✳ H❛*

❝♦♥ .3✉❡♥'✱ ❝❤❛3✉❡ ❞✐❝'❛'❡✉* ❞❡ ❝❡''❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❡ ' ❡♥ ♠❡ ✉*❡ ❞✬♦❜ ❡*✈❡*  ✐ ✉♥❡ ♣*♦♠❡  ❡

❛ .'. ❢❛✐'❡ 1 ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ 3✉✐ ✐❧ ❥♦✉❡ ❞♦*.♥❛✈❛♥'✳ ❱❛♥❜❡*❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮  ✉♣♣♦ ❡ ❛❧♦* 3✉❡ ❧❡

❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❝'✐♦♥ ✓ *♦❧❧ ✔✱ ♣❛* ❧❡ ❞✐❝'❛'❡✉* ❞❡ ❝❡''❡  ❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥✱  ✬❡①♣❧✐3✉❡ ♣❧✉'K'

♣❛*❝❡ 3✉❡ ❧❛ ♣*♦♠❡  ❡ 3✉✐ ❡ ' ❢❛✐'❡ 1 ✉♥ ♣❛*'❡♥❛✐*❡ ❡♥'*❛✐♥❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❛''❡♥'❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡*♥✐❡*✱ ❞❛♥ ❧❛ ♠❡ ✉*❡ ♦L ❝❡ ♥✬❡ ' ♣❛ ❧❡ ❞✐❝'❛'❡✉* ❧✉✐✲♠M♠❡ 3✉✐ ❡ '

*❡ ♣♦♥ ❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣*♦♠❡  ❡ ❡♥ 3✉❡ '✐♦♥✳

▲❡ *. ✉❧'❛' ♠♦♥'*❡♥' 3✉❡ ❧♦* 3✉✬✉♥ ❞✐❝'❛'❡✉* ❡✛❡❝'✉❡ ❧✉✐✲♠M♠❡ ❧❛ ♣*♦♠❡  ❡ ❞❡ ❥♦✉❡*

✓ *♦❧❧ ✔✱ ❝❡❧❛ ♠♦❞✐✜❡  ✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡♠❡♥'  ♦♥ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ❛✉ ♠♦♠❡♥' ❞✉ ❥❡✉✱ ❞❡  ♦*'❡ 1

❝❡ 3✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❤♦♥♦*❡ ♣❧✉  ♦✉✈❡♥'  ❛ ♣*♦♠❡  ❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡* ❡✱ ♣♦✉* ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✉  ❡❝♦♥❞

❣*♦✉♣❡✱ ❜✐❡♥ 3✉❡ ❧❛ ♣*♦♠❡  ❡ ❢❛✐'❡ ♣❛* ✉♥ ❛✉'*❡ ❥♦✉❡✉* ♠O♥❡ 1 ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'  ✐❣♥✐✜❝❛'✐❢

❞❡ ❝*♦②❛♥❝❡ ❞✉ ❞✐❝'❛'❡✉* ✈✐ ✲1✲✈✐ ❞❡ ❛''❡♥'❡ ❞❡  ♦♥ ✭♥♦✉✈❡❛✉✮ ♣❛*'❡♥❛✐*❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛ 

❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡  ✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡  ✉*  ♦♥ ❝❤♦✐①  '*❛'.❣✐3✉❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥' ❞✉ ❥❡✉✱ ❡' ❝❡❧❛ ♠M♠❡  ✐ ❧❡

❞✐❝'❛'❡✉* ❛✈❛✐' .❣❛❧❡♠❡♥' ❢❛✐' ✉♥❡ ♣*♦♠❡  ❡ ❧♦* ❞❡ ❧❛ ♣❤❛ ❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✳

❆✐♥ ✐✱ ❝❡''❡ ❡①♣.*✐❡♥❝❡ *❡♠❡' ❣*❛♥❞❡♠❡♥' ❡♥ 3✉❡ '✐♦♥ ❧❡ *K❧❡ ❞❡ ❛''❡♥'❡ ❞❛♥ ❧✬.♠❡*✲

❣❡♥❝❡ ❞✉  ❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'.✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❛ ♠✐ ❡ ❡♥ R✉✈*❡ ❞❡  ♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞.✲

❝✐ ✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✉* ❧❛ ❜❛ ❡ ❞❡ *.✉❧'❛' ❞❡ ❱❛♥❜❡*❣ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✐❧  ❡♠❜❧❡ 3✉❡ ❧✬.♠❡*❣❡♥❝❡ ❞✉

 ❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'. ♥❡  ♦✐' ♣❛ '❛♥' ❧✐.❡ 1 ❧✬❛❞♦♣'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ♠❡♥❛♥' 1 ✉♥

*. ✉❧'❛' 3✉✐ ❞.S♦✐' ❧❡ ❛''❡♥'❡ ❞❡ ❛✉'*❡ ✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡ ' ❧❡ ❝❛ ❞❛♥ ❧❡ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ ❇❛''✐❣❛❧❧✐

❡' ❉✉❢✇❡♥❜❡*❣ ✭✷✵✵✼✮✱ ♠❛✐ ♣❧✉'K' 3✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐  ♦✐' ❧✐.❡ ❛✉ ❢❛✐' ❞✬❛❞♦♣'❡* ✉♥ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥'

✐♥❝♦❤.*❡♥' ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♠♣.*❛'✐❢ ❝♦♥'*❛❝'✉❡❧ ♦✉ ♠♦*❛❧✳ H❛* ❝♦♥ .3✉❡♥'✱ ✐❧  ❡♠❜❧❡ 3✉❡ ❝❡  ♦✐'

❧✬❛♥'✐❝✐♣❛'✐♦♥ ❞✬♦❜❧✐❣❛'✐♦♥ ♠♦*❛❧❡ ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦*♠❡ ✱ 3✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ✱

1 ♣❛*'✐* ❞❡ ❧✬.♠❡*❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'.✳

❉❛♥ ❝❡''❡ ♣❡* ♣❡❝'✐✈❡✱ ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ❞.✈❡❧♦♣♣.❡ ♣❛* ❇❛''✐❣❛❧✐ ❡' ❉✉❢✇❡♥❜❡*❣ ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✉*✲

*❛✐' M'*❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣'.❡ 1 ✉♥❡ *❡♣*. ❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ *K❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥'❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❚❛❞❡❧✐ ✭✷✵✵✽✮

❡①♣❧✐3✉❡ 3✉❡ ❧❛ ❤♦♥'❡ ❡ ' ❞.✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ .♠♦'✐♦♥ 3✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ❞✬✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ 1 '*❛✈❡* ❧✬❛♥'✐❝✐♣❛'✐♦♥ 3✉✬✐❧ ❢❛✐' ❞❡ ❝❡ 3✉❡ ❧❡ ❛✉'*❡ ✈♦♥' ♣❡♥ ❡* ❞❡ ❧✉✐✳ ▲❡ ♠.✲

❝❛♥✐ ♠❡ ✐♥❝✐'❛'✐❢✱ ♣❡*♠❡''❛♥' ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❛❣❡♥'✱ '*♦✉✈❡  ♦♥

♦*✐❣✐♥❡ ❞❛♥  ♦♥ ❛✈❡* ✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐' ❞✬M'*❡ ♣❡*S✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦  .❞❛♥' ✉♥ ♠❛✉✈❛✐ 

'*❛✐' ❞❡ ♣❡* ♦♥♥❛❧✐'. ♦✉  ❡ ❝♦♠♣♦*'❛♥' ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐O*❡ ✐♥❛❞❛♣'.❡✳

✶✵✹



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

❊♥ "✬✐♥%&'❡""❛♥% * ❧❛ ♠❛♥✐-'❡ ❞♦♥% ❧✬❛❣❡♥% ❡"% ❛♠❡♥& * ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❝❡ 3✉❡ ❧❡"

❛✉%'❡" ♣❡♥"❡♥% ❞❡ "❡" ❛❝%✐♦♥"✱ ✈♦✐'❡ ❞❡ ❝❡ 3✉✬✐❧" ♣❡✉✈❡♥% ❡♥ ❞&❞✉✐'❡✱ * ♣'♦♣♦" ❞❡ "❛ ♣❡'✲

"♦♥♥❛❧✐%&✱ ❧❛ ♠♦❞&❧✐"❛%✐♦♥ ❞❡ ❇❛%%✐❣❛❧✐ ❡% ❉✉❢✇❡♥❜❡'❣ ✭✷✵✵✼✮ "❡ '❛♣♣'♦❝❤❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥

3✉❡"%✐♦♥♥❡♠❡♥% '❡❧❛%✐❢ ❛✉ ❝♦♥%❡①%❡ ❞✬&♠❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥%❡✳ ❉❛♥" ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞❡ ❚❛✲

❞❡❧✐" ✭✷✵✵✽✮✱ * ❧❛ ❞✐✛&'❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬&♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%&✱ 3✉✐ ❛❣✐% ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦%✐✈❛%✐♦♥

✐♥"#✐♥$%&✉❡ ❞❛♥" ❧❛ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥%✱ ❧✐&❡ ❛✉① ♣'♦♣'❡" ❝'♦②❛♥❝❡" ❞❡ ❧✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉ "✉' ❧❛ ♠❛♥✐-'❡ ❞♦♥% ✐❧ ❞♦✐% "❡ ❝♦♠♣♦'%❡' ✭❡% "✉' ❧❡" ♥♦'♠❡" 3✉✬✐❧ ❞♦✐% '❡"♣❡❝%❡'✮✱

❧✬&♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥%❡ ❡"% ❝♦♥"✐❞&'&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ "♦✉'❝❡ ❞❡ ♠♦%✐✈❛%✐♦♥ ❡①"#✐♥$%&✉❡ ❞❛♥" ❧❛

'&❣✉❧❛%✐♦♥ ❞❡" ❝♦♠♣♦'%❡♠❡♥%" ❞❡ ❧✬❛❣❡♥%✱ 3✉✐ ❡"% ❡♥ '❛♣♣♦'% ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦"✐%✐♦♥

♣✉❜❧✐3✉❡ ❞❡ "❡" ❛❝%✐♦♥"✱ ❡% 3✉✐ ❞&♥♦%❡ ✉♥❡ "❡♥"✐❜✐❧✐%& ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ * ❧❛ ♣❡'❝❡♣%✐♦♥ 3✉✬♦♥

❧❡" ❛✉%'❡" ❝♦♥❝❡'♥❛♥% "❛ ❝♦♥❞✉✐%❡✳

✸✳✸✳✶✳✷✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞-❧❡ ❞✬❛✈❡12✐♦♥ 4 ❧❛ ❤♦♥6❡

❚❛❞❡❧✐" ✭✷✵✵✽✮ ♣'♦♣♦"❡ ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞❡ %❤&♦'✐❡ ❞❡" ❥❡✉① ♣"②❝❤♦❧♦❣✐3✉❡" "✬✐♥"❝'✐✈❛♥% ❞❛♥"

❧❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❛♥" ❝❡ ❥❡✉✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1 ♣'❡♥❞ ❧❛ ♣'❡♠✐-'❡ ❞&❝✐"✐♦♥
❡% ❞♦✐% ❝❤♦✐"✐' "✬✐❧ "♦✉❤❛✐%❡ ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭"%'❛%&❣✐❡ ♥♦%&❡ T ✮ ♦✉ ♥❡ ♣❛" ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
✭"%'❛%&❣✐❡ ♥♦%&❡ N✮ ❛✉ ❥♦✉❡✉' 2✳ ▲♦'"3✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1 ❝❤♦✐"✐% ❞❡ ♥❡ ♣❛" ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡
❥❡✉ "✬❛''L%❡ ❡% ❝❤❛3✉❡ ❥♦✉❡✉' ♦❜%✐❡♥% ✉♥ ❣❛✐♥ v✳ ❙✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1 ❞&❝✐❞❡ ❞❡ ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ *
"♦♥ ♣❛'%❡♥❛✐'❡✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 2 ❛ ❡♥"✉✐%❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥%'❡ ❞❡✉① "%'❛%&❣✐❡" ✿ ❝♦♦♣&'❡' (C) ♦✉ ❞&✈✐❡'
(D)✳ ▲♦'"3✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 2 ❞&✈✐❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♦❜%✐❡♥% ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦""✐❜❧❡ ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉✱ ♥♦%&
d✱ %❛♥❞✐" 3✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉' 1 ❡"% ♥✉❧✳ ▲❡ ❥❡✉ ✉%✐❧✐"& ♣❛' ❚❛❞❡❧✐" ✭✷✵✵✽✮ ♣'&"❡♥%❡ ✉♥❡
"✉❜%✐❧✐%&✱ ♣❛' '❛♣♣♦'% * ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ %'❛❞✐%✐♦♥♥❡❧✱ 3✉✐ ❡"% 3✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣&'❛%✐♦♥ ♥❡

❣❛'❛♥%✐% ♣❛" ❧❡" ❣❛✐♥" ❞✉ ❥♦✉❡✉' 1✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ "✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 2 ❞&❝✐❞❡ ❞❡ ❝♦♦♣&'❡'✱ ❧❛ ♥❛%✉'❡
✐♥%❡'✈✐❡♥% ❡% ❧❛ '&✉""✐%❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣&'❛%✐♦♥ ❡"% ❛❧♦'" ✐♥❝❡'%❛✐♥❡✳ O❧✉" ♣'&❝✐"&♠❡♥%✱ ❛✈❡❝ ❧❛

♣'♦❜❛❜✐❧✐%& p ∈ [0, 1]✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1 ♦❜%✐❡♥% ✉♥ ❣❛✐♥ c
p
✱ ❛❧♦'" 3✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%& (1 − p)✱

❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉' 1 ❡"% ♥✉❧✱ ❞❡ "♦'%❡ * ❝❡ 3✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡"♣&'& ❞✉ ❥♦✉❡✉' 1 "♦✐% c✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉'
2 ♦❜%✐❡♥% 3✉❛♥% * ❧✉✐ ❧❡ ❣❛✐♥ c 3✉❡❧❧❡ 3✉❡ "♦✐% ❧✬❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛%✉'❡✳ ❙✬❛❣✐""❛♥% ❞✉ ❥♦✉❡✉'
1✱ ❧✬❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧♦'"3✉❡ ❝❡❧❛ ❡"% "✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣&'❛%✐♦♥✱ ❡"% ✉♥ ♣'♦✜❧ ❞❡
"%'❛%&❣✐❡ ♣❛'&%♦✲❞♦♠✐♥❛♥%✱ ♣❛' '❛♣♣♦'% ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛" ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣✉✐"3✉✬✐❧ ♦❜✲

%✐❡♥% ❛❧♦'" ✉♥ ❣❛✐♥ ❡"♣&'& c > v✳ ❚♦✉%❡❢♦✐"✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♦♣&'❡' ❡"% ♠♦✐♥" ❛%%'❛❝%✐❢ 3✉❡ ❧❛
"%'❛%&❣✐❡ ❞❡ ❞&✈✐❛%✐♦♥ ♣♦✉' ❧❡ ❥♦✉❡✉' 2✱ &%❛♥% ❞♦♥♥& 3✉❡ c < d✳ ❆✐♥"✐✱ "✐ ♦♥ "✉♣♣♦"❡ 3✉❡
❧❡" ❞❡✉① ❥♦✉❡✉'" "♦♥% '❛%✐♦♥♥❡❧"✱ &❣♦Q"%❡" ❡% 3✉✬✐❧" ❛♥%✐❝✐♣❡♥% ❝♦''❡❝%❡♠❡♥% ❧✬❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉'

♣❛'%❡♥❛✐'❡✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1✱ &%❛♥% ❝♦♥"❝✐❡♥% 3✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 2 ❝❤♦✐"✐% ❞❡ ❞&✈✐❡' ❧♦'"3✉✬♦♥ ❧✉✐ ❢❛✐%
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣'&❢-'❡ ♥❡ ♣❛" ❢❛✐'❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐' ❧❡ ❣❛✐♥ v > 0✳

✶✵✺



3.3.1

2
1

2 1

2

1
m1

u1 = m1



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

❖♥ ❛❞♠❡& '✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉, 2 ❡-& .❣❛❧❡♠❡♥& ♥❡✉&,❡ ❛✉ ,✐-'✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡-& .❣❛❧❡✲
♠❡♥& ❝❛,❛❝&.,✐-. ♣❛, ❧❛ ♣,.-❡♥❝❡ ❞❡ ♣,.❢.,❡♥❝❡- -♦❝✐❛❧❡-✳ ❋♦,♠❡❧❧❡♠❡♥&✱ ❧✬❛✉&❡✉, -✉♣♣♦-❡

'✉✬❡♥ ♣❧✉- ❞❡ -❡- ❣❛✐♥- ♠❛&.,✐❡❧-✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&. ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& 2 ♣,❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥-✐❞.,❛&✐♦♥
-❡- ❝,♦②❛♥❝❡- -✉, ❧❡- ❝,♦②❛♥❝❡- ❞✉ ❥♦✉❡✉, 1 : ♣,♦♣♦- ❞❡ ❧❛ -&,❛&.❣✐❡ ❡♠♣❧♦②.❡ ♣❛, ❧❡ ❥♦✉❡✉,
2✳ ❊♥ ♥♦&❛♥& E[σ] ∈ [0, 1]✱ ❧❛ ❝,♦②❛♥❝❡ ❡① ♣♦$% ❞✉ ❥♦✉❡✉, 1 -✉, ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐&. '✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉,
2 ❛✐& ❝❤♦✐-✐ ❞❡ ❝♦♦♣.,❡,✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&. ❞✉ ❥♦✉❡✉, 2 -✬.❝,✐& ❝♦♠♠❡ -✉✐& ✿

u2 = m2 − (1− E[σ])s ✭✸✳✸✳✸✮

❖B m2 ❞.-✐❣♥❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛&.,✐❡❧ ❞✉ ❥♦✉❡✉, ✷ ❡& ♦B ♦♥ ♥♦&❡ s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛✈❡,-✐♦♥ : ❧❛
❤♦♥&❡ ❞❡ ❝❡ ♠E♠❡ ❥♦✉❡✉,✳

❈♦♠♠❡ ❚❛❞❡❧✐- ✭✷✵✵✽✮ ❧✬✐♥❞✐'✉❡✱ ❝❡&&❡ -♣.❝✐✜❝❛&✐♦♥ ✐♠♣❧✐'✉❡ '✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉, 2 ♥✬❡-& ♣❛-
❛✈❡,-❡ ❛✉ ❢❛✐& ❞❡ ❞.✈✐❡,✱ ♠❛✐- ,❡--❡♥& ♣❧✉&K& ✉♥❡ ❞.-✉&✐❧✐&. ❧♦,-'✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉, 1 ❛&&,✐❜✉❡ ✉♥❡
♣,♦❜❛❜✐❧✐&. ♣♦-✐&✐✈❡ ❛✉ ❢❛✐& '✉✬✐❧ ❞.✈✐❡✳ ❉❡ ♠E♠❡✱ ❝❡❧❛ ,❡✈✐❡♥& : -✉♣♣♦-❡, '✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉,

2 ♥❡ -❡ -♦✉❝✐❡ ♣❛- ❞✉ -♦,& ❞❡ -♦♥ ♣❛,&❡♥❛✐,❡ ♠❛✐- -❡✉❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐M,❡ ❞♦♥& ❝❡❧✉✐✲❝✐
❧❡ ♣❡,N♦✐&✱ ❛✐♥-✐ '✉❡✱ ♣❛, ❡①&❡♥-✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬❛♣♣,♦❜❛&✐♦♥ ♠♦,❛❧❡ '✉✐ ♣❡✉& E&,❡ ❛❝❝♦,❞.❡✱ ❡♥

❝♦♥-.'✉❡♥❝❡✱ : -❛ ❝♦♥❞✉✐&❡✳

P❛, ❛✐❧❧❡✉,-✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦-✐&✐♦♥ e ∈ (0, 1) ❞✉ ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥& ❞✉ ❥♦✉❡✉, 2 ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡
❧❛ ❝,♦②❛♥❝❡ ❡① ♣♦$% E[σ] ❞✉ ❥♦✉❡✉, 1✳ ❊♥ ♣❛,&✐❝✉❧✐❡,✱ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ♦B ❧❡ ❥♦✉❡✉, 1 ,❡N♦✐& ✉♥
❣❛✐♥ ♥✉❧✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡①♣♦-✐&✐♦♥ e = 1 ❣❛,❛♥&✐& '✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐--❡ ♦❜-❡,✈❡, -✬✐❧
-✬❛❣✐& ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ✈♦❧♦♥&❛✐,❡ ❞❡ ❞.✈✐❛&✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉, 2 ♦✉ -✐ ❝❡❧❛ ,.-✉❧&❡ ❞❡ ❧✬❛❝&✐♦♥ ❛❧.❛&♦✐,❡
❞❡ ❧❛ ♥❛&✉,❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡,-❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❡①♣♦-✐&✐♦♥ e = 0 ♥✬♦✛,❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥
: ❧❛ -✉✐&❡ ❞❡ ❧✬♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ♥✉❧✳

▲♦,- ❞❡ ❧❛ ,.-♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞M❧❡✱ .&❛♥& ❞♦♥♥. ❧❛ -&,✉❝&✉,❡ ❞❡ ♣❛✐❡♠❡♥& ❞✉ ❥❡✉ ❡& ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦-✐&✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦,&❡♠❡♥& ❞✉ ❥♦✉❡✉, 2✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛,❜✐&,❡ ❡♥&,❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛&.,✐❡❧
♠❛,❣✐♥❛❧ d − c ♦❜&❡♥✉ ❡♥ ❞.✈✐❛♥& ❡& ❧❡ ❝♦T& .♠♦&✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥-.❝✉&✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞.✈✐❛&✐♦♥✳ ❈❡❝✐
❝♦♥❞✉✐& ❛❧♦,- : ❧❛ ❞.✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉, -❡✉✐❧ ❞❡ ❧✬✐♥&❡♥-✐&. s✱ ❛✈❡❝ ❧❛'✉❡❧❧❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉, 2
,❡--❡♥& ❧✬.♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥&❡✱ ♣❡,♠❡&&❛♥& ❞❡ ❞.&❡,♠✐♥❡, ❧❡ ❝❤♦✐① -&,❛&.❣✐'✉❡ '✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡❢✲

❢❡❝&✉❡✱ ❧♦,-'✉❡ -♦♥ ♣❛,&❡♥❛✐,❡ ❧✉✐ ❢❛✐& ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❆✐♥-✐✱ ❝❤❛'✉❡ ❥♦✉❡✉, 2 ❝❛,❛❝&.,✐-. ♣❛, ✉♥
✐♥&❡♥-✐&. ❞✬❛✈❡,-✐♦♥ : ❧❛ ❤♦♥&❡ ✐♥❢.,✐❡✉,❡ : ❧❛ ✈❛❧❡✉, -❡✉✐❧ ❝❤♦✐-✐& D✱ &❛♥❞✐- '✉✬: ❧✬✐♥✈❡,-❡✱
❧♦,-'✉❡ s ❡-& -✉♣.,✐❡✉, : ❧❛ ✈❛❧❡✉, -❡✉✐❧✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣,.❢M,❡ ❝♦♦♣.,❡,✳

✶✵✼



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❯♥ "#$✉❧'❛' ✐♥'#"❡$$❛♥' ❞✉ ♠♦❞.❧❡✱ ❜✐❡♥ 1✉❡ "❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ✐♥'✉✐'✐❢✱ ❡$' 1✉❡ ❧❡ $❡✉✐❧ ❞✬✐♥✲

'❡♥$✐'# ❞✉ $❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❤♦♥'❡✱ 1✉✐ ❞♦✐' 7'"❡ ❞#♣❛$$# ♣♦✉" ❛$$✉"❡" ❧❛ ❝♦♦♣#"❛'✐♦♥✱ ❞#♣❡♥❞

♥#❣❛'✐✈❡♠❡♥' ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥' ❞✉ ❞❡✉①✐.♠❡ ❥♦✉❡✉"✳ ❊♥ ❞✬❛✉'"❡$

'❡"♠❡$✱ ✉♥ ♠7♠❡ ❥♦✉❡✉" 2 ♣❡✉' ❝❤♦✐$✐" ❞❡ ❞#✈✐❡" ❧♦"$1✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥ ❞❡ $♦♥ ❝♦♠✲
♣♦"'❡♠❡♥' ❡$' ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❧❡ ❝♦@' #♠♦'✐♦♥♥❡❧ A ❞#✈✐❡" #'❛♥' ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥$ ❝❡$ ❝✐"❝♦♥$'❛♥❝❡$✮✱

'♦✉' ❡♥ ♣"#❢#"❛♥' ❝♦♦♣#"❡" ❧♦"$1✉❡ 1✉✬✐❧ ❥♦✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥ ✭❧❡ ❝♦@'

#♠♦'✐♦♥♥❡❧ ❞❡✈❡♥❛♥' '"♦♣ ✐♠♣♦"'❛♥' ❞❛♥$ ❝❡' ❛✉'"❡ ❝♦♥'❡①'❡✮✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❡ "D❧❡ ♣♦$✐'✐❢ ❞❡ ❧❛

❤♦♥'❡✱ ❞❛♥$ ❧❛ ♣"♦♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣#"❛'✐♦♥✱ ❡$' "❡♥❢♦"❝# A ♠❡$✉"❡ 1✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥'

❞❡$ ❥♦✉❡✉"$ ♣❡✉' 7'"❡ ♦❜$❡"✈# ❛✈❡❝ ♣"#❝✐$✐♦♥✳

❆✈❡❝ ❝❡''❡ ♠♦❞#❧✐$❛'✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐' A ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡♥' ❧❛ ♣"✐$❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡ ❡' $♣#✲

❝✐✜1✉❡ ❞✬#♠♦'✐♦♥$ ♣❛"'✐❝✉❧✐."❡$ ♦✛"❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥✉❛♥❝❡ $✉♣#"✐❡✉" ♣❡"♠❡''❛♥' ❞✬❛♣♣♦"'❡"

✉♥❡ "#♣♦♥$❡ '❤#♦"✐1✉❡ A ❧✬#♠❡"❣❡♥❝❡ ❣"❛♥❞✐$$❛♥'❡ ❞❡ "#$✉❧'❛'$ ❡①♣#"✐♠❡♥'❛✉① ❝♦♥'"❡❞✐$❛♥'

❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ "❡♣"#$❡♥'❛'✐♦♥ ❝❧❛$$✐1✉❡✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❚❛❞#❧✐$ ❡$' ❡♥ ♠❡$✉"❡ ❞✬❡①♣❧✐✲

1✉❡" '❤#♦"✐1✉❡♠❡♥' ❧❡$ "#$✉❧'❛'$ ♦❜'❡♥✉$ ♣❛" ❉❛♥❛ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❡♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❡

"D❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥ ❞❡$ ❝❤♦✐① $'"❛'#❣✐1✉❡$ ❞❡$ ❛❣❡♥'$ ❞❛♥$ ❧❛ ♠✐$❡ ❡♥ L✉✈"❡ ❞✬✉♥❡

❝♦♥❞✉✐'❡ ♠♦"❛❧❡✳

❊♥ ♦✉'"❡✱ ❜✐❡♥ 1✉❡ ❧❡$ #♠♦'✐♦♥$ ❛✐❡♥' ♣✉ 7'"❡ ❝♦♥$✐❞#"#❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❛$$#✱ ❝♦♠♠❡ ♥✉✐$❛♥'

A ❧✬❡①♣"❡$$✐♦♥ ❞❡$ ❝❛♣❛❝✐'#$ ❝♦❣♥✐'✐✈❡$ ❞❡$ ❛❣❡♥'$✱ ❧❡$ ❡♠♣7❝❤❛♥' ❞❡ ♣"❡♥❞"❡ ❞❡$ ❞#❝✐$✐♦♥$

❞❡ ♠❛♥✐."❡ "❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧✬✐♥'#❣"❛'✐♦♥ ❞❡$ #♠♦'✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡$ ♠♦❞.❧❡$ ❞❡ ♣"✐$❡ ❞❡ ❞#❝✐$✐♦♥ ♥❡

$✬❡✛❡❝'✉❡ ♣❛$ ❛✉ $❛❝"✐✜❝❡ ❞✬✉♥❡ "❡♠✐$❡ ❡♥ 1✉❡$'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❛'✐♦♥♥❛❧✐'# ❞❡$ ❛❣❡♥'$✳ ❚❛❞❡❧✐$

✭✷✵✵✽✮ ❡①♣❧✐1✉❡ ❡♥ ❡✛❡' 1✉❡ ❧❡$ ❥♦✉❡✉"$ 1 $♦♥' ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞✬❛♥'✐❝✐♣❡" ❧❛ ❤♦♥'❡ 1✉❡ "❡$$❡♥'✐✲
"❛✐❡♥' ❧❡$ ❥♦✉❡✉"$ 2 ❡♥ ❞#✈✐❛♥' ❡' 1✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥✢✉❡ $✉" ❧❡✉" ❝❤♦✐① $'"❛'#❣✐1✉❡ ❞❡ ❢❛✐"❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♦✉ ♥♦♥ A ❧❛ ♣"❡♠✐."❡ #'❛♣❡✳ ❆✐♥$✐✱ ✐❧ ♠♦♥'"❡ ❢♦"♠❡❧❧❡♠❡♥' ♠❛✐$ ❛✉$$✐ A ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①✲

♣#"✐♠❡♥'❛'✐♦♥ 1✉❡ ❧❡$ ❥♦✉❡✉"$ 1 $♦♥' $✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡♠❡♥' ♣❧✉$ ♥♦♠❜"❡✉① A ❢❛✐"❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱
❧♦"$1✉❡ ❧❡$ ♣❛"'❡♥❛✐"❡$ ❥♦✉❡♥' ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛"❛'✐✈❡♠❡♥' ❛✉

❝❛$ ♦O ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣♦$✐'✐♦♥ ❡$' ♠✐♥✐♠❛❧✳

▲❡$ ❥♦✉❡✉"$ 1 ✉'✐❧✐$❡♥' ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐."❡ "❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧❡✉"$ ❝"♦②❛♥❝❡$ $✉" ❧❡ '②♣❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉"
2 ❛✈❡❝ ❧❡1✉❡❧ ✐❧$ ❥♦✉❡♥' ❡' $✉" ❧❛ ❤♦♥'❡ 1✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡$' ❛♠❡♥# A "❡$$❡♥'✐"✱ ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥' ❛✉ ❝♦♥'❡①'❡ ❞✬#♠❡"❣❡♥❝❡✳ ▲❡ '"❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❛❞❡❧✐$ ♠♦♥'"❡✱ ♣❛" ❝♦♥$#1✉❡♥'✱ ❝♦♠♠❡♥' ❧❛

"❛'✐♦♥♥❛❧✐'# ❛✉ $❡♥$ ❞❡ ❧✬#❝♦♥♦♠✐$'❡ ❝❧❛$$✐1✉❡✱ ♣❡✉' $✬❛❞❛♣'❡" A ❧✬✐♥'#❣"❛'✐♦♥ ❞❡$ #♠♦'✐♦♥$

♠♦"❛❧❡$ ❡' ❡♥ ♣❛"'✐❝✉❧✐❡" ❞❡ ❧❛ ❤♦♥'❡✳

✸✳✸✳✶✳✸✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣+❛,✐,✉❞❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬4❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦+,❡♠❡♥,❛❧❡

❉❛♥$ ❧❛ ❧✐''#"❛'✉"❡✱ $❡✉❧$ 1✉❡❧1✉❡$ ♠♦❞.❧❡$ ♦♥' ❡①❛♠✐♥# ❧❡ "D❧❡ #❝♦♥♦♠✐1✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣"❛'✐✲

'✉❞❡✱ ❡' ❝❡ ♥♦♠❜"❡ ❡$' ❡♥❝♦"❡ ♣❧✉$ ❢❛✐❜❧❡ $✬❛❣✐$$❛♥' ❞❡$ '"❛✈❛✉① 1✉✐ ♦♥' ❝❤❡"❝❤# A ✐♥'#❣"❡"

✭A ❧❛ ❢♦✐$ ✈♦♥❧♦♥'❛✐"❡♠❡♥' ❡' ❞❡ ♠❛♥✐."❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡✮ ❝❡''❡ #♠♦'✐♦♥ $♣#❝✐✜1✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥

#❧#♠❡♥' ❝❧# ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❛❧✐$❛'✐♦♥

✾

✳

✾✳ ❉❡ ♥♦♠❜(❡✉① ♠♦❞,❧❡. ❞❡ (/❝✐♣(♦❝✐3/ ❡♥❣❧♦❜❡♥3 ✐♠♣❧✐❝✐3❡♠❡♥3 ❧❡ (5❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣(❛3✐3✉❞❡✱ ♠❛✐. ❧❡ ♠❛♥8✉❡

❞❡ ❞/3❛✐❧.✱ (❡❧❛3✐✈❡♠❡♥3 ❛✉① ♠/❝❛♥✐.♠❡. ♣.②❝❤♦❧♦❣✐8✉❡. .♦✉.✲❥❛❝❡♥3.✱ ✐♥❤/(❡♥3. > ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞✉ (5❧❡ /❝♦✲

♥♦♠✐8✉❡ ❞❡. /♠♦3✐♦♥.✱ ✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉✬✐❧. ♥❡ ♣✉✐..❡♥3 @3(❡ ❝♦♥.✐❞/(/. ❝♦♠♠❡ ❞❡. ♠♦❞,❧❡. ♣♦(3❛♥3 .✉( ❧❛

❣(❛3✐3✉❞❡✳

✶✵✽



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

✸✳✸✳✶✳✸✳✶✳ ▲❛ ❣&❛'✐'✉❞❡ &❡♣&-.❡♥'-❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞-'❡&♠✐♥❛♥' ❞✉ ❞♦♥

▲✬✉♥ ❞✬❡♥&'❡ ❡✉① ❡)& ❧✬+✉✈'❡ ❞❡ ❏✳ ❆&)✉ ❆♠❡❣❛)❤✐❡ ❡♥ ✷✵✵✻✳ ❈❡ &'❛✈❛✐❧✱ :✉✐ ❢❛✐& ♣❛'&✐❡

❞❡ ❧❛ ❧✐&&='❛&✉'❡ ♣❤✐❧❛♥&❤'♦♣✐:✉❡✱ ♠❡& ❧✬❛❝❝❡♥& )✉' ❧❡) ❞=&❡'♠✐♥❛♥&) ❞❡) ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&) ❞❡

❞♦♥ ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❞✐❝&❛&❡✉'

✶✵

❡& ✈✐)❡ A ♦✉✈'✐' ❧❛ ❜♦C&❡ ♥♦✐'❡ ❞❡ ❝❡ :✉✬❆♥❞'❡♦♥✐ ✭✶✾✽✾✱✶✾✾✵✮

❛ ❛♣♣❡❧= ✓ ❧❡ ❣♦J& ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐) ✓ ✇❛'♠✲❣❧♦✇ ❣✐✈✐♥❣ ✔✱ ♥♦&'❡ &'❛❞✉❝&✐♦♥✮✳ ❊♥

❡✛❡&✱ ❆♠❡❣❛)❤✐❡ ✭✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✵✱ ♥♦&'❡ &'❛❞✉❝&✐♦♥✮ ❡①♣❧✐:✉❡ ✿ ✓ ❆♥❞'❡♦♥✐ ❛✈❛♥❝❡ :✉❡ ❧❡) ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉) ❞♦♥♥❡♥& ♣❛'❢♦✐) ❞❛♥) ❧❡ ❜✉& ❞❡ '❡))❡♥&✐' ✓ ❧❡ ❣♦J& ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣♦)❛♥&❡ ❞❡

❝❡ ✓ ❣♦J& ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔ ❡)& ♣❡✉&✲R&'❡ ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡ ♣✉✐):✉❡ ❧❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) ♣♦✉''❛✐❡♥& ❞♦♥♥❡'

❡♥ ✈✉❡ ❞❡ '❡❝❡✈♦✐' ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡ ❬'❡))❡♥&✐❡ ❡& ❡①♣'✐♠=❡ ♣❛' ❝❡❧✉✐ A :✉✐ ✐❧) ♦♥& ❞♦♥♥=❪✳ ❊♥ ✉♥

♠♦&✱ ♥♦✉) )♦♠♠❡) ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ '❛&✐♦♥❛❧✐)❡' ❧❡ '❡))❡♥&✐ ❞✉ ✓ ❣♦J& ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔ ❡♥ ❛'❣✉♠❡♥✲

&❛♥& :✉❡ ❧❡) ❞♦♥♥❡✉') ❞='✐✈❡♥& ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&= A ♣❛'&✐' ❞❡ ❧✬❛❝&❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡' ♣❡" #❡ ♣'=❝✐)=♠❡♥&

♣❛'❝❡ :✉❡ ❧❡) ❜=♥=✜❝✐❛✐'❡) ❞='✐✈❡♥& ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&= ❞❡ ❧✬❛❝&❡ ❞❡ '❡❝❡✈♦✐' ♣❡" #❡ ✔✳

❋♦'♠❡❧❧❡♠❡♥&✱ ❆♠❡❣❛)❤✐❡ ✭✷✵✵✻✮ ❞=✜♥✐& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&= ❞✐✛='❡♥&❡ ♣♦✉' ❝❤❛:✉❡

&②♣❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉' ✐♠♣❧✐:✉= ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❞✐❝&❛&❡✉'✱ A )❛✈♦✐' ❧❡ '❡❝❡✈❡✉' ❡& ❧❡ ❞♦♥♥❡✉' ✭♦✉

❞✐❝&❛&❡✉'✮✳

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&= ❞✉ ❞❡)&✐♥❛&❛✐'❡ ❡)& ❝♦♠♣♦)=❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛'❣✉♠❡♥&)✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛'&✱ ✐❧

&✐'❡ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&= ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛&✐♦♥ ♠❛&='✐❡❧❧❡ ❞✉ ❞♦♥ :✉✬✐❧ '❡Y♦✐& ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉ ✭♥♦&=❡

t✮✳ ❉✬❛✉&'❡ ♣❛'&✱ ✉♥❡ ❝❡'&❛✐♥❡ ✉&✐❧✐&= ❞=❝♦✉❧❡ =❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬=♠❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡

❝❤❡③ ❧✉✐✳ ❈❡&&❡ '❡&♦♠❜=❡ =♠♦&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡)& ❝♦♥Y✉❡✱ ❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞[❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥

♣♦)✐&✐✈❡ ❞✉ )❛❝'✐✜❝❡ ✭❡♥ ♣'♦♣♦'&✐♦♥✮ ❡✛❡❝&✉= ♣❛' ❧❡ ❞✐❝&❛&❡✉' A &'❛✈❡') )♦♥ ❛❝&❡ ❞❡ ❞♦♥

✭

t
m
✱ ♦\ m ❞=)✐❣♥❡ ❧❛ ❞♦&❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❞✉ ❞✐❝&❛&❡✉'✮✳ ❉❛♥) ❧✬❛'&✐❝❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&= ❞✉

❞❡)&✐♥❛&❛✐'❡ :✉✐ ❡)& ✉&✐❧✐)=❡ ❞❛♥) ❧✬❛♥❛❧②)❡ ❡)& ❞=✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ )✉✐& ✿

UR = ln(t) + αln(
t

m
)

❖\ α > 0✳

▲❡ ❞♦♥❛&❡✉'✱ :✉✐ ❡)& ♣❛' ❛✐❧❧❡✉') ❧❡ )❡✉❧ ❥♦✉❡✉' A ♣'❡♥❞'❡ ✉♥❡ ❞=❝✐)✐♦♥ )&'❛&=❣✐:✉❡ ❞❛♥)

❧❡ ❥❡✉✱ ❡)& =❣❛❧❡♠❡♥& '❡♣'=)❡♥&= ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&= ❝♦♥)&✐&✉=❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛'❣✉♠❡♥&)✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦'❞✱ ♥♦✉) '❡&'♦✉✈♦♥) ❧✬✉&✐❧✐&= :✉❡ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉' ❞='✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛&✐♦♥ ♠❛&=✲

'✐❡❧❧❡ ❞✉ '❡❧✐:✉❛& ❞❡ )❛ ❞♦&❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ✭c = m− t✮✳ ▲❡ )❡❝♦♥❞ ❛'❣✉♠❡♥& ♥✬❡)& ❛✉&'❡ :✉❡
❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&= ♠R♠❡ ❞✉ ❞❡)&✐♥❛&❛✐'❡✳ ❆✐♥)✐✱ ❝❡&&❡ )♣=❝✐✜❝❛&✐♦♥ ✐♠♣❧✐:✉❡ :✉❡✱ ♦✉&'❡

❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛&✐♦♥ =❣♦_)&❡ ❞✉ ❝❛♣✐&❛❧ '=)✐❞✉❡❧ ❛✉ ❞♦♥✱ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐&❡✉' ❛♣♣'=❝✐❡ =❣❛❧❡♠❡♥&

❧✬✉&✐❧✐&= :✉✬✐❧ ❡)& ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣=♥='❡' ❡& ❞❡ ♣❡'❝❡✈♦✐' ❝❤❡③ ❧✬❛✉&'❡✱ :✉❡ ❝❡ )♦✐& ❡♥ &❡'♠❡) ❞❡

❝♦♥)♦♠♠❛&✐♦♥ ♠❛&='✐❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ )❡♥&✐♠❡♥&) ❞❡ ❣'❛&✐&✉❞❡ ✭:✉✐ )❡ &'♦✉✈❡ R&'❡ A ❧❛ )♦✉'❝❡ ❞✉

✓ ❣♦J& ❞❡ ❞♦♥♥❡' ✔✮✳

✶✵✳ ❉❛♥& ❧❡)✉❡❧ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉&✱ ❧❡ ❜✐❡♥❢❛✐2❡✉3 ✭♦✉ ❞♦♥♥❡✉3✱ ❞❛♥& ❧✬❛32✐❝❧❡✮ ❡2 ❧❡ ❞❡&2✐♥❛2❛✐3❡✱ ❥♦✉❡♥2

❡♥&❡♠❜❧❡✳ ❆✉ ❞<❜✉2 ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉3 ❡&2 ❞♦2< ❞✬✉♥❡ ❝❡32❛✐♥❡ )✉❛♥2✐2< ❞❡ 3❡&&♦✉3❝❡& ✭❣<♥<3❛❧❡♠❡♥2 ❞❡&

✉♥✐2<& ❞✬❛3❣❡♥2 ❡①♣<3✐♠❡♥2❛❧✮ ❡2 ❞♦✐2 ❞<❝✐❞❡3 ❞✬✉♥❡ 3<♣❛32✐2✐♦♥ ❞❡ ❝❡22❡ ❞♦2❛2✐♦♥ ❡♥23❡ ❧✉✐✲♠@♠❡ ❡2 ❧✬❛✉23❡

❥♦✉❡✉3✳ A♦✉3 &❛ ♣❛32✱ ❧❡ ❞❡&2✐♥❛2❛✐3❡ ♥✬❛ ♣❛& ❞❡ ❝❤♦✐① &23❛2<❣✐)✉❡ C ❢❛✐3❡✱ ✐❧ ❡&2 &♦✉♠✐& C ❧❛ ❞<❝✐&✐♦♥ ❞✉

❞♦♥♥❡✉3✳

✶✵✾



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&, ❞✉ ❞♦♥♥❡✉. /✉✐ ❡0& ✉&✐❧✐0,❡ ❞❛♥0 ❧❡ ♣❛♣✐❡. ❡0& ❞,✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐4.❡

0✉✐✈❛♥&❡ ✿

UD = ln(c) + βUR

❖8 0 < β < 1✳

▲❡ ♠♦❞4❧❡ ❡0& &♦✉& 0✐♠♣❧❡♠❡♥& .,0♦❧✉ ❡♥ ♠❛①✐♠✐0❛♥& ❧✬✉&✐❧✐&, ❞✉ ❞♦♥♥❡✉. ♣❛. .❛♣♣♦.&

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞♦♥ t✳ ❉❡ ♠❛♥✐4.❡ ❛00❡③ 0✉.♣.❡♥❛♥&❡✱ ❧✬❛✉&❡✉. ❛ ♠♦♥&., /✉❡✱ ♣♦✉. ❝❡.&❛✐♥❡0
✈❛❧❡✉.0 ❞❡ α ❡& β✱ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉. ♣❡✉& >&.❡ ❞✐0♣♦0, ? ❞♦♥♥❡. ♣❧✉0 ❞❡ ❧❛ ♠♦✐&✐, ❞❡ 0❛ ❞♦&❛&✐♦♥✱
❛❧♦.0 ♠>♠❡ /✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛❝❝♦.❞❡ ♣❧✉0 ❞❡ ♣♦✐❞0 ? 0❛ ♣.♦♣.❡ ❝♦♥0♦♠♠❛&✐♦♥ ♠❛&,.✐❡❧❧❡ /✉✬?

❧✬✉&✐❧✐&, ❞✉ ❞❡0&✐♥❛&❛✐.❡ ❞✉ ❞♦♥ ✭0 < β < 1✮✳ C♦✉. /✉❡ ❝❡❧❛ 0♦✐& ♣♦00✐❜❧❡✱ ❧❡ ❞❡0&✐♥❛&❛✐.❡
❞♦✐& >&.❡ &.40 .❡❝♦♥♥❛✐00❛♥& ✭❝❡ /✉✐ ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉❡ ❧❛ ❣.❛&✐&✉❞❡ ❞♦✐& >&.❡ ✐♥&❡♥0,♠❡♥& .❡0✲

0❡♥&✐❡✱ ❛✐♥0✐ /✉✬❡①♣.✐♠,❡ ❛✈❡❝ ❡♥&❤♦✉0✐❛0♠❡✮ ❡&✱ ❞❛♥0 ❧❡ ♠>♠❡ &❡♠♣0✱ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉. ❞♦✐&

❛✈♦✐. ✉♥ ✓ ❣♦H& ❞❡ ❞♦♥♥❡. ✔ 0✉✣0❛♠♠❡♥& ♣.♦♥♦♥❝, ✭❝✬❡0&✲?✲❞✐.❡ /✉❡✱ α ❡& β ❞♦✐✈❡♥& >&.❡

0✉✣0❛♠♠❡♥& ❣.❛♥❞0✮✳

C❧✉0 ❣,♥,.❛❧❡♠❡♥&✱ ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ✐♥&.♦❞✉✐& ✉♥ ,❧,♠❡♥& ❝.✉❝✐❛❧ ❡♥ ❝❡ /✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❛ ♠✐0❡ ❡♥

♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣.❛&✐&✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧✬,♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❣.❛&✐&✉❞❡✱ ❛✐♥0✐ /✉❡ ❧❡0 ❝❤❛N♥❡0

❞❡ .,❝✐♣.♦❝✐&, ♣♦0✐&✐✈❡✱ ❞♦✐✈❡♥& >&.❡ 0✉0❝✐&,❡0 ❡& ✐♥✐&✐,❡0 ♣♦✉. .❡♥❞.❡ ❧❡0 ❛✈❛♥&❛❣❡0 ❞❡ ❧❡✉.

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡0✳ ❆✐♥0✐✱ ♦♥ ♣❡✉& 0❡ ❞❡♠❛♥❞❡. ❝❡ /✉✐ ❡0& ? ❧✬♦.✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦&✐✈❛&✐♦♥

? .,❛❧✐0❡. ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ♣❛0✳ ❯♥ ♠♦&✐❢ ♣♦00✐❜❧❡ ? ❛❣✐. ❣,♥,.❡✉0❡♠❡♥& ❡0& 0✉♣♣♦0, >&.❡ ❧✬❡①✲

♣,.✐❡♥❝❡ ❛♥&✐❝✐♣,❡ ❞❡ 0❡♥&✐♠❡♥&0 ❛❣.,❛❜❧❡0 ❧✐,0 ❛✉ ✓ ❣♦H& ❞❡ ❞♦♥♥❡. ✔✱ /✉✐ ❡0& ✐❝✐ ❝♦♥Q✉❡

❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧♦.✐0❛&✐♦♥ ,♠♦&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&, /✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❝❛✉0❡.

? ❛✉&.✉✐✱ ? &.❛✈❡.0 ❧✬❛❝&❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡.✳ ❊♥ ♦✉&.❡✱ 0❡❧♦♥ ❆♠❡❣❛0❤✐❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ❧❛ ❞,&❡❝&✐♦♥ ❞❡

❧✬,♠❡.❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣.❛&✐&✉❞❡✱ ❡& 0♦♥ ❛♥&✐❝✐♣❛&✐♦♥✱ ❝❤❡③ ❧❡ ♣❛.&❡♥❛✐.❡✱ ❢❛✐& ♣❛.&✐❡ ❞❡ ❝❡ /✉✐

&♦✉❝❤❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✉ ❝♦✉.0 ❞❡ ❧❛ .,❛❧✐0❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♥

✶✶

✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐&, ❞❡ ❞,&❡❝&❡. ❡& ❞✬❛♥&✐❝✐♣❡. ❧✬,♠❡.❣❡♥❝❡ ❞✬,♠♦&✐♦♥0 ❝❤❡③ ❧❡0 ❛✉&.❡0 ❢❛✐& ,❝❤♦

❛✈❡❝ ❧❡ ♣.♦❝❡00✉0 ,♠♦&✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❡♠♣❛&❤✐❡✳ ■❧ ❡0& ✐♥&,.❡00❛♥& ❞❡ ♥♦&❡. /✉✬❆♠❡❣❛0❤✐❡ ✭✷✵✵✻✮

❝♦♥0✐❞4.❡ /✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣.♦❜❛❜❧❡♠❡♥& ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐&, ❞✬❡♠♣❛&❤✐❡ ❞✬❛✉&❛♥& ♣❧✉0 ❣.❛♥❞❡ 0✬❛❣✐00❛♥&

❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉0 ❣,♦❣.❛♣❤✐/✉❡♠❡♥& ❡& 0♦❝✐❛❧❡♠❡♥& ♣.♦❝❤❡0 ❞❡ ♥♦✉0✳ ❈❡&&❡ ,✈❛❧✉❛&✐♦♥ ♣.,0❡♥&❡

❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥&.❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥♥❛✐00❛♥❝❡ ❡& ❧❛ ♣.♦①✐♠✐&, ❡♥&.❡ ❧❡0 ❛❣❡♥&0 ❞❛♥0 ❧❡0 .❡❧❛✲

&✐♦♥0 0♦✉0 ✉♥ ❛✉&.❡ ❛♥❣❧❡✳

❆ ❧❛ ❧✉♠✐4.❡ ❞❡ ❝❡&&❡ .,✢❡①✐♦♥✱ ♥♦✉0 0♦♠♠❡0 ❛♠❡♥,0 ? ❞,✈❡❧♦♣♣❡. ♥♦&.❡ ❝♦♠♣.,❤❡♥0✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣.❛&✐&✉❞❡ 0♦✉0 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥♦✉.✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❝❡ ♣.♦❝❡00✉0 ♣♦✉.✲

.❛✐& ♣.❡♥❞.❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ 0✉✐✈❛♥&❡ ✿ ❧❛ ♣.♦①✐♠✐&, ❡♥&.❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉0 ❛✉❣♠❡♥&❡ ❧❡✉. ❝❛♣❛❝✐&,

? ❢❛✐.❡ ♣.❡✉✈❡ ❞✬❡♠♣❛&❤✐❡ ❧✬✉♥ ❡♥✈❡.0 ❧✬❛✉&.❡✱ ❝❡ /✉✐ ❢❛❝✐❧✐&❡ ? ❧❛ ❢♦✐0 ❧✬❛♥&✐❝✐♣❛&✐♦♥ ❡& ❧❛

❞,&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬,♠❡.❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣.❛&✐&✉❞❡ ❝❤❡③ ❧✬❛✉&.❡✱ /✉✐ ♣❛.&✐❝✐♣❡ ? ❞,✈❡❧♦♣♣❡. ❧❡ ✓ ❣♦H&

✶✶✳ ❯♥❡ ❛✉'(❡ ❡①♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡(♥❛♥' ❧❛ ♠♦'✐✈❛'✐♦♥ 3 ❛❣✐( ❞❡ ♠❛♥✐6(❡ ♣(♦/♦❝✐❛❧❡ ❡♥ ♣(❡♠✐❡(✱

♣❡✉' 8'(❡ ❧✬❛♥'✐❝✐♣❛'✐♦♥ /'(❛':❣✐;✉❡ ❞❡/ ❛❝'❡/ ❞❡ (:❝✐♣(♦❝✐': ♣♦/✐'✐✈❡ ♣♦'❡♥'✐❡❧/ ;✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉' ✐♥❝✐'❡( ❝❤❡③

❧❡ ♣❛('❡♥❛✐(❡✱ 3 ❧✬❛✈❡♥✐(✳ ◆:❛♥♠♦✐♥/✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥'✐♦♥♥: ♣❧✉/ ❤❛✉'✱ ✐❧ /❡♠❜❧❡ ;✉❡ ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦('❡♠❡♥'

/'(❛':❣✐;✉❡✱ ❧♦(/;✉✬✐❧ ❡/' /❛✐❧❧❛♥'✱ ♥❡ ♣❛(✈✐❡♥♥❡ ♣❛/ 3 ❞:❝❧❡♥❝❤❡( ❧✬:♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣(❛'✐'✉❞❡ ✭♠❛✐/ ♣❧✉'A'
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❞❡ ❞♦♥♥❡$ ✔✳ ❈❡((❡ ❛♥(✐❝✐♣❛(✐♦♥ ♣❡✉( .❡ ($❛♥.❢♦$♠❡$ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥❝✐(❛(✐♦♥ 1 ❧❛ $3❛❧✐.❛(✐♦♥ ❞❡
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♣✉✐..❡♥( ❜3♥3✜❝✐❡$ ❞✬❛✉($❡. ❝②❝❧❡. ❞✬✐♥(❡$❛❝(✐♦♥. ❞❡ ❝❡ (②♣❡✱ 1 ❧✬❛✈❡♥✐$✳
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❛✉ ❞3♠❛$$❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛O♥❡. ❞❡ ❝♦♠♣♦$(❡♠❡♥(. ♣♦.✐(✐❢.✳ ❉❡ (❡❧❧❡. ❝♦♥❞✐(✐♦♥. ❝♦♥.(✐(✉❛♥( .❛♥.
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 !❛✈❡!% ❧❡% ✈' ❡♠❡♥ % *✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦! ❡ ✭❛✉① ❝2 3% ❞❡% ❛✉ !❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❣3!❛❜❧❡% ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣❛!❡♥❝❡ ♣❤②%✐*✉❡✮✱ ❧❛ ❢❛>♦♥ ❞♦♥ ♦♥ %❡ ❞3♣❧❛❝❡✱ ❞♦♥ ♦♥ ♣❛!❧❡✱ ❞♦♥ ♦♥ !3❛❣✐ ✱ ♦✉ ♣❛!

❧✬✐♥ ❡!♠3❞✐❛✐!❡ ❞❡ ❝❡ *✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐ ✱ ❧❡% 3♠♦ ✐♦♥% *✉❡ ❧✬♦♥ ❛✣❝❤❡ ✭♠'♠❡ %✐ ❧❡% 3♠♦ ✐♦♥%

♣❡✉✈❡♥ ' !❡ ❞✐✣❝✐❧❡% @ %✐♠✉❧❡!✮ ❡ ❝✳ ❀ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐ 3 ❞❡ ❝♦♥ !2❧❡ %✉! ❧✬✐♠❛❣❡

♣❡!%♦♥♥❡❧❧❡ *✉❡ ❧✬♦♥ !❡♥✈♦✐❡✱ 3✈❡♥ ✉❡❧❧❡♠❡♥ ❞❛♥% ❧❡ ❜✉ ❞✬❛  ✐!❡! ❧❛ %②♠♣❛ ❤✐❡ ❞❡% ❛✉ !❡%✳

❈❡  ❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡!%♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉ ❛❧❧❡! ❞✬✉♥❡ ❛✉ ❤❡♥ ✐*✉❡ !❡♣!3%❡♥ ❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈3!✐ ❛❜❧❡ ♣❡!%♦♥✲

♥❛❧✐ 3 ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ @ ✉♥ ♣♦! !❛✐  !♦♠♣❡✉! %❡!✈❛♥ @ ❞❡% ✜♥% ♠❛♥✐♣✉❧❛ !✐❝❡%✳ ❚♦✉ ❡❢♦✐%✱

❝❡  ❡ ❝❛♣❛❝✐ 3 ❞❡ ❝♦♥ !2❧❡ %✉! ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉!!❛✐ ' !❡ ✉♥ ❢❛❝ ❡✉! ✐♠♣♦! ❛♥ ❞❛♥% ❧❛ ❝❛♣❛❝✐ 3

❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ @ ❢❛✐!❡ ❡♥ %♦! ❡ *✉❡ ❧❡% ❛✉ !❡% %❡ %❡♥ ❡♥ ♣!♦❝❤❡% ❞❡ ❧✉✐✱ ❝❡ *✉✐ ❧✬❛✐❞❡!❛✐ @

♦❜ ❡♥✐! ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♦✉ ❞✬❛✉ !❡% ❛✈❛♥ ❛❣❡% ❛✉♣!F% ❞❡ ❝❡✉① *✉✐ ❧✬❡♥ ♦✉!!❡♥ ✳

❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣ ❡✱ ♦♥ ♣♦✉!!❛✐  !F% ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡! *✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ !3❡❧ ❞❡ ♣!♦①✐♠✐ 3 *✉✬✉♥

❛❣❡♥ 3♣!♦✉✈❡ @ ❧✬3❣❛!❞ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛♥♦♥②♠❡ ♣✉✐%%❡ %❡ ❞3 ❡!♠✐♥❡! ❡♥ !3♣♦♥%❡ @ ❧❛

*✉❡% ✐♦♥ %✉✐✈❛♥ ❡ ✿ ❞❛♥% *✉❡❧❧❡ ♠❡%✉!❡✱ %✉! ❧❛ ❜❛%❡ ❞❡% ✐♥❞✐❝❡% ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡%✱ ❧❡%  !❛✐ % ❞❡

♣❡!%♦♥♥❛❧✐ 3✱ *✉✐ ❝❛!❛❝ 3!✐%❡♥ ❛♣♣❛!❡♠♠❡♥ ❧✬❛✉ !❡✱ %♦♥ ❛♣♣!3❝✐3% ♣❛! ❧✬❛❣❡♥ ❄

❊♥ ♦✉ !❡✱ ✐❧ ❡% 3❣❛❧❡♠❡♥ ♣♦%%✐❜❧❡ *✉❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡%  !❛✐ % ❞❡ ♣❡!%♦♥♥❛❧✐ 3 *✉❡ ❧✬♦♥

❛♣♣!3❝✐❡ ❝❤❡③ ❧❡% ❛✉ !❡% %♦✐❡♥ ❞3 ❡!♠✐♥3% ♣❛! ❞❡% ♣!♦❝❡%%✉% ❢❛✈♦!✐%❛♥ ❧✬❛♣♣!3❝✐❛ ✐♦♥ ❞❡%

 !❛✐ % ❞❡ ♣❡!%♦♥♥❛❧✐ 3 *✉✐ ♥♦✉% ❝❛!❛❝ 3!✐%❡♥ ✳

❇✐❡♥ *✉❡  !F% ✐♥ 3!❡%%❛♥ ❡ ♥♦✈❛ ❡✉!✱ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞✬❆♠❡❣❛%❤✐❡ ✭✷✵✵✻✮ ♣♦%%F❞❡ 3❣❛❧❡♠❡♥ 

❝❡! ❛✐♥❡% ❧✐♠✐ ❡%✳ ❊♥ ❝❡ *✉✐ ❝♦♥❝❡!♥❡ ❧❛ !❡♣!3%❡♥ ❛ ✐♦♥ ❞✉ !2❧❡ 3❝♦♥♦♠✐*✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛ ✐ ✉❞❡✱

%❛ ❧✐♠✐ ❡ ♣!3♣♦♥❞3!❛♥ ❡ ❡% ✱ @ ♥♦ !❡ ❛✈✐%✱ ❧❡ ❢❛✐ *✉❡ ❧❛ ❢♦!♠❛❧✐%❛ ✐♦♥ %♦✐ ❝❡♥ !3❡ %✉! ❧❡ ❥❡✉

❞✉ ❞✐❝ ❛ ❡✉!✳ ❈❡ ❥❡✉ ❡% ❡♥ ❡✛❡  !F% ❧✐♠✐ 3 ❞❛♥% ❧❛ ♠❡%✉!❡ ♦R ✐❧ ♥✬② ❛ *✉✬✉♥ %❡✉❧ ❥♦✉❡✉!

*✉✐ ♣❡✉ ♣!❡♥❞!❡ ✉♥❡ ❞3❝✐%✐♦♥ 3❝♦♥♦♠✐*✉❡✱ ❧✬❛✉ !❡ ❛❣❡♥ ♥❡ ❢❛✐%❛♥ *✉❡ %✉❜✐! ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉

♣!❡♠✐❡!✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛%✱ @ ♣!♦♣!❡♠❡♥ ♣❛!❧❡!✱ ❞✬✐♥ ❡!❛❝ ✐♦♥ % !❛ 3❣✐*✉❡ ❡♥ !❡ ❧❡% ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉% ❞❛♥% ❝❡  ❡ %✐ ✉❛ ✐♦♥ ❡ ❧❛ ♣❡! ✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥  ❡❧ ❥❡✉ ❛ ♠'♠❡ ♣❛!❢♦✐% 3 3 ✐♥ ❡!!♦❣3❡ ♣❛!

❝❡! ❛✐♥% 3❝♦♥♦♠✐% ❡% ✭●✉❛❧❛ ❡ ▼✐  ♦♥❡✱ ✷✵✶✵✮✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❡% ❝❧❛✐!❡♠❡♥ ❝♦♠♣!3❤❡♥%✐❜❧❡ 3 ❛♥ ❞♦♥♥3 ❧✬♦❜❥❡❝ ✐❢ ❞❡ ❧✬❛✉ ❡✉! ❞❛♥% ❝❡ ❛!✲

 ✐❝❧❡✱ *✉✐ ❡% ❞✬❛♥❛❧②%❡! ❧❡% ❞3 ❡!♠✐♥❛♥ % ❞✉ ❞♦♥✳ ◆3❛♥♠♦✐♥%✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉% ❧✬❛✈♦♥% ✈✉✱ ❧❡

!2❧❡ 3❝♦♥♦♠✐*✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛ ✐ ✉❞❡ ✈❛ ❛✉✲❞❡❧@ ❞❡% *✉❡% ✐♦♥% ❞❡ !3❝✐♣!♦❝✐ 3 ♣♦%✐ ✐✈❡ ❡ ❞❡ ❧✬❛♥✲

 ✐❝✐♣❛ ✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛✐%✐! ❞X ❛✉ ✓ ❣♦X ❞❡ ❞♦♥♥❡! ✔✱ *✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣❡!❝❡♣ ✐♦♥ ❞❡ %❡♥ ✐♠❡♥ %

❞❡ ❣!❛ ✐ ✉❞❡ ❝❤❡③ ❧❡ ❜3♥3✜❝✐❛✐!❡ ❞✬✉♥ ❞♦♥✳ ❊♥ ❝❡ %❡♥%✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❞✐❝ ❛ ❡✉! ♥❡ ❝♦♥% ✐ ✉❡

♣❛% ✉♥ ❝❛❞!❡ ❛♣♣!♦♣!✐3 ♣♦✉! ❛♥❛❧②%❡! ❧❡% ♥♦♠❜!❡✉%❡% ❝❛!❛❝ 3!✐% ✐*✉❡% ❞❡ ❝❡  ❡ 3♠♦ ✐♦♥

❝!✉❝✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣♦%%✐❜✐❧✐ 3 ❞✬✉♥ *✉❡❧❝♦♥*✉❡ ❛❝ ❡ ❞❡ !3❝✐♣!♦❝✐ 3 ❞❡ ❧❛

♣❛! ❞✉ ❜3♥3✜❝✐❛✐!❡ ✭♠✐% @ ♣❛! ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ !❡❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡ *✉✬✐❧ !❡%%❡♥ ❡ ❡①♣!✐♠❡✮ ❡ ✱

♣❛! ❛✐❧❧❡✉!%✱ 3 ❛♥ ❞♦♥♥3 *✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡% ❛♥❛❧②%3 ❞❛♥% %❛ ✈❡!%✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ❧✬✐♥ 3❣!❛ ✐♦♥

❞❡ ❧✬❛%♣❡❝ ❞②♥❛♠✐*✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛ ✐ ✉❞❡ ❡% ✱ ❞❡ ❢❛✐ ✱ ❡①❝❧✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉

❞✐❝ ❛ ❡✉!✱  ❡❧ *✉✬✐❧ ❡% ♣!3%❡♥ 3 ❞❛♥% ❝❡ ♠♦❞F❧❡ ✭*✉✐ ❡% ❝♦♥❢♦!♠❡ @ ❧❛ ♣!3%❡♥ ❛ ✐♦♥ % ❛♥✲

❞❛!❞ ❞✉ ❥❡✉✮✱ ❢❛✐ ✐♥ ❡!✈❡♥✐! ❞❡✉① ❥♦✉❡✉!% %❡✉❧❡♠❡♥ ✱ ❝❡ *✉✐ ❡% !❡❣!❡  ❛❜❧❡ @ ❧✬3❣❛!❞ ❞❡

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛ ✐ ✉❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣!♦✉♣❡✱ ❛✐♥%✐ *✉❡✱ ✈✐%✲@✲✈✐% ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐ 3 ❞❡ ❧❛

❣!❛ ✐ ✉❞❡ @ %❡ ♣!♦♣❛❣❡! ❞❛♥% ✉♥ !3%❡❛✉ ❞✬❛❣❡♥ %✳

✶✶✷



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

✸✳✸✳✶✳✸✳✷✳ ▲❛ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣12❛3✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥ 21*❡❛✉ ❞✬❛❣❡♥3* ♣❛2 ❧❛

21❝✐♣2♦❝✐31 ♣♦*✐3✐✈❡ ❞✐2❡❝3❡ ❡3 ✐♥❞✐2❡❝3❡

❱✐"✲$✲✈✐" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥"-.✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥ .1"❡❛✉ ❞✬❛❣❡♥-"✱ ✐❧ ❡①✐"-❡ 1❣❛❧❡♠❡♥-✱ ❞❛♥" ❧❛ ❧✐-✲

-1.❛-✉.❡ 1✈♦❧✉-✐♦♥♥✐"-❡ ❡♥ 1❝♦♥♦♠✐❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②"❡ ❢♦.♠❡❧❧❡ ❞✉ .8❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣.❛-✐-✉❞❡✳ ❊♥

♣❛.-✐❝✉❧✐❡.✱ ◆♦✇❛❦ ❡- ❘♦❝❤ ✭✷✵✵✼✮ ♦♥- ♣.1"❡♥-1 ✉♥ ♠♦❞F❧❡✱ ❜❛"1 "✉. ❧❡" ♠❛.❝❤❡" ❛❧1❛✲

-♦✐.❡"✱ H✉✐ .❡♠❡- ❡♥ H✉❡"-✐♦♥ ❧❡ .8❧❡ ❛❞❛♣-❛-✐❢ ❞❡ ❧❛ .1❝✐♣.♦❝✐-1 ✐♥❞✐.❡❝-❡✳ ❉❛♥" ❝❡- ❛.-✐❝❧❡✱

❧❡" ❛✉-❡✉." ❝♦♥"✐❞F.❡♥- ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥-" 1❝♦♥♦♠✐H✉❡"✱ ❞1✜♥✐" "✉. ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ "-.❛-1❣✐❡"

❝♦♥❝❡.♥❛♥- ❧✬✐♥✐-✐❛-✐♦♥ ❡- ❧❛ ♣❡.♣1-✉❛-✐♦♥✱ ♣❛. .❡♥✈♦✐ ❞✐.❡❝- ♦✉ ♣❛. -.❛♥"♠✐""✐♦♥ $ ✉♥ -✐❡."✱

❞✬✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬❛❝-❡" ❛❧-.✉✐"-❡"✱ ❛✉ "❡✐♥ ❞✉ .1"❡❛✉ H✉✬✐❧" ❝♦♥"-✐-✉❡♥-✳
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❞❛♥$ ❧❛ ♣"♦♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣#"❛'✐♦♥✳

❯♥ ❛✉'"❡ "#$✉❧'❛' ✐♥'#"❡$$❛♥' ❞❡ ❝❡ ♠♦❞9❧❡ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛ $'"❛'#❣✐❡ ❞✬❛❧✲

'"✉✐$♠❡ $♣♦♥'❛♥#✱ ❝❛"❛❝'#"✐$#❡ ♣❛" ❞❡$ ✈❛❧❡✉"$ #❧❡✈#❡$ ❞✉ ♣❛"❛♠9'"❡ q✱ ❛✈❡❝ ❧❛ $'"❛'#❣✐❡
❞✬❛❧'"✉✐$♠❡ ❧✐#❡ A ❧❛ ❣"❛'✐'✉❞❡✱ ❝❛"❛❝'#"✐$#❡ ♣❛" ❞❡$ ✈❛❧❡✉"$ #❧❡✈#❡$ ❞✉ ♣❛"❛♠9'"❡ p✳ ❉❛♥$
❧❡$ ❢❛✐'$✱ ✐❧ ❛ #'# ❞#♠♦♥'"# .✉❡ ❧✬❛❧'"✉✐$♠❡ ❧✐# A ❧❛ ❣"❛'✐'✉❞❡ ♣❡✉' ❝♦♥❞✉✐"❡ A ❞❡$ ♥✐✈❡❛✉①

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉$ #❧❡✈#$ ✓ ❞✬❛♣'✐'✉❞❡ A ❝♦♦♣#"❡" ✔✳ ❊♥ ♦✉'"❡✱ $✐ r > c
b
✱ ❧❡$ ✓ ❝♦♦♣#"❛'❡✉"$

$♣♦♥'❛♥#$ ✔ ✭♣♦✉" ❧❡$.✉❡❧$ p = 0✮ $♦♥' $✉"♣❛$$#$ ♣❛" ❧❡$ ❛❣❡♥'$ ❞♦♥' ✓ ❧✬❛♣'✐'✉❞❡ A ❝♦♦♣#✲
"❡" ✔ ❡$' ❧✐#❡ A ❧❛ ❣"❛'✐'✉❞❡ ✭p > 0✮✳

❙❡❧♦♥ ◆♦✇❛❦ ❡' ❘♦❝❤ ✭✷✵✵✼✱ ♣✳ ✻✵✽✱ ♥♦'"❡ '"❛❞✉❝'✐♦♥✮ ✿ ✓ ▲❛ ❣"❛'✐'✉❞❡ ❡' ❞✬❛✉'"❡$ #♠♦✲

'✐♦♥$ ♣♦$✐'✐✈❡$✱ .✉✐ ❡♥❝♦✉"❛❣❡♥' ❧❛ ♣"♦♣❡♥$✐♦♥ A ❛✐❞❡" ✭#'❛♥' ❞♦♥♥# ❧❡ ♣❛"❛♠9'"❡ p ❞❛♥$
♥♦'"❡ ♠♦❞9❧❡✮✱ ♣❡✉✈❡♥' #✈♦❧✉❡" ♣❛" ❧❛ $#❧❡❝'✐♦♥ ♥❛'✉"❡❧❧❡✳ ■❧ ❡$' #❣❛❧❡♠❡♥' ❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡ .✉❡

❧❛ "#❝✐♣"♦❝✐'# ❬✐♥❞✐"❡❝'❡❪ ❡♥ ❛♠♦♥' $♦✐' ✉♥ $♦✉$✲♣"♦❞✉✐' ❞✬#♠♦'✐♦♥$ .✉✐ ♦♥' ❛✈❛♥' '♦✉' #✈♦✲

❧✉#❡$ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐'❡" ❧❛ "#❝✐♣"♦❝✐'# ❞✐"❡❝'❡ ✔✳

O♦✉" ♥♦✉$✱ ❧❛ ♣"#$❡♥❝❡ ❞✬❛❝'❡$ ❞❡ "#❝✐♣"♦❝✐'# ♣♦$✐'✐✈❡ ✐♥❞✐"❡❝'❡✱ ❞❛♥$ ❧❛ ✈✐❡ .✉♦'✐❞✐❡♥♥❡✱

❡$' ✉♥❡ ♠❛".✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" $#❧❡❝'✐✈❡ ❞✉ $❡♥'✐♠❡♥' ❞❡ ❣"❛'✐'✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ✐❧ $❡♠❜❧❡ .✉❡

❧✬#✈♦❧✉'✐♦♥ ❛✐' ❢❛✈♦"✐$# ❧❛ $✉"✈✐❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣♦✉" .✉✐ ❧❡$ $❡♥'✐♠❡♥'$ "❡❝♦♥♥❛✐$$❛♥'$ $♦♥'

$✐ ♣✉✐$$❛♥'$ .✉❡✱ ❧♦"$.✉❡ ❧✬❛❝'❡ A ❧✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❡✉" #♠❡"❣❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉' ]'"❡ "❡♥❞✉ ❛✉ ❜✐❡♥✲

❢❛✐'❡✉" ✐♥✐'✐❛❧ ✭♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛"❝❡ .✉✬✐❧ ♥✬❡$' ♣❛$ ✐♠♠#❞✐❛'❡♠❡♥' ❞❛♥$ ❧❡ ❜❡$♦✐♥✮✱ ❧✬❡♥✈✐❡

❞✬❛❣✐" ❞❡ ♠❛♥✐9"❡ ♣"♦$♦❝✐❛❧❡ ✜♥✐' ♣❛" $❡ '"❛❞✉✐"❡ ♣❛" ❧❛ "#❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥'

❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥' A ❧✬❡♥❝♦♥'"❡ ❞✬✉♥ '✐❡"$✱ ❡♥ ❢♦"♠❛♥' ❛✐♥$✐ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬❛❝'❡$ ❛❧'"✉✐$'❡$✳ ❙✬✐❧ ❡♥

❛✈❛✐' #'# ❛✉'"❡♠❡♥'✱ ❝❡$ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥'$ ❛✉"❛✐❡♥' ❞✐$♣❛"✉ ❛✉ ♣"♦✜' ❞✬❛✉'"❡$✱ ♣❧✉$ #❣♦^$'❡$✳

❖"✱ ❛✉ ❝♦♥'"❛✐"❡✱ ✐❧ $❡♠❜❧❡ .✉❡ ❧❡$ ❣"♦✉♣❡$ ❞❛♥$ ❧❡$.✉❡❧$ ❧❡$ ❝❤❛✐♥❡$ ❞❡ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥'$

❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥'$ ♣❡✉✈❡♥' ❞✉"❡" ♣❧✉$ ❧♦♥❣'❡♠♣$✱ $♦♥' ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ $✉♣♣❧❛♥'❡" ❝❡✉① .✉✐ $♦♥'

✐♥❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ ♠❛✐♥'❡♥✐" ❞❡ '❡❧❧❡$ ❝❤❛✐♥❡$ ❞❡ ❝♦♠♣♦"'♠❡♥'$ ❝♦♦♣#"❛'✐❢$✳
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♦.✐❣✐♥❛❧❡+ ❞❛♥+ ❧✬♦♣"✐:✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞(❧✐+❛"✐♦♥ ♣❧✉+ ✜❞F❧❡ ❞✉ .3❧❡ ❞❡+ ♥♦.♠❡+ ❡" ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐("(

❞✬(♠♦"✐♦♥+ ♠♦.❛❧❡+ ✐♥✢✉❛♥" ❝♦♥❥♦✐♥"❡♠❡♥" +✉. ❧❡ ♣.♦❝❡++✉+ ❞❡ ❞(❝✐+✐♦♥✳

✸✳✸✳✷✳ ❱❡%& ❞❡& ♠♦❞*❧✐&❛.✐♦♥& ♦%✐❣✐♥❛❧❡& ✐♥.*❣%❛♥. ♣❧✉&✐❡✉%&

*♠♦.✐♦♥& ♠♦%❛❧❡&

✸✳✸✳✷✳✶✳ ▲❡ &'❧❡ ❞❡* +♠♦.✐♦♥* ♣&♦*♦❝✐❛❧❡* ❞❛♥* ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡* ❡. ●✐♥.✐*

✭✷✵✵✺✮

N❛.♠✐ ❝❡+ ".❛✈❛✉①✱ ♦♥ .❡".♦✉✈❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡+ ❡" ●✐♥"✐+ ✭✷✵✵✺✮✱ :✉✐ +✬✐♥+❝.✐" ❞❛♥+

❧❡ ❝❛❞.❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ ♣✉♥✐"✐♦♥✱ +♦✐" ✉♥❡ ♣❤❛+❡ +✉❜+(:✉❡♥"❡

❛✉① ❞(❝✐+✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥+✱ ❞✉.❛♥" ❧❛:✉❡❧❧❡ ❧❡+ ♣❛."✐❝✐♣❛♥"+ ♦♥" ❧❡ ❞.♦✐" ❞✬✐♥✢✐❣❡. ✉♥❡

+❛♥❝"✐♦♥ ? ❝❡✉① :✉✐ ❥♦✉❡♥" ❛✈❡❝ ❡✉①✳ ❯♥❡ "❡❧❧❡ ♣.(+❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ♣❡.♠❡" ❞❡ .❡".❛♥+✲

❝.✐.❡ ❧❡+ .❡♣.(+❛✐❧❧❡+ :✉✐ +♦♥" +✉❝❡+♣"✐❜❧❡+ ❞✬@"❡ ♠✐+❡+ ❡♥ V✉✈.❡✱ ❞❛♥+ ❧❛ ✈✐❡ :✉♦"✐❞✐❡♥♥❡✱

❧♦.+:✉❡✱ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛❞♦♣"❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦."❡♠❡♥" ❞❡ ♣❛++❛❣❡. ❝❧❛♥❞❡+"✐♥ ❧♦.+

❞✬✉♥ ".❛✈❛✐❧ ❞❡ ❣.♦✉♣❡ ✭:✉✬✐❧+ +✬❛❣✐++❡♥" ❞❡ .(♣.✐♠❛♥❞❡+ ♦.❛❧❡+✱ ❞❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡+ ♣❤②+✐:✉❡+✱ ❞❡

♠✐+❡+ ? ❧✬(❝❛." ❡"❝✳✮✳

❋♦.♠❡❧❧❡♠❡♥"✱ ❡♥ ❝♦♥+✐❞(.❛♥" ❞✬❛❜♦.❞ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ n = 2 ❛❣❡♥"+ ♣❛."✐❝✐♣❛♥" ? ✉♥ ❥❡✉ ❞✉
❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛✈❡❝ ♣❤❛+❡ ❞❡ ♣✉♥✐"✐♦♥✱ ❥♦✉( ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ♦♥ ❞(+✐❣♥❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❥♦✉❡✉.+

♣❛. I = {i, j} ❛✈❡❝ i 6= j✳

✶✶✺



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❆✉ ❞#❜✉% ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❤❛,✉❡ ❥♦✉❡✉. /❡ ✈♦✐% ❛%%.✐❜✉❡. ✉♥❡ ❞♦%❛%✐♦♥ ♣❡./♦♥♥❡❧❧❡ #❣❛❧❡ 6 1✳
8❛. ❧❛ /✉✐%❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❞♦✐% ❞#❝✐❞❡. /✬✐❧ /♦✉❤❛✐%❡ ❣❛.❞❡. ❝❡ ❝❛♣✐%❛❧ ♣♦✉. ❧✉✐✲♠=♠❡ ♦✉

❜✐❡♥ ✐♥✈❡/%✐. %♦✉% ♦✉ ♣❛.%✐❡ ❞❡ /❡/ .❡//♦✉.❝❡/ ❞❛♥/ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ,✉✐ ❜#♥#✜❝✐❡ 6 %♦✉/ ❧❡/

♠❡♠❜.❡/ ❞✉ ❣.♦✉♣❡✳ ❉❛♥/ ❧❛ ♣.❛%✐,✉❡✱ ❧❡/ ❥♦✉❡✉./ ❞#%❡.♠✐♥❡♥% /✐♠✉❧%❛♥#♠❡♥% ❧❡ ♠♦♥%❛♥%

❞❡ ❝♦♥%.✐❜✉%✐♦♥ ai ∈ [0, 1] ✭i ∈ I✮ ,✉✬✐❧/ ❞#/✐.❡♥% ✐♥✈❡/%✐. ❞❛♥/ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ .#%.✐❜✉❛♥%
❧❛ /♦♠♠❡ q

∑
i ai 6 ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥%.❡ ❡✉①✱ ❛✈❡❝ 0.5 < q < 1✱ ❝❡ ,✉✐ ❛//✉.❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞✬❛✈♦✐. ❧❡/

❝❛.❛❝%#.✐/%✐,✉❡/ ❞✬✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ /♦❝✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❞❛♥/ ❝❡/ ❝♦♥❞✐%✐♦♥/✱ ❧❛ /%.❛%#❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥%❡

❞✬✉♥ ❥♦✉❡✉. #❣♦D/%❡ ❡/% ❞❡ ♥❡ .✐❡♥ ❝♦♥%.✐❜✉❡.✱ ♠=♠❡ /✐✱ ❝♦❧❧❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧✬♦♣%✐♠✉♠ ❡/% ❛%✲

%❡✐♥% ❧♦./,✉❡ ❧❡/ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉./ ❝♦♥%.✐❜✉❡♥% ai = 1✳

❉✉.❛♥% ❧❛ ♣❤❛/❡ /✉✐✈❛♥%❡✱ ❛♣.E/ ❛✈♦✐. #%# ✐♥❢♦.♠# ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%.✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉%.❡

❥♦✉❡✉.✱ ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥% ❛ ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐%# ❞✬✐♥✢✐❣❡.✱ 6 /❡/ ❢.❛✐/✱ ✉♥❡ ♣✉♥✐%✐♦♥ ♠❛%#.✐❡❧❧❡ 6 /♦♥

♣❛.%❡♥❛✐.❡✳ ❋♦.♠❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥% i ∈ I✱ ♣❡✉% ✐♠♣♦/❡. ✉♥❡ /❛♥❝%✐♦♥ µij ✭i 6= j✮ 6
❧✬❛✉%.❡ ❥♦✉❡✉.✱ ❛✉ ❝♦I% c(µij)✳ ❆ %✐%.❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉/%.❛%✐❢✱ ❧❡/ ❛✉%❡✉./ ❞#✜♥✐//❡♥%✱ ❞❛♥/

❧✬❛.%✐❝❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦I% /✉✐✈❛♥%❡ ✿ c(µij) =
γ
2
µij

2
✳ ❈❡%%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ /❡ .❛♣♣.♦❝❤❡ ♥♦%❛♠✲

♠❡♥% ❞✉ ♣.♦%♦❝♦❧❡ ❡①♣#.✐♠❡♥%❛❧ ✉%✐❧✐/# ♣❛. ❋❡❤. ❡% ●M❝❤%❡. ✭✷✵✵✵✮✱ ♣♦✉. ❝❡ ,✉✐ ❡/% ❞❡ ❧❛

♠✐/❡ ❡♥ P✉✈.❡ ❞❡/ ♣✉♥✐%✐♦♥/✳ ❆✐♥/✐✱ ❧✬❡①♣.❡//✐♦♥ .❡%❡♥✉❡ ♣❛. ❧❡/ ❛✉%❡✉./ ♣♦✉. .❡♣.#/❡♥%❡.

❧❡ ❣❛✐♥ ✜♥❛❧ ❞✉ ❥♦✉❡✉. i ∈ I✱ i 6= j✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❥❡✉✱ ❡/% ✿

πi = 1− yi + a(yi + yj)− µji ✭✸✳✸✳✹✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥% ❞❡ ♥♦%❡. ,✉❡✱ ♣♦✉. ❞❡/ .❛✐/♦♥/ ❡①♣❧✐,✉#❡/ ❝✐✲❞❡//♦✉/✱ ❧❡/ ❛✉%❡✉./ ♥✬✐♥%E❣.❡♥%

♣❛/ ❧❡ ❝♦I% ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐%✐♦♥ ❞❛♥/ ❧✬❡①♣.❡//✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ♠❛%#.✐❡❧ ❞❡/ ❛❣❡♥%/✱ ❜✐❡♥ ,✉❡ ❝❡ ❝♦I%

/♦✐%✱ ❜✐❡♥ ❡♥%❡♥❞✉✱ ♣.#/❡♥% ❞❛♥/ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%# ,✉❡ ♥♦✉/ ♣.#/❡♥%♦♥/ ❡♥ ❞#%❛✐❧/ ❝✐✲

❛♣.E/✳

▲✬✐♥%#.=% ❞❡ ❇♦✇❧❡/ ❡% ●✐♥%✐/ ✭✷✵✵✺✮ ♣♦✉. ✉♥ %❡❧ ❥❡✉ ❛ #%# /✉/❝✐%# ♣❛. ✉♥ .#/✉❧%❛% ♣❛.✲

%✐❝✉❧✐E.❡♠❡♥% ♥♦%❛❜❧❡ ✭♦❜%❡♥✉ ♣❛. ❧❡ %.❛✐%❡♠❡♥% ❞❡ ❞♦♥♥#❡/ ❡①♣#.✐♠❡♥%❛❧❡/✮ ✿ .#♣♦♥❞.❡

6 ❧❛ ♣✉♥✐%✐♦♥✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❛♥% /♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%.✐❜✉%✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♥❡ ♣❡✉% ♣❛/

=%.❡ ❝♦♥/✐❞#.# ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉.❡ .#♣♦♥/❡✱ /✬❛❣✐//❛♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ❣❛✐♥/ ❞✬✉♥

❥♦✉❡✉. ❞❛♥/ ❧❡ ❥❡✉✳ ❆✉%.❡♠❡♥% ❞✐%✱ ♠=♠❡ ❡♥ %❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞✉ ❝♦I% ❧✐# ❛✉ ❢❛✐% ❞✬=%.❡

♣✉♥✐ ♣❛. ❧❡/ ❛✉%.❡/✱ ✐❧ ❡/% %♦✉❥♦✉./ ♠❛%#.✐❡❧❧❡♠❡♥% .❡♥%❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐. ✉♥ ❝♦♠♣♦.%❡♠❡♥% ❞❡

❞#❢❡❝%✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉%.❡✱ ✐❧ ❛ #❣❛❧❡♠❡♥% #%# ♠♦♥%.# ,✉❡ ❧❡/ /❛♥❝%✐♦♥/ ♥♦♥ ♠♦♥#%❛✐.❡/ ✭❝♦♠♠❡

❧❡/ ❝.✐%✐,✉❡/✱ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡✮ /♦♥% #❣❛❧❡♠❡♥% ❡✣❝❛❝❡/ ♣♦✉. ♣.#✈❡♥✐. ❞❡/ ❝♦♠♣♦.%❡♠❡♥%/ ❞❡

✓ ❢.❡❡✲.✐❞✐♥❣ ✔ ✭▼❛/❝❧❡%✱ ◆♦✉//❛✐.✱ ❚✉❝❦❡. ❡% ❱✐❧❧❡✈❛❧ ✷✵✵✸✮✳ ❉❛♥/ ❝❡/ ❝✐.❝♦♥/%❛♥❝❡/✱ #%❛♥%

❞♦♥♥# ,✉❡ ❧❡/ .#/✉❧%❛%/ ❡♠♣✐.✐,✉❡/ %❡♥❞❡♥% 6 ♣.♦✉✈❡. ,✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐%✐♦♥ ❡/% ❡♥ ♠❡/✉.❡ ❞❡

❢❛✈♦.✐/❡. ❧❡/ ❝♦♠♣♦.%❡♠❡♥%/ ❞❡ ❝♦♥%.✐❜✉%✐♦♥ ✭❋❡❤. ❡% ●M❝❤%❡.✱ ✷✵✵✵✮✱ ❧❡✉. ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥❡

♣❡✉% ♣❛/ =%.❡ ❡①♣❧✐,✉#❡ ♣❛. ❧❛ /❡✉❧❡ ♣.✐/❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡/ ❣❛✐♥/ ♠❛%#.✐❡❧/✳ ❆✐♥/✐✱ ❞✬❛✉%.❡/

❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ❞♦✐✈❡♥% =%.❡ ♣.♦♣♦/#❡/ ,✉❡ ❧❛ ❝.❛✐♥%❡ ❞❡ /✉❜✐. ✉♥ ❝♦I% ♠❛%#.✐❡❧✱ ❡♥ #%❛♥% ♣✉♥✐✱

♣♦✉. ✐♥%❡.♣.#%❡. ❧✬❡✣❝❛❝✐%# ❞❡/ /❛♥❝%✐♦♥/ ❞❛♥/ ❧❛ ❞✐//✉❛/✐♦♥ ❞❡/ ❝♦♠♣♦.%❡♠❡♥%/ #❣♦D/%❡/✱

❞❛♥/ ❧❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡/ /♦❝✐❛✉① %❡❧ ,✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

8❛. ❝♦♥/#,✉❡♥%✱ ❧❡/ ❛✉%❡✉./ /✉❣❣E.❡♥% ,✉❡✱ ❧♦./,✉❡ ❞❡/ ♣✉♥✐%✐♦♥/ ♠❛%#.✐❡❧❧❡/ /♦♥% ❡♠✲

♣❧♦②#❡/✱ ❛✉✲❞❡❧6 ❞❡ ❧❡✉. ✐♠♣❛❝% %❛♥❣✐❜❧❡✱ ❧✬❡✛❡% ❝♦♠♣❧#♠❡♥%❛✐.❡ ❞✉ /❡♥%✐♠❡♥% ❞❡ ❤♦♥%❡

❡♥%.❡ #❣❛❧❡♠❡♥% ❡♥ ❥❡✉✳ ❊♥ .❡❝♦✉.❛♥% ❛✉① %.❛✈❛✉① ❞✬❊❧/%❡. ✭✶✾✾✽✮✱ ✐❧/ ❡①♣❧✐,✉❡♥% ,✉❡ ❧❡/

✶✶✻



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

 ❛♥❝$✐♦♥ ♠❛$()✐❡❧❧❡ ✭❛✐♥ ✐ -✉❡ ♣)♦❜❛❜❧❡♠❡♥$ ❧❡ ♥♦♥ ♠❛$()✐❡❧❧❡ ✮ ✈(❤✐❝✉❧❡♥$ ❞❡ (♠♦$✐♦♥ 

♥(❣❛$✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠(♣)✐ ✭❛✉-✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉$ (❣❛❧❡♠❡♥$ ❛❥♦✉$❡) ❧❛ ❥✉ $❡ ❝♦❧7)❡✮✱ -✉✐  ♦♥$

❞❡ ❞(❝❧❡♥❝❤❡✉) ❞✐)❡❝$ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥$❡✳

❆✐♥ ✐✱ ❡♥ )( ✉♠(✱ ♦♥  ✉♣♣♦ ❡ ✐❝✐ -✉❡ ❧❡ ❢❛✐$ ❞❡ )(♣♦♥❞)❡ < ❧❛ ❝)❛✐♥$❡ ❞✬>$)❡ ♣✉♥✐ ♣❛)

❧✬❛❞♦♣$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ ✭ ✉✣ ❛♠♠❡♥$✮ ❝♦♦♣()❛$✐❢✱ ❡ $ ❞✬✉♥❡ ♣❛)$ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬(✈✐$❡)

❧❡ ❝♦A$ ♠❛$()✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐$✐♦♥✱ ♠❛✐ ✱ ❞✬❛✉$)❡ ♣❛)$✱ ✐❧  ✬❛❣✐$  ✉)$♦✉$ ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬(❝❤❛♣✲

♣❡) ❛✉① ❝♦♥ (-✉❡♥❝❡ (♠♦$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬>$)❡ ✭♣✉❜❧✐-✉❡♠❡♥$✮ )(♣)✐♠❛♥❞(✱  ♦✐$ )❡  ❡♥$✐) ❧❡

 ❡♥$✐♠❡♥$ ❞❡ ❤♦♥$❡✳

▲❡ ❛✉$❡✉) ❛❜♦)❞❡♥$ (❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❡ )E❧❡ ❞❡ ❧✬(♠♦$✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$(✱ -✉✐ ❡ $  ✉♣♣♦ (❡

(♠❡)❣❡) ❧♦) -✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛❣✐$ ❡♥ ❝♦♥$)❛❞✐❝$✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ -✉✬✐❧ ❛

✐♥$()✐♦)✐ (❡ ❝♦♠♠❡ ($❛♥$ ♠♦)❛❧❡♠❡♥$ ❡$  ♦❝✐❛❧❡♠❡♥$ ❛❞❛♣$(❡✱ )❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ < ✉♥❡  ✐$✉❛$✐♦♥

♣❛)$✐❝✉❧✐7)❡✳

❊♥  ♦♠♠❡✱ ❧✬(♠❡)❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐$(✱ ❛✐♥ ✐ -✉❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥$❡✱ -✉✐  ✉)✈✐❡♥$ ❛♣)7 -✉✬✉♥

❛✉$)❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✐$ ❢❛✐$ ♣❛)$ ❞❡  ❡  ❡♥$✐♠❡♥$ ♥(❣❛$✐❢ ✭❝♦❧7)❡ ❡$ ❧❡ ♠(♣)✐ ✮✱ ♣❛) ❧❛ ♣✉♥✐✲

$✐♦♥✱ )❡♣)( ❡♥$❡♥$ ❞❡ ❢♦)❝❡ ❡  ❡♥$✐❡❧❧❡ ✱  ✉♣♣♦ (❡ ♦)✐❡♥$❡) ❧❛ ❝♦♥❞✉✐$❡ ❞❡ ❛❣❡♥$ ✈❡) ❧❡

)❡ ♣❡❝$ ❞❡ ♥♦)♠❡ -✉✬✐❧ ♦♥$ ✐♥$()✐♦)✐ (❡ ✳ ❊♥ )(❢()❡♥❝❡ ❛✉① $)❛✈❛✉① ❞✬❆♥$♦♥✐♦ ❉❛♠❛ ✐♦

✭✶✾✾✹✮✱ ❧❡ (♠♦$✐♦♥ ✭♥(❣❛$✐✈❡ ✮  ♦♥$ ✐❝✐ ❝♦♥K✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ♠❛)-✉❡✉)  ♦♠❛$✐-✉❡ -✉✐

✐♥✢✉❡♥❝❡♥$ ❧❡ ♣)♦❝❡  ✉ ❞❡ ❞(❝✐ ✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐7)❡ ❝♦♠♣❛)❛❜❧❡ < ❧❛ ❞♦✉❧❡✉)✱ -✉✐ ❡ $ ❞(✲

❝)✐$❡ ♣❛) ❇♦✇❧❡ ❡$ ●✐♥$✐ ✭✷✵✵✺✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡  ❡♥ ❛$✐♦♥ $)7 ❞( ❛❣)(❛❜❧❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥$ >$)❡

✐❣♥♦)(❡ ❡$ -✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡)❝❤❡ < $♦✉$ ♣)✐① < (✈✐$❡)✳ ❊♥ ❞✬❛✉$)❡ ♠♦$ ✱ ❧✬❛♥$✐❝✐♣❛$✐♦♥ ❞✬($❛$ 

(♠♦$✐♦♥♥❡❧ ❞( ❛❣)(❛❜❧❡ ✱ ❞(❥< ❡①♣()✐♠❡♥$( ♣❛) ❧❡ ♣❛  (✱ ✐♥❢♦)♠❡ ❧❡ ❛❣❡♥$ ❞❡ ❞❛♥❣❡) 

♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞❡ ❧❡✉) ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ (❣♦S $❡ ✳

❊♥ ♣)❛$✐-✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡ ❡$ ●✐♥$✐ ✭✷✵✵✺✮✱ $♦✉$ ❡♥  ✬❛♣♣✉②❛♥$  ✉) ❞✐✈❡) ♣)(✲

❝(❞❡♥$ $)❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦)♠❛❧✐ ❛$✐♦♥ ✭●❡❛♥❛❦♦♣❧♦ ✱ U❡❛)❝❡ ❡$ ❙$❛❝❝❤❡$$✐✱ ✶✾✽✾ ❀ ❋❛❧❦ ❡$ ❋✐✲

 ❝❤❜❛❝❤❡)✱ ✷✵✵✻ ✭❧❡ $)❛✈❛✐❧ ♦)✐❣✐♥❛❧ ($❛✐$ ❞(❥< ❞✐ ♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ✶✾✾✽✱ ❜✐❡♥ -✉❡ ♥♦♥ ♣✉❜❧✐(✮ ❀

▲❡✈✐♥❡✱ ✶✾✾✽ ❀ ❡$ ❙❡$❤✐ ❡$ ❙♦♠❛♥❛$❤❛♥✱ ✷✵✵✶✮✱ ♣)♦♣♦ ❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✉$✐❧✐$( ♦)✐❣✐♥❛❧❡✱

-✉✐  ❛✐ ✐$ ❝✐♥- ♦❜❥❡❝$✐❢ ❞✐✛()❡♥$ ✱ -✉❡ ❝❤❛-✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝❤❡)❝❤❡ < ❛$$❡✐♥❞)❡ ♣♦✉) ♠❛①✐✲

♠✐ ❡)  ♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡  ❛$✐ ❢❛❝$✐♦♥ ✿ ✭✶✮  ❡ ❣❛✐♥ ♠❛$()✐❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❀ ❧❛ ❢❛K♦♥ ❞♦♥$ ♦♥

✈❛❧♦)✐ ❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜$❡♥✉ ♣❛) ❧❡ ❛✉$)❡ ❥♦✉❡✉) ✱ -✉✐ ❞(♣❡♥❞ < ❧❛ ❢♦✐ ❞❡ ✭✷✮  ♦♥ ♥✐✈❡❛✉

❞✬❛❧$)✉✐ ♠❡ ❡$ ❞❡ ✭✸✮  ❛  ❡♥ ✐❜✐❧✐$( < ❧✬(❣❛)❞ ❞❡ -✉❡ $✐♦♥ ❞❡ )(❝✐♣)♦❝✐$( ❀ ❡$✱ ❡♥✜♥✱ ❧✬✐♥$❡♥✲

 ✐$( ❛✈❡❝ ❧❛-✉❡❧❧❡ ✐❧  ❡  ❡♥$ ✭✹✮ ❝♦✉♣❛❜❧❡ ❡$ ✭✺✮ ❤♦♥$❡✉①✱ ❡♥ )(♣♦♥ ❡ <  ❡ ♣)♦♣)❡ ❛❝$✐♦♥ ✱

❛✐♥ ✐ -✉✬❛✉① ❛❝$✐♦♥ ❞❡ )($♦) ✐♦♥ -✉❡  ♦♥ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ ✐♥❞✉✐$ ❝❤❡③ ❧❡ ❛✉$)❡ ✭ ❛♥❝$✐♦♥ ✮✳

❆✐♥ ✐✱ ❡♥ ♣❧✉ ❞❡ ❧❡✉) ♣)♦♣)❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥ ❧❡ ❥❡✉✱ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉  ❡ ♣)(♦❝❝✉♣❡♥$ (❣❛❧❡♠❡♥$

❞✉  ♦)$ ❞❡ ❛✉$)❡ ✱ ❝❡ -✉✐  ❡ $)❛❞✉✐$ ❢♦)♠❡❧❧❡♠❡♥$ ♣❛) ❧❡ ❢❛✐$ -✉❡ ❧✬❛❣❡♥$ i ∈ I ❛❝❝♦)❞❡ ✉♥

❝❡)$❛✐♥ ♣♦✐❞ ❛✉① ❣❛✐♥ ♠❛$❡)✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛✉$)❡ ❥♦✉❡✉) πj✳ ❈❡ ♣♦✐❞ ❡ $ ❞(✜♥✐ ❝♦♠♠❡  ✉✐$ ✿

δij = αi + λi(aj − a∗i ) ✭✸✳✸✳✺✮

❖b a∗i ❞( ✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥$)✐❜✉$✐♦♥ -✉✐ ❛ ($( ✐♥$()✐♦)✐ (❡ ♣❛) ❧❡ ❥♦✉❡✉)

i ❡$ αi )❡♣)( ❡♥$❡ ❧❛ ♣)(♦❝❝✉♣❛$✐♦♥ ❛❧$)✉✐ $❡ ✐♥❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥$ ❧❡ ❥♦✉❡✉) i ∈ I ❢❛✐$

♣)❡✉✈❡ < ❧✬(❣❛)❞ ❞❡ ❧✬❛✉$)❡ ❛❣❡♥$✳ ❙✐ αi ≥ 0✱ i ♣❡✉$ >$)❡ -✉❛❧✐✜( ❞❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥$ ❝❛) ❝❡❧❛

✶✶✼



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

✐♠♣❧✐$✉❡ $✉✬✐❧ ❞)♠♦♥,-❡ ✉♥❡ ,❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡ 0 1❡ 1♦✉❝✐❡- ❞❡1 ❣❛✐♥1 ♠❛,)-✐❡❧1 ❞❡

❧✬❛✉,-❡ ❛❣❡♥,✱ ❞❛♥1 ❧❡ ❥❡✉✳ ❆✉ ❝♦♥,-❛✐-❡✱ 1✐ δi < 0✱ i ♣❡✉, 7,-❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡-1♦♥♥❡

♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥,❡✱ ❛✣❝❤❛♥, ✉♥❡ ,❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡ 0 ✈❛❧♦-✐1❡- ♥)❣❛,✐✈❡♠❡♥, ❧❡ 1♦-, ❞❡

j✱ ❞❛♥1 ❧❡ ❥❡✉✳ ❉❛♥1 ❧✬❛-,✐❝❧❡✱ 1❡✉❧ ❧❡ ❝❛1 δi ≥ 0 ❡1, ❡①❛♠✐♥)✱ ❜✐❡♥ $✉❡ ❧❡1 ❞❡✉① ♣♦11✐❜✐❧✐,)1

♣✉✐11❡♥, 7,-❡ ❡♥✈✐1❛❣❡❛❜❧❡1✳

❆✉✲❞❡❧0 ❞❡ ❝❡,,❡ ♣-)♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ❛❧,-✉✐1,❡ ✐♥❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞1 ❛❝❝♦-❞) ❛✉① ❣❛✐♥1

♠❛,)-✐❡❧1 ❞❡ ❧✬❛✉,-❡ ❞)♣❡♥❞ ❛✉11✐ ❞❡ $✉❡1,✐♦♥1 ❞❡ -)❝✐♣-♦❝✐,)✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❡1 ❛❣❡♥,1 1♦♥,

1✉♣♣♦1)1 7,-❡ ❞❡1 ✓ 1,-♦♥❣ -❡❝✐♣-♦❝❛,♦-1 ✔ ✭❝♦♦♣)-❛,❡✉-1 ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧1✮✱ ❞❛♥1 ❧❡ 1❡♥1 ♦E

✐❧1 1♦♥, ❝❛-❛❝,)-✐1)1 ♣❛- ✉♥❡ ♣-)❞✐1♣♦1✐,✐♦♥ ✭♣❧✉1 ♦✉ ♠♦✐♥1 ❛♥❝-)❡ ❡♥ ❡✉①✲♠7♠❡1✱ 1❡❧♦♥ ❧❛

✈❛❧❡✉- ❞❡ λ✮ 0 7,-❡ ♣-7, 0 ❝♦♦♣)-❡- ❛✈❡❝ ❝❡✉① $✉✐ ❡♥ ❢♦♥, ❞❡ ♠7♠❡ ❡, 0 ✈♦✉❧♦✐- 1❡ ✈❡♥❣❡-

❞❡1 ✐♥❞✐✈✐❞✉1 ♥♦♥✲❝♦♦♣)-❛,✐❢1 ✭♣❛- ❧❡ ❜✐❛✐1 ❞❡ ❞)❢❡❝,✐♦♥1✱ 1✐ ❝❡ ♥✬❡1, ♣❛- ❧❛ ♣✉♥✐,✐♦♥✮✱ ♠7♠❡

1✐ ❝❡ ❝♦♠♣♦-,❡♠❡♥, ♥❡ ♣❡✉, 7,-❡ ❥✉1,✐✜) ❡♥ ,❡-♠❡1 ❞❡ ❧❡✉- ✐♥,)-7, ♣❡-1♦♥♥❡❧✱ 1✉- ❧❡ ♣❧❛♥

♠❛,)-✐❡❧✳

❋♦-♠❡❧❧❡♠❡♥,✱ ❧❡ ♣❛-❛♠I,-❡ λi ≥ 0✱ $✉✐ ♣❡✉, 7,-❡ ❝♦♥1✐❞)-) ❝♦♠♠❡ ❧❛ 1❡♥1✐❜✐❧✐,) ❞❡

❧✬❛❣❡♥, i ❛✉① $✉❡1,✐♦♥1 ❞❡ -)❝✐♣-♦❝✐,)✱ ✈✐❡♥, ♠✉❧,✐♣❧✐❡- ❧❛ ❞✐✛)-❡♥❝❡ ❡♥,-❡ ❧❛ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥

❞❡ j ❡, ❧❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ i✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡ ♥♦,❡- $✉❡ ❝❡,,❡ ❞✐✛)-❡♥❝❡ ♣❡✉, 7,-❡ ❝♦♥1✐❞)-)❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✉,✐❧✐1) ♣❛- i ❛✜♥ ❞✬)✈❛❧✉❡- ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣,✐,✉❞❡ 0 ❝♦♦♣)-❡- ❞❡ j✱ 1✉- ❧❛ ❜❛1❡ ❞✉

❝❤♦✐① 1,-❛,)❣✐$✉❡ ♠✐1 ❡♥ K✉✈-❡ ♣❛- ❝❡ ❞❡-♥✐❡-✳

L❛- ❝♦♥1)$✉❡♥,✱ ❞❛♥1 ❧❛ ♣-❛,✐$✉❡✱ ❧♦-1$✉❡ aj > a∗i ✭❡, 1✐ λi 6= 0✮✱ j ❡1, )✈❛❧✉) ❝♦♠♠❡ ❝♦✲

♦♣)-❛,✐❢ ♣❛- ❧✬❛❣❡♥, i✳ ❊♥ ♦✉,-❡✱ ♣❧✉1 ❧❛ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ j ❡1, ❣-❛♥❞❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛-❛✐1♦♥ ❛✈❡❝

❧❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ i✱ ♣❧✉1 ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛❧♦-✐1❡ ❧❡ 1♦-, ❞❡ j✱ ❝❡ $✉✐ ❧❡ ♣♦✉11❡ 0 7,-❡ ❝♦♦♣)-❛,✐❢ ❡♥ -❡,♦✉-✳

❆ ❧✬✐♥✈❡-1❡✱ ❧♦-1$✉❡ aj < a∗i ✭❡, 1✐ λi 6= 0✮✱ ❧✬❛❣❡♥, i ♣❡-M♦✐, ❧❡ ❥♦✉❡✉- j ❝♦♠♠❡ ✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥♦♥✲❝♦♦♣)-❛,✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ♠♦✐♥1 ❧❛ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ j ❡1, ✐♠♣♦-,❛♥,❡ -❡❧❛,✐✈❡♠❡♥,

0 ❧❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ i✱ ♠♦✐♥1 ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛❧♦-✐1❡ ❧❡1 ❣❛✐♥1 ❞❡ j✱ ❝❡ $✉✐ ❧❡ ♠♦,✐✈❡ 0 1❡ ✈❡♥❣❡-✳

▲❡ ❝♦O, 0 1✉♣♣♦-,❡- ♣♦✉- ♣✉♥✐- ❧✬❛✉,-❡ ❥♦✉❡✉- ♥✬❡1, ♣❛1 ✐♥,)❣-) ❞❛♥1 ❧✬❡①♣-❡11✐♦♥ ❞❛♥1

πi ✭i ∈ I✮ ❛✜♥ ❞✬)✈✐,❡- $✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞1 $✉✐ ❡1, ♣❧❛❝) 1✉- ❧❡1 ❣❛✐♥1 ♠❛,)-✐❡❧1 ❞❡ ❧✬❛✉,-❡ ❥♦✉❡✉-

♥❡ 1♦✐, ❛♣♣❧✐$✉) 0 ❝❡ ❝♦O,✳ ❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❝♦♥,-❛✐-❡✱ 1✐ ♦♥ 1✉♣♣♦1❡ $✉❡ i 1❡ 1♦✉❝✐❡ ❞✉ 1♦-,

❞❡ j ✭δij > 0✮✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉--❛✐, 7,-❡ ❞✐1♣♦1) 0 ❛❞♦♣,❡- ✉♥ ❝♦♠♣♦-,❡♠❡♥, ♣❧✉1 ❝♦♦♣)-❛,✐❢✱

❞❡ ♣❡✉- $✉❡ j 1♦✐, ♦❜❧✐❣) ❞❡ ♣❛②❡- ♣♦✉- ❧❡ ♣✉♥✐-✱ 1✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥,-✐❜✉❡ ♣❛1 ❛11❡③✱ ❝❡ $✉✐ ❡1,

❝♦♥1✐❞)-) ❝♦♠♠❡ ♣❡✉ ♣❧❛✉1✐❜❧❡ ♣❛- ❧❡1 ❛✉,❡✉-1✳

❉❡ ♣❧✉1✱ ❧❡1 ✐♥❞✐✈✐❞✉1 1♦♥, )❣❛❧❡♠❡♥, ❝♦♥M✉1 ❝♦♠♠❡ ❛✈❡-1❡1 0 ❧❛ ✈✐♦❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉- ♣-♦♣-❡

♥♦-♠❡ ❞❡ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥1)$✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡1, 1✉♣♣♦1) ❞❛♥1 ❧❡ ♠♦❞I❧❡✱ $✉❡ ❝❤❛$✉❡ ❥♦✉❡✉-

i ∈ I 1♦✉✛-❡ ❞✬✉♥ ❝♦O, ♣1②❝❤♦❧♦❣✐$✉❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ βi(a
∗
i − ai)

2
✱ ❞✉ ❢❛✐, ❞❡ ❧✬)♠❡-❣❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,)✱ ❧♦-1$✉❡ 1❛ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ yi ❞✐✛I-❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦-♠❡ ȳi $✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✐♥,)-✐♦-✐1)❡✳

❉❛♥1 ❧❡ ♣❛♣✐❡-✱ ♣♦✉- ,♦✉, i ∈ I✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ❧❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ a∗i ❡1, ❝♦♥M✉❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❛,✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉-✳ ◆)❛♥♠♦✐♥1✱ ❝❡ ♣♦✐♥, ♣❛-,✐❝✉❧✐❡- ♥✬❡1, ② ♣❛1

❞)✈❡❧♦♣♣) ❡♥ ❞),❛✐❧✳

❊♥ -❛✐1♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣-)1❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛--)✱ ❧❡1 ❛❣❡♥,1 1✉♣♣♦-,❡♥, ✉♥ ❝♦O, ❧✐) 0 ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,)

❛✉11✐ ❜✐❡♥ ❧♦-1$✉❡ ❧❡✉- ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥ ♥❡ ♣❛-✈✐❡♥, ♣❛1 0 ❛,,❡✐♥❞-❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❡✉-

♥♦-♠❡✱ $✉❡ ❧♦-1$✉✬✐❧1 ❞)♣❛11❡♥, ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

✶✶✽



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

▲♦"#$✉❡ ai < a∗i ✱ ❧❡ ❝♦*+ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐$✉❡ ❡#+ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+ ✐♥+❡"♣"5+❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛✲
❜✐❧✐+5 ❡#+ ✉♥ #❡♥+✐♠❡♥+ $✉✐ ✐♥+❡"✈✐❡♥+ ❧♦"#$✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐♦❧❡ ✉♥❡ ♥♦"♠❡ #♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ♠♦"❛❧❡ $✉❡

❧✬♦♥ ❝♦♥#✐❞>"❡ ❝♦♠♠❡ #❡♥#5❡✱ ❡♥ ♣❛"+✐❝✉❧✐❡" ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦? ❝❡++❡ ✈✐♦❧❛+✐♦♥ "❡♣"5#❡♥+❡ ✉♥

❤❡✉"+ @ ❧✬❡♥❝♦♥+"❡ ❞✬❛✉+"❡# ♣❡"#♦♥♥❡#✳ ■❝✐✱ $✉❛♥❞ i ♥❡ ♣❛"✈✐❡♥+ ♣❛# @ ❛++❡✐♥❞"❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
#❛ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥ ♥♦"♠❛+✐✈❡✱ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❡#+ ❡✛❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✈✐♦❧5❡ ❡+✱ ❞❛♥# ❧❡ ♠B♠❡ +❡♠♣#✱ ❝❡❧❛

❡#+ ♥✉✐#✐❜❧❡ ♣♦✉" ❧✬❛✉+"❡ ❛❣❡♥+ ♣✉✐#$✉❡ ✉♥ ♠♦✐♥❞"❡ ♠♦♥+❛♥+ ❞❡ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛"+

❞❡ ❧✬❛❣❡♥+ i✱ ✐♠♣❧✐$✉❡ ✉♥ ♠♦✐♥❞"❡ ❜5♥5✜❝❡✱ ✐##✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❛❣❡♥+#✳

❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ $✉❛♥❞ ai > a∗i ✱ ❧✬✐♥+❡"♣"5+❛+✐♦♥ ❡#+ ♠♦✐♥# ✐♥+✉✐+✐✈❡✳ E❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉"✲
"❛✐+ ♣❡♥#❡" $✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ♣✉✐##❡♥+ #❡ #❡♥+✐" ✜❡"# ❞✬❛❣✐" ❞✬✉♥❡ ❢❛G♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ ❡♥❝♦"❡

$✉❡ ❝❡ $✉✐ ❡#+ "❡❝♦♠♠❛♥❞5 ♣❛" ❧❡✉" ♥♦"♠❡✳ ❙✉" ❝❡ ♣♦✐♥+✱ ❧✬❡①♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❢♦✉"♥✐❡ ♣❛" ❇♦✇❧❡#

❡+ ●✐♥+✐# ✭✷✵✵✺✮ ❝♦♥#✐#+❡ @ ❝♦♥#✐❞5"❡" $✉❡ ❧❡# ❛❣❡♥+# ❢♦♥+ ❢❛❝❡ @ ♣❧✉#✐❡✉"# ♥♦"♠❡# $✉✬✐❧#

❞♦✐✈❡♥+ "❡#♣❡❝+❡"✱ ❞❛♥# ❞✐✈❡"# ❞✐❧❡♠♠❡#✳ ❆✐♥#✐✱ ❞5♣❛##❡" ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉" ♥♦"♠❡✱ ❞❛♥# ✉♥❡

#✐+✉❛+✐♦♥ ♣❛"+✐❝✉❧✐>"❡✱ ✈✐#✲@✲✈✐# ❞✬✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ #♣5❝✐✜$✉❡✱ ♣❡✉+ ❧❡# ❡♠♣B❝❤❡" ❞❡ "❡#♣❡❝+❡"

❧❡✉" ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦"+❡♠❡♥+ ❞❛♥# ❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥❡ ❞❡# ❛✉+"❡# #✐+✉❛+✐♦♥# ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞❛♥#

❧❡#$✉❡❧❧❡# ✐❧# #♦♥+ ✐♠♣❧✐$✉5#✱ ❞✬♦? ❧✬5♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐+5✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞✉ ♣❛"❛♠>+"❡ βi ❡①♣"✐♠❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥#✐+5 ❛✈❡❝ ❧❛$✉❡❧❧❡

❧✬❛❣❡♥+ i ∈ I #❡ #❡♥+ ❝♦✉♣❛❜❧❡✱ ♣♦✉" ❞❡# ✈❛❧❡✉"# ❞♦♥♥5❡# ❞❡ ai ❡+ a
∗
i ✳

E❛" ❛✐❧❧❡✉"#✱ ❡♥ ♣❧✉# ❞✉ ❝♦*+ ♠❛+5"✐❡❧ ❧✐5 ❛✉ ❢❛✐+ ❞✬B+"❡ ♣✉♥✐✱ ❧❡# ❛✉+❡✉"# ✐♥❝❧✉❡♥+ 5❣❛✲

❧❡♠❡♥+✱ ❞❛♥# ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✉+✐❧✐+5✱ ❧❡ ❝♦*+ ♣!②❝❤♦❧♦❣✐)✉❡ ❧✐5 ❛✉ ❢❛✐+ ❞✬B+"❡ ♣✉♥✐ si ✭i ∈ I✮✱
"5#✉❧+❛♥+ ❞❡ ❧❛ #❡♥#❛+✐♦♥ ❞✉ #❡♥+✐♠❡♥+ ❞❡ ❤♦♥+❡✳ si ❡#+ ❞5✜♥✐ ♣♦✉" +♦✉+ i ∈ I ❡+ i 6= j
❝♦♠♠❡ 5+❛♥+ 5❣❛❧ @ ✿

si = σi(a
∗
i − ai)µji ✭✸✳✸✳✻✮

❆✈❡❝ σi ✱ ❧❛ #❡♥#✐❜✐❧✐+5 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥+ i @ ❧✬5♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥+❡✳

■❧ ❡#+ ✐♥+5"❡##❛♥+ ❞❡ ♥♦+❡" $✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝+ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥+❡ #✉" ❧✬❛❣❡♥+ $✉✐ ❡#+ ♣✉♥✐ ✈❛"✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲

+✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ♣"♦♣"❡ ❝♦♠♣♦"+❡♠❡♥+ "❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ @ ❧❛ ♥♦"♠❡ $✉✬✐❧ ❛ ✐♥+5"✐♦"✐#5❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ si
❡#+ ♣♦#✐+✐❢ #❡✉❧❡♠❡♥+ $✉❛♥❞ ai < a∗i ✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥+"✐✲
❜✉+✐♦♥ ♣❡"♠❡+ @ ❧✬❛❣❡♥+ i ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡" ❧❡ ❝♦*+ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐$✉❡ ❧✐5 ❛✉ #❡♥+✐♠❡♥+ ❞❡ ❤♦♥+❡✳

❆✉ ❝♦♥+"❛✐"❡✱ ❧♦"#$✉❡ ai > a∗i ✱ si "❡♣"5#❡♥+❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ "❛♥❝✉♥❡ ♣✉✐#$✉❡ ❧✬❛❣❡♥+ i #❡
#❡♥+ ❝♦♥+"❛"✐5 ❞✬B+"❡ ♣✉♥✐ ❛❧♦"# ♠B♠❡ $✉❡✱ #❡❧♦♥ ❧✉✐✱ #♦♥ ❝♦♠♣♦"+❡♠❡♥+ ♥✬❡#+ ♣❛# ❝♦♥#✐❞5"5

❝♦♠♠❡ "5♣"5❤❡♥#✐❜❧❡✱ ❝❡ $✉✐ #❡ +"❛❞✉✐+ ♣❛" ✉♥❡ ♠♦✐♥❞"❡ ✈♦❧♦♥+5 ❞❡ ❝♦♥+"✐❜✉❡"✳

E❛" ❝♦♥#5$✉❡♥+✱ ❧✬5♠❡"❣❡♥❝❡ ❞❡# 5♠♦+✐♦♥# ♠♦"❛❧❡# ❞5♣❡♥❞✱ ❞❛♥# ❝❡ ♠♦❞>❧❡✱ ❞❡# ♥♦"♠❡#

$✉✐ #♦♥+ ✐♥+5"✐♦"✐#5❡# ♣❛" ❧❡# ❛❣❡♥+#✱ ❝❡ $✉✐ ❝♦♥❢>"❡ @ ❝❡# ❞❡"♥✐>"❡# ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥#

❧❛ ♠♦❞5❧✐#❛+✐♦♥✳ ❚X+ ❞❛♥# ❧❡ ♣❛♣✐❡"✱ ❇♦✇❧❡# ❡+ ●✐♥+✐# ✭✷✵✵✺✮ ❢♦♥+ "5❢5"❡♥❝❡ @ ❑❡♥♥❡+❤

❆""♦✇ ✭✶✾✼✶✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥G♦✐+ ❧❡# ♥♦"♠❡# ♠♦"❛❧❡# ❡+ #♦❝✐❛❧❡# ❝♦♠♠❡ ❞❡# "5❛❝+✐♦♥# ♣♦#✲

#✐❜❧❡#✱ ❞❡ ❧❛ #♦❝✐5+5✱ @ ❞❡# ❞5❢❛✐❧❧❛♥❝❡# ❞✉ ♠❛"❝❤5✱ $✉✐ "5#✉❧+❡♥+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❞✬✉♥ ♠❛♥$✉❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥+"❡ ❧❡# ❛❣❡♥+#✱ ❞❛♥# ❞❡# #✐+✉❛+✐♦♥# ♥5❝❡##✐+❛♥+ ✉♥❡ ❡♥+❡♥+❡ ❝♦♦♣5"❛+✐✈❡ ✭❝♦♠♠❡

❧❡# ❞✐❧❡♠♠❡# #♦❝✐❛✉①✮✳ E♦✉" ❥✉#+✐✜❡" ♣♦✉"$✉♦✐ ✐❧# ♣"5❢>"❡♥+ ❝♦♥#✐❞5"❡" ❧❡# ♥♦"♠❡# ❝♦♠♠❡

✶✶✾
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7✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ (✐♠♣❧❡( ❝♦♥!&❛✐♥!❡(✱ ❧❡( ❛✉!❡✉&( ❡①♣❧✐7✉❡♥! 7✉❡ ❧❡( (♦❝✐ ! ( ❤✉♠❛✐♥❡( (♦♥!

!&<( ❝♦♠♣❧❡①❡( ❡! 7✉✬✐❧ ❡(! !&<( ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠❡(✉&❡&✱ ♣♦✉& !♦✉!❡( ❧❡( ♥♦&♠❡( 7✉✐ ❝♦♠♣♦(❡♥!

❝❡( (♦❝✐ ! (✱ ❧❡( ❜ ♥ ✜❝❡( ❡! ❝♦@!( 7✉✐ (♦♥! ❧✐ ( ❛✉ ❢❛✐! ❞❡ (❡ ❝♦♥❢♦&♠❡&✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥!&❛✐&❡

❞❡ ✈✐♦❧❡&✱ !♦✉!❡( ❝❡( ♥♦&♠❡(✳ ❆✐♥(✐✱ & ❛❧✐(❡& ✉♥❡ ♦♣!✐♠✐(❛!✐♦♥ , ❣&❛♥❞❡  ❝❤❡❧❧❡ ✭(♦✐! ❡♥

❝♦♥(✐❞ &❛♥! ✉♥❡ ♠✉❧!✐!✉❞❡ ❞❡ (✐!✉❛!✐♦♥( , ❧❛ ❢♦✐(✮ ❡♥ ❝♦♥(✐❞ &❛♥! ❧❡( ♥♦&♠❡( ❝♦♠♠❡ ❞❡(

❝♦♥!&❛✐♥!❡( ♣❡✉! (✬❛✈ &❡& C!&❡ ❡①❝❡((✐✈❡♠❡♥! (♦✉&❝❡ ❞✬❡&&❡✉&( ♣♦✉& ❧❡( ❛❣❡♥!(✳ ❋❛❝❡ , ❝❡❧❛✱

❧❡( ❛✉!❡✉&( (♦✉!✐❡♥♥❡♥! 7✉❡ ❧✬✐♥!❡&♥❛❧✐(❛!✐♦♥ ❞❡( ♥♦&♠❡( ♣❡&♠❡! ❛✉① ❛❣❡♥!( ❞✬ ❧✐♠✐♥❡& ❜♦♥

♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧( ❞❡ ❝♦@!✴❜ ♥ ✜❝❡✱ ❡♥ ❧❡( &❡♠♣❧❛F❛♥! ♣❛& ❞❡( ❧✐❣♥❡( ❞✐&❡❝!&✐❝❡( ♠♦&❛❧❡(

♣♦✉& ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉&( ❛❝!✐♦♥(✳ ■♥!❡&♥❛❧✐(❡& ❧❡( ♥♦&♠❡( ♣❡&♠❡! ♣❛& ❝♦♥( 7✉❡♥! ❛✉① ❛❣❡♥!(

❞✬C!&❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣! ( 7✉❡ ❧❡( ❛✉!&❡(✱ (✉& ❧❡ ♣❧❛♥ ❜✐♦❧♦❣✐7✉❡✱ ❞❡ (♦&!❡ , ❝❡ 7✉❡ ❧❡( ♠ ❝❛✲

♥✐(♠❡( ♣(②❝❤♦❧♦❣✐7✉❡( ❞✬✐♥!❡&♥❛❧✐(❛!✐♦♥ ❛✐❡♥!  ! ( ❧ ❝!✐♦♥♥ ( ♣❛& ❧✬ ✈♦❧✉!✐♦♥✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥! ❛✉((✐ ❞❡ (♦✉❧✐❣♥❡& ❧❡ ❢❛✐! 7✉❡ ❝❡ ♠♦❞<❧❡ ♣&❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ✉♥ ❛(♣❡❝! ❝&✉❝✐❛❧ ❞✉

♣&♦❝❡((✉( ❞❡ ❞ ❝✐(✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥✱ 7✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❞ ❥, ♠❡♥!✐♦♥♥ ❞❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐!&❡✱ , (❛✈♦✐&

❧❡ ❞ (✐& ❞❡ (❡ ❝♦♥❢♦&♠❡& ❛✉① ❛!!❡♥!❡( ❞❡( ❛✉!&❡(✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❧❛ ♥♦&♠❡ 7✉❡ ❧❡( ❛❣❡♥!( ♦♥!

✐♥! &✐♦&✐( ❡✱ 7✉✐ ✐♥!❡&✈✐❡♥! ❞❡ ❞✐✈❡&(❡( ❢❛F♦♥( ❞✉&❛♥! ❧❛ ♣&✐(❡ ❞❡ ❞ ❝✐(✐♦♥ ✭❡♥ ♣❛&!✐❝✉❧✐❡& ❡♥

❝❡ 7✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐! ❡! ❞❡ ❧❛ ❤♦♥!❡✮✱ &❡♣& (❡♥!❡ ❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ❝&♦②❛♥❝❡

, ♣&♦♣♦( ❞❡ ❝❡ 7✉❡ ❧❡( ❛✉!&❡( ❞♦✐✈❡♥! ❛!!❡♥❞&❡ ❞✬❡✉①✳

◆ ❛♥♠♦✐♥(✱ ❧❛ ❢❛F♦♥ ❞♦♥! ❧❡( ❛!!❡♥!❡( (♦♥! ✐♥! ❣& ❡( ❞❛♥( ❧✬ ♠❡&❣❡♥❝❡ ❞❡(  ♠♦!✐♦♥(

❛✉!♦✲❝♦♥(❝✐❡♥!❡(✱ &❡♥❞ ❝♦♠♣!❡ ❞✬❛❣❡♥!( ❛((❡③  !&♦✐!( ❞✬❡(♣&✐!✱ ♣✉✐(7✉✬✐❧( ♥❡ !✐❡♥♥❡♥! ♣❛(
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 ♠♦!✐♦♥( ❧❡( ♣♦✉((❡ ♣❧✉!6! , &❡(♣❡❝!❡& ❝❡ 7✉✬✐❧( ❝♦♥(✐❞<&❡♥! C!&❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦&!❡♠❡♥! 7✉✐ ❡(!
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❞❡ ❧❡✉& ❝♦♠♣♦&!❡♠❡♥!✳ ■❧ (❡♠❜❧❡✱ ❞❛♥( ❝❡ ♠♦❞<❧❡✱ 7✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥! ❞❡ (❡ ❝♦♥❢♦&♠❡& ❛✉①

❛!!❡♥!❡( ❞❡( ❛✉!&❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( (♦✐! ❡♥ 7✉❡❧7✉❡ (♦&!❡ ❧✐♠✐! ❡ ♣❛& ❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ❝&♦②❛♥❝❡ (✉& ❝❡

7✉❡ ❝❡( ❛!!❡♥!❡( (♦♥! ♦✉ ❞❡✈&❛✐❡♥! C!&❡✳ ❚♦✉!❡❢♦✐(✱ ❧❡ ♣♦✐♥! ❞❡ ✈✉❡ ❞❡( ❛✉!&❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( ❡(!

✜♥❛❧❡♠❡♥! ✐♥! ❣& ❞❛♥( ❧❛ ❞ ❝✐(✐♦♥ ❞❡( ❛❣❡♥!( ❧♦&( ❞❡ ❧✬✐♥!❡&❛❝!✐♦♥ 7✉✐ ❛ ❧✐❡✉ ❡♥!&❡ ❡✉①✱

♥♦!❛♠♠❡♥! ♣❛& ❧❡ ❜✐❛✐( ❞❡ ❧✬❛!!❡♥!✐♦♥ 7✉✬✐❧( ❛❝❝♦&❞❡♥! ❛✉① ❝♦♥(✐❞ &❛!✐♦♥( ❞❡ & ❝✐♣&♦❝✐! ✱

✈✐(✲,✲✈✐( ❞❡(7✉❡❧❧❡( ❧❡( ❞✐✛ &❡♥!❡( ❝♦♥❝❡♣!✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ♥♦&♠❡ ✭❛✉ (❡✐♥ ❞✉ ❣&♦✉♣❡✮ ❡♥!&❡♥! ❡♥

❝♦♥❢&♦♥!❛!✐♦♥✳

❚♦✉( ❧❡( ❝♦♠♣♦(❛♥!( ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞✬✉!✐❧✐! ❛②❛♥!  ! ❡①♣♦( (✱ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ♠❛✐♥!❡✲

♥❛♥! ❧❛ ♣& (❡♥!❡& ❡♥!✐<&❡♠❡♥!✳ R♦✉& !♦✉! i ∈ I ❡! i 6= j✱ ♦♥ ❛ ✿

Ui = πi + δijπi − βi(a
∗
i − ai)

2 − γ
µ2
ij

2
− σi(a

∗
i − ai)µji ✭✸✳✸✳✼✮

❆✈❛♥! ❞❡ ♣❛((❡& , ❧❛ & (♦❧✉!✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥! ❞❡ ♥♦!❡& ✐❝✐ 7✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❢♦♥❝!✐♦♥♥❡❧❧❡

✉!✐❧✐( ❡ ❞❛♥( ❝❡ ♠♦❞<❧❡ ❢❛✈♦&✐(❡ ❧✬❡①♣&❡((✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉!✐❧✐! ❞❡( ❛❣❡♥!( ❡♥ !❡&♠❡( ❞❡ ♣& ❢ &❡♥❝❡(

(✉& ❧❡( ❛❝"✐♦♥&✱ ♣❧✉!6! 7✉✬❡♥ !❡&♠❡( ❞❡ ♣& ❢ &❡♥❝❡( (✉& ❧❡( ✐&&✉❡&✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❧✬ ✈❛❧✉❛!✐♦♥ ♣❛&

✶✷✵



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

i ❞✉ ❝♦♠♣♦&'❡♠❡♥' ❞❡ j *❡ ❢❛✐' . ❧❛ ❧✉♠✐0&❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐*♦♥ ❡♥'&❡ ❧✬❛❝"✐♦♥ ❞❡ j ❡' ❧✬♦♣✐✲
♥✐♦♥ ❞❡ i . ♣&♦♣♦* ❞❡ ❧✬❛❝"✐♦♥ ♥♦&♠❛'✐✈❡ . ❡✛❡❝'✉❡&✳ ❊♥ ♦✉'&❡✱ ❧✬8♠❡&❣❡♥❝❡ ❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❡* ❞❡✉① 8♠♦'✐♦♥* ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'8 ❡' ❞❡ ❤♦♥'❡ &8*✉❧'❡ 8❣❛❧❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②*❡✱ ♣❛& i✱ ❞❡ ❧❛
♠♦&❛❧✐'8 ❞❡ *♦♥ ♣&♦♣&❡ ❝♦♠♣♦&'❡♠❡♥'✱ ❡♥ '❡&♠❡* ❞✬❛❝"✐♦♥✳

❋❛✐&❡ ❝❡''❡ ❞✐*'✐♥❝'✐♦♥ ♣❡✉' *❡♠❜❧❡& ✉♥ ♣❡✉ ❞8*✉❡' ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❡'✱ ♣❧✉* ❣8♥8&❛❧❡♠❡♥'✱ ❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛&' ❞❡* ❥❡✉① ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ *♦❝✐❛❧✱ ❝❛& ✐❧ ❡①✐*'❡ ✉♥ ❧✐❡♥

*♣8❝✐✜8 ❡♥'&❡ ❧❡* ❛❝'✐♦♥* ❡' ❧❡✉&* ❝♦♥*8B✉❡♥❝❡*✱ B✉✐ ❡*' ✭❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛&' ❞❡* ❝❛*✮ ♣❛&❢❛✐'❡✲

♠❡♥' ❝♦♥♥✉ ♣❛& '♦✉* ❧❡* ❥♦✉❡✉&*✳

◆8❛♥♠♦✐♥*✱ ♥♦✉* *♦✉❤❛✐'♦♥* ❢❛✐&❡ ✈❛❧♦✐& ✐❝✐ B✉❡✱ ♣❛& *♦✉❝✐ ❞❡ &8❛❧✐*♠❡✱ ❧❡* ❢♦♥❝'✐♦♥*

❞✬✉'✐❧✐'8 ❞❡* ♠♦❞0❧❡* ❞❡ ♣&8❢8&❡♥❝❡* *♦❝✐❛❧❡* ❞❡✈&❛✐❡♥' *✬✐♥❝&✐&❡ ♣&✐♦&✐'❛✐&❡♠❡♥' ❞❛♥* ❧❡

❝❛❞&❡ ❞❡ ♣&8❢8&❡♥❝❡* *✉& ❧❡* ❛❝'✐♦♥*✱ ♣✉✐*B✉❡ ❧❛ ♠♦&❛❧✐'8 ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐'❡ ♥✬❡*' ♣❛* '❛♥'

❡♥ &❛♣♣♦&' ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐' B✉❡ *♦♥ ✐**✉❡ ♣✉✐**❡ F'&❡ ❝♦♥*✐❞8&8❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦&❛❧❡ ✭✈✐*✲.✲✈✐* ❞❡*

♣❛&'✐❡* ♣&❡♥❛♥'❡* . ❧✬✐♥'❡&❛❝'✐♦♥✮✱ ♠❛✐* ♣❧✉'G' ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐' B✉❡ ❧✬❛❣❡♥' B✉✐ ❧❛ ♠❡' ❡♥ H✉✈&❡

❢❛**❡ ♣&❡✉✈❡✱ ♣❛& *♦♥ ❝❤♦✐①✱ ❞✬✉♥❡ ✐♥'❡♥'✐♦♥ ❞✬❛❣✐& ❡♥ ❝♦❤8&❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡* ♣&✐♥❝✐♣❡* ♠♦&❛✉①

❡♥ ✈✐❣✉❡✉& ✭. ❧❛ ❢♦✐* ❧❡* *✐❡♥* ❡' ❝❡✉① ❞❡* ❛✉'&❡*✮✳ ❈❡ ♣♦✐♥' *❡&❛ ❞✐*❝✉'8 ♣❧✉* ❧♦♥❣✉❡♠❡♥'

. ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'&❡✳

❊♥ ♣&❛'✐B✉❡✱ ❧❡ ❥❡✉ *❡ ❞8&♦✉❧❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥J❛♥' ♣❛& ❧❛ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❝♦♥'&✐❜✉'✐♦♥✱ ❛✉ ❝♦✉&* ❞❡

❧❛B✉❡❧❧❡ ❝❤❛B✉❡ ❥♦✉❡✉& i ∈ I ❝❤♦✐*✐' *♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥'&✐❜✉'✐♦♥ ai✳ K✉✐*✱ ❧❡ ❥❡✉ *❡ ♣♦✉&*✉✐'

❛✈❡❝ ❧✬8'❛♣❡ ❞❡ ♣✉♥✐'✐♦♥✱ ❞✉&❛♥' ❧❛B✉❡❧❧❡ ❝❤❛B✉❡ ❛❣❡♥' ❞8'❡&♠✐♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ *❛♥❝'✐♦♥

µij B✉✬✐❧ *♦✉❤❛✐'❡ ✐♠♣♦*❡& . *♦♥ ♣❛&'❡♥❛✐&❡✱ ❧✬❛❣❡♥' j✱ ❡♥ &8♣♦♥*❡ . ❧❛ ❝♦♥'&✐❜✉'✐♦♥ aj ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐✳

K♦✉& &8*♦✉❞&❡ ❧❡ ♠♦❞0❧❡✱ ❧❡* ❛✉'❡✉&* ✉'✐❧✐*❡♥' ✉♥ &❛✐*♦♥♥❡♠❡♥' ♣❛& ✐♥❞✉❝'✐♦♥ . &❡❜♦✉&*✱

❞♦♥' ❧❛ ♣&❡♠✐0&❡ 8'❛♣❡ ❝♦♥*✐*'❡ . ❞8'❡&♠✐♥❡& ❧❡* ❢♦♥❝"✐♦♥' ❞❡ ♣✉♥✐"✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥'*✱ ❞8✜♥✐*✲

*❛♥'✱ ♣♦✉& ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉♥✐'✐♦♥ ♦♣'✐♠❛❧ . ❡✛❡❝'✉❡& ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❝♦♥'&✐❜✉'✐♦♥ ❞✉ ♣❛&'❡♥❛✐&❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ ♣&❡♠✐❡& ♦&❞&❡ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉& '♦✉' i ∈ I ❡' i 6= j ✿

∂Ui

∂µij

= −γµij − δij = 0

❊♥ ❝♦♥*8B✉❡♥❝❡✱ ❧✬❛❣❡♥' ❞♦✐' ✜①❡& ❧❡ ♠♦♥'❛♥' ❞❡ *❛ ♣✉♥✐'✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ B✉✐ 8❣❛❧✐*❡ ❧❡

❝♦N' ♠❛&❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ *❛♥❝'✐♦♥ ✭❧❡ ♣&❡♠✐❡& '❡&♠❡✮ ❛✉ ❜8♥8✜❝❡ ♠❛&❣✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ . *❛✈♦✐&

❧❛ ✈❛❧❡✉& B✉✬✐❧ ❛❝❝♦&❞❡ ❛✉ ❢❛✐' ❞❡ &8❞✉✐&❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬❛✉'&❡ ❥♦✉❡✉& ✭❧❡ ❞❡✉①✐0♠❡ '❡&♠❡✮✳

✶✷✶



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

■❧ ✈✐❡♥& ❛❧♦)* ✿

µij =

{
−

δij
γ

> 0 *✐ δij < 0

0 *✐♥♦♥

✭✸✳✸✳✽✮

❆✈❡❝ ✿

−
δij
γ

=
−αi − λi(aj − a∗i )

γ
=

λi(a
∗
i − aj)− αi

γ

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥& ❞❡ )❡♠❛)5✉❡) 5✉❡ δij < 0 ♥✬❡*& ♣♦**✐❜❧❡ 5✉❡ ❧♦)*5✉❡ aj < a∗i ✳ :❛) ❧✬♦❜*❡)✈❛✲

&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡)♥✐<)❡ ❡①♣)❡**✐♦♥✱ ✐❧ ❡*& ❛❧♦)* ?✈✐❞❡♥& 5✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐&✐♦♥ ❡*& ❝)♦✐**❛♥&❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣)? ❞❡ )?❝✐♣)♦❝✐&? λ ❡& ❞?❝)♦✐**❛♥&❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❧&)✉✐*♠❡ α✳

❊♥*✉✐&❡✱ ❝❤❛5✉❡ ❛❣❡♥& ❡*& ❝❡♥*? D&)❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥&✐❝✐♣❡) ♣)?❝✐*?♠❡♥& ❧❛ ❝♦))?❧❛&✐♦♥ ❡♥&)❡

*♦♥ ♣)♦♣)❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ ❡& ❧❡ ♠♦♥&❛♥& ❞❡ ❧❛ *❛♥❝&✐♦♥ 5✉✐ ❡♥ )?*✉❧&❡✱ ?✈❡♥&✉❡❧✲

❧❡♠❡♥&✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛)& ❞❡ ❧✬❛✉&)❡ ❥♦✉❡✉)✳ ❆✐♥*✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐* 5✉❡ ❧❡* ❢♦♥❝&✐♦♥* ❞❡ ♣✉♥✐&✐♦♥ *♦♥&

✐♥&?❣)?* ❞❛♥* ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&?✱ ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡ ?&❛♣❡ ❞✉ )❛✐*♦♥♥❡♠❡♥& ♣❛) ✐♥❞✉❝&✐♦♥ F

)❡❜♦✉)* ❝♦♥*✐*&❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛①✐♠✐*❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐&? ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞❡ ♣)❡♠✐❡) ♦)❞)❡ ♣❡)♠❡& ❞❡ ❞?✜♥✐) ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ )?♣♦♥*❡ *✉✐✲

✈❛♥&❡ ✿

ai =
γ(q(1 + δij) + 2βia

∗
i − 1) + σi(λj(a

∗
j + a∗i )− αj) + λj

2(βiγ + λjσi)
✭✸✳✸✳✾✮

:♦✉) ❝❤❛5✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ )?♣♦♥*❡ ❛✉❣♠❡♥&❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉&)❡ ❥♦✉❡✉)✳ :❛) ❛✐❧❧❡✉)*✱ ♦♥ ♣❡✉& ♠♦♥&)❡) 5✉❡✱ ♣♦✉) a∗i > ai✱
∂ai
∂βi

❡&

∂ai
∂σi

*♦♥& &♦✉&❡* ❞❡✉① ♣♦*✐&✐✈❡*✱ ❝❡ 5✉✐ ✐♠♣❧✐5✉❡ 5✉❡ ♣❧✉* ❧❡* ❛❣❡♥&* *♦♥& *❡♥*✐❜❧❡* ❛✉① ?♠♦✲

&✐♦♥* ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&? ❡& ❞❡ ❤♦♥&❡✱ ♣❧✉* ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉) ❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ ❡*& ✐♠♣♦)&❛♥& ✭♣❛)

❧❡ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥& ✈❡)* ❧❡ ❤❛✉& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ )?♣♦♥*❡✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉&)❡* &❡)♠❡*✱ ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❛♥* ❧❛ ❢♦)❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❧❡* ?♠♦&✐♦♥* ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&? ♦✉ ❞❡ ❤♦♥&❡ *♦♥& )❡*✲

*❡♥&✐❡*✱ ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥*✐❞?)❛♥& 5✉❡ ❧✬♦♥ )❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥ ❞❡* ❛❣❡♥&* ✭♦✉ ❧❡* ❞❡✉①✮✱ ♣❛) ✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦♥& ❧❛ ♣❡)*♦♥♥❛❧✐&? ❡*& &❡❧❧❡ 5✉✬✐❧ ❡*& *✉❥❡& F )❡**❡♥&✐) ❞❡ ♠❛♥✐<)❡ ♣❧✉* ✐♥&❡♥*❡ ❝❡*

?♠♦&✐♦♥*✱ &♦✉&❡* ❝❤♦*❡* ?❣❛❧❡* ♣❛) ❛✐❧❧❡✉)*✱ ✐♠♣❧✐5✉❡ ❞❡* ❝♦♠♣♦)&❡♠❡♥&* ❡& ✉♥ ?5✉✐❧✐❜)❡

♣❧✉* ❝♦♦♣?)❛&✐❢*

✶✷

✳

✶✷✳ ❘$%✉❧(❛(% *✉❡ ❧✬♦♥ /❡(/♦✉✈❡ ❡♠♣✐/✐*✉❡♠❡♥( ❞✬❛♣/5% ❚❛♥❣♥❡②✱ ❙(✉❡✇✐❣ ❡( ▼❛%❤❡❦ ✭✷✵✵✼✮✳

✶✷✷



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

 ❛" ❧✬✉&✐❧✐(❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ "❛✐(♦♥♥❡♠❡♥&  ❧❛ ❈♦✉&♥♦(✱ ✉♥ ✉♥✐/✉❡ 0/✉✐❧✐❜"❡ ❞❡ ◆❛(❤ ❡(& ♦❜✲

&❡♥✉ ❡& ❝♦""❡(♣♦♥❞ ❣"❛♣❤✐/✉❡♠❡♥& 8 ❧✬✐♥&❡"(❡❝&✐♦♥ ❞❡( ❞"♦✐&❡( "❡♣"0(❡♥&❛♥& ❧❡( ❢♦♥❝&✐♦♥(

❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ "0♣♦♥(❡ ❞❡( ❞❡✉① ❛❣❡♥&( ❡& /✉✐ ❡(& &❡❧ /✉❡ ❞❡( ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥( ♣♦(✐&✐✈❡( (♦♥&

♣♦((✐❜❧❡( 8 ❧✬0/✉✐❧✐❜"❡✱ ❝❡ /✉✐ ❡(& ❡♥ ❛❝❝♦"❞ ❛✈❡❝ ❧❡( "0(✉❧&❛&( ❡①♣0"✐♠❡♥&❛✉① ♦❜(❡"✈0( ❞❛♥(

❝❡ ❥❡✉✱ ♥♦&❛♠♠❡♥& ❞❛♥( ❧❡( &"❛✈❛✉① ❞❡ ❋❡❤" ❡& ●?❝❤&❡" ✭✷✵✵✵✮✳

▲❡( ❛✉&❡✉"( ♣"0(❡♥&❡♥& ❡♥(✉✐&❡ ❞❡( "0(✉❧&❛&( ❞❡ (&❛&✐/✉❡ ❝♦♠♣❛"❛&✐✈❡ ❡& ❞❡ (✐♠✉❧❛&✐♦♥✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦"❞✱ ✐❧( ❛♥❛❧②(❡♥& ❧❡ ❝❛( ❤♦♠♦❣H♥❡✱ ❞❛♥( ❧❡/✉❡❧ ❧❡( ❛❣❡♥&( ♦♥& ❞❡( ♣❛"❛♠H&"❡(

✐❞❡♥&✐/✉❡(✳ ▲❡( "0(✉❧&❛&( ♠♦♥&"❡♥& /✉❡✱ ♣♦✉" ❝❤❛/✉❡ ❛❣❡♥& i ∈ I✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉
♣❛"❛♠H&"❡ ❞❡ ❤♦♥&❡ σi✱ ♦✉ ❞✉ ♣❛"❛♠H&"❡ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&0 βi✱ (❡ &"❛❞✉✐& ♣❛" ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥

❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡( ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥(✱ ❛✐♥(✐ /✉❡ ♣❛" ✉♥❡ ❜❛✐((❡ ❞✉ ♠♦♥&❛♥& ❞❡( ♣✉♥✐&✐♦♥( ✐♥✢✐❣0❡(✳

❉❡ ♠K♠❡✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ♣❛"❛♠H&"❡ ❞✬❛❧&"✉✐(♠❡ αi✱ ❞✉ ♣❛"❛♠H&"❡ ❞❡ "0❝✐♣"♦❝✐&0

λi✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥ a∗i ✱ ❝♦♥❞✉✐& 0❣❛❧❡♠❡♥& 8 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲
♦♣0"❛&✐♦♥✳

❊♥ ♦✉&"❡✱ ❧❡( ❛✉&❡✉"( (✬✐♥&0"❡((❡♥& ❛✉((✐ 8 ❧❛ ❝♦♥❢"♦♥&❛&✐♦♥ ❡♥&"❡ ✉♥ ❛❣❡♥& i (&❛♥❞❛"❞
❡& ✉♥ ❥♦✉❡✉" j ♣✉"❡♠❡♥& 0❣♦M(&❡✱ (♦✐& ✉♥ ❛❣❡♥& ❝❛"❛❝&0"✐(0 ♣❛" ❞❡( ♣❛"❛♠H&"❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧(
0&❛♥& &♦✉( 0❣❛✉① 8 ③0"♦ ❡& /✉✐ ♥❡ ♣✉♥✐& ❥❛♠❛✐(✳

▲❡( "0(✉❧&❛&( ❞0♠♦♥&"❡♥& /✉❡✱ ❞❛♥( ❝❡"&❛✐♥( ❝❛( ✭(✉✐✈❛♥& ❧❡( ✈❛❧❡✉"( ❞❡ λ ❡& γ✮✱ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦"&❡♠❡♥& ❞❡ ✓ ❢"❡❡✲"✐❞✐♥❣ ✔ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& 0❣♦M(&❡ ♣❡✉& K&"❡ ❞✐((✉❛❞0 ♣❛" ❧❛ ♠❡♥❛❝❡ ❞✬✉♥❡

(❛♥❝&✐♦♥ /✉✐ ♥✬❡(& ♣❛( ❡①0❝✉&0❡ ❞❛♥( ❧❡( ❢❛✐&( ✭8 ❧✬0/✉✐❧✐❜"❡✮✱ &❛♥❞✐( /✉❡ ❞❛♥( ❞✬❛✉&"❡( ❝❛(✱

✉♥❡ ♣✉♥✐&✐♦♥ ❡(& ✜♥❛❧❡♠❡♥& ♠✐(❡ ❡♥ R✉✈"❡ ♣❛" ❧❡ ❥♦✉❡✉" i✱ (❛♥( ✐♥❝✐&❡" ❧✬❛❣❡♥& 0❣♦M(&❡ 8
❝♦♦♣0"❡"✳ ◗✉♦✐ /✉✬✐❧ ❡♥ (♦✐&✱ ❞❛♥( ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡( ❞❡✉① ❝❛(✱ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥& ♥❡ ❝♦♥&"✐❜✉❡ 8 ❤❛✉✲

&❡✉" ❞❡ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& i ✭❧✬❛❣❡♥& 0❣♦M(&❡ ♥✬❛②❛♥& ♣❛( ✐♥&0"✐♦"✐(0 ❞❡ ♥♦"♠❡✮✱ ❝❡ /✉✐ ❡(&
✐❧❧✉(&"❛&✐❢ ❞❡( ❞✐✣❝✉❧&0( "❡♥❝♦♥&"0❡( ♣❛" ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥ ❞❛♥( ❧❛ ♣"♦♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣0"❛&✐♦♥

❛✉♣"H( ❞✬✉♥ ❛❣❡♥& 0❣♦M(&❡✱ ❛✐♥(✐ /✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&0 ❞✬✉♥ &❡❧ ❛❣❡♥& 8 &✐"❡" ❧❡( ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥( 8

❧❛ ❜❛✐((❡✱ ❛✉ (❡✐♥ ❞❡ (♦♥ ❣"♦✉♣❡✳ ◆0❛♥♠♦✐♥(✱ ❞❛♥( ❧❡ ❞❡"♥✐❡" ❝❛(✱ ❧❡( (✐♠✉❧❛&✐♦♥( ♠♦♥&"❡♥&

/✉❡✱ (✐ ❧✬❛❣❡♥& j ♣❛((❡ ❞✉ (&❛&✉& ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣✉"❡♠❡♥& 0❣♦M(&❡✱ 8 ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❥♦✉❡✉" ♣❧✉(
(❡♥(✐❜❧❡ ❛✉ (❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❤♦♥&❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥ ❞❡( ❛❣❡♥&( ❛✉❣♠❡♥&❡

❡& ❧❡ ♠♦♥&❛♥& ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥ ❜❛✐((❡✳ ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡( "0(✉❧&❛&( (❡♠❜❧❡ 8 ♥♦✉✈❡❛✉ K&"❡

♣❡"&✐♥❡♥& ✈✐(✲8✲✈✐( ❞❡ ❧❛ "0❛❧✐&0 ❡♠♣✐"✐/✉❡ ♦❜(❡"✈0❡ ❞❛♥( ❝❡&&❡ ✈❡"(✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

 ❧✉( &❛"❞✱ ❇♦✇❧❡( ❡& ●✐♥&✐( ✭✷✵✵✺✮ ❣0♥0"❛❧✐(❡♥& ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❛✉① ❝❛( ✐♠♣❧✐/✉❛♥& n > 2
❥♦✉❡✉"(✱ ❛✈❡❝ i = 1, ..., n ❡& I ❞0(✐❣♥❛♥& &♦✉❥♦✉"( ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❥♦✉❡✉"(✳

❊♥ ♣♦(❛♥& wi ❝♦♠♠❡ 0&❛♥& ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ❞♦&❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ❛❣❡♥& i ∈ I✱
❧❛ ♣"❡♠✐H"❡ 0&❛♣❡ ❞✉ ❥❡✉ ❝♦♥❞✉✐& ❝❤❛/✉❡ ❥♦✉❡✉" 8 ❝❤♦✐(✐" ✉♥ ♠♦♥&❛♥& ❞❡ ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥

ai ∈ [0, wi]✱ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡( ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥( "❛♣♣♦"&❛♥& ✉♥ ❣❛✐♥ f(a1, ..., an) 8 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡(
❛❣❡♥&( ❞✉ ❣"♦✉♣❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ f ❡(& ❞0✜♥✐❡ ❞❡ (♦"&❡ 8 K&"❡ ❝"♦✐((❛♥&❡ ❞❛♥( ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ (❡(
❛"❣✉♠❡♥&( ❡&✱ ❞❛♥( ❧❡ ♠K♠❡ &❡♠♣(✱ ❞❡ ❢❛X♦♥ 8 ❝❡ /✉❡

∂f
∂ai

< 1 ∀i ∈ I✱ ♣♦✉" ❣❛"❛♥&✐" ❧❡ ❢❛✐&
/✉❡ ❧❡ ❥❡✉ (♦✐& ✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ (♦❝✐❛❧✳  ❡♥❞❛♥& ❧❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ♣❤❛(❡✱ ❝❤❛/✉❡ ❥♦✉❡✉" i ∈ I ❡(&
✐♥❢♦"♠0 ❞❡( ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞♦&❛&✐♦♥( (w1, ..., wn) ❡& ❞❡ ❝♦♥&"✐❜✉&✐♦♥( (a1, ..., an) ❞❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡
❞❡( ❥♦✉❡✉"( ❞✉ ❣"♦✉♣❡ ❡& ❛ ❧✬♦♣♣♦"&✉♥✐&0 ❞✬✐♥✢✐❣❡" ✉♥❡ (❛♥❝&✐♦♥ µij 8 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡( ❛✉&"❡(

♠❡♠❜"❡( ✭j 6= i✮ ❛✉ ❝♦Y& ci(µij)✱ ♣❛" ✉♥✐&0 ❞❡ ♣✉♥✐&✐♦♥ ✐♠♣♦(0❡✳

✶✷✸



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❉❡ ♠❛♥✐&'❡ (✐♠✐❧❛✐'❡ ❛✉ ❝❛( ♦- n = 2✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛01'✐❡❧ ❞✉ ❥♦✉❡✉' i ❡(0 ❞1✜♥✐ ♣❛' ✿

πi = wi − ai + f(a1, ..., an)−
∑

j 6=i

µji ✭✸✳✸✳✶✵✮

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♣♦✉' ❧❡( ♠?♠❡( '❛✐(♦♥( @✉❡ ❝❡❧❧❡( @✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❡①♣❧✐@✉1❡( ❛✉♣❛'❛✈❛♥0✱

❧❡ ❝♦B0 (✉♣♣♦'01 ♣❛' i ♣♦✉' ♣✉♥✐' ✉♥ ❛✉0'❡ ❥♦✉❡✉' j 6= i ♥✬❡(0 ♣❛( ✐♥❝❧✉( ❞❛♥( ❧✬❡①♣'❡((✐♦♥
❞❡ πi✳

❆❧♦'(✱ ❞❛♥( ❧❡ ♣'♦❧♦♥❣❡♠❡♥0 ❞✉ ❝❛( ♦- n = 2✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✬✉0✐❧✐01 ❞✉ ❥♦✉❡✉' i ❡(0 ❞1✜♥✐❡
♣❛' ✿

Ui = πi −
∑

j 6=i

ci(µij) +
∑

j 6=i

δijπj − βi(a
∗
i − ai)

2 − σi(a
∗
i − ai)

∑

j 6=i

µji ✭✸✳✸✳✶✶✮

▲❡ ♠♦❞&❧❡ ❣1♥1'❛❧ (❡ '1(♦✉0 ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ '❛✐(♦♥♥❡♠❡♥0( ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡( H ❝❡✉① ✉0✐❧✐(1(

❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❜❛(✐@✉❡✱ ❡0 ❧❡( '1(✉❧0❛0( @✉✐ (♦♥0 ❛✐♥(✐ ♦❜0❡♥✉( ♣❛' ❧❡( ❛✉0❡✉'( (♦♥0 ❝♦♥❢♦'♠❡(

H ❝❡✉① ♣'1(❡♥01( ♣'1❝1❞❡♠♠❡♥0✳ ❊♥ ♣❛'0✐❝✉❧✐❡'✱ ✐❧ ♣❡✉0 ?0'❡ ❞1♠♦♥0'1✱ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ @✉❡

❧♦'(@✉❡ ❧❛ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ j ❛✉❣♠❡♥0❡✱ i ♣✉♥✐0 ♠♦✐♥( ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✭♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥( ♣❛( ♣❧✉(✮✳ ❊♥
♦✉0'❡✱ ❇♦✇❧❡( ❡0 ●✐♥0✐( ✭✷✵✵✺✮ ❞1♠♦♥0'❡♥0 @✉❡ (✐ ✉♥ ❛❣❡♥0 ❝♦♥0'✐❜✉❡ ♠♦✐♥( @✉❡ ❝❡ @✉✐ ❡(0

(✉❣❣1'1 ♣❛' (❛ ♥♦'♠❡✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛@✉❡❧❧❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ '❡((❡♥0 ❧❛ ❤♦♥0❡

✐♥❞✉✐0 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ (♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡( ❛✉0❡✉'( ♠♦♥0'❡♥0 1❣❛✲

❧❡♠❡♥0 @✉❡ ❧♦'(@✉❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥0 ❡(0 ❛✉❣♠❡♥01❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥0'✐❜✉❡

♣❧✉(✳

▲❛ '1(♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞&❧❡ (✬❡✛❡❝0✉❡ H 0'❛✈❡'( ✉♥❡ ♠❛①✐♠✐(❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉0✐❧✐01 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥0✱ ✈✐(✲

H✲✈✐( ❞❡ ❧❛ ❞1❝✐(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❡0 ❞❡ ❧❛ ❞1❝✐(✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐0✐♦♥✳ ▲❡( ❛✉0❡✉'( ♣'1(❡♥0❡♥0

1❣❛❧❡♠❡♥0 @✉❡❧@✉❡( '1(✉❧0❛0( ❞❡ (0❛0✐@✉❡ ❝♦♠♣❛'❛0✐✈❡ ♣❡'0✐♥❡♥0( ✈✐(✲H✲✈✐( ❞❡( '1(✉❧0❛0(

❡①♣1'✐♠❡♥0❛✉① ♦❜0❡♥✉( ❞❛♥( ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❆✐♥(✐✱ ✐❧( ♠♦♥0'❡♥0 @✉❡ ♣♦✉' λi > 0✱
❧❛ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ '1♣♦♥(❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉( ❛✉❣♠❡♥0❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉0'❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧( ❝♦♥(0❛0❡♥0 ❧❛ ♠✐(❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ '1❝✐♣'♦❝✐01 ♣♦(✐0✐✈❡✱ @✉❡

❧✬♦♥ ♣♦✉''❛✐0 ❛00'✐❜✉❡' H ❧✬1♠❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣'❛0✐0✉❞❡✳ ■❧( ♣'♦✉✈❡♥0 1❣❛❧❡♠❡♥0 @✉✬✉♥❡ ❛✉❣✲

♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡( ♣❛'❛♠&0'❡( βi ❡0 σi ✐♠♣❧✐@✉❡ ✭@✉❡ ❝❡ (♦✐0 ♣♦✉' ❧✬✉♥✱ ❧✬❛✉0'❡ ♦✉

❧❡( ❞❡✉①✮✱ 0♦✉0❡( ❝❤♦(❡( 1❣❛❧❡( ♣❛' ❛✐❧❧❡✉'(✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥

H ❧✬1@✉✐❧✐❜'❡ ♣♦✉' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡( ❛❣❡♥0(✳

❈❡00❡ ♠♦❞1❧✐(❛0✐♦♥ ❛❞♠❡0 ❝❡'0❛✐♥❡( ❧✐♠✐0❡(✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢❛✐0 @✉❡ ❧❡( (♦❧✉0✐♦♥(

♦❜0❡♥✉❡( ♥❡ (♦♥0 ♥✐ 0'&( ❡(0❤10✐@✉❡(✱ ♥✐ 0♦✉❥♦✉'( ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ♣'1(❡♥0❛❜❧❡( ♦✉ ✐♥0❡'♣'10❛❜❧❡(✳

❖♥ ♣❡✉0 1❣❛❧❡♠❡♥0 ♣❡♥(❡' ❛✉ ❢❛✐0 @✉❡ ❧❡ ❥❡✉ (❡ ❞1'♦✉❧❡ ❡♥ ✐♥❢♦'♠❛0✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧&0❡✱ ❛❧♦'(

@✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❣❛❣♥❡'❛✐0 ❡♥❝♦'❡ ❡♥ '1❛❧✐(♠❡ ❡♥ ✐♥01❣'❛♥0 ❞❡ ❧✬✐♥❝❡'0✐0✉❞❡✱ ❡♥ ❝❡ @✉✐ ❝♦♥❝❡'♥❡

❧❛ ♣❡'(♦♥♥❛❧✐01 ❞❡( ❥♦✉❡✉'(✳ ❈❡( ❞❡✉① 1❝✉❡✐❧( ♣❡✉✈❡♥0 (❛♥( ❞♦✉0❡ ?0'❡ ❡①♣❧✐@✉1( ♣❛' ❧❡

♥♦♠❜'❡ 1❧❡✈1 ❞❡ ♣❛'❛♠&0'❡( ♣'1(❡♥0( ❞❛♥( ❧❡ ♠♦❞&❧❡✱ ❝❡ @✉✐ ❥✉(0✐✜❡ ❛✉((✐ ❧❡ '❡❝♦✉'( H ❞❡(

♣'♦❝1❞1( ❞❡ (✐♠✉❧❛0✐♦♥(✳

✶✷✹



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

◆!❛♥♠♦✐♥'✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉, ✐❣♥♦.❡. ❧❛ .✐❝❤❡''❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❢♦.♠✉❧❛,✐♦♥ ❡♥ ❝❡ 4✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❛

.❡♣.!'❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ '✐♠✉❧,❛♥!❡ ❞❡ ❞❡✉① !♠♦,✐♦♥' ❞✐✛!.❡♥,❡'✱ '✉. ❧❡ ❝❤♦✐① ',.❛,!✲

❣✐4✉❡ ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'✳ ❊♥ ♦✉,.❡✱ ♦♥ ♥♦,❡ !❣❛❧❡♠❡♥, ❧❛ ♣❡.,✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞=❧❡✱ '✬❛❣✐''❛♥,

❞❡ ❧❛ ♣.✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧✬❛.❜✐,.❛❣❡ ❡①✐',❛♥, ❡♥,.❡ ❞❡' ♠♦,✐✈❛,✐♦♥' ♠❛,!.✐❡❧❧❡' !❣♦?',❡' ❡,

❞❡' ♣.!♦❝❝✉♣❛,✐♦♥'✱ ❞✬♦.❞.❡ !♠♦,✐♦♥♥❡❧✱ ♦.✐❡♥,!❡' ✈❡.' ❛✉,.✉✐ ✭4✉✐ '♦♥, ❧✐!❡' A ❧✬❡①❛♠❡♥

❞✉ '♦., ❞❡' ♣❛.,❡♥❛✐.❡' ❞❛♥' ❧❡ ❥❡✉ ❡, A ❧❛ ♣.!'❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦.♠❡' ❞❡ ❝♦♠♣♦.,❡♠❡♥, ❞❛♥'

❧✬!❝♦♥♦♠✐❡✮✱ 4✉✐ ❡♥,.❡♥, ❡♥ ❥❡✉ ❧♦.'4✉❡ ❧❡' ❛❣❡♥,' ♦♥, A ❢❛✐.❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❛♥' ✉♥❡ '✐,✉❛,✐♦♥

❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ '♦❝✐❛❧✳

❊♥ ♦✉,.❡✱ ❝❡ ,.❛✈❛✐❧ ,!♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥,! ❞❡ ♣♦✉''❡. ♣❧✉' ❧♦✐♥ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❡' !♠♦,✐♦♥' '✉. ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❞❛♥' ❝❡ ,②♣❡ ❞❡ '✐,✉❛,✐♦♥✳ ❊♥ ♣.❛,✐4✉❡✱ ❝❡,,❡

✈♦❧♦♥,! '✬♦❜'❡.✈❡ ♣❛. ❧✬✐♥,!❣.❛,✐♦♥ ♣.!❝✐'❡ ❞❡ ❞✐✈❡.'❡' !♠♦,✐♦♥' ❞✐'❝.=,❡' ✭A '❛✈♦✐.✱ ❡♥,.❡

❛✉,.❡'✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,! ❡, ❧❛ ❤♦♥,❡✮✱ ❝❡ 4✉✐ ♣❡.♠❡, ❞❡ ❢❛✐.❡ ✉♥❡ ✉,✐❧✐'❛,✐♦♥ ♣❧✉' ❝✐❜❧!❡ ❞❡'

.❡❝❤❡.❝❤❡' ❡♥ ♣'②❝❤♦❧♦❣✐❡ '♦❝✐❛❧❡ ❡, ❡♥ !❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣!.✐♠❡♥,❛❧❡✳ ❊,❛♥, ❞♦♥♥! 4✉❡ ❧❡' ❤✉✲

♠❛✐♥' '♦♥, ❞❡' E,.❡' '❡♥'✐❜❧❡'✱ ❝✬❡', ♣❛. ❝❡,,❡ .❡❝❤❡.❝❤❡ ❞✬✐♥,!❣.❛,✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧✉' ❝♦♠♣❧=,❡

♣♦''✐❜❧❡✱ ❞❡' ♠!❝❛♥✐'♠❡' ♣'②❝❤♦❧♦❣✐4✉❡' ✐♥✢✉❡♥,' '✉. ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡' ❛❣❡♥,' !❝♦♥♦♠✐4✉❡'✱

4✉❡ ❧✬♦♥ '❡.❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ .❡♥❞.❡ ♣❧✉' .!❛❧✐',❡ ❧❛ .❡♣.!'❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉. ♣.♦❝❡''✉' ❞❡ ❞!❝✐'✐♦♥

❡, 4✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜,✐❡♥❞.❛✱ ❡♥ ❝♦♥'!4✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣❧✉' ❣.❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐,! ♣.!❞✐❝,✐✈❡ ❞❡' ♠♦❞=❧❡'

❝♦♠♣♦.,❡♠❡♥,❛✉①✱ ❛✐♥'✐ 4✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉.❡ ♦.✐❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡' ♣♦❧✐,✐4✉❡' !❝♦♥♦♠✐4✉❡' ❛✜♥ ❞❡

❢❛✈♦.✐'❡. ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣!.❛,✐♦♥✳

✸✳✸✳✷✳✷✳ ❯♥ ♠♦❞(❧❡ ❞✬❛✈❡./✐♦♥ 1♠♦2✐♦♥♥❡❧❧❡ 3 ❧❛ ✈✐♦❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦.♠❡

G❧✉' .!❝❡♠♠❡♥,✱ ❧❡' ,.❛✈❛✉① ❞❡ ▲♦♣❡③✲G!.❡③ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥, ♣.♦♣♦'! ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ✐♥,!❣.❛♥,

❡①♣❧✐❝✐,❡♠❡♥, ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉'❡' !♠♦,✐♦♥' ♠♦.❛❧❡'✳ ▲❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ❞!♣❛., ❞❡ ❧❛ .!✢❡①✐♦♥ ❞❡

❧✬❛✉,❡✉. ❡', ❞❡ ❞✐.❡ 4✉❡ ❝❡.,❛✐♥' ❝♦♠♣♦.,❡♠❡♥,' ❤✉♠❛✐♥' ✭❧❛ ❝♦♦♣!.❛,✐♦♥✱ ❧❛ ❣!♥!.♦'✐,!

❡,❝✳✮ ♣❡✉✈❡♥, ❡♥ ♣❛.,✐❡ E,.❡ ✐♥❞✉✐,' ♣❛. ❧✬❛❞❤!.❡♥❝❡ A ❞❡' ♥♦.♠❡' '♦❝✐❛❧❡' ♦✉ ♠♦.❛❧❡'✳ ❈❡'

♥♦.♠❡'✱ ♣.!'❡♥,❡' ❞❛♥' ♥♦' '♦❝✐!,!'✱ '♦♥, ✐♥,❡.♥❛❧✐'!❡' ♣❛. ❧❡' ❛❣❡♥,' A ,.❛✈❡.' ❧❡ ♣.♦❝❡''✉'

❞✬!❞✉❝❛,✐♦♥ ❡, ♠♦❞✐✜❡♥, ❧❡' ❝❤♦✐① ❞❡' ❛❣❡♥,' ♣❛. ❞❡' .!♣♦♥'❡' !♠♦,✐♦♥♥❡❧❧❡'✳

▲♦♣❡③✲G!.❡③ ✭✷✵✵✽✮ ✐❞❡♥,✐✜❡ ❛❧♦.' ❡①♣❧✐❝✐,❡♠❡♥, ❧✬✐♠♣♦.,❛♥❝❡ ❞❡' !♠♦,✐♦♥' ♠♦.❛❧❡' ♥!✲

❣❛%✐✈❡) 4✉❡ '♦♥, ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐,! ❡, ❧❛ ❤♦♥,❡ ✭!♠♦,✐♦♥' ❛✉,♦✲❝♦♥'❝✐❡♥,❡'✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛.,✱ ❡, ❞✉

.N❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧=.❡✴✐♥❞✐❣♥❛,✐♦♥ ❞✬❛✉,.❡ ♣❛.,
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✳ ❈♦♥❢♦.♠!♠❡♥, A ❝❡ 4✉✐ '❡ ❞!❣❛❣❡ ❞❡' !❧!✲

♠❡♥,' .❡✈✉' ❧♦.' ❞❡' ❝❤❛♣✐,.❡' ♣.!❝!❞❡♥,'✱ ❧✬❛✉,❡✉. '✉♣♣♦'❡ 4✉❡ ❧❡' !♠♦,✐♦♥' ❞❡ ❤♦♥,❡
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♣♦.,❡♠❡♥,' ❞❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ♣✉✐'4✉❡✱ ,♦✉,❡' ❝❤♦'❡' !❣❛❧❡' ♣❛. ❛✐❧❧❡✉.'✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣.!❢=.❡♥, !✈✐,❡.

❞❡ ❧❡' .❡''❡♥,✐.✳ ▲♦♣❡③✲G!.❡③ ✭✷✵✵✽✮ '♦✉❧✐❣♥❡✱ ❡♥ ♣❛.,✐❝✉❧✐❡.✱ ❧❡ .N❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧=.❡✴✐♥❞✐❣♥❛,✐♦♥

❞❛♥' ❧✬!♠❡.❣❡♥❝❡ ❞❡' ❝♦♠♣♦.,❡♠❡♥,' ♣✉♥✐,✐❢' A ❧✬❡♥❝♦♥,.❡ ❞❡' ,.❛♥'❣.❡''❡✉.'✱ 4✉✐ ✐♥❝✐,❡♥,

✭❝♦♥❥♦✐♥,❡♠❡♥, ❛✈❡❝ ❧❡' !♠♦,✐♦♥' ❛✉,♦✲❝♦♥'❝✐❡♥,❡'✮ ❛✉ ♠❛✐♥,✐❡♥ ❡, ❛✉ .❡'♣❡❝, ❞❡' ♥♦.♠❡'

♠♦.❛❧❡' ♦✉ '♦❝✐❛❧❡'✳

▲❡' ❛❣❡♥,'✱ ❞❛♥' ❝❡ ♠♦❞=❧❡✱ '♦♥, '✉♣♣♦'!' E,.❡ .❛,✐♦♥♥❡❧'✱ ❞❛♥' ❧❡ '❡♥' ♦Q ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①

❝❤❡.❝❤❡ A ♠❛①✐♠✐'❡. '❡' ❣❛✐♥'✱ !,❛♥, ❞♦♥♥! '❡' ❝.♦②❛♥❝❡' '✉. ❧❛ ',.❛,!❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉,.❡✳ ◆!❛♥✲

♠♦✐♥'✱ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥, ♥❡ ✈❛❧♦.✐'❡ ♣❛' '❡' ❣❛✐♥' ❞❡ ❧❛ ♠E♠❡ ❢❛P♦♥✱ ❧✬❛✉,❡✉. ♣.❡♥❛♥, ❛❧♦.' ❡♥

❝♦♠♣,❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐=.❡ ♦.✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧❛ ♣❡.'♦♥♥❛❧✐,! ❞❡' ❛❣❡♥,'✳ G♦✉. ❧✉✐✱ ✐❧ ❡①✐',❡ ❞❡✉① ❝❛,!❣♦✲

✶✸✳ ❊♠♦&✐♦♥ )✉✐ ❛♣♣❛-❛✐& ✐♠♣❧✐❝✐&❡♠❡♥& ❝❤❡③ ❇♦✇❧❡5 ❡& ●✐♥&✐5 ✭✷✵✵✺✮✱ = &-❛✈❡-5 ❧❡5 ♣❛-❛♠?&-❡5 ❧✐@5 = ❧❛

♣-@5❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ -@❝✐♣-♦❝✐&@ ♥@❣❛&✐✈❡
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 ✐❡# ❞✬❛❣❡♥)# ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ❚♦✉) ❞✬❛❜♦ ❞✱ ♦♥ ) ♦✉✈❡ ❞❡# ❛❣❡♥)# 3❣♦4#)❡#✱ 5✉✐ ♥❡

✈❛❧♦ ✐#❡♥) 5✉❡ ❧❡✉ # ❣❛✐♥# ♠❛)3 ✐❡❧# ❡) ❞♦♥) ❧❛ ♣ ♦♣♦ )✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❡#) ❞❡ (1−µ)✳
❊♥#✉✐)❡✱ ✐❧ ❡①✐#)❡ 3❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡# ✓ ❛❣❡♥)# ❞❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡# ✔ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐# ✓ ♣ ✐♥❝✐♣❧❡❞ ❛❣❡♥)# ✔✱

♥♦) ❡ ) ❛❞✉❝)✐♦♥✮✱ ♣ 3#❡♥)# ❡♥ ♣ ♦♣♦ )✐♦♥ µ ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥
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❡) ♣♦✉ ❧❡#5✉❡❧# ❞✬❛✉) ❡#

❝♦♥#✐❞3 ❛)✐♦♥# 5✉❡ ❧❡ #❡✉❧ ❜✐❡♥✲?) ❡ ♠❛)3 ✐❡❧ ❡♥) ❡♥) ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❡✳ ❊♥ ♣❛ )✐❝✉❧✐❡ ✱

❧✬✉)✐❧✐)3 ❞❡# ❛❣❡♥)# ❞❡ ❝❡))❡ ❞❡ ♥✐@ ❡ ❝❛)3❣♦ ✐❡ ❡#) ✐♠♣❛❝)3❡ ♣❛ ❧❛ ❝♦  ❡#♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉ 
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❧❛ #♦❝✐3)3✳
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♠❛❥♦ ✐)3 ❞✬❛❣❡♥)# ❢❛✐) ✉♥ ❝❤♦✐① ❡✣❝✐❡♥) 5✉✐ ❝♦♥❞✉✐) A ❧✬♦❜)❡♥)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉ 

❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❥♦✉❡✉ #✳

❋♦ ♠❡❧❧❡♠❡♥)✱ ♣♦✉ 5✉❡ ❧❛ ♥♦ ♠❡ #♦✐)  ❡#♣❡❝)3❡✱ ❧✬❛❣❡♥) ❞♦✐) #3❧❡❝)✐♦♥♥❡ ❧❡# ❛❝)✐♦♥#

♣❡ ♠❡))❛♥) ❞❡ #❡ ) ♦✉✈❡ #✉ ✉♥ #❡♥)✐❡ )❡❧ 5✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛)✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ♠❛①✐♠✐#❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

)✐♦♥ #✉✐✈❛♥)❡ ✿

Fǫδ = ǫ.
∑

i∈N

xi − δ(maxi∈Nxi −mini∈Nxi) ✭✸✳✸✳✶✷✮

❖\ ❧❡# ❛✉)❡✉ # #✉♣♣♦#❡♥) ǫ = 1 ❡) 0 < δ < 1✱ ❞✉ ❢❛✐) ❞❡ ❧❛ ♣ 3❢3 ❡♥❝❡ ♣♦✉ ❧❡ ❝ ✐)@ ❡

♥♦ ♠❛)✐❢ ❞✬❡✣❝✐❡♥❝❡✳

D❛ ❛❧❧@❧❡♠❡♥)✱ ❧✬❛✉)❡✉ ❞3✜♥✐) ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✉)✐❧✐)3  ❡❧❛)✐✈❡ A ❝❤❛5✉❡ )②♣❡ ❞✬❛❣❡♥)✳ ❆✐♥#✐✱

♣♦✉ ❝❤❛5✉❡ ♥^✉❞ )❡ ♠✐♥❛❧ z ❞✉ ❥❡✉ ❝♦♥#✐❞3 3✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞3✜♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✉)✐❧✐)3 ❞✬✉♥

❛❣❡♥) 3❣♦4#)❡ ❝♦♠♠❡ ✿

ui(z) = xi(z) ✭✸✳✸✳✶✸✮

❊♥ ♦✉) ❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✉)✐❧✐)3 ❞❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥) ❞❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡# ✔ ✐♥)@❣ ❡✱ ❜✐❡♥ ❡♥)❡♥❞✉✱ ❧❡# ❣❛✐♥#

♠❛)3 ✐❡❧# ❞❡ ❝❡) ❛❣❡♥) ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✳ ❚♦✉)❡❢♦✐#✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✐♥)❡ ♥❛❧✐#3 ✓ ❧✬❊✲♥♦ ♠ ✔✱ ✐❧

#✉❜✐) ✉♥ ❝♦_) ♣#②❝❤♦❧♦❣✐5✉❡ ❧♦ #5✉✬✐❧ ❝❤♦✐#✐) ✉♥ ❝♦♠♣♦ )❡♠❡♥) 5✉✐ ♥❡ ❧✉✐ ❡#) ♣❛# ❝♦♥❢♦ ♠❡✳

❯♥❡ ❞❡# #♣3❝✐✜❝✐)3# ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❡#) 5✉❡ ❧✬✐♥)❡♥#✐)3 ❞❡ ❝❡ ❝♦_) ❞3♣❡♥❞ ♥3❣❛)✐✈❡♠❡♥) ❞✉

♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ) ❛♥#❣ ❡##❡✉ # ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ❈❡) ❛#♣❡❝) ❡#)✱ ❞✬❛♣ @# ❧✬❛✉)❡✉ ✱ ✉♥❡ ♠❛✲

♥✐@ ❡ ❞❡ )❡♥✐ ❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡) ❞❡ ❧✬3♠♦)✐♦♥ ❞❡ ❤♦♥)❡✱ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❡#) ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ #❡♥)✐♠❡♥)

✶✹✳ ❈❤❛&✉❡ ❛❣❡♥+ ❝♦♥♥❛✐+ ❧❛ ❞✐1+2✐❜✉+✐♦♥ ❞❡1 +②♣❡1 ❛✉ 1❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ✭µ ❡1+ ❝♦♥♥✉ ❞❡ +♦✉1✮✱ ♠❛✐1

♥❡ ❝♦♥♥❛✐+ ♣❛1 1♣:❝✐✜&✉❡♠❡♥+ ❧❡ +②♣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡1 ❛✉+2❡1 ❛❣❡♥+1✳

✶✷✻



✸✳✸✳ ▲✬✐♥&'❣)❛&✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡2 '♠♦&✐♦♥2 ♠♦)❛❧❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ♠♦❞4❧❡2 ❞❡ ♣)✐2❡ ❞❡ ❞'❝✐2✐♦♥ '❝♦♥♦♠✐5✉❡

❞✬✐♥❢%&✐♦&✐(% ❡( ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐/&❡ ❞♦♥( ♦♥ ♣❡✉( ❝♦♠♣❛&❡& 2♦♥ ❝♦♠♣♦&(❡♠❡♥( ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡2

❛✉(&❡2✳ ●&♦22✐/&❡♠❡♥(✱ ❧✬✐❞%❡ ❡2( 6✉✬✉♥ ✓ ❛❣❡♥( ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡2 ✔ &❡22❡♥( ♠♦✐♥2 ❞❡ ❤♦♥(❡ ;

(&❛♥2❣&❡22❡& ✉♥❡ ♥♦&♠❡✱ ❧♦&26✉✬✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❝♦♥2%6✉❡♥( ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉2 ♥❡ &❡2♣❡❝(❡ ♣❛2 ♥♦♥ ♣❧✉2

❧❛ &/❣❧❡✱ ❡♥ &❛✐2♦♥ ❞✉ ❢❛✐( 6✉✬✐❧ ❡2( 2✉♣♣♦2% &❡22❡♥(✐& ❝❡ 2❡♥(✐♠❡♥( ✉♥✐6✉❡♠❡♥( ✈✐2✲;✲✈✐2 ❞❡2

♣❡&2♦♥♥❡2 ❞♦♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦&(❡♠❡♥( ❡2( ♠♦&❛❧❡♠❡♥( ♠❡✐❧❧❡✉& 6✉❡ ❧❡ 2✐❡♥✳

❆✜♥ ❞❡ ❢♦&♠❛❧✐2❡& ❝❡( ❛2♣❡❝(✱ ❧✬❛✉(❡✉& ❞%✜♥✐( R(z) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❥♦✉❡✉&2 &❡2✲

♣❡❝(❛♥( ❧❛ ♥♦&♠❡ ❞❛♥2 ❧✬❤✐2(♦✐&❡ ❛❜♦✉(✐22❛♥( ; z ❡( ✐♥❞✐6✉❡ 6✉❡ r(z) &❡♣&%2❡♥(❡ ❧❡ ❝❛&❞✐♥❛❧
❞❡ ❝❡( ❡♥2❡♠❜❧❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡((❡ ♥♦(❛(✐♦♥✱ ✐❧ ❞%✜♥✐( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✉(✐❧✐(% ❞❡ ❧✬❛❣❡♥( ❞❡

♣&✐♥❝✐♣❡ ❝♦♠♠❡ ✿

ui(z) =

{
xi(z) 2✐ i ∈ R(z)

xi(z)− γ.r(z) 2✐ i /∈ R(z) ; (γ > 0)

❖C γ &❡♣&%2❡♥(❡ ❧✬✐♥(❡♥2✐(% ❛✈❡❝ ❧❛6✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥( ❛ ✐♥(❡&♥❛❧✐2% ❧❛ ♥♦&♠❡✳

▲♦&26✉❡ ❧✬❛❣❡♥( ♥❡ &❡2♣❡❝(❡ ♣❛2 ✓ ❧✬❊✲♥♦&♠ ✔✱ ❧❡ (❡&♠❡ γ.r(z) ✈✐❡♥( ❞✐♠✐♥✉❡& 2♦♥ ✉(✐❧✐(%

❡( &❡♣&%2❡♥(❡ ✉♥ ❝♦F( ♣2②❝❤♦❧♦❣✐6✉❡ ❧✐% ❛✉ ❢❛✐( ❞❡ &❡22❡♥(✐& ❞❡2 %♠♦(✐♦♥2 ❞%2❛❣&%❛❜❧❡2✳ ❉❡

♠❛♥✐/&❡ ❛22❡③ ♦&✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧✬❛✉(❡✉& ♥❡ ♠♦❞%❧✐2❡ ♣❛2 ❞❡ ♠❛♥✐/&❡ ❞✐2(✐♥❝(❡ ❧❡ &J❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤♦♥(❡

❡( ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(%✱ ♠❛✐2 (✐❡♥( ♣❧✉(J( ❝♦♠♣(❡✱ ; (&❛✈❡&2 ❝❡ (❡&♠❡✱ ❞✬✉♥ &J❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥( ❞❡

❝❡2 ❞❡✉① %♠♦(✐♦♥2✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♦♥ ♣❡✉( &❡(&♦✉✈❡&✱ ❛✉ 2❡✐♥ ❞❡ ❝❡ (❡&♠❡✱ ❞❡2 ❝❛&❛❝(%&✐2(✐6✉❡2

♣&♦♣&❡2 ; ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥(&❡✲❡❧❧❡2✳ ❉✬✉♥ ❝J(%✱ ❧❡ ♣❛&❛♠/(&❡ ❞✬✐♥(❡♥2✐(% ❞❡ ❧✬✐♥(❡&♥❛❧✐2❛(✐♦♥

♣❡✉( M(&❡ ❝♦♥2✐❞%&% ❝♦♠♠❡ ❧✐% ; ❧❛ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ✓ ❛✉(♦❝❡♥(&%❡ ✔ ❞❡ ❧✬%✈❛❧✉❛(✐♦♥ 6✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐(

❞❡ ♥♦2 ♣&♦♣&❡2 ❝♦♠♣♦&(❡♠❡♥(2✱ ❧❛6✉❡❧❧❡ 2❡ &❛♣♣♦&(❡ ♣❧✉2 ; ❧✬%♠♦(✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐(%✳ ❉❡

❧✬❛✉(&❡ ❝J(%✱ ❧❡ ♣❛&❛♠/(&❡ &❡♣&%2❡♥(❛♥( ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ (&❛♥2❣&❡22❡✉&2 ❡2( &❡❧❛(✐❢ ; ❧❛ ❞✐♠❡♥✲

2✐♦♥ ♣✉❜❧✐6✉❡ ❞❡ ❧✬❛✉(♦✲%✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡ ♥♦2 ❝♦♠♣♦&(❡♠❡♥(2 ❡( ❞❡2 ❥✉❣❡♠❡♥(2 6✉✬✐❧2 2✉2❝✐(❡♥(✱

❝❡ 6✉✐ ❡2( 2❛♥2 ❞♦✉(❡ ♣❧✉2 ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ 2❡♥(✐♠❡♥( ❞❡ ❤♦♥(❡✳

▲❛ &%2♦❧✉(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ 2✬❡✛❡❝(✉❡ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣( ❞✬%6✉✐❧✐❜&❡ ❜❛②%2✐❡♥ ♣❛&❢❛✐( ❡( ❧❡2

%6✉✐❧✐❜&❡2 ♦❜(❡♥✉2 ❞%♣❡♥❞❡♥( ❛❧♦&2 ❞❡2 ✈❛❧❡✉&2 ❞❡2 ♣❛&❛♠/(&❡2 µ ❡( γ✳ ▲✬❛✉(❡✉& ♠♦♥(&❡

6✉✬✉♥❡ ♣❧✉2 ❣&❛♥❞❡ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ ✓ ❞✬❛❣❡♥(2 ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡2 ✔✱ ❛✉ 2❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✱ ❛✐♥2✐

6✉✬✉♥ ❝♦F( ♣2②❝❤♦❧♦❣✐6✉❡ ♣❧✉2 ✐♠♣♦&(❛♥( ❧♦&2 ❞✬✉♥❡ ❞%✈✐❛(✐♦♥✱ ✐♠♣❧✐6✉❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥

❞❡2 ❝♦♠♣♦&(❡♠❡♥(2 &❡2♣❡❝(✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥♦&♠❡ ❝❤❡③ ❧❡2 ✓ ❛❣❡♥(2 ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡2 ✔ ✭❡( ♣❛&❢♦✐2

♠M♠❡ ❝❤❡③ ❧❡2 ❛❣❡♥(2 ♦♣♣♦&(✉♥✐2(❡2✮✱ ❞❛♥2 ❞❡2 2✐(✉❛(✐♦♥2 (❡❧❧❡2 6✉❡ ❧❡2 ❥❡✉① ; ❧❛ ❝♦✉&♥♦(✱

❧❡2 ❥❡✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❝❡♥(✐♣/❞❡✳

❆✜♥ ❞✬✐♥(%❣&❡& ❧✬%♠♦(✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧/&❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✉(✐❧✐(% ❞❡2 ❛❣❡♥(2 ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡2 ❡2( ❧%✲

❣/&❡♠❡♥( ❝♦♠♣❧❡①✐✜%❡✳ ❊♥ 2✉♣♣♦2❛♥( ✉♥ ❥❡✉ ; ◆ ❛❣❡♥(2 ✿

ui(z) =





xi(z) 2✐ R(z) ≡ N

xi(z)− γ.r(z) 2✐ i /∈ R(z) ; (γ > 0)

xi(z)− αmaxj /∈R(z)xj 2✐ R(z) ⊂ N, i ∈ R(z) ; (1 > α > 0)

✭✸✳✸✳✶✹✮

✶✷✼



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

❆✐♥#✐✱ ❧♦'#(✉❡ ❧✬♦♥ ,✐❡♥, ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧2'❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,4 ❞✬✉♥ ✓ ❛❣❡♥, ❞❡ ♣'✐♥✲

❝✐♣❡# ✔ i #❡ ❝♦♠♣♦#❡✱ #❡❧♦♥ ❧❡# ❝✐'❝♦♥#,❛♥❝❡#✱ ❞❡ ❞✐✛4'❡♥,# 4❧4♠❡♥,#✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛#
♣'4❝4❞❡♥,✱ ❧♦'#(✉❡ ,♦✉# ❧❡# ❛❣❡♥,# ✭❧✉✐ ② ❝♦♠♣'✐#✮ '❡#♣❡❝,❡♥, ❧❛ ♥♦'♠❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✐♥,2❣'❡

#❡✉❧❡♠❡♥, ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥4,❛✐'❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, i✳ ❉❡ ♠@♠❡✱ ❧♦'#(✉❡ ❧✬❛❣❡♥, i ❞4✈✐❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞✬✉,✐❧✐,4 (✉✬✐❧ ♦❜,✐❡♥, ❝♦''❡#♣♦♥❞ C #♦♥ ❣❛✐♥ ♠♦♥4,❛✐'❡ ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✱ ❞✐♠✐♥✉4 ❞✉ ❝♦E, ♣#②✲

❝❤♦❧♦❣✐(✉❡ ❧✐4 C ❧❛ ✈✐♦❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡✱ ❝❡ ❝♦E, ❞4♣❡♥❞❛♥, ,♦✉❥♦✉'# ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛❣❡♥,#

(✉✐ ❧❛ '❡#♣❡❝,❡♥,✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦'#(✉❡ ❧✬❛❣❡♥, i '❡#♣❡❝,❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ♠❛✐# (✉✬❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥ ❞❡#
❛✉,'❡# ❥♦✉❡✉'# ❞4✈✐❡✱ #♦♥ ✉,✐❧✐,4 i 4(✉✐✈❛✉, ❛✉ ❣❛✐♥ ♠♦♥4,❛✐'❡ ♦❜,❡♥✉ ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✱ ❛✉(✉❡❧
❡#, #♦✉#,'❛✐, ✉♥ ,❡'♠❡ ❞4#✐❣♥❛♥, ❧❛ ❝♦❧2'❡ '❡##❡♥,✐❡ ♣❛' i ❞✉ ❢❛✐, ❞✬♦❜#❡'✈❡' ❧❛ ✈✐♦❧❛,✐♦♥ (✉✐
❡#, ❝♦♠♠✐#❡ ♣❛' ❛✉,'✉✐✳ ❈❡ ,❡'♠❡ ❡#, ❝♦♠♣♦#4 ❞✉ ♣❛'❛♠2,'❡ α✱ ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥, C ❧✬✐♥,❡♥#✐,4
❞❡ ❧✬❛❣'❡##✐✈✐,4 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥,✱ ❧❡(✉❡❧ ♠✉❧,✐♣❧✐❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ✓ ♣✐'❡ ✔ ❥♦✉❡✉' ❞4✈✐❛♥,✱

#♦✐, ❝❡❧✉✐ (✉✐ #✬❡♥ #♦', ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛✐♥ ❧❡ ♣❧✉# 4❧❡✈4✳ ▲❛ ❝♦❧2'❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, #❡ ❝♦♥❝❡♥,'❡ ❞♦♥❝

✉♥✐(✉❡♠❡♥, #✉' ❧❡ ♣❛',❡♥❛✐'❡ (✉✐ ♣'♦✜,❡ ❧❡ ♣❧✉# ❞❡ ❧❛ ❞4✈✐❛,✐♦♥ (✉✬✐❧ ❝♦♠♠❡,✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ✐❧

❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡ '❡♠❛'(✉❡' (✉❡ ❧✬✐♥,❡♥#✐,4 ❞❡ ❧❛ ❝♦❧2'❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥, i ♥❡ ❞4♣❡♥❞ ♣❛# ❞❡ ❧❛ ♥❛,✉'❡
♠@♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞4✈✐❛,✐♦♥ ♣❛',✐❝✉❧✐2'❡ (✉✐ ❡#, '4❛❧✐#4❡✱ ❡♥ ,❡'♠❡# ❞❡ ❧✬❛❝,✐♦♥ (✉✐ ❡#, ❝❤♦✐#✐❡✱

♠❛✐# ❜✐❡♥ ❞❡# ❝♦♥#4(✉❡♥❝❡# ♠❛,4'✐❡❧❧❡# (✉✐ ❡♥ '4#✉❧,❡♥,✳ ▼❛❧❣'4 ❧❡ ❢❛✐, (✉❡ ❝❡# ❤②♣♦,❤2#❡#

♣✉✐##❡♥, #❡♠❜❧❡' ✉♥ ♣❡✉ ❢♦',❡#✱ ❧✬❛✉,❡✉' ❡①♣❧✐(✉❡ (✉✬✉♥❡ ,❡❧❧❡ ♠♦❞4❧✐#❛,✐♦♥ #❡ ❝♦♥❢'♦♥,❡

♣❧✉,L, ❜✐❡♥ ❛✉① ❞♦♥♥4❡# ❡♠♣✐'✐(✉❡#✳

❈❡ ,❡'♠❡ ❞❡ ❝♦❧2'❡✱ ❡♥ ✈❡♥❛♥, ❞✐♠✐♥✉❡' ❧✬✉,✐❧✐,4 ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❢❛M♦♥♥❡ #♦♥ ❝❤♦✐① ❡,

♣❡✉,✱ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉##❡' ❧❡ '4♣♦♥❞❛♥, ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉❧,✐♠❛,✉♠✱ C '❡❥❡,❡' ❧✬♦✛'❡ ✭,'♦♣✮

✐♥❥✉#,❡ (✉✐ ❧✉✐ ❡#, ❢❛✐,❡✳ ❉❛♥# ✉♥ ,❡❧ ❝❛#✱ ❧❡ '4♣♦♥❞❛♥, ♣'4❢2'❡ #❡ ✈❡♥❣❡' ❡, ♦❜,❡♥✐' ✉♥

❣❛✐♥ ♠❛,4'✐❡❧ ♥✉❧✱ ♣❧✉,L, (✉❡ ❞❡ ♣'♦✜,❡' ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ♣♦#✐,✐❢✱ ,♦✉, ❡♥ #♦✉✛'❛♥, ❞✉ ❢❛✐, ❞✬@,'❡

✐♥❥✉#,❡♠❡♥, ,'❛✐,4✱ C ,'❛✈❡'# ❧❛ ❝♦❧2'❡ (✉✐ 4♠❡'❣❡ ❡♥ ❧✉✐✳ ❈❡ ♣❤4♥♦♠2♥❡ ♣❡✉, @,'❡ ❛♥,✐✲

❝✐♣4 ♣❛' ❧❡ ♣'♦♣♦#❡✉' ✭(✉❡❧ (✉❡ #♦✐, #♦♥ ,②♣❡✮ ❡, ♣❡✉, ♦'✐❡♥,❡' ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡

#❡# ❝'♦②❛♥❝❡# #✉' ❧❛ ❞✐#,'✐❜✉,✐♦♥ ❞❡# ,②♣❡# ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥✱ ❛✐♥#✐ (✉❡ #✉' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦❧2'❡ ♦✉ ❞✬❛❣'❡##✐✈✐,4 (✉✬❡♥❣❡♥❞'❡ ✉♥❡ ♦✛'❡ ✐♥❥✉#,❡✱ ✈❡'# ❧❛ '4❛❧✐#❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣'♦♣♦#✐,✐♦♥

'❡#♣❡❝,✉❡✉#❡ ❞❡ ❧✬❊✲♥♦'♠✳ ▲♦♣❡③✲O4'❡③ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥#✐#,❡ #✉' ❧❡ ❢❛✐, (✉❡✱ ❞❛♥# #❛ ♠♦❞4❧✐#❛,✐♦♥✱

❝❡ ♥✬❡#, ♣❛# ✭♦✉ ♣❛# #❡✉❧❡♠❡♥,✮ C ❞❡# ✜♥# ❞❡ '4❞✉❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✐(✉✐,4 ❡♥,'❡ ❛❣❡♥,# ✭❝♦♠♠❡

❞❛♥# ❧❡# ♠♦❞2❧❡# C ❧❛ ❋❡❤' ❡, ❙❝❤♠✐❞,✱ ✶✾✾✾✮ (✉❡ ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♣✉♥✐,✐✈❡# #♦♥, '4❛❧✐#4❡#✱ ♠❛✐#

♣❧✉,L, #♦✉# ❧❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧2'❡ '❡##❡♥,✐❡ ♣❛' ❧✬❛❣❡♥, ✐''✐,4✳ ❊♥ #✬✐♥#❝'✐✈❛♥, ❞❛♥# ✉♥❡ ,❡❧❧❡

'❡♣'4#❡♥,❛,✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉, ❛❧♦'# ❡♥✈✐#❛❣❡' ❧❛ ❝♦❧2'❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ 4♠♦,✐♦♥ (✉✐ ♣♦✉##❡ ❧✬❛❣❡♥, C

'4❛❣✐' ✈✐♦❧❡♠♠❡♥, ❧♦'#(✉✬✐❧ #❡ #❡♥, ✈✐❝,✐♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❥✉#,✐❝❡✱ ❞❡ #♦',❡ C ❝❡ (✉❡✱ ♣❛' ❧❛ ♣❡✉'

(✉✬✐❧ #✉#❝✐,❡ ❝❤❡③ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# (✉✐ ❧✬❡♥,♦✉'❡♥,✱ ❞❡ ,❡❧❧❡# ✐♥❥✉#,✐❝❡# ♥❡ #❡ ✭'❡✮♣'♦❞✉✐#❡♥, ♣❛#✳

❯♥❡ ❧✐♠✐,❡ 4✈❡♥,✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞2❧❡ ,✐❡♥, ❛✉ ♠✐♥✐♠❛❧✐#♠❡ ❞❡ ❧✬❤4,4'♦❣4♥4✐,4 ❡①✐#,❛♥,

❛✉ #❡✐♥ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥,#✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥#✐❞4'❡' (✉❡ ❧❡ ❝♦E, ♣#②❝❤♦❧♦❣✐(✉❡

#✉♣♣♦',4 ♣❛' ❝❤❛(✉❡ ❛❣❡♥, ♣✉✐##❡ ❛✈♦✐' ✉♥❡ ✐♥,❡♥#✐,4 (✉✐ #♦✐, ❞✐✛4'❡♥❝✐4❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥,

✭♣♦✉✈❛♥, @,'❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬❛❣❡♥,# 4❣♦X#,❡#✮✱ ✐❝✐✱ #❡✉❧# ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥,❡♥#✐,4 ❝♦''❡#✲

♣♦♥❞❛♥, C ❞❡✉① ,②♣❡# #♣4❝✐✜(✉❡# ❞✬❛❣❡♥,# ✭γ = 0 ♣♦✉' ❧❡# 4❣♦X#,❡# ♦✉ γ ❡#, ✉♥❡ ❝♦♥#,❛♥,❡
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉' ❧❡# ✓ ❛❣❡♥,# ❞❡ ♣'✐♥❝✐♣❡# ✔✮ #♦♥, ❡♥✈✐#❛❣4#✳ ▲✬❛✉,❡✉' ❢❛✐, ❞♦♥❝ ❞✬❡♠❜❧4❡

❧✬❤②♣♦,❤2#❡ (✉❡ ❝❤❛(✉❡ ✓ ❛❣❡♥, ❞❡ ♣'✐♥❝✐♣❡# ✔ #♦✉✛'❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠@♠❡ ✐♥,❡♥#✐,4 ❧♦'# ❞❡ ❧❛

✈✐♦❧❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦'♠❡✱ ❝❡ (✉✐ ❡#, ✉♥❡ ❤②♣♦,❤2#❡ #✐♠♣❧✐✜❝❛,'✐❝❡ ❛##❡③ ♣❡✉ '4❛❧✐#,❡ ✭❡, (✉✐

♣♦✉''❛✐, @,'❡ 4❧✐♠✐♥4❡ ❡♥ ✐♥❞✐M❛♥, ❧❡ ♣❛'❛♠2,'❡ ❞✬✐♥,❡♥#✐,4 ❞❡ ❧✬✐♥,❡'♥❛❧✐#❛,✐♦♥✮✳ ❚♦✉,❡❢♦✐#✱

❝❡,,❡ ♠❛♥✐2'❡ ❞❡ ♠♦❞4❧✐#❡' ♣❡'♠❡, ❞❡ ♠❡,,'❡ ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞❡ ❢❛M♦♥ ♣❧✉# #♦✉,❡♥✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐,

(✉❡ ❝❡',❛✐♥# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ♥❡ #❡ #♦✉❝✐❡♥, ❛✉❝✉♥❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❧♦'# ❞❡ ❧❡✉'# ❝❤♦✐①✳ ❉❡ ♣❧✉#✱

✉♥❡ ,❡❧❧❡ ❢♦'♠❛❧✐#❛,✐♦♥ ♣❡'♠❡, 4❣❛❧❡♠❡♥, ❞❡ ,❡♥✐' ❝♦♠♣,❡ ❞✉ ❢❛✐, (✉❡ ❧❛ ♣❡',✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♥♦'♠❡ ♣❡✉, @,'❡ ❧✐4❡ ❛✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# (✉✐ ❢♦♥, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ '❡#♣❡❝,❡'✳

✶✷✽
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❯♥❡ ❛✉%&❡ ❧✐♠✐%❡ ✐♥❤+&❡♥%❡ ❛✉ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ▲♦♣❡③✲3+&❡③ ✭✷✵✵✽✮✱ ❧❛:✉❡❧❧❡ ❡;% ❝♦♠♠✉♥❡ =

❧✬❡♥;❡♠❜❧❡ ❞❡; %&❛✈❛✉① &❡✈✉; ❞❛♥; ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ %✐❡♥% ❛✉ ❢❛✐% :✉❡ ❝❡&%❛✐♥; ❛✉%❡✉&; ❝♦♥;✐❞.&❡♥%

:✉❡✱ ;✬❛❣✐;;❛♥% ❞❡ ❧❛ ♣&✐;❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝% ❞❡; ♥♦&♠❡; ♠♦&❛❧❡; ❡% ❞❡; +♠♦%✐♦♥;

♠♦&❛❧❡; ;✉& ❧❛ ♣&✐;❡ ❞❡ ❞+❝✐;✐♦♥ ❞❡; ❛❣❡♥%;✱ ❧✬✉%✐❧✐;❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %❤+♦&✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① &❛%✐♦♥♥❡❧

♥✬❡;% ♣❛; ❧❛ ♣❧✉; ❛❞❛♣%+❡✳

✸✳✸✳✸✳ ❚❤$♦&✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① &❛.✐♦♥♥❡❧ ❡. ♣&✐2❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞✉ &4❧❡ ❞❡2

♥♦&♠❡2 ❡. $♠♦.✐♦♥2 ♠♦&❛❧❡2

❈❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❡;% ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞+✈❡❧♦♣♣+ ❞❛♥; ❧❡ %&❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱❛♥❜❡&❣ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉✬❛♣&.;

❧✉✐✱ ;✬❛❣✐;;❛♥% ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡; &+❣❧❡; ❡% ❞❡; ♥♦&♠❡; ♠♦&❛❧❡; ;✉& ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡;

❛❣❡♥%;✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡; ✐♥❞✐✈✐❞✉; ♥❡ ;❡ ♣♦&%❡ ♣❛; ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡;  !"✉❧%❛%" ❡;♣+&+; ♣♦✉& ❧❡;

❞✐✛+&❡♥%❡; ;%&❛%+❣✐❡; ♣♦;;✐❜❧❡;✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❞❛♥; ❧✬❤②♣♦%❤.;❡ ✐♥✈❡&;❡✱ ❧✬❛❝%✐♦♥ ❡♥%&❡♣&✐;❡ ♥✬❡;%

:✉❡ ❧❡ ♠♦②❡♥ ;%&❛%+❣✐:✉❡♠❡♥% ❡♠♣❧♦②+ ❛✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉& &+;✉❧%❛% ♣♦;;✐❜❧❡✱ ❝❡ :✉✐

❛❜♦✉%✐% = ✉♥ ;②;%.♠❡ ❞❡ ♣&+❢+&❡♥❝❡ ;✉& ❧❡; &+;✉❧%❛%;✳ ❙❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ;❡ ♣♦&%❡ ♣❧✉%N% ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡; ❛❝%✐♦♥" ♣♦;;✐❜❧❡; ♣♦✉& ❧✬❛❣❡♥%✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&+;❡♥❝❡ ❞❡ ♣&+❢+&❡♥❝❡; ♣♦✉& ❝❡&%❛✐♥❡;

❛❝%✐♦♥;✱ ❡♥ ;♦✐✱ ❞✉ ❢❛✐% ❞❡ ❧❡✉& ❝♦♥❣&✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡; ❝&✐%.&❡; ♥♦&♠❛%✐❢; ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ;♦✐%

✉♥ ;②;%.♠❡ ❞❡ ♣&+❢+&❡♥❝❡ ;✉& ❧❡; ❛❝%✐♦♥;✳ ❚♦✉❥♦✉&; ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣&♦♣♦; ❞❡ ❱❛♥❜❡&❣

❱✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❧❛ ♣&✐;❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡; ♥♦&♠❡; ♠♦&❛❧❡;✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% = %&❛✈❡&; ❧❡

&N❧❡ ❞❡; +♠♦%✐♦♥; ♠♦&❛❧❡;✱ ♥+❝❡;;✐%❡✱ ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ❝❛❞&❡ ❝❧❛;;✐:✉❡✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡

❢♦❝✉; ❡♥%&❡ ✉♥❡ %❤+♦&✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① &❛%✐♦♥♥❡❧ ❡% ✉♥❡ %❤+♦&✐❡ ❞❡; ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%; &❡;♣❡❝%❡✉①

❞❡; &.❣❧❡;✳ ❊♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ❧✬❛✉%❡✉& ✐♥;✐;%❡ ;✉& ❧❡ ❢❛✐% :✉❡ ❧❡; ❝&✐%.&❡; ♥♦&♠❛%✐❢; ♠♦&❛✉①

❞❡; ✐♥❞✐✈✐❞✉; ♥❡ ♣❡✉✈❡♥% ♣❛; Q%&❡ &❡♣&+;❡♥%+; ❞❛♥; ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%+ ❞✉ ❢❛✐% :✉✬✐❧ ♥✬❡;%

♣❛; ♣♦;;✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡%%&❡ ;✉& ❧❡ ♠Q♠❡ ♣❧❛♥ ❧❡; ♣&+❢+&❡♥❝❡; ♣♦✉& ❝❡&%❛✐♥❡; ❛❝%✐♦♥; ♣❡ "❡ ❡%

❧❡; ♣&+❢+&❡♥❝❡; :✉✐ ;♦♥% ❧✐+❡; ❛✉ &+;✉❧%❛% ❞✬✉♥❡ ❛❝%✐♦♥✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❡♥ &❛✐;♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧.♠❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❡♥;✉&❛❜✐❧✐%+ ❡♥%&❡ ♣&+❢+&❡♥❝❡; ♠♦&❛❧❡; ❡% ♣&+❢+&❡♥❝❡; ♠❛%+&✐❛❧✐;%❡;✳ ❉❡ ♣❧✉;✱

;❡❧♦♥ ●❛❣♥+ ✭✷✵✵✼✮✱ ✉♥ ❛✉%&❡ ♣&♦❜❧.♠❡ &+;✐❞❡ ❞❛♥; ❧❡ ❢❛✐% ❞✬✐♥%+❣&❡& ❞❡; +♠♦%✐♦♥; ❞❛♥; ❧❛

❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%+✱ ♣✉✐;:✉❡✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡; +♠♦%✐♦♥; ♦♥% ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%+ ❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ❧❡ ♣❛; ;✉&

❧❡; ♣&♦❝❡;;✉; ❝♦❣♥✐%✐❢; = ❧✬T✉✈&❡ ❧♦&; ❞✬✉♥❡ ❞+❝✐;✐♦♥✱ ❝❡ :✉✐ ✐♠♣❧✐:✉❡ :✉❡ ❧❡; +♠♦%✐♦♥; ♥❡

❞❡✈&❛✐❡♥% ♣❛; ;❡✉❧❡♠❡♥% ♠♦❞✐✜❡& ❧❡ &+;✉❧%❛% ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐;❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%+✱

♠❛✐; +❣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%+ ❡❧❧❡✲♠Q♠❡✳

❆✈❡❝ ❧❛ %❤+♦&✐❡ ❞❡; ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%; &❡;♣❡❝%❡✉① ❞❡; &.❣❧❡;✱ ❧❡; ❛❣❡♥%; ❛♣♣&❡♥♥❡♥% ❡%

❞+%❡&♠✐♥❡♥%✱ = %&❛✈❡&; ♣❧✉;✐❡✉&; ♣&♦❝❡;;✉; ✭❜✐♦❧♦❣✐:✉❡✱ ❝✉❧%✉&❡❧✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✮✱ ❞❡; ❛❝%✐♦♥;

❛❞❛♣%+❡;✱ ;♦✉; ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ♥♦&♠❡; ♦✉ ❞❡ &.❣❧❡; ❞❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%✱ ;✬❛♣♣❧✐:✉❛♥% ❞❛♥; ❧❡;

❞✐✛+&❡♥%; %②♣❡; ❞❡ ;✐%✉❛%✐♦♥; ❛✉①:✉❡❧; ✐❧; ;♦♥% ❝♦♥❢&♦♥%+;✳ 3❛& ❧❛ ;✉✐%❡✱ ❞❡ %❡❧; ✐♥❞✐✈✐❞✉;

❛❣✐;;❡♥% ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❡; &.❣❧❡; ❞❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❧♦&;:✉✬✐❧; ❢♦♥% ❢❛❝❡ = ✉♥ ❝❤♦✐①✳ ❆✐♥;✐✱ ❧=

♦V ✉♥ ❛❣❡♥% &❛%✐♦♥♥❡❧ ♣❛&❢❛✐%✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ❛❣❡♥% ♣♦;;+❞❛♥% ❞❡; ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥; ❝♦♠♣❧.%❡; ❡% ❞♦%+

❞❡ ❝❛♣❛❝✐%+; ❞❡ &❛✐;♦♥♥❡♠❡♥% ♣❛&❢❛✐%❡;✱ ♣❡✉% ♣&♦❝+❞❡& = ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛①✐♠✐;❛%✐♦♥ ❛✜♥

❞❡ ❢❛✐&❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ;%&❛%+❣✐:✉❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❡♥ %♦✉%❡ ;✐%✉❛%✐♦♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥% ✓ ✐♠♣❛&❢❛✐% ✔✱ ❛✉ ;❡♥;

❞✬✉♥ ❛❣❡♥% :✉✐ ♥✬❡;% ♣❛; ❞♦%+ ❞❡ %❡❧❧❡; ❝❛♣❛❝✐%+;✱ ♣❡✉% ❛✈♦✐& ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ✐♥%+&Q% = ♠♦❞✉❧❡&

;♦♥ ❝❤♦✐① ♣❛& ❧❡ &❡;♣❡❝% ❡% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡&%❛✐♥❡; &.❣❧❡;✱ ❜✐❡♥ :✉❡ ❝❡❧❛ ❧❡ ❝♦♥❞✉✐;❡✱ ❡♥

❝❡&%❛✐♥❡; ♦❝❝❛;✐♦♥;✱ = ♣&❡♥❞&❡ ✉♥❡ ❞+❝✐;✐♦♥ ;♦✉;✲♦♣%✐♠❛❧❡✱ ♣❧✉%N% :✉✬= ♠❡%%&❡ ;②;%+♠❛%✐✲

:✉❡♠❡♥% ❡♥ T✉✈&❡ ✉♥❡ ♣&♦❝+❞✉&❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐;❛%✐♦♥✱ ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ;♦✉&❝❡ ❞✬❡&&❡✉&✳ ❉❡

♣❧✉;✱ ❧❡; ❝❛♣❛❝✐%+; ♥+❝❡;;❛✐&❡; = ❧❛ ♠✐;❡ ❡♥ T✉✈&❡ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① &❛%✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♠❛①✐♠✐;❛%✐♦♥

♣❡✉✈❡♥% ;❡♠❜❧❡&✱ ❞❛♥; ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉;❡; ❝✐&❝♦♥;%❛♥❝❡;✱ ❤♦&; ❞❡ ♣♦&%+❡ ♣♦✉& ❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡;

♠♦&%❡❧;✳ ❉❛♥; ❝❡%%❡ ♣❡&;♣❡❝%✐✈❡✱ ;✬✐❧ ❡;% ♥+❝❡;;❛✐&❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ❝❡; ❞❡✉① ♠♦❞.❧❡; ❞❡ &❡✲

✶✷✾



✸✳ ❯♥❡ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ●)❛❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❘2❧❡ ❞❡3 ❊♠♦&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ ❚❤'♦)✐❡ ❊❝♦♥♦♠✐9✉❡

♣!"#❡♥&❛&✐♦♥✱ ❧❛ &❤"♦!✐❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦!&❡♠❡♥&# !❡#♣❡❝&✉❡✉① ❞❡# !2❣❧❡# #❡♠❜❧❡ 5&!❡ ❝❡❧❧❡ 6✉✐

♣!♦♣♦#❡ ❧❡ ♣❧✉# ❤❛✉& ❞❡❣!" ❞❡ !"❛❧✐#♠❡✳

❚♦✉&❡❢♦✐#✱ ❱❛♥❜❡!❣ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡①♣❧✐6✉❡ 6✉❡ ❧❡# ❞❡✉① #②#&2♠❡# ❞❡ ♣!"❢"!❡♥❝❡ ♥❡ #♦♥& ♣❛#

✐♥❝♦♠♣❛&✐❜❧❡#✱ ❜✐❡♥ 6✉❡ ♠✉&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❡①❝❧✉❛❜❧❡#✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡# ❛❣❡♥&# ♣❡✉✈❡♥& ♣❛##❡! ❞❡
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❛✉ *❡✐♥ ❞❡* ❧✐""-#❛"✉#❡* ❡♥ ♣*②❝❤♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❡♥ -❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣-#✐♠❡♥"❛❧❡✱ ❡*" ✉♥❡ ✈♦✐❡ ♣❛#✲

"✐❝✉❧✐4#❡♠❡♥" *-❞✉✐*❛♥"❡ *✬❛❣✐**❛♥" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐#❡ ❧✬-❝♦♥♦♠✐*"❡ ✈❡#* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ *✉♣-#✐❡✉# ❞❡

#-❛❧✐*♠❡ ❞❛♥* ❧❛ #❡♣#-*❡♥"❛"✐♦♥✱ ❡" ❞♦♥❝ ❞❛♥* ❧❛ ♣#-❞✐❝"✐♦♥✱ ❞❡ ❝❡* ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥"*✳

❆✐♥*✐✱ ♣❧✉* ❧✬✐♥"-❣#❛"✐♦♥ ❞❡* -♠♦"✐♦♥* ✭❡♥ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡#* ❞❡* -♠♦"✐♦♥* ♠♦#❛❧❡*✮ *✬❡✛❡❝"✉❡#❛

❞❡ ♠❛♥✐4#❡ ❡①♣❧✐❝✐"❡ ❡" ♣#-❝✐*❡ ❞❛♥* ❧❡* "#❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞-❧✐*❛"✐♦♥✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" = "#❛✈❡#* ❧❛

#❡❝♦♥♥❛✐**❛♥❝❡ ❞❡* ♣❛#"✐❝✉❧❛#✐"-* *✐♥❣✉❧✐4#❡* ❞❡* ❞✐✛-#❡♥"❡* -♠♦"✐♦♥*✱ ♣❧✉* ❝❡* "#❛✈❛✉① *❡✲

#♦♥" = ♠;♠❡ ❞❡ #❡♣#-*❡♥"❡# ❧❡ ♣❧✉* ✜❞4❧❡♠❡♥" ♣♦**✐❜❧❡ ❧❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞❡* ❞-"❡#♠✐♥❛♥"*

❞❡* ❝❤♦✐① *"#❛"-❣✐2✉❡* ❞❡* ❛❣❡♥"*✳ H❛# ❝♦♥*-2✉❡♥"✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥"✐♥✉❡# = ♥♦✉##✐# ❧❛ #❡♣#-*❡♥✲

"❛"✐♦♥ ♣❛# ❧✬-❝♦♥♦♠✐*"❡ ❞✉ ♣#♦❝❡**✉* ❞❡ ❞-❝✐*✐♦♥* ❞❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉*✱ ✐❧ *❡♠❜❧❡ ♥-❝❡**❛✐#❡ ❞❡

♣♦✉#*✉✐✈#❡ ❧✬❡①♣❧♦#❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✓ ❜♦J"❡ ♥♦✐#❡ ✔ 2✉❡ ❝♦♥*"✐"✉❡ ❧❛ ♣*②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡" *❡*

❞✐✛-#❡♥"❡* ❝♦♠♣♦*❛♥"❡*✳

✶✸✶
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❛♣♣/♦♣/✐1 2 ❧❛ /❡♣/13❡♥4❛4✐♦♥ ❞✉

/5❧❡ 1❝♦♥♦♠✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣/❛4✐4✉❞❡

❉❛♥# ❝❡ &'❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤-#❡✱ ♥♦✉# ♣'♦♣♦#♦♥# ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ #✐♠♣❧❡ ✈✐#❛♥& 4 ❛♥❛❧②#❡'

❧✬✐♠♣❛❝& ❞❡# 7♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✱ ❞❛♥# ❧❡✉'# ❞✐✈❡'#❡# ❢♦'♠❡#✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① '❡♥❞'❡ ❝♦♠♣&❡

❞❡# ♥♦♠❜'❡✉#❡# ❝❛'❛❝&7'✐#&✐>✉❡# ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡✱ ❛✐♥#✐ >✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡# ❛✉&'❡#

7♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✱ #✉' ❧❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥& ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤♦✐#✐ ❞✬✐♥#7'❡' ♥♦&'❡

❢♦'♠❛❧✐#❛&✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞'❡ '✐❝❤❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ 4 ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞-❧❡# ❝♦♠♠❡

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇♦✇❧❡# ❡& ●✐♥&✐# ✭✷✵✵✺✮ ♦✉ ❞❡ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡& ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮✱ >✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥#

♣'7❝7❞❡♠♠❡♥& ❝✐&7#✳ ❆✐♥#✐✱ ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡✱ ♥♦✉# '7❛❧✐#♦♥# ❞✬❛❜♦'❞ ✉♥❡ ♣'7#❡♥&❛&✐♦♥

❞7&❛✐❧❧7❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛✈❛♥& ❞❡ ♣❛##❡' ❡♥ '❡✈✉❡ ❧❡# ♣'✐♥❝✐♣❛✉① '7#✉❧&❛&# ❡♠♣✐'✐>✉❡#

❛②❛♥& 7&7 ❞7❣❛❣7# ❡①♣7'✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥&✱ 4 ♣'♦♣♦# ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ❡& ❞❡ #❡# ❞✐✛7'❡♥&❡# ❞7❝❧✐♥❛✐#♦♥#✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ❝♦♥❝❧✉♦♥# ❡♥ ❡①♣❧✐>✉❛♥& ♣♦✉'>✉♦✐ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ '❡♣'7#❡♥&❡ ✉♥❡ #✐&✉❛&✐♦♥

♣❛'&✐❝✉❧✐-'❡♠❡♥& ❛&&'❛②❛♥&❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣❡'#♣❡❝&✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❢♦'♠❡❧❧❡ ❞❡# 7♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡#✳

✹✳✶✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❯♥❡ ❞❡# >✉❡#&✐♦♥# ❝❡♥&'❛❧❡# ❝❛'❛❝&7'✐#&✐>✉❡# ❞✉ ❞✐❧❡♠♠❡ #♦❝✐❛❧ ❡#& ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥

❞❡# ❜✐❡♥# ♣✉❜❧✐❝# ♣✉'#✳ Q❛' ♥❛&✉'❡✱ ❝❡# ❜✐❡♥# #♦♥& ❝❛'❛❝&7'✐#7# ♣❛' ❧❛ ♥♦♥✲'✐✈❛❧✐&7 ❡& ❧❛ ♥♦♥✲

❡①❝❧✉#✐♦♥✳ Q'7❝✐#7♠❡♥&✱ ❧❛ ♥♦♥✲'✐✈❛❧✐&7 #✉♣♣♦#❡ >✉❡ ❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ &❡❧ ❜✐❡♥✱ ♣❛' ✉♥

❛❣❡♥&✱ ♥✬❡♠♣S❝❤❡ ♣❛# ✉♥ ❛✉&'❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' 7❣❛❧❡♠❡♥& ❧❡ ❝♦♥#♦♠♠❡'✱ &❛♥❞✐# >✉❡ ❧❛

♥♦♥✲❡①❝❧✉#✐♦♥ ✐♠♣❧✐>✉❡ >✉✬❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥& ♥❡ ♣❡✉& S&'❡ ❡①❝❧✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✳ ❉❛♥# ♥♦# #♦❝✐7&7#✱ ♦♥ &'♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❡①❡♠♣❧❡# ❝♦♥❝'❡&# ❞❡ ❝❡# ❜✐❡♥# &❡❧# >✉❡

❧✬✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥✱ ❧❛ >✉❛❧✐&7 ❞✬✉♥ ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥& ♥❛&✉'❡❧ ✭>✉❛❧✐&7 ❞❡ ❧✬❛✐'✱ ❜✐♦❞✐✈❡'#✐&7 ❡&❝✳✮✱ ❧❛

❝♦♥#&'✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦♥& ♦✉ ❡♥❝♦'❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡#♣❛❝❡ ♣✉❜❧✐❝✳

▲♦'#>✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥✈✐#❛❣❡ ❧❡# ❛❣❡♥&# 7❝♦♥♦♠✐>✉❡# ❝♦♠♠❡ ❞❡# S&'❡# '❛&✐♦♥♥❡❧# ❡& 7❣♦U#&❡#✱ ❛✉

#❡♥# ♦V ✐❧# ♥❡ #✬✐♥&7'❡##❡♥& >✉✬4 ❧❡✉' ♣'♦♣'❡# ❣❛✐♥# ♠❛&7'✐❡❧#✱ ♣❡✉& ❛♣♣❛'❛W&'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧-♠❡

❛##♦❝✐7 ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥& ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣✉'✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✉♥❡ ❢♦✐# >✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡#& ✜♥❛♥❝7✱

❝❤❛>✉❡ ❛❣❡♥& ♣❡✉& ❡♥ ♣'♦✜&❡' ❝♦♠♠❡ ❜♦♥ ❧✉✐ #❡♠❜❧❡✳ Q❛' ❝♦♥#7>✉❡♥&✱ ✐❧ ❡#& #❡♥#7✱ ♣♦✉'

&♦✉& ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❞❡ ❝❤❡'❝❤❡' 4 ❥♦✉✐' ❞❡ ❝❡ ❜✐❡♥ #❛♥# ❛✈♦✐' 4 ❡♥ #✉♣♣♦'&❡' ✉♥ >✉❡❧❝♦♥>✉❡

❝♦X&✳ ▲✬✐♥❝✐&❛&✐♦♥ ♠❛&7'✐❡❧❧❡ ❞❡# ❛❣❡♥&# 4 ❛❞♦♣&❡' ✉♥ &❡❧ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&✱ ❞✐& ❞❡ ✓ ♣❛##❛❣❡'

❝❧❛♥❞❡#&✐♥ ✔✱ ❡#& ❛✐♥#✐ #✉❝❡#♣&✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡♥❛❝❡' ❧❛ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡ ❞❡# ❜✐❡♥# ♣✉❜❧✐❝#✱

♣❛' ❧❡ ♠❛'❝❤7✳ Q❛' ❝♦♥#7>✉❡♥&✱ ❧❛ >✉❡#&✐♦♥ ❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥& ♣'✐✈7 ❡& ✈♦❧♦♥&❛✐'❡ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝ ❝♦''❡#♣♦♥❞ 4 ✉♥❡ #✐&✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ #♦❝✐❛❧✱ ❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ♦V ✐❧ ❡#& ❞❛♥# ❧✬✐♥&7'S&

❞❡ ❝❤❛>✉❡ ❛❣❡♥& ❞❡ ♥❡ ♣❛# ❝♦♥&'✐❜✉❡'✱ ❛❧♦'# ♠S♠❡ >✉❡ &♦✉&❡ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ '❡♣'7#❡♥&❡ ✉♥

✐♥&7'S& ♣♦✉' ❧❛ ❝♦❧❧❡❝&✐✈✐&7✳

❊♥ &❤7♦'✐❡ ❞❡# ❥❡✉①✱ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣'✐#♦♥♥✐❡' ✭❚✉❝❦❡'✱ ✶✾✺✵✮✱ ♦V ❞❡✉① ❥♦✉❡✉'# ❞♦✐✈❡♥&

❢❛✐'❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥&'❡ ❝♦♦♣7'❡' ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛'&❡♥❛✐'❡✮ ♦✉ ♥❡ ♣❛# ❝♦♦♣7'❡'✱ ❛ ♣❡'♠✐# ❞✬✐❞❡♥&✐✜❡'
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❧❛ "✐$✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ "♦❝✐❛❧✱ ❛✐♥"✐ -✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦/$❡♠❡♥$ ❞❡ ✓ ♣❛""❛❣❡/ ❝❧❛♥❞❡"$✐♥ ✔ -✉✐

❡"$ ❛❞♦♣$3 ♣❛/ $♦✉$ ❤♦♠♦ ♦❡❝♦♥♦♠✐❝✉(✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ -✉✐ ❝♦//❡"♣♦♥❞ 8 ✉♥❡ ✈❡/✲

"✐♦♥ ❝♦♥$✐♥✉❡ ❞✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣/✐"♦♥♥✐❡/✱ ♣❡/♠❡$ ❞❡ /❡♣/3"❡♥$❡/ ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥$ ✈♦❧♦♥$❛✐/❡

❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

❊♥ "✉❜"$❛♥❝❡✱ ❞❛♥" ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ "$❛♥❞❛/❞✱ ✉♥ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ n ≥ 2 ♣❛/$✐❝✐♣❛♥$"

❡"$ ❢♦/♠3 ❡$ ♦♥ "✉♣♣♦"❡ -✉✬✉♥❡ ❞♦$❛$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❡"$ ❢♦✉/♥✐❡ 8 ❝❤❛-✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✉ ❞3❜✉$

❞✉ ❥❡✉✱ -✉✐ ♣❡✉$ @$/❡ ✐❞❡♥$✐-✉❡✱ ♣♦✉/ $♦✉" ❧❡" ❥♦✉❡✉/"✱ ♦✉ ❞✐✛3/❡♥$❡✱ ❞✬✉♥ ♣❛$✐❝✐♣❛♥$ 8

❧✬❛✉$/❡✱ "❡❧♦♥ ❧❡" ✈❡/"✐♦♥" ❞✉ ❥❡✉✳ ❈❤❛-✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦✐$ ❡♥"✉✐$❡ ❞3❝✐❞❡/ "✐♠✉❧$❛♥3♠❡♥$✱

❡$ "❛♥" ♣♦""✐❜✐❧✐$3 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✱ ❧❛ "♦♠♠❡ -✉✬✐❧ "♦✉❤❛✐$❡ ✐♥✈❡"$✐/ ♣♦✉/ ❝♦♥$/✐❜✉❡/ 8

❧✬✐♥"$❛✉/❛$✐♦♥ ✭❛✉ ♠❛✐♥$✐❡♥ ♦✉ 8 ❧✬❛♠3❧✐♦/❛$✐♦♥✮ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❜3♥3✜❝✐❛♥$ 8 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡

❞❡" ❛❣❡♥$"✱ 3$❛♥$ ❞♦♥♥3 -✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♥"♦♠♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥$ ❧❡ /❡"$❛♥$ ❞❡ "❛ ❞♦$❛$✐♦♥✳

❉❛♥" ❧❛ ♣❧✉♣❛/$ ❞❡" ✈❡/"✐♦♥" ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❤❛-✉❡ ❥♦✉❡✉/ /❡F♦✐$ ✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛$3/✐❡❧ ❧✐3 8 ❧❛ -✉❛♥✲

$✐$3 ❞❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛♥❝3❡✱ -✉✐ ❝♦//❡"♣♦♥❞ 8 ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ❝♦♥$/✐❜✉$✐♦♥" /3❛❧✐"3❡" ♣❛/

❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ♠❡♠❜/❡" ❞✉ ❣/♦✉♣❡✱ ♠✉❧$✐♣❧✐3❡ ♣❛/ ✉♥ ♣❛/❛♠G$/❡ ❞❡ /❡♥❞❡♠❡♥$ ♠❛/❣✐♥❛❧

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

✶

✳

H♦✉/ ❝♦//❡"♣♦♥❞/❡ ❛✉① ❝❛/❛❝$3/✐"$✐-✉❡" ❞✬✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ "♦❝✐❛❧✱ ❧❡ ❥❡✉ ❡"$ ❝♦♥"$/✉✐$ ❞❡ ♠❛✲

♥✐G/❡ 8 ❝❡ -✉❡ ❧❛ "$/❛$3❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥$❡✱ ♣♦✉/ ❝❤❛-✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ "♦✐$ ❞❡ ♥❡ /✐❡♥ ❝♦♥$/✐❜✉❡/✱

❛❧♦/" ♠@♠❡ -✉❡ ❧❡" ♣❛✐❡♠❡♥$" ❝♦❧❧❡❝$✐❢" "♦♥$ ♠❛①✐♠✐"3" ❧♦/"-✉❡ ❝❤❛-✉❡ ❥♦✉❡✉/ ❝♦♥$/✐❜✉❡

❧✬✐♥$3❣/❛❧✐$3 ❞❡ "❛ ❞♦$❛$✐♦♥✱ ❝❡ -✉✐ ❝♦//❡"♣♦♥❞ 8 ✉♥ /❡♥❞❡♠❡♥$ ♠❛/❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❝♦♠♣/✐" ❡♥$/❡

1
n

❡$ 1✳

❉❛♥" ❝❡" ❝♦♥❞✐$✐♦♥" ❡$ ❡♥ "✉♣♣♦"❛♥$ -✉❡ ❧❡" ❛❣❡♥$" "♦♥$ /❛$✐♦♥♥❡❧" ❡$ 3❣♦J"$❡"✱ ❧❡"

❝♦♥$/✐❜✉$✐♦♥" ♦❜$❡♥✉❡" 8 ❧✬3-✉✐❧✐❜/❡ ❞❡ ◆❛"❤ "♦♥$ ♥✉❧❧❡"✱ ♣✉✐"-✉✬✐❧ ❡"$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥$

❛✈❛♥$❛❣❡✉① ♣♦✉/ ❧❡" ❥♦✉❡✉/" ❞❡ ♥❡ /✐❡♥ ❞3♣❡♥"❡/ ❡$ ❞❡ ❝♦♠♣$❡/ "✉/ ❧❛ ❝♦♥$/✐❜✉$✐♦♥ ❞❡"

❛✉$/❡"✳

H❛/ ❛✐❧❧❡✉/"✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡✉$ @$/❡ ❥♦✉3 ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐G/❡ /3♣3$3❡✱

❧❡" ♣❛/$✐❝✐♣❛♥$" 3$❛♥$ ❛❧♦/" ♠✐" ❞❛♥" ❞❡" ❝♦♥❞✐$✐♦♥" ✐❞❡♥$✐-✉❡" 8 ❝❡❧❧❡" ❞❡ ❧❛ ♣/❡♠✐G/❡ /3✲

♣3$✐$✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧♦/" ❞❡ ❝❤❛-✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣3/✐♦❞❡✳ ▲♦/"-✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣3/✐♦❞❡" ❥♦✉3❡"

❡"$ ✜♥✐✱ ✉♥ /❛✐"♦♥♥❡♠❡♥$ ♣❛/ ✐♥❞✉❝$✐♦♥ 8 /❡❜♦✉/" ♣❡/♠❡$ ❞❡ ❞3$❡/♠✐♥❡/ -✉❡ ❧✬3-✉✐❧✐❜/❡

❞❡ ◆❛"❤ ♣❛/❢❛✐$ ❡♥ "♦✉" ❥❡✉✱ ♣♦✉/ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" /❛$✐♦♥♥❡❧" ❡$ 3❣♦J"$❡"✱ ❝♦//❡"♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐$

❞❡ ❥♦✉❡/ 8 ❝❤❛-✉❡ ♣3/✐♦❞❡ ❧✬3-✉✐❧✐❜/❡ ❞❡ ◆❛"❤ ❞✉ ❥❡✉ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ❝❡ -✉✐ ❝♦♥❞✉✐$ ❞♦♥❝ 8

❝❡ -✉❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥$ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥$ ♥❡ ❝♦♥$/✐❜✉❡ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡♥❞❛♥$ $♦✉$❡ ❧❛ ❞✉/3❡ ❞✉ ❥❡✉

✷

✳

❋❛❝❡ 8 ❞❡ $❡❧❧❡" ♣/3❞✐❝$✐♦♥" $❤3♦/✐-✉❡"✱ ❧❡" 3❝♦♥♦♠✐"$❡" ♦♥$ ❝❤❡/❝❤3 ❞❡" ♠♦②❡♥" ♣❡/♠❡$✲

$❛♥$ ❞❡ ❞3"✐♥❝✐$❡/ ❧❡" ❛❣❡♥$" 8 ❛❣✐/ ❝♦♠♠❡ ❞❡" ✓ ♣❛""❛❣❡/" ❝❧❛♥❞❡"$✐♥" ✔✱ ❞❡ "♦/$❡ 8 ♣❛❧❧✐❡/

❧❡" ❞3❢❛✐❧❧❛♥❝❡" ❞✉ ♠❛/❝❤3 8 ❢♦✉/♥✐/ ✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥$ ♣/✐✈3 ❞❡" ❜✐❡♥" ♣✉❜❧✐❝" -✉✐ "♦✐$ ♦♣$✐♠❛❧✳

✶✳ ◆♦✉% ♣'♦♣♦%♦♥% ✉♥❡ ♣'*%❡♥+❛+✐♦♥ ❢♦'♠❡❧❧❡ ❡+ ❞*+❛✐❧❧*❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡+ ❞❡ %♦♥ ❞*'♦✉❧❡♠❡♥+✱

%❡❧♦♥ ❞✐✛*'❡♥+❡% ✈❡'%✐♦♥%✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐+'❡ %✉✐✈❛♥+ ✭❝❢✳ ✺✳✶✮✳

✷✳ ◆*❛♥♠♦✐♥%✱ ❧♦'%=✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣*'✐♦❞❡% ❡%+ ✐♥✜♥✐✱ ❞❡% ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥% ♣♦%✐+✐❢% ♣❡✉✈❡♥+

@+'❡ ♦❜+❡♥✉%✱ A ❧✬*=✉✐❧✐❜'❡✱ A +'❛✈❡'% ❧✬❛❞♦♣+✐♦♥ ❞❡ %+'❛+*❣✐❡% ✈✐%❛♥+ A ♠❛①✐♠✐%❡' ❧❡ ❜✐❡♥✲@+'❡ ✐♥+❡'+❡♠♣♦'❡❧

❞❡% ❛❣❡♥+% ✭♦♥ '❡+'♦✉✈❡ ❛❧♦'% ❞❡% %+'❛+*❣✐❡% %✐♠✐❧❛✐'❡% A ❝❡❧❧❡% ✉+✐❧✐%*❡% ❞❛♥% ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣'✐%♦♥♥✐❡'✱

❝♦♠♠❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ %+'❛+*❣✐❡ ❞✉ ✓ ❞♦♥♥❛♥+✲❞♦♥♥❛♥+ ✔✱ =✉✐ ✈❡✉+ =✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♦♣G'❡ A ❧❛ ♣'❡♠✐G'❡ ♣*'✐♦❞❡✱

♣✉✐% =✉❡ ❧✬♦♥ ❥♦✉❡ ❝❡ =✉✬❛ ❥♦✉* ❧✬❛✉+'❡ A ❧❛ ♣❛'+✐❡ ♣'*❝*❞❡♥+❡ ♦✉ ❡♥❝♦'❡✱ ❧❛ %+'❛+*❣✐❡ ✓ '❛♥❝✉♥✐G'❡ ✔✱ =✉✐

✐♠♣❧✐=✉❡ =✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♦♣G'❡ A ❧❛ ♣'❡♠✐G'❡ ♣*'✐♦❞❡✱ ♠❛✐% =✉❡ ❧✬♦♥ +'❛❤✐%%❡ +♦✉❥♦✉'%✱ A ♣❛'+✐' ❞✉ ♠♦♠❡♥+ ♦H

❧❡ ♣❛'+❡♥❛✐'❡ ❝❤♦✐%✐+ ❞❡ ♥❡ ♣❛% ❝♦♦♣*'❡'✮✱ =✉✐ ❞*♣❡♥❞ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❞❡ ❧❡✉' ♣'*❢*'❡♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'*%❡♥+✳

✶✸✹



✹✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

❆ ❧✬♦$✐❣✐♥❡✱ ❝❡✉①✲❝✐ .❡ .♦♥/ ❛❧♦$. /♦✉$♥1. ✈❡$. ❧✬✉/✐❧✐.❛/✐♦♥ ❞✬♦✉/✐❧. /❡❧. 4✉❡ ❧❛ ✜.❝❛❧✐/1✱ ♦✉

❧❡ $❡❝♦✉$. 6 ❞❡. ♠1❝❛♥✐.♠❡. ❞❡ .✉❜✈❡♥/✐♦♥✱ ♠♦❞✐✜❛♥/ ❧❡ $❡♥❞❡♠❡♥/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ♠❛$❣✐♥❛❧

❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞❡ ♠❛♥✐:$❡ 6 $❡♥❞$❡ ❧❛ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ ✭♣❧✉.✮ ❛//$❛❝/✐✈❡ .✉$ ❧❡ ♣❧❛♥ 1❝♦♥♦✲

♠✐4✉❡ ✭❱✐❧❧❡✈❛❧✱ ✷✵✶✵✮

✸

✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧♦$.4✉❡ ❧✬♦♥ .✉♣♣♦.❡ 4✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥♥✐✜❝❛/❡✉$ ❢❛✐/ ❢❛❝❡ 6 ❞❡.

❤♦♠♦ ♦❡❝♦♥♦♠✐❝✉(✱ .❡✉❧. ❞❡ /❡❧. ♦✉/✐❧. .♦♥/ ❡♥ ♠❡.✉$❡ ❞✬✐♥❝✐/❡$ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥/ ❧❡. ❛❣❡♥/. 6

❝♦♥/$✐❜✉❡$ ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥/ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

✹✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛ ♥1❛♥♠♦✐♥. 1❣❛❧❡♠❡♥/ 1/1 1/✉❞✐1 ❡♠♣✐$✐4✉❡♠❡♥/✱ ❞❛♥. ❞❡ ♥♦♠✲

❜$❡✉① /$❛✈❛✉① ❡①♣1$✐♠❡♥/❛✉①✱ ❡/ ❧❡. $1.✉❧/❛/. ♦❜/❡♥✉. .✉❣❣:$❡♥/ 4✉❡ ❧❡ ♣$♦❜❧:♠❡ ❞❡ ✓ ♣❛.✲

.❛❣❡$ ❝❧❛♥❞❡./✐♥ ✔ ♥✬❛ ♣❛. ❛✉/❛♥/ ❞✬❛♠♣❧❡✉$ 4✉❡ ❝❡ 4✉✐ ❡./ ❝❧❛..✐4✉❡♠❡♥/ ♣$1❞✐/ ♣❛$ ❧❛

/❤1♦$✐❡ ❞❡. ❥❡✉① ✭✈♦✐$ ▲❡❞②❛$❞✱ ✶✾✾✺ ❡/ ❊❜❡$ ❡/ ❲✐❧❧✐♥❣❡$✱ ✷✵✶✷✱ ♣♦✉$ ✉♥❡ $❡✈✉❡✮✳ ❉❛♥.

❧❛ ♠❛❥♦$✐/1 ❞❡. ♣$♦/♦❝♦❧❡.✱ ❧❡ ❥❡✉ ❡./ ♣$1.❡♥/1 .❛♥. 4✉✬✐❧ ② ❛✐/ ❞❡ ❝♦♥/❡①/✉❛❧✐.❛/✐♦♥ ✭❛✉✲

❝✉♥❡ $1❢1$❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐/❡ ♥✬❡./ ❢❛✐/❡ .✉$ ❧❛ ♥❛/✉$❡ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉4✉❡❧ ❧❡. ❥♦✉❡✉$. ♣❡✉✈❡♥/

❝♦♥/$✐❜✉❡$✱ ♥✐ .✉$ ❧❛ ♠♦$❛❧✐/1 ❞❡. ❛❝/✐♦♥. ❡/❝✳✮✱ ❜✐❡♥ 4✉✬✐❧ .♦✐/ ♣$1❝✐.1♠❡♥/ ❡①♣❧✐4✉1 ❛✉①

.✉❥❡/. 4✉❡❧❧❡. .♦♥/ ❧❡. ❝♦♥.14✉❡♥❝❡. ❞❡ ❧❡✉$. ❝❤♦✐① ./$❛/1❣✐4✉❡.✱ ❡♥ /❡$♠❡. ❞❡ ❣❛✐♥. ♠♦♥1✲

/❛✐$❡.✳ ❈♦♥❢♦$♠1♠❡♥/ ❛✉① $:❣❧❡. ❞❡ ❧✬1❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣1$✐♠❡♥/❛❧❡✱ ❧❡. ♣❛$/✐❝✐♣❛♥/. ♦❜/✐❡♥♥❡♥/

✉♥❡ $1♠✉♥1$❛/✐♦♥ $1❡❧❧❡ ✭❡♥ ❡✉$♦.✮ 6 ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣1$✐❡♥❝❡✱ 4✉✐ ❞1♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉$.

❣❛✐♥. ❡/ 4✉✐ .✬❡✛❡❝/✉❡ ❞❡ ❢❛Q♦♥ ❛♥♦♥②♠❡✳ ❉❡ ❝❡//❡ ❢❛Q♦♥✱ ❧❡. .✉❥❡/. .♦♥/ ❡♥ ♣$1.❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

$1❡❧❧❡ ✐♥❝✐/❛/✐♦♥ 1❝♦♥♦♠✐4✉❡✱ ❞❛♥. ❧❛ ♠❡.✉$❡ ♦R ❧❡✉$. ❝❤♦✐① ./$❛/1❣✐4✉❡. ♦♥/ ❞❡. ❝♦♥.1✲

4✉❡♥❝❡. ❝♦♥❝$:/❡.✳

❆✐♥.✐✱ ❞❛♥. ✉♥❡ .✐/✉❛/✐♦♥ ♦R ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥/ ♥✬❡./ ❝❡♥.1 ❝♦♦♣1$❡$✱ ♦♥ ♦❜.❡$✈❡ ❣1♥1$❛❧❡♠❡♥/

4✉❡ ❧❛ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❝♦♥.❡♥/✐ ✈♦❧♦♥/❛✐$❡♠❡♥/ ♣❛$ ❧❡. .✉❥❡/.✱ .❡ .✐/✉❡ ❡♥/$❡

✹✵ ❡/ ✻✵ ✪ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ .♦❝✐❛❧❡♠❡♥/ ♦♣/✐♠❛❧ ✭4✉✐ ❝♦$$❡.♣♦♥❞ 6 ✶✵✵ ✪ ❞❡

❧❡✉$ ❞♦/❛/✐♦♥ ✐♥✐/✐❛❧❡✮ ❧♦$.4✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡./ ❥♦✉1 ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣ ♦✉ ❡♥❝♦$❡ ❧♦$.4✉❡ ❧✬♦♥ .❡ ❢♦❝❛❧✐.❡

✉♥✐4✉❡♠❡♥/ .✉$ ❧❛ ♣$❡♠✐:$❡ ♣1$✐♦❞❡ ❞✉ ❥❡✉ ✭❈❤❛✉❞❤✉$✐✱ ✷✵✶✶✮

✹

✳ ❆✐♥.✐✱ ❞✬❛♣$:. ❋❡$$❛$✐✱

▼❡❦♥✐✱ Y❡/✐/ ❡/ ❘♦✉✐❧❧♦♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐/1 ❞✉ ❣$♦✉♣❡ 6 $1❣❧❡$ ❧❡ ♣$♦❜❧:♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝/✐♦♥

❝♦❧❧❡❝/✐✈❡ ❡./✱ ❛✉ ❞1♣❛$/✱ $❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ ❢♦$/❡✳

❚♦✉/❡❢♦✐.✱ ❧♦$.4✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡./ $1♣1/1✱ ❧❡. ❞♦♥♥1❡. ♠♦♥/$❡♥/ 4✉❡ ❧❡. ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥/$✐❜✉✲

/✐♦♥ ♦♥/ /❡♥❞❛♥❝❡ 6 ❞1❝❧✐♥❡$ ❝♦♥/✐♥\♠❡♥/ ❞❡ ♣1$✐♦❞❡ ❡♥ ♣1$✐♦❞❡✱ 6 ♠❡.✉$❡ 4✉❡ ❞❡ ♣❧✉. ❡♥

♣❧✉. ❞❡ ❥♦✉❡✉$. ❛❞♦♣/❡♥/ ❞❡. ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/. ❞❡ ✓ ♣❛..❛❣❡$ ❝❧❛♥❞❡./✐♥ ✔✳

❊♥ ♦✉/$❡✱ ❧♦$.4✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡./ $1♣1/1 ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐. ✭❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣1$✐♦❞❡.✱ ❛❧✲

❧❛♥/ ❣1♥1$❛❧❡♠❡♥/ ❞❡ ✶✵ 6 ✷✺✱ 1/❛♥/ ❧❛ ♣❧✉♣❛$/ ❞✉ /❡♠♣. ❝♦♥♥✉ ❞❡. ❥♦✉❡✉$.✮✱ ♦♥ ♦❜.❡$✈❡

✉♥ ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/ ❞✐/ ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔ 4✉✐ ❝♦♥.✐./❡ 6 ❞✐♠✐♥✉❡$ ♥❡//❡♠❡♥/ .♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ 6 ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡$♥✐:$❡ ♣1$✐♦❞❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❡4✉❡❧ .❡ .✐/✉❡

✐♥ ✜♥❡ ❛✉/♦✉$ ❞❡. ✶✵ ✪ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❛/✐♦♥ ✐♥✐/✐❛❧❡ ✭▲❡❞②❛$❞✱ ✶✾✾✺✮✳ ❋❡$$❛$✐ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥✲

❞✐4✉❡♥/ 4✉❡ ❝❡ ♣❤1♥♦♠:♥❡ ♣♦✉$$❛✐/ ]/$❡ ❞\ ❛✉ ❢❛✐/ 4✉✬✐❧ ♥✬❡./ ♣❧✉. ❡♥✈✐.❛❣❡❛❜❧❡✱ ♣♦✉$ ❧❡.

❥♦✉❡✉$. ❝♦♦♣1$❛♥/ ❞❛♥. ❧❡ ❜✉/ ❞✬✐♥❝✐/❡$ ❧❡. ❛✉/$❡. 6 ❢❛✐$❡ ❞❡ ♠]♠❡✱ ❞❡ ❝♦♥/✐♥✉❡$ ✉♥❡ /❡❧❧❡

./$❛/1❣✐❡ ❧♦$. ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❡ 4✉✐ ♣$♦✈♦4✉❡ ✉♥❡ ❝❤✉/❡ ❞$❛./✐4✉❡ ❞❡. ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥. ❧♦$.

✸✳ ❖♥ ♣❡✉' (❣❛❧❡♠❡♥' ♣❡♥-❡. / ❞❡- ✓ ❞❡-✐❣♥- ✔ ❞❡ ❥❡✉ ✐♠♣❧✐5✉❛♥' 5✉❡ ❧❛ -♦♠♠❡ ❞❡- ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥-

❞❡- ❛❣❡♥'- ❞♦✐' ❞(♣❛--❡. ✉♥ ❝❡.'❛✐♥ -❡✉✐❧ ♣♦✉. 5✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♣✉✐--❡♥' ♣.♦✜'❡. ❞❡- ❜✐❡♥❢❛✐'- ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

❚♦✉'❡❢♦✐-✱ ♠?♠❡ ❞❛♥- ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ✈❡.-✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❛ -'.❛'(❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥'❡ .❡-'❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛- ❝♦♥'.✐❜✉❡.✳

✹✳ ❚♦✉'❡❢♦✐-✱ ✐❧ ❡①✐-'❡ ❞❡ ❧❛.❣❡- ✈❛.✐❛'✐♦♥- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡- ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥- ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡-✱ 5✉✐ -✬(❝❤❡❧♦♥♥❡♥'

❞❡ ✵ ✪ / ✶✵✵ ✪ ❞❡ ❧❛ ❞♦'❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡ ❢♦✉.♥✐❡ ❛✉① ❛❣❡♥'-✳

✶✸✺



✹✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✿ ✉♥ ❝❛❞/❡ ❛♣♣/♦♣/✐1 2 ❧❛ /❡♣/13❡♥4❛4✐♦♥ ❞✉ /5❧❡ 1❝♦♥♦♠✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣/❛4✐4✉❞❡

❞❡ ❧❛ ❞❡$♥✐'$❡ ♣)$✐♦❞❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐'$❡ ❝♦♠♣❧)♠❡♥/❛✐$❡✱ ❞✉ ❢❛✐/ ❞❡ ❧✬❛$$4/ /♦/❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣)$✐❡♥❝❡

✭❡/ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♥/❡$❛❝/✐♦♥✮✱ 8 ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡$♥✐'$❡ ♣)$✐♦❞❡✱ ❧❡: ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/: ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡

❥❡✉ ✔ ♣♦✉$$❛✐❡♥/ )❣❛❧❡♠❡♥/ ♣$♦✈❡♥✐$ ❞✉ ❢❛✐/ @✉❡ ❧❡: ✐♥❞✐✈✐❞✉: ❝♦♥:✐❞'$❡♥/ ❧✬❡✛♦$/ ❝♦♥/$✐❜✉✲

/✐❢ ✐♥✉/✐❧❡✱ ❞❛♥: ❧❛ ♠❡:✉$❡ ♦D ❝❡❧✉✐✲❝✐ )/❛✐/ ♣$)❝)❞❡♠♠❡♥/ ❝♦♥:❡♥/✐ ❞❛♥: ❧❡ ❜✉/ ❞✬♦❜/❡♥✐$

❧✬❛❝❝❡♣/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛$/ ❞❡ ❧❡✉$: ♣❛$/❡♥❛✐$❡:✱ ❞❡ ♠❛✐♥/❡♥✐$ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ @✉❡❧@✉✬✉♥ ❞❡ ♠♦$❛❧✱

♦✉ ❡♥❝♦$❡ ❞❡ ♣❛$/✐❝✐♣❡$ 8 ❞❡✈❡❧♦♣♣❡$ ❧❛ ❝♦❤):✐♦♥ ❞✉ ❣$♦✉♣❡ ✭❧♦$:@✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ $❡:/❡ ✐♥❝❤❛♥❣)

❛✉ ❝♦✉$: ❞❡: ❞✐✛)$❡♥/❡: ♣)$✐♦❞❡:✮✳

▲✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡: $):✉❧/❛/: ❡①♣)$✐♠❡♥/❛✉① $❡♠❡/ ❛✐♥:✐ ❡♥ @✉❡:/✐♦♥ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❝❧❛::✐@✉❡✱

❡♥ /❤)♦$✐❡ ❞❡: ❥❡✉①✱ ❞✉ ♣$♦❝❡::✉: ❞❡ ❞)❝✐:✐♦♥ ❞❡: ❛❣❡♥/: )❝♦♥♦♠✐@✉❡: ❡/✱ ♣❛$ ❧❛ ♠4♠❡✱

❝♦♥❞✉✐/ ❧❡: ❝❤❡$❝❤❡✉$: 8 ❝$❡✉:❡$ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡: ♣✐:/❡: ❞❛♥: ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞✬♦✉/✐❧: ❞❡ ♣♦❧✐/✐@✉❡:

)❝♦♥♦♠✐@✉❡: ❡✣❝❛❝❡:✱ ❞❛♥: ❧❛ ♣$♦♠♦/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣)$❛/✐♦♥ ❡♥/$❡ ❧❡: ❛❣❡♥/:✱ ❧♦$:@✉✬✐❧:

❞♦✐✈❡♥/ ❝♦♥/$✐❜✉❡$ ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥/ ✈♦❧♦♥/❛✐$❡ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ H♦✉$ ❝❡ ❢❛✐$❡✱ ✐❧ ❡:/ ♥)❝❡:✲

:❛✐$❡ ❞❡ :✬✐♥/)$❡::❡$ ❛✉① ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/ ❞❡: ✐♥❞✐✈✐❞✉: ❡/ ♥♦/❛♠♠❡♥/ ❛✉① ❞)/❡$♠✐♥❛♥/: ❞❡

❧❡✉$ ❝❤♦✐①✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞✬❛❞♦♣/❡$ ✈♦❧♦♥/❛✐$❡♠❡♥/ ✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐/❡ ❝♦♦♣)$❛/✐✈❡ ✭❱✐❧❧❡✈❛❧✱ ✷✵✶✵✮✳

❆✐♥:✐✱ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① /$❛✈❛✉① ❡♠♣✐$✐@✉❡: ♦♥/ $❡❝♦✉$✉ 8 ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣$♦/♦❝♦❧❡: ♣$):❡♥/❛♥/

❞❡: ❛♠)♥❛❣❡♠❡♥/: ♦✉ ❞❡: ❡①/❡♥:✐♦♥: ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♦$✐❣✐♥❛❧ ✭♦✉ :/❛♥❞❛$❞✮✱ ❛✜♥ ❞❡

❞)❝♦✉✈$✐$ ❝❡ @✉✐ ♣':❡ ❞❛♥: ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡: ✐♥❞✐✈✐❞✉:✱ ❛✐♥:✐ @✉❡ ❞❛♥: ❧❡ ❜✉/ ❞❡ ❞)/❡$♠✐♥❡$ ❧❡:

✓ ❞❡:✐❣♥: ✔ ❞❡ ❥❡✉① @✉✐ ♣❡$♠❡//❡♥/ ❞❡ ♣$♦♠♦✉✈♦✐$ ❧❛ ❝♦♦♣)$❛/✐♦♥ ❞❛♥: ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

❉✉$❛♥/ ❧❛ :✉✐/❡ ❞❡ ❝❡//❡ :❡❝/✐♦♥✱ ♥♦✉: ❛❧❧♦♥: ♣$):❡♥/❡$ ❜$✐'✈❡♠❡♥/ ❧❡: ♣$✐♥❝✐♣❛✉① ❧❡✲

✈✐❡$: ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/❛✉① ♣❡$♠❡//❛♥/ ❞❡ ❢❛✈♦$✐:❡$ ❧❛ ❝♦♦♣)$❛/✐♦♥ ❞❛♥: ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱

@✉✐ ♦♥/ ♣✉ 4/$❡ ♠✐: ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ❡①♣)$✐♠❡♥/❛❧❡♠❡♥/✱ 8 /$❛✈❡$: ❧✬✉/✐❧✐:❛/✐♦♥ ❞❡ ♣$♦/♦❝♦❧❡:

♦$✐❣✐♥❛✉①✳

✹✳✷✳✶✳ ❉✐✛'(❡♥+❡, ❞'❝❧✐♥❛✐,♦♥, ❞✉ ❥❡✉

❉❛♥: ♥♦/$❡ ♣$):❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ :/❛♥❞❛$❞ ❡/ ❞❡: $):✉❧/❛/: ❡♠♣✐$✐@✉❡: ❣)♥)$❛✉① @✉✐ ❡♥

:♦♥/ $❡::♦$/✐:✱ ♥♦✉: ❛✈♦♥: ❞)❥8 ♠✐: ❡♥ ❧✉♠✐'$❡ ❧❛ ♣❧✉$❛❧✐/) ❞❡: ♣$♦/♦❝♦❧❡: ❡①♣)$✐♠❡♥/❛✉①

✉/✐❧✐:):✱ ✈✐:✲8✲✈✐: ❞❡ ❧❛ @✉❡:/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡♠♣♦$❛❧✐/)✳ ❉❛♥: ❝❡$/❛✐♥❡: ❡①♣)$✐❡♥❝❡:✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡:/ ❥♦✉) :❡✉❧❡♠❡♥/ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ /❛♥❞✐: @✉❡ ❞❛♥: ❞✬❛✉/$❡: ✭❧❛ ♠❛❥♦$✐/)✮✱ ❧❡ ❥❡✉

❡:/ $)♣)/) ♣❡♥❞❛♥/ ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ✭❧❡ ♣❧✉: :♦✉✈❡♥/ ❝♦♥♥✉ ❞❡: :✉❥❡/:✮ ✜♥✐ ❞❡ ♣)$✐♦❞❡:✳ ❈❡//❡

❞✐:/✐♥❝/✐♦♥ ❡:/ ❡::❡♥/✐❡❧❧❡ ♣♦✉$ :❡ $❡♥❞$❡ ❝♦♠♣/❡ ❞❡ ❧✬)✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡: ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/: ❞❡:

❛❣❡♥/: ❛✉ ❝♦✉$: ❞✉ /❡♠♣:✳

❆✐♥:✐✱ ✉♥❡ ♣$❡♠✐'$❡ ♠❛♥✐'$❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❧❡: ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/: ❞❡ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ ✓ ❛♥♦$✲

♠❛❧❡♠❡♥/: ✔ ❝♦♦♣)$❛/✐❢:✱ @✉✐ :♦♥/ ♦❜:❡$✈): ❞❛♥: ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ❛ )/)

❞❡ ❝♦♥:✐❞)$❡$ @✉✬✐❧ :✬❛❣✐/ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❢✉:✐♦♥ ❝♦♠♠✐:❡ ♣❛$ ❝❡$/❛✐♥: ❛❣❡♥/:✳ ❆✐♥:✐✱ :❡❧♦♥ ❝❡//❡

❡①♣❧✐❝❛/✐♦♥✱ ❧♦$:@✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡:/ $)♣)/)✱ ❝❡$/❛✐♥: ♣❛$/✐❝✐♣❛♥/: ❝♦♠♠❡♥❝❡♥/ ♣❛$ :❡ ✓ /$♦♠♣❡$ ✔✱

❧♦$: ❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐'$❡ ♣)$✐♦❞❡✱ ❡♥ ❝♦♥/$✐❜✉❛♥/ ✉♥ ♠♦♥/❛♥/ ♣♦:✐/✐❢ ❡/✱ 8 ♠❡:✉$❡ @✉❡ ❧❡ ❥❡✉ :❡

♣♦✉$:✉✐/✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❛♣♣$❡♥♥❡♥/ ❞❡ ❧❡✉$: ❡$$❡✉$:✱ ❝❡ @✉✐ ❡①♣❧✐@✉❡ ❧❛ /❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧❛ ❞✐♠✐♥✉/✐♦♥

❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥ $❛♣♣$♦❝❤❛♥/✱ ❞❡ ♣)$✐♦❞❡ ❡♥ ♣)$✐♦❞❡✱ ❧❡: ❝♦♠♣♦$/❡♠❡♥/: ❞❡:

❛❣❡♥/: ❞❡ ❧✬)@✉✐❧✐❜$❡ ❞❡ ◆❛:❤✳

❆✜♥ ❞❡ /❡:/❡$ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐/) ❞❡ ❝❡//❡ ❤②♣♦/❤':❡✱ ❆♥❞$❡♦♥✐ ✭✶✾✽✽✮ ♣$♦♣♦:❡ ✉♥ ♣$♦/♦❝♦❧❡ ♦$✐✲

❣✐♥❛❧ ❝♦♥:✐:/❛♥/ 8 $❛❥♦✉/❡$ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡: ♣)$✐♦❞❡: ❞❡ ❥❡✉✱ ♣❛$ :✉$♣$✐:❡✱ ❛♣$': @✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡

❞✬✐♥/❡$❛❝/✐♦♥ ✐♥✐/✐❛❧❡♠❡♥/ ✐♥❞✐@✉) ❛✉① :✉❥❡/: ♥❡ :♦✐/ /❡$♠✐♥)✳ ▲❡: $):✉❧/❛/: ♠♦♥/$❡♥/ @✉❡

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡: ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥: ❛ ❛❧♦$: ❝♦♥:✐❞)$❛❜❧❡♠❡♥/ ❛✉❣♠❡♥/) ❛♣$': ❧❛ $❡♣$✐:❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❡

✶✸✻



✹✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

 ✉✐ ♥✬❡&' ♣❛& ❝♦❤-.❡♥' ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦'❤2&❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣.❡♥'✐&&❛❣❡ ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉&✱  ✉❛♥' ❛✉ ❢❛✐'

❞❡ ❞-'❡.♠✐♥❡. ❧✬- ✉✐❧✐❜.❡ ❞❡ ◆❛&❤ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❆♥❞.❡♦♥✐ ✭✶✾✾✺✮ ❛ ❛✐♥&✐ ❛✈❛♥❝-

 ✉❡ ❧❡ ❞-❝❧✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣-.❛'✐♦♥ &❡.❛✐' ♣❧✉'B' ❞C D ❧❛ ❢.✉&'.❛'✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐. '❡♥'- ❡♥ ✈❛✐♥ ❞❡

&✉&❝✐'❡. ✉♥ ❝♦♠♣♦.'❡♠❡♥' ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥'✱ D '.❛✈❡.& ❧❛ ❣❡♥'✐❧❧❡&&❡✱ ♣❧✉'B'  ✉✬D ❧✬❛♣♣.❡♥'✐&&❛❣❡

❞❡& ✐♥❝✐'❛'✐♦♥& D &❡ ❝♦♠♣♦.'❡. ❡♥ ✓ ♣❛&&❛❣❡. ❝❧❛♥❞❡&'✐♥ ✔✳

✹✳✷✳✷✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦)✐+✐♦♥ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡) ❣3♦✉♣❡)

❯♥❡ ❛✉'.❡ ❤②♣♦'❤2&❡ ♣❡.♠❡' ❞✬❡①♣❧✐ ✉❡. ❞❡ ❢♦.'& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥& ❛✉ ❞-♣❛.'

❞✉ ❥❡✉✱ ❛✐♥&✐  ✉❡ ❧❛ ❞-❣.❛❞❛'✐♦♥ ❞❡& ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥& ❛✉ ❝♦✉.& ❞✉ '❡♠♣&✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝♦♥'.✐❜✉❡.

❢♦.'❡♠❡♥' ❛✉ ❞-❜✉' ❞✉ ❥❡✉ ❡' ❞✐♠✐♥✉❡. ♣.♦❣.❡&&✐✈❡♠❡♥' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣-.❛'✐♦♥✱ D ♠❡&✉.❡

 ✉❡ ❧✬♦♥ &❡ .❛♣♣.♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥✱ ♣❡✉' L'.❡ ❡♥✈✐&❛❣- ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &'.❛'-❣✐❡ .❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉.

❞❡& ❛❣❡♥'& ❡♥ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦.♠❛'✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧2'❡✱ D ♣.♦♣♦& ❞❡ ❧❛ .❛'✐♦♥♥❛❧✐'- ❞❡& ❛✉'.❡&

♠❡♠❜.❡& ❞❡ ❧❡✉. ❣.♦✉♣❡✳ ❆✐♥&✐✱ ♣♦✉. ✉♥ ❥♦✉❡✉.  ✉✐ ♣❡♥&❡  ✉✬✉♥ ♣❛.'❡♥❛✐.❡ ♣❡✉' ❛❣✐. ❞❡

♠❛♥✐2.❡ ✐..❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❡♥ ❝♦♦♣-.❛♥'✮✱ ❧❡ ❢❛✐' ❞✬❛❞♦♣'❡. ✉♥ ❝♦♠♣♦.'❡♠❡♥' ❞❡ ✓ ♣❛&&❛❣❡.

❝❧❛♥❞❡&'✐♥ ✔ .❡✈✐❡♥' D ❧✉✐ ❞♦♥♥❡. ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.❝❤❡ D &✉✐✈.❡ ♣♦✉. ♣.♦✜'❡. ❞❡

❧✬❛❝'✐♦♥ ❞❡& ❛✉'.❡&✱ ❝❡  ✉✐ ♣.-❝✐♣✐'❡ ❧✬❛♣♣❛.✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬- ✉✐❧✐❜.❡ ❞❡ ◆❛&❤✱ ❧❡ ✉❡❧ ❡&' &♦✉&

♦♣'✐♠❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧♦.& ✉❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉ ❛♣♣.♦❝❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♠♦✐♥& ❡♥ ♠♦✐♥& ❞✬✐♥❝✐'❛'✐♦♥

D ♠❛♥✐♣✉❧❡. ❧✬✐♥❢♦.♠❛'✐♦♥ ❞-'❡♥✉❡ ♣❛. ❧❡& ❛✉'.❡& ❡' ❧❡& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥& '❡♥❞❡♥'

D ❞✐♠✐♥✉❡. ❡' D &❡ .❛♣♣.♦❝❤❡. ❞❡ ③-.♦✳

❆✜♥ ❞❡ '❡&'❡. ❧❛ ✈❛❧✐❞✐'- ❞❡ ❝❡''❡ ❞❡.♥✐2.❡ ❤②♣♦'❤2&❡✱ ✉♥❡ ❛✉'.❡ ❞✐&'✐♥❝'✐♦♥ ❞❡ ♣.♦'♦❝♦❧❡

❡&' -❣❛❧❡♠❡♥' ♣.-&❡♥'❡ ❞❛♥& ❧❡ '.❛✈❛✐❧ ❞✬❆♥❞.❡♦♥✐ ✭✶✾✽✽✮ ❡' ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦&✐'✐♦♥ ❞❡&

❣.♦✉♣❡& ❞❡ ♣❛.'✐❝✐♣❛♥'&✱ ❛✉ ❝♦✉.& ❞✉ '❡♠♣&✳ P♦✉. ✉♥❡ ♣❛.'✐❡ ❞❡& &✉❥❡'&✱ ❧❡ ❣.♦✉♣❡ ❛✉ &❡✐♥

❞✉ ✉❡❧ ✐❧& ❥♦✉❡♥' .❡&'❡ ❧❡ ♠L♠❡ '♦✉' ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❥❡✉ ❡' ♦♥  ✉❛❧✐✜❡ ❞❡ ✓ P❛.'♥❡. ✔ ✉♥ '❡❧

'.❛✐'❡♠❡♥'✳ P♦✉. ❧✬❛✉'.❡ ♣❛.'✐❡✱ ❧❡& ❣.♦✉♣❡& ❞❛♥& ❧❡ ✉❡❧ ❧❡& ❥♦✉❡✉.& &♦♥' .-♣❛.'✐& &♦♥' .❡❢♦.✲

♠-& D ❝❤❛ ✉❡ .-♣-'✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥'❡.❛❝'✐♦♥✳ ▲❡ '.❛✐'❡♠❡♥' ❛✉ ✉❡❧ ❛♣♣❛.'✐❡♥♥❡♥' ❝❡& ❞❡.♥✐❡.&

♣❛.'✐❝✐♣❛♥'& ❡&' ❞-&✐❣♥- ♣❛. ❧✬❛♣♣❡❧❛'✐♦♥ ✓ &'.❛♥❣❡. ✔✳

▲❡& ❞♦♥♥-❡& ❞❡ ❧✬❡①♣-.✐❡♥❝❡ ♠❡♥-❡ ♣❛. ❆♥❞.❡♦♥✐ ✭✶✾✽✽✮ ♠♦♥'.❡♥' ❛❧♦.&  ✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥ ♦❜&❡.✈- ❡&' &✉♣-.✐❡✉. ♣♦✉. ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❞✉ '.❛✐'❡♠❡♥' ✓ &'.❛♥✲

❣❡. ✔✱ ❝♦♠♣❛.❛'✐✈❡♠❡♥' D ❝❡❧✉✐ ❞❡& ♣❛.'✐❝✐♣❛♥'& ❞✉ '.❛✐'❡♠❡♥' ✓ ♣❛.'♥❡. ✔✳ ❈❡ ❞❡.♥✐❡.

.-&✉❧'❛' ❡&' ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥'.❛❞✐❝'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦'❤2&❡ ❡①❛♠✐♥-❡✱ ♣✉✐& ✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥-❝❡&&✐'❡

 ✉❡ ❧❡& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥& &♦✐❡♥' ♣❧✉& -❧❡✈- ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✉ '.❛✐'❡♠❡♥' ✓ ♣❛.'♥❡. ✔✱

♣✉✐& ✉✬✐❧ ♥✬② ❛  ✉❡ ❞❛♥& ❝❡ '.❛✐'❡♠❡♥'  ✉❡ ❧❡& ❛❣❡♥'& ♣❡✉✈❡♥' ♠❛♥✐♣✉❧❡. ❧❡& ❝.♦②❛♥❝❡& ❞❡&

❛✉'.❡& ❞✬✉♥❡ ♣-.✐♦❞❡ D ❧✬❛✉'.❡ ✭❧❡& ❣.♦✉♣❡& .❡&'❛♥' ❧❡& ♠L♠❡&✮✳

❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❛❧'❡.♥❛'✐✈❡ D ❧❛ ♣.-&❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥& ♣♦&✐'✐✈❡&✱ ❛✉ ❞-♣❛.' ❞✉ ❥❡✉

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❡&' ❛❧♦.& ❞❡ ❝♦♥&✐❞-.❡.  ✉❡ ❝❡.'❛✐♥& ❛❣❡♥'& ♦♥' ❞❡& ♣.-❢-.❡♥❝❡& &♦❝✐❛❧❡&

✭❋✐&❝❤❜❛❝❤❡. ❡' ●U❝❤'❡.✱ ✷✵✶✵✮✱ ❛✉'.❡♠❡♥' ❞✐' ❞❡& ♣.-❢-.❡♥❝❡& ♣♦✉. ❝❡  ✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❛✉'.✉✐

✭✓ ♦'❤❡.✲.❡❣❛.❞✐♥❣ ♣.❡❢❡.❡♥❝❡& ✔✮✱ ❡'  ✉✬✐❧& ♣♦&&2❞❡♥' ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ✓ ❣♦C' ❞❡ ❞♦♥♥❡. ✔

❧❡✉. ♣❡.♠❡''❛♥' ❞❡ ❢❛✐.❡ ♣.❡✉✈❡ ❞✬❛❧'.✉✐&♠❡ ✭❆♥❞.❡♦♥✐✱ ✶✾✽✾✮✳

P❧✉& ❣-♥-.❛❧❡♠❡♥'✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♣✉ ❧❡ ✈♦✐. ❧♦.& ❞❡& ♣.-❝-❞❡♥'& ❝❤❛♣✐'.❡&✱ ✉♥❡ ❧❛.❣❡

♣❛.'✐❡ ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ❛ ❞❡& ♣.-❢-.❡♥❝❡& &♦❝✐❛❧❡& ✐♠♣❧✐ ✉❛♥'  ✉✬✐❧& &♦♥' ❞✐&♣♦&-& D ❝♦♦♣-.❡.✱

✉♥✐ ✉❡♠❡♥' ❧♦.& ✉❡ ❧❡& ❛✉'.❡& ❧❡ &♦♥' -❣❛❧❡♠❡♥'✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡& ❛❣❡♥'& ❞❡& ❝♦♦♣-.❛'❡✉.&

❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡❧& ✭❋✐&❝❤❜❛❝❤❡.✱ ●U❝❤'❡. ❡' ❋❡❤.✱ ✷✵✵✶✮✳ ❈❡& ❥♦✉❡✉.& ♣❡✉✈❡♥' ❛❧♦.& ❝♦♥'.✐❜✉❡.

❞❡ ❢♦.'& ♠♦♥'❛♥'& ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥' ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛✉ ❞-♣❛.' ❞✉ ❥❡✉✱ ❞❡ &♦.'❡ D ❡♥❝♦✉.❛❣❡.

✶✸✼
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❧❡" ❛✉%&❡" ❝♦♦♣*&❛%❡✉&" ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧" ✭♣♦%❡♥%✐❡❧"✮ ❞❡ ❧❡✉& ❣&♦✉♣❡✱ 2 ❝♦♥"❡♥%✐& ❞❡" ♥✐✈❡❛✉①

❝♦♥"*5✉❡♥%" ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❡♥ &❡%♦✉&✳ ▲❛ ♣&*"❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥%" ❛❞♦♣%❛♥% ❞❡" ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%"

❞❡ ❝♦♦♣*&❛%❡✉&" ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧"✱ ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛ ❛✐♥"✐ *%* ❞*♠♦♥%&*❡ ❧♦&" ❞✬❡①✲

♣*&✐❡♥❝❡" ❡♥ ❧❛❜♦&❛%♦✐&❡ ❡% "✉& ❧❡ %❡&&❛✐♥ ✭❋&❡② ❡% ▼❡✐❡&✱ ✷✵✵✹ ❀ ❈&♦"♦♥✱ ✷✵✵✼ ❀ ✈♦✐& ●G❝❤%❡&✱

✷✵✵✼✱ ♣♦✉& ✉♥❡ &❡✈✉❡✮✳

I❛& ❛✐❧❧❡✉&"✱ ❞❡ %❡❧❧❡" ♣&*❢*&❡♥❝❡" ♣❡&♠❡%%❡♥% *❣❛❧❡♠❡♥% ❞✬❡①♣❧✐5✉❡& ❝♦♠♠❡♥% ❞✬❛✉%&❡"

❞♦♥♥*❡" ❡①♣*&✐♠❡♥%❛❧❡" ♦♥% ♠♦♥%&* 5✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣*&❛%✐♦♥ ❡"% ♣❧✉" "♦✉%❡♥✉❡✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❛✉

❝♦✉&" ❞✉ %❡♠♣"✱ ❞❛♥" ❞❡" ❣&♦✉♣❡" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✓ ♣❛&%♥❡& ✔✱ 5✉❡ ❞❛♥" ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

%✐♦♥ ✓ "%&❛♥❣❡& ✔ ✭❑❡"❡& ❡% ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥✱ ✷✵✵✵✮✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✐❧ ♥✬❡"% ♣❛" "%&❛%*❣✐5✉❡✱ ♣♦✉& ❞❡"

❝♦♦♣*&❛%❡✉&" ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧"✱ ❞❡ "✉"❝✐%❡& ❧❛ ❝♦♦♣*&❛%✐♦♥ &*❝✐♣&♦5✉❡ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ❞❡ ❧❡✉&

❣&♦✉♣❡✱ ❞❛♥" ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✓ "%&❛♥❣❡& ✔✱ ♣✉✐"5✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦"✐%✐♦♥ ❞✉ ❣&♦✉♣❡ ❝❤❛♥❣❡ 2 ❝❤❛5✉❡

♣*&✐♦❞❡✳

◆*❛♥♠♦✐♥" ❧✬❡①♣*&✐❡♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐%❡ ♣❛& ❋✐"❝❤❜❛❝❤❡& ❡% ●G❝❤%❡& ✭✷✵✶✵✮ 5✉❡"%✐♦♥♥❡ ❧❡ &S❧❡

❞❡" ♣&*❢*&❡♥❝❡" ♣♦✉& ❧❛ ❝♦♦♣*&❛%✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡✉& ♣&♦%♦❝♦❧❡ ♣&*"❡♥%❡ ✉♥❡

♣&❡♠✐T&❡ "*&✐❡ ❞❡ %❡"%" ❞✉&❛♥% ❧❛5✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡"% ❞❡♠❛♥❞* ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉" ❞❡ ❞*%❡&♠✐♥❡& ❧❡ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ 5✉✬✐❧" ❝❤♦✐"✐&❛✐❡♥% ♣♦✉& ❝❤❛❝✉♥ ❞❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ♠♦②❡♥"

♣♦""✐❜❧❡" ❞❡ ❧❛ ♣❛&% ❞❡" ❛✉%&❡" ♠❡♠❜&❡" ❞❡ ❧❡✉& ❣&♦✉♣❡ ✭❛❧❧❛♥% ❞❡ ✵ 2 ✷✵✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡

❧❛ ❞♦%❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✮✱ ❛✜♥ ❞✬*❧✐❝✐%❡& ❧❡✉&" ♣&*❢*&❡♥❝❡"✳ ❊♥"✉✐%❡✱ ❝❡" ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%"

❥♦✉❡♥% 2 ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ &*♣*%* ✭%&❛✐%❡♠❡♥% ✓ "%&❛♥❣❡& ✔✮ ❡%✱ 2 ❝❤❛5✉❡ ♣*&✐♦❞❡✱ ❛✈❛♥%

❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ❧❡✉& ❞*❝✐"✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥✱ ❧❡" "✉❥❡%" ❞♦✐✈❡♥% ❞♦♥♥❡& ❧❡✉&" ❝&♦②❛♥❝❡" "✉& ❧❡"

❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥" 5✉✐ "❡&♦♥% &*❛❧✐"*❡" ♣❛& ❧❡✉&" ♣❛&%❡♥❛✐&❡"✳

▲❡" &*"✉❧%❛%" ♦❜%❡♥✉" ❢♦♥% *%❛% ❞❡ ♣❧✉"✐❡✉&" ♣❤*♥♦♠T♥❡"✳ I&❡♠✐T&❡♠❡♥%✱ ❧❡" &*"✉❧%❛%"

❞❡ ❧❛ ♣&❡♠✐T&❡ "*&✐❡ ❞❡ %❡"% ♠♦♥%&❡♥% 5✉✬✐❧ ❡①✐"%❡ ❞❡ ❧✬❤*%*&♦❣*♥*✐%*✱ ❛✉ "❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛✲

%✐♦♥ ❞❡ ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%"✱ ❡♥ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❡" ♣&*❢*&❡♥❝❡" ♣♦✉& ❧❛ ❝♦♦♣*&❛%✐♦♥✳ ❈❡&%❛✐♥" ♥❡

❝♦♦♣T&❡♥% ❥❛♠❛✐"✱ ❞✬❛✉%&❡" ❝♦♦♣T&❡♥% %♦✉% ❧❡ %❡♠♣"✱ %❛♥❞✐" 5✉✬✉♥❡ ❛✉%&❡ ❝❛%*❣♦&✐❡ ❞✬❛❣❡♥%

❝♦♦♣T&❡ ❞❡ ♠❛♥✐T&❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❛❞♦♣%* ♣❛& ❧❡✉&" ♣❛&%❡♥❛✐&❡"✳ ❈❡ &*✲

"✉❧%❛% ✐♥❞✐5✉❡ ✉♥❡ ❞✐"♣❛&✐%* ❞❡" ♣&*❢*&❡♥❝❡" ❛✉ "❡✐♥ ❞❡" ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥" ❞✬❛❣❡♥%" ❡%✱ ❡♥ ❝❡

"❡♥"✱ ✐❧ ❢❛✐% *❝❤♦ ❛✉ %&❛✈❛✐❧ ❡①♣*&✐♠❡♥%❛❧ ❞✬❖✛❡&♠❛♥✱ ❙♦♥♥❡♠❛♥" ❡% ❙❝❤&❛♠ ✭✶✾✾✻✮✱ 5✉✐

%*♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡&"✐%* ❞❡" ♣❛&%✐❝✐♣❛♥%" ❛✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❡♥ %❡&♠❡" ✓ ❞✬♦#✐❡♥'❛'✐♦♥

)♦❝✐❛❧❡ ✔✱ ✉♥❡ %②♣♦❧♦❣✐❡ &❡❣&♦✉♣❛♥% ♣❧✉"✐❡✉&" ❝❛%*❣♦&✐❡" ❞✬❛%%✐%✉❞❡ ❛❞♦♣%*❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥%

♣❛& ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✱ ❧♦&"5✉✬✐❧" ❢♦♥% ❢❛❝❡ 2 ✉♥❡ ♣❡&"♦♥♥❡ ❛♥♦♥②♠❡

✺

✳

❉❡✉①✐T♠❡♥%✱ ❧❡" ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥"✱ ❛✐♥"✐ 5✉❡ ❧❡" ❝&♦②❛♥❝❡" "✉& ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥

❞*❝❧✐♥❡♥% ❛✉ ❝♦✉&" ❞✉ %❡♠♣" ❡%✱ 2 ❝❤❛5✉❡ ♣*&✐♦❞❡ ❧❡" ❝&♦②❛♥❝❡" "♦♥%✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ %♦✉❥♦✉&"

"✉♣*&✐❡✉&❡" ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥" ❡✛❡❝%✐❢"✳

❊♥✜♥✱ ❧❡" ❛✉%❡✉&" ♠♦♥%&❡♥% 5✉❡ ❝✬❡"% ❧❛ ❜❛✐""❡ ❞❡" ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥" 5✉✐ ❡"% 2 ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡

❧❛ ❝❤✉%❡ ❞❡" ❝&♦②❛♥❝❡" ❡% ♥♦♥ ❧✬✐♥✈❡&"❡✳ ❋✐"❝❤❜❛❝❤❡& ❡% ●G❝❤%❡& ✭✷✵✶✵✮ "✉❣❣T&❡♥% ❛❧♦&" 5✉❡

❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♦♥% ✉♥ ❣♦[% ♣♦✉& ❧❡ ❢❛✐% ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉❡& ♠♦✐♥" 5✉❡ ❧❡" ❛✉%&❡" ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱

"✐ ❜✐❡♥ 5✉✬2 ❝❤❛5✉❡ ♣*&✐♦❞❡✱ ❧❡" ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥" ❡✛❡❝%✐✈❡" "♦♥% ✐♥❢*&✐❡✉&❡" ❛✉① ❝&♦②❛♥❝❡" ❞❡"

✐♥❞✐✈✐❞✉"✱ ❝❡ 5✉✐ %❡♥❞ 2 ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡" ❝&♦②❛♥❝❡" ❡% 2 ❝♦♥❞✉✐&❡ ❧❡" ❛❣❡♥%" 2 &*❞✉✐&❡

2 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡✉& ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❧♦&" ❞❡ ❧❛ ♣*&✐♦❞❡ "✉✐✈❛♥%❡ ❡% ❛✐♥"✐ ❞❡ "✉✐%❡✳

✺✳ ◆♦✉% ❞♦♥♥♦♥% ❞❡ ♣❧✉% ❛♠♣❧❡% ❞-.❛✐❧% %✉0 ❝❡ ♣♦✐♥. ♣❧✉% .❛0❞ ❞❛♥% ❧❛ .❤3%❡ ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✷✮✳

✶✸✽



✹✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

❚♦✉#❡❢♦✐'✱ ❧❛ ♣,-'❡♥❝❡ ❞❛♥' ❧❛ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥#' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐'#❡'✱ ❛✉ '❡♥' ♦4 ✐❧' ♥❡

'✬✐♥#-,❡''❡♥# 5✉✬6 ❧❡✉, ♣,♦♣,❡ ❜✐❡♥✲9#,❡ ♠❛#-,✐❡❧ ❡# ❛❞♦♣#❡♥# ✭❧❡ ♣❧✉' '♦✉✈❡♥#✮ ✉♥ ❝♦♠♣♦,✲

#❡♠❡♥# ❞❡ ✓ ♣❛''❛❣❡, ❝❧❛♥❞❡'#✐♥ ✔✱ ♣❡,♠❡# ❞✬❡①♣❧✐5✉❡, ❧❛ ❢❛✐❜❧❡''❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡'

❝♦♥#,✐❜✉#✐♦♥' ,❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡' ❝,♦②❛♥❝❡'✱ '✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥'✐❞A,❡ 5✉❡ ❝❡' ❛❣❡♥#'

✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐'#❡'✮ '♦♥# ❡♥ ♠❡'✉,❡ ❞✬❛♥#✐❝✐♣❡, ❞❡' ❝♦♠♣♦,#❡♠❡♥#' ❝♦♦♣-,❛#✐❢' ❞❡ ❧❛ ♣❛,# ❞✬❛✉✲

#,✉✐ ❡# 5✉❡ ❧❡' ❝♦♦♣-,❛#❡✉,' ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧' '♦✉'✲❡'#✐♠❡♥# ❧❡' ❝♦♠♣♦,#❡♠❡♥#' -❣♦B'#❡'

✻

✳

❊♥ ♦✉#,❡✱ -#❛♥# ❞♦♥♥- 5✉❡✱ ❞❛♥' ❧✬❡①♣-,✐❡♥❝❡ ❞❡ ❋✐'❝❤❜❛❝❤❡, ❡# ●H❝❤#❡, ✭✷✵✶✵✮✱ ❧❡'

❣,♦✉♣❡' '♦♥# ♠♦❞✐✜-' 6 ❝❤❛5✉❡ ♣-,✐♦❞❡✱ ❧✬✐♥❝✐#❛#✐♦♥ 6 ❝♦♥#,✐❜✉❡, ❞❛♥' ❧❡ ❜✉# ❞❡ '✉'❝✐#❡, ❧❛

❝♦♦♣-,❛#✐♦♥ ❞✬❛✉#,✉✐ ❡'# ♠♦✐♥❞,❡✱ ❝❡ 5✉✐ ♣❡✉# ❡①♣❧✐5✉❡, ❧❛ #❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡' ❛❣❡♥#' 6 ,-❛❧✐'❡,

✉♥❡ ❝♦♥#,✐❜✉#✐♦♥ ✐♥❢-,✐❡✉,❡ 6 ❧❡✉, ❝,♦②❛♥❝❡ '✉, ❧❡ ❝♦♠♣♦,#❡♠❡♥# ❞❡ ❧❡✉,' ♣❛,#❡♥❛✐,❡'✳ M❧✉'

❣-♥-,❛❧❡♠❡♥#✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡'# ❝♦♥'#✐#✉- ❞❡ #❡❧❧❡ ♠❛♥✐A,❡ 5✉✬✐❧ ❡'# -❝♦♥♦♠✐5✉❡✲

♠❡♥# ♣❧✉' ✐♥#-,❡''❛♥# ❞❡ ♥❡ ♣❛' ❝♦♦♣-,❡,✳ ❆✐♥'✐✱ ♠9♠❡ '✐ ❧❡' ❝♦♦♣-,❛#❡✉,' ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧'

'❛✈❡♥# ❝❡ 5✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥# ❞❡ ❝♦♥#,✐❜✉❡,✱ ❝♦♥❢♦,♠-♠❡♥# 6 ❧❡✉,' ❝,♦②❛♥❝❡' '✉, ❧❡ ❝♦♠♣♦,#❡✲

♠❡♥# ❞❡' ❛✉#,❡' ✭✈♦✐,❡ '✉, ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡ ♥♦,♠❡' ❞❡ ❝♦♠♣♦,#❡♠❡♥# 5✉✬✐❧' ♦♥# ♣✉ ✐♥#-,✐♦,✐'-❡'✮✱

✐❧' ♣❡✉✈❡♥# 9#,❡ #❡♥#-' ❞❡ '✬-❝❛,#❡,✱ 6 ❧❛ ♠❛,❣❡✱ ❞❡ ❝❡ 5✉✬✐❧' ❥✉❣❡♥# 9#,❡ ❥✉'#❡✱ ❡♥ ,❛✐'♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❝✐#❛#✐♦♥ -❝♦♥♦♠✐5✉❡ 6 ❞-✈✐❡, 5✉✐ ❡'# ✐♥❤-,❡♥#❡ 6 ❝❡ ❝♦♥#❡①#❡ ♣❛,#✐❝✉❧✐❡,✳

▲❛ ♣,-❢-,❡♥❝❡ ♣♦✉, ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ❝♦♥#,✐❜✉❡, ♠♦✐♥' 5✉❡ ❧❡' ❛✉#,❡'✱ '✉❣❣-,-❡ ♣❛, ❋✐'❝❤❜❛❝❤❡,

❡# ●H❝❤#❡, ✭✷✵✶✵✮✱ ♣♦✉,,❛✐# ❛❧♦,' '❡ ,-'✉♠❡, 6 ✉♥❡ ❝❡,#❛✐♥❡ ❢♦,♠❡ ❞✬✐♥❞✉❧❣❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡

♠❛♥5✉❡ ❞❡ ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡' ❛❣❡♥#'✱ ❧❡' ❝♦♥❞✉✐'❛♥# 6 '✬❛✉#♦,✐'❡, ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉' ❞✬-❣♦B'♠❡ 5✉✬✐❧

♥❡ ❢❛✉❞,❛✐#✳

M♦✉, ❛✉#❛♥#✱ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ♥❡ ❢♦♥# ♣❛' ❢♦,❝-♠❡♥# ♣,❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠9♠❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥❝❡ 6 ❧✬❡♥✲

❝♦♥#,❡ ❞❡ ❧❡✉,' ♣❛,#❡♥❛✐,❡' ❡#✱ ❞✬✉♥❡ ♣-,✐♦❞❡ 6 ❧✬❛✉#,❡✱ ❧❡ ❢❛✐# 5✉❡ ❧❡' ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥#,✐❜✉✲

#✐♦♥ ♦❜#❡♥✉' ♥❡ ,-♣♦♥❞❡♥# ♣❛' ❛✉① ❝,♦②❛♥❝❡' ❢♦,♠✉❧-❡' ✭❡# ❞♦♥❝ ❛✉① ❛##❡♥#❡'✮✱ ♥♦#❛♠♠❡♥#

❡♥ ,❛✐'♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,-'❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥#' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐'#❡'✱ ❡'# '✉'❝❡♣#✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐,❡ -♠❡,❣❡, ❧❡' -♠♦✲

#✐♦♥' ♥-❣❛#✐✈❡' ❞❡ ❝♦❧A,❡ ♦✉ ❞❡ ❞-❝❡♣#✐♦♥ ❝❤❡③ ❧❡' ❥♦✉❡✉,' ❧❡' ♣❧✉' ❝♦♦♣-,❛#✐❢'✱ ❡# ❛✐♥'✐

❞✬❡①♣❧✐5✉❡, ❧❡ ❞-❝❧✐♥ ❞❡' ♥✐✈❡❛✉① ♠♦②❡♥' ❞❡ ❝,♦②❛♥❝❡' ❡# ❞❡ ❝♦♥#,✐❜✉#✐♦♥'✱ ❛✉ ❝♦✉,' ❞✉

#❡♠♣'✳

❈❡##❡ ❞❡,♥✐A,❡ ✐♥#❡,♣,-#❛#✐♦♥ ❡'# ❝♦❤-,❡♥#❡ ❛✈❡❝ ❧✬-✈♦❧✉#✐♦♥ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞❡' ❧✐❡♥' '♦❝✐❛✉①✱

❝♦♥❝❡♣#✉❛❧✐'-❡ ♣❛, ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡# ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮ ✭❝❢✳ ✸✳✷✳✸✮✱ ❡# #❡'#-❡ ❞❛♥' ♣❧✉'✐❡✉,' #,❛✲

✈❛✉① ❡①♣-,✐♠❡♥#❛✉① '✬✐♥'❝,✐✈❛♥# ❞❛♥' ❧❡ ❝♦♥#❡①#❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ M❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥'

❧✬-#✉❞❡ ❞❡ ✈❛♥ ❉✐❥❦✱ ❙♦♥♥❡♠❛♥' ❡# ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ✓ ❧✬♦#✐❡♥'❛'✐♦♥ )♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞❡' '✉❥❡#'

✭❞-❝,✐✈❛♥#✱ ♣♦✉, ,❛♣♣❡❧✱ ❧✬❛##✐#✉❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❢❛❝❡ 6 ✉♥❡ ♣❡,'♦♥♥❡ ❛♥♦♥②♠❡✮ ❡'# ❞-#❡,✲

♠✐♥-❡ ❧♦,' ❞✬✉♥❡ ♣,❡♠✐A,❡ -#❛♣❡✱ ❛✈❛♥# 5✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ♣❛,#✐❝✐♣❡♥# 6 ♣❧✉'✐❡✉,' ,-♣-#✐#✐♦♥'

❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 6 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉,'✱ ❡♥ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✓ ♣❛,#♥❡, ✔✳ ❯♥❡ ❢♦✐' ❧❡ ❥❡✉ #❡,♠✐♥-✱

✉♥❡ ❞❡,♥✐A,❡ -#❛♣❡ ❞✉ ♣,♦#♦❝♦❧❡✱ ✈✐'❛♥# 6 -✈❛❧✉❡, ❧✬❛##✐#✉❞❡ ❞❡' ♣❛,#✐❝✐♣❛♥#' ❢❛❝❡ 6 ❧❡✉,

♣❛#'❡♥❛✐#❡ ❞❛♥' ❧❡ ❥❡✉ ❡'# ❝♦♥❞✉✐#❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ '♦❝✐❛❧ 5✉✐ '✬❡'# ❝,-- ❛✉ ❝♦✉,' ❞❡ ❧✬✐♥#-,❛❝#✐♦♥

❡'# ❛❧♦,' ♠❡'✉,-✱ ♣♦✉, ❝❤❛5✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛-,❡♥❝❡ ❡①✐'#❛♥# ❡♥#,❡ ❧✬-✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❞❡

'♦♥ ✓ ♦#✐❡♥'❛'✐♦♥ )♦❝✐❛❧❡ ✔ ❡# ❝❡❧❧❡ ❞❡ '♦♥ ❛##✐#✉❞❡ ❢❛❝❡ 6 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ '❡' ♣❛,#❡♥❛✐,❡'✱ 6 ❧❛

✜♥ ❞✉ ❥❡✉✳

✻✳ ❖✛❡%♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ ♠♦♥.%❡♥. /✉❡ ❧❡2 ❛❣❡♥.2 ♦♥. .❡♥❞❛♥❝❡ 6 2✉%❡2.✐♠❡% ❧❡✉% ❝%♦②❛♥❝❡ 6 ♣%♦♣♦2

❞✉ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦♥.%✐❜✉.✐♦♥ ❞✬❛✉.%✉✐✳

✶✸✾
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❊♥ ♣#❡♠✐❡# ❧✐❡✉✱ ❧❡* #+*✉❧,❛,* ♦❜,❡♥✉* ♠❡,,❡♥, ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ 3✉❡ ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* #+❛❣✐**❡♥,

❛✉ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❡✉# ♣❛#,❡♥❛✐#❡✱ ❞❛♥* ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣✉✐*3✉❡ ❧❡* ❞♦♥♥+❡*

♠♦♥,#❡♥, 3✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ✭❞✐♠✐♥✉,✐♦♥✮ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛#, ❞✬✉♥

❛❣❡♥, ❡*, *♦✉✈❡♥, *②♥♦♥②♠❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ✭❞✐♠✐♥✉,✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ *♦♥

♣❛#,❡♥❛✐#❡ : ❧❛ ♣+#✐♦❞❡ *✉✐✈❛♥,❡✱ ❝❡ 3✉✐ *❡♠❜❧❡ ❝♦♥✜#♠❡# ❧✬❡①✐*,❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,*

❞❡ ❝♦♦♣+#❛,✐♦♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✐♥*✐ 3✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡#,❛✐♥❡ #+❝✐♣#♦❝✐,+ ❡♥,#❡ ❧❡* ♣#♦,❛❣♦♥✐*,❡*✳

▲❡* ❛✉,❡✉#* ❝♦♥*✐❞?#❡♥, +❣❛❧❡♠❡♥, 3✉❡ ❝❡ #+*✉❧,❛, ❡*, ✉♥❡ ♣#❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥

*♦❝✐❛❧ ❡♥,#❡ ❧❡* ♣❛#,❡♥❛✐#❡* ❡, 3✉❡ ❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡*, ❡♥ ♣❛#,✐❡ #❡*♣♦♥*❛❜❧❡

❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞✬❛,,✐,✉❞❡ 3✉✐ *✬♦❜*❡#✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣+#✐♦❞❡ : ❧✬❛✉,#❡✳ ❙❝❤+♠❛,✐3✉❡♠❡♥,✱ ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ✭❞✐♠✐♥✉,✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥, ❢❛✈♦#✐*❡ ❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ♣♦*✐,✐❢

✭♥+❣❛,✐❢✮ ❞✉ ❧✐❡♥ *♦❝✐❛❧ ❡①✐*,❛♥, ❡♥,#❡ ❧✉✐ ❡, *♦♥ ♣❛#,❡♥❛✐#❡✱ *♦✉* ❧✬❡✛❡, ❞❡* +♠♦,✐♦♥* ♣♦*✐✲

,✐✈❡* ✭♥+❣❛,✐✈❡*✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣#❛,✐,✉❞❡ ✭❧❛ ❝♦❧?#❡✮✱ #❡**❡♥,✐❡* ♣❛# ❝❡ ❞❡#♥✐❡#✱ ❝❡ 3✉✐ ❧❡ ♠♦,✐✈❡

❛❧♦#* : ❛❣✐# ❡♥ #❡,♦✉# ❡, : ❛✉❣♠❡♥,❡# ✭❞✐♠✐♥✉❡#✮ *❛ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥ : ❧❛ ♣+#✐♦❞❡ *✉✐✈❛♥,❡✳ ❉❡

❢❛✐,✱ ✐❧ *❡♠❜❧❡ 3✉❡ ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ *♦❝✐❛❧ ❡①✐*,❛♥, ❡♥,#❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥,* *♦✐, ✉♥ ❞+,❡#♠✐♥❛♥,

❞❡* ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,* ❞❡ ❝♦♦♣+#❛,✐♦♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉❛♥* ❧❡* ❢❛✐,*✱ ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞✉ ❧✐❡♥ *♦❝✐❛❧ ❝❛#❛❝,+#✐*❛♥, ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❣❡♥,*✱

♦❜*❡#✈+❡ : ,#❛✈❡#* ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ✓ ❞✬❛##✐#✉❞❡ '♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥, ❡♥✈❡#* *♦♥ ♣❛#,❡♥❛✐#❡

✭3✉✐ ❡*, ❞✬❛❜♦#❞ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❛✈❛♥, ❞✬H,#❡ ✐❞❡♥,✐✜❛❜❧❡ *✉# ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡* ✐♥,❡#❛❝,✐♦♥* 3✉❡ ❧✬❛❣❡♥, ❛

♣❛#,❛❣+❡* ❛✈❡❝ ❧✉✐✮✱ ♠♦♥,#❡ 3✉✬✉♥ ❧✐❡♥ ♥+❣❛,✐❢ ❡*, ❝#++ ❝❤❡③ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❧♦#*3✉❡ *♦♥ ♣❛#,❡✲

♥❛✐#❡ ❛❞♦♣,❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, ❞❡ ✓ ♣❛**❛❣❡# ❝❧❛♥❞❡*,✐♥ ✔ ✭♥♦,❛♠♠❡♥, ❧♦#* ❞❡ ❧❛ ❞❡#♥✐?#❡

♣+#✐♦❞❡✮✱ ❛❧♦#* 3✉❡✱ ❧♦#*3✉❡ ❧✬✐♥,❡#❛❝,✐♦♥ *❡ ♣♦✉#*✉✐, ♣♦*✐,✐✈❡♠❡♥, ❛✉ ❝♦✉#* ❞✉ ,❡♠♣*✱ ✉♥

❧✐❡♥ *♦❝✐❛❧ ♣♦*✐,✐❢ ❡*, ❝#++ ❛✉ *❡✐♥ ❞✉ ❜✐♥J♠❡✳ K♦✉# ❧❡* ❛❣❡♥,* ❛②❛♥, #+❛❧✐*+ ✉♥❡ ✐♥,❡#❛❝,✐♦♥

#+✉**✐❡✱ ❧❡* #+♣♦♥*❡* ♦❜,❡♥✉❡* ❞❛♥* ❞❡* 3✉❡*,✐♦♥♥❛✐#❡* ❞❡ ❞+❜#✐❡✜♥❣ ❢♦♥, ♠H♠❡ +,❛, ❞✬✉♥

❞+*✐# ❞❡ ❥♦✉❡# ❡♥*❡♠❜❧❡ : ♥♦✉✈❡❛✉✳

❉❡* #+*✉❧,❛,* *✐♠✐❧❛✐#❡* ♦♥, +,+ ❞+❣❛❣+* ♣❛# ❙♦♥♥❡♠❛♥*✱ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡, ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✷✵✵✻✮✱

❡♥ ✉,✐❧✐*❛♥, ✉♥ ♣#♦,♦❝♦❧❡ ,#?* ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ : ❝❡❝✐ ♣#?* 3✉✬✐❧*

❛♥❛❧②*❡♥, ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡* ❧✐❡♥* *♦❝✐❛✉① ❛✉ *❡✐♥ ❞❡ ❣-♦✉♣❡' ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉* ✭✹ ❥♦✉❡✉#*✮ ♣❧✉,J,

3✉❡ ✈✐*✲:✲✈✐* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡' ❞✬❛❣❡♥,*✳ ❆✉ *❡✐♥ ❞❡* ❣#♦✉♣❡*✱ ❧❡ ❢❛✐, 3✉✬✉♥❡ ✐♥,❡#❛❝,✐♦♥ ♣#♦❧♦♥❣+❡

❛✐, ❧✐❡✉ ❡♥,#❡ ❧❡* ❛❣❡♥,* ❝♦♥❞✉✐, +❣❛❧❡♠❡♥, ❛✉ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❞❡ ❧✐❡♥* *♦❝✐❛✉① ❡♥,#❡ ❡✉①✱

❞♦♥, ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ✭♣♦*✐,✐✈❡ ♦✉ ♥+❣❛,✐✈❡✮ ❞+♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ #+✉**✐,❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥,❡#❛❝,✐♦♥✱ ❡♥

,❡#♠❡* ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣+#❛,✐♦♥ ♦❜*❡#✈+* ❞❛♥* ❝❤❛3✉❡ ❣#♦✉♣❡✱ ❛✉ ❝♦✉#* ❞✉ ,❡♠♣*✳

K❛# ❛✐❧❧❡✉#*✱ ❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❞❡ ❝❡* ❧✐❡♥* ❡*, ,❡❧ 3✉❡ ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* *❡♠❜❧❡♥, H,#❡ ❝❛✲

♣❛❜❧❡* ❞❡ ❞✐*❝#✐♠✐♥❡# ❡♥,#❡ ❧❡* ❞✐✛+#❡♥,* ♠❡♠❜#❡* ❞❡ ❧❡✉# ❣#♦✉♣❡ ✭❧❡* ❥♦✉❡✉#* +,❛♥, ✐❞❡♥✲

,✐✜+*✱ ❞❛♥* ❝❤❛3✉❡ ❣#♦✉♣❡✱ ♣❛# ❧❡* ❧❡,,#❡* ❆✱ ❇✱ ❈ ❡, ❉✮✱ ❛✉ *❡♥* ♦U ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡* ❧✐❡♥*

*♦❝✐❛✉① +,❛❜❧✐* ❛✈❡❝ ❞❡* ♣❛#,❡♥❛✐#❡* ❞✐✛+#❡♥,*✱ ✈❛#✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡* ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,* ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❡❧*✳ ❈❡ #+*✉❧,❛, ❡*, ❝♦❤+#❡♥, ❛✈❡❝ ❧❡* ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥* ❞❡ ❘❡❣❡ ❡, ❚❡❧❧❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ❞♦♥, ❧❡*

❞♦♥♥+❡* ❡①♣+#✐♠❡♥,❛❧❡* ✐♥❞✐3✉❡♥, 3✉❡ ❧✬✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡* *✉❥❡,*✱ ❛✐♥*✐ 3✉❡ ❧✬♦❜'❡-✈❛❜✐❧✐#3

❞❡ ❧❡✉#* ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,* ❛✉❣♠❡♥,❡♥, *✐❣♥✐✜❝❛,✐✈❡♠❡♥, ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣+#❛,✐♦♥ ❞❛♥* ❧❡ ❥❡✉

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣❛# #❛♣♣♦#, : ✉♥ ♣#♦,♦❝♦❧❡ ♦U ❧❡* ❥♦✉❡✉#* #❡*,❡♥, ❛♥♦♥②♠❡* ❡, ♥❡ *♦♥, ♣❛*

✐♥❢♦#♠+* ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉# ♣❛#,❡♥❛✐#❡*✳ ▲✬✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥,*✱ ❛✐♥*✐ 3✉❡ ❧✬♦❜'❡-✈❛❜✐❧✐#3

❞❡* ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,* ♣♦✉##❛✐❡♥, ❞♦♥❝ H,#❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥* ♥+❝❡**❛✐#❡* : ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡* ❧✐❡♥*

*♦❝✐❛✉① ❞❛♥* ❧❡* ❣#♦✉♣❡* ♣❛#,✐❝✐♣❛♥,✱ ✓ ❡♥ ♣❛#,♥❡# ✔✱ ❛✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣#♦❜❛❜❧❡♠❡♥, :

,#❛✈❡#* ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡* +♠♦,✐♦♥* ❛✉,♦✲❝♦♥*❝✐❡♥,❡* ✭❝✉❧♣❛❜✐❧✐,+✱ ❤♦♥,❡ ❡, ✜❡#,+✮✱ *✉*❝❡♣,✐❜❧❡*

❞✬+♠❡#❣❡# ❝❤❡③ ❞❡* ❛❣❡♥,* 3✉✐ *❛✈❡♥, 3✉❡ ❧❡✉#* ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥,* ❧❡✉# *♦♥, ❛,,#✐❜✉❛❜❧❡* ❡,

3✉✬✐❧* ♣❡✉✈❡♥, ❢❛✐#❡ ❧✬♦❜❥❡, ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥, ❞❡* ❛✉,#❡*✳ ❈❡❝✐ ♣♦✉##❛✐,✱ ♣❛# ❝♦♥*+3✉❡♥,✱ ❡①♣❧✐✲

✶✹✵



✹✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

 ✉❡# ♣♦✉# ✉♦✐✱ ❞❛♥+ ❧✬❡①♣/#✐❡♥❝❡ ❞✬❆♥❞#❡♦♥✐ ✭✶✾✽✽✮✱ ❧❡+ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣/#❛8✐♦♥ ♦❜+❡#✈/+

❞❛♥+ ❧❡+ ❣#♦✉♣❡+ ✓ ♣❛#8♥❡# ✔✱ ♦= ❧❡+ +✉❥❡8+ ♥✬/8❛✐❡♥8 ♥✐ ✐❞❡♥8✐✜❛❜❧❡+✱ ♥✐ ✐♥❢♦#♠/+ ❞✉ ❝♦♠✲

♣♦#8❡♠❡♥8 ❝♦♥8#✐❜✉8✐❢ ❞❡+ ❛✉8#❡+✱ +❡ +♦♥8 ❛✈/#/+ ♠♦✐♥+ /❧❡✈/+  ✉❡ ❝❡✉① ♦❜8❡♥✉+ ❞❛♥+ ❧❡+

❣#♦✉♣❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐8✐♦♥ ✓ +8#❛♥❣❡# ✔✳

❊♥ ♦✉8#❡✱ ❙♦♥♥❡♠❛♥+ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❡①♣❧✐ ✉❡♥8  ✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦#✐8/ ❞❡+ ❧✐❡♥+ ❞/✈❡❧♦♣♣/+ +♦♥8

❛+②♠/8#✐ ✉❡+ ❡8✱ ❞✬❛♣#J+ ❧❡+ ❛✉8❡✉#+✱ ❝❡88❡ ❛+②♠/8#✐❡ ♣#♦✈✐❡♥❞#❛✐8 ❞❡ ❞✐✛/#❡♥❝❡+ ✐♥8❡#✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡+ ❝♦♥❝❡#♥❛♥8 ✓ ❧✬♦'✐❡♥!❛!✐♦♥ *♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞❡+ ❛❣❡♥8+✱ ❛✐♥+✐  ✉❡ ❞❡ ❧❡✉#+ #/❛❝8✐♦♥+

❛✛❡❝8✐✈❡+✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦✉+✱ ✉♥❡ 8❡❧❧❡ ❞✐✛/#❡♥❝❡ ❞✬❡①♣/#✐❡♥❝❡ /♠♦8✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✉ +❡♥+ ❞✬✉♥❡ ✈❛✲

❧♦#✐+❛8✐♦♥ ❛✛❡❝8✐✈❡✱ ❛❝❝♦#❞/❡ L ✉♥❡ ✐♥8❡#❛❝8✐♦♥ ♣#♦❧♦♥❣/❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ♠M♠❡+ ♣❛#8❡♥❛✐#❡+✱  ✉✐

✈❛#✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛✉ +❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠M♠❡ ❣#♦✉♣❡✱ ❡+8 ♣#♦❜❛❜❧❡♠❡♥8 /❣❛❧❡♠❡♥8

❧✐/ L ❞❡+ ❞✐+♣❛#✐8/+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬/❞✉❝❛8✐♦♥ ✭♠♦#❛❧❡✮ #❡N✉❡ ♣❛# ❧❡+ ❛❣❡♥8+✱ ♥♦8❛♠♠❡♥8 ❡♥

8❡#♠❡+ ❞❡ ❝♦♠♣♦#8❡♠❡♥8+ ♥♦#♠❛8✐❢+ ✐♥8/#✐♦#✐+/+✳

❊♥ #/+✉♠/✱ ❧❡ #❡❝♦✉#+ ❛✉① ❞✐✛/#❡♥8❡+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥+ ✓ ♣❛#8♥❡# ✔ ❡8 ✓ +8#❛♥❣❡# ✔ ❛ ♣❡#♠✐+

❞❡ ♠❡88#❡ ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝❛8/❣♦#✐❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉# ❝❡♥8#❛❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♣#♦♠♦8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣/✲

#❛8✐♦♥✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧❡+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+✳ O❛# ❛✐❧❧❡✉#+✱

❧❡+ ❞♦♥♥/❡+ ❞❡ ❧✬/8✉❞❡ ❞❡ ❋✐+❝❤❜❛❝❤❡#✱ ●S❝❤8❡# ❡8 ❋❡❤# ✭✷✵✵✶✮ ✐♥❞✐ ✉❡♥8  ✉❡ ♣#J+ ❞❡ ✺✵

✪ ❞❡+ +✉❥❡8+ ❞❡ ❧❡✉# ❡①♣/#✐❡♥❝❡ +♦♥8 ❞❡+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+✱ 8❛♥❞✐+  ✉❡ ✸✵ ✪ ❞❡+

♣❛#8✐❝✐♣❛♥8+ ❛❣✐++❡♥8 ❞❡ ♠❛♥✐J#❡ 8♦8❛❧❡♠❡♥8 /❣♦W+8❡✳ ▲✬❡①✐+8❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ♣❡#♠❡8

❞✬❡①♣❧✐ ✉❡# ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣❤/♥♦♠J♥❡+ ♦❜+❡#✈/+ ❞❛♥+ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ 8❡❧+  ✉❡ ❧❛ ❞✐+✲

♣❛#✐8/ ❞❡+ ❝♦♠♣♦#8❡♠❡♥8+ ❞❡ ❝♦♥8#✐❜✉8✐♦♥ ❛✉ +❡✐♥ ❞❡+ ❣#♦✉♣❡+✱ ❧❡ ❞/❝❧✐♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡+

❝♦♥8#✐❜✉8✐♦♥+✱ ❛✉ ❝♦✉#+ ❞✉ 8❡♠♣+✱ ❧❡+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+ /8❛♥8 ❛✛❡❝8/+ ♣❛# ❧❡+

❝♦♠♣♦#8❡♠❡♥8+ ❞❡ ✓ ♣❛++❛❣❡# ❝❧❛♥❞❡+8✐♥ ✔✱ ❛✐♥+✐  ✉❡ ❧❛ #❡❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣/#❛8✐♦♥ ❧♦#+ ❞✉

#❡❞/♠❛##❛❣❡ ❞✉ ❥❡✉✳

❙✉# ❧❛ ❜❛+❡ ❞❡+ /❧/♠❡♥8+  ✉❡ ♥♦✉+ ✈❡♥♦♥+ ❞❡ #❡✈♦✐#✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ M8#❡+ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉+

♣#/❝✐+✳ ■❧ +❡♠❜❧❡  ✉❡ ❧❡+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+ +♦✐❡♥8 +❡♥+✐❜❧❡+ L ❧✬❛❞♦♣8✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦#8❡♠❡♥8+ ❞❡ ✓ ♣❛++❛❣❡# ❝❧❛♥❞❡+8✐♥ ✔✱ ♣❛# ❞✬❛✉8#❡+ ❥♦✉❡✉#+✱ ❡♥ ❝❡ +❡♥+  ✉❡ ❝❡+ ❛❝8✐♦♥+

#❡♣#/+❡♥8❡♥8 ✉♥❡ ❞/❝❡♣8✐♦♥✱ ❢❛❝❡ L ❧❡✉#+ ❛88❡♥8❡+✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❧❛ ❝♦❧J#❡ /♠❡#❣❡❛♥8✱ ❡♥ ❡✉①✱

❞✉ ❢❛✐8 ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦#♠✐8/ ❡♥8#❡ ❧❡✉#+ ❛88❡♥8❡+ ❡8 ❧❡+ ❛❝8✐♦♥+ ❡✛❡❝8✐✈❡♠❡♥8 ❡♥8#❡♣#✐+❡+

♣❛# ❝❡#8❛✐♥+ ❥♦✉❡✉#+✱ ❝♦♥8#✐❜✉❡ L ❞/✈❡❧♦♣♣❡# ✉♥ ❧✐❡♥ +♦❝✐❛❧ ♥/❣❛8✐❢ ❡♥8#❡ ❡✉① ❡8 ❧❡✉#+ ♣❛#✲

8❡♥❛✐#❡+ ❧❡+ ♠♦✐♥+ ❝♦♦♣/#❛8✐❢+✳ ❈❤❡③ ❝❡#8❛✐♥+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+✱ ❡8 ❞✬❛✉8❛♥8 ♣❧✉+

❧♦#+ ✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡+8 ♣#❛8✐ ✉/ ❡♥ ✓ ♣❛#8♥❡# ✔✱ ❝❡88❡ /✈♦❧✉8✐♦♥ ♥/❣❛8✐✈❡ 8❡♥❞ L ❡♥8#❛✐♥❡# ❞❡+

❝♦♠♣♦#8❡♠❡♥8+ ❞❡ #/❝✐♣#♦❝✐8/ ♥/❣❛8✐✈❡✱  ✉✐ +❡ 8#❛❞✉✐+❡♥8 ♣❛# ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉8✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉#+ ♥✐✲

✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥8#✐❜✉8✐♦♥+✱ ❝❛✉+❛♥8 ❛❧♦#+ ❧❛ ❝❤✉8❡ ❞❡+ ❝♦♥8#✐❜✉8✐♦♥+ ♠♦②❡♥♥❡+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥8✱

+✐ ❧❡ ❥❡✉ ❡+8 ✐♥8❡##♦♠♣✉✱ ❡8  ✉❡ ❧❡+ ❣#♦✉♣❡+ ✭+♦✐8 ❧❡ ❝♦♥8❡①8❡ ❞❡ ❥❡✉✮ +♦♥8 ♠♦❞✐✜/+✱ ❝❡+

❛❣❡♥8+ +❡♠❜❧❡♥8 M8#❡ ❡♥ ♠❡+✉#❡ ❞❡ #❡8#♦✉✈❡#✱ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❡♥ ♣❛#8✐❡✱ ❧❡✉# ❧✐❡♥ +♦❝✐❛❧ ❛✛❡❝8✐❢

✐♥✐8✐❛❧✱ ✈✐+✲L✲✈✐+ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉+ ✐♥❝♦♥♥✉+ ✭✓ ❧✬♦'✐❡♥!❛!✐♦♥ *♦❝✐❛❧❡ ✔✮✱ ❝❡  ✉✐ ♣❡✉8 ❡①♣❧✐ ✉❡# ❧❡

#❡❞/♠❛##❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣/#❛8✐♦♥✳

O❛#❛❧❧J❧❡♠❡♥8✱ ✐❧ ❡+8 /❣❛❧❡♠❡♥8 ♣♦++✐❜❧❡  ✉❡ ❧❡+ ❝♦♦♣/#❛8❡✉#+ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧+ ♣✉✐++❡♥8 M8#❡

+❡♥+✐❜❧❡+ ❛✉ ❢❛✐8 ❞✬♦❜+❡#✈❡#  ✉❡ ❞✬❛✉8#❡+ ❥♦✉❡✉#+ #/♣♦♥❞❡♥8 L ❧❡✉#+ ❛88❡♥8❡+ ❡♥ ❛❣✐++❛♥8

❞❡ ♠❛♥✐J#❡ ❝♦♦♣/#❛8✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❧❡+ /♠♦8✐♦♥+ ♣♦+✐8✐✈❡+✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣#❛8✐8✉❞❡✱ /♠❡#❣❡❛♥8

❞❛♥+ ✉♥ 8❡❧ ❝♦♥8❡①8❡✱ ❝♦♥8#✐❜✉❡♥8 L ❞/✈❡❧♦♣♣❡# ✉♥ ❧✐❡♥ +♦❝✐❛❧ ♣♦+✐8✐❢ ❡♥8#❡+ ❧❡+ ❛❣❡♥8+ ♣❛#✲

8✐❝✐♣❛♥8 L ❧✬❡✛♦#8 ❝♦♦♣/#❛8✐❢ ❡8✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥8✱ ❧❡ ❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥8 ❞❡ ❝❡+ ❧✐❡♥+ ❡+8 +✉+❝❡♣8✐❜❧❡

❞❡ +♦✉8❡♥✐# ❞❡+ ♥✐✈❡❛✉① #❡❧❛8✐✈❡♠❡♥8 /❧❡✈/+ ❞❡ ❝♦♥8#✐❜✉8✐♦♥✱ L 8#❛✈❡#+ ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡

❝♦♠♣♦#8❡♠❡♥8+ ❞❡ #/❝✐♣#♦❝✐8/ ♣♦+✐8✐✈❡✳

✶✹✶
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❚♦✉❥♦✉$% ❞✬❛♣$*% ❱✐❧❧❡✈❛❧ ✭✷✵✶✵✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❛❧✐89 ❞❡% ❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8% ❝♦♦♣9$❛8✐❢%✱ ❝❤❡③

❝❡$8❛✐♥% ✐♥❞✐✈✐❞✉%✱ ❡%8 ❝$✉❝✐❛❧❡ ❝❛$ ❡❧❧❡ ♦✛$❡ ❞❡% ♣❡$%♣❡❝8✐✈❡% ♣♦✉$ ❧✐♠✐8❡$ ❧✬❡①♣$❡%%✐♦♥ ❞❡%

❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8% ❞❡ ✓ ♣❛%%❛❣❡$ ❝❧❛♥❞❡%8✐♥ ✔✳ ❊♥ ❝❡ %❡♥%✱ ❧❛ ♠98❤♦❞❡ ❡①♣9$✐♠❡♥8❛❧❡ ❛ ❛✐♥%✐

♣❡$♠✐% ❞❡ ♠❡88$❡ ❡♥ 9✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡% ♠9❝❛♥✐%♠❡% ❡8 ❞❡% 8$❛♥%❢♦$♠❛8✐♦♥% ✐♥%8✐8✉8✐♦♥♥❡❧❧❡%

♣❡$♠❡88❛♥8 ❞❡ ♣$♦♠♦✉✈♦✐$ ❧❛ ❝♦♦♣9$❛8✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡8 F✉✐ ✐♠♣❧✐F✉❡♥8 ❞❡%

♣$♦8♦❝♦❧❡% ✐♥89❣$❛♥8 ❞❡% 98❛♣❡% %✉♣♣❧9♠❡♥8❛✐$❡% ❞❛♥% ❧❡ ❞9$♦✉❧❡♠❡♥8 ❞✉ ❥❡✉✳

✹✳✸✳ ▲✬❛❥♦✉) ❞✬✉♥❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ ♣✉♥✐)✐♦♥ ❡)✴♦✉ ❞❡

23❝♦♠♣❡♥/❡

❆✐♥%✐✱ ✐❧ ❡①✐%8❡ ❞❡% ✈❡$%✐♦♥% ❞✉ ❥❡✉ ❞❛♥% ❧❡%F✉❡❧❧❡%✱ H ❝❤❛F✉❡ ♣9$✐♦❞❡✱ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❝♦♥8$✐✲

❜✉8✐♦♥ ❡%8 ❝♦♠♣❧989❡ ♣❛$ ✉♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛%❡✳ ❆✉ ❝♦✉$% ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧❡% ❛❣❡♥8% ♦♥8 ❛❧♦$% ❧❛

♣♦%%✐❜✐❧✐89 ❞❡ ♣✉♥✐$ ♦✉ ❞❡ $9❝♦♠♣❡♥%❡$ ✭♣❛$❢♦✐% ❧❡% ❞❡✉①✮ ❧❡✉$% ♣❛$8❡♥❛✐$❡% ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉✱ %✉$

❧❛ ❜❛%❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡% ❞9❝✐%✐♦♥% ❞❡ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥% ❡✛❡❝8✉9❡% ❛✉ ❝♦✉$%

❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐*$❡ 98❛♣❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛$8 ❞✉ 8❡♠♣%✱ ✐❧ %✬❛❣✐8 ❞❡ ♣✉♥✐8✐♦♥% ♦✉ ❞❡ $9❝♦♠♣❡♥%❡%

♠❛89$✐❡❧❧❡%✱ F✉✐ ❛✛❡❝8❡♥8 ❛❧♦$% ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡% ❛❣❡♥8% ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉✳ ▲✬♦♣8✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐$ ♦✉ ❞❡

$9❝♦♠♣❡♥%❡$ 98❛♥8✱ ❞❛♥% ❧❛ ♠❛❥♦$✐89 ❞❡% ❝❛%✱ ✉♥❡ ❛❝8✐♦♥ ❝♦K8❡✉%❡ ♣♦✉$ ❝❡❧✉✐ F✉✐ ❧✬❡♠♣❧♦✐❡✱

❧❡ ♠♦❞*❧❡ ❝❧❛%%✐F✉❡ ❡♥ 8❤9♦$✐❡ ❞❡% ❥❡✉① %✉♣♣♦%❡ F✉❡ ❞❡% ❛❣❡♥8% 9❣♦L%8❡% ❡8 $❛8✐♦♥♥❡❧% ♥✬✉8✐✲

❧✐%❡♥8 ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ♣♦%%✐❜✐❧✐89%✳ ❊♥ ❝♦♥%9F✉❡♥❝❡✱ ✉♥ $❛✐%♦♥♥❡♠❡♥8 ♣❛$ ✐♥❞✉❝8✐♦♥ H

$❡❜♦✉$% ♣❡$♠❡8 ❞❡ ❝♦♥❝❧✉$❡ F✉❡ ❧✬❛❥♦✉8 ❞✬✉♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛%❡ ❛✉ ❥❡✉ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

%✉$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8 ❞❡ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥ ❞❡% ❛❣❡♥8%✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥8✱ ❧✬9F✉✐❧✐❜$❡ ❞❡ ◆❛%❤ ❞✉ ♠♦✲

❞*❧❡ ❝❧❛%%✐F✉❡ ❡%8 8❡❧ F✉✬H ❝❤❛F✉❡ ♣9$✐♦❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡%8 ♥✉❧❧❡ ❡8 ❛✉❝✉♥

❛❣❡♥8 ♥❡ ♣✉♥✐8 ♥✐ ♥❡ $9❝♦♠♣❡♥%❡ %❡% ♣❛$8❡♥❛✐$❡%✳

❚♦✉8❡❢♦✐%✱ ❧❛ ♠✐%❡ ❡♥ 9✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡% ❝♦♦♣9$❛8❡✉$% ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧% %✉❣❣*$❡♥8 F✉❡ ♥♦♠❜$❡

❞✬❛❣❡♥8% %♦♥8 ❝❛♣❛❜❧❡% ❞❡ $9❛❣✐$ ❛✉ ❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8 ❞❡ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥ ❞✬❛✉8$✉✐✱ ♥♦8❛♠♠❡♥8

H 8$❛✈❡$% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡$8❛✐♥❡% 9♠♦8✐♦♥%✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ %8❛♥❞❛$❞✱

❧♦$%F✉❡ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❝♦♦♣9$❛8❡✉$ ❝♦♥❞✐8✐♦♥♥❡❧ ❡%8 ✐$$✐89 ♣❛$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8 ❞❡ ✓ ♣❛%✲

%❛❣❡$ ❝❧❛♥❞❡%8✐♥ ✔ ❞✬✉♥ ♣❛$8❡♥❛✐$❡✱ ❧❛ %❡✉❧❡ $9❛❝8✐♦♥ F✉✐ ❧✉✐ ❡%8 ♣♦%%✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣$✐♠❡$

%♦♥ ♠9❝♦♥8❡♥8❡♠❡♥8 ❡%8 ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡$ %♦♥ ♣$♦♣$❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥✳ ❖$✱ ❡♥ ❛❥♦✉8❛♥8

❛✉ ❥❡✉ ✉♥❡ ♣❤❛%❡ ❞❡ ♣✉♥✐8✐♦♥✱ ✉♥ 8❡❧ ❥♦✉❡✉$ ❛ ❛❧♦$% H %❛ ❞✐%♣♦%✐8✐♦♥ ✉♥ ♦✉8✐❧ ❧✉✐ ♣❡$♠❡88❛♥8

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐F✉❡$ %❛ ❞9%❛♣♣$♦❜❛8✐♦♥ ❡8 ❞✬♦❜8❡♥✐$ ✓ ❥✉%8✐❝❡ ✔ ❡♥ ✐♥✢✐❣❡❛♥8 ✉♥❡ %❛♥❝8✐♦♥ H

❝❡❧✉✐ F✉✐ ❛❞♦♣8❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦$8❡♠❡♥8 ❛❜✉%✐❢✳ S❛$❛❧❧*❧❡♠❡♥8✱ ❧❡ ❢❛✐8 ❞❡ ♣♦✉✈♦✐$ $9❝♦♠♣❡♥%❡$

✉♥ ♣❛$8❡♥❛✐$❡ ♣❛$8✐❝✉❧✐❡$✱ ♦✛$❡ H 8♦✉8 ❛❣❡♥8 ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✐$❡❝8 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛8✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✉✐

❡①♣$✐♠❡$ %❛ ❣$❛8✐8✉❞❡✳

❉❛♥% ❝❡88❡ ♣❡$%♣❡❝8✐✈❡✱ ❧❡ $❡❝♦✉$% ❡✛❡❝8✐❢ H ❧✬✉8✐❧✐%❛8✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ♠9❝❛♥✐%♠❡% ✐♥❝✐8❛8✐❢% ❡%8

♥❡88❡♠❡♥8 ♣❧✉% ❛88❡♥❞✉ ❡8✱ ❞❛♥% ❧❛ ❧✐889$❛8✉$❡✱ ♦♥ 8$♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉%❡% ❡①♣9$✐❡♥❝❡% ❛②❛♥8

❞9♠♦♥8$9 ❧❡✉$ ✉%❛❣❡ ❡8 ❧❡✉$ ❡✣❝❛❝✐89 ❞❛♥% ❧❛ ♣$♦♠♦8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣9$❛8✐♦♥✳

▲❛ ♣❧✉% ❝♦♥♥✉❡ ❞✬❡♥8$❡ ❡❧❧❡% ❡%8 ♣$♦❜❛❜❧❡♠❡♥8 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋❡❤$ ❡8 ●W❝❤8❡$ ✭✷✵✵✵✮✱ F✉❡ ♥♦✉%

❛✈♦♥% ❞9❥H ♣$9%❡♥89 ❛✉♣❛$❛✈❛♥8 ✭❝❢✳ ✶✳✸✳✶✳✶✳✶✮✳ S♦✉$ $❛♣♣❡❧✱ ❞❛♥% ❝❡88❡ ❡①♣9$✐❡♥❝❡✱ ❞❡%

❣$♦✉♣❡% ❞❡ ♣❛$8✐❝✐♣❛♥8% ❥♦✉❡♥8 H ✈✐♥❣8 $9♣98✐8✐♦♥% ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ▲♦$% ❞❡% ❞✐① ♣$❡✲

♠✐*$❡% ♣9$✐♦❞❡%✱ ❧❡ ❥❡✉ %✬❡✛❡❝8✉❡ %❛♥% ♣♦%%✐❜✐❧✐89 ❞❡ %❛♥❝8✐♦♥ ❛❧♦$% F✉❡✱ ❞✉$❛♥8 ❧❛ ❞❡✉①✐*♠❡

♠♦✐8✐9 ❞❡ ❧✬❡①♣9$✐❡♥❝❡✱ ✐❧ %❡ ❥♦✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣8✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐8✐♦♥✳ ▲❡% $9%✉❧8❛8% ♦❜%❡$✈9% ♣❛$ ❋❡❤$

❡8 ●W❝❤8❡$ ✭✷✵✵✵✮ ❞9♠♦♥8$❡♥8 ❛❧♦$% F✉❡ ❧❡% ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥8$✐❜✉8✐♦♥ %♦♥8 %✐❣♥✐✜❝❛8✐✈❡♠❡♥8

✶✹✷
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♣❧✉# $❧❡✈$# ❧♦(#)✉❡ ❧❡# ❥♦✉❡✉(# ♦♥, ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐,$ ❞✬✐♥✢✐❣❡( ✉♥❡ #❛♥❝,✐♦♥ ♠❛,$(✐❡❧❧❡ 6 ❧❡✉(#

♣❛(,❡♥❛✐(❡#✱ ♠❛✐# $❣❛❧❡♠❡♥, )✉❡ ❝❡,,❡ ♦♣,✐♦♥ ❡#, ❡✛❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✉,✐❧✐#$❡✱ #♦✉# ❧❡ ❝♦✉♣ ❞❡

❧❛ ❝♦❧9(❡✱ 6 ❧✬❡♥❝♦♥,(❡ ❞❡ ❝❡✉① )✉✐ ❛❞♦♣,❡♥, ♠❛❧❣($ ,♦✉, ✉♥ ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥, ❞❡ ✓ ♣❛##❛❣❡(

❝❧❛♥❞❡#,✐♥ ✔✳

❊♥ ♦✉,(❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉# ❧✬❛✈♦♥# ❞$❥6 ♠❡♥,✐♦♥♥$✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐,$ ❞❡ ❝❡ ♠$❝❛♥✐#♠❡ ✐♥❝✐,❛,✐❢

#✬$,❡♥❞ ♠A♠❡ ❛✉① #✐,✉❛,✐♦♥# ♦B ❧❡# ♣✉♥✐,✐♦♥# 6 ❞✐#♣♦#✐,✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥,# #♦♥, ✐♠♠❛,$(✐❡❧❧❡#

✭▼❛#❝❧❡, ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✸ ❀ ❈❛(♣❡♥,❡( ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ♦✉ ❧♦(#)✉❡ ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐,$ ❞❡ #❛♥❝,✐♦♥♥❡( ❡#,

♦✛❡(,❡ 6 ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ,✐❡(#✱ ❛♣♣❛(,❡♥❛♥, 6 ✉♥ ❛✉,(❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ♣❛(,✐❝✐♣❛♥,# ✭❈❛(♣❡♥,❡( ❡,

▼❛,,❤❡✇#✱ ✷✵✶✵✮✳

❈❡# ❞✐✛$(❡♥,# ($#✉❧,❛,# ♠♦♥,(❡♥, )✉✬✉♥❡ ❧❛(❣❡ ♣❛(,✐❡ ❞❡# ❛❣❡♥,# ❡#, ♣(A, 6 #✉♣♣♦(,❡(

✉♥ ❝♦O, ♠❛,$(✐❡❧ ❛✜♥ ❞✬❡①♣(✐♠❡( ❧❡✉(# $♠♦,✐♦♥# ❡, ❧❡✉( ♠$❝♦♥,❡♥,❡♠❡♥,✱ ♠❛✐# $❣❛❧❡♠❡♥,

)✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# #♦♥, #❡♥#✐❜❧❡# ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥,# )✉✐ #♦♥, ❢❛✐,# 6 ♣(♦♣♦# ❞❡ ❧❡✉(#

❛❝,✐♦♥#✳ ❈❡# ❞❡(♥✐❡(# ♣($❢9(❡♥, ❛❧♦(# ❛✉❣♠❡♥,❡( ❧❡✉( ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥,(✐❜✉,✐♦♥ ♣❧✉,Q, )✉❡ ❞❡

(✐#)✉❡( #✉❜✐( ✉♥❡ #❛♥❝,✐♦♥✱ )✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ #♦✐, ♠❛,$(✐❡❧❧❡ ♦✉ #❡✉❧❡♠❡♥, ♣#②❝❤♦❧♦❣✐)✉❡✳ ❆✐♥#✐✱

♦♥ ♣❡✉, ❡♥✈✐#❛❣❡( )✉✬✉♥❡ ♣(♦♣♦(,✐♦♥ ❝♦♥#$)✉❡♥,❡ ❞❡# ✸✵ ✪ ❞❡ #✉❥❡,# ❞❡ ❧✬❡①♣$(✐❡♥❝❡ ❞❡

❋✐#❝❤❜❛❝❤❡( ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛②❛♥, ❥♦✉$ ❞❡ ♠❛♥✐9(❡ ,♦,❛❧❡♠❡♥, $❣♦W#,❡ ❞❛♥# ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝ #,❛♥❞❛(❞✱ ♥✬❛✉(❛✐, ♣❛# ❛❣✐ ❞❡ ❧❛ #♦(,❡ #✬✐❧# ❛✈❛✐❡♥, $,$ ♣❧❛❝$# ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥,❡①,❡ ♦B

❧❡# ❞$❝✐#✐♦♥# #♦♥, #♦✉♠✐#❡# ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥, ❡, ❛✉① ($❛❝,✐♦♥# ❞✬❛✉,(✉✐✳

X❛( ❝♦♥#$)✉❡♥,✱ ❝❡,,❡ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ #❡♠❜❧❡ ♣❡(♠❡,,(❡ ✉♥ (❡♥✈❡(#❡♠❡♥, ❞✉ (❛♣✲

♣♦(, ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡①✐#,❛♥, ❡♥,(❡ ❧❡# ❛❣❡♥,# )✉✐ #♦✉❤❛✐,❡♥, ♣(♦♠♦✉✈♦✐( ❧❛ ❝♦♦♣$(❛,✐♦♥ ❡,

❝❡✉① )✉✐ #♦✉❤❛✐,❡♥, ♣(♦✜,❡( ❞❡ ❧❡✉(# ♣❛(,❡♥❛✐(❡# ❧❡# ♣❧✉# ❣$♥$(❡✉① ✭,♦✉, ❡♥ $,❛♥, #❡♥#✐❜❧❡#

❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥,# )✉✐ #♦♥, ♣♦(,$# #✉( ❧❡✉(# ❛❝,✐♦♥#✮✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

#,❛♥❞❛(❞✱ ❧❡# ❝♦♦♣$(❛,❡✉(# ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧# #♦♥, 6 ❧❛ ♠❡(❝✐ ❞❡# ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥,# ❞❡ ✓ ♣❛##❛❣❡(

❝❧❛♥❞❡#,✐♥ ✔ ❡, ♦♥, ,❡♥❞❛♥❝❡ 6 ❝♦♥✈❡(❣❡( ✈❡(# ❝❡✉①✲❝✐✱ ❞✉ ❢❛✐, ❞❡ ❧❛ ($❝✐♣(♦❝✐,$ ♥$❣❛,✐✈❡✳

❆ ❧✬✐♥✈❡(#❡✱ ❧♦(#)✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐,✐♦♥ ❡#, ♣♦##✐❜❧❡✱ ❧❡# ❝♦♦♣$(❛,❡✉(# ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧# ♣❡✉✈❡♥, ($✲

❛❣✐( ❡♥ ❥❡,❛♥, ❧✬♦♣♣(♦❜❡ #✉( ❧❡# ❛❣❡♥,# ❧❡# ♠♦✐♥# ❝♦♦♣$(❛,✐❢#✱ )✉✐✱ ❡♥ ❣(❛♥❞❡ ♠❛❥♦(✐($✱

❛❞❛♣,❡♥, ❧❡✉( ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥, ❢❛❝❡ 6 ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✉✈♦✐(✳ ❊♥ ❝❡ #❡♥#✱ ❧❛ #❛♥❝,✐♦♥ ❡#, ♣(✐✲

♠♦(❞✐❛❧❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣(♦♠♦,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣$(❛,✐♦♥✱ ❝❛( ❡❧❧❡ ♣❡(♠❡, ❞❡ ❢❛✈♦(✐#❡( ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥

❡, ❧❡ ♠❛✐♥,✐❡♥✱ ❞❛♥# ❧❡# ❣(♦✉♣❡# ❡, ❧❛ #♦❝✐$,$✱ ❞❡ ♥♦(♠❡# #♦❝✐❛❧❡# ✭♦✉ ♠♦(❛❧❡#✮ ,❡❧❧❡# )✉❡

❧❛ ❝♦♦♣$(❛,✐♦♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❡❤( ❡, ❋✐#❝❤❜❛❝❤❡(✱ ✷✵✵✹❜✮✳ X❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡# ($#✉❧,❛,#

❡①♣$(✐♠❡♥,❛✉① ❞❡ ❘❡✉❜❡♥ ❡, ❘✐❡❞❧ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦♥,(❡♥, )✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐,✐♦♥ ❡#, ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬♦(✐❡♥✲

,❡( ❞❡# ❣(♦✉♣❡# ❞✬❛❣❡♥,#✱ ♣♦##$❞❛♥, ❞❡# ❝❛(❛❝,$(✐#,✐)✉❡# ✈❛(✐$❡# ✭❡♥ ❝❡ )✉✐ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧❡✉(#

❞♦,❛,✐♦♥# ✐♥✐,✐❛❧❡# ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✈❡(# ❞✐✛$(❡♥,❡# ♥♦(♠❡# ❞❡ ❝♦♦♣$(❛,✐♦♥ ✭❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡

❧✬❤$,$(♦❣$♥$✐,$ $,❛❜❧✐❡ ♣❛( ❧❡ ♣(♦,♦❝♦❧❡✮✱ ❛❧♦(# )✉❡ ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥,(✐❜✉,✐♦♥# ❝♦♥✈❡(❣❡♥,

✈❡(# ❞❡# ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥,# ❞❡ ✓ ♣❛##❛❣❡( ❝❧❛♥❞❡#,✐♥ ✔ ❧♦(#)✉❡ ❧❛ #❛♥❝,✐♦♥ ♥✬❡#, ♣❛# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡✳

❚♦✉,❡❢♦✐#✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡ )✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣(♦♣♦(,✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# #♦✐❡♥, ✐♥❞✐✛$(❡♥,# 6 ❝❡ ♠$❝❛✲

♥✐#♠❡ ✐♥❝✐,❛,✐❢ ❡, #❡ ❝♦♠♣♦(,❡♥, ,♦✉❥♦✉(# ❡♥ ❛❣❡♥,# $❣♦W#,❡# ❡, (❛,✐♦♥♥❡❧#✱ )✉✬✐♠♣♦(,❡ ❧❡

❝♦O, )✉❡ (❡♣($#❡♥,❡♥, ❧❡# #❛♥❝,✐♦♥# )✉✬✐❧# #✉❜✐##❡♥, ❡♥ ❛❣✐##❛♥, ❛✐♥#✐✳

X❛( ❛✐❧❧❡✉(#✱ ❧❡ ❢❛✐, )✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐,✐♦♥ #♦✐, ❝♦O,❡✉#❡ ✐♠♣❧✐)✉❡ )✉❡ ❧❛ ❞$❝✐#✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐)✉❡(

✉♥❡ ♠❡#✉(❡ ♣✉♥✐,✐✈❡ ❝♦♥,(❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥♦♥ ❝♦♦♣$(❛,✐❢ ♣♦##9❞❡ ❧❡# ❝❛(❛❝,$(✐#,✐)✉❡# ❞✬✉♥

❞✐❧❡♠♠❡ #♦❝✐❛❧ ❡, ❛✐♥#✐ )✉❡ ❞❡# ✓ ♣❛##❛❣❡(# ❝❧❛♥❞❡#,✐♥# ❞❡ #❡❝♦♥❞ ♦(❞(❡ ✔ ♣❡✉✈❡♥, ❛♣♣❛✲

(❛[,(❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧✬❡✛❡❝,✐✈✐,$ ❞❡# #❛♥❝,✐♦♥# ❡#, ♥$❝❡##❛✐(❡ ♣♦✉( )✉❡ ❧❛ ♠❡♥❛❝❡ ♣❡#❛♥, #✉( ❧❡#

❛❣❡♥,# ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐#,❡# #♦✐, ❝($❞✐❜❧❡✳ X♦✉( ❛✉,❛♥,✱ ❝❡(,❛✐♥# ❝♦♦♣$(❛,❡✉(# ♣❡✉✈❡♥, ♣($❢$(❡(

✶✹✸
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4✉✐ ♣❡✉# ❛❜♦✉#✐% D ✉♥❡ ❡/❝❛❧❛❞❡ ❞❡/ %❡♣% /❛✐❧❧❡/ ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣%♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥

❡♥#%❛✐♥❡ ✉♥❡ ♣❡%#❡ ❞❡ %❡//♦✉%❝❡/ ✭❡#✴♦✉ ❞✬✉#✐❧✐# ✮✱ D ❧❛ ❢♦✐/ ❝❤❡③ ❝❡❧✉✐ 4✉✐ ❧❛ ♠❡# ❡♥ 1✉✈%❡✱

❝♦♠♠❡ ❝❤❡③ ❝❡❧✉✐ 4✉✐ /❡ ❧❛ ✈♦✐# ✐♥✢✐❣❡%✱ ❝❡ 4✉✐ ♠❡# ❡♥ ❞♦✉#❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐# ❞❡ ❝❡##❡ ✐♥❝✐#❛#✐♦♥

D ❛❣✐% ♣♦✉% ❧❡ ❜✐❡♥✲P#%❡ /♦❝✐❛❧✳ ❆✐♥/✐✱ ♦♥ ❝♦♥/#❛#❡ 4✉❡ ❧✬♦♣#✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐#✐♦♥ ♣❡%♠❡# ❞✬♦❜#❡♥✐%

❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ 4✉✐ /♦♥# ❡✛❡❝#✐✈❡♠❡♥# ♣❧✉/  ❧❡✈ / 4✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❥❡✉ /#❛♥❞❛%❞✱

❜✐❡♥ 4✉❡ ❝❡❧❛ /❡ ❢❛//❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥# ❛✉ ❞ #%✐♠❡♥# ❞❡ ❧❛ 4✉❛❧✐# ❞❡/ %❡❧❛#✐♦♥/ ❡♥#%❡ ❧❡/ ❛❣❡♥#/

❡# 4✉❡ ❧❛ /❛♥❝#✐♦♥ ❛❝❝✉/❡ ✉♥❡ ♣❡%#❡  ❝♦♥♦♠✐4✉❡ ✐%% ❝♦✉✈%❛❜❧❡ ❧♦%/4✉✬❡❧❧❡ ❡/# ❡♠♣❧♦② ❡✳

@❛%❛❧❧S❧❡♠❡♥#✱ ♦♥ #%♦✉✈❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❧✐## %❛#✉%❡ ❞❡/ ✈❡%/✐♦♥/ ❞✉ ❥❡✉ ♣% /❡♥#❛♥# ✉♥❡ ❛❧#❡%✲

♥❛#✐✈❡ ❛✉ ♠ ❝❛♥✐/♠❡ ✐♥❝✐#❛#✐❢ ❞❡ ❧❛ /❛♥❝#✐♦♥✱ ❞❛♥/ ❧❡/4✉❡❧❧❡/ ❡/# ♦✛❡%#❡ ❛✉① ❛❣❡♥#/ ❧❛

♣♦//✐❜✐❧✐# ❞❡ % ❝♦♠♣❡♥/❡% ❧❡✉%/ ♣❛%#❡♥❛✐%❡/✳ ■❧ ❡/# ❢% 4✉❡♠♠❡♥# /✉♣♣♦/ 4✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥

%❡♣% /❡♥#❡ ✉♥❡ ✐♥❝✐#❛#✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉/ ❡✣❝❛❝❡ 4✉❡ ❧❛ % ❝♦♠♣❡♥/❡✱ ❡♥ ❝❡ /❡♥/ 4✉❡ ❧❡/

✓ ♣❛//❛❣❡%/ ❝❧❛♥❞❡/#✐♥/ ✔ ♥✬❡♥❝♦✉%%❡♥# ❛✉❝✉♥ %✐/4✉❡ ❞❡ %❡♣% /❛✐❧❧❡/✱ ♣♦✉% ❧❡✉%/ ♠❛✉✈❛✐/

❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#/✱ ❧♦%/4✉❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥ ♥✬❡/# ♣❛/ ❞✐♣♦♥✐❜❧❡✳ ❉❡ ❢❛✐#✱ ✉♥❡ ❧❛%❣❡ ♣❛%#✐❡ ❞❡/ #%❛✲

✈❛✉① /❡ ♣%♦♣♦/❛♥# ❞✬ #✉❞✐❡% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉# ❞✬✉♥❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ % ❝♦♠♣❡♥/❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❡①❛♠✐♥❡  ❣❛❧❡♠❡♥# ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣#✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐#✐♦♥✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉# ❞❡ ❝♦♠♣❛%❡%

❧✬❡✣❝❛❝✐# ❞❡ ❝❡/ ❞❡✉① ♠ ❝❛♥✐/♠❡/ ✐♥❝✐#❛#✐❢/✱ ♠❛✐/ ❛✉//✐ ❞✬♦❜/❡%✈❡% ❧✬❡✛❡# ♦❜#❡♥✉ ❧♦%/4✉❡

❝❡/ ❞❡✉① ♦♣#✐♦♥/ /♦♥# ❝♦♠❜✐♥ ❡/ ✭❙❡❢#♦♥✱ ❙❤✉♣♣ ❡# ❲❛❧❦❡%✱ ✷✵✵✼ ❀ ❘❛♥❞✱ ❉%❡❜❡%✱ ❊❧❧✐♥❣/❡♥✱

❋✉❞❡♥❜❡%❣ ❡# ◆♦✇❛❦✱ ✷✵✵✾ ❀ ❙✉##❡%✱ ❍❛✐❣♥❡% ❡# ❑♦❝❤❡%✱ ✷✵✶✵ ❀ ❈❤♦✐ ❡# ❆❤♥✱ ✷✵✶✸✮✳

❆✐♥/✐✱ ❞✬❛♣%S/ ❧✬ #✉❞❡ ❞❡ ❙❡❢#♦♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞✬❛❥♦✉#❡% D ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

% ♣ # ✱ ❥♦✉ ❡♥ ✓ ♣❛%#♥❡% ✔✱ ✉♥❡ ♣❤❛/❡ ♦✛%❛♥# ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐# ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❞❡ % ❝♦♠♣❡♥/❡%

❧❡✉%/ ❛✉#%❡/ ♠❡♠❜%❡/ ❞❡ ❧❡✉% ❣%♦✉♣❡✱ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝# /✐❣♥✐✜❝❛#✐❢ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮ /✉% ❧❡/ ❝♦♠✲

♣♦%#❡♠❡♥#/ ❞❡ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ ❡# /✉% ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣❛✐♥ ♦❜#❡♥✉/ ♣❛% ❧❡/ /✉❥❡#/✱ ❛✉ ♠P♠❡

#✐#%❡ 4✉❡ ❧❡ ❢❛✐# ❞✬♦✛%✐% ❛✉① ❛❣❡♥#/ ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐# ❞❡ ♣✉♥✐% ❧❡✉%/ ♣❛%#❡♥❛✐%❡/✳ ❚♦✉#❡❢♦✐/✱

❧❡/ ❛✉#❡✉%/ ♥♦#❡♥# ❝❡%#❛✐♥❡/ ❞✐✛ %❡♥❝❡/ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡♠❡♥# ♣♦✉% ❝❡/ ❞❡✉① ♠ ❝❛♥✐/♠❡/✳ ❊♥

♣❛%#✐❝✉❧✐❡%✱ ✐❧/ /♦✉❧✐❣♥❡♥# 4✉❡ ❧❡/ ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#/ ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔ /♦♥# ♣❧✉/ ♣% ❝♦❝❡/ ❡#

♣❧✉/ ♣%♦♥♦♥❝ / ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✓ % ❝♦♠♣❡♥/❡ ✔ 4✉❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✓ ♣✉♥✐#✐♦♥ ✔✳ @❛%

❛✐❧❧❡✉%/✱ ✐❧/ ♦❜/❡%✈❡♥#  ❣❛❧❡♠❡♥# 4✉❡ ❧❡ ♠♦♥#❛♥# ❞❡ ❧❛ /❛♥❝#✐♦♥ ✐♥✢✐❣ ❡ D ✉♥ ❛❣❡♥# ❡/# ❢♦%✲

#❡♠❡♥# ❝♦%% ❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ ✈✐❛#✐♦♥ ✭♥ ❣❛#✐✈❡✮ ❞❡ /❛ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ ✈✐/✲D✲✈✐/ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ /♦♥ ❣%♦✉♣❡✱ #❛♥❞✐/ 4✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ % ❝♦♠♣❡♥/❡ %❡e✉ ♥✬❡/# 4✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥# ❝♦%✲

% ❧ D ❧❛ ❞ ✈✐❛#✐♦♥ ✭♣♦/✐#✐✈❡✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♣❛% %❛♣♣♦%# D ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡/

❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥/ ❞✉ ❣%♦✉♣❡✳ ❊♥ ❝♦♥/ 4✉❡♥❝❡✱ ♠❛❧❣% ❧❡ ❢❛✐# 4✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✓ % ❝♦♠♣❡♥/❡ ✔

♣❡%♠❡##❡ ❞✬♦❜#❡♥✐% ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉%/ %❡♥❞❡♠❡♥#/✱ ❡♥ #❡%♠❡ ❞❡ ❣❛✐♥/ ♠❛# %✐❡❧/✱ 4✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥

✓ ♣✉♥✐#✐♦♥ ✔ ✭❧❡/ /❛♥❝#✐♦♥/ %❡♣% /❡♥#❛♥# ✉♥❡ ♣❡%#❡  ❝♦♥♦♠✐4✉❡✮✱ ❧❡/ ❛✉#❡✉%/ ❝♦♥/✐❞S%❡♥#

4✉❡ /❛♥❝#✐♦♥♥❡% ❡/# ✉♥ ♦✉#✐❧ ♣❧✉/ ✐♥#✉✐#✐❢ ❡# ♣❧✉/ ✜❛❜❧❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉# ♣%♦♠♦✉✈♦✐% ❧❛ ❝♦♦♣ ✲

%❛#✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♥♦#❛♠♠❡♥# ❡♥ ❝❡ 4✉✐ ❝♦♥❝❡%♥❡ ❧❡/ ❞❡%♥✐❡%/ ✐♥/#❛♥#/ ❞❡

❧✬✐♥#❡%❛❝#✐♦♥✳

✶✹✹



✹✳✸✳ ▲✬❛❥♦✉) ❞✬✉♥❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ ♣✉♥✐)✐♦♥ ❡)✴♦✉ ❞❡ 23❝♦♠♣❡♥/❡

▲❡" #$❛✈❛✉① ❞❡ ❈❤♦✐ ❡# ❆❤♥ ✭✷✵✶✸✮ $❡♠❡##❡♥# 7❣❛❧❡♠❡♥# ❡♥ ❝❛✉"❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#7 ❞❡ ❧✬♦♣#✐♦♥

❞❡ $7❝♦♠♣❡♥"❡ = ♠♦#✐✈❡$ ❧❛ ❝♦♦♣7$❛#✐♦♥✱ ❡♥ "✉❣❣7$❛♥# ?✉❡ ❧❡" $❡""♦$#" ❞❡ "♦♥ ✉#✐❧✐"❛#✐♦♥

"♦♥# ❞✐✛7$❡♥#" ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥ ❡# ♥✬♦♥# ♣❛" ❧❛ ♠A♠❡ ♣♦$#7❡ ♠♦$❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡✉$"

$7"✉❧#❛#" ❡①♣7$✐♠❡♥#❛✉① ♠♦♥#$❡♥# ?✉❡✱ ❞❛♥" ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ $7♣7#7✱ ❥♦✉7 ✉♥ ♥♦♠❜$❡

✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐"✱ ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣7$❛#✐♦♥ ♦❜#❡♥✉" ❞❛♥" ❧❡" #$❛✐#❡♠❡♥#" ✓ $7❝♦♠♣❡♥"❡ ✔ ❡#

✓ ♣✉♥✐#✐♦♥ ✔ "♦♥# "❡♠❜❧❛❜❧❡"

✼

❧♦$"?✉❡ ❧❡" ❣$♦✉♣❡" ❞❡ ♣❛$#✐❝✐♣❛♥#" ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥# ♣❛" ❞✬✉♥❡

♣7$✐♦❞❡ = ❧✬❛✉#$❡ ✭✓ ♣❛$#♥❡$ ✔✮✱ ❛❧♦$" ?✉✬= ❧✬✐♥✈❡$"❡✱ ❧♦$"?✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ "♦♥# $❡❢♦$♠7" ❛✈❛♥#

❝❤❛?✉❡ $7♣7#✐#✐♦♥ ✭✓ "#$❛♥❣❡$ ✔✮✱ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥ ❡"# ❜✐❡♥ ♣❧✉" ❡✣❝❛❝❡ ?✉❡ ❧❛ $❡❝♦♠♣❡♥"❡✳ ▲✬❡①✲

♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛✈❛♥❝7❡ ♣❛$ ❧❡" ❛✉#❡✉$"✱ ♣♦✉$ ❡①❧✐?✉❡$ ❝❡##❡ ❞✐✛7$❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❡♥#$❡

❧❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥" ✓ ♣❛$#♥❡$ ✔ ❡# ✓ "#$❛♥❣❡$ ✔✱ ❡"# ❛❧♦$" ❞❡ ❝♦♥"✐❞7$❡$ ?✉❡ "❡✉❧❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥ ❡"#

✉♥ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ✐♥#$✐♥"L?✉❡♠❡♥# ♠♦#✐✈7✱ ❛②❛♥# ♣♦✉$ ♦$✐❣✐♥❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦$♠❡

"♦❝✐❛❧❡✱ #❛♥❞✐" ?✉❡ ❧✬❛❝#❡ ❞❡ $7❝♦♠♣❡♥"❡ ❡"# ❡✛❡❝#✉7 = ❞❡" ✜♥" ♣❧✉" "#$❛#7❣✐?✉❡"✱ ❞❡ "♦$#❡

= ❜7♥7✜❝✐❡$ ❞❡ ❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥" ♣❧✉" 7❧❡✈7❡" ❞❛♥" ❧❡ ❢✉#✉$✳

❆✉ #♦#❛❧✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐#7 ❞❡ ❧❛ $7❝♦♠♣❡♥"❡ ❞❛♥" ❧❛ ♣$♦♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣7$❛#✐♦♥ "❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝

❝♦♥❞✐#✐♦♥♥7 ❛✉ ❢❛✐# ?✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ✐♥#❡$❛❣✐""❡♥# ❡♥"❡♠❜❧❡✱ ♣❡♥❞❛♥# #♦✉#❡ ❧❛ ❞✉$7❡ ❞❡

❧✬✐♥#❡$❛❝#✐♦♥✱ ❝❡ ?✉✐ ♥✬❡"# ♣❛" ❧❡ ❝❛" ♣♦✉$ ❝❡ ?✉✐ ❡"# ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥✳ ❙✬❛❣✐""❛♥#

❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐#✐♦♥✱ ?✉❡ ❧✬♦♥ ❥♦✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐L$❡ $7♣7#7❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ?✉❡ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ❞❛♥" ❧❡?✉❡❧ ♦♥

❥♦✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉ ♥♦♥ = ❝❤❛?✉❡ ♣7$✐♦❞❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❞❡ ✓ ♣❛""❛❣❡$ ❝❧❛♥❞❡"#✐♥ ✔✱ ❡"#

#♦✉❥♦✉$" "✉"❝❡♣#✐❜❧❡ ❞❡ ❞7❝❧❡♥❝❤❡$ ❧❡ "❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❝♦❧L$❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠A♠❡ ✐♥#❡♥"✐#7 ❝❤❡③ ❧❡"

❝♦♦♣7$❛#❡✉$"✱ ❝♦♥❞✉✐"❛♥# = ✉♥❡ ♠A♠❡ ♠✐"❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡" "❛♥❝#✐♦♥"✱ ❝❡ ?✉✐ ❡①♣❧✐?✉❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐#7 ❞✬❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠7❝❛♥✐"♠❡ ✐♥❝✐#❛#✐❢ = ❧❛ ♣❧✉$❛❧✐#7 ❞❡" ❝♦♥#❡①#❡"✳ Q❛$❛❧❧L❧❡♠❡♥#✱

❧❛ ✈♦❧♦♥#7 ❞❡ $7❝♦♠♣❡♥"❡$ #$♦✉✈❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥" ❡♥ ♣❛$#✐❡✱ "♦♥ ♦$✐❣✐♥❡ ❞❛♥" ❧✬7♠❡$❣❡♥❝❡ ❞✉

"❡♥#✐♠❡♥# ❞❡ ❣$❛#✐#✉❞❡✳ ◆7❛♥♠♦✐♥"✱ ❧❡" ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥#" "✉"❝✐#❛♥# ✉♥❡ 7♠❡$❣❡♥❝❡ ✐♥#❡♥"❡

❞❡ ❝❡##❡ 7♠♦#✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥# A#$❡ $❛$❡" ✭♣❡✉ ❞❡ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥#" ❡①#$❛♦$❞✐♥❛✐$❡♠❡♥# ❛❧#$✉✐"#❡"✮

♦✉ ❡♥❝♦$❡ ♥❡ ♣❛" ❞7❝❧❡♥❝❤❡$ ❧❛ ❣$❛#✐#✉❞❡ ❝❤❡③ ❝❡✉① ♣♦✉$ ?✉✐ ❡❧❧❡ ❛ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉" ✐♠✲

♣♦$#❛♥#❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡" ❛❣❡♥#" ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐"#❡" "♦♥# ♣$♦❜❛❜❧❡♠❡♥# ♠♦✐♥" "✉"❝❡♣#✐❜❧❡" ❞✬❛❣✐$

"♦✉" ❧✬❡✛❡# ❞❡ ❧❛ ❣$❛#✐#✉❞❡✱ ✈♦✐$❡ ❞✬A#$❡ ❡♥ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ❧❛ $❡""❡♥#✐$✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛✐"♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡"

❛❣❡♥#" ♣♦✉$ ?✉✐ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ❝♦♥#$✐❜✉❡$ ❡"# ✐♠♣♦$#❛♥#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❝❡ "♦♥# ❜✐❡♥ ❧❡" ❛❣❡♥#" ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧✐"#❡" ?✉✐ ❜7♥7✜❝✐❡♥#✱ = ♠♦✐♥❞$❡ ❝♦S#✱ ❞❡" ❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥" 7❧❡✈7❡" ❞❡ ❧❡✉$" ♣❛$#❡♥❛✐$❡"

❧❡" ♣❧✉" ❝♦♦♣7$❛#✐❢"✳ ❊♥ ♣❛$❛❧❧L❧❡✱ ❝❡✉① ?✉✐ ❝♦♥#$✐❜✉❡♥# ❡# ✈❛❧♦$✐"❡♥# ❧❡ ♣❧✉" ❧❛ ❝♦♦♣7$❛#✐♦♥✱

❜✐❡♥ ?✉✬✐❧" "♦✐❡♥# ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡♠❡♥# "✉❥❡#" = $❡""❡♥#✐$ ❧❛ ❣$❛#✐#✉❞❡ ♣❧✉" ✐♥#❡♥"7♠❡♥#✱ "♦♥#

❛♠❡♥7" = ♥❡ ❧❛ $❡""❡♥#✐$ ?✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥#✱ ❞✉ ❢❛✐# ❞✉ ♠♦✐♥❞$❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥ ❛✣❝❤7

♣❛$ ❧❡✉$" ♣❛$#❡♥❛✐$❡"✳ Q♦✉$ ♣$❡♥❞$❡ "❛ ♣❧❡✐♥❡ ♠❡"✉$❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝# ❝$✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣$❛#✐#✉❞❡ ❡# ❞❡

❧❛ $7❝♦♠♣❡♥"❡ "✉$ ❧❡" ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥#" ❞❡ ❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥✱ ♣♦✉$$❛✐# ♥7❝❡""✐#❡$ ?✉❡ ❧✬✐♥#❡$❛❝#✐♦♥

"✬✐♥"❝$✐✈❡ ❞❛♥" ✉♥❡ ♣❡$"♣❡❝#✐✈❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡✱ ✐♠♣❧✐?✉❛♥# ✉♥❡ 7✈♦❧✉#✐♦♥ ✐♥#❡$#❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❞❡"

$❡❧❛#✐♦♥" ✐♥#❡$♣❡$"♦♥♥❡❧❧❡"✳

❆✐♥"✐✱ ❧= ♦T ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ♣✉♥✐$ $❡♣$7"❡♥#❡ ✉♥ ♠7❝❛♥✐"♠❡ ❞❡ ❞7❢❡♥"❡ ✐♥✈❛$✐❛❜❧❡ ❝♦♥#$❡ ❧❡"

❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥#" ❛❜✉"✐❢"✱ ❛✉ "❡♥" ✐❧" ✈♦♥# = ❧✬❡♥❝♦♥#$❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡$#❛✐♥❡ ✐❞7❡ ❞❡ ❥✉"#✐❝❡ ❞❛♥" ❧❡

♣❛$#❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦$# ❝♦♦♣7$❛#✐❢✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ $7❝♦♠♣❡♥"❡$ ✉♥ ♣❛$#❡♥❛✐$❡ "❡♠❜❧❡ ♣❧✉#U# $❡♣$7"❡♥✲

#❡$ ✉♥ ❛❝#❡ ✈✐"❛♥# = ❢❛✈♦$✐"❡$ ❧❛ ❝$7❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $❡❧❛#✐♦♥ ✭❞✬✉♥ ❧✐❡♥ "♦❝✐❛❧✮ "♦❧✐❞❡ ❡♥#$❡ ❞❡"

♣❛$#❡♥❛✐$❡" ?✉✐ ♣❛$#❛❣❡♥# ✭♦✉ #♦✉# ❞✉ ♠♦✐♥" ❛✣❝❤❡♥#✮ ❞❡" ✈❛❧❡✉$" ❝♦♠♠✉♥❡"✱ = #$❛✈❡$"

✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥ ❛♣♣$♦❜❛#✐✈❡✳ ❊♥ ❝❡ "❡♥"✱ ❧✬✐♥#❡$♣$7#❛#✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✈♦✉✲

❧❛♥# ?✉❡ ❧❛ $7❝♦♠♣❡♥"❡ $❡♣$7"❡♥#❡ "❡✉❧❡♠❡♥# ✉♥ ✐♥✈❡"#✐""❡♠❡♥# ✓ "#$❛#7❣✐?✉❡ ✔✱ ❛✉ "❡♥"

❞❡ ♠❛#7$✐❡❧❧❡♠❡♥# ✐♥#7$❡""7✱ ♥7❣❧✐❣❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❛✛❡❝#✐✈❡ ❞✉ ♣$♦❝❡""✉" ❝♦♥❞✉✐"❛♥# = "❛

✼✳ ❙❛✉❢ ❡♥ ❝❡ )✉✐ ❝♦♥❝❡,♥❡ ❧❡. ❝♦♠♣♦,1❡♠❡♥1. ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔✱ )✉✐ .♦♥1 8 ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❧✉. ❛❝❝❡♥1✉:. ❞❛♥.

❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ✓ ,:❝♦♠♣❡♥.❡ ✔✳

✶✹✺



✹✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✿ ✉♥ ❝❛❞/❡ ❛♣♣/♦♣/✐1 2 ❧❛ /❡♣/13❡♥4❛4✐♦♥ ❞✉ /5❧❡ 1❝♦♥♦♠✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣/❛4✐4✉❞❡

 !❛❧✐%❛&✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥%& ✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡  ❡❧❛&✐♦♥ ❡♥& ❡ ❛❣❡♥&% ♥!❝❡%%✐&❡ ✉♥❡ ✐♥&❡ ❛❝&✐♦♥ ♣ ♦❧♦♥✲

❣!❡ ❡&✱ ❡♥ ❝❡ %❡♥%✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✓ %& ❛♥❣❡ ✔ ♥✬♦✛ ❡ ♣❛% ❧❛ ❞✉ !❡ ❞❡ &❡♠♣% %✉✣%❛♥&❡ ♣♦✉ 

9✉✬✉♥ ❧✐❡♥ %♦❝✐❛❧ ❢♦ & %❡ ❝ !❡ ❡♥& ❡ ❧❡% ♣❛ &❡♥❛✐ ❡%✱ ❝❡ 9✉✐ ♣❡ &✉ ❜❡ ❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞✉

♠!❝❛♥✐%♠❡ ✐♥❝✐&❛&✐❢ ❞❡  !❝♦♠♣❡♥%❡ ❡& ❡①♣❧✐9✉❡ ♣♦✉ 9✉♦✐ ✐❧ ♣❡ ❞ ❡♥ ❡✣❝❛❝✐&! ❞❛♥% ❝❡% ❝✐ ✲

❝♦♥%&❛♥❝❡%✳ ❯♥❡ &❡❧❧❡ ✐♥&❡ ♣ !&❛&✐♦♥ ♣❡ ♠❡& ❞✬❡①♣❧✐9✉❡ ♣♦✉ 9✉♦✐✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞ ❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦✉! ❡♥ ❝♦✉♣✱ ❲❛❧❦❡ ❡& ❍❛❧❧♦ ❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ♦❜%❡ ✈❡♥& 9✉❡ ❧✬♦♣&✐♦♥ ❞❡  !❝♦♠✲

♣❡♥%❡ ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛% %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& %✉ ❧❡% ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥& ✐❜✉&✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛ ❛✐%♦♥ ❛✈❡❝

❝❡ 9✉✐ ❡%& ♦❜&❡♥✉ ♣♦✉ ❞❡% ❣ ♦✉♣❡% ✓ ❝♦♥& J❧❡% ✔ ✭♦K ❡❧❧❡ ❡%& ❛❜%❡♥&❡✮✱ ❛❧♦ % ♠L♠❡ 9✉✬❡❧❧❡

❡%& ❧❛ ❣❡♠❡♥& ✉&✐❧✐%!❡ ♣❛ ❧❡% ♣❛ &✐❝✐♣❛♥&% ❧♦ %9✉✬❡❧❧❡ ❡%& ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥&

❞❡ ♥♦&❡ 9✉❡ ❧❡% ❛✉&❡✉ % & ♦✉✈❡♥& ✉♥  !%✉❧&❛& %✐♠✐❧❛✐ ❡ ❡♥ ❝❡ 9✉✐ ❝♦♥❝❡ ♥❡ ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥✱ ❝❡

9✉✐ &❡♥❞ N ♠♦♥& ❡ 9✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ %❛♥❝&✐♦♥ ♣♦✉  ❛✐& !❣❛❧❡♠❡♥& %✬✐♥%❝ ✐ ❡ ❞❛♥% ✉♥❡

♣❡ %♣❡❝&✐✈❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡✳

P❛ ❛✐❧❧❡✉ %✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛  !❝♦♠♣❡♥%❡ %❡♠❜❧❡ !❣❛❧❡♠❡♥& ♣ !%❡♥&❡ ❧❡ ❞!❢❛✉& ❞❡ %✬❡❢✲

❢ ✐&❡ ♣❧✉%  ❛♣✐❞❡♠❡♥& 9✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥✱ N ❧✬❛♣♣ ♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦✉%✱

❧❡% ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥&% ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔ %♦♥& ❞S% N ✉♥ ✓  ❡❧T❝❤❡♠❡♥& ✔ ❞❡ ❝❡ &❛✐♥% ❞❡% ❝♦✲

♦♣! ❛&❡✉ % 9✉✐✱ ❧♦ % ❞❡% ❞❡ ♥✐U ❡% ♣! ✐♦❞❡%✱ ❞✐♠✐♥✉❡♥& ❧❡✉ % ❝♦♥& ✐❜✉&✐♦♥% ❝❛ ✐❧% ❥✉❣❡♥&

❛✈♦✐ ❞!❥N ❝♦♥%❡♥&✐ N ✉♥ ❡✛♦ & ❝♦♥%!9✉❡♥& ❛✉♣❛ ❛✈❛♥&✳ ❚♦✉&❡❢♦✐%✱ ❞✬❛✉& ❡% ❝♦♦♣! ❛&❡✉ %✱

❧❡% ♣❧✉% ❛%%✐❞✉%✱ ♥❡ ❢♦♥& ♣❛% ♣ ❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠L♠❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥❝❡ ❡♥✈❡ % ❡✉①✲♠L♠❡% ❡& ♣❡✉✈❡♥&

L& ❡ ♣ L&% N ♣✉♥✐ ❝❡✉① 9✉✐ ♥❡ ♣♦✉ %✉✐✈❡♥& ♣❛% ❧✬❡✛♦ & ❥✉%9✉✬❛✉ ❜♦✉&✳ ▲❛ ♣ !%❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡&&❡

♠❡♥❛❝❡ ♣❡ ♠❡& ❛❧♦ % ❞❡ ❧✐♠✐&❡ ❧❛ %✉ ✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡% ❡✛❡&% ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔ ❞❛♥% ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥

✓ ♣✉♥✐&✐♦♥ ✔✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡ %❡✱ ❞❛♥% ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✓  !❝♦♠♣❡♥%❡ ✔✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦♥%❝✐❡♥& 9✉❡ ❧❛

✜♥ ❞✉ ❥❡✉ ❛♣♣ ♦❝❤❡ ❡& ❝♦♥%✐❞! ❛♥& ❛✈♦✐ ❞!❥N ❢❛✐& %✉✣%❛♠♠❡♥& ❞✬❡✛♦ &%✱ ♥✬❡%& ♣ ♦❜❛❜❧❡✲

♠❡♥& ♣❧✉% ❛✉&❛♥& N ❧❛  ❡❝❤❡ ❝❤❡ ❞❡  ❡❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛ & ❞❡ %❡% ♣❛ &❡♥❛✐ ❡%✱ 9✉❡ ❧♦ %

❞❡% ♣ ❡♠✐U ❡% ♣! ✐♦❞❡% ❡&✱ ❞❡ ❢❛✐&✱ %❡ %♦✉❝✐❡ ♠♦✐♥% ❞❡  ❡❝❡✈♦✐ ✉♥❡  !❝♦♠♣❡♥%❡✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❡

❢❛✐& 9✉❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% %♦✐❡♥& ❝♦♥%❝✐❡♥&% 9✉✬✐❧ ♥❡ %❡ ♦♥& ❜✐❡♥&J& ♣❧✉% ❡♥ ✐♥&❡ ❛❝&✐♦♥ ❧❡% ✉♥%

❛✈❡❝ ❧❡% ❛✉& ❡%✱ ✐♠♣❧✐9✉❡ %❛♥% ❞♦✉&❡ 9✉✬✐❧ ❧❡✉ ♣❛ ❛✐& ♠♦✐♥% ✐♥&! ❡%%❛♥& ❞❡ ❝♦♥& ✐❜✉❡ N

❝♦♥%& ✉✐ ❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡%  ❡❧❛&✐♦♥% ❡♥& ❡ ❡✉①✱ ❝❡ 9✉✐ ❧✐♠✐&❡ ❧✬✉%❛❣❡ ❞❡ ❧❛  !❝♦♠♣❡♥%❡✳ ❆✐♥%✐✱ ❝❡%

❞❡✉① ♣❤!♥♦♠U♥❡% ❡①♣❧✐9✉❡♥& ♣♦✉ 9✉♦✐✱ N ❧✬❛♣♣ ♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&! ❞✬✐♥❝✐&❛✲

&✐♦♥ ❞✉ ♠!❝❛♥✐%♠❡ ❞❡  !❝♦♠♣❡♥%❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣ ♦✈♦9✉❛♥& ❛✐♥%✐ ✉♥❡ ❛♣♣❛ ✐&✐♦♥ ♣❧✉% ♣ !❝♦❝❡%

❡& ♣ ♦♥♦♥❝!❡% ❞❡% ❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥&% ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔✳

❋❛❝❡ N ❝❡ ♣ ♦❜❧U♠❡✱ ❧✬❡①♣! ✐❡♥❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞✱ ❉ ❡❜❡ ✱ ❊❧❧✐♥❣%❡♥✱ ❋✉❞❡♥❜❡ ❣ ❡& ◆♦✇❛❦ ✭✷✵✵✾✮

♣❡ ♠❡&✱ N & ❛✈❡ % ✉♥ ♣ ♦&♦❝♦❧❡ ♦ ✐❣✐♥❛❧✱ ❞❡ ❝♦♠♣❛ ❡ ❧✬❡✛❡& ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❧❛  !❝♦♠✲

♣❡♥%❡✱ %✉ ❧❛ ❝♦♦♣! ❛&✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ %❛♥% 9✉❡ ❧❡% ♣❡ &✉ ❜❛&✐♦♥% ❞✉❡% ❛✉①

❝♦♠♣♦ &❡♠❡♥&% ❞❡ ✓ ✜♥ ❞❡ ❥❡✉ ✔ ♥✬✐♥&❡ ✈✐❡♥♥❡♥&✳ P♦✉ ❝❡ ❢❛✐ ❡✱ ❧❡% ♣❛ &✐❝✐♣❛♥&% N ❞✐✈❡ %❡%

✈❛ ✐❛♥&❡% ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ %❡ ❞! ♦✉❧❛♥& ❡♥ ✓ ♣❛ &♥❡ ✔✱ %♦♥& ✐♥❢♦ ♠!% 9✉❡ ❧❡ ❥❡✉ %❡

❥♦✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐U ❡  !♣!&!❡✱ ♠❛✐% ❧❡ ♥♦♠❜ ❡ ❡①❛❝& ❞❡  !♣!&✐&✐♦♥% ♥❡ ❧❡✉ ❡%& ♣❛% ❝♦♠♠✉♥✐✲

9✉!✳ ❉❛♥% ❝❡% ❝♦♥❞✐&✐♦♥%✱ ❧❡% ❛✉&❡✉ % ♠♦♥& ❡♥& ❛❧♦ % 9✉❡ ❧❡% ❝♦♥& ✐❜✉&✐♦♥% ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❞!❝❧✐♥❡♥& ❞❛♥% ❧❛ ✈❡ %✐♦♥ %&❛♥❞❛ ❞ ❞✉ ❥❡✉✱ &❛♥❞✐% 9✉❡ ❝❡❧❧❡%✲❝✐ %❡ ♠❛✐♥&✐❡♥♥❡♥& N ✉♥ ♥✐✲

✈❡❛✉ !❧❡✈! ❧♦ %9✉❡ ❧✬♦♣&✐♦♥ ❞❡ ♣✉♥✐&✐♦♥ ♦✉ ❞❡  !❝♦♠♣❡♥%❡ ❡%& ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉ ❧❡% ❛❣❡♥&%✳

❚♦✉&❡❢♦✐%✱ ❧❡%  !%✉❧&❛&% %✉❣❣U ❡♥& N ♥♦✉✈❡❛✉ 9✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡% ❣❛✐♥% ❣!♥! !%✱ N ❝❤❛9✉❡

♣! ✐♦❞❡✱ ❡♥ ✐♥&!❣ ❛♥& N ❧❛ ❢♦✐% ❧❡% ❣❛✐♥% ❧✐!% N ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❝♦♥& ✐❜✉&✐♦♥ ❡& ❝❡✉① ✐%%✉% ❞❡ ❧❛

♣❤❛%❡ ❞✬✐♥&❡ ❛❝&✐♦♥ ❝✐❜❧!❡ ✭♣✉♥✐&✐♦♥ ♦✉  !❝♦♠♣❡♥%❡✮✱ %♦♥& ♣❧✉% ✐♠♣♦ &❛♥&% ❞❛♥% ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

&✐♦♥ ✓  !❝♦♠♣❡♥%❡ ✔ 9✉❡ ❞❛♥% ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✓ ♣✉♥✐&✐♦♥ ✔✳ P❛ ❛✐❧❧❡✉ %✱ ❘❛♥❞ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮

❛♥❛❧②%❡♥& !❣❛❧❡♠❡♥& ❧❛ ❢ !9✉❡♥❝❡ ❞✬✉&✐❧✐%❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛  !❝♦♠♣❡♥%❡ ❡& ❞❡ ❧❛ ♣✉♥✐&✐♦♥✱ ❛✉ ❝♦✉ %

❞✉ &❡♠♣% ❡& ❧❡✉ % ❞♦♥♥!❡% ♠♦♥& ❡♥& 9✉❡✱ ❞❛♥% ✉♥ &❡❧ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❡ ❥❡✉✱ ❧✬✉&✐❧✐%❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣✉♥✐&✐♦♥ &❡♥❞ N ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ♣! ✐♦❞❡ ❡♥ ♣! ✐♦❞❡✱ &❛♥❞✐% 9✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛  !❝♦♠♣❡♥%❡ &❡♥❞

✶✹✻



✹✳✸✳ ▲✬❛❥♦✉) ❞✬✉♥❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ ♣✉♥✐)✐♦♥ ❡)✴♦✉ ❞❡ 23❝♦♠♣❡♥/❡

 ❛✉❣♠❡♥'❡(✳ ❈❡ ❞❡(♥✐❡( (-.✉❧'❛' ❡.' ❝♦❤-(❡♥' ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥. .♦❝✐❛✉① ♣♦.✐'✐❢.

❡♥'(❡ ❧❡. ❛❣❡♥'. ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✓ (-❝♦♠♣❡♥.❡ ✔✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡✉①✲❝✐ .❡ (-❝♦♠♣❡♥.❡♥' ❞❡ ♣❧✉.

❡♥ ♣❧✉. ❡' '♦✉' .❡ ♣❛..❡ ❝♦♠♠❡ .✐ ✉♥❡ (❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ =✉❛❧✐'- .❡ ❝(-❛✐' ❡♥'(❡ ❡✉①✱ .✉( ❧❛ ❜❛.❡

❞✬✐♥'❡(❛❝'✐♦♥. (-✉..✐❡.✳

❈❡''❡ -'✉❞❡ ❧❛✐..❡ ❡♥'(❡✈♦✐( ❧❡. ❝♦♥❞✐'✐♦♥. ♣❡(♠❡''❛♥' ✉♥❡ ✉'✐❧✐.❛'✐♦♥ ♦♣'✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠-✲

❝❛♥✐.♠❡ ❞❡ (-❝♦♠♣❡♥.❡✱  .❛✈♦✐(✱ ❞❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. =✉✐ ✐♥'-(❛❣✐..❡♥' ❞❡ ♠❛♥✐@(❡ ♣(♦❧♦♥❣-❡✱ .✉(

✉♥❡ ♣-(✐♦❞❡ ✐♥❞-'❡(♠✐♥-❡✱ ❞❛♥. ✉♥ ❣(♦✉♣❡ (❡.'❛♥' ✐♥❝❤❛♥❣- ❡' ❛✉ .❡✐♥ ❞✉=✉❡❧ ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉.

.♦♥' ✐❞❡♥'✐✜❛❜❧❡. ✭❝❡ =✉✐ ♣❡(♠❡' ❞❡ ❝✐❜❧❡( ❧❛ (-❝♦♠♣❡♥.❡✮✳ ▲❡. (-.✉❧'❛'. ♦❜'❡♥✉. ❛✈❡❝ ❝❡''❡

❡①♣-(✐❡♥❝❡ .♦♥' ❞✬❛✉'❛♥' ♣❧✉. ♣❡('✐♥❡♥'. =✉❡ ❧❡. ❝♦♥❞✐'✐♦♥. =✉❡ ♥♦✉. ✈❡♥♦♥. ❞✬-♥✉♠-(❡(

.❡ (❡'(♦✉✈❡♥' ❞❛♥. ❞❡ '(@. ♥♦♠❜(❡✉① ❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥'. ❝♦♥❝(❡'.✱ '❡❧. =✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ '(❛✲

✈❛✐❧✱ ❛✈❡❝ ❧❡. ❝♦♥'(❛'.  ❞✉(-❡ ✐♥❞-'❡(♠✐♥-❡ ♦✉ ❡♥❝♦(❡ ❧✬❛♣♣❛('❡♥❛♥❝❡  ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉'-

❞❡ ✈♦✐.✐♥.✱  ✉♥❡ ❛..♦❝✐❛'✐♦♥ ❡'❝✳ ❉❛♥. ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡. ❝♦♥'❡①'❡.✱ ❧❡. ♠❡♠❜(❡. ❞✬✉♥ ♠F♠❡
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♣✉❜❧✐❝ ❛②❛♥# .#. ❡♥✈✐%❛❣. ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢❛✈♦(✐%❡( ❧❛ ❝♦♦♣.(❛#✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧♦%@✉❡ ❧❡

❥❡✉ %#❛♥❞❛(❞ ❡%# ♠♦❞✐✜. ❞❡ %♦(#❡ 0 ❝❡ @✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉( ♣✉✐%%❡ ❥♦✉❡( ❛✈❛♥# ❧❡% ❛✉#(❡% ♠❡♠❜(❡%

❞❡ %♦♥ ❣(♦✉♣❡✱ ❡♥ .#❛♥# ♦❜%❡(✈. ♣❛( %❡% ♣❛(#❡♥❛✐(❡%✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#. ❞❡ ♣♦✉✈♦✐(

✐♥✢✉❡♥❝❡( ❧❡✉(% ❞.❝✐%✐♦♥%✳ ❈❡##❡ ♠♦❞✐✜❝❛#✐♦♥ ♣❡(♠❡# ❞❡ (❡♣(.%❡♥#❡( ❧✬❡①✐%#❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡%

❣(♦✉♣❡% ❤✉♠❛✐♥% ❞❡ ✓ ❧❡❛❞❡(% ✔✱ @✉✐ ♥✬❤.%✐#❡♥# ♣❛% 0 ;#(❡ 0 ❧✬✐♥✐#✐❛#✐✈❡ ❡# ♣❡✉✈❡♥# ❡♠♣♦(#❡(

❧❡% ♣❛(#❡♥❛✐(❡% ❛✈❡❝ ❡✉① ❞❛♥% ❧❡✉( %✐❧❧❛❣❡✳ ❆✐♥%✐✱ ❧♦(% ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❞♦♥✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ❝✐✲

#❡( ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉♣(D% ❞❡ ❜✐❡♥❢❛✐#❡✉(% ♣♦#❡♥#✐❡❧%✱ ✉♥ ❞♦♥❛#❡✉( ❛②❛♥# ❢♦(#❡♠❡♥# ❝♦♥#(✐❜✉.✱

♣❡(♠❡# ❞✬❛✉❣♠❡♥#❡( %✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡♠❡♥# ❧❡✉(% ❞♦♥% ✭❈(♦%♦♥ ❡# ❙❤❛♥❣✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡ ♣❤.♥♦♠D♥❡

♣❡✉# ;#(❡ ❡①♣❧✐@✉. ♣❛( ❧✬❡①✐%#❡♥❝❡ ❞❡ ♣(.❢.(❡♥❝❡% ♣♦✉( ❧❡ ❝♦♥❢♦(♠✐%♠❡ ❝❤❡③ ❝❡(#❛✐♥% ❛❣❡♥#%✱

♣❛( ❧❡ ❢❛✐# @✉❡ ❧❡% ;#(❡% ❤✉♠❛✐♥% ♦♥# ✉♥❡ #❡♥❞❛♥❝❡ ♥❛#✉(❡❧❧❡ 0 ❧✬✐♠✐#❛#✐♦♥ ✭@✉✐ ❡%# ✉♥ ♠♦❞❡

❞✬❛♣♣(❡♥#✐%%❛❣❡ #(D% ✐♠♣♦(#❛♥#✮ ❡# .❣❛❧❡♠❡♥# ♣❛(❝❡ @✉✬✉♥ ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥# ❝♦♦♣.(❛#✐❢✱ ❞❡ ❧❛

♣❛(# ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ❥♦✉❡✉(✱ ♣❡(♠❡# ❞✬❡♥✈♦②❡( ❛✉① ❝♦♦♣.(❛#❡✉(% ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡❧% ❧❡ %✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛

♣(.%❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣(;# 0 ❝♦♦♣.(❡(✱ ❝❡ @✉✐ ♣❡✉# (❛%%✉(❡( ❝❡% ❞❡(♥✐❡(% ❞❛♥% ❧❡✉( ❞.❝✐%✐♦♥

✭❱✐❧❧❡✈❛❧✱ ✷✵✶✵✮✳

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡(%❤✐♣ ❡# ❞❡% ♣(♦❝❡%%✉% ❞✬✐♠✐#❛#✐♦♥ ❡%# ❞✬❛✉#❛♥# ♣❧✉% ✐♠♣♦(#❛♥# @✉❡

❧❡% ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥#% ❞❡ ❝♦♦♣.(❛#✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡% ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥#% ♥♦♥ ❝♦♦♣.(❛#✐❢%✱ %♦♥# ❝❛✲

♣❛❜❧❡% ❞❡ %❡ #(❛♥%♠❡##(❡ ❛✉ %❡✐♥ ❞❡% (.%❡❛✉① ❞✬❛❣❡♥#%✱ ❡# ❞❡ ♣❡(%✐%#❡( ❞✉(❛♥# ♣❧✉%✐❡✉(%

♣.(✐♦❞❡%✳ :❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❋♦✇❧❡( ❡# ❈❤(✐%#❛❦✐% ✭✷✵✶✵✮ ♠♦♥#(❡♥#✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ (.♣.#.✱ ❥♦✉. ❡♥ ✓ %#(❛♥❣❡( ✔✱ @✉❡ ❧✬❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❝❡(#❛✐♥% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ❡%# ❝❛♣❛❜❧❡

❞✬❛✈♦✐( ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %✉( ❧❡ ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥# ❞❡% ❥♦✉❡✉(% @✉✐ %❡ (❡#(♦✉✈❡♥# ❞❛♥% ❧❡ ♠;♠❡

❣(♦✉♣❡✱ ❧♦(% ❞❡% ♣.(✐♦❞❡% %✉✐✈❛♥#❡% ✭❛❧♦(% ♠;♠❡ @✉✬✐❧% ♥❡ ❥♦✉❡♥# ♣❧✉% ❡♥%❡♠❜❧❡✮✳ ▲❡% (.%✉❧✲

#❛#% ❞❡ ❋♦✇❧❡( ❡# ❈❤(✐%#❛❦✐% ✭✷✵✶✵✮ %✉❣❣D(❡♥# ❛✐♥%✐ @✉❡ ❝❤❛@✉❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ❛❞✐#✐♦♥♥❡❧❧❡

❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ (.❛❧✐%.❡ 0 ❧❛ ♣(❡♠✐D(❡ ♣.(✐♦❞❡✱ ❡%# #(✐♣❧.❡✱ ❛✉ ❝♦✉(% ❞❡ ❧✬❡①♣.(✐❡♥❝❡✱ ♣❛(

❧✬❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ❞✬❛✉#(❡% %✉❥❡#%✱ ❛②❛♥# .#. ❞✐(❡❝#❡♠❡♥# ♦✉ ✐♥❞✐(❡❝#❡♠❡♥#

✶✺✵



✹✳✺✳ ▲❡% ❛'♦✉'% ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

✐♥✢✉❡♥❝&'✳ ❈❡ *&'✉❧,❛, ,&♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡①,*4♠❡ ✐♠♣♦*,❛♥❝❡ ❞❡' ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥,' *&❛❧✐'&' ❛✉

❞&♣❛*, ❞✉ ❥❡✉ ❡, ❞❡ ❧❛ ♥&❝❡''✐,& ❞✬❛✈♦✐* ❞❡' &❧&♠❡♥,' ♠♦,❡✉*' ❞❛♥' ❧❡' ❣*♦✉♣❡'✱ ❞❡ '♦*,❡ 9

♣❡*♠❡,,*❡ ✉♥❡ ',✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣&*❛,✐♦♥✱ 9 ,*❛✈❡*' ❧❡✉* ❡①❡♠♣❧❡✳ ❚♦✉,❡❢♦✐'✱

❝❡,,❡ ♠&,❤♦❞❡ ♣❡✉, 4,*❡ ❝♦♠♣❧✐;✉&❡ 9 ♠❡,,*❡ ❡♥ ?✉✈*❡✱ ❡♥ ♣*❛,✐;✉❡✱ ♣✉✐';✉✬❡❧❧❡ *❡♣♦'❡

'✉* ❧❡ ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥, ❞✉ ✓ ❧❡❛❞❡* ✔ ❡, ;✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐, ;✉✬✐❧ '✉♣♣♦*,❡ ✉♥ ❝♦B, ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧

*❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, &❧❡✈&✳

❆✉ ,♦,❛❧✱ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉① ♠♦②❡♥' ❡①✐',❡♥, ♣♦✉* ❧✉,,❡* ❝♦♥,*❡ ❧❡' ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥,' &❣♦E',❡'

❡, '♦✉,❡♥✐* ❧❛ ❝♦♦♣&,❛,✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡' '✐,✉❛,✐♦♥' ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ '♦❝✐❛❧ ❞❡ ,②♣❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉✲

❜❧✐❝✳ ●&♥&*❛❧❡♠❡♥,✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡* ❞✐✛&*❡♥,' ♠&❝❛♥✐'♠❡' ♣♦✉* ♦❜,❡♥✐* ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉*

*&'✉❧,❛, ♣♦''✐❜❧❡✳ ❆✐♥'✐✱ ♣♦✉* ;✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣&*❛,✐♦♥ ❛✐, ❧❡ ♣❧✉' ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬4,*❡ ✐♥✐,✐&❡ ❡, ♠❛✐♥✲

,❡♥✉❡ ✭✈♦✐*❡ ♣*♦♠✉❡✮✱ ✐❧ ❡', ♣*&❢&*❛❜❧❡ ;✉❡ ❧❡' ❛❣❡♥,' '♦✐❡♥, ✐❞❡♥,✐✜❛❜❧❡'✱ ;✉❡ ❧❡✉*' ❝♦♠✲

♣♦*,❡♠❡♥,' '♦✐❡♥, ♣❛*❢❛✐,❡♠❡♥, ♦❜'❡*✈❛❜❧❡' ♣❛* ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ♠❡♠❜*❡' ❞❡ ❧❡✉* ❣*♦✉♣❡✱

;✉❡ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ♣✉✐''❡♥, '❡ *❡♥❝♦♥,*❡* ❡, ❞✐'❝✉,❡* ❛✜♥ ❞❡ '❡ ❝♦♦*❞♦♥♥❡* '✉* ✉♥ ❝♦♠♣♦*✲

,❡♠❡♥, ❞❡ *&❢&*❡♥❝❡✱ ;✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣✉✐''❡ &✈❡♥,✉❡❧❧❡♠❡♥, ❞♦♥♥❡* ❧❡ ,♦♥ ❡♥ ❥♦✉❛♥, ❛✈❛♥,

❧❡' ❛✉,*❡'✱ ;✉❡ ❧❡' ❣*♦✉♣❡' *❡',❡♥, ✐♥❝❤❛♥❣&' ❛✉ ❝♦✉*' ❞✉ ,❡♠♣' ✭❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✓ ♣❛*,♥❡* ✔✮ ❡,

;✉❡ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' ❛✐❡♥, ❧✬♦♣♣♦*,✉♥✐,& ❞✬✉♥❡ ✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ ❝✐❜❧&❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ♠❡♠❜*❡' ❞❡

❧❡✉* ❣*♦✉♣❡ ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ✈❡*❜❛❧❡✱ ♣✉♥✐,✐♦♥✱ *&❝♦♠♣❡♥'❡✮✱ ❡♥ *&♣♦♥'❡ ❛✉① ❞&❝✐'✐♦♥' ❞❡

❝♦♥,*✐❜✉,✐♦♥✳

✹✳✺✳ ▲❡% ❛'♦✉'% ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

◆♦✉' ❛✈♦♥' ❢❛✐, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❧❛❝❡* ♥♦,*❡ ❛♥❛❧②'❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝♦♥,❡①,❡ ♣❛*,✐❝✉❧✐❡* ❞✉ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦✉* ❞❡ ♠✉❧,✐♣❧❡' *❛✐'♦♥'✳

❚♦✉, ❞✬❛❜♦*❞✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡', *❡♣*&'❡♥,❛,✐❢ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧,✐,✉❞❡ ❞❡ '✐,✉❛,✐♦♥' &❝♦✲

♥♦♠✐;✉❡'✱ ,♦✉❝❤❛♥, 9 ❞❡' ♣*♦❜❧&♠❛,✐;✉❡' ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣*♦,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥,✱ ❧✬♦*✲

❣❛♥✐'❛,✐♦♥ ❞❡' ❡♥,*❡♣*✐'❡'✱ ❧✬&✈❛'✐♦♥ ✜'❝❛❧❡✱ ❧✬❛❜',❡♥,✐♦♥♥✐'♠❡ ❡,❝✳ ❉❡' ❡①❡♠♣❧❡' ❝♦♥❝*❡,'

❞❡ '✐,✉❛,✐♦♥' ♣♦✉✈❛♥, 4,*❡ *❡♣*&'❡♥,&❡' ♣❛* ✉♥ ,❡❧ ❥❡✉ '♦♥,✱ ❡♥,*❡ ❛✉,*❡'✱ ❧❡ ❢❛✐, ❞❡ ♣❛②❡*

♣♦✉* ❧❡' ,*❛♥'♣♦*,' ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❞❡ ❝♦♥,*✐❜✉❡* 9 ✉♥ ♣*♦❥❡, ❞❡ ❣*♦✉♣❡ ♦✉ ❞❡ '❡ ❧✐✈*❡* 9

✉♥ ,*❛✈❛✐❧ ❞✬&;✉✐♣❡ ✭❇❛❧❧✐❡,✱ ▼✉❧❞❡* ❡, ❱❛♥ ▲❛♥❣❡✱ ✷✵✶✶ ❀ ●V❝❤,❡* ❡, ❍❡**♠❛♥♥✱ ✷✵✵✾✮✳

❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥,*❡ ♥♦✉' ❡', ❝♦♥❢*♦♥,& ;✉♦,✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥, 9 ❞❡ ,❡❧❧❡' '✐,✉❛,✐♦♥' ❡, ❧❛ ❝♦♦♣&*❛,✐♦♥

❝♦❧❧❡❝,✐✈❡ ❞❡' ❛❣❡♥,' ② ❡', '♦✉❤❛✐,❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛Y♦♥ 9 ♣*♦♠♦✉✈♦✐* ❧❡ ❜✐❡♥✲4,*❡ '♦❝✐❛❧✳ ❊,✉❞✐❡*

❧❡' *❡''♦*,' ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣&*❛,✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡', ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❞❡ '♦❝✐&,&

♣*✐♠♦*❞✐❛❧✳

❉❡ ♣❧✉'✱ ❞❛♥' ❧❛ ♣❡*'♣❡❝,✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞&❧✐'❛,✐♦♥ ❞✉ *[❧❡ &❝♦♥♦♠✐;✉❡ ❞❡' &♠♦,✐♦♥' ♠♦✲

*❛❧❡'✱ ❡, ♥♦,❛♠♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❣*❛,✐,✉❞❡✱ ❧❛ *✐❝❤❡''❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ *&'✐❞❡ ❞❛♥' ❧❡ ❢❛✐, ;✉❡

❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❥♦✉❡✉*' ❛ ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐,& ❞✬4,*❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥,' ✭♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥,'✮ ❛✈❡❝ ❧❡' ❛✉,*❡'

♠❡♠❜*❡' ❞❡ '♦♥ ❣*♦✉♣❡✱ ❛✐♥'✐ ;✉❡ ❞❡ ❢❛✐*❡ ♣*❡✉✈❡ ❞❡ *&❝✐♣*♦❝✐,& ♣♦'✐,✐✈❡ ✭♥&❣❛,✐✈❡✮ 9

❧❡✉* &❣❛*❞✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❝❡❧❛ ❡', ♣♦''✐❜❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛*,✱ 9 ,*❛✈❡*' ❧❛ ❞&❝✐'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥,*✐❜✉,✐♦♥

❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❝♦♥'❡♥,✐❡ ♣❛* ❝❤❛;✉❡ ❥♦✉❡✉*✱ ❡,✱ ❞✬❛✉,*❡ ♣❛*,✱ ❝❡❧❛ ❡', &❣❛❧❡♠❡♥, ♣❡*♠✐'

♣❛* ❧✬✉'❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣,✐♦♥ ❞❡ *&❝♦♠♣❡♥'❡ ✭♣✉♥✐,✐♦♥✮ ❝♦B,❡✉'❡✱ ❧♦*';✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡', 9 ❧❛ ❞✐'✲

♣♦'✐,✐♦♥ ❞❡' ❛❣❡♥,'✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❛ ',*✉❝,✉*❡ ❞✉ ❥❡✉ ❡', ❢❛✈♦*❛❜❧❡ 9 ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡' ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡'

,❡♥❞❛♥❝❡' 9 ❧✬❛❝,✐♦♥ ❞❡' &♠♦,✐♦♥' ❞✬&✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❞✬❛✉,*✉✐ ;✉❡ '♦♥, ❧❛ ❝♦❧\*❡✱ ❧❛ ❞&❝❡♣,✐♦♥

♦✉✱ ♣❧✉' ♣❛*,✐❝✉❧\*❡♠❡♥,✱ ❧❛ ❣*❛,✐,✉❞❡ ❡,✱ ❝♦♥,*❛✐*❡♠❡♥, 9 ✉♥❡ '✐,✉❛,✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉

❥❡✉ ❞✉ ❞✐❝,❛,❡✉*✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐, ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ ❛❣❡♥, '♦✐, ❛♠❡♥& 9 ♣*❡♥❞*❡ ✉♥❡ ❞&❝✐'✐♦♥

',*❛,&❣✐;✉❡ ♦✛*❡ ✉♥❡ ❣*❛♥❞❡ *✐❝❤❡''❡ ❞✬✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ ❡♥,*❡ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉'✳
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❊♥ ♦✉$%❡✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡✉$ /$%❡ ❥♦✉0 ♣❛% ♣❧✉2 ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉%2✳ ❈❡$ 0❧0♠❡♥$

❡2$ ♣❛%$✐❝✉❧✐7%❡♠❡♥$ ♣❡%$✐♥❡♥$✱ ❝♦♠♣$❡ $❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐$ 9✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬0♠♦$✐♦♥2 ❝♦♠♠❡ ❧❛

❣%❛$✐$✉❞❡✱ 2✉% ❧❡2 %❡❧❛$✐♦♥2 ✐♥$❡%♣❡%2♦♥♥❡❧❧❡2✱ ♣❡✉$ /$%❡ ♣❡%=✉❡ > ❧❛ ❢♦✐2 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞②❛❞✐9✉❡✱

❝♦♠♠❡ > ❧✬0❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡ ❡$ 9✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉$ 2❡ ♣%♦♣❛❣❡% ❛✉ 2❡✐♥ ❞✬✉♥ %02❡❛✉ ❞✬❛❣❡♥$2✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡✉$ /$%❡ ❥♦✉0 ❞❡ ♠❛♥✐7%❡ %0♣0$0❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❡2$ ♦♣♣♦%$✉♥

✈✐2✲>✲✈✐2 ❞❡ ❧✬❛2♣❡❝$ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞✉ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡2 0♠♦$✐♦♥2 ♠♦%❛❧❡2

2✉% ❧❛ 9✉❛❧✐$0 ❞❡2 %❡❧❛$✐♦♥2 ❡♥$%❡ ❧❡2 ❛❣❡♥$2 ❡$ ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞✉ ❧✐❡♥ 9✉✐ ❧❡2 ✉♥✐2 ❛✉

❝♦✉%2 ❞✬✉♥❡ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ♣%♦❧♦♥❣0❡✳

D♦✉% $♦✉$❡2 ❝❡2 %❛✐2♦♥2✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 2❡♠❜❧❡ /$%❡ ❧❡ ❝❛❞%❡ ✐❞0❛❧ ♣♦✉% ♠♦❞0❧✐2❡%

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡2 0♠♦$✐♦♥2 ♠♦%❛❧❡2 2✉% ❧❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2✱ ❞❛♥2 ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡

❞❡2 ❞✐❧❡♠♠❡2 2♦❝✐❛✉①✳ D❛% ❛✐❧❧❡✉%2✱ ❧❡ ❢❛✐$ 9✉❡ ❝❡ ❥❡✉ ❛✐$ 0$0 0$✉❞✐0 ❞❛♥2 ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉2❡2

❡①♣0%✐❡♥❝❡2✱ ❡♥ 0❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣0%✐♠❡♥$❛❧❡ ❡$ ❡♥ ♣2②❝❤♦❧♦❣✐❡ 2♦❝✐❛❧❡✱ ♥♦✉2 ❣❛%❛♥$✐$ ❧✬❛❝❝72 >

❞❡2 %02✉❧$❛$2 ❡①♣0%✐♠❡♥$❛✉① ❛❜♦♥❞❛♥$2 ♥♦✉2 ♦✛%❛♥$ ❧❛ ♣♦22✐❜✐❧✐$0 ❞✬❡①❛♠✐♥❡% ❧❛ ✈❛❧✐❞✐$0

❡$ ❧❛ ♣❡%$✐♥❡♥❝❡ ❞❡2 %02✉❧$❛$2 ❞❡ ♥♦$%❡ ♠♦❞7❧❡✳
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✺✳✶✳ #$%❛♠❜✉❧❡ ❛✉ ♠♦❞.❧❡ ✿ ❙1$✉❝1✉$❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝

 ❛" #♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛"+, ❡+ ❞❡ ❝♦♥❝✐#✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣"♦❝,❞♦♥# ✐❝✐✱ ❡♥ ♣",❛♠❜✉❧❡ 2 ❧❛ ♣",#❡♥+❛+✐♦♥

❞❡ ♥♦+"❡ ♠♦❞3❧❡✱ 2 ✉♥❡ ❡①♣♦#✐+✐♦♥ ❞,+❛✐❧❧,❡ ❞❡ ❧❛ #+"✉❝+✉"❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ 6✉✐ #❡"+

❞❡ ❝❛❞"❡ ❞✬❛♥❛❧②#❡ 2 ❧❛ ❢♦"♠❛❧✐#❛+✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ♥♦✉# ,+✉❞✐♦♥# ✉♥❡ ♠✉❧+✐+✉❞❡ ❞❡ #✐+✉❛+✐♦♥#✱

2 ♣❛"+✐" ❞❡ ❞✐✛,"❡♥+❡# ❞,❝❧✐♥❛✐#♦♥# ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛②❛♥+ ✉♥❡ ❜❛#❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ■❧ ❡#+

❞♦♥❝ ♣",❢,"❛❜❧❡ ❞❡ ❞,❝"✐"❡ ✐❝✐ ❧❛ #+"✉❝+✉"❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐3"❡ ❝♦♠♣❧3+❡ ❡+ "❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+

❣,♥,"❛❧❡✱ ❛✜♥ 6✉❡ ❧❡ ❧❡❝+❡✉" ♣✉✐##❡ ❛✈♦✐" ❡♥#✉✐+❡ ♣❧✉# ❞❡ ❢❛❝✐❧✐+, ♣♦✉" ❛♣♣",❤❡♥❞❡" ❧❛ ♣❧✉✲

"❛❧✐+, ❞❡# #✐+✉❛+✐♦♥# +❤,♦"✐6✉❡# 6✉❡ ♥♦✉# ❡♥✈✐#❛❣❡♦♥#✳

▲❛ #✐+✉❛+✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉# ❣,♥,"❛❧❡ 6✉❡ ♥♦✉# ❡①❛♠✐♥♦♥# ❡#+ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝

♣❤❛#❡ ❞❡ ",❝♦♠♣❡♥#❡✱ ❥♦✉, ♣❛" ✉♥ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ n > 2 ❛❣❡♥+#✳  ❛" ❝♦♥#,6✉❡♥+✱ ♥♦✉# ♣",#❡♥+♦♥#
✐❝✐ ❝❡++❡ #✐+✉❛+✐♦♥ 6✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡ +♦✉+❡# ❧❡# ❞,❝❧✐♥❛✐#♦♥# ♣♦##✐❜❧❡# ❞✉ ❥❡✉ ✉+✐❧❡# 2 ❧✬❛♥❛❧②#❡✳

✺✳✶✳✶✳ ❙$%✉❝$✉%❡ ❢♦%♠❡❧❧❡ ❞✉ ❥❡✉

✺✳✶✳✶✳✶✳ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❣%♥%$❛❧❡

 ",❛❧❛❜❧❡♠❡♥+ ❛✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥+ ❞✉ ❥❡✉✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ 6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥+ ❡#+ ❛##✐❣♥,✱

❛✈❡❝ #❡# ♣❛"+❡♥❛✐"❡#✱ 2 ✉♥ ❣"♦✉♣❡ ❝♦♠♣♦#, ❞❡ n ❥♦✉❡✉"# ❡+ 6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ♣❛"+❡♥❛✐"❡ #❡ ✈♦✐+
❛++"✐❜✉❡" ✉♥❡ ❞♦+❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ✐❞❡♥+✐6✉❡✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✭❏❇ ✮✱ ❛✈❡❝ ♣❤❛#❡ ❞❡ ",✲

❝♦♠♣❡♥#❡✱ #❡ ❞,"♦✉❧❡ ❡♥#✉✐+❡ ❡♥ ❞❡✉① ,+❛♣❡#✳ ▲❛ ♣"❡♠✐3"❡ ♣❤❛#❡ ❝♦""❡#♣♦♥❞ 2 ✉♥❡ ♣❤❛#❡

❞❡ ❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥ ❞✉"❛♥+ ❧❛6✉❡❧❧❡✱ ❝❤❛6✉❡ ❥♦✉❡✉" ❞♦✐+ ❞,❝✐❞❡"✱ #✐♠✉❧❛♥,♠❡♥+ 2 #❡# ♣❛"+❡✲

♥❛✐"❡#✱ ❞✉ ♠♦♥+❛♥+ 6✉✬✐❧ #♦✉❤❛✐+❡ ✉+✐❧✐#❡"✱ 2 ♣❛"+✐" ❞❡ #❛ ❞♦+❛+✐♦♥ ✐♥+✐❛❧❡✱ ♣♦✉" ❝♦♥+"✐❜✉❡"

❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥+ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 6✉✐ ❜,♥,✜❝✐❡ ❡♥#✉✐+❡ 2 ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❛❣❡♥+# ❞✉ ❣"♦✉♣❡✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣"❡♠✐3"❡ ,+❛♣❡✱ ❝❤❛6✉❡ ❥♦✉❡✉" ",❝✉♣3"❡ ❧❡# ❣❛✐♥# ✐##✉# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡

❝♦♥+"✐❜✉+✐♦♥ ❡+ ❡#+ ✐♥❢♦"♠, ❞❡ ❧❛ ❞,❝✐#✐♦♥ #+"❛+,❣✐6✉❡ ❞❡ #❡# ♣❛"+❡♥❛✐"❡#✳ ❙✉" ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡

❝❡++❡ ✐♥❢♦"♠❛+✐♦♥✱ ❝❤❛6✉❡ ❥♦✉❡✉" ❞♦✐+ ❡♥#✉✐+❡ ❝❤♦✐#✐"✱ ❛✉ ❝♦✉"# ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐3♠❡ ,+❛♣❡ ❞✉

❥❡✉✱ ✉♥ ♠♦♥+❛♥+ ❞❡ ",❝♦♠♣❡♥#❡✱ 6✉✐ ♣❡✉+ J+"❡ ♣♦#✐+✐❢ ♦✉ ♥✉❧✱ 2 ❞❡#+✐♥❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥

❞❡ #❡# ♣❛"+❡♥❛✐"❡#✳  ❛" ❛✐❧❧❡✉"#✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ 6✉❡ ❧✬❛❝+❡ ❞❡ ",❝♦♠♣❡♥#❡" ❡#+ ❝♦K+❡✉① ❡+✱

♣❧✉# ♣",❝✐#,♠❡♥+✱ 6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥+ #✉♣♣♦"+❡ ✉♥ ❝♦K+ ♣"♦♣♦"+✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♠♦♥+❛♥+ ❞❡ #❛

",❝♦♠♣❡♥#❡✳

✶✺✺



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

✺✳✶✳✶✳✷✳ ❉%&♦✉❧❡♠❡♥- ❞✉ ❥❡✉ ❡- ♥♦-❛-✐♦♥2

❖♥ ♥♦#❡ I = {1, 2, ..., n} ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❥♦✉❡✉-'✳

✺✳✶✳✶✳✷✳✶✳ ▲❛ ♣❤❛2❡ ❞❡ ❝♦♥-&✐❜✉-✐♦♥

/♦✉- ❥♦✉❡-✱ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥# i ∈ I ❡'# ♣♦✉-✈✉ ❞✬✉♥❡ ❞♦#❛#✐♦♥ ✐♥✐#✐❛❧❡ ♥♦#9❡ di = d✳

▲♦-' ❞❡ ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡ ♣❤❛'❡✱ ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉- i ∈ I ❞♦✐# ❞♦♥❝ ❞9❝✐❞❡- ❞❡ '❛ ❝♦♥#-✐❜✉#✐♦♥
❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ yi ∈ [0, d]✳ ▲♦-'4✉❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❥♦✉❡✉-' ❛ ❝♦♥#-✐❜✉9✱ ❝❤❛4✉❡ ♠❡♠❜-❡
❞✉ ❣-♦✉♣❡ -❡<♦✐# ❧❛ '♦♠♠❡ a × (

∑
i∈I yi)✱ ♣-♦✈❡♥❛♥# ❞✉ ♠♦♥#❛♥# #♦#❛❧ ✐♥✈❡'#✐ ❞❛♥' ❧❡

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♦= a ❝♦--❡'♣♦♥❞ ❛✉ -❡♥❞❡♠❡♥# ♠❛-❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ /❛- ❛✐❧❧❡✉-'✱ ♦♥ '✉♣✲
♣♦'❡ 4✉❡

1
n
≤ a ≤ 1✱ ❛✜♥ ❞❡ '✬❛''✉-❡- 4✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❛✐# ❜✐❡♥ ❧❡' ♣-♦♣-✐9#9' ❞✬✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ '♦❝✐❛❧✳

/♦✉- #♦✉# i ∈ I✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛#9-✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥# i ❡'# ❞9✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

πi = d− yi + a(
∑

i∈N

yi) ✭✺✳✶✳✶✮

▲❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝♦♥#-✐❜✉#✐♦♥ '✬❛❝❤;✈❡ ♣❛- ❧✬♦❜#❡♥#✐♦♥✱ ♣♦✉- ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉-✱ ❞❡ '♦♥ ❣❛✐♥ ♠♦✲

♥9#❛✐-❡✳

▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞❛♥' '❛ ✈❡-'✐♦♥  !❛♥❞❛%❞✱ '❡ ❧✐♠✐#❡ E ❝❡##❡ '❡✉❧❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝♦♥#-✐✲

❜✉#✐♦♥✳ ▲❛ ❞9♥♦♠✐♥❛#✐♦♥  !❛♥❞❛%❞ -❡♥✈♦✐❡ E ❧✬✐❞9❡ 4✉❡ ❝❡##❡ ✈❡-'✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❡'# ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡

4✉✐ '♦✐# ❛♣♣❛-✉❡ ❤✐'#♦-✐4✉❡♠❡♥#✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞9-✐✈9 ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣-✐'♦♥♥✐❡-✳

▲♦-'4✉❡ ❧❡ ❥❡✉ '❡ ❧✐♠✐#❡ E ❧❛ '❡✉❧❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝♦♥#-✐❜✉#✐♦♥✱ 9#❛♥# ❞♦♥♥9 4✉❡

1
n
≤ a ≤ 1✱ ❧❛

'#-❛#9❣✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥#❡✱ ♣♦✉- ✉♥ ❥♦✉❡✉- -❛#✐♦♥♥❡❧ ❡# 9❣♦F'#❡✱ ❡'# ❞❡ ♥❡ -✐❡♥ ❝♦♥#-✐❜✉❡-✱ ♠G♠❡

'✐✱ ❝♦❧❧❡❝#✐✈❡♠❡♥#✱ ❧✬♦♣#✐♠✉♠ '♦❝✐❛❧ ❡'# ❛##❡✐♥# ❧♦-'4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉- ❝♦♥#-✐❜✉❡ ❧✬✐♥#9❣-❛✲

❧✐#9 ❞❡ '❛ ❞♦#❛#✐♦♥✳

◆♦✉' ♣-9'❡♥#♦♥' ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❧❛ ❞❡✉①✐;♠❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ ♥♦#-❡ ❥❡✉✱ 4✉✐ ♦✛-❡ E ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥#

❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐#9 ❞❡ -9❝♦♠♣❡♥'❡- ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ '❡' ♣❛-#❡♥❛✐-❡'✳

✺✳✶✳✶✳✷✳✷✳ ▲❛ ♣❤❛2❡ ❞❡ &%❝♦♠♣❡♥2❡

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡ 9#❛♣❡✱ ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉- ❡'# ✐♥❢♦-♠9 ❞❡ ❧❛ ❞9❝✐'✐♦♥ '#-❛#9❣✐4✉❡

❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ '❡' ♣❛-#❡♥❛✐-❡'✳ ❙✉- ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡ ❝❡##❡ ✐♥❢♦-♠❛#✐♦♥✱ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥# i ∈ I ❞♦✐#
❡♥'✉✐#❡ ❝❤♦✐'✐-✱ ❛✉ ❝♦✉-' ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐;♠❡ 9#❛♣❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ✉♥ ♠♦♥#❛♥# rij ❞❡ -9❝♦♠♣❡♥'❡✱ 4✉✐
♣❡✉# G#-❡ ♥✉❧✱ E ❞❡'#✐♥❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ❛✉#-❡' ❥♦✉❡✉-' j ∈ I✱ j 6= i✳

/❛- ❛✐❧❧❡✉-'✱ ❧♦-'4✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉- -9❝♦♠♣❡♥'❡ ✉♥ ♣❛-#❡♥❛✐-❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ '✉♣♣♦-#❡ ✉♥ ❝♦N# ✉♥✐✲

#❛✐-❡ ♥♦#9 c✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥# i ♣❡✉# ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡♠❡♥# -❡❝❡✈♦✐- ✉♥❡ -9❝♦♠♣❡♥'❡ rji ❞❡
❧❛ ♣❛-# ❞❡ #♦✉# ❛✉#-❡ ❛❣❡♥# j ∈ I✱ j 6= i✳

✶✺✻



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♣♦✉, '♦✉' i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥.'❛✐,❡ ♦❜'❡♥✉ 0 ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥
♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝ ♣❤❛7❡ ❞❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡ ❡7' .❣❛❧ 0 ✿

Πi = πi − c
∑

j 6=i

rij +
∑

j 6=i

rji ✭✺✳✶✳✷✮

❙❛❝❤❛♥' @✉❡ πi ❝♦,,❡7♣♦♥❞ ❛✉① ❣❛✐♥7 ❧✐.7 0 ❧❛ ♣❤❛7❡ ❞❡ ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥ ✭❞.❝,✐'7 ❞❛♥7 ❧✬.@✉❛✲

'✐♦♥ (5.1.1)✮✳

D✉✐7@✉✬✐❧ ❡7' ❝♦E'❡✉① ❞✬♦✛,✐, ✉♥❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡ 0 ✉♥ ♣❛,'❡♥❛✐,❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉,❡ 7',❛'.❣✐❡✱

♣♦✉, ✉♥ ❥♦✉❡✉, .❣♦G7'❡ ❡' ,❛'✐♦♥♥❡❧✱ ❡7' ❞❡ 7✬❛❜7'❡♥✐, ❞❡ '♦✉' ♥✐✈❡❛✉ ♣♦7✐'✐❢ ❞❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡✳

❊♥ ♣,♦❝.❞❛♥' 0 ✉♥ ,❛✐7♦♥♥❡♠❡♥' ♣❛, ✐♥❞✉❝'✐♦♥ 0 ,❡❜♦✉,7✱ ✐❧ ✈✐❡♥' @✉❡ ❧✬✐♥',♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡

7❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛7❡✱ ♦✛,❛♥' ✉♥❡ ♦♣♣♦,'✉♥✐'. ❞❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡✱ ♥✬❡7' ♣❛7 ❡♥ ♠❡7✉,❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡,

❧❡ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥' ❞✬❛❣❡♥'7 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐7'❡7 ❡' ❝❛❧❝✉❧❛'❡✉,7 ❧♦,7 ❞❡ ❧❛ ♣❤❛7❡ ❞❡ ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥

✭♣✉✐7@✉❡ ❝❡''❡ ♦♣♣♦,'✉♥✐'. ♥✬❡7' ♣❛7 ✉'✐❧✐7.❡ ❡♥ ❞❡✉①✐J♠❡ .'❛♣❡✮✱ ❡' ✜♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❧❡ ♠♦❞J❧❡

❝❧❛77✐@✉❡✱ ❡♥ '❤.♦,✐❡ ❞❡7 ❥❡✉①✱ 7✉♣♣♦7❡ @✉❡ ♣❡,7♦♥♥❡ ♥❡ ❝♦♥',✐❜✉❡ ✭♥✐ ♥❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡✮ 0

❧✬.@✉✐❧✐❜,❡ ❞❡ ◆❛7❤✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ♣✉ ❧❡ ✈♦✐, ❧♦,7 ❞❡ ❝❡ ♣,.❛♠❜✉❧❡✱ ✉♥❡ ,❡♣,.7❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡7 ❛❣❡♥'7 .❝♦✲

♥♦♠✐@✉❡7 ❝♦♠♠❡ ❞❡7 ✐♥❞✐✈✐❞✉7 ,❛'✐♦♥♥❡❧7 ❡' @✉✐ ✈❛❧♦,✐7❡♥' ✉♥✐@✉❡♠❡♥' ❧❡✉,7 ♣,♦♣,❡7 ❣❛✐♥7

♠❛'.,✐❡❧7 ❝♦♥❞✉✐' 0 ✉♥ ,.7✉❧'❛' '❤.♦,✐@✉❡ ❡♥ ❝♦♥',❛❞✐❝'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡7 ❞♦♥♥.❡7 ❡♠♣✐,✐@✉❡7 @✉✐

♦♥' .'. ❞.❣❛❣.❡7 ❝♦♥❝❡,♥❛♥' ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ 7✬❛❣✐77❛♥' ❞❡ 7❛ ✈❡,7✐♦♥ 7'❛♥❞❛,❞ ♦✉

❧♦,7@✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡7' ❥♦✉. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❤❛7❡ 7✉❜7.@✉❡♥'❡ ❞❡ ,.❝♦♠♣❡♥7❡ ❡♥',❡ ❧❡7 ♣❛,'❡♥❛✐,❡7

✭❝❢✳ ✹✳✷✮✳

❉❛♥7 ❧❛ 7✉✐'❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐',❡✱ ♥♦✉7 ❛❧❧♦♥7 ✈♦✐, ❝♦♠♠❡♥' ♥♦',❡ ,❡♣,.7❡♥'❛'✐♦♥ ♦,✐❣✐♥❛❧❡

❞✉ ♣,♦❝❡77✉7 ❞❡ ❞.❝✐7✐♦♥ ❞❡7 ❛❣❡♥'7 ❡7' ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣,♦❞✉✐,❡ ❞❡7 ,.7✉❧'❛'7 @✉✐ 7♦♥' ❞❛✈❛♥✲

'❛❣❡ ❡♥ ❛❞.@✉❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ @✉✐ ❡7' ♦❜7❡,✈. ❡♠♣✐,✐@✉❡♠❡♥'✱ ✈✐❛ ❧✬✐♥',♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ,O❧❡ ❞❡7

7❡♥'✐♠❡♥'7 ♠♦,❛✉①✳

✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❈♦♠♠❡ ♥♦✉7 ❧✬❛✈♦♥7 ✈✉ ♣,.❝.❞❡♠♠❡♥'✱ ❧✬❛♥❛❧②7❡ ❢♦,♠❡❧❧❡ ❞❡7 ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'7 .❝♦♥♦✲

♠✐@✉❡7✱ ❞❛♥7 ❧❡ ❝♦♥'❡①'❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛ ❞.❥0 .'. ❡✛❡❝'✉.❡ 0 ❧❛ ❧✉♠✐J,❡ ❞✉ ,O❧❡

✐♥✢✉❡♥' ❞❡7 .♠♦'✐♦♥7✳ ❊♥ ♣❛,'✐❝✉❧✐❡,✱ ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡7 ❡' ●✐♥'✐7 ✭✷✵✵✺✮ ✭❝❢✳ ✸✳✸✳✷✳✶✮ ❡7'

❝❡♥',. 7✉, ❧✬✐♥'.❣,❛'✐♦♥ ❞❡7 ❞❡✉① .♠♦'✐♦♥7 ♠♦,❛❧❡7 ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'. ❡' ❞❡ ❤♦♥'❡ ♣♦✉, ❞.❝,✐,❡

❧❡ ♣,♦❝❡77✉7 ❞❡ ❞.❝✐7✐♦♥ ❞❡7 ❛❣❡♥'7 ❧♦,7@✉✬✐❧7 ❥♦✉❡♥' 0 ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ✐♥❝❧✉❛♥' ✉♥❡

♣,❡♠✐J,❡ ♣❤❛7❡ ❞❡ ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥✱ 7✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛7❡ ❞❡ ♣✉♥✐'✐♦♥✳

❇✐❡♥ @✉✬.'❛♥' ❧❡7 7❡✉❧❡7 .♠♦'✐♦♥7 ❡①♣❧✐❝✐'❡♠❡♥' ♣,✐7❡7 ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❛♥7 ❧❛ ❢♦,♠❡ ❢♦♥❝✲

'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞.✈❡❧♦♣♣.❡ ♣❛, ❧❡7 ❛✉'❡✉,7✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥❣❧♦❜❡ .❣❛❧❡♠❡♥' ❞❡7 ♣,.❢.,❡♥❝❡7 ❡♥ ❧✐❡♥

❛✈❡❝ ❞❡7 ❝♦♥7✐❞.,❛'✐♦♥7 ❞❡ ,.❝✐♣,♦❝✐'.✱ ❝❡ @✉✐ ❢❛✐' .❝❤♦ ❛✉ ,O❧❡ ❞✬❛✉',❡7 .♠♦'✐♦♥7 ❝♦♠♠❡ ❧❛

❥✉7'❡ ❝♦❧J,❡ ❡' ❧❛ ❣,❛'✐'✉❞❡✳ ❊♥ ♦✉',❡✱ ❝❡ ♠♦❞J❧❡ 7✬❛,'✐❝✉❧❡ .❣❛❧❡♠❡♥' ❛✉'♦✉, ❞❡ ❧✬❡①✐7'❡♥❝❡

❞❡ ♥♦,♠❡7 7♦❝✐❛❧❡7 ❡' ♠♦,❛❧❡7 ❞❛♥7 ❧✬.❝♦♥♦♠✐❡✱ ❡♥ ❛♥❛❧②7❛♥' ❧❛ ♠❛♥✐J,❡ ❞♦♥' ❧❡7 ❛❣❡♥'7

,.❛❣✐77❡♥' ❢❛❝❡ 0 ❧❛ ♣,.7❡♥❝❡ ❞❡ '❡❧❧❡7 ♥♦,♠❡7 ❞❡ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'✳

✶✺✼



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❙❡❧♦♥ ♥♦✉&✱ &✬❛❣✐&&❛♥, ❞✉ ❝♦♥,❡①,❡ ❞❡& ❞✐❧❡♠♠❡& &♦❝✐❛✉①✱ ❝❡ ♠♦❞1❧❡ ♣♦&❡ &♦❧✐❞❡♠❡♥,

❧❡& ❜❛&❡& ❞❡ ❧✬✐♥,4❣5❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡& 4♠♦,✐♦♥& ♠♦5❛❧❡& ❡, ♣5♦&♦❝✐❛❧❡&✱ ❞❛♥& ❧❛ 5❡✲

♣54&❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ ♣5♦❝❡&&✉& ❞❡ ❞4❝✐&✐♦♥ ❞❡& ❛❣❡♥,& 4❝♦♥♦♠✐8✉❡&✳ ▲❡ ,5❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞4❧✐&❛,✐♦♥

♣54&❡♥,4 ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞5❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ,❤1&❡ ,❡♥,❡ ❞❡ &✬✐♥&❝5✐5❡ ❞❛♥& ❧❛ ❧✐❣♥4❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥,5✐❜✉,✐♦♥ ❞❡

❇♦✇❧❡& ❡, ●✐♥,✐& ✭✷✵✵✺✮✱ ❡♥ ♦✉✈5❛♥, ❧✬❛♥❛❧②&❡ F ❞❡& &✐,✉❛,✐♦♥& 8✉✐ ♠❡,,❡♥, ❡♥ ❥❡✉ ❧✬4♠❡5✲

❣❡♥❝❡ ❞✬4♠♦,✐♦♥& F ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦&✐,✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣5❛,✐,✉❞❡✳

❊♥ ❣✉✐&❡ ❞✬✐♥,5♦❞✉❝,✐♦♥✱ ♥♦✉& ❝♦♠♠❡♥I♦♥& ♣❛5 ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡5&✐♦♥  !❛♥❞❛%❞ ❞✉

❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ✭❏❇K✮✱ ❥♦✉4 ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ♣❛5 ❞❡✉① ❛❣❡♥,&✳ K♦✉5 5❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ❞4♥♦♠✐✲

♥❛,✐♦♥  !❛♥❞❛%❞ ❡&, ✉,✐❧✐&4❡ ♣♦✉5 ❞4&✐❣♥❡5 ❧❡ ❏❇K ❧♦5&8✉✬✐❧ &❡ ❝♦♠♣♦&❡ ❞❡ ❧❛ &❡✉❧❡ ♣❤❛&❡

❞❡ ❝♦♥,5✐❜✉,✐♦♥✳ ❆✈❛♥, ❞❡ ♣❛&&❡5 ❛✉ ❝❛& ❞✉ ❏❇K ❛✈❡❝ ♣❤❛&❡ ❞❡ 54❝♦♠♣❡♥&❡ ✉❧,45✐❡✉5❡✱

❝❡,,❡ ♣5❡♠✐15❡ 4,❛♣❡ ♥♦✉& ♣❡5♠❡, ❞✬❡♥,❛♠❡5 ❧❛ ♣54&❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦5♠❡❧❧❡ ❞❡& ❝♦♠♣♦&❛♥,& ❞❡

♥♦,5❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,4✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥I❛♥, ♣❛5 ❧❛ &✐,✉❛,✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉& &✐♠♣❧❡ ♣♦&&✐❜❧❡✳ ❊♥ ♦✉,5❡✱

❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥♦✉& ♦✛5❡ ❛✉&&✐ ❧✬♦❝❝❛&✐♦♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡5✱ ♣❛5 ❝♦♠♣❛5❛✐&♦♥✱ ❧❛ ♠❛♥✐15❡ ❞♦♥, ♥♦,5❡

♠♦❞1❧❡ ❡&, ❡♥ ♠❡&✉5❡ ❞✬❡①♣❧✐8✉❡5 ❝♦♠♠❡♥, ❧✬❛❥♦✉, ❞✬✉♥❡ ♣❤❛&❡ ❞❡ 54❝♦♠♣❡♥&❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

❧❡& ❝♦♠♣♦5,❡♠❡♥,& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧& ✈❡5& ❧❛ ♣5♦♠♦,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣45❛,✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡ ❏❇K✳

✺✳✷✳✶✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛♥0 0❛ ✈❡20✐♦♥ 04❛♥❞❛2❞

◆♦✉& ❝♦♥&✐❞45♦♥& ❞✬❛❜♦5❞ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝  !❛♥❞❛%❞✱ ❥♦✉4 ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ♣❛5 n = 2
❥♦✉❡✉5&✳

▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❥♦✉❡✉5& &❡ ❧✐♠✐,❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ F I = {i, j}✱ ❛✈❡❝ i 6= j✳

◆♦✉& 5❛♣♣❡❧♦♥& 8✉❡ ❝❤❛8✉❡ ❥♦✉❡✉5 i ∈ I ❛ ✉♥❡ ❞♦,❛,✐♦♥ ❞❡ di = d ✉♥✐,4& ♠♦♥4,❛✐5❡& ❡,

8✉✬✐❧ ❞♦✐, &✐♠✉❧,❛♥4♠❡♥, ❞4❝✐❞❡5 ❞✉ ♠♦♥,❛♥, yi ∈ [0, d] 8✉✬✐❧ &♦✉❤❛✐,❡ ❝♦♥,5✐❜✉❡5 ❛✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ &❛❝❤❛♥, 8✉❡ ❝❤❛8✉❡ ❥♦✉❡✉5 ❡♥ 5❡,✐5❡ a
∑

i yi ✉♥✐,4& ♠♦♥4,❛✐5❡&✱ ❛✈❡❝

1
2
≤ a ≤ 1✳

▲❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥4,❛✐5❡ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❥♦✉❡✉5 i ∈ I ❡&, ❛❧♦5& ❞♦♥♥4 ♣❛5 ✿

πi = d− yi + a(yi + yj) ✭✺✳✷✳✶✮

▲❛ ✈❡5&✐♦♥  !❛♥❞❛%❞ ❞✉ ❏❇K ♥✬❡&, ♣❛& ❡①❛♠✐♥4❡ ❞❛♥& ❧✬❛5,✐❝❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡& ❡, ●✐♥,✐& ✭✷✵✵✺✮✳

❆✐♥&✐✱ ❜✐❡♥ 8✉❡ ♥♦,5❡ ❢♦5♠❛❧✐&❛,✐♦♥ &❡ ❝❛❧8✉❡ &✉5 ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,4 ❞❡& ❛✉,❡✉5& ❡, 8✉❡

♥♦✉& &♦②♦♥& ❡♥ ❛❝❝♦5❞ ❛✈❡❝ ♣❧✉&✐❡✉5& ❞❡ ❧❡✉5& ❤②♣♦,❤1&❡&✱ ❝♦♥❝❡5♥❛♥, ❧❛ 5❡♣54&❡♥,❛,✐♦♥

❞✉ ♣5♦❝❡&&✉& ❞❡ ❞4❝✐&✐♦♥ ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉&✱ ♥♦,5❡ ,5❛✈❛✐❧ ♣❡5♠❡, ♥4❛♥♠♦✐♥& ❞✬❛♣♣♦5,❡5 ❞❡

❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉,4 ❡♥ ❡①♣❧♦5❛♥, ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡& ✐♥,❡5♣54,❛,✐♦♥& ❞❡& ❞✐✛45❡♥,❡& ❝♦♠♣♦&❛♥,❡& ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝,✐♦♥✱ ❛✐♥&✐ 8✉✬❡♥ ❛♣♣5♦❢♦♥❞✐&&❛♥, ❧❛ ❝♦♠♣54❤❡♥&✐♦♥ ❞❡& ♠4❝❛♥✐&♠❡& ♣&②❝❤♦❧♦❣✐8✉❡&

8✉✐ ❧❡& &♦✉&✲,❡♥❞❡♥,✱ ,♦✉, ❡♥ ❢♦✉5♥✐&&❛♥, ✉♥❡ ♣54❞✐❝,✐♦♥ ,❤4♦5✐8✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦5,❡♠❡♥, ❞❡&

❛❣❡♥,& ❞❛♥& ❝❡,,❡ ✈❡5&✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✳

K♦✉5 ❧✬✐♥&,❛♥,✱ ❞❛♥& ❝❡ ❝❛❞5❡ ❞❡ ❥❡✉ ,51& &✐♠♣❧❡✱ ♥♦,5❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,4 &❛✐&✐, 8✉❛,5❡

♦❜❥❡❝,✐❢& ♣5✐♥❝✐♣❛✉① ❛✛❡❝,❛♥, ❧❡ ♣5♦❝❡&&✉& ❞❡ ❞4❝✐&✐♦♥ ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& ✿ ✭✶✮ ❧❡✉5& ♣5♦♣5❡& ❣❛✐♥&

♠❛,45✐❡❧& ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉ ❡, ✭✷✮ ❧✬✐♥,❡♥&✐,4 ❛✈❡❝ ❧❛8✉❡❧❧❡ ✐❧& &❡ &❡♥,❡♥, ❝♦✉♣❛❜❧❡&✱ ❞✉ ❢❛✐, ❞❡

❧❡✉5& ♣5♦♣5❡& ❛❝,✐♦♥& ❀ ❛✐♥&✐ 8✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐15❡ ❞♦♥, ✐❧& ✈❛❧♦5✐&❡♥, ❧❡& ❣❛✐♥& ❞❡ ❧❡✉5& ♣❛5,❡♥❛✐5❡&✱

8✉✐ ❞4♣❡♥❞ ❞✉ ✭✸✮ ❝❛♣✐,❛❧ ❞❡ &②♠♣❛,❤✐❡ ✭8✉❡ ♥♦✉& ❡①♣❧✐8✉♦♥& ❝✐✲❛♣51&✮ ❞♦♥, ❧❡& ❥♦✉❡✉5&

✶✺✽



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❞✐"♣♦"❡♥' ( ❧✬+❣❛.❞ ❞❡ ❧❡✉. ♣❛.'❡♥❛✐.❡✱ ❛✐♥"✐ 1✉❡ ❞❡ ✭✹✮ ❧❡✉." .❡""❡♥'✐" +♠♦'✐♦♥♥❡❧" "✉✐'❡ (

❧✬+✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦.'❡♠❡♥' ❞❡ ❝❡ ❞❡.♥✐❡.✳

✺✳✷✳✶✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬✉*✐❧✐*0

9♦✉. '♦✉' ❛❣❡♥' i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✉'✐❧✐'+ ❡"' ❞+✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

Ui = ACi + EAij ✭✺✳✷✳✷✮

▲❡" ♥♦'❛'✐♦♥" AC ❡' EA "❡ .+❢@.❡♥' ( ❧❛ '②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡" +♠♦'✐♦♥" ♠♦.❛❧❡" 1✉✐ ❡"' ❞+'❛✐❧❧+❡

❞❛♥" ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❝❤❛♣✐'.❡ ❞❡ ❝❡ '.❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ ♥♦'❛'✐♦♥ AC "❡ .❛♣♣♦.'❡ ❛✉① +♠♦'✐♦♥"

❞✐'❡" ❛✉'♦✲❝♦♥"❝✐❡♥'❡"✱ ♣♦✉. ❧❡"1✉❡❧❧❡" ❧❡ ❢♦❝✉" ❞❡ ❧✬❛❣❡♥' ❡"' '♦✉.♥+ ✈❡." ❧✉✐✲♠G♠❡✱ '❛♥✲

❞✐" 1✉❡ ❧❛ ♥♦'❛'✐♦♥ EA ❡"' ✉'✐❧✐"+❡ ❡♥ .+❢+.❡♥❝❡ ❛✉① +♠♦'✐♦♥" ❞✬+✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞✬❛✉'.✉✐✱ 1✉✐

✐♥'❡.✈✐❡♥♥❡♥' ❧♦." ❞✬✉♥❡ ✐♥'❡.❛❝'✐♦♥ ❡♥'.❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡' ✉♥ ❛✉'.❡ ❛❣❡♥'✳

▲❡ '❡.♠❡ ACi ❡"' ❞+✜♥✐✱ ♣♦✉. '♦✉' ❛❣❡♥' i ∈ I✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐@.❡ "✉✐✈❛♥'❡ ✿

ACi = πi − βi(ȳi − yi)
2

❖I βi ≥ 0 ❡' ȳi ∈ [0, d]

9♦✉. '♦✉' ❛❣❡♥' i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧❡ '❡.♠❡ EAij ❡"' +❣❛❧ ( ✿

EAij = θijπj

❆✈❡❝ θij✱ ❧❡ ♣♦✐❞" ❛❝❝♦.❞+ ❛✉① ❣❛✐♥" ❞❡ j✱ +❣❛❧ ( ✿

θij = δi + αi(yj − ȳi) ✭✺✳✷✳✸✮

❖I αi ≥ 0✳

❆✉ '♦'❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉' .++❝.✐.❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✉'✐❧✐'+ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥' i "♦✉" ❧❛ ❢♦.♠❡ "✉✐✈❛♥'❡ ✿

Ui = πi − βi(ȳi − yi)
2 + θijπj ✭✺✳✷✳✹✮

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡"' ( ♥♦'❡. 1✉❡ "✐ ❧✬♦♥ ♣♦"❡ αi = δi = βi = 0✱ ♥♦✉" .❡'.♦✉✈♦♥" ❧❛ .❡♣.+"❡♥'❛'✐♦♥
❝❧❛""✐1✉❡ ❞❡" ❛❣❡♥'" ❡♥ '❤+♦.✐❡ ❞❡" ❥❡✉①✱ 1✉✐ ♣❡✉' ❛❧♦." G'.❡ ❝♦♥"✐❞+.+❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛"

♣❛.'✐❝✉❧✐❡. ❞❡ ♥♦'.❡ ❢♦.♠❛❧✐"❛'✐♦♥✳

✶✺✾



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

✺✳✷✳✶✳✶✳✶✳ ❊♠♦'✐♦♥ ❛✉'♦✲❝♦♥.❝✐❡♥'❡ ❡' ❧❡ '❡1♠❡ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐'5

❚♦✉# ❞✬❛❜♦(❞✱ ❞❡ ♠❛♥✐.(❡ /✐♠✐❧❛✐(❡ ❛✉ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡/ ❡# ●✐♥#✐/ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✉/ /✉♣✲

♣♦/♦♥/ ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ ❛❣❡♥# i ∈ I ❡/# ❛✈❡(/❡ ❛✉ ❢❛✐# ❞✬❛❞♦♣#❡( ✉♥ ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥# ;✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛
♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ȳi ;✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✐♥#A(✐♦(✐/A❡✳

❈❡##❡ ♥♦(♠❡ ȳi✱ ♣❡✉# D#(❡ ❡♥✈✐/❛❣A❡ ❝♦♠♠❡ A#❛♥# ❧✐A❡ E ❝❡ ;✉❡ ❨❛♠❛❣✐/❤✐ ❡# ▼✐❢✉♥❡
✭✷✵✵✽✮ ❞A❝(✐✈❡♥# ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✓ ❤❡✉(✐/#✐;✉❡ ❞❡ ❣(♦✉♣❡ ✔✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❞$❝✐&✐♦♥ &)*❛)$❣✐-✉❡ ❛❞♦♣✲

)$❡ ♣❛* ❞$❢❛✉) ♣❛( ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/✱ ❧♦(/;✉✬✐❧/ ❢♦♥# ❢❛❝❡ E ✉♥❡ /✐#✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❣(♦✉♣❡✳

❉✬❛♣(./ ❨❛♠❛❣✐/❤✐ ❡# ▼✐❢✉♥❡ ✭✷✵✵✽✮✱ ❝❡ ;✉✐ ♣♦✉//❡ ♦(✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥# ❧❡/ ❛❣❡♥#/ E (❡❝♦✉✲

(✐( E ✉♥❡ /#(❛#A❣✐❡ ♣❛( ❞A❢❛✉#✱ ❢❛❝❡ E ✉♥❡ /✐#✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❣(♦✉♣❡✱ ❡/# ❧❡ ❢❛✐# ;✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡/#

/✉/❝❡♣#✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐#❡( ❧❡✉( ❛❞♠✐//✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣(♦✉♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❡♥ /✉♣♣♦/❛♥# ;✉❡

❝❡ ❣(♦✉♣❡ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡ /✉( ❧❛ ❜❛/❡ ❞✬✉♥ /②/#.♠❡ ❞✬A❝❤❛♥❣❡ ❣A♥A(❛❧✐/A ✭♦O ❧❛ (A❝✐♣(♦❝✐#A ✐♥✲

❞✐(❡❝#❡ ❛ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦(#❛♥#❡✮✱ ✐❧ ❡/# ❛❧♦(/ /#(❛#A❣✐;✉❡ ♣♦✉( ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❞❡ ❝♦♦♣A(❡(✱

❞❡ ❢❛P♦♥ E ♣♦✉✈♦✐( ❡♥/✉✐#❡ ❜A♥A✜❝✐❡( ✭❡# E ♥❡ ♣❛/ D#(❡ ♣(✐✈A/✮ ❞❡/ ❜✐❡♥❢❛✐#/ (A/❡(✈A/ E

❝❡✉① ;✉✐ ❛♣♣❛(#✐❡♥♥❡♥# ❛✉ ❣(♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛(#✐❝✉❧✐❡(✱ D#(❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥# E ❧✬A❣❛(❞ ❞❡/ ❛✉#(❡/

♠❡♠❜(❡/ ❞✬✉♥ #❡❧ ❣(♦✉♣❡ ♣❡(♠❡# ❞✬A✈✐#❡( ❞✬D#(❡ ❝❛#A❣♦(✐/A ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✓ ♣❛//❛❣❡( ❝❧❛♥❞❡/✲

#✐♥ ✔ ❛✈❛♥# ❞✬D#(❡ ❡♥/✉✐#❡ ❡①❝❧✉ ❞✉ /②/#.♠❡✳ ✓ ▲✬❤❡✉(✐/#✐;✉❡ ❞❡ ❣(♦✉♣❡ ✔ /✉♣♣♦/❡ ❛❧♦(/ ;✉❡

❧❡/ ❛❣❡♥#/ ❢♦♥# ❧✬❤②♣♦#❤./❡✱ ♣❛( ❞A❢❛✉#

✶

✱ ;✉❡ ❧♦(/;✉✬✐❧/ ❢♦♥# ❢❛❝❡ E ✉♥❡ /✐#✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❣(♦✉♣❡✱

❝❡❧✉✐✲❝✐ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦(♠❡ ❞✬✉♥ /②/#.♠❡ ❞✬A❝❤❛♥❣❡ ❣A♥A(❛❧✐/A✳ ❊♥ ❝♦♥/A;✉❡♥❝❡✱ ❧❡/

✐♥❞✐✈✐❞✉/ ♦♥# ✉♥❡ ✐♥❝✐#❛#✐♦♥ E ❛❣✐( ❞❡ ♠❛♥✐.(❡ ❛❧#(✉✐/#❡ ❡# ❝♦♦♣A(❛#✐✈❡✱ ❞❡ /♦(#❡ E ❧✐♠✐✲

#❡( ❧❡ (✐/;✉❡ ❞❡ ❞A✈❡❧♦♣♣❡( ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐/❡ (A♣✉#❛#✐♦♥ ❛✉♣(./ ❞❡/ ❛✉#(❡/ ♠❡♠❜(❡/ ❞✉ ❣(♦✉♣❡✳

❉❛♥/ ❝❡##❡ ♣❡(/♣❡❝#✐✈❡✱ ♥♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ ;✉❡ ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❞A✈❡❧♦♣♣❡♥# ❞❡ #❡❧❧❡/ ✓ ❤❡✉✲

(✐/#✐;✉❡/ ❞❡ ❣(♦✉♣❡ ✔✱ /✉( ❧❛ ❜❛/❡ ❞❡ ❧✬A❞✉❝❛#✐♦♥ ♠♦(❛❧❡ ;✉✬✐❧/ (❡P♦✐✈❡♥#✱ ❛✐♥/✐ ;✉❡ ❞❡

❧❡✉(/ ♣(A❝A❞❡♥#❡/ ❡①♣A(✐❡♥❝❡/ ❞✬✐♥#❡(❛❝#✐♦♥ /♦❝✐❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ♥♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ A❣❛❧❡♠❡♥#

;✉❡ ❝❡❧❧❡/✲❝✐ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡♥# ❡♥/✉✐#❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡/ ♣♦✐♥#/ ❞❡ (A❢A(❡♥❝❡ ♣♦✉( ❣✉✐❞❡( ❡# ❥✉❣❡(

❧❡✉(/ ❝♦♠♣♦(#❡♠❡♥#/ ✭✐✳❡✳ ❞❡/ ♥♦(♠❡/✮✱ ❞♦♥# ✐❧/ /❡ /❡(✈❡♥#✱ ♣❛( (A✢❡①❡✱ ❞./ ;✉✬✐❧/ ❞♦✐✈❡♥#

✐♥#❡(❛❣✐( ❛✈❡❝ ❛✉#(✉✐ ✭♣❡✉ ✐♠♣♦(#❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❛❣❡♥#/ ✐♠♣❧✐;✉A/✮✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝♦♥/✐❞.(❡

;✉❡✱ ;✉❡❧ ;✉❡ /♦✐# ❧❡ ❝♦♥#❡①#❡ ❛✉;✉❡❧ ❧❡/ ❛❣❡♥#/ ❢♦♥# ❢❛❝❡✱ ✐❧/ /♦♥# ❝❛♣❛❜❧❡/ ❞❡ ❞A#❡(♠✐♥❡(

✓ ❧✬❤❡✉(✐/#✐;✉❡ ❞❡ ❣(♦✉♣❡ ✔ ;✉✐ /✬❛❞❛♣#❡ E ❧❛ /✐#✉❛#✐♦♥ ❡♥ ;✉❡/#✐♦♥ ❡# ;✉✐ ❡/# ❡♥ ❛❝❝♦(❞ ❛✈❡❝

❧❡✉(/ ♣(✐♥❝✐♣❡/ ♠♦(❛✉①✳ ❆✐♥/✐✱ ♦♥ /✉♣♣♦/❡ ;✉❡✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝♦♥#❡①#(❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱

❝❤❛;✉❡ ❛❣❡♥# i ∈ I ❡/# ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞A#❡(♠✐♥❡( ❧❛ ♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ȳi ;✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥#
♠♦(❛❧❡♠❡♥# ❞❡ ❥♦✉❡( /❡❧♦♥ ❧✉✐✳

❋♦(♠❡❧❧❡♠❡♥#✱ ❡♥ (❛✐/♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(A/❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛((A✱ βi(ȳi − yi)
2
❡①♣(✐♠❡ #♦✉❥♦✉(/ ✉♥ ❝♦X#

♣/②❝❤♦❧♦❣✐;✉❡✱ /✉♣♣♦(#A ♣❛( ❧❡/ ❛❣❡♥#/ ❧♦(/;✉✬✐❧/ ❝❤♦✐/✐//❡♥# ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ;✉✐

❞✐✛.(❡ ❞❡ ❧❡✉( ♥♦(♠❡✱ ♦O βi ❡/# ✉♥ ♣❛(❛♠.#(❡ ;✉✐ ❡♥ ♠❡/✉(❡ ❧✬✐♥#❡♥/✐#A✳

❆✐♥/✐✱ ❧♦(/;✉❡ yi < ȳi✱ ♥♦#(❡ ♠♦❞.❧❡ /✉♣♣♦/❡ ;✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉( i (❡//❡♥# ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#A
❞✉ ❢❛✐# ❞❡ ♥❡ ♣❛/ ♣❛(✈❡♥✐( E ❝♦♥#(✐❜✉❡( E ❤❛✉#❡✉( ❞❡ ❝❡ ;✉✬✐❧ ❝♦♥/✐❞.(❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦(#❡♠❡♥# /♦❝✐❛❧❡♠❡♥# ♦✉ ♠♦(❛❧❡♠❡♥# ❛♣♣(♦♣(✐A✳ ❘A❛❧✐/❡( ✉♥❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥ ✐♥❢A(✐❡✉(❡ E

ȳi ❝♦♥/#✐#✉❡ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ✐♥#A(✐♦(✐/A❡ ♣❛( i ;✉✐✱ ❞❡ /✉(❝♦Z#✱ (❡♣(A/❡♥#❡ ✉♥
❝♦X# ♣♦✉( ❛✉#(✉✐✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ✉♥❡ #❡❧❧❡ ✈✐♦❧❛#✐♦♥ ❡♥#(❛✐♥❡ ❞❡/ (❡#♦♠❜A❡/✱ ♣(♦✈❡♥❛♥# ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ ;✉✐ /♦♥# ♠♦✐♥❞(❡/✱ ♣♦✉( ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❥♦✉❡✉(/✳ ❊♥ ❝❡ /❡♥/✱ ✉♥❡ #❡❧❧❡ ❛❝#✐♦♥ ❡/#

#②♣✐;✉❡♠❡♥# /✉/❝❡♣#✐❜❧❡ ❞✬D#(❡ E ❧❛ /♦✉(❝❡ ❞❡ ❧✬A♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#A ✭❝❢✳ ✶✳✷✳✷✳✷✳✶✮✳

✶✳ ▲❡ ❢❛✐' ❞❡ )✉♣♣♦)❡- .✉❡ ❧❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) ❢♦♥' ❧✬❤②♣♦'❤5)❡ ♣❛- ❞6❢❛✉' ❞✬✉♥ )②)'5♠❡ ❞✬6❝❤❛♥❣❡ ❣6♥6-❛❧✐)6

♣❡-♠❡' ❞✬❡①♣❧✐.✉❡- ❧❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♦♣6-❛'✐♦♥ ♦❜)❡-✈6) ❞❛♥) ❧❡) ❥❡✉① ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ )♦❝✐❛❧ ❥♦✉6) ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✳
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✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❚♦✉#❡❢♦✐'✱ ❧❡ *❡❝♦✉*' , ❝❡##❡ '♣.❝✐✜❝❛#✐♦♥ ♣❛*#✐❝✉❧✐2*❡ ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉❡ ❧❡' ❛❣❡♥#' '❡ '❡♥#❡♥#

❝♦✉♣❛❜❧❡'✱ ♠7♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ♦9 ❧❡✉* ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ❞.♣❛''❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❡✉* ♥♦*♠❡✱ ❝❡ 4✉✐

♣❡✉# '❡♠❜❧❡* ❝♦♥#*❡✲✐♥#✉✐#✐❢✳ =❛*❛❧❧2❧❡♠❡♥# , ❧❛ ❥✉'#✐✜❝❛#✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉'❡ ❢♦✉*♥✐❡ ♣❛* ❇♦✇❧❡'

❡# ●✐♥#✐' ✭✷✵✵✺✮✱ 4✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡①❛♠✐♥.❡ ♣❧✉' #I# ✭❝❢✳ ✸✳✸✳✷✳✶✮✱ ♥♦✉' ❢♦✉*♥✐''♦♥' .❣❛❧❡♠❡♥# ✐❝✐

✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧.♠❡♥#❛✐*❡ ♣♦✉* ❡①♣❧✐4✉❡* ❝❡ ♣❤.♥♦♠2♥❡✳

❊♥ ♣❛*#✐❝✉❧✐❡*✱ ✐❧ '❡♠❜❧❡ ♣❡*#✐♥❡♥# ❞❡ *❡❧✐❡* ❧❡ ❝♦N# ♣'②❝❤♦❧♦❣✐4✉❡ ❞.❝♦✉❧❛♥# ❞✉ ❢❛✐# ❞❡

❝♦♥#*✐❜✉❡* ♣❧✉' 4✉❡ ❝❡ 4✉✐ ❡'# *❡❝♦♠♠❛♥❞. ♣❛* ❧❛ ♥♦*♠❡✱ , ❧❛ ❝*❛✐♥#❡ ❞✬7#*❡ ❡①♣❧♦✐#. ♣❛*

❧❡' ❛✉#*❡' ❡♥ ❛❣✐''❛♥# ❞❡ ❧❛ '♦*#❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❱♦❤'✱ ❇❛✉♠❡✐'#❡* ❡# ❈❤✐♥ ✭✷✵✵✼✮ ❞.✜♥✐''❡♥#

❧❡ '❡♥#✐♠❡♥# ❞✬❛✈♦✐* .#. ❞✉♣. ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ *.♣♦♥'❡ .♠♦#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡*'✐✈❡ , ❧❛ ♣❡*❝❡♣#✐♦♥

4✉❡ ❧✬♦♥ ❛ .#. ❡①♣❧♦✐#.✱ ❞✉*❛♥# ✉♥❡ #*❛♥'❛❝#✐♦♥ ✐♥#❡*♣❡*'♦♥♥❡❧❧❡ ✭♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥# ❧♦*'4✉❡

❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✉♥ .❝❤❛♥❣❡ .❝♦♥♦♠✐4✉❡✮✱ ❡♥ ♣❛*#✐❡ ❡♥ *❛✐'♦♥ ❞❡ '❡' ♣*♦♣*❡' ❞.❝✐'✐♦♥'✳ ❉.✲

❝*✐*❡ ❧❡' ❛❣❡♥#' ❝♦♠♠❡ *❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ✐♥❞✐'♣♦'.' ♣❛* ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉❡* #*♦♣✱ ♣❛* *❛♣♣♦*#

, ❧❡✉* ♣*♦♣*❡ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥#✱ '❡♠❜❧❡ 7#*❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐2*❡ ❛♣♣*♦♣*✐.❡ ❞❡ *❡♥❞*❡

❝♦♠♣#❡ ❞❡ ❝❡# .#❛# ❛✈❡*'✐❢✳ ❊♥ ♣❛*❛❧❧2❧❡✱ ❧❡' ❛❣❡♥#' ♣♦✉**❛✐❡♥# .❣❛❧❡♠❡♥# '♦✉✛*✐* ❞❡ ❧❛

♣❡✉* ❞✬7#*❡ ❝♦♥'✐❞.*.' ❝♦♠♠❡ ❞❡' ✐♠❜.❝✐❧❡' ✭♦✉ ❞❡' ✐❞✐♦#'✮ ❡♥ '❡ ♠❡##❛♥# ❞.❧✐❜.*.♠❡♥#

❞❛♥' ✉♥❡ '✐#✉❛#✐♦♥ ❞.'❛✈❛♥#❛❣❡✉'❡✳ ❆✉4✉❡❧ ❝❛'✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#. *❡''❡♥#✐❡ ♣♦✉**❛✐# 7#*❡ ✐♥#❡*✲

♣*.#.❡ ❝♦♠♠❡ ❧✐.❡ , ✉♥ ❤❡✉*# 4✉✬✐❧' '✬✐♠♣♦'❡♥# , ❡✉①✲♠7♠❡'✱ , #*❛✈❡*' ✉♥ ❛❝#❡ ❞.❧✐❜.*.✱ ❧❡'

❝♦♥❞✉✐'❛♥# , '❡ ❞.♠✉♥✐*✳ ❈❡##❡ ❝♦♥❝❡♣#✐♦♥ ❡'# ❝♦❤.*❡♥#❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐# 4✉❡ ❇✉*#♦♥✲❈❤❡❧❧❡✇

❡# ❲❡'# ✭✷✵✶✸✮ ❛✐❡♥# ♠♦♥#*. ❡①♣.*✐♠❡♥#❛❧❡♠❡♥# 4✉✬✉♥❡ ♣*.'❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉✲

❜❧✐❝ ♠❡##❛♥# ❧✬❛❝❝❡♥# '✉* ❧❛ ♠❛♥✐2*❡ ❞♦♥# ❧❡' ♣❛*#❡♥❛✐*❡' ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❜.♥.✜❝✐❡♥# ❞❡ '❛

❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞❡ '♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣.*❛#✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❝❡ ❝❛❞*❛❣❡

'♣.❝✐✜4✉❡ ♣❡✉# 7#*❡ ♣❡*W✉✱ ♣❛* ❧❡' ❛❣❡♥#'✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ .#❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉* ❛✈❡❝ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧❡'

❛✉#*❡' '♦♥# '✉'❝❡♣#✐❜❧❡' ❞❡ ♣*♦✜#❡* ✭❞✬❛❜✉'❡*✮ ❞✬❡✉①✱ ❧♦*'4✉✬✐❧' ❝♦♥#*✐❜✉❡♥#✳ ◆♦#*❡ ♠♦❞2❧❡

❡'# ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡'✉*❡ ❞❡ *❡♣*.'❡♥#❡* ✉♥ #❡❧ ♣❤.♥♦♠2♥❡✱ , #*❛✈❡*' ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ♣❧✉' ✐♠♣♦*#❛♥#❡

❞❡ βi✱ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ♦9 ❧✬❛❣❡♥# i '❡*❛✐# ✐♥'.*. ❞❛♥' ❝❡ ❝♦♥#❡①#❡ ♣❛*#✐❝✉❧✐❡*✳

❊♥ ♦✉#*❡✱ ✐❧ ❡'# .❣❛❧❡♠❡♥# ♣♦''✐❜❧❡ 4✉✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞.♠❡'✉*. ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ♣✉✐''❡ 7#*❡

✐♥#❡*♣*.#. ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈♦❧♦♥#. ❞❡ '❡ ♠❡##*❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉* ❡# ❞✬❛##✐*❡* ❧✬❛##❡♥#✐♦♥ ❞✬❛✉#*✉✐✳ ❉❛♥'

❧❛ ♣❧✉♣❛*# ❞❡' ✐♥#❡*❛❝#✐♦♥' '♦❝✐❛❧❡'✱ ❧❛ ✈❛♥#❛*❞✐'❡ ❡'# ♠❛❧ ❝♦♥'✐❞.*.❡ ❛✉ '❡✐♥ ❞❡' ❣*♦✉♣❡'

❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉' ❡# ♣❡✉# ❡♥#*❛✐♥❡* ✉♥❡ ❝❡*#❛✐♥❡ ❞.'❛♣♣*♦❜❛#✐♦♥✳ ❯♥ #❡❧ ♣❤.♥♦♠2♥❡ ❝♦**❡'♣♦♥❞

♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♣♦'#✉❧❛# ❞❡ ❇.♥❛❜♦✉ ❡# ❚✐*♦❧❡ ✭✷✵✵✻✮ 4✉✐ ❛✣*♠❡♥# 4✉❡ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ ✈♦✉✲

❧♦✐* '❡ ♠♦♥#*❡* ♣❡✉# ❤❡✉*#❡* ❧✬❡'#✐♠❡ ❞❡ '♦✐ ❞❡' ❛✉#*❡' ♦✉ *❡♥✈♦②❡* ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 4✉❡❧4✉✬✉♥

❞✬✐**❡'♣♦♥'❛❜❧❡✳ =❛* ❝♦♥'.4✉❡♥#✱ '✐ ❧✬✐♥#.*✐♦*✐'❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦*♠❡ ❡'# ❝♦♠♣*✐'❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥

♠♦②❡♥✱ ♣♦✉* ❧❡' ❛❣❡♥#'✱ ❞❡ '✬✐♥#.❣*❡* ❞❛♥' ❧❡' ❣*♦✉♣❡' '♦❝✐❛✉①✱ , #*❛✈❡*' ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ \✉✈*❡

❞❡ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥#' *❡'♣❡❝#✉❡✉① ❡♥✈❡*' ❧❡' ❛✉#*❡'✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥# ♣❧✉' ❛✐'. ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ♣♦✉*✲

4✉♦✐ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥✱ ❡♥#*❡ ❛✉#*❡'✱ ❞♦✐# 7#*❡ *❡'♣❡❝#.❡ , ❧❛ ❧❡##*❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❞❛♥' ❧❡

❏❇=✱ ❧❡ *❡'♣❡❝# ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❡'# ♥.❝❡''❛✐*❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛*#✱ ♣♦✉* ❡♠♣7❝❤❡* ❧✬❡①♣*❡''✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❞.'❛♣♣*♦❜❛#✐♦♥ '♦❝✐❛❧❡ ❝♦♥'.❝✉#✐✈❡ , ❧✬❛❞♦♣#✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥# .❣♦^'#❡ ❡#✱ ❞✬❛✉#*❡

♣❛*#✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬.✈✐#❡* ❞❡ '✉❜✐* ❧✬❡①♣*❡''✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞.♥✐❣*❡♠❡♥# '♦❝✐❛❧✱ *.'✉❧#❛♥#

❞✉ ❢❛✐# ❞❡ '✬7#*❡ ♠✐' ❡♥ ❛✈❛♥#✳ ❈✬❡'# ♣♦✉*4✉♦✐✱ ♦♥ ♣❡✉# ❝♦♥'✐❞.*❡* 4✉❡ ❧✬.♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛✲

❜✐❧✐#. ❛ .✈♦❧✉.❡ ❞❡ '♦*#❡ , ❣✉✐❞❡* ❧❡' ❛❣❡♥#' ❡♥ ❧❡' ❛✐❞❛♥# , *❡'#❡* , ❧✬.❝❛*# ❞❡ ❝❡' ❞❡✉①

#②♣❡' ❞❡ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥#' '♦❝✐❛❧❡♠❡♥# ✐♥❛♣♣*♦♣*✐.'✳

❆✉ ❞❡❧, ❞✉ ❢❛✐# ❞✬7#*❡ ♣❧✉#I# ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥#❡✱ ❝❡##❡ ❞❡*♥✐2*❡ ✐♥#❡*♣*.#❛#✐♦♥ ❛ ❛✉''✐ ❧✬❛✈❛♥✲

#❛❣❡ ❞✬7#*❡ ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡*#❛✐♥' *.'✉❧#❛#' ❡♠♣✐*✐4✉❡' *❡❧❛#✐❢' ❛✉ ❏❇= ❛✈❡❝ ♣❤❛'❡ ❞❡

♣✉♥✐#✐♦♥✱ 4✉✐ ♠♦♥#*❡♥# 4✉❡✱ ❞❡ #❡♠♣' , ❛✉#*❡'✱ ❞❡' ❛❣❡♥#' ❛②❛♥# ❝♦♥#*✐❜✉. ❞❛✈❛♥#❛❣❡ 4✉❡

✶✻✶



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❧❡" ❛✉%&❡"✱ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ "♦♥% ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ /✉✐ ♣❡✉% 0%&❡ /✉❛❧✐✜2 ❞❡ ♣✉♥✐$✐♦♥& ♠❛❧✲

✈❡✐❧❧❛♥$❡& ❞❡ ❧❛ ♣❛&% ❞❡ ❧❡✉&" ♣❛&%❡♥❛✐&❡" ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉ ✭❋❡❤& ❡% ●8❝❤%❡&✱ ✷✵✵✵✮✳

◆2❛♥♠♦✐♥"✱ ❝❡%%❡ ✐♥%❡&♣&2%❛%✐♦♥ ❡①✐❣❡ /✉❡ ❧♦&"/✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉& ❝♦♥%&✐❜✉❡ %&♦♣✱ "♦♥ ♣❛&%❡✲

♥❛✐&❡ ♣✉✐""❡ ❡♥ &❡""❡♥%✐& ❞❡ ❧❛ ❞2"✉%✐❧✐%2✱ ❝❡ /✉✐ ❡"% ✐♠♣♦""✐❜❧❡ ❞❛♥" ♥♦%&❡ ♠♦❞C❧❡✳ ❊♥

❝♦♥"2/✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ /✉❡ ♥♦✉" ✉%✐❧✐"♦♥" ✐❝✐ ♥❡ "❡ ❝♦♥❢♦&♠❡ ♣❛" ♣❧❡✐♥❡♠❡♥%

F ✉♥❡ %❡❧❧❡ ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥✳

❆✉ %♦%❛❧✱ ❧❛ ♠❛♥✐C&❡ ❞♦♥% ♥♦✉" ❝♦♥❝❡✈♦♥"✱ ❞❛♥" ♥♦%&❡ ♠♦❞C❧❡✱ ❧✬2♠❡&❣❡♥❝❡ ❡% ❧❡ &I❧❡

❞❡ ❧✬2♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%2✱ ❛✐♥"✐ /✉❡ ❧✬✐♠♣♦&%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦&♠❡ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❛♥" ❧❛

❞2❝✐"✐♦♥ "%&❛%2❣✐/✉❡ ❞❡" ❛❣❡♥%"✱ "❡ &❛♣♣&♦❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ✓ ❧✬❤❡✉&✐"%✐/✉❡ ❞❡

❣&♦✉♣❡ ✔✳ ❖♥ ♣❡✉% ❛✐♥"✐ ❡♥✈✐"❛❣❡& ❧❛ ♥♦&♠❡ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ✐♥%❡&♥❛❧✐"2❡ ♣❛& ❧❡" ❛❣❡♥%"

❝♦♠♠❡ ❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ✭❞2✈❡❧♦♣♣2 F %&❛✈❡&" ❧❡✉& 2❞✉❝❛%✐♦♥ ❡% ❧❡✉&" ❡①♣2&✐❡♥❝❡"✮

F ♣&♦♣♦" ❞✉ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ✓ %②♣❡ ✔ F ❛❞♦♣%❡&✱ ♣❛& ❞2❢❛✉%✱ ❞❡ ♠❛♥✐C&❡ F 0%&❡ ❛❝❝❡♣%2 ♣❛&

❛✉%&✉✐ ❧♦&" ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❝✐♣❛%✐♦♥ F ✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ▲✬2♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%2 ❡% ❡♥

♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧✬❛♥%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❞❡ "♦♥ 2♠❡&❣❡♥❝❡✱ ❧❡✉& ♣❡&♠❡% ❛❧♦&"✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣&✐"❡ ❞❡

❞2❝✐"✐♦♥✱ ❞✬0%&❡ ❣✉✐❞2" ✈❡&" ❝❡ ♣♦✐♥% ❞❡ &2❢2&❡♥❝❡✳ ❊♥ ❝❡ "❡♥"✱ ✐❧ "❡♠❜❧❡ /✉❡ ❧✬✐♥%2&0% ❞❡

❧✬2♠♦%✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%2✱ ❡♥ %❡&♠❡" ❞❡ ✈❛❧❡✉& "2❧❡❝%✐✈❡✱ "♦✐% ❞❡ ❣✉✐❞❡& ❧❡" ❛❣❡♥%"✱ F %&❛✈❡&"

"♦♥ &I❧❡ ❞❛♥" ❧✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❞❡" ✓ ❤❡✉&✐"%✐/✉❡" ❞❡ ❣&♦✉♣❡ ✔✱ ✈❡&" ❧✬❛❞♦♣%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%"

♠♦&❛❧❡♠❡♥% ❛♣♣&♦♣&✐2" ❧❡✉& ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞✬0%&❡ ♠✐❡✉① ✐♥%2❣&2" "♦❝✐❛❧❡♠❡♥% ❡% ❛❝❝❡♣%2" ♣❛&

❛✉%&✉✐✳

✺✳✷✳✶✳✶✳✷✳ ▲❛ ♣'✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞✬❛✉/'✉✐

▲❛ ❝♦♠♣♦"❛♥%❡ ❝❧2 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✉%✐❧✐%2 ❡"% θij ✭2/✉❛%✐♦♥ 5.2.3✮✳ ❈❡ %❡&♠❡ ♥♦✉"

♣❡&♠❡% ❞✬✐♥%&♦❞✉✐&❡✱ ❞❛♥" ❧❡ ♣&♦❝❡""✉" ❞❡ ❞2❝✐"✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥%"✱ ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ F ❛✉%&✉✐✳ P❧✉"

♣&2❝✐"2♠❡♥%✱ ✐❧ &❡♣&2"❡♥%❡ ❧❛ ♠❛♥✐C&❡ ❞♦♥% ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ✈❛❧♦&✐"❡♥% ❧❡ ❢❛✐% ❞❡ ♣❡&❝❡✈♦✐& ❧❡✉&

♣❛&%❡♥❛✐&❡ ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣&♦❧♦♥❣❡♠❡♥% ❞✬❡✉①✲♠0♠❡"✱ ❛✉ "❡♥" ♦Q ✐❧" ♣&❡♥♥❡♥%

❡♥ ❝♦♥"✐❞2&❛%✐♦♥ ❧❡ ❜✐❡♥✲0%&❡ ♠❛%2&✐❡❧ ❞❡ ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✳ ❆✐♥"✐✱ ✉♥❡ %❡❧❧❡ "♣2❝✐✜❝❛%✐♦♥ ♣♦"❡

✐♠♣❧✐❝✐%❡♠❡♥% /✉❡✱ ♣♦✉& ❝❤❛/✉❡ ❛❣❡♥%✱ ❧❛ ♣&2"❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉%&❡✱ ❞✉ ❢❛✐% ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❛❝%✐♦♥ /✉✐

❛ ❧✐❡✉ ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❡"% ❛♣♣&2❤❡♥❞2❡ F %&❛✈❡&" ❧❡" ❣❛✐♥" ♠❛%2&✐❡❧" ♦❜%❡♥✉" ♣❛& ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✳ ❊♥

❞✬❛✉%&❡" ♠♦%"✱ 2%❛♥% ❞♦♥♥2 /✉❡ ❧❡" ❣❛✐♥" ♠❛%2&✐❡❧" ❞✬✉♥ ❥♦✉❡✉& ❝♦♥"%✐%✉❡♥%✱ ❡♥ ♣❛&%✐❡✱ "♦♥

❜✐❡♥✲0%&❡ ❡% /✉✬✐❧" "♦♥% ❝❧❛✐&❡♠❡♥% ✐❞❡♥%✐✜❛❜❧❡" ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉✱ ✐❧" "♦♥% ✉%✐❧✐"2" ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡

❞❡ ❧❛ "❛%✐"❢❛❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛&%❡♥❛✐&❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣&✐"❡ ❞❡ ❞2❝✐"✐♦♥✳ ◆♦✉" ♣♦✉&"✉✐✈♦♥"

❛✈❡❝ ❧❛ ♣&2"❡♥%❛%✐♦♥ ❢♦&♠❡❧❧❡ ❞✉ %❡&♠❡ θij✳

▲❡ ❝❛♣✐/❛❧ ❞❡ )②♠♣❛/❤✐❡

P♦✉& ❝♦♠♠❡♥❝❡&✱ ♥♦✉" ♥♦✉" ❝♦♥❝❡♥%&♦♥" "✉& δi✱ ✉♥ ♣❛&❛♠C%&❡ ♣♦✉✈❛♥% ♣❛&❛R%&❡ ❛♥♦✲

❞✐♥ ❞❡ ♣&✐♠❡ ❛❜♦&❞ ❡% ❞♦♥% ♥♦✉" ❝♦♥"✐❞2&♦♥" /✉❡ ❧❡ &I❧❡ ❛ ♣✉ 0%&❡ "♦✉"✲❡"%✐♠2 ❞❛♥" ❧✬❛&%✐❝❧❡

❞❡ ❇♦✇❧❡" ❡% ●✐♥%✐" ✭✷✵✵✺✮✳ ■❝✐✱ ♣❧✉%I% /✉❡ ❞❡ ❝♦♥"✐❞2&❡& /✉❡✱ ♣♦✉& %♦✉% ❛❣❡♥% i ∈ I✱ δi
&❡♣&2"❡♥%❡ ✉♥❡ ❢♦&❝❡ ♠♦%&✐❝❡ ❛❧%&✉✐"%❡ ❡% ✐♥❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈✐"✲F✲✈✐" ❞❡ ❧✬❛✉%&❡ ❛❣❡♥%✱ ♥♦✉"

❝♦♥❝❡✈♦♥" ♣❧✉%I% δi ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛♣✐%❛❧ ❞❡ "②♠♣❛%❤✐❡ /✉❡ ❧✬❛❣❡♥% i ❛❝❝♦&❞❡ F "♦♥ ♣❛&%❡♥❛✐&❡✳

❉❡ ♠❛♥✐C&❡ "②♠2%&✐/✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉% 2❣❛❧❡♠❡♥% ❡♥✈✐"❛❣❡& δi ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛♣✐%❛❧ ❞❡ "②♠♣❛%❤✐❡

❞♦♥% j ❞✐"♣♦"❡ ❛✉♣&C" ❞❡ i✳

▲❛ "②♠♣❛%❤✐❡ ♣❡✉% "❡ ❞2✜♥✐& ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❡♥❝❤❛♥% ♥❛%✉&❡❧✱ "♣♦♥%❛♥2 ❡% ❝❤❛❧❡✉&❡✉① ❞❡

/✉❡❧/✉✬✉♥ ❡♥✈❡&" ✉♥❡ ❛✉%&❡ ♣❡&"♦♥♥❡✳ ❈❡%%❡ ❞2✜♥✐%✐♦♥ ✐❧❧✉"%&❡ ❜✐❡♥ ♥♦%&❡ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞✉

♣❛&❛♠C%&❡ δi✳

✶✻✷



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❊♥✜♥✱ ♥♦✉& ✈❡))♦♥& ❞❛♥& ❧❛ &✉✐.❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②&❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐.)❡ ✻✮ 9✉❡ ❝❡ ♣❛)❛♠;.)❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧

❡&. ❛♠❡♥< = <✈♦❧✉❡) ❞❛♥& ❧❡ .❡♠♣& ❡. ♥♦✉& ❝♦♥&✐❞<)♦♥& ❛✐♥&✐ 9✉✬✐❧ ❝♦))❡&♣♦♥❞ = ✉♥ ✐♥❞✐❝❡

)❡♣)<&❡♥.❛.✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❡"❝❡♣$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥. i = ❧✬<❣❛)❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 9✉❛❧✐.< ❞❡ ❧❛ )❡❧❛.✐♦♥
9✉✬✐❧ ❡♥.)❡.✐❡♥. ❛✈❡❝ &♦♥ ♣❛).❡♥❛✐)❡✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞❡ ❝❡..❡ ✐♥.❡)❛❝.✐♦♥✳ ❈❡. ✐♥❞✐❝❡ ❡♥❣❧♦❜❡

♥♦.❛♠♠❡♥. ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣)♦①✐♠✐.< ♦✉ ❞✬✐♥.✐♠✐.< 9✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i )❡&&❡♥. ✈✐&✲=✲✈✐& ❞❡ &♦♥
♣❛).❡♥❛✐)❡✳ ❆✉ ❞❡♠❡✉)❛♥.✱ ❧✬✐♥.✐♠✐.< ❛ <.< ❞<❣❛❣<❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡&

❞❡ ❧❛ 9✉❛❧✐.< ❞✬✉♥❡ )❡❧❛.✐♦♥ ✭❍❛&&❡❜)❛✉❝❦ ❡. ❋❡❤)✱ ✷✵✵✷✮✳

❈❡..❡ )<✐♥.❡)♣)<.❛.✐♦♥ ♦)✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣❛)❛♠;.)❡ δi✱ ♦✛)❡ ❞❡& ♣❡)&♣❡❝.✐✈❡& ✐♥.<)❡&&❛♥.❡&
9✉❛♥. = ❧✬✐♥.❡)♣)<.❛.✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. ❞❡ ❝❡ ♠♦❞;❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥. ❞✬❡①❛♠✐♥❡)

✐❝✐ ❧❛ &✐❣♥✐❢❝❛.✐♦♥ ❞✉ ♣❛)❛♠;.)❡ δi✱ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ &♦♥ &✐❣♥❡✳

▲♦)&9✉❡ δi > 0✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& 9✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ♣❧✉& ✐♠♣♦).❛♥.❡ ❞❡ δi ✐♠♣❧✐9✉❡ 9✉❡ ❧✬❛❣❡♥.
i &❡ &❡♥. ♣❧✉& ♣)♦❝❤❡ ✭✐♥.✐♠❡✮ ❞❡ &♦♥ ♣❛).❡♥❛✐)❡ j ✭i 6= j✮✱ 9✉✬✐❧ ❞<✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ♣❡)❝❡♣.✐♦♥
♣❧✉& ♣♦&✐.✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐. ❞✬✐♥.❡)❛❣✐) ❛✈❡❝ ❧✉✐ ❡.✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥.✱ ✐❧ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ .❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐✲

.✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❧✉& ✐♠♣♦).❛♥.❡ = <♣)♦✉✈❡) ❞❡ ❧❛ &②♠♣❛.❤✐❡ ♣♦✉) j✱ ❝❡ 9✉✐ ❧❡ ♠♦.✐✈❡ = ✈❛❧♦)✐&❡)
❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉& ♣♦&✐.✐✈❡♠❡♥. ❧❡ &♦). ❞❡ &♦♥ ♣❛).❡♥❛✐)❡ ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✳

L❛)❛❧❧;❧❡♠❡♥.✱ ❧♦)&9✉❡ δi = 0 ✱ ❧✬❛❣❡♥. i ♥❡ &❡ &❡♥. ♥✐ )<❡❧❧❡♠❡♥. ♣)♦❝❤❡ ❞❡ &♦♥ ♣❛)✲
.❡♥❛✐)❡✱ ♥✐ ❢♦♥❝✐;)❡♠❡♥. ❞✐&.❛♥. ✭&♦❝✐❛❧❡♠❡♥.✮ ✈✐&✲=✲✈✐& ❞❡ ❧✉✐✳ ■❧ ❛ ❛❧♦)& ✉♥❡ ♣❡)❝❡♣.✐♦♥

)❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ♥❡✉.)❡ ❞✉ ❢❛✐. ❞✬✐♥.❡)❛❣✐) ❛✈❡❝ &♦♥ ♣❛).❡♥❛✐)❡✱ ❡.✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣.❡✱ ♥✬❡①❤✐❜❡

♣❛& ❞❡ .❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛).✐❝✉❧✐;)❡ = <♣)♦✉✈❡) ❞❡ ❧❛ &②♠♣❛.❤✐❡ ♣♦✉) j✱ ❝❡ 9✉✐
♥✬❡♥.)❛✐♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ &✉) ❧❛ ♠❛♥✐;)❡ ❞♦♥. i ✈❛❧♦)✐&❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲O.)❡ ♠❛.<)✐❡❧ ❞❡ &♦♥
♣❛).❡♥❛✐)❡ ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✳

❊♥✜♥✱ ❧♦)&9✉❡ δi < 0✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ♣❧✉& ✐♠♣♦).❛♥.❡ ❞❡ δi✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉) ❛❜&♦❧✉❡✱ ✐♠♣❧✐9✉❡ 9✉❡
❧✬❛❣❡♥. )❡&&❡♥. ✉♥ <❧♦✐❣♥❡♠❡♥. ✭&♦❝✐❛❧✮ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉& ✐♠♣♦)❛♥. ✈✐&✲=✲✈✐& ❞❡ ❧✬❛✉.)❡ ❥♦✉❡✉)✱

9✉✬✐❧ ❞<✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ♣❡)❝❡♣.✐♦♥ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉& ♥<❣❛.✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐. ❞✬❛✈♦✐) = ✐♥.❡)❛❣✐) ❛✈❡❝ ❧✉✐

❡.✱ ❛✉ .♦.❛❧✱ 9✉✬✐❧ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ .❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉& ❣)❛♥❞❡✱ = <♣)♦✉✈❡)

❞❡ ❧✬❛♥.✐♣❛.❤✐❡ ✭♦✉ ❛✈❡)&✐♦♥✮ = ❧✬❡♥❝♦♥.)❡ ❞❡ &♦♥ ♣❛).❡♥❛✐)❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❧❡ ♣♦✉&&❡ = ✈❛❧♦)✐&❡)

♥<❣❛.✐✈❡♠❡♥. ❧❡ &♦). ❞❡ ❝❡ ❞❡)♥✐❡)✳

L♦✉) )<&✉♠❡)✱ ♥♦✉& ❞<✜♥✐&&♦♥& δi ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ &②♠♣❛.❤✐❡ ✭❛♥.✐♣❛.❤✐❡✮ 9✉❡
i )❡&&❡♥. ✈✐&✲=✲✈✐& ❞❡ j✱ 9✉✐ ❡&. )❡♣)<&❡♥.❛.✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥.❡♥&✐.< ❛✈❡❝ ❧❛9✉❡❧❧❡ i &❡ &❡♥. ♣)♦❝❤❡
✭❞✐&.❛♥.✮ &♦❝✐❛❧❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛❣❡♥. j✱ ❛✐♥&✐ 9✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 9✉✬✐❧ ❛❝❝♦)❞❡ = ❝❡
❞❡)♥✐❡)✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ♦♥ &✉♣♣♦&❡ 9✉❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣)♦①✐♠✐.< ❡. ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐. i = ❞<✲
✈❡❧♦♣♣❡) ✉♥❡ .❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐$✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞✬✐♥.❡♥&✐.< ❝♦♠♣❛)❛❜❧❡✱ = ✈❛❧♦)✐&❡) ♣♦&✐.✐✈❡♠❡♥.

✭♥<❣❛.✐✈❡♠❡♥.✮ ❧❡ &♦). ♠❛.<)✐❡❧ ❞❡ j ❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✳

◆<❛♥♠♦✐♥&✱ ♦♥ ♣❡✉. &✬✐♥.❡))♦❣❡) &✉) ❧❛ ❢❛R♦♥ ❞♦♥. &❡ ❞<.❡)♠✐♥❡ ❧❡ ❝❛♣✐.❛❧ ❞❡ &②♠♣❛.❤✐❡

9✉✬✉♥ ✐♥✈✐❞✉ ❛❝❝♦)❞❡ = ✉♥ ❛✉.)❡✱ ❧♦)&9✉❡ ❧❡& ❞❡✉① ❛❣❡♥.& &❡ )❡♥❝♦♥.)❡♥. ♣♦✉) ❧❛ ♣)❡♠✐;)❡

❢♦✐&✱ ❛✉.)❡♠❡♥. ❞✐. ❛✈❛♥. ❧❛ &✉)✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ 9✉❡❧❝♦♥9✉❡ ❤✐&.♦)✐9✉❡ ❞✬✐♥.❡)❛❝.✐♦♥& ❡♥.)❡

❡✉①✳ L❛) &♦✉❝✐ ❞❡ &✐♠♣❧✐❝✐.<✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& ✐❝✐ 9✉❡✱ ♣♦✉) ❝❤❛9✉❡ ❛❣❡♥. i✱ ❧❡ ❝❛♣✐.❛❧ ❞❡
&②♠♣❛.❤✐❡ ❛❝❝♦)❞< = .♦✉.❡ ♣❡)&♦♥♥❡ ❛♥♦♥②♠❡✱ ❛✈❡❝ 9✉✐ i ❞♦✐. ✐♥.❡)❛❣✐)✱ ❡&. ❧❡ ♠O♠❡✱ 9✉❡❧❧❡
9✉❡ &♦✐. ❧❛ ♣❡)&♦♥♥❛❧✐.< &♣<❝✐✜9✉❡ ✭❡♥ .❡)♠❡& ❞❡ ♣❛)❛♠;.)❡&✮ 9✉✐ ❝❛)❛❝.<)✐&❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✉✲

9✉❡❧ ❧✬❛❣❡♥. i ❢❛✐. ❢❛❝❡ ✷✳

✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ✉♥❡ ❢❛,♦♥ ♣❧✉/ 01❛❧✐/(❡✱ ♠❛✐/ /❛♥/ ❞♦✉(❡ (0♦♣ /♦♣❤✐/(✐5✉1❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞0❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞7❧❡✱

❞❡ 0❡♣01/❡♥(❡0 ❝❡ ❝❛♣✐(❛❧✱ ♣♦✉00❛✐( 8(0❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐0❡ ❞1♣❡♥❞0❡ ✭1✈❡♥(✉❡❧❧❡♠❡♥( ♣❛0 ❞❡/ ♣0♦❝❡//✉/ ❞✬❛♥❛❧♦❣✐❡✮

✶✻✸



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❯♥❡ #❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣#✉❛❧✐+❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛-❛♠/#-❡ +❡ -❛♣♣-♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ✓ ❞✬♦#✐❡♥'❛'✐♦♥

)♦❝✐❛❧❡ ✔✱ 4✉❡ ❧✬♦♥ #-♦✉✈❡ ♦-✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥# ❞❛♥+ ❞❡+ #-❛✈❛✉① ❞❡ ♣+②❝❤♦❧♦❣✐❡ +♦❝✐❛❧❡✱ ❛✈❛♥#

❞✬:#-❡ ❡♥+✉✐#❡ ❛❞♦♣#;❡ ♣❛- ❝❡-#❛✐♥+ ;❝♦♥♦♠✐+#❡+✳ ❆✐♥+✐✱ ✓ ❧✬♦#✐❡♥'❛'✐♦♥ )♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉ ❝♦--❡+♣♦♥❞ ? ❧✬❛##✐#✉❞❡ 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛❞♦♣#❡✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥#✱ ❢❛❝❡ ? ✉♥❡ ♣❡-+♦♥♥❡ ❛♥♦♥②♠❡

✭✈❛♥ ❉✐❥❦✱ ❙♦♥♥❡♠❛♥+ ❡# ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥✱ ✷✵✵✷ ❀ ❙♦♥♥❡♠❛♥+✱ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡# ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥✱ ✷✵✵✻✮✳

❊①♣;-✐♠❡♥#❛❧❡♠❡♥#✱ ♣♦✉- ♠❡+✉-❡- ❝❡##❡ ❛##✐#✉❞❡✱ ❧❡+ ♣+②❝❤♦❧♦❣✉❡+ ✉#✐❧✐+❡♥# ❧❛ ♠;#❤♦❞❡

❞✉ #❡+# ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✭▲✐❡❜-❛♥❞✱ ✶✾✽✹✮ 4✉✐ ❝♦♥❞✉✐# ? ❝❧❛++❡- ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❛✉ +❡✐♥ ❞❡ ❝✐♥4

❝❛#;❣♦-✐❡+✳ ❈❡+ ❞✐✛;-❡♥#❡+ ❝❛#;❣♦-✐❡+✱ ❛✐♥+✐ 4✉❡ ❧❡✉- ❞;✜♥✐#✐♦♥✱ +♦♥# ✐♥❞✐4✉;❡+ ❞❛♥+ ❧❡ #❛✲

❜❧❡❛✉ +✉✐✈❛♥# ✿

❈❛"#❣♦&✐❡ ❞✬♦&✐❡♥"❛"✐♦♥ ,♦❝✐❛❧❡ ❉#✜♥✐"✐♦♥

❆❣"❡$$❡✉" ◗✉✐ $♦✉❤❛✐+❡ ❧❡ ♣✐"❡ ♣♦✉" ❧✬❛✉+"❡✱ 0✉❡❧ 0✉❡ $♦✐+ ❧❡ "1$✉❧+❛+ ♣♦✉" ❧✉✐✲♠4♠❡

❈♦♠♣1+✐+❡✉" ◗✉✐ ✈❡✉+ 4+"❡ ♠✐❡✉① ❧♦+✐ 0✉❡ $♦♥ ✈✐$✲9✲✈✐$

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐$+❡ ◗✉✐ ❡$$❛②❡ ❞✬♦❜+❡♥✐" ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" "1$✉❧+❛+ ♣♦$$✐❜❧❡ ♣♦✉" ❧✉✐✲♠4♠❡

❈♦♦♣1"❛+❡✉" ◗✉✐ ✈✐$❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉"✱ 9 ❧❛ ❢♦✐$ ♣♦✉" ❧✉✐✲♠4♠❡ ❡+ ♣♦✉" ❧✬❛✉+"❡

❆❧+"✉✐$+❡ ◗✉✐ ❞1$✐"❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" ♣♦✉" ❧✬❛✉+"❡✱ 0✉❡❧ 0✉❡ $♦✐+ ❧❡ "1$✉❧+❛+ ♣♦✉" ❧✉✐✲♠4♠❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳✿ ▲❡+ ❞✐✛;-❡♥#❡+ ❝❛#;❣♦-✐❡+ ✓ ❞✬ ♦-✐❡♥#❛#✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔

❆✐♥+✐✱ ♦♥ ♣❡✉# +✉♣♣♦+❡- 4✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉- δi 4✉✐ ❝❛-❛❝#;-✐+❡ ✉♥ ❛❣❡♥# ❞❛♥+ ❞❛♥+ ❧❡ ♠♦❞/❧❡
❡+# ✐❧❧✉+#-❛#✐✈❡ ❞❡ +♦♥ ✓ ♦-✐❡♥#❛#✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔✳ ▲❡ #❛❜❧❡❛✉ +✉✐✈❛♥# ❢♦✉-♥✐# ❞❡+ ✐♥❢♦-♠❛#✐♦♥+

✐❧❧✉+#-❛#✐✈❡+ +✉- ❧❛ ✈❛❧❡✉- ♣-✐+❡ ♣❛- ❧❡ ♣❛-❛♠/#-❡ δ✱ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬♦-✐❡♥#❛#✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔
❞✬✉♥ ❛❣❡♥# ✿

❈❛"#❣♦&✐❡ ❞✬♦&✐❡♥"❛"✐♦♥ ,♦❝✐❛❧❡ ❱❛❧❡✉& ❞❡ δ
❆❣-❡++❡✉- δ < 0 ❡# #-/+ ✐♠♣♦-#❛♥# ❡♥ ✈❛❧❡✉- ❛❜+♦❧✉❡
❈♦♠♣;#✐#❡✉- δ < 0 ❡# -❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ✐♠♣♦-#❛♥# ❡♥ ✈❛❧❡✉- ❛❜+♦❧✉❡
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐+#❡ δ ♣-♦❝❤❡ ❞❡ ③;-♦
❈♦♦♣;-❛#❡✉- δ > 0 ❡# -❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ✐♠♣♦-#❛♥#
❆❧#-✉✐+#❡ δ > 0 ❡# #-/+ ✐♠♣♦-#❛♥#

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳✿ ▲❡+ ✈❛❧❡✉-+ ♣-✐+❡+ ♣❛- δ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬ ♦-✐❡♥#❛#✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉

❞❡$ +"❛✐+$ ❞❡ ♣❡"$♦♥♥❛❧✐+1 ✭"❡♣"1$❡♥+1 ✐❝✐ ♣❛" ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡$ ♣❛"❛♠A+"❡$✮ 0✉❡ i ❡$+ ❡♥ ♠❡$✉"❡ ❞❡ ❞1❝❡❧❡" ❝❤❡③

$♦♥ ♣❛"+❡♥❛✐"❡✳

✶✻✹



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

▲✬"✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦/'❡♠❡♥' ❞✬❛✉'/✉✐

▲❛ ❞#✜♥✐'✐♦♥ ❢♦*♠❡❧❧❡ ❞❡ θij ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉❡✱ ❧♦*2 ❞❡ ❧❛ ♣*✐2❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞✬❛✉'*✉✐✱ ❧❛

'❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉* i 6 ✈❛❧♦*✐2❡* ❧❡2 ❣❛✐♥2 ❞❡ 2♦♥ ♣❛*'❡♥❛✐*❡✱ ✈♦✐' 2♦♥

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛❣✐* ❝♦♥❥♦✐♥'❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ 2❡❝♦♥❞ '❡*♠❡ /✉✐ #✈❛❧✉❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡

❧✬❛❣❡♥' j 6 ❧✬#❣❛*❞ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥' i✳

❈❡ 2❡❝♦♥❞ '❡*♠❡ ❡2' ❞#✜♥✐ ❝♦♠♠❡ #'❛♥' #❣❛❧ 6 ✿

εij = αi(yj − ȳi) ✭✺✳✷✳✺✮

❖C αi *❡♣*#2❡♥'❡ ❧❛ 2❡♥2✐❜✐❧✐'# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥' i 6 ❧✬#✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ❞❡ 2♦♥ ♣❛*✲
'❡♥❛✐*❡✳

E❧✉2 ♣*#❝✐2#♠❡♥'✱ ♥♦✉2 2✉♣♣♦2♦♥2✱ 6 '*❛✈❡*2 ❝❡''❡ 2♣#❝✐✜❝❛'✐♦♥✱ /✉❡ ❝❤❛/✉❡ ❛❣❡♥' i ∈ I
#✈❛❧✉❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ 2♦♥ ♣❛*'❡♥❛✐*❡ j ✭i 6= j✮ 2✉* ❧❛ ❜❛2❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛G♦♥ ❞♦♥' ❧✬❛❝'✐♦♥

❞❡ j ♣❡✉' H'*❡ ❝♦♠♣❛*#❡ 6 ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♥'*✐❜✉'✐♦♥ ✐♥'❡*♥❛❧✐2#❡ ♣❛* i✳ ❊♥ ♦✉'*❡✱ ♥♦✉2

♣❡♥2♦♥2 /✉❡ ❝❡''❡ #✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐' 6 ❧❛ ❞#'❡*♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣*#❝✐❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡

/✉❡ ❧✬❛❣❡♥' i ❞#✈❡❧♦♣♣❡✱ ❡♥ ❝❡ /✉✐ ❝♦♥❝❡*♥❡ ❧✬✐22✉❡ ❞✉ ❥❡✉ ♣♦✉* ❧✬❛❣❡♥' j✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ 6 ❧❛
❞✐✛#*❡♥❝❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡2 ❡' ●✐♥'✐2 ✭✷✵✵✺✮✱ /✉✐ ♦♠❡''❡♥' ❧❡ *P❧❡ ❞❡2 #♠♦'✐♦♥2 ❧♦*2 ❞❡ ❧✬#✈❛❧✉❛'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛*'❡♥❛✐*❡✱ ♥♦✉2 2✉♣♣♦2♦♥2 /✉❡ ❝❡''❡ ❛♣♣*#❝✐❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡

2❡ ♣*♦❞✉✐' ❞❡ ❝♦♥❝❡*' ❛✈❡❝ ❧✬#♠❡*❣❡♥❝❡ ❞✬#♠♦'✐♦♥2 ♣❛*'✐❝✉❧✐Q*❡2 ❡' /✉❡ ❝❡❧❛ ❢❛✐' ♥❛R'*❡ ❝❤❡③

❧✬❛❣❡♥' ✉♥ ❞#2✐* ❞✬❡①♣*❡22✐♦♥ *#❝✐♣*♦/✉❡✳

❆✐♥2✐✱ ♥♦✉2 ❝♦♥2✐❞#*♦♥2 ❧❡ *P❧❡ ❞❡ ❞❡✉① #♠♦'✐♦♥2 ❞✐2❝*Q'❡2 ♣♦✉✈❛♥' ✐♥'❡*✈❡♥✐* ❧♦*2 ❞❡

❝❡''❡ #✈❛❧✉❛'✐♦♥✳

❊♥ ♣*❡♠✐❡* ❧✐❡✉✱ 2✐ ❧❛ ❝♦♥'*✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉'*❡ ❛❣❡♥' ❡2' '*♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ '❡❧ /✉❡ yj < ȳi✱ εij ❡2'
♥#❣❛'✐❢✳ ❉❛♥2 ✉♥ '❡❧ ❝❛2✱ ❧✬❛❣❡♥' i #✈❛❧✉❡ ❧✬❛❣❡♥' j ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥'✳ ◆♦✉2 ✐♥'❡*♣*#'♦♥2
❝❡''❡ ❛♥❛❧②2❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❥♦✐♥'❡ 6 ✭✈♦✐*❡ *#2✉❧'❛♥'❡ ❞❡✮ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬#♠♦'✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧Q*❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ 2❡ ❞#❝❧❡♥❝❤❡ ❧♦*2/✉✬✉♥❡ ♥♦*♠❡ ❡2' ✈✐♦❧#❡✱ ❝❡ /✉✐ ❡2' ❧❡ ❝❛2 /✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥'

❞❡ j ♥❡ *❡2♣❡❝'❡ ♣❛2 ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♥'*✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ i✳ ◆♦✉2 ❝♦♥2✐❞#*♦♥2 /✉❡ ❧✬#♠❡*❣❡♥❝❡ ❞❡
❝❡''❡ #♠♦'✐♦♥ ♣❛*'✐❝✐♣❡ 6 ❧❛ ♣*✐2❡ ❞❡ ❝♦♥2❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛* i✱ /✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦*'❡♠❡♥' ❞❡ j ♥✬❡2' ♣❛2
6 ❧❛ ❤❛✉'❡✉* ❞❡ ❝❡ /✉❡ i ❝♦♥2✐❞Q*❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦*❛❧❡♠❡♥' ❥✉2'❡ ❞❡ ❝♦♥'*✐❜✉❡*✳

❊♥ 2❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ 2✐ ♥♦✉2 2✉♣♣♦2♦♥2 ❛✉ ❝♦♥'*❛✐*❡ /✉❡ εij > 0✱ ❧❛ ❣*❛'✐'✉❞❡ ❡2' ❛❧♦*2 ❧✬#♠♦✲
'✐♦♥ ♣♦2✐'✐✈❡ /✉✐ 2❡ ♠❛♥✐❢❡2'❡ ❡' ❡♥❝♦✉*❛❣❡ ❧✬❛❣❡♥' i 6 ❝♦♥2✐❞#*❡* j ❝♦♠♠❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥'
6 2♦♥ #❣❛*❞✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ ❣*❛'✐'✉❞❡ #♠❡*❣❡ ❧♦*2/✉❡ ❧✬♦♥ ♣*♦✜'❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝'✐♦♥ ❝♦Y'❡✉2❡ ❡'
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/✉❡ ❝❡ /✉❡ i ❛''❡♥❞✱ ❞❛♥2 ❧❛ ♠❡2✉*❡ ♦C✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛*'✱ ❧✬❛❣❡♥' i ❜#♥#✜❝✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡2'✐22❡♠❡♥'
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❝♦♥❞✐"✐♦♥♥❡❧✳

◆♦✉) )✉♣♣♦)♦♥)✱ ♣♦✉* ❝❤❛+✉❡ ❛❣❡♥" i ∈ I✱ +✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥"❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧♦*✐)❛"✐♦♥
✐♥❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡) ❣❛✐♥) ❞❡ j ❡" ❞❡ ❧✬1✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡

❞❡*♥✐❡*✱ )❡ ♠✉❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥" ❡♥ θij✱ ❧❡ ♣♦✐❞) ❣❧♦❜❛❧ ❛❝❝♦*❞1 ❛✉① ❣❛✐♥) ❞❡ j ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉✳ ❈❡""❡
♣*✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞✉ )♦*" ❞❡ j ♣♦✉✈❛♥" )✬❡✛❡❝"✉❡* ❞❡ ♠❛♥✐(*❡ ♣♦)✐"✐✈❡ ♦✉ ♥1❣❛"✐✈❡✱ )❡❧♦♥ ❧❡
)✐❣♥❡ ❞❡ θij✳

❙✐ ❧✬♦♥ )✉♣♣♦)❡ +✉❡ δi ≥ 0 ♣♦✉* "♦✉" i ∈ I✳ ■❧ ❡①✐)"❡ ❞❡✉① ❝❛) ♣♦✉* ❧❡)+✉❡❧) θij ♣❡✉" B"*❡
♣♦)✐"✐❢ ✿

✕ ❉✬❛❜♦*❞✱ +✉❛♥❞ εij > 0✱ θij ❡)" G ❧✬1✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦)✐"✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐+✉❡ G ❧❛ ❢♦✐)
+✉❡ i 1♣*♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ )②♠♣❛"❤✐❡ ❡" ✉♥ )❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ♣*♦①✐♠✐"1 ♣❛* *❛♣♣♦*" G ❧✬❛❣❡♥" j✱
♠❛✐) ❛✉))✐ +✉✬✐❧ )❡ )❡♥" *❡❝♦♥♥❛✐))❛♥" ❡♥✈❡*) ❧✉✐✱ ❡♥ *❛✐)♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥

+✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠❡" ❡♥ K✉✈*❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡) ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡) "❡♥❞❛♥❝❡) G ❧✬❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣*❛"✐"✉❞❡

❡)" ❞❡ ❝*1❡* ✉♥ ❜❡)♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐*❡ ♣*❡✉✈❡ ❞❡ *1❝✐♣*♦❝✐"1 ♣♦)✐"✐✈❡ ❡♥✈❡*) ✉♥ ❜✐❡♥❢❛✐"❡✉*✳

■❝✐✱ ❞✉ ❢❛✐" +✉❡ θij > 0✱ ❧✬❛❣❡♥" i ✈❛❧♦*✐)❡ ♣♦)✐"✐✈❡♠❡♥" ❧❡) ❣❛✐♥) ❞❡ j ❡"✱ ❡♥ ❝♦♥)1✲
+✉❡♥❝❡✱ ♦❜"✐❡♥" ❞❡ ❧❛ )❛"✐)❢❛❝"✐♦♥ ❧♦*)+✉✬✐❧) ❛✉❣♠❡♥"❡♥"✳ ❆✐♥)✐✱ ❝❡❝✐ ♠♦"✐✈❡ ❧✬❛❣❡♥" i
G ❡♥"*❡♣*❡♥❞*❡ ❞❡) ❛❝"✐♦♥) +✉✐ ❜1♥1✜❝✐❡♥" G )♦♥ ♣❛*"❡♥❛✐*❡✳ ❉❛♥) ❧❛ ✈❡*)✐♦♥ )"❛♥❞❛*❞

❞✉ ❏❇O✱ ❧❛ )❡✉❧❡ ♦♣"✐♦♥ ❞♦♥" ❞✐)♣♦)❡ ❧✬❛❣❡♥" i ❛✜♥ ❞✬❛❣✐* ❡♥ ❢❛✈❡✉* ❞❡ j✱ ❡)" ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥"❡* )♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❈❡ ❢❛✐)❛♥"✱ i ❡①♣*✐♠❡ ❞❡) )✐❣♥❡)
❞❡ *1❝✐♣*♦❝✐"1 ♣♦)✐"✐✈❡✳ ❉❡ "♦✉"❡ 1✈✐❞❡♥❝❡✱ G ♠❡)✉*❡ +✉❡ θij ❛✉❣♠❡♥"❡✱ i ❡)" ❞❡ ♠✐❡✉①
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❝♦♠♠❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♣✉ ❧❡ ✈♦✐* ♣*1❝1❞❡♠♠❡♥"✱ ❧❛ ♣*♦①✐♠✐"1 *❡))❡♥"✐❡ ♣❛* ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱

✈✐)✲G✲✈✐) ❞✬✉♥ ❛✉"*❡ ❛❣❡♥"✱ ❡)" ❡♥ ❝♦**1❧❛"✐♦♥ ❛✈❡❝ )❛ ❝❛♣❛❝✐"1 G ♣❛*❞♦♥♥❡* ❝❡" ❛❣❡♥"✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ♥♦✉) )✉♣♣♦)♦♥) ✐❝✐ +✉❡ ❝❡""❡ ❝♦**1❧❛"✐♦♥ )✬1"❡♥❞ 1❣❛❧❡♠❡♥" G )❛ ❝❛♣❛❝✐"1 G

❢❛✐*❡ ♣*❡✉✈❡ ❞✬✐♥❞✉❧❣❡♥❝❡ G ❧✬1❣❛*❞ ❞❡ ❝❡ ❞❡*♥✐❡*✳ ❈❡""❡ ❝❛♣❛❝✐"1 ❡)" ✐♥"1❣*1❡ G ♥♦"*❡
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❧❡♠❡♥" ❛✉① ❣❛✐♥) ❞✉ ❥♦✉❡✉* j ❡)" ✐♥"❡*♣*1"1 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣*1✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ )❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ❝♦❧(*❡
❝❤❡③ ❧✬❛❣❡♥" i✳ ❉❛♥) ✉♥ "❡❧ ❝❛)✱ ❧✬❛♠♣❧❡✉* ❞❡ ❧✬❛❣*❡))✐♦♥ +✉❡ ❧✬❛❣❡♥" i ♣❡*U♦✐" ❞❛♥) ❧❡ ❝♦♠✲
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7✉❡❧❝♦♥7✉❡ +✐$✉❛$✐♦♥✱ +❡ ❧✐♠✐$❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡$ ❡♥ I✉✈%❡✱ ❡+$✲✐❧ ♣♦++✐❜❧❡

❞❡ +❡ +❡♥$✐% ❝♦✉♣❛❜❧❡ ❄ ❊♥ ♦✉$%❡✱ ❧♦%+7✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉%+ ❡+$ (❣❛❧ F ❞❡✉①✱ ✉♥❡ ♥♦%♠❡

❞❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ (❣❛❧❡ F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡+ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥+ ✐♠♣❧✐7✉❡ 7✉✬✐❧ ♥✬❡①✐+$❡ ❛✉❝✉♥ ❝❛+

♦; ❝❤❛7✉❡ ❥♦✉❡✉% ❡+$ F ❧❛ ❢♦✐+ +❛$✐+❢❛✐$ ❞❡ +♦♥ ♣%♦♣%❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❡$ ❞✉ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$

❞❡ +♦♥ ♣❛%$❡♥❛✐%❡ ✭❤♦%♠✐+ ❧♦%+7✉✬✐❧+ +❡ ❝♦♠♣♦%$❡♥$ $♦✉+ ❧❡+ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠C♠❡ ❢❛K♦♥✮✳ ❖%✱

♥♦✉+ ♣❡♥+♦♥+ 7✉❡ ❧♦%+7✉❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❝♦♥$%✐❜✉❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✐M%❡ ❝♦♥+(7✉❡♥$❡ ✭❜✐❡♥ 7✉❡

❞✐✛(%❡♥$❡✮ F ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ✐❧ ❡+$ ♣♦++✐❜❧❡ 7✉❡ ❝❡+ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦✐❡♥$ +❛$✐+❢❛✐$+ ❞✬❛✈♦✐%

❝♦♥$%✐❜✉( +✉✣+❛♠♠❡♥$ ❡$ 7✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ 7✉✐ ❛ ❝♦♥$%✐❜✉( ❧❡ ♣❧✉+ ♥❡ +♦✐$ ♣❛+ ❞(%❛♥❣( ♣❛%

❧❛ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥ ❧(❣M%❡♠❡♥$ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ +♦♥ ♣❛%$❡♥❛✐%❡✳ ◆♦$%❡ +♣(❝✐✜❝❛$✐♦♥ ♣❡%♠❡$ ❞❡

$❡♥✐% ❝♦♠♣$❡ ❞❡ ❝❡ $②♣❡ ❞❡ +✐$✉❛$✐♦♥✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦; ❧❡+ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥+ ❞❡+ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉%+

❞(♣❛++❡♥$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉+ ❡①✐❣❡❛♥$❡ ❞❡+ ♥♦%♠❡+ ❞❡ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥✳

▲❡ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ )②♠♣❛&❤✐❡ δ
◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ✈✉ 7✉❡ ❧❡ ♣❛%❛♠M$%❡ δ %❡♣%(+❡♥$❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ +②♠♣❛$❤✐❡ ❡$ ❞❡ ♣%♦①✐♠✐$(

7✉✬✉♥ ❛❣❡♥$ %❡++❡♥$ ❡♥✈❡%+ +♦♥ ♣❛%$❡♥❛✐%❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❥❡✉✳ ❉❛♥+ ❧❛ ♠❛❥♦%✐$( ❞❡+ ❡①♣(%✐❡♥❝❡+

7✉✐ +♦♥$ ❝♦♥❞✉✐$❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧❡+ +✉❥❡$+ ♥❡ +❡ ❝♦♥♥❛✐++❡♥$ ♣❛+✱

❧❛ ♣❛%$✐❝✐♣❛$✐♦♥ +✬❡✛❡❝$✉❛♥$ ❣(♥(%❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✐M%❡ ❛♥♦♥②♠❡ ✭❧❡+ ❥♦✉❡✉%+ ♣%❡♥❛♥$ ❧❡✉%+

❞(❝✐+✐♦♥+ +✉% ✉♥ ♦%❞✐♥❛$❡✉%✱ ❡♥ ($❛♥$ ✐+♦❧(+ ❧❡+ ✉♥+ ❞❡+ ❛✉$%❡+✮✳ ❉❛♥+ ❝❡+ ❝♦♥❞✐$✐♦♥+✱ ($❛♥$

❞♦♥♥( 7✉✬✐❧ ♥❡ +✬❡+$ ♣%♦❞✉✐$ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ❝♦♥❝%M$❡ ❡♥$%❡ ❧❡+ ♣❛%$❡♥❛✐%❡+ ❛✈❛♥$ ❧❡

❞(❜✉$ ❞✉ ❥❡✉✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❝♦♥+✐❞(%❡% 7✉❡ ❧❡ ♣❛%❛♠M$%❡ δ ❡+$ %❡❧❛$✐❢ F ✓ ❧✬♦%✐❡♥$❛$✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔
❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳

❊♠♣✐%✐7✉❡♠❡♥$✱ ✐❧ +❡ ❞(❣❛❣❡ 7✉❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦♥$✱ ❡♥ ♠❛❥♦%✐$(✱ ❞❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐+$❡+ ♦✉

❞❡+ ❝♦♦♣(%❛$❡✉%+ ✭▲✐❡❜%❛♥❞✱ ✶✾✽✹ ❀ ❖✛❡%♠❛♥✱ ❙♦♥♥❡♠❛♥+ ❡$ ❙❝❤%❛♠✱ ✶✾✾✻✮✳ W❛% ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥+ ✉♥❡ ❞❡+ ❡①♣(%✐❡♥❝❡+ ♠❡♥(❡+ ♣❛% ▲✐❡❜%❛♥❞ ✭✶✾✽✹✮✱ ✶✵ ✪ ❞❡+ +✉❥❡$+ +♦♥$ 7✉❛❧✐✜(+ ❞❡

❝♦♠♣($✐$✐❢+✱ ✸✶ ✪ +♦♥$ 7✉❛❧✐✜(+ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐+$❡+✱ ✺✸ ✪ +♦♥$ 7✉❛❧✐✜(+ ❞❡ ❝♦♦♣(%❛$✐❢+ ❡$ ✺ ✪

+♦♥$ 7✉❛❧✐✜(+ ❞✬❛❧$%✉✐+$❡+ ✭❧❡+ ❝❤✐✛%❡+ ♣❡✉✈❡♥$ ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ✈❛%✐❡% ❞✬✉♥❡ ❡①♣(%✐❡♥❝❡ F ❧✬❛✉$%❡✮✳

❉❡ ♣❧✉+✱ ❧❡+ %(+✉❧$❛$+ ❞✉ $❡+$ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✱ %(❛❧✐+( ❞❛♥+ ❧✬❡①♣(%✐❡♥❝❡ ❞❡ ❙♦♥♥❡♠❛♥+ ❡! ❛❧✳

✭✷✵✵✻✮✱ ♠♦♥$%❡♥$ 7✉✬❛✈♦✐% ✉♥❡ ✓ ♦%✐❡♥$❛$✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ ✔ ♥(❣❛$✐✈❡ ✭❝❛%❛❝$(%✐+❛♥$ ❧❡+ ❛❣%❡++❡✉%+

❡$ ❧❡+ ❝♦♠♣($✐$❡✉%+✮ ♥❡ +❡ ♣%♦❞✉✐$ ♣%❡+7✉❡ ❥❛♠❛✐+✳

W❛% ❝♦♥+(7✉❡♥$✱ ♥♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ 7✉❡ ♣♦✉% $♦✉$ ❛❣❡♥$ i ∈ I✱ δi ≥ 0✳

❊♥ ♦✉$%❡✱ ❧❡+ (7✉❛$✐♦♥+ (5.2.3) ❡$ (5.2.4) ✐♠♣❧✐7✉❡♥$ 7✉❡ +✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❞✉ ♣❛%$❡✲
♥❛✐%❡ ❞❡ i %❡+♣❡❝$❡ ❡①❛❝$❡♠❡♥$ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡%♥✐❡%✱ +♦✐$
yj = ȳi✱ ❛❧♦%+ θij = δi✳ W❛% ❝♦♥+(7✉❡♥$✱ ❞❛♥+ ✉♥❡ $❡❧❧❡ +✐$✉❛$✐♦♥✱ ❧❡+ ♣♦✐❞+ 7✉❡ i ❛❝❝♦%❞❡ F

✶✻✽



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

 ❡ ♣#♦♣#❡ ❣❛✐♥ ♠❛*+#✐❡❧ ❞❛♥ ❧❡ ❥❡✉ ❡* 0 ❝❡✉① ❞✉ ❥♦✉❡✉# j✱  ♦♥* #❡ ♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* +❣❛✉①

0 1 ❡* δi✳ ❊*❛♥* ❞♦♥♥+ 7✉❡✱ ❞❛♥ ✉♥❡ *❡❧❧❡  ✐*✉❛*✐♦♥✱ i  ❡ *#♦✉✈❡ ❞❛♥ ✉♥ +*❛* +♠♦*✐♦♥♥❡❧

♥❡✉*#❡ ✈✐ ✲0✲✈✐ ❞❡  ♦♥ ♣❛#*❡♥❛✐#❡✱  ✉✐*❡ 0 ❧✬❛♥❛❧② ❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✭♣✉✐ 7✉❡

❧❡ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* ❞❡ j ❝♦##❡ ♣♦♥❞ ❡①❛❝*❡♠❡♥* 0 ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❡ ❞❡ i✮✱ ✐❧  ❡♠❜❧❡ ❛  ❡③

♥❛*✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥ ✐❞+#❡# 7✉❡ i ❛❝❝♦#❞❡✱ ❛✉ ♣❧✉ ✱ ❧❡ ♠?♠❡ ♣♦✐❞ ❛✉  ♦#* ❞❡  ♦♥ ♣❛#*❡♥❛✐#❡ 7✉✬0

 ♦♥ ♣#♦♣#❡  ♦#* 0 ❧✬✐  ✉❡ ❞✉ ❥❡✉✳ ❈❡**❡ ❛#❣✉♠❡♥*❛*✐♦♥ ❡ * ❛♣♣✉②+❡ ♣❛# ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ #❡♣#+ ❡♥✲

*❛*✐✈✐*+ ♦❜ ❡#✈+❡ ❞❡ ❛❣❡♥* ❛②❛♥* ✉♥❡ ✓ ♦#✐❡♥*❛*✐♦♥  ♦❝✐❛❧❡ ✔ ❛❧*#✉✐ *❡✳

D❛# ❝♦♥ +7✉❡♥*✱ ♦♥ ❛❞♠❡* +❣❛❧❡♠❡♥* 7✉❡ δi ≤ 1✱ ∀i ∈ I✳

▲❡" ♣❛%❛♠'(%❡" ❞❡ "❡♥"✐❜✐❧✐(. / ❧✬.❣❛%❞ ❞✉ %❡"♣❡❝( ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡

▲❡ ❞❡✉① ♣❛#❛♠F*#❡ αi ❡* βi  ♦♥* *♦✉ ❞❡✉① ❝❛#❛❝*+#✐ *✐7✉❡ ❞❡ ❧❛  ❡♥ ✐❜✐❧✐*+ ❡* ❞❡

❧✬✐♠♣♦#*❛♥❝❡ 7✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉# i ❛❝❝♦#❞❡ ❛✉ #❡ ♣❡❝* ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* ȳi✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥*✱ αi ❞+ ✐❣♥❡ ❧❛  ❡♥ ✐❜✐❧✐*+ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥* i ❛✉ ❢❛✐* 7✉❡ ❧❛ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ❞✬❛✉*#✉✐ #❡ ♣❡❝*❡ ȳi✱
*❛♥❞✐ 7✉❡ βi #❡♣#+ ❡♥*❡ ❧❛  ❡♥❜✐❧✐*+ 7✉❡ ❧✬❛❣❡♥* i ❞+♠♦♥*#❡ ❡♥ ❝❡ 7✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡  ♦♥ ♣#♦♣#❡

#❡ ♣❡❝* ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* 7✉✬✐❧ ❛ ✐♥*❡#♥❛❧✐ +❡✳

▲❡ ❢❛✐* ❞❡ #❡  ❡♥*✐# ❞❡  ❡♥*✐♠❡♥* ✭♣♦ ✐*✐❢ ♦✉ ♥+❣❛*✐❢ ✮✱ ❡♥ ❝♦♥ +7✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦#*❡✲

♠❡♥* ❛❞♦♣*+ ♣❛# ❛✉*#✉✐✱ ♣❛#*✐❝✐♣❡  ❛♥ ❞♦✉*❡ ✭♣❛# ❞❡ ♣#♦❝❡  ✉ ❞❡ ❣+♥+#❛❧✐ ❛*✐♦♥✮ 0 ♥♦*#❡

❝♦♠♣#+❤❡♥ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛H♦♥ ❞♦♥* ❛✉*#✉✐ ❡ * 0 ♠?♠❡ ❞✬✐♥*❡#♣#+*❡# ♥♦*#❡ ♣#♦♣#❡ ❝♦♠♣♦#*❡✲

♠❡♥* ❡* ❞♦♥❝ 0 ❧❛ ❞+*❡#♠✐♥❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 7✉✐ ♣❡✉* ?*#❡ ❛**❡♥❞✉ ❞❡ ♥♦✉ ✱ ❞❛♥ ✉♥ ❝♦♥*❡①*❡

♣❛#*✐❝✉❧✐❡#✳ ❯♥ *❡❧ ♣❤+♥♦♠F♥❡ ❢❛✐* +❝❤♦ 0 ❧❛ ♠❛①✐♠❡ ❞❡ ❧❛ #F❣❧❡ ❞✬♦# ✿ ✓ ◆❡ ❢❛✐*❡ ♣❛ ❛✉①

❛✉*#❡ ❝❡ 7✉❡ ✈♦✉ ♥❡ ✈♦✉❞#✐❡③ ♣❛ 7✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉ ❢❛  ❡ ✔✱ 7✉✐ ❢♦#♠✉❧❡ ✉♥ ♣#♦❝+❞+✱ #❡*#♦✉✈+

❞❡ ❢❛H♦♥ ✉♥✐✈❡# ❡❧❧❡✱ 7✉❛♥* 0 ❧❛ ♣#✐ ❡ ❞❡ ❝♦♥ ❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦#❛❧✐*+ ❞✬✉♥ ❛❝*❡✳ ❆✐♥ ✐✱ ♥♦*#❡

 ❡♥ ✐❜✐❧✐*+ ❛✉ ❢❛✐* 7✉✬❛✉*#✉✐ #❡ ♣❡❝*❡ ✉♥ ❝❡#*❛✐♥ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* ♥♦#♠❛*✐❢✱  ❡♠❜❧❡ ♥♦✉ ❢♦✉#✲

♥✐# ✉♥❡ ✐♥❢♦#♠❛*✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛*✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦#*❛♥❝❡ 7✉❡ ♥♦✉ ❛❝❝♦#❞♦♥ 0 ❧❛ ♥♦#♠❡ ❡♥ 7✉❡ *✐♦♥

❡*✱ ♣❛# ❡①*❡♥ ✐♦♥✱ 0 ❝❡❧❧❡ 7✉❡ ❧❛  ♦❝✐+*+ ❞❡✈#❛✐* ❧✉✐ ❛❝❝♦#❞❡#✱ ❞❡ ♥♦*#❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡✳

D❛# ❝♦♥ +7✉❡♥*✱ ❧♦# 7✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡ *  ❡♥ ✐❜❧❡ ❛✉ #❡ ♣❡❝*✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛#* ❞❡ ❛✉*#❡ ✱ ❞✬✉♥❡

❝❡#*❛✐♥❡ ♥♦#♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥*✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡ * ❝♦♥ ❝✐❡♥* ❞✉ ❢❛✐* 7✉❡ ❧❡ ❛✉*#❡  ♦♥* ♣#♦❜❛✲

❜❧❡♠❡♥* +❣❛❧❡♠❡♥*  ❡♥ ✐❜❧❡ ❛✉ ❢❛✐* 7✉❡ ❧❛ ♥♦#♠❡  ♦✐* #❡ ♣❡❝*+❡ ✭② ❝♦♠♣#✐ ♣❛# ❧✉✐✮✱ ❡* 7✉❡

❧❛ ♠♦#❛❧✐*+ ❞❡  ❡ ❝♦♥❞✉✐*❡ ❡ * ♣#✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥ ❧✬+✈❛❧✉❛*✐♦♥ 7✉✬❛✉*#✉✐ ❢❛✐* ❞❡ ❧✉✐✳

❆✉ ❞❡♠❡✉#❛♥*✱ ❞✬❛♣#F ❲♦❥❝✐ ③❦❡ ✭✷✵✵✺✮✱ ❧♦# ❞❡ ❧✬+✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡# ♦♥♥❡✱ ❧✬❡①❛♠❡♥

❞❡ ❧❛ ♠♦#❛❧✐*+ ❞❡  ❛ ❝♦♥❞✉✐*❡ ✐♠♣♦#*❡ ♣❧✉ 7✉❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡  ❡ ❝♦♠♣+*❡♥❝❡ ✳ ❆ ❝❡* +❣❛#❞✱

 ❛✈♦✐# ❛❞♦♣*❡# ❞❡ ❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥* ❛♣♣#♦♣#✐+  ✉# ❧❡ ♣❧❛♥ ♠♦#❛❧ ❡ * 0 ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❛*♦✉*

❝#✉❝✐❛❧ ♣♦✉# ?*#❡ ❛❝❝❡♣*+ ❞❡ ❛✉*#❡ ❡* ❞+✈❡❧♦♣♣❡# ❞❡ #❡❧❛*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡✉①✳

D♦✉# ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡  ♦❝✐+*+ ❤✉♠❛✐♥❡ ✱ ❧✬+❞✉❝❛*✐♦♥✱ ❛✐♥ ✐ 7✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉①

❛✉*#❡ ♣#♦❝❡  ✉ ❞❡  ♦❝✐❛❧✐ ❛*✐♦♥✱ ♦♥* +*+ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ✱ ❞❡  ♦#*❡ 0 ✐♥❝✉❧7✉❡# ✉♥ ❣♦R* ♣♦✉# ❧❡

❢❛✐* ❞✬❛❣✐# ♠♦#❛❧❡♠❡♥* ❝❤❡③ ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✳ ❈❡#*❛✐♥❡ ♣❡# ♦♥♥❡  ♦♥* ❛✐♥ ✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❣✐#

♠♦#❛❧❡♠❡♥*✱ ♠?♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜ ❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝✐*❛*✐♦♥ +❝♦♥♦♠✐7✉❡ ♦✉  *#❛*+❣✐7✉❡ ✭♣✉♥✐*✐♦♥ ✱ #+✲

❝♦♠♣❡♥ ❡ ✮✱ ✉♥✐7✉❡♠❡♥* ❞✉ ❢❛✐* ❞❡ ❧❡✉# ❞+ ✐# ❞❡ #❡ ♣❡❝*❡# ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ 7✉✬✐❧ ♦♥* ✐❞❡♥*✐✜+ 

❝♦♠♠❡ +*❛♥* ♠♦#❛✉①✳ ❉❡ *❡❧❧❡ ♠♦*✐✈❛*✐♦♥ 0 #❡ ♣❡❝*❡#✱ 7✉❡❧❧❡ 7✉❡  ♦✐❡♥* ❧❡ ❝✐#❝♦♥ ✲

*❛♥❝❡ ✱ ❧❡ ♥♦#♠❡ ✐❞❡♥*✐✜+❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦#❛❧❡♠❡♥* ♣❡#*✐♥❡♥*❡ ❞❛♥ ❧❛  ♦❝✐+*+✱  ♦♥* ❞+ ✐✲

❣♥+❡ ♣❛# ❇❛* ♦♥ ✭✷✵✵✽✮ ❝♦♠♠❡ +*❛♥* ❝❛#❛❝*+#✐ *✐7✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥*+❣#✐*+ ♠♦#❛❧❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳

❙❡❧♦♥ ♥♦✉ ✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐*+ ❡ * ✉♥❡ +♠♦*✐♦♥ 7✉✐ ❛ +*+  ❡❧❡❝*✐♦♥♥+❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✈♦#✐ ❡# ❧✬✐♥*+❣#✐*+

♠♦#❛❧❡ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✳

✶✻✾



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❊♥ ❝❡ $❡♥$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞)❡ ❞❡ ♥♦+)❡ ♠♦❞-❧❡✱ ♦♥ $✉♣♣♦$❡ 0✉❡✱ ♣♦✉) +♦✉+ i ∈ I✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡
αi ✭0✉✐ ❡$+ ✐♥❞✐❝❛+✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉) ❛✈❡❝ ❧❛0✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥+ ❝♦♥$✐❞-)❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉✲

+✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❡)+✐♥❡♥+❡✱ ♣✉✐$0✉✬❡❧❧❡ ❝❛)❛❝+8)✐$❡ ❧✬✐♥+❡♥$✐+8 ❛✈❡❝ ❧❛0✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♥♦)♠❡ ❡$+ $✉$❝❡♣+✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❤❡✉)+❡)✮ ♥✬❡$+ ♣❛$ +)♦♣ 8❧♦✐❣♥8❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ βi ✭)❡♣)8$❡♥+❛+✐✈❡

❞❡ ❧❛ $❡♥$✐❜✐❧✐+8 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥+ ❛✉ ❢❛✐+ ❞❡ )❡$♣❡❝+❡) ❧❛ ♥♦)♠❡ 0✉✬✐❧ ❛ ✐❞❡♥+✐✜8❡✮✳ ❆✐♥$✐✱ $✐ ❧❛

♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡$+ ✐♠♣♦)+❛♥+❡ ❛✉① ②❡✉① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥+ i✱ ♣✉✐$0✉✬✐❧ ❡$+
$❡♥$✐❜❧❡ ❛✉ ❢❛✐+ 0✉❡ ❧❡$ ❛✉+)❡$ ❧❛ )❡$♣❡❝+❡♥+ ✭❝✬❡$+✲A✲❞✐)❡ 0✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡$+ ❝❛)❛❝+8)✐$8 ♣❛) ✉♥❡

❢♦)+❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ αi✮ ❡+ 0✉✬❡♥ ♣❛)❛❧❧-❧❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❢❛✐+ ♣)❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦❤8)❡♥❝❡ ❞❛♥$ $♦♥ 8✈❛❧✉❛+✐♦♥

♠♦)❛❧❡ ❞❡$ ❝♦♠♣♦)+❡♠❡♥+$✱ ❛❧♦)$ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛$ B+)❡ ✐♥$❡♥$✐❜❧❡ A ❧❛ 0✉❡$+✐♦♥ ❞❡ $❛✈♦✐)

$✐ $♦♥ ♣)♦♣)❡ ❝♦♠♣♦)+❡♠❡♥+ ❡$+ ❝♦♥❢♦)♠❡ A ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ✭❝❡ 0✉✐ ✐♠♣❧✐0✉❡ ✉♥❡

✈❛❧❡✉) ❞❡ βi 0✉✐ ♥❡ $♦✐+ ♣❛$ +)♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛) )❛♣♣♦)+ A ❝❡❧❧❡ ❞❡ αi✮✳ ❉❡ ♠B♠❡✱ $✐ ❧✬❛❣❡♥+ i
❡$+ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥+ $❡♥$✐❜❧❡ ❛✉ ❢❛✐+ 0✉✬❛✉+)✉✐ )❡$♣❡❝+❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ 0✉✬✐❧ ❛

✐♥+❡)♥❛❧✐$8❡ ✭❝❡ 0✉✐ ♣❡✉+ B+)❡ ✐♥❞✐❝❛+✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡)+✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡++❡ ♥♦)♠❡✱ $❡❧♦♥ ❧✉✐✮✱ ✐❧

$❡)❛✐+ ❝♦♥+)❡ ✐♥+✉✐+✐❢ ❞❡ ♣❡♥$❡) 0✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ $♦✐+ +)-$ ❝♦♥❝❡)♥8 ♣❛) ❧❡ ❢❛✐+ ❞❡ )❡$♣❡❝+❡) ❝❡++❡

♥♦)♠❡✱ A +)❛✈❡)$ $♦♥ ♣)♦♣)❡ ❝♦♠♣♦)+❡♠❡♥+✳

D♦✉) ❛✉+❛♥+✱ ❞❡$ )❡❝❤❡)❝❤❡$ ❡♥ ♣$②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❢♦♥+ 8+❛+ ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♥❡ ❞8♠♦♥✲

+)❛♥+ ♣❛$ ✉♥ +❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤8)❡♥❝❡ ❞❛♥$ ❧❡✉)$ ❥✉❣❡♠❡♥+$ ♠♦)❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ✉♥❡ ❧❛)❣❡

♣❛)+✐❡ ❞❡$ ❛❣❡♥+$ ❢♦♥+ ♣)❡✉✈❡ ❞✬❤②♣♦❝)✐$✐❡ ♠♦)❛❧❡✱ 0✉✐ ❝♦♥$✐$+❡ A B+)❡ ❛♥✐♠8 ♣❛) ❧❡ $♦✉✲

❤❛✐+ ❞✬❛♣♣❛)❛G+)❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡)$♦♥♥❡ ♠♦)❛❧❡ ✭♣♦✉) ❞❡$ ❝♦♥$✐❞8)❛+✐♦♥$ ❞❡ )8♣✉+❛+✐♦♥ ❡+

❞✬❛❝❝❡♣+❛+✐♦♥ ❛✉ $❡✐♥ ❞❡$ ❣)♦✉♣❡$✮✱ +♦✉+ ❡♥ 8✈✐+❛♥+✱ ❧♦)$0✉❡ ❝✬❡$+ ♣♦$$✐❜❧❡✱ ❧❡ ❝♦H+ ❧✐8 ❛✉

❢❛✐+ ❞✬❛❣✐) ♠♦)❛❧❡♠❡♥+ ✭❇❛+$♦♥ ❡+ ❚❤♦♠♣$♦♥✱ ✷✵✵✶ ❀ ❇❛+$♦♥✱ ❈♦❧❧✐♥$✱ ❡+ D♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✻ ❀

❇❛+$♦♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❆✐♥$✐✱ ❞✬❛✉❝✉♥ ♣♦✉))❛✐+ ♦❜❥❡❝+❡) 0✉❡ ❧✬❤②♣♦+❤-$❡ $❡❧♦♥ ❧❛0✉❡❧❧❡ αi ❡+ βi

♥❡ ♣❡✉✈❡♥+ ♣❛$ ❛✈♦✐) ❞❡$ ✈❛❧❡✉)$ +)♦♣ ❞✐✛8)❡♥+❡$ ❡$+ )❡♠✐$❡ ❡♥ 0✉❡$+✐♦♥ ♣❛) ❞❡ +❡❧$ )8✲

$✉❧+❛+$✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ♣❛)+✐❝✉❧✐❡) ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦)+❡♠❡♥+

❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥+ ❡$+ ❝❧❛✐)❡♠❡♥+ ✐❞❡♥+✐✜❛❜❧❡ ♣❛) ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣❛)+❡♥❛✐)❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ❥❡✉ ✭❞✉

♠♦✐♥$ ❞❛♥$ ❧❛ ✈❡)$✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ 0✉❡ ♥♦✉$ ❛♥❛❧②$♦♥$✮✳ ❊♥ ❝♦♥$80✉❡♥❝❡✱ ❧❡ $❡✉❧ ♠♦②❡♥ ♣♦✉)

❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❞✬❛♣♣❛)❛G+)❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡$ ❛❣❡♥+$ ♠♦)❛✉①✱ ❡$+ ❞❡ $❡ ❝♦♠♣♦)+❡) ❡♥ ❛❞80✉❛+✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡✉) ♥♦)♠❡ ♠♦)❛❧❡✳ ❉❡ ❢❛✐+✱ ♠B♠❡ $✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉+ ♥8❣❧✐❣❡) ❧❛ ♣)8$❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥+$ ❢❛✐$❛♥+

♣)❡✉✈❡ ❞✬❤②♣♦❝)✐$✐❡ ♠♦)❛❧❡✱ ❛✉ $❡✐♥ ❞❡ ❧✬8❝♦♥♦♠✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ✐❣♥♦)❡) ❝❡ ♣❤8♥♦♠-♥❡ ❞❛♥$ ❧❡

❝❛❞)❡ ❞❡ ♥♦+)❡ ♠♦❞-❧❡✳ D❛) ❝♦♥$80✉❡♥+✱ ♥♦✉$ $✉♣♣♦$♦♥$ 0✉❡ ❧❡$ ❛❣❡♥+$ 0✉✐ $♦♥+ ❛✛❡❝+8$

✭❝♦❧-)❡✱ ❞8❝❡♣+✐♦♥✮ ❧♦)$0✉❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ❡$+ ✈✐♦❧8❡✱ ❞❛♥$ ✉♥❡ ❝❡)+❛✐♥❡ ♠❡$✉)❡✱

♣❛) ❛✉+)✉✐✱ )❡$$❡♥+❡♥+ ❞❡$ $❡♥+✐♠❡♥+$ ♥8❣❛+✐❢$ ✭❝✉❧♣❛❜✐❧✐+8 $✐♥❝-)❡✱ ♦✉ $❡✉❧❡♠❡♥+ ❡♠❜❛))❛$

❞❡ $❡ )❡+)♦✉✈❡) A ❞8❝♦✉✈❡)+✮ ❞✬✐♥+❡♥$✐+8 ❝♦♠♣❛)❛❜❧❡✱ ❧♦)$0✉✬✐❧$ $♦♥+ ❡✉①✲♠B♠❡$ A ❧✬♦)✐❣✐♥❡

❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡✱ ❞✬❛♠♣❧❡✉) 80✉✐✈❛❧❡♥+❡✳

✸

✳

D❛) ❝♦♥$80✉❡♥+✱ ♦♥ ❛❞♠❡+ 0✉❡ ♣♦✉+ +♦✉+ i ∈ I✱ βi ≤ αi < 2βi
✹

✳

❉❡ ♣❧✉$✱ ♣❛) $♦✉❝✐ ❞❡ $✐♠♣❧✐❝✐+8✱ ♦♥ $✉♣♣♦$❡ 0✉❡ βi ∈]0, 1]
✺

❡+ 0✉❡ αi ≤ 1✳

✸✳ ■❧ ♣♦✉''❛✐* +*'❡ ❡♥✈✐/❛❣❡❛❜❧❡ 2✉✬✉♥ ❛❣❡♥* i ❤②♣♦❝'✐*❡ /✉' ❧❡ ♣❧❛♥ ♠♦'❛❧ ♣✉✐//❡✱ ❝♦♥*'❛✐'❡♠❡♥* 9 ✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠♦'❛❧❡♠❡♥* ✐♥*;❣'❡✱ +*'❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ /♦✉❤❛✐*❡' ❛♣♣❛'❛<*'❡ ❝♦♠♠❡ 2✉❡❧2✉✬✉♥ ❛②❛♥* ❞❡/ ❛♣*✐*✉❞❡/

♠♦'❛❧❡/ ✭❢♦'*❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ βi✮✱ ❧♦'/2✉❡ /♦♥ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* ❡/* ♦❜/❡'✈@✱ ♠+♠❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦A ❧❡ '❡/♣❡❝* ❞❡

❝❡**❡ ♥♦'♠❡✱ ♣❛' ❧❡/ ❛✉*'❡/✱ ♥✬❡/* ♣❛/ ♣'✐♠♦'❞✐❛❧ ♣♦✉' ❧✉✐ ✭❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ αi✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ♥♦✉/ ❝❤♦✐/✐//♦♥/

❞✬✐❣♥♦'❡' ❝❡**❡ ♣♦//✐❜✐❧✐*@ ♣✉✐/2✉❡ ♥♦✉/ ♣❡♥/♦♥/ 2✉✬✐❧ ❡/* '❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* '❛'❡ ❞❡ ❢❛✐'❡ ❢❛❝❡ 9 ✉♥❡ ♣❡'/♦♥♥❡

2✉✐ ❛❝❝♦'❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦'*❛♥❝❡ ❛✉ ❢❛✐* ❞❡ '❡/♣❡❝*❡' ✉♥❡ ♥♦'♠❡✱ ♠+♠❡ ❡♥ @*❛♥* ❤②♣♦❝'✐*❡✱ /❛♥/ ❛✈♦✐' ✉♥

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡①✐❣❡♥❝❡ ✈✐/✲9✲✈✐/ ❞✉ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* ❞✬❛✉*'✉✐✳

✹✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉' 2 ❡/* ❛'❜✐*'❛✐'❡ ❡* ❛ @*@ ❝❤♦✐/✐❡ ♣❛' /♦✉❝✐ ❞❡ /✐♠♣❧✐❝✐*@ ❡* ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐*@ ♠❛*❤@♠❛*✐2✉❡✳

✺✳ ▲❡ ❝❛/ αi = βi = 0 ♥✬❡/* ♣♦//✐❜❧❡ 2✉❡ /✬❛❣✐//❛♥* ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ *②♣❡ ❤♦♠♦ ♦❡❝♦♥♦♠✐❝✉(✱ ♣♦✉'

❧❡2✉❡❧ *♦✉/ ❧❡/ ❛✉*'❡/ ♣❛'❛♠;*'❡/ ❞✉ ♠♦❞;❧❡ /♦♥* @❣❛❧❡♠❡♥* ♥✉❧/✳ ❉❛♥/ *♦✉/ ❧❡/ ❛✉*'❡/ ❝❛/✱ ♦♥ /✉♣♣♦/❡

✶✼✵



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

✺✳✷✳✶✳✷✳ ▲❛ &'(♦❧✉,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞1❧❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ✈❡(#✐♦♥ #&❛♥❞❛(❞ ❞✉ ❏❇/✱ ❝❤❛2✉❡ ❛❣❡♥& i ∈ I ♠❛①✐♠✐#❡ #♦♥ ✉&✐❧✐&7 ♣❛(
(❛♣♣♦(& 9 #♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥✳ ■❧ ❡#& ✐♠♣♦(&❛♥& ❞❡ ♣(7❝✐#❡( ✐❝✐ 2✉❡ ♥♦✉# #✉♣♣♦✲

#♦♥# 2✉❡ ❧❡# ❛❣❡♥&# #❡ &(♦✉✈❡♥& ❡♥ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ♣❛(❢❛✐&❡ ❡& ❝♦♠♣❧@&❡✳ ❈❡✉①✲❝✐

❝♦♥♥❛✐##❡♥& ❞♦♥❝ ♣❛(❢❛✐&❡♠❡♥& ❧❡# ❝❛(❛❝&7(✐#&✐2✉❡# ❞❡ ❧❡✉( ♣❛(&❡♥❛✐(❡ ❡& #♦♥& ❝❛♣❛❜❧❡#✱ ❡♥

❝♦♥#72✉❡♥❝❡✱ ❞✬❛♥&✐❝✐♣❡( ♣❛(❢❛✐&❡♠❡♥& #❡# (7❛❝&✐♦♥#✳ ❉❡ ♠B♠❡✱ ❝❡&&❡ ❤②♣♦&❤@#❡ ✐♠♣❧✐2✉❡

2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❛❣❡♥& ❡#& ❡♥ ♠❡#✉(❡ ❞❡ ♣❛(❢❛✐&❡♠❡♥& ❛♥&✐❝✐♣❡( ❧✬7♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡# 7♠♦&✐♦♥#✱ ❝❤❡③

❧✉✐ ❝♦♠♠❡ ❝❤❡③ #♦♥ ♣❛(&❡♥❛✐(❡✱ ♣♦✉( &♦✉&❡ ✐##✉❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✉ ❥❡✉✳

▲❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞❡ ♣(❡♠✐❡( ♦(❞(❡ ❡#& ✿

∂Ui

∂yi
= 0

⇔ −1 + a+ θija+ 2βi(ȳi − yi) = 0

■❧ ❛♣♣❛(❛H& ❛❧♦(# 2✉❡ ❝❡&&❡ ❞7(✐✈7❡ ❡#& ❝♦♠♣♦#7❡ ❞❡ −1 + a✱ ❧❡ ❝♦I& ♠❛(❣✐♥❛❧ ❧✐7 ❛✉ ❢❛✐&
❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉❡( ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❀ θija✱ 2✉✐ ❞7#✐❣♥❡ ❧✬7✈❛❧✉&✐♦♥ ♣❛( i ❞❡ ❧✬❡✛❡& ♠❛(❣✐♥❛❧ ❞❡ #❛
❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ #✉( ❧❡# ❣❛✐♥# ❞❡ ❧✬❛✉&(❡ ❥♦✉❡✉( ❀ ❡&✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥&✱ 2βi(ȳi − yi)✱ ❧❛ ✈❛(✐❛&✐♦♥ ♠❛(✲
❣✐♥❛❧❡ ❞✉ #❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&7 ❝♦♥#7❝✉&✐✈❡ 9 ✉♥❡ ✈❛(✐❛&✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞❡ ♣(❡♠✐❡( ♦(❞(❡ ❝♦♥❞✉✐& 9 ❧❛ ❞7✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ (7♣♦♥#❡

#✉✐✈❛♥&❡ ✿

yRi =
−1 + a+ aθij + 2βiȳi

2βi

/♦✉& &♦✉& i ∈ I✱ i 6= j✱ yRi (yj) ❞7✜♥✐& ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ (7♣♦♥#❡ #&(❛&7❣✐2✉❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉( i ❡♥
❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& j✳
❆✈❡❝ θij = δi + αi(yj − ȳi)✱ ❝❡&&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ (7♣♦♥#❡ #✬7❝(✐& ✿

yRi (yj) =
−1 + a+ a(δi + αi(yj − ȳi)) + 2βiȳi

2βi

⇔ yRi (yj) =
aαi

2βi

yj +
−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi

2βi

✭✺✳✷✳✻✮

αi > 0 ❡! βi > 0✱ ∀i ∈ I✳
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

 ♦✉# $♦✉$ i ∈ I✱ i 6= j✱ ❝❡$$❡ ❞❡#♥✐+#❡ ❡①♣#❡..✐♦♥ ♥♦✉. ♣❡#♠❡$ ❞❡ ♠✐❡✉① ♥♦✉. #❡♥❞#❡
❝♦♠♣$❡ ❞✉ ❢❛✐$ 2✉❡ ❧❡. ❢♦♥❝$✐♦♥. ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ #4♣♦♥.❡ ❞❡. ❛❣❡♥$. .♦♥$ ❞❡. ❢♦♥❝$✐♦♥. ❧✐♥4❛✐#❡.

❡$ ❝#♦✐..❛♥$❡. ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥$#✐❜✉$✐♦♥ ❝♦♥.❡♥$✐ ♣❛# ❧✬❛✉$#❡ ❥♦✉❡✉#✱ ❝❡ 2✉✐ ✐♠♣❧✐2✉❡ ❣4♦✲

♠4$#✐2✉❡♠❡♥$ 2✉❡ ❝❡. ❢♦♥❝$✐♦♥. .♦♥$ #❡♣#4.❡♥$4❡. ♣❛# ❞❡. ❞#♦✐$❡. ❞❛♥. ❧❡ ♣❧❛♥ (yi, yj)✳

●#=❝❡ > ❝❡$$❡ ❡①♣#❡..✐♦♥✱ ✐❧ ❡.$ 4❣❛❧❡♠❡♥$ ❛✐.4 ❞❡ ✈♦✐# 2✉❡

∂yRi
∂δi

> 0✱ ❝❡ 2✉✐ ✐♥❞✐2✉❡ 2✉✬✉♥❡
❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥$❡♥.✐$4 ❞✉ .❡♥$✐♠❡♥$ ❞❡ .②♠♣❛$❤✐❡ ❡$ ❞❡ ♣#♦①✐♠✐$4 ❞❡ ❧✬❛❣❡♥$ i ❡♥✈❡#.
❧✬❛✉$#❡ ❥♦✉❡✉# ❝♦♥❞✉✐$✱ $♦✉$❡. ❝❤♦.❡. 4❣❛❧❡. ♣❛# ❛✐❧❧❡✉#.✱ > ✉♥ ❝♦♠♣♦#$❡♠❡♥$ ♣❧✉. ❝♦♦♣4✲

#❛$✐❢✱ ♣❛# ❧❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✈❡#. ❧❡ ❤❛✉$ ❞❡ .❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ #4♣♦♥.❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉$
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✳✶✳✿ ❋♦♥❝$✐♦♥. ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ #4♣♦♥.❡

●#❛♣❤✐2✉❡♠❡♥$✱ ❧❡ ♣♦✐♥$ ❞✬✐♥$❡#.❡❝$✐♦♥ ❡♥$#❡ ❧❡. ❞❡✉① ❢♦♥❝$✐♦♥. ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ #4♣♦♥.❡

❝♦##❡.♣♦♥❞ > ❧✬✉♥✐2✉❡ 42✉✐❧✐❜#❡ ❞❡ ◆❛.❤ ❞✉ ❥❡✉✳ ❆♥❛❧②$✐2✉❡♠❡♥$✱ ❝❡$ 42✉✐❧✐❜#❡ ❡.$ ♦❜$❡♥✉

♣❛# ❧✬✉$✐❧✐.❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ #❛✐.♦♥♥❡♠❡♥$  ❧❛ ❈♦✉&♥♦( ❡$✱ ♣♦✉# $♦✉$ i ∈ I✱ i 6= j✱ ✐❧ ❡.$ 4❣❛❧ > ✿

y∗i =
aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj ] + 2βj [−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi]

4βiβj − a2αiαj
✭✺✳✷✳✼✮
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❆✐♥&✐✱ ♣♦✉% ♠✐❡✉① ❞,❢%✐❝❤❡% ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡& %,&✉❧4❛4& ❞❡ ♥♦4%❡ ♠♦❞<❧❡✱ ♥♦✉& ♥♦✉& ✐♥4,%❡&&♦♥&✱

❡♥ ♣%❡♠✐❡% ❧✐❡✉✱ ❛✉ ❝❛& &②♠,4%✐-✉❡✱ ♣♦✉% ❧❡-✉❡❧✱ ♣♦✉% 4♦✉4 i ∈ I✱ i 6= j ✿

αi = αj = α βi = βj = β δi = δj = δ ❡4 ȳi = ȳj = ȳ

✺✳✷✳✶✳✸✳✶✳ ▲❡ ❝❛' '②♠&*1✐3✉❡

▲✬,-✉✐❧✐❜%❡ ❞❡ ◆❛&❤ ❞✉ ❥❡✉✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& &②♠,4%✐-✉❡✱ ❞❡✈✐❡♥4 ✿

y∗i = y∗j = y∗ =
−1 + a(1 + δ) + (2β − aα)ȳ

(2β − aα)

⇔ y∗ =
−1 + a(1 + δ)

(2β − aα)
+ ȳ ✭✺✳✷✳✽✮
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❊♥ ❡✛❡4✱ ❧❡ ♣♦✐❞& ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✱ ❞❡& ❝♦♥✈❡♥4✐♦♥&✱ ❞❡& 4%❛❞✐4✐♦♥&✱ ❞✉ ❝♦♥❢♦%♠✐&♠❡ ❡&4 ❞N♠❡♥4

,4❛❜❧✐ ❞❛♥& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡& &❝✐❡♥❝❡& ❤✉♠❛✐♥❡&✳

❚♦✉4❡❢♦✐&✱ ♦♥ ❝♦♥&4❛4❡ ,❣❛❧❡♠❡♥4 -✉❡ ♥♦& ❛❣❡♥4& &♦♥4 &✉&❝❡♣4✐❜❧❡& ❞❡ &✬,❝❛%4❡% ❞❡ ❝❡

♣♦✐♥4 ❞❡ %,❢,%❡♥❝❡✱ &♦✉& ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝✐4❛4✐♦♥ ,❝♦♥♦♠✐-✉❡ K ❝♦♦♣,%❡% ✭a✮✱ ❞❡ ❧✬✐♥4❡♥✲
&✐4, ❛✈❡❝ ❧❛-✉❡❧❧❡ ✐❧& %❡&&❡♥4❡♥4 ❧❡& ,♠♦4✐♦♥& ♠♦%❛❧❡& ✭β ❡4 α✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

&②♠♣❛4❤✐❡✱ ❡♥✈❡%& ❧❡✉% ♣❛%4❡♥❛✐%❡✱ -✉✐ ❧❡& ❝❛%❛❝4,%✐&❡ ✭δ✮✳

❖♥ %❡♠❛%-✉❡ ,❣❛❧❡♠❡♥4 -✉❡ ✿

y∗ =
−1 + a(1 + δ)

(2β − aα)
+ ȳ ≥ ȳ

⇔
−1 + a(1 + δ)

2β − aα
≥ 0

✶✼✸
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⇔ (1 + δ) ≥
1

a

⇔ δ ≥
1− a

a
✭✺✳✷✳✾✮
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>✉❡ ❧❛ ♥♦.♠❡ >✉✬✐❧) ♦♥/ ✐♥/3.✐♦.✐)3❡ )♦✐/✱ ❛✉ ♠♦✐♥)✱ .❡)♣❡❝/3❡✳ A❛. ❝♦♥)3>✉❡♥/✱ )✐ ❧✬♦♥ )❛✐/✱

❛✉ ♠♦♠❡♥/ ❞❡ .❡❝.✉/❡. ❞❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) ♣♦✉. /.❛✈❛✐❧❧❡. ❡♥ 3>✉✐♣❡✱ >✉❡ ❧✬❡✛♦./ ❝♦♦♣3.❛/✐❢ ♥✬❡)/

♣❛) /.B) .❡♥/❛❜❧❡✱ ❜✐❡♥ >✉❡ ❧❡ ❝♦♦♣3.❛/✐♦♥ )♦✐/ )♦❝✐❛❧❡♠❡♥/ )♦✉❤❛✐/❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡)/ ♣.3❢3.❛❜❧❡

❞❡ )❡ /♦✉.♥❡. ✈❡.) ❞❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) ❛②❛♥/ ✉♥❡ ✓ ♦.✐❡♥/❛/✐♦♥ )♦❝✐❛❧❡ ✔ )✉✣)❛♠♠❡♥/ ❛❧/.✉✐)/❡

✭❣.❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉. ❞❡ δ✮✳ ❆✐♥)✐✱ ❧❡ ❢❛✐/ >✉❡ ❧✬♦♥ .❡/.♦✉✈❡ )♦✉✈❡♥/ ❞❡) ♣❡.)♦♥♥❡) >✉❛❧✐✜3❡)

❞❡ ❣3♥3.❡✉)❡) ❡/ ❞✬❛❧/.✉✐)/❡)✱ ❞❛♥) ❧❡) ♠✐❧✐❡✉① ❛))♦❝✐❛/✐❢) ❡/ ♣❛./✐❝✉❧✐B.❡♠❡♥/ ❛✉ )❡✐♥ ❞✬❛)✲

)♦❝✐❛/✐♦♥) ❜3♥3✈♦❧❡)✱ /❡♥❞ ; ✐❧❧✉)/.❡. ❧❛ ♣❡./✐♥❡♥❝❡ ❡/ ❧❛ ♣♦./3❡ ❣3♥3.❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣.♦♣♦)✐/✐♦♥ 1✳

A❛. ❛✐❧❧❡✉.)✱ ♣✉✐)>✉❡ ❧✬♦♥ )✉♣♣♦)❡ δ ≤ 1✱ ♦♥ )❛✐/ >✉❡ ❧♦.)>✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦)❡ a = 1
2
✱ )♦✐/ ❧♦.)>✉❡

❧❛ ❝♦♦♣3.❛/✐♦♥ ❡)/ .❡♥❞✉❡ ❧❛ ♠♦✐♥) .❡♥/❛❜❧❡ ♣♦))✐❜❧❡ ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉✱ ♦♥ ♦/✐❡♥/ y∗ ≤ ȳ✳

✶✼✹



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# #②♠)*+✐-✉❡✱ ❧♦+#-✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛+❡ ✉♥ +❡♥❞❡♠❡♥* ♠❛+✲

❣✐♥❛❧ )❣❛❧ 7 a = 1
2
✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥*#✱ 7 ❧✬)-✉✐❧✐❜+❡✱ ♥❡ ❞)♣❛##❡ ❥❛♠❛✐#

❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡ -✉✬✐❧# ♦♥* ✐♥*)+✐♦+✐#)❡✳

❉❛♥# ✉♥❡ &❡❧❧❡ #✐&✉❛&✐♦♥✱ ❧♦+#,✉❡ ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦♣1+❡+ ❡#& &+2# ♣❡✉ +❡♥&❛❜❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥#&❛&❡

,✉✬✐❧ ❡#& ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ #&✐♠✉❧❡+ ❧❛ ❝♦♦♣1+❛&✐♦♥ ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#✳

❚♦✉&❡❢♦✐#✱ ❧❡# ♣+♦♣♦#✐&✐♦♥# 1 ❡& 2 #✉❣❣2+❡♥& ,✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ +❡♥❞❡♠❡♥& ♠❛+❣✐♥❛❧
❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡ < &+❛✈❡+# ✉♥❡ #✉❜✈❡♥&✐♦♥ ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥& ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

✻

✱

♣❡+♠❡& ❞❡ ❢❛❝✐❧✐&❡+ ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ >✉✈+❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣1+❛&✐♦♥✱ ② ❝♦♠♣+✐# ♣♦✉+ ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#

❛②❛♥& ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ #②♠♣❛&❤✐❡✳

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♥✉♠+,✐-✉❡

❚♦✉& ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣+♦♣♦#♦♥# ❞❡# 1❧1♠❡♥&# ❞❡ #✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♣❡+♠❡&&❛♥&

❞✬✐❧❧✉#&+❡+ ❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡ ♥♦&+❡ ♠♦❞2❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❝❡# 1❧1♠❡♥&# ♥❡ #♦♥& ♣+1#❡♥&#

,✉✬< &✐&+❡ ✐♥❞✐❝❛&✐❢ ❡& ♥❡ #❡+✈❡♥& ♣❛# < ❧❛ +1❛❧✐#❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ❞❡ #❡♥#✐❜✐❧✐&1✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦+❞✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥& ✐❝✐ ❞❡ +❛♣♣❡❧❡+ ❧❡# ❤②♣♦&❤2#❡# ,✉❡ ♥♦✉# ♣♦#♦♥# ❝♦♥❝❡+♥❛♥& ❧❡#

♣❛+❛♠2&+❡# ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ✿

β ∈]0, 1]✱ α ∈]β, 2β[∩]0, 1]✱ δ ∈ [0, 1] ❡& ȳ ∈ [0, d]

C♦✉+ ❝❡&&❡ ♣+❡♠✐2+❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♥✉♠1+✐,✉❡✱ ♥♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# ,✉❡ ❧❡# ♣❛+❛♠2&+❡# ❝❛+❛❝✲

&1+✐#❛♥& ❧❡# ❞❡✉① ❥♦✉❡✉+# #♦♥& ❧❡# #✉✐✈❛♥&# ✿

d δ ȳ β α
10 0.5 5 0.5 0.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛+❛♠1&+✐#❛&✐♦♥ ✲ ❏❇C #&❛♥❞❛+❞ ✲ ❈❛# #②♠1&+✐,✉❡

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉#&+❡+ ❧❡# +1#✉❧&❛&# ❞❡ ♥♦&+❡ ♠♦❞2❧❡✱ ♥♦✉# ✉&✐❧✐#♦♥# ✉♥ &❡❧ ♣+♦✜❧ ♣❛+&✐❝✉❧✐❡+ ❞❡

❥♦✉❡✉+# ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ &❡❧❧❡ ♣❛+❛♠1&+✐#❛&✐♦♥✮✱ ♣✉✐#,✉✬✐❧ ❝♦++❡#♣♦♥❞ ❡♥ ,✉❡❧,✉❡# #♦+&❡# < ✉♥ ♣+♦✲

✜❧ ✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❞❡ ❥♦✉❡✉+✱ ❞❛♥# ❧❡ #❡♥# ♦P ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ♣❛+❛♠2&+❡# ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ♣+❡♥❞ ✐❝✐ ✉♥❡

✈❛❧❡✉+ ❝❡♥&+❛❧❡✱ +❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& < ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉+# ♣♦##✐❜❧❡#✳

C❛+ ❛✐❧❧❡✉+#✱ ✉♥❡ ♥♦+♠❡ ❞❡ ❝♦♥&+✐❜✉&✐♦♥ 1❣❛❧❡ < 5 ✭#♦✐& ❧❛ ♠♦✐&✐1 ❞❡ ❧❛ ❞♦&❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡
❞❡# ❛❣❡♥&#✮ ❝♦++❡#♣♦♥❞ < ❧❛ ❢♦✐# < ✉♥ ♣♦✐♥& ❢♦❝❛❧✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& ✐❞❡♥&✐✜❛❜❧❡ ♣❛+ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#✱

♠❛✐# ❛✉##✐ < ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ❝♦♥&+✐❜✉&✐♦♥# ♦❜#❡+✈1❡# ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦✉1

❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣ ✭❝❢✳ ✹✳✷✮✳

✻✳ ❖♥ ♠♦♥&'❡ ♠❛&❤+♠❛&✐-✉❡♠❡♥& -✉❡✱ ❞❛♥1 ❝❡&&❡ ✈❡'1✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ✐❧ '❡✈✐❡♥& ❛✉ ♠6♠❡ ❞❡ 1✉❜✈❡♥&✐♦♥♥❡'

❧❛ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ -✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥&❡' ❧❡ '❡♥❞❡♠❡♥& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ♠❛'❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

✶✼✺



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛❧♦)# ♥♦✉# ✐♥+,)❡##❡) . ❞❡✉① ✈❛❧❡✉)# ❞✐✛,)❡♥+❡# ❞✉ )❡♥❞❡♠❡♥+ ♠❛)❣✐♥❛❧

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡+ ♦❜#❡)✈❡) ❧❡# ❞✐✛,)❡♥+# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥# ♦❜+❡♥✉# . ❧✬,7✉✐❧✐❜)❡ ✿

a 0.5 0.75
y∗ 4.67 5.2

y∗ < ȳ y∗ > ȳ

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✿ ❘,#✉❧+❛+# ❞✉ ❏❇? #+❛♥❞❛)❞ ✲ ❈❛# #②♠,+)✐7✉❡

▲❡# ),#✉❧+❛+# ❝❤✐✛),# 7✉❡ ♥♦✉# ♦❜+❡♥♦♥# ❞♦♥♥❡♥+ ✉♥❡ ✐❧❧✉#+)❛+✐♦♥ ❞❡# ♣)♦♣♦#✐+✐♦♥# 1 ❡+
2✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❧♦)#7✉❡ a = 1

2
✱ ❧❛ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ❞❡# ❛❣❡♥+# ♥❡ ❞,♣❛##❡ ♣❛# ❧❛ ✈❛❧❡✉)

❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❛♥# ❧✬,❝♦♥♦♠✐❡ ✭7✉✐ ❡#+ ✐❝✐ ❞❡ 5✮✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡)#❡✱ ❧♦)#7✉❡ a = 3
4
✱ ❧❛ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥

♦♣+✐♠❛❧❡ ❡#+ #✉♣,)✐❡✉)❡ . ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ♥♦)♠❡ ❛✈❡❝ y∗ = 5.2 > ȳ✳

?♦✉) ❛♥❛❧②#❡) ❧❛ ♠❛♥✐J)❡ ❞♦♥+ ❧❡# ♣❛)❛♠J+)❡# ❞✉ ♠♦❞J❧❡ ❥♦✉❡♥+ #✉) ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣,✲

)❛+✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣❛##♦♥# ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡# ❞,)✐✈,❡#✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❞()✐✈(❡'

❖♥ )❛♣♣❡❧❧❡ 7✉❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# #②♠,+)✐7✉❡ ✿

y∗ =
−1 + a(1 + δ)

2β − aα
+ ȳ

▲❡ )❡♥❞❡♠❡♥/ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ a

∂y∗

∂a
=

(1 + δ)2β − α

(2β − aα)2
> 0

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

■♥+✉✐+✐✈❡♠❡♥+✱ ♥♦+)❡ ♠♦❞J❧❡ ♣),❞✐+ 7✉✬✉♥ )❡♥❞❡♠❡♥+ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❧✉# ✐♠✲

♣♦)+❛♥+ ✐♠♣❧✐7✉❡✱ +♦✉+❡# ❝❤♦#❡# ,❣❛❧❡# ♣❛) ❛✐❧❧❡✉)#✱ ✉♥ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥+# ♣❧✉# ✐♠✲

♣♦)+❛♥+❡ . ❧✬,7✉✐❧✐❜)❡✳

▲❡ ❝❛♣✐/❛❧ ❞❡ '②♠♣❛/❤✐❡ δ

∂y∗

∂δ
=

a

2β − aα
> 0

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❈❡++❡ ❞,)✐✈,❡ ❡#+ +♦✉❥♦✉)# ♣♦#✐+✐✈❡✱ ,+❛♥+ ❞♦♥♥, 7✉❡ ❧✬♦♥ #✉♣♣♦#❡ 7✉❡ α < 2β ❡+ 7✉❡
0 < a ≤ 1✳ ▲✬✐♥+❡)♣),+❛+✐♦♥ ❡#+ ✐❝✐ ♣❧✉+N+ ♥❛+✉)❡❧❧❡ ✿ ♣❧✉# ❧❡# ♣❛)+❡♥❛✐)❡# ♦♥+ ❞❡ ❧❛ #②♠✲
♣❛+❤✐❡ ❧✬✉♥ ❡♥✈❡)# ❧✬❛✉+)❡ ❡+ ♣❧✉# ❝❡✉①✲❝✐ #♦♥+ ♣♦✉##,# . ❝♦♥+)✐❜✉❡) ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛✜♥ ❞❡

✶✼✻



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

♣!♦♠♦✉✈♦✐! ❧❡) ❣❛✐♥) ❞❡ ❧❡✉! ♣❛!.❡♥❛✐!❡ ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉ ✭♦♥ )❡ )♦✉✈✐❡♥. 1✉❡ 0 ≤ δ✮✳

❊♥ ❝♦♥)61✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉) ❧✬❛✈♦♥) ❞6❥9 ♠❡♥.✐♦♥♥6 ♣❧✉) ❤❛✉.✱ ♥♦.!❡ ♠♦❞;❧❡ ♣!6❞✐.

1✉❡ ❧❡ ❢❛✐. ❞❡ )6❧❡❝.✐♦♥♥❡! ❞❡) ♣❛!.✐❝✐♣❛♥.) ❛✉ ❥❡✉ ❛②❛♥. ✉♥❡ ✓ ♦!✐❡♥.❛.✐♦♥ )♦❝✐❛❧❡ ✔ .♦✉!♥6❡

✈❡!) ❛✉.!✉✐✱ ♦✉ ❡♥❝♦!❡ ❞❡ ).✐♠✉❧❡! ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣!♦①✐♠✐.6 ❡♥.!❡ ❧❡) ❛❣❡♥.)✱ ♣❛! ❡①❡♠♣❧❡✱

❡♥ ❧❡) ❢❛✐)❛♥. ❝♦♠♠✉♥✐1✉❡! ❡. )❡ !❡♥❝♦♥.!❡! ❛✈❛♥. ❧❡ ❞6❜✉. ❞✉ ❥❡✉ ✭❇❛❧❧✐❡.✱ ✷✵✵✾✮✱ ♣❡!♠❡.

❞✬♦❜)❡!✈❡! ✉♥❡ ❝♦♦♣6!❛.✐♦♥ 6❧❡✈6❡✳

❙!❛!✐$✉❡ ❝♦♠♣❛+❛!✐✈❡ ✿

F❛! !❛♣♣♦!. 9 ❧❛ ♣❛!❛♠6.!✐)❛.✐♦♥ ❞♦♥♥6❡ ❞❛♥) ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ 5.3✱ ♦♥ )✉♣♣♦)❡✱ .♦✉.❡) ❝❤♦)❡)

6❣❛❧❡) ♣❛! ❛✐❧❧❡✉!)✱ 1✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ δ ♣❛))❡ ❞❡ 0.5 9 1✱ )♦✐. ✿

δ ȳ β α
❱❛❧❡✉!) ✐♥✐.✐❛❧❡) 0.5 5 0.5 0.5
❱❛❧❡✉!) ✜♥❛❧❡) 1 5 0.5 0.5

❖♥ ♦❜.✐❡♥. ❛❧♦!) ✿

a 0.5 0.75
61✉✐❧✐❜!❡ ✐♥✐.✐❛❧ 4.67 5.2
61✉✐❧✐❜!❡ ✜♥❛❧ 5 5.8
❱❛!✐❛.✐♦♥ 7.1 ✪ 11.5 ✪

▲❛ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♥)$✐❜✉)✐♦♥ ȳ

∂y∗

∂ȳ
= 1

■♥!❡+♣+0!❛!✐♦♥ ✿

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) )②♠6.!✐1✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥).❛.❡ 9 ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡..❡ ❞6!✐✈6❡✱ 1✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧❛ ♥♦!♠❡ ♣❛!.❛❣6❡ ♣❛! ❧❡) ❞❡✉① ❛❣❡♥.) ❡). ❞6.❡!♠✐♥❛♥.❡ ✈✐)✲9✲✈✐) ❞❡ ❧❡✉! ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❝♦♦♣6!❛.✐♦♥ 9 ❧✬61✉✐❧✐❜!❡✳

❆✐♥)✐✱ ♥♦.!❡ ♠♦❞;❧❡ ♣!6❞✐. 1✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣6!❛.✐♦♥ ❞❛♥) ❧❡ ❥❡✉ ❡). ❢❛✈♦!✐)6❡ ❧♦!)1✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐.

❥♦✉❡! ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) ❛②❛♥. ✐♥.6!✐♦!✐)6 ✉♥❡ ♥♦!♠❡ ❞❡ ❝♦♥.!✐❜✉.✐♦♥ ❞♦♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❡).

✐♠♣♦!.❛♥.❡✳ ❈❡..❡ ✐♥.6!✐♦!✐)❛.✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥. !6)✉❧.❡! ❞❡ ❧✬6❞✉❝❛.✐♦♥ !❡P✉❡✱ ♦!✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥. ❡.

).!✉❝.✉!❡❧❧❡♠❡♥.✱ ♣❛! ❧❡) ❛❣❡♥.)✱ ♦✉ ❜✐❡♥ Q.!❡ ❧❡ !6)✉❧.❛. ❞✬✉♥ ).✐♠✉❧✐ )♦❝✐❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ !❛♣✲

♣❡❧ ♦✉ ❧❛ ❞❡)❝!✐♣.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐).❡♥❝❡ ❡. ❞❡ ❧❛ ♣❡!.✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦!♠❡✱ ❛✈❛♥. ❧❛ ♣❛!.✐❝✐♣❛.✐♦♥

❛✉ ❥❡✉✳ ◆♦.!❡ ♠♦❞;❧❡ ❡). ❞♦♥❝ ❝♦❤6!❡♥. ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜!❡✉① !6)✉❧.❛.) ❡♠♣✐!✐1✉❡) ❝♦♠♠❡✱

♣❛! ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡✉① ♦❜.❡♥✉) ♣❛! ●♦❧❞).❡✐♥✱ ❈✐❛❧❞✐♥✐✱ ❡. ●!✐)❦❡✈✐❝✐✉) ✭✷✵✵✽✮✱ 1✉✐ ♠♦♥.!❡♥.

1✉❡ ❧❡ ❢❛✐. ❞✬✐♥❞✐1✉❡! ❛✉① ✉)❛❣❡!) ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜!❡ ❞✬❤V.❡❧ 1✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦!✐.6 ❞❡) ❛✉.!❡) ❝❧✐❡♥.)

❞❡ ❝❡. 6.❛❜❧✐))❡♠❡♥. ✉.✐❧✐)❡ ♣❧✉)✐❡✉!) ❢♦✐) ✉♥❡ ♠Q♠❡ )❡!✈✐❡..❡✱ ✐♥✢✉❡ )✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡♠❡♥. )✉!

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣6!❛.✐♦♥ ❞❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉)✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡!♠❡. ❞❡ !6❛❧✐)❡! ❞❡) 6❝♦♥♦♠✐❡) ❞✬❡❛✉ ❡.

❞✬6♥❡!❣✐❡✳

✶✼✼



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

▲❛ "❡♥"✐❜✐❧✐() * ❧✬)♠♦(✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐() β

∂y∗

∂β
=

−2β[−1 + a(1 + δ)]

(2β − aα)2

▲❡ "✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡((❡ ❞)*✐✈)❡ ❞)♣❡♥❞ ❞✉ "✐❣♥❡ ❞❡ −1 + a(1 + δ)

❈❡ /✉✐ ❝♦**❡"♣♦♥❞ 1 ❧❛ ♠5♠❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞)❝*✐(❡ ♣❛* ❧✬✐♥)/✉❛(✐♦♥ (5.2.9) ♣❡*♠❡((❛♥( ❞❡
❞)(❡*♠✐♥❡* "✐ ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡" ❥♦✉❡✉*" ❞)♣❛""❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

▲❛ ❞)*✐✈)❡ ❡"( ♣♦"✐(✐✈❡ ✉♥✐/✉❡♠❡♥( ❧♦*"/✉❡ ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡" ❥♦✉❡✉*"✱ 1 ❧✬♦♣(✐♠✉♠✱ ❡"(

✐♥❢)*✐❡✉*❡ 1 ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❉❛♥" ❝❡ ❝❛"✱ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐() ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♣♦"✐(✐✈❡ "✉* ❧❛ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥✱ ❡( ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥(❡♥"✐() ❛✈❡❝ ❧❛/✉❡❧❧❡ ❧❡" ❥♦✉❡✉*" ❧❛

*❡""❡♥(❡♥( *)"✉❧(❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ 1 ❧✬)/✉✐❧✐❜*❡✱ ❞❡ ❢❛>♦♥

1 "❡ *❛♣♣*♦❝❤❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ♥♦*♠❛(✐✈❡✳

■♥✈❡*"❡♠❡♥(✱ ❧❛ ❞)*✐✈)❡ ❡"( ♥)❣❛(✐✈❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦A ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥("✱

1 ❧✬♦♣(✐♠✉♠✱ ❡"( "✉♣)*✐❡✉* 1 ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭❝❡ /✉✐ ♥)❝❡""✐(❡ ❞❡" ✈❛❧❡✉*"

❞❡ δ ❡( a ✐♠♣♦*(❛♥(❡"✮✳

❉❛♥" ❝❡ ❝❛"✱ ✉♥❡ ♣❧✉" ❢♦*(❡ ✐♥(❡♥"✐() ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐() ✐♠♣❧✐/✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ♣❧✉"

❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛*( ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡" ❥♦✉❡✉*"✱ ❞❛♥" ❧❡ ❜✉( ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡* ❧❡ ❝♦D( ♣"②❝❤♦❧♦❣✐/✉❡ ❧✐) 1

✉♥❡ (*♦♣ ❢♦*(❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ♣❛* *❛♣♣♦*( 1 ❧❡✉* ♥♦*♠❡ ✭❞✉ ❢❛✐( ❞❡ ❧❛ ♣❡✉* ❞✬5(*❡ ❡①♣❧♦✐() ❡♥

❢❛✐"❛♥( ♣❧✉" /✉❡ ❝❡ /✉✐ ❡"( *❡❝♦♠♠❛♥❞) ♣❛* ❧❛ ♥♦*♠❡✱ ♦✉ ❞✉ ❢❛✐( ❞❡ ❧❛ ❝*❛✐♥(❡ ❞❡ "❡ ♣*✐✈❡*

❞❡ *❡""♦✉*❝❡" ♥)❝❡""❛✐*❡" ❛✉ *❡"♣❡❝( ❞✬❛✉(*❡" ♥♦*♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥(" ❞❛♥" ❧❡" ❛✉(*❡"

❞✐❧❡♠♠❡" ❛✉①/✉❡❧" ✐❧" ♣❡✉✈❡♥( ❢❛✐*❡ ❢❛❝❡✮✳ ❊♥ ❛♥❛❧②"❛♥( ❝❡ ♠5♠❡ *)"✉❧(❛( ❞✐✛)*❡♠♠❡♥(✱

♦♥ ♣❡✉( ✈♦✐* /✉❡✱ ❧♦*"/✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♦♥( ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ "✉♣)*✐❡✉* 1 ❧❛ ✈❛❧❡✉*

❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡✱ ❝❡ /✉✐ ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉✬✐❧" *❡""❡♥(❡♥( ❞❡ ❧❛ ❣*❛(✐(✉❞❡ ❧✬✉♥ ♣♦✉* ❧✬❛✉(*❡✱ ❛❧♦*" ❧❡ ❢❛✐(

/✉❡ ❝❡" ❛❣❡♥(" *❡""❡♥(❡♥( ❧❡ "❡♥(✐♠❡♥( ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐() ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦✐♥❞*❡ ✐♥(❡♥"✐()✱ ✐♠♣❧✐/✉❡

/✉✬✐❧" ♦♥( ♠♦✐♥" ❞❡ "❝*✉♣✉❧❡" 1 "✬)❧♦✐❣♥❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ♥♦*♠❛(✐✈❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛✐""❡*

"✬❡①♣*✐♠❡* ❧❡✉*" "❡♥(✐♠❡♥(" *)❝✐♣*♦/✉❡"✳
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∂α
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✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉&✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣1(❛&✐♦♥✳

❆✉ ❝♦♥&(❛✐(❡✱ ❧♦(52✉❡ ❧❛ 5✐&✉❛&✐♦♥ ❡5& &❡❧❧❡ 2✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❡5&

❞1♣❛551❡✱ ♥♦&(❡ ♠♦❞;❧❡ 5✉❣❣;(❡ 2✉✬✐❧ ❡5& ♣(1❢1(❛❜❧❡ 2✉❡ ❞❡5 ❛❣❡♥&5 (❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ♣❧✉5 5❡♥✲

5✐❜❧❡5 ❛✉ ❝♦♠♣♦(&❡♠❡♥& ❛❞♦♣&1 ♣❛( ❧❡✉( ♣❛(&❡♥❛✐(❡ ❥♦✉❡♥& ❡♥5❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❞❛♥5 ❝❡&&❡

5✐&✉❛&✐♦♥✱ 1&❛♥& ❞♦♥♥1 2✉❡ ❧❡5 ❛❣❡♥&5 (❡55❡♥&❡♥& ❧✬1♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❣(❛&✐&✉❞❡✱ ❧♦(52✉✬✐❧5 1✈❛❧✉❡♥&

❧❡ ❝♦♠♣♦(&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❡✉( ♣❛(&❡♥❛✐(❡✱ ✐❧ ❡5& ♣(1❢1(❛❜❧❡✱ ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣(♦♠♦&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♦♣1(❛&✐♦♥✱ 2✉❡ ❝❡&&❡ 1♠♦&✐♦♥ 5♦✐& (❡55❡♥&✐❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉5 ❞✬✐♥&❡♥5✐&1✳

❙!❛!✐$✉❡ ❝♦♠♣❛+❛!✐✈❡ ✿

▲❡5 ❞❡✉① ❝♦✉(❜❡5 &(❛❝1❡5 ❞❛♥5 ❧❡ ❣(❛♣❤✐2✉❡ 5✉✐✈❛♥&✱ (❡♣(15❡♥&❡♥& (❡5♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❡ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧ y∗ ♦❜&❡♥✉✱ &♦✉&❡5 ❝❤♦5❡5 1❣❛❧❡5 ♣❛( ❛✐❧❧❡✉(5✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉( ❞❡ α✱ ❧♦(52✉❡ a = 1
2
❡& ❧♦(52✉❡ a = 3

4
✳ ▲❡5 ✈❛❧❡✉(5 ❞❡5 ❛✉&(❡5 ♣❛(❛♠;&(❡5 ❞✉ ♠♦❞;❧❡

❝♦((❡5♣♦♥❞❡♥& / ❝❡ 2✉✐ ❡5& ✐♥❞✐2✉1 ❞❛♥5 ❧❡ &❛❜❧❡❛✉ 5.3 ✿

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✳✸✳✿ ❱❛(✐❛&✐♦♥5 ❞❡ y∗ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ α

❙✉( ❧❡ ❣(❛♣❤✐2✉❡ 5.2.2✱ ♦♥ ❝♦♥5&❛&❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡♥&✱ ❧♦(52✉❡ a = 1
2
❡& 2✉❡ ❧❡5 ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥5

/ ❧✬♦♣&✐♠✉♠ ♥❡ ❞1♣❛55❡♥& ♣❛5 ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❡✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ α
❝♦♥❞✉✐&✱ &♦✉&❡5 ❝❤♦5❡5 1❣❛❧❡5 ♣❛( ❛✐❧❧❡✉(5✱ / ✉♥❡ ❞✐♠✉♥✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡5 ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥5
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✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

♦♣"✐♠❛❧❡(✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡.(❡✱ ❧♦.(0✉❡ a = 3
4
❡" 0✉❡ ❧❡( ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥( ♦♣"✐♠❛❧❡( ❞5♣❛((❡♥" ❧❛ ♥♦.♠❡

✐♥"5.✐♦.✐(5❡ ♣❛. ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥"✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ α ❡♥".❛✐♥❡✱ "♦✉"❡( ❝❤♦(❡( 5❣❛❧❡( ♣❛.

❛✐❧❧❡✉.(✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥ ❥♦✉5 9 ❧✬50✉✐❧✐❜.❡ ♣❛. ❧❡( ❛❣❡♥"(✳

✺✳✷✳✶✳✸✳✷✳ ▲❡ ❝❛) ❤+,+-♦❣0♥❡

❙✉♣♣♦(♦♥( 9 ♥♦✉✈❡❛✉ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❥♦✉❡✉. ❡(" ❝❛.❛❝"5.✐(5 ♣❛. ❞❡( ✈❛❧❡✉.( ❞❡( ♣❛.❛✲

♠<".❡( 0✉✐ ❧✉✐ (♦♥" ♣.♦♣.❡( ❡" 0✉✐ ♣❡✉✈❡♥" =".❡ ❞✐✛5.❡♥"❡( ❞❡ ❝❡❧❧❡( ❞❡ (♦♥ ♣❛."❡♥❛✐.❡✳ ❖♥

.❛♣♣❡❧❧❡ 0✉❡ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ♣♦✉. "♦✉" i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧✬50✉✐❧✐❜.❡ ❞❡ ◆❛(❤ ♦❜"❡♥✉ ❡(" ❧❡ (✉✐✈❛♥" ✿

y∗i =
aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj] + 2βj[−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi]

4βiβj − a2αiαj

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥" ❞❡ ♥♦"❡. 0✉❡✱ ♣✉✐(0✉❡ ❧✬♦♥ (✉♣♣♦(❡ 0✉❡ 2βi−aαi > 0 ❡" 2βj−aαj > 0✱ ✐❧ ✈✐❡♥" ✿

4βiβj − a2αiαj > 0 ✭✺✳✷✳✶✵✮

❆✈❛♥" ❞❡ ♥♦✉( ✐♥"5.❡((❡. ❛✉① ❝❛❧❝✉❧( ❞❡( ❞5.✐✈5❡( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥ ♦♣"✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥

❞❡( ❞✐✛5.❡♥"( ♣❛.❛♠<".❡(✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥" ❞❡ ♠❡♥"✐♦♥♥❡. 0✉❡✱ ❞❛♥( ❧✬❤②♣♦"❤<(❡ ♦L a = 1
2
✱ ❧❛

♣.♦♣♦(✐"✐♦♥ (✉✐✈❛♥"❡ ♣❡✉" =".❡ 5♥♦♥❝5❡ ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❤()(*♦❣-♥❡✱ ❧♦*#/✉❡ ❧❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛*❡ ✉♥ *❡♥❞❡♠❡♥) ♠❛*❣✐♥❛❧

(❣❛❧ 7 a = 1
2
✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛❣❡♥)# ♥❡ ❞(♣❛##❡ ❥❛♠❛✐# ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛

♥♦*♠❡ ❧❛ ♣❧✉# (❧❡✈(❡✳

▲❛ ❞5♠♦♥(".❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❡ .5(✉❧"❛" ❡(" ❢♦✉.♥✐❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

▲❛ ♣.♦♣♦(✐"✐♦♥ 3 (✬✐♥(❝.✐" ❞❛♥( ❧❡ ♣.♦❧♦♥❣❡♠❡♥" ❞❡( ❞❡✉① ♣.5❝5❞❡♥"❡( ❡" (♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛

❞✐✣❝✉❧"5 0✉❡ ♣❡✉" .❡♣.5(❡♥"❡.✱ ❡♥ "❡.♠❡( ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣5.❛"✐♦♥✱ ❧❡ ❢❛✐" ❞❡ ❥♦✉❡. ❛✉

❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞❛♥( (❛ ✈❡.(✐♦♥ ("❛♥❞❛.❞✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" ❧♦.(0✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♦✛.❡ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡

.❡♥❞❡♠❡♥" ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ♦♥ .❡♠❛.0✉❡ 0✉❡ ♠❛❧❣.5 ❧❡ ❢❛✐" 0✉❡ ❧❡( ❥♦✉❡✉.( ❛✐❡♥"

✐♥"5.✐♦.✐(5 ✉♥❡ ♥♦.♠❡ ❞❡ ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥ 0✉✐ ✐♥✢✉❡ (✉. ❧❡✉. ❝♦♠♣♦."❡♠❡♥" ❝♦♥".✐❜✉"✐❢✱ ✐❧ ❡("

❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉. ❡✉① ❞❡ (❡ ❝♦♥❢♦.♠❡. "♦"❛❧❡♠❡♥" 9 ❝❡""❡ ♥♦.♠❡ 9 ".❛✈❡.( ❧❡✉. ❞5❝✐(✐♦♥ ❞❡

❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥ ✭❡" ✐❧ ❧❡✉. ❡(" ✐♠♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐. ❝♦♥".✐❜✉❡. ❛✉✲❞❡❧9 ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮✳

❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♥✉♠+-✐8✉❡

❙✉♣♣♦(♦♥( ♠❛✐♥"❡♥❛♥" 0✉❡ ❧❡( ❞❡✉① ❥♦✉❡✉.( (♦✐❡♥" ❝❛.❛❝"5.✐(5( ♣❛. ❧❡( ✈❛❧❡✉.( (✉✐✲

✈❛♥"❡( ❞❡( ♣❛.❛♠<".❡( ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ✿

i = {1, 2} δi ȳi βi αi

❏♦✉❡✉. 1 0.6 5 0.3 0.4
❏♦✉❡✉. 2 0.4 4 0.5 0.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛.❛♠5".✐(❛"✐♦♥ ✲ ❏❇S ("❛♥❞❛.❞ ✲ ❈❛( ❤5"5.♦❣<♥❡
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

◆♦✉# ♥✬❛''(✐❜✉♦♥# ❛✉❝✉♥ ♣(♦✜❧ ❞❡ ❥♦✉❡✉( ♣❛('✐❝✉❧✐❡( ❛✉① ✈❛❧❡✉(# ❞❡# ♣❛(❛♠5'(❡# 6✉❡

♥♦✉# (❡'❡♥♦♥# ♣♦✉( ❝❡' ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ #✉( ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ ♥♦'(❡ ✐♥'❡(♣(:'❛'✐♦♥ ❞❡# ❞✐❢✲

❢:(❡♥'# ♣❛(❛♠5'(❡# ❞✉ ♠♦❞5❧❡✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞:❝(✐(❡ ❧❛ ♥❛'✉(❡ ❞❡# ❥♦✉❡✉(# 1 ❡' 2✳ ❆✐♥#✐✱
❧❡ ❥♦✉❡✉( 1 ❞✐#♣♦#❡ ❞✬✉♥ ♣❧✉# ❣(❛♥❞ ❝❛♣✐'❛❧ ❞❡ #②♠♣❛'❤✐❡ 6✉❡ #♦♥ ♣❛('❡♥❛✐(❡ ❡' ♣♦##5❞❡
:❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❞♦♥' ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❡#' ❧:❣5(❡♠❡♥' ♣❧✉# ✐♠♣♦('❛♥'❡✳ ❆✐♥#✐✱

♦♥ ♣❡✉' #✬❛''❡♥❞(❡ A ❝❡ 6✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉( 1 #♦✐' ♣❧✉# ❛❧'(✉✐#'❡ 6✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉( 2 ❡' 6✉✬✐❧ #♦✐' ❛✐♥#✐
❝❡❧✉✐ ❞♦♥' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣:(❛'✐♦♥ ❡#' ❧❡ ♣❧✉# ✐♠♣♦('❛♥' A ❧✬:6✉✐❧✐❜(❡✳ ❉❡ #♦♥ ❝C':✱ ❧❡

❥♦✉❡✉( 2 ❡#' ❝❡❧✉✐ 6✉✐ ❡#' ❧❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣(✐#❡ ❛✈❡❝ #❡# :♠♦'✐♦♥#✱ ❞✉ ❢❛✐' ❞❡ ❧❡✉(# ♣❧✉# ❣(❛♥❞❡#
✐♥'❡♥#✐':# ❝❤❡③ ❧✉✐✱ ❝♦♠♣❛(❛'✐✈❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡# 6✉✐ ❝❛(❛❝':(✐#❡♥' ❧❡ ❥♦✉❡✉( 1✳

▲♦(#6✉❡ ❝❡# ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❥♦✉❡♥' ❡♥#❡♠❜❧❡✱ ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ 6✉❡ ♥♦✉# ♦❜✲

'❡♥♦♥#✱ A ❧✬:6✉✐❧✐❜(❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛:(❡♥'❡# ✈❛❧❡✉(# ❞✉ (❡♥❞❡♠❡♥' ♠❛(❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✱ #♦♥' ❧❡# #✉✐✈❛♥'# ✿

a = 0.5
y∗1 y∗2 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣(♦✉♣❡

4.25 3.76 4
ȳ2 < y∗1 < ȳ1 y∗2 < ȳ2 < ȳ1

a = 0.75
y∗1 y∗2 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣(♦✉♣❡

5.05 4.44 4.75
ȳ2 < ȳ1 < y∗1 ȳ2 < y∗2 < ȳ1

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳✿ ❘:#✉❧'❛'# ❞✉ ❏❇N #'❛♥❞❛(❞ ✲ ❈❛# ❤:':(♦❣5♥❡

▲❡# (:#✉❧'❛'# ♦❜'❡♥✉# ❞❛♥# ❝❡' ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥'(❡♥' ❝♦♠♠❡♥'✱ ❞❛♥# ❧❡ ❏❇N #'❛♥❞❛(❞✱ ❧❡

❥♦✉❡✉( 6✉✐ ❛ ❧❛ ♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉# ✐♠♣♦('❛♥'❡ ✭❥♦✉❡✉( 1✮ ❡#' ❡♥ 6✉❡❧6✉❡ #♦('❡
✓ '✐(: ✈❡(# ❧❡ ❜❛# ✔ ♣❛( #♦♥ ♣❛('❡♥❛✐(❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❛(✈✐❡♥' ♣❛# A ❛''❡✐♥❞(❡ ❧❛

✈❛❧❡✉( ❞❡ #❛ ♥♦(♠❡ ❞❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❧♦(#6✉❡ ❧❡ (❡♥❞❡♠❡♥' ♠❛(❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡#' ❧❡

♣❧✉# ❜❛#✱ ❡' ♥❡ ❧❡ ❞:♣❛##❡ 6✉❡ '(5# ❧:❣5(❡♠❡♥' ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦T ✐❧ ❡#' ❧❡ ♣❧✉# ❢❛✈♦(❛❜❧❡ ✭a = 3
4
✮✳

N❛(❛❧❧5❧❡♠❡♥'✱ ❧♦(#6✉❡ ❧❡ (❡♥❞❡♠❡♥' ♠❛(❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉❣♠❡♥'❡ ✭❝❡ 6✉✐ ♣❡✉' (❡✲

♣(:#❡♥'❡( ✉♥❡ #✉❜✈❡♥'✐♦♥ ❞❡# ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥# ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡#✮ ❧❛ ❝♦♦♣:(❛'✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❡' ❧❡

❥♦✉❡✉( 2 ❝♦♥'(✐❜✉❡ ♣❧✉# 6✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ #❛ ♥♦(♠❡✱ ❞✉ ❢❛✐' ❞❡ ❧❛ ♣❧✉# ❣(❛♥❞❡ ❛''(❛❝'✐✈✐':
❞✉ ❝♦♠♣♦('❡♠❡♥' ❝♦♦♣:(❛'✐❢✳

❈❡# (:#✉❧'❛'# ♣❡✉✈❡♥' U'(❡ ♠✐# ❡♥ ♣❡(#♣❡❝'✐✈❡ ♣❛( (❛♣♣♦(' A ❝❡ 6✉✐ #❡ ♣❛##❡(❛✐' #✐ ❝❤❛✲

❝✉♥ ❞❡# ❞❡✉① ❥♦✉❡✉(# ❥♦✉❛✐❡♥' ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛('❡♥❛✐(❡ 6✉✐ ❧✉✐ ❡#' ✐❞❡♥'✐6✉❡✳ ▲❡# ❞❡✉① '❛❜❧❡❛✉①

#✉✐✈❛♥'# ✐♥❞✐6✉❡♥' (❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡# :6✉✐❧✐❜(❡# ♦❜'❡♥✉# ❧♦(#6✉❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉(# 1 ❥♦✉❡♥' ❡♥✲
#❡♠❜❧❡ ❡' ❧♦(#6✉❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉(# 2 ❥♦✉❡♥' ❧✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉'(❡✳ ❖♥ ♥♦'❡ ❝❡# ♥♦✉✈❡❛✉① :6✉✐❧✐❜(❡#
ŷ1 ♣♦✉( ❧❡ ❥♦✉❡✉( 1 ❡' ŷ2 ♣♦✉( ❧❡ ❥♦✉❡✉( 2✳
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✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

ŷ1
a = 0.5 a = 0.75
4.5 5.67

y∗1 < ŷ1 < ȳ1 ȳ1 < y∗1 < ŷ1

ŷ2
a = 0.5 a = 0.75
3.6 4.08

ŷ2 < y∗2 < ȳ2 ȳ2 < ŷ2 < y∗2

■❝✐✱ ♦♥ &❡♠❛&*✉❡ ❜✐❡♥ ❧✬❡✛❡0 *✉❡ ❧❡1 ❥♦✉❡✉&1 1 ❡0 2 ♣&♦✈♦*✉❡♥0 ❧✬✉♥ 1✉& ❧✬❛✉0&❡✱ ❧♦&1*✉✬✐❧1

❥♦✉❡♥0 ❡♥1❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ♦♥ ✈♦✐0 *✉❡ ❧❡ ❢❛✐0 ❞❡ ❥♦✉❡& ❛✈❡❝ ❧❡ ❥♦✉❡✉& 1 ❛♠9♥❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉& 2 :

;0&❡ ♣❧✉1 ❝♦♦♣<&❛0✐❢✱ ❝♦♠♣❛&❛0✐✈❡♠❡♥0 ❛✉ ❝❛1 ♦= ✐❧ ❞❡✈&❛✐0 ✐♥0<&❛❣✐& ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛②❛♥0

❧❡1 ♠;♠❡1 ❝❛&❛❝0<&✐10✐*✉❡1 *✉❡ ❧✉✐✳ ■♥✈❡&1❡♠❡♥0✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉& 1 ❝♦♥0&✐❜✉❡ ♠♦✐♥1 : ❧✬<*✉✐❧✐❜&❡

❡♥ ❥♦✉❛♥0 ❛✈❡❝ 2✱ *✉❡ 1✬✐❧ ❥♦✉❛✐0 ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ *✉✐ ❧✉✐ ❡10 ♣❛&❢❛✐0❡♠❡♥0 1❡♠❜❧❛❜❧❡✳ ❈❡

❞❡&♥✐❡& &<1✉❧0❛0 ❡10 ✐❧❧✉10&❛0✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐0< ❞❡ ♥♦0&❡ ♠♦❞9❧❡ : &❡♣&<1❡♥0❡& ❧❡1 ❝♦♠♣♦&0❡✲

♠❡♥01 ❞❡ ❝♦♦♣<&❛0✐♦♥ ❝♦♥❞✐0✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣✉✐1*✉❡✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉& 1 ❡10 ✐❝✐ ♣&;0 : ;0&❡

♣❧✉1 ❝♦♦♣<&❛0✐❢ ❛✈❡❝ *✉❡❧*✉✬✉♥ *✉✐ &<❛❣✐0 ❞❡ ❧❛ ♠;♠❡ ❢❛C♦♥ *✉❡ ❧✉✐ ✭✉♥ ❛✉0&❡ ❥♦✉❡✉& ❞❡

1♦♥ 0②♣❡✮✱ ♣❧✉0F0 *✉✬❛✈❡❝ *✉❡❧*✉✬✉♥ ❞❡ ♣❧✉1 <❣♦G10❡ ✭❧❡ ❥♦✉❡✉& 2✮✳

H♦✉& ❞<0❡&♠✐♥❡& *✉❡❧1 ♣❛&❛♠90&❡1 ❞✉ ♠♦❞9❧❡ ❥♦✉❡♥0✱ 1❛♥1 ❛♠❜✐❣✉G0<✱ 1✉& ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♦♣<&❛0✐♦♥✱ ♥♦✉1 ♥♦✉1 ✐♥0<&❡11♦♥1 ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡1 ❞<&✐✈<❡1✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❞()✐✈(❡'

H♦✉& ❝❤❛*✉❡ ♣❛&❛♠90&❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞✉ ♠♦❞9❧❡✱ ❧✬<*✉✐❧✐❜&❡ ❞❡ ◆❛1❤ ❥♦✉< ♣❛& ✉♥ ❛❣❡♥0

❡10 ❛✛❡❝0< : ❧❛ ❢♦✐1 ♣❛& ❧❛ ✈❛❧❡✉& *✉❡ ♣&❡♥❞✱ ❝❤❡③ ❧✉✐✱ ❧❡ ♣❛&❛♠90&❡ ❡♥ *✉❡10✐♦♥✱ ♠❛✐1

❛✉11✐ ♣❛& ❧❛ ✈❛❧❡✉&✱ ♣&✐1❡ ♣❛& ❝❡ ♠;♠❡ ♣❛&❛♠90&❡✱ ❝❤❡③ 1♦♥ ♣❛&0❡♥❛✐&❡✳ ❊♥ ❝♦♥1<*✉❡♥❝❡✱

♣♦✉& ❝❤❛*✉❡ ♣❛&❛♠90&❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ 0&❛✐0< ✐❝✐✱ ♦♥ 1✬✐♥0<&❡11❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞<&✐✈<❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥0&✐❜✉0✐♦♥ ♦♣0✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥0✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛&0 ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ 1♦♥ ♣&♦♣&❡ ♣❛&❛♠90&❡✱ ❡0

❞✬❛✉0&❡ ♣❛&0 ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ ♣❛&❛♠90&❡ ❞❡ 1♦♥ ♣❛&0❡♥❛✐&❡✳

▲❡ ❝❛♣✐.❛❧ ❞❡ '②♠♣❛.❤✐❡ δ

∂y∗i
∂δi

=
a2βj

4βiβj − a2αiαj

> 0 ❡0

∂y∗i
∂δj

=
a2αi

4βiβj − a2αiαj

> 0

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

▲✬✐♥0❡&♣&<0❛0✐♦♥ ❡10 : ♥♦✉✈❡❛✉ ❛11❡③ ♥❛0✉&❡❧❧❡ ✐❝✐✱ ♣❧✉1 ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i 1❡ 1❡♥0 ♣&♦❝❤❡ ❞❡ 1♦♥

♣❛&0❡♥❛✐&❡✱ ♣❧✉1 ✐❧ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♥0&✐❜✉❡& ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥0❡& ❧❡1 ❣❛✐♥1 ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❊♥ ♦✉0&❡✱ ♣❧✉1 ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❡10 ❝♦♥1❝✐❡♥0 *✉❡ 1♦♥ ♣❛&0❡♥❛✐&❡ 1❡ 1❡♥0 ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✉✐✱ ♣❧✉1

1❛ ❝♦♥0&✐❜✉0✐♦♥ ❡10 ✐♠♣♦&0❛♥0❡ : ❧✬<*✉✐❧✐❜&❡✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❧❡ ❢❛✐0 *✉❡ ❧❡ ♣❛&0❡♥❛✐&❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥0 i
&❡11❡♥0❡ ♣❧✉1 ❞❡ 1②♠♣❛0❤✐❡ : 1♦♥ <❣❛&❞ ✐♠♣❧✐*✉❡ *✉❡ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& &<❛❣✐0 ♣❧✉1 ❢❛✈♦&❛❜❧❡♠❡♥0

: ✉♥ ♠;♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥0&✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&0 ❞❡ ❝❡ ❞❡&♥✐❡&✱ ❝❡ *✉✐ ✐♥❝✐0❡ ❛❧♦&1 ❧✬❛❣❡♥0 i :

❛✉❣♠❡♥0❡& 1♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥0&✐❜✉0✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❜<♥<✜❝✐❡& ❞✉ ❢❛✐0 *✉❡ ❧❛ ♠✐1❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥

❛❝0❡ ❞❡ &<❝✐♣&♦❝✐0< ♣♦1✐0✐✈❡ ❡10 ❢❛❝✐❧✐0<❡ ❝❤❡③ 1♦♥ ♣❛&0❡♥❛✐&❡✳
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❖♥ ❝♦♥$%❛%❡ ( ♥♦✉✈❡❛✉ %♦✉% ❧✬✐♥%./0% ❞❡ /❡❝/✉%❡/ ❞❡$ ♣❛/%✐❝✐♣❛♥%$ ❛②❛♥% ✉♥❡ %❡♥❞❛♥❝❡

❛❝❝/✉❡ ( /❡$$❡♥%✐/ ❞❡ ❧❛ $②♠♣❛%❤✐❡ ( ❧✬❡♥❝♦♥%/❡ ❞❡$ ❛✉%/❡$✱ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ ❞❡ $✉$❝✐%❡/ ❧❡ $❡♥%✐♠❡♥%

❞❡ $②♠♣❛%❤✐❡✱ ❝❤❡③ ❧✬✉♥✱ ❧✬❛✉%/❡ ♦✉ ❧❡$ ❞❡✉① ♣❛/%❡♥❛✐/❡$✱ ❛✈❛♥% ❧❛ ♣❛/%✐❝✐♣❛%✐♦♥ ❛✉ ❥❡✉✱ ❞❛♥$

❧❛ ♣❡/$♣❡❝%✐✈❡ ❞❡ ♣/♦♠♦✉✈♦✐/ ❧❛ ❝♦♦♣./❛%✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❛ ✈❡/$✐♦♥ $%❛♥❞❛/❞ ❞✉ ❏;❇✳

▲❛ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♥)$✐❜✉)✐♦♥ ȳ

∂y∗i
∂ȳi

=
2βj(2βi − aαi)

4βiβj − a2αiαj

❡)

∂y∗i
∂ȳj

=
aαi(2βj − aαj)

4βiβj − a2αiαj

❆✈❡❝ 0 <
∂y∗i
∂ȳi

< 1 ❡% 0 <
∂y∗i
∂ȳj

< 1✳

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❤.%./♦❣A♥❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❧❛ ♥♦/♠❡ ✐♥%./✐♦/✐$.❡ ♣❛/ ❧✬❛❣❡♥% i /❡✈0% ( ♥♦✉✈❡❛✉
✉♥❡ ✐♠♣♦/%❛♥❝❡ ❝❛♣✐%❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① $%/❛%.❣✐B✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡/♥✐❡/✳ ❊♥ ❡✛❡%✱

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥ ( ❧✬.B✉✐❧✐❜/❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% i ❞.♣❡♥❞ ♣♦$✐%✐✈❡♠❡♥% ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ $❛
♣/♦♣/❡ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦/♠❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝♦♠♣❛/❛%✐✈❡♠❡♥% ❛✉ ❝❛$ $②♠.%/✐B✉❡✱ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦/%❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% i ❡$% ♠♦✐♥$ $❡♥$✐❜❧❡ ❢❛❝❡ ( ✉♥❡ ✈❛/✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡ /.$✉❧%❛% ❡$%
❧♦❣✐B✉❡ ♣✉✐$B✉❡✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ $②♠.%/✐B✉❡✱ ❧❛ ♥♦/♠❡ ❛✉❣♠❡♥%❛✐% ♣♦✉/ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❞❡✉①

❛❣❡♥%$✱ %❛♥❞✐$ B✉✬✐❝✐ $❡✉❧❡ ❧❛ ♥♦/♠❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉/ i ✈❛/✐❡✳

❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❧❛ ♥♦/♠❡ ✐♥%./✐♦/✐$.❡ ♣❛/ ❧❡ ♣❛/%❡♥❛✐/❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% i ❛ .❣❛❧❡♠❡♥%
✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦$✐%✐✈❡ $✉/ ❧❡ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞✉ ♣/❡♠✐❡/✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♥♦/♠❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% j ✐♠♣❧✐B✉❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ $♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①✐❣❡♥❝❡ ✈✐$✲(✲✈✐$ ❞✉
❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥% i✱ ❡% ❝❡❧❛ ✐♥❝✐%❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛❣❡♥% i ( ❛✉❣♠❡♥%❡/ $♦♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥ ( ❧✬.B✉✐❧✐❜/❡ ♣♦✉/ ❝♦♥%✐♥✉❡/ ( ❝♦♥%❡♥%❡/ $♦♥ ♣❛/%❡♥❛✐/❡✱ ♦✉ ♣♦✉/

❧✐♠✐%❡/ $♦♥ ♠.❝♦♥%❡♥%❡♠❡♥%✳

◆♦%/❡ ♠♦❞A❧❡ ♣/.❞✐% ❞♦♥❝ B✉✬✐❧ ❡$% ♣♦$$✐❜❧❡✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬❛❣❡♥%$ ❤.%./♦❣A♥❡$✱ ❞❡ ❢❛✈♦✲

/✐$❡/ ❧✬.♠❡/❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥%$ ❝♦♦♣./❛%✐❢$ ❞❛♥$ ❧❡ ❏❇; $%❛♥❞❛/❞✱ ❡♥ /❡❝/✉%❛♥% ❛✉

♠♦✐♥$ ✉♥ ♣❛/%✐❝✐♣❛♥% ❛②❛♥% ✉♥❡ ❢♦/%❡ ♥♦/♠❡ ❞❡ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥ ✐♥❞✉✐$❛♥% ✉♥❡ ♣❧✉$

❣/❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❝❡%%❡ ♥♦/♠❡ ❝❤❡③ ❧✬✉♥✱ ❧✬❛✉%/❡✱ ♦✉ ❧❡$ ❞❡✉① ♣❛/%❡♥❛✐/❡$✳ ❈❡ /.$✉❧%❛% ❡$%

❝♦❤./❡♥% ❛✈❡❝ ❧❡$ %/❛✈❛✉① ❡①♣./✐♠❡♥%❛✉① B✉✐ ♠❡%%❡♥% ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡$ ❧❡❛❞❡/$

$✉/ ❧❡ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞❡ ❧❡✉/$ ♣❛/%❡♥❛✐/❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡$ ❣/♦✉♣❡$ ❞❡ ♣❛/%✐❝✐♣❛♥%$ ❛✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝ ✭❝❢✳ ✹✳✷✳✷✳✷✮✳

❙✬❛❣✐$$❛♥% ❞❡$ ❛✉%/❡$ ♣❛/❛♠A%/❡$✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%. ❞❡ ❧✬✐♥%./❛❝%✐♦♥ ❡♥%/❡ ❞❡✉① ♣❛/%❡♥❛✐/❡$

❤.%./♦❣A♥❡$ ❡$% %❡❧❧❡ B✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡/♠❡% ♣❛$ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐/ /.❛❧✐$❡/ ✉♥❡ ✐♥%❡/♣/.%❛%✐♦♥ ♣/.❝✐$❡ ❞❡$

❞./✐✈.❡$ ❝❛❧❝✉❧.❡$✳ ◆.❛♥♠♦✐♥$✱ $✉/ ❧❛ ❜❛$❡ ❞❡ ♥♦$ $✐♠✉❧❛%✐♦♥$✱ ✐❧ $❡♠❜❧❡ B✉❡ ❧❛ ✈❛/✐❛%✐♦♥ ❞❡$

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥✱ ( ❧✬.B✉✐❧✐❜/❡✱ ✐♥❞✉✐%❡ ♣❛/ ❧❛ ✈❛/✐❛%✐♦♥ ❞❡$ ♣❛/❛♠A%/❡$ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%.

❡% ❞❡ $❡♥$✐❜✐❧✐%. ❛✉ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞✬❛✉%/✉✐✱ $♦♥% %♦✉❥♦✉/$ $❡♥$✐❜❧❡$ ( ❧❛ ♠❛♥✐A/❡ ❞♦♥% ❧❡$

❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥$✱ ( ❧✬.B✉✐❧✐❜/❡ ✐♥✐%✐❛❧✱ $❡ ❝♦♠♣❛/❡♥% ( ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡$ ♥♦/♠❡$ ✐♥%./✐♦/✐$.❡$ ♣❛/

❧❡$ ❞❡✉① ❛❣❡♥%$✳

✶✽✹



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

✺✳✷✳✷✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝ ♣❤❛1❡ ❞❡ 23❝♦♠♣❡♥1❡

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# ♠❛✐♥,❡♥❛♥, .✉❡ n = 2 ❥♦✉❡✉)# ♣❛),✐❝✐♣❡♥, ❛✉ ❏❇3✱ ❛✈❡❝ ♣❤❛#❡ #✉❜#(✲
.✉❡♥,❡ ❞❡ )(❝♦♠♣❡♥#❡✱ .✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞(❥9 ❞(❝)✐, ❞❛♥# ❧❛ ♣)❡♠✐;)❡ #❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐,)❡

✭❝❢✳ ✺✳✶✳✶✳✷✮✳

✺✳✷✳✷✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬✉*✐❧✐*0

▲✬❛❥♦✉, ❞✬✉♥❡ ♣❤❛#❡ ❞❡ )(❝♦♠♣❡♥#❡ ✐♠♣❧✐.✉❡ ❧✬✐♥,)♦❞✉❝,✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ,❡)♠❡# ❞❛♥#

❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬✉,✐❧✐,( ❞❡# ❛❣❡♥,#✳ 3♦✉) ❝❧❛)✐✜❡) ❧✬❡①♣♦#(✱ ♦♥ ♣❡✉, ❞✐✈✐#❡) ❡♥ ❞❡✉① ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞✬✉,✐❧✐,( )❡♣)(#❡♥,❛♥, ❧❡ ♣)♦❝❡##✉# ❞❡ ❞(❝✐#✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥,# ❞❛♥# ❝❡,,❡ ✈❡)#✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✳ 3♦✉)

,♦✉, i ∈ I✱ i 6= j✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦)# ✿

Ui = UC
i + UR

i ✭✺✳✷✳✶✶✮

❆✈❡❝

UC
i = ACi + EAij

❖K UC
i #❡ )(❢;)❡ ❛❧♦)# 9 ❧✬✉,✐❧✐,( ❧✐(❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, 9 ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❝♦♥,)✐❜✉,✐♦♥✱ .✉❡ ❧✬♦♥

❛ ❞(❥9 ♣)(#❡♥,(❡ ❝✐✲❞❡##✉# ✭(.✉❛,✐♦♥ (5.2.2)✮✳

3✉✐#.✉❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❝♦♥,)✐❜✉,✐♦♥ )❡#,❡ ❧❛ ♠L♠❡ ♣❛) )❛♣♣♦), 9 ❧❛ ✈❡)#✐♦♥ #,❛♥❞❛)❞ ❞✉

❏❇3✱ ✐❧ ♥✬❡#, ♣❛# ♥(❝❡##❛✐)❡ ❞❡ ♣)(#❡♥,❡) 9 ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ UC
i ✱ ♥♦✉# ♣❛##♦♥# ❞♦♥❝

❞✐)❡❝,❡♠❡♥, 9 ❧❛ ♣)(#❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ UR
i ✿

UR
i = Rij +Rji ✭✺✳✷✳✶✷✮

❖K UR
i ❞(#✐❣♥❡ ❧✬✉,✐❧✐,( .✉✐ #❡ )❛♣♣♦),❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, 9 ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ )(❝♦♠♣❡♥#❡

✼

✳

3❧✉# ♣)(❝✐#(♠❡♥,✱ ❧❛ ♣❛),✐❡ Rij ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ UR
i #❡ )(❢;)❡ 9 ❧✬✉,✐❧✐,( .✉❡ ❧✬❛❣❡♥, i )❡,✐)❡

❞❡ ❧✬❛❝,❡ ❞❡ )(❝♦♠♣❡♥#❡) #♦♥ ♣❛),❡♥❛✐)❡✱ ❛✈❡❝ ✿

Rij = θijrij − βir
2
ij − crij ✭✺✳✷✳✶✸✮

✼✳ ❈❡$$❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ❡)$ *✉❡❧*✉❡ ♣❡✉ ❛❜✉)✐✈❡ ❝❛1 ❝❤❛*✉❡ ❥♦✉❡✉1 i ❡)$ )✉♣♣♦)4 ✉$✐❧✐)❡1 )❡) ❣❛✐♥) πi✱ ♦❜$❡♥✉)

❧♦1) ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❡ ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥✱ ♣♦✉1 14❛❧✐)❡1 ✉♥❡ 4✈❡♥$✉❡❧❧❡ 14❝♦♠♣❡♥)❡✳ ❆✐♥)✐✱ ❡♥ ❞4✜♥✐))❛♥$ UR
i ✱ ❝♦♠♠❡

♥♦✉) ❧✬❛✈♦♥) ❢❛✐$✱ ♦♥ ♥4❣❧✐❣❡ ❝❡$ ❛)♣❡❝$✱ ❡♥ 1❛✐)♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜)❡♥❝❡ ❞❡ πi ❞❛♥) )♦♥ ❡①♣1❡))✐♦♥✳ ◆4❛♥♠♦✐♥)✱ ❝❡$$❡

♣14)❡♥$❛$✐♦♥ ♥✬❛ ♣♦✉1 ❜✉$ *✉❡ ❞✬❛❧❧4❣❡1 ❧✬❡①♣♦)4 ❡$ πi ❡)$ ❜✐❡♥ ♣14)❡♥$ ❞❛♥) ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✉$✐❧✐$4 ❣❧♦❜❛❧❡

❞❡ ❝❤❛*✉❡ ❥♦✉❡✉1 i✳
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❖! θij = δi + αi(yj − ȳi) ❡# ♦! rij ❡%# ❧❡ ♠♦♥#❛♥# ❞❡ +,❝♦♠♣❡♥%❡ +❡/✉ ♣❛+ ❧✬❛❣❡♥# j✱ ❞❡
❧❛ ♣❛+# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥# i✳

5❛+❛❧❧6❧❡♠❡♥#✱ ❧❛ ♣❛+#✐❡ Rji ❞❡ ❝❡##❡ ♠8♠❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ UR
i %❡ +❛♣♣♦+#❡ : ❧✬✉#✐❧✐#, ;✉❡ ❧✬❛❣❡♥#

i ❞,+✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐# ❞✬8#+❡ +,❝♦♠♣❡♥%, ♣❛+ %♦♥ ♣❛+#❡♥❛✐+❡✱ ❛✈❡❝ ✿

Rji = (1 + ρi)rji ✭✺✳✷✳✶✹✮

❖! rji ❡%# ❧❡ ♠♦♥#❛♥# ❞❡ +,❝♦♠♣❡♥%❡ +❡/✉ ♣❛+ ❧✬❛❣❡♥# i✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛+# ❞❡ ❧✬❛❣❡♥# j✱ ❡# ρi ❡%#
✉♥ ♣❛+❛♠6#+❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ♣+,%❡♥#, ❝✐✲❛♣+6%✳

❆✐♥%✐✱ ♦♥ ♣❡✉# ,❣❛❧❡♠❡♥# ,❝+✐+❡ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✉#✐❧✐#, ❞❡ #♦✉# ❛❣❡♥# i ∈ I✱ i 6= j✱ %♦✉% ❧❛
❢♦+♠❡ %✉✐✈❛♥#❡ ✿

Ui = πi − βi(ȳi − yi)
2 + θijπj + θijrij − βir

2
ij − crij + (1 + ρi)rji ✭✺✳✷✳✶✺✮

❖! ❧❡% ❣❛✐♥% ♦❜#❡♥✉% ♣❛+ ❧❡% ❥♦✉❡✉+% ❞✉+❛♥# ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥ πi ❡# πj %♦♥# #♦✉✲

❥♦✉+% ❞,✜♥✐% ♣❛+ ❧✬,;✉❛#✐♦♥ (5.1.1)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ ❧❛ ✈❡+%✐♦♥ %#❛♥❞❛+❞✱ %✐ ♦♥ ♣♦%❡ αi = δi = βi = ρi = 0✱ ♦♥ +❡✲
#+♦✉✈❡ ❧❛ +❡♣+,%❡♥#❛#✐♦♥ ❝❧❛%%✐;✉❡ ❞✉ ♣+♦❝❡%%✉% ❞❡ ❞,❝✐%✐♦♥ ❞❡% ❛❣❡♥#%✱ ❡♥ #❤,♦+✐❡ ❞❡% ❥❡✉①✳

5♦✉+ ♣♦✉+%✉✐✈+❡ ❧❛ ♣+,%❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ♥♦#+❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✉#✐❧✐#, ❞❛♥% ❧❡ ❞,#❛✐❧✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥%

❞✬❛❜♦+❞ ♥♦✉% ✐♥#,+❡%%❡+ : ❧✬✉#✐❧✐#, ❧✐,❡ : ❧✬❛❝#❡ ❞❡ +,❝♦♠♣❡♥%❡+ ✭❢♦♥❝#✐♦♥ Rij✮✱ ❛✈❛♥# ❞❡ ♣❛%✲

%❡+ ❡♥%✉✐#❡ : ❧❛ ❞❡%❝+✐♣#✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐#, ;✉✐ ❡%# +❡❧❛#✐✈❡ ❛✉ ❢❛✐# ❞✬8#+❡ +,❝♦♠♣❡♥%, ✭❢♦♥❝#✐♦♥

Rji✮✳

✺✳✷✳✷✳✶✳✶✳ ▲✬✉'✐❧✐'* ❧✐*❡ , ❧✬❛❝'❡ ❞❡ 0*❝♦♠♣❡♥5❡0

❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣0❡55✐♦♥ ❞❡5 5❡♥'✐♠❡♥'5 0*❝✐♣0♦:✉❡5

❆ #+❛✈❡+% ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ #❡+♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ Rij✱ ;✉✐ ❡%# θijrij✱ ♦♥ ♣❡+/♦✐# #♦✉# ❧✬❡%♣+✐# ❞✉
❢♦♥❝#✐♦♥♥❡♠❡♥# ❞✉ ♠♦❞6❧❡✱ ❞❛♥% ❧❛ ✈❡+%✐♦♥ ❞✉ ❏❇5 ❛✈❡❝ ♣❤❛%❡ ❞❡ +,❝♦♠♣❡♥%❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱

♣♦✉+ #♦✉# i ∈ I✱ i 6= j✱ θij +❡♣+,%❡♥#❡ #♦✉❥♦✉+% ❧❡ ♣♦✐❞% ❛❝❝♦+❞,✱ ♣❛+ i✱ ❛✉ %♦+# ❞❡ j ❞❛♥%
❧❡ ❥❡✉✱ %✉+ ❧❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥#❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧♦+✐%❛#✐♦♥ ✐♥❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡% ❣❛✐♥% ❞❡

j ✭❧❡ ❝❛♣✐#❛❧ ❞❡ %②♠♣❛#❤✐❡✮ ❡# ❞❡ ❧✬,✈❛❧✉❛#✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡+✲

♥✐❡+✱ ❧❛;✉❡❧❧❡ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛❝#✐♦♥ %#+❛#,❣✐;✉❡ +,❛❧✐%,❡ ♣❛+ j ❧♦+% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥✳
❉❡ ❢❛✐#✱ ♦♥ +❡♠❛+;✉❡ ;✉❡ ❝❡ ♣♦✐❞% ❛❝❝♦+❞, ❛✉① ❣❛✐♥% ❞❡ j✱ ❞,#❡+♠✐♥, %✉+ ❧❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❧✬❛❝✲
#✐♦♥ ♠❡♥,❡ ♣❛+ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❞✉+❛♥# ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥✱ %✬❛♣♣❧✐;✉❡ ,❣❛❧❡♠❡♥#✱ ❧♦+% ❞❡ ❧❛

♣❤❛%❡ ❞❡ +,❝♦♠♣❡♥%❡✱ ❞❡ %♦+#❡ : ❞,✜♥✐+ ❧❛ ❢❛/♦♥ ❞♦♥# ❧❡ ❥♦✉❡✉+ i ✈❛❧♦+✐%❡ ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ +,❝♦♠✲
♣❡♥%❡+ %♦♥ ♣❛+#❡♥❛✐+❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#+✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡+♥✐❡+✱ ❧♦+% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ✐♥✐#✐❛❧❡✳

✶✽✻



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❆✐♥#✐✱ ♦♥ ♣❡✉) *❡♠❛*-✉❡* -✉❡✱ ❧♦*#-✉❡ θij > 0✱ ❝❡ -✉✐ ✐♠♣❧✐-✉❡ -✉❡ j ❛ ❛❞♦♣)1 ✉♥
❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) #✉✣#❛♠♠❡♥) ❛♣♣*♦♣*✐1 ✈✐#✲5✲✈✐# ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ #♦♥ ♣❛*)❡♥❛✐*❡✱ θijrij ❡#)
✐♥)❡*♣*1)1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐-✉❡ ✐##✉ ❞✉ #✐♠♣❧❡ ❢❛✐) ❞❡ *1❝♦♠♣❡♥#❡* ❧✬❛✉)*❡ ❛❣❡♥)✳

❖♥ *❡)*♦✉✈❡ ✐❝✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣*❛)✐)✉❞❡✱ ❞♦♥) ❧❛ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 5 ❧✬❛❝)✐♦♥ ❡#) ❞❡

❝♦♥❞✉✐*❡ 5 ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ *1❝✐♣*♦❝✐)1 ♣♦#✐)✐✈❡ ❡♥)*❡ ❧❡# ❛❣❡♥)#✳ >❛* ❝♦♥#1-✉❡♥)✱

❧♦*#-✉❡ j ❛ ❛❣✐ #✉✣#❛♠♠❡♥) ❝♦**❡❝)❡♠❡♥)✱ #❡❧♦♥ i✱ ❧♦*# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥✱ ♦♥
#✉♣♣♦#❡ -✉❡ i ✈❛❧♦*✐#❡ ❧❡ ❢❛✐) ❞❡ ❧❡ *1❝♦♠♣❡♥#❡* ❡) )*♦✉✈❡ ✉♥ ❝❡*)❛✐♥ ♣❧❛✐#✐* 5 ❧❡ ❢❛✐*❡✳
❈❡ ♣❧❛✐#✐* ♣❡✉) 1❣❛❧❡♠❡♥) #❡ *❛♣♣♦*)❡* 5 ❝❡ -✉✬❆♥❞*❡♦♥✐ ✭✶✾✽✾✮ ❛ -✉❛❧✐✜1 ❞❡ ✓ ❣♦H) ❞❡

❞♦♥♥❡* ✔✳ ▲❛ *1❝♦♠♣❡♥#❡ ♦✛❡*)❡ ♣❛* i ❜1♥1✜❝✐❡ ❞✐*❡❝)❡♠❡♥) 5 j✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞♦♥❝ ♦❜#❡*✈❡*
-✉❡✱ ❝♦♠♣❛*❛)✐✈❡♠❡♥) 5 ❧❛ ✈❡*#✐♦♥ #)❛♥❞❛*❞ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧✬✐♥)*♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❝❡))❡

#❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛#❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❞1*♦✉❧❡♠❡♥) ❞✉ ❥❡✉✱ ♦✛*❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣*❡##✐♦♥ 5 ❧❛ ❣*❛✲

)✐)✉❞❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉* i ✭-✉❡ ❧❡ #✐♠♣❧❡ ❢❛✐) ❞❡ ❝♦♥)*✐❜✉❡* ❞❡ ♠❛♥✐N*❡ ❝♦♥#1-✉❡♥)❡✱ ❧♦*#-✉❡ j ❡♥
❢❛✐) ❞❡ ♠O♠❡✮✱ -✉✐ ❡#) ❝♦♥#✐❞1*❛❜❧❡♠❡♥) ♣❧✉# ❝✐❜❧1 ❡) ❞♦♥❝ ♣❧✉# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ✐♥)❡*♣*1)❛❜❧❡

♣❛* j✳

❆ ❧✬✐♥✈❡*#❡✱ ❧♦*#-✉❡ θij < 0✱ ❝❡ -✉✐ #✐❣♥✐✜❡ -✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉* j ♥❡ ♣❛*✈✐❡♥) ♣❛# 5 #❡ ❝♦♥❢♦*♠❡*
❛✉① ❛))❡♥)❡# ❞❡ i ❧♦*# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥✱ θijrij *❡♣*1#❡♥)❡ ❧❡ ❝♦H) ♣#②❝❤♦❧♦❣✐-✉❡
❛##♦❝✐1 ❛✉ ❢❛✐) ❞❡ *1❝♦♠♣❡♥#❡* j✳ ❈❡ ❝♦H) #❡ *❛♣♣♦*)❡ ❛❧♦*# 5 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧N*❡✱ ❞♦♥) ❧❛
)❡♥❞❛♥❝❡ 5 ❧✬❛❝)✐♦♥ ❡#) ❧❛ *❡❝❤❡*❝❤❡ ❞❡ ✈❡♥❣❡❛♥❝❡ ✭#♦✐) ✉♥❡ ❢♦*♠❡ ❞❡ *1❝✐♣*♦❝✐)1 ♥1❣❛)✐✈❡✮✳

❊♥ ❝♦♥#1-✉❡♥❝❡✱ ❧♦*#-✉❡ j )*❛♥#❣*❡##❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ♣❛*)❡♥❛✐*❡ ♣❛*
#♦♥ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) ❧♦*# ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐N*❡ ♣❤❛#❡✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ -✉❡ i ✈❛❧♦*✐#❡ ♥1❣❛)✐✈❡♠❡♥) ❧❡
❢❛✐) ❞❡ ❧❡ *1❝♦♠♣❡♥#❡* ❡) ❞♦♥❝ -✉❡ ❝❡) ❛❝)❡ ❡) ❞1♣❧❛✐#❛♥) ♣♦✉* ❧✉✐✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛# ❞❡ ✜❣✉*❡✱

❧✬❛❣❡♥) i ❡#) 5 ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ ♠❡#✉*❡✱ ❛✉ ❝♦✉*# ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐N♠❡ 1)❛♣❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❞✬❡①♣*✐♠❡* #♦♥
#❡♥)✐♠❡♥) ✭❞✬✐♥#❛)✐#❢❛❝)✐♦♥ ✐❝✐✮ 5 ❧✬1❣❛*❞ ❞✉ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) ❞✉ ❥♦✉❡✉* j ♣❛* #♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
✓ *1❝♦♠♣❡♥#❡ ✔✳ ◆1❛♥♠♦✐♥#✱ ❧❡ ♠✐❡✉① -✉✬✐❧ ♣✉✐##❡ ❢❛✐*❡ ♣♦✉* ❝❡❧❛✱ ❞❛♥# ❝❡))❡ ✈❡*#✐♦♥ ❞✉

❥❡✉✱ #❡ *1#✉♠❡ 5 ♥❡ ♣❛# *1❝♦♠♣❡♥#❡* ❞✉ )♦✉) #♦♥ ♣❛*)❡♥❛✐*❡✳
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❞❡ ❧✬*♠❡#❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬*♠♦(✐♦♥ ❞❡ ✜❡#(*✱ 5✉✐ ✐♥(❡#✈✐❡♥( 1 ♠❡,✉#❡ 5✉❡ ❧✬❛❣❡♥( #*❝♦♠♣❡♥,* ❡,(

(*♠♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧♦#✐,❛(✐♦♥ ,♦❝✐❛❧❡ ♣♦,✐(✐✈❡ 5✉✐ ❡,( ❛((#✐❜✉*❡ 1 ,♦♥ ❝♦♠♣♦#(❡♠❡♥(✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡

♣❛#❛♠8(#❡ ρi ♠❡,✉#❡ ❧✬✐♥(❡♥,✐(* ❛✈❡❝ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❧✬*♠♦(✐♦♥ ❞❡ ✜❡#(* ❡,( #❡,,❡♥(✐❡✱ 1 ❧❛ ♠❛#❣❡✱

♣❛# ❧✬❛❣❡♥( i✱ ❧♦#,5✉✬✐❧ ❡,( #*❝♦♠♣❡♥,*✳

❆ ❝❡ ,(❛❞❡✱ ✐❧ ❡,( ✐♠♣♦#(❛♥( ❞❡ ❞✐,❝❡#♥❡# ❞❛♥, ♥♦(#❡ ❢♦#♠✉❧❛(✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛✉(#❡ ❞✐,(✐♥❝(✐♦♥

❡①✐,(❛♥( ❡♥(#❡ ♥♦(#❡ ♠♦❞8❧❡ ❡( ❝❡❧✉✐ ,✉# ❧❡5✉❡❧ ♥♦✉, ♥♦✉, ❛♣♣✉②♦♥,✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♦♥ ,❡ ,♦✉✈✐❡♥(

5✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡, ❡( ●✐♥(✐, ✭✷✵✵✺✮✱ ❧✬✐♠♣❛❝( ❞❡, *♠♦(✐♦♥, 5✉✐ *♠❡#❣❡♥( ❝❤❡③

❧✬❛❣❡♥( i✱ ❧♦#,5✉✬✐❧ ❡,( ,❛♥❝(✐♦♥♥*✱ ❞✐✛8#❡ ,❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐8#❡ ❞♦♥( ,♦♥ ♣#♦♣#❡ ❝♦♠♣♦#(❡♠❡♥(

,❡ ❝♦♥❢♦#♠❡ 1 ❧❛ ♥♦#♠❡ 5✉✬✐❧ ❛ ✐♥(*#✐♦#✐,*❡✳ ❆✐♥,✐✱ ❧✬❛❣❡♥( ,♦✉✛#❡ ❞✉ ,❡♥(✐♠❡♥( ❞❡ ❤♦♥(❡

✉♥✐5✉❡♠❡♥( ❧♦#,5✉✬✐❧ ❡,( ,❛♥❝(✐♦♥♥* ❡! 5✉❡ ,❛ ❝♦♥(#✐❜✉(✐♦♥ ❡,( ✐♥❢*#✐❡✉#❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛

♥♦#♠❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡#,❡✱ ❧♦#,5✉❡ yi > ȳi✱ ❧❡ (❡#♠❡ ✐♥(#♦❞✉✐( ♣❛# ❧❡, ❛✉(❡✉#, #❡♣#*,❡♥(❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ #❛♥❝✉♥❡✱ ♣#♦✈❡♥❛♥( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥(#❛#✐*(* 5✉❡ ❧✬❛❣❡♥( i #❡,,❡♥( ❞✉ ❢❛✐( ❞✬)(#❡ ♣✉♥✐ ❛❧♦#,

♠)♠❡ 5✉❡✱ ,❡❧♦♥ ,❡, ♣#♦♣#❡, ,(❛♥❞❛#❞, ❞❡ ❝♦♠♣♦#(❡♠❡♥(✱ ✐❧ ❛❣✐( ❞❡ ♠❛♥✐8#❡ ❛♣♣#♦♣#✐*❡✳

✶✽✽



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❉❛♥# ♥♦%&❡ ❢♦&♠❛❧✐#❛%✐♦♥✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# 2♠♦%✐♦♥# ❧♦&#3✉❡ ❧✬♦♥ ❡#% &2❝♦♠♣❡♥#2 ❡#% %♦✉✲

❥♦✉&# ♣♦#✐%✐✈❡✳ ▲♦&#3✉✬✉♥ ❛❣❡♥% ❡#% &2❝♦♠♣❡♥#2 ♣♦✉& ❛✈♦✐& ❛❞♦♣%2 ✉♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% 3✉✐

❞2♣❛##❡ #❡# #%❛♥❞❛&❞# ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡ ♥❛%✉&❡❧ 3✉✬✐❧ ❡♥ &❡##❡♥%❡ ❧❡ #❡♥%✐♠❡♥% ❞❡

✜❡&%2✳ ◗✉✬❡♥ ❡#%✲✐❧ ❧♦&#3✉❡ #❛ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥ ❡#% ❡♥ ❞❡>? ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ #❛ ♥♦&♠❡ ❄ ◆♦✉#

♣❡♥#♦♥# 3✉❡ ❝❤❛3✉❡ ❛❣❡♥% ❡#% %♦✉% ❞❡ ♠C♠❡ &❛##✉&2 ❞❡ &❡❝❡✈♦✐& ✉♥ %❡❧ #✐❣♥❡ ❞❡ &❡❝♦♥♥❛✐#✲

#❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛&% ❞❡ #♦♥ ♣❛&%❡♥❛✐&❡✱ ❡% ❞♦♥❝✱ ❞❡ #❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣%❡ 3✉❡ #♦♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%

❡#% ✈❛❧♦&✐#2 ♣❛& ❛✉%&✉✐✳ ◆♦✉# ♣❡♥#♦♥# ❛✐♥#✐ 3✉❡✱ ❞❛♥# ✉♥ %❡❧ ❝❛#✱ ❧✬2♠♦%✐♦♥ &❡##❡♥%✐❡ ♣❛&

❧✬❛❣❡♥% &2❝♦♠♣❡♥#2✱ ❜✐❡♥ 3✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐##❡ C%&❡ ❞✐✛2&❡♥%❡ ❞✉ #❡♥%✐♠❡♥% ❞❡ ✜❡&%2✱ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡

♣♦#✐%✐✈❡ ❡% 3✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐3✉❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬✉%✐❧✐%2✳

E❛& ❛✐❧❧❡✉&#✱ ♥♦✉# ♣❡♥#♦♥# 3✉❡ #✐ ♥♦✉# ❛✈✐♦♥# ❝♦♥#%&✉✐% ♥♦%&❡ ❢♦&♠❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

♠❛♥✐F&❡ #②♠2%&✐3✉❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❇♦✇❧❡# ❡% ●✐♥%✐# ✭✷✵✵✺✮✱ ✈✐#✲?✲✈✐# ❞❡ ❝❡

♣♦✐♥% ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ❝❡❧❛ ❛✉&❛✐% #✐❣♥✐✜2 3✉✬✉♥ ❛❣❡♥% ♣✉✐##❡ #❡ #❡♥%✐& ❞♦✉❜❧❡♠❡♥% ❝♦✉♣❛❜❧❡

❞❡ ❧❛ &2❛❧✐#❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% 3✉✬✐❧ ❝♦♥#✐❞F&❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❛♣♣&♦♣&✐2✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✐❧ #❡

#❡♥%✐&❛✐% ❝♦✉♣❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛&% ❛✉ ♠♦♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉❡&✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦Q ✐❧ ♥❡ ♣❛&✈✐❡♥% ♣❛#

? &❡#♣❡❝%❡& #❛ ♥♦&♠❡ ❡%✱ ❞✬❛✉%&❡ ♣❛&%✱ ❧♦&#3✉✬✐❧ ❡#% &2❝♦♠♣❡♥#2 ♣♦✉& #♦♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%✱

❛❧♦&# 3✉✬✐❧ ♥✬❡#% ♣❛# ♣❛&✈❡♥✉ ? #❡ ❝♦♥❢♦&♠❡& ? #❛ ♥♦&♠❡ ❞❡ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥✳ ❊♥ &2❛❧✐%2✱ ❝❡ %②♣❡

❞❡ ♣❤2♥♦♠F♥❡✱ ♦Q ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%2 ✐♥✐%✐❛❧❡ ❡#% ❛❝❝❡♥%✉2❡ ♣❛& ✉♥❡ ❛♣♣&♦❜❛%✐♦♥ 3✉❡ ❧✬♦♥ ❥✉❣❡

✐♠2&✐%2❡ ♥❡ ♣❡✉% C%&❡ ❡①❝❧✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ✐❧ ♥♦✉# #❡♠❜❧❡ 3✉❡ ❝❡%%❡ ♥✉❛♥❝❡ #♦✐% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡

❞✉ ❞2%❛✐❧ ❡% 3✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐##❡ ✐♥%2❣&❡& ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ #❡♥%✐♠❡♥% ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐%2 ? %&❛✈❡&# ✉♥

#❡✉❧ %❡&♠❡✱ %♦✉% ❡♥ ❝♦♥#✐❞2&❛♥% 3✉❡✱ ♠C♠❡ ❝❤❡③ ❧❡# ♣❡&#♦♥♥❡# ❧❡# ♣❧✉# ❡①✐❣❡♥%❡# ❡♥✈❡&#

❡❧❧❡#✲♠C♠❡#✱ &❡❝❡✈♦✐& ❧✬❛♣♣&♦❜❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&% ❞✬❛✉%&✉✐ ♣✉✐##❡ ♠❛❧❣&2 %♦✉% C%&❡ ✉♥ ❢❛❝%❡✉&

❞✬❛%%2♥✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ #❡♥%✐♠❡♥%✳

❊♥✜♥✱ ❝❤❡③ ❇♦✇❧❡# ❡% ●✐♥%✐# ✭✷✵✵✺✮ ❧✬✐♥#❡&%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %❡❧❧❡ ♥✉❛♥❝❡ ❡#% ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❝❛&

❝✬❡#% ✉♥❡ ❢❛>♦♥ ❞✬✐♥%&♦❞✉✐&❡ ❧❡ &✐#3✉❡ ❞✬❡#❝❛❧❛❞❡ ❞❡# #❡♥%✐♠❡♥%# ♥2❣❛%✐❢# 3✉✐ ♣❡✉% ❛✈♦✐&

❧✐❡✉ ❡♥%&❡ ♣❛&%❡♥❛✐&❡# ✭❍♦♣❢❡♥#✐%③ ❡% ❘❡✉❜❡♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ❉❛♥# ❧❡✉& ♠♦❞F❧❡✱ ❧❛ ❤♦♥%❡ ❞♦✐% C%&❡

&❡##❡♥%✐❡ ♣♦✉& 3✉❡ ❧❡ ♠❡##❛❣❡ ❞❡ ❞2#❛♣♣&♦❜❛%✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬❛❣❡♥%

❞❡ #♦&%❡ ? ❧❡ ❢❛✐&❡ ❛❣✐& ❞❡ ♠❛♥✐F&❡ ♣❧✉# ❝♦♦♣2&❛%✐✈❡ ❡%✱ ♣♦✉& ❝❡❧❛✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐% #❡ ✈♦✐&

❝♦♠♠✉♥✐3✉❡& ❞❡# 2♠♦%✐♦♥# ♥2❣❛%✐✈❡#✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛&% ❞❡ #♦♥ ♣❛&%❡♥❛✐&❡ ✭? %&❛✈❡&# ❧❛ ♣✉♥✐%✐♦♥✮✱

✉♥✐3✉❡♠❡♥% ❧♦&#3✉✬✐❧ #❡ ❝♦♥#✐❞F&❡ ❧✉✐✲♠C♠❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛✉%✐❢✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❝♦♥%&❛✐&❡✱ ❧❛ &❛♥❝✉♥❡

✐♥%❡&✈✐❡♥% ❡% ❡♥%&❡%✐❡♥% ✉♥ ❝❧✐♠❛% ❤♦#%✐❧❡ ❡♥%&❡ ❧❡# ❞❡✉① ❛❣❡♥%#✳

❯♥❡ %❡❧❧❡ ♣♦##✐❜✐❧✐%2 ❞❡ ♣&♦♣❛❣❛%✐♦♥ ❞❡# 2♠♦%✐♦♥# ❡#% ♣♦##✐❜❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❧❛ ♣&♦✲

❝2❞✉&❡ ❞✬✐♥❝✐%❛%✐♦♥ 3✉❡ ❝♦♥#%✐%✉❡ ❧✬♦♣♣♦&%✉♥✐%2 ❞❡ &2❝♦♠♣❡♥#❡&✱ ❜✐❡♥ 3✉❡ ❝❡❧❛ #✬❡✛❡❝%✉❡

❞❡ ♠❛♥✐F&❡ ♣❧✉# ♣♦#✐%✐✈❡ ❡% ❝♦♥#%&✉❝%✐✈❡✳ ❈❡%%❡ ❢♦✐#✲❝✐✱ ❧❡ #✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②2 ♣❛& ❧❡ ♣❛&%❡♥❛✐&❡✱

? %&❛✈❡&# ❧✬❛❝%❡ ❞❡ &2❝♦♠♣❡♥#❡✱ 3✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐3✉❡ ✉♥❡ 2♠♦%✐♦♥ ♣♦#✐%✐✈❡ ✭❧❛ ❣&❛%✐%✉❞❡✮✱ ❛

%❡♥❞❛♥❝❡ ? %&❛♥#♠❡%%&❡ ❝❡ &❡##❡♥%✐ ♣♦#✐%✐❢ ❡% ? ❢❛✐&❡ ♥❛✐%&❡ ❡♥ &❡%♦✉& ✉♥❡ 2♠♦%✐♦♥ ♣♦#✐%✐✈❡
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∂Ui

∂rij
= θij − 2βirij − c = 0

⇔ 2βirij = θij − c

r∗ij =

{
δi+αi(yj−ȳi)−c

2βi
 ✐ δi + αi(yj − ȳi)− c > 0

0  ✐♥♦♥

✭✺✳✷✳✶✻✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥( ❞❡ %❡♠❛%7✉❡% 7✉❡ δi + αi(yj − ȳi)− c > 0⇔ yj > ȳi +
c−δi
αi
✳

❆✐♥$✐✱ ♦♥ ♥♦(❡ yj = ȳi +
c−δi
αi
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yRi =
aαi

2βi

yj +
−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi + (1 + ρi)

αj

2βj

2βi
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y
∗

ri
=

aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj + (1 + ρj)
αi

2βi
] + 2βj [−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi + (1 + ρi)

αj

2βj
]

4βiβj − a2αiαj
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ri
> yj
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2)♦❞✉❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ )/❝♦♠♣❡♥#❡ ♥❡ ♣❡✉2 ♣❛# S2)❡ ❡♥ ♠❡#✉)❡ ❞✬✐♥✢✉❡) #✉) ❧❡# ❥♦✉❡✉)#

❡2 ❧❛ )/#♦❧✉2✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❛❜♦✉2✐2 ❛✉ ♠S♠❡ /*✉✐❧✐❜)❡ ❞❡ ◆❛#❤ *✉❡ ❝❡❧✉✐ *✉✐ ❛ /2/ 2)♦✉✈/ ❞❛♥#

❧❛ ✈❡)#✐♦♥ #2❛♥❞❛)❞ ❞✉ ❏❇E ✭/*✉❛2✐♦♥ (5.2.7)✮✳

✶✾✶



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

✺✳✷✳✷✳✸✳ ❘%&✉❧)❛)&

 !❡♠✐%!❡♠❡♥'✱ ❧♦!+,✉❡ ❧✬/,✉✐❧✐❜!❡ ❡+' ✐♠♣❧/♠❡♥'/✱ ♦♥ ♠♦♥'!❡ ,✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥'!✐❜✉✲

'✐♦♥ ♦❜'❡♥✉ ❞❛♥+ ❧❡ ❏ ❇ ❛✈❡❝ ♣❤❛+❡ ❞❡ !/❝♦♠♣❡♥+❡✱ ❡+' +'!✐❝'❡♠❡♥' +✉♣/!✐❡✉! : ❝❡❧✉✐ ,✉✐

❡+' ♦❜'❡♥✉ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ❏❇ +'❛♥❞❛!❞✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ♦♥ ♣♦+❡ ∀(i, j) ∈ I2✱ i 6= j✱ αi > 0✱ βi > 0 ❡' ρi ≥ 0✳

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐,✉❡ ,✉❡ ∀(i, j) ∈ I2✱ i 6= j✱ (1 + ρj)
αi

2βi
> 0 ❡' (1 + ρi)

αj

2βj
> 0✳

 ❛! ❝♦♥+/,✉❡♥'✱ ❞✬❛♣!%+ ❧❡+ /,✉❛'✐♦♥+ (5.2.7) ❡' (5.2.18)✱ ♦♥ ❡♥ ❞/❞✉✐' ,✉❡✱ ♣♦✉! '♦✉'
i ∈ I ✿

y
∗

ri
> y∗i

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ ❥♦✉. / ❧✬.2✉✐❧✐❜+❡ ♣❛+ ❧❡4 ❛❣❡♥*4✱ ❞❛♥4 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝ ♣❤❛4❡ ❞❡ +.❝♦♠♣❡♥4❡✱ ❡4* 4*+✐❝*❡♠❡♥* 4✉♣.+✐❡✉+ / ❝❡❧✉✐ 2✉✐ ❡4* ❥♦✉. ❞❛♥4

❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 4*❛♥❞❛+❞✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❏❇ +'❛♥❞❛!❞✱ ❧✬❡①♣!❡++✐♦♥ ❞❡ ❧✬/,✉✐❧✐❜!❡ ❞❡ ◆❛+❤ ♦❜'❡♥✉ ❞❛♥+ ❧❡ ❏❇ 

❛✈❡❝ ♣❤❛+❡ ❞❡ !/❝♦♠♣❡♥+❡ ❡+' ❧♦✉!❞❡ ❡' ♣♦✉! ♠✐❡✉① ❛♥❛❧②+❡! ❧❡+ !/+✉❧'❛'+ ❞❡ ♥♦'!❡ ♠♦❞%❧❡✱

♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥'/!❡++♦♥+✱ ♠❛✐♥'❡♥❛♥'✱ ❛✉ ❝❛+ +②♠/'!✐,✉❡✱ ♣♦✉! ❧❡,✉❡❧✱ ♣♦✉! '♦✉' i ∈ I✱ i 6= j ✿

αi = αj = α βi = βj = β δi = δj = δ ❡' ȳi = ȳj = ȳ ❡' ρi = ρi = 0

✺✳✷✳✷✳✸✳✶✳ ▲❡ ❝❛& &②♠%)1✐3✉❡

▲✬/,✉✐❧✐❜!❡ ❞❡ ◆❛+❤ ❞✉ ❥❡✉✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ +②♠/'!✐,✉❡✱ ❞❡✈✐❡♥' ✿

y
∗

ri
= y

∗

rj
= y∗r =

−1 + a(1 + δ) + (2β − aα)ȳ + (1 + ρ) α
2β

2β − aα

⇔ y∗r =
−1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) α

2β

2β − aα
+ ȳ ✭✺✳✷✳✶✾✮

✶✾✷



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ❛♣♣❛+❛,- ❝❧❛✐+❡♠❡♥- 0✉❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❞❡ ❝♦♥-+✐❜✉-✐♦♥ ❞❡3 ❛❣❡♥-3✱ ❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡

❧❡✉+ ♣+✐3❡ ❞❡ ❞5❝✐3✐♦♥ ❞❛♥3 ❧❡ ❏❇8 ❛✈❡❝ +5❝♦♠♣❡♥3❡✱ ❡♥ +❛✐3♦♥ ❞✉ ❢❛✐- 0✉✬❡❧❧❡ ❝♦++❡3♣♦♥❞✱

♣♦✉+ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✱ ❛✉ ❝♦♠♣♦+-❡♠❡♥- 3-+❛-5❣✐0✉❡ 0✉✐ ❞♦✐- =-+❡ ❝❤♦✐3✐✱ ♣❛+ ❞5❢❛✉-✱ ♣♦✉+

=-+❡ ❛❝❝❡♣-5 ❞✬❛✉-+✉✐✳

❚♦✉-❡❢♦✐3✱ ♦♥ ❝♦♥3-❛-❡ 5❣❛❧❡♠❡♥- 0✉❡ ♥♦3 ❛❣❡♥-3 3♦♥- ❡♥❝♦+❡ ❞❛✈❛♥-❛❣❡ 3✉3❝❡♣-✐❜❧❡3 ❞❡

3✬5❝❛+-❡+ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥- ❞❡ +5❢5+❡♥❝❡✱ ❞❛♥3 ❧❡ ❏❇8 ❛✈❡❝ +5❝♦♠♣❡♥3❡✱ ❞✉ ❢❛✐- ❞❡ ❧✬✐♥❝✐-❛-✐♦♥

5❝♦♥♦♠✐0✉❡ ❡- 5♠♦-✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞✬✐♥-❡♥3✐-5 ρ✮ 3✉♣♣❧5♠❡♥-❛✐+❡ B ❝♦♦♣5+❡+ 0✉✐ ❡3- ❧✐5❡ B ❧❛
♣♦33✐❜✐❧✐-5 ❞✬=-+❡ +5❝♦♠♣❡♥35✳

❖♥ +❡♠❛+0✉❡ 5❣❛❧❡♠❡♥- 0✉❡ ✿

y∗r =
−1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) α

2β

2β − aα
+ ȳ ≥ ȳ

⇔ −1 + a(1 + δ) + (1 + ρ)
α

2β
≥ 0 ✭✺✳✷✳✷✵✮

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-5 ❞❡3 ❥♦✉❡✉+3 B ❝♦♥-+✐❜✉❡+ ❛✉✲❞❡❧B ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞5♣❡♥❞

♣♦3✐-✐✈❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥3✐-5 ❞❡ ❧❡✉+ ❝❛♣✐-❛❧ ❞❡ 3②♠♣❛-❤✐❡ ❡- ❞✉ +❡♥❞❡♠❡♥- ♠❛+❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✳ ❚♦✉-❡❢♦✐3✱ ❝♦♠♣❛+❛-✐✈❡♠❡♥- ❛✉ ❝❛3 3-❛♥❞❛+❞✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡3- 5❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥

♣♦3✐-✐✈❡ ❞✉ ♠♦♥-❛♥- 3✉♣♣❧5♠❡♥-❛✐+❡ ❞❡ +5❝♦♠♣❡♥3❡ ♦❜-❡♥✉ ♣♦✉+ ❝❤❛0✉❡ ✉♥✐-5 ✐♥✈❡3-✐❡

❞❛♥3 ❧❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

α
2β
✱ ❛✐♥3✐ 0✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥3✐-5 ❛✈❡❝ ❧❛0✉❡❧❧❡ ❧✬5♠♦-✐♦♥ ❞❡ ✜❡+-5 ❡3- +❡3✲

3❡♥-✐❡✱ B ❧❛ ♠❛+❣❡✱ ♣❛+ ❧❡3 ❛❣❡♥-3 ❧♦+30✉✬✐❧3 3♦♥- +5❝♦♠♣❡♥353✳ ❆✐♥3✐✱ ♣❛+ +❛♣♣♦+- ❛✉ ❏8❇

3-❛♥❞❛+❞✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ 0✉✐ ❞♦✐- =-+❡ +❡♠♣❧✐❡ ♣♦✉+ 0✉❡ ❧❡3 ❥♦✉❡✉+3 ❝♦♥-+✐❜✉❡♥- ♣❧✉3 0✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❡✉+ ♥♦+♠❡ ❡3- ♠♦✐♥3 ❡①✐❣❡❛♥-❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✉ ❏❇8 ❛✈❡❝ +5❝♦♠♣❡♥3❡✳

8❛+ ❝♦♥350✉❡♥-✱ ✐❧ +❡33♦+- ❞❡ ♥♦-+❡ ♠♦❞L❧❡ 0✉✬✐❧ ❡3- ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉3 ❛✐35 ❞✬♦❜-❡♥✐+ ✉♥ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣5+❛-✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥3 5❣❛❧ B ❧❛ ♥♦+♠❡ ❞❡ ❝♦♥-+✐❜✉-✐♦♥ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉+ ❞❛♥3 ❧✬5❝♦♥♦♠✐❡✱

❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✉ ❏❇8 ❛✈❡❝ +5❝♦♠♣❡♥3❡ 0✉❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✉ ❏❇8 3-❛♥❞❛+❞✳

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♥✉♠+,✐-✉❡

❙✉♣♣♦3♦♥3 0✉❡ c = 0.5 ✽

❡- 0✉❡ ❧❡3 ♣❛+❛♠L-+❡3 ❝❛+❛❝-5+✐3❛♥- ❧❡3 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉+3 3♦✐❡♥-

❧❡3 3✉✐✈❛♥-❡3 ✿

δ ȳ β α ρ
0.5 5 0.5 0.5 0.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛+❛♠5-+✐3❛-✐♦♥ ✲ ❏❇8 ❘5❝♦♠♣❡♥3❡ ✲ ❈❛3 3②♠5-+✐0✉❡

✽✳ ❯#✐❧✐&❡( ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( ❞✐✛/(❡♥#❡ ❞✉ ❝♦2# ❢♦(❢❛✐#❛✐(❡ 4 (/❝♦♠♣❡♥&❡( c ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛& ❧❛ ♥❛#✉(❡ ❞❡&

(/&✉❧#❛#&✳

✶✾✸



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛❧♦)# ♥♦✉# ✐♥+,)❡##❡) . ❞❡✉① ✈❛❧❡✉)# ❞✐✛,)❡♥+❡# ❞✉ )❡♥❞❡♠❡♥+ ♠❛)❣✐♥❛❧

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡+ ♦❜#❡)✈❡) ❧❡# ❞✐✛,)❡♥+# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥# ♦❜+❡♥✉# . ❧✬,7✉✐❧✐❜)❡ ✿

a 0.5 0.75
❏❇; #+❛♥❞❛)❞ y∗ 4.67 5.2

❏❇; ),❝♦♠♣❡♥#❡

y∗r 5.67 6.4
r∗ 0.33 0.7

y∗r > ȳ y∗r > ȳ

❚❛❜❧❡ ✺✳✽✳✿ ❘,#✉❧+❛+ ❞✉ ❏❇; ),❝♦♠♣❡♥#❡ ✲ ❈❛# #②♠,+)✐7✉❡

▲❡# ),#✉❧+❛+# ❝❤✐✛),# 7✉❡ ♥♦✉# ♦❜+❡♥♦♥# ✐❝✐✱ ✐❧❧✉#+)❡♥+ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣)♦♣♦#✐+✐♦♥ 4✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ 7✉❡
❝❡ #♦✐+ ❧♦)#7✉❡ a = 1

2
✱ ♦✉ ❧♦)#7✉❡ a = 3

4
✱ ❧❛ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ❞❡# ❛❣❡♥+#✱ ❞❛♥# ❧❡ ❏❇;

❛✈❡❝ ),❝♦♠♣❡♥#❡✱ ❡#+ #✉♣,)✐❡✉)❡ . ❝❡❧❧❡ 7✉✐ ,+❛✐+ ♦❜+❡♥✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ❏❇; #+❛♥❞❛)❞✳ ❉❡

♣❧✉#✱ ❞❛♥# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❝❛#✱ ❧❛ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥+#✱ . ❧✬,7✉✐❧✐❜)❡✱ ❞,♣❛##❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡

❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❛♥# ❧✬,❝♦♥♦♠✐❡ ✭7✉✐ ❡#+ ✐❝✐ ❞❡ 5✮✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ )❡♠❛)7✉❡ ,❣❛❧❡♠❡♥+ 7✉❡ ❧❡# ❥♦✉❡✉)#
✉+✐❧✐#❡♥+ ❧✬♦♣+✐♦♥ ❞❡ ),❝♦♠♣❡♥#❡✱ ❛❧♦)# 7✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡#+ ❝♦L+❡✉#❡✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❞()✐✈(❡'

❖♥ )❛♣♣❡❧❧❡ 7✉❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# #②♠,+)✐7✉❡ ✿

y∗r =
−1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) α

2β

2β − aα
+ ȳ

▲❡ )❡♥❞❡♠❡♥/ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ a

∂y∗r
∂a

=
(1 + δ)2β + (1 + ρ)α

2

2β
− α

(2β − aα)2
> 0

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ❏❇;✱ ♥♦+)❡ ♠♦❞N❧❡ ♣),❞✐+ 7✉✬✉♥ )❡♥❞❡♠❡♥+ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝ ♣❧✉# ✐♠♣♦)+❛♥+ ✐♠♣❧✐7✉❡✱ +♦✉+❡# ❝❤♦#❡# ,❣❛❧❡# ♣❛) ❛✐❧❧❡✉)#✱ ✉♥ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥ ❞❡#

❛❣❡♥+# ♣❧✉# ✐♠♣♦)+❛♥+❡ . ❧✬,7✉✐❧✐❜)❡✱ ❞❛♥# ❧❡ ❏❇; ❛✈❡❝ ),❝♦♠♣❡♥#❡✳

✶✾✹



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

▲❡ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ )②♠♣❛&❤✐❡ δ ❡& ♥♦/♠❡ ❞❡ ❝♦♥&/✐❜✉&✐♦♥ ȳ
▲❡" ❞$%✐✈$❡" ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ ♦♣-✐♠❛❧ ❞❡" ❛❣❡♥-" ♣❛% %❛♣♣♦%- 3 ❝❡" ❞❡✉① ♣❛✲

%❛♠6-%❡" "♦♥- ❧❡" ♠7♠❡" 8✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✉ ❏❇; "-❛♥❞❛%❞✱ ❝❛% δ ❡- ȳ ♥✬❛♣♣❛%❛>""❡♥- ♣❛"
❞❛♥" ❧✬❡①♣%❡""✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞✐%❡❝-❡✉% ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ %$❝♦♠♣❡♥"❡✳

❈♦♥❝❡%♥❛♥- ❧❡ ♣❛%❛♠6-%❡ δ✱ ❧✬✐♥-❡%♣%$-❛-✐♦♥ ❡"- 3 ♥♦✉✈❡❛✉ ❛""❡③ ♥❛-✉%❡❧❧❡✱ ♣❧✉" ❧❡" ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉" ♦♥- ❞❡ ❧❛ "②♠♣❛-❤✐❡ ❧❡" ✉♥" ♣♦✉% ❧❡" ❛✉-%❡"✱ ♣❧✉" ✐❧" ♦♥- ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉❡% ❛✜♥

❞✬❛✉❣♠❡♥-❡% ❧❡" ❣❛✐♥" ❞❡ ❧❡✉% ♣❛%-❡♥❛✐%❡✳

;❛% ❛✐❧❧❡✉%"✱ ❡♥ ❝❡ 8✉✐ ❝♦♥❝❡%♥❡ ȳ✱ ✐❧ "❡♠❜❧❡ %❡❧❛-✐✈❡♠❡♥- %$❛❧✐"-❡ 8✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ 3 ❧❛
♠❛%❣❡✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ "❡ ❢❛""❡ ✐♥❞$♣❡♥❞❛♠♠❡♥- ❞❡ ❧✬✐♥-%♦❞✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣✲

♣♦%-✉♥✐-$ ❞❡ %$❝♦♠♣❡♥"❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡ ❢❛✐- 8✉❡ ❝❡--❡ ♦♣-✐♦♥ "♦✐- ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉% ❧❡" ❛❣❡♥-"✱

♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❡♥ %✐❡♥ ❧❛ ❢❛J♦♥ ❞♦♥- ❧❛ ♥♦%♠❡ "❡%- ❞❡ ♣♦✐♥- ❞❡ %$❢$%❡♥❝❡ 3 ❧✬$✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞✉

❝♦♠♣♦%-❡♠❡♥- ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥-"✳

◆♦-%❡ ♠♦❞6❧❡ ♣%$❞✐- ❞♦♥❝ 8✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣$%❛-✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ❏❇; ❛✈❡❝ %$❝♦♠♣❡♥"❡ ❡"- ❢❛✈♦%✐"$❡

❧♦%"8✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" 8✉✐ ❥♦✉❡♥- ❡♥"❡♠❜❧❡ ♦♥- ✐♥-$%✐♦%✐"$ ✉♥❡ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ ❞♦♥-

❧❛ ✈❛❧❡✉% ❡"- ✐♠♣♦%-❛♥-❡✱ ❛✐♥"✐ 8✉❡ ❧♦%"8✉✬✐❧" "❡ "❡♥-❡♥- ♣%♦❝❤❡" ❧❡" ✉♥" ❞❡" ❛✉-%❡"✳

▲❛ )❡♥)✐❜✐❧✐&2 3 ❧✬2♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&2 β

∂y∗r
∂β

=
−[(1 + ρ) α

2β2 (2β − aα) + 2(−1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) α
2β
)]

(2β − aα)2

▲❡ "✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡--❡ ❞$%✐✈$❡ ❞$♣❡♥❞ ❞✉ "✐❣♥❡ ❞❡ −1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) α
2β
(2− aα

2β
)

❈❡ 8✉✐ "❡ %❛♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞$❝%✐-❡ ♣❛% ❧✬✐♥$8✉❛-✐♦♥ (5.2.20)✱ ♣❡%♠❡--❛♥- ❞❡
❞$-❡%♠✐♥❡% "✐ ❧❛ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ ❞❡" ❥♦✉❡✉%" ❞$♣❛""❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❊-❛♥- ❞♦♥♥$ 8✉❡ 2− aα
2β

> 1 ✭❝❛% ♦♥ ❛ "✉♣♣♦"$ 2β > α ≥ aα✱ ❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ❝♦♥"-❛-❡

8✉❡✱ ❞❛♥" ❧❡ ❏❇; ❛✈❡❝ %$❝♦♠♣❡♥"❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ♣♦✉% 8✉❡

∂y∗r
∂β

"♦✐- ♥$❣❛-✐✈❡ ❡"- ♠♦✐♥"

❡①✐❣❡❛♥-❡ 8✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❏❇; "-❛♥❞❛%❞✱ ❝❡ 8✉✐ ❡"- ❝♦❤$%❡♥- ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐- 8✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡

%$❝♦♠♣❡♥"❡ ❞$♣❡♥❞ ♥$❣❛-✐✈❡♠❡♥- ❞❡ β✳ ❆✉-%❡♠❡♥- ❞✐-✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥✱ -♦✉-❡" ❝❤♦"❡"
$❣❛❧❡" ♣❛% ❛✐❧❧❡✉%"✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ β ✐♠♣❧✐8✉❡ ✉♥ ♠♦♥-❛♥- ❞❡ %$❝♦♠♣❡♥"❡ ♠♦✐♥" ✐♠♣♦%✲

-❛♥-✱ ❝❡ 8✉✐ ♣❡✉- ❝♦♥-%✐❜✉❡% 3 ❞✐♠✐♥✉❡% ❧✬✐♥❝✐-❛-✐♦♥ 3 ❝♦♦♣$%❡%✱ ❞❡ "♦%-❡ 3 ❧✐♠✐-❡% ❧❡ ❝♦T-

♣"②❝❤♦❧♦❣✐8✉❡ ❧✐$ ❛✉ ❢❛✐- ❞❡ "❡ ❞$♠✉♥✐% ❡♥ ❝♦♥-%✐❜✉❛♥- -%♦♣ ❡- ❡♥ %$❝♦♠♣❡♥"❛♥- -%♦♣ "♦♥

♣❛%-❡♥❛✐%❡✳ ❊♥ ❛♥❛❧②"❛♥- ❝❡ ♠7♠❡ %$"✉❧-❛- "♦✉" ✉♥ ❛✉-%❡ ❛♥❣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉- "✬❛♣♣❡%❝❡✈♦✐%

8✉❡✱ ❧♦%"8✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ♦♥- ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥-%✐❜✉-✐♦♥ "✉♣$%✐❡✉% 3 ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡

✭✐♠♣❧✐8✉❛♥- ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %$❝♦♠♣❡♥"❡ ♠✉-✉❡❧❧❡ ❝♦♥"$8✉❡♥-✱ ♥♦-❛♠♠❡♥- ❡♥ %❛✐"♦♥ ❞❡ ❧❛

❣%❛-✐-✉❞❡ 8✉✬✐❧" %❡""❡♥-❡♥- ❧✬✉♥ ♣♦✉% ❧✬❛✉-%❡✮✱ ❛❧♦%" ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥"✐-$ ❞❡ ❧❡✉%

"❡♥-✐♠❡♥- ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐-$ ❧❡✉% ♣❡%♠❡- ❞✬❡①♣%✐♠❡% ❧❡✉%" "❡♥-✐♠❡♥-" %$❝✐♣%♦8✉❡" ❛✈❡❝ ❡♥❝♦%❡

♣❧✉" ❞❡ ❢♦%❝❡✳

✶✾✺



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❚♦✉#❡❢♦✐'✱ ❧♦*'+✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣2*❛#✐♦♥ 3 ❧✬2+✉✐❧✐❜*❡ ❡'# ❜❛'✱

∂y∗r
∂β

♣❡✉# 6#*❡ ♣♦'✐#✐❢

❡#✱ ❞❛♥' ❝❡' ❝♦♥❞✐#✐♦♥'✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥✱ #♦✉#❡' ❝❤♦'❡' 2❣❛❧❡' ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*'✱ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✐♥#❡♥'✐#2 ❛✈❡❝ ❧❡+✉❡❧ ❧❡' ✐♥❞✐✈✐❞✉' '❡ '❡♥#❡♥# ❝♦✉♣❛❜❧❡' ♣❡*♠❡# ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡'

❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥' 3 ❧✬2+✉✐❧✐❜*❡✳

❆✐♥'✐✱ ♥♦#*❡ ♠♦❞<❧❡ ♣*2❞✐# 3 ♥♦✉✈❡❛✉ +✉❡ ❧♦*'+✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣2*❛#✐♦♥ ❡'# ❞✐✣❝✐❧❡ 3 '✉'❝✐✲

#❡*✱ ❧❡ ❢❛✐# +✉❡ ❧❡' ❛❣❡♥#' *❡''❡♥#❡♥# ✐♥#❡♥'2♠❡♥# ❧✬2♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#2 ♣❡*♠❡#✱ #♦✉#❡'

❝❤♦'❡' 2❣❛❧❡' ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*'✱ ❞❡ ❢❛✈♦*✐'❡* ❧❛ ♠✐'❡ ❡♥ ?✉✈*❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥# ♣*♦'♦❝✐❛❧ ❡#

❝♦♦♣2*❛#✐❢✳

❆ ❧✬✐♥✈❡*'❡✱ '✐ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ '♦❝✐❛❧ ❡'# #❡❧ +✉✬✉♥ ❝♦♠♣♦*#❡♠❡♥# ❞2♣❛''❛♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡

❧❛ ♥♦*♠❡ ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ❡'# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥# ♦❜#❡♥✉✱ ❛❧♦*' ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥✱ #♦✉#❡' ❝❤♦'❡'

2❣❛❧❡' ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*'✱ ❞❡ ❧✬✐♥#❡♥'✐#2 ❛✈❡❝ ❧❛+✉❡❧❧❡ ❧✬2♠♦#✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐#2 ❡'# *❡''❡♥#✐❡✱ ✐♥✢✉❡

♥2❣❛#✐✈❡♠❡♥# '✉* ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥✱ ♣✉✐'+✉❡ ❞❛♥' ❝❡##❡ '✐#✉❛#✐♦♥✱ ❧❡' ❛❣❡♥#' '❡

'❡♥#❡♥# ♣❧✉' ❛✛❡❝#2' ♣❛* ❧❡ ❢❛✐# ❞❡ '❡ ❞2♠✉♥✐* ❡♥ ❝♦♥#*✐❜✉❛♥# ♣❧✉' +✉✬✐❧' ♥❡ ❞❡✈*❛✐❡♥# ❡#

❡♥ *2❝♦♠♣❡♥'❛♥# ♣❧✉'✳

❚♦✉#❡❢♦✐'✱ ♦♥ ❛ ✈✉ +✉❡ ❧✬❛❥♦✉# ❞✬✉♥❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ *2❝♦♠♣❡♥'❡ ❛❣✐# ❡♥ ❢❛✈❡✉* ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣2*❛✲

#✐♦♥ ❡♥#*❡ ❧❡' ❛❣❡♥#'✳ ■❧ '❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ +✉❡ ❞❛♥' ❝❡##❡ '✐#✉❛#✐♦♥✱ ✉♥❡ '#✐♠✉❧❛#✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ♣*❡''✐♦♥ ❢❛❝❡ 3 ❧❛ ♥♦*♠❡ ♥❡ '♦✐# ♣❛' ❧❛ ❜✐❡♥✈❡♥✉❡✱ ❝❛* ❡❧❧❡ '❡*❛✐# '✉'❝❡♣#✐❜❧❡ ❞❡ *❡❞✉✐*❡

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥ ❞❡' ❛❣❡♥#'✳

❙!❛!✐$✉❡ ❝♦♠♣❛+❛!✐✈❡ ✿

D❛* *❛♣♣♦*# 3 ❧❛ ♣❛*❛♠2#*✐'❛#✐♦♥ ❞♦♥♥2❡ ❞❛♥' ❧❡ #❛❜❧❡❛✉ 5.5✱ ♦♥ '✉♣♣♦'❡✱ #♦✉#❡' ❝❤♦'❡'
2❣❛❧❡' ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*'✱ +✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ β ♣❛''❡ ❞❡ 0.5 3 1✱ ❛✐♥'✐ ✿

δ ȳ β α ρ
❱❛❧❡✉*' ✐♥✐#✐❛❧❡' 0.5 5 0.5 0.5 0.5
❱❛❧❡✉*' ✜♥❛❧❡' 0.5 5 1 0.5 0.5

❖♥ ♦❜#✐❡♥# ❛❧♦*' ✿

a 0.5 0.75

'✐#✉❛#✐♦♥ ✐♥✐#✐❛❧❡

y∗r 5.67 6.4
r∗ 0.33 0.7

a 0.5 0.75

'✐#✉❛#✐♦♥ ✜♥❛❧❡

y∗r 5.1 5.31
r∗ 0 0.1

✶✾✻



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

▲❛ "❡♥"✐❜✐❧✐() ❛✉① )♠♦(✐♦♥" ❞✬)✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✬❛✉(1✉✐ α

∂y∗r
∂α

=
(1 + ρ) + (−1 + a(1 + δ))a

(2β − aα)2

▲❡ "✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡((❡ ❞)*✐✈)❡ ❞)♣❡♥❞ ❞✉ "✐❣♥❡ ❞❡ −1 + a(1 + δ) + (1 + ρ) 1
a
✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥

0✉✐ ❡"( ♣*♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞)❝*✐(❡ ♣❛* ❧✬✐♥)0✉❛(✐♦♥ (5.2.20)✳

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❊(❛♥( ❞♦♥♥) 0✉❡

1
a
> α

2β
✭❝❛* ♦♥ ❛ "✉♣♣♦") 2β > α ≥ aα✱ ❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✸✮✱ ❛❧♦*" ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥

♣♦✉* 0✉❡

∂y∗r
∂β

"♦✐( ♣♦"✐(✐✈❡ ❡"( ♠♦✐♥" ❡①✐❣❡❛♥(❡ ❞❛♥" ❧❡ ❏❇B ❛✈❡❝ *)❝♦♠♣❡♥"❡ 0✉❡ ❞❛♥" ❧❡

❏❇B "(❛♥❞❛*❞✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ✉♥✐❢♦*♠❡ ❞✉ ❏❇B ❛✈❡❝ ♣❤❛"❡ ❞❡ *)❝♦♠♣❡♥"❡✱ ♦♥ ♠♦♥(*❡ ❛✐♥"✐

0✉❡✱ "✐ ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥("✱ E ❧✬)0✉✐❧✐❜*❡✱ ❞!♣❛$$❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❧❛ ♥♦)♠❡ ❞❡ ❝♦♥.)✐❜✉✲

.✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉* "❡♥"✐❜✐❧✐() E ❧✬)✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞✬❛✉(*✉✐ ✭"♦✉"

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ "❡♥(✐♠❡♥(" ❞❡ ❣*❛(✐(✉❞❡ ♣❧✉" ✐♥(❡♥"❡"✱ ❡( ❞♦♥❝ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ *)❝♦♠♣❡♥"❡

♣❧✉" ✐♠♣♦*(❛♥("✮ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡" ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥" E ❧✬♦♣(✐♠✉♠✳ ❚♦✉(❡❢♦✐"✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡" ❛❣❡♥(" ✐♥❢)*✐❡✉* E ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡ ♥✬✐♠♣❧✐0✉❡ ♣❛" ❢♦*❝)♠❡♥( ✐❝✐

0✉❡

∂y∗r
∂α

≤ 0✳

▲♦*"0✉❡

∂y∗r
∂α

≤ 0✱ ❧❡ ❢❛✐( 0✉❡ ❧❡" ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥" ♥❡ "♦✐❡♥( ♣❛" "✉✣"❛♠♠❡♥( )❧❡✈)❡"✱ E
❧✬)0✉✐❧✐❜*❡✱ ✐♠♣❧✐0✉❡ 0✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" "♦♥( "♦✉" ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧I*❡ ❡( ❞♦♥❝ 0✉✬✉♥❡

❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥(❡♥"✐() ❛✈❡❝ ❧❛0✉❡❧❧❡ ❝❡((❡ )♠♦(✐♦♥ ❡"( *❡""❡♥(✐❡ *)"✉❧(❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠✐✲

♥✉(✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥ E ❧✬♦♣(✐♠✉♠✳

❆✐♥"✐✱ ♦♥ ♠♦♥(*❡ E ♥♦✉✈❡❛✉ 0✉❡✱ ❧♦*"0✉❡ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ "♦❝✐❛❧ ❡"( (❡❧ 0✉✬✐❧ ❡"( ❞✐✣❝✐❧❡

❞✬♦❜(❡♥✐* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥")0✉❡♥( ❞❡ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥✱ ✐❧ ❡"( ♣*)❢)*❛❜❧❡✱ (♦✉(❡" ❝❤♦"❡" )❣❛❧❡" ♣❛*

❛✐❧❧❡✉*"✱ 0✉❡ ❧❡" ❛❣❡♥(" "♦✐❡♥( ♠♦✐♥" "❡♥"✐❜❧❡" E ❧✬)✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞❡ ❧❡✉*

♣❛*(❡♥❛✐*❡✱ ♣♦✉* *❡""❡♥(✐* ♠♦✐♥" ✐♥(❡♥")♠❡♥( ❧✬)♠♦(✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧I*❡✱ ❞❡ "♦*(❡ E *)❤❛✉""❡* ❧❡

♣♦✐❞" 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥( ❛❝❝♦*❞❡ ❛✉ "♦*( ❞❡ "♦♥ ♣❛*(❡♥❛✐*❡ ❡( E ❡♥(*❛✐♥❡* ✉♥ ♣❧✉" ❣*❛♥❞

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥✳

❆✉ ❝♦♥(*❛✐*❡✱ ❧♦*"0✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥ ❡"( ❢❛❝✐❧❡♠❡♥( ♦❜(❡♥✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥(*✐✲

❜✉(✐♦♥ ♣*♦❝❤❡" ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ♥♦*♠❡✱ ♥♦(*❡ ♠♦❞I❧❡ "✉❣❣I*❡ 0✉✬✐❧ ❡"( ♣*)❢)*❛❜❧❡ 0✉❡ ❞❡"

❛❣❡♥(" "❡♥"✐❜❧❡" ❛✉ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❛❞♦♣() ♣❛* ❧❡✉* ♣❛*(❡♥❛✐*❡ ❥♦✉❡♥( ❡♥"❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥" ✉♥❡

(❡❧❧❡ "✐(✉❛(✐♦♥✱ ❧❡" ❛❣❡♥(" "♦♥( ❡♥ ❡✛❡( ❛♠❡♥)" E *❡""❡♥(✐* ❞❡ ❧❛ ❣*❛(✐(✉❞❡✱ ♣❧✉(N( 0✉❡ ❞❡ ❧❛

❝♦❧I*❡✱ ❧♦*"0✉✬✐❧" )✈❛❧✉❡♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞❡ ❧❡✉* ♣❛*(❡♥❛✐*❡✱ ❡( ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥

❡"( ❞♦♥❝ ♣❧✉" ✐♠♣♦*(❛♥( ❞I" ❧♦*" 0✉❡ ❝❡((❡ )♠♦(✐♦♥ ❡"( *❡""❡♥(✐❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉" ❞✬✐♥(❡♥"✐()✳

❈♦♠♣(❡ (❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐( 0✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣)*❛(✐♦♥ ❡"( ♣❧✉" ✐♠♣♦*(❛♥( ❞❛♥" ❧❡ ❏❇B ❛✈❡❝

*)❝♦♠♣❡♥"❡✱ ♥♦(*❡ ♠♦❞I❧❡ "✉❣❣I*❡ 0✉❡ ❝❡ ♠)❝❛♥✐"♠❡ ✐♥❝✐(❛(✐❢ ❡"( ❞✬❛✉(❛♥( ♣❧✉" ❡✣❝❛❝❡

❧♦*"0✉❡ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" "♦♥( ❛((❡♥(✐❢" ❛✉① ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥(" ❞❡ ❧❡✉* ♣❛*(❡♥❛✐*❡✳

✶✾✼



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❙!❛!✐$✉❡ ❝♦♠♣❛+❛!✐✈❡ ✿

 ❛" "❛♣♣♦"% & ❧❛ ♣❛"❛♠)%"✐+❛%✐♦♥ ❞♦♥♥)❡ ❞❛♥+ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ 5.5✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡✱ %♦✉%❡+ ❝❤♦+❡+
)❣❛❧❡+ ♣❛" ❛✐❧❧❡✉"+✱ 5✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ α ♣❛++❡ ❞❡ 0.5 & 1✱ ❛✐♥+✐ ✿

δ ȳ β α ρ
❱❛❧❡✉"+ ✐♥✐%✐❛❧❡+ 0.5 5 0.5 0.5 0.5
❱❛❧❡✉"+ ✜♥❛❧❡+ 0.5 5 0.5 1 0.5

❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❛❧♦"+ ✿

a 0.5 0.75

+✐%✉❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡

y∗r 5.67 6
r∗ 0.33 0.5

a 0.5 0.75

+✐%✉❛%✐♦♥ ✜♥❛❧❡

y∗r 7.5 10
r∗ 2.5 6.5

▲❛ "❡♥"✐❜✐❧✐() * ❧✬)♠♦(✐♦♥ ❞❡ ✜❡0() ρ

∂y∗r
∂ρ

=
α

2β(2β − aα)
> 0

■♥!❡+♣+0!❛!✐♦♥ ✿

❆++❡③ ❧♦❣✐5✉❡♠❡♥%✱ ❧❡ ♠♦♥%❛♥% ❞❡ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ❞❡+ ❛❣❡♥%+ ❞)♣❡♥❞ ♣♦+✐%✐✈❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬✐♥✲

%❡♥+✐%) ❛✈❡❝ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❧❡ +❡♥%✐♠❡♥% ❞❡ ✜❡"%) ❡+% "❡++❡♥%✐ ♣❛" ❧❡+ ❥♦✉❡✉"+✱ ❧♦"+5✉✬✐❧+ +♦♥%

")❝♦♠♣❡♥+)+✳ ❆✐♥+✐✱ +✐ ❧❡+ ❥♦✉❡✉"+ +♦♥% ♣❧✉+ +❡♥+✐❜❧❡+✱ %♦✉%❡+ ❝❤♦+❡+ )❣❛❧❡+ ♣❛" ❛✐❧❧❡✉"+✱ ❛✉

❢❛✐% ❞❡ "❡❝❡✈♦✐" ❧✬❛♣♣"♦❜❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉" ♣❛"%❡♥❛✐"❡✱ +♦✉+ ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞✬✉♥❡ ")❝♦♠♣❡♥+❡✱ ❝❡✉①✲❝✐

+♦♥% ✐♥❝✐%)+ & ♣❧✉+ ❝♦♥%"✐❜✉❡"✱ ❞❡ ❢❛C♦♥ & "❡❝❡✈♦✐" ✉♥ ♠♦♥%❛♥% ❞❡ ")❝♦♠♣❡♥+❡ ♣❧✉+ ✐♠♣♦"✲

%❛♥%✳

 ❛" ❝♦♥+)5✉❡♥%✱ ♥♦%"❡ ♠♦❞)❧❡ +✉❣❣D"❡ 5✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜)♥)✜5✉❡ ❞✉ ♠)❝❛♥✐+♠❡ ❞✬✐♥❝✐✲

%❛%✐♦♥ ❞❡ ")❝♦♠♣❡♥+❡ ❡+% ✐♥%❡♥+✐✜)❡ ❧♦"+5✉❡ ❧❡ ❜❡+♦✐♥ ❞❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❞✬F%"❡ "❡❝♦♥♥✉ ♣♦✉"

❧❡✉"+ ❛❝%✐♦♥+ ♣"♦+♦❝✐❛❧❡+ ❡+% ❛❝❝"✉✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐%✐5✉❡ ✭)❞✉❝❛%✐✈❡✮ ✈✐+❛♥% & ❞)✈❡❧♦♣♣❡"✱ ❝❤❡③ ❧❡+

❛❣❡♥%+✱ ✉♥ ❣♦J% & "❡❝❡✈♦✐" ❧✬❛♣♣"♦❜❛%✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ +❡♠❜❧❡ ❛✐♥+✐ F%"❡ ✉♥ ♦✉%✐❧ ♣❡"♠❡%%❛♥% ❞❡

♣"♦♠♦✉✈♦✐" ❧❛ ❝♦♦♣)"❛%✐♦♥✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦K ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ ♦♥% ❧✬♦♣♣♦"%✉♥✐%) ❞❡

+❡ ❝♦♥❣"❛%✉❧❡"✳

✶✾✽



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❙!❛!✐$✉❡ ❝♦♠♣❛+❛!✐✈❡ ✿

 ❛" "❛♣♣♦"% & ❧❛ ♣❛"❛♠)%"✐+❛%✐♦♥ ❞♦♥♥)❡ ❞❛♥+ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ 5.5✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡✱ %♦✉%❡+ ❝❤♦+❡+
)❣❛❧❡+ ♣❛" ❛✐❧❧❡✉"+✱ 5✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ρ ♣❛++❡ ❞❡ 0.5 & 1✱ ❛✐♥+✐ ✿

δ ȳ β α ρ
❱❛❧❡✉"+ ✐♥✐%✐❛❧❡+ 0.5 5 0.5 0.5 0.5
❱❛❧❡✉"+ ✜♥❛❧❡+ 0.5 5 0.5 0.5 1

❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❛❧♦"+ ✿

a 0.5 0.75

+✐%✉❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡

y∗r 5.67 6
r∗ 0.33 0.5

a 0.5 0.75

+✐%✉❛%✐♦♥ ✜♥❛❧❡

y∗r 6 6.8
r∗ 0.5 0.9

✺✳✷✳✷✳✸✳✷✳ ▲❡ ❝❛( ❤*+*,♦❣/♥❡

❙✉♣♣♦+♦♥+ & ♥♦✉✈❡❛✉ 5✉❡ ❝❤❛5✉❡ ❥♦✉❡✉" ♣♦++=❞❡ +❡+ ♣"♦♣"❡+ ✈❛❧❡✉"+ ❞❡+ ♣❛"❛♠=%"❡+✳

 ♦✉" %♦✉% i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧✬)5✉✐❧✐❜"❡ ❞❡ ◆❛+❤ ♦❜%❡♥✉ ❞✉ ❏❇ ❛✈❡❝ ")❝♦♠♣❡♥+❡✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+

❤)%)"♦❣=♥❡ ✿

y
∗

ri
=

aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj + (1 + ρj)
αi

2βi
] + 2βj [−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi + (1 + ρi)

αj

2βj
]

4βiβj − a2αiαj

❆♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♥✉♠*,✐7✉❡

❙✉♣♣♦+♦♥+ 5✉❡ ❧❡ ❝♦C% ❢♦"❢❛✐%❛✐"❡ & ")❝♦♠♣❡♥+❡" ❡+% %♦✉❥♦✉"+ )❣❛❧ & c = 0.5 ❡% 5✉❡ ❧❡+
❞❡✉① ❥♦✉❡✉"+ +♦♥% ❝❛"❛❝%)"✐+)+ ♣❛" ❧❡+ ✈❛❧❡✉"+ +✉✐✈❛♥%❡+ ❞❡+ ♣❛"❛♠=%"❡+ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ✿

i = {1, 2} δi ȳi βi αi ρi
❏♦✉❡✉" 1 0.6 5 0.3 0.4 0.6
❏♦✉❡✉" 2 0.4 4 0.5 0.5 0.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✾✳✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛"❛♠)%"✐+❛%✐♦♥ ✲ ❏❇ ")❝♦♠♣❡♥+❡ ✲ ❈❛+ ❤)%)"♦❣=♥❡

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥% ❞❡ "❡♠❛"5✉❡" ✐❝✐ 5✉❡ ❧✬♦♥ "❡%"♦✉✈❡ ❧❡+ ❞❡✉① ♠L♠❡+ ❥♦✉❡✉"+ 1 ❡% 2 5✉❡ ❧♦"+
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞✉ ❏❇ +%❛♥❞❛"❞ ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✸✳✷✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧✬✐♥%"♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡

")❝♦♠♣❡♥+❡ ♥)❝❡++✐%❡ ❞❡ ✜①❡" ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ρ✳ ❆✐♥+✐✱ ❝❡ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❛❥♦✉%❡" & ♣"♦♣♦+
❞❡ ❝❡+ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉"+ ❡% 5✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉" 1 ❡+% ♣❧✉+ +❡♥+✐❜❧❡ 5✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉" 2 ❛✉ ❢❛✐% ❞❡ "❡❝❡✲
✈♦✐" ❧✬❛♣♣"♦❜❛%✐♦♥ +♦❝✐❛❧❡ 5✉✐ ❧✉✐ ❡+% ❝♦♠♠✉♥✐5✉)❡✱ ♣❛" +♦♥ ♣❛"%❡♥❛✐"❡✱ & %"❛✈❡"+ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

✶✾✾



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❞❡ "#❝♦♠♣❡♥)❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡"♥✐❡"✱ )♦✉) ❧✬❡✛❡0 ❞✬✉♥ )❡♥0✐♠❡♥0 ❞❡ ✜❡"0# ♣❧✉) ✐♥0❡♥)#♠❡♥0 "❡))❡♥0✐✳

◆♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❛❧♦") ♥♦✉) ✐♥0#"❡))❡" 6 ❞❡✉① ✈❛❧❡✉") ❞✐✛#"❡♥0❡) ❞✉ "❡♥❞❡♠❡♥0 ♠❛"❣✐♥❛❧

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡0 ♦❜)❡"✈❡" ❧❡) ❞✐✛#"❡♥0) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥) ♦❜0❡♥✉) 6 ❧✬#:✉✐❧✐❜"❡

✭❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣❛"❡" ❧❡ ❏❇> ❛✈❡❝ "#❝♦♠♣❡♥)❡ ❡0 ❧❡ ❏❇> )0❛♥❞❛"❞✱ ❧❡) ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥)

❞❡) ❥♦✉❡✉") ❞❛♥) ❧❛ ✈❡")✐♦♥ )0❛♥❞❛"❞ ❞✉ ❥❡✉ )♦♥0 ❛❥♦✉0#❡) ❡♥0"❡ ♣❛"❡♥0❤A)❡✮ ✿

a = 0.5
y∗r1 y∗r2 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡

6.55 ✭4.25✮ 5.67 ✭3.76✮ 6.11 ✭4✮
r∗12 = 0.62 r∗21 = 1.47

ȳ2 < ȳ1 < y∗r1 ȳ2 < ȳ1 < y∗r2

a = 0.75
y∗r1 y∗r2 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡

8.12 ✭5.05✮ 7.24 ✭4.44✮ 7.68 ✭4.75✮
r∗12 = 1.66 r∗21 = 2.45

ȳ2 < ȳ1 < y∗r1 ȳ2 < ȳ1 < y∗r2

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵✳✿ ❘#)✉❧0❛0) ❞✉ ❏❇> "#❝♦♠♣❡♥)❡ ✲ ❈❛) ❤#0#"♦❣A♥❡

❈♦♠♣❛"❛0✐✈❡♠❡♥0 6 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ♥✉♠#"✐:✉❡ ❢❛✐0❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✉ ❏❇> )0❛♥❞❛"❞✱ ❡♥ ✉0✐✲

❧✐)❛♥0 ❧❡) ♠M♠❡) ✈❛❧❡✉") ❞❡) ♣❛"❛♠A0"❡) ♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❥♦✉❡✉")✱ ♦♥ ♦❜)❡"✈❡✱ ❞❛♥) ❧❡ ❏❇>

❛✈❡❝ "#❝♦♠♣❡♥)❡✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡) ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥) "#❛❧✐)#❡) 6 ❧✬#:✉✐❧✐❜"❡✳ ❖♥ ♥♦0❡ #❣❛✲

❧❡♠❡♥0 :✉❡✱ ❞❛♥) ❝❡0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❤❛:✉❡ ❥♦✉❡✉" ❝♦♥0"✐❜✉❡ ✉♥ ♠♦♥0❛♥0 :✉✐ ❞#♣❛))❡ ❧❛"❣❡♠❡♥0

❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉) ✐♠♣♦"❛♥0❡ ✭❝❡❧❧❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉" 1✮✱ :✉❡❧ :✉❡ )♦✐0
❧❡ "❡♥❞❡♠❡♥0 ♠❛"❣✐♥❛❧ ♦✛❡"0 ♣❛" ❧❡ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

❈❡00❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡) ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥) ❡)0 ♣❡"♠✐)❡ ♣❛" ❧✬✐♥0"♦❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦"0✉♥✐0# ❞❡

"#❝♦♠♣❡♥)❡✱ ❧❛:✉❡❧❧❡ ❡)0 ✉0✐❧✐)#❡ ♣❛" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❥♦✉❡✉") ✐❝✐✳ ❈❡00❡ ♦♣0✐♦♥ ♦✛"❡ ❛✉① ❥♦✉❡✉")

✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐:✉❡" ❛✈❡❝ ❧❡✉" ♣❛"0❡♥❛✐"❡ ♣♦✉" ❧✉✐ ❡①♣"✐♠❡" ❧❡✉" ❛♣♣"♦❜❛0✐♦♥✱ ❛✐♥)✐

:✉❡ ❧❡✉") )❡♥0✐♠❡♥0) ❞❡ ❣"❛0✐0✉❞❡✱ ❡♥ "#♣♦♥)❡ 6 ❧✬❡✛♦"0 ❝♦♦♣#"❛0✐❢ ❝♦♥)❡♥0✐✳

❈❡0 ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉)0"❡ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐0# ❞✉ ♠#❝❛♥✐)♠❡ ✐♥❝✐0❛0✐❢ ❞❡ "#❝♦♠♣❡♥)❡ ❞❛♥) ❧❛

♣"♦♠♦0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣#"❛0✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉0"❡✱ ❧❡) "#)✉❧0❛0) ❞❡ ♥♦0"❡ ♠♦❞A❧❡ )✉❣❣A"❡♥0 :✉❡ ❧❡ ❢❛✐0

❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡" ❧✬♦♣♣♦"0✉♥✐0# ❞❡ "#❝♦♠♣❡♥)❡✱ ❞❛♥) ❧❡ ❏❇>✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ )✉❜✈❡♥0✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡

❞❡) ❝♦♥0"✐❜✉0✐♦♥) ✭❝❡ :✉✐ ❝♦""❡♣♦♥❞ 6 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞✉ "❡♥❞❡♠❡♥0 ♠❛"❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✮✱ ♣❡"♠❡0 ❞❡ )✉)❝✐0❡" ❡♥❝♦"❡ ♣❧✉) ❞❡ ❝♦♦♣#"❛0✐♦♥✳

❈❡) "#)✉❧0❛0) ♣❡✉✈❡♥0✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✉ ❥❡✉ )0❛♥❞❛"❞✱ M0"❡ ♠✐) ❡♥ ♣❡")♣❡❝0✐✈❡ ❛✈❡❝

❝❡ :✉✐ )❡ ♣❛))❡"❛✐0 )✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❞❡✉① ❥♦✉❡✉") ❥♦✉❛✐❡♥0 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛"0❡♥❛✐"❡ :✉✐ ❧✉✐ ❡)0

✐❞❡♥0✐:✉❡✳ ▲❡) ❞❡✉① 0❛❜❧❡❛✉① )✉✐✈❛♥0) ✐♥❞✐:✉❡♥0 "❡)♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❧❡) #:✉✐❧✐❜"❡) :✉✐ )❡"❛✐❡♥0

♦❜0❡♥✉) )✐ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉") 1 ❥♦✉❛✐❡♥0 ❡♥)❡♠❜❧❡ ❡0 )✐ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉") 2 ❥♦✉❛✐❡♥0 ❧✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉0"❡✳

❖♥ ♥♦0❡ ❝❡) ♥♦✉✈❡❛✉① #:✉✐❧✐❜"❡) ŷr1 ♣♦✉" ❧❡ ❥♦✉❡✉" 1 ❡0 ŷr2 ♣♦✉" ❧❡ ❥♦✉❡✉" 2✳ >❛" ❛✐❧❧❡✉")✱
♦♥ ♥♦0❡ #❣❛❧❡♠❡♥0 r̂1 ❡0 r̂2 ❧❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ "#❝♦♠♣❡♥)❡ ♦✛❡"0) "❡)♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ♣❛" ❧❡) ❥♦✉❡✉")

1 ❡0 2✱ 6 ✉♥ ♣❛"0❡♥❛✐"❡ :✉✐ ❧❡✉" ❡)0 ✐❞❡♥0✐:✉❡✳

✷✵✵



✺✳✷✳ ▲❡ ▼♦❞(❧❡ ❜❛,✐.✉❡ 0 ❞❡✉① ❥♦✉❡✉3,

❏♦✉❡✉$% 1
a = 0.5 a = 0.75

ŷr1 = 7.16 ŷr1 = 9.22
r̂1 = 1.61 r̂1 = 2.98

ȳ1 < y∗1 < ŷ1 ȳ1 < y∗1 < ŷ1

❏♦✉❡✉$% 2
a = 0.5 a = 0.75
ŷr2 = 4.6 ŷr2 = 5.28
r̂2 = 0.2 r̂2 = 0.54

ȳ2 < ŷ2 < y∗2 ȳ2 < ŷ2 < y∗2

■❝✐✱ ❧✬❡✛❡- .✉❡ ❧❡% ❥♦✉❡✉$% 1 ❡- 2 ♦♥- ❧✬✉♥ %✉$ ❧✬❛✉-$❡✱ ❧♦$.✉✬✐❧% ✐♥-❡$❛❣✐%%❡♥- ❡♥%❡♠❜❧❡

❡%- ❝$✐❛♥-✳ ❊♥ ♣❛$-✐❝✉❧✐❡$✱ ❧♦$%.✉❡ ❧❡ $❡♥❞❡♠❡♥- ♠❛$❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡%- ❧❡ ♣❧✉% ❣$❛♥❞✱

❧9 ♦: ✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉$% 1 ❛✣❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♦♣>$❛-✐♦♥ .✉❛%✐ -♦-❛❧❡✱ ❧♦$%.✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐-

✐♥-❡$❛❣✐$ 1 ❡- 2 ❡♥%❡♠❜❧❡✱ ❝❡❧❛ $>❞✉✐- ❧❛ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ 1✱ 9 ❧✬>.✉✐❧✐❜$❡✱ ❞❡ ♣$@% ❞❡

15 ✪ ❞❡ %❛ ✈❛❧❡✉$ ✭❞❡ 9.22 9 8.12✮✳ ❉❛♥% ❧❡ ♠F♠❡ -❡♠♣%✱ ❧❡ ❢❛✐- .✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ 2 ❥♦✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡

❥♦✉❡✉$ 1, ♣❧✉-G- .✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛$-❡♥❛✐$❡ .✉✐ ❧✉✐ ❡%- ♣❛$❢❛✐-❡♠❡♥- %❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ♣❡$♠❡- ❞❡ ❢❛✐$❡

❛✉❣♠❡♥-❡$ ❞❡ ♣$@% ❞❡ 40 ✪ %♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥ ✭❞❡ 5.28 9 7.24✮✱ ❝❡ .✉✐ ->♠♦✐❣♥❡

❞❡ ❧✬✐♠♣♦$-❛♥❝❡ ❞✉ $G❧❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ 1✱ ❡♥ -❛♥- .✉❡ ✓ ❧❡❛❞❡$ ✔ ❞❡ ❧✬❡✛♦$- ❝♦♦♣>$❛-✐❢✳ ❆✉ -♦-❛❧✱

❛✈❡❝ a = 3
4
✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❝♦♠♣♦%> ✉♥✐.✉❡♠❡♥- ❞❡ ❥♦✉❡✉$%

1 ♣❛%%❡ ❞❡ 9.22 9 7.68 ❧♦$%.✉❡ ❧✬♦♥ $❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥ ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ♣❛$ ✉♥ ❥♦✉❡✉$ 2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱
♠❛❧❣$> ❧✬❡✛❡- ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥- ♥>❢❛%-❡ ❞❡ ❧✬✐♥-$♦❞✉❝-✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ 2✱ %✉$ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ ❧❡ ♣❧✉% ❝♦✲

♦♣>$❛-✐❢✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛✐%♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ .✉✐ %❡ ♣❛%%❡ ❞❛♥% ❧❡ ❏❇O %-❛♥❞❛$❞✱ ❧❡ ♠>❝❛♥✐%♠❡ ✐♥❝✐-❛-✐❢

❞❡ $>❝♦♠♣❡♥%❡ ♣❡$♠❡- ✐❝✐ ❞✬♦❜-❡♥✐$ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣>$❛-✐♦♥ ♣❧✉% ✐♠♣♦$-❛♥- ❡♥-$❡ ❝❡%

❞❡✉① ❥♦✉❡✉$%✱ ❛✉① ♣❡$%♦♥♥❛❧✐->% ❞✐✛>$❡♥-❡% ❡-✱ ❡♥ ♣❛$-✐❝✉❧✐❡$✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉$ 2 ❡%- ✐❝✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡

%❛-✐%❢❛✐$❡ ❧❡% ❛--❡♥-❡% ❞❡ %♦♥ ♣❛$-❡♥❛✐$❡ 9 -$❛✈❡$% %❛ ❞>❝✐%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥✳

O♦✉$ ❞>-❡$♠✐♥❡$ .✉❡❧% ♣❛$❛♠@-$❡% ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❥♦✉❡♥-✱ %❛♥% ❛♠❜✐❣✉P->✱ %✉$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♦♣>$❛-✐♦♥✱ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥->$❡%%♦♥% ♠❛✐♥-❡♥❛♥- ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❞>$✐✈>❡%✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡' ❞()✐✈(❡'

❊♥ ❝❡ .✉✐ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡% ♣❛$❛♠@-$❡% ❞❡ ❝❛♣✐-❛❧ ❞❡ %②♠♣❛-❤✐❡ ❡- ❞❡ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♥-$✐✲

❜✉-✐♦♥✱ >-❛♥- ❞♦♥♥> .✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♥✬❛♣♣❛$❛✐%%❡♥- ♣❛% ❞❛♥% ❧✬❡①♣$❡%%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡

$>❝♦♠♣❡♥%❡ ❞❡% ❛❣❡♥-%✱ ❧❛ ❞>$✐✈>❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥ ♦-♣✐♠❛❧❡✱ ♣❛$ $❛♣♣♦$- 9 ❝❡% ♣❛$❛✲

♠@-$❡%✱ $❡%-❡ ❧❛ ♠F♠❡ .✉❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✉ ❏❇O %-❛♥❞❛$❞ ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✸✳✷✮✳ ❊♥ ❝♦♥%>.✉❡♥❝❡✱

♦♥ %❡ ❧✐♠✐-❡ 9 ❧✬❛♥❛❧②%❡ ❞✉ $G❧❡ ❞❡ ❧✬>♠♦-✐♦♥ ❞❡ ✜❡$->✳
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

▲❛ "❡♥"✐❜✐❧✐() * ❧✬)♠♦(✐♦♥ ❞❡ ✜❡0() ρ

∂y
∗

ri

∂ρi
=

αj

4βiβj − a2αiαj

> 0 ❡!

∂y
∗

ri

∂ρj
=

aα2
i

2βi(4βiβj − a2αiαj)
> 0

■♥"❡$♣$&"❛"✐♦♥ ✿

❈♦♠♠❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( (②♠,!-✐/✉❡✱ ❧❡ ♠♦♥!❛♥! ❞❡ ❝♦♥!-✐❜✉!✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ❛❣❡♥! ❞,♣❡♥❞ ♣♦✲

(✐!✐✈❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬✐♥!❡♥(✐!, ❛✈❡❝ ❧❛/✉❡❧❧❡ ❧❡ (❡♥!✐♠❡♥! ❞❡ ✜❡-!, ❡(! -❡((❡♥!✐ ♣❛- ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉!-❡

❞❡( ❥♦✉❡✉-(✱ ❧♦-(/✉✬✐❧( (♦♥! -,❝♦♠♣❡♥(,(✳

<❛- ❝♦♥(,/✉❡♥!✱ ♥♦!-❡ ♠♦❞,❧❡ (✉❣❣=-❡ /✉❡✱ !♦✉!❡( ❝❤♦(❡( ,❣❛❧❡( ♣❛- ❛✐❧❧❡✉-(✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥✲

!❛!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡♥(✐❜✐❧✐!, ❛✉ (❡♥!✐♠❡♥! ❞❡ ✜❡-!,✱ ❝❤❡③ ✉♥ (❡✉❧ ❛❣❡♥!✱ ♣❡-♠❡! ❞❡ ♣-♦♠♦✉✈♦✐-

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣,-❛!✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❥♦✉❡✉-(✳

❊♥ ❝❡ /✉✐ ❝♦♥❝❡-♥❡ ❧❡( ❛✉!-❡( ♣❛-❛♠=!-❡(✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐!, ❞❡ ❧✬✐♥!❡-❛❝!✐♦♥ ❡♥!-❡ ❞❡✉①

♣❛-!❡♥❛✐-❡( ❤,!,-♦❣=♥❡( ♥❡ ♣❡-♠❡! ♣❛( ❞❡ -,❛❧✐(❡- ✉♥❡ ✐♥!❡-♣-,!❛!✐♦♥ ♣-,❝✐(❡ ❞❡( ❞,-✐✈,❡(

❝❛❧❝✉❧,❡(✳ ❚♦✉!❡❢♦✐(✱ ♥♦✉( ♣❡♥(♦♥( /✉❡ ❧❛ ✈❛-✐❛!✐♦♥ ❞❡( ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥!-✐❜✉!✐♦♥✱ C ❧✬,/✉✐✲

❧✐❜-❡✱ ✐♥❞✉✐!❡ ♣❛- ✉♥❡ ✈❛-✐❛!✐♦♥✱ C ❧❛ ♠❛-❣❡✱ ❞❡( ♣❛-❛♠=!-❡( ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐!, ❡! ❞❡ (❡♥(✐❜✐❧✐!,

❛✉ ❝♦♠♣♦-!❡♠❡♥! ❞✬❛✉!-✉✐✱ ❡(! C ♥♦✉✈❡❛✉ (❡♥(✐❜❧❡ C ❧❛ ♠❛♥✐=-❡ ❞♦♥! ❧❡( ❝♦♥!-✐❜✉!✐♦♥(✱ C

❧✬,/✉✐❧✐❜-❡ ✐♥✐!✐❛❧✱ (❡ ❝♦♠♣❛-❡♥! C ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡( ♥♦-♠❡( ✐♥!,-✐♦-✐(,❡( ♣❛- ❧❡( ❞❡✉① ❛❣❡♥!(✳

❉❡ ❢❛E♦♥ C ♠✐❡✉① -❡♣-,(❡♥!❡- ❝❡ /✉✐ (❡ ♣❛((❡ ❞❛♥( ❧❛ -,❛❧✐!, ❡①♣,-✐♠❡♥!❛❧❡✱ ♦F ❧❡( ❣-♦✉♣❡(

❞❡ ♣❛-!✐❝✐♣❛♥!( (♦♥! ❣,♥,-❛❧❡♠❡♥! ❝♦♠♣♦(,( ❞❡ ♣❧✉( ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉-(✱ ♥♦✉( ♣-♦♣♦(♦♥(

♠❛✐♥!❡♥❛♥! ✉♥❡ ❣,♥,-❛❧✐(❛!✐♦♥ ❞❡ ♥♦!-❡ ♠♦❞,❧❡✳
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✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

✺✳✸✳✶✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛♥0 0❛ ✈❡20✐♦♥ 04❛♥❞❛2❞

◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥&'(❡##♦♥# ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❛✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❧♦(#2✉✬✐❧ ❡#& ❥♦✉' ❞❛♥# #❛ ✈❡(✲

#✐♦♥  !❛♥❞❛%❞✱ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ♣❛( n > 2 ❥♦✉❡✉(#✳ ▲❡ ❢❛✐& ❞❡ ❣'♥'(❛❧✐#❡( ♥♦&(❡ ❢♦(♠❛❧✐#❛&✐♦♥
♥♦✉# ♣❡(♠❡& ❞✬❛♥❛❧②#❡( ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# '♠♦&✐♦♥# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣(♦✉♣❡ ❡& ❞✬♦❜&❡♥✐( ❞❡# ('✲

#✉❧&❛&# 2✉✐ ♣❡✉✈❡♥& =&(❡ ❞❛✈❛♥&❛❣❡ ❝♦♠♣❛(❛❜❧❡# > ❝❡✉① ♦❜#❡(✈'# ❡♠♣✐(✐2✉❡♠❡♥&✱ ♣✉✐#2✉❡

❧❛ ♣❧✉♣❛(& ❞❡# ♣(♦&♦❝♦❧❡# ❡①♣'(✐♠❡♥&❛✉① ❢♦♥& ♣❛(&✐❝✐♣❡( ♣❧✉# ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉(# ❧♦(# ❞✬✉♥❡

♠=♠❡ ('♣'&✐&✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✳

❖♥ ♥♦&❡ &♦✉❥♦✉(# I = {1, 2, ..., n} ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❥♦✉❡✉(#✳

▲❡ ❥❡✉ #❡ ❞'(♦✉❧❡ ❝♦♥❢♦(♠'♠❡♥& > ❝❡ 2✉✐ ❡#& ❞'❝(✐& ♣❧✉# ❤❛✉& ✭❝❢✳ ✺✳✶✳✶✳✷✳✮✳ ❖♥ (❛♣♣❡❧❧❡

❝❡♣❡♥❞❛♥&✱ 2✉❡ ♣♦✉( &♦✉& i ∈ I✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛&'(✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& i ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉ ❡#& ❞♦♥❝ ❞'✜♥✐
❝♦♠♠❡ ✿

πi = d− yi + a(
∑

i∈N

yi) ✭✺✳✸✳✶✮

✺✳✸✳✶✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬✉*✐❧✐*0

J♦✉( &♦✉& ❛❣❡♥& i ∈ I ✱ i 6= j✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&' ❡#& > ♥♦✉✈❡❛✉ ❞'✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ #✉✐& ✿

Ui = ACi + EAij ✭✺✳✸✳✷✮

◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# 2✉❡ ❧✬✉&✐❧✐&' 2✉✐ ❡#& ❧✐'❡ > ❧✬'♠❡(❣❡♥❝❡ ❞❡# '♠♦&✐♦♥# ❛✉&♦✲❝♦♥#❝✐❡♥&❡#

❡#& &♦✉❥♦✉(# '❣❛❧❡ > ACi = πi − βi(ȳi − yi)
2
✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ 2✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞'❥> ♣('#❡♥&'❡

♣('❝'❞❡♠♠❡♥& ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✶✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♥♦✉# #❡♠❜❧❡ (❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ♥❛&✉(❡❧ '&❛♥& ❞♦♥♥' 2✉❡✱

#✬❛❣✐##❛♥& ❞❡ ♥♦(♠❡# ❞❡ ❝♦♠♣♦(&❡♠❡♥& ✐♥!'%✐♦%✐ '❡ ✱ ♦♥ ♣❡✉& #✬❛&&❡♥❞(❡ > ❝❡ 2✉❡ ❧✬✐♥&(♦✲

❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❥♦✉❡✉(#✱ ❝♦♥❞✉✐#❛♥& > ❧❛ ❢♦(♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣(♦✉♣❡✱ ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛# #✉( ❧❛

♠❛♥✐L(❡ ❞♦♥& ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡#& ❡♥ ♠❡#✉(❡ ❞❡ ❞'&❡(♠✐♥❡( ❧❛ ♣❡(&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ #❡# ♣(♦♣(❡# ❛❝&✐♦♥#

✭#♦✉# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬'♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&'✮✱ #✉( ❧❡ ♣❧❛♥ ♠♦(❛❧✳

❋♦(♠❡❧❧❡♠❡♥&✱ ❧✬♦(✐❣✐♥❛❧✐&' ❞'❝♦✉❧❛♥& ❞❡ ❧❛ ❣'♥'(❛❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ♥♦&(❡ ♠♦❞L❧❡✱ ♣❛( (❛♣♣♦(&

❛✉ ❏❇J #&❛♥❞❛(❞ ❛✈❡❝ n = 2 ❥♦✉❡✉(#✱ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧❛ ♣❛(& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✉&✐❧✐&' 2✉✐ ❡#&
(❡❧❛&✐✈❡ > ❧✬'✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞✬❛✉&(✉✐ ❡& ❛✉① '♠♦&✐♦♥# 2✉✐ #♦♥& ✐♠♣❧✐2✉'❡# ❞❛♥# ❝❡&&❡ '✈❛❧✉❛&✐♦♥✱

♣✉✐#2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❛❣❡♥& i ∈ I ❛ ❞'#♦(♠❛✐# ❛✉ ♠♦✐♥# ❞❡✉① ♣❛(&❡♥❛✐(❡#✳

✷✵✸



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

▲❛ ♣#✐%❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞✬❛✉+#✉✐ ✿ ❧✬✐♥%❡#+✐♦♥ ❞❛♥% ✉♥ ❣#♦✉♣❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ✈❡(#✐♦♥ ❣,♥,(❛❧✐#,❡ ❞✉ ♠♦❞1❧❡✱ ♥♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# 4✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EAij ❡#&

❞,✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐1(❡ #✉✐✈❛♥&❡ ✿

EAij =
1

n− 1

∑

j 6=i

θijπj ✭✺✳✸✳✸✮

❖> θij ❡#& &♦✉❥♦✉(# ,❣❛❧ @ θij = δi + εij ✱ ❛✈❡❝ εij = αi(yj − ȳi) ✭,4✉❛&✐♦♥# (5.2.3) ❡&
(5.2.5)✮✳

❆✈❛♥& &♦✉&❡ ❝❤♦#❡✱ ✐❧ ❡#& ♥,❝❡##❛✐(❡ ❞❡ #♦✉❧✐❣♥❡( ✐❝✐ 4✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐& ❞❡ ❧❛ ❞,✜♥✐&✐♦♥ ❞✉ &❡(♠❡

θij✱ ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉( i ∈ I ❡#& ❞♦&, ❞✉ ♠C♠❡ ❝❛♣✐&❛❧ ❞❡ #②♠♣❛&❤✐❡ ✈✐#✲@✲✈✐# ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡#
❛✉&(❡# ❛❣❡♥&# 4✉✐ ❢♦(♠❡♥&✱ ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❛♥# ❧❡4✉❡❧ ✐❧ ❥♦✉❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❝❤❛4✉❡ ❥♦✉❡✉(

#❡ #❡♥& ❛✉##✐ ♣(♦❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #❡# ♣❛(&❡♥❛✐(❡# ✭♥✐✈❡❛✉ ✐♥&(❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✮✳ ❚♦✉&❡❢♦✐#✱ ✐❧

❡①✐#&❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬❤,&,(♦❣,♥,✐&, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥&❡(✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✱ ❡♥ ❝❡ 4✉✐ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧✬✐♥&❡♥#✐&, ❛✈❡❝

❧❛4✉❡❧❧❡ ✉♥ ❥♦✉❡✉( #❡ #❡♥& ♣(♦❝❤❡ ❞❡ #❡# ♣❛(&❡♥❛✐(❡#✳ ❈❡&&❡ ♣(,❝✐#✐♦♥ ❛②❛♥& ,&, ❛♣♣♦(&,❡✱

♥♦✉# ♣❛##♦♥# ♠❛✐♥&❡♥❛♥& @ ❧❛ ♣(,#❡♥&❛&✐♦♥ ❞,&❛✐❧❧,❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EA✳

▲❛ #♣,❝✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EAij ♥♦✉# ♣❡(♠❡& ❞✬✐♥&(♦❞✉✐(❡ ❧❡ (❛♣♣♦(& 4✉❡ ❝❤❛4✉❡

❛❣❡♥& i ∈ I ❡♥&(❡&✐❡♥& ❛✈❡❝ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# 4✉✐ ❝♦♠♣♦#❡♥& ❧❡ (❡#&❡ ❞❡ #♦♥ ❣(♦✉♣❡✳ ▲✬✉&✐❧✐✲
#❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦✉# ♣❡(♠❡&✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛(&✱ ❞❡ ♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♥#✐❞,(❛&✐♦♥ ❧❡ ❢❛✐& 4✉✬✉♥

❥♦✉❡✉( &✐❡♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦(&❡♠❡♥&# ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧# ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #❡# ♣❛(&❡♥❛✐(❡# ❛✉ #❡✐♥

❞✉ ❣(♦✉♣❡✱ ❧♦(# ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❛&✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ❛♣♣(,❝✐❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♠❛✐# ❛✉##✐✱ ❞✬❛✉&(❡ ♣❛(&✱

❞❡ #✉♣♣♦#❡( 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡#& ❡♥ ♠❡#✉(❡ ❞✬❡♥ &✐(❡( ✉♥❡ ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ❣,♥,(❛❧❡ ❡& #②♥&❤,&✐4✉❡✱

4✉✐ ❧✉✐ ❡#& ✉&✐❧❡ ❧♦(# ❞❡ ❧❛ ♣(✐#❡ ❞❡ ❞,❝✐#✐♦♥ 4✉❛♥& @ #♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥✳ ❈❡&&❡

❛♣♣(♦❝❤❡ ♥♦✉# ♣❡(♠❡& ❛✐♥#✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡( ✉♥❡ ❝❡(&❛✐♥❡ (❡♣(,#❡♥&❛&✐✈✐&, ❛✉ ❣(♦✉♣❡✱ ❡♥ &❛♥&

4✉✬❡♥&✐&, ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ #✬❡①♣(✐♠❡✱ ❧♦(#4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣(❡♥❞ #❛ ❞,❝✐#✐♦♥✳

❊♥ ♦✉&(❡✱ ❝❡&&❡ ❢♦(♠❛❧✐#❛&✐♦♥ ♣❡(♠❡& #❛♥# ❞♦✉&❡ ,❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣(,❤❡♥❞❡( ❧❛

♣♦(&,❡ ❝♦❧❧❡❝&✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❝&❡ ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥✱ ♣✉✐#4✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✱ ❧❡ ❢❛✐& ❞❡ ❝♦♥&(✐❜✉❡( ❜,♥,✲

✜❝✐❡ @ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠❡♠❜(❡# ❞✉ ❣(♦✉♣❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡(#❡✱ ❧❡ ❢❛✐& ❞❡ #✉♣♣♦#❡( 4✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉

&✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝& #♣,❝✐✜4✉❡ ❞❡ #❛ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❡♥✈❡(# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❛✉&(❡# ♠❡♠❜(❡#

❞❡ #♦♥ ❣(♦✉♣❡✱ #❛♥# ❝❡& ❡✛♦(& ❞❡ #②♥&❤1#❡✱ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✉♥❡ ❝❡(&❛✐♥❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡ 4✉✐ #❡♠❜❧❡

❝♦♥&(❡✲✐♥&✉✐&✐✈❡✳

N♦✉( ♠✐❡✉① ❝♦♠♣(❡♥❞(❡ ❧❛ ♠❛♥✐1(❡ ❞♦♥& ♥♦✉# ❝♦♥❝❡♣&✉❛❧✐#♦♥# ❝❡# ,❧,♠❡♥&#✱ ♥♦✉# ♣(♦❝,✲

❞♦♥# ❛✉ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❡①♣(❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EAij @ ♣❛(&✐( ❞❡ ❧✬,4✉❛&✐♦♥ (5.2.3)✳
❖♥ &(♦✉✈❡ ❛❧♦(#✱ ♣♦✉( &♦✉& ❛❣❡♥& i ∈ I ✱ i 6= j ✿

EAij =
1

n− 1

∑

j 6=i

δiπj +
1

n− 1

∑

j 6=i

εijπj ✭✺✳✸✳✹✮

✷✵✹



✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

▲❡ ❝❛♣✐&❛❧ (②♠♣❛&❤✐❡ ✈✐(✲.✲✈✐( ❞✉ 1❡(&❡ ❞✉ ❣1♦✉♣❡

▲❡ ♣#❡♠✐❡# &❡#♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EAij &❡❧❧❡ .✉✬❡❧❧❡ ❡1& ❞2✜♥✐❡ ❞❛♥1 ❧✬2.✉❛&✐♦♥ (5.3.4)
#❡♣#21❡♥&❡ ❧✬✉&✐❧✐&2 .✉❡ ❧✬❛❣❡♥& i ❞2#✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐& ❞❡ #❡11❡♥&✐# ❞❡ ❧❛ 1②♠♣❛&❤✐❡ ♣♦✉# ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡
❞❡1 ❛✉&#❡1 ♠❡♠❜#❡1 ❞❡ 1♦♥ ❣#♦✉♣❡✳ ❈❡&&❡ ✉&✐❧✐&2 ❡1& ❛❧♦#1 ❡♥✈✐1❛❣2❡ 1♦✉1 ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥❡

♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣❧❛✐1✐# .✉❡ ❧✬❛❣❡♥& i #❡&✐#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡#❝❡♣&✐♦♥ .✉✬✐❧ ❛ ❞✉ ❜✐❡♥✲<&#❡ ✭♠❛&2#✐❡❧✮ ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ 1❡1 ♣❛#&❡♥❛✐#❡1✱ ❧❡.✉❡❧ ❡1& ♣♦♥❞2#2 ♣❛# ❧❛ ♣#♦①✐♠✐&2 .✉✬✐❧ #❡11❡♥& ✈✐1✲A✲✈✐1 ❞❡

❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✳

▲❡ #❡❝♦✉#1 A ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❡#♠❡& ❞✬✐♥&#♦❞✉✐#❡✱ ❝❤❡③ ❧✬❛❣❡♥&✱ ✉♥❡ ❝❡#&❛✐♥❡ ❢❛❝✉❧&2 A 1②♥&❤2✲

&✐1❡#✱ ❡♥ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡1 ✐11✉❡1 ❞✉ ❥❡✉ ♣♦✉# 1❡1 ❞✐✛2#❡♥&1 ♣❛#&❡♥❛✐#❡1✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜&❡♥✐# ✉♥

✐♥❞✐❝❡ ❣2♥2#❛❧ ❧✉✐ ♣❡#♠❡&&❛♥& ❞❡ ♠❡1✉#❡# ❧✬✐♠♣❛❝& ❞❡ 1♦♥ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥

1✉# ❧❛ 1❛&✐1❢❛❝&✐♦♥ .✉✬✐❧ #❡&✐#❡ ❞✉ ❢❛✐& ❞❡ ♣#♦♠♦✉✈♦✐# ❧❡ ❜✐❡♥✲<&#❡ ❞❡1 ❛✉&#❡1 ♠❡♠❜#❡1 ❞✉

❣#♦✉♣❡✱ ❡& .✉✐ ♣#♦✈✐❡♥& ❞❡ ❧❛ 1②♠♣❛&❤✐❡ .✉✬✐❧ 2♣#♦✉✈❡ A ❧❡✉# 2❣❛#❞✳

❉❡ ♠❛♥✐F#❡ 1✐♠✐❧❛✐#❡ A ❝❡ .✉✐ ❛ 2&2 ✈✉ ♣#2❝2❞❡♠♠❡♥& ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✷✮✱ ❝❡ 1❡♥&✐♠❡♥& ❞❡

1②♠♣❛&❤✐❡ #❡11❡♥&✐❡ A ❧✬2❣❛#❞ ❞✉ #❡1&❡ ❞✉ ❣#♦✉♣❡✱ ♣❛# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡1 ❥♦✉❡✉#1✱ 1❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡

❞❡ ♠❛♥✐F#❡ ✐♥❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛# #❛♣♣♦#& ❛✉① ❝❤♦✐① 1&#❛&2❣✐.✉❡1 ♠✐1 ❡♥ J✉✈#❡ ♣❛# 1❡1

♣❛#&❡♥❛✐#❡1 ❡& 1♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♣#✐1❡ ❞❡ ❞2❝✐1✐♦♥✱ 1✬❡✛❡❝&✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡#&

❛✈❡❝ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬2✈❛❧✉❛&✐♦♥ .✉❡ ❝❤❛.✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❢❛✐& ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉✐&❡ ♠♦#❛❧❡ ❞❡1 ❛✉&#❡1

♠❡♠❜#❡1 ❞✉ ❣#♦✉♣❡✳

▲✬5✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦1&❡♠❡♥& ❞✬❛✉&1✉✐ ❞❛♥( ❧❡ ❣1♦✉♣❡

▲❡ 1❡❝♦♥❞ &❡#♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ EAij ❞21✐❣♥❡ ❧✬✉&✐❧✐&2 .✉❡ ❧✬❛❣❡♥& i #❡&✐#❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧♦#✐✲
1❛&✐♦♥ .✉✬✐❧ ❢❛✐& ❞❡ ❧✬✐♥&❡#❛❝&✐♦♥ .✉✐ 1❡ ♣#♦❞✉✐&✱ ♣❡♥❞❛♥& ❧❡ ❥❡✉✱ ❡♥&#❡ ❧✉✐ ❡& 1❡1 ♣❛#&❡♥❛✐#❡1

❛✉ 1❡✐♥ ❞✉ ❣#♦✉♣❡✱ ❡♥ ♣❛#&✐❡ 1♦✉1 ❧✬❡✛❡& ❞❡ ❧✬2♠❡#❣❡♥❝❡ ❞❡1 2♠♦&✐♦♥1 ❞✬2✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞✬❛✉&#✉✐

.✉❡ 1♦♥& ❧❛ ❝♦❧F#❡ ❡& ❧❛ ❣#❛&✐&✉❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣✉ ❧❡ ✈♦✐# ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦L ✐❧ ♥✬② ❛

.✉❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉#1✱ ❧✬2♠❡#❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡1 2♠♦&✐♦♥1 ❝❤❡③ ✉♥ ❥♦✉❡✉# ♣#♦✈✐❡♥& ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②1❡ ❞❡ ❧❛

❢❛M♦♥ ❞♦♥& ❧❡ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥& ❞❡ 1❡1 ♣❛#&❡♥❛✐#❡1 ❡1& ❡♥ ❝♦♥❢♦#♠✐&2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦#♠❡ ♠♦#❛❧❡ ❞❡

❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ .✉✬✐❧ ❛ ✐♥&2#✐♦#✐12❡✳

▲❡1 ✐♥❞✐✈✐❞✉1 2&❛♥& ♣❧❛❝21 ❞❛♥1 ✉♥ ❣#♦✉♣❡✱ ❝❤❛.✉❡ ❥♦✉❡✉# ❛♥❛❧②1❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥&

❞❡ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ 1❡1 ♣❛#&❡♥❛✐#❡1✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡1 2✈❛❧✉❛&✐♦♥ ✈❛ ♣#♦❝2❞❡# ❞❡ ❝♦♥❝❡#& ❛✈❡❝

❧✬2♠❡#❣❡♥❝❡ ❞❡1 2♠♦&✐♦♥1 ❞❡ ❝♦❧F#❡ ✭❧♦#1.✉✬✉♥ ♣❛#&❡♥❛✐#❡ ♥✬❛ ♣❛1 ❝♦♥&#✐❜✉2 1✉✣1❛♠♠❡♥&

♣❛# #❛♣♣♦#& A ❧❛ ♥♦#♠❡✮ ❡& ❞❡ ❣#❛&✐&✉❞❡ ✭❧♦#1.✉✬✉♥ ✭❛✉&#❡✮ ♣❛#&❡♥❛✐#❡ ❛ ❝♦♥&#✐❜✉2 ❞❛✈❛♥&❛❣❡

.✉❡ ❝❡ .✉❡ ❧❛ ♥♦#♠❡ ♣#2❝♦♥✐1❡✮ .✉✐ ✈♦♥& ♣❛#&✐❝✐♣❡# A ❧✬2❧❛❜♦#❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ✭♠2✮❝♦♥&❡♥&❡♠❡♥&

❣2♥2#❛❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥&✱ ✈✐1✲A✲✈✐1 ❞✉ #❡1&❡ ❞❡ 1♦♥ ❣#♦✉♣❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬2♠♦&✐♦♥ .✉✐ ❡1& ❧❛

♣❧✉1 2❧✐❝✐&2❡ ✭❡♥ ❢#2.✉❡♥❝❡ ❡&✴♦✉ ❡♥ ✐♥&❡♥1✐&2✮ ♣❛# ❧❡ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥& ❞❡1 ❛✉&#❡1 ♠❡♠❜#❡1

❞✉ ❣#♦✉♣❡✳

▲♦#1 ❞❡ 1❛ ♣#✐1❡ ❞❡ ❞2❝✐1✐♦♥✱ ♦♥ 1✉♣♣♦1❡ .✉❡ ❝❤❛.✉❡ ❛❣❡♥& ❛ ❜❡1♦✐♥ ❞❡ 1②♥&❤2&✐1❡#

❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡1 ❞✐✛2#❡♥&1 #❡11❡♥&✐1 2♠♦&✐♦♥♥❡❧1 ♣♦✉# ❞2❣❛❣❡# ✉♥ 1❡♥&✐♠❡♥& ❣❧♦❜❛❧✱ ❧✉✐

♣❡#♠❡&&❛♥& ❞✬2✈❛❧✉❡# 1♦♥ ✭♠2✮❝♦♥&❡♥&❡♠❡♥& A 2✈♦❧✉❡# ❞❛♥1 ✉♥ &❡❧ ❣#♦✉♣❡✱ ❝❡ .✉✐ #❡♣#2✲

1❡♥&❡ ❡♥1✉✐&❡ ✉♥❡ ✭❞21✮✐♥❝✐&❛&✐♦♥ A ❡♥&#❡♣#❡♥❞#❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥& ❝♦♦♣2#❛&✐❢✳
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✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❆✉ "♦"❛❧✱ "♦✉' ❧❡' )❧)♠❡♥"' ❝♦♠♣♦'❛♥" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬✉"✐❧✐")✱ ❛②❛♥" )") ♣3)'❡♥")'✱ ♦♥ ♣❡✉"

❡♥ ❞♦♥♥❡3✱ ♣♦✉3 "♦✉" ❛❣❡♥" i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧✬❡①♣3❡''✐♦♥ '✉✐✈❛♥"❡ ✿

Ui = πi − βi(ȳi − yi)
2 +

1

n− 1

∑

j 6=i

θijπj ✭✺✳✸✳✺✮

✺✳✸✳✶✳✷✳ ▲❛ '()♦❧✉-✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉

❈❤❛?✉❡ ❛❣❡♥" i ∈ I✱ i 6= j✱ ❝❤❡3❝❤❡ @ ♠❛①✐♠✐'❡3 '♦♥ ✉"✐❧✐") ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ '♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❝♦♥"3✐❜✉"✐♦♥✳ ❆ ❧✬)?✉✐❧✐❜3❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❞❡ ♣3❡♠✐❡3 ♦3❞3❡ ❞♦✐" B"3❡ '❛"✐'❢❛✐"❡ ♣♦✉3 ❝❤❛❝✉♥

❞❡' ❛❣❡♥"'✳ ◆♦✉' '✉♣♣♦'♦♥' ?✉❡ ❝❤❛?✉❡ ❛❣❡♥" ❡'" 3❛"✐♦♥♥❡❧ ❡" ?✉❡ ❧✬♦♥ '❡ "3♦✉✈❡ ❡♥ ✐♥✲

❢♦3♠❛"✐♦♥ ❝♦♠♣❧E"❡ ❡" ♣❛3❢❛✐"❡✱ ❧❛ 3)'♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ❞❛♥' ❝❡""❡ ✈❡3'✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ 3❡✈✐❡♥"

❞♦♥❝ @ ❧❛ 3)'♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ '②'"E♠❡ '✉✐✈❛♥" ✿





∂Ui1

∂yi1
=

∂πi1

∂yi1
+ 2βi1(ȳi1 − yi1) +

1
n−1

∑
j 6=i1

θi1j
∂πj

∂yi1
= 0

✳

✳

✳

✳

✳

✳

∂Uin

∂yin
= ∂πin

∂yin
+ 2βin(ȳin − yin) +

1
n−1

∑
j 6=in

θinj
∂πj

∂yin
= 0

❊♥ '✉♣♣♦'❛♥" ✉♥❡ '♦❧✉"✐♦♥ ✐♥")3✐❡✉3❡✱ ❧❛ 3)'♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❝❡ '②'"E♠❡ ❝♦♥❞✉✐" @ ❧❛ ❞)"❡3♠✐✲

♥❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐?✉❡ )?✉✐❧✐❜3❡ ❞❡ ◆❛'❤✳

◆♦✉' ♣3♦❝)❞♦♥' @ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❝❤✐✛3)❡ ❞❡' 3)'✉❧"❛"' ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ❞❛♥' ✉♥❡ '❡❝"✐♦♥ ✉❧")3✐❡✉3❡✱

❞❡ '♦3"❡ @ ♣♦✉✈♦✐3 ❝♦♠♣❛3❡3 ❝❡ ?✉❡ ♥♦"3❡ ♠♦❞E❧❡ ♣3)❞✐" ❞❛♥' ❧❡' ✈❡3'✐♦♥' '"❛♥❞❛3❞ ❡" ❛✈❡❝

3)❝♦♠♣❡♥'❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳

✺✳✸✳✷✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛✈❡❝ ♣❤❛2❡ ❞❡ 34❝♦♠♣❡♥2❡

◆♦✉' ♥♦✉' ❝♦♥❝❡♥"3♦♥' ♠❛✐♥"❡♥❛♥" '✉3 ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧♦3'?✉✬✐❧ ❡'" ❥♦✉)

♣❛3 n > 2 ❥♦✉❡✉3'✱ ❡" ?✉✬✐❧ ❝♦♠♣♦3"❡ ✉♥❡ ♣❤❛'❡ ❞❡ 3)❝♦♠♣❡♥'❡ '✉❜')?✉❡♥"❡ @ ❧❛ ♣❤❛'❡
❞❡ ❝♦♥"3✐❜✉"✐♦♥✳ ▲❡ ❥❡✉ '❡ ❞)3♦✉❧❡ ❛❧♦3' ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ )") ❞)❝3✐" ♣3)❝)❞❡♠♠❡♥" ❞❛♥' ❝❡

❝❤❛♣✐"3❡ ✭❝❢✳ ✺✳✶✳✶✳✷✮✳

✺✳✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬✉-✐❧✐-(

L❛3❛❧❧E❧❡♠❡♥" @ ❧❛ ♠❛♥✐E3❡ ❞♦♥" ♥♦✉' ❛✈♦♥' ♣3)'❡♥") ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬✉"✐❧✐") ❞❡' ❥♦✉❡✉3'✱

❞❛♥' ❝❡""❡ ❞)❝❧✐♥❛✐'♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❧♦3'?✉❡ n = 2 ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✷✮✱ ♥♦✉' ❞✐✈✐'♦♥' @ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥
❞✬✉"✐❧✐") ❞❡' ❛❣❡♥"' ❡♥ ❞❡✉① ♣❛3"✐❡'✳ ❆✐♥'✐✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥'✱ ♣♦✉3 "♦✉" i ∈ I✱ i 6= j ✿

Ui = UC
i + UR

i ✭✺✳✸✳✻✮
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❆✈❡❝

UC
i = ACi + EAij

❖% ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ UC
i -❡♣-/0❡♥+❡ ❛❧♦-0 ❧✬✉+✐❧✐+/ -❡❧❛+✐✈❡ 3 ❧❛ ♣❤❛0❡ ❞❡ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥✱ 8✉✐ ❛ /+/

❡①♣♦0/❡ ♣-/❝/❞❡♠♠❡♥+ ✭❝❢✳ ✺✳✸✳✶✳✶✮✳

❆✐♥0✐✱ ♥♦✉0 ♣❛00♦♥0 ❞✐-❡❝+❡♠❡♥+ 3 ❧❛ ♣-/0❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ UR
i ✿

UR
i = Rij +Rji ✭✺✳✸✳✼✮

❖%✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛-+✱ Rij 0❡ -/❢C-❡ 3 ♥♦✉✈❡❛✉ 3 ❧✬✉+✐❧✐+/ 8✉❡ ❧✬❛❣❡♥+ i -❡+✐-❡ ❞✉ ❢❛✐+ ❞❡ -/❝♦♠✲
♣❡♥0❡- 0❡0 ♣❛-+❡♥❛✐-❡0✱ ❛✈❡❝ ✿

Rij =
∑

j 6=i

(θijrij − βir
2
ij − crij) ✭✺✳✸✳✽✮

❊+ ♦%✱ ❞✬❛✉+-❡ ♣❛-+✱ Rji 0❡ -❛♣♣♦-+❡ 3 ❧✬✉+✐❧✐+/ 8✉❡ ❧✬❛❣❡♥+ i ❞/-✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐+ ❞✬H+-❡ -/❝♦♠✲
♣❡♥0/ ♣❛- 0❡0 ♣❛-+❡♥❛✐-❡0✱ ❛✈❡❝ ✿

Rji =
∑

j 6=i

rji +
1

n− 1
ρi
∑

j 6=i

rji ✭✺✳✸✳✾✮

❊♥ 0♦♠♠❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✉+✐❧✐+/ ❞❡ +♦✉+ ❛❣❡♥+ i ∈ I✱ i 6= j✱ ♣❡✉+ /❣❛❧❡♠❡♥+ H+-❡ /❝-✐+❡
0♦✉0 ❧❛ ❢♦-♠❡ 0✉✐✈❛♥+❡ ✿

Ui = πi−βi(ȳi−yi)
2+

1

n− 1

∑

j 6=i

θijπj+
∑

j 6=i

(θijrij−βir
2
ij−crij)+(1+

ρi
n− 1

)
∑

j 6=i

rji ✭✺✳✸✳✶✵✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ❝❛0 ♣-/❝/❞❡♥+0✱ ❧♦-08✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦0❡ αi = δi = βi = ρi = 0✱ ♦♥ -❡+-♦✉✈❡ ❧❛
-❡♣-/0❡♥+❛+✐♦♥ ❝❧❛00✐8✉❡ ❞❡0 ❛❣❡♥+0 /❝♦♥♦♠✐8✉❡0✳

❆✜♥ ❞✬❛♣♣♦-+❡- ❞❡0 ♣-/❝✐0✐♦♥0 3 ❧❛ ♣-/0❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ♥♦+-❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✉+✐❧✐+/✱ ♥♦✉0 ♥♦✉0

✐♥+/-❡00♦♥0 ♣-❡♠✐C-❡♠❡♥+ 3 ❧✬✉+✐❧✐+/ ❧✐/❡ 3 ❧✬❛❝+❡ ❞❡ -/❝♦♠♣❡♥0❡- ✭❢♦♥❝+✐♦♥ Rij✮✱ ❛✈❛♥+ ❞❡

♥♦✉0 ❝♦♥❝❡♥+-❡-✱ ❞❛♥0 ✉♥ ❞❡✉①✐C♠❡ ♠♦♠❡♥+✱ 0✉- ❧❛ ❞❡0❝-✐♣+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉+✐❧✐+/ ♣-♦✈❡♥❛♥+ ❞✉

❢❛✐+ ❞✬H+-❡ -/❝♦♠♣❡♥0/ ✭❢♦♥❝+✐♦♥ Rji✮✳
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✺✳✸✳✷✳✶✳✶✳ ▲✬✉(✐❧✐(+ ❧✐+❡ - ❧✬❛❝(❡ ❞❡ 1+❝♦♠♣❡♥6❡1

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Rij ✭)*✉❛&✐♦♥ (5.3.8)✮ *✉❡ ♥♦✉. ♣0).❡♥&♦♥. ✐❝✐✱ ♥✬❡.& ❛✉&0❡ *✉✬✉♥❡ ❣)♥)✲
0❛❧✐.❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ *✉✐ ❛✈❛✐& )&) ❞)❝0✐&❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦8 n = 2 ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✷✳✶✳✶✮✳

✺✳✸✳✷✳✶✳✷✳ ❯♥❡ ❡①♣1❡66✐♦♥ ❞❡6 6❡♥(✐♠❡♥(6 1+❝✐♣1♦9✉❡6 - ❧✬❡♥❝♦♥(1❡ ❞❡ ❝❤❛9✉❡

♣❛1(❡♥❛✐1❡

❖♥ 0❡&0♦✉✈❡✱ ❞❛♥. ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 &❡0♠❡ ❞❡ ❧❛ .♦♠♠❡ *✉✐ ❝♦♥.&✐&✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Rij✱ ❧❛

✈❛❧♦0✐.❛&✐♦♥ *✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉0 i ❢❛✐& ❞❡ ❧✬❛❝&❡ ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ✉♥ ❞❡ .❡. ♣❛0&❡♥❛✐0❡. j✳ ❆✐♥.✐✱
.✉0 ❧❛ ❜❛.❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②.❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐.)❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦0&❡♠❡♥& ❞❡ &♦✉& ❛✉&0❡ ❛❣❡♥& j✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉0
i ❛❝❝♦0❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞. .♣)❝✐✜*✉❡ ❛✉ ❢❛✐& ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ❝❤❛*✉❡ ♣❛0&❡♥❛✐0❡ ❡♥ ♣❛0&✐❝✉❧✐❡0✱ ❡&
❝❡ ♣❤)♥♦♠E♥❡ .❡ 0)❛❧✐.❡ ♣♦✉0 ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❥♦✉❡✉0. *✉✐ ❝♦♠♣♦.❡♥&✱ ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ .♦♥ ❣0♦✉♣❡

❞❡ ❥❡✉✳

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ 0❡♠❛0*✉❡ *✉❡ ❧✬❛❣❡♥& i ✈❛❧♦0✐.❡ ❞✬❛✉&❛♥& ♣❧✉. ♣♦.✐&✐✈❡♠❡♥& ❧❡ ❢❛✐& ❞❡
0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ✉♥ ♣❛0&❡♥❛✐0❡ j *✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛❞♦♣&❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦0&❡♠❡♥& *✉✬✐❧ )✈❛❧✉❡ ❝♦♠♠❡

❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥&✱ ✐✳❡✳ *✉✐ ❡.& ❡♥ ♠❡.✉0❡ ❞✬)❧✐❝✐&❡0 ❧✬)♠♦&✐♦♥ ❞❡ ❣0❛&✐&✉❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐E0❡ ♣❧✉. ✐♥&❡♥.❡

✭θij > 0✮✳ ❆✉ ❝♦♥&0❛✐0❡✱ ❧♦0.*✉✬✉♥ ♣❛0&❡♥❛✐0❡ j ♥❡ 0)♣♦♥❞ ♣❛. ❛✉① ❛&&❡♥&❡. ❞❡ ❧✬❛❣❡♥& i
❡& ❝♦♥&0✐❜✉❡ ❞❡ .♦0&❡ G ❧❡ ♠❡&&0❡ ❡♥ ❝♦❧E0❡ ✭θij < 0✮✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡.& ❝♦♥❞✉✐& G .❡ ✈❡♥❣❡0 ❡♥
.✬❛❜.&❡♥❛♥& ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 .♦♥ ♣❛0&❡♥❛✐0❡✳

✺✳✸✳✷✳✶✳✸✳ ▲❡ ❝♦;( ❧✐+ - ❧✬❛❝(❡ ❞❡ 1+❝♦♠♣❡♥6❡1 6♦♥ ♣❛1(❡♥❛✐1❡

H❛0❛❧❧E❧❡♠❡♥&✱ ♣♦✉0 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 .❡. ♣❛0&❡♥❛✐0❡.✱ ❧✬❛❣❡♥& i ❞♦✐& &♦✉❥♦✉0. .✉♣♣♦0&❡0 ✉♥
❝♦I& c ♣♦✉0 ❝❤❛*✉❡ ✉♥✐&) ♦✛❡0&❡✳

❉❡ ♣❧✉.✱ ❧❡ ❝♦I& ♣.②❝❤♦❧♦❣✐*✉❡ ❧✐) G ❧✬❛❝&❡ ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ❧✬❛✉&0❡ ❥♦✉❡✉0 −βir
2
ij✱ ❡.&

)❣❛❧❡♠❡♥& &♦✉❥♦✉0. ♣0).❡♥& ❞❛♥. ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Rij✳ ▲❡ 0❡❝♦✉0. G ❧❛ ♣0).❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ &❡❧❧❡ ♣❡0&❡

.✉♣♣❧)♠❡♥&❛✐0❡ ❞✬✉&✐❧✐&)✱ ❧♦0.*✉✬✉♥ ❛❣❡♥& 0)❝♦♠♣❡♥.❡✱ ❡.& ❡♥❝♦0❡ ❞❛✈❛♥&❛❣❡ ❥✉.&✐✜) ❞❛♥.

❝❡&&❡ ✈❡0.✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✳

❊♥ ❡✛❡&✱ ♥♦✉. .✉♣♣♦.♦♥.✱ G &0❛✈❡0. ❝❡ &❡0♠❡✱ *✉❡ ❧❡. ❛❣❡♥&. 0❡..❡♥&❡♥& ✉♥❡ ❣M♥❡✱ ❧✐)❡

❛✉ .❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&)✱ ❞❡ ♣❧✉. ❡♥ ♣❧✉. ❣0❛♥❞❡✱ G ♠❡.✉0❡ *✉✬✐❧. ❝♦♥.❛❝0❡♥& ❞❡. 0❡.✲

.♦✉0❝❡. ✭&0♦♣✮ ✐♠♣♦0&❛♥&❡. ❛✜♥ ❞❡ 0❡♠❡0❝✐❡0 ✉♥ ♣❛0&❡♥❛✐0❡ ❡♥ ♣❛0&✐❝✉❧✐❡0✱ ❛❧♦0. ♠M♠❡ *✉❡

❝❡. 0❡..♦✉0❝❡. ♣♦✉00❛✐❡♥& M&0❡ ♥)❝❡..❛✐0❡. ❛✜♥ ❞❡ .❡ ❝♦♥❢♦0♠❡0 G ❞✬❛✉&0❡. ♥♦0♠❡. ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦0&❡♠❡♥& *✉✬✐❧. ♦♥& ✐♥&)0✐♦0✐.)❡.✳

❉❛♥. ❝❡&&❡ ❞)❝❧✐♥❛✐.♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥& ❞❡ 0❡♠❛0*✉❡0 *✉❡ ❧❡. 0❡..♦✉0❝❡. ❞✬✉♥ ❛❣❡♥&

♥❡ .♦♥& ♣❛. ✐♥✜♥✐❡. ❡& *✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❧✬♦♣♣♦0&✉♥✐&) ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ .❡. ♣❛0&❡✲

♥❛✐0❡. ❞❛♥. ❧❡ ❥❡✉✳ ❆✐♥.✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐0 .❡ ❝♦♠♣♦0&❡0 0❛✐.♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥&✱ .♦✐& ❡♥ )&❛♥& ❡♥

♠❡.✉0❡ ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡0 ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥& ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ .❡. ♣❛0&❡♥❛✐0❡.✱ ♠❛✐. ❛✉..✐ ❞❡ ❝♦♥.❡0✲

✈❡0 ✉♥❡ ♣❛0&✐❡ ❞❡ .❡. 0❡..♦✉0❝❡. ♣♦✉0 ❧✉✐✲♠M♠❡✱ ❝❤❛*✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦♥&0❡❜❛❧❛♥❝❡✱ ❡♥ ♣❛0&✐❡✱

.♦♥ ❞).✐0 ❞❡ 0)❝✐♣0♦❝✐&) ♣♦.✐&✐✈❡ ✭❧♦0.*✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡.& .✉.❝✐&)✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡0&❛✐♥❡ ❛✈❡0.✐♦♥

❛✉ ❢❛✐& ❞❡ ✭&0♦♣✮ .❡ ❞)♠✉♥✐0✳

H❛0❛❧❧E❧❡♠❡♥&✱ ❝❡ ❝♦I& ♣.②❝❤♦❧♦❣✐*✉❡ ♣❡✉& )❣❛❧❡♠❡♥& G ♥♦✉✈❡❛✉ .✬✐♥&❡0♣0)&❡0 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❛✈❡0.✐♦♥ ❞❡. ❛❣❡♥&. ❛✉ ❢❛✐& ❞❡ .❡ ♣❧❛❝❡0 ❡♥ ♣♦.✐&✐♦♥ ❞❡ ✈✉❧♥)0❛❜✐❧✐&) ❧♦0.*✉✬✐❧. 0)❝♦♠♣❡♥.❡♥&

✉♥ ❛✉&0❡ ❥♦✉❡✉0✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧✐) ❛✉ 0✐.*✉❡ ❞❡ ♣0)✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ .❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❞❡&&❡ .✉0 ❧❡

.❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ❣0❛&✐&✉❞❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥& ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 0)❝♦♠♣❡♥.❡ ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✷✳✶✳✶✮✳
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✺✳✸✳✷✳✶✳✹✳ ▲❛ (❛)✐(❢❛❝)✐♦♥ ❞✬1)2❡ 2❡❝♦♥♥✉✱ ♣❛2 ❧❡ ❣2♦✉♣❡✱ ♣♦✉2 (♦♥ ❝♦♠♣♦2)❡♠❡♥)

❈♦♠♣❛%❛&✐✈❡♠❡♥& ❛✉ ❝❛- ♦. n = 2✱ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Rji ✭34✉❛&✐♦♥ 5.3.9✮✱ ♠❡-✉%❛♥& ❧✬✉&✐❧✐&3
4✉❡ ❧✬❛❣❡♥& i ♦❜&✐❡♥& ❧♦%-4✉✬✐❧ ❡-& %3❝♦♠♣❡♥-3 ♣❛% -❡- ♣❛%&❡♥❛✐%❡-✱ -❡ ❞3❞✉✐& -②-&3♠❛&✐4✉❡✲
♠❡♥& ❞❡ ❝❡❧❧❡ 4✉✐ ❛✈❛✐& 3&3 ♣%3-❡♥&3❡ ♣❧✉- ❤❛✉& ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✷✳✶✳✷✮✱ A ❧✬❡①❝❡♣&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡&✐&❡

-✉❜&✐❧✐&3✳

▲❡ ♣%❡♠✐❡% &❡%♠❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❝♦%%❡-♣♦♥❞ A ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❣❛✐♥- ♠❛&3%✐❡❧- ♦❜&❡♥✉-

♣❛% ❧✬❛❣❡♥& i✱ ❞✉ ❢❛✐& ❞❡- ❞✐✛3%❡♥&❡- %3❝♦♠♣❡♥-❡- %❡E✉❡- ❞❡ ❧❛ ♣❛%& ❞❡ -❡- ♣❛%&❡♥❛✐%❡-✱ 4✉✐
-♦♥& ❧♦❣✐4✉❡♠❡♥& -♦♠♠3❡-✳

▲❛ -✉❜&✐❧✐&3 ❛♣♣❛%❛F& ❞❛♥- ❧❡ ❞❡✉①✐G♠❡ &❡%♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡-& %❡❧❛&✐❢ ❛✉ ❣❛✐♥

♣-②❝❤♦❧♦❣✐4✉❡ ♣%♦✈❡♥❛♥& ❞✉ ❢❛✐& ❞✬H&%❡ %3❝♦♠♣❡♥-3 ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉&%❡- ♠♦&-✱ ❞✉ ❢❛✐& ❞❡ %❡❝❡✲

✈♦✐% ✉♥ ❝❡%&❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣%♦❜❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛%& ❞❡- ❛✉&%❡- ♠❡♠❜%❡- ❞✉ ❣%♦✉♣❡✱ ♣♦✉% ❧❡

❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ❝♦♥&%✐❜✉&✐❢ 4✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❞♦♣&3✳

◆♦✉- ❛✈♦♥- ❞3❥A ❞✐-❝✉&3✱ ♣❧✉- ❤❛✉&✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&3 ❞❡- ✐♥❞✐✈✐❞✉- A -②♥&❤3&✐-❡% ❝❡%&❛✐♥❡-

✐♥❢♦%♠❛&✐♦♥-✱ ❛✜♥ ❞✬❛%%✐✈❡% A -❡ ❢♦%♠❡% ✉♥❡ ✐❞3❡ ✭♦✉ ✉♥ -❡♥&✐♠❡♥&✮ ❣3♥3%❛❧❡ A ❧✬3❣❛%❞ ❞✉

❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❡✉%- ♣❛%&❡♥❛✐%❡- ❞❛♥- ❧❡ ❣%♦✉♣❡✳ ■❝✐✱ ♥♦✉- -✉♣♣♦-♦♥- 4✉❡✱ ❧♦%-4✉✬✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡-& %3❝♦♠♣❡♥-3 ♣❛% -❡- ♣❛%&❡♥❛✐%❡-✱ ✉♥ -❡♥&✐♠❡♥& ❞❡ ✜❡%&3 3♠❡%❣❡ ❡♥ ❧✉✐✱ -✉% ❧❛

❜❛-❡ ❞❡- -✐❣♥❡- ❞❡ ✈❛❧♦%✐-❛&✐♦♥ 4✉✬✐❧ %❡E♦✐&✱ ✈✐-✲A✲✈✐- ❞❡ -♦♥ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ❧♦%- ❞❡ ❧❛ ♣❤❛-❡

❞❡ ❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ♥♦✉- -✉♣♣♦-♦♥- ❛✉--✐ 4✉❡ ❝❡ -❡♥&✐♠❡♥& ✐♥&❡%✈✐❡♥& ❛♣%G- 4✉❡ ❧✬❛❣❡♥& ❛✐&

-②♥&❤3&✐-3 &♦✉&❡ ❧✬✐♥❢♦%♠❛&✐♦♥ 4✉✐ ❧✉✐ ❡-& &%❛♥-♠✐-❡✳ M♦✉% ❝❡ ❢❛✐%❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ &✐❡♥& ❝♦♠♣&❡

✉♥✐4✉❡♠❡♥& ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣%♦❜❛&✐♦♥ ❣3♥3%❛❧❡ 4✉✐ ❧✉✐ ❡-& ❝♦♠♠✉♥✐4✉3 ♣❛% ❧❡ %❡-&❡ ❞✉

❣%♦✉♣❡✱ ❡♥ -❡ ❢♦❝❛❧✐-❛♥& -✉% ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡- %3❝♦♠♣❡♥-❡- 4✉✬✐❧ ❛ %❡E✉❡-✳

✺✳✸✳✷✳✷✳ ▲❛ 2:(♦❧✉)✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉

▲❡ ❥❡✉ -❡ %3-♦✉& A ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ %❡❝♦✉%❛♥& A ✉♥ %❛✐-♦♥♥❡♠❡♥& ♣❛% ✐♥❞✉❝&✐♦♥ A %❡❜♦✉%-✳ ❉❛♥-

✉♥ ♣%❡♠✐❡% &❡♠♣-✱ ♦♥ ❞3&❡%♠✐♥❡✱ ♣♦✉% ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥& i ∈ I✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ %3❝♦♠♣❡♥-❡ 4✉✐
❞3✜♥✐& ❧❡ ♠♦♥&❛♥& ♦♣&✐♠❛❧ A ♦✛%✐% A ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ -❡- ♣❛%&❡♥❛✐%❡-✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ ❊♥-✉✐&❡✱ ❡♥ -✉♣♣♦-❛♥& 4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥& ✉&✐❧✐-❡ ❝❡&&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡

%3❝♦♠♣❡♥-❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞3&❡%♠✐♥❡%✱ ♣♦✉% ❝❤❛4✉❡ ❛❣❡♥&✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ %3♣♦♥-❡✱

❡♥ &❡%♠❡- ❞❡ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥✱ 4✉✐ ♣❡%♠❡&&❡♥& ❧❛ ❞3&❡%♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐4✉❡

34✉✐❧✐❜%❡ ❞❡ ◆❛-❤ -✉% ❧❡- ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥&%✐❜✉&✐♦♥✳

❆✐♥-✐✱ ♣♦✉% &♦✉& ❥♦✉❡✉% i ∈ I✱ i 6= j✱ ♥♦✉- ❞❡✈♦♥-✱ ❡♥ ♣%❡♠✐❡% ❧✐❡✉✱ %3-♦✉❞%❡ ❧❡ ♣%♦✲
❣%❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐-❛&✐♦♥ -✉✐✈❛♥& ✭♣♦✉% ❝❧❛%✐✜❡% ❧✬❡①♣♦-3✱ ♣♦-♦♥- i = 1✮ ✿

Max
r12,r13,...,r1n

U1(r12, r13, ..., r1n)

s.c.

r1j ≥ 0 ∀j 6= 1, j ∈ I

✷✵✾



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

 ♦✉# $♦✉$ ❛❣❡♥$ i ∈ I✱ j 6= i✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ♣#❡♠✐❡# ♦#❞#❡ ✭❑✉❤♥ ❡$ ❚✉❝❦❡#✮ ❞♦♥♥❡✱
∀j ∈ I ✿

∂U r
i

∂rij
= θij − 2βirij − c ≤ 0

❉❡ ♣❧✉8✱ ♦♥ ❛

∂Ur
i

∂rij
= 0 ❧♦#89✉❡ rij > 0✳ ❆✐♥8✐✱ ❡♥ 8✉♣♣♦8❛♥$ 9✉✬✐❧ ② ❛ >❣❛❧✐$> ❞❛♥8 ❧❛

❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ♣#❡♠✐❡# ♦#❞#❡✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$✱ ∀j ∈ I ✿

θij − 2βirij − c = 0

⇔ rij =
θij − c

2βi

❖A θij = δi + αi(yj − ȳi)✱ ❞✬♦A ✿

⇔ r∗ij =
αi

2βi

yj +
δi − αiȳi − c

2βi

✭✺✳✸✳✶✶✮

❖♥ #❡♠❛#9✉❡ ❛❧♦#8 9✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ #>❝♦♠♣❡♥8❡ ♦❜$❡♥✉❡ ❡8$ ❧❛ ♠F♠❡ 9✉❡ ❝❡❧❧❡ 9✉✐

❛✈❛✐$ >$> ❞>$❡#♠✐♥>❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ♦A n = 2 ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✷✳✷✮✳

❊♥8✉✐$❡✱ ♦♥ 8✉♣♣♦8❡ 9✉❡ ❝❤❛9✉❡ ❥♦✉❡✉# ✉$✐❧✐8❡ ❝❡$$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ #>❝♦♠♣❡♥8❡ ♦♣$✐♠❛❧❡

♣♦✉# ❝❤♦✐8✐# ❧❡ ♠♦♥$❛♥$ K ♦✛#✐# K ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ 8❡8 ♣❛#$❡♥❛✐#❡8✳ ❊♥ ✐♥$>❣#❛♥$ ❝❡$$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡

#>❝♦♠♣❡♥8❡ ❞❛♥8 ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✉$✐❧✐$> ❞❡8 ❛❣❡♥$8✱ ♦♥ ♣❡✉$ #>8♦✉❞#❡ ❧❡ ❥❡✉ 8✉# ❧❡8 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

❝♦♥$#✐❜✉$✐♦♥✳ ❈❤❛9✉❡ ❥♦✉❡✉# ❝❤❡#❝❤❡ K ♠❛①✐♠✐8❡# 8♦♥ ✉$✐❧✐$> ❡♥ ❝♦♥$#✐❜✉❛♥$✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥

❞❡ ♣#❡♠✐❡# ♦#❞#❡ ❡8$ 8❛$✐8❢❛✐$❡ ♣♦✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✱ K ❧✬>9✉✐❧✐❜#❡✱ ❡$ ♣✉✐89✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥8✐❞O#❡

9✉❡ ❧❡ ❥❡✉ 8❡ ❞>#♦✉❧❡ ❡♥ ✐♥❢♦#♠❛$✐♦♥ ♣❛#❢❛✐$❡ ❡$ ❝♦♠♣❧O$❡✱ ♥♦✉8 8♦♠♠❡8 ❛♠❡♥>8 K #>8♦✉❞#❡

❧❡ 8②8$O♠❡ 8✉✐✈❛♥$ ✿





∂Ui1

∂yi1
=

∂πi1

∂yi1
+ 2βi1 ȳi1 − 2βyi1 +

1
n−1

∑
j 6=i1

θi1ja+
∑

j 6=i1

∂rji1
∂yi1

+
ρi1
n−1

∑
j 6=i1

∂rji1
∂yi1

= 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

∂Uin

∂yin
= ∂πin

∂yin
+ 2βin ȳin − 2βinyin + 1

n−1

∑
j 6=in

θinja+
∑

j 6=in

∂rjin
∂yin

+ ρin
n−1

∑
j 6=in

∂rjin
∂yin

= 0

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡♥ 8✉♣♣♦8❛♥$ ✉♥❡ 8♦❧✉$✐♦♥ ✐♥$>#✐❡✉#❡✱ ❧❛ #>8♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 8②8$O♠❡ ❝♦♥❞✉✐$ K

❧❛ ❞>$❡#♠✐♥❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐9✉❡ >9✉✐❧✐❜#❡ ❞❡ ◆❛8❤✳

✷✶✵



✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

✺✳✸✳✷✳✸✳ ❘%&✉❧)❛)&

◆♦✉# ♣%♦❝'❞♦♥# ♠❛✐♥-❡♥❛♥- / ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡# %'#✉❧-❛-# ❞❡ ♥♦-%❡ ♠♦❞3❧❡ ❣'♥'%❛❧✐#'✱ ❡♥

❝♦♠♣❛%❛♥- ❧❡# ❞❡✉① #✐-✉❛-✐♦♥# ❞✉ ❏❇9 #-❛♥❞❛%❞ ❡- ❞✉ ❏❇9 ❛✈❡❝ ♣❤❛#❡ ❞❡ %'❝♦♠♣❡♥#❡✳

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞'%♦♥# ❛❧♦%# ✉♥ ❣%♦✉♣❡ ❞❡ n = 4 ❥♦✉❡✉%#✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ -♦✉❥♦✉%# ?✉❡ ❧❡# ❞♦-❛✲
-✐♦♥# ✐♥✐-✐❛❧❡# ❞❡# ❥♦✉❡✉%# #♦♥- '❣❛❧❡# / d = 10 ❡- ?✉❡ ❧❡ ❝♦A- / %'❝♦♠♣❡♥#❡% ❡#- ❞❡ c = 0.5✳
▲❡ -❛❜❧❡❛✉ #✉✐✈❛♥- %'#✉♠❡ ❧❡# ♣%♦✜❧# ❞❡ ♣❛%❛♠3-%❡# ❞❡# ❥♦✉❡✉%# ✿

i = {1, 2, 3, 4} δi ȳi βi αi ρi
❏♦✉❡✉% 1 0.6 5 0.3 0.4 0.6
❏♦✉❡✉% 2 0.4 4 0.5 0.5 0.5
❏♦✉❡✉% 3 0.7 3 0.6 0.6 0.7
❏♦✉❡✉% 4 0.5 4 0.4 0.5 0.4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶✳✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛%❛♠'-%✐#❛-✐♦♥ ✲ ▼♦❞3❧❡ ❣'♥'%❛❧✐#'

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥- ❞❡ ♥♦-❡% ?✉❡ ❧❡# ❥♦✉❡✉%# 1 ❡- 2 ✉-✐❧✐#'# ✐❝✐ #♦♥- ❧❡# ♠K♠❡# ?✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛#
/ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉%#✳ ❉❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣%♦✜❧# ❞✐✛'%❡♥-# ✭❥♦✉❡✉%# 3 ❡- 4✮ ❞❡ ❥♦✉❡✉%# ♦♥- '-' ❛%✲
❜✐-%❛✐%❡♠❡♥- ❝%''# ❡- ♦♥ #✉♣♣♦#❡ ♠❛✐♥-❡♥❛♥- ?✉❡ ❝❡# ?✉❛-%❡ ❥♦✉❡✉%# ✐♥-❡%❛❣✐##❡♥- ❡♥#❡♠❜❧❡✳

❆✈❡❝ ❞❡ -❡❧❧❡# ✈❛❧❡✉%# ❞❡# ♣❛%❛♠3-%❡#✱ ♥♦-%❡ ♠♦❞3❧❡ ♣%'❞✐- ❧❡# %'#✉❧-❛-# #✉✐✈❛♥-# ✿

❏❇9 #-❛♥❞❛%❞ ❛✈❡❝ a = 0.5
y∗1 y∗2 y∗3 y∗4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡

4.13 3.60 3.07 3.56 3.59
y∗1 < ȳ1 y∗2 < ȳ2 y∗3 < ȳ3 y∗4 < ȳ4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷✳✿ ❘'#✉❧-❛-# ✲ ❏❇9 #-❛♥❞❛%❞ ✲ ▼♦❞3❧❡ ❣'♥'%❛❧✐#'

✷✶✶
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❏❇" ❛✈❡❝ '(❝♦♠♣❡♥-❡ a = 0.5 ❡. c = 0.5
y∗r1 y∗r2 y∗r3 y∗r4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣'♦✉♣❡

8.39 6.55 5.79 6.96 6.92
y∗r1 > ȳ1 y∗r2 > ȳ2 y∗r3 > ȳ3 y∗r4 > ȳ4

j
r∗ij 1 2 3 4 ❚♦.❛❧ ❱❡'-(

i

1 − 1.20 0.69 1.47 3.36
2 2.09 − 0.79 1.38 4.26
3 2.86 1.94 − 2.15 6.95
4 2.75 1.60 1.12 − 5.47

❚♦.❛❧ '❡7✉ 7.7 4.74 2.6 5 20.04

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✸✳✿ ❘(-✉❧.❛.- ✲ ❏❇" '(❝♦♠♣❡♥-❡ ✲ ▼♦❞?❧❡ ❣(♥('❛❧✐-(

❆✈❡❝ ❝❡..❡ ♣❛'❛♠(.'✐-❛.✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥-.❛.❡ C ♥♦✉✈❡❛✉ D✉❡ ❧✬♦♣♣♦'.✉♥✐.( ❞❡ '(❝♦♠♣❡♥-❡ ❡-.

✉.✐❧✐-(❡ ♣❛' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡- ❥♦✉❡✉'- ❡. D✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ❡✛❡. ❜(♥(✜D✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❝♦♦♣('❛.✐♦♥✱ ❧♦'- ❞❡ ❧❛ ♣❤❛-❡ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥

❛✉❣♠❡♥.❡ -❡♥-✐❜❧❡♠❡♥. ❡. ♣❛--❡ ❞❡ 3.59✱ ❞❛♥- ❧❡ ❥❡✉ -.❛♥❞❛'❞✱ C 6.92 ❞❛♥- ❧❡ ❏❇" ❛✈❡❝

'(❝♦♠♣❡♥-❡✳

❯♥ ❛✉.'❡ '(-✉❧.❛. ✐♥.('❡--❛♥. ❞❡ ♥♦.'❡ ♠♦❞?❧❡ ❡-. ✐❝✐ D✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' ❝♦♥.'✐❜✉❛♥. ❧❡ ♠♦✐♥-

C ❧✬(D✉✐❧✐❜'❡ ✭3✮ ❡-. (❣❛❧❡♠❡♥. ❝❡❧✉✐ D✉✐ ❡-. ❧❡ ♠♦✐♥- '(❝♦♠♣❡♥-( .❛♥❞✐- D✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' D✉✐

❝♦♥.'✐❜✉❡ ❧❡ ♣❧✉- ✭1✮ ❡-. ❝❡❧✉✐ D✉✐ ♦❜.✐❡♥. ❧❡ ♣❧✉- ❣'❛♥❞ ♠♦♥.❛♥. ❞❡ '(❝♦♠♣❡♥-❡✳ ❈❡- ❞❡✉①

'(-✉❧.❛.- -♦♥. ❝♦❤('❡♥.- ❛✈❡❝ ❝❡ D✉✐ ❡-. ♦❜-❡'✈( ❞❛♥- ❧✬❡①♣('✐❡♥❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❚♦✉.❡❢♦✐-✱ ♥♦.'❡ ♠♦❞?❧❡ ♣'(❞✐.✱ ❞❛♥- ❝❡..❡ -✐.✉❛.✐♦♥✱ D✉❡ ❧❡- ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ '(❝♦♠♣❡♥-❡ ❧❡-

♣❧✉- ❢♦'.- ♣'♦✈✐❡♥♥❡♥. ♠❛❥♦'✐.❛✐'❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛❣❡♥. D✉✐ ❝♦♥.'✐❜✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥- ✭3✮✱ ❝❡ D✉✐ ♣❡✉.

-❡♠❜❧❡' ❝♦♥.'❡✲✐♥.✉✐.✐❢✳ ▲❛ '❛✐-♦♥ ❡①♣❧✐D✉❛♥. ✉♥ .❡❧ '(-✉❧.❛. ❡-. D✉❡✱ ❝♦♠♣❛'❛.✐✈❡♠❡♥.

C ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉' 3 ✭D✉✐ ❡-. ❞❡ 3✮✱ ❧❡- ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥- '❡❧❛.✐✈❡♠❡♥.

✐♠♣♦'.❛♥.❡- ❞❡- ❛✉.'❡- ❥♦✉❡✉'- ❞(❝❧❡♥❝❤❡♥. ❡♥ ❧✉✐ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣♦'.❛♥. ❞❡ ❣'❛.✐.✉❞❡✱ ❝❡

D✉✐ ❝♦♥❞✉✐. ❞♦♥❝ C ❞✬✐♠♣♦'.❛♥.- ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ '(❝♦♠♣❡♥-❡ ❞❡ -❛ ♣❛'.✳

✺✳✸✳✷✳✸✳✶✳ ■♥'(♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦11✐❜✐❧✐'4 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥

■♠❛❣✐♥♦♥- ♠❛✐♥.❡♥❛♥.✱ D✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉.♦'✐-❡ ❧❡- ❛❣❡♥.- C ❝♦♠♠✉♥✐D✉❡' ❡♥.'❡ ❡✉① ❛✈❛♥.

❧❡ ❞(❜✉. ❞✉ ❥❡✉✳ ❙✉' ❧❛ ❜❛-❡ ❞❡- (❧(♠❡♥.- ❞❡ '❡✈✉❡ D✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ♠❡♥.✐♦♥♥(-✱ ❡♥ ❝❡

D✉✐ ❝♦♥❝❡'♥❡ ❧❡- '(-✉❧.❛.- ❡♠♣✐'✐D✉❡- ❞❛♥- ❧❡ ❏❇"✱ ✐❧ -❡♠❜❧❡ D✉❡ ❧❡ ❢❛✐. ❞✬❛✉.♦'✐-❡' ✉♥❡

.❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ♣❡'♠❡..❡ ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉- ❞❡ -❡ ❝♦♦'❞♦♥♥❡' -✉' ✉♥ ❝♦♠♣♦'.❡♠❡♥. ♣❧✉-

❝♦♦♣('❛.✐❢✳ ◆♦✉- -✉♣♣♦-♦♥- D✉❡✱ ❞❛♥- ♥♦.'❡ ♠♦❞?❧❡✱ ✉♥❡ ❢❛7♦♥ ❞❡ '❡♣'(-❡♥.❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❡-. ❞❡ -✉♣♣♦-❡' D✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡'♠❡. C .♦✉- ❧❡- ❛❣❡♥.- ❞❡ ♣'❡♥❞'❡ ❧❡✉'

❞(❝✐-✐♦♥ ❡♥ ✉.✐❧✐-❛♥. ❧❛ ♠Z♠❡ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥✳ ◆♦✉- -✉♣♣♦-♦♥- (❣❛❧❡♠❡♥. D✉❡ ❧❡

❥♦✉❡✉' ♣♦✉' D✉✐ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ ❡-. ❧❛ ♣❧✉- ✐♠♣♦'.❛♥.❡✱ ❡-. C ❧✬✐♥✐.✐❛.✐✈❡✱ ❞✉'❛♥.

❧❛ ♣❤❛-❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝'❡ -❡- ♣❛'.❡♥❛✐'❡- ❞❡- ❜✐❡♥❢❛✐.- ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣(✲

'❛.✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ♦♥ -✉♣♣♦-❡ .♦✉. ❞✬❛❜♦'❞ D✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ♥❡ -✬❡✛❡❝.✉❡ ♣❛- ❡♥

❢❛❝❡ C ❢❛❝❡✳ ❉❛♥- ❝❡- ❝♦♥❞✐.✐♦♥-✱ ♦♥ ♣❡✉. -✉♣♣♦-❡' D✉❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ❞❡ ♣❡'-✉❛-✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉'

1 ❡-. ❧✐♠✐.(❡✳ "❛' ❝♦♥-(D✉❡♥.✱ ❞❛♥- ♥♦.'❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ -✉♣♣♦-❡ D✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉' 1 ❝♦♥.✐♥✉❡ C

✉.✐❧✐-❡' -❛ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ D✉✐ ✈❛✉. 5✱ .❛♥❞✐- D✉❡ -❡- ♣❛'.❡♥❛✐'❡- -❡ ❝♦♦'❞♦♥♥❡♥. -✉'

✷✶✷
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❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡+ ♥♦%♠❡+ ❞❛♥+ ♥♦,%❡ -❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✱ 2✉✐ ❡+,4 ✭❧❡+ ❛✉,%❡+ ✈❛❧❡✉%+ ❞❡+ ♣❛%❛✲

♠6,%❡+ %❡+,❛♥, ❧❡+ ♠7♠❡+✮✳ ▲♦%+2✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ❛✈❛♥, ❧❡ ❞-❜✉, ❞✉ ❥❡✉ ❡+, ♣♦++✐❜❧❡✱

♦♥ ♦❜,✐❡♥, ❧❡+ %-+✉❧,❛,+ +✉✐✈❛♥,+ ✭❧❡+ ♠♦②❡♥♥❡+ ❞❡ ❣%♦✉♣❡ ♦❜,❡♥✉❡+ +❛♥+ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥

+♦♥, ✐♥❞✐2✉-❡+ ❡♥,%❡ ♣❛%❛♥,❤6+❡✮ ✿

❏❇A +,❛♥❞❛%❞ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ✲ a = 0.5 ❡, ȳ = 5
y∗1 y∗2 y∗3 y∗4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡

4.24 3.68 3.84 3.66 3.86 ✭3.59✮

y∗1 < ȳ1 y∗2 < ȳ2 y∗3 < ȳ3 y∗4 < ȳ4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✹✳✿ ❘-+✉❧,❛,+ ✲ ❏❇A +,❛♥❞❛%❞ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥

❏❇A %-❝♦♠♣❡♥+❡ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ✲ a = 0.5 ❡, ȳ = 5
y∗r1 y∗r2 y∗r3 y∗r4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡

8.50 6.63 6.57 7.05 7.18 ✭6.92✮

y∗r1 > ȳ1 y∗r2 > ȳ2 y∗r3 > ȳ3 y∗r4 > ȳ4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✺✳✿ ❘-+✉❧,❛,+ ✲ ❏❇A %-❝♦♠♣❡♥+❡ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥

A❛% ❝♦♥+-2✉❡♥,✱ ♥♦+ %-+✉❧,❛,+ ✐♥❞✐2✉❡♥,✱ ❞❛♥+ ❝❡, ❡①❡♠♣❧❡✱ 2✉❡ ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐,- ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛,✐♦♥ ❡♥,%❡ ❧❡+ ❥♦✉❡✉%+✱ ❛②❛♥, ♣♦✉% ❝♦♥+-2✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♦%❞✐♥❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛2✉❡ ♠❡♠❜%❡

❞✉ ❣%♦✉♣❡ +✉% ✉♥❡ ♠7♠❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥,%✐❜✉,✐♦♥✱ ♣❡%♠❡, ❞✬❛✉❣♠❡♥,❡% ❧❡ ♥✐✲

✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♦♣-%❛,✐♦♥ J ❧✬-2✉✐❧✐❜%❡✱ ♥♦,❛♠♠❡♥, ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ❏❇A ❛✈❡❝ ♣❤❛+❡ ❞❡

%-❝♦♠♣❡♥+❡✳

❊①♣-%✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ 2✉✐ ♣❡%♠❡, ❧❡ ♣❧✉+ ❞❡ ♣%♦♠♦✉✈♦✐% ❧❛

❝♦♦♣-%❛,✐♦♥ ❡+, ❧❡ ❢❛❝❡ J ❢❛❝❡✳ ◆♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ 2✉❡ ❧✬❛✈❛♥,❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐+❝✉++✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝❡ J

❢❛❝❡✱ +✉% ❧❡+ ❛✉,%❡+ ♠♦❞❡+ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ♣♦++✐❜❧❡✱ ❡+, 2✉✬❡❧❧❡ ❡+, ♣%♦❜❛❜❧❡♠❡♥, ❝❛✲

♣❛❜❧❡ ❞❡ +✉+❝✐,❡% ✉♥ +❡♥,✐♠❡♥, ♣❧✉+ ✐♠♣♦%,❛♥, ❞❡ ♣%♦①✐♠✐,- ❡♥,%❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ,♦✉, ❡♥

❧❡✉% ♣❡%♠❡,,❛♥, ❞❡ +❡ ❝♦♦%❞♦♥♥❡% +✉% ✉♥❡ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥, ♣❧✉+ ❝♦♦♣-%❛,✐✈❡✳

❆✐♥+✐✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥+ ♠❛✐♥,❡♥❛♥, 2✉❡ ♥♦+ 2✉❛,%❡ ❥♦✉❡✉%+ ♦♥, ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐,- ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐2✉❡%

❡♥,%❡ ❡✉①✱ ❡♥ ❢❛❝❡ J ❢❛❝❡✱ ❛✈❛♥, ❧❡ ❞-❜✉, ❞✉ ❥❡✉✳ ❉❛♥+ ❝❡+ ❝♦♥❞✐,✐♦♥+✱ ♥♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ 2✉❡

❝❡❧❛ ❡♥,%❛✐♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠6,%❡ δ ✭❞✐+♦♥+✮ ❞❡ 0.1, ♣♦✉% ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ ❥♦✉❡✉%+✱

❞✉ ❢❛✐, 2✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ +♦♥, ❛♠❡♥-+ J +❡ +❡♥,✐% ♣❧✉+ ♣%♦❝❤❡+ ❧❡+ ✉♥+ ❞❡+ ❛✉,%❡+✳ ❉❡ ❢❛✐,✱ ❧❡+

♥♦✉✈❡❧❧❡+ ✈❛❧❡✉%+ ❞✉ ♣❛%❛♠6,%❡ δ✱ ♣♦✉% ❝❤❛2✉❡ ❥♦✉❡✉%✱ +♦♥, ❧❡+ +✉✐✈❛♥,❡+ ✿

i = {1, 2, 3, 4} δi
❏♦✉❡✉% 1 0.7
❏♦✉❡✉% 2 0.5
❏♦✉❡✉% 3 0.8
❏♦✉❡✉% 4 0.6

✷✶✸



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

 ❛"❛❧❧$❧❡♠❡♥(✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡ .✉❡ ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐(1 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❡♥("❛✐♥❡ ✉♥❡ ❝♦♦"❞✐♥❛✲

(✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ ❥♦✉❡✉"+ +✉" ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ♥♦"♠❡ ❞❡ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥+ ❧❛ ♣❧✉+ 1❧❡✈1❡ ❛✉

+❡✐♥ ❞✉ ❣"♦✉♣❡✳  ❛" ❝♦♥+1.✉❡♥(✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡ ♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ ❥♦✉❡✉"+ ȳ = 5✳ ❉❛♥+ ❝❡+ ❝✐"✲
❝♦♥+(❛♥❝❡+✱ ♥♦("❡ ♠♦❞$❧❡ ♣"1❞✐( ❧❡+ "1+✉❧(❛(+ +✉✐✈❛♥(+ ✭❧❡+ ♠♦②❡♥♥❡+ ❞❡ ❣"♦✉♣❡ ♦❜(❡♥✉❡+

+❛♥+ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ +♦♥( ✐♥❞✐.✉1❡+ ❡♥("❡ ♣❛"❛♥(❤$+❡✮ ✿

❏❇ +(❛♥❞❛"❞ ✲ ❋❛❝❡ B ❢❛❝❡ ✲ a = 0.5 ❡( ȳ = 5
y∗1 y∗2 y∗3 y∗4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡

4.66 4.68 4.83 4.66 4.70 ✭3.59✮
y∗1 < ȳ1 y∗2 < ȳ2 y∗3 < ȳ3 y∗4 < ȳ4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✻✳✿ ❘1+✉❧(❛(+ ✲ ❏❇ +(❛♥❞❛"❞ ✲ ❋❛❝❡ B ❢❛❝❡

❏❇ "1❝♦♠♣❡♥+❡ ✲ ❋❛❝❡ B ❢❛❝❡ ✲ a = 0.5 ❡( ȳ = 5
y∗r1 y∗r2 y∗r3 y∗r4 ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡

8.92 7.63 7.56 8.06 8.04 ✭6.92✮
y∗r1 > ȳ1 y∗r2 > ȳ2 y∗r3 > ȳ3 y∗r4 > ȳ4

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✼✳✿ ❘1+✉❧(❛(+ ✲ ❏❇ "1❝♦♠♣❡♥+❡ ✲ ❋❛❝❡ B ❢❛❝❡

❈♦♥❢♦"♠1♠❡♥( ❛✈❡❝ ❝❡ .✉❡ ❧✬♦♥ "❡("♦✉✈❡ ❡①♣1"✐♠❡♥(❛❧❡♠❡♥(✱ ♥♦("❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉+("❛(✐❢

+✉❣❣$"❡ .✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝❡ B ❢❛❝❡✱ .✉✐ ♣❡"♠❡( ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❛❣❡♥(+ ❞❡ +❡ ❝♦✲

♦"❞♦♥♥❡" +✉" ✉♥ ❝♦♠♣♦"(❡♠❡♥( ❝♦♦♣1"❛(✐❢✱ ❛✐♥+✐ .✉❡ ❞❡ ❢❛✐"❡ ❛✉❣♠❡♥(❡" ❧❡ +❡♥(✐♠❡♥( ❞❡

♣"♦①✐♠✐(1 ❡♥("❡ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+✱ ❡+( ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉+ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♣"♦♠♦✲

(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣1"❛(✐♦♥ ❡♥("❡+ ❞❡+ ♣❛"(✐❝✐♣❛♥(+ ❛✉ ❏❇ ✱ ♥♦(❛♠♠❡♥( ❧♦"+.✉❡ ❧✬♦♣♣♦"(✉♥✐(1

❞❡ "1❝♦♠♣❡♥+❡ ❡+( ♦✛❡"(❡ ❛✉① ❛❣❡♥(+✳

✺✳✸✳✷✳✸✳✷✳ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥- ✿ ❝♦♠♣♦1*❡♠❡♥* ♠♦②❡♥ ❞❡ ❣1♦✉♣❡- ❣6♥616- ❛❧6❛*♦✐1❡♠❡♥*

❊(❛♥( ❞♦♥♥1 ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ✐♠♣♦"(❛♥( ❞❡ ♣❛"❛♠$("❡+ ❞❛♥+ ♥♦("❡ ♠♦❞$❧❡✱ ✐❧ ❡+( ❝♦♠♣❧✐.✉1

❞✬♦❜(❡♥✐" ❞❡+ ✐♥❢♦"♠❛(✐♦♥+ ❣1♥1"❛❧❡+ B ♣❛"(✐" ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉+✐❡✉"+ ♣❛"❛♠1("✐+❛(✐♦♥+ ♣❛"(✐❝✉✲

❧✐$"❡+✳ ❆✐♥+✐✱ ♣♦✉" ♥♦✉+ ❛++✉"❡" .✉❡ ♥♦+ "1+✉❧(❛(+ "❡+(❡♥( ❝♦❤1"❡♥(+✱ ♣♦✉" ❞✬❛✉("❡+ ✈❛❧❡✉"+

❞❡+ ♣❛"❛♠$("❡+ .✉❡ ❝❡❧❧❡+ .✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉(✐❧✐+1❡+ ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ♣"♦♣♦+♦♥+ ❞✬♦❜✲

+❡"✈❡" ❧❛ ❝♦♥("✐❜✉(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ .✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜(✐❡♥(✱ ♣♦✉" ❞❡+ ❣"♦✉♣❡+ ❝♦♠♣♦+1+ ❞❡ n = 4
❛❣❡♥(+ ❞♦♥( ❧❡+ ♣❛"❛♠$("❡+ ♦♥( 1(1 (✐"1+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❞✐+("✐❜✉(✐♦♥+ ❛❧1❛(♦✐"❡+ ✭♥♦"♠❛❧❡+✮✳  ♦✉"

❝❤❛.✉❡ ❣"♦✉♣❡ ❛❧1❛(♦✐"❡♠❡♥( ❣1♥1"1✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡✱ ♦♥ ❞1(❡"♠✐♥❡ ❧✬1.✉✐❧✐❜"❡ ❞❡ ◆❛+❤ ❞✉ ❥❡✉✱

❝❡ .✉✐ ♥♦✉+ ♣❡"♠❡( ❡♥+✉✐(❡ ❞✬♦❜(❡♥✐" ✉♥ "1+✉❧(❛( ♠♦②❡♥✱ +✉" ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ✈♦✉❧✉ ❞❡ ❣"♦✉♣❡+✳

✷✶✹



✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

❚✐"❛❣❡& ❛❧(❛)♦✐"❡& ❞❡& ♣❛"❛♠.)"❡&

 ♦✉# ❝❤❛'✉❡ ❛❣❡♥+ ❛❧-❛+♦✐#❡♠❡♥+ ❣-♥-#-✱ ♦♥ +✐#❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ 2❡2 ♣❛#❛♠6+#❡2 ❞❛♥2

❞❡2 ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥2 ♥♦#♠❛❧❡2 '✉✐ ♣❡✉✈❡♥+ ❛✈♦✐# ❞✐✛-#❡♥+❡2 ♠♦②❡♥♥❡2 ♦✉ '✉✐ ♣❡✉✈❡♥+ :+#❡ ♦✉

♥♦♥ ❛2②♠-+#✐'✉❡2✳  ♦✉# ❝♦♠♠❡♥❝❡#✱ ✐♥+-#❡22♦♥2 ♥♦✉2 ❛✉① ❞❡✉① ♣❛#❛♠6+#❡2 β ❡+ ρ✳ ❖♥
#❛♣♣❡❧❧❡ '✉❡✱ ♣♦✉# +♦✉+ i ∈ I✱ ♦♥ 2✉♣♣♦2❡ βi ∈]0, 1] ❡+ ρi ∈ [0, 1]✳ ❊♥ ❝♦♥2-'✉❡♥❝❡✱ ❝❡2
❞❡✉① ♣❛#❛♠6+#❡2 2♦♥+ +✐#-2 ❞❛♥2 ✉♥❡ ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥ ♥♦#♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ = 0.5 ❡+ ❞✬-❝❛#+
+②♣❡ σ = 0.125✱ ❞♦♥+ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥2✐+- ❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐+- ❡2+ #❡♣#-2❡♥+- ❞❛♥2 ❧❡ ❣#❛♣❤✐'✉❡
2✉✐✈❛♥+ ✿

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✶✳✿ ❋♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥2✐+- ❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐+- ✲ ❉✐2+#✐❜✉+✐♦♥ ♥♦#♠❛❧❡ µ = 0.5 ❡+ σ =
0.125

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉+ ❧❡ ✈♦✐# ❞❛♥2 ❧❡ ❣#❛♣❤✐'✉❡ 5.3.1✱ ❧✬✐♥+-#:+ ❞❡ ❝❡++❡ ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥ ❡2+ '✉✬❡❧❧❡
❝♦✉✈#❡ ❧✬✐♥+-❣#❛❧✐+- ❞❡2 ✈❛❧❡✉#2 ♣♦22✐❜❧❡2 ♣♦✉# ❧❡2 ❞❡✉① ♣❛#❛♠6+#❡2 ❡♥ '✉❡2+✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉+#❡✱

❞✉ ❢❛✐+ ❞❡2 ❝❛#❛❝+-#✐2+✐'✉❡2 ❞❡2 ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥2 ❞❡ ❧♦✐ ♥♦#♠❛❧❡✱ ♦♥ 2❛✐+ '✉❡ ❧❡2 ♣❛#❛♠6+#❡2

+✐#-2 ♦♥+ ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐+- ❞✬:+#❡ ♣#♦❝❤❡2 ❞❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❝❡♥+#❛❧❡2 ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞-✲

✜♥✐+✐♦♥ ]0, 1] ❡+ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐+- ❞❡ 2❡ #❡+#♦✉✈❡# ❞❛♥2 ❞❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❡①+#:♠❡2✱ ❝❡ '✉✐
♥♦✉2 2❡♠❜❧❡ ❝♦❤-#❡♥+ ♣❛# #❛♣♣♦#+ I ❧❛ #-❛❧✐+-✳

❊♥ ❝❡ '✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡ ♣❛#❛♠6+#❡ α✱ ♦♥ 2✉♣♣♦2❡✱ ♣♦✉# +♦✉+ i ∈ I✱ '✉❡ αi ∈]βi, 2βi[∩]0, 1]✳
❊♥ ❝♦♥2-'✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉# ♥♦2 2✐♠✉❧❛+✐♦♥2✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝❤♦✐2✐ ❞❡ +✐#❡#✱ ♣♦✉# +♦✉+ ❛❣❡♥+ i ∈ I✱
❧❡ ♣❛#❛♠6+#❡ αi ❞❛♥2 ✉♥❡ ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥ ♥♦#♠❛❧❡ ❛2②♠-+#✐'✉❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µα = βi+min(2βi,1)

2

✭❝❡ '✉✐ ❝♦##❡2♣♦♥❞ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ 2♦♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞-✜♥✐+✐♦♥✮✱ ❞✬-❝❛#+✲+②♣❡ σ = 0.125 ❡+
❞♦♥+ ❧❡ ♣❛#❛♠6+#❡ ❞✬❛2②♠-+#✐❡ ✈❛✉+ −3✳ ◆♦✉2 ✐♥+#♦❞✉✐2♦♥2 ✐❝✐ ✉♥❡ ❛2②♠-+#✐❡✱ ❞❡ 2♦#+❡ I
-✈✐+❡# '✉❡ ❧❡ ♣❛#❛♠6+#❡ α ♥❡ ♣#❡♥♥❡ +#♦♣ 2♦✉✈❡♥+ ❞❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❡①+#:♠❡2 ❡♥ ❝♦♠♣❛#❛✐2♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ β✳

 ❛# ❛✐❧❧❡✉#2✱ ♦♥ 2✉♣♣♦2❡ ♣♦✉# +♦✉+ i ∈ I '✉❡ δi ∈ [0, 1]✳ ■❧ ♣♦✉##❛✐+ ❛✐♥2✐ 2❡♠❜❧❡# ❧♦❣✐'✉❡
❞❡ +✐#❡# ❛❧-❛+♦✐#❡♠❡♥+ ❧❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❞❡ δ ❞❛♥2 ❧❛ ♠:♠❡ ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥ '✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❛♥2 ❧❛'✉❡❧❧❡ ♦♥
+✐#❡ ❧❡2 ♣❛#❛♠6+#❡2 β ❡+ ρ✳ ❚♦✉+❡❢♦✐2✱ ♥♦✉2 ❝♦♥2✐❞-#♦♥2 '✉❡ ❝❡ ♣❛#❛♠6+#❡ ❡2+ #❡♣#-2❡♥+❛+✐❢
❞❡ ✓ ❧✬♦#✐❡♥+❛+✐♦♥ 2♦❝✐❛❧❡ ✔ ❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2 ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✷✮ ❡+ ✐❧ #❡22♦#+ ❞❡2 -+✉❞❡2 ❡♠♣✐#✐'✉❡2

'✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ #❡♣#-2❡♥+❛+✐✈✐+- ❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2 ❛❧+#✉✐2+❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛✲

#❛+✐✈❡♠❡♥+ I ❧❛ ♣#♦♣♦#+✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐2+❡2 ❡+ ❞❡ ❝♦♦♣-#❛+❡✉#2 '✉❡ ❧✬♦♥ ② +#♦✉✈❡✳  ❛#

❝♦♥2-'✉❡♥+✱ ♣♦✉# +♦✉+ ❛❣❡♥+ i ∈ I✱ ♦♥ +✐#❡ ❧❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❞❡ δi ❞❛♥2 ✉♥❡ ❞✐2+#✐❜✉+✐♦♥ ♥♦#♠❛❧❡
❛2②♠-+#✐'✉❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ = 0.5✱ ❞✬-❝❛#+ +②♣❡ σ = 0.125 ❡+ ❞♦♥+ ❧❡ ♣❛#❛♠6+#❡ ❞✬❛2②♠-+#✐❡

✷✶✺



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

❡!" #❣❛❧ ' −10✳ ▲❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥!✐"# ❞❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐"# ❞❡ ❝❡""❡ ❞✐!"1✐❜✉"✐♦♥ ❡!" 1❡♣1#!❡♥"#❡

❞❛♥! ❧❡ ❣1❛♣❤✐5✉❡ !✉✐✈❛♥" ✿

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✷✳✿ ❋♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥-✐). ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐). ✲ ❉✐-)0✐❜✉)✐♦♥ ♥♦0♠❛❧❡ ❛-②♠.)0✐9✉❡

µ = 0.5✱ σ = 0.125 ❡) α = −10

❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣♦-❛♥)✱ ♣♦✉0 )♦✉) ❛❣❡♥) i ∈ I✱ ȳi = Pi × d✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥) .❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡ )✐0❡0

❛❧.❛)♦✐0❡♠❡♥) ❧❡ ♣❛0❛♠?)0❡ Pi ∈ [0, 1]✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛❞0❡ ❞❡ ♥♦- -✐♠✉❧❛)✐♦♥-✱ ♥♦✉- ❝❤♦✐-✐--♦♥-

❞❡ ♣0♦❝.❞❡0 ❛✉ )✐0❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛0❛♠?)0❡ ❞❛♥- ✉♥❡ ❞✐-)0✐❜✉)✐♦♥ ♥♦0♠❛❧❡ ❛-②♠.)0✐9✉❡ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡ µ = 0.5✱ ❞✬.❝❛0) )②♣❡ σ = 0.125 ❡) ❞♦♥) ❧❡ ♣❛0❛♠?)0❡ ❞✬❛-②♠.)0✐❡ ❡-) .❣❛❧❡ B −2✳
❯♥❡ ❧.❣?0❡ ❛-②♠.)0✐❡ ❡-) ✐♥)0♦❞✉✐)❡ ✐❝✐✱ ❞❡ -♦0)❡ B ♣0❡♥❞0❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❧❡ ❢❛✐) 9✉❡ ❞❡- ✈❛❧❡✉0-

❡①)0F♠❡♠❡♥) ❣0❛♥❞❡- ❞❡ ❧❛ ♥♦0♠❡ ❞❡ ❝♦♥)0✐❜✉)✐♦♥ ❞❡- ✐♥❞✐✈✐❞✉- ♥♦✉- -❡♠❜❧❡♥) ♣❧✉- 0❛0❡-

9✉❡ ❞❡- ✈❛❧❡✉0- ❡①)0F♠❡♠❡♥) ❢❛✐❜❧❡-✱ ❡♥ 0❛✐-♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣0.-❡♥❝❡ -②-).♠❛)✐9✉❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉-

❛❞♦♣)❛♥) ❞❡- ❝♦♠♣♦0)❡♠❡♥)- ❞❡ ✓ ♣❛--❛❣❡0 ❝❧❛♥❞❡-)✐♥ ✔ ❞❛♥- ❧❡- ❞♦♥♥.❡- ❡♠♣✐0✐9✉❡-✳ ▲❛

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥-✐). ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐). ❞❡ ❝❡))❡ ❞✐-)0✐❜✉)✐♦♥ ❡-) 0❡♣0.-❡♥).❡ ❞❛♥- ❧❡ ❣0❛♣❤✐9✉❡

-✉✐✈❛♥) ✿

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✳✸✳✿ ❋♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥-✐). ❞❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐). ✲ ❉✐-)0✐❜✉)✐♦♥ ♥♦0♠❛❧❡ ❛-②♠.)0✐9✉❡

µ = 0.5✱ σ = 0.125 ❡) α = −2

❆✉ )♦)❛❧✱ ♣♦✉0 ❝❤❛9✉❡ ❛❣❡♥) ❣.♥.0. ❞❛♥- ♥♦- -✐♠✉❧❛)✐♦♥-✱ ♦♥ )✐0❡ ❛❧.❛)♦✐0❡♠❡♥) ❝❤❛❝✉♥

❞❡ -❡- ♣❛0❛♠?)0❡- ❞❛♥- ❧❡- ❞✐-)0✐❜✉)✐♦♥- 9✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥) ❞❡ ❞.❝0✐0❡ ❡) ♦♥ ❧❡- ❢❛✐) ❥♦✉❡0 ❛✉

❏❇N -)❛♥❞❛0❞ ♦✉ ❛✈❡❝ 0.❝♦♠♣❡♥-❡ ♣❛0 ❣0♦✉♣❡ ❞❡ n = 4✳

✷✶✻



✺✳✸✳ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

❘!"✉❧%❛%"

 ♦✉# ♥♦% %✐♠✉❧❛*✐♦♥%✱ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥*,#❡%%♦♥% . ❧❛ ❢♦✐% ❛✉ ❏❇ %*❛♥❞❛#❞ ❡* ❛✉ ❏❇ ❛✈❡❝

♣❤❛%❡ ❞❡ #,❝♦♠♣❡♥%❡✱ ❥♦✉,% ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉#% ❞✐✛,#❡♥*❡% ❞✉ #❡♥❞❡♠❡♥* ♠❛#❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥

♣✉❜❧✐❝✳ ❊♥ ❝♦♥%,>✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❣,♥,#,100 ❣#♦✉♣❡% ❞❡ n = 4 ❥♦✉❡✉#% ♣♦✉# ♣❛#*✐❝✐♣❡#
. ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ♥♦% >✉❛*#❡ ✓ ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ✔✳ ▲❡ *❛❜❧❡❛✉ %✉✐✈❛♥* #,%✉♠❡ ❧❡% #,%✉❧*❛*% >✉❡ ♥♦✉%

❛✈♦♥% ♦❜*❡♥✉% ✿

❏❇ %*❛♥❞❛#❞

a = 0.5 a = 0.75
y∗ 3.64 4.22

❏❇ #,❝♦♠♣❡♥%❡

a = 0.5 a = 0.75
y∗r 7.03 8.67
r∗ 1.62 2.69

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✽✳✿ ▼♦❞G❧❡ ❣,♥,#❛❧✐%, ✲ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥% %✉# 100 ❣#♦✉♣❡% ❛❧,❛*♦✐#❡♠❡♥* ❣,♥,#,%

❉❛♥% ❧❡ *❛❜❧❡❛✉ 5.18✱ ❧❡% ♥♦*❛*✐♦♥% y∗ ❡* y∗r ❞,%✐❣♥❡♥* ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡% ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥% ♦♣*✐✲
♠❛❧❡%✱ ❝❛❧❝✉❧,❡ %✉# ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❥♦✉❡✉#% ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✭%♦✐* 4×100 = 400 ❛❣❡♥*%✮✱
>✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜*✐❡♥* #❡%♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ %*❛♥❞❛#❞ ❡* ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ ❛✈❡❝ #,❝♦♠♣❡♥%❡✳

 ❛# ❛✐❧❧❡✉#%✱ ♦♥ ♥♦*❡ r∗ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❛❧❝✉❧,❡ %✉# ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❥♦✉❡✉#%✱ ❞✉ ♠♦♥*❛♥* *♦*❛❧
✉*✐❧✐%, ♣❛# ✉♥ ❥♦✉❡✉# ♣♦✉# #,❝♦♠♣❡♥%❡# %❡% n− 1 ♣❛#*❡♥❛✐#❡%✳

❈❡% #,%✉❧*❛*% %♦♥* . ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡✉① ♦❜*❡♥✉% ❥✉%>✉✬✐❝✐✱ ❝❡ >✉✐ *❡♥❞ . ❞,♠♦♥*#❡# ❧❛

♣❡#*✐♥❡♥❝❡ ❞❡% ❡①❡♠♣❧❡% ✐❧❧✉%*#❛*✐❢% >✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣#♦♣♦%,% ♣#,❝,❞❡♠♠❡♥*✳ ❆✐♥%✐✱ ♦♥

❝♦♥%*❛*❡ >✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡% ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥% ♦♣*✐♠❛❧❡% %♦♥* ♣❧✉% ✐♠♣♦#*❛♥*❡% ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ 

❛✈❡❝ #,❝♦♠♣❡♥%❡ >✉❡ ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ %*❛♥❞❛#❞✱ ❞✉ ❢❛✐* >✉❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ✉%❡♥* ❞❡ ❧✬♦♣♣♦#*✉♥✐*,

❞❡ #,❝♦♠♣❡♥%❡ ♣♦✉# ❝♦♠♠✉♥✐>✉❡# ❧❡✉# ❣#❛*✐*✉❞❡ ❡* ❧❡✉# ❛♣♣#♦❜❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐G#❡ ❝✐❜❧,❡✳ ❊♥

♦✉*#❡✱ ♦♥ ✈♦✐* ,❣❛❧❡♠❡♥* >✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣,#❛*✐♦♥ ❡%* %*✐♠✉❧,✱ ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ %*❛♥❞❛#❞ ❡*

♣❧✉% ❡♥❝♦#❡ ❞❛♥% ❧❡ ❏❇ ❛✈❡❝ #,❝♦♠♣❡♥%❡✱ ♣❛# ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ #❡♥❞❡♠❡♥* ♠❛#❣✐♥❛❧

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❝❡ >✉✐ ✐♥❞✐>✉❡ ✉♥❡ ❝❡#*❛✐♥❡ ❡✣❝❛❝✐*, ❞✉ ♠,❝❛♥✐%♠❡ ✐♥❝✐*❛*✐❢ ❞❡ %✉❜✈❡♥*✐♦♥

❞❡% ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥% ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡%✱ ❧♦#%>✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡%* ❥♦✉, ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✳

✷✶✼



✺✳ ▲❡ ❈❛& ❙(❛(✐*✉❡

✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❆✉ "♦"❛❧✱ ❧✬❛♥❛❧②*❡ ❞❡* -.*✉❧"❛"* ♦❜"❡♥✉* ❞❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐"-❡ ♠♦♥"-❡♥" ❝♦♠♠❡♥" ❧✬✐♥".❣-❛✲

"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡* .♠♦"✐♦♥* ♠♦-❛❧❡* ❞❛♥* ✉♥ ♠♦❞8❧❡ .❝♦♥♦♠✐9✉❡✱ 9✉✐ -❡*"❡ ❞❛♥* ❧❡

❝❛❞-❡ ❞❡ ❧❛ "❤.♦-✐❡ ❞❡* ❥❡✉① ❡" ❞✉ ❝❤♦✐① -❛"✐♦♥♥❡❧✱ ♣❡-♠❡" ❞✬♦❜"❡♥✐- ❞❡* ♣-.❞✐❝"✐♦♥* 9✉✐

*♦♥" ♣❧✉* ❡♥ ❛❝❝♦-❞ ❛✈❡❝ ❝❡ 9✉✐ ❡*" ♦❜*❡-✈. ❡①♣.-✐♠❡♥"❛❧❡♠❡♥"✱ ♠❛✐* .❣❛❧❡♠❡♥" ❞❡ ♣♦✉-✲

*✉✐✈-❡ ❧❛ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞❡* ❢❛❝"❡✉-* ❞."❡-♠✐♥❛♥"* ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣.-❛"✐♦♥✳

❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡* -.*✉❧"❛"* ❞❡ ♥♦"-❡ ♠♦❞8❧❡ *✉❣❣8-❡♥" 9✉❡ ❧❡ ♠.❝❛♥✐*♠❡ ✐♥❝✐"❛"✐❢ ❞❡ -.❝♦♠✲

♣❡♥*❡ ❡*" ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉- ♣-♦♠♦✉✈♦✐- ❧❛ ❝♦♦♣.-❛"✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥"* ❞❛♥* ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❥♦✉. ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ❝❡ 9✉✐ ❡*" ❝♦❤.-❡♥" ❛✈❡❝ ❧❡* ❞♦♥♥.❡* ❡①♣.-✐♠❡♥"❛❧❡* 9✉❡ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ♣-.✲

❝.❞❡♠♠❡♥" ❡①❛♠✐♥.❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❛ ❥✉*"✐✜❝❛"✐♦♥ "❤.♦-✐9✉❡ ♦✛❡-"❡ D ❝❡* -.*✉❧"❛"*✱ ♣❛- ♥♦"-❡

♠♦❞8❧❡✱ ♣❛- *❛ ❝♦♥❝❡♣"✐♦♥ ♠E♠❡✱ ❡*" ❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦-❞ ❛✈❡❝ ❧❡* .❧.♠❡♥"* ❞✬❡①♣❧✐❝❛"✐♦♥* ❞❡*

✓ ♣❛""❡-♥* ✔ ❡①♣.-✐♠❡♥"❛✉① 9✉❡ ♥♦✉* ❛✈♦♥* -❡✈✉* ❞❛♥* ❧❡ ❝❤❛♣✐"-❡ ✹ ✭❝❢✳ ✹✳✷✳✸✮✳

❆✐♥*✐✱ ❞❛♥* ❧❛ ✈❡-*✐♦♥ *"❛♥❞❛-❞ ❞✉ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❧❡ ♠❛♥9✉❡ ❞✬✐♥❝✐"❛"✐♦♥ .❝♦♥♦✲

♠✐9✉❡ D ❝♦♦♣.-❡- "❡♥❞ D ❡♥"-❛✐♥❡- ❧✬.♠❡-❣❡♥❝❡ ❞✬.♠♦"✐♦♥* ♥.❣❛"✐✈❡* ❧♦-*9✉❡ ❧❡* ❛❣❡♥"*

.✈❛❧✉❡♥" ❧❡ ❝♦♠♣♦-"❡♠❡♥" ❞❡ ❧❡✉-* ♣❛-"❡♥❛✐-❡*✳ ❊♥ ♣❛-"✐❝✉❧✐❡-✱ ❧♦-*9✉✬✉♥ ❛❣❡♥" 9✉✐ ❛ ❞❡

❢♦-"❡* ❞✐*♣♦*✐"✐♦♥* D ❝♦♦♣.-❡- ❡*" ❛♠❡♥. D ❥♦✉❡- ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❧✉* .❣♦M*"❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡*"

❝♦♥"-❛-✐. ♣❛- ❧❡ ♠❛♥9✉❡ ❞✬❡✛♦-" ❞❡ *♦♥ ♣❛-"❡♥❛✐-❡ ❡"✱ *♦✉* ❧✬❡✛❡" ❞✬.♠♦"✐♦♥* ❝♦♠♠❡ ❧❛

❝♦❧8-❡ ♦✉ ❧❡ ❞.❣♦N"✱ *❛ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ D ❝♦♥"-✐❜✉❡- ❡*" ❛♠♦✐♥❞-✐❡✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" D "-❛✈❡-* ❧❛ *"✐✲

♠✉❧❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞.*✐- ❞❡ -.❝✐♣-♦❝✐". ♥.❣❛"✐✈❡✳ ❋❛❝❡ D ❝❡❧❛✱ ❛❝❝-♦P"-❡ ❧✬❛""-❛✐" .❝♦♥♦♠✐9✉❡ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣❛- ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ *♦♥ -❡♥❞❡♠❡♥" ♠❛-❣✐♥❛❧ ✭♦✉ ♣❛- ❧✬♦❝"-♦✐ ❞❡ *✉❜✈❡♥"✐♦♥*

❛✉① ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥* ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡*✮ *❡ -.✈E❧❡ E"-❡ ✉♥❡ *♦❧✉"✐♦♥ ♣❡-♠❡""❛♥" ❞❡ ❧✐♠✐"❡- ❧❛ ♣♦-".❡

❞✉ ♣-♦❜❧8♠❡ ❧✐. D ❧❛ ♣-.*❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥"* ❛②❛♥" "❡♥❞❛♥❝❡ D ❛❞♦♣"❡- ❞❡* ❝♦♠♣♦-"❡♠❡♥"* ❞❡

✓ ♣❛**❛❣❡- ❝❧❛♥❞❡*"✐♥ ✔✳ ◆♦* *✐♠✉❧❛"✐♦♥* *✉- ❞❡* ❣-♦✉♣❡* ❣.♥.-.* ❛❧.❛"♦✐-❡♠❡♥" ♠♦♥"-❡♥"

❛✐♥*✐ 9✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥"❡ ❞❡ ♣-8* ❞❡ 16 ✪ ✭❞❡ 3.64 D 4.22✮
❧♦-*9✉❡ ❧❡ -❡♥❞❡♠❡♥" ♠❛-❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❛**❡ ❞❡ a = 0.5 D a = 0.75✳

S❛-❛❧❧8❧❡♠❡♥"✱ ❧♦-*9✉❡ ❧✬♦♣"✐♦♥ ❞❡ -.❝♦♠♣❡♥*❡ ❡*" ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ♦✛-❡ ❛✉① ❛❣❡♥"* ❧❛

♣♦**✐❜✐❧✐". ❞✬❛✈♦✐- ✉♥❡ ✐♥"❡-❛❝"✐♦♥ ❝✐❜❧.❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❧❡✉-* ♣❛-"❡♥❛✐-❡*✳ ❈❡""❡ ✐♥".-❛❝✲

"✐♦♥ ❝✐❜❧.❡ *❡-" ❛❧♦-* ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉* ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐9✉❡- ❧❡✉- ❣-❛"✐"✉❞❡✱ ❛✐♥*✐

9✉❡ ❧❡✉- ✈❛❧♦-✐*❛"✐♦♥ ✭-❡❝♦♥♥❛✐**❛♥❝❡✮ ❞❡* ❡✛♦-"* ❝♦♥*❡♥"✐*✱ ❛✉① ♠❡♠❜-❡* ❞❡ ❧❡✉- ❣-♦✉♣❡

9✉✐ ❧❡ ♠.-✐"❡♥"✱ *♦✉* ❧❛ ❢♦-♠❡ ❞✬✉♥❡ -.❝♦♠♣❡♥*❡ ♠♦♥."❛✐-❡ ✭❞❛♥* ♥♦"-❡ ✈❡-*✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✮✳

❆✐♥*✐✱ ❝❡❧❛ ♦✛-❡ ✉♥❡ ✐♥❝✐"❛"✐♦♥ .❝♦♥♦♠✐9✉❡ *✉♣♣❧.♠❡♥"❛✐-❡ D ❝♦♥"-✐❜✉❡-✱ ♣♦✉- ❧❡* ❛❣❡♥"*

9✉✐ ❝❤❡-❝❤❡♥" D E"-❡ -.❝♦♠♣❡♥*.* ♣♦✉- ❞❡* ❝♦♥*✐❞.-❛"✐♦♥* ❞✬♦-❞-❡ ♠❛".-✐❡❧✳ S❛- ❛✐❧❧❡✉-*✱

❝❡❧❛ -❡♣-.*❡♥"❡ ❛✉**✐ ✉♥❡ ❢♦-"❡ ✐♥❝✐"❛"✐♦♥ ♣♦✉- ❧❡* ❛❣❡♥"* 9✉✐ ❝❤❡-❝❤❡♥" D ♦❜"❡♥✐- ❧✬❛♣♣-♦✲

❜❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉-* ♣❛-"❡♥❛✐-❡*✱ ♣♦✉- ❞.❝❧❡♥❝❤❡- ❧✬.♠❡-❣❡♥❝❡ ❡♥ ❡✉① ❞✉ *❡♥"✐♠❡♥" ❞❡ ✜❡-".✳

S❛- ❝♦♥*.9✉❡♥"✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡* ♠♦"✐✈❛"✐♦♥* *✉♣♣❧.♠❡♥"❛✐-❡* D ❝♦♥"-✐❜✉❡-✱ ❛✐♥*✐ 9✉❡ ❧❛

♣❧✉-❛❧✐". ❞❡* ♣-♦✜❧* ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉* ❝♦♥❝❡-♥.* ♣❛- ❝❡❧❧❡*✲❝✐✱ ♣❡-♠❡" ❞❡ *✉*❝✐"❡- ✉♥❡ ♣❧✉* ❣-❛♥❞❡

❝♦♦♣.-❛"✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥"* ❧♦-*9✉✬✉♥❡ ♣❤❛*❡ ❞❡ -.❝♦♠♣❡♥*❡ ❡*" ❛❥♦✉".❡ ❛✉ ❞.-♦✉❧❡♠❡♥" ❞✉ ❥❡✉

❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❊♥ ".♠♦✐❣♥❡ ♥♦"❛♠♠❡♥" ❧❡ ❢❛✐" 9✉❡✱ ❞❛♥* ♥♦* *✐♠✉❧❛"✐♦♥* *✉- ❞❡* ❣-♦✉♣❡*

❛❧.❛"♦✐-❡♠❡♥" ❣.♥.-.*✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ ❡*" ♣-❡*9✉❡ ❞♦✉❜❧. ✭3.64 D 7.03✮ ❧♦-*9✉❡
❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐". ❞❡ -.❝♦♠♣❡♥*❡ ❡*" ✐♥"-♦❞✉✐"❡✱ ❝♦♠♣❛-❛"✐✈❡♠❡♥" D ❝❡ 9✉✐ ❡*" ♦❜"❡♥✉ ❞❛♥* ❧❛

✈❡-*✐♦♥ *"❛♥❞❛-❞ ❞✉ ❥❡✉ ✭❧❡ -❡♥❞❡♠❡♥" ♠❛-❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ."❛♥" ❞❛♥* ❝❤❛9✉❡ ❝❛* .❣❛❧

D a = 0.5✮✳

✷✶✽



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ )*$✉❧,❛,$ .✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞*❣❛❣*$ ❞❛♥$ ❝❡ ❝❤❛♣✐,)❡ $♦♥, )❡♣)*$❡♥,❛,✐❢$ ❞❡

❝❡ .✉✐ $❡ ♣❛$$❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦✉* ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✳ ❆✐♥$✐✱ ♥♦$ ❞✐✛*)❡♥,❡$

❛♥❛❧②$❡$ ♥♦✉$ ♦♥, ♣❡)♠✐$ ❞✬❛♣♣)*❝✐❡) ❧❡$ ❡✛❡,$ .✉✐ $♦♥, ❧✐*$ = ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ )❡♥❞❡♠❡♥,

♠❛)❣✐♥❛❧ ♦✉ = ❧✬✐♥,)♦❞✉❝,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛$❡ ❞❡ )*❝♦♠♣❡♥$❡✱ $✉) ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣*)❛,✐♦♥ ❞❡$

❛❣❡♥,$✳ ❈❡$ )*$✉❧,❛,$ $♦♥, ✐♥,*)❡$$❛♥,$ ❡♥ ,❛♥, .✉❡ ,❡❧$✱ ♠❛✐$ ✐❧$ ❧❡ $♦♥, ❝❡♣❡♥❞❛♥, ❞✬❛✉,❛♥,

♣❧✉$ $✐ ♦♥ ♣❡✉, ❧❡$ *,❡♥❞)❡ = ✉♥❡ ♣❡)$♣❡❝,✐✈❡ ❞❡ ❧♦♥❣ ,❡)♠❡✱ ❡♥ ❞*,❡)♠✐♥❛♥, ❝♦♠♠❡♥, ❝❡$

❞✐✛*)❡♥,$ ♠*❝❛♥✐$♠❡$ ✐♥❝✐,❛,✐❢$ $♦♥, = ♠?♠❡ ❞✬✐♥✢✉❡) $✉) ❧❛ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞❡ ❝♦♦♣*)❛,✐♦♥✳
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♣♦),❡♠❡♥,$ ❞❡ ❝♦♥,)✐❜✉,✐♦♥ ❡, ❞❡ )❡❧❛,✐♦♥$ ✐♥,❡)✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡$✱ ❧♦)$.✉❡ ❧❡$ ❛❣❡♥,$ ❥♦✉❡♥, ❞❡
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4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ♠❡♠❜*❡ ✐♥)5❣*❡ ❧✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉ ❣*♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝)✐❢ ♣❡*#♦♥♥❡❧
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♠❡♥) C)*❡ ♠♦❞✉❧.❡# ♣❛* ❧❛ ✈♦❧♦♥).✱ ❧✬❤✉♠❡✉* ❞✉ ♠♦♠❡♥)✱ ❧❡ ❝♦♥)❡①)❡ ❡)❝✳✮ ❧❡✉* ♣❡*♠❡))❛♥)
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❞❡ ✓ *.❢.*❡♥❝❡ ✔✱ ❡♥ #✬❛♣♣✉②❛♥) #✉* ❧❡✉* ♣❡*❝❡♣)✐♦♥ ❞❡# ♥♦*♠❡# ❞❡ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) 4✉✬✐❧#
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❧❡# .♠♦)✐♦♥# 4✉✐ #♦♥) .❧✐❝✐).❡# ❛✉ ❝♦✉*# ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# *.♣.)✐)✐♦♥# ❞❡ ❧✬✐♥)❡*❛❝)✐♦♥✳ ❊♥ ❡❢✲

❢❡)✱ ❧❡# .♠♦)✐♦♥# #♦♥) ♠❛*4✉❛♥)❡# ❡) ♣❛*)✐❝✐♣❡♥) ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥)# 4✉❡ ❧❡# ❛❣❡♥)# ♣*♦❞✉✐#❡♥)
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J♦✉) &♦✉& ❛❣❡♥& i ∈ I✱ i 6= j✱ ❧❡ &❡)♠❡ 6✉✐ ❡1& ❛✉ ❝M✉) ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞✬5✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡1
)❡❧❛&✐♦♥1 ✐♥&❡)♣❡)1♦♥♥❡❧❧❡1 ❡1& ✿

θij = δi + εij ✭✻✳✶✳✶✮

✷✷✸



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❈❡ "❡#♠❡ %❡ ❝♦♠♣♦%❡✱ ❡♥ ❡✛❡"✱ ❞❡% ❞❡✉① /❧/♠❡♥"% ❝❡♥"#❛✉① 2 ♥♦"#❡ ❝♦♥❝❡♣"✉❛❧✐%❛"✐♦♥ ❞❡

❧✬/✈♦❧✉"✐♦♥ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞❡% #❡❧❛"✐♦♥%✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡%" ❞/"❛✐❧❧/ ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✺✱ δi #❡♣#/✲
%❡♥"❡ ❧❡ ❝❛♣✐"❛❧ ❞❡ %②♠♣❛"❤✐❡ ❞♦♥" ❧✬❛❣❡♥" i ❞✐%♣♦%❡ ❡♥✈❡#% "♦✉" ♣❛#"❡♥❛✐#❡ ❛✈❡❝ ❧❡7✉❡❧ ✐❧ ❡%"
%✉%❝❡♣"✐❜❧❡ ❞✬✐♥"❡#❛❣✐#✱ "❛♥❞✐% 7✉❡ εij = αi(yj − ȳi) ❡%" ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥" ♠♦#❛❧ 7✉❡
♣♦#"❡ i %✉# ❧❡ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❛❞♦♣"/ ♣❛# %♦✉% ♣❛#"❡♥❛✐#❡ j✱ %♦✉% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡% /♠♦"✐♦♥%
❞✬/✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❞✬❛✉"#✉✐✳

▲♦#% ❞❡ ❧❛ ♣/#✐♦❞❡ ✐♥✐"✐❛❧❡✱ t = 1✱ ♦♥ ♣♦%❡✱ ♣♦✉# ❝❤❛7✉❡ ❛❣❡♥" i ∈ I✱ δi = δi,1✱ ♦A δi,1 ❡%"
✉♥❡ ❝♦♥%"❛♥"❡ ❡①♦❣B♥❡ 7✉✐ ❝♦##❡%♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛♣✐"❛❧ ✐♥✐"✐❛❧ ❞❡ %②♠♣❛"❤✐❡ ❞♦♥" ❞✐%♣♦%❡ ❧✬❛❣❡♥"

i ✈✐%✲2✲✈✐% ❞❡ %♦♥ ♣❛#"❡♥❛✐#❡ ❞❛♥% ❧❡ ❥❡✉✳

❆ ❝❤❛7✉❡ ♣/#✐♦❞❡ t✱ ❧♦#% ❞✬✉♥❡ #/♣/"✐"✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ ❝❤❛7✉❡ ♣❛#"❡♥❛✐#❡ ❞/"❡#♠✐♥❡ %♦♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ ♦♣"✐♠❛❧ y∗ ❛✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❙✉# ❝❡""❡ ❜❛%❡✱ ❝❤❛7✉❡ ❛❣❡♥" i ❡%" ❡♥ ♠❡%✉#❡
❞✬/✈❛❧✉❡# ❧❛ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❝♦♥"#✐❜✉"✐❢ ❞❡ %♦♥ ♣❛#"❡♥❛✐#❡ j✱ 2 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝"✐♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

ε∗ij,t = αi(y
∗
j,t − ȳi) ✭✻✳✶✳✷✮

❉✬✉♥❡ ♣/#✐♦❞❡ 2 ❧❛ %✉✐✈❛♥"❡✱ ♦♥ %✉♣♣♦%❡ ❛❧♦#% 7✉❡ ❝❡""❡ /✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❢❛✐" /✈♦❧✉❡# ❧❡ ❝❛♣✐"❛❧

❞❡ %②♠♣❛"❤✐❡ ✐♥✐"✐❛❧✱ %❡❧♦♥ ❧❛ #❡❧❛"✐♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

δi,t+1 = δi,t + f(ε∗ij,t, δi,t) ✭✻✳✶✳✸✮

❆✈❡❝

f(ε∗ij,t, δi,t) =
eε

∗

ij,t −
1−δi,t
1+δi,t

eε
∗

ij,t +
1−δi,t
1+δi,t

− δi,t ✭✻✳✶✳✹✮

❈❡""❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ f ✱ 7✉✐ ❡%" %❡♠❜❧❛❜❧❡ 2 ❝❡❧❧❡ 7✉✐ ❡%" ❢♦✉#♥✐❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞❛♥% ❧❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡
✈❛♥ ❉✐❥❦ ❡" ✈❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ♣♦%%B❞❡ ❧❡% ♣#♦♣#✐/"/ %✉✐✈❛♥"❡% ✿

✶✳ f(0, δi,t) = 0

✷✳

∂f(ε∗ij,t,δi,t)

∂ε∗ij,t
> 0

✸✳ lim
ε∗→+∞

f(ε∗, δ) = 1− δ

✹✳ lim
ε∗→−∞

f(ε∗, δ) = −1− δ

✷✷✹



✻✳✶✳ ❋♦%♠❛❧✐*❛+✐♦♥

▲❡" ❞❡✉① ♣'❡♠✐*'❡" ♣'♦♣'✐,-," ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ f ❞,❝'✐✈❡♥- ❧❛ ♠❛♥✐*'❡ ❞♦♥- ♥♦✉" ❝♦♥❝❡♣✲

-✉❛❧✐"♦♥" ❧✬,✈♦❧✉-✐♦♥ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞❡" '❡❧❛-✐♦♥" ✐♥-❡'♣❡'"♦♥♥❡❧❧❡" ❞❛♥" ♥♦-'❡ ♠♦❞*❧❡✱ -❛♥❞✐"

7✉❡ ❧❡" ❞❡✉① ❞❡'♥✐*'❡" ♣❡'♠❡--❡♥- ❞❡ ❞,❧✐♠✐-❡' ❧✬❡"♣❛❝❡ ❛✉ "❡✐♥ ❞✉7✉❡❧ ❝❡--❡ ,✈♦❧✉-✐♦♥

"✬♦♣*'❡✳

▲❛ ♣'♦♣'✐,-, 1 "✐❣♥✐✜❡ 7✉❡ "✐ ❧✬✐♥-❡'❛❝-✐♦♥ < ❧❛ ♣,'✐♦❞❡ t✱ ❧❛✐""❡ ❧✬❛❣❡♥- i ✐♥❞✐✛,'❡♥- ♦✉✱
-♦✉- ❞✉ ♠♦✐♥"✱ ❞❛♥" ✉♥ ,-❛- ,♠♦-✐♦♥♥❡❧ ♥❡✉-'❡✱ "♦✐- ε∗ij,t = 0✱ ❛❧♦'" ❧❡ ❝❛♣✐-❛❧ ❞❡ "②♠♣❛✲
-❤✐❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉' i '❡"-❡ ✐❞❡♥-✐7✉❡ ❡♥-'❡ t ❡- t + 1✳ ❆✐♥"✐✱ "✐ ❧❛ ❝♦♥-'✐❜✉-✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉' j "❡
❝♦♥❢♦'♠❡ < ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉' i ✭ε∗ij,t = 0 ⇔ y∗j = ȳi✮✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ,♣'♦✉✈❡'❛ -♦✉❥♦✉'" ❧❛
♠D♠❡ "②♠♣❛-❤✐❡ < "♦♥ ,❣❛'❞ < ❧❛ ♣,'✐♦❞❡ "✉✐✈❛♥-❡✳

▲❛ ♣'♦♣'✐,-, 2 ♣❡'♠❡- ❞❡ ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❝❡ 7✉✬✐❧ "❡ ♣❛""❡ < ♣❛'-✐' ❞✉ ♠♦♠❡♥- ♦E ❧✬❛❣❡♥- j
♥❡ ',♣♦♥❞ ♣❛" ❡①❛❝-❡♠❡♥- ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡" ❞❡ ❧✬❛❣❡♥- i ❧♦'" ❞❡ ❧❛ ♣,'✐♦❞❡ t✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❝❡--❡
♣'♦♣'✐,-, ✐♠♣❧✐7✉❡ 7✉❡ f ❡"- ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❝'♦✐""❛♥-❡ ❞❡ ❧✬,✈❛❧✉❛-✐♦♥ ε∗ij,t ',❛❧✐",❡ ♣❛' ❧✬❛❣❡♥-
i✳

❉❡" ❞❡✉① ♣'❡♠✐*'❡" ♣'♦♣'✐,-,"✱ ♦♥ ❞,❞✉✐- 7✉❡ ♣♦✉' -♦✉- ε∗ij,t > 0 ✭⇔ y∗j > ȳi✮✱ ♦♥ ❛

f(ε∗ij,t, δi,t) > 0✱ ❝❡ 7✉✐ ✐♠♣❧✐7✉❡✱ ❞✬❛♣'*" ❧✬,7✉❛-✐♦♥ (6.1.3)✱ δi,t+1 > δi,t✳

H❛'❛❧❧*❧❡♠❡♥-✱ ♣♦✉' -♦✉- ε∗ij,t < 0 ✭⇔ y∗j < ȳi✮✱ ♦♥ ❛ f(ε∗ij,t, δi,t) < 0✱ ❝❡ 7✉✐ ❝♦♥❞✉✐- <
δi,t+1 < δi,t✳

❆✈❛♥- ❞❡ ♥♦✉" ✐♥-,'❡""❡' ❛✉① ♣'♦♣'✐,-," 3 ❡- 4 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ f ✱ ♥♦✉" ✐♥-❡'♣',-♦♥" ❡♥
❞,-❛✐❧" ❧❡" ✐♠♣❧✐❝❛-✐♦♥" '❡❧❛-✐✈❡" ❛✉① ❞❡✉① ♣'❡♠✐*'❡" ♣'♦♣'✐,-,"✳

✻✳✶✳✶✳✶✳✶✳ ▲❡% ❜✐❡♥❢❛✐+% ❞②♥❛♠✐/✉❡% ❞❡ ❧❛ ❣3❛+✐+✉❞❡

▲♦'" ❞❡ ❧❛ ♣,'✐♦❞❡ t✱ "✐ ❧✬❛❣❡♥- j ❝♦♥-'✐❜✉❡ ❞❛✈❛♥-❛❣❡ 7✉❡ ❝❡ 7✉✐ ❡"- ❛--❡♥❞✉ ♣❛'

i✱ ❧❛ ❣'❛-✐-✉❞❡ '❡""❡♥-✐❡ ♣❛' ❝❡ ❞❡'♥✐❡' ✭ε∗ij,t > 0✮ ❝♦♥❞✉✐- < ❧✬❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ δi✱ ❞✬✉♥❡
♣,'✐♦❞❡ < ❧✬❛✉-'❡✱ "♦✐- < ✉♥ ❛❝❝'♦✐""❡♠❡♥- ❞✉ ✓ ❝❛♣✐-❛❧ ❛✛❡❝-✐❢ ✔ ❞♦♥- ❞✐"♣♦"❡ j✱ ❛✉♣'*" ❞❡ i✳

❈❡ ❝❛♣✐-❛❧✱ < -'❛✈❡'" "❛ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ -❡♠♣"✱ ♣❡✉- ❛❧♦'" D-'❡ ❡♥✈✐"❛❣, ❝♦♠♠❡ ✉♥

✐♥❞✐❝❡ ✉-✐❧❡ < ❧❛ ♠,♠♦'✐"❛-✐♦♥✱ ♣✉✐"7✉✬✐❧ ♣❡'♠❡- < ❧✬❛❣❡♥- i ❞❡ -❡♥✐' ❝♦♠♣-❡✱ ❡♥ t + 1✱ ❞✉
❢❛✐- 7✉✬✐❧ ❛ ♣♦"✐-✐✈❡♠❡♥- ,✈❛❧✉, ❧✬✐♥-❡'❛❝-✐♦♥ 7✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❡♥-'❡ ❧✉✐ ❡- "♦♥ ♣❛'-❡♥❛✐'❡✱ ❧♦'"

❞❡ ❧❛ ♣,'✐♦❞❡ t✳

❊♥ ❝♦♥",7✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡--❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐-❛❧ δi✱ ❧♦'" ❞❡ ❧❛ ',♣,-✐-✐♦♥ "✉✐✈❛♥-❡ ❞✉
❥❡✉ ✭❡♥ t + 1✮✱ ❧✬❛❣❡♥- i "❡ "❡♥- ♣❧✉" ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥- j✱ ❝❡ 7✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ < ♣❧✉"✐❡✉'"

✐♠♣❧✐❝❛-✐♦♥"✳

▲❛ ♣'❡♠✐*'❡ ❡"- 7✉❡ ❧✬❛❣❡♥- i ❛❝❝♦'❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞" ✐♥❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧ ❞✬❛✉-❛♥- ♣❧✉" ❣'❛♥❞ ❛✉

"♦'- ❞❡ "♦♥ ♣❛'-❡♥❛✐'❡ ❞❛♥" ❧❡ ❥❡✉✱ ❝❡ 7✉✐ ❝♦♥-'✐❜✉❡ < ❢❛❝✐❧✐-❡' ❧✬❛❞♦♣-✐♦♥✱ ♣❛' i✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣♦'-❡♠❡♥- ♣'♦"♦❝✐❛❧✱ ❧♦'" ❞❡ ❝❡--❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣,'✐♦❞❡✳

❊♥ ❝❡ "❡♥"✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ δi ♦'✐❡♥-❡ ❧✬❛❣❡♥- i ✈❡'" ❧✬❛❞♦♣-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦'-❡♠❡♥-

❛❣✐""❛♥- ❡♥ ❢❛✈❡✉' ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡♥-❡♥-❡ ✭♣',"❡♥-❡✱ ❡- ♣♦-❡♥-✐❡❧❧❡♠❡♥- ❢✉-✉'❡✱ ❡♥ ✈❡'-✉ ❞❡

❧❛ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ♣♦"✐-✐✈❡ 7✉✬✉♥ ❝♦♠♣♦'-❡♠❡♥- ♣'♦"♦❝✐❛❧ ♣❡✉- ✐♥❞✉✐'❡✮ ❛✈❡❝ "♦♥ ♣❛'-❡♥❛✐'❡✱

♣❧✉-L- 7✉❡ ✈❡'" ✉♥ ❝♦♠♣♦'-❡♠❡♥- ,❣♦M"-❡ ❧✉✐ ♣❡'♠❡--❛♥- ❞❡ ♣'♦✜-❡' ✐♠♠,❞✐❛-❡♠❡♥- ❞❡

♣❧✉" ❞❡ '❡""♦✉'❝❡" ♠❛-,'✐❡❧❧❡"✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉" ❧❡ ✈❡''♦♥" ❝✐✲❛♣'*"✱ ❧❡" ❛❣❡♥-"✱ ❞❛♥" ♥♦-'❡

✷✷✺



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

♠♦❞#❧❡✱ ♥❡ ()❛❧✐,❡♥- ♣❛, ❞❡ ♠❛①✐♠✐,❛-✐♦♥ ✐♥-❡(-❡♠♣♦(❡❧❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣♦,❡ ♣❛, ♥♦♥ ♣❧✉, ❞✬❤②✲

♣♦-❤#,❡ ,♣)❝✐✜9✉❡ ,✉( ❧❡✉( ♣()❢)(❡♥❝❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(),❡♥-✳ ◆)❛♥♠♦✐♥,✱ ❧❡ (❛✐,♦♥♥❡♠❡♥- 9✉❡

♥♦✉, ✈❡♥♦♥, ❞❡ ❞)❝(✐(❡ ❡,- ✐❧❧✉,-(❛-✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-) ❞❡ ♥♦-(❡ ♠♦❞#❧❡ = ♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡

❧❡ ❢❛✐- 9✉❡ ❧✬)♠♦-✐♦♥ ❞❡ ❣(❛-✐-✉❞❡ ❡,- ,✉,❝❡♣-✐❜❧❡ ❞❡ (❡♥❢♦(❝❡( ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛-✐❡♥❝❡ )❝♦♥♦✲

♠✐9✉❡ ❞❡, ❛❣❡♥-, ✭❝❢✳ ✷✳✷✳✸✳✶✮✱ ❡♥ ❧❡, ❣✉✐❞❛♥- ✈❡(, ❧✬❛❞♦♣-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦(-❡♠❡♥-, 9✉✐✱ ❜✐❡♥

9✉✬)-❛♥- ♠♦✐♥, ❛--(❛❝-✐❢, ,✉( ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛-)(✐❡❧✱ (❡♣(),❡♥-❡♥- ✉♥ ✐♥-)(E- ❞❛♥, ❧❛ ❢♦(♠❛-✐♦♥

❞✬✉♥❡ (❡❧❛-✐♦♥ ♣)(❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ,❡, ♣❛(-❡♥❛✐(❡,✱ 9✉✐ ♣❡✉- ❧✉✐ E-(❡ ❜)♥)✜9✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❢✉-✉(✳

❉❡ ♣❧✉,✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ δi ✐♠♣❧✐9✉❡ )❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥❡ (),✐,-❛♥❝❡ ❛❝❝(✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥- i ❢❛❝❡
❛✉① ❝♦♥,)9✉❡♥❝❡, )♠♦-✐♦♥♥❡❧❧❡, ♥)❣❛-✐✈❡, ❧✐)❡, = ❧✬❛❞♦♣-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦(-❡♠❡♥- ✐♥❛♣♣(♦✲

♣(✐)✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛(- ❞❡ j ✱ ❡♥ t+1✳ G❛( ❝❡ ❞❡(♥✐❡( )❧)♠❡♥-✱ ♥♦✉, ♠❡--♦♥, ❡♥ ❧✉♠✐#(❡ ❝♦♠♠❡♥-
♥♦-(❡ ♠♦❞#❧❡ ✐♥-#❣(❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣(❛-✐-✉❞❡ ❞❛♥, ❧✬)✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-)

❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, = ❢❛✐(❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ = E-(❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥-, ❡- = ♣♦✉✈♦✐( ♣❛(❞♦♥♥❡( ✭❝❢✳ ✷✳✷✳✸✳✷✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐#(❡ ✐♠❛❣)❡✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞✐(❡ 9✉❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ ❝❛♣✐-❛❧ ❛✛❡❝-✐❢ ♣♦,✐✲

-✐❢ ✔✱ ♣❛( ❧✬❛❣❡♥- j✱ ❛✉♣(#, ❞❡ ❧✬❛❣❡♥- i✱ ♣❡(♠✐,❡ ♣❛( ❧✬)✈♦❧✉-✐♦♥ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ δi✱ (❡♣(),❡♥-❡
✉♥ -(❛♥,❢❡(- ✐♥-❡(-❡♠♣♦(❡❧ ❞❡, ,❡♥-✐♠❡♥-, ♣♦,✐-✐❢, (❡,,❡♥-✐ ✭❡♥ t✮ ♣❛( ❧✬❛❣❡♥- i✱ = ❧✬❡♥❝♦♥-(❡
❞❡ ,♦♥ ♣❛(-❡♥❛✐(❡✳

✻✳✶✳✶✳✶✳✷✳ ▲❛ &♣✐)❛❧❡ ♥-❣❛/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧4)❡

❆ ❧✬✐♥✈❡(,❡✱ ,✐ ❧♦(, ❞❡ ❧❛ ♣)(✐♦❞❡ t✱ ❧✬❛❣❡♥- i ❥✉❣❡ 9✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦(-❡♠❡♥- ❞❡ ,♦♥ ♣❛(-❡✲
♥❛✐(❡ ♥✬❡,- ♣❛, ❛♣♣(♦♣(✐)✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ,❡ (❡-(♦✉✈❡ ❛❧♦(, ,♦✉, ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧#(❡ ❡-✴♦✉ ❞❡ ❧❛

❞)❝❡♣-✐♦♥ ✭ε∗ij,t < 0✮ ❡- ❝❡, ,❡♥-✐♠❡♥-, ♣(♦✈♦9✉❡♥- ✉♥❡ ❞)❣(❛❞❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,②♠♣❛-❤✐❡ 9✉✬✐❧
♣♦(-❡ = ,♦♥ ♣❛(-❡♥❛✐(❡✳ ❈❡--❡ ❢♦✐,✱ ❧❡ ✓ ❝❛♣✐-❛❧ ❛✛❡❝-✐❢ ✔ ❞♦♥- ❞✐,♣♦,❡ j✱ ❛✉♣(#, ❞❡ i✱ ,✬❛♠❡✲
♥✉✐,❡ ❞❡ t = t+ 1 ❡- ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ δi ❣❛(❛♥-✐- 9✉❡ ❧✬❛❣❡♥- i ❣❛(❞❡ ❡♥ ♠)♠♦✐(❡✱ ❧♦(,
❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣)(✐♦❞❡✱ ❧❡ ❢❛✐- 9✉✬✐❧ ❛ )✈❛❧✉) ♥)❣❛-✐✈❡♠❡♥- ,♦♥ ✐♥-❡(❛❝-✐♦♥ ♣()❝)❞❡♥-❡ ❛✈❡❝ j✳

❉❡ ❢❛✐-✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐9✉❡ ❧✬✐♥,-❛❧❧❛-✐♦♥✱ ❝❤❡③ i✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡(-❛✐♥❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ❡♥-(❡ ❧✉✐ ❡- ❧❡ ❥♦✉❡✉(
j✱ = ♠❡,✉(❡ 9✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ,❡ ,❡♥- ♠♦✐♥, ♣(♦❝❤❡ ❞❡ ,♦♥ ♣❛(-❡♥❛✐(❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣)(✐♦❞❡ = ❧✬❛✉-(❡✳

❊♥ ❝♦♥,)9✉❡♥❝❡✱ ❧✬❛❣❡♥- i ❛❝❝♦(❞❡✱ ❡♥ t+1✱ ✉♥ ♣♦✐❞, ✐♥❝♦♥❞✐-✐♦♥♥❡❧ ❞✬❛✉-❛♥- ♣❧✉, ❢❛✐❜❧❡
❛✉① ❣❛✐♥, ❞❡ ,♦♥ ♣❛(-❡♥❛✐(❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❝♦♥-(✐❜✉❡ = ❧❡ ❞),✐♥❝✐-❡( = ❛❞♦♣-❡( ✉♥ ❝♦♠♣♦(-❡✲

♠❡♥- ♣(♦,♦❝✐❛❧✱ ❧♦(, ❞❡ ❝❡--❡ ♣)(✐♦❞❡✳ G❛( ,②♠)-(✐❡✱ ❝❡--❡ ❞✐♠✐♥✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ δi
❛❣✐- ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦(❝❡ ♣♦✉,,❛♥- ❧✬❛❣❡♥- i = ,❡ ❝♦♠♣♦(-❡( ❞❡ ♠❛♥✐#(❡ ♣❧✉, )❣♦R,-❡✱ ♣(✐✲
✈✐❧)❣✐❛♥- ❛✐♥,✐ ,♦♥ ❞),✐( ✐♠♠)❞✐❛- ❞❡ ❣❛✐♥, ♠❛-)(✐❡❧,✱ ❛✉ ❞)-(✐♠❡♥- ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡♥-❡♥-❡

✭♣(),❡♥-❡✱ ❡- ❢✉-✉(❡✮ ❡♥-(❡ ❧✉✐ ❡- ,♦♥ ♣❛(-❡♥❛✐(❡✳ ◆♦-(❡ ♠♦❞#❧❡ ❡,- ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣(❡♥❞(❡

❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❡ ❢❛✐- 9✉❡ ❧❡, )♠♦-✐♦♥, ♥)❣❛-✐✈❡, ❞❡ ❝♦❧#(❡ ❡- ❞❡ ❞)❝❡♣-✐♦♥✱ 9✉✐ ♦♥- -❡♥❞❛♥❝❡

= ❞✐♠✐♥✉❡( ❧❡ ❜✐❡♥✲E-(❡ ♣,②❝❤✐9✉❡ ❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉,✱ ♣❡✉✈❡♥- ()❞✉✐(❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛-✐❡♥❝❡

)❝♦♥♦♠✐9✉❡ ❞❡, ❛❣❡♥-,✳ G❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ▲❡(♥❡(✱ ▲✐ ❡- ❲❡❜❡( ✭✷✵✶✷✮ ♦♥- ♠♦♥-() 9✉✬✉♥ )-❛-

❞❡ -(✐,-❡,,❡ ❡①❛❝❡(❜❡ ❧✬✐♠♣❛-✐❡♥❝❡ ✜♥❛♥❝✐#(❡ ❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉,✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❡ (❛✐,♦♥♥❡♠❡♥-

9✉❡ ♥♦✉, ❞)✈❡❧♦♣♣♦♥, ✐❝✐ ♥❡ ❢❛✐- ()❢)(❡♥❝❡ ♥✐ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣- ❞✬❡,❝♦♠♣-❡ -❡♠♣♦(❡❧❧❡✱ ♥✐ = ❝❡❧✉✐

❞❡ ♣()❢)(❡♥❝❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(),❡♥-✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ✐❧ ✐♠♣❧✐9✉❡ ✉♥❡ ❝❡(-❛✐♥❡ ❡♠♣(✐,❡ ❞❡, ,❡♥-✐♠❡♥-,

❡- ❞❡, )♠♦-✐♦♥, ❞❛♥, ❧❡ ♣(),❡♥-✱ 9✉✐ ♣❡✉✈❡♥- ✐♥❞✉✐(❡ ❞❡, ❝♦♠♣♦(-❡♠❡♥-, ❛②❛♥- ❡♥,✉✐-❡ ❞❡,

❝♦♥,)9✉❡♥❝❡, ❞❛♥, ❧❡ ❢✉-✉(✳

❊♥ ♦✉-(❡✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉-✐♦♥ ❞❡ δi ✐♠♣❧✐9✉❡ 9✉❡ ❧✬❛❣❡♥- i ❞✐,♣♦,❡ )❣❛❧❡♠❡♥-✱ ❡♥ t+ 1✱ ❞✬✉♥❡
❝❛♣❛❝✐-) ❞❡ (),✐,-❛♥❝❡ ♠♦✐♥❞(❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝♦♥,)9✉❡♥❝❡, )♠♦-✐♦♥♥❡❧❧❡, ♥)❣❛-✐✈❡, ❡♥-(❛✐♥)❡,

♣❛( ❧✬❛❞♦♣-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦(-❡♠❡♥- ✐♥❛♣♣(♦♣(✐)✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛(- ❞❡ j✳ ❈❡ ♣❤)♥♦♠#♥❡ ❡,- ✐❧❧✉,✲

✷✷✻
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 !❛ ✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐*!❡ ❞♦♥ ♥♦ !❡ ♠♦❞*❧❡ ✐♥ *❣!❡ ✉♥ ❛✉ !❡ ❛.♣❡❝ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡

❞5❧5 *!❡ ❞✬5♠♦ ✐♦♥. ♥5❣❛ ✐✈❡.  ❡❧❧❡. 4✉❡ ❧❛ ❝♦❧*!❡ ❡ ❧❛ ❞5❝❡♣ ✐♦♥✳ ❈❡. 5♠♦ ✐♦♥. ❝♦♥❞✉✐.❡♥ 

❡♥ ❡✛❡ : ❛✉❣♠❡♥ ❡! ❧❛ .❡♥.✐❜✐❧✐ 5 ❞❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ❢❛❝❡ : ❞❡. 5✈*♥❡♠❡♥ . ♥5❣❛ ✐❢.✱ ❞✉ ❢❛✐ 

4✉✬✐❧. .❡ .❡♥ ❡♥ ♣❧✉. ❢❛❝✐❧❡♠❡♥ ♦✛❡♥.5. ♣❛! ✉♥ ♠❛✉✈❛✐. ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ✭❝❡ 4✉✐ ❡. .❛♥.

❞♦✉ ❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐ 5 : ❢❛✐!❡ ♣!❡✉✈❡ ❞✬✐♥❞✉❧❣❡♥❝❡✮ ❡ 4✉✬✐❧. .❡ ❧❛✐..❡♥ ♣❧✉. ❢❛❝✐❧❡✲

♠❡♥ ❡♠♣♦! ❡! ♣❛! ❧❡✉! ❝♦❧*!❡ ✭▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤✱ ❇❡❧❧❛❤✱ ❑✐❧♣❛ !✐❝❦ ❡ ❏♦❤♥.♦♥✱ ✷✵✵✶✮✳

I❛! ❛✐❧❧❡✉!.✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥ ❞❡ ♥♦ ❡! ✐❝✐ 4✉❡ ❧❛ !5❞✉❝ ✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐ ❛❧ ❞❡ .②♠♣❛ ❤✐❡ ♣❡✉ ❡♥✲

 !❛✐♥❡! ❧❛ ♥5❣❛ ✐✈✐ 5 ❞❡ ❝❡ ♣❛!❛♠* !❡✳ ▲♦!.4✉❡ ❝✬❡. ❧❡ ❝❛.✱ ♦♥ ❞5.✐❣♥❡ ❛❧♦!. δi ❝♦♠♠❡ ✉♥

❝❛♣✐ ❛❧ ❞❡ !❛♥❝✉♥❡✴!❡..❡♥ ✐♠❡♥ ✱ ❛❝❝✉♠✉❧5 ♣❛! ❧✬❛❣❡♥ i✱ ✈✐.✲:✲✈✐. ❞❡ ❧✬❛❣❡♥ j✳ ❈❡ !❡..❡♥✲

 ✐♠❡♥  5♠♦✐❣♥❡ ❞✉ ❢❛✐ 4✉❡ ❧❛ ❞✐. ❛♥❝❡ 4✉✐ .✬❡. ✐♥. ❛❧❧5❡ ❡♥ !❡ ❧✬❛❣❡♥ i ❡ .♦♥ ♣❛! ❡♥❛✐!❡

❡.  ❡❧❧❡✱ 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡. ♣❧✉. .❡✉❧❡♠❡♥ ✐♥❞✐✛5!❡♥ ❢❛❝❡ : ❝❡ ❞❡!♥✐❡! ✭δi = 0✮✱ ♠❛✐. ❡♥

✈✐❡♥ 5❣❛❧❡♠❡♥ : ❞5✈❡❧♦♣♣❡! ✉♥ ❞5.✐! ✐♥❝♦♥❞✐ ✐♦♥♥❡❧ ❞❡ .❡ ✈❡♥❣❡! ♦✉ ❞✬5✈✐ ❡! : ❧✬❛✈❡♥✐!

 ♦✉ ❡ ✐♥ 5!❛❝ ✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❞*. ❧♦!. 4✉❡ ❝❡❧❛ ❡. ♣♦..✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥ ✱ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛ ✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ ❝❛♣✐ ❛❧ ❛✛❡❝ ✐❢ ♥5❣❛ ✐❢ ✔✱ ❛✉ .❡♥. ♦O ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡. ❝♦♥. ✐✲

 ✉5 .✉! ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ ❧✬5♠❡!❣❡♥❝❡ ❞✬5♠♦ ✐♦♥. ♥5❣❛ ✐✈❡.✱ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✉♥❡ ❝❡! ❛✐♥❡ ❞❡  ❡ 5♠♦ ✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ✐♥ ❡! ❡♠♣♦!❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥ j✱ 4✉✐ ❞❡✈!❛ P !❡ ♣❛②5❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉ ❛❧♦!. P !❡ !❡♠❜♦✉!.5❡

❞❡ ❞❡✉① ❢❛R♦♥.✳ I!❡♠✐*!❡♠❡♥ ✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉ P !❡ ✓ !❛❝❤❡ 5❡ ✔ ♣❛! ❞❡. ❛❝ ✐♦♥. ♣!♦.♦❝✐❛❧❡. ❢✉✲

 ✉!❡. ✭❜5♥5✜❝✐❛♥ : i✮✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛! ❞❡ j✱ ❝❡ ❞❡!♥✐❡! .✉♣♣♦! ❛♥ ❛❧♦!. ❧❡ ❝♦T ❞❡ ❧❛ ♠✐.❡ ❡♥

U✉✈!❡ ❞❡  ❡❧. ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ .✳ ❙❛♥. ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡ .❡ ♣❛✐❡!❛ ❞✉ ❢❛✐ ❞❡. ❛❝ ✐♦♥. ❡♥ !❡♣!✐.❡. ♣❛!

❧✬❛❣❡♥ i✱ .♦✉. ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ .♦♥ 5 ❛ ❛✛❡❝ ✐❢✱ ❧✬❛❣❡♥ j .✉♣♣♦! ❛♥ ❝❡  ❡ ❢♦✐. ❧❡ ❝♦T ❞✬P !❡

❝♦♥❢!♦♥ 5 ❛✉ ❝♦✉!!♦✉① ❞❡ .♦♥ ♣❛! ❡♥❛✐!❡✳

✻✳✶✳✶✳✶✳✸✳ ❯♥❡ '✈♦❧✉,✐♦♥ ❜♦/♥'❡

▲❡. ♣!♦♣!✐5 5. 3 ❡ 4 .❡!✈❡♥ : ❡①♣!✐♠❡! ❧❡ ❢❛✐ 4✉❡ ❧❡ ❝❛♣✐ ❛❧ ❞❡ .②♠♣❛ ❤✐❡ ❡. ❜♦!♥5

❡ ✱ ♣❧✉. ♣!5❝✐.5♠❡♥ 4✉❡ ∀i ∈ I ❡ ∀t ∈ (0, T )✱ δi ∈ [−1, 1]✳

▲❛ ❥✉. ✐✜❝❛ ✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 5❧5♠❡♥ .❡ !❛♣♣♦! ❡✱ ❡♥ ♣❛! ✐❡✱ : ❝❡ ❞♦♥ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❞5❥: ❞✐.❝✉ 5

❧♦!. ❞✉ ❝❤❛♣✐ !❡ ✺ ✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✸✮✳ ◆♦✉. ❛✈✐♦♥. ♣!5❝✐.5 4✉❡✱ ❞✬❛♣!*. ❧❡. 54✉❛ ✐♦♥. (5.2.3) ❡ 

(5.2.4)✱ ❧♦!.4✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ❞✉ ♣❛! ❡♥❛✐!❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉! i✱ ❞❛♥. ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱

!❡.♣❡❝ ❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧❛ ♥♦!♠❡ ❞❡ ❝♦♥ !✐❜✉ ✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡!♥✐❡!✱ .♦✐ yj = ȳi✱ ♦♥ ♦❜ ✐❡♥ 

θij = δi✳ I❛! ❝♦♥.54✉❡♥ ✱ ❞❛♥. ✉♥❡  ❡❧❧❡ .✐ ✉❛ ✐♦♥✱ ❧❡. ♣♦✐❞. 4✉❡ i ❛❝❝♦!❞❡ : .❡. ♣!♦♣!❡.

❣❛✐♥. ♠❛ 5!✐❡❧. ❞❛♥. ❧❡ ❥❡✉ ❡ : ❝❡✉① ❞✉ ❥♦✉❡✉! j✱ .♦♥ !❡.♣❡❝ ✐✈❡♠❡♥ 5❣❛✉① : 1 ❡ δi✳

◆♦✉. ❛✈✐♦♥. ❛❧♦!. ✐♥ !♦❞✉✐ ❧✬✐❞5❡ 4✉✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣✐ ❛❧ ❞❡ .②♠♣❛ ❤✐❡ δi > 1 .❡♠❜❧❛✐ 

✐!!5❛❧✐. ❡ ❝❛! ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐4✉❡!❛✐ 4✉❡✱ ♠P♠❡ ❧♦!.4✉❡ ❧✬❛❣❡♥ i ❡. ♥❡✉ !❡ 5♠♦ ✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥ 

❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ❞❡ .♦♥ ♣❛! ❡♥❛✐!❡✱ ✐❧ ❛❝❝♦!❞❡ ♣❧✉. ❞❡ ♣♦✐❞. ❛✉① ❣❛✐♥. ❞❡ ❝❡ ❞❡!♥✐❡!

4✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❛❝❝♦!❞❡ : .❡. ♣!♦♣!❡. ❣❛✐♥.✳

❉❡ ❢❛R♦♥ .✐♠✐❧❛✐!❡✱ ♥♦✉. ❝♦♥.✐❞5!♦♥. 4✉❡ ❧♦!.4✉❡ ❧❡ ♣❛! ❡♥❛✐!❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉! i .❡ ❝♦♠♣♦! ❡

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥ ✭yj = ȳi✮✱ ✐❧ .❡♠❜❧❡ 5❣❛❧❡♠❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥✈✐.❛❣❡! 4✉❡ ❧✬❛❣❡♥ i ♣✉✐..❡

❛✈♦✐! ❞✉ !❡..❡♥ ✐♠❡♥ : .♦♥ 5❣❛!❞✱ ❛✉ ♣♦✐♥ ❞✬❛❝❝♦!❞❡!✱ ❛✉① ❣❛✐♥. ❞❡ ❝❡ ❞❡!♥✐❡!✱ ✉♥ ♣♦✐❞.

♥5❣❛ ✐❢ 4✉✐ .♦✐ .✉♣5!✐❡✉!✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉! ❛❜.♦❧✉❡✱ ❛✉ ♣♦✐❞. 4✉✬✐❧ ❛❝❝♦!❞❡ : .❡. ♣!♦♣!❡. ❣❛✐♥.✱ ❝❡

4✉✐ ♥♦✉. ❝♦♥❞✉✐ ❞♦♥❝ : .✉♣♣♦.❡! 4✉❡ δi ≥ −1✳

❉❛♥. ❧❛ ♣!♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛! ✐❡✱ ♥♦✉. ♣!5.❡♥ ♦♥. ❝♦♠♠❡♥ ❧✬5✈♦❧✉ ✐♦♥ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞✉ ❝❛♣✐ ❛❧

❞❡ .②♠♣❛ ❤✐❡ ♣❡✉ P !❡ ❣5♥5!❛❧✐.5❡ ❛✉① ✈❡!.✐♦♥. ❞✉ ❥❡✉ ♦O n > 2✳

✷✷✼



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

✻✳✶✳✶✳✷✳ ▲❡ ❝❛( ❞✉ ❣,♦✉♣❡

◆♦✉# ✈❡♥♦♥# ❞❡ ✈♦✐) ❝♦♠♠❡♥, ❧❡# )❡❧❛,✐♦♥# ❡♥,)❡ ❞❡✉① ♣❛),❡♥❛✐)❡# 1✉✐ ❥♦✉❡♥, ❛✉ ❥❡✉ ❞✉

❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 4✈♦❧✉❡♥, ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡# ✐♥,❡)❛❝,✐♦♥# 1✉✐ #❡ ♣)♦❞✉✐#❡♥, 6 ❝❤❛1✉❡ )4♣4,✐,✐♦♥

❞✉ ❥❡✉✳ ❯♥❡ 1✉❡#,✐♦♥ ✐♥,4)❡##❛♥,❡ ❡#, ❛❧♦)# ❞❡ #❡ ❞❡♠❛♥❞❡) ❝♦♠♠❡♥, ❝❡,,❡ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❡#,

♠♦❞✐✜4❡ ♣❛) ❧✬✐♥,)♦❞✉❝,✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥ ❥♦✉❡✉) #✉♣♣❧4♠❡♥,❛✐)❡✳

❖♥ )❛♣♣❡❧❧❡ 1✉❡✱ ♣♦✉) ,♦✉, ❛❣❡♥, i ∈ I✱ i 6= j ❡, j ∈ I✱ ♦♥ ❛ ✿

θij = δi + εij ✭✻✳✶✳✺✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❛❧♦)# ❞❡ )❡♠❛)1✉❡) 1✉❡ ❧✬41✉❛,✐♦♥ (6.1.4) ✐♠♣❧✐1✉❡ 1✉❡ ❧❡ ♠G♠❡ ❝❛♣✐,❛❧ ❞❡
#②♠♣❛,❤✐❡ ❡#, )❡##❡♥,✐ ♣❛) ❧✬❛❣❡♥, i 6 ❧✬❡♥❝♦♥,)❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❛✉,)❡# ♠❡♠❜)❡# ❞✉ ❣)♦✉♣❡✳

H❛) ❛✐❧❧❡✉)#✱ ❧♦)#1✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❥♦✉❡♥, ❡♥ ❣)♦✉♣❡✱ ♥♦✉# ♣♦#♦♥# ❧✬❤②♣♦,❤I#❡ 1✉❡ ❧❛

❣)❛♥❞❡✉) 1✉✐ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡ ❧✬4✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ❝❛♣✐,❛❧ ❞❡ #②♠♣❛,❤✐❡ ❝♦))❡#♣♦♥❞ 6 ✉♥ ✐♥❞✐❝❡

#②♥,❤4,✐1✉❡ )4#✉♠❛♥, ❧✬4✈❛❧✉❛,✐♦♥ 1✉✬✐❧ ❢❛✐,✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞❡ ❧✬❛❞41✉❛,✐♦♥ ♠♦)❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠✲

♣♦),❡♠❡♥, ❞❡ #❡# ♣❛),❡♥❛✐)❡# ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✱ ♣♦✉) ❧❛ ♣4)✐♦❞❡ ❡♥ 1✉❡#,✐♦♥ ✭✉♥❡ ,❡❧❧❡ ❤②♣♦,❤I#❡

❡#, ❛✐♥#✐ ❡♥ ❝♦❤4)❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♥♦,)❡ ❝♦♥❝❡♣,✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ❢❛K♦♥ ❞♦♥, #✬❡✛❡❝,✉❡ ❧✬4✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❞✬❛✉✲

,)✉✐ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❣4♥4)❛❧✐#4✱ ❡♥ #,❛,✐1✉❡✱ ❝❢✳ ✺✳✸✳✶✳✶✳✶ ✮✳

❆✐♥#✐✱ 6 ❝❤❛1✉❡ ♣4)✐♦❞❡ t✱ ❧✬4✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡, #②♥,❤4,✐1✉❡ 1✉✬❡✛❡❝,✉❡ ,♦✉, ❥♦✉❡✉) i
❞✉ ❝♦♠♣♦),❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ #❡# ♣❛),❡♥❛✐)❡# ❡#, ❞4✜♥✐✱ ♣♦✉) ,♦✉, ❛❣❡♥, i ∈ I✱ i 6= j
❡, j ∈ I✱ ♣❛) ✿

E∗
ij,t =

1

n− 1

∑

j 6=i

ε∗ij,t ✭✻✳✶✳✻✮

❖O ♦♥ ❛ ,♦✉❥♦✉)# ✿

ε∗ij,t = αi(y
∗
j,t − ȳi)

❙♦✐,✱

E∗
ij,t =

1

n− 1

∑

j 6=i

αi(y
∗
j,t − ȳi) ✭✻✳✶✳✼✮

✷✷✽



✻✳✶✳ ❋♦%♠❛❧✐*❛+✐♦♥

❉✬✉♥❡ ♣&'✐♦❞❡ + ❧❛ .✉✐✈❛♥0❡✱ ♦♥ .✉♣♣♦.❡ ❡♥.✉✐0❡ 2✉❡ ❝✬❡.0 ❝❡00❡ &✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡0

.②♥0❤&0✐2✉❡ 2✉✐ ❢❛✐0 &✈♦❧✉❡' ❧❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ ✐♥✐0✐❛❧✱ .❡❧♦♥ ❧❛ '❡❧❛0✐♦♥ .✉✐✈❛♥0❡ ✿

δi,t+1 = δi,t + f(E∗
ij,t, δi,t) ✭✻✳✶✳✽✮

❖B ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ f ❡.0 ❧❛ ♠C♠❡ 2✉❡ ❝❡❧❧❡ 2✉✐ ❡.0 ♣'&.❡♥0&❡ ❡♥ ✻✳✶✳✶✳✶✳

▲❡ ❢❛✐0 ❞❡ .✉♣♣♦.❡' 2✉❡ ❧❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ .✬❛♣♣❧✐2✉❡ ✐♥✈❛'✐❛❜❧❡♠❡♥0 .❡❧♦♥ ❧❡. ❞✐❢✲

❢&'❡♥0. ♣❛'0❡♥❛✐'❡. ❞✬✉♥ ♠C♠❡ ❥♦✉❡✉' ❡.0 ❛✈❛♥0❛❣❡✉①✱ ♣✉✐.2✉❡ ❝❡❧❛ '❡♣'&.❡♥0❡ ✉♥ ♠♦②❡♥

❞✬✐♥0'♦❞✉✐'❡ ❧❡. ❡①0❡'♥❛❧✐0&.✱ ✐..✉❡. ❞❡. ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0. ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧. ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥✱ 2✉✐

♣❡✉✈❡♥0 C0'❡ ♦❜.❡'✈&. ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣'♦✉♣❡✳

❊♥ ❡✛❡0✱ ♥♦0'❡ .♣&❝✐✜❝❛0✐♦♥ ✐♠♣❧✐2✉❡ 2✉❡ ❧♦'.2✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉' ❡♥0'❡♣'❡♥❞ ✉♥ ✐♠♣♦'0❛♥0

❡✛♦'0 ❝♦♥0'✐❜✉0✐❢✱ ✐❧ ❢❛✐0 ❛✉❣♠❡♥0❡' ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬&✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡. ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0.

2✉✐ ❡.0 ❞&0❡'♠✐♥&❡ ♣❛' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ .❡. ♣❛'0❡♥❛✐'❡.✱ ❝❡ 2✉✐ 0❡♥❞ ❡♥.✉✐0❡ + ❡♥0'❛✐♥❡' ✉♥❡ ❛✉❣✲

♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉' ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ ❡♥✈❡'. ❧❡✉'. ♣❛'0❡♥❛✐'❡. ❡0✱ ♣✉✐.2✉❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

.②♠♣❛0❤✐❡ .✬❛♣♣❧✐2✉❡ + ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ♣❛'0❡♥❛✐'❡.✱ ❝❡❧❛ '❡♥❢♦'❝❡ ❧❛ ♣'♦①✐♠✐0& ❡♥0'❡ ❝❤❛❝✉♥

❞❡. ❛❣❡♥0. ❛✉ .❡✐♥ ❞✉ ❣'♦✉♣❡✳

K❛'❛❧❧L❧❡♠❡♥0✱ ❧♦'.2✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉' ❛❞♦♣0❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0 ❞❡ ❞&❢❡❝0✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥0'✐❜✉❛♥0

❢❛✐❜❧❡♠❡♥0✱ ✐❧ ❢❛✐0 ❞✐♠✐♥✉❡' ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬&✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡. ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0. 2✉✐

❡.0 ❢❛✐0❡ ♣❛' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ .❡. ♣❛'0❡♥❛✐'❡.✱ ❝❡ 2✉✐ 0❡♥❞✱ 0♦✉0❡. ❝❤♦.❡. &❣❛❧❡. ♣❛' ❛✐❧❧❡✉'.✱ +

❡♥0'❛✐♥❡' ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉' ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ ❡0✱ ♣✉✐.2✉❡ ❧❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡

❞✬✉♥ ❛❣❡♥0 .✬❛♣♣❧✐2✉❡ + ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ .❡. ♣❛'0❡♥❛✐'❡.✱ ❝❡❧❛ ❞&❣'❛❞❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣'♦①✐♠✐0&

❡♥0'❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡. ❛❣❡♥0. ❛✉ .❡✐♥ ❞✉ ❣'♦✉♣❡✳

✻✳✶✳✶✳✸✳ ❉❡& ❛❣❡♥*& ♠②♦♣❡&

▲❡. &❧&♠❡♥0. ❢♦'♠❡❧. 2✉❡ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✈✉. ❥✉.2✉✬+ ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ❞❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐0'❡ ❞&❝'✐✈❡♥0

❝♦♠♠❡♥0 ❧❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ ✈❛'✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣&'✐♦❞❡ + ❧✬❛✉0'❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐L'❡

❞♦♥0 ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ✐♥0❡'❛❣✐..❡♥0 ❛✉ ❝♦✉'. ❞❡. ❞✐✛&'❡♥0❡. '&♣&0✐0✐♦♥. ❞✉ ❥❡✉✳ K♦✉' ❡①♣♦.❡'

❝♦♠♣❧L0❡♠❡♥0 ❧❛ ❢❛M♦♥ ❞♦♥0 ❝❡00❡ &✈♦❧✉0✐♦♥ ❞②♥❛♠✐2✉❡ .❡ ♠❡0 ❡♥ N✉✈'❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥0 &❣❛✲

❧❡♠❡♥0 ❞❡ ♣'&.❡♥0❡' ❧❡ '❛♣♣♦'0 2✉❡ ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ❡♥0'❡0✐❡♥♥❡♥0 ❛✈❡❝ ❧❛ 0❡♠♣♦'❛❧✐0&✳

❉❡ ♠❛♥✐L'❡ ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞L❧❡ ❞❡ ❱❛♥ ❉✐❥❦ ❡0 ❱❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ♥♦✉. .✉♣♣♦.♦♥.

✐❝✐ 2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❛❣❡♥0 ❡.0 ♠②♦♣❡✱ ❛✉ .❡♥. ♦B ✐❧ ♥✬❛♥0✐❝✐♣❡ ♣❛. ❧❡. ❝♦♥.&2✉❡♥❝❡. ♣♦0❡♥0✐❡❧❧❡.

❞❡ .♦♥ ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0 ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥✱ .✉' ❧❛ ♠❛♥✐L'❡ ❞♦♥0 &✈♦❧✉❡ ❧❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡

2✉❡ ❧❡. ❛✉0'❡. ❛❣❡♥0. ❞&✈❡❧♦♣♣❡♥0 ✭❡0 2✉✐ .✬❛♣♣❧✐2✉❡ + ❧✉✐✮✳ K❧✉. ♣'&❝✐.&♠❡♥0✱ ♦♥ .✉♣♣♦.❡

2✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ .♦♥0 ♣❛. ❝♦♥.❝✐❡♥0. ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝0 2✉❡ ❧✬&♠❡'❣❡♥❝❡✱ ❝❤❡③ ❡✉①✱ ❞❡. &♠♦0✐♦♥.

♠♦'❛❧❡. ❞✬&✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❞✬❛✉0'✉✐ ✭.✉' ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡. ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥. '&❛❧✐.&❡. ❧♦'. ❞✬✉♥❡ ♣&'✐♦❞❡✮✱

♣❡✉0 ❛✈♦✐' .✉' ❧✬&✈♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ .②♠♣❛0❤✐❡ 2✉✬✐❧. '❡..❡♥0❡♥0 + ❧✬&❣❛'❞ ❞❡ ❧❡✉'.

♣❛'0❡♥❛✐'❡. ✭❞✬✉♥❡ ♣&'✐♦❞❡ + ❧✬❛✉0'❡✮✳ ❉❡ ♠C♠❡✱ ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉. ♥✬❛♥0✐❝✐♣❡♥0 ♣❛. ♥♦♥ ♣❧✉.

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ 2✉❡ ❝❡. ♠C♠❡. &♠♦0✐♦♥. ♣❡✉✈❡♥0 ❛✈♦✐' .✉' ❧❡ ❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥0 ❞✉ .❡♥0✐♠❡♥0 ❞❡

♣'♦①✐♠✐0& ❞❡. ❛✉0'❡. ❥♦✉❡✉'.✱ ❧♦'.2✉❡ ❝❡❧❧❡.✲❝✐ &♠❡'❣❡♥0 ❡♥ ❡✉①✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥0✱ ❧❛ .0'✉❝0✉'❡

❞❡ ❞&❝✐.✐♦♥ ♣❡✉0 ❛✐♥.✐ C0'❡ ♠♦❞&❧✐.&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ .&2✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞&❝✐.✐♦♥. ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥✱

2✉✐ ♥❡ .♦♥0 ❝♦♥♥❡❝0&❡. ❡♥0'❡ ❡❧❧❡. 2✉❡ ♣❛' ❧❛ ✈❛'✐❛0✐♦♥ .❡ ♣'♦❞✉✐.❛♥0✱ ❞❡ ♣&'✐♦❞❡ ❡♥ ♣&'✐♦❞❡✱

✷✷✾



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛♣✐)❛❧ ❞❡ +②♠♣❛)❤✐❡ ❞♦♥) ❞✐+♣♦+❡ ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥)✳

❈❡ 0✉✐ ♥♦✉+ ❞4♠❛50✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡ ❞❡ ❱❛♥ ❉✐❥❦ ❡) ❱❛♥ ❲✐♥❞❡♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ❝✬❡+) 0✉❡ ♥♦✉+

❝♦♥+✐❞45♦♥+✱ ❞❛♥+ ♥♦)5❡ ♠♦❞B❧❡✱ 0✉❡ ❧♦5+ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ♣5✐+❡ ❞❡ ❞4❝✐+✐♦♥✱ ❧❡+ ✐♥❞✐✈✐❞✉+ +♦♥) ❡♥

♠❡+✉5❡ ❞❡ ♣54✈♦✐5 ❧✬4♠❡5❣❡♥❝❡ ❞❡+ 4♠♦)✐♦♥+ ♠♦5❛❧❡+✱ ❛✉++✐ ❜✐❡♥ ❝❤❡③ ❡✉①✱ 0✉❡ ❝❤❡③ ❧❡✉5+

♣❛5)❡♥❛✐5❡+✱ ❡) 0✉❡ ❧❡✉5 ❝❛❧❝✉❧ 4❝♦♥♦♠✐0✉❡ )✐❡♥) ❝♦♠♣)❡ ❞❡+ ❝♦♥+40✉❡♥❝❡+ ✐♠♠4❞✐❛)❡+ 0✉✐
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❆✜♥ ❞✬❛❧❧*❣❡" ❧❛ ♣"*+❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ♥♦+ "*+✉❧'❛'+✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ❝♦♥❝❡♥'"♦♥+ +✉" ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡

❝❡ 1✉✐ ❡+' ♦❜'❡♥✉ ♣♦✉" ❞❡+ ❣"♦✉♣❡+ ❝♦♠♣♦+*+ ❞❡ n = 4 ❥♦✉❡✉"+✳

>❛" ❛✐❧❧❡✉"+✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡✱ ❞❛♥+ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦+ +✐♠✉❧❛'✐♦♥+✱ 1✉❡ ❧❡+ ❣"♦✉♣❡+ ❞❡ ❥♦✉❡✉"+

"❡+'❡♥' ✐♥❝❤❛♥❣*+ ♣❡♥❞❛♥' '♦✉'❡ ❧❛ ❞✉"*❡ ❞✉ ❥❡✉ ❡' 1✉✬✐❧+ ✐♥'❡"❛❣✐++❡♥' ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞✉"❛♥'

T = 15 ♣*"✐♦❞❡+✳ ❈♦♠♠❡ +✉❣❣*"* ♣❧✉+ ❤❛✉'✱ ❧✬❤②♣♦'❤/+❡ ❞❡ ♠②♦♣✐❡ ❞❡+ ❛❣❡♥'+ ❡+' ♣❧✉+ "*❛✲
❧✐+'❡ ✈✐+✲4✲✈✐+ ❞❡ ♣❛"'✐❝✐♣❛♥'+ ♣❧❛❝*+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ ❞✬✐♥❝❡"'✐'✉❞❡ ❡♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡

❧❛ ❞✉"*❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡"❛❝'✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥+*1✉❡♥❝❡✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡ 1✉❡ ♥♦+ ❛❣❡♥'+ ♥❡ +♦♥' ♣❛+ ✐♥❢♦"♠*+

❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❡①❛❝' ❞❡ ♣*"✐♦❞❡+ ❞✉"❛♥' ❧❡+1✉❡❧❧❡+ ✐❧+ ✈♦♥' ❥♦✉❡" ❛✉ ♠♦♠❡♥' ❞❡ ❧❡✉" ♣❛"'✐❝✐✲

♣❛'✐♦♥✱ ❝❡ 1✉✐ ❡+' ❝"*❞✐❜❧❡ ❛✉ "❡❣❛"❞ ❞❡ ❞*♠❛"❝❤❡+ ❡①♣*"✐♠❡♥'❛❧❡+ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘❛♥❞

❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞♦'❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ❛❣❡♥' ❡+' *❣❛❧❡ 4 d = 10✱ +❛✉❢ ❧♦"+1✉❡
❝❡❧❛ ❡+' ♣"*❝✐+*✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞✉ "❡♥❞❡♠❡♥' ♠❛"❣✐♥❛❧ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 4 a = 0.5 ❡'✱ ❞❛♥+
❧❡ ❝❛+ ❞✉ ❏❇> ❛✈❡❝ "*❝♦♠♣❡♥+❡✱ ♦♥ +✉♣♣♦+❡ ✉♥ ❝♦P' ✉♥✐'❛✐"❡ ❧✐* 4 ❧✬❛❝'❡ ❞❡ "*❝♦♠♣❡♥+❡"

1✉✐ ❡+' *❣❛❧ 4 c = 0.5✳

❉❛♥+ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'"❡✱ ♥♦✉+ ♣"♦♣♦+♦♥+ ❞✬❛♥❛❧②+❡" ❧❡+ "*+✉❧'❛'+ ❞❡ ♥♦'"❡ ♠♦❞/❧❡

❡♥ ♦❜+❡"✈❛♥' ❞✬✉♥❡ ♣❛"' ❝❡ 1✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜'✐❡♥' ❧♦"+1✉❡ ♥♦✉+ ❢❛✐+♦♥+ ❥♦✉❡" ❡♥+❡♠❜❧❡ ❧❡+ ♣"♦✜❧+

❞❡ ❥♦✉❡✉"+ 1✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉'✐❧✐+*+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐'"❡ ✺ ✭❝❢✳ ✺✳✸✳✷✳✸✮ ❡' ❞✬❛✉'"❡ ♣❛"' ❧♦"+1✉❡

♥♦✉+ ❢❛✐+♦♥+ ❥♦✉❡" ❞❡+ ❥♦✉❡✉"+ ❞♦♥' ❧❡+ ♣❛"❛♠/'"❡+ ♦♥' *'* '✐"*+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❞✐+'"✐❜✉'✐♦♥+

❛❧*❛'♦✐"❡+✱ ❡♥ +✉✐✈❛♥' ❧❛ ♠8♠❡ ♣"♦❝*❞✉"❡ 1✉❡ ❝❡❧❧❡ 1✉✐ ❛ *'* ❞*✈❡❧♦♣♣*❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐'"❡

✺ ✭❝❢✳ ✺✳✸✳✷✳✸✳✷✮✳

✷✸✶



i = {1, 2, 3, 4} δi ȳi βi αi ρi
1 0.6 5 0.3 0.4 0.6
2 0.4 4 0.5 0.5 0.5
3 0.7 3 0.6 0.6 0.7
4 0.5 4 0.4 0.5 0.4

3.59 2.52 15



6.2.2
1 2 4

−1

3

3



a = 0.75

a = 0.5 6

5

8



3.59 4.27
1

5

1

1 3
6

−1
2 4



6.92
7.29



6.2.6

1
3



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❊♥ ❝♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡✈✐❡' ❞❡ ❧❛ )✉❜✈❡♥0✐♦♥✱ )❡✉❧❡ ❧✬✐♥0❡'❛❝0✐♦♥ ❝✐❜❧3❡ 4✉❡ ❝♦♥)0✐0✉❡

❧❛ ♣❤❛)❡ '3❝♦♠♣❡♥)❡ ❡)0 ❡♥ ♠❡)✉'❡ 6 ❧❛ ❢♦✐) ❞❡ ♣'♦♠♦✉✈♦✐' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♦♣3'❛0✐♦♥✱ ♠❛✐)

3❣❛❧❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❡ ✓ ♣'♦03❣❡' ✔ 6 ❧♦♥❣ 0❡'♠❡✱ ❡♥ ♦'✐❡♥0❛♥0 ❧❡) ❛❣❡♥0) ✈❡') ❞❡) ❝♦♠♣♦'0❡♠❡♥0)

❢❛✈♦'✐)❛♥0 ❧✬3♠❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ )❡♥0✐♠❡♥0) ♣♦)✐0✐❢) 0❡❧) 4✉❡ ❧❛ ❣'❛0✐0✉❞❡ ❡0 ❧❛ ✜❡'03✱ ♣❧✉0<0 4✉❡

✈❡') ❝❡✉① ❞❡ ❝♦❧>'❡ ♦✉ ❞❡ ❞3❝❡♣0✐♦♥✱ ❧❡)4✉❡❧) )♦♥0 ❣3♥3'❛❧❡♠❡♥0 )✉)❝✐03) ❞❛♥) ❧❡ ❏❇A )0❛♥✲

❞❛'❞✳

❆✉ 0♦0❛❧✱ ❡♥ '❡❣'♦✉♣❛♥0 ❧❡) ♠E♠❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉) 4✉✐ ♥✬♦♥0 ♣❛) '3✉))✐ 6 ❝♦♦♣3'❡' ❞❛♥) ❧❡ ❏❇A

)0❛♥❞❛'❞✱ ❛✉ )❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥0❡①0❡ ♦F ✐❧) ♦♥0 ❧✬♦♣♣♦'0✉♥✐03 ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ ✐♥0❡'❛❝0✐♦♥ ❝✐❜❧3❡ ❡0

♣♦)✐0✐✈❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❧❡✉') ♣❛'0❡♥❛✐'❡)✱ ❝❡✉①✲❝✐ )♦♥0 ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ❝❛♣❛❜❧❡) ❞❡ ❞3✈❡❧♦♣♣❡'

❞❡ ♠❛♥✐>'❡ ♣3'❡♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡) '❡❧❛0✐♦♥) ✐♥0❡'♣❡')♦♥♥❡❧❧❡)✱ ❛✐♥)✐ 4✉❡ ❞❡ ♠❛✐♥0❡♥✐' ✉♥ ❡✛♦'0

❝♦♦♣3'❛0✐❢ 4✉✐ )❡ '❛♣♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣0✐♠✉♠ )♦❝✐❛❧ ❞✉ ❥❡✉✱ ❣'I❝❡ 6 ❧✬3♠❡'❣❡♥❝❡ ❞✬3♠♦0✐♦♥)

♣♦)✐0✐✈❡) 0❡❧❧❡) 4✉❡ ❧❛ ❣'❛0✐0✉❞❡ ❡0 ❧❛ ✜❡'03✳

❉❛♥) ❧❡ ❜✉0 ❞✬❡①❛♠✐♥❡' ❧❛ ♣♦'03❡ ❣3♥3'❛❧❡ ❞❡) '3)✉❧0❛0) 4✉❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♦❜0❡♥✉) ❞❛♥)

❝❡0 ❡①❡♠♣❧❡ )♣3❝✐✜4✉❡✱ ♥♦✉) ♣'♦♣♦)♦♥)✱ ❞❛♥) ❧❛ )❡❝0✐♦♥ )✉✐✈❛♥0❡✱ ❧✬❛♥❛❧②)❡ ❞❡) '3)✉❧0❛0)

❞❡ ♥♦0'❡ ♠♦❞>❧❡✱ ❧♦')4✉❡ ❧❡) ❥♦✉❡✉') )♦♥0 ❣3♥3'3) ❛❧3❛0♦✐'❡♠❡♥0✳

✻✳✷✳✷✳ ❘$%✉❧(❛(% ♣♦✉, ❞❡% ♣,♦✜❧% ❞❡ ❥♦✉❡✉,% ❣$♥$,$% ❛❧$❛(♦✐,❡♠❡♥(

❊♥ ✉0✐❧✐)❛♥0 ❧❛ ♠E♠❡ ♣'♦❝3❞✉'❡ 4✉❡ ❞❛♥) ❧❛ )❡❝0✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳✸✳✷ ♣♦✉' ❣3♥3'❡' ❛❧3♦0♦✐'❡✲

♠❡♥0 ❧❡ ♣'♦✜❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❥♦✉❡✉')✱ ♦♥ ❢❛✐0 ♣❛'0✐❝✐♣❡' ❝❡♥0 ❣'♦✉♣❡) ❞❡ n = 4 ❛❣❡♥0) ❛✉①
❞❡✉① ✈❡')✐♦♥) ❞✉ ❥❡✉✳ ▲❡) ❞❡✉① ❣'❛♣❤✐4✉❡) )✉✐✈❛♥0) ❞♦♥♥❡♥0 ❛❧♦') ❧✬3✈♦❧✉0✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡)

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ❡0 ❞❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣✐0❛❧ ❞❡ )②♠♣❛0❤✐❡ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ❞❛♥) ❧❡

❏❇A )0❛♥❞❛'❞ ✿

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✽✳✿ ❊✈♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥0'✐❜✉0✐♦♥ ✲ ❏❇A )0❛♥❞❛'❞

✷✸✽



6.2.8 6.2.9

n = 4



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✶✶✳✿ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ 23❝♦♠♣❡♥6❡ ✭✈❡263✮ ✲ ❏❇< 23❝♦♠♣❡♥6❡

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳✶✷✳✿ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐*❛❧ ❞❡ 6②♠♣❛*❤✐❡ ♠♦②❡♥ ✲ ❏❇< 23❝♦♠♣❡♥6❡

❊♥ ❡✛❡*✱ ✐❧ ❛♣♣❛2❛@* ❝❧❛✐2❡♠❡♥* ❞❛♥6 ♥♦6 236✉❧*❛*6 A✉❡✱ ❧♦26A✉✬❡6* ✐♥*2♦❞✉✐*❡ ❧✬♦♣*✐♦♥

❞❡ 23❝♦♠♣❡♥6❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡6* ❧❛2❣❡♠❡♥* ✉*✐❧✐63❡ ♣❛2 ❧❡6 ❛❣❡♥*6✱ 6♦✉6 ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧✬3♠♦*✐♦♥ ❞❡

❣2❛*✐*✉❞❡✱ ❡* A✉❡✱ ♣❛2 ❛♥*✐❝✐♣❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥ 6✉♣♣❧3♠❡♥*❛✐2❡✱ ❡* ❞❡ ❧✬❛♣♣2♦❜❛*✐♦♥ ♠♦2❛❧❡

A✉✬✐❧ ❝♦♠♠✉♥✐A✉❡ ✭❡* ❛✐♥6✐ ❞✉ 6❡♥*✐♠❡♥* ❞❡ ✜❡2*3 A✉✬✐❧ 3❧✐❝✐*❡✮✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥63A✉❡♥* ❞❡

❝♦♦♣32❛*✐♦♥ ❡6* 6✉6❝✐*3 ❛✉ 6❡✐♥ ❞❡6 ❣2♦✉♣❡6 ❧♦26 ❞❡ ❧❛ ♣2❡♠✐F2❡ ♣32✐♦❞❡✳ ❈❡6 ❝♦♥❞✐*✐♦♥6

♣❡2♠❡**❡♥* ❛❧♦26✱ 6♦✉6 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬3♠♦*✐♦♥ ❞❡ ❣2❛*✐*✉❞❡✱ ❞✬❛✉❣♠❡♥*❡2 ❧❛ 6②♠♣❛*❤✐❡

A✉✬♦♥* ❧❡6 ✐♥❞✐✈✐❞✉6 ❧❡6 ✉♥6 ❡♥✈❡26 ❧❡6 ❛✉*2❡6✱ ❛✐♥6✐ A✉❡ ❧❡✉2 ♣2♦①✐♠✐*3 6♦❝✐❛❧❡ ❡* A✉❡ ❧❡

❧✐❡♥ A✉✐ ❧❡6 ✉♥✐✱ ❝❡ A✉✐ ❢❛✈♦2✐6❡ ❧❛ ❝23❛*✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐♥*✐❡♥✱ ❡* ❧❡ 2❡♥❢♦2❝❡♠❡♥* ❞❡ ❜♦♥♥❡6

2❡❧❛*✐♦♥6 ✐♥*❡2♣❡26♦♥♥❡❧❧❡6 ❡♥*2❡ ❧❡6 ❛❣❡♥*6✳ ❊♥ ❝♦♥63A✉❡♥❝❡✱ ❧❡6 236✉❧*❛*6 ❞❡ ♥♦*2❡ ♠♦❞F❧❡

6✉❣❣F2❡♥* A✉❡ ❧✬✐♥*2♦❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛6❡ ❞❡ 23❝♦♠♣❡♥6❡✱ ❞❛♥6 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❡6*

✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣2♦♠♦✉✈♦✐2 ❧❛ ❝♦♦♣32❛*✐♦♥ ❡* ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❡♥*❡♥*❡ ❡♥*2❡ ❧❡6 ❛❣❡♥*6✱ ❞❛♥6

❞❡6 ❣2♦✉♣❡6 ♦M ❧❡6 ✐♥❞✐✈✐❞✉6 ✐♥*❡2❛❣✐66❡♥* ❞❡ ♠❛♥✐F2❡ 23♣3*3❡ ❛✉ 6❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠N♠❡ ❣2♦✉♣❡✳

✷✹✵



✻✳✸✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

✻✳✸✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

▲❛ ❞#♠❛%❝❤❡ ❢♦%♠❡❧❧❡ ,✉❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ /✉✐✈✐❡ ❞❛♥/ ❝❡ 2%❛✈❛✐❧ ❞❡ 2❤3/❡ /✬❡/2 ✐♥/❝%✐2❡ ❞❛♥/

❧❡ ♣%♦❥❡2 ❛♠❜✐2✐❡✉① ❞❡ %❡♣%#/❡♥2❡% ❝♦♠♠❡♥2 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞✬#♠♦2✐♦♥/ ♠♦%❛❧❡/

❝❧#/ ♣❡✉2✱ ❞❛♥/ ❧❛ /✐2✉❛2✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ /♦❝✐❛❧ ,✉❡ ❝♦♥/2✐2✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❡①♣❧✐✲

,✉❡% ❧✬#✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ 2❡♠♣/ ❞❡/ ❝♦♠♣♦%2❡♠❡♥2/ ❡2 ❞❡/ %❡❧❛2✐♦♥/ ✐♥2❡%♣❡%/♦♥♥❡❧❧❡/ ❛✉

/❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣%♦✉♣❡✳ ▲❡ ❞#✜ #2❛✐2 ❛❧♦%/ ❞❡ %❡♣%#/❡♥2❡% ❧❡ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡♠❡♥2 ♣♦//✐❜❧❡✱ ❧✬✐♠♠❡♥/❡

❝♦♠♣❧❡①✐2# ,✉❡ %❡♣%#/❡♥2❡ ❧❡ ❞#%♦✉❧❡♠❡♥2 ❞✬✉♥❡ ✐♥2❡%❛❝2✐♦♥ %#♣#2#❡ ❡♥2%❡ ♣❧✉/✐❡✉%/ ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉/✳ ❊♥ ♣❛%2✐❝✉❧✐❡%✱ ✐❧ /✬❛❣✐//❛✐2 ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❧✬❤#2#%♦❣#♥#✐2# ❞❡ ❞✐✛#%❡♥2/ 2②♣❡/

❞❡ ♣❡%/♦♥♥❛❧✐2# ,✉❡ ❧✬♦♥ %❡2%♦✉✈❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥/ ❤✉♠❛✐♥❡/✱ ❛✐♥/✐ ,✉❡ ❧❛ ♣❧✉%❛❧✐2# ❞❡

%#❛❝2✐♦♥/ ,✉✐ ♣❡✉2 %#/✉❧2❡% ❞❡ ❧❛ %❡♥❝♦♥2%❡ ❡♥2%❡ ❝❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐2#/✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉/ ❛ ❝♦♥❞✉✐2

C ❞#✈❡❧♦♣♣❡% ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ❞#2❛✐❧❧#✱ ♣♦//#❞❛♥2 ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉① ♣❛%❛♠32%❡/ ❡2 ✈❛%✐❛❜❧❡/ ❡♥❞♦✲

❣3♥❡/✱ ❡2 ❞♦♥2 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %❛✣♥❡♠❡♥2 ♣❡%♠❡2 ❞✬❡♥❣❧♦❜❡% ✉♥❡ ❧❛%❣❡ ✈❛%✐#2# ❞✬#❧#♠❡♥2/

♣%❡♥❛♥2 ♣❛%2 C ❧❛ ❞#❝✐/✐♦♥ #❝♦♥♦♠✐,✉❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞✐❧❡♠♠❡/ /♦❝✐❛✉①✳ ▲❡/ #❧#♠❡♥2/ ❝❡♥2%❛✉①

❝❛%❛❝2#%✐/2✐,✉❡/ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞3❧❡ /♦♥2 ❧❡/ /✉✐✈❛♥2/ ✿ ✭✶✮ ❧❛ ♣%✐/❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉%❛❧✐2# ❞❡/

❛✛❡❝2/ ✭C ✈❛❧❡♥❝❡ ♥#❣❛2✐✈❡ ❡2 ♣♦/✐2✐✈❡✮ ❡2 ❞❡ ❧❡✉% ✐♠♣❛❝2 /✉% ❧❛ ❞#❝✐/✐♦♥✱ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❛❞%❡

❝♦♠♣❛2✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡/ 2❤#♦%✐❡/ ♠♦❞❡%♥❡/ ❡2 ❝♦♥2❡♠♣♦%❛✐♥❡/ ❞❡ ❧✬#♠♦2✐♦♥✱ ✭✷✮ ❧✬✐♥2%♦❞✉❝2✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♣❤❛/❡ ❞❡ %#❝♦♠♣❡♥/❡✱ ❧♦%/ ❞✉ ♣%♦❝❡//✉/ ❞❡ ❝♦♦♣#%❛2✐♦♥✱ ❡2 ❞❡/ ♠#❝❛♥✐/♠❡/ ❛✛❡❝2✐❢/

✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣%❛2✐2✉❞❡✮ ,✉✐ ② /♦♥2 ❛//♦❝✐#/ ❡2 ✭✸✮ ❧✬❛❥♦✉2 ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐,✉❡ #♠♦2✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡2

%❡❧❛2✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜❛/#❡ /✉% ❧✬❤✐/2♦✐%❡ ❞✉ ❥❡✉ ❡2 /✉% ❧❡/ ❝♦♠♣♦%2❡♠❡♥2/ ♣❛//#/ ❞❡/ ❥♦✉❡✉%/✳

◆♦✉/ ❛❜♦%❞♦♥/ ♠❛✐♥2❡♥❛♥2 ❝❡%2❛✐♥/ ♣%♦❧♦♥❣❡♠❡♥2/ ❡♥✈✐/❛❣❡❛❜❧❡/ C ❝❡ 2%❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞#✲

❧✐/❛2✐♦♥✱ ,✉✐ %❡♣%#/❡♥2❡♥2 ❛✉2❛♥2 ❞❡ ♣✐/2❡/ ✈❡%/ ❞❡/ ❡①2❡♥/✐♦♥/ ❢✉2✉%❡/ ✈✐/❛♥2 C ❡♥ %❡♥❢♦%❝❡%

❧❛ ♣❡%2✐♥❡♥❝❡✳

❚♦✉2 ❞✬❛❜♦%❞✱ ♥♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ ❞❛♥/ ♥♦2%❡ ♠♦❞3❧❡ ,✉❡ ❝❤❛,✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛ ❧❛ ♠M♠❡ ❞♦2❛✲

2✐♦♥ ✐♥✐2✐❛❧❡ ❛✈❛♥2 ❞❡ ❞#❜✉2❡% ❝❤❛,✉❡ ♣#%✐♦❞❡ ❞✉ ❥❡✉✳ ❚♦✉2❡❢♦✐/✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥2 ❞❡ /❡ ❞❡♠❛♥❞❡%

❝♦♠♠❡♥2 ♥♦2%❡ ♠♦❞3❧❡ ♣♦✉%%❛✐2 M2%❡ ❡♥ ♠❡/✉%❡ ❞✬❛♥❛❧②/❡% ❧❛ ❞#❝✐/✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥2/ ♥✬❛②❛♥2 ♣❛/

❧❡/ ♠M♠❡/ ❞♦2❛2✐♦♥/ ✐♥✐2✐❛❧❡/✳ ❉❡✉① ❝❛/ ♥♦✉/ /❡♠❜❧❡♥2 ❛❧♦%/ ♣❡%2✐♥❡♥2/ C #2✉❞✐❡%✳ O%❡♠✐3✲

%❡♠❡♥2✱ ❧❡ ❝❛/ ♦P ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥2 ❡/2 ✐♥❢♦%♠# ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡%/✐2# ❞❡/ ❞♦2❛2✐♦♥/ ❡2 ❡♥ ❝♦♥♥❛✐2 ❧❛

%#♣❛%2✐2✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ /♦♥ ❣%♦✉♣❡✳ ❉❛♥/ ✉♥❡ 2❡❧❧❡ /✐2✉❛2✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉2 ✐♠❛❣✐♥❡% ,✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉%

❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♥2%✐❜✉2✐♦♥ ✉2✐❧✐/#❡ ♣❛% ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥2✱ ♣♦✉% ❛♥❛❧②/❡% ❧❛ ♠♦%❛❧✐2# ❞❡ /❛

♣%♦♣%❡ ❝♦♥❞✉✐2❡✱ ❞#♣❡♥❞ ❞❡ /❛ ❞♦2❛2✐♦♥ ✐♥✐2✐❛❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✭ ȳi = pi×di✮✱ 2❛♥❞✐/ ,✉❡ ❝❡❧❧❡
,✉✐ ❡/2 ✉2✐❧✐/#❡ ♣♦✉% #✈❛❧✉❡% ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ /❡/ ♣❛%2❡♥❛✐%❡/ /✬#2❛❜❧✐2 ✭♦✉ ♥♦♥✱ /❡❧♦♥

❧❡ ❞❡❣%# ❞✬❡♠♣❛2❤✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✮ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉%/ ❞♦2❛2✐♦♥/ ✐♥✐2✐❛❧❡/ ♣❛%2✐❝✉❧✐3%❡/

✭ȳij = pi × dj)✳ ❉❡✉①✐3♠❡♠❡♥2✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❛✉//✐ /✉♣♣♦/❡% ,✉❡ ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥2 ✐❣♥♦%❡ ,✉❡ /❡/
♣❛%2❡♥❛✐%❡/ ♦♥2 ♣♦2❡♥2✐❡❧❧❡♠❡♥2 ❞❡/ ❞♦2❛2✐♦♥/ ✐♥✐2✐❛❧❡/ ❞✐✛#%❡♥2❡/ ❞❡ ❧❛ /✐❡♥♥❡✱ ❛✉,✉❡❧ ❝❛/

❧❛ ❝❛♣❛❝✐2# ❞✬❡♠♣❛2❤✐❡ ❞❡ ❝❤❛,✉❡ ❛❣❡♥2 ❡/2 ♠#❝❛♥✐,✉❡♠❡♥2 ❜✐❛✐/#❡ ❡2 ♦♥ ♣❡✉2 ✐♠❛❣✐♥❡%

,✉❡ ❝❡❧❛ %#/✉❧2❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❧✉/ ❣%❛♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧2# ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣#%❛2✐♦♥✱ #2❛♥2

❞♦♥♥# ❧✬✐♥❝♦♠♣❛2✐❜✐❧✐2# ❞❡/ ♣♦✐♥2/ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡/ ❞✐✛#%❡♥2/ ♠❡♠❜%❡/ ❞✉ ❣%♦✉♣❡✳ ❈❡22❡ ❤②♣♦✲

2❤3/❡ ♠#%✐2❡%❛✐2 C ♥♦2%❡ /❡♥/ ❞✬M2%❡ 2❡/2#❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♠♦❞3❧❡ #2❡♥❞✉✳

O❛% ❛✐❧❧❡✉%/✱ ❞❛♥/ ♥♦2%❡ ♠♦❞3❧❡✱ ❧✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥ ❡/2 /✉♣♣♦/#❡ ❝♦♠♣❧32❡ ❡2 ♣❛%❢❛✐2❡✱ ❝❡ ,✉✐

❝♦♥/2✐2✉❡ ✉♥❡ ❤②♣♦2❤3/❡ ❢♦%2❡ ❡2 ❛//❡③ ♣❡✉ %#❛❧✐/2❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ✐♠♣❧✐,✉❡ ,✉❡ ❧❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉/ /♦♥2

❡♥ ♠❡/✉%❡ ❞✬✐❞❡♥2✐✜❡% ❡2 ❞❡ /❛✐/✐% ❝♦♠♣❧32❡♠❡♥2 ❧❛ ♣❡%/♦♥♥❛❧✐2# ❞❡ ❧❡✉%/ ♣❛%2❡♥❛✐%❡/✱ ❧❡✉%/

❝♦♥❝❡♣2✐♦♥/ ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦%2❡♠❡♥2 ♠♦%❛❧❡♠❡♥2 ❛❞❛♣2# ❡2 ❧✬✐♥2❡♥/✐2# ❛✈❡❝ ❧❛,✉❡❧❧❡

❧❡✉%/ #♠♦2✐♦♥/ ✈♦♥2 #♠❡%❣❡%✳ ❈❡✉①✲❝✐ /♦♥2 ❛✐♥/✐ ♣❛%❢❛✐2❡♠❡♥2 ❡♥ ♠❡/✉%❡ ❞✬❛♥2✐❝✐♣❡% ❧❛

%#❛❝2✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡/ ♠❡♠❜%❡/ ❞❡ ❧❡✉% ❣%♦✉♣❡✱ ❡♥ ❝♦♥/#,✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉% ♣%♦♣%❡ ❞#❝✐/✐♦♥✳

✷✹✶



✻✳ ▲✬$✈♦❧✉)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡2 3❡❧❛)✐♦♥2 ❡♥)3❡ ❛❣❡♥)2 ❞❛♥2 ❧❡ ❥❡✉ ❞✉ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝

❆✐♥#✐✱ ✉♥❡ ♣♦##✐❜✐❧✐+, ♣♦✉- -❡♥❞-❡ ♥♦+-❡ ♠♦❞0❧❡ ♣❧✉# -,❛❧✐#+❡✱ #❡-❛✐+ ❞✬✐♥+,❣-❡-✱ ❝❤❡③ ❧❡#

❛❣❡♥+#✱ ✉♥ ❝❡-+❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡-+✐+✉❞❡ ✈✐#✲9✲✈✐# ❞❡ ❧❛ ♣❡-#♦♥♥❛❧✐+, ❞❡ ❧❡✉-# ♣❛-+❡♥❛✐-❡#✳

❯♥❡ ♣-❡♠✐0-❡ ♣♦##✐❜✐❧✐+,✱ ❧❛ ♣❧✉# #✐♠♣❧❡ #❡❧♦♥ ♥♦✉#✱ ♣♦✉--❛✐+ <+-❡ ❞✬✐♥+-♦❞✉✐-❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡-✲

+✐+✉❞❡ ✈✐#✲9✲✈✐# ❞❡ ❝❡ =✉✐ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❡ ❧❡ ❞,❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬,♠❡-❣❡♥❝❡ ❞❡# ,♠♦+✐♦♥# ❝❤❡③

❛✉+-✉✐✱ #♦✐+✱ ❞❛♥# ♥♦+-❡ ♠♦❞0❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞❡ #❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥✳ >❧✉# ❣,♥,-❛❧❡♠❡♥+✱

+♦✉+ ❝❡ =✉✐ ♣❛-+✐❝✐♣❡ 9 ❞,✜♥✐- ❧❛ ♣❡-#♦♥♥❛❧✐+, ❞❡# ❛❣❡♥+#✱ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞0❧❡✱ #♦✐+ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧✬✐♥+❡♥#✐+, ❞❡ ❧✬,♠❡-❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉-# ,♠♦+✐♦♥#✱ ❡#+ #✉#❝❡♣+✐❜❧❡ ❞✬<+-❡ ❡♥✈✐#❛❣, ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

✐♥❢♦-♠❛+✐♦♥ ✉♥✐=✉❡♠❡♥+ ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ 9 ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳

❯♥❡ ❛✉+-❡ ❤②♣♦+❤0#❡ ❢♦-+❡ =✉❡ ♥♦✉# ♣♦#♦♥# ❞❛♥# ♥♦+-❡ ❢♦-♠❛❧✐#❛+✐♦♥ ❝♦♥❝❡-♥❡ ❧❛ ❢❛B♦♥

❞♦♥+ ❧❡# ,♠♦+✐♦♥# ❞✬,✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞✬❛✉+-✉✐ ,♠❡-❣❡♥+✳ ❊♥ ♣❛-+✐❝✉❧✐❡-✱ ♥♦+-❡ #♣,❝✐✜❝❛+✐♦♥ #✉♣✲

♣♦#❡ ✐♠♣❧✐❝✐+❡♠❡♥+ =✉❡ ❧❡# ❞✐✛,-❡♥+❡# ,♠♦+✐♦♥# ❞✬,✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞✬❛✉+-✉✐ =✉✐ #♦♥+ #✉#❝❡♣+✐❜❧❡#

❞✬<+-❡ ,❧✐❝✐+,❡# ❝❤❡③ ✉♥ ❛❣❡♥+✱ ,♠❡-❣❡♥+ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠<♠❡ ✐♥+❡♥#✐+, ✭❞,#✐❣♥,❡ ♣❛- ❧❡ ♣❛-❛♠0+-❡

α✮✱ =✉❡❧❧❡ =✉✬❡♥ #♦✐+ ❧❡✉- ✈❛❧❡♥❝❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❞❡ -❛✐#♦♥ =✉❡ ❝❡❧❛ #♦✐+ ❧❡ ❝❛# ❡+✱ #❡❧♦♥ +♦✉+❡
✈-❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡#+ ♠<♠❡ ♣❧✉# -,❛❧✐#+❡ ❞❡ #✉♣♣♦#❡- ❧❡ ❝♦♥+-❛✐-❡✳ ❉✬❛♣-0# ❧❛ +❤,♦-✐❡ ❞❡#

,♠♦+✐♦♥#✱ ❡♥ ❡✛❡+✱ ❧❡ -❡##❡♥+✐ ,♠♦+✐♦♥♥❡❧ ✭#♦♥ ✐♥+❡♥#✐+, ❡♥ ♣❛-+✐❝✉❧✐❡-✮ ♣-,#❡♥+❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥✲

#✐♦♥ ♣❡-#♦♥♥❡❧❧❡ ❡+ ❝♦♥+❡①+✉❡❧❧❡ =✉✐ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛+✉-❡ ❞❡ ❧✬,♠♦+✐♦♥ ❡♥ ❥❡✉ ✭#❛ ✈❛❧❡♥❝❡✱

#♦♥ +②♣❡✱ #❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❝♦❣♥✐+✐✈❡ ❡+❝✳✮✳ ❚❡❝❤♥✐=✉❡♠❡♥+✱ ✉♥❡ ❢❛B♦♥ #✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥+♦✉-♥❡-

❝❡++❡ ❧✐♠✐+❡ ❛✉-❛✐+ ,+, ❞❡ -❡❝♦✉-✐- 9 ❞❡# ❢♦♥❝+✐♦♥# ❞,✜♥✐❡# ♣❛- ♣❛-+✐❡#✱ ❝❡ =✉✐ ❝♦♠♣❧✐=✉❡-❛✐+

+♦✉+❡❢♦✐# ❧❛ -,#♦❧✉+✐♦♥ ❛♥❛❧②+✐=✉❡ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❡+ ❝♦♥❞✉✐-❛✐+ ,❣❛❧❡♠❡♥+ 9 ✉+✐❧✐#❡- ✉♥ ♣❛-❛✲

♠0+-❡ #✉♣♣❧,♠❡♥+❛✐-❡✳

❊♥ ♦✉+-❡✱ ✉♥ ❛✉+-❡ ♣-♦❧♦♥❣❡♠❡♥+ ❡♥✈✐#❛❣❡❛❜❧❡ #❡-❛✐+ ❞❡ ❞,✜♥✐-✱ ♣♦✉- ❝❤❛=✉❡ ❛❣❡♥+ i✱
✉♥ ❝❛♣✐+❛❧ ❞❡ #②♠♣❛+❤✐❡ ❛✛❡❝+, ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥+ 9 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #❡# ♣❛-+❡♥❛✐-❡# j ✭♥♦+, δij✮✳
❈❡❝✐ ♣❡-♠❡++-❛✐+✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧,♠❡♥+ ❞✉ ❝❛♣✐+❛❧ ❞❡ #②♠♣❛+❤✐❡ δi✱ ❞♦♥+ ❧✬,✈♦❧✉+✐♦♥ ❡#+ -❡❧❛+✐✈❡
❛✉ ❝♦♠♣♦-+❡♠❡♥+ ♠♦②❡♥ ♦❜#❡-✈, ❞❛♥# ❧❡ -❡#+❡ ❞✉ ❣-♦✉♣❡✱ ❞❡ ♠✐❡✉① ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡

❧❡ ❢❛✐+ =✉❡ ❝❤❛=✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ -❡+✐❡♥+ ❧❡# ❝♦♠♣♦-+❡♠❡♥+# ♣❛-+✐❝✉❧✐❡-# ❞❡ #❡# ❞✐✛,-❡♥+# ♣❛-+❡✲

♥❛✐-❡# ❡+ =✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉+ ✐♥✢✉❡♥❝❡- #❡# ❝❤♦✐①✱ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❡♥ ❝❡ =✉✐ ❝♦♥❝❡-♥❡ ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

-,❝♦♠♣❡♥#❡# =✉✬✐❧ ❧❡✉- ♦✛-❡✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉--❛✐+ ❥♦✉❡- ✉♥ -N❧❡ ✐♠♣♦-+❛♥+ ❧♦-#=✉❡ ❧✬♦♥

❝♦♥#✐❞0-❡ ✉♥ ♥♦♠❜-❡ -,❞✉✐+ ❞❡ ♣❛-+❡♥❛✐-❡#✱ =✉✐ ❛♣♣-❡♥♥❡♥+ 9 #❡ ❝♦♥♥❛O+-❡ 9 ♠❡#✉-❡ =✉❡ ❧❡#

✐♥+❡-❛❝+✐♦♥# #❡ ♣-♦❞✉✐#❡♥+ ❞❛♥# ❧❡ ❥❡✉✳ ▲❛ ♣♦-+,❡ ❣,♥,-❛❧❡ ❞❡ ♥♦+-❡ ♠♦❞0❧❡ ♥♦✉# ❛ ❝♦♥❞✉✐+

9 ♥♦✉# ♣❧❛❝❡- ❞❛♥# ❧✬♦♣+✐=✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣✐+❛❧ ❞❡ #②♠♣❛+❤✐❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❛❣❡♥+ =✉✐ #✬❛♣♣❧✐=✉❡

✐♥❞✐✛,-❡♠♠❡♥+ 9 ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♣❛-+❡♥❛✐-❡#✱ ❝❛- ❝❡❧❛ ♥♦✉# #❡♠❜❧❡ ♣❧✉# ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡

=✉✐ #❡ ♣-♦❞✉✐+ 9 ❣-❛♥❞❡ ,❝❤❡❧❧❡✳ ❚♦✉+❡❢♦✐#✱ #✬❛❣✐##❛♥+ ❞❡ ❣-♦✉♣❡# ❞❡ +❛✐❧❧❡ -,❞✉✐+❡✱ ❧✬✐♥+-♦✲

❞✉❝+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ +❡❧❧❡ ♥✉❛♥❝❡ ♣♦✉--❛✐+ <+-❡ ❡♥ ♠❡#✉-❡ ❞✬❛♣♣-,❤❡♥❞❡- ❧❡# ❛✣♥✐+,# ♣♦✉✈❛♥+ #❡

❝-,❡- ❡♥+-❡ ❝❡-+❛✐♥# ♠❡♠❜-❡# ❞✬✉♥❡ ,=✉✐♣❡ ❡+ ❞♦♥♥❛♥+ ,✈❡♥+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ❧✐❡✉ 9 ❧✬❛♣♣❛-✐+✐♦♥

❞❡ ✓ #♦✉#✲❣-♦✉♣❡# ✔✳

❊♥✜♥✱ ❡♠♣✐-✐=✉❡♠❡♥+✱ ❝❡-+❛✐♥❡# ❞♦♥♥,❡# #✉❣❣0-❡♥+ =✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ♦♥+ +❡♥❞❛♥❝❡ 9

❝♦♥#✐❞,-❡- ❧❛ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣-♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥+ ❞❡ -,❢,-❡♥❝❡ 9 ♣❛-+✐- ❞✉✲

=✉❡❧ ,✈❛❧✉❡- ❧❡ ❝♦♠♣♦-+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❡✉-# ♣❛-+❡♥❛✐-❡# ❡+✱ ♣♦##✐❜❧❡♠❡♥+✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡

❧❛ ♥♦-♠❡ ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ =✉✐ #❡ ❞,❣❛❣❡ ❞✉ ❣-♦✉♣❡ #♣,❝✐✜=✉❡ ❞❛♥# ❧❡=✉❡❧ ✐❧# #♦♥+ ✐♥+,❣-,#✳ ❈❡❝✐

♣♦#❡ ❧❛ =✉❡#+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐+, ❞❡ ♠✐#❡ 9 ❥♦✉- ❞❡ ❧❛ ♥♦-♠❡ ❞❡ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥ ✐♥+,-✐♦-✐#,❡ ♣❛-

❝❤❛=✉❡ ❛❣❡♥+ ❡+ #♦✉❧0✈❡ ,❣❛❧❡♠❡♥+ ❧❛ =✉❡#+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣-,❢,-❡♥❝❡ ♣♦✉- ❧❡ ❢❛✐+ ❞❡ #❡ ❝♦♦-❞♦♥✲

♥❡- #✉- ✉♥ ❝♦♠♣♦-+❡♠❡♥+ ❝♦♠♠✉♥✱ ❝❡ =✉✐ -❡❧0✈❡-❛✐+ ❞✬✉♥❡ ❝❡-+❛✐♥❡ ❢♦-♠❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦-♠✐#♠❡✳

❉❛♥# ❧❡ ♣-♦❧♦♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ♥♦+-❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❞②♥❛♠✐=✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉--❛✐+ #✉♣♣♦#❡- =✉❡ ❧❡# ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉# ❞✐#♣♦#❡♥+ ❞✬✉♥❡ +❡❧❧❡ ❝❛♣❛❝✐+, ❞✬❛♣♣-❡♥+✐##❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ❝✉❧+✉-❡ ✔ =✉✐ ,♠❡-❣❡ ❞❡ ❧❡✉-

♣-♦♣-❡ ❣-♦✉♣❡✱ ❡♥ ❝❡ =✉✐ ❝♦♥❝❡-♥❡ ❧❡# ❝♦♠♣♦-+❡♠❡♥+# ❞❡ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥✳ ❋♦-♠❡❧❧❡♠❡♥+✱ ❝❡❝✐

✷✹✷



✻✳✸✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

✐♠♣❧✐$✉❡'❛✐) ❛❧♦'+ ✉♥❡ -✈♦❧✉)✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥)'✐❜✉)✐♦♥ ❞❡+ ❛❣❡♥)+✱ ❡♥

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ '-+✉❧)❛) ❞❡ ❧✬✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ❛②❛♥) ❧✐❡✉ ❧♦'+ ❞❡ ❝❤❛$✉❡ ♣-'✐♦❞❡ ✭♦✉ -✈❡♥)✉❡❧❧❡♠❡♥)

+❡✉❧❡♠❡♥) ❧♦'+ ❞❡+ ♣'❡♠✐9'❡+✮✳ ❉❛♥+ ❝❡))❡ ♣❡'+♣❡❝)✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉) ✐♠❛❣✐♥❡' $✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐)-

❞✉ ♠-❝❛♥✐+♠❡ ✐♥❝✐)❛)✐❢ ❞❡ '-❝♦♠♣❡♥+❡ ♥✬❡♥ +♦✐) $✉❡ '❡♥❢♦'❝-❡ ❝❛'✱ -)❛♥) ❞♦♥♥- $✉✬✐❧ ♣❡'✲

♠❡) ✉♥❡ ❝♦♥)'✐❜✉)✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ '❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) -❧❡✈-❡ ? ❧❛ ♣'❡♠✐9'❡ ♣-'✐♦❞❡✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉''❛✐)

❛❧♦'+ ♦'✐❡♥)❡' ❧❡+ ❣'♦✉♣❡+ ❞✬❛❣❡♥)+ ✈❡'+ ❧✬❛❞♦♣)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦'♠❡ ❞❡ ❝♦♥)'✐❜✉)✐♦♥ +♣-❝✐✜$✉❡✱

❝♦♠♠✉♥❡ ? ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♣❛')❡♥❛✐'❡+✱ $✉✐ -✈♦❧✉❡ ? ❧❛ ❤❛✉++❡ ❛✉ ❝♦✉'+ ❞✉ )❡♠♣+✳

✷✹✸





❈✐♥#✉✐%♠❡ ♣❛*+✐❡ ✳

❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ●2♥2*❛❧❡

✷✹✺





❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡

❉❛♥# ❝❡ &'❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤-#❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# 1&✉❞✐1 ❧❡ '2❧❡ ♠♦&❡✉' ❞❡# 1♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡# ❞❛♥# ❧❛

♣'✐#❡ ❞❡ ❞1❝✐#✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥&#✱ ❧♦'#6✉✬✐❧# #♦♥& ♣❧❛❝1# ❞❛♥# ✉♥❡ #✐&✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❡♠♠❡ #♦❝✐❛❧✳

❉❛♥# ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ❝❤❛♣✐&'❡✱ ♥♦&'❡ '❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐&&1'❛&✉'❡ ❛ ♣❡'♠✐# ❞❡ ♠❡&&'❡ ❡♥ ♣❡'#♣❡❝&✐✈❡

❞❡# '1#✉❧&❛&# ✐##✉# ❞❡ ❧✬1❝♦♥♦♠✐❡ ❡①♣1'✐♠❡♥&❛❧❡ ❡& ❞❡ ❧❛ ♣#②❝❤♦❧♦❣✐❡ #♦❝✐❛❧❡✱ 6✉✐ #♦✉❧✐❣♥❡♥&

❧✬✐♠♣♦'&❛♥❝❡ ❞❡# #❡♥&✐♠❡♥&# ♠♦'❛✉① ❞❛♥# ❧❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥& ❡✛❡❝&✐❢ ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉#✱ ❧♦'#6✉✬✐❧#

'❡♥&'❡♥& ❡♥ ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛✉&'✉✐✳ ❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐# ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ 6✉❡ ❧❡# 1♠♦&✐♦♥#

♠♦'❛❧❡# > ✈❛❧❡♥❝❡ ♥1❣❛&✐✈❡ ♦♥& ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&1 ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡' ❧❡# ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&# #&'❛&1❣✐6✉❡# ❞❡#

✐♥❞✐✈✐❞✉# ❡♥ ❧❡# ♣❧❛@❛♥& ❞❛♥# ✉♥❡ ♦♣&✐6✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣ &❡'♠❡✳ ▲♦'# ❞❡ ❧❡✉' ♣'✐#❡ ❞❡ ❞1❝✐#✐♦♥✱

❧✬❛♥&✐❝✐♣❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬1♠❡'❣❡♥❝❡ ❞✬1♠♦&✐♦♥# &❡❧❧❡# 6✉❡ ❧❛ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐&1 ♦✉ ❧❛ ❤♦♥&❡ #✬♦♣♣♦#❡ ❡♥

❡✛❡& > ❧❛ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥&1'C& ♣❡'#♦♥♥❡❧ ✐♠♠1❞✐❛& ❡♥ ❧❛✐##❛♥& ❛✉❣✉'❡' ❧❡# ❝♦♥#16✉❡♥❝❡#

1♠♦&✐♦♥♥❡❧❧❡# ♥1❣❛&✐✈❡# ❞❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&# ♦♣♣♦'&✉♥✐#&❡#✱ ❝❡ 6✉✐ ❛❣✐& ❡♥ ❢❛✈❡✉' ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦'&❡♠❡♥&# ♣'♦#♦❝✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♦♣1'❛&✐♦♥✳ ◆♦&'❡ '❡✈✉❡ #♦✉❧✐❣♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❧❡# ❧✐♠✐&❡#

❞❡# 1♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡# > ✈❛❧❡♥❝❡ ♥1❣❛&✐✈❡ ❡♥ &❡'♠❡# ❞❡ ❜✐❡♥✲C&'❡ ❡& ♣❛'❢♦✐# ❞✬❡✣❝❛❝✐&1 >

♣'♦♠♦✉✈♦✐' ❞❡ &❡❧# ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&#✱ ❝❡ 6✉✐ ♥♦✉# ❛ ❝♦♥❞✉✐& > ♥♦✉# ✐♥&1'❡##❡' ♣❛'&✐❝✉❧✐-'❡✲

♠❡♥& ❛✉① 1♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡# > ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦#✐&✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡✱ 6✉✐ ♦♥& 1&1 ♥1❣❧✐❣1❡#

❞❛♥# ❧❛ ❧✐&&1'❛&✉'❡ ❡♥ 1❝♦♥♦♠✐❡✳

❉❛♥# ❧❡ ❞❡✉①✐-♠❡ ❝❤❛♣✐&'❡✱ ♥♦# 1❧1♠❡♥&# ❞❡ '❡✈✉❡ ♦♥& ❛✐♥#✐ ❢❛✐& '❡##♦'&✐' ❧❡ '2❧❡ ❡##❡♥&✐❡❧

❞❡ ❧❛ ❣'❛&✐&✉❞❡ ❞❛♥# ❧❡# ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥# #♦❝✐❛❧❡#✱ 6✉❡ ❝❡ #♦✐& > &'❛✈❡'# #♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛

❝'1❛&✐♦♥ ❡& ❧❡ '❡♥❢♦'❝❡♠❡♥& ❞❡# '❡❧❛&✐♦♥# ✐♥&❡'♣❡'#♦♥♥❡❧❧❡#✱ #♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥# ❧✬❛❞♦♣&✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&# ♣'♦#♦❝✐❛✉① &❡❧# 6✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣1'❛&✐♦♥✱ ♦✉ ♣♦✉' #♦♥ ✐♠♣❛❝& #✉' ❧❡ ❜✐❡♥✲C&'❡✱

❧✬❡✣❝❛❝✐&1 ❛✐♥#✐ 6✉❡ ❧❛ ♠♦&✐✈❛&✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥&#✳ ❈❡# ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥# ♥♦✉# ♦♥& ❝♦♥❞✉✐& > ♣'❡♥❞'❡

❧❛ ♠❡#✉'❡ ❞❡ ❧❛ ♥1❝❡##✐&1✱ ♣♦✉' ❧❡# 1❝♦♥♦♠✐#&❡#✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛# ♥1❣❧✐❣❡' ❧❡ '2❧❡ ❞❡ ❝❡&&❡ 1♠♦&✐♦♥✱

#✬❛❣✐##❛♥& ♥♦&❛♠♠❡♥& ❞✉ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❡# ❞✐❧❡♠♠❡# #♦❝✐❛✉①✱ ❡& ♣❛' ❝♦♥#16✉❡♥& ❞❡ ❝❤❡'❝❤❡' >

❧✬✐♥&1❣'❡'✱ ❛✈❡❝ ♣'1❝✐#✐♦♥✱ ❞❛♥# ❧❡✉' '❡♣'1#❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ♣'♦❝❡##✉# ❞❡ ❞1❝✐#✐♦♥ ❞❡# ❛❣❡♥&#✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✸ ♥♦✉# ❛ ❡♥#✉✐&❡ ♣❡'♠✐# ❞❡ '❡&'❛❝❡' ❧❡ ♣❛'❝♦✉'# #✉✐✈✐ ♣❛' ❧❡# 1❝♦♥♦♠✐#&❡#

❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&❛❧✐#&❡# 6✉✐ ♦♥& ♣'♦❣'❡##✐✈❡♠❡♥& ❛❝❝♦'❞1✱ ❞❛♥# ❧❡✉'# &'❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞1❧✐#❛✲

&✐♦♥✱ ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# ❞❡ ♣❧❛❝❡ > ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# ♥♦'♠❡#✱ ❞❡# ✐♥&❡♥&✐♦♥#✱ ❞❡# ❛&&❡♥&❡# ❡&✱ ❡♥

✜❧✐❣'❛♥❡✱ ❛✉ '2❧❡ ❞❡# 1♠♦&✐♦♥# ✭♠♦'❛❧❡#✮✳ ❚♦✉& ❡♥ '❡#&❛♥& ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞❡ ❧❛ '❛&✐♦♥♥❛❧✐&1✱

❧✬❛♠1♥❛❣❡♠❡♥& ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ❝❧❛##✐6✉❡✱ ❡♥ &❤1♦'✐❡ ❞❡# ❥❡✉①✱ > &'❛✈❡'# ❧❡ '❡❧N❝❤❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❤②✲

♣♦&❤-#❡ ❞❡ ❧❛ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥&1'C& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❡& ❧✬✐♥&1❣'❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❞✐✛1'❡♥&# ♠1❝❛♥✐#♠❡#

♣#②❝❤♦❧♦❣✐6✉❡#✱ ❛ ❛❜♦✉&✐ > ❧❛ ❝'1❛&✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞-❧❡# ❞❡ ♣'1❢1'❡♥❝❡# #♦❝✐❛❧❡# ❜1♥1✜❝✐❛♥& ❞✬✉♥❡

'❡♣'1#❡♥&❛&✐♦♥ ♣❧✉# ✜❞-❧❡ ❞❡# C&'❡# ❤✉♠❛✐♥# ❡& ❞❡ ❧❡✉' ♠❛♥✐-'❡ ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡' ❡♥ #♦❝✐1&1✳

❆✐♥#✐✱ ❧✬✐♥&1❣'❛&✐♦♥ ♣'1❝✐#❡✱ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❡& #②#&1♠❛&✐6✉❡ ❞✉ '2❧❡ ❞❡# 1♠♦&✐♦♥# ♠♦'❛❧❡# ♥♦✉#

❡#& ❛♣♣❛'✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ♣❡'♠❡&&❛♥& ❞✬❛❝❝'♦O&'❡ ❡♥❝♦'❡ ❞❛✈❛♥&❛❣❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ '1❛✲

❧✐#♠❡ ❡& ❞❡ ❝❛♣❛❝✐&1 ♣'1❞✐❝&✐✈❡ ❞❡# ♠♦❞-❧❡# ❞✬1❝♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&❛❧❡✳

✷✹✼



▲✬♦❜❥❡& ♣(✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐&(❡ ✹ ❛ ❡♥2✉✐&❡ 3&3 ❞❡ ❞3✜♥✐( ❧❡ ❝❛❞(❡ ❝♦♥❝❡♣&✉❡❧ ❞❛♥2 ❧❡5✉❡❧

(3❛❧✐2❡( ♥♦&(❡ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ♦(✐❣✐♥❛❧❡✱ ❞❡ ❢❛9♦♥ : ♣(❡♥❞(❡ ♣(3❝✐23♠❡♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡2 2♣3❝✐✲
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦%✐&✐♦♥ ✸

❖♥ "✉♣♣♦"❡ a = 1
2
❡' ȳi > ȳj✳

)❛+ ❛✐❧❧❡✉+"✱ ♦♥ +❛♣♣❡❧❧❡ /✉❡✱ ♣♦✉+ '♦✉' i ∈ I✱ ♦♥ "✉♣♣"♦"❡ /✉❡ δi ≤ 1 ❡' /✉❡ 2βi > aαi

✭❝❢✳ ✺✳✷✳✶✳✶✳✸✮✳

❉❡ ♣❧✉"✱ ♣♦✉+ '♦✉' i, j ∈ I2✱ i 6= j ✱ ❧✬:/✉✐❧✐❜+❡ ❞❡ ◆❛"❤ ❞❛♥" ❧❡ ❏❇) "'❛♥❞❛+❞ A n = 2
❥♦✉❡✉+" ❡"' ✿

y∗i =
aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj] + 2βj[−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi]

4βiβj − a2αiαj

❆✐♥"✐✱ y∗i < ȳi ❡"' :/✉✐✈❛❧❡♥' A ✿

aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj ] + 2βj [−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi]

4βiβj − a2αiαj
< ȳi

⇔ aαi[−1+a(1+ δj)+(2βj −aαj)ȳj ]+2βj [−1+a(1+ δi)+(2βi−aαi)ȳi] < ȳi(4βiβj −a2αiαj)

⇔ aαi[−1+a(1+δj)+(2βj−aαj)ȳj ]+2βj [−1+a(1+δi)]+2βj(2βi−aαi)ȳi < ȳi(4βiβj−a2αiαj)

⇔ aαi[−1+a(1+δj)+(2βj−aαj)ȳj ]+2βj [−1+a(1+δi)] < ȳi(2βi2βj−aαiaαj)−2βj(2βi−aαi)ȳi

⇔ aαi[−1+a(1+δj)]+aαi(2βj−aαj)ȳj+2βj [−1+a(1+δi)] < (2βi2βj−aαiaαj−2βj2βi+2βjaαi))ȳi

⇔ aαi[−1 + a(1 + δj)] + aαi(2βj − aαj)ȳj + 2βj [−1 + a(1 + δi)] < aαi(2βj − aαj)ȳi

⇔ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj [−1 + a(1 + δi)] < aαi(2βj − aαj)ȳi − aαi(2βj − aαj)ȳj

⇔ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj [−1 + a(1 + δi)] < aαi(2βj − aαj)(ȳi − ȳj)

❙♦✐'

aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj[−1 + a(1 + δi)]

aαi(2βj − aαj)
< (ȳi − ȳj)

✷✻✼



❉✬❛♣$%& ♥♦& ❤②♣♦+❤%&❡&✱ ♦♥ &❛✐+ /✉❡✱ ♣♦✉$ +♦✉+ i ∈ I✱ a(1 + δi) ≤ 1

1❛$ ❝♦♥&3/✉❡♥+✱ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj[−1 + a(1 + δi)] ≤ 0✳

❊+ ♣✉✐&/✉❡ ❧✬♦♥ &✉♣♣♦&❡ /✉❡ ȳi − ȳj > 0✱ ❛❧♦$& y∗i < ȳi✳

❆✐♥&✐✱ ❧♦$&/✉❡ a = 1
2
✱ ❧❛ ❝♦♥+$✐❜✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ ❛②❛♥+ ❧❛ ♥♦$♠❡ ❞❡ ❝♦♥+$✐❜✉+✐♦♥

❧❛ ♣❧✉& ✐♠♣♦$+❛♥+❡ ✭i ✐❝✐✮✱ ❡&+ +♦✉❥♦✉$& ✐♥❢3$✐❡✉$❡ ? ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❝❡++❡ ♥♦$♠❡ ✭ ȳi ✐❝✐✮✳

❙✉♣♣♦&♦♥& ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ /✉❡ ȳi < ȳj ✭♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡ +♦✉❥♦✉$& ❞✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉$ i✮✱
y∗i < ȳj ❡&+ 3/✉✐✈❛❧❡♥+ ? ✿

aαi[−1 + a(1 + δj) + (2βj − aαj)ȳj ] + 2βj [−1 + a(1 + δi) + (2βi − aαi)ȳi]

4βiβj − a2αiαj
< ȳj

⇔ aαi[−1+a(1+ δj)+(2βj −aαj)ȳj ]+2βj [−1+a(1+ δi)+(2βi−aαi)ȳi] < ȳj(4βiβj −a2αiαj)

⇔ aαi[−1+a(1+δj)]+aαi(2βj−aαj)ȳj+2βj [−1+a(1+δi)+(2βi−aαi)ȳi] < ȳj(2βi2βj−aαiaαj)

⇔ aαi[−1+a(1+δj)]+2βj [−1+a(1+δi)+(2βi−aαi)ȳi] < (2βi2βj−aαiaαj−aαi(2βj−aαj))ȳj

⇔ aαi[−1+a(1+δj)]+2βj [−1+a(1+δi)]+2βj(2βi−aαi)ȳi < (2βi2βj−aαiaαj−aαi2βj+aαiaαj)ȳj

⇔ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj [−1 + a(1 + δi)] + 2βj(2βi − aαi)ȳi < 2βj(2βi − aαi)ȳj

⇔ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj [−1 + a(1 + δi)] < 2βj(2βi − aαi)(ȳj − ȳi)

❙♦✐+

aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj[−1 + a(1 + δi)]

2βj(2βi − aαi)
< ȳj − ȳi

❉✬❛♣$%& ♥♦& ❤②♣♦+❤%&❡&✱ ♦♥ &❛✐+ /✉❡ aαi[−1 + a(1 + δj)] + 2βj[−1 + a(1 + δi)] ≤ 0✳

❊+ ♣✉✐&/✉❡ ❧✬♦♥ &✉♣♣♦&❡ /✉❡ ȳj − ȳi > 0✱ ❛❧♦$& y∗i < ȳi✳
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2
✱ ❧❛ ❝♦♥-'✐✲
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