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Résumé

Cette thèse est consacrée à la modélisation mathématique et simulations numériques des écou-

lements sanguins dans des artères en présence d’une endoprothèse vasculaire de type stent. La

présence de stent peut être considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse d’écoule-

ment, plus précisément les parois de l’artère sont assimilées à une surface fortement rugueuse.

Nous nous sommes principalement intéressés au contrôle de la régularité H2 sur un modèle sim-

plifié permettant de prendre en compte l’effet de ces stents lorsque le flux sanguin est gouverné

par une équation de Laplace (en lien avec la composante axiale de la vitesse d’écoulement)

avec une condition aux limites de type Dirichlet, dans un domaine à bord rugueux (en fonction

d’un petit paramètre ε). Dans une première partie, nous soulevons la question d’existence et

d’unicité de la solution de ce modèle d’écoulement sanguin et nous traitons la régularité H2 par

des techniques d’analyse variationnelle. Une étude minutieuse permet de contrôler la régularité

H2 en O(ε−1). Le deuxième axe est dédié à l’étude de la régularité H2 par des analyse asympto-

tiques multiéchelles. Nous montrons que la norme H2 de la solution de ce modèle d’écoulement

sanguin est singulière en O(ε− 1
2 ). D’autre part, nous améliorons les ordres de convergence des

résultats existants concernant la construction des approximations multiéchelles. Dans un troi-

sième temps, nous présentons des estimations d’erreur et des résultats numériques. Ces résultats

illustrent le bien fondé des estimations d’erreur sur le plan pratique. Nous montrons bien l’im-

portance des méthodes asymptotiques qui se révèlent plus efficaces qu’un calcul direct.

Mots clés : Domaine rugueux, régularité H2, écoulement sanguin, tuteur vasculaire, artère, ané-

vrisme, lois de paroi, opérateur de Laplace, analyse asymptotique, approximation couche limite,

méthodes d’éléments finis.
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Principales notations

Modèle d’écoulement sanguin

uε Solution exacte du problème

g Terme source

Ωε Domaine rugueux

Γ∞ Frontière lisse du domaine Ωε

γε Paroi rugueuse du domaine Ωε

Σe Entrée verticale du domaine Ωε

Σs Sortie verticale du domaine Ωε

Ω0 Domaine lisse

γ0 Interface entre la couche rugueuse et le domaine lisse
−→n Vecteur normal unitaire extérieur au domaine de travail

Hper,0 Sous espace fermé de H1(Ωε)

CP (ε) Constante de Poincaré

αε Constante de coercivité

Lε Redressement global qui transforme Ωε en Ω0

∆ Opérateur laplacien

∇ Opérateur gradient

(E) Problème aux limites avec g le terme source

Technique variationnelle

Vint Ouvert strictement inclus dans Ωε pour traiter la régularité H2 à l’intérieur de Ωε

Ve Disque pour traiter la régularité H2 au voisinage du bord Σe

Vs Disque pour traiter la régularité H2 au voisinage du bord Σs

V∞ Disque pour traiter la régularité H2 au voisinage du bord Γ∞

Vrug Disque pour traiter la régularité H2 près du bord rugueux γε

ϕint Partition de l’unité dans le domaine Vint

ϕe Partition de l’unité dans le domaine Ve

ϕs Partition de l’unité dans le domaine Vs

ϕ∞ Partition de l’unité dans le domaine V∞

ϕrug Partition de l’unité dans le domaine Vrug
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Table des matières

L u Opérateur aux dérivées partielles sous la forme divergence.

uint Solution faible sur Ωε vérifiant uint = ϕintuε

u∞ Solution faible sur Ωε vérifiant u∞ = ϕ∞uε

us Solution faible sur Ωε vérifiant us = ϕsuε

ue Solution faible sur Ωε vérifiant ue = ϕeuε

uε
rug Solution faible sur Ωε vérifiant urug = ϕruguε

v Fonction test

D∞ Intersection entre le domaine Ωε et le disque V∞

Ds Intersection entre le domaine Ωε et le disque Vs

De Intersection entre le domaine Ωε et le disque Ve

Drug Intersection entre le domaine Ωε et le disque Vrug

Gint Terme source de l’équation de Laplace sur Vint

Gs Terme source de l’équation de Laplace sur Ds

Ge Terme source de l’équation de Laplace sur De

Frug Terme source de l’équation de Laplace sur Drug

φ La fonction redressement local du bord rugueux

ψ La fonction réciproque de φ

D̃rug Image de Drug par l’application φ

Ũ Un ouvert qui recouvre D̃rug

Ṽ Demi-disque inclus dans Ũ

V Image de Ṽ par l’application ψ

Sp Ensemble des valeurs propres

Gε Matrice de redressement du domaine Drug

λmin(ε) Petite valeur propre de la matrice Gε

λmax(ε) La grande valeur propre de la matrice Gε

α0 Constante d’ellipticité (minorant de la petite valeur propre de Gε)

α1 Majorant de la plus grande valeur propre de Gε

ũε
rug Fonction composée de uε

rug par ψ

ṽ Fonction composée de v par ψ

F̃rug Fonction composée de Frug par ψ

Dh
1 Quotient différentiel

ξ Fonction de troncature

A(·, ·) Forme bilinéaire à la formulation variationnelle

B(·) Forme linéaire à la formulation variationnelle

Ĝε Différentiel tangentiel de la métrique Gε
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Table des matières

λ̂min Petite valeur propre de Ĝε

λ̂max Grande valeur propre de Ĝε

Fε Redressement d’une couche rugueuse de taille O(ε)

Méthodes d’approximation couche limite

Z+ ∪ P Domaine cellulaire

P 0 Paroi curviligne de la cellule Z+ ∪ P

Γf Interface fictive de la cellule Z+ ∪ P

Γl Entrée verticale de la cellule Z+ ∪ P

Γr Sortie verticale de la cellule Z+ ∪ P

γ̃ Paramétrisation du bord P 0

Γ Moyenne de la fonction (−γ̃) sur une période 2π

D1,2(Z+ ∪ P ) Espace fonctionnel

D1,2
0 (Z+ ∪ P ) Espace fonctionnel

u0 Profil de Poiseuille

u0
ext,1 Extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

u0
ext,2 Extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille

β1 Correcteur cellulaire d’ordre 1

β1 Moyenne de la solution β1 dans la direction axiale

β2 Correcteur cellulaire d’ordre 2

d Contre-flot

u1
Ach,1 Approximation d’ordre 1 par l’approche d’Achdou à l’itération 1

uN
Ach,1 Approximation d’ordre 1 par l’approche d’Achdou à l’itération N

u∞
Ach,1 Approximation couche limite d’ordre 1 par l’approche d’Achdou et al.

u1
Ach,2 Approximation d’ordre 2 par l’approche d’Achdou à l’itération 1

uN
Ach,2 Approximation d’ordre 2 par l’approche d’Achdou à l’itération N

u∞
Ach,2 Approximation couche limite d’ordre 2 par l’approche d’Achdou et al.

u1 Moyenne de l’approximation couche limite d’ordre 1 dans la direction axiale

u2 Moyenne de l’approximation couche limite d’ordre 2 dans la direction axiale

U1
exp Loi de paroi explicite d’ordre 1

U2
exp Loi de paroi explicite d’ordre 2

Υ1
imp Loi de paroi d’ordre 1 implicite

Υ2
imp Loi de paroi d’ordre 2 implicite

Hper,Γ∞(Ω0) Espace fonctionnel
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H1(Ω0) Espace fonctionnel

u0
Jäg Extension du profil de Poiseuille par l’approche de Jäger

βJäg,1 Correcteur cellulaire d’ordre 1 par la théorie de Jäger

βJäg,1 Moyenne de la solution βJäg,1 dans la direction axiale

u1
Jäg,1 Approximation de Jäger d’ordre 1 à l’itération 1

E(·) Partie entière

D2
x Hessienne dans le domaine macroscopique

D2
y Hessienne dans le domaine microscopique

∇x Gradient dans le domaine macroscopique

∇y Gradient dans le domaine microscopique

Loi de paroi pour le problème de Laplace

ũ0 Approximation d’ordre zéro de la solution uε

u1 Loi de paroi d’ordre 1 pour le problème de Laplace

ũ1 Perturbation à l’ordre 1 de la solution ũ0

ṽ0 Pseudo-correcteur d’ordre 1

χ0 Solution cellulaire d’ordre 1 du problème de Laplace

χ0 Moyenne de la solution cellulaire χ0

u2 Loi de paroi d’ordre 2 pour le problème de Laplace

ũ2 Perturbation à l’ordre 2 de la solution ũ0

ṽ1 Pseudo-correcteur d’ordre 2

χ1 Solution cellulaire d’ordre 2 du problème de Laplace

χ1 Moyenne de la solution cellulaire χ1

Analyse Numérique

W, V Espaces fonctionnels

h Diamètre maximal de la triangulation

a(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive définie sur W × V

l(·) Forme linéaire, continue définie sur V

Vh Espace test discret (Vh ⊂ V )

Wh Espace d’approximation (Wh ⊂ W )

ah(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive définie sur Wh × Vh

lh(·) Forme linéaire, continue définie sur Vh
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aε(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive définie sur Hper,0 × Hper,0

lε(·) Forme linéaire, continue définie sur Hper,0

uε,h ou uh
ε Solution approchée de uε par la méthode des éléments fini

Vε,h Sous-espace de dimension finie de l’espace Hper,0

aε,h(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive issue de l’approximation de la forme aε(·, ·)
lε,h(·) Forme linéaire, continue issue de l’approximation de la forme lε(·)
Cs Constante de stabilité

Ci Constante d’interpolation

I
Lag
h Interpolé de Lagrange

ZR Domaine cellulaire tronqué

ΓR Troncature du domaine cellulaire

βR
1 Solution du problème cellulaire tronqué

ER Erreur entre le correcteur β1 et le correcteur tronqué βR
1 dans ZR

Q̃ Domaine du redressement de la cellule tronquée ZR

A (·, ·) Forme bilinéaire à la formulation variationnelle dans Q̃

B (·) Forme linéaire à la formulation variationnelle dans Q̃

D̃ Demi-disque qui recouvre Q̃

D̃′ Demi-disque ⊂ Q̃

GR Matrice de redressement de la cellule tronquée ZR

g11
R , g12

R , g21
R , g22

R Coefficients de la métrique GR

αR Constante d’ellipticité de la métrique GR

MR Majorant de la grande valeur propre de la matrice GR

λmin(R) Petite valeur propre de la matrice GR

λmax(R) La grande valeur propre de la matrice GR

ĜR Différentiel tangentiel de la métrique GR

λ̂min(R) Petite valeur propre de la matrice ĜR

λ̂max(R) La grande valeur propre de la matrice ĜR

Ẽ Erreur entre le correcteur β1 et le correcteur tronqué βR
1 dans Q̃

D1,2(ZR) Espace fonctionnel

ac(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive définie sur ZR

lc(·) Forme linéaire, continue définie sur ZR

Vβ,h Espace d’approximation Vβ,h ⊂ D1,2(ZR)

ac,h(·, ·) Forme bilinéaire, continue, coercive issue de l’approximation de la forme ac(·, ·)
lc,h(·) Forme linéaire, continue issue de l’approximation de la forme lc(·)
βR

1,h Solution approchée de βR
1 par la méthode des éléments fini
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Table des matières

I
Lag
h Opérateur d’interpolation de Lagrange

(u0
ext,1)h Extension approchée d’ordre 1 du profil de Poiseuille

(u1
Ach,1)h Approximation couche limite approchée d’ordre 1 à l’itération 1

β1,h Solution approchée du problème cellulaire

βR
1,h Solution approchée du problème cellulaire tronqué

u0,h

ext,1
Extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

u∞,h

Ach,1
Approximation couche limite approchée d’ordre 1 par l’approche d’Achdou et al.

u∞,h

Ach,2
Approximation couche limite approchée d’ordre 2 par l’approche d’Achdou et al.

u1,h Moyenne approchée de l’approximation couche limite d’ordre 1 dans la direction axiale

u2,h Moyenne approchée de l’approximation couche limite d’ordre 2 dans la direction axiale

U
1,h
exp Loi de paroi explicite approchée d’ordre 1

U
2,h
exp Loi de paroi explicite approchée d’ordre 2

Υ1,h

imp Loi de paroi d’ordre 2 implicite approchée

P2 Espace d’approximation par éléments finis
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Introduction générale

1 Motivation biologique

La biomathématique sous-entend la coalition de deux sciences : la biologie et les mathématiques.

De façon pertinente, les mathématiques appliquées aux sciences biologiques et médicales sont

déterminées par l’ensemble des techniques et concepts mathématiques, numériques et infor-

matiques qui permettent de modéliser et d’analyser les phénomènes biologiques. Il s’agit donc

bien d’une science fortement multidisciplinaire qui irrigue largement des équipes de mathé-

maticiens et de biologistes. De plus en plus de chercheurs en mathématiques fondamentales

et appliquées s’intéressent à ces mécanismes biologiques et de façon symétrique, de plus en

plus de médecins et de biologistes éprouvent le besoin d’une telle approche et font appel à des

méthodes mathématiques et numériques pour étudier les problèmes de difficulté inextricable

auxquels ils sont confrontés. Les mathématiques appliquées à la médecine ont des applications

tant pratiques que théoriques dans de nombreux domaines comme l’étude du système cardio-

vasculaire qui est en plein essor depuis quelques années. L’étude de la circulation sanguine

dans le corps humain (l’hémodynamique) intéresse beaucoup de scientifiques dès le XVIIème

siècle. En effet, les écoulements des fluides dans des tuyaux cylindriques ont été traités par le

physicien et médecin J.-L.-M. Poiseuille [64] qui, afin d’étudier le mouvement du sang dans les

veines et vaisseaux, a établi « les lois de l’écoulement laminaire des fluides visqueux dans les

tuyaux cylindriques » dans son ouvrage « Le mouvement des liquides dans les tubes de petits

diamètres ». De ce fait, le médecin français J.-L.-M. Poiseuille propose au milieu du XIXème

siècle l’un des premiers modèles d’écoulement sanguin dans les artères et met en évidence un

profil caractéristique laminaire et permanent d’écoulement : le profil de Poiseuille.
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Figure 1 – Jean Leonard Marie Poiseuille (1797-1869)

Il existe plusieurs phénomènes pouvant affecter l’écoulement sanguin, et qui sont à l’origine de

pathologies mortelles courantes du système cardio-vasculaire. Parmi ces phénomènes, on peut

citer l’athérosclérose et les ruptures d’anévrisme. En fait, un anévrisme 1 est une turgescence

localisée de la paroi d’une artère, qui peut être provoquée par le dépôt de graisse dans l’artère.

Ce dépôt engendre la formation d’une poche de taille variable qui communique avec l’artère au

moyen d’une zone étranglée que l’on nomme « collet ». Cette poche peut grossir sous la pression

sanguine, son diamètre pouvant atteindre plusieurs centimètres. En termes précis, l’artère au

lieu de prendre la forme d’un tuyau forme une boule [15, 58].

Les anévrismes artériels sont déterminés principalement par la perte de parallélisme des parois

de l’artère et l’augmentation de son calibre. L’aorte est la plus ample artère de l’organisme et

répartie ses branches vers la presque totalité des organes ainsi que les 4 membres. Elle éclot

du coeur, transperce le thorax et plonge dans l’abdomen où elle se divise finalement pour

irriguer les jambes, à la hauteur du nombril. Au voisinage du ventre, le calibre de l’aorte oscille

habituellement entre 2 et 3 cm. Le destin des anévrismes de l’aorte a été l’objet de beaucoup

de recherches. Il en ressort que malheureusement tous les anévrismes de l’aorte du coeur sont

destinés à enfler de taille (généralement 0,3 cm de diamètre annuellement) et à exploser. Le

risque de rupture devenant plus important quand l’anévrisme touche ou excède 5 centimètre

de diamètre au niveau de l’aorte abdominale (la plus ample artère de l’organisme).

La rupture d’anévrisme représente environ 10% des accidents vasculaires cérébraux (AVC) dans

les pays occidentaux. Lorsqu’elle survient brusquement, la mort est souvent inexorable.

1. Voir https ://fr.wikipedia.org/wiki/Anévrisme
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Figure 2 – Schéma d’un anévrisme (gauche), un exemple 3D d’un stent dans l’anévrisme (droite)

Des indices précurseurs peuvent néanmoins attirer l’attention dans les heures et même les jours

qui précèdent l’AVC, et un traitement médical est prévisible. La rupture d’anévrisme est une

urgence vitale redoutable, gravissime chez les malades arrivant vivant à l’hôpital et opérés,

elle affecte environ 50 à 75 % des patients. Tout l’intérêt est donc d’opérer cette pathologie

mortelle avant la rupture. Une thérapie chirurgicale possible consiste à introduire un fil métal-

lique multi-couches appelé «stent» (endoprothèse vasculaire ou tuteur vasculaire), comme une

protection supplémentaire de la paroi artérielle afin de ralentir les tourbillons dans l’anévrisme

et de favoriser la coagulation de la poche. Un tuteur vasculaire est en fait une pièce métallique

maillée et tubulaire mise en place dans un vaisseau. Son aspect extérieur ressemble à un ressort,

voir [15, 58]. Nous précisons qu’il en existe deux sortes :

-Les stents non couverts : appui endovasculaire destiné dans le cadre des dilatations des étran-

glements (« ou sténoses ») des vaisseaux de façon à prévenir la récidive (« resténose »). Dans

ce cas le maillage tubulaire est poreux.

-Les stents couverts : il s’agit de stents recouverts d’un tissu prothétique par dessus le maillage.

Ils sont inaccessibles et peuvent donc être exploités pour anticiper ou bien soigner les hémorra-

gies. En effet, implantés dans un vaisseau, ils peuvent : calfater une plaie, être introduits dans

un vaisseau dont les parois sont anévrismales pour que l’écoulement sanguin arrête de circuler

dans l’artère proprement dite mais passe dans l’endoprothèse. La paroi artérielle de l’anévrisme

est alors totalement débranchée de la circulation sanguine et l’anévrisme est dit « exclu » : il

ne dispose plus de risque évolutif de rupture.

Expérimentalement, la pose d’un stent semble permettre de modérer l’évolution (le grossis-

sement) des collets d’anévrisme, tout en y laissant circuler le sang et diminuant les effets

turbulents de l’écoulement sanguin à leurs abords [15, 58]. D’un point de vue mathématique,
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la recherche sur les pathologies du système cardio-vasculaire se modélisent par un système

d’équations mathématiques rendant compte de toutes les données expérimentales connues du

mécanisme biologique traité. Le modèle permet entre autres de mieux déchiffrer un phénomène

biologique, d’agir sur le système d’équations de façon optimale. Il existe de nombreux modèles

mathématiques d’écoulement sanguin dans des artères sans stent, la présence de la rugosité

dans le domaine d’écoulement engendre des difficultés techniques supplémentaires, au niveau

mathématique comme numérique, liées à l’aspect multi-échelles du problème. En effet, la petite

taille du l’endoprothèse vasculaire (« stent ») constitue une échelle «microscopique» qui vient

s’ajouter à l’échelle «macroscopique» globale de l’artère.

Figure 3 – Dissection du tissu croissant sur le stent (gauche et milieu) microscopie à balayage près d’une
jonction avec une artère collatérale (droite)

Cependant, le cas du stent dans l’artère se caractérise par les propriétés suivantes :

– Diamètre de l’artère fémorale : ∅A = 6mm.

– Epaisseur totale du stent : ε = 0.25mm.

– Epaisseur d’une spire métallique : ε
′
= 0.04mm.

– Diamètre d’un globule rouge : ∅RC = 0.008mm

ε

∅A

=
0.25

6
∼ %4.15

Ces données sont importantes pour la dynamique du fluide, qui entraîne un flux sur les écoule-

ments sanguins. De façon précise, présente une perturbation sur les parois artérielles. En effet, il

est fondamental de prendre en compte correctement la rugosité du domaine dans les équations

afin de traiter l’influence effective du tuteur vasculaire. En outre, d’un point de vue numérique,

nous devrons considérer une alternative au maillage direct du domaine rugueux, trop coûteux.
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2 Le cadre mathématique

L’objet de très nombreux travaux de recherche, ces toutes dernières années, est la modélisation

mathématique et le calcul des solutions de systèmes biologiques et médicaux, et plus exactement,

le développement de nouveaux systèmes d’équations aux dérivées partielles pour l’étude de

modèles biologiques ou de pathologies du systèmes cardio-vasculaires chez l’humain et leur

simulation numérique effective, en vue d’applications médicales ou biologiques.

L’un des objectifs de cette thèse est de faire un état de l’art forcément non exhaustif des

différentes recherches effectuées dans ce domaine.

Figure 4 – Schéma d’une artère stentée avec artère collatérale (gauche), un exemple 3D d’un stent
métallique tressé multi-couche (droite)

Nous nous intéressons à un canal 2D limité par des parois horizontales (voir figure 4), la

paroi lisse est donnée par Γ∞ = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 ∈ [0, L] et x2 = 1}, et celle rugueuse

est paramétrisée par γε = {(x1, x2) ∈ R2 ; x2 = εγ̃(x1

ε
)}, où γ̃ : R −→ [−1, 0[ une fonction

périodique. Nous appelons Σe := {0} × [εγ̃(0), 1] l’entrée verticale du domaine et Σs := {L} ×
[εγ̃(L

ε
), 1] sa sortie. Les rugosités sont de taille ε aussi bien dans la direction verticale que

horizontale (voir figure 5).

En général, l’écoulement d’un fluide est modélisé par les équations de Stokes :





−η∆u + ∇p = 0 sur Ωε

u = 0 sur Γ∞ ∪ γε

u × ν = 0 sur {0, L} × [εγ̃(0), 1]

p − η
∂u

∂ν
· ν = pe sur Σe

p − η
∂u

∂ν
· ν = 0 sur Σs

(u, p) ∈ H1(Ωε) × L2
0(Ωε) avec L2

0(Ωε) = {p ∈ L2
0(Ωε),

∫
Ωε

p dx = 0},
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où u est le vecteur vitesse, p la pression, ν est la normale extérieure à ∂Ωε et η la viscosité

dynamique du fluide. L’étude des écoulements sur les parois rugueuses constitue un sujet im-

Figure 5 – Domaine rugueux Ωε

portant dans les pathologies du système cardio-vasculaire. En effet, nous trouvons des difficultés

pour ces équations puisqu’on traite des échelles de longueur différentes, en-outre, en raison du

coût élevé pour résoudre les équations de Navier-Stokes dans tels domaines. De ce fait, dans ce

document nous nous concentrons sur les problèmes liés uniquement à la rugosité elle-même et

non sur le caractère mixte du problème de Stokes. Pour cela, on considère un cadre simplifié

qui exclut des difficultés techniques liées à la non-linéarité par exemple. Nous construisons un

problème de Poisson qui ne prend en compte que la composante axiale de la vitesse. Nous

supposons ainsi que le gradient de la pression est constant. Nous noterons dans toute la thèse

C = − 1
η
∂x1p (plus précisément dans les chapitres III et IV). Dans un premier temps, nous nous

intéressons au problème aux limites suivant (le terme source est une constante réelle) :

Trouver uε ∈ H1(Ωε) tel que





−∆uε = C sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Notons qu’on a fait une hypothèse supplémentaire de périodicité sur les bords latéraux Σe ∪Σs,

elle est nécessaire pour simplifier les calculs et éviter les phénomènes de couche limite verticale

qui réduisent le degré d’approximation des correcteurs couches limites.

En terme de méthodologie, il existe plusieurs étapes pour l’approximation par les correcteurs

couches limites (CCL). Nous expliquons brièvement la démarche de la construction des lois

de paroi d’ordre 1 dans un domaine rugueux. Nous commençons par l’approximation macro-

scopique d’ordre zéro, ce qui revient à considérer un écoulement de Poiseuille dans Ω0 « un
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écoulement laminaire dans une canalisation cylindrique horizontale et le champ de vitesses est

partout parallèle à l’axe horizontal ». Nous introduisons ensuite les correcteurs couches limites à

l’échelle microscopique dans Z+ ∪ P (voir figure 6). La frontière rugueuse γε est décrite comme

une répétition périodique du bord d’une cellule microscopique P 0. Cette dernière est paramétrée

comme le graphe d’une fonction bornée 2π−périodique γ̃ : R −→ [−1, 0[ telle que

P 0 = {(y1, y2) ∈ [0, 2π] × [−1, 0[, y2 = γ̃(y1)}.

Signalons que le correcteur couche limite d’ordre 1 est la solution du problème cellulaire suivant





−∆β1 = 0 sur Z+ ∪ P

β1 = −y2 sur P 0

β1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

Enfin nous établissons l’approximation couche limite en premier ordre à l’échelle macroscopique

dans Ωε (voir chapitre III).

Figure 6 – Cellule de périodicité

Toute perturbation du flux des écoulements sanguins entraine une perturbation sur les parois

artérielles. Dans les articles [27, 28], les auteurs ont présenté une approche unifiée des approxi-

mations de type couche limite pour l’opérateur du Poisson dans un domaine à bord rugueux

périodique. Ils ont obtenu des lois de paroi avec des ordres de convergence élevés par rapport

à la taille de rugosité ε. Ils ont prouvé que les lois de paroi ne pouvaient pas satisfaire cet

objectif sans inclure sur le bord des oscillations microscopiques. Ils ont remplacé les oscillations

géométriques par des oscillations de la condition aux limites. Ils ont démontré une certaine

stabilité en normes L2 et H1 de la solution approchée obtenue par correcteurs couches limites
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et la solution exacte.

Remarquons que la présence de «stent» peut être considérée comme une perturbation locale

d’un bord lisse d’écoulement, qui entraîne une certaine singularité si nous nous intéressons à

un niveau de régularité plus élevé. C’est principalement ce phénomène biologique qui a conduit

à ce sujet de thèse. Précisément dans cette thèse, nous nous intéressons à la régularité H2 sur

les problèmes de rugosité par différentes techniques.

3 Etat de l’art et principaux résultats

L’étude de la modélisation mathématique et la simulation des écoulements sur des domaines

rugueux a commencé au début du dix-neuvième siècle par les travaux de Nikuradze [63]. Les

études expérimentales sont destinées à l’influence de la forme des rugosités sur l’écoulement

quand celles-ci sont disposées sur la paroi d’un canal. Par la suite, ces résultats ont été éten-

dus par Prandtl et Schlichting [65] à des écoulements sur des plaques rugueuses. Ces derniers

temps, plusieures études expérimentales et plusieures méthodes de modélisation du phénomène

sont présentées (voir [38] et [43] par exemple), particulièrement dans le cadre des écoulements

turbulents.

D’un point de vue analytique, la démarche couramment utilisée pour répondre à ce problème

est l’utilisation de la loi de paroi. Historiquement, les lois de paroi ont premièrement été éta-

blies dans le cadre des écoulements turbulents sur des plaques lisses [33] (lois logarithmiques).

Par la suite, l’application de lois de paroi a été étendue à des domaines rugueux, en modifiant

certaines constantes (voir [38]). Néanmoins, encore une fois, la démarche manque de généralité,

car elle ne peut être employée de façon automatique pour différentes formes de rugosité. De

plus, ces lois de paroi ont l’inconvénient de conserver un coût de calcul élevé, puisqu’elles sont

imposées à une distance constante de la paroi : donc, même si une partie de la couche limite

est enlevée, les lois de paroi adoptent la forme de la rugosité [72].

A nos connaissances, la première tentative d’implanter une méthode plus générale pour construire

des lois de paroi a été exposée par Carrau [30] et Carrau-LeTallec [31] dans le cadre d’écou-

lements laminaires compressibles sur des parois rugueuses périodiques. La stratégie est fondée

sur une approche par homogénéisation, à partir de la décomposition du domaine en une partie

locale, contenant des rugosités périodiques, et une partie globale où est imposée la loi de paroi.

Toutefois, la mise en oeuvre est coûteuse et le cadre mathématique suggéré n’est pas adapté à

l’analyse d’erreur.

A mes yeux, les premiers travaux proposant une analyse rigoureuse de lois de parois concernent
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le problème de Poisson avec des conditions aux limites homogènes de Dirichlet sur tout le bord

d’un domaine rugueux sont : les articles d’Y. Achdou, O. Pironneau, F. Valentin et P. Le Tallec

[4, 5, 8]. En effet, à partir de l’idée originale de Carrau-LeTallec, une deuxième approche a été

présentée par Pironneau et Achdou [3] pour l’équation de Laplace. À partir de cette approche,

les lois de paroi sont établies, de façon analytique, dans un cadre mathématique adapté à l’ana-

lyse d’erreur. Par la suite, Achdou et al. [5] l’ont étendue au problème de Stokes à l’ordre un

et deux.

D’autre part, nous mettons en évidence que W. Jäger et A. Mikelić [49, 50, 52] se sont intéressés

au contact entre un fluide visqueux et un milieu poreux. Les auteurs y étudient le même type

de conditions aux limites que dans les articles précédemment cités. Néanmoins, les techniques

d’extension de la solution à l’ordre 0 du domaine lisse au domaine rugueux diffèrent. Malgré

cela, les deux dernières stratégies mènent aux mêmes lois de parois implicites moyennées. En

effet, dans [27, 28], D. Bresch et V. Milišić réunient les deux approches, dérivent des lois de

parois et établissent des estimations d’erreurs pour un modèle d’artère avec stent avec la géo-

métrie de la Figure 5, périodique. Ils examinent le problème de Poisson particulier pour la

composante axiale uε ∈ R de la vitesse du fluide, avec des conditions sur les bords γε et Γ∞

de type Dirichlet, ainsi que des conditions entrantes et sortantes périodiques en vitesse sur les

bords latéraux Σe et Σs.

Le cas de l’écoulement d’un fluide dirigé en pression (plus concret dans le contexte de l’écoule-

ment sanguin) est aussi traité par W. Jäger et A. Mikelić [49, 51], pour un écoulement laminaire

type Poiseuille.

Pour le contexte de l’écoulement sanguin dans des artères avec stent, dans l’article de D.

Bresch et al. [22], les auteurs appliquent leurs résultats précédents au cas non périodique, avec

des conditions aux limites latérales de type Neumann. La présence des conditions de Neumann

entrave la généralisation directe des résultats pour les conditions de Dirichlet et exige des es-

timations plus compliquées, dites très faibles [61]. Les estimations a priori sont perfectionnées

ensuite par V. Milišić [59]. Enfin, pour des travaux portant sur une géométrie avec bifurcation,

nous renvoyons à l’article de V. Milišić [60], dans lequel l’auteur traite un problème de Stokes,

éternellement stationnaire et dirigé en pression.

4 Plan et démarche suivie

Nous décrivons à présent plus en détail le contenu de cette thèse. Celle-ci se compose de six

chapitres. Le lecteur trouvera au début de la thèse une nomenclature qui résume les principales
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notations utilisées.

Modèle d’écoulement sanguin : chapitre I. Le premier chapitre est consacré à la modélisa-

tion mathématique de l’écoulement sanguin en présence d’une endoprothèse vasculaire « stent ».

Dans notre cas, le modèle retenu s’inscrit dans le cadre d’une problématique médicale. L’analyse

complète de ce modèle permet notamment de justifier ou de démontrer la question d’existence

et unicité, mais aussi un cadre pour présenter des justifications rigoureuses des résultats de

convergence que nous avons améliorés dans cette thèse.

Étude variationnelle de la régularité H2 : chapitre II. Le second volet traite l’analyse

mathématique de la régularité H2 de notre modèle mathématique en utilisant une formulation

variationnelle. Cette première méthode développée s’articule essentiellement autour la partition

de l’unité et système de carte locale, ainsi que sur des majorations et des minorations de la

forme bilinéaire associée à la formulation variationnelle en choisissant des fonctions tests bien

particulières. Cette technique s’appuie sur l’ouvrage d’Evans [40]. Nous concluons ce chapitre

par une brève discussion de cette technique variationnelle et quelques réflexions pour la géné-

ralisation de cette méthode sur des problèmes aux limites dans des domaines à bord rugueux

singulier.

Méthodes de construction d’approximation couche limite : chapitre III. Un troisième

point, réside dans une synthèse des différentes méthodes des développements asymptotiques et

de construction d’approximation couche limite que l’on peut trouver dans la littérature scien-

tifique ainsi que dans les travaux de D. Bresch et V. Milišić [27, 28]. Dans le contexte plus

particulier de notre modèle d’écoulement (avec un terme source réel), nous améliorons plu-

sieurs résultats théoriques illustrant des estimations d’erreur de la solution exacte par rapport

à une approchée. Nous détaillons la technique asymptotique mise en oeuvre tout au long de la

thèse afin de l’expliciter.

Étude asymptotique de la régularité H2 : chapitres IV et V. Dans le quatrième chapitre,

pour des questions techniques nous sommes partis d’un problème simple (modèle mathématique

« simplifié » avec un terme source réel) et nous avons détaillé à fond les calculs pour prendre

en compte les petits obstacles. Nous démontrons en particulier que les approximations couches

limites pour la norme H2 sont singulières en ordre O(ε− 1
2 ).

Dans le cinquième chapitre nous exposons les principes généraux de calcul sur lesquels repose

l’étude asymptotique de la régularité H2 pour le problème de Laplace dans un domaine rugueux

(modèle mathématique « non simplifié »). Il s’agit des mêmes calculs que dans le quatrième cha-

pitre mais appliqués dans un contexte un peu plus général. Ce cinquième chapitre doit se lire à

la lumière de l’exemple du chapitre IV. Cette étude de la régularité H2 nous a conduit à nous

plonger dans les affres et les délices des techniques asymptotiques.
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Estimations d’erreur et Résultats numériques : chapitres VI. Enfin, nous proposons

dans le dernier chapitre un éclairage mathématique, conforté par des simulations numériques.

Nous présentons plusieurs validations numériques qui illustrent les conclusions formulées lors

de l’analyse.
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L’important est de faire en sorte

que tout soit aussi simple

que possible mais pas

plus simple.

Albert Einstein.
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Chapitre I

Un modèle d’écoulement sanguin

Le modèle qui nous préoccupe provient d’une problématique médicale : nous souhaitons mettre

en évidence l’influence de la pose d’un stent (aussi appelé endoprothèse ou tuteur vasculaire)

dans une artère sur l’écoulement sanguin. Nous commençons donc ce chapitre par une modéli-

sation mathématique. Un aspect majeur de cette modélisation est la présence de deux échelles

spatiales dans le problème. En effet, la petite taille du stent (disons ε) constitue une échelle

microscopique relativement à la taille de l’artère, c’est-à-dire le domaine «macroscopique ».

Puis nous soulevons la question d’existence et d’unicité de la solution de ce modèle. Enfin, nous

évoquons quelques inégalités de type Poincaré dans un domaine rugueux dont nous aurons

besoin dans le reste de cette thèse.

1 Modélisation mathématique

Commençons par remarquer que la situation qui nous intéresse ici appartient à une famille

de problèmes mathématiques largement étudiés : les problèmes rugueux en mécanique des

fluides. La littérature concernant l’étude des effets d’une rugosité sur l’écoulement d’un fluide

est extrêmement riche. Nous pouvons citer par exemple les travaux d’Y. Achdou, O. Pironneau,

F. Valentin [4, 5, 8], ceux d’Y. Amirat et J. Simon [10] ou encore ceux D. Gérard-Varet,

N. Masmoudi et A. Basson [19, 41]. Dans ce contexte, il apparaît un phénomène de couche

limite au voisinage du bord rugueux qui modifie le comportement du fluide. Cela constitue

essentiellement un enjeu numérique, car en général, les grilles de discrétisation ne sont pas

assez fines pour capturer correctement les rugosités de taille ε (très petit) du domaine. Une

possibilité pour surmonter cette difficulté numérique est une modification des équations au

niveau continu, à savoir la dérivation de lois de parois. Il s’agit de conditions aux limites

artificielles sur le bord d’un domaine fictif «lisse », à l’intérieur du domaine rugueux. Alors les

effets de la rugosité seront transcrits dans de nouvelles équations, elles-mêmes posées dans un
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domaine géométrique lisse, facile à discrétiser. Précisons les hypothèses et notations pour la

modélisation de notre domaine rugueux, l’artère stentée. Comme dit précédemment, il convient

d’en décrire l’aspect double échelle, grâce au paramètre ε > 0, taille caractéristique de la rugosité

(tuteur vasculaire). Nous choisissons, pour simplifier, de ne pas prendre en compte l’élasticité

des parois des artères et de considérer des géométries 2D, qui peuvent cependant être vues

comme des coupes longitudinales d’artères 3D (il est raisonnable de considérer un écoulement

à symétrie cylindrique). La variable x1 désigne la direction horizontale, x2 la direction verticale.

Pour cela, nous considérons dans toute la suite le problème aux limites suivant :

(E) :





−∆uε = g sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

où Ωε est un ouvert borné de R2 donné dans la figure ci-dessous et g ∈ L2(Ωε). La paroi lisse

est donnée par Γ∞ = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 ∈ [0, L] et x2 = 1}, et celle rugueuse est paramé-

trée par γε = {x1 ∈ [0, L] ; x2 = εγ̃(x1

ε
)}, où γ̃ : R −→ [−1, 0[ périodique de classe C∞ (au

moins de classe C2). On appelle Σe := {0} × [εγ̃(0), 1] l’entrée verticale du domaine Ωε, et

Σs := {L} × [εγ̃(L
ε
), 1] sa sortie.

Figure I.1 – Domaine rugueux Ωε

Nous remarquons que le tuteur vasculaire (stent) est modélisé par le graphe d’une fonction

périodique ou quasi-périodique, ou encore par une succession périodique de petites billes circu-

laires de taille ε, cela constitue le bord rugueux γε du domaine.
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2 Résultats préliminaires

2.1 Formulation variationnelle sur Ωε

Soit Hper,0 le sous espace fermé de H1(Ωε) muni du produit scalaire 〈·, ·〉 tel que

〈u, v〉 =
∫

Ωε

(∇u ∇v + u v) dy, (I.1)

et de la norme ‖ . ‖Hper,0 =
√

〈·, ·〉 tel que

Hper,0 = {v ∈ H1(Ωε); v = 0 sur Γ∞ ∪ γε , v est x1-périodique sur Σe ∪ Σs}. (I.2)

L’espace Hper,0 est un espace de Hilbert.

Le résultat de la proposition suivante est la formulation variationnelle de (E) :

Proposition 1. La fonction u est une solution du problème aux limites (E) si et seulement si

u appartient à Hper,0 et vérifie l’égalité

∫

Ωε

∇u(x) ∇v(x) dx =
∫

Ωε

g(x) v(x) dx pour toute fonction v ∈ Hper,0. (I.3)

Notation 1. En notation compacte on peut réécrire la formulation variationnelle (I.3) sous la

forme suivante :

aε(u, v) = l(v) pour toute fonction u, v ∈ Hper,0, (I.4)

où

aε(u, v) =
∫

Ωε

∇u(x) ∇v(x) dx, et l(v) =
∫

Ωε

g(x) v(x) dx.

Preuve. Soit u une solution du problème aux limites (E). Alors u ∈ Hper,0 . On multiplie

l’équation du système (E) par v ∈ Hper,0 et on utilise la formule de Green, on obtient :

∫

Ωε

∆u(x) v(x) dx = −
∫

Ωε

∇u(x) ∇v(x) dx +
∫

∂Ωε

∂u

∂n
(x) v(x) dσ,

où n est la normale sortante à Ωε. On pose Ib =
∫

∂Ωε

∂u
∂n

(x) v(x) dσ.

Nous avons

Ib = −
∫

Σe

∂u

∂x1

(x) v(x) dx2 +
∫

Σs

∂u

∂x1

(x) v(x) dx2 +
∫

Γ∞

∂u

∂x2

(x) v(x) dx1 +
∫

γε

∂u

∂n
(x) v(x) dσ.
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Or v = 0 sur Γ∞ ∪ γε et car v|Σe
= v|Σs

donc Ib = 0.

Par conséquent, on obtient

∫

Ωε

∆u(x) v(x) dx = −
∫

Ωε

∇u(x) ∇v(x) dx.

Réciproquement pour vérifier que toute solution faible est une solution de l’edp au sens des

distributions, nous considérons une fonction ϕ ∈ C∞
0 (Ωε). De (I.3), nous déduisons que

∫

Ωε

∇u(x) ∇ϕ(x) dx =
∫

Ωε

g(x) ϕ(x) dx pour toute fonction ϕ ∈ C∞
0 (Ωε). (I.5)

En utilisant la formule d’intégration par parties, nous concluons

−∆u = g dans D
′

(Ωε).

Par ailleurs, comme ϕ ∈ C∞
0 (Ωε), nous retrouvons la condition aux limites u = 0 sur Γ∞ ∪

γε, u est x1-périodique sur Σe ∪ Σs, c’est-à-dire que u est solution du problème aux limites

(E).

Nous montrons maintenant une inégalité de type Poincaré. C’est un outil fondamental pour

établir l’existence et l’unicité de la solution de notre problème dans un domaine rugueux.

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré). Soit le domaine Ωε définie dans la Figure I.1. Alors,

il existe une constante CP (ε) = (1 + ε) strictement positive telle que

‖u‖L2(Ωε) 6 CP (ε)‖∇u‖L2(Ωε), ∀u ∈ Hper,0.

Preuve. Soient ε > 0 et u ∈ Hper,0. Nous pouvons alors écrire que :

u(x1, x2) − u
(

x1, εγ̃
(

x1

ε

))
=

∫ x2

εγ̃(
x1
ε

)

∂u

∂x2

(x1, t) dt,

comme u|γε
= 0 alors

|u(x1, x2)| 6
∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|u(x1, x2)| 6 (1 + ε)
1
2




∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt




1
2

.
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Nous avons

|u(x1, x2)|2 6 (1 + ε)




∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt


 .

Nous intégrons sur Ωε nous obtenons :

∫

Ωε

|u(x1, x2)|2dx1dx2 6 (1 + ε)
∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

∫ L

0

∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1 dx2

6 (1 + ε)2
∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1.

Nous concluons que

(∫

Ωε

|u(x1, x2)|2dx1dx2

) 1
2

6 (1 + ε)




∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1




1
2

.

Ceci termine la preuve.

2.2 Existence et unicité

Dans le lemme suivant nous montrons la coercivité de la forme aε(· , · ), qu’est un argument

essentiel pour obtenir l’existence et l’unicité de la solution du problème variationnel (I.4).

Lemme 1 (Coercivité). La forme bilinéaire aε(· , · ) est coercive sur Hper,0. Il existe αε :=
1

4(1+ε)2+1
> 0 tel que

aε(u, u) =
∫

Ωε

|∇u(x)|2 dx > αε‖u‖2
Hper,0

, ∀u ∈ Hper,0. (I.6)

Preuve. Soit u ∈ Hper,0. Nous avons :

aε(u, u) =
∫

Ωε

|∇u(x)|2 dx = ‖∇u‖2
L2(Ωε)

= θ‖∇u‖2
L2(Ωε) + (1 − θ)‖∇u‖2

L2(Ωε), ∀θ ∈]0, 1[,

> θ‖∇u‖2
L2(Ωε) +

(1 − θ)

4(1 + ε)2
‖u‖2

L2(Ωε), ∀θ ∈]0, 1[,

>
1

4(1 + ε)2 + 1

(
‖∇u‖2

L2(Ωε) + ‖u‖2
L2(Ωε)

)
=

1

4(1 + ε)2 + 1
‖u‖2

Hper,0
.

Ce qui fournit le résultat.
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Remarque 1. Nous avons plus, pour tout ε0 > 0, ∃ α(ε0) > 0 tel que

aε(u, u) =
∫

Ωε

|∇u(x)|2 dx > α(ε0)‖u‖2
Hper,0

, ∀u ∈ Hper,0, (I.7)

uniformément par rapport à ε ∈ [0, ε0].

Théorème 1. Le problème variationnel (I.4) admet une unique solution dans Hper,0. De plus

nous avons la majoration suivante

‖u‖Hper,0 6

(
4(1 + ε)2 + 1

)
‖g‖L2(Ωε) ∀u ∈ Hper,0. (I.8)

Notons uε la solution du problème (E).

Démonstration. Nous appliquons le théorème de Lax-Milgram (voir [29]). Vérifions les hypo-

thèses de ce théorème

1. aε(· , · ) est une forme bilinéaire sur Hper,0, en effet u → aε(u, v) est une forme linéaire

de Hper,0 dans R pour tout v ∈ Hper,0, et a est symétrique.

2. aε(· , · ) est continue, en effet (par Cauchy-Schwarz) :

|aε(u, v)| =
∣∣∣∣
∫

Ωε

∇u(x) ∇v(x) dx
∣∣∣∣ 6 ‖u‖Hper,0 ‖v‖Hper,0 pour tout v, u ∈ Hper,0 .

3. aε(· , · ) est coercive sur Hper,0 (voir lemme 1, (I.19)).

4. l(.) est une forme linéaire continue sur Hper,0, en effet v → l(v) est linéaire de Hper,0 dans

R et il existe C = ‖g‖L2 > 0 tel que

|l(v)| =
∣∣∣∣
∫

Ωε

g(x) v(x) dx

∣∣∣∣ 6 ‖g‖L2 ‖v‖Hper,0 .

Par le théorème de Lax-Milgram, nous concluons que le problème variationnel (I.4) admet une

unique solution dans Hper,0. De plus nous avons

αε‖u‖2
Hper,0

6 |aε(u, u)| = |l(u)| 6 ‖g‖L2 ‖u‖Hper,0 ∀u ∈ Hper,0.

Par suite nous montrons finalement que ‖u‖Hper,0 6
1

αε

‖g‖L2(Ωε), avec αε =
1

(4(1 + ε)2 + 1)
.

Ceci achève la démonstration.
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2.3 Formulation variationnelle sur Ω0 après redressement global

Nous considérons la formulation variationnelle du problème aux limites (E) :

∫

Ωε

∇uε(x) ∇ϕ(x) dx =
∫

Ωε

g(x) ϕ(x) dx pour toute fonction ϕ ∈ Hper,0. (I.9)

Nous allons effectuer ici un changement de variable qui va permettre de transformer Ωε en

Ω0, en transformant γε en γ0 (voir Figure I.2). Pour cela, nous considérons le changement de

variable suivant :

Lε : Ωε −→ Ω0

(x1, x2) −→

x1,

x2 − εγ̃
(

x1

ε

)

1 − εγ̃
(

x1

ε

)


 ,

(I.10)

tel que

∇Lε(x) =




1 0

(x2 − 1)γ̃
′
(

x1

ε

)

(
1 − εγ̃

(
x1

ε

))2

1

1 − εγ̃
(

x1

ε

)




et det ∇Lε(x) =
1

1 − εγ̃
(

x1

ε

) .

Figure I.2 – Redressement du domaine rugueux Ωε vers le domaine lisse Ω0

Lε est un C2-difféomorphisme. Le C2-difféomorphisme réciproque est donné par :

L
−1
ε : Ω0 −→ Ωε

(X1, X2) −→
(

X1, X2 + εγ̃
(

X1

ε

)
(1 − X2)

) (I.11)
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Chapitre I. Un modèle d’écoulement sanguin

Nous posons vε(X) = uε ◦ L−1
ε (X) et ψ(X) = ϕ ◦ L−1

ε (X). Nous avons :

∇Xvε(X) = ∇L
−1
ε (X) · ∇xuε =




1 (1 − X2)γ̃
′
(

X1

ε

)

0 1 − εγ̃
(

X1

ε

)




∇xuε. (I.12)

Donc

∇xuε(x) = (∇L
−1
ε (X))−1 · ∇Xvε(X). (I.13)

L’équation (I.9) devient :

∫

Ω0

[
(∇L

−1
ε (X))−1∇Xvε(X)

]
.
[
(∇L

−1
ε (X))−1∇Xψ(X)

] (
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
dX

=
∫

Ω0

(g ◦ L
−1
ε (X)) ψ(X)

(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
dX,

(I.14)

que l’on réécrit sous la forme :

∫

Ω0

(Aε(X)∇Xvε(X)) · ∇Xψ(X) dX =
∫

Ω0

(g ◦ L
−1
ε (X)) ψ(X)

(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
dX, (I.15)

où

Aε(X) =
(

1 − εγ̃
(

X1

ε

))
(∇L

−1
ε (X))−1)T (∇L

−1
ε (X))−1)

=




(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
−(1 − X2)γ̃

′
(

X1

ε

)

−(1 − X2)γ̃
′
(

X1

ε

) 1 + (1 − X2)
2

(
γ̃

′
(

X1

ε

))2

1 − εγ̃
(

X1

ε

)




.
(I.16)

L’équation (I.15) est la formulation variationnelle du problème suivant :





Trouver vε ∈ H1(Ω0) tel que

−div(Aε(X)∇vε(X)) = (g ◦ L−1
ε (X))

(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
sur Ω0

vε(X) = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(I.17)

Pour simplifier la présentation de la formulation variationnelle (I.15), notons ãε(·, ·) la forme
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I.2 Résultats préliminaires

bilinéaire et l̃ε(·) la forme linéaire telles que :





ãε(vε, ψ) =
∫

Ω0

(Aε(X)∇Xvε(X)) · ∇Xψ(X) dX

l̃ε(ψ) =
∫

Ω0

(g ◦ L
−1
ε (X)) ψ(X)

(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
dX.

(I.18)

Soit γ̃ est une fonction de C1
per([0, 1]). Nous notons sup

X1∈[0,L]

(
γ̃

(
X1

ε

))
= −α, inf

X1∈[0,L]

(
γ̃

(
X1

ε

))
=

−δ et sup
X1∈[0,L]

(
γ̃

′
(

X1

ε

))
= τ .

Hypothèses : Nous supposons que α > 0 et la constante k = min
(

1 − τ,
1

1 + δ
− τ

)
> 0.

Lemme 2 (Coercivité dans le domaine lisse Ω0). Sous les hypothèses ci-dessus, pour tout

0 < ε 6 1 la forme bilinéaire ãε(· , · ) est coercive sur Hper,0(Ω0) et vérifie

ãε(vε, vε) > k‖∇vε‖2
L2(Ω0), ∀vε ∈ Hper,0(Ω0). (I.19)

Preuve. Soient X ∈ Ω0 et le vecteur UT = (U1, U2) ∈ R2. Par un simple calcul matriciel nous

avons

UT Aε(X) U =
(

1 − εγ̃
(

X1

ε

))
U2

1−
(

2(1 − X2)γ̃
′
(

X1

ε

))
U1U2+

(
1 + (1 − X2)

2(γ̃
′
(X1

ε
))2

1 − εγ̃(X1

ε
)

)
U2

2.

Avec les notations de l’énoncé du lemme 2, nous constatons que

(
1 − εγ̃

(
X1

ε

))
> 1 et

(
1 + (1 − X2)

2(γ̃
′
(X1

ε
))2

1 − εγ̃(X1

ε
)

)
>

1

1 + δ
.

D’autre part, nous utilisons le fait que pour tous réels a et b tels que 2ab 6 a2 + b2, il vient

(
2(1 − X2)γ̃

′
(

X1

ε

))
U1U2 6 2 sup

X1∈[0,L]

(
γ̃

′
(

X1

ε

))
U1U2 6 τ(U2

1 + U2
2).

Bien entendu, ce qui permet de déduire que

−
(

2(1 − X2)γ̃
′
(

X1

ε

))
U1U2 > −τ(U2

1 + U2
2).

En regroupant toutes les inégalités obtenues ci-dessus, nous obtenons

UT Aε(X) U > (1 − τ)U2
1 +

(
1

1 + δ
− τ

)
U2

2.
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Chapitre I. Un modèle d’écoulement sanguin

En posant k = min
(
1 − τ, 1

1+δ
− τ

)
> 0 d’après les hypothèses de l’énoncé, nous pouvons

écrire :

ãε(vε, vε) > k‖∇vε‖L2(Ω0).

La preuve est complète.

Remarque 2. Nous mettons l’accent sur le fait que nous pouvons montrer autrement l’existence

et l’unicité du notre modèle mathématique après redressement. Signalons que le domaine Ω0 est

régulier indépendant de ε. En appliquant le théorème énoncé dans [35, page 81, Theorem 4.26]

nous montrons que le problème (I.17) admet une unique solution dans

Hper,0(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0); v = 0 sur Γ∞ ∪ γ0, v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs}.

Il nous faut maintenant montrer quelques résultats dont nous aurons besoin par la suite.

3 Inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse

L’inégalité ci-dessous, dite «inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse » joue un rôle

important dans le reste de la thèse pour l’établissements des estimations d’erreurs.

Proposition 3 (Inégalité de Poincaré dans la couche rugueuse). Soient le domaine rugueux

Ωε défini dans la Figure I.1 et le domaine lisse Ω0 défini dans la Figure I.2. Alors nous avons

l’inégalité suivante

‖u‖L2(Ωε\Ω0) 6 ε‖∇u‖L2(Ωε\Ω0), ∀u ∈ Hper,0. (I.20)

Preuve. Etant donnés ε > 0 et u ∈ Hper,0, on peut alors écrire que :

u(x1, x2) − u
(

x1, εγ̃
(

x1

ε

))
=

∫ x2

εγ̃(
x1
ε

)

∂u

∂x2

(x1, t) dt.

En tenant compte que u|γε
= 0 alors

|u(x1, x2)| 6
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|u(x1, x2)| 6
√

ε




∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt




1
2

.

30



I.4 Inégalité de type trace dans un domaine rugueux

Donc

|u(x1, x2)|2 6 ε
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt.

Nous intégrons sur Ωε\Ω0, il vient

∫

Ωε\Ω0

|u(x1, x2)|2dx1dx2 6 ε
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∫

Ωε\Ω0

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1 dx2 6 ε2
∫

Ωε\Ω0

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1.

Bien entendu, si nous extrayons la racine carrée, alors

(∫

Ωε\Ω0

|u(x1, x2)|2dx1dx2

) 1
2

6 ε




∫

Ωε\Ω0

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1




1
2

.

Ceci conclut la preuve.

4 Inégalité de type trace dans un domaine rugueux

Nous terminons ce chapitre par présenter le concept «Inégalité de type trace dans un domaine

rugueux » dans la proposition suivante :

Proposition 4. Soient le domaine rugueux Ωε défini dans la Figure I.1 et le domaine lisse Ω0

défini dans la Figure I.2 limité en bas par l’interface γ0 = {x1 ∈ [0, L] ; x2 = 0}. Alors nous

avons l’inégalité suivante

‖u‖L2(γ0) 6
√

ε ‖∇u‖L2(Ωε\Ω0), ∀u ∈ Hper,0. (I.21)

Preuve. Soient ε > 0 et u ∈ Hper,0. Par une simple soustraction nous avons

u(x1, 0) − u
(

x1, εγ̃
(

x1

ε

))
=

∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∂u

∂x2

(x1, t) dt.

Or la solution u est nulle sur la paroi rugueuse γε, d’où

|u(x1, 0)| 6
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
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|u(x1, 0)|2 6 ε
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt.

Nous intégrons sur γ0, il suit

∫ L

0
|u(x1, 0)|2dx1 6 ε

∫ L

0

∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∣∣∣∣∣
∂u

∂x2

(x1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dx1.

Nous extrayons la racine carrée, il vient

(∫ L

0
|u(x1, 0)|2dx1

) 1
2

6
√

ε ‖∇u‖L2(Ωε\Ω0).

Ceci achève la preuve.
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Chapitre II

Étude variationnelle de la régularité H2 dans

des domaines rugueux

1 Introduction

Ce deuxième chapitre est consacré à l’analyse mathématique de la régularité H2 de notre modèle

mathématique présenté dans le premier chapitre grâce à sa la formulation variationnelle. Cette

première méthode repose essentiellement sur la partition de l’unité et système de carte locale

ainsi que sur des majorations et des minorations de la forme bilinéaire associée à la formulation

variationnelle en choisissant des fonctions tests bien particulières. Elle fait l’objet d’une première

tentative pour l’étude de la régularité H2 dans des domaines rugueux, en particulier par la

compréhension de l’influence de la paroi rugueuse sur la régularité. Cette dépendance en ε joue

un rôle très important sur la singularité de la solution en norme H2. Du point de vue de l’étude

de la régularité H2 dans des domaines rugueux, les choses semblent sous contrôle, mais en fait

nous disposons de très peu de résultats pleinement satisfaisants.

Nous rappelons le problème aux limites introduit dans le chapitre I :

(E) :





−∆uε = g sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

où Ωε est un ouvert borné de R2 donné dans la figure ci-dessous et g ∈ L2(Ωε). La paroi lisse est

donnée par Γ∞ = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 ∈ [0, L] et x2 = 1}, et celle rugueuse est paramétrisée par

γε = {x1 ∈ [0, L] ; x2 = εγ̃(x1

ε
)}, où γ̃ : R −→ [−1, 0[ est une fonction périodique. On appelle

Σe := {0} × [εγ̃(0), 1] l’entrée verticale du domaine Ωε, et Σs := {L} × [εγ̃(L
ε
), 1] sa sortie.

Dans ce chapitre, notons qu’a fin d’éviter toute difficulté technique lors de redressement de la

couche rugueuse dans le cas d’un bord rugueux lipschitzien, nous supposons que la fonction
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Chapitre II. Étude variationnelle de la régularité H2 dans des domaines rugueux

γ̃ : R −→ [−1, 0[ est régulière de classe C∞ (au moins de classe C2).

Domaine rugueux Ωε

Grâce à l’inégalité [Chapitre I, Théorème 1, (I.8)] nous avons une certaine stabilité en O(1)

pour la norme H1 de la solution du problème aux limites (E). Remarquons que la présence de

«stent » peut être considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse de l’écoulement,

qui entraîne une certaine singularité si on s’intéresse à un niveau de régularité plus élevé.

Le résultat principal de ce chapitre est le Théorème suivant :

Théorème 2. La solution uε du problème aux limites (E) est dans H2(Ωε). De plus, il existe

une constante C strictement positive telle que nous avons la majoration suivante :

‖uε‖H2(Ωε) 6
C

ε
.

L’idée directrice pour prouver que la norme H2 est majorée en O(1
ε
) est l’utilisation de la

technique variationnelle (Voir Evans [40]). Nous suivrons le plan suivant pour la discussion de

cette technique :

2 Partition de l’unité et Système de carte locale

Le domaine Ωε est un ouvert borné régulier dont la frontière ∂Ωε est compacte, donc on peut

utiliser un argument de «carte locale » et il existe un recouvrement fini de Ωε par des ouverts

(Vp)0≤p≤N0 (avec N0 un nombre fixé indépendant de ε). On introduit alors une partition de

l’unité associée à ce recouvrement, c’est à dire des fonctions {ϕp}N0
p=0 de C∞

c (Vp, [0, 1]) telles que

ϕp ∈ C∞
c (Vp), 0 6 ϕp 6 1,

N0∑

p=0

ϕp = 1 dans Ωε.
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II.3 Régularité H2 à l’intérieur de Ωε

Remarque 3. L’existence d’une telle partition de l’unité est classique, (voir [21, Théorème

3.2.9]).

Dans toute la suite, nous choisissons

1. Vint ⊂⊂ Ωε. Vint est un ouvert strictement inclus dans Ωε pour traiter la régularité H2 à

l’intérieur de Ωε «loin du bord»).

2. V∞ = D(x∞, L2+1
4

) le disque de centre x∞ de coordonnée (L
2
, L2+3

4
) et de rayon L2+1

4
pour

traiter la régularité H2 au voisinage du bord Γ∞.

3. Ve = D(xe, re) le disque de centre xe ∈ Σe et de rayon re > 0 pour traiter la régularité

H2 au voisinage du bord Σe.

4. Vs = D(xs, rs) le disque de centre xs ∈ Σs et de rayon rs > 0 pour traiter la régularité

H2 au voisinage du bord Σs.

5. γε ⊂ Vrug = D(xrug, Rrug) le disque de centre xrug de coordonnée (L
2

, εγ̃( L
2ε

) + 1−L2

4
) et

de rayon Rrug = L2+1
4

pour traiter la régularité H2 près du bord rugueux γε.

Par suite nous pouvons écrire la solution uε du problème aux limites (E) sous la forme suivante :

uε = ϕint uε + ϕs uε + ϕe uε + ϕ∞ uε + ϕrug uε := uint + us + ue + u∞ + uε
rug, (II.1)

avec ϕint ∈ C∞
c (Vint, [0, 1]), ϕ∞ ∈ C∞

c (V∞, [0, 1]), ϕe ∈ C∞
c (Ve, [0, 1]), ϕs ∈ C∞

c (Vs, [0, 1]),

ϕrug ∈ C∞
c (Vrug, [0, 1]) et vérifiant : ϕint + ϕe + ϕs + ϕ∞ + ϕrug = 1 dans Ωε.

3 Régularité H2 à l’intérieur de Ωε

Nous consacrons cette section à l’étude de la régularité H2 à l’intérieur du domaine Ωε . Pour

cela, rappelons tout d’abord un résultat de régularité intérieure énoncé dans [40, EVANS].

Théorème 3 ([40, p.309, Theorem 1]). Soit U un ouvert borné de Rn. On considère L l’opé-

rateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

L u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
+

n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

+ c(x)u.

avec aij ∈ C1(U), bi, c ∈ L∞(U) (i, j = 1, .., n) et ∀x ∈ U, ξ ∈ Rn il existe θ > 0 telle que

n∑

i,j=1

aijξiξj > θ |ξ|2 .
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Chapitre II. Étude variationnelle de la régularité H2 dans des domaines rugueux

Nous supposons que u ∈ H1(U) est une solution faible du problème elliptique

L u = f dans U avec f ∈ L2(U).

Alors u ∈ H2
loc(U). De plus pour tout ouvert V ⊂⊂ U nous avons la majoration suivante :

‖u‖H2(V ) 6 C
(
‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)

)
,

avec C une constante strictement positive qui dépend des domaines V et U , ainsi que des

coefficients de l’opérateur L.

Appliquons maintenant ce théorème à notre cas. Prenons n = 2 :

Soit Vint ⊂⊂ Ωε un ouvert strictement inclus dans Ωε, voir figure ci-dessous. Nous vérifions

Figure II.1 – Domaine intérieur Vint ⊂⊂ Ωε

aisément que uint = ϕintuε est une solution faible sur Ωε de l’équation suivante :

−∆uint = −∆(ϕintuε) = −ϕint(∆uε) − 2∇ϕint.∇uε − (∆ϕint)uε

= ϕint g − 2∇ϕint.∇uε − (∆ϕint)uε := Gint.

On a Gint ∈ L2(Ωε). En effet ‖Gint‖L2(Ωε) 6 C
[

‖g‖L2(Ωε) + ‖∇uε‖L2(Ωε) + ‖uε‖L2(Ωε)

]
< +∞,

pour tout g ∈ L2(Ωε) et uε ∈ Hper,0, (voir (I.2)).

On en déduit grâce au théorème 3, qu’il existe une constante C strictement positive telle que

uint ∈ H2
loc(Ωε) et on a l’estimation suivante :

‖uint‖H2(Vint) = ‖ϕintu
ε‖H2(Vint) 6 C

(
‖Gint‖L2(Ωε) + ‖uε‖L2(Ωε)

)

6 C
(
‖g‖L2(Ωε) + ‖∇uε‖L2(Ωε) + ‖uε‖L2(Ωε)

)
6 C

(
‖g‖L2(Ωε) + ‖uε‖H1(Ωε)

)
.

(II.2)
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II.4 Régularité H2 au voisinage des bords lisses Γ∞ ∪ Σe ∪ Σs

4 Régularité H2 au voisinage des bords lisses Γ
∞ ∪Σe ∪Σs

Nous présentons de même que dans la section précédente un résultat démontré dans [40, EVANS]

pour l’étude de la régularité H2 des opérateurs elliptiques dans un domaine assez régulier.

Théorème 4 ([40, p.317, Theorem 4]). Soit U un ouvert borné de Rn tel que ∂U de C2. On

considère L l’opérateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

L u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
+

n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

+ c(x)u,

avec aij ∈ C1(U), bi, c ∈ L∞(U) (i, j = 1, .., n) et ∀x ∈ U, ξ ∈ Rn il existe θ > 0 telle que

n∑

i,j=1

aijξiξj > θ |ξ|2 .

Nous supposons u ∈ H1
0 (U) une solution faible du problème elliptique





L u = f dans U avec f ∈ L2(U),

u = 0 sur ∂U.

Alors u ∈ H2(U), et nous avons la majoration suivante

‖u‖H2(U) 6 C
(
‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)

)
,

avec C une constante strictement positive dépendant du domaine U et des coefficients de l’opé-

rateur L.

Remarque 4. Avant d’appliquer le Théorème de la régularité H2 des opérateurs elliptiques dans

un domaine assez régulier nous allons tout d’abord étudier plus en détail la forme géométrique

des cartes locales au voisinage des bords lisses Γ∞ ∪ Σe ∪ Σs. Nous remarquons dans chacun des

domaines D∞, De et Ds (illustrés respectivement dans les figures II.3, II.4 et II.5) sont « à bord

régulier » sauf en deux points anguleux d’ouvertures ω < π
2
. Pour pouvoir rentrer dans le cadre

des difficultés techniques en ces points anguleux, nous choisissons d’illustrer sur un exemple

particulier le fait que la régularité de la solution d’un problème de Dirichlet peut être limitée

par la régularité de l’ouvert sur lequel est posée l’équation aux dérivées partielles. Considérons

l’ouvert Ω représenté dans la figure II.2 et défini en coordonnées polaires par

Ω = {(r, θ)/ r 6 1 et 0 6 θ 6 ω} .
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Figure II.2 – Ω est une portion de disque d’angle ω ∈]0, 2π[

Sur le bord ∂Ω on se donne la fonction g définie en coordonnées polaires (r, θ) par g(θ) = sin
πθ

ω
.

Cependant, calculant explicitement la solution du problème de Dirichlet non homogène :





−∆u = 0 Ω

u =g ∂Ω,

on cherche une solution sous la forme d’un développement en série de Fourier en θ

u(r, θ) =
∑

k

ak(r) sin
kπθ

ω
.

En remplaçant le développement en série de Fourier de u dans l’expression du laplacien en

coordonnées polaires et en identifiant terme à terme on obtient l’équation :

1

r

(
ra

′

k

)′

−
(

kπ

ω

)2
ak

r2
= 0,

D’autre part, cette dernière équation différentielle admet des solutions particulières en rβ qui

doivent vérifier
1

r

(
rβrβ−1

)′

− k2π2

ω2
rβ−2 = 0,

ou encore

β2rβ−2 − k2π2

ω2
rβ−2 = 0.

Il faut donc que

β = ±kπ

ω
.

Nous obtenons la solution nulle en 0 de l’équation différentielle en prenant le signe positif
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(car u ∈ L2(Ω)), il vient donc ak(r) = akrβk, avec βk =
kπ

ω
. Finalement, nous obtenons

l’expression :

u(r, θ) =
∑

k

akr
kπ
ω sin

(
kπθ

ω

)
∀ r 6 1 et 0 6 θ 6 ω.

Nous montrons alors que si ω > π nous avons u /∈ H2(Ω). Il suffit pour cela de vérifier

que
∂2u

∂r2
/∈ L2(Ω). Nous ferons également référence régulièrement aux travaux de Dauge et al.

[36]. De ce fait, en vertu du calcul ci-dessus nous pouvons justifier la régularité H2 aux points

anguleux d’ouvertures ω < π dans les cartes locales D∞, De et Ds.

Appliquons à présent ce théorème à notre opérateur associé au problème aux limites (E).

Au voisinage du bord Γ∞

On sait que le bord lisse ∂D∞ est de classe C2 (sauf en deux points anguleux d’ouvertures

ω < π
2
). On définit le point x∞ de coordonnées (L

2
, L2+3

4
).

On considère D∞ = Ωε ∩ D(x∞, L2+1
4

) l’intersection entre le domaine Ωε et le disque de centre

x∞ et de rayon L2+1
4

. On vérifie aisément que u∞ = ϕ∞uε ∈ H1
0 (D∞) et que u∞ est solution

Figure II.3 – Carte locale au voisinage du bord Γ∞

faible sur D∞ de l’équation −∆u∞ = G∞ où G∞ est donnée par

G∞ = −ϕ∞ (∆uε) − 2∇ϕ∞.∇uε − (∆ϕ∞)uε = ϕ∞ g − 2∇ϕ∞.∇uε − (∆ϕ∞)uε,
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et telle que G∞ ∈ L2(D∞). On déduit grâce au Théorème 4, qu’il existe une constante C

strictement positive telle que u∞ ∈ H2(D∞) et on a la majoration suivante

‖u∞‖H2(D∞) = ‖ϕ∞uε‖H2(D∞) 6 C
[
‖G∞‖L2(D∞) + ‖uε‖L2(D∞)

]

6 C
[
‖g‖L2(D∞) + ‖∇uε‖L2(D∞) + ‖uε‖L2(D∞)

]

:= C
[
‖g‖L2(D∞) + ‖uε‖H1(D∞)

]
.

(II.3)

Au voisinage du bord Σe

Figure II.4 – Carte locale au voisinage du bord Σe

Soit xe ∈ Σe. Nous considérons De = Ωε ∩ De(xe, re) l’intersection entre le domaine Ωε et le

disque de centre xe et de rayon re > 0. Il est trivial que ue = ϕeuε ∈ H1
0 (De) et que ue est

solution faible sur De de l’équation :

−∆ue = −ϕe (∆uε) − 2∇ϕe.∇uε − (∆ϕe)uε = ϕe g − 2∇ϕe.∇uε − (∆ϕe)uε := Ge, (II.4)

avec Ge ∈ L2(De). Comme ∂De est de classe C2(sauf en deux points anguleux d’ouvertures

ω < π
2
), donc grâce au Théorème 4 il existe une constante C strictement positive et indépendante

de ε telle que ue ∈ H2(De) ainsi que nous avons l’estimation suivante

‖ue‖H2(De) = ‖ϕeuε‖H2(De) 6 C
[
‖Ge‖L2(De) + ‖uε‖L2(De)

]

6 C
[
‖g‖L2(De) + ‖∇uε‖L2(De) + ‖uε‖L2(De)

]

:= C
[
‖g‖L2(De) + ‖uε‖H1(De)

]
.

(II.5)

Au voisinage du bord Σs

Pour finir nous considérons xs ∈ Σs et nous désignons par Ds = Ωε ∩ Ds(xs, rs) l’intersection
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Figure II.5 – Carte locale au voisinage du bord Σs

entre le domaine Ωε et le disque de centre xs et de rayon rs > 0. Il est immédiat que us =

ϕsuε ∈ H1
0 (Ds) et que us est solution faible sur Ds de l’équation :

−∆us = −ϕs (∆uε) − 2∇ϕs.∇uε − (∆ϕs)uε = ϕs g − 2∇ϕs.∇uε − (∆ϕs)uε := Gs, (II.6)

avec Gs ∈ L2(Ds). Par suite comme ∂Ds est de classe C2 (sauf en deux points anguleux

d’ouvertures ω < π
2
), nous appliquons le Théorème 4 alors il existe une constante C strictement

positive telle que us ∈ H2(Ds) et nous avons l’estimation suivante

‖us‖H2(Ds) = ‖ϕsuε‖H2(Ds) 6 C
[
‖Gs‖L2(Ds) + ‖uε‖L2(Ds)

]

6 C
[
‖g‖L2(Ds) + ‖∇uε‖L2(Ds) + ‖uε‖L2(Ds)

]

:= C
[
‖g‖L2(Ds) + ‖uε‖H1(Ds)

]
.

(II.7)

5 Régularité H2 au voisinage du bord rugueux γε

Nous étudions dans cette section la régularité H2 au voisinage de la frontière rugueuse γε. Nous

présentons notre démarche. Tout d’abord nous allons effectuer un changement de variable pour

redresser le bord rugueux de Ωε en un domaine ne dépendant plus de ε (par carte locale). C’est

un peu plus délicat car en redressant le bord par cartes locales nous avons changé les coefficients

de l’opérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur à coefficients variables dépendant

de ε). Ensuite, nous établissons la formulation variationnelle dans le domaine redressé afin de

majorer et minorer la forme bilinéaire associée à la formulation variationnelle en choisissant

des fonctions tests particulières. Après établissement de l’estimation à priori de la norme H2

de la solution dans le domaine redressé, nous pouvons montrer le résultat de la régularité H2

en revenant au domaine rugueux.
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5.1 Redressement du bord rugueux

Nous considérons le point xrug de coordonnées (L
2

, εγ̃( L
2ε

) + 1−L2

4
) et notons le domaine

Drug = Ωε ∩ D(xrug, Rrug) l’intersection entre le domaine Ωε et le disque de centre xrug et de

rayon Rrug = L2+1
4

> 0. Rappelons que ϕrug ∈ C∞
c (D(xrug, Rrug)). Bien entendu, puisque ϕrug

est à support compact dans Drug nous vérifions que uε
rug = ϕrug uε ∈ H1

0 (Drug) et que uε
rug est

solution faible sur Drug de l’équation

−∆uε
rug = −ϕrug (∆uε) − 2∇ϕrug.∇uε − (∆ϕrug)uε

= ϕrug g − 2∇ϕrug.∇uε − (∆ϕrug)uε := Frug ,
(II.8)

avec Frug ∈ L2 (Drug) et en vertu des inégalités variationnelles nous avons ‖Frug‖L2 6 C‖g‖L2 .

En multipliant l’équation (II.8) par une fonction test régulière v ∈ H1
0 (Drug), nous intégrons

par parties, alors la formule de Green donne

∫

Drug

∇uε
rug∇v dx =

∫

Drug

Frug v dx, (II.9)

le domaine Drug vérifiant Drug = Ωε ∩ D (xrug, Rrug) = {x ∈ D (xrug, Rrug) ; x2 > γ̃ε(x1)}, avec

la fonction γ̃ε est donnée par

γ̃ε : R −→ R de C∞

x1 Ô−→ γε(x1) = εγ̃(
x1

ε
).

(II.10)

On définit maintenant l’application φ(x) = y = (φ1(x), φ2(x)) le C2-difféomorphisme tel que
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Figure II.6 – Redressement de la frontière rugueuse γε





φ1(x) = y1 = x1

φ2(x) = y2 = x2 − γ̃ε(x1) = x2 − εγ̃(
x1

ε
),

(II.11)

et φ−1 = ψ : D̃rug −→ Drug tel que :





ψ1(y) = x1 = y1

ψ2(y) = x2 = y2 + γ̃ε(y1) = y2 + εγ̃(
y1

ε
).

(II.12)

Dans la suite, nous choisissons le réel s > 0 strictement positif de tel sorte que le demi disque

Ũ = D(0, s) ∩ {y2 > 0} recouvre D̃rug, c’est à dire φ(Drug) ⊂ Ũ . Et nous définissons le demi

disque Ṽ ⊂ Ũ tel que Ṽ = D(0, s
2
) ∩ {y = (y1, y2) ; y2 > 0}.

Après redressement du bord rugueux par cartes locales, notre opérateur Laplacien associé au

problème aux limites (E) devient un opérateur à coefficients variables dépendant de ε. C’est

pourquoi, avant d’établir la formulation variationnelle dans le domaine redressé nous serons

amenés à donner quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

Proposition 5. Soit la matrice Gε(y1) telle que

Gε(y1) =


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2


 . (II.13)

Alors l’ensemble des valeurs propres de Gε(y1) est : Sp(Gε(y1)) = {λmin(ε, y1), λmax(ε, y1)}

45



Chapitre II. Étude variationnelle de la régularité H2 dans des domaines rugueux

avec

λmin(ε, y1) =
[2 + (γ̃

′
(y1

ε
))2] −

√
[2 + (γ̃′(y1

ε
))2)]2 − 4

2
, la petite valeur propre de Gε(y1),

λmax(ε, y1) =
[2 + (γ̃

′
(y1

ε
))2] +

√
[2 + (γ̃′(y1

ε
))2)]2 − 4

2
, la grande valeur propre de Gε(y1).

(II.14)

Preuve. La métrique Gε(y1) est une matrice symétrique réelle définie positive, admet deux

valeurs propres vérifiant





λmin(ε, y1) + λmax(ε, y1) = Tr(Gε(y1)) = 2 +
(

γ̃
′
(

y1

ε

))2

,

λmin(ε, y1) λmax(ε, y1) = det(Gε(y1)) = 1,

ce qui donne après résolution

λmin(ε, y1) =
[2 + (γ̃

′
(y1

ε
))2] −

√
[2 + (γ̃′(y1

ε
))2)]2 − 4

2
, la petite valeur propre de Gε(y1),

λmax(ε, y1) =
[2 + (γ̃

′
(y1

ε
))2] +

√
[2 + (γ̃′(y1

ε
))2)]2 − 4

2
, la grande valeur propre de Gε(y1).

D’où, nous obtenons le résultat annoncé dans la proposition 5.

Proposition 6. Il existe deux constantes α0 et α1strictement positives indépendantes de ε telles

que :

α1 ‖w‖2
L2 > 〈Gε(y1) w, w〉 > α0 ‖w‖2

L2 , ∀w ∈ C0
c (Ũ).

Remarque 5. α0 est une constante d’ellipticité donnée par α0 := 1
2+‖γ̃

′ ‖2
L∞

. C’est un minorant

de la petite valeur propre de Gε(y1), (Voir [Proposition 5, II.13]). D’autre part, on peut prendre

α1 := 2 + ‖γ̃
′‖2

L∞. C’est un majorant de la plus grande valeur propre de Gε(y1).

Preuve. Grâce à la proposition 5, nous en déduisons que

λmax(ε, y1)‖w‖2
L2 > 〈Gε(y1) w, w〉 > λmin(ε, y1)‖w‖2

L2 .
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Or, par une simple majoration de la plus grande valeur propre de Gε(y1) nous avons

λmax(ε, y1) =

(
2 + (γ̃

′
(y1

ε
))2

)
+

√
[2 + (γ̃′(y1

ε
))2)]2 − 4

2
6 1 +

‖γ̃
′‖2

L∞

2
+

√√√√
(

1 +
‖γ̃′‖2

L∞

2

)2

− 1

6 2 + ‖γ̃
′‖2

L∞ .

Grâce à la relation λmin(ε, y1) λmax(ε, y1) = 1 nous pouvons minorer la petite valeur propre de

Gε(y1) telle que

λmin(ε, y1) =
1

λmax(ε, y1)
>

1

2 + ‖γ̃′‖2
L∞

.

Si nous définissons les quantités α0 et α1 telles que

α0 :=

(
1

2 + ‖γ̃′‖2
L∞

)
et α1 := (2 + ‖γ̃

′‖2
L∞), (II.15)

nous concluons donc que

α1‖w‖2
L2 > λmax(ε, y1)‖w‖2

L2 > 〈Gε(y1) w, w〉 > λmin(ε, y1)‖w‖2
L2 > α0‖w‖2

L2 .

Ceci achève la preuve.

Proposition 7. Pour tout réel α strictement positif nous avons :

|〈Gε(y1) w1, w2〉| 6
α

4

∫
|w1|2 dy +

α2
1

α

∫
|w2|2 dy, pour w1, w2 ∈ C0

c (Ũ). (II.16)

On rappelle que α1 =
(
2 + ‖γ̃

′‖2
L∞

)
est un majorant de la plus grande valeur propre de Gε(y1),

et Ũ = D(0, s) ∩ {y2 > 0}.

Preuve. Par une simple majoration, il vient

|〈Gε(y1) w1, w2〉| 6 max (λmax(ε, y1))
∫

|w1| |w2| dy 6 α1

∫
|w1| |w2| dy, pour w1, w2 ∈ C0

c (Ũ).

Nous considérons un réel α > 0, alors l’inégalité de Cauchy donne : a b 6
α

4
a2 +

b2

α
, avec a et

b deux réels positifs. Par conséquent, compte tenu de cette dernière inégalité, nous obtenons

|〈Gε(y1) w1, w2〉| 6
α

4

∫
|w1|2 dy +

α2
1

α

∫
|w2|2 dy.
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Ceci termine la preuve.

5.2 Formulation variationnelle après redressement du bord rugueux

Le but de cette sous section est de trouver la formulation variationnelle dans le domaine redressé.

Pour cela, nous effectuons le changement de notations suivant





ũε
rug(y) = uε

rug(ψ(y)) pour y ∈ Ũ

ṽ(y) = v(ψ(y)) pour y ∈ Ũ ,
(II.17)

qui s’écrit aussi





ũε
rug(φ(x)) = uε

rug(x) pour x ∈ Drug

ṽ(φ(x)) = v(x) pour x ∈ Drug.
(II.18)

Le lemme fondamental suivant montre que l’équation (II.9) devient une équation elliptique du

second ordre sur Ũ .

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus (II.17) et (II.18), nous avons ũε
rug ∈ H1

0 (Ũ) et

〈
Gε(y1) ∇ũε

rug , ∇ṽ
〉

= 〈F̃rug , ṽ〉 ∀ṽ ∈ H1
0 (Ũ), (II.19)

où F̃rug = (Frug ◦ ψ)|Jψ| ∈ L2(Ũ) et Gε(y1) la métrique définie dans (II.13).

Preuve. Rappelons d’abord l’expression (II.9) de la formulation variationnelle dans le domaine

Drug : ∫

Drug

∇xuε
rug∇xv dx =

∫

Drug

Frug v dx ∀v ∈ H1
0 (Drug).

Grâce aux notations ci-dessus (voir (II.17) et (II.18)), on a

∫

Drug

∇xuε
rug(x)∇xv(x) dx =

∫

Ũ

(
∇xuε

rug

)
(φ−1(y)) . (∇xv) (φ−1(y)) dy, (II.20)

avec ψ = φ−1 l’application inverse de φ, dont la matrice jacobienne n’est pas singulière. En

effet,

|Jψ(y)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂y1

∂ψ1

∂y2

∂ψ2

∂y1

∂ψ2

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0

γ̃
′
(y1

ε
) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.
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L’approche variationnelle dans le domaine redressé est sensiblement différente de celle présentée

dans (II.9). C’est pourquoi nous détaillons tous les calculs effectués afin que cette approche soit

licite. Par un simple calcul nous avons




1 γ̃
′
(y1

ε
)

0 1







∂uε
rug

∂x1
(φ−1(y))

∂uε
rug

∂x2
(φ−1(y))


 =




∂ũε
rug

∂y1
(y)

∂ũε
rug

∂y2
(y)


 .

Nous en déduisons





∂uε
rug

∂x2

(φ−1(y)) =
∂ũε

rug

∂y2

(y)

∂uε
rug

∂x1

(φ−1(y)) =
∂ũε

rug

∂y1

(y) − ∂ũε
rug

∂y2

(y) . γ̃
′

(
y1

ε
)

(II.21)

Nous remplaçons l’expression (II.21) dans (II.20), alors il suit

∫

Ũ

(
∇xuε

rug

)
(φ−1(y)) . (∇xv) (φ−1(y)) dy

=
∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

− ∂ũε
rug

∂y2

. γ̃
′

(
y1

ε
)

]
.

[
∂ṽ

∂y1

− ∂ṽ

∂y2

. γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy +

∫

Ũ

∂ũε
rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

dy

=
∫

Ũ

∂ũε
rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

dy −
∫

Ũ
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

dy −
∫

Ũ
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

dy

+
∫

Ũ

(
1 + γ̃

′

(
y1

ε
)
)2 ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

dy

=

〈
 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2







∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂ṽ
∂y1

∂ṽ
∂y2




〉
.

(II.22)

D’après les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

∫

Drug

Frug(x) v(x) dx =
∫

Ũ
Frug(ψ(y)) v(ψ(y)) |Jψ(y)| dy =

∫

Ũ
F̃rug(y) ṽ(y) dy,

(II.23)

avec F̃rug = (Frug ◦ ψ)|Jψ| = (Frug ◦ ψ) ∈ L2(Ũ).

Pour achever la démonstration, nous remplaçons les expressions (II.22) et (II.23) dans (II.9),

nous obtenons

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

+
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
− ∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy

=
∫

Ũ
F̃rug ṽ dy, ∀ṽ ∈ H1

0 (Ũ).

49



Chapitre II. Étude variationnelle de la régularité H2 dans des domaines rugueux

D’où la formulation variationnelle voulue.

5.3 Choix de la fonction test

Nous définissons le quotient différentiel Dh
1 donné par

Dh
1 ũε

rug =
ũε

rug(y + he1) − ũε
rug(y)

h
∀h ∈ R

∗
+,

et nous notons ∇ le gradient tel que ∇ũε
rug =

(
∂ũε

rug

∂y1
,

∂ũε
rug

∂y2

)
. Pour des raisons techniques, nous

définissons dans la suite la fonction de troncature ξ ∈ C∞
c (D(0, s), [0, 1]) comme suit :





ξ ≡ 1 dans D
(

0,
s

2

)

0 6 ξ 6 1 dans D(0, s) \ D
(

0,
s

2

)

ξ ≡ 0 dans R
2 \ D(0, s).

(II.24)

Nous remarquons en particulier que ξ ≡ 1 dans Ṽ = D(0, s
2
) ∩ {y = (y1, y2) ; y2 > 0}.

Le but de cette énumération est de dégager une fonction test ṽ ∈ H1
0 (Ũ). Pour cela, pour |h|

assez petit nous choisissons la fonction test suivante

ṽ = −D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug) (II.25)

Nous développons cette dernière relation (II.25), il vient

ṽ(y) =
−1

h
D−h

1

(
ξ2(y)[ũε

rug(y + he1) − ũε
rug(y)]

)

=
−1

h2

(
ξ2(y − he1)[ũ

ε
rug(y) − ũε

rug(y − he1)] − ξ2(y)[ũε
rug(y + he1) − ũε

rug(y)]
)

.

Il est essentiel ici d’observer que si ũε
rug ∈ H1

0 (Ũ) alors Dh
1 ũε

rug ∈ H1
0 (Ũ), autrement dit H1

0 (Ũ)

est invariant par translations tangentielles.

Notation 2. Nous introduisons à présent afin de simplifier l’exposé de cette technique, l’ex-

pression A(·, ·) associée à la forme bilinéaire à la formulation variationnelle (II.19) :

A
(
ũε

rug, ṽ
)

=
∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

+
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
− ∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy.

(II.26)
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Par ailleurs, nous notons dans toute la suite la quantité B(ṽ) pour simplifier l’écriture de la

forme linéaire dans la formulation variationnelle (II.19) :

B(ṽ) =
∫

Ũ
F̃rug ṽ dy. (II.27)

5.4 Minoration de la forme bilinéaire dans la formulation variation-

nelle

L’objet de cette sous section est d’exploiter une minoration de la forme bilinéaire dans la

formulation variationnelle. Nous commençons par donner rapidement et sans démonstration

une autre écriture de la forme bilinéaire. Pour montrer ceci, il suffit d’injecter la fonction test

(II.25) dans l’expression (II.26) de A
(
ũε

rug, ṽ
)

et utiliser les opérations classiques sur le quotient

différentiel Dh
1 . Pour plus de détail au sujet de la preuve de la proposition ci-dessous ainsi qu’aux

propriétés du quotient Dh
1 , nous renvoyons le lecteur à la section 7 de ce chapitre.

Proposition 8. L’expression de A(·, ·) (voir (II.26)) se découpe sous la forme suivante :

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
= A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
+ A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
+ A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
, où

A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,


 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)



〉
, (II.28)

A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
2 ξ


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 ũε

rug

∂ξ
∂y2

Dh
1 ũε

rug




〉
, (II.29)

et

A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂Dh
1 ũε

rug

∂y1
∂Dh

1 ũε
rug

∂y2




〉

+

〈
2ξ




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 (ũε

rug)
∂ξ
∂y2

Dh
1 (ũε

rug)




〉
.

(II.30)

Remarquons que la nouvelle forme ci-dessus de l’expression de A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
dépend de la

métrique Gε(y1) ainsi que de son différentiel tangentiel Dh
1 . Pour donner un aperçu intuitif, nous

constatons que le différentiel tangentiel de la métrique Gε(y1) est singulier à l’ordre O(ε−1).
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Pour cela, avant de donner le résultat principal de cette sous section, nous allons établir et

démontrer quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

Proposition 9. Soit la métrique Ĝε(y1) telle que

Ĝε(y1) =




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)

 . (II.31)

Alors l’ensemble des valeurs propres de Ĝε(y1) est : Sp (Ĝε(y1)) = {λ̂min(ε, y1), λ̂max(ε, y1)},

avec




λ̂min(ε, y1) =
I2 −

√
I2
2 + 4I2

1

2 ε
, la petite valeur propre de Ĝε(y1),

λ̂max(ε, y1) =
I2 +

√
I2
2 + 4I2

1

2 ε
, la grande valeur propre de Ĝε(y1),

(II.32)

où I1 =
∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds et I2 =

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds.

Preuve. Tout d’abord, nous commençons par calculer les coefficients de la métrique Ĝε(y1). Par

un simple changement de variable en calcul intégral, il vient :

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)

=
γ̃

′
(y1+h

ε
) − γ

′
(y1

ε
)

h
=

1

h

∫ y1
ε

+ h
ε

y1
ε

γ̃
′′

(t) dt

=
1

ε

∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε
) ds, avec t =

y1

ε
+

sh

ε
,

de même nous obtenons que

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
=

(
γ̃

′
(y1+h

ε
)
)2 −

(
γ

′
(y1

ε
)
)2

h
=

1

h

∫ y1
ε

+ h
ε

y1
ε

2 γ̃
′

(t)γ̃
′′

(t) dt

=
1

ε

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε
) γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε
) ds, avec t =

y1

ε
+

sh

ε
.

À ce stade, nous proposons de simplifier les calculs. Notons dans la suite, les intégrales I1 et I2

telles que :

I1 =
∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε
) ds et I2 =

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε
) γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε
) ds.
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Nous adaptons maintenant les notations ci-dessus, alors la métrique Ĝε(y1) s’écrit :

Ĝε(y1) =




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)

 =

1

ε


 0 I1

I1 I2


 .

Nous explicitons à présent le polynôme caractéristique de la matrice à droite ci-dessus. Étant

donné un réel X, alors det
(

ε Ĝε(y1) − X Id2

)
= X2 − I2 X − I2

1. Nous montrons finalement que

la métrique Ĝε(y1) admet deux valeurs propres λ̂min(ε, y1) et λ̂max(ε, y1) telles que

λ̂min(ε, y1) =
I2 −

√
I2
2 + 4I2

1

2ε
< 0 et λ̂max(ε, y1) =

I2 +
√

I2
2 + 4I2

1

2ε
> 0.

Ceci termine la preuve.

Remarque 6. Le spectre de la métrique Ĝε(y1) ne dépend pas du quotient différentiel Dh
1 , en

effet nous trouvons le même résultat pour un accroissement de la variable de la forme h =

εs, ∀s > 0.

Nous invitons maintenant le lecteur à observer dans la proposition suivante le rôle central des

valeurs propres de la métrique Ĝε(y1).

Proposition 10. Soient w3, w4, w5 ∈ C0
c (Ũ). Alors il existe une constante C1(α) strictement

positive indépendante de ε telle que pour tout réel α strictement positif nous avons :

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy +

C1

ε2

∫
|w3|2 dy. (II.33)

Preuve. Etant donnés w3, w4, w5 ∈ C0
c (Ũ). Par l’inégalité triangulaire nous avons

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4〉
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w5〉
∣∣∣∣ .

Par une simple majoration, il suit

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4〉
∣∣∣∣ 6 max

(∣∣∣λ̂max(ε, y1)
∣∣∣ ,

∣∣∣λ̂min(ε, y1)
∣∣∣
) ∫

|w3| |w4| dy.

Par ailleurs, nous avons

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w5〉
∣∣∣∣ 6 max

(∣∣∣λ̂max(ε, y1)
∣∣∣ ,

∣∣∣λ̂min(ε, y1)
∣∣∣
) ∫

|w3| |w5| dy.
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Alors grâce à ces deux inégalités, nous en déduisons

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6max

(∣∣∣λ̂max(ε, y1)
∣∣∣ ,

∣∣∣λ̂min(ε, y1)
∣∣∣
) ∫

|w3| (|w4| + |w5|) dy. (II.34)

Rappelons que la plus grande valeur propre de la métrique Ĝε(y1) est donnée par λ̂max(ε, y1) =

I2 +
√

I2
2 + 4I2

1

2 ε
et la petite valeur propre de la métrique Ĝε(y1) satisfait l’expression λ̂min(ε, y1) =

I2 −
√

I2
2 + 4I2

1

2 ε
, avec I1 =

∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds et I2 =

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds.

Si nous définissons la constante Ĉ strictement positive indépendante de ε telle que Ĉ =

(|I1| + |I2|), alors nous pouvons établir que

max
(∣∣∣λ̂max(ε, y1)

∣∣∣ ,
∣∣∣λ̂min(ε, y1)

∣∣∣
)
6

Ĉ

ε
. (II.35)

Nous combinons les deux inégalités (II.34) et (II.35), il vient

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

Ĉ

ε

∫
|w3| (|w4| + |w5|) dy.

En utilisant le fait que a b 6
a2

2
+ b2

2
avec a et b deux réels positifs, ainsi que l’inégalité de

Cauchy a b 6
α

4
a2 +

1

α
b2 avec α un réel strictement positif, nous obtenons

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

1

α

(
Ĉ

ε

)2 ∫
|w3|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy +

1

2

(
Ĉ

ε

)2 ∫
|w3|2 dy.

Ce qui donne après simplification

∣∣∣∣〈Ĝε(y1) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy +

(
Ĉ

ε

)2 (
1

α
+

1

2

) ∫
|w3|2 dy.

En supposant la constante C1 =
(
Ĉ

)2 (
1
α

+ 1
2

)
, nous achèvons la preuve.

Maintenant, grâce aux résultats ci-dessus, nous pourrions avoir une minoration de la forme

bilinéaire (II.26) :

Proposition 11. Soit la solution ũε
rug ∈ H1

0 (Ũ). Alors il existe une constante CA(α) strictement

positive indépendante de ε telle que la quantité A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
(voir (II.26)) vérifie l’inégalité
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suivante

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
>

(
α0 − α

2

) ∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA

ε2

∫
|∇ũε

rug|2 dy, ∀α > 0, (II.36)

où α0 est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

Preuve. La démonstration découle directement des résultats des propositions 6, 7 et 10.

1. Tout d’abord, nous commençons par rappeler l’expression (II.28) de A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)

A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,


 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)



〉
.

Appliquons la proposition 6 au vecteur w = ξ


 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

, alors il vient

A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
> α0

∫
ξ(y)2 |Dh

1 ∇ũε
rug|2 dy . (II.37)

Notons que α0 est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

2. Rappelons maintenant l’expression (II.29) de A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
:

A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
2 ξ


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 ũε

rug

∂ξ
∂y2

Dh
1 ũε

rug




〉
.

Si nous notons les vecteurs w1 et w2 tels que

w1 =


 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 et w2 = 2




∂ξ
∂y1

Dh
1 ũε

rug

∂ξ
∂y2

Dh
1 ũε

rug


 ,

et si nous appliquons la proposition 7 aux vecteurs w1 et w2 ci-dessus, alors il existe une

constante CA2 strictement positive telle que pour tout réel α strictement positif nous

avons

A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
> −α

4

∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA2

α

∫ ∣∣∣Dh
1 ũε

rug

∣∣∣
2

dy.

Plus précisément, la constante CA2 est donnée par CA2 = 2
∥∥∥ ∂ξ

∂y

∥∥∥
L∞

(
2 + ‖γ̃

′‖2
L∞

)
.
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Par ailleurs, d’après [29, page 184, lemme IX.6] nous avons l’estimation

∫
|Dh

1 ũε
rug|2 dy 6

∫
|∇ũε

rug|2 dy. (II.38)

Par application de (II.38), nous déduisons que

A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
> −α

4

∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA2

α

∫ ∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy, ∀α > 0. (II.39)

3. Traitons finalement la quantité (II.30). L’expression de A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
s’écrit

A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂Dh
1 ũε

rug

∂y1
∂Dh

1 ũε
rug

∂y2




〉

+

〈
2ξ




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 (ũε

rug)
∂ξ
∂y2

Dh
1 (ũε

rug)




〉
.

Posons les vecteurs w3, w4 et w5 tels que

w3 = ξ




∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 , w4 = 2




∂ξ
∂y1

Dh
1 ũε

rug

∂ξ
∂y2

Dh
1 ũε

rug


 et w5 = ξ




∂Dh
1 ũε

rug

∂y1
∂Dh

1 ũε
rug

∂y2


 .

Nous adaptons les notations des vecteurs w3, w4 et w5 ci-dessus et par application de la

proposition 10, nous montrons qu’il existe une constante C1(α) strictement positive telle

que pour tout réel α strictement positif nous avons

A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
> −α

4

∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − 1

2

∫ ∣∣∣∣∣2
∂ξ

∂y
Dh

1 ũε
rug

∣∣∣∣∣

2

dy − C1

ε2

∫ ∣∣∣ξ∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy.

Précisons avant de passer à la suite que la constante C1 est indépendante de ε. En

s’appuyant sur les démarches de la démonstration de la proposition 10, nous pouvons

établir que C1(α) =
(

1
α

+ 1
2

)
(|I1| + |I2|)2 où I1 et I1 sont les intégrales suivantes :

I1 =
∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds et I2 =

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds.

Grâce à l’inégalité (II.38) et après simplification, nous montrons qu’il existe une constante

CA3 strictement positive telle que pour tout réel α strictement positif nous avons
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A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
> −α

4

∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA3

ε2

∫ ∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy. (II.40)

Signalons que la constante CA3 est donnée par CA3 = max
(
C1(α),

∥∥∥ ∂ξ
∂y

∥∥∥
L∞

)
.

En tenant compte du découpage de la forme bilinéaire sous la forme A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
= A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)

+A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
+A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
et en combinant les inégalités (II.37), (II.39) et (II.40), il existe

une constante CA strictement positive indépendante de ε telle que pour tout réel α strictement

positif nous avons

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
>

(
α0 − α

2

) ∫
ξ(y)2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA

ε2

∫
|∇ũε

rug|2 dy.

La constante CA est donnée par CA =
(

1
α
CA2 + CA3

)
. La preuve est complète.

Remarque 7. Pour simplifier la présentation nous avons rassemblé toutes les constantes dans

ce tableau récapitulatif :

Constantes Valeurs

α un réel strictement positif

α0

(
1

2+‖γ̃
′ ‖2

L∞

)

α1 (2 + ‖γ̃
′‖2

L∞)

I1

∫ 1

0
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds

I2

∫ 1

0
2 γ̃

′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
γ̃

′′

(
y1

ε
+

sh

ε

)
ds

CA2 2
∥∥∥ ∂ξ

∂y

∥∥∥
L∞

(
2 + ‖γ̃

′‖2
L∞

)

C1

(
1
α

+ 1
2

)
(|I1| + |I2|)2

CA3 max
(
C1,

∥∥∥ ∂ξ
∂y

∥∥∥
L∞

)

CA

(
1
α
CA2 + CA3

)
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5.5 Majoration de la forme linéaire de la formulation variationnelle

Contrairement à la sous section précédente, l’objectif de ce paragraphe est d’établir une majo-

ration de la forme linéaire B(ṽ) (II.27). Le résultat principal de cette sous section est traduit

dans la proposition suivante :

Proposition 12. Soit la solution ũε
rug ∈ H1

0 (Ũ). Alors il existe une constante CB strictement

positive indépendante de ε telle que la quantité B(·) (voir (II.27)) vérifie l’inégalité suivante

|B(ũε
rug)| 6 α

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy +
α

4

∫ ∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy +
CB

α

∫ ∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy, ∀α > 0.

(II.41)

Preuve. Nous considérons ṽ la fonction test définie dans (II.25). Par un simple calcul et grâce

à l’inégalité (II.38), nous avons

∫
|ṽ|2 dy =

∫ ∣∣∣D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug)

∣∣∣
2

dy 6

∫ ∣∣∣D(ξ2Dh
1 ũε

rug)
∣∣∣
2

dy

6

∫ ∣∣∣∇(ξ2) Dh
1 ũε

rug + ξ2 ∇
(
Dh

1 ũε
rug

)∣∣∣
2

dy.

En utilisant le fait que (a + b)2 6 2 (a2 + b2) avec a et b deux réels positifs ainsi que la fonction

troncature ξ ∈ [0, 1], nous prouvons qu’il existe une constante CB strictement positive telle que

∫
|ṽ|2 dy 6 2

∫ (∣∣∣∇(ξ2) Dh
1 ũε

rug

∣∣∣
2

+
∣∣∣ξ2 ∇

(
Dh

1 ũε
rug

)∣∣∣
2
)

dy

6 2
∫ 


∣∣∣∣∣2ξ

∂ξ

∂y
Dh

1 ũε
rug

∣∣∣∣∣

2

+ ξ2
∣∣∣Dh

1 ∇ũε
rug

∣∣∣
2


 dy 6 CB

∫ (∣∣∣Dh
1 ũε

rug

∣∣∣
2

+ ξ2
∣∣∣Dh

1 ∇ũε
rug

∣∣∣
2
)

dy

Nous mettons l’accent sur le fait que la constante CB est donnée par CB = 2 max
(

1, 4
∥∥∥∥
(

∂ξ
∂y

)2
∥∥∥∥

L∞

)
.

Par application à présent de l’inégalité de Cauchy suivante a b 6
α

4 CB

a2 +
CB

α
b2 avec α un

réel strictement positif, a et b deux réels positifs et CB la constante strictement positive définie

ci-dessus, nous déduisons que

|B(ũε
rug)| =

∣∣∣∣
∫

F̃rugṽdy
∣∣∣∣ 6

∫ ∣∣∣F̃rug

∣∣∣ |ṽ| dy 6
α

4CB

∫
|ṽ|2 dy +

CB

α

∫ ∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy.

6
α

4

∫ (∣∣∣Dh
1 ũε

rug

∣∣∣
2

+ ξ2
∣∣∣Dh

1 ∇ũε
rug

∣∣∣
2
)

dy +
CB

α

∫ ∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy

6
α

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy +
α

4

∫ ∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy +
CB

α

∫ ∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy.
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Ceci fournit le résultat de la proposition.

Même remarque que précédemment, ce dernier résultat sera précieux pour en démontrer un

autre.

5.6 Régularité H2 dans le domaine redressé

Une démarche classique après majoration de la forme linéaire et minoration de la forme bilinéaire

dans le domaine redressé par cartes locales est le calcul de la majoration de la norme H2 de

la solution du problème variationnel (II.19). Nous rappelons brièvement notre géométrie après

redressement, le domaine Ũ est le demi disque positif tel que Ũ = D(0, s) ∩ {y2 > 0} ainsi que

Ṽ est le demi disque Ṽ ⊂ Ũ tel que Ṽ = D(0, s
2
) ∩ {y2 > 0}.

En vertu des résultats des deux dernières propositions 11 et 12 nous établissons dans cette sous

section une majoration en ordre O(ε−1) de la Hessienne de la solution de l’opérateur elliptique

après redressement.

Proposition 13. Soit ũε
rug la solution du problème variationnel (II.19), alors il existe une

constante CR strictement positive indépendante de ε telle que nous avons l’inégalité suivante

2∑

l,k=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yk∂yl

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

6 CR

(
1

ε

∥∥∥∇ũε
rug

∥∥∥
L2(Ũ)

+
∥∥∥F̃rug

∥∥∥
L2(Ũ)

)
. (II.42)

Preuve. Sachant que la solution ũε
rug du problème variationnel (II.19) vérifie l’égalité des ex-

pressions introduits dans notation 2 que nous avons adoptée à la fin de la sous-section 5.3 .

Autrement dit, nous avons A
(
ũε

rug, ṽ
)

= B(ṽ) pour tout ṽ ∈ H1
0 (Ũ). Alors si nous rempla-

çons le réel α par α0 la constante d’ellipticité dans les inégalités (II.36) et (II.41) associées

respectivement aux Proposition 11 et Proposition 12, nous obtenons

α0

2

∫

Ũ
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy − CA

ε2

∫

Ũ
|∇ũε

rug(y)|2 dy

6
α0

4

(∫

Ũ
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy +
∫

Ũ

∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy
)

+
CB

α0

∫

Ũ

∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy.

Ce qui donne après simplification que

∫

Ũ
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy 6
4

α0

(
α0

4
+

CA

ε2

) ∫

Ũ

∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy +
4CB

α2
0

∫

Ũ

∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy.

Puisque la fonction de troncature ξ ≡ 1 dans Ṽ , alors il est assez immédiat que
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∫

Ṽ

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy 6

∫

Ũ
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇ũε

rug

∣∣∣
2

dy 6
4

α0

(
α0

4
+

CA

ε2

) ∫

Ũ

∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy +
4CB

α2
0

∫

Ũ

∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy.

À ce stade, en vertu du quotient différentiel Dh
1 selon la direction tangentielle −→e1 , nous avons

exploité trois éléments de la matrice Hessienne de la solution du problème variationnel (II.19).

D’où, il existe deux constantes CR1 et CR2 strictement positives indépendantes de ε telles que

2∑

l,k=1
k+l<4

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yk∂yl

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

6

(
CR1

ε
+ 1

) (∫

Ũ

∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy
) 1

2

+ CR2

(∫

Ũ

∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy
) 1

2

. (II.43)

Plus précisément les constantes CR1 , CR2 sont données par CR1 = 2
√

CA√
α0

et CR2 = 2
√

CB

α0
. Rap-

pelons que α0 présente la constante d’ellipticité ainsi que CA et CB sont deux constantes stric-

tement positives définies explicitement dans les preuves des propositions 11 et 12.

Traitons à présent le dernier élément de la matrice Hessienne de la solution du problème varia-

tionnel (II.19). Pour cela, nous considérons une fonction test ṽ de C1
c (Ũ) tel que :

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

+
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
− ∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy

=
∫

Ũ
F̃rug ṽ dy, où F̃rug = (Frug ◦ ψ)|Jψ| ∈ L2(Ũ).

Nous écrivons astucieusement la formulation variationnelle (II.19), nous avons

∫

Ũ
F̃rug ṽ dy −

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

− ∂ũε
rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy

=
∫

Ũ

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

dy.

Remarquons que 1 +
(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

> 1. D’où, nous obtenons l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣

∫

Ũ

∂ũε
rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

dy

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

∫

Ũ
F̃rug ṽdy −

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

− ∂ũε
rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy

∣∣∣∣∣ .

Par application de l’inégalité triangulaire, il vient

∣∣∣∣∣

∫

Ũ

∂ũε
rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

dy

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
∫

Ũ
F̃rugṽdy

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

− ∂ũε
rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy

∣∣∣∣∣
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6 max
(

1,
∥∥∥∥γ̃

′

(
y1

ε
)
∥∥∥∥

L∞

) ∫

Ũ

(∣∣∣∣∣
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

∣∣∣∣∣

)
dy +

∫

Ũ

∣∣∣F̃rug ṽ
∣∣∣ dy.

(II.44)

Finalement, en combinant les deux inégalités (II.43) et (II.44), il existe une constante CR

strictement positive indépendante de ε telle que

2∑

l,k=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yk∂yl

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

6 CR

[
1

ε

(∫

Ũ

∣∣∣∇ũε
rug

∣∣∣
2

dy
) 1

2

+
(∫

Ũ

∣∣∣F̃rug

∣∣∣
2

dy
) 1

2

]
.

Ceci achève la preuve.

Revenant au domaine rugueux, nous pouvons énoncer dans la sous section suivante le résultat

principal concernant la régularité H2.

5.7 Estimation locale de la norme H2 près du bord rugueux

Notre but est à présent de calculer localement, près du bord rugueux γε, la norme H2 de

la solution du problème variationnel (II.19). Ce résultat mathématique est obtenu par des

techniques classiques. Notre lecteur est invité à consulter l’annexe de la section 7.

Nous repréciserons dans un premier temps le cadre géométrique dans lequel nous nous plaçons.

Les éléments essentiels sont :

- Le domaine V est défini comme suit V = ψ(Ṽ ), où Ṽ est le demi disque positif tel que

Ṽ = D(0, s
2
) ∩ {y2 > 0} et ψ la fonction C2-difféomorphisme réciproque définie dans (II.12).

- Le domaine Drug = Ωε ∩ D(xrug, Rrug) est l’intersection entre le domaine rugueux Ωε et le

disque de centre xrug de coordonnées (L
2

, εγ̃( L
2ε

) + 1−L2

4
) et de rayon Rrug = L2+1

4
.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théorème 5. Soit uε
rug la solution du problème variationnel (II.19), alors il existe une constante

CF strictement positive indépendante de ε telle que nous avons l’inégalité suivante

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2uε

rug(x)

∂xi∂xj

∥∥∥∥∥
L2(V )

6 CF

[(
1

ε

) ∥∥∥∇uε
rug

∥∥∥
L2(Drug)

+ ‖g‖L2(Drug)

]
. (II.45)

Démonstration. Pour traiter les éléments de la matrice Hessienne de la solution du problème

variationnel (II.19) près du bord rugueux γε, nous préconisons d’appliquer dans notre cas le
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lemme technique 4 démontré en annexe (voir section 7). Nous obtenons donc





∂2uε
rug

∂x1∂x1

=
∂2ũε

rug

∂y1∂y1

− 2 γ̃
′
(

y1

ε

) ∂2ũε
rug

∂y1∂y2

+
(

γ̃
′
(

y1

ε

))2 ∂2ũε
rug

∂y2∂y2

− 1

ε
γ̃

′′
(

y1

ε

) ∂ũε
rug

∂y2

∂2uε
rug

∂x1∂x2

=
∂2ũε

rug

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

) ∂2ũε
rug

∂y2∂y2

∂2uε
rug

∂x2∂x1

=
∂2ũε

rug

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

) ∂2ũε
rug

∂y2∂y2

∂2uε
rug

∂x2∂x2

=
∂2ũε

rug

∂y2∂y2

(II.46)

En calculant les normes des quantités de (II.46), nous obtenons que





∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂x1∂x1

∥∥∥∥∥

2

L2(V )

6 2 max

(
1, 4

∥∥∥γ̃
′
∥∥∥

2

L∞
,

∥∥∥∥
(
γ̃

′
)2

∥∥∥∥
2

L∞

)
2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yn∂yl

∥∥∥∥∥

2

L2(Ṽ )

+
2

∥∥∥γ̃
′′
∥∥∥

2

L∞

ε2

∥∥∥∥∥
∂ũε

rug

∂y2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ṽ )∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂x1∂x2

∥∥∥∥∥

2

L2(V )

6 2 max
(

1,
∥∥∥γ̃

′
∥∥∥

2

L∞

) 2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yn∂yl

∥∥∥∥∥

2

L2(Ṽ )∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂x2∂x1

∥∥∥∥∥

2

L2(V )

6 2 max
(

1,
∥∥∥γ̃

′
∥∥∥

2

L∞

) 2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yn∂yl

∥∥∥∥∥

2

L2(Ṽ )∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂x2∂x2

∥∥∥∥∥

2

L2(V )

=

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂y2∂y2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ṽ )

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori pour les normes des expressions ci-

dessus. Par des majorations brutales, il existe deux constantes CF1 et CF2 strictement positives

indépendantes de ε telles que

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂xi∂xj

∥∥∥∥∥
L2(V )

6 CF1

2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2ũε

rug

∂yn∂yl

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

+
CF2

ε

∥∥∥∥∥
∂ũε

rug

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

. (II.47)

Ces deux constantes sont données explicitement par CF1 =
√

2 max
(

1, 2
∥∥∥γ̃

′
∥∥∥

L∞
,
∥∥∥∥
(
γ̃

′
)2

∥∥∥∥
L∞

)

et CF2 =
√

2
∥∥∥γ̃

′′
∥∥∥

L∞
. Si nous remplaçons l’inégalité [Proposition 13, (II.42)] dans l’expression

(II.47), alors il existe une constante CF3 strictement positive telle que nous avons

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2uε

rug

∂xi∂xj

∥∥∥∥∥
L2(V )

6 CF3

(
1

ε

∥∥∥∇ũε
rug

∥∥∥
L2(Ũ)

+
∥∥∥F̃rug

∥∥∥
L2(Ũ)

)
+

CF2

ε

∥∥∥∥∥
∂ũε

rug

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(Ṽ )

. (II.48)

Plus précisément, CF3 = CRCF1 où nous rappelons que la constante CR est définie dans la
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proposition 13 et est indépendante de ε. Il est alors naturel de traiter le terme à droite de

l’inégalité (II.48). Un calcul simple montre que

∥∥∥∇ũε
rug

∥∥∥
2

L2(Ṽ )
=

2∑

k=1

∫

Ṽ

(
∂ũε

rug(y)

∂yk

)2

dy =
2∑

k=1

∫

V

(
∂uε

rug(ψ(x))

∂yk

)2

|Jφ(x)| dx

=
2∑

i,k=1

∫

V

(
∂uε

rug

∂xi

∂ψi

∂yk

)2

dx 6 CF4

∥∥∥∇uε
rug

∥∥∥
2

L2(V )
.

(II.49)

Précisons que CF4 est une constante strictement positive indépendante de ε donnée expli-

citement par CF4 = max
(

1,
∥∥∥∥
(
γ̃

′
)2

∥∥∥∥
L∞

)
. Nous reprenons le même calcul, et montrons que

∥∥∥∇ũε
rug

∥∥∥
2

L2(Ũ)
6 CF4

∥∥∥∇uε
rug

∥∥∥
2

L2(U)
. Par un calcul similaire nous avons aussi

∥∥∥F̃rug

∥∥∥
2

L2(Ũ)
=

∫

Ũ

(
F̃rug(y)

)2
dy =

∫

U
(Frug(x))2|Jφ(x)| dx = ‖Frug‖2

L2(U) . (II.50)

Il reste à rassembler toutes les estimations obtenues. Pour résumer, il suffit de remplaçer les

inégalités (II.49) et (II.50) dans (II.48). Il existe deux constantes ĈF et CF strictement positives

indépendantes de ε telles que :

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2uε

rug(x)

∂xi∂xj

∥∥∥∥∥
L2(V )

6 ĈF

[
1

ε

∥∥∥∇uε
rug

∥∥∥
L2(U)

+ ‖Frug‖
L2(U)

]
6 CF

[
1

ε

∥∥∥∇uε
rug

∥∥∥
L2(Drug)

+ ‖g‖L2(Drug)

]
.

Nous en tirons finalement l’estimation voulue.

Fin de la technique variationnelle

Pour définitivement clore la technique variationnelle et prouver le Théorème 2, il reste simple-

ment à rassembler les résultats (II.2), (II.3), (II.5) ainsi que (II.7), et à utiliser la majoration

en ordre O(ε−1) près du bord rugueux donnée par le Théorème 5. Ceci démontre également

l’inégalité suivante qui justifie qu’on parle de «majoration en ordre O(ε−1) » au sujet du l’étude

de la régularité H2 de la solution du problème aux limites modèle (E) introduit dans le premier

chapitre.

Soit uε ∈ Hper,0(Ωε). Pour tout g ∈ L2(Ωε), il existe

une constante C strictement positive telle que

‖uε‖H2(Ωε) 6 C
(

‖g‖L2(Ωε) +
1

ε
‖uε‖H1(Ωε)

)
.

(II.51)
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Le travail contenu dans cette technique variationnelle a laissé une question naturelle concernant

l’ordre du majoration du ‖uε‖H2(Ωε) :

Question 1. Peut-on optimiser l’ordre de majoration en O(ε−1) de la norme ‖uε‖H2(Ωε), en

changeant les cartes locales ? Autrement dit, l’ordre de majoration de la régularité H2 de la

solution du problème aux limites (E) dépend t-il du redressement choisi ?

Pour répondre à cette question, nous considérons le changement de variables suivant Lε qui

transforme Ωε en Ω0 :

Lε : Ωε −→ Ω0

(x1, x2) −→

x1,

x2 − εγ̃
(

x1

ε

)

1 − εγ̃
(

x1

ε

)


 .

(II.52)

Nous rappelons que Ωε est le domaine rugueux défini dans la Figure I.1 et Ω0 = [0, L] × [0, 1]

est simplement le domaine lisse présenté dans la Figure I.2.

Nous avons traité cette question dans le cas du changement de variables ci-dessus. La réponse

est que la régularité H2 ne dépend pas du redressement choisi, mais nous le démontrons pas ici

en général.

Par ailleurs, comme il serait intéressant d’explorer de nouveaux redressements qui diffèrent des

deux transformations citées dans ce chapitre ((II.11) et (II.52)), nous effectuons une analyse

plus raffinée en se limitant au niveau de la couche rugueuse. Pour cela, nous définissons Λε la

couche rugueuse telle que Λε = [0, L] ×
[
εγ̃

(
x1

ε

)
, k0ε

]
, avec k0 >> 1 et le domaine redressé

Rε = [0, L] × [0, k0ε]. Puis nous considérons Fε le redressement suivant :

Fε : Λε −→ Rε

(x1, x2) −→

x1, k0ε




x2 − εγ̃
(

x1

ε

)

k0ε − εγ̃
(

x1

ε

)





 .

(II.53)

Après examination de ce changement de variables pour notre cas, la réponse est encore «la

régularité H2 ne dépend pas du redressement », et nous préciserons alors ce que nous appellerons

«pas trop grand ».

6 Conclusion et quelques réflexions

En conclusion, dans ce chapitre nous avons étudié la régularité H2 dans des domaines rugueux

de la solution du problème aux limites (E) à l’aide de la technique variationnelle. Nous avons
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détaillé les différentes étapes permettant de mettre en oeuvre cette technique et justifié ma-

thématiquement cette régularité H2. Nous avons ainsi obtenu une dépendance en ordre O(ε−1)

de la norme H2 de la solution exacte du problème (E). Nous sommes conscients que cette

technique est difficile à présenter et peut parfois paraître obscure au lecteur. Toutefois, nous

pensons qu’elle nous a permis d’obtenir de très nombreuses précisions sur les propriétés de la

solution du problème modèle introduit dans le premier chapitre. En développant d’une façon

rigoureuse et même parfois explicite et calculatoire certains résultats, nous espérons avoir amé-

lioré la compréhension de cette technique par formulation variationnelle dans le cas d’un bord

rugueux assez régulier.

Notons qu’en présence du tuteur vasculaire «stent » sur l’écoulement sanguin, la donnée de

la régularité de la solution de cet écoulement dépend de la régularité du bord du «stent ».

Afin de généraliser de cette technique variationnelle en soulevant de nouvelles difficultés, nous

considérons une paroi rugueuse à coins, autrement dit un bord rugueux γε Lipschitzien.

Dans ce dernier cadre, cette question semble à première vue épineuse. Mais sur la base de

l’étude que nous avons présentée dans ce chapitre ainsi que les travaux de Olivier Lafitte et

al.[46, 56] et ceux de Monique Dauge et al. [36] pour le traitement des problèmes elliptiques à

coefficients constants à coins, nous nous proposons quelques réflexions.

Revenons tout d’abord sur le point des recherches de Dauge et al. [36] par transformation

de Fourier partielle. Nous donnons une présentation simplifiée pour notre cas, cette technique

consiste à redresser le domaine rugueux Ωε vers un tore. Ensuite, nous utilisons la transfor-

mation de Fourier partielle et nous étudions le comportement de l’opérateur pour les hautes

fréquences ainsi que pour les basses fréquences. Bien entendu, nous finissons par retourner au

domaine rugueux. Cette technique par transformation de Fourier partielle semble s’appliquer,

mais pas immédiatement. On peut le considérer comme un problème ouvert.

Figure II.7 – Domaine rugueux Ωε avec un
bord γε Lipschitzien

Figure II.8 – Partition de l’unité près du
bord rugueux Lipschitzien γε

65



Chapitre II. Étude variationnelle de la régularité H2 dans des domaines rugueux

Nous présentons dans la suite une approche théorique pour répondre à la question dans le

cas d’une paroi rugueuse lipschitzienne (voir Figure II.7), tout en nous contentant d’indiquer

quelques points qui n’ont pu être abordés par manque de temps.

Nous introduisons un recouvrement du bord rugueux lipschitzien γε par des disques de telle

sorte que les deux extrémités de chaque arête appartiennent à la frontière de chaque disque

(afin d’éviter les points anguleux) comme il l’est illustré à la Figure II.8 ci-dessus, et nous

définissons une partition de l’unité associée à ce recouvrement. Nous mettons l’accent sur le

fait que le nombre de disques est d’ordre O(ε−1). Plus précisément, si nous considérons un bord

rugueux lipschitzien paramétré par γε =
{
x1 ∈ [0, L] et x2 = −εγ̃

(
x1

ε

)}
, où γ̃ : R −→]0, 1]

est une application T-périodique lipschitzienne (voir Figure II.9), alors le nombre de disques

explicite qui recouvre le bord γε vaut
2L

Tε
.

Figure II.9 – Périodicité du bord rugueux lipschitzien γε

À présent, afin de traiter la régularité H2 sur chaque petite portion de disque (voir Figure II.8),

nous reprendrons pour ceci la démarche que nous avons adoptée dans ce chapitre pour l’étude de

la régularité H2 au voisinage des bords lisses (voir section 4). Finalement, en regroupant toutes

les estimations obtenus localement, nous aurons la dépendance en ε du l’ordre de majoration

de la solution exacte du problème (E) en norme H2.

Dans cette philosophie, nous espérons ainsi donner une bonne vue d’ensemble d’une voie de

recherche possible.
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7 Résultats techniques

L’objet de cette première annexe est de présenter les différents résultats calculatoires que nous

avons utilisé dans ce chapitre pour l’étude de la régularité H2 par la formulation variationnelle

dans des domaines rugueux. Cette annexe sera structurée en trois parties. Nous commençons

par un lemme technique :

Lemme 4. Soit f une fonction de C∞(Drug). Posons f̃(φ(x)) = f(x) pour tout x ∈ Drug, avec

φ le C2-difféomorphisme définie dans (II.11). Alors nous avons :





∂2f

∂x1∂x1

=
∂2f̃

∂y1∂y1

− 2 γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y1∂y2

+
(

γ̃
′
(

y1

ε

))2 ∂2f̃

∂y2∂y2

− 1

ε
γ̃

′′
(

y1

ε

)
∂f̃

∂y2

,

∂2f

∂x1∂x2

=
∂2f̃

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y2∂y2

,

∂2f

∂x2∂x1

=
∂2f̃

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y2∂y2

,

∂2f

∂x2∂x2

=
∂2f̃

∂y2∂y2

.

(II.54)

Preuve. Par un calcul de la dérivée d’une composée nous avons





∂f̃

∂y1

(y) =
∂f

∂x1

(φ−1(y)) . 1 +
∂f

∂x2

(φ−1(y)) . γ̃
′

(
y1

ε
)

∂f̃

∂y2

(y) =
∂f

∂x1

(φ−1(y)) . 0 +
∂f

∂x2

(φ−1(y)) . 1

Ce qui donne après simplification





∂f

∂x2

(φ−1(y)) =
∂f̃

∂y2

(y)

∂f

∂x1

(φ−1(y)) =
∂f̃

∂y1

(y) − ∂f̃

∂y2

(y) . γ̃
′

(
y1

ε
)

En tenant compte que la matrice jacobienne de l’inverse de C2-difféomorphisme φ est donnée

par

|Jψ| =
∣∣∣Jφ−1

∣∣∣ =




∂ψ1

∂y1

∂ψ1

∂y2

∂ψ2

∂y1

∂ψ2

∂y2


 =




1 0

γ̃
′
(y1

ε
) 1


 ,

par un simple calcul, nous obtenons
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∂2f

∂x1∂x1

=
∂

∂x1

[
∂f̃

∂y1

(y) − ∂f̃

∂y2

(y) . γ̃
′

(
y1

ε
)

]

=
∂2f̃

∂y1∂y1

− 2 γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y1∂y2

+
(

γ̃
′
(

y1

ε

))2 ∂2f̃

∂y2∂y2

− 1

ε
γ̃

′′
(

y1

ε

)
∂f̃

∂y2

,

∂2f

∂x2∂x1

=
∂

∂x2

[
∂f̃

∂y1

(y) − ∂f̃

∂y2

(y) . γ̃
′

(
y1

ε
)

]
=

∂2f̃

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y2∂y2

,

∂2f

∂x1∂x2

=
∂

∂x1

[
∂f̃

∂y2

(y)

]
=

∂2f̃

∂y1∂y2

− γ̃
′
(

y1

ε

)
∂2f̃

∂y2∂y2

,

∂2f

∂x2∂x2

=
∂2f̃

∂y2∂y2

.1 +
∂2f̃

∂y1∂y2

.0 =
∂2f̃

∂y2∂y2

.

Ceci termine la preuve.

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons quelques propriétés du quotient différentiel.

Quotient Différentiel

Soient U un ouvert de RN et (e1, · · · , eN) une base de RN . Pour tous u ∈ C0
c (U) et h ∈ R∗ tels

que supp(u) + B(0, |h|) ⊂ U , le quotient différentiel Dh
k est donné par :

[Dh
ku](y) =

u(y + hek) − u(y)

h
, pour tout y ∈ supp(u), k = 1, · · · , N.

Ici C0
c (U) désigne l’ensemble des fonctions continues à support compact inclus dans l’ouvert U

et B(0, |h|) est la boule de RN de centre 0 et de rayon |h|.

Lemme 5. Pour tous v, w ∈ C0
c (U) et h ∈ R∗ tels que supp(v)+B(0, |h|) et supp(w)+B(0, |h|)

soient inclus dans U , nous avons

∫

U
v D−h

k w dx = −
∫

U
w Dh

kv dx. (II.55)

Preuve. Soient v, w ∈ C0
c (U) et h ∈ R∗ tels que supp(v)+B(0, |h|) et supp(w)+B(0, |h|) soient

inclus dans U .

∫

U
v(x)[D−h

k w](x) dx =
∫

U
v(x)

w(x − hek) − w(x)

−h
dx

= −
∫

U

v(x)w(x − hek)

h
dx +

∫

U

w(x)v(x)

h
dx.
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Posons y = x − hek, nous obtenons

−
∫

U

v(x)w(x − hek)

h
dx = −

∫

U+hek

v(y + hek)w(y)

h
dy = −

∫

U

v(y + hek)w(y)

h
dy.

Ici, nous avons utilisé le fait que supp(v) + B(0, |h|) ⊂ U . Par suite,

∫

U
v(x)[D−h

k w](x) dx = −
∫

U

w(x)v(x + hek)

h
dx +

∫

U

w(x)v(x)

h
dx,

= −
∫

U
w(x)

v(x + hek) − v(x)

h
dx = −

∫

U
[Dh

kv](y)w(y) dy.

Ceci démontre le résultat voulu.

Lemme 6. Soient v, w ∈ C0
c (U) et h ∈ R∗. Nous avons la relation suivante :

Dh
k(vw) = vh Dh

k(w) + w Dh
k(v), avec vh(x) := v(x + hek). (II.56)

Preuve. Soient v, w ∈ C0
c (U) et h ∈ R∗. Un simple calcul donne

[
Dh

k(vw)
]
(x) =

v(x + hek)w(x + hek) − v(x)w(x)

h
,

= v(x + hek)
w(x + hek) − w(x)

h
+

v(x + hek)w(x)

h
− v(x)w(x)

h
,

= v(x + hek)
[
Dh

k(w)
]
(x) + w(x)

[
Dh

k(v)
]
(x) =

[
vh Dh

k(w) + w Dh
k(v)

]
(x).

D’où le résultat voulu.

Signalons que ces dernières propriétés du quotient Différentiel seront précieuses pour démontrer

d’autres résultats techniques. Dans la dernière partie de cette annexe nous donnons une preuve

de la proposition 8, qui fournit un découpage de la forme bilinéaire (II.26).

Preuve de la proposition 8

Nous rappelons tout d’abord l’expression de la forme bilinéaire de la formulation variationnelle

A(·, ·) définie dans (II.26) :

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

∫

Ũ

[
∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y1

+
∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y2

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
− ∂ũε

rug

∂y1

∂ṽ

∂y2

γ̃
′

(
y1

ε
) − ∂ũε

rug

∂y2

∂ṽ

∂y1

γ̃
′

(
y1

ε
)

]
dy.
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Nous injectons la fonction test suivante ṽ = −D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug) dans l’expression de A(·, ·) ci-

dessus, nous obtenons :

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
= −

∫ ∂ũε
rug

∂y1

∂D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug)

∂y1

dy +
∫

γ̃
′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y1

∂D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug)

∂y2

dy

+
∫

γ̃
′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y2

∂D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug)

∂y1

dy −
∫ (

1 + γ̃
′

(
y1

ε
)
)2 ∂ũε

rug

∂y2

∂D−h
1 (ξ2Dh

1 ũε
rug)

∂y2

dy.

Nous mettons l’accent sur le fait que les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport y1 et y2

commutent avec le quotient différentiel Dh
1 . Maintenant nous utilisons les opérations classiques

ci-dessous sur le quotient différentiel, démontrées dans les lemmes 5 et 6 :





∫
ṽ D−h

1 ũε
rug dy = −

∫
ũε

rug Dh
1 ṽ dy

Dh
1 (ṽũε

rug) = ṽh Dh
1 (ũε

rug) + ũε
rug Dh

1 (ṽ), où ṽh = ṽ(y + he1),

Après calculs, nous en déduisons que l’expression A(·, ·) se décompose sous la forme suivante

A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

∫
Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)
∂

∂y1

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy +
∫

Dh
1

((
1 + γ̃

′

(
y1

ε
)
)2 ∂ũε

rug

∂y2

)
∂

∂y2

(ξ2Dh
1 ũε

rug)dy

−
∫

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y2

)
∂

∂y1

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy −
∫

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y1

)
∂

∂y2

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy,

:= T1 + T2 + T3 + T4,

où les quantités T1, T2, T3 et T4 sont données par

T1 =
∫

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y1

)
∂

∂y1

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy =
∫

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y1

) [
2 ξ

∂ξ

∂y1

Dh
1 ũε

rug + ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y1

]
dy.

T2 = −
∫

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y1

)
∂

∂y2

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy,

= −
∫ [

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
) ∂ũε

rug

∂y1

+ γ̃
′

(
y1

ε
) Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)]
.

[
2ξ

∂ξ

∂y2

Dh
1 ũε

rug + ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y2

]
dy,

= −
∫

γ̃
′

(
y1

ε
) Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)
ξ2 ∂Dh

1 ũε
rug

∂y2

dy −
∫

2 ξ
∂ξ

∂y2

Dh
1 (ũε

rug) Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
) ∂ũε

rug

∂y1

dy

−
∫

2 ξ
∂ξ

∂y2

Dh
1 (ũε

rug) γ̃
′

(
y1

ε
)Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)
dy −

∫ ∂ũε
rug

∂y1

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)

ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y2

dy.
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II.7 Résultats techniques

T3 = −
∫

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)

∂ũε
rug

∂y2

)
∂

∂y1

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy,

= −
∫ [

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
) ∂ũε

rug

∂y2

+ γ̃
′

(
y1

ε
) Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y2

)]
.

[
2ξ

∂ξ

∂y1

Dh
1 ũε

rug + ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y1

]
dy,

= −
∫

γ̃
′

(
y1

ε
) Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)
ξ2 ∂Dh

1 ũε
rug

∂y2

dy −
∫

2 ξ
∂ξ

∂y1

Dh
1 (ũε

rug) Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
) ∂ũε

rug

∂y1

dy

−
∫

2 ξ
∂ξ

∂y1

Dh
1 (ũε

rug) γ̃
′

(
y1

ε
)Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y2

)
dy −

∫ ∂ũε
rug

∂y2

Dh
1

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)

ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y1

dy.

Et finalement l’expression de T4 est définie par

T4 =
∫

Dh
1

([
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

]
∂ũε

rug

∂y2

)
∂

∂y2

(ξ2Dh
1 ũε

rug) dy,

=
∫ [

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
∂ũε

rug

∂y2

+

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y2

)]
.

[
2ξ

∂ξ

∂y2

Dh
1 ũε

rug + ξ2 ∂Dh
1 ũε

rug

∂y2

]
dy,

=
∫ (

1 +
(

γ̃
′

(
y1

ε
)
)2

)
Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y2

)
ξ2 ∂Dh

1 ũε
rug

∂y2

dy

+
∫

2 ξ
∂ξ

∂y2

Dh
1 (ũε

rug) Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
∂ũε

rug

∂y2

dy

+
∫

2 ξ
∂ξ

∂y2

Dh
1 (ũε

rug)

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y2

)
dy

+
∫ ∂ũε

rug

∂y2

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′

(
y1

ε
)
)2

)
ξ2 ∂Dh

1 ũε
rug

∂y2

dy.

Pour finir, nous aurons besoin de donner à cette dernière expression une forme plus propice aux

calculs algébriques. Après réorganisation des termes de telle sorte que l’expression A(·, ·) s’écrit

avec des quantités qui dépendront de la métrique Gε(y1) et avec d’autres du différentiel tan-

gentiel de la métrique Gε(y1), nous définissons A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
, A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
et A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)

telles que A
(
ũε

rug, ũε
rug

)
= A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
+ A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
+ A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
, où

A1

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,


 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)



〉
,
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A2

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
2 ξ


 1 −γ̃

′
(y1

ε
)

−γ̃
′
(y1

ε
) 1 + (γ̃

′
(y1

ε
))2





 Dh

1

(
∂ũε

rug

∂y1

)

Dh
1

(
∂ũε

rug

∂y2

)

 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 ũε

rug

∂ξ
∂y2

Dh
1 ũε

rug




〉
,

et

A3

(
ũε

rug, ũε
rug

)
=

〈
ξ2




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂Dh
1 ũε

rug

∂y1
∂Dh

1 ũε
rug

∂y2




〉

+

〈
2ξ




0 Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)

Dh
1

(
1 +

(
γ̃

′
(y1

ε
)
)2

)






∂ũε
rug

∂y1
∂ũε

rug

∂y2


 ,




∂ξ
∂y1

Dh
1 (ũε

rug)
∂ξ
∂y2

Dh
1 (ũε

rug)




〉
.

Avec ceci nous achevons la preuve.
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La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.

La pratique, c’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.

Ici, nous avons réuni théorie et pratique : rien ne fonctionne et personne ne sait pourquoi !

Albert Einstein.
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Chapitre III

Méthodes de construction d’approximation

couche limite

1 Introduction

Ce chapitre présente une synthèse des différentes méthodes multi-échelles et de construction

d’approximation couche limite que l’on peut trouver dans la littérature scientifique ainsi que

dans les travaux de D. Bresch et V. Milišić [27, 28], afin de résoudre le problème suivant :





−∆uε = C sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

(III.1)

où l’ouvert Ωε (voir Figure V.1) est un canal 2D limité par des parois horizontales : la paroi lisse

est donnée par Γ∞ = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 ∈ [0, L] et x2 = 1}, et celle rugueuse est paramétrisée

par γε = {(x1, x2) ∈ R2 ; x2 = εγ̃(x1

ε
)}, où γ̃ : R −→ [−1, 0[ périodique. L’entrée verticale du

domaine est représentée par Σe := {0} × [εγ̃(0), 1] et sa sortie par Σs := {L} × [εγ̃(0), 1]. Nous

mettons l’accent que dans tout ce chapitre le bord rugueux γε est lipschitzien, autrement la

fonction γ̃ : R −→ [−1, 0[ est périodique, lipschitzienne.

Figure III.1 – Domaine rugueux Ωε avec un bord γε lipschitzien
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Chapitre III. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Le problème aux limites ci-dessus est similaire à notre modèle d’écoulement sanguin modélisé

mathématiquement par le problème (E) (voir Chapitre I, Section 1), mais avec un terme source

réel.

Chacune des approximations présentées dans les deux premières sections suit l’approche d’Ach-

dou et al. Dans une première partie, nous construisons les lois de paroi d’ordre 1 et nous

améliorons la vitesse de la convergence entre l’approximation couche limite d’ordre 1 et la so-

lution exacte uε. Nous montrons un taux de convergence en O(ε
3
2 ) pour la norme H1(Ωε) et en

O(ε2) pour la norme L2(Ω0). Nous établissons mathématiquement pour la loi moyennée d’ordre

1 un taux de convergence inférieur à celui de l’approximation couche limite d’ordre 1 (en ordre

O(ε
3
2 ) pour la norme L2(Ω0)).

La seconde partie du chapitre est consacrée aux lois de paroi d’ordre 2, nous obtenons des

approximations exactes sur la paroi rugueuse au deuxième ordre. Pour ces approximations en-

tièrements oscillantes, nous montrons une convergence exponentielle. Malgré ce taux de conver-

gence élevé, la loi de paroi macroscopique correspondante se comporte mal et ne conserve pas

l’ordre de l’approximation complète (en ordre O(ε
3
2 ) pour la norme L2(Ω0)).

Ensuite dans la troisième section de ce chapitre et afin de contourner la difficulté du résultat

négatif pour la loi de paroi moyennée du second ordre, nous proposons des nouvelles lois multi-

échelles incluant les oscillations microscopiques sur la frontière fictive. Elles sont explicites et

s’expriment comme des conditions de Dirichlet non-homogènes. Dans un premier temps, nous

améliorons les résultats de convergence pour la loi de paroi explicite d’ordre 1 (en ordre O(ε2)

dans la norme L2(Ω0) et en ordre O(ε
3
2 ) pour la norme H1(Ω0)). Dans un second temps, nous

établissons une convergence exponentielle pour la loi de paroi explicite d’ordre 2. Enfin, nous

dérivons une loi multi-échelle implicite d’ordre 1 de type SAFFMAN-JOSEPH mais à coefficient

variable et qui contient des oscillations microscopiques. Nous montrons un taux de convergence

en ordre O(ε) pour la norme L2(Ω0) qui est moins bon que les résultats pour la loi de paroi

explicite d’ordre 1 car cette dernière contient des informations exactes des correcteurs couche

limite sur l’interface fictive macroscopique γ0.

Terminons ce chapitre par un appendice dans lequel nous résumons brièvement le développe-

ment asymptotique obtenu par W. Jäger, A. Mikelić [50]. Par la même méthodologie, nous

améliorons les ordres de convergence obtenus dans [27]. Nous explorons la relation liant les

approches d’Achdou et al. ainsi que Jäger et al, nous montrons qu’elles peuvent être déduites

l’une de l’autre et que de plus leur différence est d’ordre plus élevé que l’effet de rugosité. Ceci

prouve que les deux approximations mènent aux même lois de parois.
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III.2 Loi de paroi d’ordre 1

2 Loi de paroi d’ordre 1

2.1 Extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

On commence par considérer le profil de Poiseuille, c’est-à-dire un profil parabolique de vitesse

en la variable verticale x2. C’est un profil typique de l’écoulement d’un fluide visqueux dans un

tube droit en régime permanent et laminaire [64]. C’est la solution de :





−∆u0 = C sur Ω0

u0 = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

u0 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

(III.2)

et pour construire une première approximation de uε on prolonge u0 à Ωε de façon affine (par

son développement de Taylor à l’ordre 1) . On a ainsi construit une approximation d’ordre 0 :

u0
ext,1(x) = u0 1[Ω0] +

∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 1[Ωε\Ω0] = u0 1[Ω0] + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
x2

ε
1[Ωε\Ω0]

= u0 1[Ω0] + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0) y2 1[Ωε\Ω0], ici y2 =
x2

ε
,

(III.3)

où 1[.] est la fonction indicatrice. Nous pouvons écrire u0
ext,1 explicitement

u0
ext,1(x) =





C
2

x2 (1 − x2) dans Ω0

C
2

x2 dans Ωε\Ω0.
(III.4)

Cette approximation s’avère insuffisante pour des rugosités de tailles plus importantes. En effet,

nous avons le résultat de convergence suivant :

Proposition 14. La solution u0
ext,1 converge fortement dans H1(Ωε) vers uε et

∥∥∥uε − u0
ext,1

∥∥∥
1,Ωε

6 C0

√
ε, (III.5)

où C0 est une constante strictement positive indépendante de ε.

Preuve. Nous notons la différence r0
ε = uε −u0

ext,1. Alors r0
ε est la solution du problème suivant :





−∆r0
ε = C 1[Ωε\Ω0] sur Ωε

r0
ε = 0 sur Γ∞

r0
ε = −∂u0

∂x2
(x1, 0) x2 = −C

2
x2 sur γε

r0
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.6)
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Remarquons que sur γε l’erreur r0
ε est non nulle, d’où nous définissons les quantités suivantes :

z = r0
ε − s avec s = −∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 1[Ωε\Ω0] = −C

2
x2 1[Ωε\Ω0],

où z est la solution du problème suivant





−∆z = C 1[Ωε\Ω0] − δγ0 sur Ωε

z = 0 sur Γ∞ ∪ γε

z est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

(III.7)

δγ0 désignant la mesure de Dirac sur l’interface γ0 = {x1 ∈ [0, L]; x2 = 0}. Dans une deuxième

étape, nous cherchons la formulation variationnelle du problème aux limites (III.7). Pour cela,

nous considérons une fonction test v ∈ Hper,0(Ωε). Par la formule de Green, nous avons

〈−∆z , v〉Ωε
= 〈∇z , ∇v〉Ωε

=
〈
∇r0

ε , ∇v
〉

Ωε

− 〈∇s , ∇v〉Ωε
. (III.8)

D’autre part :

〈
∇r0

ε , ∇v
〉

Ωε

= −
〈
∇u0

ext,1 , ∇v
〉

Ωε

+ 〈∇uε , ∇v〉Ωε

= −
〈
∇u0

ext,1 , ∇v
〉

Ωε

− 〈∆uε , v〉Ωε
= −

〈
∇u0

ext,1 , ∇v
〉

Ωε

+
∫

Ωε

C v dx

= −
〈
∇u0

ext,1 , ∇v
〉

Ω0

−
〈
∇u0

ext,1 , ∇v
〉

Ωε\Ω0

+
∫

Ωε

C v dx

=

(〈
∆u0

ext,1 , v
〉

Ω0

−
∫

∂Ω0

∂u0
ext,1

∂n
v dσ

)
−

∫

Ωε\Ω0

(
∂u0

ext,1

∂x1

∂v

∂x1

+
∂u0

ext,1

∂x2

∂v

∂x2

)
dx +

∫

Ωε

C v dx

=

(
−

∫

Ω0

C v dx +
∫

γ0

∂u0
ext,1

∂x2

v dx1

)
−

∫

Ωε\Ω0

(
∂u0

ext,1

∂x2

∂v

∂x2

)
dx +

∫

Ωε

C v dx

=
(

−
∫

Ω0

C v dx +
∫

γ0

C

2
v dx1

)
− C

2

∫ L

0

∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∂v

∂x2

dx2dx1 +
∫

Ωε

C v dx

=
(

−
∫

Ω0

C v dx +
∫

γ0

C

2
v dx1

)
− C

2

∫ L

0
v(x1, 0) dx1 +

∫

Ωε

C v dx = C
∫

Ωε\Ω0

v dx,

et

〈∇s , ∇v〉Ωε
= −C

2

∫ L

0

(∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)

∂v

∂x2

dx2

)
dx1 = −C

2

∫ L

0
v(x1, 0) dx1 = −

∫

γ0

C

2
v dx1.
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III.2 Loi de paroi d’ordre 1

Nous additionons ces deux expressions, nous obtenons :

〈∇z , ∇v〉Ωε
=

〈
∇r0

ε − ∇s , v
〉

Ωε

= C
∫

Ωε\Ω0

v dx +
C

2

∫

γ0
v dx1.

Par l’inégalité triangulaire ainsi l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

∣∣∣〈∇z , ∇v〉Ωε

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣C
∫

Ωε\Ω0

v dx +
C

2

∫

γ0
v

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣C

∫

Ωε\Ω0

v dx

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
C

2

∫

γ0
v

∣∣∣∣

6 C
√

mes(Ωε\Ω0)

(∫

Ωε\Ω0

v2 dx

) 1
2

+
√

mes(γ0)
C

2

(∫

γ0
v2

) 1
2

6 C1

(√
ε ‖v‖L2(Ωε\Ω0) + ‖v‖L2(γ0)

)
.

Précisons que C1 est une constante strictement positive indépendante de ε égale à
√

L C.

Nous utilisons les inégalités (I.20) et (I.21), nous montrons qu’il existe une constante C2 stric-

tement positive indépendante de ε telle que

∣∣∣〈∇z , ∇v〉Ωε

∣∣∣ 6 2C1

(
ε

3
2 +

√
ε
)

‖∇v‖L2(Ωε\Ω0) 6 C2

√
ε ‖v‖H1(Ωε) . (III.9)

En prenant z = v dans (III.9) et par le lemme 1, nous avons

αε ‖z‖2
H1(Ωε) 6 ‖∇z‖2

L2(Ωε) 6 C2

√
ε ‖z‖H1(Ωε) , avec αε :=

1

4(1 + ε)2 + 1
,

ainsi que par l’inégalité triangulaire nous avons

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6 ‖z‖H1(Ωε) + ‖s‖H1(Ωε) 6
C2

αε

√
ε + ‖s‖H1(Ωε) . (III.10)

Calculons maintenant l’expression de s dans la norme H1(Ωε) :

‖s‖H1(Ωε) = ‖s‖L2(Ωε) + ‖∇s‖L2(Ωε) 6
C

2

(∫

Ωε\Ω0

x2
2 dx

) 1
2

+
C

2

(∫

Ωε\Ω0

dx

) 1
2

6
C

2

√
L

(∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)
x2

2 dx2

) 1
2

+
C

2

√
mes(Ωε\Ω0)

6
C

2

√
L

(
ε

3
2 +

√
ε
)
6 C

√
L

√
ε.

En conclusion nous injectons cette dernière inégalité dans (III.10), nous avons montré le résultat
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Chapitre III. Méthodes de construction d’approximation couche limite

suivant : Il existe une constante C0 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C0

√
ε.

La preuve est complète.

Par la technique de transposition et grâce à la dernière proposition 14, nous montrons le résultat

suivant

Proposition 15. La solution u0
ext,1 converge fortement dans L2(Ω0) vers uε et il existe une

constante C̃0 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥uε − u0
ext,1

∥∥∥
L2(Ω0)

6 C̃0 ε. (III.11)

Preuve. De la même manière que pour la démonstration de la dernière proposition, posons

la différence r0
ε = uε − u0

ext,1 c’est la solution du problème (III.6). Pour estimer l’erreur r0
ε

dans la norme L2(Ω0), la technique de dualité (ou de transposition) nous ramène à estimer

‖uε−u0
ext,1‖L2(Ω0). Pour ce faire nous partons du problème dual. Pour ϕ ∈ L2(Ω0), nous étudions

le problème suivant





v ∈ H2(Ω0)

−∆v = ϕ sur Ω0

v = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Rappelons que l’espace H− 1
2 (∂Ω0) est le dual topologique de H

1
2 (∂Ω0). Notons alors 〈·, ·〉

H
1
2 ,H

− 1
2

le crochet de dualité correspondant. Nous cherchons la formulation variationnelle, par la formule

de Green nous avons

〈
ϕ , r0

ε

〉
Ω0

= −
〈
∆v , r0

ε

〉
Ω0

=
〈
∇r0

ε , ∇v
〉

Ω0

−
〈

r0
ε ,

∂v

∂n

〉

H
1
2 (∂Ω0),H− 1

2 (∂Ω0)

= −
〈
∆r0

ε , v
〉

Ω0

+
∫

∂Ω0

v
∂r0

ε

∂n
dσ −

∫

∂Ω0

r0
ε

∂v

∂n
dσ

= −
∫

γ0
r0

ε

∂v

∂n
dσ =

∫

γ0
r0

ε

∂v

∂x2

dx1.

(III.12)

Précisons que
∂v

∂n
désignera toujours la dérivée par rapport à la normale sortante du domaine

lisse Ω0. De l’expression (III.12) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous tirons que
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III.2 Loi de paroi d’ordre 1

∣∣∣∣
〈
ϕ , r0

ε

〉
Ω0

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

∫

γ0
r0

ε

∂v

∂x2

dx1

∣∣∣∣∣ 6
∥∥∥r0

ε

∥∥∥
L2(γ0)

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

. (III.13)

Ainsi, grâce à l’inégalité de Rellich [61, p 261-263] il existe une constante K strictement positive

telle que

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

6 K ‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.14)

D’après l’inégalité (I.21) dans la proposition 3, il existe une constante C1 strictement positive

indépendante de ε telle que

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
L2(γ0)

6
√

ε
∥∥∥∇r0

ε

∥∥∥
L2(Ωε\Ω0)

6 C1

√
ε

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

. (III.15)

En regroupant toutes les estimations obtenues précédemment (III.14) et (III.15) dans (III.13),

nous obtenons

∣∣∣∣
〈
ϕ , r0

ε

〉
Ω0

∣∣∣∣ 6 KC1

√
ε

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

‖ϕ‖L2(Ω0) .

En prenant r0
ε = ϕ et à l’aide de l’inégalité (III.5) dans la proposition 14, nous concluons qu’il

existe une constante C̃0 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
L2(Ω0)

6 KC1

√
ε

∥∥∥r0
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C̃0 ε.

La preuve est complète.

Dans la suite, on s’intéresse à développer des approximations d’ordre plus élevé en introduisant

des correcteurs, en particulier des approximations à l’ordre un.

De plus la fonction u0
ext,1 vérifie bien le problème aux limites (III.2) sur Ω0, mais ne vérifie pas la

condition de Dirichlet sur γε. Il faut donc introduire un correcteur couche limite qui va corriger

à l’ordre ε cette erreur sur γε.

2.2 Problème cellulaire

On débute par l’introduction d’un pseudo-correcteur v1(x, y) = v1(x, x
ε
) défini dans Ωε à l’ordre

ε tel que le développement asymptotique à deux échelles de uε s’écrit
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uε(x) ≃ u0
ext,1(x) + εv1(x, y) dans Ωε.

On substitue notre Ansatz dans (III.1), le nouveau pseudo-correcteur v1 satisfait :

− ∆yv1 = 0 dans Ωε. (III.16)

De plus, la condition aux limites à la paroi uε = 0 doit être satisfaite à l’ordre ε et donc

uε = u0
ext,1 + εv1 = 0 sur γε. (III.17)

On remarque que, si on étend u0
ext,1 sur le domaine Ωε\Ω0 par un développement de Taylor, la

condition aux limites (III.17) s’écrit

εv1 |γε
= −u0

ext,1 |γε
= −x2

∂u0
ext,1

∂x2

(x1, 0) = −ε
x2

ε

∂u0
ext,1

∂x2

(x1, 0) = −εy2

∂u0
ext,1

∂x2

(x1, 0),

et donc

v1(x, y) = −y2

∂u0
ext,1

∂x2

(x1, 0) sur γε. (III.18)

Le nouveau pseudo-correcteur v1 doit à la fois être solution de l’équation (III.16), et vérifier la

condition aux limites (III.18). Donc par linéarité, on définit

v1(x, y) = β1(y)
∂u0

ext,1

∂x2

(x1, 0) = β1(y)
∂u0

∂x2

(x1, 0) =
C

2
β1(y) dans Ωε, (III.19)

avec β1(y) solution du problème cellule suivant





−∆β1 = 0 sur Z+ ∪ P

β1 = −y2 sur P 0

β1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr,

(III.20)

dont les définitions de Z+, P et P 0 sont rappelées dans la figure III.2 ci-dessous, avec

y1 ∈ [0, 2π] et y2 ∈ [γ̃(y1), +∞[. Le bord P 0 est paramétré comme le graphe d’une fonction

bornée 2π−périodique γ̃ : R −→ [−1, 0[ de classe C∞ telle que

P 0 = {(y1, y2) ∈ [0, 2π] × [−1, 0[, y2 = γ̃(y1)}, avec
L

ε
= 2πk, pour un k ∈ N

∗.
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III.2 Loi de paroi d’ordre 1

Figure III.2 – Cellule de périodicité

Lemme 7. Le problème (III.20) est harmonique sur une bande infinie dans la direction verticale

y2, β1 tend vers une constante non nulle à l’infini. Cette constante est égale à la moyenne de

β1 dans la direction axiale (interface fictive) :

lim
y2→+∞

β1(y) = β1 =
1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1. (III.21)

Preuve. Soit β1 la solution du problème cellulaire dans Z+.





−∆β1 = 0 dans Z+,

β1(y) = β1(y1, 0) sur Γf .
(III.22)

On décompose β1 en série de Fourier dans Z+, alors la solution du (III.22) s’écrit sous la forme

suivante :

β1(y) =
+∞∑

k=−∞
ck(β1(y2)) eiky1 , pour tout y ∈ Z+. (III.23)

On injecte (III.23) dans (III.22), on obtient le système suivant





c
′′

k(β1(y2)) − k2ck(β1(y2)) = 0, y2 ∈ R+,

ck(β1(0)) = ηk, si y2 = 0, avec ηk =
1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)eiky1 dy1.

Alors la solution β1 dans Z+ s’écrit explicitement

β|Z+ =
+∞∑

k=−∞
ηk e−|k|y2+iky1 , pour tout y ∈ Z+. (III.24)
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Pour achever, on fait tendre y2 → +∞ on trouve

lim
y2→+∞

β1(y) = lim
y2→+∞

+∞∑

k=−∞
ηk e−|k|y2+iky1 = η0 + lim

y2→+∞

∑

k∈Z∗

ηk e−|k|y2+iky1

= η0 =
1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1 = β1.

La preuve est complète.

2.3 Existence et unicité du problème cellulaire

Nous définissons l’espace fonctionnel D1,2(Z+ ∪ P ) tel que

D1,2(Z+ ∪P ) =
{
v ∈ L1

loc(Z
+ ∪ P ) tel que ∇v ∈ L2(Z+ ∪ P ), v est y1-périodique sur Γl ∪ Γr

}
,

(III.25)

et nous considérons D1,2
0 (Z+ ∪ P ) le sous-espace de D1,2(Z+ ∪ P ) muni du produit scalaire 〈·, ·〉

〈u, v〉 =
∫

Z+∪P
∇u(y) ∇v(y) dy, (III.26)

et de la norme ‖u‖D
1,2
0

=
√

〈u, u〉 tel que

D1,2
0 (Z+ ∪ P ) =

{
v ∈ D1,2(Z+ ∪ P ) tel que v = 0 sur P 0

}
. (III.27)

Proposition 16. Le problème (III.20) admet une unique solution β1 dans D1,2(Z+ ∪ P ).

Preuve. On pose s = y21[P ], où 1[.] représente la fonction caractéristique. La fonction β̃1 = β1−s

est solution du problème suivant :





−∆β̃1 = δΓf
dans Z+ ∪ P

β̃1 = 0 sur P 0,
(III.28)

avec δΓf
désigne la mesure de Dirac sur l’interface fictive Γf = {y1 ∈ [0, 2π]; y2 = 0}. On peut

écrire la formulation variationnelle du problème (III.28) sous la forme :

a(β̃1, v) = l(v) telles que β̃1, v ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ),

avec a(β̃1, v) =
∫

Z+∪P
∇β̃1(y) ∇v(y) dy et l(v) =

∫

P
∇s(y) ∇v(y) dy.
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III.2 Loi de paroi d’ordre 1

Vérifions maintenant les hypothèses du théorème de Lax-Milgram (voir [29]).

1. a(·, ·) est une forme bilinéaire sur D1,2
0 (Z+ ∪ P ), en effet β̃1 → a(β̃1, v) est une forme

linéaire de D1,2
0 (Z+ ∪ P ) dans R pour tout v ∈ D1,2

0 (Z+ ∪ P ), et a(·, ·) est symétrique.

2. a(·, ·) est continue, en effet pour tout v, β̃1 ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ) nous avons

∣∣∣a(β̃1, v)
∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Z+∪P
∇β̃1(y) ∇v(y) dy

∣∣∣∣ 6
∥∥∥β̃1

∥∥∥
D

1,2
0 (Z+∪P )

‖v‖D
1,2
0 (Z+∪P ) .

3. a(·, ·) est coercive sur D1,2
0 (Z+ ∪ P ), en effet pour tout β̃1 ∈ D1,2

0 (Z+ ∪ P ) nous avons

a(β̃1, β̃1) =
∫

Z+∪P

∣∣∣∇β̃1(y)
∣∣∣
2

dy =
∥∥∥β̃1

∥∥∥
2

D
1,2
0 (Z+∪P )

.

4. l(·) est une forme linéaire continue sur D1,2
0 (Z+ ∪ P ), en effet v → l(v) est linéaire de

D1,2
0 (Z+ ∪ P ) dans R et il existe une constante K strictement positive telle que

|l(v)| =
∣∣∣∣
∫

P
∇s(y) ∇v(y) dy

∣∣∣∣ 6 K ‖∇s‖L2(P ) ‖v‖D
1,2
0 (Z+∪P ) .

Par le théorème de Lax-Milgram, on conclut que le problème variationnel (III.28) admet une

unique solution β̃1 dans D1,2
0 (Z+ ∪ P ).

2.4 Propriétés fondamentales de la solution microscopique du pro-

blème cellulaire

Nous allons montrer dans cette sous-section deux propositions fondamentales pour la solution

microscopique β1 du problème cellulaire en terme de normes à poids dans Z+ ∪P . Dans la suite

(Chapitre IV), nous utilisons ces propriétés pour étudier le comportement de correcteur couche

limite en norme H2(Z+ ∪ P ). Tout d’abord, introduisons la moyenne Γ de la fonction (−γ̃) sur

une période 2π définie par

Γ =
1

2π

∫ 2π

0
(−γ̃(y1)) dy1. (III.29)

Proposition 17. Pour tout 0 < α < 1, il existe une constante C̃ strictement positive dépendant

de α telle que

∥∥∥β1 − β1 + Γ
∥∥∥

L2(P, eαy2 )
+

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Z+, eαy2 )

6 C̃ ‖∇yβ1‖L2(Z+∪P, eαy2 ) . (III.30)
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Preuve. Nous commençons par développer les intégrales suivantes avec poids

∥∥∥β1 − β1 + Γ
∥∥∥

L2(P, eαy2 )
+

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Z+, eαy2 )

=
(∫

P
e2αy2

∣∣∣β1 − β1 + Γ
∣∣∣
2

dy
) 1

2

+
(∫

Z+
e2αy2

∣∣∣β1 − β1

∣∣∣
2

dy
) 1

2

.
(III.31)

Notons dans toute la suite de cette preuve les quantités I1 et I2 égales à

I1 =
∫

Z+
e2αy2

∣∣∣β1(y1, y2) − β1

∣∣∣
2

dy1 dy2 et I2 =
∫

P
e2αy2

∣∣∣β1(y1, y2) − β1 + Γ
∣∣∣
2

dy1 dy2.

1) Nous nous intéressons tout d’abord à l’expression I1. La solution microscopique β1 dans Z+

s’écrit explicitement

β|Z+ =
+∞∑

k=−∞

(
ηk e−|k|y2

)
eiky1 avec ηk =

1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)eiky1 dy1.

Par un simple calcul intégral, nous avons

I1 =
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+,eαy2 )
=

∫

Z+
e2αy2

∣∣∣β1(y1, y2) − β1

∣∣∣
2

dy1dy2

=
∫

Z+
e2αy2 |β1(y1, y2) − η0|2 dy1dy2

=
∫ +∞

0

∫ 2π

0

∑

k∈Z∗

|ηk|2 e−2|k|y2 e2αy2 dy1dy2

= 2π
∑

k∈Z∗

|ηk|2
∫ +∞

0
e−2(|k|−α)y2 dy2.

(III.32)

Rappelons que I1 =
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+,eαy2 )
< +∞ si seulement si

∫ +∞

0
e−2(|k|−α)y2 dy2 < +∞ ⇐⇒ |k| − α > 0 ∀k ∈ Z

∗.

Par suite l’intégrale I1 =
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+,eαy2 )
est finie pour tout α < 1. Par ailleurs, les calculs

des dérivées partielles d’ordre 1 de la solution cellulaire β1 dans Z+ donnent

∂β1(y)

∂y1

=
∑

k∈Z∗

ik
(
ηk e−|k|y2

)
eiky1 et

∂β1(y)

∂y2

=
∑

k∈Z∗

−|k|
(
ηk e−|k|y2

)
eiky1 .

En vertu des calculs ci-dessus, nous imposons l’hypothèse suivante
∑

k∈Z∗

|k|2 |ηk|2 < +∞. Par
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des majorations brutales de l’expression (III.32) nous avons donc

I1 = 2π
∑

k∈Z∗

|ηk|2
∫ +∞

0
e−2(|k|−α)y2 dy2 6 2π

∑

k∈Z∗

|k|2 |ηk|2
∫ +∞

0
e−2(|k|−α)y2 dy2

6

∫

Z+
e2αy2 |∇yβ1|2 dy1dy2 = ‖∇yβ1‖2

L2(Z+, eαy2 ) .

A l’issue de cette première partie, nous concluons que

I1 =
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+, eαy2 )
6 ‖∇yβ1‖2

L2(Z+, eαy2 ) ∀α ∈]0, 1[. (III.33)

2) Examinons à présent l’intégrale I2 =
∥∥∥β1 − β1 + Γ

∥∥∥
2

L2(P, eαy2 )
. Pour cela, nous considérons la

fonction s = y21P . Nous définissons la solution β̃1 = β1 − s telle qu’elle vérifie le problème

suivant




−∆β̃1 = δΓf
dans Z+ ∪ P

β̃1 = 0 sur P 0,

où δΓf
est la mesure de Dirac sur l’interface fictive Γf . Par application de l’inégalité suivante

(a + b + c)2 6 4(a2 + b2 + c2) où a, b et c sont des réels quelconques, nous obtenons

I2 =
∫

P
e2αy2

∣∣∣β1 − β1 + Γ
∣∣∣
2

dy1dy2 =
∫

P
e2αy2

∣∣∣β̃1 + s − β1 + Γ
∣∣∣
2

dy1dy2

6 4
(∫

P
e2αy2

∣∣∣β̃1

∣∣∣
2

dy +
∫

P
e2αy2 |s|2 dy +

∫

P
e2αy2

∣∣∣β1 − Γ
∣∣∣
2

dy
)

.
(III.34)

Pour simplifier la présentation, nous notons les intégrales T1, T2 et T3 telles que :

T1 =
∫

P
e2αy2

∣∣∣β̃1

∣∣∣
2

dy, T2 =
∫

P
e2αy2 |s|2 dy, et T3 =

∫

P
e2αy2

∣∣∣β1 − Γ
∣∣∣
2

dy. (III.35)

Dans le reste de cette deuxième partie, nous nous intéressons aux expressions T1, T2 et T3. Nous

commençons par traiter l’intégrale T1. Soit β̃1 ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ). Nous avons

β̃1(y1, y2) − β̃1(y1, γ̃(y1)) =
∫ y2

γ̃(y1)

∂β̃1

∂y2

(y1, t) dt.

En tenant compte que β̃1|P 0 = 0 alors

∣∣∣β̃1(y1, y2)
∣∣∣ 6

∫ y2

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dt 6
∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dt.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

∣∣∣β̃1(y1, y2)
∣∣∣ 6

√
|γ̃(y1)|




∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt




1
2

6




∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt




1
2

.

En multipliant par e2αy2 dans la dernière inégalité et en intégrant sur P , nous obtenons :

∫

P
e2αy2

∣∣∣β̃1(y1, y2)
∣∣∣
2

dy1dy2 6

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e2αy2




∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt


 dy2 dy1

6

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)

(
e2αy2e−2αt

)
e2αt




∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt


 dy2 dy1.

(III.36)

Un calcul simple montre que e−2αt

∫ 0

γ̃(y1)
e2αy2 dy2 = e−2αt

(
1 − e2αγ̃(y1)

2α

)
. Il est assez clair qu’il

existe une constante strictement positive C̃0(α) = e2α sh(α)
α

telle que pour tout t ∈ [γ̃(y1), 0] nous

avons

e−2αt

(
1 − e2αγ̃(y1)

2α

)
= e−2αt+αγ̃(y1)

(
2 sh(−αγ̃(y1))

2α

)
6

e2α sh(α)

α
, pour tout 0 < α < 1.

Utilisant de cette dernière inégalité dans (III.36), nous avons

∫

P
e2αy2

∣∣∣β̃1(y1, y2)
∣∣∣
2

dy1dy2 6 C̃0

∫

P
e2αt

∣∣∣∣∣
∂β̃1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dtdy1.

On conclut que l’intégrale T1 satisfait l’inégalité suivante

T1 6 C̃0

∥∥∥eαy2∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(P )
.

Étudions maintenant l’intégrale T2. Par une majoration brutale, nous avons

T2 =
∫

P
e2αy2 |s|2 dy =

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e2αy2 |y2|2 dy1 dy2, avec − 1 6 γ̃(y1) < 0

6

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e2αy2 dy1 dy2 =

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
|∇s|2 e2αy2 dy1 dy2.

Ceci nous permet de déduire que

T2 6 ‖eαy2∇ys‖2
L2(P ) .
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Il nous reste maintenant qu’à examiner l’intégrale T3. Par des majorations simples, nous mon-

trons que pour tout 0 < α < 1 :

T3 =
∫

P
e2αy2

∣∣∣β1 − Γ
∣∣∣
2

dy 6

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣β1 − Γ
∣∣∣
2

dy2dy1 6 2π
(
β1 − Γ

)2
. (III.37)

Nous venons de vérifier que l’intégrale T3 est majorée par une constante strictement positive dé-

pendant de la moyenne de la solution microscopique sur l’interface fictive et de la moyenne Γ de

la fonction (−γ̃). Cherchons une relation entre les moyennes β1, Γ et la norme ‖eαy2∇yβ1‖L2(P ).

Par la formule de Taylor à l’ordre 1, nous avons

β1(y1, 0) − β1(y1, γ̃(y1)) =
∫ 0

γ̃(y1)

∂β1

∂y2

(y1, t) dt.

En tenant compte que β1|P 0 = −y2 = −γ̃(y1) alors

β1(y1, 0) + γ̃(y1) =
∫ 0

γ̃(y1)

∂β1

∂y2

(y1, t) dt.

La majoration nous donne

β1(y1, 0) + γ̃(y1) 6 |β1(y1, 0) + γ̃(y1)| 6
∣∣∣∣∣

∫ 0

γ̃(y1)

∂β1

∂y2

(y1, t) dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

Nous intégrons sur l’interface fictive Γf = {y1 ∈ [0, 2π] et y2 = 0}, nous obtenons :

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1 −

∫ 2π

0
(−γ̃(y1)) dy1 6

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dtdy1.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1 −

∫ 2π

0
(−γ̃(y1)) dy1 6

√
2π |γ̃(y1)|




∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dtdy1




1
2

. (III.38)

Nous multiplions l’inégalité (III.38) par l’inverse de la période 2π, il suit

β1 − Γ 6




∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dtdy1




1
2

.

Pour tout −1 < γ̃(y1) < t < 0, nous avons
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β1 − Γ 6




∫

P

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dtdy1




1
2

6




∫

P
e−2αt

∣∣∣∣∣e
αt ∂β1

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dtdy1




1
2

6 eα ‖eαy2∇yβ1‖L2(P ) .

(III.39)

Nous injectons cette dernière inégalité (III.39) dans (III.37), alors il existe une constante stric-

tement positive C̃1 = 2πe2α telle que pour tout 0 < α < 1, nous avons

T3 6 2π
(
β1 − Γ

)2
6 C̃1 ‖eαy2∇yβ1‖2

L2(P ) . (III.40)

Pour finir la deuxième partie de cette preuve, nous remplaçons les inégalités des expressions

T1, T2 et T3 dans l’inégalité (III.34), nous montrons qu’il existe une constante strictement po-

sitive C̃2 = 4 max
(
1, C̃0, C̃1

)
dépendante de α telle que

I2 6 4 (T1 + T2 + T3) 6 4
(

C̃0

∥∥∥eαy2∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(P )
+ ‖eαy2∇ys‖2

L2(P ) + C̃1 ‖eαy2∇yβ1‖2
L2(P )

)

6 4
(

max
(
1, C̃0

) ∥∥∥eαy2∇y

(
β̃1 + s

)∥∥∥
2

L2(P )
+ C̃1 ‖eαy2∇yβ1‖2

L2(P )

)

6 C̃2 ‖eαy2∇yβ1‖2
L2(P ) .

(III.41)

Finalement, en regroupant les inégalités (III.33) et (III.41) dans (III.31), il vient

∥∥∥β1 − β1 + Γ
∥∥∥

L2(P, eαy2 )
+

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Z+, eαy2 )

=
√

I1 + I2 6

√
2C̃2 ‖eαy2∇yβ1‖L2(Z+∪P ) .

La preuve est complète.

Proposition 18. Pour tout 0 < α < 1
2
, il existe une constante K̃ strictement positive dépen-

dante de α telle que

‖eαy2∇yβ1‖L2(Z+∪P ) = ‖∇yβ1‖L2(Z+∪P,eαy2 ) 6 K̃. (III.42)

Preuve. Soit s = y21[P ]. On définit β̃1 = β1 − s solution du problème suivant :





−∆β̃1 = δΓf
dans Z+ ∪ P

β̃1 = 0 sur P 0,
(III.43)
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où δΓf
la mesure de Dirac sur l’interface fictive Γf . On peut écrire la formulation faible du

problème (III.43) sous la forme :

a(β̃1, v) = l(v) pour toute fonction β̃1, v ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ),

avec

a(β̃1, v) =
∫

Z+∪P
∇β̃1(y) ∇v(y) dy

=
∫

Z+
∇β̃1(y) ∇v(y) dy +

∫

P
∇β̃1(y) ∇v(y) dy := a1

(
β̃1, v

)
+ a2

(
β̃1, v

)
,

et

l(v) =
∫

P
∇s(y) ∇v(y) dy.

Soit la fonction v(y) définie par

v(y) =





e2αy2

(
β1(y) − β1

)
dans Z+

β̃1(y) sur P.

Par construction nous avons v ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ) si et seulement si 0 < α < 1

2
. En dérivant la

fonction v(y) dans Z+ nous avons

∂v

∂y1

= e2αy2
∂β1

∂y1

et
∂v

∂y2

= e2αy2
∂β1

∂y2

+ 2α e2αy2

(
β1 − β1

)
.

Nous remplaçons les dérivées de la fonction v(y) dans l’expression de a1(·, ·), nous obtenons

∣∣∣a1

(
β̃1, v

)∣∣∣ = |a1(β1, v)| =
∣∣∣∣
∫

Z+
∇β1(y) ∇v(y) dy

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Z+
e2αy2




(
∂β1

∂y1

)2

+

(
∂β1

∂y2

)2

 dy +

∫

Z+
2α e2αy2

(
β1 − β1

) ∂β1

∂y2

dy

∣∣∣∣∣∣

> ‖∇yβ1‖2
L2(Z+,eαy2 ) − 2α ‖∇yβ1‖L2(Z+,eαy2 )

(∫

Z+
e2αy2 (β1 − β1)

2 dy
) 1

2

.

Or d’après l’estimation (III.33) nous avons

∫

Z+
e2αy2

(
β1 − β1

)2
dy 6 ‖∇yβ1‖2

L2(Z+, eαy2 ) avec α ∈]0, 1[.
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Par conséquent |a1(β1, v)| > (1 − 2α) ‖∇yβ1‖2
L2(Z+,eαy2 ) , et donc pour tout 0 < α < 1

2
, il existe

une constante c0 = (1 − 2α) strictement positive telle que

a1

(
β̃1, v

)
> c0

∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(Z+,eαy2 )
. (III.44)

Cependant, e2αy2 6 1 ∀y ∈ P . Donc

∫

P
e2αy2

∣∣∣∇β̃1(y)
∣∣∣
2

dy 6 a2

(
β̃1, v

)
= a2

(
β̃1, β̃1

)
=

∫

P

∣∣∣∇β̃1(y)
∣∣∣
2

dy,

ce qui prouve que

a2

(
β̃1, v

)
>

∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(P,eαy2 )
. (III.45)

Grâce aux inégalités (III.44) et (III.45), on déduit que

a
(
β̃1, v

)
= a1

(
β̃1, v

)
+ a2

(
β̃1, v

)
> min(1, c0)

∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(Z+∪P,eαy2 )

= c0

∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
2

L2(Z+∪P,eαy2 )
.

(III.46)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

|l(v)| =
∣∣∣∣
∫

P
∇s(y) ∇v(y) dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

P
∇s(y) ∇β̃1(y) dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

P
e−αy2∇s(y) eαy2∇β̃1(y) dy

∣∣∣∣

6

(∫

P
e2αy2

∣∣∣∇β̃1(y)
∣∣∣
2

dy
) 1

2
(∫

P
e−2αy2 |∇s(y)|2 dy

) 1
2

6

(∫

Z+∪P
e2αy2

∣∣∣∇β̃1(y)
∣∣∣
2

dy
) 1

2
(∫

P
e−2αy2 |∇s(y)|2 dy

) 1
2

=
∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
L2(Z+∪P,eαy2 )

‖∇ys‖
L2(P,e−αy2 ) .

D’autre part, nous avons

‖∇ys‖2
L2(P,e−αy2 ) =

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e−2αy2 |∇s(y)|2 dy1 dy2 =

∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e−2αy2 dy1 dy2 6

π(e2α − 1)

α
.

Alors la forme linéaire l(·) satisfait

l(v) 6

(
π(e2α − 1)

α

) 1
2 ∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
L2(Z+∪P,eαy2 )

avec 0 < α <
1

2
. (III.47)

En utilisant les deux inégalités (III.46) et (III.47), il suit
∥∥∥∇yβ̃1

∥∥∥
L2(Z+∪P,eαy2 )

6

(
π(e2α−1)

αc2
0

) 1
2 .
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Cela permet immédiatement que

‖∇yβ1‖L2(Z+∪P,eαy2 ) 6

(
π(e2α − 1)

αc2
0

) 1
2

+ ‖∇ys‖
L2(P,eαy2 ) .

Comme

‖∇ys‖
L2(P,eαy2 ) =

(∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
e2αy2 |∇s(y)|2 dy

) 1
2

6

(∫ 2π

0

∫ 0

γ̃(y1)
dy

) 1
2

6
√

2π.

On en conclut donc qu’il existe une constante K̃ strictement positive telle que

‖∇yβ1‖L2(Z+∪P,eαy2 ) 6 K̃ avec K̃ =

(
π(e2α − 1)

αc2
0

) 1
2

+
√

2π et 0 < α <
1

2
.

La preuve est complète.

Dans la suite, nous aurons également besoin des résultats suivants :

Lemme 8. Dans le domaine macroscopique Ω0, le correcteur couche limite β1 à l’ordre 1

satisfait ∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1

∥∥∥∥
L2(Ω0)

6 K
√

ε
∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
L2([0,2π])

, (III.48)

avec K une constante strictement positive indépendante de ε.

Preuve. Nous avons

∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1

∥∥∥∥
2

L2(Ω0)
=

∫ 1

0

∫ L

0

∣∣∣β1(x1, x2) − β1

∣∣∣
2

dx1 dx2 = ε2
∫ 1

ε

0

∫ L
ε

0

∣∣∣β1(y1, y2) − β1

∣∣∣
2

dy1 dy2

= ε2
∫ 1

ε

0

∫ L
ε

0
|β1(y1, y2) − η0|2 dy1 dy2

6 ε2
([

L

2πε

]) ∫ 2π

0

∫ 1
ε

0

∑

k∈Z∗

|ηk|2 e−2|k|y2 dy2 dy1

6 ε2
([

L

2πε

]) ∫ 2π

0

∑

k∈Z∗

|ηk|2
(∫ 1

ε

0
e−y2 dy2

)
dy1

6 ε2
([

L

2πε

])
(1 − e

−1
ε ) ‖β1(·, 0)‖2

L2([0,2π])

6 Kε
∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
2

L2([0,2π])
.

Nous obtenons l’estimation voulue, ce qui termine la preuve.
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Proposition 19. Nous avons

1

2πε

∫ 2πε

0
β1

(
x1 + t

ε
,
x2

ε

)
dt = β1 =

1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1, pour tout x ∈ Ωε.

2.5 Approximation couche limite d’ordre 1 par l’approche d’Achdou

et al.

On revient maintenant à notre approximation d’ordre 0, (III.3). Pour corriger l’erreur sur

γε, on soustrait la constante β1 à la fonction β1 dans l’approximation globale, cela donne :

u1
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
. (III.49)

Lorsque l’on s’approche de l’interface γ0, l’influence de la constante à l’infini devient importante

car elle n’est plus contrebalancée par la solution. Pour éviter cela, on corrige cette erreur par

l’ajout d’un «contre-flot » solution de





−∆d = 0 dans Ω0

d = 0 sur Γ∞

d = 1 sur γ0

d est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.50)

La solution est explicite et est donnée par : d(x) = (1 − x2), pour tout x ∈ Ω0. On prolonge la

solution d(x) linéairement à tout x = (x1, x2) ∈ Ωε. Ajouté au correcteur global cela s’écrit :

u1
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) + εβ1
∂u0

∂x2

(x1, 0)(1 − x2) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)

= u0
ext,1(x) + ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− β1x2

)
.

(III.51)

On remarque alors qu’il reste encore une erreur en O(ε2) sur γε, en effet u1
Ach,1|γε = ε

(
−β1

∂u0

∂x2
|γ0

)
x2

= ε2
(
−β1

∂u0

∂x2
|γ0

)
y2 = ε2

(
−β1

C
2

)
y2. Pour construire une approximation d’ordre 1 qui s’annule

sur γε, on répète alors le même procédé N fois et on obtient :

uN
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)
− ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)εβ1

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)

+ ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)(εβ1)
2

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)
− ..... + ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)(−εβ1)
N−1

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)

94



III.2 Loi de paroi d’ordre 1

+ ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)(−εβ1)
Nβ1

(
x

ε

)

= u0
ext,1(x) + ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)β1

(
x

ε

) (
N∑

k=0

(−εβ1)
k

)
− ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)β1x2

(
N−1∑

k=0

(−εβ1)
k

)

= u0
ext,1(x) + ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− β1x2

) (
N−1∑

k=0

(−εβ1)
k

)
+ O(εN).

Faisons tendre N vers l’infini, alors la série géométrique de terme −εβ1 est convergente pour ε

suffisamment petit, de limite
1

1 + εβ1

. Ceci donne l’approximation couche limite exacte sur γε

qui s’écrit :

u∞
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− β1x2

)
. (III.52)

Cette approximation satisfait la condition sur le bord γε. Elle est ainsi solution du problème

suivant :




−∆u∞
Ach,1 = C 1[Ω0] sur Ωε

u∞
Ach,1 = ε

1+ε(β1)
∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

)
sur Γ∞

u∞
Ach,1 = 0 sur γε

u∞
Ach,1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.53)

Nous améliorons dans les deux propositions suivantes, les résultats obtenus dans [28] (estima-

tions successives loi de paroi d’ordre 1). En effet dans [28, page 8], D. Bresch et V. Milišić ont

montré que l’approximation couche limite u∞
Ach,1 converge vers uε dans H1(Ωε) en ordre O(ε)

et dans L2(Ω0) en ordre O(ε
3
2 ).

L’amélioration de la vitesse de la convergence repose essentiellement sur l’inégalité de Poincaré

dans la partie rugueuse (voir Chapitre I, Section 3, Proposition 3). Nous montrons un taux de

convergence en O(ε
3
2 ) pour la norme H1(Ωε) et en O(ε2) pour la norme L2(Ω0).

Proposition 20. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors l’approximation u∞
Ach,1 satisfait

‖uε − u∞
Ach,1‖H1(Ωε) 6 K1 ε

3
2 , (III.54)

avec K1 une constante strictement positive indépendante de ε.
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Preuve. La stratégie est la même que celle dans la proposition 14. Posons la différence r1,∞
ε =

uε − u∞
Ach,1. Donc r1,∞

ε est la solution du problème suivant :





−∆r1,∞
ε = C 1[Ωε\Ω0] sur Ωε

r1,∞
ε = − ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

)
sur Γ∞

r1,∞
ε = 0 sur γε

r1,∞
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Nous constatons que sur la paroi lisse Γ∞ l’erreur r1,∞
ε est non homogène. Pour cela, nous

définissons astucieusement l’erreur E1,∞
ε telle que

E
1,∞
ε = r1,∞

ε − s avec s = − ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
x2 1[Ω0]. (III.55)

En raisonnant au sens des distributions, il est assez clair que la solution E1,∞
ε satisfaisant à des

conditions de Dirichlet homogènes sur Γ∞ ∪ γε, c’est à dire





−∆E1,∞
ε = −∆r1,∞

ε + ∆s sur Ωε

E1,∞
ε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

E1,∞
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.56)

Pour trouver la formulation variationnelle, nous multiplions la première équation du problème

(III.56) par une fonction test v ∈ Hper,0(Ωε) et nous appliquons la formule de Green :

〈
∇E

1,∞
ε , ∇v

〉
Ωε

=
〈
−∆E

1,∞
ε , v

〉
Ωε

=
〈
−∆r0

ε + ∆s , v
〉

Ωε

. (III.57)

D’autre part nous avons

〈
−∆r1,∞

ε , v
〉

Ωε

= −
〈
r1,∞

ε , ∆v
〉

Ωε

= −
〈
uε − u∞

Ach,1 , ∆v
〉

Ωε

=
〈
u∞

Ach,1 , ∆v
〉

Ωε

− 〈uε , ∆v〉Ωε

=

(
−

〈
∇u∞

Ach,1 , ∇v
〉

Ωε

+
∫

∂Ωε

u∞
Ach,1

∂v

∂n
dσ

)
−

(
− 〈∇uε , ∇v〉Ωε

+
∫

∂Ωε

uε

∂v

∂n
dσ

)

=

(
−

〈
∇u∞

Ach,1 , ∇v
〉

Ωε

+
∫

Γ∞
u∞

Ach,1

∂v

∂n
dσ

)
+ 〈∇uε , ∇v〉Ωε

=

(〈
∆u∞

Ach,1 , v
〉

Ωε

+
∫

Γ∞
u∞

Ach,1

∂v

∂n
dσ

)
+ 〈−∆uε , v〉Ωε

=

(
〈−C 1Ω0 , v〉Ωε

+
∫ L

0
u∞

Ach,1(x1, 1)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

)
+ 〈C , v〉Ωε

.
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Signalons que n est la normale extérieure à ∂Ωε. Examinons le laplacien de s.

〈∆s , v〉Ωε
= 〈s , ∆v〉Ωε

= 〈s , ∆v〉Ω0
= − 〈∇s , ∇v〉Ω0

+
∫

∂Ω0

s
∂v

∂n
dσ

= − 〈∇s , ∇v〉Ω0
+

∫

Γ∞

(
− ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

))
∂v

∂x2

(x1, 1) dx1.

La formulation variationnelle du problème (III.56) est à présent

〈
∇E

1,∞
ε , ∇v

〉
Ωε

=
〈
−∆E

1,∞
ε , v

〉
Ωε

= 〈C , v〉Ωε\Ω0
− 〈∇s , ∇v〉Ω0

.

Par l’inégalité triangulaire, nous avons

∣∣∣∣
〈
∇E

1,∞
ε , ∇v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6
∣∣∣〈C , v〉Ωε\Ω0

∣∣∣ +
∣∣∣〈∇s , ∇v〉Ω0

∣∣∣ . (III.58)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit à

∣∣∣∣
〈
∇E

1,∞
ε , ∇v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6 C
√

mes(Ωε\Ω0)

(∫

Ωε\Ω0

v2 dx

) 1
2

+ ‖∇s‖L2(Ω0)‖∇v‖L2(Ω0). (III.59)

Par l’inégalité de type Poincaré (I.20), nous montrons une estimation du terme source dans la

partie rugueuse dans Ωε\Ω0. En effet,

∣∣∣〈C , v〉Ωε\Ω0

∣∣∣ 6 C
√

mes(Ωε\Ω0)‖v‖L2(Ωε\Ω0) 6 C
√

L ε
3
2 ‖∇v‖L2(Ωε\Ω0). (III.60)

À présent, nous nous intéressons à la norme ‖∇s‖L2(Ω0). Un calcul explicite du gradient de s

nous donne :

∇s =




− ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
1
ε

∂β1

∂x1

(
x1

ε
, 1

ε

))
x2 1[Ω0]

− ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
β1

(
x1

ε
, 1

ε

)
− β1

)
1[Ω0]




.

Grâce à la décomposition en série de Fourier du correcteur couche limite β1 ainsi que par un

simple changement de variable, nous prouvons une estimation de la quantité β1 −β1 sur le bord

Γ∞ :

∫ L

0

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)2

dx1 = ε
∫ L

ε

0

(
β1

(
y1,

1

ε

)
− β1

)2

dy1

6 ε
([

L

2πε

]) ∫ 2π

0

∣∣∣∣β1

(
y1,

1

ε

)
− β1

∣∣∣∣
2

dy1
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6 ε
([

L

2πε

]) ∫ 2π

0


 ∑

k∈Z∗

e− 2|k|
ε |ηk|2


 dy1

6 ε
([

L

2πε

])
e− 2

ε

∫ 2π

0

∑

k∈Z∗

|ηk|2 dy1

:= ε e− 2
ε

([
L

2πε

]) ∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
2

L2([0,2π])
,

(III.61)

les crochets [·] désignant bien entendu la partie entière. Cette inégalité (III.61) nous permet

d’estimer la norme L2(Ω0) de la deuxième composante du gradient de s, en effet :

∫

Ω0

∣∣∣∣∣
∂s

∂x2

∣∣∣∣∣

2

dx 6
C

2

ε2e− 2
ε

(1 + εβ1)

([
L

2πε

]) ∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
2

L2([0,2π])
. (III.62)

Il nous reste à étudier la première composante du gradient de s. De la même manière que

précédemment, la décomposition en série de Fourier de correcteur couche limite β1 nous permet

d’obtenir l’inégalité suivante :

∫

Ω0

∣∣∣∣∣
∂s

∂x1

∣∣∣∣∣

2

dx =
∫ 1

0

∫ L

0

∣∣∣∣∣
1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
∂β1

∂x1

(
x1

ε
,
1

ε

)
x2

∣∣∣∣∣

2

dx1dx2

6
1

1 + εβ1

C

2




∫ 1

0
x2

2 dx2

∫ L

0

∣∣∣∣∣
∂β1

∂x1

(
x1

ε
,
1

ε

) ∣∣∣∣∣

2

dx1




6
1

1 + εβ1

C

2




∫ 1

0
x2

2 dx2

∫ L

0

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈N∗

ikηk e− |k|
ε eik

x1
ε

∣∣∣∣∣∣

2

dx1




6
L

1 + εβ1

(
C

6

) ∑

k∈N∗

k2 |ηk|2 e− 2|k|
ε .

(III.63)

Nous constatons que la borne supérieure de la suite Uk ∈N∗ définie par Uk = k e− 2|k|
ε est dé-

croissante, majorée par son premier U1 sous la condition que ε ∈
]
0, 2

ln(2)

[
. Autrement dit, nous

avons :

sup
k∈N∗

(
k e− 2|k|

ε

)
6 e− 2

ε , pour tout 0 < ε <
2

ln(2)
.

Si nous imposons que β1(·, 0) ∈ H
1
2 (γ0), alors en vertu de (III.63) nous obtenons

∫

Ω0

∣∣∣∣∣
∂s

∂x1

∣∣∣∣∣

2

dx 6
L

1 + εβ1

(
C

6

) (
sup
k∈N∗

k e− 2|k|
ε

) 
 ∑

k∈N∗

|k| |ηk|2

 6 e− 2

ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
2

H
1
2 (γ0)

. (III.64)
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Finalement, en regroupant les deux estimations (III.62) et (III.64), il existe une constante C̃

strictement positive indépendante de ε telle que

‖∇s‖L2(Ω0) 6 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

. (III.65)

Nous remplaçons les estimations (III.60) et (III.65) dans (III.59), nous montrons qu’il existe

une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

∣∣∣∣
〈
∇E

1,∞
ε , ∇v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6 C
√

L ε
3
2 ‖∇v‖L2(Ωε\Ω0) + C̃ e− 1

ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

‖∇v‖L2(Ω0)

6 K ε
3
2 ‖v‖H1(Ωε).

(III.66)

En prenant E1,∞
ε = v dans (III.66) et par le lemme 1, nous avons

αε

∥∥∥E1,∞
ε

∥∥∥
2

H1(Ωε)
6

∥∥∥∇E
1,∞
ε

∥∥∥
2

L2(Ωε)
6 K ε

3
2

∥∥∥E1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

avec αε =
1

4(1 + ε)2 + 1
. (III.67)

Donc il vient

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

− ‖s‖H1(Ω0) 6

∣∣∣∣
∥∥∥r1,∞

ε

∥∥∥
H1(Ωε)

− ‖s‖H1(Ω0)

∣∣∣∣ 6
∥∥∥E1,∞

ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6
K ε

3
2

αε

6 K ε
3
2 . (III.68)

Examinons la norme ‖s‖H1(Ω0). De (III.65) et en vertu de l’estimation (III.61), nous pouvons

tirer immédiatement l’existence d’une constante K̃ strictement positive indépendante de ε telle

que

‖s‖H1(Ω0) = ‖s‖L2(Ω0) + ‖∇s‖L2(Ω0) 6 K̃e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

. (III.69)

Pour finir cette preuve, nous injectons cette dernière inégalité (III.69) dans (III.68), alors il

existe une constante K1 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6 K1 ε
3
2 .

Nous avons donc démontré la convergence de l’approximation couche limite d’ordre 1 vers uε

dans H1(Ωε) avec un taux de convergence en ordre O(ε
3
2 ) dû au terme source dans la partie

rugueuse.

Maintenant par la même méthodologie de la proposition 15, nous montrons le résultat sui-

vant
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Proposition 21. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K̃1

strictement positive indépendante de ε telle que l’approximation u∞
Ach,1 satisfait

‖uε − u∞
Ach,1‖L2(Ω0) 6 K̃1 ε2. (III.70)

Preuve. Notons la différence r1,∞
ε = uε − u∞

Ach,1 la solution du problème (III.56). Pour obtenir

un ordre de convergence plus élevé de l’erreur r1,∞
ε dans la norme L2(Ω0), nous utilisons la

technique de dualité afin d’estimer ‖uε − u∞
Ach,1‖L2(Ω0).

Étant donné ϕ ∈ L2(Ω0), nous cherchons à résoudre le problème suivant :





v ∈ H2(Ω0)

−∆v = ϕ sur Ω0

v = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Le problème ci-dessus admet alors la formulation variationnelle suivante

〈
ϕ , r1,∞

ε

〉
Ω0

= −
〈
∆v , r1,∞

ε

〉
Ω0

=
〈
∇r1,∞

ε , ∇v
〉

Ω0

−
∫

∂Ω0

r1,∞
ε

∂v

∂n
dσ

= −
〈
∆r1,∞

ε , v
〉

Ω0

+
∫

∂Ω0

v
∂r1,∞

ε

∂n
dσ −

∫

∂Ω0

r1,∞
ε

∂v

∂n
dσ

= −
∫

γ0
r1,∞

ε

∂v

∂n
dσ −

∫

Γ∞
r1,∞

ε

∂v

∂n
dσ.

(III.71)

où n désigne la normale sortante au domaine Ω0. Ci-dessus, il faut comprendre l’intégrale sur

∂Ω0 comme un crochet de dualité entre H
1
2 (∂Ω0) et H− 1

2 (∂Ω0). De l’expression (III.71), par

l’inégalité triangulaire ainsi grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

∣∣∣∣
〈
ϕ , r1,∞

ε

〉
Ω0

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

∫

γ0
r1,∞

ε

∂v

∂n
+

∫

Γ∞
r1,∞

ε

∂v

∂n

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

∫

γ0
r1,∞

ε

∂v

∂x2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

∫

Γ∞
u∞

Ach,1

∂v

∂x2

∣∣∣∣∣

6

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
L2(γ0)

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

+

∣∣∣∣∣

∫ L

0
u∞

Ach,1(x1, 1)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

∣∣∣∣∣ .

(III.72)

Étudions le terme sur le bord γ0 de cette dernière inégalité. Une utilisation directe de l’inégalité

de Rellich [61, p 261-262] nous donne qu’il existe une constante C1 strictement positive telle

que

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

6 C1 ‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.73)
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Par ailleurs par l’inégalité [Proposition 3, (I.21)], nous montrons qu’il existe une constante C2

strictement positive telle que

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
L2(γ0)

6
√

ε
∥∥∥∇r1,∞

ε

∥∥∥
L2(Ωε\Ω0)

6 C2

√
ε

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

. (III.74)

En regroupant les deux inégalités obtenues (III.73) et (III.74), nous obtenons l’estimation sui-

vante

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
L2(γ0)

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

6 C1C2

√
ε

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.75)

Maintenant, examinons le terme sur le bord Γ∞ de l’inégalité (III.71). L’inégalité de Cauchy-

Schwarz conduit à
∣∣∣∣∣

∫ L

0
u∞

Ach,1(x1, 1)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−
ε

1 + εβ1

C

2

∫ L

0

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

∣∣∣∣∣

6
ε

1 + εβ1

C

2

∫ L

0

∣∣∣∣∣

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
∂v

∂x2

(x1, 1)

∣∣∣∣∣ dx1

6
ε

1 + εβ1

C

2

(∫ L

0

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)2

dx1

) 1
2




∫ L

0

(
∂v

∂x2

(x1, 1)

)2

dx1




1
2

.

(III.76)

De même par l’inégalité de Rellich [61, p 261-263], nous montrons qu’il existe une constante C3

strictement positive telle que

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(Γ∞)

6 C3 ‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.77)

En injectant l’estimation (III.65) dans (III.76), nous pouvons montrer l’existence d’une constante

C4 strictement positive indépendante de ε telle que

∣∣∣∣∣

∫ L

0
u∞

Ach,1(x1, 1)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

∣∣∣∣∣ 6 C4 ε e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
L2([0,2π])

∥∥∥∥∥
∂v

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(Γ∞)

.

Nous remplaçons l’inégalité (III.77) dans la dernière estimation, nous avons

∣∣∣∣∣

∫ L

0
u∞

Ach,1(x1, 1)
∂v

∂x2

(x1, 1)dx1

∣∣∣∣∣ 6 C3C4 ε e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
L2([0,2π])

‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.78)

En réunissant les estimations (III.75) et (III.78) que nous avons obtenues dans (III.71), alors il

101



Chapitre III. Méthodes de construction d’approximation couche limite

existe une constante K̃1 strictement positive telle que

∣∣∣∣
〈
ϕ , r1,∞

ε

〉
Ω0

∣∣∣∣ 6 K̃1

√
ε

(∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

+ e− 1
ε

)
‖ϕ‖L2(Ω0) .

Nous achevons cette preuve, en prenant r1,∞
ε = ϕ et à l’aide de l’inégalité [Proposition 20,

(III.54)], il suit

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
L2(Ω0)

6 K̃1

√
ε

(∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H1(Ωε)

+ e− 1
ε

)
6 K̃1

√
ε

(
ε

3
2 + e− 1

ε

)
6 2K̃1 ε2.

La preuve est complète.

2.6 Moyenne de l’approximation couche limite d’ordre 1 dans la

direction axiale

Le principe général des lois de paroi est de moyenner notre approximation < u∞
Ach,1 > dans la

direction de périodicité. On considère donc :

u1 := u∞
Ach,1(x) =

1

2πε

∫ 2πε

0
u∞

Ach,1(x1 + t, x2) dt.

On cherche maintenant à connaître les conditions au bord vérifiées par u∞
Ach,1.

Sur le bord γ0 nous avons : u1 := u∞
Ach,1(x1, 0) =

ε

1 + εβ1

β1
∂u0

∂x2
(x1, 0).

De plus
∂u∞

Ach,1

∂x2

(x1, x2) =
∂u0

∂x2

(x1, 0)

(
1 +

1

1 + εβ1

∂β1

∂y2

(
x

ε

)
− ε

1 + εβ1

β1

)
.

Comme ∂y2β1(y1, 0) = 0, il suit

∂u∞
Ach,1

∂x2

(x1, 0) =
∂u0

∂x2

(x1, 0)

(
1 − ε

1 + εβ1

β1

)
=

1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0).

Il est assez clair que sur le bord γ0, nous avons la relation suivante :

u∞
Ach,1(x1, 0) = ε β1

∂u∞
Ach,1

∂x2

(x1, 0).

On a donc dérivé une loi de paroi d’ordre 1 moyennée :
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−∆u1 = C sur Ω0

u1 = εβ1
∂u1

∂x2
(x1, 0) sur γ0

u1 = 0 sur Γ∞

u1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.79)

-Existence et unicité du problème de paroi d’ordre 1 avec une condition de type Robin :

Soit Hper,Γ∞(Ω0) le sous-espace fermé de H1(Ω0) muni du produit scalaire 〈·, ·〉

〈u, v〉 =
∫

Ω0

(u(y) v(y) + ∇u(y) ∇v(y)) dy, (III.80)

et de la norme ‖v‖Hper,Γ∞ =
√

〈u, u〉 tel que

Hper,Γ∞(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0), v = 0 sur Γ∞, v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs}. (III.81)

Les conditions aux limites de problème (III.79) contiennent des dérivés normales du premier

ordre de type Robin. Nous énonçons sans démonstration dans le lemme ci-dessous le résultat

de convergence suivant, (la preuve est classique, similaire à celle que nous développerons dans

la suite pour montrer le Théorème 6).

Lemme 9. Le problème (III.79) admet une unique solution u1 dans Hper,Γ∞(Ω0), dont la solu-

tion explicite est :

u1(x) = −C

2

(
x2

2 − x2

1 + εβ1

− εβ1

1 + εβ1

)
. (III.82)

- Lien entre l’approximation couche limite et la loi de paroi moyennée d’ordre 1 :

Ré-écrivons l’expression de l’approximation couche limite d’ordre 1

u∞
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− β1x2

)

= u0
ext,1(x) +

ε β1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)(1 − x2) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
.

Nous vérifions aisément que

u1 := u∞
Ach,1(x1, x2) = u0

ext,1(x) +
ε β1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)(1 − x2).
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Cela entraîne la relation suivante

u∞
Ach,1(x) = u1 +

ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
= u1 + ε

∂u1

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
. (III.83)

- Estimations d’erreur pour la loi de paroi moyennée d’ordre 1 :

Pour évaluer l’erreur que l’on commet en utilisant ce type d’approximation, nous établissons

des estimations dans les normes usuelles liées aux problèmes elliptiques : à savoir L2 et H1.

Cependant, comme on restreint les lois de paroi au domaine lisse, ces dernières normes sont

évaluées sur Ω0. On commence par énoncer le résultat de convergence, pour la loi de paroi

moyennée d’ordre 1.

Proposition 22. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de ε telle que la loi de paroi 1 moyennée satisfait

∥∥∥uε − u1
∥∥∥

L2(Ω0)
6 Kε

3
2 . (III.84)

Preuve. Pour estimer uε − u1, nous introduisons l’approximation couche limite d’ordre 1 :

uε − u1 = (uε − u∞
Ach,1) + (u∞

Ach,1 − u1) = (uε − u∞
Ach,1) +

ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
.

Par inégalité triangulaire, nous avons

∥∥∥uε − u1
∥∥∥

L2(Ω0)
6 ‖uε − u∞

Ach,1‖L2(Ω0) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1

∥∥∥∥
L2(Ω0)

.

D’autre part, grâce à l’inégalité [Proposition 21, (III.70)] et l’inégalité (III.48) dans le lemme 8

nous pouvons conclure qu’il existe une constante K strictement positive telle que

∥∥∥uε − u1
∥∥∥

L2(Ω0)
6 K

(
ε2 + ε

3
2

)
6 2Kε

3
2 .

La preuve est complète.

Proposition 23. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe deux constantes K0 et

K1 strictement positives indépendantes de ε telles que la loi de paroi 1 moyennée satisfait

K0

√
ε 6

∥∥∥∇(uε − u1)
∥∥∥

L2(Ω0)
6 K1

√
ε. (III.85)
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Preuve. Nous utilisons un raisonnement analogue à celui qui est fait dans la proposition 22,

nous introduisons l’approximation couche limite d’ordre 1 nous avons

∇(uε − u1) = ∇(uε − u∞
Ach,1) + ∇(u∞

Ach,1 − u1)

= ∇(uε − u∞
Ach,1) + ∇

(
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

))
.

Rappelons que la dérivée partielle d’ordre 1 de u0 sur le bord γ0 vérifie toujours ∂u0

∂x2
(x1, 0) = C

2
.

Grâce à l’inégalité triangulaire, nous avons :

∥∥∥∇(uε − u1)
∥∥∥

L2(Ω0)
6 ‖∇(uε − u∞

Ach,1)‖L2(Ω0) +
ε

1 + εβ1

C

2

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
L2(Ω0)

. (III.86)

Pour la norme à droite (du gradient de correcteur couche limite d’ordre 1), nous effectuons un

changement de variable et nous obtenons

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
2

L2(Ω0)
=

∫

Ω0

2∑

i=1

∣∣∣∣∂xi
β1

(
x

ε

)∣∣∣∣
2

dx =

E( L
2πε

)∑

k=1




∫

(Z+)k

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
1

ε
∂yi

β1(y)
∣∣∣∣
2

ε2 dy




6
L

2πε

(∫

Z+

2∑

i=1

|∂yi
β1(y)|2 dy

)
.

Nous utilisons le fait que β1 ∈ D1,2(Z+ ∪ P ), il est facile de voir qu’il existe une constante C1

strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
L2(Ω0)

6

(
L

2πε

) 1
2

‖∇β1‖L2(Z+) 6

(
L

2πε

) 1
2

‖∇β1‖L2(Z+∪P ) 6
C1√

ε
. (III.87)

Finalement, il nous suffit d’injecter l’estimation (III.87) dans l’inégalité (III.86) et compte tenu

de l’inégalité [Proposition 20, (III.54)] nous obtenons : il existe une constante K1 strictement

positive indépendante de ε telle que

∥∥∥∇(uε − u1)
∥∥∥

L2(Ω0)
6 K1

(
ε

3
2 +

√
ε
)
6 2 K1

√
ε.

D’autre part, nous pouvons montrer une minoration du gradient de la différence entre la solution

uε et la solution de la loi de paroi moyennée d’ordre 1. Il suffit d’utiliser astucieusement la partie

entière, c’est à dire
L

2πε
− 1 < E

(
L

2πε

)
6

L

2πε
< E

(
L

2πε

)
+ 1.
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En effet, par l’inégalité triangulaire, il suit

ε

1 + εβ1

C

2

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
L2(Ω0)

− ‖∇(uε − u∞
Ach,1)‖L2(Ω0) 6 ‖∇(uε − u1)‖L2(Ω0). (III.88)

Par un simple calcul pour la norme à gauche, nous avons

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
2

L2(Ω0)
=

∫

Ω0

2∑

i=1

∣∣∣∣∂xi
β1

(
x

ε

)∣∣∣∣
2

dx =

E( L
2πε

)∑

k=1




∫

(Z+)k

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
1

ε
∂yi

β1(y)
∣∣∣∣
2

ε2 dy




>
L − 2πε

2πε

(∫

Z+

2∑

i=1

|∂yi
β1(y)|2 dy

)
.

Or nous avons β1 ∈ D1,2(Z+ ∪P ), par conséquent il existe une constante C̃1 strictement positive

indépendante de ε telle que

∥∥∥∥∇
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
L2(Ω0)

>

(
L − 2πε

2πε

) 1
2

‖∇β1‖L2(Z+) >

(
L − 2π

2πε

) 1
2

‖∇β1‖L2(Z+) >
C̃1√

ε
.

(III.89)

Nous achevons la preuve en remplaçant cette dernière estimation (III.89) dans l’inégalité (III.88)

et grâce à l’inégalité [Proposition 20, (III.54)], nous montrons qu’il existe deux constantes

K0 < C0 strictement positives indépendantes de ε telles que pour tout ε ∈
]
0, C0−K0

C0

[
, nous

avons

∥∥∥∇(uε − u1)
∥∥∥

L2(Ω0)
> C0

(√
ε − ε

3
2

)
> K0

√
ε.

La preuve est complète.

3 Loi de paroi d’ordre 2

3.1 Extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille

De la même façon que dans la sous-section 2.1, on peut étendre le profil de Poiseuille sur tout

le domaine Ωε en prenant

u0
ext,2(x) = u0 1[Ω0] +

(
∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 +
∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)
x2

2

2

)
1[Ωε\Ω0]

= u0 1[Ω0] +

(
ε
∂u0

∂x2

(x1, 0) y2 + ε2 ∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)
y2

2

2

)
1[Ωε\Ω0], ici y2 =

x2

ε
,
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Nous pouvons écrire u0
ext,2 explicitement

u0
ext,2(x) =

C

2
x2 (1 − x2) dans Ωε. (III.90)

Remarquons que la solution explicite du profil de Poiseuille dans Ω0 est une fonction polyno-

miale d’ordre 2 qui est égale à son développement de Taylor à l’ordre 2.

L’extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille peut s’avérer insuffisante pour approcher correcte-

ment uε. De la même façon que pour l’ordre 1, l’objectif est de développer une approximation

d’ordre deux, de façon à diminuer l’erreur dans la norme H1(Ωε). Cependant la fonction u0
ext,2

ne vérifie pas la condition de Dirichlet sur γε. Il faut donc introduire un correcteur couche limite

du second ordre qui va corriger à l’ordre ε2 cette erreur sur γε.

3.2 Problème cellulaire d’ordre 2

La première phase est d’introduire un nouveau pseudo-correcteur v2(x, y) = v2(x, x
ε
) défini dans

Ωε à l’ordre ε2 et d’approcher uε par

uε(x) ≃ u0
ext,2(x) + εv1(x, y) + ε2v2(x, y) dans Ωε.

De la même manière que précédemment, on substitue notre Ansatz dans (III.1). Alors





1

ε
(−∆yv1) + (−∆xu0

ext,2(x) − C) + (−∆yv2) +

(
−2

2∑

i=1

∂

∂xi

∂ v1

∂yi

)

+ ε

(
−2

2∑

i=1

∂

∂xi

∂ v2

∂yi

− ∆xv1

)
+ ε2 (−∆xv2) = 0 dans Ωε.

(III.91)

Par l’expression du premier correcteur dans (III.19), on a

2∑

i=1

∂

∂xi

∂ v1

∂yi

=
2∑

i=1

∂

∂xi

∂

∂yi

(
β1(y)

∂u0

∂x2

|γ0

)
=

2∑

i=1

∂

∂xi

∂

∂yi

(
C

2
β1(y)

)
= 0 dans Ωε, (III.92)

alors le pseudo-correcteur y1− périodique v2, doit être solution de l’équation

−∆yv2 = 0 dans Ωε. (III.93)

De plus, la condition aux limites à la paroi uε = 0 doit être satisfaite à l’ordre ε2 et donc

uε = u0
ext,2(x) + εv1(x, y) + ε2v2(x, y) = 0 sur γε. (III.94)
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En procédant de la même façon qu’à l’ordre un, on étend u0
ext,2 à la paroi γε par un développe-

ment de Taylor et on réécrit (III.94) comme

ε2v2 |γε
= −u0

ext,2 |γε
−εv1 |γε

= −
(

∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 +
∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)
x2

2

2

)
− ε

((
−x2

ε

)
∂u0

∂x2

(x1, 0)

)

= −ε2 x2
2

2 ε2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0) = −ε2 y2
2

2

∂2u0
ext,2

∂x2
2

(x1, 0),

et donc

v2(x, y) = −y2
2

2

∂2u0
ext,2

∂x2
2

(x1, 0) sur γε. (III.95)

Le nouveau pseudo-correcteur v2 est solution du problème de Laplace (III.93), avec la condition

aux limites (III.95) à la paroi. Donc par linéarité, v2 s’écrit comme

v2(x, y) =
1

2
β2(y)

∂2u0
ext,2

∂x2
2

(x1, 0) =
1

2
β2(y)

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0) dans Ωε,

où le nouveau correcteur β2 est solution du problème de Laplace





−∆β2 = 0 sur Z+ ∪ P

β2 = −y2
2 sur P 0

β2 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(III.96)

avec la condition aux limites à l’infini, lim
y2→+∞

β2(y) = β2 =
1

2π

∫ 2π

0
β2(y1, 0)dy1.

Nous énonçons au passage des résultats similaires à ceux que nous avons énoncés pour le

correcteur couche limite d’ordre 1.

Proposition 24. Nous avons

1

2πε

∫ 2πε

0
β2

(
x1 + t

ε
,
x2

ε

)
dt = β2 =

1

2π

∫ 2π

0
β2(y1, 0)dy1, pour tout x ∈ Ωε.

Lemme 10. Il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que le

correcteur couche limite β2 à l’ordre 2 satisfait

∥∥∥∥β2

(
x

ε

)
− β2

∥∥∥∥
L2(Ω0)

6 K
√

ε
∥∥∥β2(·, 0) − β2

∥∥∥
L2([0,2π])

. (III.97)

3.3 Existence et unicité du problème cellulaire d’ordre 2

L’existence et l’unicité de la solution de (III.96) est obtenue dans la proposition ci-dessous qu’on
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énonce sans démonstration. La démonstration est classique et est faite dans [28]. Rappelons

l’espace fonctionnel D1,2(Z+ ∪ P ) tel que

D1,2(Z+ ∪P ) =
{
v ∈ L1

loc(Z
+ ∪ P ) tel que ∇v ∈ L2(Z+ ∪ P ), v est y1-périodique sur Γl ∪ Γr

}
.

Proposition 25 ([28, p.23]). Le problème cellulaire (III.96) admet une unique solution β2 dans

D1,2(Z+ ∪ P ).

3.4 Approximation couche limite d’ordre 2 par l’approche d’Achdou

et al.

Par la méthodologie de Achdou et al., on construit alors le correcteur couche limite CCL du

second ordre

u1
Ach,2(x) = u0

ext,2(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)
+

ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)
(

β2

(
x

ε

)
− β2x2

)
.

L’erreur produite sur le bord par les deux approximations macroscopiques est encore linéaire,

donc on peut itérer en corrigeant avec β1

(
x

ε

)
− β1, ceci donne :

uN
Ach,2(x) =u0

ext,2(x) +
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)β2

(
x

ε

)
+ ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

) (
N−1∑

k=0

(−1)k(εβ1)
k

)

− ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)β2x2 − ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)εβ2

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

) 





N−2∑

j=0

(−1)j(εβ1)
j





 .

Faisons tendre N vers l’infini, alors la série géométrique de terme (−εβ1) est convergente, de

limite
1

1 + εβ1

. Ceci donne l’approximation couche limite exacte sur γε qui s’écrit :

u∞
Ach,2(x) =

[
u0

ext,2(x) − u0
ext,1(x)

]
+ u∞

Ach,1(x)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x

ε

)
− β2x2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)]

= u0
ext,2(x) +

ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x

ε

)
− β2x2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)]
.

(III.98)

Cette approximation est la solution du problème suivant :
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−∆u∞
Ach,2 = C dans Ωε

u∞
Ach,2 = ωε sur Γ∞

u∞
Ach,2 = 0 sur γε

u∞
Ach,2 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

(III.99)

avec ωε =
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)]
.

(III.100)

Dans la proposition suivante, nous énonçons les résultats de convergence entre la solution uε

du problème (III.1) et l’approximation couche limite u∞
Ach,2 d’ordre 2 par l’approche d’Achdou

et al. Nous montrons que l’erreur en norme H1(Ωε) et L2(Ω0) se comporte comme exp(−1
ε
).

Proposition 26. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors l’approximation couche limite

u∞
Ach,2 d’ordre 2 satisfait

‖uε − u∞
Ach,2‖H1(Ωε) 6 C1 e− 1

ε et ‖uε − u∞
Ach,2‖L2(Ω0) 6 C2

√
εe− 1

ε , (III.101)

avec C1 et C2 sont des constantes strictement positives indépendantes de ε.

Remarque 8. De même manière, en procédant comme dans les propositions 20 et 21, nous

pouvons montrer la convergence exponentielle des erreurs de la proposition ci-dessus 26. En

effet, nous posons l’erreur r2,∞
ε = uε − u∞

Ach,2. Donc r2,∞
ε est la solution du problème suivant :





−∆r2,∞
ε = 0 sur Ωε

r2,∞
ε = −ωε sur Γ∞

r2,∞
ε = 0 sur γε

r2,∞
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Par comparaison avec l’erreur r1,∞
ε la solution du problème (III.56), remarquons que l’erreur

r2,∞
ε la solution du problème ci-dessus est harmonique sur tout le domaine Ωε, par suite il n’y

a pas un taux qui dépend de ε dû au terme source dans la partie rugueuse. Pourtant, ils restent

des erreurs exponentiellement petites qui viennent des correcteurs couches limites β1 et β2 sur

le bord Γ∞.

Bien entendu, toute cette discussion est basée sur le fait que la solution explicite du profil de
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Poiseuille dans Ω0 est une fonction polynomiale d’ordre 2 qui est égale à son développement de

Taylor à l’ordre 2.

3.5 Moyenne de l’approximation couche limite d’ordre 2 dans la

direction axiale

Une nouvelle façon de dériver les lois de parois à partir des correcteurs couches limites CCL,

on peut construire une loi d’ordre 2 moyennée u2 telle que

u2 := u∞
Ach,2(x) =

1

2πε

∫ 2πε

0
u∞

Ach,2(x1 + t, x2) dt.

Donc

u2 = u∞
Ach,2(x1, x2)

= u0
ext,2(x) + (1 − x2)

[
εβ1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0) − ε2

2

(
ε β1 β2

1 + εβ1

)
∂2u0

∂x2
2

(x1, 0) +
ε2

2
β2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

]
.

On cherche maintenant les conditions au bord vérifiées par u∞
Ach,2. Sur le bord γ0, nous avons

u∞
Ach,2(x1, 0) =

ε β1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0) +
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[
β2 − εβ2 β1

1 + εβ1

]

=

(
1

1 + εβ1

) [
ε β1

∂u0

∂x2

(x1, 0) +
ε2

2
β2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

]
.

De plus

∂u∞
Ach,2

∂x2

(x1, x2) =
∂u0

∂x2

(x1, x2) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)

(
1

ε

∂β1

∂y2

(
x

ε

)
− β1

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
1

ε

∂β2

∂y2

(
x

ε

)
− β2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
1

ε

∂β1

∂y2

(
x

ε

)
− β1

)]
.

Comme ∂y2β1(y1, 0) = ∂y2β2(y1, 0) = 0, alors sur γ0 on a :

∂u∞
Ach,2

∂x2

(x1, 0) =

(
1

1 + εβ1

) [
∂u0

∂x2

(x1, 0) − ε2

2
β2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

]
.

De même, on montre que
∂2u∞

Ach,2

∂x2
2

(x1, 0) =
∂2u0

∂x2
2

(x1, 0), et donc sur γ0 on a :
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u∞
Ach,2(x1, 0) = ε β1

∂u∞
Ach,2

∂x2

(x1, 0) +
ε2

2
β2

∂2u∞
Ach,2

∂x2
2

(x1, 0).

On obtient donc une loi de paroi d’ordre 2 moyennée :





−∆u2 = C sur Ω0

u2 = εβ1
∂u2

∂x2
(x1, 0) + ε2

2
β2

∂2u2

∂x2
2

(x1, 0) sur γ0

u2 = 0 sur Γ∞

u2 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.102)

-Existence et unicité du problème de paroi d’ordre 2 avec une condition de type Wentcel :

Soit Hper,Γ∞(Ω0) le sous-espace fermé de H1(Ω0) muni du produit scalaire 〈·, ·〉

〈u, v〉 =
∫

Ω0

(u(y) v(y) + ∇u(y) ∇v(y)) dy, (III.103)

et de la norme ‖v‖Hper,Γ∞ =
√

〈u, u〉 tel que

Hper,Γ∞(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0), v = 0 sur Γ∞, v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs}. (III.104)

On définit le sous-espace H1(Ω0) tel que

H
1(Ω0) = {v ∈ Hper,Γ∞(Ω0), v ∈ H1(γ0)}. (III.105)

Les conditions aux limites du problème (III.102) contiennent des dérivées normales du second

ordre de Type Wentcel [23, 44, 57]. Les résultats d’existence et d’unicité de la solution du

problème (III.102) ne sont pas classiques et on les énonce sans démonstration dans le lemme

ci-dessous.

Lemme 11 ([28, p.11]). Le problème (III.102) admet une unique solution u2 dans H1(Ω0).

Cette solution est explicite donnée par

u2(x) = −C

2

(
x2

2 − x2(1 + ε2β2)

1 + εβ1

− ε(β1 − εβ2)

1 + εβ1

)
. (III.106)

- Lien entre l’approximation couche limite et la loi de paroi moyennée d’ordre 2 :

Ré-écrivons l’expression de l’approximation couche limite d’ordre 2
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u∞
Ach,2(x) = u0

ext,2(x) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x

ε

)
− β2x2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x

ε

)
− β1x2

)]

= u0
ext,2(x) + (1 − x2)

[
εβ1

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0) − ε2

2

(
ε β1 β2

1 + εβ1

)
∂2u0

∂x2
2

(x1, 0) +
ε2

2
β2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

]

+
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x

ε

)
− β2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x

ε

)
− β1

)]
,

ce qui nous permet de déduire que

u∞
Ach,2(x) = u2 + ε

[
1

1 + εβ1

(
∂u0

∂x2

(x1, 0) − ε2

2
β2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

)] (
β1

(
x

ε

)
− β1

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)
(

β2

(
x

ε

)
− β2

)

= u2 + ε
∂u2

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
+

ε2

2

∂2u2

∂x2
2

(x1, 0)
(

β2

(
x

ε

)
− β2

)
.

(III.107)

- Estimations d’erreur pour la loi de paroi moyennée d’ordre 2 :

Par la même méthodologie utilisée dans la proposition 22, nous pouvons montrer le résultat de

convergence pour la loi de paroi moyennée du second ordre

Proposition 27. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de ε telle que la loi de paroi 2 moyennée satisfait

∥∥∥uε − u2
∥∥∥

L2(Ω0)
6 Kε

3
2 . (III.108)

Preuve. Nous introduisons l’approximation couche limite d’ordre 2 dans la différence uε − u2,

nous avons

uε − u2 = (uε − u∞
Ach,2) + (u∞

Ach,2 − u2)

= (uε − u∞
Ach,2) + ε

∂u2

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
+

ε2

2

∂2u2

∂x2
2

(x1, 0)
(

β2

(
x

ε

)
− β2

)
.
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Ainsi par l’inégalité triangulaire, il suit

∥∥∥uε − u2
∥∥∥

L2(Ω0)
6 ‖uε − u∞

Ach,2‖L2(Ω0)

+ ε

(
C(1 + ε2β2)

2(1 + εβ1)

∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1

∥∥∥∥
L2(Ω0)

+
Cε

2

∥∥∥∥β2

(
x

ε

)
− β2

∥∥∥∥
L2(Ω0)

)
.

Pour conclure, il suffit d’utiliser les résultats de la proposition 26 ainsi que les lemmes 8 et 10.

Nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥uε − u2
∥∥∥

L2(Ω0)
6 K

(√
εe− 1

ε + ε
3
2 + ε

5
2

)
6 3Kε

3
2 .

La preuve est complète.

On voit que la loi de paroi d’ordre 2 ne fournit pas une meilleure approximation que celle

d’ordre 1. L’inégalité (III.108) montre que les oscillations de correcteur couche limite du pre-

mier ordre Cε
2

(β1(
x
ε
) − β1) ont des amplitudes suffisamment grandes pour que si on ne les inclut

pas dans la loi de paroi, celle-ci ne converge pas plus vite que ε
3
2 . Dans [8, page 209], Y. Achdou

et al, avaient déjà constaté numériquement que la loi de paroi n’apportait pas une amélioration

claire des résultats. Pour augmenter l’ordre de convergence, on construit alors les lois de paroi

suivantes :

4 Loi de paroi multi-échelle

Dans cette sous-section, nous allons établir quelques nouvelles lois multi-échelles.

4.1 Loi de paroi explicite d’ordre 1

Nous considérons l’approximation couche limite u∞
Ach,1 d’ordre 1. Sur l’interface fictive γ0 (à

l’échelle macroscopique), sa valeur est calculée facilement. Grâce à l’expression (III.83), nous

avons

u∞
Ach,1|x2=0

=

(
u1 + ε

∂u1

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

))

|γ0

= ε
∂u1

∂x2

(x1, 0)β1

(
x1

ε
, 0

)
=

ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)β1

(
x1

ε
, 0

)
=

C

2

ε

1 + εβ1

β1

(
x1

ε
, 0

)
.
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Pour corriger ce défaut des lois de paroi moyennées, on propose de résoudre un problème de

Dirichlet non-homogème explicite sur γ0.





−∆U1
exp = C sur Ω0

U1
exp = ε β1(

x1

ε
, 0) ∂u1

∂x2
(x1, 0) sur γ0

U1
exp = 0 sur Γ∞

U1
exp est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.109)

Nous montrons bien cette fois que la loi de paroi explicite d’ordre 1 converge vers uε dans

L2(Ω0) en ordre O(ε2) (et dans H1(Ω0) en ordre O(ε
3
2 )). Nous améliorons les résultats obtenus

dans [28, page 13]. En effet, dans [28] D. Bresch et V. Milišić ont trouvé un taux de convergence

dans L2(Ω0) en O(ε
3
2 ).

Proposition 28. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de ε telle que la loi de paroi explicite d’ordre 1 satisfait

∥∥∥∇(uε − U
1
exp)

∥∥∥
L2(Ω0)

6 K ε
3
2 . (III.110)

Preuve. Posons la quantité r1
exp,ε = uε −U1

exp. Nous introduisons l’approximation couche limite

u∞
Ach,1 d’ordre 1, nous pouvons écrire r1

exp,ε sous la forme suivante

r1
exp,ε = uε − U

1
exp = (uε − u∞

Ach,1︸ ︷︷ ︸
) + (u∞

Ach,1 − U
1
exp︸ ︷︷ ︸

).

:= r1,∞
ε + E1

(III.111)

L’inégalité triangulaire donne

‖∇r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 ‖∇r1,∞

ε ‖L2(Ω0) + ‖∇E1‖L2(Ω0). (III.112)

Grâce à l’inégalité (III.54) énoncée dans la proposition 20, nous avons

‖∇r1,∞
ε ‖L2(Ω0) 6 K1ε

3
2 . (III.113)

Maintenant, nous allons chercher une estimation de ‖∇E1‖L2(Ω0), nous résolvons le problème

aux limites suivant
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Chapitre III. Méthodes de construction d’approximation couche limite





−∆E1 = 0 sur Ω0

E1 = 0 sur γ0

E1 = ε∂u1

∂x2
(x1, 0)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

)
sur Γ∞

E1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Remarquons que l’erreur entre l’approximation couche limite d’ordre 1 et la loi de paroi explicite

d’ordre 1 est non homogène sur le bord Γ∞. Pour cela, nous procédons comme dans la preuve

de la proposition 20. Nous définissons l’expression W1 définie par

W1 = E1 − s avec s = ε
∂u1

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
x2 1[Ω0], (III.114)

où la quantité « s » est la même fonction donnée dans la preuve de la proposition 20. Nous

précisons également que sur l’interface γ0, nous avons la relation suivante ∂u1

∂x2
(x1, 0) = C

2
1

1+εβ1
.

Clairement au sens des distributions, on voit que W1 vérifie le problème aux limites suivant

avec des conditions de Dirichlet homogènes sur Γ∞ ∪ γ0





−∆W1 = −∆E1 + ∆s sur Ω0

W1 = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

W1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.115)

Nous pouvons écrire ce problème (III.115) sous forme variationnelle. En raisonnant au sens des

distributions, on obtient facilement que

〈∇W1 , ∇v〉Ω0
= 〈−∆W1 , v〉Ω0

= 〈−∆E1 + ∆s , v〉Ω0
.

D’autre part, par la formule de Green nous avons

〈−∆E1 , v〉Ω0
= 〈∇E1 , ∇v〉Ω0

−
∫

∂Ω0

E1
∂v

∂n
dσ = 〈∇E1 , ∇v〉Ω0

−
∫

Γ∞
E1

∂v

∂n
dσ

=
〈
−∆u∞

Ach,1 , v
〉

Ω0

+
〈
∆U

1
exp , v

〉
Ω0

−
∫

Γ∞
E1

∂v

∂n
dσ

= −
∫ L

0
E1(x1, 1)

∂v

∂x2

(x1, 1) dx1.

Signalons que
∂v

∂n
désignera toujours la dérivée par rapport à la normale sortante du domaine

lisse Ω0. Examinons le laplacien de s.
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〈∆s , v〉Ω0
= 〈s , ∆v〉Ω0

= − 〈∇s , ∇v〉Ω0
+

∫

∂Ω0

s
∂v

∂n
dσ = − 〈∇s , ∇v〉Ω0

+
∫

Γ∞
s

∂v

∂x2

dx1.

= − 〈∇s , ∇v〉Ω0
+

∫

Γ∞
E1

∂v

∂x2

dx1.

La formulation variationnelle du problème (III.115) est à présent

〈∇W1 , ∇v〉Ω0
= − 〈∇s , ∇v〉Ω0

.

Par l’inégalité triangulaire ainsi par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

∣∣∣〈∇W1 , ∇v〉Ωε

∣∣∣ 6
∣∣∣〈∇s , ∇v〉Ω0

∣∣∣ 6 ‖∇s‖L2(Ω0)‖∇v‖L2(Ω0). (III.116)

Rappelons l’inégalité (III.65) prouvée dans la preuve de la proposition 20

‖∇s‖L2(Ω0) 6 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

.

avec C̃ une constante strictement positive indépendante de ε. Nous remplaçons cette dernière

estimation dans (III.116), il suit

∣∣∣〈∇W1 , ∇v〉Ω0

∣∣∣ 6 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

‖∇v‖L2(Ω0). (III.117)

En prenant W1 = v dans (III.117), il vient

‖∇W1‖L2(Ω0) 6 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

.

De (III.69) et par l’inégalité triangulaire, nous obtenons

‖∇E1‖L2(Ω0) 6 ‖∇W1‖L2(Ω0) + ‖∇s‖L2(Ω0) 6 2 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

. (III.118)

Pour finir, il nous suffit de regrouper les résultats obtenus dans (III.113) et (III.118). Alors il

existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖∇r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 K

(
ε

3
2 + e− 1

ε

)
6 2 K ε

3
2 .

La preuve est complète.
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Proposition 29. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de ε telle que la loi de paroi explicite d’ordre 1 satisfait

‖uε − U
1
exp‖L2(Ω0) 6 K ε2. (III.119)

Preuve. La stratégie est la même que celle dans la preuve de la proposition précédente 28. Tout

d’abord, nous considérons r1
exp,ε la différence entre la solution uε et la solution de la loi de paroi

explicite d’ordre 1. Ensuite, nous écrivons r1
exp,ε sous la forme suivante

r1
exp,ε = uε − U

1
exp = (uε − u∞

Ach,1︸ ︷︷ ︸
) + (u∞

Ach,1 − U
1
exp︸ ︷︷ ︸

).

:= r1,∞
ε + E1

Ainsi par inégalité triangulaire, il suit

‖r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 ‖r1,∞

ε ‖L2(Ω0) + ‖E1‖L2(Ω0). (III.120)

Rappelons que d’après la proposition 21, nous avons

‖r1,∞
ε ‖L2(Ω0) 6 K̃1 ε2. (III.121)

Par l’inégalité de poincaré dans le domaine macroscopique Ω0 et grâce à l’inégalité (III.118),

nous obtenons

‖E1‖L2(Ω0) 6 ‖∇E1‖L2(Ω0) 6 2 C̃ e− 1
ε

∥∥∥β1(·, 0) − β1

∥∥∥
H

1
2 (γ0)

. (III.122)

Pour achever la preuve, en regroupant les estimations (III.121) et (III.122) dans (III.120), nous

déduisons

‖r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 K

(
ε2 + e− 1

ε

)
6 2K ε2,

avec K une constante strictement positive indépendante de ε. La preuve est complète.

4.2 Loi de paroi explicite d’ordre 2

En procédant comme dans la section précédente (la loi de paroi explicite d’ordre 1), nous

pouvons calculer la valeur de l’approximation couche limite u∞
Ach,2 d’ordre 2 sur l’interface

fictive γ0 :
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u∞
Ach,2|x2=0 =

(
u2 + ε

∂u2

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1

)
+

ε2

2

∂2u2

∂x2
2

(x1, 0)
(

β2

(
x

ε

)
− β2

))

|x2=0

= ε
∂u2

∂x2

(x1, 0)β1

(
x1

ε
, 0

)
+

ε2

2

∂2u2

∂x2
2

(x1, 0)β2

(
x1

ε
, 0

)
.

Nous cherchons donc à résoudre un problème aux limites avec une condition de Dirichlet non-

homogène explicite sur γ0 d’ordre 2





−∆U2
exp = C sur Ω0

U2
exp = εβ1(

x1

ε
, 0)∂u2

∂x2
(x1, 0) + ε2

2
β2(

x1

ε
, 0)∂2u2

∂x2
2

(x1, 0) sur γ0

U2
exp = 0 sur Γ∞

U2
exp est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.123)

Par le même procédé utilisé dans les propositions 28 et 29 et grâce aux résultats de la proposition

26, nous montrons une convergence exponentielle de la différence entre la solution uε et la

solution de la loi de paroi explicite d’ordre 2. En effet, il suffit d’introduire l’approximation

couche limite d’ordre 2. Le résultat de convergence est alors le suivant :

Proposition 30. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que la loi de paroi explicite d’ordre 2 satisfait

‖∇(uε − U
2
exp)‖L2(Ω0) 6 K e− 1

ε et ‖uε − U
2
exp‖L2(Ω0) 6 K e− 1

ε . (III.124)

Remarque 9. On voit que ces deux derniers procédés ((III.109) et (III.123)) sont explicites.

Ils dépendent du calcul préalable de u1 et u2.

Question : Une question que nous pouvons poser : Existe t-il un moyen d’éviter la dépendance

des lois de paroi d’ordre élevé par rapport aux approximations d’ordre inférieur ?

Pour éviter d’avoir à calculer u1 et u2, D. Bresch et V. Milišić [28] ont alors eu l’idée de

transformer les lois (III.109) et (III.123) en des lois de paroi implicites.

4.3 Loi de paroi implicites

Pour répondre par l’affirmative à cette dernière question on se propose de résoudre pour la loi

de paroi d’ordre 1 implicite le problème elliptique suivant, avec une condition aux limites de

Robin :
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−∆Υ1
imp = C sur Ω0

Υ1
imp = ε β1(

x1

ε
, 0)

∂Υ1
imp

∂x2
(x1, 0) sur γ0

Υ1
imp = 0 sur Γ∞

Υ1
imp est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.125)

Pour la loi de paroi d’ordre 2 implicite, on se propose d’étudier le problème aux limites avec

une condition de Type Wentcel [23, 44, 57] :





−∆Υ2
imp = C sur Ω0

Υ2
imp = εβ1(

x1

ε
, 0)

∂Υ2
imp

∂x2
(x1, 0) + ε2

2
β2(

x1

ε
, 0)

∂2Υ2
imp

∂x2
2

(x1, 0) sur γ0

Υ2
imp = 0 sur Γ∞

Υ2
imp est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.126)

Étude de la loi de paroi implicite d’ordre 1

Comme nous aurons recours dans cette partie à une formulation variationnelle, rappelons briè-

vement l’espace fonctionnel Hper,Γ∞(Ω0) prenant en compte la condition aux limites de Dirichlet

Hper,Γ∞(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0), v = 0 sur Γ∞, v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs}.

Nous montrons dans le théorème ci-dessous l’existence et l’unicité de la loi de paroi implicite

d’ordre 1.

Théorème 6. On suppose que le bord P 0 est suffisamment régulier et qu’il ne coupe l’interface

fictive Γf en aucun point. Alors le problème variationnel (III.125) admet une unique solution

dans Hper,Γ∞(Ω0).

Démonstration. Nous commençons par écrire une formulation variationnelle du problème aux

limites (III.131). Soit v ∈ Hper,Γ∞(Ω0) une fonction test, alors par la formule de Green, nous

avons

〈C , v〉Ω0
=

〈
−∆Υ1

imp , v
〉

Ω0

=
〈
∇Υ1

imp , ∇v
〉

Ω0

−
∫

∂Ω0

∂Υ1
imp

∂n
v

=
〈
∇Υ1

imp , ∇v
〉

Ω0

+
∫

γ0

∂Υ1
imp

∂x2

v.
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Dans la suite, nous définissons a(· , ·) la forme bilinéaire suivante

a(Υ1
imp , v) =

〈
∇Υ1

imp , ∇v
〉

Ω0

+
∫

γ0

∂Υ1
imp

∂x2

v =
〈
∇Υ1

imp , ∇v
〉

Ω0

+
∫

γ0

Υ1
imp(x1, 0)

εβ1(
x1

ε
, 0)

v dx1,

et l(·) la forme linéaire telle que

l(v) = 〈C , v〉Ω0
= C

∫

Ω0

v(x) dx.

Remarquons que si l’on suppose que le bord P 0 est suffisamment régulier et qu’il ne coupe pas

l’interface fictive Γf en aucun point, alors il existe une distance minimale δ > 0 qui sépare les

deux bords P 0 et Γf . Grâce au principe du maximum, nous pouvons montrer que la solution

microscopique β1 est bornée et que 0 < ε δ < εβ1 < 1. De plus l’inverse de εβ1 est borné et
1

εβ1

∈
]
1,

1

ε δ

[
pour tout ε > 0.

Par ailleurs, sous l’hypothèse ci-dessus, nous pouvons vérifier que la forme bilinéaire a(· , · )

est continue, coercive sur Hper,Γ∞(Ω0). En effet, il existe une constante C0 strictement positive

(qui ne dépend que de ε pour tout ε Ó= 0) telle que

∣∣∣a(Υ1
imp , v)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫

Ω0

∇Υ1
imp∇v dx +

∫

γ0

Υ1
imp(x1, 0)

εβ1(
x1

ε
, 0)

v(x1, 0) dx1

∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣
∫

Ω0

∇Υ1
imp∇v dx

∣∣∣∣ +
1

ε δ

∣∣∣∣
∫

γ0
Υ1

imp(x1, 0) v(x1, 0) dx1

∣∣∣∣

6
1

ε δ

(
‖∇Υ1

imp‖L2(Ω0)‖∇v‖L2(Ω0) + ‖Υ1
imp‖L2(γ0)‖v‖L2(γ0)

)
6 C0‖Υ1

imp‖Hper,Γ∞ ‖v‖Hper,Γ∞ ,

et il existe une constante α0 strictement positive indépendante de ε telle que

∣∣∣a(Υ1
imp , Υ1

imp)
∣∣∣ > ‖∇Υ1

imp‖2
L2(Ω0) + ‖Υ1

imp‖2
L2(γ0) > α0‖Υ1

imp‖2
Hper,Γ∞ .

La forme bilinéaire a(· , · ) est donc continue, coercive et la forme linéaire l(.) est continue sur

Hper,Γ∞(Ω0), alors par le théorème de Lax-Milgram (voir [29]), nous montrons que le problème

variationnel (III.125) admet une unique solution dans Hper,Γ∞(Ω0). La démonstration est com-

plète.

Nous allons montrer dans les théorèmes ci-dessous les résultats de convergence de la solution uε

par rapport loi de paroi d’ordre 1 implicite pour les normes L2(Ω0) et H1(Ω0). Nous prouvons

une convergence dans L2(Ω0) en ordre O(ε) et dans H1(Ω0) en ordre O(
√

ε).
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Remarque 10. Nous mettons l’accent sur le fait que D. Bresch et V. Milišić dans ([27, 28]) ont

montré un taux de convergence de la norme
∥∥∥uε − Υ1

imp

∥∥∥
L2(Ω0)

en ordre O(ε
3
2 ). Par comparaison

à notre résultat présenté dans le théorème 8, nous ne retrouvons pas le résultat de convergence

énoncé dans [[28], p15] et [[27], p5] reliant la solution uε et la loi de paroi d’ordre 1 implicite.

Notons que nous ne retrouvons pas le résultat de la première inégalité de la démonstration du

théorème 5.1 dans [[28], p16], plus précisément, au niveau du gradient de la différence entre

la loi de paroi explicite d’ordre 1 et la loi de paroi implicite d’ordre 1. Cette estimation influe

immédiatement sur le taux de convergence.

Théorème 7. Sous l’hypothèse du théorème 6, nous avons :

‖∇(uε − Υ1
imp)‖L2(Ω0) 6 K

√
ε, (III.127)

où K une constante strictement positive indépendante de ε.

Démonstration. Nous appelons r1
imp,ε l’erreur entre la solution uε et la loi de paroi implicite

Υ1
imp d’ordre 1. Grâce à la loi de paroi explicite U1

exp d’ordre 1, nous écrivons r1
imp,ε sous la

forme suivante

r1
imp,ε = uε − Υ1

imp = (uε − U
1
exp︸ ︷︷ ︸

) + (U1
exp − Υ1

imp︸ ︷︷ ︸
).

:= r1
exp,ε + R1

(III.128)

Par l’inégalité triangulaire, nous tirons

‖∇r1
imp,ε‖L2(Ω0) 6 ‖∇r1

exp,ε‖L2(Ω0) + ‖∇R1‖L2(Ω0). (III.129)

D’après la proposition 28, nous avons

‖∇r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 Kε

3
2 . (III.130)

Il nous reste à estimer ‖∇R1‖L2(Ω0). Pour ce faire, nous allons chercher à résoudre le problème

aux limites suivant




−∆R1 = 0 sur Ω0

R1 = 0 sur Γ∞

R1 = εβ1(
x1

ε
, 0)

[
∂u1

∂x2
(x1, 0) − ∂Υ1

imp

∂x2
(x1, 0)

]
sur γ0

R1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.131)
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On notera que la condition sur le bord γ0 peut se ré-écrire sous la forme d’une condition aux

limites de Robin. En effet,

R1(x1, 0) − εβ1(
x1

ε
, 0)

∂R1

∂x2

(x1, 0) = εβ1(
x1

ε
, 0)

[
∂u1

∂x2

(x1, 0) − ∂Υ1
imp

∂x2

(x1, 0)

]
− εβ1(

x1

ε
, 0)

∂R1

∂x2

(x1, 0)

= εβ1(
x1

ε
, 0)

[
∂u1

∂x2

(x1, 0) −
(

∂Υ1
imp

∂x2

(x1, 0) +
∂R1

∂x2

(x1, 0)

)]

= εβ1(
x1

ε
, 0)

[
∂u1

∂x2

(x1, 0) − ∂U1
exp

∂x2

(x1, 0)

]
.

(III.132)

Par la formule de Green, il est alors facile de vérifier que la formulation variationnelle du

problème (III.131) est donnée par

〈−∆R1 , v〉Ω0
= 〈∇R1 , ∇v〉Ω0

−
∫

∂Ω0

∂R1

∂n
v = 〈∇R1 , ∇v〉Ω0

+
∫

γ0

∂R1

∂x2

v = 0. (III.133)

Nous définissons a(· , ·) la forme bilinéaire suivante

a(R1 , v) = 〈∇R1 , ∇v〉Ω0
+

∫

γ0

R1(x1, 0)

εβ1(
x1

ε
, 0)

v dx1 (III.134)

Grâce à la condition de Robin et par un simple calcul, nous avons

a(R1 , v) = 〈∇R1 , ∇v〉Ω0
+

∫

γ0

R1(x1, 0)

εβ1(
x1

ε
, 0)

v dx1

= 〈∇R1 , ∇v〉Ω0
+

∫

γ0

[
∂u1

∂x2

(x1, 0) − ∂U1
exp

∂x2

(x1, 0) +
∂R1

∂x2

]
v dx1

=
∫

γ0

[
∂u1

∂x2

(x1, 0) − ∂U1
exp

∂x2

(x1, 0)

]
v dx1.

(III.135)

Remarquons que la forme bilinéaire (III.135) dépend de la loi de paroi explicite d’ordre 1 et de la

loi de paroi moyennée d’ordre dans 1, sur le bord γ0. Pour cela, posons la quantité z = u1 −U1
exp

solution du problème aux limites avec condition de Dirichlet non-homogène explicite sur γ0 :





−∆z = 0 sur Ω0

z = 0 sur Γ∞

z = ε∂u1

∂x2
(x1, 0)

[
β1(

x1

ε
, 0) − β1

]
sur γ0

z est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(III.136)
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A l’aide de la formule de Green, il vient que la solution z du problème (III.136) est issue de la

formulation variationnelle suivante

〈−∆z , v〉Ω0
= 〈∇z , ∇v〉Ω0

−
∫

∂Ω0

∂z

∂n
v = 〈∇z , ∇v〉Ω0

+
∫

γ0

∂z

∂x2

v = 0.

Nous tirons donc que

− 〈∇z , ∇v〉Ω0
=

∫

γ0

∂z

∂x2

v. (III.137)

Remplaçons cette dernière relation (III.137) dans l’expression de la forme bilinéaire (III.135),

il vient

a(R1 , v) = − 〈∇z , ∇v〉Ω0
. (III.138)

En prenant v = R1 dans (III.138), il suit

‖∇R1‖L2(Ω0) 6 ‖∇z‖L2(Ω0) .

Nous écrivons l’expression de z sous la forme suivante z = u1 − uε + uε − U1
exp et par inégalité

triangulaire, nous avons

‖∇R1‖L2(Ω0) 6 ‖∇z‖L2(Ω0) 6

∥∥∥∇(uε − u1)
∥∥∥

L2(Ω0)
+

∥∥∥∇(uε − U
1
exp)

∥∥∥
L2(Ω0)

.

Grâce aux propositions 23 et 28, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

indépendante de ε telle que

‖∇R1‖L2(Ω0) 6 ‖∇z‖L2(Ω0) 6 K
(√

ε + ε
3
2

)
6 2 K

√
ε. (III.139)

Nous remplaçons les estimations (III.130) et (III.139) dans (III.129) et nous obtenons le résultat.

La démonstration est complète.

Théorème 8. Sous les mêmes hypothèses du théorème 6, nous montrons qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖uε − Υ1
imp‖L2(Ω0) 6 K ε. (III.140)

Démonstration. Par la même méthodologie de la dernière démonstration, posons r1
imp,ε l’erreur

entre la solution uε et la loi de paroi implicite Υ1
imp d’ordre 1. Nous pouvons écrire r1

imp,ε sous
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la forme suivante

r1
imp,ε = uε − Υ1

imp = (uε − U
1
exp︸ ︷︷ ︸

) + (U1
exp − Υ1

imp︸ ︷︷ ︸
).

:= r1
exp,ε + R1

À l’aide de l’inégalité triangulaire, nous avons

‖r1
imp,ε‖L2(Ω0) 6 ‖r1

exp,ε‖L2(Ω0) + ‖R1‖L2(Ω0). (III.141)

D’après la proposition 29, nous avons

‖r1
exp,ε‖L2(Ω0) 6 Kε2. (III.142)

Estimons maintenant ‖R1‖L2(Ω0). Pour ce faire, il suffit de récupérer des estimations de trace

sur l’interface γ0. En effet, par une simple majoration, nous avons

‖R1‖2
L2(γ0) =

∫

γ0
|R1(x1, 0)|2 dx1 =

∫

γ0
β1(

x1

ε
, 0)

|R1(x1, 0)|2
β1(

x1

ε
, 0)

dx1

6 ‖β1‖L∞(γ0)

∫ L

0

|R1(x1, 0)|2
β1(

x1

ε
, 0)

dx1.

(III.143)

Cependant, si nous combinons les deux expressions (III.134) et (III.136) de la forme bilinéaire

associée à la formulation variationnelle du problème aux limites (III.131), il vient

〈∇z , ∇v〉Ω0
+ 〈∇R1 , ∇v〉Ω0

= −
∫

γ0

R1(x1, 0)

εβ1(
x1

ε
, 0)

v dx1.

En prenant v = R1 dans cette dernière égalité, par l’inégalité triangulaire et grâce à la première

inégalité de l’expression (III.139), nous obtenons la majoration suivante

1

ε

∫

γ0

(R1(x1, 0))2

β1(
x1

ε
, 0)

dx1 = − 〈∇z , ∇R1〉Ω0
− 〈∇R1 , ∇R1〉Ω0

6

∣∣∣〈∇z , ∇R1〉Ω0
+ 〈∇R1 , ∇R1〉Ω0

∣∣∣

6 ‖∇R1‖L2(Ω0) ‖∇z‖L2(Ω0) + ‖∇R1‖2
L2(Ω0)

6 2 ‖∇R1‖L2(Ω0) ‖∇z‖L2(Ω0) .

Nous remplaçons cette dernière inégalité dans (III.143) et en utilisant les résultats obtenus

précédemment dans (III.139), nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive
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indépendante de ε telle que

‖R1‖2
L2(γ0) 6 2 ε‖β1‖L∞(γ0) ‖∇R1‖L2(Ω0) ‖∇z‖L2(Ω0) 6 2 ε‖β1‖L∞(γ0)

(
2K

√
ε
)2

6 Kε2. (III.144)

Pour pouvoir estimer l’erreur R1 dans la norme L2(Ω0), la technique de dualité (ou de transpo-

sition) nous ramène à relier ‖R1‖L2(Ω0) avec ‖R1‖L2(γ0). Pour ce faire, nous partons du problème

dual. Étant donné ϕ ∈ L2(Ω0), nous allons chercher à résoudre le problème suivant





w ∈ H2(Ω0)

−∆w = ϕ sur Ω0

w = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

w est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Nous cherchons la formulation variationnelle. Par la formule de Green, nous avons

〈ϕ , R1〉Ω0
= − 〈∆w , R1〉Ω0

= 〈∇R1 , ∇w〉Ω0
−

∫

∂Ω0

R1
∂w

∂n

= − 〈∆R1 , w〉Ω0
+

∫

∂Ω0

w
∂R1

∂n
−

∫

∂Ω0

R1
∂w

∂n
= −

∫

γ0
R1

∂w

∂n
.

(III.145)

Précisons que
∂w

∂n
désignera toujours la dérivée par rapport à la normale sortante du domaine

Ω0. De l’expression (III.145) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il suit

∣∣∣〈ϕ , R1〉Ω0

∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

∫

γ0
R1

∂w

∂x2

∣∣∣∣∣ 6 ‖R1‖L2(γ0)

∥∥∥∥∥
∂w

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

. (III.146)

Ainsi, grâce à l’inégalité de Rellich [61, p 261-263], il existe une constante K strictement positive

telle que

∥∥∥∥∥
∂w

∂x2

∥∥∥∥∥
L2(γ0)

6 K ‖ϕ‖L2(Ω0) .

Nous injectons cette dernière inégalité dans (III.146), nous avons

∣∣∣〈ϕ , R1〉Ω0

∣∣∣ 6 K ‖R1‖L2(γ0) ‖ϕ‖L2(Ω0) . (III.147)

En prenant R1 = ϕ et à l’aide de l’estimation de trace (III.144) sur l’interface γ0, nous montrons
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qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖R1‖L2(Ω0) 6 K ‖R1‖L2(γ0) 6 Kε. (III.148)

Pour finir, nous regroupons les estimations (III.148) et (III.142) dans (III.141). Alors il existe

une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖r1
imp,ε‖L2(Ω0) 6 ‖r1

exp,ε‖L2(Ω0) + ‖R1‖L2(Ω0) 6 K
(
ε2 + ε

)
6 Kε.

La démonstration est complète.

Remarque 11. Si nous devons comparer les résultats de la proposition 29 et du théorème

8. Bien entendu, la loi de paroi implicite d’ordre 1 donne de moins bons résultats que la loi

explicite d’ordre 1, cette dernière contient l’information exacte des correcteurs couches limites

sur l’interface γ0. Néanmoins, la loi implicite nécessite seulement la connaissance de la trace du

problème cellule sur la frontière fictive, nous avons ainsi une loi de paroi de type SAFFMAN-

JOSEPH qui contient des oscillations microscopiques.

Il est naturel de se poser la question suivante :

Question 2. Peut-on obtenir des estimations d’erreur pour la loi de paroi implicite d’ordre 2 ?

Cette question est intimement reliée à l’étude des conditions de type Wentcel [23, 44, 57]. Les

conditions aux limites de problème (III.126) contiennent des dérivés normales du second ordre.

Toutefois par manque de temps, nous n’avons pas effectué une analyse complète de la loi de

paroi implicite d’ordre 2. Montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème avec loi de

paroi implicite d’ordre 2, reste un problème ouvert.
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5 Appendice

5.1 Construction des nouvelles lois de paroi

L’objet de cette sous-section est de présenter des nouvelles méthodes pour construire des lois

de paroi pour de domaines rugueux. Nous citons les travaux de D.Bresch et V.Milišić [27].

La théorie de Jäger et Mikelić

L’ordre principal u0, si l’on considère formellement la limite quand ε tend vers 0, est solution

du problème (III.2). W. Jäger et al. considèrent l’écoulement de Poiseuille de (III.2) dans Ω0

et le prolongent par 0 sur tout le domaine Ωε\Ω0, c’est-à-dire que :

u0
Jäg =





C
2

x2 (1 − x2) dans Ω0

0 dans Ωε\Ω0.
(III.149)

Ils corrigent cette solution en compensant le saut sur le gradient localisé sur l’interface γ0. Ils

recherchent une fonction βJäg,1 périodique en y1 et solution du problème cellule suivant





−∆βJäg,1 = 0 dans Z+

−∆βJäg,1 = 0 dans P[
∂βJäg,1

∂y2

]
= C sur Γf

βJäg,1 = 0 sur P 0

βJäg,1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr

(III.150)

où les crochets [.] désignent le saut à travers l’interface fictive Γf . Comme cette fonction est

harmonique dans Z+, elle tend vers sa moyenne βJäg,1 = lim
y2→+∞

βJäg,1(y1, y2) qui n’est pas forcé-

ment nul. Pour construire le correcteur couche limite, on soustrait cette constante à βJäg,1

(
x

ε

)

sur le domaine Ω0 pour limiter l’erreur sur Γf . La solution est alors discontinue à travers γ0.

Ils définissent donc le «contre-flot » d(·) solution de (III.50) :





−∆d = 0 dans Ω0

d = 0 sur Γ∞

d = 1 sur γ0

d est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Rappelons que la solution est explicite et donnée par : d(x) = (1 − x2), pour tout x ∈ Ω0.
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Ils posent finalement l’approximation de Jäger d’ordre 1 à l’itération 1 :

u1
Jäg,1(x) = u0

1[Ω0] + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

βJäg,1

(
x

ε

)
− (1 − d)βJäg,11[Ω0]

)

= u0
Jäg + ε

C

2

(
βJäg,1

(
x

ε

)
− x2βJäg,11[Ω0]

)
.

(III.151)

Par la même méthodologie par l’approche d’Achdou et al, nous améliorons les ordres de conver-

gence obtenus dans [27]. En effet dans [27, page 3], D. Bresch et V. Milišić ont montré que

l’approximation u1
Jäg,1 à l’itération 1 par l’approche de Jäger converge vers uε dans H1(Ωε) en

ordre O(ε) et dans L2(Ω0) en ordre O(ε
3
2 ).

Comme précédemment l’amélioration de la vitesse de la convergence repose essentiellement sur

l’inégalité de Poincaré dans la partie rugueuse (voir Chapitre I, Section 3, Proposition 3). Nous

montrons un taux de convergence en O(ε
3
2 ) pour la norme H1(Ωε) et en O(ε2) pour la norme

L2(Ω0). Nous énonçons sans démonstration la proposition suivante :

Proposition 31. Soient uε la solution du problème (III.1), u0
Jäg l’approximation de Jäger

d’ordre 0 et u1
Jäg,1 l’approximation de Jäger d’ordre 1 dans Ωε, alors :

– L’erreur d’ordre 0, e0
Jäg = uε − u0

Jäg vérifie

‖e0
Jäg‖H1(Ωε) 6

√
ε et ‖e0

Jäg‖L2(Ω0) 6 ε.

– L’erreur d’ordre 1 à l’itération 1, e1
Jäg = uε − u1

Jäg,1 vérifie

‖e1
Jäg‖H1(Ωε) 6 ε

3
2 et ‖e1

Jäg‖L2(Ω0) 6 ε2.

Remarque 12. Nous mettons l’accent sur le fait que l’erreur e1
Jäg n’est pas harmonique sur

tout le domaine Ωε. En effet, nous avons ∆e1
Jäg = ∆uε − ∆u1

Jäg,1 = C 1[Ωε\Ω0] dans Ωε. De ce

fait, la convergence de l’approximation de Jäger d’ordre 1 vers uε dans H1(Ωε) avec un taux de

convergence en ordre O(ε
3
2 ) est due au terme source dans la partie rugueuse.

Lien entre Jäger et al et Achdou et al

Nous rappelons que u0
Ach,1 est l’approximation couche limite d’ordre 0 par l’approche d’Achdou

et al. (par le développement de Taylor à l’ordre 1 de l’écoulement de Poiseuille) :

u0
Ach,1 := u0

ext,1(x) =





C
2

x2 (1 − x2) dans Ω0

C
2

x2 dans Ωε\Ω0.

et u1
Ach,1 est l’approximation couche limite d’ordre 1 à l’itération 1 par l’approche d’Achdou et

al.
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u1
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

βAch,1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− βAch,1 x2

)
.

Pour relier l’approche d’Achdou et l’approche de Jäger, il suffit de remarquer que

u0
Ach,1 = u0

Jäg +
∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 1[Ωε\Ω0]. (III.152)

On peut également remarquer que les correcteurs peuvent être reliés par un relèvement localisé

sous la frontière fictive Γf , c’est à dire

βAch,1(y) = βJäg,1(y) − y21[P 0], (III.153)

ceci implique qu’à l’infini les deux solutions convergent vers la même limite βAch,1 = βJäg,1 = β1.

Pour les correcteurs couches limites respectifs, on a donc en résumé :

u1
Ach,1 = u0

ext,1(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

βAch,1

(
x

ε

)
− β1 x2

)

=

(
u0

Jäg +
∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 1[Ωε\Ω0]

)
+ ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

βJäg,1

(
x

ε

)
− x2

ε
1[Ωε\Ω0] − β1x2

)

= u0
Jäg + ε

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

βJäg,1

(
x

ε

)
− β1x21[Ωε\Ω0] − β1x21[Ω0]

)

= u1
Jäg,1 − ε

∂u0

∂x2

(x1, 0) β1 x2 1[Ωε\Ω0].

(III.154)

Par des simples calculs, nous montrons trivialement les résultats de convergence suivants

Proposition 32. Soient u1
Jäg,1 l’approximation de Jäger d’ordre 1 à l’itération 1 et u1

Ach,1 l’ap-

proximation couche limite d’ordre 1 à l’itération 1 par l’approche d’Achdou et al, alors il existe

deux constantes C1 et C2 strictement positives indépendantes de ε telles que

‖u1
Ach,1 − u1

Jäg,1‖H1(Ωε) 6 C1 ε
3
2 et ‖u1

Ach,1 − u1
Jäg,1‖L2(Ωε) 6 C2 ε

5
2 . (III.155)

Remarque 13. Les deux approximations d’Achdou et de Jäger mènent aux même lois de parois.

En effet, nous avons exploré une relation liant les deux approches et nous avons montré qu’elles

peuvent être déduites l’une de l’autre et que de plus leur différence est d’ordre plus élevé que

l’effet de rugosité. Ces deux approches donnent lieu à la même loi de paroi.
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Par un simple jeu d’écriture nous justifions que les résultats obtenus dans les propositions 21 et

31 (pour l’amélioration de la vitesse de la convergence par rapport aux résultats obtenus dans

[27, 28]) sont cohérents avec le taux de convergence obtenu dans la proposition 32. Rappelons

que nous avons montré dans la proposition 21 que l’approximation couche limite u∞
Ach,1 par

l’approche d’Achdou et al. converge vers uε dans H1(Ωε) en ordre O(ε
3
2 ), ainsi que dans la

proposition 31, le taux de convergence entre la solution exacte uε et l’approximation u1
Jäg,1 à

l’itération 1 par l’approche de Jäger est en ordre O(ε
3
2 ). Ceci implique directement, par une

simple inégalité triangulaire, que

‖u1
Ach,1 − u1

Jäg,1‖H1(Ωε) 6 ‖u1
Ach,1 − uε‖H1(Ωε) + ‖uε − u1

Jäg,1‖H1(Ωε) 6 K
(
ε

3
2 + ε

3
2

)
6 2 Kε

3
2 .

5.2 Rappels sur l’homogénéisation d’EDP elliptiques

Homogénéisation périodique

Le but de la théorie est de décrire les propriétés macroscopiques (modélisant par exemple la

diffusion de la chaleur) de matériaux composites, qui sont un mélange de deux ou plusieurs

constituants. Deux échelles caractérisent donc le matériau, l’une microscopique, décrivant les

hétérogénéités, et l’autre macroscopique décrivant le comportement global. Mathématiquement,

il s’agit d’étudier le comportement asymptotique, quand un paramètre tend vers zéro, d’une

équation aux dérivées partielles à coefficients oscillants, dépendant d’un petit paramètre. Ce

paramètre décrit les hétérogénéités, qui sont petites par rapport à la taille globale du composite.

Soit Ω un ouvert borné de RN , et uε solution du problème aux limites (AE) pour tout ε > 0

(AE) :





Aε uε = f sur Ω

uε = 0 sur ∂Ω,

où f est le terme source et Aε est défini comme suit

Aε = − div(Aε∇) = −
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aε

ij

∂

∂xj

)
.

Aε est une matrice Y-périodique telle que

aε
ij(x) = aij

(
x

ε

)
dans R

N , ∀i, j = 1, ...N

Aε(x) = A
(

x

ε

)
= aε

ij(x)16i,j6N , ∀i, j = 1, ...N
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aij est Y − périodique, ∀i, j = 1, ...N

et Y présente la cellule de référence définie par Y =]0, l1[×]0, l2[×.....×]0, lN [, avec l1, ..., lN

des entiers relatifs positifs. La matrice A est définie positive, de plus il existe deux constantes

0 < β 6 α tel que pour ξ ∈ RN et y ∈ Y ,

α|ξ|2 6

N∑

i,j=1

Aij(y)ξiξj 6 β|ξ|2.

Résultat de convergence

Nous énonçons dans cette sous-section un résulat classique qui a été étudié dans plusieurs

travaux, parmi lesquels on cite les travaux de Sanchez-Palencia [67, 69], Bakhvalov [18], Ben-

soussan, Lions et Papanicolaou [20].

Theorem 5.1. Soit f ∈ H−1(Ω) et uε la solution du problème aux limites (AE), alors :





i) uε ⇀ u0 converge faiblement dans H1
0 (Ω)

ii) Aε∇uε ⇀ A0∇u0 converge faiblement dans (L2(Ω))N ,

avec u0 est l’unique solution du problème aux limites





−
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
a0

ij

∂u0

∂xj

)
= f dans Ω

u0 = 0 sur ∂Ω.

Méthode multi-échelle : Développement asymptotique

Nous cherchons pour la solution uε un développement de la forme

uε =
+∞∑

i=0

εi ui

(
x,

x

ε

)
= u0

(
x,

x

ε

)
+ εu1

(
x,

x

ε

)
+ ε2u2

(
x,

x

ε

)
+ ...

où les ui sont Y-périodiques. Soit la fonction Ψ = Ψ(x, y) à deux variables de RN et nous notons

Ψε(x) = Ψ(x,
x

ε
) avec y =

x

ε
.
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Et par dérivation par rapport à xi, nous avons

∂Ψε

∂xi

(x) =
∂Ψ

∂xi

(
x,

x

ε

)
+

1

ε

∂Ψ

∂yi

(
x,

x

ε

)
.

Adoptant l’abus de language signalé plus haut, compte tenu de l’expression de Aε, nous obtenons

AεΨε(x) =
[
(ε−2

A0 + ε−1
A1 + A2)Ψ

] (
x,

x

ε

)
,

avec




A0 = −
N∑

i,j=1

∂

∂yi

(
aij(y)

∂

∂yj

)

A1 = −
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(y)

∂

∂yj

)
−

N∑

i,j=1

∂

∂yi

(
aij(y)

∂

∂xj

)

A2 = −
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(y)

∂

∂xj

)

Nous identifions les puissances successives de ε. Nous allons résoudre le système infini d’équa-

tions




A0 u0 = 0 sur Y

u0 Y-périodique selon y,





A0 u1 = −A1 u0 sur Y

u1 = 0 Y-périodique selon y,





A0 u2 = f − A1 u1 − A2 u0 sur Y

u2 = 0 Y-périodique selon y,

et pour tout s > 1,





A0 us+2 = f − A1 us+1 − A2 us sur Y

us+2 = 0 Y-périodique selon y.

Développement asymptotique pour l’opérateur de Laplace

Le principe du développement asymptotique multi-échelle consiste à chercher une solution d’une
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équation dépendant de ε (seule l’équation doit dépendre de ε et non le domaine) sous la forme :

+∞∑

i=0

εi vi

(
x,

x

ε

)
.

Pour cela, on travaille de façon formelle en injectant cette forme de la solution dans l’équation

puis en identifiant les termes de même degré en ε. En notant y =
x

ε
, on obtient une cascade

d’équations sur les deux variables macroscopique et microscopique, qui ne dépendent plus de

ε. Par exemple, dans le cas :

– Développement asymptotique pour l’opérateur de Laplace dans la direction de périodicité.





On cherche les solutions de (III.1) sous la forme suivante : v(x) =
+∞∑

i=0

εi vi

(
x,

x1

ε

)
,

alors formellement, on a :

−∆v(x) = 1
ε2 ∂2

yv0

(
x,

x1

ε

)
+ 1

ε

(
∂2

yv1

(
x,

x1

ε

)
+ ∂x1yv0

(
x,

x1

ε

)
+ ∂yx1v0

(
x,

x1

ε

))

+
+∞∑

i=0

εi

(
∆xvi

(
x,

x1

ε

)
+ ∂2

yvi+2

(
x,

x1

ε

)
+ ∂x1yvi+1

(
x,

x1

ε

)
+ ∂yx1vi+1

(
x,

x1

ε

))
.

– Développement asymptotique pour l’opérateur de Laplace dans les deux directions





On cherche les solutions de (III.1) sous la forme suivante : v(x) =
+∞∑

i=0

εi vi

(
x,

x

ε

)
,

alors formellement, on a :

−∆v(x) = 1
ε2 ∆yv0

(
x,

x

ε

)
+ 1

ε

(
∆yv1

(
x,

x

ε

)
+ divx(∇yv0)

(
x,

x

ε

)
+ divy(∇xv0)

(
x,

x

ε

))

+
+∞∑

i=0

εi

(
∆xvi

(
x,

x

ε

)
+ ∆yvi+2

(
x,

x

ε

)
+ divx(∇yvi+1)

(
x,

x

ε

)
+ divy(∇xvi+1)

(
x,

x

ε

))
.

Grâce aux cascades (dans une seule direction et deux directions), on arrive en général à mon-

trer que v0 ne dépend pas de y et à déterminer toutes les fonctions vi. Pour cela, lorsqu’on

travaille sur des problèmes périodiques dans toutes les directions, la méthode générale consiste

à moyenner une des équations sur une cellule de périodicité pour la variable microscopique. On

fait alors disparaître la variable microscopique et on espère fermer le système et obtenir une

équation sur v0.
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Préservez votre droit de penser, car même penser

mal est mieux que de ne pas penser du tout.

Hypatie d’Alexandrie (370-415)

est une mathématicienne et philosophe grecque.
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Chapitre IV

Étude de la régularité H
2 dans des domaines

rugueux par les approximations couches limites

1 Introduction

Pour l’étude de la régularité H2 dans des domaines rugueux, nous présentons dans ce cha-

pitre une implémentation indépendante de la méthode variationnelle, réalisée dans le deuxième

chapitre de cette thèse. L’objectif premier de la réalisation de cette maquette est de pouvoir

prendre conscience des résultats obtenus par la technique variationnelle. Plus précisément, la

dépendance en ordre O(ε−1) de la norme H2 de la solution exacte du problème (E). Cependant,

dans la littérature scientifique, les méthodes de développements asymptotiques ont été étendues

à d’autres problèmes. Citons par exemple les travaux de G. Allaire [12], qui s’est intéressé à

l’analyse asymptotique dans des milieux poreux des problèmes périodiques dans toutes les di-

rections. Pour une perturbation dans deux directions, il a obtenu que la norme H2 est majorée

en ordre O(ε−1). Néanmoins, l’intérêt principal de l’analyse asymptotique réside la plupart du

temps dans la possibilité de décrire le comportement prépondérant de la solution d’un certain

problème lorsque l’un de ses paramètres tend vers zéro ou l’infini ainsi que la description du

modèle dépend de l’échelle à laquelle on se place. La conclusion de cette discussion est que

compte tenu de la perturbation selon une seule direction du domaine rugueux Ωε (voir Figure

I.1), nous espérons améliorer la dépendance en ε de la norme H2 de la solution exacte associée

au problème aux limites (E) introduit dans le premier chapitre.

Avant d’entamer le contenu de ce chapitre proprement dit, nous voudrons formuler quelques

rappels d’ordre général concernant les deux derniers chapitres. D’une part, dans le deuxième

chapitre pour l’étude variationnelle de la régularité H2 du problème modèle (E) et afin d’évi-

ter toute difficulté technique lors du redressement de la couche rugueuse, nous avons pris la

géométrie illustrée dans la Figure I.1 avec une paroi rugueuse régulière. D’autre part, plusieurs
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ingrédients techniques sont présents dans le troisième chapitre de cette thèse concernant les

méthodes de construction d’approximation couche limite. Nous avons dérivé des approxima-

tions couches limites par l’approche d’Achdou et al. associées au modèle d’écoulement sanguin

modélisé mathématiquement par le problème (E) mais avec un terme source réel, et nous si-

gnalons que le bord rugueux peut être lipschitzien.

Le but à présent est de décrire une étude assez typique, c’est pourquoi on s’affranchit autant que

possible des contraintes techniques en imposant des hypothèses un peu fortes, pour se concen-

trer sur une étude par les méthodes d’analyse asymptotique proprement dites. Pour cela, nous

reprenons dans ce chapitre la même géométrie illustrée dans la figure I.1 avec un bord rugueux

assez régulier. Par ailleurs, il serait instructif d’étudier tout d’abord le modèle d’écoulement

sanguin modélisé mathématiquement par le problème aux limites ci dessous (III.1) avec une

source réelle :




−∆uε = C sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Résultat principal

En utilisant les approximations couches limites par l’approche d’Achdou introduites dans le

troisième chapitre de cette thèse, nous allons montrer dans ce chapitre le résultat suivant :
Théorème 9. La solution uε du problème aux limites (III.1) est dans H2(Ωε). De plus,il existe

deux constantes Cmin et Cmax strictement positives indépendantes de ε telles que

Cmin√
ε

6 ‖uε‖H2(Ωε) 6
Cmax√

ε
(IV.1)

Au cours de ce chapitre nous nous servirons ponctuellement de certains concepts des espaces de

Sobolev. Nous définissons grâce à la transformée de Fourier l’espace de Sobolev Hs(Rn), s > 0

tel que

Hs(Rn) =
{

u ∈ L2(Rn)
∣∣∣∣
∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ < +∞

}
.

Hs(Rn) est un espace de Hilbert muni de la norme :

‖u‖2
Hs =

∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ.

Nous renvoyons le lecteur à [1, 36] pour un exposé plus détaillé.
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De Théorème 9, il est assez naturel de signaler que la solution exacte uε du problème aux limites

(III.1) est singulière à l’ordre O(ε− 1
2 ) pour la norme H2. Dans ce qui suit immédiatement, nous

allons donc énoncer l’inégalité d’interpolation dans un domaine rugueux :

Corollaire 1. Étant donné un nombre réel s ∈ [1, 2]. Alors il existe une constante Cint stric-

tement positive indépendante de ε telle que la solution du problème aux limites (III.1) satisfait

l’estimation suivante

‖uε‖Hs(Ωε) 6 Cint ε
(1−s)

2 . (IV.2)

Preuve. Soit uε la solution du problème aux limites (III.1). Nous définissons le nombre réel

s ∈ [s1, s2] := [1, 2] de sorte que s := θs1 + (1 − θ)s2 = 2 − θ, avec 0 6 θ 6 1. En utilisant

l’inégalité fonctionnelle d’interpolation, nous avons

‖uε‖Hs(Ωε) 6 ‖uε‖θ
H1(Ωε)‖uε‖1−θ

H2(Ωε).

Ainsi, grâces aux inégalités [Théorème 1, (I.8)] et [Théorème 9, (IV.1)], il existe une constante

Cint strictement positive indépendante de ε telle que

‖uε‖Hs(Ωε) 6 sup(Cθ, C1−θ
max)

(
4(1 + ε)2 + 1

)θ
(√

mes(Ωε)
)θ

(
1√
ε

)1−θ

6 Cint ε− (1−θ)
2 .

Nous achevons la preuve en remplaçant l’expression de s = 2 − θ dans la dernière inégalité. La

preuve est complète.

Remettons l’accent sur le fait que l’ingrédient principal pour montrer les résultats ci-dessus

est l’utilisation des approximations couches limites d’ordres 1 et 2.

Nous avons choisi de commencer notre étude par :

2 Étude de la régularité H
2 par l’approximation couche

limite d’ordre 1

Cette section est principalement consacrée à étudier le comportement de la norme H2 associée

au problème aux limites (E) avec une source réelle, en utilisant l’approximation couche limite

d’ordre 1. Dans une première sous-section nous vérifierons que la norme H2 de l’extension d’ordre

1 du profil de Poiseuille dans le domaine rugueux Ωε est bornée. Après avoir établi quelques

estimations du correcteur cellulaire d’ordre 1, nous montrons que la hessienne de ce dernier est
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singulière en ordre O(ε− 1
2 ). Dans le même contexte, nous tenterons à prouver que le profil de

l’approche couche limite d’ordre 1 est singulier pour la norme H2. Nous expliciterons autant

que possible les détails des calculs, nous pouvons également énoncer un résultat de régularité

H2 et d’estimation à priori. En effet, la différence entre l’approximation couche limite d’ordre

1 et la solution exacte uε est majorée à l’ordre O(ε− 1
2 ). Enfin, nous concluons que la norme H2

de la solution exacte uε du problème aux limites (III.1) est majorée à l’ordre O(ε− 1
2 ).

Nous entamons la démarche par :

2.1 Régularité H2 de l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

Rappelons tout d’abord l’expression (III.3) de l’approximation d’ordre 0 par l’approche d’Ach-

dou et al.

u0
Ach,1 := u0

ext,1(x) =





u0 dans Ω0

∂u0

∂x2

(x1, 0) x2 dans Ωε\Ω0

=





C
2

x2 (1 − x2) dans Ω0

C
2

x2 dans Ωε\Ω0.

Le but de cette sous-section est un résultat assez simple, essentiellement calculatoire. Nous

établissons que la norme H2 dans le domaine rugueux Ωε de l’approximation d’ordre 0 par

l’approche d’Achdou et al. est majorée par une constante. Autrement dit, nous montrons la

proposition suivante

Proposition 33. Pour tout ε < 1, il existe une constante K0 strictement positive indépendante

de ε telle que

‖u0
ext,1‖H2(Ωε) 6 K0. (IV.3)

Preuve. La forme de la solution u0
ext,1 est explicite dans Ωε. En effet, nous prolongeons linéaire-

ment la solution u0 de l’écoulement de Poiseuille dans Ω0 par son développement de Taylor à

l’ordre 1 dans la partie rugueuse. Par conséquent, un calcul explicite donne

‖u0
ext,1‖2

L2(Ωε) =
∫

Ω0

(u0
ext,1)

2dx +
∫

Ωε\Ω0

(u0
ext,1)

2dx =
∫

Ω0

(
C

2
x2 (1 − x2)

)2

dx +
∫

Ωε\Ω0

(
C

2
x2

)2

dx

= L
(

C

2

)2
(∫ 1

0

(
x2 − x2

2

)2
dx2 +

∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)
x2

2 dx2

)
=

L

3

(
C

2

)2
(

1

10
−

(
εγ̃(

x1

ε
)
)3

)
.

Pour le gradient de l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille, nous prouvons la majoration

suivante
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‖∇u0
ext,1‖2

L2(Ωε) =
∫

Ω0

(∇u0
ext,1)

2dx +
∫

Ωε\Ω0

(∇u0
ext,1)

2dx =
∫

Ω0

(
C

2
− Cx2

)2

dx +
∫

Ωε\Ω0

(
C

2

)2

dx

= L
(

C

2

)2
(∫ 1

0
(1 − 2Cx2)

2 dx2 +
∫ 0

εγ̃(
x1
ε

)
dx2

)
6 L C2 (1 + ε‖γ̃‖L∞) .

Il est clair que dans l’approche u0
ext il n’y a pas de saut de gradient sur l’interface γ0, donc à

l’aide d’un calcul similaire, nous montrons que la Hessienne de u0
ext,1 vérifie

∥∥∥Hess(u0
ext,1)

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∥∥∥∥∥
∂2u0

ext,1

∂x2
2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

=
∫

Ω0

(
∂2u0

ext,1

∂x2
2

)2

dx +
∫

Ωε\Ω0

(
∂2u0

ext,1

∂x2
2

)2

dx

= C2
∫

Ω0

dx = LC2.

Nous regroupons les résultats obtenus, nous montrons que la norme ‖u0
ext,1‖H2(Ωε) est bornée

par une constante K0 strictement positive indépendante de ε. Ce qui achève la preuve.

2.2 Régularité H2 de correcteur couche limite à l’ordre 1

Nous rappelons dans cette sous-section l’expression (III.52) de l’approximation couche limite à

l’ordre 1 par l’approche d’Achdou et al.

u∞
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)
− β1x2

)
.

Signalons que la dérivée partielle d’ordre 1 de u0 sur le bord γ0 vérifie toujours ∂u0

∂x2
(x1, 0) = C

2
.

Nous allons effectuer l’étude de la norme H2 du correcteur couche limite à l’ordre 1. Dans la

proposition suivante, nous cherchons à exprimer la Hessienne de correcteur couche limite β1 à

l’échelle macroscopique en fonction de celle à l’échelle microscopique.

Précisons tout d’abord que la notation D2
x présente la Hessienne dans le domaine rugueux Ωε

et D2
y désigne la Hessienne dans le domaine cellulaire Z+ ∪ P . Alors nous avons

Proposition 34. Soit β1 la solution du problème microscopique (III.20), alors il existe ε0 > 0

et deux constantes K1 et K2 strictement positives indépendantes de ε tels que pour tout ε < ε0,

telles que

K2√
ε
6 ε

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
L2(Ωε)

6
K1√

ε

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

. (IV.4)
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Preuve. Nous introduisons la transformation φε(x) = y = (φ1
ε(x), φ2

ε(x)), le C2-difféomorphisme

telle que





φ1
ε(x) = y1 =

x1

ε

φ2
ε(x) = y2 =

x2

ε
,

dont le jacobien est donné par |Jφε| = 1
ε2 . Par un changement de variable de l’échelle macro-

scopique à l’échelle microscopique du différentiel d’ordre 2 du correcteur couche limite β1, nous

obtenons :

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∫

Ωε

2∑

i,j=1

∣∣∣∣∂
2
xixj

β1

(
x1

ε
,
x2

ε

)∣∣∣∣
2

dx1 dx2, avec ε =
L

2πk
pour k ∈ N

∗

=

E( L
2πε

)∑

k=1




∫

(Z+∪P )k

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
1

ε2
∂2

yiyj
β1(y)

∣∣∣∣
2

ε2dy




6
L

2πε




∫

(Z+∪P )

1

ε2

2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

β1(y)
∣∣∣
2

dy


 .

Il est immédiat que

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
L2(Ωε)

6

√
L√

2πε
3
2

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

. (IV.5)

Nous multiplions la dernière inégalité (IV.5) par ε, nous obtenons la première majoration voulue

avec comme constante K1 =

√
L

2π
. Il nous reste à démontrer la minoration énoncée dans (IV.4).

Pour cela, nous utilisons astucieusement une propriété de la partie entière, c’est à dire la relation

suivante

L

4πε
<

L

2πε
− 1 < E

(
L

2πε

)
6

L

2πε
< E

(
L

2πε

)
+ 1, pour tout ε <

L

4π
.

On s’aperçoit par un simple calcul que

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∫

Ωε

2∑

i,j=1

∣∣∣∣∂
2
xixj

β1

(
x

ε

)∣∣∣∣
2

dx =

E( L
2πε

)∑

k=1




∫

(Z+∪P )k

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
1

ε2
∂2

yiyj
β1(y)

∣∣∣∣
2

ε2dy




>
L

4πε




∫

(Z+∪P )

1

ε2

2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

β1(y)
∣∣∣
2

dy


 .
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Il existe donc une constante K2 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
L2(Ωε)

>

(
L

4πε3

) 1
2 ∥∥∥D2

yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

>
K2

ε
3
2

. (IV.6)

Nous achevons la preuve en multipliant l’inégalité (IV.6) par ε, ce qui donne la minoration

énoncée. La preuve est complète.

Dans le théorème suivant, nous établissons un résultat que nous utiliserons la suite. Nous

montrons que la Hessienne de correcteur couche limite β1 d’ordre 1 à l’échelle microscopique

dans un domaine non borné (Z+ ∪ P ) est majorée par une constante.

Théorème 10. Soit β1 ∈ D1,2(Z+ ∪ P ) la solution du problème microscopique (III.20), alors

il existe une constante K3 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

6 K3. (IV.7)

Démonstration. Nous voulons expliquer rapidement dans cette introduction l’idée directrice de

notre démonstration.

1. Partie I : D’une façon analogue à celle utilisée dans la première section de ce chapitre

pour démontrer la régularité H2 par la formulation variationnelle, nous introduisons une

partition de l’unité sur des pavés Qn sous la forme Qn =]0, 2π[×]2n−1, 5(2n−1)[ avec n ∈ N.

Ensuite, nous établissons des estimations locales en utilisant les résultats de la régularité

H2 [40, Evans] afin de prouver que la Hessienne de correcteur couche limite est d’ordre

O (2n).

2. Partie II : Nous sommons les normes sur tous les pavés sur lesquels nous avons établi

des estimations locales, ainsi nous utilisons les résultats des propositions 17 et 18 afin de

se débarrasser du poids en O (2n). Nous prouvons que la norme L2 de la Hessienne de

correcteur couche limite β1 à l’échelle microscopique est bornée dans Z+ ∪ P .

Pour initialiser la démarche ci-dessus, rappelons le problème cellulaire (III.20)





−∆β1 = 0 sur Z+ ∪ P

β1 = −y2 sur P 0

β1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.
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Nous introduisons la partition de l’unité ϕ(·) telle que





ϕ(y2) ∈ C∞
0 (Q0 ; [0, 1]) , avec Q0 =]1

2
, 5

2
[

ϕ(y2) ≡ 1 sur Q
′

0 =]1, 2[.

Figure IV.1 – Courbe de la partition de l’unité ϕ

Ensuite nous définissons la fonction Φn(·, ·) telle que





Φn(y1, y2) = ϕ
(

y2

2n

)

Φn ∈ C∞
0 (Qn ; [0, 1]) , avec Qn =]0, 2π[×]2n−1, 5 (2n−1)[

Φn ≡ 1 sur Q
′

n =]0, 2π[×]2n, 2n+1[.

Nous remarquons que Φ0(y1, y2) = ϕ (y2) et Φn(y1, y2) = Φ0

(
y1,

y2

2n

)
. Le gradient du Φn

vérifie

∇yΦn(y) =




∂Φn

∂y1
∂Φn

∂y2


 =




0
1

2n
ϕ

′
(

y2

2n

)


 =

1

2n
∇Φ0.

Nous introduisons dans la suite de cette démonstration la quantité βn(·) par

βn(y) = ϕ
(

y2

2n

)
(β1(y) − β1). (IV.8)

Nous vérifions aisément que βn(y) = ϕ
(

y2

2n

)
(β1(y) − β1) ∈ H1

0 (Qn) et que βn est la solution

faible de l’équation :

−∆yβn(y) = −
(

1

2n

)2

ϕ
′′

(
y2

2n

)
(β1(y) − β1) −

(
2

2n

)
ϕ

′
(

y2

2n

)
∂β1

∂y2

(y) := Fn(y).
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La formulation variationnelle est donnée par

∫

Qn

∇βn .∇v dy =
∫

Qn

Fn v dy, ∀v ∈ H1
0 (Qn).

A présent, notons Z la demi-bande infinie telle que

Z = ]0, 2π[ × ]1, +∞[ ⊂
(⋃

n

Q
′

n

)
.

Une majoration brutale conduit alors

∫

Z




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

β1

∣∣∣
2


 dy =

∫

Z




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

(β1 − β1)
∣∣∣
2


 dy 6

∑

n∈N

∫

Q
′
n




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

βn

∣∣∣
2


 dy. (IV.9)

D’autre part, d’après les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

∫

Q
′
n




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

βn(y)
∣∣∣
2


 dy = 2n

∫

Q
′
n




2∑

i,j=1

∣∣∣∣∂
2
yiyj

(
ϕ

(
y2

2n

)
(β1(y) − β1)

)∣∣∣∣
2

 dy2

2n
dy1

= (2n)−3
∫

Q
′
0




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
zizj

(
ϕ (z2) (β1(z1, 2nz2) − β1)

)∣∣∣
2


 dz1 dz2, avec z1 = y1 et z2 =

y2

2n
.

Pour simplifier la présentation de cette démonstration, nous notons la fonction β̃n(·) telle que

β̃n(z) = ϕ (z2) (β1(z1, 2nz2) − β1). En vertu de cette notation dans la dernière égalité, il suit

∫

Q
′
n




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
yiyj

βn(y)
∣∣∣
2


 dy = (2n)−3

∫

Q
′
0




2∑

i,j=1

∣∣∣∂2
zizj

β̃n(z)
∣∣∣
2


 dz1 dz2. (IV.10)

À ce stade nous faisons une petite discussion. Nous avons effectué un changement de variable

pour redresser le pavé Q
′

n en un domaine ne dépendant plus de n (par carte locale). Nous avons

changé les coefficients de l’opérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur Laplacien

déformé à coefficients variables dépendant de n). Sans établir tous les détails du calcul, notre

redressement est caractérisé par la métrique suivante

Gn =




2n 0

0 1
2n


 .

Notons ∆̃ l’opérateur Laplacien déformé qui s’écrit comme suit : ∆̃ = 2n∂z2
1

+ 1
2n ∂z2

2
.
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Avec les notations introduites, β̃n(·) est la solution faible du problème elliptique suivant





− ∆̃β̃n(z) = −2nϕ
′′

(z2)
(
β1(z1, 2nz2) − β1

)
− 2ϕ

′

(z1)
∂β1(z1, 2nz2)

∂z2

:= F̃n(z) dans Q0

β̃n = 0 sur ∂Q0.

(IV.11)

On peut adapter sans peine les études effectuées dans le deuxième chapitre. En vertu des

preuves des propositions 6 et 13 (voir chapitre II) et par des raisonnements similaires, nous

montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que nous

avons l’inégalité suivante

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
zizj

β̃n

∥∥∥
L2(Q′

0)
6 K(2n)2

(∥∥∥β̃n

∥∥∥
L2(Q0)

+
∥∥∥F̃n

∥∥∥
L2(Q0)

)
. (IV.12)

Pour pouvoir exploiter l’inégalité (IV.12), nous calculons les normes
∥∥∥β̃n

∥∥∥
L2(Q0)

et
∥∥∥F̃n

∥∥∥
L2(Q0)

,

nous obtenons ainsi

∥∥∥β̃n

∥∥∥
L2(Q0)

=
(∫

Q0

∣∣∣β̃n(z)
∣∣∣
2

dz
) 1

2

=
(∫

Q0

∣∣∣ϕ (z2) (β1(z1, 2nz2) − β1)
∣∣∣
2

dz
) 1

2

=
(

1

2n

) 1
2

(∫

Qn

∣∣∣∣ϕ
(

y2

2n

)
(β1(y) − β1)

∣∣∣∣
2

dy

) 1
2

=
(

1

2n

) 1
2

‖βn‖L2(Qn) ,

et

∥∥∥F̃n

∥∥∥
L2(Q0)

=
(∫

Q0

∣∣∣F̃n

∣∣∣
2

dz
) 1

2

=




∫

Q0

∣∣∣∣∣2
nϕ

′′

(z2) (β1(z1, 2nz2) − β1) + 2ϕ
′

(z1)
∂β1

∂z2

(z1, 2nz2)

∣∣∣∣∣

2

dz




1
2

6 2




∫

Q0

∣∣∣2nϕ
′′

(z2) (β1(z1, 2nz2) − β1)
∣∣∣
2

dz +
∫

Q0

∣∣∣∣∣2ϕ
′

(z1)
∂β1

∂z2

(z1, 2nz2)

∣∣∣∣∣

2

dz




1
2

6 K




∫

Q0

∣∣∣2n(β1(z1, 2nz2) − β1)
∣∣∣
2

dz +
∫

Q0

∣∣∣∣∣2
∂β1

∂z2

(z1, 2nz2)

∣∣∣∣∣

2

dz




1
2

6 K


 1

2n

∫

Qn

∣∣∣2n(β1(y1, y2) − β1)
∣∣∣
2

dy +
2

2n

∫

Qn

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, y2)

∣∣∣∣∣

2

dy




1
2

6 K

(
(2n)

1
2 ‖βn‖L2(Qn) +

(
2

2n

) 1
2

‖∇βn‖L2(Qn)

)
.
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Au terme de ces calculs, nous remplaçons ces deux dernières quantités dans (IV.12). Alors il

existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
zizj

β̃n

∥∥∥
L2(Q′

0)
6 K

(
(2n)

1
2 ‖βn‖L2(Qn) +

(
2

2n

) 1
2

‖∇βn‖L2(Qn)

)
. (IV.13)

Pour finir cette première partie, il nous suffit de regrouper les résultats obtenus. De (IV.10) et

(IV.13) il vient qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
yiyj

βn

∥∥∥
L2(Q′

n)
6 (2n)− 3

2

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
zizj

β̃n

∥∥∥
L2(Q′

0)
6 K (2n)

(
‖βn‖L2(Qn) + ‖∇βn‖L2(Qn)

)
. (IV.14)

Partie II :

Nous venons de montrer la première étape, il nous reste donc à montrer la deuxième partie de

cette démonstration. Celle-ci se démontre grâce aux résultats obtenus dans la première partie.

En effet, si nous injectons (IV.9) dans (IV.14), nous montrons qu’il existe deux constantes K1

et K2 strictement positives indépendantes de n telles que

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
yiyj

β1

∥∥∥
L2(Z)

6
∑

n∈N




2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
yiyj

βn

∥∥∥
L2(Q′

n)


 6 K1 (2n)


∑

n∈N

‖βn‖L2(Qn) +
∑

n∈N

‖∇βn‖L2(Qn)




6 K2 (2n)


∑

n∈N

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Qn)

+
∑

n∈N

‖∇β1‖L2(Qn)


 .

(IV.15)

Pour pouvoir se débarrasser du poids d’ordre O (2n), étudions les normes
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2

et ‖∇β1‖L2

dans le pavé Qn. Bien entendu, pour tout α ∈ ]0, 1[ nous avons

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Qn)

=
(∫

Qn

∣∣∣β1 − β1

∣∣∣
2

dy
) 1

2

=
(∫

Qn

∣∣∣eαy2(β1 − β1)
∣∣∣
2

e−2αy2dy
) 1

2

6

(
e−2α2n−1

∫

Qn

∣∣∣eαy2(β1 − β1)
∣∣∣
2

dy
) 1

2

:=
√

e−α2n
∥∥∥eαy2(β1 − β1)

∥∥∥
L2(Qn)

,

et étant donné un réel α ∈
]
0, 1

2

[
, nous avons aussi

‖∇β1‖L2(Qn) =
(∫

Qn

|∇β1|2 dy
) 1

2

=
(∫

Qn

|eαy2∇β1|2 e−2αy2dy
) 1

2

6

(
e−2α2n−1

∫

Qn

|eαy2∇β1|2 dy
) 1

2

:=
√

e−α2n ‖eαy2∇β1‖L2(Qn) .
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En injectant ces deux dernières inégalités dans (IV.15), alors pour tout α ∈
]
0, 1

2

[
, nous obtenons

2∑

i,j=1

∥∥∥∂2
yiyj

β1

∥∥∥
L2(Z)

6 K
∑

n∈N

(2n)
√

e−α2n

(∥∥∥eαy2(β1 − β1)
∥∥∥

L2(Qn)
+ ‖eαy2∇β1‖L2(Qn)

)
. (IV.16)

Bien entendu, l’utilisation des résultats des propositions 17 et 18 ainsi que du critère de d’Alem-

bert pour les séries nous permet de montrer la convergence des deux séries dans l’expression

(IV.16). Autrement dit, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indé-

pendante de n telle que

‖Hess (β1)‖L2(Z) 6 K avec Z = ]0, 2π[ × ]1, +∞[ . (IV.17)

Par ailleurs, grâce au théorème de la régularité H2 dans un domaine borné à bord assez régu-

lier [40, Evans], nous concluons que la norme L2 de la Hessienne de correcteur couche limite

β1 à l’échelle macroscopique est bornée dans (Z+ ∪ P ) \Z. D’où on achève la démonstration.

Nous allons maintenant montrer une estimation de la norme
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
H2(Ωε)

. Celle-ci ne consti-

tue en réalité qu’un intermédiaire pour démontrer le résultat d’estimation d’erreur à priori entre

l’approximation couche limite d’ordre 1 et la solution exacte uε pour la norme H2, c’est à dire

le Théorème 12.

Proposition 35. Pour tout 0 < ε < 1, il existe une constante K4 strictement positive indé-

pendante de ε telle que

ε
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
H2(Ωε)

6
K4√

ε
. (IV.18)

Preuve. Nous partons de l’inégalité suivante

ε
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
H2(Ωε)

6 ε
(∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Ωε)
+

∥∥∥∇x(β1 − β1)
∥∥∥

2

L2(Ωε)
+

∥∥∥D2
x(β1 − β1)

∥∥∥
2

L2(Ωε)

) 1
2

. (IV.19)

D’après les formules de changement de variables dans les intégrales, nous vérifions

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∫

Ωε

∣∣∣∣β1

(
x

ε

)
− β1

∣∣∣∣
2

dx =

E( L
2πε

)∑

k=1

(∫

(Z+∪P )k

∣∣∣β1 (y) − β1

∣∣∣
2

ε2dy

)

6
L

2πε

(
ε2

∫

(Z+∪P )

∣∣∣β1 (y) − β1

∣∣∣
2

dy

)
.

(IV.20)
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Nous pouvons également appliquer les résultats des propositions 17 et 18 (propriétés fondamen-

tales de la solution microscopique cellulaire d’ordre 1). Pour cela, nous rappelons tout d’abord

que la moyenne Γ de la fonction (−γ̃) sur une période 2π est définie par

Γ =
1

2π

∫ 2π

0
(−γ̃(y1)) dy1.

En utilisant le fait que (a + b)2 6 2(a2 + b2) pour a et b deux réels positifs, ainsi que pour tout

α réel strictement positif, il suit

∫

(Z+∪P )

∣∣∣β1(y) − β1

∣∣∣
2

dy =
∫

P

∣∣∣β1(y) − β1 + Γ − Γ
∣∣∣
2

dy +
∫

Z+

∣∣∣β1(y) − β1

∣∣∣
2

dy

6 2
(∫

P

∣∣∣β1(y) − β1 + Γ
∣∣∣
2

dy +
∫

P

∣∣∣Γ
∣∣∣
2

dy
)

+
∫

Z+

∣∣∣β1(y) − β1

∣∣∣
2

dy

6 2
(∫

P
e−2αy2

∣∣∣eαy2

(
β1(y) − β1 + Γ

)∣∣∣
2

dy +
∫

P

∣∣∣Γ
∣∣∣
2

dy
)

+
∫

Z+
e−2αy2

∣∣∣eαy2

(
β1(y) − β1

)∣∣∣
2

dy

6 2
(

e−2αγ̃(y1)
∥∥∥β1 − β1 + Γ

∥∥∥
2

L2(P, eαy2 )
+ 2π|γ̃(y1|

(
Γ

)2
)

+
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+, eαy2 )
.

Pour pouvoir appliquer les résultats des inégalités (III.33) et (III.41), nous nous restreindrons

à α ∈]0, 1
2
[. Nous avons donc l’existence des deux constantes strictement positives C̃2 et K

dépendantes de α telles que

∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
2

L2(Z+∪P )
6 2

(
e−2αγ̃(y1)C̃2 ‖∇yβ1‖2

L2(P, eαy2 ) + 2π
(
Γ

)2
)

+ ‖∇yβ1‖2
L2(Z+, eαy2 ) 6 K.

En remplaçant cette dernière inégalité dans (IV.20), alors il existe une constante K strictement

positive indépendante de ε

ε
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Ωε)

6 K

√
L

2π
ε

3
2 . (IV.21)

Nous nous intéressons maintenant à l’estimation du gradient de la différence entre le correcteur

couche limite d’ordre 1 et sa moyenne dans le domaine rugueux Ωε. En suivant toujours le

même procédé, les formules de changement de variables dans les intégrales nous donnent

∥∥∥∇x(β1 − β1)
∥∥∥

2

L2(Ωε)
=

∫

Ωε

2∑

i=1

∣∣∣∣∂xi
β1

(
x

ε

)∣∣∣∣
2

dx1 dx2 =

E( L
2πε

)∑

k=1

(∫

(Z+∪P )k

2∑

i=1

∣∣∣∣
1

ε
∂yi

β1(y)
∣∣∣∣
2

ε2dy1dy2

)

6
L

2πε
‖∇yβ1‖2

L2(Z+∪P ) .
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En prenant en compte que ∇yβ1 ∈ L2(Z+ ∪ P ), nous tirons donc qu’il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que

ε
∥∥∥∇x(β1 − β1)

∥∥∥
L2(Ωε)

6 ‖∇yβ1‖2
L2(Z+∪P )

√
L

2π

√
ε. (IV.22)

Il nous reste à étudier la Hessienne de la différence entre le correcteur couche limite d’ordre 1 et

sa moyenne dans le domaine rugueux Ωε. Une version similaire au calcul ci-dessus nous donne

∥∥∥D2
x(β1 − β1)

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∫

Ωε

2∑

i,j=1

∣∣∣∣∂
2
xixj

β1

(
x

ε

)∣∣∣∣
2

dx =

E( L
2πε

)∑

k=1




∫

(Z+∪P )k

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
1

ε2
∂2

yiyj
β1(y)

∣∣∣∣
2

ε2dy




6
L

2πε3

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
2

L2(Z+∪P )
.

Nous utilisons le résultat du Théorème 10, il vient

ε
∥∥∥D2

x(β1 − β1)
∥∥∥

L2(Ωε)
6

√
L√

2πε

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

6
K3

√
L√

2πε
. (IV.23)

Nous finissons en injectant les estimations (IV.21), (IV.22) et (IV.23) dans (IV.19). Alors il

existe une constante K4 strictement positive indépendante de ε telle que pour tout ε < 1, on a

ε
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
H2(Ωε)

6 K4

(
ε

3
2 +

√
ε +

1√
ε

)
6

3K4√
ε

.

Ceci permet de conclure.

2.3 Norme H2 de l’approximation couche limite à l’ordre 1

Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction de ce chapitre, après avoir montré que la

hessienne du correcteur cellulaire d’ordre 1, est singulière à l’ordre O(ε− 3
2 ), nous montrerons

également que la norme H2 de l’approximation couche limite à l’ordre 1 est singulière à l’ordre

O(ε− 1
2 ). Autrement, dans cette courte sous-section nous aimerions montrer le résultat suivant :

Théorème 11. Soit u∞
Ach,1 l’approximation couche limite d’ordre 1, alors il existe deux constantes

K5 et K6 strictement positives indépendantes de ε telles que pour tout ε ∈ [0, 1[, nous avons

K5√
ε
6 ‖u∞

Ach,1‖H2(Ωε) 6
K6√

ε
. (IV.24)
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Preuve. Nous partons de la relation suivante

‖u∞
Ach,1‖2

H2(Ωε) = ‖u∞
Ach,1‖2

H1(Ωε) +
∥∥∥Hess (u∞

Ach,1)
∥∥∥

2

L2(Ωε)
. (IV.25)

Nous introduisons par interpolation la solution uε dans la norme ‖u∞
Ach,1‖H1(Ωε). Alors par

l’inégalité triangulaire et grâce au théorème 1 ainsi la proposition 20, il vient qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖u∞
Ach,1‖H1(Ωε) 6 ‖uε‖H1(Ωε) + ‖u∞

Ach,1 − uε‖H1(Ωε)

6 K
[√

mes(Ωε)
(
4(1 + ε)2 + 1

)
+ ε

3
2

]
6 K.

(IV.26)

D’autre part, en utilisant l’expression explicite de l’approximation couche limite d’ordre 1 on

obtient l’existence d’une constante K strictement positive indépendante de ε telle que pour

tout ε ∈ [0, 1[, nous avons

∥∥∥Hess (u∞
Ach,1)

∥∥∥
L2(Ωε)

6

∥∥∥Hess (u0
ext,1)

∥∥∥
L2(Ωε)

+
ε

1 + εβ1

C

2

∥∥∥∥Hess
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)∥∥∥∥
L2(Ωε)

6

∥∥∥u0
ext,1

∥∥∥
H2(Ωε)

+
C

2
ε

∥∥∥D2
xβ1

∥∥∥
L2(Ωε)

6

∥∥∥u0
ext,1

∥∥∥
H2(Ωε)

+
K√

ε

∥∥∥D2
yβ1

∥∥∥
L2(Z+∪P )

.

Les résultats du théorème 10 et la proposition 33 donnent immédiatement qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ε telle que pour tout ε < 1, nous avons

∥∥∥Hess (u∞
Ach,1)

∥∥∥
L2(Ωε)

6 K

(
1 +

1√
ε

)
6

2K√
ε

. (IV.27)

Pour établir la première inégalité, il suffit de remplacer les estimations (IV.26) et (IV.27) dans

(IV.25) afin de majorer ‖u∞
Ach,1‖H2(Ωε). A présent, il nous reste à exploiter une minoration de la

norme ‖u∞
Ach,1‖H2(Ωε). En appliquant l’inégalité triangulaire, il vient

Cε

4

∥∥∥∥Hess
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)∥∥∥∥
L2(Ωε)

−
∥∥∥Hess (u0

ext,1)
∥∥∥

L2(Ωε)
6

∥∥∥Hess (u∞
Ach,1)

∥∥∥
L2(Ωε)

6 ‖u∞
Ach,1‖H2(Ωε).

D’après l’inégalité (IV.6), nous montrons qu’il existe une constante K2 strictement positive

indépendante de ε telle que pour tout ε < 1, nous avons

∥∥∥∥Hess
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)∥∥∥∥
L2(Ωε)

=
∥∥∥D2

xβ1

∥∥∥
L2(Ωε)

>
K2

ε
3
2

.
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En regroupant les résultats des deux dernières inégalités, on s’aperçoit que la norme ‖u∞
Ach,1‖H2(Ωε)

est minorée à l’ordre O(ε− 1
2 ). Ceci conclut la preuve.

2.4 Norme H2 de l’estimation d’erreur d’ordre 1

Nous arrivons à la toute dernière partie de cette analyse asymptotique. Nous allons dans cette

sous-section effectuer l’étude théorique de l’erreur pour la norme H2(Ωε) entre la solution exacte

uε et l’approximation couche limite d’ordre 1. L’objectif est de montrer le résultat suivant

Théorème 12. Soit uε la solution du problème (III.1). Alors pour tout ε < 1, il existe une

constante K7 strictement positive indépendante de ε telle que l’approximation couche limite

u∞
Ach,1 d’ordre 1 satisfait

‖uε − u∞
Ach,1‖H2(Ωε) 6

K7√
ε
, (IV.28)

Démonstration. Commençons par rappeler que l’approximation couche limite u∞
Ach,1 d’ordre 1

est la solution du problème suivant :





−∆u∞
Ach,1 = C 1[Ω0] sur Ωε

u∞
Ach,1 = ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

)
sur Γ∞

u∞
Ach,1 = 0 sur γε

u∞
Ach,1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Posons la différence r1,∞
ε = uε − u∞

Ach,1. Alors r1,∞
ε est la solution du problème aux limites





−∆r1,∞
ε = C 1[Ωε\Ω0] sur Ωε

r1,∞
ε = − ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

)
sur Γ∞

r1,∞
ε = 0 sur γε

r1,∞
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

Rappelons aussi que la dérivée partielle d’ordre 1 de u0 sur l’interface γ0 vérifie ∂u0

∂x2
(x1, 0) = C

2
.

Nous remarquons que sur le bord lisse Γ∞, l’erreur r1,∞
ε est non homogène. Pour cela, nous

définissons astucieusement l’expression R̃ε telle que

R̃ε = r1,∞
ε +

ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)ϕ(x2)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
,
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où, ϕ(·) est une fonction suffisamment régulière de C∞(] − 1, 1], [0, 1]) vérifiant





ϕ ≡ 1 si x2 = 1

0 6 ϕ 6 1 sur
[
1

2
, 1

]

ϕ ≡ 0 sur
]
−1,

1

2

]
.

Bien entendu, la fonction R̃ε est la solution du problème aux limites avec une condition du

Dirichlet homogène :





−∆R̃ε = C1[Ωε\Ω0] − ε

1+εβ1

∂u0

∂x2
(x1, 0)∆

(
ϕ(x2)

(
β1(

x1

ε
, 1

ε
) − β1

))
sur Ωε

R̃ε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

R̃ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(IV.29)

Pour des raisons de commodité, nous notons Gβ1,ε(·) le terme source associé au problème aux

limites (IV.29) tel que

Gβ1,ε(x) = C1[Ωε\Ω0] − ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0) ∆
(

ϕ(x2)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

))
.

Après dérivation, nous obtenons

Gβ1,ε(x) = C1[Ωε\Ω0] − ε

1 + εβ1

C

2

[(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
ϕ

′′

(x2)
]

. (IV.30)

Compte tenu du résultat de l’estimation (III.61) et par un calcul similaire nous pouvons déduire

une convergence exponentielle de la différence du correcteur β1 par rapport à sa moyenne β1 sur

le bord Γ∞ pour la norme L2(Γ∞). De ce fait, nous montrons que la fonction Gβ1,ε appartient

à L2(Ωε) et qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que pour

tout ε assez petit, nous avons

‖Gβ1,ε‖L2(Ωε) 6 K

(√
mes(Ωε\Ω0) + ε

∥∥∥∥β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

∥∥∥∥
L2(Γ∞)

)
6 K

(√
ε + e− 1

ε

)
6 2K

√
ε. (IV.31)

Tous les ingrédients sont réunis pour pouvoir appliquer les résultats du deuxième chapitre

de cette thèse. Nous nous plaçons sous les mêmes hypothèses d’un problème elliptique aux

conditions aux limites homogènes dans un domaine périodique avec une paroi rugueuse assez

régulière. Appliquons au problème aux limites (IV.29) l’inégalité (II.51) associé au Théorème

153



Chapitre IV. Étude de la régularité H2 dans des domaines rugueux par les
approximations couches limites

2, alors il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6 K
(

‖Gβ1,ε‖L2(Ωε) +
1

ε

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H1(Ωε)

)
. (IV.32)

Maintenant pour pouvoir exploiter cette dernière inégalité, cherchons la formulation variation-

nelle du problème aux limites (IV.29). Étant donnée une fonction test v ∈ Hper,0(Ωε), à l’aide

de la formule de Green, nous obtenons

〈
∇R̃ε , ∇v

〉
Ωε

=
〈
−∆R̃ε , v

〉
Ωε

= 〈Gβ1,ε , v〉Ωε
.

Par l’inégalité triangulaire, nous avons

∣∣∣∣
〈
∇R̃ε , ∇v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6
∣∣∣〈Gβ1,ε , v〉Ωε

∣∣∣ . (IV.33)

En appliquant le théorème de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite de l’inégalité (IV.33)

ainsi par la proposition 2 (Inégalité de Poincaré dans un domaine rugueux), il vient

∣∣∣〈Gβ1,ε , v〉Ωε

∣∣∣ 6 ‖Gβ1,ε‖L2(Ωε) ‖v‖L2(Ωε) 6 CP (ε) ‖Gβ1,ε‖L2(Ωε) ‖∇v‖L2(Ωε), (IV.34)

où CP (ε) désigne la constante de Poincaré donnée par (1 + ε) (voir chapitre I). En prenant

R̃ε = v dans (IV.33) et (IV.34) et par le lemme 1, nous obtenons

αε

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
2

H1(Ωε)
6

∥∥∥∇R̃ε

∥∥∥
2

L2(Ωε)
6 |〈Gβ1,ε , R̃ε〉Ωε

| 6 CP (ε) ‖Gβ1,ε‖L2(Ωε) ‖∇R̃ε‖L2(Ωε), (IV.35)

où αε est la constante de coercivité donnée par αε = 1
4(1+ε)2+1

. Avant d’aller plus loin dans notre

raisonnement, signalons que la solution R̃ε ∈ L2(Ωε). En effet en tenant compte des estimations

(III.54) et (III.61), alors il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle

que ∥∥∥R̃ε

∥∥∥
L2(Ωε)

6 K
(∥∥∥r1,∞

ε

∥∥∥
L2(Ωε)

+ ε
∥∥∥β1 − β1

∥∥∥
L2(Γ∞)

)
6 Kε

3
2 . (IV.36)

De (IV.35) et (IV.36), nous pouvons déduire

αε

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
2

H1(Ωε)
6 CP (ε) ‖Gβ1,ε‖L2(Ωε)

(
‖R̃ε‖L2(Ωε) + ‖∇R̃ε‖L2(Ωε)

)
. (IV.37)
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Ainsi, d’après (IV.37) et (IV.31), nous déduisons :

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6
CP (ε) ‖Gβ1,ε‖L2(Ωε)

αε

6 K

(
CP (ε)

αε

) √
ε. (IV.38)

Nous remplaçons l’estimation (IV.38) dans l’expression (IV.32), donc il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que pour tout ε assez petit, nous avons

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6 K

(√
ε +

1√
ε

)
6

2K√
ε

. (IV.39)

D’autre part, par un calcul similaire à celui de l’estimation (III.61), nous montrons l’existence

d’une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥∥∥
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)ϕ(x2)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)∥∥∥∥∥
H2(Γ∞)

6 Kεe− 1
ε . (IV.40)

Nous pouvons conclure définitivement la démonstration en réunissant tous les résultats obtenus.

De (IV.39) et (IV.40), nous montrons par inégalité triangulaire qu’il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que pour tout ε assez petit, nous avons

∥∥∥r1,∞
ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

+
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
∥∥∥∥ϕ(x2)

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)∥∥∥∥
H2(Γ∞)

6 K
(∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

+ ε e− 1
ε

)
6

K√
ε
.

Ceci permet d’achever la démonstration.

2.5 Premier résultat par l’approximation couche limite d’ordre 1

Pour prouver le Théorème 9, nous désirons nous servir des résultats ci-dessus des deux Théo-

rèmes 19 et 12. À l’aide de l’inégalité triangulaire, nous prouvons immédiatement que la régu-

larité H2 du problème aux limites (III.1) est majorée en O(ε− 1
2 ). Autrement dit, nous montrons

l’existence d’une constante Cmax strictement positive indépendante de ε telle que

‖uε‖H2(Ωε) 6 ‖uε − u∞
Ach,1‖H2(Ωε) + ‖u∞

Ach,1‖H2(Ωε) 6
K6 + K7√

ε
6

Cmax√
ε

.

Il est intéressant de se poser la question de la possibilité d’utiliser l’approximation couche

limite u∞
Ach,2 d’ordre 2 par l’approche d’Achdou et al. On peut notamment se poser la question
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suivante :

Question 3. Peut-on obtenir une meilleure majoration pour la norme H2 de la solution exacte

uε lorsque nous utilisons l’approximation u∞
Ach,2 ?

Cette question semble très facile à répondre et ne devrait pas poser de grandes difficultés. Pour

cela, nous ferons une étude un peu détaillée dans la section suivante.

3 Étude de la régularité H
2 par l’approximation couche

limite d’ordre 2

Dans cette section, nous souhaitons répondre à la Question 3. Bien qu’il y ait des nombreuses

différences pour les taux de convergence des approximations couches limites d’ordre 1 et 2

dans les normes L2 et H1, nous pouvons montrer que l’utilisation de l’approximation couche

limite u∞
Ach,2 ne fournit pas une meilleure majoration que celle d’ordre 1. En effet, bien que

l’expression (III.98) de u∞
Ach,2 relie les deux correcteurs couches limites β1 et β2, les oscillations

de correcteur couche limite ε(β1(
x
ε
) − β1x2) du premier ordre ont des amplitudes assez grandes

et ne divergent pas plus vite que O(ε− 1
2 ). Par contre, grâce à l’approximation couche limite

d’ordre 1, nous montrons que la norme H2 de la solution exacte uε associée au problème aux

limites (III.1) est singulière à l’ordre O(ε− 1
2 ). Le bilan de cette section est semblable à celle

de la section précédente. Pour cela dans la suite, nous décrivons brièvement le schéma de la

technique sans détailler tous les calculs. Disons qu’il repose sur les ingrédients suivants :

Régularité H2 de l’extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille

Proposition 36. Pour tout ε ∈ [0, 1[, il existe une constante C̃0 strictement positive indépen-

dante de ε telle que

‖u0
ext,2‖H2(Ωε) 6 C̃0. (IV.41)

Preuve. La forme de la solution u0
ext,2 est explicite dans Ωε. On s’aperçoit par un calcul explicite

que

‖u0
ext,2‖2

L2(Ωε) =
∫

Ωε

(u0
ext,2)

2dx =
∫

Ωε

(
C

2
x2 (1 − x2)

)2

dx

= L
(

C

2

)2
(∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)

(
x2 − x2

2

)2
dx2

)

=
L

30

(
C

2

)2
[
1 −

(
εγ̃

(
x1

ε

))3
(

10 + 15 εγ̃
(

x1

ε

)
+ 6

[
εγ̃

(
x1

ε

)]2
)]

.
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Concernant le gradient de profil de Poiseuille dans le domaine rugueux, nous avons la majoration

suivante

‖∇u0
ext,2‖2

L2(Ωε) =
∫

Ωε

(∇u0
ext,2)

2dx =
∫

Ωε

(
C

2
− Cx2

)2

dx = L
(

C

2

)2
(∫ 1

εγ̃(
x1
ε

)
(1 − 2Cx2)

2 dx2

)

6 C̃
(
1 + ε‖γ̃‖L∞ + ε3‖γ̃‖3

L∞

)
.

Pour la Hessienne de u0
ext,2, nous dérivons explicitement que

∥∥∥Hess(u0
ext,1)

∥∥∥
2

L2(Ωε)
=

∥∥∥∥∥
∂2u0

ext,1

∂x2
2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

=
∫

Ωε

(
∂2u0

ext,1

∂x2
2

)2

dx =
∫

Ωε

C2dx = LC2
(

1 − εγ̃
(

x1

ε

))
.

En regroupant les résultats de toutes les normes ci-dessus, alors il existe une constante C̃0

strictement positive indépendante de ε telle que pour tout ε ∈ [0, 1[ la norme ‖u0
ext,1‖H2(Ωε) est

bornée par C̃0. D’où le résultat voulu.

Quelques estimations de correcteur couche limite à l’ordre 2

Nous rappelons tout d’abord que le correcteur β2 d’ordre 2 est solution du problème de Laplace

suivant




−∆β2 = 0 sur Z+ ∪ P

β2 = −y2
2 sur P 0

β2 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr

lim
y2→+∞

β2(y) = β2 =
1

2π

∫ 2π

0
β2(y1, 0) dy1.

Par la même méthodologie que nous avons illustrée dans la sous-section 2.2 de ce chapitre

adaptée au correcteur couche limite d’ordre 1, nous établissons quelques estimations de correc-

teur couche limite à l’ordre 2. Nous ne donnerons aucune démonstration pour les résultats qui

suivent et renvoyons le lecteur à la sous-section 2.2.

Proposition 37. Il existe ε0 > 0 et deux constantes C̃1 et C̃2 strictement positives indépen-

dantes de ε tels que pour tout ε < ε0, le correcteur couche limite β2 d’ordre 2 satisfait

C̃2√
ε
6 ε

∥∥∥D2
xβ2

∥∥∥
L2(Ωε)

6
C̃1√

ε

∥∥∥D2
yβ2

∥∥∥
L2(Z+∪P )

. (IV.42)

Théorème 13. Soit β2 ∈ D1,2(Z+∪P ) la solution du problème microscopique d’ordre 2 (III.96),

alors il existe ε0 > 0 et une constante C̃3 strictement positive indépendante de ε tels que pour
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tout ε < ε0, nous avons ∥∥∥D2
yβ2

∥∥∥
L2(Z+∪P )

6 C̃3. (IV.43)

Proposition 38. Il existe ε0 > 0 et une constante C̃4 strictement positive indépendante de ε

tels que pour tout ε < ε0, nous avons l’estimation suivante

ε
∥∥∥β2 − β2

∥∥∥
H2(Ωε)

6
C̃4√

ε
. (IV.44)

Norme H2 de l’approximation couche limite à l’ordre 2

De la même façon que dans la sous-section 2.3 de ce chapitre, nous montrerons que la norme

H2 dans le domaine rugueux de l’approximation couche limite à l’ordre 2 est singulière à l’ordre

O(ε− 1
2 ). De même que précédemment, nous énonçons sans démonstration le résultat suivant

Théorème 14. Soit u∞
Ach,2 l’approximation couche limite d’ordre 2, alors il existe ε0 > 0 et

deux constantes C̃5 et C̃6 strictement positives indépendantes de ε tels que pour tout ε < ε0,

nous avons

C̃5√
ε
6 ‖u∞

Ach,2‖H2(Ωε) 6
C̃6√

ε
. (IV.45)

Norme H2 de l’estimation d’erreur d’ordre 2

Contrairement au cas de l’approximation couche limite d’ordre 1 nous avons une estimation

d’erreur dans H2(Ωε) avec un taux de convergence en ordre O(
√

ε) dû au terme source dans

la partie rugueuse. Nous montrons ici une convergence exponentielle de l’estimation d’erreur

d’ordre 2.

Théorème 15. Soit uε la solution exacte du problème aux limites (III.1). Alors il existe ε0 > 0

et une constante C̃7 strictement positive indépendante de ε tels que pour tout ε < ε0, l’approxi-

mation couche limite u∞
Ach,2 d’ordre 2 satisfait

‖uε − u∞
Ach,2‖H2(Ωε) 6 C̃7 e

−1
ε . (IV.46)

Démonstration. La stratégie est toujours la même que celle dans la démonstration du théorème

12. Rappelons tout d’abord que l’approximation couche limite u∞
Ach,2 d’ordre 2 est la solution
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du problème aux limites suivant :





−∆u∞
Ach,2 = C dans Ωε

u∞
Ach,2 = ωε sur Γ∞

u∞
Ach,2 = 0 sur γε

u∞
Ach,2 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

avec ωε(x1) =
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)

+
ε2

2

∂2u0

∂x2
2

(x1, 0)

[(
β2

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β2

)
− εβ2

1 + εβ1

(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)]
.

Si nous définissons l’erreur r2,∞
ε = uε −u∞

Ach,2, alors r2,∞
ε est la solution du problème aux limites





−∆r2,∞
ε = 0 dans Ωε

r2,∞
ε = −ωε sur Γ∞

r2,∞
ε = 0 sur γε

r2,∞
ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(IV.47)

Il est clair que l’erreur r2,∞
ε est non homogène sur le bord lisse Γ∞. Nous allons nous débarrasser

de cette trace. Définissons donc les expressions Eε(·) et η(·) telles que

Eε(x) = r2,∞
ε (x) + η(x2) ωε(x1).

Signalons que la fonction η(·) est de C∞(] − 1, 1], [0, 1]), définie astucieusement comme suit





η ≡ 1 si x2 = 1

0 6 η 6 1 sur
[
1

2
, 1

]

η ≡ 0 sur
]
−1,

1

2

]
.

Il est assez immédiat que la fonction Eε(·) est la solution de problème aux limites avec une

condition du Dirichlet homogène :





−∆Eε = −∆ (η ωε) dans Ωε

Eε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

Eε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(IV.48)
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Pour simplifier la présentation, notons Fε
β1,β2

(·) la fonction terme source du problème aux limites

(IV.48). Nous dérivons ce terme source et nous obtenons

−∆ (η ωε) = − ε

1 + εβ1

C

2

[(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
η

′′

(x2)
]

+
Cε2

2

[(
β2

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β2

)
η

′′

(x2)
]

− Cε2

2

εβ2

1 + εβ1

[(
β1

(
x1

ε
,
1

ε

)
− β1

)
η

′′

(x2)
]

,

:= Fε
β1,β2

(x).

(IV.49)

De même que précédemment, un calcul similaire à celui de l’estimation (III.61) nous donne

que Fε
β1,β2

∈ L2(Ωε). En effet, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

indépendante de ε telle que

∥∥∥Fε
β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

6 K e− 1
ε . (IV.50)

Le problème que nous considérons dans cette démonstration se prête bien à la vérification

des hypothèses du théorème 2. En effet, le problème (IV.48) est un problème elliptique aux

conditions aux limites homogènes dans un domaine périodique avec une paroi rugueuse assez

régulière. L’estimation suivante est une adaptation immédiate de l’inégalité (II.51) associé au

théorème 2. Nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de

ε telle que

‖Eε‖H2(Ωε) 6 K
(∥∥∥Fε

β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

+
1

ε
‖Eε‖H1(Ωε)

)
. (IV.51)

Pour pouvoir exploiter l’inégalité (IV.51), nous serons amenés à chercher la formulation varia-

tionnelle du problème aux limites (IV.48). Soit v ∈ Hper,0(Ωε) une fonction test régulière. Grâce

à la formule de Green, nous obtenons

〈∇Eε , ∇v〉Ωε
= 〈−∆Eε , v〉Ωε

=
〈
Fε

β1,β2
, v

〉
Ωε

.

L’inégalité triangulaire nous donne immédiatement

∣∣∣〈∇Eε , ∇v〉Ωε

∣∣∣ 6
∣∣∣∣
〈
Fε

β1,β2
, v

〉
Ωε

∣∣∣∣ . (IV.52)
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour le membre de droite de l’inégalité (IV.52) et

en appliquant le résultat de la proposition 2, il suit

∣∣∣∣
〈
Fε

β1,β2
, v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6
∥∥∥Fε

β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

‖v‖L2(Ωε) 6 CP (ε)
∥∥∥Fε

β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

‖∇v‖L2(Ωε), (IV.53)

où CP (ε) présente la constante de Poincaré donnée par (1 + ε). En remplaçant la fonction test

v par Eε dans (IV.52) et (IV.53) et par le lemme 1, nous obtenons

αε ‖Eε‖2
H1(Ωε) 6 ‖∇Eε‖2

L2(Ωε) 6 |〈Fε
β1,β2

,Eε〉Ωε
| 6 CP (ε)

∥∥∥Fε
β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

‖∇Eε‖L2(Ωε), (IV.54)

avec αε est la constante de coercivité donnée par αε = 1
4(1+ε)2+1

. Il est clair que la solution Eε(·)
est exponentiellement petite pour la norme L2(Ωε). En effet, grâce à l’estimation (III.61) et à la

proposition 26, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante

de ε telle que

‖Eε‖L2(Ωε) 6 K
(∥∥∥r2,∞

ε

∥∥∥
L2(Ωε)

+ ‖ωε‖L2(Ωε)

)
6 Ke− 1

ε . (IV.55)

D’autre part, de (IV.54) et (IV.55), nous déduisons

αε ‖Eε‖2
H1(Ωε) 6 CP (ε)

∥∥∥Fε
β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

(
‖Eε‖L2(Ωε) + ‖∇Eε‖L2(Ωε)

)
. (IV.56)

En réunissant les résultats des inégalités (IV.50) et (IV.56), il vient

‖Eε‖H1(Ωε) 6

CP (ε)
∥∥∥Fε

β1,β2

∥∥∥
L2(Ωε)

αε

6 K

(
CP (ε)

αε

)
e− 1

ε . (IV.57)

Nous remplaçons l’estimation (IV.57) dans l’expression (IV.51), donc il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que

‖Eε‖H2(Ωε) 6 Ke− 1
ε .

Par ailleurs par un calcul similaire à celle de l’estimation (III.61), nous pouvons montrer que

le taux de convergence de la quantité ‖η ωε‖H2(Γ∞) est d’ordre O(exp(−1
ε
)).

Pour terminer la démonstration, il suffit de regrouper tous les résultats obtenus. Par l’inégalité

triangulaire, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de

ε telle que

∥∥∥r2,∞
ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6 ‖Eε‖H2(Ωε) + ‖η ωε‖H2(Γ∞) 6 Ke
−1
ε .
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La preuve est complète.

Deuxième résultat par l’approximation couche limite d’ordre 2

Contrairement à l’étude de la régularité H2 dans des domaines rugueux par l’approximation

couche limite d’ordre 1 que nous avons présenté dans la deuxième section de ce chapitre, nous

prouvons grâce à l’approximation couche limite d’ordre 2 que la norme H2 de la solution du

problème aux limites (III.1) est singulière en O(ε− 1
2 ). En effet, par l’inégalité triangulaire ainsi

que les résultats ci-dessus des deux derniers Théorèmes, nous montrons l’existence des deux

constantes Cmin et Cmax strictement positives indépendantes de ε telles que

Cmin√
ε

6
C̃5√

ε
− C̃7 e

−1
ε 6 ‖u∞

Ach,2‖H2(Ωε) − ‖uε − u∞
Ach,2‖H2(Ωε)

6 ‖uε‖H2(Ωε) 6 ‖u∞
Ach,2‖H2(Ωε) + ‖uε − u∞

Ach,2‖H2(Ωε) 6
C̃6√

ε
+ C̃7 e

−1
ε 6

Cmax√
ε

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude asymptotique de la régularité H2 dans des

domaines rugueux en utilisant les approximations couches limites. Nous avons porté une atten-

tion particulière au le fait que la Hessienne des approximations couches limites d’ordre 1 et 2

par l’approche d’Achdou fait intervenir des majorations en ordre O(ε− 1
2 ).

L’apport de ce travail est d’une part théorique. La régularité H2 du modèle d’écoulement san-

guin modélisé mathématiquement par le problème aux limites (III.1) avec une source réelle a

été étudié et validé de manière détaillée et rigoureuse. Nous avons montré par l’approximation

couche limite d’ordre 1 que la norme H2 de la solution du problème aux limites (III.1) est ma-

joré en O(ε− 1
2 ). Par contre grâce à l’approximation couche limite d’ordre 2, elle est singulière

en O(ε− 1
2 ).

Présentons maintenant une voie possible de recherche. Relativement au modèle d’écoulement

sanguin modélisé mathématiquement dans le premier chapitre de ce document, serait-il possible

d’étudier asymptotiquement la régularité H2 du problème aux limites (E) ? Cette question fera

l’objet du chapitre suivant de cette thèse.
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La vérité de demain se nourrit

par l’erreur d’hier.

Antoine de Saint-Exupéry.
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Chapitre V

Étude asymptotique de la régularité H
2 :

Application au problème de Laplace

1 Introduction

L’objet du ce chapitre est de présenter une manière plus générale pour l’étude de la régularité

H2 du modèle mathématique présenté dans le premier chapitre par la méthode des développe-

ments asymptotiques. Nous illustrerons d’abord une nouvelle stratégie pour développer des lois

de paroi pour des domaines rugueux, basée sur la méthode de développement asymptotique à

deux échelles. Les lois de paroi construites par cette approche ont la caractéristique de s’adap-

ter à la géométrie de la rugosité en simulant l’influence des petites échelles sur l’écoulement

global. Elles sont construites dans un cadre mathématique bien défini, basé sur des développe-

ments asymptotiques à deux échelles ([5], [20], [25], [26] et [68]). L’utilisation des méthodes de

développements asymptotiques pour développer des conditions aux limites équivalentes a été

introduite par Achdou [2] et poursuivie par Achdou, Pironneau, Zebic [9] et O. Lafitte [54, 55]

dans le cadre des équations de Maxwell, pour traiter des obstacles contenant une fine couche

de matériaux composites. L’idée était de retirer du domaine du calcul cette fine couche, en

simulant son influence par le biais d’une condition aux limites équivalentes tenant compte des

hétérogénéités. Ensuite, nous appliquons cette nouvelle approche à un problème relativement

simple mais dans un domaine rugueux ce qui est l’objet de la deuxième et troisième section de

ce chapitre suivi d’une analyse d’erreur, puis à la dernière section, nous exposerons les diffé-

rentes techniques afin d’étudier la régularité H2 pour le problème de Laplace dans un domaine

rugueux à bord régulier.

Nous commençons par décrire la géométrie et le problème auxquels nous nous intéressons. Il

s’agit d’étudier le problème aux limites (E) défini dans le premier chapitre, mais nous suppo-

sons donné un terme source qui est une fonction suffisamment régulière g ∈ C∞(Ω0) à support
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compact strictement inclus dans Ω0. Notons uε la solution de ce problème de Laplace qui

s’écrira




−∆uε = g sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(V.1)

Nous rappelons succinctement la géométrie du domaine rugueux Ωε, présentée dans la figure

ci-dessous :

Figure V.1 – Domaine rugueux Ωε avec un bord γε régulier

Nous mettons l’accent qu’une étude explicite du problème aux limites (V.1) dans divers do-

maines rugueux contenant différentes géométries de rugosités (symétriques, sinusoïdales, non

symétriques), a été introduite dans [4] pour la construction d’une nouvelle approximation par

développement asymptotique mais avec une source dont le support est contenu dans Ω0 et

n’intercepte pas γ0. Malheureusement jusqu’à maintenant, aucun modèle ni approche géné-

rale n’ont été établis pour simuler correctement l’impact des rugosités sur l’écoulement global.

L’approche couramment utilisée pour répondre à ce problème est l’utilisation d’une condition

aux limites équivalentes (la loi de paroi) imposée à l’intérieur du domaine, reproduisant l’in-

fluence des rugosités sur la vitesse, pression et frottement.

Précisons par ailleurs dans tout le contexte de ce chapitre, que nous imposons que le bord

rugueux γε soit régulier afin d’éviter les difficultés techniques qui apparaissent lors de l’étude

de la régularité H2.
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2 Description de la technique de construction des An-

satz

Dans cette section, nous introduisons un nouveau cadre mathématique pour développer des lois

de paroi en mécanique des fluides. Cette stratégie allie de bons fondements théoriques à d’ex-

cellents résultats numériques obtenus à faible coût. L’utilisation des lois de paroi constitue une

alternative pratique pour baisser le coût du calcul dans des problèmes comprenant différentes

échelles de longueur. Dans la suite, nous exposerons brièvement l’idée de base de la méthode par

développement asymptotique présentée par Achdou dans [4]. Dans tout le texte, nous adaptons

les notations introduites dans [4].

Nous appelons uε la solution du problème (V.1). Le principe de la construction des lois de paroi

par analyse asymptotique pour approcher uε quand ε tend vers zéro est basée sur l’introduction

d’une séquence d’ansatz :

un(x) = ũn(x) +
∑

k<n

εk+1 ṽk

(
x

ε
,

∂k

∂xk
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

))
pour tout x ∈ Ωε. (V.2)

Les fonctions ũn(x) sont définies comme étant les solutions des équations aux dérivées partielles

originales dans Ω0, avec une condition aux limites équivalente du type Robin ou Navier,

ũn(x) =
∑

k<n

εk+1 Ck

∂k

∂xk
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

)
, sur γ0. (V.3)

L’idée est de construire les correcteurs ṽk, de façon à approcher la solution exacte uε par ũn

dans Ω0 et sur γ0 avec une précision d’ordre εn. Les correcteurs ṽk sont définis en variable

rapide y. Ils sont périodiques dans la direction y1 et s’annulent quand y2 tend vers l’infini. La

construction des ṽk est faite de façon à corriger localement un(x) dans Ωε à l’ordre εn pour

avoir la condition aux limites sur γε à l’ordre εn.

La construction des ansatz est faite récursivement de la façon suivante :

1. Nous supposons connus les n premiers ansatz et ũn(x).

2. Nous introduisons un pseudo-correcteur vn

(
x

ε
,

∂n

∂xn
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

))
défini dans Ωε tel que

un(x) = ũn(x) +
∑

k<n

εk+1 ṽk

(
x

ε
,

∂k

∂xk
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

))
+ εn+1 vn

(
x

ε
,

∂n

∂xn
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

))
,

satisfaisant les équations aux dérivées partielles dans Ωε et les conditions aux limites sur
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γε à O(εn+1). De plus, vn

(
x

ε
,

∂n

∂xn
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

))
vérifie quand y2 → ∞ :

lim
y2→∞

vn = Cn

∂n

∂xn
1

(
∂ũn

∂x2

|γ0

)
= Cte. (V.4)

3. Nous utilisons le fait que ũn+1 ≈ ũn proche sur γ0 et nous écrivons le (n + 1)ème ansatz

comme

un+1(x) =

[
ũn(x) + εn+1Cn

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

)]
+

∑

k<n

εk+1 ṽk

(
x

ε
,

∂k

∂xk
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))

+ εn+1

[
vn

(
x

ε
,

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))
− Cn

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

)]
,

= ũn+1(x) +
∑

k<n

εk+1 ṽk

(
x

ε
,

∂k

∂xk
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))
+ εn+1 ṽn

(
x

ε
,

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))
,

= ũn+1(x) +
∑

k<n+1

εk+1 ṽk

(
x

ε
,

∂k

∂xk
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))
,

où ũn+1 est solution du problème aux dérivées partielles originales avec la loi de paroi

d’ordre (n + 1) imposée sur γ0 telle que

ũn+1(x)|γ0 =

(
ũn(x) + εn+1Cn

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

))
|γ0 ,

=


∑

k<n

εk+1 Ck

∂k

∂xk
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

)
+ εn+1 Cn

∂n

∂xn
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

)
 ,

=
∑

k<n+1

εk+1 Ck

∂k

∂xk
1

(
∂ũn+1

∂x2

|γ0

)
.

Maintenant, nous utilisons la même idée de base et nous développons dans les sections suivantes

des lois de paroi d’ordre un et deux pour l’équation de Laplace dans des domaines rugueux. Un

petit exemple est présenté dans la :

Remarque 14. Nous trouvons un peu plus loin que

ṽ0(x, y) =
(
χ0(y) − χ0

) ∂ũ1

∂x2

|γ0 et ṽ1(x, y) =
(
χ1(y) − χ1

) ∂

∂x1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)
,

où χ0, χ0, χ1 et χ1 sont définis ci-dessous dans (V.12) et (V.20). Ces fonctions u1 et u2 sont

définies comme suit : u1(x) = ũ1(x) + εṽ0(x, y) et u2(x) = ũ2(x) + ε ṽ0(x, y) + ε2 ṽ1(x, y).
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3 Loi de paroi d’ordre 1 pour le problème de Laplace

Nous commençons cette section par présenter une façon générale pour déterminer la loi de paroi

d’ordre 1. Nous approchons la solution exacte uε par le développement asymptotique à deux

échelles :

uε(x) ≈ ũ(x) + ε ṽ0(x, y) + ε2 ṽ1(x, y) + ε3 ṽ2(x, y)... (V.5)

En introduisant le développement (V.5) dans (V.1) et en identifiant les termes du mêmes ordre,

nous obtenons





1

ε
(−∆yṽ0) + (−∆xũ(x) − g) + (−∆yṽ1) +

(
−2

2∑

i=1

∂

∂xi

∂ ṽ0

∂yi

)

+ ε

(
−2

2∑

i=1

∂

∂xi

∂ ṽ1

∂yi

)
+ ε (−∆yṽ2) + ε2... = 0 dans Ωε,

ũ(x) + ε ṽ0(x, y) + ε2 ṽ1(x, y) + ε3 ṽ2(x, y)... = 0 sur γε.

(V.6)

Nous effectuons la construction des ansatz itérative. A l’ordre zéro, aucun correcteur n’est intro-

duit, et l’approximation de uε s’écrit simplement ũ0(x) dans Ωε, avec ũ0 solution du problème





−∆ũ0 = g sur Ω0

ũ0 = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

ũ0 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(V.7)

Cette approximation s’avère insuffisante pour des rugosités de taille plus importantes. En effet,

le résultat de convergence suivant a été établi dans [2] :

Lemme 12 (Convergence d’ordre zéro, [2]). La solution ũ0 de (V.7) converge fortement dans

H1(Ωε) vers uε et il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

nous avons l’estimation suivante

‖uε − ũ0‖H1(Ωε) 6 K
√

ε. (V.8)

On continue le développement asymptotique en introduisant un nouveau correcteur pour mieux

approcher uε dans Ωε. La première étape est d’introduire un pseudo-correcteur v0(x, y) =

v0(x, x
ε
) périodique selon y1 et de définir la fonction uε(x) à l’ordre ε dans Ωε par

uε(x) = ũ0(x) + ε v0(x, y) dans Ωε.
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Nous avons construit v0 de façon à ce que la solution uε(x) satisfasse (V.6) à l’ordre ε et que la

condition aux limites sur γε soit aussi respectée à l’ordre ε. Par l’expansion (V.6), le nouveau

pseudo-correcteur v0 doit donc satisfaire

− ∆yv0 = 0 dans Ωε, (V.9)

et à la paroi, la condition aux limites

uε = ũ0 + εv0 = 0 sur γε, (V.10)

ainsi que la condition aux limites à l’infini lim
y2→∞ v0 = C0

∂ũ0

∂x2

|γ0 = Cte. Remarquons que, si

on étend ũ0 à la paroi γε linéairement en x2 (par un développement de Taylor selon la direction

x2), la condition aux limites (V.10) peut être ré-écrite comme

ε v0|γε
= −ũ0|γε

= −
(

ũ0|γ0 + x2
∂ũ0

∂x2

|γ0

)
= −ũ0|γ0 − ε

x2

ε

∂ũ0

∂x2

|γ0 = −ε y2
∂ũ0

∂x2

|γ0 ,

et donc par identification, nous avons

v0(x, y) = −y2
∂ũ0

∂x2

|γ0 sur γε. (V.11)

Précisons que le bord rugueux γε du domaine Ωε est modélisé par le graphe d’une fonction

périodique ou quasi-périodique. Par passage de la variable spatiale «lente» x à la variable

«rapide» y = x/ε, notons le domaine microscopique Z+ ∪ P qui résulte d’un zoom sur une

cellule. En outre, le schéma ci-dessous (V.2) illustre notre changement d’échelle (ou«scaling») :

Figure V.2 – Domaine cellulaire microscopique Z+ ∪ P
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Nous désignons par Γf l’interface fictive donnée par Γf = {y1 ∈ [0, T ], y2 = 0}. Signalons que le

bord P 0 est paramétré comme le graphe d’une fonction bornée T−périodique γ̃ : R −→ [−1, 0[

de classe C∞ telle que P 0 = {(y1, y2) ∈ [0, T ] × [−1, 0[, y2 = γ̃(y1)}.

Revenons maintenant à notre approximation, le nouveau pseudo-correcteur v0 est solution de

l’équation de Laplace (V.9), avec les conditions aux limites à la paroi donnée par (V.11). Alors

par linéarité, nous écrivons v0 dans Ωε comme

v0(x, y) = χ0(y)
∂ũ0

∂x2

|γ0 dans Ωε,

avec χ0(y) la solution cellulaire du problème de Laplace





− ∆yχ0 = 0 sur Z+ ∪ P

χ0 = − y2 sur P 0

lim
y2→∞

χ0 = χ0 = Cte

χ0 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(V.12)

Finalement, le nouvel ansatz est donné par

u1(x) = ũ1 + ε (χ0 − χ0)
∂ũ1

∂x2

|γ0 := ũ1 + εṽ0 dans Ωε. (V.13)

La fonction ũ1 est une approximation d’ordre 1 de la solution exacte uε dans Ω0, solution du

problème de Laplace suivant





−∆ũ1 = g sur Ω0

ũ1 = 0 sur Γ∞

ũ1 = εχ0 ∂ũ1

∂x2

sur γ0

ũ1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

(V.14)

ainsi que le nouveau pseudo-correcteur ṽ0 d’ordre 1 est donné par

ṽ0 = (χ0 − χ0)
∂ũ1

∂x2

|γ0 . (V.15)

Remarque 15. La première remarque envisagée, c’est que la solution ũ1 est une perturbation

de la solution ũ0. La deuxième remarque, d’un point de vue numérique, nous pouvons choisir

une période T = 2π.
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Notation 3. Notons une fois pour toutes h(x1) =
∂ũ1

∂x2

(x1, 0) qui est une fonction affine de x1.

De la condition imposée dans (V.4), nous avons donc h
′
(x1) = ∂x1 (∂x2ũ1|γ0) est une constante

et h
′′
(x1) = ∂2

x2
1
(∂x2ũ1|γ0) = 0. Nous avons ṽ0 = (χ0 − χ0) h.

Le lemme suivant, que l’on trouve dans [2], montre que l’erreur d’approximation de uε par u1

est de l’ordre de O(ε
3
2 ). Nous avons néanmoins choisi de refaire la démonstration en détaillant

tous les calculs pour faciliter la lecture et afin d’améliorer la compréhension de ce chapitre.

Lemme 13 (Convergence d’ordre 1, [2]). La solution ũ1 converge fortement dans H1(Ωε) vers

uε et il existe une constante K strictement positive indépendante de ε telle que nous avons

l’estimation suivante

‖uε − u1‖H1(Ωε) 6 K ε
3
2 . (V.16)

Preuve. Tout d’abord, nous définitions la fonction d’erreur E1 définie par

E1(x) = uε(x) − u1(x) = uε(x) − ũ1(x) − εṽ0(x, y), pour tout x ∈ Ωε.

Par un calcul explicite du laplacien de l’erreur E1 dans Ωε, nous obtenons

− ∆E1 = −∆uε(x) + ∆ũ1(x) + ε∆ṽ0(x, y) = ε∆ṽ0(x, y)

= ε

[
∂2

∂x2
1

((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
h(x1)

)
+

∂2

∂x2
2

((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
h(x1)

)]

= ε

[(
1

ε2

∂2χ0

∂y2
1

)
h(x1) + 2

(
1

ε

∂χ0

∂y1

)
h

′

(x1) + (χ0 − χ0) h
′′

(x1) +

(
1

ε2

∂2χ0

∂y2
2

)
h(x1)

]

= 2
∂χ0

∂y1

h
′

(x1) + ε
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

)
h

′′

(x1)

= 2
∂χ0

∂y1

h
′

(x1), ceci car h(x1) est une fonction affine.

(V.17)

D’autre part, nous appliquons le théorème des accroissements finis sur le bord γε, il vient

E1(x)|γε
= uε(x)|γε

− ũ1(x)|γε
− ε ṽ0

(
x,

x

ε

)
|γε

= −ũ1

(
x1, εγ̃(

x1

ε
)
)

− ε

[(
χ0|γε

− χ0
) ∂ũ1

∂x2

(x1, 0)

]

= −
[
ũ1|γ0 + εγ̃

(
x1

ε

)
∂ũ1

∂x2

(
x1, εt0γ̃(

x1

ε
)
)]

− ε

[(
χ0|γε

− χ0
) ∂ũ1

∂x2

(x1, 0)

]
, où 0 < t0 < 1

= −ε γ̃
(

x1

ε

)
∂ũ1

∂x2

(
x1, εt0γ̃(

x1

ε
)
)

− εχ0
(

x

ε

)
|γε

∂ũ1

∂x2

(x1, 0)
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= −ε γ̃
(

x1

ε

)
∂ũ1

∂x2

(
x1, εt0γ̃(

x1

ε
)
)

− εχ0
(

x

ε

)
|γε

∂ũ1

∂x2

(x1, 0)

= −ε γ̃
(

x1

ε

) [
∂ũ1

∂x2

(
x1, εt0γ̃(

x1

ε
)
)

− ∂ũ1

∂x2

(x1, 0)

]

= −εγ̃
(

x1

ε

) [
εt0γ̃

(
x1

ε

)
∂2ũ1

∂x2
2

(
x1, εt0t1γ̃(

x1

ε
)
)]

, avec 0 < t1 < 1.

En vertu des calculs ci-dessus, la fonction d’erreur E1 satisfait le problème de Laplace suivant





− ∆E1 = O(1) dans Ωε

E1 = O(ε2) sur γε.
(V.18)

Remarquons que le terme source du problème aux limites (V.18) est de l’ordre O(1). Nous

devons donc le corriger en faisant un pas en avant dans le développement asymptotique. Pour

cela, nous définissons astucieusement la fonction d’erreur Ẽ1 telle que

Ẽ1(x) = E1(x) − ε2χ1
(

x

ε

)
h

′

(x1) = E1(x) − ε2χ1
(

x

ε

)
∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
, ∀ x ∈ Ωε. (V.19)

Signalons que la fonction χ1 est la solution du problème de Laplace suivant





− ∆yχ1 = 2
∂χ0

∂y1

sur Z+ ∪ P

χ1 = 0 sur P 0

lim
y2→∞

χ1 = χ1 = Cte

χ1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(V.20)

Examinons à présent l’erreur Ẽ1. D’après l’expression (V.17), pour le calcul du laplacien de E1,

nous tirons par le même procédé que le laplacien de Ẽ1 satisfait

−∆Ẽ1 = −∆E1 + ε2

[
∂2

∂x2
2

(
χ1

(
x

ε

)
h

′

(x1)
)

+
∂2

∂x2
1

(
χ1

(
x

ε

)
h

′

(x1)
)]

.

= 2
∂χ0

∂y1

h
′

(x1) + ε2

[(
1

ε2

∂2χ1

∂y2
2

+
1

ε2

∂2χ1

∂y2
1

)
h

′

(x1) + 2

(
1

ε

∂χ1

∂y1

)
h

′′

(x1) + χ1
(

x

ε

)
h

′′′

(x1)

]

= 2
∂χ0

∂y1

h
′

(x1) + ε2

[(
− 2

ε2

∂χ0

∂y1

)
h

′

(x1)

]
= 0.
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Cependant, nous vérifions facilement que

Ẽ1(x)|γε
= E1(x)|γε

− ε2h
′

(x1)χ
1

(
x

ε

)
|γε

= E1(x)|γε
.

En résumé, la fonction d’erreur Ẽ1 vérifie





− ∆Ẽ1 = 0 dans Ωε

Ẽ1 = O(ε2) sur γε.
(V.21)

Si nous exploitons la formulation variationnelle, alors il existe une constante K1 strictement

positive indépendante de ε telle que

∥∥∥Ẽ1

∥∥∥
H1(Ωε)

6 K1 ε
3
2 . (V.22)

Précisons qu’une version plus détaillée du calcul de la formulation variationnelle est présenté

dans la proposition 20. En prenant en compte que la fonction h
′
(x1) qui est une constante

(notée h
′
) et par la transformation géométrique, nous montrons qu’il existe aussi une constante

K2 strictement positive indépendante de ε telle que

ε2
∥∥∥h

′

χ1
∥∥∥

H1(Ωε)
= ε2h

′
∥∥∥χ1

∥∥∥
H1(Ωε)

6 ε2h
′

(
1√
ε

∥∥∥χ1
∥∥∥

H1(Z+∪P )

)
6 K2 ε

3
2 ,

où K2 est un majorant indépendant de ε et de ‖χ1‖H1(Z+∪P ). Finalement par inégalité triangu-

laire, nous montrons qu’il existe une constante K = max(K1, K2) telle que

‖E‖H1(Ωε) =
∥∥∥Ẽ + ε2h

′

χ1
∥∥∥

H1(Ωε)
6

∥∥∥Ẽ
∥∥∥

H1(Ωε)
+ ε2h

′
∥∥∥χ1

∥∥∥
H1(Ωε)

6 K ε
3
2 .

La preuve est complète.

Afin de diminuer l’erreur dans la norme H1(Ωε), nous effectuons dans la section suivante une

étape de plus dans le procédé récursif de façon à obtenir une condition aux limites équivalente

au deuxième ordre.

4 Loi de paroi d’ordre 2 pour le problème de Laplace

Cette section est consacrée à l’application de l’approche de la méthode par développement

asymptotique pour l’équation du problème (V.1), en développant des lois de paroi d’ordre deux,
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suivie d’une analyse d’erreur. Nous commençons l’approximation à l’ordre deux en introduisant

un nouveau pseudo-correcteur v1(x, y) défini dans Ωε en approchant uε par

uε(x) ≈ ũ1(x) + ε ṽ0(x, y) + ε2 v1(x, y) dans Ωε.

La fonction uε doit satisfaire (V.6) à l’ordre ε2 avec la condition aux limites à la paroi

ũ1(x) + εṽ0(x, y) + ε2v1(x, y) = 0 sur γε. (V.23)

Par l’expression (V.15) du premier correcteur, nous avons

−∆yṽ0 = −∆y

(
(χ0 − χ0)

∂ũ1

∂x2

|γ0

)

= −∆yχ0 ∂ũ1

∂x2

|γ0 − 2ε
∂χ0

∂y1

∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
− ε2(χ0 − χ0)

∂2

∂x2
1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)

= −2ε
∂χ0

∂y1

∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
− ε2(χ0 − χ0)

∂2

∂x2
1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
.

Alors le pseudo-correcteur v1 périodique selon y1 doit être solution de l’équation suivante

− ∆yv1 = 2
∂χ0

∂y1

∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
dans Ωε, (V.24)

avec la condition aux limites à l’infini lim
y2→∞ v1 = C1

∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
= Cte.

En procédant de la même façon qu’à l’ordre 1, nous étendons ũ1 à γε par un développement de

Taylor selon la direction de x2 et on ré-écrit (V.23) comme

ε2v1|γε
= −ũ1|γε

− εṽ0|γε
= −

(
ũ1|γ0 + x2

∂ũ1

∂x2

|γ0 − x2
2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0

)
− ε

((
χ0|γε

− χ0
) ∂ũ1

∂x2

|γ0

)

= −
(

ũ1|γ0 + ε
x2

ε

∂ũ1

∂x2

|γ0 − ε2 x2
2

2ε2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0

)
− ε

((
−x2

ε
− χ0

)
∂ũ1

∂x2

|γ0

)

= −ε2

2

(
x2

ε

)2 ∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 = −ε2

2
y2

2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 .

Cependant en utilisant l’équation de Laplace (V.1) et en dérivant deux fois la loi de paroi

d’ordre un (V.14) dans Ω0 par rapport à x1, nous obtenons

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 = −∂2ũ1

∂x2
1

|γ0 ≈ O(ε), car supp

(
∂g

∂x1

) ⋂
γ0 = ∅. (V.25)
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A l’ordre deux, nous avons simplement

v1(x, y) = 0 sur γε. (V.26)

D’autre part le nouveau pseudo-correcteur v1 est solution du problème de Laplace (V.24), avec

la condition aux limites à l’infini et la condition aux limites (V.26) à la paroi. Donc par linéarité,

v1(·, ·) s’écrit comme suit

v1(x, y) = χ1(y)
∂

∂x1

(
∂ũ1

∂x2

|γ0

)
dans Ωε,

où le nouveau correcteur χ1(·) est solution du problème de Laplace suivant





− ∆yχ1 = 2
∂χ0

∂y1

sur Z+ ∪ P

χ1 = 0 sur P 0

lim
y2→∞

χ1 = χ1 = Cte

χ1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(V.27)

Une fois le pseudo-correcteur défini, nous construisons le nouveau ansatz à l’ordre deux. Alors

u2(x) = ũ2(x) + ε
(
χ0 − χ0

) ∂ũ2

∂x2

|γ0 + ε2
(
χ1 − χ1

) ∂

∂x1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)
:= ũ2 + ε ṽ0 + ε2 ṽ1 dans Ωε.

Signalons que la solution ũ2 est l’approximation à l’ordre deux de uε dans Ω0 satisfaisant le

problème aux limites suivant





−∆ũ2 = g sur Ω0

ũ2 = 0 sur Γ∞

ũ2 = εχ0 ∂x2ũ2|γ0 + ε2χ1 ∂x1 (∂x2ũ2|γ0) sur γ0

ũ2 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(V.28)

Remarque 16. Là aussi la solution ũ2 est une perturbation de la solution ũ0.

Notation 4. Pour simplifier la présentation, notons la fonction f(·) donnée par :

f(x1) =
∂ũ2

∂x2

|γ0 est une fonction polynomiale de x1 de degré 2. De la condition imposée dans

(V.4), la dérivée première f
′
(x1) =

∂

∂x1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)
est une fonction affine de x1, la dérivée
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seconde f
′′
(x1) =

∂2f

∂x2
1

est une constante et f
′′′

(x1) = 0. Bien entendu, les correcteurs ṽ0 et ṽ1

vérifient les expressions suivantes

ṽ0 = (χ0 − χ0) f et ṽ1 = (χ1 − χ1) f
′

.

Nous allons tout de suite donner l’erreur d’approximation de la solution exacte par u2 dans Ωε.

L’erreur commise par cette approximation est de l’ordre O

(
ε

5
2

)
, comme le montre le lemme

suivant

Lemme 14 (Convergence d’ordre 2, [2]). Il existe une constante K strictement positive indé-

pendante de ε telle que la solution u2 converge vers uε dans H1(Ωε) et nous avons l’estimation

suivante :

‖uε − u2‖H1(Ωε) 6 K ε
5
2 . (V.29)

Preuve. La stratégie est la même que celle dans le lemme 13. Posons la différence E2 telle que

E2(x) = uε(x) − u2(x) = uε(x) − ũ2(x) − ε ṽ0(x, y) − ε2 ṽ1(x, y), pour tout x ∈ Ωε.

Par des calculs similaires du laplacien de correcteur ṽ0 déjà exploités dans (V.17) et en vertu du

problème cellulaire de χ1, nous pouvons développer explicitement le laplacien de l’erreur E2 :

−∆E2 = ε∆ṽ0(x, y) + ε2∆ṽ1(x, y)

= ε

[
∂2

∂x2
1

((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
f(x1)

)
+

∂2

∂x2
2

((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
f(x1)

)]

+ ε2

[
∂2

∂x2
1

((
χ1

(
x

ε

)
− χ1

)
f

′

(x1)
)

+
∂2

∂x2
2

((
χ1

(
x

ε

)
− χ1

)
f

′

(x1)
)]

,

=

[
2

∂χ0

∂y1

f
′

(x1) + ε
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

)
f

′′

(x1)

]

+ ε2

[(
1

ε2
∆yχ1

)
f

′

(x1) + 2

(
1

ε

∂χ1

∂y1

)
f

′′

(x1) +
(

χ1
(

x

ε

)
− χ1

)
f

′′′

(x1)

]
,

= ε

[((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
+ 2

∂χ1

∂y1

)
f

′′

(x1)

]
.

On étend la fonction E2(·) à la paroi rugueuse γε par un développement de Taylor selon la

direction de x2. Le calcul explicite donne

E2(x)|γε
= uε(x)|γε

− ũ2(x)|γε
− ε ṽ0

(
x,

x

ε

)
|γε

− ε2 ṽ1

(
x,

x

ε

)
|γε
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= −
[
ũ2|γ0 + x2

∂ũ2

∂x2

|γ0 +
x2

2

2

∂2ũ2

∂x2
2

|γ0

]
− ε

[(
χ0|γε

− χ0
) ∂ũ2

∂x2

|γ0

]
− ε2

[(
χ1|γε

− χ1
) ∂

∂x1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)]

= −
[
ε
x2

ε

∂ũ2

∂x2

|γ0 + ε2 x2
2

2ε2

∂2ũ2

∂x2
2

|γ0

]
− ε

[
χ0|γε

∂ũ2

∂x2

|γ0

]
+

[
−ũ2|γ0 + εχ0 ∂ũ2

∂x2

|γ0 + ε2χ1 ∂

∂x1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)]

= −ε2 x2
2

2ε2

∂2ũ2

∂x2
2

|γ0 = −
(

(γ̃(x1

ε
))2

2

)
∂2ũ2

∂x2
2

|γ0 ε2.

Nous remarquons que
∂2ũ2

∂x2
2

|γ0 est d’ordre O(ε). En effet, si nous dérivons deux fois la loi de

paroi d’ordre deux (V.28) dans Ω0 par rapport à x1et nous utilisons l’équation de Laplace (V.1)

alors nous obtenons

∂2ũ2

∂x2
2

|γ0 = −∂2ũ2

∂x2
1

|γ0 = εχ0 ∂2
x2

1
(∂x2ũ2|γ0) + ε2χ1 ∂3

x3
1
(∂x2ũ2|γ0) car supp

(
∂g

∂x1

) ⋂
γ0 = ∅.

= εχ0 f
′′

(x1) + ε2χ1 f
′′′

(x1) = εχ0 f
′′

(x1) ≈ O(ε),

Ce qui nous permet de déduire immédiatement que E2(x)|γε
= O(ε3). Bien entendu, l’erreur

E2 satisfait le problème de Laplace suivant





− ∆E2 = O(ε) dans Ωε

E2 = O(ε3) sur γε.
(V.30)

Nous constatons que le terme source du problème aux limites (V.30) est d’ordre O(ε) (même

ordre que celui du problème aux limites (V.21)). Afin de l’améliorer, nous effectuons un « pas

en avant » dans le développement asymptotique. Nous définissons la fonction d’erreur Ẽ2 telle

que

Ẽ2(x) = E2(x) − ε3 η
(

x

ε

)
f

′′

(x1) = E2(x) − ε3 η
(

x

ε

)
∂2

∂x2
1

(
∂ũ2

∂x2

|γ0

)
, (V.31)

où la fonction η(·) est définie dans la cellule Z+ ∪ P , la solution du problème suivant





− ∆yη =
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

)
+ 2

∂χ1

∂y1

sur Z+ ∪ P

η = 0 sur P 0 et lim
y2→∞

η = Cte

η est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(V.32)
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Une forme explicite du laplacien de l’erreur Ẽ2 est donnée par

−∆Ẽ2 = −∆E2 + ε3

[
∂2

∂x2
2

(
η

(
x

ε

)
f

′′

(x1)
)

+
∂2

∂x2
1

(
η

(
x

ε

)
f

′′

(x1)
)]

,

= ε

[((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
+ 2

∂χ1

∂y1

)
f

′′

(x1)

]

+ ε3

[(
1

ε2
∆yη

)
f

′′

(x1) + 2

(
1

ε

∂η

∂y1

)
f

′′′

(x1) + η
(

x

ε

)
f

′′′′

(x1)

]
,

= ε

[((
χ0

(
x

ε

)
− χ0

)
+ 2

∂χ1

∂y1

)
f

′′

(x1)

]
+ ε3

[(
1

ε2
∆yη

)
f

′′

(x1)
]

= 0.

Nous pouvons vérifier aussi que Ẽ2(x)|γε
= E2(x)|γε

− ε3f
′′
(x1) = E2(x)|γε

.

Il est immédiat que la fonction Ẽ2 est solution du problème aux limites suivant





− ∆Ẽ2 =0 dans Ωε

Ẽ2 =O(ε3) sur γε.
(V.33)

Compte tenu de la preuve de la proposition 20, il est assez clair qu’à partir de la formula-

tion variationnelle, nous pouvons montrer qu’il existe une constante C1 strictement positive

indépendante de ε telle que ∥∥∥Ẽ2

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C1 ε
5
2 .

Par la transformation géométrique de l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique, nous

montrons qu’il existe aussi une constante C2 strictement positive indépendante de ε telle que

ε3
∥∥∥f

′′

η
∥∥∥

H1(Ωε)
= ε3f

′′ ‖η‖H1(Ωε) 6 ε3f
′′

(
1√
ε

‖η‖H1(Z+∪P )

)
6 C2 ε

5
2 .

Signalons dans le calcul ci-dessus que la fonction f
′′
(x1) est une constante (notée f

′′
). Pour

achever, il nous reste que rassembler toutes les estimations obtenues. Par l’inégalité triangulaire,

nous montrons qu’il existe une constante K = max(C1, C2) telle que

‖E2‖H1(Ωε) =
∥∥∥Ẽ2 + ε3f

′′

η
∥∥∥

H1(Ωε)
6

∥∥∥Ẽ2

∥∥∥
H1(Ωε)

+ ε3f
′′ ‖η‖H1(Ωε) 6 K ε

5
2 .

Ceci fournit l’estimation voulue.
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5 Vers l’étude de la régularité H
2 au problème modèle

de Laplace

Revenons maintenant à notre objectif initial relatif à l’étude de la régularité H2 par analyse

asymptotique du problème aux limites (V.1). Nous reprendrons la démarche utilisée dans le

quatrième chapitre de cette thèse. Nous utilisons la loi de paroi d’ordre 1 par l’approche d’Ach-

dou et al. introduite dans ce présent chapitre. Nous allons montrer dans ce chapitre le résultat

suivant :

Théorème 16. La solution uε du problème aux limites (V.1) est dans H2(Ωε). De plus, il existe

deux constantes Kmin et Kmax strictement positives indépendantes de ε telles que

Kmin√
ε

6 ‖uε‖H2(Ωε) 6
Kmax√

ε
(V.34)

Nous rappelons tout d’abord l’expression (V.13) de la loi de paroi d’ordre 1

u1(x) = ũ1(x) + ε
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

)
∂ũ1

∂x2

|γ0 = ũ1(x) + ε
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

)
h(x1), dans Ωε.

Précisons que ũ1 est une solution du problème de Laplace (V.14) suivant





−∆ũ1 = g sur Ω0

ũ1 = 0 sur Γ∞

ũ1 = εχ0 ∂ũ1

∂x2

sur γ0

ũ1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

et l’expression χ0 désigne la solution cellulaire du problème de Laplace (V.12).

5.1 Existence et unicité de l’approximation d’ordre 1 dans Ω0

Une première étape naturelle consiste à établir un résultat d’existence-unicité standard pour

les problèmes au laplacien dans un domaine assez régulier qui ne dépend pas de ε. Nous aurons

recours dans cette partie à une formulation variationnelle. Pour cela, nous rappelons brièvement

que Hper,Γ∞(Ω0) est un espace fonctionnel tel que

Hper,Γ∞(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0), v = 0 sur Γ∞, v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs}.
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Cependant, nous rappelons que l’expression de la moyenne de la solution cellulaire χ0 sur

l’interface fictive Γf est définie comme suit χ0 =
1

2π

∫ 2π

0
χ0(y1, 0) dy1.

Nous montrons dans le théorème ci-dessous l’existence et l’unicité de la solution du problème

de Laplace (V.14) :

Théorème 17. Nous supposons que la moyenne χ0 est non nulle. Alors pour tout 0 < ε < 1,

le problème variationnel (V.14) admet une unique solution dans Hper,Γ∞(Ω0).

Démonstration. Nous commençons par écrire une formulation variationnelle du problème aux

limites (V.14). Soit v ∈ Hper,Γ∞(Ω0) une fonction test, alors par la formule de Green, nous

avons

〈g , v〉Ω0
= 〈−∆ũ1 , v〉Ω0

= 〈∇ũ1 , ∇v〉Ω0
−

∫

∂Ω0

∂ũ1

∂n
v = 〈∇ũ1 , ∇v〉Ω0

+
∫

γ0

∂ũ1

∂x2

v.

= 〈∇ũ1 , ∇v〉Ω0
+

∫

γ0

ũ1(x1, 0)

ε χ0
v dx1,

Précisons que
∂

∂n
désignera toujours la dérivée par rapport à la normale sortante du domaine

lisse Ω0. Dans la suite, nous définissons a(· , ·) la forme bilinéaire suivante

a(ũ1 , v) = 〈∇ũ1 , ∇v〉Ω0
+

∫

γ0

ũ1(x1, 0)

ε χ0
v dx1,

et l(·) la forme linéaire telle que l(v) = 〈g , v〉Ω0
=

∫

Ω0

g(x)v(x) dx.

Bien entendu, nous pouvons vérifier que la forme bilinéaire a(· , · ) est continue, coercive sur

Hper,Γ∞(Ω0). En effet, il existe une constante Ka strictement positive dépendante de ε telle que

|a(ũ1 , v)| =

∣∣∣∣∣

∫

Ω0

∇ũ1∇v dx +
∫

γ0

ũ1(x1, 0)

εχ0
v(x1, 0) dx1

∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣
∫

Ω0

∇ũ1∇v dx

∣∣∣∣ +
1

ε χ0

∣∣∣∣
∫

γ0
ũ1(x1, 0) v(x1, 0) dx1

∣∣∣∣

6 max

(
1,

1

ε χ0

) (
‖∇ũ1‖L2(Ω0)‖∇v‖L2(Ω0) + ‖ũ1‖L2(γ0)‖v‖L2(γ0)

)

6 Ka‖ũ1‖Hper,Γ∞ (Ω0)‖v‖Hper,Γ∞ (Ω0),

et il existe une constante α0 strictement positive indépendante de ε telle que

|a(ũ1 , ũ1)| > ‖∇ũ1‖2
L2(Ω0) + ‖ũ1‖2

L2(γ0) > α0‖ũ1‖2
Hper,Γ∞ (Ω0).
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D’autre part, la forme linéaire l(·) est continue sur Hper,Γ∞(Ω0). En effet, il existe une constante

Kb strictement positive indépendante de ε telle que

|l(v)| =
∣∣∣∣
∫

Ω0

g(x)v(x) dx
∣∣∣∣ 6 ‖g‖L2(Ω0) ‖v‖L2(Ω0) 6 Kb‖v‖Hper,Γ∞ (Ω0).

Finalement, d’après le théorème de Lax-Milgram (voir [29]) nous montrons que le problème

variationnel (V.14) admet une unique solution dans Hper,Γ∞(Ω0).

5.2 Régularité H2 de l’approximation d’ordre 1 dans Ω0

À présent, nous établissons que la norme H2 dans le domaine rugueux Ωε de l’approximation

d’ordre 1 dans Ω0 est majorée par une constante, ce qui s’exprime par la

Proposition 39. Il existe une constante C0 strictement positive indépendante de ε telle que

‖ũ1‖H2(Ω0) 6 C0. (V.35)

Preuve. Afin d’appliquer le résultat de régularité H2 dans un domaine assez régulier qui ne

dépend pas de ε, nous remarquons que le problème aux limites (V.14) est non homogène sur le

bord γ0. Pour cela, nous définissons l’expression Ũ1 telle que

Ũ1 = ũ1 − ε χ0 ∂ũ1

∂x2

|γ0 ϕ(x2) = ũ1 − ε χ0 h(x1) ϕ(x2),

où, ϕ(·) est une fonction suffisamment régulière ϕ ∈ C∞([0, 1], [0, 1]) localisée sur le bord γ0

vérifiant 



ϕ ≡ 1 si x2 = 0

0 6 ϕ 6 1 sur
[
0,

1

2

]

ϕ ≡ 0 sur
[
1

2
, 1

]
.

Alors la fonction Ũ1 est une solution du problème aux limites avec une condition de Dirichlet

homogène :





−∆Ũ1 = g1[Ω0] + εχ0∆ (h ϕ) sur Ω0

Ũ1 = 0 sur Γ∞ ∪ γ0

Ũ1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(V.36)
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Pour simplifier la présentation, notons Fε(·) le terme source du problème aux limites (V.36).

Nous dérivons ce terme source et nous obtenons

Fε(x) = g(x)1[Ω0] + εχ0

[
∂2

∂x2
1

(h(x1) ϕ(x2)) +
∂2

∂x2
2

(h(x1) ϕ(x2))

]

= g(x)1[Ω0] + εχ0
[
ϕ

′′

(x2) h(x1) + h
′′

(x1) ϕ(x2)
]

= g(x)1[Ω0] + εχ0
[
ϕ

′′

(x2) h(x1)
]

.

La fonction Fε(·) appartient à L2(Ω0). Par le même procédé que celui de la démonstration du

théorème 17, nous pouvons montrer facilement que le problème variationnel (V.36) admet une

unique solution Ũ1 dans Hper,Γ∞(Ω0). Maintenant, tous les ingrédients sont réunis pour pouvoir

appliquer les résultats de la régularité H2 dans un domaine assez régulier. Nous nous plaçons

sous les mêmes hypothèses d’un problème elliptique aux conditions aux limites homogènes.

Appliquons au problème aux limites (V.36) les résultats associés au Théorème 4, alors il existe

une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥Hess
(
Ũ1

)∥∥∥
L2(Ω0)

6

∥∥∥Ũ1

∥∥∥
H2(Ω0)

6 K
(

‖Fε‖L2(Ω0) +
∥∥∥Ũ1

∥∥∥
H1(Ω0)

)
.

D’autre part, si nous exploitons la Hessienne du terme (h ϕ), alors nous obtenons

Hess (h(x1) ϕ(x2)) =




ϕ(x2)h
′′
(x1) ϕ

′
(x2)h

′
(x1)

ϕ
′
(x2)h

′
(x1) ϕ

′′
(x2)h(x1)


 =




0 ϕ
′
(x2)h

′
(x1)

ϕ
′
(x2)h

′
(x1) ϕ

′′
(x2)h(x1)


 .

Par une simple inégalité triangulaire et grâce aux calculs ci-dessus, nous montrons qu’il existe

une constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖Hess (ũ1)‖L2(Ω0) 6

∥∥∥Hess
(
Ũ1

)∥∥∥
L2(Ω0)

+ εχ0 ‖Hess (h ϕ)‖L2(Ω0) 6 K. (V.37)

En tenant compte du fait que ũ1 ∈ Hper,Γ∞(Ω0) (voir Thèorème 17) et de l’inégalité (V.37),

ceci mène à l’existence d’une constante C0 strictement positive indépendante de ε telle que

‖ũ1‖H2(Ω0) = ‖ũ1‖H1(Ω0) + ‖Hess (ũ1)‖L2(Ω0) 6 C0.

La preuve est complète.
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5.3 Quelques estimations du correcteur cellulaire d’ordre 1

En vertu des résultats déjà démontrés dans les chapitres III et IV de cette thèse, nous énon-

çons sans démonstration quelques estimations du correcteur cellulaire χ0 solution du problème

microscopique (V.12). Nous commençons par rappeler que l’espace fonctionnel D1,2(Z+ ∪ P )

est donné par

D1,2(Z+ ∪P ) =
{
v ∈ L1

loc(Z
+ ∪ P ) tel que ∇v ∈ L2(Z+ ∪ P ), v est y1-périodique sur Γl ∪ Γr

}
.

D’autre part, mentionnons que la notation D2
x présente la Hessienne dans le domaine rugueux

Ωε et D2
y désigne la Hessienne dans le domaine cellulaire Z+ ∪ P .

Proposition 40. Le problème (V.12) admet une unique solution χ0 dans D1,2(Z+ ∪ P ).

Proposition 41. Soit χ0 la solution du problème microscopique (V.12), alors il existe ε0 > 0

et deux constantes C1 et C2 strictement positives indépendantes de ε tels que pour tout ε < ε0,

C1√
ε
6 ε

∥∥∥D2
xχ0

∥∥∥
L2(Ωε)

6
C2√

ε

∥∥∥D2
yχ0

∥∥∥
L2(Z+∪P )

. (V.38)

Théorème 18. Soit χ0 ∈ D1,2(Z+ ∪ P ) la solution du problème microscopique (V.12), alors il

existe une constante C3 strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥D2
yχ0

∥∥∥
L2(Z+∪P )

6 C3. (V.39)

Nous exposons dans la proposition suivante quelques propriétés des correcteurs χ0 et χ1 sur le

bord lisse Γ∞ qui vont nous servir dans la suite de ce chapitre. Celle-ci ne constitue en réalité

qu’un intermédiaire pour démontrer le résultat d’estimation d’erreur entre la loi de paroi d’ordre

1 et la solution exacte uε dans la norme H2.

Proposition 42. Il existe ε0 > 0 et une constante K strictement positive indépendante de ε

tels que pour tout ε < ε0, nous avons une convergence exponentielle des quantités suivantes

∥∥∥χ0 − χ0
∥∥∥

L2(Γ∞)
6 Ke− 1

ε ,
∥∥∥∂x1χ0

∥∥∥
L2(Γ∞)

6 Ke− 1
ε ,

∥∥∥∂2
x2

1
χ0

∥∥∥
L2(Γ∞)

6 Ke− 1
ε ,

∥∥∥χ1
∥∥∥

L2(Γ∞)
6 Ke− 1

ε ,
∥∥∥∂2

x2
1
χ1

∥∥∥
L2(Γ∞)

6 Ke− 1
ε .
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5.4 Régularité H2 de la loi de paroi d’ordre 1

L’objet de cette sous-section est de montrer le résultat suivant

Théorème 19. Il existe ε0 > 0 et deux constantes C5 et C6 strictement positives indépendantes

de ε telles que pour tout ε < ε0, la loi de paroi u1 d’ordre 1 satisfait

C5√
ε
6 ‖u1‖H2(Ωε) 6

C6√
ε
. (V.40)

Démonstration. Tout d’abord, nous rappelons la relation suivante

‖u1‖2
H2(Ωε) = ‖u1‖2

H1(Ωε) + ‖Hess (u1)‖2
L2(Ωε) . (V.41)

La démonstration se décompose en deux étapes. Commençons par traiter la norme ‖u1‖H1(Ωε).

Si nous introduisons la solution uε du problème aux limites (V.1), alors nous pouvons écrire u1

sous la forme suivante : u1 = u1 − uε + uε. Par l’inégalité triangulaire et grâce au théorème 1 et

au lemme 13, nous obtenons l’existence d’une constante K strictement positive indépendante

de ε telle que

‖u1‖H1(Ωε) 6 ‖u1 − uε‖H1(Ωε) + ‖uε‖H1(Ωε) 6

[
K1ε

3
2 +

(
4(1 + ε)2 + 1

)
‖g‖L2(Ω0)

]
6 K. (V.42)

À présent, nous traitons la hessienne de l’approximation d’ordre 1. L’inégalité triangulaire

donne

‖Hess (u1)‖L2(Ωε) 6 ‖Hess (ũ1)‖L2(Ω0) + ε
∥∥∥∥Hess

(
h(x1)

(
χ0

(
x

ε

)
− χ0

))∥∥∥∥
L2(Ωε)

. (V.43)

En vertu de la proposition 39, la hessienne de l’approximation ũ1 d’ordre 0 est majorée par

une constante. Alors, il ne reste qu’à étudier le membre de droite de l’inégalité (V.43). Nous

effectuons des calculs explicites de la Hessienne de la quantité h(x1) (χ0 − χ0), il vient

Hess
(
h

(
χ0 − χ0

))
= h(x1)




∂2χ0

∂x2
1

∂2χ0

∂x1∂x2

∂2χ0

∂x2∂x1

∂2χ0

∂x2
2




+ h
′

(x1)




2
∂χ0

∂x1

∂χ0

∂x2

∂χ0

∂x1

0




+ h
′′

(x1)




0 0

0 (χ0 − χ0)


 .
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On en tire donc l’existence des deux constantes C̃1 et C̃2 strictement positives indépendantes

de ε telles que

∥∥∥Hess
(
h

(
χ0 − χ0

))∥∥∥
L2(Ωε)

6 C̃1

∥∥∥D2
xχ0

∥∥∥
L2(Ωε)

+ C̃2

∥∥∥∇xχ0
∥∥∥

L2(Ωε)
.

Par un changement de variable de l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique du correc-

teur χ0, il suit

∥∥∥Hess
(
h

(
χ0 − χ0

))∥∥∥
L2(Ωε)

6
C̃1

ε
3
2

∥∥∥D2
yχ0

∥∥∥
L2(Z+∪P )

+
C̃2√

ε

∥∥∥∇yχ0
∥∥∥

L2(Z+∪P )
.

Grâce aux estimations ci-dessus, il est immédiat de montrer l’existence d’une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que

‖Hess (u1)‖L2(Ωε) 6
K√

ε
. (V.44)

La majoration à l’ordre O(ε− 1
2 ) s’en déduit directement, il suffit de remplacer les estimations

(V.42) et (V.44) dans (V.41). Pour achever la démonstration, il nous reste qu’à trouver une

minoration de la norme ‖u1‖H2(Ωε). En appliquant l’inégalité triangulaire, il vient

ε

∥∥∥∥Hess
(

h(x1)
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

))∥∥∥∥
L2(Ωε)

− ‖Hess (ũ1)‖L2(Ω0) 6 ‖Hess (u1)‖L2(Ωε) 6 ‖u1‖H2(Ωε).

D’après l’inégalité (V.38), nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

indépendante de ε telle que

∥∥∥∥Hess
(

h(x1)
(

χ0
(

x

ε

)
− χ0

))∥∥∥∥
L2(Ωε)

> K
∥∥∥D2

xχ0
∥∥∥

L2(Ωε)
>

K

ε
3
2

.

En regroupant les résultats des deux dernières inégalités, on s’aperçoit que la norme ‖u1‖H2(Ωε)

est minorée à l’ordre O(ε− 1
2 ). La démonstration est complète.

5.5 Norme H2 de l’estimation d’erreur d’ordre 1

Nous allons dans cette sous-section effectuer l’étude théorique de l’erreur en norme H2(Ωε) entre

la solution exacte uε et l’approximation d’ordre 1. L’objectif est de montrer le résultat suivant

Théorème 20. Soit uε la solution du problème (V.1). Alors il existe ε0 > 0 et une constante

C7 strictement positive indépendante de ε tels que pour tout ε < ε0, l’approximation u1 d’ordre
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1 satisfait

‖uε − u1‖H2(Ωε) 6 C7

√
ε. (V.45)

Démonstration. Nous reprendrons la démarche utilisée pour démontrer le lemme 13. Nous com-

mençons par rappeler la fonction d’erreur Ẽ1(·) définie dans (V.19) par

Ẽ1(x) = E1(x) − ε2χ1
(

x

ε

)
h

′

(x1), pour tout x ∈ Ωε.

En vertu des calculs que nous avons explicités dans la preuve du lemme 13, la fonction d’erreur

Ẽ1 satisfait le problème aux limites suivant





−∆Ẽ1 = 0 sur Ωε

Ẽ1 = ωε sur Γ∞

Ẽ1 = −x2
2

2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 sur γε

Ẽ1 est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

où l’erreur ωε(·) sur le bord lisse Γ∞ est définie comme suit

ωε(x1) = −ε
(

χ0
(

x1

ε
,
1

ε

)
− χ0

)
h(x1) − ε2χ1

(
x1

ε
,
1

ε

)
h

′

(x1).

Il est clair que sur la paroi rugueuse γε, ainsi que sur le bord Γ∞, l’erreur Ẽ1 est non homogène.

Nous définissons l’expression R̃ε(·) par

R̃ε(x) = Ẽ1(x) + ϕ(x2) ωε(x1) + s(x), (V.46)

où, ϕ(·) est une fonction suffisamment régulière localisée sur le bord Γ∞ satisfaisant





ϕ ≡ 1 si x2 = 1

0 6 ϕ 6 1 sur
[
1

2
, 1

]

ϕ ≡ 0 sur
]
−1,

1

2

]
,

et s(·) est une fonction localisée dans une couche de taille O(ε) qui s’écrit s(x) = x2
2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ01[Ωε\Ω0].

De (V.25), nous mettons en évidence que
∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 ≈ O(ε).

En raisonnant au sens des distributions, la solution R̃ε satisfait à des conditions de Dirichlet
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homogènes sur Γ∞ ∪ γε, c’est à dire





−∆R̃ε = −∆ (ϕ ωε) − ∆s sur Ωε

R̃ε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

R̃ε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs.

(V.47)

Examinons le laplacien de s(·) dans la partie couche Ωε\Ω0. Un simple calcul donne

∆s = ∆

(
x2

2

2

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0

)
=

∂2ũ1

∂x2
2

|γ0 +
x2

2

2

∂2

∂x2
1

(
∂2ũ1

∂x2
2

|γ0

)
:= Sε(x).

De la proposition 42 et par un calcul explicite du laplacien de la quantité (ϕ ωε), il vient

∆ (ϕ ωε) = ε∆
(

ϕ(x2)
(

χ0
(

x1

ε
,
1

ε

)
− χ0

)
h(x1)

)
+ ε2∆

(
ϕ(x2) χ1

(
x1

ε
,
1

ε

)
h

′

(x1)
)

,

= ε

[
ϕ

′′

(x2)
(
χ0

|Γ∞ − χ0
)

h(x1) + ϕ(x2)

((
χ0

|Γ∞ − χ0
)

h
′′

(x1) +
2

ε

∂χ0
|Γ∞

∂x1

h
′

(x1) +
1

ε2

∂2χ0
|Γ∞

∂x2
1

h(x1)

)]

+ ε2

[
ϕ

′′

(x2)χ
1
|Γ∞h

′

(x1) + ϕ(x2)

(
χ1

|Γ∞h
′′′

(x1) +
2

ε

∂χ1
|Γ∞

∂x1

h
′′

(x1) +
1

ε2

∂2χ1
|Γ∞

∂x2
1

h
′

(x1)

)]
,

= ε

[
ϕ

′′

(x2)
(
χ0

|Γ∞ − χ0
)

h(x1) + ϕ(x2)

(
2

ε

∂χ0
|Γ∞

∂x1

h
′

(x1) +
1

ε2

∂2χ0
|Γ∞

∂x2
1

h(x1)

)]

+ ε2

[
ϕ

′′

(x2)χ
1
|Γ∞h

′

(x1) + ϕ(x2)

(
1

ε2

∂2χ1
|Γ∞

∂x2
1

h
′

(x1)

)]
:= Tε(x) ≈ O(e− 1

ε ).

Pour des raisons de commodité, nous notons Fε(·) le terme source associé au problème aux

limites (V.47) tel que

Fε(x) = −∆ (Φ ωε) − ∆s = −Tε(x) − Sε(x).

Par des calculs intégrales, il est clair que la fonction Fε(·) est dans L2(Ωε) et qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ε telle que

‖Fε‖L2(Ωε) 6 K
(
‖Tε‖L2(Ωε) + ‖Sε‖L2(Ωε\Ω0)

)
6 K

(
e− 1

ε + ε
3
2

)
6 2Kε

3
2 . (V.48)

Nous mettons l’accent sur le fait que nous nous plaçons sous les mêmes hypothèses qu’un

problème elliptique aux conditions aux limites homogènes dans un domaine périodique avec

une paroi rugueuse régulière et un terme source dans L2(Ωε). Une application immédiate du

Théorème 2 au problème aux limites (V.47), nous permet de déduire qu’il existe une constante
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K strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6 K
(

‖Fε‖L2(Ωε) +
1

ε

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H1(Ωε)

)
. (V.49)

Nous allons dans la suite démontrer ‖Fε‖L2(Ωε) = O(ε
3
2 ) et

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H1(Ωε)

= O(ε
3
2 ). Ces résultats

obtenus permettent d’avoir
∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

= O(ε
1
2 ).

Nous commençons par chercher la formulation variationnelle du problème aux limites (V.47).

Nous considérons v une fonction « test »telle que v ∈ Hper,0(Ωε). Par la formule de Green, nous

avons

〈
∇R̃ε , ∇v

〉
Ωε

=
〈
−∆R̃ε , v

〉
Ωε

= 〈Fε , v〉Ωε
.

Par l’inégalité triangulaire, il suit

∣∣∣∣
〈
∇R̃ε , ∇v

〉
Ωε

∣∣∣∣ 6
∣∣∣〈Fε , v〉Ωε

∣∣∣ . (V.50)

Par Cauchy-Schwarz et par la proposition 2, nous avons

∣∣∣〈Fε , v〉Ωε

∣∣∣ 6 ‖Fε‖L2(Ωε) ‖v‖L2(Ωε) 6 CP (ε) ‖Fε‖L2(Ωε) ‖∇v‖L2(Ωε). (V.51)

Précisons que CP (ε) désigne toujours la constante de Poincaré donnée par (1 + ε). En prenant

R̃ε = v dans (V.50) et (V.51) et par le lemme 1, nous obtenons

αε

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
2

H1(Ωε)
6

∥∥∥∇R̃ε

∥∥∥
2

L2(Ωε)
6 |〈Fε , R̃ε〉Ωε

| 6 CP (ε) ‖Fε‖L2(Ωε) ‖∇R̃ε‖L2(Ωε),

où αε est la constante de coercivité donnée par αε = 1
4(1+ε)2+1

. Ainsi nous tirons

αε

∥∥∥∇R̃ε

∥∥∥
2

L2(Ωε)
6 CP (ε) ‖Fε‖L2(Ωε) ‖∇R̃ε‖L2(Ωε). (V.52)

Après simplification, nous obtenons

∥∥∥∇R̃ε

∥∥∥
L2(Ωε)

6
CP (ε)

αε

‖Fε‖L2(Ωε) . (V.53)

À nouveau, par la proposition 2 et de (V.53), il suit

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
L2(Ωε)

6 CP (ε)
∥∥∥∇R̃ε

∥∥∥
L2(Ωε)

6
(CP (ε))2

αε

‖Fε‖L2(Ωε) . (V.54)
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De (V.48), (V.53) et (V.54), nous déduisons l’estimation suivante

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H1(Ωε)

6
CP (ε) + (CP (ε))2

αε

‖Fε‖L2(Ωε) 6 K ε
3
2 . (V.55)

Nous remplaçons l’estimation (V.55) dans l’expression (V.49), alors il existe une constante K

strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

6 K
(
ε

3
2 +

√
ε
)
6 2K

√
ε. (V.56)

Avant de rassembler toutes les estimations pour conclure, signalons que par des calculs ex-

plicites, nous pouvons montrer l’existence de deux constantes K1 et K2 strictement positives

indépendantes de ε telles que

‖ωε‖H2(Γ∞) 6 Ke− 1
ε et ‖s‖H2(Ωε\Ω0) 6 Kε

3
2 . (V.57)

D’autre part, par la transformation géométrique de l’échelle macroscopique à l’échelle micro-

scopique, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ε

telle que

ε2h
′
∥∥∥∥χ1

(
x

ε

)∥∥∥∥
H2(Ωε)

6 ε2h
′
(

1

ε
3
2

∥∥∥χ1
∥∥∥

H2(Z+∪P )

)
6 K

√
ε. (V.58)

Nous pouvons conclure définitivement la démonstration en réunissant tous les résultats obtenus.

De (V.56), (V.57) et (V.58), nous montrons par inégalité triangulaire qu’il existe une constante

K strictement positive indépendante de ε telle que

‖E1(x)‖H2(Ωε) 6

∥∥∥Ẽ1(x)
∥∥∥

H2(Ωε)
+ ε2h

′
∥∥∥∥χ1

(
x

ε

)∥∥∥∥
H2(Ωε)

6

∥∥∥R̃ε

∥∥∥
H2(Ωε)

+ ‖ωε‖H2(Γ∞) + ‖s‖H2(Ωε\Ω0) + ε2h
′
∥∥∥∥χ1

(
x

ε

)∥∥∥∥
H2(Ωε)

6 K
√

ε.

La démonstration est complète.

Fin de la technique

Nous désirons nous servir des résultats des deux derniers Théorèmes. À l’aide de l’inégalité

triangulaire, nous prouvons immédiatement que la régularité H2 du problème aux limites (V.1)

est singulière en O(ε− 1
2 ). Autrement dit, nous montrons l’existence de deux constantes Kmin et

Kmax strictement positives indépendantes de ε telles que
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Kmin√
ε

6
C5√

ε
− C7

√
ε 6 ‖u1‖H2(Ωε) − ‖uε − u1‖H2(Ωε)

6 ‖uε‖H2(Ωε) 6 ‖u1‖H2(Ωε) + ‖uε − u1‖H2(Ωε) 6
C6√

ε
+ C7

√
ε 6

Kmax√
ε

.

6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation d’une méthode plus générale des développements

asymptotiques afin d’introduire une étude de la régularité H2 du modèle d’écoulement sanguin

modélisé mathématiquement par un problème simplifié dans le premier chapitre de cette thèse.

Les lois de parois asymptotiques ont été jusque là utilisées pour des parois lisses afin de retirer

du domaine du calcul une partie de la couche limite, coûteuse numériquement. Ces techniques

ont donné de bons résultats même pour des problèmes considérés comme difficiles. En effet,

elle peuvent être adaptées aux équations de Navier-Stokes incompressibles dans un domaine

rugueux.

Une extension naturelle de ce travail serait l’étude des équations de Navier-Stokes incompres-

sibles. Nous ne connaissons que très peu de références qui traitent d’analyse asymptotique pour

les équations de Navier-Stokes incompressibles dans un domaine rugueux. Signalons l’article [4]

qui a proposé une analyse asymptotique d’une façon rigoureuse pour ce problème mais nous

n’avons pu, faute de temps, faire aboutir cette étude.

Aussi, nous proposons d’autres perspectives de recherche dans le contexte de la régularité H2

sur les problèmes de rugosité avec des conditions de Neumann en se référant aux travaux de

Chupin [37]. Par manque de temps, nous n’avons pas effectué une analyse complète à cette

question. Toutefois, nous espérons que les travaux réalisés ici devraient permettre d’effectuer

ce travail.
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Chapitre VI

Estimations d’erreur et Résultats numériques

Nous arrivons enfin au dernier chapitre de cette thèse. Nous nous intéressons à l’analyse et

aux simulations numériques du modèle d’écoulement sanguin, qui a été modélisé mathémati-

quement dans le premier chapitre par le problème aux limites (E) ou encore par le problème

simplifié avec une source réelle (voir (III.1)).

Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats préliminaires standards sur la mé-

thode des éléments finis, qui sont utiles à plusieurs reprises dans ce chapitre. Dans une deuxième

section, nous établissons une extension plus générale. Nous montrons un lemme de type Aubin-

Nitsche dans un domaine rugueux (dont une partie du bord est paramétrée par un lacet qui

dépend de ε). Nous mettons l’accent sur le fait que la singularité en O(ε− 1
2 ) obtenue précédem-

ment, de la norme H2 de la solution du problème aux limites (III.1) joue un rôle très important

pour la généralisation du lemme de Aubin-Nitsche. Dans la section suivante, nous mettons en

oeuvre le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux. Bien entendu, l’ingrédient essentiel

du lemme généralisé de type Aubin-Nitsche sert à prouver des estimations d’erreur de la solu-

tion du problème aux limites (E) par rapport à sa solution approchée par la méthode éléments

finis en norme L2 et H1.

Ensuite, afin d’interpréter et de comparer ces résultats obtenus, nous proposons une analyse

asymptotique. Nous montrons que la solution microscopique tronquée du problème cellulaire

se comporte comme O(e− 1
ε ) pour les normes H1 et H2 quand ε tend vers 0. Nous pourrons

alors fournir dans la cinquième section un résultat d’estimation d’erreur entre la solution uε

associée au problème modèle simplifié avec une source réelle (III.1) et l’approximation couche

limite approchée d’ordre 1 par l’approche d’Achdou et al.

Dans une avant-dernière section, nous nous intéressons à la résolution numérique. D’un point

de vue rigoureux, nous avons tout d’abord réalisé un ensemble de simulations numériques afin

de valider tous les résultats de convergence obtenus dans le chapitre III de cette thèse pour

la construction des approximations couches limites. Néanmoins, pour illustrer l’importance
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pratique des résultats théoriques du schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux, nous

montrons dans un deuxième temps des validations numériques des résultats obtenus théorique-

ment sur un cas test 2D.

Nous finissons ce dernier chapitre en présentant quelques résultats techniques qui sont utilisés

dans nos études ou qui sont nécessaires du point de vue pédagogique pour avoir une bonne

compréhension.

1 Préliminaires

Nous présentons dans cette première section quelques résultats préliminaires dont nous aurons

besoin dans la suite de ce chapitre. Nous considérons un problème représentatif des nombreux

problèmes modèles linéaires dont la formulation faible abstraite est la suivante :





Trouver u ∈ W tel que

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V,
(VI.1)

où

– V et W sont deux espaces fonctionnels.

– a(·, ·) est une forme bilinéaire, continue, coercive définie sur W × V .

– l(·) est une forme linéaire, continue définie sur V .

Précisons dans toute cette section que le problème modèle (VI.1) est bien posé.

1.1 Le problème approché

Grâce à la méthode de Galerkin, nous pouvons avoir une approximation du problème abstrait

(VI.1). Le principe général consiste à remplacer les espaces fonctionnels V et W par des espaces

de dimension finie, notés Vh et Wh. Pour des raisons de simplicité, l’accent portera sur l’étude

de l’approximation conforme où Vh ⊂ V et Wh ⊂ W , ce qui induit à





Chercher uh ∈ Wh tel que

ah(uh, vh) = lh(vh), ∀vh ∈ Vh,
(VI.2)

où ah(·, ·) est une forme bilinéaire, continue, coercive et lh(·) est une forme linéaire. On appelle

l’espace Wh « espace d’approximation » et l’espace Vh « espace test discret ». Nous renvoyons

à l’annexe 7 de ce chapitre pour quelques rappels sur les éléments finis.
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1.2 Estimation d’erreur a priori : lemme de Aubin-Nitsche dans un

domaine non rugueux

Nous nous restreignons dans cette sous-section au cadre d’une approximation consistante et

conforme par la méthode de Galerkin standard, c’est-à-dire que l’espace où l’on cherche la

solution est le même que celui des fonctions tests. Autrement, nous supposons que V = W et

Vh = Wh. Cependant, nous considérons le problème continu (VI.1) et son approximation (VI.2)

que nous supposons bien posés. Nous faisons de plus les hypothèses suivantes :

1. (hypothèse 1) : Il existe un espace de Hilbert X dans lequel V s’injecte continûment.

Nous supposons X muni d’une forme bilinéaire continue, symétrique et positive notée

l′(·, ·) et notons |.|X =
√

l′(., .) la semi-norme induite correspondante. Par ailleurs, nous

supposons qu’il existe un espace de Hilbert Z ⊂ V et une constante de stabilité Cs

strictement positive telle que pour tout f ∈ X, la solution ξ(f) du problème adjoint





Trouver ξ(f) ∈ V tel que

a(v, ξ(f)) = l′(f, v), ∀v ∈ V,
(VI.3)

est dans Z et satisfait l’estimation a priori suivante

‖ξ(f)‖Z 6 Cs |f |X . (VI.4)

2. (hypothèse 2) : Il existe une constante d’interpolation Ci strictement positive telle que

∀h > 0, ∀v ∈ Z, inf
vh∈Vh

‖v − vh‖V 6 Ci h ‖v‖Z . (VI.5)

Remarque 17. – Avec les hypothèses ci-dessus, nous avons la relation suivante pour les es-

paces de Hilbert avec injections continues :

Z ⊂ V ⊂ X.

Pour un problème modèle faisant intervenir le laplacien dans un domaine régulier Ω, nous

avons typiquement

Z = H2(Ω), V = H1(Ω), X = L2(Ω), | · |X = ‖ · ‖L2(Ω).

- Lorsque (hypothèse 1) est vraie, on dit parfois que le problème (VI.3) est régularisant.
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L’objectif de ce paragraphe est d’estimer l’erreur u − uh dans la semi-norme |.|X . Le résultat

ci-dessous est connu sous le nom du lemme de Aubin-Nitsche [14, 39].

Lemme 15 (Aubin-Nitsche, [14]). Sous les hypothèses 1 et 2 ci-dessus, nous avons :

∀h > 0, |u − uh|X 6 K h ‖u − uh‖V , (VI.6)

où K = Ci Cs ‖a‖V,V .

Preuve. Posons l’erreur eh = u − uh. Nous avons

|eh|X = sup
f∈X

l′(f, eh)

|f |X
= sup

f∈X

a(ξ(f), eh)

|f |X
.

L’estimation d’erreur eh procède en deux étapes. D’une part comme Vh ⊂ V , donc d’après la

relation d’orthogonalité suivante : pour tout vh ∈ Vh, a(u − uh, vh) = 0, nous obtenons que

∀vh ∈ Vh a(eh, ξ(f)) = a(eh, ξ(f) − vh).

D’autre part, la forme bilinéaire a(·, ·) est continue, nous en déduisons que

a(eh, ξ(f)) 6 ‖a‖ ‖eh‖V ‖ξ(f) − vh‖V ∀vh ∈ Vh,

et par suite

a(eh, ξ(f)) 6 ‖a‖ ‖eh‖V inf
vh∈Vh

‖ξ(f) − vh‖V 6 ‖a‖ ‖eh‖V Cih ‖ξ(f)‖Z d′après (l’hypothèse 2)

6 ‖a‖ ‖eh‖V CiCs h|f |X d′après (l’hypothèse 1)

6 K h ‖eh‖V |f |X .

Nous concluons aisément.

2 Généralisation : Lemme de type Aubin-Nitsche dans

un domaine rugueux

Une extension naturelle du dernier résultat serait bien entendu l’étude du Lemme de Aubin-

Nitsche dans un domaine rugueux. Signalons que les résultats préliminaires de la première

section peuvent se généraliser sans trop de difficulté au problème aux limites (E) modélisé dans
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le premier chapitre de cette thèse. Avant d’entamer la démarche, rappelons que notre modèle

d’écoulement sanguin présenté dans le premier chapitre est modélisé mathématiquement par le

problème aux limites suivant

(E) :





−∆uε = g sur Ωε

uε = 0 sur Γ∞ ∪ γε

uε est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs,

où Ωε est un ouvert borné de R2 donné dans la figure ci-dessous et g ∈ L2(Ωε).

Domaine rugueux Ωε

La formulation faible obtenue dans le Chapitre I, peut être écrite sous la forme d’un problème

abstrait :





Trouver uε ∈ Hper,0(Ωε) tel que

aε(uε, v) = lε(v), ∀v ∈ Hper,0(Ωε),
(VI.7)

où nous notons :

Hper,0(Ωε) = {v ∈ H1(Ωε) tel que v = 0 sur Γ∞ ∪ γε , v est périodique selon x1 sur Σe ∪ Σs},

aε(uε, v) =
∫

Ωε

∇uε ∇v dx, et lε(v) =
∫

Ωε

g v dx.

Comme précédemment, on peut associer au problème ci-dessus (VI.7) un problème approché

par la méthode des éléments finis dont la solution est notée uε,h. La formulation variationnelle

approchée s’énonce donc sous la forme suivante :





Trouver uε,h ∈ Vε,h tel que

aε,h(uε,h, vh) = lε,h(vh), ∀vh ∈ Vε,h,
(VI.8)
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où Vε,h est un sous-espace de dimension finie de l’espace Hper,0(Ωε) et où les formes respective-

ment bilinéaire, continue, coercive aε,h(·, ·) et linéaire lε,h(·) sont issues des approximations des

formes aε(·, ·) et lε(·). Le paramètre positif « h » présente le diamètre maximal de la triangula-

tion.

Dans la suite de cette section, nous nous placerons sous les deux hypothèses suivantes :

1. (Hyp 1) : Par la même méthodologie présentée dans la dernière sous-section 1.2 appliquée

à un problème faisant intervenir le laplacien (comme le problème aux limites (E)), nous

supposons qu’il existe une constante de stabilité Cs strictement positive indépendante de

ε telle que pour tout g ∈ L2(Ωε), la solution ξ(g) du problème adjoint





Trouver ξ(g) ∈ Hper,0(Ωε) tel que

aε(v, ξ(g)) = 〈g, v〉L2(Ωε) , ∀v ∈ Hper,0(Ωε),
(VI.9)

est dans H2(Ωε) et satisfait pour tout α ∈]0, 1] l’estimation a priori suivante :

‖ξ(g)‖H2(Ωε) 6
Cs

εα
|g|L2(Ωε). (VI.10)

2. (Hyp 2) : Il existe une constante d’interpolation Ci strictement positive telle que

∀h > 0, ∀v ∈ H2(Ωε), inf
vh∈Vε,h

‖v − vh‖H1(Ωε) 6 Cih ‖v‖H2(Ωε) . (VI.11)

Nous allons à présent énoncer un résultat de type Aubin-Nitsche dans un domaine rugueux afin

d’estimer l’erreur ‖uε − uε,h‖L2(Ωε).

Lemme 16 (Lemme de type Aubin-Nitsche dans un domaine Rugueux). Sous les hypothèses

(VI.10) et (VI.11) ci-dessus, il existe une constante Kr strictement positive indépendante de ε

telle que nous avons

∀h > 0, ‖uε − uε,h‖L2(Ωε) 6
Kr h

εα
‖uε − uε,h‖H1(Ωε). (VI.12)

Preuve. Nous procédons ici comme dans la preuve du lemme 15. Posons l’erreur Rε,h = uε −uε,h.

Par un raisonnement analogue au précédent, nous avons
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aε(Rε,h, ξ(g)) 6 ‖aε‖ ‖Rε,h‖
H1(Ωε) inf

vh∈Vε,h

‖ξ(g) − vh‖H1(Ωε)

6 ‖aε‖ ‖Rε,h‖
H1(Ωε) Cih ‖ξ(g)‖H2(Ωε) d’après (Hyp 2)

6 ‖aε‖ ‖Rε,h‖
H1(Ωε) Cih

(
Cs

εα

)
|g|L2(Ωε) d’après (Hyp 1)

6
Kr h

εα
‖Rε,h‖

H1(Ωε) |g|L2(Ωε), avec Kr = CiCs ‖aε‖Hper,0(Ωε) .

(VI.13)

Par ailleurs, l’erreur Rε,h satisfait la relation suivante

|Rε,h|
L2(Ωε) = sup

g∈L2(Ωε)

aε(ξ(g),Rε,h)

|g|L2(Ωε)

. (VI.14)

L’estimation voulue est enfin obtenue en regroupant les deux quantités (VI.13) et (VI.14). La

preuve est complète.

Remarque 18. Nous mettons l’accent sur le fait que nous avons supposé ci-dessus une hypo-

thèse de stabilité (Hyp 1) sous la condition que le réel α ∈]0, 1]. En effet, cette supposition est

due au fait suivant :

1. D’après le Théorème 2 démontré dans le deuxième chapitre de cette thèse, la norme H2

de la solution uε du problème aux limites (E) est majorée en O(1
ε
). Il est donc assez clair

que l’inégalité (VI.10) est bien cohérente avec le résultat du Théorème 2 pour α = 1.

2. Grâce au Théorème 9, la norme H2 de la solution uε du problème aux limites (E) avec une

source réelle est singulière en O(ε− 1
2 ). De ce fait pour α = 1

2
, l’inégalité (VI.10) correspond

bien au résultat principal du chapitre IV de cette thèse.

3 Analyse d’erreur a priori par éléments finis

Dans ce court paragraphe, nous allons présenter quelques estimations d’erreurs de discrétisation

pour le problème aux limites (E) et qui illustrent le schéma d’éléments finis dans un domaine

rugueux. Notre objectif principal est d’obtenir une estimation de l’erreur uε − uε,h en normes

‖·‖H1(Ωε) et ‖·‖L2(Ωε).

Proposition 43. Sous les hypothèses (VI.10) et (VI.11), il existe une constante C1 strictement

positive indépendante de ε telle que pour tout α ∈]0, 1], nous avons

‖uε − uε,h‖
H1(Ωε) 6

C1 h

εα
. (VI.15)
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Preuve. D’après le lemme de Céa (Voir Lemme 21), nous avons

‖uε − uε,h‖
H1(Ωε) 6 C

(
inf

vε,h ∈ Vε,h

‖uε − vε,h‖
H1(Ωε)

)
.

Nous considérons I
Lag
h uε, l’interpolé de Lagrange de uε dans Vε,h (Voir [39]). Il est clair que

I
Lag
h uε ∈ Vε,h car sur chaque face du bord, ILag

h uε est uniquement déterminé par la valeur de

uε aux noeuds sur cette face. Par suite,

inf
vε,h ∈ Vε,h

‖uε − vε,h‖
H1(Ωε) 6 C

∥∥∥uε − I
Lag
h uε

∥∥∥
H1(Ωε)

.

Par ailleurs, d’après le théorème d’interpolation (Voir [39]), nous avons

∥∥∥uε − I
Lag
h uε

∥∥∥
H1(Ωε)

6 Ch ‖uε‖H2(Ωε) .

En combinant les inégalités précédentes et grâce à l’estimation (VI.10), nous obtenons (VI.15).

La preuve est complète.

Proposition 44. Sous les mêmes hypothèses (VI.10) et (VI.11), il existe une constante C2

strictement positive indépendante de ε telle que pour tout α ∈]0, 1], nous avons

‖uε − uε,h‖
L2(Ωε) 6

C2 h2

ε2α
. (VI.16)

Preuve. Cette proposition résulte immédiatement de la généralisation du lemme de Aubin-

Nitsche dans un domaine rugueux 16 et de l’inégalité [Proposition 43, (VI.15)]. En effet, il est

assez clair que

‖uε − uε,h‖
L2(Ωε) 6

Kr h

εα
‖uε − uε,h‖

H1(Ωε) 6
C2h

2

ε2α
, avec C2 = Kr C1.

D’où l’estimation voulue.

4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

Après avoir montré quelques estimations d’erreurs de la solution du problème aux limites (E)

avec la méthode des éléments finis, le but à présent est de pouvoir comparer les résultats obtenus

avec l’analyse asymptotique. Dans la suite, nous sommes amenés à comparer la solution du

problème (E) « exacte » avec l’approximation couche limite approchée d’ordre 1 par l’approche
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d’Achdou et al. Pour étudier ceci nous aurons besoin d’établir tout d’abord plusieurs résultats

intermédiaires qui concernent la solution microscopique β1.

4.1 Domaine cellulaire tronqué

Rappelons que le correcteur cellulaire β1 vérifie le problème (III.20) ci-dessous





−∆β1 = 0 sur Z+ ∪ P

β1 = −y2 sur P 0

β1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr

lim
y2→+∞

β1 = β1 =
1

2π

∫ 2π

0
β1(y1, 0)dy1,

dont les définitions de Z+, P, P 0, Γl et Γr sont rappelées dans la figure (III.2).

La résolution du problème cellulaire dans un domaine non borné pose des difficultés pour la

résolution numérique. C’est pourquoi nous énonçons à présent le problème microscopique sur

une cellule tronquée. Le domaine correspondant à cette cellule tronquée est désigné par ZR tel

que

ZR =
{
y ∈ (Z+ ∪ P ) tel que y2 < R et R >> 1

}
. (VI.17)

Figure VI.1 – Cellule tronquée

Bien entendu, l’utilisation d’un domaine tronqué par la paroi lisse ΓR = {y1 ∈ [0, 2π], y2 = R},
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avec la condition suivante à l’infini « lim
y2→+∞

β1 = β1 », nous permet de réduire le problème à





−∆βR
1 = 0 sur ZR

βR
1 = −y2 sur P 0

∂βR
1

∂y2

= 0 sur ΓR

βR
1 est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(VI.18)

4.2 Estimations d’erreur du correcteur cellulaire

Notre objectif dans ce paragraphe est d’étudier l’erreur du correcteur cellulaire due à la tron-

cature du domaine microscopique. Avant de traiter l’erreur pour les normes H1(ZR) et H2(ZR),

nous énonçons ci-dessous deux lemmes techniques démontrés en annexe 7.

Lemme 17. Soit le domaine cellulaire tronqué ZR illustré dans la Figure VI.1. Soient β1

l’unique solution du problème cellulaire (III.20) dans D1,2
0 (Z+∪P ) et βR

1 la solution du problème

cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, nous avons l’inégalité suivante de type Poincaré :

∥∥∥β1 − βR
1

∥∥∥
L2(ZR)

6 (R + 1)
∥∥∥∇

(
β1 − βR

1

)∥∥∥
L2(ZR)

. (VI.19)

Lemme 18. Soit le domaine cellulaire tronqué ZR définie dans la Figure VI.1, limité en haut

par l’interface ΓR = {y1 ∈ [0, 2π] ; y2 = R}. Soient β1 l’unique solution du problème cellulaire

(III.20) dans D1,2
0 (Z+ ∪P ) et βR

1 la solution du problème cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, nous

avons l’inégalité suivante de type trace :

∥∥∥β1 − βR
1

∥∥∥
L2(ΓR)

6
√

R + 1
∥∥∥∇

(
β1 − βR

1

)∥∥∥
L2(ZR)

. (VI.20)

Nous allons maintenant nous intéresser à l’erreur β1 − βR
1 pour la norme H1(ZR).

Proposition 45. Soient β1 l’unique solution dans D1,2
0 (Z+ ∪ P ) du problème cellulaire (III.20)

et βR
1 la solution du problème cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, il existe une constante C stric-

tement positive indépendante de R telle que :

∥∥∥β1 − βR
1

∥∥∥
H1(ZR)

6 C R
3
2 e−R. (VI.21)
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Preuve. Posons la différence ER = β1 −βR
1 . Donc l’erreur ER est la solution du problème suivant





−∆ER = 0 sur ZR

ER = 0 sur P 0

∂ER

∂y2

=
∂β1

∂y2

sur ΓR

ER est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

(VI.22)

Comme nous aurons recours à une formulation variationnelle du problème ci-dessus, nous consi-

dérons une fonction test régulière appartenant à D1,2
0 (Z+ ∪ P ). Par la formule de Green, il suit

0 =
〈
−∆E

R, v
〉

ZR

=
〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

−
∫

∂ZR

∂ER

∂y2

v =
〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

−
∫

ΓR

∂ER

∂y2

v.

Par conséquent, nous avons

〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

=
∫

ΓR

∂ER

∂y2

v =
∫

ΓR

∂β1

∂y2

v. (VI.23)

De l’expression (VI.23), par l’inégalité triangulaire ainsi grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous obtenons

∣∣∣∣
〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫

ΓR

∂β1

∂y2

v

∣∣∣∣∣ 6
∥∥∥∥∥

∂β1

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

‖v‖L2(ΓR) (VI.24)

En prenant v = ER dans (VI.24) et par le lemme 17, nous avons

∥∥∥∇E
R

∥∥∥
2

L2(ZR)
6

∥∥∥∥∥
∂β1

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

∥∥∥ER
∥∥∥

L2(ΓR)
6

√
R + 1

∥∥∥∥∥
∂β1

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

∥∥∥∇E
R

∥∥∥
L2(ZR)

. (VI.25)

À ce stade, rappelons que dans Z+ la décomposition en Série de Fourier de la solution du

problème cellulaire β1 s’écrit explicitement :

β1 =
+∞∑

k=0

ηk exp(iky1 − |k|y2), avec ηk =
∫ 1

0
β1(y1, 0)eiky1 dy1.

Par un calcul de la dérivée selon la direction −→y2 de l’expression ci-dessus, nous obtenons

∂β1

∂y2

=
+∞∑

k=1

−|k|ηk exp(iky1 − |k|y2).
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Ceci nous permet de déduire que

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

∣∣∣∣∣ 6 e−R
+∞∑

k=1

|k| |ηk||eiky1| eR−|k|y2 .

Grâce à cette dernière inégalité et par un simple calcul, il vient

∥∥∥∥∥
∂β1

∂y2

∥∥∥∥∥

2

L2(ΓR)

=
∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∂β1

∂y2

(y1, R)

∣∣∣∣∣

2

dy1 6 e−2R
∫ 2π

0

(
+∞∑

k=1

|k|2 |ηk|2 e2R(−|k|+1)

)
dy1

6 e−2R
∫ 2π

0

(
|η1| +

+∞∑

k=2

|k|2|ηk|2
2 R (|k| − 1)

)
dy1

6 e−2R
∫ 2π

0

(√
2 |η1| +

+∞∑

k=2

√
1 + |k|2 |ηk|2

)
dy1

6 e−2R
∫ 2π

0

(
+∞∑

k=1

√
1 + |k|2 |ηk|2

)
dy1

6 e−2R ‖η‖2

H
1
2 (ΓR)

.

(VI.26)

Nous remplaçons l’inégalité (VI.26) dans (VI.25) et après simplification, nous obtenons l’inéga-

lité suivante

∥∥∥∇E
R

∥∥∥
L2(ZR)

6
√

R + 1

∥∥∥∥∥
∂β1

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

6
√

R + 1 e−R ‖η‖
H

1
2 (ΓR)

. (VI.27)

Par le lemme 18 et l’inégalité (VI.27), nous montrons qu’il existe une constante C strictement

positive telle que pour tout R >> 1, nous avons

∥∥∥ER
∥∥∥

H1(ZR)
=

∥∥∥∇E
R

∥∥∥
L2(ZR)

+
∥∥∥ER

∥∥∥
L2(ZR)

6 (1 + (R + 1))
∥∥∥∇E

R
∥∥∥

L2(ZR)

6 (2 + R)
√

R + 1 e−R ‖η‖
H

1
2 (ΓR)

6 C R
3
2 e−R.

Ceci achève la preuve.

Dans ce qui suit immédiatement, nous montrons comme précédemment une convergence expo-

nentielle de l’erreur (β1 − βR
1 ) pour la norme H2(ZR).

Théorème 21. Nous considérons β1 l’unique solution dans D1,2
0 (Z+ ∪P ) du problème cellulaire

(III.20) et βR
1 la solution du problème cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, il existe une constante
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K strictement positive indépendante de R telle que :

∥∥∥β1 − βR
1

∥∥∥
H2(ZR)

6 KR3e−R. (VI.28)

Démonstration. Nous reproduisons ici la technique introduite dans le deuxième chapitre de

cette thèse. L’idée directrice de la démonstration est la suivante : Tout d’abord, nous allons

effectuer un changement de variable pour redresser la cellule tronquée ZR en un domaine ne

dépendant plus de la troncature R. Ensuite, nous établissons la formulation variationnelle dans

le domaine redressé afin de majorer et minorer les deux membres associés à cette formulation

variationnelle. Par retour à la cellule tronquée, nous terminons par estimer l’erreur β1 − βR
1

pour la norme H2. Nous traitons brièvement la démonstration sans établir tous les détails du

calcul. Pour une lecture plus approfondie, nous renvoyons à l’appendice 7 de ce chapitre.

Redressement de la cellule tronquée : Comme précédemment dans la dernière preuve, nous po-

sons la différence ER = β1 − βR
1 . Alors, l’erreur ER vérifie le problème aux limites (VI.22). Il est

assez naturel donc de rappeler la formulation variationnelle (VI.23) du problème (VI.22) :

〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

=
∫

ΓR

∂ER

∂y2

v =
∫

ΓR

∂β1

∂y2

v, avec v ∈ D1,2
0 (Z+ ∪ P ).

Nous effectuons un changement de variable qui permet de transformer la cellule tronquée ZR en

un rectangle Q̃ = [0, 2π] × [0, 1] (voir Figure VI.2). Pour cela, nous considérons le changement

de variable z = φ(y), où φ(y) est le C2-difféomorphisme 1 tel que :

Figure VI.2 – Redressement de la cellule tronquée

1. Les variables z1, z2 n’ont rien à voir avec celles utilisées dans le chapitre IV.
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φ : ZR −→ Q̃

(y1, y2) −→ (z1, z2) =

(
y1,

y2 − γ̃(y1)

R − γ̃(y1)

)
.

(VI.29)

Notons ψ = φ−1 l’application inverse de φ telle qu’elle vérifie :





ψ1(z) = y1 = z1

ψ2(z) = y2 = [R − γ̃(z1)] z2 + γ̃(z1).

Aussi il est assez clair qu’après calculs, on a

∇ψ(z) =




1 0

γ̃
′
(z1)(1 − z2) R − γ̃(z1)


 et ∇φ(y) =




1 0

γ̃
′
(y1)(y2 − R)

R − γ̃(y1)

1

R − γ̃(y1)




.

Le jacobien de ψ est : Jψ = |R − γ̃(z1)|.
Établissement de la Formulation variationnelle après redressement : Nous commençons par ef-

fectuer un changement de notations. Nous posons Ẽ(z) = ER ◦ ψ(z) et ṽ(z) = v ◦ ψ(z). Le

gradient de Ẽ est




∂Ẽ
∂z1

(z)

∂Ẽ
∂z2

(z)


 =




1 γ̃
′
(z1)(1 − z2)

0 R − γ̃(z1)







∂ER

∂y1
(φ−1(z))

∂ER

∂y2
(φ−1(z))


 .

Ce qui nous permet de déduire après simplification que





∂ER

∂y2

(φ−1(z)) =
1

R − γ̃(z1)

∂Ẽ

∂z2

(z)

∂ER

∂y1

(φ−1(z)) =
∂Ẽ

∂z1

(z) − ∂Ẽ

∂z2

(z) .
γ̃

′
(z1)(1 − z2)

R − γ̃(z1)

(VI.30)

De (VI.30) ainsi que d’après les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

〈
∇E

R, ∇v
〉

ZR

=
∫

Q̃
∇

(
E

R(φ−1(z))
)

. ∇
(
v(φ−1(z))

)
|Jψ(z)| dz

=

〈


R − γ̃(z1) (z2 − 1)γ̃
′
(z1)

(z2 − 1)γ̃
′
(z1)

1

R − γ̃(z1)

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]






∂Ẽ
∂z1

∂Ẽ
∂z2


 ,




∂ṽ
∂z1

∂ṽ
∂z2




〉
.
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De la même façon, nous obtenons aussi

∫

ΓR

∂ER

∂y2

v dy1 =
∫ 2π

0

∂ER(ψ(z))

∂z2

v(ψ(z)) |Jψ(z)| dz1

:=
∫ 2π

0
F̃ (z) ṽ(z) dz1, où F̃ (z) =

∂ER ◦ ψ(z)

∂z2

|R − γ̃(z1)| .

Afin de simplifier la présentation, notons dans toute la suite la métrique GR(z) telle que

GR(z) =


 g11

R (z) g12
R (z)

g21
R (z) g22

R (z)


 :=




R − γ̃(z1) (z2 − 1)γ̃
′
(z1)

(z2 − 1)γ̃
′
(z1)

1

R − γ̃(z1)

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]



Nous adaptons la dernière notation au calcul des intégrales ci-dessus, alors nous pouvons écrire

la formulation variationnelle dans Q̃ du problème aux limites (VI.22) après redressement sous

la forme

〈
GR(z) ∇Ẽ , ∇ṽ

〉
Q̃

=
∫ 2π

0
F̃ (z) ṽ(z) dz1 =

∫ 2π

0

∂ER ◦ ψ(z)

∂z2

|R − γ̃(z1)| ṽ(z) dz1.

Par ailleurs, notons à présent dans toute la suite de cette démonstration les expressions A (·, ·)
et B (·) telles que

A

(
Ẽ, ṽ

)
=

〈
GR(z) ∇Ẽ , ∇ṽ

〉
Q̃

et B (ṽ) =
∫ 2π

0

∂ER(ψ(z))

∂z2

|R − γ̃(z1)| ṽ(z) dz1.

Choix de la fonction test : Nous définissons le demi-disque D̃ l’intersection entre le demi-plan

strictement positive et le disque de centre (π, 0), de rayon π2 + 1 tel que D̃ = D((π, 0), π2 + 1) ∩
{y2 > 0} recouvre Q̃. D’autre part, notons D̃′ le demi-disque tel que D̃′ = D((π, 0), 1)∩{y2 > 0}.

Avec les définitions ci-dessus et pour des raisons techniques, nous introduisons la fonction de

troncature ξ ∈ C∞
c (D̃, [0, 1]) telle que





ξ ≡ 1 dans D̃
′

0 6 ξ 6 1 dans D̃ \ D̃
′

ξ ≡ 0 dans R
2 \ D̃.

Pour finir cette étape, nous choisissons pour |h| assez petit la fonction test suivante

ṽ = −D−h
1

(
ξ2Dh

1 Ẽ

)
, où Dh

1 présente le quotient différentiel tangentiel. (VI.31)
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Minoration de la forme bilinéaire à la formulation variationnelle : En procédant comme dans

le deuxième chapitre de cette thèse, nous injectons la fonction test (VI.31) dans l’expression de

A (·, ·) associée à la forme bilinéaire de la formulation variationnelle après redressement et grâce

aux opérations classiques sur le quotient différentiel Dh
1 , nous pouvons découper l’expression

de A

(
Ẽ, Ẽ

)
=

〈
GR(z) ∇Ẽ, ∇ṽ

〉
Q̃

sous la forme suivante

A

(
Ẽ, Ẽ

)
= A1

(
Ẽ, Ẽ

)
+ A2

(
Ẽ, Ẽ

)
+ A3

(
Ẽ, Ẽ

)

:= 〈GR(z) w, w〉 + 〈GR(z) w1, w2〉 + 〈ĜR(z) w3, w4 + w5, 〉
(VI.32)

telle que la métrique ĜR(z) présente le différentiel tangentiel de la métrique GR(z) :

ĜR(z) =


 Dh

1 (g11
R (z)) Dh

1 (g12
R (z))

Dh
1 (g21

R (z)) Dh
1 (g22

R (z))


 .

Ainsi que les vecteurs w, w1, w2, w3, w4 et w5 sont définis comme suit

w = ξ


 Dh

1

(
∂Ẽ
∂z1

)

Dh
1

(
∂Ẽ
∂z2

)

 , w1 = ξ


 Dh

1

(
∂Ẽ
∂z1

)

Dh
1

(
∂Ẽ
∂z2

)

 , w2 = 2




∂ξ
∂z1

Dh
1 Ẽ

∂ξ
∂z2

Dh
1 Ẽ


 , w3 =




∂Ẽ
∂z1

∂Ẽ
∂z2


 ,

w4 =




∂Dh
1 Ẽ

∂z1
∂Dh

1 Ẽ

∂z2


 , w5 =




∂ξ
∂z1

Dh
1 (Ẽ)

∂ξ
∂z2

Dh
1 (Ẽ)


 .

Nous nous servons ensuite des résultats des propositions 50, 51 et 53 (voir annexe 7 de ce

chapitre), et du fait que
∫ ∣∣∣Dh

1 Ẽ

∣∣∣
2

dy 6

∫ ∣∣∣∇Ẽ

∣∣∣
2

dy, pour arriver à

A1

(
Ẽ, Ẽ

)
> αR

∫
ξ2 |Dh

1 ∇Ẽ|2 dz.

A2

(
Ẽ, Ẽ

)
> −αR

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇Ẽ

∣∣∣
2

dz − C1R
∫

|∇Ẽ|2 dz.

A3

(
Ẽ, Ẽ

)
> −αR

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇Ẽ

∣∣∣
2

dz − C3R
∫ ∣∣∣∇Ẽ

∣∣∣
2

dz.

Signalons que C1, C3 sont deux constantes strictement positives indépendantes de R et αR

présente la constante d’ellipticité de la métrique GR(z) donnée par αR = 1
C1R

.

Finalement, en regroupant les inégalités ci-dessus des quantités A1 (·, ·), A2 (·, ·) et A3 (·, ·),
nous montrons qu’il existe une constante CA strictement positive indépendante de R telle que

A

(
Ẽ, Ẽ

)
>

αR

2

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇Ẽ

∣∣∣
2

dz − CA R
∫ ∣∣∣∇Ẽ(z)

∣∣∣
2

dz. (VI.33)
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Majoration de la forme linéaire à la formulation variationnelle : En reprenant le même pro-

cédé que nous avons décrit précédemment dans le deuxième chapitre de cette thèse afin d’éta-

blir une majoration de la forme linéaire à la formulation variationnelle, un calcul similaire nous

donne qu’il existe une constante CB strictement positive indépendante de R telle que

B

(
Ẽ

)
6

αR

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇Ẽ

∣∣∣
2

dz +
αR

4

∫ ∣∣∣∇Ẽ

∣∣∣
2

dz +
CB

αR

∫ 2π

0

∣∣∣F̃
∣∣∣
2

dz1,

où la fonction source F̃ (·) est définie comme suit F̃ (z) =
∂ER(ψ(z))

∂z2

|R − γ̃(z1)|. Une simple

majoration triangulaire du Jacobien de ψ nous permet de déduire la majoration suivante

B

(
Ẽ

)
6

αR

4

∫
ξ2

∣∣∣Dh
1 ∇Ẽ

∣∣∣
2

dz +
αR

4

∫ ∣∣∣∇Ẽ

∣∣∣
2

dz +
CB(R2 + 1)

αR

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∂ER(ψ(z))

∂z2

∣∣∣∣∣

2

dz1. (VI.34)

Régularité H2 dans le domaine redressé : En vertu des deux inégalités (VI.33) et (VI.34) et par

une démarche semblable à celle utilisée pour la proposition [13, Chapitre II], alors il existe une

constante Cr strictement positive indépendante de R telle que

2∑

l,k=1

∥∥∥∥∥
∂2Ẽ

∂zk∂zl

∥∥∥∥∥
L2(D̃

′
)

6 Cr


R

∥∥∥∇Ẽ

∥∥∥
L2(D̃)

+ R2




∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∂Ẽ

∂z2

∣∣∣∣∣

2

dz1




1
2


 . (VI.35)

Estimation de la norme H2 dans le domaine cellulaire tronqué : Une étape classique mainte-

nant est le retour au domaine cellulaire. Pour cela, nous appliquons le résultat technique du

lemme 19 dans l’appendice 7 de ce chapitre. Alors, il existe une constante CF strictement

positive indépendante de R telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 CF




2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2Ẽ

∂zn∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)

+
2∑

l=1

∥∥∥∥∥
∂Ẽ

∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)


 . (VI.36)

En vertu de l’estimation (VI.35) et de l’inégalité (VI.36), nous montrons qu’il existe une

constante C strictement positive indépendante de R telle que nous avons

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER(y)

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 C


R

∥∥∥∇Ẽ

∥∥∥
L2(Q̃)

+ R2




∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∂Ẽ

∂z2

∣∣∣∣∣

2

dz1




1
2


 . (VI.37)

Il nous reste qu’exploiter les deux normes à droite dans la dernière inégalité. Par un simple
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calcul, nous montrons qu’il existe une constante C strictement positive telle que

∥∥∥∇Ẽ

∥∥∥
L2(Q̃)

=




2∑

i,k=1

∫

ZR

(
∂ER

∂yi

∂ψi

∂zk

)2

|Jφ(y)| dy




1
2

6 C
√

R
∥∥∥∇E

R
∥∥∥

L2(ZR)
. (VI.38)

De même, grâce à la formule de changement de variable dans les intégrales, il vient




∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∂ER(ψ(z))

∂z2

∣∣∣∣∣

2

dz1




1
2

=




∫

ΓR

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

∣∣∣∣∣

2

|Jφ(y)|dy1




1
2

6
C√
R

∥∥∥∥∥
∂ER

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

. (VI.39)

En rassemblant les quantités (VI.38) et (VI.39) dans (VI.37). Alors, il existe une constante C

strictement positive indépendante de R telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 C R
3
2




∥∥∥∇E
R

∥∥∥
L2(ZR)

+

∥∥∥∥∥
∂ER

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)


 . (VI.40)

Fin de la démonstration : Pour pouvoir achever cette démonstration, il nous suffit d’exploiter

les normes à droite de l’estimation (VI.40) de la Hessienne de l’erreur ER. Compte tenu du fait

que «
∂β1

∂y2

= 0 sur ΓR » et de l’estimation (VI.26), nous avons donc

∥∥∥∥∥
∂ER

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

=

∥∥∥∥∥
∂(β1 − βR

1 )

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)

6 Ce−R.

Nous utilisons finalement le résultat de la Proposition 45 et des majorations brutales qui per-

mettent d’estimer
∥∥∥β1 − βR

1

∥∥∥
L2(ZR)

. On en tire l’existence d’une constante K strictement positive

indépendante de R telle que

∥∥∥ER
∥∥∥

H2(ZR)
=

∥∥∥ER
∥∥∥

H1(ZR)
+

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 CR
3
2




∥∥∥ER
∥∥∥

H1(ZR)
+

∥∥∥∥∥
∂ER

∂y2

∥∥∥∥∥
L2(ΓR)




6 KR
3
2

(
R

3
2 e−R + e−R

)
6 2 KR3e−R.

Ceci conclut la démonstration.

Nous arrivons à la toute dernière partie de cette analyse d’erreur de correcteur microscopique.

L’obtention d’un résultat de convergence et d’estimations d’erreur pour une approximation

du problème cellulaire tronquée (VI.18) par une méthode de Galerkin comme la méthode des

éléments finis s’appuie sur les derniers résultats de la Proposition 45 et du Théorème 21.
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Nous introduisons le cadre fonctionnel du problème aux limites cellulaire tronqué (VI.18), afin

de pouvoir donner en toute rigueur le résultat de convergence. Pour cela, nous pouvons écrire

le problème variationnel cellulaire tronqué sous une forme abstraite :





Trouver βR
1 ∈ D1,2(ZR) tel que

ac

(
βR

1 , v
)

= lc(v), ∀v ∈ D1,2(ZR),
(VI.41)

où ac(·, ·) est une forme bilinéaire, continue, coercive et lc(·) est une forme linéaire. L’espace

D1,2(ZR) est défini comme suit

D1,2(ZR) =

{
v ∈ L1

loc(ZR) tel que ∇v ∈ L2(ZR),
∂v

∂y2 |ΓR

= 0, v est périodique sur Γl ∪ Γr

}
.

L’accent porte sur le problème variationnel cellulaire tronqué approché. Pour des raisons de

clarté, introduisons d’abord l’espace d’approximation Vβ,h ⊂ D1,2(ZR) un sous-espace de

dimension finie. Le problème approché résolu en pratique est, en général, une approximation

interne du problème initial (VI.41) de la forme :





Trouver βR
1,h ∈ Vβ,h tel que

ac,h

(
βR

1,h, vh

)
= lc,h(vh), ∀vh ∈ Vβ,h,

(VI.42)

où les formes respectivement bilinéaire, continue, coercive ac,h(·, ·) et linéaire lc,h(·) sont issues

des approximations des formes ac(·, ·) et lc(·) ; le paramètre positif h, caractérisant la discréti-

sation.

Proposition 46. Il existe une constante C strictement positive indépendante de R telle que :

∀h > 0,
∥∥∥βR

1,h − βR
1

∥∥∥
H1(ZR)

6 C h R3 e−R. (VI.43)

Preuve. La preuve repose sur le lemme de Céa (Voir Lemme 21) et le Théorème d’interpolation

[39]. En effet,

∥∥∥βR
1 − βR

1,h

∥∥∥
H1(ZR)

6 C inf
βR

1,h
∈Vβ,h

∥∥∥βR
1 − βR

1,h

∥∥∥
H1(ZR)

6 C
∥∥∥βR

1 − I
Lag
h βR

1

∥∥∥
H1(ZR)

6 Ch
∣∣∣βR

1

∣∣∣
H2(ZR)

,

où, ILag
h est l’opérateur d’interpolation de Lagrange défini dans la sous-section 7.2 de ce chapitre

et C désigne une constante générique indépendante de h de R et dont la valeur peut changer à

chaque occurrence. En vertu de Théorème 21, nous avons une convergence exponentielle pour

la norme H2(ZR) en ordre O(R3 e−R) entre la solution β1 du problème cellulaire (III.20) et la

solution βR
1 du problème cellulaire (VI.18) tronqué. Ceci nous permet d’achever la preuve.
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5 Analyse d’erreur a priori par la méthode asymptotique

Pour pouvoir exploiter numériquement les performances des résultats obtenus dans la troisième

section de ce chapitre par le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux, c’est pourquoi

nous poursuivrons en cette section par une étude d’analyse d’erreur asymptotique sur le cas du

problème modèle (E) simplifié avec une source réelle (voir (III.1)).

Rappelons dans un premier temps l’expression de la première approximation de uε la solution

du problème aux limites (III.1), ou autrement dit l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

(voir III.3) :

u0
ext,1 =





u0 dans Ω0

∂u0

∂x2
(x1, 0) x2 dans Ωε\Ω0

=





C
2

x2 (1 − x2) dans Ω0

C
2

x2 dans Ωε\Ω0.

De plus, nous notons (u0
ext,1)h la solution discrète de l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

u0
ext,1 par la méthode des éléments finis. Maintenant, il est assez naturel d’obtenir une estimation

de l’erreur uε − (u0
ext,1)h en norme ‖·‖H1(Ωε). En effet, nous avons le résultat suivant :

Proposition 47. Soient uε la solution du problème aux limites (III.1) et (u0
ext,1)h l’extension

approchée d’ordre 1 du profil de Poiseuille. Alors, il existe une constante C strictement positive

indépendante de ε et de h telle que :

∥∥∥uε − (u0
ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C (
√

ε + h). (VI.44)

Preuve. Grâce à l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille u0
ext,1 et par inégalité triangulaire,

nous avons

∥∥∥uε − (u0
ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6

∥∥∥uε − u0
ext,1

∥∥∥
H1(Ωε)

+
∥∥∥u0

ext,1 − (u0
ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

. (VI.45)

Rappelons que d’après [Chapitre III, Proposition 14], il existe une constante C strictement

positive indépendante de ε telle que

∥∥∥uε − u0
ext,1

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C
√

ε.

En vertu du lemme de Céa (voir lemme 21) et du Théorème d’interpolation (voir [39]), il existe

une constante C strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥u0
ext,1 − (u0

ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C h
∥∥∥u0

ext,1

∥∥∥
H2(Ωε)

6 Ch. (VI.46)
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Pour finir, il nous reste à rassembler ces deux dernières estimations dans (VI.45). Nous montrons

qu’il existe une constante C strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥uε − (u0
ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C (
√

ε + h).

La preuve est complète.

Dans un deuxième temps, nous rappelons que l’approximation couche limite d’ordre 1 par

l’approche d’Achdou et al. s’écrit comme suit

u∞
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) +
ε

1 + εβ1

∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)
.

Comme précédemment, nous notons (u∞
Ach,1)h la solution approchée de l’approximation couche

limite d’ordre 1 par la méthode des éléments finis. Dans la même philosophie, une question

naturelle est de savoir comment se comporte l’erreur uε − (u∞
Ach,1)h en fonction de ε et de h

pour la norme ‖·‖H1(Ωε) ?

Signalons qu’en itérant indéfiniment, le terme
1

1 + εβ1

est la limite pour ε suffisamment petit de

la série géométrique de terme général (−εβ1). D’une part, cette limite a un effet perturbatif sur

l’erreur et c’est une source de gros soucis numériques pour des valeurs de ε de l’ordre de 10−1.

Pour obtenir des précisions raisonnables, nous sommes obligés de faire des tests numériques

pour des valeurs de ε à l’ordre supérieur. Néanmoins, cette condition nécessite un grand coût

numérique à payer. Pour cela afin d’éviter cette difficulté technique d’un point de vue numérique,

nous proposons de dériver des estimations d’erreur par rapport à u1
Ach,1, l’approximation couche

limite d’ordre 1 à l’itération 1. Nous rappelons que

u1
Ach,1(x) = u0

ext,1(x) + ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
(

β1

(
x

ε

)
− β1x2

)
.

Dans la proposition suivante, nous montrons une estimation d’erreur de la différence uε −
(u1

Ach,1)h en norme ‖·‖H1(Ωε).

Proposition 48. Soient uε la solution du problème aux limites (III.1) et (u1
Ach,1)h l’approxima-

tion couche limite approchée d’ordre 1 à l’itération 1. Alors, il existe une constante C strictement

positive telle que :

∥∥∥uε − (u1
Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C
(
ε

3
2 + h +

√
εH

)
, avec H = R

5
2 e−R(1 + h). (VI.47)
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Preuve. Nous introduisons l’approximation couche limite d’ordre 1 à l’itération 1 dans la diffé-

rence uε − (u1
Ach,1)h, alors par inégalité triangulaire, nous avons

∥∥∥uε − (u1
Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6

∥∥∥uε − u1
Ach,1

∥∥∥
H1(Ωε)

+
∥∥∥u1

Ach,1 − (u1
Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

. (VI.48)

En vertu du résultat de la Proposition 20 dans le troisième chapitre de ce document, il existe

une constante C strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥uε − u1
Ach,1

∥∥∥
H1(Ωε)

6 Cε
3
2 . (VI.49)

Exploitons à présent, le terme à droite de l’inégalité (VI.48). L’inégalité triangulaire donne

∥∥∥u1
Ach,1 − (u1

Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6

∥∥∥u0
ext,1 − (u0

ext,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

+ ε
∂u0

∂x2

(x1, 0)
∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1,h

(
x

ε

)∥∥∥∥
H1(Ωε)

.

(VI.50)

Par un simple calcul et grâce aux résultats de la proposition 45 et du théorème 21, nous obtenons

∥∥∥∥β1

(
x

ε

)
− β1,h

(
x

ε

)∥∥∥∥
H1(Ωε)

6
C√

ε

∥∥∥β1(y) − βR
1,h(y)

∥∥∥
H1(ZR)

6
C√

ε

(∥∥∥β1 − βR
1

∥∥∥
H1(ZR)

+
∥∥∥βR

1 − βR
1,h

∥∥∥
H1(ZR)

)

6
C√

ε

(
Re−R + R

5
2 e−R h

)
6

CR
5
2 e−R(1 + h)√

ε
.

(VI.51)

D’une part, nous signalons que C désigne une constante qui peut changer à chaque occur-

rence. D’autre part, pour simplifier la présentation, nous posons la quantité H telle que H :=

R
5
2 e−R(1 + h). Nous combinons les expressions (VI.46) et (VI.51) dans l’inégalité (VI.50), alors

il existe une constante C strictement positive indépendante de ε telle que

∥∥∥u1
Ach,1 − (u1

Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C(h + H
√

ε). (VI.52)

Il nous reste à regrouper les inégalités (VI.49) et (VI.52) dans (VI.48). Nous obtenons donc

∥∥∥uε − (u1
Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C
(
ε

3
2 + h +

√
εH

)
.

La preuve est complète.
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Remarque 19. Dans ce paragraphe, nous formulons une remarque qui permettra de comparer

les avantages des deux schémas :

- par l’approximation couche limite approchée d’ordre 1 à l’itération 1.

- par la méthode des éléments finis (axée sur le lemme de type Aubin-Nitsche dans Ωε).

Nous constatons que l’analyse d’erreur asymptotique par l’approximation couche limite appro-

chée d’ordre 1 fournit une estimation d’erreur plus fine, en comparaison avec le schéma d’élé-

ments finis. Nous mettons l’accent sur le fait qu’en vertu du résultat principal du quatrième

chapitre de cette thèse, nous avons montré dans le théorème 9 que la solution exacte uε du

problème modèle (E) simplifié avec une source réelle (III.1) est singulière à l’ordre O(ε− 1
2 ) pour

la norme H2. Bien entendu, si nous tenons compte de cette singularité dans la preuve de la

proposition 43 (plus précisément dans la condition de stabilité du lemme d’Aubin-Nitsche dans

Ωε), alors nous obtenons

‖uε − uε,h‖
H1(Ωε) 6

C1 h√
ε

.

D’autre part, à l’aide de la proposition 48, il est maintenant possible d’utiliser la proposition

43 pour en tirer des estimations d’erreur plus fines. En manipulant un peu les inégalités des

résultats obtenus précédemment, nous obtenons en réalité une estimation d’erreur plus fine. En

effet, par une inégalité triangulaire, nous avons

‖uε − uε,h‖
H1(Ωε) 6

∥∥∥uε − (u1
Ach,1)h

∥∥∥
H1(Ωε)

+
∥∥∥(u1

Ach,1)h − uε,h

∥∥∥
H1(Ωε)

6 C
(

ε
3
2 + h +

√
εH +

∥∥∥(u1
Ach,1)h − uε,h

∥∥∥
H1(Ωε)

)
, où H = R

5
2 e−R(1 + h).

Nous aurons besoin de faire des tests numériques pour illustrer l’erreur
∥∥∥(u1

Ach,1)h − uε,h

∥∥∥
H1(Ωε)

.

Par la proposition 20 du Chapitre III, on s’attend à ce que cette dernière différence approchée

soit à l’ordre ε
3
2 .

Lorsque nous considérons un pas de maillage h tel que h 6 ε, nous observons que

l’erreur ‖uε − uε,h‖
H1(Ωε) converge à l’ordre O(

√
ε) par le schéma d’éléments finis ainsi

que le taux de convergence par l’approximation couche limite approchée d’ordre 1

est en ordre O(ε).

En résumé, on peut dire que le schéma par analyse asymptotique dispose de plu-

sieurs avantages lorsqu’il est comparé au schéma d’éléments finis. Il est aussi précis,

plus optimal et il est beaucoup plus facile à implémenter numériquement.

Nous pouvons maintenant tester numériquement nos modèles.
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6 Validation numérique

Afin de valider nos résultats théoriques et de montrer certaines fonctionnalités les plus in-

téressantes, nous proposons dans cette section une série de tests numériques. Les simulations

réalisées s’appuient sur le code FreeFem++ écrit par D. Bresch et V. Milišić [27]. Le code source

de [27] est disponible en ligne (sous Licence GPL) 2. Une version du code source correpondante

à toutes les notations introduites dans cette thèse et à tous les tests présentés ci-dessous est

disponible aussi en ligne 3. Une approximation P2 Lagrange est utilisée ici. FreeFem++ est un

langage dédié aux simulations numériques par éléments finis (voir [47, 48]).

6.1 Domaine de discrétisation

Nous considérons le domaine rugueux Ωε de longueur L = 10 et de hauteur Hr = 1 illustré

dans la figure ci-dessous.

Figure VI.3 – Géométries du domaine rugueux Ωε et de la cellule Mε

#

La rugosité de la paroi γε est décrite à l’échelle microscopique comme

P 0 =

{
(y1, y2) ∈ [0, 2π] × [−1, 0[, y2 = γ̃(y1) =

−(1 + cos(y1))

2
− δ

}
, avec δ = 5. 10−2.

(VI.53)

La périodicité sur les bords latéraux Σe et Σs nous permet de discrétiser à l’échelle macro-

scopique sur une cellule de longueur 2πε. Pour cela, nous considérons la cellule M ε
# telle que

M ε
# = M ε

p,# ∪ M ε
n,# où

M ε
n,# =]0, 2πε[×]0, 1[ et M ε

p,# =
{

(x1, x2) tel que x1 ∈ ]0, 2πε[ et x2 ∈
]
εγ̃(

x1

ε
), 0

[}
.

2. http ://ljk.imag.fr/membres/Vuk.Milisic/Software/WallLawTests.edp
3. http ://www.math.univ-paris13.fr/∼bey/loiparoi.edp
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Figure VI.4 – Les maillages Mε

p,# et Mε

n,# lorsque ε ≃ 0.1

Pour ε donné, les maillages M ε
p,# et M ε

n,# sont conformes sur la partie supérieure positive qui

correspond à {x2 > 0}. Pour les illustrations graphiques, nous prenons plusieurs valeurs de ε.

Pour cela, nous fixons l’entier j ∈ {0, ..., 14} et nous définissons le réel ε = qj tel que q = 0.85.

Comme dans [27], afin d’éviter les erreurs de discrétisation, nous prenons nε éléments sur la

frontière fictive horizontale {x1 ∈ [0, 2πε], x2 = 0} de telle sorte que

nε =
N

εζ
, où N = 90 et ζ ∈ {0.1, 0.2}. (VI.54)

Nous précisons aussi que le nombre de noeuds est linéairement proportionnel sur les autres

frontières. Cela nous donne une maille de taille h (avec h le diamètre maximal de la triangulation

[39]). Approximativement, le pas de discrétisation h est défini comme suit

h ≃ 2πε

nε
=

2π

N
ε1+ζ . (VI.55)

Nous présentons dans le tableau ci-dessous les résultats obtenus pour le pas de discrétisation h

sur les différentes valeurs de ζ.

ζ = 0.2 ζ = 0.1 ζ = 0.001

h k1 ε1.1757 k2 ε1.0608 k3 ε0.98452

Tableau VI.1 – Pas de maillage h en fonction de ζ

Signalons que k1, k2 et k3 sont des constantes strictement positives indépendantes de ε. Les
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résultats présentés dans le tableau VI.1 sont en accord avec l’approximation (VI.55) de h.

Par ailleurs, nous avons illustré ci-dessous les courbes de la discrétisation h en fonction de ε

pour ζ = 0.1 et ζ = 0.2 (Figures VI.5 et VI.7), ainsi qu’en échelle logarithmique (Figures VI.6

et VI.8).

Figure VI.5 – Discrétisation en fonction de ε - ζ = 0.2
Figure VI.6 – Discrétisation en fonction de ε - ζ = 0.2

- échelle log.

Figure VI.7 – Discrétisation en fonction de ε
- ζ = 0.1

Figure VI.8 – Discrétisation en fonction de ε
- ζ = 0.1 - échelle log.

Sur les figures VI.5-VI.8, la distribution spatiale du nuage de points nous permet de déduire
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qu’il existe une constante C indépendante de ε telle que

h 6 C ε. (VI.56)

6.2 Simulation numérique des résultats théoriques du chapitre III

Les simulations numériques que nous présentons dans cette section sont les illustrations des taux

de convergence que nous avons montrés théoriquement dans le troisième chapitre de cette thèse.

Il est donc nécessaire d’un point de vue pédagogique de rappeler tout d’abord les estimations

d’erreurs obtenues. Dans les deux tableaux ci-dessous, nous présentons un résumé des taux de

convergence entre la solution du problème (III.1) et u0
ext,1, u∞

Ach,1, u1, u∞
Ach,2, u2, U1

exp, U2
exp, Υ1

imp

les solutions respectives des problèmes aux limites (III.3), (III.53), (III.79), (III.99), (III.102),

(III.109), (III.123) et (III.125).

L’erreur uε − u0
ext,1 uε − u∞

Ach,1 uε − u∞
Ach,2

H1(Ωε)
√

ε ε
3
2 e− 1

ε

L2(Ω0) ε ε2
√

εe− 1
ε

Tableau VI.2 – Erreurs théoriques en normes L2(Ω0) et H1(Ωε) pour l’extension d’ordre 1 du
profil de Poiseuille et les approximations couches limites d’ordres 1 et 2.

L’erreur uε − u1 uε − u2 uε − U1
exp uε − U2

exp uε − Υ1
imp U1

exp − Υ1
imp

H1(Ω0)
√

ε
√

ε ε
3
2 e− 1

ε

√
ε

√
ε

L2(Ω0) ε
3
2 ε

3
2 ε2

√
εe− 1

ε ε ε

Tableau VI.3 – Erreurs théoriques en normes L2(Ω0) et H1(Ω0) pour les lois de paroi moyennées
d’ordres 1 et 2, les lois de paroi explicites d’ordres 1 et 2, la loi de paroi implicite d’ordre 1.

Afin de confirmer ces estimations d’erreur théoriques présentées dans le tableau ci-dessus, nous

nous sommes intéressés dans la suite de cette section à évaluer les erreurs par la méthode des

éléments finis en normes L2(Ω0) et H1(Ω0) entre uh
ε et u0,h

ext,1
, u∞,h

Ach,1
, u∞,h

Ach,2
, u1,h, u2,h, U1,h

exp,

U
2,h
exp et Υ1,h

imp (respectivement).

Dans la suite, afin de simplifier la présentation, nous notons v une approximation quelconque

de la solution exacte uε et nous désignons par vh l’approximation numérique de v. D’autre part,
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nous nous restreignons au domaine lisse Ω0 et nous posons eh = C εm les ordres de convergence

numériques. Alors, en vertu du lemme de Aubin-Nitsche dans un domaine non rugueux (voir

lemme 15) et par l’inégalité triangulaire, nous avons

∥∥∥uh
ε − vh

∥∥∥
L2(Ω0)

6

∥∥∥uh
ε − uε

∥∥∥
L2(Ω0)

+ ‖uε − v‖L2(Ω0) + ‖v − vh‖L2(Ω0)

6 C
(
hk+1 + εm + hk+1

)
6 C

(
2 εk+1 + εm

)
6 Cεmin(k+1, m),

(VI.57)

où k est le degré de la méthode des éléments finis. Par le même jeu d’inégalités, nous avons

aussi :
∥∥∥uh

ε − vh

∥∥∥
H1(Ω0)

6

∥∥∥uh
ε − uε

∥∥∥
H1(Ω0)

+ ‖uε − v‖H1(Ω0) + ‖v − vh‖H1(Ω0)

6 C
(
hk + εm + hk

)
6 C

(
2 εk + εm

)
6 Cεmin(k, m).

(VI.58)

Il est assez clair que si le degré de la méthode des éléments finis est k = 2, alors pour les normes

L2(Ω0) et H1(Ω0), les erreurs uh
ε − vh et uε − v ont le même taux de convergence.

6.2.1 Solution complète approchée dans le domaine rugueux

Dans un premier temps, nous calculons uh
ε la solution approchée du problème aux limites

(III.1) sur le domaine rugueux Ωε, pour différentes valeurs de ε dans [0.1, 1]. Nous discrétisons

le problème modèle avec une source réelle (III.1) en utilisant les éléments finis P2-Lagrange .

6.2.2 Solution microscopique du problème cellulaire

Dans un deuxième temps, nous calculons les solutions d’ordre 1 et 2 des problèmes cellulaires

(III.20) et (III.96). Nous mettons l’accent sur le fait que le calcul est fait une seule fois pour

toutes les approximations. Nous en tirons alors des informations nécessaires pour les correcteurs

β1 et β2 et leurs moyennes β1 et β2. Les problèmes cellulaires sont calculés sur un maillage pé-

riodique contenant 56761 triangles et 28819 sommets correspondants à un diamètre maximal de

maille h = 0.111378. Avec le choix spécifique (VI.53) du bord P 0, nous obtenons numériquement

les moyennes suivantes : β1 = 0.432096 et β2 = −0.297993 (comme dans [27]).

6.2.3 Tests numériques

Après simulations avec toutes les données ci-dessus, nous présentons dans les tableaux ci-dessous

les ordres de convergence numérique que nous avons obtenus.

222



VI.6 Validation numérique

‖eh‖{.} uh
ε − u0,h

ext,1
uh

ε − u∞,h

Ach,1
uh

ε − u∞,h

Ach,2

H1(Ω0) ε0.85 ε1.62 ε4.6

L2(Ω0) ε1.1 ε1.89 ε4.4

H1(Ωε) ε0.78 ε1.46 ε4.8

L2(Ωε) ε1.36 ε2.11 ε5.2

Tableau VI.4 – Estimations d’erreurs en normes L2(Ω0) et H1(Ωε) pour l’extension d’ordre 1
du profil de Poiseuille approchée et les approximations couches limites approchées d’ordres 1 et 2.

‖eh‖{.} uh
ε − u1,h uh

ε − u2,h uh
ε − U

1,h
exp uh

ε − U
2,h
exp uh

ε − Υ1,h

imp U
1,h
exp − Υ1,h

imp
H1(Ω0) ε0.71 ε0.65 ε1.56 ε4.4 ε1.12 ε0.58

L2(Ω0) ε1.57 ε1.51 ε1.91 ε4.6 ε1.63 ε1.01

Tableau VI.5 – Estimations d’erreurs en normes L2(Ω0) et H1(Ω0) pour les lois de paroi moyen-
nées approchées d’ordres 1 et 2, les lois de paroi explicites approchées d’ordres 1 et 2, la loi de
paroi implicite approchée d’ordre 1.

Nous illustrons dans les figures (VI.11)-(VI.10) toutes les erreurs en normes L2(Ωε), H1(Ωε),

L2(Ω0) et H1(Ω0) en fonction de ε.

6.2.4 Interprétations des résultats

1. En vertu des estimations d’erreurs présentées dans le tableau VI.4, nous constatons que

les ordres obtenus pour toutes les estimations sont validés sauf pour u∞,h

Ach,2
. Nous ne

pouvons pas montrer la convergence exponentielle en normes L2 et H1 de la solution

complète approchée dans le domaine rugueux par rapport à l’approximation couche limite

d’ordre 2 par l’approche d’Achdou. Cela est dû au fait que son ordre est limité par les

erreurs de l’espace d’approximation par éléments finis P2 (voir les inégalités (VI.57) et

(VI.58)).

2. Les résultats du tableau VI.5 montrent que l’ordre de convergence de l’erreur est bien

conservé sauf pour U
2,h
exp et Υ1,h

imp. Par le même argument pour u∞,h

Ach,2
, nous n’arrivons

pas à obtenir un taux de convergence exponentielle en normes L2(Ω0) et H1(Ω0) pour

uh
ε par rapport à la loi de paroi explicite U

2,h
exp d’ordre 2, son ordre étant limité par les

erreurs de l’espace d’approximation par éléments finis P2.
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D’autre part, nous sommes dans l’impossibilité d’illustrer numériquement et rigoureuse-

ment les ordres de convergence obtenus théoriquement pour la loi de paroi implicite Υ1,h

imp
d’ordre 1 (en ordres O(

√
ε) et O(ε) respectivement pour les normes H1(Ω0) et L2(Ω0)).

Indiquons que ces derniers résultats sont obtenus en introduisant la loi de paroi explicite

d’ordre 1 (voir la relation (III.128)). Néanmoins, nous constatons également que, confor-

mément aux estimations données par la théorie (voir inégalités (III.139) et (III.148)), la

convergence est prouvée numériquement entre la loi de paroi explicite d’ordre 1 et la loi

de paroi implicite d’ordre 1 en normes H1(Ω0) et L2(Ω0).

3. Nous observons par ailleurs que la loi de paroi implicite d’ordre 1 donne de moins bons

résultats que la loi de paroi explicite d’ordre 1. Cette dernière contient l’information

exacte des correcteurs couches limites sur l’interface γ0, par contre la loi de paroi implicite

introduit une information microscopique oscillante qui nécessite seulement la connaissance

de la trace du problème cellule sur la frontière fictive.

4. Nous avons vérifié numériquement que la loi moyennée d’ordre 2 donne un ordre de

convergence presque inférieur à celui de la loi moyennée d’ordre 1. Il est assez clair que la

loi de paroi d’ordre 2 ne fournit pas une meilleure approximation que celle d’ordre 1 (dû

au comportement des correcteurs β1 et β2 dans l’expression (III.107)). Bien entendu, nous

pouvons dire que les estimations obtenues dans les propositions 22 et 27 sont effectivement

optimales. Nous confirmons les résultats déjà obtenus dans [5, 8]. En effet, Y. Achdou et

al. avaient constaté numériquement que la loi de paroi d’ordre 2 n’apportait pas une

amélioration claire des résultats.

5. Nous n’avons pu apporter de meilleures estimations pour les lois de paroi moyennées

d’ordre 1 et 2 par rapport à u0,h

ext,1
en norme H1(Ω0) (en ordre O(

√
ε)). Malgré ce résultat

assez inattendu pour les lois de paroi u1 et u2, nous avons des taux de convergence

satisfaisants en norme L2(Ω0).

6. Nous mettons aussi en évidence la pertinence de notre nouvelle loi de paroi implicite

approchée d’ordre 1 par rapport à l’extension d’ordre 1 par le développement de Taylor

du profil de Poiseuille approchée. La loi de paroi implicite Υ1,h

imp n’apparaît pas très

bonne. En effet, en comparant avec la solution u0,h

ext,1
représentée dans le tableau VI.4,

nous constatons que l’erreur est de l’ordre de O(
√

ε) en norme H1(Ω0), d’ordre O(ε) en

norme L2(Ω0). Ce résultat vient du fait que l’erreur théorique de uε − u1 est de l’ordre

O(
√

ε) en norme H1(Ω0).

7. Enfin, au vu de l’expression (III.111), la loi de paroi explicite d’ordre 1 a le même com-

portement que l’approximation couche limite u∞
Ach,1 d’ordre 1 en norme H1(Ω0) et L2(Ω0).
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De ce fait, les résultats numériques présentés dans les tableaux VI.4 et VI.5 suggèrent

que les estimations obtenues dans les propositions 20, 21 28 et 29 sont optimales.

Figure VI.9 – Erreurs en norme H1(Ωε) en fonction de ε

Figure VI.10 – Erreurs en norme L2(Ωε) en fonction de ε
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Figure VI.11 – Erreurs en norme H1(Ω0) en fonction de ε

Figure VI.12 – Erreurs en norme L2(Ω0) en fonction de ε
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6.3 Illustration numérique des estimations d’erreur du chapitre VI

Afin de valider le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux que nous avons présenté

dans ce dernier chapitre ainsi que toutes les estimations associées ((VI.15), (VI.16) et (VI.47)),

nous proposons une série de tests pour exploiter les performances des résultats obtenus.

6.3.1 Calcul de la solution exacte

Pour pouvoir illustrer les estimations (VI.15) et (VI.16), nous avons besoin de la solution

« exacte numérique ». Pour cela, nous utilisons un maillage très fin sur lequel nous obtenons

une solution approchée qui sera considérée comme solution excate. Dans le tableau VI.6, nous

donnons les statistiques des maillages utilisés pour le calcul de uε. Nous précisons que les calculs

ont été effectués sur le cluster MAGI 4 sur la partition SMP (noeuds dédiés au calcul parallèle

via OpenMP (partition SMP du job scheduler)). D’autre part, nous signalons que les calculs

sur les noeuds à grande mémoire ont été faits une seule fois pour toutes les simulations de

cette sous-section. Signalons que les calculs deviennent lourds en mémoire avec des éléments

P2-Lagrange à partir d’une certaine discrétisation.

ε nε nv nt

1 700 134 783 267 720
0.85 711 145 759 289 602

0.7225 826 221 195 440 112
0.614125 629 146 899 292 012
0.522006 853 304 588 606 678
0.443705 596 181 440 361 072
0.37715 606 206 107 410 298
0.320577 560 204 779 407 702
0.272491 569 243 872 485 760
0.231617 636 362 527 722 704
0.196874 529 291 780 581 478
0.167343 538 358 955 715 640
0.142242 486 337 453 672 692
0.120905 494 397 975 793 504
0.10277 251 118 048 234 738

Tableau VI.6 – Maillage raffiné du domaine Ωε pour le calcul de la solution exacte

nε représente le nombre de sommets sur la frontière fictive de la cellule rugueuse (voir (VI.54)

tel que α = 0.2), nv désigne le nombre de sommets du maillage dans Ωε et nt est le nombre de

4. http ://www.univ-paris13.fr/calcul/wiki/index.php ?title=Accueil
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triangles dans Ωε.

6.3.2 Tests numériques

Le tableau VI.7 présente l’erreur uε − uh
ε en normes L2(Ωε) et H1(Ωε). L’ordre de convergence

de l’erreur entre la solution exacte uε et sa solution approchée uh
ε par la méthode des éléments

finis est plus rapide lorsque la triangulation est raffinée (ou autrement dit lorsque ζ augmente).

Une version du code source adaptée à tous les tests présentés ci-dessous est disponible en ligne 5.

L’erreur ζ = 0.2 ζ = 0.1 ζ = 0.001

‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
ε1.8375 ε1.6065 ε1.39

‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
ε1.0028 ε0.845 ε0.675

Tableau VI.7 – Erreur uε − uh
ε en normes L2(Ωε) et H1(Ωε) en fonction de ζ.

À titre d’illustration, les simulations présentées dans le tableau VI.7 ont été reproduites pour

une solution approchée uh
ε dans un maillage assez fin tel que le nombre de sommets sur la

frontière fictive de la cellule rugueuse est défini comme suit nε = 90
εζ , où ε ∈ [0.1 , 1]. Nous

présentons dans les figures (VI.13)-(VI.24) toutes les erreurs uε − uh
ε en normes L2(Ωε) et

H1(Ωε), ainsi qu’en échelle logarithmique, en fonction de ε, pour différentes valeurs de ζ.

6.3.3 Interprétations des résultats

Nous terminons cette partie consacrée aux interprétations des résultats numériques. Comme

il est souligné dans la remarque 19, une comparaison des performances des résultats obtenus

par le schéma des méthodes éléments finis dans un domaine rugueux (présenté dans la section

3 de ce chapitre) par rapport aux résultats obtenus en utilisant l’approximation couche limite

d’ordre 1 a été reformulé.

Nous constatons que les simulations numériques présentées dans le tableau VI.7 indiquent en

particulier, que pour une discrétisation h en ordre O(ε) (voir inégalité (VI.56)), le taux de

convergence est à l’ordre O(ε) en norme H1(Ωε). Bien entendu, nous pouvons dire que les

estimations obtenues théoriquement par analyse asymptotique sont effectivement optimales et

plus précises.

D’autre part, ceci confirme que les estimations théoriques par le schéma des méthodes éléments

5. http ://www.math.univ-paris13.fr/∼bey/regularity.edp
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finis dans un domaine rugueux (voir proposition 43) n’apportent pas de meilleures estimations

par rapport à l’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille approchée u0,h

ext,1
en norme H1(Ωε),

(voir proposition 47). En effet, nous observons que nous avons un taux de convergence assez

grand en ordre O(
√

ε) pour la norme H1(Ωε).

Figures illustrant ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)

Figure VI.13 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.2

Figure VI.14 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.2
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Figure VI.15 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.1

Figure VI.16 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.1
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Figure VI.17 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

L2(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.001

Figure VI.18 – Erreur ‖uε −uh
ε ‖

L2(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.001
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Figures illustrant ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)

Figure VI.19 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.2

Figure VI.20 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.2
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Figure VI.21 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.1

Figure VI.22 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.1
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Figure VI.23 – Erreur ‖uε − uh
ε ‖

H1(Ωε)
en fonction de ε lorsque ζ = 0.001

Figure VI.24 – Erreur ‖uε−uh
ε ‖

H1(Ωε)
en échelle logarithmique en fonction de ε lorsque ζ = 0.001
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7 Appendice

Cette annexe est composée de deux parties. Dans la première sous-section, nous présentons

quelques résultats techniques utiles pour l’établissement des estimations d’erreurs de la solution

microscopique cellulaire. Contrairement à cette première sous-section, nous proposons dans le

deuxième paragraphe quelques rappels au sujet des éléments finis.

7.1 Résultats techniques

Preuve du lemme 17

Posons l’erreur ER = β1 − βR
1 . Alors, ER est la solution du problème suivant





−∆ER = 0 sur ZR

ER = 0 sur P 0

∂ER

∂y2

=
∂β1

∂y2

sur ΓR

ER est périodique selon y1 sur Γl ∪ Γr.

Par une simple soustraction, nous avons

E
R(y1, y2) − E

R (y1, γ̃ (y1)) =
∫ y2

γ̃(y1)

∂ER

∂y2

(y1, t) dt.

En tenant compte que l’erreur ER est nulle sur le bord P 0, donc

∣∣∣ER(y1, y2)
∣∣∣ 6

∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

∣∣∣ER(y1, y2)
∣∣∣ 6

√
R + 1




∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt




1
2

.

Nous intégrons sur ZR, il suit

∫

ZR

∣∣∣ER(y1, y2)
∣∣∣
2

dy1dy2 6 (R + 1)
∫

ZR

∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dy1 dy2

6 (R + 1)2
∫

ZR

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dy1.
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Bien entendu, après simplification, nous obtenons finalement

(∫

ZR

∣∣∣ER(y1, y2)
∣∣∣
2

dy1dy2

) 1
2

6 (R + 1)




∫

ZR

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt dy1




1
2

.

La preuve est complète.

Preuve du lemme 18

De même que précédemment, nous considérons l’erreur ER = β1 −βR
1 . On peut alors écrire que :

E
R(y1, R) − E

R (y1, γ̃ (y1)) =
∫ R

γ̃(y1)

∂ER

∂y2

(y1, t) dt.

En vertu que l’erreur ER = 0 sur le bord P 0, alors

∣∣∣ER(y1, R)
∣∣∣ 6

∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣ dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

∣∣∣ER(y1, R)
∣∣∣
2
6 (R + 1)

∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂y2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dt.

Nous intégrons sur le bord de troncature ΓR, nous avons

∫ L

0

∣∣∣ER(y1, R)
∣∣∣
2

dy1 6 (R + 1)
∫ L

0

∫ R

γ̃(y1)

∣∣∣∣∣
∂ER

∂x2

(y1, t)

∣∣∣∣∣

2

dy1 dt.

Nous extrayons la racine carrée, nous obtenons

(∫ L

0

∣∣∣ER(y1, R)
∣∣∣
2

dy1

) 1
2

6
√

R + 1
∥∥∥∇E

R
∥∥∥

L2(ZR)
.

La preuve est complète.

236



VI.7 Appendice

Propriétés fondamentales du redressement de la cellule tronquée

Proposition 49. Soit la matrice GR(z) telle que

GR(z) :=


 g11

R (z) g12
R (z)

g21
R (z) g22

R (z)


 =




R − γ̃(z1) (z2 − 1)γ̃
′
(z1)

(z2 − 1)γ̃
′
(z1)

1

R − γ̃(z1)

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]

 .

Alors, l’ensemble des valeurs propres de GR(z) est : Sp(GR(z)) = {λmin(R), λmax(R)}. Où

λmin(R) présente la petite valeur propre de GR(z) et λmax(R) est la grande valeur propre de

GR(z) telles que

λmin(R) =
bR(z) −

√
bR(z) − 4 g11

R (z)
[
g11

R (z) + g11
R (z) (γ̃′(z1))

2 (z2 − 1)2 − (γ̃′(z1))
2 (z2 − 1)2

]

2 g11
R (z)

,

λmax(R) =
bR(z) +

√
bR(z) − 4 g11

R (z)
[
g11

R (z) + g11
R (z) (γ̃′(z1))

2 (z2 − 1)2 − (γ̃′(z1))
2 (z2 − 1)2

]

2 g11
R (z)

et bR(z) = (g11
R (z))2 +

(
γ̃

′

(z1)
)2

(z2 − 1)2 + 1.

Preuve. La métrique GR(z) est une matrice symétrique réelle définie positive, qui admet deux

valeurs propres vérifiant





λmin(R) + λmax(R) = Tr(GR(z)) = R − γ̃(z1) +
1

R − γ̃(z1)

[
1 +

(
γ̃

′

(z1)
)2

(z2 − 1)2
]

λmin(R) λmax(R) = det(GR(z)) =
[
1 +

(
γ̃

′

(z1)
)2

(z2 − 1)2
]

.

Ce qui donne après résolution

λmin(R) =
bR(z) −

√
bR(z) − 4 g11

R (z)
[
g11

R (z) + g11
R (z) (γ̃′(z1))

2 (z2 − 1)2 − (γ̃′(z1))
2 (z2 − 1)2

]

2 g11
R (z)

,

λmax(R) =
bR(z) +

√
bR(z) − 4 g11

R (z)
[
g11

R (z) + g11
R (z) (γ̃′(z1))

2 (z2 − 1)2 − (γ̃′(z1))
2 (z2 − 1)2

]

2 g11
R (z)

avec bR(z) = (g11
R (z))2 +

(
γ̃

′

(z1)
)2

(z2 − 1)2 + 1.

La preuve est complète.
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Proposition 50. Il existe deux constantes αR et MR strictement positives telles que :

MR ‖w‖2
> 〈GR(z) w, w〉 > αR ‖w‖2 , ∀w ∈ C0

c ([0, 2π] × [0, 1]) .

Remarque 20. La constante d’ellipticité αR est donnée par αR :=
1

C1R
telle que C1 est une

constante strictement positive indépendante de R. En fait, αR est un minorant de la petite va-

leur propre de GR(z), (Voir Proposition 49). On peut prendre MR := C1R où C1 > 0. C’est un

majorant de la grande valeur propre de GR(z).

Preuve. La preuve est triviale. En effet, de la proposition 49, nous déduisons que

λmax(R)‖w‖2
> 〈GR(z) w, w〉 > λmin(R)‖w‖2.

Par un simple calcul nous pouvons majorer la grande valeur propre de GR(z) telle que

λmax(R) =
bR(z) +

√
bR(z) − 4 g11

R (z)
[
g11

R (z) + g11
R (z) (γ̃′(z1))

2 (z2 − 1)2 − (γ̃′(z1))
2 (z2 − 1)2

]

2 g11
R (z)

6 C1 R,

où nous rappelons que bR(z) = (g11
R (z))2 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2 + 1 et g11

R (z) = R − γ̃(z1).

Signalons que C1 présente une constante strictement positive indépendante de R.

En se servant de la relation suivante λmin(R) λmax(R) = det(GR(z)) =
[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]
,

il suit

λmin(R) =

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]

λmax(R)
>

1

λmax(R)
>

1

C1R
.

Si nous posons les quantités αR et MR telles que :

αR :=
1

C1R
et MR := C1R,

nous concluons donc que MR‖w‖2 > λmax(R)‖w‖2 > 〈GR(z) w, w〉 > λmin(R)‖w‖2 > αR‖w‖2.

La preuve est complète.

Proposition 51. Pour tout réel α strictement positif, nous avons :

|〈GR(z) w1, w2〉| 6
α

4

∫
|w1|2 dy +

M2
R

α

∫
|w2|2 dy, pour w1, w2 ∈ C0

c ([0, 2π] × [0, 1])).
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Preuve. Soient w1, w2 ∈ C0
c ([0, 2π] × [0, 1])). Par une simple majoration, nous avons

|〈GR(z) w1, w2〉| 6 max (λmax(R))
∫

|w1| |w2| dy 6 MR

∫
|w1| |w2| dy.

Nous considérons un réel α > 0, alors nous avons l’inégalité de Cauchy suivante : a b 6
α

4
a2+

b2

α
,

avec a et b deux réels positifs. Nous appliquons cette dernière inégalité, nous obtenons

|〈GR(z) w1, w2〉| 6
α

4

∫
|w1|2 dy +

M2
R

α

∫
|w2|2 dy.

La preuve est complète.

Lemme 19 (Lemme technique). Nous considérons le changement de variable φ (défini dans

(VI.29) et illustré dans la figure VI.2), qui transforme la cellule tronquée ZR en un rectangle

Q̃ = [0, 2π] × [0, 1].

Si nous posons l’erreur ER = β1 −βR
1 et nous notons la fonction Ẽ(φ(y)) = ER(y) pour tout y ∈

ZR, alors il existe une constante CF strictement positive indépendante de R telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 CF




2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2Ẽ

∂zn∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)

+
2∑

l=1

∥∥∥∥∥
∂Ẽ

∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)


 .

Preuve. En vertu du calcul déjà effectué dans la démonstration du théorème 21 pour l’établisse-

ment de la formulation variationnelle après redressement de la cellule tronquée ZR, l’expression

du gradient de l’erreur ER s’écrit explicitement comme suit :





∂ER

∂y2

(φ−1(z)) =
1

R − γ̃(z1)

∂Ẽ

∂z2

(z)

∂ER

∂y1

(φ−1(z)) =
∂Ẽ

∂z1

(z) − ∂Ẽ

∂z2

(z) .
γ̃

′
(z1)(1 − z2)

R − γ̃(z1)
,

où φ−1 présente l’application inverse de φ. Par ailleurs, par des dérivées simples, nous obtenons

∂2ER

∂y1∂y1

=
∂

∂y1

[
∂Ẽ

∂z1

(z) − ∂Ẽ

∂z2

(z) .
γ̃

′
(z1)(1 − z2)

R − γ̃(z1)

]

=
∂2Ẽ

∂z1∂z1

− γ̃
′
(

z1

ε

)
(z2 − 1)


1 +

1

R − γ̃′
(

z1

ε

)


 ∂2Ẽ

∂z1∂z2

+




γ̃
′
(

z1

ε

)2
(1 − z2)

2

R − γ̃′
(

z1

ε

)




∂2Ẽ

∂z2∂z2

−


γ̃

′
(

z1

ε

)2

+
γ̃

′′
(

z1

ε

) (
R − γ̃

′
(

z1

ε

))
− γ̃

′
(

z1

ε

)2

R − γ̃′
(

z1

ε

)




(1 − z2)

R − γ̃′
(

z1

ε

) ∂Ẽ

∂z2
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Bien entendu, nous avons aussi

∂2ER

∂y2∂y1

=
∂2ER

∂y1∂y2

=
∂

∂y1


 1

R − γ̃′
(

z1

ε

) ∂Ẽ

∂z2

(z)




=


 1

R − γ̃′
(

z1

ε

)


 ∂2Ẽ

∂z1∂z2

+




γ̃
′
(

z1

ε

)
(z2 − 1)

R − γ̃′
(

z1

ε

)


 ∂2Ẽ

∂z2∂z2

+




γ̃
′
(

z1

ε

)

(
R − γ̃′

(
z1

ε

))2




∂Ẽ

∂z2

∂2ER

∂y2∂y2

=
1

(
R − γ̃′

(
z1

ε

))2

∂2Ẽ

∂z2∂z2

.

Pour achever la preuve, il nous reste à regrouper toutes les dérivées obtenues. Alors, il existe

une constante CF strictement positive indépendante de R telle que

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂2ER(y)

∂yi∂yj

∥∥∥∥∥
L2(ZR)

6 CF




2∑

l,n=1

∥∥∥∥∥
∂2Ẽ

∂zn∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)

+
2∑

l=1

∥∥∥∥∥
∂Ẽ

∂zl

∥∥∥∥∥
L2(Q̃)


 .

La preuve est complète.

Propriétés du différentiel tangentiel de la métrique GR(z)

Proposition 52. Soit la métrique ĜR(z) telle que

ĜR(z) :=


 Dh

1 (g11
R (z)) Dh

1 (g12
R (z))

Dh
1 (g21

R (z)) Dh
1 (g22

R (z))




=




Dh
1 (R − γ̃(z1)) Dh

1

(
(z2 − 1)γ̃

′
(z1)

)

Dh
1

(
(z2 − 1)γ̃

′
(z1)

)
Dh

1

(
1

R − γ̃(z1)

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

])

 .

Alors, l’ensemble des valeurs propres de la métrique ĜR(z) est Sp (ĜR(z)) = {λ̂min(R), λ̂max(R)},

où λ̂min(R) représente la petite valeur propre de ĜR(z) et λ̂max(R) est la grande valeur propre

de ĜR(z) telles qu’elles sont définies comme suit :





λ̂min(R) =
Dh

1 (g11
R (z)) + Dh

1 (g22
R (z)) −

√[
(Dh

1 (g11
R (z)) − Dh

1 (g22
R (z))

]2
+

[
2Dh

1 (g12
R (z))

]2

2
,

λ̂max(R) =
Dh

1 (g11
R (z)) + Dh

1 (g22
R (z)) +

√[
(Dh

1 (g11
R (z)) − Dh

1 (g22
R (z))

]2
+

[
2Dh

1 (g12
R (z))

]2

2
.
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De plus, il existe une constante CM strictement positive indépendante de R telle que

max
(
λ̂max(R)

)
6 CM. (VI.59)

Preuve. Par la même méthodologie pour la métrique GR(z), il est assez clair que la métrique

ĜR(z) est une matrice symétrique réelle définie positive. Alors, elle admet deux valeurs propres

λ̂min(R) et λ̂max(R) vérifiant





λ̂min(R) + λ̂max(R) = Tr(ĜR(z)) = Dh
1 (g11

R (z)) + Dh
1 (g22

R (z))

λ̂min(R) λ̂max(R) = det(ĜR(z)) = Dh
1 (g11

R (z))Dh
1 (g22

R (z)) −
(
Dh

1 (g12
R (z))

)2
.

Après résolution de ce dernier système, nous obtenons





λ̂min(R) =
Dh

1 (g11
R (z)) + Dh

1 (g22
R (z)) −

√[
(Dh

1 (g11
R (z)) − Dh

1 (g22
R (z))

]2
+

[
2Dh

1 (g12
R (z))

]2

2
,

λ̂max(R) =
Dh

1 (g11
R (z)) + Dh

1 (g22
R (z)) +

√[
(Dh

1 (g11
R (z)) − Dh

1 (g22
R (z))

]2
+

[
2Dh

1 (g12
R (z))

]2

2
.

Par une simple majoration de λ̂max(R), la grande valeur propre de ĜR(z), il existe une constante

C strictement positive indépendante de R telle que

∣∣∣λ̂max(R)
∣∣∣ 6

∣∣∣Dh
1 (g11

R (z)) + Dh
1 (g22

R (z))
∣∣∣ +

∣∣∣(Dh
1 (g11

R (z)) − Dh
1 (g22

R (z))
∣∣∣ +

∣∣∣2Dh
1 (g12

R (z))
∣∣∣

2

6

(∣∣∣(Dh
1 (g11

R (z))
∣∣∣ +

∣∣∣Dh
1 (g12

R (z))
∣∣∣ +

∣∣∣Dh
1 (g22

R (z))
∣∣∣
)
6 C

∣∣∣Dh
1 (g22

R (z))
∣∣∣ .

Nous explicitons le différentiel tangentiel de la quantité g22
R (z), nous obtenons

Dh
1 (g22

R (z)) =
−γ̃

′
(z1)

[
1 +

(
γ̃

′
(z1)

)2
(z2 − 1)2

]
− (R − γ̃(z1))

[
2

(
γ̃

′′
(z1)

) (
γ̃

′
(z1)

)
(z2 − 1)2

]

(R − γ̃(z1))
2 .

En regroupant ces deux dernières quantités, il est assez clair que pour tout réel R >> 1, il

existe une constante CM strictement positive indépendante de R telle que

max(λ̂max(R)) 6 C
∣∣∣Dh

1 (g22
R (z))

∣∣∣ 6 CM.

La preuve est complète.
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Proposition 53. Nous considérons w3, w4 et w5 ∈ C0
c ([0, 2π] × [0, 1])). Pour tout réel α stric-

tement positif, il existe une constante CM strictement positive indépendante de R telle que

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy + (CM)2

(
1

α
+

1

2

) ∫
|w3|2 dy. (VI.60)

Preuve. Etant donnés w3, w4 et w5 ∈ C0
c ([0, 2π] × [0, 1])). Par une inégalité triangulaire, il suit

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4〉
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w5〉
∣∣∣∣ .

Par une simple majoration, nous obtenons

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4〉
∣∣∣∣ 6 max

(
λ̂max(R)

) ∫
|w3| |w4| dy.

De même, nous avons aussi

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w5〉
∣∣∣∣ 6 max

(
λ̂max(R)

) ∫
|w3| |w5| dy.

En regroupant ces deux dernières inégalités ainsi qu’en vertu de l’inégalité (VI.59), il vient

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6 max

(
λ̂max(R)

) ∫
|w3| (|w4| + |w5|) dy 6 CM

∫
|w3| (|w4| + |w5|) dy.

En utilisant le fait que a b 6
a2

2
+ b2

2
avec a et b deux réels positifs, ainsi que l’inégalité de

Cauchy a b 6
α

4
a2 +

1

α
b2 avec α un réel strictement positif, il suit

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

(CM)2

α

∫
|w3|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy +

(CM)2

2

∫
|w3|2 dy.

Finalement, après simplification, nous obtenons

∣∣∣∣〈ĜR(z) w3, w4 + w5〉
∣∣∣∣ 6

α

4

∫
|w5|2 dy +

1

2

∫
|w4|2 dy + (CM)2

(
1

α
+

1

2

) ∫
|w3|2 dy.

La preuve est complète.
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7.2 Quelques rappels sur les éléments finis

Cette deuxième partie de l’annexe présente quelques résultats classiques et généraux sur la

méthode des éléments finis ainsi que des notions de la méthode de Galerkin, qui sont utilisées

dans nos études ou nécessaires à une bonne compréhension de celles-ci. Pour les démonstrations

et pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur intéressé à Braess [24], Ciarlet [34], Ern [39],

Johnson [53] et Raviart [66].

7.2.1 Le Théorème de Banach-Nec̆as-Babuška (BNB)

Nous considérons le problème modèle (VI.1) présenté dans la première section préliminaire de

ce dernier chapitre et son approximation (VI.2) par la méthode de Galerkin. On dit que le

problème (VI.1) est bien posé s’il admet une et une seule solution. Le théorème BNB est le

résultat fondamental pour analyser le caractère bien posé du problème (VI.1). Contrairement au

lemme de Lax-Milgram qui ne fournit que des conditions suffisantes, le théorème BNB fournit

des conditions nécessaires et suffisantes pour que le problème modèle soit bien posé.

Théorème 22 (Banach-Nec̆as-Babuška). Soient V et W deux espaces de Hilbert, a ∈ L(W ×
V,R) et l ∈ V

′
. Alors, le problème (VI.1) est bien posé si et seulement si :

∃ α > 0, telle que inf
u∈W

sup
v∈V

a(u, v)

‖u‖W ‖v‖V

> α, (BNB1)

∀v ∈ V, (∀u ∈ W, a(u, v) = 0) =⇒ (v = 0). (BNB2)

La terminologie BNB provient du fait que du point du vue de l’analyse fonctionnelle, le théorème

22 est une simple reformulation du théorème de l’image fermée et du théorème de l’application

ouverte dus à Banach. Le théorème 22 a été énoncé sous cette forme par Necǎs en 1962 [62],

son importance fondamentale dans le contexte de la méthode des éléments finis a été souligné

par Babuška en 1972 [16].

7.2.2 Analyse d’erreur

Nous supposons que ces deux problèmes (VI.1) et (VI.2) sont bien posés, c’est-à-dire que :

(i) La forme bilinéaire a(·, ·) est dans L(W ×V,R) et elle satisfait les conditions inf-sup (BNB

1) et (BNB 2) ;

(ii) La forme bilinéaire ah(·, ·) est dans L(Wh ×Vh,R), elle satisfait la condition inf-sup discrète

(BNB1)h ci-dessous et dimVh = dimWh.
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∃ αh > 0, telle que inf
uh∈Wh

sup
vh∈Vh

ah(uh, vh)

‖uh‖W ‖vh‖V

> αh. (BNB1)h

Lemme 20 (Orthogonalité de Galerkin). Sous les hypothèses ci-dessus, nous avons la relation

dite d’orthogonalité de Galerkin : Pour tout vh ∈ Vh, a(u − uh, vh) = 0.

Nous supposons désormais que ah(·, ·) = a(·, ·) et lh(·) = l(·). Énonçons également le lemme de

Céa.

Lemme 21 (Lemme de Céa, [32]). Avec les hypothèses ci-dessus, nous avons

‖u − uh‖W 6

(
1 +

‖a‖
αh

)
inf

wh∈Wh

‖u − wh‖W .

7.2.3 Opérateur d’interpolation local

Soit K une partie de Rd et P un espace vectoriel de fonctions (en général polynômiales) définies

sur K et à valeurs dans R. Soit {a1, · · · , aN} un ensemble de points dans K où N est un

entier strictement positif. Nous désignons par {ϕ1, · · · , ϕN} une base de P associée aux noeuds

{a1, · · · , aN}.

Définition 1. L’opérateur d’interpolation local est défini comme suit :

I
Lag
K : C0(K) ∋ v Ô−→

N∑

i=1

v(ai)ϕi ∈ P.

On dit que I
Lag
K est l’interpolé de Lagrange de v sur K. L’interpolé de Lagrange est tel que sa

valeur aux noeuds {a1, · · · , aN} coïncide avec celle de la fonction à interpoler v. L’opérateur

d’interpolation I
Lag
K est une projection de C0(K) dans P .
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Conclusion générale et perspectives

À l’issue de cette thèse, il est intéressant de faire le point sur le travail réalisé. Le but a été

d’étudier la régularité H2 d’un modèle d’écoulement sanguin en présence d’une endoprothèse

vasculaire « stent ». D’un point de vue technique, nous avons présenté deux méthodes pour

répondre à cette question : la formulation variationnelle pour le problème de Laplace dans

des domaines rugueux, et l’analyse asymptotique pour le problème de Laplace « simplifié » et

« non-simplifié ». Nous avons montré que la régularité H2 de la solution de notre modèle ma-

thématique est singulière en ordre O(ε− 1
2 ). L’analyse asymptotique a joué un rôle fondamental

dans notre démarche. C’est la raison pour laquelle cette thèse a été dominée par les techniques

asymptotiques.

De nombreuses améliorations de résultats de convergence existant pour les méthodes de construc-

tion d’approximation couche limite ont été établies. Enfin, des simulations numériques illustrant

le bien fondé des estimations d’erreur sur le plan pratique ont enfin été présentées pour le mo-

dèle mathématique « simplifié ».

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir plusieurs pistes de recherche pour

le futur proche et à plus ou moins long terme. De nombreuses questions peuvent être posées.

Nous allons présenter diverses directions qui peuvent être des projets de travaux ultérieurs ainsi

que des idées pouvant faire suite aux travaux réalisés dans cette thèse.

Tout d’abord au sujet du modèle considéré et des résultats obtenus par la technique de la

formulation variationnelle. Peut-on étendre ces résultats à des situations plus générales ?

Le cadre théorique introduit dans le deuxième chapitre de cette thèse constitue une base so-

lide en vue du traitement de la régularité H2 dans des domaines rugueux assez réguliers, mais

également de géométries plus complexes. Il semble possible d’adapter la méthode variationnelle

pour un bord rugueux lipschitzien (à coins).
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À l’issue de l’étude asymptotique de la régularité H2, il est intéressant de se poser la question

de la possibilité d’utiliser nos démarches asymptotiques dans le cas « non périodique ». Dans

l’article de D. Bresch et al. [22], les auteurs adaptent leurs résultats de construction d’approxi-

mation couche limite au cas non périodique, avec des conditions aux limites latérales de type

Neumann. Nous espérons que cette voie d’investigation soit envisageable.

Par ailleurs, il serait intéressant d’explorer de nouveaux problèmes qui diffèrent de ceux de

cette thèse par la géométrie ou par les équations considérées. Nous aimerions pouvoir apppli-

quer ces techniques à l’équation de Navier-Stokes. C’est peut-être le problème le plus intéressant

mais c’est certainement aussi le plus délicat. Serait-il envisageable d’écrire un développement

asymptotique dans ce cas en utilisant par exemple les méthodes développées par Achdou et

al. [4] ? Même si la démarche globale reste similaire au cas des équations de Laplace dans un

domaine rugueux, les équations de Navier-Stokes rendent les calculs plus techniques et l’analyse

plus délicate.
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Modélisation mathématique et simulations numériques des

écoulements sanguins dans des artères avec ou sans stents

Résumé. Cette thèse est consacrée à la modélisation mathématique et simulations numériques des écoule-

ments sanguins dans des artères en présence d’une endoprothèse vasculaire de type stent. La présence de stent

peut être considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse d’écoulement, plus précisément les parois

de l’artère sont assimilées à une surface fortement rugueuse. Nous nous sommes principalement intéressés au

contrôle de la régularité H2 sur un modèle simplifié permettant de prendre en compte l’effet de ces stents lorsque

le flux sanguin est gouverné par une équation de Laplace (en lien avec la composante axiale de la vitesse d’écou-

lement) avec une condition aux limites de type Dirichlet, dans un domaine à bord rugueux (en fonction d’un

petit paramètre ε). Dans une première partie, nous soulevons la question d’existence et d’unicité de la solution

de ce modèle d’écoulement sanguin et nous traitons la régularité H2 par des techniques d’analyse variationnelle.

Une étude minutieuse permet de contrôler la régularité H2 en O(ε−1). Le deuxième axe est dédié à l’étude de la

régularité H2 par des analyse asymptotiques multiéchelles. Nous montrons que la norme H2 de la solution de ce

modèle d’écoulement sanguin est singulière en O(ε−
1

2 ). D’autre part, nous améliorons les ordres de convergence

des résultats existants concernant la construction des approximations multiéchelles. Dans un troisième temps,

nous présentons des estimations d’erreur et des résultats numériques. Ces résultats illustrent le bien fondé des

estimations d’erreur sur le plan pratique. Nous montrons bien l’importance des méthodes asymptotiques qui se

révèlent plus efficaces qu’un calcul direct.

Mots clés : Domaine rugueux, régularité H2, écoulement sanguin, tuteur vasculaire, artère, anévrisme, lois de

paroi, opérateur de Laplace, analyse asymptotique, approximation couche limite, méthodes d’éléments finis.

Mathematical modelling and numerical simulations of the

blood-flow in stented and unstented anevrisms

Abstract. This thesis is devoted to mathematical modeling and numerical simulations of the blood-flows in

arteries in the presence of a vascular prosthesis of type stent. The presence of stent can be considered as a local

perturbation of a smooth edge of flow, more precisely the walls artery can be seen as a strongly rough surface. We

are mainly interested in controlling the H2 regularity of a simplified model which takes into account the impact

of these stents when the blood flow is controlled by a Laplace equation (in link with the axial component rate

of flow) with a Dirichlet boundary condition, in a domain with a rough board (according to a small parameter

ε). First, we raise the question of existence and unicity of the solution of this model of blood-flow and we study

the H2 regularity using variational analysis methods. By a detailed study, we control the H2 regularity of order

O(ε−1). The second part is devoted to the study of the regularity H2 regularity using multi-scale analysis.

We prove that the H2 norm of the solution of this model is singular of order O(ε−
1

2 ). Moreover, we improve

the convergence rate of the existing results on the construction of the multi-scale approximation. Finally, we

present an error estimation and numerical results. These numerical results illustrate the well-founded of the

error estimates on a practical level. We show the importance of the asymptotic methods that seem to be more

effective than a direct computation.

Keywords : Rough domain, regularity H2, blood flow, stent, artery, aneurysm, wall-laws, Laplace operator,

asymptotic analysis, boundary layer approximation, finite element methods.




