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Résumé

Cette these est consacrée a la modélisation mathématique et simulations numériques des écou-
lements sanguins dans des arteres en présence d'une endoprothese vasculaire de type stent. La
présence de stent peut étre considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse d’écoule-
ment, plus précisément les parois de I'arteére sont assimilées a une surface fortement rugueuse.
Nous nous sommes principalement intéressés au controle de la régularité H? sur un modele sim-
plifié permettant de prendre en compte 'effet de ces stents lorsque le flux sanguin est gouverné
par une équation de Laplace (en lien avec la composante axiale de la vitesse d’écoulement)
avec une condition aux limites de type Dirichlet, dans un domaine a bord rugueux (en fonction
d’un petit parametre €). Dans une premiére partie, nous soulevons la question d’existence et
d"unicité de la solution de ce modeéle d’écoulement sanguin et nous traitons la régularité H? par
des techniques d’analyse variationnelle. Une étude minutieuse permet de controler la régularité
H? en O(e7!). Le deuxiéme axe est dédié a I’étude de la régularité H? par des analyse asympto-
tiques multiéchelles. Nous montrons que la norme H? de la solution de ce modele d’écoulement
sanguin est singuliere en O(e’%). D’autre part, nous améliorons les ordres de convergence des
résultats existants concernant la construction des approximations multiéchelles. Dans un troi-
sieme temps, nous présentons des estimations d’erreur et des résultats numériques. Ces résultats
illustrent le bien fondé des estimations d’erreur sur le plan pratique. Nous montrons bien I'im-

portance des méthodes asymptotiques qui se révelent plus efficaces qu’un calcul direct.

Mots clés : Domaine rugueux, régularité H?, écoulement sanguin, tuteur vasculaire, artére, ané-
vrisme, lois de paroi, opérateur de Laplace, analyse asymptotique, approximation couche limite,

méthodes d’éléments finis.
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1 Motivation biologique

La biomathématique sous-entend la coalition de deux sciences : la biologie et les mathématiques.
De fagon pertinente, les mathématiques appliquées aux sciences biologiques et médicales sont
déterminées par ’ensemble des techniques et concepts mathématiques, numériques et infor-
matiques qui permettent de modéliser et d’analyser les phénomenes biologiques. Il s’agit donc
bien d'une science fortement multidisciplinaire qui irrigue largement des équipes de mathé-
maticiens et de biologistes. De plus en plus de chercheurs en mathématiques fondamentales
et appliquées s’intéressent a ces mécanismes biologiques et de facon symétrique, de plus en
plus de médecins et de biologistes éprouvent le besoin d'une telle approche et font appel a des
méthodes mathématiques et numériques pour étudier les problemes de difficulté inextricable
auxquels ils sont confrontés. Les mathématiques appliquées a la médecine ont des applications
tant pratiques que théoriques dans de nombreux domaines comme 1’étude du systeme cardio-
vasculaire qui est en plein essor depuis quelques années. L’étude de la circulation sanguine
dans le corps humain (I’hémodynamique) intéresse beaucoup de scientifiques dés le XVIleme
siecle. En effet, les écoulements des fluides dans des tuyaux cylindriques ont été traités par le
physicien et médecin J.-L.-M. Poiseuille [64] qui, afin d’étudier le mouvement du sang dans les
veines et vaisseaux, a établi « les lois de I’écoulement laminaire des fluides visqueux dans les
tuyaux cylindriques » dans son ouvrage « Le mouvement des liquides dans les tubes de petits
diametres ». De ce fait, le médecin frangais J.-L..-M. Poiseuille propose au milieu du XIXéme
siecle 'un des premiers modeles d’écoulement sanguin dans les artéres et met en évidence un

profil caractéristique laminaire et permanent d’écoulement : le profil de Poiseuille.
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Figure 1 — Jean Leonard Marie Poiseuille (1797-1869)

Il existe plusieurs phénomenes pouvant affecter I’écoulement sanguin, et qui sont a 'origine de
pathologies mortelles courantes du systeme cardio-vasculaire. Parmi ces phénomenes, on peut
citer I'athérosclérose et les ruptures d’anévrisme. En fait, un anévrisme! est une turgescence
localisée de la paroi d'une artere, qui peut étre provoquée par le dépot de graisse dans 'artere.
Ce dépdt engendre la formation d’une poche de taille variable qui communique avec I'artere au
moyen d’une zone étranglée que I'on nomme « collet ». Cette poche peut grossir sous la pression
sanguine, son diametre pouvant atteindre plusieurs centimetres. En termes précis, I'artere au
lieu de prendre la forme d’un tuyau forme une boule [15, 58].

Les anévrismes artériels sont déterminés principalement par la perte de parallélisme des parois
de l'artere et I'augmentation de son calibre. L’aorte est la plus ample artere de 'organisme et
répartie ses branches vers la presque totalité des organes ainsi que les 4 membres. Elle éclot
du coeur, transperce le thorax et plonge dans I'abdomen ou elle se divise finalement pour
irriguer les jambes, a la hauteur du nombril. Au voisinage du ventre, le calibre de I'aorte oscille
habituellement entre 2 et 3 cm. Le destin des anévrismes de 'aorte a été I’'objet de beaucoup
de recherches. Il en ressort que malheureusement tous les anévrismes de 'aorte du coeur sont
destinés a enfler de taille (généralement 0,3 cm de diametre annuellement) et & exploser. Le
risque de rupture devenant plus important quand l’anévrisme touche ou excede 5 centimetre
de diametre au niveau de l'aorte abdominale (la plus ample artere de I'organisme).

La rupture d’anévrisme représente environ 10% des accidents vasculaires cérébraux (AVC) dans

les pays occidentaux. Lorsqu’elle survient brusquement, la mort est souvent inexorable.

1. Voir https ://fr.wikipedia.org/wiki/Anévrisme
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Angvrisme

Fusiforme - <

Sacciforme

Figure 2 — Schéma d’un anévrisme (gauche), un exemple 3D d’un stent dans I'anévrisme (droite)

Des indices précurseurs peuvent néanmoins attirer 'attention dans les heures et méme les jours
qui précedent 'AVC, et un traitement médical est prévisible. La rupture d’anévrisme est une
urgence vitale redoutable, gravissime chez les malades arrivant vivant a I’hopital et opérés,
elle affecte environ 50 a 75 % des patients. Tout l'intérét est donc d’opérer cette pathologie
mortelle avant la rupture. Une thérapie chirurgicale possible consiste a introduire un fil métal-
lique multi-couches appelé «stent» (endoprothese vasculaire ou tuteur vasculaire), comme une
protection supplémentaire de la paroi artérielle afin de ralentir les tourbillons dans I’anévrisme
et de favoriser la coagulation de la poche. Un tuteur vasculaire est en fait une piece métallique
maillée et tubulaire mise en place dans un vaisseau. Son aspect extérieur ressemble a un ressort,
voir [15, 58]. Nous précisons qu’il en existe deux sortes :

-Les stents non couverts : appui endovasculaire destiné dans le cadre des dilatations des étran-
glements (« ou sténoses ») des vaisseaux de fagon a prévenir la récidive (« resténose »). Dans
ce cas le maillage tubulaire est poreux.

-Les stents couverts : il s’agit de stents recouverts d’un tissu prothétique par dessus le maillage.
Ils sont inaccessibles et peuvent donc étre exploités pour anticiper ou bien soigner les hémorra-
gies. En effet, implantés dans un vaisseau, ils peuvent : calfater une plaie, étre introduits dans
un vaisseau dont les parois sont anévrismales pour que I’écoulement sanguin arréte de circuler
dans 'artere proprement dite mais passe dans ’endoprothese. La paroi artérielle de I'anévrisme
est alors totalement débranchée de la circulation sanguine et I'anévrisme est dit « exclu » : il
ne dispose plus de risque évolutif de rupture.

Expérimentalement, la pose d'un stent semble permettre de modérer ’évolution (le grossis-
sement) des collets d’anévrisme, tout en y laissant circuler le sang et diminuant les effets

turbulents de 1’écoulement sanguin a leurs abords [15, 58]. D’un point de vue mathématique,
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la recherche sur les pathologies du systéme cardio-vasculaire se modélisent par un systeme
d’équations mathématiques rendant compte de toutes les données expérimentales connues du
mécanisme biologique traité. Le modeéle permet entre autres de mieux déchiffrer un phénomene
biologique, d’agir sur le systeme d’équations de facon optimale. Il existe de nombreux modeles
mathématiques d’écoulement sanguin dans des arteres sans stent, la présence de la rugosité
dans le domaine d’écoulement engendre des difficultés techniques supplémentaires, au niveau
mathématique comme numérique, liées a ’aspect multi-échelles du probleme. En effet, la petite

taille du 'endoprothese vasculaire (« stent ») constitue une échelle «microscopique» qui vient

s’ajouter a 1’échelle «macroscopique» globale de 'artere.

\

Figure 3 — Dissection du tissu croissant sur le stent (gauche et milieu) microscopie & balayage prés d’une
jonction avec une artére collatérale (droite)

Cependant, le cas du stent dans I'artere se caractérise par les propriétés suivantes :
— Diametre de artere fémorale : @4 = 6mm.

— Epaisseur totale du stent : € = 0.25mm.

Epaisseur d’une spire métallique : € = 0.04mm.

Diametre d’un globule rouge : @rc = 0.008mm

@% - % ~ %415
Ces données sont importantes pour la dynamique du fluide, qui entraine un flux sur les écoule-
ments sanguins. De facon précise, présente une perturbation sur les parois artérielles. En effet, il
est fondamental de prendre en compte correctement la rugosité du domaine dans les équations
afin de traiter I'influence effective du tuteur vasculaire. En outre, d’un point de vue numérique,

nous devrons considérer une alternative au maillage direct du domaine rugueux, trop cotiteux.

10
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2 Le cadre mathématique

L’objet de tres nombreux travaux de recherche, ces toutes dernieres années, est la modélisation
mathématique et le calcul des solutions de systemes biologiques et médicaux, et plus exactement,
le développement de nouveaux systemes d’équations aux dérivées partielles pour 1'étude de
modeles biologiques ou de pathologies du systemes cardio-vasculaires chez I’humain et leur
simulation numérique effective, en vue d’applications médicales ou biologiques.

L’un des objectifs de cette these est de faire un état de I'art forcément non exhaustif des

différentes recherches effectuées dans ce domaine.

parvis artérielles

——— — . fluxsanguin

* mailles du stent /

Figure 4 — Schéma d’une artére stentée avec artére collatérale (gauche), un exemple 3D d’un stent
métallique tressé multi-couche (droite)

Nous nous intéressons a un canal 2D limité par des parois horizontales (voir figure 4), la
paroi lisse est donnée par I = {(x,29) € R?; z; € [0,L] et z3 = 1}, et celle rugueuse
est paramétrisée par 7. = {(z1,22) € R?*; 25 = (%)}, o ¥ : R — [—1,0[ une fonction
périodique. Nous appelons Y, := {0} x [e%(0), 1] entrée verticale du domaine et ¥, := {L} X
[e9(£),1] sa sortie. Les rugosités sont de taille ¢ aussi bien dans la direction verticale que
horizontale (voir figure 5).

En général, I’écoulement d’un fluide est modélisé par les équations de Stokes :

—nAu+Vp =0 sur Q.
u=20 sur ' Un.
uxv=>0 sur {0, L} x [¢7(0),1]
u
P—1N5" V= De sur Yie
%
u
p—n—-v=>0 sur IR
v
(u,p) € H'(Q:) x L§(Q) avec Lj(S2) = {p € L§(Q%), Jo, pdz =0},

11
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ou u est le vecteur vitesse, p la pression, v est la normale extérieure a 9€). et n la viscosité

dynamique du fluide. L’étude des écoulements sur les parois rugueuses constitue un sujet im-

T2
1 [
Qo
26% 7777777777 Y
L ]
8 Jﬁ\\ //A\\\ ///\\\\ ’///7\\\ / ’ \\\ //
/ \ Vo \ / \ / \
\\,// X // Nt ,7/8 \// \\ / \\/

Figure 5 — Domaine rugueux Q.

portant dans les pathologies du systeme cardio-vasculaire. En effet, nous trouvons des difficultés
pour ces équations puisqu’on traite des échelles de longueur différentes, en-outre, en raison du
colit élevé pour résoudre les équations de Navier-Stokes dans tels domaines. De ce fait, dans ce
document nous nous concentrons sur les problemes liés uniquement a la rugosité elle-méme et
non sur le caractere mixte du probleme de Stokes. Pour cela, on considere un cadre simplifié
qui exclut des difficultés techniques liées a la non-linéarité par exemple. Nous construisons un
probleme de Poisson qui ne prend en compte que la composante axiale de la vitesse. Nous
supposons ainsi que le gradient de la pression est constant. Nous noterons dans toute la these
C= —%811 p (plus précisément dans les chapitres 111 et IV). Dans un premier temps, nous nous

intéressons au probléme aux limites suivant (le terme source est une constante réelle) :

—Au. =C sur ),
Trouver u. € H*(€Q.) tel que u. =0 sur '™ U~

u. est périodique selon x; sur ¥, U X;.

Notons qu’on a fait une hypothese supplémentaire de périodicité sur les bords latéraux >, UX,
elle est nécessaire pour simplifier les calculs et éviter les phénomenes de couche limite verticale
qui réduisent le degré d’approximation des correcteurs couches limites.

En terme de méthodologie, il existe plusieurs étapes pour 'approximation par les correcteurs
couches limites (CCL). Nous expliquons brievement la démarche de la construction des lois
de paroi d’ordre 1 dans un domaine rugueux. Nous commencons par ’approximation macro-

scopique d’ordre zéro, ce qui revient a considérer un écoulement de Poiseuille dans 2y « un

12
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écoulement laminaire dans une canalisation cylindrique horizontale et le champ de vitesses est
partout paralléle a [’axe horizontal ». Nous introduisons ensuite les correcteurs couches limites a
’échelle microscopique dans ZT U P (voir figure 6). La frontiére rugueuse 7. est décrite comme
une répétition périodique du bord d’une cellule microscopique P°. Cette derniére est paramétrée

comme le graphe d’une fonction bornée 2w —périodique 5 : R — [—1,0[ telle que

PO = {(yhy?) € [0727T] X [_170[7 Y2 = ’?(yl)}
Signalons que le correcteur couche limite d’ordre 1 est la solution du probleme cellulaire suivant

—ApB; =0 sur ZtUP
b1 = =1y sur PP
[ est périodique selon y; sur Iy UT,.

Enfin nous établissons I'approximation couche limite en premier ordre a I’échelle macroscopique

dans ). (voir chapitre III).

Y2

Fl ZJr 'FT

Figure 6 — Cellule de périodicité

Toute perturbation du flux des écoulements sanguins entraine une perturbation sur les parois
artérielles. Dans les articles [27, 28], les auteurs ont présenté une approche unifiée des approxi-
mations de type couche limite pour 'opérateur du Poisson dans un domaine a bord rugueux
périodique. Ils ont obtenu des lois de paroi avec des ordres de convergence élevés par rapport
a la taille de rugosité . Ils ont prouvé que les lois de paroi ne pouvaient pas satisfaire cet
objectif sans inclure sur le bord des oscillations microscopiques. Ils ont remplacé les oscillations
géométriques par des oscillations de la condition aux limites. Ils ont démontré une certaine

stabilité en normes L? et H' de la solution approchée obtenue par correcteurs couches limites

13
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et la solution exacte.

Remarquons que la présence de «stent» peut étre considérée comme une perturbation locale
d’un bord lisse d’écoulement, qui entraine une certaine singularité si nous nous intéressons a
un niveau de régularité plus élevé. C’est principalement ce phénomene biologique qui a conduit
a ce sujet de theése. Précisément dans cette thése, nous nous intéressons a la régularité H? sur

les problemes de rugosité par différentes techniques.

3 Etat de l’art et principaux résultats

L’étude de la modélisation mathématique et la simulation des écoulements sur des domaines
rugueux a commencé au début du dix-neuvieme siecle par les travaux de Nikuradze [63]. Les
études expérimentales sont destinées a l'influence de la forme des rugosités sur 1’écoulement
quand celles-ci sont disposées sur la paroi d'un canal. Par la suite, ces résultats ont été éten-
dus par Prandtl et Schlichting [65] a des écoulements sur des plaques rugueuses. Ces derniers
temps, plusieures études expérimentales et plusieures méthodes de modélisation du phénomeéne
sont présentées (voir [38] et [43] par exemple), particulierement dans le cadre des écoulements
turbulents.

D’un point de vue analytique, la démarche couramment utilisée pour répondre a ce probleme
est 'utilisation de la loi de paroi. Historiquement, les lois de paroi ont premierement été éta-
blies dans le cadre des écoulements turbulents sur des plaques lisses [33] (lois logarithmiques).
Par la suite, 'application de lois de paroi a été étendue a des domaines rugueux, en modifiant
certaines constantes (voir [38]). Néanmoins, encore une fois, la démarche manque de généralité,
car elle ne peut étre employée de fagon automatique pour différentes formes de rugosité. De
plus, ces lois de paroi ont I'inconvénient de conserver un cotit de calcul élevé, puisqu’elles sont
imposées a une distance constante de la paroi : donc, méme si une partie de la couche limite
est enlevée, les lois de paroi adoptent la forme de la rugosité [72].

A nos connaissances, la premiere tentative d’implanter une méthode plus générale pour construire
des lois de paroi a été exposée par Carrau [30] et Carrau-LeTallec [31] dans le cadre d’écou-
lements laminaires compressibles sur des parois rugueuses périodiques. La stratégie est fondée
sur une approche par homogénéisation, a partir de la décomposition du domaine en une partie
locale, contenant des rugosités périodiques, et une partie globale ot est imposée la loi de paroi.
Toutefois, la mise en oeuvre est cotiteuse et le cadre mathématique suggéré n’est pas adapté a
I’analyse d’erreur.

A mes yeux, les premiers travaux proposant une analyse rigoureuse de lois de parois concernent

14



Introduction générale

le probleme de Poisson avec des conditions aux limites homogenes de Dirichlet sur tout le bord
d’un domaine rugueux sont : les articles d’Y. Achdou, O. Pironneau, F. Valentin et P. Le Tallec
[4, 5, 8]. En effet, a partir de l'idée originale de Carrau-LeTallec, une deuxieme approche a été
présentée par Pironneau et Achdou [3] pour I’équation de Laplace. A partir de cette approche,
les lois de paroi sont établies, de fagon analytique, dans un cadre mathématique adapté a ’ana-
lyse d’erreur. Par la suite, Achdou et al. [5] 'ont étendue au probleme de Stokes a l'ordre un
et deux.

D’autre part, nous mettons en évidence que W. Jéger et A. Mikeli¢ [49, 50, 52| se sont intéressés
au contact entre un fluide visqueux et un milieu poreux. Les auteurs y étudient le méme type
de conditions aux limites que dans les articles précédemment cités. Néanmoins, les techniques
d’extension de la solution a l'ordre 0 du domaine lisse au domaine rugueux different. Malgré
cela, les deux dernieres stratégies menent aux mémes lois de parois implicites moyennées. En
effet, dans [27, 28], D. Bresch et V. Milisi¢ réunient les deux approches, dérivent des lois de
parois et établissent des estimations d’erreurs pour un modele d’artére avec stent avec la géo-
métrie de la Figure 5, périodique. Ils examinent le probleme de Poisson particulier pour la
composante axiale u. € R de la vitesse du fluide, avec des conditions sur les bords v. et ['™
de type Dirichlet, ainsi que des conditions entrantes et sortantes périodiques en vitesse sur les
bords latéraux X, et ;.

Le cas de I’écoulement d’un fluide dirigé en pression (plus concret dans le contexte de I’écoule-
ment sanguin) est aussi traité par W. Jager et A. Mikeli¢ [49, 51], pour un écoulement laminaire
type Poiseuille.

Pour le contexte de I’écoulement sanguin dans des arteres avec stent, dans l'article de D.
Bresch et al. [22], les auteurs appliquent leurs résultats précédents au cas non périodique, avec
des conditions aux limites latérales de type Neumann. La présence des conditions de Neumann
entrave la généralisation directe des résultats pour les conditions de Dirichlet et exige des es-
timations plus compliquées, dites tres faibles [61]. Les estimations a priori sont perfectionnées
ensuite par V. Milisié¢ [59]. Enfin, pour des travaux portant sur une géométrie avec bifurcation,
nous renvoyons a l'article de V. Milisié¢ [60], dans lequel 'auteur traite un probléme de Stokes,

éternellement stationnaire et dirigé en pression.

4 Plan et démarche suivie

Nous décrivons a présent plus en détail le contenu de cette these. Celle-ci se compose de six

chapitres. Le lecteur trouvera au début de la these une nomenclature qui résume les principales
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notations utilisées.

Modele d’écoulement sanguin : chapitre I. Le premier chapitre est consacré a la modélisa-
tion mathématique de I’écoulement sanguin en présence d’une endoprothese vasculaire « stent ».
Dans notre cas, le modele retenu s’inscrit dans le cadre d'une problématique médicale. L’analyse
complete de ce modele permet notamment de justifier ou de démontrer la question d’existence
et unicité, mais aussi un cadre pour présenter des justifications rigoureuses des résultats de
convergence que nous avons améliorés dans cette these.

Etude variationnelle de la régularité H? : chapitre II. Le second volet traite analyse
mathématique de la régularité H? de notre modeéle mathématique en utilisant une formulation
variationnelle. Cette premiere méthode développée s’articule essentiellement autour la partition
de T'unité et systeme de carte locale, ainsi que sur des majorations et des minorations de la
forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle en choisissant des fonctions tests bien
particulieres. Cette technique s’appuie sur 'ouvrage d’Evans [40]. Nous concluons ce chapitre
par une breve discussion de cette technique variationnelle et quelques réflexions pour la géné-
ralisation de cette méthode sur des problemes aux limites dans des domaines a bord rugueux
singulier.

Méthodes de construction d’approximation couche limite : chapitre ITI. Un troisieme
point, réside dans une synthese des différentes méthodes des développements asymptotiques et
de construction d’approximation couche limite que 'on peut trouver dans la littérature scien-
tifique ainsi que dans les travaux de D. Bresch et V. Milisi¢ [27, 28]. Dans le contexte plus
particulier de notre modele d’écoulement (avec un terme source réel), nous améliorons plu-
sieurs résultats théoriques illustrant des estimations d’erreur de la solution exacte par rapport
a une approchée. Nous détaillons la technique asymptotique mise en oeuvre tout au long de la
these afin de l'expliciter.

Etude asymptotique de la régularité H? : chapitres IV et V. Dans le quatriéme chapitre,
pour des questions techniques nous sommes partis d'un probléme simple (modele mathématique
« simplifié » avec un terme source réel) et nous avons détaillé a fond les calculs pour prendre
en compte les petits obstacles. Nous démontrons en particulier que les approximations couches
limites pour la norme H? sont singuliéres en ordre O(c~2).

Dans le cinquiéme chapitre nous exposons les principes généraux de calcul sur lesquels repose
I'étude asymptotique de la régularité H? pour le probléme de Laplace dans un domaine rugueux
(modeéle mathématique « non simplifié »). Il s’agit des mémes calculs que dans le quatrieme cha-
pitre mais appliqués dans un contexte un peu plus général. Ce cinquieme chapitre doit se lire a
la lumiére de 'exemple du chapitre IV. Cette étude de la régularité H? nous a conduit & nous

plonger dans les affres et les délices des techniques asymptotiques.
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Estimations d’erreur et Résultats numériques : chapitres VI. Enfin, nous proposons
dans le dernier chapitre un éclairage mathématique, conforté par des simulations numériques.
Nous présentons plusieurs validations numériques qui illustrent les conclusions formulées lors

de I'analyse.

17






L’ important est de faire en sorte
que tout soit aussi simple
que possible mais pas

plus simple.

Albert Einstein.
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Chapitre 1

Un modele d’écoulement sanguin

Le modele qui nous préoccupe provient d’une problématique médicale : nous souhaitons mettre
en évidence l'influence de la pose d’un stent (aussi appelé endoprothése ou tuteur vasculaire)
dans une artere sur I’écoulement sanguin. Nous commencons donc ce chapitre par une modéli-
sation mathématique. Un aspect majeur de cette modélisation est la présence de deux échelles
spatiales dans le probleme. En effet, la petite taille du stent (disons €) constitue une échelle
microscopique relativement a la taille de l'artere, c’est-a-dire le domaine «macroscopique ».
Puis nous soulevons la question d’existence et d’unicité de la solution de ce modele. Enfin, nous
évoquons quelques inégalités de type Poincaré dans un domaine rugueux dont nous aurons

besoin dans le reste de cette these.

1 Modélisation mathématique

Commencons par remarquer que la situation qui nous intéresse ici appartient a une famille
de problemes mathématiques largement étudiés : les problémes rugueux en mécanique des
fluides. La littérature concernant I’étude des effets d’une rugosité sur 1’écoulement d’un fluide
est extrémement riche. Nous pouvons citer par exemple les travaux d’Y. Achdou, O. Pironneau,
F. Valentin [4, 5, 8], ceux d’Y. Amirat et J. Simon [10] ou encore ceux D. Gérard-Varet,
N. Masmoudi et A. Basson [19, 41]. Dans ce contexte, il apparait un phénomene de couche
limite au voisinage du bord rugueux qui modifie le comportement du fluide. Cela constitue
essentiellement un enjeu numérique, car en général, les grilles de discrétisation ne sont pas
assez fines pour capturer correctement les rugosités de taille € (tres petit) du domaine. Une
possibilité pour surmonter cette difficulté numérique est une modification des équations au
niveau continu, a savoir la dérivation de lois de parois. Il s’agit de conditions aux limites
artificielles sur le bord d’un domaine fictif «lisse », a 'intérieur du domaine rugueux. Alors les

effets de la rugosité seront transcrits dans de nouvelles équations, elles-mémes posées dans un
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domaine géométrique lisse, facile a discrétiser. Précisons les hypotheses et notations pour la
modélisation de notre domaine rugueux, 'artere stentée. Comme dit précédemment, il convient
d’en décrire 'aspect double échelle, grace au parametre € > 0, taille caractéristique de la rugosité
(tuteur vasculaire). Nous choisissons, pour simplifier, de ne pas prendre en compte 1’élasticité
des parois des arteéres et de considérer des géométries 2D, qui peuvent cependant étre vues
comme des coupes longitudinales d’arteres 3D (il est raisonnable de considérer un écoulement
a symétrie cylindrique). La variable x; désigne la direction horizontale, x5 la direction verticale.

Pour cela, nous considérons dans toute la suite le probleme aux limites suivant :

—Au. =g sur Q.
(E) : u. =0 sur '™ U~.

u. est périodique selonz; sur >, U X,

ot Q. est un ouvert borné de R? donné dans la figure ci-dessous et g € L?(€.). La paroi lisse
est donnée par I'™° = {(z;,75) € R?; z; € [0,L] et 25 = 1}, et celle rugueuse est paramé-
trée par 7. = {x1 € [0,L]; 1o = e5(*2)}, ou 7 : R — [~1,0[ périodique de classe C* (au
moins de classe C?). On appelle ¥, := {0} x [¢7(0), 1] I'entrée verticale du domaine ., et
S, = {L} x [e9(£),1] sa sortie.

L2
1 L
T
| | | | (2
[ } ! 1
| [ A R F,
" I . W S I
Te AT [=NTe @
| i \L\ |
£ AN AN AN AN AN

/
/ \ // \\ ’// \\ / \\ // \ /
U U\ U L

Figure I.1 — Domaine rugueux €2,

Nous remarquons que le tuteur vasculaire (stent) est modélisé par le graphe d’une fonction
périodique ou quasi-périodique, ou encore par une succession périodique de petites billes circu-

laires de taille ¢, cela constitue le bord rugueux 7. du domaine.
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1.2 Résultats préliminaires

2 Reésultats préliminaires

2.1 Formulation variationnelle sur €2,

Soit Hpero le sous espace fermé de H'(€2.) muni du produit scalaire (-,-) tel que

(u,v) = /Q (Vu Vv +uwv)dy, (L.1)
et de la norme | . [|s¢,.., = /(") tel que
Hpero ={v € HY(Q.); v=0sur I U~, , v est z;-périodique sur ¥, U X, }. (1.2)

L’espace Hpero est un espace de Hilbert.

Le résultat de la proposition suivante est la formulation variationnelle de (E) :

Proposition 1. La fonction u est une solution du probléme aux limites (E) si et seulement si

u appartient @ Hpero et vérifie l'égalité

/ Vu(z) Vo(z) dz :/ g(x) v(x) dx  pour toute fonction v € Hper . (1.3)
Q. g
Notation 1. En notation compacte on peut réécrire la formulation variationnelle (1.3) sous la

forme suivante :
a:(u,v) =1(v) pour toute fonction u,v € Hper, (1.4)

ol

a.(u,v) = 0. Vu(z) Vu(z) dz, et l(v) = /sg(w) v(x) dx.

Preuve. Soit w une solution du probleme aux limites (E). Alors u € Her o . On multiplie

I'équation du systeme (E) par v € Hper o et on utilise la formule de Green, on obtient :

Au(z) v(z) de = — [ Vu(x) Vo(z) dr+ Ou

0. 0. o a—n(x) v(x) do,

oll  est la normale sortante a €. On pose I, = [y 2“(z) v(z) do.

Nous avons

I, =— %(x) v(z) dre + Ou () v(z) dzg + Ou
se 014

5, 014 e~ 0Ty
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Or v =0 sur '™ U, et car vy, = vy, donc [, = 0.

Par conséquent, on obtient

/Q Du(w) v(a) do = - /Q Va(z) Vo(a) da.

Réciproquement pour vérifier que toute solution faible est une solution de I'edp au sens des

distributions, nous considérons une fonction ¢ € C§°(€2.). De (I1.3), nous déduisons que

/ Vu(z) Vo(z) de = / g(x) ¢(x) dx pour toute fonction ¢ € C5°(). (L.5)
Qe

€

En utilisant la formule d’intégration par parties, nous concluons
—Au=g dans D' (Q.).

Par ailleurs, comme ¢ € C§°(€2.), nous retrouvons la condition aux limites u = 0 sur I'>* U
Ve, u est xp-périodique sur X, U X, c’est-a-dire que u est solution du probleme aux limites

(E). O
Nous montrons maintenant une inégalité de type Poincaré. C’est un outil fondamental pour

établir I'existence et 1'unicité de la solution de notre probleme dans un domaine rugueux.

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré). Soit le domaine ). définie dans la Figure 1.1. Alors,

il existe une constante Cp(c) = (1 + ¢) strictement positive telle que
[ull 2.y < Cp(e)lIVullr2.,),  Vu € Hpero.

Preuve. Soient € > 0 et u € Her 0. Nous pouvons alors écrire que :

U([L‘th) —Uu (xlagfy (?)) - /xZ %(‘7;17t) dta

(%) Oxo

comme uj,, = 0 alors

1 ou
(1, )| < /eww a@(xl,t)‘ dt.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
. L S 2 3
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1.2 Résultats préliminaires

Nous avons

ou

87*2('%1’ t)

1
juan, )P < (1+2) [ [
(1)

2
dt) |

2
Il,t)‘ dt d.fl dl’g

Nous intégrons sur 2. nous obtenons :

/|u(m1,x2)|2dx1d:v2 —1—5/ ) //
Q 1

<(1+e)? /Q

31:2

ou
8;152 (ZEht)’ dt dl’l.

Nous concluons que

(/Q |u(x1,x2)|2dx1dm2>; <(1+¢) (/Q

=

2

2
gu(l'l,t)‘ dtdl’l)

T2
Ceci termine la preuve. O
2.2 Existence et unicité
Dans le lemme suivant nous montrons la coercivité de la forme a.(- , -), qu’est un argument
essentiel pour obtenir I'existence et 1'unicité de la solution du probleme variationnel (1.4).
Lemme 1 (Coercivité). La forme bilinéaire a.(- , -) est coercive sur Hyerp. Il existe o, 1=
W >0 t€l que
ac(u,u) = /Q Vu(@)? dr > acllulll. s Vi € Hpero. (L6)
Preuve. Soit u € H,er 0. Nous avons :
a(w,w) = [ [Vu@)? do = || Vullfa
= 0| Vuliza, + (1= OIVullieq,) Y0 €01,
(1-0)
> 0| Vull 2. + m\lull%m), Vo €]0, 1],
1 2 2 _ 1 2
> s IVulE + i) = g grgy 1w,
Ce qui fournit le résultat. m
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Remarque 1. Nous avons plus, pour tout £g > 0,3 a(gg) > 0 tel que
ac(u, 1) = /Q Vu(@)? de > aleo)llul,. . Yu € Hoero, (L7)

uniformément par rapport a € € [0, gq).

Théoréeme 1. Le probléme variationnel (1.4) admet une unique solution dans F,eo. De plus

nous avons la magjoration suivante
lloters < (40 +2)2 +1) g2 Yu € Hperg. (18)

Notons u. la solution du probleme (E).
Démonstration. Nous appliquons le théoreme de Lax-Milgram (voir [29]). Vérifions les hypo-

theses de ce théoreme

1. a.(- , -) est une forme bilinéaire sur Hpe o, en effet u — a-(u,v) est une forme linéaire

de Hyerp dans R pour tout v € Hyero, et a est symétrique.

2. a.(- , -) est continue, en effet (par Cauchy-Schwarz) :
la-(u,v)| = ’/Q Vu(z) Vo(z) de| < [Jullsge, [V]|56,0, Ppour tout v,u € Hpep -

3. a.(- , -) est coercive sur Hper o (voir lemme 1, (1.19)).

4. 1(.) est une forme linéaire continue sur H,e o, en effet v — I(v) est linéaire de Hpep o dans
R et il existe C' = ||g]|z2 > 0 tel que

1) = | [ (w) o) do| < lglzz ol -

Par le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que le probléme variationnel (I.4) admet une

unique solution dans He 0. De plus nous avons

acllulli,.. , < lac(u,w)| = [[(W)] < lgllez ullstpe, Yo € Hpero-
Par suit trons finalement que [l < —lg| !
r suite n montrons finalemen — = .
ar suite nous montrons finalement que ||u||s,., , < o gllr2(0.y, avec a. eSS
Ceci acheve la démonstration. ]
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1.2 Résultats préliminaires

2.3 Formulation variationnelle sur (), apres redressement global

Nous considérons la formulation variationnelle du probléme aux limites (E) :

/ Vu.(z) Vo(z) de = / g(x) ¢(x) de pour toute fonction ¢ € Hyer o (1.9)
Qe

£

Nous allons effectuer ici un changement de variable qui va permettre de transformer €. en
Qp, en transformant 7, en ° (voir Figure .2). Pour cela, nous considérons le changement de

variable suivant :

Lsi Qs—>QO

(21, 29) — (1: nevle) (?)) (1.10)
1,42 1, 1_65/<%> )

tel que
1 0
, 1
VE@) =1 (2 - 1)7 () 1 et det VL.(z) = P <xl>
~ (z1 2 ~ (X1 v
(1—57 (?)) 1—ey|—
) T2 oo o oo
/ £€ \ !
2 o 2 5 Qo >,
Of rrrrrrr :1>:l . 1
IRV VAV VIV e
5 A ey(£) 0 o
x1 = L

Figure 1.2 — Redressement du domaine rugueux 2. vers le domaine lisse Qg

L. est un C%-difféomorphisme. Le C%-difféomorphisme réciproque est donné par :

L_l : Q() — Qa

e (X1, Xo) — (Xl,XQ + ey (i) (1— X2)> (I.11)
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Nous posons v-(X) = u. o L71(X) et ¢(X) = ¢ o L1 (X). Nous avons :

Vxv:(X) = VLI HX) - Vu, = V..
(X,
0 1—ey ()
g

Donc
Veue(z) = (VLIHX)) - Vxv(X).

L’équation (1.9) devient :
/QO (V£ (X) ' Vxu(X)] - (VL2 (30) 7 Vxab(X)] (1 - (f)) X
= [ oxt) wix) (1-e7(22)) ax.

que l'on réécrit sous la forme :

/QO (A-(X)Vxve(X)) - Vxtp(X) dX = /Qo(g o L71(X)) ¥(X) (1 5 ()) ix,

Ax) = (127 (2)) (ve ) (V£ (0)

(-=(2) - ()
_ (- X7 () L (11‘ X;Q((Xi)(@)z

L’équation (1.15) est la formulation variationnelle du probleme suivant :

Trouver v. € HY(€) tel que
V(AT (0) = (g0 £7(X) (1-e7 () s 0
ve(X) =0 sur > UA°
u. est périodique selon x sur X, U X,.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Pour simplifier la présentation de la formulation variationnelle (I.15), notons a.(-,-) la forme
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bilinéaire et I.(-) la forme linéaire telles que :

ac(v ) = [ (A(X)Vx0.(X)) - Vuo(X) dX

Qo

L) = [ 9o £2100) w0 (1-23 (21))ax.

X X
Soit 4 est une fonction de C'!_ ([0, 1]). Nous notons sup (fNy <1>> = —q, inf (fy <1>) =
]

per
X1€[0,L €

(X
—d0 et sup <ﬁ <1>) =T.
X1€[0,1] €

1
Hypotheses : Nous supposons que o > 0 et la constante £ = min (1 -, T35~ T> > 0.

Lemme 2 (Coercivité dans le domaine lisse ). Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout

0 <e <1 la forme bilinéaire a.(- , -) est coercive sur Hoe () et vérifie
e (ve, v2) = k[ Voell72 ), Vo, € Hper0(o)- (I.19)

Preuve. Soient X € Q) et le vecteur U = (Uy, Uy) € R?. Par un simple calcul matriciel nous

avons

a0 = (1= (2) -0 -5 (2 (LG

)( >>2> o

Avec les notations de I’énoncé du lemme 2, nous constatons que

(1 et <§1>) Lo (1 : <11_—)§?(2§;;()?)>2> > 1i5'

D’autre part, nous utilisons le fait que pour tous réels a et b tels que 2ab < a® + b2, il vient

(2(1 — X0)¥ ()il)) U;Up; <2 sup | (fy (X1>> U,U, < 7(U% + U3).

Xi1€[0,L €

Bien entendu, ce qui permet de déduire que

_ (2(1 —Xy)d <)§1>) UyUs > —7(U? + U2).

En regroupant toutes les inégalités obtenues ci-dessus, nous obtenons

1
UTA(X)U > (1—7)U2 + <1+5 - T> U2,
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

En posant £ = min (1 — T, 1%_5 — 7') > 0 d’apres les hypotheses de ’énoncé, nous pouvons
écrire :

ds(vsavs) = kvasuLz(Qo)-
La preuve est complete. O]

Remarque 2. Nous mettons l'accent sur le fait que nous pouvons montrer autrement l’existence
et l'unicité du notre modéle mathématique apres redressement. Signalons que le domaine €y est
réqulier indépendant de . En appliquant le théoréme énoncé dans [35, page 81, Theorem 4.26]

nous montrons que le probléme (1.17) admet une unique solution dans
Hper0(0) = {v € H' (Q); v =0 sur I°UA°, v est périodique selon x1 sur ¥, U}

Il nous faut maintenant montrer quelques résultats dont nous aurons besoin par la suite.

3 Inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse

L’inégalité ci-dessous, dite «inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse » joue un role

important dans le reste de la these pour I'établissements des estimations d’erreurs.

Proposition 3 (Inégalité de Poincaré dans la couche rugueuse). Soient le domaine rugueuz
Q. défini dans la Figure 1.1 et le domaine lisse Qg défini dans la Figure 1.2. Alors nous avons
l"inégalité suivante

HUHLQ(QE\Qo) < 5HVUHL2(QE\90)7 Yu € g{per,o- (120)

Preuve. Etant donnés € > 0 et u € Her 0, on peut alors écrire que :

w(zy, ) — u (ml,aﬁ (?)) = /:2 %(xl,t) dt.

(%) Oy

En tenant compte que uj,, = 0 alors

0 ou
< —(1,t)| dt.
o) < [ |2 o)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
0 S 2 3
< (a1, t)| dt
|U(ZE17J/’2)| \/g (/ai(?) axQ (xl ) )
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Donc

2

dt.

0

ou

ular, @) <= [ o

Tq,t
F(2) (@1,9)

Nous intégrons sur 2.\, il vient

/ |u(zq, ) | )| *dxidzy < / /
Q:\ Q0 e7(2) JQ\Qo

Bien entendu, si nous extrayons la racine carrée, alors

ou

2
8.1'2 (Zlfl, t)| dt d$1.

2
$1,t)| dt dl‘l dl‘2<€2/§2\9
0

1

3
(/ |U($17$2)‘2d$1d$2> < € (/
QE\QO Q \QO

Ceci conclut la preuve. O

Ou t)thd 5
8372 I, X

4 Inégalité de type trace dans un domaine rugueux

Nous terminons ce chapitre par présenter le concept «Inégalité de type trace dans un domaine

rugueux » dans la proposition suivante :

Proposition 4. Soient le domaine rugueuz ). défini dans la Figure 1.1 et le domaine lisse €}
défini dans la Figure 1.2 limité en bas par Uinterface v° = {x; € [0,L]; x5 = 0}. Alors nous

avons l'inégalité suivante

||U/HL2(,YO) < \/g ||VU||L2(Q€\QO), Yu € g{per,o- (121)

Preuve. Soient € > 0 et u € H,ero. Par une simple soustraction nous avons

u(z1,0) —u (931,57 (x1>> = /EO Ou —(x1,t) dt.

€ 7(4) Oy
Or la solution u est nulle sur la paroi rugueuse 7., d’ou

ou

0
w0l < [, |5

([Eh t)‘ dt.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
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0

ou

2
o t)| dt.
61’2(1:17 )‘

lu(z1,0)]* < 6/

(=)

Nous intégrons sur 7, il suit

L L 0
/ ]u(x1,0)|2d1:1 < 8/ / )
0 0 Jey(2)

Nous extrayons la racine carrée, il vient

ou

2
8@(I1,t>‘ dt dflfl.

1

L 2
([ 1uer00Pa) < VE 19l

Ceci acheve la preuve.
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Chapitre 11

Etude variationnelle de la régularité H? dans

des domaines rugueux

1 Introduction

Ce deuxieme chapitre est consacré a I’analyse mathématique de la régularité H? de notre modele
mathématique présenté dans le premier chapitre grace a sa la formulation variationnelle. Cette
premiere méthode repose essentiellement sur la partition de I'unité et systeme de carte locale
ainsi que sur des majorations et des minorations de la forme bilinéaire associée a la formulation
variationnelle en choisissant des fonctions tests bien particulieres. Elle fait ’'objet d’une premiere
tentative pour I'étude de la régularité H? dans des domaines rugueux, en particulier par la
compréhension de l'influence de la paroi rugueuse sur la régularité. Cette dépendance en € joue
un role trés important sur la singularité de la solution en norme H?. Du point de vue de I'étude
de la régularité H? dans des domaines rugueux, les choses semblent sous controle, mais en fait
nous disposons de tres peu de résultats pleinement satisfaisants.

Nous rappelons le probléeme aux limites introduit dans le chapitre [ :

—Au. =g sur Q.
(E) : u. =0 sur ' U~.

u. est périodique selonz; sur >, U X,

ou €. est un ouvert borné de R?* donné dans la figure ci-dessous et g € L*(€).). La paroi lisse est
donnée par I'™ = {(z1,15) € R?; z; € [0, L] et x5 = 1}, et celle rugueuse est paramétrisée par
Ye = {z1 € [0, L]; w2 = 5(*+)}, ot 7 : R — [~1,0] est une fonction périodique. On appelle
Y := {0} x [¢9(0),1] Ventrée verticale du domaine ., et ¥, := {L} x [¢5(£), 1] sa sortie.

Dans ce chapitre, notons qu’a fin d’éviter toute difficulté technique lors de redressement de la

couche rugueuse dans le cas d’un bord rugueux lipschitzien, nous supposons que la fonction
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5 : R — [—1,0[ est réguliére de classe C* (au moins de classe C?).

2
Ty = 1 r
ro = O . - :El
VARV VIRV VARV N
Ve ‘67(5)
xr1 = 0 T = L

Domaine rugueux 2.

Gréce a l'inégalité [Chapitre I, Théoreme 1, (I.8)] nous avons une certaine stabilité en O(1)
pour la norme H' de la solution du probléme aux limites (E). Remarquons que la présence de
«stent » peut étre considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse de 1’écoulement,
qui entraine une certaine singularité si on s’intéresse a un niveau de régularité plus élevé.

Le résultat principal de ce chapitre est le Théoreme suivant :

Théoréme 2. La solution u. du probléme aux limites (E) est dans H*(S).). De plus, il existe
une constante C' strictement positive telle que nous avons la majoration suivante :

C

e || 72 (0. < g

L’idée directrice pour prouver que la norme H? est majorée en O(%) est l'utilisation de la
technique variationnelle (Voir Evans [40]). Nous suivrons le plan suivant pour la discussion de

cette technique :

2 Partition de 'unité et Systeme de carte locale

Le domaine 2. est un ouvert borné régulier dont la frontiere 0f). est compacte, donc on peut
utiliser un argument de «carte locale » et il existe un recouvrement fini de €2, par des ouverts
(V)o<p<n, (avec Ny un nombre fixé indépendant de €). On introduit alors une partition de

I'unité associée & ce recouvrement, c’est a dire des fonctions {¢,}7%; de C=°(V,,, [0,1]) telles que

No L
ep €CX(V,), 0< ¢, <1, > ¢,=1 dans Q..
p=0
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I1.3 Régularité H? a lintérieur de .

Remarque 3. L’existence d’une telle partition de 'unité est classique, (voir [21, Théoréme
3.2.9]).
Dans toute la suite, nous choisissons

1. Vine CC Q.. Vi est un ouvert strictement inclus dans €. pour traiter la régularité H? a

I'intérieur de €. «loin du bordy).

L L%+43
27

2
“£2) et de rayon £ pour

2. Voo = D(2 0, %) le disque de centre z, de coordonnée (

traiter la régularité H? au voisinage du bord I'*°.

3. V. = D(x.,r.) le disque de centre z, € ¥, et de rayon r, > 0 pour traiter la régularité
H? au voisinage du bord Y.

4. Vi = D(xg, 1) le disque de centre z;, € ¥ et de rayon ry > 0 pour traiter la régularité

H? au voisinage du bord ;.

5. % C Viug = D(@pug, Riyg) le disque de centre z,,y de coordonnée (é , 6’7(%) + 1_4]‘2) et
de rayon R, = % pour traiter la régularité H? prés du bord rugueux ..

Par suite nous pouvons écrire la solution u. du probléme aux limites (£) sous la forme suivante :
Ue = Pint Ue + Ps Ue + Pe Ue + Poo Ue + Prug Ue = Uint + Us + Ue + U + ufuga (Ill)

avec Ping € C°(Ving, [0,1]), voo € CF(Vio, [0,1]), we € C2(Ve, [0,1]), ps € C(V4, [0,1]),

Orug € C°(Ving, [0,1]) et vérifiant : @ine + @e + 95 + Qoo + Prug = 1 dans Q..

3 Régularité H? i lintérieur de €.

Nous consacrons cette section a I'étude de la régularité H? a l'intérieur du domaine Q. . Pour

cela, rappelons tout d’abord un résultat de régularité intérieure énoncé dans [40, EVANS].

Théoréme 3 ([40, p.309, Theorem 1]). Soit U un ouvert borné de R™. On considére L [’opé-

rateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

"0 ou LI Ju
Lu== 3 o (o) o) + 2 ¥(0) i+ clahu

ij=1 =1
avec a;; € CHU), bv',ce L®(U) (i,j=1,.,n) etVo € UL eR" il existe § > 0 telle que

> a&é =0 |f’2-

ij=1
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Nous supposons que u € HY(U) est une solution faible du probléme elliptique
Lu=f dans U avec f € L*(U).
Alors uw € HE (U). De plus pour tout ouvert V.CC U nous avons la majoration suivante :

lullizy < € (IF )+l

avec C' une constante strictement positive qui dépend des domaines V et U, ainsi que des

coefficients de l'opérateur L.

Appliquons maintenant ce théoréme a notre cas. Prenons n = 2 :

Soit Viyy CC 2. un ouvert strictement inclus dans €2, voir figure ci-dessous. Nous vérifions

L2
FOO

Figure II.1 — Domaine intérieur Vi, CC €.

aisément que ui = @intte est une solution faible sur 2. de I’équation suivante :

_Auint - _A<Spintue) - _Qpint(Aue) - QVSOint-VUe - (Agpint>us
= Pint g — 2v§01nt-vue - (Agoint>us = Gint-

On a Gint S L2(Q€) En effet ||Gint||L2(QE) < C { HQHL?(QE) + ||Vu5||L2(QE) + ||u5||L2(QE) } < +OO,
pour tout g € L*(.) et u. € Hper, (voir (1.2)).
On en déduit grace au théoreme 3, qu’il existe une constante C' strictement positive telle que

Uine € HE () et on a I'estimation suivante :

it | 200 = o0t 120000 < C (| Gimel|z20620) + el 2200

(I1.2)
< C (llglla@n) + Vel 2@ + luellz2@n ) < C (l9llz2en) + luelmen)) -
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I1.4 Régularité H? au voisinage des bords lisses '™ U X, U X,

4 Régularité H? au voisinage des bords lisses [*UY, UX,
Nous présentons de méme que dans la section précédente un résultat démontré dans [40, EVANS]
pour I'étude de la régularité H? des opérateurs elliptiques dans un domaine assez régulier.

Théoréme 4 ([40, p.317, Theorem 4]). Soit U un ouvert borné de R™ tel que OU de C*. On

considere L 'opérateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

L ou LA, ou
Lu=— Z E <azj(m) EM) + Zb (x) o, + c(z)u,

ij=1 Y% i=1

avec a;; € CHU), bv',ce L®(U) (i,j=1,.,n) etVo €U eR" il existe § > 0 telle que

Z ai;§i§5 = 0 \5’2-

ij=1
Nous supposons u € Hy(U) une solution faible du probléme elliptique

Lu=f dans U avec f € L*(U),
u=0 sur OU.

Alors uw € H*(U), et nous avons la majoration suivante

lell 2wy < C (11l + lell2w) »

avec C' une constante strictement positive dépendant du domaine U et des coefficients de [’opé-

rateur L.

Remarque 4. Avant d’appliquer le Théoréme de la régularité H? des opérateurs elliptiques dans
un domaine assez réqulier nous allons tout d’abord étudier plus en détail la forme géométrique
des cartes locales au voisinage des bords lisses '™ UX,UX,. Nous remarquons dans chacun des
domaines Dy, D, et Dy (illustrés respectivement dans les figures I1.3, I1.4 et I1.5) sont « a bord
réqulier » sauf en deux points anguleuzr d’ouvertures w < 7. Pour pouvoir rentrer dans le cadre
des difficultés techniques en ces points anguleux, nous choisissons d’illustrer sur un exemple
particulier le fait que la régularité de la solution d’un probléme de Dirichlet peut étre limitée
par la régularité de l'ouvert sur lequel est posée l’équation aux dérivées partielles. Considérons

louvert ) représenté dans la figure I1.2 et défini en coordonnées polaires par

Q={(r0)/r<1 e 0<60<w}.
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

I

Figure I1.2 — Q est une portion de disque d’angle w €]0, 27|

Sur le bord OS2 on se donne la fonction g définie en coordonnées polaires (r,0) par g(0) = sin s
w

Cependant, calculant explicitement la solution du probléme de Dirichlet non homogeéne :

—Au= 0
u=qg 0L,

on cherche une solution sous la forme d’un développement en série de Fourier en 0

u(r,0) = > ay(r)sin @
k w

En remplacant le développement en série de Fourier de u dans [’expression du laplacien en

coordonnées polaires et en identifiant terme a terme on obtient [’équation :
1 NG kr\” ay
—(ra,) —|— ] = =0,
r ( k) ( w ) 7"2

D’autre part, cette derniére équation différentielle admet des solutions particuliéres en v° qui

dotvent vérifier
1 r k2l
- (r6r5_1> e 0,
r

w2
ou encore
k22
[P =2 5 P72 = 0.
w
1l faut donc que
k
B=x—

Nous obtenons la solution nulle en 0 de [’équation différentielle en prenant le signe positif
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I1.4 Régularité H? au voisinage des bords lisses '™ U X, U X,

k
(car u € L3()), il vient donc ay(r) = apr’*, avec Bk = - Finalement, nous obtenons
w

l'expression :
W kmo
u(r,ﬁ)—Zakrkwsin<7T> Vr<l e 0<0<w.
w
k

Nous montrons alors que si w > 7 nous avons u ¢ H*(Q). Il suffit pour cela de vérifier

9%u

que —— ¢ L*(Q). Nous ferons également référence régulicrement auz travauz de Dauge et al.
[36]. De ce fait, en vertu du calcul ci-dessus nous pouvons justifier la régularité H* aux points

anguleux d’ouvertures w < m dans les cartes locales Dy, D, et Dsy.

Appliquons a présent ce théoréme a notre opérateur associé au probleme aux limites (E).

Au voisinage du bord '™

On sait que le bord lisse 9D, est de classe C? (sauf en deux points anguleux d’ouvertures

L L2+3)
27 4 .

On considére Dy, = Q. N D(s, 2251 I'intersection entre le domaine €, et le disque de centre

1
%. On vérifie aisément que Uy = Yool € H&(Doo) et que us est solution

w < 5). On définit le point x,, de coordonnées (

Too €t de rayon

Too
o -
Foo
Do
2 e pBR
_______________ 1
ARV RV ARV Vil

Figure I1.3 — Carte locale au voisinage du bord I'*°

faible sur D, de I'équation —Au, = G ol G4 est donnée par

Goo = =Yoo (Ae) — 2V 0o . Ve — (Ao e = Yoo § — 2V o0 Ve — (Apoo ) U,
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

et telle que Gy € L*(Dy). On déduit grace au Théoreme 4, qu'il existe une constante C

strictement positive telle que uy, € H?(Dy,) et on a la majoration suivante

ool 12Dy = Noctc| (Do) < C [ Goollz2(p) + Nt z2(Dn)|
< C [llglle2pm) + Vel z2(ps) + el 200 | (I1.3)

=C [HQHL?(DOQ) + ||UEHH1(D00)} :

Au voisinage du bord X,

e

Figure II.4 — Carte locale au voisinage du bord X,

Soit ., € X.. Nous considérons D, = 2. N D(x.,r.) 'intersection entre le domaine €. et le
disque de centre z. et de rayon r. > 0. Il est trivial que u, = p.u. € H}(D,.) et que u, est

solution faible sur D, de I’équation :
—Aue = —p. (Au.) — 2V .. Vu. — (Ap)u. = 0o g — 2V . Vu. — (Ape)u. := G., (11.4)

avec G, € L*(D,). Comme 0D, est de classe C?(sauf en deux points anguleux d’ouvertures
w < %), donc grace au Théoréme 4 il existe une constante C' strictement positive et indépendante

de ¢ telle que u. € H*(D,) ainsi que nous avons l’estimation suivante

luellzr2(p.) = lpetiellmp.) < C [I1Gell2o + luell 2o,
< C {9l + IVl i2n + el 2o (1L5)
=C [HQHLQ(DE) + HusHHl(De)} :

Au voisinage du bord Y

Pour finir nous considérons z5 € ¥4 et nous désignons par Dy = Q. N Dg(x4,75) Vintersection
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

e
Tl

Figure I1.5 — Carte locale au voisinage du bord X

entre le domaine (). et le disque de centre x4 et de rayon ry > 0. Il est immédiat que u, =

psu. € H}(Dy) et que ug est solution faible sur Dy de I’équation :
—Aug = —p, (Au.) — 2V, Vu. — (Apu. = s g — 2V, Vu, — (Aps)u. := Gy,  (IL6)

avec G, € L*(Dy). Par suite comme 9D, est de classe C? (sauf en deux points anguleux
d’ouvertures w < 7), nous appliquons le Théoreme 4 alors il existe une constante C' strictement

positive telle que u, € H*(D,) et nous avons l'estimation suivante

sl = llpsucl o, < C [I1Gill2m.) + el 2o,)]
< C[llglzzm. + Vel 2.y + luellz2o.)] (1L.7)

=C [HQHL2(DS) + ||Ua||H1(Ds)} :

5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux ~.

Nous étudions dans cette section la régularité H? au voisinage de la frontiere rugueuse v.. Nous
présentons notre démarche. Tout d’abord nous allons effectuer un changement de variable pour
redresser le bord rugueux de 2. en un domaine ne dépendant plus de & (par carte locale). C’est
un peu plus délicat car en redressant le bord par cartes locales nous avons changé les coefficients
de l'opérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur a coefficients variables dépendant
de €). Ensuite, nous établissons la formulation variationnelle dans le domaine redressé afin de
majorer et minorer la forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle en choisissant
des fonctions tests particuliéres. Aprés établissement de 1’estimation a priori de la norme H?
de la solution dans le domaine redressé, nous pouvons montrer le résultat de la régularité H>

en revenant au domaine rugueux.
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

5.1 Redressement du bord rugueux

L
92
Diyg = Qe N D(Zyyg, Ryug) U'intersection entre le domaine €. et le disque de centre z,,, et de

rayon Ry, = L24+1 > 0. Rappelons que ¢y € C°(D(yrug, Riug)). Bien entendu, puisque g

c 12 . / ~ .y .
Nous considérons le point x,,, de coordonnées ( 57(%) + %) et notons le domaine

est a support compact dans Dy,g nous vérifions que ug,, = @rgue € H} (Dyyg) et que U, €St
solution faible sur D, de I"équation
— AU, = —Org (Aue) = 2Vorg. Ve — (Aprg)ue (1)

= Prug 9 — 2v90rug-vu€ - (Agprug)ue = Frug s

avec Fryg € L? (Dyyg) et en vertu des inégalités variationnelles nous avons || Frugllz2 < C/\g]l 2.
En multipliant 'équation (I1.8) par une fonction test réguliere v € Hg(Dyyg), nous intégrons

par parties, alors la formule de Green donne

Vi Vode = /D  Fugvdr, (IL.9)
le domaine D, vérifiant D, = Q. N D (2yug, Rivg) = {€ € D (Trug, Rrug) 5 T2 > (1)}, avec

la fonction 7. est donnée par

: R—R de C™
" (I.10)

x> Ye(w1) = 55(?

On définit maintenant I'application ¢(z) =y = (¢'(z), $*(x)) le C*-difféomorphisme tel que
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/é\

=10

Figure II.6 — Redressement de la frontiére rugueuse 7.

) . (I.11)
2 = T2 — 7€(x1) = T2 — 57(?1)7

n

o . e ) (I1.12)
Vi (y) = w2 = Yo + V(Y1) = Y2 + €7/(

Y1
%
Dans la suite, nous choisissons le réel s > 0 strictement positif de tel sorte que le demi disque
U = D(0,5) N {yy > 0} recouvre Dyyg, c’est & dire ¢(Dyyg) C U. Et nous définissons le demi
disque V C U tel que V = D(0,5) N {y = (y1,92); y» > 0}.

Apres redressement du bord rugueux par cartes locales, notre opérateur Laplacien associé au
probléme aux limites (E) devient un opérateur a coefficients variables dépendant de e. C’est

pourquoi, avant d’établir la formulation variationnelle dans le domaine redressé nous serons

amenés a donner quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

Proposition 5. Soit la matrice G.(y1) telle que

L =)

Ge(yr) = ( sy 14 (;,(%))2 ) : (I1.13)

Alors l'ensemble des valeurs propres de G:(y1) est : Sp(G:(v1)) = {Amin(&, Y1), Amax(€, 1)}
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avec
2+ (7)) = /12 + (5 (12))2)]2 — 4

Amin(€, U1 —[ G \/[2 G . la petite valeur propre de G.(y1),
2+ (' ()2 + /2 + (7 (2))2)] — 4

Amax (€, Y1 —[ G )] \/[2 G ., la grande valeur propre de G.(y).

(IL.14)

Preuve. La métrique G.(y;) est une matrice symétrique réelle définie positive, admet deux

valeurs propres vérifiant

Amin (€, Y1) + Amax (€, y1) = Tr(Ge(y1)) = 2 + (’7 (y;» :
)\min(gvyl) )\max(gayl) - det<G€(yl)) = 17

ce qui donne apres résolution

2+ (7 () 2+ (F(2)H)]2 -4
Amin(€,41) = : \/2 : , la petite valeur propre de G.(y1),
2+ (7 (4)?] + /2 + (5 (2))?)]2 — 4
Amax (€, Y1) :[ ()] \/[2 ) , la grande valeur propre de G.(y).
D’ot1, nous obtenons le résultat annoncé dans la proposition 5. O]

Proposition 6. [ existe deux constantes oy et oy strictement positives indépendantes de € telles
que :
ar wlze = (Ge(y1) w, w) > ao |wlz.,  Ywe CYU).

1
2417 200
de la petite valeur propre de G¢(y1), (Voir [Proposition 5, I1.13]). D’autre part, on peut prendre

Remarque 5. g est une constante d’ellipticité donnée par oy := C’est un minorant

oy =2+ ||7'|2. Cest un majorant de la plus grande valeur propre de G (y).

Preuve. Grace a la proposition 5, nous en déduisons que

Amax (&, y1) [1wl[72 = (Ge(y1) w, w) = Amin (e, 1)l w][ 72
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Or, par une simple majoration de la plus grande valeur propre de G.(y;) nous avons

Amax (€, Y1) = (2 + (7 (%))2) + \/[2 + (’7/(%))2)]2 —4 1y M’“%w . \l <1 ., ||7,”%00>2 B

2 2 2
< 247 17

Gréce a la relation A\yin(€,%1) Amax(€,%1) = 1 nous pouvons minorer la petite valeur propre de

Ge(y1) telle que

1 1
> S
Amax(gayl) g 2+ ||’7 ||%°°

)\min(ga ?h) -

Si nous définissons les quantités aq et ay telles que

1 /
= | ———— et o= (24 |5 |12-), (I1.15)
@+MWJ ' .

nous concluons donc que
arflwlzz = Amax(e, y) w2 = (Gelyr) w, w) = Ain (e y)l[w|22 > aolw]Z2.

Ceci acheve la preuve. O

Proposition 7. Pour tout réel o strictement positif nous avons :
« 2 Oé% 2 0,7
[(Geln) wr, wa)| <G [ lunPdy+ 3 [fusf? dy,  pour wy,wy € C20). (1L16)

On rappelle que a; = (2 + 115 ||%oo) est un majorant de la plus grande valeur propre de G.(y1),
et U = D(0,5) N {y, > 0}.

Preuve. Par une simple majoration, il vient

|<G€(y1) W1, w2>| < max (Amax(€,41)) / |w1| |w2| dy < al/ |w1| |w2| dy, pour wy,wy € C’S(ﬁ)

Q b?
Nous considérons un réel o > 0, alors l'inégalité de Cauchy donne : ab < Za2 + —, avec a et
!

b deux réels positifs. Par conséquent, compte tenu de cette derniere inégalité, nous obtenons

o ol
[(Gelyn) wr, wa)l < 5 [ lundy+ S [ ool ay.
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Ceci termine la preuve. O

5.2 Formulation variationnelle aprés redressement du bord rugueux

Le but de cette sous section est de trouver la formulation variationnelle dans le domaine redressé.

Pour cela, nous effectuons le changement de notations suivant

{ iy (1) = Uig(P(y))  pour y Elz 17
i(y) =v(d(y))  pour yeU,
qui s’écrit aussi
{ aiug(¢(aj)) = uf‘ug(‘r) pour x &€ Drug (1118)
(p(x)) = v(x) pour « € Diyy,.

Le lemme fondamental suivant montre que 1’équation (I1.9) devient une équation elliptique du

second ordre sur U.

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus (I1.17) et (I1.18), nous avons 5, € Hy(U) et

(Ge(yy) Viigy , VO) = (Frg , 0) V0 € H)(D), (11.19)

rug

0t Frug = (Frug 0 )| J| € L2(U) et Go(y1) la métrique définie dans (11.13).

Preuve. Rappelons d’abord I'expression (I11.9) de la formulation variationnelle dans le domaine
Dy -
Vui Voude = Fryg vdx Yv € H&(Drug).

rug
Drug Drug

Gréce aux notations ci-dessus (voir (I1.17) et (I1.18)), on a

Vot (0)Vov(@) dr = [ (Vo) (67 (w) - (Vo) (67 (9) dy, (11.20)

Drug U

avec 1) = ¢! lapplication inverse de ¢, dont la matrice jacobienne n’est pas singuliére. En
effet,

owt ot

Oy1 Oy2 1 0
|JY(y)| = = =1

o2 a2 v

Sur Oy v 1
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L’approche variationnelle dans le domaine redressé est sensiblement différente de celle présentée
dans (I1.9). C’est pourquoi nous détaillons tous les calculs effectués afin que cette approche soit

licite. Par un simple calcul nous avons

ous,

1 T\ [ F2(o () Foe(y)
0 1 Ootus (571 (y)) s (y)
Nous en déduisons

sy, oug,
—2 (¢ (y) = ()
86332 6892 " (11.21)
urug 1 urug . urug ~/ @
pre (07 (v) = oy, o (y)w(g)

Nous remplacons Uexpression (I1.21) dans (I1.20), alors il suit
- (Vating) (67 @) - (Va0) (67 (9) dy
= [ T ] [ e [
- / S /(7 7(%) T - /~7 () e Sy (I1.22)

oy 0y1 Oy1 s v e’ Oy Oy
2 0u
+/<1+7 ‘Z) g 00

D’apres les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

o Fglr) o) dr = [ Foug(00) @) 170 dy = [ Frugly) oly) dy.
(11.23)

avee Frug = (Fuug 0 )| 0] = (Frog 0 9) € L3(D).
Pour achever la démonstration, nous remplagons les expressions (11.22) et (I1.23) dans (I1.9),

nous obtenons

aa&‘ ai} 8{(/5 817 1, Y1 2 aae af) -, aﬂé‘ 817 ~ U1
3 rug Y'Y + rug Y'Y 1+ ( J1 ) ) . rug Y'Y Iy rug YU I a
/Ul(‘?yl dy1 Oy 3yz< <€) oy 3y27(8) Yo 3y17(6> Y

- /Nﬁ’rugf}dy, Vo € HY(D).
U

N
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

D’ou la formulation variationnelle voulue. ]

5.3 Choix de la fonction test

Nous définissons le quotient différentiel D donné par

aiug(y + h‘el) - aiug(y)

h~¢e _ *
Dyag,, = h Vh € RY,
. . By Oy, . .
et nous notons V le gradient tel que Vu B = . Pour des raisons techniques, nous
rug dy1 7 0y2 )

définissons dans la suite la fonction de troncature £ € C'2°(D(0, s), [0, 1]) comme suit :

E=1 dans D <0, ;)
0<¢<1 dans D(0,s)\ D <0, ;) (I1.24)
£

0 dans R*\ D(0,s).

Nous remarquons en particulier que £ = 1 dans V = D(0,35) N {y = (y1,42); y2 > 0}.

Le but de cette énumération est de dégager une fonction test o € H}(U). Pour cela, pour |h|

assez petit nous choisissons la fonction test suivante

o= —DM(E2DMaE,) (11.25)

rug

Nous développons cette derniére relation (I1.25), il vient

—1

0(y) = Dy (W) + her) — 5 (1))

= (EW— e (y) — Tgly — her)] — € )y + her) — iy (1))

Il est essentiel ici d’observer que si @5, € HL(U) alors Dtis,, € HY(U), autrement dit H}(U)

rug rug

est invariant par translations tangentielles.

Notation 2. Nous introduisons da présent afin de simplifier 'exposé de cette technique, ’ex-

pression A(-,+) associée da la forme bilinéaire a la formulation variationnelle (11.19) :

o 0u;,, 0v  0ug,, v o\ 2 0w, 00 _, y1. O0us,, 0 _
A 15 — rug 7 rug e 1 ( Ji ) o rug 7 JL _ rug o g d .
(urug’ U) /(7 l oy Oy + Oys Oy < 7 5 ) ) Oyr Oy 7 € ) dy2 Onr 7 € )| &

(I1.26)

20



I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

Par ailleurs, nous notons dans toute la suite la quantité B(v) pour simplifier ’écriture de la

forme linéaire dans la formulation variationnelle (11.19) :
Iﬂ@)::/lﬁgg@dy. (I1.27)
U

5.4 Minoration de la forme bilinéaire dans la formulation variation-

nelle

L’objet de cette sous section est d’exploiter une minoration de la forme bilinéaire dans la
formulation variationnelle. Nous commencons par donner rapidement et sans démonstration
une autre écriture de la forme bilinéaire. Pour montrer ceci, il suffit d’injecter la fonction test
(I1.25) dans l'expression (I1.26) de A (ﬂfug, 17) et utiliser les opérations classiques sur le quotient
différentiel D?. Pour plus de détail au sujet de la preuve de la proposition ci-dessous ainsi qu’aux

propriétés du quotient D!, nous renvoyons le lecteur a la section 7 de ce chapitre.

Proposition 8. L’expression de A(-,-) (voir (I1.26)) se découpe sous la forme suivante :
3

)
€ € — € € 7 € € € Y
A (urug’ U’rug) - Al (urug7 U’rug) + A2 (urug7 urug) + A3 (urug7 urug) ; ou

NN 1 7@ i (=) ) D1 ()
Al(“f“g’“f“g>‘<52(—a'<lg> 1+<a’<y;>>2)(D?(£fug) ’ D?(a%éug) > (1:25)

0y2

—_
|
/-\\

\Ql\m“s
—~
o[
S~—
S~—

€
SN————
—
R
N N

Q Q
SIES| 5
N |E = |2
[0 02
~—
\—/
/
o
Skl
28

I~
.
SR
o 0
v
~—

—

—

—

[N}

Nej

N—

A2 (aiug’aiug) - <2 5 ( —:Y/(*l) 1 :T_ (

et
o 0 Dl (7 () O\ ( 2DlTg
Ag(umg,umg)=<52 (5 () D1+ (7 @) ({)(Dz>> T
+<2£ 0 D} (7)) () (;;D?<aﬁug>)> |
, , 2 e y _ .
D (7 (=) D1+ (F@)) J\ Gz )\ £ Dl

Remarquons que la nouvelle forme ci-dessus de 'expression de A (ﬂﬁug,ﬂﬁug) dépend de la
métrique G, (y;) ainsi que de son différentiel tangentiel D?. Pour donner un aper¢u intuitif, nous

constatons que le différentiel tangentiel de la métrique G.(y;) est singulier & Uordre O(e™').
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Pour cela, avant de donner le résultat principal de cette sous section, nous allons établir et

démontrer quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

—

Proposition 9. Soit la métrique G.(y,) telle que

— 0 D! (7'(1))
Ge(yr) = ph (;?/(y?w) ph (1+(

N

,(y;))z) . (I1.31)

— — e

Alors ’ensemble des valeurs propres de G.(y1) est : Sp (Ge(y1)) = {)\min(s,yl),xmax(e,yl)},

avec

- I, — /13 4 413 S
Amin (€, 1) = ? \/i, la petite valeur propre de G.(y1),
2¢ (I1.32)

~ Ip + /12 + 42 .

Amax (&, 91) = 5 e ., la grande valeur propre de G.(v1),

1 1" h h 12 h
ol 11:/ A <y1+3> ds et 12—/2'~y<y1+8>’? (m—l—S) ds.
0 € € € € € €

Preuve. Tout d’abord, nous commencons par calculer les coefficients de la métrique G.(y; ). Par

un simple changement de variable en calcul intégral, il vient :

pi (3) = T

L h h
Zf/ W(yl—l—s ) ds, avec t = 2 4+ 20
e Jo e ¢ e ¢

de méme nous obtenons que

o[
N~—
N

m@*@@ﬂ?zw@ﬁw_ﬁ(2=1?%2wm%Mt

h hJu
" h h

/2 & —)ﬁ(& S—)ds, avec t = 2 4 22
e € 5

A ce stade, nous proposons de simplifier les calculs. Notons dans la suite, les intégrales Iy et I

telles que :

1 " h/ h/ " h
L= FE+Z)ds et bf/2~m+2)(%+i»m

N
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

—

Nous adaptons maintenant les notations ci-dessus, alors la métrique G.(y;) s’écrit :

. 0 Dy (7 (1))

€

(o) 1(0 I

yl - ! ! 2 - - .
E pi(F) pi(1+(F@)) ) Te\n o

Nous explicitons & présent le polynome caractéristique de la matrice & droite ci-dessus. Etant
donné un réel X, alors det (5 Ge(yy) — X Id2) = X? — Iy X —I?. Nous montrons finalement que
la métrique G.(y;) admet deux valeurs propres Xmm(a, y1) et Xmax(e, y1) telles que

/T2 2 /12 2
~ 12_ 12+411<0 et X 12+ I2+4I]‘>O

/\min ) =
(&) 2¢ 2¢

max(57 yl) -

Ceci termine la preuve. O

—

Remarque 6. Le spectre de la métrique G.(yy) ne dépend pas du quotient différentiel D%, en
effet nous trouvons le méme résultat pour un accroissement de la variable de la forme h =
e’ Vs > 0.

Nous invitons maintenant le lecteur a observer dans la proposition suivante le role central des

—

valeurs propres de la métrique G.(y;).

Proposition 10. Soient ws, wy, ws € CO(U). Alors il existe une constante Cy () strictement

positive indépendante de € telle que pour tout réel o strictement positif nous avons :
(Goloa) ws, i+ ws)

o 1 C
< Z/ |ws|* dy + 5/]w4|2 dy + a?21/|w3|2 dy. (I1.33)

Preuve. Etant donnés ws, wy, ws € CO(U). Par I'inégalité triangulaire nous avons

—

< ‘(Ga(%) w3, Wy)

—

+|(Gelon) s, )

‘ —

(Ge(y1) ws, wg + ws)

Par une simple majoration, il suit
‘ —

(Ge(y1) ws, wy)

< max (‘/A\max(s,yl)’ ; }Xmm(s,yl)’) / lws| |wy] dy.

Par ailleurs, nous avons

o~

< max (‘/\max(g,yl)’ ; )Xmin(e,yl)b / |ws| |ws| dy.

‘ —

(Ge(y1) ws, ws)

23



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Alors grace a ces deux inégalités, nous en déduisons

~

(Ge(1h) ws, wa + ws)| <max (‘)\max(a, Y1)

‘ —

Ponintew)]) [ sl (oal + fus)) dy. - (11.34)

— e

Rappelons que la plus grande valeur propre de la métrique G.(y;) est donnée par Apax(g,y1) =
I + /13 + 412
2¢e

I — /12 + 412 sh sh\ _» h
2 2 l,avech:/ 5 (yl—l— )dset b-/Qi(yl—l—)i <y1+s>ds
2¢ 0 € € € € € €

Si nous définissons la constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que C' =

et la petite valeur propre de la métrique G.(y; ) satisfait ’'expression S\min(e, Y1) =

(II1] + |Iz]), alors nous pouvons établir que

o~

max (‘)\max(e, Y1)

o~

(e 91)]) < (I1.35)

™|

Nous combinons les deux inégalités (I1.34) et (I11.35), il vient

(Go(y1) w3, wy+ws)| <

’ —

/ | (ws] + [ws]) dy

En utilisant le fait que ab < % + % avec a et b deux réels positifs, ainsi que l'inégalité de

1
Cauchy ab < Z a’ —i— b* avec a un réel strictement positif, nous obtenons

~. 2 ~\ 2
o 1 (C 1 1/C
<G fmbars L (T) fuofans g [l S () [t an

Ce qui donne apres simplification

< fruays t feitare () (2+2) f oot

N2
En supposant la constante C = (C’) (é + %), nous acheévons la preuve. m

‘ —

(Ge(y1) ws, wy + ws

(Ge(yr) ws, wy + ws)

‘ —

Maintenant, grace aux résultats ci-dessus, nous pourrions avoir une minoration de la forme
bilinéaire (I1.26) :

Proposition 11. Soit la solution iy, € HL(U). Alors il existe une constante Cy(av) strictement
us ) (voir (I1.26)) wvérifie l'inégalité

positive indépendante de € telle que la quantité A( Uy Upyg
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

suivante

A (e 85,) > <a0 = 3‘) [ €wy? |,

ol g est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

zdy— Ca /|V c PPy, Va0, (1136

Preuve. La démonstration découle directement des résultats des propositions 6, 7 et 10.

1. Tout d’abord, nous commengons par rappeler 'expression (I1.28) de A; ( Urygs ﬁfug>

, , 1 :Y (y?) Dh( arug) ) ( Dh( arug) )>
Ay urug’ rug - ~ 2 "2111 ’ h ﬂi '
( ) <€ ( -7 (2) 14 (7(2)) ) ( Dy (aayf> Dy <8t9y2g)

oas,
gl E 83323 ), alors il vient

Ay (11 5y ) = 00 / E(y)? 1DV, |* dy . (11.37)

Appliquons la proposition 6 au vecteur w = £ (

Notons que «q est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

7€

2. Rappelons maintenant 'expression (11.29) de A, ( Ug g umg) :

) 1) D (%) [ Db >
e (e mg)‘<25( ) L) )(Dh(azzg>>’<}}21?? i )1

Si nous notons les vecteurs w; et wy tels que
b (95, %€ phy,
(P () o [ i
Dh ( rug) £ Dh £
1 6y2 8y2 ]. rug

et si nous appliquons la proposition 7 aux vecteurs w; et wy ci-dessus, alors il existe une
constante Cy, strictement positive telle que pour tout réel a strictement positif nous

avons

CA2 € 2
“ay - == [|pla,

AQ (aiug7 rug / 4 /5 ’th rug

Plus précisément, la constante Cy, est donnée par Cy, = 2 Hgg H (2 + ||7||%oo>
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

o6

Par ailleurs, d’apres [29, page 184, lemme IX.6] nous avons Iestimation

/IDh fgl” dy < / Vi, |* dy. (11.38)

Par application de (I1.38), nous déduisons que

dy_ CaAz /‘v~§ug

dy, Va>0. (IL.39)

A2 (ﬂfugv rug 2 /f th Upyg

. Traitons finalement la quantité (I1.30). L’expression de Aj ( (T ﬂiug) s’écrit

L 0 Dy (¥ (1)) oD} g
A3 (urug7urug) = <§2 D? (:y’(y1)> D; (1 N (:y,(y;))2> ( 6?;11113’ ) , ( % )>

0y2 Y2

0 Dy (7(2)) T\ [ Dl
(2 Di () Pt 1+ () <)($D<>)>

Posons les vecteurs ws, wy et ws tels que

aurug 86 Dh g aDh rug
— 0 _ ] 1 Urug _ ]
ws =& | g, | wy =2 G Dha et ws =&\ opie |-

Jy2 Byz 1 Urug dy2

Nous adaptons les notations des vecteurs ws, wy et ws ci-dessus et par application de la
proposition 10, nous montrons qu’il existe une constante C'(«) strictement positive telle

que pour tout réel « strictement positif nous avons

-5/ ‘ % Dl S [levan

Précisons avant de passer a la suite que la constante C; est indépendante de . En

A3 (/&iug? rug > /§ ‘th rug y

s’appuyant sur les démarches de la démonstration de la proposition 10, nous pouvons

«

1 sh h\ _» h
11:/ fy<y1—|-> ds et 12:/2’y<y1+8>’y<y1+8> ds.
0 € e € e €

Grace a 'inégalité (I11.38) et apres simplification, nous montrons qu’il existe une constante

établir que Cy(a) = (l + %) (ILi| + |I])* ot I et I, sont les intégrales suivantes :

Ca, strictement positive telle que pour tout réel o strictement positif nous avons
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e Ca
A3 (urug7 rug / 4 /5 th rug dy - 2 / ‘V rug dy (1140)
Signalons que la constante Cya, est donnée par C,, = max (Cl(a) %HLW)
En tenant compte du découpage de la forme bilinéaire sous la forme A ( Ug g rug) Ay ( Ug g ufug)

+A, ( Us g mg) +As ( Us g urug) et en combinant les inégalités (11.37), (11.39) et (11.40), il existe
une constante Cp strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout réel a strictement

positif nous avons

A (ﬂfuyﬂfug) = < Qo — ) /f th rug

La constante Cp est donnée par Cy = (iC A, +C A3)' La preuve est complete. O]

2
y_i /|v rug|2dy'

Remarque 7. Pour simplifier la présentation nous avons rassemblé toutes les constantes dans

ce tableau récapitulatif :

Constantes Valeurs
Q@ un réel strictement positif
1
@0 <2+|w’||ioo>
ay 2+ 7 1)

1 h
I / ’y (yl + S) ds
0 € €

1 h\ _u h
I /()27(%—1-8)’7(%4—8) ds

£ S
Cs 2[5, @+ IFIE-)
Cy (2+1) (L] + L)
Cas max (Cr, [ 55],.)
Ca (iCA2 + CA3>

o7



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

5.5 Majoration de la forme linéaire de la formulation variationnelle

Contrairement a la sous section précédente, I'objectif de ce paragraphe est d’établir une majo-
ration de la forme linéaire B(0) (I1.27). Le résultat principal de cette sous section est traduit

dans la proposition suivante :

Proposition 12. Soit la solution g, € H&(f]) Alors 1l eziste une constante Cg strictement
positive indépendante de € telle que la quantité B(-) (voir (I1.27)) vérifie l'inégalité suivante

C
dy+£/
(0%

Eug ? dy, Va > 0.

Bli)l < 7 [ € |pivis,[ dy+ 5 [ |V,

(I1.41)

Preuve. Nous considérons ¢ la fonction test définie dans (I11.25). Par un simple calcul et grace

a l'inégalité (I11.38), nous avons

< [ V() pliz, + €9 (Dha,, )| dv

En utilisant le fait que (a+0)* < 2 (a®+0?) avec a et b deux réels positifs ainsi que la fonction

troncature £ € [0, 1], nous prouvons qu'’il existe une constante Cg strictement positive telle que
2 h~ 2
[1dy <2 [ (]9 Dl fug + e (Dlicy)[) dy

<2 (’% phae, | ) dy < Cy [ ([Pl

Nous mettons 'accent sur le fait que la constante Cg est donnée par Cg = 2 max (1 4 ’

+ & | DV,

+ 52 ‘Dh rug

2> a0
(5)7,.)

a> + 2% avec a un
B (0]
réel strictement positif, a et b deux réels positifs et Cg la constante strictement positive définie

Par application a présent de I'inégalité de Cauchy suivante a b <

ci-dessus, nous déduisons que
B(tig)| = | [ Frosity| < [ |F

rug
a h~¢e
< 4/(D rug

«Q 2 hx7~¢ 2
< Z/g ’Dlvurug

~ 2
Frus| dy.

. a <12 CB/
< =B

ol dy < 40B/Ivl dy +

i DV )dy+CB/

Cp
dy+f/
a

2

dy

Frug

rug

-2
Frus| dy.

dy+ 5 [ Vi

o8



I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

Ceci fournit le résultat de la proposition. O

Meéme remarque que précédemment, ce dernier résultat sera précieux pour en démontrer un

autre.

5.6 Régularité H? dans le domaine redressé

Une démarche classique apres majoration de la forme linéaire et minoration de la forme bilinéaire
dans le domaine redressé par cartes locales est le calcul de la majoration de la norme H? de
la solution du probléme variationnel (I1.19). Nous rappelons briévement notre géométrie apres
redressement, le domaine U est le demi disque positif tel que U = D(0,s) N {y2 > 0} ainsi que
V est le demi disque V C U tel que V = D(0, 3) N {y2 > 0}

En vertu des résultats des deux dernieres propositions 11 et 12 nous établissons dans cette sous
section une majoration en ordre O(¢7!) de la Hessienne de la solution de I'opérateur elliptique

apres redressement.

Proposition 13. Soit i, la solution du probleme variationnel (11.19), alors il eviste une
constante Cr strictement positive indépendante de ¢ telle que nous avons l'inégalité suivante

82

rug

0yrOy,

+‘F

rug

< Cr ( |V, Wj)). (T1.42)

L2(V) L2(0)

Preuve. Sachant que la solution g, du probleme variationnel (I1.19) vérifie I'égalité des ex-
pressions introduits dans notation 2 que nous avons adoptée a la fin de la sous-section 5.3 .
Autrement dit, nous avons A( U g ) — B(%) pour tout & € HL(U). Alors si nous rempla-
cons le réel o par ag la constante d’ellipticité dans les inégalités (I1.36) et (I1.41) associées

respectivement aux Proposition 11 et Proposition 12, nous obtenons

dy_i / |v rug |2dy
Oé() </£ th rug

Ce qui donne apres simplification que

4 (%)) CA ~c
y<%<4+ >/‘vrug

Puisque la fonction de troncature £ = 1 dans V, alors il est assez immédiat que

h
S ¢ |pivi,,

2

dy.

Frug

dy—l— / ‘Vumg

W)+ )

2

dy.

4C
dy + —B/~ Frug
U

040

¢ v, [

29
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2 4C
dy_|_72B/~
U

ap

2 4 (g Ca N
i< (%) [ o
Yy a0<4+62> U‘ Upyg

A ce stade, en vertu du quotient différentiel D! selon la direction tangentielle €1, nous avons

/~ Divi,| dy < /~£2\D?Vﬁfug
Vv U

exploité trois éléments de la matrice Hessienne de la solution du probléme variationnel (I1.19).

D’ou, il existe deux constantes Cg, et Cg, strictement positives indépendantes de ¢ telles que

|| % <<CR1+1> (/ v 2d>§+C (/ F 2d>% (11.43)
X | ~ Uy Y R ~ [L'ru Yy . .
k=1 YOy L2(V) € U & *\Jo ®
k+i<4

Plus précisément les constantes Cg,, Cg, sont données par Cgr, = L\/% et Cr, = %STB Rap-
pelons que o présente la constante d’ellipticité ainsi que Cp et Cg sont deux constantes stric-
tement positives définies explicitement dans les preuves des propositions 11 et 12.

Traitons a présent le dernier élément de la matrice Hessienne de la solution du probleme varia-

tionnel (I1.19). Pour cela, nous considérons une fonction test o de C}(U) tel que :

ous ov ous ov ~ U1 2 ous ov -, ous ov ~ U1
5 rug Y'Y + rug Y'Y (1 + ( J1 ) ) N rug YU 20N rug YU I g
‘/(]layl Oy Oya Oys ME) oy 0y27(6) ys 0y17(e> Y

:/ﬁﬁ}ugf}dy, Ot Frug = (Frug 0 0)|J0] € LX(D).

Nous écrivons astucieusement la formulation variationnelle (I1.19), nous avons

. oiE,, 95 0iS,, dv _, O, b _,
/ _ ~[ g g ’Y(yl g’)/(yl)‘| dy
U ayl ayl 8y1 8y2 g 8y2 8y1 €

~ Y1 2 87:zlé;ug v
= 1 = —dy.
ﬁ( +<7(s)>> Dyz Oyz "’

/ 2 N N SR T
Remarquons que 1+ (& (y?l)) > 1. D’ou, nous obtenons l'inégalité suivante

o
g,y 00

U Oya Oys

dy| <

o sy 00 OUSyy 00 oy, Oy, OV _ yll |
 Fugity - [ [0 00 O 00 an) O 00 )|
/U g V4Y U[ayl Iy oy 8y27<5) ys aylﬁy<<‘5) Y

Par application de I'inégalité triangulaire, il vient

s
ligyy OV

U Oys Oys

dy| <

/17 l dyr Oy oy Oy e dys Oy Ve

‘/Nﬁ’rugﬁdy‘ + aﬂfug@ - aﬂ’iug@# Y1 aaiug v ~/<?J1 )] dy’
U
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o
gy, 00

Oys Oy

¥4

< max (1,
€

Frg 0| dy.

) 5 (e
o U 8y1 3y1 ayl ay2

o
‘ Dlgy, 0D

>@+é

(I1.44)

Finalement, en combinant les deux inégalités (11.43) et (I1.44), il existe une constante Cg
strictement positive indépendante de ¢ telle que

<[l (f i )’ ([l w)']

Ceci acheve la preuve. O

N

ﬁru
0y, 0y, :

1k=1 L2(V)

Revenant au domaine rugueux, nous pouvons énoncer dans la sous section suivante le résultat

principal concernant la régularité H2.

5.7 Estimation locale de la norme H? prés du bord rugueux

Notre but est a présent de calculer localement, prés du bord rugueux +., la norme H? de
la solution du probleme variationnel (I1.19). Ce résultat mathématique est obtenu par des
techniques classiques. Notre lecteur est invité a consulter I'annexe de la section 7.

Nous repréciserons dans un premier temps le cadre géométrique dans lequel nous nous plagons.
Les éléments essentiels sont :

- Le domaine V' est défini comme suit V = 1/}(‘7), ott V est le demi disque positif tel que
V = D(0, 2) N {y2 > 0} et 1 la fonction C*-difféomorphisme réciproque définie dans (I1.12).

- Le domaine Dy, = Q. N D(Zyyg, Rrug) est Uintersection entre le domaine rugueux €2, et le

. 2 L ~(L 1-L2 _ L?41
disque de centre x,,y de coordonnées (5 , ¥(5z) + ~5—) et de rayon R,z = =5=.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théoreme 5. Soit ug,, la solution du probleme variationnel (11.19), alors il existe une constante

Cr strictement positive indépendante de € telle que nous avons l'inégalité suivante

2 82u5 (:C) 1
“wor |, <C [() Vi + . I1.45
ST |, < (O 1750l 1900 (11.45)

Démonstration. Pour traiter les éléments de la matrice Hessienne de la solution du probleme

variationnel (II.19) pres du bord rugueux ., nous préconisons d’appliquer dans notre cas le

61



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

lemme technique 4 démontré en annexe (voir section 7). Nous obtenons donc

Pugyy  Plny, 25 <y1> O, N (ﬁ' (y1>>2 Py lﬁ,, <y1) O
89618961 aylayl 0y10y2 £ Oya0ys € e/ Oys
2 2~
a rug . a rug _:}//( ) 8 urug
a({;;l 81‘2 %zla?h %?JQ28?J2 (1146)
rug . rug . :)/, < ) rug
8x28x1 8y18y2 0Y20y»
2 2~
a rug . a rug
O0x201 8y23y2

En calculant les normes des quantités de (I1.46), nous obtenons que

4 2
0%ug,, | 2|2 O%iiE 2|5 s
Crug < 2max < , (ﬁ) ) Z 9 Urug. . L> H rug
011074 L2(V) L=) 5 YOy L2 € Oy
2
o~ u rug < 2 max ( ) Z rug
85618562 L2(V) In= aynayl L2V )
2. & 2 2
3 rug 2 max ( ) Z rug
0x9011 L2V 8yn8yl 12(7)
Py | _H Py
012017 L2(V) 0y20Yy L2(V)

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori pour les normes des expressions ci-
dessus. Par des majorations brutales, il existe deux constantes Cg, et Cg, strictement positives

indépendantes de ¢ telles que

ous

rug

s

2
O s

O0r;0x;

2~
07tz

ayn ayl

Cp,
% €

< Cp, Z

L2(V) I;n=1

(11.47)

&)

. Si nous remplagons 'inégalité [Proposition 13, (I1.42)] dans 'expression

ij=1 L2( L2(V)

Ces deux constantes sont données explicitement par Cp, = v/2 max ( ,

et Cp, = V2|15
(I1.47), alors il existe une constante Cr, strictement positive telle que nous avons

Cr,
L2<r7)) Tt

Plus précisément, Cp, = CrCp, ot nous rappelons que la constante Cy est définie dans la

ou:

rug

ys

2
0*u rug

O0x;0x;

+\ﬁ

rug

< CF3< Vi, (1.48)

L2(U)

i,j=1 L2(V) L2(\7)
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

proposition 13 et est indépendante de . Il est alors naturel de traiter le terme a droite de

I'inégalité (I11.48). Un calcul simple montre que

2 ru( ) 2 ru C(})
™ E/ ( Tou )dy:z/ < ) ) e (I1.49)
=y i 01 < Cr Vil
8:1:'1- ayk B e L)

i,k=1

Précisons que Cg, est une constante strictement positive indépendante de ¢ donnée expli-

N
citement par Cp, = max <1, (ﬁ) > Nous reprenons le méme calcul, et montrons que
LOO
HVumg < Cr, |[Vugy, . Par un calcul similaire nous avons aussi
L2(U)
~ 2 ~ 2 2

Il reste a rassembler toutes les estimations obtenues. Pour résumer, il suffit de remplacer les
inégalités (I1.49) et (I1.50) dans (I1.48). Il existe deux constantes Cp et Cp strictement positives

indépendantes de ¢ telles que :

Z 0 g ) <C { |Vus + || Frugll 20| < Cr [1 |vuz + gl 2
ij=1 O0x;0x; L2(V) Urug L2(U) sNLE(U) € TN L2(Drug) L2(Drug)
Nous en tirons finalement 'estimation voulue. O]

Fin de la technique variationnelle

Pour définitivement clore la technique variationnelle et prouver le Théoreme 2, il reste simple-
ment & rassembler les résultats (I1.2), (I1.3), (I1.5) ainsi que (I1.7), et & utiliser la majoration
en ordre O(¢7!) pres du bord rugueux donnée par le Théoréme 5. Ceci démontre également
'inégalité suivante qui justifie qu’on parle de «majoration en ordre O(¢~1) » au sujet du I’étude
de la régularité H? de la solution du probléme aux limites modele (E) introduit dans le premier

chapitre.

Soit u. € Hper (). Pour tout g € L*(2.), il existe

une constante C strictement positive telle que (I1.51)

1
Juclzon < € (Mgl + < e ) -
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Le travail contenu dans cette technique variationnelle a laissé une question naturelle concernant

I'ordre du majoration du |lu.||g2(q.) :

Question 1. Peut-on optimiser ordre de majoration en O(e™') de la norme |lu||p2(q.), en
changeant les cartes locales ? Autrement dit, l'ordre de majoration de la régularité H? de la

solution du probléme aux limites (E) dépend t-il du redressement choisi ?

Pour répondre a cette question, nous considérons le changement de variables suivant £. qui

transforme €2, en ) :

L. Q8—>QQ

(21, 22) — (x T2~ €7 (?)) (IL.52)
RO

Nous rappelons que €2, est le domaine rugueux défini dans la Figure .1 et ©Qy = [0, L] x [0, 1]
est simplement le domaine lisse présenté dans la Figure 1.2.

Nous avons traité cette question dans le cas du changement de variables ci-dessus. La réponse
est que la régularité H? ne dépend pas du redressement choisi, mais nous le démontrons pas ici
en général.

Par ailleurs, comme il serait intéressant d’explorer de nouveaux redressements qui different des
deux transformations citées dans ce chapitre ((II.11) et (I1.52)), nous effectuons une analyse
plus raffinée en se limitant au niveau de la couche rugueuse. Pour cela, nous définissons A, la
couche rugueuse telle que A, = [0, L] x {5*7 (%) , kog}, avec kg >> 1 et le domaine redressé

R. =10, L] x [0, koe]. Puis nous considérons F. le redressement suivant :

Je: Ao — R,

e (M)) 15

koe — 7 (%)

Apres examination de ce changement de variables pour notre cas, la réponse est encore «la
régularité H? ne dépend pas du redressement », et nous préciserons alors ce que nous appellerons

«pas trop grand ».

6 Conclusion et quelques réflexions

En conclusion, dans ce chapitre nous avons étudié la régularité H? dans des domaines rugueux

de la solution du probléme aux limites (E) a l'aide de la technique variationnelle. Nous avons
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I1.6 Conclusion et quelques réflexions

détaillé les différentes étapes permettant de mettre en oeuvre cette technique et justifié ma-
thématiquement cette régularité H?. Nous avons ainsi obtenu une dépendance en ordre O(e™')
de la norme H? de la solution exacte du probleme (E). Nous sommes conscients que cette
technique est difficile a présenter et peut parfois paraitre obscure au lecteur. Toutefois, nous
pensons qu’elle nous a permis d’obtenir de tres nombreuses précisions sur les propriétés de la
solution du probleme modele introduit dans le premier chapitre. En développant d’une facon
rigoureuse et méme parfois explicite et calculatoire certains résultats, nous espérons avoir amé-
lioré la compréhension de cette technique par formulation variationnelle dans le cas d’un bord
rugueux assez régulier.

Notons qu’en présence du tuteur vasculaire «stent » sur I’écoulement sanguin, la donnée de
la régularité de la solution de cet écoulement dépend de la régularité du bord du «stent ».
Afin de généraliser de cette technique variationnelle en soulevant de nouvelles difficultés, nous
considérons une paroi rugueuse a coins, autrement dit un bord rugueux 7. Lipschitzien.
Dans ce dernier cadre, cette question semble a premiere vue épineuse. Mais sur la base de
I’étude que nous avons présentée dans ce chapitre ainsi que les travaux de Olivier Lafitte et
al.[46, 56] et ceux de Monique Dauge et al. [36] pour le traitement des problemes elliptiques a
coefficients constants a coins, nous nous proposons quelques réflexions.

Revenons tout d’abord sur le point des recherches de Dauge et al. [36] par transformation
de Fourier partielle. Nous donnons une présentation simplifiée pour notre cas, cette technique
consiste a redresser le domaine rugueux (2. vers un tore. Ensuite, nous utilisons la transfor-
mation de Fourier partielle et nous étudions le comportement de 'opérateur pour les hautes
fréquences ainsi que pour les basses fréquences. Bien entendu, nous finissons par retourner au
domaine rugueux. Cette technique par transformation de Fourier partielle semble s’appliquer,

mais pas immédiatement. On peut le considérer comme un probléme ouvert.

= &
Qo
Z (71) (z1); (x1)n ,7/0
o : | | | @
D ; | 5
/\ A\ Y
\//\ / / \// \\/ \ //\\
"
Ve ‘ Ye

Figure IL.7 — Domaine rugueux ). avec un Figure I1.8 — Partition de I'unité prés du
bord 7. Lipschitzien bord rugueux Lipschitzien 7.

65



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Nous présentons dans la suite une approche théorique pour répondre a la question dans le
cas d'une paroi rugueuse lipschitzienne (voir Figure I1.7), tout en nous contentant d’indiquer
quelques points qui n’ont pu étre abordés par manque de temps.

Nous introduisons un recouvrement du bord rugueux lipschitzien v. par des disques de telle
sorte que les deux extrémités de chaque aréte appartiennent a la frontiere de chaque disque
(afin d’éviter les points anguleux) comme il Uest illustré a la Figure I1.8 ci-dessus, et nous
définissons une partition de I'unité associée a ce recouvrement. Nous mettons l'accent sur le
fait que le nombre de disques est d’ordre O(s7!). Plus précisément, si nous considérons un bord
rugueux lipschitzien paramétré par v, = {3:1 € [0,L] et 2y = —&¥ (%)}, ou ¥ : R —]0,1]
est une application T-périodique lipschitzienne (voir Figure 11.9), alors le nombre de disques

explicite qui recouvre le bord ~. vaut T

||

Figure I1.9 — Périodicité du bord rugueux lipschitzien ~.

A présent, afin de traiter la régularité H? sur chaque petite portion de disque (voir Figure I1.8),
nous reprendrons pour ceci la démarche que nous avons adoptée dans ce chapitre pour I’étude de
la régularité H? au voisinage des bords lisses (voir section 4). Finalement, en regroupant toutes
les estimations obtenus localement, nous aurons la dépendance en € du 'ordre de majoration
de la solution exacte du probleme (E) en norme H2.

Dans cette philosophie, nous espérons ainsi donner une bonne vue d’ensemble d'une voie de

recherche possible.
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11.7 Résultats techniques

7 Résultats techniques

L’objet de cette premiere annexe est de présenter les différents résultats calculatoires que nous
avons utilisé dans ce chapitre pour I’étude de la régularité H? par la formulation variationnelle

dans des domaines rugueux. Cette annexe sera structurée en trois parties. Nous commencgons

par un lemme technique :

Lemme 4. Soit f une fonction de C*°(Diyg). Posons f(¢(x)) = f(z) pour tout x € Dy, avec
o le C?-difféomorphisme définie dans (11.11). Alors nous avons :

O f 0*f oy Of (> 0% of
=g 27 () o+ 0 (2) g 17 (2 gy
0x101, 8y18y1 8y18y2 15 0y20yo € Yo
o (%) 5,
0x101 0y18yg B 0y2(9y2 (11.54)
- 7 (%) 5
022071 8y18y2 3 8y28y2
o*f B 82f
0x901 B 6928%'

Preuve. Par un calcul de la dérivée d'une composée nous avons

)= gL 1 ¢ g ) ()
af of of
)= Lo w.0 + o)1

Ce qui donne apres simplification

of of

afx?(cb ! ayg( y)

of  ayyy_ OF o Of
aTcl(d) ! —ayl(y) 8y2(y) 7( -)

En tenant compte que la matrice jacobienne de l'inverse de C?-difféomorphisme ¢ est donnée

par

o] =|Jo!

8w1 awl

‘ Oy1 Oy2 1 0
8¢2 6¢2 ! Y1
dy1  Oy2 v ( € ) 1

par un simple calcul, nous obtenons
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o2 f o [of af
0x1011 - 0y [8@/1 yi- 873/2 ]
0*f (Y . 2 % f  1n(n\ Of
B Oy 0y, —27 ( ) 8y18y2 (7 ( )) 0Y20Yo B gV (8) 37?;2’
o*f o [of af B y\ 0%f
01201, B 017 [ayl(y) B aTJz ] B aylayz < > 8y23y2’
*f o [of 0*f Y1
011019 - 0r,q l@yg 4 1 B 8y16y2 (5) 8y26y2
R A )
Oxy0xy  OyaOya  OyiOya  Oyp0ys
Ceci termine la preuve. O

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons quelques propriétés du quotient différentiel.

Quotient Différentiel

Soient U un ouvert de RY et (ey,--- ,ex) une base de RY. Pour tous u € C(U) et h € R* tels
que supp(u) + B(0, |h]) C U, le quotient différentiel D} est donné par :

h _
[Dk ul(y) = u(y + ez) U(y)’ pour tout y € supp(u), k=1,---, N.

Ici C%(U) désigne I'ensemble des fonctions continues a support compact inclus dans I'ouvert U
et B(0, |h|) est la boule de RY de centre 0 et de rayon |h.

Lemme 5. Pour tousv,w € C2(U) et h € R* tels que supp(v)+ B(0, |h|) et supp(w)+ B(0, |h|)

sotent inclus dans U, nous avons
/ v D Mw de = —/ w D da. (I1.55)
U U

Preuve. Soient v, w € C2(U) et h € R* tels que supp(v) + B(0, |h|) et supp(w) + B(0, |h|) soient

inclus dans U.

w(x — heg) — w(x)

/Uv(:c)[Dk’hw](a:)dx = /U(x) — dx
_ _/ x—hek)dx+/l] UJ(JC?:J(OC)CM‘
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11.7 Résultats techniques

Posons y = x — hey, nous obtenons

v(z)w(x — hey) v(y + heg)w(y) v(y + heg)w(y)
_/U ) kdx:_/wrhek Y hk ydy:_/U Y hk ydy.

Ici, nous avons utilisé le fait que supp(v) + B(0, |h|) C U. Par suite,

/Uv(ﬁ)[Dk_hw](x)dx _ _/U w(iv)v(lz—i- hey,) dl'+/U w(a:;Lv(as)dx’
— _/U () v(a:+he;z) —v(@) —/U[DZU](y)w(y) o,
Ceci démontre le résultat voulu. =

Lemme 6. Soient v,w € CX(U) et h € R*. Nous avons la relation suivante :
D} (vw) = v" DI'(w) + w D}(v), avec v"(z) = v(z + hey). (I1.56)

Preuve. Soient v, w € C%(U) et h € R*. Un simple calcul donne

{DZ(vw)} (z) = v(z + hep)w(z +hhek) — v(x)w(x)’
- hek)w(as + he;z) —w(z) v+ h;k)w(:v) B v(x);u(x)’

= v(z + hex) [ D (w)|(2) + w(x)[D(v)|(z) = [v" Dy(w) + w D}(v)](2).

D’ou le résultat voulu. O]

Signalons que ces dernieres propriétés du quotient Différentiel seront précieuses pour démontrer
d’autres résultats techniques. Dans la derniére partie de cette annexe nous donnons une preuve

de la proposition 8, qui fournit un découpage de la forme bilinéaire (11.26).

Preuve de la proposition 8

Nous rappelons tout d’abord ’expression de la forme bilinéaire de la formulation variationnelle
A(-,-) définie dans (I1.26) :

L ou;,, 0v  0ug,, 0v oy O\ 2 0us,, 00 _/ 0u;,, 00 _/
A 5 ’ 5 _ / rug Y'Y rug Y'Y 1 < J1 ) . rug Y'Y JIN rug Y'Y J1 )
<urug urug> U l 83/1 6y1 - (92/2 33/2 ( T\ ( € ) 83/1 8y27 ( € ) (92/2 83/17 ( € ) dy
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Nous injectons la fonction test suivante & = —D;" (2D ii,,) dans expression de A(-,-) ci-

dessus, nous obtenons :

01, DD (€Dl ) iy, DT DLy
A (a5 ~c _ _ rug 1 rug d rug d
(urug7 urug) ayl 8 + / 5 ayl ayQ Yy
oDy " (€2 Dhas ous,, 0D (E2Dha
+/ yl rug 1 (5 rug dy /( )) Urug 1 (S rug) dy
5 8y2 oI € Y2 0y

Nous mettons l'accent sur le fait que les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport y; et s
commutent avec le quotient différentiel D?. Maintenant nous utilisons les opérations classiques

ci-dessous sur le quotient différentiel, démontrées dans les lemmes 5 et 6 :
/ o DyMiE dy = — / i, D' dy
Dy (iig,y) = 0" DY (#5,) + Uy DY(0), ol 0" =0y + hey),

Apres calculs, nous en déduisons que 'expression A(-, ) se décompose sous la forme suivante

8” 1Y 2 aﬁa
~c ~ _ h rug h ~dl rug
A (urug7 urug) - / Dl ( ayl ) 3y1 (é Dl Tug dy + /Dl ((1 + 8 ( e )) ayQ ) (7y2 (5 Dl rug)d

ous 0 ous 0
_ h rug e _ h rug hye
/ Dl (7 ( 5) ayQ ) 8?]1 (é D rug) dy / Dl ( (6) ayl ) 8y2 (é Dl rug) dy7
= Ty +Te+Ts+ Ty,

\Qz

ou les quantités Ty, Ty, T3 et T4 sont données par

o1, ous, o€ oDiE
- h rug 2 o h rug YS Hh~e 2 1 %rug
Tl - / Dl < ayl > ayl (5 D rug) dy - / Dl ( 3y1 > [26 Dl rug 6 ayl ] dy

— Dh 7= 2Dh €
/ ( : 32/1) oy, (D1

o h= Y1 8umg Yy h 3ﬂfug % hoe 6Dh fug
== [ [0 () e 2 Dt () | et Dl + 7

:_/ &S <8y1 )5 a%];;“g dy /255Dh< U5,y) Dy (v(éj) 8;;1

_ S nhse ~r Y1 h aaiug . aaiug <~ (A ) aDh iug
/2§8y2D1<umg>v< 0t (e ay - [ o ot (5(2)) @200 4
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e’ Oy oy

v
. hf ~ au ~/ & h aurug 75 h~ 8 8Dh rug
- [D1< (6)) s +7(€)Dl<ay2 )] [25 Dl + 5, ]dy,
o -~/ h auru 8Dh fu h h auru
- Y (z) Dl < ay1g> 5 8y2 s d /2 5 7D ( rug) D ( ( c )) aylg d
9 W L 0D 5
_/QfayD(rug)ﬁ)/< )D1< 2) ( ))5 yl d

Et finalement 'expression de Ty est définie par

r = [ ot |+ (7)) ag;;g) D (D) dy,
-/ [t (e () ) G (1 Ge)) ot ()

5 h ~ aDh iug
2 —D Uy d
[ 5 1 rug + 5 8y2 Y,

0 0
r=— [ ot (7 %) @t

- (e () ) o () 550 o
v [2e gepl, D (14 () ) s g
+ [2¢ —gDh( i) <1+ (7 (y;)) )Df (8;‘;;%) dy
- Dh( (7)) et

Pour finir, nous aurons besoin de donner a cette derniere expression une forme plus propice aux

calculs algébriques. Apres réorganisation des termes de telle sorte que I'expression A(-, ) s’écrit
avec des quantités qui dépendront de la métrique G.(y1) et avec d’autres du différentiel tan-
gentiel de la métrique G.(y), nous définissons A; ( Us g mg) A, ( Us g fug) et Aj ( Uy g ﬂfug>
telles que A ( Uy g ﬂfug) =A; (umg, mg) + Ao ( Us g mg) + As (umg, mg), ou

‘@
ﬁx

H
5;&’

~

Y
N0
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

x! 1 h 8’(1?11 85 ~c
AQ(aiu,aiu)=<25 o) D (4) s Dl g >
C —7(L) 1+ GF )2 )\ D (Ge) )\ D,

et

—_

oug,

( ) ) 0 arug aDgﬂ?ug
A3 e U — <§ 2 8~%1 hy} >
rug’ “'rug h{='ry h ~ (YL Ury ) oD s,
Dl <7(1)> Dl <1+<,7(51)>> 6y2g 81y2g
Oty 08 Myh(r~e
( 6Qy1g ) ( Tlel (urug> )>
uiu ’ 85 h 7 :
ang 37y2D1 (ufug)

Avec ceci nous achevons la preuve.
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La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquos.

Ici, nous avons réuni théorie et pratique : rien ne fonctionne et personne ne sait pourquos !

Albert Einstein.
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Chapitre 111

Méthodes de construction d’approximation

couche limite

1 Introduction

Ce chapitre présente une synthese des différentes méthodes multi-échelles et de construction
d’approximation couche limite que 'on peut trouver dans la littérature scientifique ainsi que

dans les travaux de D. Bresch et V. Milisi¢ [27, 28], afin de résoudre le probléme suivant :

—Au, =C sur Q.
u. =0 sur '™ U~, (I11.1)

u. est périodique selonx; sur >, U X,

ou 'ouvert €2, (voir Figure V.1) est un canal 2D limité par des parois horizontales : la paroi lisse
est donnée par ™ = {(x1,29) € R*;z; € [0, L] et zo = 1}, et celle rugueuse est paramétrisée
par 7. = {(x1,22) € R*; 3 = e5(%)}, ot 7 : R — [—1,0[ périodique. L’entrée verticale du
domaine est représentée par X, := {0} x [e7(0), 1] et sa sortie par X, := {L} x [¢5(0), 1]. Nous
mettons 'accent que dans tout ce chapitre le bord rugueux 7. est lipschitzien, autrement la

fonction 4 : R — [—1, 0] est périodique, lipschitzienne.

FOO

Figure III.1 — Domaine rugueux 2. avec un bord . lipschitzien
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Le probleme aux limites ci-dessus est similaire a notre modele d’écoulement sanguin modélisé
mathématiquement par le probléeme (F) (voir Chapitre I, Section 1), mais avec un terme source
réel.

Chacune des approximations présentées dans les deux premieres sections suit 'approche d’Ach-
dou et al. Dans une premiere partie, nous construisons les lois de paroi d’ordre 1 et nous
améliorons la vitesse de la convergence entre 'approximation couche limite d’ordre 1 et la so-
lution exacte u.. Nous montrons un taux de convergence en O(2) pour la norme H(€.) et en
O(e?) pour la norme L?*(€)). Nous établissons mathématiquement pour la loi moyennée d’ordre
1 un taux de convergence inférieur a celui de 'approximation couche limite d’ordre 1 (en ordre
O(e2) pour la norme L2(£)).

La seconde partie du chapitre est consacrée aux lois de paroi d’ordre 2, nous obtenons des
approximations exactes sur la paroi rugueuse au deuxieme ordre. Pour ces approximations en-
tierements oscillantes, nous montrons une convergence exponentielle. Malgré ce taux de conver-
gence ¢élevé, la loi de paroi macroscopique correspondante se comporte mal et ne conserve pas
Pordre de approximation compléte (en ordre O(e2) pour la norme L2(€)).

Ensuite dans la troisiéme section de ce chapitre et afin de contourner la difficulté du résultat
négatif pour la loi de paroi moyennée du second ordre, nous proposons des nouvelles lois multi-
échelles incluant les oscillations microscopiques sur la frontiere fictive. Elles sont explicites et
s’expriment comme des conditions de Dirichlet non-homogeénes. Dans un premier temps, nous
améliorons les résultats de convergence pour la loi de paroi explicite d’ordre 1 (en ordre O(g?)
dans la norme L%(€)) et en ordre O(e2) pour la norme H'(£))). Dans un second temps, nous
établissons une convergence exponentielle pour la loi de paroi explicite d’ordre 2. Enfin, nous
dérivons une loi multi-échelle implicite d’ordre 1 de type SAFFMAN-JOSEPH mais a coefficient
variable et qui contient des oscillations microscopiques. Nous montrons un taux de convergence
en ordre O(g) pour la norme L?(€) qui est moins bon que les résultats pour la loi de paroi
explicite d’ordre 1 car cette derniere contient des informations exactes des correcteurs couche
limite sur l'interface fictive macroscopique ~°.

Terminons ce chapitre par un appendice dans lequel nous résumons brievement le développe-
ment asymptotique obtenu par W. Jager, A. Mikeli¢ [50]. Par la méme méthodologie, nous
améliorons les ordres de convergence obtenus dans [27]. Nous explorons la relation liant les
approches d’Achdou et al. ainsi que Jéager et al, nous montrons qu’elles peuvent étre déduites
I'une de l'autre et que de plus leur différence est d’ordre plus élevé que l'effet de rugosité. Ceci

prouve que les deux approximations menent aux méme lois de parois.
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

2 Loi de paroi d’ordre 1

2.1 Extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

On commence par considérer le profil de Poiseuille, ¢’est-a-dire un profil parabolique de vitesse
en la variable verticale x5. C’est un profil typique de ’écoulement d’un fluide visqueux dans un

tube droit en régime permanent et laminaire [64]. C’est la solution de :

—Aug =C sur Qo
u =0 sur > UA? (I11.2)

up est périodique selonx; sur X, U X,

et pour construire une premiere approximation de u. on prolonge uy a €). de fagon affine (par

son développement de Taylor a I'ordre 1) . On a ainsi construit une approximation d’ordre 0 :

ou ou x
ugxt71(x) = Uy ]].[QO} + aio(xl, 0) To ]].[QE\QO} = Uy ]].[QO} + 670($1, O) =2 ]l[ﬂa\ﬂo}
-2 Oz c (IIL.3)
o Loy + 222 (21,0) g 1 ici = |
— R — 1 —_ —
0 1[Qo] ax2 1 Y2 Lo \q)s Y2 e’
ot 1 est la fonction indicatrice. Nous pouvons écrire udy, , explicitement
C
5 T2 (1 —x2) dans Q
Waslr)y =4 T2 : (11.4)
’ 5 To dans  Q.\Qp.

Cette approximation s’avere insuffisante pour des rugosités de tailles plus importantes. En effet,

nous avons le résultat de convergence suivant :

Proposition 14. La solution ugxm converge fortement dans H'(€).) vers u. et

ou Cy est une constante strictement positive indépendante de ¢.

Ue — ugxt,IHLQE g CU\/Ea (1115)

Preuve. Nous notons la différence 70 = u. —uf,, ;. Alors 70 est la solution du probléme suivant :

—Ar? = C 1g.\q) sur Q.

P =0 sur I (ITL6)

0 = B 0)m=Cay s |
r?  est périodique selon z; sur X, U ;.
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Remarquons que sur 7. erreur 70 est non nulle, d’ott nous définissons les quantités suivantes :

Ju
z=10—s avec s=———(21,0) 25 Ljgaqy = o 12 Lia\ao),

5’x2

ou z est la solution du probléme suivant

—Az=C ]I[Qs\QO} — 570 sur QE
z = 0 sur '™ U~, (II1.7)
z est périodique selon xq sur X U X,

0,0 désignant la mesure de Dirac sur Uinterface 4° = {x1 € [0, L]; 25 = 0}. Dans une deuxi¢me
étape, nous cherchons la formulation variationnelle du probleme aux limites (II1.7). Pour cela,

nous considérons une fonction test v € Hpero(£2:). Par la formule de Green, nous avons

(=Az, v)q =(Vz, Vv)o = <VT£ , VU>Q — (Vs , Vu)q_. (111.8)

£

D’autre part :

<VTS ) VU>QE - <Vu2xt71 ’VU>Q +{Vue , Volg,

€

- _ <Vugxt71 ,VU>Q —(Aue , v)g = — <Vugxt’1 ,VU>Q€ —l—/Q Cudzx

€

- <vu2xt:1 7V/U>Q - <vu2xt,1 7vv> + | Cudx

0 Q:\Q0 o

ou? oul, , ov Ol v
— ( (A _/ extl g _/ ext,1 ext,1 d d
< Uext,1 =U>Q0 s O v ao o \ Oz, Om + 01y 9% T+ o, Cudx

augxt 1 auext 1 v
_<— Cvdx+LOax2 vd:c1>—/Q\QO< 81:2 6:1:2> dr + QECvdx

/Cvdas+/ Cvda:1>— // d$2d1’1+/ Cudr
Qo 70 2 7(1)8332

/Cvda:—l—/ Cvdx1>—/ v(x1,0 dx1+/ Cvde =C vdx,
Qo 40 2 2 Jo Q:\Q0

et

C (L[ 0 ov C (L C
(Vs | VU>Q€——§ ; </ d:@) dxl__f/o v(xl,O)dxl——Lozvdxl.

?1 81’2
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Nous additionons ces deux expressions, nous obtenons :

C
(Vz, Vo), = <w§ — Vs, U>QE =C oo vdr + Q/VOdel'

Par I'inégalité triangulaire ainsi I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

:C’/ vda:—i—o/v C’/ de—k‘o/v
Q:\Q0 2 Jyo Q:\Q 2 Jyo

< Cy/mes(2:\Qp) </QE\QO V2 d:v)% + y/mes(7?) g (LO '02);

<Oy (\/EHUHLZ(Qg\Qo) + ||U||L2(v°)) )

‘(Vz , Vg, <

Précisons que C est une constante strictement positive indépendante de e égale a /L C.
Nous utilisons les inégalités (1.20) et (I.21), nous montrons qu'’il existe une constante Cy stric-

tement positive indépendante de ¢ telle que
3
(V2 Volg.| <201 (€2 + VE) IV0ll saanan < CovE [0l - (11L.9)

En prenant z = v dans (II1.9) et par le lemme 1, nous avons

1
2 2 ._
Qe HZ”Hl(Qg) < HVZ”LQ(QE) < 02\/5‘\2"1{1(95) g avec Qe = m>
ainsi que par 'inégalité triangulaire nous avons
&
12y < N2l + sl < Z2VE + sl (11L10)

Calculons maintenant I'expression de s dans la norme H'(€).) :

C 9 2 C 2
Il = ol + 195l < 5 ([, o) +5 ([, o

1
C 0 O
< — VL / acg dxs | + — /mes(2:\Qo)
2 sfy(z?l 2

< S VI(eh+v2) <OVIvE

En conclusion nous injectons cette derniére inégalité dans (I11.10), nous avons montré le résultat
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

suivant : Il existe une constante Cj strictement positive indépendante de ¢ telle que

0

Te

)gCO\/g

HY(Q

La preuve est complete. O

Par la technique de transposition et grace a la derniére proposition 14, nous montrons le résultat

suivant

Proposition 15. La solution u® ., converge fortement dans L*(Qqg) vers u. et il existe une

ext,

constante CN’O strictement positive indépendante de € telle que

Preuve. De la méme maniere que pour la démonstration de la derniére proposition, posons

0 __ _ .0 0
e — Ue uext,l 15

dans la norme L?(Qy), la technique de dualité (ou de transposition) nous rameéne a estimer

<y e (IIL.11)

0
ue’;‘ - uext,l‘ LQ(QO)

la différence r c’est la solution du probleme (II1.6). Pour estimer l'erreur r

[|tte =y 1|1 £2(020)- Pour ce faire nous partons du probleme dual. Pour ¢ € L*(€), nous étudions

le probleme suivant

v E HQ(Q())
—Av =g sur Qo
v= 0 sur I'° U~

v est périodique selonxy sur X, U .

Rappelons que I'espace H 2 (9€) est le dual topologique de Hz (9€). Notons alors (-, ->H% e
le crochet de dualité correspondant. Nous cherchons la formulation variationnelle, par la formule

de Green nous avons

ov
<¢ : 7~2>QO =— <Av ; 7‘?>QO = <VTS ’VU>QO B <r?, 87/L>H%(aﬂo)7[—[%(aﬂo)

or? v
_ 0 e g 0 (IT1.12)
<AT€ ’U>Qo 000 On do /aszo s on do
ov Jv
_ 0 _ 0
==/ e 5, do = /70 e o dz;.

- v ., . . o . .
Précisons que — désignera toujours la dérivée par rapport a la normale sortante du domaine

n
lisse y. De l'expression (II1.12) et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous tirons que
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

ov
al’g

(I11.13)

L2

L2(y 0).

Ainsi, grice a l'inégalité de Rellich [61, p 261-263] il existe une constante K strictement positive

5] e

D’apres l'inégalité (1.21) dans la proposition 3, il existe une constante C; strictement positive

telle que

< Kol 12y - (I11.14)
L2

indépendante de ¢ telle que

<Gy

\/_HVr

(I11.15)

L2(2:\00) Hl(Q )

En regroupant toutes les estimations obtenues précédemment (II1.14) et (II1.15) dans (II1.13),

nous obtenons

< KOy

‘<S0 ’ TS>Q

En prenant r? = ¢ et a I'aide de I'inégalité (I11.5) dans la proposition 14, nous concluons qu'il

I I

existe une constante CN’O strictement positive indépendante de ¢ telle que

0 —
r. LQ(Q) KOl 006.

Hl(Q

La preuve est complete. O]

Dans la suite, on s’intéresse a développer des approximations d’ordre plus élevé en introduisant
des correcteurs, en particulier des approximations a 1’ordre un.

De plus la fonction ul,, ; vérifie bien le probleme aux limites (II1.2) sur £, mais ne vérifie pas la
condition de Dirichlet sur ~.. Il faut donc introduire un correcteur couche limite qui va corriger

a 'ordre ¢ cette erreur sur 7..

2.2 Probléme cellulaire

On débute par I'introduction d’un pseudo-correcteur vi(z,y) = vi(z, £) défini dans €. a I'ordre

¢ tel que le développement asymptotique a deux échelles de u, s’écrit
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u () >~ udy 1 (x) + vy (z, y) dans Q..
On substitue notre Ansatz dans (II1.1), le nouveau pseudo-correcteur v; satisfait :
—Ayv; =0 dans (.. (I11.16)
De plus, la condition aux limites a la paroi u. = 0 doit étre satisfaite a ’ordre € et donc
Ue = UQgyy + €01 =0 SUr . (II1.17)

On remarque que, si on étend uSXt’l sur le domaine .\ par un développement de Taylor, la

condition aux limites (II1.17) s’écrit

augxt 1 X2 augxt 1 augxt 1
€V ”Ys = _ugxt,l |’Ye: —T2 axQ’ (Ilv ) = _E? (9x2’ (mlvo) = —¢€Y2 81’27 (xbo)v
et donc
o 8ugxt,l
vi(z,y) = —y2 Oy (1,0) Sur Ye. (1I1.18)

Le nouveau pseudo-correcteur vy doit a la fois étre solution de ’équation (I11.16), et vérifier la

condition aux limites (II1.18). Donc par linéarité, on définit

0
auext,l

vi(z,y) = Bi(y) 0,

(21,0) = 51(19)8762@1, 0) = gﬁl(y) dans Q., (IT1.19)

avec [31(y) solution du probleme cellule suivant

—Apr= 0 sur ZtUP
fi= —uo sur PV (I11.20)
[1  est périodique selon g, sur [ UL,

dont les définitions de Z+, P et PY sont rappelées dans la figure I11.2 ci-dessous, avec
Y1 € [0,27] et yo € [J(y1), +0oo[. Le bord P° est paramétré comme le graphe d'une fonction
bornée 2r—périodique 7 : R — [—1,0[ de classe C* telle que

L
PO = {(y1,92) € [0,27] x [=1,0[, yo = F(v1)}, avec — = 27k, pour un k € N*.
€
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Y2

Figure II1.2 — Cellule de périodicité

Lemme 7. Le probléeme (111.20) est harmonique sur une bande infinie dans la direction verticale
Yo, (1 tend vers une constante non nulle a l'infini. Cette constante est égale a la moyenne de

p1 dans la direction axiale (interface fictive) :

1 27
limfiy) =B = o= [ Bl 0)dyn. (I11.21)

Y2—>+00 2

Preuve. Soit 3 la solution du probleme cellulaire dans Z7.

(I11.22)

-AB = 0 dans ZT,
Bily) = Bily,0) sur I';.

On décompose (31 en série de Fourier dans Z*, alors la solution du (I11.22) s’écrit sous la forme

suivante :
“+o00

Bily) = > alBilye)) €™, pour tout y € Z7. (I11.23)

k=—o0

On injecte (I11.23) dans (II1.22), on obtient le systéme suivant

& (Bi(y2)) — Ker(Bi(y2)) = 0, y2 € Ry,
. 1 27 ;
cr(B81(0)) = siy2 =0, avec 1y = %/o Br(y1, 0)e™ dy.
Alors la solution 3, dans Z* s’écrit explicitement
00 )
Bizr = D my e Mtk pour tout y € Z+. (I11.24)

k=—o00
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Pour achever, on fait tendre y, — +00 on trouve

“+o00
li — 1 —Ikly2+ikyr _ : —|k|y2+ikyr
Gim Bi(y) = Tm > e o+ im0 e

k=—o00 keZ*
1 2 p _
= = — s 0 = .
To 27r/0 Bi(y1,0)dy, = B

La preuve est complete. O

2.3 Existence et unicité du probleme cellulaire
Nous définissons I'espace fonctionnel D?(Z+ U P) tel que
DY (ZTUP) = {v € L,.(ZT UP) tel que Vo € L*(Z* U P),v est y;-périodique sur I'; U Fr} :

(I11.25)

et nous considérons Dy”(Z+ U P) le sous-espace de D?(Z+U P) muni du produit scalaire (-, )

) = Vu(y) Vo(y) dy, 111.26
(wo)= [ Vuly) Vo(y)dy (111.26)
et de la norme HuHDé,z = /(u,u) tel que

Dy*(zt U P)={ve D*(Z" UP)tel quev="0sur P°}. (111.27)

Proposition 16. Le probléme (I11.20) admet une unique solution 3; dans DY*(ZT U P).

Preuve. On pose s = y»1(p), ou 1| représente la fonction caractéristique. La fonction B, = B1—s

est solution du probléeme suivant :

{ —AB, = or, dans ZtUP (111.25)

B = 0 sur P,

avec dp, désigne la mesure de Dirac sur I'interface fictive I'y = {y1 € [0,27]; y» = 0}. On peut

écrire la formulation variationnelle du probleme (II1.28) sous la forme :

a(fr,v) =1(v)  telles que By,v € Dy*(ZT U P),

avec a(fBy,v) = /ZWP VEi(y) Vo(y) dy et l(v) = /PVs(y) Vo(y) dy.
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Vérifions maintenant les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram (voir [29]).

1. a(-,-) est une forme bilinéaire sur Dy*(Z*+ U P), en effet 5, — a(f1,v) est une forme
linéaire de Dy*(Z+ U P) dans R pour tout v € Dy*(Z+ U P), et a(-,-) est symétrique.

2. af-,-) est continue, en effet pour tout v, 3; € Dy*(Z+ U P) nous avons

o) =| [ Vi) Vo) dy| < [

12(Z+UP H HDl2 (Zz+up) -
3. a(-,-) est coercive sur Dy*(Z+ U P), en effet pour tout 3, € Dy*(Z+ U P) nous avons

i = [, (VA ar= A

DY?(z+uP)

4. 1(-) est une forme linéaire continue sur Dy*(Z* U P), en effet v — I(v) est linéaire de

Dy*(Z* U P) dans R et il existe une constante K strictement positive telle que
ol =| [ Vst Vo) dy| < K 195200 [0l -

Par le théoreme de Lax-Milgram, on conclut que le probleme variationnel (I11.28) admet une
unique solution f; dans Dy(Z+ U P). O

2.4 Propriétés fondamentales de la solution microscopique du pro-

bléme cellulaire

Nous allons montrer dans cette sous-section deux propositions fondamentales pour la solution
microscopique 3; du probléme cellulaire en terme de normes a poids dans ZT U P. Dans la suite
(Chapitre IV), nous utilisons ces propriétés pour étudier le comportement de correcteur couche
limite en norme H?(Z* U P). Tout d’abord, introduisons la moyenne T de la fonction (—7%) sur

une période 2 définie par

T= o [T (3w dn (111.29)

Proposition 17. Pour tout 0 < a < 1, il existe une constante C strictement positive dépendant

de « telle que

Hﬁl — B+

+ Hﬂl b1

C “VyﬁlHLz Z+UP, eay2) . (11130)

L2(P, e*v2) L2(z+, eo‘y2)
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Chapitre III.

Méthodes de construction d’approximation couche limite

Preuve. Nous commencons par développer les intégrales suivantes avec poids

Hﬁl Bi+T

+||6: = Br

= ( / o2
P

L2 ]:)7 eayg L2 Z+ D‘y2)

— 2 \2
B —Bi+T] dy) +(/ o
7+

o 1 (I1.31)
B — 51’ dy)

Notons dans toute la suite de cette preuve les quantités I; et I égales a

2
- 51’ dy; dys et

B (yh yz)

11 = / 620¢y2
Z+

P —12
Bi(y1,y2) — P + F‘ dy, dys.

12 :/ e2o¢y2
P

1) Nous nous intéressons tout d’abord a I'expression Iy. La solution microscopique (3 dans Z+

s’écrit explicitement

+oo : 1 2 ;
6|Z+ = k:Z_OO (nk €7|k|y2) €lkyl avec 77k = %/0 61 (ZIl; O)elkyl dyl
Par un simple calcul intégral, nous avons
L =6 -Gl —/ 2 By (yr. y2) — B dpd
1 L™ Pl a7+ cove) . 1Y1, Y2 1| ayiay2
= | € 1B1(y1,y2) — mol” dyrdys
B /+OO /27r Z |7 ‘ ¢ 2tz 2o dy1dy: (HIL.32)
kezZ*
=2 3 |m? / A gy,
kez> 0
Rappelons que I; = Hﬁl Bl L2(z+ ov2) < +00 si seulement si

“+oo
/ e 2k gy, < +oo = |k|—a >0 VkeZ
0

Par suite 'intégrale I, = H/Bl 61

L2(Z+,e2v2)

est finie pour tout v < 1. Par ailleurs, les calculs

des dérivées partielles d’ordre 1 de la solution cellulaire 8; dans Z+ donnent

b (y) : Ik ik
= ik e 1Pz ) ettt et
s kgzz* (Uk )

9B (y) —|k| ik
= —|k S G
Fya kgzz* | ’(7714 )

En vertu des calculs ci-dessus, nous imposons I'hypothese suivante » |k|? |7];€|2 < +o00. Par
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des majorations brutales de l'expression (I11.32) nous avons donc

L=2rY |l / 2= gy, < 210 S [k el / ¢ 2(k-0lz g

< [ e 9,601 dyidys = IVyBillEa 0, ooy

A Tissue de cette premiere partie, nous concluons que

L= -7

<IVyBillTaze, ey Va€]0,1] (I11.33)

L2(Z+, evv2)

2) Examinons a présent l'intégrale Iy = H B1— B+ F Pour cela, nous considérons la

L2(P, ev2)’
fonction s = yo1p. Nous définissons la solution 61 = [, — s telle qu’elle vérifie le probleme
suivant
—Agl = 6Ff dans Z+ UP
T 0 sur P°,

ou dr, est la mesure de Dirac sur I'interface fictive I'y. Par application de Iinégalité suivante

(a+b+c)? <4(a®+b*+ ) ou a,b et ¢ sont des réels quelconques, nous obtenons

e
I Z/ e By — By + F‘ dydys Z/ ey
P P

<2
<4(/ g2z ﬁl‘ dy+/ 620‘y2|5|2dy+/ e20y2
P P P

Pour simplifier la présentation, nous notons les intégrales 17,75 et T3 telles que :

T1 :/ €2ay2
P

Dans le reste de cette deuxieme partie, nous nous intéressons aux expressions 11,15 et T5. Nous

~ — —12
Bi+s— B +T| dyidys

&—P‘Qdy).

(I11.34)

BT dy.  (1L3)

5|2 2c 2 2«
51‘ dy, TQZ/ ™2 5% dy, et T3=/ ey
P P

commencons par traiter 'intégrale 7. Soit 8, € Dy (Z+ U P). Nous avons

~ ~ ~ Y2 651
’ - 5 s dt.
Bilyr, y2) — Bulyr, ¥(y1)) = /y ) O ——(y1,1)
En tenant compte que BN” po = 0 alors
5 v |0p o |0p ‘
) < 1, )| dt < —(y1,t)| dt.
’61(% yQ)‘ /y1) 8y2( )‘ /W(yl) Yo (1, 1)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

b1

a Us (y17t)

A(y1)

~ 2 3 2 i
054 0
P <
o (y1,1) ‘ dt) < (/ dt)

dans la derniere inégalité et en intégrant sur P, nous obtenons :

By, 2)| < VIF)] (/0

En multipliant par e>*¥2

2% ~ 2 27 0 - 0
/6 " 51(3/17312>‘ dy1dys </ / e~ /
P 0 JH(y1)
< /27r /0 (eZay2€72at) 62011‘, /0
0 F(y1)

0 1
Un calcul simple montre que e=2¢ / ) e2%2 dy, = e 20 (
(1

0
dya

0
dy2

2
(yht)‘ dt) dys dy
(I11.36)

(1, 1)

2
dt) dys dy:.

— e209(y1)
2

existe une constante strictement positive Cp () = % telle que pour tout t € [¥(y1), 0] nous

). Il est assez clair qu’il

avons

e~ 2at (MM(M)) _ p2at+ad(y1) (25]1(_047(%))) < e shia)

2x 2x Q

) pour tout 0 < a < 1.

Utilisant de cette derniere inégalité dans (I11.36), nous avons

/ 202
P

On conclut que l'intégrale T satisfait I'inégalité suivante

2

51(91#2)‘ dy1dys < C/ (yht)

C() H@ yQVyﬁl

L2(P)’

Etudions maintenant 'intégrale T5. Par une majoration brutale, nous avons

27 0
Ty :/ e |s| dy =/ / e o  dyy dys,  avec  — 1< A(y1) <0
P 0 JH(y)

2 0 %0 2 0 2 90
< / / e“*2 dyy dys :/ / |Vs|” e dy; dys.
0 JH(w) 0 J5(y)

Ceci nous permet de déduire que

Ty < Heay2vy5||i2(p)
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Il nous reste maintenant qu’a examiner l'intégrale T5. Par des majorations simples, nous mon-

trons que pour tout 0 < aw < 1:

_ 2 2 0
T32/62ay2 BT dyg/ /
P 0 JA(y1)

Nous venons de vérifier que I'intégrale T3 est majorée par une constante strictement positive dé-

B —T[ dyody <2x (B -T)". (IIL.37)

pendant de la moyenne de la solution microscopique sur 'interface fictive et de la moyenne I" de
la fonction (—%). Cherchons une relation entre les moyennes 31, I' et la norme [e®2V, 3 || £2(P)

Par la formule de Taylor a I'ordre 1, nous avons

0 0B
) Y 1,1) dt.
51 0) = Bl ) = [ 5 )
En tenant compte que (1 po = —y2 = —7(y1) alors
- 0 9B
,0) + Jt) dt.
By, 0) + () = /7 ) O ——(y1,1)

La majoration nous donne

9P

Bi(y1,0) +3(y1) < [Br(y1,0) +F(y1)] < 5
Yo

0 Ib
1) dt| <
/ (1) OYa (y1 )

J/O
Nous intégrons sur U'interface fictive I'y = {y; € [0, 27] et yo = 0}, nous obtenons :

27 27 27
/ 51(y1,0)dy1 —/ ( y1 dy1 \/ /
0 0 F(y1)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

/027r Bi(yr, 0)dyr — /027T (=%(y1)) dyr < /27 [5(y1)] (/027r /VO

Y(y1)

(y1,t)| dt.

861
392

yla ‘ dtdyl

0B :
111.38
8y2(y1a )’ dtdyl) . ( )

Nous multiplions l'inégalité (I11.38) par I'inverse de la période 27, il suit

A< ([,

Pour tout —1 < §(y;) <t < 0, nous avons

05
ys

1
2 3
(3/1, t)’ dtdyl)
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

[N

By —T

N

0P ’
(/P 872(3/1, t)‘ dtdyl)

(I11.39)

<et |!€a”Vy/31HL2(p) :

Nous injectons cette derniere inégalité (I11.39) dans (I11.37), alors il existe une constante stric-

tement positive Cy = 2me? telle que pour tout 0 < a < 1, nous avons
S —\ 2 —
Ty <27 (B —T) < Culle V81 7apy - (I11.40)
Pour finir la deuxieme partie de cette preuve, nous remplagons les inégalités des expressions
T, T, et T3 dans I'inégalité (I11.34), nous montrons qu’il existe une constante strictement po-

sitive Cy = 4 max (1, évo, 5’1) dépendante de « telle que

L <4(Ti+To+Ts) <4 (670 Heayzvyﬁ]

2 «@ 2 ~ « 2
L2(P) +lle yzvySHLQ(P) +Chle yzvyﬁluLQ(P))
<1 (s (1.G5) [e9, (49

— )
< Cylle yQVy51||L2(p) .

2 — o 2
iy + Gl VBl ) (LAY

Finalement, en regroupant les inégalités (I11.33) et (I11.41) dans (I11.31), il vient

L2(Z+, eov2) = \/Il + 12 g \/ 202 Heo‘yQVyBlHLQ(Z+UP) .

La preuve est complete. O]

|61 -8 +T

)—f—Hﬁl_E

L2(P, e*v2

1

5, il existe une constante K strictement positive dépen-

Proposition 18. Pour tout 0 < a <

dante de « telle que

Heawvyﬁl”m(z+up) = Hvyﬂl”LQ(z+uP,eay2) < K. (111'42)

Preuve. Soit s = yp1p). On définit 81 = 1 — s solution du probléeme suivant :

{ —AB = or, dans ZT U P (111.43)

5 = 0 sur PV,
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

olt dr, la mesure de Dirac sur l'interface fictive I';. On peut écrire la formulation faible du

probléeme (I11.43) sous la forme :
a(By,v) = 1(v) pour toute fonction £i,v € Dy*(Z+ U P),

avec

aBro)= [ VA Vo) dy
= /Z+ Vﬁl(y) Vu(y) dy + /PV@(y) Vo(y) dy == ay (Bl,v) + az (51&) )

et

(v) = [ Vs(v) Voly) dy.
Soit la fonction v(y) définie par

(7 (60 T) e
B1(y) sur P.

1

Par construction nous avons v € Dy>(Z+ U P) si et seulement si 0 < o < - En dérivant la

fonction v(y) dans Z* nous avons

O — 626412% et L — 620492%

- 7 202 _ A
Oy o 0y 0y e (51 51) '

Nous remplacons les dérivées de la fonction v(y) dans 'expression de a;(+, ), nous obtenons

a1 (10)| = (B0l = | [ V810 Vo) dy]
() (3) :

dy+ [ 20 e (8-B) S2d
Y+ e (51 51) B Yy

2
> ||vy51||i2(z+,eayz) — 2a ||vy61||L2(Z+,eay2) </Z+ e (51 - 51)2 dy> :

Or d’apres l'estimation (I11.33) nous avons

fe% -\ 2 2
Lo (i =B) dy <IVyBillfazr, omy  avee a €01l
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Par conséquent |ai(f1,v)] = (1 —2a) ||Vyﬁl||iz(ZJr couy > €6 donc pour tout 0 < a < 1, il existe

une constante ¢g = (1 — 2«) strictement positive telle que

a1 (51&) ‘o Hvyﬁl 12(Z+,eav2) (I1.44)
Cependant, e?*2 <1 Vy € P. Donc
/P€2ay2 vBl(y)‘Q dy < ap (51,’0) = a2 (51,61) = /P ‘Vgl(y)‘z dy,
ce qui prouve que
as (51, 'U) Hvyﬁl L2(Peovz) (11145)
Gréce aux inégalités (I11.44) et (I11.45), on déduit que
o () =1 (o) 0 (3) 3 mint1. 0 [0 g .

=G Hvyﬁl

L2(Z+UPeovz)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
]—‘/Vs ) Vo(y) dy‘ ’/Vs ) Vii(y )dy’
< ( /P 2 V6, (y)[ dy>2 < /P e 2 |Vs(y)[* dy)2
2002 3 2 : —2ay2 2 3
< (/pre V() dy) (/P e " [Vs(y)] dy)

= [V, [T [r—

| e nsty) e viiy) d

L2(Z+UP,eav2)

D’autre part, nous avons

2w 0 _ 2w 0 T 6201 —1
IV iy = [ [ (Vs o= [ [ ay gy < T Y,
’ 0 Ji(n 0 v(yl) «

Alors la forme linéaire [(-) satisfait

2a 1
[(v) < (%) V.5 avee 0<a <. (II1.47)

L2(Z+UP,evv2)

N |=

En utilisant les deux inégalités (I11.46) et (I11.47), il suit Hvyﬁl

( (2a 1))
L2(Z+UPeov2) S\ ac '
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Cela permet immédiatement que

|—

m(e** —1)\?
||V?JBIHL2(Z+UP,GO‘?/2) < (O(CQ> + ||vy3||L2(Pyeay2) .

0

Comme

1
2 0 2 2 0 2
1Vssll ooy = ([ [ 1Vs)P dy) < ([ [ dy) <vom
' 0 JH(y) 0 Jy(y1)

On en conclut donc qu’il existe une constante K strictement positive telle que

D=

1
~ ~ m(e?® —1)\?2 1
|’Vy51||L2(Z+UP7eay2) <K avec K = <(2)> +V2r et 0<a< 5

oc

La preuve est complete. O

Dans la suite, nous aurons également besoin des résultats suivants :

Lemme 8. Dans le domaine macroscopique $y, le correcteur couche limite 5y a ['ordre 1

I (2) -7

avec K une constante strictement positive indépendante de €.

satisfait

(I11.48)

L2(9) Hizz(o2m)

Preuve. Nous avons

Jo (2) -1,

_// ‘51 x1,T2) 51’ dey dry = 2 / / ‘51 Y1, 2) 51’ dyy dys

L2(Q)

= // |61 (y1,y2) — 770| dy1 dys

< (L) [ [ 5l e gy
o ([ L] ©
< () [ 3wt (f o o) an
< ([5=]) 0= e 1B O Bagoany
< Ke 80000 = Bl
Nous obtenons I'estimation voulue, ce qui termine la preuve. O
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Proposition 19. Nous avons

1 2me T+t —_ 1 g2
7/ b1 < - ,2> dt =B = — B1(y1,0)dy, pour tout x € ).
2me Jo € € 21 Jo

2.5 Approximation couche limite d’ordre 1 par I’approche d’Achdou

et al.

On revient maintenant a notre approximation d’ordre 0, (IT1.3). Pour corriger I'erreur sur

7, on soustrait la constante 3, a la fonction 3; dans 'approximation globale, cela donne :

Whana () = ) + <520, 0) (B (2) - 1) (11.49)

Oy
Lorsque I’'on s’approche de l'interface 4°, I'influence de la constante a 'infini devient importante
car elle n’est plus contrebalancée par la solution. Pour éviter cela, on corrige cette erreur par

I’ajout d'un «contre-flot » solution de

—Ad=0 dans Qo

d =0 [
S (I11.50)

d =1 sur 70

d est périodique selonz; sur X, U X;.

La solution est explicite et est donnée par : d(x) = (1 — x2), pour tout = € y. On prolonge la

solution d(z) linéairement a tout x = (1, x2) € .. Ajouté au correcteur global cela s’écrit :

uzl%h,l(x) = ngt,1(5'7> + 551252(551, 0)(1 —x9) + Egz;)(xl, 0) (ﬁl (i) — 51)

. o (IIL51)
= ugxt,1<x) + 8871'2(1‘17 0) (61 <€17 52) - leQ) .

On remarque alors qu’il reste encore une erreur en O(g?) sur 7., en effet ul,, ;|7 = ¢ (— 613—1;‘; ]'yo) To

= g2 ( gg;’ |y° ) Yo = &> (—E%) Y. Pour construire une approximation d’ordre 1 qui s’annule

sur 7., on répete alors le méme procédé N fois et on obtient :

@) =l a0 + 250 01,0) (51 (£) = Fia) = 5200, 00 (31 (2) = )

e, 0B (B () = Fia) = oo+ 52w, 00T (81 (2) - B

94



I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

+ 6%(3717 0)(=<B1)" by <§)

3:152
ou x N — ou (=
a0+ <esn 00 (2) (-2 ) = 52, 0 ( 3 (-
9 e/ \(Z 0xs =
ou T T — =
:ugxt,l(x) + 687()(3:17 O) (51 (17 2) - 61552) (Z (_5ﬁ1)k> + O(€N>.
o e’ € P
Faisons tendre N vers 'infini, alors la série géométrique de terme —ef3; est convergente pour &
suffisamment petit, de limite T Ceci donne I'approximation couche limite exacte sur ~.
€P1
qui s’écrit :
uSy (z) = vl (z) + : %({E 0) (B (951 SEQ) Bz > (I11.52)
Ach,1 - Yext,1 1+ EE 8.172 1, 1 c ) c 142 ) - .

Cette approximation satisfait la condition sur le bord ~.. Elle est ainsi solution du probléme

suivant :
—AuRy,; = C Lig, sur Q.
6] _ ou 1 1 n 00
Ban = mgyas@n0) (B D -B) sa T (I11.53)
uffch’l =0 sur Ve
Uxen1 st périodique selon xq sur X, U M.

Nous améliorons dans les deux propositions suivantes, les résultats obtenus dans [28] (estima-
tions successives loi de paroi d’ordre 1). En effet dans [28, page 8], D. Bresch et V. Milisi¢ ont
montré que I'approximation couche limite u%y, ; converge vers u. dans H'(€2.) en ordre O(e)
et dans L2(€) en ordre O(c2).

L’amélioration de la vitesse de la convergence repose essentiellement sur I'inégalité de Poincaré
dans la partie rugueuse (voir Chapitre I, Section 3, Proposition 3). Nous montrons un taux de

convergence en O(2) pour la norme H'(€2.) et en O(¢2) pour la norme L2(£2).

Proposition 20. Soit u. la solution du probleme (I11.1). Alors I'approzimation us,, | satisfait
3
e — uion 1 a1 < K1 €2, (I1.54)

avec Ky une constante strictement positive indépendante de .
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Preuve. La stratégie est la méme que celle dans la proposition 14. Posons la différence 1> =

Ue — URgy, ;- Donc r1°° est la solution du probléme suivant :

—AT&’OO =C ]I[QE\QO] sur QE
b = el (e 0) (B2, )~ B)  oser T
rlee =0 sur Ve

ré’oo est périodique selon x sur X, U>X,.

1,00

Nous constatons que sur la paroi lisse I'™ I'erreur 7> est non homogene. Pour cela, nous

définissons astucieusement l'erreur €% telle que

e Oug
gloo — pleo g avec S =

! T am n0) (Bl (”Zl i) —Bl) 2 1. (II155)

En raisonnant au sens des distributions, il est assez clair que la solution £1*° satisfaisant a des

conditions de Dirichlet homogenes sur '™ U 7., c’est a dire

—AEL>® = —Arl> 4 As sur Q.
Elee = 0 sur '™ U~ (IT1.56)
gL est périodique selon xy sur X, U Y.

Pour trouver la formulation variationnelle, nous multiplions la premiere équation du probleme

(II1.56) par une fonction test v € Hper o(£2:) et nous appliquons la formule de Green :

<ve;v°° : W>Q = <—A8§’°° : v>ﬂs = <—Arg+As, U>Q . (I1L.57)

€ 5

D’autre part nous avons

<—AT;’OO ) U>QE = — <7";’°° : > < — Upen1 5 AU>QE = <u1’fch71 ; AU>Q€ — (ue , Av)q
== <Vuj’fch71 ,VU>QS +/ uffch’l g:; da) — (— (Vu, ,VU>QE + o Ue gflda>

00 00 dv
<AuAch,1 7U>Qe + /Foo UAch,1 % dO’) + <—Au5 JU>Q5

L . Jv
<_C ]lQO 7U>Q‘E +A uACh,l(xh 1) 67132(‘%-1’ 1)dI1 + <C 7U>QE

- w Ov
— (— <VuACh71 ,VU>QS + /FOO UAeh1 5 da) + (Vue , Vo),
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Signalons que n est la normale extérieure a 0S).. Examinons le laplacien de s.

ov
(As, v)g = (s, Av)g = (s, Av)gq = — (Vs ,Vv)q + o, s %da
e Oug 1 1 _ ov
(Vs ,V £ dw ,o((,)-),m.
(Vs Vu)g, + Fw( 1+5ﬁ18x2(x1 ) (B - A 31:2(:61 ) dxy
La formulation variationnelle du probleme (I11.56) est a présent
(vel=, VU>Q€ = (—agl>e, U>Q€ =(C ,W)g.q, — (Vs , Vg,
Par 'inégalité triangulaire, nous avons
’<V8;’°°, w>ga <[(C v)gna| + (Vs , Vo, |- (I11.58)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a

< Cy/mes(Q:\Q) (/ﬂ “ v? dx) + Vsl 200 VY] 22(000)-  (111.59)
€ 0

Par 'inégalité de type Poincaré (1.20), nous montrons une estimation du terme source dans la

NI

‘<V8;’°° , V’U>Q

€

partie rugueuse dans €2.\Q. En effet,

(C ) g.0,| < Cy/mes(Q\) 0] 2@000) < C VI [ V0] 22\00)- (I11.60)

A présent, nous nous intéressons a la norme ||Vs||12(q,). Un calcul explicite du gradient de s

nous donne :

O 108 1
— T oes (21, 0) (2871 (ﬂ*)) T3 L)

Vs =

o g (21,0) (B (2. ) = Br) Ly

Grace a la décomposition en série de Fourier du correcteur couche limite 8, ainsi que par un

simple changement de variable, nous prouvons une estimation de la quantité /3; — /3; sur le bord

[ (5 (20) =B) e [ (5 (e 2) ) :
5 (n2) -7

(D)4

L
€

dy:
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

<<(GED [ (e me )
=)

2w
Z |77k|2 du, (IT1.61)

=t (] o

les crochets [-] désignant bien entendu la partie enticre. Cette inégalité (II1.61) nous permet

L2([0,27r]) ’

d’estimer la norme L%(€)y) de la deuxiéme composante du gradient de s, en effet :

/QO S g(fii;l) <{2m]> |0 -7,

Il nous reste a étudier la premiere composante du gradient de s. De la méme maniere que

9s |?

s I11.62
s (I1.62)

L£2([0,2x])

précédemment, la décomposition en série de Fourier de correcteur couche limite $; nous permet

d’obtenir 'inégalité suivante :

hulo

1 8u0 2

TR0 (1 0)@51(‘”1 1) r
1—|—561 dxe ) Bz \e ) P

I 2
S+ 651 0 o | Oy \e ¢

) (111.63)

8x1

dxldlig

dl’l

=5 /0 :c% dxo /0 Z 1kny, e’leﬂ etk

14 ef keN*
< ( ) k2 i e
1+eB; kg\;*
2|k

Nous constatons que la borne supérieure de la suite U ¢y« définie par Uy, =k e "= est dé-

Autrement dit, nous

croissante, majorée par son premier U; sous la condition que € € }O, ) [

avons :

Ikl
sup <k: e > < e_g, pour tout 0 < e <

keN* In(2) .

Si nous imposons que B;(-,0) € Hz(v), alors en vertu de (I11.63) nous obtenons

L C _ 20kl 2
<—— (% ke Kl el ) <
] o< i (8) (o ) () <

o5 "
8:161

— B H (I11.64)
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Finalement, en regroupant les deux estimations (II1.62) et (II1.64), il existe une constante C'
strictement positive indépendante de € telle que

[Vs]l2 < C

e e ‘51(' 51“

o (I1L.65)
Nous remplagons les estimations (I11.60) et (I11.65) dans (II1.59), nous montrons qu'il existe

une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que
3 ~ P
(ver=, vo) | < OVE 2 Vulizonan + C et (.00 =],

3
< Ke2|lv]lgia.)-

1 ||VU|| 2(Q)
2o) ) 1y 66

En prenant 1> = v dans (I11.66) et par le lemme 1, nous avons

loo
H(QL) S HV

3 1
< Ke2|[er = (IL67
12(02) i, ovee o ey 16D
Donc il vient
K 83 3
1,00 o l ,00 5 .

1 i = Iy < |72 s, = 5l ey < T < Kb (169
Examinons la norme |[s]| 1 q,- De (IIL.65) et en vertu de 'estimation (II1.61), nous pouvons
tirer immédiatement lexistence d’une constante K strictement positive indépendante de € telle
que

I ||H1(QO) = ||3||L2(QO) + Vsl 2 Q) S

) =Bl 13, (I1L.69)
Pour finir cette preuve, nous injectons cette derniere inégalité (II11.69) dans (II1.68), alors il
existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

3
HI(QS) Kl £

rugueuse

Nous avons donc démontré la convergence de I'approximation couche limite d’ordre 1 vers u,
3
dans H'(€).) avec un taux de convergence en ordre O(g2) dii au terme source dans la partie

O]
Maintenant par la méme méthodologie de la proposition 15, nous montrons le résultat sui-
vant
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Proposition 21. Soit u. la solution du probléme (I11.1). Alors il existe une constante K,

strictement positive indépendante de € telle que l'approzimation ugy,, satisfail
e — udonallr2ie) < Ky €2 (TI1.70)

Preuve. Notons la différence 1> = u. — u%,, ; la solution du probléme (II1.56). Pour obtenir
un ordre de convergence plus élevé de 'erreur 1> dans la norme L%*(€)y), nous utilisons la
technique de dualité afin d’estimer [lu. — u3e, 1 [/22(00)-

Etant donné ¢ € L?(€), nous cherchons & résoudre le probléme suivant :

v E H2(Qo)
—Av =y sur Qo
v= 0 sur I U~

v est périodique selonx; sur X, U ,.

Le probleme ci-dessus admet alors la formulation variationnelle suivante

1o - - 0o O
<<p ! >QO - <AU ! T;’ >QO - <VT€L ’VU>QO B /ago T; 872 do

orlee ov
- _ 1,00 < — Loo —— I1.71
<AT€ ,U>QO + o, v n do -/890 T2 o do ( )

ov
_ 1°°7d _/ 1°°7d
/ [ 007“6 an .

ou n désigne la normale sortante au domaine €)y. Ci-dessus, il faut comprendre l'intégrale sur
8 comme un crochet de dualité entre Hz(9€) et H2(98). De expression (I11.71), par

I'inégalité triangulaire ainsi grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

‘< Tl,oo> < / rl,ooa + 7ﬁl,oo@ < / rl,oo@ + us® ﬁ
¥, T Qo ~ ~0 € on oo © on = 0 € ax2 Ach,1 ax2 (III 72)
0 L 0 .
<o el | Rl ) (o, V|
L2(v°) || Oz 12(40) 0 ) 05

Etudions le terme sur le bord 7 de cette derniere inégalité. Une utilisation directe de I'inégalité

de Rellich [61, p 261-262] nous donne qu’il existe une constante C; strictement positive telle

que

< C1 [l L2y - (I11.73)

L2
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Par ailleurs par I'inégalité [Proposition 3, (I.21)], nous montrons qu’il existe une constante C

strictement positive telle que

1,00
€

L@\ S s

< V[

100’

(I11.74)

L2(v°) HY ()

En regroupant les deux inégalités obtenues (I11.73) et (II1.74), nous obtenons Iestimation sui-

vante

»
aZL‘Q

< G0y
L2(v0)

) 19120y - (111.75)

£

Maintenant, examinons le terme sur le bord '™ de I'inégalité (II1.71). L’inégalité de Cauchy-

Schwarz conduit &

L ov B x 1 —\ Ov
|/0 UAch,1(371> )8 (21, 1)dmy —| 1+851 2 ( (5 6) —5) e 2(3517 1)dzx,

(20 -7) i

d.ﬁl]l

< _
1125 2 (LIL76)

S ([ () ) o) ([ (i) o)

De méme par I'inégalité de Rellich [61, p 261-263], nous montrons qu’il existe une constante C3

En injectant estimation (I11.65) dans (I111.76), nous pouvons montrer I’existence d'une constante

strictement positive telle que

< Cs ol 2y - (111.77)
L2(T'0)
Cy strictement positive indépendante de ¢ telle que

Y
81’2

ﬂl('ao) _E

1
< (Cyee =

L2([0,27])

(9
‘/ Upep 1 (21,1 8 (71, 1)dry

L2(re°)
Nous remplagons 'inégalité (I11.77) dans la derniere estimation, nous avons

Lo ov
’/0 uAch,l(Ih 1) %(‘Tlu ]-)dxl

2

<C3O4€€_% Bi(-,0) — By

el 2y - (HILT8)

L2([0,27])

En réunissant les estimations (II1.75) et (II1.78) que nous avons obtenues dans (II1.71), alors il

101



Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

existe une constante j(vl strictement positive telle que

(o =) | < B (|

1,00 -1
e +€7F) Iliagayy -

Nous achevons cette preuve, en prenant r1>* = ¢ et a l'aide de I'inégalité [Proposition 20,
(IT1.54)], il suit

1,00‘

Rive (

100‘

-1 3 _1 - 9
LQ(QO) H(Q.) te ) < Kl\/g(€2 +e ) < 2K1 e”.

La preuve est complete. O

2.6 Moyenne de l'approximation couche limite d’ordre 1 dans la

direction axiale

Le principe général des lois de paroi est de moyenner notre approximation < ug,; > dans la

direction de périodicité. On considere donc :

1 2me
/ Uy 1 (21 + 1, 12) dL.

u' =y, (z) = 27 Jo

On cherche maintenant a connaitre les conditions au bord vérifiées par ulyy, ;-

51%( 7)

Sur le bord 7° nous avons :  u! = u,; (21,0
Y Ach,l( 1 ) 1 5
De plus

i Bug L Oy £ g
ZAch1 = 1 By Oys \e/) b )
61'2 (%1,1‘2) 8172 (1'1;0) + 1"’561 @yQ (5) 1‘{‘66151

Comme 0y, 1 (y1,0) = 0, il suit

U1 ~ Oug e\ 1 0u
Oy (%70)_8702(%70) 1_1+5E61 _1+SE(‘9702($1’0)'

Il est assez clair que sur le bord «°, nous avons la relation suivante :

quoch,l(xlv ) = 6 chl (1;170)'

On a donc dérivé une loi de paroi d’ordre 1 moyennée :
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

—Aul = C sur €
1 _ A oul 0
u = 551372(951, 0) Sur =y (I11.79)
ut = 0 sur I'>®
ut est périodique selon 1 sur X, U X;.
-Fxistence et unicité du probleme de paroi d’ordre 1 avec une condition de type Robin :
Soit Hperre(£0) le sous-espace fermé de H'(£y) muni du produit scalaire (-, -)
(o) = | (uly) vly) + Vuly) Vo(y)) dy, (I11.80)
0
et de la norme [[v|ls . oo = 1/ (u,u) tel que

Hoperre () = {v € H'(Qp),v = 0 sur I, v est périodique selon z; sur ¥, U S, }.  (I11.81)

Les conditions aux limites de probleme (II11.79) contiennent des dérivés normales du premier
ordre de type Robin. Nous énongons sans démonstration dans le lemme ci-dessous le résultat
de convergence suivant, (la preuve est classique, similaire a celle que nous développerons dans

la suite pour montrer le Théoréme 6).

Lemme 9. Le probléme (I11.79) admet une unique solution u' dans Hyer (o), dont la solu-

tion explicite est : B
C T 551

R PN _
u(z) = 5 <x2 15 1+€51>' (I11.82)

- Lien entre l’approximation couche limite et la loi de paroi moyennée d’ordre 1 :

Ré-écrivons 'expression de I'approximation couche limite d’ordre 1

(1) = () + = 500, 0) (31 (2, %2) = i)

1+ B 0xo e e
0 e Oug e Oug ( (3:) )
= — 0)(1— — 0 —) - .
U’ext,l(l‘) + 1 ‘l‘gﬁl 81‘2 (:Eh )( x?) + 1 +551 8332 (131, ) 61 - /61
Nous vérifions aisément que
T _ L2020, 0)(1 — 2).
= () = (@) + G @, 0)(1 )
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

Cela entraine la relation suivante

ua(2) = wl + —=_ 2% ) (51 (i) - 51) =u' + 822(%, 0) (51 (i) - 51) . (IIL.83)

1+ é?ﬁl 8372

- Estimations d’erreur pour la loi de paroi moyennée d’ordre 1 :

Pour évaluer 'erreur que 'on commet en utilisant ce type d’approximation, nous établissons
des estimations dans les normes usuelles libes aux problémes elliptiques : & savoir L? et H*.
Cependant, comme on restreint les lois de paroi au domaine lisse, ces dernieres normes sont
évaluées sur €. On commence par énoncer le résultat de convergence, pour la loi de paroi

moyennée d’ordre 1.

Proposition 22. Soit u. la solution du probléme (I11.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de € telle que la loi de paroi 1 moyennée satisfait

< Ke?. (I11.84)

L2(Qo)

Preuve. Pour estimer u. — !, nous introduisons ’approximation couche limite d’ordre 1 :
)

~ ~ - e Ou 7 —
e =t = (e = o)+ (s ') = (e = ) + 1 g 0) (B (2) ).

Par inégalité triangulaire, nous avons

| (%) -5

D’autre part, grace a I'inégalité [Proposition 21, (II1.70)] et I'inégalité (I11.48) dans le lemme 8

e Oug

T+ 2B, 82, 0 )‘

< lue —uinillzze) + ———=

2(Q0) L2(90) '

nous pouvons conclure qu’il existe une constante K strictement positive telle que

Ju

La preuve est complete. O

<K (€2+5%) < 2Ke?.

L2(Q)

Proposition 23. Soit u. la solution du probléme (111.1). Alors il existe deux constantes K, et

K strictement positives indépendantes de € telles que la loi de paroi 1 moyennée satisfait

Kov/e < | V(ue - < Kive. (111.85)

iz
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I11.2 Loi de paroi d’ordre 1

Preuve. Nous utilisons un raisonnement analogue a celui qui est fait dans la proposition 22,

nous introduisons 'approximation couche limite d’ordre 1 nous avons

V(ue —u') = V(ue — ui 1) + V(uga, —u')

= V(ue —uzy,) +V <1 _fgﬁlgz[;(xl,O) (61 (j) — 51)) .

Rappelons que la dérivée partielle d’ordre 1 de ug sur le bord A vérifie toujours g“o (r1,0) = %

Grace a 'inégalité triangulaire, nous avons :

€ C X —
o IVl + 77 |9 (4 (Z) -7)

Pour la norme a droite (du gradient de correcteur couche limite d’ordre 1), nous effectuons un

HV(UE —ut)

I11.86
sy LE0)

changement de variable et nous obtenons

7 (5 (2) =)= b oo )

0 =1

k=1

27r5 </Z+ Z 1001 (y | dy)

Nous utilisons le fait que 8, € D»2(ZT U P), il est facile de voir qu’il existe une constante C;

2 E(ﬁ) 2
dr = Z ( . 8% B1(y 62 dy)
ij=

strictement positive indépendante de ¢ telle que

v (2 (3)-7)

Finalement, il nous suffit d’injecter I'estimation (I11.87) dans I'inégalité (I11.86) et compte tenu

1 1
L 2 L 3 Cl
L0 < <) IVBill2(z+) < (27r5> IVBill L2 (z+up) < Ne (IT1.87)

2me

de 'inégalité [Proposition 20, (II1.54)] nous obtenons : il existe une constante K strictement

positive indépendante de e telle que

HV(u6 —ut)

K (22 +VE) < 2K1v/E.

L2(Q0)

D’autre part, nous pouvons montrer une minoration du gradient de la différence entre la solution
u. et la solution de la loi de paroi moyennée d’ordre 1. Il suffit d’utiliser astucieusement la partie

entiere, c’est a dire

L 1<E<L>< L <E<L)+1
2me ome/) - 2me 2me
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En effet, par I'inégalité triangulaire, il suit

e 7 (1 (5)-7)

Par un simple calcul pour la norme a gauche, nous avons

(UCRCIME-CROIEES {8

04=1 kl_]l

= IV (ue = ufen )llz200) < 1V(ue = u')lr2(qy)-  (LL8Y)

L?(Q0)
€ dy)
L (L S oustPas).

Or nous avons 3, € DY?(ZTUP), par conséquent il existe une constante C, strictement positive

ayzﬁl

indépendante de ¢ telle que
T _ L — 2ne 3 L —2m 3 a
(0 (2) > (52 Wt > (20 19810, > &
H 61 - 51 L2() e || B1HL2(Z+) e H 61HL2(Z+) \/g
(IT1.89)

Nous achevons la preuve en remplagant cette derniére estimation (I11.89) dans I'inégalité (I11.88)

et grace a l'inégalité [Proposition 20, (II1.54)], nous montrons qu’il existe deux constantes

Ky < Cy strictement positives indépendantes de ¢ telles que pour tout € € }O, COEOKO {, nous

avons

HV(UE —ut)

> C) (\/_ %> Kov/e.

L2(Q0)

La preuve est complete. O]

3 Loi de paroi d’ordre 2

3.1 Extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille

De la méme facon que dans la sous-section 2.1, on peut étendre le profil de Poiseuille sur tout

le domaine ). en prenant

ou 0%u x2
ngt,z(ﬂf) = up Loy + (83:2(331’0) Ty + W;(fﬁbo) ;) L.\
Y

U .. X2
O 72(351,0) 2) 1[95\9017 11 Y2 = ?,

ou
= up Lo, + (5()(531,0) Yy +&°
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II1.3 Loi de paroi d’ordre 2

4 . 0 o .
Nous pouvons écrire ug, , explicitement

Uy 2(7) = g ry (1 —xy)  dans Q.. (I11.90)

Remarquons que la solution explicite du profil de Poiseuille dans 2y est une fonction polyno-
miale d’ordre 2 qui est égale a son développement de Taylor a I'ordre 2.

L’extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille peut s’avérer insuffisante pour approcher correcte-
ment u.. De la méme facon que pour 'ordre 1, I'objectif est de développer une approximation
d’ordre deux, de facon & diminuer I'erreur dans la norme H'(€).). Cependant la fonction udy,
ne vérifie pas la condition de Dirichlet sur 7.. Il faut donc introduire un correcteur couche limite

du second ordre qui va corriger & 'ordre £2 cette erreur sur ..

3.2 Probléme cellulaire d’ordre 2

La premiere phase est d’'introduire un nouveau pseudo-correcteur vy(x, y) = vo(x, ) défini dans

Q. a lordre €2 et d’approcher u. par

U () > udy o(x) + evi (2, y) + *va(2, y) dans Q..

De la méme maniere que précédemment, on substitue notre Ansatz dans (I11.1). Alors

i(—Ay01)+<_Axugxt,2($)_C) +(=Ayv) + (22%2 8%)

) (IT1.91)
€ —QZaan—Av + &2 (=Avy) =0 dans €
Pt 835@ 8% z V1 z V2 €
Par I'expression du premier correcteur dans (I11.19), on a
2 0 81}1 8u0 2 o 0
— = dans €., (I11.92
; 8(EZ ayz ; ayz ( )81‘2 |70> Z awz 8% < 61( )) ans ( )
alors le pseudo-correcteur y, — périodique vy, doit étre solution de I’équation
—Ayv, =0 dans €).. (I11.93)

De plus, la condition aux limites & la paroi u. = 0 doit étre satisfaite a I'ordre €2 et donc

Ue = ULy o(7) + evi (2, y) + E2va(2,y) =0 Sur .. (I11.94)
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

En procédant de la méme fagon qu’a l'ordre un, on étend ngt,z a la paroi v, par un développe-

ment de Taylor et on réécrit (I11.94) comme

ou 0%u x2 To\ Ou
%y |%: —ngt,z |% —&U0 |75 == (axz(ﬂcho) To + 87%0(95170) 22> —¢& <<—2> (‘3;;(961’0))

2 92 2 92,0
o T3 07U 2 Yz O Ueyi o
- _ I O — g4 ) 0
2¢2 Ox3 (21,0) ° 03 (21,0),
et donc 2 2,0
uex
vo(z,y) = —y2—2 8:1;’;2 (21,0) sur . (I11.95)

Le nouveau pseudo-correcteur vy est solution du probleme de Laplace (111.93), avec la condition
aux limites (I11.95) a la paroi. Donc par linéarité, ve s’écrit comme

1 DUy o 1 0%uy

va(w,y) = 552(9) 0232 (21,0) = 552(?;)8735%(%,0) dans €.,

ou le nouveau correcteur Sy est solution du probléeme de Laplace

—ABy= 0 sur ZTUP
fo= —yi sur P (I11.96)
by est périodique selon 1, sur [ UT,.

o 1 21
avec la condition aux limites a l'infini, lim fy(y) = 5y = —/ Ba(y1,0)dy .
Y200 21 Jo
Nous énoncons au passage des résultats similaires & ceux que nous avons énoncés pour le

correcteur couche limite d’ordre 1.

Proposition 24. Nous avons

1 2me t o 1 o
/ Bo <$U1 + ’952> dt = 5 = —/ Ba(y1,0)dy, pour tout x € €)..
0 € € 21 Jo

2re

Lemme 10. [l existe une constante K strictement positive indépendante de € telle que le

correcteur couche limite By a 'ordre 2 satisfait

P (2) -

3.3 Existence et unicité du probléeme cellulaire d’ordre 2

(111.97)

L2(Q0 L2([0,27]) -

L’existence et I'unicité de la solution de (IT1.96) est obtenue dans la proposition ci-dessous qu’on
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II1.3 Loi de paroi d’ordre 2

énonce sans démonstration. La démonstration est classique et est faite dans [28]. Rappelons
I'espace fonctionnel D?(ZT U P) tel que

DY?(ZtUP) = {v € L, .(ZTUP) tel que Vv € L*(Z* U P), v est y;-périodique sur I'; U Fr} .

Proposition 25 ([28, p.23]). Le probléme cellulaire (111.96) admet une unique solution Py dans
DY (Z+ U P).

3.4 Approximation couche limite d’ordre 2 par ’approche d’Achdou

et al.

Par la méthodologie de Achdou et al., on construit alors le correcteur couche limite CCL du

second ordre
ou x _ 2 0%u x _
Upeh o (T) = Uy () + 5372(%7 0) (51 (5) - 51@) + 567%0(%70) (52 <€> - 52@) :

L’erreur produite sur le bord par les deux approximations macroscopiques est encore linéaire,

n . x = .
donc on peut itérer en corrigeant avec 81 | — ) — /31, ceci donne :
€

282 ou N— 1
Ugchg(x) =gy o(2) + za;g)(xho)ﬁ2 (i) +5872(I1,0) (5 ( ) ﬁm) ( *(eBy) >

k=0
2 92 N-2
- 0B — 5 5w, 00 (51 (2) ~ ) [(g ) (B) )]

Faisons tendre N vers l'infini, alors la série géométrique de terme (—ef;) est convergente, de

limite

T Ceci donne 'approximation couche limite exacte sur 4. qui s’écrit :
€P1

U2 (@) = [l 2() — uly, ()] + uiy . (2) B
+ 5 a0 (3 (5) ) - 112 (3 (5) -

0 € aU() X — (11198)
_uext,2(x) + 11 5@%(%’0) (51 (5> - 511‘2)

I 5223;%)(351,0) [(52 (i) —52962) - iﬁQﬁ (51 ( ) —ﬁ1x2>1 :

Cette approximation est la solution du probleme suivant :
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

—Augy,, = C dans €.
URena = We sur  ['™ (111.99)
uﬁh,z = 0 SUr e
UReh 2 est périodique selon 1 sur X, U X,
0 1N —
avee We = 67&(‘%170) (51 (1:17) _51 )
L+ by O, © (I11.100)

82 (9211,() T 1 — EE T 1 —_
oo |(a(2) ) - Zp () -]
an%(l) 6255 o 110 5168 5
Dans la proposition suivante, nous énongons les résultats de convergence entre la solution u,.

du probleéme (II1.1) et 'approximation couche limite U, o d’ordre 2 par I'approche d’Achdou

et al. Nous montrons que I'erreur en norme H*(£2.) et L?(€) se comporte comme exp(—1).

Proposition 26. Soit u. la solution du probléme (I111.1). Alors l’approzimation couche limite

Upen o d'ordre 2 satisfait
_1 o 1
lue — uXenollm@) < Crevs et e —uiuolliz@y < C2 vee s, (II1.101)

avec Cy et Cy sont des constantes strictement positives indépendantes de €.

Remarque 8. De méme maniére, en procédant comme dans les propositions 20 et 21, nous

pouvons montrer la convergence exponentielle des erreurs de la proposition ci-dessus 26. En

2,00

2% est la solution du probléme suivant :

effet, nous posons Uerreur 12> = u. — ugy, ,. Donc r

—Ar?>® =( sur Q.
7’3700 = —w, sur Iree
r2e =0 sur Ve
r?’oo est périodique selonxy  sur X, U Y.

Par comparaison avec Uerreur 1> la solution du probléme (II1.56), remarquons que l'erreur
12> la solution du probléme ci-dessus est harmonique sur tout le domaine Q., par suite il n’y
a pas un tauzr qui dépend de € du au terme source dans la partie rugueuse. Pourtant, ils restent
des erreurs exponentiellement petites qui viennent des correcteurs couches limites 31 et By sur

le bord I'™°.

Bien entendu, toute cette discussion est basée sur le fait que la solution explicite du profil de
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II1.3 Loi de paroi d’ordre 2

Poiseuille dans Qg est une fonction polynomiale d’ordre 2 qui est égale a son développement de

Taylor a l'ordre 2.

3.5 Moyenne de D'approximation couche limite d’ordre 2 dans la

direction axiale

Une nouvelle facon de dériver les lois de parois a partir des correcteurs couches limites CCL,

on peut construire une loi d’ordre 2 moyennée u? telle que

1 2me o
u? = uj’fcm(:c) = 2—%/0 uACh’Z(:cl +t,xq) dt.
Donc
u? = Uy, o (21, 72)
B, Ou €2 (eB1 By 0Pug e2__ 0%,
uext,Q(x) +( 1]2) 1+551 8x2(x1’ ) 2 1 _’_561 @CL’% (xla )+ 9 62 al’% (xla )

On cherche maintenant les conditions au bord vérifiées par u3, ,. Sur le bord 7Y, nous avons

— B gE 8u0 82 82u0 - 5EE
B 1 —Ouyg e 0ug
De plus
T  dug e Oug 1061 (2 —
Oy (w2, 72) = 5732(2:1’962) 1 +5E37$2(x1’0) B <5> o

2 9%y 108y (2 — By (105 [\ —
T2 g (@0 0) K@y (%) ‘52> Tixeh ( o (2) ‘ﬂlﬂ -

Comme 9,51 (y1,0) = 9y, 52(y1,0) = 0, alors sur 7° on a :

ou, 1 0 2__0?
22 (5, 0) = ( ) [ ~(1,0) — 652;620(331,0)] .

3962 1+ EE 8$2 2 0 )
02u® a2u
De méme, on montre que Agh’Q (1,0) = —20(371, 0), et donc sur 4% on a :
0x3 0x3
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Chapitre ITI. Méthodes de construction d’approximation couche limite

[e¢]
aUAch,Q
81'2

On obtient donc une loi de paroi d’ordre 2 moyennée :

e2__0%uR,
(xl,O) + EBQ 822}172 (331,0).

2

U 2(71,0) =€ By

A = C sur

2= B2 (21,0) + 2B (21,0) sur o)
B3, (21,0) + 5 B2 G (21,0)  sur vy (I11.102)

w2 = 0 sur ['*°

est périodique selon z; sur >, U 3.

-Existence et unicité du probléeme de paroi d’ordre 2 avec une condition de type Wentcel :

Soit Hperr(£20) le sous-espace fermé de H'(2y) muni du produit scalaire (-, -)

(w.0) = [ (uly) o(y) + Vuly) Vo(y)) dy. (111.103)

et de la norme [|v||s,, o = m tel que
Hperre (o) = {v € H'(),v = 0 sur ['™,v est périodique selon z; sur ¥, UX,}. (II1.104)
On définit le sous-espace H1 () tel que
FHH Qo) = {v € Hperr= (), v € H' (Y")}. (I11.105)

Les conditions aux limites du probleme (I11.102) contiennent des dérivées normales du second
ordre de Type Wentcel [23, 44, 57]. Les résultats d’existence et d’unicité de la solution du
probleme (II1.102) ne sont pas classiques et on les énonce sans démonstration dans le lemme

ci-dessous.

Lemme 11 ([28, p.11]). Le probléme (I11.102) admet une unique solution u® dans H' ().

Cette solution est explicite donnée par

— I11.106
. (I11.106)

2 __Q 2_I2(1+52E) (B —ePa)
wlw) = (2 1+¢eB; 1+¢eB >

- Lien entre l'approxzimation couche limite et la loi de paroi moyennée d’ordre 2 :

Ré-écrivons 'expression de I'approximation couche limite d’ordre 2
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Bnale) = weasle) + T g (1 (2) ~ B

- 2%2;‘;@1,()) [(52 (5)-Fme) =5 iﬁjﬁl (5 (2) _m)]

b1 %(x 0)_5 e b1 B2 3U0($ 0) e —0%uy
1+ eB, 0xy 2 \1+¢ep; 2

i +€sﬁlgzz<$l’0) <61 (i) _61>
n 5228;;23(951’0) [(ﬁg <£§) —52) - 48-625 (51 < ) _Blﬂ ;

ce qui nous permet de déduire que

1 0 2_9? -
Ugen o(T) = u?+e L e (aZZ(fEl,O) - 2528;?(%,0))] (51 (j) - 51)

B (5() )+ S 20 (4(2) - )

- Estimations d’erreur pour la loi de paroi moyennée d’ordre 2

(@) 4+ (1 - 22) [

Par la méme méthodologie utilisée dans la proposition 22, nous pouvons montrer le résultat de

convergence pour la loi de paroi moyennée du second ordre
Proposition 27. Soit u. la solution du probléme (I111.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de € telle que la loi de paroi 2 moyennée satisfait

Preuve. Nous introduisons I'approximation couche limite d’ordre 2 dans la différence u. — u?,

3
< 2,
g S Ke

(111.108)

nous avons

Ue —u” = (Us — Uxgp ) + (URen2 — u?)

= (ue —a) + oo (@,0) (81 (£) - ) + 52 w0 (1 (£) - o).
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Ainsi par I'inégalité triangulaire, il suit

< ||Ue - uiochQHLQ(Qo)

(C(l —+ 82ﬁ2)
2(1 —+ 651)

U — uQ‘
L2(Q0)

L Ce
2

b <§) —h pe <§> e L2(QO)> '

Pour conclure, il suffit d’utiliser les résultats de la proposition 26 ainsi que les lemmes 8 et 10.

L2(Q0)

Nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

La preuve est complete. O]

Us — U

i

1 3 5 3
Loy I (VEETE et et) <BKeE

On voit que la loi de paroi d’ordre 2 ne fournit pas une meilleure approximation que celle
d’ordre 1. L’inégalité (I11.108) montre que les oscillations de correcteur couche limite du pre-
mier ordre << (;(%) — B1) ont des amplitudes suffisamment grandes pour que si on ne les inclut
pas dans la loi de paroi, celle-ci ne converge pas plus vite que 3. Dans [8, page 209], Y. Achdou
et al, avaient déja constaté numériquement que la loi de paroi n’apportait pas une amélioration
claire des résultats. Pour augmenter I'ordre de convergence, on construit alors les lois de paroi

suivantes :

4 Loi de paroi multi-échelle

Dans cette sous-section, nous allons établir quelques nouvelles lois multi-échelles.

4.1 Loi de paroi explicite d’ordre 1

Nous considérons I'approximation couche limite ugy, ; d’ordre 1. Sur Uinterface fictive 7 (a
I’échelle macroscopique), sa valeur est calculée facilement. Grace a Iexpression (I11.83), nous

avons

ou' _
UOA%h,”xZ:O = (Ul + 6822(%, 0) (51 <:§> - 51)>|
,YO

e Oug T O ¢ T
1+a%&@@hm&<s’®__21+aﬁm<s’®'

Il
(@)
‘ (@5
3
3
£)
=
ey
[
N
5
N——
Il
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Pour corriger ce défaut des lois de paroi moyennées, on propose de résoudre un probleme de

Dirichlet non-homogeéme explicite sur 7°.

-AU,, = C sur Qg
1 _ 1 out 0
Uop = B20) sy (20,0) sury (111.109)
u;xp = 0 sur ['>
ugxp est périodique selon z; sur X, U 3.

Nous montrons bien cette fois que la loi de paroi explicite d’ordre 1 converge vers u. dans
L2(Q) en ordre O(2) (et dans H () en ordre O(e2)). Nous améliorons les résultats obtenus
dans [28, page 13]. En effet, dans [28] D. Bresch et V. MiliSi¢ ont trouvé un taux de convergence
dans L2(Qp) en O(e2).

Proposition 28. Soit u. la solution du probléme (I11.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de € telle que la loi de paroi explicite d’ordre 1 satisfait

1 3
|V (ue — U, Loy SE €2 (111.110)
Preuve. Posons la quantité ), . = u. — UL, . Nous introduisons I'approximation couche limite

1

exp.e Sous la forme suivante

Uneh 1 d’ordre 1, nous pouvons écrire r

T;xp,a = Ue — uéxp = (UE - uXZ:h,l) + (Ujﬁm - uixp)'
(TI1.111)
= 7";’00 + 81
L’inégalité triangulaire donne
IVrexpellzzo) < Ve lleziy) + IVEL | r20)- (1I1.112)
Gréce a 'inégalité (I11.54) énoncée dans la proposition 20, nous avons
IV 2y < Kig?. (111.113)

Maintenant, nous allons chercher une estimation de ||V E&;]|12(q,), nous résolvons le probleme

aux limites suivant
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—AE, = 0 sur g
& = sur ~°
& = e5u(1,0) (A, L) =Br) surI
&1 est périodique selon xq sur X, U X;.

Remarquons que 'erreur entre ’approximation couche limite d’ordre 1 et la loi de paroi explicite
d’ordre 1 est non homogene sur le bord I'*°. Pour cela, nous procédons comme dans la preuve

de la proposition 20. Nous définissons I'expression W; définie par

1 1 e
W, =8& —s avec s = sgu(xl,()) (51 (CU;, 8) — 51> xa Lo, (I11.114)
T2

ou la quantité « s » est la méme fonction donnée dans la preuve de la proposition 20. Nous

précisons également que sur l'interface vy, nous avons la relation suwante (xl, 0) = % 1+1:57'
1

Clairement au sens des distributions, on voit que W; vérifie le probleme aux limites suivant

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur I'™ U 7,

—AW; = —A&; + As sur Qp
W, = 0 sur '™ U~ (I11.115)
W, est périodique selon xq sur X, U X,

Nous pouvons écrire ce probleme (II1.115) sous forme variationnelle. En raisonnant au sens des

distributions, on obtient facilement que
(VW1 , Vo) = (=AW, , v)q = (A& +As, v)q,

D’autre part, par la formule de Green nous avons

ov ov
<—A81 s U>QO = <V81 ,V’U>QO - . 81 aind(f = <V81 ,V’U>Q - 81 %dU
ov
_ 00 1
= (—Auy, ,v> + (AU, v >Q — | & %da

= _/ xl? (xla )dxl

T2

ov

Signalons que n désignera toujours la dérivée par rapport a la normale sortante du domaine
n

lisse €2y. Examinons le laplacien de s.
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9]
= (s, Av)g, = —(Vs,Vu)q + s do = — (Vs ,Vu)g, + s — dx;.

(As s Vg, a0 On

La formulation variationnelle du probleme (I11.115) est a présent
(VW1 , Voo =—(Vs,Vu)q, .
Par I'inégalité triangulaire ainsi par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
(YW1, Volg,| < [(Vs, Volg,| < V]l 2an | Vol 2. (IIL.116)
Rappelons 'inégalité (I11.65) prouvée dans la preuve de la proposition 20

= 1
HVSHL?(QO) < O e =

‘61<"0) - EHH%(%) )

avec C' une constante strictement positive indépendante de e. Nous remplacons cette derniére
estimation dans (II1.116), il suit

‘(VWl : V”U>QO‘ <Ces

1610,0) = By 190l 2000)- (IIL117)
En prenant Wy = v dans (I11.117), il vient

I
VWil 2, S C e s

’61(" 0) - EHH%(WO) ‘
De (II1.69) et par I'inégalité triangulaire, nous obtenons

~ 1
IVEill 120y < IVWill 200 + Vsl 2y <2C €7 ¢

1(,0) =By, - (IL1I8)

Pour finir, il nous suffit de regrouper les résultats obtenus dans (II1.113) et (II1.118). Alors il

existe une constante K strictement positive indépendante de € telle que
3 _1 3
”V"”QXp,gHm(QO) <K (82 +e ) <2Ke2.

La preuve est complete. O
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Proposition 29. Soit u. la solution du probléme (I11.1). Alors il existe une constante K stric-

tement positive indépendante de € telle que la loi de paroi explicite d’ordre 1 satisfait
e — Ubepll z2(00) < K €7 (I11.119)

Preuve. La stratégie est la méme que celle dans la preuve de la proposition précédente 28. Tout

1

exp.e 1 différence entre la solution wu, et la solution de la loi de paroi

1
exp,e

d’abord, nous considérons r

explicite d’ordre 1. Ensuite, nous écrivons r sous la forme suivante

T;xp,s = Us — uéxp = (U’€ - U’K‘)Zh,l) + (“Z?:h@ - uixp)'

= T‘;’OO + 81
Ainsi par inégalité triangulaire, il suit

[7expe |20y < N2l z200) + €111 22(020)- (111.120)
Rappelons que d’apres la proposition 21, nous avons

172 22 (00) < K & (II1.121)

Par I'inégalité de poincaré dans le domaine macroscopique g et grace a I'inégalité (I11.118),

nous obtenons

~ _1
€11l z2020) < IVELllL2(00) < 2C €=

81 0) =31 3, (II1.122)

H?2(v0)

Pour achever la preuve, en regroupant les estimations (I11.121) et (I11.122) dans (I11.120), nous
déduisons
HT;Xp,EHm(QO) <K (52 + e’5> < 2K €%,

avec K une constante strictement positive indépendante de . La preuve est complete. O]

4.2 Loi de paroi explicite d’ordre 2

En procédant comme dans la section précédente (la loi de paroi explicite d’ordre 1), nous
pouvons calculer la valeur de 'approximation couche limite uyy, o d’ordre 2 sur linterface

fictive 70 :
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I11.4 Loi de paroi multi-échelle

s = (17450 (3 (2) - 7) + 5500 (3 (2) - )

ou? x g2 9%u? x
o (;0) + ETx%(flao)ﬁz (5’(]) :

Nous cherchons donc a résoudre un probléeme aux limites avec une condition de Dirichlet non-

|z2=0

homogene explicite sur v d’ordre 2

AUz, = C sur
u? = ¢ ﬂ,OMx,O +€ ﬂ,O@m,O sur ~
exp 51( £ )8x2( 1 ) 2 /82( 5 ) 83;% ( 1 ) Y (111123)
u, = 0 sur '
uz, est périodique selon z; sur ¥, U X;.

Par le méme procédé utilisé dans les propositions 28 et 29 et grace aux résultats de la proposition
26, nous montrons une convergence exponentielle de la différence entre la solution u. et la
solution de la loi de paroi explicite d’ordre 2. En effet, il suffit d’introduire I'approximation

couche limite d’ordre 2. Le résultat de convergence est alors le suivant :

Proposition 30. Soit u. la solution du probléme (I111.1). Alors il existe une constante K
strictement positive indépendante de € telle que la loi de paroi explicite d’ordre 2 satisfait
1 _1
HV<U/5 — uzxp)HLz(QO) < K e = et HUE — ugpoLz(Qo) < K e =. (111124)
Remarque 9. On voit que ces deux derniers procédés ((I11.109) et (I11.123)) sont explicites.

Ils dépendent du calcul préalable de u' et u?.

Question : Une question que nous pouvons poser : Existe t-il un moyen d’éviter la dépendance

des lois de paroi d’ordre élevé par rapport aux approzimations d’ordre inférieur ?

Pour éviter d’avoir a calculer u! et w?, D. Bresch et V. Miligi¢ [28] ont alors eu lidée de

transformer les lois (I11.109) et (II1.123) en des lois de paroi implicites.

4.3 Loi de paroi implicites

Pour répondre par 'affirmative a cette derniere question on se propose de résoudre pour la loi
de paroi d’ordre 1 implicite le probleme elliptique suivant, avec une condition aux limites de
Robin :
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—ATL, = C sur Qg
T! = & ((%,0) Oy (z1,0) sur °
imp e’ Ox2 ’ (111125)
The = 0 sur '™
Tilmp est périodique selon xq sur >, U X;.

Pour la loi de paroi d’ordre 2 implicite, on se propose d’étudier le probleme aux limites avec
une condition de Type Wentcel [23, 44, 57] :

—ATE, = C sur
2 _ 1 aTizmp e2 1 82T12mp 0
Top = 5i(%,0) T (21,0) + S 52(%,0) 523 (21,0) sur ~y (111.126)
Th, = 0 sur ['>°
Tfmp est périodique selon z; sur 3, U X;.

Etude de la loi de paroi implicite d’ordre 1
Comme nous aurons recours dans cette partie a une formulation variationnelle, rappelons brie-

vement l'espace fonctionnel H e ro (£20) prenant en compte la condition aux limites de Dirichlet
Hperr= () = {v € H'(Qp),v = 0 sur I, v est périodique selon z; sur 3, U X, }.

Nous montrons dans le théoreme ci-dessous 1’existence et 'unicité de la loi de paroi implicite
d’ordre 1.

Théoréme 6. On suppose que le bord P° est suffisamment régulier et qu’il ne coupe l'interface
fictive T'y en aucun point. Alors le probléme variationnel (I111.125) admet une unique solution
dans Hper ro (Qo).

Démonstration. Nous commencgons par écrire une formulation variationnelle du probleme aux
limites (II1.131). Soit v € Hperro(€29) une fonction test, alors par la formule de Green, nous

avons

(© g, = (=BTl )y = (TTh, V), — [ Doine

imp imp Q0 an
oYL
_ 1 imp
= (V" - VU>QO+ Pt
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I11.4 Loi de paroi multi-échelle

Dans la suite, nous définissons a(- , -) la forme bilinéaire suivante

8T1 Tl (C(]l O)
1 1 Z imp 1 _imp ATy 7/
(Tlmp ) ) <VT1mp ) VU>QO + /YO 81'2 <VT1mp ’ VU> Qo * /YO €B1(x1 0) ! dwl,

et [(+) la forme linéaire telle que

I(v) =(C, v)g, =C Qov(x) dx.
Remarquons que si I'on suppose que le bord P est suffisamment régulier et qu’il ne coupe pas
I'interface fictive I'y en aucun point, alors il existe une distance minimale 0 > 0 qui sépare les
deux bords P° et T'y. Grace au principe du maximum, nous pouvons montrer que la solution
microscopique 1 est bornée et que 0 < € < ¢f; < 1. De plus l'inverse de £3; est borné et

1
—c |1, — {pourtout5>0.
e

Par allleurs sous 'hypothese ci-dessus, nous pouvons vérifier que la forme bilinéaire a(- , -)
est continue, coercive sur Hpe r(€29). En effet, il existe une constante Cj strictement positive

(qui ne dépend que de € pour tout € # 0) telle que

im l‘l,O)
(Vi 0| = / Vi V0 dw+/ ﬁ v(21,0) da;
< Q VTllmpVU dx + — ’/ Tlmp 71,0) v(z1,0) dry
0

(HVTlmp||L2 Qo) ”VUHL2 (Q0) + HTlmpHLQ(’YO)HUHLz(“/O)) COHTII’ang{per,FOO ||U||f}fper,r‘°°7

et il existe une constante aq strictement positive indépendante de ¢ telle que

) (Tllmp ) Tllmp)’ HVTIIHPHLQ Qo) + ”TlmpHLQ('y a0|’T1mpHﬂ{per,poo'

La forme bilinéaire a(- , -) est donc continue, coercive et la forme linéaire [(.) est continue sur
Hperre(€20), alors par le théoreme de Lax-Milgram (voir [29]), nous montrons que le probleme
variationnel (II1.125) admet une unique solution dans Hpe; r(£2). La démonstration est com-
plete. O]

Nous allons montrer dans les théoremes ci-dessous les résultats de convergence de la solution u,

par rapport loi de paroi d’ordre 1 implicite pour les normes L?(Qq) et H'(€g). Nous prouvons
une convergence dans L?()) en ordre O(g) et dans H'(Qp) en ordre O(1/2).
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Remarque 10. Nous mettons l'accent sur le fait que D. Bresch et V. Milisi¢ dans ([27, 28]) ont
u. — YL ‘

3 .
imp en ordre O(e2). Par comparaison

montré un tauzr de convergence de la norme ‘ L2@0)
a notre résultat présenté dans le théoreme 8, nous ne retrouvons pas le résultat de convergence
énoncé dans [[28], p15] et [[27], pb] reliant la solution u. et la loi de paroi d’ordre 1 implicite.
Notons que nous ne retrouvons pas le résultat de la premiere inégalité de la démonstration du
théoréme 5.1 dans [[28], pl6|, plus précisément, au niveau du gradient de la différence entre
la loi de paroi explicite d’ordre 1 et la loi de parot implicite d’ordre 1. Cette estimation influe

immédiatement sur le taux de convergence.

Théoréeme 7. Sous I’hypothése du théoréme 6, nous avons :
IV (ue — Yool r200) < KV, (I11.127)

ou K une constante strictement positive indépendante de €.

Démonstration. Nous appelons 7! I’erreur entre la solution wu. et la loi de paroi implicite

imp,e
Tilmp d’ordre 1. Grace a la loi de paroi explicite Uéxp d’ordre 1, nous écrivons rilmpya sous la
forme suivante
7dilmp,s = Ue — Tllmp = (uf - uéxp) + (uéxp - Tilmp)‘
(I11.128)
= 7ixp,s + :Rl
Par I'inégalité triangulaire, nous tirons
Hvrilmp,sHLQ(Qo) < Hvr;xp,EHLQ(QO) + ||VR1HLQ(QO)' (111129)
D’apres la proposition 28, nous avons
IVrLe ol 2o < Ke?. (I11.130)

Il nous reste a estimer ||VR;||r2(q,). Pour ce faire, nous allons chercher a résoudre le probleme

aux limites suivant

—Ale = 0 sur Qg
Ry = 0 sur ' ( )
o7l I11.131
:Rl = 561(%a0) %(mlao) - a;r;p(zlao) sur ’YO
R est périodique selon xq sur X, U Y.
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On notera que la condition sur le bord 7° peut se ré-écrire sous la forme d’une condition aux
limites de Robin. En effet,

0R, B T [ Out 8T11mp 1 ORy
Ri(z1,0) — 5&1(* 0)8 T (21,0) = 851(?,0) S ——(21,0) — Oy (21,0)| — 551(;@)@
B 1 [ Ou' oY 11mp 0R,
_851(?,0) _871‘2(:(:1,0)_ < ax2 (1’1,0)—0—67%(.%1,0)
B T [ Out My,
—851(?,0) _871‘2(1.170) — 8x2 (SCl,O) .
(I11.132)

Par la formule de Green, il est alors facile de vérifier que la formulation variationnelle du

probleme (I11.131) est donnée par

OR4 OR4
(—AR; | V), = (VRi | Vo) — /89 v = (VR Vo), A Goov=0.  (UL133)
Nous définissons a(- , -) la forme bilinéaire suivante
R VR, Vo) 10) d I11.134
a(Ri , v) = (VR, , Vo) +/0651 ) ¢ (II1.134)
Grace a la condition de Robin et par un simple calcul, nous avons
:Rl Ty, 0)
a(Ry, v) = (VR , Vu)g +/0€61 )Ud$1
oul, OR
<V:R1 s VU +/ [ $1,0) — 8;(;2p (3;'1,0) + ax;] (¥ dl’l (111135)

- N ol v
/ 8962 371, B 8352 (-Tl, v

Remarquons que la forme bilinéaire (I11.135) dépend de la loi de paroi explicite d’ordre 1 et de la

loi de paroi moyennée d’ordre dans 1, sur le bord 4Y. Pour cela, posons la quantité z = u! — U}

exp
solution du probléme aux limites avec condition de Dirichlet non-homogene explicite sur 7° :
—Az = 0 sur €2
z = 0 sur ['™ (111.136)
o= e (@,0) (2,00 =B sury '
z est périodique selon z; sur X, U 3.
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A Taide de la formule de Green, il vient que la solution z du probleme (II1.136) est issue de la

formulation variationnelle suivante

0z 0z
(—Az, v)g, = (V2 , Vo), _/aﬂoan“: (Vz, Vo)g, +/708372 _0
Nous tirons donc que
0z
_ = [ . I11.1
(Vz, V), /70 B, v (II1.137)

Remplagons cette derniere relation (II1.137) dans l'expression de la forme bilinéaire (I11.135),
il vient

a(Ry, v)=—(Vz, Vo), .

0

(111.138)

En prenant v = Ry dans (I11.138), il suit

VRl 200y < V2] 20y -

Nous écrivons 'expression de z sous la forme suivante z = u' — u, + u. — ugxp et par inégalité

triangulaire, nous avons

IV Rl 200y < 12120y < |V (ue =) .

+ HV(UE —Uul )

exp

L2(Qo)

Grace aux propositions 23 et 28, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

indépendante de ¢ telle que
IVR N 200y < 1V2l 20y < K (VE+ET) 2K VE. (I11.139)

Nous remplagons les estimations (I11.130) et (I11.139) dans (I11.129) et nous obtenons le résultat.

La démonstration est compléte. O

Théoreme 8. Sous les mémes hypothéses du théoreme 6, nous montrons qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de € telle que

e — Tinpll2(00) < Ke. (I11.140)
Démonstration. Par la méme méthodologie de la derniére démonstration, posons r{,, . erreur
entre la solution u. et la loi de paroi implicite Tilmp d’ordre 1. Nous pouvons écrire rilmpﬁ sous
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la forme suivante

imp,e — imp — exp exp — Limp
= réxp,g + Ry
A Paide de Pinégalité triangulaire, nous avons
[Tmpelz2@0) < Irespellzz@o) + 1R1 2 () - (IT1.141)
D’apres la proposition 29, nous avons
Irepell 200 < Ke*. (I11.142)

Estimons maintenant [|R:||z2(q,). Pour ce faire, il suffit de récupérer des estimations de trace

sur l'interface 4°. En effet, par une simple majoration, nous avons

2 n g Rl 0)
IRalfm = [, 1Ralon OF dox = [ 51,0 ey o

Rl 0)f (I11.143)
< ||51||L°°(w0)/0 ﬁ dwy.

Cependant, si nous combinons les deux expressions (I11.134) et (I11.136) de la forme bilinéaire

associée a la formulation variationnelle du probleme aux limites (I11.131), il vient
(Vz, Voo +(VRi, Vv)o = — /0 €51 v dxy.

En prenant v = R; dans cette derniere égalité, par I'inégalité triangulaire et grace a la premiere

inégalité de l'expression (I11.139), nous obtenons la majoration suivante

1 (Ri(21,0)°
*/0 dry = —(Vz, VRi)g — (VRi, VRi)g <[(V2, VRi)g, + (VR , VRi)g, |
Y

2
VR 200y 1IV2l 1200y + IVRLL2 ()

<
<2 ||VR1||L2(QO) ||VZ||L2(QO) :

Nous remplagons cette derniere inégalité dans (I11.143) et en utilisant les résultats obtenus

précédemment dans (I11.139), nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive
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indépendante de ¢ telle que

2
H:RIH%/Q(,YO) < 28H61HL°°(’70) HV:RIHL2(QO) HV’ZHL2(QO) < 25”61”[/00(70) (QK\/E) < KgQ_ (111144)

Pour pouvoir estimer I'erreur R; dans la norme L*(€)), la technique de dualité (ou de transpo-
sition) nous ramene a relier | Ry || 2(q,) avec [|Ry[|2(0y. Pour ce faire, nous partons du probleme

dual. Etant donné ¢ € L*(), nous allons chercher & résoudre le probléme suivant

w e HZ(Q())
—Aw = sur Qo
w= 0 sur ' uq?

w est périodique selonz; sur X, U X;.

Nous cherchons la formulation variationnelle. Par la formule de Green, nous avons

ow
(¢, le)QO =—(Aw, le)go = (VR 7vw>go —/ Ri =
9  On
(IT1.145)
(AR Vo + 0R, / :Rﬁw /:R(‘)w
= — w w— — — = —
D T foa, T on 000 | On 0 on
L ow ., . : o . .
Précisons que — désignera toujours la dérivée par rapport a la normale sortante du domaine
n
Q. De Dexpression (I11.145) et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suit
ow ow
L Ry | < / R S <R aw . ,
o Fadau| <| [, B | < WRillizcn | 5| (I11.146)

Ainsi, grice a I'inégalité de Rellich [61, p 261-263], il existe une constante K strictement positive

Nous injectons cette derniere inégalité dans (I11.146), nous avons

telle que

< Kol p2ay) -
L2(v9)

Oy

‘<90 ) :R1>QO

<K H:RIHL2(,YO) H§0||L2(QO) . (111.147)

En prenant R; = ¢ et a 'aide de I'estimation de trace (I11.144) sur I'interface 4°, nous montrons
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qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que
HIRlHsz(Qo) <K |]5€1|\L2(70) < Ke. (I11.148)

Pour finir, nous regroupons les estimations (I11.148) et (II1.142) dans (II1.141). Alors il existe

une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que
Irhap e l2220) < g ellz20o) + [Rallz2e) < K (€2 +€) < Ke.

La démonstration est complete. O]

Remarque 11. Si nous devons comparer les résultats de la proposition 29 et du théoréme
8. Bien entendu, la loi de paroi implicite d’ordre 1 donne de moins bons résultats que la loi
explicite d’ordre 1, cette derniére contient l’information exacte des correcteurs couches limites
sur Uinterface 4°. Néanmoins, la loi implicite nécessite seulement la connaissance de la trace du
probléme cellule sur la fronticre fictive, nous avons ainsi une loi de paroi de type SAFFMAN-

JOSEPH qui contient des oscillations microscopiques.
Il est naturel de se poser la question suivante :
Question 2. Peut-on obtenir des estimations d’erreur pour la loi de paroi implicite d’ordre 27

Cette question est intimement reliée a 1'étude des conditions de type Wentcel [23, 44, 57]. Les
conditions aux limites de probleme (I11.126) contiennent des dérivés normales du second ordre.
Toutefois par manque de temps, nous n’avons pas effectué une analyse complete de la loi de
paroi implicite d’ordre 2. Montrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme avec loi de

paroi implicite d’ordre 2, reste un probléeme ouvert.
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5 Appendice

5.1 Construction des nouvelles lois de paroi

L’objet de cette sous-section est de présenter des nouvelles méthodes pour construire des lois

de paroi pour de domaines rugueux. Nous citons les travaux de D.Bresch et V.Milisi¢ [27].

La théorie de Jager et Mikeli¢

L’ordre principal «°, si I'on considére formellement la limite quand ¢ tend vers 0, est solution
du probleme (II1.2). W. Jager et al. considerent I’écoulement de Poiseuille de (II1.2) dans €2

et le prolongent par 0 sur tout le domaine .\, c’est-a-dire que :

¢ 1— d Q
Wy =19 2 (1=2) dans ’ (I11.149)
0 dans .\ .

Ils corrigent cette solution en compensant le saut sur le gradient localisé sur l'interface Y. Ils

recherchent une fonction 353, 1 périodique en y; et solution du probleme cellule suivant

—ABjig1 = 0 dans Z

—ABjig1 = 0 dans P

[%} = C  surTy (I11.150)
Brsg: = 0  sur P°
Biig,1 est périodique selon y; sur I'; U T,

ou les crochets [.| désignent le saut a travers l'interface fictive I'y. Comme cette fonction est
harmonique dans Z*, elle tend vers sa moyenne 3,1 = 1_1}111 Biaga (Y1, y2) qui n’est pas forcé-
Y2 o

. . . . \ x
ment nul. Pour construire le correcteur couche limite, on soustrait cette constante a By;g 1 ()
€

sur le domaine € pour limiter l'erreur sur I';. La solution est alors discontinue a travers ~°.
Ils définissent donc le «contre-flot » d(-) solution de (II1.50) :

—Ad=0 dans Qo
d =0 sur [
d =1 sur A°

d est périodique selonz; sur X, U Y.

Rappelons que la solution est explicite et donnée par : d(x) = (1 — x2), pour tout = € .
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Ils posent finalement 1’approximation de Jager d’ordre 1 a l'itération 1 :

du x _
u}ég,l(‘r) = uo]l[ﬂo] + gaiw(;(xh 0) <6Jég,1 <€> - (1 - d)ﬂJég,l]l[Qoo

C " (III.151)
= Ugag + 55 <5Jag,1 (€> - xzﬁJag,ﬂl[QO]) .

Par la méme méthodologie par 'approche d’Achdou et al, nous améliorons les ordres de conver-
gence obtenus dans [27]. En effet dans [27, page 3], D. Bresch et V. MiliSi¢ ont montré que
Papproximation uj, ; & l'itération 1 par I'approche de Jéger converge vers u. dans H'(€.) en
ordre O(e) et dans L%(€) en ordre O(e2).

Comme précédemment ’amélioration de la vitesse de la convergence repose essentiellement sur
I'inégalité de Poincaré dans la partie rugueuse (voir Chapitre I, Section 3, Proposition 3). Nous
montrons un taux de convergence en O(g2) pour la norme H(€2.) et en O(¢2) pour la norme

L?(Qp). Nous énongons sans démonstration la proposition suivante :

Proposition 31. Soient u. la solution du probléme (I111.1), ugég lapproximation de Jager
d’ordre O et u}égJ lapprozimation de Jdger d’ordre 1 dans )., alors :
~ L’erreur d’ordre 0, €};, = u. — ulj;, vérifie

leSaellimon < Ve et [leSigllz < e

’ ’ S 12548 ; 1 1 S0
- L’erreur d’ordre 1 a litération 1, e}y, = u. — uj;, ; vérifie

3
lesiglla) < €2 et ledsgllrzing < €

Remarque 12. Nous mettons l'accent sur le fait que l'erreur e}ég n’est pas harmonique sur
tout le domaine Q.. En effet, nous avons Aej, = Aue — Augy, , = Cligq, dans Q.. De ce
fait, la convergence de lapprozimation de Jiger d’ordre 1 vers u. dans H'(Q.) avec un tauz de

3 .
convergence en ordre O(ez) est due au terme source dans la partie rugueuse.

Lien entre Jiger et al et Achdou et al

Nous rappelons que uOAdL1 est 'approximation couche limite d’ordre 0 par 'approche d’Achdou

et al. (par le développement de Taylor a l'ordre 1 de I’écoulement de Poiseuille) :

u%ch,l = ugxt,l(x) =

% x9 (1 —xy) dans Qo
¢ x dans  Q.\Qp.

2

et ulAC}L1 est 'approximation couche limite d’ordre 1 a l'itération 1 par ’approche d’Achdou et

al.
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ou Ty T -
U/I\ch,l(x) = ugxt,l( )+ 5870(1;17 0) (ﬁAchl ( : 2) — Bach,1 132) .
T2 e’ ¢€
Pour relier 'approche d’Achdou et 'approche de Jéger, il suffit de remarquer que
Upch,1 = Ujzg T %(iﬁ, 0) z2 Lio.\0q- (I11.152)
2

On peut également remarquer que les correcteurs peuvent étre reliés par un relevement localisé

sous la frontiere fictive I'y, c’est a dire

Bacn1(y) = Biag,1(y) — y2lipo), (II1.153)

ceci implique qu’a I'infini les deux solutions convergent vers la méme limite Sach1 = Biag1 = Bi.

Pour les correcteurs couches limites respectifs, on a donc en résumé :

8u0

U}xch; = ngm( )+ 5872(%7 0) <5Ach 1 < > Br 902)

Ouyg Oug T T —
= (ugég + 6772(901»0) T2 ]1[95\90]> + 587@(901,0) <5Jag,1 <€> - ;1[95\90] - 51@)

Oug _ _
= Ujsy + oy % (21,0) (ﬁlag, ( ) — Brzal g0y — 51I2]1[QO])

Oug
= u%ég,l - 583:2 (951> )51 z2 Lig.\qq)-

(111.154)

Par des simples calculs, nous montrons trivialement les résultats de convergence suivants

Proposition 32. Soient u}é&l Uapprozimation de Jager d’ordre 1 a ['itération 1 et ukch’l lap-
proximation couche limite d’ordre 1 a l’itération 1 par l'approche d’Achdou et al, alors il existe

deux constantes Cy et Cy strictement positives indépendantes de € telles que

5

3
A1 — Wysg1 1m0y < Ch €2 et uhens — Uysgallr2n) < Co 2. (ITL.155)

Remarque 13. Les deux approximations d’Achdou et de Jager ménent aux méme lois de parois.
En effet, nous avons exploré une relation liant les deux approches et nous avons montré qu’elles
peuvent étre déduites ['une de l'autre et que de plus leur différence est d’ordre plus élevé que

Ueffet de rugosité. Ces deux approches donnent lieu da la méme loi de paroi.
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Par un simple jeu d’écriture nous justifions que les résultats obtenus dans les propositions 21 et
31 (pour l'amélioration de la vitesse de la convergence par rapport auz résultats obtenus dans
27, 28]) sont cohérents avec le taux de convergence obtenu dans la proposition 32. Rappelons
que nous avons montré dans la proposition 21 que lapprozimation couche limite uyy, ; par
Vapproche d’Achdou et al. converge vers u. dans H'(9.) en ordre O(e?2), ainsi que dans la
proposition 31, le tauxr de convergence entre la solution exacte u. et l'approximation u}]é-l&1 a
l'itération 1 par l'approche de Jdger est en ordre O(sg). Ceci implique directement, par une

simple inégalité triangulaire, que

3
2

o
ol

+5)<2Kg.

Jtuhens — Waga llm @) < thens — el + lue — g lm @) < K (5

5.2 Rappels sur I’homogénéisation d’EDP elliptiques
Homogénéisation périodique

Le but de la théorie est de décrire les propriétés macroscopiques (modélisant par exemple la
diffusion de la chaleur) de matériaux composites, qui sont un mélange de deux ou plusieurs
constituants. Deux échelles caractérisent donc le matériau, I'une microscopique, décrivant les
hétérogénéités, et I'autre macroscopique décrivant le comportement global. Mathématiquement,
il s’agit d’étudier le comportement asymptotique, quand un parametre tend vers zéro, d’une
équation aux dérivées partielles a coefficients oscillants, dépendant d’un petit parametre. Ce
parametre décrit les hétérogénéités, qui sont petites par rapport a la taille globale du composite.

Soit Q un ouvert borné de RY, et u. solution du probléme aux limites (AE) pour tout & > 0

Acu. = f sur

(AE) :
u. =0 sur 0f),

ou f est le terme source et A. est défini comme suit

Ae = —div(A°V) = — g: 0 a; o
< N 81,3 gl 8;1:j ’
A® est une matrice Y-périodique telle que

ij

az;(z) = a;; (i) dans R", Vi,j=1,..N

Af(z) = A <§> = afj(x)mi,jg]v, Vi, j=1,..N
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a;j est Y — périodique, Vi,j=1,..N

et Y présente la cellule de référence définie par Y =|0,1;[x]0,lz[x.....x]0, N[, avec I, ..., Ix
des entiers relatifs positifs. La matrice A est définie positive, de plus il existe deux constantes
0<B<atelquepour E cRYN ety €Y,

N

aléf? < Z A (&g < BIE”.

i,j=1

Résultat de convergence

Nous énongons dans cette sous-section un résulat classique qui a été étudié dans plusieurs
travaux, parmi lesquels on cite les travaux de Sanchez-Palencia [67, 69], Bakhvalov [18], Ben-

soussan, Lions et Papanicolaou [20].

Theorem 5.1. Soit f € H () et u. la solution du probléme auz limites (AE), alors :

i) ue — U converge faiblement dans H, ()
i) A°Vu, — A’Vuy converge faiblement dans (L*(Q))V,

avec ug est ['unique solution du probleme aux limites

N 0 ( 0 811,0)
_ ad——] = f dans €2
iJZ:1 8@ J al'j

U =0 sur 0f).

Méthode multi-échelle : Développement asymptotique

Nous cherchons pour la solution u. un développement de la forme

+oo
U = Z b u, <$, i) = Uy (x, i) + cuq (:L‘, Zj) +€2U2 <x, j) + ...

1=0

ott les u; sont Y-périodiques. Soit la fonction ¥ = ¥(z,y) a deux variables de RY et nous notons

U (z) = ¥(x, g) avec Y= g
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Et par dérivation par rapport a x;, nous avons

8\118(33) oV (w x) +18\If (x x)
ox; C Ox; e edy; e/’

Adoptant I’abus de language signalé plus haut, compte tenu de I’expression de A., nous obtenons

AV, (z) = [(5_2A0 +e A + ﬂz)\l’} (33, i) ;

avec

i,j=1 i,j=1
0 0
A== (aij( ))
ij=1 Ox; O
Nous identifions les puissances successives de €. Nous allons résoudre le systeme infini d’équa-
tions
Aogug =0 sur Y
Ug Y-périodique selon vy,
Apul = —Aq ug sur Y
T Y-périodique selon y,
Agu? = f — A ul — As g sur Y
u? = Y-périodique selon y,
Aptsio = f— Ay usy1 — Asu sur Y
et pour tout s > 1, 0tst2 = f et 2 o
Usro =10 Y-périodique selon y.

Développement asymptotique pour 'opérateur de Laplace

Le principe du développement asymptotique multi-échelle consiste a chercher une solution d’une
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équation dépendant de e (seule I’équation doit dépendre de ¢ et non le domaine) sous la forme :

+oo : ( ZL‘)

Z E v \xr,— ).

i=0 €

Pour cela, on travaille de fagcon formelle en injectant cette forme de la solution dans I’équation
x

puis en identifiant les termes de méme degré en €. En notant y = —, on obtient une cascade
€

d’équations sur les deux variables macroscopique et microscopique, qui ne dépendent plus de

e. Par exemple, dans le cas :

— Développement asymptotique pour 'opérateur de Laplace dans la direction de périodicité.

+oo
On cherche les solutions de (ITI.1) sous la forme suivante : v(z) = Y &' v, (x, 1:1) :
i=0 <
alors formellement, on a :

~Bute) = S0 (5.5 ) + £ (0 (. 2) 0o (2. ) + Oren (7))
+oo " T " .

3 e O R T G R C S R L )R
=0

— Développement asymptotique pour 'opérateur de Laplace dans les deux directions

+oo
On cherche les solutions de (IIL.1) sous la forme suivante : v(z) =Y &' v; <x, a:) :
i=0 €
alors formellement, on a :

—Av(z) = SA, (:c, z) (A vy ( ) + div, (Vyvo) ( ) + divy (Vo) ( i))

+ g::gi (Ax'l)i ( x, ) + Ayviso | ( ) + div, (Vyvig1) ( ) + divy (V,vi41) (3: z>) )

Gréce aux cascades (dans une seule direction et deux directions), on arrive en général & mon-
trer que vy ne dépend pas de y et a déterminer toutes les fonctions v;. Pour cela, lorsqu’on
travaille sur des problemes périodiques dans toutes les directions, la méthode générale consiste
a moyenner une des équations sur une cellule de périodicité pour la variable microscopique. On
fait alors disparaitre la variable microscopique et on espere fermer le systeme et obtenir une

équation sur vy.
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Préservez votre droit de penser, car méme penser

mal est mieux que de ne pas penser du tout.

Hypatie d’Alexandrie (370-415)

est une mathématicienne et philosophe grecque.
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Chapitre IV

Etude de la régularité H2 dans des domaines

rugueux par les approximations couches limites

1 Introduction

Pour I'é¢tude de la régularité H? dans des domaines rugueux, nous présentons dans ce cha-
pitre une implémentation indépendante de la méthode variationnelle, réalisée dans le deuxieéme
chapitre de cette these. L’objectif premier de la réalisation de cette maquette est de pouvoir
prendre conscience des résultats obtenus par la technique variationnelle. Plus précisément, la
dépendance en ordre O(e™!) de la norme H? de la solution exacte du probléme (E). Cependant,
dans la littérature scientifique, les méthodes de développements asymptotiques ont été étendues
a d’autres problemes. Citons par exemple les travaux de G. Allaire [12], qui s’est intéressé a
I’analyse asymptotique dans des milieux poreux des problémes périodiques dans toutes les di-
rections. Pour une perturbation dans deux directions, il a obtenu que la norme H? est majorée
en ordre O(¢~!). Néanmoins, I'intérét principal de I'analyse asymptotique réside la plupart du
temps dans la possibilité de décrire le comportement prépondérant de la solution d’un certain
probleme lorsque I'un de ses parametres tend vers zéro ou l'infini ainsi que la description du
modele dépend de I'échelle a laquelle on se place. La conclusion de cette discussion est que
compte tenu de la perturbation selon une seule direction du domaine rugueux 2. (voir Figure
I.1), nous espérons améliorer la dépendance en ¢ de la norme H? de la solution exacte associée
au probléme aux limites (E) introduit dans le premier chapitre.

Avant d’entamer le contenu de ce chapitre proprement dit, nous voudrons formuler quelques
rappels d’ordre général concernant les deux derniers chapitres. D'une part, dans le deuxiéme
chapitre pour I'étude variationnelle de la régularité H? du probleme modele (E) et afin d’évi-
ter toute difficulté technique lors du redressement de la couche rugueuse, nous avons pris la

géométrie illustrée dans la Figure [.1 avec une paroi rugueuse réguliere. D’autre part, plusieurs
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ingrédients techniques sont présents dans le troisieme chapitre de cette these concernant les
méthodes de construction d’approximation couche limite. Nous avons dérivé des approxima-
tions couches limites par I'approche d’Achdou et al. associées au modele d’écoulement sanguin
modélisé mathématiquement par le probleme (E) mais avec un terme source réel, et nous si-
gnalons que le bord rugueux peut étre lipschitzien.

Le but a présent est de décrire une étude assez typique, ¢’est pourquoi on s’affranchit autant que
possible des contraintes techniques en imposant des hypotheses un peu fortes, pour se concen-
trer sur une étude par les méthodes d’analyse asymptotique proprement dites. Pour cela, nous
reprenons dans ce chapitre la méme géométrie illustrée dans la figure 1.1 avec un bord rugueux
assez régulier. Par ailleurs, il serait instructif d’étudier tout d’abord le modele d’écoulement
sanguin modélisé mathématiquement par le probleme aux limites ci dessous (II1.1) avec une

source réelle :

—Au, =C sur Q.
u. =20 sur [ U~

u. est périodique selonxz; sur X, U 2.

Résultat principal

En utilisant les approximations couches limites par 'approche d’Achdou introduites dans le

troisieme chapitre de cette these, nous allons montrer dans ce chapitre le résultat suivant :

Théoréme 9. La solution u. du probléme aux limites (I11.1) est dans H*(€).). De plus,il existe

deux constantes Cpi, et Chay Strictement positives indépendantes de ¢ telles que

Chin Crmax
\/E < HU’€HH2(Qs) < \/E

(IV.1)

Au cours de ce chapitre nous nous servirons ponctuellement de certains concepts des espaces de
Sobolev. Nous définissons grace a la transformée de Fourier I'espace de Sobolev H*(R"), s > 0
tel que

H*(R™) = {u € L*(R")

/Rn(l +IEP)a©)]* dg < +oo} .

H?*(R™) est un espace de Hilbert muni de la norme :

lullfe = [ @+ 1P la)l de.

Nous renvoyons le lecteur & [1, 36] pour un exposé plus détaillé.
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De Théoreme 9, il est assez naturel de signaler que la solution exacte u. du probléeme aux limites
(I11.1) est singuliére a Pordre O(¢~2) pour la norme H2. Dans ce qui suit immédiatement, nous

allons donc énoncer 'inégalité d’interpolation dans un domaine rugueux :

Corollaire 1. Etant donné un nombre réel s € [1,2]. Alors il existe une constante Ciy stric-
tement positive indépendante de ¢ telle que la solution du probléme aux limites (I111.1) satisfait
lestimation suivante

(1-s)
me(0.) < Cint € 2

(IV.2)

e |

Preuve. Soit u. la solution du probleme aux limites (II1.1). Nous définissons le nombre réel
s € [s1,82] :=[1,2] de sorte que s := fs; + (1 — 0)sy =2 — 0, avec 0 < 0 < 1. En utilisant

I'inégalité fonctionnelle d’interpolation, nous avons

lucllis ) < Nue o o e e,

Ainsi, graces aux inégalités [Théoreme 1, (1.8)] et [Théoreme 9, (IV.1)], il existe une constante

Cint strictement positive indépendante de ¢ telle que

||u5|

0 ~1-6 2 0 o/ 1\’ a-o)
ms (o) < sup(CY, Cpb) (4(1 +e)° + 1) < mes(Qg)) 7 <Cippe 2 .
Nous achevons la preuve en remplacant I'expression de s = 2 — 0 dans la derniere inégalité. La

preuve est complete. O

Remettons l'accent sur le fait que l'ingrédient principal pour montrer les résultats ci-dessus
est 'utilisation des approximations couches limites d’ordres 1 et 2.

Nous avons choisi de commencer notre étude par :

2 Etude de la régularité H? par I’approximation couche

limite d’ordre 1

Cette section est principalement consacrée a étudier le comportement de la norme H? associée
au probleme aux limites (E) avec une source réelle, en utilisant 'approximation couche limite
d’ordre 1. Dans une premiére sous-section nous vérifierons que la norme H? de I’extension d’ordre
1 du profil de Poiseuille dans le domaine rugueux €). est bornée. Apres avoir établi quelques

estimations du correcteur cellulaire d’ordre 1, nous montrons que la hessienne de ce dernier est
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singuliere en ordre O(s_%). Dans le méme contexte, nous tenterons a prouver que le profil de
I'approche couche limite d’ordre 1 est singulier pour la norme H2. Nous expliciterons autant
que possible les détails des calculs, nous pouvons également énoncer un résultat de régularité
H? et d’estimation a priori. En effet, la différence entre I'approximation couche limite d’ordre
1 et la solution exacte u. est majorée a l'ordre O(g_%). Enfin, nous concluons que la norme H?
de la solution exacte u. du probléme aux limites (I11.1) est majorée & I'ordre O(e~2).

Nous entamons la démarche par :

2.1 Régularité H? de ’extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille

Rappelons tout d’abord I'expression (I11.3) de 'approximation d’ordre 0 par 'approche d’Ach-

dou et al.

T2 (1 — ZL'Q) dans QO

% T dans  Q.\Qp.

u%ch,l = ugxt,l (I‘) - 8u0 -

U dans c
2
prs (1,0) 29 dans .\ {

Le but de cette sous-section est un résultat assez simple, essentiellement calculatoire. Nous
établissons que la norme H? dans le domaine rugueux €). de lapproximation d’ordre 0 par
I’approche d’Achdou et al. est majorée par une constante. Autrement dit, nous montrons la

proposition suivante

Proposition 33. Pour tout € < 1, il existe une constante Ky strictement positive indépendante

de € telle que
[t |12 (020) < Ko (IV.3)

Preuve. La forme de la solution ug,, , est explicite dans Q.. En effet, nous prolongeons linéaire-
ment la solution ug de 1’écoulement de Poiseuille dans €y par son développement de Taylor a

I'ordre 1 dans la partie rugueuse. Par conséquent, un calcul explicite donne

C 2 C \?

fubaillaay = [, @4 dr+ [ honde= [ (GraQ-wn) ot [ () de
C\? [ o\ 2 0 ) L/C\*[1 o1\

=1(5) (fo (v = a8) dot [, o3 d”):g(g) 0 (D))

Pour le gradient de I'extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille, nous prouvons la majoration

suivante
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C 2 O\?
||Vu2xt71||%2(95 / vuextl )V2dw + QE\QO(VUSXtJ)de = /Qo (2 — C’xg) dx + o0 <2> dz

C 2 0 2 ~
=L 1-2 d d < LC*(1 %) .
(5) ([ 0-2ca dn+ [, an) <Lc?a+elnli

Il est clair que dans Papproche v, il n’y a pas de saut de gradient sur l'interface 7°, donc a

l'aide d'un calcul similaire, nous montrons que la Hessienne de ul,, ; vérifie

2 2 2
gy gy
— ex d ex d
/QO ( 03 > v Q:\Q0 ( 03 ) *

L?(Qe)

2
a extl

03

| Hess(uly )|

2
L2

=C?% | dx=LC?%
Qo

Nous regroupons les résultats obtenus, nous montrons que la norme |[ud ,|lu2(o.) est bornée

par une constante K strictement positive indépendante de . Ce qui acheve la preuve. O

2.2 Régularité H? de correcteur couche limite a I’ordre 1

Nous rappelons dans cette sous-section 'expression (I11.52) de 'approximation couche limite &

I’ordre 1 par I’approche d’Achdou et al.

o e Ou T, T _—
W) = s (2) + 1 500, 0) (80 (L) < B

Signalons que la dérivée partielle d’ordre 1 de wg sur le bord 7° vérifie toujours g“o (r1,0) = %
Nous allons effectuer I’étude de la norme H? du correcteur couche limite & l'ordre 1. Dans la
proposition suivante, nous cherchons a exprimer la Hessienne de correcteur couche limite 5 a
I’échelle macroscopique en fonction de celle a ’échelle microscopique.

Précisons tout d’abord que la notation D? présente la Hessienne dans le domaine rugueux (2.

et D; désigne la Hessienne dans le domaine cellulaire Z+ U P. Alors nous avons

Proposition 34. Soit 51 la solution du probléme microscopique (111.20), alors il existe eg > 0
et deux constantes Ky et Ky strictement positives indépendantes de € tels que pour tout € < &,

telles que

U2 <<z

K
L2, 7; |3 L2z+up)° (IV.4)

%\
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approximations couches limites

Preuve. Nous introduisons la transformation ¢.(z) = y = (¢l(z), ¢2(z)), le C*-difféomorphisme

telle que
x
¢ (x) =y = ?1
20—, _ L2
QS&(IE) - y2 c )

dont le jacobien est donné par |J¢.| = 6% Par un changement de variable de I’échelle macro-

scopique a I’échelle microscopique du différentiel d’ordre 2 du correcteur couche limite (31, nous

obtenons :
H 261 / Z B (1 2)‘ dxy dxs avec € = i pour k € N*
L2(Q) Ilzj - , T
(rﬁe) 2 4 ,
- —~0;., e2d
,gl /(Z+Up)k ijzl £2 7YY Bl(?J) Y

i,7=1

L
S 2me (/z+uP) g2 Z ‘ by 1 ) dy) '

Il est immédiat que

L
|26, 2“7; D24 (IV.5)

L2(z+up)’

Nous multiplions la derniere inégalité (IV.5) par £, nous obtenons la premiére majoration voulue

| L
avec comme constante K; = o Il nous reste a démontrer la minoration énoncée dans (IV.4).
7T

Pour cela, nous utilisons astucieusement une propriété de la partie entiere, ¢’est a dire la relation

suivante
L L L L L L
— < — — 1<E< )<<E<) 1, tout < —.
4re  2me 2me 2me 2me + pour tout < 4
On s’apercoit par un simple calcul que
D? 2 2 2
9 () du = / 9 £2d
H /81 LQ(Q /;25 ZJZ:1 Tilj /81 e = (Z+UP)I€ ijzl 82 YilYj 61 (y) y

L
2@ (/Z+Up) 22 Z ) s B1(Y ‘ dy),

i,7=1
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IV.2 Etude de la régularité H? par ’approximation couche limite d’ordre 1

Il existe donc une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

L \3
=)
LQ(QE) 471'83

Nous achevons la preuve en multipliant I'inégalité (IV.6) par €, ce qui donne la minoration

Ky
L2(z+upP) = 37

2 o)

D3|

énoncée. La preuve est complete. O

Dans le théoreme suivant, nous établissons un résultat que nous utiliserons la suite. Nous
montrons que la Hessienne de correcteur couche limite ; d’ordre 1 a 1’échelle microscopique

dans un domaine non borné (Z* U P) est majorée par une constante.

Théoréme 10. Soit 3, € DY*(ZT U P) la solution du probléme microscopique (I11.20), alors

il existe une constante Ks strictement positive indépendante de € telle que

gl

< Ks. (IV.7)

L2(Z+TUP)

Démonstration. Nous voulons expliquer rapidement dans cette introduction I'idée directrice de

notre démonstration.

1. Partie I : D’une fagon analogue a celle utilisée dans la premiere section de ce chapitre
pour démontrer la régularité H? par la formulation variationnelle, nous introduisons une
partition de 1'unité sur des pavés @,, sous la forme @Q,, =0, 27[x]|2"~1 5(2""1)[avec n € N.
Ensuite, nous établissons des estimations locales en utilisant les résultats de la régularité
H? [40, Evans| afin de prouver que la Hessienne de correcteur couche limite est d’ordre
O (2™).

2. Partie IT : Nous sommons les normes sur tous les pavés sur lesquels nous avons établi
des estimations locales, ainsi nous utilisons les résultats des propositions 17 et 18 afin de
se débarrasser du poids en O (2"). Nous prouvons que la norme L? de la Hessienne de

correcteur couche limite 3; & I’échelle microscopique est bornée dans Z+ U P.

Pour initialiser la démarche ci-dessus, rappelons le probleme cellulaire (I111.20)

—Ap= 0 sur ZTUP
Bi= —uy sur P
[1 est périodique selon g sur [ UT,.
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Nous introduisons la partition de I'unité ¢(-) telle que

{ o(ys) € C5°(Qo 5 [0,1]),  avee Qo =35, 3]
ply) =1 sur Q) =]1,2].

W
A - o
7 +/ \+ Y2
>

1

hl=

Figure IV.1 — Courbe de la partition de 'unité ¢

Ensuite nous définissons la fonction @, (-, ) telle que

Dl ) = o (22)
®, € C5°(Qy ; [0,1]), avec @, =)0, 2r[x]2"" 1 5 (2" 1)[

d,=1 sur @, =]0,2n[x]2", 2"+

Nous remarquons que ®g(y1,72) = @ (y2) et D (y1,y2) = P (yl,g—i). Le gradient du &,

vérifie
0o,
En 0 1
Vi) =1 58 [ = 1 iy | =5 VO
o ¢ (#)
ayz

Nous introduisons dans la suite de cette démonstration la quantité 5, (-) par
y -
Buly) =2 (22) (Brly) ~ ). (1v.5)

Nous vérifions aisément que 3,(y) = ¢ (gi) (B1(y) — B1) € H(Q,) et que B3, est la solution

faible de I’équation :

—AyBa(y) = — (;1)2 0’ (gi) (Brly) = Pr) — (;) o (gi) gi(y) = Fu(y).
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IV.2 Etude de la régularité H? par ’approximation couche limite d’ordre 1

La formulation variationnelle est donnée par

/Q VB, Vo dy — /Q Foody, Yoe H(Q).

A présent, notons Z la demi-bande infinie telle que

Z = 10,27 x |1, +00] C (UQ;>.

n

Une majoration brutale conduit alors

/(Z\% i>dy:/z(‘il\a;yj<5l—@l>’2> dygzlj\]@(z\%ﬁn\) g (IV.9)

’L]f

D’autre part, d’apres les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

8;-1;]- (SO <?2/i) (Bly) — Bl)) 2) d;iz dyy

N2
831‘2’]' (SO (22) (51(21, 2n22> - 61))‘ ) dz dz, avec z1 =y et 29 = g%

2

[ (S nof) o= [, (5

= @)~ /g) (XQ:

1,7=1

Pour simplifier la présentation de cette démonstration, nous notons la fonction Bn() telle que

Bn(2) = ¢ (22) (Bi(z1,2"2) — B1). En vertu de cette notation dans la derniére égalité, il suit

/(Z\W !)dy—@”) /Q<Z

u,j=1 0 \zj=1

. Bn(z)f) dzy dzs. (IV.10)

A ce stade nous faisons une petite discussion. Nous avons effectué un changement de variable
pour redresser le pavé Q’n en un domaine ne dépendant plus de n (par carte locale). Nous avons
changé les coefficients de l'opérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur Laplacien
déformé a coefficients variables dépendant de n). Sans établir tous les détails du calcul, notre

redressement est caractérisé par la métrique suivante

Notons A Popérateur Laplacien déformé qui s’écrit comme suit : A = 2"0.2 + 2%823.
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Avec les notations introduites, Bn() est la solution faible du probleme elliptique suivant
~ = " — ’ a Z ,2”2 —
— ABu(2) = =2"p (22) (51(21, 2"29) — 51) —2p (21) 51(8122) = F,(2) dans Qo
2
(IV.11)

B, =0 sur 00Q).

On peut adapter sans peine les études effectuées dans le deuxieme chapitre. En vertu des
preuves des propositions 6 et 13 (voir chapitre 1) et par des raisonnements similaires, nous
montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que nous

avons l'inégalité suivante

, QO)) (IV.12)

2 ~
.2, bn

s I

L2(Q6) (Hﬁn

Pour pouvoir exploiter I'inégalité (IV.12), nous calculons les normes H B

2
> |
ij=1

2Qo) |7 12(Qo)’

nous obtenons ainsi

(rere)'-(),
() ( [ o(Z) e -m

0 () (a1, 220) — )| dz)

2 % 1 %
i) = (5:) 18l

HBnLQ

et

|

N|=

20" (29) (Bu(20, 220) — Br) + 20 (1) O

2TL
97 (21,2"29)

2
dz)

2
dz)

L2(Qo) </

(Ll

dz> - (/QO

) (B1(21,2"22) — 1) dZ—i-/

N

0
290 (21) 8521(21’2%2)

2 :
( 51 21,2 22) 61)’ dZ+ aﬁl (2’1,2”22) dZ)
22
1 _ 2 05, >\
(2 "(B1(v1,y2) — 51)‘ dy+2n/Qn @(Z/hyz) dy)

2 1
<k (@9 1l + () 19l )

146



IV.2 Etude de la régularité H? par ’approximation couche limite d’ordre 1

Au terme de ces calculs, nous remplagons ces deux derniéres quantités dans (IV.12). Alors il

existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que

oL 2\ 2
L2(Q)) S K ((2 )? ”571”1;2(@”) + (2,1> ”vﬂnHm(QH)) . (IV.13)

3 e

7]7

zizj oM

Pour finir cette premiere partie, il nous suffit de regrouper les résultats obtenus. De (IV.10) et

(IV.13) il vient qu'il existe une constante K strictement positive indépendante de n telle que

zlz]

Z H yzygﬁn L2(Q.) 2n o Z ‘

i,j=1 i,j=1

L2 Q’)

Partie 11 :

Nous venons de montrer la premiere étape, il nous reste donc a montrer la deuxieme partie de
cette démonstration. Celle-ci se démontre grace aux résultats obtenus dans la premiere partie.
En effet, si nous injectons (IV.9) dans (IV.14), nous montrons qu’il existe deux constantes K

et Ky strictement positives indépendantes de n telles que

. Q,) Ky (27) (z 1Bl 2y + 3 19802 Qn>

neN

Z H yzy]ﬂl

7]_

12(2) S Z (Z H yzyaﬁ"

+ 3 1VBill 2 | -
L2@Qn) LA@n)
(IV.15)

K (2") (ZN [E

et [Vl

Pour pouvoir se débarrasser du poids d’ordre O (2"), étudions les normes Hﬁl - B Lo

dans le pavé @,. Bien entendu, pour tout « € |0, 1[ nous avons

L2(Qn) (/ ‘51 51’ dy) — (/Q ’eayQ(Bl _E)F 6_2o‘y2dy)%

< <€_2a2n1 /Qn ‘eaw (B — E)‘Q dy)é = Vero® [e®2(51 — B1) L2

|81 - By

et étant donné un réel a € }O, % {, nous avons aussi

3 1
Hv51HL2 = |V61’2 dy : — ’6Qy2v51|26_2ay2dy 2
(Qn) 0 0
< (6_2a2”1/Q |eay2Vﬁ1|2 dy)2 — Wneayzvﬁlnﬂ@n).
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1

En injectant ces deux dernieres inégalités dans (IV.15), alors pour tout a € }O, 3 {, nous obtenons

2
> 185,81 S+ Heayzv51]|L2(Qn)> . (IV.16)

2,7=1

<K %(2”) Ve (He“”(ﬁl - E)’

L2(2) L2(Qn

Bien entendu, I'utilisation des résultats des propositions 17 et 18 ainsi que du critere de d’Alem-
bert pour les séries nous permet de montrer la convergence des deux séries dans 1’expression
(IV.16). Autrement dit, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indé-

pendante de n telle que
[Hess (81)[ 122 < K avec Z = ]0,2x[ x ]1,4o00]. (IV.17)

Par ailleurs, grace au théoréme de la régularité H? dans un domaine borné & bord assez régu-
lier [40, Evans], nous concluons que la norme L? de la Hessienne de correcteur couche limite

f1 a Péchelle macroscopique est bornée dans (Z U P) \ Z. D’ott on achéve la démonstration. [

. Celle-ci ne consti-
H2(Q:)

tue en réalité qu’un intermédiaire pour démontrer le résultat d’estimation d’erreur a priori entre

Nous allons maintenant montrer une estimation de la norme Hﬁl - E‘

l’approximation couche limite d’ordre 1 et la solution exacte u. pour la norme H?, c’est a dire

le Théoréeme 12.

Proposition 35. Pour tout 0 < € < 1, il existe une constante K, strictement positive indé-

pendante de € telle que

_ K,
€ Hﬁl - 61‘ H2(0.) < % (IV.18)
Preuve. Nous partons de I'inégalité suivante
1 =Bl < (18~ Bl [9265 =B0 # 1920- F,) - V19
1 Ui, S 1 20 z(P1 Ul 20, 2 \P1 Nizan)
D’apres les formules de changement de variables dans les intégrales, nous vérifions
2 A— Blars) > 2
180 =T, = [ 3 (5) =B do= X (/Z AOE sdy>
e : k=1 \7(ZTUP) (IV.20)

S 2?5 <€2 /(2+Up) ’Bl <y) N Ef dy) ’
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IV.2 Etude de la régularité H? par ’approximation couche limite d’ordre 1

Nous pouvons également appliquer les résultats des propositions 17 et 18 (propriétés fondamen-
tales de la solution microscopique cellulaire d’ordre 1). Pour cela, nous rappelons tout d’abord

que la moyenne I' de la fonction (—7%) sur une période 27 est définie par

1

T= o [T (3) don

En utilisant le fait que (a + b)? < 2(a® + b?) pour a et b deux réels positifs, ainsi que pour tout

a réel strictement positif, il suit
Lo |90 =B dy = [ [0) =B+ T =T dy+ [ [sato) =5 dy
(Z+UP) P zZ+

2 ([ o) =B+ g+ [T ay)+ [ [sao) = B[ ay

e (3y(0)~ ) dy

2 (ﬁl(y) —E+f)‘2 dy+/ ‘ff dy) —i—/Z+ e 2ay2
8B+ T + 230l (T)°) + 30 - B

<2 </ e~ 2oz
P

<2 (e—QCW Y1)

L2(P, eov2) L2(z+, eo‘y2)

Pour pouvoir appliquer les résultats des inégalités (I11.33) et (II1.41), nous nous restreindrons
a a €0, %[ Nous avons donc Uexistence des deux constantes strictement positives Cy et K

dépendantes de « telles que

I8~ Bl

L2(2+uP) <2 <€_2a’y v) 02 ||Vy/81||L2 (P, covz) T 2 ( ) ) + Hvyﬁlnm Z+, eouz) <K

En remplacant cette derniere inégalité dans (IV.20), alors il existe une constante K strictement

L
oy <K 5 e (IV.21)

Nous nous intéressons maintenant a I’estimation du gradient de la différence entre le correcteur

positive indépendante de ¢

S

couche limite d’ordre 1 et sa moyenne dans le domaine rugueux €).. En suivant toujours le

méme procédé, les formules de changement de variables dans les intégrales nous donnent

2 B(5£2) 2 11 2
V8 =B, = Z 961 (2)] dordea= 3 (/(W)k; ~0, 1(v) edyldw)
L

2
= Tg HvyﬁluLZ(erup) :
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En prenant en compte que V, 3, € L?(Z* U P), nous tirons donc qu’il existe une constante K
p pte q y ) q

strictement positive indépendante de € telle que

| L
L2(9.) < Hvyﬁluiﬂ(ﬁup) %\/E (IV.22)

Il nous reste a étudier la Hessienne de la différence entre le correcteur couche limite d’ordre 1 et

sa moyenne dans le domaine rugueux €).. Une version similaire au calcul ci-dessus nous donne

2

) 2
T 2 2775 1
D2 / 0., (L)) do= / o2, 2g
H /61 /61 LQ(Q ; A7 — l'll'j /81 e €r = kz::l (Z+UP) Zz;l 82 YiYj /Bl(y) € y
L D2
= 9nes H ﬁl‘ L2(z+up)’
Nous utilisons le résultat du Théoreme 10, il vient
K3VL
2( D2 3
c HDZ’ 61)’ L2(9) 1/ H 51‘ L2(Z+uP) ST /e (IV.23)

Nous finissons en injectant les estimations (IV.21), (IV.22) et (IV.23) dans (IV.19). Alors il

existe une constante K, strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout € < 1, on a

<a (v ) <O

Ceci permet de conclure. O

e||g - B,

2.3 Norme H? de 'approximation couche limite & ’ordre 1

Comme nous l’avons annoncé dans l'introduction de ce chapitre, apres avoir montré que la
. . . IR _3

hessienne du correcteur cellulaire d’ordre 1, est singuliere a 'ordre O(¢~2), nous montrerons

également que la norme H? de 'approximation couche limite & I'ordre 1 est singuliere a 1'ordre

O(e~ 2) Autrement, dans cette courte sous-section nous aimerions montrer le résultat suivant :

Théoreme 11. Soit uxy, | Uapproxvimation couche limite d’ordre 1, alors il existe deuz constantes

Ky et Kg strictement positives indépendantes de ¢ telles que pour tout € € [0, 1], nous avons

(IV.24)

Sl

Ks
7 < Jluenalleze.) <
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Preuve. Nous partons de la relation suivante

2
a1 o = lufenllin o) + |[Hess () g, - (IV.25)

Nous introduisons par interpolation la solution u. dans la norme |[uXy, ||#1(q.). Alors par
I'inégalité triangulaire et grace au théoreme 1 ainsi la proposition 20, il vient qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

(Qe) < ||U5||H1(Qg) + ||qu<z:h,1 - Ue”Hl(Qs)

<K [ mes(2.) (4(1 +¢)* + 1) + 83] < K.

(IV.26)

D’autre part, en utilisant I’expression explicite de ’approximation couche limite d’ordre 1 on

obtient l'existence d’une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que pour

g Hess (ﬁl (:c> —ﬂlx2>

o) T 15 e5 2 \
v Geloza

tout € € [0, 1], nous avons

< [ Fress (ud )|

’u H2(9.) T \/_H

Les résultats du théoreme 10 et la proposition 33 donnent immédiatement qu’il existe une

HHess (quih,l)‘ L @) L2(.)

e

N

0
ext,1

H2(Q.) L2(Q) ‘ Uext 1‘ L2(z+up)’

constante K strictement positive indépendante de € telle que pour tout € < 1, nous avons

1 2K
| Hess (w3, o) <K (1 + ) <= (IV.27)

Vi) S

Pour établir la premiere inégalité, il suffit de remplacer les estimations (IV.26) et (IV.27) dans
(IV.25) afin de majorer ||uy, ;[lm2(.)- A présent, il nous reste a exploiter une minoration de la

norme [|uiYy, ; ||u2(o.)- En appliquant I'inégalité triangulaire, il vient

s (5(2) )

D’apres 'inégalité (IV.6), nous montrons qu’il existe une constante K, strictement positive

(Qe)-

— |[Hess (u, )]

L2(9.) 2 S HHeSS <u7§3‘“’1)’ L2(Q:)

indépendante de ¢ telle que pour tout £ < 1, nous avons
x — K
s (41(3) - i) >3
€

= 3 -
2

= 28

L2(Q:)

L2(Q) €
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, NS ; ) o
En regroupant les résultats des deux dernieres inégalités, on s’apercoit que la norme ||ugy, 1 ||z (0.)

est minorée a lordre O(e~2). Ceci conclut la preuve. O

2.4 Norme H? de ’estimation d’erreur d’ordre 1

Nous arrivons a la toute derniere partie de cette analyse asymptotique. Nous allons dans cette
sous-section effectuer 'étude théorique de Perreur pour la norme H?(€.) entre la solution exacte

u. et 'approximation couche limite d’ordre 1. L’objectif est de montrer le résultat suivant

Théoréme 12. Soit u. la solution du probléme (I11.1). Alors pour tout ¢ < 1, il existe une
constante K strictement positive indépendante de € telle que l'approximation couche limite
Upe, 1 d'ordre 1 satisfait
0 K7
e = sl < E (1v.2)
Démonstration. Commengons par rappeler que I'approximation couche limite ugy, ; d’ordre 1

est la solution du probleme suivant :

o0 —
_AuAch,l = C 1g, sur Q.

00 _ £ Oug xry 1 - [e's)
UAch,1 - 1+EETM($1’ 0) (51(?, g) - B1) sur r
U’Xoch,l =0 sur Ve

Uy est périodique selon x4 sur X, U Y.

Posons la différence r1> = u. — u3, ;. Alors 71> est la solution du probléme aux limites

—Arl> =C LNORYYN sur Q.

rlee = _1+2E%(x1’0) (61(%, 1) — E) sur [

rbee =0 sur Ve
rleeest périodique selon z; sur X, U X,

. P . 5 . 0 ot ou e
Rappelons aussi que la dérivée partielle d’ordre 1 de ug sur Uinterface +° vérifie 87‘2’(:61, 0) = 5.
Nous remarquons que sur le bord lisse I'™, Perreur r1**est non homogene. Pour cela, nous

définissons astucieusement 'expression R, telle que

e e 0 (24 )
Rff—re +1+€Eax2(‘r170)¢(x2) 61 575 61 )
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ol, ¢(+) est une fonction suffisamment réguliere de C*°(] — 1, 1], [0, 1]) vérifiant

p=1 si To=1
1
0<p<l sur {2,1}
1
=0 —1,-1.
%) sur ,2}

Bien entendu, la fonction R. est la solution du probléeme aux limites avec une condition du

Dirichlet homogene :

—AR: = Cligaag — 175 32 (01, 00A (w(w) (A1(2, 1) = Fr)) swr Q.
R. =0 sur I'* U~ (IV.29)

R. est périodique selon z; sur X U .

Pour des raisons de commodité, nous notons Gg, -(+) le terme source associé¢ au probleme aux
limites (IV.29) tel que

Gele) = i = 73 g pnton ) & (i) (3 (3:1) - 7))

Apres dérivation, nous obtenons

G e(r) = Clig\qy — = ¢ |:<ﬁ1 (xl 1) —ﬁ1> go//(xz) ) (IV.30)

1+¢B 2 ce

Compte tenu du résultat de I'estimation (I11.61) et par un calcul similaire nous pouvons déduire
une convergence exponentielle de la différence du correcteur 3; par rapport a sa moyenne 3, sur
le bord T'™ pour la norme L*(T'"*°). De ce fait, nous montrons que la fonction Gg, . appartient

a L2(£.) et qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que pour
tout € assez petit, nous avons

rp 1 —
1Gsell 2oy < K ( mes(Q.\Qo) + |51 (51’ 5) ~ B

Tous les ingrédients sont réunis pour pouvoir appliquer les résultats du deuxiéme chapitre

> <K (\/E+ e*%) <2KyE. (IV.31)

L2(1=)

de cette these. Nous nous plagons sous les mémes hypotheses d’un probleme elliptique aux
conditions aux limites homogenes dans un domaine périodique avec une paroi rugueuse assez

réguliere. Appliquons au probleme aux limites (IV.29) I'inégalité (11.51) associé au Théoreme
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2, alors il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

12l < K (1630 + 2 [ B (1v.32)

o).

Maintenant pour pouvoir exploiter cette derniere inégalité, cherchons la formulation variation-
nelle du probléme aux limites (IV.29). Etant donnée une fonction test v € Hper0(€2), & l'aide

de la formule de Green, nous obtenons

<V§E , V’U>Q = <—ARE , U>Q = (Gp, ,U>Q€.

€ €

Par 'inégalité triangulaire, nous avons

‘<V}~%g , Vv>ﬂ

<[(Gpre 1v)q. - (IV.33)

£

En appliquant le théoréeme de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite de 'inégalité (IV.33)

ainsi par la proposition 2 (Inégalité de Poincaré dans un domaine rugueux), il vient

(Gore Vo] <NGscll iz W20 < Cr() G el 2oy | V0 l200), (IV.34)

ou Cp(e) désigne la constante de Poincaré donnée par (1 + ¢) (voir chapitre I). En prenant
R. = v dans (IV.33) et (IV.34) et par le lemme 1, nous obtenons

2
H(Q.

2 ~ ~
o < N(Gae s Ral < CplE) G, el o IV el (IV.35)

R,

Qe

) < HVR3

ou «. est la constante de coercivité donnée par a, = g Avant d’aller plus loin dans notre

1
- 4(1+¢€)?

raisonnement, signalons que la solution R, € L?(€.). En effet en tenant compte des estimations
(IT1.54) et (II1.61), alors il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle

que

R 1,00 T 3
De (IV.35) et (IV.36), nous pouvons déduire
~ 12 - .
e || Re H(O.) < Cp(e) ||G51,6||L2(Q€) (HREHL?(QE) + ||VR5||L2(QE)) . (IV.37)
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Ainsi, d’apres (IV.37) et (IV.31), nous déduisons :

iz

Nous remplagons l'estimation (IV.38) dans 'expression (IV.32), donc il existe une constante K

_ Cp(e) [|Gp,

X
H1(%%) Qe

120) ¢ <CP(€>> VE. (IV.38)

£

strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout € assez petit, nous avons

[z

Ve) T e

D’autre part, par un calcul similaire a celui de I'estimation (I11.61), nous montrons l’existence

1 2K
ey S K <\/€ + ) < = (IV.39)

d’une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

H "2, 0pte) (5 (1) - )

1+5E87952 ee

< Kee s, (IV.40)
H2(T'*0)

Nous pouvons conclure définitivement la démonstration en réunissant tous les résultats obtenus.
De (IV.39) et (IV.40), nous montrons par inégalité triangulaire qu’il existe une constante K

strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout € assez petit, nous avons

1,00 5 3 % ﬂ 1 s
Te ‘HQ(QE) S HRE H2(Q:) * 1+ &3 Oz (21,0) HSO(@) (61 < £ ’6) Bl) H2 (1)
~ o K
<K (HRg ey TE€ ) < 7
Ceci permet d’achever la démonstration. O

2.5 Premier résultat par approximation couche limite d’ordre 1

Pour prouver le Théoreme 9, nous désirons nous servir des résultats ci-dessus des deux Théo-
remes 19 et 12. A Paide de I'inégalité triangulaire, nous prouvons immédiatement que la régu-
larité H2 du probléme aux limites (II1.1) est majorée en O(~2). Autrement dit, nous montrons

I’existence d’une constante C,,,x strictement positive indépendante de ¢ telle que

K¢+ K Cmax
H2(Q.) S 6\/5 T< e

Il est intéressant de se poser la question de la possibilité d’utiliser I'approximation couche

ez 0.y < Ml = uien 1 llm200) + [[uzen |

limite uyy;, , d’ordre 2 par 'approche d’Achdou et al. On peut notamment se poser la question

155



Chapitre IV. Etude de la régularité H? dans des domaines rugueux par les
approximations couches limites

suivante :

Question 3. Peut-on obtenir une meilleure majoration pour la norme H? de la solution exacte

u. lorsque nous utilisons l'approzimation uyy, 5 7

Cette question semble tres facile a répondre et ne devrait pas poser de grandes difficultés. Pour

cela, nous ferons une étude un peu détaillée dans la section suivante.

3 Etude de la régularité H? par I’approximation couche

limite d’ordre 2

Dans cette section, nous souhaitons répondre a la Question 3. Bien qu’il y ait des nombreuses
différences pour les taux de convergence des approximations couches limites d’ordre 1 et 2
dans les normes L? et H', nous pouvons montrer que l'utilisation de I’approximation couche
limite ug, , ne fournit pas une meilleure majoration que celle d’ordre 1. En effet, bien que
I'expression (I11.98) de ug, , relie les deux correcteurs couches limites 1 et 3, les oscillations
de correcteur couche limite e(f1(£) — B1x2) du premier ordre ont des amplitudes assez grandes
et ne divergent pas plus vite que O(s’%). Par contre, grace a I'approximation couche limite
d’ordre 1, nous montrons que la norme H? de la solution exacte u. associée au probléme aux
limites (I11.1) est singuliére & Pordre O(e72). Le bilan de cette section est semblable & celle
de la section précédente. Pour cela dans la suite, nous décrivons brievement le schéma de la

technique sans détailler tous les calculs. Disons qu’il repose sur les ingrédients suivants :

Régularité H? de I’extension d’ordre 2 du profil de Poiseuille

Proposition 36. Pour tout € € [0, 1], il existe une constante Cy strictement positive indépen-
dante de ¢ telle que
||ugxt,2||H2(Q5) < Co. (IV.41)

Preuve. La forme de la solution u°

ext2 €5t explicite dans (.. On s’apergoit par un calcul explicite

que
ol = [ Ohalde = [ (Ser (120 as

— (g) (/;(?) (mg —xg)g dm)

“56(5) [t (2)) (wemer (2) vo s (2)] )]
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Concernant le gradient de profil de Poiseuille dans le domaine rugueux, nous avons la majoration

suivante

C 2 % 1
Vsl = [, (Voo = [, (§=co) ao=1(G) ([, 0 -200? )

<C(1+elAlle + 2913 -

nous dérivons explicitement que

2 2
82 0
- ( “e’;t’1> do= [ o =1 (1-27(2)).
L2(00) Q- 0x3 Q- €

En regroupant les résultats de toutes les normes ci-dessus, alors il existe une constante C)

: 0
Pour la Hessienne de ugy »,

HHGSSngm)‘

2,,0
2 o Ha uext,l

2. || Or3

strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout € € [0, 1] la norme |[ul, |lu2(q.) est

bornée par Co. D’otl le résultat voulu. O

Quelques estimations de correcteur couche limite a ordre 2

Nous rappelons tout d’abord que le correcteur 35 d’ordre 2 est solution du probleme de Laplace

suivant
—ABy= 0 sur ZTUP
o= —vy3 sur Po
B2 est périodique selon g sur Iy UT,
o 1 21
li =B, = — / ,0) dy;.
m Ba(y) = Ba o Jo Ba(y1,0) dy

Par la méme méthodologie que nous avons illustrée dans la sous-section 2.2 de ce chapitre
adaptée au correcteur couche limite d’ordre 1, nous établissons quelques estimations de correc-
teur couche limite a 'ordre 2. Nous ne donnerons aucune démonstration pour les résultats qui

suivent et renvoyons le lecteur a la sous-section 2.2.

Proposition 37. Il existe ¢g > 0 et deux constantes Cy et Cy strictement positives indépen-

dantes de € tels que pour tout € < g, le correcteur couche limite By d’ordre 2 satisfait
C
Ve

Théoréme 13. Soit 5, € DY*(ZTUP) la solution du probléme microscopique d’ordre 2 (111.96),

alors il existe =g > 0 et une constante Cs strictement positive indépendante de € tels que pour

(IV.42)

L2(Z+UP)

S 6HD92562‘ L2(0) S 315 HD;62’
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tout € < g9, nous avons

| D25, < Cs. (IV.43)

L2(Z+UP)

Proposition 38. ] existe g > 0 et une constante Cy strictement positive indépendante de e
tels que pour toul € < €y, nous avons [’estimation suivante
Cy

5H52 — P H2(,) S NC

(IV.44)

Norme H? de ’approximation couche limite a I’ordre 2

De la méme fagon que dans la sous-section 2.3 de ce chapitre, nous montrerons que la norme
H? dans le domaine rugueux de I'approximation couche limite a 1'ordre 2 est singuliére a 1'ordre

1 A /7 7’ 7’ 7/ . 7’ .
O(e72). De méme que précédemment, nous énongons sans démonstration le résultat suivant

Théoréme 14. Soit uxy, o lapprozimation couche limite d’ordre 2, alors il existe g9 > 0 et
deuz constantes Cs et Cq strictement positives indépendantes de € tels que pour tout € < &g,

nous avons

65 ) CG
% < ||U’Ach,2||H2(QE) < —. (IV.45)

B

Norme H? de ’estimation d’erreur d’ordre 2

Contrairement au cas de I'approximation couche limite d’ordre 1 nous avons une estimation
d’erreur dans H?(£2.) avec un taux de convergence en ordre O(y/2) dii au terme source dans

la partie rugueuse. Nous montrons ici une convergence exponentielle de 1’estimation d’erreur
d’ordre 2.

Théoréme 15. Soit u. la solution exacte du probléme auz limites (111.1). Alors il existe £g > 0
et une constante Cy strictement positive indépendante de € tels que pour toul € < eq, 'approzi-

mation couche limite uyy, , d’ordre 2 satisfait
||ue — 'U/?‘ihQHHZ(QE) <Cre=. (IV.46)

Démonstration. La stratégie est toujours la méme que celle dans la démonstration du théoreme

12. Rappelons tout d’abord que Iapproximation couche limite u3zy, , d’ordre 2 est la solution
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du probléeme aux limites suivant :

—Augy, = C dans €.
UReno = We sur [
Wy = 0 sur oo
URen 2 est périodique selon z; sur X, U Xy,

S |(5(2 1) -5 -5 (0 (21 7).

Si nous définissons l'erreur 72> = u, — u3, ,, alors r2> est la solution du probléme aux limites

—Ar?>e = 0  dans €.
2,00 00
re = —w, sur I
: : (IV.47)
o = 0 sur .
2o est périodique selon xq sur X, U X;.

Il est clair que I'erreur 72 est non homogene sur le bord lisse I'™°. Nous allons nous débarrasser

de cette trace. Définissons donc les expressions E.(-) et n(-) telles que
E-(x) = 12%(x) + nlws) we(21).

Signalons que la fonction 7(-) est de C*°(] — 1,1, 0, 1]), définie astucieusement comme suit

n=1 si r9 =1
1
0<n<l1 sur 2,1}
0 } 11}
= r |—1,-]|.
Ui su '3

Il est assez immédiat que la fonction E.(-) est la solution de probleme aux limites avec une

condition du Dirichlet homogene :

-AE, = —A (nw;) dans €.
E = 0 sur '™ U7, (IV.48)
&, est périodique selon 1 sur X, U 3.
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Pour simplifier la présentation, notons '3, 4, (-) la fonction terme source du probleme aux limites

(IV.48). Nous dérivons ce terme source et nous obtenons

s (o () Aprea] [ (21) )i

e'e
Sl () A ).
= F5, 5,(2).

(IV.49)

De méme que précédemment, un calcul similaire & celui de I'estimation (I11.61) nous donne
que F5 5 € L?(9.). En effet, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

indépendante de ¢ telle que

_1
<Ke =

o (IV.50)

£
B1,82

(i3

Le probleme que nous considérons dans cette démonstration se préte bien a la vérification

des hypotheses du théoreme 2. En effet, le probleme (IV.48) est un probléme elliptique aux
conditions aux limites homogenes dans un domaine périodique avec une paroi rugueuse assez
réguliere. L’estimation suivante est une adaptation immédiate de I'inégalité (I1.51) associé au
théoreme 2. Nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de

¢ telle que

1
e+ 2 IEellian)- (v.51)

€Ny < K ([P0

Pour pouvoir exploiter 'inégalité (IV.51), nous serons amenés a chercher la formulation varia-
tionnelle du probleme aux limites (IV.48). Soit v € Hper o(€2:) une fonction test réguliere. Grace

a la formule de Green, nous obtenons
<V85 ’ vv)ﬂs - <_A85 ) U>Qs - < %1752 ’U>Qs'
L’inégalité triangulaire nous donne immédiatement

(VE., Vo), (IV.52)

< ‘< 21#92 ’U>QE
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le membre de droite de I'inégalité (IV.52) et

en appliquant le résultat de la proposition 2, il suit

£
‘< B1,B2 a“>QE

ou Cp(e) présente la constante de Poincaré donnée par (1 + ¢). En remplagant la fonction test

<|

(©Q.) ||VU||L2(QE), (IV53)

Foy o 101200 < Cr(0) [Fy 5

v par €. dans (IV.52) et (IV.53) et par le lemme 1, nous obtenons

2 2 e
0 1€ oy < V€N < 1(F5 5 Ea] < Crle) |F,

o [V, (IV.54)

L2

avec a, est la constante de coercivité donnée par o, = T L Il est clair que la solution €.(-)

14e)2+1"
est exponentiellement petite pour la norme L?(€).). En effet, grace a I'estimation (IT1.61) et & la
proposition 26, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante

de ¢ telle que

€m0y <K (2=, + Iollizy ) < Ko (1V.55)
D’autre part, de (IV.54) et (IV.55), nous déduisons
e[|l < Cr(e) [Fhum o, (1€l + VN 20) - (IV.56)
En réunissant les résultats des inégalités (IV.50) et (IV.56), il vient
OP(g) HF,%l B2 & (
B2l L2, ple)) 1
HSEHHl(QE) < o () < K( o )e c. (IV.57)

Nous remplagons l'estimation (IV.57) dans 'expression (IV.51), donc il existe une constante K

strictement positive indépendante de ¢ telle que

m [

1€,y < Ke™

Par ailleurs par un calcul similaire & celle de I'estimation (II1.61), nous pouvons montrer que
le taux de convergence de la quantité || we||gzpe) est d’ordre O(exp(—1)).

Pour terminer la démonstration, il suffit de regrouper tous les résultats obtenus. Par 'inégalité
triangulaire, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de
e telle que

—1

) < ||8€||H2(Qg) + ||nw€||H2(Foo) < KeT.

2,00
€

H2(Q.
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La preuve est complete. O

Deuxiéme résultat par Papproximation couche limite d’ordre 2

Contrairement & 1’étude de la régularité H? dans des domaines rugueux par l'approximation
couche limite d’ordre 1 que nous avons présenté dans la deuxieme section de ce chapitre, nous
prouvons grace a l'approximation couche limite d’ordre 2 que la norme H? de la solution du
probléme aux limites (I11.1) est singuliére en O(s~2). En effet, par Vinégalité triangulaire ainsi
que les résultats ci-dessus des deux derniers Théoremes, nous montrons l’existence des deux

constantes Cpi, et Chax strictement positives indépendantes de ¢ telles que

Clui Cs  ~ -
\;1; < N Cre= < lugmollmz@.) — lue — uiu 2 llm200)

06 =~ =1 Cmax

< uelle ) < luRenallmn + [lue = uia ollnze,) < TG s 7

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude asymptotique de la régularité H? dans des
domaines rugueux en utilisant les approximations couches limites. Nous avons porté une atten-
tion particuliere au le fait que la Hessienne des approximations couches limites d’ordre 1 et 2
par I'approche d’Achdou fait intervenir des majorations en ordre O(s_%).

L’apport de ce travail est d'une part théorique. La régularité H? du modele d’écoulement san-
guin modélisé mathématiquement par le probléeme aux limites (II1.1) avec une source réelle a
été étudié et validé de maniere détaillée et rigoureuse. Nous avons montré par 'approximation
couche limite d’ordre 1 que la norme H? de la solution du probléeme aux limites (IT1.1) est ma-
joré en O(e’%). Par contre grace a 'approximation couche limite d’ordre 2, elle est singuliere
en O(c2).

Présentons maintenant une voie possible de recherche. Relativement au modele d’écoulement
sanguin modélisé mathématiquement dans le premier chapitre de ce document, serait-il possible
d’étudier asymptotiquement la régularité H?> du probléeme aux limites (E) ? Cette question fera

I'objet du chapitre suivant de cette these.
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La vérité de demain se nourrit

par Uerreur d’hier.

Antoine de Saint-Exupéry.
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Chapitre V

Etude asymptotique de la régularité H? .
Application au probleme de Laplace

1 Introduction

L’objet du ce chapitre est de présenter une maniere plus générale pour 1’étude de la régularité
H? du modeéle mathématique présenté dans le premier chapitre par la méthode des développe-
ments asymptotiques. Nous illustrerons d’abord une nouvelle stratégie pour développer des lois
de paroi pour des domaines rugueux, basée sur la méthode de développement asymptotique a
deux échelles. Les lois de paroi construites par cette approche ont la caractéristique de s’adap-
ter a la géométrie de la rugosité en simulant 'influence des petites échelles sur ’écoulement
global. Elles sont construites dans un cadre mathématique bien défini, basé sur des développe-
ments asymptotiques a deux échelles ([5], [20], [25], [26] et [68]). L utilisation des méthodes de
développements asymptotiques pour développer des conditions aux limites équivalentes a été
introduite par Achdou [2] et poursuivie par Achdou, Pironneau, Zebic [9] et O. Lafitte [54, 55]
dans le cadre des équations de Maxwell, pour traiter des obstacles contenant une fine couche
de matériaux composites. L’idée était de retirer du domaine du calcul cette fine couche, en
simulant son influence par le biais d'une condition aux limites équivalentes tenant compte des
hétérogénéités. Ensuite, nous appliquons cette nouvelle approche a un probleme relativement
simple mais dans un domaine rugueux ce qui est 'objet de la deuxiéme et troisieme section de
ce chapitre suivi d’une analyse d’erreur, puis a la derniere section, nous exposerons les diffé-
rentes techniques afin d’étudier la régularité H? pour le probléme de Laplace dans un domaine
rugueux a bord régulier.

Nous commencons par décrire la géométrie et le probleme auxquels nous nous intéressons. Il
s’agit d’étudier le probléme aux limites (E) défini dans le premier chapitre, mais nous suppo-

sons donné un terme source qui est une fonction suffisamment réguliere g € C*°(£2y) a support
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compact strictement inclus dans (). Notons u. la solution de ce probleme de Laplace qui

s’écrira

—Au. = g sur Q.
u. =0 sur '™ U~, (V.1)

u. est périodique selonz; sur X, U X,.

Nous rappelons succinctement la géométrie du domaine rugueux 2., présentée dans la figure

ci-dessous :
Lol
| [
(o
Eeﬁﬁ% 7777777777 Dis
L i
e Ly % 7\ f/_\

/ \ / \ / A / \ ,/ V—\\\ /
S J VY U\
3 N \_/ L , .

Figure V.1 — Domaine rugueux 2. avec un bord ~. régulier

Nous mettons l'accent quune étude explicite du probleme aux limites (V.1) dans divers do-
maines rugueux contenant différentes géométries de rugosités (symétriques, sinusoidales, non
symétriques), a été introduite dans [4] pour la construction d’une nouvelle approximation par
développement asymptotique mais avec une source dont le support est contenu dans (), et
n’intercepte pas 7°. Malheureusement jusqu’a maintenant, aucun modele ni approche géné-
rale n’ont été établis pour simuler correctement 'impact des rugosités sur I’écoulement global.
L’approche couramment utilisée pour répondre a ce probleme est 1'utilisation d’une condition
aux limites équivalentes (la loi de paroi) imposée a lintérieur du domaine, reproduisant I'in-
fluence des rugosités sur la vitesse, pression et frottement.

Précisons par ailleurs dans tout le contexte de ce chapitre, que nous imposons que le bord
rugueux 7, soit régulier afin d’éviter les difficultés techniques qui apparaissent lors de I’étude

de la régularité H2.
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2 Description de la technique de construction des An-

satz

Dans cette section, nous introduisons un nouveau cadre mathématique pour développer des lois
de paroi en mécanique des fluides. Cette stratégie allie de bons fondements théoriques a d’ex-
cellents résultats numériques obtenus a faible cofit. Lutilisation des lois de paroi constitue une
alternative pratique pour baisser le cott du calcul dans des problemes comprenant différentes
échelles de longueur. Dans la suite, nous exposerons brievement 1'idée de base de la méthode par
développement asymptotique présentée par Achdou dans [4]. Dans tout le texte, nous adaptons
les notations introduites dans [4].
Nous appelons u, la solution du probléme (V.1). Le principe de la construction des lois de paroi
par analyse asymptotique pour approcher u. quand ¢ tend vers zéro est basée sur I'introduction
d’une séquence d’ansatz :
. w1 - [z OF [0u,

up(x) = U, (x) + ;;18 Uk (5, ot ((%Ho)) pour tout x € €. (V.2)

Les fonctions 1, (z) sont définies comme étant les solutions des équations aux dérivées partielles

originales dans €1y, avec une condition aux limites équivalente du type Robin ou Navier,

i (z) = > " Cy o <8€Ln‘ 0> sur 7. (V.3)
= oxk \ Oz )

L’idée est de construire les correcteurs ¥, de fagon a approcher la solution exacte u. par ,

dans Qq et sur 4° avec une précision d’ordre €. Les correcteurs 7 sont définis en variable

rapide y. Ils sont périodiques dans la direction y; et s’annulent quand ¥, tend vers I'infini. La

construction des 0y est faite de fagon a corriger localement u,(x) dans €. a l'ordre " pour

avoir la condition aux limites sur 7. a l'ordre £".

La construction des ansatz est faite récursivement de la fagon suivante :

1. Nous supposons connus les n premiers ansatz et i, (x).

a" ([ ouy,
2. Nous introduisons un pseudo-correcteur v, (, — <u|70>> défini dans €. tel que
g 0zl \ O
k ~ n ~
5 k+1 ~ E a aun n+1 f 8 aun
un(x> _un(‘%‘)—i_% € Uk <€7ax]f <8x2|’)’0>> te Un (é"ax? (8%2 ”YO )

satisfaisant les équations aux dérivées partielles dans €). et les conditions aux limites sur
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7. & O("t1). De plus, v, (i, ;'E’f (gZZho)) vérifie quand 1, — 00 :
, o [ duy, B
y121£rio v, = C, P (8:52 |,Yo> = Cte. (V.4)

3. Nous utilisons le fait que @, ~ i, proche sur 7% et nous écrivons le (n + 1) ansatz

comme

o (ou x OF [(0u
. n+1 n+1 0 k+1 ~ [~ n+1 o
Un+1cx) Uﬂ(x)%—E C% 8x? ( 8$2 LY)] +'§: € Uk <€aax§ ( 8$2 h ))

k<n

n+1 f jz: aan—l—l o . EZL 3an+1 .
te [v" (5’8:6?( x5 b )) Cn 8:5?( Oxs SR

B _(x O* [Ou, i1 - [T O™ [0,
=onte) + 3 e i (£ g (et )+ (2 (i) )

k<n

- _(x O* [Ou,

k<n+1

ou U,y est solution du probleme aux dérivées partielles originales avec la loi de paroi

d’ordre (n + 1) imposée sur 7° telle que

) ) o (o,
1 ()]0 — (un@:) pemig, O ( = |)) o

oxy \ 0w

oF (0u J" [ou
k+1 R e o n+1 n+1 0
oF (oa
_ k+1 n+1
= Z g Ck agjlf (81-2 |’YO> .

k<n+1

Maintenant, nous utilisons la méme idée de base et nous développons dans les sections suivantes
des lois de paroi d’ordre un et deux pour I’équation de Laplace dans des domaines rugueux. Un

petit exemple est présenté dans la :

Remarque 14. Nous trouvons un peu plus loin que
—\ 0ty — 0 [0y
~ _ 0 0 ~ — 1 1
Bof@,y) = (W =X gohe et Biley) = (KW =) 5 (ax2|7°>’

ot XY, X9, x* et x! sont définis ci-dessous dans (V.12) et (V.20). Ces fonctions uy et uy sont

définies comme suit : ui(z) = @1(x) + evo(z,y) et us(x) = Ue(z) + e vo(z,y) + 2 01(x,y).
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V.3 Loi de paroi d’ordre 1 pour le probléeme de Laplace

3 Loi de paroi d’ordre 1 pour le probléeme de Laplace

Nous commencons cette section par présenter une fagon générale pour déterminer la loi de paroi
d’ordre 1. Nous approchons la solution exacte u. par le développement asymptotique a deux

échelles :
ue(x) ~= () + € vo(x,y) + &% v1(z,y) + € oz, y)... (V.5)

En introduisant le développement (V.5) dans (V.1) et en identifiant les termes du mémes ordre,

nous obtenons

i(—AyT)g) + (—Au(x) — g) + (=Ay01) + ( 22; 82)

2.0 07
—2 A e = 0
+¢ < ;(%i 8yi> e (—A,09) + 0 dans €.,

’[L(ZL’) te @O(xvy) + 82 2~]l(xay) + 63 172<1],y) =0 Sur 7e-

Nous effectuons la construction des ansatz itérative. A 'ordre zéro, aucun correcteur n’est intro-

duit, et approximation de wu. s’écrit simplement g(x) dans )., avec iy solution du probleme

—Alg= g sur Qo
iy =0 sur > uUn? (V.7)

iy est périodique selonx; sur X, U X,.

Cette approximation s’avere insuffisante pour des rugosités de taille plus importantes. En effet,

le résultat de convergence suivant a été établi dans [2] :

Lemme 12 (Convergence d’ordre zéro, [2]). La solution ug de (V.7) converge fortement dans
HY(Q.) vers u. et il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

nous avons l’estimation suivante

On continue le développement asymptotique en introduisant un nouveau correcteur pour mieux
approcher u. dans .. La premiere étape est d’introduire un pseudo-correcteur vy(z,y) =

vo(z, ) périodique selon y; et de définir la fonction u.(x) a I'ordre € dans €2, par

ue(z) = () + € vo(z,y) dans (..
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Nous avons construit vy de fagon a ce que la solution u.(x) satisfasse (V.6) a 'ordre € et que la
condition aux limites sur 7. soit aussi respectée a 'ordre . Par I'expansion (V.6), le nouveau

pseudo-correcteur vy doit donc satisfaire
— Ayvg =0 dans Q., (V.9)
et a la paroi, la condition aux limites

U = Ug +evg =0 sur 7., (V.10)

Oty |
81'2 K
on étend 1y a la paroi 7. linéairement en 5 (par un développement de Taylor selon la direction

ainsi que la condition aux limites a l'infini lil)n vy = C o = Cte. Remarquons que, si
Y2—00

Z9), la condition aux limites (V.10) peut étre ré-écrite comme

- | ~| ~| i 811()' ~| €x28ﬂ0| - 8ﬂ0|
Vol = —tgly. = — | Uolvo + 22 =40 | = —TUg|lyo — & —=—]|0 = —€ Yo—|10,
01 01 oy ® Oy oLy g 0wy y28x27
et donc par identification, nous avons
ot
vo(,y) = —yo TOHO SUur e-. (V.11)

T2

Précisons que le bord rugueux 7. du domaine €. est modélisé par le graphe d'une fonction
périodique ou quasi-périodique. Par passage de la variable spatiale «lente» z a la variable
«rapide» y = x/e, notons le domaine microscopique Z, U P qui résulte d’'un zoom sur une

cellule. En outre, le schéma ci-dessous (V.2) illustre notre changement d’échelle (ou«scaling) :

T2
Y2t
1 ; 1?°°
i 1 Qo L
| ! 1_‘ Z FT
Ze | : ZS ! |
| i o
o TR B T T J= o :
I L 1 ! 7
61 / \ // \\ / \\ // \ // \_\ / x___—= /gﬁ\ : Y1
/ S\ \/ == P \\/

Figure V.2 — Domaine cellulaire microscopique Z U P
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V.3 Loi de paroi d’ordre 1 pour le probléme de Laplace

Nous désignons par I' ¢ I'interface fictive donnée par I'y = {y; € [0,T], yo = 0}. Signalons que le
bord P est paramétré comme le graphe d’une fonction bornée T'—périodique 7 : R — [—1,0]
de classe C* telle que P° = {(y1,92) € [0,T] x [—1,0[, vo = F(v1)}.

Revenons maintenant a notre approximation, le nouveau pseudo-correcteur vy est solution de
I'équation de Laplace (V.9), avec les conditions aux limites a la paroi donnée par (V.11). Alors
par linéarité, nous écrivons vy dans (). comme

Ol

— 0 dans Q.
('33:2“ ’

vo(z,y) = X"(y)

avec x°(y) la solution cellulaire du probléme de Laplace

-Ax" = 0 sur Z, UP

x° =  — 1Y sur P°

0 0 (V.12)
lim x* = ¥ = Cte
Y2—c0

x° est périodique selon g sur I'; UT,.
Finalement, le nouvel ansatz est donné par
~ 0 -0 aﬂ1 ~ ~
u(z) =t +¢(x —X )83: |0 i= 1 + €0 dans Q.. (V.13)
2

La fonction u; est une approximation d’ordre 1 de la solution exacte u. dans )y, solution du

probleme de Laplace suivant

—Au, = g sur g
Uy = 0 sur '
U, = EX" — sur -y
0272
1 est périodique selon z; sur X, U X,
ainsi que le nouveau pseudo-correcteur vy d’ordre 1 est donné par
N oy Oy
B = ("= %) S0, (V.15)

81’2

Remarque 15. La premiere remarque envisagée, c’est que la solution u, est une perturbation
de la solution tg. La deuziéme remarque, d’un point de vue numérique, nous pouvons choisir

une période T = 2.
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0

a—ul(xl, 0) qui est une fonction affine de x;.
)

De la condition imposée dans (V.4), nous avons donc h' (1) = Oy, (Oy,0i1],0) est une constante

et B (zy) = 8% (D2, 1]40) = 0. Nous avons vy = (x" — X") h.

Notation 3. Notons une fois pour toutes h(x1) =

Le lemme suivant, que 'on trouve dans [2], montre que l'erreur d’approximation de u. par u;
est de l'ordre de O(£2). Nous avons néanmoins choisi de refaire la démonstration en détaillant

tous les calculs pour faciliter la lecture et afin d’améliorer la compréhension de ce chapitre.

Lemme 13 (Convergence d’ordre 1, [2]). La solution @, converge fortement dans H'(Q.) vers
u. et il existe une constante K strictement positive indépendante de € telle que nous avons

[’estimation suivante
e — || i) < Ke?. (V.16)
Preuve. Tout d’abord, nous définitions la fonction d’erreur &€; définie par
E1(z) = u(x) —up () = ue(x) — Uy (x) — evo(z,y), pour tout z € Q..

Par un calcul explicite du laplacien de 'erreur €; dans ()., nous obtenons

— A& = —Au. () + Aty (x) + eAvg(x,y) = eAty(x,y)

=< (¢ (2) =) o) + 7 (( (2) - )

1 52\° 1 9y | .y
— [(8283/%) (a 33/1) )+ (X" =X b (1) + ((5283/% ha)| (v
0 0 B /
aylh(x1)+s<x (£) %)W)
o’ ' '
= o h (@), ceci car h(x;) est une fonction affine.
Y1

D’autre part, nous appliquons le théoreme des accroissements finis sur le bord 7., il vient
~ ~ xr ~ ~ xl 0 0 8’&1
E1(2)]y. = ()]s, — ta(z)|y. — €0 (2, - e = =t 1’1@7(;) —¢ (X e =X ) 872(1’170)
= — U]y, + € (:)31)8&1(96 et ~(a:1)> ( 0 *0) aul(x 0)], ou0<ty<1
1lvo 7 8372 1, Lo c X Ye 8 Lo 1 ; 0

£ 5 o0ty T\ O(I) 0ty
- 6’}/(5) 8x2 (x17€t07( e )) EX |’}’58I2('x170)
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_ s (T O (1) - o(ﬂ?) Oty
B €W< )8952 <$1’5t07<€)) X |%8x2($1’0)

9 £

_ s (T |2 (1)) _ 9
B 87(5) [6.%2 <$1’€t07(6>) ze(xl’o)]

0%
= —&7 (?) [5t(ﬁ <J;> %u; <a:1,5t0t15/(x;))] , avec 0 <t < 1.

2

En vertu des calculs ci-dessus, la fonction d’erreur €; satisfait le probleme de Laplace suivant

{ — A& = 0O(1)  dans Q.
(V.18)

& = 0 SUr 7.

Remarquons que le terme source du probléeme aux limites (V.18) est de l'ordre O(1). Nous
devons donc le corriger en faisant un pas en avant dans le développement asymptotique. Pour

cela, nous définissons astucieusement la fonction d’erreur &; telle que

Ei(x) = &y(x) — 2! (j) B (1) = & (x) — %X} (x> 0 <87§L1 ) , Voe Q. (V.19)

— e —— [~ 0
e) Oxy \ Oxsy g

Signalons que la fonction y! est la solution du probléme de Laplace suivant

0 0
— Ay = 922X sur 2, UP
Iy
X! = 0 sur PY
(V.20)
lim x! = x'=Cte
Y2—00
! est périodique selon y; sur I'; U T,.

Examinons & présent erreur &;. D’aprés expression (V.17), pour le calcul du laplacien de &,

nous tirons par le méme procédé que le laplacien de &; satisfait

_AE = —AE + &2 laa;g (Xl (i) h’(x1)> + ;; (Xl (‘Z) h/(xl)ﬂ .

aXO ’ 1 82X1 1 82X1 ’ 18X1 " X "
:2h(x1)+52[<62 Rt ) LR s KACORSS <€)h (1)

ayl € ayl
(9)(0 ’ 2 2 3)(0 /
i h(xy)+e¢ l( =2y, h (1) 0
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Cependant, nous vérifions facilement que

Eu(a)h. = Ea(@)h. = @' () b = @)

En résumé, la fonction d’erreur €; vérifie

—A& = 0 dans €.
(V.21)

& = 0 SUr 7.

Si nous exploitons la formulation variationnelle, alors il existe une constante K strictement

positive indépendante de ¢ telle que

l\.’)\w

&

K1 S (V22)

HY(Q:)

Précisons qu’une version plus détaillée du calcul de la formulation variationnelle est présenté
dans la proposition 20. En prenant en compte que la fonction h’(ml) qui est une constante
(notée h/) et par la transformation géométrique, nous montrons qu’il existe aussi une constante

K, strictement positive indépendante de ¢ telle que

1 3
<eh <\/§ HX1HH1(2+UP)> < K253,

olt K, est un majorant indépendant de € et de ||x!|| mi(z,up)- Finalement par inégalité triangu-

[

HY(Q)

laire, nous montrons qu’il existe une constante K = max (K7, K3) telle que

<K5%.

€]l = [|€ + 220X o)

+e2h x|

<[g
HY(QL) HY(Q2)

La preuve est complete. O]

Afin de diminuer I'erreur dans la norme H'(€.), nous effectuons dans la section suivante une
étape de plus dans le procédé récursif de fagon a obtenir une condition aux limites équivalente

au deuxieme ordre.

4 Loi de paroi d’ordre 2 pour le probleme de Laplace

Cette section est consacrée a l'application de I'approche de la méthode par développement

asymptotique pour I’équation du probleme (V.1), en développant des lois de paroi d’ordre deux,
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V.4 Loi de paroi d’ordre 2 pour le probleme de Laplace

suivie d'une analyse d’erreur. Nous commencons 'approximation a l'ordre deux en introduisant

un nouveau pseudo-correcteur v;(z,y) défini dans €. en approchant u. par
ue () ~ 1 (z) + e Vo(z, y) + 2 v1(z,y) dans Q..
La fonction u. doit satisfaire (V.6) a Pordre €2 avec la condition aux limites & la paroi
i1 (z) 4 v, y) + *vi(z,y) =0 surq.. (V.23)

Par Pexpression (V.15) du premier correcteur, nous avons

- o\ Ou
87:21 8)(0 0 8711 . 82 0111
=-A 0 0o — 2 o] — 20" =Y = [ =— 0
O S 20 0 (a@h) 200X o (22,
00 0 (01 N 0 0 O (00
(9y1 8x1 8x2 7 X X 895 81’2 "

Alors le pseudo-correcteur vy périodique selon 1, doit étre solution de 1’équation suivante

= —2¢

0 ~

0 dans €., V.24
Dy 9o | ) ans ( )

8I2 7

o (0u
avec la condition aux limites a 'infini lim vy = Cy — —1]70 = Cte.
Y2—=00 8:{;1 833'2

En procédant de la méme facon qu’a l'ordre 1, nous étendons u; a 7. par un développement de
Taylor selon la direction de x5 et on ré-écrit (V.23) comme

5 _ ~ 3111 82a1 A 8111
82U1|'}/s = —l|y, — €lgly. = — (ulho + x287:c2‘70 7 dx3 o) = e <XO|% B XO) (9756'2’70

B T Oy 9 .732 0%y B (_1’2 _0> %
B (ull,yo ey Dy Pt 2e2 O3 | 0) 8( e X)) 0w
__sj (932)282u1| 62 aull

2\ e/ 02} 7 PR 03 i

Cependant, en utilisant I’équation de Laplace (V.1) et en dérivant deux fois la loi de paroi

d’ordre un (V.14) dans €y par rapport a x;, nous obtenons

0%, 82 dg .
g = g~ 00 supp<axl)m - 0. (v.25)
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A Tordre deux, nous avons simplement
vi(z,y) =0 sur .. (V.26)

D’autre part le nouveau pseudo-correcteur v; est solution du probléme de Laplace (V.24), avec
la condition aux limites a I'infini et la condition aux limites (V.26) a la paroi. Donc par linéarité,
v1(+, ) s’écrit comme suit

7 (aal

— | =— d Q.,
8.731 81’2 |70> ans

vi(z,y) = x'(y)

olt le nouveau correcteur y'(-) est solution du probléeme de Laplace suivant

0 0
— A = P sur 2, UP
oy
X! = 0 sur PY
(V.27)
lim y! = ¥'=Cte
Y200
Xl est périodique selon gy, sur I'; UT,.

Une fois le pseudo-correcteur défini, nous construisons le nouveau ansatz a ’ordre deux. Alors

aﬂ,Q a a[LQ

_ = 0_ =0 2( 1 1 - N 9 ~

ug(z) = ta(x) + ¢ (x X ) o, |0+ ¢ (X X ) o (8902 |0 | ==1Us +eVg+ e 0y dans Q..
Signalons que la solution s est 'approximation a l'ordre deux de u. dans )y satisfaisant le

probleme aux limites suivant

—Aly = g sur €
U = 0 sur ['>
- I - i , (V.28)
Uy = €X’ Oplslso + "X O (Opylia|p0) sur vy
U9 est périodique selon z; sur X, U X;.

Remarque 16. La aussi la solution 1y est une perturbation de la solution .

Notation 4. Pour simplifier la présentation, notons la fonction f(-) donnée par :

ot
flxy) = 872“0 est une fonction polynomiale de x1 de degré 2. De la condition imposée dans
X2

) 0 (0u
(V.4), la dérivée premiére f(z1) = . (({;Lz‘w) est une fonction affine de xq, la dérivée
T )
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2

17 " . ~ ~
seconde f (1) = 922 est une constante et f (z1) = 0. Bien entendu, les correcteurs vy et vy
Y

vérifient les expressions suivantes

’

h=0"=-X)f et w=K-X)T[.

Nous allons tout de suite donner I'erreur d’approximation de la solution exacte par us dans €)..
L’erreur commise par cette approximation est de l'ordre O (eg), comme le montre le lemme

suivant

Lemme 14 (Convergence d’ordre 2, [2]). Il existe une constante K strictement positive indé-
pendante de € telle que la solution uy converge vers u. dans H'().) et nous avons l’estimation

suivante :
[te — us|| (o) < K e2. (V.29)

Preuve. La stratégie est la méme que celle dans le lemme 13. Posons la différence £, telle que
Ea() = ue(x) — us(z) = ue(x) — z(x) — e Vo(w,y) — 201 (2, y), pour tout z € €.

Par des calculs similaires du laplacien de correcteur 9y déja exploités dans (V.17) et en vertu du

probléme cellulaire de !, nous pouvons développer explicitement le laplacien de lerreur €, :
~A&y = Aty (z,y) + 2 Av, (2, 7)
Lo (0 () =) s0) + g (0 () ~x) )
o ((¢ () -7) #) + g (¢ (2) -21) 7o)
— lzgi (1) +e (XO (f) - X0> f”(-fﬂl)]
() e ea(S52) e (0 (2) ) o]
-0 )]

On étend la fonction E,(-) a la paroi rugueuse 7. par un développement de Taylor selon la

direction de z5. Le calcul explicite donne

X

- - T R
(@), = wel@)ly. — tala)l. et (1, ) 1 — 201 (.2 ) |
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- 8122 l‘% 82112 0 0 0222 2 1 1 8 602
== [u2|7° +x287x2’70 + 537,%%0 —¢€ (X e =X ) axZ‘vo — ¢ (X e =X ) Txl aixgho

T 8122 2 I’% 82112 0 6122 - 0 8122 21 8 8122
— |€ +e& S5 —€ " + | +e€ +eNX
b 2 TRl = e [ S| + | =abo + X G e (L

& Oy
_ _€2L%32a2| o — (’7(%))2 32112| o &2
2e2 9x% 2 oxd '
2y
Nous remarquons que WHO est d’ordre O(g). En effet, si nous dérivons deux fois la loi de
P

paroi d’ordre deux (V.28) dans {2y par rapport a et nous utilisons I’équation de Laplace (V.1)
alors nous obtenons
02222‘ B 8262|

ox2 " T o2

9,
= &Y’ 8% (Do) + 2% 82’? (O, i2|40) car supp (g) N’ =0.

8x1
= X" f(21) + X" f (1) = eX° f (1) = O(e),

Ce qui nous permet de déduire immédiatement que &Es(x)|,. = O(¢?). Bien entendu, lerreur

&, satisfait le probleme de Laplace suivant

{ ~ A& = 0O(s)  dans Q.
(V.30)

& = 0()  surn..

Nous constatons que le terme source du probleme aux limites (V.30) est d’ordre O(g) (méme
ordre que celui du probleme aux limites (V.21)). Afin de "améliorer, nous effectuons un « pas
en avant » dans le développement asymptotique. Nous définissons la fonction d’erreur &, telle

que

&x(w) = &3(a) = £ () £ (@1) = &alw) — & (£) j (gm) S (v

3

ou la fonction 7(-) est définie dans la cellule Z, U P, la solution du probléme suivant

!
—Ayn = (XO (x) —XO> +22% sur Z, UP
€ Oy
n = 0 sur P° et ylim n= Cte (V.32)
2— 00

n est périodique selon g sur I'; UT,.
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Une forme explicite du laplacien de erreur €5 est donnée par

st [0 re0) e £ 6(E) rie)]
=c K(XO (i) X ) +22§§1> f (wl)]

vet | (o) 2 (T8 £+ (1) 5w

(@) )2 o] 2 [ ] o

Nous pouvons vérifier aussi que Ex(x)|,, = Ex(x)|,. — £ (x1) = Ea(2)],..

Il est immédiat que la fonction €, est solution du probléme aux limites suivant

— A& =0 dans €2,
(V.33)

€ =0(e?)  sur..

Compte tenu de la preuve de la proposition 20, il est assez clair qu’a partir de la formula-
tion variationnelle, nous pouvons montrer qu’il existe une constante ) strictement positive

indépendante de ¢ telle que
5

HSQ) <O es.

HY(Q)
Par la transformation géométrique de 1’échelle macroscopique a 1’échelle microscopique, nous

montrons qu’il existe aussi une constante Cy strictement positive indépendante de ¢ telle que

&

Signalons dans le calcul ci-dessus que la fonction f" () est une constante (notée f"). Pour

5
HQ) =& 0l oy < (\[H??Hm Z+UP)> Caez.

achever, il nous reste que rassembler toutes les estimations obtenues. Par 'inégalité triangulaire,

nous montrons qu’il existe une constante KX = max(C1, Cs) telle que

1" é
€2l 1) = ng +&3f 77‘ + & f 17l g1,y < Kez.

<&
HY(Q:) € it

1)

Ceci fournit 'estimation voulue. O]
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Laplace

5 Vers I’étude de la régularité H? au probléme modéle

de Laplace

Revenons maintenant a notre objectif initial relatif a I'étude de la régularité H? par analyse
asymptotique du probléme aux limites (V.1). Nous reprendrons la démarche utilisée dans le
quatrieme chapitre de cette these. Nous utilisons la loi de paroi d’ordre 1 par ’approche d’Ach-
dou et al. introduite dans ce présent chapitre. Nous allons montrer dans ce chapitre le résultat

suivant :

Théoréme 16. La solution u. du probléme aux limites (V.1) est dans H?(Q.). De plus, il existe

deux constantes K et Knax strictement positives indépendantes de € telles que

Kmin Kmax

< e < V.34
< el < 72 (V.34)
Nous rappelons tout d’abord 'expression (V.13) de la loi de paroi d’ordre 1
~ oL o) 9 ~ o7 —0
ui(x) =uy(z) +¢ (X <> —X > |0 =1(x) + ¢ (X <> - X > h(zy), dans €)..
€ 019 €

Précisons que @; est une solution du probléeme de Laplace (V.14) suivant

Aty = g sur g
Uy = 0 sur '
~ o0t 0
U, = EX" — sur -y
8[)’22
U1 est périodique selon z; sur >, U X,

et expression x° désigne la solution cellulaire du probléeme de Laplace (V.12).

5.1 Existence et unicité de ’approximation d’ordre 1 dans (),

Une premiere étape naturelle consiste a établir un résultat d’existence-unicité standard pour
les problémes au laplacien dans un domaine assez régulier qui ne dépend pas de €. Nous aurons
recours dans cette partie a une formulation variationnelle. Pour cela, nous rappelons brievement

que Fper e (£29) est un espace fonctionnel tel que

Hperr= () = {v € H' (Qp),v = 0 sur I, v est périodique selon z; sur 3, U X, }.
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Cependant, nous rappelons que I'expression de la moyenne de la solution cellulaire "
interface fictive I'; est définie comme suit x° = 217r /0 v X" (y1,0) dy;.

Nous montrons dans le théoreme ci-dessous 'existence et I'unicité de la solution du probléeme
de Laplace (V.14) :

Théoréme 17. Nous supposons que la moyenne X° est non nulle. Alors pour tout 0 < e < 1,

le probléme variationnel (V.14) admet une unique solution dans Hyer roe (o).

Démonstration. Nous commengons par écrire une formulation variationnelle du probléeme aux
limites (V.14). Soit v € Hperree(£29) une fonction test, alors par la formule de Green, nous

avons

. N ou
(9, v)g, = (=AU, v)g, = (Vi , Vv)g — /890 a—nlv = (Vi , Vo) +L
= (Viiy , Vo), / B@n0) ) g,
70

Précisons que o désignera toujours la dérivée par rapport a la normale sortante du domaine
n
lisse y. Dans la suite, nous définissons a(- , -) la forme bilinéaire suivante

- . (1,0
a(ay , v) = (Vi , VU>QO+/01£>%J>
Y

v dxq,
et [(+) la forme linéaire telle que I(v) = (g, v)q, = / g(z)v(z) dz.
Qo
Bien entendu, nous pouvons vérifier que la forme bilinéaire a(- , -) est continue, coercive sur
Hperre (€20). En effet, il existe une constante K, strictement positive dépendante de ¢ telle que

0)

la(dy , v)| = ‘/ Vi, Vo d:v+/0u1(xlo’ v(21,0) da,
Qo Y EX

<

~

Vi, Vo dx

Ul(l'l,O) (371,0) da:l

Q ex?

1 . .
< max (1, X) (Hwnmo)wamg) § sl lollon)
< Kol [[36,0, poo @0) |V ll9¢ 00 oo (20)
et il existe une constante «q strictement positive indépendante de ¢ telle que

la(ty , )| > ”Vﬂl”%Q(QO) + HﬁlH%mO) 2 CYO”alugcper,Foo(Qo)-
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D’autre part, la forme linéaire [(-) est continue sur e o (£29). En effet, il existe une constante

K, strictement positive indépendante de ¢ telle que

)] = | [ gla)o(a) da

< ||g||L2(QO) ||U||L2(QO) < Kb”UHﬂfper,roo(ﬂo)-

Finalement, d’apres le théoreme de Lax-Milgram (voir [29]) nous montrons que le probleme

variationnel (V.14) admet une unique solution dans Fye ree (£2p). O

5.2 Régularité H?> de I’approximation d’ordre 1 dans )

A présent, nous établissons que la norme H? dans le domaine rugueux €2, de 'approximation

d’ordre 1 dans €2y est majorée par une constante, ce qui s’exprime par la

Proposition 39. Il existe une constante Cy strictement positive indépendante de € telle que
1 || 2(00) < Co. (V.35)

Preuve. Afin d’appliquer le résultat de régularité H? dans un domaine assez régulier qui ne
dépend pas de €, nous remarquons que le probleme aux limites (V.14) est non homogene sur le
bord Y. Pour cela, nous définissons ’expression U, telle que

0ty
8132

Uy = iy — ex’ o p(22) = Ty — eX” h(w) p(a2),

oll, ¢(+) est une fonction suffisamment réguliere ¢ € C*([0, 1], [0, 1]) localisée sur le bord ~°

vérifiant
p=1 si To =0
1
0<p<l sur 0, 2]
0 [1 1]
= r - .
2 su 5

Alors la fonction U, est une solution du probléme aux limites avec une condition de Dirichlet

homogene :
~AU, = g Lo, +ex A (h ) sur €
u = 0 sur T U ~? (V.36)
U est périodique selon z sur X, U X;.
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Pour simplifier la présentation, notons F.() le terme source du probleme aux limites (V.306).

Nous dérivons ce terme source et nous obtenons

F.() = (1) iy + £%° Lf (o) le2) + s (bl so(xz))]
x1)

= g(x) Ty + X [ (w2) h(x1) + 1" (31) pl(w2)] = () L) + eX° [ (w2) b)) -

La fonction F.(-) appartient a L?(€)). Par le méme procédé que celui de la démonstration du
théoréeme 17, nous pouvons montrer facilement que le probléme variationnel (V.36) admet une
unique solution ﬂl dans Hper re (£20). Maintenant, tous les ingrédients sont réunis pour pouvoir
appliquer les résultats de la régularité H? dans un domaine assez régulier. Nous nous placons
sous les mémes hypotheses d’un probleme elliptique aux conditions aux limites homogenes.

Appliquons au probleme aux limites (V.36) les résultats associés au Théoreme 4, alors il existe

Hl(%)) ’

D’autre part, si nous exploitons la Hessienne du terme (h ¢), alors nous obtenons

une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

HHess (ﬂl)

< K (Il 0 + [

H2(Q0)

L2() < Hﬂl‘

p(z2)h" (1) @ (x2)h' (z1) 0 @ (x2)h' (z1)
Hess (h(z1) ¢(x2)) = =
@ (x2)h' (21) " (w2)h(z1) o (x2)h' (11) ¢ (w2)h(x1)

Par une simple inégalité triangulaire et grace aux calculs ci-dessus, nous montrons qu’il existe

une constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que

||Hess (111)||L2(QO) < HHess (ﬂl)

L2() + 5%0 ||HeSS (h SO) HLQ(QO) g K. (V37)

En tenant compte du fait que @y € Hperre () (voir Theoreme 17) et de l'inégalité (V.37),

ceci mene a 'existence d'une constante Cj strictement positive indépendante de ¢ telle que
||ﬂ1||H2(Qo) = ”alqu(Qo) + [[Hess (ﬂl)HH(QO) < Co.

La preuve est complete. O]
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5.3 Quelques estimations du correcteur cellulaire d’ordre 1

En vertu des résultats déja démontrés dans les chapitres 11 et IV de cette theése, nous énon-
cons sans démonstration quelques estimations du correcteur cellulaire x° solution du probléme
microscopique (V.12). Nous commencons par rappeler que l'espace fonctionnel DV?(Z* U P)

est donné par
DY?(ZtUP) = {v € L, (ZTUP) tel que Vv € L*(Z* U P), v est y;-périodique sur I'; U FT} :

D’autre part, mentionnons que la notation D? présente la Hessienne dans le domaine rugueux

Q. et DZ désigne la Hessienne dans le domaine cellulaire Z+ U P.
Proposition 40. Le probléme (V.12) admet une unique solution x° dans DY*(Z* U P).

Proposition 41. Soit x° la solution du probléme microscopique (V.12), alors il existe g > 0

et deux constantes C et Cy strictement positives indépendantes de € tels que pour tout € < &g,

Cy
\/g< H X‘

Théoréme 18. Soit x° € DV*(Z1 U P) la solution du probléme microscopique (V.12), alors il

(V.38)

L2(Q.) \/g H yX ’L2(Z+UP) '

existe une constante C3 strictement positive indépendante de € telle que

|1D2x°| < Cs. (V.39)

L2(Z+UP)

Nous exposons dans la proposition suivante quelques propriétés des correcteurs x° et y* sur le
bord lisse ['*® qui vont nous servir dans la suite de ce chapitre. Celle-ci ne constitue en réalité
qu'un intermédiaire pour démontrer le résultat d’estimation d’erreur entre la loi de paroi d’ordre

1 et la solution exacte u. dans la norme H?.

Proposition 42. [ existe g > 0 et une constante K strictement positive indépendante de ¢

tels que pour tout € < €y, nous avons une convergence exponentielle des quantités suivantes

0 < Ke't,

1

< Ke™s,

_F <K€_E7

: ‘

_1
< Ke™ sz, ]

z1 X ‘

L2(T) L2(T°)

< Ke =,

L2(T>)

2
[ 2
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5.4 Régularité H? de la loi de paroi d’ordre 1

L’objet de cette sous-section est de montrer le résultat suivant

Théoreme 19. [l existe g > 0 et deux constantes Cs et Cy strictement positives indépendantes

de € telles que pour tout € < €q, la loi de paroi uy d’ordre 1 satisfait

Cs Cs
— < < —. V.40
\/g HU1||H2(QE) \/g ( )
Démonstration. Tout d’abord, nous rappelons la relation suivante
2
HU1H2H2(QS) = HulHipma) + [|Hess (ul)HLQ(QE) : (V.41)

La démonstration se décompose en deux étapes. Commencons par traiter la norme ||u || g1 q.).-
Si nous introduisons la solution u. du probleme aux limites (V.1), alors nous pouvons écrire 14
sous la forme suivante : u; = uy — u. + u.. Par 'inégalité triangulaire et grace au théoreme 1 et
au lemme 13, nous obtenons l'existence d’une constante K strictement positive indépendante

de ¢ telle que
3
ey < llun = el + luell o) < [Kie? + (401 +)* +1) [lgll2n)| < K. (V.42)

A présent, nous traitons la hessienne de Iapproximation d’ordre 1. L’inégalité triangulaire

(1 (2) )

En vertu de la proposition 39, la hessienne de l'approximation u; d’ordre 0 est majorée par

donne

(V.43)

||Hess (u1)||L2(Qs) < HHeSS (ﬁ-l)HL?(Qo) +e L2(0) ’

une constante. Alors, il ne reste qu’a étudier le membre de droite de I'inégalité (V.43). Nous

effectuons des calculs explicites de la Hessienne de la quantité h(z1) (x° —X), il vient

9%\ 9%\ 2(9)(0 ox°
8x% 8x18x2 ) aTvl 67332
Hess (h (XO - YO)) = h(z) + h (1)
82X0 82X0 87XO 0
Ox201,  Ox3 Oy
0 0
—"_ h// (‘rl)
0 (x*—x%
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On en tire donc l'existence des deux constantes C; et Cs strictement positives indépendantes

de ¢ telles que

Jtess (1 (" = X))

Par un changement de variable de ’échelle macroscopique a 1’échelle microscopique du correc-

<O o]

+ Cz HVJCX ‘

Q) L2(Q0) L2(Q0)

teur ?, il suit

\

[Hess (5 (2~ X))y <

X ‘ L2(Z+uP) ’

L2(Z+UP) \/_ H

Grace aux estimations ci-dessus, il est immédiat de montrer 'existence d'une constante K

L2(9)

strictement positive indépendante de € telle que

K
JHess ()0, < 2 (V.44)

La majoration a l'ordre O(e_%) s’en déduit directement, il suffit de remplacer les estimations
(V.42) et (V.44) dans (V.41). Pour achever la démonstration, il nous reste qu’a trouver une

minoration de la norme |u;|lu2(q.). En appliquant 'inégalité triangulaire, il vient

(e (3 (2) =)

D’apres l'inégalité (V.38), nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive

— [[Hess ()] 12 () < [Hess (wi)l] 2.y < lutllnzi.)-

L2(9)

indépendante de ¢ telle que

s (e ((2) - )

En regroupant les résultats des deux dernicres inégalités, on s’apercoit que la norme || ||n2(q.)

K
L2(00) /6%.

> K| D)

L2(9)

est minorée a l'ordre (9(5_%). La démonstration est complete. O

5.5 Norme H? de ’estimation d’erreur d’ordre 1

Nous allons dans cette sous-section effectuer I'étude théorique de Ierreur en norme H?(€2,) entre

la solution exacte u. et I'approximation d’ordre 1. L’objectif est de montrer le résultat suivant

Théoréme 20. Soit u. la solution du probléme (V.1). Alors il existe eg > 0 et une constante

C5 strictement positive indépendante de € tels que pour tout € < eq, l'approzimation uy d’ordre
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1 satisfait
Hue - ulHHQ(QE) < C7 \/g (V45)

Démonstration. Nous reprendrons la démarche utilisée pour démontrer le lemme 13. Nous com-

mencons par rappeler la fonction d’erreur &;(-) définie dans (V.19) par
Ei(z) = & (x) — 2\ <x> B (z1), pour tout = € €.
£

En vertu des calculs que nous avons explicités dans la preuve du lemme 13, la fonction d’erreur

&, satisfait le probléme aux limites suivant

—A& = 0 sur €,
él = W, sur ['*°
2 92~
~ r5 07Uy
& = —=2 sur 7.
! 2 0x3 e "
&1 est périodique selon xq sur X, U X,

ou lerreur w.(-) sur le bord lisse I'™® est définie comme suit

o === (2 (2.1 )y 20 (2. e

g

Il est clair que sur la paroi rugueuse 7., ainsi que sur le bord I'*°; I'erreur £; est non homogene.

Nous définissons 'expression R.(-) par

Re(w) = &1(2) + p(w2) we(@1) + 5(2), (V.46)

ou, ©(+) est une fonction suffisamment réguliere localisée sur le bord '™ satisfaisant

p=1 si r9 =1
1
0<p<l sur 5 1}
0 1 1}
= sur =
¥ 5>
. . . s s . 2 82&/1
et s(+) est une fonction localisée dans une couche de taille O(e) qui s’écrit s(z) = z3 a2 o Li0.\00]-
€3
s 0%y
De (V.25), nous mettons en évidence que Who ~ O(e).
T2

En raisonnant au sens des distributions, la solution R. satisfait & des conditions de Dirichlet
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homogenes sur ['* U 4., c’est a dire

~AR. = —A (pw:) — As sur Q.
Re= 0 sur '™ U~, (V.47)

R. est périodique selonz; sur X, U X,.

Examinons le laplacien de s(-) dans la partie couche Q.\€y. Un simple calcul donne

x2 0%y 0% 2 0% (0%
As=A (22 -1 22 = S.(7).
i (2 a3 |”> T o <69§2 |”> Se()

De la proposition 42 et par un calcul explicite du laplacien de la quantité (¢ w,), il vient

A(pw) == (i) ( (222) = %) hlan) + 228 (plan) o (222 Wian)

e € eE £
20 P
=60 (e =) o)+ ) (e = ) (o) 42 X () + 570 )

" 28X S 1 82X100 ’
l@ (22 X|F<>o (1) + p(a2) (X|1F°°h (21 )+g 8:51 h (96‘1)"‘;2 axlg h(%))],

20X 1 0°Xfpes
[ (X|Foo - ) 171) + QO(%Z) (5 aj;l h (xl) + ? 81!’1%1 h($1)>‘|

vt [ et ) + o) (000 0| = o) = 0,

Pour des raisons de commodité, nous notons F.(-) le terme source associé au probléme aux
limites (V.47) tel que

F.(z)=-A(Pw.) — As = —T.(z) — S-(x).

Par des calculs intégrales, il est clair que la fonction F.(-) est dans L?(€2.) et qu’il existe une

constante K strictement positive indépendante de ¢ telle que
_1 3 3
1l 200 < K (1T 2o + 1Sl 2000 ) < K (€75 +22) < 2Ke2. (V.48)

Nous mettons 'accent sur le fait que nous nous plagons sous les mémes hypotheses qu'un
probleme elliptique aux conditions aux limites homogenes dans un domaine périodique avec
une paroi rugueuse réguliere et un terme source dans L?(€.). Une application immédiate du

Théoréme 2 au probléme aux limites (V.47), nous permet de déduire qu'’il existe une constante
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K strictement positive indépendante de ¢ telle que

e, < B (1P Nz + i | (V.49)

H?(Qe H1(95)> '

3) et Hiﬁa — O(e2). Ces résultats

Nous allons dans la suite démontrer [[F;||;2q ) = O(e

— O(e2).
H2(Q:)
Nous commengons par chercher la formulation variationnelle du probleme aux limites (V.47).

H ()

obtenus permettent d’avoir Hig

Nous considérons v une fonction « test »telle que v € Hper o(€22). Par la formule de Green, nous

avons

<V3~25 , VU>Q = <—A§35 , U>Q =(F., v)q -

€

Par I'inégalité triangulaire, il suit
’(vizs , vu>95 < [(F: v)q, (V.50)
Par Cauchy-Schwarz et par la proposition 2, nous avons
(L | < IExgay ol < Cr(E) [Pl 90200 (V.51)

Précisons que Cp(e) désigne toujours la constante de Poincaré donnée par (1 + ). En prenant

R. = v dans (V.50) et (V.51) et par le lemme 1, nous obtenons

2
L2(Q.

R

2 ~
HY(Q.) < HVRS

Qe

R Rl < Cr(e) I1F:] o VR 2200,

ou a, est la constante de coercivité donnée par a, = Wl)gﬂ. Ainsi nous tirons
~ 12 ~
o [VR[, ) < Cr) 1PN sy 9% a2 (V.52)
Apres simplification, nous obtenons
5 Cp(e)
L Pl L [P S (V.53)

A nouveau, par la proposition 2 et de (V.53), il suit

Cp(e))’
< . (v 54)

| 5

< Cple) | VR

L2(9%) L2(£2.)
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De (V.48), (V.53) et (V.54), nous déduisons 'estimation suivante

Cp(e) + (Cp(e))?
< P() a( P( )) HFEHLQ(QE)<K€ '

Njw

(V.55)

|

HY(Qe)

Nous remplagons I'estimation (V.55) dans I'expression (V.49), alors il existe une constante K

strictement positive indépendante de € telle que

|

3
o) S B (% +vE) <2KVE. (V.56)

Avant de rassembler toutes les estimations pour conclure, signalons que par des calculs ex-
plicites, nous pouvons montrer I'existence de deux constantes K; et K, strictement positives
indépendantes de ¢ telles que

3
2

_1
[[wel propocy < Ke7° et 150l 12 (o \00) < K2 (V.57)

D’autre part, par la transformation géométrique de I’échelle macroscopique a 1’échelle micro-

scopique, nous montrons qu’il existe une constante K strictement positive indépendante de ¢

< (%)

Nous pouvons conclure définitivement la démonstration en réunissant tous les résultats obtenus.

telle que

’

e2h

!
g €2h (3
£2

I < KAE V.58
H2(Q) X ’H2(Z+UP)> \/g ( )

De (V.56), (V.57) et (V.58), nous montrons par inégalité triangulaire qu’il existe une constante

K strictement positive indépendante de ¢ telle que

2 ’ 1 :L.
e Gl
H2(Q.) +ée X - H2(Q,)

H2(Qs) + ||WE||H2(FOO) + ||SHH2(Qg\QO) -+ 62h ’

1€1(2) iz < [[E1(2)

< | % < K.

(2)

La démonstration est complete. O

H?(Qe)

Fin de la technique

Nous désirons nous servir des résultats des deux derniers Théoremes. A 'aide de 'inégalité

triangulaire, nous prouvons immédiatement que la régularité H? du probléme aux limites (V.1)
. N _1 . .

est singuliere en O(e~2). Autrement dit, nous montrons l'existence de deux constantes K;, et

Khax strictement positives indépendantes de € telles que
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Kmin C
< G- 0 VE < uleiay — e - e

-~

max

+ Cy /e

N

R

< tellgzo,y < llurllme.) + lus — wllm2e.) <

Bt

6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation d’'une méthode plus générale des développements
asymptotiques afin d’introduire une étude de la régularité H? du modele d’écoulement sanguin
modélisé mathématiquement par un probleme simplifié dans le premier chapitre de cette these.
Les lois de parois asymptotiques ont été jusque la utilisées pour des parois lisses afin de retirer
du domaine du calcul une partie de la couche limite, cotiteuse numériquement. Ces techniques
ont donné de bons résultats méme pour des problemes considérés comme difficiles. En effet,
elle peuvent étre adaptées aux équations de Navier-Stokes incompressibles dans un domaine
rugueux.

Une extension naturelle de ce travail serait I’étude des équations de Navier-Stokes incompres-
sibles. Nous ne connaissons que tres peu de références qui traitent d’analyse asymptotique pour
les équations de Navier-Stokes incompressibles dans un domaine rugueux. Signalons 'article [4]
qui a proposé une analyse asymptotique d'une fagon rigoureuse pour ce probléme mais nous
n’avons pu, faute de temps, faire aboutir cette étude.

Aussi, nous proposons d’autres perspectives de recherche dans le contexte de la régularité H?
sur les problemes de rugosité avec des conditions de Neumann en se référant aux travaux de
Chupin [37]. Par manque de temps, nous n’avons pas effectué une analyse complete a cette
question. Toutefois, nous espérons que les travaux réalisés ici devraient permettre d’effectuer

ce travail.
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Pourtant, en repensant maintenant a ces quatres
années, je me rends compte qu’elles n’étaient
nullement gaspillés. Sans méme le savoir,

j’ai appris alors dans la solitude ce qui

fait l’essentiel du métier de mathématiciens -

ce qu’aucun maitre ne peut véritablement
enseigner. [...] Pour le dire autrement :

j’ai appris, en ces années cruciales,

a étre seul.

Alexandre GROTHENDIECK,

L’importance d’étre seul (Récoltes et semailles)
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Chapitre VI

Estimations d’erreur et Résultats numériques

Nous arrivons enfin au dernier chapitre de cette these. Nous nous intéressons a l’analyse et
aux simulations numériques du modele d’écoulement sanguin, qui a été modélisé mathémati-
quement dans le premier chapitre par le probleme aux limites (E) ou encore par le probleme
simplifié avec une source réelle (voir (I11.1)).

Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats préliminaires standards sur la mé-
thode des éléments finis, qui sont utiles a plusieurs reprises dans ce chapitre. Dans une deuxieme
section, nous établissons une extension plus générale. Nous montrons un lemme de type Aubin-
Nitsche dans un domaine rugueux (dont une partie du bord est paramétrée par un lacet qui
dépend de €). Nous mettons I’accent sur le fait que la singularité en (9(5_%) obtenue précédem-
ment, de la norme H? de la solution du probléme aux limites (IT1.1) joue un rdle trés important
pour la généralisation du lemme de Aubin-Nitsche. Dans la section suivante, nous mettons en
oeuvre le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux. Bien entendu, 'ingrédient essentiel
du lemme généralisé de type Aubin-Nitsche sert a prouver des estimations d’erreur de la solu-
tion du probléeme aux limites (E) par rapport a sa solution approchée par la méthode éléments
finis en norme L? et H'.

Ensuite, afin d’interpréter et de comparer ces résultats obtenus, nous proposons une analyse
asymptotique. Nous montrons que la solution microscopique tronquée du probléme cellulaire
se comporte comme (9(6_%) pour les normes H! et H? quand ¢ tend vers 0. Nous pourrons
alors fournir dans la cinquieme section un résultat d’estimation d’erreur entre la solution wu.
associée au probléeme modele simplifié avec une source réelle (II1.1) et I'approximation couche
limite approchée d’ordre 1 par 'approche d’Achdou et al.

Dans une avant-derniere section, nous nous intéressons a la résolution numérique. D’un point
de vue rigoureux, nous avons tout d’abord réalisé un ensemble de simulations numériques afin
de valider tous les résultats de convergence obtenus dans le chapitre III de cette thése pour

la construction des approximations couches limites. Néanmoins, pour illustrer I'importance
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pratique des résultats théoriques du schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux, nous
montrons dans un deuxieme temps des validations numériques des résultats obtenus théorique-
ment sur un cas test 2D.

Nous finissons ce dernier chapitre en présentant quelques résultats techniques qui sont utilisés
dans nos études ou qui sont nécessaires du point de vue pédagogique pour avoir une bonne

compréhension.

1 Préliminaires

Nous présentons dans cette premiere section quelques résultats préliminaires dont nous aurons
besoin dans la suite de ce chapitre. Nous considérons un probleme représentatif des nombreux

problemes modeles linéaires dont la formulation faible abstraite est la suivante :

Trouver u € W tel que
(VL1)

a(u,v) =1l(v), Yv eV,

ou

— V et W sont deux espaces fonctionnels.

— af(,-) est une forme bilinéaire, continue, coercive définie sur W x V.
— 1(+) est une forme linéaire, continue définie sur V.

Précisons dans toute cette section que le probleme modele (VI.1) est bien posé.

1.1 Le probleme approché

Grace a la méthode de Galerkin, nous pouvons avoir une approximation du probléme abstrait
(VI.1). Le principe général consiste a remplacer les espaces fonctionnels V' et W par des espaces
de dimension finie, notés V}, et W},. Pour des raisons de simplicité, I’accent portera sur ’étude

de I'approximation conforme ou V, C V et W), C W, ce qui induit a

Chercher u;, € Wj, tel que
{ nE e (V1.2)

ah(uh,vh) = lh(vh), VUh € Vh,

ol ay(+, ) est une forme bilinéaire, continue, coercive et [;(-) est une forme linéaire. On appelle
I'espace W), « espace d’approximation » et ’espace V}, « espace test discret ». Nous renvoyons

a l'annexe 7 de ce chapitre pour quelques rappels sur les éléments finis.
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VI.1 Préliminaires

1.2 Estimation d’erreur a priori : lemme de Aubin-Nitsche dans un

domaine non rugueux

Nous nous restreignons dans cette sous-section au cadre d’'une approximation consistante et
conforme par la méthode de Galerkin standard, c’est-a-dire que l’espace ou l'on cherche la
solution est le méme que celui des fonctions tests. Autrement, nous supposons que V = W et
Vi, = W),. Cependant, nous considérons le probleme continu (VI.1) et son approximation (VI.2)

que nous supposons bien posés. Nous faisons de plus les hypothéses suivantes :

1. (hypothése 1) : Il existe un espace de Hilbert X dans lequel V' s’injecte contintiment.
Nous supposons X muni d'une forme bilinéaire continue, symétrique et positive notée
I'(-,-) et notons |.|x = /I'(.,.) la semi-norme induite correspondante. Par ailleurs, nous
supposons qu’il existe un espace de Hilbert Z C V et une constante de stabilité C,

strictement positive telle que pour tout f € X, la solution £(f) du probléme adjoint

Trouver £(f) € V tel que

(VL3)
a(v,£(f)) =U(f,v), VeV,
est dans Z et satisfait ’estimation a priori suivante
1Nz < Cs [ fx- (VI1.4)

2. (hypothese 2) : 1l existe une constante d’interpolation C; strictement positive telle que

Vh > 0,Vv € Z, inf [[v—wvly, <Cih|v],. (VL5)

v EVY

Remarque 17. — Awvec les hypothéses ci-dessus, nous avons la relation suivante pour les es-

paces de Hilbert avec injections continues :
ZCcVcCcX.

Pour un probléme modéle faisant intervenir le laplacien dans un domaine régulier €2, nous

avons typiquement

Z=W(Q). V=H@®, X=L. [||x=] |z

- Lorsque (hypothése 1) est vraie, on dit parfois que le probléme (V1.3) est réqularisant.
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L’objectif de ce paragraphe est d’estimer 'erreur u — u;, dans la semi-norme |.|y. Le résultat

ci-dessous est connu sous le nom du lemme de Aubin-Nitsche [14, 39].

Lemme 15 (Aubin-Nitsche, [14]). Sous les hypothéses 1 et 2 ci-dessus, nous avons :
Vh > 0, lu—up|x < Khl|u—uly, (VL6)
ot K =C;Cs [allyy-

Preuve. Posons l'erreur e, = v — uy,. Nous avons

o U(fen) o alé(f),en)
enlx = sup = = sup ==

L’estimation d’erreur e; procede en deux étapes. D’une part comme V;, C V, donc d’apres la

relation d’orthogonalité suivante : pour tout v, € Vj, a(u — up,vy) = 0, nous obtenons que

Vo, € Vy, a(efhg(f)) = a(eha §<f) - Uh)'

D’autre part, la forme bilinéaire a(-,-) est continue, nous en déduisons que

alen, §(f)) < llall leally I€CS) —vnlly, Vo € Vi,

et par suite

alen, €()) < llall llenlly mf NIECf) = vally < llallleally ChlIE(F),  dapres (Phypothése 2)
< |lall lerlly, CiCs | flx  daprés (I’hypotheése 1)
< Khflenlly [flx-

Nous concluons aisément. OJ

2 Généralisation : Lemme de type Aubin-Nitsche dans

un domaine rugueux

Une extension naturelle du dernier résultat serait bien entendu ’étude du Lemme de Aubin-
Nitsche dans un domaine rugueux. Signalons que les résultats préliminaires de la premiere

section peuvent se généraliser sans trop de difficulté au probléme aux limites (E) modélisé dans
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VI.2 Généralisation : Lemme de type Aubin-Nitsche dans un domaine rugueux

le premier chapitre de cette these. Avant d’entamer la démarche, rappelons que notre modele
d’écoulement sanguin présenté dans le premier chapitre est modélisé mathématiquement par le

probleme aux limites suivant

—Au. =g sur Q.
(E) : u. =0 sur '™ U~.

u. est périodique selonx; sur >, U X,

ol {2 est un ouvert borné de R? donné dans la figure ci-dessous et g € L?(£2.).

)
1 I
Q
Ye Ys
777777777777777777777777 Yoo
L T
Y% / \ \ ] N \ / \ /
VARVERVA VARV

Domaine rugueux 2.

La formulation faible obtenue dans le Chapitre I, peut étre écrite sous la forme d’un probleme

abstrait :

Trouver u. € Hpero(€2:) tel que
{ p 0( ) q (VI.?)

ac(ug,v) =1 (v), Vo € Hper,0(€2e),
ol nous notons :

Hpero(2) = {v € H () tel que v =0 sur I U+, , v est périodique selon z; sur ¥, U 2},

a:(ue, v) :/Q Vue. Vo dz, et [ (v) :/Q g v dz.

Comme précédemment, on peut associer au probléme ci-dessus (VI.7) un probleme approché
par la méthode des éléments finis dont la solution est notée w. . La formulation variationnelle

approchée s’énonce donc sous la forme suivante :

Trouver u.; € V. tel que
{ he e (VL)

e (Ue s o) = lep(vp), Yor € Vo,
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ou V., est un sous-espace de dimension finie de I'espace Hper o(€2) et ot les formes respective-
ment bilinéaire, continue, coercive a. (-, -) et linéaire I. () sont issues des approximations des
formes a.(-,-) et I(-). Le parametre positif « h » présente le diametre maximal de la triangula-
tion.

Dans la suite de cette section, nous nous placerons sous les deux hypotheses suivantes :

1. (Hyp 1) : Par la méme méthodologie présentée dans la derniére sous-section 1.2 appliquée
a un probleéme faisant intervenir le laplacien (comme le probleme aux limites (E)), nous
supposons qu’il existe une constante de stabilité Cy strictement positive indépendante de

e telle que pour tout g € L*(€).), la solution £(g) du probléme adjoint

Trouver £(g) € Hpero(2:) tel que

(VL.9)
(1,5(1),§<g)) = <ga U)LZ(QE) ) VU 6 iH:per,O(Qa)a
est dans H2().) et satisfait pour tout a €]0, 1] 'estimation a priori suivante :
Cs
H5(9>HH2(95) < =3 9120 (VI.10)
2. (Hyp 2) : 1l existe une constante d’interpolation C; strictement positive telle que
Vh > 0,Yv € H*(Q.), inf v = onll 1 0.y < Cilt[|0]] g, - (VL.11)

vREVe h

Nous allons a présent énoncer un résultat de type Aubin-Nitsche dans un domaine rugueux afin

d’estimer I'erreur |Jus — wep||r2(0.)-

Lemme 16 (Lemme de type Aubin-Nitsche dans un domaine Rugueux). Sous les hypothéses
(VI.10) et (VI.11) ci-dessus, il existe une constante K, strictement positive indépendante de €
telle que nous avons

K. h

80{

Vh > O, HUE — uah”LQ(Qg) < ”U,(S — Ug,p |H1(Qs)- (VIlQ)

Preuve. Nous procédons ici comme dans la preuve du lemme 15. Posons 'erreur R, j, = ue —ue .

Par un raisonnement analogue au précédent, nous avons
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a=(Re, €(9)) < Mlacll [ Repllpr o,y mE NE(9) = vall i q,)

< lacll I Repll .y Cih €@ 2. d'apres (Hyp 2)
C, . (VI.13)

<Naell [Rell ey it (22 ) lolz2ce daprés (Hyp 1)

K. h
< ca ”fRe,hHHl(QE) ‘g‘LQ(QE)a avec K, = C;C; HGEHHPM’O(QE) :
Par ailleurs, I'erreur R, j, satisfait la relation suivante
a (5(9)7 R ,h)

|:R€:h’L2(QE) = sup (VI.14)

g2 19lr2

L’estimation voulue est enfin obtenue en regroupant les deux quantités (VI.13) et (VI.14). La

preuve est complete. O

Remarque 18. Nous mettons ['accent sur le fait que nous avons supposé ci-dessus une hypo-
thése de stabilité (Hyp 1) sous la condition que le réel o €]0,1]. En effet, cette supposition est

due au fait suivant :
1. D’aprées le Théoréme 2 démontré dans le deuziéme chapitre de cette theése, la norme H?
de la solution u. du probléme auz limites (E) est majorée en O(L). Il est donc assez clair
que 'inégalité (V1.10) est bien cohérente avec le résultat du Théoréme 2 pour oo = 1.
2. Grice au Théoréme 9, la norme H? de la solution u. du probléme aux limites (E) avec une
source réelle est singuliere en O(s_%). De ce fait pour a = %, Uinégalité (V1.10) correspond

bien au résultat principal du chapitre IV de cette these.

3 Analyse d’erreur a priori par éléments finis

Dans ce court paragraphe, nous allons présenter quelques estimations d’erreurs de discrétisation
pour le probleme aux limites (E) et qui illustrent le schéma d’éléments finis dans un domaine
rugueux. Notre objectif principal est d’obtenir une estimation de I'erreur u. — . en normes
-l ey €t 1Ml 22y

Proposition 43. Sous les hypothéses (VI.10) et (VI.11), il existe une constante Cy strictement

positive indépendante de € telle que pour tout o €0, 1], nous avons

Cy h
g

(VI.15)

||u€ - u&hHHl(QE) <
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Preuve. D’apres le lemme de Céa (Voir Lemme 21), nous avons

e — uahHHl(Qs) s¢ ( faf, e U&hHHl(QE)) .

Ve,n € Veon

Nous considérons J;* u., 'interpolé de Lagrange de u. dans V., (Voir [39]). Il est clair que

L L . ) L
3, u. € Ve, car sur chaque face du bord, I, u. est uniquement déterminé par la valeur de

1, aux noeuds sur cette face. Par suite,

L
ue — 3, u.

inf - |[ue = vepllgro,) < O‘
h

'Us,he‘/s, HI(QE) ’

Par ailleurs, d’apres le théoréeme d’interpolation (Voir [39]), nous avons

En combinant les inégalités précédentes et grace a l'estimation (VI.10), nous obtenons (VI.15).

L
ue — 37" u,

HU(9.) < Ch ||u€||H2(Qg) :

La preuve est complete. O

Proposition 44. Sous les mémes hypothéses (VI.10) et (VI.11), il existe une constante Cy

strictement positive indépendante de € telle que pour tout o €]0, 1], nous avons

Co h?

e2a :

(VL16)

||u6 - ua,h“Lz(Qs) <

Preuve. Cette proposition résulte immédiatement de la généralisation du lemme de Aubin-
Nitsche dans un domaine rugueux 16 et de I'inégalité [Proposition 43, (VI.15)]. En effet, il est

assez clair que

K, h Csyh?
HUs - Ue,hHLQ(QE) < ;T ||Us - U’E:hHHl(QE) < ;Ta’ avec CQ = Kr Cl.
D’ou l'estimation voulue. O

4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

Apres avoir montré quelques estimations d’erreurs de la solution du probléme aux limites (E)
avec la méthode des éléments finis, le but a présent est de pouvoir comparer les résultats obtenus
avec l'analyse asymptotique. Dans la suite, nous sommes amenés a comparer la solution du

probleme (E) « exacte » avec 'approximation couche limite approchée d’ordre 1 par 'approche
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VI.4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

d’Achdou et al. Pour étudier ceci nous aurons besoin d’établir tout d’abord plusieurs résultats

intermédiaires qui concernent la solution microscopique [;.

4.1 Domaine cellulaire tronqué

Rappelons que le correcteur cellulaire 3y vérifie le probleme (I11.20) ci-dessous

-Af= 0 sur
fr=—y sur
[1  est périodique selon g sur

) o 1 2T
lim (=0 = 2*/ B1(y1,0)dy,
7w Jo

Y2—r—+00

ZTUP
PO
Iul,

dont les définitions de ZT, P, P°,T; et T, sont rappelées dans la figure (II1.2).

La résolution du probleme cellulaire dans un domaine non borné pose des difficultés pour la

résolution numérique. C’est pourquoi nous énongons a présent le probleme microscopique sur

une cellule tronquée. Le domaine correspondant a cette cellule tronquée est désigné par Zg tel

que

Ir = {y €(ZTUP)telquey; <R et R>> 1}. (VL.17)

Y2 I'r

Figure VI.1 — Cellule tronquée

Bien entendu, I'utilisation d’un domaine tronqué par la paroi lisse I'r = {y; € [0, 27, yo = R},
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avec la condition suivante a I'infini « liqu B1 = B », nous permet de réduire le probléme a
Y2 —+00

—~ABft="0 sur A
BR= —y sur PO
opft VIL.18
ﬂ = 0 sur I'r ( )
Y
Bt est périodique selon sur I, UT,.

4.2 Estimations d’erreur du correcteur cellulaire

Notre objectif dans ce paragraphe est d’étudier I'erreur du correcteur cellulaire due a la tron-
cature du domaine microscopique. Avant de traiter 'erreur pour les normes H'(Zg) et H*(Zgr),

nous énoncons ci-dessous deux lemmes techniques démontrés en annexe 7.

Lemme 17. Soit le domaine cellulaire tronqué Zg illustré dans la Figure VI.1. Soient [,
Vunique solution du probléme cellulaire (111.20) dans Dy*(Z,UP) et BF la solution du probléme

cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, nous avons l'inégalité suivante de type Poincaré :

81— BF

<R+ |V (8- 5E)

(VI.19)

L2(Zy L%(Zg)

Lemme 18. Soit le domaine cellulaire tronqué Zw définie dans la Figure V1.1, limité en haut
par Uinterface T'p = {y; € [0,27]; y2 = R}. Soient 51 l'unique solution du probléeme cellulaire
(I11.20) dans Dy*(Z,UP) et B la solution du probléme cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, nous

avons l'inégalité suivante de type trace :

81— BE

)<VR+1 HV<51—BF)

(V1.20)

L2(Tg L*(Zg)

Nous allons maintenant nous intéresser a l'erreur 3; — 3 pour la norme H'(Zg).

Proposition 45. Soient 3y l'unique solution dans Dy*(Z, U P) du probléme cellulaire (111.20)
et B la solution du probléme cellulaire (VI.18) tronqué. Alors, il existe une constante C' stric-

tement positive indépendante de R telle que :

|81 — B <CRze R (VL1.21)

HY(ZRr)
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Preuve. Posons la différence €% = 3, — 3. Donc I'erreur €% est la solution du probléme suivant

—A&f = 0 sur 7R
E= 0 sur P
ol 0B (V1.22)
_—= - sur I'r
ya Y2
&R est périodique selon 1, sur [ UL,

Comme nous aurons recours a une formulation variationnelle du probleme ci-dessus, nous consi-

dérons une fonction test réguliere appartenant a D(l)’Z(ZJr U P). Par la formule de Green, il suit

0= <—A8R ’U> = <VSR VU> — %R V= <V8R VU> _ %R v
"/ n 7 Zr Jozg Oy Zr  Jrg Oyo
Par conséquent, nous avons
(Ve vo) = oer [ 9B (VL.23)
7 Zr 'r ay2 I'r 3y2

De l'expression (VI.23), par I'inégalité triangulaire ainsi grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous obtenons

9B ‘ H 0p:
ver Vo) | = v VI.24
( Vanl = o 3 | < | g, P00 (VL.24)
En prenant v = &7 dans (V1.24) et par le lemme 17, nous avons
9P b
ver|’ r < VR f :
H L2(ZR) H 8y2 L2(Tn) H L2(T'R) +1 H Yo L2(TR) ‘ L2(ZR) (VI-25)

A ce stade, rappelons que dans Z1 la décomposition en Série de Fourier de la solution du

probleme cellulaire (3; s’écrit explicitement :
+o0 1 )
B = neexp(ikyr — |klys), avec 1 = /O Bi(y1, 0)e™ dy,.
k=0

Par un calcul de la dérivée selon la direction y_2> de 'expression ci-dessus, nous obtenons

b

+oo
1
= —k k k )
8y kZ:l ||y, exp(ikyr — [kly2)
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Ceci nous permet de déduire que

‘3[5’1

—R ik R— |k|y2
k Y1
5 S Ikl i e

k=1

Grace a cette derniere inégalité et par un simple calcul, il vient
/27r 2

Haﬁl 2 3/1

ys

2r [+00

dy; < 6‘2R/0 <Z |k|? |nk|2€2R(_|k|+1)> dy,
= k‘l n |2

_QR/ (\/_Iml + Z V1 [k !m|2> dy (V1.26)

<o [7(5 \/1+\k|2|nk|2) i

<y,

L2(Tr

R)

Nous remplagons l'inégalité (VI.26) dans (VI.25) et apres simplification, nous obtenons l'inéga-

lité suivante

v

<VR+1 | <VR+1e R ||77”H%<FR> . (VI1.27)

ay? L2(TR)

Par le lemme 18 et I'inégalité (VI.27), nous montrons qu’il existe une constante C' strictement

positive telle que pour tout R >> 1, nous avons

7

- [ve

+|e"

<A+ (R+1) |V

HY(Zr) L2(ZR) L2(Zg) 2(Zr)

<2+RVR+1e R Hnqu(F <CR:e R

Ceci acheve la preuve. O

Dans ce qui suit immédiatement, nous montrons comme précédemment une convergence expo-

nentielle de l'erreur () — 1) pour la norme H?(Zg).

Théoreme 21. Nous considérons 51 l'unique solution dans D(l)’2(Z+UP) du probleme cellulaire

(IT1.20) et BE la solution du probléme cellulaire (V1.18) tronqué. Alors, il existe une constante
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K strictement positive indépendante de R telle que :

|61 — B < KR R (VI.28)

H2(ZR)

Démonstration. Nous reproduisons ici la technique introduite dans le deuxieme chapitre de
cette these. L’idée directrice de la démonstration est la suivante : Tout d’abord, nous allons
effectuer un changement de variable pour redresser la cellule tronquée Zgr en un domaine ne
dépendant plus de la troncature R. Ensuite, nous établissons la formulation variationnelle dans
le domaine redressé afin de majorer et minorer les deux membres associés a cette formulation
variationnelle. Par retour a la cellule tronquée, nous terminons par estimer lerreur 3, — BF
pour la norme H?. Nous traitons briévement la démonstration sans établir tous les détails du
calcul. Pour une lecture plus approfondie, nous renvoyons a l'appendice 7 de ce chapitre.

Redressement de la cellule tronquée : Comme précédemment dans la derniere preuve, nous po-

sons la différence £ = ) — B, Alors, 'erreur €7 vérifie le probléme aux limites (VI.22). I est
assez naturel donc de rappeler la formulation variationnelle (VI1.23) du probleme (VI.22) :
OER 0
<V8R, VU> = U= 96 v, avec v € Dy*(Z, U P).
Zr e Jy2 I'r Y2
Nous effectuons un changement de variable qui permet de transformer la cellule tronquée Zg en
un rectangle Q = [0, 27] x [0, 1] (voir Figure VI.2). Pour cela, nous considérons le changement

de variable z = ¢(y), olt ¢(y) est le C*-difféomorphisme! tel que :

Y2 I'r

Figure VI.2 — Redressement de la cellule tronquée

1. Les variables z1, 2o n’ont rien a voir avec celles utilisées dans le chapitre T'V.
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01 In — (@
’7(3”) (VI.29)
71 :

Notons 1) = ¢~ ! I'application inverse de ¢ telle qu’elle vérifie :

{wz) =y =2
P (z) =yo= [R F(z1)] 22 +4(21).

Aussi il est assez clair qu’apres calculs, on a

1 0 ! "
Vi (z) = et Vo(y) = ,
y . Ay Y (y1)(y2 — R) 1
Y (z)(1 = 22) R—75(21) R — () R — ()

Le jacobien de ¢ est : J = |R — 7(z1)|.
Etablissement de la Formulation variationnelle aprés redressement : Nous commencons par ef-

fectuer un changement de notations. Nous posons &(z) = &% o 9(2) et #(z) = v o1(2). Le

gradient de € est

22 (2) 1 7 ()1 —2) | [ % (671(2))
5(2) 0 R—4(x) 2% (471(2))

aﬁ( () = 2
Oy2 R =A(=1) 0z (V1.30)
ger - 9E 08 A(z )(1 - 22) '

De (VI1.30) ainsi que d’apres les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

(ver.vu), = [V D) -V (67 () 16(2)] dz

R R—7(z) (22 — 1) (21) 2 o
- <( (22— 1)7 (z1) R_lw {1 + (7,(21))2(22 - 1)2] ) ( % ) ’ ( o )>
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VI.4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

De la méme fagon, nous obtenons aussi

R o 9ER((»
e %z vy = | @8;“” o((2)) [J(2)| dz
2T _ R 4 -
=Jp F@E A, o F(z)=&°’azf()|3—a(zl)|.

Afin de simplifier la présentation, notons dans toute la suite la métrique Gr(z) telle que

g (z) ¢2(2) ) [ B-ata) (2 —11)’/(21)

e ( ) g2() (22— 17 () 1+ (760) (2 - 17

R—75(z)
Nous adaptons la derniere notation au calcul des intégrales ci-dessus, alors nous pouvons écrire
la formulation variationnelle dans @ du probléme aux limites (VI.22) apres redressement sous
la forme
- 2T 2 aER
(Gr(z) VE, Vi) = / F(2)0(2) dz = / 08T v(2) b 2] 5(2) day.
Q 0 0 029

Par ailleurs, notons & présent dans toute la suite de cette démonstration les expressions A (-, -)
et B (-) telles que

2 0N (1)(2))

9 IR —A(2z1)] 9(2)dz.

A(&.0) = (Cr(z) V&, Vi) et B(D) :/0

Choiz de la fonction test : Nous définissons le demi-disque D l'intersection entre le demi-plan

strictement positive et le disque de centre (7, 0), de rayon 7% + 1 tel que D= D((,0), 7% +1)N
{y» > 0} recouvre Q. D’autre part, notons D’ le demi-disque tel que D' = D((m,0),1)N{y> > 0}.
Avec les définitions ci-dessus et pour des raisons techniques, nous introduisons la fonction de
troncature £ € C°(D, [0, 1]) telle que

~/

E=1 dans D
0<£<1 dans f)\f)/
£=0 dans R?\D.

Pour finir cette étape, nous choisissons pour |h| assez petit la fonction test suivante

o =—-D" (fQD?é) : ot D présente le quotient différentiel tangentiel. (VIL.31)
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Minoration de la forme bilinéaire a la formulation variationnelle : En procédant comme dans

le deuxieéme chapitre de cette these, nous injectons la fonction test (VI.31) dans I'expression de
A (+,-) associée a la forme bilinéaire de la formulation variationnelle apres redressement et grace
aux opérations classiques sur le quotient différentiel D, nous pouvons découper I'expression

de A (8, 8) = <GR(z) VE, VU>§ sous la forme suivante

A(E8) =Ar (E,€)+ A2 (€, &) + 45 (€,€) - i)
= (Gr(2) w, w) + (Ggr(2) wi, we) + (Gr(z) w3, wy + ws,)

—

telle que la métrique Gg(z) présente le différentiel tangentiel de la métrique Gg(2) :

&) = ( DHgi(2)) Di(gi(2)) ) |
D9 () Dilgi(2))

Ainsi que les vecteurs w, wy, wq, w3, wy et ws sont définis comme suit
h ( D€ h [ OE ¢ Ph o€
w=t (321) w=¢| (5::) wy =2 [ 92 DI wy = | %
Dh ( ) ) 1 Dh (88) ) 2 0¢ Dha 3 0& ’
Ozo 1\ 029 Oz 0z
aDME I Ph(o
w4—(8g;§é), w5_(aa?D1(‘?)).
h
B2 35 Di(€)

Nous nous servons ensuite des résultats des propositions 50, 51 et 53 (voir annexe 7 de ce

12 12
chapitre), et du fait que / ‘D?E‘ dy < / ‘VE‘ dy, pour arriver a

A (E.8) > an /5 IDMVE dz.

#a (€. €)

Az (€,€)

Signalons que C7,C3 sont deux constantes strictement positives indépendantes de R et apg

présente la constante d’ellipticité de la métrique Gg(z) donnée par ar = ﬁ.

o
e
V

Y

-8 [¢ |DivE[ az - iR [[VE[ -

e
\Y

_%/52 ‘vaérd'z — CgR/‘Vé‘Q dz.

Finalement, en regroupant les inégalités ci-dessus des quantités A (-,-), Az (-, ) et Az (+,-),

nous montrons qu’il existe une constante Cy strictement positive indépendante de R telle que

A(E8) =% /g DIVE[ dz -y R/]ve dz. (V1.33)
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VI.4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

Majoration de la forme linéaire a la formulation variationnelle : En reprenant le méme pro-

cédé que nous avons décrit précédemment dans le deuxieme chapitre de cette these afin d’éta-
blir une majoration de la forme linéaire a la formulation variationnelle, un calcul similaire nous

donne qu’il existe une constante Cg strictement positive indépendante de R telle que
B (£) < %/52 DiveE|" d +f/\vs] dz—l——/ IF[ da,

0E"(¥(2))

ot la fonction source F(-) est définie comme suit F/(z) = |R — 4(21)|. Une simple

822
majoration triangulaire du Jacobien de ¢ nous permet de déduire la majoration suivante
p ~ - 2.11) r2r|9eR 2
B (€) < %/52 DIVE[" d= + %/\vaf dz + CB(RH/ GEWED| . (visay
4 4 QR 0 029

Régularité H? dans le domaine redressé : En vertu des deux inégalités (VI.33) et (VI.34) et par

une démarche semblable a celle utilisée pour la proposition [13, Chapitre II], alors il existe une

constante C, strictement positive indépendante de R telle que

2
IS 2
L*(D) T8 (/0

Estimation de la norme H? dans le domaine cellulaire tronqué : Une étape classique mainte-

2

e[
82’2

9%E
021,02

< G,
L2(D")

dzl) . (V1.35)

1Lk=1

nant est le retour au domaine cellulaire. Pour cela, nous appliquons le résultat technique du
lemme 19 dans I'appendice 7 de ce chapitre. Alors, il existe une constante Cg strictement

positive indépendante de R telle que

2

< Cp ( Z
L*(Zr)

l,n=1

0%&
8znazl

02eR
y; 0y,

D

L? (Q) =1

>

ij=1

) . (VL36)
12(Q)

En vertu de lestimation (VI.35) et de linégalité (VI.36), nous montrons qu’il existe une

82’1

constante C' strictement positive indépendante de R telle que nous avons

~ 2T
4+ R? /
L2(Q) - ( 0

Il nous reste qu’exploiter les deux normes a droite dans la derniere inégalité. Par un simple

oe [

822

*ER(y)

<C
5%83/]'

dzl) . (VL.37)
L2(ZRr)
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calcul, nous montrons qu’il existe une constante C' strictement positive telle que

OER ayi\” n
= VI.38
|ve (Z /Z <ayi 8zk> \Jcb(y)ldy) <CVER|ver| , (VL38)
De méme, grace a la formule de changement de variable dans les intégrales, il vient
o | 9gR 2 \* oen |? oER
[ (¢(z))’ ) =] o) v, H (V1.39)
0 07y T | Oy \/_ Aya L2(TR)

En rassemblant les quantités (VI.38) et (VI1.39) dans (VI.37). Alors, il existe une constante C'

strictement positive indépendante de R telle que

oer

*eR
L?(Zr) + H 8y2

y; 0y,

>

,j=1

< C R2 (HvaR ) . (VL.40)
L2(TRr)

Fin de la démonstration : Pour pouvoir achever cette démonstration, il nous suffit d’exploiter

L2(ZR)

les normes a droite de I'estimation (VI.40) de la Hessienne de I'erreur €. Compte tenu du fait

0
que « 851 =0 sur 'y » et de l'estimation (VI.26), nous avons donc
Y2

9(B1 — BY)

H < Ce B,
L2(T'R) ay?

L2(TRr)

H 0En
0y

Nous utilisons finalement le résultat de la Proposition 45 et des majorations brutales qui per-
mettent d’estimer Hﬁl — BE
indépendante de R telle que

. On en tire I'existence d'une constante K strictement positive

L2(Zr)

o%en 3 OER
% =1+ 3 [ <% (1 o], )
< KR (Rre ™4+ e™) <2KR% e
Ceci conclut la démonstration. O

Nous arrivons a la toute derniere partie de cette analyse d’erreur de correcteur microscopique.
L’obtention d'un résultat de convergence et d’estimations d’erreur pour une approximation
du probléme cellulaire tronquée (VI.18) par une méthode de Galerkin comme la méthode des

éléments finis s’appuie sur les derniers résultats de la Proposition 45 et du Théoreme 21.
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VI.4 Analyse d’erreur de la solution microscopique

Nous introduisons le cadre fonctionnel du probleme aux limites cellulaire tronqué (VI.18), afin
de pouvoir donner en toute rigueur le résultat de convergence. Pour cela, nous pouvons écrire

le probléme variationnel cellulaire tronqué sous une forme abstraite :

Trouver 5 € DY?(Zr) tel que
{ 51 ( R) q (VI.41)

o (ﬂf, v) =1.(v), Yv € DY*(Zg),

ou a.(-,-) est une forme bilinéaire, continue, coercive et [.(-) est une forme linéaire. L’espace

DY“2(Zg) est défini comme suit

9,
DY2(Zg) = {v € L} (Zr) tel que Vv € L*(Zg), 8; =0, v est périodique sur I'; UT,
2|lr

L’accent porte sur le probléeme variationnel cellulaire tronqué approché. Pour des raisons de
clarté, introduisons d’abord ’espace d’approximation Vg3, C D'?(Zg) un sous-espace de
dimension finie. Le probléeme approché résolu en pratique est, en général, une approximation

interne du probleme initial (VI.41) de la forme :

Trouver A, € Vi, tel que
{ b= (VL.42)

R
Qe (51,;” Uh) = len(vn), Yon € Vg,
ot les formes respectivement bilinéaire, continue, coercive a.(-,-) et linéaire [.(-) sont issues

des approximations des formes a.(,-) et [.(-); le parametre positif h, caractérisant la discréti-

sation.

Proposition 46. Il existe une constante C' strictement positive indépendante de R telle que :

¥h>0, |8l - BFHHI(Z <ChR? e R (V1.43)

Preuve. La preuve repose sur le lemme de Céa (Voir Lemme 21) et le Théoréme d’interpolation
[39]. En effet,

C it 8% - 85|

<C|Bf -l Chlpf

R _
Hﬂl Lhllm(z

H(ZR) HY(ZR) H?(ZR)

ou, Jﬁa’g est 'opérateur d’interpolation de Lagrange défini dans la sous-section 7.2 de ce chapitre
et C' désigne une constante générique indépendante de h de R et dont la valeur peut changer a
chaque occurrence. En vertu de Théoreme 21, nous avons une convergence exponentielle pour
la norme H?*(Zg) en ordre O(R? e %) entre la solution 3; du probléeme cellulaire (I11.20) et la

solution SBf du probléme cellulaire (VI.18) tronqué. Ceci nous permet d’achever la preuve. [
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5 Analyse d’erreur a priori par la méthode asymptotique

Pour pouvoir exploiter numériquement les performances des résultats obtenus dans la troisieme
section de ce chapitre par le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux, c¢’est pourquoi
nous poursuivrons en cette section par une étude d’analyse d’erreur asymptotique sur le cas du
probleme modele (E) simplifié avec une source réelle (voir (II1.1)).

Rappelons dans un premier temps ’expression de la premiere approximation de u. la solution
du probléme aux limites (II1.1), ou autrement dit 'extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille
(voir I11.3) :

0 { U dans QO - { % i) ( — 172) dans QO

1
Ugi 1 = =
ext,1 M(xla O) T dans QE\QO ¢ X9 dans QE\Q().

Oxo

De plus, nous notons (ugy ;) la solution discréte de 'extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille
Q. par la méthode des éléments finis. Maintenant, il est assez naturel d’obtenir une estimation

9 0 7 . .
de lerreur u. — (ugy1)n en norme |[-[| g1 q ). En effet, nous avons le résultat suivant :

Proposition 47. Soient u. la solution du probléme aux limites (I11.1) et (udy ,)n Uextension

approchée d’ordre 1 du profil de Poiseuille. Alors, il existe une constante C' strictement positive

indépendante de € et de h telle que :

Preuve. Grace a I'extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille ugxm et par inégalité triangulaire,

e = (U ]| ) < C (VE+D). (V1.44)

nous avons

Rappelons que d’aprés [Chapitre 111, Proposition 14], il existe une constante C' strictement

ugxt,l - (ngt,1)hHHl(Q€) . (VI.45)

<

+

Ue — (ngt,l)h‘ Ue — U’gxt,l’

H'(Q) H*(Q)

positive indépendante de e telle que

En vertu du lemme de Céa (voir lemme 21) et du Théoréme d’interpolation (voir [39]), il existe

< Cy/e.

0
Ue — uext,l HI(QE)

une constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que

<(Jh\
)

ugxt,l - (USXt’l)hHHl(QE ugxm‘ HQ(QS) < Oh (VI46)
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Pour finir, il nous reste a rassembler ces deux dernieres estimations dans (VI.45). Nous montrons

qu’il existe une constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que

La preuve est complete. O]

e = (U )i 1, S C(VE+ D).

Dans un deuxieme temps, nous rappelons que ’approximation couche limite d’ordre 1 par

I’approche d’Achdou et al. s’écrit comme suit

e Oug T —_

e, (z) =ul,  (x) + :L’,O( <)— :v)
Ach,l( ) ext,l( ) 1"’561 81'2( 1 ) Bl - 51 2

Comme précédemment, nous notons (u3y, ;)» la solution approchée de I'approximation couche

limite d’ordre 1 par la méthode des éléments finis. Dans la méme philosophie, une question

naturelle est de savoir comment se comporte 'erreur u. — (uxey, ;)n en fonction de € et de h

pour la norme |[-[| g1 q) ?

1
Signalons qu’en itérant indéfiniment, le terme v est la limite pour ¢ suffisamment petit de
g0

la série géométrique de terme général (—</3;). D une part, cette limite a un effet perturbatif sur
Perreur et c’est une source de gros soucis numériques pour des valeurs de e de l'ordre de 1071,
Pour obtenir des précisions raisonnables, nous sommes obligés de faire des tests numériques
pour des valeurs de € a 'ordre supérieur. Néanmoins, cette condition nécessite un grand cotit
numérique a payer. Pour cela afin d’éviter cette difficulté technique d'un point de vue numérique,
nous proposons de dériver des estimations d’erreur par rapport a ukch’l, I’approximation couche

limite d’ordre 1 a l'itération 1. Nous rappelons que

Whana(0) = s (@) + 52000, 0) (31 (2) = ).

Dans la proposition suivante, nous montrons une estimation d’erreur de la différence u, —

(acn,1)n en norme [|-[| 71 g

Proposition 48. Soient u. la solution du probléme aux limites (IIL1) et (upy, ) approzima-
tion couche limite approchée d’ordre 1 a l'itération 1. Alors, il existe une constante C strictement

positive telle que :

Ue — (ULCh’l)hHHI(QE) <C (5% +h+ \/EH) : avec H = Rge_R(l + h). (VI1.47)
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Preuve. Nous introduisons I’approximation couche limite d’ordre 1 a 'itération 1 dans la diffé-

rence u. — (uhy, 1 )5, alors par inégalité triangulaire, nous avons

En vertu du résultat de la Proposition 20 dans le troisieme chapitre de ce document, il existe

Ue — Uzlxch,1‘ (0. + HulAch,l - (U}Ach,l)h‘ (V1.48)

Ue — (U}xch,l)h’ HL() < ’

HY(Q:)

une constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que

Exploitons a présent, le terme a droite de 'inégalité (VI.48). L’inégalité triangulaire donne

b <Z> ~ P (i) HHl(QE) '

(VL50)

3
< 2,
i S Ce

(VI.49)

1
Ue — Upch,1

8u0
HL(9.) + 5871:2(1'17 0) ’

ugxt,l - (ugxt,l)h’

1 1

Par un simple calcul et grace aux résultats de la proposition 45 et du théoréme 21, nous obtenons

o () -2 (5))

< 55 |81(v) = Bl ))

H(Zr)

o -

H' ()

H1 (ZR)) (VL51)

CR3e R(1+ 1)
Ve .

D’une part, nous signalons que C' désigne une constante qui peut changer a chaque occur-

C
< % (Hﬁl —5f’

< g (Re_R + R3¢ R h) <

H(Zg

By

rence. D’autre part, pour simplifier la présentation, nous posons la quantité H telle que H :=
R3e (14 h). Nous combinons les expressions (VI.46) et (VI.51) dans 'inégalité (VI.50), alors

il existe une constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que
[tshens = hen ] 1, < COR+HVE), (VL52)

Il nous reste a regrouper les inégalités (VI.49) et (VI.52) dans (VI.48). Nous obtenons donc

La preuve est complete. O]

e = (uha )iy ) S C (€2 + 0+ VEH).
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Remarque 19. Dans ce paragraphe, nous formulons une remarque qui permettra de comparer

les avantages des deux schémas :
- par l'approximation couche limite approchée d’ordre 1 a l'itération 1.
- par la méthode des éléments finis (axée sur le lemme de type Aubin-Nitsche dans €Q.).

Nous constatons que 'analyse d’erreur asymptotique par l'approximation couche limite appro-
chée d’ordre 1 fournit une estimation d’erreur plus fine, en comparaison avec le schéma d’élé-
ments finis. Nous mettons l'accent sur le fait qu’en vertu du résultat principal du quatriéme
chapitre de cette thése, nous avons montré dans le théoreme 9 que la solution exacte u. du
probléme modéle (E) simplifié avec une source réelle (111.1) est singuliére ¢ Uordre O(e~2) pour
la norme H?. Bien entendu, si nous tenons compte de cette singularité dans la prewve de la
proposition 43 (plus précisément dans la condition de stabilité du lemme d’Aubin-Nitsche dans

).), alors nous obtenons
Ci h
e — us,hHHl(Qg) < NG :

D’autre part, a Uaide de la proposition 48, il est maintenant possible d’utiliser la proposition
43 pour en tirer des estimations d’erreur plus fines. Em manipulant un peu les inégalités des
résultats obtenus précédemment, nous obtenons en réalité une estimation d’erreur plus fine. Fn
effet, par une inégalité triangulaire, nous avons

lue — us,h”Hl(Qg) S ‘

Ue — (u}KCh,l)hHH%QS) + H<u11AChvl>h — Ueh ’Hl(Qs)

<O (e el ) b H = B )

Nous aurons besoin de faire des tests numériques pour illustrer l’erreur H(U/lxcm)h — us’hHHl(Qg)'
Par la proposition 20 du Chapitre 111, on s’attend a ce que cette derniére différence approchée
soit a Uordre 3.

Lorsque nous considérons un pas de maillage h tel que h < ¢, nous observons que
Perreur [ju. — ue || 1 (g converge a I'ordre O(y/e) par le schéma d’éléments finis ainsi
que le taux de convergence par approximation couche limite approchée d’ordre 1
est en ordre O(e).

En résumé, on peut dire que le schéma par analyse asymptotique dispose de plu-
sieurs avantages lorsqu’il est comparé au schéma d’éléments finis. Il est aussi précis,

plus optimal et il est beaucoup plus facile a implémenter numériquement.

Nous pouvons maintenant tester numériquement nos modeles.
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6 Validation numérique

Afin de valider nos résultats théoriques et de montrer certaines fonctionnalités les plus in-
téressantes, nous proposons dans cette section une série de tests numériques. Les simulations
réalisées s’appuient sur le code FreeFem++ écrit par D. Bresch et V. Milisi¢ [27]. Le code source
de [27] est disponible en ligne (sous Licence GPL) 2. Une version du code source correpondante
a toutes les notations introduites dans cette these et a tous les tests présentés ci-dessous est
disponible aussi en ligne®. Une approximation P, Lagrange est utilisée ici. FreeFem++ est un

langage dédié aux simulations numériques par éléments finis (voir [47, 48]).

6.1 Domaine de discrétisation

Nous considérons le domaine rugueux (). de longueur L = 10 et de hauteur H, = 1 illustré

dans la figure ci-dessous.

i
oo
1 ‘ L ‘
i | i 1
| | | 1
M, | 1 1 !
n,# | | :
Yie 3 | | : s
. . .
‘\[;# 2TE 4‘_‘, 67e ; Li=10 1
XN VO LN Y Y N\
; / o \ ! \ 1/ L) \
g Wl N N \

Figure VI.3 — Géométries du domaine rugueux €2 et de la cellule M5,

La rugosité de la paroi 7. est décrite a I’échelle microscopique comme

— (1 + cos(y))
2

P = {(yl,yg) € [0,2n] x [—1,0], y2 = F(x1) = - (5}, avec 0 =5.1072.
(VL.53)

La périodicité sur les bords latéraux . et Y nous permet de discrétiser a 1’échelle macro-

scopique sur une cellule de longueur 27e. Pour cela, nous considérons la cellule M telle que

g __ 15 € N
M, = Mg, UM, ou

nu =0,2me[x]0,1] et M, = {(xl,xg) tel que x; € ]0,27e] et x5 € }8&(?),0[}.

2. http ://ljk.imag.fr/membres/Vuk.Milisic/Software/WallLaw Tests.edp
3. http ://www.math.univ-paris13.fr/~bey /loiparoi.edp
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Figure VI.4 — Les maillages M 54 €t M7, lorsque € ~ 0.1

Pour & donné, les maillages M, ,, et My , sont conformes sur la partie supérieure positive qui
correspond & {xs > 0}. Pour les illustrations graphiques, nous prenons plusieurs valeurs de e.
Pour cela, nous fixons l'entier j € {0, ..., 14} et nous définissons le réel € = ¢’ tel que ¢ = 0.85.
Comme dans [27], afin d’éviter les erreurs de discrétisation, nous prenons n° éléments sur la

frontiere fictive horizontale {z; € [0, 2me], xo = 0} de telle sorte que

N
n® = = ou N=90et ¢ €{0.1,0.2}. (VL.54)

€
Nous précisons aussi que le nombre de noeuds est linéairement proportionnel sur les autres
frontieres. Cela nous donne une maille de taille & (avec h le diametre maximal de la triangulation

[39]). Approximativement, le pas de discrétisation h est défini comme suit

2me 21
_ =T

h ~
ne N

(VL.55)

Nous présentons dans le tableau ci-dessous les résultats obtenus pour le pas de discrétisation A

sur les différentes valeurs de (.

(=02 (=01 [(=0.001

h kl 51'1757 k2 61'0608 k’g 60'98452

Tableau VI.1 — Pas de maillage h en fonction de ¢

Signalons que ki, ko et k3 sont des constantes strictement positives indépendantes de . Les
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résultats présentés dans le tableau VI.1 sont en accord avec 'approximation (VI.55) de h.

Par ailleurs, nous avons illustré ci-dessous les courbes de la discrétisation h en fonction de e

pour ¢ = 0.1 et ¢ = 0.2 (Figures V1.5 et VI.7), ainsi qu’en échelle logarithmique (Figures VI.6

et VL.8).

IMesh size vs epsilon - m=1.1757
naz

T T T T T T T
—=— Mash size

—— linear interpolation
—+— epsilon™

lesh size

0 L I L I I L L I

DA 0.2 02 04 05 [8:] 0.7 [0 0.8
epsilon

Figure VI.5 — Discrétisation en fonction de ¢ - ¢ = 0.2

Mesh size vs epsilon — m=1.0608
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Mesh size vs epsilon — m=1.1757 — Ing scale
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—5— Mesh size
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—+— opsilon™

o 1 1 L L L L L

L
0.2 0.2 04 05 06 07 08 09 1
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Figure VI.6 — Discrétisation en fonction de & - ¢ = 0.2
- échelle log.

Mesh size vs epsilon - m=1.0608 - log scale
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= = 107
7 7
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= =
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0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.3 n.e 02 0.4 133} 06 07 DB D8 1
epsilon epsilon

Figure V1.7 — Discrétisation en fonction de

(=01

Figure VI.8 — Discrétisation en fonction de e
- ¢ = 0.1 - échelle log.

Sur les figures VI.5-VIL.8, la distribution spatiale du nuage de points nous permet de déduire
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qu’il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

h<Ce. (VL56)

6.2 Simulation numérique des résultats théoriques du chapitre 111

Les simulations numériques que nous présentons dans cette section sont les illustrations des taux
de convergence que nous avons montrés théoriquement dans le troisieme chapitre de cette these.
Il est donc nécessaire d’un point de vue pédagogique de rappeler tout d’abord les estimations

d’erreurs obtenues. Dans les deux tableaux ci-dessous, nous présentons un résumé des taux de

T!

imp

les solutions respectives des problemes aux limites (II1.3), (II1.53), (II1.79), (I11.99), (II1.102),
(I11.109), (IT1.123) et (II1.125).

convergence entre la solution du probleme (ITL1) et udy 1, ufny, 1, t', URy 95 u2, by, US,,,

) 0 oo o0
Lerreur | ue — Ugypq | Ue — Uxen 1 | Ue — Uxen 2
3 T
HY()) Ve g2 ez
—I
L*(9) 5 g? VeEe z

Tableau VI.2 — Erreurs théoriques en normes L?(Qq) et H'(£2.) pour I'extension d’ordre 1 du
profil de Poiseuille et les approximations couches limites d’ordres 1 et 2.

LDerreur | ue —u' | ue —u? | ue —Us, | ue — Usy, | ue — Vi | Uy — Thop
HY Qo) | vE Ve e2 e : va Ve
L*(Q) £ e g2 Jee 5 5

Tableau VI.3 — Erreurs théoriques en normes L?()) et H*() pour les lois de paroi moyennées
d’ordres 1 et 2, les lois de paroi explicites d’ordres 1 et 2, la loi de paroi implicite d’ordre 1.

Afin de confirmer ces estimations d’erreur théoriques présentées dans le tableau ci-dessus, nous

nous sommes intéressés dans la suite de cette section a évaluer les erreurs par la méthode des
214 : 2 1 h 0,h oo,h 00,h 1,h ,,2,h 1,h
éléments finis en normes L*(€) et H'(€)) entre u” et Uext 1 YAch1r YAcho @ U Uexp,
2,h Lh
Dans la suite, afin de simplifier la présentation, nous notons v une approximation quelconque

(respectivement).

de la solution exacte u. et nous désignons par v, I’approximation numérique de v. D’autre part,
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nous nous restreignons au domaine lisse {2y et nous posons e, = C'c™ les ordres de convergence
numériques. Alors, en vertu du lemme de Aubin-Nitsche dans un domaine non rugueux (voir

lemme 15) et par 'inégalité triangulaire, nous avons

h
Uy — Ug

h
U, —Uh‘

<

L2(Q) + ||u€ - U”LQ(QO) + ||U - UhHL?(Qo) (VI 57)
< C (hk+1 + Em + hk+1) < C (2 Ek+1 + Em) < Csmin(k—&—l,m)’

L2(Q0)

ou k est le degré de la méthode des éléments finis. Par le méme jeu d’inégalités, nous avons

aussi :

h

h
u; — v, u; — U

<|

iy T [ue = vl gy + 11V = vnll g2y (VL58)
<C (R +em+hh) <O (26 +m) < Ceminthem),

10

Il est assez clair que si le degré de la méthode des éléments finis est k£ = 2, alors pour les normes
L) et HY(Qy), les erreurs u® — v, et u. — v ont le méme taux de convergence.

6.2.1 Solution complete approchée dans le domaine rugueux

Dans un premier temps, nous calculons u” la solution approchée du probléme aux limites
(IIL.1) sur le domaine rugueux €2, pour différentes valeurs de € dans [0.1, 1]. Nous discrétisons

le probleme modele avec une source réelle (I11.1) en utilisant les éléments finis Po-Lagrange .

6.2.2 Solution microscopique du probléme cellulaire

Dans un deuxiéme temps, nous calculons les solutions d’ordre 1 et 2 des problemes cellulaires
(II1.20) et (II1.96). Nous mettons 'accent sur le fait que le calcul est fait une seule fois pour
toutes les approximations. Nous en tirons alors des informations nécessaires pour les correcteurs
B1 et By et leurs moyennes (3; et 35. Les problémes cellulaires sont calculés sur un maillage pé-
riodique contenant 56761 triangles et 28819 sommets correspondants a un diametre maximal de
maille h = 0.111378. Avec le choix spécifique (VI.53) du bord P° nous obtenons numériquement
les moyennes suivantes : 3; = 0.432096 et By = —0.297993 (comme dans [27]).

6.2.3 Tests numériques

Apres simulations avec toutes les données ci-dessus, nous présentons dans les tableaux ci-dessous

les ordres de convergence numérique que nous avons obtenus.
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lenlliy [l —ugge, [l —uidy, [l —uii,
HI(QO) 80'85 61‘62 64'6
LZ(Q()) 51'1 51'89 54'4
H1<Q€) 80'78 81'46 64'8
LQ(QE) 51.36 82’11 65'2

Tableau VI.4 — Estimations d’erreurs en normes L?()) et H'(€.) pour 'extension d’ordre 1
du profil de Poiseuille approchée et les approximations couches limites approchées d’ordres 1 et 2.

h 1,h h 2,h h T,h h 2,h h Th T,h T.h
lenllgy | uz —u U —u ug — Uexp | ud — Uexp | ud — Timp Uexp — Timp
H() 0T 2065 156 R JSRP 058
L2(Q) o157 S151 ~101 16 -1.63 ~1.01

Tableau VI.5 — Estimations d’erreurs en normes L?(€q) et H'(€Qq) pour les lois de paroi moyen-
nées approchées d’ordres 1 et 2, les lois de paroi explicites approchées d’ordres 1 et 2, la loi de
paroi implicite approchée d’ordre 1.

Nous illustrons dans les figures (VI.11)-(VI.10) toutes les erreurs en normes L*(€.), H(f.),
L2() et H'(£) en fonction de &.

6.2.4 Interprétations des résultats

1. En vertu des estimations d’erreurs présentées dans le tableau VI.4, nous constatons que
les ordres obtenus pour toutes les estimations sont validés sauf pour uX?h,z' Nous ne
pouvons pas montrer la convergence exponentielle en normes L? et H!' de la solution
complete approchée dans le domaine rugueux par rapport a I’approximation couche limite
d’ordre 2 par I'approche d’Achdou. Cela est di au fait que son ordre est limité par les

erreurs de l'espace d’approximation par éléments finis Py (voir les inégalités (VI.57) et
(VL5R)).

2. Les résultats du tableau VI.5 montrent que l'ordre de convergence de l'erreur est bien
1,h

imp-
pas & obtenir un taux de convergence exponentielle en normes L*(Q) et H'(Qy) pour

, 2,h ~ h .
conservé sauf pour Uexp et T Par le méme argument pour chh ,» hous n’arrivons

ul par rapport a la loi de paroi explicite Ué’ﬁp d’ordre 2, son ordre étant limité par les

erreurs de l'espace d’approximation par éléments finis Ps.
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D’autre part, nous sommes dans I'impossibilité d’illustrer numériquement et rigoureuse-
ment les ordres de convergence obtenus théoriquement pour la loi de paroi implicite Tﬁgp
d’ordre 1 (en ordres O(y/2) et O(g) respectivement pour les normes H' () et L?(£)).
Indiquons que ces derniers résultats sont obtenus en introduisant la loi de paroi explicite
d’ordre 1 (voir la relation (II1.128)). Néanmoins, nous constatons également que, confor-
mément aux estimations données par la théorie (voir inégalités (I11.139) et (II1.148)), la
convergence est prouvée numériquement entre la loi de paroi explicite d’ordre 1 et la loi

de paroi implicite d’ordre 1 en normes H'(2) et L?(£2).

Nous observons par ailleurs que la loi de paroi implicite d’ordre 1 donne de moins bons
résultats que la loi de paroi explicite d’ordre 1. Cette derniére contient l'information
exacte des correcteurs couches limites sur I'interface 7, par contre la loi de paroi implicite
introduit une information microscopique oscillante qui nécessite seulement la connaissance

de la trace du probleme cellule sur la frontiere fictive.

Nous avons vérifié numériquement que la loi moyennée d’ordre 2 donne un ordre de
convergence presque inférieur a celui de la loi moyennée d’ordre 1. Il est assez clair que la
loi de paroi d’ordre 2 ne fournit pas une meilleure approximation que celle d’ordre 1 (di
au comportement des correcteurs 3 et 5 dans I'expression (I11.107)). Bien entendu, nous
pouvons dire que les estimations obtenues dans les propositions 22 et 27 sont effectivement
optimales. Nous confirmons les résultats déja obtenus dans [5, 8]. En effet, Y. Achdou et
al. avaient constaté numériquement que la loi de paroi d’ordre 2 n’apportait pas une

amélioration claire des résultats.

. Nous n’avons pu apporter de meilleures estimations pour les lois de paroi moyennées

d’ordre 1 et 2 par rapport a uz’;t , en norme H'(Qp) (en ordre O(y/€)). Malgré ce résultat

assez inattendu pour les lois de paroi u' et u?, nous avons des taux de convergence

satisfaisants en norme L?(€)).

Nous mettons aussi en évidence la pertinence de notre nouvelle loi de paroi implicite

approchée d’ordre 1 par rapport a l'extension d’ordre 1 par le développement de Taylor
1,h

imp
bonne. En effet, en comparant avec la solution ug’;{zt , représentée dans le tableau VI.4,

du profil de Poiseuille approchée. La loi de paroi implicite T n’apparait pas tres
nous constatons que l'erreur est de l'ordre de O(y/€) en norme H'(€)y), d’ordre O(e) en

norme L?(). Ce résultat vient du fait que 'erreur théorique de u. — u' est de Pordre

O(y/2) en norme H'(Qy).

Enfin, au vu de lexpression (I11.111), la loi de paroi explicite d’ordre 1 a le méme com-

portement que I'approximation couche limite u3y, ; d’ordre 1 en norme H'(Qg) et L*(€).
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De ce fait, les résultats numériques présentés dans les tableaux VI.4 et VI.5 suggerent

que les estimations obtenues dans les propositions 20, 21 28 et 29 sont optimales.

H' error on .Qe Vs e

errar

—_— u_uex1,1

u—u’,
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Figure VI.9 — Erreurs en norme H'(Q.) en fonction de e
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Figure VI1.10 — Erreurs en norme LQ(QE) en fonction de ¢
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H' errar on .QO Vs e
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Figure VI.12 — Erreurs en norme L2() en fonction de &
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6.3 Illustration numérique des estimations d’erreur du chapitre VI

Afin de valider le schéma d’éléments finis dans un domaine rugueux que nous avons présenté
dans ce dernier chapitre ainsi que toutes les estimations associées ((VI.15), (VI.16) et (V1.47)),

nous proposons une série de tests pour exploiter les performances des résultats obtenus.

6.3.1 Calcul de la solution exacte

Pour pouvoir illustrer les estimations (VI.15) et (VI.16), nous avons besoin de la solution
« exacte numérique ». Pour cela, nous utilisons un maillage tres fin sur lequel nous obtenons
une solution approchée qui sera considérée comme solution excate. Dans le tableau V1.6, nous
donnons les statistiques des maillages utilisés pour le calcul de u.. Nous précisons que les calculs
ont été effectués sur le cluster MAGI* sur la partition SMP (noeuds dédiés au calcul paralléle
via OpenMP (partition SMP du job scheduler)). D’autre part, nous signalons que les calculs
sur les noeuds a grande mémoire ont été faits une seule fois pour toutes les simulations de
cette sous-section. Signalons que les calculs deviennent lourds en mémoire avec des éléments

Py-Lagrange a partir d'une certaine discrétisation.

€

€ n Ny ng
1 700 | 134 783 | 267 720
0.85 711 | 145 759 | 289 602
0.7225 | 826 | 221 195 | 440 112
0.614125 | 629 | 146 899 | 292 012
0.522006 | 853 | 304 588 | 606 678
0.443705 | 596 | 181 440 | 361 072
0.37715 | 606 | 206 107 | 410 298
0.320577 | 560 | 204 779 | 407 702
0.272491 | 569 | 243 872 | 485 760
0.231617 | 636 | 362 527 | 722 704
0.196874 | 529 | 291 780 | 581 478
0.167343 | 538 | 358 955 | 715 640
0.142242 | 486 | 337 453 | 672 692
0.120905 | 494 | 397 975 | 793 504
0.10277 | 251 | 118 048 | 234 738

Tableau VI.6 — Maillage raffiné du domaine 2. pour le calcul de la solution exacte

n® représente le nombre de sommets sur la frontiere fictive de la cellule rugueuse (voir (VI.54)

tel que a = 0.2), n,, désigne le nombre de sommets du maillage dans ). et n; est le nombre de

4. http ://www.univ-paris13.fr/calcul/wiki/index.php ?title=Accueil
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triangles dans €2..

6.3.2 Tests numériques

Le tableau V1.7 présente lerreur u. — u” en normes L?*(€).) et H'(€).). L’ordre de convergence
de lerreur entre la solution exacte u. et sa solution approchée u!* par la méthode des éléments
finis est plus rapide lorsque la triangulation est raffinée (ou autrement dit lorsque ¢ augmente).

Une version du code source adaptée & tous les tests présentés ci-dessous est disponible en ligne .

L’erreur (=02]¢=01|¢=0.001

||ue _ uQHLQ(QE) 51.8375 51.6065 81.39

51'0028 50'845 50'675

||U/€ - u?HHl(QE)

Tableau VI.7 — Erreur u. — u/ en normes L2(€.) et H(Q.) en fonction de (.

A titre d’illustration, les simulations présentées dans le tableau V1.7 ont été reproduites pour
une solution approchée u dans un maillage assez fin tel que le nombre de sommets sur la
frontiere fictive de la cellule rugueuse est défini comme suit n® = g—?, ou € € [0.1, 1]. Nous
présentons dans les figures (VI.13)-(VI1.24) toutes les erreurs u. — u” en normes L?(€.) et

H'(€.), ainsi qu’en échelle logarithmique, en fonction de ¢, pour différentes valeurs de .

6.3.3 Interprétations des résultats

Nous terminons cette partie consacrée aux interprétations des résultats numériques. Comme
il est souligné dans la remarque 19, une comparaison des performances des résultats obtenus
par le schéma des méthodes éléments finis dans un domaine rugueux (présenté dans la section
3 de ce chapitre) par rapport aux résultats obtenus en utilisant ’approximation couche limite
d’ordre 1 a été reformulé.

Nous constatons que les simulations numériques présentées dans le tableau V1.7 indiquent en
particulier, que pour une discrétisation h en ordre O(e) (voir inégalité (V1.56)), le taux de
convergence est a l'ordre O(g) en norme H'(€).). Bien entendu, nous pouvons dire que les
estimations obtenues théoriquement par analyse asymptotique sont effectivement optimales et
plus précises.

D’autre part, ceci confirme que les estimations théoriques par le schéma des méthodes éléments

5. http ://www.math.univ-paris13.fr/~bey/regularity.edp
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finis dans un domaine rugueux (voir proposition 43) n’apportent pas de meilleures estimations
par rapport a l'extension d’ordre 1 du profil de Poiseuille approchée ug’)ﬁt , en norme H 1(Q.),
(voir proposition 47). En effet, nous observons que nous avons un taux de convergence assez

grand en ordre O(y/€) pour la norme H'(€.).

Figures illustrant ||u. — u?HLQ(Q :
€

w A0 L2 error vs epsilan — m=1.8375
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Figure VI.13 — Erreur |ju. — en fonction de ¢ lorsque ¢ = 0.2
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Figure VI.14 — Erreur |lu. — u?HLQ(Q , en échelle logarithmique en fonction de ¢ lorsque ¢ = 0.2
=
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—a
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Figure VI.16 — Erreur ||u. — u/

z HLQ(QS) en échelle logarithmique en fonction de € lorsque
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w 1ot L2 errar vs epsilon — m=1.38
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Figure VI1.17 — Erreur ||u. — u en fonction de ¢ lorsque ¢ = 0.001
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Figure VI.18 — Erreur |ju. —u”|| en échelle logarithmique en fonction de € lorsque ¢ = 0.001
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Figures illustrant [ju. —ul|,,
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Figure VI.20 — Erreur ||u. — u?HHl(Q , en échelle logarithmique en fonction de & lorsque ¢ = 0.2
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% 107 H1 error ws epsilon— m=0.84505
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Figure VI1.22 — Erreur |Ju. —u/
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% 107 H1 error ws epsilon— m=0.87503
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7 Appendice

Cette annexe est composée de deux parties. Dans la premiere sous-section, nous présentons
quelques résultats techniques utiles pour I’établissement des estimations d’erreurs de la solution
microscopique cellulaire. Contrairement a cette premiere sous-section, nous proposons dans le

deuxieme paragraphe quelques rappels au sujet des éléments finis.

7.1 Résultats techniques
Preuve du lemme 17

Posons l'erreur £ = 3; — . Alors, £ est la solution du probléme suivant

—AEf = 0 sur 7R
ER =0 sur PO
0ER 001
Tyg = a—yQ sur I'r
R est périodique selon y; sur I;UTL,.

Par une simple soustraction, nous avons

2 QR

R (1, 12) — EF (41,5 (1)) = / oy net) .

En tenant compte que I'erreur ¥ est nulle sur le bord P°, donc

e )]</R oe", t)| dt
Y1, Y2)| X ) 8y2 Y1, .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
2\ 2
R oER
SR,<R+1/—,tdt
‘ (o1 yZ)’ (i(yl) Y2 (5,7) )

Nous intégrons sur Zg, il suit

n 2 R |QER ?
| e dpdy < (R+1) [ [ 1S (,0)| dedy dys
Zr Zr J3) | OY2
oer ’
< (R+1)? / ——(y1,t)| dtduy.
( + ) T ay2 (yl ) U1
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Bien entendu, apres simplification, nous obtenons finalement

ER(y1, ys)| dundys %é (R+1) ﬁ(ymﬁ)
(£l ana)* < 1) (],

2 3
dtd )
By, yl)

La preuve est complete.

Preuve du lemme 18

méme que précédemment, nous considérons ’erreur = (B, —B7*. On peu rs écrire que :
De méme que précédemment, nous considérons Perreur €7 R On peut alors écrire que

R R ~ roQer
ey, R) = €% (7 () = [ S (1) .
Fw) Oya
En vertu que lerreur €% = 0 sur le bord PP, alors
R eR
E”(y, R g/ — ,t|dt.
‘ (11 )’ ) | O (y1,t)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

2

dt.

R Qe
7(?/17 t)

e nf < ey [ 15

Y(y1)

Nous intégrons sur le bord de troncature I'p, nous avons

R |9eR 2
(yl,t)‘ dyl dt.

[ o < [ [

(y1)

Nous extrayons la racine carrée, nous obtenons

L2(Zg)

1
</OL‘SR(?J1,R)’2 dy1> <VR+1 vaR

La preuve est complete.
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Propriétés fondamentales du redressement de la cellule tronquée
Proposition 49. Soit la matrice Gg(z) telle que
Cr(z) = ( 9r (2) 9i(2) ) B ( R—75(z) (22 —11)’7 (21) . )
T 21 22 o — 1A 1 5! 1 2} :
7 @@ ) 07w g EE) ey

Alors, l'ensemble des valeurs propres de Ggr(z) est : Sp(Gr(2)) = {Amin(R); Amax(R)}. Od
Amin(R) présente la petite valeur propre de Gr(z) et Amax(R) est la grande valeur propre de
Gr(z) telles que

\ \/bR (2) [g}(2) + QR( ) (7 (21))* (22 = 1)? = (7' (21))% (22 — 1)?]
mln (Z) ,
) fou() — 4 gH ) [a ) + g = )G P (o= = (T -7
)\max(R) - (Z)

et ba(z) = (g () + (7 () (22— 12+ 1.

Preuve. La métrique Gg(z) est une matrice symétrique réelle définie positive, qui admet deux

valeurs propres vérifiant

Muin(B) + A (R) = Th(G(2)) = R =(20) + 5 {1 F (7)) (- 1)2}

Anin(R) Amax(R) = det(CGr(2)) = {1 + (7 (1) (22— 1)2] |

Ce qui donne apres résolution

— \Jbr() — 4 gk (2) [o} <>+g {2 (7 (1)) (22 = 12 = (5 (21))* (22 — 1]

Amin(R) = ) 7
Aas (R) )+ (2 (2) [gH (=) + g (2 < ) (7 (20)? (22— 1) = (7 (22))° (22 — 1)7]
max (Z)
avec  br(z) = (g5 (2))* + (’7/(,21))2 (g —1)* + 1.
La preuve est complete. O
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Proposition 50. Il existe deux constantes ar et My strictement positives telles que :

Mp ||w]* = (Gr(2) w, w) > agp [lw]*,  Yw e C([0,27] x [0,1]).
o , 1
Remarque 20. La constante d’ellipticité ar est donnée par ar = R telle que C est une
1

constante strictement positive indépendante de R. En fait, ar est un minorant de la petite va-
leur propre de Gr(z), (Voir Proposition 49). On peut prendre My := C1R ot C7 > 0. C’est un

magorant de la grande valeur propre de Gg(z).

Preuve. La preuve est triviale. En effet, de la proposition 49, nous déduisons que
Amax(R)[w[|* = (Gr(2) w, w) = Ain(B) [Jw]|*.

Par un simple calcul nous pouvons majorer la grande valeur propre de Gg(z) telle que

br(z) +[br(2) — 4 9] (2) [9H (2) + 9B (2) (7 () (22 = 12 = (7 (2))* (22 = 17
AmaX(R> - 2 gll(Z < Cl R7
R

~1!

2
ol nous rappelons que br(z) = (g5(2))? + (’y (21)) (20 —1)24+1 et gi(z) = R —7(2).
Signalons que (' présente une constante strictement positive indépendante de R.
, 2
En se servant de la relation suivante Apin(R) Amax(R) = det(Gr(2)) = {1 + (? (zl)) (29 — 1)2],

il suit

[1 + (’7,(21»2 (22 — 1>2} L1

. — > .
)‘mIH(R) Amax(R) - )\max<R) - CVlR

Si nous posons les quantités ar et My telles que :

1
apRp — CIR et MR = ClR,

nous concluons donc que Mg||wl||? = Apax (R)[|w]|* = (Gr(2) w, w) = Auin(R)[Jw]* = agljw|*.

La preuve est complete. O]

Proposition 51. Pour tout réel o strictement positif, nous avons :

a M?
{Gr(2) wy, wy)| < Z/ wy |* dy + TR/|UJ2|2 dy, pour wi,wy € C°([0,27] x [0,1])).
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Preuve. Soient wy,wy € C2([0, 2] X [0,1])). Par une simple majoration, nous avons

[(Gr(2) wi, wa)] < max s (R) [ sl [zl dy < Mg [ un] | dy.

a , b
Nous considérons un réel a > 0, alors nous avons l'inégalité de Cauchy suivante : ab < S 40 +—
avec a et b deux réels positifs. Nous appliquons cette derniere inégalité, nous obtenons
a 2 M 12:.3 2
(Gn(2) wr, wa)l < T [l dy+ =2 [ sl dy.
La preuve est complete. O

Lemme 19 (Lemme technique). Nous considérons le changement de variable ¢ (défini dans
(VL.29) et illustré dans la figure V1.2), qui transforme la cellule tronquée Zgr en un rectangle
Q = [0,27] x [0,1].

Si nous posons Uerreur EF = B; — B et nous notons la fonction é(qﬁ(y)) = &R (y) pour tout y €

ZR, alors il existe une constante Cg strictement positive indépendante de R telle que
2

< Cp Z .
L2(Zg) ln=1 L2(Q)

Preuve. En vertu du calcul déja effectué dans la démonstration du théoréme 21 pour 1’établisse-

9%E
8zn8zl

02enR
y; 0y,

>

i,j=1

25

L2(Q) 0z

ment de la formulation variationnelle apres redressement de la cellule tronquée Zg, 1’expression

du gradient de l'erreur €% s’écrit explicitement comme suit :

aiyg R~_ ’7(2’1) 8Z~2
88R _ 0& 0& ’?,(Zl (1 - 22)
o @ =507 5,0 R e

et _ 9 laﬁ oo 98 A= ZQ)]
8y18y1 - (9y1 821 822 ’ R — ’7(21)
PE 2 1 028 (=) (-2 e
- 021021 <€1> (2= 1)1+ R—# (Z;)] 82182’2 R—A (%1) 029029
-7 (2) - V() (B () -7 ()] -z 0
a R T2
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Bien entendu, nous avons aussi

orer orer 0

0Y2011 B 0y10y2 - 37,01

o?eR
0Y20ys (R —5

Pour achever la preuve, il nous reste a regrouper toutes les dérivées obtenues. Alors, il existe

une constante Cg strictement positive indépendante de R telle que
2 || 0€
821

2

< Cp Z
L2(ZR) lin—1

%&
02,02

2

>

1,j=1

9*Er(y)
ayz'ayj

L?(é))

L2Q =1

La preuve est complete.

Propriétés du différentiel tangentiel de la métrique Gr(z)
Proposition 52. Soit la métrique Gg(z) telle que

Gl = ( Dl(gk(2)) Di{gi(2)) )
Dl(g3(2)) Dh(g3(2))
DI (R—=4(=)) D} (22— 1)7 (=)

Dy <R _iy(zl) 1 () - 1>2D

Alors, 'ensemble des valeurs propres de la métrique G/R(\Z> est Sp (G/R(\z)) = {Xmin(R), Amax(R)},

0l Amin(R) représente la petite valeur propre de Ggr(z) et Amax(R) est la grande valeur propre

de G/R(\Z) telles qu’elles sont définies comme suit :
5o () D (gl (2)) + Di(g%(2)) — \/ (DI (gh(2)) - Diz(g]%?(z))r - DR

~ D1 (g5 (2)) + Dt (g%
)\max<R) -

2
(2)) + |/ [(Dl(ah (=) — Db (g ()] + [2D4(g())]
: |
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De plus, il existe une constante Cyy strictement positive indépendante de R telle que

o~

max (Amax(R)) < Car. (VL59)

Preuve. Par la méme méthodologie pour la métrique Gr(z), il est assez clair que la métrique

—

Gr(z) est une matrice symétrique réelle définie positive. Alors, elle admet deux valeurs propres
Amin(R) €t Amax(R) vérifiant

{ Nin(R) + Amax(R) = Tr(Gr(2)) = Dl (gh (2)) + D2 (2))
Ain(R) Mnax(R) = det(Gr(2)) = Di(gh (2))Di(g2 () — (Dl(gi (=)

Apres résolution de ce dernier systéme, nous obtenons

S (B) Di (9 (2)) + D1 (97 (2)) — \/[(D{‘(g}%l(z)) - D{l(g]%?(z))r + [2D{L(911z2(2))}2
min - 5 7

oy DR+ DHGEC) + [IDHR ) R+ iG]
max - 2 '

—

Par une simple majoration de Apax(R), la grande valeur propre de Gg (), il existe une constante

C strictement positive indépendante de R telle que

_ [P (2) + DR =))] +|(DE (9K () — Dig ()| + 2D} (9K ()]
= 2
< (|(D gk (2))| + | Dl ()| + DR (2))]) < €| DIgE ()]

R (R)|

Nous explicitons le différentiel tangentiel de la quantité g% (z), nous obtenons

—7 (21) {1 + (7/(21))2 (22 — 1)2] — (R—7(21)) [2 (7”(21)) (’7/(21)) (22 — 1)2}

DigE(:) = e

En regroupant ces deux dernieres quantités, il est assez clair que pour tout réel R >> 1, il

existe une constante Cy; strictement positive indépendante de R telle que

~

max(Amax(R)) < C| D} (g7(2))] < Cu.

La preuve est complete. O
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Proposition 53. Nous considérons ws, wy et ws € C2([0,27] x [0,1])). Pour tout réel a stric-

tement positif, il existe une constante Cyy strictement positive indépendante de R telle que
(Ga(=) ws, wi+ ws)

o 1 1 1
< Z/ jws|* dy + §/|w4|2 dy + (Cu)? <a+ 2)/|w3|2 dy. (VL60)

Preuve. Etant donnés w3, wy et ws € CY([0,27] x [0,1])). Par une inégalité triangulaire, il suit

—

(Gr(z) w3, wy + ws)| < ’<GR<Z) ws, wy)| + [(Gr(2) w3, ws)|.

‘ o —

’ o —

Par une simple majoration, nous obtenons

—_—

‘<GR(Z) w3, wy)| < max Amax ( /\wgl |wy| dy.
De méme, nous avons aussi
—_—

(Ga2) w, ws)| < max (s (R)) [ sl Jus] dy.

En regroupant ces deux dernieres inégalités ainsi qu’en vertu de 'inégalité (VI.59), il vient

—

(Gr(z) ws, wy + ws)

< max (Anax () [ luws] (ol + Jws)) dy < Cus [ | (jwa] + us]) dy.

En utilisant le fait que ab < % + % avec a et b deux réels positifs, ainsi que l'inégalité de

« 1
Cauchy ab < 1 a® + — b* avec a un réel strictement positif, il suit
Q@

o
<il
4

Finalement, apres simplification, nous obtenons

< /|w5| dy + 5 /|’w4\ dy + (Cwm) ( >/|w3| dy.

La preuve est complete. O]

(GR(=) ws, wi+ws)

C 2

(Gr(2) ws, wy + ws)

‘ —
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7.2 Quelques rappels sur les éléments finis

Cette deuxieme partie de 'annexe présente quelques résultats classiques et généraux sur la
méthode des éléments finis ainsi que des notions de la méthode de Galerkin, qui sont utilisées
dans nos études ou nécessaires a une bonne compréhension de celles-ci. Pour les démonstrations
et pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur intéressé a Braess [24], Ciarlet [34], Ern [39)],
Johnson [53] et Raviart [66].

7.2.1 Le Théoréme de Banach-Necas-Babuska (BNB)

Nous considérons le probleme modele (VI.1) présenté dans la premiere section préliminaire de
ce dernier chapitre et son approximation (VI.2) par la méthode de Galerkin. On dit que le
probleme (VI.1) est bien posé s’il admet une et une seule solution. Le théoreme BNB est le
résultat fondamental pour analyser le caractere bien posé du probleme (VI.1). Contrairement au
lemme de Lax-Milgram qui ne fournit que des conditions suffisantes, le théoreme BNB fournit

des conditions nécessaires et suffisantes pour que le probleme modele soit bien posé.

Théoréme 22 (Banach-Necas-Babuska). Soient V' et W deux espaces de Hilbert, a € L(W X
V,R) et 1 € V'. Alors, le probléme (V1.1) est bien posé si et seulement si :
a(u,v)

Ja >0, telle que inf sup > a, (BNB1)
weW vev [lully Jvlly

YoeV, (NVueW, a(u,v) =0) = (v=0). (BNB2)

La terminologie BNB provient du fait que du point du vue de I’analyse fonctionnelle, le théoréme
22 est une simple reformulation du théoréme de I'image fermée et du théoreme de ’application
ouverte dus & Banach. Le théoreme 22 a été énoncé sous cette forme par Necds en 1962 [62],
son importance fondamentale dans le contexte de la méthode des éléments finis a été souligné
par Babuska en 1972 [16].

7.2.2 Analyse d’erreur

Nous supposons que ces deux problemes (VI.1) et (VI.2) sont bien posés, c’est-a-dire que :

(i) La forme bilinéaire a(-, -) est dans £L(W x V,R) et elle satisfait les conditions inf-sup (BNB
1) et (BNB 2);

(ii) La forme bilinéaire ay(-, -) est dans £(W}, x Vj,, R), elle satisfait la condition inf-sup discréte
(BNB1), ci-dessous et dimV}, = dimW,.
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ap(up, v
Jap >0, telleque inf sup _an(up, vn)

ay. BNB1
Bl S0 Tl Tonlly = (BNBL),

Lemme 20 (Orthogonalité de Galerkin). Sous les hypothéses ci-dessus, nous avons la relation

dite d’orthogonalité de Galerkin : Pour tout v, € Vj, a(u — up,vy) = 0.

Nous supposons désormais que ay(-,-) = a(-,-) et I4(-) = I(-). Enoncons également le lemme de
Céa.

Lemme 21 (Lemme de Céa, [32]). Avec les hypothéses ci-dessus, nous avons

a .
||u—uh||w<(1+”@”) inf u = wnlly
h

wp €Wy,

7.2.3 Opérateur d’interpolation local

Soit K une partie de R? et P un espace vectoriel de fonctions (en général polyndmiales) définies

sur K et a valeurs dans R. Soit {ai,---,ay} un ensemble de points dans K ou N est un
entier strictement positif. Nous désignons par {¢1, -+, ¢x} une base de P associée aux noeuds
{a‘h' o 7a’N}-

Définition 1. L’opérateur d’interpolation local est défini comme suit :

N
gl COK) 30— > v(a;)p; € P.

i=1
On dit que Jf(ag est 'interpolé de Lagrange de v sur K. L’interpolé de Lagrange est tel que sa
valeur aux noeuds {ay, -+ ,an} coincide avec celle de la fonction a interpoler v. L’opérateur

g

d’interpolation 59 est une projection de CY(K) dans P.
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Conclusion générale et perspectives

A Tissue de cette theése, il est intéressant de faire le point sur le travail réalisé. Le but a été
d’étudier la régularité H? d’un modele d’écoulement sanguin en présence d’une endoprothése
vasculaire « stent ». D’un point de vue technique, nous avons présenté deux méthodes pour
répondre a cette question : la formulation variationnelle pour le probleme de Laplace dans
des domaines rugueux, et ’analyse asymptotique pour le probleme de Laplace « simplifié » et
« non-simplifi¢ ». Nous avons montré que la régularité H? de la solution de notre modele ma-
thématique est singuliere en ordre O(E_%>. L’analyse asymptotique a joué un role fondamental
dans notre démarche. C’est la raison pour laquelle cette these a été dominée par les techniques
asymptotiques.

De nombreuses améliorations de résultats de convergence existant pour les méthodes de construc-
tion d’approximation couche limite ont été établies. Enfin, des simulations numériques illustrant
le bien fondé des estimations d’erreur sur le plan pratique ont enfin été présentées pour le mo-

dele mathématique « simplifié ».

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir plusieurs pistes de recherche pour
le futur proche et a plus ou moins long terme. De nombreuses questions peuvent étre posées.
Nous allons présenter diverses directions qui peuvent étre des projets de travaux ultérieurs ainsi

que des idées pouvant faire suite aux travaux réalisés dans cette these.

Tout d’abord au sujet du modele considéré et des résultats obtenus par la technique de la
formulation variationnelle. Peut-on étendre ces résultats a des situations plus générales ?

Le cadre théorique introduit dans le deuxieme chapitre de cette these constitue une base so-
lide en vue du traitement de la régularité H? dans des domaines rugueux assez réguliers, mais
également de géométries plus complexes. Il semble possible d’adapter la méthode variationnelle

pour un bord rugueux lipschitzien (a coins).

245



Conclusion générale et perspectives

A Tissue de I'étude asymptotique de la régularité H2, il est intéressant de se poser la question
de la possibilité d’utiliser nos démarches asymptotiques dans le cas « non périodique ». Dans
l'article de D. Bresch et al. [22], les auteurs adaptent leurs résultats de construction d’approxi-
mation couche limite au cas non périodique, avec des conditions aux limites latérales de type

Neumann. Nous espérons que cette voie d’investigation soit envisageable.

Par ailleurs, il serait intéressant d’explorer de nouveaux problemes qui different de ceux de
cette these par la géométrie ou par les équations considérées. Nous aimerions pouvoir apppli-
quer ces techniques a I’équation de Navier-Stokes. C’est peut-étre le probleme le plus intéressant
mais c’est certainement aussi le plus délicat. Serait-il envisageable d’écrire un développement
asymptotique dans ce cas en utilisant par exemple les méthodes développées par Achdou et
al. [4] 7 Méme si la démarche globale reste similaire au cas des équations de Laplace dans un
domaine rugueux, les équations de Navier-Stokes rendent les calculs plus techniques et ’analyse

plus délicate.
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Modélisation mathématique et simulations numériques des

écoulements sanguins dans des artéres avec ou sans stents

Résumé. Cette these est consacrée a la modélisation mathématique et simulations numériques des écoule-
ments sanguins dans des artéres en présence d’une endoprothése vasculaire de type stent. La présence de stent
peut étre considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse d’écoulement, plus précisément les parois
de lartére sont assimilées a une surface fortement rugueuse. Nous nous sommes principalement intéressés au
controle de la régularité H? sur un modeéle simplifié permettant de prendre en compte effet de ces stents lorsque
le flux sanguin est gouverné par une équation de Laplace (en lien avec la composante axiale de la vitesse d’écou-
lement) avec une condition aux limites de type Dirichlet, dans un domaine & bord rugueux (en fonction d’un
petit parametre ). Dans une premiére partie, nous soulevons la question d’existence et d’unicité de la solution
de ce modele d’écoulement sanguin et nous traitons la régularité H? par des techniques d’analyse variationnelle.
Une étude minutieuse permet de controler la régularité H? en O(e~!). Le deuxi¢me axe est dédié a ’étude de la
régularité H? par des analyse asymptotiques multiéchelles. Nous montrons que la norme H? de la solution de ce
modele d’écoulement sanguin est singuliere en O(E_%). D’autre part, nous améliorons les ordres de convergence
des résultats existants concernant la construction des approximations multiéchelles. Dans un troisieme temps,
nous présentons des estimations d’erreur et des résultats numériques. Ces résultats illustrent le bien fondé des
estimations d’erreur sur le plan pratique. Nous montrons bien I'importance des méthodes asymptotiques qui se

révelent plus efficaces qu’un calcul direct.

Mots clés : Domaine rugueux, régularité H?, écoulement sanguin, tuteur vasculaire, artére, anévrisme, lois de
e e b) b) b) ) bl b)

paroi, opérateur de Laplace, analyse asymptotique, approximation couche limite, méthodes d’éléments finis.

Mathematical modelling and numerical simulations of the

blood-flow in stented and unstented anevrisms

Abstract. This thesis is devoted to mathematical modeling and numerical simulations of the blood-flows in
arteries in the presence of a vascular prosthesis of type stent. The presence of stent can be considered as a local
perturbation of a smooth edge of flow, more precisely the walls artery can be seen as a strongly rough surface. We
are mainly interested in controlling the H? regularity of a simplified model which takes into account the impact
of these stents when the blood flow is controlled by a Laplace equation (in link with the axial component rate
of flow) with a Dirichlet boundary condition, in a domain with a rough board (according to a small parameter
¢). First, we raise the question of existence and unicity of the solution of this model of blood-flow and we study
the H? regularity using variational analysis methods. By a detailed study, we control the H? regularity of order
O(e71). The second part is devoted to the study of the regularity H? regularity using multi-scale analysis.
We prove that the H? norm of the solution of this model is singular of order O(a_%). Moreover, we improve
the convergence rate of the existing results on the construction of the multi-scale approximation. Finally, we
present an error estimation and numerical results. These numerical results illustrate the well-founded of the
error estimates on a practical level. We show the importance of the asymptotic methods that seem to be more

effective than a direct computation.

Keywords : Rough domain, regularity H?, blood flow, stent, artery, aneurysm, wall-laws, Laplace operator,

asymptotic analysis, boundary layer approximation, finite element methods.






