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Variables
Notations générales

— u : scalaire,

— u : vecteur colonne,

— U : matrice,

— U ; : i-eme vecteur ligne extrait de la matrice

— Uj,. : j-eme vecteur colonne extrait de la matrice
— 1;«; : matrice(i x j) ne contenant que des 1,

— 0;x; - matrice(i x j) ne contenant que des 0,

— I; : matrice identité de dimensiqy x j),

Notations spécifiques

— n :nombre d’échantillons,

— m : nombre d’espéces chimiques,

— p:nombre de sources,

— X : matrice(n x m) des données observées,

— G : matrice(n x p) des contributions des espéces chimiques dans les obses;ati

— F :matrice(p x m) des profils chimiques,

— X': matrice des incertitudes liées aux données de la matfjce

— F ou 2 : masque binaire des contraintes de type égalité, appkogéematrice?,

— ' : masque binaire des contraintes de type bornitude, ag#ia la matricé’,

— (2¢ : masqgue binaire des contraintes d’absence ou de présame sburce, appliquées
a la matrice,

— &% oud : matrice des valeurs connues de la matfige

— @'t etd!~ : matrices des bornes respectivement maximales et mirsrdakecontraintes
inégalité de la matricé’,

Opérateurs
Opérateurs vectoriels et matriciels

— U : matrice mise & I'échelle (ou normalisée) selon les lignes,
— U : matrice estimée,
— o/ : version centrée du vecteur

Xi
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— 1 : version concaténée du vecteyr

— T opérateur de transposition,

— o : produit matriciel terme a terme,

— / :division matricielle terme a terme,

— », = : opérateurs de comparaison, qui s'appliquent a chaqueeétéd'un vecteur ou
d’une matrice > 0 signifie que tous les elementg; de X sont positifs ou nuls),

— Tr: trace d’'une matrice,

— diagu) : matrice carrée diagonale dont la diagonale contient Eséhts du vecteur,

— L(.) : langrangien,

- PQI(') . opérateur de projection des données contraintes en ddbdeurs intervalles
admissibles,

— U™ : projection delJ sur I'orthant non-négatif,

Autres opérateurs

— Vf(u) : gradient du critérg’ par rapport au,

— J(.) : fonction scalaire & optimiser,

— D(.]|.) : divergence entre deux scalaires, vecteurs ou matrices,

— Dw(.]|].) : divergence pondérée entre deux matrices,

— D%}ﬁ(.H.) : divergence pondérée entre deux matrices,

— D%}'B(.H.) : divergencens pondérée entre deux vecteurs ou deux matrices,
- ’Hg;{g(.u.) : majorant de la divergencees pondérée entre deux vecteurss 1,2

Ensembles

— N : ensemble des entiers naturels,

— R :ensemble des réels,

— A : ensemble fini d’'indices correspondant aux huméros de sswathropiques (indus-
trielles) avecA C {1,...,p}

— p™ : nombre de sources anthropiques, avee p

— A : ensemble complémentaire dedans{1,...,p},

— R; : ensemble des réels positifs,

— R : ensemble des vecteurs de taillea composantes réelles positives ou nulles,

- R} : ensemble des matrices de taillex m) a composantes réelles positives ou nulles,

Xii
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— ACP : Analyse en Composantes Principale®aucipal Component Analysen anglais
(famille de méthodes de pré-traitement de données),

— ACI : Analyse en Composantes Independantesndependent Component Analysis
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— N,-CWNMF(-R) : Normalized and Constrained Weighted Non-negative Matrixdfact
zation using (Residuals and) Normalization numbet 1,2 (méthode de factorisation
matricielle non-négative),

— N,-MCWNMF(-R) : Normalized and Model-Constrained Weighted Non-negativeikatr
Factorization using (Residuals and) Normalization number 1,2 (méthode de factori-
sation matricielle non-négative),
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Liste des sigles et acronymes

— N;B-CWNMF(-R) : Normalized and then Bounded Constrained Weighted Non-negativ
Matrix Factorization using (Residuals and) Normalizatiaummberz = 1,2 (méthode de
factorisation matricielle non-négative),

— N,B-MCWNMF(-R) : Normalized and then Bounded Model-Constrained Weighted Non-
negative Matrix Factorization using (Residuals and) Noriaation number: = 1,2 (mé-
thode de factorisation matricielle non-négative),

— NMF : Non-negative Matrix Factorizatiofiméthode de factorisation matricielle non-
négative),

— PMF :Positive Matrix Factorizatioiméthode de factorisation matricielle non-négative),

SAS : Séparation Aveugle de Sources,

— SCA :Sparse Component Analy¢iamille de méthodes de séparation aveugle de soures),

SIR : Signal-to-Interference Ratignesure de la qualité d’estimation des signaux extraits

par une méthode de séparation aveugle de sources),

— SNR :Signal-to-Noise Ratio

— SVD : Singular Value Decomposition

— WNMF : Weighted Nonnegative Matrix Factorizatigméthode de factorisation matri-
cielle non-négative).
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Introduction géenérale

1 Cadre général

L'Organisation Mondiale de la Santé (OMS) affirme dans luss de ses études [170] que
les particules en suspension dans I'air constituent ued@éportant de risque pour la santé
des populations. Ainsi, l'inhalation répétée de ces p@ussiengendre a minima des irritations
chroniques des organes. Une seconde voie de contaminatiiemt du dépot de ces poussieres
conduisant a leur absorption par les plantes ou les animaux gnsi rentrer dans la chaine
alimentaire. Des conséquences plus graves (effets muwggéant possibles des lors que les
particules contiennent, méme en faible quantité des coésgogiques agissant directement sur
les organes ou cellules.

Consciente de ces risques sanitaires, 'Europe a mis en gieg@ormes définissant les
valeurs limites en particules fines de taille inférieure galés a 1Qum et 2.5um, respective-
ment désignées par les termes (PM 10, PM2.5). Aujourd’auédislation sur les niveaux de
particules en suspension dans l'air stipule que les corat@ris moyennes annuelles de PM
10 ne doivent pas excéder 49/m? en autorisant 35 dépassements de la limite journaliére de
50 ug/m3. La réglementation sur les PM2.5 fixe un objectif en moyenmaialle de 25:.9/m?
pour 2015 et 2Q:g/m? pour 2020 (Directive 2008/50/CE du 21 mai 2008). Ces particdee
taille plus petites sont considérées comme plus danges@asg leur capacité a pénétrer plus
profondément dans les voies respiratoires.

D’autre part, mieux comprendre les mécanismes perturtsatpu engendrent cette pollu-
tion permet de mieux lutter pour en atténuer I'impact ou ksses. A ce titre, mieux identifier
la part des différentes origines (anthropiques ou naesglies particules en suspension dans
I'air qui contribuent a la pollution atmosphérique dansdeses urbaines denses, permettrait de
mieux cibler les actions a entreprendre pour réduire lessionis a I'échelle locale ou a défaut
de constater les origines plus lointaines du cocktail farleacharge particulaire. Ce travail est
résolument tourné vers cet objectif, en voulant intégretadinformation utile (mesures, don-
nées météorologiques, connaissances expertes, coné®geghique) afin de pouvoir fournir
une incertitude minimale sur l'identification des sourcegdrticules fines en suspension. De
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Introduction générale

par les différents procédés intervenant dans I'élabarat®l’acier a partir de minerais de fer,
I'activité sidérurgique fait partie des activités indisites confrontées a la question de la mai-
trise des rejets de particules dans I'atmosphére. Le gracgedorMittal Atlantique et Lorraine,
soucieux de son impact environnemental, a souhaité engageftude permettant d’examiner
les outils scientifiques existants pour réaliser un bilanatgribution des sources influencant la
charge particulaire locale, sur le site de Dunkerque. Aa diin état de I'art du domaine, cette
étude a permis de développer un outil logiciel adapté aug@madparticulier de d’identification
des profils chimiques des sources participant a la chargeylaire, basée sur la technique
connue sous le nom de modele récepteur. Son principe coasldé données de composition
chimique (teneur en PM, ions, éléments métalliques, carhond’'un grand nombre d’échan-
tillons collectés sur un site récepteur. Cette méthode afdiéjeobjet de travaux par la sépara-
tion statistique des sources, a partir d'algoritmes ditfad®risation matricielle non-négative
maintenant connus dans la littérature. Toutefois, cegidhgaes "aveugles” de factorisation ma-
tricielle se révelent limités en terme de robustesse etl@ansapacité a séparer certains profils
de sources spécifiques [165]. Le travail de cette thése stengiintroduire des informations
supplémentaires visant a réduire I'espace des solutianssaibles et fournir une solution plus
robuste. L'étude théorique porte donc sur la maniére dduire théoriquement et pratiquement
ces informations supplémentaires dont le détail est doané th section suivante. Un intérét
majeur est de pouvoir I'appliquer en premier lieu au sitaugtdelo-urbain de Dunkerque, ou
est implanté le péle sidérurgique ArcelorMittal AtlanteguJn tel outil logiciel permet ainsi
d’estimer la part des émissions de particules d’originérsigjique sur le niveau de teneur en
particules dans I'air extérieur, & une échelle locale.

Ce travail entre dans le cadre d’'une convention de rechermtne ke groupe sidérurgique
ArcelorMittal Atlantique et Lorraine. Il a été réalisé aursde I'équipe Systemes de Perception
et Fusion d’Informations du Laboratoire d’Informatiqueg®l et Image de la Cbte d’Opale
(LISIC, ULCO, EA 4491). Il est aussi le fruit d’'une étroite aboration avec I'Unité de Chimie
Environnementale et Interactions sur le Vivant (UCEIV, UL(3, 4492).

Des campagnes de mesures ont été conduites sous la resjigndatProfesseur Courcot
et du Docteur Ledoux (UCEIV, ULCO, EA 4492) au cours desquetsébhdantillons de pous-
sieres fines ont été prélevés sur un site de typologie urpaiBeinkerque. Dans une seconde
phase, 'ensemble des échantillons a été analysé afin decaéx mesures de concentrations
des espéces chimiques (€léments majeurs, éléments tratalfiques, especes ionigues, es-
peces carbonées) présentes dans les particules atmagsjeiseést en évaluant la précision de ces
mesures.

Ce travail s'attache non seulement a développer des métttartaajues innovantes pour fa-
voriser une factorisation efficace et robuste, mais aussaleser une application informatique

2
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autonome pour permettre a des utilisateurs confirmés dégples multiples fonctionnalités
du systéeme.

2 Objectif

A partir d’'une matrice de concentrations et d’incertitudssociées, I'objectif pratique de
cette these est d’identifier les différentes sources éwedtainsi que leur contribution. Une
source est caractérisée par la notion de profil, stable as doutemps, qui définit un ensemble
de proportions d’especes chimiques émises. Restaureolils des différentes sources et leurs
contributions relatives au niveau du capteur constituedenjeu principal de cette these.

D’un point de vue théorique, ce probleme est abordé sougléatte la factorisation ma-
tricielle ou la matrice de profils et la matrice de contribatisont a estimer. Les matrices de
données sont par ailleurs entachées d’'un bruit aléatoiistigbution inconnue et non assi-
milable & un bruit gaussien. Le rapport signal a bruit desnden est sans doute faible et les
mesures sont corrompues par des points aberrants qui pgureeenir de différentes origines
physiques. De plus, nous disposons d’informations com@igaires classées en types d’infor-
mations et répartis soit sur les profils soit sur les contigins.

— Les profils et contributions sont non négatifs.

— Les profils sont de somme a 1.

Certains éléments de profils sont connus.

Certains éléments de profils sont bornés.
La contribution de certaines sources locales est nulle pedains échantillons suivant
les directions de vent rencontrées au cours des prélevement

Nous envisageons donc a travers cette these, de résoudre unlgéme de factorisation
de matrices non-négatives informées par les connaissanaglessus et soumis a des points
aberrants. Les méthodes développées sont dédiées a l'iddisation de sources de pollution
dans l'air.

3 Plan du manuscrit

En complément de cette introduction générale, le présentsaait est organisé en cing
chapitres et une conclusion générale. Les contributioiggnates de cette thése sont concen-
trées dans les chapitres 3, 4 et 5. Le mémoire se décomposequarttie d’état de I'art des
méthodes de factorisation matricielle, une partie intéglas connaissances expertes dans la
factorisation et enfin une partie permettant de prendre ety dans la factorisation matri-
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cielle non-négative (NMF pouKon-negative Matrix Factorizatioen anglais), un modéle de
comportement de la dispersion des particules a partir dsonece ponctuelle.

3.1 Etatde l'art

Le chapitre 1 se place volontairement sous I'angle de lafesettion matricielle. Dans un
premier temps, nous abordons différents modéles classidgienélanges rencontrés dans la
littérature, qui se formulent tous comme une factorisattermatrice spécifique. Dans un se-
cond temps, nous recensons les différentes hypothéseséessa ces modéles tout en évi-
tant de décrire le coeur des différentes méthodes corrdaptes. Les principales hypotheses
demandent soit I'orthogonalité des sources, soit leurpeddance statistique, soit leur par-
cimonie, leur normalisation & ou leur positivité. Ces contraintes peuvent bien entendu ét
associées, conduisant ainsi a des contraintes mixtes.

En accord avec la définition de notre problématique pratigaas nous orientons vers les
méthodes de factorisation matricielle non-négative puedg positivité des facteurs est I'hypo-
thése centrale de notre probléme.

3.2 Factorisation matricielle non-négative

Contrairement au chapitre précédent, le chapitre 2 explodgtail les méthodes de NMF,
en posant le probleme sous la forme d'un probleme d’optioisadifférentiable. En com-
mencant par examiner les conditions nécessaires d’'un mmitacal ainsi que les conditions
d’unicité, nous présentons ensuite les grandes familkdgarithmes pour le probléme de NMF
standard basé sur la norme de Frobenius. Nous élargissahsibep de ces méthodes a des
familles de fonctions de codt, difféerentes de la norme dd&mws, appeléedivergenceskEn
effet, I'étude de divergences paramétriques pour la NMFodemne piste intéressante pour
répondre aux possibles points aberrants présents darmieéak et permettre leur mise en évi-
dence. Par ailleurs, les gammes de valeurs des concengratiamiques étant trés différentes
ainsi que leurs incertitudes, il parait judicieux d’intégdans les expressions des divergences la
notion de poids. Enfin, compte tenu de I'importance de I'asppplicatif de ce travail de thése
et afin de préserver la fidélité aux especes majeures, nons augsi proposé des recomman-
dations dans le choix des paramétres de ces divergences.

3.3 NMF sous contraintes égalité

Le chapitre 3 est consacré a I'exploitation des contraideesype égalité sur les profils
dans les algorithmes de NMF. Nous y formulons en particulier paramétrisation qui integre
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naturellement 'ensemble des contraintes égalité. Cettenp&trisation permet d’exprimer le
probléme dans le sous espace des contraintes et ainsi depj#aredes reégles multiplicatives
de NMF pour toutes les fonctions de co(t définies dans le tlegpiécédent. De maniére alter-
native, nous proposons aussi des variantes de ces reglas dearitéres Iégérement modifiés.

3.4 NMF sous contraintes de bornitude et de normalisation

En complément des connaissances sur certains élémentsfile poous apportons dans le
chapitre 4 deux types d’informations supplémentaires.

1. La premiere information découle de la définition d’'un graddint chaque ligne se somme
a 1. Nous proposons donc des régles de mise a jour qui prennexanapte cette infor-
mation supplémentaire.

2. La seconde information provient de I'encadrement deacesteléments du profil par des
bornes minimales et maximales. Associées aux autres auesala prise en compte de

ces bornes permet de développer des régles de mise a jotiéassa plusieurs nouvelles
méthodes.

Des validations y sont proposées dans différentes conditipératoires en utilisant un jeu de
données synthétiques de faible dimension comportant emgut3 sources.

3.5 Factorisation matricielle informée par un modele physique

Dans le chapitre 5, nous utilisons un modeéle physique afin #epadiscerner quelles
sources industrielles contribuent & un échantillon doGeéa permet ainsi de calculer une struc-
ture de la matrice de contribution qui sert comme infornmatatrante dans linitialisation et
les algorithmes dédiés de NMF.

Une large part de ce chapitre est aussi consacrée a l'idaitiin des sources industrielles
et naturelles sur le site de Dunkerque. Une présentation dedthodologie y est effectuée et
une comparaison des résultats de nos méthodes avec celdelitideature est réalisée.

3.6 Conclusion générale

Enfin, le chapitre 6 rappelle les multiples contributionsatiques introduites dans ce travalil
de thése et présente plusieurs perspectives de ces travaux.
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Chapitre 1

Etat de 'art

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de parcourir les différents tygeesnodéles de données rencon-
trées dans la littérature. Nous nous focalisons sur la Fakds modeles linéaires dans laquelle
les mélanges linéaires instantanés font référence. liemgece chapitre est de rattacher I'en-
semble des modéles a une factorisation matricielle appespbuvant se formuler comme un
probleme d’optimisation.

Dans un second temps, nous dressons un panorama genéengbdeéskes usuelles rencon-
trées dans la bibliographie et nous examinons aussi I'eggwtde ces hypothéses de base sous
la forme contraintes souples ou fermes.

Enfin, a travers la description succinte de notre applinatimus envisageons des pistes
d’investigation qui seront développées tout au long de amore.

1.2 Lestypes de mélanges considérés dans la littérature

Les types de mélanges se classent en fonction du modéleedvalisn, qualifié de mo-
dele direct, qui relie les observations aux différentegaal Nous dressons un panorama des
mélanges courants rencontrés dans la littérature, a dasamélanges linéaires et leurs dériva-
tions. Nous restreignons notre étude cependant aux modelgants dans le temps, et nous
excluons de notre travail le cas des mélanges non-liné@temtamment le cas des mélanges
post-non-linéaires) pour lesquels les capteurs préseetgrdes non-linéarités usuelles telles
que les saturations [41, Ch. 14]. On se limite donc aux mékligéaires pouvant étre déclinés
en trois catégories :

1. les mélanges linéaires instantanés,



Chapitre 1. Etat de I'art

2. les mélanges a atténuations et décalages temporels,

3. les mélanges convolutifs.

1.2.1 Mélanges linéaires instantanés

Nous supposons disposer gdeobservations contenant l'activité gesources émettant a
un instant quelconque Ces sources se mélangent mutuellement selon un gain propesjae
liaison source capteur et ce mélange est observé au nivealifigeents capteurs. L'observation
z;(t) du capteur a I'instantt s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des diffées
sources au méme instant

p
zi(t) = Zgijfj(t) Vi=1,...,n, (1.1)
j=1

ou

— g;j correspond a l'atténuation du canal de transmission dégps@urcej jusqu’au capteur

iWi=1,...,n,

— f;j(t) estla valeur relative a 'émission d’une souyice I'instantt, Vj = 1,...,p.

La concaténation des différents capteurs conduit a la fation vectorielle suivante :

71 (1) gin g1z - gip fi(t)
xz-(t) _ 9?1 9?2 : g?p . le(t) | 12)
Tn(t) g1 Gn2 o gup) \Sp(t)
et de fagon plus compacte :
z(t) = Gf(t), (1.3)

~

ou:
— G designe la matrice de mélange de tafltex p) et de terme général;. Cette matrice
est supposeée invariante au cours du temps ou des échastillon
— z(t) 2 [21(1),...,2,(t)]" estle vecteur colonne de taillequi représente les observations
a l'instantt.
— fO = [f1(®),-.., f(t)]T désigne le vecteur colonne de taifigui contient les différents
signaux sources a l'instant
En considérantn échantillonse;, = z(k-T;), ouk = 1,...,m et ouT, est la période d’échan-
tillonnage, I'expression (1.3) s’écrit
. = Gf,. (1.4)
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ouf, = f(k-T.). Le regroupement des échantillons permet d’écrire le neadigimélange (1.4)
en notation matricielle :
X=GF, (1.5)

ol X £ [zy,...,z,] et F£[f ,....f ]' représentent respectivement la matrice de taille
n x m des observations et la matrice de tajlle m des signaux sourcés

Notons que’ et F' jouent ici des réles symétriques en remarquant que I'esprg1.5)
peut s’écrire de maniére equivalente sous la forme suivante

XT=FTqT. (1.6)

Le modele de mélange linéaire instantané est utilisé dansmibreuses applications. Nous

dressons ci-apres une liste non-exhaustive des champdidatjpn possibles :

— Dans le domaine des télécommunications [45, 151], lesisit®nsiderent le cas ou plu-
sieurs signaux de radio-identification (RFID) sont obsesréméme temps par plusieurs
capteurs. Chaque observation consiste alors en un mélaégéré instantané des divers
signaux sources observés.

— En bio-médecine, il existe un grand nombre d’applicatminge modele (1.5) est utilisé.
Citons par exemple les travaux dans le domaine de I'actiatdiaque [146, 88]. Dans
[146], les auteurs séparent les activités auriculairegetriculaires a partir de données
issues d’électrodes placées a la surface de la peau. Dagtudes similaires en rapport
avec I'électrocardiogramme de la femme enceinte [88].afi#’de séparer I'activité du
coeur du feetus a celui de la maman grace au modele de mélaggedi instantané.

— En acoustique et en traitement du signal audiophoniqueol@ele linéaire instantané
n’est généralement pas valide. Il existe cependant quelexeeptions. C’est par exemple
le cas lorsque plusieurs sources sont séquentiellemeggistiees en studio puis meélan-
gées par un ingénieur du son, a I'aide d’une table de mixages, gu'il ne rajoute d’effet
de post-traitement [168, 128].

— Dans le cadre de I'imagerie multispectrale/hyperspksgtdees images d’'une méme zone
géographique sont obtenues pour différentes longueursdd;,agénérant ainsi un cube
de données dont deux axes indiquent les coordonnées spadialrs que le troisieme
fournit 'information spectrale. Pour chaque pixel spladiacube, I'information spectrale
observée est percue comme un mélange lin€aire instantas@eletres sources. C'est par
exemple la vision retrouvée en astrophysique [16, 117] otékulétectiod [109]. De

1. Il est a noter que dans l'application considérée dang tledse, les grandeurs physiques associéesta
m ne sont pas les mémes que celles rencontrées classiquensdgiaation de sources. Nous reviendrons sur ce
point dans les prochains chapitres.

2. Il est a noter que de nombreux auteurs, comme par exenl72 49, 105, 106, 134], considerent des
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maniere alternative, on peut considérer au contraire qud, ghaque longueur d’onde,
les images observées sont des mélanges instantannés ekirmagrces, que ce soit en
astrophysique [17] ou télédétection [78].

— En physico-chimie, les mesures de spectres optiques dedskence, de Raman ou in-
frarouge d’'un échantillon sont considérées comme un méldingaire instantané de
spectres sources [59, 115, 116]. De la méme maniére, eroaneiment, les mesures
de pollution atmosphérique ou aquatique [79, 98, 4] peug&et assimilées a un pro-
bleme de mélange linéaire instantané, si les sources neasirop lointaines en rapport
a la distance parcourue par I'air pendant la période d'édlamage des données et si
les capteurs ne présentent pas de défaut de linéarité.

En résumé, le champ d’applications du modele (1.5) est @méteysous réserve de vérifier
certaines hypotheses.

1.2.2 Meélanges a atténuation et décalages temporels

Appelés aussi mélanges anéchoiques, ce type de mélangsaefer une extension des mé-
langes linéaires instantanés dans le cas ou les tempsvd&mies signaux sur les différents
capteurs subissent des décalages différents dis a la ptapagiono-trajet des sources vers
les capteurs. Les observatiangt) s’écrivent alors sous la forme :

p
j=1

ou g;; ett;; correspondent respectivement a I'atténuation et au dgeatamporel dis a la pro-
pagation de la sourcgjusqu’au capteu.

Les mélanges a atténuation et décalages temporels, quéararsidérés par exemple dans
[173, 174, 141, 10, 142, 5], sont un cas particulier des ng&sitonvolutifs. La formulation
matricielle pourra donc étre obtenue en consultant ledtedsau paragraphe suivant.

Le modéle de mélange anéchoique est principalement utifis#coustique, en supposant
gue lI'environnement est faiblement réverbéreé [174, 141ll &st a noter que ce type de mo-
dele est trés utilisé en localisation de sources [84] et guaines méthodes de localisation
de sources multiples, par exemple [21, 129], sont direatenmspirées par les méthodes de
séparation ci-dessus. Notons par ailleurs que I'approtd été proposée pour le traitement
d’'images. Dans ce cas, le décalage n’est pas temporel natialsp.-a-d. que chaque source
est décalée horizontalement et verticalement dans chadrpeswvation.

modéles non-linéaires en télédétection.
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1.2.3 Mélanges convolutifs

Dans la plupart des cas, les émissions des sources verlesisas’effectuent selon des
propagations multi-trajets qui peuvent étre vus comme onmte de différentes propagations
mono-trajets de ces sources, c.-a-d.,

P +oo

=D > Gijafilt—tije), (1.8)

j=1¢=0

ol g;;, ett;;, sont respectivement kg 4- 1)*M atténuation et léq +- 1)*M® décalage temporel
dds a la propagation de la sourggusqu’au capteui. L'expression (1.8) peut s’écrire sous
forme d’une combinaison linéaire de versions filtrées descss :

p
Z gzg (1.9)

ou le symbolex designe 'opérateur de convolution et gu(t) est le filtre de propagation de
la sourcej au capteut. En pratique, la plupart des approches de séparation avdagources
considerent que les filtreg; sont des filtres a réponse impulsionnelle finie d’or@rd’ordre
maximal pour 'ensemble des canaux. En reprenant les notatiscrétes explicitées dans la
section 1.2.1, les équations (1.8) et (1.9) s’écrivent

xi(k) = ZZQU (@) fi(k—q) Vi=1,...,n, (1.10)
j=1¢=0
= Zgw fi( Vi=1,...,n, (1.11)

ou le termey;;(k) correspond a la modélisation de la réponse impulsionnellgltde repre-
sentant le canal de propagation depuis la soyresqu’au capteui dans les conditions de
I'échantillon k. Soit G, la matrice formée par les différentes réponses impulsitese; (k)
pour un échantillork. On peut écrire I'expression (1.10) sous forme matriciehgpermutant
I'ordre des symboles sommes et en faisant apparaitre lacedts réponses impulsionnelles,

Q
n =3 Gify_, (1.12)
q=0

ouf, ., 2(fi(k—q),..., fo(k—q)T etay £ [z1(k),. ..,z (k)]T. Lexpression (1.12) peut aussi
s’écrire comme un produit matriciel [61, 102, 131, 161] ensidérant un bloc composé p&r
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echantillons. Les équations d’un tel bloc peuvent s’exprisous la forme suivante :

. — Goik—i-—i-GQik_Q,
w1 = Gofy_+.+Gof, o 1 113
T K+1 — GOik—K—i—l +... _'_GQik—K—Q—Q—l'

Sachant que;, est un vecteur de dimension il est possible de définir le vecteidy, de taille
n- K tel que :

By 2 g s T gg) (1.14)

De la méme maniére, le vecteﬁqr de taillep- (K + Q) est introduit :

YN T T

ik‘_[ik7ikj+17"'7ikj—K—Q+l] : (1-15)
Le mélange convolutif peut ainsi étre formulé sous une falméactorisation similaire a (1.6) :

r=Af,, (1.16)

[5¢

dans laquelle la matricé est une matrice Toeplitz définie comme :

Ay - Ag 0 0 - 0

1o A - Ap 0 - 0

A= 0 @ . (1.17)
0 -~ 0 Ay A - Ag

Il est a noter que, de maniere alternative, de nombreusesamgs travaillent dans le do-
maine fréquentiel, en appliquant une transformée tengrgifnce aux observations [131]. Le
modéle de factorisation (1.5) est ensuite utilisé suceessnt et indépendamment pour chaque
bande fréquentielle considérée. En effet, dans ce cascbaqgue fréquence, le mélange consi-
déré est approximativement linéaire instantané a valeamplexes. Ce type de probléme est
donc plus simple a traiter que le probleme explicité darguiaion (1.17), mais d’autres diffi-
cultés apparaissent et compliquent la séparation loidgqutirevenir dans le domaine temporel
[131].

En terme d’applications, les mélanges convolutifs sontriéganges linéaires les plus géné-
raux et sont par exemple appliqués en acoustique [131, 161].
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1.2.4 Conclusion

Nous venons de parcourir les différents types de mélangéaites étudiés dans la littéra-
ture. Nous avons montré comment ceux-ci permettent d’eqrla matrice de données obser-
véesX en un produit entre deux matrices. L'estimation d’un ou desxdfacteurs matriciels
peut étre obtenue en associant un certain nombre d’hymsthgae nous parcourons dans la
suite de ce chapitre.

1.3 Mélanges sur-déterminés et sous-déetermines

Parmi les difficultés de la factorisation matricielle, lppart entre le nombre d’observations
et le nombre de sources est un probleme d’intérét pour urdgrambre d’applications et a per-
mis la taxonomie que nous rappelons ci-dessous. Dans lanpldgs applications et s’appuyant
sur la relation (1.5) pour les mélanges linéaires insta@ggmais le probleme peut étre étendu
a tout autre type de mélange), le nombra&’échantillons dans( est beaucoup plus grand que
les nombres: d’'observations ep de sources. On sépare alors le cas (sur-)déterminé et sous-
déterminé selon que< n oup > n respectivement. Cependant, en utilisant la relation (1.6) e
en supposant un cadre plus générahopeut étre relativement petit, nous pouvons généraliser
cette taxonomie comme suit :

— si p = min(n,m), le mélange est dit déterminé et est le cadre généralemasidéné

dans de nombreuses approches de séparation de sources.

— Sip < min(n,m), le mélange est sur-déterminé, c’est a dire que nous avassdel

données que nécessaire.

— Enfin, sip > min(n,m), le mélange est sous-déterminé. Dans ce cas, le problémmkst

poseé et ne peut étre résolu qu’en utilisant des hypothegpgdesnentaires telles que

— que le recours a un modéle des sources permettant de iegaést[15],

— des hypothéses de parcimonie [140, Ch. 1],

— et/ou encore un alphabet fini de valeurs possibles desesojit
Notre problématique correspond au cas sur-déterminé. Eségoience, nous n'évoquerons plus
dans ce mémoire le cas des mélanges sous-déterminés.

1.4 Panorama des hypotheses usuelles et des algorithmes de
factorisation associés

Nous nous intéressons dans la suite du document aux méttedastorisation, dans un
cadre de mélange linéaire instantané. Toutes les méthaesays introduisons exigent une
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information complémentaire relative aux sources recléshElles se déclinent usuellement
en cing grandes catégories :
— l'orthogonalité des sources,
— lindépendance statistique,
I'hypothese de parcimonie des sources ou de la matrice anges
la normalisation de la distribution des facteurs d'inflcesn
la positivité des composantes.

Aussi, nous présenterons succintement les méthodes degatibn matricielle utilisant les
hypotheses ci-dessus, c.-a-d. :

— I’Analyse en Composantes Principales (ACP) revisitée sefmapproche géométrique
de factorisation,
I’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) basée synothgse d’'indépendance,
I’Analyse en Composantes Parcimonieuses (SCA [gmarse Component Analyss
anglais) basée sur la parcimonie des signaux sources,
la classe des méthodes a normalisation,
les factorisations matricielles positives ou non-négati(PMF et NMF, poulPositive
Matrix Factorizationet Non-negative Matrix Factorizatioan anglais, respectivement).

1.4.1 Analyse en Composantes Principales

Dans cette section, nous proposons de revisiter 'ACP saunglé de la factorisation matri-
cielle. Al'origine, I'analyse en composantes principaesune méthode statistique multivariée
qui fut introduite par K. Pearson en 1901 [130] puis dévedmppar H. Hotelling en 1933
[69]. L'idée générale du fonctionnement de 'ACP se résumené néduction de dimension
d’'un ensemble de données avec un grand nombre de varialdedépendantes pour former
un sous-espace constitué de ce que I'on appelle des contesgaimcipales. Cependant, nous
adoptons le point de vue de I'optimisation matricielle isdune interprétation géométrique.
Une interprétation statistique classique est formulées dendeuxiéme temps, a partir des re-
sultats précédents.

Une approche géométrique : L'annexe A explique que la vision géométrique de I'ACP
consiste a chercher un sous espace de dimempsipi représente au mieux la répartition des

n points dans R au sens des moindres carrés. Ce sous-espace est défini paetdsurs de
base contenus dans la matriGg. Cette recherche s’écrit comme l'optimisation de la matrice
U, sous contrainte d’orthogonalite. Elle s’écrit sous la ferdu critere (A.8) qui fait apparaitre
gue la matrice des points centt&S est vue comme une factorisation approchée sous contrainte
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d’orthogonalité, c.-a-d.,

X'~X'"U,-Ul  sc ULU,=1, (1.18)

Il apparait aussi clairement dans I'annexe A que la décoitipogn valeurs singuliéres tron-
guées auy premiéres valeurs propres est la solution du probleme d’ACP.

Une approche statistique : Linterprétation statistique de I’ACP est bien entendu eote ;
elle s’exprime comme la recherche du sous espace de dimengici maximise la dispersion
des données. L'équation (A.10) de I'annexe A montre en @4diir que cela revient aussi a
maximiser la norme de Frobenius de la mat(i&e - U,,) qui exprime une dispersion maximale
des points originaux dans ce sous-espace. Les auteurs@jesKpfiment aussi le méme critéere
de dispersion maximale. Il est montré dans [166] que Esmposantes principales de ces points
x; sont données par les vecteurs propres correspondant auxs/plopres les plus élevées de la
matrice de covariancg&, £ E(z'-2'7). lls correspondent exactement guxecteurs colonnes
de la matriceJ,.

Compléments de 'ACP : L'ACP peut aussi étre englobée dans un cadre plus large eorres
pondant aux techniques d’approximation de rang faiblenPees méthodes, on peut noter des
versions qui recherchent une décomposition au sens deslrasicarrés ponderés, développées
par exemple dans [121]. Des équivalences fortes ont étéeta@ntre les methodes classiques
d’ACP et les méthodes pondérées d’approximation de ranteffib4]. Nous pouvons aussi
noter I'existence d’un travail qui propose une vision umifiies modéles de factorisation [156],
dont, en particulier, 'ACP.

Par ailleurs, 'ACP n’est pas robuste aux points aberrantpatesa formulation de type
moindres carrés qui procure un effet levier des lors que dieggpaberrants sont présents. Dans
cette optique, des versions robustes de factorisationténdéeloppées qui recherchent une
décomposition en une matrice de rang faible et une matrmeser, obtenue en particulier par
des méthodes de poursuite des composantes principalels/[24,

En conclusion, le champ des méthodes qui gravitent autolIAG® est tres vaste. LACP
correspond a une factorisation particuliére de la matreabnnées centrées. Toutefois, plu-
sieurs éléments rendent 'ACP peu adaptée a notre probljueati

— la contrainte d’orthogonalité de I'un des facteurs ne pasaretenue dans la probléma-

tique que nous abordons,

— les éléments de la matrice des composantes principalesqedire a valeurs négatives,

— et en présence d’'aberrations, I’ACP standard se trouvéeatiar les points aberrants.
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Nous proposons d’étudier d’autres types de contrainteles@éments de la factorisation.

1.4.2 Analyse en Composantes Indépendantes

L'ACI est la premiére et la plus étudiée des voies permettasiggarer des signaux sources
a partir de multiples mélanges de ces signaux. LUACI d’'unericeade données aléatoirés
consiste a trouver un opérataui tel que les signauy;(¢) de la matricey” définie comme

Y =W(X) (1.19)

soient "aussi indépendants que possible”, dans le sens deilaigadtion d’une fonction qui
mesure la dépendance des signgix), c.-a-d.,.F (yi(t),...,y,(t)). Dans le cadre de mélanges
linéaires, cet opérated’ est une simple matrice de séparatiéh c.-a-d.,

Y =WX. (1.20)

Idéalement ]V est la (pseudo-)inversede G. Cependant, en pratique, des indéterminations
propres a la Séparation Aveugle de Sources (SAS) sont redesna savoir que I'estimation
de la pseudo-inverse den’est possible qu’a une permutation et des gains pres. Naesons
alors la relation approchée suivante,

W.G~D-P, (1.21)

ou D et P sont respectivement une matrice diagonale et une matriperdeutation [40]. Nous
en déduisons alors le lien enfreet F :

Y =W-X, (1.22)
—W-G-F, (1.23)
~D-P-.F. (1.24)

Les premiéres méthodes ont été proposées par C. Jutten etalltH@1, 77] qui réali-
saient une ACP non-linéaire. Il faudra attendre les travau®.dComon [40] pour généraliser
le concept d’ACI. Ce dernier démontre, dans le cas de mélangssres instantanés, que si
les signaux sources sont supposés mutuellement indégsretamon-gaussiens (sauf pour au

3. La plupart des méthodes d’ACI permettent de traiter leléasrminé ou sur-déterminé. Dans le premier cas,
la matriceG est carrée et inversible. Dans le second cas, il est clasdigppliquer une ACP sur les données pour
revenir & un cadre déterminé en réduisant la dimension duéme tout en limitant les effets de bruit. Bien qu'il
existe un certain nombre de méthodes pouvant traiter deswges sous-déterminés [25, 44, 42], nous considérons
les mélanges (sur-)déterminés ci-dessous.

18



1.4. Panorama des hypothéses usuelles et des algorithniastdesation associés

plus une source), il est possible de séparer ces signauxazieuf d’échelle et une permutation
prés en cherchant a minimiser en sortie du systéme de sépdest mesures de dépendances
entre les signaux estimés. Dés lors, de nombreuses meBwBsété proposées pour réaliser
la séparation et la plupart des approches d’ACI sont basé¢sdu
— la maximisation de la non-gaussianité des signaux sowcadilisant les statistiques
d’ordre supérieur comme par exemple les auto-cumulantsiidal ou kurtosis [75], ou
encore le calcul de la néguentropie mesurant I'éloigneenie distribution Gaussienne
[73].
— la minimisation de mesures d’'indépendance entre deux asampes comme la diver-
gence de Kullback-Leibler ou I'information mutuelle [4Q,]5
— la maximisation de la vraisemblance des signaux sourcestié& ¢'hypothéeses a priori
sur la forme des densités des signaux recherchés [11],
— les statistiques d’ordre deux, en ajoutant d’autres thgses sur les signaux sources :
— leur auto-corrélation (de maniére différente) [162, 12],
— leur non-stationnarité [158, 133].
Notons, en paralléle de ces approches classiques d’AClsténce d’approches utilisant des
hypotheses complémentaires comme la parcimonie [8, 11B] mon-négativiteé [176, 124].
Compte tenu de 'application considérée, ou les signaux smmnégatifs et possiblement
corrélés, I'ACI n'apparait pas comme un outil adapté et ndes parlerons pas plus dans le
cadre de cette thése.

1.4.3 Méthodes faisant appel a la parcimonie des signaux sources

La parcimonie est une hypothese qui connait une granddiattate la part de la commu-
nauté scientifique depuis une quinzaine d’années. Un sighdit parcimonieux s'il est souvent
nul ou négligeable alors que sa variance n’est pas nulleéi@iment, un signal n’est pas par-
cimonieux dans son domaine original mais dans un domainsftrané. Historiguement, les
premieres approches considérées en séparation de soaigagsrit appel a des transformées
temps-fréquence, qui peuvent étre des décompositiongétitgres ou atomiques.

— Les approches de séparation utilisant une décomposhiergétique sont généralement

issues des méthodes statistiques d’ordre 2 [13, 54].

— Les approches fondées sur des décompositions atomidijeali2si connues sous le nom
de méthodes d’Analyse en Composantes Parcimonieuses (SC/Apatse Component
Analysisen anglais) [41, Ch. 10], ont été beaucoup plus étudiées, de ffait que la
décomposition atomique est linéaire.

La plupart des approches de SCA sont fondées sur les étapantsgi:
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1. une transformation parcimonieuse conjointe (transéerohe Fourier a court terme, onde-
lettes, transformée en cosinus discréte, etc),

2. une estimation des paramétres de mélange, c.-a-d. lecen@tdans le cas de mélanges
linéaires instantanés (1.5),

3. I'estimation des signaux sourcgs sous forme d’un probléme inverse a partir de I'équa-
tion (1.5).

L'estimation des parametres de mélange est possible gtageécimonie des sources. La plu-
part des approches supposent que pour chaque échantikaule une source, disorf (k),

est active, c.-a-d. que toutes les autres sources songeafles. Le probléme est donc locale-
ment sur-déterminé (et la séparation des sources peutuEreomme un probléme particulier
de classification non-supervisée) [174]. Cette hypothesmsaite été progressivement relachée
par de nombreux auteurs [1, 46, 140, 5, 145, 64, 119, 147]tatrdé I'art fourni sur de telles
approches peut par exemple étre trouvé dans [140].

Plus récemment, des approches utilisant la parcimonie eumeritere d’optimisation ont
été proposées. Elles se fondent soit sur I'utilisationrfains) de dictionnaires ou les sources
sont connues pour étre parcimonieuses [22] soit sur la relcbal’opérateurs promouvant la
parcimonie des signaux extraits [120, 56].

Cependant, en dehors de la mesure intermittente de I'a&ctieitertaines sources (cet aspect
est discuté dans le chapitre 5), I'hypothése de parcimomisemble pas naturellement adap-
tée dans le cas de I'application considérée dans cette. tRkseprécisément, le choix d’'une
transformée rendant les sourg$) parcimonieuses n’est pas trivial. De maniére alternailive,
serait possible d’apprendre un dictionnaire a partir desides observées [2, 149, 150]. Cepen-
dant, apprendre un dictionnaire non-négatif a partir dendes positives, bruitées et contenant
des valeurs aberrantes (comme le sont les signaux corsidi@ns la partie applicative de cette
these) est un probleme difficile, qui présente des simaisualvec une factorisation robuste en
matrices non-négatives, que nous présentons (en parntig)alaection 1.4.5 et dans le chapitre
suivant. En conséquence, cette hypothése ne sera paséexgions les prochains chapitres.

1.4.4 Méthodes utilisant la normalisation d’un facteur

L'hypothése de la normalisation d’un des facteurs est ufoerimation importante qu’il faut
savoir exploiter. Elle vient donc en complément du modélmdinge linéaire instantané (1.5).
Plusieurs points de vue peuvent étre rencontrés selon guefiplique la normalisation a I'un
ou l'autre des facteurs.
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Normalisation des lignes de= ou des colonnes dé’ : Dans un premier cas, hOus pouvons
supposer que la normalisation concerne les lignes du prdauteur dans I'expression (1.5).
Celle-ci s’écrit

anp'lpxp = 1n><p; (1.25)

ou 1,, désigne la matrice dede taillen x p. Cette normalisation concerne, de maniére équi-
valente, les colonnes du second facteur, a savbirsi on considére la factorisation (1.6). En
permutant le role d& et X7, la normalisation s'adresse, de maniére similaire, awnekgde
FT ou aux colonnes dg.

Cette hypothése de normalisation des ligneg-dest classiquement rencontrée en téléde-
tection [109], ou les données sont représentées par desrpoms des différentes signatures
spectrales.

La relation (1.25) rend le probléme d’optimisation lié sstienation deiz et deF' séparable
enn sous-problemes indépendants apeécconnues dans chacun. Le probleme d’optimisation
consiste alors a trouver les matricést F' telles que

X =~ GF S.C. anp'lpxp: 1n><p (1.26)

Les méthodes pour résoudre le probléme (1.26) ont d’abérél@rdées d’'un point de vue
vectoriel, dans le cadre d’'un probléme de type moindregsavec les contributions de [155].

Le formalisme du Lagrangien permet d’intégrer la conteidé somme ad du vecteur des
proportions recherchées. Elle donne lieu a une solutioly@ae calculable directement. La
méthode, aussi évoquée dans [65], est appelée Moindré&s@aBommeé (SCLS pourSum-
to-one Constrained Least Squaks anglais). Ces méthodes sont aussi en général enrichies de
la notion de positivité qui sera détaillée dans la sectidrbl.

Toutefois, cette propriété de séparabilité n'est pas gadidec la seconde contrainte de
somme a 1 que nous décrivons ci-dessous.

Normalisation des colonnes dé&; ou des lignes def' :  Dans un second cas, nous pouvons
supposer que la normalisation s’applique aux colonn&s de, de maniére équivalente et pour
les mémes raisons que précédemment, aux lignég dea-d. :

prm “Lmxm = 1p><m' (127)
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La matrice ainsi normalisée — aussi nommée "matrice stdgasigne" dans [68] et notée
ci-dessous — s’obtient & partir d’une version non-norraaliguelconqué’ ainsi :

F

F=—" 1.28
F- 1m><m ( )
ou la fraction représente la division terme a terme des él&srdes matrices opérandes. De

méme, on peut faire apparaitre une nouvelle matticelle que
G-F=G-F (1.29)

A partir des expressions (1.29) et (1.28), nous déduisempiession dé qui dépend de” :

G=Go(lyxm-FT), (1.30)

ou l'opérateuro représente la mutliplication terme a terme des matricesaopiés. Ces nou-
velles contraintes induisent une factorisation dédiéenagianges linéaires instantanés de somme
€gale a 1, c.-a-d., combinant les équations (1.5) et (1E2Vparticulier, le probleme d’optimi-
sation consiste a estimer les matricest F’ telles que

X%GF S.C. prmlmxm: ].p)(m (1.31)

Cette formulation correspond en fait au point de vue adopté datre application pratique,
comme nous le verrons dans les prochains chapitres. Notdits @t contrairement a la si-
tuation rencontrée dans le précédent paragraphe), legonebh’est pas séparable ersous-
problémes.

A partir de ces contraintes strictes, nous pouvons dédesecdntraintes induites, comme
nous allons maintenant le voir. Dans un premier temps, S@Egue Nous ayons une relation
exacteentre X, G et F, c.-a-d.,

X=G-F. (1.32)

En multipliant a droite I'équation (1.32) par la matritg,, et en combinant cette expression
avec les contraintes (1.27), nous obtenons :

anm‘lmxm:anp'prm'lmxma (133)
= Gxp Lpxm, (1.34)

c.-a-d. que la somme de chaque lignedest égale a la somme de la lignes decorres-
pondante. Cette propriété est trés proche de celle décriteldguation (1.25). Cependant, en
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pratique et comme explicité dans I'expression (1.5), néagams pas une relation exacte mais
approchéeentre X, GG et F', a cause de la présence possible de bruit, de valeurs atesrcan
d’approximation du modele. Dans ce cas, la relation (1.35tmu’approchée, c.-a-d.

anp'lpxm Sanm‘lme- (135)

A notre connaissance, les contraintes induites (1.35) miepss considérées dans la littérature,
mis a part par les auteurs de [87] qui cherchent a estimer d&g&ces non-négatives et F' en
rajoutant des contraintes a la fois sur les ligneg'ds deG.

1.4.5 Meéthodes a base de non-négativité

Les approches utilisant des hypotheses de non-négatmigéacssant un vif intérét de la
part de la communauté scientifique de par le nombre impodarniroblemes physiques ou
les variables présentent uniquement un support positifubu@r, les méthodes précédement
étudiées — comme I'ACP, I'ACI ou la SCA — ne peuvent garantirsdanr version classique,
I'obtention de résultats non-négatifs. Ces méthodes neesoparticulier pas opérationnelles
pour I'application considérée dans cette these.

Alors que certains travaux ont consisté a étendre 'ACP oCI'A un cadre non-négatif
[137, 138, 139], un grand nombre d’auteurs ont travaillélsuléveloppement d’approchad
hocpour ce type de données.

LaPMF: les premiers travaux, nommés factorisation matriciel&tpe (PMF pourPositive
Matrix Factorizationen anglais), ont consisté a estimer simultanéniéet /' en résolvant le
probleme d’optimisation sous la forme d’un probléme de tyendres carrés [126, 125]. Le
premier inconvénient de cette technique est lié a la taflerdatrices manipulées qui limitent en
pratique les dimensions des problémes a traiter [59]. Lerskbandicap réside dans I'existence
de multiples minima locaux, qui requierent de la part d'utisatteur d’effectuer des initialisa-
tions multiples. Cependant, celle-ci s’est révélée touitaafiaptée & de nombreuses études de
répartition de sources de pollution, dont, par exemple3]14

La NMF : Les méthodes les plus célébres, proposées par Lee et Séyrigfl][®t connues
sous le nom de NMF (pouMon-negative Matrix Factorizatioan anglais) proposent des mises
a jour multiplicatives. Lee et Seung mentionnent que cetsera jour est un bon compromis
entre vitesse de convergence et facilité de mise en ceuvreideaa jour de’ (respectivement
(?) est effectuée par la multiplication de chacun de ces tepaegan coefficient qui dépend de
la matrice de donnéek et la matrice de contributionS (respectivement la matrice de profils
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F):
GTX
XFT
G: GOW’ (1.37)

ou % indique la division terme a terme entre deux matrices quejaesl/ etV. Les méthodes
de NMF peuvent étre vues comme des approches d’appremtidsagictionnaire non-négatif
ou les atomes du dictionnaire et les coefficients de poidsrespectivement contenus danet

G [90]. Cependant, les méthodes de NMF souffrent du fait quenaergence vers un optimum
global n'est pas garantie [152]. Certaines approches, cgpamexemple [152], proposent donc
de rajouter des contraintes a la NMF pour garantir cetteegence.

Les ANLS : Comme les approches de PMF, la méthode des moindres caegsealhon-
négatifs (ANLS pourAlternating Non-negative Least Squas anglais) s’intéresse a la fac-
torisation (1.31) couplée a une contrainte de positivitgpeDeant, et contrairement a la PMF
mais comme pour les approches de NMF, on considére altegnagnt que I'une des deux
matrices est connue et que la mise a jour s’effectue suréaQette recherche s’effectue vec-
toriellement, pour chaque colonne de la matrice a estimerélsolution de ce probleme est
généralement plus colteuse en temps a chaque itératioa guied a jour multiplicative mais
le nombre d’itérations utile est plus réduit. Cette méthoelet j@tre considérée comme un cas
particulier du cadre de descente par bloc coordonnées eaas lde deux blocs [83].

Les gradients projetés : Lin [96] a proposé une approche utilisant des techniquesrae g
dients projetés pour une optimisation a contrainte de bdrasnise a jour de la matrice est
obtenue par projection des données sur la région de valdomissibles

FhHL <—73{Fk—oszFk (HX—G’fFH:)} (1.38)

ou la projectionP{.} permet de ramener les valeurs Bejui seraient en dehors d’une région
bornée a ses bords :
Xij simij = Xi; = M,
V(i,j) 6{1,...,n}><{1,...,m}, (P{X})w = Mm’ Si Xl"j tMi,j, (1.39)

mij o S1XG ;X mij.
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1.4. Panorama des hypothéses usuelles et des algorithniastdesation associés

Beaucoup de travaux, dont [19], ont porté sur la rechercheadu’pqui satisfasse une décrois-
sance suffisamment rapide a chaque étape. Cette étape éseHlasnli est la plus colteuse en
temps de calcul.

Récemment, Zandifaat al. ont proposé une approche utilisant les gradients projétdsee
propriété d’indépendance statistique des signaux so{tZ&$.

Non-négativité et somme a : La contrainte de non-négativité peut parfois étre assatgée
maniere explicite a une contrainte de somme a 1. Les ren@rgpertées dans la section 1.4.4
restent vraies, mis a part qu'une hypothese de non-négatieis données doit étre en plus
vérifiée. Outre les travaux proposés dans cette thésesqtmmexemple le travail proposé dans
[87].

Positivité et orthogonalité : La contrainte d’orthogonalité peut étre vue comme un com-
plément de la non-négativité. On parlera alors dans |adiiiée deNMF orthogonaleou le
probleme a résoudre se décrit sous la forme d’une fonctiatiadthe aux données associée a
une mesure de la contrainte d’orthogonalité :

GH}%n D(X||GF) = mln Z —(GF)ij)*+a po(G), (1.40)

ou po((G) est une mesure positive de I'orthogonalité@eDifférentes variantes de la mesure
d’orthogonalité peuvent se rencontrer avec la version de [2fi8] ou bien celle développée
dans les méthodes de type projective NMF [177]. Ces méthaaeparfois combinées avec la
notion de parcimonie évoquée ci-dessus.

Au contraire, on pourra considérer la non-négativité conume contrainte additionnelle
a I'orthogonalité. On utilisera alors le termeA€CP non-négativeDans ce cas, il s’agit dans
[179], de maximiser la dispersion d’une part et d’autre gartminimiser I'écart a la propriété
d’orthogonalité d’'une matrice. Comme indiqué en début déagdes approches basées [137,
138, 139] sur I'ACI ou I'ACP rentrent aussi dans cette catégori

Factorisation exacte : Les approches ci-dessus (et celles développées dans et se

focalisent sur des solutions approchées de la factorisded . Il existe cependant des travaux
qui se concentrent sur la factorisation exacte. Par exerWplasis [164] montre que réaliser
une telle factorisation est NP-difficile. Donoho et Stod{&03] montrent qu’avec une propriété
de "quasi-séparabilité” des sources (qui équivatine aux hypotheses de parcimonie que I'on
rencontre dans les approches de SCA), la NMF converge de ragmésque slre. Récemment,
plusieurs auteurs ont utilisé cette propriété pour déysope nouvelles approches [6, 20, 58].
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Chapitre 1. Etat de I'art

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modeles classiguaélanges, et nous nous
sommes attachés a présenter une vue générale des contaaiditonnelles a ces modeles. Les
contraintes les plus courantes consistent en I'orthogféndilun facteur, I'indépendance ou la
non-négativité. Des informations additionnelles tellas ¢p régularité ou la parcimonie de ce
facteur peuvent étre incorporées, débouchant sur ditésenéthodes associées.

Notre probleme pratique se classe dans les problemes détiépale sources de pollution,
régi par le modeéle linéaire instantané. Par ailleurs, leofé&ation obtenue vérifie la contrainte
de positivité de tous ses facteurs. La résolution de ce @nobkst en général abordé sous I'angle
de la PMF en sciences de I'environnement.

Nous avons abordé dans ce chapitre les principales métliediestorisation de matrices
qui pourraient permettre de traiter les données considatans cette these. Il apparait alors
que:

— les approches d’ACP ne nous semblent pas adaptées au peataasidéré (alors qu’elles
sont aujourd’hui trés utilisées par la communauté de ciémjsEn effet, elles sont peu
robustes aux valeurs aberrantes (ou bruits impulsif®gs athposent I'orthogonalité des
composantes (qui n'est pas vérifiée en pratique dans l@gfmin que nous considérons)
et elles font disparaitre la non-négativité des signauamutétape de centrage.

— les approches d’ACI peuvent étre vues comme des extensiorgrthogonales de 'ACP.
Elles ne sont cependant pas complétement adaptées aurpeotd@sidéré car certaines
sources peuvent étre corrélées en pratiqgue dans I'apphoabnsidérée, ce qui rend les
approches de la littérature inefficientes dans ce cas.

— les approches fondées sur la parcimonie ne semblent pgdumadaptées, compte tenu
du fait qu’il n’est pas garanti de trouver un dictionnairelesi sources seraient parcimo-
nieuses.

Nous pensons donc judicieux de nous concentrer sur les dexhide type NMF, méme
si certaines d’entre elles présentent le défaut des sotutimultiples. Nous passerons donc en
revue ces méthodes dans le prochain chapitre ainsi quetieasmonportantes de I'optimisation
mathématique.
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Chapitre 2

Factorisation matricielle non-négative

2.1 Introduction

Ce chapitre vise a présenter les notions essentielles dectiarifation matricielle non-
négative, ainsi que les classes d’algorithmes permettarapborter des solutions. Il se veut
donc étre un chapitre bibliographique, tout en gardant sptie les éléments importants de
notre problématique pratique dont nous rappelons ici lesct@ristiques.

Nous disposons donc d’une matrice de données qui rasseifibtetes concentrations en
especes chimiques, a la cadence d’'un échantillon toutedoleze heures. Ces données sont
issues d’'un mélange instantané de différentes sourcedldéqs, ce qui se traduit sous forme
mathématique : étant donnée une matrice de donieéds taille (n x m) et de terme général
zi; > 0, la NMF consiste a retrouver deux matrices non négativer taille(n x p) et F' de
taille (p x m) (avecp < min(n,m)) dont le produit est une approximation de c.-a-d.,

X~GF (2.1)

Dans I'application considérée dans le cadre de cette the&ssmatricesX, G et F' représentent
les grandeurs physiques suivantes :
— X est la matrice de donnésu I'élémentz;; est la concentration chimique de I'espéce
4 dans I'échantilloni et exprimée en ngm3. Une ligne deX regroupe donc les concen-
trations des différentes espéces chimiques pour un ménaattim.
— @ est la matrice dont chaque élémept représente la contribution massique erimg
de la sourcé: dans I'échantillor.
— F est la matrice de profil dont chaque élémgpt constitue la proportion relative en

4. Contrairement aux applications classiques en Sépard¢iGources; représente le nombre d’échantillons
mesurés au cours du tempsieie nombre d'espéces chimiques analysées.
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Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

ng/ng de I'espéce chimiqugpour la sourcé:. Elle représente la quantité de masse émise

de I'espece chimiqug par unité de masse émise par la source
Nous allons donc développer dans ce chapitre des criteragepiant de formuler le probleme
sous différentes formes, puis nous proposerons diffésaridesses d’algorithmes permettant de
donner des solutions au probléme précédent. |l est pan@lémuhaitable que les solutions trou-
vées ne soient pas trop sensibles aux aberrations que peownéenir les données de concentra-
tion. C’est dans cet esprit que nous évoquerons la divergemaenétrique, apparaissant comme
une mesure dissimilarité robuste vis a vis des points afsrra

2.2 Notions préliminaires

Avant d’étudier la factorisation matricielle non négativleest utile de rappeler quelques
notions utilisées en théorie de I'optimisation [68].

2.2.1 Optimisation d’une fonction

Nous examinons le probléme de la minimisation d’'une fomcfipr) définie sur un espace
f2inclus dans R vers R,
min f(z) (2.2)

zef?

Nous distinguons deux types de minima définis ci-dessous :

Définition 2.2.1. Un pointz* est dit minimum local d’'une fonctiofi(z) dans un voisinage
V(z*) dez™ siet seulement si

vee V(@ )ne,  flz)= f(z"). (2.3)

Définition 2.2.2. Un pointz™* est dit minimum global d’'une fonctiof(z) sur (2 si et seulement
Si
Vee R,  f(z) > f(z") (2.4)

En dehors des cas ou la fonctigrest convexe, trouver le minimum global est une tache dif-
ficile. En conséquence, larecherche se concentre suriitdiiseles minima locaux vérifiant des
conditions nécessaires. Celles-ci sont décrites dans §108sumées dans la proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.1.Soit f une fonction de classg! sur (2. Siz* est un minimum local dg(x),
alors, pour toute direction faisablé autour de ce point*, nous avons/ f(z*)d > 0.

En clair, cette proposition traduit simplement le fait qoates les directions admissibles
conduisent a une augmentation de la fonctfoeux cas se distinguent particulierement :
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2.2. Notions préliminaires

1. Sice pointc* se trouve a l'intérieur du domaine impliquant que toutesllesctions sont
admissibles, alors la condition dans la proposition (2.2elsimplifie en

V/(z) =0, (2.5)

2. Par contre, si nous sommes sur la frontiere définigpators le gradienV f(z*) est en
général différent du vecteur nul et seule la proposition12eat applicable.

Dans le cas particulier d’une fonctighstrictement convexe, un minimum local est un mi-
nimum global, rendant sa recherche plus aisée.

2.2.2 Conditions de Karush-Kuhn Tucker
Considérons maintenant le probléme a contraintes suivant :

min f(z) s.c. hi(z)=0, g;(z) <0, (2.6)
zel?
ou hi(z) = 0 désigne les contraintes egalité pour {1,...,cg}, etg;(z) < 0 représente les
contraintes inégalité poyre {1,...,c;}, aveccp etey le nombre de contraintes de type égalité
et inégalité, respectivement. Supposons qu’il existe untpd qui soit un minimum local du
probléme (2.6). Supposons aussi que les trois fonctionessus soient de clas€é sur (2

et que les gradientSg;(z*) et Vh;(2*) soient linéairement indépendants. Alors, il existe des
constantes uniques pour: € {1,...,cg} etu; pourj € {1,...,cr} tels que :

Cg Cr

V(@) + Y NiVhi(z")+ > p1jVg(z*) =0, (2.7)
i—1 j=1

1i >0, Vi=1,...c.  (2.8)

pigi(z*) =0, Vi=1,...,cr. (2.9)

La condition exprimée dans I'expression (2.9) est aussel@epcondition des écarts complé-
mentaires (en anglaisComplementary Slackngs€es conditions sont en général obtenues par
I'écriture d’une fonction Lagrangienne qui rassemble jéaiif et les contraintes. Ces condi-
tions de KKT sont juste des conditions nécessaires d’'unmini local. Ces conditions sont
suffisantes dans le cas d’une fonctiffx) convexe.
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Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

2.3 Présentation du probléme classique de NMF

Dans cette section, nous allons présenter la formulateomdsird de la NMF basée sur une
mesure d’écart de type norme de Frobenius. Cette mesurexsnsion a des matrices de la
norme Euclidienne, dédiée a des vecteurs. Le probléme dslladé¢ Frobenius consiste donc
a résoudre le probléme suivant : Etant donné une matrice migégaX de taillen x m et un
entierp prédéfini,

(GF)ij))* = min | X -G F|? 2.10
Tf}wlgo;:l;:l Lij — ZJ)) GI,I}TIQOH Hf , ( )
ouG € R, F e RE*™ (compte tenu qué&r, F = 0 signifie que toutes les composantese

et deF’ sont non-négatives) et djif|; désigne la norme de Frobenius. La factorisation obtenue
selon le probleme (2.10) est donc de rang maxim&e critere est non convexe par rapport a
I'ensemble des inconnuéset F'. Les conditions au premier ordre, appelées conditions d& KK

sont donc, pour ce probléme, uniguement des conditionsséires d’un minimum local.

2.3.1 Conditions de KKT pour le probleme de NMF

Nous pouvons définir la fonction Lagrangienne associée @higme (2.10) :
1
L(G,F,A,F):§||X—G~F\|f2—/loG—FoF, (2.11)

ou A et I'sont les matrices de multiplicateurs de Lagrange de dimneasespectives celles de
G et F', qui sont associées respectivement & chacune des coggrdenpositivité. Les conditions
nécessaires d’'un minimum local stipulent que si le cog@ler’) est un minimum local, alors

il existe un couplé A, I') de matrices non-négatives telles que :

F =0, G =0, (2.12)
VLp =0, VLa=0, (2.13)
ToF =0, AoG =0. (2.14)

En calculant le gradient de la fonction Lagrangienne, naus/pns réécrire la ligne de I'équa-
tion (2.13) sous la forme suivante :

GT (G- F-X)-TI=0, (G-F-X).-FT —A=o. (2.15)
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2.3. Présentation du probléme classique de NMF

En utilisant la non-négativité des matricE®t /A, et en remplacant ces expressions/tet /A
issu de (2.15) dans (2.12), nous obtenons les conditionKdegéur le probléme standard de
NMF, c.-a-d.,

F =0, G =0, (2.16)
GT.(G-F-X) >0, (G-F-X)-FT »o, (2.17)
Fo(G"(G-F-X))=0, Go((G-F-X))-FT)=0. (2.18)

Ces conditions traduisent, en outre, qué st F' ne sont pas sur la frontiere du domaine des
contraintes, alors la solution doit vérifier I'annulationm gradient de la fonction (2.10).

2.3.2 Unicité de la solution NMF

Supposons que nous disposions d’une solution station(t@irE), et considérons une ma-
trice S inversible de dimensionsx p. Ainsi, toute solution obtenue de typé =G5, F=
S—1.F) est aussi équivalente puisqu’elle produit le méme praduif. Cependant, la question
de la stationnarité de ce nouveau point doit étre posée. hditbon de stationnarité du point
(G, F) s'exprime ainsi par,

S~L.F-o, G-S>=0, (2.19)
ST.GT.(G-F-X) =0, (G-F-X)-FT.(s7HT =0, (2.20)
(871 F)o(sT-GT(G-F=X)) =0, (G-S)o((G-F-X))-F'-(s7H)T)=0. (2.21)

Ces conditions peuvent étre facilement vérifiéeS sst une matrice de permutation, rendant le
nouveau point aussi stationnaire. Mais le point obtenutmies d’autre que la permutation du
point original. Dans le cas général, il est difficile d’éialoles conditions nécessaires et suffi-
santes d’unicité de la solution. Nous allons donc examiesrabnditions suffisantes d’unicité
de la solution dans deux cadres différents, d’abord dareslele la factorisation approchée puis
dans le cas de la factorisation exacte.

2.3.2.1 Condition suffisante d’unicité pour la NMF approchée

De ce fait, nous nous restreignons au cas particulier ou &sgaesG et ' contiennent une
matrice monomiale. La définition de la matrice monomiale@gpelée ici :

Définition 2.3.1. Une matrice positiveés de dimensior{p x p) est dite monomiale si chacune
des lignes et colonnes de cette matrice contient un seuk@lténon nul [115]. On les nomme
aussi matrices de permutation généralisée.
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Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

Moussaoui [115] rappelle aussi que toute matrice monorselgécompose sous la forme
d’'une permutation et d’'une mise a I'échelle, i.e.,

S=D-P, (2.22)

ou D et P désignent respectivement la matrice de mise a I'échelkeraglkrice de permutation.

Proposition 2.3.1. Si on peut extraire dé et F' une matrice monomiale de dimensipx p,
alors la matrice S est une matrice monomiale.

La condition de stationnarité peut étre réécrite pour chddoc de; et F en faisant appa-
raitre les matrices monomiales réduigs F),, ce qui donne,

Gp-S>0 S'.F,>0 (2.23)

Ho [68] montre alors que seule une matriganonomiale peut convenir. Si par suite, nous
considérons que les solutions Haloivent étre de sommelail apparait alors que la matrice
est une matrice de permutation.

2.3.2.2 Condition d'unicité dans le cadre de la factorisain exacte

Une interprétation géometrique de conditions suffisantaesiaté peuvent étre proposées
dans le cadre de la factorisation NMF exacte. Dans ce caspi&sconditions de stationnarité
sont automatiquement veérifiées puisqiie= G - F.

Pour cela, nous définissons la notion de cone simplicial.

Définition 2.3.2. Le cbne simplicial généré par un nombre fini de vecteurs iaddants
p
(f1,f2,..., fp) € R estl'ensembl€p = {g|£:j§19j[j, gj > 0}.

A partir de la factorisation NMF exact& = G - F, il apparait que, soit une ligne; quel-
conque deX appartient au cone généré gayrc.-a-d.z; € Cr.
Soit X, I'enveloppe convexe d&. Chen [28] formule un théoréme d’unicité :

Proposition 2.3.2. La décomposition d& en un produitG - F' est unique si et seulement si
X CCp.

Ce théoréme, ne fournit malheureusement aucun moyen deevéefie condition a partir
de la matrice de données. Nous examinons en détail les morglide la proposition (2.3.1) et
celles de Donoho et Stodden [50]. Nous nous appuyons suiefiyl, issue de [115], qui en
donne une illustration poyr= 3.
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On définit/ (F) = Im(F) N R’". Les conditions de la proposition (2.3.1) traduisent, gaur
condition surF’, que le cébnd (F') = C'r. Pour la condition suf, elle exprime que vecteurs
ligne de X constituent les arétes du cOmél’). Leur représentation est donnée sur la partie
gauche de la figure 2.1. De leur c6té, Donoho et Stodden [F0]jregnt des conditions un peu

Proposition 2.3.1 Conditions de Donoho-Stodden [50]

FIGURE 2.1 — Différents cas d’unicité de la factorisation non-rigga

moins restrictives qui permettent de garantir I'unicitdalsolution, a savoir qué — 1) lignes
de X doivent se situer sur chacune gefsicettes du coné(F'). Au total,p- (p—1) lignes deX
appartenant aux facettes sont suffisantes pour garanticité de la solution. La partie droite
de lafigure 2.1 illustre ces conditions. Moussaoui [115] treoque, en définitive, les conditions
de Donoho et Stodden sont moins exigeantes.

Toutefois, ces conditions pratiques sont uniquement daditons suffisantes et restent
difficile a utiliser. Le contexte supposé correspond aueaerla factorisation NMF exacte. Si
nous nous placons dans le cadre de la factorisation appgrocfaut aussi veiller en supplément
a ce que les différentes solutions restent des points steties. En conclusion, la question de
I'unicité de la solution reste un probléme ouvert. Une manifférente de limiter les solutions
multiples est d’apporter des contraintes supplémentairggobléme initial de NMF.

2.4 Algorithmes de résolution du probléme classique de NMF

2.4.1 Méthode Multiplicative

Les méthodes multiplicatives peuvent étre obtenues de theumeres différentes, soit par
une approche heuristique, soit par une approche de typeaaiajo-Minimisation (MM). Nous
les présentons successivement ci-apres.
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2.4.1.1 Lapproche heuristique

Ces méthodes sont abordées dans la littérature [55, 87] comemaaniere élégante d’abou-
tir aux regles de décision. Les méthodes multiplicativesbasur la norme de Frobenius ré-
solvent le probleme (2.10) en le ré-écrivant sous la form@eltrace de matrice, c.-a-d.

J(GF)=Tr((X-G-F)'(X-G-F)) (2.24)

En développant cette expression, nous pouvons faire dpeaddonctions dans I'expression
deJ(G,F), c.-a-d.,

JGF) =Tr(XT-X)-Tr(FT.GT . X)-Tr(XT.G-F)+Tr(FT.GT.G-F), (2.25)
=Tr(XT-X)—2Tr(XT.G-F)+Tr(FT.GT .G - F), (2.26)
=J1—-J2+Ts. (2.27)

Le calcul du gradient de chacune de ces trois fonctions aesééci par rapport a une ma-
trice F', tout en remarquant que le calcul de celui par rappa@rtest similaire. Ces calculs de
différentielles par rapport & une matrice quoique non aasraont I'extension de résultats de
différentielles par rapport & des vecteurs. La plupart ésesltats ci-apres s’appuient sur des
résultats disponibles dans [132]. Puisque la fonctionest indépendante dg, seules” - et
J3 sont a dériver. La différentielle d€, nous mene a écrire :

0T 2 =2(Te(XTo(GF))) =2(Tr(XT-GoF)). (2.28)
En utilisant la propriété®.7 , = Tr((az}‘ )TOF), il estimmédiat d’écrire
OT2 1
= 2G" - X. (2.29)

La différentielle de7 3 peut étre écrite de la méme maniére,

05 = TH(GF)(GF) =Tr(A(GF)T(GP) +Tr(GFAGE). ;0

En utilisant la propriété Ti/) = Tr(U7), les deux termes précédents apparaissent comme
identiques,

0T 3 =2Tr ((GF)"-0(GF)) = 2Tr ((GF)" - GoF). (2.31)
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Le gradient de la fonctios s’écrit donc sous forme condensée

0Ts _oar . (q.
o =267 (G- F). (2.32)

Gréace aux équations (2.29) et (2.32), la différentiatioidigre 7 (G, F') se résume a

g‘;:2GT-(G-F—X). (2.33)
En écrivant le gradient sous la forme
0T . _

nous pouvons identifier les deux fonctions non-négativgmigissant dans I'écriture du gra-
dient, VL-J (G, F) etV7J (G, F). Parmi les fonctions possibles, il est possible de choisir

ViJ(G,F)=2G".G-F, ViJ(G,F)=2GT - X. (2.35)

L'approche heuristique consiste a utiliser ces deux fonstinon négatives dans les regles de
mise a jour deF, et transposer les résultats pour la mise a joutde

VoJ(G,F) b po VEI(GF)

G Goal &) AVACED
TYOYLIGLF) ViJ(G,F)

(2.36)
D’apreés le choix (2.35), les régles multiplicatives de nédgeur pour la NMF de Frobenius se
déclinent en

(E"X) G o (XFD)

F Fo—r 2 B
() (GFFT)

(2.37)
Ces regles assurent automatiquement la non-négativitdé&tasmits des matrices recherchées.
Lee et Seung [91] montrent que ces régles conduisent a un@skance monotone de la fonc-
tion objectif de la NMF classique. En dehors des cas paigicibu les facteurs sont nuls, le
principe général est de trouver un point fixe limite résultis fractions dans (2.37) qui tendent
vers 1. Ceci permet donc en pratique d’assurer que le gra@&®) tend vers O.

2.4.1.2 L'approche Majoration-Minimisation

Une des méthodes les plus utilisées est la technique de MiajoiMinimisation (MM) [72].
La MM repose sur une approche en deux étapes permettanedioles regles de mise a jour.
Le principe de cette méthode consiste a :
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1. rechercher dans un premier temps a majorer la fonction@te™ G, F') par une fonction
appelée fonction auxiliaire,

2. puis dans un second temps, a effectuer la minimisatioa fimttion auxiliaire.

La premiere simplification vient de la fonction dans (2. 1), par essence méme, est sépa-
rable par rapport aux inconnues. Cela permet ainsi de déctaupzherche en sous-problémes
vectoriels indépendants. Du fait de la séparabilité, naus/pns nous focaliser sur la partie du
critére qui concerne une colonne quelconque de la matridexeées. Soit cette colonne.

Définition 2.4.1. Soientd et 6%, les vecteurs repectivement des inconnus et des inconnus a
l'itération &, 5. Une fonction#(0,6") est une fonction auxiliaire poug (¢) au pointd* si et
seulement si :

H(O",0%) = T(8%) (2.38)
H(0,0%) > T(6) (2.39)

En résumé, la fonction auxiliaire est une fonction qui majarfonction de colt et qui est
tangente el = #”. Il est donc possible de minimiser la fonction auxiliaireli@u de minimiser
la fonction de codlt selon I'inégalité

JEO) <HE 0N <H(©F.0") =T0"),
1) 2) (3)
ou l'inégalité (1) provient de la majoration dans (2.38), I'inégalitd ¢iécoule de la minimi-

sation et I'égalité §) dérive de la propriété de tangence. Tout peifit! & l'itération k -+ 1
calculé pap* ! = arg %E(I}H(Q’Qk)’ vérifie la décroissance de la fonctigh(¢). Ce principe de

(2.40)

—~
~~

décroissance est illustré dans la figure 2.2.

En pratique, la difficulté des algorithmes de MajoratiomMiisation réside donc dans la
construction de fonctions auxiliaires plus simples a misén Celles-ci sont donc construites
soit, grace a I'inégalité de Jensen pour le cas de fonctibre®nvexes, soit par la recherche
d’approximations quadratiques majorantes [72].

Dans la problématique de la NMF classique, nous pouvonemepe la fonction7 (G, F)
réduite a sa formulation vectorielle et la réécrire soustane d’'un développement de Taylor
au second ordre, en considérant uka colonne courante de la matriée est la seule variable
du probléeme,

T0) = T(0) + VIO (0 — 6%+ ;(Q—Gk)TGT GO0, (2.41)

5. Ces vecteurs représentent ici une lign€:deu une colonne dé.
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' ’ — Fonction de cot
\ ’ - = - Fonction auxiliaire

H(*,05) = T (0")

J(65) = min (0, 6)

9;{ ék-%—l
FIGURE 2.2 — Mise a jour dans un algorithme de Majoration-Minimiat

ot V.7 (0%) = —GT(z — G#*). Dans [68], la forme générale quadratique de la fonctiori-aux
liaire 74(0,0") est donnée en fonction d’une matridés*) définie positive,

H(0.0%) = (0" + VT (0%) (0—0%) + ;(e—ehT A (0-6Y),  (2.42)

ol A(6") est choisi tel que la matricd(6*) — GT - G soit semi-définie positive. De cette ma-
niere, la fonctiorﬂ{(Q,Qk) est une approximation majorante gé¢). Lee et Seung [91] pro-
posent de choisir la matricé(0*) sous la forme :

. GT.G 6"

A(6%) £ diag( ) (2.43)

L'annulation du gradient dé{ (6, ) conduit & une relation exacte du minimis@(ir!

9k

ot — ok — A(9") 1. v 7 (%) = 0F + diag ——

)-GT(z—G-8"). (2.44)

La réécriture de I'équation précédente permet de fairerafiipa le produit de Hadamard, c.-a-
d., .
T iy
gt —gh gh G 2=G-0) (2.45)
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Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

Cette derniére peut étre simplifiée en développant le deteriere, ce qui conduit a :

GTx
oF+t —pho T = 2.46
0 A W (2.46)
La formulation matricielle peut étre obtenue en rassentlggrcolonnes de la matride, ce qui
donne lieu aux regles multiplicatives de mise a jour pourtébfgme de NMF de Frobenius :

CX) g (XFT)

Febowerary (GFFTY’

(2.47)
Maintenant que nous disposons des formules de mise a jaus,pauvons nous intéresser aux
caractéristiques de la solution.

2.4.1.3 Convergence des algorithmes multiplicatifs

Lee et Seung [91] ont étudié les propriétés de ces suitegcigliss. Ils se sont en particulier
intéressés a la question de la stationnarité des pointeimi

lls ont établi que le critere/ (G, F') est non croissant aprés chaque itéré&deu deF'. lIs
montrent aussi que, si la matrice de données ne comprene figa€ ni de colonne de zéros, et
si tous les coefficients initiaux des matricé®t F' sont non nuls, alors, quel que soit I'itération
k, les éléments de ces matrices restent tous strictemetifgdis montrent enfin que, tant que
chaque composante du gradient reste différente de zéroieeleq composantes des facteurs
demeurent positives, la décroissancefié-, F') est stricte.

Cependant, méme si les itéréeskdet deG restent positives, il n’est pas du tout sdr que les
points limites associés le soient. Par ailleurs, si le plaimite est sur la frontiére du domaine
(F;; = 0), alors il n’est pas du tout assure que la seconde condigdfKdr (2.20) soit verifiée.
Ainsi, sur la frontiere du domaine, le gradient ne préseatefprcément le signe adéquat. En
conséquence, le point limite associé peut ne pas étrerstaiie. Rappelons de méme que la
stationnarité représente seulement une condition néo2sBan minimum local. Si le point
limite ne contient aucun élément nul, alors on peut affirmer la solution limite est un point
stationnaire sans pour autant pouvoir assurer que celespamd a un minimum local.

Gonzales et Zhang [60] montrent des exemples ou la conveggdm la méthode vers un
point stationnaire ne semble pas étre réalisée au bout éuaic nombre d’itérations. Méme
si la convergence ne peut étre établie, ils montrent au ntpieda méthode multiplicative est
tres lente a converger vers un point limite.

Par ailleurs, Lin [96] propose de modifier de modifier Iégézatie dénominateur afin de
préserver la convergence vers un point stationnaire.
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2.4.2 Méthodes des gradients projetés

Le principe de la méthode du gradient projeté s’appuie sumiéthodes classiques de gra-
dient. En conséquence, nous proposons d’'abord une brégduction a ces techniques.

2.4.2.1 Introduction aux méthodes de gradient

Les méthodes de gradient constituent la base de résolwtignablemes en traitement du
signal et des images dés lors que la fonction a optimiserifiétahtiable. Elles consistent a
partir d’un point courant, a migrer dans la direction de latpede la diminution du critere.
Cette direction de descente peut résulter de choix muliipgslus courant étant 'opposé du
gradient du critere.

Définition 2.4.2. On dit qued® est une direction de descente si, partant d’un point couént
on a la propriété
VT OT - d* <o0. (2.48)

Dans ce cas, tout point de la forme
O = 0" +aFd", (2.49)

aveca® > 0, fait décroitre la fonctior7 (.) et constitue l'itérée d’une méthode de type descente
de gradient. Les différences entre ces méthodes résidegntesdlement dans le choix des di-
rections de descent#, ainsi que dans le choix du pa$. Parmi les directions de descente, la
directiond® = —Vv.7 (%) constitue un choix trés courant. Ce dernier est développéssous

et correspond a la descente de plus forte pente. Cet algeriisinpar contre réputé pour sa
lenteur de convergence, on lui préfére souvent des verdmhge gradient conjugués.

2.4.2.2 Les méthodes a base de gradients projetés

Dans notre problématique, il s’agit de découper le probleriggnel en deux sous-problemes
couplés mais résolus indépendamment, c.-a-d.

Gh+l :arggli%HX—G-FkH:, (2.50)
falas :arg%l;%HX—Gk~FH:. (2.51)

Ces sous-problemes peuvent étre abordés par un algorithtygedgradient non négatif, c.-
a-d., un algorithme du gradient dont la solution courantpregetée dans le demi-espace positif.
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Par extension de I'expression (2.49) aux matrices, lesesspns de mise a jour peuvent étre
déduites
GFl = [GF —neDE]T, PP =[FF —ppDi)T, (2.52)

ou I'opérateurt est défini paf X]* = max(e, X) tandis queDg et D% désignent respective-
ment les directions de descente adoptées pour chacune tieemd.es pag; ety consti-
tuent des matrices en général de forme diagonale contexspa$ dans chacune des directions.
Alternativement, il peut étre judicieux de préserver la-négativité de maniére explicite en
recherchant les pas associés dans les matrices diagonakesgectent cette condition. Nous
proposons, dans cette section, quatre méthodes distirespsctant I'esprit des méthodes a
gradient projetés.

Point initial f(x)
Vecteurs ..
gradients e, N
N € —Minimum local

FIGURE 2.3 — Algorithme de descente de gradient.

La projection oblique : Parmi les méthodes usuelles, la méthode de projectionuzblieg
Landweber [112] est une méthode de gradient projetée dgaslla la direction de descente
est 'opposé du gradient. Les mises a jourfdeu G sont similaires, nous ne présenterons que
celle concernant la matrice de prafil

La matrice de pas est choisie diagonale sejprf diag(n,...,7,) et chacun de ces élé-
ments diagonauy; respecte la condition de contractance de la matrice quaseitrpary; <
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% Vi € {1,....p}. Une expression différente de ce seuil peut aussi étre péapo

[76] en utilisant la propriété de non-négativité de la nt&tfy ou F'. La mise a jour se traduit
donc par
FF = [FF —npVpj(FR)]*. (2.53)

Gradients projetés de Lin :  Une autre méthode populaire est celle des gradients psajeté
Lin (PG-Lin) [96] qui suit le schéma itératif général (2.5€pbmme dans les méthodes de Land-
weber, la direction de descente correspond aussi a I'oghogéadient. Par contre, les matrices
de pas sont définies pag = a* I,,x,, etnr = a*I,x,, ola* désigne un pas scalaire commun
aux deux mises a jour. Lin développe deux variantes, dontlimet a jour simultanément les
deux facteurgy et F'. Lin y introduit une mise a jour de ce pas scalaire qui suieigle mo-
difiée de Armijo [39, Ch. 5]. Etant donng&> 1, celle-ci propose, a partir du pas de I'itération
précédente, d’accroitre la valeur du pés«— O‘Tf (resp. de la faire décroitre selofi + o - j5)
tant que la régle de décroissance suffisante de la fonctigetidld'une itération a l'autre est
respectée (resp. n'est pas respectée), c.-a-d.,

j(Gk,Fk) —j(Gk_l,Fk_l) <

2.54
T (Vg (G PP~ 1) 1 VG (G PTGt — i)

Par contre, Lin [96] explique que cette procédure directmide a jour ne permet pas un gain
en colt calculatoire car la fonctiQfi perd son caractere quadratique dés lors que I'on optimise
les deux matrices de maniére simultanée.

Méthode des directions potentielles : Une autre méthode consiste a s’appuyer sur les tech-
niques du sous-espace en définissant des directions giieEsitians un sous-espace. Dans le
cadre de la NMF, elles s’appliquent directement sur lesrowds de la matricé’ ou les lignes

de la matrices séparément. Beaucoup de variantes de méthodes de sous-esiséent, pour

un comparatif détaillé dans le cadre des problemes inveosepeut se référer aux travaux
de Chouzenoux [33]. Nous décrivons uniquement ici le sopagssorthogonal introduit par
Nemirovski [122] et repris dans [39]. Elles intégrent ledjest courant comme une direction
potentielle ainsi que les gradients aux itérations préuede en méme temps que les directions
définies par Nemirovsky. En conséquence, elles s’appuignt s

1. le gradient courant par rapport au vectguen le pointf”, di = V7 (),

2. la directiond} = f* — f7,
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3. et latroisieme direction, définie comme une combinaistiquliére des gradients :

k
ds= > wViI(fh, (2.55)

l=k—L+1

ou les coefficients de pondération sont définis par

1 si =1
wy = { ! ! (2.56)

T rw? | osio 1>

Des variantes de ces méthodes, décrites dans [33], integgsrlirections potentielles et des
directions supplémentaires. Nous nous restreignons icaaule3 directions potentielles. Dans
cette méthode, la matrice de directiff £ [~ d},d5] est de dimensiop x 3 et se compose
des trois directions ainsi constituées. La recherche dweesriel peut étre donnée selon une
expression analytique [39, Ch.5] :

k= (D67 G- DF ALt (Dk)T-Vij(ﬁ). (2.57)

Le parameétre de régularisationest choisi tres faible afin de simplement éviter les situmtio
ol la matriceD” ne serait pas de rang plein. La méme procédure est applictiéagae ligne
de la matrice~. En définitive, I'algorithme suit le schéma général (2.58ale pas défini dans
(2.57).

Méthode des points intérieurs : Une autre classe de méthode est celle des points intérieurs.
Celle-ci se rencontre usuellement en optimisation quagratmais elle est peu utilisée dans le
cadre de la NMF. Le principe de ces méthodes est de rechenalpars qui respecte la positivité
des solutions. La méthode que nous présentons ici s’appueele initialement développée par
Merritt et Zhang dans [108] dans le cas vectoriel. Elle eapéek dans [39] a la problématique
de la NMF. L'algorithme est basé sur un gradient pondéréndaldirection :

D} = E*o VT p(GF, F), (2.58)

ol la matriceE* résulte du choix proposé par Lee et Seung [91] :

F%

k _
L __(CﬂQT-G%-FW'

(2.59)
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Dans sa forme condensée, I'algorithme se présente dondssfoume suivante, en utilisant les
expressions théoriques des gradients,

k

G G a7 - s o [(X =GR ) (P (2.60)
k

Pt Gk)f g olGYT (X —GF ) (2.61)

Nous pouvons remarquer que le choixigeet ng égaux a 1 conduisent aux régles multipli-
catives données en (2.47). Par ailleurs le choix de ces parasnest guidé par deux options
potentielles. 1l s’agit de chercher le pas scalajrequi procure le minimimum de la fonction
J(G* F¥ +nD%) ainsi que le pas qui préserve une marge de positivité. Lenmoimi de ces
deux pas permet de trouver la mise a jour adaptée. L'exppressiacte du pas peut étre trouvée
aisément dans [108].

En résumé, nous avons décrit quelques méthodes a base iEngradjetées utilisées en
NMF. Méme si, bien sdr, notre description ne se veut pas estivay elle donne les éléments
importants pour aborder les méthodes a base gradientgsojet

2.4.3 Les méthodes de recherche en Blocs de Coordonnées

Dans les méthodes précédentes, nous ne demandions pasuinesalct des facteurs a
chaque itération. Cela a été réalisé par exemple en majartortdtion de colt dans le cadre des
méthodes multiplicatives ou bien en utilisant des techesode gradient projetées. Dans cette
section, nous proposons de discuter de méthodes qui a ckéape résolvent exactement le
sous-probléme. Tout I'enjeu consiste donc en un découpaliEgux du probleme de NMF de
base en sous-problemes distincts. Katral. ont proposé une vision unifiante de ces nouvelles
méthodes sous le vocable méthodes de descente exacte srdblooordonnées [82]. Cette
description a I'avantage de fédérer beaucoup de méthodégdamoindres carrés alternés
non-négatifs (ANLS).

Les méthodes de descente exacte en bloc de coordonnéessométthodes générales d’op-
timisation non-linéaires qui s’'attaquent au probléme deimmisation d’'une fonction continQ-
ment différentiable sur un espace fermé convéiaclus dans R,

Qnéi!% J(0). (2.62)

Une hypothése importante est que I'espace de définiiast séparable eft = (27 x (25 X
... x {21, ou 2; est un sous-ensemble fermé convexe d& Bour! = 1,..., L, satisfaisant
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L
Ny = > N;. Le vecteud est partitionné el = (0,,...,0;) telquevl € {1,..., L}, 6,€ (.
=1
La méthode de descente en blocs de coordonnées résout faisaition pou; en laissant

les autres vecteurs fixes de maniere cyclique. Litératienl est donc obtenue par

OF ! = arg min J(05,...07 1,6,07,,...,0%). (2.63)
¢el?,

Soit 0! la séquence de vecteurs obtenue en résolvant le problémeaidbloc. Si chaque

sous-probléeme défini par (2.63) admet une solution unidaes an point limite de la séquence

6" est un point stationnaire. Cependant, comme nous I'avorsmdéptionné, la stationnarité

n’est pas une garantie d’'un minimum global. La plupart dgerithmes ne garantissent que la

stationnarité des points limites.

Le point crucial des méthodes réside dans la maniere declesipartitions, et leur nombre.
Trois cas de partition se dégagent dans la littérature :riitipa en 2 blocs représentées par les
méthodes ANLS, puis la partition eén p blocs, et enfin la partition ep- (m + n) blocs. Cette
derniere solution ne sera pas développée car elle conduiin&ine expression que la solution
avec2 - p blocs.

2.4.3.1 Les méthodes ANLS

Ces méthodes correspondent a un partitionnement de I'egpaseherche en deux blocs,
conformément a I'équation (2.64). Contrairement a une nuthie gradient, nous recherchons
une solution exacte aux deux problemes de moindres carnéséyatifs décrits par

Gk+1 :argglti%HX—G-FkH:, > 6
k4l :arg%li%HX_Gk'FH?- (2.64)

Méme si chacun de ces sous-problemes est convexe, ils redgospour autant pas de solution
analytique et des algorithmes itératifs sont nécessaiiefO6] rappelle que si chacun des sous-
problemes de (2.64) posséde un minimum, alors tout poiitdigénéré par une méthode ANLS
est un point stationnaire du probleme classique de NMF.

Ce sous-probléme de rechercherdest decoupé em sous-problemes vectoriels de type
moindres carrés non-négatifs (NNLS) dédiés a la rechertimedcolonne de la matricé’
(respectivementy) ayant en commun une méme matrice d'influedtérespectivement’),
dont I'expression est résumée par ,

r}légux—c-fuf, (2.65)
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ouz et f désignent respectivement une colonne de la matrice de dsmtéle profil.

Une premiere classe de méthodes consiste a résoudre cemeophr des techniques ap-
prochées de type gradient projetées appliquées a la réehdien vecteur colonne. Nous ren-
voyons le lecteur au paragraphe concernant les méthodes type déja évoquées dans ce
mémoire. Une seconde classe consiste a rechercher lesgmutdis variables non saturées et satu-
rées par la contrainte de positivité. Kim et Park proposentdoudre le probleme de moindres
carrés non-négatifs par une approche de type ensembls @&]f qui consiste itérativement
a séparer les indices du vecteur 2ensembles, I'un contenant les indices des composantes
nulles, l'autre les indices correspondant aux composaasisives strictement. Cet algorithme
a été initiallement développé par Lawson et Hanson [89] elémenté ensuite dans Matlab
sous la fonctiorlsgnonnegL'algorithme est itératif s’appuie sur le principe quesdeérs que
I'ensemble des indices des variables saturés est connoiukzos du probleme NNLS devient
un probleme de type moindres carrés non contraint dont tgignlanalytique est connue. De
maniére itérative, les différents partitionnements diéed sont explorés pour aboutir a une so-
lution exacte. Une version rapide appelée FastNNLS a enstdt développée par Bro et De
Jong [23] en calculant une seule fois les matrices prodgaepssant dans les équations nor-
males du probléeme non contraint et en extrayant les coloondss lignes correspondant aux
indices des contraintes non saturées.

2.4.3.2 Les méthodes de partitionnement enj2blocs

Ces méthodes sont aussi appelées méthodes hiérarchiqudsiALS) ou RRI pour Rang
unité Résidu Itération [68]. Nous proposons de partitiom@@robleme er2p blocs dans lequel
chaque bloc représente une colonneiteu une ligne deF'. Il est pratique de reformuler la
fonction objectif sous la forme

2

p
j(G.,].? .- '7G.,p7F1,.7 s 7Fp,.) = HX - ZG.,I 'E,. ) (266)

=1

f

ol les différents parameétres sont des vecteurs lignes onmes définis pa® = [GT};...;GT |7
etF £[F ;...;F, ]. Le probléme de la minimisation de la fonction objectif péwie découpé

en des sous-problémes vectoriels de recherche de vectdarse de la matric& et de la
matriceF’. Par exemple, la recherche de/laéme colonne dé’ est effectuée en considérant le

p
résiduR(—L) =X — > G ;-F; .Ceresidu est censé étre factorisé de maniere approxima-
I=1£L

tive sous la forme,
R(-L)~G r-Fr.. (2.67)
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Cette factorisation est recherchée en minimisant le soatsigme générique suivant :

. 2
A2, IR(-1)-G.-Fy |5 - (2.68)

Ce probleme peut encore étre découpéreproblémes indépendants quadratiques dépendant
d’'une seule variable, icfy .,

min HR k(—=L)-G L'ka’ 2a
Jrg>0! 7 f

Vk e {1,...,m}. (2.69)

La solution de ce probléme de recherche d’'un seul paramgttidoané aisément par I'expres-
sion

\ G- R k(-1)
ka:maX O,W s V/{:E{l,,m} (270)
Cette expression peut étre étendue a toute la ligde la matricel”, sous la forme
F; SRR VL e {1,....p} (2.71)
= | . e{1,...,p}. :
.y ) +

Ainsi, la mise a jour d'une ligne dé' et d'une colonne dé&; s’effectue selon I'expression
Suivante

GTp-R(-1)
G_J:L : G.,L n

R(-L)F[,

] , VYLe{l,...p}h (2.72)
N

F; = bl 75
b Fp,.-Ff

; L=

Des implémentations rapides de la méthode ont été propaBgete diminuer le nombre d’opé-
rations nécessaires par itération. Un des enjeux conswteisir I'ordre de mise a jour de ces
2 p blocs. Deux versions sont actuellement en concurrence

G,71 _>F1,~ —>G_72 —>F2V... —)qu—)Fp,,, (2.73)

G1—Ga...=G p—F, —F ...=F, (2.74)

Gillis et Glineur [57] ont proposé une modification de cetrerde mise a jour en répétant
la mise a jour d&~ plusieurs fois avant de mettre a jour celle Heen fonction du nombre
d’opérations nécessaires. Des améliorations notables|darntesse de convergence ont ainsi
été remarquées.

En conclusion, nous avons donc effectué un descriptif desdgs classes de méthodes pour
la résolution du probleme de NMF original. Nous avons pumsee3 grandes familles que sont
les méthodes multiplicatives, les méthodes de gradieneiges et les méthodes de décou-
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page en bloc de coordonnées. Ces derniéres sont actuelllraeius utilisées mais I'ajout
de contraintes dans ces méthodes semble difficile. Noussattmintenant aborder des critéeres
différents, d’abord sous I'angle de poids dans la fonctibjectif de la NMF.

2.5 Introduction de poids dans la NMF

2.5.1 Introduction

Le probléme classique de NMF considére les erreurs provdedautes les données comme
identiques. Or, il arrive frequemment, que des données trenbétérogene, issues d’'un pro-
cessus d’'acquisition présentent des degrés de confiaéeedis. Cela provient en particulier
soit des conditions dans lesquelles ont été obtenues lag@sesoit de la nature différente des
différents capteurs. Par ailleurs, il arrive méme que lesmédes soient partiellement manquantes
a certains moments. Ainsi, les informations les plus fiatEgent étre considérées avec plus
d’attention et inversement. Cette fiabilité est souvent eais la forme de poids, dans lequel
un poids élevé représente un élément fiable. Ainsi, nousqrsudéfinir 'extension du critére
(2.24) en introduisant une matrice de poitfsde méme taille que la matrice de données :

n m
T(GF) =33 Wij (i = (GF)y)’ =Tr (X =G-F)T - (X =G-F)oW)), (2.75)
i=1j=1
Bien que I'extension du critére originel est immédiate, kofation du probléme de NMF pon-
dérée est bien plus complexe. Méme en relaxant les cordsaile non-négativité, la solution
analytique n’existe pas. Il est donc nécessaire de fairel@pges algorithmes itératifs, mais qui
ne fournissent que des minimum locaux.

Les travaux dans ce domaine ont été initiés par Guillaebetl. [63]. Parallelement, des
approximations de rang faible ont été proposées par Sré&®) €h omettant les contraintes de
non-négativité. Les travaux qui ont vraiment unifié ces roéds résultent de la these de Ho
[68] que nous résumons ci-dessous.

2.5.2 Obtention des KKT pour la NMF pondérée

Dans un souci de concision, nous ré-écrivons les produits’ et £ - GT sous la forme
GF et FTGT. Une référence en terme de calcul matriciel [132] est é#lipour exprimer
les différentiations suivantes. La trace d’une matricet @éne utilisée pour exprimer le critere
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(2.75),

J(GF)=Tr(X —GF)T((X —GF)oW)),
=Tr(XT(XoW))=Tr(FTGT(X oW)) = Tt(XT(GF o W) + Tr(FTGT ((GF) o W)).
(2.76)
Il est & noter que, premiérement,(TM) = Tr(UT) puis, en modifiant la place dé&’, que la
propriété suivante est vérifiée :

Tr(UL(VoW)) =Tr((UoW)TV). (2.77)
Ces propriétés permettent de défihionctions( 71, 72, J3) a partir de I'expression d€ (G, F') :

TG F) =Tr(XT(XoW))—2Tr(FT-GT- (X o W) +Tr(FT.GT-((G-F)oW)),
=T —Jo+Ts.
(2.78)
A I'évidence, 7, ne dépend pas de la matriég si bien que sa différentiation conduitalLa
différentielle de7; conduit a

0> =20 (Tr((X o W)TAGF))) =20 (Tr((X o W) GOF)). (2.79)
En utilisant la propriété
0T = Tr((%)TaF) (2.80)
oF ’
il estimmédiat de trouver que
02 1

Avec le méme cheminement, on trouve aisément que la dérevge slécrit :

0TJs . 1 o
Sp =267 (WoGP). (2.82)

Grace aux équations (2.81) et (2.82), la différentiellg/dse résume a

g? = —2GT (X oW)+2GT((GF)oW). (2.83)

La fonction Lagrangienne associée a I'équation (2.75)8’éc

L(G,F) = ;Tr((X —GF) (X —GF)oW)) =Tr(IzoG) —Tr(Ipo F). (2.84)
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L'annulation de la fonction Lagrangienne donne

oc

op =G (GF)=X)oW)— T =0. (2.85)

Les conditions de KKT pour la minimisation de (2.75) se résnha

F =0, G =0,
oF oJ
Folr=0, Golg=0.

En remplacant la relation (2.85) dans I'équation (2.86aitdisant la méme analogie podf,
les conditions de KKT pour le probléme pondéré s’expriment

F =0, G =0,
GT- (Wo(G-F—-X)) =0, (Wo(G-F-X))-FT >0, (2.87)
Fo(GT-(Wo(G-F-X)))=0, Go((Wo(G-F-X))-FT) =0,

Ces conditions représentent I'extension de I'expressioh9f2a une matrice de poids quel-
conque.

2.5.3 Les algorithmes de NMF pondéres

Dans le cadre des méthodes multiplicatives, Ho [68] proplesgecouper le probleme pon-
déré initial en sous-problemes vectoriels indépendaritsancernent une seule colonne de la
matrice de données. La démonstration des expressions derjosir S’appuie sur la stratégie
MM évoquée précédemment. En I'occurrence, il propose unerateon quadratique de la fonc-
tion de codt, dont la minimisation conduit a une expressia@tt. Cette expression est ensuite
concaténée pour I'ensemble des colonnes de la matrice flefanis, par analogie, étendue a
la matrice de contribution. Cette expression peut aussodtienue par la méthode heuristique
décrite ci-dessus en examinant I'expression du gradietd fflenction de codt (2.83) comme
une différence. La formulation itérative de la méthode NMirgerée (WNMF pouvVeighted
NMF en anglais) s’écrit donc :

GT(Wo X) e Co (WoX)FT

Feloarwsiar)y (W o (GF)FT

(2.88)

49



Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

Pour éviter une division éventuelle par zéro, on ajoute awohnateur une petite quantité
dans I'expression (2.88). On obtient ainsi les régles de misur dez et F' :

GT(WoX) e Co (WoX)FT

FeF .
T GTW o (GF)) + elpem’ (W o (GF)ET + el

(2.89)
Nous pouvons observer que la non-négativité est autonemtignt observée dans ces expres-
sions multiplicatives. Par ailleurs, Ho [68] montre quedadtion de codt Euclidienne pondérée
est non-croissante pour la mise a jour proposée. Par aijlédtablit aussi qu’un point limite
est atteint ssi la troisieme KKT est vérifiée. Il faut aussiaequer que le cadd’ = 1,,«,,, conduit
aux formules de mise a jour (2.37) correspondant au probtenMMF originel. Par ailleurs, les
mémes problemes de non-stationnarité que dans le cas ndanggreuvent se rencontrer dans
la formulation pondérée. Il convient en particulier d’redent lorsque I'on atteint le bord du
domaine non-négatif.

De plus, Ho [68] propose une extension des méthodes HALS ou RBaspondéré qu'il
nomme WRRI. Au contraire des méthodes a gradient ou multiplestces méthodes donnent
en une itération, le minimimum exact du sous-probléme pandé

En conclusion, nous venons d’introduire un critére pond&s® sur la norme Euclidienne
ou de Frobenius pour la résolution du probléme de NMF. Noassnis I'accent surtout sur les
méthodes multiplicatives bien qu’elles présentent quedgaconvénients. Nous allons main-
tenant nous concentrer sur I'introduction d’autres mesarécart telles que les divergences
paramétriques dans les algorithmes NMF.

2.6 Les méthodes NMF a base de la divergence de Kullback-
Leibler

Nous évoquons dans cette section des choix différents daresed’écart, autres que la
norme Euclidienne dans les algorithmes NMF. Nous commenpanévoquer la divergence de
Kullback-Leibler (KL).

2.6.1 Propriétés de la divergence de KL

La divergence de KL [86] est généralement utilisée en tleatril'information et en proba-
bilité. Elle est encore appelée entropie relative et mdsawissimilarité entre deux distributions
de probabilités. Cette mesure de divergence a été générplisg évaluer la différence entre
deux vecteurs non négatifset ¢. Il faut noter en premier lieu que la divergence n’est pas une
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norme contrairement a la norme Euclidienne ou de Frobetilis2e dans les paragraphes pré-
cédents. Elle se définit en général par rapport a deux vegt@ais peut I'étre par rapport a des
distributions :

p
DKL(qu)zZ(polog (q) —p+q> : (2.90)
7 7
Elle présente certaines des propriétés communes aux ngonese la positivité. Cependant,
les propriétés de symétrie et d’inégalité triangulaire or@ généralement pas vérifiées. Cela se
traduit par

DXL(pllq) >0 ¥(p,q) € (RT x R),

DEL(p|q) =0 =p=q, (2.91)
DEL(p|lq) #DXL(q| p).

La non-symétrie des divergences conduit dans certains cassidérer sa version symetrique
comme la moyenne de la divergence usuelle et de la diverdgeverséeD ~ (¢ || p). Comme

la définition (2.90) est séparable par rapport aux compesahés vecteurs, la divergence de
KL peut étre aisément étendue aux matrices, elle apparaé @dossi comme une mesure de
dissimilarité de matrices.

2.6.2 Les méthodes NMF a base de divergence de KL

Les méthodes de NMF se basant sur la divergence de KL ontigé&spar Lee and Seung
[90, 91]. Elles reposent sur une déemonstration similairelke cle la NMF originale. On peut
noter les éléments communs a la démonstration initialeetharche est découpée en vecteurs
indépendants, la stratégie est de type MM et la fonctionlawgiobtenue s’appuie sur la conca-
vité de la fonction logarithme. Nous développons ici unigeet les regles de mise a jour pour
la NMF pondérée de type KL. La fonction de colt a minimisergiene comme

DEL(X || GF) = Z[Wo (X olog [g‘;] ~ X +GF))ij. (2.92)
2y

La démarche de recherche des régles de mise a jour de NMFrgeraitype KL est identique
a celle décrite ci-dessus. On peut rechercher les conditieriKKT pour le probleme (2.92).

Nous adoptons la notatiofy w etz comme étant les vecteurs colonnes courants respectifs
de F,IW and X. Le critere peut étre scindé en recherche d’une colonne matiacer’, f,

j(i) = 'va(L<£ H Gi) = Zwl(l‘z logx; — x; +ZGi’jfj —x; logZGi,jfj). (293)
7 J J

En utilisant la concavité de la fonction logarithme et |jgadité de Jensen, le colt précédent

51



Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

peut étre majoré par la fonction auxiliaire suivante :

GijfF Gijfh
Hf,fk = > wilzilogzi —z;+ ) Gijfj—xi #logG,f A
1) ; | ; 7 ;EZGZ,UC[ ( W Esz’,lflk)]
(2.94)
Le théoréme de Majoration-Minimization implique qﬁ@“ vérifie :
T(f*) Zmin(H(f, /7)) = H L5 2 T (5. (2.95)
Minimiser”H,(.,f“) par rapport & revient a résoudre
OH fF Gij
of; ;wl R O GufF Gitff - (2.96)
Le minimum est alors donné par
k+1 _ ik aT (zow) 297
Prem (T am) @30

L'expression (2.97) est vérifiée par chaque vecteur de lacedt. En regroupant ces vecteurs,
on obtient I'expression de mise a jour éle

. o(GT(XOW)>. (2.98)

GTW (GF)

Par transposition, la regle de mise a jour de la matdeécrit

G (WolX)
G = WFTO< s FT>. (2.99)

Au dela de ces régles multiplicatives, Ho [68] propose de pamer les techniques de NMF
pondérées de type Frobenius et KL. [l montre que si I'on rexcgdll’ par 7 dans les mises a
jour dans I'expression (2.88) (correspondant a une NMF anecnorme de Frobenius), alors
on obtient les expressions (2.99) et (2.98) (faisant appekadivergence de KL). Nous allons
maintenant généraliser I'emploi de ces divergences en NltFlvergences paramétriques.

2.7 La NMF utilisant des divergences paramétriquesv

La norme Euclidienne et la divergence de KL ne sont en faitdgsecas particuliers d’'une
vaste famille de divergences appelée divergeméd35], dépendant de deux parametres ré-
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glables par I'utilisateur. Dans de nombreuses applicatibmst vital d’utiliser les divergences
issues de la théorie de I'information [85] plutot que la nerBuclidienne. De nouvelles diver-
gences alternatives sont apparues dans les algorithmegrefdissage automatique avances,
tels que les divergences de Csiszar-Morimoto [37] ou leggiareces de Bregman [66]. Ainsi,
nous proposons d’introduire la famille de divergences ge ty5 qui unifie de par sa variété
des paramétres I'ensemble des divergences citées cisd€sitravaux d’unification sont issus
de l'article de Cichocki [35].

2.7.1 Définition et propriétés des divergences paramétriquess

La divergence paramétriques s’obtient a partir de deux scalairegt g selon I'expression
suivante :

D>’ (pllq) = a; ("¢ — aj‘_ﬂp“*ﬂ - Oﬁﬁq“ﬁ), (a, B, + ) #0. (2.100)

Dans [35], Cichockkt al. prouvent la posivitivité de I'expression (2.100) en démant I'in-
égalité suivante :

— P < P g a,B,a+ ) # 0. (2.101)
oB" S Farp? T alarh) ( )

Par ailleurs, I'égalité est obtenue uniquement lorsquelées quantités sont identiques. Ceci
permet de vérifier les propriétés géenérales de la divergepcdéfinies dans (2.91) pour la
divergence de KL.

La divergenceys a été par la suite généralisée par continuité pour couwrtesles valeurs
de (o, ) € R?. Son expression intégre I'expression (2.100) ainsi quégges cas particuliers
du couple(a, 3) pour le couple de scalair¢s;;, g;;)

ﬁ<pf;q£ asaly —atpdy ") (@B.a+5)#£0,
L (p In7 p” — P +agy), a#0,8=0,
Daﬁ(pz],qz]) _ 72(1 (11] +(qL]) _]_)7 o= —67&07 (2102)
o
é(qwln ?—qgwﬁ) a=0,8#0,
Q(IHP’L] ln(h]) ) a,5=0.

La divergence ainsi définie peut aussi s’appliquer aux gegren utilisant une somme de di-
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vergences scalaires, c.-a-d.,

,Daﬂ (PllQ) = ZD nga(h] (2.103)

La divergencex peut donner lieu a deux divergences courantes appeléegaioeq et di-
vergences selon les valeurs du couple,() :

— divergencey : on la rencontre dans le cas particuliercod 5 = 1.

— divergence’ : elle correspond au cas particulier @u= 1.

2.7.1.1 Cas de ladivergence

La divergencey a été initialement proposée par Chernoff [31] puis reprisgaeticulier par
Amari [3]. Lune des motivations qui a incité la communaut€iatéresser a cette divergence
est la perspective d’obtenir un algorithme de factorisgtiaramétrable qui tienne compte de la
distribution des données et des éventuelles aberratioqequent intervenir.

L'expression générale de la divergencentre deux matrice® et d’éléments respectifs
pi; €tg;; estla suivante :

=) z(p%qjj “—apij+(a—1)gij), a#0,a#1,

D*(P| Q) = | S (pijIn G —pij +ai5). a=1, (2.104)

%(qm In 22 — g3+ pij), a=0.

Plusieurs divergences connues appartiennent a la fanedl@lergences. Nous citerons
la divergence de KL pour = 1 ou sa version inversée poar= 0, la divergence de Hellinger
poura = 0.5 et la divergence dy? poura = 2 [36].

Les travaux qui ont traité du choix du parametree sont basés sur une comparaison entre
deux distributions de probabilitf¢et ¢ considérés comme des vecteurs [111, 35]. Ces travaux
ont mis en évidence qu’un choix du parametre& 0 (respectivement > 0) force I'estimation
g a étre inférieure ou égalepgrespectivement supérieure ou égajg.a

La figure 2.4, issue de [111], illustre une approximationalestatistique d’'un mélange
de deux distributions gaussiennes par une distributien utilisant une divergence Dans cet
exemple, la gaussienne étroite peut étre considérée comenaberration qui vient corrompre
I'ensemble des données. Pour les valeurs fortement négatén, I'estimationg néglige com-
pletement les aberrations et colle parfaitement a la ganissiqui constitue la plus grande partie
des données. Un tel choix de paramétre renforce ainsi lstedse de I'algorithme aux points
aberrants au risque d’écarter certaines données. Pouallgy fortes dey, ¢ tend a coller a
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J\& J/L _;Vk I, K

a=1

|3 o0 = = 0.5 B=0 B=-
FIGURE 2.4 — Approximation d’'un mélangede deux gaussiennes par une gaussigrih&1].

I'ensemble des deux gaussiennes tout en englobant |ebdisbrp. Ce réglage des paramétres
conduit & une estimation tres sensible aux points aberr@ets propriétés sont traduites par
les propriétés d’exclusivité et d’inclusivité ainsi quefdegage de zéro et d’évitement de zéros
[111].

2.7.1.2 Propriétés des divergencess

Dans ce paragraphe, nous généralisons les propriétés\etgehcey s et nous nous inté-
ressons aux aspects de robustesse de la divergence évagsd35].

Une propriété importante est la propriété d’échelle desrdences. Soik, un parametre
positif jouant le réle de facteur d’échelle. Alors :

DYPAX || AX) = XeHPDA (X || X). (2.105)

Le tableau 2.1 résume les différentes valeurs de divergaarcéonction dev+ 5 et \. Un algo-
rithme chargé de minimiser la divergence corrigera daggnkeas fortes valeurs de divergence.
Par conséquent, les estimations approximeront mieux kssfoaleurs des données lorsque
a+ 3 > 0 (pour A plus grand que 1) et inversement lorsque 3 < 0, les estimations approxi-
meront davantage les faibles valeurs des données coraeman < 1.

Tableau 2.1 — Propriété d’échelle de la divergemg@e

A a+[3>0 a+t <0
A1 | DYPfort | DY faible
\<1 | D*P faible| D>P fort

Cichocki [35] propose d’examiner la robustesse de la diverges en s’intéressant a la
dérivée de la divergence par rapport a un parantetfela convergence, la dérivée de la diver-
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gence suivante est minimale [35] :

oD*F(X || X)
a0

_ oy Pig (g e 1n1_a(§”'), (2.106)

a0

Y] ij

ou X désigne I'estimation de la matricé, 6 représente un paramétre quelconque et

241 ;
Iy o(z)={ a S a7l (2.107)
In(z), si a=0.

L'expression de la sensibilité (2.106) dépend de deuxé&ntappelées pondération et Alpha-
zoom, définies par les termes suivants :
— pondération f(io‘j*ﬁ_l,

— Alpha-zoom inl,a(&j ).

Tableau 2.2 — Propriétés de I'Alpha-zoom.

a 0< 2 <1 Xii 51
Xij ij

o> 1| Zoom faible| Zoom fort

a<1| Zoomfort | Zoom faible

Le tableau 2.2 explique l'intensité du zoom fort ou faiblelos les valeurs de et selon le
type d’estimation recherchée. La ou le zoom est fort, I'ethpme modifie les estimées afin
de les rendre proche de la donnée. Au contraire, quand le egbfaible, I'algorithme tolere
une dissimilarité entre I'estimée et la donnée. Ainsi densalse < 1 (réciproquement: > 1),
I'algorithme accepte de rencontrer des données telles)f)—(q!iu;e» 1( réciproquemen% <1)

sans modifier la valeur d:é’ij.
Le second facteur qui intervient dans I'expression de lardence est la pondérati
Son action est résumée dans le tableau 2.3 en fonction dagvaley + 5. L'algorithme laisse
inchangées les estimées de poids faible et a tendance aendekfiestimées de poids les plus
forts. L'algorithme se préoccupe donc des données comesimb aux poids les plus forts.

En bref, ces deux effets se conjuguent et la figure 2.5 repiet$es différentes zones d'in-
térét en fonction der et 3.

— Zone 1 ¢+ < 1eta < 1):l'algorithme tolere les aberrations de typg; > Xij pour

les grandes amplitudes dg;;. L'estimation colle assez bien aux faibles amplitudes qui

Ca+0—1
j .

sont assez influentes.
— Zone 2 (c+ 3 > 1 eta < 1) : I'algorithme tolere les aberrations de typg; > Xij pour
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Tableau 2.3 — Effet de la pondération sur la divergenge

a+p 0<X;;<1 Xij>1
a+ <1 | Poidsfort | Poids faible
a+ [ >1 | Poids faible| Poids fort

les petites amplitudes dﬁij. L'estimation colle davantage aux grandes amplitudes qui
sont plus influentes.

— Zone 3 {t+ B < 1 eta > 1) : L'algorithme tolere les aberrations de typg; < Xij pour
les grandes amplitude%ij. L'estimation colle davantage aux faibles amplitudes guis
assez influentes.

— Zone 4 ¢+ > 1 eta > 1) : Lalgorithme tolere les aberrations de typg; < Xij en
ce qui concerne les petites amplitudesXig. L'estimation colle davantage aux fortes
amplitudes qui sont assez influentes.

Zone 4:

a+B>1

Zone 2: o + B eta>1
>1
eta<1
Zone 1:
a+p<1

eta<1 Zone 3:

a+fB<1

eta>1

FIGURE 2.5 — Les différentes zones d’étude en fonctionvd 5.

2.7.1.3 Récapitulatif des recommandations

Nous avons pensé en tant que synthése du paragraphe ptépéelen

— La priorité de l'utilisateur en quéte de séparation estrilglggier une adéquation aux
données fortes (privilégier des poids forts sur des dondéegrandes valeurs) plutot
gu’'une adéquation aux données faibles, ce qui sous-entgneha@us nous placons, au
vue du tableau 2.3, dans le cas de pondération pour lequel > 1.

— Nous avons choisi de nous placer dans les conditiond car nous préférons privilégier
des situations oX;; > f(ij. En effet, une estimation qui dépasse les données serait pou
les experts physiquement peu réaliste, alors que, dansleardraire, un reste positif
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serait bien compréhensible.
Ainsi, la zone graphique qui définit ce jeu de parameétresaesiihe 2. Ceci nous guide dans les
tests pour choisir des jeux de parameétres conformes aysamdes experts.

2.7.2 Les NMF a base de divergencef

Nous distinguons les cas séparés de NMF a base de divergedealivergence, puis de
divergenceys.

2.7.2.1 La NMF a base de divergence

L'obtention d’une estimation des matric@set /' passe par la minimisation de la mesure de
divergencex entreX etG - F

! SXSGF]L —aXj+ (a—D[GF);j) a#0,a#1. (2.108)

D(X | G’F):a(a_D 3

La démonstration de la recherche des formules de mise a¢okired deGG a été présentée par
Cichoki [36]. Elle est basée sur I'utilisation de la notionfdection auxiliaire. La divergence
s’exprime en fonction de la fonctiaf(.)

Y Gk

D(X || GF) = ZXijh(’“T), (2.109)
ij ij

ou /(.) est une fonction convexe poure R eta > 0 définie par :

h(z) a4 (1—a)z—z179). (2.110)

:a(l—a)(

Une fonction auxiliaire & (X I GF) est la fonctior (F, ') définie par :

11—«
y 1 GiFrj [ GikFl,
LRI XiiCoipd ot (1—a) 2 J_< j , (2.111)
(FIIF) a(a—l)% e { ( )XijCijk XijGijk
ol ' est la matrice de profils & l'tération courante(gy, = Gty
> Gkl

Pour étre une fonction auxiliaire la fonctig# doit vérifier deux conditions :

{H(F | F) =D°(x | GF). 2.112)

H(F | F) >DYX | GF).
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La premiére condition est facile a vérifier et la deuxiemésémt grace a la convexité de la
fonctionh(.) qui permet d’appliquer I'inégalité de Jensen :

h< ka k;) gzk:@jkh (X’;Cj;) (2.113)

et la divergence est majorée par

) =H(F||F). (2.114)

DYX ||GF) = X h(EEE2 0 < X;:Carh J
( | ) %: ] ( X, ) < % iGijk ( Xi;Cijk

L'étape suivante consiste a retrouver le minimum de cettetfon auxiliaire en annulant son

gradient :
OH(FF) 1 (GkiFZj )0‘
— L == Gpisl1— . 2.115

On en conclut que
-_[mon(si)
<F1> _ | = seA) | (2.116)

L'expression de la régle de mise a jour du préfiest la suivante :

1
X, \41°@
>k Gri <[Gka,”>

(AR I e
1

(2.117)

La méme démarche peut étre effectuée en inverSaat F' pour obtenir I'expression de la
matrice de contributio:. D’'une fagon plus compacte, I'écriture matricielle desresgions de
mise a jour de&- et F' est la suivante :

1 1
P=rPo|SGel " G=Go|@ENE]" vazo. (2.118)

Cichoki [36] montre que les méme expressions de mise a joLt&2 peuvent étre obtenues
a partir de la méthode des gradients projetés sur les dgrarfielles de (2.108) ou a partir de
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la vérification des conditions de KKT dont le détail est donrdessous :

F =0, G0,
1GT(1—ﬁ) >0, (1—ﬁ)FT>0 (2.119)
Fo(ta™(1 _7@;‘)&)):0, Go(L(1 —7(GF)Q)FT):O.

L'extension a la NMF pondérée a base de divergen¢e-WNMF pour a-Weighted NMF
en anglais) est immédiate en minimisant la divergemgeondérée, pouw # 0 et o # 1 par
rapport au produit matriciel F :

DL(X || GF) = 2}%3 o [GF""® —aX + (a— 1)GF)y;, (2.120)

ou W la matrice de pondération ici définie paf;; = Ui (pour des raisons d’homogénéité dans
j
la divergence), et;; I'incertitude associée a I'élémenf; de la matrice de donnek.
Les expressions de mise a jour dans ce cas sont les suivantes :

1 1
- GT (Wo( X\ a - WolX )T a
F_F[(GT(V%/:))} , G_GO{HV%;)} Vo 0. (2.121)
Cette mise a jour représente une généralisation des exqre$2i118) au cas d’une pondération
guelconque. Nous allons maintenant étendre ces expresaioras de divergencgetaf.

2.7.2.2 NMF a base de divergence

La divergences a été introduite par Basu [9] et a été par la suite étudiée parand nombre
de chercheurs [35, 34, 52, 113]. L'étude de cette divergar&té motivée par la recherche d’'al-
gorithmes robustes d’apprentissage, de classificatioa s¢paration de sources. On la retrouve
dans des algorithmes tel que I'ACP robuste [114], 'ACI rokbJ4t10] et en NMF [38].

L'expression générale de la divergententre deux matrice® et () d’éléments respectifs
pij etg;; estla suivante :

1+ 1+
—%Zij(pijqu e = 155%] ), B£0,8# 1,

DY(PIQ)= (Sl —pi+aq), =0, (2.122)
Zw(%Jlnqu +(;Z) 1_1)7 5:_

Nous adoptons la définition de Cichoki dans ce travail [35]t&Cétriture peut étre ramenée a
la définition adoptée par Févotte [55] en remplagadans (2.122) pazﬁ/ —1.
Des cas particuliers de la divergengsont la divergence de KL pour= 0 et la norme de
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Frobenius poup = 1. Remarquons que cette fonction est convexe poar{0;1] sip;; € R*
etg; € RT.

Dans le contexte de la NMF, Cichocki [35] montre que le paraatetontrole la robustesse
aux points aberrants. La valeur deefléte un compromis entre robustesse aux aberrations et
qualité d’estimation des données.

De la méme fagon que pour la NMF avec divergencé&évotte dans [55] se base sur la
convexité de la divergence sur l'intervalle[0, 1] et utilise la MM pour retrouver les formules
de mise a jour dé; et F' selon des regles multiplicatives :

GT(X o (GF)P~1)
GT(GF)s

(X o(GF)HFET

F=Fe (GF)BFT

G=Go (2.123)

L'extension a la factorisation matricielle non-négativengérée est assurée en introduisant la
matrice de pondératior. La fonction de colt & minimiser dans ce cas est la suivante :

1

1 B
XA

b P apns
T iy . (2.124)

]

Dy (X|GF) 2 =<3 Wy | X o[GF) -

ij
Les solutions obtenues s’inspirent des travaux de [68]ieestla stratégie MM. La démons-
tration est assez immeédiate et aboutit &

GT(WoXo(GF)1)

P aweeny) 2.125
a_c (WoXo(GF)~HFT (2.125)
T T (Woe(GF)P)FT

De plus, un point limitd G, F') est stationnaire s'il vérifie les condition de KKT [55] :

F =0, G =0,
GT[Wo (GF)*~1o(GF —X)] =0, [Wo(GF)P~1o(GF — X)]FT >0,
Fo(GT[Wo(GF)P~1o(GF—X)]) =0, Go ([Wo(GF) 1o (GF - X)|FT) =0.

(2.126)
On note que poull = 1,,«.,, On retrouve les expressions desldNMF non-pondérée ainsi que
les conditions de KKT.

2.7.2.3 NMF basée sur la divergences

A notre connaissance, seul Cichocki [35] a proposé une égiergle de NMF basée sur la
divergencex(. Le gradient de la divergenees (2.100) peut étre exprimé d’'une fagon compacte
a partir de I'expression (2.106) et a I'aide de la fonction (=) défini par [35] et rappelée dans
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(2.107). Le gradient de la fonction de colt s’exprime al@spectivement par rapportfaet
G:

82)0"5 a+p—1 Xi'
= — ik GF, Inj_q 2.127
OFyj ;Gm[G ki e\ e ( )
et
81)0‘75 a+B-1 Xz"
aij = —;ij [GF]” lnl_a [GF]ZJ . (2128)

Une descente de gradient permet d’écrire les expressian$odaules de mises a jour des
éléments d&" etG :

_ oD
Fij < ¢ 1 (cb(ij) —%W> ;
ki) 2.129
oo (2.129)
Gi%1< Gz _i>-
ko | 6(Gir) Lrrtem
Avec ¢(z) = In1_o(2) défini par (2.107) et sa transformée inverse définie par :
exp(z), a=0,
¢ (2) 2 expy_o(2) = (1+Ozz)é, a#0, l+az>0, (2.130)
0, a#0, 14+az<O.

Pour des valeurs de> 0 la fonctiong(z) est bijective et vérifiep =1 (4(2)) = =.

Cichoki [35] donne I'expression appropriée du pas de desagradient pour obtenir une
expression générale des régles de mise a jour multiplecdad et F :

Fret G2~
J i
Nkj = —7— s Mik= —7 71 (2.131)
Les expressions de mise a jour obtenues sont les suivantes :
Gik [GF}?'—’—B_l Xi ;
Fk'<—Fk'eXp _ J — 1111, (7) ,
P (Z =i GalGFIE G (2.132)
Pyl GFJ ! Xij |
Gir <+ Gipexpq_ J Ini_o(———) .
Dans le cas ow # 0, il est possible d’écrire ces formules d’une fagon plus cacte:
-1\ @
G XSG\
ij - ij (Zz ik Zj[ ajﬂljl ) (2.133)
> Gz‘k[GF]ij
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et

1
B Xo[GEPT @
2 Py XGIGFl;; ) . (2.134)

52 Fiy[GFI

Gir < Gik (

Nous parvenons ainsi a I'écriture matricielle des expogssde mise a jour dé et F' Va £ 0 :

RI=

T Qg 6—1
F« Fo (GéqﬁGF[]fﬂ_l )> , (2.135)
a g -1\ T é
G+ Go (ﬁGF[]ffﬁ]l;f > (2.136)

Nous pouvons étendre ces expressions au contexte pondiréndene facon que dans da
NMF ou laS-NMF. La fonction de co(t a minimiser dans le cas d’'une diearg« S pour une
factorisation pondérée est la suivante paurs,a+ 3) #0:

DYY(X || GF) £ —alﬁ S Wi lXO‘ o[GF)P — % xoth _ L[GF]QW (2.137)

> a+p a+p

ij
Les conditions de KKT s’expriment sous la forme suivantegtemdant les dérivations au cadre
pondéré pouty £ 0 :

F =0, G -0,
LGTW o (GF)P~1o((GF)® — X)) =0, LWwo(GF)* 1o ((GF)* — X)FT =0,
Fo(GT[Wo(GF)PLo((GF)*=X)]) =0, Go([Wo(GF)~lo((GF)*~X)]FT)=0.

(2.138)
La méthode heuristique permet aussi de trouver les misegralgms le cadre d’'une NMF a
base de divergences pondérée :

GT (Wox?o(GF)*)]™

FeFol e | (2.139)
Wo Xao(GF)/B_l FT (@)

6ol (W(o(gp)a+61)z)r)T (2.140)

On note que poulV = 1,,x,,, On retrouve les expressions des mises a jour poursENMF
non pondérée.

De maniere pratique, afin de respecter ’lhomogénéité de/éagince, nous proposons un
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choix de terme général de la matridé sous la forme :

Wij = Vie{l,...,n}, Vje{l,...,m}. (2.141)

aiaj*ﬁ ’
. Cette expression sera utilisée dans les chapitres suivants

Nous avons donc proposé un cadre formel permettant d’ietémgre robustesse dans les al-
gorithmes ainsi que l'intégration de poids. Ces techniqueg@ proposées dans un cadre mul-
tiplicatif, qui présente quelques inconvénients, commgolssible non stationnarité des points
limites ou la lenteur de convergence. Néanmoins, leur impl#ation est aisée et les mises a

jour obtenues par des formulations analytiques.

2.8 Conclusion

Ce chapitre a permis de poser les bases de la factorisatiocield non négative en rappe-
lant en I'occurrence les conditions nécessaires d’'un minintocal et discutant des conditions
suffisantes d’unicité. Nous avons d’abord formulé le ceitde NMF basé sur la norme Eucli-
dienne. A ce stade, nous avons détaillé les grandes cldasgarihmes permettant de proposer
des solutions tout en évoquant les avantages et inconigénidous avons aussi évoqué dans le
cadre de données aux incertitudes différentes la poséiliintégrer une pondération dans le
critére original afin de prendre en compte la nature hétém®gies données. Puis, hous avons
abordé des divergences flexibles et paramétriques penheiagénéraliser en particulier le
probléeme de NMF original, mais aussi de s’ouvrir & des @géatifférents permettant une sta-
bilité de réponse aux points aberrants. Dans cette optigues avons délimité le domaine de
parametres pouvant répondre au cahier des charges dets#pdeasources de particules en
suspension dans lair.

Notre application se veut étre de taille raisonnable (lyprgent: < 200, m < 30, p < 12)
et le codt de calcul ne constitue donc pas un élément majechi@x de I'algorithme. Les mé-
thodes multiplicatives apparaissent comme un choix igt&net pour leur facilité d’implémen-
tation, bien gu’elles ne permettent pas d’assurer en pegntanla stationnarité des solutions.
Néanmoins, I'ajout d’'informations complémentaires pearnpettre de limiter le nombre poten-
tiel important de points stationnaires en restreignanoi@maine admissible des solutions. Ce
complément fait I'objet du prochain chapitre sous la forree\NIMF sous contraintes égalité.
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Deuxieme partie

Apport des connaissances expertes pour
Informer la NMF






Chapitre 3

Factorisation matricielle non-négative sous
contraintes égalité

3.1 Introduction

La résolution du probléme de répartition des sources depmil est souvent abordée de
différentes maniéres : nous pouvons différencier sur ladi@ul ces méthodes du point de vue
de la quantité d’échantillons nécessaires et par rappargadntité d’'informations complémen-
taires. D’un coté, on peut recenser les méthodes d’ideatiidic de contribution (aussi appelées
en chimiométrie les méthodes de conservation de masse ou @MBgais poutChemical
Mass Balanckdans lesquelles les profils sont connus. De l'autre céséniéthodes aveugles
dont la NMF et 'ACP apportent une information minimale progat du nombre de sources
et éventuellement de la positivité. Une solution interraédi est d’apporter une information
complémentaire partielle sur les profils. En effet, les méphes aveugles de factorisation ma-
tricielles non-négatives évoquées dans le chapitre peftéaht permis de mettre en lumiére
guelques limitations de ces techniques. En particuliarsravons évoqué la multimodalité de la
fonction de codt qui conduit en général a de multiples patdationnaires. Certes, I'évaluation
de cette fonction de colt peut permettre de trouver le mimngiobal, mais il y a un risque
réel de conserver des solutions qui ne présenteraient peendephysique pour les experts du
domaine.

Pour éviter cet écueil, nous proposons d’exprimer les tttedes experts sous formes de
contraintes que doit respecter la solution recherchéesiAwous proposons d’enrichir la facto-
risation par des contraintes égalité provenant des infilomacomplémentaires apportées par
I'expert chimiste.

Différents types de propriétés de la solution peuvent &oberchées selon I'application
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Absence de connaissances Connaissances Connaissances précises
sur les modéles et les partielles sur leg sur les profils et
activités des sources profils des sources les modéles

Connaissances préalables sur les sources a

Les approches multivariables

ACP, PMF, NMF PMF/NMF CMB
Avec contraintes

E Nombre d’échantillons nécessaires

FIGURE 3.1 — Approches pour I'estimation des contributions desceside pollution [153].

visée. Il arrive que I'on recherche la propriété d’orthogii@ [32, 99, 48, 175] dans la solution,
ou des solutions parcimonieuses sur I'un ou l'autre de€ast par exemple en séparation de
sources audio ou I'on recherche des intervalles ou une seulee est active [70, 169]. Il est
parfois aussi souhaitable d’obtenir un facteur disposamedrégularité temporelle [169, 30,
18], par exemple dans le cas ou un facteur évolue lentemastlddaemps.

Les techniques d’intégration de propriétés désirées peweedéfinir de plusieurs manieres :
Une premiere maniere est d’'intégrer les contraintes dacsadrre statistique [18] afin de définir
les propriétés attendues de la solution. La fagon la plusache est appelée déterministe et
correspond a I'ajout d’'un terme de pénalité a une divergdoo@ée, c.-a-d.,

in DY (X |GF)+ X do(W,H 3.1
GI%QO w ( H )+ C( 3 )7 ( )
ou la fonctiond (W, H) désigne une fonction d’écart aux propriétés attenduesstdusion. La
solution obtenue correspond donc a un compromis entradla¢t aux données et les propriétés
attendues via le réglage du paramétre

L'approche que nous proposons d’aborder dans ce chapitde esnserver le critére initial
développé dans les chapitres précédents mais d’expriraarocdraintes sous forme d’une pa-
rameétrisation précise qui permet de rechercher les sokigol'intérieur du sous-espace ainsi
défini. Nous proposons d’intégrer des informations paesesur la connaissance de certains

68



3.2. Paramétrisation de la recherche des profils de source

profils.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante. Une preipagtie décrit la paramétrisation
gue nous avons développé. Puis, dans le cadre des méthédestges au chapitre précédent,
nous évoquerons les différentes variantes des méthodesmNbdtmées abordées, en particulier
les régles de mise a jour puis leur initialisation et le cetd’arrét. Enfin, nous évaluerons de
maniere comparative ces méthodes en utilisant des indisatie performances appropriés.

3.2 Paramétrisation de la recherche des profils de source

Dans beaucoup d’applications, la valeur de certaines ceamtes de la matrice de profil
peut étre fournie par I'expert. Nous détaillons mainteratte paramétrisation — proposée dans
[92] et résumée ci-apreés — qui prend en compte cette coamaiss
Soit 2 une matrice binaire de tailjex m qui informe de la présence ou I'absence de contraintes
sur chaque élemetft; de la matrice?’, c.-a-d.,

1 siF;; estun élément forcé,
$2i5 = Y - . (3.2)
0 siF;; estun élement libre.
Soit la matrice binaire de taille x m notéef2 complémentaire &.
e Lyxm — £2. (3.3)

Nous définissong comme la matrice parcimonieuse de tajlle m de valeurs de forcage,
c.-a-d.,
PEFof (3.4)

Les éléments de la matrice de profil peuvent étre forcés aalearg positives ou nulles. Par
construction,p;; — le (i,7)°™ élément deb — est égal & zéro quand;; = 0. Nous pouvons
aisément prouver que

Po=0 et PoN=0. (3.5)

Nous pouvons aussi immédiatement vérifier que :
Fo=F—9. (3.6)
Soientf, ety, lesi®Mecolonnes de" etd respectivement. Nous pouvons écrire que le vecteur
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Af, estune combinaison linaire des parametres libres, c.-a-d.
Af 2 fi—p, =T, Vie{l,...m}, (3.7)

oud; et I; sont respectivement le vecteur de paramétres libres tie(tail /;) x 1 et la matrice
orthonormale de taille x (p —[;) contenant les parametres libres [92, 93]représente le
nombre de parametres forcés pour le vectguCette matrice/; n’est autre qu’une sélection
des vecteurs libres de la bake. L'écriture sous forme matricielle de I'équation (3.7) den

AF=F ¢, (3.8)

ou AF est la matrice composeée par les différentes coloahigsi = 1,...,m. Nous pouvons
déduire la propriété vérifiée par cette matrice, c.-a-d.,

AFo=0. (3.9)

Grace a I'équation (3.7), une colonne de la matrice de profileut donc s’exprimer comme
une combinaison linéaire des parametres forcés et destmgiuns libres, c.-a-d.,

[ =e,+13;, Vie{l,...,m}. (3.10)
En utilisant la relation (3.8), on peut écrire la matrice defipsous forme :
F=(02+402)o(AF+), (3.11)
ou sous forme développée,
F=000+Q0AF+Q0AF+ Q0. (3.12)

Grace aux propriétés (3.5) et (3.9), I'écriture de la matse réduit sous une forme simplifiée,
c.-a-d.,
F =000+ 0Q0AF. (3.13)

Il faut remarquer que cette paramétrisation matricielieifdervenir uniqguement des matrices
positives. Par conséquent, nous pouvons aussi déduiraauatticel” vérifie l'inégalité sui-
vante :

Fr . (3.14)

La matrice® est quant a elle figée alors que la matrit€ constitue la matrice des paramétres
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libres dont la structure est imposeée. Cette formulation isialie est la généralisation de I'ex-
pression vectorielle (3.10). Tout au long de ce chapitresradlons utiliser I'expression (3.13)
dans la recherche des regles de mise a jour des méthodenée®r

3.3 NMF informée a base de norme de Frobenius

Le probleme de NMF pondérée a été formulé dans le chapitoggeait en utilisant la trace
de matrices au travers de I'expression (2.75). Cette expregeut étre ré-utilisée avec les
contraintes formulées dans (3.13). Le probléme sous dotésase décline donc en la minimi-
sation de

{G,F} =argminTr (X —G-F)' (X = G-F)oW)),
GF (3.15)
s.c. Gx0, Fr®  F=0o0d+0AF.

Le probléme (3.15) est séparable en 2 sous-problemes sogpidixent alternativement une
matrice inconnue, c.-a-d.,

GF! = argminTr (X =G -FHT(X =G -F*)ow)),
Fk+1 —arg m_i%Tr (X=G* F)T(X=G*-F)oW)) s.c.F=0R0d+0AF,
Fr
(3.16)
La recherche s’effectue donc dans I'espace respectanbigsattes. Nous proposons donc

de rechercher des solutions dans I'espace intérieur désaguns, d’abord en recherchant les
conditions vérifiées par un point stationnaire.

3.3.1 Les conditions de KKT

Les conditions de KKT sont expliquées en détail en annexe \B @ minimisation du
critere (3.15). Elles se basent sur le calcul de la difféedlatdu critére par rapport aux matrices
inconnues @, AF). Elles se résument a :

AF =0, G =0,

A, 9t o, (3.17)
OH _ oH _

AFOW—O, Go%—().

Pour plus de clarté, soft* la matrice courante de profil définie dans la paramétrisg8diB)
par F* £ 2o AF +®. En remplacgant la relation (B.12) dans I'équation (B.13) etgmalogie
avec la matricé, il est possible de déduire les conditions de KKT pour le fgnoie pondéré et
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contraint sous la forme suivante :

AF =0, G =0,
20 (GT((GF*~X)oW)) =0, ( o (GF* — X)) F*" =0, (3.18)
AFoRo(GT((GF*—X)oW)) =0,  Go((Wo(GF*—X))F*")=0.

Dans la suite nous proposons des regles de mise a jour et éofigns qu’elles sont conformes
aux KKT (3.18).

3.3.2 Regles de mise a jour

Nous proposons de nous focaliser sur le second sous-prelléteéquation (3.16) puisque
le premier est identique a celui évoqué dans le chapitreéégedt concernant la NMF pondérée.
Nous considérons donc que la matrice de contribution est fgéotées méme si celle-ci
correspond a la matrice de contribution d’'une itératiorcised

Le second critere de I'équation (3.16) est séparable etresiindépendants relatifs unique-
ment a une colonne de la matrice de profil si bien que la rebbes®ffectue uniquement sur
une colonne de la matrice de profil. Cette recherche s’effeabmme la recherche simultanée
de 'ensemble des colonnes de la matrice de profil qui mi@mis

J (L) =3 (L - GL‘)TDW (Ql - GL) (3.19)
S.C. L=y, +10; et f.=qp, Vie {1..m},

ou z; représente l&f™ecolonne de la matric&’, D,,, est définie paD,,, £ diag(w;), 0l w; est

la i*M€ colonne de la matricl’, etd, représente le vecteur des paramétres libres de la colonne
courante du profil. L'expression de la colonne du profil d&h&@) permet d'établir quel /.

est une combinaison linéaire des parametres libres, ¢.-a-d

Af,= T, Vie{l.m}, (3.20)

ou ¢, de dimension(p — [;) x 1 désigne le vecteur de paramétres minimaux a rechercher dans
le calcul def .. L'indice I; représente le nombre de valeurs figées dans la colodmerofil. La
combinaison des équations (3.19) et (3.20), raméne legmabh la résolution d’un critere de
moindres carrés non-négatifs et pondéré dépendant dwvelgs parametres librés :

K(0) = 5 (2~ Co) ~ (GL)B,) " Du, (s~ Goy) — (GT)6,)
s.c. 0,=0 Vie {l..m}.

(3.21)
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Nous formulons un majorant quadratique de cette fondfipimspiré des travaux de Ho [68] en
considérant la matric® définie par

(3.22)

T k
Dfédiag(<GF) Dy, GL6) )

9k

La fonctionH,, (61,95) définie dans I'équation (3.23) est une fonction majorantiadenction
IC, qui respecte les conditions de la stratégie de majoratiammsation :

oK

T
k ky , L k k
GOh) @t ge- o Dke -t G2

Hu(0;,07) = K(©0F) + (

La différentielle delC s’exprime comme :

oK

g, 0) = —11 - G" - Duy (s = Gg)) = (GT)G:). (3.24)

Il est donc avantageux de minimiser la fonction majorantdplque la fonction initiale. L'an-
nulation de la différentielle de la fonctioH conduit a la minimisation relative aux parametres
libresé, :

! gg 0~ (3.25)

Les expressions (3.22) et (3.24) permettent de simplifis¥dée de mise a jour des paramétres
libres, c.-a-d.,

;! =07 — (D)~

ok
oF+1 = g% 1 dia ( = )-FT-GT-Dw. z;—Gop.)—(GI)6;).  (3.26
0" = 0 ding| g ) 1 ((zi=Gy)) = (GT):).  (3:26)
Cette derniére équation est aussi la formulation de la NMF@ae détaillée dans [68] ap-
pliquée au vecteuf; en remplagant la matric& par la matriceGI; et les donnéeg; par
(z; — Gy,). Cette derniére equation se simplifie :

I7 -G Dy, ((2;— G, — (GI)8;)

9]?+1 ek + ek
o (GFi)TDwiGFZ-Qf

, Vie{l,...,m}. (3.27)

En développant le numérateur de I'expression précédeates aboutissons a une expression
simplifiée qui s’écrit :
rr.c".p

e
k+1 _ gk ( 90) ,
0,7 =0;o (T Dy GTEF Vie{l,...,m}. (3.28)
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En se référant & I'’équation (3.20), on peut déduire I'exgioesde 1ai®™€ colonne de la matrice
de profil :

LITGT Dy, - (x; — Gy,
LITGT(D,,GA ﬁ)

AfFt e Affo . Yie{l,...,m}. (3.29)

L'expression (3.10) permet de mettre & jouid&€ colonne de la matrice de profil

LITGT Dy, (2, — G,
[ —p (ﬁ _fi) o—— - wi (s - ) . Vie{l,...,m}. (3.30)
En remarquant qué}Ff = diag(1,; —w;) avecw; la i®Me colonne def?, on peut constater
gu’on sélectionne les composantes actives des coefficraritiplicatifs de (3.29). L'expression
précédente peut étre donc synthétisée au niveau maticislla forme suivante :

GT(Wo (X —G9))

F—® < (F—®)o0(lpxm—2)o TS (G =27} |

(3.31)

Dans cette derniere equatidm, .., — £2) doit étre vu comme le masque de contraintes applique
aux coefficients multiplicatifs dé' — ¢. Cette méthode s’apparente donc a une méthode mul-
tiplicative relative a la matricelF'. Cette équation (3.31) est I'expression globale unificatric
qui permet de mettre a jour les itérées des matrices de [Etélest a comparer a la version
sans contrainte (2.88), obtenue aussi avec (3.31) en impf&sa 0 et @ = 0. La différence
essentielle avec la méthode pondérée non informée déariteld section 2.5.3 réside dans le
fait que les données équivalentes, a sayoi G®, ne constituent plus des données statiques
mais dynamiques compte tenu que la matrice de contributiolué au cours des itérations.

De plus, il est facile de vérifier que tout point limite F* vérifie la 3¥™€ condition de
KKT, décrite dans I'équation 3.18, appelée aussi conditierrelachement complementaire .
Par contre, la seconde condition de KKT n’est pas du toutgi@:aAinsi, cette méthode souffre
des mémes problemes de convergence que la méthode NMF @egpaisLee and Seung [90],
compte tenu que? = 0 et @ = 0 dans (3.31) conduit & une méthode pondérée. Des points
non-stationnaires peuvent étre rencontrés quand des iieme la matrice de profit’ sont
initialisés a zéro. L'avantage éventuel de notre méthotguesles profils initialisés a zéro par
la connaisssance d’informations expertes sont excluea H&T, ce qui permet de vérifier la
seconde condition de KKT. Pour les profils dont certainespmsantes sont initialisées avec
des valeurs différentes de zéro mais dont la limite tend @glas stationnarité demeure problé-
matique et la seconde KKT n’est pas systématiquement \&rifié
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Notons enfin que la NMF informée décrite en (3.31) et (2.88ir p@mise a jour dé&-, sans
contrainte explicite sur la matrice de contributiGme garantit pas la positivité d&(— G - ®).
Une étape de projection est donc nécessaire avant la mise @gda matrice de contribution.

Néanmoins, la méthode introduite dans cette section nemiepas forcément les garanties
de solutions satisfaisantes surtout si la distribution et les données n’est pas gaussienne.
En ce sens, il apparait utile de considérer d’autres mesigeart.

3.4 NMF sous contrainte a base de divergence de KL

La divergence de KL est une mesure classique utilisée pduMB par Lee et Seung [90].
Nous l'utilisons ici dans sa version pondérée. De méme gée€glemment, nous continuons
d’intégrer les contraintes définies dans les équation8)&tl(3.10). Contrairement a la norme
de Frobenius, la mesure de KL est une mesure asymétriqua, Abus pouvons nous interroger
sur les différentes variantes de la minimisation a effacimci deux possibilités de minimisa-
tion qui font référence a la divergence de KL qui conduisatgsapproximations potentielles :

EmlpgﬂxMG(¢+§oAF» = X =G (P+020AF), (3.32)
F=0
Amin DEY(X - GP||G(Ro AF)) = X —GP~G(R0 AF). (3.33)
F>0

Les deux minimisations menent ici a des régles de mise ademtigues. Nous présentons ci-
dessous celles obtenues avec la premiere expression. Nmsaussi développé celle a partir
de la seconde minimisation dans [94].

Nous recherchons I'approximation d’une colonne de donn&ei x une colonne quel-
conque de la matrice de donnég ¢ une colonne de la matricé, A f une colonne de la
matrice AF ou AF= F —&. Nous notons pour raison de concision

UZGT, (3.34)

ou I'représente la matricg introduite dans la section 3.2.

La divergence pondérée peut étre séparée en plusieurgatives partielles indépendantes
dédiées a une colonne de la matrice de données, sous la forme :

Dyt (allGeo+GAf) =3 wiDN (zill(G)i+ (GAF):). (3.35)
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En utilisant (3.7), il est possible de I'exprimer sous lanfier

(Go)i+ 3 uij 9j>

T;

DEL(2||Go+GAf) =" wiz; kR ( (3.36)
ou
WEL(z) = —logz+2—1. (3.37)

Notons queh”(z) est convexe pour > 0 et queh™ (1) = 0.

Du fait de la convexité de la fonction, I'inégalité de Jenpenit appliquée une premiere fois
pour éliminer la translation (3.38) et une seconde fois goactionner les éléments (3.39),
c.-a-d.,

pie (Gl Ty b\ (=Gl ke [ Ejuity (3.38)
et k
pict (0% ) 5 “z‘iejk BEL (’jZl“ilelkk , (3.39)
(z—Gyp); T 2wt (2= Gp)i;
u; 0% L
—271__ yérifient la somme a

ou les poids\; sont artificiellement introduits dans (3.39)t= S
R u

1. k est le numéro de l'itération en courstgtle ;M élément du vecteur des parametres libres.
La stratégie de MM est appliquée en minimisant la fonctiorilaire déduite de (3.38) et

(3.39), dont I'expression est la suivante :

HEL(Q,, 0% wi ( YOI pKL | 2L TT (3.40)
65) Z ;Zluilé’f (x—Ggp)ZH;?

L'annulation de la derivée par rapporéadonne

BHKL - U i
Wi Ui j— w; (i — (G); =, (3.41)
=Y uig ; Gl
Cette derniére se simplifie en regroupant les parameétresrnesa
k
o 2 Witliy (3.42)

0;”1 Y wiz — (Go); )Zu;]lek-

Le vecteur d’'inconnu8 a l'itérationk + 1 s’exprime donc sous forme :

k+1_£o T(JU_G%O)OW))
[ = 0Tw (U —(UQk) ) (3.43)

76



3.5. NMF sous contraintes a base de divergence

A ce stade, nous proposons de faire figurer l'indiaiu vecteur courant dan& f que nous
avions omis pour les besoins de la démonstration, Adit, afin de préparer le retour a la
formulation matricielle. Le calcul d& f, revient a la multiplication de chaque terme paren
méme temps que nous substituons I'expression de la matmpae G - 17,

AfF x—Gp);ow,
AfEH = Tii o FZ-FZ.TGT(*—@;*Z Vie{l,...,m}. (3.44)

= L GTw; (GASY)
Sachant qué}FiT =diag(1,x1 —w;) etw; est lai®™ colonne de la matric®, il apparait que la
mise a jour intervient seulement sur les éléments sélewmde chaque vecteur de la matrice
de profil F'. Lexpression précédente peut étre généralisée sous foatrecielle :

AF* JHocr Ve (X —G9)

k+1 3.45
AP G GAFF (3.45)
La regle de mise a jour du proffl s’écrit alors :
Foge I g |grVe (X =62 (3.46)
GTwW G(F —®) '

Cette régle doit s’accompagner de la regle de mise a jour detido® de contributiod donnée
dans I'équation (2.99). Notons aussi que la divergenceidérée dans (3.33) et étudiée dans
[94] conduit au méme majorant et procure les mémes réglessieanjour.

Nous allons maintenant nous intéresser a une divergenampaique qui englobe la diver-
gence de Kullback-Leibler afin de généraliser les exprasdgie la NMF sous contraintes.

3.5 NMF sous contraintes a base de divergence

Nous nous intéressons a la minimisation de la divergenogroduite dans le chapitre pré-
cédent. La minimisation de I'expression (2.120) utilisentormulation (3.13) permet d’écrire
une approximation d& — G®. Comme dans la section précédente, deux types de mininmisatio
peuvent étre considérées. Chacune de ces minimisationgsdéfinun sous-probleme particu-
lier introduit par,

min DY (X||G-(@+ Do AF)) = X ~G-(0+ 00 AF), (3.47)
AF=0
Amin Djy (X —GP||G(R0 AF)) = X —Gd~ G (o AF). (3.48)
F>0
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Ici encore, elles conduisent aux mémes regles de mise aNous choisissons de développer
ici le probléme introduit dans (3.48).

Nous proposons encore dans la suite de la démonstration jpiesngtiliser I'indicei pour
les vecteursAf, ¢, 0;, et la matricel;. k désigne le numéro de litération en cours. Cette
démonstration ayant de grandes similtudes avec la dématinstprécédente, nous proposons
de ne donner que les points essentiels. De méme que précéaenmanfonction de colt a
minimiser peut se scinder en des divergences partiellaswes a des vecteurs, c.-a-d.,

Dy (z||Go+GAf) = Z w; x; b <<G(p>i —:E:j tig 9j> , (3.49)
ou X
W) = S (a+(1-a)z—2""") (3.50)

est une fonction convex®p € R etz > 0. La convexité de la fonction®(z) permet d’écrire
une premiére majoration qui élimine la translation :

o ((G@)z"f‘Zj uij 0j> CE=Ge)i . <W> . (3.51)
T €T; (33 - GSO)Z

Cette relation (3.51) permet en définitive de comparer lex dexergences proposeées initiale-
ment, c.-a-d.,

Dy(z]|Ge+GA[) < Dy (2= Gol[GAS). (3.52)

Nous utilisons la fonction majorante de I'expression pdécde que nous cherchons a majorer
pour rendre la recherche individuelle en les paramétrdaises:

Z'Ui .9.
Y —Gol|GA) =S w; (z—Gyp); h*| =L 3.53
Dila—Gall6AN =T (=Gl 1 (Z1E) 359

La majoration issue de I'inégalité de Jensen utilise les e¥ovefficients de poids que dans
(3.39), ainsi la structure de I'inégalité est la méme, d.;a-

k
por (=i ) 5~ 07 o _wib;  Xiwabr) (3.54)
(l’ - G(p>2 h j PEL] elk (I - G‘:O)Z Ugy ek

La fonction majorante déduite de la précédente inégalité es

wi; OF wiil; S uy OF
HE (6,08 iz — Go); 17 pa W7j A TTL 3.55
7 ] Zw £ ZZluzlek (($_G90)Z uzgek ( )
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La dérivée partielle de la fonction auxiliaire donne lesreggions simplifiées [132] :

e 1 1 Qk “ i Ui (T — a
8Hw = —Zwiuij—— L Zw i <x Gi)l . (356)
89j (6 (0% 93‘ - 2

7 1 Zl:uil 9[
En annulant le gradient, on obtient I'expression du rapgestparametres libres :

w; ui; (—G)

() R
= , (3.57)

0;“ Zwi Ui
1

qui peut étre condensée en une formulation vectorielle :

7 (2—Gp)¥ow

« Ut = &
0 Eya
() - 059

et les parametres libres d’une colonne quelconque soritdédsits :

T (2—Gp)“ow | @
v Ueh)-

oo (3.59)

En utilisant I'expression (3.7), une colonne quelconquéadeatrice deA\ F’ s’exprime sous la

forme : )
7 (2—Gp)%ouw |«
rv (Uo*)

Afk+1 _ Afko FUT
- - w

(3.60)

En remplacant la matricg€ par I'expressior/ £ GI et en utilisant la propriété
I = diag(1,x1 —w), nous pouvons déduire un masque permettant la mise a joyratas
metres libres et aboutir a la régle de mise a joufde

T (Wo(x—GP)) | @
@(F—B))-

e (3.61)

F—&+« (F—®)ofo

Cette équation résume la mise a jour de la matrice de profil lepguleux minimisations évo-
qguées au début. Elles menent donc rigoureusement a la méreedeemise a jour. |l faut par
ailleurs remarquer que la NMF par divergence de Kullbaciklee est un cas particulier de la
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NMF par divergencer poura = 1.

3.6 NMF sous contraintes a base de divergenge

Nous proposons dans cette partie d’étudier les regles dean@ur en minimisant la fonc-
tion de codt de type divergencepondérée (2.124) en utilisant la paramétrisation (3.13).

Celle-ci se décline en une premiére approche qui consistaianiser la fonction de codt
(3.62), ainsi gu’une approche alternative développée gparagraphe variante.

3.6.1 Premiere approche de NMF avec divergence

Nous avons opté dans ce paragraphe pour la minimisatioargeivelative a la divergence
S. Elle s’exprime par :

Amln Dy (X — GO||GAF) = X — G ~ GAF., (3.62)
F-

Cette minimisation (3.62) conduit a une factorisation appée de ce que I'on appelle les rési-
dus. Elle peut se scinder en minimisation de divergencespigiadantes relatives a des vecteurs.
Dans un souci de généralité, nous proposons dans la suiteettte I'indice: pour les vecteurs
Af, ;. 0;, etlamatricel’;. k désigne le numéro de l'itération en cours.

Nous utilisons encore la matri¢edéja définie dans (3.34). La divergententre deux vecteurs
colonnes issus de la minimisation s’exprime par :

Dy(x—GellGAf) = Y wiD? (- Ge)ill (GAS)). (3.63)

La stratégie MM permet de minimiser une fonction auxili@ue nous cherchons a construire.
La fonction (3.63) peut s’exprimer en fonction de la fonatid’(.) sous la forme :

DB (x— Gy||GAS) =S wilz — Gp)P T P (zfu“> : 3.64
w(@—Gyl|GAf) Z ©); oG (3.64)

oud; est lejémeélément du vecteur des parameétres libres et
1 1
R (z) & = (zﬁ - BZBJ“l) : (3.65)
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La dérivée seconde de cette fonction s'écrit :

2 (1F(2))

= B —(p—1)272, (3.66)

ce qui permet de montrer qié(z) est une fonction convexe poliK 3 < 1 etz > 0. L'inégalité
de Jensen peut donc s’appliquer pout 5 < 1 sous la forme

>0 Ui j0; u;j 0% wiib; S 0F
h (9 2 J>< o ] (3.67)
(@ - Gf)z ZJ: Zl Uq] Qlk ( GQO)Z Ui Qk

ou k désigne le numéro de I'itération en cours. La précédentgiité (3.67) permet de trouver
la fonction auxiliaire séparable en les parametres libres :

1 O il S 0F
(6:,65) ETh Fan pi ke M) B RS/ Ll L 3.68
H 7 ] Zw 90 ZZluzlelk ( GQO)Z Usj Qk ( )

La différentiation de la fonction auxiliair‘df)w(.) conduit a:

onl, (o 0;
e I [ e i |

J
(3.69)
La composantg du vecteur de parametres libres est obtenu en annulantdeegtalonné par
I'équation (3.69), c.-a-d.

oMb g Swiui- (z—Ge)i (Sruadf)’ !
e g o = = - : (3.70)
o0, 0; Swiuij - (Cuabf)?

Le vecteur des paramétres libres peut étre déduit de (3.70) :

UT [(z—Gp)o (U ow
9 _UTa=Gy)o Wy ou] 3.71)
0 ur {QO(UQ )5}
En utilisant I'équation (3.7), on peut déduire la regle dsera jour du vecteuh f :
TUT (2 — Gp)o (GAFFYP1ow
AL = AfRo (2= Gg)o (@A) } (3.72)

U7 [wo (GAf*)P]
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et en remplacart par sa définition (3.34), I'équation (3.72) peut étre Sifingx :

TG (2 — Gp) o (GAfF) o)

A Rl A kg
! ! IT'GT [wo (GAf*)F]

(3.73)

Soitw = 1,x1 —w, OUw désigne une colonne quelconque de la matfic&achant que
I = diag(1,x1 —w), I'équation (3.73) peut s’écrire en utilisant la multigion matricielle
terme a terme :

&o (GT [(g— Gp)o (GAfF)P1 OMD

k+1 _ ko
AT =4) @o (GT [wo (Gﬁik)ﬁD

(3.74)

L'expression (3.74) peut étre généralisée au cas mataoieemarquant qué f, w et p sont
respectivement les vecteurs des matrices générales(? et ¢. Les regles de mise a jour
s'écrivent donc, en introduisant la matri@edéfinie par2 = 1 — (2

AFM  AFF oo MY, (3.75)

avec . o1
ME GT.[Wo (X —G®)o[G(F—d)] } 376)
GT.|W o [G(F —®))°]

L'expression (3.75) est uniguement valable dans le domdéneonvexité de la divergence
c.-a-d., pourg € [0;1] . Pratiquement, méme si la démonstration en dehors de ceimmma
n’est pas disponible, Févotte [55] mentionne que I'expoesdes régles en dehors du domaine
de convexité préserve toutefois la décroissance monotoreitdre. En dehors du domaine
convexe, Févotte et Idier [55] proposent de séparer la immate colt a minimiser en partie
convexe et concave ce qui conduit finalement a considérerasgyue de mise a jour différent
(M?)Wj) ou y(p) est une fonction dépendant de Les explications détaillées sont données
dans [55].

3.6.2 Une variante de la NMF avec divergencg

Contrairement a (3.62) ou la minimisation conce‘m%(X — GP||GAF), une approche
différente consiste a considérer la divergem%(X||G¢+ GAF). Cette derniere peut étre
divisée en divergences indépendantes relatives a desivgatient I'expression se décline en :

Dy (al|Go+GAf) =3 w; D? (mil|(Gp)i + (GAf)). (3.77)
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En utilisant (2.124), il est possible de I'exprimer sousdenie :

(3.78)

D (1||Go+ GAf) =3 wial+! hg(( ©)i+ X ui j>7

Z;

ol kP (z) est définie dans I'équation (3.65). L'inégalité de Jensan pe appliquée une pre-
miere fois en remarquant que

(Go)i+ 2 juigd;  (z—Gp)i [ Xjuij0; (Gp)i
= + -1,
ce qui conduit a
¥ (Go)i +25u40; < (z—Gyp); ¥ > uijfj ' (3.79)
7 T (z—Gy)i

La seconde étape est de séparer les parameétres libres guappl’inégalité de Jensen simi-
lairement a (3.67)

> ugi0; umek Q'lelek
Bo (J”) < pp [ L=l ) (3.80)
(z—Gy)i ; >y uinbf (z—Gyp)id}

ol k est le numéro de Iitération en coursfetie j¥Meélément du vecteur des paramétres libres.
La fonction auxiliaire est déduite de (3.78) en utilisamstilgegalités (3.79) et (3.80), c.-a-d.,

u;; 0F 0; 5 u; 0F
b (0;.0%) = s (z— I pp | T 3.81
%) Zw - )221%19 ((:E—Gso)ﬁf (3.81)

En annulant le gradlentﬁ conformément aux résultats précédents, on obtient le para-
metre libre optimal a I itératiof +1

R _ , (3.82)

— — : (3.83)
w

S
3
N
o
=
o
—
[
|
Q
)
|
@
]
—~
Q:
>
=
I—Ql

Sachant quéT” = diag(1,.; —w) eten utilisant les équations (3.7) et (3.34), il est possila!
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déduire la forme de mise & jodr f*™ « A f¥o N; o

@o (G7 [woal o (= Gy)' o (U 1))

Niﬁ " T @o (GT [wozfo(z—Gp)o(U")P]) (3:84)
L'équation (3.8) permet de déduire la régle de mise a jouadedtrice de profiF’
FH e @+ AFF 020 N, (3.85)
ou
NE GT [WoXPo[(X — G| Po[(G(FF—@))T]7~] 3.56)

GT [WoXFo[(X —GP)] P o[(G(FF —@))T]]

L'opérateurt est utilisé pour forcer les matricéX — G®) et G(F* — &) a étre positives.
On remarque qué/r peut s’écrire sous la méme forme glig- dans I'équation (3.76) en
définissant une matrice de poids

Wi 2WoXPo|(X —Go)t] 7. (3.87)

La mise a jour proposée ici peut étre vue comme une extensitamgtemiére mise a jour selon
une matrice de poids adaptatiMé au cours des itérations.

3.7 NMF basée sur la divergence

Les minimisations envisagées dans les paragraphes prés@aeivent étre étendues aux di-
vergences3. Nous avions évoqué deux types de minimisation qu'il essides de poursuivre
dans ces paragraphes.

3.7.1 Rappel sur les divergencesg

Les deux divergences relatives aux vecteurs que nous ¢besch minimiser sont d’'une
part,
Dy (z—Gl|GAS) = 3 wi D (&~ G)il (GAS):). (3.88)

et d’autre part,

Dy (al |G+ GAf) = 3 wi D (| (G)i+ (GAL):) (3.89)
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Toutes deux s’expriment en fonction d’une fonction unigdé (), définie par

eyt | B P oap
h*P(z) = ab’z o a+62+] V(a, B,a+ ) # 0, (3.90)

dont les expressions sont respectivement,

5 b
D (2 — Go||GAF) =3 wi(z— Gp)* . pof <J“> 3.91
W (z—Gol|GAS) Z (z—Gy); -Gy (3.91)

. G 0
DA (2] |Go+GAf) =3 wad ™ - peP <( )it ]>. (3.92)

Cette fonctionh®?(z) posséde la propriété de convexité [35] > 0, dans le domaine des
paramétres décrit par € [min(1,1 — «);max(1,1 — «)]. Nous nous restreignons a ce domaine
de paramétres afin de préserver cette propriété.

De maniere similaire aux inégalités (3.79) et (3.80), nagpakons des mémes inégalités
pour la fonctionh®”(z) ce qui conduit aux deux fonctions majorantes

HEL(0;,05) =S w; (w— Gp) ST 00 e (DI 2T ) 3.93

1 j j Z (10 ZZluzlel (g—GE)Zef ( )
L 0; 5 u; 0F

2 i j Z f) zj:zluzlggc (l—GE)Zef ( )

3.7.2 Regles de mise a jour par la premiere approche

L'annulation de la dérivée de la fonction auxilaire (3.98hduit & la mise a jour suivante
de la composante j du vecteur des parametres libres

0\ Twig - (z—Go)f - (Syuatf)’ !
—‘; =2 - (3.95)
6 S witgg - (X ugby)oTo1
Le vecteur quelconque des parametres libres s’exprime stmurgla forme
« Ullwo(z—G Ugk)s-1
(i) UM wo(a so)k (U6") 1] (3.96)
[} UT {MO(UQ )oz—&-ﬁ—l]
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Similairement aux paragraphes précédents, nous pouvopes®er une mise a jour du profil
suivant le schéma suivant :
AFMY o AFR o Qo M3, (3.97)

avec

M%76 —

ar (WO(X—GQB)“o(G(F—@))B_l)] - (3.98)

GT(Wo (G(F —@))th1)

Il peut s’avérer utile d’adjoindre des protections cormegjant aux valeurs nulles de certaines
matrices, c.-a-d.,

(3)

Q=

Gr (W o (X —Go)*) "o (G(F - @))ﬂﬁ_l)
GT (W o ((G(F — @))*+)leti=1)

M = (3.99)

La mise a jour de la matrice de contribution est issue de ldodét sans contrainte, celle-ci
reste donc la méme que dans (2.118), c.-a-d.,

1
(Wo (Gp)antﬂfl)FT

G+ Go (3.100)

3.7.3 Variante de la NMF sous contrainte a base de divergenees

Il convient aussi de développer les mises a jour pour la skxéonction auxiliaire (3.94),
dont I'annulation de la dérivée conduit a la mise a jour suteale la composangedu vecteur
des parametres libres,

0\ Swii (@ Gp) T ()
% =—° i o p o (3.101)
0] Swiugg-ag U (= Ge)y T (Spualy )t
7
Le vecteur des paramétres libres se déduit de la méme maniera.,
k) yr {w0£a+ﬂ—1o(i_GE)l—a—Boa]Qk’)a—&-B—l]' '

L'écriture de la forme matricielle permet une écriture caate des regles de mise a jour sous
la forme :
AFM  AFR o Qo N&P, (3.103)
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3.7. NMF basée sur la divergenaogs

avec

Nocvﬁ —

GT (W Oon+571 o (X — G@)l_ﬁ o (G(F - @))ﬁ_l) ] (é) (3 104)
) .

GT(WoXatB-lo(X — Gqﬁ)l_o‘_ﬁ o (G(F —@))o+b-1

Les sécurités interdisant les valeurs nulles de certairdsars conduisent a I'expression

G (Woxetdto((x—cop) o (Gr-a)t)") -

af
| G (W o X T (X~ Go) T o (GUF — #))) (o1

(3.105)

Les deux expressions des masques (3.105) et (3.99) condspoaux deux mises a jour de
la matrice de profil qui unifient I'ensemble des contributiashes NMF contraintes a base
de divergence. Notons par ailleurs que leur validité esewrdant limitée au domaing €

[min(1,1 —«a);max(1,1 —a)].

Pour ce qui concerne la mise a jour des matrices de contiigutexpression (3.100) reste
valide quelque soit la divergence choisie. Un choix judigidu couple 4,/3) permet de retrou-
ver les regles correspondant aux méthodes issues desaticegyprécédentes.

3.7.4 Conditions de KKT pour la NMF informée a base de divergence

Les condidions de KKT sont utiles pour veérifier qu’'un poimbilie correspond a un point
stationnaire ou bien pour générer des regles de mise a joda paethode heuristique. Nous
nous limitons cependant a la recherche de celles qui camegmt au probleme

{G,F} =arg rén}m;f (X — GO||GAF). (3.106)

Les démonstrations des conditions de KKT sont données azxar®®. Nous donnons ici uni-
quement les résultats de synthése pour plus de clarté,rd’abaorG,

G >0

5 W o (X =Go) (GF*) = (X - Go)’)| T+

LWeaF* ) o ((GF* )~ (X —Go)*) | F* =0, (3.107)
LG o [Wo(X —Go)*L(GF*) — (X - Go)P)| o"'+

1lgo [WOGF*)ﬁ‘lo ((GF*)“—(X—G@“)} F* =0,
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puis pourAF,

AF =0,
100 (GT(Wo [(GF*)o+F=L - (X = GP)*o (GF*)P71)])) = 0, (3.108)
LAF 020 (GT(Wo [(GF*) A1 — (X = Go)* o (GF*)P1)])) =0,

Il est possible de déduire les conditions de KKT pour la NMfeérimée utilisant la divergence
« ou la divergences a partir des conditions de KKT données en annexe C. Nous f&ision
server aussi que les conditions KKT de la NMF pondérée etaamtsaintes sont retrouvées en
remplagant tout simplemem# par la matrice nulle.

En définitive, ces conditions permettent d'observer querises a jour proposées dans le
cas deA F' sont compatibles avec les régles qui ont été proposées.

3.8 Initialisation

Le succes des méthodes de NMF dépend étroitement de ligatian effectuée. En effet,
les méthodes de NMF standards présentent de nombreux ptatitsnaires selon linitialisa-
tion choisie puisque le probleme n’a pas de solution unigquaehors de cas trés particuliers.
De multiples tirages aléatoires permettent de sélectiolanmatrice stationnaire qui donne le
critére minimum par la NMF. Dans notre application, nous aevons pas nous contenter de
cette stratégie qui consisterait a ne pas tenir compte desagaes induites par I'expert sur les
profils physico-chimiques. En effet, il arrive frequemmaeuoe les solutions obtenues par cette
méthode présentent un minimum global, mais ne donnent piagastion dans l'interprétation
physique des profils. Ainsi, la méthode courante de l'iliggigion par tirage aléatoire multiple
n'est pas satisfaisante.

Dans la littérature, on distingue souvent des méthodegidlisation dédiees au contexte
de la classification [171] dans laquelle I'un des facteutgpascimonieux. Ce contexte ne peut
convenir dans le cas d’'une application de séparation dessuwu cette condition n’est pas
vérifiee. Il est méme vivement déconseillé de procéder,gngque le caractére parcimonieux
d’'un facteur est conservé dans un algorithme de NMF de tydépteatif conduisant a des
solutions sans intérét.

De maniére alternative, il peut s’avérer intéressantlisetila sortie d’un algorithme d’ACI
[14], modifié pour préserver la non-négativité, pour digpasune initialisation.

Notre approche consiste a se rappeler que nous disposaresatinnaissance approximative
de la matrice de profil avec, pour partie, les éléments fagt@sur le reste les éléments libres.
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3.9. Critere d'arrét

Ces derniers peuvent étre fixés a des valeurs non nulles afierdesire la poursuite de la
recherche par un algorithme de NMF. Nous allons donc corgidgie nous disposons de la
connaissance de la matrice de profil initial appdiée

Soientw;, z;, etg, lesi®™lignes delV, X, etG, respectivement. L&Meligne de la ma-
trice de contribution minimise un critére de type moindragé&s pondérés sous des contraintes
spécifigues comme la non-négativité, c.-a-d.,

j(gi) = (gf —FTQ;TF)T - Dy, - (g;[ — FTgiT) , Vie{l,..,n}, (3.109)

ou la matriceD,,, est définie paiD,,, = diag(w;). Cette fonction peut étre ré-écrite sous une
forme quadratique en développant I'équation précédente

1 .
J(g,) =50, Hg; +u'g] Vie{l,...n}, (3.110)
oUH £2F-D,, - FT etu! £ —22,D,,,, - FT.

Linitialisation de G consiste a estimer chacune de ses lignes séparément ensaimim

I%inj(gi) S.C. Q;TF =0, zl >=ok -Q;TF Vie{l,...,n}. (3.111)
Les2 contraintes stipulent que (i) chaque composantg @st non-negative, (i) la part induite
par les profils forcés doit étre inférieure ou égale a celtedtmnées.

En pratique, I'équation (3.111) est résolue en utilisastrieééthodes des points intérieurs
pour programmation quadratique utilisées dans Matlab][1Datte solution permet d'initialiser
les matrices de maniére a pouvoir évoluer vers des solutioreptables.

3.9 Critere d’'arrét

Dans un grand nombre d’algorithmes de NMF, les auteurs ndioneent pas de détail
sur la condition d’arrét des itérations. Les implémentaidans ce cas se limitent a arréter le
processus apres un certains temps ou apres un certainsendtiténations fixé a I'avance.

Certains chercheurs vérifient la variation du produit/’ entre deux itérations successives
(3.112) ou bien la variation dé ou deF' [38] entre deux itérations successives. La condition
d’arrét dans le premier cas peut s’écrire :

2
DG PGP = (G P - (G R < e (3.112)
ou k est le numéro d'itération. Un autre critére d’arrét comsssmplement a évaluer la distance

89



Chapitre 3. Factorisation matricielle non-négative soustraintes égalité

(ou la divergence) entre la matrice de donii&et le produitG - F' a I'itérationk
2
D=L (X |[(GR)F) = ||x - (GF)kHf < (3.113)

Lin explique clairement dans [96], que ce type de conditiamrét ne garantit pas que la solu-
tion soit un point stationnaire, ce qui nous amene a corsideés conditions de KKT.

Pour la NMF, le découpage en sous-problémes permet d'effiedeux minimisations liées,
I'une par rapport & et l'autre par rapport &. Le critere d’arrét doit donc tenir compte des
KKT sur F' et surG.

Si I'on considere chacun des sous-problémes comme un désupar d’une optimisation
sous contraintes de bornitude (la positivité étant vue cemne borne inférieure), une maniere
d’exprimer la condition de stationnarité d’un vectgtira 'itérationk est de comparer la norme
de gradients modifiés entre I'itération k et I'itératiofo7],

|e" (0 = e|=”T (1], (3.114)

ol J est le critére & minimiser et” 7(f*) désigne le vecteur gradient projeté défini par ses
composantes :

vI(fi) st 2 fi 2wy,
(YT 2T (f) = min(0,vT(f)  sifi=1, (3.115)
max(0,VJ(f;)) Si fi = u;.

Dans le cadre de la NMF, la condition (3.114) s’exprime saustime :

|" T (@ Fh|| < e|wT (@ F0) (3.116)

f
ou le symboleg désigne la norme de Frobenius appliquée aux matrices.

Si I'on se concentre sur les deux sous-problemes lies delU2\kR.64), la condition doit
étre spécifiée pour chacun des sous-problémes a savoir,

Hﬁj(GkaFM)Hf <ep, (3.117)

|wEa (@ P 2 e, (3.118)

ou les seuils sont en général différents selon le sous-gmahl

En conclusion, les choix de critéres d’arrét peuvent étritiphes, mais le critére de vérifi-
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cation de la stationnarité de Lin [96] semble étre le plutisét.

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une paramétrisatigirequcompte des connaissances
sur les profils. Cette paramétrisation a servi d'ossatureaimlong de ce chapitre. Cela nous a
permis de considérer la NMF sous contraintes comme équivaldeux sous-problémes dans
lesquels nous nous sommes appuyés sur la stratégie de MMi@eeiopper des regles de mise
ajour.

Dans un premier temps, nous avons développé les régles derjuar pour notre matrice
de profil libre pour les criteres de minimisation pondérésasebde norme de Frobenius puis
de divergence de KL. Ceci nous a permis de mettre en évideaqadblémes éventuels de
non-stationnarité des solutions comme dans le cas des énjsass multiplicatives.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux cas des divergamap®triques, en 'occur-
rence les divergences et § pondérées. La paramétrisation évoquée a aussi permis de dév
lopper les régles de mises a jour dans le domaine de condités fonctions. Nous avons
ensuite étendu ce travail aux divergenegs afin de fournir des régles générales de mise a
jour dans le cadre de la paramétrisation évoquée. Ces reagiggeonis d’'unifier 'ensemble
des méthodes de NMF vues dans ce chapitre. Nous y avons pugsi des variantes qui mo-
difient sensiblement le critére a minimiser. Nous avonsiaus#ié que les regles de mise a
jour étaient compatibles avec les conditions de KKT qui $estconditions incontournables
pour la recherche de points stationnaires. Enfin, nous amtué des points clés pour la réus-
site d’un algorithme de NMF, a savoir la mise en place d’'uteogi d’arrét ou la question de
I'initialisation.

Cependant, a ce stade, nous n’avons pas utilisé 'ensembtodaaissances a priori dispo-
nibles dans notre problématique pratique. Il convient ditares le chapitre suivant de compléter
ces informations dans la recherche de solution.

6. Mentionnons que Gillis [57] a proposé des variantes déaoué&ts multiplicatives dans lesquels des criteres
d’'arrét hybrides pour les boucles internes ont été inssauré
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Chapitre 4

Factorisation matricielle sous contraintes
de bornitude et de normalisation

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en avant I'etiégrde contraintes de type
€galité provenant de certaines composantes de profils récutiar ceux rencontrés dans notre
application environnementale. Nous avions mis I'accentesiméthodes a base de divergence
paramétrique permettant de prendre en compte les difésembdalités de points aberrants. Ce-
pendant, nous avions volontairement omis d’autres cartgsisur les profils. Dans ce chapitre,
nous proposons d’intégrer toutes les nouvelles contaivdefiées par la matrice de profil en
méme temps que les contraintes précédentes. Ce chapitpri€assentiellement sur les tra-
vaux publiées dans [95].

La premiere partie sera consacrée a la définition d’'un prafisq veut constitué d’'un en-
semble de proportions d’éléments par source. Cette définitotuit une paramétrisation parti-
culiere des profils, en méme temps qu’un ensemble de métdedeMF dédiées a ce que I'on
appelle la normalisation des profils.

La seconde partie de ce chapitre sera dédiée a la prise etecdenpontraintes de bornitude
en supplément des contraintes de positivité, de forcage pbamalisation. Nous présenterons
différentes variantes de ces méthodes dérivant de métlum®ddMF a base de projections.
Toutes les méthodes de factorisation développées dansapérehsont testées sur un jeu de
données synthétiques comportant différents niveaux destatfont I'objet d’'une comparaison.
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Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes aerbtude et de normalisation

4.2 Factorisation matricielle non négative avec contraintes
de type égalité et de normalisation

Nos différents travaux ont permis de développer des réglesise a jour pour la recherche
de facteurs en présence de connaissances partielles. Mouas amis jusqu’alors la nature
normalisée de la matrice de profil. Nous proposons de formeelite propriété et de I'exploiter
dans les différents algorithmes de recherche.

Notons par ailleurs que d’autres stratégies auraient &sile comme par exemple d’étendre
une approche de NMF a contrainte de sommé¢g&¥] au cadre informé présenté dans le chapitre
3.

4.2.1 Présentation des contraintes vérifées par un profil normalisé

La contrainte de normalisation a déja été évoquée dans f@taha. Elle revient a consi-
dérer qu’un profil de source exprimé par une ligne de la nafricontient des proportions de
différentes espéces chimiques dont la somme est édalesaqui s’écrit :

> fij=1, Vi=1,...,p. (4.1)
Jj=1

soit d'un point de vue matriciel :

prm'lmxm - 1p><m (42)

Larelation approché& ~ G- ' permet d’écrire une contrainte approchée vérifiée par laceat
de contribution, c.-a-d.,
anp'lpxm %anm'lmxm~ (43)

Cette relation établit que la somme d’une ligne de la matreceahtribution est approximati-
vement égale a la somme d’une ligne de la matrice de données. [B7] au contraire, cette
contrainte est vue comme une contrainte stricte, dont leetiginterdit en fait la présence de
points aberrants. Nous ne l'introduirons donc pas dans Igositames.

Dans les sections suivantes, nous proposons d’introduaaritrainte de normalisation (4.2)
dans la factorisation NMF a base de divergenegs
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4.2.2 Présentation du probléme avec normalisation

Pour la suite du document, nous adoptons la nota@bn2 2 et ¥ £ & qui sont les
matrices définies en (3.2) et (3.4). La méthode de NMF soufantes consiste a trouver
une factorisation approchée des données sous la fofmeG - F' au sens de la divergence
paramétrique tout en respectant I'ensemble des contsairdessous :

F=0,G=0,
Igi}lD%}ﬂ (X||G-F)s.c.{ Fol =¢F (4.4)

En utilisant la paramétrisation des contraintes égalBés3) et I'équation (3.8) présentées
dans le chapitre 3, I'équation (4.4) peut s’écrire sous fleéo:

min DY <X||G- (27 0dP) 1 G- (QEoAF))
G,AF
C{ AF = 0,G + 0, (4.5)

AF g = Lpserm — D5 - L.

Il est aussi possible de formuler une autre minimisationsjuspire des variantes intro-
duites dans le chapitre précédent 3 :
min D%}ﬁ <X - GoF |G- (TZE o AF)>
G AF
AF = 0,G = 0,
S.C. 5
AF - Lm = Lpsm — D% - L.

(4.6)

Ces équations (4.5) et (4.6) constitueront les deux fornamstenvisagées du probleme de
NMF avec profils normalisés sous contrainte de type forcageateurs de-.

4.2.3 Présentation de I'algorithme en deux étapes

Nous proposons une approche séquentielle avec une pregtagre de recherche de profil
sans normalisation suivie d’'une deuxiéme étape de noratialis La normalisation utilisée est
la mise a I'échelle du profil (pour vérifier (4.2)), en méme psngue celle de la matrice de
contributionG, afin de préserver le produit - F' inchangé. Cela donne lieu a I'algorithme 1.
Cet algorithme peut étre écrit de maniere plus synthétiqoashdllons dans la section suivante
en proposer une écriture condensée qui réunit la mise atfdaunermalisation.
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Algorithm 1 NMF sous contraintes de forcage et de normalisation

Lire @ et (.

Initialiser G et F’

NormaliserF’ etG

TantQue le critere d’arrét n’est pas atteiRtire
Contrdler la positivité deX — G®) et projeter sur I'espace positif le cas échéant
Recherchef’ aG fixé selon (3.103) ou (3.105)
Recherchet; a I fixé selon (3.100)
NormaliserF’ etG

FinTantQue

4.2.4 Mise ajour en une seule étape

L'algorithme 1 peut étre synthétisé en la recherche de laceate profil en une seule étape.
Pour cela, il convient de donner une paramétrisation quiees la somme & des profils.
Lantéryet al.[87] proposent un changement de variables qui respectaitaatisation :

. F.
Fij= . (4.7)
> I
7=1
L'écriture matricielle de I'équation (4.7) peut s’écrireus forme matricielle
~ F
F= . 4.8
F-1,m (4.8)

Le terme au dénominateur correspond en fait a un coefficemide a I'échelle pour chaque
ligne de la matricel". Cette écriture permet une normalisation des ligne$'dandis que la
version symeétriqgue permet de mettre a I'échelle les colerdeeZ du coefficient d’échelle
inverse, c.-a-d.,

G =Go[lym-FT]. (4.9)

Dans toute la suite du mémoire, Nous conservons ces coomsatil la matricé” est normalisée
et G corrigé par un facteur d’échelle. Nous pouvons exprimertelpit G - F' en utilisant les
deux paramétrisations précédentes, ce qui nous permeéediob

I F T
G-F= F_lmm.(counm.p ), (4.10)
Soit pour le terme général :
= = G
(GF)Z]:Z szZFkl:ZszFkZ:(GF)Z] (411)
k %:Fkl l k
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Cela signifie que le produi - F' est conservé méme si I'on considére une expression norma-
lisée. Comme le critere a minimiser dépend uniquement deartufiy cela permet d’'assurer

la décroissance suffisante du critere a chaque itératientiglie & un cas non-normalisé. Nous
proposons donc de conserver les expressions trouvées earmpgitre pour les matrices de
contributions et de profils et de leur appliquer les paraisgitons (4.8) et (4.9). Malheureuse-
ment, cette expression (4.8) ne préserve pas les valeaéefode la matrice de profil, des lors
que la mise a I'échelle s’applique. Conscient de cet incaevénnous préconisons néanmoins
d’effectuer la recherche du numérateur en référence awtiégs (3.97) et (3.100) en partant
de la connaissance d’un couple de matrices issues d’un poofitalisé G*, F¥). Pour des rai-
sons de notations, définissoR%’ﬁ qui désigne un masque dont la valeur dépend du probléme
aborde.

MP  pour le probleme4.5
R%ﬁé{ Fpouriep €4.5), (4.12)

Nﬁf’ﬂ pour le probleme4.6),
ol M est définie dans 'équation (3.99) Bf:” est définie dans I'équation (3.105).
Ceci permet d’écrire :

PR _ _QEo@E—I—AFkoﬁEoR%’B
0F 0 dF 4 AFF0T2" 0 RYP | 1y

, (4.13)

ou la quantité\ F* est définie par\ F* £ Fk — o Cette quantité est multipliée terme a terme
parﬁE, ce qui induit

AFF o = FRo ", (4.14)
Ceci donne lieu a une mise a jour plus simple
E _sE | ok &F B
Rl _ QFod? + FEo OR% (4.15)

(ZEO@E—l—FkoﬁEoR%’B Lm

Cette normalisation est appelée pour la suite la normalisatpuisqu’elle normalise un profil
sans tenir compte des valeurs forcées.

Il est aussi a noter que la matriféii’ﬁ se calcule en les matrice§(, F*). Par déduction,
la matriceF’**1 est non-normalisée et s’obtient par le numérateur de (4.13)

PR R ({QE odP 4 FFo 2" o R2P } 1mm> . (4.16)

Le calcul deG*+! s’appuie sur la régle de mise a jour de la NMF pondérée notraiote
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complétée par un terme de mise a I'échelle
N N _ o T
GhHL = G o MR (G PR o <1nm - {QE od” 4 FF o1’ o Rfjﬁ] ) , (4.17)

ou la matriceMg’ﬁ(G*’f,F’f“) est issue de I'expression (3.100) de la NMF par divergerite
pondérée et est rappeléeici :
(WOXOc o (éka+1)ﬁ—1)<Fk+1)T (%)

a.BiAk pk+ly _
Mg (G5 PP = (W o (G Fk+1)a+B-1)(ph+1)T

(4.18)

Ces mises a jours correspondent & une méthode a base de dsorbolméthode multiplica-
tive et de projection, considérant que la normalisationstire une projection dans un sous-
espace patrticulier.

4.2.5 Mise ajour avec une normalisation des eléments libres des prafil

Nous avions déja évoqué une paramétrisation intéressanimbtléme normalisé a travers
I’équation (4.8) ou finalement les éléments d’'un profil dersews’écrivent comme des pro-
portions dont la somme vaut Toutefois, la paramétrisation (3.13) n’est pas compaiivec
les contraintes (4.2), ce qui requiert 'usage d’une patesation nouvelle. De méme, la para-
métrisation (4.8) n’est pas compatible avec (3.4). Il famt@tenir compte de la présence des
valeurs forcées du profil et normaliser les éléments libees,dsoit :

AFoﬁE

F+ 0F oot + —
(AFo27) 1ym

o (Ipxm — P¥ - Lom), (4.19)

AN

ou

— 2% o oF exprime les termes de forcage,
— (1pxm —oF. Lmm) désigne la matrice contenant la somme des éléments libtas po
chaque source,
L ApeY
(AFo82 )l
On vérifie aisément que la propriété (4.2) de normalisatsbweérifiée. Par ailleurs, la propriété
de conservation (3.4) des valeurs forcées est aussi vélifigéet aussi remarquer que la matrice
AF doit demeurer positive. Nous proposons ainsi des misesra ¢pu correspondent a cette
paramétrisation. Ainsi nous proposons de recherghBf ! qui se fonde sur les mises & jour
non-normalisées évoquées dans le chapitre précédent.

représente les différentes proportions des profils libres.
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Ainsi, la matrice des profils libres obtenue dans le chapitéeédent s’écrit
AFF Z AFF o " o RSP, (4.20)

Ici, nous supposons que nous disposons a l'itérdtidimne matrice de profils libres normalisés
notéeAF*. La mise & jour des profils libres non normalisés conduit uoeédure similaire :

AFFY Z AFF o " o REP. (4.21)
La matrice de profils libres obtenue n’étant pas normalis&@ormalisation s’écrit :

ﬁE o R%’ﬂ o AFk
7o R%’B o AFE| 1,m

Aﬁk+l _

o (Lpxm — ¥ - L) (4.22)

Cette normalisation est appelée dans nos tests futurs laatisation 2, elle normalise unique-
ment les profils libres sans modifier les composantes dessiaftés :

ﬁEoR%’ﬂoAﬁk

FH = 0P o 4+ — -
0 oR%’ﬂoAFk Lom,

o (Lpxm — ¥ - Lim). (4.23)

En remarquant qué\F* = ¥ — $% on peut simplifier 'expression précédente en utilisant
uniquement-*

0" o Fko R%’ﬂ
ﬁE oFko R%’B 1mm

Frl = 0F o pF + o (Lpxm — ¥ - Lim). (4.24)

Dans cette approche, la matrice de contribution ne regpastune correction par un facteur
d’échelle puisque seules les valeurs libres sont corrigéegerét de la normalisation 2 est
gu’elle ne modifie pas les composantes des profils forcéess ldeons ainsi I'assurance de
retrouver une solution ou les contraintes égalité sonajiarhent respectées.

Notons toutefois que cette méthode ne garantit pas unerdededong de la plus grande
pente, puisque la quantit®F' dans I'équation (4.19) intervient a la fois au numérateaueadé-
nominateur. Dans les premiéres itérations ou la normadisatbeaucoup d’effet, il est possible
que la direction de descente ne soit pas judicieuse.

Enfin, nous pouvons aussi faire remarquer que la contramteodmalisation (4.3) de la
matrice de contributiold: n’a pas été appliquée puisqu’il s'agit d’'une contraintewdidde la
factorisation approchée des données.
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Tableau 4.1 — Les différentes méthodes avec normalisation

Acronyme Regle surF' | Regle suiG | Masque sut’ Masque sur=
af-N;-CWNMF-R | Eq (4.15) | Eq(4.46) | M2P(GF FF) | M, avﬂ(ék, Fk+1)
a3-N1-CWNMF Eq (4.15) | Eq(4.46) Ngﬁ (GF Ry | M&P(GF, PR+
a-No-CWNMF-R | Eq (4.24) | Eq(4.50) | Mp" (G*, FF) MO‘ B(Gk, Fk+)
a3-Ny-CWNMF Eq (4.24) | Eq(4.50) | N27(GF FF) | M&P(GF, FHHY)

4.2.6 Description des algorithmes et leurs acronymes

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents un destamnhéthodes dédiées a la
résolution des problemes (4.5) et (4.6).

Nous décrivons dans le tableau 4.1 les méthodes correspioaidelles développées dans
les paragraphes précédents. Nous y trouvons les réglesderjaur ainsi que I'acronyme que
nous utiliserons lors de nos expérimentations. lls sord twila forme &5-N-CWNMF(-R)"
pourNormalized and Constrained Weighted-NMF (using Residualsgyn anglais. En pratique,
compte tenu du fait qu2 normalisations sont proposées dans ce travail, nous lesglisns
avec N et Ny.

Ces differentes méthodes seront donc expérimentées datestss

4.3 NMF sous contraintes de bornitude

4.3.1 Introduction

Dans la section 4.2, nous recherchions des profils resgeatéuement les contraintes
de type égalité et la notion de normalisation. Dans un cestadombre d’applications et plus
particulierement dans la séparation de sources de palldiol’air, des informations supplé-
mentaires sont fournies par les experts et peuvent infotanaréthode de factorisation et la
guider vers un résultat plus proche de la réalité. Nous na@sdassons donc a des contraintes
de bornitude appliquées a certains éléments de la matripeofler.

Lintroduction des contraintes de bornitude s’effectuenite relation avec les contraintes
égalité. L'ajout de contraintes de bornitude est envisaggepositions ou ne figurent aucune
contrainte égalité afin d’éviter les conflits. La contraidégbornitude est préconisée pour spéci-
fier un ordre de grandeur d’'un composé chimique pour une sagenée. Pour développer ce
travail, nous nous sommes appuyés sur les travaux de Lirgj@igJéveloppent des approches
a base de gradients projetés. L'intérét majeur des cotgrinégalité est de pouvoir guider la
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4.3. NMF sous contraintes de bornitude

recherche dans un chemin compatible avec les profils rdvberCela se traduit sous la forme
d’'une étape de projection sur le domaine admissible desaintds. Nous suggérons de déve-
lopper des contraintes de bornitude sous le méme princip&aqurise en compte des contraintes
de forcage.

4.3.2 Deéfinition du probléme avec contraintes de bornitude

Nous introduisons?’ une matrice binaire de taille x m qui indique la présence ou I'ab-
sence de contraintes de bornitude sur les élemfentie la matricef”. De par la similitude avec
2F  nous disposons en paralléle leur définition

5: 1 s? fi; estconnu, wi[j )1 s? fij estborne, (4.25)
0 sinon, 0 sinon.
Nous introduisons aussi les matrices binaigset 2’ de taillep x m définies par :
2721, — 0F, (4.26)
[ N1 (4.27)

Par construction, nous n’avons pas de contrainte de bdmitu ou existent des contraintes
egalité. Ainsi, il en résulte
AFod =0. (4.28)

Il apparait aussi que les endroits libres de contraintebt@gxprimeés pa@E sont potentiel-

lement disponibles pour les contraintes de bornitude. Ghagmposante de la matrice binaire
I . s . N —=F . .

(2" est donc inférieure ou égale a son correspondant @anse qui se traduit par

ol <" (4.29)

De maniére équivalente, nous pouvons exprimer une conditioles contraintes de bornitude
aux endroits des parametres libres, a savoir,

ot =l (4.30)
Soit®” la matrice des valeurs contraintes de taille m

¥ 2 FoF. (4.31)

7. L'exposantE ou I indique en fait le type d’'information apportée.
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Notons aussi que? le (i, j)°M®élément deb” est égal & zéro s = 0.
Par conséquent, il est possible d’écrire :

PEoE —gF,  ¢Po” =0 (4.32)

De la méme facon que pour la définition des contraintes dadearcnous introduisons les
matrices®’* et #'~ de taillep x m et qui représentent respectivement les bornes supérieures
et inférieures des contraintes. Ces matrices vérifient

P < Fol <t (4.33)

En définitive, nous disposons denatrices définissant les connaissances a priori concdegant
profils.

La méthode de NMF informée par les contraintes de bornitadsiste a rajouter la contrainte
(4.33) al'ensemble des contraintes présentées en (4.4)gNIF sous contraintes de forcage
et de somme &,

F=0,G =0,
Fof =¢F

in D%’ (X||G- F) s.c.
GRPW (KIGEY SN i po ol < i)

(4.34)
Flmxm= 1p><m-

Ainsi, 'équation (4.5) peut aussi etre formulée pour temimpte des contraintes de bornitude
et s’écrire sous la forme :
min D& <X||G- (2F 0 dF) 4 G- (QEoAF))
G,AF
AF = 0,G =0, (4.35)
s.c{ &' < AFo ! <t
AF- Lyxm = 1p><m - QBE “Lmxm-

Il est aussi possible de formuler une autre minimisatiorstjaspire de la variante (4.6)

nmlD%ﬂCY—G@EW?(QEoAFO
G,AF

AF = 0,G = 0, (4.36)
s.c{ ¢~ < AFo ! <™t
AF- Lynxm = 1p><m _djE Linxm.
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4.3. NMF sous contraintes de bornitude

Les deux équations (4.35) et (4.36) sont deux formulatidférentes pour le probleme de NMF
avec profils normalisés sous contrainte de bornitude qoniéta les approches de la section 4.2
en complétant par des contraintes de bornitude.

4.3.3 Présentation des aspects séquentiels de la résolution du prahk

Les problemes (4.35) et (4.36) peuvent étre abordés eng@réeu uniquement sous contrainte
de for¢age des profils. Ceci nous améne a considérer les nj@mes groposees dans le chapitre
3. Nous pouvons ensuite appliquer les opérations de prajestir 'espace des contraintes de
maniere séquentielle. Ainsi, la conjuguaison des cortgaide normalisation et de bornitude
pourra s’appliquer dans I'ordre choisi. Les contraintesdmitude agissent comme des bar-
rieres de sécurité afin d’empécher les directions non téalita méthode pondérée et sous
contraintes de bornitudes que nous proposons permet dediéseintervalles autorisés pour
certains éléments de la matrice de préfiafin d’interdire les mauvaises directions dans la re-
cherche de profils. Dans le premier jeu de méthodes, nousgoap donc de prendre en compte
la contrainte de bornitude puis la contrainte de normatieaDans un second jeu de méthodes,
nous préconisons de considérer la normalisation puis laaiate de bornitude.

4.3.3.1 Méthodes de NMF sous contraintes de valeurs, de borade et de normalisation.

L'objet de ce paragraphe est de présenter formellemenétges de mise a jour en partant
des acquis du chapitre précédent.

La premiere étape d’estimation de la matrica été abordée dans le chapitre 3. Nous avons
établi dans les équations (3.97) et (3.103) les expresd®nsse a jour de la matride pour la
résolution des problemes (4.5) et (4.6) que nous rappelons

AFF = AFF o 2" o RSP, (4.37)

ce qui aboutit a,
FHL— P 0 0F £ AF* 00" 0 Rp. (4.38)

R?;B désigne un masque dont la valeur dépend du probléme abordé,

M&P le problémét.36
R%ﬁé{ = pour le problemét.36), (4.39)

Ng’fﬁ pour le problemgt.35),

ou M]fi’ﬁ est définie dans I'équation (3.99)]@!@1’6 est définie dans I'équation (3.105).
En utilisant la propriété2’ +ﬁl = 1,xm., I'équation (4.38) peut se diviser en composantes
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forcées, en composantes complétement libres et compsdaoteées
FFl =P o OF + AFF oo oRp+ AF* o oA oRp. (4.40)

L'application des contraintes de bornitudes consiste gefaoles termes dont les valeurs sortent
des intervalles fixés, sur les bornes les plus proches. Laomde profilF' (4.41) obtenue vérifie
les différentes contraintes de type égalité et inégalités mast pas de sommke La regle de
mise a jour avant normalisation s’écrit donc

Frtl :QﬁEoQE—I—AFkoﬁEoﬁIoRF—{—P

o (AFk 0" oR F) , (4.41)

ou PQI (.) est 'opérateur de projection défini par,
Hod'= sioU<dp'™,

()2 Dot siRfoU =o', (4.42)
2'oU  sinon.

PQI

En utilisant la propriété (4.14), nous pouvons simplifigéctiture en faisant appel au profil
normalisé a I'itératiork, noté dans la suite du documeni.

F = 0P 0 0F 1 o0 0 o Ry 4 Py (Fk oQEoRF> . (4.43)
La derniére étape est celle de la normalisation de la mafitcé en utilisant les procédures

de normalisation précédemment abordées. La premiére hsatan s’effectue sans attention
aux valeurs forcées. Celle-ci conduit &

F/H—l

L 4.44
FkJrl : 1m><m ( )

L'expression de la mise a jour condensée en une seule ét&péd alors

. @EOQE—FFI“OTZEOTZIORF—%P I FkoﬁEORF
Rl = — {2 ( — ) . (4.45)
PE o P + Fhko ()7 02 ORF+PQI(FkoQ oRp)|Lmxm

L'intérét de cette écriture est qu’elle ne fait pas appegale variable intermédiaire. La mise a
jour de la matrice de contribution suit donc la regle (4.prjsque la mise a jour de la matrice
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de profil suit un schéma similaire. Voici son expressiogilte :

T
[(FF 02" ORF)}

(4.46)
F*+1 suit équation (4.43) e6*+! correpond & une contribution corrigée suite & la normalisa-
tion. La mise a jour s’écrit donc

é«k—Fl :ékOMgﬂ(ék,Fk_'—l)o <1nm {@EO QE—I—FkOTZEODIORF‘f‘PQ

(3)

WoX%o (éka+1)[3—1)(Fk+1)T
(Wo (@kaJrl)aJrﬁ—l)(FkH)T

MEP(GR PR = V (4.47)

Les deux équations (4.45) et (4.46) constituent une méthosigible de résolution du probléme
posé dont 'acronyme est3-BN{-CWNMF, référencé dans le tableau 4.2.

Une autre option consiste a appliquer la seconde normialisatla matrice”**! obtenue
dans (4.43) qui préserve les valeurs forcées, c.-a-d.,

Fktl_ gl o QF
(FF+1— % 0 QF) 1, 0m

F"H_l :@EOQE—F O<1pXm_q§E'1me)7 (448)
ol FF+1 est obtenu par I'équation (4.43). Cette derniére équatiainselifie en remplacant la
matrice 5! — &F o OF par sa valeur issue de (4.43). Ceci aboutit &,

F’koﬁEoﬁjoRF—FP I(FkoﬁEoRF)

F’H—l:@EOQE—f— O(lpxm_@E'lme)-

(FkoQEoQIoRF—i-PQI(ﬁ’k OQEORF)) Lmxm
(4.49)

Ceci permet en outre de conserver des relations relativegiemient aux matrices de profils
normalisés.

La regle de mise a jour de la matrice de contribution n’estgmasnise a des contraintes,
elle suit donc I'équation multiplicative issue de (3.10%avoir,

Gk+1 _ Gk OM87B<Gk,Fk+1), (450)
ou le masque est défini par :

1
(WOXQ o) (Gkﬁvlﬁ—l)ﬁ_l) (Fk-l—l)T «

B~k k1N A
MG (G 7F )_ (Wo(Gka+1)a+B*1)(F'k+l)T

(4.51)

Les équations (4.49) et (4.50) constituent une secondegmeaaé résoudre les problémes (4.35)
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et (4.36). Cette méthode sera dénommgeBN2-CWNMF dans le tableau 4.2.

4.3.3.2 Méthodes de NMF sous contraintes de valeurs, de nornsdtion et de bornitude :

Nous proposons dans ce paragraphe des variantes des negthécidentes dans lesquelles
les contraintes de bornitude interviennent en derniérsghadapproche consiste donc a ap-
pliquer I'opérateur de projectioﬂQI apres la recherche de profils respectant les contraintes
de forcage et de normalisation. Les regles de mise a jour @wettaintes de forcage et nor-
malisation simultanée ont été développées dans le pataggequat et ont conduit a deux
regles de mise a jour différentes suivant la normalisatawpsée. Nous partons pour cela de
I’équation (4.15) que nous réécrivons de maniére a intdgmasque de bornitude :

QEOQZiE—i—FkOWEoﬁ[oR%”B FkoﬁEoQIoR%’ﬁ

ﬁwk—&—l: + .
QEO@E+FkoQEoR%’B]1mxm |:QEO¢E+F]€OQEOR%’B Lyxm

(4.52)

L'application des contraintes de bornitude rend le profildniere générale non normalisé, ce
qui nous conduit noter la matrice de profil sous la forfife . L'expression de mise & jour du
profil se déduit en appliquant la projection sur le domairehl®nes connues :

QEo@EjLF’“oﬁEoﬁIOR%’B

Fk-i-l «— - -
[QE o0 1 Fho P o R%’ﬂ L

(4.53)
F’“oﬁEOR?ﬁ
[QEO(PEjLFkoQEoR%’B} 1xm

+PQI

La mise a jour de la matrice de contribution se base sur lesgion (4.50), par contre, nous ne
disposons pas d’'une matrice de profil normalisé. Ainsi, lsendi jour s’écrit :

GH1 = GFo MEP(GF, FFH). (4.54)

Les deux équations (4.53) et (4.54) définissent la méthgdBl; B-CWNMF dont I'acronyme
est rappelé dans le tableau 4.2. Une alternative a la méghrédédente est d'utiliser I'équa-
tion (4.24) et de la décomposer en terme dépourvus de cotgtrde bornitude et de terme
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soumis éventuellement a bornitude.

ﬁEoﬁIoFkoR%”B Qloﬁ’koR%’ﬂ

Fhl— OF o gF | — .
0 OFkOR%’B] Lmxm {Q OFkOR%B Lmxm

o (1p><m _QSE : 1m><m)

(4.55)
L'application de I'opérateur de bornitude conduit a I'ezgsion de mise a jour de la matrice de
profil non-normaliséeé™*+1 :

FkoTQEODIOR%’ﬁ

(Fk OﬁE OR%’ﬂ> * 1m><m
ﬁ‘koﬁEoR%’ﬁ

(ﬁ’k oT)E o R%’ﬁ) “loxm

FFL = 0F o ¥ 4 o (Lpsxn =P+ Lnxm)

(4.56)
+PQI

@) (1p><m — @E . 1m><m)> .

La mise a jour de la matrice de contribution est la méme que Béquation (4.54). Cette der-
niére équation et I'équation (4.56) constituent une métamht I'acronymex3-NoB-CWNMF
est proposée dans le tableau 4.2. En définitive, toutes cb®des présentent néanmoins I'in-
convénient de perdre les attributs précédents recherchgsgpsolution au cours des itérations.
Cependant, en pratique, la convergence vers un point lirsgara qu’'asymptotiquement la
matrice limite préserve ces attributs recherchés.

Avant de s’intéresser aux différentes expérimentatidregmble utile de présenter un ré-
sumé des différentes méthodes.

4.3.3.3 Description des algorithmes et leurs acronymes

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents un dastmbéthodes dédiees a la
résolution des problemes (4.35) et (4.36).

Nous décrivons dans le tableau 4.23awéthodes correspondant a celles développées dans
les paragraphes précédents. Nous y trouvons les réglesdernjuur ainsi que I'acronyme que
nous utiliserons lors de nos expérimentations.

Le -R signifie la version de la méthode appliquée aux résidaidN qualifie le type de la nor-
malisation choisi tandis que le B se rapporte a 'usage detaitnde et le C se rapporte a la
contrainte de forcage de profils.

Les deux opérations de projection sont désignées par laatisation (N.) et la bornitude.
Dans le tableau 4.2, le sigle a gauche juste avant -CWNMF qunela la derniére opération
de projection. Ainsi, BN signifie que la normalisatioi a été appliquée en dernier précédée
des autres contraintes. Ces différentes méthodes seranespérimentées dans nos tests.
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Tableau 4.2 — Les différentes méthodes avec bornes

Acronyme Regle surF' | Regle suiG | Masque sut’ Masque sur=
a-BN;-CWNMF-R | Equ (4.45) | Equ (4.46) | M2P(GF FF) | M&P (G, FF+1)
aB-BN;-CWNMF | Equ (4.45)| Equ (4.46) N]i'iﬁ(G’f,Fk) MEP(GR, R+
a3-BNo-CWNMF-R | Equ (4.49) | Equ (4.50) | Mo (GF, FF) Mg”@(Gk,F’““)
a-BNo-CWNMF | Equ (4.49) | Equ (4.50) | N&-P(GF PRy | M&7 (GF, FR+1)
a-N;B-CWNMF-R | Equ (4.53) | Equ (4.54) | M7 (GF FF) | M&P (G, PR+
a-N;B-CWNMF | Equ (4.53) | Equ (4.54) | N2P(GF FF) | M&P (G, PR+
a3-N,B-CWNMF-R | Equ (4.56) | Equ (4.54) | M2"(GF FF) | M&P (G, PR+
a-NoB-CWNMF | Equ (4.56) | Equ (4.54) | N2P(GF FR) | M&P (G, PR+

4.4 Estimation de la qualité de la séparation

Afin de caractériser la qualité de nos résultats, il est staliia de proposer des indicateurs
de performance des données entrantes ainsi que des signmtaKs

4.4.1 Rapport Signal a Bruit des données

Nous proposons d'introduire le rapport Signal a Bruit glof&NR pourSignal-to-Noise
Ratioen anglais) comme une moyenne des rapports signal a bsuémpdB pour chaque espéce
chimique. Cette définition est aussi celle qui est adoptés ddrb]. Le SNR se définit par,

SNR(X

(4.57)

1
m

avecz;; les données non-bruiéesegf le bruit instantané. Cet indicateur, classiquement utilisé
dans la littérature, permet de qualifier le bruit sur les d@wn

4.4.2 Evaluation de la qualité d’estimation

De nombreux indicateurs sont disponibles dans la littéeadfin d’évaluer les performances
des différentes méthodes de séparation de sources [108.iéxcitons ici que les plus courants
uilisantG ou F &

8. Certains indicateurs se basent aussi sur 'inverse detaaa de mélange qui n’est pas estimée dans notre
cas.
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4.4.2.1 Rapport signal sur interférence

Le rapport signal sur interférence (SIR pd&ignal-to-Interference Ratien anglais) est le
quotient entre la puissance d’un signal et les différemttsfiérences qu’il peut subir. Couram-
ment utilisé dans le domaine de la séparation de sourcetR les8 calcule en premier lieu sur
chaque sourcg Il mesure le niveau de distorsion da a I'interférence nésiié den échantillons

d’'une source : )
n
2k=155k
n A
S oh—1(8jk — 8jk)

Un indicateur global SIR est obtenu en moyennant chacun iigsdes sources, c.-a-d.,

SIR; = 10 log;( ;) Vie{l..p} (4.58)

SIR= 1 Ep: SIR;. (4.59)
j=1

Mansour [103] évoque plutdt un indice de diaphonie qui, ety ést égal a 'opposé du SIR
défini ci-dessus. Deville [47] propose une indice de factBamélioration du SIR, noté SIRI,
qui évalue I'amélioration entre les données entrantesretrges. Dans [62], I'auteur montre en
pratique que le SIR n’est pas toujours adapté pour les dsrfoéement corrélées. Dans notre
application, il s’avere que certains profils des sourceygauétre corrélés, d’'ou la nécessité
d’introduire d’autres indices.

4.4.2.2 Rapport mélange a erreur

Nous pouvons aussi avoir recours a un indicateur reconnsilddittérature appelé le Rap-
port mélange a erreur (MER poiixing Error Ratio en anglais) [167], obtenu a partir de
chaque colonne de la matricg. Pour chaque source, nous pouvons exprimer une quantité
MER; exprimée en décibels. Pour un vecteur ge;.edt son estimatiogj, il est possible d’écrire
g, sous la forme :

__ ~coll +§qrth

g.=3

g, =5+, (4.60)

~coll ~orth

oug“" etg®"" sont respectivement colinéaire et orthogonal au vectaliyr€ette décompo-
sition permet d’exprimer le MER de la sourgenoté MER;, défini par,

~coll
g5 11”

N h .
g™ |2

Il faut noter que si les valeurs de ce vecteur sont infinieséfaration est exacte. Une valeur de
0 dB correspond a deux composantes formant un angléde
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Cet indicateur est ensuite rendu global en moyennant pawsdimble des sources, a savoir,
1 p
MER= - )" MER;. (4.62)
P4

Grilliere [62] indique que le MER permet, contrairement &R ,Qle fournir une image fidele des
performances quel que soit le degré de corrélation dese®uxous proposons donc d’évaluer
nos méthodes en calculant le MER sur les colonnes de la métric

4.5 Validation des méthodes sous contraintes de forcage et de
normalisation

Nous consacrons cette partie a I'étude expérimentale désipances des différentes mé-
thodes présentées préecédemment. Nous avons volontairehaasi un exemple de taille tres
réduite afin de réduire la difficulté d’interprétation. Noaviaux se situent dans le domaine de
I'identification des sources de pollution dans lair.

Les données sont constituéesideéchantillons e espéces chimiques que sadifat Ca,
SO?~, Zn, Mg, Al etCr. Des incertitudes;; fournies par un expert chimique sont associées
a chaque donnée;;. Un bruit uniforme sur l'intervallé—min(Ao;;, xi;); Ao;;] est superposeé
de maniére a préserver la positivité des données . La variapérmet de faire varier le SNR
au cours des tests. Pour la validation des méthodes, ndig®nsi un jeu de profils inspirés
de différentes études chimiques de la littérature [101].128us avons considéré uniqguement
3 sources et les profils choisis dans notre exemple sont datamssle tableau 4.3. Ces profils
présentent en particulier des similitudes, qui se tradtisar des especes prioritaires communes
dans la source et la source} (les espéceBe et Ca). En termes de signatures des sources, nous
pouvons noter que I'élémeft est une espece caractéristique permettant de distingseuiee
1 et la source3. Nous pouvons aussi mentionner que I'élémenest présent uniguement dans
la source2. Enfin, il faut remarquer que les profils définis ici sont noisges a 1000ngdg, ce
qui modifie d’un facteuit 000 les formulations des expressions de mise a jour des proélsssi
des contributions. Les matrices de contributions sont gauatles aléatoires sur un intervalle de
valeurs extrémes réalistes.

Nous testons dans cette section les méthodes sous cosgrd@forcage et de normalisation
dont les acronymes sont donnés dans le tableau 4.1 ainsieguead particuliers de la NMF a
base de divergences comme lac-NMF (pour o+ 3 = 1) et la 5-NMF (pour a = 1). Bien
gue nous ayons présenté le MER moyen comme indice de perioenaous donnerons les
performances dans nos simulations en qualifiant de MER léuitrp - MER, représentant en

110



4.5. Validation des méthodes sous contraintes de forcade ebrmalisation

Tableau 4.3 — Matrice de profil théorique

Fe Ca SO Zn Mg Al Cr

700 100 80 60 40 20 O
300 400 5 0 200 75 20
400 200 80 0 120 200 O

réalité la somme des MER de chaque source.

Toutes les méthodes ont en commun une initialisation igeatdonnée dans le tableau 4.4.
Le tableau 4.5 indique les éléments forcés de la matriceafd pret le tableau 4.6 les valeurs
de forcage de ces éléments. En définitivepntraintes sont prises en compte sur un ensemble
de21 parametres de profils.

Tableau 4.4 — Matricéj,;; pour les premieres simulations

Fe Ca SO%” Zn Mg Al Cr
500 250 20 60 150 20 0.001
550 225 5 50 100 50 20
300 200 100 50 60 120 170

Tableau 4.5 — Matrice?” utilisée dans les premiéres simulations pour toutes letiodés
informées

Fe Ca SO2" Z
0 O 0
0 o0 1
0 1 0

=}
=
0]
=
Q
~

[eNeNT
[eNeoNe]
[eNeoNe]
or Pk

Tableau 4.6 — Matric&” utilisée dans les premiéres simulations pour toutes lehiodés
informées

Fe Ca SO3” Zn Mg Al Cr

0 0 0 60 0 0 0
0 0 5 0 0 0 20
0 200 0 0 0 0 0
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Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes aerbtude et de normalisation

4.5.1 NMF a base de divergencg

Nous nous intéressons ici aux méthodes de NMF basées suetgelices (qui correspond
a la divergences poura = 1). Le jeu de données choisi correspond a un SNBOJEB et les
conditions d’expérimentations sont celles décrites dapatagraphe introductif. Les méthodes
choisies sont la version a base de divergehade la NMF (3-NMF) [55], de la NMF pondérée
(5-WNMF) [68, 92], et dest méthodes décrites dans le tableau 4.1.

La figure 4.1 montre que les performances de nos méthodasi@éés dépassent les me-
thodes de la littérature. Par ailleurs, on peut remarquerédnodes-N;-CWNMF-R reste plus
stable que les autres méthodes quarahange. Nous pouvons aussi repérer l'intervalle de va-
leurs des, 5 € [0.3;0.7] qui procurent de bonnes performances pour toutes les methbans
cet intervalle, les méthodes informées sans résidus dodeeneilleures performances.

Dans la suite, nous séléctionnofis= 0.5 pour effectuer la comparaison avec les autres
méthodes. Ainsi, la figure 4.2 rassemble les résultats de cetmparaison pour des données
dont le SNR varie d&5 dB a65 dB. Les méthodes présentent toutes une chute de performance
lorsque le SNR décroit. Il est a noter que les méthodes sateganitialisées avec la méme
matrice F;,,;; 4.4 Pourtant, ces derniéres n'atteignent pas les perfamesaties méthodes in-
formées. La méthodg-N;-CWNMF-R reste la plus performante parmi les méthodes a base
de Résidus (-R), surtout pour des SNR élevés. Par ailleurs)désodes sous contraintes sans
résidus (-N;-CWNMF, 3-No-CWNMF) présentent les performances les plus élevées quelque
soit la situation. L'apport de ces méthodes est cependastpbderé pour les SNR faibles.

10
o5 A——————0—0———0——4——0————0—0—0—0—4— =4
{6o06006000600 000000000000 0¢04q..
9 o-0 .-._._._.
)
o] 85 e o Bk ok T T T S S S A S AR S R SR
< / - %= B-NMF
N—r L -
x 80 4 B-WNMF
L 75#--*‘*‘ ke - @- B-N;-CWNMF-R
= - 4= 3-N,-CWNMF-R
—— 3-N;-CWNMF
7 =X =% - 7 |
% ke B-N,-CWNMF
=3 -X--x._x__x__x__x__x__x_ _
65 X=X -x--x--x-._,_."__n_“__x_“_“_x_x_x,
60 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 OB5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4.1 — Performance des méthodes de NMF en fonctiofi fitere de performances :
MER (en dB))

Nous avons voulu aussi observer I'influence d’'un nombre aramtes plus réduit sur la
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20

Bl 5-NMF

I 5-WNMF
150. |HlB5-N.-CWNMF-R
Il 5-N.-CWNMF-R
B 5-N;-CWNMF
[]8-No-CWNMF

MER (in dB)

ar
?

15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60 60—65
SNR (dB

FIGURE 4.2 — Performances des NMF a base de divergehan fonction du SNR : 5
contraintesg = 0.5

qualité de la factorisation. Parmi les contraintes prédatabnt fixées, nous avons choisi d’en
éliminer 2. Les nouvelles matrices de contraintes sont donc donnéeslés tableaux 4.7 et
4.8. La figure 4.3 montre en effet une chdte de performancestpates les méthodes dues en
partie a l'initialisation experte différente, cette dém@ ne proposant quecontraintes égalité
pour informer la recherche. De nouveau, les méthodes ssiasirgous contraintes donnent de
meilleurs résultats qui sont visibles sur la figure 4.3.

Tableau 4.7 — La matric” utilisée dans les seconds tests

Fe Ca SO~ 7
0 o 0
0o o 1
0o o 0

M

=]

0
=
Q
W

[oNeNe)
[oNeoNe)
[oNeoNe)
oOrR R

Tableau 4.8 — La matricé” utilisée dans les seconds tests

Fe Ca SO3~ Zn Mg Al Cr
0 o0 0 0 0 o0
0 o0 5 0 0 0 20
0o o0 0o 0 o0 0
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Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes aerbtude et de normalisation

120

[ | B-NMF

[ 3-WNMF

100 | Il 3-N1-CWNMF-R

Il 5-N>-CWNMF-R
B-N;-CWNMF

[]8-N2-CWNMF

[or]
o
T

|

MER (in dB)
3
T

a0

20

15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65
SNR (in dB)

FIGURE 4.3 — Performances des méthodes NMF en fonction du SNR : Baiotats,5 = 0.5

4.5.2 NMF a base de divergence

Dans la continuité des tests précédents, nous nous inbégeagx mémes méthodes, dédiées
ici a la divergencev. Rappelons que pour la divergenegles variantes informées avec résidus
et sans résidus conduisent aux mémes regles, débouchans@iruniquemen2 méthodes
informées. En premier lieu, nous décidons de faire variggdeEmetren en fixant le SNR
a 30 dB. La figure 4.4 montre une allure générale similaire auxstpsécédents. Toutefois,

il apparait, contrairement aux autres expérimentations, lgs méthodes sous contraintes de
forcage ont exactement les mémes performances quan@9. Nous choisissons = 0.3 pour
le reste des expérimentations.

10
@ *=-0Q > @ = G *=-9Q ¢ @ O == =~Q== .

o | - #-a-NMF -
% 90 a-WNMF
o - 4 - a-N,~CWNMF
= 80 a-N,~CWNMA
% j
2 V40 I R T e e e e bl S R e e S

60 ! ! ! ! ! ! ! ! !

0 61 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

FIGURE 4.4 — Comparaison des différentes méthodes en fonctienpteir un SNR d&0 dB

L'allure générale de la figure 4.5 est la méme que pour les NMERse de divergence.
Nous pouvons cependant relever que les performances desmitiiodes informées a base de
résidus sont exactement les mémes. Le choix depermis de rehausser les performances de
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4.5. Validation des méthodes sous contraintes de forcade ebrmalisation

la méthoden-No-CWNMF pour se comporter comme la méthadéN;-CWNMF. Le constat
d’apport modéré en faible SNR demeure vrai pour ces méthsmiescontraintes.

20 \

‘-G—NMF I a-WNMF [l a-N,~CWNMF [ a-N,~CWNMF ‘

150- *

n dB)

100 N

MER

50~ n

15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65
SNR (in dB)

FIGURE 4.5 — Performance des méthodes en fonction du SNR @eu#.3

4.5.3 Methodes de NMF informées a base de divergenag

Nous venons d’examiner les performances de certaines dedhgpécifiques a base de di-
vergences. Nous voulons généraliser ces résultats a delesale parametrea () plus nom-
breux. Dans cette optique, nous proposons de représedispisition de ces parameétres. Nous
avions déja formulé des recommandations dans le choix dpazesnétres. Nous avons suivi
ces recommandations pour sélectionner des points pdtemtéent intéressants. La figure 4.6
permet de visualiser les couples de valeurs utilisées Essinulations. En rouge, nous avons
les points utilisés dans ces expérimentations. La figurenditre les performances dgsné-
thodes non-contraintes et désnéthodes informées en fonction du SNR pour les couples de
parametresd, ) retenus. L'allure générale préalablement observéegtersl est cependant
a noter que la méthodes-N;-CWNMF-R donne parfois de mauvais résultats pour certains
couples {, ). Ces performances basses sont observées sur la dreite= 1.2, ce qui laisse
penser que la direction de descente suivie n’est pas adedweathoix de ces parametres est
donc vraiment sensible. La méthodg-N2.-CWNMF-R donne des résultats plus stables mais
le gain en performances par rapport aux méthodes non-gaesan’est pas conséquent. Par
contre, nous observons que les méthodes contraintes satdgsr@pportent une amélioration
nette des performances surtout en SNR élevé. Ces deux métagtdl;-CWNMF, a/3-N»-
CWNMF) donnent presque en permanence les mémes performaNgmsmoins, toutes les

115
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15

0 0.5 1 15

FIGURE 4.6 — Les différents couples 5 étudiés

méthodes contraintes ne donnent qu’un gain modéré en falR par rapport aux méthodes
non-contraintes.

45.4 Robustesse a l'initialisation

Nous avions jusqu’a présent considéré une seule initimisacommune a toutes les mé-
thodes et provenant d’'un expert. Dans cette section, narstobns a examiner I'influence de
I'initialisation sur la qualité des perfomances des méésod

La non unicité de la solution est effectivement un frein pted aux performances des
méthodes. Nous proposons donc de faire varier la matriceadiéipitial tout en respectant les
connaissances expertes. Par ailleurs, la normalisatiqrafil initial doit aussi étre respecté.
L'observation de la qualité de linitialisation est effaée en calculant le SIR enti€,,;; et
Finéo- Cependant, le SIR de chaque source ne peut pas descendssensdé’'un certain seuil
selon le nombre de contraintes présentes sur chaque s®arcexemple, la sourceet 2 ne
peuvent avoir des SIR inférieurs & approximativengetB.

Pour cette premiere évaluation, les résultats sont ragésrméns le tableau 4.9. Nous ultili-
sons les données de SNR de 30 dB auxquelles nous appligsatiféeentes NMF basées sur la
norme de Frobenius. Le MER est évalué &yvour chaque source et celui-ci est reporté en des-
sous de la méthode correspondante. On constate dans kud®eque les méthodes classiques
de la littérature présentent beaucoup de solutions depeafces différentes. Par contre, les
méthodes sous contraintes présentent une meilleureitgadiinitialisation, avec au maximum
2 solutions. Ce résultat est confirmé par la seconde salve @eotetenus dans les figures 4.8 et
4.9. La figure 4.8 (respectivement 4.9) rapporte les pediocas obtenues par les différentes
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FIGURE 4.7 — Performances des différentes méthodes en fonctiolN&u S

méthodes pour de nombreux essais de données deS8IR(respectivement? dB) pour deux
couples distincts dey, ). Nous pouvons remarquer que la méthode NMF comporte gqeasim
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Tableau 4.9 — Influence de l'initialisation sur les perfonoes de NMF pour =1, 5 =1 et

SNR=30 dB
SIR|IME Finit aB-NMF aB-WNMF a3-N1-CWNMF-R aB-Na-CWNMF-R
Tests [Source Source Bource ource [Source BSource §ource ISource Bource §ource ISource BSource Jource [Source Bource 3

1 21.41| 21.47 | 21.24| 24.92 | 22.97 | 25.02 | 26.30 | 27.59 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
2 8.91 | 21.47 | 21.24 | 24.80 | 19.24 | 22.23 | 24.97 | 27.40 | 21.48 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
3 21.41| 9.15 | 21.24| 2492 | 22.97 | 15.60 | 26.64 | 27.84 | 17.95| 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
4 21.40| 21.47 | 5.03 | 25.46 | 22.97| 19.89 | 11.87 | 27.73 | 25.65| 31.18 | 28.96 | 29.10 | 26.13 | 27.71 | 30.07
5 8.91 | 9.15 | 21.24 | 24.82| 19.27 | 23.69| 24.80 | 27.39 | 21.31 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
6 21.41| 10.65| 4.21 | 2492 | 22.97 | 17.95| 11.87 | 27.73 | 25.65| 31.18 | 28.96 | 29.10 | 26.12 | 27.71 | 30.07
7 891 | 21.47| 5.03 | 24.81| 19.25| 22.23 | 2481 | 27.39 | 21.32| 31.18 | 28.96 | 29.10 | 26.13 | 27.71 | 30.07
8 891 | 10.65| 4.21 | 24.81 | 19.25| 22.23 | 24.00 | 27.26 | 20.93 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 26.13 | 27.71 | 30.07
9 15.60 | 21.47 | 21.24 | 2492 | 22.97 | 22.54 | 26.61 | 27.44 | 24.08 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
10 21.41| 15.27 | 21.24| 24.92 | 22.97 | 25.64 | 26.31 | 27.59 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
11 21.41| 21.47 | 15.28 | 25.19| 22.97 | 26.02 | 26.21 | 27.59 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
12 15.60 | 15.27 | 21.24 | 24.88 | 22.16 | 22.43 | 26.29 | 27.59 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
13 21.41| 15.27 | 15.28 | 24.92 | 22.97 | 24.05| 26.23 | 27.6 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
14 15.60 | 21.47 | 15.28 | 25.06 | 22.97 | 22.75| 26.68 | 27.45 | 2450 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70
15 15.60 | 15.27 | 15.28 | 24.92 | 22.97 | 23.44| 26.20 | 27.59 | 26.97 | 31.18 | 28.96 | 29.10 | 24.91 | 27.67 | 24.70

autant de solutions que d’essais effectués. La méthgd&/NMF présente encore beaucoup
de solutions potentielles mais semble plus stable pourdplea = 0.8 et 5 = 0.4. Enfin, les
méthodes contraintes donnent presque toujours une sdutesoOn peut aussi remarquer
gue la méthode 5-No-CWNMF donne de meilleurs résultats, tant en termes de stabilie de
qualité du MER obtenu.
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a=1 B=1 SNR=30dB

of-NMF Uf-WNMF af-N-CWNMF-R

af-N,-CWNMF-R aB-N,-CWNMF aB-N,-CWNMF

a=0.8 B =0.4 SNR=30dB
af- NMF af-WNMF aB-N,-CWNMF-R

af-N,-CWNMF-R of-N,-CWNMF aB-N,-CWNMF

FIGURE 4.8 — Réparition des MER en fonction de l'initialisation pées difféerentes méthodes
(SNR=30dB)
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a=1 B=1 SNR=17dB

af-~NnF af3- WNMF ap-N,-CWNMF-R

aB-N,-CWNMF-R aB-N,-CWNMF aB-N,-CWNMF

o=0.8 B=0.4 SNR=17dB

oB-NMF afB-wNMF af-N,-CWNMF-R

af-N,-CWNMF-R aB-N,;-CWNMF aB-N,-CWNMF-R

FIGURE 4.9 — Répartition des MER en fonction de I'initialisation pées différentes méthodes
(SNR=17dB)
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4.6 Expérimentations des méthodes de NMF sous contraintes

de bornitude

Nous proposons dans cette section de poursuivre les exg#égtions effectuées avec I'exemple
de simulation précédent. Nous proposons ici de confroeteméthodes de bornitude avec les
autres méthodes en limitant le nombre de contraintes égalit

Le nombre d’éléments figés dans la matrice de profiist réduit ici a 3 éléments et 3 autres
éléments sont soumis a des contraintes de bornitude. Cenedien aux différents tableaux de
matrices de configurations (4.10 — 4.13).

Tableau 4.10 — Matric&” pour les simulations avec bornitude

Fe Ca SO?" Zn Mg Al Cr
0 o0 0 0 0 o0
0 o0 5 0 0 0 20
0 o0 0 0 0 o0

Tableau 4.12 — Matric&’ pour les simulations avec bornitude

Fe Ca SO Zn M
0 o0 0
1 0 0
0o 1 0

=]
0
=
Q
=

NN
o oo
[eNeoNe)
o oo

Il s’agit d’examiner I'apport que peuvent constituer lesitcaintes de bornitude par rap-
port aux méthodes de la Table 4.1 et les méthodes standaedg. ddnné la supériorité des
méthodes sous contraintegd-N;-CWNMF, a3-No-CWNMF) dans les tests précédents, nous
envisageons de ne conserver quexp®thodes parmi lespour effectuer le comparatif. Dans
le méme ordre d’idée, nous avons uniqguement implémenté édsatles a bornes sans résidus
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Tableau 4.13 — Matricé’ ~ /¢

Fe Ca 8027 Zn Mg Al Cr

0 0 0 40/80 0 0 0
280/320 0 0 0 0 0 0
0 180/220 0 0 0 0 0

(sans le sigle -R) dont les acronymes sont donnés dans lealiehbl2. Ainsi8 méthodes (2 mé-
thodes sans contraintesméthodes avec contraintes de forcageyéthodes avec contraintes
de bornitude) sont examinées en détail pour les difféereNR Sariant del5 a 65 dB. La fi-
gure 4.10 rassemble les différents éléments de perforrmgrme les couples de paramétres
(o, B) d'intérét. Pour les différents couples,(3), la valeur ajoutée des méthodes a bornes est
importante surtout pour les mélanges qui présentent desgsavaleurs de SNR. Cependant, la
qualité d’estimation évolue en fonction des parametsies). Dans nos tests, nous notons que
les meilleures performances sont atteintes pour0.8 et 5 = 0.4.

De maniere générale, ldsvariantes de lar3-BN,-CWNMF eta/-N,B-CWNMF ont des
performances similaires avec un léger avantage pour laalisation 2. L'observation du résul-
tat de la séparation aux endroits bornés de la matrice dé profontre que les valeurs obtenues
ne collent pas aux bords’ ~ etd’™.

Dans la figure 4.11, nous représentons en noir les moyensddiR obtenues en fonction

du SNR en entrée et en gris la distribution des MER liée augrdiftes valeurs dex(5). Ces
moyennes sont effectuées sur des petites tranches de SNRiretops les couplesa(/3) a
tester. Pour les différentes méthodes, les allures gé&sédals courbes sont similaires mais les
moyennes et les écarts types peuvent étre tres différeatsillRurs, la figure 4.11 montre des
résultats moyens supérieurs pour les méthodes a congaateornitude.
Examinons d’abord les méthodes a contraintes de forcagendthodea3-No-CWNMF est
beaucoup moins sensible au choix des paramédtrgd) ue sa concurrentes-N;-CWNMF.
En effet, les moyennes des MER sont légerement plus éleadedgnormalisatior? et les
écarts types sont beaucoup moins grands.

Les résultats obtenus pour les méthodes avec borniwdBN,.-CWNMF et a8-N,.B-
CWNMF procurent des performances plus élevés que les métlzveesdes contraintes de
type égalité uniquement. On peut aussi noter une dispedasnmésultats plus grande lorsque
le SNR est élevé pour les méthodes a bornitude. Cependanst)alaas de ces méthodes, au-
cune des deux normalisations utilisées n'apparait plusrédole. Enfin la figure 4.12 aboutit
aux mémes conclusions relatives a la limitation du nombiatpatationnaires dans les mé-
thodes informées avec un avantage clair pour les deux mgghddisant la normalisatiory; .
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4.7. Conclusion

En conclusion, les méthodes a contraintes de bornitudemes® un réel intérét pour guider

la solution vers des profils convaincants. Toutefois, esqée de bruit fort sur les données, le
MER qui est évalué sur la matrice de contribution ne peutrfioutes résultats que faiblement

supérieur compte tenu du bruit fort sur les données.

4.7 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre évoqué dans un premier temp<thsdas de NMF cou-
plées a des contraintes de forcage et de normalisation. dauns présenté variantes qui ont
débouché sur les régles respectives de mise a jour.

Dans un second temps, nous avons intégré le probleme de NMiFésance en sus de
contraintes de bornitude. L'intérét potentiel de cetterfiolation consistait a essayer de guider
la solution vers des solutions physiquement réalistes. &garmis de définir des régles de
mise a jour eB méthodes basées sur ces principes ont pu étre élaborées. aMms mis en
place des tests de simulation sur un jeu de données syntegtitg faible dimension compor-
tant3 sources. Nous avons pu intégrer une connaissance padiefieofils soit sous forme de
contraintes de forcage soit sous forme de bornes minimalesmxeimales. Les tests effectués
sur jeu de données synthétiques confirment 'amélioratoladjualité de la séparation appor-
tée par la prise en compte de contraintes égalité et inéghlibdice de performance est bien
plus élevé pour la séparation dans un mélange faiblemeité {&NR fort). Cependant, pour
les données a faible SNR, les performances des différertisitgies informées restent juste
supérieures et I'amélioration n’est que de quelques dB gremee. Cet inconvénient peut étre
expliqué par le fait que toutes les contraintes sont appsiar la matrice de proffl' alors que
I'indice de performances est calculé sur la matrice de dmriton GG. L'erreur d’estimation est
donc essentiellement due a I'erreur sur les données déntk&pport sur la matrice de profil
est indéniable dans toutes les méthodes évoquées.

Dans le but d’obtenir encore une meilleure séparation, poaposons dans le chapitre
suivant, de tenir compte des conditions météorologiquesig@ant d’ajouter des contraintes
sur la matrice de contribution.
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4.7. Conclusion
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pour informer la NMF






Chapitre 5

Factorisation matricielle informée par un
modele physique

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avions développé diesdag NMF informées inté-
grant plusieurs types d’information sur la matrice de profil

Dans ce chapitre, notre souhait est d’intégrer en complémreninformation sur la forme
de la matrice de contribution. Rappellons que cette matassemble les quantités recues de
chaqgue source par le capteur. De maniére générale, la end&xicontribution n’a pas de pro-
priété particuliére en dehors de la positivité si aucunermftion ne permet de conditionner
le transfert source capteur ou l'activité de la source pauéchantillon donné. En revanche,
la connaissance d’informations géographiques et méwgirples peuvent renseigner sur l'in-
fluence d’une source pendant un épisode de mesure. Par exemphodele physique de disper-
sion est dans ce cas bien adapté pour évaluer I'influence dource (par exemple ponctuelle)
sur un récepteur. Nous proposerons donc une méthode poadluite le modéle physique au
sein du modéle récepteur décrit dans I'équation (1.5).

Ainsi, nous allons d’abord nous intéresser a I'étude degyesd modeles de transfert source-
capteur. Notons que ces modéles de dispersion transpaseté béalité physique, et traduisent
la forte sensibilité & I'intensité et a la direction du vamtantané. Les taux de transferts varient
en grande amplitude en fonction du temps et de I'espace.dl@nd’un modéle suppose des
hypothéses de travail qui seront examinées. En particilliest nécessaire de faire quelques
approximations sur le vent, dont I'estimation du champ 8®bkort du cadre de cette étude. Le
modele sera donc ici un indicateur binaire de I'influencend’'source sur le récepteur.

La stratégie est d'utiliser un modeéle pour structurer laribatde contribution, et ce, en
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amont de la factorisation informée par les autres congaint

La figure 5.1 recense les différentes étapes de I'approabs Nous intéresserons dans un
premier temps a l'intégration du modéle physique dans leateagcepteur dans un cadre multi-
sources. La non-participation de certaines sources datasrteéchantillons est prise en compte
et nous proposons dans un second temps une structuratiotéediz la matrice de contribution
tenant compte de l'influence instantannée des sourcesymiiest Cette structuration a la par-
ticularité, par le caractére absorbant des zéros pour laptecdtion, de conserver tout au long
de la recherche les éléments inhibés par le masguaésultant de I'étape de modélisation et
seuillage. L'étape d’initialisation de la matrice de cdmition requiert la connaissance de deux
entités(2 et P respectivement définies pat- 2 {2F 21} etdp 2 {oF o~ oI},

La derniere étape exécute la recherche NMF informée aveofggintes développées dans
les chapitres précédents et utilise la structure dévekgpés les étapes amont.

Coordonnées des SO”rEeSModélisation

Q¢ O2Fr

A

— Ginit—
Finit Finitot NMF — @G
D - . ®p— Informée — F
{X,W}a quadratique | {X,W}a
|
FIGURE 5.1 — Structure de la méthode NMF informée.

Conditions atmosphériqu et L
Coordonnées du capteur| Seuillage w ffF

Initialisation
(optimisation |

5.2 Etude des modeles de dispersion atmosphérique

Ces modeles caractérisent la maniére dont se propage uamalins I'air suite par exemple
a des rejets. Ces modéles peuvent étre tres complexes selatufe des phénomenes pris en
compte. lls traduisent la conservation des masses lib@aeles sources qui subissent deux
phénomenes physiques conjoints que sont I'advection eifflesidn. L'advection est portée
par le vent dont la modélisation du champ dynamique est ggadeun probleme délicat. Les
fluides mis en jeu répondent & des comportements complexdélisés par les équations de
Navier-Stokes dont la résolution est encore un probléemenbulva notion de domaine sur le-
guel s’appuie cette résolution est aussi d'importance.

Selon les hypothése formulées, différentes familles deatesdle dispersion atmosphérique
peuvent étre recenseées :

— les modéles analytiques gaussiens,

— les modéles intégraux,

— etles modeles CFD (po@omputational Fluid Dynamicsn anglais)
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5.2. Etude des modeéles de dispersion atmosphérique

5.2.1 Les modéles analytiques gaussiens

Le plus simple et le plus utilisé des modéles est le panachesga qui correspond a une
source ponctuelle qui émet de maniére permanente, seloenirstable et uniforme orienté
toujours dans la méme direction dans un domaine infinimeverbull résulte de la résolution
simplifiée des équations de conservation dans les conslitidées [160]. La diffusion est dé-
pendante des distances depuis I'émission, mais aussiakeses|de stabilité qui définissent la
forme du panache. L'advection dépend de la vitesse et @tiredu vent. La distribution du
gaz a un instant donné est représentée par un panache gailesigeux cotés de I'axe de re-
jet, comme on peut le voir sur la figure 5.2. Dans ce type de teptiesource d’émission est
supposee ponctuelle et ses dimensions petites devanmessions du panache aux premiers
instants de I'observation considérée [127].

FIGURE 5.2 — Exemple de panache gaussien [163]. Le repére a poumeleglieu d’émission
de la source chimique.

5.2.2 Les modeles intégraux

Ces modeles sont basés sur la résolution simplifiée des énsale la mécanique des
fluides. Le gaz peut en réalité subir plusieurs effets agwmesceux du vent et la stabilité atmo-
sphérigue et le modéle gaussien ne peut pas convenir daas.derceffet :

— les gaz lourds peuvent étre affectés par la gravite,

— les gaz légers peuvent subir les effets de flottabilité ¢tderilence,
les jets de gaz peuvent se faire a des vitesses importantes

— et les sources peuvent étre vues autrement que comme dessspanctuelles.

Le modéle intégral introduit des parameétres supplémasaifin de spécifier des mécanismes
non-représentés par les équations simplifiées de la mémadesp fluides. Cela nécessite donc
en contrepartie une étape de calage de ces parameéetresmlelsi. Bien que ce modeéle présente
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I'avantage de modéliser les gaz lourds et Iégers, il suppaisgence de tout type d’obstacle et
de relief. De plus, quelgues erreurs peuvent étre engendréause de la simplification d’équa-
tions de la mécanique des fluides. La turbulence atmospleeggt prise en compte par l'in-
termédiaire de classes de stabilité atmosphérique, pembeléviter une modélisation lourde
de la turbulence. L'application de ces modéles se révéisalile sur des zones de taille infé-
rieure a 10 km. Le logiciel ADMS utilisé dans [148] constiture exemple de modele intégral
de dispersion atmosphérique.

5.2.3 Les modeles CFD

Les modeles CFD permettent une résolution numérique desiégside la mécanique des
fluides. De ce fait, les outils CFD disposent d’'un vaste champplication et prennent en
compte des sources multiples et des débits variables assa@urs points forts proviennent
de leur capacité a coller a la réalité du terrain et de temnpte des différents facteurs qui
interviennent dans le phénomene de dispersion (turbuldgrerenique, différents obstacles et
reliefs...). Sa précision dépend de la méthode de résolatimérique choisie, de la forme du
maillage et de la densité de ce maillage. Par ailleurs, efr@ioement au modele intégral,
le modele CFD peut étre appliqué dans le cas de débit variabtaos le cas de conditions
météorologiques extrémes.

Par contre, ce type de modele peut présenter des difficuiténise en oeuvre avec des
algorithmes assez complexes et un temps de calcul long Eelmone étudiée. L'application
pratiqgue de ces modéles [148] reste limitée a des zonedldentdrieure a quelques kilométres.

5.2.4 Un modéle physique, pour quel usage ?

Le premier usage possible d’'un modele de dispersion atnéospie est la simulation d’épi-
sodes de pollution chroniques ou accidentelles. Dans ¢®oaeut disposer de vents mesurés
qui servent de parametres entrants a ces modeéles. On padalaldonnées semi-synthétiques.
Le calage de la simulation aux phénomeénes observés canstitahallenge parfois difficile a
relever. Les nombreux parametres internes permettentrefrglece calage. Le choix parmiles
différentes familles de modéles doit étre guidé par I'ofifete la simulation.

Le second usage possible d’'un modéle de dispersion atnrigpdée situe dans le cadre de
la problématique inverse. Il consiste a élaborer en générahodéle simplifié qui exprime un
lien entre les causes et les conséquences observeées [1€d{lte souvent d’hypotheses simpli-
ficatrices qui permettent de donner un lien causal entreaesbles. Toutefois, les parametres
de réglage fin sont souvent inconnus et requierent leurifaEion simultanée ou préalable.
La méconnaissance de ces paramétres rend plus délicastdaredion des signaux issus des
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sources et la plupart de ces études considérent ces pagametmus [144, 43]. Parfois, des
modeles convolutifs sont utilisés, mais la fréquence di@étlonnage des données peut rendre
impossible 'usage d'un tel modéle. En particulier, dangenétude, les données sont recueillies
toutes led 2 heures et le temps de transport d’'une émission ponctuakerdains d’'une heure.

Une autre voie, que nous proposons dans le cadre de ceedbasiste a utiliser un modéle
atmosphérique, non pas pour exprimer la matrice de cotitvsibde maniére précise, mais pour
spécifier uniquement sa structure. En effet, I'orientationvent va conditionner la réception
de polluants jusqu’au capteur. Cette matrice de contributiaduit en fait si un transfert de la
source au capteur a pu s’opérer. Ainsi, nous proposondiséutun modéle simple, conscient
de ses limites, mais adapté a la recherche de structure.éicésjpn de ce modéle n’est bien
sdr pas garantie mais elle suffit largement pour détermastructure des transferts jusqu’au
capteur.

Pour toutes ces raisons, nous choisissons d'utiliser leefearhussien qui est le plus simple
a implémenter avec un co(t calculatoire peu élevé compar@atnes modeéles. Le travail qui
suit reprend les travaux publiés dans [136] et fait suite dravail de Master de M. Plou-
vin [135].

5.3 Présentation du modéle gaussien et de ses parametres

Le modele gaussien décrit une dispersion de gaz dans le daoire émission provenant
d’'une source ponctuelle. Il permet de calculer un coefficdmtransfert décrivant la trans-
mission du polluant de la source vers le capteur. Ce trardégend de différents paramétres
météorologiques ou de parametres décrivant la source apteur.

La figure 5.3 représente les différents parametres intantetans le calcul du modele gaus-
sien atmosphérique et que nous nous proposons de décrgeektam section.

5.3.1 Coordonnées sources, coordonnées capteur

Nous disposons potentiellement de plusieurs sourcesyated et d’'un seul capteur. Leurs
coordonnées cartésiennes sont nécessaires pour le caltiaindfert. Or, il est d’'usage d'’uti-
liser les coordonnées géographiques (latitude, longitbdateur) pour la saisie de positions
terrestres. En conséquence, un module de conversion ddotwdes géographigues en coor-
données cartésiennes est requis. Pour effectuer cettersav, des algorithmes associés a
chacune des quatres projections coniques conformes dedrafubir la figure 5.4) sont dis-
ponibles [157] et applicables selon la zone d’appartendaseoordonnées dans le systéme de
repérage Lambert. Puisque notre étude couvre le nord deur&rnous avons retenu unique-
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Coordonnées et Coordonnées et
hauteur des sources hauteur du capteur
———— — — __ __ —

Latitude, longitude, hauteur Latitude, longitude, hauteur
Calcul du transfert
CapteurSource
Vitesse et direction Classe de stabilité
du vent _ _ de I'atmosphére
| —— - =
e e A4 B,C D,EF
Vitesse u, direction theta 4B, B-C, CD

FIGURE 5.3 — Parametres pour le calcul du transfert.

ment la conversion par I'algorithme Lambert I.

5.3.2 Parametres météorologiques

Les paramétres météorologiques sont le vecteur vent etdeses de stabilité. Ces deux
parameétres sont néanmoins différents dans le sens ou lestemesuré directement tandis que
les classes de stabilité sont déduites d’'un ensemble déticmsdnétéorologiques.

Pour le vent, celui-ci est obtenu par une mesure simultapdéntgensité et de la direc-
tion angulaire dans le plan horizontal. Cette mesure estomd@pstationnaire dans I'espace
et pendant toute la durée de transfert sources-capteur.ypethBses un peu simplificatrices
correspondent ainsi a celles de l'utilisation d’'un mode&lassien.

Une difficulté provient des cadences des mesures effectAées, la mesure de pollution
est réalisée toutes 163 = 12 h tandis que la mesure de vent est en général effectuée tus le
% h, our est un entier représentant le coefficient de sur-échamidige. Ainsi, les modeles
peuvent étre évalués a la période d’échantillonnage dutaadis que les mesures sont collec-
tées plus rarement. Un moyennage des taux de transfertfisstaé sur chaque période de 12 h
a partir des mesures de ventois plus nombreuses.

Les classes de stabilité sont par contre des informatiatisetes. Celles-ci sont obtenues
a partir d'informations d’intensité de vent et de luminésitclasses de stabilité ont été définies
par Pasquill [163] afin de prendre en compte la turbulencespimérique (voir le tableau 5.1).
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FIGURE 5.4 — Zone couverte par les quatre projections coniqueomels de Lambert.
Ces classes vont de A (tres instable) a F (tres stable).

Tableau 5.1 — Exemple d’une classe de stabilité : classeadéitg de Pasquill.
Stabilité Jour Nuit
Rayonnement solaire incident  Nébulosité

[m/s] | Fort| Modéré| Faible |entrezetf | <3
<2 A A-B B F F
2-3 A-B B C E F
3-5 B B-C C D F
5-6 C C-D D D D
> 6 C D D D D

Ces classes de stabilité servent de référence pour déterimindispersions verticales et
horizontales utilisées dans le modéle gaussien.

5.3.3 Equation de transfert

Le calcul du transfert nécessite la définition d’'un repegali vent et centré sur la source.
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5.3.3.1 Changement de repere

Nous disposons des coordonnées de la squrces, ;) ainsi que des coordonnées du cap-
teur (z.,y., z.) dans un reprére fixe. Le changement de repére consiste ardermepére sur la
source ramenée a l'altitude et a se servir de I'orientation du vent comme sens des a&Bscis
Les coordonnées du capteudans le nouveau repére s’expriment donc par

Ké(xayVZ)T:P9'<$C_x87yc_y87ZC)T7 (51)

ou P, désigne la matrice de changement de repére dépendant dugbaeé, représentant
I'angle du vent dans le repére initial. Les coordonnées deuace s’écrivent dong, = (0,0, h).
La figure 5.2 nous montre le repére utilisé pour le calcul dagfert. La position du capteur
influe directement sur la valeur du transfert qui traduitrengmission du polluant jusqu’au
capteur.

5.3.3.2 Variables

Nous allons préciser les différentes variables intervedans le modéle :

— x :laconcentration du polluant (enmg~3) calculée au capteur de positios- (z,y, z).
Elle est exprimée a la cadence %eheures, ow est un entier exprimant le facteur de
sur-échantillonnage du vent. Cette quantité n’est pas réesoous diposons uniqguement
de la mesureX a la cadencé& heures.

« : débit massique du polluant (en-sgt).

u : vitesse du vent (en 17 1). Cette vitesse est mesurée a la cadé%ideeures.

h : hauteur d’émission de la source.

o, . dispersion (suivang) de la distribution gaussienne de la quantité de gaz paorapp
a sa localisation (en m).

o, . dispersion (suivant) de la distribution gaussienne de la quantité de gaz paorapp
a sa localisation (en m).

Il faut remarquer a ce stade que les parametres de dispetsiens’expriment en fonction de la
distancer et des parametres de stabilité de I'atmosphere. Les modgjssant ces dispersions
sont nombreux, nous avons choisi d’utiliser le modele dejia<Gifford [163].

5.3.3.3 Equation du transfert

Le calcul du transfert dépend @dacteurs :
— Facteur d'intensité du ventf; = 1.
. . . 2
— Facteur de dispersion horizontal:= —— exp(—Z).
Yy

(2m)20y
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2m)20,

2 2
— Facteur de dispersion verticalgs: = : L {exp(—(};?) +exp(—(h;;§))}- Ce der-
nier terme contient aussi une composante due a la réflexisanlale la pollution.

Le transfert s’écrit comme le produit de ces facteurs, @.;a-

t(xvyvz):fl'fQ'f& (52)

ce qui se résume sous la forme condensée :

1 ¥ (h—2)? (h+2)?
t = e - — : 5.3
(2,9,2) G exp( 205) {exp( 207 ) +exp( 207 ) (5.3)
Ainsi, nous avons I'équation de transfert suivante :
X:t(.r,y,Z)'/i. (54)

Cette relation exprime la relation de cause a effet entre omees et un capteur.

5.4 Lien entre le modele de transfert obtenu par modele phy-
sigue et le modele récepteur

Cette section revisite la description du modele réceptewodait par I'équation (2.1) et
la confronte a I'équation (5.4) dans un cadre de sourcesptadf d’origine a la fois anthro-
piques et aussi naturelles. Ces sources anthropigues ssintansidérées comme ponctuelles,
ce qui permet 'usage d’un modele de dispersion atmospirritjest commode de définir un
ensembleA tel que :

A={ie{l,...,p} tel quef, est un profil anthropique (5.5)
ainsi que I'ensemble complémentaire
A={ie{1,...,p} tel quef, est un profil naturgl (5.6)

Nous définissons la matrice de concentrati@igui regroupe les mesures collectées a la période
d’échantillonnage du ver@t%). Nous introduisons aussi la matrice de profils anthropidués
ainsi que la matrice de profils naturéfs' définis par :

F2 [(FA)T (FA)T]T. (5.7)
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Cette partition de la matrice de profil permet d’effectuer EBnme procédure sur la matrice de
contribution selon les colonnes, c.-a-d.,

G2 [gf‘ g““} | (5.8)

L'équation (2.1) et les définitions (5.7) et (5.8) permettide séparer la matrice de donnégs
en une partie provenant d’une activité industrielé et une partie provenant d’une activité
naturelleX. Il est alors possible d’écrire :

X =XA 4 XA~ G- F ~ GAFA L GAFA, (5.9)
A ce niveau, supposons que nous disposiong-isources industrielles ponctuelles pagmi

dont I'effet peut étre représenté par le modele de dispeetimosphérique Gaussien.

Pour la source numéro opérant dans les conditions de I'échantilipmun transfert7;;, est
calculé dépendant des conditions du moment. Ainsi une ceadié coefficients de transféert
de taille (- v) x p peut étre calculée. Elle traduit les différents transfpasr chaque source
anthropique a la cadence de la période d’échantillonnageoiu

Nous allons essayer de relier le modeéle gaussien et le mostgdpteur. Pour cela, définis-
sons :

- Xij‘}, la concentration de I'espégealans les conditions de I'échantillan

— T, le coefficient de transfert de la sourcelans les conditions de I'échantillon
— 9y ;(7), le debit de I'especg émise par la sourcedans les conditions de I'échantillon

La partie anthropique des données s’écrit donc

A

P
X{;‘t = Tir Qs (4). (5.10)
=1

Le débit total d’'une source a I'échantillanionné peut étre exprimé en sommant, pour la source
k, les débits de I'ensemble des espéteariant del am :

Qur=Quli) = 3 Qi 0. (5.11)
j=1

La concentration de I'espégedans I'’échantillont peut donc étre reformulée,

A

X = ﬁin,k(%). (5.12)
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5.4. Lien entre le modéle de transfert obtenu par modéleighget le modéle récepteur

Le modele récepteur suppose I’invariance%é% = F,;‘} en fonction du numéro d’échantillon
i (c.-a-d., une composition relative identique en termesrdegrtions). En conséquence, on
peut ré-exprimer le modele précédent comme le terme gédénalodele de mélange linéaire

sous forme matricielle (1.5) :

A
D

X =>"GAFL. (5.13)
k=1

La comparaison des équations (5.12) et (5.13) permet decdame expression de la matrice
des contributions anthropiqués' sous la forme individuellgfk = Tir, Qi 1. Ou bien sous forme
matricielle

GA=ToQ. (5.14)

Il est donc possible d’écrir&@ 4 sous la forme :

Ti1-Q11 - Tig-Qig Fii - Fim
XA: : . : . : . . (515)

7;n,1 : Qun,l T 7;/n,q : Ql/n,q Fq,l T Fq,m

Une mesure a la caden@é@ est donc le résultat de la moyenne desernieres valeurs de

concentration : ,
A A
Xi,j = VZZXD(Z.DHJ. (5.16)
=1

Elle peut aussi s’exprimer en fonction de la matrice de pfofin utilisant I'équation (5.13) :

A
1.2
X@é - Z Z gj%i—l)—&-l,k F/fj (5.17)
I=1k=1

En inversant les signes sommes, il apparait que

A

p 1Y
A A A
Xi,j = Z (Vzgu(i—l)-f-l,k) Fk,j' (5.18)

k=1 \" i=1
En considérant I'expression des transferts (5.14) et enasgnt que les débits sont stationnaires
sur une périodér, nous pouvons écrire que

p‘A

X{,‘} => <Tzk Qi,k) F;fj, (5.19)
k=1
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ou le transferfl;; est défini par

1 1%
;Z D(i—1) 41k (5.20)

L'expression (5.19) permet de faire apparaitre la contidbuglobale a la cadencE. sous la
forme classique

Z GA P (5.21)

ou la contribution s’exprime par
G =T 1 Qi (5.22)

Les tres faibles valeurs dg ;, correspondent, dans la mesure ou les débits aux sources sont
comparables, a des contributioﬂs“k négligeables. Ainsi, ces derniéres peuvent donc étre
considérées comme nulles dans la recherche de solutions.

5.5 Structuration de la matrice de contribution par seuillage

L'objet de ce paragraphe est de proposer une structure datlicende contribution. Plus
précisément, parmi les sources anthropiques, nous detrensrémesure de préciser lesquelles
ont émis pendant une durég correspondant a un échantillon.

A lissue des précédents travaux, nous avons calculé laiceatle transfertl” et nous
sommes maintenant en mesure d’exprimer la matrice de batith anthropiqué&-* en fonc-
tion de ce transfert selon I'équation (5.22). En considégae les débits des sources indus-
trielles sont du méme ordre de grandeur, la structure de teaa&* revient a étudier celle
des transfertd’. Mentionnons que selon les conditions de vent et de st&ldiétl’atmosphére,
un transfert peut varier typiquement entfe 2% et 106,

Nous considérons que, pour chaque échantillon, nous soastremts a conserver au moins
une source industrielle correspondant a celle dont le feeansst le plus élevé. Nous pouvons
aussi conserver des sources industrielles supplémengiiletransfert est suffisant. Nous pro-
posons une marge multiplicative heuristique entre dewsfeats valant0® pour I'échantillon
i. Nous définissons alors un seuil, a partir duquel une sountbeapique est considérée comme
présente dans les observations, dépendant de I'échartditsidéré :

Tik
€ Igri%)j 106" (5.23)

Ainsi, une source présente potentiellement a I'échantill@st soit non-anthropique (c.-a-d.
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que k > p), soit anthropique avec un transfert dépassant le se@B)5. L'intégration de
I'ensemble de ces connaissances apportées par les conditodispersion intervient sous la
forme d’'un masquée?q, défini de maniére similaire aux chapitres précédents,rqgligue les
positions des zéros dans la matrice de contributioAinsi la recherche par NMF informée ne
concernera que les sources qui ont contribué aux échanstillbest calculé grace au seuillage
défini dans I'équation ci-dessous :

{ 0 siT;,>¢ ousik> pA (G i, libre dans le calcul de la NMF)
Gik =

1 sinon (.« fige égal & dans le calcul de la NMF
(5.24)

Ainsi, nous pouvons calculer une matri@e: qui sert de structure pour la matrice de contribu-
tion. Cette structuration intervient comme matrice engatans deux étapes de I'algorithme,
comme on peut le voir dans la figure 5.1 :

1. Pour une matricd’,;; donnée, la détermination de la matri€g,;; obtenue par une
optimisation quadratique sous contraintes additionad##ées que la positivité dé ou
différentes contraintes linéaires satisfaisant le déagarde la NMF.

2. La recherche de la contribution par I'algorithme de NMfeimé par les connaissances
expertes.

En conclusion, la matrice de structufg; conditionne la recherche de l'initialisation de la
matrice de contribution ainsi que I'algorithme de NMF infar. Nous allons nous intéresser
maintenant aux aspects d'initialisation.

5.6 Initialisation de la matrice de contribution par optimisa-
tion quadratique

Le paragraphe précédent a permis de générer une matriceudeust de la matrice de
contribution, exprimée pafl.. Linitialisation de la matrice de contribution a déja éwoé
guée dans la partie 3.8 du chapitre 3. Cette section vise eingpit a intégrer I'information de
structure dans l'algorithme.

Nous avons déja évoqué le découpage de la recherche de leenticontribution initiale
non-négative en la recherche indépendante de:dgges. Nous partons de ce constat pour
aborder le calcul de l'initialisation structurée.

Soitw;, ;, g;, wyi représentant respectivement{&€ligne deW, X, G et 2 et définis
par

wi =W 22X g, = Gi wu= Qi (5.25)

5.
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La ®™eligne de la matrice de contribution est obtenue en minintisae fonction de codt
basée sur la norme de Frobenius de I'écart d’estimatione @eittion de colt n’est autre qu’un
codt de type moindres carrés pondérés :

Ig) = (2" —F"g")" Dy (zF —Fg"). Vie{l,...n}. (5.26)

avecD,,, = diag(w; ). Cette fonction peut étre écrite sous une forme quadratique

1 .
j(gi):§gi-Hi-giT—l—giTgiT, Vie{l,...,n}, (5.27)
avecH; =2F - Dy, - FT etul = —2x,D,,, FT. A cette minimisation, s’ajoutent des contraintes
naturelles, déja évoquées dans la section 3.8 du chapdres3 gue des contraintes déduites et

des contraintes de structure.

L'initialisation de la matrice de contribution repose sarcontrainte de non-négativité de
chaque élément du vectegr La deuxieme contrainte impose que les résidus vectoraient
demeurer positifs, c.-a-dz] > @? g;f De plus, sachant que la matrice de préfiest consti-

J J=
relation n’est autre que la relation (4.3) dans sa versiatovielle et exacte. Si dans notre al-

gorithme NMF, nous n’avons pas voulu en tenir compte, enn@wa, il nous semble opportun
d’intégrer ici cette contrainte permettant d’approchefad®n réaliste la contribution. Ainsile
critére a minimiser peut étre écrit sous la forme suivante :

m m
tuée de proportions (pourcentages), les auteurs de [87{remmue }° g; ; = > w; ;. Cette
=1 1

Vie{l,...,n}, Irgllinj(gi) s.C.

=1

(5.28)

Les contraintes regroupent :

La positivité de la®™M€ligne de la matrice de contribution.

La part des données dues aux profils fo@ﬁs&r est inférieure aux données .
La somme d’une ligne dé est égale a la somme d’'une ligne de
Certains €léments dg, correspondant aukdu vecteutg;, sont nuls.
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Le critére peut donc étre reformulé comme :

9,20
1 ol = @L . g7
Vie{l,...,n}, min=—g.-H;-g" +ulg" S.C. Lo =TFY (5.29)
A <4 =)
9i gi'lpxlzli'lmxl
g;owgi =0.

La matriceH; étant symétrique et strictement définie positive, la farctle colt est strictement
convexe et I'espace de définition des contraintes définitalyepre convexe. Dans ces condi-
tions, la solution a ce probleme dispose d’une solutionumgj I'espace des contraintes n’est
pas vide. L'expression (5.29) se formule donc comme un probld’optimisation quadratique.
En pratique, nous utilisons une méthode des points intérfgoposée dans [107] implémentée
dans la fonctiomuadpr og de Matlab.

En réalité, nous devons indépendamment résoudroblémes quadratiques. Malheureu-
sement, les matricel; et les vecteurg,; n'ont pas de termes communs si bien qu’aucune
economie de calcul ne peut étre réalisée. Quelques casybiarts peuvent étre recenses :

— Une seule source active peut rendre I'espace des coesalat’équation (5.29) non réali-
sable. En effet, la troisiéme contrainte peut étre contitdlavec la seconde de I'équation
(5.29). Dans ce cas particulier, nous proposons d’élimagnisieme contrainte. Ce cas
ne se rencontre jamais dans la mesure ou des sources restsa@ht toujours présentes
en complément des sources anthropiques.

— Il peut aussi arriver un conflit sur certaines espéces cjuies. En effet, la structure de
la matrice de contribution peut parfois amener a I'abserweedespéce chimique alors
gue celle-ci est présente dans les données. Cela arrivailonggespéce chimique est
présente uniqguement dans certaines sources anthropioqyes eelles-ci ont été inhibées
par le modéle compte tenu des directions de vent. Ce cas poréa un conflit structurel
gu’il faut alors reconsidérer.

Enfin, 'usage d’un modeéle physique définit ainsi des noegathéthodes dont le sigle compléte
ceux définis dans les tableaux 4.1 et 4.2 par la lettre M déspaste avant CWNMF. Ainsi,
'usage d’'un modele peut, par exemple, donner lieu a la ndéthg-N;-MCWNMF-R, de
méme pour toutes les autres méthodes.

En résumé, nous avons donc proposé une initialisation gl tompte des contraintes de
structure liées aux conditions climatiques. Cette ingggiion intervient donc comme matrice
entrante des algorithmes de NMF déja développés dans |érehép
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5.7 Tests sur données de synthese

Nous abordons ces tests sous I'angle des performances tiesd®s et sous I'aspect stabi-
lité des solutions a l'initialisation.

5.7.1 Etude des performances des méthodes

Dans le but de mesurer les performances de la méthode pemoséonsidere 250 jeux de
données synthétiques, avec des SNR différents, consdrpistir de 2 sources industrielles et
une source naturelle et comport&btéchantillons e espéces. Le contexte de simulation est
tout a fait similaire aux expérimentations menées danshagoaphe 4.5. Le nombre d’échan-
tillons et les espéeces chimiques sont donc identiques. [dwoss considér8 sources dont
deux sont industrielles et une naturelle. Un bruit unifodoat le support potentiellement asy-
métrique permet de préserver la positivité des donnéesestEsé comme dans le paragraphe
4.5.

Les seuls changements proviennent, en premier lieu, du reodecontraintes de forcage
prises en compte, ic2. Cette matrice de forcage des profils est décrite en tablé.& 2conde

Tableau 5.2 — Matric&?” utilisée dans les simulations utilisant un modéle physique
Fe Ca SO, Zn Mg Al Cr
0 O 0 1 0 0 oO
0O O 0 O 0 o0 1
0 O 0 O 0O o0 o

modification concerne la matrice de contribution, qui njgsis complétement aléatoire. Elle
conserve sa part aléatoire pour la part naturelle de laibatibn, ou I'émission est permanente.
Pour la partie industrielle, celle-ci est influencée par entwdécrit par son intensité et son
angle. Ce dernier est généré par un mélange équiprobableudegdassiennes de moyenne
correspondant a chaque angle source capteur. Ainsi, latidinedu vent est donc choisie de
sorte que au moins une source industrielle contribue sigiifement au mélange. D’un autre
coté, la source naturelle reste toujours active.

La matrice de transfert est évaluée pour les deux sourcastimelles. Le seuillage évoqué
dans ce chapitre permet de proposer une structure de langastrielle de la matrice de contri-
bution. Aprés calcul, celle-ci est représentée sur la fi§usejui traduit la présence des sources
participant au mélange. De notre c6té, nous avons constatdanne concordance entre la
structure calculée et les angles de vent observeés.

La méthode a été testée sans contraintes et sans modeNMF et o3-WNMF), avec
contraintes et sans modele pour les méthodes décritesaltatddau 4.1 et avec contraintes et
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100%
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FIGURE 5.5 — Participation des sources aux différents échangllon

modele (Acronyme se terminant par MCWNMF) pour différentsptesi de paramétreset 5.
Les MER sont ainsi utilisés pour évaluer la qualité des tésjlet ce, pour différents SNR sur
les données.

La figure 5.6 montre que les méthode$N;-MCWNMF eta3-No-MCWNMF fournissent
la meilleure qualité de factorisation quelque soit le SNEntPée. Il faut noter ici que les mé-
thodes aveugles sont favorisées par l'initialisation deddrice de profilt’ (la méme que pour
les approches informées) vérifiant les contraintes, ce@ustdue un avantage dans le cas des
méthodes multiplicatives.

Pour les SNR faibles, la méthode NMF avec contraintgdN;-CWNMF eta3-No-CWNMF
donnent des performances qui sont certes meilleures gles a@nnées par les approches
aveugles mais I'apport des contraintes de forgage sur leR kSte assez modeste, proba-
blement parce que uniqguement 2 contraintes sont utilisg@sqge test. Dans ces conditions, les
méthodes utilisant le modéle améliorent le MER d’envitordB, ce qui est un apport signifi-
catif dans ces conditions difficiles.

D’autre part, la figure 5.7 montre que la dispersion des td@suén fonction du jeu de don-
nées est faible quelle que soit la méthode choisie, ce gangaune bonne stabilité des résultats
dans la méme gamme de SNR.

L'utilisation de la méthode NMF pondérée avec contraintesedéle physique a permis
pour ces données de faible SNR d’améliorer significativaraequalité de I'estimation.

En conclusion, les méthodes avec modele présentent des ME&iRcativement meilleurs
pour toute la plage de SNR.
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’-aﬂ-NMF I o5-WNMF [llo-N-CWNME [ af-No-CWNMF - [l f-N-MCWNMF - [ a5-No-MCWNMF

a=10=05 a=01,6=11
2 1
T 1000
A
~— 80»
g 60}
S g
15-20 20-25 25-30 30-35 15-20 20-25 25-30 30-35
a=08,5=07 =02 =1
120 : : : : : :
s}
ks
B
X
:
15-20 20-25 25-30 30-35 15-20 20-25 25-30 30-35
a=02,06=13

MER (in dB)

15-20 20-25 25-30 30-35 15-20 20-25 25-30 30-35

MER (in dB)

15-20 20-25 25-30 30-35 15-20 20-25 25-30 30-35
SNR (in dB) SNR (in dB)

FIGURE 5.6 — Evaluation de la méthode de NMF informée en fonction R Ses données.

5.7.2 Robustesse a l'initialisation

La non-unicité de la solution est un inconvénient pour lge@hmes de type NMF et la
gualité de la séparation dépend entre autre de l'initidieachoisie. Comme pour les résul-
tats de la section précédente, nous proposons de faire lmn®atrice de profil initial tout en
respectant les connaissances expertes, soit aul fogtialisations différentes.

Pour cette évaluation, nous utilisons des données avecd\tiRsé&péctivement égaux a 30
dB et 17 dB. Nous observons la qualité des résultats obtemades parameétres(=1, 5 =1)
et (@ =0.8, 5 =0.4). Lafigure 5.8 montre les différentes solutions obtenues [&s différentes
méthodes avec un SNR de 30 dB . Il apparait que les méthodemfoomées (S-NMF et
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FIGURE 5.7 — Performances des différentes méthodes en fonctiotN&udentrée (Moyenne
et écart type des MER) pour=1 et =0.5.

afB-WNMF) procurent de nombreuses solutions. Les méthodesnidfes sous contraintes de
forcage fournissent au plus deux solutions tandis que ldhadés informées par le modele
physique donnent toujours une seule et unique solution biesspour la normalisation 1 que
pour la normalisation 2.
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p=1

SNR=30dB

67,20dB

66,4943 o 174 66,3308

o B-WNMF

1034848
103,0308

oB-N,-CWNMF-R

oB-N,-CWNMF-R

o f3-N;-MCWNMF-R

o B-N,-MCWNMF-R

B =0.4

SNR=30dB

80308 g 145 80,1708

o - WNMF

93,6348

88,02dB

o f3-N,-CWNMF-R

o B-N,-CWNMF-R

o 3- N;-MCWNMF-R

o f3-N,-MCWNMF-R

FIGURE 5.8 — Les solutions pour différentes initialisations poes ldifférentes méthodes
(SNR=30dB).

La figure 5.9 rassemble les mémes graphiques pour un SNR @&e [l &th ressort, qu’avec
un bruit plus fort, la méthode avec modéle présente deutisntudifférentes aux performances
proches (N-MCWNMF-R). Quand le bruit augmente, les solutions poterggefont globale-
ment plus nombreuses et de moins bonne qualité.

148



5.7. Tests sur données de synthese

En conclusion, les méthodes informées présentent glolealeume meilleure résistance a
I'initialisation que les méthodes non informées.

a=1 B=1 SNR=17dB
af-NMF oB-WNMF oB-N;-CWNMF-R
31’3%5'\ 26,58dB 65,38dB 68,71dB

31,0608 27,4708
31,0548 27,878
31,03d8 28,3708
30,9d8 29,6508

29,8208

29,8448

65,2808

o - N,-CWNMF-R

o f-N,-MCWNMF-R

o 3-N,-MCWNMF-R

a=0.38

B=0.4

SNR=17dB

o B-NMF

37,58d8 30,56dB
36,91d
36,8808

37,2908
]
35,3848

o B-WNMF

62,75dB 39,808

41,1508
41,6608

op-N;-CWNMF-R

o - Nj-CWNMF-R

o 3-N,-MCWNME-R

o p-N,-MCWNME-R

FIGURE 5.9 — Les solutions pour différentes initialisations poes Wdifféerentes méthodes
(SNR=17dB).
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5.8 Tests sur données réelles

5.8.1 Contexte

L'objet du projet est d’étudier I'origine des poussieresanpension dans l'air dans la ville
de Dunkerque. Les poussieres en suspension ciblées sBNI&S, dont le diameétre, par défi-
nition, ne peut excédex.5,m. Ces particules sont un facteur important de risque powarigés
humaine car celles-ci sontinhalées de maniére profondeldapoumons et sont a I'origine des
irritations chroniques des organes. De plus, si ces p&taontiennent des composés toxiques,
alors des conséquences plus néfastes (effets mutagéenes) esavisager puisque celles-ci in-
teragissent directement avec les organes.

La directive 1999/30/CE du 22 Avril 1999 définit les valeumites pour les particules
PM10 dans I'air ambiant qui est dug/m? depuis janvier 2005. En paralléle, la Iégislation
a évolué depuis 2010 pour les PM2.5 pour une valeur limitaielterde25,9/m? en janvier
2015, avec un objectif a terme déug/m3. Cependant, la communauté Européenne a pointé
des pays comme la France ou les concentrations moyennesskgres dépassaient les valeurs
limites de maniére trop fréquente. Parmi les régions inoees, la région Nord-Pas de Calais
est particulierement ciblée. Le site de Dunkerque est nomh représentatif pour son acti-
vité urbaine et industrielle multi-activités. L'entrepei ArcelorMittal, soucieuse de son impact
environnemental, souhaite évaluer I'impact réel des ssuécla fois industrielles mais aussi
externes.

Quelques études ont été conduites sur le Dunkerquois daadie des PM10 [67], puis des
études plus récentes en PM2.5 sur un ensemble de villestahalliNord-Pas-de-Calais [80].
Elles s’appuient toutes les deux sur le modele de mélangaitiauquel sont associés possi-
blement des contraintes d’ordre des sources dans chageeeespependant, Viara al. [165]
rapportent les faiblesses des méthodes de factorisatioalles dans le cadre de la séparation
des émissions de poussieres fines. Par ailleurs, la sépades particules minérales [53] est
une tache difficile puisque celles-ci sont émises a la foidgmsources industrielles et natu-
relles. L'objectif est donc de comparer les résultats denmasvelles méthodes a ceux obtenus
dans [80].

5.8.2 Conduite du projet et instrumentation

Le projet consistait principalement en trois étapes :

— Les mesures étaient collectées toutesl febeures et correspondent a des périodes dis-
tinctes de I'hiver 2010 et du printemps 2011 prise au coeuiladglle de Dunkerque.
Le travail a été réalisé par I'Unité de Chimie Environnemknéd Interactions sur le Vi-
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vant (UCEIV), ULCO, sous la responsabilité du scientifique dafésseur Courcot et du
Docteur Ledoux.

— La caractérisation chimique de I'ensemble des échamsilioété effectuée par 'UCELIV,
toujours sous la responsabilité scientifique du ProfesSeurcot et du Docteur Ledoux.
L'accent a été mis sur les espéces ioniques, les élémengsirnat élements trace, et le
carbone total. Cette part de travail est relatée par exenapig [@0].

— Lidentification des sources a été confiée au Laboratolrdamatique, Signal et Image
de la Cote d’Opale et a nécessité le développement d’'un &@gildboré en C++ dans le
cadre du projet avec le groupe ArcelorMittal Atlantique etraine.

Le matériel d'instrumentation mis en place est un échantileur automatique de type DASO,
développé par la société Digitel dont lillustration estndé sur la figure 5.10. Le principe
de I'appareil est d’aspirer un volume d’air de maniere goe afin de piéger les particules
présentes. Un systéme de filtrage permet de ne conserver flirel (destiné a collecter les
particules) uniqguement celles qui correspondent aux PMzh&aque filtre est ensuite stocké de
maniere automatisée, a la suite de quoi, un nouveau filtn@iestn place. Le choix des filtres
est aussi discuté en détail dans [80]. L'appareil est capdibhregistrer les heures et dates des
mesures ainsi que les mesures de pression et températurenpiément, des mesures de vent
sont aussi disponibles a la périodeteminutes. Linstrument de mesure a été implanté sur le
toit de I'Université a Dunkerque, maintenu par des sangleslaes a des plaques de ciments
(comme on peut le voir sur la figure 5.11), pour supporter @assforts.

Ainsi, aprés analyse des différents filtres, nous aviongi@ misposition un fichier de don-

nées reprenant les différentes informations relatives &chantillon.

5.8.3 Les données

Le fichier de mesures qu’il nous est donné d’étudier regrdiigeéchantillons répartis sur
I'hniver 2010 et le printemps 2011. Ces données rassembfeaspéces chimiques, dont cer-
taines sont des ions, d’autres des especes métalliqueBretleecarbone total. Le détail de ces
especes est donné dans le tableau 5.3. En correspondanague chesure, nous disposons
d’'une incertitude caractérisant la précision de la mesAirgsi, nous disposons en réalité de
deux matricesX et utilisées comme données entrantes de la factorisation. €sgres sont
datées et accompagnées d’informations liées aux congliti@téorologiques.

5.8.4 Les sources en présence

Des études préalables [80] ont permis de mettre en évidencertain nombre de sources
qui peuvent étre classées en sources naturelles, soungergebdistances (particules ayant sé-
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FIGURE 5.10 — Matériel utilisé pour I'échantillonnage.

journées longtemps dans I'atmosphére) ou sources antuep(dont les sources industrielles).
Dans ce contexte, nous avons pu identifier au préalable anzees, dont cing peuvent corres-
pondre a des sources naturelles. Nous pouvons identifier l[darsix sources restantes, trois
sources industrielles, deux sources liées au trafic autien@b une source liée au chauffage
urbain. Parmi les trois sources industrielles, deux s@soat imputables a I'unité d’agglomé-
ration du site ArcelorMittal. La caractérisation précigel@nsemble des sources est difficile a
réaliser. Nous ne pouvons donner une référence absoluefils pttendus. Les connaissances
des experts se matérialisent d’'une part par des rapporspétes caractéristiques majeures,
d’autre part par 'absence de composés chimiques padrsuli
Pour des raisons de concision, nous choisissons de ref@égeaphiquement les profils
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FIGURE 5.11 — Implantation du DAS8O.

obtenus pour uniquement 5 sources représentatives pariil leecherchées (les autres sources
estimées sont présentées dans I’Annexe D). La liste desesoast disponible dans le tableau
5.3. Deux sources liées a I'activité sidérurgique sontgsrisn compte par I'intermédiaire de
I'unité d’agglomération. Ici, nous nous focalisons sur goerce naturelle, la sourdéarine,

une source de trafic appeléafic sauf échappememt les sources industrielles & savoir la
sourceAscométglla sourceAgglomeération ponctuellet la sourceAgglomération secondaire

Les espéces associées a la solleeine sont, par ordre décroissant des proportid@ris,,

Na, SO?[, Mg, K et Ca. Le reste des especes est donc absent de ce profil. La cevatobér
courante de cette source est faite aussi par le ra@om)isin de 2. La sourcMarine présente
un profil assez similaire a une autre source qualifiée de stmcne agéeet la confusion avec
cette derniere est donc possible.

Le profil de la sourcdrafic sauf échappementontient des espéces métalliques que nous
classons ici dans I'ordre décroissant des proprotiona,-d.-Cu, Sb, Fe, Zn, Alet Ca. Ces
especes résultent de l'usure des freins et des pneus. Cazsesmit plutdt présentes sous
forme de trace dans les mesures, d’ou la diffculté de restaerprofil.
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La sourceAscométakest une source industrielle dont I'espéce majoritaire egimc Zn,
suivie des espécds:, Mg, Ca, Mn, Pb, Cret Cu. Le reste des espéces est soit absent soit
largement minoritaire.

La sourceAgglomération secondaiest une source industrielle située sur le site d’Arcelor-
Mittal, cette source a pour espece majoritaire l&tersuivi des espéceésa, Zn, Al, Mg et Mn.

Le reste des espéces est soit absent soit largement mirgorita

La sourceAgglomeération ponctuellest la seconde source située sur le site d’ArcelorMittal,
et a pour espéce majoritaire le chlor@t, suivi des espécds, Fe, TC, NH, CaetNa. Le
reste des especes est soit absent soit largement mireritair

5.8.5 Reésultats des estimations des profils

Les profils d’'intérét ont été précisés dans le paragrapheegeint. Cependant, malgré cet
état des lieux des sources, I'estimation des différentSlpedt contributions demeure une tache
trés ardue. Plusieurs raisons font que cette entreprisoegilexe :

— Les données sont soumises a des aberrations d’origindplesil comme par exemple
I'apparition d’'une nouvelle source non prévue initialen@ans la liste des sources po-
tentielles.

— Une pollution de fond non attribuable & une source se sopergux mesures.

— Les profils des sources sont parfois proches géométriquesh&eur activité est de plus
simultanée.

— Le nombre de sources ponctuelles es8,dee qui réduit 'apport des informations d’ori-
gine météorologiques.

Aucune référence de profil n’existe, nous n'avons aucun maemesurer quantitativement
la qualité des résultats. Ainsi, hous avons choisi de reptés les profils dans I'ordre des es-
peces décroissantes selon les connaissances de I'exparpebmet a I'utilisateur d’observer

de gauche a droite la décroissance des proportions sinfiatin est correcte. Dans le cas
contraire, une espece située sur la droite de la courbe @ngdooportion constitue donc une
anomalie.

Nous avons choisi de comparer nos résultats a ceux publies [88] puisque les don-
nées sont identiques. Les méthodes utilisées en comparsist les méthodes3-WNMF,
af-No-CWNMF, af-No-MCWNMF, o8-BNo-CWNMF, a5-BNo-MCWNMF. Les tableaux
de contraintes précisent quels types de contraintes sitis€sitpour les méthodes a I'étude.
Ceux-ci ont été obtenus a partir d’essais multiples afin dargiarune solution acceptable. Le
tableau 5.3 associé a la matrié& = 0 est utilisé dans toutes les méthodes sauf la méthode
afS-WNMF. Les tableaux 5.4-5.6 sont utilisées pour les méthagles bornes, c.-a-.d., pour

154



5.8. Tests sur données réelles

les méthodesa3-BNo-CWNMF, a5-BNo-MCWNMF.

Tableau 5.3 — Matric&” utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn

Marine 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1

Marine secondaire 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0
Sulfates secondaires 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1
Nitrates secondaires 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
Agglomération secondaire| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic échappement 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement| 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
Ascométal 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0

Ni Pb | Rb | Sb Sn Sr Ti \ Zn NHZ’ Cl™ NO~ SO~ TC

Marine 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1

Marine secondaire 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération secondairel 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Agglomération ponctuelle| 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
Combustion biomasse 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Ascométal 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1

Tableau 5.4 — Matric&’ utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na | Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn

Marine 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Marine secondaire 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération secondaire] 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle| 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement| 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
Combustion biomasse 0 0 o] 0 0 0 o] 0 0 0 0 0 o] 0
Ascométal 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ni [ Po | Ro [ Sb[ sn | sr[ Ti vV [zn | NHf [ C” [ NOog [s02” [ TC

Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Marine secondaire 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1
Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
Agglomération secondaire] 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
Agglomeération ponctuelle| 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
Trafic sauf échappement| 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

Nous avons effectué de multiples essais pour différentesirgades parametrés, 5), et
nous avons observé dans le jeu de parametres utilisés datmaigre 4 une grande stabilité des
résultats dans une zone centrée autour des parametré3 et 5 = 0.4. Nous rapportons donc
ici les essais obtenus pour ces parametres.

Le profil de la sourcarine est donné sur la figure 5.12 pour toutes les méthodes étudiées
Nous pouvons constater que, pour la méthadeWNMF, le Carbone totalTC devrait étre
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Tableau 5.5 — Matricé’ ~ utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 0 0 0 0 0 110 0 0 0 0 0 0 0 0
Marine secondaire 0 0 0 0 0 140 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 320 0 50 90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération secondairel 1 120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle| 0 0 50 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement| 30 0.05 90 0 0 0 0 0 0.05 0 0 0 50 0
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o] 0 0 0 o]
Ascométal 0 5 0 0 110 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ni Po [ Ro [ Sb| sn | sr | Ti v zn [ NH [ G- | NO; | sOZ [TC
Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 60 0

Marine secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 140 10
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 25 o]
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 140 0 0 0 10

Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150 0 0 0 150
Agglomération secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 80 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 300 0 0 20
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 90 0 0 1 135 0
Trafic sauf échappement| 0 0 0 90 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0

Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 20 400
Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 350 0 0 0 0 0

Tableau 5.6 — Matricé’ " utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 0 0 0 0 0 400 0 0 0 0 0 0 0 0
Marine secondaire 0 20 0 0 0 200 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 800 0 180 200 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 200 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération secondairel 50 250 0 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle| 0 0 130 | 300 0 70 0 0 0 0 0 0 0 10
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement| 100 50 160 50 0 0 0 0 5 0 0 0 400 30
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 o] 0 0 0 0 0
Ascométal 0 100 0 0 200 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ni Pb | Rb [ Sb [ sn st | Ti v zn | NHI [ [ NOg [s02” [ TC
Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150 0
Marine secondaire 20 0 0 0 0 0 0 30 0 10 80 0 400 15
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 25 0 0 0 0 30 50 65
Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 300 10 150 0 150
Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 400 0 0 0 400
Agglomération secondairel 30 0 0 0 0 0 0 0 200 30 0 0 30 0
Agglomération ponctuelle| 0 50 0 0 0 0 0 0 0 100 500 0 50 110
Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 200 0 0 50 300 0
Trafic sauf échappement| 30 50 0 400 70 0 0 0 110 0 15 0 0 50
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 90 150 650
Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 700 0 0 3 0 0

absent alors qu'’il est prépondérant. Par ailleurs, le rap%é n'est pas du tout cohérent pour
cette méthode a cause d’'un déficit flagrantNen De méme, les résultats obtenus par [80] ne
sont pas complétement satisfaisants de ce point de vueoftagproximativement égal a 4 au
lieu de 2). Finalement, les méthodes informées-BN,-CWNMF, a5-BNo-MCWNMF) sont
celles qui s’approchent le plus de I'expertise chimique.

Le profil de la sourcdrafic sauf échappemerst donné sur la figure 5.13. Nous pouvons
y remarquer que les méthodes-WNMF, a3-No-CWNMF, a5-No-MCWNMF ont donné un
profil non-satisfaisant en rendant majoritairé’le. De méme, la méthode de [80] a sous-estimé
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largement la présence duu. La méthode la plus satisfaisante est une fois encore baber
informéea3-BNo-MCWNMF qui fournit un profil assez équilibré.

Le profil de la sourcéAscométalfigure 5.14) est censé étre majoritairement constitué de
Zn. Les profils de toutes les méthodes sont plut6t satisfasantdehors des méthodes-N--
CWNMF et a8-No-MCWNMF qui ont trouvé une espéce minoritaire en grande ingome.
Toutefois, la méthode de [80] a surestimé la présencBmdeSeules les méthodes3-BN,-
CWNMF, a3-BNo>-MCWNMF sont completement en accord avec le profil attendu.sDan
méthodex5-BNo-MCWNMF, I'estimation des proportions est trés correcte jieska 8 espéce.

Les deux sourcedgglomération secondairet Agglomération ponctuelleeprésentent le
site de Dunkergue de I'entreprise ArcelorMittal. Le profd I sourceAgglomération secon-
daire est donné en figure 5.15. Il représente les émissions loealediffuses a basse altitude
mais pouvant étre considérées comme ponctuelles au méi€urdté d’agglomération d’Arce-
lorMittal a I'échelle de la distance source-capteur. Ce pesficensé comporter majoritairement
duFe et duCa. Seules les méthodes de [80h&t-BNo-CWNMF, a5-BNo-MCWNMF donnent
un profil acceptable. La méthode’-BNo-MCWNMF fournit des estimations des espéeces mi-
noritaires plus cohérentes par rapport a [80].

Le profil de la sourcé&gglomération ponctuellest représentée en figure 5.16. Il correspond
aux émissions des cheminées de cuisson de l'unité d’aggitimie. Seules les méthodes de
[80], aB-BN2-CWNMF eta5-BNo-MCWNMF fournissent un profil acceptable en respectant
les espéces majeures. Toutefois, la méthode de [80] neif@asm deTC alors que les deux
méthodesy3-BNo-CWNMF et a3-BNo-MCWNMF sont cohérentes de ce point de vue. Le
reste des profils sont accessibles en annexe D.

En conclusion, sur lesprofils présentés dans cette section (et le reste des prafitegont
pas présentés pour des raisons de concision), les deuxaaéth®-BN,-CWNMF, o 5-BN»-
MCWNMF donnent des performances réellement satisfaisantgmuht de vue des experts
chimistes. Nous ne sommes cependant pas en mesure d’affju@ézs informations d’origine
météorologiques seules sont suffisantes pour founir unl patiérent. L'association de I'en-
semble des contraintes a cependant permis d’apporter usl@eation importante dans la qua-
lité des profils. Nous allons compléter ces informationsyras observation des concordances
entre especes chimiques estimées et mesurées.

5.8.6 Concordance des estimations par espece chimique

La cohérence des profils n'est pas le seul élément permeltagualifier les résultats. La
concordance des estimations et des concentrations pewt&tervée dans un graphe pour I'en-
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semble des échantillons. En effet, en ré-estimant les wdsens X & partir des estimations de
G et F', on peut mesurer sa distance par rapport aux données obséfv&n tout rigueur et
dans un cas idéal non-bruité, la représentation des espléicaisiues estimées en fonction des
données correspondantes doivent étre alignées selonit@ glee . La qualité d’estimation de
z; Vje{l,...,m} peutdonc étre mesurée par la régression par moindres carrésage de
points(z;j,2;;). Cependant, en pratique, a cause des points aberrants,vomsschoisi de ne
régresser que 80% des points : ceux divergeant le moins aeges observées. En pratique,
en plus de la pente de la droite de régression (qui doit étpduke proche de 1), nous avons
calculé la corrélation de régression. Enfin, pour des raigsienconcision, nous avons choisi de
ne représenter cette concordance que ponéthodes :

— I'approche de [80],

— la factorisation aveugle pondérég-WNMF

— et la méthode informées-BNo-MCWNMF.

La figure 5.17 rassemble les différentes especes chimiquasigp méthode issue de [80].
On peut y noter 'absence de concordance paspeces mineures rencontrées a lI'état de traces.
La figure 5.18 montre la concordance des especes pour la deztfelWNMF. On constate que
la corrélation est bonne pour la plupart des especes, abtmpendant au prix de profils tout
a fait incohérents. La figure 5.19 indique une concordancesct® entre especes pour la mé-
thodea3-BNo-MCWNMF, de qualité supérieure a la méthode donnée dans [88]dramoins
bonne qualité que la méthod&’-WNMF. Globalement, la méthodes-BNo-MCWNMF pro-
cure des profils physiquement trés réalistes associés eaodesrdances d’especes chimiques
convenables.

5.8.7 Examen des contributions et des origines des poussiéres par groupe
d’émetteurs.

Nous avons choisi de représenter ici les contributions deuwte de8 sources industrielles
en fonction du numéro d’échantillon. La figure 5.20 rassendads différentes contributions
pour la méthodev3-BNo-MCWNMF. On peut par exemple constater que I'échantillérest
un échantillon remarquable car la méthode a conservé demzesoindustrielles (orientées dans
des directions différentes du capteur) parmidesar le vent a tourné au cours de la période.
Les pics de contribution industrielles sont visibles etioésrmations permettent a l'utilisateur
de reconstruire la part des émissions industrielles danédeantillons. Afin de voir I'impact
des différentes sources dans les données, nous avonspégroelques sources par familles a
savoir :

— Les sourceMarine et Marine secondair@eviennent la sourdéler.
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— Les sourceS$ulfates secondairest Nitrates secondairesont la sourcé\érosols secon-
daires
— Les sourcesrafic échappememrt Combustion biomasskeviennent la part appel€@om-
bustion
— Les sourced\gglomération secondairégglomération ponctuellet Ascométakont re-
groupés dans la palrdustrie
Nous avons mis en évidence sur la figure 5.21 la participateandifférentes sources dans les
données. Nous pouvons voir que l'industrie n’est pas lacsolar plus importante en terme de
pollution générale. Nous remarquons également la forticp@ation des sourceasérosols se-
condaires(Sulfates et Nitrates secondaijet Combustior(Trafic échappement et Combustion
biomassgdans les données.
Par contre, en regardant les données concernant I'e$péce la figure 5.22, nous remar-
qguons que l'industrie est la source qui en émet le plus, atraiomde la source combustion qui
est quasiment inexistante.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposeé de tenir compte demations de type météorolo-
giques par l'utilisation de modéles physiques de propagatans I'air. Ces modéles alimentés
par les connaissances des sources et des conditions a#rigspls ont permis de renseigner
la structure de la matrice de contribution du modele de ng&la@ette information de struc-
ture a été utilisée pour initialiser les matrices de contidm et par conséquent, aussi pour les
différentes variantes des méthodes informées de NMF.

Ces méthodes utilisant un modele ont été expérimentées el@asile de données synthé-
tiques, provenant de profils et de mesures de vent syntlestiilles ont mis en évidence une
amélioration sensible des performances dans toute la da@NR étudiés. Méme si en bruit
fort, 'apport est moindre, il reste néanmoins perceptible

Enfin, nous avons expérimenté nos méthodes avec modelesseinsaéles sur un jeu de
données reéelles issues du site industriel et urbain de Dgn&eNous avons montré que les
profils obtenus avec les méthodes-BNo-CWNMF étaient globalement plus satisfaisantes
que les autres méthodes dont [80] et procuraient une melieterprétabilité chimique des
profils que les autres méthodes, en particulier, la méthgd&/NMF.
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FIGURE 5.12 — Estimation du profil de la source marine.
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FIGURE 5.13 — Profil de la source Trafic sauf échappement.
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FIGURE 5.14 — Profil de la source Ascométal.

162



5.9. Conclusion

a1 12 P2 EON  FHN {1 s ug qs ad nd oD egq N A yos 1D EN sy By b qd U By I uz ED a4
m T my T r T I kil ! —E—ﬁ‘_

| annwo-ENg-e o Il ANNAD-ENE-g 0] AINNMDIN-N-¢ 0 I ANNAD-ON-¢ 0 ANNA I Loy
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I [ I I I

001

00z

ooe

0ov

005

009

004

008

006

000k

FIGURE 5.15 — Profil de la sourcagglomeération secondaire
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Chapitre 6
Conclusion générale

Arrivé au terme de cette étude, nous pouvons en tirer ledwsinns et examiner dans quelle
mesure nous avons répondu aux questions soulevées dahapises introductifs.

6.1 Bilan

Dans la premiére partie de ce document, nous avons discsidiftirents modeles de meé-
langes linéaires rencontrés classiqguement dans laftittérat nous avons formulé ces mélanges
comme des problemes de factorisation matricielles. Noaesagussi abordé les informations
complémentaires a cette factorisation. Les contrainte#iadnelles usuelles se déclinent en
I'orthogonalité, I'indépendance, la parcimonie, la n@gativité, et ou la somme kdes fac-
teurs. Nous nous sommes orientés vers les méthodes a base-dégativité comme connais-
sance principale de la problématique abordée.

Le second chapitre s’intéresse aux différentes classesétleodes de résolution du pro-
bléeme de NMF Euclidien, en patrticulier, les méthodes miidtpives et les méthodes a gra-
dients projetés. Il indique aussi les conditions de statwité, qui représentent les conditions
nécessaires d’un minimum local. Puis, nous avons étendutilannd’écart quadratique a la no-
tion de divergences paramétriques. Ces derniéres pering¢témiérer certains points aberrants
dans les données, rendant robuste leur usage dans la NMBtiba de poids a aussi été intro-
duite dans les criteres de NMF afin de tenir compte des medaresdes gammes de valeurs
tres différentes. Nous avons donc retenu une fonction deagpelée divergences pondérée,
comme la fonction a minimiser dans notre problématique rhéthodes multiplicatives se sont
imposées dans nos choix pour leur simplicité d'implémemtatt la faculté de préservation de
structure.

Afin de limiter le nombre potentiel de points stationnaime®s avons orienté nos travaux
vers les NMF informées. Linformation que nous avons intiitel est d’abord la connaissance
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partielle de certains profils. Nous avons pour cela étaldi pgramétrisation qui intégre cette
information de maniére explicite. La stratégie de Majamraflinimisation a permis finalement

de développer des regles de mise a jour pour arriver a lai@oldtl probléme de NMF avec
fonction de colt de type divergences pondérée. Ces regles dépendant de ces paramétres
permettent d’englober les divergences usuellement é&sdiges variantes de ces régles ont pu
aussi étre établies en appliquant la divergence aux rédelastte paramétrisation. Les points
limites fournis par ces méthodes sont compatibles avecdeditions de KKT énoncées dans

ce chapitre.

Une autre information concernant la normalisation des Igrafété prise aussi en compte.
Nous avons considéré cette information consécutivemegitéide la connaissance partielle des
profils. Ces régles peuvent étre condensées en une seulecét@qanent lieu a un ensemble
de méthodes associées. Enfin la notion de bornes minimategx@tnales a été introduite dans
les algorithmes sous forme de projection dans I'espacesailoie. Nous avons développé un
ensemble de regles appropriées pour résoudre le problésdeepdonction de :

— l'ordre des contraintes de bornitude et de normalisation,

— le choix de la normalisation,

— le choix d’'une divergence sur les données estimées ousstgdilus de notre paramétri-

sation.

Des expérimentations ont été conduites sur un jeu de dosgadgetiques de taille réduite.
Des comparaisons ont été conduites sur une gamme de SNR dasemeariant de 15 a 60
dB. Le gain en performances pour les méthodes a base de neatiwalj bornitude et forcage
de profils est trés bon sur les SNR élevées mais reste modmstéeg SNR faibles. Ceci est
en partie du au fait que l'information apportée jusque lagsur la matrice de profil tandis
gue l'indice de qualité s’applique a la matrice de contiiut L'erreur d’estimation est donc
essentiellement due a I'erreur sur les mesures.

Nous avons proposé aussi d'apporter une information surtsice de contribution. Nous
avons en particulier utilisé un modele physique de propagatimenté par des mesures de vent
afin de déterminer I'activité de la source percue au niveacaghteur. Cela a permis de struc-
turer, d’'une part la recherche de l'initialisation de la tilution et d’autre part, les différentes
variantes de NMF informées. Ces méthodes s’appuyant sur delmont été testées sur des
données synthétiques et ont montré une amélioration demkihs la qualité des performances
sur toute la plage de SNR. Les méthodes avec modeéle ont étére@ptées sur un jeu de don-
nées réelles provenant d’'un site industriel et urbain, Bmiflsience de sources multiples. Nous
avons observé que la méthode avec modgleBN,-MCWNMF était susceptible de fournir
des profils trés satisfaisants pour un choix de parameétrgsadéquats et supérieurs aux mé-
thodes de la littérature. Celle-ci a par ailleurs montré wreordance entre espéces chimiques
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au moins équivalente aux autres méthodes.

6.2 Perspectives

Néanmoins, malgreé ces constats encourageants, nous oreendant mettre I'accent sur

les points qui peuvent encore étre améliorés et qui méetarane étude approfondie :

— Les parametres actuels $ de la fonction de co(t sont choisis de telle sorte a respecter
les espéeces majeures. Dés lors, les especes mineures onfpeté délaissées. Il pourrait
ainsi étre envisagé d'établir des régles de mise a jour aeeparametres, S différents
pour chague espéce chimique. Cela permettrait peut étredtitaar encore les résultats
de concordance des espéces chimiques mineures.

— Les méthodes mutliplicatives sont tres pratiques pompiémentation des regles de mise
a jour, on peut cependant leur reprocher une non garantierde@igence vers un point
stationnaire et une lenteur de convergence vers le poiitelibans ce sens, des méthodes
modernes comme les méthodes HALS informées seraient at&agissantes a développer
dans le cadre des fonctions de co(t de type divergences @aigues.

— La prise en compte deksinformations majeures sur les profils, a savoir le forcage de
certains éléments du profil, la somma at I'application de bornes minimales et maxi-
males, est, pour le moment, finalement séquentielle, dasnkeou chaque contrainte est
traitée individuellement. Une paramétrisation qui resgeit conjointement deux d’entre
elles, par exemple la normalisation &t les contraintes de forcage serait envisageable et
permettrait sans doute une amélioration dans les perfaresases méthodes.

— Lintégration des informations sur la matrice de contiidnu est actuellement assez ré-
duite dans le sens ou les sources industrielles ponctisglgspeu nombreuses dans un
cas réel. Ainsi, la structuration de la matrice de contitdsuétendue aux autres sources
pourrait favoriser une meilleure restauration.
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Annexe A

Une approche géometrigue de 'ACP

Cette annexe est largement inspirée du chapitre 2 du livig][Hle vise a expliquer les
fondements géométriques de I'ACP.

L'ACP peut étre vue comme la recherche d’'un sous espace aéfifelide dimension pour
un ensemble de n points appartenaifaissus de la matrice de donné&s Soit z; I'un de
ces points; allant de 1 an. Nous recherchons un sous espace de dimenspn respecte au
mieux les données. Nous pouvons donc écrire un pgisbus la forme (A.1),

L-:&oJrUng- Vi=1...n, (A.1)

ou U, est une matrice de taille: x p, constituée des vecteurs de base du sous espaee&g”
représente les coordonnées du point dans la nouvelle basgsudiespace. Le vectery peut
représenter n'importe quel vecteur He'.

Puisque la représentation (A.1) est indéterminée par rappr éléements rechercheg, U,
ety,, nous pouvons par exemple imposer gusoit une variable centrée, dénogélequi vérifie

Z (A.2)

1
n;

a1
Y= n i:z:lf
Dans I'optique de I'existence de bruit ou d’erreurs sur lem{s, le sous-espace affine optimal
est recherché au sens des moindres carrés, a savoir en sainirierreur de projection sur le
sous espace, c.-a-d.,

min
pvaay

2
o-Upy,|  sc Ul -Uy=1 y,=0 (A.3)

La différentiation de ce critere par rapport@ety,, en supposant qué, est fige, conduit aux
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Annexe A. Une approche géométrique de 'ACP

relations suivantes : .
N 1 N T N
Bo= >z ;=Up (2i—Zo). (A.4)
i=1

Les vecteurg, correspondent aux coordonnées des points projetés damsskespace. lls sont
aussi appelées les composantes principales géométripeds relation (A.4), il en découle le
critere a minimiser en fonction de la matrice orthogorigje

2

i —UpU, 2

sc. Ul -Uy,=1, (A.5)

n
min 3|

oliz’; £ z;, — 7. La minimisation précédente peut se reformuler en fonatieia somme de
traces de matrices, c.-a-d.,

" T
min > Tr [(x’i —UpUy ) (2 = UpUy ;) } s.c. UlU,=1, (A.6)
Poi=1
ou bien, sous la forme de la trace d’'une matrice unique eniggdint la matriceX’ de taille
nxm parX’ £ [@’?,g’g,...,g’g]

T
min T [(Jm —Up-UNX" (L = U, U XT) ] sc. Ul-Uy=1, (A7)

Up

En utilisant les propriétés sur les transposés, cette rmeation se réécrit

min T [(Ln—Up-UF)- X" X' (I —Up U] sc. UT-Upy=1,. (A8

p
P

La propriété sur les traces(H - B) = Tr(B - A) ainsi que I'expression associée a une matrice
orthogonale/, Ul U,U;l = U,U" permet de simplifier la minimisation en :

min Tr[(1,~U, UD)-XT- X' se. UT-U, =1, (A.9)

Up

Le probleme peut de maniere équivalente étre réécrit séosee d’'une maximisation, a savoir,

max Tl X" XU se UF U, =1, (A.10)

Up

La décomposition en valeurs singuliéres de la matki¢@ermet de faire apparaitre les valeurs
singuliéres de cette derniére,
X'=v-2.vT, (A.11)

avecU etV matrices unitaires de dimensions respectives: etm x m. La matrice des valeurs
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singuliéres est définie paf = diag(oy, ..,0,,) de dimensiom x m. Il apparait que le produit
X' X' se formule sous la form&’” . X’ = V. $2. V7. La maximisation (A.10) se réduit
ainsi a,

max I Vv, Ul vt se UFU, =1, (A.12)

Si on considere que les valeurs singulierestdgont ordonnées dans le sens décroissant, cette
maximisation peut se reformuler en écrivant quieé= ", o%¢; - ¢! sous la forme d’'une
somme de normes, c.-a-d.,

m 2
max Z O'Z-Z
Up i3

VIU,-UL Ve

sc. Ul -Uy=1, (A.13)

Cette somme est maximale [166] quabigl résulte degp premiers vecteurs colonnes e
correspondant aux valeurs propres les plus élevéesXelLe maximum précédent vaut donc
>P_, o2, résultat connu en Analyse en Composantes Principales.fEenant par exemple la
relation (A.8), la factorisation matricielle correspontla une ACP s’écrit donc :

X'~X"U, U sc U-U,=1I, (A.14)

Elle s’obtient généralement en procédant a une décomposti valeurs singulieres tronquée
auxp premieres valeurs singulieres de la matrice
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Annexe B

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour
la NMF de Frobenius sous contraintes
égalité

Les conditions de Karush-Kuhn Tucker sont proposées pawadeé = 0. La démonstration
peut aisément étre étendue au cas général.
La minimisation du critére (3.15) nous amene a considééguition?(.), définie par,

H(AF) =Tr (X = G(AF o D) (X = G(AFoR)oW)) = H1—2Ha+Hz,  (B.1)
ou
H =Tr(XT(XoW))

Hy =Tr(XoW)TG(AFoN)) (B.2)
Hy =Tr((AFoR)TGT(G(AFo12))oW)).

Notons tout d’abord les propriétés suivantes :
TrUT(VoW)) =Tr((UoW)1V), (B.3)

et
Tr(VoW) =Tr(VIW). (B.4)
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Annexe B. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour la NMF de Fralsesous contraintes égalité

La différentiation deH- peut étre écrite en utilisant la propriété (B.3),

OHy = ATt (X oW)TG(AF o)) =Tr (X oW)T(G(R0 AF)))
= Tr((XoW)TG-0(Zo AF)) =Tt ((((X Sse) o!ZT)aAF> . (B.5)

La différentiation deH» par rapport &' donne,

= o (GT(X oW)). (B.6)
La différentielle de#3 s’exprime sous la forme,

OHz = OTr ((AF o) GT[(G(AF 0 02) o W)
=2-Tr(WoG(Ro AF))T.G.(200AF)). (B.7)

En utilisant la propriété (B.3), celle-ci devient,
OHz =2 Tr ((((WOG(QAF))T.G)oQT)aAF). (B.8)
La différentiation deHs par rapport &' donne

oH _ _
M; =2[GT(W o (G(R20 AF)))]o 2. (B.9)

En utilisant les équations (B.6) et (B.9), il est possible ghaxer la différentiation de la fonc-
tion #(.)

OH — T/
SAp = 2020 (GT((G[RoAF] = X)oW)). (B.10)
Le Lagrangien s’exprime :
LG F) = ;H(AF) CTH(IgoG)—Tr(Ipo AF). (B.11)

En annulant la dérivée de ce Lagrangien par rappdxig cela donne les relations suivantes

=00 (GT((G[20 AF] = X)oW)) — I'r = 0. (B.12)
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On obtient ainsi directement I'expression Og. Les conditions de KKT pour la minimisation
du critere (3.15) sont de la forme,

AF =0, G =0,
OH OH
AFolp=0, Golg=0.

Pour plus de clarté, sof* £ 2o AF. En remplacant la relation (B.12) dans I'équation (B.13)
et par analogie avec la matrice, il est possible de déduire les conditions de KKT pour le
probleme pondéré et contraint.

AF =0, G =0,
20 (GT((GF*=X)oW)) =0, (Wo (GF* = X)) F*T 0, (B.14)
AFoQo (GT((GF*=X)oW)) =0,  Go((Wo(GF*—X))F*T) =0.

Si maintenant, on consideie* £ o AF + @, les conditions de (KKT) ne changent pas par
translation, et on trouve exactement la méme relation (Bobdy le cas général. La relation

(B.14) résume les conditions de (KKT) pour le probleme de NMFbbenius sous contraintes
égalité.
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Annexe C

Conditions de KKT pour la NMF
contrainte a base divergencev

Les conditions de Karush-Kuhn Tucker sont développéeslpatas® = 0. La démonstra-
tion peut étre aisément étendue au cas général.
La minimisation du critére (3.106) nous améne a considé&eguétion?(.), définie par,

H() = =% [~ 225 T (X = GO))T (X = GB)P o W)+ Tr((X — GO)) T (G(AF o 12)) o W)
o5 [t (G(AF o 2)T(G(AF o D))+~ Lo W)

(C.1)
Soit :
Hi =Tr((X —GO))T((X —GP)PoW)),

(
My =TH((X — GoP) T (G(AF o) oTT), c2)
Hy =Tr((G(AF o Q)T (G(AF 0 2))* P~ 1oTV).

)
Nous allons donner le développement des KKT pour la méthedeéMF contrainte a base de
divergenceys.

C.1 Différentiation du critére par rapport aux inconnus

Dans ce paragraphe, on aborde la dérivation matricielledaur quelques propriétés dé-
crites dans I'annexe précédente. En utilisant la prop(Ei8), il est possible d’écrire :

Hy =Tr(X —GP))T((X = GD)P o W)) = Tr((X — GD)* TP o). (C.3)
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Annexe C. Conditions de KKT pour la NMF contrainte a base divergec

Notons queH; ne dépend pas dé £’ conduisant ainsi a une dérivée nulle par rapport a cette

derniéere
OH1

IAF)
La différentielle deH par rapport & peut s’écrire par arrangements successifs,

= 0. (C.4)

OH1 = 0Tr((X —GP)*TPoW) =Tr(d(X — GP)* TP o W),
= (a+B) Tr(Wo (X — GP)*TF~1od(X — GD)), (C.5)
= —(a+8) TH(W o (X — G&)**7 10 9(Ga)).

Les propriétés (B.3, B.4) et la propriété de commutation dees induisent
OH1 = —(a+ ) Tr[(Wo (X —GD)*TB—1)TH(G) D]

= —(a+B) Tr[®(W o (X — GP)*+B8-1)TaG| (C.6)
— —(a+8) TI(Wo (X —Ga)i-1)a7) " ac).

La différentiation de{; par rapport & aboutit &

oH1

-G = —(a+B)(Wo (X —Gp)* -1l (C.7)

De méme, la différentielle d&, s’écrit de la fagcon suivante,
OHy = 0Tr (X = GD)*oW)T(G(AF 0 2))7) =Tt (X — G)* o W)TO[(G (120 AF))T]),

=BT ((X = GP)*oW)T ((G(20 AF))PL0d(G(20 AF)))),
— BT H(X G oW o (G(QoAF))ﬁl]Ta(G(QoAF))} .

(C.8)
En utilisant les propriétés de la transposée, nous pouvtrgluireGG dans la transposée, c.-a-
d.,

THy =BT |[(X — GO oW o (G(2o AF))P1] Ga(20 (AF))].
—4Tr [(X—G@)aoWo(G(ﬁoAF))B—l}TG(ﬁo(aAF)) , )
— BTr|[GT((X — G oW o (G(QOAF))M)}T(QOMF)} .

184



C.1. Différentiation du critére par rapport aux inconnus

En utilisant la propriétée (B.3), il est possible d’écrire

OHy =BT [(GT((X—Gcﬁ)“oWo(G(QoAF))ﬁ_l))}T(Qo(8AF))},
= BTr[[(GT((X —GB)? e W o (G(R0 AF))P1) O}T(aﬁp)} . (C.10)

La différentiation deH- par rapport @\ F donne

OHa
ONF

— 806G (X -G oW o (G(2o AF) )] can

Nous nous intéressons maintenant a la différentiatich gpar rapport &' Soit F* = o AF.
L'expression deH, est donnée dans I'équation (C.2). La différentielleties’écrit

OHy =Tr(A(X = GP)* o (GF*)PoW) +Tr ((X - GB)* oW o d(GF*)7),
OHy =aTr((X—GP)*Lod(X —G)o (GF*)PoW)
BT ((X = GP)* oW o (GF*)P =10 0(GFY)),

OHy =—aTr((X = G)* 1 od(GP)o (GF*) oW)
BT ((X = GO)* oW o (GF*)P Lo ((9G)(F™))).

(C.12)

De maniére similaire &/, par rapport &, nous pouvons réarranger les expressions ci-dessus,

OHy =—aTr((X —GD)* 1o ((0G)(®)) o (GF*)? o)
+BTr (X = GP)* oW o (GF*)P~Lo ((0G)(F*))),
OHs ——aTr ([(W o (GF*)Po (X — G@)a—l)qu]TaG) (C.13)

LT ([(W o (GF)PLo(X -Gy "] aa) |

La différentiation deH- par rapport & se résume a,
Pl — o (Wo(GF*)Po (X ~GD)* ) 8" + (W o (GF*) Lo (X —Ga)*) F*'.

(C.14)
La fonction#3 peut s’écrire sous la forme

Hs =Tr((GF)* T ow)). (C.15)
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Annexe C. Conditions de KKT pour la NMF contrainte a base divergec

De maniéere similaire, la différentielle d¢; s’exprime sous la forme :

OHz = 0Tr ((G(AF o 2))T(G(AF 0 R))* 1o ),
= (a+B)Tr (WH(G(AF 0 2))*+0 Lo )(G(AF 0 12))),

= (a+B)Tr(Wo (G(AFo ﬁ))aﬂf—lfa [G(AFoR). (€10

L'usage des propriétés (B.3, B.4) permet de simplifier I'éicat

Iy = (a+B)Tr (GT(Wo(GAFo )+ 1] [(AF D),
— (a+B)Tr ([T (W o (GAF o )2 5-1)] " (o a(AF))), (C.17)

— (a4 B)Tr ([0 (GT(W o (G(AF o )7 1))] " 9(AF)).

La différentiation deH{3 par rapport &' donne alors

3?Z[;) = (a+0) [ﬁo (GT(Wo (G(AFoﬁ))Oﬁﬁ—l))}T' (C.18)

De méme par rapport@ et en utilisant les propriétés (B.3) et (B.4), il est possibéedre
OHz = (a+p) To(W o (GF*)*HP~109(GF*)),

OHz = (a+p) TF(WO(GF*)%B_IO(a(G)(FT*))), (C.19)
OHz = (a+f)Tr ([(Wo (GF*)ets=1) X ac:) .

La différentiation deH 3 par rapport & s’exprime immédiatement par,

OH3 . *ya+B—1\ pxl
a0 = (@+8) (Wo(GF*) VR (C.20)
En utilisant les équations (C.11) et (C.18), il est possibexpfimer la différentiation de la
fonction?(.) par rapport &\ F,
OH 1

N (GT(W o [(G(AFo12) 7! — (X = GD)* o (G(R0 AF))P71)])) . (C.20)
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C.2. Lagrangien et KKT

C.2 Lagrangien et KKT

Avec les dérivations précédentes, nous pouvons détermemeonditions de KKT. Le La-
grangien s’exprime :

L(G,F)= ;H(G,AF) —TH(IgoG)—Tr(I'ro AF). (C.22)

En annulant la dérivée de ce Lagrangien par rappdtiaet en utilisant la relation (C.21), on
obtient I'expression suivante :

aicp - 2200 (GTWo[(GAF @)™ —(X ~GP)" o (G(R0 AF))7])) = Ik =0
(C.23)

On obtient I'expression dér

I'p= <§T(Wo [(G(AF o)) P71 - ((X—G@)%(G(OOAF»B”)])) 0f2. (C.24)

«

En utilisant les équations (C.14), (C.6) et (C.20), il est gaeg’exprimer la différentiation
de la fonctiont(.) par rapport &

OH _-1( «a 37'[1+37'l2_ B OH3
G _aB\ atp oG " 9G a+p oG

ou les fonctiongH ;1 et o sont définies par

) Mg+ Ay, (C.25)

(C.26)

L'annulation de la dérivée de ce Lagrangien (C.22) par rapgp6f donne les relations sui-

vantes :
oc 1

oG~ 2!
Ceci nous procure I'expression dg obtenu enf™

My +Hyo)— T = 0. (C.27)

Ig =55 |Wo((GF*) o (X —GP)*~t - (X — Go)o i) o"

tok [Wo ((GFH) 51— (X = Go)2 o (GF*)P1)| (C.28)

Les conditions de KKT pour la minimisation du critere (3.166nt :
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— Parrapport d\ F'

AF =0,

o

N 0, (C.29)
AFOFF =0.

— Par rapport &
G =0,
OH
96 =0, (C.30)
Golg=0.

Les expressions d€r et ['; sont déduites de (C.24) et (C.28). Considérons de nouveau
pour plus de concisiod™ = 20 AF. Une fois remise en forme et ignorant le fact@utes
conditions de KKT pour le probleme pondéré et contraint alex divergencea sont donc
les suivantes :

— Parrapport d\ F'

AF =0,
1900 (GT(W o [(GF*)+7=1 — (X = Gd)*o (GFX)P71)])) = 0, (C.31)
L AF oo (GT(Wo [(GF*)*I-1 — (X = Go)* o (GF*)P1)])) = 0.

— Par rapport &

G =0,
Wo (X —Go)*H((GF*)’ — (X - Go)")| 0"+

Tb —Q |~ ™~

Wo (X —Go)* H(GF*)’ — (X - Go)F)| o”

{
~WoGF*) o ((GF*) — (X —Go)™)| F*' -0, (C.32)
°3l
{

1
+Go = [WoGF*) ™ o ((GF*)" — (X -Go)*)| F* =0
Ces expressions (C.31, C.32) restent valides méme si I'onainesia relation étendu* £

0 AF +®. Ces expressions représentent donc les conditions de KKSldaas général pour
la NMF contrainte a base de divergence.

188



Annexe D

Autres profils estimés sur les jeux de
données réelles

En complément des tests sur les données réelles donnéesdéiaillons les profils qui
n’'ont pas été présentés dans le chapitre 5.

La sourceMarine secondairea pour espece majeure le nitr&@, , suivi des especesa,
SO?{, Cl—, Mg, les autres espéces étant soient absentes ou présentegequamntité. Les
méthodesyS-BNo-CWNMF eta5-BNo-MCWNMF trouvent un profil trés satisfaisant. En ef-
fet, ces méthodes donnent un profil tres satisfaisants gu$a6° espéce comme nous pouvons
le voir sur la figure D.1.

La sourceCrustalea pour espece majeure I'aluminiufi, puis les especesa, Fe, K, TC,
Mg, SO?[. Les autres espéeces sont soit absentes ou présentes ers igiargités. Nous pou-
vons remarquer sur la figure D.2 que les méthad@dBN,-CWNMF et a5-BNo-MCWNMF
obtiennent un profil quasi parfait jusqu’a Iee&péece, a lI'inverse de la méthadé-No-MCWNMF
qui trouve beaucoup dEC alors que cette espece ne devrait pas étre aussi importante.

La source Sulfates secondaires a pour espece majeuredmsa)ﬁ‘, puis les espécesH,
TC, NOj3, Ca, K. Les autres especes sont soit absentes ou présentes enguoéintée. Nous
remarquons une nouvelle fois sur la figure D.3 que la méthgdB8N,-MCWNMF trouve un
profil quasi parfait puisqu’elle respecte vraiment le predipposé de la source au contraire des
méthodes WNMFu5-N2-CWNMF eta3-No-MCWNMF.

La source Nitrates secondaires a pour espece majeuredéeeiNto,, puis les especebC,
NHI, Ca, Fe, Zn, Cu. Comme nous pouvons le voir sur la figure D.4, les méthodesérau
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toutes un profil respectable, néanmoins les méthodesd80BN.-CWNMF eta3-BNo-MCWNMF
ont un profil particulierement satisfaisant, en effet legpartions des différentes especes res-
pectent I'ordre établi préalablement.

La source Trafic échappement a pour espece majeure le cadiah®C, puis les especes
SO?[, Zn, NO3, Fe, Ba, Al Les autres especes sont soient absentes ou présentesren infi
guantité. Comme nous pouvons le constater sur la figure B5né&hodes3-BNo-CWNMF
et a5-BN2-MCWNMF obtiennent un profil satisfaisant, bien que nous cosis un meilleur
résultat pour la méthodes-BNo-CWNMF puisqu’elle obtient un profil satisfaisant jusqu’a la
4¢ espece.

La source Combustion biomasse a pour espéce majeure le eddbaleT C, puis les especes
K, C17,NOj3, SO3 ™, Ca, NH} . Les autres espéces sont soient absentes ou présentesnen infi
guantité. Comme nous pouvons le voir sur la figure D.6, toesriéthodes n'arrivent pas a
bien estimer cette source. A défaut d’obtenir un profil &&igant, nous pouvons noter que la
méthoden5-BNo-MCWNMF arrive a retrouver les espéces caractéristiques ttie saurce.
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FIGURE D.1 — Profil de la sourc®arine secondaire
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Résumé

Les méthodes de NMF permettent la factorisation aveugleedinatrice non-négativ& en le produitX =
G - F de deux matrices non-négativéset F. Bien que ces approches sont étudiées avec grand intérét par
communauté scientifique, elles souffrent bien souvent diamque de robustesse vis a vis des données et des
conditions initiales et peuvent présenter des solutionsipfes. Dans cette optique et afin de réduire I'espace des
solutions admissibles, les travaux de cette thése ont fapectif d'informer la NMF, positionnant ainsi nos travaux
entre la régression et les factorisations aveugles classicPar ailleurs, des fonctions de co(ts paramétriques
appelées divergencegs sont utilisées, permettant de tolérer la présence d'afimmsadans les données.

Nous introduisons trois types de contraintes recherchérda snatriceF’ a savoir (i) la connaissan@xacte
oubornéede certains de ses éléments et (ii) la somnaléa chacune de ses lignes. Des regles de mise a jour per-
mettant de faire cohabiter I'ensemble de ces contraintedgsaméthodes multiplicatives mixées a des projections
sont proposées. D’autre part, nous proposons de conteglimdtructure de la matrigg par I'usage d’'un modéle
physique susceptible de distinguer les sources présantégaau du récepteur.

Une application d’identification de sources de particulesw@spension dans I'air, autour d’'une région indus-
trielle du littoral nord de la France, a permis de testetdiat de I'approche. A travers une série de tests sur des
données synthétiques et réelles, nous montrons I'appsditférentes informations pour rendre les résultats de la
factorisation plus cohérents du point de vue de l'integdiéh physique et moins dépendants de l'initialisation.

Mots-clés:séparation informée de sources, factorisation matricien-négative, contraintes expertes, divergence
af, identification de particules dans l'air

Abstract

NMF methods aim to factorize a non-negative observatiomimat as the produck = G- F' between two
non-negative matrice§ and F'. Although these approaches have been studied with greaesitin the scientific
community, they often suffer from a lack of robustness taadatd to initial conditions, and provide multiple
solutions. To this end and in order to reduce the space ofsamilohé solutions, the work proposed in this thesis
aims to inform NMF, thus placing our work in between regressind classic blind factorization. In addition, some
cost functions called parametiig3-divergences are used, so that the resulting NMF methodslwnst to outliers
in the data.

Three types of constraints are introduced on the mdftike., (i) the exactor boundedknowledge on some
components, and (ii) the sum tf each line ofF". Update rules are proposed so that all these constraintslame
into account by mixing multiplicative methods with projiect. Moreover, we propose to constrain the structure of
the matrixG by the use of a physical model, in order to discern sourcestwdnie influent at the receiver.

The considered application—consisting of source identiioeof particulate matter in the air around an in-
dustrial area on the French northern coast—showed the étteféhe proposed methods. Through a series of
experiments on both synthetic and real data, we show theilsotibn of different informations to make the fac-
torization results more consistent in terms of physicarptetation and less dependent of the initialization.

Keywords: Informed source separation, Non-negative Matrix Facibidn, expert constraints,3-divergence, air
particulate matter identification
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