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Laboratoire d’Informatique, Signal et Image de la Côte d’Opale – EA 4491
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Glossaire

Variables

Notations générales

– u : scalaire,
– u : vecteur colonne,
– U : matrice,
– U.,i : i-ème vecteur ligne extrait de la matriceU ,
– Uj,. : j-ème vecteur colonne extrait de la matriceU ,
– 1i×j : matrice(i× j) ne contenant que des 1,
– 0i×j : matrice(i× j) ne contenant que des 0,
– Ij : matrice identité de dimension(j× j),

Notations spécifiques

– n : nombre d’échantillons,
– m : nombre d’espèces chimiques,
– p : nombre de sources,
– X : matrice(n×m) des données observées,
– G : matrice(n×p) des contributions des espèces chimiques dans les observations,
– F : matrice(p×m) des profils chimiques,
– Σ : matrice des incertitudes liées aux données de la matriceX,
– Ω

E ouΩ : masque binaire des contraintes de type égalité, appliquées à la matriceF ,
– Ω

I : masque binaire des contraintes de type bornitude, appliquées à la matriceF ,
– ΩG : masque binaire des contraintes d’absence ou de présence d’une source, appliquées

à la matriceG,
– Φ

E ouΦ : matrice des valeurs connues de la matriceF ,
– Φ

I+ etΦI− : matrices des bornes respectivement maximales et minimales des contraintes
inégalité de la matriceF ,

Opérateurs

Opérateurs vectoriels et matriciels

– Ũ : matrice mise à l’échelle (ou normalisée) selon les lignes,
– Û : matrice estimée,
– u′ : version centrée du vecteuru,
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– ŭ : version concaténée du vecteuru,
– T : opérateur de transposition,
– ◦ : produit matriciel terme à terme,
– / : division matricielle terme à terme,
– �, � : opérateurs de comparaison, qui s’appliquent à chaque élément d’un vecteur ou

d’une matrice (X � 0 signifie que tous les élémentsxij deX sont positifs ou nuls),
– Tr : trace d’une matrice,
– diag(u) : matrice carrée diagonale dont la diagonale contient les éléments du vecteuru,
– L(.) : langrangien,
– PΩI

(.) : opérateur de projection des données contraintes en dehorsde leurs intervalles
admissibles,

– U+ : projection deU sur l’orthant non-négatif,

Autres opérateurs

– ∇f(u) : gradient du critèref par rapport àu,
– J (.) : fonction scalaire à optimiser,
– D(.||.) : divergence entre deux scalaires, vecteurs ou matrices,
– DW (.||.) : divergence pondérée entre deux matrices,
– Dα,β

W (.||.) : divergence pondérée entre deux matrices,

– Dα,β
W (.||.) : divergenceαβ pondérée entre deux vecteurs ou deux matrices,

– Hα,β
x,w(.||.) : majorant de la divergenceαβ pondérée entre deux vecteurs,x = 1,2

Ensembles

– N : ensemble des entiers naturels,
– IR : ensemble des réels,
– A : ensemble fini d’indices correspondant aux numéros de sources anthropiques (indus-

trielles) avecA⊆ {1, . . . ,p}
– pA : nombre de sources anthropiques, avecpA ≤ p
– A : ensemble complémentaire deA dans{1, . . . ,p},
– IR+ : ensemble des réels positifs,
– IRm

+ : ensemble des vecteurs de taillem à composantes réelles positives ou nulles,
– IRn×m

+ : ensemble des matrices de taille(n×m) à composantes réelles positives ou nulles,
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– ACP : Analyse en Composantes Principales ouPrincipal Component Analysisen anglais

(famille de méthodes de pré-traitement de données),

– ACI : Analyse en Composantes Independantes ouIndependent Component Analysisen
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Introduction générale

1 Cadre général

L’Organisation Mondiale de la Santé (OMS) affirme dans plusieurs de ses études [170] que

les particules en suspension dans l’air constituent un facteur important de risque pour la santé

des populations. Ainsi, l’inhalation répétée de ces poussières engendre à minima des irritations

chroniques des organes. Une seconde voie de contamination provient du dépôt de ces poussières

conduisant à leur absorption par les plantes ou les animaux pour ainsi rentrer dans la chaine

alimentaire. Des conséquences plus graves (effets mutagènes) sont possibles dès lors que les

particules contiennent, même en faible quantité des composés toxiques agissant directement sur

les organes ou cellules.

Consciente de ces risques sanitaires, l’Europe a mis en placedes normes définissant les

valeurs limites en particules fines de taille inférieure ou égales à 10µm et 2.5µm, respective-

ment désignées par les termes (PM 10, PM2.5). Aujourd’hui, la législation sur les niveaux de

particules en suspension dans l’air stipule que les concentrations moyennes annuelles de PM

10 ne doivent pas excéder 40µg/m3 en autorisant 35 dépassements de la limite journalière de

50µg/m3. La règlementation sur les PM2.5 fixe un objectif en moyenne annuelle de 25µg/m3

pour 2015 et 20µg/m3 pour 2020 (Directive 2008/50/CE du 21 mai 2008). Ces particules de

taille plus petites sont considérées comme plus dangereuses pour leur capacité à pénétrer plus

profondément dans les voies respiratoires.

D’autre part, mieux comprendre les mécanismes perturbateurs qui engendrent cette pollu-

tion permet de mieux lutter pour en atténuer l’impact ou les causes. A ce titre, mieux identifier

la part des différentes origines (anthropiques ou naturelles) des particules en suspension dans

l’air qui contribuent à la pollution atmosphérique dans leszones urbaines denses, permettrait de

mieux cibler les actions à entreprendre pour réduire les émissions à l’échelle locale ou à défaut

de constater les origines plus lointaines du cocktail formant la charge particulaire. Ce travail est

résolument tourné vers cet objectif, en voulant intégrer toute l’information utile (mesures, don-

nées météorologiques, connaissances expertes, contexte géographique) afin de pouvoir fournir

une incertitude minimale sur l’identification des sources de particules fines en suspension. De
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par les différents procédés intervenant dans l’élaboration de l’acier à partir de minerais de fer,

l’activité sidérurgique fait partie des activités industrielles confrontées à la question de la maî-

trise des rejets de particules dans l’atmosphère. Le groupeArcelorMittal Atlantique et Lorraine,

soucieux de son impact environnemental, a souhaité engagerune étude permettant d’examiner

les outils scientifiques existants pour réaliser un bilan decontribution des sources influençant la

charge particulaire locale, sur le site de Dunkerque. Au delà d’un état de l’art du domaine, cette

étude a permis de développer un outil logiciel adapté au problème particulier de d’identification

des profils chimiques des sources participant à la charge particulaire, basée sur la technique

connue sous le nom de modèle récepteur. Son principe considère des données de composition

chimique (teneur en PM, ions, éléments métalliques, carbone,...) d’un grand nombre d’échan-

tillons collectés sur un site récepteur. Cette méthode a déjàfait l’objet de travaux par la sépara-

tion statistique des sources, à partir d’algoritmes dits defactorisation matricielle non-négative

maintenant connus dans la littérature. Toutefois, ces algorithmes "aveugles" de factorisation ma-

tricielle se révèlent limités en terme de robustesse et dansleur capacité à séparer certains profils

de sources spécifiques [165]. Le travail de cette thèse consiste à introduire des informations

supplémentaires visant à réduire l’espace des solutions admissibles et fournir une solution plus

robuste. L’étude théorique porte donc sur la manière d’introduire théoriquement et pratiquement

ces informations supplémentaires dont le détail est donné dans la section suivante. Un intérêt

majeur est de pouvoir l’appliquer en premier lieu au site industrielo-urbain de Dunkerque, où

est implanté le pôle sidérurgique ArcelorMittal Atlantique. Un tel outil logiciel permet ainsi

d’estimer la part des émissions de particules d’origine sidérurgique sur le niveau de teneur en

particules dans l’air extérieur, à une échelle locale.

Ce travail entre dans le cadre d’une convention de recherche entre le groupe sidérurgique

ArcelorMittal Atlantique et Lorraine. Il a été réalisé au sein de l’équipe Systèmes de Perception

et Fusion d’Informations du Laboratoire d’Informatique Signal et Image de la Côte d’Opale

(LISIC, ULCO, EA 4491). Il est aussi le fruit d’une étroite collaboration avec l’Unité de Chimie

Environnementale et Interactions sur le Vivant (UCEIV, ULCO,EA 4492).

Des campagnes de mesures ont été conduites sous la responsabilité du Professeur Courcot

et du Docteur Ledoux (UCEIV, ULCO, EA 4492) au cours desquels des échantillons de pous-

sières fines ont été prélevés sur un site de typologie urbaine, à Dunkerque. Dans une seconde

phase, l’ensemble des échantillons a été analysé afin d’accéder aux mesures de concentrations

des espèces chimiques (éléments majeurs, éléments traces métalliques, espèces ioniques, es-

pèces carbonées) présentes dans les particules atmosphériques et en évaluant la précision de ces

mesures.

Ce travail s’attache non seulement à développer des méthodesthéoriques innovantes pour fa-

voriser une factorisation efficace et robuste, mais aussi deréaliser une application informatique
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autonome pour permettre à des utilisateurs confirmés d’exploiter les multiples fonctionnalités

du système.

2 Objectif

A partir d’une matrice de concentrations et d’incertitudesassociées, l’objectif pratique de

cette thèse est d’identifier les différentes sources émettrices ainsi que leur contribution. Une

source est caractérisée par la notion de profil, stable au cours du temps, qui définit un ensemble

de proportions d’espèces chimiques émises. Restaurer les profils des différentes sources et leurs

contributions relatives au niveau du capteur constitue donc l’enjeu principal de cette thèse.

D’un point de vue théorique, ce problème est abordé sous l’angle de la factorisation ma-

tricielle où la matrice de profils et la matrice de contribution sont à estimer. Les matrices de

données sont par ailleurs entâchées d’un bruit aléatoire dedistribution inconnue et non assi-

milable à un bruit gaussien. Le rapport signal à bruit des données est sans doute faible et les

mesures sont corrompues par des points aberrants qui peuvent provenir de différentes origines

physiques. De plus, nous disposons d’informations complémentaires classées en types d’infor-

mations et répartis soit sur les profils soit sur les contributions.

– Les profils et contributions sont non négatifs.

– Les profils sont de somme à 1.

– Certains éléments de profils sont connus.

– Certains éléments de profils sont bornés.

– La contribution de certaines sources locales est nulle pour certains échantillons suivant

les directions de vent rencontrées au cours des prélèvements.

Nous envisageons donc à travers cette thèse, de résoudre un problème de factorisation

de matrices non-négatives informées par les connaissancesci-dessus et soumis à des points

aberrants. Les méthodes développées sont dédiées à l’identification de sources de pollution

dans l’air.

3 Plan du manuscrit

En complément de cette introduction générale, le présent manuscrit est organisé en cinq

chapitres et une conclusion générale. Les contributions originales de cette thèse sont concen-

trées dans les chapitres 3, 4 et 5. Le mémoire se décompose en une partie d’état de l’art des

méthodes de factorisation matricielle, une partie intégrant les connaissances expertes dans la

factorisation et enfin une partie permettant de prendre en compte, dans la factorisation matri-
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cielle non-négative (NMF pourNon-negative Matrix Factorizationen anglais), un modèle de

comportement de la dispersion des particules à partir d’unesource ponctuelle.

3.1 État de l’art

Le chapitre 1 se place volontairement sous l’angle de la factorisation matricielle. Dans un

premier temps, nous abordons différents modèles classiques de mélanges rencontrés dans la

littérature, qui se formulent tous comme une factorisationde matrice spécifique. Dans un se-

cond temps, nous recensons les différentes hypothèses associées à ces modèles tout en évi-

tant de décrire le coeur des différentes méthodes correspondantes. Les principales hypothèses

demandent soit l’orthogonalité des sources, soit leur indépendance statistique, soit leur par-

cimonie, leur normalisation à1, ou leur positivité. Ces contraintes peuvent bien entendu être

associées, conduisant ainsi à des contraintes mixtes.

En accord avec la définition de notre problématique pratique, nous nous orientons vers les

méthodes de factorisation matricielle non-négative puisque la positivité des facteurs est l’hypo-

thèse centrale de notre problème.

3.2 Factorisation matricielle non-négative

Contrairement au chapitre précédent, le chapitre 2 explore en détail les méthodes de NMF,

en posant le problème sous la forme d’un problème d’optimisation différentiable. En com-

mencant par examiner les conditions nécessaires d’un minimum local ainsi que les conditions

d’unicité, nous présentons ensuite les grandes familles d’algorithmes pour le problème de NMF

standard basé sur la norme de Frobenius. Nous élargissons lechamp de ces méthodes à des

familles de fonctions de coût, différentes de la norme de Frobenius, appeléesdivergences. En

effet, l’étude de divergences paramétriques pour la NMF semble une piste intéressante pour

répondre aux possibles points aberrants présents dans les données et permettre leur mise en évi-

dence. Par ailleurs, les gammes de valeurs des concentrations chimiques étant très différentes

ainsi que leurs incertitudes, il paraît judicieux d’intégrer dans les expressions des divergences la

notion de poids. Enfin, compte tenu de l’importance de l’aspect applicatif de ce travail de thèse

et afin de préserver la fidélité aux espèces majeures, nous avons aussi proposé des recomman-

dations dans le choix des paramètres de ces divergences.

3.3 NMF sous contraintes égalité

Le chapitre 3 est consacré à l’exploitation des contraintesde type égalité sur les profils

dans les algorithmes de NMF. Nous y formulons en particulierune paramétrisation qui intègre
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naturellement l’ensemble des contraintes égalité. Cette paramétrisation permet d’exprimer le

problème dans le sous espace des contraintes et ainsi de développer des règles multiplicatives

de NMF pour toutes les fonctions de coût définies dans le chapitre précédent. De manière alter-

native, nous proposons aussi des variantes de ces règles à partir de critères légèrement modifiés.

3.4 NMF sous contraintes de bornitude et de normalisation

En complément des connaissances sur certains éléments de profils, nous apportons dans le

chapitre 4 deux types d’informations supplémentaires.

1. La première information découle de la définition d’un profil dont chaque ligne se somme

à 1. Nous proposons donc des règles de mise à jour qui prennent encompte cette infor-

mation supplémentaire.

2. La seconde information provient de l’encadrement de certains éléments du profil par des

bornes minimales et maximales. Associées aux autres contraintes, la prise en compte de

ces bornes permet de développer des règles de mise à jour associées à plusieurs nouvelles

méthodes.

Des validations y sont proposées dans différentes conditions opératoires en utilisant un jeu de

données synthétiques de faible dimension comportant uniquement3 sources.

3.5 Factorisation matricielle informée par un modèle physique

Dans le chapitre 5, nous utilisons un modèle physique afin de mieux discerner quelles

sources industrielles contribuent à un échantillon donné.Cela permet ainsi de calculer une struc-

ture de la matrice de contribution qui sert comme information entrante dans l’initialisation et

les algorithmes dédiés de NMF.

Une large part de ce chapitre est aussi consacrée à l’identification des sources industrielles

et naturelles sur le site de Dunkerque. Une présentation de la méthodologie y est effectuée et

une comparaison des résultats de nos méthodes avec celles dela littérature est réalisée.

3.6 Conclusion générale

Enfin, le chapitre 6 rappelle les multiples contributions théoriques introduites dans ce travail

de thèse et présente plusieurs perspectives de ces travaux.
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Première partie

Un état des lieux en factorisation

matricielle





Chapitre 1

Etat de l’art

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de parcourir les différents typesde modèles de données rencon-

trées dans la littérature. Nous nous focalisons sur la famille des modèles linéaires dans laquelle

les mélanges linéaires instantanés font référence. L’enjeu de ce chapitre est de rattacher l’en-

semble des modèles à une factorisation matricielle approchée pouvant se formuler comme un

problème d’optimisation.

Dans un second temps, nous dressons un panorama général des hypothèses usuelles rencon-

trées dans la bibliographie et nous examinons aussi l’association de ces hypothèses de base sous

la forme contraintes souples ou fermes.

Enfin, à travers la description succinte de notre application, nous envisageons des pistes

d’investigation qui seront développées tout au long de ce mémoire.

1.2 Les types de mélanges considérés dans la littérature

Les types de mélanges se classent en fonction du modèle d’observation, qualifié de mo-

dèle direct, qui relie les observations aux différentes sources. Nous dressons un panorama des

mélanges courants rencontrés dans la littérature, à savoirles mélanges linéaires et leurs dériva-

tions. Nous restreignons notre étude cependant aux modèlesinvariants dans le temps, et nous

excluons de notre travail le cas des mélanges non-linéaires(et notamment le cas des mélanges

post-non-linéaires) pour lesquels les capteurs présenteraient des non-linéarités usuelles telles

que les saturations [41, Ch. 14]. On se limite donc aux mélanges linéaires pouvant être déclinés

en trois catégories :

1. les mélanges linéaires instantanés,
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2. les mélanges à atténuations et décalages temporels,

3. les mélanges convolutifs.

1.2.1 Mélanges linéaires instantanés

Nous supposons disposer den observations contenant l’activité dep sources émettant à

un instant quelconquet. Ces sources se mélangent mutuellement selon un gain propre àchaque

liaison source capteur et ce mélange est observé au niveau des différents capteurs. L’observation

xi(t) du capteuri à l’instantt s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des différentes

sources au même instantt :

xi(t) =
p∑

j=1

gijfj(t) ∀i = 1, . . . ,n, (1.1)

où

– gij correspond à l’atténuation du canal de transmission depuisla sourcej jusqu’au capteur

i, ∀i = 1, . . . ,n,

– fj(t) est la valeur relative à l’émission d’une sourcej à l’instantt, ∀j = 1, . . . ,p.

La concaténation des différents capteurs conduit à la formulation vectorielle suivante :




x1(t)

x2(t)
...

xn(t)




=




g11 g12 · · · g1p

g21 g22 · · · g2p

...
...

. ..
...

gn1 gn2 · · · gnp



·




f1(t)

f2(t)
...

fp(t)




, (1.2)

et de façon plus compacte :

x(t) = Gf(t), (1.3)

où :

– G désigne la matrice de mélange de taille(n× p) et de terme généralgij . Cette matrice

est supposée invariante au cours du temps ou des échantillons.

– x(t), [x1(t), . . . ,xn(t)]T est le vecteur colonne de taillen qui représente les observations

à l’instantt.

– f(t) , [f1(t), . . . ,fp(t)]T désigne le vecteur colonne de taillep qui contient les différents

signaux sources à l’instantt.

En considérantm échantillonsxk = x(k ·Te), oùk = 1, . . . ,m et oùTe est la période d’échan-

tillonnage, l’expression (1.3) s’écrit

xk = Gf
k
, (1.4)
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1.2. Les types de mélanges considérés dans la littérature

oùf
k

= f(k ·Te). Le regroupement des échantillons permet d’écrire le modèle du mélange (1.4)

en notation matricielle :

X = G ·F, (1.5)

où X , [x1, . . . ,xm]T et F , [f
1
, . . . ,f

m
]T représentent respectivement la matrice de taille

n×m des observations et la matrice de taillep×m des signaux sources1.

Notons queG et F jouent ici des rôles symétriques en remarquant que l’expression (1.5)

peut s’écrire de manière équivalente sous la forme suivante:

XT = F T GT . (1.6)

Le modèle de mélange linéaire instantané est utilisé dans denombreuses applications. Nous

dressons ci-après une liste non-exhaustive des champs d’application possibles :

– Dans le domaine des télécommunications [45, 151], les auteurs considèrent le cas où plu-

sieurs signaux de radio-identification (RFID) sont observésen même temps par plusieurs

capteurs. Chaque observation consiste alors en un mélange linéaire instantané des divers

signaux sources observés.

– En bio-médecine, il existe un grand nombre d’applicationsoù le modèle (1.5) est utilisé.

Citons par exemple les travaux dans le domaine de l’activité cardiaque [146, 88]. Dans

[146], les auteurs séparent les activités auriculaires et ventriculaires à partir de données

issues d’électrodes placées à la surface de la peau. Dans desétudes similaires en rapport

avec l’électrocardiogramme de la femme enceinte [88], il s’agit de séparer l’activité du

coeur du fœtus à celui de la maman grâce au modèle de mélange linéaire instantané.

– En acoustique et en traitement du signal audiophonique, lemodèle linéaire instantané

n’est généralement pas valide. Il existe cependant quelques exceptions. C’est par exemple

le cas lorsque plusieurs sources sont séquentiellement enregistrées en studio puis mélan-

gées par un ingénieur du son, à l’aide d’une table de mixage, sans qu’il ne rajoute d’effet

de post-traitement [168, 128].

– Dans le cadre de l’imagerie multispectrale/hyperspectrale, des images d’une même zone

géographique sont obtenues pour différentes longueurs d’onde, générant ainsi un cube

de données dont deux axes indiquent les coordonnées spatiales alors que le troisième

fournit l’information spectrale. Pour chaque pixel spatial du cube, l’information spectrale

observée est perçue comme un mélange linéaire instantané des spectres sources. C’est par

exemple la vision retrouvée en astrophysique [16, 117] ou entélédétection2 [109]. De

1. Il est à noter que dans l’application considérée dans cette thèse, les grandeurs physiques associées àn et
m ne sont pas les mêmes que celles rencontrées classiquement en séparation de sources. Nous reviendrons sur ce
point dans les prochains chapitres.

2. Il est à noter que de nombreux auteurs, comme par exemple [26, 27, 49, 105, 106, 134], considèrent des
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Chapitre 1. Etat de l’art

manière alternative, on peut considérer au contraire que, pour chaque longueur d’onde,

les images observées sont des mélanges instantannés d’images sources, que ce soit en

astrophysique [17] ou télédétection [78].

– En physico-chimie, les mesures de spectres optiques de fluorescence, de Raman ou in-

frarouge d’un échantillon sont considérées comme un mélange linéaire instantané de

spectres sources [59, 115, 116]. De la même manière, en environnement, les mesures

de pollution atmosphérique ou aquatique [79, 98, 4] peuventêtre assimilées à un pro-

blème de mélange linéaire instantané, si les sources ne sontpas trop lointaines en rapport

à la distance parcourue par l’air pendant la période d’échantillonnage des données et si

les capteurs ne présentent pas de défaut de linéarité.

En résumé, le champ d’applications du modèle (1.5) est très vaste, sous réserve de vérifier

certaines hypothèses.

1.2.2 Mélanges à atténuation et décalages temporels

Appelés aussi mélanges anéchoïques, ce type de mélange représente une extension des mé-

langes linéaires instantanés dans le cas où les temps d’arrivée des signaux sur les différents

capteurs subissent des décalages différents dûs à la propagation mono-trajet des sources vers

les capteurs. Les observationsxi(t) s’écrivent alors sous la forme :

xi(t) =
p∑

j=1

gijfj(t− tij) ∀i = 1, . . . ,n, (1.7)

où gij et tij correspondent respectivement à l’atténuation et au décalage temporel dûs à la pro-

pagation de la sourcej jusqu’au capteuri.

Les mélanges à atténuation et décalages temporels, qui ont été considérés par exemple dans

[173, 174, 141, 10, 142, 5], sont un cas particulier des mélanges convolutifs. La formulation

matricielle pourra donc être obtenue en consultant les résultats du paragraphe suivant.

Le modèle de mélange anéchoïque est principalement utiliséen acoustique, en supposant

que l’environnement est faiblement réverbéré [174, 141, 5]. Il est à noter que ce type de mo-

dèle est très utilisé en localisation de sources [84] et que certaines méthodes de localisation

de sources multiples, par exemple [21, 129], sont directement inspirées par les méthodes de

séparation ci-dessus. Notons par ailleurs que l’approche [10] a été proposée pour le traitement

d’images. Dans ce cas, le décalage n’est pas temporel mais spatial, c.-à-d. que chaque source

est décalée horizontalement et verticalement dans chaque observation.

modèles non-linéaires en télédétection.
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1.2.3 Mélanges convolutifs

Dans la plupart des cas, les émissions des sources vers les capteurs s’effectuent selon des

propagations multi-trajets qui peuvent être vus comme une somme de différentes propagations

mono-trajets de ces sources, c.-à-d.,

xi(t) =
p∑

j=1

+∞∑

q=0

gijqfj(t− tijq), (1.8)

où gijq et tijq sont respectivement la(q + 1)ème atténuation et le(q + 1)ème décalage temporel

dûs à la propagation de la sourcej jusqu’au capteuri. L’expression (1.8) peut s’écrire sous

forme d’une combinaison linéaire de versions filtrées des sources :

xi(t) =
p∑

j=1

gij(t)∗fj(t), (1.9)

où le symbole∗ désigne l’opérateur de convolution et oùgij(t) est le filtre de propagation de

la sourcej au capteuri. En pratique, la plupart des approches de séparation aveugle de sources

considèrent que les filtresgij sont des filtres à réponse impulsionnelle finie d’ordreQ, l’ordre

maximal pour l’ensemble des canaux. En reprenant les notations discrètes explicitées dans la

section 1.2.1, les équations (1.8) et (1.9) s’écrivent

xi(k) =
p∑

j=1

Q∑

q=0

gij(q)fj(k− q) ∀i = 1, . . . ,n, (1.10)

=
p∑

j=1

gij(k)∗fj(k) ∀i = 1, . . . ,n, (1.11)

où le termegij(k) correspond à la modélisation de la réponse impulsionnelle du filtre repré-

sentant le canal de propagation depuis la sourcej jusqu’au capteuri dans les conditions de

l’échantillon k. Soit Gk la matrice formée par les différentes réponses impulsionnelles gij(k)

pour un échantillonk. On peut écrire l’expression (1.10) sous forme matricielleen permutant

l’ordre des symboles sommes et en faisant apparaître la matrice des réponses impulsionnelles,

xk =
Q∑

q=0

Gkf
k−q

(1.12)

oùf
k−q

, [f1(k−q), . . . ,fp(k−q)]T etxk , [x1(k), . . . ,xn(k)]T . L’expression (1.12) peut aussi

s’écrire comme un produit matriciel [61, 102, 131, 161] en considérant un bloc composé parK
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échantillons. Les équations d’un tel bloc peuvent s’exprimer sous la forme suivante :





xk = G0f
k

+ . . .+GQf
k−Q

,

xk−1 = G0f
k−1

+ . . .+GQf
k−Q−1

,
...

xk−K+1 = G0f
k−K+1

+ . . .+GQf
k−K−Q+1

.

(1.13)

Sachant quexk est un vecteur de dimensionn, il est possible de définir le vecteurx̆k de taille

n ·K tel que :

x̆k , [xk,xk−1, . . . ,xk−K+1]T . (1.14)

De la même manière, le vecteurf̆
q

de taillep · (K +Q) est introduit :

f̆
k
, [f

k
,fT

k+1
, . . . ,f

k−K−Q+1
]T . (1.15)

Le mélange convolutif peut ainsi être formulé sous une formede factorisation similaire à (1.6) :

x̆k = Ă · f̆
k
, (1.16)

dans laquelle la matricĕA est une matrice Toeplitz définie comme :

Ă =




A0 · · · AQ 0 0 · · · 0

0 A0 · · · AQ 0 · · · 0

0
.. . . . . . . . .. . .. . 0

0 · · · 0 A0 A1 · · · AQ




. (1.17)

Il est à noter que, de manière alternative, de nombreuses approches travaillent dans le do-

maine fréquentiel, en appliquant une transformée temps-fréquence aux observations [131]. Le

modèle de factorisation (1.5) est ensuite utilisé successivement et indépendamment pour chaque

bande fréquentielle considérée. En effet, dans ce cas, pourchaque fréquence, le mélange consi-

déré est approximativement linéaire instantané à valeurs complexes. Ce type de problème est

donc plus simple à traiter que le problème explicité dans l’équation (1.17), mais d’autres diffi-

cultés apparaissent et compliquent la séparation lorsqu’il faut revenir dans le domaine temporel

[131].

En terme d’applications, les mélanges convolutifs sont lesmélanges linéaires les plus géné-

raux et sont par exemple appliqués en acoustique [131, 161].
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1.2.4 Conclusion

Nous venons de parcourir les différents types de mélanges linéaires étudiés dans la littéra-

ture. Nous avons montré comment ceux-ci permettent d’exprimer la matrice de données obser-

véesX en un produit entre deux matrices. L’estimation d’un ou des deux facteurs matriciels

peut être obtenue en associant un certain nombre d’hypothèses, que nous parcourons dans la

suite de ce chapitre.

1.3 Mélanges sur-déterminés et sous-déterminés

Parmi les difficultés de la factorisation matricielle, le rapport entre le nombre d’observations

et le nombre de sources est un problème d’intérêt pour un grand nombre d’applications et a per-

mis la taxonomie que nous rappelons ci-dessous. Dans la plupart des applications et s’appuyant

sur la relation (1.5) pour les mélanges linéaires instantanés (mais le problème peut être étendu

à tout autre type de mélange), le nombrem d’échantillons dansX est beaucoup plus grand que

les nombresn d’observations etp de sources. On sépare alors le cas (sur-)déterminé et sous-

déterminé selon quep≤ n ou p > n respectivement. Cependant, en utilisant la relation (1.6) et

en supposant un cadre plus général oùm peut être relativement petit, nous pouvons généraliser

cette taxonomie comme suit :

– si p = min(n,m), le mélange est dit déterminé et est le cadre généralement considéré

dans de nombreuses approches de séparation de sources.

– Si p < min(n,m), le mélange est sur-déterminé, c’est à dire que nous avons plus de

données que nécessaire.

– Enfin, sip > min(n,m), le mélange est sous-déterminé. Dans ce cas, le problème estmal

posé et ne peut être résolu qu’en utilisant des hypothèses supplémentaires telles que

– que le recours à un modèle des sources permettant de les distinguer [15],

– des hypothèses de parcimonie [140, Ch. 1],

– et/ou encore un alphabet fini de valeurs possibles des sources [7].

Notre problématique correspond au cas sur-déterminé. En conséquence, nous n’évoquerons plus

dans ce mémoire le cas des mélanges sous-déterminés.

1.4 Panorama des hypothèses usuelles et des algorithmes de

factorisation associés

Nous nous intéressons dans la suite du document aux méthodesde factorisation, dans un

cadre de mélange linéaire instantané. Toutes les méthodes que nous introduisons exigent une
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information complémentaire relative aux sources recherchées. Elles se déclinent usuellement

en cinq grandes catégories :

– l’orthogonalité des sources,

– l’indépendance statistique,

– l’hypothèse de parcimonie des sources ou de la matrice de mélange,

– la normalisation de la distribution des facteurs d’influence,

– la positivité des composantes.

Aussi, nous présenterons succintement les méthodes de factorisation matricielle utilisant les

hypothèses ci-dessus, c.-à-d. :

– l’Analyse en Composantes Principales (ACP) revisitée selonune approche géométrique

de factorisation,

– l’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) basée sur l’hypothèse d’indépendance,

– l’Analyse en Composantes Parcimonieuses (SCA pourSparse Component Analysisen

anglais) basée sur la parcimonie des signaux sources,

– la classe des méthodes à normalisation,

– les factorisations matricielles positives ou non-négatives (PMF et NMF, pourPositive

Matrix FactorizationetNon-negative Matrix Factorizationen anglais, respectivement).

1.4.1 Analyse en Composantes Principales

Dans cette section, nous proposons de revisiter l’ACP sous l’angle de la factorisation matri-

cielle. A l’origine, l’analyse en composantes principalesest une méthode statistique multivariée

qui fut introduite par K. Pearson en 1901 [130] puis développée par H. Hotelling en 1933

[69]. L’idée générale du fonctionnement de l’ACP se résume à une réduction de dimension

d’un ensemble de données avec un grand nombre de variables interdépendantes pour former

un sous-espace constitué de ce que l’on appelle des composantes principales. Cependant, nous

adoptons le point de vue de l’optimisation matricielle issud’une interprétation géométrique.

Une interprétation statistique classique est formulée dans un deuxième temps, à partir des ré-

sultats précédents.

Une approche géométrique : L’annexe A explique que la vision géométrique de l’ACP

consiste à chercher un sous espace de dimensionp qui représente au mieux la répartition des

n points dans IRm au sens des moindres carrés. Ce sous-espace est défini par lesp vecteurs de

base contenus dans la matriceUp. Cette recherche s’écrit comme l’optimisation de la matrice

Up sous contrainte d’orthogonalité. Elle s’écrit sous la forme du critère (A.8) qui fait apparaître

que la matrice des points centrésX ′ est vue comme une factorisation approchée sous contrainte
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d’orthogonalité, c.-à-d.,

X ′ ≈X ′ ·Up ·U
T
p s.c. UT

p ·Up = Ip (1.18)

Il apparaît aussi clairement dans l’annexe A que la décomposition en valeurs singulières tron-

quées auxp premières valeurs propres est la solution du problème d’ACP.

Une approche statistique : L’interprétation statistique de l’ACP est bien entendu courante ;

elle s’exprime comme la recherche du sous espace de dimension p qui maximise la dispersion

des données. L’équation (A.10) de l’annexe A montre en particulier que cela revient aussi à

maximiser la norme de Frobenius de la matrice(X ′ ·Up) qui exprime une dispersion maximale

des points originaux dans ce sous-espace. Les auteurs de [179] expriment aussi le même critère

de dispersion maximale. Il est montré dans [166] que lesp composantes principales de ces points

xi sont données par les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres les plus élevées de la

matrice de covarianceΣx , E(x′ ·x′T ). Ils correspondent exactement auxp vecteurs colonnes

de la matriceUp.

Compléments de l’ACP : L’ACP peut aussi être englobée dans un cadre plus large corres-

pondant aux techniques d’approximation de rang faible. Parmi ces méthodes, on peut noter des

versions qui recherchent une décomposition au sens des moindres carrés pondérés, développées

par exemple dans [121]. Des équivalences fortes ont été établies entre les méthodes classiques

d’ACP et les méthodes pondérées d’approximation de rang faible [154]. Nous pouvons aussi

noter l’existence d’un travail qui propose une vision unifiée des modèles de factorisation [156],

dont, en particulier, l’ACP.

Par ailleurs, l’ACP n’est pas robuste aux points aberrants depar sa formulation de type

moindres carrés qui procure un effet levier dès lors que des points aberrants sont présents. Dans

cette optique, des versions robustes de factorisation ont été développées qui recherchent une

décomposition en une matrice de rang faible et une matrice creuse, obtenue en particulier par

des méthodes de poursuite des composantes principales [24,172].

En conclusion, le champ des méthodes qui gravitent autour del’ACP est très vaste. L’ACP

correspond à une factorisation particulière de la matrice des données centrées. Toutefois, plu-

sieurs éléments rendent l’ACP peu adaptée à notre problématique :

– la contrainte d’orthogonalité de l’un des facteurs ne serapas retenue dans la probléma-

tique que nous abordons,

– les éléments de la matrice des composantes principales peuvent être à valeurs négatives,

– et en présence d’aberrations, l’ACP standard se trouve attirée par les points aberrants.
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Nous proposons d’étudier d’autres types de contraintes surles éléments de la factorisation.

1.4.2 Analyse en Composantes Indépendantes

L’ACI est la première et la plus étudiée des voies permettant de séparer des signaux sources

à partir de multiples mélanges de ces signaux. L’ACI d’une matrice de données aléatoiresX

consiste à trouver un opérateurW tel que les signauxyi(t) de la matriceY définie comme

Y =W (X) (1.19)

soient "aussi indépendants que possible", dans le sens de la minimisation d’une fonction qui

mesure la dépendance des signauxyi(t), c.-à-d.,F(y1(t), . . . ,yp(t)). Dans le cadre de mélanges

linéaires, cet opérateurW est une simple matrice de séparationW , c.-à-d.,

Y = WX. (1.20)

Idéalement,W est la (pseudo-)inverse3 de G. Cependant, en pratique, des indéterminations

propres à la Séparation Aveugle de Sources (SAS) sont rencontrées, à savoir que l’estimation

de la pseudo-inverse deG n’est possible qu’à une permutation et des gains près. Nous obtenons

alors la relation approchée suivante,

W ·G≃D ·P, (1.21)

oùD etP sont respectivement une matrice diagonale et une matrice depermutation [40]. Nous

en déduisons alors le lien entreY etF :

Y = W ·X, (1.22)

= W ·G ·F, (1.23)

≃D ·P ·F. (1.24)

Les premières méthodes ont été proposées par C. Jutten et J. Hérault [71, 77] qui réali-

saient une ACP non-linéaire. Il faudra attendre les travaux de P. Comon [40] pour généraliser

le concept d’ACI. Ce dernier démontre, dans le cas de mélanges linéaires instantanés, que si

les signaux sources sont supposés mutuellement indépendants et non-gaussiens (sauf pour au

3. La plupart des méthodes d’ACI permettent de traiter le casdéterminé ou sur-déterminé. Dans le premier cas,
la matriceG est carrée et inversible. Dans le second cas, il est classique d’appliquer une ACP sur les données pour
revenir à un cadre déterminé en réduisant la dimension du problème tout en limitant les effets de bruit. Bien qu’il
existe un certain nombre de méthodes pouvant traiter des mélanges sous-déterminés [25, 44, 42], nous considérons
les mélanges (sur-)déterminés ci-dessous.
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plus une source), il est possible de séparer ces signaux à un facteur d’échelle et une permutation

près en cherchant à minimiser en sortie du système de séparation les mesures de dépendances

entre les signaux estimés. Dès lors, de nombreuses mesuresF ont été proposées pour réaliser

la séparation et la plupart des approches d’ACI sont basées sur [74] :

– la maximisation de la non-gaussianité des signaux sourcesen utilisant les statistiques

d’ordre supérieur comme par exemple les auto-cumulants d’ordre 4 ou kurtosis [75], ou

encore le calcul de la néguentropie mesurant l’éloignementà une distribution Gaussienne

[73].

– la minimisation de mesures d’indépendance entre deux composantes comme la diver-

gence de Kullback-Leibler ou l’information mutuelle [40, 51],

– la maximisation de la vraisemblance des signaux sources à partir d’hypothèses a priori

sur la forme des densités des signaux recherchés [11],

– les statistiques d’ordre deux, en ajoutant d’autres hypothèses sur les signaux sources :

– leur auto-corrélation (de manière différente) [162, 12],

– leur non-stationnarité [158, 133].

Notons, en parallèle de ces approches classiques d’ACI, l’existence d’approches utilisant des

hypothèses complémentaires comme la parcimonie [8, 118] oula non-négativité [176, 124].

Compte tenu de l’application considérée, où les signaux sontnon-négatifs et possiblement

corrélés, l’ACI n’apparaît pas comme un outil adapté et nous n’en parlerons pas plus dans le

cadre de cette thèse.

1.4.3 Méthodes faisant appel à la parcimonie des signaux sources

La parcimonie est une hypothèse qui connaît une grande attention de la part de la commu-

nauté scientifique depuis une quinzaine d’années. Un signalest dit parcimonieux s’il est souvent

nul ou négligeable alors que sa variance n’est pas nulle. Généralement, un signal n’est pas par-

cimonieux dans son domaine original mais dans un domaine transformé. Historiquement, les

premières approches considérées en séparation de sources faisaient appel à des transformées

temps-fréquence, qui peuvent être des décompositions énergétiques ou atomiques.

– Les approches de séparation utilisant une décomposition énergétique sont généralement

issues des méthodes statistiques d’ordre 2 [13, 54].

– Les approches fondées sur des décompositions atomiques [29], aussi connues sous le nom

de méthodes d’Analyse en Composantes Parcimonieuses (SCA pour Sparse Component

Analysisen anglais) [41, Ch. 10], ont été beaucoup plus étudiées, de par le fait que la

décomposition atomique est linéaire.

La plupart des approches de SCA sont fondées sur les étapes suivantes :
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1. une transformation parcimonieuse conjointe (transformée de Fourier à court terme, onde-

lettes, transformée en cosinus discrète, etc),

2. une estimation des paramètres de mélange, c.-à-d. la matrice G dans le cas de mélanges

linéaires instantanés (1.5),

3. l’estimation des signaux sourcesF , sous forme d’un problème inverse à partir de l’équa-

tion (1.5).

L’estimation des paramètres de mélange est possible grâce àla parcimonie des sources. La plu-

part des approches supposent que pour chaque échantillonk, seule une source, disonsfj0
(k),

est active, c.-à-d. que toutes les autres sources sont négligeables. Le problème est donc locale-

ment sur-déterminé (et la séparation des sources peut être vue comme un problème particulier

de classification non-supervisée) [174]. Cette hypothèse a ensuite été progressivement relâchée

par de nombreux auteurs [1, 46, 140, 5, 145, 64, 119, 147]. Un état de l’art fourni sur de telles

approches peut par exemple être trouvé dans [140].

Plus récemment, des approches utilisant la parcimonie comme un critère d’optimisation ont

été proposées. Elles se fondent soit sur l’utilisation (d’unions) de dictionnaires où les sources

sont connues pour être parcimonieuses [22] soit sur la recherche d’opérateurs promouvant la

parcimonie des signaux extraits [120, 56].

Cependant, en dehors de la mesure intermittente de l’activité de certaines sources (cet aspect

est discuté dans le chapitre 5), l’hypothèse de parcimonie ne semble pas naturellement adap-

tée dans le cas de l’application considérée dans cette thèse. Plus précisément, le choix d’une

transformée rendant les sourcesf(k) parcimonieuses n’est pas trivial. De manière alternative,il

serait possible d’apprendre un dictionnaire à partir des données observées [2, 149, 150]. Cepen-

dant, apprendre un dictionnaire non-négatif à partir de données positives, bruitées et contenant

des valeurs aberrantes (comme le sont les signaux considérés dans la partie applicative de cette

thèse) est un problème difficile, qui présente des similitudes avec une factorisation robuste en

matrices non-négatives, que nous présentons (en partie) dans la section 1.4.5 et dans le chapitre

suivant. En conséquence, cette hypothèse ne sera pas explorée dans les prochains chapitres.

1.4.4 Méthodes utilisant la normalisation d’un facteur

L’hypothèse de la normalisation d’un des facteurs est une information importante qu’il faut

savoir exploiter. Elle vient donc en complément du modèle demélange linéaire instantané (1.5).

Plusieurs points de vue peuvent être rencontrés selon que l’on applique la normalisation à l’un

ou l’autre des facteurs.
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Normalisation des lignes deG ou des colonnes deF : Dans un premier cas, nous pouvons

supposer que la normalisation concerne les lignes du premier facteur dans l’expression (1.5).

Celle-ci s’écrit

Gn×p ·1p×p = 1n×p, (1.25)

où1n×p désigne la matrice de1 de taillen×p. Cette normalisation concerne, de manière équi-

valente, les colonnes du second facteur, à savoirGT , si on considère la factorisation (1.6). En

permutant le rôle deX et XT , la normalisation s’adresse, de manière similaire, aux lignes de

F T ou aux colonnes deF .

Cette hypothèse de normalisation des lignes deG est classiquement rencontrée en télédé-

tection [109], où les données sont représentées par des proportions des différentes signatures

spectrales.

La relation (1.25) rend le problème d’optimisation lié à l’estimation deG et deF séparable

enn sous-problèmes indépendants avecp inconnues dans chacun. Le problème d’optimisation

consiste alors à trouver les matricesG etF telles que

X ≈G ·F s.c. Gn×p ·1p×p = 1n×p. (1.26)

Les méthodes pour résoudre le problème (1.26) ont d’abord été abordées d’un point de vue

vectoriel, dans le cadre d’un problème de type moindres carrés avec les contributions de [155].

Le formalisme du Lagrangien permet d’intégrer la contrainte de somme à1 du vecteur des

proportions recherchées. Elle donne lieu à une solution analytique calculable directement. La

méthode, aussi évoquée dans [65], est appelée Moindres carrés à Somme1 (SCLS pourSum-

to-one Constrained Least Squaresen anglais). Ces méthodes sont aussi en général enrichies de

la notion de positivité qui sera détaillée dans la section 1.4.5.

Toutefois, cette propriété de séparabilité n’est pas valide avec la seconde contrainte de

somme à 1 que nous décrivons ci-dessous.

Normalisation des colonnes deG ou des lignes deF : Dans un second cas, nous pouvons

supposer que la normalisation s’applique aux colonnes deG ou, de manière équivalente et pour

les mêmes raisons que précédemment, aux lignes deF , c.-à-d. :

Fp×m ·1m×m = 1p×m. (1.27)
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La matrice ainsi normalisée – aussi nommée "matrice stochastique ligne" dans [68] et notéẽF

ci-dessous – s’obtient à partir d’une version non-normalisée quelconqueF ainsi :

F̃ =
F

F ·1m×m
, (1.28)

où la fraction représente la division terme à terme des éléments des matrices opérandes. De

même, on peut faire apparaître une nouvelle matriceG̃ telle que

G̃ · F̃ = G ·F. (1.29)

A partir des expressions (1.29) et (1.28), nous déduisons l’expression dẽG qui dépend deF T :

G̃ = G◦ (1n×m ·F
T ), (1.30)

où l’opérateur◦ représente la mutliplication terme à terme des matrices opérandes. Ces nou-

velles contraintes induisent une factorisation dédiée auxmélanges linéaires instantanés de somme

égale à 1, c.-à-d., combinant les équations (1.5) et (1.27).En particulier, le problème d’optimi-

sation consiste à estimer les matricesG etF telles que

X ≈G ·F s.c. Fp×m ·1m×m = 1p×m. (1.31)

Cette formulation correspond en fait au point de vue adopté dans notre application pratique,

comme nous le verrons dans les prochains chapitres. Notons qu’ici (et contrairement à la si-

tuation rencontrée dans le précédent paragraphe), le problème n’est pas séparable enn sous-

problèmes.

A partir de ces contraintes strictes, nous pouvons déduire des contraintes induites, comme

nous allons maintenant le voir. Dans un premier temps, supposons que nous ayons une relation

exacteentreX, G etF , c.-à-d.,

X = G ·F. (1.32)

En multipliant à droite l’équation (1.32) par la matrice1m×m et en combinant cette expression

avec les contraintes (1.27), nous obtenons :

Xn×m ·1m×m = Gn×p ·Fp×m ·1m×m, (1.33)

= Gn×p ·1p×m, (1.34)

c.-à-d. que la somme de chaque ligne deG est égale à la somme de la lignes deX corres-

pondante. Cette propriété est très proche de celle décrite dans l’équation (1.25). Cependant, en
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pratique et comme explicité dans l’expression (1.5), nous n’avons pas une relation exacte mais

approchéeentreX, G et F , à cause de la présence possible de bruit, de valeurs aberrantes ou

d’approximation du modèle. Dans ce cas, la relation (1.34) n’est qu’approchée, c.-à-d.

Gn×p ·1p×m ≃Xn×m ·1m×m. (1.35)

A notre connaissance, les contraintes induites (1.35) ne sont pas considérées dans la littérature,

mis à part par les auteurs de [87] qui cherchent à estimer des matrices non-négativesG et F en

rajoutant des contraintes à la fois sur les lignes deF et deG.

1.4.5 Méthodes à base de non-négativité

Les approches utilisant des hypothèses de non-négativité connaissant un vif intérêt de la

part de la communauté scientifique de par le nombre importantde problèmes physiques où

les variables présentent uniquement un support positif ou nul. Or, les méthodes précédement

étudiées – comme l’ACP, l’ACI ou la SCA – ne peuvent garantir, dans leur version classique,

l’obtention de résultats non-négatifs. Ces méthodes ne sonten particulier pas opérationnelles

pour l’application considérée dans cette thèse.

Alors que certains travaux ont consisté à étendre l’ACP ou l’ACI à un cadre non-négatif

[137, 138, 139], un grand nombre d’auteurs ont travaillé surle développement d’approchesad

hocpour ce type de données.

La PMF : les premiers travaux, nommés factorisation matricielle positive (PMF pourPositive

Matrix Factorizationen anglais), ont consisté à estimer simultanémentG et F en résolvant le

problème d’optimisation sous la forme d’un problème de typemoindres carrés [126, 125]. Le

premier inconvénient de cette technique est lié à la taille des matrices manipulées qui limitent en

pratique les dimensions des problèmes à traiter [59]. Le second handicap réside dans l’existence

de multiples minima locaux, qui requièrent de la part d’un utilisateur d’effectuer des initialisa-

tions multiples. Cependant, celle-ci s’est révélée tout à fait adaptée à de nombreuses études de

répartition de sources de pollution, dont, par exemple, [143].

La NMF : Les méthodes les plus célèbres, proposées par Lee et Seung [90, 91] et connues

sous le nom de NMF (pourNon-negative Matrix Factorizationen anglais) proposent des mises

à jour multiplicatives. Lee et Seung mentionnent que cette mise à jour est un bon compromis

entre vitesse de convergence et facilité de mise en œuvre. Lamise à jour deF (respectivement

G) est effectuée par la multiplication de chacun de ces termespar un coefficient qui dépend de

la matrice de donnéesX et la matrice de contributionsG (respectivement la matrice de profils
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F ) :

F = F ◦
GT X

GT GF
, (1.36)

G = G◦
XF T

GFF T
, (1.37)

où U
V indique la division terme à terme entre deux matrices quelconquesU et V . Les méthodes

de NMF peuvent être vues comme des approches d’apprentissage de dictionnaire non-négatif

où les atomes du dictionnaire et les coefficients de poids sont respectivement contenus dansF et

G [90]. Cependant, les méthodes de NMF souffrent du fait que la convergence vers un optimum

global n’est pas garantie [152]. Certaines approches, commepar exemple [152], proposent donc

de rajouter des contraintes à la NMF pour garantir cette convergence.

Les ANLS : Comme les approches de PMF, la méthode des moindres carrés alternés non-

négatifs (ANLS pourAlternating Non-negative Least Squaresen anglais) s’intéresse à la fac-

torisation (1.31) couplée à une contrainte de positivité. Cependant, et contrairement à la PMF

mais comme pour les approches de NMF, on considère alternativement que l’une des deux

matrices est connue et que la mise à jour s’effectue sur l’autre. Cette recherche s’effectue vec-

toriellement, pour chaque colonne de la matrice à estimer. La résolution de ce problème est

généralement plus coûteuse en temps à chaque itération que la mise à jour multiplicative mais

le nombre d’itérations utile est plus réduit. Cette méthode peut être considérée comme un cas

particulier du cadre de descente par bloc coordonnées dans le cas de deux blocs [83].

Les gradients projetés : Lin [96] a proposé une approche utilisant des techniques de gra-

dients projetés pour une optimisation à contrainte de bords. La mise à jour de la matrice est

obtenue par projection des données sur la région de valeurs admissibles

F k+1←P
{

F k−αk∇F k

(∥∥∥X−GkF
∥∥∥

2

f

)}
, (1.38)

où la projectionP{.} permet de ramener les valeurs deF qui seraient en dehors d’une région

bornée à ses bords :

∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,m}, (P{X})i,j =





Xi,j si mi,j �Xi,j �Mi,j ,

Mi,j si Xi,j �Mi,j ,

mi,j si Xi,j �mi,j .

(1.39)

24



1.4. Panorama des hypothèses usuelles et des algorithmes defactorisation associés

Beaucoup de travaux, dont [19], ont porté sur la recherche du pasαk qui satisfasse une décrois-

sance suffisamment rapide à chaque étape. Cette étape est aussi celle qui est la plus coûteuse en

temps de calcul.

Récemment, Zandifaret al.ont proposé une approche utilisant les gradients projetés et une

propriété d’indépendance statistique des signaux sources[178].

Non-négativité et somme à1 : La contrainte de non-négativité peut parfois être associéede

manière explicite à une contrainte de somme à 1. Les remarques reportées dans la section 1.4.4

restent vraies, mis à part qu’une hypothèse de non-négativité des données doit être en plus

vérifiée. Outre les travaux proposés dans cette thèse, citons par exemple le travail proposé dans

[87].

Positivité et orthogonalité : La contrainte d’orthogonalité peut être vue comme un com-

plément de la non-négativité. On parlera alors dans la littérature deNMF orthogonaleoù le

problème à résoudre se décrit sous la forme d’une fonction d’attache aux données associée à

une mesure de la contrainte d’orthogonalité :

min
G,F �0

D(X||GF ) = min
G,F �0

∑

ij

(Xij− (GF )ij)
2 +α po(G), (1.40)

où po(G) est une mesure positive de l’orthogonalité deG. Différentes variantes de la mesure

d’orthogonalité peuvent se rencontrer avec la version de Choi [175] ou bien celle développée

dans les méthodes de type projective NMF [177]. Ces méthodes sont parfois combinées avec la

notion de parcimonie évoquée ci-dessus.

Au contraire, on pourra considérer la non-négativité commeune contrainte additionnelle

à l’orthogonalité. On utilisera alors le terme d’ACP non-négative. Dans ce cas, il s’agit dans

[179], de maximiser la dispersion d’une part et d’autre partde minimiser l’écart à la propriété

d’orthogonalité d’une matrice. Comme indiqué en début de section, les approches basées [137,

138, 139] sur l’ACI ou l’ACP rentrent aussi dans cette catégorie.

Factorisation exacte : Les approches ci-dessus (et celles développées dans cette thèse) se

focalisent sur des solutions approchées de la factorisation deX. Il existe cependant des travaux

qui se concentrent sur la factorisation exacte. Par exemple, Vavasis [164] montre que réaliser

une telle factorisation est NP-difficile. Donoho et Stodden[50] montrent qu’avec une propriété

de "quasi-séparabilité" des sources (qui équivautin fineaux hypothèses de parcimonie que l’on

rencontre dans les approches de SCA), la NMF converge de manière presque sûre. Récemment,

plusieurs auteurs ont utilisé cette propriété pour développer de nouvelles approches [6, 20, 58].
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modèles classiques de mélanges, et nous nous

sommes attachés à présenter une vue générale des contraintes additionnelles à ces modèles. Les

contraintes les plus courantes consistent en l’orthogonalité d’un facteur, l’indépendance ou la

non-négativité. Des informations additionnelles telles que la régularité ou la parcimonie de ce

facteur peuvent être incorporées, débouchant sur différentes méthodes associées.

Notre problème pratique se classe dans les problèmes de répartition de sources de pollution,

régi par le modèle linéaire instantané. Par ailleurs, la factorisation obtenue vérifie la contrainte

de positivité de tous ses facteurs. La résolution de ce problème est en général abordé sous l’angle

de la PMF en sciences de l’environnement.

Nous avons abordé dans ce chapitre les principales méthodesde factorisation de matrices

qui pourraient permettre de traiter les données considérées dans cette thèse. Il apparaît alors

que :

– les approches d’ACP ne nous semblent pas adaptées au problème considéré (alors qu’elles

sont aujourd’hui très utilisées par la communauté de chimistes). En effet, elles sont peu

robustes aux valeurs aberrantes (ou bruits impulsifs), elles imposent l’orthogonalité des

composantes (qui n’est pas vérifiée en pratique dans l’application que nous considérons)

et elles font disparaître la non-négativité des signaux durant l’étape de centrage.

– les approches d’ACI peuvent être vues comme des extensions non-orthogonales de l’ACP.

Elles ne sont cependant pas complètement adaptées au problème considéré car certaines

sources peuvent être corrélées en pratique dans l’application considérée, ce qui rend les

approches de la littérature inefficientes dans ce cas.

– les approches fondées sur la parcimonie ne semblent pas non-plus adaptées, compte tenu

du fait qu’il n’est pas garanti de trouver un dictionnaire oùles sources seraient parcimo-

nieuses.

Nous pensons donc judicieux de nous concentrer sur les méthodes de type NMF, même

si certaines d’entre elles présentent le défaut des solutions multiples. Nous passerons donc en

revue ces méthodes dans le prochain chapitre ainsi que les notions importantes de l’optimisation

mathématique.
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Chapitre 2

Factorisation matricielle non-négative

2.1 Introduction

Ce chapitre vise à présenter les notions essentielles de la factorisation matricielle non-

négative, ainsi que les classes d’algorithmes permettant d’y apporter des solutions. Il se veut

donc être un chapitre bibliographique, tout en gardant à l’esprit les éléments importants de

notre problématique pratique dont nous rappelons ici les caractéristiques.

Nous disposons donc d’une matrice de données qui rassemble différentes concentrations en

espèces chimiques, à la cadence d’un échantillon toutes lesdouze heures. Ces données sont

issues d’un mélange instantané de différentes sources de pollutions, ce qui se traduit sous forme

mathématique : étant donnée une matrice de donnéesX de taille(n×m) et de terme général

xij ≥ 0, la NMF consiste à retrouver deux matrices non négativesG de taille(n× p) et F de

taille (p×m) (avecp < min(n,m)) dont le produit est une approximation deX, c.-à-d.,

X ≈G ·F. (2.1)

Dans l’application considérée dans le cadre de cette thèse,les matricesX, G et F représentent

les grandeurs physiques suivantes :

– X est la matrice de données4 où l’élémentxij est la concentration chimique de l’espèce

j dans l’échantilloni et exprimée en ng/m3. Une ligne deX regroupe donc les concen-

trations des différentes espèces chimiques pour un même échantillon.

– G est la matrice dont chaque élémentgik représente la contribution massique en ng/m3

de la sourcek dans l’échantilloni.

– F est la matrice de profil dont chaque élémentfkj constitue la proportion relative en

4. Contrairement aux applications classiques en Séparation de Sources,n représente le nombre d’échantillons
mesurés au cours du temps etm le nombre d’espèces chimiques analysées.
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ng/ng de l’espèce chimiquej pour la sourcek. Elle représente la quantité de masse émise

de l’espèce chimiquej par unité de masse émise par la sourcek.

Nous allons donc développer dans ce chapitre des critères permettant de formuler le problème

sous différentes formes, puis nous proposerons différentes classes d’algorithmes permettant de

donner des solutions au problème précédent. Il est par ailleurs souhaitable que les solutions trou-

vées ne soient pas trop sensibles aux aberrations que peuvent contenir les données de concentra-

tion. C’est dans cet esprit que nous évoquerons la divergenceparamétrique, apparaissant comme

une mesure dissimilarité robuste vis à vis des points aberrants.

2.2 Notions préliminaires

Avant d’étudier la factorisation matricielle non négative, il est utile de rappeler quelques

notions utilisées en théorie de l’optimisation [68].

2.2.1 Optimisation d’une fonction

Nous examinons le problème de la minimisation d’une fonction f(x) définie sur un espace

Ω inclus dans IRn vers IR,

min
x∈Ω

f(x) (2.2)

Nous distinguons deux types de minima définis ci-dessous :

Définition 2.2.1. Un point x∗ est dit minimum local d’une fonctionf(x) dans un voisinage

V (x∗) dex∗ si et seulement si

∀x ∈ V (x∗)∩Ω, f(x)≥ f(x∗). (2.3)

Définition 2.2.2. Un pointx∗ est dit minimum global d’une fonctionf(x) surΩ si et seulement

si

∀x ∈Ω, f(x)≥ f(x∗). (2.4)

En dehors des cas où la fonctionf est convexe, trouver le minimum global est une tâche dif-

ficile. En conséquence, la recherche se concentre sur l’ensemble des minima locaux vérifiant des

conditions nécessaires. Celles-ci sont décrites dans [100]et résumées dans la proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.1.Soitf une fonction de classeC1 surΩ. Six∗ est un minimum local def(x),

alors, pour toute direction faisabled autour de ce pointx∗, nous avons∇f(x∗)d≥ 0.

En clair, cette proposition traduit simplement le fait que toutes les directions admissibles

conduisent à une augmentation de la fonctionf . Deux cas se distinguent particulièrement :
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1. Si ce pointx∗ se trouve à l’intérieur du domaine impliquant que toutes lesdirections sont

admissibles, alors la condition dans la proposition (2.2.1) se simplifie en

∇f(x∗) = 0. (2.5)

2. Par contre, si nous sommes sur la frontière définie parΩ, alors le gradient∇f(x∗) est en

général différent du vecteur nul et seule la proposition 2.2.1 est applicable.

Dans le cas particulier d’une fonctionf strictement convexe, un minimum local est un mi-

nimum global, rendant sa recherche plus aisée.

2.2.2 Conditions de Karush-Kuhn Tucker

Considérons maintenant le problème à contraintes suivant :

min
x∈Ω

f(x) s.c. hi(x) = 0, gj(x)≤ 0, (2.6)

où hi(x) = 0 désigne les contraintes égalité pouri ∈ {1, . . . , cE}, et gj(x) ≤ 0 représente les

contraintes inégalité pourj ∈ {1, . . . , cI}, aveccE etcI le nombre de contraintes de type égalité

et inégalité, respectivement. Supposons qu’il existe un point x∗ qui soit un minimum local du

problème (2.6). Supposons aussi que les trois fonctions ci-dessus soient de classeC1 surΩ

et que les gradients∇gj(x
∗) et∇hi(x

∗) soient linéairement indépendants. Alors, il existe des

constantes uniquesλi pouri ∈ {1, . . . , cE} etµj pourj ∈ {1, . . . , cI} tels que :

∇f(x∗)+
cE∑

i=1

λi∇hi(x
∗)+

cI∑

j=1

µj∇gj(x
∗) = 0, (2.7)

µj ≥ 0, ∀j = 1, . . . , cI , (2.8)

µjgj(x
∗) = 0, ∀j = 1, . . . , cI . (2.9)

La condition exprimée dans l’expression (2.9) est aussi appelée condition des écarts complé-

mentaires (en anglais :Complementary Slackness). Ces conditions sont en général obtenues par

l’écriture d’une fonction Lagrangienne qui rassemble l’objectif et les contraintes. Ces condi-

tions de KKT sont juste des conditions nécessaires d’un minimum local. Ces conditions sont

suffisantes dans le cas d’une fonctionf(x) convexe.
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2.3 Présentation du problème classique de NMF

Dans cette section, nous allons présenter la formulation standard de la NMF basée sur une

mesure d’écart de type norme de Frobenius. Cette mesure est l’extension à des matrices de la

norme Euclidienne, dédiée à des vecteurs. Le problème de la NMF de Frobenius consiste donc

à résoudre le problème suivant : Etant donné une matrice de donnéesX de taillen×m et un

entierp prédéfini,

min
G,F �0

n∑

i=1

m∑

j=1

((xij− (GF )ij))
2 = min

G,F �0
‖X−G ·F‖2f , (2.10)

où G ∈ IRn×p
+ , F ∈ IRp×m

+ (compte tenu queG,F � 0 signifie que toutes les composantes deG

et deF sont non-négatives) et où‖.‖f désigne la norme de Frobenius. La factorisation obtenue

selon le problème (2.10) est donc de rang maximalp. Ce critère est non convexe par rapport à

l’ensemble des inconnuesG etF . Les conditions au premier ordre, appelées conditions de KKT

sont donc, pour ce problème, uniquement des conditions nécessaires d’un minimum local.

2.3.1 Conditions de KKT pour le problème de NMF

Nous pouvons définir la fonction Lagrangienne associée au problème (2.10) :

L(G,F,Λ,Γ) =
1

2
‖X−G ·F‖2f −Λ◦G−Γ◦F, (2.11)

oùΛ etΓ sont les matrices de multiplicateurs de Lagrange de dimensions respectives celles de

G etF , qui sont associées respectivement à chacune des contraintes de positivité. Les conditions

nécessaires d’un minimum local stipulent que si le couple(G,F ) est un minimum local, alors

il existe un couple(Λ,Γ) de matrices non-négatives telles que :

F � 0, G� 0, (2.12)

∇LF = 0, ∇LG = 0, (2.13)

Γ◦F = 0, Λ◦G = 0. (2.14)

En calculant le gradient de la fonction Lagrangienne, nous pouvons réécrire la ligne de l’équa-

tion (2.13) sous la forme suivante :

GT · (G ·F −X)−Γ = 0, (G ·F −X) ·F T −Λ = 0. (2.15)
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En utilisant la non-négativité des matricesΓ etΛ, et en remplaçant ces expressions deΓ etΛ

issu de (2.15) dans (2.12), nous obtenons les conditions de KKT pour le problème standard de

NMF, c.-à-d.,

F � 0, G� 0, (2.16)

GT · (G ·F −X)� 0, (G ·F −X) ·F T � 0, (2.17)

F ◦
(
GT · (G ·F −X)

)
= 0, G◦

(
(G ·F −X)) ·F T

)
= 0. (2.18)

Ces conditions traduisent, en outre, que siG et F ne sont pas sur la frontière du domaine des

contraintes, alors la solution doit vérifier l’annulation du gradient de la fonction (2.10).

2.3.2 Unicité de la solution NMF

Supposons que nous disposions d’une solution stationnaire(G,F ), et considérons une ma-

trice S inversible de dimensionsp× p. Ainsi, toute solution obtenue de type(Ğ = G ·S, F̆ =

S−1 ·F ) est aussi équivalente puisqu’elle produit le même produitG ·F . Cependant, la question

de la stationnarité de ce nouveau point doit être posée. La condition de stationnarité du point

(Ğ, F̆ ) s’exprime ainsi par,

S−1 ·F � 0, G ·S � 0, (2.19)

ST ·GT · (G ·F −X)� 0, (G ·F −X) ·F T · (S−1)T � 0, (2.20)

(S−1 ·F )◦
(
ST ·GT · (G ·F −X)

)
= 0, (G ·S)◦

(
(G ·F −X)) ·F T · (S−1)T

)
= 0. (2.21)

Ces conditions peuvent être facilement vérifiées siS est une matrice de permutation, rendant le

nouveau point aussi stationnaire. Mais le point obtenu n’est rien d’autre que la permutation du

point original. Dans le cas général, il est difficile d’établir des conditions nécessaires et suffi-

santes d’unicité de la solution. Nous allons donc examiner des conditions suffisantes d’unicité

de la solution dans deux cadres différents, d’abord dans le cas de la factorisation approchée puis

dans le cas de la factorisation exacte.

2.3.2.1 Condition suffisante d’unicité pour la NMF approchée

De ce fait, nous nous restreignons au cas particulier où les matricesG etF contiennent une

matrice monomiale. La définition de la matrice monomiale estrappelée ici :

Définition 2.3.1. Une matrice positiveS de dimension(p× p) est dite monomiale si chacune

des lignes et colonnes de cette matrice contient un seul élément non nul [115]. On les nomme

aussi matrices de permutation généralisée.
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Moussaoui [115] rappelle aussi que toute matrice monomialese décompose sous la forme

d’une permutation et d’une mise à l’échelle, i.e.,

S = D ·P, (2.22)

oùD etP désignent respectivement la matrice de mise à l’échelle et la matrice de permutation.

Proposition 2.3.1.Si on peut extraire deG et F une matrice monomiale de dimensionp× p,

alors la matrice S est une matrice monomiale.

La condition de stationnarité peut être réécrite pour chaque bloc deĞ et F̆ en faisant appa-

raître les matrices monomiales réduitesGp Fp, ce qui donne,

Gp ·S > 0 S−1 ·Fp > 0 (2.23)

Ho [68] montre alors que seule une matriceS monomiale peut convenir. Si par suite, nous

considérons que les solutions deF doivent être de somme à1, il apparaît alors que la matriceS

est une matrice de permutation.

2.3.2.2 Condition d’unicité dans le cadre de la factorisation exacte

Une interprétation géométrique de conditions suffisantes d’unicité peuvent être proposées

dans le cadre de la factorisation NMF exacte. Dans ce cas précis, les conditions de stationnarité

sont automatiquement vérifiées puisqueX = G ·F .

Pour cela, nous définissons la notion de cône simplicial.

Définition 2.3.2. Le cône simplicial généré par un nombre fini de vecteurs indépendants

(f1,f2, . . . ,fp) ∈ IRm
+ est l’ensembleCF = {x|x =

p∑
j=1

gjf j
, gj > 0}.

A partir de la factorisation NMF exacteX = G ·F , il apparaît que, soit une lignexj quel-

conque deX appartient au cône généré parF , c.-à-d.xj ∈ CF .

SoitX , l’enveloppe convexe deX. Chen [28] formule un théorème d’unicité :

Proposition 2.3.2. La décomposition deX en un produitG ·F est unique si et seulement si

X ⊂ CF .

Ce théorème, ne fournit malheureusement aucun moyen de vérifier cette condition à partir

de la matrice de données. Nous examinons en détail les conditions de la proposition (2.3.1) et

celles de Donoho et Stodden [50]. Nous nous appuyons sur la figure 2.1, issue de [115], qui en

donne une illustration pourp = 3.
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On définitI(F ) , Im(F )∩ IRm
+ . Les conditions de la proposition (2.3.1) traduisent, pourla

condition surF , que le côneI(F ) = CF . Pour la condition surG, elle exprime quep vecteurs

ligne deX constituent les arêtes du côneI(F ). Leur représentation est donnée sur la partie

gauche de la figure 2.1. De leur côté, Donoho et Stodden [50] expriment des conditions un peu

Proposition 2.3.1 Conditions de Donoho-Stodden [50]

FIGURE 2.1 – Différents cas d’unicité de la factorisation non-négative.

moins restrictives qui permettent de garantir l’unicité dela solution, à savoir que(p−1) lignes

deX doivent se situer sur chacune desp facettes du côneI(F ). Au total,p · (p−1) lignes deX

appartenant aux facettes sont suffisantes pour garantir l’unicité de la solution. La partie droite

de la figure 2.1 illustre ces conditions. Moussaoui [115] montre que, en définitive, les conditions

de Donoho et Stodden sont moins exigeantes.

Toutefois, ces conditions pratiques sont uniquement des conditions suffisantes et restent

difficile à utiliser. Le contexte supposé correspond au cadre de la factorisation NMF exacte. Si

nous nous plaçons dans le cadre de la factorisation approchée, il faut aussi veiller en supplément

à ce que les différentes solutions restent des points stationnaires. En conclusion, la question de

l’unicité de la solution reste un problème ouvert. Une manière différente de limiter les solutions

multiples est d’apporter des contraintes supplémentairesau problème initial de NMF.

2.4 Algorithmes de résolution du problème classique de NMF

2.4.1 Méthode Multiplicative

Les méthodes multiplicatives peuvent être obtenues de deuxmanières différentes, soit par

une approche heuristique, soit par une approche de type Majoration-Minimisation (MM). Nous

les présentons successivement ci-après.
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2.4.1.1 L’approche heuristique

Ces méthodes sont abordées dans la littérature [55, 87] commeune manière élégante d’abou-

tir aux règles de décision. Les méthodes multiplicatives basée sur la norme de Frobenius ré-

solvent le problème (2.10) en le ré-écrivant sous la forme d’une trace de matrice, c.-à-d.

J (G,F ) = Tr
(
(X−G ·F )T (X−G ·F )

)
(2.24)

En développant cette expression, nous pouvons faire apparaître 3 fonctions dans l’expression

deJ (G,F ), c.-à-d.,

J (G,F ) = Tr(XT ·X)−Tr(F T ·GT ·X)−Tr(XT ·G ·F )+Tr(F T ·GT ·G ·F ), (2.25)

= Tr(XT ·X)−2Tr(XT ·G ·F )+Tr(F T ·GT ·G ·F ), (2.26)

= J 1−J 2 +J 3. (2.27)

Le calcul du gradient de chacune de ces trois fonctions est réalisé ici par rapport à une ma-

trice F , tout en remarquant que le calcul de celui par rapport àG est similaire. Ces calculs de

différentielles par rapport à une matrice quoique non courants, sont l’extension de résultats de

différentielles par rapport à des vecteurs. La plupart des résultats ci-après s’appuient sur des

résultats disponibles dans [132]. Puisque la fonctionJ 1 est indépendante deF , seulesJ 2 et

J 3 sont à dériver. La différentielle deJ 2 nous mène à écrire :

∂J 2 = 2
(
Tr(XT

∂(GF ))
)

= 2
(
Tr(XT ·G∂F )

)
. (2.28)

En utilisant la propriété∂J 2 = Tr((∂J 2

∂F
)T∂F ), il est immédiat d’écrire

∂J 2

∂F
= 2GT ·X. (2.29)

La différentielle deJ 3 peut être écrite de la même manière,

∂J 3 = ∂(Tr((GF )T (GF )) = Tr
(
∂((GF ))T (GF )

)
+Tr

(
(GF )T∂(GF )

)
.

(2.30)

En utilisant la propriété Tr(U) = Tr(UT ), les deux termes précédents apparaissent comme

identiques,

∂J 3 = 2Tr
(
(GF )T ·∂(GF )

)
= 2Tr

(
(GF )T ·G∂F

)
. (2.31)
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Le gradient de la fonctionJ 3 s’écrit donc sous forme condensée

∂J 3

∂F
= 2GT · (G ·F ). (2.32)

Grâce aux équations (2.29) et (2.32), la différentiation ducritèreJ (G,F ) se résume à

∂J

∂F
= 2GT · (G ·F −X). (2.33)

En écrivant le gradient sous la forme

∂J

∂F
=∇+

F j(G,F )−∇−
F j(G,F ), (2.34)

nous pouvons identifier les deux fonctions non-négatives apparaissant dans l’écriture du gra-

dient,∇+
FJ (G,F ) et∇−

FJ (G,F ). Parmi les fonctions possibles, il est possible de choisir

∇+
FJ (G,F ) = 2GT ·G ·F, ∇−

FJ (G,F ) = 2GT ·X. (2.35)

L’approche heuristique consiste à utiliser ces deux fonctions non négatives dans les règles de

mise à jour deF , et transposer les résultats pour la mise à jour deG :

G←G◦
∇−

GJ (G,F )

∇+
GJ (G,F )

, F ← F ◦
∇−

FJ (G,F )

∇+
FJ (G,F )

. (2.36)

D’après le choix (2.35), les règles multiplicatives de miseà jour pour la NMF de Frobenius se

déclinent en

F ← F ◦
(GT X)

(GT GF )
, G←G◦

(XF T )

(GFF T )
. (2.37)

Ces règles assurent automatiquement la non-négativité des éléments des matrices recherchées.

Lee et Seung [91] montrent que ces règles conduisent à une décroissance monotone de la fonc-

tion objectif de la NMF classique. En dehors des cas particuliers où les facteurs sont nuls, le

principe général est de trouver un point fixe limite résultant des fractions dans (2.37) qui tendent

vers 1. Ceci permet donc en pratique d’assurer que le gradient(2.33) tend vers 0.

2.4.1.2 L’approche Majoration-Minimisation

Une des méthodes les plus utilisées est la technique de Majoration-Minimisation (MM) [72].

La MM repose sur une approche en deux étapes permettant d’obtenir les règles de mise à jour.

Le principe de cette méthode consiste à :
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1. rechercher dans un premier temps à majorer la fonction de coûtJ (G,F ) par une fonction

appelée fonction auxiliaire,

2. puis dans un second temps, à effectuer la minimisation de la fonction auxiliaire.

La première simplification vient de la fonction dans (2.10),qui, par essence même, est sépa-

rable par rapport aux inconnues. Cela permet ainsi de découper la recherche en sous-problèmes

vectoriels indépendants. Du fait de la séparabilité, nous pouvons nous focaliser sur la partie du

critère qui concerne une colonne quelconque de la matrice dedonnées. Soitx cette colonne.

Définition 2.4.1. Soientθ et θk, les vecteurs repectivement des inconnus et des inconnus à

l’itération k, 5. Une fonctionH(θ,θk) est une fonction auxiliaire pourJ (θ) au pointθk si et

seulement si :

H(θk, θk) = J (θk) (2.38)

H(θ,θk)≥ J (θ) (2.39)

En résumé, la fonction auxiliaire est une fonction qui majore la fonction de coût et qui est

tangente enθ = θk. Il est donc possible de minimiser la fonction auxiliaire aulieu de minimiser

la fonction de coût selon l’inégalité

J (θk+1) ≤H(θk+1, θk) ≤H(θk, θk) = J (θk),

(1) (2) (3)
(2.40)

où l’inégalité (1) provient de la majoration dans (2.38), l’inégalité (2) découle de la minimi-

sation et l’égalité (3) dérive de la propriété de tangence. Tout pointθk+1 à l’itération k + 1

calculé parθk+1 = argmin
θ�0
H(θ,θk), vérifie la décroissance de la fonctionJ (θ). Ce principe de

décroissance est illustré dans la figure 2.2.

En pratique, la difficulté des algorithmes de Majoration-Minimisation réside donc dans la

construction de fonctions auxiliaires plus simples à minimiser. Celles-ci sont donc construites

soit, grâce à l’inégalité de Jensen pour le cas de fonctionsJ convexes, soit par la recherche

d’approximations quadratiques majorantes [72].

Dans la problématique de la NMF classique, nous pouvons reprendre la fonctionJ (G,F )

réduite à sa formulation vectorielle et la réécrire sous la forme d’un développement de Taylor

au second ordre, en considérant queθ, la colonne courante de la matriceF , est la seule variable

du problème,

J (θ) = J (θk)+∇J (θk)(θ− θk)+
1

2
(θ− θk)T GT ·G(θ− θk), (2.41)

5. Ces vecteurs représentent ici une ligne deG ou une colonne deF .
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Fonction de coût
Fonction auxiliaire

θk
θk+1

J (θk+1) = min H(θ, θk)

H(θk, θk) = J (θk)

FIGURE 2.2 – Mise à jour dans un algorithme de Majoration-Minimisation.

où∇J (θk) = −GT (x−Gθk). Dans [68], la forme générale quadratique de la fonction auxi-

liaireH(θ,θk) est donnée en fonction d’une matriceA(θk) définie positive,

H(θ,θk) = J (θk)+∇J (θk)(θ− θk)+
1

2
(θ− θk)T ·A(θk) · (θ− θk), (2.42)

où A(θk) est choisi tel que la matriceA(θk)−GT ·G soit semi-définie positive. De cette ma-

nière, la fonctionH(θ,θk) est une approximation majorante deJ (θ). Lee et Seung [91] pro-

posent de choisir la matriceA(θk) sous la forme :

A(θk) , diag(
GT ·G · θk

θk
). (2.43)

L’annulation du gradient deH(θ,θk) conduit à une relation exacte du minimiseurθk+1

θk+1 = θk−A(θk)−1 ·∇J (θk) = θk +diag(
θk

GT ·G · θk
) ·GT (x−G · θk). (2.44)

La réécriture de l’équation précédente permet de faire apparaître le produit de Hadamard, c.-à-

d.,

θk+1 = θk + θk ◦
GT (x−G · θk)

GT ·G · θk
. (2.45)

37



Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

Cette dernière peut être simplifiée en développant le dernierterme, ce qui conduit à :

θk+1 = θk ◦
GT x

GT ·G · θk
. (2.46)

La formulation matricielle peut être obtenue en rassemblant les colonnes de la matriceF , ce qui

donne lieu aux règles multiplicatives de mise à jour pour le problème de NMF de Frobenius :

F ← F ◦
(GT X)

(GT GF )
, G←G◦

(XF T )

(GFF T )
. (2.47)

Maintenant que nous disposons des formules de mise à jour, nous pouvons nous intéresser aux

caractéristiques de la solution.

2.4.1.3 Convergence des algorithmes multiplicatifs

Lee et Seung [91] ont étudié les propriétés de ces suites matricielles. Ils se sont en particulier

intéressés à la question de la stationnarité des points limites.

Ils ont établi que le critèreJ (G,F ) est non croissant après chaque itéré deG ou deF . Ils

montrent aussi que, si la matrice de données ne comprend pas de ligne ni de colonne de zéros, et

si tous les coefficients initiaux des matricesG etF sont non nuls, alors, quel que soit l’itération

k, les éléments de ces matrices restent tous strictement positifs. Ils montrent enfin que, tant que

chaque composante du gradient reste différente de zéro, et que les composantes des facteurs

demeurent positives, la décroissance deJ (G,F ) est stricte.

Cependant, même si les itérées deF et deG restent positives, il n’est pas du tout sûr que les

points limites associés le soient. Par ailleurs, si le pointlimite est sur la frontière du domaine

(Fij = 0), alors il n’est pas du tout assuré que la seconde condition de KKT (2.20) soit vérifiée.

Ainsi, sur la frontière du domaine, le gradient ne présente pas forcément le signe adéquat. En

conséquence, le point limite associé peut ne pas être stationnaire. Rappelons de même que la

stationnarité représente seulement une condition nécessaire d’un minimum local. Si le point

limite ne contient aucun élément nul, alors on peut affirmer que la solution limite est un point

stationnaire sans pour autant pouvoir assurer que cela correspond à un minimum local.

Gonzales et Zhang [60] montrent des exemples où la convergence de la méthode vers un

point stationnaire ne semble pas être réalisée au bout d’un certain nombre d’itérations. Même

si la convergence ne peut être établie, ils montrent au moinsque la méthode multiplicative est

très lente à converger vers un point limite.

Par ailleurs, Lin [96] propose de modifier de modifier légèrement le dénominateur afin de

préserver la convergence vers un point stationnaire.
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2.4.2 Méthodes des gradients projetés

Le principe de la méthode du gradient projeté s’appuie sur les méthodes classiques de gra-

dient. En conséquence, nous proposons d’abord une brève introduction à ces techniques.

2.4.2.1 Introduction aux méthodes de gradient

Les méthodes de gradient constituent la base de résolution de problèmes en traitement du

signal et des images dès lors que la fonction à optimiser est différentiable. Elles consistent à

partir d’un point courant, à migrer dans la direction de la pente de la diminution du critère.

Cette direction de descente peut résulter de choix multiples, le plus courant étant l’opposé du

gradient du critère.

Définition 2.4.2. On dit quedk est une direction de descente si, partant d’un point courantθk,

on a la propriété

∇J (θk)T ·dk < 0. (2.48)

Dans ce cas, tout point de la forme

θk+1 = θk +αkdk, (2.49)

avecαk > 0, fait décroître la fonctionJ (.) et constitue l’itérée d’une méthode de type descente

de gradient. Les différences entre ces méthodes résident essentiellement dans le choix des di-

rections de descentedk, ainsi que dans le choix du pasαk. Parmi les directions de descente, la

directiondk = −∇J (θk) constitue un choix très courant. Ce dernier est développé ci-dessous

et correspond à la descente de plus forte pente. Cet algorithme est par contre réputé pour sa

lenteur de convergence, on lui préfère souvent des versionsde type gradient conjugués.

2.4.2.2 Les méthodes à base de gradients projetés

Dans notre problématique, il s’agit de découper le problèmeoriginel en deux sous-problèmes

couplés mais résolus indépendamment, c.-à-d.

Gk+1 = argmin
G�0

∥∥∥X−G ·F k
∥∥∥

2

f
, (2.50)

F k+1 = argmin
F �0

∥∥∥X−Gk ·F
∥∥∥

2

f
. (2.51)

Ces sous-problèmes peuvent être abordés par un algorithme detype gradient non négatif, c.-

à-d., un algorithme du gradient dont la solution courante est projetée dans le demi-espace positif.
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Par extension de l’expression (2.49) aux matrices, les expressions de mise à jour peuvent être

déduites

Gk+1 = [Gk−ηGDk
G]+, F k+1 = [F k−ηF Dk

F ]+, (2.52)

où l’opérateur+ est défini par[X]+ = max(ǫ,X) tandis queDk
G et Dk

F désignent respective-

ment les directions de descente adoptées pour chacune des matrices. Les pasηG et ηF consti-

tuent des matrices en général de forme diagonale contenant les pas dans chacune des directions.

Alternativement, il peut être judicieux de préserver la non-négativité de manière explicite en

recherchant les pas associés dans les matrices diagonales qui respectent cette condition. Nous

proposons, dans cette section, quatre méthodes distinctesrespectant l’esprit des méthodes à

gradient projetés.

FIGURE 2.3 – Algorithme de descente de gradient.

La projection oblique : Parmi les méthodes usuelles, la méthode de projection oblique de

Landweber [112] est une méthode de gradient projetée dans laquelle la direction de descente

est l’opposé du gradient. Les mises à jour deF ou G sont similaires, nous ne présenterons que

celle concernant la matrice de profilF .

La matrice de pas est choisie diagonale selonηF , diag(η1, . . . ,ηp) et chacun de ces élé-

ments diagonauxηi respecte la condition de contractance de la matrice qui se traduit parηi <
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2
λmax(GT ·G)

∀i ∈ {1, ....p}. Une expression différente de ce seuil peut aussi être proposée

[76] en utilisant la propriété de non-négativité de la matriceG ou F . La mise à jour se traduit

donc par

F k+1 = [F k−ηF∇F j(F k)]+. (2.53)

Gradients projetés de Lin : Une autre méthode populaire est celle des gradients projetés de

Lin (PG-Lin) [96] qui suit le schéma itératif général (2.52). Comme dans les méthodes de Land-

weber, la direction de descente correspond aussi à l’opposédu gradient. Par contre, les matrices

de pas sont définies parηG = αkIn×n et ηF = αkIp×p, oùαk désigne un pas scalaire commun

aux deux mises à jour. Lin développe deux variantes, dont l’une met à jour simultanément les

deux facteursG et F . Lin y introduit une mise à jour de ce pas scalaire qui suit la règle mo-

difiée de Armijo [39, Ch. 5]. Etant donnéβ ≥ 1, celle-ci propose, à partir du pas de l’itération

précédente, d’accroître la valeur du pasαk← αk

β (resp. de la faire décroître selonαk← αk ·β)

tant que la règle de décroissance suffisante de la fonction objectif d’une itération à l’autre est

respectée (resp. n’est pas respectée), c.-à-d.,

J (Gk,F k)−J (Gk−1,F k−1) <

αk ·Tr
(
∇FJ (Gk−1,F k−1)T (F k−F k−1)+∇GJ (Gk−1,F k−1)T (Gk−Gk−1)

)
.

(2.54)

Par contre, Lin [96] explique que cette procédure directe demise à jour ne permet pas un gain

en coût calculatoire car la fonctionJ perd son caractère quadratique dès lors que l’on optimise

les deux matrices de manière simultanée.

Méthode des directions potentielles : Une autre méthode consiste à s’appuyer sur les tech-

niques du sous-espace en définissant des directions potentielles dans un sous-espace. Dans le

cadre de la NMF, elles s’appliquent directement sur les colonnes de la matriceF ou les lignes

de la matriceG séparément. Beaucoup de variantes de méthodes de sous-espace existent, pour

un comparatif détaillé dans le cadre des problèmes inverses, on peut se référer aux travaux

de Chouzenoux [33]. Nous décrivons uniquement ici le sous-espace orthogonal introduit par

Nemirovski [122] et repris dans [39]. Elles intègrent le gradient courant comme une direction

potentielle ainsi que les gradients aux itérations précédentes, en même temps que les directions

définies par Nemirovsky. En conséquence, elles s’appuient sur :

1. le gradient courant par rapport au vecteurf
i
en le pointfk

i
, dk

0 =∇fJ (fk
i
),

2. la directiondk
1 = fk

i
−f0

i
,
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3. et la troisième direction, définie comme une combinaison particulière des gradients :

dk
2 =

k∑

l=k−L+1

wl∇fJ (f l−1
i

), (2.55)

où les coefficients de pondérationwl sont définis par

wl =





1 si l = 1,
1
2 +

√
1
2 +w2

l−1 si l > 1.
(2.56)

Des variantes de ces méthodes, décrites dans [33], intègrent ces directions potentielles et des

directions supplémentaires. Nous nous restreignons ici aucas de3 directions potentielles. Dans

cette méthode, la matrice de directionDk , [dk
0,dk

1,dk
2] est de dimensionp× 3 et se compose

des trois directions ainsi constituées. La recherche du pasvectoriel peut être donnée selon une

expression analytique [39, Ch.5] :

ηk
F

= ((Dk)T ·GT ·G ·Dk +λI3)−1 · (Dk)T ·∇fJ (fk
i
). (2.57)

Le paramètre de régularisationλ est choisi très faible afin de simplement éviter les situations

où la matriceDk ne serait pas de rang plein. La même procédure est appliquée àchaque ligne

de la matriceG. En définitive, l’algorithme suit le schéma général (2.52) avec le pas défini dans

(2.57).

Méthode des points intérieurs : Une autre classe de méthode est celle des points intérieurs.

Celle-ci se rencontre usuellement en optimisation quadratique mais elle est peu utilisée dans le

cadre de la NMF. Le principe de ces méthodes est de rechercherun pas qui respecte la positivité

des solutions. La méthode que nous présentons ici s’appuie sur celle initialement développée par

Merritt et Zhang dans [108] dans le cas vectoriel. Elle est adaptée dans [39] à la problématique

de la NMF. L’algorithme est basé sur un gradient pondéré selon la direction :

Dk
F = Ek ◦∇J F (Gk,F k), (2.58)

où la matriceEk résulte du choix proposé par Lee et Seung [91] :

Ek =
F k

(Gk)T ·Gk ·F k
. (2.59)

42



2.4. Algorithmes de résolution du problème classique de NMF

Dans sa forme condensée, l’algorithme se présente donc sousla forme suivante, en utilisant les

expressions théoriques des gradients,

G←Gk−ηG
Gk

(GkF k · (F k)T )
◦ [(X−Gk ·F k) · (F k)T ], (2.60)

F ←F k−ηF
F k

(Gk)T ·Gk ·F k
◦ [(Gk)T · (X−Gk ·F k)]. (2.61)

Nous pouvons remarquer que le choix deηF et ηG égaux à 1 conduisent aux règles multipli-

catives données en (2.47). Par ailleurs le choix de ces paramètres est guidé par deux options

potentielles. Il s’agit de chercher le pas scalaireηF qui procure le minimimum de la fonction

J (Gk,F k + ηDk
F ) ainsi que le pas qui préserve une marge de positivité. Le minimum de ces

deux pas permet de trouver la mise à jour adaptée. L’expression exacte du pas peut être trouvée

aisément dans [108].

En résumé, nous avons décrit quelques méthodes à base de gradient projetées utilisées en

NMF. Même si, bien sûr, notre description ne se veut pas exhaustive, elle donne les éléments

importants pour aborder les méthodes à base gradient projetés.

2.4.3 Les méthodes de recherche en Blocs de Coordonnées

Dans les méthodes précédentes, nous ne demandions pas un calcul exact des facteurs à

chaque itération. Cela a été réalisé par exemple en majorant la fonction de coût dans le cadre des

méthodes multiplicatives ou bien en utilisant des techniques de gradient projetées. Dans cette

section, nous proposons de discuter de méthodes qui à chaqueétape résolvent exactement le

sous-problème. Tout l’enjeu consiste donc en un découpage judicieux du problème de NMF de

base en sous-problèmes distincts. Kimet al. ont proposé une vision unifiante de ces nouvelles

méthodes sous le vocable méthodes de descente exacte en blocs de coordonnées [82]. Cette

description a l’avantage de fédérer beaucoup de méthodes detype moindres carrés alternés

non-négatifs (ANLS).

Les méthodes de descente exacte en bloc de coordonnées sont des méthodes générales d’op-

timisation non-linéaires qui s’attaquent au problème de minimisation d’une fonction continû-

ment différentiable sur un espace fermé convexeΩ inclus dans IRNl ,

min
θ∈Ω
J (θ). (2.62)

Une hypothèse importante est que l’espace de définitionΩ est séparable enΩ = Ω1×Ω2×

. . .×ΩL, où Ωl est un sous-ensemble fermé convexe de IRNl pour l = 1, . . . ,L, satisfaisant
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Nθ =
L∑

l=1
Nl. Le vecteurθ est partitionné enθ = (θ1, . . . , θL) tel que∀l ∈ {1, . . . ,L}, θl ∈Ωl.

La méthode de descente en blocs de coordonnées résout la minimisation pourθl en laissant

les autres vecteurs fixes de manière cyclique. L’itérationk +1 est donc obtenue par

θk+1
l = arg min

ξ∈Ωl

J (θk
1, . . . θk

l−1, ξ,θk
l+1 . . . , θk

L). (2.63)

Soit θk+1 la séquence de vecteurs obtenue en résolvant le problème bloc par bloc. Si chaque

sous-problème défini par (2.63) admet une solution unique, alors un point limite de la séquence

θk est un point stationnaire. Cependant, comme nous l’avons déjà mentionné, la stationnarité

n’est pas une garantie d’un minimum global. La plupart des algorithmes ne garantissent que la

stationnarité des points limites.

Le point crucial des méthodes réside dans la manière de choisir les partitions, et leur nombre.

Trois cas de partition se dégagent dans la littérature : la partition en 2 blocs représentées par les

méthodes ANLS, puis la partition en2 ·p blocs, et enfin la partition enp · (m + n) blocs. Cette

dernière solution ne sera pas développée car elle conduit à la même expression que la solution

avec2 ·p blocs.

2.4.3.1 Les méthodes ANLS

Ces méthodes correspondent à un partitionnement de l’espacede recherche en deux blocs,

conformément à l’équation (2.64). Contrairement à une méthode de gradient, nous recherchons

une solution exacte aux deux problèmes de moindres carrés non-négatifs décrits par

Gk+1 = argmin
G�0

∥∥∥X−G ·F k
∥∥∥

2

f
,

F k+1 = argmin
F �0

∥∥∥X−Gk ·F
∥∥∥

2

f
.

(2.64)

Même si chacun de ces sous-problèmes est convexe, ils ne possèdent pour autant pas de solution

analytique et des algorithmes itératifs sont nécessaires.Lin [96] rappelle que si chacun des sous-

problèmes de (2.64) possède un minimum, alors tout point limite généré par une méthode ANLS

est un point stationnaire du problème classique de NMF.

Ce sous-problème de recherche deF est découpé enm sous-problèmes vectoriels de type

moindres carrés non-négatifs (NNLS) dédiés à la recherche d’une colonne de la matriceF

(respectivementG) ayant en commun une même matrice d’influenceG (respectivementF ),

dont l’expression est résumée par

min
f�0

∥∥∥x−G ·f
∥∥∥

2

f
, (2.65)
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oùx etf désignent respectivement une colonne de la matrice de données et de profil.

Une première classe de méthodes consiste à résoudre ce problème par des techniques ap-

prochées de type gradient projetées appliquées à la recherche d’un vecteur colonne. Nous ren-

voyons le lecteur au paragraphe concernant les méthodes de ce type déjà évoquées dans ce

mémoire. Une seconde classe consiste à rechercher les indices des variables non saturées et satu-

rées par la contrainte de positivité. Kim et Park proposent de résoudre le problème de moindres

carrés non-négatifs par une approche de type ensemble actifs [81], qui consiste itérativement

à séparer les indices du vecteur en2 ensembles, l’un contenant les indices des composantes

nulles, l’autre les indices correspondant aux composantespositives strictement. Cet algorithme

a été initiallement développé par Lawson et Hanson [89] et implémenté ensuite dans Matlab

sous la fonctionlsqnonneg. L’algorithme est itératif s’appuie sur le principe que, dès lors que

l’ensemble des indices des variables saturés est connu, la solution du problème NNLS devient

un problème de type moindres carrés non contraint dont la solution analytique est connue. De

manière itérative, les différents partitionnements d’indices sont explorés pour aboutir à une so-

lution exacte. Une version rapide appelée FastNNLS a ensuite été développée par Bro et De

Jong [23] en calculant une seule fois les matrices produit apparaissant dans les équations nor-

males du problème non contraint et en extrayant les colonnesou les lignes correspondant aux

indices des contraintes non saturées.

2.4.3.2 Les méthodes de partitionnement en 2p blocs

Ces méthodes sont aussi appelées méthodes hiérarchiques ALS(HALS) ou RRI pour Rang

unité Résidu Itération [68]. Nous proposons de partitionnerle problème en2p blocs dans lequel

chaque bloc représente une colonne deG ou une ligne deF . Il est pratique de reformuler la

fonction objectif sous la forme

J (G.,1, . . . ,G.,p,F1,., . . . ,Fp,.) =

∥∥∥∥∥∥
X−

p∑

l=1

G.,l ·Fl,.

∥∥∥∥∥∥

2

f

, (2.66)

où les différents paramètres sont des vecteurs lignes ou colonnes définis parG, [GT
.,1; . . . ;GT

.,p]T

etF , [F1,.; . . . ;Fp,.]. Le problème de la minimisation de la fonction objectif peutêtre découpé

en des sous-problèmes vectoriels de recherche de vecteurs colonne de la matriceG et de la

matriceF . Par exemple, la recherche de laL-ième colonne deF est effectuée en considérant le

résiduR(−L) = X−
p∑

l=1 6=L
G.,l ·Fl,.. Ce résidu est censé être factorisé de manière approxima-

tive sous la forme,

R(−L)≈G.,L ·FL,. . (2.67)
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Cette factorisation est recherchée en minimisant le sous-problème générique suivant :

min
FL,.�0

‖R(−L)−G.,L·FL,.‖
2
f . (2.68)

Ce problème peut encore être découpé enm problèmes indépendants quadratiques dépendant

d’une seule variable, icifLk,

min
fLk≥0

∥∥∥R.,k(−L)−G.,L·fLk

∥∥∥
2

f
, ∀k ∈ {1, . . . ,m}. (2.69)

La solution de ce problème de recherche d’un seul paramètre est donné aisément par l’expres-

sion

f∗
Lk = max


0,

GT
.,L ·R.,k(−L)

GT
.,L ·G.,L


 , ∀k ∈ {1, . . . ,m}. (2.70)

Cette expression peut être étendue à toute la ligneL de la matriceF , sous la forme

F ∗
L,. =


GT

.,L ·R(−L)

GT
.,L ·G.,L




+

, ∀L ∈ {1, . . . ,p}. (2.71)

Ainsi, la mise à jour d’une ligne deF et d’une colonne deG s’effectue selon l’expression

suivante

FL,. =


GT

.,L ·R(−L)

GT
.,L ·G.,L




+

, G.,L =


R(−L)·F T

L,.

FL,. ·F
T
L,.




+

, ∀L ∈ {1, . . . ,p}. (2.72)

Des implémentations rapides de la méthode ont été proposéesafin de diminuer le nombre d’opé-

rations nécessaires par itération. Un des enjeux consiste àchoisir l’ordre de mise à jour de ces

2 p blocs. Deux versions sont actuellement en concurrence

G.,1→ F1,.→G.,2→ F2,. . . .→G.,p→ Fp,., (2.73)

G.,1→G.,2 . . .→G.,p→ F1,.→ F2,. . . .→ Fp,. (2.74)

Gillis et Glineur [57] ont proposé une modification de cet ordre de mise à jour en répétant

la mise à jour deG plusieurs fois avant de mettre à jour celle deF en fonction du nombre

d’opérations nécessaires. Des améliorations notables dans la vitesse de convergence ont ainsi

été remarquées.

En conclusion, nous avons donc effectué un descriptif des grandes classes de méthodes pour

la résolution du problème de NMF original. Nous avons pu recenser3 grandes familles que sont

les méthodes multiplicatives, les méthodes de gradient projetées et les méthodes de décou-
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page en bloc de coordonnées. Ces dernières sont actuellementles plus utilisées mais l’ajout

de contraintes dans ces méthodes semble difficile. Nous allons maintenant aborder des critères

différents, d’abord sous l’angle de poids dans la fonction objectif de la NMF.

2.5 Introduction de poids dans la NMF

2.5.1 Introduction

Le problème classique de NMF considère les erreurs provenant de toutes les données comme

identiques. Or, il arrive fréquemment, que des données de nature hétérogène, issues d’un pro-

cessus d’acquisition présentent des degrés de confiance différents. Cela provient en particulier

soit des conditions dans lesquelles ont été obtenues les mesures, soit de la nature différente des

différents capteurs. Par ailleurs, il arrive même que les données soient partiellement manquantes

à certains moments. Ainsi, les informations les plus fiablesdoivent être considérées avec plus

d’attention et inversement. Cette fiabilité est souvent codée sous la forme de poids, dans lequel

un poids élevé représente un élément fiable. Ainsi, nous pouvons définir l’extension du critère

(2.24) en introduisant une matrice de poidsW de même taille que la matrice de données :

J (G,F ) =
n∑

i=1

m∑

j=1

Wij (xij− (GF )ij)
2 = Tr

(
(X−G ·F )T · ((X−G ·F )◦W )

)
, (2.75)

Bien que l’extension du critère originel est immédiate, la résolution du problème de NMF pon-

dérée est bien plus complexe. Même en relaxant les contraintes de non-négativité, la solution

analytique n’existe pas. Il est donc nécessaire de faire appel à des algorithmes itératifs, mais qui

ne fournissent que des minimum locaux.

Les travaux dans ce domaine ont été initiés par Guillametet al. [63]. Parallèlement, des

approximations de rang faible ont été proposées par Srebo [159] en omettant les contraintes de

non-négativité. Les travaux qui ont vraiment unifié ces méthodes résultent de la thèse de Ho

[68] que nous résumons ci-dessous.

2.5.2 Obtention des KKT pour la NMF pondérée

Dans un souci de concision, nous ré-écrivons les produitsG ·F et F T ·GT sous la forme

GF et F T GT . Une référence en terme de calcul matriciel [132] est utilisée pour exprimer

les différentiations suivantes. La trace d’une matrice peut être utilisée pour exprimer le critère
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(2.75),

J (G,F ) = Tr((X−GF )T ((X−GF )◦W )),

= Tr(XT (X ◦W ))−Tr(F T GT (X ◦W ))−Tr(XT (GF ◦W ))+Tr(F T GT ((GF )◦W )).
(2.76)

Il est à noter que, premièrement, Tr(U) = Tr(UT ) puis, en modifiant la place deW , que la

propriété suivante est vérifiée :

Tr(UT (V ◦W )) = Tr((U ◦W )T V ). (2.77)

Ces propriétés permettent de définir3 fonctions(J1,J2,J3) à partir de l’expression deJ (G,F ) :

J (G,F ) = Tr(XT (X ◦W ))−2 Tr(F T ·GT · (X ◦W ))+Tr(F T ·GT · ((G ·F )◦W )),

= J1−J2 +J3.
(2.78)

A l’évidence,J1 ne dépend pas de la matriceF , si bien que sa différentiation conduit à0. La

différentielle deJ2 conduit à

∂J2 = 2∂
(
Tr((X ◦W )T

∂(GF ))
)

= 2∂
(
Tr((X ◦W )T G∂F )

)
. (2.79)

En utilisant la propriété

∂J2 = Tr((
∂J2

∂F
)T
∂F ), (2.80)

il est immédiat de trouver que
∂J2

∂F
= 2GT (X ◦W ). (2.81)

Avec le même cheminement, on trouve aisément que la dérivée deJ3 s’écrit :

∂J3

∂F
= 2GT (W ◦GF ). (2.82)

Grâce aux équations (2.81) et (2.82), la différentielle deJ se résume à

∂J

∂F
=−2GT (X ◦W )+2GT ((GF )◦W ). (2.83)

La fonction Lagrangienne associée à l’équation (2.75) s’écrit :

L(G,F ) =
1

2
Tr((X−GF )T ((X−GF )◦W ))−Tr(ΓG ◦G)−Tr(ΓF ◦F ). (2.84)
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L’annulation de la fonction Lagrangienne donne

∂L

∂F
= GT (((GF )−X)◦W )−ΓF = 0. (2.85)

Les conditions de KKT pour la minimisation de (2.75) se résument à

F � 0, G� 0,
∂J

∂F
� 0, ∂J

∂G
� 0,

F ◦ΓF = 0, G◦ΓG = 0.

(2.86)

En remplaçant la relation (2.85) dans l’équation (2.86) et en utilisant la même analogie pourG,

les conditions de KKT pour le problème pondéré s’expriment

F � 0, G� 0,

GT · (W ◦ (G ·F −X))� 0, (W ◦ (G ·F −X)) ·F T � 0,

F ◦
(
GT · (W ◦ (G ·F −X))

)
= 0, G◦

(
(W ◦ (G ·F −X)) ·F T

)
= 0.

(2.87)

Ces conditions représentent l’extension de l’expression (2.19) à une matrice de poids quel-

conque.

2.5.3 Les algorithmes de NMF pondérés

Dans le cadre des méthodes multiplicatives, Ho [68] proposede découper le problème pon-

déré initial en sous-problèmes vectoriels indépendants qui concernent une seule colonne de la

matrice de données. La démonstration des expressions de mise à jour s’appuie sur la stratégie

MM évoquée précédemment. En l’occurrence, il propose une majoration quadratique de la fonc-

tion de coût, dont la minimisation conduit à une expression exacte. Cette expression est ensuite

concaténée pour l’ensemble des colonnes de la matrice de profil puis, par analogie, étendue à

la matrice de contribution. Cette expression peut aussi êtreobtenue par la méthode heuristique

décrite ci-dessus en examinant l’expression du gradient dela fonction de coût (2.83) comme

une différence. La formulation itérative de la méthode NMF pondérée (WNMF pourWeighted

NMF en anglais) s’écrit donc :

F ← F ◦
GT (W ◦X)

GT (W ◦ (GF ))
, G←G◦

(W ◦X)F T

(W ◦ (GF ))F T
. (2.88)
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Pour éviter une division éventuelle par zéro, on ajoute au dénominateur une petite quantitéε

dans l’expression (2.88). On obtient ainsi les règles de mise à jour deG etF :

F ← F ◦
GT (W ◦X)

GT (W ◦ (GF ))+ ε1p×m
, G←G◦

(W ◦X)F T

(W ◦ (GF ))F T + ε1n×p
. (2.89)

Nous pouvons observer que la non-négativité est automatiquement observée dans ces expres-

sions multiplicatives. Par ailleurs, Ho [68] montre que la fonction de coût Euclidienne pondérée

est non-croissante pour la mise à jour proposée. Par ailleurs, il établit aussi qu’un point limite

est atteint ssi la troisième KKT est vérifiée. Il faut aussi remarquer que le casW = 1n×m conduit

aux formules de mise à jour (2.37) correspondant au problèmede NMF originel. Par ailleurs, les

mêmes problèmes de non-stationnarité que dans le cas non pondéré peuvent se rencontrer dans

la formulation pondérée. Il convient en particulier d’êtreprudent lorsque l’on atteint le bord du

domaine non-négatif.

De plus, Ho [68] propose une extension des méthodes HALS ou RRI au cas pondéré qu’il

nomme WRRI. Au contraire des méthodes à gradient ou multiplicatives, ces méthodes donnent

en une itération, le minimimum exact du sous-problème pondéré.

En conclusion, nous venons d’introduire un critère pondérébasé sur la norme Euclidienne

ou de Frobenius pour la résolution du problème de NMF. Nous avons mis l’accent surtout sur les

méthodes multiplicatives bien qu’elles présentent quelques inconvénients. Nous allons main-

tenant nous concentrer sur l’introduction d’autres mesures d’écart telles que les divergences

paramétriques dans les algorithmes NMF.

2.6 Les méthodes NMF à base de la divergence de Kullback-

Leibler

Nous évoquons dans cette section des choix différents de mesures d’écart, autres que la

norme Euclidienne dans les algorithmes NMF. Nous commencons par évoquer la divergence de

Kullback-Leibler (KL).

2.6.1 Propriétés de la divergence de KL

La divergence de KL [86] est généralement utilisée en théorie de l’information et en proba-

bilité. Elle est encore appelée entropie relative et mesurela dissimilarité entre deux distributions

de probabilités. Cette mesure de divergence a été généralisée pour évaluer la différence entre

deux vecteurs non négatifsp et q. Il faut noter en premier lieu que la divergence n’est pas une
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norme contrairement à la norme Euclidienne ou de Frobenius utilisée dans les paragraphes pré-

cédents. Elle se définit en général par rapport à deux vecteurs, mais peut l’être par rapport à des

distributions :

DKL(p||q) =
∑

i

(
p◦ log

(
p

q

)
−p+ q

)

i

. (2.90)

Elle présente certaines des propriétés communes aux normescomme la positivité. Cependant,

les propriétés de symétrie et d’inégalité triangulaire ne sont généralement pas vérifiées. Cela se

traduit par 



DKL(p ‖ q) ≥ 0 ∀(p,q) ∈ (IRn
+× IRn

+),

DKL(p ‖ q) = 0 ⇒ p = q,

DKL(p ‖ q) 6=DKL(q ‖ p).

(2.91)

La non-symétrie des divergences conduit dans certains cas àconsidérer sa version symétrique

comme la moyenne de la divergence usuelle et de la divergenceinverséeDKL(q ‖ p). Comme

la définition (2.90) est séparable par rapport aux composantes des vecteurs, la divergence de

KL peut être aisément étendue aux matrices, elle apparaît donc aussi comme une mesure de

dissimilarité de matrices.

2.6.2 Les méthodes NMF à base de divergence de KL

Les méthodes de NMF se basant sur la divergence de KL ont été initiées par Lee and Seung

[90, 91]. Elles reposent sur une démonstration similaire à celle de la NMF originale. On peut

noter les éléments communs à la démonstration initiale. La recherche est découpée en vecteurs

indépendants, la stratégie est de type MM et la fonction auxilaire obtenue s’appuie sur la conca-

vité de la fonction logarithme. Nous développons ici uniquement les règles de mise à jour pour

la NMF pondérée de type KL. La fonction de coût à minimiser s’exprime comme

DKL
W (X ‖GF ) =

∑

i,j

[W ◦ (X ◦ log
[X]

[GF ]
−X +GF )]i,j . (2.92)

La démarche de recherche des règles de mise à jour de NMF pondérée de type KL est identique

à celle décrite ci-dessus. On peut rechercher les conditions de KKT pour le problème (2.92).

Nous adoptons la notationf , w et x comme étant les vecteurs colonnes courants respectifs

deF ,W andX. Le critère peut être scindé en recherche d’une colonne de lamatriceF , f ,

J (f) =DKL
w (x ‖Gf) =

∑

i

wi(xi logxi−xi +
∑

j

Gi,jfj−xi log
∑

j

Gi,jfj). (2.93)

En utilisant la concavité de la fonction logarithme et l’inégalité de Jensen, le coût précédent
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peut être majoré par la fonction auxiliaire suivante :

H(f,fk) =
∑

i

wi[xi logxi−xi +
∑

j

Gi,jfj−xi

∑

j

Gi,jf
k
j∑

l Gi,lf
k
l

(logGi,jfj− log
Gi,jf

k
j∑

l Gi,lf
k
l

)].

(2.94)

Le théorème de Majoration-Minimization implique quefk+1 vérifie :

J (fk)≥min(H(f,fk)) =H(fk+1,fk)≥ J (fk+1). (2.95)

MinimiserH(.,fk) par rapport àf revient à résoudre

∂H

∂fj
=
∑

i

wiGi,j−
fk

j

fj

∑

i

wixi
Gi,j∑

l Gi,lf
k
l

= 0. (2.96)

Le minimum est alors donné par

fk+1 =
fk

GT w
◦


GT (x◦w)

(Gfk)


 . (2.97)

L’expression (2.97) est vérifiée par chaque vecteur de la matriceF . En regroupant ces vecteurs,

on obtient l’expression de mise à jour deF

F =
F

GT W
◦

(
GT (X ◦W )

(GF )

)
. (2.98)

Par transposition, la règle de mise à jour de la matriceG s’écrit

G =
G

WF T
◦

(
(W ◦X)

(GF )
F T

)
. (2.99)

Au delà de ces règles multiplicatives, Ho [68] propose de comparer les techniques de NMF

pondérées de type Frobenius et KL. Il montre que si l’on remplaceW par W
GF dans les mises à

jour dans l’expression (2.88) (correspondant à une NMF avecune norme de Frobenius), alors

on obtient les expressions (2.99) et (2.98) (faisant appel àune divergence de KL). Nous allons

maintenant généraliser l’emploi de ces divergences en NMF aux divergences paramétriques.

2.7 La NMF utilisant des divergences paramétriquesαβ

La norme Euclidienne et la divergence de KL ne sont en fait quedes cas particuliers d’une

vaste famille de divergences appelée divergenceαβ [35], dépendant de deux paramètres ré-
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glables par l’utilisateur. Dans de nombreuses applications, il est vital d’utiliser les divergences

issues de la théorie de l’information [85] plutôt que la norme Euclidienne. De nouvelles diver-

gences alternatives sont apparues dans les algorithmes d’apprentissage automatique avancés,

tels que les divergences de Csiszar-Morimoto [37] ou les divergences de Bregman [66]. Ainsi,

nous proposons d’introduire la famille de divergences de type αβ qui unifie de par sa variété

des paramètres l’ensemble des divergences citées ci-dessus. Ces travaux d’unification sont issus

de l’article de Cichocki [35].

2.7.1 Définition et propriétés des divergences paramétriquesαβ

La divergence paramétriqueαβ s’obtient à partir de deux scalairesp et q selon l’expression

suivante :

Dα,β(p||q) =
−1

αβ
(pαqβ−

α

α +β
pα+β−

β

α +β
qα+β), (α,β,α +β) 6= 0. (2.100)

Dans [35], Cichockiet al. prouvent la posivitivité de l’expression (2.100) en démontrant l’in-

égalité suivante :

1

αβ
pαqβ ≤

1

β(α +β)
pα+β +

1

α(α +β)
qα+β (α,β,α +β) 6= 0. (2.101)

Par ailleurs, l’égalité est obtenue uniquement lorsque lesdeux quantités sont identiques. Ceci

permet de vérifier les propriétés générales de la divergenceαβ définies dans (2.91) pour la

divergence de KL.

La divergenceαβ a été par la suite généralisée par continuité pour couvrir toutes les valeurs

de(α,β) ∈ IR2. Son expression intègre l’expression (2.100) ainsi que quelques cas particuliers

du couple(α,β) pour le couple de scalaires(pij , qij) :

Dα,β(pij , qij) =





−1
αβ (pα

ijq
β
ij−

α
α+β pα+β

ij − β
α+β qα+β

ij ), (α,β,α +β) 6= 0,

1
α2 (pα

ij ln
pα

ij

qα
ij
−pα

ij + qα
ij), α 6= 0,β = 0,

1
α2 (ln

qα
ij

pα
ij

+(
qα

ij

pα
ij

)−1−1), α =−β 6= 0,

1
β2 (qβ

ij ln
q

β
ij

p
β
ij

− qβ
ij +pβ

ij), α = 0,β 6= 0,

1
2(lnpij− lnqij)

2, α,β = 0.

(2.102)

La divergence ainsi définie peut aussi s’appliquer aux matrices en utilisant une somme de di-

53



Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

vergences scalaires, c.-à-d.,

Dα,β(P ||Q) =
∑

ij

Dα,β(pij , qij). (2.103)

La divergenceαβ peut donner lieu à deux divergences courantes appelées divergenceα et di-

vergenceβ selon les valeurs du couple (α,β) :

– divergenceα : on la rencontre dans le cas particulier oùα +β = 1.

– divergenceβ : elle correspond au cas particulier oùα = 1.

2.7.1.1 Cas de la divergenceα

La divergenceα a été initialement proposée par Chernoff [31] puis reprise enparticulier par

Amari [3]. L’une des motivations qui a incité la communauté às’intéresser à cette divergence

est la perspective d’obtenir un algorithme de factorisation paramétrable qui tienne compte de la

distribution des données et des éventuelles aberrations qui peuvent intervenir.

L’expression générale de la divergenceα entre deux matricesP et Q d’éléments respectifs

pij et qij est la suivante :

Dα
(
P ‖Q

)
=





1
α(α−1)

∑
ij

(pα
ijq

1−α
ij −αpij +(α−1)qij), α 6= 0,α 6= 1,

∑
ij

(pij ln
pij

qij
−pij + qij), α = 1,

∑
ij

(qij ln
qij

pij
− qij +pij), α = 0.

(2.104)

Plusieurs divergences connues appartiennent à la famille des divergencesα. Nous citerons

la divergence de KL pourα = 1 ou sa version inversée pourα = 0, la divergence de Hellinger

pourα = 0.5 et la divergence duχ2 pourα = 2 [36].

Les travaux qui ont traité du choix du paramètreα se sont basés sur une comparaison entre

deux distributions de probabilitép et q considérés comme des vecteurs [111, 35]. Ces travaux

ont mis en évidence qu’un choix du paramètreα≪ 0 (respectivementα≫ 0) force l’estimation

q à être inférieure ou égale àp (respectivement supérieure ou égale àp).

La figure 2.4, issue de [111], illustre une approximation de loi statistique d’un mélangep

de deux distributions gaussiennes par une distributionq en utilisant une divergenceα. Dans cet

exemple, la gaussienne étroite peut être considérée comme une aberration qui vient corrompre

l’ensemble des données. Pour les valeurs fortement négatives deα, l’estimationq néglige com-

plètement les aberrations et colle parfaitement à la gaussienne qui constitue la plus grande partie

des données. Un tel choix de paramètre renforce ainsi la robustesse de l’algorithme aux points

aberrants au risque d’écarter certaines données. Pour les valeurs fortes deα, q tend à coller à
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FIGURE 2.4 – Approximation d’un mélangep de deux gaussiennes par une gaussienneq [111].

l’ensemble des deux gaussiennes tout en englobant la distributionp. Ce réglage des paramètres

conduit à une estimation très sensible aux points aberrants. Ces propriétés sont traduites par

les propriétés d’exclusivité et d’inclusivité ainsi que deforçage de zéro et d’évitement de zéros

[111].

2.7.1.2 Propriétés des divergencesαβ

Dans ce paragraphe, nous généralisons les propriétés à la divergenceαβ et nous nous inté-

ressons aux aspects de robustesse de la divergence évoqués dans [35].

Une propriété importante est la propriété d’échelle des divergences. Soitλ, un paramètre

positif jouant le rôle de facteur d’échelle. Alors :

Dα,β(λX ‖ λX̂) = λα+βḊα,β(X ‖ X̂). (2.105)

Le tableau 2.1 résume les différentes valeurs de divergences en fonction deα+β etλ. Un algo-

rithme chargé de minimiser la divergence corrigera davantage les fortes valeurs de divergence.

Par conséquent, les estimations approximeront mieux les fortes valeurs des données lorsque

α +β > 0 (pourλ plus grand que 1) et inversement lorsqueα +β < 0, les estimations approxi-

meront davantage les faibles valeurs des données correspondant àλ≪ 1.

Tableau 2.1 – Propriété d’échelle de la divergenceαβ.

λ α + β >0 α + β < 0

λ≫1 Dα,β fort Dα,β faible
λ≪1 Dα,β faible Dα,β fort

Cichocki [35] propose d’examiner la robustesse de la divergenceαβ en s’intéressant à la

dérivée de la divergence par rapport à un paramètreθ. A la convergence, la dérivée de la diver-
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gence suivante est minimale [35] :

∂Dα,β(X ‖ X̂)

∂θ
=−

∑

i,j

∂X̂i,j

∂θ
(X̂ij)

α+β−1 ln1−α(
Xij

X̂ij

), (2.106)

où X̂ désigne l’estimation de la matriceX, θ représente un paramètre quelconque et

ln1−α(z) =





zα−1
α , si α 6= 0,

ln(z), si α = 0.
(2.107)

L’expression de la sensibilité (2.106) dépend de deux entités appelées pondération et Alpha-

zoom, définies par les termes suivants :

– pondération :X̂α+β−1
ij ,

– Alpha-zoom :ln1−α(
Xij

X̂ij
).

Tableau 2.2 – Propriétés de l’Alpha-zoom.

α 0 <
Xij

X̂ij
< 1

Xij

X̂ij
> 1

α > 1 Zoom faible Zoom fort
α < 1 Zoom fort Zoom faible

Le tableau 2.2 explique l’intensité du zoom fort ou faible, selon les valeurs deα et selon le

type d’estimation recherchée. Là où le zoom est fort, l’algorithme modifie les estimées afin

de les rendre proche de la donnée. Au contraire, quand le zoomest faible, l’algorithme tolère

une dissimilarité entre l’estimée et la donnée. Ainsi dans le casα < 1 (réciproquementα > 1),

l’algorithme accepte de rencontrer des données telles queXij

X̂ij
> 1 ( réciproquementXij

X̂ij
< 1)

sans modifier la valeur dêXij .

Le second facteur qui intervient dans l’expression de la divergence est la pondération̂Xα+β−1
ij .

Son action est résumée dans le tableau 2.3 en fonction des valeurs deα+β. L’algorithme laisse

inchangées les estimées de poids faible et a tendance à modifier les estimées de poids les plus

forts. L’algorithme se préoccupe donc des données correspondant aux poids les plus forts.

En bref, ces deux effets se conjuguent et la figure 2.5 représente les différentes zones d’in-

térêt en fonction deα etβ.

– Zone 1 (α + β < 1 et α < 1) : l’algorithme tolère les aberrations de typeXij > X̂ij pour

les grandes amplitudes deXij . L’estimation colle assez bien aux faibles amplitudes qui

sont assez influentes.

– Zone 2 (α + β > 1 et α < 1) : l’algorithme tolère les aberrations de typeXij > X̂ij pour
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Tableau 2.3 – Effet de la pondération sur la divergenceαβ.

α +β 0 < X̂ij < 1 X̂ij > 1
α +β < 1 Poids fort Poids faible
α +β > 1 Poids faible Poids fort

les petites amplitudes dêXij . L’estimation colle davantage aux grandes amplitudes qui

sont plus influentes.

– Zone 3 (α +β < 1 et α > 1) : L’algorithme tolère les aberrations de typeXij < X̂ij pour

les grandes amplitudeŝXij . L’estimation colle davantage aux faibles amplitudes qui sont

assez influentes.

– Zone 4 (α + β > 1 et α > 1) : L’algorithme tolère les aberrations de typeXij < X̂ij en

ce qui concerne les petites amplitudes deXij . L’estimation colle davantage aux fortes

amplitudes qui sont assez influentes.

−3 0 3

0

3
α + β = 1

 Zone 4: 
α + β > 1
 et α > 1

   Zone 3: 
 α + β < 1
 et α > 1

Zone 1:
α + β <1
et α < 1

Zone 2: α + β
> 1

et α < 1

α = 1

α

β

FIGURE 2.5 – Les différentes zones d’étude en fonction deα etβ.

2.7.1.3 Récapitulatif des recommandations

Nous avons pensé en tant que synthèse du paragraphe précédent que :

– La priorité de l’utilisateur en quête de séparation est de privilégier une adéquation aux

données fortes (privilégier des poids forts sur des donnéesde grandes valeurs) plutôt

qu’une adéquation aux données faibles, ce qui sous-entend que nous nous plaçons, au

vue du tableau 2.3, dans le cas de pondération pour lequelα +β > 1.

– Nous avons choisi de nous placer dans les conditionsα < 1 car nous préférons privilégier

des situations oùXij > X̂ij . En effet, une estimation qui dépasse les données serait pour

les experts physiquement peu réaliste, alors que, dans le cas contraire, un reste positif

57



Chapitre 2. Factorisation matricielle non-négative

serait bien compréhensible.

Ainsi, la zone graphique qui définit ce jeu de paramètres est la zone 2. Ceci nous guide dans les

tests pour choisir des jeux de paramètres conformes à l’analyse des experts.

2.7.2 Les NMF à base de divergenceαβ

Nous distinguons les cas séparés de NMF à base de divergenceα, de divergenceβ, puis de

divergenceαβ.

2.7.2.1 La NMF à base de divergenceα

L’obtention d’une estimation des matricesG etF passe par la minimisation de la mesure de

divergenceα entreX etG ·F

Dα
(
X ‖GF

)
=

1

α(α−1)

∑

ij

(Xα
ij [GF ]1−α

ij −αXij +(α−1)[GF ]ij) α 6= 0,α 6= 1. (2.108)

La démonstration de la recherche des formules de mise à jour de F et deG a été présentée par

Cichoki [36]. Elle est basée sur l’utilisation de la notion defonction auxiliaire. La divergenceα

s’exprime en fonction de la fonctionh(.)

Dα
(
X ‖GF

)
=
∑

ij

Xijh(

∑
k

GikFkj

Xij
), (2.109)

oùh(.) est une fonction convexe pourz ∈ IR+ etα > 0 définie par :

h(z) =
1

α(1−α)
(α +(1−α)z− z1−α). (2.110)

Une fonction auxiliaire àDα
(
X ‖GF

)
est la fonctionH(F,F̆ ) définie par :

H(F ||F̆ ) =
1

α(α−1)

∑

ijk

Xijζijk



α +(1−α)

GikFkj

Xijζijk
−

(
GikFkj

Xijζijk

)1−α


 , (2.111)

où F̆ est la matrice de profils à l’itération courante etζijk =
GikF̆kj∑

l
GilF̆lj

.

Pour être une fonction auxiliaire la fonctionH doit vérifier deux conditions :



H(F ‖ F ) =Dα

(
X ‖GF

)
,

H(F ‖ F̆ ) ≥Dα
(
X ‖GF

)
.

(2.112)
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La première condition est facile à vérifier et la deuxième s’obtient grâce à la convexité de la

fonctionh(.) qui permet d’appliquer l’inégalité de Jensen :

h

(∑
k GikFkj

Xij

)
≤
∑

k

ζijkh

(
GikFkj

Xijζijk

)
, (2.113)

et la divergence est majorée par

Dα
(
X ‖GF

)
=
∑

ij

Xijh(

∑
k GikFkj

Xij
)≤

∑

ijk

Xijζijkh(
GikFkj

Xijζijk
) =H(F ||F̆ ). (2.114)

L’étape suivante consiste à retrouver le minimum de cette fonction auxiliaire en annulant son

gradient :
∂H(F,F̆ )

∂Fij
=

1

α

∑

k

Gki



1−

(
GkiFij

Xkjζkji

)−α


 . (2.115)

On en conclut que
(

Fij

F̆ij

)α

=




∑
k Gki

(
Xkj∑

l
GklF̆lj

)α

∑
k Gki


 . (2.116)

L’expression de la règle de mise à jour du profilF est la suivante :

Fij ← Fij




∑
k Gki

(
Xkj

[GF ]kj

)α

∑
l Gli




1

α

. (2.117)

La même démarche peut être effectuée en inversantG et F pour obtenir l’expression de la

matrice de contributionG. D’une façon plus compacte, l’écriture matricielle des expressions de

mise à jour deG etF est la suivante :

F = F ◦
[

GT ( X
GF )α

GT

] 1

α

, G = G◦
[

( X
GF )αF T

F T

] 1

α

∀α 6= 0. (2.118)

Cichoki [36] montre que les même expressions de mise à jour (2.118) peuvent être obtenues

à partir de la méthode des gradients projetés sur les dérivéepartielles de (2.108) ou à partir de
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la vérification des conditions de KKT dont le détail est donnéci-dessous :

F � 0, G� 0,
1
αGT (1− Xα

(GF )α )� 0, 1
α(1− Xα

(GF )α )F T � 0,

F ◦
(

1
αGT (1− Xα

(GF )α )
)

= 0, G◦
(

1
α(1− Xα

(GF )α )F T
)

= 0.

(2.119)

L’extension à la NMF pondérée à base de divergenceα (α-WNMF pourα-Weighted NMF

en anglais) est immédiate en minimisant la divergenceα pondérée, pourα 6= 0 et α 6= 1 par

rapport au produit matricielGF :

Dα
W (X ‖GF ) =

1

α(α−1)

∑

ij

Wij [X
α ◦ [GF ]1−α−αX +(α−1)GF ]ij , (2.120)

oùW la matrice de pondération ici définie parWij = 1
σij

(pour des raisons d’homogénéité dans

la divergence), etσij l’incertitude associée à l’élémentxij de la matrice de donnéeX.

Les expressions de mise à jour dans ce cas sont les suivantes :

F = F ◦
[

GT (W ◦( X
GF )α)

GT W

] 1

α

, G = G◦
[

(W ◦( X
GF )α)F T

W F T

] 1

α

∀α 6= 0. (2.121)

Cette mise à jour représente une généralisation des expressions (2.118) au cas d’une pondération

quelconque. Nous allons maintenant étendre ces expressions au cas de divergencesβ etαβ.

2.7.2.2 NMF à base de divergenceβ

La divergenceβ a été introduite par Basu [9] et a été par la suite étudiée par ungrand nombre

de chercheurs [35, 34, 52, 113]. L’étude de cette divergencea été motivée par la recherche d’al-

gorithmes robustes d’apprentissage, de classification et de séparation de sources. On la retrouve

dans des algorithmes tel que l’ACP robuste [114], l’ACI robuste [110] et en NMF [38].

L’expression générale de la divergenceβ entre deux matricesP et Q d’éléments respectifs

pij et qij est la suivante :

Dβ
(
P ‖Q

)
=





− 1
β

∑
ij(pijq

β
ij−

1
1+β p1+β

ij − β
1+β q1+β

ij ), β 6= 0,β 6=−1,
∑

ij(pij ln
pij

qij
−pij + qij), β = 0,

∑
ij(qij ln

qij

pij
+(

qij

pij
)−1−1), β =−1.

(2.122)

Nous adoptons la définition de Cichoki dans ce travail [35]. Cette écriture peut être ramenée à

la définition adoptée par Févotte [55] en remplaçantβ dans (2.122) parβ
′

−1.

Des cas particuliers de la divergenceβ sont la divergence de KL pourβ = 0 et la norme de
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Frobenius pourβ = 1. Remarquons que cette fonction est convexe pourβ ∈ [0;1] si pij ∈ IR+

et qij ∈ IR+.

Dans le contexte de la NMF, Cichocki [35] montre que le paramètreβ contrôle la robustesse

aux points aberrants. La valeur deβ reflète un compromis entre robustesse aux aberrations et

qualité d’estimation des données.

De la même façon que pour la NMF avec divergenceα, Févotte dans [55] se base sur la

convexité de la divergenceβ sur l’intervalle[0,1] et utilise la MM pour retrouver les formules

de mise à jour deG etF selon des règles multiplicatives :

F = F ◦
GT (X ◦ (GF )β−1)

GT (GF )β
, G = G◦

(X ◦ (GF )β−1)F T

(GF )βF T
. (2.123)

L’extension à la factorisation matricielle non-négative pondérée est assurée en introduisant la

matrice de pondérationW . La fonction de coût à minimiser dans ce cas est la suivante :

Dβ
W (X‖GF ) ,−

1

β

∑

ij

Wij

[
X ◦ [GF ]β−

1

1+β
X1+β−

β

1+β
[GF ]1+β

]

ij

. (2.124)

Les solutions obtenues s’inspirent des travaux de [68] et suivent la stratégie MM. La démons-

tration est assez immédiate et aboutit à

F = F ◦
GT (W ◦X ◦ (GF )β−1)

GT (W ◦ (GF )β)
,

G = G◦
(W ◦X ◦ (GF )β−1)F T

(W ◦ (GF )β)F T
.

(2.125)

De plus, un point limite(G,F ) est stationnaire s’il vérifie les condition de KKT [55] :

F � 0, G� 0,

GT [W ◦ (GF )β−1 ◦ (GF −X)]� 0, [W ◦ (GF )β−1 ◦ (GF −X)]F T � 0,

F ◦
(
GT [W ◦ (GF )β−1 ◦ (GF −X)]

)
= 0, G◦

(
[W ◦ (GF )β−1 ◦ (GF −X)]F T

)
= 0.

(2.126)

On note que pourW = 1n×m on retrouve les expressions de laβ-NMF non-pondérée ainsi que

les conditions de KKT.

2.7.2.3 NMF basée sur la divergenceαβ

A notre connaissance, seul Cichocki [35] a proposé une étude générale de NMF basée sur la

divergenceαβ. Le gradient de la divergenceαβ (2.100) peut être exprimé d’une façon compacte

à partir de l’expression (2.106) et à l’aide de la fonctionln1−α(z) défini par [35] et rappelée dans
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(2.107). Le gradient de la fonction de coût s’exprime alors respectivement par rapport àF et

G :
∂Dα,β

∂Fkj
=−

∑

i

Gik[GF ]α+β−1
ij ln1−α

(
Xij

[GF ]ij

)
(2.127)

et
∂Dα,β

∂Gkj
=−

∑

i

Fkj [GF ]α+β−1
ij ln1−α

(
Xij

[GF ]ij

)
. (2.128)

Une descente de gradient permet d’écrire les expressions des formules de mises à jour des

éléments deF etG :

Fkj ← φ−1

(
φ(Fkj)−ηkj

∂Dα,β

∂φ(Fkj)

)
,

Gik← φ−1

(
φ(Gik)−ηik

∂Dα,β

∂φ(Gik)

)
.

(2.129)

Avecφ(z) = ln1−α(z) défini par (2.107) et sa transformée inverse définie par :

φ−1(z) , exp1−α(z) =





exp(z), α = 0,

(1+αz)
1

α , α 6= 0, 1+αz ≥ 0,

0, α 6= 0, 1+αz < 0.

(2.130)

Pour des valeurs dez > 0 la fonctionφ(z) est bijective et vérifieφ−1(φ(z)) = z.

Cichoki [35] donne l’expression appropriée du pas de descente de gradient pour obtenir une

expression générale des règles de mise à jour multiplicative deG etF :

ηkj =
F 2α−1

kj
∑

i Gik[GF ]α+β−1
ij

, ηik =
G2α−1

ik∑
j Fkj [GF ]α+β−1

ij

. (2.131)

Les expressions de mise à jour obtenues sont les suivantes :

Fkj ← Fkj exp1−α


∑

i

Gik[GF ]α+β−1
ij

∑
i Gik[GF ]α+β−1

ij

ln1−α(
Xij

[GF ]ij
)


 ,

Gik←Gik exp1−α


∑

j

Fkj [GF ]α+β−1
ij

∑
j Fkj [GF ]α+β−1

ij

ln1−α(
Xij

[GF ]ij
)


 .

(2.132)

Dans le cas oùα 6= 0, il est possible d’écrire ces formules d’une façon plus compacte :

Fkj ← Fkj



∑

i GikXα
ij [GF ]β−1

ij
∑

i Gik[GF ]α+β−1
ij




1

α

(2.133)
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et

Gik←Gik



∑

j FkjX
α
ij [GF ]β−1

ij
∑

j Fkj [GF ]α+β−1
ij




1

α

. (2.134)

Nous parvenons ainsi à l’écriture matricielle des expressions de mise à jour deG etF ∀α 6= 0 :

F ← F ◦

(
GT (Xα ◦ [GF ]β−1)

GT [GF ]α+β−1

) 1

α

, (2.135)

G←G◦

(
(Xα ◦ [GF ]β−1)F T

[GF ]α+β−1F T

) 1

α

. (2.136)

Nous pouvons étendre ces expressions au contexte pondéré dela même façon que dans laα-

NMF ou laβ-NMF. La fonction de coût à minimiser dans le cas d’une divergenceαβ pour une

factorisation pondérée est la suivante pour(α,β,α +β) 6= 0 :

Dαβ
W (X ‖GF ) ,−

1

αβ

∑

ij

Wij

[
Xα ◦ [GF ]β−

α

α +β
Xα+β−

β

α +β
[GF ]α+β

]

ij

. (2.137)

Les conditions de KKT s’expriment sous la forme suivante, enétendant les dérivations au cadre

pondéré pourα 6= 0 :

F � 0, G� 0,
1
αGT [W ◦ (GF )β−1 ◦ ((GF )α−Xα)]� 0, 1

α [W ◦ (GF )β−1 ◦ ((GF )α−Xα)]F T � 0,

F ◦
(
GT [W ◦ (GF )β−1 ◦ ((GF )α−Xα)]

)
= 0, G◦

(
[W ◦ (GF )β−1 ◦ ((GF )α−Xα)]F T

)
= 0.

(2.138)

La méthode heuristique permet aussi de trouver les mises à jour dans le cadre d’une NMF à

base de divergenceαβ pondérée :

F ← F ◦




GT
(
W ◦Xα ◦ (GF )β−1

)

GT (W ◦ (GF )α+β−1)




( 1

α )

, (2.139)

G←G◦




(
W ◦

(
Xα ◦ (GF )β−1

))
F T

(W ◦ (GF )α+β−1)F T




( 1

α )

. (2.140)

On note que pourW = 1n×m, on retrouve les expressions des mises à jour pour laαβ-NMF

non pondérée.

De manière pratique, afin de respecter l’homogénéité de la divergence, nous proposons un
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choix de terme général de la matriceW sous la forme :

Wij =
1

σα+β
ij

, ∀i ∈ {1, . . . ,n}, ∀j ∈ {1, . . . ,m}. (2.141)

. Cette expression sera utilisée dans les chapitres suivants.

Nous avons donc proposé un cadre formel permettant d’intégrer une robustesse dans les al-

gorithmes ainsi que l’intégration de poids. Ces techniques ont été proposées dans un cadre mul-

tiplicatif, qui présente quelques inconvénients, comme lapossible non stationnarité des points

limites ou la lenteur de convergence. Néanmoins, leur implémentation est aisée et les mises à

jour obtenues par des formulations analytiques.

2.8 Conclusion

Ce chapitre a permis de poser les bases de la factorisation matricielle non négative en rappe-

lant en l’occurrence les conditions nécessaires d’un minimum local et discutant des conditions

suffisantes d’unicité. Nous avons d’abord formulé le critère de NMF basé sur la norme Eucli-

dienne. A ce stade, nous avons détaillé les grandes classes d’algorithmes permettant de proposer

des solutions tout en évoquant les avantages et inconvénients. Nous avons aussi évoqué dans le

cadre de données aux incertitudes différentes la possibilité d’intégrer une pondération dans le

critère original afin de prendre en compte la nature hétérogène des données. Puis, nous avons

abordé des divergences flexibles et paramétriques permettant de généraliser en particulier le

problème de NMF original, mais aussi de s’ouvrir à des critères différents permettant une sta-

bilité de réponse aux points aberrants. Dans cette optique,nous avons délimité le domaine de

paramètres pouvant répondre au cahier des charges de séparation de sources de particules en

suspension dans l’air.

Notre application se veut être de taille raisonnable (typiquementn < 200, m < 30, p < 12)

et le coût de calcul ne constitue donc pas un élément majeur auchoix de l’algorithme. Les mé-

thodes multiplicatives apparaissent comme un choix intéressant pour leur facilité d’implémen-

tation, bien qu’elles ne permettent pas d’assurer en permanence la stationnarité des solutions.

Néanmoins, l’ajout d’informations complémentaires peut permettre de limiter le nombre poten-

tiel important de points stationnaires en restreignant le domaine admissible des solutions. Ce

complément fait l’objet du prochain chapitre sous la forme de NMF sous contraintes égalité.
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Deuxième partie

Apport des connaissances expertes pour

informer la NMF





Chapitre 3

Factorisation matricielle non-négative sous

contraintes égalité

3.1 Introduction

La résolution du problème de répartition des sources de pollution est souvent abordée de

différentes manières : nous pouvons différencier sur la figure 3.1 ces méthodes du point de vue

de la quantité d’échantillons nécessaires et par rapport à la quantité d’informations complémen-

taires. D’un côté, on peut recenser les méthodes d’identification de contribution (aussi appelées

en chimiométrie les méthodes de conservation de masse ou CMB en anglais pourChemical

Mass Balance) dans lesquelles les profils sont connus. De l’autre côté, les méthodes aveugles

dont la NMF et l’ACP apportent une information minimale provenant du nombre de sources

et éventuellement de la positivité. Une solution intermédiaire est d’apporter une information

complémentaire partielle sur les profils. En effet, les techniques aveugles de factorisation ma-

tricielles non-négatives évoquées dans le chapitre précédent ont permis de mettre en lumière

quelques limitations de ces techniques. En particulier, nous avons évoqué la multimodalité de la

fonction de coût qui conduit en général à de multiples pointsstationnaires. Certes, l’évaluation

de cette fonction de coût peut permettre de trouver le minimum global, mais il y a un risque

réel de conserver des solutions qui ne présenteraient pas desens physique pour les experts du

domaine.

Pour éviter cet écueil, nous proposons d’exprimer les attentes des experts sous formes de

contraintes que doit respecter la solution recherchée. Ainsi, nous proposons d’enrichir la facto-

risation par des contraintes égalité provenant des informations complémentaires apportées par

l’expert chimiste.

Différents types de propriétés de la solution peuvent être recherchées selon l’application
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Absence de connaissances
sur les modèles et les
activités des sources

Connaissances préalables sur les sources

Connaissances
partielles sur les

profils des sources

Connaissances précises
sur les profils et

les modèles

ACP, PMF, NMF PMF/NMF CMB
Avec contraintes

Les approches multivariables

Nombre d’échantillons nécessaires

Connaissances préalables sur les sources

FIGURE 3.1 – Approches pour l’estimation des contributions des sources de pollution [153].

visée. Il arrive que l’on recherche la propriété d’orthogonalité [32, 99, 48, 175] dans la solution,

ou des solutions parcimonieuses sur l’un ou l’autre des facteurs, par exemple en séparation de

sources audio où l’on recherche des intervalles où une seulesource est active [70, 169]. Il est

parfois aussi souhaitable d’obtenir un facteur disposant d’une régularité temporelle [169, 30,

18], par exemple dans le cas où un facteur évolue lentement dans le temps.

Les techniques d’intégration de propriétés désirées peuvent se définir de plusieurs manières :

Une première manière est d’intégrer les contraintes dans uncadre statistique [18] afin de définir

les propriétés attendues de la solution. La façon la plus courante est appelée déterministe et

correspond à l’ajout d’un terme de pénalité à une divergencedonnée, c.-à-d.,

min
G,F �0

Dα,β
W (X ‖GF )+λ dC(W,H), (3.1)

où la fonctiondC(W,H) désigne une fonction d’écart aux propriétés attendues de lasolution. La

solution obtenue correspond donc à un compromis entre l’attache aux données et les propriétés

attendues via le réglage du paramètreλ.

L’approche que nous proposons d’aborder dans ce chapitre est de conserver le critère initial

développé dans les chapitres précédents mais d’exprimer ces contraintes sous forme d’une pa-

ramétrisation précise qui permet de rechercher les solutions à l’intérieur du sous-espace ainsi

défini. Nous proposons d’intégrer des informations partielles sur la connaissance de certains

68



3.2. Paramétrisation de la recherche des profils de source

profils.

Le chapitre est organisé de la manière suivante. Une première partie décrit la paramétrisation

que nous avons développé. Puis, dans le cadre des méthodes présentées au chapitre précédent,

nous évoquerons les différentes variantes des méthodes NMFinformées abordées, en particulier

les règles de mise à jour puis leur initialisation et le critère d’arrêt. Enfin, nous évaluerons de

manière comparative ces méthodes en utilisant des indicateurs de performances appropriés.

3.2 Paramétrisation de la recherche des profils de source

Dans beaucoup d’applications, la valeur de certaines composantes de la matrice de profil

peut être fournie par l’expert. Nous détaillons maintenantcette paramétrisation – proposée dans

[92] et résumée ci-après – qui prend en compte cette connaissance.

SoitΩ une matrice binaire de taillep×m qui informe de la présence ou l’absence de contraintes

sur chaque élémentfij de la matriceF , c.-à-d.,

Ωij =





1 si Fij est un élément forcé,

0 si Fij est un élément libre.
(3.2)

Soit la matrice binaire de taillep×m notéeΩ complémentaire àΩ.

Ω, 1p×m−Ω. (3.3)

Nous définissonsΦ comme la matrice parcimonieuse de taillep×m de valeurs de forçage,

c.-à-d.,

Φ, F ◦Ω. (3.4)

Les éléments de la matrice de profil peuvent être forcés à des valeurs positives ou nulles. Par

construction,ϕij – le (i, j)ème élément deΦ – est égal à zéro quandΩij = 0. Nous pouvons

aisément prouver que

Φ◦Ω = Φ et Φ◦Ω = 0. (3.5)

Nous pouvons aussi immédiatement vérifier que :

F ◦Ω = F −Φ. (3.6)

Soientf
i

et ϕ
i

lesièmecolonnes deF etΦ respectivement. Nous pouvons écrire que le vecteur
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∆f
i
est une combinaison linaire des paramètres libres, c.-à-d.,

∆f
i
, f

i
−ϕ

i
= Γiθi, ∀i ∈ {1, . . . ,m}, (3.7)

oùθi etΓi sont respectivement le vecteur de paramètres libres de taille (p− li)×1 et la matrice

orthonormale de taillep× (p− li) contenant les paramètres libres [92, 93].li représente le

nombre de paramètres forcés pour le vecteurfi. Cette matriceΓi n’est autre qu’une sélection

des vecteurs libres de la baseR
p. L’écriture sous forme matricielle de l’équation (3.7) donne :

∆F = F −Φ, (3.8)

où∆F est la matrice composée par les différentes colonnes∆f
i
, i = 1, . . . ,m. Nous pouvons

déduire la propriété vérifiée par cette matrice, c.-à-d.,

∆F ◦Ω = 0. (3.9)

Grâce à l’équation (3.7), une colonne de la matrice de profilF peut donc s’exprimer comme

une combinaison linéaire des paramètres forcés et des contributions libres, c.-à-d.,

f
i
= ϕ

i
+Γiθi, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.10)

En utilisant la relation (3.8), on peut écrire la matrice de profil sous forme :

F = (Ω+Ω)◦ (∆F +Φ), (3.11)

ou sous forme développée,

F = Ω◦Φ+Ω◦∆F +Ω◦∆F +Ω◦Φ. (3.12)

Grâce aux propriétés (3.5) et (3.9), l’écriture de la matrice se réduit sous une forme simplifiée,

c.-à-d.,

F = Ω◦Φ+Ω◦∆F. (3.13)

Il faut remarquer que cette paramétrisation matricielle fait intervenir uniquement des matrices

positives. Par conséquent, nous pouvons aussi déduire que la matriceF vérifie l’inégalité sui-

vante :

F � Φ. (3.14)

La matriceΦ est quant à elle figée alors que la matrice∆F constitue la matrice des paramètres
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libres dont la structure est imposée. Cette formulation matricielle est la généralisation de l’ex-

pression vectorielle (3.10). Tout au long de ce chapitre, nous allons utiliser l’expression (3.13)

dans la recherche des règles de mise à jour des méthodes informées.

3.3 NMF informée à base de norme de Frobenius

Le problème de NMF pondérée a été formulé dans le chapitre précédent en utilisant la trace

de matrices au travers de l’expression (2.75). Cette expression peut être ré-utilisée avec les

contraintes formulées dans (3.13). Le problème sous contraintes se décline donc en la minimi-

sation de

{G,F}= argmin
G,F

Tr
(
(X−G ·F )T ((X−G ·F )◦W )

)
,

s. c. G� 0, F � Φ, F = Ω◦Φ+Ω◦∆F.
(3.15)

Le problème (3.15) est séparable en 2 sous-problèmes couplés qui fixent alternativement une

matrice inconnue, c.-à-d.,

Gk+1 = argmin
G�0

Tr
(
(X−G ·F k)T ((X−G ·F k)◦W )

)
,

F k+1 = arg min
F �Φ

Tr
(
(X−Gk ·F )T ((X−Gk ·F )◦W )

)
s. c.F = Ω◦Φ+Ω◦∆F.

(3.16)

La recherche s’effectue donc dans l’espace respectant les contraintes. Nous proposons donc

de rechercher des solutions dans l’espace intérieur des contraintes, d’abord en recherchant les

conditions vérifiées par un point stationnaire.

3.3.1 Les conditions de KKT

Les conditions de KKT sont expliquées en détail en annexe B pour la minimisation du

critère (3.15). Elles se basent sur le calcul de la différentielle du critère par rapport aux matrices

inconnues (G,△F ). Elles se résument à :

△F � 0, G� 0,
∂H

∂△F
� 0, ∂H

∂G
� 0,

△F ◦ ∂H

∂△F
= 0, G◦ ∂H

∂G
= 0.

(3.17)

Pour plus de clarté, soitF⋆ la matrice courante de profil définie dans la paramétrisation(3.13)

parF⋆ , Ω◦△F +Φ. En remplaçant la relation (B.12) dans l’équation (B.13) et par analogie

avec la matriceG, il est possible de déduire les conditions de KKT pour le problème pondéré et
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contraint sous la forme suivante :

△F � 0, G� 0,

Ω◦
(
GT ((GF⋆−X)◦W )

)
� 0, (W ◦ (GF⋆−X))F⋆T

� 0,

△F ◦Ω◦
(
GT ((GF⋆−X)◦W )

)
= 0, G◦

(
(W ◦ (GF⋆−X))F⋆T

)
= 0.

(3.18)

Dans la suite nous proposons des règles de mise à jour et nous vérifions qu’elles sont conformes

aux KKT (3.18).

3.3.2 Règles de mise à jour

Nous proposons de nous focaliser sur le second sous-problème de l’équation (3.16) puisque

le premier est identique à celui évoqué dans le chapitre précédent concernant la NMF pondérée.

Nous considérons donc que la matrice de contribution est figée et notéeG même si celle-ci

correspond à la matrice de contribution d’une itération précise.

Le second critère de l’équation (3.16) est séparable en critères indépendants relatifs unique-

ment à une colonne de la matrice de profil si bien que la recherche s’effectue uniquement sur

une colonne de la matrice de profil. Cette recherche s’effectue comme la recherche simultanée

de l’ensemble des colonnes de la matrice de profil qui minimise

J
(
f

i

)
= 1

2

(
xi−Gf

i

)T
Dwi

(
xi−Gf

i

)

s. c. f
i
= ϕ

i
+Γiθi et f

i
� ϕ

i
, ∀i ∈ {1...m},

(3.19)

oùx i représente laièmecolonne de la matriceX, Dwi
est définie parDwi

, diag(wi), oùwi est

la ièmecolonne de la matriceW , etθi représente le vecteur des paramètres libres de la colonne

courante du profil. L’expression de la colonne du profil dans (3.10) permet d’établir que∆f
i

est une combinaison linéaire des paramètres libres, c.-à-d.,

∆f
i
= Γiθi, ∀i ∈ {1...m}, (3.20)

où θi de dimension(p− li)×1 désigne le vecteur de paramètres minimaux à rechercher dans

le calcul def
i
. L’indice li représente le nombre de valeurs figées dans la colonnei du profil. La

combinaison des équations (3.19) et (3.20), ramène le problème à la résolution d’un critère de

moindres carrés non-négatifs et pondéré dépendant du vecteur des paramètres libresθi :

K (θi) =
1

2

(
(xi−Gϕ

i
)− (GΓi)θi

)T
Dwi

(
(xi−Gϕ

i
)− (GΓi)θi

)

s. c. θi � 0 ∀i ∈ {1...m}.
(3.21)
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Nous formulons un majorant quadratique de cette fonctionK, inspiré des travaux de Ho [68] en

considérant la matriceDk
i définie par

Dk
i , diag

(
(GΓi)

T Dwi
GΓiθ

k
i

θk
i

)
. (3.22)

La fonctionHw(θi, θ
k
i ) définie dans l’équation (3.23) est une fonction majorante dela fonction

K, qui respecte les conditions de la stratégie de majoration minimisation :

Hw(θi, θ
k
i ) =K(θk

i )+

(
∂K

∂θi

(θk
i )

)T

(θi− θk
i )+

1

2
(θi− θk

i )T Dk
i (θi− θk

i ). (3.23)

La différentielle deK s’exprime comme :

∂K

∂θi

(θi) =−ΓT
i ·G

T ·Dwi

(
(xi−Gϕ

i
)− (GΓi)θi

)
. (3.24)

Il est donc avantageux de minimiser la fonction majorante plutôt que la fonction initiale. L’an-

nulation de la différentielle de la fonctionH conduit à la minimisation relative aux paramètres

libresθi :

θk+1
i = θk

i − (Dk
i )−1 ·

∂K

∂θi

· θk
i . (3.25)

Les expressions (3.22) et (3.24) permettent de simplifier larègle de mise à jour des paramètres

libres, c.-à-d.,

θk+1
i = θk

i +diag

(
θk

i

(GΓi)T Dwi
GΓiθ

k
i

)
·ΓT

i ·G
T ·Dwi

(
(xi−Gϕ

i
)− (GΓi)θi

)
. (3.26)

Cette dernière équation est aussi la formulation de la NMF pondérée détaillée dans [68] ap-

pliquée au vecteurθi en remplaçant la matriceG par la matriceGΓi et les donnéesxi par

(xi−Gϕ
i
). Cette dernière équation se simplifie :

θk+1
i = θk

i + θk
i ◦

Γ
T
i ·G

T ·Dwi

(
(xi−Gϕ

i
)− (GΓi)θi

)

(GΓi)T Dwi
GΓiθ

k
i

, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.27)

En développant le numérateur de l’expression précédente, nous aboutissons à une expression

simplifiée qui s’écrit :

θk+1
i = θk

i ◦
Γ

T
i ·G

T ·Dwi

(
xi−Gϕ

i

)

(GΓi)T Dwi
GΓiθ

k
i

, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.28)
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En se référant à l’équation (3.20), on peut déduire l’expression de laièmecolonne de la matrice

de profil :

∆fk+1
i
←∆fk

i
◦
ΓiΓ

T
i GT ·Dwi

· (xi−Gϕ
i
)

ΓiΓ
T
i GT (Dwi

G∆fk
i
)

, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.29)

L’expression (3.10) permet de mettre à jour laièmecolonne de la matrice de profilF

fk+1
i
−ϕ

i
←
(
fk

i
−ϕ

i

)
◦

ΓiΓ
T
i GT Dwi

(xi−Gϕ
i
)

ΓiΓ
T
i GT (Dwi

G(fk
i
−ϕ

i
))

, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.30)

En remarquant queΓiΓ
T
i = diag(1p×1−ωi) avecωi la ième colonne deΩ, on peut constater

qu’on sélectionne les composantes actives des coefficientsmultiplicatifs de (3.29). L’expression

précédente peut être donc synthétisée au niveau matriciel sous la forme suivante :

F −Φ← (F −Φ)◦ (1p×m−Ω)◦

[
GT (W ◦ (X−GΦ))

GT (W ◦ (G(F −Φ)))

]
. (3.31)

Dans cette dernière équation,(1p×m−Ω) doit être vu comme le masque de contraintes appliqué

aux coefficients multiplicatifs deF −Φ. Cette méthode s’apparente donc à une méthode mul-

tiplicative relative à la matrice∆F . Cette équation (3.31) est l’expression globale unificatrice

qui permet de mettre à jour les itérées des matrices de profil.Elle est à comparer à la version

sans contrainte (2.88), obtenue aussi avec (3.31) en imposant Ω = 0 et Φ = 0. La différence

essentielle avec la méthode pondérée non informée décrite dans la section 2.5.3 réside dans le

fait que les données équivalentes, à savoirX −GΦ, ne constituent plus des données statiques

mais dynamiques compte tenu que la matrice de contribution évolue au cours des itérations.

De plus, il est facile de vérifier que tout point limite△F⋆ vérifie la 3ème condition de

KKT, décrite dans l’équation 3.18, appelée aussi conditionde relâchement complementaire .

Par contre, la seconde condition de KKT n’est pas du tout garantie. Ainsi, cette méthode souffre

des mêmes problèmes de convergence que la méthode NMF proposée par Lee and Seung [90],

compte tenu queΩ = 0 et Φ = 0 dans (3.31) conduit à une méthode pondérée. Des points

non-stationnaires peuvent être rencontrés quand des éléments de la matrice de profilF sont

initialisés à zéro. L’avantage éventuel de notre méthode est que les profils initialisés à zéro par

la connaisssance d’informations expertes sont exclues de la KKT, ce qui permet de vérifier la

seconde condition de KKT. Pour les profils dont certaines composantes sont initialisées avec

des valeurs différentes de zéro mais dont la limite tend vers0, la stationnarité demeure problé-

matique et la seconde KKT n’est pas systématiquement vérifiée.
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Notons enfin que la NMF informée décrite en (3.31) et (2.88) pour la mise à jour deG, sans

contrainte explicite sur la matrice de contributionG ne garantit pas la positivité de (X−G ·Φ).

Une étape de projection est donc nécessaire avant la mise à jour de la matrice de contribution.

Néanmoins, la méthode introduite dans cette section ne présente pas forcément les garanties

de solutions satisfaisantes surtout si la distribution de bruit des données n’est pas gaussienne.

En ce sens, il apparaît utile de considérer d’autres mesuresd’écart.

3.4 NMF sous contrainte à base de divergence de KL

La divergence de KL est une mesure classique utilisée pour laNMF par Lee et Seung [90].

Nous l’utilisons ici dans sa version pondérée. De même que précédemment, nous continuons

d’intégrer les contraintes définies dans les équations (3.13) et (3.10). Contrairement à la norme

de Frobenius, la mesure de KL est une mesure asymétrique. Ainsi, nous pouvons nous interroger

sur les différentes variantes de la minimisation à effectuer. Voici deux possibilités de minimisa-

tion qui font référence à la divergence de KL qui conduisent àdes approximations potentielles :

min
∆F �0

DKL
W (X||G · (Φ+Ω◦∆F )) ⇒X ≈G · (Φ+Ω◦∆F ), (3.32)

min
∆F �0

DKL
W (X−GΦ||G(Ω◦∆F )) ⇒X−GΦ≈G(Ω◦∆F ). (3.33)

Les deux minimisations mènent ici à des règles de mise à jour identiques. Nous présentons ci-

dessous celles obtenues avec la première expression. Nous avons aussi développé celle à partir

de la seconde minimisation dans [94].

Nous recherchons l’approximation d’une colonne de données. Soit x une colonne quel-

conque de la matrice de donnéeX, ϕ une colonne de la matriceΦ, △f une colonne de la

matrice△F où△F= F −Φ. Nous notons pour raison de concision

U , GΓ, (3.34)

oùΓ représente la matriceΓi introduite dans la section 3.2.

La divergence pondérée peut être séparée en plusieurs divergences partielles indépendantes

dédiées à une colonne de la matrice de données, sous la forme :

DKL
w (x||Gϕ +G△f) =

∑

i

wiD
KL

(
xi||(Gϕ)i +(G△f)i

)
. (3.35)
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En utilisant (3.7), il est possible de l’exprimer sous la forme

DKL
w (x||Gϕ+G△f) =

∑

i

wi xi hKL

(
(Gϕ)i +

∑
j uij θj

xi

)
, (3.36)

où

hKL(z) =− logz + z−1. (3.37)

Notons quehKL(z) est convexe pourz > 0 et quehKL(1) = 0.

Du fait de la convexité de la fonction, l’inégalité de Jensenpeut appliquée une première fois

pour éliminer la translation (3.38) et une seconde fois pourfractionner les éléments (3.39),

c.-à-d.,

hKL

(
(Gϕ)i +

∑
j uij θj

xi

)
6

(x−Gϕ)i

xi
hKL

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
(3.38)

et

hKL

( ∑
j uij θj

(x−Gϕ)i

)
6
∑

j

uijθ
k
j∑

l uilθ
k
l

hKL


 θj

∑
l uil θ

k
l

(x−Gϕ)i θk
j


 , (3.39)

où les poidsλj sont artificiellement introduits dans (3.39) etλj ,
uijθk

j∑
l
uilθ

k
l

, vérifient la somme à

1. k est le numéro de l’itération en cours etθj le jèmeélément du vecteur des paramètres libres.

La stratégie de MM est appliquée en minimisant la fonction auxiliaire déduite de (3.38) et

(3.39), dont l’expression est la suivante :

HKL
w (θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi (x−Gϕ)i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hKL


 θj

∑
l uil θ

k
l

(x−Gϕ)i θk
j


 . (3.40)

L’annulation de la dérivée par rapport àθj donne

∂HKL
w

∂θj
=
∑

i

wi ui,j−
θk

j

θj

∑

i

wi (xi− (Gϕ)i)
ui,j∑
l ui,lθ

k
l

= 0. (3.41)

Cette dernière se simplifie en regroupant les paramètres inconnus :

θk
j

θk+1
j

=

∑
i wi ui,j∑

i wi(xi− (Gϕ)i)
ui,j∑
l

ui,lθ
k
l

. (3.42)

Le vecteur d’inconnusθ à l’itérationk +1 s’exprime donc sous forme :

θk+1 =
θk

UT w
◦

(
UT (x−Gϕ)◦w)

(Uθk)

)
. (3.43)
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A ce stade, nous proposons de faire figurer l’indicei du vecteur courant dans△f que nous

avions omis pour les besoins de la démonstration, soit△f
i
, afin de préparer le retour à la

formulation matricielle. Le calcul de△f
i
revient à la multiplication de chaque terme parΓi, en

même temps que nous substituons l’expression de la matriceU parG ·Γi,

△fk+1
i

=
△fk

i

ΓiΓ
T
i GT wi

◦


ΓiΓ

T
i GT (x−Gϕ)i ◦wi

(G△fk
i
)


 ∀i ∈ {1, . . . ,m}. (3.44)

Sachant queΓiΓ
T
i = diag(1p×1−ωi) etωi est laièmecolonne de la matriceΩ, il apparaît que la

mise à jour intervient seulement sur les éléments sélectionnés de chaque vecteur de la matrice

de profilF . L’expression précédente peut être généralisée sous formematricielle :

△F k+1←
△F k

GT W
◦Ω◦GT W ◦ (X−GΦ)

G△F k
. (3.45)

La règle de mise à jour du profilF s’écrit alors :

F −Φ←
(F −Φ)

GT W
◦Ω◦

[
GT W ◦ (X−GΦ)

G(F −Φ)

]
. (3.46)

Cette règle doit s’accompagner de la règle de mise à jour de la matrice de contributionG donnée

dans l’équation (2.99). Notons aussi que la divergence considérée dans (3.33) et étudiée dans

[94] conduit au même majorant et procure les mêmes régles de mise à jour.

Nous allons maintenant nous intéresser à une divergence paramétrique qui englobe la diver-

gence de Kullback-Leibler afin de généraliser les expressions de la NMF sous contraintes.

3.5 NMF sous contraintes à base de divergenceα

Nous nous intéressons à la minimisation de la divergenceα introduite dans le chapitre pré-

cédent. La minimisation de l’expression (2.120) utilisantla formulation (3.13) permet d’écrire

une approximation deX−GΦ. Comme dans la section précédente, deux types de minimisation

peuvent être considérées. Chacune de ces minimisations définissent un sous-problème particu-

lier introduit par,

min
∆F �0

Dα
W (X||G · (Φ+Ω◦∆F )) ⇒X ≈G · (Φ+Ω◦∆F ), (3.47)

min
∆F �0

Dα
W (X−GΦ||G(Ω◦∆F )) ⇒X−GΦ≈G(Ω◦∆F ). (3.48)
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Ici encore, elles conduisent aux mêmes règles de mise à jour.Nous choisissons de développer

ici le problème introduit dans (3.48).

Nous proposons encore dans la suite de la démonstration de nepas utiliser l’indicei pour

les vecteurs△f
i
, ϕ

i
, θi, et la matriceΓi. k désigne le numéro de l’itération en cours. Cette

démonstration ayant de grandes similtudes avec la démonstration précédente, nous proposons

de ne donner que les points essentiels. De même que précédemment, la fonction de coût à

minimiser peut se scinder en des divergences partielles relatives à des vecteurs, c.-à-d.,

Dα
w(x||Gϕ +G△f) =

∑

i

wi xi hα

(
(Gϕ)i +

∑
j uij θj

xi

)
, (3.49)

où

hα(z) =
1

α(1−α)

(
α +(1−α)z− z1−α

)
(3.50)

est une fonction convexe,∀α ∈ IR et z ≥ 0. La convexité de la fonctionhα(z) permet d’écrire

une première majoration qui élimine la translation :

hα

(
(Gϕ)i +

∑
j uij θj

xi

)
6

(x−Gϕ)i

xi
hα

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
. (3.51)

Cette relation (3.51) permet en définitive de comparer les deux divergences proposées initiale-

ment, c.-à-d.,

Dα
w(x||Gϕ+G△f) 6Dα

w(x−Gϕ||G△f). (3.52)

Nous utilisons la fonction majorante de l’expression précédente que nous cherchons à majorer

pour rendre la recherche individuelle en les paramètres scalaires :

Dα
w(x−Gϕ||G∆f) =

∑

i

wi (x−Gϕ)i hα

( ∑
j ui,jθj

(x−Gϕ)i

)
. (3.53)

La majoration issue de l’inégalité de Jensen utilise les mêmes coefficients de poids que dans

(3.39), ainsi la structure de l’inégalité est la même, c.-à-d.,

hα

( ∑
j ui,jθj

(x−Gϕ)i

)
6
∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hα


 uijθj

(x−Gϕ)i

∑
l uil θ

k
l

uij θk
j


 . (3.54)

La fonction majorante déduite de la précédente inégalité est :

Hα
w(θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi (x−Gϕ)i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hα


 uijθj

(x−Gϕ)i

∑
l uil θ

k
l

uij θk
j


 . (3.55)
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La dérivée partielle de la fonction auxiliaire donne les expressions simplifiées [132] :

∂Hα
w

∂θj
=

1

α

∑

i

wi uij−
1

α


θk

j

θj




α
∑

i

wi uij (x−Gϕ)α
i(

∑
l

uil θ
k
l

)α . (3.56)

En annulant le gradient, on obtient l’expression du rapportdes paramètres libres :


 θj

θk
j




α

=

∑
i

wi uij (x−Gϕ)α
i∑

l

uil θk
l

∑
i

wi uij
, (3.57)

qui peut être condensée en une formulation vectorielle :

(
θ

θk

)α

=
UT (x−Gϕ)α◦w

(Uθk)α

UT w
, (3.58)

et les paramètres libres d’une colonne quelconque sont ainsi déduits :

θ = θk ◦




UT (x−Gϕ)α◦w

(Uθk)α

UT w




1

α

. (3.59)

En utilisant l’expression (3.7), une colonne quelconque dela matrice de△F s’exprime sous la

forme :

△fk+1 =△fk ◦



ΓUT (x−Gϕ)α◦w

(Uθk)α

ΓUT w




1

α

. (3.60)

En remplaçant la matriceU par l’expressionU , GΓ et en utilisant la propriété

ΓΓ
T = diag(1p×1−ω), nous pouvons déduire un masque permettant la mise à jour despara-

mètres libres et aboutir à la règle de mise à jour deF :

F −Φ← (F −Φ)◦Ω◦




GT (W ◦(X−GΦ)α)

(G(F −Φ))α

GT W




1

α

. (3.61)

Cette équation résume la mise à jour de la matrice de profil pourles deux minimisations évo-

quées au début. Elles mènent donc rigoureusement à la même règle de mise à jour. Il faut par

ailleurs remarquer que la NMF par divergence de Kullback-Leibler est un cas particulier de la
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NMF par divergenceα pourα = 1.

3.6 NMF sous contraintes à base de divergenceβ

Nous proposons dans cette partie d’étudier les règles de mise à jour en minimisant la fonc-

tion de coût de type divergenceβ pondérée (2.124) en utilisant la paramétrisation (3.13).

Celle-ci se décline en une première approche qui consiste à minimiser la fonction de coût

(3.62), ainsi qu’une approche alternative développée dansle paragraphe variante.

3.6.1 Première approche de NMF avec divergenceβ

Nous avons opté dans ce paragraphe pour la minimisation suivante relative à la divergence

β. Elle s’exprime par :

min
∆F �0

Dβ
W (X−GΦ||G∆F )⇒X−GΦ≈G∆F. (3.62)

Cette minimisation (3.62) conduit à une factorisation approchée de ce que l’on appelle les rési-

dus. Elle peut se scinder en minimisation de divergences indépendantes relatives à des vecteurs.

Dans un souci de généralité, nous proposons dans la suite d’omettre l’indicei pour les vecteurs

△f
i
, ϕ

i
, θi, et la matriceΓi. k désigne le numéro de l’itération en cours.

Nous utilisons encore la matriceU déjà définie dans (3.34). La divergenceβ entre deux vecteurs

colonnes issus de la minimisation s’exprime par :

Dβ
w(x−Gϕ||G∆f) =

∑

i

wiD
β((x−Gϕ)i||(G∆f)i). (3.63)

La stratégie MM permet de minimiser une fonction auxiliaireque nous cherchons à construire.

La fonction (3.63) peut s’exprimer en fonction de la fonction hβ(.) sous la forme :

Dβ
w(x−Gϕ||G∆f) =

∑

i

wi(x−Gϕ)β+1
i ·hβ

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
, (3.64)

où θj est lejèmeélément du vecteur des paramètres libres et

hβ(z) ,−
1

β

(
zβ−

1

β +1
−

β

β +1
zβ+1

)
. (3.65)
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La dérivée seconde de cette fonction s’écrit :

d2(hβ(z))

dz2
= βzβ−1− (β−1)zβ−2, (3.66)

ce qui permet de montrer quehβ(z) est une fonction convexe pour06 β 6 1 etz > 0. L’inégalité

de Jensen peut donc s’appliquer pour0 6 β 6 1 sous la forme

hβ

( ∑
j ui,jθj

(x−Gϕ)i

)
6
∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hβ


 uijθj

(x−Gϕ)i

∑
l uil θ

k
l

uij θk
j


 , (3.67)

oùk désigne le numéro de l’itération en cours. La précédente inégalité (3.67) permet de trouver

la fonction auxiliaire séparable en les paramètres libres :

Hβ
1,w(θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi (x−Gϕ)β+1
i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hβ


 uijθj

(x−Gϕ)i

∑
l uil θ

k
l

uij θk
j


 . (3.68)

La différentiation de la fonction auxiliaireHβ
1,w(.) conduit à :

∂Hβ
1,w

∂θj
=


 θj

θk
j




β−1 


∑

i

wiuij · (
∑

l

uilθ
k
l )β


 θj

θk
j

−


∑

i

wiuij · (x−Gϕ)i · (
∑

l

uilθ
k
l )β−1




 .

(3.69)

La composantej du vecteur de paramètres libres est obtenu en annulant le gradient donné par

l’équation (3.69), c.-à-d.

∂Hβ
1,w

∂θj
= 0 ⇒

θj

θk
j

=

∑
i

wiuij · (x−Gϕ)i · (
∑

l uilθ
k
l )β−1

∑
i

wiuij · (
∑

l uilθ
k
l )β

. (3.70)

Le vecteur des paramètres libres peut être déduit de (3.70) :

θ

θk
=

UT
[
(x−Gϕ)◦ (Uθk)β−1 ◦w

]

UT
[
w ◦ (Uθk)β

] . (3.71)

En utilisant l’équation (3.7), on peut déduire la règle de mise à jour du vecteur△f :

△fk+1 =△fk ◦
ΓUT

[
(x−Gϕ)◦ (G△fk)β−1 ◦w

]

ΓUT
[
w ◦ (G△fk)β

] , (3.72)
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et en remplaçantU par sa définition (3.34), l’équation (3.72) peut être simplifiée :

△fk+1 =△fk ◦
ΓΓ

T GT
[
(x−Gϕ)◦ (G△fk)β−1 ◦w

]

ΓΓ
T GT

[
w ◦ (G△fk)β

] . (3.73)

Soit ω̄ , 1p×1−ω, oùω désigne une colonne quelconque de la matriceΩ. Sachant que

ΓΓ
T = diag(1p×1−ω), l’équation (3.73) peut s’écrire en utilisant la multiplication matricielle

terme à terme :

△fk+1 =△fk ◦
ω̄ ◦

(
GT

[
(x−Gϕ)◦ (G△fk)β−1 ◦w

])

ω̄ ◦
(
GT

[
w ◦ (G△fk)β

]) . (3.74)

L’expression (3.74) peut être généralisée au cas matricielen remarquant que△f , ω et ϕ sont

respectivement les vecteurs des matrices générales△F , Ω et Φ. Les règles de mise à jour

s’écrivent donc, en introduisant la matriceΩ définie parΩ, 1−Ω :

△F k+1←△F k ◦Ω◦Mβ
F , (3.75)

avec

Mβ
F =

GT .
[
W ◦ (X−GΦ)◦ [G(F −Φ)]β−1

]

GT .
[
W ◦ [G(F −Φ)]β

] . (3.76)

L’expression (3.75) est uniquement valable dans le domainede convexité de la divergenceβ,

c.-à-d., pourβ ∈ [0;1] . Pratiquement, même si la démonstration en dehors de ce domaine

n’est pas disponible, Févotte [55] mentionne que l’expression des règles en dehors du domaine

de convexité préserve toutefois la décroissance monotone du critère. En dehors du domaine

convexe, Févotte et Idier [55] proposent de séparer la fonction de coût à minimiser en partie

convexe et concave ce qui conduit finalement à considérer un masque de mise à jour différent

(Mβ
F )γ(β) où γ(β) est une fonction dépendant deβ. Les explications détaillées sont données

dans [55].

3.6.2 Une variante de la NMF avec divergenceβ

Contrairement à (3.62) où la minimisation concerneDβ
W (X −GΦ||G∆F ), une approche

différente consiste à considérer la divergenceDβ
W (X||GΦ+ G∆F ). Cette dernière peut être

divisée en divergences indépendantes relatives à des vecteurs, dont l’expression se décline en :

Dβ
w(x||Gϕ +G∆f) =

∑

i

wi D
β
(
xi||(Gϕ)i +(G∆f)i

)
. (3.77)
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En utilisant (2.124), il est possible de l’exprimer sous la forme :

Dβ
w(x||Gϕ+G∆f) =

∑

i

wix
β+1
i hβ

(
(Gϕ)i +

∑
j uijθj

xi

)
, (3.78)

où hβ(z) est définie dans l’équation (3.65). L’inégalité de Jensen peut être appliquée une pre-

mière fois en remarquant que

(Gϕ)i +
∑

j uijθj

xi
=

(x−Gϕ)i

xi

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
+

(Gϕ)i

xi
·1,

ce qui conduit à

hβ

(
(Gϕ)i +

∑
j uijθj

xi

)
6

(x−Gϕ)i

xi
hβ

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
. (3.79)

La seconde étape est de séparer les paramètres libres en appliquant l’inégalité de Jensen simi-

lairement à (3.67)

hβ

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
6
∑

j

uijθ
k
j∑

l uilθ
k
l

hβ


 θj

∑
l uilθ

k
l

(x−Gϕ)iθk
j


 , (3.80)

oùk est le numéro de l’itération en cours etθj le jèmeélément du vecteur des paramètres libres.

La fonction auxiliaire est déduite de (3.78) en utilisant les inégalités (3.79) et (3.80), c.-à-d.,

Hβ
2,w(θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi xβ
i (x−Gϕ)i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

hβ


 θj

∑
l uil θ

k
l

(x−Gϕ)i θk
j


 . (3.81)

En annulant le gradient
∂H

β
2,w

∂θj
conformément aux résultats précédents, on obtient le para-

mètre libre optimal à l’itérationk +1

θj

θk
j

=

∑
i

wiuij ·x
β
i · (x−Gϕ)

(1−β)
i · (

∑
l uilθ

k
l )β−1

∑
i

wiuij ·x
β
i · (x−Gϕ)−β

i · (
∑

l uilθ
k
l )β

, (3.82)

et le vecteur des paramètres libres s’exprime sous la forme :

θ

θk
=

UT
[
w ◦xβ ◦ (x−Gϕ)1−β ◦ (Uθk)β−1

]

UT
[
w ◦xβ ◦ (x−Gϕ)−β ◦ (Uθk)β

] . (3.83)

Sachant queΓΓT = diag(1p×1−ω) et en utilisant les équations (3.7) et (3.34), il est possible de
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déduire la forme de mise à jour△fk+1←△fk ◦Nf où

Nβ
f =

ω ◦
(
GT

[
w ◦xβ ◦ (x−Gϕ)1−β ◦ (Uθk)β−1

])

ω ◦
(
GT

[
w ◦xβ ◦ (x−Gϕ)−β ◦ (Uθk)β

]) . (3.84)

L’équation (3.8) permet de déduire la règle de mise à jour de la matrice de profilF

F k+1← Φ+∆F k ◦Ω◦Nβ
F , (3.85)

où

Nβ
F =

GT
[
W ◦Xβ ◦ [(X−GΦ)+]1−β ◦ [(G(F k−Φ))+]β−1

]

GT
[
W ◦Xβ ◦ [(X−GΦ)+]−β ◦ [(G(F k−Φ))+]β

] . (3.86)

L’opérateur+ est utilisé pour forcer les matrices(X−GΦ) etG(F k−Φ) à être positives.

On remarque queNF peut s’écrire sous la même forme queMF dans l’équation (3.76) en

définissant une matrice de poids

W1 , W ◦Xβ ◦ [(X−GΦ)+]−β. (3.87)

La mise à jour proposée ici peut être vue comme une extension de la première mise à jour selon

une matrice de poids adaptativeW1 au cours des itérations.

3.7 NMF basée sur la divergenceαβ

Les minimisations envisagées dans les paragraphes précédents peuvent être étendues aux di-

vergencesαβ. Nous avions évoqué deux types de minimisation qu’il est possible de poursuivre

dans ces paragraphes.

3.7.1 Rappel sur les divergencesαβ

Les deux divergences relatives aux vecteurs que nous cherchions à minimiser sont d’une

part,

Dα,β
w (x−Gϕ||G∆f) =

∑

i

wi D
α,β

(
(x−Gϕ)i||(G∆f)i

)
, (3.88)

et d’autre part,

Dα,β
w (x||Gϕ+G∆f) =

∑

i

wi D
α,β

(
xi||(Gϕ)i +(G∆f)i

)
. (3.89)
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Toutes deux s’expriment en fonction d’une fonction uniquehα,β(z), définie par

hα,β(z) =−
1

αβ

[
zβ−

α

α +β
−

β

α +β
zα+β

]
∀(α,β,α +β) 6= 0, (3.90)

dont les expressions sont respectivement,

Dα,β
w (x−Gϕ||G∆f) =

∑

i

wi(x−Gϕ)α+β
i ·hα,β

( ∑
j uijθj

(x−Gϕ)i

)
, (3.91)

et

Dα,β
w (x||Gϕ +G∆f) =

∑

i

wix
α+β
i ·hα,β

(
(Gϕ)i +

∑
j uijθj

xi

)
. (3.92)

Cette fonctionhα,β(z) possède la propriété de convexité [35]∀z > 0, dans le domaine des

paramètres décrit parβ ∈ [min(1,1−α);max(1,1−α)]. Nous nous restreignons à ce domaine

de paramètres afin de préserver cette propriété.

De manière similaire aux inégalités (3.79) et (3.80), nous disposons des mêmes inégalités

pour la fonctionhα,β(z) ce qui conduit aux deux fonctions majorantes

Hα,β
1,w(θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi (x−Gϕ)α+β
i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

·hα,β


 θj

∑
l uil θ

k
l

(x−Gϕ)i θk
j


 , (3.93)

Hα,β
2,w(θj , θ

k
j ) =

∑

i

wi xα+β−1
i (x−Gϕ)i

∑

j

uij θk
j∑

l uil θ
k
l

·hα,β


 θj

∑
l uil θ

k
l

(x−Gϕ)i θk
j


 . (3.94)

3.7.2 Règles de mise à jour par la première approche

L’annulation de la dérivée de la fonction auxilaire (3.93) conduit à la mise à jour suivante

de la composante j du vecteur des paramètres libres


 θj

θk
j




α

=

∑
i

wiuij · (x−Gϕ)α
i · (

∑
l uilθ

k
l )β−1

∑
i

wiuij · (
∑

l uilθ
k
l )α+β−1

. (3.95)

Le vecteur quelconque des paramètres libres s’exprime doncsous la forme

(
θ

θk

)α

=
UT

[
w ◦ (x−Gϕ)α ◦ (Uθk)β−1

]

UT
[
w ◦ (Uθk)α+β−1

] . (3.96)
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Similairement aux paragraphes précédents, nous pouvons proposer une mise à jour du profil

suivant le schéma suivant :

△F k+1←△F k ◦Ω◦Mα,β
F , (3.97)

avec

Mα,β
F =




GT
(
W ◦ (X−GΦ)α ◦ (G(F −Φ))β−1

)

GT (W ◦ (G(F −Φ))α+β−1)




( 1

α )

. (3.98)

Il peut s’avérer utile d’adjoindre des protections correspondant aux valeurs nulles de certaines

matrices, c.-à-d.,

Mα,β
F =




GT
(

W ◦
(
(X−GΦ)+

)α
◦
(
(G(F −Φ))+

)β−1
)

GT
(
W ◦ ((G(F −Φ))+)(α+β−1)

)




( 1

α )

. (3.99)

La mise à jour de la matrice de contribution est issue de la méthode sans contrainte, celle-ci

reste donc la même que dans (2.118), c.-à-d.,

G←G◦




(
W ◦Xα ◦ (GF )β−1

)
F T

(W ◦ (GF )α+β−1)F T




( 1

α )

. (3.100)

3.7.3 Variante de la NMF sous contrainte à base de divergenceαβ

Il convient aussi de développer les mises à jour pour la seconde fonction auxiliaire (3.94),

dont l’annulation de la dérivée conduit à la mise à jour suivante de la composantej du vecteur

des paramètres libres,


 θj

θk
j




α

=

∑
i

wiuij · (x−Gϕ)1−β
i ·xα+β−1

i · (
∑

l uilθ
k
l )β−1

∑
i

wiuij ·x
α+β−1
i · (x−Gϕ)1−α−β

i · (
∑

l uilθ
k
l )α+β−1

. (3.101)

Le vecteur des paramètres libres se déduit de la même manière, c.-à-d.,

(
θ

θk

)α

=
UT

[
w ◦xα+β−1 ◦ (x−Gϕ)1−β ◦ (Uθk)β−1

]

UT
[
w ◦xα+β−1 ◦ (x−Gϕ)1−α−β ◦ (Uθk)α+β−1

] . (3.102)

L’écriture de la forme matricielle permet une écriture compacte des règles de mise à jour sous

la forme :

△F k+1←△F k ◦Ω◦Nα,β
F , (3.103)
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avec

Nα,β
F =




GT
(
W ◦Xα+β−1 ◦ (X−GΦ)1−β ◦ (G(F −Φ))β−1

)

GT (W ◦Xα+β−1 ◦ (X−GΦ)1−α−β ◦ (G(F −Φ))α+β−1)




( 1

α )

. (3.104)

Les sécurités interdisant les valeurs nulles de certaines matrices conduisent à l’expression

Nα,β
F =




GT
(

W ◦Xα+β−1 ◦
(
(X−GΦ)+

)1−β
◦
(
(G(F −Φ))+

)β−1
)

GT
(
W ◦Xα+β−1 ◦ ((X−GΦ)+)1−α−β ◦ ((G(F −Φ))+)(α+β−1)

)




( 1

α )

. (3.105)

Les deux expressions des masques (3.105) et (3.99) correspondent aux deux mises à jour de

la matrice de profil qui unifient l’ensemble des contributions des NMF contraintes à base

de divergence. Notons par ailleurs que leur validité est cependant limitée au domaineβ ∈

[min(1,1−α);max(1,1 −α)].

Pour ce qui concerne la mise à jour des matrices de contribution, l’expression (3.100) reste

valide quelque soit la divergence choisie. Un choix judicieux du couple (α,β) permet de retrou-

ver les règles correspondant aux méthodes issues des divergences précédentes.

3.7.4 Conditions de KKT pour la NMF informée à base de divergenceαβ

Les condidions de KKT sont utiles pour vérifier qu’un point limite correspond à un point

stationnaire ou bien pour générer des règles de mise à jour par la méthode heuristique. Nous

nous limitons cependant à la recherche de celles qui correspondent au problème

{G,F}= argmin
G,F
Dαβ

W (X−GΦ||G∆F ). (3.106)

Les démonstrations des conditions de KKT sont données en annexe C. Nous donnons ici uni-

quement les résultats de synthèse pour plus de clarté, d’abord pourG,





G� 0
1
β

[
W ◦ (X−GΦ)α−1((GF⋆)β− (X−GΦ)β)

]
Φ

T +
1
α

[
W ◦GF⋆)β−1 ◦

(
(GF⋆)α− (X−GΦ)α

)]
F⋆T

� 0,
1
β G◦

[
W ◦ (X−GΦ)α−1((GF⋆)β− (X−GΦ)β)

]
Φ

T +
1
αG◦

[
W ◦GF⋆)β−1 ◦

(
(GF⋆)α− (X−GΦ)α

)]
F⋆T

= 0,

(3.107)
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puis pour△F ,





△F � 0,
1
αΩ◦

(
GT (W ◦

[
(GF⋆)α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β−1)

]
)
)
� 0,

1
α△F ◦Ω◦

(
GT (W ◦

[
(GF⋆)α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β−1)

]
)
)

= 0.

(3.108)

Il est possible de déduire les conditions de KKT pour la NMF informée utilisant la divergence

α ou la divergenceβ à partir des conditions de KKT données en annexe C. Nous faisons ob-

server aussi que les conditions KKT de la NMF pondérée et sanscontraintes sont retrouvées en

remplaçant tout simplementΦ par la matrice nulle.

En définitive, ces conditions permettent d’observer que lesmises à jour proposées dans le

cas de△F sont compatibles avec les règles qui ont été proposées.

3.8 Initialisation

Le succès des méthodes de NMF dépend étroitement de l’initialisation effectuée. En effet,

les méthodes de NMF standards présentent de nombreux pointsstationnaires selon l’initialisa-

tion choisie puisque le problème n’a pas de solution unique en dehors de cas très particuliers.

De multiples tirages aléatoires permettent de sélectionner la matrice stationnaire qui donne le

critère minimum par la NMF. Dans notre application, nous ne pouvons pas nous contenter de

cette stratégie qui consisterait à ne pas tenir compte des contraintes induites par l’expert sur les

profils physico-chimiques. En effet, il arrive fréquemmentque les solutions obtenues par cette

méthode présentent un minimum global, mais ne donnent pas satisfaction dans l’interprétation

physique des profils. Ainsi, la méthode courante de l’initialisation par tirage aléatoire multiple

n’est pas satisfaisante.

Dans la littérature, on distingue souvent des méthodes d’initialisation dédiées au contexte

de la classification [171] dans laquelle l’un des facteurs est parcimonieux. Ce contexte ne peut

convenir dans le cas d’une application de séparation de sources où cette condition n’est pas

vérifiée. Il est même vivement déconseillé de procéder ainsi, puisque le caractère parcimonieux

d’un facteur est conservé dans un algorithme de NMF de type multiplicatif conduisant à des

solutions sans intérêt.

De manière alternative, il peut s’avérer intéressant d’utiliser la sortie d’un algorithme d’ACI

[14], modifié pour préserver la non-négativité, pour disposer d’une initialisation.

Notre approche consiste à se rappeler que nous disposons d’une connaissance approximative

de la matrice de profil avec, pour partie, les éléments forcéset pour le reste les éléments libres.
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3.9. Critère d’arrêt

Ces derniers peuvent être fixés à des valeurs non nulles afin de permettre la poursuite de la

recherche par un algorithme de NMF. Nous allons donc considérer que nous disposons de la

connaissance de la matrice de profil initial appeléeF .

Soientwi, xi, et g
i

les ième lignes deW , X, et G, respectivement. Laième ligne de la ma-

trice de contribution minimise un critère de type moindres carrés pondérés sous des contraintes

spécifiques comme la non-négativité, c.-à-d.,

J (g
i
) =

(
xT

i −F T gT
i

)T
·Dwi

·
(
xT

i −F T gT
i

)
, ∀i ∈ {1, ...,n}, (3.109)

où la matriceDwi
est définie parDwi

= diag(wi). Cette fonction peut être ré-écrite sous une

forme quadratique en développant l’équation précédente

J (g
i
) =

1

2
g

i
HgT

i
+uT gT

i
∀i ∈ {1, ...,n}, (3.110)

oùH , 2F ·Dwi
·F T etuT ,−2xiDwi

·F T .

L’initialisation deG consiste à estimer chacune de ses lignes séparément en minimisant

min
g

i

J (g
i
) s.c. gT

i
� 0, xT

i � Φ
T
F ·g

T
i
∀i ∈ {1, . . . ,n}. (3.111)

Les2 contraintes stipulent que (i) chaque composante deg
i
est non-negative, (ii) la part induite

par les profils forcés doit être inférieure ou égale à celle des données.

En pratique, l’équation (3.111) est résolue en utilisant les méthodes des points intérieurs

pour programmation quadratique utilisées dans Matlab [107]. Cette solution permet d’initialiser

les matrices de manière à pouvoir évoluer vers des solutionsacceptables.

3.9 Critère d’arrêt

Dans un grand nombre d’algorithmes de NMF, les auteurs ne mentionnent pas de détail

sur la condition d’arrêt des itérations. Les implémentations dans ce cas se limitent à arrêter le

processus après un certains temps ou après un certains nombre d’itérations fixé à l’avance.

Certains chercheurs vérifient la variation du produitG ·F entre deux itérations successives

(3.112) ou bien la variation deG ou deF [38] entre deux itérations successives. La condition

d’arrêt dans le premier cas peut s’écrire :

Dα=1,β=1((G ·F )k+1||(G ·F )k) =
∥∥∥(G ·F )k− (G ·F )k+1

∥∥∥
2

f
� ǫ, (3.112)

oùk est le numéro d’itération. Un autre critère d’arrêt consiste simplement à évaluer la distance
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(ou la divergence) entre la matrice de donnéeX et le produitG ·F à l’itérationk

Dα=1,β=1(X||(GF )k) =
∥∥∥X− (GF )k

∥∥∥
2

f
� ǫ. (3.113)

Lin explique clairement dans [96], que ce type de condition d’arrêt ne garantit pas que la solu-

tion soit un point stationnaire, ce qui nous amène à considérer les conditions de KKT.

Pour la NMF, le découpage en sous-problèmes permet d’effectuer deux minimisations liées,

l’une par rapport àF et l’autre par rapport àG. Le critère d’arrêt doit donc tenir compte des

KKT sur F et surG.

Si l’on considère chacun des sous-problèmes comme un cas particulier d’une optimisation

sous contraintes de bornitude (la positivité étant vue comme une borne inférieure), une manière

d’exprimer la condition de stationnarité d’un vecteurfk à l’itérationk est de comparer la norme

de gradients modifiés entre l’itération k et l’itération0 [97],

∥∥∥▽PJ (fk)
∥∥∥
f
� ǫ

∥∥∥▽PJ (f0)
∥∥∥
f

(3.114)

oùJ est le critère à minimiser et▽PJ (fk) désigne le vecteur gradient projeté défini par ses

composantes :

(▽PJ (f))i ,▽PJ (fi)≡





▽J (fi) si li � fi � ui,

min(0,▽J (fi)) si fi = li,

max(0,▽J (fi)) si fi = ui.

(3.115)

Dans le cadre de la NMF, la condition (3.114) s’exprime sous la forme :

∥∥∥▽PJ (Gk,F k)
∥∥∥
f
� ǫ

∥∥∥▽J (G0,F 0)
∥∥∥
f

(3.116)

où le symbolef désigne la norme de Frobenius appliquée aux matrices.

Si l’on se concentre sur les deux sous-problèmes liés de l’ANLS (2.64), la condition doit

être spécifiée pour chacun des sous-problèmes à savoir,

∥∥∥▽P
FJ (Gk,F k+1)

∥∥∥
f
� ǫF , (3.117)

∥∥∥▽P
GJ (Gk+1,F k+1)

∥∥∥
f
� ǫG, (3.118)

où les seuils sont en général différents selon le sous-problème.

En conclusion, les choix de critères d’arrêt peuvent être multiples, mais le critère de vérifi-
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cation de la stationnarité de Lin [96] semble être le plus utilisé6.

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une paramétrisation quitient compte des connaissances

sur les profils. Cette paramétrisation a servi d’ossature tout au long de ce chapitre. Cela nous a

permis de considérer la NMF sous contraintes comme équivalent à deux sous-problèmes dans

lesquels nous nous sommes appuyés sur la stratégie de MM pourdévelopper des règles de mise

à jour.

Dans un premier temps, nous avons développé les règles de mise à jour pour notre matrice

de profil libre pour les critères de minimisation pondérés à base de norme de Frobenius puis

de divergence de KL. Ceci nous a permis de mettre en évidence les problèmes éventuels de

non-stationnarité des solutions comme dans le cas des misesà jours multiplicatives.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux cas des divergencesparamétriques, en l’occur-

rence les divergencesα et β pondérées. La paramétrisation évoquée a aussi permis de déve-

lopper les règles de mises à jour dans le domaine de convexitéde ces fonctions. Nous avons

ensuite étendu ce travail aux divergencesαβ afin de fournir des règles générales de mise à

jour dans le cadre de la paramétrisation évoquée. Ces règles ont permis d’unifier l’ensemble

des méthodes de NMF vues dans ce chapitre. Nous y avons aussi ajouté des variantes qui mo-

difient sensiblement le critère à minimiser. Nous avons aussi vérifié que les règles de mise à

jour étaient compatibles avec les conditions de KKT qui sontles conditions incontournables

pour la recherche de points stationnaires. Enfin, nous avonsévoqué des points clés pour la réus-

site d’un algorithme de NMF, à savoir la mise en place d’un critère d’arrêt ou la question de

l’initialisation.

Cependant, à ce stade, nous n’avons pas utilisé l’ensemble des connaissances a priori dispo-

nibles dans notre problématique pratique. Il convient doncdans le chapitre suivant de compléter

ces informations dans la recherche de solution.

6. Mentionnons que Gillis [57] a proposé des variantes de méthodes multiplicatives dans lesquels des critères
d’arrêt hybrides pour les boucles internes ont été instaurés.
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Chapitre 4

Factorisation matricielle sous contraintes

de bornitude et de normalisation

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en avant l’intégration de contraintes de type

égalité provenant de certaines composantes de profils, en particulier ceux rencontrés dans notre

application environnementale. Nous avions mis l’accent sur les méthodes à base de divergence

paramétrique permettant de prendre en compte les différentes modalités de points aberrants. Ce-

pendant, nous avions volontairement omis d’autres contraintes sur les profils. Dans ce chapitre,

nous proposons d’intégrer toutes les nouvelles contraintes vérifiées par la matrice de profil en

même temps que les contraintes précédentes. Ce chapitre s’appuie essentiellement sur les tra-

vaux publiées dans [95].

La première partie sera consacrée à la définition d’un profil qui se veut constitué d’un en-

semble de proportions d’éléments par source. Cette définition induit une paramétrisation parti-

culière des profils, en même temps qu’un ensemble de méthodesde NMF dédiées à ce que l’on

appelle la normalisation des profils.

La seconde partie de ce chapitre sera dédiée à la prise en compte de contraintes de bornitude

en supplément des contraintes de positivité, de forçage et de normalisation. Nous présenterons

différentes variantes de ces méthodes dérivant de méthodesde NMF à base de projections.

Toutes les méthodes de factorisation développées dans ce chapitre sont testées sur un jeu de

données synthétiques comportant différents niveaux de bruits et font l’objet d’une comparaison.
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Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes de bornitude et de normalisation

4.2 Factorisation matricielle non négative avec contraintes

de type égalité et de normalisation

Nos différents travaux ont permis de développer des règles de mise à jour pour la recherche

de facteurs en présence de connaissances partielles. Nous avions omis jusqu’alors la nature

normalisée de la matrice de profil. Nous proposons de formuler cette propriété et de l’exploiter

dans les différents algorithmes de recherche.

Notons par ailleurs que d’autres stratégies auraient été possible comme par exemple d’étendre

une approche de NMF à contrainte de somme à1 [87] au cadre informé présenté dans le chapitre

3.

4.2.1 Présentation des contraintes vérifées par un profil normalisé

La contrainte de normalisation a déjà été évoquée dans le chapitre 1. Elle revient à consi-

dérer qu’un profil de source exprimé par une ligne de la matrice F contient des proportions de

différentes espèces chimiques dont la somme est égale à1, ce qui s’écrit :

m∑

j=1

fij = 1, ∀i = 1, . . . ,p. (4.1)

soit d’un point de vue matriciel :

Fp×m ·1m×m = 1p×m. (4.2)

La relation approchéeX ≈G ·F permet d’écrire une contrainte approchée vérifiée par la matrice

de contribution, c.-à-d.,

Gn×p ·1p×m ≈Xn×m ·1m×m. (4.3)

Cette relation établit que la somme d’une ligne de la matrice de contribution est approximati-

vement égale à la somme d’une ligne de la matrice de données. Dans [87] au contraire, cette

contrainte est vue comme une contrainte stricte, dont la rigueur interdit en fait la présence de

points aberrants. Nous ne l’introduirons donc pas dans nos algorithmes.

Dans les sections suivantes, nous proposons d’introduire la contrainte de normalisation (4.2)

dans la factorisation NMF à base de divergencesαβ.
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4.2. Factorisation matricielle non négative avec contraintes de type égalité et de normalisation

4.2.2 Présentation du problème avec normalisation

Pour la suite du document, nous adoptons la notationΩ
E , Ω et ΦE , Φ qui sont les

matrices définies en (3.2) et (3.4). La méthode de NMF sous contraintes consiste à trouver

une factorisation approchée des données sous la formeX ≈ G ·F au sens de la divergence

paramétrique tout en respectant l’ensemble des contraintes ci-dessous :

min
G,F
Dα,β

W (X||G ·F ) s.c.





F � 0,G� 0,

F ◦ΩE = Φ
E ,

F ·1mm = 1p×m.

(4.4)

En utilisant la paramétrisation des contraintes égalités (3.13) et l’équation (3.8) présentées

dans le chapitre 3, l’équation (4.4) peut s’écrire sous la forme :

min
G,∆F

Dα,β
W

(
X||G · (ΩE ◦ΦE)+G · (Ω

E
◦∆F )

)

s.c.





∆F � 0,G� 0,

∆F ·1mm = 1p×m−Φ
E ·1mm.

(4.5)

Il est aussi possible de formuler une autre minimisation quis’inspire des variantes intro-

duites dans le chapitre précédent 3 :

min
G,∆F

Dα,β
W

(
X−GΦ

E ||G · (Ω
E
◦∆F )

)

s.c.





∆F � 0,G� 0,

∆F ·1mm = 1p×m−Φ
E ·1mm.

(4.6)

Ces équations (4.5) et (4.6) constitueront les deux formulations envisagées du problème de

NMF avec profils normalisés sous contrainte de type forçage de valeurs deF .

4.2.3 Présentation de l’algorithme en deux étapes

Nous proposons une approche séquentielle avec une premièreétape de recherche de profil

sans normalisation suivie d’une deuxième étape de normalisation. La normalisation utilisée est

la mise à l’échelle du profil (pour vérifier (4.2)), en même temps que celle de la matrice de

contributionG, afin de préserver le produitG ·F inchangé. Cela donne lieu à l’algorithme 1.

Cet algorithme peut être écrit de manière plus synthétique. Nous allons dans la section suivante

en proposer une écriture condensée qui réunit la mise à jour et la normalisation.
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Algorithm 1 NMF sous contraintes de forçage et de normalisation
Lire Φ etΩ.
InitialiserG etF
NormaliserF etG
TantQue le critère d’arrêt n’est pas atteintFaire

Contrôler la positivité de (X−GΦ) et projeter sur l’espace positif le cas échéant
RechercherF àG fixé selon (3.103) ou (3.105)
RechercherG àF fixé selon (3.100)
NormaliserF etG

FinTantQue

4.2.4 Mise à jour en une seule étape

L’algorithme 1 peut être synthétisé en la recherche de la matrice de profil en une seule étape.

Pour cela, il convient de donner une paramétrisation qui respecte la somme à1 des profils.

Lantéryet al. [87] proposent un changement de variables qui respecte la normalisation :

F̃ij =
Fij

m∑
j=1

Fij

. (4.7)

L’écriture matricielle de l’équation (4.7) peut s’écrire sous forme matricielle

F̃ =
F

F ·1mm
. (4.8)

Le terme au dénominateur correspond en fait à un coefficient de mise à l’échelle pour chaque

ligne de la matriceF . Cette écriture permet une normalisation des lignes deF tandis que la

version symétrique permet de mettre à l’échelle les colonnes deG du coefficient d’échelle

inverse, c.-à-d.,

G̃ = G◦ [1nm ·F
T ]. (4.9)

Dans toute la suite du mémoire, nous conservons ces conventions où la matricẽF est normalisée

et G̃ corrigé par un facteur d’échelle. Nous pouvons exprimer le produit G̃ · F̃ en utilisant les

deux paramétrisations précédentes, ce qui nous permet d’obtenir

G̃ · F̃ =
F

F ·1mm
·
(
G◦ [1nm ·F

T ]
)

, (4.10)

Soit pour le terme général :

(G̃ · F̃ )ij =
∑

k

Gik∑
l

Fkl
·Fki ·

∑

l

Fkl =
∑

k

Gik Fki = (G ·F )ij . (4.11)
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Cela signifie que le produitG ·F est conservé même si l’on considère une expression norma-

lisée. Comme le critère à minimiser dépend uniquement de ce produit, cela permet d’assurer

la décroissance suffisante du critère à chaque itération, identique à un cas non-normalisé. Nous

proposons donc de conserver les expressions trouvées dans ce chapitre pour les matrices de

contributions et de profils et de leur appliquer les paramétrisations (4.8) et (4.9). Malheureuse-

ment, cette expression (4.8) ne préserve pas les valeurs forcées de la matrice de profil, dès lors

que la mise à l’échelle s’applique. Conscient de cet inconvénient, nous préconisons néanmoins

d’effectuer la recherche du numérateur en référence aux équations (3.97) et (3.100) en partant

de la connaissance d’un couple de matrices issues d’un profilnormalisé (̃Gk, F̃ k). Pour des rai-

sons de notations, définissonsRα,β
F qui désigne un masque dont la valeur dépend du problème

abordé.

Rα,β
F ,





Mα,β
F pour le problème(4.5),

Nα,β
F pour le problème(4.6),

(4.12)

oùMα,β
F est définie dans l’équation (3.99) etNα,β

F est définie dans l’équation (3.105).

Ceci permet d’écrire :

F̃ k+1 =
Ω

E ◦ΦE +△F k ◦Ω
E
◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE +△F k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1mm

, (4.13)

où la quantité△F k est définie par△F k , F̃ k−Φ
E . Cette quantité est multipliée terme à terme

parΩ
E

, ce qui induit

△F k ◦Ω
E

= F̃ k ◦Ω
E

. (4.14)

Ceci donne lieu à une mise à jour plus simple

F̃ k+1 =
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1mm

. (4.15)

Cette normalisation est appelée pour la suite la normalisation 1 puisqu’elle normalise un profil

sans tenir compte des valeurs forcées.

Il est aussi à noter que la matriceRα,β
F se calcule en les matrices (G̃k, F̃ k). Par déduction,

la matriceF k+1 est non-normalisée et s’obtient par le numérateur de (4.13)

F k+1 = F̃ k+1 ◦
([

Ω
E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω

E
◦Rα,β

F

]
1mm

)
. (4.16)

Le calcul deG̃k+1 s’appuie sur la règle de mise à jour de la NMF pondérée non-contrainte
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complétée par un terme de mise à l’échelle

G̃k+1 = G̃k ◦Mα,β
G (G̃k,F k+1)◦

(
1nm ·

[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]T
)

, (4.17)

où la matriceMα,β
G (G̃k,F k+1) est issue de l’expression (3.100) de la NMF par divergenceαβ

pondérée et est rappelée ici :

Mα,β
G (G̃k,F k+1) =

[
(W ◦Xα ◦ (G̃kF k+1)β−1)(F k+1)T

(W ◦ (G̃kF k+1)α+β−1)(F k+1)T

]( 1

α )

. (4.18)

Ces mises à jours correspondent à une méthode à base de combinaison de méthode multiplica-

tive et de projection, considérant que la normalisation constitue une projection dans un sous-

espace particulier.

4.2.5 Mise à jour avec une normalisation des éléments libres des profils

Nous avions déjà évoqué une paramétrisation intéressante du problème normalisé à travers

l’équation (4.8) où finalement les éléments d’un profil de source s’écrivent comme des pro-

portions dont la somme vaut1. Toutefois, la paramétrisation (3.13) n’est pas compatible avec

les contraintes (4.2), ce qui requiert l’usage d’une paramétrisation nouvelle. De même, la para-

métrisation (4.8) n’est pas compatible avec (3.4). Il faut donc tenir compte de la présence des

valeurs forcées du profil et normaliser les éléments libres deF , soit :

F̃ ←Ω
E ◦ΦE +

∆F ◦Ω
E

(∆F ◦Ω
E

) ·1mm

◦ (1p×m−Φ
E ·1mm), (4.19)

où

– Ω
E ◦ΦE exprime les termes de forçage,

– (1p×m − Φ
E · 1mm) désigne la matrice contenant la somme des éléments libres pour

chaque source,

– ∆F ◦Ω
E

(∆F ◦Ω
E

)·1mm

représente les différentes proportions des profils libres.

On vérifie aisément que la propriété (4.2) de normalisation est vérifiée. Par ailleurs, la propriété

de conservation (3.4) des valeurs forcées est aussi vérifiée. Il faut aussi remarquer que la matrice

∆F doit demeurer positive. Nous proposons ainsi des mises à jours qui correspondent à cette

paramétrisation. Ainsi nous proposons de rechercher△F k+1 qui se fonde sur les mises à jour

non-normalisées évoquées dans le chapitre précédent.
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Ainsi, la matrice des profils libres obtenue dans le chapitreprécédent s’écrit

△F k+1 =△F k ◦Ω
E
◦Rα,β

F . (4.20)

Ici, nous supposons que nous disposons à l’itérationk d’une matrice de profils libres normalisés

notée△F̃ k. La mise à jour des profils libres non normalisés conduit à uneprocédure similaire :

△F k+1 =△F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F . (4.21)

La matrice de profils libres obtenue n’étant pas normalisée,sa normalisation s’écrit :

△F̃ k+1 =
Ω

E
◦Rα,β

F ◦△F̃ k

[
Ω

E
◦Rα,β

F ◦△F̃ k

]
1mm

◦ (1p×m−Φ
E ·1mm). (4.22)

Cette normalisation est appelée dans nos tests futurs la normalisation 2, elle normalise unique-

ment les profils libres sans modifier les composantes des profils forcés :

F̃ k+1 = Ω
E ◦ΦE +

Ω
E
◦Rα,β

F ◦△F̃ k

[
Ω

E
◦Rα,β

F ◦△F̃ k

]
1mm

◦ (1p×m−Φ
E ·1mm). (4.23)

En remarquant que△F̃ k = F̃ k −Φ
E , on peut simplifier l’expression précédente en utilisant

uniquementF̃ k

F̃ k+1 = Ω
E ◦ΦE +

Ω
E
◦ F̃ k ◦Rα,β

F[
Ω

E
◦ F̃ k ◦Rα,β

F

]
1mm

◦ (1p×m−Φ
E ·1mm). (4.24)

Dans cette approche, la matrice de contribution ne requiertpas une correction par un facteur

d’échelle puisque seules les valeurs libres sont corrigées. L’intérêt de la normalisation 2 est

qu’elle ne modifie pas les composantes des profils forcées. Nous avons ainsi l’assurance de

retrouver une solution où les contraintes égalité sont parfaitement respectées.

Notons toutefois que cette méthode ne garantit pas une descente le long de la plus grande

pente, puisque la quantité∆F dans l’équation (4.19) intervient à la fois au numérateur etau dé-

nominateur. Dans les premières itérations où la normalisation a beaucoup d’effet, il est possible

que la direction de descente ne soit pas judicieuse.

Enfin, nous pouvons aussi faire remarquer que la contrainte de normalisation (4.3) de la

matrice de contributionG n’a pas été appliquée puisqu’il s’agit d’une contrainte déduite de la

factorisation approchée des données.
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Tableau 4.1 – Les différentes méthodes avec normalisation

Acronyme Règle surF Règle surG Masque surF Masque surG

αβ-N1-CWNMF-R Eq (4.15) Eq (4.46) Mα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (G̃k,F k+1)

αβ-N1-CWNMF Eq (4.15) Eq (4.46) Nα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (G̃k,F k+1)

αβ-N2-CWNMF-R Eq (4.24) Eq (4.50) Mα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk, F̃ k+1)

αβ-N2-CWNMF Eq (4.24) Eq (4.50) Nα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk, F̃ k+1)

4.2.6 Description des algorithmes et leurs acronymes

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents un ensemble de méthodes dédiées à la

résolution des problèmes (4.5) et (4.6).

Nous décrivons dans le tableau 4.1 les méthodes correspondant à celles développées dans

les paragraphes précédents. Nous y trouvons les règles de mise à jour ainsi que l’acronyme que

nous utiliserons lors de nos expérimentations. Ils sont tous de la forme "αβ-N-CWNMF(-R)"

pourNormalized and Constrained Weightedαβ-NMF (using Residuals)en anglais. En pratique,

compte tenu du fait que2 normalisations sont proposées dans ce travail, nous les distinguons

avec N1 et N2.

Ces différentes méthodes seront donc expérimentées dans nostests.

4.3 NMF sous contraintes de bornitude

4.3.1 Introduction

Dans la section 4.2, nous recherchions des profils respectant uniquement les contraintes

de type égalité et la notion de normalisation. Dans un certains nombre d’applications et plus

particulièrement dans la séparation de sources de pollution de l’air, des informations supplé-

mentaires sont fournies par les experts et peuvent informerla méthode de factorisation et la

guider vers un résultat plus proche de la réalité. Nous nous intéressons donc à des contraintes

de bornitude appliquées à certains éléments de la matrice deprofil F .

L’introduction des contraintes de bornitude s’effectue enétroite relation avec les contraintes

égalité. L’ajout de contraintes de bornitude est envisagéeaux positions où ne figurent aucune

contrainte égalité afin d’éviter les conflits. La contraintede bornitude est préconisée pour spéci-

fier un ordre de grandeur d’un composé chimique pour une source donnée. Pour développer ce

travail, nous nous sommes appuyés sur les travaux de Lin [96]qui développent des approches

à base de gradients projetés. L’intérêt majeur des contraintes inégalité est de pouvoir guider la
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recherche dans un chemin compatible avec les profils recherchés. Cela se traduit sous la forme

d’une étape de projection sur le domaine admissible des contraintes. Nous suggérons de déve-

lopper des contraintes de bornitude sous le même principe que la prise en compte des contraintes

de forçage.

4.3.2 Définition du problème avec contraintes de bornitude

Nous introduisonsΩI une matrice binaire de taillep×m qui indique la présence ou l’ab-

sence de contraintes de bornitude sur les élémentsfij de la matriceF . De par la similitude avec

Ω
E , nous disposons en parallèle leur définition7.

ωE
ij =





1 si fij est connu,

0 sinon,
ωI

ij =





1 si fij est borné,

0 sinon.
(4.25)

Nous introduisons aussi les matrices binairesΩ
E

etΩ
I

de taillep×m définies par :

Ω
E
, 1p×m−Ω

E , (4.26)

Ω
I
, 1p×m−Ω

I . (4.27)

Par construction, nous n’avons pas de contrainte de bornitude là où existent des contraintes

égalité. Ainsi, il en résulte

Ω
E ◦ΩI = 0. (4.28)

Il apparaît aussi que les endroits libres de contraintes égalité exprimés parΩ
E

sont potentiel-

lement disponibles pour les contraintes de bornitude. Chaque composante de la matrice binaire

Ω
I est donc inférieure ou égale à son correspondant dansΩ

E
, ce qui se traduit par

Ω
I �Ω

E
. (4.29)

De manière équivalente, nous pouvons exprimer une condition sur les contraintes de bornitude

aux endroits des paramètres libres, à savoir,

Ω
I ◦Ω

E
= Ω

I . (4.30)

SoitΦE la matrice des valeurs contraintes de taillep×m

Φ
E , F ◦ΩE . (4.31)

7. L’exposantE ou I indique en fait le type d’information apportée.
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Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes de bornitude et de normalisation

Notons aussi queϕE
ij le (i, j)èmeélément deΦE est égal à zéro siωE

ij = 0.

Par conséquent, il est possible d’écrire :

Φ
E ◦ΩE = Φ

E , Φ
E ◦Ω

E
= 0. (4.32)

De la même façon que pour la définition des contraintes de forçage, nous introduisons les

matricesΦI+ etΦI− de taillep×m et qui représentent respectivement les bornes supérieures

et inférieures des contraintes. Ces matrices vérifient

Φ
I− � F ◦ΩI � Φ

I+. (4.33)

En définitive, nous disposons de5 matrices définissant les connaissances a priori concernantles

profils.

La méthode de NMF informée par les contraintes de bornitude consiste à rajouter la contrainte

(4.33) à l’ensemble des contraintes présentées en (4.4) pour la NMF sous contraintes de forçage

et de somme à1,

min
G,F
Dα,β

W (X||G ·F ) s.c.





F � 0,G� 0,

F ◦ΩE = Φ
E ,

Φ
I− � F ◦ΩI � Φ

I+,

F ·1m×m = 1p×m.

(4.34)

Ainsi, l’équation (4.5) peut aussi etre formulée pour tenircompte des contraintes de bornitude

et s’écrire sous la forme :

min
G,∆F

Dα,β
W

(
X||G · (ΩE ◦ΦE)+G · (Ω

E
◦∆F )

)

s.c.





∆F � 0,G� 0,

Φ
I− �∆F ◦ΩI � Φ

I+,

∆F ·1m×m = 1p×m−Φ
E ·1m×m.

(4.35)

Il est aussi possible de formuler une autre minimisation quis’inspire de la variante (4.6)

min
G,∆F

Dα,β
W

(
X−GΦ

E ||G · (Ω
E
◦∆F )

)

s.c.





∆F � 0,G� 0,

Φ
I− �∆F ◦ΩI � Φ

I+,

∆F ·1m×m = 1p×m−Φ
E ·1m×m.

(4.36)
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Les deux équations (4.35) et (4.36) sont deux formulations différentes pour le problème de NMF

avec profils normalisés sous contrainte de bornitude qui étendent les approches de la section 4.2

en complétant par des contraintes de bornitude.

4.3.3 Présentation des aspects séquentiels de la résolution du problème

Les problèmes (4.35) et (4.36) peuvent être abordés en premier lieu uniquement sous contrainte

de forçage des profils. Ceci nous amène à considérer les mises àjours proposées dans le chapitre

3. Nous pouvons ensuite appliquer les opérations de projection sur l’espace des contraintes de

manière séquentielle. Ainsi, la conjuguaison des contraintes de normalisation et de bornitude

pourra s’appliquer dans l’ordre choisi. Les contraintes debornitude agissent comme des bar-

rières de sécurité afin d’empêcher les directions non réalistes. La méthode pondérée et sous

contraintes de bornitudes que nous proposons permet de fixerdes intervalles autorisés pour

certains éléments de la matrice de profilF afin d’interdire les mauvaises directions dans la re-

cherche de profils. Dans le premier jeu de méthodes, nous proposons donc de prendre en compte

la contrainte de bornitude puis la contrainte de normalisation. Dans un second jeu de méthodes,

nous préconisons de considérer la normalisation puis la contrainte de bornitude.

4.3.3.1 Méthodes de NMF sous contraintes de valeurs, de bornitude et de normalisation.

L’objet de ce paragraphe est de présenter formellement les règles de mise à jour en partant

des acquis du chapitre précédent.

La première étape d’estimation de la matriceF a été abordée dans le chapitre 3. Nous avons

établi dans les équations (3.97) et (3.103) les expressionsde mise à jour de la matriceF pour la

résolution des problèmes (4.5) et (4.6) que nous rappelons

△F k+1 =△F k ◦Ω
E
◦Rα,β

F , (4.37)

ce qui aboutit à,

F k+1 = Φ
E ◦ΩE +∆F k ◦Ω

E
◦RF . (4.38)

Rα,β
F désigne un masque dont la valeur dépend du problème abordé,

Rα,β
F ,





Mα,β
F pour le problème(4.36),

Nα,β
F pour le problème(4.35),

(4.39)

oùMα,β
F est définie dans l’équation (3.99) etNα,β

F est définie dans l’équation (3.105).

En utilisant la propriétéΩI +Ω
I

= 1p×m, l’équation (4.38) peut se diviser en composantes
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forcées, en composantes complètement libres et composantes bornées

F k+1 = Φ
E ◦ΩE +∆F k ◦Ω

E
◦Ω

I
◦RF +∆F k ◦Ω

E
◦ΩI ◦RF . (4.40)

L’application des contraintes de bornitudes consiste à projeter les termes dont les valeurs sortent

des intervalles fixés, sur les bornes les plus proches. La matrice de profilF (4.41) obtenue vérifie

les différentes contraintes de type égalité et inégalité mais n’est pas de somme1. La règle de

mise à jour avant normalisation s’écrit donc

F k+1 = Φ
E ◦ΩE +∆F k ◦Ω

E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I

(
∆F k ◦Ω

E
◦RF

)
, (4.41)

oùP
Ω

I (.) est l’opérateur de projection défini par,

P
Ω

I (U) ,





Ω
I ◦ΦI− si ΩI ◦U � Φ

I−,

Ω
I ◦ΦI+ si ΩI ◦U � Φ

I+,

Ω
I ◦U sinon.

(4.42)

En utilisant la propriété (4.14), nous pouvons simplifier l’écriture en faisant appel au profil

normalisé à l’itérationk, noté dans la suite du documentF̃ k.

F k+1 = Φ
E ◦ΩE + F̃ k ◦Ω

E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I

(
F̃ k ◦Ω

E
◦RF

)
. (4.43)

La dernière étape est celle de la normalisation de la matriceF k+1 en utilisant les procédures

de normalisation précédemment abordées. La première normalisation s’effectue sans attention

aux valeurs forcées. Celle-ci conduit à

F̃ k+1 =
F k+1

F k+1 ·1m×m
. (4.44)

L’expression de la mise à jour condensée en une seule étape s’écrit alors

F̃ k+1 =
Φ

E ◦ΩE + F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I (F̃ k ◦Ω

E
◦RF )

[
Φ

E ◦ΩE + F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I (F̃ k ◦Ω

E
◦RF )

]
·1m×m

. (4.45)

L’intérêt de cette écriture est qu’elle ne fait pas apparaître de variable intermédiaire. La mise à

jour de la matrice de contribution suit donc la règle (4.17),puisque la mise à jour de la matrice
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de profil suit un schéma similaire. Voici son expression littérale :

G̃k+1 = G̃k◦Mα,β
G (G̃k,F k+1)◦

(
1nm

[
Φ

E ◦ΩE + F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I (F̃ k ◦Ω

E
◦RF )

]T
)

.

(4.46)

F k+1 suit l’équation (4.43) et̃Gk+1 correpond à une contribution corrigée suite à la normalisa-

tion. La mise à jour s’écrit donc

Mα,β
G (G̃k,F k+1) =

[
(W ◦Xα ◦ (G̃kF k+1)β−1)(F k+1)T

(W ◦ (G̃kF k+1)α+β−1)(F k+1)T

]( 1

α )

. (4.47)

Les deux équations (4.45) et (4.46) constituent une méthodepossible de résolution du problème

posé dont l’acronyme estαβ-BN1-CWNMF, référencé dans le tableau 4.2.

Une autre option consiste à appliquer la seconde normalisation à la matriceF k+1 obtenue

dans (4.43) qui préserve les valeurs forcées, c.-à-d.,

F̃ k+1 = Φ
E ◦ΩE +

F k+1−Φ
E ◦ΩE

(F k+1−Φ
E ◦ΩE) ·1m×m

◦ (1p×m−Φ
E ·1m×m), (4.48)

où F k+1 est obtenu par l’équation (4.43). Cette dernière équation sesimplifie en remplaçant la

matriceF k+1−Φ
E ◦ΩE par sa valeur issue de (4.43). Ceci aboutit à,

F̃ k+1 =Φ
E ◦ΩE +

F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I (F̃ k ◦Ω

E
◦RF )

(
F̃ k ◦Ω

E
◦Ω

I
◦RF +P

Ω
I (F̃ k ◦Ω

E
◦RF )

)
·1m×m

◦(1p×m−Φ
E ·1m×m).

(4.49)

Ceci permet en outre de conserver des relations relatives uniquement aux matrices de profils

normalisés.

La règle de mise à jour de la matrice de contribution n’est passoumise à des contraintes,

elle suit donc l’équation multiplicative issue de (3.100),à savoir,

Gk+1 = Gk ◦Mα,β
G (Gk, F̃ k+1), (4.50)

où le masque est défini par :

Mα,β
G (Gk, F̃ k+1) ,




(
W ◦Xα ◦

(
GkF̃ k+1

)β−1
)

(F̃ k+1)T

(W ◦ (GkF̃ k+1)α+β−1)(F̃ k+1)T




1

α

. (4.51)

Les équations (4.49) et (4.50) constituent une seconde manière de résoudre les problèmes (4.35)
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et (4.36). Cette méthode sera dénomméeαβ-BN2-CWNMF dans le tableau 4.2.

4.3.3.2 Méthodes de NMF sous contraintes de valeurs, de normalisation et de bornitude :

Nous proposons dans ce paragraphe des variantes des méthodes précédentes dans lesquelles

les contraintes de bornitude interviennent en dernière phase. L’approche consiste donc à ap-

pliquer l’opérateur de projectionP
Ω

I après la recherche de profils respectant les contraintes

de forçage et de normalisation. Les règles de mise à jour aveccontraintes de forçage et nor-

malisation simultanée ont été développées dans le paragraphe adéquat et ont conduit à deux

règles de mise à jour différentes suivant la normalisation adoptée. Nous partons pour cela de

l’équation (4.15) que nous réécrivons de manière à intégrerle masque de bornitude :

F̃ k+1 =
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1m×m

+
F̃ k ◦Ω

E
◦ΩI ◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1m×m

. (4.52)

L’application des contraintes de bornitude rend le profil demanière générale non normalisé, ce

qui nous conduit noter la matrice de profil sous la formeF k+1. L’expression de mise à jour du

profil se déduit en appliquant la projection sur le domaine des bornes connues :

F k+1←
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1m×m

+P
Ω

I




F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F[
Ω

E ◦ΦE + F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F

]
1m×m


 .

(4.53)

La mise à jour de la matrice de contribution se base sur l’expression (4.50), par contre, nous ne

disposons pas d’une matrice de profil normalisé. Ainsi, la mise à jour s’écrit :

Gk+1 = Gk ◦Mα,β
G (Gk,F k+1). (4.54)

Les deux équations (4.53) et (4.54) définissent la méthodeαβ-N1B-CWNMF dont l’acronyme

est rappelé dans le tableau 4.2. Une alternative à la méthodeprécédente est d’utiliser l’équa-

tion (4.24) et de la décomposer en terme dépourvus de contrainte de bornitude et de terme
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soumis éventuellement à bornitude.

F̃ k+1 =Ω
E ◦ΦE +




Ω
E
◦Ω

I
◦ F̃ k ◦Rα,β

F[
Ω

E
◦ F̃ k ◦Rα,β

F

]
1m×m

+
Ω

I ◦ F̃ k ◦Rα,β
F[

Ω
E
◦ F̃ k ◦Rα,β

F

]
1m×m


◦(1p×m−Φ

E ·1m×m)

(4.55)

L’application de l’opérateur de bornitude conduit à l’expression de mise à jour de la matrice de

profil non-normaliséeF k+1 :

F k+1 = Ω
E ◦ΦE +

F̃ k ◦Ω
E
◦Ω

I
◦Rα,β

F

(F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F ) ·1m×m

◦ (1p×m−Φ
E ·1m×m)

+P
Ω

I


 F̃ k ◦Ω

E
◦Rα,β

F

(F̃ k ◦Ω
E
◦Rα,β

F ) ·1m×m

◦ (1p×m−Φ
E ·1m×m)


 .

(4.56)

La mise à jour de la matrice de contribution est la même que dans l’équation (4.54). Cette der-

nière équation et l’équation (4.56) constituent une méthode dont l’acronymeαβ-N2B-CWNMF

est proposée dans le tableau 4.2. En définitive, toutes ces méthodes présentent néanmoins l’in-

convénient de perdre les attributs précédents recherchés pour la solution au cours des itérations.

Cependant, en pratique, la convergence vers un point limite assure qu’asymptotiquement la

matrice limite préserve ces attributs recherchés.

Avant de s’intéresser aux différentes expérimentations, il semble utile de présenter un ré-

sumé des différentes méthodes.

4.3.3.3 Description des algorithmes et leurs acronymes

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents un ensemble de méthodes dédiées à la

résolution des problèmes (4.35) et (4.36).

Nous décrivons dans le tableau 4.2 les8 méthodes correspondant à celles développées dans

les paragraphes précédents. Nous y trouvons les règles de mise à jour ainsi que l’acronyme que

nous utiliserons lors de nos expérimentations.

Le -R signifie la version de la méthode appliquée aux résidus.Le N qualifie le type de la nor-

malisation choisi tandis que le B se rapporte à l’usage de la bornitude et le C se rapporte à la

contrainte de forçage de profils.

Les deux opérations de projection sont désignées par la normalisation (Nx) et la bornitude.

Dans le tableau 4.2, le sigle à gauche juste avant -CWNMF correspond à la dernière opération

de projection. Ainsi, BN1 signifie que la normalisation1 a été appliquée en dernier précédée

des autres contraintes. Ces différentes méthodes seront donc expérimentées dans nos tests.
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Tableau 4.2 – Les différentes méthodes avec bornes

Acronyme Règle surF Règle surG Masque surF Masque surG

αβ-BN1-CWNMF-R Equ (4.45) Equ (4.46) Mα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (G̃k,F k+1)

αβ-BN1-CWNMF Equ (4.45) Equ (4.46) Nα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (G̃k,F k+1)

αβ-BN2-CWNMF-R Equ (4.49) Equ (4.50) Mα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk, F̃ k+1)

αβ-BN2-CWNMF Equ (4.49) Equ (4.50) Nα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk, F̃ k+1)

αβ-N1B-CWNMF-R Equ (4.53) Equ (4.54) Mα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (Gk,F k+1)

αβ-N1B-CWNMF Equ (4.53) Equ (4.54) Nα,β
F (G̃k, F̃ k) Mα,β

G (Gk,F k+1)

αβ-N2B-CWNMF-R Equ (4.56) Equ (4.54) Mα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk,F k+1)

αβ-N2B-CWNMF Equ (4.56) Equ (4.54) Nα,β
F (Gk, F̃ k) Mα,β

G (Gk,F k+1)

4.4 Estimation de la qualité de la séparation

Afin de caractériser la qualité de nos résultats, il est souhaitable de proposer des indicateurs

de performance des données entrantes ainsi que des signaux sortants.

4.4.1 Rapport Signal à Bruit des données

Nous proposons d’introduire le rapport Signal à Bruit global(SNR pourSignal-to-Noise

Ratioen anglais) comme une moyenne des rapports signal à bruit pris en dB pour chaque espèce

chimique. Cette définition est aussi celle qui est adoptée dans [115]. Le SNR se définit par,

SNR(X) =
1

m

m∑

j=1

SNRj(xj) =
1

m

m∑

j=1

10 log10

∑n
i=1 x2

ij∑n
i=1 e2

ij

, (4.57)

avecxij les données non-bruiées eteij le bruit instantané. Cet indicateur, classiquement utilisé

dans la littérature, permet de qualifier le bruit sur les données.

4.4.2 Évaluation de la qualité d’estimation

De nombreux indicateurs sont disponibles dans la littérature afin d’évaluer les performances

des différentes méthodes de séparation de sources [103]. Nous ne citons ici que les plus courants

uilisantG ouF 8.

8. Certains indicateurs se basent aussi sur l’inverse de la matrice de mélange qui n’est pas estimée dans notre
cas .
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4.4.2.1 Rapport signal sur interférence

Le rapport signal sur interférence (SIR pourSignal-to-Interference Ratioen anglais) est le

quotient entre la puissance d’un signal et les différentes interférences qu’il peut subir. Couram-

ment utilisé dans le domaine de la séparation de sources, le SIRj se calcule en premier lieu sur

chaque sourcej. Il mesure le niveau de distorsion dû à l’interférence résiduelle den échantillons

d’une source :

SIRj = 10 log10(

∑n
k=1 s2

jk∑n
k=1(sjk− ŝjk)2

) ∀j ∈ {1 . . .p}. (4.58)

Un indicateur global SIR est obtenu en moyennant chacun des SIRj des sources, c.-à-d.,

SIR=
1

p

p∑

j=1

SIRj . (4.59)

Mansour [103] évoque plutôt un indice de diaphonie qui, en fait, est égal à l’opposé du SIR

défini ci-dessus. Deville [47] propose une indice de facteurd’amélioration du SIR, noté SIRI,

qui évalue l’amélioration entre les données entrantes et sortantes. Dans [62], l’auteur montre en

pratique que le SIR n’est pas toujours adapté pour les données fortement corrélées. Dans notre

application, il s’avère que certains profils des sources peuvent être corrélés, d’où la nécessité

d’introduire d’autres indices.

4.4.2.2 Rapport mélange à erreur

Nous pouvons aussi avoir recours à un indicateur reconnu dans la littérature appelé le Rap-

port mélange à erreur (MER pourMixing Error Ratio en anglais) [167], obtenu à partir de

chaque colonne de la matriceG. Pour chaque source, nous pouvons exprimer une quantité

MERj exprimée en décibels. Pour un vecteur réelg
j

et son estimation̂g
j
, il est possible d’écrire

ĝ
j

sous la forme :

ĝ
j

= ĝcoll
j

+ ĝorth
j

, (4.60)

où ĝcoll et ĝorth sont respectivement colinéaire et orthogonal au vecteur réel g. Cette décompo-

sition permet d’exprimer le MER de la sourcej, noté MERj , défini par,

MERj = 10 log10

‖ ĝcoll
j
‖2

‖ ĝorth
j
‖2

. (4.61)

Il faut noter que si les valeurs de ce vecteur sont infinies, laséparation est exacte. Une valeur de

0 dB correspond à deux composantes formant un angle de45◦.
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Cet indicateur est ensuite rendu global en moyennant pour l’ensemble des sources, à savoir,

MER =
1

p

p∑

j=1

MERj . (4.62)

Grillière [62] indique que le MER permet, contrairement au SIR, de fournir une image fidèle des

performances quel que soit le degré de corrélation des sources. Nous proposons donc d’évaluer

nos méthodes en calculant le MER sur les colonnes de la matriceG.

4.5 Validation des méthodes sous contraintes de forçage et de

normalisation

Nous consacrons cette partie à l’étude expérimentale des performances des différentes mé-

thodes présentées précédemment. Nous avons volontairement choisi un exemple de taille très

réduite afin de réduire la difficulté d’interprétation. Nos travaux se situent dans le domaine de

l’identification des sources de pollution dans l’air.

Les données sont constituées de50 échantillons et7 espèces chimiques que sontFe, Ca,

SO2−
4 , Zn, Mg, Al etCr. Des incertitudesσij fournies par un expert chimique sont associées

à chaque donnéexij . Un bruit uniforme sur l’intervalle[−min(λσij ,xij);λσij ] est superposé

de manière à préserver la positivité des données . La variable λ permet de faire varier le SNR

au cours des tests. Pour la validation des méthodes, nous utilisons un jeu de profils inspirés

de différentes études chimiques de la littérature [101, 123]. Nous avons considéré uniquement

3 sources et les profils choisis dans notre exemple sont donnésdans le tableau 4.3. Ces profils

présentent en particulier des similitudes, qui se traduisent par des espèces prioritaires communes

dans la source1 et la source3 (les espècesFe etCa). En termes de signatures des sources, nous

pouvons noter que l’élémentZn est une espèce caractéristique permettant de distinguer lasource

1 et la source3. Nous pouvons aussi mentionner que l’élémentCr est présent uniquement dans

la source2. Enfin, il faut remarquer que les profils définis ici sont normalisés à 1000ng/µg, ce

qui modifie d’un facteur1000 les formulations des expressions de mise à jour des profils etaussi

des contributions. Les matrices de contributions sont quant à elles aléatoires sur un intervalle de

valeurs extrêmes réalistes.

Nous testons dans cette section les méthodes sous contraintes de forçage et de normalisation

dont les acronymes sont donnés dans le tableau 4.1 ainsi que des cas particuliers de la NMF à

base de divergenceαβ comme laα-NMF (pour α + β = 1) et la β-NMF (pour α = 1). Bien

que nous ayons présenté le MER moyen comme indice de performance, nous donnerons les

performances dans nos simulations en qualifiant de MER le produit p ·MER, représentant en
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Tableau 4.3 – Matrice de profil théorique

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

700 100 80 60 40 20 0
300 400 5 0 200 75 20
400 200 80 0 120 200 0

réalité la somme des MER de chaque source.

Toutes les méthodes ont en commun une initialisation identique donnée dans le tableau 4.4.

Le tableau 4.5 indique les éléments forcés de la matrice de profil F et le tableau 4.6 les valeurs

de forçage de ces éléments. En définitive,5 contraintes sont prises en compte sur un ensemble

de21 paramètres de profils.

Tableau 4.4 – MatriceFinit pour les premières simulations

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

500 250 20 60 150 20 0.001
550 225 5 50 100 50 20
300 200 100 50 60 120 170

Tableau 4.5 – MatriceΩE utilisée dans les premières simulations pour toutes les méthodes
informées

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0

Tableau 4.6 – MatriceΦE utilisée dans les premières simulations pour toutes les méthodes
informées

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 60 0 0 0
0 0 5 0 0 0 20
0 200 0 0 0 0 0
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4.5.1 NMF à base de divergenceβ

Nous nous intéressons ici aux méthodes de NMF basées sur la divergenceβ (qui correspond

à la divergenceαβ pourα = 1). Le jeu de données choisi correspond à un SNR de30 dB et les

conditions d’expérimentations sont celles décrites dans le paragraphe introductif. Les méthodes

choisies sont la version à base de divergenceβ, de la NMF (β-NMF) [55], de la NMF pondérée

(β-WNMF) [68, 92], et des4 méthodes décrites dans le tableau 4.1.

La figure 4.1 montre que les performances de nos méthodes informées dépassent les mé-

thodes de la littérature. Par ailleurs, on peut remarquer laméthodeβ-N1-CWNMF-R reste plus

stable que les autres méthodes quandβ change. Nous pouvons aussi repérer l’intervalle de va-

leurs deβ, β ∈ [0.3;0.7] qui procurent de bonnes performances pour toutes les méthodes. Dans

cet intervalle, les méthodes informées sans résidus donnent de meilleures performances.

Dans la suite, nous séléctionnonsβ = 0.5 pour effectuer la comparaison avec les autres

méthodes. Ainsi, la figure 4.2 rassemble les résultats de cette comparaison pour des données

dont le SNR varie de15 dB à65 dB. Les méthodes présentent toutes une chute de performance

lorsque le SNR décroît. Il est à noter que les méthodes sont toutes initialisées avec la même

matriceFinit 4.4 Pourtant, ces dernières n’atteignent pas les performances des méthodes in-

formées. La méthodeβ-N1-CWNMF-R reste la plus performante parmi les méthodes à base

de Résidus (-R), surtout pour des SNR élevés. Par ailleurs, lesméthodes sous contraintes sans

résidus (β-N1-CWNMF, β-N2-CWNMF) présentent les performances les plus élevées quelque

soit la situation. L’apport de ces méthodes est cependant plus modéré pour les SNR faibles.
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FIGURE 4.1 – Performance des méthodes de NMF en fonction deβ (critère de performances :
MER (en dB))

Nous avons voulu aussi observer l’influence d’un nombre de contraintes plus réduit sur la
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FIGURE 4.2 – Performances des NMF à base de divergenceβ en fonction du SNR : 5
contraintes,β = 0.5

qualité de la factorisation. Parmi les contraintes préalablement fixées, nous avons choisi d’en

éliminer 2. Les nouvelles matrices de contraintes sont donc données dans les tableaux 4.7 et

4.8. La figure 4.3 montre en effet une chûte de performances pour toutes les méthodes dues en

partie à l’initialisation experte différente, cette dernière ne proposant que3 contraintes égalité

pour informer la recherche. De nouveau, les méthodes sans résidu sous contraintes donnent de

meilleurs résultats qui sont visibles sur la figure 4.3.

Tableau 4.7 – La matriceΩE utilisée dans les seconds tests

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0

Tableau 4.8 – La matriceΦE utilisée dans les seconds tests

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 20
0 0 0 0 0 0 0
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FIGURE 4.3 – Performances des méthodes NMF en fonction du SNR : 3 contraintes,β = 0.5

4.5.2 NMF à base de divergenceα

Dans la continuité des tests précédents, nous nous intéressons aux mêmes méthodes, dédiées

ici à la divergenceα. Rappelons que pour la divergenceα, les variantes informées avec résidus

et sans résidus conduisent aux mêmes règles, débouchant ainsi sur uniquement2 méthodes

informées. En premier lieu, nous décidons de faire varier leparamètreα en fixant le SNR

à 30 dB. La figure 4.4 montre une allure générale similaire aux tests précédents. Toutefois,

il apparaît, contrairement aux autres expérimentations, que les méthodes sous contraintes de

forçage ont exactement les mêmes performances quandα < 0.9. Nous choisissonsα = 0.3 pour

le reste des expérimentations.
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FIGURE 4.4 – Comparaison des différentes méthodes en fonction deα pour un SNR de30 dB

L’allure générale de la figure 4.5 est la même que pour les NMF àbase de divergenceβ.

Nous pouvons cependant relever que les performances des deux méthodes informées à base de

résidus sont exactement les mêmes. Le choix deα a permis de rehausser les performances de
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la méthodeα-N2-CWNMF pour se comporter comme la méthodeα-N1-CWNMF. Le constat

d’apport modéré en faible SNR demeure vrai pour ces méthodessous contraintes.
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FIGURE 4.5 – Performance des méthodes en fonction du SNR pourα = 0.3

4.5.3 Méthodes de NMF informées à base de divergenceαβ

Nous venons d’examiner les performances de certaines méthodes spécifiques à base de di-

vergences. Nous voulons généraliser ces résultats à des couples de paramètres (α, β) plus nom-

breux. Dans cette optique, nous proposons de représenter ladisposition de ces paramètres. Nous

avions déjà formulé des recommandations dans le choix de cesparamètres. Nous avons suivi

ces recommandations pour sélectionner des points potentiellement intéressants. La figure 4.6

permet de visualiser les couples de valeurs utilisées lors des simulations. En rouge, nous avons

les points utilisés dans ces expérimentations. La figure 4.7montre les performances des2 mé-

thodes non-contraintes et des4 méthodes informées en fonction du SNR pour les couples de

paramètres (α, β) retenus. L’allure générale préalablement observée persiste. Il est cependant

à noter que la méthodeαβ-N1-CWNMF-R donne parfois de mauvais résultats pour certains

couples (α, β). Ces performances basses sont observées sur la droiteα + β = 1.2, ce qui laisse

penser que la direction de descente suivie n’est pas adéquate. Le choix de ces paramètres est

donc vraiment sensible. La méthodeαβ-N2-CWNMF-R donne des résultats plus stables mais

le gain en performances par rapport aux méthodes non-contraintes n’est pas conséquent. Par

contre, nous observons que les méthodes contraintes sans résidus apportent une amélioration

nette des performances surtout en SNR élevé. Ces deux méthodes (αβ-N1-CWNMF, αβ-N2-

CWNMF) donnent presque en permanence les mêmes performances.Néanmoins, toutes les
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FIGURE 4.6 – Les différents couplesα,β étudiés

méthodes contraintes ne donnent qu’un gain modéré en faibleSNR par rapport aux méthodes

non-contraintes.

4.5.4 Robustesse à l’initialisation

Nous avions jusqu’à présent considéré une seule initialisation, commune à toutes les mé-

thodes et provenant d’un expert. Dans cette section, nous cherchons à examiner l’influence de

l’initialisation sur la qualité des perfomances des méthodes.

La non unicité de la solution est effectivement un frein potentiel aux performances des

méthodes. Nous proposons donc de faire varier la matrice de profil initial tout en respectant les

connaissances expertes. Par ailleurs, la normalisation duprofil initial doit aussi être respecté.

L’observation de la qualité de l’initialisation est effectuée en calculant le SIR entreFinit et

Fthéo. Cependant, le SIR de chaque source ne peut pas descendre en dessous d’un certain seuil

selon le nombre de contraintes présentes sur chaque source.Par exemple, la source1 et 2 ne

peuvent avoir des SIR inférieurs à approximativement9 dB.

Pour cette première évaluation, les résultats sont rassemblés dans le tableau 4.9. Nous utili-

sons les données de SNR de 30 dB auxquelles nous appliquons les différentes NMF basées sur la

norme de Frobenius. Le MER est évalué surG pour chaque source et celui-ci est reporté en des-

sous de la méthode correspondante. On constate dans le tableau 4.9 que les méthodes classiques

de la littérature présentent beaucoup de solutions de performances différentes. Par contre, les

méthodes sous contraintes présentent une meilleure stabilité à l’initialisation, avec au maximum

2 solutions. Ce résultat est confirmé par la seconde salve de tests obtenus dans les figures 4.8 et

4.9. La figure 4.8 (respectivement 4.9) rapporte les performances obtenues par les différentes
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FIGURE 4.7 – Performances des différentes méthodes en fonction du SNR

méthodes pour de nombreux essais de données de SNR30 dB (respectivement17 dB) pour deux

couples distincts de (α,β). Nous pouvons remarquer que la méthode NMF comporte quasiment

117



Chapitre 4. Factorisation matricielle sous contraintes de bornitude et de normalisation

Tableau 4.9 – Influence de l’initialisation sur les performances de NMF pourα = 1, β = 1 et
SNR=30 dB

SIR|MER Finit αβ-NMF αβ-WNMF αβ-N1-CWNMF-R αβ-N2-CWNMF-R
Tests Source 1Source 2Source 3Source 1Source 2Source 3Source 1Source 2Source 3Source 1Source 2Source 3Source 1Source 2Source 3

1 21.41 21.47 21.24 24.92 22.97 25.02 26.30 27.59 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
2 8.91 21.47 21.24 24.80 19.24 22.23 24.97 27.40 21.48 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
3 21.41 9.15 21.24 24.92 22.97 15.60 26.64 27.84 17.95 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
4 21.40 21.47 5.03 25.46 22.97 19.89 11.87 27.73 25.65 31.18 28.96 29.10 26.13 27.71 30.07
5 8.91 9.15 21.24 24.82 19.27 23.69 24.80 27.39 21.31 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
6 21.41 10.65 4.21 24.92 22.97 17.95 11.87 27.73 25.65 31.18 28.96 29.10 26.12 27.71 30.07
7 8.91 21.47 5.03 24.81 19.25 22.23 24.81 27.39 21.32 31.18 28.96 29.10 26.13 27.71 30.07
8 8.91 10.65 4.21 24.81 19.25 22.23 24.00 27.26 20.93 31.18 28.96 29.10 26.13 27.71 30.07
9 15.60 21.47 21.24 24.92 22.97 22.54 26.61 27.44 24.08 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
10 21.41 15.27 21.24 24.92 22.97 25.64 26.31 27.59 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
11 21.41 21.47 15.28 25.19 22.97 26.02 26.21 27.59 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
12 15.60 15.27 21.24 24.88 22.16 22.43 26.29 27.59 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
13 21.41 15.27 15.28 24.92 22.97 24.05 26.23 27.6 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
14 15.60 21.47 15.28 25.06 22.97 22.75 26.68 27.45 24.50 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70
15 15.60 15.27 15.28 24.92 22.97 23.44 26.20 27.59 26.97 31.18 28.96 29.10 24.91 27.67 24.70

autant de solutions que d’essais effectués. La méthodeαβ-WNMF présente encore beaucoup

de solutions potentielles mais semble plus stable pour le coupleα = 0.8 et β = 0.4. Enfin, les

méthodes contraintes donnent presque toujours une seule solution. On peut aussi remarquer

que la méthodeαβ-N2-CWNMF donne de meilleurs résultats, tant en termes de stabilité que de

qualité du MER obtenu.
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FIGURE 4.8 – Réparition des MER en fonction de l’initialisation pourles différentes méthodes
(SNR = 30 dB)
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FIGURE 4.9 – Répartition des MER en fonction de l’initialisation pour les différentes méthodes
(SNR = 17 dB)
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4.6 Expérimentations des méthodes de NMF sous contraintes

de bornitude

Nous proposons dans cette section de poursuivre les expérimentations effectuées avec l’exemple

de simulation précédent. Nous proposons ici de confronter les méthodes de bornitude avec les

autres méthodes en limitant le nombre de contraintes égalité.

Le nombre d’éléments figés dans la matrice de profilF est réduit ici à 3 éléments et 3 autres

éléments sont soumis à des contraintes de bornitude. Ceci donne lieu aux différents tableaux de

matrices de configurations (4.10 – 4.13).

Tableau 4.10 – MatriceΩE pour les simulations avec bornitude

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0

Tableau 4.11 – MatriceΦE pour les simulations avec bornitude

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 20
0 0 0 0 0 0 0

Tableau 4.12 – MatriceΩI pour les simulations avec bornitude

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

Il s’agit d’examiner l’apport que peuvent constituer les contraintes de bornitude par rap-

port aux méthodes de la Table 4.1 et les méthodes standards. Etant donné la supériorité des

méthodes sous contraintes (αβ-N1-CWNMF, αβ-N2-CWNMF) dans les tests précédents, nous

envisageons de ne conserver que ces2 méthodes parmi les4 pour effectuer le comparatif. Dans

le même ordre d’idée, nous avons uniquement implémenté les méthodes à bornes sans résidus
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Tableau 4.13 – MatriceΦI−/ΦI+

Fe Ca SO2−

4
Zn Mg Al Cr

0 0 0 40/80 0 0 0
280/320 0 0 0 0 0 0

0 180/220 0 0 0 0 0

(sans le sigle -R) dont les acronymes sont donnés dans le Tableau 4.2. Ainsi,8 méthodes (2 mé-

thodes sans contraintes,2 méthodes avec contraintes de forçage,4 méthodes avec contraintes

de bornitude) sont examinées en détail pour les différents SNR variant de15 à 65 dB. La fi-

gure 4.10 rassemble les différents éléments de performances pour les couples de paramètres

(α, β) d’intérêt. Pour les différents couples (α,β), la valeur ajoutée des méthodes à bornes est

importante surtout pour les mélanges qui présentent des grandes valeurs de SNR. Cependant, la

qualité d’estimation évolue en fonction des paramètres (α,β). Dans nos tests, nous notons que

les meilleures performances sont atteintes pourα = 0.8 etβ = 0.4.

De manière générale, les4 variantes de laαβ-BNx-CWNMF etαβ-NxB-CWNMF ont des

performances similaires avec un léger avantage pour la normalisation 2. L’observation du résul-

tat de la séparation aux endroits bornés de la matrice de profil F montre que les valeurs obtenues

ne collent pas aux bordsΦI− etΦI+.

Dans la figure 4.11, nous représentons en noir les moyennes des MER obtenues en fonction

du SNR en entrée et en gris la distribution des MER liée aux différentes valeurs de (α,β). Ces

moyennes sont effectuées sur des petites tranches de SNR et pour tous les couples (α,β) à

tester. Pour les différentes méthodes, les allures générales des courbes sont similaires mais les

moyennes et les écarts types peuvent être très différents. Par ailleurs, la figure 4.11 montre des

résultats moyens supérieurs pour les méthodes à contraintes de bornitude.

Examinons d’abord les méthodes à contraintes de forçage. Laméthodeαβ-N2-CWNMF est

beaucoup moins sensible au choix des paramètres (α,β) que sa concurrenteαβ-N1-CWNMF.

En effet, les moyennes des MER sont légèrement plus élevées pour la normalisation2 et les

écarts types sont beaucoup moins grands.

Les résultats obtenus pour les méthodes avec bornitudeαβ-BNx-CWNMF et αβ-NxB-

CWNMF procurent des performances plus élevés que les méthodesavec des contraintes de

type égalité uniquement. On peut aussi noter une dispersiondes résultats plus grande lorsque

le SNR est élevé pour les méthodes à bornitude. Cependant, dans le cas de ces méthodes, au-

cune des deux normalisations utilisées n’apparaît plus favorable. Enfin la figure 4.12 aboutit

aux mêmes conclusions relatives à la limitation du nombre points stationnaires dans les mé-

thodes informées avec un avantage clair pour les deux méthodes utilisant la normalisationN1.
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En conclusion, les méthodes à contraintes de bornitude présentent un réel intérêt pour guider

la solution vers des profils convaincants. Toutefois, en présence de bruit fort sur les données, le

MER qui est évalué sur la matrice de contribution ne peut fournir des résultats que faiblement

supérieur compte tenu du bruit fort sur les données.

4.7 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre évoqué dans un premier temps les méthodes de NMF cou-

plées à des contraintes de forçage et de normalisation. Nousavons présenté4 variantes qui ont

débouché sur les règles respectives de mise à jour.

Dans un second temps, nous avons intégré le problème de NMF enprésence en sus de

contraintes de bornitude. L’intérêt potentiel de cette formulation consistait à essayer de guider

la solution vers des solutions physiquement réalistes. Cecia permis de définir des règles de

mise à jour et8 méthodes basées sur ces principes ont pu être élaborées. Nous avons mis en

place des tests de simulation sur un jeu de données synthétiques de faible dimension compor-

tant3 sources. Nous avons pu intégrer une connaissance partiellede profils soit sous forme de

contraintes de forçage soit sous forme de bornes minimales et maximales. Les tests effectués

sur jeu de données synthétiques confirment l’amélioration de la qualité de la séparation appor-

tée par la prise en compte de contraintes égalité et inégalité. L’indice de performance est bien

plus élevé pour la séparation dans un mélange faiblement bruité (SNR fort). Cependant, pour

les données à faible SNR, les performances des différentes techniques informées restent juste

supérieures et l’amélioration n’est que de quelques dB en moyenne. Cet inconvénient peut être

expliqué par le fait que toutes les contraintes sont apportées sur la matrice de profilF alors que

l’indice de performances est calculé sur la matrice de contribution G. L’erreur d’estimation est

donc essentiellement due à l’erreur sur les données d’entrées. L’apport sur la matrice de profil

est indéniable dans toutes les méthodes évoquées.

Dans le but d’obtenir encore une meilleure séparation, nousproposons dans le chapitre

suivant, de tenir compte des conditions météorologiques permettant d’ajouter des contraintes

sur la matrice de contribution.
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FIGURE 4.10 – Comparaison des méthodes en fonction du SNR
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FIGURE 4.11 – Répartition des performances des différentes méthodes en fonction du SNR
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FIGURE 4.12 – Répartition des résultats en fonction des initialisations pour les différentes mé-
thodes (SNR=17dB,α = 0.8 β = 0.4)
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Troisième partie

Apport des connaissances d’un modèle

pour informer la NMF





Chapitre 5

Factorisation matricielle informée par un

modèle physique

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avions développé des méthodes NMF informées inté-

grant plusieurs types d’information sur la matrice de profil.

Dans ce chapitre, notre souhait est d’intégrer en complément une information sur la forme

de la matrice de contribution. Rappellons que cette matrice rassemble les quantités reçues de

chaque source par le capteur. De manière générale, la matrice de contribution n’a pas de pro-

priété particulière en dehors de la positivité si aucune information ne permet de conditionner

le transfert source capteur ou l’activité de la source pour un échantillon donné. En revanche,

la connaissance d’informations géographiques et météorologiques peuvent renseigner sur l’in-

fluence d’une source pendant un épisode de mesure. Par exemple, un modèle physique de disper-

sion est dans ce cas bien adapté pour évaluer l’influence d’une source (par exemple ponctuelle)

sur un récepteur. Nous proposerons donc une méthode pour introduire le modèle physique au

sein du modèle récepteur décrit dans l’équation (1.5).

Ainsi, nous allons d’abord nous intéresser à l’étude de quelques modèles de transfert source-

capteur. Notons que ces modèles de dispersion transposent bien la réalité physique, et traduisent

la forte sensibilité à l’intensité et à la direction du vent instantané. Les taux de transferts varient

en grande amplitude en fonction du temps et de l’espace. L’emploi d’un modèle suppose des

hypothèses de travail qui seront examinées. En particulier, il est nécessaire de faire quelques

approximations sur le vent, dont l’estimation du champ réel3D sort du cadre de cette étude. Le

modèle sera donc ici un indicateur binaire de l’influence d’une source sur le récepteur.

La stratégie est d’utiliser un modèle pour structurer la matrice de contribution, et ce, en
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Chapitre 5. Factorisation matricielle informée par un modèle physique

amont de la factorisation informée par les autres contraintes.

La figure 5.1 recense les différentes étapes de l’approche. Nous nous intéresserons dans un

premier temps à l’intégration du modèle physique dans le modèle récepteur dans un cadre multi-

sources. La non-participation de certaines sources dans certains échantillons est prise en compte

et nous proposons dans un second temps une structuration adaptée de la matrice de contribution

tenant compte de l’influence instantannée des sources ponctuelles. Cette structuration a la par-

ticularité, par le caractère absorbant des zéros pour la multiplication, de conserver tout au long

de la recherche les éléments inhibés par le masqueΩG, résultant de l’étape de modélisation et

seuillage. L’étape d’initialisation de la matrice de contribution requiert la connaissance de deux

entitésΩF etΦF respectivement définies parΩF , {ΩE ,ΩI} etΦF , {ΦE ,ΦI−,ΦI+}.

La dernière étape exécute la recherche NMF informée avec lescontraintes développées dans

les chapitres précédents et utilise la structure développée dans les étapes amont.

Modélisation
et

Seuillage

Coordonnées des sources
Conditions atmosphériques

Coordonnées du capteur

ΩG

ΩF

Finit

{X,W}
ΦF

Initialisation
(optimisation

quadratique) {X,W}
ΦF

Finit

Ginit
NMF

Informée

ΩG ΩF

G
F

FIGURE 5.1 – Structure de la méthode NMF informée.

5.2 Etude des modèles de dispersion atmosphérique

Ces modèles caractérisent la manière dont se propage un polluant dans l’air suite par exemple

à des rejets. Ces modèles peuvent être très complexes selon lanature des phénomènes pris en

compte. Ils traduisent la conservation des masses libéréespar les sources qui subissent deux

phénomènes physiques conjoints que sont l’advection et la diffusion. L’advection est portée

par le vent dont la modélisation du champ dynamique est également un problème délicat. Les

fluides mis en jeu répondent à des comportements complexes modélisés par les équations de

Navier-Stokes dont la résolution est encore un problème ouvert. La notion de domaine sur le-

quel s’appuie cette résolution est aussi d’importance.

Selon les hypothèse formulées, différentes familles de modèles de dispersion atmosphérique

peuvent être recensées :

– les modèles analytiques gaussiens,

– les modèles intégraux,

– et les modèles CFD (pourComputational Fluid Dynamicsen anglais)
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5.2. Etude des modèles de dispersion atmosphérique

5.2.1 Les modèles analytiques gaussiens

Le plus simple et le plus utilisé des modèles est le panache gaussien qui correspond à une

source ponctuelle qui émet de manière permanente, selon un vent stable et uniforme orienté

toujours dans la même direction dans un domaine infiniment ouvert. Il résulte de la résolution

simplifiée des équations de conservation dans les conditions citées [160]. La diffusion est dé-

pendante des distances depuis l’émission, mais aussi des classes de stabilité qui définissent la

forme du panache. L’advection dépend de la vitesse et direction du vent. La distribution du

gaz à un instant donné est représentée par un panache gaussien des deux cotés de l’axe de re-

jet, comme on peut le voir sur la figure 5.2. Dans ce type de modèle, la source d’émission est

supposée ponctuelle et ses dimensions petites devant les dimensions du panache aux premiers

instants de l’observation considérée [127].

FIGURE 5.2 – Exemple de panache gaussien [163]. Le repère a pour origine le lieu d’émission
de la source chimique.

5.2.2 Les modèles intégraux

Ces modèles sont basés sur la résolution simplifiée des équations de la mécanique des

fluides. Le gaz peut en réalité subir plusieurs effets autresque ceux du vent et la stabilité atmo-

sphérique et le modèle gaussien ne peut pas convenir dans ce cas. En effet :

– les gaz lourds peuvent être affectés par la gravité,

– les gaz légers peuvent subir les effets de flottabilité et deturbulence,

– les jets de gaz peuvent se faire à des vitesses importantes

– et les sources peuvent être vues autrement que comme des sources ponctuelles.

Le modèle intégral introduit des paramètres supplémentaires afin de spécifier des mécanismes

non-représentés par les équations simplifiées de la mécanique des fluides. Cela nécessite donc

en contrepartie une étape de calage de ces paramètres additionnels. Bien que ce modèle présente
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l’avantage de modéliser les gaz lourds et légers, il supposel’absence de tout type d’obstacle et

de relief. De plus, quelques erreurs peuvent être engendrées à cause de la simplification d’équa-

tions de la mécanique des fluides. La turbulence atmosphérique est prise en compte par l’in-

termédiaire de classes de stabilité atmosphérique, permettant d’éviter une modélisation lourde

de la turbulence. L’application de ces modèles se révèle utilisable sur des zones de taille infé-

rieure à 10 km. Le logiciel ADMS utilisé dans [148] constitueun exemple de modèle intégral

de dispersion atmosphérique.

5.2.3 Les modèles CFD

Les modèles CFD permettent une résolution numérique des équations de la mécanique des

fluides. De ce fait, les outils CFD disposent d’un vaste champ d’application et prennent en

compte des sources multiples et des débits variables associés. Leurs points forts proviennent

de leur capacité à coller à la réalité du terrain et de tenir compte des différents facteurs qui

interviennent dans le phénomène de dispersion (turbulencethermique, différents obstacles et

reliefs...). Sa précision dépend de la méthode de résolution numérique choisie, de la forme du

maillage et de la densité de ce maillage. Par ailleurs, et contrairement au modèle intégral,

le modèle CFD peut être appliqué dans le cas de débit variable ou dans le cas de conditions

météorologiques extrêmes.

Par contre, ce type de modèle peut présenter des difficultés de mise en oeuvre avec des

algorithmes assez complexes et un temps de calcul long selonla zone étudiée. L’application

pratique de ces modèles [148] reste limitée à des zones de taille inférieure à quelques kilomètres.

5.2.4 Un modèle physique, pour quel usage ?

Le premier usage possible d’un modèle de dispersion atmosphérique est la simulation d’épi-

sodes de pollution chroniques ou accidentelles. Dans ce cas, on peut disposer de vents mesurés

qui servent de paramètres entrants à ces modèles. On parle alors de données semi-synthétiques.

Le calage de la simulation aux phénomènes observés constitue un challenge parfois difficile à

relever. Les nombreux paramètres internes permettent en général ce calage. Le choix parmi les

différentes familles de modèles doit être guidé par l’objectif de la simulation.

Le second usage possible d’un modèle de dispersion atmosphérique se situe dans le cadre de

la problématique inverse. Il consiste à élaborer en généralun modèle simplifié qui exprime un

lien entre les causes et les conséquences observées [104]. Il résulte souvent d’hypothèses simpli-

ficatrices qui permettent de donner un lien causal entre ces variables. Toutefois, les paramètres

de réglage fin sont souvent inconnus et requièrent leur identification simultanée ou préalable.

La méconnaissance de ces paramètres rend plus délicate la restauration des signaux issus des
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sources et la plupart de ces études considèrent ces paramètres connus [144, 43]. Parfois, des

modèles convolutifs sont utilisés, mais la fréquence d’échantillonnage des données peut rendre

impossible l’usage d’un tel modèle. En particulier, dans notre étude, les données sont recueillies

toutes les12 heures et le temps de transport d’une émission ponctuelle dure moins d’une heure.

Une autre voie, que nous proposons dans le cadre de cette thèse, consiste à utiliser un modèle

atmosphérique, non pas pour exprimer la matrice de contribution de manière précise, mais pour

spécifier uniquement sa structure. En effet, l’orientationdu vent va conditionner la réception

de polluants jusqu’au capteur. Cette matrice de contribution traduit en fait si un transfert de la

source au capteur a pu s’opérer. Ainsi, nous proposons d’utiliser un modèle simple, conscient

de ses limites, mais adapté à la recherche de structure. La précision de ce modèle n’est bien

sûr pas garantie mais elle suffit largement pour déterminer la structure des transferts jusqu’au

capteur.

Pour toutes ces raisons, nous choisissons d’utiliser le modèle gaussien qui est le plus simple

à implémenter avec un coût calculatoire peu élevé comparé aux autres modèles. Le travail qui

suit reprend les travaux publiés dans [136] et fait suite à untravail de Master de M. Plou-

vin [135].

5.3 Présentation du modèle gaussien et de ses paramètres

Le modèle gaussien décrit une dispersion de gaz dans le cadred’une émission provenant

d’une source ponctuelle. Il permet de calculer un coefficient de transfert décrivant la trans-

mission du polluant de la source vers le capteur. Ce transfertdépend de différents paramètres

météorologiques ou de paramètres décrivant la source et le capteur.

La figure 5.3 représente les différents paramètres intervenant dans le calcul du modèle gaus-

sien atmosphérique et que nous nous proposons de décrire dans cette section.

5.3.1 Coordonnées sources, coordonnées capteur

Nous disposons potentiellement de plusieurs sources ponctuelles et d’un seul capteur. Leurs

coordonnées cartésiennes sont nécessaires pour le calcul du transfert. Or, il est d’usage d’uti-

liser les coordonnées géographiques (latitude, longitude, hauteur) pour la saisie de positions

terrestres. En conséquence, un module de conversion de coordonnées géographiques en coor-

données cartésiennes est requis. Pour effectuer cette conversion, des algorithmes associés à

chacune des quatres projections coniques conformes de Lambert (voir la figure 5.4) sont dis-

ponibles [157] et applicables selon la zone d’appartenancedes coordonnées dans le système de

repérage Lambert. Puisque notre étude couvre le nord de la France, nous avons retenu unique-
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FIGURE 5.3 – Paramètres pour le calcul du transfert.

ment la conversion par l’algorithme Lambert I.

5.3.2 Paramètres météorologiques

Les paramètres météorologiques sont le vecteur vent et les classes de stabilité. Ces deux

paramètres sont néanmoins différents dans le sens où le ventest mesuré directement tandis que

les classes de stabilité sont déduites d’un ensemble de conditions météorologiques.

Pour le vent, celui-ci est obtenu par une mesure simultanée de l’intensité et de la direc-

tion angulaire dans le plan horizontal. Cette mesure est supposée stationnaire dans l’espace

et pendant toute la durée de transfert sources-capteur. Ces hypothèses un peu simplificatrices

correspondent ainsi à celles de l’utilisation d’un modèle gaussien.

Une difficulté provient des cadences des mesures effectuées. Ainsi, la mesure de pollution

est réalisée toutes lesTe = 12 h tandis que la mesure de vent est en général effectuée tous les
Te
ν h, oùν est un entier représentant le coefficient de sur-échantillonnage. Ainsi, les modèles

peuvent être évalués à la période d’échantillonnage du venttandis que les mesures sont collec-

tées plus rarement. Un moyennage des taux de transfert sera effectué sur chaque période de 12 h

à partir des mesures de ventν fois plus nombreuses.

Les classes de stabilité sont par contre des informations indirectes. Celles-ci sont obtenues

à partir d’informations d’intensité de vent et de luminosité.6 classes de stabilité ont été définies

par Pasquill [163] afin de prendre en compte la turbulence atmosphérique (voir le tableau 5.1).
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FIGURE 5.4 – Zone couverte par les quatre projections coniques conformes de Lambert.

Ces classes vont de A (très instable) à F (très stable).

Tableau 5.1 – Exemple d’une classe de stabilité : classe de stabilité de Pasquill.
Stabilité Jour Nuit

Rayonnement solaire incident Nébulosité
[m/s] Fort Modéré Faible entre4

8 et 7
8 < 3

8
< 2 A A-B B F F
2-3 A-B B C E F
3-5 B B-C C D F
5-6 C C-D D D D
> 6 C D D D D

Ces classes de stabilité servent de référence pour déterminer les dispersions verticales et

horizontales utilisées dans le modèle gaussien.

5.3.3 Équation de transfert

Le calcul du transfert nécessite la définition d’un repère lié au vent et centré sur la source.
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5.3.3.1 Changement de repère

Nous disposons des coordonnées de la source(xs,ys, zs) ainsi que des coordonnées du cap-

teur(xc,yc, zc) dans un reprère fixe. Le changement de repère consiste à centrer le repère sur la

source ramenée à l’altitude0, et à se servir de l’orientation du vent comme sens des abscisses.

Les coordonnées du capteurr dans le nouveau repère s’expriment donc par

r , (x,y,z)T = Pθ · (xc−xs,yc−ys, zc)
T , (5.1)

où Pθ désigne la matrice de changement de repère dépendant du paramètreθ, représentant

l’angle du vent dans le repère initial. Les coordonnées de lasource s’écrivent doncrs = (0,0,h).

La figure 5.2 nous montre le repère utilisé pour le calcul du transfert. La position du capteur

influe directement sur la valeur du transfert qui traduit la transmission du polluant jusqu’au

capteur.

5.3.3.2 Variables

Nous allons préciser les différentes variables intervenant dans le modèle :

– χ : la concentration du polluant (en ng·m−3) calculée au capteur de positionr = (x,y,z)T .

Elle est exprimée à la cadence deTe
ν heures, oùν est un entier exprimant le facteur de

sur-échantillonnage du vent. Cette quantité n’est pas mesurée, nous diposons uniquement

de la mesureX à la cadenceTe heures.

– κ : débit massique du polluant (en ng·s−1).

– u : vitesse du vent (en m·s−1). Cette vitesse est mesurée à la cadenceTe
ν heures.

– h : hauteur d’émission de la source.

– σy : dispersion (suivanty) de la distribution gaussienne de la quantité de gaz par rapport

à sa localisation (en m).

– σz : dispersion (suivantz) de la distribution gaussienne de la quantité de gaz par rapport

à sa localisation (en m).

Il faut remarquer à ce stade que les paramètres de dispersionσy, σz s’expriment en fonction de la

distancex et des paramètres de stabilité de l’atmosphère. Les modèlesrégissant ces dispersions

sont nombreux, nous avons choisi d’utiliser le modèle de Pasquill-Gifford [163].

5.3.3.3 Équation du transfert

Le calcul du transfert dépend de3 facteurs :

– Facteur d’intensité du vent :f1 = 1
u .

– Facteur de dispersion horizontale :f2 = 1

(2π)
1

2 σy

exp(− y2

2σ2
y
).
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– Facteur de dispersion verticale :f3 = 1

(2π)
1

2 σz

{
exp(− (h−z)2

2σ2
z

)+exp(− (h+z)2

2σ2
z

)
}

. Ce der-

nier terme contient aussi une composante due à la réflexion ausol de la pollution.

Le transfert s’écrit comme le produit de ces facteurs, c.-à-d.,

t(x,y,z) = f1 ·f2 ·f3, (5.2)

ce qui se résume sous la forme condensée :

t(x,y,z) =
1

2πuσyσz
exp(−

y2

2σ2
y

)

{
exp(−

(h− z)2

2σ2
z

)+exp(−
(h+ z)2

2σ2
z

)

}
. (5.3)

Ainsi, nous avons l’équation de transfert suivante :

χ = t(x,y,z) ·κ. (5.4)

Cette relation exprime la relation de cause à effet entre une source et un capteur.

5.4 Lien entre le modèle de transfert obtenu par modèle phy-

sique et le modèle récepteur

Cette section revisite la description du modèle récepteur introduit par l’équation (2.1) et

la confronte à l’équation (5.4) dans un cadre de sources multiples, d’origine à la fois anthro-

piques et aussi naturelles. Ces sources anthropiques sont aussi considérées comme ponctuelles,

ce qui permet l’usage d’un modèle de dispersion atmosphérique. Il est commode de définir un

ensembleA tel que :

A= {i ∈ {1, . . . ,p}, tel quef
i
est un profil anthropique}, (5.5)

ainsi que l’ensemble complémentaire

A= {i ∈ {1, . . . ,p}, tel quef
i
est un profil naturel}. (5.6)

Nous définissons la matrice de concentrationsX qui regroupe les mesures collectées à la période

d’échantillonnage du vent(Te
ν ). Nous introduisons aussi la matrice de profils anthropiquesF A

ainsi que la matrice de profils naturelsF A définis par :

F ,
[
(F A)T (F A)T

]T

. (5.7)
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Cette partition de la matrice de profil permet d’effectuer la même procédure sur la matrice de

contribution selon les colonnes, c.-à-d.,

G ,
[
GAGA

]
. (5.8)

L’équation (2.1) et les définitions (5.7) et (5.8) permettent de séparer la matrice de donnéesX

en une partie provenant d’une activité industrielleXA et une partie provenant d’une activité

naturelleXA. Il est alors possible d’écrire :

X = XA +XA ≈ G ·F ≈ GAF A +GAF A. (5.9)

A ce niveau, supposons que nous disposions depA sources industrielles ponctuelles parmip

dont l’effet peut être représenté par le modèle de dispersion atmosphérique Gaussien.

Pour la source numérok opérant dans les conditions de l’échantilloni, un transfertTik est

calculé dépendant des conditions du moment. Ainsi une matrice de coefficients de transfertT

de taille (n ·ν) × pA peut être calculée. Elle traduit les différents transfertspour chaque source

anthropique à la cadence de la période d’échantillonnage duvent.

Nous allons essayer de relier le modèle gaussien et le modèlerécepteur. Pour cela, définis-

sons :

– XA
i,j , la concentration de l’espècej dans les conditions de l’échantilloni,

– Tik, le coefficient de transfert de la sourcek dans les conditions de l’échantilloni,

– Qk,j(i), le débit de l’espècej émise par la sourcek dans les conditions de l’échantilloni.

La partie anthropique des données s’écrit donc

XA
ij =

pA

∑

k=1

TikQk,j(i). (5.10)

Le débit total d’une source à l’échantilloni donné peut être exprimé en sommant, pour la source

k, les débits de l’ensemble des espècesj variant de1 àm :

Qi,k = Qk(i) =
m∑

j=1

Qk,j(i). (5.11)

La concentration de l’espècej dans l’échantilloni peut donc être reformulée,

XA
ij =

pA

∑

k=1

TikQi,k(
Qk,j(i)

Qi,k
). (5.12)
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Le modèle récepteur suppose l’invariance de
Qk,j(i)

Qi,k
= F A

kj en fonction du numéro d’échantillon

i (c.-à-d., une composition relative identique en termes de proportions). En conséquence, on

peut ré-exprimer le modèle précédent comme le terme généraldu modèle de mélange linéaire

sous forme matricielle (1.5) :

XA
ij =

pA

∑

k=1

GA
i,k F A

k,j . (5.13)

La comparaison des équations (5.12) et (5.13) permet de donner une expression de la matrice

des contributions anthropiquesGA sous la forme individuelleGA
i,k = TikQi,k ou bien sous forme

matricielle

GA = T ◦Q. (5.14)

Il est donc possible d’écrireXA sous la forme :

XA =




T1,1 ·Q1,1 · · · T1,q ·Q1,q

...
. . .

...

Tνn,1 ·Qνn,1 · · · Tνn,q ·Qνn,q


 ·




F1,1 · · · F1,m

...
. ..

...

Fq,1 · · · Fq,m


 . (5.15)

Une mesure à la cadenceTe est donc le résultat de la moyenne desν dernières valeurs de

concentration :

XA
i,j =

1

ν

ν∑

l=1

XA
ν(i−1)+l,j . (5.16)

Elle peut aussi s’exprimer en fonction de la matrice de profilF en utilisant l’équation (5.13) :

XA
i,j =

1

ν

ν∑

l=1

pA

∑

k=1

GA
ν(i−1)+l,k F A

k,j . (5.17)

En inversant les signes sommes, il apparaît que

XA
i,j =

pA

∑

k=1


1

ν

ν∑

l=1

GA
ν(i−1)+l,k


 F A

k,j . (5.18)

En considérant l’expression des transferts (5.14) et en supposant que les débits sont stationnaires

sur une périodeTe, nous pouvons écrire que

XA
i,j =

pA

∑

k=1

(
Tik Qi,k

)
F A

k,j , (5.19)
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où le transfertTij est défini par

Tij =
1

ν

ν∑

l=1

Tν(i−1)+l,k. (5.20)

L’expression (5.19) permet de faire apparaître la contribution globale à la cadenceTe sous la

forme classique

XA
i,j =

pA

∑

k=1

GA
i,k F A

k,j (5.21)

où la contribution s’exprime par

GA
i,k = Ti,k Qi,k. (5.22)

Les très faibles valeurs deTi,k correspondent, dans la mesure où les débits aux sources sont

comparables, à des contributionsGA
i,k négligeables. Ainsi, ces dernières peuvent donc être

considérées comme nulles dans la recherche de solutions.

5.5 Structuration de la matrice de contribution par seuillage

L’objet de ce paragraphe est de proposer une structure de la matrice de contribution. Plus

précisément, parmi les sources anthropiques, nous devons être en mesure de préciser lesquelles

ont émis pendant une duréeTe correspondant à un échantillon.

A l’issue des précédents travaux, nous avons calculé la matrice de transfertT et nous

sommes maintenant en mesure d’exprimer la matrice de contribution anthropiqueGA en fonc-

tion de ce transfert selon l’équation (5.22). En considérant que les débits des sources indus-

trielles sont du même ordre de grandeur, la structure de la matrice GA revient à étudier celle

des transfertsT . Mentionnons que selon les conditions de vent et de stabilité de l’atmosphère,

un transfert peut varier typiquement entre10−200 et10−6.

Nous considérons que, pour chaque échantillon, nous sommesastreints à conserver au moins

une source industrielle correspondant à celle dont le transfert est le plus élevé. Nous pouvons

aussi conserver des sources industrielles supplémentaires si le transfert est suffisant. Nous pro-

posons une marge multiplicative heuristique entre deux transferts valant106 pour l’échantillon

i. Nous définissons alors un seuil, à partir duquel une source anthropique est considérée comme

présente dans les observations, dépendant de l’échantillon considéré :

ǫi = max
k≤pA

Ti,k

106
. (5.23)

Ainsi, une source présente potentiellement à l’échantillon i est soit non-anthropique (c.-à-d.
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que k ≥ pA), soit anthropique avec un transfert dépassant le seuil (5.23). L’intégration de

l’ensemble de ces connaissances apportées par les conditions de dispersion intervient sous la

forme d’un masqueΩG, défini de manière similaire aux chapitres précédents, qui indique les

positions des zéros dans la matrice de contributionG. Ainsi la recherche par NMF informée ne

concernera que les sources qui ont contribué aux échantillons. Il est calculé grâce au seuillage

défini dans l’équation ci-dessous :

ΩGi,k =





0 si Ti,k ≥ ǫi ou sik ≥ pA (Gi,k libre dans le calcul de la NMF),

1 sinon (Gi,k figé égal à0 dans le calcul de la NMF)
(5.24)

Ainsi, nous pouvons calculer une matriceΩG qui sert de structure pour la matrice de contribu-

tion. Cette structuration intervient comme matrice entrante dans deux étapes de l’algorithme,

comme on peut le voir dans la figure 5.1 :

1. Pour une matriceFinit donnée, la détermination de la matriceGinit obtenue par une

optimisation quadratique sous contraintes additionnelles telles que la positivité deG ou

différentes contraintes linéaires satisfaisant le démarrage de la NMF.

2. La recherche de la contribution par l’algorithme de NMF informé par les connaissances

expertes.

En conclusion, la matrice de structureΩG conditionne la recherche de l’initialisation de la

matrice de contribution ainsi que l’algorithme de NMF informé. Nous allons nous intéresser

maintenant aux aspects d’initialisation.

5.6 Initialisation de la matrice de contribution par optimisa-

tion quadratique

Le paragraphe précédent a permis de générer une matrice de structure de la matrice de

contribution, exprimée parΩG. L’initialisation de la matrice de contribution a déjà été évo-

quée dans la partie 3.8 du chapitre 3. Cette section vise simplement à intégrer l’information de

structure dans l’algorithme.

Nous avons déjà évoqué le découpage de la recherche de la matrice de contribution initiale

non-négative en la recherche indépendante de sesn lignes. Nous partons de ce constat pour

aborder le calcul de l’initialisation structurée.

Soit wi, xi, g
i
, ωgi représentant respectivement laième ligne deW , X, G etΩG et définis

par

wi , Wi,. xi , Xi,. g
i
, Gi,. ωgi ,ΩGi,.. (5.25)
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La ième ligne de la matrice de contribution est obtenue en minimisant une fonction de coût

basée sur la norme de Frobenius de l’écart d’estimation. Cette fonction de coût n’est autre qu’un

coût de type moindres carrés pondérés :

J (g
i
) =

(
xT

i −F T gT
i

)T
·Dwi

·
(
xT

i −F T gT
i

)
, ∀i ∈ {1, . . . ,n}, (5.26)

avecDwi
= diag(wi). Cette fonction peut être écrite sous une forme quadratique

J (g
i
) =

1

2
g

i
·Hi ·g

T
i

+uT
i gT

i
, ∀i ∈ {1, . . . ,n}, (5.27)

avecHi = 2F ·Dwi
·F T etuT

i =−2xiDwi
F T . A cette minimisation, s’ajoutent des contraintes

naturelles, déjà évoquées dans la section 3.8 du chapitre 3,ainsi que des contraintes déduites et

des contraintes de structure.

L’initialisation de la matrice de contribution repose sur la contrainte de non-négativité de

chaque élément du vecteurg
i
. La deuxième contrainte impose que les résidus vectoriels doivent

demeurer positifs, c.-à-d.,xT
i � Φ

T
F · g

T
i

. De plus, sachant que la matrice de profilF est consti-

tuée de proportions (pourcentages), les auteurs de [87] montrent que
m∑

j=1
gi,j =

m∑
j=1

xi,j . Cette

relation n’est autre que la relation (4.3) dans sa version vectorielle et exacte. Si dans notre al-

gorithme NMF, nous n’avons pas voulu en tenir compte, en revanche, il nous semble opportun

d’intégrer ici cette contrainte permettant d’approcher defaçon réaliste la contribution. Ainsi le

critère à minimiser peut être écrit sous la forme suivante :

∀i ∈ {1, . . . ,n}, min
g

i

J (g
i
) s.c.





g
i
� 0,

xT
i � Φ

T
F ·g

T
i

,
∑
j

gi,j =
∑
j

xi,j ,

g
i
◦ωGi = 0 .

(5.28)

Les contraintes regroupent :

– La positivité de laième ligne de la matrice de contribution.

– La part des données dues aux profils forcésΦ
T
F ·g

T
i

est inférieure aux donnéesxT
i .

– La somme d’une ligne deG est égale à la somme d’une ligne deX.

– Certains éléments deg
i
, correspondant aux1 du vecteurωGi, sont nuls.

142



5.6. Initialisation de la matrice de contribution par optimisation quadratique

Le critère peut donc être reformulé comme :

∀i ∈ {1, . . . ,n}, min
gi

1

2
g

i
·Hi ·g

T
i

+uT
i gT

i
s.c.





g
i
� 0

xT
i � Φ

T
F ·g

T
i

g
i
·1p×1 = xi ·1m×1

g
i
◦ωGi = 0 .

(5.29)

La matriceHi étant symétrique et strictement définie positive, la fonction de coût est strictement

convexe et l’espace de définition des contraintes définit un polyèdre convexe. Dans ces condi-

tions, la solution à ce problème dispose d’une solution unique si l’espace des contraintes n’est

pas vide. L’expression (5.29) se formule donc comme un problème d’optimisation quadratique.

En pratique, nous utilisons une méthode des points intérieurs proposée dans [107] implémentée

dans la fonctionquadprog de Matlab.

En réalité, nous devons indépendamment résoudren problèmes quadratiques. Malheureu-

sement, les matricesHi et les vecteursui n’ont pas de termes communs si bien qu’aucune

économie de calcul ne peut être réalisée. Quelques cas particuliers peuvent être recensés :

– Une seule source active peut rendre l’espace des contraintes de l’équation (5.29) non réali-

sable. En effet, la troisième contrainte peut être conflictuelle avec la seconde de l’équation

(5.29). Dans ce cas particulier, nous proposons d’éliminerla troisième contrainte. Ce cas

ne se rencontre jamais dans la mesure où des sources naturelles sont toujours présentes

en complément des sources anthropiques.

– Il peut aussi arriver un conflit sur certaines espèces chimiques. En effet, la structure de

la matrice de contribution peut parfois amener à l’absence d’une espèce chimique alors

que celle-ci est présente dans les données. Cela arrive lorsqu’une espèce chimique est

présente uniquement dans certaines sources anthropiques et que celles-ci ont été inhibées

par le modèle compte tenu des directions de vent. Ce cas correspond à un conflit structurel

qu’il faut alors reconsidérer.

Enfin, l’usage d’un modèle physique définit ainsi des nouvelles méthodes dont le sigle complète

ceux définis dans les tableaux 4.1 et 4.2 par la lettre M disposé juste avant CWNMF. Ainsi,

l’usage d’un modèle peut, par exemple, donner lieu à la méthode αβ-N1-MCWNMF-R, de

même pour toutes les autres méthodes.

En résumé, nous avons donc proposé une initialisation qui tient compte des contraintes de

structure liées aux conditions climatiques. Cette initialisation intervient donc comme matrice

entrante des algorithmes de NMF déjà développés dans le chapitre 4.
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5.7 Tests sur données de synthèse

Nous abordons ces tests sous l’angle des performances des méthodes et sous l’aspect stabi-

lité des solutions à l’initialisation.

5.7.1 Etude des performances des méthodes

Dans le but de mesurer les performances de la méthode proposée, on considère 250 jeux de

données synthétiques, avec des SNR différents, construitsà partir de 2 sources industrielles et

une source naturelle et comportant50 échantillons et7 espèces. Le contexte de simulation est

tout à fait similaire aux expérimentations menées dans le paragraphe 4.5. Le nombre d’échan-

tillons et les espèces chimiques sont donc identiques. Nousavons considéré3 sources dont

deux sont industrielles et une naturelle. Un bruit uniformedont le support potentiellement asy-

métrique permet de préserver la positivité des données est superposé comme dans le paragraphe

4.5.

Les seuls changements proviennent, en premier lieu, du nombre de contraintes de forçage

prises en compte, ici,2. Cette matrice de forçage des profils est décrite en table 5.2.La seconde

Tableau 5.2 – MatriceΩE utilisée dans les simulations utilisant un modèle physique.
Fe Ca SO4 Zn Mg Al Cr

0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0

modification concerne la matrice de contribution, qui n’estplus complètement aléatoire. Elle

conserve sa part aléatoire pour la part naturelle de la contribution, où l’émission est permanente.

Pour la partie industrielle, celle-ci est influencée par un vent décrit par son intensité et son

angle. Ce dernier est généré par un mélange équiprobable de deux gaussiennes de moyenne

correspondant à chaque angle source capteur. Ainsi, la direction du vent est donc choisie de

sorte que au moins une source industrielle contribue significativement au mélange. D’un autre

coté, la source naturelle reste toujours active.

La matrice de transfert est évaluée pour les deux sources industrielles. Le seuillage évoqué

dans ce chapitre permet de proposer une structure de la part industrielle de la matrice de contri-

bution. Après calcul, celle-ci est représentée sur la figure5.5 qui traduit la présence des sources

participant au mélange. De notre côté, nous avons constaté une bonne concordance entre la

structure calculée et les angles de vent observés.

La méthode a été testée sans contraintes et sans modèle (αβ-NMF et αβ-WNMF), avec

contraintes et sans modèle pour les méthodes décrites dans le tableau 4.1 et avec contraintes et
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FIGURE 5.5 – Participation des sources aux différents échantillons.

modèle (Acronyme se terminant par MCWNMF) pour différents couples de paramètresα et β.

Les MER sont ainsi utilisés pour évaluer la qualité des résultats, et ce, pour différents SNR sur

les données.

La figure 5.6 montre que les méthodesαβ-N1-MCWNMF etαβ-N2-MCWNMF fournissent

la meilleure qualité de factorisation quelque soit le SNR d’entrée. Il faut noter ici que les mé-

thodes aveugles sont favorisées par l’initialisation de lamatrice de profilF (la même que pour

les approches informées) vérifiant les contraintes, ce qui constitue un avantage dans le cas des

méthodes multiplicatives.

Pour les SNR faibles, la méthode NMF avec contraintesαβ-N1-CWNMF etαβ-N2-CWNMF

donnent des performances qui sont certes meilleures que celles données par les approches

aveugles mais l’apport des contraintes de forçage sur les MER reste assez modeste, proba-

blement parce que uniquement 2 contraintes sont utilisées pour ce test. Dans ces conditions, les

méthodes utilisant le modèle améliorent le MER d’environ10 dB, ce qui est un apport signifi-

catif dans ces conditions difficiles.

D’autre part, la figure 5.7 montre que la dispersion des résultats en fonction du jeu de don-

nées est faible quelle que soit la méthode choisie, ce qui garantit une bonne stabilité des résultats

dans la même gamme de SNR.

L’utilisation de la méthode NMF pondérée avec contraintes et modèle physique a permis

pour ces données de faible SNR d’améliorer significativement la qualité de l’estimation.

En conclusion, les méthodes avec modèle présentent des MER significativement meilleurs

pour toute la plage de SNR.
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FIGURE 5.6 – Évaluation de la méthode de NMF informée en fonction du SNR des données.

5.7.2 Robustesse à l’initialisation

La non-unicité de la solution est un inconvénient pour les algorithmes de type NMF et la

qualité de la séparation dépend entre autre de l’initialisation choisie. Comme pour les résul-

tats de la section précédente, nous proposons de faire varier la matrice de profil initial tout en

respectant les connaissances expertes, soit au total15 initialisations différentes.

Pour cette évaluation, nous utilisons des données avec des SNR réspéctivement égaux à 30

dB et 17 dB. Nous observons la qualité des résultats obtenus avec les paramètres (α = 1, β = 1)

et (α = 0.8, β = 0.4). La figure 5.8 montre les différentes solutions obtenues pour les différentes

méthodes avec un SNR de 30 dB . Il apparaît que les méthodes noninformées (αβ-NMF et
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FIGURE 5.7 – Performances des différentes méthodes en fonction du SNR d’entrée (Moyenne
et écart type des MER) pourα = 1 etβ = 0.5.

αβ-WNMF) procurent de nombreuses solutions. Les méthodes informées sous contraintes de

forçage fournissent au plus deux solutions tandis que les méthodes informées par le modèle

physique donnent toujours une seule et unique solution aussi bien pour la normalisation 1 que

pour la normalisation 2.
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FIGURE 5.8 – Les solutions pour différentes initialisations pour les différentes méthodes
(SNR=30dB).

La figure 5.9 rassemble les mêmes graphiques pour un SNR de 17dB. Il en ressort, qu’avec

un bruit plus fort, la méthode avec modèle présente deux solutions différentes aux performances

proches (N1-MCWNMF-R). Quand le bruit augmente, les solutions potentielles sont globale-

ment plus nombreuses et de moins bonne qualité.
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En conclusion, les méthodes informées présentent globalement une meilleure résistance à

l’initialisation que les méthodes non informées.

FIGURE 5.9 – Les solutions pour différentes initialisations pour les différentes méthodes
(SNR=17dB).
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5.8 Tests sur données réelles

5.8.1 Contexte

L’objet du projet est d’étudier l’origine des poussières ensuspension dans l’air dans la ville

de Dunkerque. Les poussières en suspension ciblées sont lesPM2.5, dont le diamètre, par défi-

nition, ne peut excéder2.5µm. Ces particules sont un facteur important de risque pour la santé

humaine car celles-ci sont inhalées de manière profonde dans les poumons et sont à l’origine des

irritations chroniques des organes. De plus, si ces particules contiennent des composés toxiques,

alors des conséquences plus néfastes (effets mutagènes) sont à envisager puisque celles-ci in-

teragissent directement avec les organes.

La directive 1999/30/CE du 22 Avril 1999 définit les valeurs limites pour les particules

PM10 dans l’air ambiant qui est de40µg/m3 depuis janvier 2005. En parallèle, la législation

a évolué depuis 2010 pour les PM2.5 pour une valeur limite annuelle de25µg/m3 en janvier

2015, avec un objectif à terme de10µg/m3. Cependant, la communauté Européenne a pointé

des pays comme la France où les concentrations moyennes de poussières dépassaient les valeurs

limites de manière trop fréquente. Parmi les régions incriminées, la région Nord-Pas de Calais

est particulièrement ciblée. Le site de Dunkerque est notamment représentatif pour son acti-

vité urbaine et industrielle multi-activités. L’entreprise ArcelorMittal, soucieuse de son impact

environnemental, souhaite évaluer l’impact réel des sources à la fois industrielles mais aussi

externes.

Quelques études ont été conduites sur le Dunkerquois dans lecadre des PM10 [67], puis des

études plus récentes en PM2.5 sur un ensemble de villes du littoral Nord-Pas-de-Calais [80].

Elles s’appuient toutes les deux sur le modèle de mélange linéaire auquel sont associés possi-

blement des contraintes d’ordre des sources dans chaque espèce. Cependant, Vianaet al. [165]

rapportent les faiblesses des méthodes de factorisation actuelles dans le cadre de la séparation

des émissions de poussières fines. Par ailleurs, la séparation des particules minérales [53] est

une tâche difficile puisque celles-ci sont émises à la fois par les sources industrielles et natu-

relles. L’objectif est donc de comparer les résultats de nosnouvelles méthodes à ceux obtenus

dans [80].

5.8.2 Conduite du projet et instrumentation

Le projet consistait principalement en trois étapes :

– Les mesures étaient collectées toutes les12 heures et correspondent à des périodes dis-

tinctes de l’hiver 2010 et du printemps 2011 prise au coeur dela ville de Dunkerque.

Le travail a été réalisé par l’Unité de Chimie Environnementale et Interactions sur le Vi-
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vant (UCEIV), ULCO, sous la responsabilité du scientifique du Professeur Courcot et du

Docteur Ledoux.

– La caractérisation chimique de l’ensemble des échantillons a été effectuée par l’UCEIV,

toujours sous la responsabilité scientifique du ProfesseurCourcot et du Docteur Ledoux.

L’accent a été mis sur les espèces ioniques, les éléments majeurs et élements trace, et le

carbone total. Cette part de travail est relatée par exemple dans [80].

– L’identification des sources a été confiée au Laboratoire d’Informatique, Signal et Image

de la Côte d’Opale et a nécessité le développement d’un logiciel élaboré en C++ dans le

cadre du projet avec le groupe ArcelorMittal Atlantique et Lorraine.

Le matériel d’instrumentation mis en place est un échantillonneur automatique de type DA80,

développé par la société Digitel dont l’illustration est donné sur la figure 5.10. Le principe

de l’appareil est d’aspirer un volume d’air de manière périodique afin de piéger les particules

présentes. Un système de filtrage permet de ne conserver sur le filtre (destiné à collecter les

particules) uniquement celles qui correspondent aux PM2.5. Chaque filtre est ensuite stocké de

manière automatisée, à la suite de quoi, un nouveau filtre estmis en place. Le choix des filtres

est aussi discuté en détail dans [80]. L’appareil est capable d’enregistrer les heures et dates des

mesures ainsi que les mesures de pression et température. Encomplément, des mesures de vent

sont aussi disponibles à la période de60 minutes. L’instrument de mesure a été implanté sur le

toit de l’Université à Dunkerque, maintenu par des sangles attachées à des plaques de ciments

(comme on peut le voir sur la figure 5.11), pour supporter des vents forts.

Ainsi, après analyse des différents filtres, nous avions à notre disposition un fichier de don-

nées reprenant les différentes informations relatives à unéchantillon.

5.8.3 Les données

Le fichier de mesures qu’il nous est donné d’étudier regroupe164 échantillons répartis sur

l’hiver 2010 et le printemps 2011. Ces données rassemblent28 espèces chimiques, dont cer-

taines sont des ions, d’autres des espèces métalliques et enfin le carbone total. Le détail de ces

espèces est donné dans le tableau 5.3. En correspondance à chaque mesure, nous disposons

d’une incertitude caractérisant la précision de la mesure.Ainsi, nous disposons en réalité de

deux matricesX etΣ utilisées comme données entrantes de la factorisation. Ces mesures sont

datées et accompagnées d’informations liées aux conditions météorologiques.

5.8.4 Les sources en présence

Des études préalables [80] ont permis de mettre en évidence un certain nombre de sources

qui peuvent être classées en sources naturelles, sources longues distances (particules ayant sé-
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FIGURE 5.10 – Matériel utilisé pour l’échantillonnage.

journées longtemps dans l’atmosphère) ou sources anthropiques (dont les sources industrielles).

Dans ce contexte, nous avons pu identifier au préalable onze sources, dont cinq peuvent corres-

pondre à des sources naturelles. Nous pouvons identifier dans les six sources restantes, trois

sources industrielles, deux sources liées au trafic automobile, et une source liée au chauffage

urbain. Parmi les trois sources industrielles, deux sources sont imputables à l’unité d’agglomé-

ration du site ArcelorMittal. La caractérisation précise de l’ensemble des sources est difficile à

réaliser. Nous ne pouvons donner une référence absolue de profils attendus. Les connaissances

des experts se matérialisent d’une part par des rapports d’espèces caractéristiques majeures,

d’autre part par l’absence de composés chimiques particuliers.

Pour des raisons de concision, nous choisissons de représenter graphiquement les profils
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FIGURE 5.11 – Implantation du DA80.

obtenus pour uniquement 5 sources représentatives parmi les 11 recherchées (les autres sources

estimées sont présentées dans l’Annexe D). La liste des sources est disponible dans le tableau

5.3. Deux sources liées à l’activité sidérurgique sont prises en compte par l’intermédiaire de

l’unité d’agglomération. Ici, nous nous focalisons sur unesource naturelle, la sourceMarine,

une source de trafic appeléetrafic sauf échappementet les sources industrielles à savoir la

sourceAscométal, la sourceAgglomération ponctuelleet la sourceAgglomération secondaire.

Les espèces associées à la sourceMarine sont, par ordre décroissant des proportions,Cl−,

Na, SO2−
4 , Mg, Ket Ca. Le reste des espèces est donc absent de ce profil. La caractérisation

courante de cette source est faite aussi par le rapportCl
Na voisin de 2. La sourceMarineprésente

un profil assez similaire à une autre source qualifiée de sourceMarine agéeet la confusion avec

cette dernière est donc possible.

Le profil de la sourceTrafic sauf échappement, contient des espèces métalliques que nous

classons ici dans l’ordre décroissant des proprotions, c.-à.-d.Cu, Sb, Fe, Zn, Al et Ca. Ces

espèces résultent de l’usure des freins et des pneus. Ces espèces sont plutôt présentes sous

forme de trace dans les mesures, d’où la diffculté de restaurer ce profil.
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La sourceAscométalest une source industrielle dont l’espèce majoritaire est le ZincZn,

suivie des espècesFe, Mg, Ca, Mn, Pb, Cr et Cu. Le reste des espèces est soit absent soit

largement minoritaire.

La sourceAgglomération secondaireest une source industrielle située sur le site d’Arcelor-

Mittal, cette source a pour espèce majoritaire le ferFe, suivi des espècesCa, Zn, Al, Mg etMn.

Le reste des espèces est soit absent soit largement minoritaire.

La sourceAgglomération ponctuelleest la seconde source située sur le site d’ArcelorMittal,

et a pour espèce majoritaire le chlorureCl−, suivi des espècesK, Fe, TC, NH+
4 , Ca etNa. Le

reste des espèces est soit absent soit largement minoritaire.

5.8.5 Résultats des estimations des profils

Les profils d’intérêt ont été précisés dans le paragraphe précédent. Cependant, malgré cet

état des lieux des sources, l’estimation des différents profils et contributions demeure une tâche

très ardue. Plusieurs raisons font que cette entreprise estcomplexe :

– Les données sont soumises à des aberrations d’origines multiples, comme par exemple

l’apparition d’une nouvelle source non prévue initialement dans la liste des sources po-

tentielles.

– Une pollution de fond non attribuable à une source se superpose aux mesures.

– Les profils des sources sont parfois proches géométriquement et leur activité est de plus

simultanée.

– Le nombre de sources ponctuelles est de3, ce qui réduit l’apport des informations d’ori-

gine météorologiques.

Aucune référence de profil n’existe, nous n’avons aucun moyen de mesurer quantitativement

la qualité des résultats. Ainsi, nous avons choisi de représenter les profils dans l’ordre des es-

pèces décroissantes selon les connaissances de l’expert. Ceci permet à l’utilisateur d’observer

de gauche à droite la décroissance des proportions si l’estimation est correcte. Dans le cas

contraire, une espèce située sur la droite de la courbe en forte proportion constitue donc une

anomalie.

Nous avons choisi de comparer nos résultats à ceux publiés dans [80] puisque les don-

nées sont identiques. Les méthodes utilisées en comparaison sont les méthodesαβ-WNMF,

αβ-N2-CWNMF, αβ-N2-MCWNMF, αβ-BN2-CWNMF, αβ-BN2-MCWNMF. Les tableaux

de contraintes précisent quels types de contraintes sont utilisés pour les méthodes à l’étude.

Ceux-ci ont été obtenus à partir d’essais multiples afin de garantir une solution acceptable. Le

tableau 5.3 associé à la matriceΦE = 0 est utilisé dans toutes les méthodes sauf la méthode

αβ-WNMF. Les tableaux 5.4–5.6 sont utilisées pour les méthodesavec bornes, c.-à-.d., pour
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les méthodesαβ-BN2-CWNMF, αβ-BN2-MCWNMF.

Tableau 5.3 – MatriceΩE utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1

Marine secondaire 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0

Sulfates secondaires 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1
Nitrates secondaires 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1

Agglomération secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Trafic échappement 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0

Ascométal 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0

Ni Pb Rb Sb Sn Sr Ti V Zn NH
+

4
Cl

−

NO
−

3
SO

2−

4
TC

Marine 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1
Marine secondaire 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Agglomération secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Agglomération ponctuelle 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
Combustion biomasse 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Ascométal 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1

Tableau 5.4 – MatriceΩI utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Marine secondaire 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Agglomération secondaire 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ascométal 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ni Pb Rb Sb Sn Sr Ti V Zn NH

+

4
Cl

−

NO
−

3
SO

2−

4
TC

Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
Marine secondaire 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1
Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

Agglomération secondaire 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
Agglomération ponctuelle 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
Trafic sauf échappement 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

Nous avons effectué de multiples essais pour différentes valeurs des paramètres(α,β), et

nous avons observé dans le jeu de paramètres utilisés dans lechapitre 4 une grande stabilité des

résultats dans une zone centrée autour des paramètresα = 0.8 etβ = 0.4. Nous rapportons donc

ici les essais obtenus pour ces paramètres.

Le profil de la sourceMarineest donné sur la figure 5.12 pour toutes les méthodes étudiées.

Nous pouvons constater que, pour la méthodeαβ-WNMF, le Carbone totalTC devrait être
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Tableau 5.5 – MatriceΦI− utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 0 0 0 0 0 110 0 0 0 0 0 0 0 0

Marine secondaire 0 0 0 0 0 140 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 320 0 50 90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Agglomération secondaire 1 120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle 0 0 50 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement 30 0.05 90 0 0 0 0 0 0.05 0 0 0 50 0
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ascométal 0 5 0 0 110 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ni Pb Rb Sb Sn Sr Ti V Zn NH

+

4
Cl

−

NO
−

3
SO

2−

4
TC

Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 60 0
Marine secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 140 10
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 25 0

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 140 0 0 0 10
Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150 0 0 0 150

Agglomération secondaire 0 0 0 0 0 0 0 0 80 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 300 0 0 20

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 90 0 0 1 135 0
Trafic sauf échappement 0 0 0 90 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 20 400

Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 350 0 0 0 0 0

Tableau 5.6 – MatriceΦI+ utilisée pour les tests sur données réelles.

Al Ca Fe K Mg Na Ag As Ba Cd Co Cr Cu Mn
Marine 0 0 0 0 0 400 0 0 0 0 0 0 0 0

Marine secondaire 0 20 0 0 0 200 0 0 0 0 0 0 0 0
Source Crustale 800 0 180 200 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Nitrates secondaires 0 200 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Agglomération secondaire 50 250 0 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agglomération ponctuelle 0 0 130 300 0 70 0 0 0 0 0 0 0 10

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Trafic sauf échappement 100 50 160 50 0 0 0 0 5 0 0 0 400 30
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ascométal 0 100 0 0 200 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ni Pb Rb Sb Sn Sr Ti V Zn NH

+

4
Cl

−

NO
−

3
SO

2−

4
TC

Marine 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150 0
Marine secondaire 20 0 0 0 0 0 0 30 0 10 80 0 400 15
Source Crustale 0 0 0 0 0 0 25 0 0 0 0 30 50 65

Sulfates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 300 10 150 0 150
Nitrates secondaires 0 0 0 0 0 0 0 0 0 400 0 0 0 400

Agglomération secondaire 30 0 0 0 0 0 0 0 200 30 0 0 30 0
Agglomération ponctuelle 0 50 0 0 0 0 0 0 0 100 500 0 50 110

Trafic échappement 0 0 0 0 0 0 0 0 200 0 0 50 300 0
Trafic sauf échappement 30 50 0 400 70 0 0 0 110 0 15 0 0 50
Combustion biomasse 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 90 150 650

Ascométal 0 0 0 0 0 0 0 0 700 0 0 3 0 0

absent alors qu’il est prépondérant. Par ailleurs, le rapport Cl
−

Na
n’est pas du tout cohérent pour

cette méthode à cause d’un déficit flagrant enNa. De même, les résultats obtenus par [80] ne

sont pas complètement satisfaisants de ce point de vue (rapport approximativement égal à 4 au

lieu de 2). Finalement, les méthodes informées (αβ-BN2-CWNMF, αβ-BN2-MCWNMF) sont

celles qui s’approchent le plus de l’expertise chimique.

Le profil de la sourceTrafic sauf échappementest donné sur la figure 5.13. Nous pouvons

y remarquer que les méthodesαβ-WNMF, αβ-N2-CWNMF, αβ-N2-MCWNMF ont donné un

profil non-satisfaisant en rendant majoritaire leTC. De même, la méthode de [80] a sous-estimé
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largement la présence duCu. La méthode la plus satisfaisante est une fois encore l’approche

informéeαβ-BN2-MCWNMF qui fournit un profil assez équilibré.

Le profil de la sourceAscométal(figure 5.14) est censé être majoritairement constitué de

Zn. Les profils de toutes les méthodes sont plutôt satisfaisants, en dehors des méthodesαβ-N2-

CWNMF et αβ-N2-MCWNMF qui ont trouvé une espèce minoritaire en grande importance.

Toutefois, la méthode de [80] a surestimé la présence deZn. Seules les méthodesαβ-BN2-

CWNMF, αβ-BN2-MCWNMF sont complètement en accord avec le profil attendu. Dans la

méthodeαβ-BN2-MCWNMF, l’estimation des proportions est très correcte jusque la 8e espèce.

Les deux sourcesAgglomération secondaireet Agglomération ponctuellereprésentent le

site de Dunkerque de l’entreprise ArcelorMittal. Le profil de la sourceAgglomération secon-

daire est donné en figure 5.15. Il représente les émissions localement diffuses à basse altitude

mais pouvant être considérées comme ponctuelles au milieu de l’unité d’agglomération d’Arce-

lorMittal à l’échelle de la distance source-capteur. Ce profil est censé comporter majoritairement

duFe et duCa. Seules les méthodes de [80] etαβ-BN2-CWNMF,αβ-BN2-MCWNMF donnent

un profil acceptable. La méthodeαβ-BN2-MCWNMF fournit des estimations des espèces mi-

noritaires plus cohérentes par rapport à [80].

Le profil de la sourceAgglomération ponctuelleest représentée en figure 5.16. Il correspond

aux émissions des cheminées de cuisson de l’unité d’agglomération. Seules les méthodes de

[80], αβ-BN2-CWNMF etαβ-BN2-MCWNMF fournissent un profil acceptable en respectant

les espèces majeures. Toutefois, la méthode de [80] ne fournit pas deTC alors que les deux

méthodesαβ-BN2-CWNMF et αβ-BN2-MCWNMF sont cohérentes de ce point de vue. Le

reste des profils sont accessibles en annexe D.

En conclusion, sur les5 profils présentés dans cette section (et le reste des profils qui ne sont

pas présentés pour des raisons de concision), les deux méthodesαβ-BN2-CWNMF, αβ-BN2-

MCWNMF donnent des performances réellement satisfaisantes du point de vue des experts

chimistes. Nous ne sommes cependant pas en mesure d’affirmerque les informations d’origine

météorologiques seules sont suffisantes pour founir un profil cohérent. L’association de l’en-

semble des contraintes a cependant permis d’apporter une amélioration importante dans la qua-

lité des profils. Nous allons compléter ces informations parune observation des concordances

entre espèces chimiques estimées et mesurées.

5.8.6 Concordance des estimations par espèce chimique

La cohérence des profils n’est pas le seul élément permettantde qualifier les résultats. La

concordance des estimations et des concentrations peut être observée dans un graphe pour l’en-
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semble des échantillons. En effet, en ré-estimant les observationsX̂ à partir des estimations de

G et F , on peut mesurer sa distance par rapport aux données observéesX. En tout rigueur et

dans un cas idéal non-bruité, la représentation des espèceschimiques estimées en fonction des

données correspondantes doivent être alignées selon la droite y = x. La qualité d’estimation de

x̂j ∀j ∈ {1, . . . ,m} peut donc être mesurée par la régression par moindres carrésdu nuage de

points(xij , x̂ij). Cependant, en pratique, à cause des points aberrants, nous avons choisi de ne

régresser que 80% des points : ceux divergeant le moins des données observées. En pratique,

en plus de la pente de la droite de régression (qui doit être leplus proche de 1), nous avons

calculé la corrélation de régression. Enfin, pour des raisons de concision, nous avons choisi de

ne représenter cette concordance que pour3 méthodes :

– l’approche de [80],

– la factorisation aveugle pondéréeαβ-WNMF

– et la méthode informéeαβ-BN2-MCWNMF.

La figure 5.17 rassemble les différentes espèces chimiques pour la méthode issue de [80].

On peut y noter l’absence de concordance pour6 espèces mineures rencontrées à l’état de traces.

La figure 5.18 montre la concordance des espèces pour la méthodeαβ-WNMF. On constate que

la corrélation est bonne pour la plupart des espèces, obtenus cependant au prix de profils tout

à fait incohérents. La figure 5.19 indique une concordance correcte entre espèces pour la mé-

thodeαβ-BN2-MCWNMF, de qualité supérieure à la méthode donnée dans [80] mais de moins

bonne qualité que la méthodeαβ-WNMF. Globalement, la méthodeαβ-BN2-MCWNMF pro-

cure des profils physiquement très réalistes associés à des concordances d’espèces chimiques

convenables.

5.8.7 Examen des contributions et des origines des poussières par groupe

d’émetteurs.

Nous avons choisi de représenter ici les contributions de chacune des3 sources industrielles

en fonction du numéro d’échantillon. La figure 5.20 rassemble ces différentes contributions

pour la méthodeαβ-BN2-MCWNMF. On peut par exemple constater que l’échantillon15 est

un échantillon remarquable car la méthode a conservé deux sources industrielles (orientées dans

des directions différentes du capteur) parmi les3, car le vent a tourné au cours de la période.

Les pics de contribution industrielles sont visibles et cesinformations permettent à l’utilisateur

de reconstruire la part des émissions industrielles dans les échantillons. Afin de voir l’impact

des différentes sources dans les données, nous avons regroupé quelques sources par familles à

savoir :

– Les sourcesMarineetMarine secondairedeviennent la sourceMer.
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– Les sourcesSulfates secondaireset Nitrates secondairessont la sourceAérosols secon-

daires.

– Les sourcesTrafic échappementetCombustion biomassedeviennent la part appeléeCom-

bustion

– Les sourcesAgglomération secondaire, Agglomération ponctuelleet Ascométalsont re-

groupés dans la partIndustrie.

Nous avons mis en évidence sur la figure 5.21 la participationdes différentes sources dans les

données. Nous pouvons voir que l’industrie n’est pas la source la plus importante en terme de

pollution générale. Nous remarquons également la forte participation des sourcesaérosols se-

condaires(Sulfates et Nitrates secondaires) et Combustion(Trafic échappement et Combustion

biomasse) dans les données.

Par contre, en regardant les données concernant l’espèceFe sur la figure 5.22, nous remar-

quons que l’industrie est la source qui en émet le plus, au contraire de la source combustion qui

est quasiment inexistante.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de tenir compte des informations de type météorolo-

giques par l’utilisation de modèles physiques de propagation dans l’air. Ces modèles alimentés

par les connaissances des sources et des conditions atmosphériques ont permis de renseigner

la structure de la matrice de contribution du modèle de mélange. Cette information de struc-

ture a été utilisée pour initialiser les matrices de contribution et par conséquent, aussi pour les

différentes variantes des méthodes informées de NMF.

Ces méthodes utilisant un modèle ont été expérimentées dans le cadre de données synthé-

tiques, provenant de profils et de mesures de vent synthétiques. Elles ont mis en évidence une

amélioration sensible des performances dans toute la plagede SNR étudiés. Même si en bruit

fort, l’apport est moindre, il reste néanmoins perceptible.

Enfin, nous avons expérimenté nos méthodes avec modèles et sans modèles sur un jeu de

données réelles issues du site industriel et urbain de Dunkerque. Nous avons montré que les

profils obtenus avec les méthodesαβ-BN2-CWNMF étaient globalement plus satisfaisantes

que les autres méthodes dont [80] et procuraient une meilleure interprétabilité chimique des

profils que les autres méthodes, en particulier, la méthodeαβ-WNMF.
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Chapitre 5. Factorisation matricielle informée par un modèle physique

FIGURE 5.12 – Estimation du profil de la source marine.
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5.9. Conclusion

FIGURE 5.13 – Profil de la source Trafic sauf échappement.
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Chapitre 5. Factorisation matricielle informée par un modèle physique

FIGURE 5.14 – Profil de la source Ascométal.
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5.9. Conclusion

FIGURE 5.15 – Profil de la sourceAgglomération secondaire.
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FIGURE 5.16 – Profil de la sourceSource d’agglomération ponctuelle.
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5.9. Conclusion

FIGURE 5.17 – Données estimées vs données réelles obtenues par [80].
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FIGURE 5.18 – Données estimées vs données réelles par la méthodeαβ-WNMF.
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5.9. Conclusion

FIGURE 5.19 – Données estimées vs données réelles par la méthodeαβ-BN2-MCWNMF.
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FIGURE 5.20 – Contributions des sources industrielles par la méthodeαβ-BN2-MCWNMF.
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5.9. Conclusion

FIGURE 5.21 – Estimation de la participation des sources dans les données
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FIGURE 5.22 – Estimation de l’espèceFedans les données
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Chapitre 6

Conclusion générale

Arrivé au terme de cette étude, nous pouvons en tirer les conclusions et examiner dans quelle

mesure nous avons répondu aux questions soulevées dans les chapitres introductifs.

6.1 Bilan

Dans la première partie de ce document, nous avons discuté des différents modèles de mé-

langes linéaires rencontrés classiquement dans la littérature et nous avons formulé ces mélanges

comme des problèmes de factorisation matricielles. Nous avons aussi abordé les informations

complémentaires à cette factorisation. Les contraintes additionnelles usuelles se déclinent en

l’orthogonalité, l’indépendance, la parcimonie, la non-négativité, et ou la somme à1 des fac-

teurs. Nous nous sommes orientés vers les méthodes à base de non-négativité comme connais-

sance principale de la problématique abordée.

Le second chapitre s’intéresse aux différentes classes de méthodes de résolution du pro-

blème de NMF Euclidien, en particulier, les méthodes multiplicatives et les méthodes à gra-

dients projetés. Il indique aussi les conditions de stationnarité, qui représentent les conditions

nécessaires d’un minimum local. Puis, nous avons étendu la notion d’écart quadratique à la no-

tion de divergences paramétriques. Ces dernières permettent de tolérer certains points aberrants

dans les données, rendant robuste leur usage dans la NMF. La notion de poids a aussi été intro-

duite dans les critères de NMF afin de tenir compte des mesuresdans des gammes de valeurs

très différentes. Nous avons donc retenu une fonction de coût appelée divergenceαβ pondérée,

comme la fonction à minimiser dans notre problématique. Lesméthodes multiplicatives se sont

imposées dans nos choix pour leur simplicité d’implémentation et la faculté de préservation de

structure.

Afin de limiter le nombre potentiel de points stationnaires,nous avons orienté nos travaux

vers les NMF informées. L’information que nous avons introduite est d’abord la connaissance
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partielle de certains profils. Nous avons pour cela établi une paramétrisation qui intègre cette

information de manière explicite. La stratégie de Majoration Minimisation a permis finalement

de développer des règles de mise à jour pour arriver à la solution du problème de NMF avec

fonction de coût de type divergenceαβ pondérée. Ces règles dépendant de ces paramètres

permettent d’englober les divergences usuellement étudiées. Des variantes de ces règles ont pu

aussi être établies en appliquant la divergence aux résidusde cette paramétrisation. Les points

limites fournis par ces méthodes sont compatibles avec les conditions de KKT énoncées dans

ce chapitre.

Une autre information concernant la normalisation des profils a été prise aussi en compte.

Nous avons considéré cette information consécutivement à celle de la connaissance partielle des

profils. Ces règles peuvent être condensées en une seule étapeet donnent lieu à un ensemble

de méthodes associées. Enfin la notion de bornes minimales etmaximales a été introduite dans

les algorithmes sous forme de projection dans l’espace admissible. Nous avons développé un

ensemble de règles appropriées pour résoudre le problème posé en fonction de :

– l’ordre des contraintes de bornitude et de normalisation,

– le choix de la normalisation,

– le choix d’une divergence sur les données estimées ou sur les résidus de notre paramétri-

sation.

Des expérimentations ont été conduites sur un jeu de donnéessynthétiques de taille réduite.

Des comparaisons ont été conduites sur une gamme de SNR des mesures variant de 15 à 60

dB. Le gain en performances pour les méthodes à base de normalisation, bornitude et forçage

de profils est très bon sur les SNR élevées mais reste modeste pour les SNR faibles. Ceci est

en partie du au fait que l’information apportée jusque là porte sur la matrice de profil tandis

que l’indice de qualité s’applique à la matrice de contribution. L’erreur d’estimation est donc

essentiellement due à l’erreur sur les mesures.

Nous avons proposé aussi d’apporter une information sur la matrice de contribution. Nous

avons en particulier utilisé un modèle physique de propagation alimenté par des mesures de vent

afin de déterminer l’activité de la source perçue au niveau ducapteur. Cela a permis de struc-

turer, d’une part la recherche de l’initialisation de la contribution et d’autre part, les différentes

variantes de NMF informées. Ces méthodes s’appuyant sur un modèle ont été testées sur des

données synthétiques et ont montré une amélioration sensible dans la qualité des performances

sur toute la plage de SNR. Les méthodes avec modèle ont été expérimentées sur un jeu de don-

nées réelles provenant d’un site industriel et urbain, sousl’influence de sources multiples. Nous

avons observé que la méthode avec modèleαβ-BN2-MCWNMF était susceptible de fournir

des profils très satisfaisants pour un choix de paramètresα, β adéquats et supérieurs aux mé-

thodes de la littérature. Celle-ci a par ailleurs montré une concordance entre espèces chimiques
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au moins équivalente aux autres méthodes.

6.2 Perspectives

Néanmoins, malgré ces constats encourageants, nous pouvons cependant mettre l’accent sur

les points qui peuvent encore être améliorés et qui mériteraient une étude approfondie :

– Les paramètres actuelsα, β de la fonction de coût sont choisis de telle sorte à respecter

les espèces majeures. Dès lors, les espèces mineures ont étéun peu délaissées. Il pourrait

ainsi être envisagé d’établir des règles de mise à jour avec des paramètresα, β différents

pour chaque espèce chimique. Cela permettrait peut être d’améliorer encore les résultats

de concordance des espèces chimiques mineures.

– Les méthodes mutliplicatives sont très pratiques pour l’implémentation des règles de mise

à jour, on peut cependant leur reprocher une non garantie de convergence vers un point

stationnaire et une lenteur de convergence vers le point limite. Dans ce sens, des méthodes

modernes comme les méthodes HALS informées seraient aussi intéressantes à développer

dans le cadre des fonctions de coût de type divergences paramétriques.

– La prise en compte des3 informations majeures sur les profils, à savoir le forçage de

certains éléments du profil, la somme à1 et l’application de bornes minimales et maxi-

males, est, pour le moment, finalement séquentielle, dans lesens où chaque contrainte est

traitée individuellement. Une paramétrisation qui respecterait conjointement deux d’entre

elles, par exemple la normalisation à1 et les contraintes de forçage serait envisageable et

permettrait sans doute une amélioration dans les performances des méthodes.

– L’intégration des informations sur la matrice de contribution est actuellement assez ré-

duite dans le sens où les sources industrielles ponctuellessont peu nombreuses dans un

cas réel. Ainsi, la structuration de la matrice de contribution étendue aux autres sources

pourrait favoriser une meilleure restauration.
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Annexe A

Une approche géométrique de l’ACP

Cette annexe est largement inspirée du chapitre 2 du livre [166]. Elle vise à expliquer les

fondements géométriques de l’ACP.

L’ACP peut être vue comme la recherche d’un sous espace affine de faible dimension pour

un ensemble de n points appartenant àR
m issus de la matrice de donnéesX. Soit xi l’un de

ces points,i allant de 1 àn. Nous recherchons un sous espace de dimensionp qui respecte au

mieux les données. Nous pouvons donc écrire un pointxi sous la forme (A.1),

xi = x0 +Upy
i
∀i = 1 . . .n, (A.1)

où Up est une matrice de taillem× p, constituée des vecteurs de base du sous espace,y
i
∈ R

p

représente les coordonnées du point dans la nouvelle base dusous espace. Le vecteurx0 peut

représenter n’importe quel vecteur deR
m.

Puisque la représentation (A.1) est indéterminée par rapport aux éléments recherchésx0, Up

ety
i
, nous pouvons par exemple imposer quey

i
soit une variable centrée, dénotéey′

i
, qui vérifie

y
0
,

1

n

n∑

i=1

y
i
=

1

n

n∑

i=1

y′
i
= 0. (A.2)

Dans l’optique de l’existence de bruit ou d’erreurs sur les points, le sous-espace affine optimal

est recherché au sens des moindres carrés, à savoir en minimisant l’erreur de projection sur le

sous espace, c.-à-d.,

min
Up,x

0
,y

i

n∑

i=1

∥∥∥xi−x0−Upy
i

∥∥∥
2

s.c. UT
p ·Up = I y

0
= 0 (A.3)

La différentiation de ce critère par rapport àx0 et y
i
, en supposant queUp est figé, conduit aux
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relations suivantes :

x̂0 =
1

n

n∑

i=1

xi, ŷ
i
= UT

p (xi− x̂0). (A.4)

Les vecteurŝy
i
correspondent aux coordonnées des points projetés dans le sous-espace. Ils sont

aussi appelées les composantes principales géométriques.De la relation (A.4), il en découle le

critère à minimiser en fonction de la matrice orthogonaleUp,

min
Up

n∑

i=1

∥∥∥x′
i−UpUT

p x′
i

∥∥∥
2

s.c. UT
p ·Up = Ip, (A.5)

où x′
i , xi− x̂0. La minimisation précédente peut se reformuler en fonctionde la somme de

traces de matrices, c.-à-d.,

min
Up

n∑

i=1

Tr
[(

x′
i−UpUT

p x′
i

)(
x′

i−UpUT
p x′

i

)T
]

s.c. UT
p ·Up = Ip, (A.6)

ou bien, sous la forme de la trace d’une matrice unique en définissant la matriceX ′ de taille

n×m parX ′ , [x′T
1 ,x′T

2 , . . . ,x′T
n ]

min
Up

Tr
[
(Im−Up ·U

T
p )X ′T

(
(Im−Up ·U

T
p )X ′T

)T
]

s.c. UT
p ·Up = Ip, (A.7)

En utilisant les propriétés sur les transposés, cette minimisation se réécrit

min
Up

Tr
[
(Im−Up ·U

T
p ) ·X ′T ·X ′ · (Im−Up ·U

T
p )T

]
s.c. UT

p ·Up = Ip. (A.8)

La propriété sur les traces Tr(A ·B) = Tr(B ·A) ainsi que l’expression associée à une matrice

orthogonaleUpUT
p UpUT

p = UpUT
p permet de simplifier la minimisation en :

min
Up

Tr
[
(Im−Up ·U

T
p ) ·X ′T ·X ′

]
s.c. UT

p ·Up = Ip. (A.9)

Le problème peut de manière équivalente être réécrit sous laforme d’une maximisation, à savoir,

max
Up

Tr
[
UT

p ·X
′T ·X ′ ·Up

]
s.c. UT

p ·Up = Ip. (A.10)

La décomposition en valeurs singulières de la matriceX ′ permet de faire apparaître les valeurs

singulières de cette dernière,

X ′ = U ·Σ ·V T , (A.11)

avecU etV matrices unitaires de dimensions respectivesn×n etm×m. La matrice des valeurs
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singulières est définie parΣ , diag(σ1, ..,σm) de dimensionn×m. Il apparaît que le produit

X ′T ·X ′ se formule sous la formeX ′T ·X ′ = V ·Σ2 ·V T . La maximisation (A.10) se réduit

ainsi à,

max
Up

Tr
[
V T ·Up ·U

T
p ·V ·Σ

2
]

s.c. UT
p ·Up = Ip. (A.12)

Si on considère que les valeurs singulières deΣ sont ordonnées dans le sens décroissant, cette

maximisation peut se reformuler en écrivant queΣ
2 =

∑m
i=1 σ2

i ei · e
T
i sous la forme d’une

somme de normes, c.-à-d.,

max
Up

m∑

i=1

σ2
i

∥∥∥V T Up ·U
T
p ·V ei

∥∥∥
2

s.c. UT
p ·Up = Ip. (A.13)

Cette somme est maximale [166] quandUp résulte desp premiers vecteurs colonnes deV

correspondant auxp valeurs propres les plus élevées deΣ. Le maximum précédent vaut donc
∑p

i=1 σ2
i , résultat connu en Analyse en Composantes Principales. En reprenant par exemple la

relation (A.8), la factorisation matricielle correspondant à une ACP s’écrit donc :

X ′ ≈X ′ ·Up ·U
T
p s.c. UT

p ·Up = Ip (A.14)

Elle s’obtient généralement en procédant à une décomposition en valeurs singulières tronquée

auxp premières valeurs singulières de la matriceX ′.
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Annexe B

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour

la NMF de Frobenius sous contraintes

égalité

Les conditions de Karush-Kuhn Tucker sont proposées pour lecasΦ = 0. La démonstration

peut aisément être étendue au cas général.

La minimisation du critère (3.15) nous amène à considérer l’équationH(.), définie par,

H(△F ) = Tr
(
(X−G(△F ◦Ω))T ((X−G(△F ◦Ω))◦W )

)
=H1−2H2 +H3, (B.1)

où 



H1 = Tr
(
XT (X ◦W )

)

H2 = Tr
(
(X ◦W )T G(△F ◦Ω)

)

H3 = Tr
(
(△F ◦Ω)T GT ((G(△F ◦Ω))◦W )

)
.

(B.2)

Notons tout d’abord les propriétés suivantes :

Tr(UT (V ◦W )) = Tr((U ◦W )T V ), (B.3)

et

Tr(V ◦W ) = Tr(V T W ). (B.4)
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La différentiation deH2 peut être écrite en utilisant la propriété (B.3),

∂H2 = ∂Tr
(
(X ◦W )T G(△F ◦Ω)

)
= Tr

(
(X ◦W )T

∂(G(Ω◦△F ))
)

= Tr
(
(X ◦W )T G ·∂(Ω◦△F )

)
= Tr

(
(((X ◦W )T G)◦Ω

T
)∂△F

)
. (B.5)

La différentiation deH2 par rapport àF donne,

∂H2

∂△F
= Ω◦ (GT (X ◦W )). (B.6)

La différentielle deH3 s’exprime sous la forme,

∂H3 = ∂Tr
(
(△F ◦Ω)T GT [(G(△F ◦Ω)◦W ]

)

= 2 ·Tr
(
(W ◦G(Ω◦△F ))T .G.(Ω◦∂△F )

)
. (B.7)

En utilisant la propriété (B.3), celle-ci devient,

∂H3 = 2 ·Tr
(

(((W ◦G(Ω△F ))T .G)◦Ω
T

)∂△F
)

. (B.8)

La différentiation deH3 par rapport àF donne

∂H3

∂△F
= 2[GT (W ◦ (G(Ω◦△F )))]◦Ω. (B.9)

En utilisant les équations (B.6) et (B.9), il est possible d’exprimer la différentiation de la fonc-

tionH(.)
∂H

∂△F
= 2Ω◦

(
GT ((G[Ω◦△F ]−X)◦W )

)
. (B.10)

Le Lagrangien s’exprime :

L(G,F ) =
1

2
H(△F )−Tr(ΓG ◦G)−Tr(ΓF ◦△F ). (B.11)

En annulant la dérivée de ce Lagrangien par rapport à△F , cela donne les relations suivantes

∂L

∂△F
= Ω◦

(
GT ((G[Ω◦△F ]−X)◦W )

)
−ΓF = 0. (B.12)
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On obtient ainsi directement l’expression deΓF . Les conditions de KKT pour la minimisation

du critère (3.15) sont de la forme,

△F � 0, G� 0,
∂H

∂△F
� 0, ∂H

∂G
� 0,

△F ◦ΓF = 0, G◦ΓG = 0.

(B.13)

Pour plus de clarté, soitF⋆ ,Ω◦△F . En remplaçant la relation (B.12) dans l’équation (B.13)

et par analogie avec la matriceG, il est possible de déduire les conditions de KKT pour le

problème pondéré et contraint.

△F � 0, G� 0,

Ω◦
(
GT ((GF⋆−X)◦W )

)
� 0, (W ◦ (GF⋆−X))F⋆T � 0,

△F ◦Ω◦
(
GT ((GF⋆−X)◦W )

)
= 0, G◦

(
(W ◦ (GF⋆−X))F⋆T

)
= 0.

(B.14)

Si maintenant, on considèreF⋆ , Ω ◦△F +Φ, les conditions de (KKT) ne changent pas par

translation, et on trouve exactement la même relation (B.14)pour le cas général. La relation

(B.14) résume les conditions de (KKT) pour le problème de NMF de Frobenius sous contraintes

égalité.
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Annexe C

Conditions de KKT pour la NMF

contrainte à base divergenceαβ

Les conditions de Karush-Kuhn Tucker sont développées pourle casΦ = 0. La démonstra-

tion peut être aisément étendue au cas général.

La minimisation du critère (3.106) nous amène à considérer l’équationH(.), définie par,

H(.) =− 1

αβ

[
− α

α+β
Tr(((X−GΦ)α)T ((X−GΦ)β ◦W ))+Tr(((X−GΦ)α)T ((G(△F ◦Ω))β ◦W ))

]

+ 1

αβ

[
β

α+β
tr((G(△F ◦Ω))T (G(△F ◦Ω))α+β−1 ◦W )

]
. .

(C.1)

Soit : 



H1 = Tr(((X−GΦ)α)T ((X−GΦ)β ◦W )),

H2 = Tr(((X−GΦ)α)T ((G(△F ◦Ω))β ◦W )),

H3 = Tr((G(△F ◦Ω))T (G(△F ◦Ω))α+β−1 ◦W ).

(C.2)

Nous allons donner le développement des KKT pour la méthode de NMF contrainte à base de

divergenceαβ.

C.1 Différentiation du critère par rapport aux inconnus

Dans ce paragraphe, on aborde la dérivation matricielle, basée sur quelques propriétés dé-

crites dans l’annexe précédente. En utilisant la propriété(B.3), il est possible d’écrire :

H1 = Tr(((X−GΦ)α)T ((X−GΦ)β ◦W )) = Tr((X−GΦ)α+β ◦W ). (C.3)
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Notons queH1 ne dépend pas de△F conduisant ainsi à une dérivée nulle par rapport à cette

dernière
∂H1

∂(△F )
= 0. (C.4)

La différentielle deH1 par rapport àG peut s’écrire par arrangements successifs,

∂H1 = ∂Tr((X−GΦ)α+β ◦W ) = Tr(∂(X−GΦ)α+β ◦W ),

= (α +β) Tr(W ◦ (X−GΦ)α+β−1 ◦∂(X−GΦ)),

=−(α +β) Tr(W ◦ (X−GΦ)α+β−1 ◦∂(GΦ)).

(C.5)

Les propriétés (B.3, B.4) et la propriété de commutation des traces induisent

∂H1 =−(α +β) Tr[(W ◦ (X−GΦ)α+β−1)T∂(G)Φ]

=−(α +β) Tr[Φ(W ◦ (X−GΦ)α+β−1)T∂G]

=−(α +β) Tr[
(
(W ◦ (X−GΦ)α+β−1)ΦT

)T
∂G].

(C.6)

La différentiation deH1 par rapport àG aboutit à

∂H1

∂G
=−(α +β)(W ◦ (X−GΦ)α+β−1)ΦT . (C.7)

De même, la différentielle deH2 s’écrit de la façon suivante,

∂H2 = ∂Tr
(
((X−GΦ)α ◦W )T (G(△F ◦Ω))β

)
= Tr

(
((X−GΦ)α ◦W )T∂[(G(Ω◦△F ))β]

)
,

= β Tr
(
((X−GΦ)α ◦W )T

(
(G(Ω◦△F ))β−1 ◦∂(G(Ω◦△F ))

))
,

= β Tr
[[

(X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1
]T

∂(G(Ω◦△F ))
]
.

(C.8)

En utilisant les propriétés de la transposée, nous pouvons introduireG dans la transposée, c.-à-

.d.,

∂H2 = β Tr
[[

(X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1
]T

G∂(Ω◦ (△F ))
]
,

= β Tr
[[

(X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1
]T

G(Ω◦ (∂△F ))
]
,

= β Tr
[[

GT ((X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1)
]T

(Ω◦∂△F )
]
.

(C.9)
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En utilisant la propriété (B.3), il est possible d’écrire

∂H2 = β Tr
[[

(GT ((X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1))
]T

(Ω◦ (∂△F ))
]
,

= β Tr
[[

(GT ((X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1))◦Ω
]T

(∂△F )
]
. (C.10)

La différentiation deH2 par rapport à△F donne

∂H2

∂△F
= β Ω◦

[
GT

(
(X−GΦ)α ◦W ◦ (G(Ω◦△F ))β−1

)]T
.

(C.11)

Nous nous intéressons maintenant à la différentiation deH2 par rapport àG. SoitF⋆ =Ω◦△F .

L’expression deH2 est donnée dans l’équation (C.2). La différentielle deH2 s’écrit

∂H2 = Tr
(
∂(X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β ◦W

)
+Tr

(
(X−GΦ)α ◦W ◦∂(GF⋆)β

)
,

∂H2 = α Tr
(
(X−GΦ)α−1 ◦∂(X−GΦ)◦ (GF⋆)β ◦W

)

+β Tr
(
(X−GΦ)α ◦W ◦ (GF⋆)β−1 ◦∂(GF⋆)

)
,

∂H2 =−α Tr
(
(X−GΦ)α−1 ◦∂(GΦ)◦ (GF⋆)β ◦W

)

+β Tr
(
(X−GΦ)α ◦W ◦ (GF⋆)β−1 ◦ ((∂G)(F⋆))

)
.

(C.12)

De manière similaire àH1 par rapport àG, nous pouvons réarranger les expressions ci-dessus,

∂H2 =−α Tr
(
(X−GΦ)α−1 ◦ ((∂G)(Φ))◦ (GF⋆)β ◦W

)

+β Tr
(
(X−GΦ)α ◦W ◦ (GF⋆)β−1 ◦ ((∂G)(F⋆))

)
,

∂H2 =−α Tr
([

(W ◦ (GF⋆)β ◦ (X−GΦ)α−1)ΦT
]T

∂G
)

+β Tr
([

(W ◦ (GF⋆)β−1 ◦ (X−GΦ)α)F⋆T
]T

∂G
)

.

(C.13)

La différentiation deH2 par rapport àG se résume à,

∂H2

∂G
=−α

(
W ◦ (GF⋆)β ◦ (X−GΦ)α−1

)
Φ

T +β
(
W ◦ (GF⋆)β−1 ◦ (X−GΦ)α

)
F⋆T

.

(C.14)

La fonctionH3 peut s’écrire sous la forme

H3 = Tr
(
((GF )α+β ◦W )

)
. (C.15)
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De manière similaire, la différentielle deH3 s’exprime sous la forme :

∂H3 = ∂Tr
(
(G(△F ◦Ω))T (G(△F ◦Ω))α+β−1 ◦W

)
,

= (α +β)Tr
(
W T (G(△F ◦Ω))α+β−1 ◦∂(G(△F ◦Ω))

)
,

= (α +β)Tr
(
W ◦ (G(△F ◦Ω))α+β−1

]T
∂

[
G(△F ◦Ω)

)
.

(C.16)

L’usage des propriétés (B.3, B.4) permet de simplifier l’écriture

∂H3 = (α +β)Tr
(
GT (W ◦ (G(△F ◦Ω))α+β−1)

]T
∂

[
(△F ◦Ω)

)
,

= (α +β)Tr
([

GT (W ◦ (G(△F ◦Ω))α+β−1)
]T

(Ω◦∂(△F ))
)

,

= (α +β)Tr
([

Ω◦ (GT (W ◦ (G(△F ◦Ω))α+β−1))
]T

∂(△F )
)

.

(C.17)

La différentiation deH3 par rapport àF donne alors

∂H3

∂(△F )
= (α +β)

[
Ω◦ (GT (W ◦ (G(△F ◦Ω))α+β−1))

]T
. (C.18)

De même par rapport àG et en utilisant les propriétés (B.3) et (B.4), il est possible d’écrire

∂H3 = (α +β) Tr(W ◦ (GF⋆)α+β−1 ◦∂(GF⋆)),

∂H3 = (α +β) Tr(W ◦ (GF⋆)α+β−1 ◦ (∂(G)(F⋆))),

∂H3 = (α +β) Tr
([(

W ◦ (GF⋆)α+β−1
)

F⋆T
]T

∂G
)

.

(C.19)

La différentiation deH3 par rapport àG s’exprime immédiatement par,

∂H3

∂G
= (α +β)

(
W ◦ (GF⋆)α+β−1

)
F⋆T

. (C.20)

En utilisant les équations (C.11) et (C.18), il est possible d’exprimer la différentiation de la

fonctionH(.) par rapport à△F ,

∂H

∂△F
=

1

α
Ω◦

(
GT (W ◦

[
(G(△F ◦Ω))α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (G(Ω◦△F ))β−1)

]
)
)

. (C.21)

186



C.2. Lagrangien et KKT

C.2 Lagrangien et KKT

Avec les dérivations précédentes, nous pouvons déterminerles conditions de KKT. Le La-

grangien s’exprime :

L(G,F ) =
1

2
H(G,△F )−Tr(ΓG ◦G)−Tr(ΓF ◦△F ). (C.22)

En annulant la dérivée de ce Lagrangien par rapport à△F et en utilisant la relation (C.21), on

obtient l’expression suivante :

∂L

∂△F
=

1

2α
Ω◦

(
GT (W ◦

[
(G(△F ◦Ω))α+β−1− (X−GΦ)α ◦ (G(Ω◦△F ))β−1

]
)
)
−ΓF = 0.

(C.23)

On obtient l’expression deΓF

ΓF =

(
GT

2α
(W ◦

[
(G(△F ◦Ω))α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (G(Ω◦△F ))β−1)

]
)

)
◦Ω. (C.24)

En utilisant les équations (C.14), (C.6) et (C.20), il est possible d’exprimer la différentiation

de la fonctionH(.) par rapport àG

∂H

∂G
=
−1

αβ

(
−

α

α +β

∂H1

∂G
+

∂H2

∂G
−

β

α +β

∂H3

∂G

)
=Hg1 +Hg2, (C.25)

où les fonctionsHg1 etHg2 sont définies par




Hg1 = 1

β

[
W ◦ ((GF )β ◦ (X−GΦ)α−1−α(X−GΦ)α+β−1)ΦT

]
,

Hg2 = 1
α

[
W ◦

(
(GF )α+β−1− (X−GΦ)α ◦ (GF )β−1

)]
F T .

(C.26)

L’annulation de la dérivée de ce Lagrangien (C.22) par rapport à G donne les relations sui-

vantes :
∂L

∂G
=

1

2
(Hg1 +Hg2)−ΓG = 0. (C.27)

Ceci nous procure l’expression deΓG obtenu enF⋆

ΓG = 1
2β

[
W ◦ ((GF⋆)β ◦ (X−GΦ)α−1− (X−GΦ)α+β−1)

]
Φ

T

+ 1
2α

[
W ◦

(
(GF⋆)α+β−1− (X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β−1

)]
F⋆T

.
(C.28)

Les conditions de KKT pour la minimisation du critère (3.106) sont :
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– Par rapport à△F 



△F � 0,
∂H

∂△F
� 0,

△F ◦ΓF = 0.

(C.29)

– Par rapport àG 



G� 0,
∂H

∂G
� 0,

G◦ΓG = 0.

(C.30)

Les expressions deΓF et ΓG sont déduites de (C.24) et (C.28). Considérons de nouveau

pour plus de concisionF⋆ , Ω ◦△F . Une fois remise en forme et ignorant le facteur2, les

conditions de KKT pour le problème pondéré et contraint avecdes divergencesαβ sont donc

les suivantes :

– Par rapport à△F





△F � 0,
1
α Ω◦

(
GT (W ◦

[
(GF⋆)α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β−1)

]
)
)
� 0,

1
α △F ◦Ω◦

(
GT (W ◦

[
(GF⋆)α+β−1− ((X−GΦ)α ◦ (GF⋆)β−1)

]
)
)

= 0.

(C.31)

– Par rapport àG





G� 0,

1

β

[
W ◦ (X−GΦ)α−1((GF⋆)β− (X−GΦ)β)

]
Φ

T +

1

α

[
W ◦GF⋆)β−1 ◦

(
(GF⋆)α− (X−GΦ)α

)]
F⋆T

� 0,

G◦
1

β

[
W ◦ (X−GΦ)α−1((GF⋆)β− (X−GΦ)β)

]
Φ

T

+G◦
1

α

[
W ◦GF⋆)β−1 ◦

(
(GF⋆)α− (X−GΦ)α

)]
F⋆T

= 0.

(C.32)

Ces expressions (C.31, C.32) restent valides même si l’on considère la relation étendueF⋆ ,

Ω◦△F +Φ. Ces expressions représentent donc les conditions de KKT dans le cas général pour

la NMF contrainte à base de divergenceαβ.
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Annexe D

Autres profils estimés sur les jeux de

données réelles

En complément des tests sur les données réelles données, nous détaillons les profils qui

n’ont pas été présentés dans le chapitre 5.

La sourceMarine secondairea pour espèce majeure le nitrateNO−

3 , suivi des espècesNa,

SO2−
4 , Cl−, Mg, les autres espèces étant soient absentes ou présentes en petite quantité. Les

méthodesαβ-BN2-CWNMF etαβ-BN2-MCWNMF trouvent un profil très satisfaisant. En ef-

fet, ces méthodes donnent un profil très satisfaisants jusqu’à la 5e espèce comme nous pouvons

le voir sur la figure D.1.

La sourceCrustalea pour espèce majeure l’aluminiumAl, puis les espècesCa, Fe, K, TC,

Mg, SO2−
4 . Les autres espèces sont soit absentes ou présentes en infimes quantités. Nous pou-

vons remarquer sur la figure D.2 que les méthodesαβ-BN2-CWNMF etαβ-BN2-MCWNMF

obtiennent un profil quasi parfait jusqu’à la 9e espèce, à l’inverse de la méthodeαβ-N2-MCWNMF

qui trouve beaucoup deTC alors que cette espèce ne devrait pas être aussi importante.

La source Sulfates secondaires a pour espèce majeure le sulfateSO2−
4 , puis les espècesNH+

4 ,

TC, NO−

3 , Ca, K. Les autres espèces sont soit absentes ou présentes en infimequantité. Nous

remarquons une nouvelle fois sur la figure D.3 que la méthodeαβ-BN2-MCWNMF trouve un

profil quasi parfait puisqu’elle respecte vraiment le profilsupposé de la source au contraire des

méthodes WNMF,αβ-N2-CWNMF etαβ-N2-MCWNMF.

La source Nitrates secondaires a pour espèce majeure le nitrateNO−

3 , puis les espècesTC,

NH+
4 , Ca, Fe, Zn, Cu. Comme nous pouvons le voir sur la figure D.4, les méthodes trouvent
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toutes un profil respectable, néanmoins les méthodes [80],αβ-BN2-CWNMF etαβ-BN2-MCWNMF

ont un profil particulièrement satisfaisant, en effet les proportions des différentes espèces res-

pectent l’ordre établi préalablement.

La source Trafic échappement a pour espèce majeure le carbonetotal TC, puis les espèces

SO2−
4 , Zn, NO−

3 , Fe, Ba, Al. Les autres espèces sont soient absentes ou présentes en infime

quantité. Comme nous pouvons le constater sur la figure D.5, les méthodesαβ-BN2-CWNMF

et αβ-BN2-MCWNMF obtiennent un profil satisfaisant, bien que nous constatons un meilleur

résultat pour la méthodeαβ-BN2-CWNMF puisqu’elle obtient un profil satisfaisant jusqu’à la

4e espèce.

La source Combustion biomasse a pour espèce majeure le carbone totaleTC, puis les espèces

K, Cl−, NO−

3 , SO2−
4 , Ca, NH+

4 . Les autres espèces sont soient absentes ou présentes en infime

quantité. Comme nous pouvons le voir sur la figure D.6, toutes les méthodes n’arrivent pas à

bien estimer cette source. A défaut d’obtenir un profil satisfaisant, nous pouvons noter que la

méthodeαβ-BN2-MCWNMF arrive à retrouver les espèces caractéristiques de cette source.
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FIGURE D.1 – Profil de la sourceMarine secondaire.
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FIGURE D.2 – Profil de la sourcecrustale.
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FIGURE D.3 – Profil de la sourceSulfates secondaires.
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FIGURE D.4 – Profil de la sourceNitrates secondaires.
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FIGURE D.5 – Profil de la sourceTrafic échappement.
195



Annexe D. Autres profils estimés sur les jeux de données réelles

FIGURE D.6 – Profil de la sourceCombustion biomasse.
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Résumé

Les méthodes de NMF permettent la factorisation aveugle d’une matrice non-négativeX en le produitX =

G ·F de deux matrices non-négativesG et F . Bien que ces approches sont étudiées avec grand intérêt parla

communauté scientifique, elles souffrent bien souvent d’unmanque de robustesse vis à vis des données et des

conditions initiales et peuvent présenter des solutions multiples. Dans cette optique et afin de réduire l’espace des

solutions admissibles, les travaux de cette thèse ont pour objectif d’informer la NMF, positionnant ainsi nos travaux

entre la régression et les factorisations aveugles classiques. Par ailleurs, des fonctions de coûts paramétriques

appelées divergencesαβ sont utilisées, permettant de tolérer la présence d’aberrations dans les données.

Nous introduisons trois types de contraintes recherchées sur la matriceF à savoir (i) la connaissanceexacte

ou bornéede certains de ses éléments et (ii) la somme à1 de chacune de ses lignes. Des règles de mise à jour per-

mettant de faire cohabiter l’ensemble de ces contraintes par des méthodes multiplicatives mixées à des projections

sont proposées. D’autre part, nous proposons de contraindre la structure de la matriceG par l’usage d’un modèle

physique susceptible de distinguer les sources présentes au niveau du récepteur.

Une application d’identification de sources de particules en suspension dans l’air, autour d’une région indus-

trielle du littoral nord de la France, a permis de tester l’intérêt de l’approche. A travers une série de tests sur des

données synthétiques et réelles, nous montrons l’apport des différentes informations pour rendre les résultats de la

factorisation plus cohérents du point de vue de l’interprétation physique et moins dépendants de l’initialisation.

Mots-clés:séparation informée de sources, factorisation matricielle non-négative, contraintes expertes, divergence

αβ, identification de particules dans l’air

Abstract

NMF methods aim to factorize a non-negative observation matrix X as the productX = G ·F between two

non-negative matricesG andF . Although these approaches have been studied with great interest in the scientific

community, they often suffer from a lack of robustness to data and to initial conditions, and provide multiple

solutions. To this end and in order to reduce the space of admissible solutions, the work proposed in this thesis

aims to inform NMF, thus placing our work in between regression and classic blind factorization. In addition, some

cost functions called parametricαβ-divergences are used, so that the resulting NMF methods arerobust to outliers

in the data.

Three types of constraints are introduced on the matrixF , i.e., (i) the exactor boundedknowledge on some

components, and (ii) the sum to1 of each line ofF . Update rules are proposed so that all these constraints aretaken

into account by mixing multiplicative methods with projection. Moreover, we propose to constrain the structure of

the matrixG by the use of a physical model, in order to discern sources which are influent at the receiver.

The considered application—consisting of source identification of particulate matter in the air around an in-

dustrial area on the French northern coast—showed the interest of the proposed methods. Through a series of

experiments on both synthetic and real data, we show the contribution of different informations to make the fac-

torization results more consistent in terms of physical interpretation and less dependent of the initialization.

Keywords: Informed source separation, Non-negative Matrix Factorization, expert constraints,αβ-divergence, air

particulate matter identification
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