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Introduction et principaux résultats

Les événements extrémes ont une importance majeure dans 1’économie réelle et les
marchés financiers ne font pas l'exception. A titre d’exemple, nous mentionnons la
crise de 1929, le crash de 1987 et la crise de 2007. Ce sont des événements rares,
qui ont une faible probabilité d’apparition comparée a la probabilité des événements
qui se produisent le plus souvent. Ces événements ont un coiit économique énorme.
Du point de vue de la modélisation mathématique, ils s’interprétent par la queue
de distribution gauche (pertes extrémes) et la queue de distribution droite (gains
extrémes) des rendements des actifs financiers.

La premiére partie de la thése s’inscrit dans le cadre de la gestion de risque avec ap-
plication sur des données de la bourse de Paris. La gestion de risque a pour objectif
de modéliser le comportement des queues de distributions et de construire des outils
capables de prévoir et de limiter les grosses pertes. Dans cette partie de la thése,
nous construisons un modele pour les queues de distribution lourdes qui prend en
compte les changements de régime. En effet, le modéle de la distribution gaussienne
et la loi des grands nombres, fondements de I'étude des grandeurs moyennes, privilé-
gient les événements proches de la moyenne tout en négligeant les valeurs extrémes.
La modélisation par la loi normale conduit & une sous-estimation de l'occurrence
des événements rares. Ainsi, la Value-at-Risk (VaR), le montant de perte qui n’est
dépassée qu’avec une probabilité donnée sur un horizon temporel bien déterminé,
calculée dans le cadre du modéle gaussien, est sous-estimée. Cette mesure a toujours
été une norme en matiére de mesure de risque au sein des établissements financiers
et dans les accords de Béle [150].

Une alternative au modéle gaussien, qui prend en considération des queues de dis-
tributions lourdes, est le modéle des lois stables, appelées aussi Lévy-stables. Ces
lois s’obtiennent par la généralisation du théoréme centrale limite a des sommes de
variables aléatoires indépendantes de méme loi et de variance infinie. Elles donnent
plus d’importance aux valeurs extrémes et proposent un équivalent aux outils de la
gestion de portefeuilles utilisés dans le cadre du modé¢le gaussien. Il s’agit du MEDAF
appliqué dans le cadre du marché stable [61]. Cependant, avec des tests numériques
sur les quantiles de la queue de cette distribution, notamment sur la VaR, il s’avére
que ces lois sur-estiment le plus souvent I’épaisseur de la queue et donnent trop
d’ampleur aux événements rares.

Pour répondre aux défauts de sous-estimation et de sur-estimation des risques dans



ces deux modéles, nous proposons le modéle des lois puissances. Ce modéle est basé
sur I’hypothése qu’il existe un réel « tel que la fonction de répartition F', des pertes
d’un portefeuille donné, s’écrit :

1-F(x)=P(L=x)="Ll(z)z™°,

avec £(z) une fonction dite & variation lente quand x — +o0. Une telle loi est appelée
loi puissance d’indice de queue «, qui résume la lourdeur de la queue de la distribu-
tion et caractérise également 1’existence des moments. Les lois stables ont une queue
de distribution de loi puissance d’indice « inférieur & 2. Cette contrainte est imposée
implicitement par la définition de ces lois. Cependant, ’étude des queues de distri-
bution des données du marché modélisées par des lois puissances, sans contrainte
sur «, conduit en pratique a des valeurs de « le plus souvent supérieures a 3. C’est
cette différence entre I'indice de décroissance intrinséque, obtenu dans la définition
des lois stables, et le vrai comportement de la queue de la distribution des données
financiéres réelles qui entraine la sur-estimation de I’épaisseur de la queue de dis-
tribution par les lois stables. Pour cette raison, nous privilégions un modeéle de loi
puissance qui apporte plus de précisions sur les mesures des valeurs extrémes.

Notre étude empirique utilise principalement un estimateur inspiré de celui de Hill
pour approcher I'indice de décroissance de la queue de distribution des pertes finan-
ciéres, ainsi que l'estimateur de Weissman pour approcher la fonction & variation
lente ¢(z). Nous validons notre modéle par des tests portant sur la VaR mesurée a
I’aide des données numériques, observées sur les marchés financiers.

Le modeéle des lois puissances apporte une meilleure estimation de la VaR compa-
rée aux estimations données par le modéle gaussien et le modéle des lois stables.
Cependant, en regardant la VaR estimée a partir des données financiéres réelles sur
des petites périodes et non pas sur I’ensemble de tout I’historique, nous constatons
un regroupement des erreurs d’estimation. Autrement dit, nous remarquons des pé-
riodes ou les estimations de la VaR ne détectent pas les événements rares et elles
les sous-estiment, et des périodes ol ces estimations donnent beaucoup d’ampleurs
au risque réel et elles le sur-estiment. Cela s’explique par le fait que ces modéles
reposent sur I’hypothése que les pertes journaliéres sont indépendantes et identi-
quement distribuées. Or, il est plus légitime de supposer que le marché financier
passe par des périodes de crise et des périodes de hors-crise et de tenir compte des
changements de régimes qui en résultent.

Ainsi, nous construisons une variante du modeéle des lois puissances pour la queue
de distribution, qu’on appellera dans ce manuscrit le modeéle des lois puissances a
changement de régimes. Nous admettons qu’a un jour donné le portefeuille peut
étre soit dans un régime de crise soit dans un régime de hors-crise. Nous supposons
par la suite que la queue de distribution des pertes dans un régime de crise suit
une loi puissance d’indice «, et la queue de distribution des pertes dans un régime
de hors-crise suit une loi puissance d’indice ay,. Nous décrivons la loi de transition
entre les deux régimes et nous construisons ainsi un modeéle a changement de régimes
pour la queue de distribution. Dans notre approche, nous cherchons a bénéficier de
la stabilité des modeéles des lois puissances dans l'estimation de la VaR et de la
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détection des regroupements de la volatilité, donnée par les modéles conditionnels.

Dans la partie empirique, la théorie des modeéles de Markov cachés (MMC) est appli-
quée pour la classification des données et la détermination des différentes périodes
de crise et de hors-crise. Ensuite le quantile des lois puissances est estimé en se
basant sur la connaissance de I'historique des régimes du marché. Pour estimer la
VaR a un instant donné ¢, notre modéle donne plus de poids au régime présent a
I'instant ¢, ce qui réduit les sous-estimations et les sur-estimations observées dans le
modeéle classique des lois puissances, a chaque changement de régime.

Nos modéles sont intensivement testés sur des données de marché historiques de la
Bourse de Paris (Euronext Paris). Nous nous sommes principalement intéressés aux
rendements journaliers des prix de clotures des actions, ce qui représente en pratique
la situation des petits investisseurs et pour lesquels le probléme de calibration du
modeéle est le plus délicat & cause de faibles quantités de données dont ils disposent.

La deuxiéme partie de la thése s’intéresse a une autre fagon de considérer les événe-
ments extrémes, celle d’intégrer les sauts dans la modélisation du prix d’actif. Parmi
les classes les plus connues des modeéles a temps continu et dont les trajectoires
peuvent avoir des discontinuités, nous proposons les modéles exponentielle-Lévy ot
le logarithme du prix est décrit par un processus de Lévy. Un processus de Lévy
est un processus stochastique & accroissements indépendants et stationnaires : si
(Xt)i=0 est un processus de Lévy, X; — X, avec t > s est indépendant de I’histoire
du processus avant le temps s et sa loi ne dépend pas de t ou s séparément mais
seulement de t — s. Cette propriété des accroissements évoque une analogie avec les
fonctions linéaires : on peut dire que les processus de Lévy sont, dans un certain
sens, des « processus linéaires » ou additifs.

Malgré cette simplicité apparente, les processus de Lévy ont des nombreuses pro-
priétés intéressantes et constituent un domaine d’étude en plein développement :
plusieurs ouvrages ont été publiés récemment [5, 21,13, 115] et une série de confé-
rences internationales dédiées aux processus de Lévy et leurs applications a rencontré
un grand succes.

Sur le plan de la modélisation financiére, les processus de Lévy fournissent une classe
de modéles avec sauts qui est suffisamment riche pour bien décrire les données em-
piriques et assez simple pour réaliser de nombreux calculs analytiquement. L’intérét
de tels modéles en finance est principalement dii aux trois facteurs suivants.

Premiérement, dans un modéle a trajectoires continues, comme un modéle de diffu-
sion, le processus de prix se comporte localement comme un mouvement brownien et
la probabilité que le prix bouge beaucoup, pendant un temps court, est trés petite si
la valeur de volatilité n’est pas déraisonnablement grande. Cela implique que, dans
de tels modéles, les prix des options « hors de la monnaie » doivent étre beaucoup
plus petits que ce que I'on observe en réalité. Par contre, si le processus de prix peut
sauter, méme pour une maturité courte on ne peut pas négliger la probabilité d'un
mouvement inattendu du prix qui déplacerait 'option dans la monnaie.
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Deuxiemement, du point de vue de la couverture, les modéles a trajectoires continues
correspondent en général aux marchés complets ou aux marchés qui peuvent étre
complétés en ajoutant un ou deux actifs supplémentaires comme dans les modéles
a volatilité stochastique. Ceci implique que le flux terminal de n’importe quel actif
contingent peut étre parfaitement répliqué, et les options cotées deviennent donc
redondantes. Cependant, en présence de sauts la couverture parfaite est impossible
et les options permettent aux participants du marché de couvrir les risques qui ne
peuvent pas étre répliqués par une stratégie de trading ne faisant intervenir que le
sous-jacent.

Le troisiéme argument en faveur de I'utilisation de modéles discontinus, qui est peut-
étre le plus important, est la présence-méme de sauts dans les prix. Il est clair que
des variations de prix, comme celles observées sur le marché, ne peuvent pas étre
expliquées par un modele a trajectoires continues, mais elles doivent étre prises en
compte pour une gestion de risques fiable.

Dans cette partie, nous considérons deux problémes liés respectivement a la gestion
de risque et et a la couverture des options dans le cadre des modéles exponentielle-
Lévy. Premiérement, nous développons deux méthodes numériques pour la mesure
de la Value-at-Risk (VaR) et la Value-at-Risk Conditionnelle (CVaR) qui est une
mesure complémentaire a la VaR et qui correspond a la valeur moyenne de la perte
sachant que cette derniére a dépassé la VaR. La premiére méthode permet d’évaluer
la VaR et la CVaR monétaires, tandis que la deuxiéme s’intéresse a la VaR et la CVaR
en termes de rendements. Le principe de ces méthodes est d’exprimer la VaR et la
CVaR comme respectivement 'argument du minimum et le minimum d’une certaine
fonction que 'on évalue numériquement par des techniques d’inversion de Fourier.
Le premier avantage de notre méthodologie est qu’elle nécessite la seule connaissance
de la fonction caractéristique du processus de Lévy. Le deuxiéme est qu’elle évalue
simultanément la VaR et la CVaR. Ceci représente un atout par rapport a d’autres
méthodes qui les calculent séparément en évaluant d’abord la fonction de densité
par inversion de Fourier [28,91,95].

La deuxiéme problématique est la détermination de la stratégie autofinancée qui
minimise la CVaR du risque de couverture. Sans contrainte sur le capital initial,
la solution du probléme est la stratégie de la sur-réplication et la CVaR minimale
vaut zéro. Cependant, le capital initial requis pour construire une stratégie de sur-
réplication est trés élevé et égal au prix de l'actif sous-jacent dans certains cas.
Cela rend ce choix non-adéquat en pratique et il faudrait ajouter une contrainte
budgétaire sur le capital initial. Dans le cas du marché complet, ou il existe une
unique mesure risque-neutre, le probléme est résolu dans [I19] par lapplication
du lemme de Neyman-Pearson. Des généralisations de ce lemme ont été proposées
dans [47,138,139,141]. Néanmoins, elles ne peuvent pas étre appliquées dans le cadre
des modéles exponentielle-Lévy car ces généralisations reposent sur des hypothéses
de convexité et de compacité dont nous montrerons la non-validité dans ce cas.
Nous proposons comme alternative une approximation de la CVaR minimale par la
résolution d’un probléme approché. Cela est fait en relaxant la contrainte budgétaire
et en résolvant le probléme sous la mesure risque-neutre d’Esscher.
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Finalement, nous mentionnons que cette thése a été motivée initialement par une
collaboration entre ALPHABILITY, une PME qui proposait des solutions informa-
tiques pour les sociétés de gestion de portefeuilles, et notre équipe Tosca d’Inria,
spécialiste des méthodes probabilistes et de la modélisation stochastique. La colla-
boration avait pour objectif de définir et d’étudier des mesures fiables du risque des
marchés financiers pour proposer des stratégies de gestion de portefeuille prenant
en compte de critéres de risque.

Principaux résultats

La premiére partie de la thése se divise en quatre chapitres.

Le premier chapitre de la thése présente la méthodologie d’estimation de la Value-
at-Risk a partir des données réelles et les techniques de validation du modéle choisi
pour décrire les rendements de I'actif financier, dites les backtests. La présentation
est faite dans le cadre simple du modéle gaussien.

Notons R; = log(S;11/5;) le rendement d’un actif financier & un instant ¢ avec S;
son prix de cloture journalier. La perte est définie par L; = —R; et la Value-at-Risk
(quotidienne en termes de rendements), a I'instant ¢ et & un niveau de confiance a,
est la perte potentielle maximale que ’on peut subir le lendemain en dehors d’un
événement de probabilité 1 — a. Mathématiquement parlant, elle représente le a®™°
quantile supérieur de la distribution de la perte L; 1,

VaR\™ = ¢"+1(q) = inf{z € RIP(Liy1 < z) > a}.
Quand les variables aléatoires (S;):>¢ sont continues, on peut écrire directement

P(Li+1 > VaR!™) = P(R;z1 < — VaR\”) = 1 — a.

La méthodologie de mesure de risque se décline en trois étapes :

— Choisir un modéle pour décrire la distribution (ou la queue de distribution)
des rendements (ou pertes) de l'actif boursier ;

— Estimer la VaR sous ce modéle ;

— Valider la VaR estimée par des backtests pour vérifier I’adéquation de ce mo-
déle dans la description de la queue de la distribution des données financiéres
réelles.

Dans ce chapitre de présentation, les rendements sont modélisés par des variables
aléatoires i.i.d. qui suivent une loi normale. L’estimation de la VaR se fait sur
une fenétre glissante de taille k& pour capturer les caractéristiques dynamiques des
données du marché, qui varient en fonction des périodes de temps. En d’autres
termes, les parameétres de la loi de R;,; sont estimés a partir des données anté-
rieures (Ry_gi1, -+, Ry), celles de la loi de Ry, o & partir de (Ry_gyo, -, Riy1) et
ainsi de suite. Finalement, pour valider I’adéquation du modéle dans la mesure de
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la VaR, nous avons eu recours aux procédures de backtesting. En effet, étant donné
que la véritable valeur de la VaR n’est pas observable, les techniques usuelles de va-
lidation des estimations telles que I'erreur quadratique moyenne et 1’erreur absolue
moyenne en pourcentage ne peuvent pas étre utilisées. Le backtesting consiste a tes-
ter un modéle de mesure de risque sur une grande base de données historiques pour
évaluer son efficacité et valider son application dans la pratique. Le backtest le plus
connu est celui du ratio de dépassement : pour une VaR & un niveau de confiance a,
la probabilité que R, soit inférieur a — VaRga) est 1 —a. Nous estimons la VaR sur
une fenétre glissante pour tout 1’historique dont nous disposons et nous comptons le
pourcentage de dépassement (R, < — VaRga) ) sur 'ensemble de toutes les estima-
tions. La situation idéale est celle ou ce ratio est égal a 1 — a. S’il y est supérieur,
nous disons que la VaR est sous estimée sous le modéle choisi. S’il y est inférieur,
nous disons que le modéle sur-estime la VaR. D’autres backtests plus sophistiqués,
d’intervalle de confiance, de couverture non-conditionnelle et d’indépendance entre
les dépassements, sont étudiés dans ce chapitre.

Les résultats de ’application sur les données de la bourse de Paris sont cohérents
avec ce qui a été prouvé depuis longtemps sur d’autres données financiéres. En effet,
nous remarquons que le modéle gaussien sous-estime la VaR et que la queue de
distribution des données réelles est plus lourde que celle de la loi normale.

Dans le chapitre 2, nous étudions le modéle des lois puissances qui prend en considé-
ration les queues de distributions lourdes. Ce choix a été encouragé par les résultats
obtenus par les graphes de Pareto tracés a partir des pertes journaliéres de nos
données boursiéres. Sur ce graphe nous tragons, dans un certain sens, les quantiles
des pertes contre ceux d’une loi uniforme. Si les données suivent une loi puissance,
la fonction quantile doit avoir ’allure d’une droite sur la queue de distribution.
Cette observation est vérifiée pour le graphe de Pareto obtenu a partir des pertes
quotidiennes pour la plupart des actions dans notre base de données.

Sous le modele des lois puissances, la loi de la perte L; est donnée par
P(L; = x) = l(x) x7°,

avec a 'indice de queue et ¢(x) une fonction a variation lente que ’on suppose égale
a une constance C' & partir d’un certain rang (ou qui tend rapidement vers C') dans
I’étude empirique. L’estimation des parameétres a et C' est issue de la théorie des
valeurs extrémes et des statistiques d’ordre. Pour une série des pertes (L;)1<i<n, nous
définissons la statistique d’ordre associée (L ;))1<i<n telle que L) < Li11) pour tout
1 <i<n—1. L'estimation de « est donnée par I'estimateur de Hill défini par

—1
Tn

AT‘ = | 1 Lnfi —1 Lnfr )
Qr, rﬂ; 0g(Ln-i+1)) —10g(Ln-r,))

pour un 0 < r, < n fixé. Si 7, — +00 et = — 0 lorsque n — +o0, 'estimateur de
Hill converge en probabilité vers a.

Il faut noter que les données du marché fournies par ALPHABILITY, bien que cou-
vrant dix années, restent peu nombreuses puisque 'on n’étudie que les données
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journaliéres. Ce qui induit un faible nombre de données disponibles pour les esti-
mations. Il est donc inutile de chercher une méthode trés fine, puisque les erreurs
statistiques seront dans tous les cas importantes. Afin de réaliser un bon compro-
mis entre précision et colit numérique, on va opter pour une méthode d’estimation
simple, inspirée de la discussion ci-dessous.

L’estimateur de l'indice v = 1/, que nous allons utiliser dans notre étude, est donné
par le calcul de la pente sur le graphe de Pareto avec une technique de moindres
carrés sur un intervalle qui se concentre sur la queue de distribution mais qui ne
prend pas en compte les valeurs les plus grandes des pertes, qui sont aussi les plus
entachées d’erreurs. Ce choix est une variante de ’estimateur de Hill, qui représente
une version pondérée de 'estimateur des moindres carrés. Nous proposons aussi un
estimateur pour la constante C'.

Nous considérons dans ce chapitre I'estimation des parameétres de la loi puissance en
prenant une fenétre glissante de 252 jours. Sur une fenétre de 252 jours, seulement
environ la moitié des données correspond & des pertes. Donc entre 5 et 10 données
seulement sont utilisées pour estimer la queue de distribution. Ainsi, notre choix de
ne pas considérer les quantiles supérieurs a 99% s’avére pertinent pour éviter que
les valeurs les plus grandes perturbent trop l'estimation de ~.

Les backtests de validation ont abouti a des résultats meilleurs que ceux du modéle
gaussien et nous avons constaté que le modéle des lois puissances sous-estime moins
la Value-at-Risk pour les faibles niveaux de risque. Cela revient au fait que ce modéle
considére les queues de distribution lourdes et donne une plus grande importance
aux pertes extrémes.

Cependant, nous remarquons qu’a chaque passage d’une période, ou les rendements
subissent de grandes fluctuations, & une période de petites fluctuations, la VaR est
sur-estimée. Inversement, a chaque passage d’'une période de petites fluctuations a
une période de grandes fluctuations, la VaR est sous-estimée. Nous expliquons cela
par le fait que les données ne sont pas en réalité i.i.d. et que le marché passe par des
périodes de grandes fluctuations (crise) et des périodes de petites fluctuations (hors-
crise) et que la considération des modeéles i.i.d. aboutit & des erreurs d’estimations a
chaque changement de régimes. Cette problématique fera ’objet des deux chapitres
suivants, ol nous proposons un modéle des lois puissances & changement de régimes
qui permettra de réduire ces erreurs d’estimations.

Dans le chapitre 3, nous introduisons la notion du modéle de Markov caché (MMC)
que nous appliquons pour classifier les données boursiéres et déterminer les différents
régimes du marché. Nous supposons que le marché passe par deux régimes : un ré-
gime de crise (c), ou les rendements de l'actif sont caractérisés par des grandes
variations, et un régime dit hors crise (h), ou le prix de l'actif est stable et ses
rendements ne subissent par conséquent que des petites fluctuations. Un modele a
changement de régimes suppose que cette information est résumée dans un processus
X d’états cachés, a valeurs dans {c, h}, qui est a l'origine des rendements observés.
Les paramétres du modeéle subissent des changements discrets et occasionnels décri-
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vant la transition d’un régime & un autre. Ainsi, la loi des pertes est donnée par

P(L, > z) = P(L; > 2| X, = O)P(X, = ¢) + P(L; > 2| X, = h)P(X, = h).

Dans la littérature, il existe plusieurs techniques pour construire ce processus d’états.
Les travaux [, 86| utilisent des fonctions logistiques des variables endogénes retar-
dées. L’article [147] applique des fonctions probabilistes et Particle [24] se base sur
le filtre de Hamilton dans son estimation.

Toutes ces méthodes reposent sur une connaissance a priori ou un choix de la forme
des probabilités de transition. Afin d’utiliser le moins possible d’a priori, nous pro-
posons une procédure d’apprentissage non-supervisé pour estimer ces probabilités a
partir des données réelles. Pour cela, nous optons dans ce travail pour le modéle de
Markov caché. Ce dernier considére que le processus X d’états cachés est une chaine
de Markov de loi initiale p et de matrice de transition (). De plus, il fait I’hypothése
que, conditionnellement aux états X;, les observations R; sont mutuellement indé-
pendantes et que chaque observation ne dépend que de 1’état X; et 'hypothése que
la loi conditionnelle de R; sachant X; ne dépend pas de t et admet une densité.

Sous ces hypothéses, un modele de Markov caché est entiérement caractérisé par
M = (p,Q,%) ot p est la loi initiale du processus d’état X, @) est sa matrice de
transition et v est le noyau markovien du processus R sachant le processus X.

En partant d’une suite de rendements (R, - - - , R;), nous déterminons les parameétres
M = (p,Q, ) qui maximisent la vraisemblance d’apparition de cette suite d’obser-
vations. L’algorithme de Baum-Welsh a été appliqué pour résoudre ce probléme,
appelé souvent probleme d’apprentissage. Ensuite, en ayant la suite d’observations
(Ry, -+, Ry) et les parameétres du modeéle M = (p, @, 1), nous cherchons la suite
d’états (Xi,---,X;) qui est le plus vraisemblablement a l'origine de ces observa-
tions (Ry, -+, Ry). Ce probléme est appelé le probléme de reconnaissance et est
résolu par l'algorithme de Viterbi.

Dans le chapitre 4, nous proposons un modéle pour les queues de distribution, basé
sur les lois puissances et prenant en compte ces changements de régimes. Nous ad-
mettons que la queue de distribution des pertes se comporte selon une loi puissance.
Cependant nous pensons qu’il s’agit de deux lois puissances : une pour la queue
de distribution des pertes en régime crise et une pour la queue de distribution des
pertes en période de hors crise. Ainsi, la queue de distribution des pertes est décrite
par la somme pondérée des deux lois :

P(L; > x) =C. a7 *P(X; =¢) + Cp, 7 "P(X; = h), pour z = x.

L’estimation des paramétres de crise se fait sur des fenétres glissantes contenant
uniquement des données du régime de crise. De la méme facon, les paramétres du
régime hors-crise sont estimés sur des fenétres glissantes sur le régime hors-crise.
Nous fixons t; = 1500, le nombre minimal de données pour avoir une estimation du
modéle de Markov caché. Pour t > g, la VaRga), a un niveau de confiance a, est
donnée par le quantile g%+ (a). La procédure d’estimation de la VaR est la suivante :
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(a) On estime les paramétres M = (p,Q,1) du MMC a partir de ’échantillon
(R1, ..., Ry) par Ialgorithme de Baum-Welsh.

(b) On estime la suite des états cachés (X, ..., X;) par 'algorithme de Viterbi.

(c) On estime les parameétres (C., a..) de la loi Pareto du régime de crise a partir
des derniéres 252 données du régime crise dans (Ry, ..., R;).

(d) On estime les parameétres (Cj, ay,) de la loi Pareto du régime de hors-crise a
partir des derniéres 252 données du régime hors-crise dans (R, ..., R;).

(e) On calcule la probabilité d’étre le lendemain en état de crise :
prr1 = Py (X1 = | Ruy).

(f) Le quantile ¢+ (a), & un niveau a, de la perte a I'instant ¢+ 1 est ainsi solution
de
1 —a=p1Cx™ + (1 = ppy1)Crx™ "

Cette équation est résolue numériquement en utilisant la méthode de Newton-
Raphson.

L’application des procédures de backtesting sur la VaR estimée sous le modeéle des
lois puissances a changement de régimes certifie ce constat d’existence de deux
régimes du marché. En effet, les délais d’estimation et les sous/sur-estimations a
chaque changement de régime, que 'on a constatés dans le modéle gaussien et le
modéle des lois puissances, sont éliminés par 'introduction des notions crise et hors-
crise. Nous concluons que prendre en compte le régime du marché dans le calcul de
la VaR conduit a une adaptation rapide au changement de régime.

La performance de prédiction du modeéle des lois puissances a changement de régimes
a été comparée a celles du modele simple des lois puissances, du modéle des lois
stables et du modéle GARCH. Nous estimons la VaR a 99% sous chacun des quatre
modéles pour un ensemble de 56 actifs sélectionnés dans notre base de données. Cet
ensemble contient les actifs ayant des cotations durant toute la période allant de
janvier 2001 & février 2011. Parmi ces actifs, nous trouvons certaines des actions les
plus liquides qui composent 'indice CAC40. La performance de chaque modéle est
résumée par la moyenne de ses résultats en termes du Backtesting sur la VaR, sur
I’ensemble des actifs sélectionnés.

La figure suivante (copie de la figure 4.7 de la page 83) présente les ratios de dépasse-
ment de la VaR sous chacun des quatre modéles pour les 56 actifs sélectionnés. Clai-
rement, le modele des lois stables sur-estime la VaR et le modéle des lois puissances
la sous-estime. Les résultats du modéle GARCH et du modéle des lois puissances &
changement de régimes fluctuent autour de la valeur cible 1%. En termes de ratio
moyen de dépassement, le modéle des lois puissances & changement de régimes est le
plus proche de 1%, puis le modéle GARCH, puis le modéle des lois puissances et au
final le modeéle des lois stables. La réalisation des autres backtests sur I’ensemble des
56 actifs indique que le modéle des lois puissances & changement de régimes donne
les meilleurs résultats en termes de backtesting.

En guise de conclusion, 'introduction de la notion de crise nous a permis d’améliorer
la performance de la prédiction de la Value-at-Risk en construisant un modéle qui
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Comparaison des résulats du backtest des différents modéles sur 56 actifs.
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prend en compte a la fois la lourdeur de la queue de la distribution et aussi les chan-
gements de régimes. Ce modéle a en plus éliminé le regroupement des dépassements
de la VaR et les délais d’estimation constatés dans les modéles i.i.d.. Cependant, les
backtests du ratio de dépassement n’avaient pas une tendance générale supérieure
ou inférieure a la valeur cible 1%, comme c’est le cas des lois puissances ou des
lois stables. Les résultats des backtests fluctuent autour de la valeur cible. Cette
observation n’est pas spécifique au modéle des lois puissances a changement de ré-
gimes, mais caractérise I’ensemble des modéles conditionnels comme le montre aussi

le modéle GARCH.

La deuxiéme partie de la thése, qui s’intéresse aux processus a sauts et aux pro-
cessus de Lévy en particulier, se compose de trois chapitres.

Le chapitre 5 commence par une bréve présentation des processus de Lévy, com-
plétée d’un recueil de leurs principales propriétés, utilisées dans la suite de la thése.
Dans la section suivante, nous nous intéressons principalement aux modeles exp-
Lévy, c’est-a-dire, les modéles ot le prix d’un actif est décrit par I’exponentielle d’'un
processus de Lévy. Dans ce cadre, nous passons en revue les différentes méthodes
de construction des mesures risque-neutre sous lesquelles le prix actualisé de 'ac-
tif est une martingale. Nous détaillons deux exemples construits via la transformée
d’Esscher, la mesure risque-neutre d’Esscher et la mesure risque-neutre d’entropie
minimale, pour lesquelles nous donnons les conditions d’existence et les paramétres
des modéles risque-neutre. Ensuite, nous décrivons une méthode, due & Carr et Ma-
dan [32], permettant de valoriser les options européennes dans les modeéles exp-Lévy
a l'aide de la transformée de Fourier. La méthode est fondée sur ’observation sui-
vante : si on multiplie le prix de 'option par un facteur d’amortissement :

ca(k) = e x Spe TR (eXT — €M), ],

alors la quantité obtenue est, sous certaines conditions, intégrable et on peut évaluer
sa transformée de Fourier :

Soe T ok (v — (o + 1)1)
@ +a—v2+i(2a + 1)v’

Ca(v) =

ou &% est la fonction caractéristique de X sous la mesure risque-neutre P*. Les prix
d’options peuvent donc étre évalués en calculant la transformée de Fourier inverse
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de ¢,. La derniére section de ce chapitre est consacrée a ’application des méthodes
de construction des mesures risque-neutres et de la méthode d’évaluation de prix
d’options dans le cadre de trois modéles exp-Lévy, a savoir le modéle continu de
Black et Scholes, le modéle diffusion-saut de Merton et le modéle d’activité infi-
nie variance gamma. Dans cette section, nous éclaircissons les ressemblances et les
divergences entre la mesure risque-neutre d’Esscher et la mesure risque-neutre d’en-
tropie minimale et nous étudions la sensibilité du prix de I'option par rapport aux
paramétres des différents modéles.

Dans le chapitre 6, nous développons deux méthodes numériques pour calculer si-
multanément la Value-at-Risk cumulative et la Value-at-Risk conditionnelle (CVaR)
cumulative dans le cadre des modéles exp-Lévy. La premiére méthode permet d’éva-
luer la VaR et la CVaR monétaires, tandis que la deuxiéme s’intéresse a la VaR et la
CVaR en termes de rendements. Ces méthodes reposent sur I'inversion d’une trans-
formée de Fourier exprimée en fonction de la fonction caractéristique du processus
de Lévy. La CVaR a un niveau de confiance a, est une mesure complémentaire de la
VaR définie par

1 1
CVaR, (L) = J VaR,(L)dz.
—a),
ou L est la fonction perte considérée.

Rockafellar et Uryasev [136] proposent un algorithme pour calculer simultanément
la VaR et la CVaR par la résolution d’un probléme unidimensionnel d’optimisation
convexe présenté par le théoréme ci-dessous.

En notant a € (0, 1) le niveau de risque et en introduisant la fonction
E[(L - Z)+]7

la VaR et la CVaR sont les solutions du probléme suivant

CVaR,(L) = miﬂg F,(2),

2 Fy(2) =2+

—a

VaR, (L) = min{y : y € argmin F,(2)}.

zeR
En particulier, on a toujours VaR, (L) € argmin F,(z) et CVaR,(L) = F,(VaR,(L)).
zeR
Dans une premiére section, nous nous intéressons aux VaR et CVaR monétaires sur
la période totale, c’est-a-dire nous considérons comme fonction perte L = Sy — St.
Dong, afin de procéder a la minimisation, I'enjeu est de calculer I'espérance E[(Sy —
St —z) 4] pour tout z € R. Pour z > Sy, cette espérance est nulle. Pour z < Sy, nous
posons w = log(1l — z/Sy) et espérance se réécrit sous la forme E[(Spe® — St)4]
pour w € R. En multipliant cette derniére par un facteur d’amortissement :

fa(w) = e x E[(Soe"” — Sr)+],
nous obtenons une quantité qui est, sous certaines conditions, intégrable et nous

pouvons évaluer sa transformée de Fourier :

fa(u) _ So®r(u+i(a—1))

a? —a—u?—iu2a—1)
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ot O est la fonction caractéristique de X7 sous P. Ainsi, 'espérance E[(Sy — Sp —
2)4] peut étre évaluée en calculant la transformée de Fourier inverse de f, et nous
pouvons par la suite procéder a la minimisation et obtenir une évaluation numérique
de la VaR et la CVaR monétaires. Nous appliquons cette méthode pour les trois mo-
déles exp-Lévy mentionnés précédemment. Pour le modéle de Black et Scholes, nous
pouvons obtenir des formules explicites pour la VaR et la CVaR et la comparaison
nous donne des erreurs pour la méthode numérique de I'ordre de 1072 (quelques
centimes d’euro si les actions sont cotées en euro) pour la VaR monétaire et des
erreurs inférieures a 10~* pour la CVaR monétaire.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons aux VaR et CVaR en termes de ren-
dements sur la période totale. La fonction perte considérée est L = —log(S7/Sy) =
—X7. Dong, la procédure de minimisation nécessite d’abord le calcul de E[(—X7p —
z) 4] pour tout z € R. D’une fagon analogue, notre méthode est fondée sur I’évalua-
tion de cette espérance en calculant la transformée de Fourier inverse d’une certaine
fonction g, et nous pouvons par la suite procéder a la minimisation. De méme, nous
appliquons cette méthode pour calculer la VaR et la CVaR en termes de rendements
dans les cadres des modéles de Black et Scholes, de Merton et variance gamma. La
comparaison avec les résultats des formules explicites obtenues sous le modéle de
Black et Scholes nous donne des erreurs numériques de I'ordre de 1072 pour la VaR
et inférieures & 10~ pour la CVaR.

Dans le chapitre 7, nous nous intéressons a la couverture des options européennes
sous des modeéles exp-Lévy. Notons H le payoff actualisé d’un produit dérivé et
(S't)te[O,T] le prix actualisé de 'actif sous-jacent. Une stratégie autofinancée et ad-
missible (Vp, £) est donnée par un capital initial V5 = 0 et par un processus prévisible
¢ tel que la valeur actualisée, a un instant ¢ € [0, 7], du portefeuille de couverture
est positive et donnée par

t
V; = ‘/E)—’_f gsts-
0

La valeur Uy = sup E*[H], ou P est 'ensemble des mesures risque-neutres, est le plus
P*eP

petit montant V; tel qu'il existe une stratégie de sur-réplication (P(H — Vp < 0) = 1).
Cependant, le montant Uj est généralement trés important et peut étre égal a Sy
sous certains modeéles exp-Lévy [19,58]. En fixant une contrainte budgétaire V <
Vy" < Up, nous cherchons a déterminer la meilleure couverture en termes de la
CVaR :
min  CVaR(H — V),
(Vo,§)eAym

ot Ay est ensemble des stratégies autofinancées et admissibles tel que Vo < Vi™.

En exploitant & nouveau ’algorithme de Rockafellar et Uryasev, nous réécrivons ce
probléme sous la forme min f(z), ou
zeR

1
min  E[(L(V,, &) — 2).].
1 —a (o.g)eAym [(L(Vo, &) )+]

f(z)=2z+

L’enjeu majeur est alors d’évaluer f(z) pour pouvoir procéder par la suite & une
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optimisation unidimensionnelle et déterminer la CVaR minimale. La fonction f(z)
admet une forme équivalente qui ne peut étre résolue que dans des marchés com-
plets. Pour cela, nous proposons une approximation f (z), basée sur la relaxation
de la contrainte du probléme dual associé a la forme équivalente de f(z). Nous
donnons une expression de f (z) qui sera calculée numériquement par des techniques
d’inversion de Fourier. Cela nous permet de proposer une approximation de la CVaR
minimale. Nous illustrons ces résultats pour des exemples d’exponentielle-Lévy.

Nous finirons par un chapitre de conclusion présentant les questions ouvertes, les
limitations et les perspectives de différents travaux réalisés dans cette thése.
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Premiére partie

Mesure de risque et estimation de la
Value-at-Risk
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Chapitre 1

La Value-at-Risk : Estimation et
validation

La Value-at-Risk reste I'un des principaux indicateurs de risque pour la gestion des
portefeuilles financiers. Elle peut étre estimée par des méthodes paramétriques ou
non-paramétriques [91]. Les méthodes non-paramétriques reposent seulement sur
les distributions empiriques (historique, ré-échantillonnage) sans 1’ajustement d’un
modele. Dans le cas de faible quantité des données disponibles, ces méthodes ne
parviennent pas a fournir une estimation précise de la probabilité des événements
extrémes. L’approche paramétrique remplace en partie le probléme induit par le
manque de données en ajustant les parametres d’'un modeéle sur I'historique des
données et en calculant par la suite la VaR soit par des méthodes analytiques, soit
par des méthodes numériques.

La méthodologie RiskMetrics [121] est largement utilisée pour évaluer le risque as-
socié a un portefeuille en établissant des relations quantitatives entre les variations
de l'indicateur de risque par rapport aux facteurs de risque (les actions et les prix
des produits dérivés par exemple). Aujourd’hui, cette méthodologie intégre les lois
a queue lourde, mais elle a été initialement développée dans le contexte gaussien,
qui est encore assez répandu dans la gestion du risque et appliqué par les accords
de Bale [1506].

Nous commencons par définir la Value-at-Risk dans la section 1.1. Nous nous plagons
ensuite dans le cadre du modéle gaussien. Dans la section 1.2, nous introduisons la
méthodologie d’estimation de cet indicateur de risque. Les différents backtests de
validation, qui permettent de vérifier I’adéquation de la VaR mesurée sous un certain
modéle avec le vrai comportement des données financiéres réelles, sont détaillés
dans la section 1.3. Cela est fait en appliquant les méthodologies d’estimation et de
validation & un échantillon de notre base de données.
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1.1 Value-at-Risk

La Value-at-Risk (VaR) est un indicateur utilisé par la majorité des institutions
financiéres pour évaluer le risque du marché. Cette indicateur mesure, de maniére
quantitative, la perte potentielle maximale que nous pouvons subir en dehors d’un
événement de probabilité p donnée et sur une période de durée donnée. Le principal
attrait de cette mesure de risque réside dans le fait d’interpréter le risque par un
chiffre simple et compréhensible pour tous.

Nous considérons un actif financier de cours (S;)i>0, ol le temps ¢ est mesuré par
unité de jours. Nous appelons rendements logarithmiques journaliers ou plus sim-
plement rendements journaliers de 'actif (S;)i=o la suite (R¢)i=1, ol

S
Ry = In(Sys1) — In(Sy) = In 2L
Si
Nous appelons pertes journaliéres la suite (L;);=1 donnée par L; = —R,;. Lorsque

L; < 0, nous parlons d'un gain.

Définition 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle et a € [0,1]. Nous définissons
¢~ (a—) et ¢*(a) les quantiles respectivement inférieur et supérieur de niveau a par :

¢ (a—) = inf{r e RIP(X < 2) > a}, (1.1)

¢~ (a) = inf{z e RIP(X < ) > a}. (1.2)
Avec cette notion, nous pouvons introduire la définition de la Value-at-Risk. Nous
supposerons dans la suite que a est un parameétre a € [0, 1] qui est proche de 1.

Définition 1.2. La Value-at-Risk monétaire, a un instant t, d’un titre financier de
cours (St)=o0 sur un horizon de temps T (exprimé en jour), et G un seuil de confiance
a est le a®™° quantile supérieur de la distribution de pertes en unité monétaire sur
une durée T', c’est-a-dire

VaR(?), 1,(€) = ¢* 5+ (a). (1.3)

tt+T

Si les variables aléatoires (S;);>¢ sont continues, nous pouvons écrire directement

P (S~ Spor > VaR([) )(€)) =1 —a. (1.4)

Lorsque 'horizon temporel se réduit & un jour, cette définition peut s’exprimer a
I’aide de la perte journaliére L;,; et nous introduisons VaREfi ] la Value-at-Risk
journaliére en termes de rendement.

Afin d’alléger I'écriture, nous désignerons par la notation VaREa) la Value-at-Risk
sur 1'horizon temporel [t,¢ + 1].
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Définition 1.3. La Value-at-Risk journaliére en termes de rendement, a un instant t
et a un niveau confiance a, est le a®™¢ quantile supérieur de la distribution de la perte
journaliere Ly, 1,

VaR\” = ¢"+1(a). (1.5)

Si les variables aléatoires (S;);>¢ sont continues, nous pouvons écrire directement

P(Lis1 > VaR\) = P(Riy < — VaR{”) =1 —a. (1.6)

Nous nous intéressons principalement a la VaR journaliére en termes de rendement,
que nous appelons dans la suite la VaR, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité. Cela
représente le cas d’un investisseur qui veut, a un instant donné et pour un niveau
de confiance donné, estimer la perte potentielle maximale, en termes de rendement,
qu’il pourrait subir le lendemain.

Remarque 1.1. Nous pouvons toujours convertir la VaR en termes de rendement
en unité monétaire par le biais de la formule suivante :

VaR\” (€) = S, (1 — exp (— VaRga)» : (1.7)

En pratique, nous cherchons le seuil tel que, en moyenne, 99 fois sur 100, les pertes
lui sont inférieures. Nous parlons alors de la VaR a un niveau de confiance de 99%.

Nous pouvons calculer la VaR pour un seul actif ou pour un portefeuille d’actifs de
composition fixée. Nous nous restreignons dans ce travail a un seul actif.

Dans ce chapitre, nous choisissons le modéle gaussien comme modéle de ’actif bour-
sier, pour présenter la méthodologie d’estimation et de validation de la VaR. Dans
ce modéle, le logarithme des prix de l'actif est décrit par un mouvement brownien.
Ainsi, les rendements suivent une loi normale.

1.2 Modele gaussien et ses limites dans la mesure
de risque

Le mouvement brownien standard est trés utilisé en finance pour étudier 1’évolution
des rendements des actifs, a titre d’exemple le modéle de Black-Scholes [25] n’est
rien d’autre qu’un mouvement brownien géométrique. Ces modéles d’actifs financiers
supposent que leurs cours sont continus en temps et suivent une distribution log-
normale dont les accroissements logarithmiques, autrement dit les rendements, sont
indépendants, stationnaires et de loi gaussienne. Dans cette section, nous allons
montrer que la modélisation des rendements financiers par une loi normale pour
mesurer la VaR, n’est pas conforme aux données du marché et que ce modéle sous-
estime la probabilité des événements extrémes.
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1.2.1 La loi normale

Dans cette partie, nous comparons la densité empirique des rendements d'un actif
financier et la densité de la loi normale. A titre d’exemple, nous représentons sur la
figure 1.1 les distributions empiriques des rendements du cours journalier du titre
BNP Paribas du ler janvier 2001 au 25 février 2011. Nous tragons également sur
la méme figure la densité normale A (m,c?), ot m est la moyenne empirique des
rendements observés et o2 la variance empirique de cet échantillon.

B —— Densité empirique
—— Densité modéle normal

25

20
|

15

densité

10
|

I I I I I
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

rendement

FIGURE 1.1 — Distribution empirique des rendements de ’action BNP Paribas du
1¢r janvier 2001 au 25 février 2011, et distribution gaussienne estimée sur 1’ensemble
des données.

La densité empirique des rendements semble symétrique par rapport a m, mais elle
est plus pointue que la distribution de la loi normale. La queue de la distribution
empirique est plus épaisse que la queue de la distribution normale. Pour faire une
comparaison dans ce sens entre la densité empirique et la densité gaussienne, nous
considérons le kurtosis qui est un indicateur de ’aplatissement relatif d’une distri-
bution donnée comparée & une distribution normale.

Définition 1.4. Le kurtosis d’une variable aléatoire réelle X de moyenne j et
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d’écart-type o est le moment d’ordre quatre de la variable centrée réduite % :

KX:E[(X;“)4]. (1.8)

On vérifie facilement que le kurtosis de la loi normale vaut 3. Un kurtosis supérieur
a 3 indique une distribution relativement pointue, tandis qu'un kurtosis inférieur a 3
signale une distribution relativement aplatie.

Nous calculons dans le tableau 1.1 le kurtosis empirique pour plusieurs données de
cours d’actions. Nous obtenons des valeurs variées, toujours supérieures a 3 et parfois
largement plus grandes.

Actions BNP CA CNP GA GLE LG MC TEC UL
Kurtosis 12.39 6.82 7.11 734 9.46 834 842 9.00 10.17

TABLE 1.1 — Kurtosis d’actifs financiers de la bourse de Paris sur la période 2001-
2011

Ces résultats montrent que les distributions de ces séries sont plus pointues que la
gaussienne. Ceci constitue une premiére indication que la loi normale ne modélise
pas correctement les rendements des actifs financiers.

En outre, le fait que la densité gaussienne est caractérisée par une trés forte décrois-
sance, les modéles gaussiens excluent les grandes fluctuations. En particulier, ils ne
rendent pas compte des événements extrémes qui se produisent sur les marchés.

1.2.2 Estimation de la Value-at-Risk

Dans le modeéle gaussien, le logarithme des prix de 'actif est décrit par un mouve-
ment brownien. Ainsi, les rendements suivent une loi normale. L’expression de la
VaR découle de cette hypothése de normalité.

Proposition 1.1. Dans le modéle gaussien, la VaR a un instant donné t et au seuil
de confiance a, est donnée par

VaR\" = —E[R,] — ®(1 — a)o,, (1.9)

ou Ry est le rendement de Uactif, o, est son écart-type et ® est la fonction quantile
de la loi normale centrée réduite.

Lorsque nous disposons d'un échantillon de n observations des rendements journa-
liers R = (Ry,...,R,), nous pouvons estimer la VaR d’horizon 1 jour a partir de
la formule précédente comme suit : nous calculons les estimateurs sans biais de la
moyenne et 1’écart-type par

R =

n n 1/2
. 1 A
;Rz et o = (n—lZ;(RZ_R)2> ,

1=

S|
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et nous obtenons une estimation de la VaR par

VaR'” = “R— &(1 - a)s. (1.10)

Estimation sur une fenétre glissante Le modéle gaussien suppose que les ren-
dements sont stationnaires. Or il n’est pas légitime de supposer que les paramétres
d’un tel modeéle sont constants au fil du temps. Pour cela, notre méthode d’esti-
mation repose sur 'approche de la fenétre glissante illustrée par la figure 1.2. Nous
considérons les rendements (R;);>; de l'actif. Nous fixons une taille de fenétre w.
Pour tout ¢ > w, nous considérons la suite (R; 1, .., R;) des rendements sur une
fenétre de w jours antérieurs. Nous estimons ainsi la VaRl(ta) a partir de cette suite
en appliquant la formule (1.10). La motivation derriére l'utilisation d’une fenétre
glissante est de capter les caractéristiques dynamiques des données qui varient en
fonction des périodes du temps.

Estimation sur une fenétre glissante d’'une année boursiére (252 jrs)

0.2

> >

0.1

g-bm MM

> >

-0.2

T T T T T
0 t-an t 1000 1500 2000 2500

FIGURE 1.2 — Estimation sur une fenétre glissante de 252 jours

La littérature propose généralement des fenétres glissantes de taille une année bour-
siére (252 jours) ou 4 années boursiéres (1000 jours). L’é¢tude de l'influence de la
taille de la fenétre d’estimation sur la pertinence du modéle dans la mesure de la
VaR est présentée dans la section 2.4.1. Cette étude nous ameéne a considérer des

fenétres de 252 jours. Dans la figure 1.3, nous représentons le prix et les estimations

—— (0.99
de la volatilité et la Value-at-Risk journaliére monétaire VaRi )(€) sur le cours

de 'action BNP Paribas en utilisant le modéle normal. La volatilité et la VaR sont
estimées sur une fenétre glissante de 252 jours, I’équivalent d’une année boursiére.
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Value-at-Risk 99.0% / BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011

— prix
— VaR
— volatilité -
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FIGURE 1.3 — Prix, volatilité et Value-at-Risk journaliére monétaire a 99% de ’actif
BNP Paribas en utilisant le modéle normal. La volatilité et la Value-at-Risk sont
calculées sur une fenétre glissante de 252 jours.

1.3 Backtesting sur la VaR

Notre objectif est de valider I'adéquation du choix du modéle gaussien avec la des-
cription des données du marché et de tester la précision du calcul de la VaR donnée
par la proposition 1.1. Etant donné que la véritable valeur de la VaR n’est pas
observable, les techniques usuelles de validation des prévisions telles que l'erreur
quadratique moyenne et ’erreur absolue moyenne en pourcentage ne peuvent pas
étre utilisées. Dés lors, des procédures de backtesting ont été développées.

De maniére générale, le backtesting consiste a tester un modéle de mesure de risque
sur une grande base de données historiques pour évaluer son efficacité et valider son
application dans la pratique. Il s’agit d'un ensemble de procédures statistiques, ap-
pelées parfois tests rétro-actifs de validité, dont le but est de vérifier que la fréquence
de dépassements de la VaR estimée par les pertes réelles observées est conforme avec
le niveau de confiance de ’estimation. Cela implique de comparer systématiquement
I'historique des prévisions de la VaR aux rendements observés de actif [30].

Un dépassement se produit quand la perte a un instant ¢t + 1 est supérieure a la VaR
estimée & l'instant ¢, & partir des données précédentes. Nous fixons w la taille de la
fenétre d’estimation et nous définissons la suite (I;(a));>. des dépassements de la

VaR comme suit : "

0 sinon.

Christoffersen [36]| réduit le probléme de validation d’un modéle dans I'estimation
de la VaR a celui de I’étude de sa suite de dépassements. Ainsi, pour qu'un modéle
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estime la VaR avec précision, la suite de dépassements qui en résulte doit satisfaire
les deux propriétés suivantes :

1. La propriété de couverture non-conditionnelle : Chaque jour la probabilité
d’avoir un dépassement doit étre exactement égale au niveau de risque p =
1—a:

P(li(a) = 1) = E[I;(a)] = p. (1.12)

2. La propriété d’indépendance : Cette propriété impose une restriction sur la
facon dont les dépassements sont distribués. La suite des dépassements is-
sues d’'un méme niveau de risque doit étre une suite de variables aléatoires
indépendantes. Un dépassement aujourd’hui n’induit pas un dépassement le
lendemain. Cette propriété assure que tout regroupement de dépassements est
évité.

Les deux propriétés de la suite de dépassements sont souvent combinées dans 1’hy-
pothése suivante : les variables aléatoires (I;(a));>w, sont indépendamment et iden-
tiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre p = 1 — a. Ces deux
propriétés représentent une caractérisation compléte de la précision de la mesure de
la VaR, a un niveau de confiance donné a. En d’autres termes, toute suite d’estima-

tions de VaR (\7a\R£a))t>w, qui coincide avec les quantiles (¢%+*(a))¢s,, & un niveau a
des pertes, doit produire une suite de dépassements (I;(a));s,, vérifiant les propriétés
de couverture non-conditionnelle et d’indépendance. Inversement, si une série don-
née d’estimateurs de la VaR produit une suite de dépassements respectant ces deux

propriétés, alors I'estimation de la VaR est précise au sens ou I’estimateur \@ia)
coincide avec le vrai quantile de perte ¢+ (a) pour tout ¢ > w.

Plusieurs backtests de la VaR ont été proposés dans ces derniéres années. Ces tests
examinent soit I'une des deux propriétés soit les deux ensemble. Nous discutons dans
la suite les tests du ratio de dépassement et de couverture non-conditionnelle qui
examinent la premiére propriété, ensuite nous présentons un test d’indépendance
et finalement nous introduisons le test de couverture conditionnelle qui examine
simultanément les deux propriétés.

1.3.1 Test du ratio de dépassement
Principe du test

Ce test permet de valider la premiére propriété de couverture non-conditionnelle.

Définition 1.5. Soient un échantillon de n mesures de la VaR a un niveau de
confiance a et (Iy(a))1<i<n la suite des dépassements associée. Nous définissons le
ratio de dépassement comme étant la moyenne empirique des dépassements :

=3 = (L13)



ou k est le nombre de dépassements.

Proposition 1.2. Lorsque la VaR est estimée a un niveau de confiance a, l’espérance
du ratio de dépassement doit étre égale a p = 1—a. Un ratio de dépassement supérieur
a p implique une sous-estimation de la VaR. Contrairement, un ratio de dépassement
inférieur a p implique une sous-estimation de la VaR sous le modéle choisi.

Sous 'hypothése que Y. | I;(a) est la somme de n variables aléatoires indépendantes,
cette somme suit une loi binomiale B(n,p) ou n est la taille de I’échantillon des
prévisions et p est le niveau de risque égal & 1 — a. Un intervalle de confiance du
ratio de dépassement & un niveau de confiance (1 — 6) est donné par la proposition
suivante.

Proposition 1.3 ( [2,20]). Soit un échantillon de n mesures de la VaR & un niveau
de confiance a et soit k le nombre de dépassements dans cet échantillon. Un intervalle
de confiance dit exact du ratio de dépassement p = %, a un niveau de confiance (1—6)
est donné par :

1 A Fok1)2(nky(1 = 6/2)
14+ 2 g2k (1—60/2) 1+ B By 1y ooy (1 — 6/2) |

p=1—ae

ou F,, ., est la fonction de répartition inverse d’une loi de Fischer de degrés de
liberté vy et vs.

Etude empirique sur le ratio de dépassement

Dans cette section, nous calculons le ratio de dépassement pour des estimations
de la VaR sur les cours d’un ensemble d’actions boursiéres entre 2001 et 2011.
Nous étudions les résultats du backtest ainsi que leurs variations en fonction des
parameétres d’estimation.

Dans la figure 1.4, nous réalisons ce backtest pour les rendements des actions BNP
Paribas, CA, CNP et FGR entre 2001 et 2011. Nous disposons de 2598 données
de rendements pour chaque actif. La VaR est calculée sur une fenétre glissante de
252 jours et & un niveau de confiance de 99%, c’est-a-dire a = 0.99. La courbe

de (—@ia))tz%g,m,%gg est représentée en bleu. Les dépassements de la VaR sont
signalés en vert. Nous constatons que les ratios de dépassement pour ces actifs sont
beaucoup plus grands que le niveau de risque p = 1 — a = 1%. Par ailleurs, p
n’appartient pas a l'intervalle de confiance a 99% du ratio de dépassement. Ainsi, le
modéle gaussien sous-estime la VaR a un niveau a pour ces actifs.

Des résultats similaires ont été trouvés pour les autres données boursiéres dont nous
disposons. La figure 1.5 montre le ratio de dépassement p ainsi que son intervalle de
confiance & 99% pour un échantillon de 12 actifs. Pour chacun de ces actifs, la VaR
est toujours estimée sur une fenétre glissante de 252 jours et & un niveau a = 99%
sur la période 2001-2011. La premiére constatation est que pour les 12 actifs le
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Backtest normale - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011 Backtest normale - CA du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 1.4 — Backtesting sur la Value-at-Risk a 99% estimée sur une fenétre glis-
sante de 252 jours sur le cours des actions BNP, CA, CNP et FGR.

ratio de dépassement est supérieur au niveau de risque p = 1 — a avec une valeur
moyenne plus proche a 2%, d’otl une sous-estimation du risque réel présent sur le
marché. Nous remarquons aussi que, seulement pour 2 actifs parmi 12, I’hypothése
de I'appartenance de p a l'intervalle de confiance a 99% de p n’est pas rejetée. Ce
qui confirme bien la non-adéquation du modéle gaussien dans ’estimation du risque
avec des niveaux de confiance a trés élevés.

Ratio de dépassement en fonction de la taille de fenétre d’estimation On
considére de nouveau l'action BNP Paribas sur la période 2001-2011. Nous disposons
de 2599 données de prix de cloture de cet actif. Nous calculons la VaR & un niveau a =
99% sur une fenétre glissante de taille w qui varie de 252 jusqu’a 2100. Nous tragons
ensuite les résultats des backtests correspondants en fonction de la longueur w de la
fenétre d’estimation dans la figure 1.6.

La seule partie pertinente dans ce graphique correspond aux valeurs en abscisse infé-
rieures & 1750. Au dela de cette valeur, la courbe du ratio de dépassement décroit. En
effet, nous disposons de 2599 données de prix de cloture de 'actif BNP. Ainsi, pour

34



Ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% - backtest loi normale
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FIGURE 1.5 — Le ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% pour un
échantillon de 12 actifs. La VaR est toujours estimée sur une fenétre glissante de
252 jours et a un niveau a = 99% sur la période 2001-2011.

des valeurs plus grandes que 1750, le ratio en ordonnée est calculé sur un échantillon
de dépassements de taille 2599 — 1750 = 849, ce qui conduit a trop d’imprécision
sur ce ratio. De plus, une fenétre trop grande inclut des données recouvrant une ou
deux crises financiéres sur laquelle un modéle gaussien stationnaire ne peut pas étre
ajusté.

La figure 1.6 montre que la valeur de la VaR et sa performance en termes de back-
testing dépendent de la longueur de la fenétre d’estimation. En effet, en élargissant
la taille de I’échantillon de I’estimation, nous avons plus tendance a confondre les
périodes de crises et les périodes de stabilité du marché ce qui revient & caractéri-
ser la distribution des rendements par une seule volatilité moyenne. Ceci entraine
une sous-estimation de la VaR surtout en période de crise. Toutefois, il faut garder
une fenétre d’estimation assez grande de telle sorte que les erreurs d’estimation des
parameétres du modéle et de la probabilité de dépassement soient petites. Bien qu’il
n’existe pas une référence unique pour le choix de la taille de la fenétre, la littérature
propose souvent des fenétres de 252 jours (une année boursiére) ou de 1000 jours.
De plus, le backtesting sur nos données du marché montre que les estimations de la
VaR les plus concluantes sont celles d’une fenétre glissante d’une année boursiére.
Sauf contre-indication, nous choisissons cette durée pour estimer les parameétres des
modeéles et tester les méthodes proposées dans la suite.

Quelle que soit la longueur de la fenétre d’estimation, nous observons sur la figure 1.6
que les pertes réelles se produisent au dela de la VaR mesurée a un pourcentage de
plus de 2%. Ceci confirme que le modele gaussien sous-estime 1’épaisseur de la queue
de la distribution et ne prend pas en considération les grandes fluctuations.
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Backtest loi normale BNP en fenction de la fenétre

— Prop. dépassement
-~~~ Intervalle confiance

Proportion (%)

500 1000 1500 2000

Taille de la fenétre d'estimation

FIGURE 1.6 — La variation du ratio de dépassement et son intervalle de confiance a
99% en fonction de la taille de la fenétre d’estimation.

Ratio de dépassement en fonction du niveau de confiance a de la VaR
Dans ce paragraphe, nous étudions 'effet de la variation du niveau de confiance a
de la VaR sur sa performance en termes de backtesting. Nous considérons quatre
actifs de notre base de données. Nous fixons la taille de la fenétre d’estimation a 252
jours et nous faisons varier le niveau de confiance a dans [90%,99.5%)] et donc le
niveau de risque p = 1 —a dans [0.5%, 10%]. Les résultats des backtests en fonction
du niveau de risque p sont représentés sur la figure 1.7.

Dans cette figure, la partie qui correspond a des valeurs en abscisse inférieures &
3% est celle on le risque est sous-estimé sous le modeéle gaussien. Pour des valeurs
plus grandes, nous constatons que l’estimation devient plus consistante et que le
ratio de dépassement se rapproche du niveau de risque p et méme coincide avec
ce dernier pour certaines valeurs de p entre 3% et 7% selons les actifs. En effet,
le modéle gaussien repose sur la loi normale pour décrire les rendements des actifs
financiers. Dans la section 2.3.2, nous avons bien vérifié que cette loi sous-estime
la queue de distribution empirique et que cette derniére est plus épaisse que la
queue de distribution normale. Cela explique le fait que, pour des faibles niveaux
de risque, le backtesting rejette le modele gaussien. Cependant, pour des niveaux
de risque plus élevés, nous ne sommes plus dans la queue de distribution et nous
nous rapprochons plus de sa valeur centrale. Dans ce cas, le modéle gaussien devient
adapté a l'estimation du risque.

1.3.2 Test de couverture non-conditionnelle

Dans le but de tester 'hypothése que les variables aléatoires (I;(a))¢=o suivent une
loi de Bernoulli de paramétre p = 1 — a, Kupiec propose le test suivant [101].
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Backtesting loi normale BNP en fonction du niveau de risque Backtesting loi normale CA en fonction du niveau de risque
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FIGURE 1.7 — Le ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% en
fonction du niveau de risque a de la VaR pour les actifs BNP, CA, CNP et FGR.
La VaR est estimée sur les rendements de ’actif entre 2001-2011.

Si le modéle gaussien estime bien la VaR a un niveau a, alors les variables aléatoires
(I:(a))t=w sont indépendantes et distribuées selon une loi de Bernoulli de parameétre
p = 1 — a. Le test de couverture non-conditionnelle, proposé par Kupiec [101],
suppose l'indépendance des (I;(a))i=. et teste 'hypothése que ces variables suivent
une loi de Bernoulli de parameétre p. Il est défini de la maniére suivante.

Proposition 1.4 (Test de couverture non-conditionnelle). Soit un échantillon de
n mesures de VaR estimée a un niveau de confiance a. Soit k le nombre de dépas-
sements égal a Y. Ii(a) et p = % le ratio de dépassement correspondant. Nous
testons [’hypothese nulle suivante :

Hy:p=p=1-—a.

Sous I’hypothése nulle Hy, la statistique du test

1 -9 n—=k AN\ Kk
LR,. = 2log (1—’) <1—9 (1.14)
—p

suit une loi X?1) d’un seul degré de liberté.
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Preuve. Pour chaque instant 1 < ¢ < n, si I;(a) suit une loi de de Bernoulli de
paramétre p = 1—a alors E[[;(a)] = p. Donc, le niveau de risque p peut étre approché
par le ratio de dépassement p = % qui n’est autre que la moyenne empirique de la
suite des dépassements (I;(a))1<i<n-

La fonction de vraisemblance d’un échantillon de n observations de I;(a), indépen-
dantes et identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de parameétre p et
contenant k dépassements (I;(a) = 1), s’écrit :

n

Lp) =] [ =p)"p" = (1—p)"*p". (1.15)

t=1

Sous I’hypothése de la couverture non-conditionnelle Hy : p = p, la fonction de
vraisemblance devient

L(p) = (1 —p)"*p". (1.16)

Nous savons que sous ’hypothése nulle Hy, la statistique du test du rapport de
vraisemblance suit une loi X%n avec un nombre de degrés de liberté égal au nombre
de contraintes imposées par ’hypothése Hy. Ainsi, la statistique de notre test

LRy = —2log[L(p)/L(p)], (1.17)

suit, asymptotiquement, une loi de x? avec un degré de liberté. Ce qui prouve le
résultat annoncé. O

1.3.3 Test d’indépendance

La propriété de couverture non-conditionnelle toute seule n’est pas suffisante pour
caractériser un bon modeéle d’estimation de la Value-at-Risk. En effet, nous pouvons
imaginer le cas ol les dépassements de la VaR arrivent tous dans un petit intervalle
de temps, tout en ayant un ratio de dépassement correct sur 1’échantillon entier.
Dans un tel cas, nous aimerions rejeter le modeéle de calcul de la VaR. Autrement
dit, nous aimerions éviter tout regroupement des dépassements.

Nous établissons alors un test d’indépendance de la maniére suivante. Nous suppo-
sons que la suite des dépassements (I;(a));s, est dépendante au cours du temps et
que nous pouvons modéliser cette dépendance par une chaine de Markov de matrice
de transition

m, — Poo  Po1 (1.18)
Pio P11
avec p;; la probabilité de transition
pij =P (1i(a) = jlli-1(a) = 1). (1.19)
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Notons que pgg = 1—po1, p1o = 1—p11 et que py; par exemple représente la probabilité
d’avoir un non-dépassement suivi par un dépassement et p;; la probabilité d’avoir
deux dépassements successifs.

Ayant un échantillon de n observations de I;(a), la fonction de vraisemblance de II;
s’écrit :

L(ITy) = poo”por pio’pitt = (1 = po)"por' (1 — pua)™°piy’ (1.20)
avec n;; le nombre d’observations de la valeur ¢ suivie par une observation de la
valeur j, 7,7 = 0, 1. Les probabilités py; et p;; peuvent étre estimées par

No1 No1

Ao — , 1.21

boi noo +nor n—k (1.21)
~ ni ni

== 1.22

pu 10 + ni /{Z ( )

et la matrice de transition est estimée par

R 1—Po; D
P G (1.23)
I—p11 pn

Dans le cas ou ny; = 0, nous obtenons p;; = 0. La fonction de vraisemblance de II;
se réduit alors a

L(IL;) = (1 — por)"°pgy". (1.24)

Notons que permettre la dépendance dans la suite de dépassements revient a per-
mettre a la probabilité pg; d’étre différente de p;;. Nous souhaitons éviter la dé-
pendance positive qui accorde a la probabilité d’avoir deux dépassements succes-
sifs une valeur supérieure a celle d’avoir un dépassement aprés un non-dépassement
(p11 > po1), ce qui encourage par conséquent le clustering des dépassements. D’autre
part, si les dépassements sont indépendants alors la probabilité d’avoir un dépasse-
ment & un instant ¢ ne dépend pas de I’état de I;_1)(a), et donc py; = p11. Nous
pouvons ainsi approcher leur valeur par le ratio de dépassement p = %

Sous I’hypothése d’indépendance, la matrice de transition est estimée par
o 1=p p
1= [ bop ] (1.25)

et sa fonction de vraisemblance est égale & L(p) donnée par (1.15).

Finalement, pour tester I’hypothése d’indépendance pg; = p11, nous construisons le
test de rapport de vraisemblance.

Proposition 1.5 (Test d’indépendance). Nous testons I’hypotheése nulle suivante :
Hy = po1 = pu1-
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Sous l’hypothése nulle Hy, la statistique du test
LRing = ~210g | L(p)/L (1) | (1.26)

suit une loi de X%) d’un seul degré de liberté.

1.3.4 Test de couverture conditionnelle

Afin de tester simultanément si les dépassements de la VaR sont indépendants et le
ratio de dépassements p est égal & p = 1 — a, nous construisons le test de couverture
conditionnelle qui correspond a tester I’hypotheése pg1 = p11 = p.

Proposition 1.6 (Test de couverture conditionnelle). Nous testons ’hypothése nulle
suwante :

Hy: po1 = pu = p.
Sous I’hypothése nulle Hy, la statistique du test

LRce = LRyc + LRig = ~2log [ L(p)/L(T1) (1.27)

suit une loi de X%z) de deux degrés de liberté.

Preuve. Ayant un échantillon de n observations de I;(a) et en estimant la dépendance
par la matrice II; donnée par (1.25), la fonction de vraisemblance de L(II;) est
donnée par (1.20).

L’hypothése nulle Hy assure I'indépendance py; = p11 et que leur valeur est égale a
p. Ainsi, sous cette hypotheése, la fonction de vraisemblance se réduit a L(p), donnée
par (1.16) et la statistique du test du rapport de vraisemblance suit une loi de X%g) de
deux degrés de liberté car il y a deux contraintes imposées par I’hypothese Hy. [

1.3.5 Reésultats empiriques des différents backtests

Dans cette section, nous appliquons les trois tests d’hypothése, a savoir 'apparte-
nance du niveau de risque p a intervalle de confiance a 99%, la couverture non-
conditionnelle et la couverture conditionnelle, sur un échantillon des données réelles
issues de la bourse de Paris.

Dans un premier temps, nous considérons les rendements des actifs BNP Paribas,
CA, CNP et FGR entre 2001 et 2011. Nous calculons la VaR sur une fenétre glissante
de 252 jours et & un niveau de confiance a € [90%, 99.5%] et nous appliquons les trois
backtests sur la VaR mesurée. Nous tragons ensuite les résultats (rejet, non-rejet) en
fonction du niveau de risque p = 1 — a dans la figure 1.8. Dans un deuxiéme temps,
nous élargissons 1’échantillon d’actifs et nous appliquons les backtests sur la VaR
mesurée sur une fenétre glissante de 252 jours et a des niveaux de risque 1%, 5% et
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FIGURE 1.8 — Les résulats des backtests sur la VaR en fonction du niveau de risque p.
La VaR est mesurée a un niveau de confiance a = 1 — p = 0.99 et sur une fenétre
glissante de 252 jours sur les rendements des actifs BNP, CA, CNP et FGR.

10% pour 12 actifs sélectionnés. La table 1.2 donne les résultats de ces backtests en
termes de rejet et non-rejet.

La figure 1.8 montre que pour des niveaux de risque inférieurs a 3%, qui nécessitent
une bonne modélisation de la queue de distribution, le modéle gaussien échoue et
les trois backtests le rejettent. Pour des niveaux plus élevés, ce modéle peut étre
acceptable et permet d’obtenir des descriptions consistantes sur le risque du mar-
ché financiers. Cela peut étre remarqué aussi dans la table 1.2 pour un niveau de
risque 5%. D’autre part, a partir de 8% de risque, dans la figure 1.8 et pour un
niveau de 10% de risque dans la table 1.2, 'hypothése de couverture conditionnelle
est systématiquement rejetée. L’explication que nous donnons est la suivante : pour
des niveaux de risque élevés, 10% par exemple, nous ne sommes plus dans la queue
de distribution et la VaR représente le quantile & 90% de la distribution de perte. Ce
quantile va étre dépassé plus souvent que dans le cas des faibles niveaux de risque, ce
qui crée forcement des regroupements dans les dépassements de la VaR estimée par
les pertes réelles. D’ot, le rejet de I’hypothése d’indépendance, et par conséquent
I’hypothése de la couverture conditionnelle.
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a=1% a=5% a=10%

Stock

e
c
a
Q
a
Q
c
a
Q
a
e
c
a
Q
a

BNP o o o * * *x * * o
CA o o o * * o o o o
CNP 5} o o b 3 * o o o o
FGR o o o * * * o o o
GA 5} o o b 3 * o o o o
GLE o o o * * o * * o
LG o o o * * o * * o
LI o o o b 3 * o * * o
MC * o * * * * o o o
RI * o o o o o o o o
SAN o o o * * o o o o
TEC o o o * * o o o o
Total 2 0 1 11 11 3 4 4 0

*Ne pas rejeter, oRejeter

TABLE 1.2 — Les résulats des backtests sur la VaR en fonction du niveau de risque p.
La VaR est mesurée a des niveaux de risque 1%, 5% et 10% et sur une fenétre
glissante de 252 jours pour un échantillon de 12 actifs.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes servis du modéle gaussien pour expliquer la
méthodologie d’estimation de la Value-at-Risk & partir des données réelles, ainsi que
celle des backtests de validation qui mesurent la performance du modéle choisi dans
I’estimation de risque. Dans le chapitre suivant nous appliquons cette méthodologie
et nous estimons la VaR avec un modéle qui se focalise sur la queue de distribution
des pertes. Ce modele, appelé modéle des lois puissances, nous permet de considérer
des queues plus épaisses.
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Chapitre 2

Modéle des lois puissances

Ce chapitre et le chapitre 3 ont fait 'objet d’un rapport de recherche [33].

Le chapitre précédent montre que la modélisation par la loi normale permet de dé-
crire le comportement de toute la distribution, mais manque de précision sur les
évaluations des événements rares. De plus, il est largement connu que les prix et
les rendements des actifs boursiers admettent certaines propriétés statistiques com-
munes, appelés « faits stylisés » [12]. L’asymétrie et la queue épaisse de la distribution
des rendements sont les deux propriétés principales des prix observés sur le marché,
et qui ne sont pas vérifiées par le modéle gaussien.

Bien que les lois stables ont été proposées depuis les années 60 [62,114], et une autre
alternative au modele gaussien, le modéle log-normal subordonné a variance finie, a
été proposé en 1973 par P. Clark [38], l'utilisation systématique de la théorie des
valeurs extrémes (TVE) est tout de méme récente. Cet intérét est di au krach de
1987, qui a mis en évidence 'importance d'une meilleure compréhension des grandes
pertes. Pour les premiéres utilisations de la TVE pour la modélisation de la queue
de la distribution, nous citons [22, 90, , 1 10]. Ensuite, plusieurs auteurs se sont
intéressés a l'étude des valeurs extrémes et des lois puissances dans les marchés
développés, principalement par le biais des indices boursiers : nous citons pour les
indices américains S&P 500, Dow Jones et NASDAQ [113], pour I'indice allemand
DAX [55], pour l'indice australien ASX-All Ordinaries [152| et pour Nikkei 225
(Japon) et Euro Stoxx 50 (zone Euro) [70].

Le modéle des lois stables, qui se calibre sur toute la distribution, manifeste un
comportement de type lois puissances sur la queue. Cependant, le choix de ce modéle
impose un indice de queue o < 2, impliquant que la variance des rendements est
infinie. Ce paramétre est difficile a estimer, surtout lorsqu’il est proche de 2 [57].
De plus, de nombreuses études critiques (voir par exemple [57, 165]) montrent que
I'indice de queue est supérieur a 2, et il est autour de 3 pour les rendements a courtes
périodes. Nous confirmons, plus tard, ces observations dans I’étude comparative que
nous allons développer dans le chapitre 4.
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Pour cela, nous nous intéressons, dans ce chapitre, au modéle des lois puissances,
qui se focalise sur la queue de la distribution. Il s’agit des lois de la forme

1—F(x)=P(L = x) = lp(x) 7, (2.1)

ol

— la fonction F(z) = P(L; < x) est la fonction de répartition de la distribution
des pertes des actifs financiers ;

— la fonction ¢p(x) est une fonction a variation lente;

— le paramétre v > 0, appelé I'indice de queue, est I'indice caractéristique de la
décroissance de la fonction 1 — F(+).

Nous commengons par donner la définition de la fonction & variation lente, ainsi que
quelques unes de ses propriétés, dans la section 2.1. La section 2.2 est consacrée a
I’estimation de I'indice de queue «. L’estimation de la fonction a variation lente fait
I'objet de la section 2.3. Notons que l'estimation de « est faite sur un échantillon,
de taille r,, des plus grandes pertes. Le choix de ce paramétres r,, est discuté dans
la section 2.4. Finalement, les sections 2.5 et 2.6 présentent I’étude empirique sur
les données réelles : 'estimation des paramétres, le calcul de la VaR et les backtests
de validation.

2.1 Les fonctions a variation lente

Nous introduisons dans cette section la notion de la fonction a variation lente, ainsi
que quelques unes de ses propriétés.

Définition 2.1. Une fonction mesurable { de R, dans R, est dite a variation lente,
au voisinage de l'infini, si pour toutt > 0,

lim fat)

= 1.
T—+00 E(x)

On note Ry l’ensemble des fonctions a variation lente.

Des exemples simples de fonctions a variation lente peuvent étre les fonctions constantes
ou celles qui convergent vers une constante.

Théoréme 2.1.
(i) Théoréme de convergence uniforme. Si { € Ry, alors la convergence

lim Uat)

=1
r—+00 6(3:)

est uniforme pour t € [a,b] avec 0 < a < b < 0.
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(1i)) Théoréme de représentation. La fonction { € Ry si et seulement si elle
peut étre représentée sous la forme

(z) = c(z) exp { L ’ #du}

avec ¢(x) — c € (0,00) et e(x) — 0 lorsque x — 0.

Des propriétés qui découlent facilement du théoréme de représentation sont les sui-
vantes.

Proposition 2.1. Soit ¢ une fonction a variation lente. Alors

(i) Nous avons,
o log(f(@))

Jm Sty = (2.2)

(1) Pour tout § > 0, il existe un réel x5 tel que pour toute constante A > 0 et
xTr>xs
Az0 < ((z) < Az°.
Proposition 2.2 (|17], p.79.). Soit ¢ une fonction & variation lente. Il existe alors
une fonction a variation lente, *, appelée le conjugué de Bruyn de ¢, tel que
U(z)l* (xl(x)) — 1.

r—+00

Nous pouvons par exemple vérifier que £* est a variation lente en utilisant la repré-
sentation de Karamata [131]. Le conjugué de Bruyn est asymptotiquement unique
dans le sens ot si £ est aussi a variation lente tel que £(z)f (zf(x)) — 1, alors £* ~ £
au voisinage de I'infini. Nous notons de plus que (£*)* ~ /.

Dans les parties qui suivent, nous nous intéressons a l’estimation de l'indice de
queue « par 'estimateur de Hill [88]. Dans un premier temps, nous étudions son
comportement asymptotique. Ensuite, nous proposons une approximation pour la
fonction a variation lente ¢(x). Enfin, nous définissons l'indicateur de risque VaR et
nous I’évaluons a l’aide de cet estimateur.

2.2 Estimateur de Hill

Dans cette partie, nous cherchons a donner une estimation de I'indice de queue de
la distribution des pertes sous le modéle des lois puissances

1—F(z)=P(L>z)="Llp(x)z "

Proposition 2.3. La fonction quantile vérifie

1
(1 —p) =p g <—> , pour0<p<l, (2.3)
p

ou vy = é et L est encore une fonction a variation lente définie sur |1,0[ et reliée

a lr via la conjugaison de Bruyn.
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Preuve. Posons p = 1 — F(z) = (2£(z))™ ot £(z) = ({p(z)) = est encore une
fonction a variation lente. Posons v = é En appliquant la proposition 2.2, nous
pouvons résoudre I'équation p~? = zf(z) en x. Pour p proche de 0, nous obtenons
x = p W*(p~7) avec (* le conjugué de Bruyn de ¢. Comme ¢“(1 — p) ~ =z, il
suffit de définir la fonction {o(y) = ¢*(y”) pour y €]1, [ pour finir la preuve et
avoir (2.3). O

Nous appliquons la fonction log & (2.3)

log(¢*(1 — p)) = —vlog(p) + log (EQ (%)) , pour 0 <p<1. (2.4)

Comme pour toute fonction a variation lente (g, nous avons d’aprés la proposi-

tion 2.1,
log (4a ()
—_— 7 (.
log(p) ~ »—0
Nous obtenons alors .
log (¢“(1-p))
“loglp) o0

ce qui explique la linéarité asymptotique du graphe de Pareto dans le cas des lois
puissances.

Nous considérons, par la suite, les données suivantes :
— La série des pertes journaliéres observées sur le marché est (L;)1<i<n-
— La statistique d’ordre de cette série est (L;))i<i<n telle que Ly < L4y pour
tout 1 <i<n—1.

Proposition 2.4. Pour toute suite i, telle que i,/n — a, L, est un estimateur
consistant pour g (a) lorsque n — 0.

En particulier, pour i et n fizés tel que i < n, nous pouvons voir Ly comme une

approximation de qL(an).

Cette observation permet de vérifier graphiquement, a partir de (2.4), la linéarité de
la fonction quantile. Nous considérons le graphe de Pareto (Pareto Quantile Plot)
obtenu en tracant (L;)i<i<n, Dous tracons log L(;y en ordonnée contre — log(1l —
i/(n+ 1)) en abscisse. Si les données suivent une loi puissance, un tel graphe doit se
comporter de fagon asymptotiquement linéaire.

Le graphe de Pareto obtenu a partir des log-pertes journaliéres de 1’action BNP
Paribas sur la période 2001-2011 est donné par la figure 2.1. Nous observons que la
fonction quantile a I’allure d’une droite sur la queue de distribution. Déterminer un
estimateur de v (et donc de «) revient & déterminer la pente de cette partie presque
linéaire, correspondant aux valeurs extrémes.

Parmi les estimateurs les plus classiques de cette pente, nous trouvons celui de Hill
introduit en 1975 [88], qui reste I'un des plus utilisés sur les marchés financiers vu
son efficacité et sa simplicité.
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FIGURE 2.1 — Graphe de Pareto des log-pertes de ’actif BNP Paribas sur la période
Jan. 2001-Fév. 2011.

Définition 2.2. Nous définissons [’estimateur de Hill par

-1
. 1
&y, = T—Zlog(L(n—i—i—l))_10g<L(n—Tn)> : (2:5)
=1

n .

pour un 0 < r, <n fixé.

Afin d’alléger les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de r,, nous
utiliserons la notation &. La consistance de cet estimateur découle du résultat sui-
vant.

Proposition 2.5 (|38]). Soit (1,)n=1 une suite d’entiers positifs tels que r, — +o0
et = — 0 lorsque n — +o0. Nous avons la convergence en probabilité

R 1
(Tnl D108 (Lin-ivn) — 10g(L<n—m))> — == (2.6)

n—ao0 o
=1

Remarque 2.1. Nous constatons qu’'une grande latitude est laissée pour le choix
du parameétre r,, dans la proposition 2.5. En pratique, le choix de ce paramétre doit
étre un compromis entre une petite valeur, qui donnerait un nombre insuffisant de
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données pour estimer «, et une valeur trop grande, qui inclurait dans I’estimateur
des valeurs qui ne sont pas dans la queue de distribution. La littérature sur ce
sujet, appelé le tail index estimation problem, sera discutée dans la section 2.4 de ce
chapitre.

Afin de construire des intervalles de confiance sur ’estimation de «, par I’estimateur
de Hill, le théoréme de la limite centrale suivant est utilisé.

Théoréme 2.2. On considére r, € N tel que r,, — o0 et r, = o(n) lorsque n — 0.

Nous posons :
T x
I(n,rp,x) = <z> (1 + 7“717) ,

et
. 1— F(FY(1—I(n,r, d
J(Eyn, i, z) = Ti”f <y_a - (F1(1—I(n,r ,x))y)) dy.
1 I(na Tn, IE) Yy
Si J(F,n,r,,x) — A€ R uniformément sur tout ensemble de compact, alors

n—o0

@ —ah) o N(=A,a7?),

n—0o0

ou & est lestimateur de Hill du paramétre o et N'(m, 0?) désigne la loi normale de
moyenne m et de variance o>,

La preuve de ce théoréme se trouve dans [32].

Corollaire 2.1. Un intervalle de confiance de l’estimateur de Hill a un niveau de
confiance (1 — [3) est donné par :

e (a- HZID) L (g, SO0 L],

1/27 1/2
& o & o

ot @ est la fonction quantile de la loi normale centrée réduite.

Remarque 2.2. Lorsque la fonction a variation lente ¢(x) est égale a une constante
C' > 0 pour z suffisamment grand (et également lorsque ¢(x) converge vers C' > 0
suffisamment vite), la constante A dans le théoréme 2.2 est nulle [17]. Nous suppo-
serons implicitement dans la suite que les actifs du marché financier satisfont ces
hypothéses.

2.3 Estimation de la fonction a variation lente /(x)

Nous nous placerons dans cette section sous I’hypothése que la fonction & variation
lente ¢(x) converge vers une constante C' > 0 lorsque © — +o0. L’estimateur de la
constante C' et ceux des quantiles ont été proposés initialement par Weissman [164].

Rappelons la relation (1.2), qui relie la fonction quantile a la fonction a variation
lente : 1 —a = ¢*(a)(¢"(a)).
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En fixant ag proche de 1, le seuil tel que £(q%(ap)) est correctement approchée par sa
limite C, nous choisissons un entier 0 < w,, < n tel que (n—w,)/(n+1) ~ ay. Par la
suite, en utilisant 'approximation de ¢*(ag) par Lg,_,,) (voir la proposition 2.4) et
celle de « par son estimateur de Hill, nous obtenons que la constante C' est approchée
par )

Cu, (n wpy (1= ao). (2.7)
= a

Par conséquent, pour tout a o le quantile de niveau a de la distribution des

pertes est estimé par :

~ ol;nl ]
C 1—ag\“™
~L Wn 0
_ — Ly , 2.8
qwn Tn (a) (1 _ a) ( n) ( 1 —a ) ( )

ou «&,, désigne l'estimateur de Hill obtenu avec le choix r,.

Afin de vérifier la consistance de cet estimateur du quantile et de construire un
intervalle de confiance, nous allons utiliser I’écriture (2.4) de la fonction quantile.
Remarquons que ¢%(1 — a) = a™7¢*(1/a). Ainsi, par utilisation du théoréme des
fonctions de répartition inverses : L,_,,) a la méme loi que ¢“(1 — Upy,11)) =
U( 7 E*(le ) ), ot Upy, ..., Uy sont les statistiques d’ordre d’une famille i.i.d
de n v.a. umformes sur [0, 1]. En utilisant ces deux relations,

AL

Qo 1 (CL) L n+1

log 2o ™ £ o log Uty 41 — 1

0og qL(CL) Y ( og (wn+1) og w >

1 (U 11))
A1l 1 Wy, + ] (wn+1) (9
#lart = tog () w29

Il est connu |1 7] que
n+1

\f< log Uw, 1)~ log — 1)iMo,l)

lorsque n — 400, w, — 4+ et w,/n — 0. Le théoréme 2.2 donne la loi limite de
rn(é; ' — ). Le seul terme dont nous ne pouvons pas estimer le comportement
asymptothue en toute généralité est le dernier. Cependant, il est nul si £*(x) = C >
0 pour z assez grand (ou si £*(x) converge vers C' > 0 suffisamment rapidement).

Sous cette hypothése, il est alors possible de construire un intervalle de confiance
pour g% (a). Par exemple, si nous choisissons w, = r,, en nous souvenant que le biais
asymptotique de I'estimateur de Hill (la constante A du théoréme 2.2) est nul sous
notre derniére hypothése, nous obtenons

9 T+ 1 ~i/2 qAan,rn<a> _ £ 2
v (1o ) ( () 1) N0

quand n — 400, r, — 400 et r,/n — 0. Nous en déduisons I'intervalle de confiance
pour ¢*(a) de niveau asymptotique 1 — 3, qui est donné par

qrn ,rn an ﬂ“n

1+ ®-1(1 - p/2) ar"\/1+log nff)ﬂla) 1—o-1(1-p5/2) OCT”\/lJFlOg whiss
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2.4 Choix du seuil d’estimation r,

Afin d’appliquer les estimateurs précédents aux historiques du marché, il faut préci-
ser comment choisir le parameétre 7, qui donne le nombre de données utilisées dans la
statistique d’ordre pour estimer « et la fonction a variation lente. Il existe une vaste
littérature sur ce sujet appelé le tail index estimation problem. Pour des exemples
de quelques ouvrages et articles de syntheses, voir [3, 17,49, 146].

Le choix d’une proportion fixe (par exemple un échantillon de 10% [57], de r,, = y/n,
ou d’autres choix [110]) est rarement satisfaisant en pratique (voir [116, §. 3] pour
une discussion).

L’une des approches les plus simples consiste a tracer la courbe (k, &x), qui s’appelle
un graphe de Hill (Hill plot, voir par exemple la figure 2.2). Cependant, les courbes
sont rarement constantes, et cette approche est difficile & mettre en ceuvre (voir [17, §.
4.2.2, p. 104] ou [56]). Un autre type de graphe, appelé alternative Hill plot, est de

tracer (0, ), 0 < 0 < 1 [133], et de construire un estimateur de a & partir des
uk

moyennes & = (u— 1)k~ 3%, 1 G; pour u > 1.

Graphe de Hill des Log-pertes de BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
0.0% 5.0% 10.0% 15.0% 200%

Estimateur de Hill

| | | | | |
0 20 100 130 200 250

MNombre de données utilisées

FIGURE 2.2 — Graphe de Hill pour les pertes de I'actif BNP Paribas.

Un autre diagnostic graphique est le sum plot, ou le graphe (k:,Zf:lY;-), avec Y;
définie par Y; = i(log Ln—it1) — log L(n_i)), est linéaire pour les petites valeurs de
k. Une limite de r, est donnée par I'indice ot un tel graphe dévie d'une croissance
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linéaire [50].

L’article [10] propose une estimation en utilisant comme estimateur celui qui est le
plus proche d’estimateurs de «, construits par simulation Monte Carlo, en utilisant
des variables aléatoires de Pareto pour de multiples valeurs de a.

Une autre série d’approches est d’utiliser un test d’adéquation (goodness-of-fit) sur
les statistiques (L(k)) ks aprés d’éventuelles transformations du lemme 1. Nous
pouvons par exemple utiliser le fait que les variables kIn(L(,—g)/Ln—k+1)) suivent
des lois exponentielles indépendantes de paramétres a. Cette approche a été suggérée
par B. Hill [38] (voir aussi |17, §. 4.2.1, p. 103| et [81]). Mais P. Hall et A. Welsh
ont montré dans [$4], que cette procédure tend & surestimer 7, pour les grands
ensembles si la fonction & variation lente ¢ dans 2.1 n’est pas constante. S. Alfarano
et T. Lux notent dans [3] qu’utiliser des tests d’adéquations sur les lois exponentielles
(Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, x?) ne donne pas toujours des résultats
probants. Dans [35], C.W. Cheong propose d’utiliser les statistiques de Cramer-
von Mises et de Waston, et applique cela a des données financiéres de la bourse
malaisienne.

Dans [77] et [18], il est montré que l'estimateur de Hill appartient a une classe plus
large d’estimateurs, ot le coefficient 4 = 1/& est celui qui minimise la fonction

k 2
L, . k+1 1
T — wip | In [ 2= JH)—xln(—, )), Wi = —————.
Z ( (Lnk J R CERE

Le choix optimal de k est cependant discuté lorsque la fonction & variation lente /¢
dans (2.1) n’est pas constante.

Enfin, une treés large classe d’estimateurs de r,, repose sur un équilibre entre I'erreur
Monte Carlo et le biais induit par estimateur (voir les références dans 'ouvrage [17]
par exemple). Mais cette approche repose sur I'hypothése que la fonction a variation
lente n’est pas constante. Le modeéle le plus traité est celui introduit par P. Hall
dans [33] o la fonction ¢(x) de (2.1) admet le développement proportionnel a 1 +
Cx=? + o(x7P) avec C # 0. Ces résultats montrent en particulier que le 7, optimal
dépend fortement de la vitesse a laquelle la fonction ¢(x) converge vers sa limite.
Il est donc illusoire d’espérer estimer précisément le r, optimal sans chercher a
estimer cette vitesse de convergence. Etant donné le faible nombre de données dont
nous disposons, il est peu probable que 'on puisse obtenir avec précision de telles
informations.

Toutes les pistes mentionnées dans cette partie devront étre explorées dans le futur,
afin d’analyser la meilleure approche en termes de performance. Un point important
vient du faible nombre de données disponibles pour faire nos estimations. Il est donc
inutile de chercher une méthode trés fine, puisque les erreurs statistiques seront dans
tous les cas importantes. Du point du vue du probléme soulevé par ALPHABILITY,
il s’agit de trouver le bon compromis entre précision et cotit numérique. C’est pour-
quoi nous nous concentrons maintenant sur une méthode trés simple inspirée de la
discussion ci-dessous.
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2.5 Etude empirique : estimation des parameétres de
la loi puissance, calcul de la VaR

L’étude numérique utilise des données du marché fournies par ALPHABILITY. Il est &
mentionner que ces données, bien que couvrant dix années, restent peu nombreuses
puisque l'on n’étudie que les données journaliéres (prix de cloture), d’ou un faible
nombre de données disponibles pour les estimations. Il est donc inutile de chercher
une méthode trés fine, puisque les erreurs statistiques seront dans tous les cas im-
portantes. Afin de réaliser un bon compromis entre précision et cotit numérique,
nous allons opter pour une méthode d’estimation simple inspirée de la discussion
ci-dessus.

Nous considérons ici I’estimation des parameétres de la loi puissance sur le cours de
I’actif BNP Parisbas, en prenant des fenétres de 252 jours.

L’estimateur de 'indice 7 = 1/a, que nous utilisons dans notre étude, est donné
par le calcul de la pente sur le graphe de Pareto (figure 2.1) avec une technique de
moindres carrés sur un intervalle, qui se concentre sur la queue de distribution mais
qui ne prend pas en compte les valeurs les plus grandes des pertes, qui sont les plus
entachées d’erreurs.

Ainsi, nous considérons que pour i € [ig, 1],

IOg L(z) = -7 lOg (%ﬂ) + K + €;

ol ¢; est le terme d’erreur, K une constante,

io = |pon| et iy = |pin] avec py = 0.95 et p; = 0.99.

Comme nous I’avons déja remarqué, L,y ~ ¢*(i;/n) ~ ¢"(p;) pour j = 0, 1. Ainsi, v
et K sont estimés comme la pente 4% et la constante K% qui minimisent ;" €2.
Nous posons, par la suite, &*° = 1/4%%. Ce choix ne correspond pas a l'estimateur
de Hill [88]. Cependant, ce dernier représente une version pondérée de l'estimateur
moindre carrés, et nous utilisons simplement une version non pondérée. Cet estima-

teur est mieux adapté a notre cas vu le faible nombre de données.

En effet, sur une fenétre de 252 jours, seulement environ la moitié des données
correspond & des pertes, et donc entre 5 et 10 données seulement sont utilisées
pour estimer la queue de distribution. Ainsi, notre choix de ne pas considérer les
quantiles supérieurs a 99% s’avére pertinent pour éviter que les valeurs les plus
grandes perturbent trop 'estimation de ~.

L’estimation de la constante limite de la fonction a variation lente est donnée par
I'estimateur de Weissman, en prenant C' = L‘(S‘Lflzoj)(l — ap). Dans ce cas, Ljna)) ~

¢"(ap) et donc F(z) ~ 1 —C/z%" pour z > ¢*(ag). Nous prenons ag = 90%.
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Finalement, comme montré dans la section 2.2 du chapitre précédent, la Value-at-
Risk, & un jour et & un niveau de confiance a, estimée & partir de la loi puissance
est donnée par la formule (1.7) :

. (dLS)fl
—— (a C
VaR'” = (1 ) .
—a

La Value-at-Risk monétaire associée est donnée par :

( ) C, (dLS)fl
VaR, (€)= S: | 1 —exp (—1 >

La figure 2.3 représente le prix, la volatilité et la VaR monétaire a un jour et un
niveau de confiance de 99% sur le cours de la BNP Paribas. Une corrélation assez
nette entre la VaR et la volatilité annuelle peut étre observée sur cette figure.

Value-at-Risk 85.0% / BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 2.3 — VaR monétaire & 99% pour 'action BNP Paribas sur une fenétre
glissante de 252 jours avec les estimateurs ™ et C'.

Les paramétres de la loi puissance évalués sur une fenétre glissante de 252 jours
sont représentés dans la figure 2.4. Nous observons une trés forte fluctuation des
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valeurs estimées de o et C' au cours du temps. La méthode est assez instable et
imprécise, principalement a cause du faible nombre de données utilisées pour estimer
ces parameétres. Nous observons néanmoins un phénomeéne de compensation entre
les grandes valeurs de « et les petites valeurs de C' (et inversement), qui conduit au
final & une amplitude de fluctuations des valeurs de VaR plus réduite.

Estimation puissance BENP du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 2.4 — Prix, écart-type, &*° et C pour 'action BNP Paribas pour une fenétre
glissante de 252 jours.

2.6 Backtesting sur la VaR estimée sous un modéle
des lois puissances

Dans cette section, nous testons la performance du modéle des lois puissances dans
I’estimation de la Value-at-Risk. Nous appliquons les différents backtests vu dans le
chapitre précédent, sur la VaR estimée, et nous étudions leur variation en fonction
des paramétres d’estimation.

La figure 2.5 montre le backtest du ratio de dépassement sur la VaR calculée a un
niveau 99% et sur une fenétre glissante de 252 jours sur les cours des actions BNP
Paribas, CA, CNP et FGR sur la période de 2001 a 2011. La courbe bleue représente
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la VaR estimée. Les dépassements par rapport a la perte réelle sont indiqués en vert.
Nous constatons que les ratios de dépassement sont moindres que ceux qui sont
donnés dans le cadre du modéle gaussien (figure 1.4 de la page 31) pour s’approcher
du niveau de risque 1%. L’allure de la courbe de la VaR est semblable a celle du
modeéle gaussien avec un peu plus de fluctuations, mais surtout avec une prise en
compte plus importante des grandes pertes.

Backtest puissance - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011 Backtest puissance - CA du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 2.5 — Backtesting sur la VaR a 99% estimée sur une fenétre glissante de 252
jours sur les cours des actions BNP, CA, CNP et FGR.

La comparaison sur un échantillon de 12 actifs des ratios de dépassement et leurs
intervalles de confiance a 99% calculés dans le cas gaussien (figure 1.5) et le cas
des lois puissances (figure 2.6), montre que le modéle des lois puissances permet de
réduire la sous-estimation du risque. Nous remarquons aussi que le niveau de risque
1% appartient a I'intervalle de confiance exact du ratio de dépassement pour 8 actifs
sur 12 dans le cas des lois puissances, contre 2 sur 12 pour la loi gaussienne. La VaR
est estimée dans les mémes conditions, & savoir a un niveau de risque 1% et sur une
fenétre glissante de 252 jours.

Résultats des backtests en fonction du niveau de risque. Dans ce para-
graphe, nous varions le niveau de risque p = 1 — a. Nous regardons l'effet de cette
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Ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% - backtest loi puissance
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FIGURE 2.6 — Le ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% pour
un échantillon de 12 actifs. Dans le cadre du modéle des lois puissances, la VaR est
estimée & un niveau a = 99% et sur une fenétre glissante de 252 jours sur la période
2001-2011.

variation sur les résultats des différentes backtests. Ainsi, pour les niveaux de risque
plus petits que 3%, nous constatons que les ratios de dépassement se rapprochent
mieux des niveaux de risque associés, qu’avec le modéle gaussien. De plus, les ni-
veaux de risque appartiennent a l'intervalle de confiance du ratio de dépassement
comme le montre la figure 2.7 pour les actifs BNP, CA, CNP et FGR.

Un deuxiéme constat est que, pour la plupart des actifs, les backtests ne rejettent
plus les différentes hypothéses d’appartenance a l'intervalle de confiance du ratio de
dépassement, de couverture non-conditionnelle et de couverture conditionnelle pour
les faibles niveaux de risque. Nous pouvons voir cela dans la figure 2.8 pour les actifs
BNP, CA, CNP et FGR et dans la table 2.1 pour notre échantillon de 12 actifs. Sur
12 actifs, nous voyons dans la table 2.1, que 'hypothése que le niveau de risque 1%
appartient a l'intervalle de confiance a niveau 99% du ratio de dépassement, n’est
pas rejetée pour 8 actifs.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dans un premier temps le modeéle des lois puis-
sances et la littérature de ’estimation de ses paramétres. Dans un deuxiéme temps,
nous avons appliqué ce modéle a notre base d’actifs dans le but d’estimer la Value-at-
Risk. Les backtests de validation ont abouti a de meilleurs résultats par rapport au
modeéle gaussien. Nous avons constaté que le modéle des lois puissances sous-estime
moins la Value-at-Risk pour les faibles niveaux de risque. Ce modéle considére les
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Backtesting loi puissance BNP en fonction du niveau de risque Backtesting loi puissance CA en fonction du niveau de risque
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FIGURE 2.7 — Le ratio de dépassement et son intervalle de confiance & 99% en
fonction du niveau de risque a de la VaR pour les actifs BNP, CA, CNP et FGR.
La VaR est estimée sur les rendements de 'actif entre 2001-2011 sous le modéle des
lois puissances.

queues de distribution lourdes et donne par conséquence une plus grande importance
aux pertes extrémes.

Cependant, nous remarquons, dans la figure 2.5, qu’a chaque passage d’une période
de grandes fluctuations & une période de petites fluctuations, la VaR est sur-estimée.
Inversement, & chaque passage d'une période de petites fluctuations a une période
de grandes fluctuations, la VaR est sous-estimée. Nous expliquons cela par le fait
que les données ne sont pas i.i.d. en réalité et que le marché passe par des périodes
de grandes fluctuations (crise) et des périodes de petites fluctuations (hors-crise) et
que la considération des modeéles i.i.d. aboutit & des erreurs d’estimations a chaque
changement de régimes. Cette problématique fera l'objet des deux chapitres sui-
vants, o nous proposons un modeéle des lois puissances a changement de régimes
qui permettra de réduire ces erreurs d’estimations.
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Différents backtests loi puissance BNP en fonction du niveau de risque
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FIGURE 2.8 — Les résulats des backtests sur la VaR en fonction du niveau de risque p.
La VaR est mesurée & un niveau de confiance a = 1 — p = 0.99 et sur une fenétre
glissante de 252 jours sur les rendements des actifs BNP, CA, CNP et FGR.

a=1% a=5% a=10%
Stock CI uc ccC CI uc cC CI uc ccC
BNP o o o * o o * * o
CA * *x * * * o * * o
CNP * o o * * o *x o o
FGR * o o * * * o o o
GA o o o * * o o o o
GLE * o o * o o * * *
LG o o o * * o * * *
LI o o o * o o * * *
MC * * * * * * * * o
RI * * * * * * * * *
SAN * * * * * * * * *
TEC * o o * * o * o o
Total 8 4 4 12 9 4 10 8 5

*Ne pas rejeter, oRejeter

TABLE 2.1 — Les résulats des backtests sur la VaR en fonction du niveau de risque p.
La VaR est mesurée, dans le cadre du modéle des lois puissances, a des niveaux de
risque 1%, 5% et 10% et sur une fenétre glissante de 252 jours pour un échantillon
de 12 actifs.
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Chapitre 3

Détection des régimes :
régime crise - régime hors crise

Le chapitre 2 et ce chapitre ont fait I'objet d’un rapport de recherche [33].

Bien que le modéle des lois puissances semble le mieux adapté pour estimer la Value-
at-Risk parmi les modéles i.i.d., nous réalisons que cette indépendance a engendré
un clustering de sous-estimations (respectivement de sur-estimations) au début de
chaque période de larges (respectivement petites) fluctuations (figure 2.5). En ef-
fet, chaque passage a un régime de larges fluctuations pose un probléme de sous-
estimation du fait qu’on calcule le quantile d’une large fluctuation par des données
de petite fluctuation. Inversement, le passage a un régime de petites fluctuations est
caractérisé par des sur-estimations pour la méme raison. Ainsi, nous construisons
un modéle qui tient compte des changements de régimes, tout en restant focalisé sur
la queue de distribution.

Les modéles a changement de régimes supposent ’existence d’un processus d’états X
cachés a valeurs dans xq,...,rx qui est a l'origine des rendements observés. Les
parameétres du modeéle subissent des changements discrets et occasionnels décrivant
la transition d’un régime & un autre. Ainsi, la loi des pertes est donnée par :

M=

P(Ly = x) =) P(L; = x| X; = ) P(X; = xp). (3.1)

k

1

Le processus d’états qui gouverne les transitions entre les différents régimes est
supposé étre une chaine de Markov a K états :

P(X; = 2| Xi—1 = ;) = pij, pouri,j=1,..., K.

Dans notre approche, nous supposons que le marché a deux régimes : un régime de
crise (¢) et un régime de hors-crise (h). Ensuite, nous construisons un modeéle de
queue de distribution pour les pertes en supposant que L;|X; ~ Pareto(ay,,CY,) :
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=P(Xi=¢)Cea ™+ (1 —=P(X; =¢)) Cpx™

pour x = xg.

Dans la littérature, il existe plusieurs techniques pour construire ce processus d’états.
Les travaux [, 86] utilisent des fonctions logistiques des variables endogénes retar-
dées. L’article |147] applique des fonctions probabilistes, tandis que Particle [24] se
base sur le filtre de Hamilton pour son estimation.

Toutes ces méthodes reposent sur une connaissance a priori ou un choix de la forme
des probabilités de transition. Afin d’utiliser le moins possible d’a priori, nous optons
pour une procédure d’apprentissage non-supervisé pour estimer ces probabilités a
partir des données réelles. Pour cela, nous introduisons dans ce chapitre le modéle
de Markov caché (MMC).

Les bases des modéles de Markov cachés ont été publiées dans une série d’articles a la
fin des années 1960 et au début des années 1970, autour de Leonard E. Baum [11-15].
Ces modeéles supposent, tout en disposant d’une série d’observations, 'existence
d’une variable cachée qui est a I’origine de ces observations, et cherche a expliciter ce
caractére caché. Depuis leur apparition, les modéles de Markov cachés ont eu diverses
applications en finance. En effet, la variable cachée représente une information non-
observable dans un signal donné. Elle est intéressante dans la mesure ot elle fournit
un résumé de 'information plus simple et plus fondamental que les données elles-
mémes. Ainsi la chaine d’un MMC peut avoir une dynamique plus simple que le
signal. Par exemple, I'introduction d’une chaine de Markov cachée dans les modéles
ARCH a permis de capter les retournements soudains du niveau de volatilité [35].

Comme dans toute approche de classification non supervisée, la question essentielle
est de savoir quel genre d’information nous souhaitons extraire des données. Ainsi,
parmi les études récentes appliquant ce concept, nous trouvons celle de Y. Zhang
[169] on la prédiction des séries temporelles des rendements d'un portefeuille fait
I'objet de I'application du MMC. Nous citons aussi la thése de N. Mayo [115] sur
la détection d’arbitrage et la prévision des volumes. Dans ses travaux, il a utilisé
les modeéles a variables cachés (MVC), une généralisation des MMC. L’hypothése de
markovianité dans le MMC sert a calculer une vraisemblance en un temps linéaire
par rapport aux données, alors qu’il serait a priori exponentiel dans le modéle initial.
Ce gain en temps de calcul est souvent vital en pratique.

Nous commencons ce chapitre par présenter le modéle de Markov caché, ainsi que
les problémes canoniques qui lui sont liés. Dans la section 2.2, nous étudions les
trois premiers de ces problémes et introduit les algorithmes forward et backward de
Baum. Ensuite, nous résolvons, dans la section 3.3, le probléme d’estimer les para-
métres du modele de Markov caché a partir d'une série d’observations, en appliquant
I'algorithme de Baum-Welsh [11]. La section 3.4 est consacrée a I’algorithme de Vi-
terbi [160] et & la reproduction de la chaine d’états cachés. Dans la derniére section,
nous faisons une étude sur la répartition des périodes de crises dans notre base de
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données. En étudiant le temps de retour en crise, nous obtenons trois classes d’ac-
tifs boursiers. Nous retrouvons les mémes trois classes en appliquant un algorithme
d’alignement séquentiel multiple [108] sur 'ensemble des actifs étudiés.

3.1 Problématique des modéles de Markov cachés
(MMCQC)

Considérons une chaine de Markov X = (X;);>¢ & valeurs dans un espace d’état fini
X = {c, h}. Notons p sa loi initiale et @ = [Q(x,2’)],ex sa matrice de transition.
Nous supposons que la chaine X n’est pas directement observable, elle est dite
cachée, et nous disposons d’une suite d’observations R = (R;);>0 & valeurs dans R.

Notation : On désigne par X, la séquence (X, ..., Xy) si k < £ et Pensemble vide
sik >/

Hypothése 3.1 (Canal d’observation sans mémoire). Soit n = 1, pour tout ., €
X" et tout ., dans R*L :

n
P(Roun € drom | Xom = Tom) = | [P(Re € dre | X, = ).
t=0
Cette hypothése caractérise la fagon dont la loi des observations dépend de celle du
processus d’état. En d’autres termes, conditionnellement aux états X;, les observa-

tions R; sont mutuellement indépendantes et chaque observation ne dépend que de
I'état Xt'

Définition 3.1. Un noyau markovien sur X xR est une famille ) = {{(z,-);x € X'}
de fonctions de R dans R telle que :

(i) Y(x,r) =0 pour tout x € X, r € R,

(i) S (x,r)dr = 1 pour tout x € X.

Nous supposons que la loi conditionnelle de R; sachant X; ne dépend pas de t et
admet une densité,
P(R; € dr|X; = x) = ¢(x,r) dr.

Nous vérifions aisément que ¢(x, r) est bien un noyau Markovien au sens précédent.
Nous en déduisons le résultat suivant.

Proposition 3.1. La loi jointe du couple (X, R) est entierement caractérisée par
la loi initiale p, la matrice de transition Q) de la chaine de Markov X et le noyau
markovien d’émission . En effet :

— 1=

P(Xo.n = Zo.n, Romn € dro.n) = p(xo)(zo,70) | | [Q(Ti—1, x) (24, 7¢)|drom, (3.2)

Il
—_

t

pour tout n € N, zqg.,, € X" et ry,, € R En particulier le couple (X,Y) est
markovien.
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A partir de la proposition précédente, nous pouvons définir une caractérisation du
modéle de Markov caché (X, R).

Définition 3.2 (Modéle de Markov caché). Un modéle de Markov caché (X, R), noté
généralement (MMC), a espace d’observations continu est entiérement caractérisé
par :

(i) la loi initiale p du processus d’état X :
p(r) =P(Xp =), 7 € X;
(11) la matrice de transition @ du processus d’état X :
Q(z,2") =P(Xy11 = 2| X, = x), 1,2 € X;
(111) le noyau markovien v du processus R sachant le processus X :

P(R; € dr|X; = x) = ¢(x,r) dr,z e X,r € R.
On désigne par M = (p, Q, 1) les paramétres du modéle de Markov caché.

Les trois problémes canoniques des modeéles de Markov cachés sont :

P1 Probleme d’évaluation : étant donné les parameétres M = (p, @), 1) du modéle,
donner la loi de probabilité de la suite Ry., en fonction des paramétres du
modele. Ce point est résolu par [l’algorithme forward de Baum.

P2 Etant donné les paramétres M = (p, Q, 1) du modéle et une suite d’observa-
tions Ry.,, déterminer la suite d’états Xj., qui est le plus vraisemblablement
a 'origine de ces observations R.,. On peut considérer trois cas :

(i) Probléme de filtrage : I'estimation de I’état courant X,,. Ceci est résolu
par l’algorithme forward de Baum, ;

(ii) Probleme de lissage : I'estimation d’un état intermédiaire X} (pour k <
n). Ceci est résolu par l'algorithme backward de Baum ;

(iii) Probléme de reconnaissance : 'estimation de la trajectoire compléte Xo.,.
L’algorithme de Viterbi permet de résoudre ce point.

P3 Probleme d’apprentissage : étant donné une suite d’observations Ry.,, détermi-
ner les paramétres M = (p, @, 1) qui maximisent la vraisemblance d’apparition
de cette suite d’observations. Ceci est résolu par l’algorithme de Baum-Welsh.

3.2 Probléme d’évaluation, probléme de filtrage et
probléme de lissage

Nous considérons un modeéle de Markov caché M = (p,Q, 1)) a espace d’états X =
{c,h} et a espace d’observations égal a R.
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Premiérement, le probléme d’évaluation P1 vise a calculer efficacement la distri-
bution de probabilité de la suite d’observations Ry., en fonction des paramétres du
modeéles M, c’est-a-dire la fonction de vraisemblance.

D’aprés (3.2), la loi des observations Ry., est donnée par

]P)(RO:n € drO:n) = Z P<X0:n = Z0:n, RO:n € drO:n)

Z0:n
n

= > plwo)d(wo, ro) [ [ [Qai—r, w)tb(weri)ldro,  (3.3)

T0:n t=1

pour n € N. Comme nous le verrons dans la remarque 3.1., cette formulation de
la loi de Ry., est trop cotliteuse en termes de complexité algorithmique. Pour cette
raison, nous introduisons 1’algorithme forward de Baum.

Considérons la loi jointe de Ry., et X, :

]P)(R():n € drO:n, Xn = l’) = aZ(TO:n)dTO:n (34)
pour n € N, rqg,...,r, € R, et la variable forward :
pn(x> = a;b(RO:n) (35)

pourne N, z e X.

Théoréme 3.1 (Algorithme forward de Baum). La suite (p,)nen des variables for-
ward est solution de [’équation récurrente suivante :

Pria(x) < (@, Rus1) Y, Q@ 2)pa(a), n =20, xe X, (3.6)
po(x) < p(x)(x, Ry), v € X. (3.7)

La loi des observations Rg., admet la densité suivante :

P(Rgm € dT’o;n) = [Z 052(7"0:71)] dro.p. (38)

reX

Remarque 3.1. La formulation (3.3) de la loi des observations Ry, est trop cot-
teuse. Pour chacune des |X'|*™! = 28F1 trajectoires x., possibles de I'état, il faut en
effet effectuer 2n + 1 produits. La complexité de cet algorithme est donc en O(n2").
Elle est exponentielle en fonction du nombre n d’observations et donc impossible &
utiliser en pratique. Cependant, chaque itération en temps de 'algorithme (3.7) fait
appel & 10 opérations élémentaires (N(2N + 1) dans le cas d’une chaine de Markov
X a N états). Ainsi le calcul (3.8) de la loi des observations Ry, est en O(n). Il est
donc linéaire en fonction du nombre d’observations.

La formulation (3.8) répond ainsi a la question du probléme P1, en effet la fonction
de vraisemblance associée au modéle M est :

Lo(M) =) pul). (3.9)

reX
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Deuxiémement, le probléme de filtrage P2-(i) vise a estimer au mieux l'état pré-
sent X,,. Or la loi de X, sachant les observations R., est donnée par :

pn(x>
Zx/eX pn(x/) ’

Ainsi, le probléme de filtrage P2-(i) est résolu en prenant ’état dont la probabi-
lité d’apparition est la plus grande. Nous remarquons, par ailleurs, que p,, apparait
comme une loi de probabilité conditionnelle non-normalisée. La constante de nor-
malisation est la vraisemblance (3.9).

P(X, = z|Ros) = zeX.

Troisiémement, le probléme de lissage P2-(ii) vise & estimer au mieux 1'état inter-
médiaire Xj. Pour cela nous introduisons I’algorithme backward de Baum.

Soit n > 1 un instant fixé. Pour tout instant k& < n, considérons la loi conditionnelle
des observations Ry 1., sachant que X, =z :

P(Rit1m € drig1n| X = 2) = BE(res1m) dYa1in
pour x € X, rgy1,...,7, € R, et la variable backward :
() = By (Ris1n)
pour 0 < k <n,reX.

Théoréme 3.2 (Algorithme backward de Baum). La suite (vy)g—o., des variables
backward est solution de ’équation récurrente rétrograde suivante :

w(r) « ) Qe ) (2, R ) (2), 0<k <n, ve X, (3.10)
zr'eX
vp(z) < 1, xe X, (3.11)

Proposition 3.2. Pour tout k < n, la loi jointe de X et Ry., est donnée par :
]P(Xk =, RO:n € dTO:n) = O/;(TO:k)ﬁi(Tk+1:n>dT0:n
pour tout x € X.

Pour tout k£ < n, la loi conditionnelle de 'état X sachant les observations Rj., est
donnée par :

qr(z)

Zm’eX dk ((E/)

Ainsi, pour répondre a P2-(ii), il suffit de prendre I’état qui & la probabilité d’ap-
parition la plus grande.

P(X) = z|Rop) = o  qr(z) = pr(x) ve(z), xe X.

Nous mentionnons aussi que les deux algorithmes « forward/backward » de Baum
permettent de calculer les quantités a”(ro.,) et 8¥(rg41.,) d'une maniére récurrente
non-cotiteuse, facile & implémenter.
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3.3 Probléme d’apprentissage et algorithme de Baum-
Welsh

Dans cette section, les paramétres du modéle sont inconnus. Nous disposons unique-
ment d'une suite d’observations Ry., que nous utilisons pour estimer les paramétres
M = (p,Q, ). Un algorithme particuliérement efficace dans cette estimation est ce-
lui de Baum-Welsh [11]. Cet algorithme représente une procédure de maximisation
locale. Il s’agit d'une dérivé de 'algorithme Expectation-Mazimization (EM) [53,117]
ou on cherche a ajuster les paramétres M qui maximisent localement la fonction de
vraisemblance :

M — £(M) = PM(RO:n € drO:Tb)

ou P; est la probabilité sous laquelle le modéle M est valide et rq., est un vecteur

de R.

3.3.1 Principe de l'algorithme

Partant d’une suite d’observation Ry., et d'un modéle initial M, la méthode de
ré-estimation de Baum-Welsh consiste a ré-estimer d’une maniére itérative les para-
metres du modeéle M jusqu’a arriver a un maximum local.

Considérons la probabilité de transition x — x’ sachant le modéle M et les observa-
tions Ro., :
fk (Tom) = Py (X, = 0, Xppyq = $/|Rozn € dro.).

z,x’

. 92 . . k k .
Ce dernier terme peut s’écrire en fonction de ol (ro.x) et By (Trs1m)

Py ( Xk = 2, Xgy1 = 2/, Roun € Toun)
Prr(Rom € Tom)
Py ( Xk = 2, Xpy1 = 2/, Roun € drow)
Zf,i/ex ]P)M(Xk: =7, Xg11 =7, Romn € drO:n)
0 (o) Qe ) )85 ()

Zi,f’eX O'/]ag: (TO:k)Q(ja f/)@b(f? rk+1)ﬁ§/+1(rk+2:n) .

glxc,x’ <T02”> =

Posons

7§(T0:n) = Z gﬁ,z’(“%)'

r’'eX

Remarquons que v*(rp.,) = Py (Xp = 2| Ro.n € dro.,,). Ainsi, la proposition 3.2. nous
donne : . )

Ay (TOZk)ﬁm (Tk—i-l:n)
r’eX Oé:];’ <r0:k>5£/(rk+1:n)

Y (7’0;”) = Z
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Une sommation en k£ de 0 a n — 1 de cette expression conduit a :

n—1 —
Z /yalcﬁ(r()n Z k = x|R0:n € drO:n)
k=0 k=0
n—1
= ]EM [1Xk=w|RO:n € dTO:n]
k=0
n—1
= EM[Z 1Xk=w|RO:n € dTO:n]
k=0

u[#{0 <k <n: Xp = 2}|Ro.p € dro.,].

Cette somme peut étre interprétée comme l'estimateur du nombre de transitions
issues de z de la suite Xg.,, au vu des observations Ry.,.

De méme :

n—1 —

>k (rom) Z (Xi =, Xpr1 = 2’| Rosp € dron)

b

Il

o
:lw
=

IE:M [1{Xk:m,Xk+1:x’} |R0:n € drO:n]
0

n—1

EM[Z 1{Xk:mvxk+1:$'}|R02n € drO:n]
k=0

= EM[#{O <k<n: X, = [L’,Xk_H = [L’l}|ROm S d’l“o:n]

B
Il

représente 1'estimateur du nombre de transitions  — 2/ de la suite Xy, au vu des
observations Rj.,,.

Ainsi :
n—1

D&k (rom) Z% Tom)

k=0

sont des estimateurs respectivement du nombre de transitions x — 2’ et du nombre
de transitions issues de x de la suite Xj., au vu des observations Ry.,,.

Nous proposons alors, partant d'un modéle initial M = (p, @, 1), les « ré-estimateurs »
suivants

p(x) = 72 (rom), (3.12)
_ / Zn_l r (TO'n)
Qz,z") = ST %(7“0 N , (3.13)
Bla,r) = Deco Lroiria(Ton) (3.14)

ZZ:O VE(rom)
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En effet, il est clair que :

p(x) = estimateur du nombre d’état x a l'instant initial £ = 0,

2 /
Qz,x') = — —
(@, estimateur du nombre de transitions issues de z’
. estimateur du nombre de transitions issues de x et émettant dr

w(%?“) =

estimateur du nombre de transitions x — 2’

estimateur du nombre de transitions issues de x

Ainsi, étant donné le modeéle courant M = (p, @, ¢), I'utilisation des formules (3.12),

(3.13) et (3.14) permet de ré-estimer le modéle et obtenir M = (p, Q,%). Baum a
montré [14] que :

1. Soit le modéle initial M est un point critique de la fonction de vraisemblance :
VM/JH(M) = VMPM(RQn € dTO:n) =0
et alors M = M;

2. Soit le modéle M est strictement plus vraisemblable au sens oil :

£n<M) = PM(RO:n € d?"o;n) > Ln(M) = PM(RO:n € d?”o;n).

L’itération de cette procédure donne un algorithme EM qui permet de déterminer
un maximum local de la fonction de vraisemblance.

3.3.2 Application sur des données boursiéres

Nous disposons d’'une série de log-rendements R;.,. Nous appliquons 'algorithme de
Baum-Welsh pour déterminer les paramétres M = (p, @, 1) du modeéle de Markov
caché. Les résultats sont les suivants pour le cas de I'actif BNP :

— La loi initiale p de X :
plc) =4.97-107%  p(h) = 0.9999503.

Il est tout a fait logique d’avoir p(h) presque égale a 1. En effet, p(h) = P(X; =
h) est la probabilité que le premier jour de la suite soit en période de hors-crise.

— La matrice de transition ) de X :

(i i) = (e oom)

Nous voyons bien que la probabilité de passer d’une période de crise a une
période hors-crise est 3 fois plus élevée que celle de passer d’une période hors-
crise & une période crise. En effet, la premiére quantité s’interpréte par la
probabilité Q(c, h) d’étre aujourd’hui en période hors-crise sachant que la veille
on était en crise, alors que la deuxiéme quantité est définie par la probabilité
Q(h, ¢) d’étre aujourd’hui en crise sachant que la veille on était en période hors-
crise. De 'autre coté, la probabilité de rester en état hors-crise est supérieure
a celle de rester en état crise. Ces résultats, en termes de matrice de transition
de X, sont acceptables et conformes avec la réalité du marché financier.
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— Les moyennes et les variances par ligne du noyau d’émission v sont :

Y(c,R) Var(¢(c,R))\ (-0.12 0.18 « 10-2
(GG vt ) = (o ooa) =0

La variance de la série des rendements ayant 1’état crise est beaucoup plus éle-
vée que celle des log-rendements ayant 1’état hors-crise. Cela s’explique par la
grande variance qui caractérise les périodes de crise dans les marchés financiers.

En termes de performance informatique, le nombre moyen d’itérations, effectuées par
I’algorithme, pour aboutir au résultat (les parameétres du modéle qui présentent un
maximum local en termes de mieux correspondre aux rendements) est 15 itérations.
Cette moyenne est calculée en lancant 1’algorithme 10 fois sur les log-rendements de
lactif BNP.

En conclusion, les paramétres de notre modeéle sont cohérents avec la réalité du
fonctionnement du marché financier. De plus, des résultats similaires ont été trouvés
lors de 'application du modéle de Markov caché sur d’autres actifs boursiers. On
peut dire alors que la résolution du probléme de ré-estimation a donné des résultats
conformes & ce que nous attendons. L’étape suivante est la résolution du probléme
de reconnaissance et la détermination de la série des états, qui fait 'objet de la
prochaine section.

3.4 Probléme de reconnaissance et algorithme de
Viterbi

3.4.1 Principe de Palgorithme

Etant donnés les paramétres M = (p,@Q,1) du modéle et une séquence d’obser-
vations Ry.,, la réponse au probléme de reconnaissance P2-(iii) est fournie par un
algorithme de programmation dynamique, [’algorithme de Viterbi [160], qui per-
met de maximiser la loi conditionnelle de la suite des états X., par rapport aux
observations R.,.

Lorsqu’il s’agit de calculer la loi conditionnelle de I’état & un instant donné, les
algorithmes « forward » et « backward » de Baum sont satisfaisants. En effet,

()

e ) S @)
r'eX

k <n,

pour tout z € X, ot qx(x) = pi(z)vk(z).

En revanche, lorsqu’il s’agit de calculer des statistiques comme la moyenne condi-
tionnelle, 1'utilisation des lois conditionnelles précédentes s’avére sans sens vu que
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les états {c, h} de la chaine X sont des étiquettes et qu’on ne peut pas effectuer des
opérations algébriques sur ces valeurs. Les statisticiens ont proposé de calculer des
estimateurs comme [’estimateur local du maximum a posteriori tout en supposant
que le maximum est atteint en un point unique :

Xé:MAP — arg max ]P(Xk = x|R0m) = arg max qk(x)
reX TzeX

Cependant, un autre obstacle apparait. En effet, il arrive que la suite XEMAP en-
gendrée ne soit pas cohérente avec le modéle. Autrement dit, il est possible que
XEMAP = g X[EMAP = 2/ alors que la probabilité de transition Q(z,2’) = 0.
Pour cette raison, nous optons finalement pour [’estimateur global du maximum a

postertort, défini par :

X(J)\:/{mAP = arg rglﬁlea/\z{ ]P)(XO:n = IO:n|RO:n)- (315)

Cet estimateur est calculé a I'aide d’un algorithme de programmation dynamique,
appelé algorithme de Viterbi [160)].

Tout d’abord, remarquons qu’il est équivalent dans (3.15) de chercher I'argument
du maximum de la loi conditionnelle ou de la loi jointe vu que la maximisation se
fait sur x.,. Nous introduisons alors la quantité :

5;1(R0n) = max ]P(XO:n—l = xO:n—len =, RO:n € TO:n)

Z0:n—1

pour tout n = 0, zg,...,%Tn_1,T € X, T, € R**1. Nous définissons, par la suite, la
fonction valeur :

w”(‘r) = 5;(R0:n)7 n = 0, reX.

Théoréme 3.3 (Programmation dynamique). La suite (wy,)nen des fonctions valeur
est solution de [’équation non-linéaire récurrente sutvante :

W1 (x) < Y(z, Rnﬂ)n}gg [Q(z', 2)w, ()], n =0, z € X, (3.16)
wo(x) <« p(z)Y(x, Ry), v € X. (3.17)

Corollaire 3.1 (Algorithme de Viterbi). Soit n un instant fizé, nous commengons
par calculer la séquence wy.,. Nous obtenons, par la suite, [’estimateur X(%AP par
récurrence rétrograde :

XMAP  arg max wy () (3.18)
Te
puis, pour k=n—1,...,0 :
XMAP  arg max [Q(z, X 1T) wi(2)]. (3.19)

Pour des détails de la preuve, voir l'article de base [160)].
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3.4.2 Application sur des données boursiéres

Ayant maintenant une série d’observation Rj., représentant les log-rendements d’un
actif boursier et les paramétres M = (p, @, 1)) calculés par I'algorithme de Baum-
Welsh, nous cherchons a déterminer la série des états Xi., et a attribuer ainsi a
chaque jour une étiquette crise (¢) ou hors-crise (h). Ce probléme est connu sous le
nom du probléme de reconnaissance et il est résolu par ’algorithme de Viterbi.

La figure 3.1 montre le résultat de 'application de cet algorithme sur les log-
rendements du BNP. Nous voyons en rouge les périodes de crise et en bleu les
périodes de hors-crise.

Classification des données en périodes de crise et hors-crise pour Iactif BNP

0.2 | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - |—— Hors-crise

—— Crise

Rendements
o
T
=
|

02| i
| ! | ! | ! | ! | ! |
2001 2003 2005 2007 2009 2011

Années

F1GURE 3.1 — Classification et détermination des périodes crise et des périodes hors-
crise pour 'actif BNP.

3.5 FEtude des crises

Le modéle de Markov caché nous permet d’attribuer & un jour donné un état crise
ou hors-crise. Dans cette section, nous nous intéressons a cette série d’états et nous
étudions quelques caractéristiques telles que la durée moyenne d’'une crise et la
distribution du temps de retour a la crise. Le but est de définir des classes d’actifs
boursiers selon la répartition temporelle des périodes de crise et de hors-crise.

3.5.1 Temps de retour a la crise

L’étude des courbes de temps de retour a la crise pour différents actifs boursiers
est une maniére de voir la répartition temporelle des périodes de crise et hors-crise.
En effet, une telle courbe est généralement a valeurs entre 0 et 100 jours avec un
ou plusieurs pics qui peuvent aller jusqu’a 4 ans. Ainsi, la transition entre période
de crise et période de hors-crise se fait d’'une fagon cyclique, sauf une ou plusieurs
périodes de stabilité en hors-crise, caractérisée par des rendements a petite variation.
En classant les actifs par rapport a ces pics, on distingue trois grandes classes.
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— Une classe d’actifs ayant le pic au début de la courbe. Ces actifs sont caractéri-

sés donc par une longue période de hors-crise suivie par un cycle d’oscillations
entre crise et hors-crise. Nous trouvons dans cette classe les actifs BN, BELI,
BIO, BNP, CA, CAPLI, CMA, FP, GFC, GLE, HAV, IPN, ITT, KSA, LI,
MMT, RAL, SBTBR, TEC, TFI et UL.

Une classe ayant le pic a la fin de la courbe. Ces actifs sont caractérisés par
quelques petites périodes de crise et hors-crise suivies d’'une longue période
de hors-crise. Ainsi, nous constatons un phénomeéne d’influence d’'un groupe
d’actifs sur d’autres exprimé par ’agitation, que cette classe a subi au début
des données et a transmis ensuite a la premiere classe. D’otl, des courbes de
temps de retour a la crise inversées. Cette deuxiéme catégorie inclut les actifs
BDAL, COX, CS, CSAR, EAD, EN, EUR, EXE, GOE, RGR, RI, RMS, SAN,
SELER et UBL.

Une troisiéme classe caractérisée par plusieurs petits pics éparpillés sur 'en-
semble de données. Ainsi, pour cette derniére, la transition entre crise et hors-
crise se fait d’'une maniére continue avec quelques périodes de hors-crise qui
dépassent les 200 jours. Ces actifs peuvent étre considérés comme des actifs in-
stables et trés sensibles aux perturbations du marché financier. Comme actifs
dans cette classe, on cite CNP, DG, DNX, FGR, FPG, ORG, SAF et SOP.

La figure 3.2 montre les allures de graphes pour ces trois classes de comportement
des actifs boursiers.
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FIGURE 3.2 — Les allures des courbes des temps de retour a la crise, respectivement,
pour les trois classes d’actifs.

3.5.2 Densité empirique

L’étude de la densité empirique de la distribution de temps de retour rencontre cer-
taines difficultés. En effet, nous disposons généralement d’une dizaine de points pour
estimer la densité. Pour cela, nous utilisons la méthode d’estimation par noyau (ap-
pelée aussi la méthode de Parzen-Rozenblatt) [129], une méthode non-paramétrique
qui représente une généralisation de la méthode d’estimation par histogramme. Nous
remarquons que les deux premiéres classes d’actifs ont la méme allure de courbe avec
une accumulation de la densité autour du point 100 jours et une petite accumulation
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entre les points 800 et 1200 jours. En ce qui concerne la troisiéme classe la courbe
est plus homogéne. Les figures 3.3, 3.4 et 3.5 montrent des exemples de densité
empirique pour chaque classe d’actifs. Une certaine discontinuité dans les courbes
de densité est observée, mais cela peut s’expliquer par le faible nombre de données
utilisées dans I'estimation.

Densité empirique BNP Densité empirique CA
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I I
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I

FIGURE 3.3 — Densité empirique d’actifs de la premiére classe.
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FIGURE 3.4 — Densité empirique d’actifs de la deuxiéme classe.

Etant dans une période de hors-crise, le modeéle le plus intuitif pour le temps de
retour & la crise 7 est celui d’une loi géométrique de probabilité de succes

p = ]P)(Xi_;,_l = C/XZ = h) = Q(h, C).
Ainsi, la probabilité que le retour en crise soit dans k jours est :

]P)(T = k) = (1 - p)kilp = Q(hv h)kilQUl? C)'

La densité théorique de la distribution de temps de retour a la crise pour I'actif BNP
Paribas est illustrée par la figure 3.6. Le résultat n’est pas conforme a ce que nous
avons obtenu numériquement. En effet, la densité théorique ne prend pas en compte
la longue période de hors-crise représentée par la pic autour du point 1000 jours dans
la courbe empirique. Cela met en cause I’hypothese de la loi géométrique du temps
de retour a la crise. Ainsi, des tests plus sophistiqués, qui prennent en compte la
limitation de la taille de 1’échantillon (une dizaine de points), sont & étudier comme
suite de ce travail.
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FIGURE 3.5 — Densité empirique d’actifs de la troisiéme classe.
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FIGURE 3.6 — Densité de temps de retour a la crise pour l'actif BNP

3.5.3 Classification par alignement séquentiel multiple

L’alignement séquentiel consiste & représenter deux ou plusieurs chaines de carac-
téres les unes sous les autres, de maniére a en faire ressortir les régions homologues
ou similaires. L’objectif de 'alignement est de disposer les caractéres pour identi-
fier des zones de concordance. Les premiéres utilisations de 'alignement séquentiel
sont apparues en bio-informatique sur des séquences macromoléculaires biologiques
(ADN, ARN ou protéines), ainsi que dans les correcteurs d’orthographe pour mesu-
rer la distance entre un mot correct et un mot comportant une faute d’orthographe
humaine. Récemment, certaines études s’intéressent a appliquer ce principe en fi-
nance. S. Peng et al. se sont basés sur I'alignement pour estimer la relation entre les
valeurs mobiliéres et le taux de change [130]. En supposant que les fluctuations des
taux de change sont a 'origine d’une fraction relativement importante de la varia-
tion du marché boursier de Taiwan, ils appliquent I’alignement séquentiel multiple
sur des séquences de données de marché. Une autre étude de G. Wang [162] utilise
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I’alignement pour mesurer la similarité et ’évolution de la topologie des marchés de
change.

L’alignement séquentiel consiste a calculer la distance de Levenshtein [105] qui per-
met de quantifier ’écart entre deux chaines de caractéres. C’est une mesure de la
similarité entre deux chaines de caracteres, égale au nombre minimal de caractéres
qu’il faut supprimer, insérer ou remplacer pour passer d’une chaine a l'autre. Le
résultat final est représenté dans une matrice appelée matrice de score. A partir de
cette derniére, nous tragons un dendrogramme (arbre) illustrant I’arrangement des
différents groupes similaires de séquences.

Nous appliquons ce concept sur les séquences d’états crise/hors-crise afin de classifier
les actifs par rapport au critére de crise. Nous cherchons a identifier la concordance
des périodes de crise entre différents actifs. Le calcul des matrices de score donne les
arbres suivants dans les figures 3.7 et 3.8.
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FIGURE 3.7 — Arbre de classification des actifs BNP, CA, CNP, FGR, SAN, LI, RI,
GLE, TEC par rapport au critére de la crise.

L’alignement fait ressortir trois classes d’actifs selon la concordance en termes de
répartition des périodes de crise. De plus, nous remarquons que, sur ces trois classes,
il y en a deux qui sont plus proches. Cela nous confirme les résultats de 1’étude
du temps de retour a la crise. En effet, I'alignement séquentiel regroupe les actifs
ayant des séquences d’états crise/hors-crise similaires. Cette similarité peut étre
simultanée ou avec un décalage temporel. Ainsi, il est clair que la classe ayant la
longue période de hors-crise au début et celle ayant cette longue période de hors-
crise a la fin vont étre proches dans la classification de 'alignement séquentiel.
Quelques actifs changent de classes selon que nous utilisons la premiére méthode ou
la deuxiéme. Nous pensons que nous devons combiner les deux méthodes pour définir
un classement final. Cette piste sera explorée dans le futur dans le but d’améliorer
le temps de calcul sur une base de données d’actifs en déterminant la chaine d’états
pour un seul actif de chaque classe et 'utiliser pour tous les actifs de sa classe.
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FIGURE 3.8 — Arbre de classification d’un ensemble de 44 actifs de la bourse de Paris
par rapport au critére de la crise.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire le modéle de Markov caché, ainsi que ses applica-
tions sur les séries de rendements des actifs bousiers, a savoir la détection des régimes
du marché, la loi de transition entre ces derniers et la classification des données en
périodes de crise et périodes hors-crise. Par ailleurs, une partie a été consacrée a
I’étude des crises tout en essayant d’identifier des classes d’actifs ayant des com-
portements similaires face aux périodes de crise. Cela pourra raffiner les modéles
de mesure de risque en 'adaptant & chaque classe d’actifs boursiers. Le chapitre
suivant se sert de ces informations pour construire un modéle des lois puissances a
changement de régimes pour le calcul de la Value-at-Risk.
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Chapitre 4

Modéle des lois puissances a
changement de régimes

Ce chapitre a fait 'objet d’un article [111] publié¢ dans Physica A.

Dans ce chapitre, nous construisons le modéle des lois puissances a changement de
régimes. A chaque instant ¢, nous estimons le modéle de Markov caché sur les ren-
dements antérieurs, nous calculons les parameétres des lois puissances pour chaque
régime et nous évaluons la VaR. La procédure d’estimation est détaillée dans la
section 4.1. Ensuite, dans la section 4.2, nous calculons la probabilité d’étre en crise
a l'instant ¢ + 1. La section 4.3 illustre les résultats de 'estimation des paramétres
des queues de distributions. Dans la section 4.4, nous validons le modéle par des
procédures de backtesting. Dans la derniére section, nous effectuons une étude com-
parative entre le modéle des lois puissances a changement de régimes, le modéle
simple des lois puissances, le modéle des lois stables et le modéle GARCH, sur une
base de 56 actifs boursiers.

4.1 Procédure d’estimation

Comme nous avons mentionné dans l'introduction du chapitre précédent, nous sup-
posons que le marché a deux régimes : un régime de crise (¢) et un régime de
hors-crise (h). Ensuite, nous construisons un modéle de queue de distribution pour
les pertes en supposant que L;|X; suit une loi de Pareto(ay,,CYx,) :

=P(X;=¢)Cox ™+ (1-P(X; =¢)) Cpz™"

pour x = xg.

L’estimation des paramétres de crise se fait sur des fenétres glissantes contenant
uniquement des données du régime de crise. De la méme fagon, les paramétres du
régime hors-crise sont estimés sur des fenétres glissantes sur le régime hors-crise.
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Nous fixons tg = 1500 le nombre minimal de données pour avoir une estimation
du modele de Markov caché. Pour t > ¢y, la VaRga) a un niveau de confiance a est
donnée par le quantile g%+ (a). La procédure d’estimation de la VaR est la suivante :

(a) On estime les paramétres M = (p,Q,v) du MMC & partir de I’échantillon
(Ry,..., Ry) par 'algorithme de Baum-Welsh.

(b) On estime la suite des états cachés (X7, ..., X;) par Palgorithme de Viterbi.

(c) On estime les paramétres (C,, a.) de la loi Pareto du régime de crise a partir
des derniéres 252 données crise dans (Ry,. .., Ry).

(d) On estime les parameétres (Cj, ay,) de la loi Pareto du régime de hors-crise a
partir des derniéres 252 données hors-crise dans (Ry, ..., R;).

(e) On calcule la probabilité d’étre le lendemain en état de crise :
prr1 = Pu (X1 = | Ruy).

(f) Le quantile ¢“*+1(a), & un niveau a, de la perte a I'instant ¢+ 1 est ainsi solution
de
1 —a=p1Cx™ + (1 = pi1)Crha™ "

Cette équation est résolue numériquement en utilisant la méthode de Newton-
Raphson.

4.2 La probabilité d’étre en crise

La Value-at-Risk a un instant ¢ calcule la perte maximale potentielle qu’on peut
subir a l'instant ¢ + 1. L’état du jour ¢ + 1 n’est pas connu. Ainsi nous devons
Iestimer a partir des informations disponibles a I'instant ¢t. Comme expliqué dans le
chapitre précédent, ’algorithme de Viterbi détermine la suite des états (Xi,...,X,,)
en maximisant la probabilité d’étre dans ces états. Ainsi, pour tout 1 < s < t, la
probabilité que X, = ¢ n’est pas forcément égale a 0 ou 1, mais égale a

55(0) = P(Xt = C|R1:t)-

Ainsi, la probabilité d’étre en crise a l'instant ¢ + 1 peut étre calculée en fonction
de d; et de la matrice de transition () en appliquant la formule suivante :

prr1 = Pu(Xer1 = | Riy)
=P(X11 =¢| Xy =¢) P(Xy =¢) + P(X441 = ¢| Xy = h) P(X; = h)
= Q(c, ¢)0i-1(c) + Q(h, ¢)(1 = 6i—1(c)).

La figure 4.1 illustre les probabilités conditionnelles Q(c,c) et Q(h,c) estimées sur
une fenétre étendue (une fenétre qui augmente de 1 a chaque itération : Ry, puis
Ry.441 puis Ry449, ...). Nous constatons que I'estimation des paramétres du MMC
sur une fenétre étendue est stable et ne présente que des légéres fluctuations. La
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FIGURE 4.1 — Estimation du paramétre () du modéle de Markov caché sur une fenétre
étendue pour 'actif BNP Paribas sur la période de novembre 2006 a février 2011.
La taille initiale de la fenétre d’estimation est fixée & 1500 pour avoir suffisamment
de données.

probabilité de rester dans un état de crise Q(c,c) est proche de 1 et la probabilité
d’entrer dans un régime de crise Q(h, c¢) est proche de 0.

Dans la figure 4.2, nous présentons la probabilité p,,; d’étre en crise le lendemain
dans le cas de 'actif BNP. Du haut vers le bas, sont données pour chaque abscisse ¢ :
les rendements, la probabilité conditionnelle Q(c,c) estimée sur la fenétre Ry, la
probabilité conditionnelle Q(h, ¢) estimée sur la fenétre Ry, et finalement en bas la
probabilité pr1 = Pa(Xie1 = ¢|Ruy).

Nous constatons sur la figure 4.2 que la probabilité de rester en crise Q(c, ¢) augmente
légérement dans la période a grandes fluctuations au milieu de I'axe des abscisses.
Nous voyons aussi que la probabilité estimée Q(h, ¢) respecte bien la propriété de
décroissance en fonction de Q(c, ¢), donnée par la formule de Bayes. La probabilité
P41 détecte semblablement les changements de régimes. Nous remarquons que py,1
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accorde majoritairement des valeurs proches de 1 aux périodes de grandes fluctua-
tions et des valeurs proche de 0 aux périodes de petites fluctuations avec quelques
fausses alertes ou elle ne donne pas la bonne valeur. Ceci est lié au fait que, parfois,
un changement de régimes n’est pas détecté rapidement par 1’algorithme de Viterbi.
Cependant, les estimations des parameétres du MMC et des états sont faites sur des
fenétres de 1500 a 2599 données. Avec un échantillon plus large, nous pensons que
les états étiquetés par les algorithmes de MMC vont étre plus stables vis-a-vis de
I’ajout ou du retrait de quelques données.

Estimation de la probabilité d étre en crise - BNP
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FIGURE 4.2 — Estimation des probabilités conditionnelles Q(c, ¢) et Q(h, ¢) sur une
fenétre étendue et calcul de la probabilité d’étre le lendemain en crise pour 'actif
BNP Paribas sur la période de novembre 2006 a février 2011. La taille initiale de la
fenétre d’estimation est fixée a 1500 pour avoir suffisamment de données.

4.3 Estimation des paramétres des queues des dis-
tributions

Nous estimons les paramétres du modéle des lois puissances a changement de régimes
tel que décrit ci-dessus. A un instant ¢ > ty, nous utilisons les 252 derniers jours du
sous-échantillon des données crise pour estimer les paramétres (C,, a.) de la queue
de distribution du régime crise. Respectivement, nous utilisons les 252 derniers jours
du sous-échantillon des données hors-crise pour estimer les paramétres (Cj,, o) de
la queue de distribution du régime hors-crise.

Les résultats des ces estimations sont illustrés dans la figure 4.3. La courbe du
parameétre o, présente une moyenne de 3.64, tandis que celle de ay a une moyenne
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de 4.30. Cela s’explique par le fait que les grandes pertes font généralement parties
du régime crise, et par conséquent la queue de distribution du régime crise est plus
lourde que celle du régime hors-crise.

Les paramétres estimés C., a., C}, et oy, représentent toujours des fluctuations mais
moins importantes que celles de C' et a dans le cas du modéle des lois puissances
(figure 2.4). Néanmoins, nous constatons toujours le méme phénomeéne de compen-
sation dans les couples (C¢, a.) et (Ch, ap).

Estimation des paramétres- BNP - loi puissance & changement de régimes
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FIGURE 4.3 — Prix de cloture, rendements, probabilité d’étre en crise, a., C., ay et
C), pour l'actif BNP Paribas sur la période novembre 2006 & février 2011.

La VaR monétaire évaluée a partir de ces paramétres est représentée dans la fi-
gure 4.4. En comparant cette figure a sa semblable dans le cadre du modéle des lois
puissance (figure 2.3) sur la méme période du 11,/2006 a 02/2011, nous remarquons
qu’il y a plus de petites variations mais moins de grandes variations. L’évaluation
de la VaR monétaire sous le modéle des lois puissances a changement de régimes
est donc sujette a des petites écarts journaliers mais elle s’adapte mieux et quasi-
instantanément aux variations du prix d’actif. Ceci conduit & de moins grandes
variations dans la courbe de la VaR monétaire.

4.4 Backtesting

Dans cette section, nous appliquons les procédures de backtesting, présentées dans
la section 1.3 du chapitre 1, sur la VaR mesurée sous le modéle des lois puissances
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Value-at-Risk 99.0% / BNP du 09/11/2006 au 25/02/2011
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FIGURE 4.4 — VaR monétaire & 99% estimée sous le modeéle des lois puissances a
changement de régimes pour l'action BNP Paribas sur la période de novembre 2006
a février 2011.

a changement de régimes. Nous nous concentrons sur la performance du modéle
dans le calcul de la VaR a un niveau de confiance 99%, c’est-a-dire un niveau de
risque p = 1%. En effet, nous avons vu dans les chapitres 2 et 3 que, pour des
niveaux de risque élevés, le modéle des lois puissances et méme le modéle gaussien
fournissent une bonne estimation de la VaR. Cependant, le vrai défi est I’estimation
des événements rares qui représentent les grandes pertes. Cela nécessite un calcul
de la VaR avec des niveaux de risques trés petits. Dans la suite du chapitre, nous
considérons un niveau de confiance a = 99%.

La figure 4.5 montre le backtest du ratio de dépassement sur la VaR estimée & un
niveau 99% sur les cours des actions BNP, CA, CNP et FGR sur la période de
novembre 2006 & février 2011. Les délais d’estimation et les sous/sur-estimations a
chaque changement de régime, que nous avons constatés dans le modéle gaussien
(figure 1.4) et le modéle des lois puissances (figure 2.5), sont éliminés par l'intro-
duction des notions crise et hors-crise. Nous concluons que le fait de tenir compte
du régime du marché dans le calcul de la VaR conduit & une adaptation rapide au
changement de régime.

Nous illustrons dans la figure 4.6 les backtests du ratio de dépassement, ainsi que
leurs intervalles de confiance & 99%, appliqués sur les VaR estimées a un niveau 99%
de 12 actifs. Cet échantillon d’actifs contient des représentants des trois classes d’ac-
tifs, dégagées dans la section 3.5.1 du chapitre précédent. Nous voyons que le modéle
des lois puissances a changement de régimes arrive a estimer la VaR correctement,
méme pour des actifs de la troisiéme classe, qui sont instables et trés sensibles aux
perturbations du marché. En effet, pour ces derniers, il y aura une succession des pe-
tites périodes de crise et de hors-crise et les probabilités de transition seront proches
de 1/2. Ainsi, le modéle ne va pas chercher trés loin dans le passé et va calibrer les
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parameétres des lois puissances, a peu prés, sur les 504 données antérieures. Ce qui
donnera tout de méme une bonne estimation. Nous pouvons voir cela plus en détail
dans la figure 4.7, qui est faite sur la base de 56 actifs.

Backtest Regime-Switching - BNP du 02/01/2001 au 25/02/2011 Backtest Regime-Switching - CA du 02/01/2001 au 25/02/2011
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FIGURE 4.5 — Backtesting sur la VaR a 99% estimée dans le cadre du modele des
lois puissances a changement de régimes sur les cours des actions BNP, CA, CNP
et FGR entre novembre 2006 et février 2011.

4.5 Etude comparative : Benchmark

Afin d’opposer les performances du modéle de lois puissances a changement de ré-
gimes a celles d’autres modéles de benchmark, nous faisons dans cette section une
étude comparative entre quatre modéles du prix d’actif : le modéle des lois puis-
sances et le modéles des lois puissances & changement de régimes pour les queues de
distribution des pertes, le modéle des lois stables et le modeéle de t-GARCH pour
la distribution des rendements. L’étude est faite sur une base de 56 actions de la
bourse de Paris

(I) Le Modéle des lois puissances. Ce modéle est décrit dans le chapitre 3. Il
consiste & modéliser la queue de distribution de la perte L, par

P(L;zxz)=Ca“ pourz = x.

(II) Le Modéle des lois puissances a changement régimes. C’est le modéle
décrit dans ce chapitre. La queue de distribution de la perte L, suit la loi suivante :

P(Lizz)=C.a *P(X;=¢)+Cha (1 -P(X; =c¢)), pourz > x.
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Ratio de dépassement et son intervalle de confiance & 99% - backtest loi normale
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FIGURE 4.6 — Le ratio de dépassement et son intervalle de confiance a 99% pour un
échantillon de 12 actifs. Dans le cadre du modéle des lois puissances a changement
de régimes, la VaR est estimée a un niveau a = 99% sur la période novembre 2006-
févier 2011.

(III) Le Modéle des lois stables. Ce modéle est défini par la fonction caractéris-
tique du rendement R,

5 {exp[i,ut —o®t|*(1 —ifsign(t) tan(%r))]  sia # 1,
R =

expliput — o[t|(1 + 2iBsign(t) In [t])] sia=1,

avec a € (0,2) Uindice de queue, B € (—1,1) le paramétre de dissymétrie, o = 0
le paramétre d’échelle et p € R le paramétre de position (pour plus de détails,
voir [63,128]). Notons que les lois stables apparaissent naturellement comme des
classes universelles lorsque nous regardons le théoréme central limite. En effet, une
généralisation du théoréme central limite dit que la somme de variables aléatoires
ayant des queues de distribution décroissantes selon 1/|z|**! avec 0 < a < 2 (ayant
donc une variance infinie) tend vers une loi stable de paramétre a. D’autre part,
notons que la loi normale n’est qu'une loi stable de paramétre a = 2.

Pour l'estimation des paramétres «, [, o et u, nous appliquons l’algorithme de
McCulloch [116] tel que implémenté dans la librairie fbasics de R sur une fenétre
glissante de 252 jours. Nous calculons par la suite le quantile & travers une estimation
directe de la densité de probabilités.

(IV) Le Modéle t-GARCH. Nous considérons le modeéle t-GARCH(1,1) [27] pour
décrire la série temporelle des rendements financiers. Plus précisément, nous suppo-
sons que (R;) satisfait le modéle suivant :

Rt =Uu+e :[L—FO_tZt, (42)
ol =w+aegl | + Bor_,, (4.3)

ol (Z;)i=0 est une suite d’'innovations i.i.d. qui suivent une loi de Student. Notre
choix des innovations de type Student est basé sur plusieurs études qui montrent
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que ce choix donne la meilleure performance pour le modéle de GARCH en termes
d’ajustement aux données réelles [15].

Ce modeéle est souvent proposé comme alternative aux lois puissances pour la modéli-
sation des queues de distribution épaisses. Ceci s’explique par sa capacité a capturer
les regroupements de la volatilité. Cependant, nous mentionnons que d’autres études,
sur des différents marchés financiers, ont conclu a la supériorité des lois puissances
dans la prédiction du quantile [37,73,74,99].

Nous estimons les parameétres du modele t-GARCH sur les rendements de nos actions
boursiéres en utilisant la librairie rugarch de R sur une fenétre élargie, c’est-a-dire
toutes les données disponibles jusqu’a 'instant ¢ : (Ry,--- , R;). Cette approche est
préférée car la détection des regroupements de volatilité nécessite plus de données.
Nous calculons par la suite le quantile & travers une estimation directe de la fonction
de densité.

4.5.1 Base de données : Actions boursiéres de Euronext Paris

Les instruments financiers considérés dans I’étude empirique sont des actions échan-
gées sur NYSE Euronext Paris. Les données sur le marché sont fournis par eSignal
(Données Interactives) et dans ce qui suit, les stocks sont identifiés par leur symbole
eSignal. Sur ’ensemble des valeurs cotées a la bourse Euronext Paris en Février 2011
(plus de 600), nous avons sélectionné ceux ayant des cotations, durant toute la pé-
riode allant de Janvier 2001 & Février 2011 (plus de 11 ans). Ce qui nous a conduit &
un sous-ensemble de 56 actions parmi eux certaines des actions les plus liquides qui
composent 'indice CAC40. Dans la présente étude, les séries temporelles considérées
sont les rendements des prix de cloture des actions sélectionnées. Les parameétres des
différents modéles sont estimés sur un échantillon, comme expliqué précédemment.
Le choix d’une longueur de fenétre définie sur un an, dans des modeéles I et III, est
un compromis entre la nécessité d’avoir suffisamment de données pour faire un bon
étalonnage et inclure des crises récentes et 'augmentation du risque de ne pas res-
pecter I’hypothése de stationnarité avec une fenétre de données plus large. En ce qui
concerne la stationnarité, il est difficile d’établir une conclusion claire a partir des
tests de Dickey-Fuller [51] et de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin [103] qui testent
I’hypothése de stationarité contre celle de racine unitaire. En outre, nous ne sommes
pas en mesure d’identifier d’autres tailles de fenétre qui dépasseront toujours la per-
formance d’une fenétre de taille 252 jours, en ce qui concerne le backtesting de la
VaR ou les mesures de stationnarité.

4.5.2 Discussion

Dans cette section, la performance de prédiction du modéle des lois puissances a
changement de régimes et celles des modéles de comparaison sont illustrées. Nous
appliquons les méthodes d’estimation de la VaR et des backtests décrits précédem-
ment dans la bases de données réelles. Notre comparaison est basée sur le backtest
sur la VaR a un seul niveau de confiance 99%. La performance de chaque modéle
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est résumée par la moyenne de ses résultats sur ’ensemble des actifs sélectionnés.

La figure 4.7 présente les ratios de dépassement de la VaR sous chacun des quatre
modeéles pour les 56 actifs sélectionnés. Clairement, le modéle des lois stables sur-
estime la VaR et le modéle des lois puissances la sous-estime. Les résultats du modéle
GARCH et du modéle des lois puissances & changement de régimes fluctuent atour
de la valeur cible 1%. En termes de ratio moyen de dépassement, le modeéle des lois
puissances a changement de régimes est le plus proche de 1% avec une valeur de
1.12%, suivi par 0.86% pour le modéle GARCH, puis le modéle des lois puissances
avec 1.37% et le modéle des lois stables avec 0.55%. Le nombre d’actifs dont leurs
résultats du backtest appartiennent a [0.90%, 1.10%], est 8 pour le modéle des lois
puissances & changement de régimes, 8 pour le modéle GARCH, 5 pour le modéle
des lois puissances et 7 pour le modéle des lois stables.

Comparaison des résulats du backtest des différents modéles sur 56 actifs.
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FI1GURE 4.7 — Comparaison des résultats du backtest du ratio de dépassement sous
les quatre différents modéles et pour un échantillon de 56 actifs. La VaR est estimée
a un niveau de confiance a =1 —p = 0.99.

Vu le nombre limité disponible pour le backtest, les intervalles de confiance sont
relativement larges. La taille moyenne de 'intervalle de confiance est de 0.39% pour
les lois stables, 0.60% pour les lois puissances, 0.98% pour le modeéle GARCH et de
0.80% pour le modele des lois puissances a changement de régimes. Ce ne sera pas
possible de donner une conclusion pertinente pour un seul actif. Cependant 1’étude
sur I’ensemble des 56 actifs, illustrés dans la table 4.1, indique que le modéle des
lois puissances a changement de régimes donne les meilleurs résultats en termes de
backtests. Sous le modéle des lois puissances a changement de régimes, 49 parmi
les 56 intervalles de confiance exacts contiennent la valeur cible 1%, a 'opposé des
modeéles GARCH, lois puissances et lois stables, sous lesquels le taux d’appartenance
du 1% a l'intervalle de confiance est respectivement 46,/56, 43/56 et 36/56. Les tests
de couverture non-conditionnelle et de couverture conditionnelle donnent le meilleur
résultat pour le modéle GARCH suivi par le modéle des lois puissances a changement
de régimes. Ces résultats sont aussi dans la table 4.1.

Nous interprétons ces résultats comme suit : la queue de distribution des lois stables
est beaucoup plus lourde vu que son indice de queue « est toujours inférieur a 2
par construction. Cela est confirmée par le fait que l'indice de queue estimé est
trés proche de 2 pour tous les actifs de notre base de données. Nous expliquons ce
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constat par le fait que les indices de queue des données réelles sont supérieurs a 2,
mais les estimations ont été contraintes de s’arréter a 2 pour répondre aux exigences
du modéle des lois stables |1 16, 165]. D’autre part, la queue de distribution des lois
puissances n’est pas assez lourde pour décrire le marché Euronext Paris durant les
périodes de crise. Le modéle des lois puissances a changement de régimes repose sur
une combinaison des queues de distribution de type lois puissances pour les périodes
de crise et de stabilité de marché, ce qui produit une queue de distribution plus
lourde.

La figure 4.8 illustre les estimations de quantile pour notre exemple typique BNP
Paribas. Comme les modéles des lois stables et des lois puissances sont des mo-
déles i.i.d., qui ne prennent pas en compte les changements de régimes, ils souffrent
d’un retard d’adaptation a ces changements en termes d’estimation du quantile.
Le début des périodes a petites variations des rendements est caractérisé par des
sur-estimations de la VaR. Contrairement, la VaR est souvent sous-estimée en dé-
but des périodes a larges variations des rendements. Cependant, en ce qui concerne
le modéle GARCH, par sa détection des regroupements de volatilité, il arrive a
prendre en compte des changements de régimes et surmonte ces sous-estimations et
sur-estimations. Notre approche de classification par MMC a pour but de fournir
un modele simple qui tire les avantages des modéles des lois puissances et ceux des
modéles conditionnels tels que le modéle GARCH. Par la considération des périodes
de crise et de hors-crise et la combinaison de leurs queues de distribution de type
lois puissances, nous avons crée un ré-équilibrage des estimations de quantile aux
changements de régimes. Au début des périodes de larges fluctuations, le seuil de
la VaR est augmenté grace au terme additionnel calculé a partir des précédentes
périodes de crises. Ce qui a permis de réduire les sous-estimations. D’une maniére
opposée, au début des périodes de petites fluctuations, I’addition d’un terme calculé
a partir des précédentes périodes de hors-crises a conduit a une réduction du seuil
de la VaR, d’ou la suppression de la sur-estimation. Ainsi, la considération de deux
états cachés a permis de réduire le retard de détection des changements de régimes
dans 'estimation du quantile tout en gardant le modéle simple.
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FIGURE 4.8 — Comparaison des estimations de la VaR & 99% sous les quatre modeéles

pour l'actif BNP Paribas. L’estimation sous les modéles des lois stables (jaune), des

lois puissances (vert) et GARCH (bleu) est faite sur la période janvier 2001-février

2011, tandis que celle sous le modéle des lois puissances a changement de régimes

(rouge) utilise uniquement la période novembre 2006-février 2011.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modeéle pour la queue de distribution des
pertes. Ce modéle, que nous avons appelé le modeéle des lois puissances a changement
de régimes, fournit une meilleure estimation des pertes extrémes. L’introduction de
la notion de crise nous a permis d’améliorer la performance de la prédiction de la
Value-at-Risk en construisant un modéle qui prend en compte a la fois la lourdeur de
la queue de la distribution et les changements de régimes. Ce modéle a en plus éliminé
le regroupement des dépassements de la VaR et les délais d’estimation constatés dans
les modeéles i.i.d..
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TABLE 4.1 — Comparaison des résultats des backtests sur les hypothéses d’apparte-
nance a l'intervalle de confiance du ratio de dépassement (CI), de couverture non-

conditionnelle (UC) et de couverture conditionnelle (CC) sur la VaR & 99%.
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Deuxiéme partie

Processus de Lévy en finance
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Chapitre 5

Modéle exponentielle-Lévy et
évaluation des options européennes

Ce chapitre a fait I'objet d'un survey soumis [143].

Plusieurs études ont cherché des alternatives aux modéles de type lois puissances,
pour modéliser les distributions & queues épaisses. Il existe une vaste littérature sur
ce sujet [131]. Du coté des processus stochastiques a temps continu, 'une des fagons
de considérer les événements extrémes est d’intégrer des sauts dans la modélisations
du prix de Dactif. Parmi les classes les plus connues des modéles & temps continu
et dont les trajectoires peuvent avoir des discontinuités, nous proposons les modéles
exponentielle-Lévy ot le logarithme du prix est décrit par un processus de Lévy [158].

Nous commencons par donner la définition du processus de Lévy et rappeler ses prin-
cipales propriétés dans la section 5.1. Puis, nous présentons le modéle exponentielle-
Lévy dans la section 5.2, ainsi que la construction des mesures risque-neutres et
I’évaluation numérique du prix de l'option par l'application de la transformée de
Fourier rapide. Nous finissons le chapitre par la section 5.3, ot nous discutons trois
modeéles exponentielle-Lévy : le modeéle de Black et Scholes, le modéle diffusion-sauts
de Merton et le modéle variance gamma.

5.1 Processus de Lévy

Un processus de Lévy est un processus stochastique a temps continu, continu a droite
limité a gauche (cadlag), partant de 0, dont les accroissements sont stationnaires
et indépendants. Les exemples les plus connus sont le processus de Wiener et le
processus de Poisson.

Définition 5.1. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité. Un processus stochastique
(X1)i=0 cadlag tel que Xo = 0 est dit un processus de Lévy s’il posséde les propriétés
sutvantes :
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1. Accroissements indépendants : pour toute suite croissante ty < --- < t,, les
variables aléatoires Xy, Xy, — Xiy, ..., Xy, — Xy, , sont indépendantes.

2. Accroissements stationnaires : pour tout h > 0, la loi de X;,, — X; ne dépend
pas de t.

3. Continuité stochastique : pour tout € > 0, }llin(l)IP(\XHh — Xy =¢e)=0.

La loi d'un processus de Lévy est complétement identifiée par son triplet caractéris-
tique (b,02,v), o b e R, 0 > 0 et v est une mesure de Lévy définie comme étant
une mesure positive sur R\{0} qui satisfait

J 1 A |z]Pv(dz) < 0.
R\{0}

En particulier, la fonction caractéristique de X; peut étre calculée a partir du triplet
caractéristique comme suit.

Théoréme 5.1 (Représentation de Lévy-Khintchine). Soit (X;)i=0 un processus de
Lévy en R de triplet caractéristique (b, 0, v). Alors la fonction caractéristique de X;
s’écrit

Oy (u) := B[e™Xt] = ™, yeR (5.1)

ou WV, appelé ’exposant caractéristique, est donné par

1 .
U(u) = ibu — 502u2 + f (e““”’ —-1- iux1|x|<1) v(dz). (5.2)
R

La mesure de Lévy v détermine l'intensité des sauts de différentes tailles. Ainsi,
v([ai, az]) est le nombre moyen de sauts, dans 'intervalle de temps [0, 1], de taille
appartenant a [ag, az]. Cette quantité est définie par

V([al, CLQ]) =K Z 1AXte[a1,a2] )

te(0,1]
ou AXt = Xt — Xt,.

Notons que v([ay,as]) est finie pour tout compact [ai,as] qui ne contient pas 0.
Si ce n’est pas le cas, le processus (X;);=o doit avoir une infinité de sauts de taille
finie dans tout intervalle de temps [0,¢], ce qui contredit la propriété de cadlag
de (X¢)t=0. Ainsi v définit une mesure de Radon sur R\{0}. Cependant, v n’est pas
nécessairement une mesure finie. En effet, la restriction précédente permet toujours
une explosion en 0 et (X;)i=o peut avoir une infinité de petits sauts en [0,¢]. Dans
un tel cas, la somme des sauts devient un série infinie et sa convergence nécessite
des conditions supplémentaires sur v.

Si la mesure de Lévy satisfait la condition Slxl < |7|v(dr) < o0, le processus des sauts,
défini par
X/ = > AX,,

s€(0,¢]
AX#0
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est un processus a variation finie. Dans un tel cas, le processus (X;);>0 admet la
décomposition suivante
X, =~t+0oB + X/,

oy =b— Sm < 2v(dz) et (By)i=o est un mouvement brownien standard. L’exposant
caractéristique est donné alors par

U(u) =iyu — 302u2 + J (e™* — 1) v(dz).
R

On note que le triplet de (X;)i=o n’est pas donné par (v, c? v), mais plutdt par

(b,0% v). En effet, b n’est pas une quantité intrinséque et dépend de la fonction de

troncature 1,/<; appliquée dans la représentation de Lévy-Khintchine. Cependant,

admet une interprétation intrinséque comme étant la pente de I’espérance de la partie

continue de (X;);0. Dans ce cas, Uespérance E[X;] est donnée par (y+ § zv(dx))t.

Proposition 5.1 (Moments et cumulants d’un processus de Lévy).

1. Soit (X;)i=0 un processus de Lévy dans R de triplet caractéristique (b, 02, v) et
soit n = 1. Alors E[| Xy|"] < oo si et seulement si Sle |z|v(dx) < 0. Dans ce

cas, ®,(u), la fonction caractéristique de Xy, est de classe C™ et les n premiers
moments de X; peuvent étre calculés par différentiation :

1 ok
ik ouk

Les cumulants de Xy, définis par

E[XF] = ——®,(u)|yco, k=1,...,n.

1 ok
kak

admettent en particulier des expressions simples :

cp(Xy) = log @4 ()] y=o,

a(Xy) =E[X] =t <b " |:c|>1 )

(X)) =Var X, =t < x v(dz >

cp(Xy) = tf o v(dx),  pour3 <k <n.
R

2. Soit (X;)i=0 un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique (b,o? v) et
soit u € R. E[e" Xt] < o pour un certain t > 0, ou de maniére équivalente
pour tout t > 0, si et seulement st S|$‘>1 e"y(dr) < . Dans ce cas,

E[euXt] _ et\Il(fiu)

ou U est 'exposant caractéristique du processus de Lévy défini par (5.2).

Corollaire 5.1. Soit (X;);=0 un processus de Lévy dans R de triplet caractéristique
(b, 0%, v). Alors,
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1. (Xy)i=0 est une martingale si et seulement si S|x|>l |z|v(dx) < o et
b+ J zv(dx) = 0. (5.3)
|x|>1

2. (exp(Xy))e=o est une martingale si et seulement si Sle e*v(dr) < oo et

1
b+ 502 - f (" =1 —x1<1) v(d) = 0. (5.4)
R
Pour les détails de la preuve, voir [115, théorémes 25.3 et 25.17].

5.1.1 Exponentielle de Doléans-Dade d’un processus de Lévy

L’exponentielle de Doléans-Dade, connue aussi sous le nom d’exponentielle stochas-
tique, d’une semimartingale (Y;);>0 est définie comme étant 'unique processus cadlag
(E(Y)t)e=0 tel que

dE(Y); =E(Y),_dY;,, EY)y=1. (5.5)

Le processus £(Y) est donné par :

E(Y) =072 [T (14 AY,)em™, (5.6)

s€(0,¢]

ou (Yy%)¢=0 désigne la partie continue de Y. Le résultat suivant de Goll et Kallsen |75]
décrit la relation entre I’exponentielle de Doléans-Dade et ’exponentielle ordinaire
lorsque Y est un processus de Lévy.

Proposition 5.2 (Relation entre ’exponentielle de Doléans-Dade et 1’exponentielle
ordinaire).

1. Soit (X;)=0 un processus de Lévy dans R de triplet caractéristique (b, o%,v) et
S, = eXt son exponentielle. Il existe alors un processus de Lévy (X¢)e=o tel que
Sy est Uexponentielle de Doléans-Dade de X : S = E(X) avec

ot

Y P— A)(S
Xt.— Xt+7+ 2 {6 —1—AXS} (57)

s€(0,t]
Le triplet caractéristique (I;, 62,0) de X est donné par :

b=b+ %02 + S\a:|<1 xv(dr) — S|m\<1 zv(dz),
v(dz) =vo J l(dx) ou J(x) :=e® — 1 pour z € R.

96



2. Soit (X,)=0 un processus de Lévy dans R de triplet caractéristique (b, 62,D) et

A

S = E(X) son exponentielle de Doléans-Dade. Si S > 0 p.s. alors il existe un

autre processus de Lévy (X;)i=o tel que pour tout t, Sy = X, avec

&2t

X, =log Sy = X, — -+ > {log(1+ AX,) — AX,}. (5.8)

s€(0,t]
Le triplet caractéristique (b,0% v) de X est donné par :
b=b— 10"+ S\x|<1 rv(dx) — S|x\<1 v (dx),
2 2

0 =0,

v(dz) = 0o H ! (dz) ou H(x) :=log(1 + z) pour x > —1.

Remarque 6.1.
(i) D’apres (5.6), S = £(X) > 0 p.s. si et seulement si supp{} < (=1, 0).

(ii) v admet une densité v(x) si et seulement si 7 admet une densité o(z). Dans
ce cas, Ious avons

1
v(x) = T2 v(log(l+x)) pour z > —1

et
v(z) =e"v(e® —1) pour z € R.

5.1.2 Changement de mesure de probabilité

Le changement de probabilité joue un role important dans la construction d’un mo-
dele d’évaluation des options, sans aucune opportunité d’arbitrage [39]. Ce modéle
est dit risque-neutre et il en existe au moins un dés l'existence d’une mesure de
probabilité équivalente sous laquelle le prix actualisé de 'actif sous-jacent est une
martingale [52]. Dans cette section, nous présentons le résultat général d’équivalence
des mesures de probabilité lorsque ’aléa est donné par un processus de Lévy.

Proposition 5.3 (voir [115], théoréme 33.1 et théoréme 33.2). Soient (X, P) et
(X¢, P*) deux processus de Lévy dans R de triplets caractéristiques respectifs (b, 0%, v)
et (b*,0*%,v%). Les probabilités P|z, et P*|z, sont équivalentes si et seulement si les
trois conditions suivantes sont satisfaites.

1. 0 =co*.

2. Les mesures de Lévy sont équivalentes avec

f (e¢(“)/2 - 1)2 v(dr) < oo,
R

ot ¢(x) = log (%) :
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3. Si o =0 alors nous devons en plus avoir

- L|<1 ww(dz) = b* — f o (d).

lz|<1
De plus, lorsque P|x, et P*|x, sont équivalentes, la dérivée de Radon-Nikodym est
donnée par
dP*

_ LU
P e (5.9)

Fi

avec

0202t

U, = 0X¢ — — bt

+ lim AXS—tJ e — Dv(dz) |. (5.10
L (Z] HAX)—t] Ju(dr) |- (5.10)

|AX|>e

Ici (X§) note la partie continue de (X,;) et 0 est une constante telle que
(b* - J xu*(dx)) - (b - J :BV(d:E)) = 0%
lz|<1 |z|<1
sio >0 et égale a 0 si o = 0.

Le processus (U;)s=o est un processus de Lévy de triplet caractéristique (by, 0%, vyr)
donné par

0'2 2 —
by =~ 20 — (e —=1—yly)(vo s ')(dy),
0% = %6,
Vy =Vo0 ¢_1.
Le résultat ci-dessus montre une caractéristique intéressante des modéles a sauts par

rapport aux modéles de diffusion : nous avons une grande liberté dans le changement
de la mesure de Lévy, tout en conservant 1’équivalence des mesures de probabilité.

5.2 Modéle exponentielle-Lévy

Les modeéles exponentielle-Lévy sont obtenus en remplagant le mouvement brownien
avec une dérive dans le modéle classique de Black et Scholes, par un processus de
Lévy.

Définition 5.2. Soit (0, F, (Fi)iepo,r], P) un espace de probabilité filtré qui satis-
fait les conditions usuelles. Sous le modéle exponentielle-Lévy (exp-Lévy), le prix de
lactif est décrit par un processus de la forme :

Sy = Sp ™, (5.11)
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ot Sy > 0 et (Xy)sepo,r) est un processus de Lévy dans R de triplet caractéristique
(b,02,v). Le priz actualisé est donné par S; = e~ "S; ot r est le tauzx d’intérét sans
risque.

Dans ce qui suit, les notations X, S et S font toujours référence au modele exp-Lévy
introduit dans la définition précédente.

Nous considérons une option d’achat européenne de maturité 1" et de strike K. Le
prix d’expiration de cette option est donné par une variable aléatoire H = (Sp—K) .
Soit P I'’ensemble de toutes les mesures risque-neutres

P = {IP’* ~ P, (S't)te[o,T] est une martingale sous IP’*} )

Dans un marché complet, il existe une unique mesure risque-neutre P*. Ainsi, le prix
risque-neutre de ’option est donné par

C(K) = e "E*[(Sr — K), ] (5.12)

ou [E* est I’espérance sous P*. Avec les modeéles exp-Lévy, nous sommes généralement
dans le cas du marché incomplet. Par conséquent, plusieurs mesures risque-neutres
peuvent étre utilisées pour évaluer I'option. L’intervalle de prix de ’option est donné
par

inf e "TE*[(Sy — K).], supe "TE*[(Sr — K)+]]

P*eP Pxep
Dans la pratique, nous choisissons une mesure P* € P selon un critére de choix et
nous évaluons 'option en utilisant la formule (5.12).

Une autre difficulté qui se manifeste pour les modeéles exp-Lévy est I’absence d’une
expression explicite pour la densité du processus de Lévy (X¢)seo,r], dans la plu-
part des cas. Ainsi, trouver une formule fermée pour C'(K) s’avére difficile, voire
impossible pour certaines mesures risque-neutres et certains processus de Lévy. Ce-
pendant, la fonction caractéristique de (X)sejo,r] admet souvent une expression ex-
plicite. Dans un tel cas, nous pouvons appliquer la transformée de Fourier rapide
(FFT) pour évaluer numériquement le prix de l'option [32].

Supposons que la fonction caractéristique ®; de (X;)e[o,7] sous P est analytiquement
connue. L’évaluation du prix de 'option se fait en deux étapes :

1. Choisir une mesure risque-neutre P* € P sous laquelle nous avons une expres-
sion explicite de la fonction caractéristique, notée ®;.

2. Appliquer la transformée de Fourier rapide & ®%. pour évaluer le prix de I'op-
tion.

5.2.1 Mesures risque-neutres

La mesure risque-neutre représente un outil puissant pour ’évaluation des options.
Plusieurs candidats pour une mesure risque-neutre sont proposés dans la littérature.
Pour les construire, deux approches différentes sont appliquées :
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— Meéthode de transformée d’Esscher : La méthode de transformée d’Es-
scher est largement utilisée dans la théorie de risque. Elle consiste a appliquer
cette transformée par rapport & un processus de risque. Le processus de risque
peut étre les rendements logarithmique (Xt)te[[LT] dans le cas de la mesure
risque-neutre d’Esscher |29,75], les rendements arithmétiques ()A(t)te[o,T] dans
le cas de la mesure risque-neutre d’entropie minimale [70,71,122] ou la partie
continue (X[ )wo,r] du processus de Lévy (Xy)seo,r] dans le cas de la mesure
risque-neutre de moyenne corrigée [167].

— Meéthode de distance minimale : Cette méthode est plus reliée au contexte
de la maximisation de 'utilité et de la couverture d’options. Elle consiste a
trouver la mesure P* € P qui minimise une certaine distance par rapport
a la mesure de probabilité historique P. Cela inclut la mesure risque-neutre

minimale [08] et la mesure risque-neutre de variance optimale [119]. La mesure
risque-neutre d’entropie minimale peut aussi étre retrouvée en utilisant cette
méthode.

Mesure risque-neutre d’Esscher

La mesure risque-neutre d’Esscher est construite en appliquant la transformée d’Es-
scher par rapport au processus (X¢)sefo,r7-

Définition 5.3. Soit (X;)[o,] un processus de Lévy dans (2, F, (F)iefo,r], P). Nous
appelons transformée d’Esscher, par rapport a (Xi)iepor), tout changement de P a
une mesure équivalente P*, par un processus de densité Z;, de la forme :

dP* X

Iy = —| = o
T dP |, ElefX)

(5.13)

ot 0 € R.

L’un des avantages majeurs d’adopter (X;)ep,7] comme processus de risque est le
fait que le processus de densité (Z;)swefo,r7 dépend uniquement du prix actuel de
I'actif. D’autre part, (Xy)eo,r] est encore un processus de Lévy sous P*. Dans la
dP*
aP | F,
et nous donnons le triplet caractéristique de (Xt)te[O,T] sous P*, dans un tel cas.

suite, nous présentons la condition d’existence du processus de densité 7, =

Proposition 5.4. Soit (Xt)te[o,T] un processus de Lévy, a valeurs dans R, de triplet
caractéristique (b,0*,v). Pour tout 6 € R tel que E [e(’Xl] < :

(1) Le processus (Z;)we[o,r], donné par (5.13), définit un processus de densité.
(1) Le processus (Xy)iwe[or] est un processus de Lévy sous P*, de triplet (b*, o2, v*)
ol
v¥(dx) = e*v(dx), pour x € R,
et
b* = b+ %0 + f

|z|<1

wv* (dz) — f wv(dz).

|z|<1
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Preuve. (i) Rappelons que E[e/Xt] = ¢™(=) = (E[e(’Xl])t. Ainsi, Z; est intégrable
pour tout £. En utilisant 'indépendance et la stationnarité des accroissements du
processus de Lévy (Xj)se[o,r7, nous obtenons pour tout s < t,

_ 1 0( X —Xs+X5) _ 1 0(Xt—Xs) 0X,
E|Z,|Fs] = E[eeXt]E[e Fs] = E o] Ele Fs] E[e”**| F]
1 0(Xi—Xs)] 0X e’
— t s s — — Zs-
R Bl e = g

Ainsi, (Z;)sefo,r) est une P-martingale.

(i) Nous montrons que (Xj)sejo,r] est un processus de Lévy sous P* en calculant sa
fonction caractéristique sous P* :

€9Xt
(I)*(U) _ E*[Ciuxt] _ feiuXth* _ feiuXth]P)
€(0+iu)Xt
_ % — exp (£ (U (=i(0 + iu)) — U(—if)))

Nous définissons U*(u) = ¥(—i(0 + iu)) — ¥(—if) pour u € R. Alors,

U*(u) = <b(9 + u) + %2(0 +du)? + fR (e — 1 — (0 + iu) 21 j<1) V(da:))

2
- (b@ + %92 + f (e — 1 —0z1<1) V(dx))
R
2

=i(b+ o?0)u — %uQ + fR (™ (™ — 1) — iual <) v(da)

2
)

= <b +0%0 + J (e — 1):z:l/(dx)> U= U
lz|<1

+ f (" (™" — 1 — iurlyy <)) v(da).
R

En définissant
v¥(z) = e"v(z), pour zeR

et
b*=b+029+f

ja] <1

wv* (dz) — f wv(dz),

jal<1
nous obtenons la représentation de Lévy-Khintchine pour ®*. Ainsi, (X;)w[o,1] est
un processus de Lévy sous P*, de triplet (b*, 02, v*). O

Afin d’interpréter 'expression de b*, rappelons que la mesure de Lévy v peut avoir
une singularité en 0. Ainsi, nous pouvons avoir une infinité de petits sauts, et la
fonction caractéristique de leur somme S\xl < (e —1)v(dr) ne converge pas néces-
sairement. Pour obtenir la convergence, cette intégrale de sauts doit étre centrée et
remplacée dans la représentation de Lévy-Khintchine par sa version compensée. Ce
compensateur S\xl <1 zv(dx) est par conséquent intégré dans la dérive. Pour passer de
la mesure de probabilité P a P*, nous devons naturellement soustraire le compensa-
teur associé & v de la dérive et le remplacer par celui de v*.
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Théoréme 5.2 ([132]). Soit (Xi)iweo,r; un processus de Lévy sous P de triplet
(b,0% v). Supposons que X, est non-dégénéré et admet une fonction génératrice
des moments, u — Elexp(uXy)], sur un intervalle ouvert (ay,as), avec ag —ay > 1.
Supposons qu’il existe un réel 0 € (ay,ay — 1) tel que

2
b+ o0 + % + f (e (e" — 1) — 21y<1) v(dz) =1, (5.14)
R

ou, d’une maniére équivalente

E[e@+DXt] = erE[efX¢], (5.15)
ou r est le taux d’intérét sans risque. Alors 6 est unique.
De plus, la mesure équivalente P* donnée par la transformée d’Esscher avec (X¢)ieqo,r]

dP* ef0X
dP | E[e?X:]’

est une mesure risque-neutre. Cette mesure est appelée la mesure risque-neutre d’Es-
scher.

Preuve. La proposition 5.4 garantit que (X;)s[o,r] est un processus de Lévy sous
toute mesure P* construite via une transformée d’Esscher. Par indépendance et sta-
tionnarité des accroissements de (X)o7, la propriété de martingale de (S;)we[o,7]
sous P* est équivalente a E*[S;] = Sy pour ¢ > 0. Par construction de la mesure via
une transformée d’Esscher, nous avons

E*[S«t] _ E*[SO eXt—rt] - F [SO eXt—rteeXt (E[eé‘Xt])—l]
E (0+1)X¢
— SO efrt [6 ]
E[efX¢]
Ainsi, E*[S,] = Sp si et seulement s'il existe un réel 6 tel que (5.15) est satisfaite. Ce
réel 0 doit étre dans (ay,as — 1) pour assurer l'existence de la fonction génératrice
des moments de 6 et 0 + 1.

Nous appliquons la proposition 5.1-2 pour réécrire (5.15) en termes de 'exposant
caractéristique sous P

U(—i(0+1)) — W(—if) =r.
Ensuite, en développant I'expression de ¥ (équation (5.2)), nous obtenons la condi-
tion (5.14). Ainsi, s’il existe § qui vérifie cette condition, le prix actualisé (S;)we[o,7]
est une martingale sous la mesure construite via une transformée d’Esscher avec
(Xt)tE[O,T] et 9

D’autre part, 'unicité de 6 découle du fait que le logarithme de la fonction géné-

ratrice des moments u — InE[e“X1] est strictement convexe pour toute variable
aléatoire X7 non-dégénérée [132]. Ceci peut étre démontré par un raffinement de
l'argument de |23, section 9], ot il montre seulement la convexité. O
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Mesure risque-neutre d’entropie minimale (MEMM)

La mesure risque-neutre d’entropie minimale a été étudiée dans différents contextes
par plusieurs auteurs [60,068,70,122,119]. En particulier, la MEMM pour les modéles
exp-Lévy a été discutée dans [34,71,79,123]. Il se trouve que cette mesure peut étre
obtenue par une transformée d’Esscher en utilisant les rendements arithmétiques
(Xt)te[O,T] comme processus de risque. De plus, (X¢)eo,r] est encore un processus de
Lévy sous cette mesure. Dans cette section, nous rappelons la définition de I’entropie
relative et nous donnons la condition que le parameétre d’Esscher doit satisfaire pour
I'existence de la MEMM, ainsi que le triplet caractéristique de (Xt)te[o,:r] sous cette
mesure.

Définition 5.4. Soit G une sous-tribu de F et Q une mesure de probabilité sous G.
L’entropie relative sur G de Q par rapport a P est définie par

om) = | )1 (%

400, stnon,

g) dQ, siQ«Psurg, (5.16)

ot %’g est la dérivée de Radon-Nikodym de Q|g par rapport a Plg.

Théoréme 5.3 ([71]). Soit (X,)epo,r) un processus de Lévy sous P de triplet (b, o, v).
Supposons qu’il existe 5 € R tel que

f e* P Dy (da) < oo (5.17)
z>1

2

b+ o5+ 5+ f (" = 1) — atyyy<y) w(de) =, (5.18)
R

ou r est le tauxr d’intérét sans risque. Alors,

1. Le réel B est unique et la mesure équivalente PT construite par la transformée
d’Esscher par rapport a (X)o7,

eﬁXt

@
dP

Fi N E [eﬁXt]

est une mesure risque-neutre, ot (Xt>te[0,T] est donné par (5.7).

2. Le processus (X¢)epor] est encore un processus de Lévy sous Pt. Son triplet
caractéristique sous P est (b7, 0%, v7) avec

Vi(de) = 2" Vy(dx)

bT=b+02ﬂ—|—f

lz|<1

avt(dx) — J zv(dr).

lz|<1
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3. La mesure de probabilité P atteint l’entropie minimale dans P
Hz,. (P'|P) = min Hz,(Q[P).
QeP

Nous appelons P' la mesure risque-neutre d’entropie minimale.

Ainsi, la mesure risque-neutre d’entropie minimale peut étre simplement construite
a partir d’'une transformée d’Esscher par rapport aux rendements arithmétiques
()A(t)te[o,T]. Bien que nous disposons du triplet caractéristique de (X;)se[o,7] sous PT,
I’expression analytique de la fonction caractéristique sous cette mesure risque-neutre
reste difficile & expliciter, méme pour des modeéles exponentielle-Lévy simples. Ainsi,
I’évaluation d’options avec la transformée de Fourier rapide n’est pas possible sous
cette mesure.

5.2.2 Evaluation d’options via la fonction caractéristique

Nous considérons le probléme d’évaluation d’une option d’achat de maturité T' et
de strike K. Plusieurs techniques ont été appliquées pour répondre a cette question.

Soit St = Spexp(Xr) le prix de l'actif sous-jacent & la maturité, avec (Xi)iwe[o,m
un processus de Lévy sous P de triplet (b, 02, v). Notons P* la mesure risque-neutre
choisie et p¥ (son expression analytique peut étre inconnue) la densité risque-neutre
de X7. La fonction caractéristique de X¢ sous P* est exprimée par

o7 (u) = Lew”&p;(aj)dz. (5.19)

Soit k = log(K/Sy) le logarithme du strike normalisé. L’évaluation risque-neutre
sous P* nous donne

C(K) = e "E*[(Sr — K)-]

_ SoefrTE*[(eXT o ek)+]

= Soe_TTf (e* — ) pi(z)dw.
k

Nous introduisons la fonction ¢y : k — C(Spe*). La technique d’inversion de Fou-
rier consiste a calculer le prix de l'option C(K) = co(k) de la fagon suivante :
co = FT ' o FT(cy) avec FT est la transformée de Fourier. Comme

Jim (k) = Jm () = 5o

nous remarquons que ¢ n’est pas intégrable vu que la limite de ¢ (k) ne tend pas vers
0 lorsque k& — —oo. Pour cela, nous ne pouvons pas appliquer directement la tech-
nique d’inversion de Fourier car la transformée de Fourier de ¢y(k) ne converge pas.
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Pour contourner ce probléme de convergence, nous considérons le prix de l'option
d’achat modifié

cal(k) = e co(k)

avec o > 0.

Dans les deux propositions suivantes, nous présentons la formule fermée de la trans-
formée de Fourier de ¢, (k), a laquelle nous allons appliquer la transformée de Fourier
inverse pour obtenir le prix de 'option C'(K).

Proposition 5.5. Soit a > 0 tel que E*[e(*tVX7] < oo, La transformée de Fourier
de co (k) est bien définie et elle est donnée par

Soe T ok (v — (o + 1)i)
a?+a—v2+i(2a+ 1)

Ca(v) =

, YweR, (5.20)

avec ®F. la fonction caractéristique de Xy sous P*.

Preuve. Supposons pour l'instant que ¢,(v) est bien définie. Nous avons

(00
ta(v) = J ey (k)dk
—00
(00
= J eFe* C(Syek)dk
-0
[0 S
- ek ek <SOeTTJ (e* — ek)pi}(a:)da:) dk
-0 k
0 ¢] T )
_ SoefrT f pi(x) <J e(a+zv)k(6x _ ek)dk> dr
J—00 —00
o0 €T ) €T )
_ Soe—rT f pi(z) <emf elatik gp. f 6(a+1+zv)kdk) dx
J—0o0 —0 —0
o0 (a+1+iv)z e(a+1+iv)z
_ S —rT f * € o
o pT(:zc)< a+ v a+1+iv> ’

J—00

En appliquant (5.19), nous remplagons l'intégrale par ®% (v — (a + 1)i) et nous
obtenons l'expression (5.20).

Nous prouvons maintenant l'existence de ¢, (v). Tout d’abord notons que E*[e(@+)X1]
< o implique que
¢a(0) < o0, (5.21)
car
. (0) Soe T (—(a + 1)i)  Spe "TE*[ela+DX7]
¢a(0) = _ .

o+« a?+

D’autre part, comme ¢, (0) est positive, nous avons

6q(v)| = UOO ey (k)dk

—0

< JOO ca(k)dk = &4(0).

—0Q0

En combinant cela avec (5.21), 'existence de ¢,(v) est prouvée. O
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Proposition 5.6. Soit Sy = Syexp(Xr) le priz de actif sous-jacent a la matu-
rité de l'option et soit P* la mesure risque-neutre choisie. Notons ®* la fonction
caractéristique du processus (Xy)ieo,r] sous P*. Le priz de l'option est donné par

¢—arlog(K/S0)

C(K) = ———Re { f e‘mog(K/SO)éa(v)dv}, (5.22)

™ 0

avec ¢ donnée par (5.20).

Preuve. La transformée de Fourier inverse nous donne

1 )
f e e, (v)dv. (5.23)
R

" or

ca(k)
Alors,
e—alog(K/So)

O(K) = T fR G_iv IOg(K/SO)éa (?})dU

—alog(K/Sp) ©

T 0
La derniére égalité découle de I'observation suivante :

o0

0
J e‘ivlog(K/So)éa(v)dv = J e_ivlog(K/SO)éa(v)dv + J e_wlog(K/SO)éa(U)dUa
R 0 -

et le second terme de la partie droite de 1’égalité peut s’écrire comme étant le conju-
gué du premier terme,

0 9] 00
J e—ivlog(K/SO)éa(v>dU _ f ewlog(K/So)éa(_u)du _ f e—iulog(K/So)éa(u)du
—o 0 0

0
:f e—ulog(K/S0) ¢, (u)du.
0

Ainsi la preuve est faite. O

Nous avons considéré que I'évaluation du prix d’ option d’achat. Evidemment, nous
pouvons obtenir le prix d’une option de vente en utilisant la parité put-call. Cepen-
dant, le prix P(K) d’une option de vente peut étre alternativement obtenu par la
méthode d’inversion de Carr-Madan en choisissant une valeur négative de o [107].

5.2.3 Discrétisation et transformée de Fourier rapide (FFT)

Calculer le prix d’une option d’achat C'(K) = e "TE*[(Sy — K), ], sous la mesure
risque-neutre P*| nécessite I'inversion de la transformée de Fourier dans (5.23). Dans
le cas général, le probléme ne peut pas étre résolu analytiquement. Une approche nu-
mérique s’avére nécessaire. Pour avoir un meilleur temps de calcul, nous adopterons
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une formulation a laquelle nous pouvons appliquer 'algorithme de transformée de
Fourier rapide (FFT) [14,161]. Ici nous définissons la transformée de Fourier discréte
comme étant

N

:Z WV =1 N (5.24)
avec wy = e~ . Le langage R fournit un algorithme de FFT efficace pour cette
formulation [16,153].

Notons gx(v) = e~ ¢, (v), avec ¢, (v) donnée par (5.20). Nous sommes alors inté-
ressés par le calcul de I'intégrale SSO gr(v)dv, pour donner le prix de l'option (5.22).

En appliquant la méthode des trapezes, nous avons

0 A
J gr(v)dv = J gr(v)dv + er (5.25)
0 0
A'U N-1
5 gr(v1) + 2 Z gr(vn) + gk(vN)] +ep+er (5.26)
n=2
il 1
Z 5 [gx(v1) + gkz(vzv)]] +ép +er, (5.27)

avec A = (N —1)Awv, er est I'erreur de troncature et ep est 'erreur de discrétisation.
Soit

v, = (n—1)Av (5.28)

avecn = 1,...,N. De plus, soit
ky = k1 + (u — 1)Ak, (5.29)
avec © = 1,..., N, la discrétisation du domaine du strike k. La constante k; est

choisie de sorte que la grille soit centrée autour de certaines valeurs de strike. Plus
précisément, si nous sommes intéressés par des options avec des strikes autour d’une
valeur K, nous fixons ki = log(K/Sy) — 5 Av. En substituant (5.28) et (5.29) dans
(5.27),

0 [ N
1
J gk, (V)dv ~ Av Z o~ illn=1)Av][ky +(u— 1)Ak]ca(vn) Q[Qku(vl) +gku(UN)]]

0 | n

[y

[ N
1
- Av Z e —iAvAk(n—1)(u— 1)g ('Un) _ §[gku(1)1> +gku<UN)]] .

| n=

—_

En posant
2m
Av Ak = =
(% N s
nous avons
0 N 1
f gi, (v)dv ~ Av | 3w Vg, (va) = Slok, (01) + g @N)]] . (530)
0 n=1
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La somme dans (5.30) prend la forme (5.24) avec f,, = gx, (v,). Ainsi, la FFT peut
étre appliquée pour calculer cette somme. Le résultat final de la méthode d’inversion
de Carr-Madan est donc

™

—aky
C(Spek) ~ ‘ Re {Av

Yl gy (va)] - %[gkuwl) + Gk, @N)]] } -

n=1
(5.31)
La méthode des trapézes peut étre remplacée par la méthode de Simpson pour
discrétiser I'intégrale. En appliquant la méme démarche, nous montrons facilement
que dans ce cas le prix de 'option est calculé selon la formule

N

D3N g (0) 3+ (1) = 61)

n=1

—ak
ku ~ € ’ &
C(Spe™) ~ - Re{ 3

— [gk, (vn—1) + 49, (UN)]] } , (5.32)

avec 0;_1 la fonction delta de Kronecker qui vaut 1 lorsque 7 = 1 et 0 sinon.

Pour pouvoir appliquer I'algorithme de FFT, N doit étre une puissance de 2. Dans
nos applications, nous choisissons N = 4096 et Av = 0.25. Cela donne Ak =
6.13-1073. D’autre part, nous sommes intéressés par des valeurs de strike autour de
K = 5y. Nous fixons alors k| = —%Ak.

5.3 Exemples des modéles exp-Lévy

Les modeéles financiers avec sauts se regroupent en deux catégories : les modéles de
diffusion-sauts et les modeles a activité infinie. La premiére catégorie consiste & mo-
déliser I’évolution du prix de 'actif par une diffusion a laquelle nous ajoutons des
sauts a des intervalles aléatoires de temps. Ainsi les sauts représentent des événe-
ments rares tel que les krachs ou les pertes et gains extrémes. Une telle évolution
peut étre décrite en modélisant les log-prix de 'actif par une composante gaussienne
non-nulle et une partie sauts, définie par un processus de Poisson composé avec un
nombre fini de sauts dans chaque intervalle de temps. Les deux exemples les plus
connus sont le modéle de Merton, ou la taille des sauts suit une loi gaussienne [120)],
et le modele de Kou, on la taille des sauts suit une double exponentielle [97]. Dans
ces modeles, la structure dynamique du processus est facile & comprendre et a dé-
crire vu que la loi de la taille des sauts est connue. La deuxiéme catégorie est celle
des modéles avec un nombre infini de sauts dans chaque intervalle de temps. Dans
ces modeles, nous n’avons pas besoin d’introduire une composante brownienne car
la dynamique de sauts est assez riche pour générer un comportement non-trivial de
petites variations [31]. Il était défendu dans [31,72] que de tels modeéles donnent une
description plus réelle du processus de prix de lactif, avec des différentes échelles de
temps. De plus, plusieurs modeéles de cette classe peuvent étre construits via la su-
bordination d’'un mouvement brownien, ce qui leur donne une tracabilité analytique
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additionnelle en comparaison avec les modéles de diffusion-saut. Deux exemples im-
portants de cette catégorie sont le modéle variance-gamma [32, 111] et le modéle
gaussienne inverse [3,9,112|. Cependant, puisque le processus du prix réel n’est ob-
servé que sur une discrétisation de temps, il est difficile, voire impossible, de décider
empiriquement & quelle catégorie le processus de prix appartient. Ainsi, le choix est
plus une question de conviction qu'un constat empirique. Dans cette section, nous
commengons par rappeler le modéle standard de Black et Scholes. Ensuite, nous
appliquons la méthode d’évaluation de prix de l'option par FFT sur un modéle de
diffusion-sauts : le modéle de Merton. Nous finissons par le modéle variance gamma :
un modéle a activité infinie. Sauf contre-indication, nous utilisons les parameétres ré-
sumés dans la table 5.1 pour les applications numériques.

Marché B&S Merton VG FFT

So=100 pu=0145 4=01 ~=0.1 N = 4096
r=002 0=03 =03 m=-001 Av=0.25

T =05 A=1 §=1 Ak = -
m=-0.1 k=02 ky=—5Ak
5 =002

TABLE 5.1 — Sommaire de différentes valeurs numériques des paramétres utilisés
dans la section 6.3.4.

5.3.1 Modéle de Black et Scholes

Le modéle de Black et Scholes, proposé en [25], est I'un des modéles les plus populaire
en finance. Le prix de 'actif (S;)ie[o,r7 est solution de 'EDS

dSt = ,U/Stdt + O'StdBt; SO > O, (533)

avec (1t € R, 0 > 0 et (By)ep,r) un mouvement brownien standard. En appliquant la
formule d’It6, nous décrivons (.S;)seqo,r] par un modele exp-Lévy (5.11) avec

0.2

pour ¢ € [0,77].
Le processus (X;)se[o,r] est un processus de Lévy de triplet (1 — %, 02,0). En effet,

2
pour tout ¢ € [0, T], comme X; suit une loi gaussienne N'((p — %-)t, 0°t), sa fonction
caractéristique est donnée par

o0~ 510%) o (1 (1 (n- 2 )0 2

Dans ce modéle, le processus de prix ne présente pas de sauts. Ainsi, nous sommes
dans le cas du marché complet et il existe une unique mesure risque-neutre.
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Mesure risque-neutre d’Esscher.

Le moment exponentiel E[¢?X!] est fini pour tout # € R. Pour montrer I'existence
de la mesure risque-neutre d’Esscher P*, nous cherchons un réel 6 € R solution de

2 2
o 9 o
(%) g (5.35)
La solution est donnée par 6 = (r — u)/o? et la mesure P* construite via la transfor-
mée d’Esscher par rapport a (X¢)epo,r] et avec le parameétre 6 est I'unique mesure
risque-neutre. Le processus (Xt)te[oj] est encore un processus de Lévy sous P* de

triplet (r — %2, a,0).

Cela implique que (X;)s[o,7] Peut étre écrit
2
o
Xt: <T—?> t+UWt7

avec (Wy)sefo,r] donné par W, = B, + == ¢, un mouvement brownien standard sous
P*. Le prix actualisé

~ 2
St _ SO eaW,gf?t

est solution de I’équation 3 )
dSt = Stth, S() > 0.

Ainsi, nous retrouvons les mémes résultats du théoréme de Girsanov pour le chan-
gement de probabilité.

Evaluation de prix de l’option par FFT.

Pour le modéle de Black et Scholes avec les paramétres de la table 5.1, le paramétre
d’Esscher, qui correspond a la mesure risque-neutre d’Esscher, est § = (r — p)/0? =
—1.39. Le calcul numérique du prix d'une option d’achat est présenté dans la fi-
gure 5.2 en fonction du strike K. D’autre part, la comparaison de la valeur calculée
numériquement par la méthode de Carr-Madan avec celle calculée par la formule
fermée de Black et Scholes nous donne une erreur absolue de la méthode numérique
de l'ordre de 6 - 1077 indépendamment du strike.

5.3.2 Modéle diffusion-sauts de Merton

Ce modele a été proposé dans [120]. Le prix est décrit par un processus exp-

Lévy (5.11) ou
Ny

Xy =qt+0B+ )Y, (5.36)

i=1
avec v € R, (Bt)te[O,T] un mouvement brownien standard, (Nt)te[O,T] un processus
de Poisson d’intensité A et (Y;);>; des variables aléatoires i.i.d. qui suivent une loi
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gaussienne de moyenne m et de variance §2. Pour tout 0 < t < T, la fonction
caractéristique de X; est donnée par

(I)t<u> _ E[eiuXt] _ et\II(u)’

et 52 5
U(u) = iyu — ?u2 + A (exp (imu - ?u2> - 1) :
Définissons . ( 2
r—m
v(z) =\ x mdexp <—2—52> , teR
et

b=+ J z v(dz).
|z|<1

Alors, ¥ g’écrit sous la forme

2

U(u) =iyu — %uQ + JR (e"* —1) v(dx)

2
= ibu — %uz + f (ei“x -1- iuxlkp‘gl) v(dz).
R

Nous concluons que (X;)¢efo.r] est un processus de Lévy sous P de triplet (b, 02, v).
Avec ce modéle, le marché est incomplet. Avec ses deux sources d’aléa, I'instant et
la taille des sauts, le processus de Poisson composé rend le risque incontrélable et
comme conséquence il existe une infinité de mesures risque-neutres.

Mesure risque-neutre d’Esscher.

Le moment exponentiel E[¢?X1] est fini pour tout § € R. Pour montrer P'existence
de la mesure risque-neutre d’Esscher P*, nous cherchons un réel 6 € R solution de

2

7—1—0%9—&—%—1—[eax(ex—l)u(a:)zfr,
R

ou encore 9

v+ %0 + % Y <€m(9+1)+§(0+1)2 B eme+§92> _

La résolution numérique, avec les parameétres donnés dans la table 5.1, nous donne

0 ~ —0.352.

La fonction caractéristique de (Xy)seo,r] sous P* est donnée par
(I);fk (u) = etqj*(U)7

avec
2

U*(u) = i(y + o*0)u + %u2 + A (emmﬂ'uH%(9”“)2 — em0+§92) )
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Ainsi, sous la mesure risque-neutre d’Esscher, la fonction caractéristique de (Xy)eo,17
admet une forme explicite. Cette derniére sera inversée numériquement par la trans-
formée de Fourier rapide pour donner une évaluation du prix de 'option.

En appliquant la proposition 5.4, (X¢)ep,r] est un processus de Lévy sous P* de
triplet (b*, 02, v*) défini par

b* =5+ 00 + f xv*(dx)

lz|<1

et
V(2) = () — A x ﬁ exp (z — (m + 620))2/(26%),

oit \* = Xexp(mf + °5-). Nous constatons donc que (X;)efo,r] est de nouveau une
diffusion-sauts, sous P*, avec un processus de Poisson composé comme partie sauts :

N
X, = (y+ %)t + 0B} + ZYZ*,

i=1

avec (B] )ieo,r7 un P*-mouvement brownien standard, (N;)se[o,r7 un P*-processus
de Poisson d’intensité \* et (Y;*);>1 des variables aléatoires i.i.d. qui suivent une loi

gaussienne de moyenne m + 626 et de variance 4.

Mesure risque-neutre d’entropie minimale

Dans le contexte du modéle diffusion-sauts de Merton, 'existence de la mesure
risque-neutre d’entropie minimale P' est équivalente a I’existence d’un réel 3 solution
de

2

v+ 0?8+ % + f ((e" — 1)eﬁ(ex_1)) v(dz) =r.
R

Avec les mémes paramétres de la table 5.1, nous obtenons numériquement 5 ~ —0.365.

Par le théoréme 5.3, (X;)ejo.7) est un processus de Lévy sous P! de triplet (bf, 02, 1)
défini par
bl =~ + 0?6 + J zvt (dx)
lz|<1
et
Vi(x) = P Vp(z) = Apl(x)

ou A = (vi(dz) et pl(z) = Sﬂgi). Nous constatons donc que (Xi)se[o,r] est de

nouveau une diffusion-sauts, sous Pf, avec un processus de Poisson composé comme
partie sauts :
N
X, = (v + o®B)t +0B] + Z v

=1
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avec (BJ )te[o,r] Un P'-mouvement brownien standard, (NJ)te[O’H un P'-processus de
Poisson d’intensité \' et (Y;)@l des variables aléatoires i.i.d. qui suivent une loi de

densité de probabilité pf.

Les facteurs d’amortissement e, dans le cas de la mesure risque-neutre d’Esscher P*,
et €#(¢“~1_ dans le cas de la mesure risque-neutre d’entropie minimale PT, permettent
d’atténuer la tendance générale du logarithme de prix. Dans un modéle de Merton,
la tendance générale est donnée par E[X;] = (y+ Am)t. Une pente positive de
I’espérance du log prix va étre compensée par des paramétres 6 et § négatifs, ce qui
permettra de donner plus de poids aux sauts négatifs et moins de poids aux sauts
positifs, dans les densités de Lévy v* et vf. Cela conduit a rééquilibrer le marché dans
le modeéle risque-neutre et & avoir la propriété de martingale. Inversement, si la pente
de I'espérance du log prix est négative, les facteurs d’amortissement vont fortement
diminuer la queue gauche de la densité de Lévy sous les mesures risque-neutres.

La densité de Lévy initiale v, et les deux densités de Lévy risque-neutres, v* et v/,
ainsi que les trois densités de la taille des sauts correspondantes, sont présentées
dans la figure 5.1 pour différentes valeurs de I’espérance du log prix. Nous varions la
taille moyenne des sauts m = {—0.1, —0.3, 0.3} pour avoir différents signes de E[X}]
et par conséquent différents signes de 0 et 3. Les autres parameétres du modéle sont
pris tels que donnés dans la table 5.1. En fonction du signe du parameétre d’Esscher,
nous avons un affaiblissement de la queue gauche ou droite de la densité de Lévy sous
la mesure risque-neutre. Cependant, nous constatons dans les figures de droite que
les densités de la taille des sauts ne sont pas affectées par ce changement de mesure
de probabilité et que l'effet principal est une augmentation ou une diminution des
intensités de saut A* et Al

D’autre part, si nous comparons v* et v, nous trouvons que les deux fonctions sont
presque égales avec des différences qui n’excédent pas 1.6 - 1072, Nous expliquons
ce constat par le fait que X et X représentent respectivement les rendements lo-
garithmiques et les rendements arithmétiques du prix de 'actif. nous considérons
alors des modeéles avec des petits sauts x pour lesquels e* — 1 ~ . Ainsi, la mesure
risque-neutre d’Esscher et la mesure risque neutre d’entropie minimale sont presque
les mémes.

Bien que nous avons le triplet de (X¢)sefo,r7 sous PT, nous ne disposons toujours pas
d’une expression explicite de la fonction caractéristique sous cette mesure. Ainsi,
I’application de la FFT pour évaluer le prix de 'option sous la mesure risque-neutre
d’entropie minimale n’est pas possible.

Evaluation de prix de ’option sous la mesure risque-neutre d’Esscher.

Dans la figure 5.2, nous comparons le prix de l'option sous un modéle de Black
et Scholes et sous un modéle de Merton ayant la méme espérance de Xp. Nous
choisissons les parameétres tel que pu — %2 = v + Am. Le résultat numérique du prix
de 'option est présenté dans la figure 5.2 en fonction du strike K. Comme le modéle
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de Merton permet des sauts négatifs plus grands et une volatilité plus importante,
le prix d’'une option d’achat est plus conservatif « atour de la monnaie ».

Afin de discuter I'effet des sauts sur le prix de ’option, nous étudions la sensibilité du
prix de 'option pour les différents paramétres du modéle de Merton. Nous tragons
dans un premier temps le graphe suivant : en abscisse le strike K et en ordonnée
le prix de l'option d’achat C'(K), pour différentes valeurs d’intensité de sauts. Rap-
pelons que le modéle de Black et Scholes et le modéle diffusion-sauts de Merton
sont deux modéles exponentielle-Lévy de triplets respectivement (p — %2, a2,0) et
(v + S\x|<1 rv(dx),0?,v), avec

\/21?5 exp ((a: — m)z/(2(52)) )

Ainsi, le modéle de Black et Scholes n’est qu'un modeéle diffusion-sauts de Merton
de parameétres particuliers v = p — %2 et A = 0. Ce modeéle ne contient pas de sauts
vu que l'intensité de sauts A est nulle. Pour illustrer I'effet de I'intensité de sauts sur
le prix de 'option, nous fixons les paramétres u, o et v aux valeurs données par la
table 5.1. La condition v = u— § est ainsi respectée par ce choix de parameétres. Nous
faisons par la suite varier A dans {2, 4, 6}. Les différentes courbes de prix de 'option
d’achat sont présentées dans la figure 5.3. Une variation de l'intensité de saut A
modifie le prix de 'option d’achat pour les strikes « around the money ». Lorsque A
augmente, nous avons plus de sauts dans l'intervalle de temps [0, 7] et la variance
Var(X;) = (62 + \(m? + §?)) t augmente. Par conséquent, le prix de 'option d’achat
augmente a cause du risque supplémentaire que les sauts ont apporté au vendeur de
I'option. La méme observation est constaté lorsque la volatilité de la taille des sauts
augmente, comme présenté dans la figure 5.4. Le prix de I'option en fonction de la
taille moyenne des saut est illustré dans la figure 5.5. Avec une moyenne négative
des tailles de saut, nous avons des options « out-the-money » plus intéressantes,
tandis que les options « in-the-money » sont moins intéressantes. Inversement, une
moyenne positive de la taille des sauts conduit a 1’observation opposée.

v(z) = A x

5.3.3 Modéle variance gamma

Le processus variance gamma a été proposé dans |1 12] afin de décrire la dynamique
du prix de l'actif en remplacant le mouvement brownien dans le modéle de Black
et Scholes. Deux nouveaux paramétres : m et k ont été introduits pour controéler
I’asymétrie et les queues lourdes constatés dans les distributions empiriques. Un
processus de variance gamma est obtenu en évaluant un mouvement brownien avec
une dérive a un temps aléatoire donné par un processus gamma.

Définition 5.5. Un processus variance gamma (VG) (Yy)we[o,1) de paramétres (m, 0, k)
est défini par
Y, = mys + (SB%,

avec (By)wefo,r] un mouvement brownien standard et (7V;)we[or] un processus gamma
de tauz de la moyenne (mean rate) égal a 1 et de taux de la variance (variance
rate) k.
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Proposition 5.7. Le processus variance gamma (Yy)ie[o,1) est un processus de Lévy
process de triplet caractéristique (S|:r:|<1 xv(dz),0,v) avec

et de fonction caractéristique

() = B[] = (1 —— }L (52;{/2)u2)t/ﬁ '

A partir de Pexpression de la mesure de Lévy v, nous constatons qu’il existe une
infinité de petits sauts. Un tel processus est dit processus a activité infinie. Il n’admet
pas une loi de la taille des sauts puisque les sauts arrivent infiniment.

Pour modéliser le prix de I'actif boursier, nous ajoutons une composante dérive au
processus VG. Une composante brownienne n’est pas nécessaire puisque la dyna-
mique du processus VG est assez riche et le prix bouge essentiellement par les sauts.
Ainsi, le prix de l'actif est décrit par un modéle exp-Lévy (5.11) avec

Le processus (X;)iepo,r] est un processus de Lévy de triplet <7 + Sm <1 xzv(dr),0, 1/)
et de fonction caractéristique donnée par

ewut

Piw) = Ee™] - (1 — imku + (62k/2)u2)’™

Mesure risque-neutre d’Esscher.

Dans un premier temps, nous déterminons le domaine de définition de la fonction gé-
nératrice des moments de X; par la résolution de I'inégalité 1 — imru + (6%k/2)u? > 0
en u. Ainsi, le moment exponentiel E[exp(uX;)] existe pour tout

u e (—m/52 —A/m2/02 4+ 2/K §, —m/6* + \/m2/6% + 2/k 5) :

Pour appliquer le théoréme 5.2, nous supposons que 24/m?/6% +2/k § > 1. Sous
cette hypothése, nous cherchons un réel

fe <—m/52 — \/m2[82 + 2k 8, —m /6% + \/m2/6% + 2]k § — 1)

solution de
E [6(0+1)Xt] _ e'rtE I:eG'Xt:I '

Pour les parameétres de la table 5.1, la fonction génératrice des moments de X; est
bien définie sur (—3.15,3.17). Numériquement, nous obtenons § = —0.57.
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La fonction caractéristique de X; sous P* est donnée par
E [6(9+iu)Xt] etvut

E[e?X] (1 —im*ru + (6*2/<;/2)u2)t/n

O (u) =

avec m* = (m + 0%0)/A, 0* = §/\V/A et A = 1 — mu — 527“02. Ainsi, sous P*,
(Xt)tefo,r] est de nouveau un processus variance gamma de parameétres (m*, 6", k)
auquel nous ajoutons une dérive yt. Cela implique que (X;)[o,7] est un processus

de Lévy sous P* de triplet caractéristique (7 + Slrl <, wv*(dx),0,v* ) avec

%2
*(2) = w(z) = — e N
V \r)=¢€¢ Vir) = —eX — L — —|X
K|z P 5 5%

La densité initiale de Lévy v et la densité risque-neutre de Lévy v* sont illustrées
dans la figure 5.6. Avec notre choix de paramétres, la tendance générale E[X;] =
(v +m)t du log prix de l'actif est positif, ce qui conduit & une valeur négative de 6.
Les grands sauts positifs vont étre presque sans effet dans 1’évaluation du prix de
I'option, tandis que les sauts négatifs y vont largement contribuer.

Evaluation de prix de ’option sous la mesure risque-neutre d’Esscher.

L’expression explicite de la fonction caractéristique sous la mesure risque-neutre
d’Esscher P* est exploitée pour calculer le prix d'une option d’achat avec la méthode
d’inversion de Carr et Madan. Les figures 5.7 et 5.8 illustrent la sensibilité du prix
de l'option & une variation des paramétres d et k respectivement. Nous prenons
les paramétres de la table 5.1 a I'exception du ¢ qui varie dans {0.6,0.8,1} pour
la figure 5.7 et £ qui varie dans {0.02,0.2} pour la figure 5.8 Les paramétres ¢
et k permettent respectivement de controler la volatilité et le kurtosis. Augmenter §
conduit & une plus grande volatilité, ce qui a son tour augmente le prix de 'option
d’achat. D’autre part, lorsque x augmente, les queues de distribution du log prix
deviennent plus épaisses et le prix des options d’achat « out-the-money » augmente,
contrairement au prix des option d’achat « in-the-money » qui va décroitre.

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire les différentes notions de 1’évaluation des options
sous des modéles exponentielle-Lévy. Le fait de considérer des modéles discontinus,
ou nous permettons au prix de ’actif de sauter, rend la modélisation plus réelle, mais
en contrepartie plus complexe, & savoir 'existence d’une infinité de mesures risque-
neutres et I’absence d’une expression explicite de la densité du prix de 'actif sous-
jacent dans le cas général, et par conséquent I'absence d’une formule fermée du prix
de l'option. Cependant, en construisant une mesure risque-neutre et en exploitant
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I’expression explicite de la fonction caractéristique de X sous cette mesure, nous
arrivons a évaluer numériquement le prix de I'option en utilisant I'algorithme de la
transformée de Fourier rapide.
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FIGURE 5.1 — Densités de Lévy et densités de la taille des sauts sous la mesure de
probabilité historique P, la mesure risque-neutre d’Esscher P* et la mesure risque-
neutre d’entropie minimale PT sous des my&léles de Merton.
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FIGURE 5.3 — Sensibilité du prix de 'option par rapport a l'intensité de saut dans
le modéle de Merton.
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FIGURE 5.4 — Sensibilité du prix de l'option par rapport a la variance de la taille
des sauts dans le modéle de Merton.

20

K)

Option price C/(
10
|

1 —

T T T T T
80 100 120 140 160

Strike K

FIGURE 5.5 — Sensibilité du prix de 'option par rapport a la taille moyenne de sauts
dans le modéle de Merton.
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FIGURE 5.6 — La densité initiale de Lévy v(x) et la densité risque-neutre de Lévy
v*(x) dans le modéle variance gamma.
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FIGURE 5.7 — Sensibilité du prix de 'option par rapport au paramétre de la volatilité
dans un modéle variance gamma.
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FIGURE 5.8 — Sensibilité du prix de I'option par rapport au parameétre de kurtosis
dans un modéle variance gamma.
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Chapitre 6

La Value-at-Risk et la Value-at-Risk
Conditionnelle sous le modéle
exp-Lévy

Dans ce chapitre, nous développons deux méthodes pour le calcul de la VaR et de
la CVaR sous les modéles de type exponentielle de Lévy. La premiére méthode per-
met d’évaluer la VaR et la CVaR monétaires, tandis que la deuxiéme s’intéresse a
la VaR et la CVaR en termes de rendement. Le principe de ces méthode est d’ex-
primer la VaR et la CVaR comme, respectivement I'argument du minimum et le
minimum, d’une certaine fonction que nous évaluons numériquement par des tech-
niques d’inversion de Fourier. Le premier avantage de notre méthodologie est qu’elle
ne nécessite que la connaissance de la fonction caractéristique du processus de Lévy.
Le deuxiéme est qu’elle évalue simultanément la VaR et la CVaR, contrairement &
d’autres méthodes de la littérature |28, 94,95, 105, 106] qui les calculent séparément
en évaluant d’abord la fonction de densité du processus de Lévy par inversion de
Fourier.

Nous commengons le chapitre par introduire la Value-at-Risk Conditionnelle (CVaR),
une notion complémentaire a la VaR, ainsi que I'algorithme de Rockafellar et Urya-
sev [130] qui servira a exprimer la VaR et la CVaR comme solutions d’un probléme
d’optimisation convexe. Nous présentons ensuite, dans la section 6.2, la méthode du
calcul de la VaR et de la CVaR monétaires. Sous le modéle de Black et Scholes,
les valeurs exactes de la VaR et la CVaR peuvent étre obtenues et nous les compa-
rons avec nos résultats numériques. Nous illustrons aussi la VaR et la CVaR sous
le modéle de Merton et le modéle variance gamma. Nous finirons par développer la
méthode de calcul de la VaR et la CVaR en termes de rendement, dans la section 6.3,
ainsi que son application dans le cadre des modéles exponentielle-Lévy mentionnés
ci-dessous.
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6.1 La CVaR et I’algorithme de Rockafellar et Urya-
sev

Nous considérons toujours le modeéle exp-Lévy sous lequel le prix de 'actif est dé-
fini par le processus S; = Syexp(X;) avec (X;)w[o,r] un processus de Lévy sur R
de triplet (b,0%,v). Avant de commencer avec les définitions formelles, il faut noter
que le concept de la Value-at-Risk a toujours été une norme en matiére de mesure
de risque au sein des établissements financiers et dans les accords de Béale. En ef-
fet, elle représente un indicateur simple et global permettant d’allouer un capital
disponible et de fixer des limites de négociations. Néanmoins, le fait que la VaR
donne un seuil de perte sans fournir la valeur de la perte, rend cet indicateur in-
complet pour répondre & certaines questions d’optimisation de portefeuille. Cela a
induit I'apparition d’'une mesure de risque complémentaire, & savoir la CVaR. Cette
derniére commence récemment a intéresser l'industrie bancaire et notamment celle
du comité de Bale.

Définition 6.1. La Value-at-Risk Conditionnelle (CVaR) d’une fonction perte L,
et a un seuil de confiance a, est définie par

1 1
CVaR, (L) = 1—f VaR,(L)dz. (6.1)
Nous rappelons que la VaR est le quantile de niveau a de la variable aléatoire L.

Une autre fagon de définir la CVaR est :
1

—a

CVaR,(L) = —— (B [L Lusvaryoy] + VaRo(L) (1 —a = B(L > VaR,(L)).

Si L est une variable aléatoire continue, ou plus généralement si elle est continue
stochastiquement (la probabilité d’apparition d’une valeur particuliére est nulle),
comme c’est le cas du processus de Lévy, alors la CVaR coincide avec 'espérance
conditionnelle de la perte dépassant la VaR, appelée souvent la TVaR. Néanmoins,
la différence entre la CVaR et la TVaR peut apparaitre dés qu’on considére une
variable aléatoire discréte pour décrire la loi de L. Généralement, la VaR et d’autres
mesures de risque telles que la TVaR ne sont pas continues par rapport au niveau
de confiance a, d’ott un léger changement du niveau de confiance peut engendrer des
grands sauts dans leurs valeurs. Au contraire, la CVaR est continue par rapport a a,
indépendamment de la loi de la perte.

Proposition 6.1 (|1]). Pour toute v.a. réelle L satisfaisant E[|L|] < oo, la fonction

a — CVaR, (L) est continue dans (0,1).

Une propriété intéressante de la CVaR est le fait qu’elle est une mesure de risque co-
hérente, au sens de la définition donnée par [6] (des généralisation de cette définition
ont été développées ultérieurement [51,92]).
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Définition 6.2 ([0]). Soit L l’ensemble des v.a. réelles dans (S, F,P) tel que E[|L|]
< o0 pour toute L € L. Une mesure de risque p : L — R est dite cohérente si elle
est :

monotone : Ly, Ly € L, Ly = Ly = p(L1) = p(Ls) ;
invariante par translation : Le L,a e R = p(L +a) =p(L) +a;

Lo v =

homogeéne positivement : L € LA > 0= p(AL) = Ap(L) ;
4. sous additive : Ly, Ly € L = p(Ly + L) < p(L1) + p(Ls).

Proposition 6.2 ([!]). Considérons un niveau de confiance a € (0,1) fixé et l’en-
semble L des v.a. réelles dans (2, F,P) tel que E[|L|] < co pour toute L € L. Alors,
p: L — R définie par p(L) = CVaR,(L) est une mesure de risque cohérente.

Notons que la VaR n’est pas une mesure de risque cohérente du fait qu’elle n’est pas
sous-additive |7]. La violation de la sous-additivité contredit le principe de diversi-
fication. D’autre part, nous pouvons montrer que la CVaR est la plus petite mesure
de risque majorant la VaR qui est cohérente |1, 102]. Pour cela, dans le chapitre
suivant de ce document, qui s’intéresse a la gestion du portefeuille, nous adoptons
la CVaR comme mesure de risque.

Rockafellar et Uryasev [136] proposent un algorithme pour calculer simultanément la
VaR et la CVaR par la résolution d'un certain probléme unidimensionnel d’optimi-
sation convexe, présenté par le théoréme ci-dessous. Soit A ’ensemble des stratégies
admissibles et notons L(z) la fonction perte sous la stratégie = € A.

Théoréme 6.1 ([136]). Soit a € (0,1). La fonction

2 Ful,2) = 2+ — E[(L(2) — 2)4], (6:2)

est finie et convexe (donc continue), et
CVaR,(L(x)) = miﬂ? F.(x,2), (6.3)
VaR,(L(x)) = min{y : y € argmin F,(x, z)}. (6.4)

zeR
En particulier, nous avons toujours
VaR,(L(x)) € argmin F,(z, 2), (6.5)
zeR

CVaR,(L(z)) = Fy(z, VaRa(L(x))). (6.6)

Un corollaire évident, mais important, est que le probléme de minimisation de la
CVaR sur 'ensemble des stratégies possibles peut étre exprimé en fonction de celui
de la minimisation de F,(z, z).
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Corollaire 6.1 ([130]). La minimisation de la CVaR,(x) sur ’ensemble des straté-
gies X est équivalente a la minimisation de F,(z,z) sur A x R :

min CVaR,(z) = (LglElleRFa(x, z). (6.7)

En outre,

r* € argmin CVaR, (L(z)),

(z*,2%) € argmin Fy(z,2) < { e . (6.8)
(z,2)eAxR 2* € argminF, (z*, z).
zeR

En introduisant la fonction

—min E[(L(x) - 2).], (6.9)

le probléme d’optimisation de la CVaR s’écrit

min CVaR,(L(z)) = min f(2).

reA zeR

6.2 VaR et CVaR monétaires

Dans cette section, nous nous intéressons a la VaR et la CVaR monétaires. Nous
considérons ainsi la perte en termes de monnaie, c¢’est-a-dire,

L=25,—-5r.

Nous développons une méthode pour calculer simultanément ces deux mesures de
risque. Nous nous placons ensuite dans le cadre du modéle de Black et Scholes, ot des
formules fermées, pour la VaR et la CVaR, existent. Nous comparons nos résultats
numériques avec les valeurs exactes. Finalement, nous illustrons les résultats de notre
méthode dans le cadre de trois modéles exponentielle-Lévy.

6.2.1 Meéthode de calcul

En utilisant 'algorithme de Rockafellar et Uryasev, la CVaR monétaire peut étre
exprimée par

E[(So — St — z)+]} .

—a

1
CV&RG(S() — ST) = ml[él {Z + 1

L’enjeu est de pouvoir calculer E [(SO — S — z)+], pour tout z € R. Remarquons
que pour z = S, cette espérance est nulle, ainsi

{ z+ﬁE[(SO—ST—z)+] pour z < Sy,

CVaR,(So — St) = min 5 pour z = Sp.

zeR
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Or, la fonction z — z pour z > Sy est croissante, donc le minimum global sera

atteint dans | — o0, Sy]. Pour z < Sy, posons w = log (1 — S%)) et définissons

fO(w) =E [(S(]ew — ST)+] =E [(So — ST — Z)+] .

Notre idée est d’appliquer la méthode de Fourier inverse pour évaluer cette quantité
numériquement. Nous rencontrons un probleme d’intégrabilité lorsque w — +o0
(z = —o0). Pour le contourner, nous appliquons la transformée de Fourier a la
fonction modifiée

falw) = e fo(w), we R

avec « > 1. Le choix a > 1 permet de répondre a des conditions d’intégrabilité
dans le calcul de la transformée de Fourier de f,, comme montré dans la proposition
suivante.

Proposition 6.3. Soit a > 1 tel que E [e*(afl)XT] < . La transformée de Fourier
de fo(w) est bien définie. Elle est donnée par

5 So®@r(u+i(a—1))

Jalu) = ala—1) —u? —u2a — 1)’ (6.10)

ou ®7 est la fonction caractéristique de Xr.

Preuve. Supposons, dans un premier temps, que fa est bien définie. Nous avons
folu) = J e fo (w)dw
R
=5 f eliu—aw J (¥ =€) pr(z)drdw,
R —0o0

avec pr la fonction de densité de X7 (qui n’est pas forcément explicite). En inter-
changeant les intégrales, nous obtenons

R +oo
Ja(u) = So JR pr(z) J eliu—ow (¥ — €%) dwdx

x

to oo
= SOJ pr(z) (J ettt w gy, — exf e(’“_o‘)“’dw) dzx.
R T T

La condition a@ > 1 assure l'existence de l'intégrale S:OO elm=e+Dwdy) dans la ligne
ci-dessous et le calcul des intégrales donne

eliv—atl)z . So®r(u+i(a — 1))
(iu—a+1)(iu—0a)  ala—1)—u2—iu2a—1)

ﬂw=&me

Ainsi, nous obtenons 1'égalité (6.10).
Nous prouvons maintenant I'existence de fa. Tout d’abord, notons que

A So®r(i(a —1))  SoE[e (DX
Ja(0) = ala—1)  —  ala-1)
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Ainsi, la condition E[e~(*"DX7] < oo implique que fa(O) < 00. D’autre part, comme
fa(0) est positive par définition, nous avons

] =| [ et

0
<f fa(w)dw = f,(0).
—o0
En combinant cela avec le fait que fa(O) < o0, l'existence de fa est prouvée. O

La CVaR monétaire s’obtient par inversion de Fourier de fa(u) Le résultat est donné
dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.2. La CVaR monétaire est donnée par

CVaR (5o ~ 1) = max {ul1 ~ )+ 7o ([T | (o)

ou l’expression de fa est donnée par (6.10). De plus, la VaR monétaire est donnée
par
VaRa(SO — ST> = SO (1 — €wmaz) (612)

avec

aw a0
Wingr = argmax {So(l —e¥) + _° Re (J e_wwfa(u)du> } :

weR (1 - CL)7T 0

La transformée de Fourier inverse SSO e tuw fa(u)du peut étre évaluée par ’algorithme
de la transformée de Fourier rapide (FFT). L’avantage de cet algorithme est qu’en
une seule opération, nous évaluons cet intégrale pour N valeurs de w.

6.2.2 Etude de l’erreur numérique dans le cadre du modéle
de Black et Scholes

Le modéle de Black et Scholes est un modéle d’exponentielle de Lévy pour lequel
le rendement total X = S7/Sy suit une loi normale de moyenne (p — %Z)T et de
variance 02T Ainsi, des formules explicites pour la VaR et la CVaR existent et sont
données par la proposition suivante.

Proposition 6.4. Sous le modéle de Black et Scholes, la VaR et la CVaR monétaires
sont données par
2

VaR,(So — Sr) = S (1 — exp (<u - %) T+N 11— a)o—\/T»

!N (./\/_1(1 —a)— \/ﬁ)

1—a

CVaR, (S — S7) = So [ 1 -

ou N est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.
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Preuve. Soit Z une variable gaussienne centrée réduite. Ainsi X = log(S7/Sp) est
2
égal en loi & (u— % )T + oVT2Z.

Par définition, la VaR,(Sy — St) est solution en x de P(Sy — Sy < z) = a, donc

solution en = de
log(l — &) — (u— )T
H3><Z<<>g( L) —(u—%) >:1_a.

oVT

D’ot, en notant N ~(1 —a) le quantile d’ordre 1 —a de Z, nous obtenons facilement

VaR,(Sy — S1) = So (1 — exp ((u - ";) T+N7(1- a)aﬁ)) .

Comme le modéle de Black et Scholes est continu, la CVaR,(Sy — St) peut étre
exprimée par

1
CVaR,(So — Sr) = 7= Bl(So = S1)L(5-57>vaRa(so-51)]
1
= 5o = T E[SrLiso-sravara(so-soy

D’aprés l'expression de VaR,(Sy — S7), les ensembles {Sy — Sy = VaR,(So — Sr)}
et {Z < N71(1 —a)} sont égaux en loi. Ainsi,

So N~ (1—a) L2 e—x2/2
CVaRa(SO — ST) = SO — J e(H*T)TJrJ\/T:Jc o dx
l—a) o N 2m

Soe“T N~1(1-a) 6,(,,3,0\/;7)2/2
1—a JOO T
SoeuT N~1(1—-a)—c Te—x2/2

. =
et TN (./\f_l(l —a) — O'ZT)

1—a

dx

dz

avec N la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite. Nous obtenons
ainsi 'expression explicite de la CVaR monétaire sous le modéle de Black et Scholes.
O

Nous cherchons maintenant a distinguer entre les erreurs numériques dues a l'in-
version de Fourier et celles dues & la minimisation. Pour cela, nous calculons d’une
facon explicite la fonction & minimiser dans l'algorithme de Rockafellar et Uryasev.
Ainsi, les seules erreurs qui résident sont celles de la minimisation.
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Proposition 6.5. Sous le modéle de Black et Scholes, la CVaR monétaire est donnée
par

CVaR (—Xr) = Iggﬂic{so(l —ev)
So o [w= =T\ o fw—(n+ )T
+1_a><<e./\f( T )—e N( T ))}, (6.13)

ot N est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite. La VaR mo-
nétaire est l’argument du minimum de cette fonction.

Preuve. La preuve consiste a calculer explicitement lespérance E[(Spe” — St)4 ]
dans le cadre du modéle de Black et Scholes. Sous ce modéle, la variable aléatoire

o2

Xr est égale en loi a (u — % )T — 0+/TZ ou Z est une variable normale centrée
réduite. Nous avons donc

2 —a?/2
El(S.e¥ — S Y w (,uf%)TJrU\FTz e—d
[(Soe )+ ] ofR (e’ —e )t T x

2
w—(u—% )T w—(u—%)T
07 ?2 67{[2/2 07 /7? e*(wa\/T)Q/Q
= S()@w
—0

dx — S “Tf —d
V2T v oe —» \ 27 v

= So€wN (w — (M _ %)T> - S()SMTN (w — (N hl %)T> .

ovT oT

Cette derniére ligne est obtenue par changement de variables dans la deuxiéme
intégrale. Ainsi, la preuve est achevée en injectant cette expression dans le probléme
de minimisation. O]

Les résultats des trois méthodes de calcul des VaR/CVaR sont résumés dans la
table 6.1 pour différentes périodes de temps et différents niveaux de risque. La
méthode 1 est celle qui utilise les formules fermées données par la proposition 6.4.
La méthode 2 consiste & appliquer la proposition 6.5, tandis que la troisiéme méthode
est celle proposée par le théoréme 6.2 ol nous calculons numériquement I'inverse de
la transformée de Fourier évoquée par application de l'algorithme de transformée
de Fourier rapide, avec une discrétisation de l'intégrale de taille N = 24 et de pas
0.25. Ainsi, le pas de discrétisation en w qui résulte est de Aw = O;ﬁ =1.53-1073.
La valeur du paramétre d’amortissement est o = 1.75. Notons que la différence
entre les résultats de la premiére et la deuxiéme méthode représente l'erreur liée
a la discrétisation de la fonction a minimiser en w, et que la différence entre les
résultats de la deuxiéme et la troisiéme méthode représente ’erreur de l'inversion
numérique de la transformée de Fourier qui, elle aussi, est la somme des erreurs
induites par la troncature et par la discrétisation de l'intégrale (voir la section 5.2.3
pour plus de détails). Ainsi, la différence entre la troisiéme et la premiére méthode
donne I’ensemble des erreurs de la méthode de calcul de la VaR et la CVaR par
inversion de Fourier. La table 6.1 montre que les erreurs de la méthode que nous
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venons de proposer est de l'ordre de 1072 (quelques centimes d’euro si les actions
sont cotées en euro) pour la VaR monétaire et inférieures a 10~* pour le calcul de
la CVaR monétaire.

T7=05 T=1

a = 0.95 0.99 a=095 a=0.99
VaRa(SO - ST)

Meth. 1 25.8385 35.8209 32.5279  45.0037

Meth. 2 25.8388 35.8207 32.5281  45.0034

Meth. 3 25.8534 35.8098 32.4768  45.0228
CV&RE<SO — ST)

Meth. 1 31.9261 40.1466 40.1257  50.1131

Meth. 2 31.9261 40.1466 40.1257  50.1131

Meth. 3 31.9261 40.1466 40.1258  50.1131

TABLE 6.1 — Comparaison des différentes méthodes de calcul de la VaR et de la
CVaR monétaires sous le modeéle de Black et Scholes.

6.2.3 Application aux modéles exponentielle-Lévy

Nous calculons la VaR et la CVaR monétaires par la méthode d’inversion de Fourier
présentée dans le théoréme 6.2. Nous appliquons la transformée de Fourier rapide
pour calculer l'intégrale avec N = 4096 et un pas de discrétisation de l'intégrale
Au = 0.25. Nous obtenons alors une évaluation de la fonction-objectif (fonction
a minimiser) sur l'intervalle [wy,w; + (N — 1)Aw] = [—12.55,11.55] avec un pas
de discrétisation Aw = 6.13 - 1073 (voir section 5.2.3 et équation (5.28) pour plus
de détails). Nous illustrons les résultats pour les trois modéles exponentielle-Lévy
suivants : le modéle de Black et Scholes, le modéle diffusion-sauts de Merton et le
modéle de variance gamma. Les différents paramétres des modéles, ainsi que ceux
de la transformée de Fourier rapide, sont résumés dans la table 6.2.

Marché B&S Merton VG FFT
So =100 p=0.145 v =0.1 v =0.1 N = 4096
c=0.3 c=03 m=-0.01 Au = 0.25
A=1 0=1
m = —0.1 k=0.2 Aw = NQXU
0=0.2 wy = —%Aw
A
72 =—-YAz

TABLE 6.2 — Sommaire de différentes valeurs numériques des paramétres utilisés
dans les sections 6.2.3 et 6.3.3.
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La figure 6.1a illustre la VaR et La CVaR monétaires sous le modéle de Black et
Scholes, calculées par la méthode d’inversion de Fourier. Les résultats sous le modéle
diffusion-sauts de Merton sont donnés par la figure 6.1b. Finalement, la figure 6.1c
montre les courbes de la VaR et la CVaR en fonction du temps sous le modéle
variance gamma.

6.3 VaR et CVaR en termes de rendement

Dans cette section, nous considérons la perte en termes de rendement, c’est-a-dire,
I'inverse du rendement logarithmique

L = —log(S7/%) = —Xr.

Nous développons une méthode pour calculer simultanément la VaR et la CVaR
en termes de rendement. Nous nous placons ensuite dans le cadre du modéle de
Black et Scholes, ot des formules fermées, pour ces mesures de risque existent.
Nous comparons nos résultats numériques avec les valeurs exactes. Finalement, nous
illustrons les résultats de notre méthode dans le cadre de trois modéles exponentielle-
Lévy.

6.3.1 Meéthode de calcul

En appliquant ’algorithme de Rockafellar et Uryasev, la CVaR en termes de rende-
ment peut étre exprimée par

E[(—Xr — zm} . (6.14)

zeR —a

1
CVaR, (—Xr) = min {z + ]

Définissons la fonction
go(2) = E[(—Xr — 2)4].

Pour z — —o0, go(z) diverge vers +oo. Ainsi, gy n’est pas intégrable et nous ne
pouvons pas appliquer directement la transformée de Fourier. Pour cela, nous intro-
duisons la fonction modifiée

ga(z) = €*go(2),
ou a > 0.
Proposition 6.6. Soit a > 0 tel que E [e‘“XT] < . La transformée de Fourier de
Ja(z) est bien définie est elle est donnée par
CIDT(—u + ZO[)
a? —u? + 2iau’

Ja(u) = (6.15)

avec @ est la fonction caractéristique de Xr.
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Preuve. Supposons pour l'instant que g, est bien définie. Nous avons
Ja(u) = f e g,(2)dz
R

=— e(i“+a)zf (x + 2)pr(zr)dxdz
R -0

avec pr est la fonction de densité de X,

— J pr() J_: (z 4 2)e™ 92 dzdx
(z)

R
=— J T (xj etz 4 J ze(i“a)zdz) dz.
R —0 —0

Par intégration par parties, nous obtenons

—(luta)z —(luta)z —z (tuto)z
= _J pr(z) (xe e —f ¢ dz> dx
R

w+ 1w+ o o WUt

_ f pr(x e rer o Srlutio)
R (tu + a)? a? —u? + 2iau’

Ainsi, nous prouvons 'égalité (6.15).

Nous prouvons maintenant l’existence de g,. Tout d’abord, notons que

() = 210 BT
—aXT]

Ainsi, la condition El[e < o implique que G,(0) < co. D’autre part, comme
9a(0) est positive par définition,

o .
J " go(2)dz

—00

Ga(w)] = <[ " ga(2)dz = Ga(0).

—0

En combinant cela avec le fait que §,(0) < oo, l'existence de g, est prouvée.

]

La CVaR en termes de rendement s’obtient par inversion de Fourier de g, (u). Le
résultat est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.3. La CVaR en termes de rendement est donnée par

CVaR,(~Xr) = min {z + ﬁ Re (F enga(u)du> } , (6.16)

0

0l o est donnée par (6.15). De plus, la VaR en termes de rendement est donnée
par

VaR,(—X7) = argmin {z + % Re Uw eiuzga(u)du> } | (6.17)

2€R 1-a 0

L’intégrale dans (6.16) peut étre calculée en appliquant la transformée de Fourier
rapide tel que montré dans le chapitre précédent.
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6.3.2 Etude de I’erreur numérique dans le cadre du modéle
de Black et Scholes

Dans ce modéle le rendement total X7 = log(S7/Sy) suit une loi normale de moyenne
2 . . . ..

(=% )T et de variance o?T. Ainsi, des formules explicites pour la VaR et la CVaR

existent et sont données par la proposition suivante.

Proposition 6.7. Sous le modéle de Black et Scholes , la VaR et la CVaR en termes
de rendement total Xp = (pu — "72)T + oBr sont données par

2

VaR,(~Xr) = ~(u = )T =N~ (1 = a)Vo'T

v (-3 - Ly s (4G -

ou N71(1 — a) est le quantile d’ordre 1 — a d’une loi normale centrée réduite.

Preuve. Soit Z une variable gaussienne centrée réduite. Ainsi, X = log(S7/Sy) est
égal en loi & (u — "—;)T +oVTZ.

Par définition, la VaR,(—X7) est solution en z de P(—X7 < x) = a, donc solution

en z de )
+(u— )T
plz< *HW=TY) |
o T

D’ot, en notant N/ "*(1 — a) le quantile d’ordre 1 — a de Z, nous obtenons

2

VaRo(—X1) = — (s — %)T ~ N1 = a)VolT.

Comme le modele de Black et Scholes est continu, la CVaR,(—X7) est exprimée par

CVaR,(—X7) = E[ X1l{_x;>VaRa(— XT)}]
_ E[ M_ — T+(T\FZ>1{Z<N 11— a)}]
=—(pn— %Q)T 1 ia\/g _A;l(la) re e
= —(n— %Q)T 7 ia\/gexp <—(N1(12_ a>)2)
Ainsi, nous finissons la preuve. O

D’autre part, dans un tel modéle, nous pouvons expliciter la fonction & minimiser de
I’algorithme de Rockafellar et Uryasev et calculer ainsi la CVaR par minimisation
sans avoir recours a l'inversion de Fourier.
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Proposition 6.8. Sous le modéle de Black et Scholes, la CVaR en termes de ren-
dement total Xp = (u — %Q)T + oBr est donnée par

CVaR (—Xr) = r?e% {z + 7 iax
<¢%g@m<—«”_iiﬁﬂy>—(w~f§w+¢>N(—@i;%§i3>>}

ou N est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Preuve. L’idée est de calculer directement la quantité E [(—X7 — 2)4]. Soit Z une
variable gaussienne centrée réduite. Ainsi, X7 = log(Sr/So) est égal en loi & (u —
N +oVTZ.

0_2

E[(-Xr—2)4] =E (_(M - 7)T —oVTZ - z) 1{Z<<uf’22>T+z}
ST ovT

2 2
(h—%)T+= (b—% )T+=

2 N T 22 T oJT 2
== ((N—%)T+2) X \/127J v e_2dx—«/022—7TTf e T de
T —0 —Q0
B o2 (b— )T + 2 [o2T (n— )T + 2)?
S — ((,u - ?)T + Z) N (—T> + o exp | — 502 .

En injectant cette expression dans (6.14), nous finissons la preuve. O

Les résultats de la CVaR et VaR obtenus par les formules explicites (Méthode 1, pro-
position 6.7), par la méthode de minimisation directe (Méthode 2, proposition 6.8)
et par la méthode d’inversion (Méthode 3, théoréme 6.3) de Fourier sont résumés
dans la table 6.3. La comparaison avec les résultats des formules explicites obtenues
sous le modéle de Black et Scholes nous donne des erreurs numériques pour notre
méthode d’inversion de Fourier de 1'ordre de 1072 pour la VaR et inférieures a 10™4

pour la CVaR.

6.3.3 Application aux modéles exponentielle-Lévy

Nous calculons la VaR et la CVaR en termes de rendement par la méthode d’inver-
sion de Fourier présentée dans le théoréme 6.3. Nous appliquons la transformée de
Fourier rapide pour calculer 'intégrale avec N = 4096 et un pas de discrétisation
de l'intégrale Au = 0.25. Nous obtenons alors une évaluation de la fonction-objectif
(fonction a minimiser) sur U'intervalle [21, 21 + (N —1)Az] = [-12.55,11.55] avec un
pas de discrétisation Az = 6.13 - 1072 (équation (5.28)). Nous illustrons les résultats
pour les trois modéles exponentielle-Lévy suivants : le modeéle de Black et Scholes,
le modéle diffusion-sauts de Merton et le modéle de variance gamma. Les différents
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T7=05 T=1

a=0.95 0.99 a=20.95 a=0.99
VaR,(—Xr)
Meth. 1 0.29892 0.44349 0.39345  0.59790
Meth. 2 0.29893 0.44349 0.39346  0.59790
Meth. 3 0.29912 0.44332 0.39269  0.59825
CV&RG(—XT)
Meth. 1 0.38756 0.51537 0.51881  0.69956
Meth. 2 0.38756 0.51537 0.51881  0.69956
Meth. 3 0.38756 0.51537 0.51881  0.69956

TABLE 6.3 — Comparaison des différentes méthodes de calcul de la VaR et de la
CVaR en termes de rendement sous le modéle de Black et Scholes.

parameétres des modéles, ainsi que ceux de la transformée de Fourier rapide sont
résumés dans la table 6.2.

La figure 6.2a présente la VaR et la CVaR en termes de rendement sous le modéle de
Black et Scholes, calculées par la méthode d’inversion de Fourier du théoréme 6.3. Les
résultats sous le modéle diffusion-sauts sont illustrés dans la figure 6.2b. Finalement,
la figure 6.2c donne I’évolution de la VaR et la CVaR au cours du temps, sous le
modéle variance gamma.

6.4 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire la notion de la Value-at-Risk conditionnelle (CVaR)
qui fournit, avec la VaR, une meilleure compréhension du risque extréme. Nous avons
aussi introduit l'algorithme de Rockafellar et Uryasev, un algorithme particuliére-
ment efficace dans le calcul de la VaR et la CVaR et qui a ouvert la porte pour
I'optimisation de ces indicateurs de risque, comme nous allons le voir dans le cha-
pitre suivant. En exploitant cet algorithme et des techniques d’inversion de Fourier,
nous avons développé des méthodes numériques pour calculer simultanément la VaR
et la CVaR dans le cadre des modéles exp-Lévy. Ces méthodes nécessitent la seule
connaissance de la forme explicite de la fonction caractéristique du processus de
Lévy. Finalement, les résultats numériques ont été illustrés pour différents modéles
d’exponentielle de Lévy.
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(a) La VaR et la CVaR monétaires sous un modeéle de Black
et Scholes de paramétres p = 0.145 et 0 = 0.3.
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(b) La VaR et la CVaR monétaires sous un modéle de Mer-
ton de paramétres v = 0.1, 0 = 0.3, A = 1, m = —0.1 et
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(c) La VaR et la CVaR monétaires sous un modéle variance
gamma de parameétres v = 0.1, m = —0.01, § = 1l et Kk =
0.2.

FIGURE 6.1 — Calcul de la VaR et la CVaR monétaires, & un niveau de confiance
99%, sous des modeles exponentielle-Lévy.
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(a) La VaR et la CVaR en termes de rendement sous un
modéle de Black et Scholes de paramétres u = 0.145 et
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(b) La VaR et la CVaR en termes de rendement sous un
modéle de Merton de paramétres v = 0.1, 0 = 0.3, A = 1,
m=—0.1etd=0.2.

10

| ---- cvaraogw
— VaRa99%

Rendement

Année

(¢) La VaR et la CVaR en termes de rendement sous un
modeéle variance gamma de paramétres v = 0.1, m = —0.01,
0=1et k=02

FIGURE 6.2 — Calcul de la VaR et la CVaR en termes de rendement, a un niveau de
confiance 99%, sous des modéles exponentielle-Lévy.
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Chapitre 7

Minimisation de la CVaR pour le
risque de couverture des options
dans le cadre des modéles exp-Lévy

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la couverture des options sous une contrainte
budgétaire. Nous considérons la CVaR pour mesurer le risque de la couverture et
nous cherchons la CVaR minimale sur ’ensemble des stratégies autofinancées. Pour
cela, nous proposons une approximation de la CVaR minimale fondée sur la relaxa-
tion de la contrainte du probléme dual. Cette approximation est évaluée numeéri-
quement par des techniques d’inversion de Fourier. Nous commengons le chapitre
par un apercu des différentes approches de couverture des options dans le cadre
des marchés incomplets. Ensuite, nous présentons, dans la section 7.2, la formula-
tion de notre probléme d’optimisation. Nous déterminons son probléme dual dans
la section 7.3 et nous proposons ensuite une approximation de ce dernier dans la
section 7.4. La section 7.5 traite le cas d’une option d’achat européenne, ot nous
développons les calculs et nous illustrons les résultats pour des exemples des modéles
exponentielle-Lévy.

7.1 Couverture des options dans les marchés incom-
plets

Un probléme de base en mathématiques financiéres est de construire des stratégies
optimales pour couvrir le risque de I'option par des opérations d’achat et de vente
de D'actif sous-jacent. Cette question est bien comprise dans le cadre des marchés
complets et complétement résolue par Harrison et Kreps [37]. Dans ce cas, il suffit
d’acheter le portefeuille de réplication afin d’éliminer totalement le risque. Cette
approche s’applique dans les cas du modéle standard de Black et Scholes ou de
celui de Cox-Ross-Rubinstein, mais elle ne s’applique pas pour des modéles plus
complexes, tel que les modéles a volatilité stochastique [137] et les modéles a sauts,
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et qui donnent lieu & des marchés incomplets.

Sous les modéles a sauts, les probléemes deviennent plus difficiles & traiter. Lorsque
la taille des sauts est constante, comme pour le processus de Poisson, le marché peut
étre complété par I'introduction d’autres actifs pour que les titres risqués couvrent
le marché. Mais une fois que les prix des actifs ont des sauts avec des tailles im-
prévisibles, le marché sera toujours incomplet. Ceci se produit dés que le prix peut
avoir plus d’une seule taille des sauts. L’aléa n’est plus controlable et les marchés
ne peuvent étre complétés par aucun nombre de titres négociés.

Dans les marchés incomplets, sous 'hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage,
il existe une infinité de mesures risque-neutres. Ceci induit un intervalle des prix
risque-neutres. La réplication du produit dérivé n’existe pas dans ce contexte. Une
des approches consiste alors & étudier I'intervalle des prix risque-neutres. Ceci est
le concept de la sur-couverture [59, 64,93, 98, 155]. L’idée est d’utiliser le plus petit
montant pour construire un portefeuille autofinancé dont la valeur finale est plus
grande que le payoff du produit dérivé dans tous les scénarios possibles. Par cette
stratégie, 'opérateur a suffisamment de fonds pour couvrir toutes ses obligations
futures. L’inconvénient est que la stratégie est trop cotiteuse pour étre d’un intérét
pratique [21]. Depuis, d’autres approches se sont développées. Elles consistent a
introduire des critéres subjectifs qui conduisent & des stratégies de couverture plus
raisonnables.

Une premiére direction consiste & supprimer la contrainte que les stratégies doivent
étre autofinancées, tout en imposant que la valeur terminale du portefeuille doit étre
égale au payoff du produit dérivé. Comme les stratégies ne sont plus auto-financées,
nous avons un processus de colt. La couverture par minimisation locale du risque
vise & minimiser localement ce colt de maniére séquentielle. Ce probléme a été
étudié par [09] dans le cas ou le processus de prix actualisé de 'actif sous-jacent
est une martingale sous P, et puis étendu au cas des semimartingales par [67]. 11
s’est avéré que les stratégies de minimisation locale du risque sont autofinancées en
moyenne. Ce qui signifie que le processus de coiit est une martingale. De 14, il est
possible d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence et 'unicité
de ces stratégies. Ces conditions concernent essentiellement une décomposition du
payoff actualisé H en composantes orthogonales. Ceci est quelque part similaire &
la décomposition de Kunita-Watanabe [100].

Alternativement, d’autres études suggérent de garder la condition que les stratégies
soient auto-financées, et essayer de minimiser, dans un certain sens, le risque terminal
de couverture

~ T ~
LVo.€) = H —Vy— fo €5,

ol H est le payoff actualisé de Poption, (St)ogth est le prix actualisé de I'actif sous-
jacent et (Vp, ) est le capital initial et le processus de stratégie de couverture. Une
des méthodes les plus étudiées est la couverture moyenne-variance. Elle suggére de
réduire 'espérance E[L?] au minimum [30,39, 104, 159].

Malgré le développement de la couverture moyenne-variance et l'existence de so-
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lutions explicites pour des modeéles complexes [39], cette méthode présente des in-
convénients évidents. Entre autres, la couverture moyenne-variance ne distingue pas
entre les pertes et les profits et pénalise également les deux. Ainsi, d’autres critéres
qui se concentrent uniquement sur la perte L, ont été développés. L’optimisation
de ces critéres sur toutes les stratégies admissibles (Vp, ) conduit naturellement a
la stratégie de sur-couverture sous laquelle L est négatif pour tous les scénarios
possibles. Ainsi, ces critéres ont été étudiés dans la littérature sous une contrainte
budgétaire en fixant un montant maximal V" pour le capital initial. Ce montant
maximal est généralement beaucoup plus petit que le cotit de la couverture parfaite
dans le cadre des marchés complets et le cotlit de la sur-couverture dans le cas des
marchés incomplets. Le premier critére proposé, dans ce contexte de « couverture
sous une contrainte budgétaire », est la couverture par maximisation de la proba-
bilité de succes |18, 65] qui garantit que, pour une contrainte budgétaire donnée,
la probabilité d’avoir une couverture réussie (c’est-a-dire P(L < 0)) est maximale.
Féllmer et Leurkert résolvent ce probleme dans le marché complet quand Vi est in-
férieur au prix risque-neutre [65]. [Is appliquent le lemme de Neyman-Pearson [160)]
pour résoudre le probléme dual et donner une solution semi-explicite. Leur article
analyse également le probléme dans le contexte difficile des marchés incomplets.

D’autres variantes de stratégies optimales de couverture, sous une contrainte bud-
gétaire, sont proposées dans la littérature. Par exemple, I’approche de la couverture
par maximisation de la probabilité de succés a été généralisée dans [66] au probléme
de minimisation de la perte moyenne E[L | et plus généralement, E[¢(L, )] pour une
fonction de perte /(). Nakado [125] consideére le critére de minimisation de certaines
mesures de risque cohérentes, qui peuvent essentiellement étre représentées comme
la perte moyenne sous une mesure de probabilité particuliére. Ces résultats ont été
étendus pour certaines mesures de risque convexes [139]. Plus récemment, Smir-
nov et Melnikov |1 19] adoptent, comme critére, la minimisation de la CVaR dans un
marché complet. Ils proposent une solution semi-explicite au probléme de couverture
d’une option d’achat européenne sous une contrainte budgétaire, en appliquant 1’ap-
proche de Follmer et Leurkert [60] et I'algorithme de Rockafellar et Uryasev [135].
En minimisant la VaR du risque terminal de la couverture, 'article [10] montre ana-
lytiquement que, sous ce critére de la VaR, la stratégie de couverture optimale d'une
option d’achat européenne est soit une stratégie d’appel knock-out ou d une stratégie
de bull spread, en fonction des classes admissibles de stratégies de couverture. En-
suite, les résultats de [10] ont été étendus au contexte de la CVaR dans |[11]. D’autres
résultats connexes, sur la couverture sous une contrainte budgétaire, peuvent étre
trouvés dans [16, 124, 151] et leurs références. En outre, la couverture par maximisa-
tion de la probabilité de succés a été appliquée avec succés a de nombreux contrats
financiers et d’assurance ; voir, par exemple, [96, 118,150, 163].

Bien que la principale motivation derriére le développement de la couverture sous
une contrainte budgétaire soit le cotit élevé des stratégies de sur-couverture dans les
marchés incomplets, la majorité des études, traitant ce sujet, se consacrent au cas
du marché complet. Pour les études qui traitent le cas des marchés incomplets, nous
citons [1358-110] qui donnent la structure de la solution optimale sous différentes
mesures de risque. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la minimisation de la
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CVaR sous des modeéles d’exponentielle de Lévy. Par ce travail, nous développons
un calcul numérique complet et donnons une approximation de la CVaR minimale
dans le cadre d'un marché incomplet.

7.2 Présentation du probléme

Soit (€2, F, (F)sefo,r], P) un espace de probabilité filtré qui satisfait les conditions
usuelles. Nous considérons toujours un modeéle exp-Lévy pour décrire I’évolution du
prix (S¢)wefo,r] d'un actif financier. Ainsi, pour tout ¢ € [0,T], S; = Sy eXt avec
So > 0 et (Xy)se[o,r] est un processus de Lévy de triplet caractéristique (b, 0%, v). Le
prix actualisé est donné par S; = e~ "S5, o r est le taux d’intérét sans risque.

Soit P I’ensemble de toutes les mesures de probabilité risque-neutre. L’hypothése de
d’absence d’opportunité d’arbitrage peut étre exprimée par 'existence d’au moins
une mesure risque-neutre [52]. Cela est vérifié dés que o # 0 ou v # 0. Sous les
modeéles exp-Lévy nous sommes principalement dans le cas du marché incomplet
c’est-a-dire avec une infinité de mesures de probabilité risque-neutre. Tout au long
de ce chapitre, nous supposons que nous sommes dans un tel cas. De plus, nous
utilisons (-Es)te[o,T] comme la filtration par rapport a laquelle (St)te[o,T] est adapté.
D’autre part, les équations et les inégalités entre les variables aléatoires doivent étre
toujours comprises P presque stirement.

Définition 7.1. Une stratégie autofinancée (Vy, &) est définie par un capital initial
Vo = 0 et par un processus prévisible & tel que le processus de la valeur actualisée du
portefeuille

¢
Vi=e "V, =V, —I—J £:dSs, Vte[0,T] (7.1)
0
est bien défini.

Définition 7.2. Une stratégie autofinancée (Vy, ) est dite admissible si le processus
de valeur du portefeuille correspondant satisfait

V>0, Vtelo,T]. (7.2)

Nous noterons A I'ensemble de toutes les stratégies autofinancées admissibles.

Considérons un produit dérivé dont le payoff & I’échéance T est donné par une
variable aléatoire non-négative et Fr-mesurable H € L'. Notons son payoff actualisé
par H = e""H. Nous supposons que

Up = supE*[H] < o, (7.3)
P*eP

ou E* représente l'espérance sous la probabilité risque-neutre P*. La valeur Uy re-
présente le plus petit montant Vg tel qu’il existe une stratégie admissible (Vj,€)
de processus de valeur de portefeuille qui satisfait Vi > H. La sur-couverture
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consiste & fournir une décomposition optionnelle [64, 95| de la surmartingale U; =

esssupE*[H|F;] en
P*eP

t
Ut:Uo+fssdss—ct, 0<t<T,
0

ol (Ct)efo,r] est un processus croissant adapté avec Cy = 0. La stratégie (U, &) est
celle de la sur-couverture qui assure que Vi > H.

Néanmoins, la sur-couverture des produits dérivé est souvent trés cotiteuse dans le
marché incomplet [$1] et elle peut méme atteindre le prix de 'actif sous-jacent dans
certains cas, tel que le modéle de Merton [19,58|. Ainsi, nous cherchons la meilleure
couverture qu'un investisseur peut réaliser avec un montant initial Vg, inférieur a Uy,
en fixant une contrainte budgétaire V", c’est-a-dire

%g%m<Uo.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la minimisation de la CVaR comme critére
d’optimalité de la couverture, dite partielle. Nous choisissons la CVaR car elle est une
mesure cohérente du risque et elle est devenue trés populaire parmi les institutions
financiéres et les compagnies d’assurance.

Définition 7.3. Soient H le payoff actualisé et Vi la valeur actualisée du portefeuille
de couverture & la maturité. Le coit actualisé de la stratégie de couverture est défini
par la variable aléatoire L(Vy, &) = H —Vp. Si L =0, nous parlons d’une perte et
nous parlons d’un gain dans le cas contraire.

En notant Aym l'ensemble de toutes les stratégies autofinancées admissibles qui
satisfait la contrainte budgétaire :

AVOm = {(‘/Oag) | (%76) € "47 % < ‘/E)m}7 (74)
notre probléme d’optimisation s’écrit

min  CVaR,(L(V,§)), (7.5)

(Vo,£)eAym

ou la fonction perte L(Vp, &) = H — Vi correspond au cotit actualisé de la couverture.

Nous appliquons par la suite le corollaire 6.1 du chapitre précédent. En introduisant
la fonction

1 .
1—a (V07I€I)1€13Vgn E[(L(‘/O; f) - Z)+], (76)

fz) =z +

le probléme d’optimisation (7.5) se réécrit sous la forme

] Cv Ra L V, _ . .
o, CVaRa(L(Vo, ©)) = min /(2)

La résolution du probléme se fait en deux étapes :

143



1. Expliciter f(z) : Pour tout z € R, calculer ¢(z) en trouvant (Vj*(z),£*(2)), tel
que
(Vo' (2),£7(2)) € argmin E[(L(Vo, &) — 2)+]. (7.7)
(Vo,£)eAym

2. Minimiser la CVaR : Nous résolvons le probléme d’optimisation uni-dimensionnel

Z* € argmin f(z). (7.8)
zeR
Pour conclure, nous observons que la stratégie (V5*(2*),£*(2*)) est optimale au sens
ou

(Vogeig%m CVaRa(L(Vo,€)) = CVaRa(L(Vy (%), £7(27)))-

7.3 Probléme dual

Dans cette section, nous nous concentrons sur la minimisation de E[(L(Vp, ) — 2) 4]
dans Ay afin d’avoir une évaluation numérique de la fonction c(z). Pour traiter
la contrainte Vy < V{™, nous écrivons le probléme (7.7) sous la forme d'un pro-
bléme de test d’hypothéses qui peut étre résolu en utilisant ’approche de Neyman-
Pearson [166]. Nous introduisons R la classe des tests aléatoires définie par

R={p:Q—[0,1] | ¢ est Fp-mesurable}.

L’application de la proposition 3.1 de [66] au payoff actualisé (H — z), nous donne
le résultat suivant.

Proposition 7.1. Pour tout z € R, il eziste une solution *(z) € R au probléme
d’optimisation

*(2) e argmin E[(1 - o(2))(H — 2)4]

PR)ER - 7.9
s.c. supE*[p(2)(H —2).] < Vg™ (7.9)
P*eP

Théoréme 7.1. Pour tout z € R, nous avons l’égalité suivante

omin E[(L(Ve,6) =2)4] = min E[(1-(:))(H - 2)4]
RN e - (7.10)
s. C. ;i%E*[w(Z)(H —z)4] <V

De plus, les arguments des minimums (Vi (2),&*(2)) et p*(z) sont reliés de la fagon
sutvante

— FEtant donné la stratégie optimale (Vi*(2),£*(2)), alors son ratio de succes,
défini par

: Vi (2)

(Vo' (2),6%(2)) = I{V;(z)z(ﬁ_z)Jr} + (]:[T—

I{V;(z)<(ﬁ—z)+} (7.11)

est égal a ©*(z).
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— Inversement, étant donné p*(z), la décomposition optionnelle de
esssup B*[p*(2)(H — 2) | F;] donne la stratégie optimale (ViF(2),£*(2)).

P*eP

Idée de Preuve. Comme H et Vp sont positives, nous avons
(L(Vo, &) — 2)+ = (ﬁ ~Vr - 2)s = ((I:—, —2)s = VT)+-

Ainsi, la minimisation de E[(L(Vp,§) — 2)+] peut étre traitée comme un probléme
de minimisation de la perte moyenne pour un produit dérivé de payoff actualisé
(H — z)4 qui dépend d’un paramétre réel z.

Ce dernier est résolu par application de 'approche de Follmer et Leukert [66] & un
produit dérivé de payoff actualisé (H — z),. ]

Ainsi, la fonction f(z), définie par (7.6), se réécrit sous la forme

f(2) = 2+ Bl = ")~ 2).], (7.12)
ol p*(z) est solution de (7.9).

Sous certaines hypothéses, des généralisations du lemme de Neyman-Pearson ont
été développées pour résoudre des problémes de la forme (7.9). Nous citons par
exemple [17,138—111,118]. Ces études montrent que la solution n’est pas unique et
trouvent uniquement la structure de la solution sans pouvoir aller plus loin. Sous
I’hypothése que I'ensemble des densités Zpx = {% : P* € P} est compact, Uappli-
cation des résultats de [111] fournit la structure du test aléatoire optimal ¢*(2) du

probléme (7.9)

s (- 2), 9 (ﬁ_z)J P e

>
o (2) = ~ j(g e (7.13)
05 (H —2). 2 < (7 - 2), L )
et B .
E*[o*(2)(H — 2)+] = V", A—p.s., (7.14)
ol (Q, 5\) est solution d’un certain probléme dual. La construction des solutions
numériques n’est pas possible & partir de ce résultat. De plus, [154] montre que

I’ensemble Zpx n’est jamais compact, sauf si P est un singleton, ce qui correspond
au marché complet. Nous prouvons que cette hypothése de compacité n’est pas
vérifiée par les modéles exp-Lévy et nous proposons dans la section 7.3 de relaxer la
contrainte dans (7.9) afin d’avoir une approximation semi-explicite de la solution.

Proposition 7.2. Soit (X;)iw[o,r] un processus de Lévy sous P de triplet caractéris-
tique (b, 02, v). L'ensemble des densités Zpsx = {‘%f . P* € P} est donné par

Tps = {eU;M) : 0eRetp:R— R tel que J (e¢(x)/2 — 1)2 v(dr) < oo et
R

2
b+ o0 + % + J (e?@ (e — 1) — T1jy<1) v(de) = r}
R
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ot <U(9’¢)) - est un processus de Lévy sous P de triplet caractéristique
te|0,T

o%6?
<— 5 J (6" =1 —aly<)vo¢ ' (dr), 0’0 vo ¢1) ‘
R

Preuve. D’apreés la proposition 5.3 du chapitre 5 sur le changement de probabilité,
nous pouvons décrire 'ensemble des mesures équivalentes a P par

{IF’E‘M)) :0eRet ¢o:R— R tel que JR (€¢>(a:)/2 B 1)2 v(dz) < oo} 7

dp¥ ()
09 _ LU (0,9)
avec —p— = e 7 et (U )

ristique

efo,) WD Processus de Lévy sous P de triplet caracté-

o262
(— 5~ f (e —1— x1|x‘<1)]/ o gb_l(dx), 0292, Vo gb_l) )
R

Sous Pj, ), (Xt)te[o,7] est un processus de Lévy de triplet caractéristique (b?‘a é) o2, Vo, ¢))

tel que
Vip.p)(dx) = e? @y (da)

et
TV 4 (dx) — f xv(dr).

lz|<1

lz|<1

Or, d’apres (5.4) du corollaire 5.1, (St)te[O,T] est une martingale sous P* si et seule-

ment si
1

b?,g’qﬁ) + 502 + L (ex -1- $1‘m|<1) I/Ek97¢)(dl‘) =7,

donc

2
b+ o0 + % + f (e‘z’(f’:)(ez —1) — 2ljp<1) v(dx) =7
R

Nous concluons que
Tpse = {eUéw) :0eRet ¢:R— R tel que f (e‘b(:"“)/2 - 1)2 v(dr) < oo et
R

2
b+029+%+f

i (e¢(w)(er — 1) — 2ly<1) v(da) = r} :

Ce qui finit la preuve. O

Nous voyons bien d’aprés cette proposition que si v # 0 alors I'ensemble Zpx est
infini puisque nous avons une infinité de choix pour la fonction ¢. Donc il ne peut
étre compact que dans le cas v = 0. Inversement, si v = 0 alors I’ensemble Zps se
réduit a un singleton, il est donc compact. Cela est résumé dans le corollaire suivant.
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Corollaire 7.1. Soit (X¢)seo,r] un processus de Lévy sous P de triplet caractéristique
(b,02,v). L’ensemble des densités Zpx = {%f . P* € P} est un compact si et
seulement st v = 0. Dans ce cas, il se réduit a un singleton

292
Ips = {exp (—02 T+UQBT>}7

avec = (r — b — %2)/02 et (Bi)iepo,r) est un mouvement brownien standard.

Ainsi, sous les modéles exponentielle-Lévy, ’ensemble des densités Zpx n’est com-
pact que dans le cas des diffusions, a I'instar du modéle de Black et Scholes. Ces
modéles correspondent au marché complet et & 1'unicité de la mesure risque-neutre
et peuvent étre résolus par le simple lemme de Neyman-Pearson. Ainsi, les générali-
sations proposées de ce lemme, qui traitent le cas oil il existe une infinité de mesures
équivalentes, ne sont pas applicables dans le cadre de la finance ou I'hypothése de
compacité requise n’est pas vérifiée dans les marchés incomplets.

7.4 Approximation du probléme dual

Dans cette section, nous proposons de relaxer la contrainte sup E*[p(2)(H —2).] <
P*eP

Vg™ dans (7.9). Au lieu de considérer le supremum sur toutes les mesures risque-
neutre, nous fixons une mesure risque-neutre P* et nous optimisons sous la contrainte
E*[@(2)(H —2)4] < Vi ot E* est 'espérance sous la mesure choisie P*. Nous optons
pour la mesure risque-neutre d’Esscher pour la possibilité de calcul explicite qu’elle
fournit. Nous rappelons que cette mesure est donnée par

dp* eGXT

dP  E[efXr]’

ou 6 € R est solution de

2
b+ o020 + % + J (e (e" = 1) — 21 py<1) v(da) =7
R

En termes de la proposition 7.2, la mesure risque-neutre d’Esscher correspond au
choix ¢(z) = fz. Une approximation du probléme (7.9) est donnée par

¢(z) =argmin E[(1 — ¢(2))(H — 2)+]
o(2)eR (7.15)
s.e. E*fp(z)(H - 2).] < 1,
ou E* est ’espérance sous la mesure risque-neutre d’Esscher P*.

Hypothése 7.1. Nous supposons que V" < Uy = E* [lf[ ], pour ne pas considérer le
cas trivial ou ¢(z) = 1 pour tout z < 0 et CVaR, est égale & zéro.

La solution de ce probléme peut étre dérivée du lemme de Neyman-Pearson.
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Théoréme 7.2. La solution du probléme (7.15) est donnée par

90( ) = 1{ —0X7 > ¢( z)}

ol

c(z) = inf {u >0 : E* [(ﬁ —2)4 1{6_9XT>U}:| < Vom}

Preuve. En définissant les mesures Q et Q* par

Q _ (A-z). A0 (A-2).
AP " E[(H-z),] AP E[(H - 2),]

le probleme d’optimisation

argmin E[(1 — ¢(2))(H — z).] = argmax E[p(2)(H — 2).]

p(2)eER o(2)eR

s.c. E*[p(2)(H - 2)4] < Vg™,

prend la forme

a;(gzr)régx J v(2)dQ
] . V"
s.cC. fgo(z)d@ <a(z) = B 2.

Cette derniére forme est celle d’'un probléme d’optimisation permettant de choisir
le meilleur test d’hypothéses entre deux mesures Q et Q*. Ce dernier est résolu par
le lemme de Neyman-Pearson |17, 166] et la solution est donnée par

90<Z) = 1{;&%>c”(z)} + '.Y(Z) : ]-{C;Q%zcu(z)}, (716)

"(z) = inf {u >0 : Q" (;& > u> < a(z)}

_a(z)—(@*<dc(l§<>c()>
1(2) = Q((ﬁ:a@)) :

avec la convention 0/0 = 0.

ou

et

En posant ¢/(z) = c”(z)~—__z+ et ¢(z) = =%,
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et

Q* (jg* > c”(z)) = Jl{$>6”(Z)}d@* )

E* [(ﬁ[ —2)- 1{670XT>C(Z)}]
E* (ﬁ —2)+] '

dpP*

On en déduit facilement que
¢(z) = inf {u >0 : E* [(I:I —2)y - 1{679XT>u}:| < Vom} :

D’autre part, la continuité stochastique du processus de Lévy (X;)[o,] nous assure
que la probabilité d’apparition d’une valeur fixe est nulle. Ainsi,

* d@ o _ B [(I:[ B Z)+ ' l{e_GXT:C(Z)}] —

E*[(H — 2)]

D’ou, Q* (;Q% > c”(z)) = «(z) et par conséquent y(z) = 0.

Nous montrons ainsi que ¢(z) =1 (e=0%T 5(2)} et nous concluons la preuve. O

Nous introduisons Papproximation f (z) de f(2) par

E|(1- ¢(=)(H - 2)4]. (7.17)

1—a

ol p(z) est donné par le théoréme 7.2, et nous nous intéressons au probléme approché
de la minimisation de la CVaR

min  CVaRa(L(Vp, €)) = minf(2). (7.18)

(Vo,§)eAym z€R

7.5 Cas d’une option d’achat européenne

Dans cette section, nous étudions le cas d’une option d’achat européenne de prix
d’exercice K et de date de maturité T. Le payoff de cette option est donnée par

7.5.1 Reésolution du probléme approché

La résolution du probléme approché de la minimisation de la CVaR (7.18) est donnée
par le théoréeme suivant, qui ouvre la porte a I’évaluation numérique par inversion
de Fourier.
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Théoréme 7.3. Soit (X;)wc[o,r] un processus de Lévy sous P de triplet caractéristique
(b, 0%, v) et soit P* la mesure risque-neutre d’Esscher de paramétre 0. La solution du
probléme approzimatif de la minimisation de la CVaR (7.18) est donnée, en fonction
du signe de 6, par

e 510 <0,

min  CVaRa(H — V7) = min {z + ;—a (EL(Sr ~ K().]

(VO,f)GAvom 2€(0,2c)
“E[(Sr — ex())-] — (@1(2) = K()P(Sr > () } . (119)
ot K(2) = Ke™™" + 2, 2. > 0 tel que B*[(Sp — K(20))+] = VI™ et

() = inf {u > K(2), BY[(Sp— )] + (u— K(2)P*(Sr > ) < V")
(7.20)
e 516 >0,

min  OVaRa(H — V) — min {z ; ﬁ—a (EL(Sr — ()]

(V(),{)EAVOm z€(0,2c)
+(c1(2) = K(2))P(Sp > cl(z))>} (7.21)
ot K(z) = Ke" + 2, 2z, > 0 tel que E*[(Sy — K(2.))4+] = V" et

en(2) = sup {u = K(2), B¥[(Sr — K(2)):] — E¥[(S7 — u),]

—(u— K(2))P*(Sr > u) < vom} . (7.22)

Preuve. Préliminaires. La fonction E*[(H — z), | est continue et décroissante en z,

égale & E*[H] qui est supérieure strictement a V", pour z = 0 et diverge vers —oo

lorsque z — 400. Donc, il existe z. > 0 tel que E*[(H — z.);] = V™
Pour z > 2., B*[(H —z).] < V", donc ¢(z) = 1 et f(z) = 2. Ainsi, mlﬂglf(z) ne peut
zE

pas étre atteint en (z., +00) puisque la fonction f est croissante sur cet intervalle.

De plus, nous avons vu que la VaR approchée est le plus petit argmin f (2). Or la
zeR

VaR est toujours positive, donc I'ensemble argminf(z) est inclus dans (0, z,).
zeR

Soit z € (0, z.), alors

e En posant K(z) = Ke™"" + z, nous avons
(H—2), = ((Sp—Ke™™), —2)y = (Sp— (Ke™™T +2)). = (S7 — K(2))4.

e Pour tout u > 0, nous avons

; 1 _ [ El(Sr— K(2))-] siu < K(2),
E [(H — Z)+1{ST>u}] o { E[(S’T —u)4 ] ++(u _ K(z))IP’(S'T >u) siuz= K(z). )
(7.23
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e Pour tout u > 0, nous avons

E|( - 2):15,,]

_{0 ) ) ) siu< K(z),
E[(Sr — K(2))+] ~ E[(8r - u)+] - (u— K()B(Er >w) siu> K(2).
(7.24)

Notons que cela ne dépend pas de la mesure P et nous aurons les mémes expressions
sous [P*.

Ceeur de la preuve. Soit z € (0, z.). La solution ¢(z) = 1{e ) du probléme

“0XT>c(2
approché (7.9), ou ¢(z) = inf {u >0 : E* [(FI —2)4 - l{e—exT>u}] < Vom}, dépend
du signe du parameétre d’Esscher 6. Nous devons alors traiter séparément les deux
cas @ > 0et 6 > 0.

1¢F cas : 0 < 0.

Nous montrons facilement que ¢(z) s’écrit en fonction de Sy comme suit

P(z) = Lgpmei(2))
c1(2) = Soe T (c(2)) V0 = inf {u >0 : E* [(}N[ —2) - 1{§T>u}] < me} :

L’espérance E* [(ﬁ —2) 1{§T>u}] prend la forme de (7.23). Or E*[(Sp—K (2)),] =
E*[(H — )] > V™ pour z € (0, z.) vu que cette espérance est décroissante en z et
égale a V™ en z.. Ainsi,

e1(2) = inf {u > K(2) : B*[(Sp — u)s] + (u— K(2))P*(Sp > u) < vom} .

La fonction f(z) est égale ainsi &

f(z)=z+11

— a]E [1{§T<C1(z)} (H — 2)4 :

Comme ¢(z) = K(z), alors d’aprés (7.24), nous avons

f(2) = 2+ 2 (E[(3r — K(:)):] - E[(Sr — c1(2)).]

1—a
~(e1(2) = K(2)P(S7 > a1(2))).

Comme la minimisation min CVaRq(H — V) = min f(z), nous obtenons le
(V07§)€Av0m 2€(0,z.)

résultat (7.19) pour 6 < 0.
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2°me casg : 0 > 0.

Nous montrons facilement que ¢(z) s’écrit en fonction de Sy comme suit
@(’Z> = 1{§T<Cl(2’)}7

ou

er(2) = Soe~T(e(2))" 0 = sup {u >0 : E* [(ﬁf — ), - 1{§T<u}] < Vom} .

L’espérance E* [(ﬁ[ —2)4 - 1{ST<u}] prend la forme de (7.24). Ainsi,

a(z) = sup {u> K(2) « B [(5r — K(2)] - B [(5r — u).]

— (u— K(2))P*(Sp > u) < vom}.

La fonction f(z) est égale ainsi &

1 - BNy (=20 .

Comme c¢(z) = K(z), alors d’aprés (7.23), nous avons

f(z) =2+

N

f2) = =+ 7 (BIGr — @) + (@ () - KRGy > (=)

Comme min CVaRq(H — V) = min f(z), nous obtenons le résultat (7.21)
(Vo&)eAypn 2e(0,2)

pour 6 > 0. O

L’atout du théoreme 7.3 est que, si on a des expressions explicites de ®p et @7, les
fonctions caractéristiques de X sous P et sous P*, les différentes quantités de type
E[(St — )], P(Sp > z), E*[(Sy — z)4] et P*(S; > x) peuvent étre calculées par
la méthode d’inversion de Fourier, proposée dans le chapitre 5. Ainsi, nous pouvons
procéder a une minimisation numérique du probléme. Dans la section suivante, nous
illustrons les résultats de ce probléme dans le cadre du modéle diffusion-sauts de
Merton.

7.5.2 Illustration des résultats

Dans cette section nous illustrons les résultats de la minimisation de la CVaR sous
le modéle de Black et Scholes et sous le modéle diffusion-sauts de Merton. Les para-
métres des différents modéles, ainsi que de la FFT, sont présentés dans la table 7.1.

Pour chaque modéle, la CVaR minimale approchée est illustrée en fonction de la
proportion disponible du capital initial Uy requise pour effectuer une sur-couverture.
La figure 7.1 présente le résultat sous le modeéle de Black et Scholes. Pour ce modéle,
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Marché B&S Merton FFT

So =100 p=0.145 v=0.1 N = 4096

r=0.02 c=0.3 c=0.3 Av = 0.25

T=05 A=1

K =110 m=-0.1 Ak=2
=02 k =—-3Ak

TABLE 7.1 — Sommaire de différentes valeurs numériques des paramétres utilisés
dans la section 7.5.2.

le marché est complet et nous obtenons la solution exacte. La figure 7.2 donne la
CVaR minimale approchée en fonction de la proportion du Uy et en fonction du
niveau de confiance. Nous remarquons que la CVaR approchée sous le modéle de
Merton a la méme allure de graphe que la CVaR exacte sous le modéle de Black
et Scholes. D’autre part, nous constatons que si le capital initial permis V" est
supérieur a 20% de Uy alors la CVaR minimale approchée est la méme quel que soit
le niveau de confiance. Cela s’explique par le fait que pour des grandes valeurs de
Vy", le minimum de f (z) est atteint en z., et il ne dépend pas de a.

60

50

40

CVaR minimale
20

20
I

10

0 20 40 60 80 100

VO/uo

FIGURE 7.1 — CVaR minimale en fonction de la proportion du capital initial permis
Vg™ /Uy, sous le modele de Black et Scholes.
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FIGURE 7.2 — CVaR minimale approchée en fonction de la proportion du capital
initial permis V" /Uy, sous le modéle diffusion-sauts de Merton.

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la minimisation de la CVaR du risque de cou-
verture des options européennes dans le cadre des modeéles de types exp-Lévy. Ces
modeéles correspondent généralement a des marchés incomplets ot la résolution de
ce probléme de minimisation n’est pas possible avec les généralisations du lemme
Neyman-Pearson. Nous avons montré que les hypothéses de ces généralisations ne
sont pas vérifiées sous les modeéles exp-Lévy et nous avons traité un probléme appro-
ché en relaxant la contrainte du probléme dual et en ne considérant que la mesure
risque-neutre d’Esscher. Ce probléme approché est résolu et I’évaluation numérique
est faite par la méthode d’inversion de Fourier. Les résultats sont illustrés sous le
modéle de Black et Scholes et le modéle diffusion-sauts de Merton pour plusieurs
niveaux de confiance de 'estimateur de la CVaR.
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Conclusion et perspectives

Dans la premiére partie de la thése, nous avons construit un modéle pour la queue de
distribution des pertes d’un actif boursier, que nous confrontons a des données réelles
issues de la bourse de Paris (Euronext Paris). Notre modéle prend en compte les
probabilités d’occurrence des pertes extrémes et les changements de régimes. Dans
un premier temps, nous avons montré empiriquement que l’estimation de la Value-
at-Risk sous le modéle des lois puissances présente un meilleur résultat que les lois
normales et les lois stables. Cela confirme les observations déja faites par [20,57,90].
Cependant, nous avons constaté des erreurs d’estimation & chaque passage d’une
période de grandes fluctuations (crise) a une période de petites fluctuations (hors-
crise). Pour corriger cela, notre approche a été de détecter les différentes périodes de
chaque régime, par la construction d’'une chaine de Markov cachée, et d’estimer la
queue de distribution de chaque régime par des lois puissances. La chaine d’états a
été construite avec un apprentissage non-supervisé sans aucun a priori sur la struc-
ture des probabilités de transition. Notre modéle a permis de supprimer les erreurs
d’estimation liées aux différents changements de régimes et de fournir une meilleure
performance de prédiction de la Value-at-Risk comparée a celles des modéles des
lois stables, des lois puissances et GARCH.

Comme perspectives de cette partie, nous poursuivrons I’étude de la répartition
des périodes de crises. Le but est de pouvoir regrouper les actifs boursiers par bloc
de comportements semblables et de proposer une seule chaine d’états pour chaque
groupe d’actifs. Cela apportera un gain énorme en termes de temps de calcul et
rendra notre modéle plus adapté a l'utilisation en pratique. Une deuxiéme direction
de recherche est la mesure de risque d’un portefeuille, représenté comme une somme
pondérée de plusieurs actifs. Quelques études [120, , 168] se sont intéressées a
cette question en étudiant la distribution de la somme des variables aléatoires i.i.d.
suivant une loi de Pareto. Nous nous proposons d’étudier cette question, dans le but
de fournir une estimation de la Value-at-Risk d'un portefeuille sous le modéle des lois
puissances & changement de régimes, et par la suite la composition de portefeuille
optimal en termes de Value-at-Risk.

Dans la deuxiéme partie, nous nous sommes placés dans le cadre des modeéles exp-
Lévy, sous lesquels les prix boursiers sont modélisés par des exponentielles de pro-
cessus de Lévy. Un premier résultat de cette partie est le développement de deux
méthodes numériques de calcul des Value-at-Risk (VaR) et des Value-at-Risk Condi-
tionnelles (CVaR), monétaires et en termes de rendements. Que ce soit en termes
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de monnaie ou de rendement, le principe de la méthode est d’exprimer la VaR et la
CVaR comme respectivement 'argument du minimum et le minimum d’une certaine
fonction que 'on évalue numériquement par des techniques d’inversion de Fourier.
Le premier avantage de notre méthodologie est qu’elle nécessite la seule connaissance
de la fonction caractéristique du processus de Lévy. Le deuxiéme est qu’elle évalue
simultanément la VaR et la CVaR. Ceci représente un atout par rapport a d’autres
méthodes qui les calculent séparément en évaluant d’abord la fonction de densité
par inversion de Fourier 28,94, 95]. Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes
intéressés a la minimisation du risque de couverture des options européennes, sous
une contrainte budgétaire sur le capital initial. En mesurant ce risque par la CVaR,
qui est plus adaptée pour la gestion de portefeuille, nous avons établi une équi-
valence entre ce probléme et des problémes de type Neyman-Pearson. Comme les
marchés sont incomplets sous les modéles exp-Lévy, une solution explicite n’était
pas possible. Nous avons proposé ainsi une approximation numérique s’appuyant
sur la relaxation de la contrainte du probléme d’optimisation dual.

Le suite directe des travaux de cette partie est I'analyse approfondie des erreurs
d’approximation. Pour les méthodes de calcul de la VaR et la CVaR, nous comptons
comparer leurs résultats a ceux d'un calcul par Monte Carlo et d’autres méthodes
de calcul mentionnées ci-dessus. Nous envisageons aussi de controler les erreurs de
la minimisation et celles de I'inversion de Fourier en proposant des inégalités de
majoration. Pour le probléme de minimisation de la CVaR, nous travaillons sur la
quantification des erreurs d’approximation liées au choix de la mesure risque-neutre
d’Esscher. Nous réfléchissons aussi aux possibilités de choisir d’autres mesures risque-
neutres, voire un ensemble de mesures risque-neutres paramétrées, pour relaxer la
contrainte du probléme dual.

A plus long terme, nous comptons mettre en pratique ces méthodes. En calibrant
des modéles exp-Lévy sur des données réelles, nous pouvons valider empiriquement
I’adéquation de ces modeéles a sauts pour la mesure de risque par le biais des backtests
sur la VaR et la CVaR.
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Résumé

Cette thése étudie la gestion et la couverture du risque en s’appuyant sur la Value-at-Risk
(VaR) et la Value-at-Risk Conditionnelle (CVaR), comme mesures de risque. La premiére
partie propose un modéle d’évolution de prix que nous confrontons & des données réelles
issues de la bourse de Paris (Euronext PARIS). Notre modéle prend en compte les pro-
babilités d’occurrence des pertes extrémes et les changements de régimes observés sur les
données. Notre approche consiste a détecter les différentes périodes de chaque régime par
la construction d’une chaine de Markov cachée et & estimer la queue de distribution de
chaque régime par des lois puissances. Nous montrons empiriquement que ces derniéres
sont plus adaptées que les lois normales et les lois stables. L’estimation de la VaR est vali-
dée par plusieurs backtests et comparée aux résultats d’autres modéles classiques sur une
base de 56 actifs boursiers. Dans la deuxiéme partie, nous supposons que les prix boursiers
sont modélisés par des exponentielles de processus de Lévy. Dans un premier temps, nous
développons une méthode numérique pour le calcul de la VaR et la CVaR cumulatives.
Ce probléme est résolu en utilisant la formalisation de Rockafellar et Uryasev, que nous
évaluons numériquement par inversion de Fourier. Dans un deuxiéme temps, nous nous
intéressons a la minimisation du risque de couverture des options européennes, sous une
contrainte budgétaire sur le capital initial. En mesurant ce risque par la CVaR, nous éta-
blissons une équivalence entre ce probléme et un probléme de type Neyman-Pearson, pour
lequel nous proposons une approximation numeérique s’appuyant sur la relaxation de la
contrainte.

Mots clefs : Value-at-Risk, Value-at-Risk Conditionnelle, lois puissances, modéles de Mar-
kov cachés, processus de Lévy, transformée de Fourier rapide, Lemme de Neyman-Pearson.

Abstract

This thesis studies the risk management and hedging, based on the Value-at-Risk (VaR)
and the Conditional Value-at-Risk (CVaR) as risk measures. The first part offers a stocks
return model that we test in real data from NSYE Euronext. Our model takes into account
the probability of occurrence of extreme losses and the regime switching observed in the
data. Our approach is to detect the different periods of each regime by constructing a
hidden Markov chain and estimate the tail of each regime distribution by power laws. We
empirically show that powers laws are more suitable than Gaussian law and stable laws. The
estimated VaR is validated by several backtests and compared to other conventional models
results on a basis of 56 stock market assets. In the second part, we assume that stock prices
are modeled by exponentials of a Lévy process. First, we develop a numerical method to
compute the cumulative VaR and CVaR. This problem is solved by using the formalization
of Rockafellar and Uryasev, which we numerically evaluate by Fourier inversion techniques.
Secondly, we are interested in minimizing the hedging risk of European options under a
budget constraint on the initial capital. By measuring this risk by CVaR, we establish an
equivalence between this problem and a problem of Neyman-Pearson type, for which we
propose a numerical approximation based on the constraint relaxation.

Key words : Value-at-Risk, Conditional Value-at-Risk, power laws, hidden Markov mo-
dels, Lévy processes, fast Fourier transforms, Neyman-Pearson Lemma.
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