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LHEEA pour la bonne ambiance qui règne au quotidien au laboratoire. J’ai une pensée
particulière pour mon co-bureau, Corentin Hermange, avec qui les trois dernières années
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2.3.3 Montée en ordre des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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5.3 Raffinement adaptatif pour les méthodes maillées: AMR . . . . . . . . . . . 93
5.3.1 Présentation de l’AMR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

ii



5.3.2 Prolongation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.3.3 Restriction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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3.1 Particules fantômes obtenues via symétrisation autour de la paroi solide . . . 34
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4.23 Définition des segments s et des particules de paroi e pour la méthode USAW
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mécanique au cours du temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.15 Limitations de l’état de l’art du raffinement (le nombre de voisins d’une
particule raffinée est trop important) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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pour le cas de propagation d’une vague . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.15 Evolution temporelle de la variation de la masse du domaine SPH pour le
cas de propagation d’une vague . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.16 Champ de vecteurs vitesse pour le cas-test des tourbillons de Taylor-Green
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Introduction

La méthode numérique SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) est une méthode particu-
laire (Lagrangienne et sans maillage) permettant de simuler précisément des problèmes avec
interfaces et fortement convectifs. Cette méthode a été créée en 1977 à l’issue des travaux de
Lucy, Gingold et Monaghan [65, 39] dans le domaine de l’astrophysique. La méthode a en-
suite été adaptée en 1994 par Monaghan afin de modéliser les écoulements hydrodynamiques
avec surface libre. SPH est relativement jeune par rapport aux autres méthodes numériques
(potentielle, volumes finis, éléments finis, etc...) et par conséquent d’importants challenges
théoriques et numériques restent à relever. Les années 2000 ont donné lieu à des avancées
significatives, notamment dans le domaine de la précision numérique avec l’introduction
de solveurs plus précis (δ-SPH, Riemann-SPH). Ces avancées permettent aujourd’hui à la
méthode d’être bien validée pour des écoulements violents à interface (impacts, jets, inter-
actions violentes avec la structure, interfaces bifluides très complexes, etc...).

Figure 1: Applications de la méthode SPH

Au sein du laboratoire LHEEA de l’École Centrale Nantes, la méthode SPH arrive à
maturité grâce à 9 doctorats : Doring [30], Oger [85], Deuff [24], Guilcher [42], Grenier
[41], De Leffe [55], Zhao [110], Fourey [36] et Barcarolo [4]. Ces différentes thèses ont
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permis d’enrichir la méthode via la modélisation de physiques complexes (viscosité,
bifluide), le développement de couplages (fluide-structure, houle-structure, Voronoi-SPH),
de conditions aux limites (méthodes de particules fantômes et de flux normal). Néanmoins,
en présence d’échelles temporelles et spatiales plus variées, la méthode SPH n’est pas
suffisamment efficace pour être utilisable industriellement de manière “routinière”. En
effet, les techniques de résolution spatiale variable et de raffinement/déraffinement sont
peu efficaces et de faible applicabilité. Face à ce constat il est crucial, pour l’applicabilité
de la méthode à des problématiques industrielles plus larges, de poursuivre des axes de
recherche s’attaquant à ces difficultés.

Pour ce faire, la thèse, intitulée “Couplage et améliorations de la méthode SPH pour
traiter des écoulements à multi-échelles temporelles et spatiales”, s’articule en trois axes.

Une première partie concerne l’amélioration de la méthode de flux normal (NFM) dont
le développement a été initié dans une précédente thèse au laboratoire (De Leffe [55]).
Cet axe de recherche, qui ne s’inscrit pas dans le sujet initial de la thèse, a été initié afin
de répondre à des problématiques industrielles de NEXTFLOW-Software, financeur de la
thèse. Les développements réalisés ont permis d’adapter au formalisme NFM différents
aspects (modélisation de la viscosité, détection de surface libre, désordre particulaire) ainsi
que d’améliorer la précision des opérateurs.

Le second axe de thèse est dédié au développement d’une méthode de raffinement particu-
laire adaptative, et plus particulièrement à son efficacité dans un contexte d’applicabilité
industrielle. Nous avons d’abord porté un intérêt particulier à la robustesse, la précision
ainsi qu’au temps de calcul des méthodes de raffinement particulaire de l’état de l’art. De
là, de fortes limitations ont été dégagées et nous ont amené à développer une approche de
raffinement originale, inspirée de l’AMR (Adaptive Mesh Refinement [8]), afin de les lever.
Ces développements ont été validés (en 2D et 3D) et sont aujourd’hui intégrés au sein des
outils utilisés par NEXTFLOW-Software.

Le dernier axe concerne le couplage entre les méthodes SPH et Volumes Finis. Dans un
premier temps, nous avons repris l’algorithme de couplage proposé par Marrone et al. [71]
que nous avons généralisé via le développement d’un coupleur dont le rôle est de gérer
les entrées/sorties entre les deux solveurs de façon transparente et générique aussi bien
pour des simulations 2D que 3D. Ensuite, une amélioration a été proposée permettant de
créer/supprimer dynamiquement des particules aux frontières du solveur Volumes Finis.
Des validations sont en cours pour l’extension au 3D.
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Nomenclature

φ Variables conservatives

g Gravité

GR Opérateur gradient régularisé

GR
+ Opérateur gradient régularisé symétrique

GR
− Opérateur gradient régularisé antisymétrique

u Vitesse du fluide

x Position

∆t Pas de temps

∆x Pas d’espace

δ(·) Distribution de Dirac

γ Coefficient polytropique du fluide

〈f〉h Approximation régularisée de f

I Matrice identité

T Tenseur des contraintes visqueuses

P Partition de Ω

S Partition de la frontière ∂Ω

µ Viscosité dynamique du fluide

ν Viscosité cinématique du fluide

Ω Système matériel

ω Volume de contrôle

∂Ω Frontière du système matériel Ω

Πij Viscosité artificielle utilisée dans le schéma de Monaghan
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πij Viscosité numérique utilisée dans le schéma δ-SPH

ρ Masse volumique du fluide

ρ0 Masse volumique nominale du fluide

σ Tenseur des contraintes

c Vitesse du son du fluide

c0 Vitesse nominale du son du fluide

CFLν Condition de Courant, Friedrichs et Lewy pour la partie elliptique

CFLa Condition de Courant, Friedrichs et Lewy pour la partie hyperbolique

DR Opérateur divergence régularisé

DR
+ Opérateur divergence régularisé symétrique

DR
− Opérateur divergence régularisé antisymétrique

GE(·) Solution du problème de Riemann linéarisé

LRMEA Opérateur laplacien de Morris

LRMG Opérateur laplacien de Monaghan

m Masse du fluide

Ma Nombre de Mach

P Pression du fluide

R Rayon de régularisation du noyau d’interpolation d’une particule

t Temps

umax Vitesse maximale de l’écoulement

W Noyau régularisant d’interpolation d’une particule
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Chapitre 1

Equations physiques

Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes pour les écoulements compressibles sont régies par trois lois
de conservation : la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie.
La masse d’un système matériel Ω borné reste constante, ce qui pour un milieu fluide, se
traduit mathématiquement par l’équation de continuité :

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (1.1)

où ρ et u désignent respectivement la masse volumique et la vitesse du fluide considéré.

En l’absence de tension de surface, l’équation de conservation de la quantité de mouvement
en formulation eulérienne s’exprime sous la forme :

∂(ρu)

∂t
+∇(u⊗ u) = ρg −∇P + div(T) (1.2)

où P et g désignent respectivement la pression du fluide et la force gravitationnelle. Le
tenseur des contraintes visqueuses T pour un fluide Newtonien, dont la viscosité vérifie
l’hypothèse de Stokes, s’écrit :

T = −2µ

3
div(u)I + µ

(
∇u+∇uT

)
(1.3)

Dans le cas où la viscosité dynamique µ est constante et le fluide incompressible (div(u) =
0), la partie elliptique de (1.2) se réduit à :

div(T) = µ∆u (1.4)

En écrivant les équations dans un formalisme lagrangien, les quantités matérielles com-
posant l’ensemble Ω se déplacent au cours du temps suivant la relation :

dx

dt
= u (1.5)
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où d
dt

dénote la dérivée matérielle.

Les volumes fluides élémentaires ω associés aux quantités matérielles se déforment au cours
du temps le long de la trajectoire suivant la relation d’Euler :

dω

dt
= ωdiv(u) (1.6)

En combinant (1.1) avec (1.6) on obtient une équation traduisant la conservation locale de
la masse :

d(ωρ)

dt
= 0 (1.7)

Cette équation traduit qu’un volume élémentaire possède une masse m = ωρ constante au
cours du temps.

Afin de fermer le système d’équations (1.1-1.2), il est nécessaire d’introduire une équation
d’état reliant la pression P à la densité ρ. Pour un écoulement isentropique, cela peut se
faire par exemple via l’utilisation de la loi de Tait [96] suivante :

P =
ρ0c

2
0

γ

[(
ρ

ρ0

)γ
− 1

]
(1.8)

où ρ0 et c0 désignent respectivement la masse volumique nominale et la vitesse du son
nominale pour le fluide considéré. Le coefficient polytropique du fluide est désigné par γ.
L’utilisation de l’équation de Tait permet alors de se soustraire à la résolution de l’équation
d’énergie puisque la pression ne dépend pas de l’énergie.

La vitesse du son dérive de la pression et s’écrit :

c =

√
∂P

∂ρ
= c0

√(
ρ

ρ0

)γ−1

(1.9)

Conditions aux limites

Le domaine fluide étant généralement borné, il est nécessaire de définir des conditions aux
limites sur les bords de ce domaine notés ∂Ω.

Conditions d’interface entre deux fluides

La condition dynamique à l’interface traduit la continuité des contraintes à l’interface entre
deux fluides, i.e :

σ1 : n = σ2 : n (1.10)

où σ1 et σ2 représentent les tenseurs des contraintes associés à chacun des deux fluides
considérés. Dans le cadre de la modélisation monofluide d’une surface libre, la condition
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dynamique se traduit par l’imposition de la pression atmosphérique constante à la surface
libre.

A l’interface, on a également continuité des vitesses :

u1 = u2 (1.11)

où u1 et u2 désignent la vitesse de chaque fluide.

Condition d’adhérence à la paroi

La condition d’adhérence traduit la continuité des vitesses à l’interface entre un fluide et
une paroi :

u = usolid (1.12)

Condition de glissement à la paroi

La condition de glissement traduit la continuité des vitesses normales à l’interface entre le
fluide et une paroi :

u · n = usolid · n (1.13)

où usolid désigne la vitesse de la paroi.

Cette condition s’applique uniquement en l’absence de viscosité physique, i.e pour les
équations d’Euler.
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Chapitre 2

Méthode SPH

Interpolation SPH

Construction de l’opérateur SPH

L’idée fondamentale de l’interpolation SPH repose sur l’estimation d’une quantité f(x) en
un point donné de l’espace x à partir des champs connus f(y) autour du point considéré
par l’utilisation d’un produit de convolution :

〈f〉 = f ∗ δ(x) = f(x) =

∫
Ω

f(y)δ(x− y)dy (2.1)

où δ(.) désigne la distribution de Dirac qui vérifie :∫
Ω

δ(x)dx = 1 (2.2)

L’utilisation de la mesure de Dirac permet au niveau continu d’évaluer exactement la
valeur d’une fonction en un point considéré.

Lorsqu’ils créèrent la méthode SPH, Monaghan, Gingold et Lucy [65, 39] proposèrent
d’approcher la fonction de Dirac par une fonction régulière W à support compact, appelée
noyau. Ainsi, ils définirent l’approximation régularisée :

〈f〉R = f ∗W (x) =

∫
Ω

f(y)W (x− y, R)dy (2.3)

où le paramètre spatial R représente le rayon du support du noyau. Dans la première
partie de cet exposé on considère que R est constant en espace.

Cette fonction noyau, tout comme la distribution de Dirac, vérifie :∫
Ω

W (x, R)dx = 1 (2.4)

Afin que le noyau W soit une bonne approximation de la distribution de Dirac, il doit
tendre vers cette dernière au niveau continu, c’est-à-dire lorsque le rayon du support du
noyau tend vers 0 :
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lim
R→0

W (x, R) = δ(x) (2.5)

Dans le domaine de la simulation numérique, l’espace continu est discrétisé en un ensemble
fini de volumes de contrôles. Dans le cadre de méthodes maillées, ces volumes de contrôle
sont appelés cellules tandis que dans le cas de la méthode SPH ils sont appelés particules.
Dans le cadre de la méthode SPH, l’espace continu est ainsi discrétisé en un ensemble
de particules formant une partition P dans laquelle on associe à chaque particule i une
position xi , un volume de fluide élémentaire ωi et des quantités physiques telles que la
masse volumique, la vitesse, la température, etc...

Ainsi la méthode SPH est basée sur des points de discrétisation ayant pour propriétés
d’être des poids de quadrature et des particules matérielles, d’où le nom de méthode
particulaire.

A partir de cette discrétisation, on obtient l’approximation discrète régularisée :

〈f〉Ri =
∑
j∈P

ωjf(xj)Wij (2.6)

où Wij = W (xi − xj, R). Il est à noter que (2.6) n’est ni plus ni moins qu’une méthode de
quadrature composite de type point milieu de l’équation (2.3) où ωj joue le rôle de poids
de quadrature.

Définition du noyau

Le noyau W est une fonction régulière (au minimum C1) à support compact dont la forme
du support est généralement circulaire en 2D et sphérique en 3D. Le choix du noyau a été
pendant de longues années une source de recherche en SPH car l’expérience montrait que
certains noyaux donnaient de meilleurs résultats que d’autres pour un cas-test donné. En
2012, Dehnen et al. [23] réalisent une analyse de Fourier des différents noyaux recensés
dans la littérature. Il en ressort que le noyau de Wendland C2 [105] semble offrir le meilleur
compromis entre précision et stabilité numérique.

Ainsi, en notant q = ‖x‖
R

, le noyau de Wendland C2 est défini par :

W (x, R) =
1

vol(P )
θ (q) (2.7)

où

θ(q) = C ×
{

(1− q)4(1 + 4q) si 0 ≤ q ≤ 1
0 sinon

(2.8)

La constante C permet de normaliser le noyau et de vérifier au niveau discret l’équation
(2.4). Elle prend pour valeur 7 en 2D et 14 en 3D. La variable 1

vol(P )
correspond au volume

du support du noyau (πR2 en 2D et 4πR3

3
en 3D). Sauf indication contraire, il s’agit du

noyau utilisé systématiquement dans le cadre de cette thèse.
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Opérateurs différentiels

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes nécessite la discrétisation
d’opérateurs différentiels spatiaux des premier et second ordres. Nous détaillons dans
cette section la construction de tels opérateurs à l’aide de l’interpolation SPH introduite
précédemment.

Opérateur gradient

À partir de (2.3) on peut écrire une approximation du gradient d’une fonction f :

GR(f) = 〈∇f〉R =

∫
Ω

∇yf(y)W (x− y, R)dy (2.9)

En effectuant une intégration par partie de (2.9) on en déduit :

GR(f) =

∫
∂Ω

f(y)W (x− y, R)ndy −
∫

Ω

f(y)∇yW (x− y, R)dy (2.10)

où ∂Ω désigne le bord du support du noyau et n représente la normale au bord ∂Ω dirigée
vers l’extérieur. Lorsque le support du noyau n’intersecte pas de frontière du domaine
fluide, l’intégrale surfacique devient nulle par compacité du noyau. Dans ce cas, on obtient
finalement :

GR(f) =

∫
Ω

f(y)∇xW (x− y, R)dy (2.11)

L’équation (2.11) est obtenue à l’aide de la propriété d’antisymétrie du gradient du noyau :

∇xW (x− y, R) = −∇yW (x− y, R) (2.12)

On peut construire l’opérateur gradient GR
− suivant :

GR
−(f) = GR(f)− f(x)GR(1) (2.13)

=

∫
Ω

(f(y)− f(x))∇xW (x− y, R)dy (2.14)

que l’on peut écrire sous la forme discrète :

GR
−(f)i =

∑
j∈P

ωj(fj − fi)∇iWij (2.15)

On peut également construire un opérateur symétrique :

GR
+(f) = GR(f) + f(x)GR(1) (2.16)

=

∫
Ω

(f(y) + f(x))∇xW (x− y, R)dy (2.17)

11



CHAPITRE 2. MÉTHODE SPH

que l’on peut écrire sous la forme discrète :

GR
+(f)i =

∑
j∈P

ωj(fj + fi)∇iWij (2.18)

L’opérateur gradient présenté dans cette section peut aussi être étendu aux champs vecto-
riels en remplaçant f par f :

GR(f) =

∫
Ω

f(y)⊗∇xW (x− y, R)dy (2.19)

GR
−(f) =

∫
Ω

(f(y)− f(x))⊗∇xW (x− y, R)dy (2.20)

GR
+(f) =

∫
Ω

(f(y) + f(x))⊗∇xW (x− y, R)dy (2.21)

toujours en l’absence de frontière du domaine fluide.

Divergence

Par un raisonnement analogue à ce qui a été fait pour la construction d’opérateurs gradients,
on peut définir un opérateur de divergence, en l’absence de frontière du domaine fluide :

DR(f) = 〈div(f)〉R =
N∑
i=1

〈
∂fxi
∂xi

〉R
=

N∑
i=1

∫
Ω

fxi(y)
∂W (x− y, R)

∂xi
dy (2.22)

=

∫
Ω

f(y) · ∇W (x− y, R)dy (2.23)

où N désigne la dimension du vecteur f considéré.

A partir de (2.23) et en utilisant le même procédé que dans (2.14) on peut écrire l’opérateur
divergence DR

−(f) :

DR
−(f) =

∫
Ω

(f(y)− f(x)) · ∇W (x− y, R)dy (2.24)

De même, on peut déduire l’opérateur symétrique :

DR
+(f) =

∫
Ω

(f(y) + f(x)) · ∇W (x− y, R)dy (2.25)

Laplacien

L’opérateur Laplacien est nécessaire dès lors que l’on souhaite résoudre les termes ellip-
tiques des équations de Navier-Stokes. Ces termes permettent de prendre en compte les
mécanismes de diffusion (la viscosité ou la température par exemple). L’idée la plus “näıve”
pour construire l’opérateur Laplacien est d’utiliser le même procédé que pour la construc-
tion d’un opérateur différentiel du premier ordre, c’est-à-dire :
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2.2. OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS

〈∆f〉R =

∫
Ω

f(y)∆xW (x− y, R)dy (2.26)

L’expression (2.26) est obtenue via deux intégrations par partie et annulation des termes
surfaciques via compacité du noyau, en l’absence de frontières du domaine fluide. La
précision de cet opérateur est acceptable pour des distributions particulaires cartésiennes
mais elle devient malheureusement insuffisante dès lors que les particules se désorganisent
[78].

Du point de vue mathématique, l’opérateur Laplacien n’est autre que la composition entre
l’opérateur divergence et l’opérateur gradient. Morris et al. [79] se basent sur ce fait afin de
formuler une décomposition entre l’opérateur divergence et l’opérateur gradient. Ainsi ils
discrétisent l’opérateur divergence par une interpolation SPH tandis que pour l’opérateur
gradient est utilisée une différence finie du premier ordre.

Pour construire l’opérateur Laplacien, Morris et al. utilisent l’opérateur DR
+(∇f) :

DR
+(∇f) =

∫
Ω

(∇f(y) +∇f(x)) · ∇W (x− y, R)dy (2.27)

=

∫
Ω

(∇f(x) · n+∇f(y) · n)‖∇W (x− y, R)‖dy (2.28)

où n = − ∇W (x−y,R)
‖∇W (x−y,R)‖ = y−x

‖y−x‖

Un développement de Taylor au premier ordre donne :

f(x) = f(y) + (x− y) · ∇f(y) +O(‖y − x‖) (2.29)

De là on déduit :

∇f(y) · n = ∇f(y) · y − x
‖y − x‖

≈ f(y)− f(x)

‖y − x‖
= (f(y)− f(x))

(y − x) · n
‖y − x‖2

(2.30)

Finalement, en réinjectant (2.30) dans (2.28) on obtient l’écriture du Laplacien de Morris
et al. :

LRMEA(f) =

∫
Ω

2(f(x)− f(y))
(x− y)

‖x− y‖2
· ∇W (x− y, R)dy (2.31)

L’opérateur de Morris et al. (2.31) est ici écrit pour un champ scalaire. Il peut aussi être
étendu au calcul de Laplacien vectoriel en remplaçant simplement f par f . Cet opérateur,
très populaire dans la communauté SPH, est précis dans le cadre d’écoulements visqueux
sans surface libre. En présence de surface libre, il s’avère inconsistant d’après Colagrossi
et al. [17]. Dans ce cas-là on lui préfère le Laplacien de Monaghan et Gingold [75] qui est
défini par :
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CHAPITRE 2. MÉTHODE SPH

LRMG(f) = 2(N + 2)

∫
Ω

(f(x)− f(y)) · (x− y)

‖x− y‖2
∇W (x− y, R)dy (2.32)

où N désigne la dimension du problème considéré. Cet opérateur est consistant en 2D et 3D
[32], conserve la quantité de mouvement et le moment angulaire. L’écriture du Laplacien
de Monaghan et Gingold est très étroitement liée au terme de viscosité artificielle dont nous
reparlerons dans la section 2.4.2.

Applications aux équations de Navier-Stokes

Approche faiblement compressible

Quand les applications visées sont telles qu’on peut faire l’hypothèse de l’incompressibilité
du fluide considéré, la valeur de c0 fixée dans l’équation (1.9) n’est pas nécessairement égale à
la vitesse du son réelle de ce fluide. Ainsi la compressibilité numérique du fluide pourra être
choisie différente de la compressibilité réelle sans changer le comportement incompressible
du fluide. En pratique la vitesse nominale du son c0 est choisie arbitrairement de sorte que
le nombre de Mach Ma = umax

c0
soit inférieur à 0.1 (approche faiblement-compressible). Ce

choix de ne pas nécessairement utiliser la vitesse du son physique s’explique par plusieurs
raisons :

• La résolution de la partie acoustique de l’écoulement ne présente pas nécessairement
un intérêt pour les simulations que nous souhaitons réaliser en SPH

• L’imposition de la vitesse du son réelle conduit à utiliser des pas de temps ∆t très
petits (contrainte de stabilité) entrâınant davantage de dissipation numérique et de
temps de calcul.

Pour justifier une telle approche, on considère l’équation de quantité de mouvement dans
le cadre des équations d’Euler 1D stationnaires :

udu+
dP

ρ
= 0 (2.33)

En introduisant la dérivée totale, cette équation devient :

dP

ρ
=
∂P

∂ρ

dρ

ρ
= −u2du

u
(2.34)

En injectant (1.9) on obtient finalement :

dρ

ρ
= −u

2

c2

du

u
= −Ma2du

u
(2.35)

Cette équation traduit le fait que la variation relative de la densité au sein de l’écoulement
est directement liée au carré du nombre de Mach modulé par la variation relative de vitesse.
En utilisant une approche faiblement compressible (Ma ≤ 0.1), la densité varie au maximum
de 1%. Ainsi, les effets de compressibilité peuvent être considérés comme négligeables.
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2.3. APPLICATIONS AUX ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Opérateurs discrets

L’équation de quantité de mouvement nécessite l’évaluation du gradient de pression ∇P
pour chaque particule i que l’on peut discrétiser avec l’opérateur GR

−(.)i sous la forme :

GR
−(P )i =

∑
j∈P

ωj(Pj − Pi)∇iWij (2.36)

L’emploi de ce type de discrétisation présente l’inconvénient de ne pas être conservatif au
niveau de la quantité de mouvement et du moment angulaire. La raison principale de
cette non conservation provient de la violation du principe d’action-réaction entre deux
particules qui traduit le fait que l’effort d’une particule i sur j est opposé à l’effort de j sur
i. Mathématiquement, le principe d’action-réaction se traduit par l’égalité F i→j = −F j→i.
Or, d’après (2.36) nous avons :

ωiωj(Pj − Pi)∇iWij 6= −ωjωi(Pi − Pj)∇jWji (2.37)

Ce non-respect du principe d’action-réaction est la raison pour laquelle le gradient de pres-
sion ∇P sera finalement discrétisé avec l’opérateur GR

+(.)i sous la forme :

GR
+(P )i =

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi)∇iWij (2.38)

L’équation de continuité nécessite quant à elle l’évaluation de la divergence de la vitesse
∇ · u que l’on peut discrétiser avec l’opérateur DR

−(.)i :

DR
−(u)i =

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij (2.39)

En pratique, on préfère cet opérateur à DR
+ car il évalue exactement la divergence d’un

champ constant.

Montée en ordre des opérateurs

Correction Shepard

La méthode de Shepard [92] permet d’enrichir la précision de l’approximation régularisée
(2.3) et d’estimer ainsi exactement une fonction constante :

〈f〉Ri =
1

γi

∑
j∈P

ωjfjWij (2.40)

où γi désigne la correction Shepard définie par :

γi =
∑
j∈P

ωjWij (2.41)

Par exemple, ce procédé est couramment utilisé pour l’évaluation de la pression exercée par
le fluide sur un capteur positionné sur une paroi.

15



CHAPITRE 2. MÉTHODE SPH

Matrice de renormalisation

La renormalisation est une méthode proposé par Randles & Libersky [90] afin d’augmenter
la précision de l’opérateur gradient GR

−. Une estimation de ∇⊗ x via (2.20) s’écrit :

GR
−(x)i =

∑
j∈P

ωj(xj − xi)⊗∇iWij (2.42)

À convergence, cet opérateur tend vers la matrice identité. En pratique, ce résulat n’est
plus vérifié dès lors que la distribution particulaire n’est plus isotrope (à la surface libre par
exemple). Randles & Libersky proposent d’enrichir l’opérateur gradient via :

Ĝ
R

−(f)i = Bi ·
∑
j∈P

ωj(f j − f i)⊗∇iWij (2.43)

où la matrice de renormalisation Bi est définie par :

Bi =
(
GR
−(x)i

)−1
=

(∑
j∈P

ωj(xj − xi)⊗∇iWij

)−1

(2.44)

Ainsi l’opérateur (2.43) permet d’évaluer exactement le gradient des fonctions linéaires.

Correction MLS

Dilts et al. [28] ont introduit une correction qui permet d’évaluer exactement les fonctions
constantes (tout comme la correction Shepard), les fonctions linéaires ainsi que le gradient
des fonctions linéaires. En 2D il est nécessaire d’inverser la matrice suivante :

M =



∑
j

ωjWij

∑
j

ωj(xi − xj)Wij

∑
j

ωj(yi − yj)Wij∑
j

ωj(xi − xj)Wij

∑
j

ωj(xi − xj)2Wij

∑
j

ωj(xi − xj)(yi − yj)Wij∑
j

ωj(yi − yj)Wij

∑
j

ωj(xi − xj)(yi − yj)Wij

∑
j

ωj(yi − yj)2Wij


(2.45)

L’approximation régularisée d’un champ f d’une particule d’intérêt i s’exprime alors :

〈f〉MLS
i = (M−1e1,Q) (2.46)

avec e1 =

 1
0
0

 et Q =



∑
j

ωjfjWij∑
j

ωjfj(xi − xj)Wij∑
j

ωjfj(yi − yj)Wij


Cette méthode, très coûteuse, nécessite l’inversion de la matrice M pour chaque particule
à laquelle on l’applique. En pratique, on lui préfère souvent la correction Shepard qui, bien
que moins précise, s’avère plus robuste.
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2.4. SCHÉMAS NUMÉRIQUES COMMUNÉMENT UTILISÉS EN SPH FAIBLEMENT
COMPRESSIBLE

Schémas numériques communément utilisés en SPH

faiblement compressible

L’utilisation des équations (2.39) et (2.38) donne la discrétisation des équations d’Euler :

d

dt
(xi) = ui (2.47)

d

dt
(ui) = g − 1

ρi

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi)∇iWij (2.48)

d

dt
(ρi) = −ρi

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij (2.49)

d

dt
(ωiρi) = 0 (2.50)

La notion de stabilité, introduite par Lax et Richtmyer [53], stipule qu’en temps fini la
norme de la solution numérique est bornée. Ce n’est pas le cas du schéma discrétisé
(2.47-2.50).

Pour satisfaire la stabilité d’un tel schéma il est nécessaire d’introduire de la dissipation
numérique au sein des équations. Cette approche est réalisée en décentrant la solution
numérique, c’est-à-dire que le flux centré (Pi + Pj dans le cas de l’équation 2.48) est
remplacé par un flux centré auquel on ajoute un terme dissipatif. Dans le cadre des schémas
numériques présentés par la suite, nous verrons que ce terme dissipatif peut-être soit basé
sur des considérations liées à la physique du problème, soit basé sur des considérations
numériques.

Consistance des opérateurs mis en jeu

Bien que nous ayons illustré jusqu’à présent, à l’aide de principes physiques ou
mathématiques, pourquoi certains opérateurs étaient plus adaptés que d’autres, il con-
vient de vérifier que les opérateurs retenus sont compatibles les uns avec les autres au sein
du système discret d’équations de Navier-Stokes. Derrière cette notion de compatibilité
se cache le terme de consistance qui signifie que le système discrétisé converge localement
vers le système continu. De nombreux travaux ont été réalisés sur ce sujet avec différentes
approches ; Bonet et al. [9] ont utilisé une étude variationnelle basée sur une approche
thermodynamique, Collagrossi et al. [18] a considéré le problème à l’aide du principe des
travaux virtuels, Vila [101] a réalisé la preuve de consistance à l’aide des distributions, Vio-
leau [103] l’a démontré à l’aide de considérations Hamiltoniennes. La preuve de consistance
revient à montrer que les opérateurs GR

+(.)i et DR
−(.)i sont (mutuellement) anti-adjoints,

c’est-à-dire qu’ils vérifient :

(GR
+(P )i,ui)h = −(DR

−(u)i, Pi)h (2.51)

Avant toute chose, il convient de définir deux opérateurs pour le produit scalaire discret :
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CHAPITRE 2. MÉTHODE SPH

∫
Ω

fg dy → (f, g)h =
∑
i∈P

ωifigi (2.52)

∫
Ω

f · g dy → (f , g)h =
∑
i∈P

ωif i · gi (2.53)

En écrivant en détail le produit scalaire entre GR
+(P )i et ui, on obtient :

(GR
+(P )i,ui)h =

∑
i,j∈P

ωiωj(Pi + Pj)ui · ∇iWij (2.54)

=
∑
i,j∈P

ωiωjPiui · ∇iWij +
∑
i,j∈P

ωjωiPiuj · ∇jWji (2.55)

=
∑
i,j∈P

ωiωjPi(ui − uj) · ∇iWij (2.56)

= −(DR
−(u)i, Pi)h (2.57)

Puisque les opérateurs GR
+(.)i et DR

−(.)i sont (mutuellement) anti-adjoints, on a bien con-
sistance du système discrétisé. Cependant, la consistance assure seulement que le système
d’équations discrétisées converge localement vers le sytème continu. La stabilité, qui est
l’objet de la section suivante, est une condition nécessaire pour assurer une convergence
globale du système discrétisé vers le système continu.

Schéma avec viscosité artificielle

Historiquement, le concept de viscosité artificielle a été introduit par Von Neumann et
Richtmyer en 1950 [82] pour la modélisation de tubes à choc afin de stabiliser la solution
numérique au voisinage de telles discontinuités. Ce concept a été repris par Monaghan [76]
et adapté au formalisme particulaire :

Πij = − 1

16
α(ρi + ρj)(Ri +Rj)(ci + cj)µij où µij =

{
uij ·xij

‖xij‖2+εR2
ij

si uij · xij < 0

0 sinon

(2.58)
où α est un coefficient, variant entre 0.01 et 1 dépendant du problème considéré. Le terme
µij est une approximation de la divergence de u. La variable ε permet d’éviter une division
par zéro lorsque les particules i et j sont confondues.

L’efficacité du terme de viscosité artificielle est directement corrélée au choix de α, une
trop petite valeur conduira à des oscillations au voisinage des chocs, une trop grande valeur
entrâınera une diffusion numérique excessive sur la partie convective des équations.

Le terme de viscosité artificielle (2.58) est introduit uniquement dans l’équation de quantité
de mouvement (2.48) afin de décentrer la solution numérique :
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COMPRESSIBLE

d

dt
(ui) = g − 1

ρi

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi + Πij)∇iWij (2.59)

δ-SPH

Antuono et al. [3] proposent une formulation alternative au schéma standard (2.47-2.50)
en ajoutant des termes diffusif dans l’équation de quantité de mouvement mais aussi
dans l’équation de continuité. L’introduction de ces termes diffusifs permet un filtrage du
bruit introduit par les ondes acoustiques de hautes fréquences au sein du champ de pression.

Ainsi, l’équation de continuité devient :

d

dt
(ρi) = −ρi

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij + δc0R
∑
j∈P

ωjΨij · ∇iWij (2.60)

tandis que l’équation de quantité de mouvement s’écrit :

d

dt
(ui) = g − 1

ρi

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi)∇iWij + αc0R
ρ0

ρi

∑
j∈P

ωjπij∇iWij (2.61)

Le terme πij a pour rôle d’introduire de la viscosité numérique au sein de l’équation de
quantité de mouvement, son écriture est le pendant du terme utilisé au sein de l’opérateur
laplacien de Monaghan LR(f)MG dans (2.32) pour modéliser la viscosité physique :

πij =
(uj − ui) · (xj − xi)

‖xj − xi‖2
(2.62)

Le terme Ψij est quant à lui défini par :

Ψij = 2(ρj − ρi)
xj − xi
‖xj − xi‖2

−
(
Ĝ
R

−(ρ)i + Ĝ
R

−(ρ)j

)
(2.63)

En comparaison avec le terme de stabilisation de Monaghan, le schéma δ-SPH nécessite

une boucle de calcul supplémentaire sur les particules afin de calculer Ĝ
R

−(ρ)i et Ĝ
R

−(ρ)j

Le coefficient δ contrôle l’amplitude du terme diffusif. Antuono et al. [3] ont effectué
une analyse du schéma δ-SPH qui a mis en exergue que 0 < δ < 0.2 permet d’assurer la
stabilité du schéma numérique. Le terme α contrôle l’amplitude de la viscosité numérique.
La littérature recommande α = 0.01.

Enfin, il est important de garder à l’esprit que les termes diffusifs disparaissent à conver-
gence. En effet, lorsque R→ 0 , le schéma δ-SPH dérive vers le schéma standard (2.47-2.50)
qui est consistant avec les équations d’Euler.
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Schéma Riemann-SPH

Présentation du schéma

Le schéma Riemann-SPH introduit un décentrement au sein du schéma standard (2.47-
2.50) via la résolution d’un problème de Riemann à l’interface nij entre les particules i et j.
La donnée initiale d’un problème de Riemann s’apparente à deux états constants φi et φj,
représentant les variables conservatives des particules i et j, de part et d’autre de l’interface
nij se déplaçant à la vitesse

ui+uj
2

. De là, la résolution du problème de Riemann permet
de déterminer la solution physique associée à l’interaction entre les particules i et j (onde
de choc, discontinuité de contact, onde de détente). On présente ici les deux formes sous
lesquelles peut s’écrire le schéma Riemann-SPH.

Schéma de Vila

Vila [101] a proposé un formalisme des équations d’Euler adapté à la méthode SPH. Con-
sidérons la forme conservative des équations d’Euler en trois dimensions intégrée sur un
volume de contrôle arbitraire V (t) :∫∫∫

V (t)

(
∂φ

∂t
+ div(FE(φ))

)
dV = 0 (2.64)

avec le vecteur des variables conservatives φ =


ρ
ρu
ρv
ρw

 et le flux eulérien des variables

conservatives FE(φ) =


ρu ρv ρw

ρu2 + P ρuv ρuw
ρuv ρv2 + P ρvw
ρuw ρvw ρw2 + P


D’après le théorème de Leibniz-Reynolds :

d

dt

∫∫∫
V (t)

φdV =

∫∫∫
V (t)

(
∂φ

∂t

)
dV +

∫
S(t)

∫
(u · n)φdS (2.65)

avec u la vitesse locale sur l’enveloppe S(t) de V (t). L’équation (2.64) se réécrit alors :

d

dt

∫∫∫
V (t)

φdV +

∫∫∫
V (t)

div(FE(φ)− u⊗ φ)dV = 0 (2.66)

En considérant que l’espace peut-être partitionné en un ensemble de volumes discrets (notés
particules), toute quantité discrète fi(t) s’exprime comme la moyenne de f(x, y, z, t) sur le
volume de contrôle ωi(t) associé à la particule i :
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COMPRESSIBLE

fi(t) =
1

ωi(t)

∫∫∫
ωi(t)

f(x, y, z, t)dV (2.67)

Ainsi, l’équation (2.66) s’écrit sous forme discrète :

d(ωiφi)

dt
+ ωidiv(FE(φ)− u⊗ φ)i = 0 (2.68)

Par application du théorème de transport (2.65), on obtient une équation d’évolution du
volume :

dωi
dt

= ωidiv(u)i (2.69)

Via l’opérateur divergence de l’équation (2.39), l’équation de variation du volume s’écrit :

dωi
dt

= ωi
∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij (2.70)

En utilisant l’égalité ∇ (FE(φ)− u⊗ φ) = ∇ (FE(φ)− u⊗ φ) + (FE(φ)− u⊗ φ)∇1,
l’équation (2.68) s’exprime sous la forme :

d(ωiφi)

dt
+ ωi

∑
j∈P

ωj(Fi − ui ⊗ φi + Fj − uj ⊗ φj)∇iWij = 0 (2.71)

Vila [101] propose de remplacer (2.71) par un flux centré :

d(ωiφi)

dt
= −ωi

∑
j∈P

2ωj(Fij − u(xij)⊗ φij)∇iWij (2.72)

Calcul des flux et montée en ordre du schéma Riemann-SPH

Le schéma Riemann-SPH de Vila nécessite le calcul du flux Fij à l’interface xij =
xi+xj

2
à

l’aide d’un problème de Riemann dont les états gauche et droit sont respectivement φi et
φj. Ce problème de Riemann se déplace à la vitesse u(xij) =

ui+uj
2

. Le flux Fij s’écrit sous
la forme :

Fij(φi,φj) =

(
ρEuE

ρEuE ⊗ uE + PEI

)
(2.73)

où ρE, uE et PE désignent la solution du problème de Riemann qui peut être calculée à
l’aide d’un solveur exact [47] ou bien à l’aide d’un solveur linéarisé [80, 91].

Ainsi, en remplaçant φij par φE, le schéma Riemann-SPH proposé par Vila s’écrit :
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d

dt
(xi) = ui (2.74)

d

dt
(ωi) = ωi

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij (2.75)

d

dt
(ωiρi) = −ωi

∑
j∈P

ωj2ρE(uE − u(xij))∇iWij (2.76)

d

dt
(ωiρiui) = ωiρig − ωi

∑
j∈P

ωj2(ρEuE ⊗ (uE − u(xij)) + PEI)∇iWij (2.77)

L’équation (2.76) traduit l’échange de flux de masse entre les particules. Bien que le
schéma de Vila ne conserve pas localement la masse, il la conserve globalement.

Le schéma Riemann-SPH est extrêmement dissipatif. En effet, lors de la résolution du
problème de Riemann, les états constants φi et φj de part et d’autre de l’interface sont
vus par le solveur de Riemann comme des discontinuités physiques alors qu’il s’agit en
réalité de discontinuités numériques dues à une approximation constante par morceaux de
la solution numérique.

Pour pallier à cet excès de dissipation numérique, Van Leer [99] propose de remplacer les
états constants φi et φj par une reconstruction polynomiale d’ordre k (degré du polynôme
utilisé). Cette méthode est appelée MUSCL (Monotonic Upstream Scheme for Conservation
Laws). En utilisant l’opérateur renormalisé (2.43), on peut écrire une reconstruction affine
de φi :

φ̂i

(
xi + xj

2

)
= φi + Ĝ

R

−(φ)i ·
(
xi + xj

2
− xi

)
(2.78)

La reconstruction affine ne peut cependant pas être utilisée en l’état car l’utilisation
de (2.78) au sein du problème de Riemann associé à l’équation (2.77) peut conduire
à l’apparition d’oscillations numériques non représentatives de la solution physique du
problème considéré. Ce phénomène numérique correspond à une violation du principe du
maximum.

Pour pallier à ce problème, Harten [43] introduit le concept de schéma TVD (Total varia-
tion diminishing). La variation totale à un instant t pour une loi de conservation scalaire
s’exprime sous la forme :

V T (f(t)) =

∫
Ω

∣∣∣∣∂f(x, t)

∂x

∣∣∣∣ dx (2.79)

Un schéma TVD vérifie alors pour t2 ≥ t1 :

V T (f(t2)) ≤ V T (f(t1)) (2.80)
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Afin de satisfaire (2.80), il convient d’utiliser un limiteur de pente dont la fonction est de
veiller à ce que les extrema locaux de la solution numérique n’augmentent pas au cours du
temps (i.e préservation de la monotonie de la solution). Le limiteur de pente s’applique à la
variable θ qui correspond, pour chaque variable conservative, au rapport entre le gradient
centré de la particule i et la pente reliant la particule i et j :

θi =
Ĝ
R

−(φ)i ·
(xi+xj

2
− xi

)
φj − φi

(2.81)

Sweby [94] parvient à déterminer les conditions qu’un limiteur de pente doit satisfaire afin
que le schéma numérique soit TVD (Fig. 2.1).

θ

Φ(θ)

Φ(θ) = minmod(1, θ)

Φ(θ) = max(0,min(1, 2θ),min(2, θ))

1 2 3

1

2

Zone de Sweby

Figure 2.1: Zone TVD déterminée par Sweby

Au sein du laboratoire nous utilisons le limiteur minmod défini par :

minmod(1, θ) = min(0,max(1, θ)) +max(0,min(1, θ)) (2.82)

dont l’action est illustrée par la figure (2.2). Ainsi, après introduction du limiteur de pente,
(2.78) se réécrit :

φ̂i

(
xi + xj

2

)
= φi +minmod(1, θi)(φj − φi) (2.83)

En pratique, le schéma Riemann-SPH n’est pas TVD car le limiteur minmod est appliqué
interaction par interaction, ce qui lui confère un caractère légèrement dispersif. Guilcher
[42] a étudié l’application du limiteur sur l’ensemble des interactions (chose qui doit être
faite en théorie) et a constaté que cela confère un aspect beaucoup trop dissipatif au schéma
ainsi qu’un surcoût CPU (boucle de calcul supplémentaire afin d’effectuer la limitation sur
l’ensemble des interactions d’une particule).

Schéma de Vila dans un formalisme ALE

Le schéma Riemann-SPH de Vila, décrit dans la section 2.4.4.2, est présenté dans un
formalisme lagrangien. Il est également possible de réécrire ce schéma dans un formalisme
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian), permettant aux particules de se déplacer à une
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φi

φj

Ĝ
R
−(φ)j ·

(
xi−xj

2

)

Ĝ
R
−(φ)i ·

(
xj−xi

2

)
φ̂i

φ̂j

Figure 2.2: Représentation schématique de l’effet du limiteur minmod

vitesse arbitraire u0.

Pour ce faire, on remplace les vitesses lagrangiennes ui et uj de l’équation de variation du
volume (2.75) :

dωi
dt

= ωi
∑
j∈P

ωj(u0j − u0i) · ∇iWij (2.84)

On fait de même pour le calcul des flux de l’équation (2.72) en remplacant u(xij) par
u0(xij) :

d(ωiφi)

dt
= −ωi

∑
j∈P

2ωj(Fij − u0(xij)⊗ φij)∇Wij (2.85)

Ainsi, la résolution du problème de Riemann tient compte du déplacement de l’interface à
la vitesse u0(xij) =

u0i+u0j

2
. Finalement, le schéma de Vila dans un formalisme ALE s’écrit

:

d

dt
(xi) = u0i (2.86)

d

dt
(ωi) = ωi

∑
j∈P

ωj(u0j − u0i) · ∇iWij (2.87)

d

dt
(ωiρi) = −ωi

∑
j∈P

ωj2ρE(uE − u0(xij))∇iWij (2.88)

d

dt
(ωiρiui) = ωiρig − ωi

∑
j∈P

ωj2(ρEuE ⊗ (uE − u0(xij)) + PEI)∇iWij (2.89)

Dans le cadre d’une formulation purement eulérienne (u0i = 0 et u0j = 0), le volume des
particules ne varie pas au cours du temps et des flux de masse s’échangent entre particules
adjacentes. Dans le cas purement lagrangien (u0i = ui et u0j = uj), la masse n’est pas
conservée localement mais le schéma reste globalement conservatif en masse. Cette remar-
que sur la conservation demeure valable quelque soit la vitesse de transport u0 adoptée,
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les flux échangés entre paires de particules étant symétriques à la fois dans l’équation de
conservation de la masse et celle de conservation du moment.

Schéma de Leduc et al.

Leduc et et al. [54] ont introduit, dans le cadre de la modélisation d’écoulements multi-
phasiques, un schéma Riemann-SPH sans flux de masse qui dérive du schéma lagrangien
de Vila. Pour ce faire, considérons que la vitesse de l’interface entre les particules est égale
à la vitesse de la solution du problème de Riemann :

u(xij) = uE (2.90)

Ainsi les équations (2.76) et (2.77) deviennent:

d

dt
(ωiρi) = 0 (2.91)

d

dt
(ωiρiui) = ωiρig − ωi

∑
j∈P

ωj2PE∇iWij (2.92)

En manipulant l’équation de volume (2.75), on introduit la vitesse de la solution du
problème de Riemann :

d

dt
(ωi) = ωi

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij (2.93)

= 2ωi
∑
j∈P

ωj

(
uj + ui

2
− ui

)
· ∇iWij (2.94)

= 2ωi
∑
j∈P

ωj (uE − ui) · ∇iWij (2.95)

Finalement, le schéma Riemann-SPH de Leduc et al. sous sa forme complète s’écrit :

d

dt
(xi) = ui (2.96)

d

dt
(ωi) = 2ωi

∑
j∈P

ωj (uE − ui) · ∇iWij (2.97)

d

dt
(ωiρi) = 0 (2.98)

d

dt
(ωiρiui) = ωiρig − ωi

∑
j∈P

ωj2PE∇iWij (2.99)

La procédure MUSCL décrite dans la section 2.4.4.3 demeure applicable à ce schéma. Leduc
et al. [54] ont opté pour un solveur de Riemann linéarisé pour déterminer uE et PE [80] (le
choix d’un solveur exact est également possible) :
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{
uE =

ρiciui+ρjcjuj
ρici+ρjcj

+
Pi−Pj

ρici+ρjcj

PE =
ρjcjPi−ρiciPj
ρici+ρjcj

+
ρiciρjcj(ui−uj)

ρici+ρjcj

(2.100)

Le schéma de Leduc et al. est purement lagrangien, il n’autorise pas l’échange de flux de
masse et ne peut pas, par conséquent, être écrit dans un formalisme ALE. Cependant, il
est possible de déplacer les particules à une vitesse arbitraire u0 en remplacant (2.96) par :

d

dt
(xi) = u0i (2.101)

Ce déplacement, en l’absence de flux de masse, peut résulter en un champ de pression
bruité comme l’ont montré Oger et al. [87]. Néanmoins, ce type d’approche demeure
intéressant lorsque la discrétisation d’un système d’équations dans un formalisme ALE
n’est pas applicable.

Intégration temporelle

Une fois les équations d’Euler discrétisées spatialement, il est nécessaire de les intégrer
temporellement afin de faire évoluer la solution numérique au cours du temps. En SPH
faiblement compressible, l’intégration explicite en temps est communément utilisée et évite
l’inversion d’un système matriciel. La contrepartie de cette approche réside dans le di-
mensionnement du pas de temps ∆t qui est régi par une condition restrictive de type
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [22].

Condition de stabilité hyperbolique

Lorsque seules les équations d’Euler sont discrétisées (i.e pas de viscosité physique), la
condition CFL s’écrit :

∆ta ≤ CFLa min
i

(
Ri

ci

)
(2.102)

où ∆ta désigne le pas de temps lié à la contrainte CFL sur la propagation des ondes
acoustiques, Ri et ci désignent respectivement le rayon et la vitesse du son de la particule
i. La contrainte (2.102) traduit le fait que le pas de temps ∆ta doit être fixé de sorte que
les ondes issues d’une particule ne soient pas perturbées par les ondes des particules situées
au-delà de son support. En pratique, pour un schéma d’intégration Runge-Kutta d’ordre
4, le nombre de Courant CFLa utilisé couramment est 0.375

Condition de stabilité elliptique

Lorsque les termes de viscosité sont pris en compte, une condition de stabilité pour la partie
elliptique des équations de Navier-Stokes établit que :

∆tν ≤ CFLν min
i

(
R2
i

νi

)
(2.103)
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avec νi la viscosité cinématique du fluide et CFLν le nombre de Courant de diffusion fixé
couramment à la valeur 0.12. La condition de stabilité de la partie elliptique prévaut dès
lors que l’écoulement est dominé par µ∆u (Re ≤ 10).

Finalement, le pas de temps du schéma numérique est choisi de sorte qu’il vérifie les con-
traintes de stabilité sur les parties hyperbolique et elliptique, i.e :

∆t = min(∆ta,∆tν) (2.104)

Corrections numériques communément utilisées en

SPH

Correction de l’instabilité de tension

La méthode SPH souffre d’une instabilité inhérente à la méthode lorsque la pression au
sein du fluide devient négative. Cette instabilité dite de tension (Tensile instability) a fait
l’objet de nombreux travaux (notamment, Swegle et al. [95], Monaghan [77]). Dans le cadre
du schéma standard, la correction de l’instabilité de tension nécessite de corriger l’équation
de quantité de mouvement. Une possibilité est d’utiliser :

d

dt
(ui) = g − 1

ρi

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi)∇iWij −
2Pmin(t)

ρi

∑
j∈P

ωj∇iWij (2.105)

où Pmin(t) = max(0,−min
k∈P

Pk(t)). L’équation (2.105) représente le formalisme que nous

utilisons au sein du laboratoire. Le terme Pmin(t) diffère de la procédure (non conservative)
de Basa et al. [6] qui utilisent un terme de pression correspondant à la moyenne des
pressions des particules voisines.

Suivant le schéma SPH utilisé, l’équation (2.105) peut être étendue au schéma avec
viscosité artificielle, au schéma δ-SPH, ainsi qu’au schéma Riemann-SPH.

L’instabilité de tension crée des “trous” au sein de l’écoulement (Fig. 2.3) lorsque la
pression est négative. L’utilisation de (2.105) peut être vue comme un décalage en
pression permettant de rétablir une distribution particulaire isotrope, et ainsi contrer cette
instabilité. Il est important de garder à l’esprit que le terme Pmin(t) ajoute de la viscosité
numérique au sein du schéma, et que cette viscosité est d’autant plus importante que
l’amplitude de la pression négative est élevée.

Le terme (2.105) ne peut pas être utilisé pour des simulations monophasiques impliquant
une surface libre. En effet, ce terme pousserait les particules dans la direction de la surface
libre conduisant à une solution non physique. Néanmoins, dans le cadre de simulations
à deux fluides, ce terme est parfaitement adapté car le support des particules situées à
l’interface entre deux fluides est complet [18].

27



CHAPITRE 2. MÉTHODE SPH

Figure 2.3: Instabilité de tension mise en évidence par Swegle [95] pour un corps soumis à
une déformation

Méthodes de désorganisation particulaire

L’importance de l’isotropie de la distribution spatiale des particules est essentielle du point
de vue de l’erreur de troncature des opérateurs mis en jeu, ainsi que pour la qualité des
simulations en termes de précision et de stabilité. La méthode SPH étant lagrangienne, les
particules s’organisent spatialement suivant les trajectoires. Dès lors que le fluide s’étire,
les volumes des particules se déforment anisotropiquement, entrâınant une organisation
spatiale des particules sous forme de structures en ligne (Fig. 2.4).

Figure 2.4: Evolution temporelle d’un écoulement lagrangien autour d’un obstacle carré
(Colagrossi et al. [1])

La Figure 2.4 représente l’écoulement autour d’un obstacle carré pour un nombre de
Reynolds Re = 50. La solution numérique présentée ici a été calculée à l’aide d’un code SPH
eulérien, et un post-traitement a permis de déplacer les particules suivant les trajectoires
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calculées. Une telle anisotropie des particules a pour conséquence de faire chuter dras-
tiquement la précision de l’opérateur gradient SPH. La littérature SPH présente différentes
méthodes/techniques destinées à désordonner les particules et à “casser” ainsi ces structures
néfastes pour la solution numérique.

X-SPH

Afin d’améliorer la qualité des écoulements avec surface libre, Monaghan [73] a introduit
un champ de transport lissé appelé X-SPH qui consiste à remplacer (2.47) par :

dxi
dt

= ui + 2ε
∑
j∈P

ωjρj

(
uj − ui
ρi + ρj

)
Wij (2.106)

Le paramètre ε est à ajuster et vaut typiquement 0.5. Monaghan constate que (2.106)
permet d’éviter que les particules ne se rapprochent trop. La correction X-SPH a pour
inconvénient majeur de ne pas nécessairement faire converger le système d’équations
(2.48,2.49,2.50,2.106) vers la solution des équations d’Euler. En effet, à convergence, rien

n’assure que le terme 2ε
∑
j∈P

ωjρj

(
uj − ui
ρi + ρj

)
Wij tende vers 0.

Particle shifting

Lind et al. [61] et Xu et al. [108] ont développé une méthode de shifting afin d’introduire une
petite perturbation dans le déplacement des particules tout en tenant compte de l’influence
de celle-ci au sein des variables conservatives. Pour ce faire, via un développement de Taylor
des variables conservatives on obtient :

φî = φi + (∇φ)i · (xî − xi) +O(‖xi − xî‖
2) (2.107)

où i et î sont respectivement l’ancienne et la nouvelle position de la particule. L’amplitude
et la direction du vecteur de shifting sont gouvernées par la loi de Fick permettant de
décrire le déplacement d’une espèce chimique fortement concentrée vers une zone de plus
faible concentration, en vue d’homogénéiser son milieu. Mathématiquement cela se traduit
par :

J = −D∇C (2.108)

où J désigne le flux, C la concentration de l’espèce chimique et D un coefficient de diffusion.
En faisant l’hypothèse que le flux, i.e le nombre de particules par unité de surface par unité
de temps, est proportionnel à la vitesse des particules, la loi de Fick permet d’écrire :

xî = xi − 0.5R2∇Ci (2.109)

où ∇Ci permet d’évaluer le gradient de la concentration :

∇Ci =
∑
j∈P

ωj(1 + fij)∇iWij (2.110)
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et où fij désigne un terme introduit par Monaghan [77] afin de réduire l’instabilité de
tension :

fij = 0.2

(
Wij

W (∆x)

)4

(2.111)

La méthode de “particle shifting”, couramment utilisée dans la méthode I-SPH (SPH in-
compressible), peut-être vue comme une technique de remaillage (les quantités physiques
associées à une particule sont extrapolées de son ancienne position vers sa nouvelle).

Loi de vitesse Oger et al.

Récemment, Oger et al. [87] ont proposé une méthode de ré-organisation des particules
basée sur un formalisme ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) du schéma Riemann-
SPH. Ce formalisme utilise une loi de vitesse de transport dont le rôle est de modifier
l’organisation des particules.

La loi de vitesse, notée u0i, s’exprime comme une modification de la vitesse lagrangienne :

u0i = ui + δui avec ‖δui‖ << ‖ui‖ (2.112)

où δui correspond à une perturbation de faible amplitude du champ de vitesse afin de
détruire les structures en lignes inhérentes à la méthode SPH.

Pour ce faire, Oger et al. [87] ont proposé la loi de vitesse suivante :

δui =


−U char

i n̂i si U char
i ‖n̂i‖ < 0.25‖ui‖

−0.25‖ui‖ n̂i
‖n̂i‖ sinon.

(2.113)

où n̂i est un vecteur pointant dans la direction où la distribution est anisotrope :

n̂i =
∑
j∈P

ω0j∇W (xi − xj , Rδ)Ri (2.114)

La vitesse caractéristique de l’écoulement U char
i = c0Ma permet de moduler la perturbation

d’une amplitude indépendamment des gammes de vitesse de l’écoulement considéré. A
convergence, la loi de vitesse de transport tend vers la vitesse lagrangienne :

lim
Ri→0

u0i = ui (2.115)

On a donc bien la consistance aux équations d’Euler lagrangiennes. Le choix Rδ = 2∆x
au sein de (2.114) permet de mesurer l’anisotropie à une échelle très localisée autour de la
particule considérée. Par souci de robustesse, le choix du volume initial ω0j de la particule
j est préféré à son volume courant ωj.

La limitation à 25% dans (2.113) est utilisée afin d’advecter les particules avec une vitesse
proche de la vitesse lagrangienne même là où la correction agit le plus.
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La condition cinématique de surface libre (1.11) impose que les particules se situant à
l’interface se déplacent lagrangiennement, i.e u0i = ui. Par conséquent, il est nécessaire
d’effectuer une détection des particules localisées à la surface libre afin que leur vitesse ne
soit pas modifiée. Cette détection est aisée dans le cadre d’une simulation multi-fluide
puisque cela revient à détecter la présence d’une ou plusieurs particules de phases
différentes dans le voisinage d’une particule d’intérêt. Dans le cadre d’une simulation
monophasique, cette détection est beaucoup plus complexe à réaliser. Les détails de cette
détection via l’algorithme de Marrone et al. [70] sont présentés dans la section 3.2.2. De
plus, le respect de l’équation (2.114) implique que les particules situées à une distance
inférieure à Rδ de l’interface ne sont pas affectées par la loi de vitesse (u0i = ui). Sur la
figure 2.5, seules les particules bleues (•) sont advectées suivant la loi de vitesse.
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Figure 2.5: Représentation des différents types de particules lors de la détection de surface
libre ∂ΩSL

Dans la section 5 consacrée au raffinement particulaire, nous présenterons une extension de
la loi de vitesse Oger et al. qui permet de désordonner les particules jusqu’à la surface libre
de sorte que seule la première couche de particules situées à l’interface respecte la condition
cinématique de surface libre.

La Figure 2.6 représente une comparaison du champ de pression obtenu entre le schéma
ALE avec correction de vitesse et le schéma Riemann-SPH lagrangien à l’instant où le
fluide impacte le mur vertical de la cuve. La simulation lagrangienne présente de fortes
erreurs sur la détermination de la pression liées à l’organisation des particules qui suivent
les trajectoires. A l’inverse, le schéma ALE permet d’obtenir un champ de pression régulier.
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Figure 2.6: Comparaison du champ de pression obtenu sur un dambreak entre le schéma
ALE avec correction de vitesse et le schéma Riemann-SPH strictement lagrangien [87]
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Chapitre 3

Traitement numérique des conditions
aux limites

Conditions aux limites pour un corps

Le traitement des conditions limites aux parois est un problème délicat à traiter pour la
méthode SPH et représente toujours actuellement un champ de recherche très actif au sein
de la communauté scientifique. Cela s’explique par le fait qu’à l’inverse du domaine fluide,
il n’y a pas de points de quadrature sur lesquels s’appuyer à l’extérieur du domaine fluide,
ni de points situés sur l’interface sur lesquels imposer des conditions aux limites. Dans la
littérature, deux axes de développement ont été explorés afin de rétablir la consistance du
schéma au voisinage des parois.

Le premier regroupe les méthodes volumiques qui considèrent un domaine fictif par delà
les parois dans lequel des particules fantômes sont créées afin que le support des particules
fluides en proche paroi soit completé. Ainsi les opérateurs différentiels présentés dans la sec-
tion 2.2 sont inchangés; la seule difficulté demeure dans la définition des particules fantômes.

Le second axe de développement regroupe les méthodes surfaciques qui utilisent une
discrétisation de la paroi. Cette approche nécessite d’introduire des intégrales de bord
au sein des opérateurs différentiels de la section 2.2.

Méthodes d’intégration volumique

Particules fantômes

La méthode des particules fantômes (Ghost) est probablement la plus répandue au sein de
la communauté SPH pour traiter les conditions aux limites des solides (Libersky et al. [60],
Colagrossi et al. [20] ,Yildiz et al. [109]). Son principe repose sur l’extension du domaine
physique Ω en y ajoutant un domaine fictif ΩG qui contient des particules fantômes dont
la position est déterminée par symétrie des particules fluides par rapport à la paroi solide.
La figure 3.1 illustre le processus de création des particules fantômes. Ainsi, toute particule
fluide dont le support intersecte la paroi solide est symétrisée. Lorsque l’on utilise la renor-
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Figure 3.1: Particules fantômes obtenues via symétrisation autour de la paroi solide

malisation (2.42), on étend la symétrisation aux particules situées à 2R afin de déterminer
la matrice de renormalisation des particules fantômes voisines des particules de Ω. Pour
chaque particule fluide i, la particule fantôme g(i) associée voit sa position déterminée par
:

xg(i) = xi + 2(xf · n− xi · n)n (3.1)

où n et xf correspondent respectivement à la normale et un point sur la frontière (plane).

Lorsqu’une condition de glissement (non-pénétration) est imposée à la paroi, la vitesse de
la particule fantôme ug(i) vérifie :

ug(i) = ui + 2(uf · n− ui · n)n (3.2)

tandis que la condition d’adhérence s’exprime comme :

ug(i) = −ui + 2uf (3.3)

Cette condition est instable numériquement et conduit à un regroupement des particules
en proche paroi pour l’opérateur laplacien de Monaghan et Gingold (2.32) et Morris et al.
(2.31) (Watkins et al. [104], Basa et al. [6]). De Leffe [55] a rétabli la stabilité en proposant
que la partie elliptique des équations de Navier-Stokes (laplacien de vitesse) soit résolue
avec une condition d’adhérence, tandis que la partie hyperbolique (divergence de la vitesse
dans l’équation de continuité) utilise une condition de glissement :

ug(i) =

{
ui + 2(uf · n− ui · n)n dans (2.49)
−ui + 2uf dans (2.31, 2.32)

(3.4)

L’imposition de la pression sur une particule fantôme Pg(i) n’est pas régie par une condition
limite mais par les équations d’Euler à la paroi (Oger [85], Doring [30]) :

du

dt
· n = −1

ρ

∂P

∂n
+ g · n (3.5)

En dérivant la condition de glissement (1.13) on obtient :

du

dt
· n = (us − u) · dn

dt
+
dus
dt
· n (3.6)
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De là on déduit :

g · n− 1

ρ

∂P

∂n
= (us − u) · dn

dt
+
dus
dt
· n (3.7)

A l’aide de (1.9) on obtient :

∂P

∂n
=
∂P

∂ρ

∂ρ

∂n
= c2

0

(
ρ

ρ0

)γ−1
∂ρ

∂n
(3.8)

Finalement, par intégration on a :

ρG(i) =

[
ργ−1
i +

ργ−1
0 (γ − 1)

c2
0

(
(u− us) ·

dn

dt
− dus

dt
· n+ g · n

)
(xg(i) − xi) · n

] 1
γ−1

(3.9)

Dans le cadre des équations de Navier-Stokes, (3.9) s’exprime sous la forme :

ρG(i) =

[
ργ−1
i +

ργ−1
0 (γ − 1)

c2
0

(
−dus
dt
· n+ g · n+ ν

∂2(u · n)

∂n2

)
(xg(i) − xi) · n

] 1
γ−1

(3.10)

Finalement, il reste à définir le volume de la particule fantôme ωG(i). Il s’agit là du point
le plus délicat car lorsque la paroi solide est courbe, le volume de la particule fantôme est
directement lié au Jacobien de la transformation géométrique transformant la particule i
en sa fantôme G(i) (Guilcher [42]). La figure 3.2 illustre ce phénomène où les particules
fantômes possèdent un plus petit volume que les particules fluides car elles se trouvent à
l’intérieur de la courbure. Ainsi le volume des particules fantômes est donné par :

ωG(i) =
(Rc − d)

(Rc + d)
ωi (3.11)

où Rc désigne le rayon de courbure et d la distance projetée de la particule fluide sur la paroi.
On note que dans le cas où la paroi solide est plane, l’équation (3.11) devient ωG(i) = ωi.

Dans un contexte industriel, les particules fantômes ne sont pas pleinement satisfaisantes.
Elles posent notamment de grandes difficultés théoriques et pratiques dès lors qu’un corps
présente des singularités géométriques. De plus, dans le cadre de parois courbes, il faudrait
connâıtre le rayon de courbure local pour initialiser correctement le volume d’une particule
fantôme, ce qui ajoute des procédures spécifiques à la mise en oeuvre du calcul.

Particules fantômes fixes

La méthode des particules fantômes fixes, introduite par Marrone et al. [67], permet de
générer des particules fantômes qui évoluent au gré de la cinématique des parois auxquelles
elles sont rattachées. Ainsi, à l’inverse de la méthode des particules fantômes, il n’y a
pas de création/suppression de particules fictives à chaque pas de temps. Les particules
fantômes fixes, comme leur nom l’indique, sont générées uniquement à l’initialisation du
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Figure 3.2: Volumes géométriques occupés par des particules et leurs fantômes pour une
paroi concave

calcul (seules leurs variables sont mises à jour à chaque pas de temps).

Pour ce faire, plusieurs étapes algorithmiques sont nécessaires (Fig. 3.3) :

• Les parois du solide sont discrétisés en un ensemble de noeuds séparés d’une distance
caractéristique ∆x (espacement inter-particulaire). A chaque noeud est associé un
vecteur normal unitaire n qui est dirigé vers l’extérieur du domaine fluide.

• Chaque noeud est ensuite dupliqué k fois à l’intérieur du solide dans la direction du
vecteur normal (k étant choisi de sorte que le support d’une particule fluide soit com-
plet en proche paroi). Ces duplications sont espacées d’une distance ∆x les unes des
autres. La première duplication intervient à une distance ∆x

2
de la paroi. L’ensemble

des noeuds dupliqués forment les particules fantômes fixes.

• Le même procédé de duplication est réalisé dans la direction opposée à la normale (les
noeuds ainsi dupliqués sont dans le domaine fluide). Ces noeuds sont appelés points
d’interpolation.

• Des traitements spécifiques sont réalisés pour les singularités géométriques car la
duplication “näıve” des noeuds peut entrâıner un placement incorrect des points
d’interpolation.

A chaque particule fantôme fixe est associé un point d’interpolation dont le rôle est
d’imposer la condition d’adhérence ou de glissement. Pour ce faire, chaque point
d’interpolation réalise une interpolation MLS (Moving Least Squared) du champ de vitesse
sur les particules fluides au début de chaque pas de temps. Ensuite, d’après (3.3) ou (3.2),
chaque particule fantôme fixe utilise le champ de vitesse de son point d’interpolation afin
d’initialiser son propre champ de vitesse.

La pression des particules fantômes fixes est quant à elle initialisée de façon analogue à
(3.9,3.10).
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Figure 3.3: Création des particules fantômes fixes et des points d’interpolation

Méthodes d’intégration surfacique

Les méthodes d’intégration surfaciques prennent en compte une discrétisation des intégrales
de bord ∂Ω afin d’imposer les conditions aux limites d’adhérence ou de glissement. His-
toriquement, la première méthode surfacique, proposée par Monaghan [74], s’inspirait du
potentiel de Lennard-Jones [57]. Ce potentiel, utilisé dans le domaine de la modélisation
numérique de la physique moléculaire, caractérise les interactions entre atomes. Monaghan
a étendu cette approche en discrétisant les parois comme un ensemble de particules
solides (au sens où elles sont rattachées physiquement au corps qu’elles discrétisent) qui
interagissent avec les particules fluides au moyen de forces répulsives. Cette méthode, trop
imprécise, ne tient pas compte de la physique du problème ni du schéma numérique utilisé
au sein du fluide.

Kulasegaram et al. [51] ont introduit des opérateurs différentiels prennant en compte
la présence de parois à l’aide d’une approche variationnelle mais la discrétisation de
l’équation de quantité de mouvement découlant de cette méthode ne vérifie pas le principe
d’action/réaction.

Marongiu et al. [66] ont proposé de discrétiser la paroi en un ensemble de segments
interagissant avec les particules fluides. De façon analogue aux interactions entre particules
fluides au sein du schéma Riemann-SPH, Marongiu et et al. ont calculé les interactions
entre particules fluides et segments via un solver de Riemann partiel.

De Leffe et al. [56] a adapté et étendu la méthode de flux normal (NFM) de Ghidaglia et
al. [38] à SPH. Cette méthode, bien que proche de Marongiu et al., s’en différencie par
le traitement des flux à la paroi ainsi que par l’introduction d’une correction Shepard au
sein des opérateurs. Les travaux de De Leffe et al. permettent de modéliser uniquement
les écoulements non visqueux.

Ferrand et al. [34] ont repris les travaux de Kulasegaram et al. et ont procédé à une
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modification de l’opérateur gradient afin qu’il vérifie le principe d’action/réaction. Plutôt
que de recalculer la correction Shepard à chaque pas de temps, Ferrand et al. ont utilisé
une équation d’advection pour la faire évoluer. Ils ont dénommé cette méthodologie
USAW (Unified Semi-Analytical Wall). Des travaux complémentaires ont été réalisés pour
augmenter la précision de la méthode (Violeau et al. [102], Mayrhofer et al. [72], Leroy et
al. [59]). La méthodologie USAW permet de traiter les écoulements non visqueux (en 2D),
ou laminaire ou turbulent.

Cette sous-section se veut volontairement très synthétique sur l’état de l’art des méthodes
surfaciques. En effet, nous allons introduire dans le prochain chapitre la méthode de flux
normal appliquée à SPH par De Leffe et al., ainsi que les développements réalisés dans le
cadre de cette thèse dans l’optique de l’améliorer.

Surface libre

Conditions dynamique et cinématique

La condition dynamique de surface libre se traduit par la continuité des contraintes à la
surface-libre, de position elle-même inconnue du problème (Fig. 3.4). Dans le cas des
équations d’Euler, cela se traduit par la simple imposition de Patm comme pression à la
surface libre.

∂ΩSL

P = Patm

Domaine fluide Ω
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Figure 3.4: Représentation de la position géométrique de la surface libre ∂ΩSL

En considérant que la pression à la surface libre est nulle (à une constante près), on peut
néanmoins effectuer un changement de référentiel de pression au sein de l’équation d’état
via ρ = ρ0 à la surface libre. En utilisant un schéma de discrétisation adapté, Colagrossi
et al. [18] ont montré que, pour les équations d’Euler, cette condition est intrinsèquement
vérifiée à convergence au sens intégral. Les travaux ont été étendu ensuite aux équations
de Navier-Stokes (Colagrossi et al. [17]), où, là encore, un choix adapté de schéma doit
être considéré pour discrétiser l’opérateur visqueux.

La condition cinématique de surface libre est naturellement vérifiée en SPH de par la nature
lagrangienne de la méthode.
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Détection de la surface libre

La détermination de la position de la surface libre est d’une importance capitale dans le
domaine de la modélisation incompressible car la condition dynamique de surface libre ne
peut être imposée via une modification du référentiel de pression. Il est donc nécessaire de
détecter explicitement les particules formant la surface libre.
D’autre part, dans le cadre de la visualisation de résultats (iso-surface, vues en coupes),
il est intéressant de pouvoir projeter, via la détection de surface libre, les champs des
particules sur une grille régulière afin de faciliter l’analyse quantitative des données de
sortie d’un calcul SPH. La détection de surface libre permet également la modélisation de
physiques plus complexes telles que la tension de surface.

Dans le cadre de cette thèse, la détection de surface libre est uniquement nécessaire lorsque
la loi de vitesse Oger et al. sera utilisée (voir section 2.6.2). La méthode que nous présentons
ici est issue de Marrone et al. [70] et se décompose en deux étapes. La première consiste
à calculer la matrice de renormalisation (2.44) afin d’obtenir une première estimation des
particules localisées à la surface libre. Doring [30] a montré que la plus petite valeur propre
λ de cette matrice est fonction de la position des particules localisées dans le voisinage de
la particule considérée. Ainsi, λ tend vers 1 lorsque le support de la particule est complet.
A l’inverse, λ tend vers 0 lorsque la particule est isolée (extrémité d’un jet ou proximité de
la surface libre par exemple).

Figure 3.5: Représentation de la valeur de λ au sein d’un écoulement [70]

Le critère de détection basé sur λ fournit ainsi une évaluation précise des particules localisées
à la surface libre (Fig. 3.5). Ce critère est néanmoins insuffisant car l’algorithme considère
que les particules réparties non uniformément au sein du fluide appartiennent à la surface
libre (dû au caractère lagrangien de la méthode). La seconde étape de l’algorithme vise
donc à rectifier cela. Pour ce faire, Marrone et al. proposent de calculer le vecteur normal
ñ à la surface libre en appliquant :

ñi = −

Bi ·
∑
j∈P

ωj∇iWij

‖Bi ·
∑
j∈P

ωj∇iWij‖
(3.12)

où Bi correspond à la matrice de renormalisation définie dans l’équation (2.44). De là,
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Marrone et al. évaluent si au moins une particule du voisinage de i est localisée dans un
cône de révolution axé sur la normale ñi (Fig. 3.6). Si aucune particule n’est localisée dans
ce cône, alors la particule i est considérée comme étant à la surface libre.
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• •
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•

Domaine fluide Ω

i

Surface libre

Cône de révolution

ñi

Figure 3.6: Seconde étape de la détection : recherche de voisins dans un cône de révolution
axé sur ñi

Nous renvoyons le lecteur à l’article de Marrone et al. [70] pour de plus amples détails.
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Chapitre 4

Améliorations de la méthode de flux
normal (NFM)

L’adaptation de la méthode de flux normal au formalisme SPH a été initié dans une
précédente thèse au sein du laboratoire (De Leffe [55]). Ces développements permettent de
simuler des écoulements non visqueux bidimensionnels avec un gain de précision appréciable,
par rapport à la méthode des particules fantômes, en présence de géométries complexes.
Cependant, dans le cadre tridimensionnel, la méthode NFM souffre d’un manque de ro-
bustesse qui se traduit, ponctuellement, par des fuites de particules à travers les parois. Ce
constat a également été souligné par Mayrhofer et al. [72] ainsi que Leroy [58]. De plus, afin
de répondre à des problématiques industrielles de NEXTFLOW-Software, il est nécessaire
d’étendre la méthode NFM aux équations de Navier-Stokes (modélisation de la viscosité).

Flux de paroi caractéristique

Dans le cadre de systèmes hyperboliques, Ghidaglia et al. [38] ont développé une résolution
des systèmes hyperboliques basée sur une méthode des Flux caractéristiques. Ici, on
l’applique pour les flux de parois. L’originalité de cette méthode découle du traitement
automatique des conditions aux limites quelle que soit la forme du système hyperbolique
considéré (linéaire ou non). Ainsi il n’est pas nécessaire de déterminer les invariants de
Riemann du système, ni même de résoudre le problème de Riemann partiel à la paroi.

Considérons la forme conservative des équations d’Euler en deux dimensions :

∂φ

∂t
+ div(FE(φ)) = 0 (4.1)

avec le vecteur des variables conservatives φ =

 ρ
ρu
ρv

 et le flux eulérien des variables

conservatives FE(φ) =

 ρu ρv
ρu2 + P ρuv
ρuv ρv2 + P


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On note A(φ,n) la Jacobienne du flux physique :

A(φ,n) =
∂FE(φ) · n

∂φ
=

(
0 n

c2n− (u · n)u u⊗ n+ (u · n)I

)
(4.2)

où, d’après (1.9), on a c2 = ∂P
∂ρ

En réintroduisant la Jacobienne dans (4.1) on obtient (en deux dimensions) dans une base
cartésienne :

∂φ

∂t
+ A(φ, e1)

∂φ

∂x
+ A(φ, e2)

∂φ

∂y
= 0 (4.3)

Le flux que l’on souhaite déterminer étant à la paroi, il est plus commode de se placer dans
la base (τ ,n) :

∂φ

∂t
+ A(φ, τ )

∂φ

∂τ
+ A(φ,n)

∂φ

∂n
= 0 (4.4)

Ensuite, en multipliant (4.4) par la Jacobienne évaluée à la paroi et en négligeant les termes
tangentiels on a :

∂FE(φ) · n
∂t

+ A(φ,n)
∂FE(φ) · n

∂n
= 0 (4.5)

La matrice A(φ,n) est diagonalisable, ses matrices de vecteurs propres à gauche et à droite
s’écrivent :

L(φ,n) =
1

2c

(
c+ u · n −2cu · τ c− u · n
−n 2cτ n

)
(4.6)

R(φ,n) =

(
1 0 1

u− cn τ u+ cn

)
(4.7)

tandis que sa matrice diagonale s’écrit :

D(φ,n) =

 u · n− c 0 0
0 u · n 0
0 0 u · n+ c

 = λI (4.8)

Finalement on a bien : D(φ,n) = L(φ,n)A(φ,n)R(φ,n)

On peut donc réécrire (4.5) sous la forme d’un système diagonal composé de 3 équations
d’advection indépendantes :

l1(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂t

+ λ1(φ,n)l1(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂n

= 0 (4.9)

l2(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂t

+ λ2(φ,n)l2(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂n

= 0 (4.10)
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4.2. ADAPTATION DE LA MÉTHODE NFM POUR SPH (ÉTAT DE L’ART)

l3(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂t

+ λ3(φ,n)l3(φ,n) · ∂FE(φ) · n
∂n

= 0 (4.11)

où l1(φ,n), l2(φ,n) et l3(φ,n) sont les vecteurs colonnes composant la matrice L(φ,n).
En classant les valeurs propres par ordre croissant on obtient :

λ1(φ,n) < λ2(φ,n) = 0 < λ3(φ,n) (4.12)

D’après Ghidaglia et al., le système (4.9-4.11) en présence d’une condition de glissement se
réduit à : {

us · n = 0
l3(φf ,n) ·

(
FE(φp) · n

)
= l3(φf ,n) ·

(
FE(φf ) · n

) (4.13)

où les indices p et f désignent respectivement la paroi et le fluide. Finalement, à l’aide de
(4.6) et (4.8), le système (4.13) devient (pour une paroi immobile) :{

up · n = 0
Pp = Pf + ρfcfuf · n

(4.14)

On en déduit alors l’expression du flux à la paroi :

FE(φp) · n =

(
0
Ppn

)
(4.15)

Ghidaglia et al. ont montré que cette méthode est asympotiquement équivalente à la
résolution d’un problème de Riemann partiel avec l’avantage de ne pas recourir à la
résolution d’un système d’équations non linéaires.

Nous avons présenté la méthode de flux normal telle qu’elle est utilisée en Volume Finis.
De Leffe et al. [56] ont réalisé des ajustements pour l’adapter au formalisme SPH.

Adaptation de la méthode NFM pour SPH (état de

l’art)

Définition d’opérateurs différentiels adaptés aux parois pour les
équations d’Euler

Dans le chapitre 2, de nombreuses propriétés fondamentales de l’opérateur SPH ont été
énoncées. Parmi elles, l’équation (2.4) traduit le fait que l’intégrale du noyau est égale à
1. En présence d’une paroi cette propriété n’est cependant plus vérifiée puisque le noyau
n’est plus complet (Fig. 4.1).
La consistance de l’approximation régularisée (2.3) est restaurée à l’aide d’une correction :

〈f〉R =
1

γ(x)

∫
Ω

f(y)W (x− y, R)dy (4.16)

où γ(x) désigne la correction Shepard définie par :
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∂ΩΩ •

Figure 4.1: Support d’une particule tronqué par une paroi

γ(x) =

∫
Ω

W (x− y, R)dy (4.17)

La présence de la paroi nécessite de redéfinir l’opérateur gradient GR en modifiant (2.10) :

GR(f) =
1

γ(x)

∫
∂Ω

f(y)W (x− y, R)ndy +
1

γ(x)

∫
Ω

f(y)∇xW (x− y, R)dy (4.18)

et de la même façon pour l’opérateur de divergence DR :

DR(f) =
1

γ(x)

∫
∂Ω

f(y) · nW (x− y, R)dy +
1

γ(x)

∫
Ω

f(y) · ∇xW (x− y, R)dy (4.19)

La contribution surfacique disparâıt dès lors que le support de la particule n’intersecte pas
la paroi.
Le passage du continu au discret nécessite de définir une discrétisation de la frontière ∂Ω.
On se donne une partition S de la frontière et on défini par s la surface de contrôle de ses
éléments. Les opérateurs gradient GR

+ et divergence DR
− s’écrivent alors :

GR
+(f)i =

1

γi

∑
j∈S

sj(fi + fj)Wijnj +
1

γi

∑
j∈P

ωj(fi + fj)∇iWij (4.20)

DR
−(f)i =

1

γi

∑
j∈S

sj(f j − f i) · njWij +
1

γi

∑
j∈P

ωj(f j − f i) · ∇iWij (4.21)

où γi est la forme discrète de (4.17) présentée plus loin dans ce manuscrit.
L’utilisation des opérateurs (4.20) et (4.21) permet notamment d’écrire le schéma standard
(2.47-2.50) sous la forme :

d

dt
(xi) = ui (4.22)

d

dt
(ui) = g − 1

γiρi

∑
j∈P

ωj(Pj + Pi)∇iWij −
1

γiρi

∑
j∈S

sj(Pj + Pi)Wijnj (4.23)

d

dt
(ρi) = −ρi

γi

∑
j∈P

ωj(uj − ui) · ∇iWij −
ρi
γi

∑
j∈S

sj(uj − ui) · njWij (4.24)

d

dt
(ωiρi) = 0 (4.25)
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Le schéma Riemann-SPH de Leduc et al. (présenté dans la section 2.4.4.5) adapté au
formalisme NFM s’écrit quant à lui sous la forme :

d

dt
(xi) = u0i (4.26)

d

dt
(ωiρiui) = ωiρig −

ωi
γi

∑
j∈P

ωj2PE∇iWij −
ωi
γi

∑
j∈S

sj(Pj + Pi)Wijnj (4.27)

d

dt
(ωi) =

2ωi
γi

∑
j∈P

ωj(uE − ui) · ∇iWij +
ωi
γi

∑
j∈S

sj(uj − ui) · njWij (4.28)

d

dt
(ωiρi) = 0 (4.29)

En pratique, au sein des équations (4.24) et (4.28), la variable uj de la somme sur S est
remplacée par la vitesse up de la paroi imposée par la condition aux limites. D’autre part,
par application de la méthode de flux normal, la pression Pj de la somme surfacique est
remplacée par Pp issue de l’équation (4.14).

Montée en ordre

Le terme de pression Pp au sein du flux normal est trop imprécis puisque Pf , ρf , cf et uf
sont pris comme Pi, ρi, ci et ui respectivement. Dans le cadre du schéma Riemann-SPH,
De Leffe et al. ont étendu la procédure MUSCL à la paroi. Le principe reste le même que
dans la section 2.4.4, c’est-à-dire que l’on souhaite réaliser une reconstruction polynômiale
de l’état du fluide φf à la paroi :

φ̂i(xp) = φi + Ĝ
R

−(φ)i · (xp − xi) (4.30)

Tout comme lors de l’intéraction entre deux particules fluides, l’expression (4.30) ne peut
être utilisé en l’état. Il convient de lui appliquer un limiteur de flux. Cependant l’état du
fluide est inconnu au delà la paroi, ce qui rend impossible l’utilisation du limiteur minmod
pour limiter le flux à la paroi. De Leffe a proposé une limitation basée sur l’hypothèse de
pseudo-compressibilité :

ρ̂li = max(0.99ρi,min(ρ̂i, 1.01ρi)) (4.31)

ρ̂uli = max(−0.1ρici,min(ρ̂ui, 0.1ρici)) (4.32)

En pratique ce limiteur n’agit que très localement et permet un gain de robustesse très
appréciable. L’expérience numérique montre que son action n’a pas d’influence sur la
physique du résultat à convergence.
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Calcul numérique de la correction Shepard

L’objet de cette section est d’expliciter la discrétisation γi de la correction Shepard γ(x)
(4.17). Feldman et al. [33] ont introduit une formulation de cette correction basée non
plus sur une intégrale volumique mais surfacique.

L’idée de cette formulation est de déterminer une fonction vectorielle W qui satisfasse :

divW = W (4.33)

La fonction vectorielle W est de la forme :

W = f(r)x où r =
‖x‖
R

(4.34)

Par application du théorème de Green-Ostrograski on obtient :∫
V

WdV =

∫
V

divW dV =

∫
S

W · ndS (4.35)

D’après la définition de W , la fonction f doit satisfaire l’équation différentielle suivante :

W = ∇ ·W = (∇ · x)f +∇f · x (4.36)

= df + (∇rf ′) · x (4.37)

= df +
1

r
(x · x)f ′ (4.38)

= df + rf ′ (4.39)

avec d la dimension du problème considéré. Cette équation différentielle admet pour solu-
tion :

f(r) =
1

rd

∫
rd−1Wdr (4.40)

En utilisant (2.7) et (2.8), on obtient pour le noyau de Wendland en 2D et 3D :

f(r) =
7

πRr2

[
r2

2
− 5r4

2
+ 4r5 − 5r6

3
+

4r7

7

] ‖x‖
R

0

(4.41)

f(r) =
21

2πR2r3

[
r3

3
− 2r5 +

10r6

3
− 15r7

7
+
r8

2

] ‖x‖
R

0

(4.42)

La primitive du noyau étant à support compact, les équations (4.41) et (4.42) doivent
vérifier :

lim
‖x‖→R

f(r) = 0 (4.43)

c’est-à-dire en 2D et 3D :
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f(r) =
7

πR

{
1
2
− 5r2

2
+ 4r3 − 5r4

2
+ 4r5

7
− 1

14r2 si r ≤ 1
0 sinon

(4.44)

f(r) =
21

2πR2

{
1
3
− 2r2 + 10r3

3
− 15r4

7
+ r5

2
− 1

42r3 si r ≤ 1
0 sinon

(4.45)

Le théorème de Green-Ostrograski ne peut être appliqué immédiatement car la fonction vec-
torielle W est singulière au voisinage de r = 0. Considérons une sphère infinitésimale Sint
(Fig. 4.2) de rayon εR , de sorte que r ne soit pas trop proche de 0 (la preuve est effectuée en
3D mais le raisonnement demeure identique en 2D via l’utilisation de coordonnées polaires).

•
εR

nint

Sint
next

R

Sext

Figure 4.2: Représentation de la singularité en R = 0 avec des sphères intérieures et
extérieures

Afin de faire disparâıtre la singularité en r = 0 , γ(x) est écrit sous la forme :

γ(x) = lim
ε→0

∫
Sext\{Sint}

WdV (4.46)

En utilisant l’équation (4.33) nous avons :

γ(x) = lim
ε→0

∫
Sext\{Sint}

divW dV = lim
ε→0

∫
Sext\{Sint}

∇ ·W dV (4.47)

Par application de Green-Ostrogradski les intégrales de bords des sphères s’écrivent :

γ(x) = lim
ε→0

∫
∂Sint

W · ndS +

∫
∂Sext

W · ndS (4.48)

Dès lors que le support de la particule n’intersecte pas la paroi on a γ(x) = 1. Au sein
de l’équation (4.48), l’intégrale surfacique sur ∂Sext est alors nulle. Ainsi il reste à vérifier
que l’intégrale sur le bord de la sphère intérieure est bien égale à 1. On en déduit les
simplifications suivantes :
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γ(x) = lim
ε→0

∫
∂Sint

W · ndS = lim
ε→0

f(ε)

∫
∂Sint

x · ndS = −4π lim
ε→0

f(ε)ε3R2 = 1 (4.49)

Finalement l’expression de la correction Shepard est donnée par :

γ(x) = 1 +

∫
∂Sext

W · ndS (4.50)

Il convient à présent d’expliciter la discrétisation de la correction Shepard. De Leffe et al.
[56] proposent d’évaluer numériquement la correction Shepard à l’aide d’une formule de
quadrature composite de type point milieu. La correction Shepard s’exprime alors sous la
forme discrète :

γi = 1 +
∑
j∈S

sjf

(
‖xi − xj‖

R

)
(xi − xj) · nj (4.51)

Dans ce qui suit, l’équation (4.51) fait référence au “Shepard numérique”.

•

(xi − xj) · n‖x i
− x

j
‖

••••

•

•

n

i

sj

∂Ω

Figure 4.3: Calcul de γi

La figure 4.3 illustre le processus de calcul de γi. Chaque paroi est discrétisée en un
ensemble fini de segments sj dont les milieux, représentés par des puces bleues, jouent le
rôle de points de quadrature.

D’après De Leffe et al. [56], une dizaine de points de quadrature dans le support d’une
particule sont suffisants pour obtenir une évaluation correcte de γ. Cependant, ce postulat
n’est valable que lorsque la particule demeure à une distance “acceptable” de la paroi
(c’est-à-dire

(xi−xj)·n
R

> 0.1).

La valeur théorique de γ lorsqu’une particule est située sur une paroi plane est 1
2
. Sur la

figure 4.4, on constate qu’il est nécessaire de mailler finement la paroi pour espérer obtenir
ce résultat.
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•i
d
R

∂Ω

Figure 4.4: Difficulté à évaluer numériquement γ lorsque la particule tend à se rapprocher
de la paroi (cas d’une paroi plane 2D)

Améliorations proposées pour la méthode NFM

Calcul analytique de la correction Shepard

Expression en 2D

Afin de s’affranchir d’un coût de calcul prohibitif pour le calcul de γ, Feldman [33] a
proposé de calculer analytiquement l’équation (4.50) dans le cadre d’une paroi plane.
Leroy et al. [59] ont étendu ce procédé à tout type de géométrie en 2D.

Pour ce faire, considérons que la surface ∂Sext peut être décrite comme un ensemble fini de
segments s (Fig. 4.5) :

γi = 1 +
∑
s

γ̂s (4.52)

avec :

γ̂s = −ns · x
∫
s

f(r)dr (4.53)

En notant dn = ns ·x la distance normale de la particule au segment et ξ = sign(r ·x)r ·x
la distance signée obtenue par projection de la particule sur le chemin r parcourant le
segment, on obtient :

γ̂s = −dn
∫ ξb

ξa

f

(√
d2
n + ξ2

R

)
dξ (4.54)

On note ξa = min

(√
R2−d2

n

R
,

√
‖xi−xa‖2−d2

n

R

)
la distance normalisée à l’extrémité gauche du
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•

•

•
•

•

•

a
b

dn

ξbξa

ts
ns

i

Figure 4.5: Calcul analytique de γ̂s pour le segment [ab]

segment et ξb = min

(√
R2−d2

n

R
,

√
‖xi−xb‖2−d2

n

R

)
la distance normalisée à l’extrémité droite

du segment.

Après intégration, l’équation (4.54) s’écrit :

γ̂s = sign(ns · xia)
1

12π

(
sign(ts · xbi)F

(
ξb,

dn
R

)
− sign(ts · xai)F

(
ξa,

dn
R

))
(4.55)

où F s’exprime sous la forme :

F (ξ, d) =
(
15d7 + 126d5

)
arcsinh

(
ξ

d

)
− 6 arctan

(
ξ

d

)
+ 8dξ

(
ξ2 + d2

) 5
2 (4.56)

+
(
10d3 + 84d

)
ξ
(
ξ2 + d2

) 3
2 +

(
15d5 + 126d3

)
ξ
√
ξ2 + d2 − 42dξ5 (4.57)

−
(
140d3 + 70d

)
ξ3 −

(
210d5 + 210d3 − 42d

)
ξ (4.58)

En présence d’une paroi plane, lorsque la particule d’intérêt tend vers la paroi on obtient
par passage à la limite :

lim
dn→0

γ̂s = −1

4
(sign(ts · xbi)− sign(ts · xai)) (4.59)

Ainsi, si la paroi plane est discrétisée en plusieurs segments, le segment [ab] contenant le
projeté de la particule i entrâıne γ̂s = 1

2
tandis que γ̂s = 0 pour tous les autres segments.

Finalement, on a bien γi = 1− 0.5 = 0.5.

La formulation (4.55) demeure valable quel que soit le type de géométrie (paroi plane, coin
interne, coin externe, etc...) rencontré. De plus, cette formulation tient compte du fait
que la particule peut être devant ou derrière un segment via le terme sign(ns · xia). Par
exemple, pour un cercle discrétisé en un nombre fini de segments, il n’est pas rare qu’une
particule soit localisée derrière un segment (exemple de la Fig. 4.6).
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•
•

•

•

• •

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•

•
•

•

•

a

b

c

Particules situées
derrière [ab]

Particules situées
derrière [bc]

Figure 4.6: Positionnement des particules par rapport à deux segments

Figure 4.7: Comparaison entre Shepard analytique et numérique avec 100 points de quadra-
ture dans le rayon (cas d’une paroi plane)

La figure 4.7 illustre l’apport de précision du Shepard analytique pour une particule située
au voisinage de la paroi. De plus, la comparaison Shepard analytique/numérique permet
de valider l’expression de F utilisée dans l’équation (4.55).

Expression en 3D

Dans le cadre tridimensionnel, Violeau et al. [102] ont déterminé une écriture analytique
pour la correction Shepard. Pour ce faire, on peut appliquer une seconde fois le théorème
de Green-Ostrogradski afin de calculer γ en s’appuyant seulement sur les segments formant
les polygônes du maillage (et non plus les polygônes tout entier).

Dans le cadre de cette thèse, les parois sont décrites avec une triangulation. Les notations
utilisées sont explicitées sur la figure 4.8. Par la suite, les distances calculées entre des
vecteurs appartenant au plan contenant T seront préfixées par p tandis que celles cal-
culées entre le vecteur position de la particule i et un point du triangle seront préfixées par r.

On considère qu’il existe une fonction vectorielle Ψ vérifiant :

divΨ(p) = f(r) (4.60)
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•

•

•

•

•

T

nT
i

dns1

s2

σ

κ

pσκ

riκ

ξ1

ξ2

ts

ns

Figure 4.8: Notations utilisées pour le calcul de γ pour une particule i située au voisinage
d’un triangle T

où f est la fonction précédemment déterminée à l’équation (4.45). La fonction vectorielle
Ψ est de la forme :

Ψ = ϕ(p)p avec p = ‖p‖ (4.61)

Ici, p désigne le vecteur unitaire appartenant au plan contenant le triangle T et dont
l’origine se situe en σ. Dès lors, on peut montrer comme dans (4.40) que ϕ vérifie une
équation différentielle dont la solution est de la forme :

ϕ(p) =
1

p2

∫ 1

p

pf(r)dp (4.62)

Puisque r =
√
p2 + d2

n, on a alors rdr = pdp, ce qui permet finalement d’écrire :

ϕ(p) =
1

p2

∫ 1

r

rf(r)dr (4.63)

Après intégration on en déduit l’expression de ϕ :

ϕ(r) =
1

4πR2p2r

{
(1− r)6(1 + 3r + 3r2) si r ≤ 1
0 sinon

(4.64)

L’équation (4.64) vérifie ϕ(1) = 0. L’application du théorème de Green-Ostrogradski
nécessite d’étudier la singularité de Ψ au voisinage de l’origine. Ce phénomène apparâıt
lorsque p = 0, ce qui se traduit géométriquement par σ ∈ T . De manière analogue à la
figure 4.2, une intégration sur un cercle de rayon εR centré en σ permet d’écrire :

lim
ε→0

∫
∂Sint

Ψ · ndS = lim
ε→0

∫
∂Sint

ϕ(r)p · n∂sdp = 2πϕ(dn)p2R2 =
1

2dn
(1− dn)6(1 + 3dn + 3d2

n)

(4.65)
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Par Green-Ostrogradski on a :

γ(x) = lim
ε→0

∫
∂Sint

Ψ · ndS +

∫
∂Sext

Ψ · ndS (4.66)

La première intégrale de l’équation (4.66) est nulle sauf si σ ∈ T (dans ce cas l’équation
(4.65) s’applique). La seconde intégrale s’exprime sous la forme :∫

∂Sext

Ψ · ndS = dn

∫
∂T
ϕ(r)p · n∂T dp (4.67)

Le chemin p parcourant ∂T admet pour paramétrisation :

p = κ+ ξts avec ξ =
√
r2 − r2

iκ (4.68)

Dès lors on obtient :∫
∂Sext

Ψ · ndS = sign(ns · pσκ)dnpσκR2

[∫ ξ2

0

ϕ(r)dξ −
∫ ξ1

0

ϕ(r)dξ

]
(4.69)

En effectuant le changement de variable rdr = ξdξ et en utilisant les égalités p2 = r2 − d2
n

et pσκ =
√
r2
iκ − d2

n , les intégrales suivant dξ s’expriment sous la forme :

Φ(r, riκ, dn) = dnpσκR
2

∫ ξ

0

ϕ(r)dξ =

∫ r

riκ

dn
√
r2
iκ − d2

n

4π

(1− r)6(1 + 3r + 3r2)

(r2 − d2
n)
√
r2 − r2

iκ

dr (4.70)

=
P1(riκ, dn) ln

(√
r2 − r2

iκ + r
)

+ P2(r, riκ, dn) + P3(r, riκ, dn)

64π
(4.71)

+

(
P4(r, riκ, dn) + P5(riκ, dn) + P6(r, riκ)

64π

)
dn

√
r2
iκ − d2

n

√
r2 − r2

iκ (4.72)

− P1(riκ, dn) ln (riκ) + P2(riκ, riκ, dn) + P3(riκ, riκ, dn)

64π
(4.73)

avec :

P1(riκ, dn) =
(
15r6

iκ + 18d2
nr

4
iκ + 168r4

iκ + 24d4
nr

2
iκ + 224d2

nr
2
iκ + 48d6

n + 448d4
n

)
dn

√
r2
iκ − d2

n

(4.74)

P2(r, riκ, dn) = 8(dn + 1)6(3d2
n − 3dn + 1) arcsin

(
dnr + r2

iκ

riκ(r + dn)

)
(4.75)

P3(r, riκ, dn) = 8(dn − 1)6(3d2
n + 3dn + 1) arcsin

(
dnr − r2

iκ

riκ(r − dn)

)
(4.76)

P4(r, riκ, dn) = 12d2
nr

3 − 80d2
nr

2 + 18d2
nr

2
iκr + 224d2

nr + 24d4
nr (4.77)

P5(riκ, dn) = −128r4
iκ − 160d2

nr
2
iκ − 224r2

iκ − 240d4
n − 336d2

n + 112 (4.78)

P6(r, riκ) = 8r5 − 48r4 + 112r3 − 112r2 + 10r2
iκr

3 − 64r2
iκr

2 + 168r2
iκr + 15r4

iκr (4.79)
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Finalement, la correction Shepard associée à une triangulation T s’écrit :

γi = 1 +
∑
τ∈T

γ̂iτ − Γiτ (4.80)

où γ̂iτ représente la contribution apportée par les segments composant le triangle τ :

γ̂iτ =
∑
s∈τ

sign(ns · pσκ)
(
sign(ris2 · ts)Φ(ris2, riκ, dn)− sign(ris1 · ts)Φ(ris1, riκ, dn)

)
(4.81)

et où Γiτ représente la contribution de la singularité de Ψ au voisinage de σ :

Γiτ =

{
1
2
(1− dn)6(1 + 3dn + 3d2

n) si σ ∈ τ
0 sinon

(4.82)

Discussion sur les singularités de γ̂iτ

La fonction γ̂iτ présente certaines singularités lorsque la projection σ est située sur un
segment ou un sommet. Ces cas de figure sont bien plus fréquents numériquement que l’on
ne pourrait l’imaginer et il convient dès lors de les traiter avec rigueur. Dans le cas où σ
est situé sur le segment [s1s2], la contribution Γiτ est pondérée d’un facteur 1

2
. Lorsque

σ est localisé sur un sommet s, la contribution Γiτ est pondérée d’un facteur 1
Ns

où Ns

désigne le nombre de segments possédant s comme extrémité.

Violeau et al. [102] proposent de traiter ces singularités en calculant l’angle solide à un
sommet (lorsque la projection σ est localisée dessus) ou entre deux facettes (lorsque la
projection σ est située sur un segment). Ces traitements sont délicats à mettre en place
pour des géométries complexes, nous avons préféré opter pour le traitement décrit dans le
paragraphe précédent.

Opérateur Laplacien pour NFM

Nous avons vu précédemment dans la section 2.2.3 qu’en l’absence de paroi, l’opérateur
laplacien de Morris et al. s’écrit pour un champ scalaire f :

LRMEA(f) =

∫
Ω

2(f(x)− f(y))
(x− y)

‖x− y‖2
· ∇W (x− y, R)dy (4.83)

En présence de parois cet opérateur n’est plus consistant (du moins dès lors que les parois
ne sont pas discrétisées avec une méthode de particules fantômes). Considérons un nouvel
opérateur LRMEA(f)NFM adapté au formalisme NFM :

LRMEA(f)NFM =
2

γ(x)

∫
Ω

(f(x)− f(y))
(x− y)

‖x− y‖2
· ∇W (x− y)dy

+
2

γ(x)

∫
∂Ω

(f(x)− f(y))

(x− y) · n
W (x− y)dS (4.84)
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L’opérateur laplacien de Morris et al. NFM discret s’exprime sous la forme :

LRMEA(f)NFMi =
2

γi

(∑
j∈P

ωjfij
xij
‖xij‖2

· ∇Wij +
∑
j∈S

sj
fij
dn
Wij

)
(4.85)

Analyse d’erreur de l’opérateur laplacien NFM discret

Dans cette section on s’intéresse à la précision de l’opérateur (4.85). Pour ce faire, on
évalue le laplacien d’une particule dont le support est tronqué par une paroi plane en
faisant évoluer sa position dans la direction normale à la paroi (Fig. 4.9).

•i
d
R

∂Ω

Figure 4.9: Schéma du cas test considéré

On applique l’opérateur (4.85) à un champ linéaire et un champ quadratique.

L
R M
E
A

(x
)N

F
M

i

L
R M
E
A

(x
2
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i

d
R

d
R

Figure 4.10: Evaluation de ∇ · (∇x) (à gauche) et ∇ · (∇x2) (à droite) par le laplacien de
Morris NFM

L’analyse effectuée sur la figure 4.10 a été réalisée avec plusieurs discrétisations volumiques
(de R

∆x
= 4 jusqu’à R

∆x
= 16) afin d’illustrer la convergence de l’opérateur LRMEA(x)NFMi . La
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discrétisation surfacique adoptée est restée fixe (une quinzaine d’éléments). Les résultats
de la figure 4.10 tendent à confirmer la consistance entre (4.84) et l’opérateur ∆.
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Extension d’une méthode de désorganisation particulaire adaptée
au formalisme NFM

Afin de détruire les structures lagrangiennes, diverses méthodes de désordre particulaire
ont précédemment été introduites dans la section 2.6.2. Nous proposons ici d’étendre la loi
de vitesse Oger et al. (présentée dans la section 2.6.2.3) au formalisme NFM.

Détection de la surface libre

Nous avons vu précédemment qu’il est nécessaire de réaliser une détection de surface libre
lorsque la loi de vitesse Oger et al. est utilisée. La discrétisation des parois avec un
formalisme NFM nécessite d’effectuer quelques ajustements de l’algorithme de Marrone et
al. [67] (adapté aux particules fantômes), sans quoi les particules situées proche des parois
seront perçues par l’algorithme comme étant à la surface libre (Fig. 4.11).

Figure 4.11: Représentation des particules détectées à la surface libre par l’algorithme de
Marrone et al. en présence de parois discrétisées avec NFM (cas d’un dambreak 2D)

Nous avons vu précédemment que la première étape de l’algorithme de détection consiste
à calculer les valeurs propres de la matrice de renormalisation Bi (2.44). En introduisant
les termes surfaciques, la matrice de renormalisation adaptée à NFM s’écrit :

BNFM
i =

(
1

γi

∑
j∈P

ωj(xj − xi)⊗∇iWij +
1

γi

∑
j∈S

sj(xj − xi)⊗ njWij

)−1

(4.86)

La seconde étape est le calcul du vecteur normal à la surface libre (3.12). En introduisant
les termes surfaciques, le vecteur normal s’écrit :

ñNFMi = −

BNFM
i ·

(∑
j∈P

ωj∇iWij +
∑
j∈S

sjnjWij

)
∥∥∥∥∥BNFM

i ·

(∑
j∈P

ωj∇iWij +
∑
j∈S

sjnjWij

)∥∥∥∥∥
(4.87)
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L’utilisation des équations (4.86) et (4.87) au sein de l’algorithme de Marrone et al. permet
ainsi de détecter correctement la surface libre avec la méthode NFM (Fig. 4.12).

Figure 4.12: Représentation des particules détectées à la surface libre à l’aide du nouvel
algorithme (cas d’un dambreak 2D)

Loi de vitesse

On rappelle l’équation (2.114) permettant de déterminer la direction où la distribution est
anisotrope :

n̂i =
∑
j∈P

ω0j∇W (xi − xj , Rδ)Ri (4.88)

L’équation (4.88) n’est pas applicable en l’état car le vecteur n̂i ne tient pas compte de la
présence de la paroi (dès lors que celle-ci n’est pas discrétisée avec une méthode de particules
fantômes) et pointera donc dans la direction de la paroi. On propose une définition prenant
en compte les parois afin de remplacer (2.114) :

n̂NFMi =
1

γi

∑
j∈P

ω0j∇W (xi − xj , Rδ)Ri +
1

γi

∑
j∈S

sjW (xi − xj , Rδ)njRi (4.89)

La figure 4.13 présente une comparaison entre le champ de pression obtenu avec le schéma
Riemann-SPH strictement lagrangien NFM et avec le schéma avec loi de vitesse adapté
au formalisme NFM. La continuité du champ de pression est nettement améliorée par
l’utilisation de la loi de vitesse.
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4.4. EXTENSION DE LA MÉTHODE EN 3 DIMENSIONS

(a) Formulation strictement lagrangienne (b) Formulation avec loi de vitesse

Figure 4.13: Comparaison du champ de pression obtenu sur un dambreak entre le schéma
Riemann-SPH strictement lagrangien NFM et le schéma NFM utilisant la nouvelle loi de
vitesse Oger et al.

Extension de la méthode en 3 dimensions

La présente section concerne l’implémentation de la méthode NFM pour le traitement
d’écoulements tridimensionnels. Dans le cadre de cette thèse, on s’est intéressé aux moyens
à mettre en œuvre afin que la discrétisation des parois soit efficace (au sens de l’optimisation
du temps CPU) et simple à mettre en œuvre.

Description de l’algorithmique mise en place

En 3D, l’intersection entre le support d’une particule et une paroi plane est un disque (Fig.
4.14). Le bord d’un disque étant courbe, il apparâıt dès lors non trivial de discrétiser une
telle géométrie. Néanmoins, toutes les intégrales surfaciques de la méthode NFM utilisées
pour le calcul des flux (4.23,4.24) font intervenir l’évaluation du noyau W sur le bord de Ω.
Ainsi il est possible d’approcher l’intersection entre une sphère et un plan par l’intersection
entre un cube et un plan. Le disque de diamètre 2RΩ (noté DΩ) résultant de l’intersection
est ainsi remplacé par un carré de côté 2RΩ (noté CΩ). Cette approximation est valide de
par la compacité du noyau (Fig. 4.15).

Au sein du code SPH-flow, les corps sont maillés uniquement avec des triangles. Dans ce qui
suit, c’est ce que nous appellerons le maillage primaire. Les flux des intégrales surfaciques
(4.23,4.24) nécessitent d’être calculés numériquement via l’utilisation d’une quadrature.
Pour ce faire, le carré d’intersection CΩ est maillé cartésiennement et chaque élément de
surface Cj apporte une contribution dans la formule de quadrature composite de point
milieu utilisé sur un triangle T (Fig. 4.16).

Cette discrétisation de CΩ est appelée maillage secondaire. Un tel procédé n’est cependant
pas utilisable tel quel car les éléments Cj doivent être redécoupés lorsqu’ils intersectent le
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••

•TDΩ

T
•σ

DΩ

Figure 4.14: Représentation de l’intersection entre le support d’une particule et une paroi
plane (vue de face à gauche et de dessus à droite)

W (·) = 0 W (·) = 0•σ

2RΩ

CΩ

DΩ

Figure 4.15: Justification de l’approximation d’un disque DΩ par un carré CΩ pour le calcul
de flux NFM

•

Projection du support sur le plan contenant T

DΩ

σ

T

Surface élémentaire Cj

Figure 4.16: Eléments de surface Cj composant le maillage secondaire CΩ

triangle T (Fig. 4.17).
La redécoupe est un processus complexe qui nécessite trois étapes :

• Déterminer via des tests logiques si le triangle et le carré s’intersectent.

• Déterminer les points d’intersection et leur barycentre qui servira de point de quadra-
ture.
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Figure 4.17: Différentes intersections possibles entre un triangle et un carré

• Déterminer l’aire du polygône obtenu qui servira de poids de quadrature.

La première étape est fastidieuse car elle nécessite d’effectuer les tests logiques suivants :

• Coin(s) du carré inclus dans le triangle ? (Alg. 1)

• Sommet(s) du triangle inclus dans le carré ?

Cependant ces tests s’avèrent en pratique insuffisants car il existe des cas où le polygône
d’intersection est non vide et ne se compose ni de sommets du triangle ni de sommets du
carré (dernier schéma de la figure 4.17 indiqué par une flèche rouge).

Algorithm 1 Test logique d’appartenance d’un point x à un triangle T
1: function PointInFace(x, T )
2: PointInFace = FALSE
3: if ns1 · (s1 − x) ≥ 0 and ns2 · (s2 − x) ≥ 0 and ns3 · (s3 − x) ≥ 0 then
4: PointInFace = TRUE
5: end if
6: end function

Pour pallier à ce problème, on propose ici une méthode beaucoup plus simple qui permet
de déterminer à coup sûr si l’intersection est vide ou non. Pour ce faire on considère qu’un
carré Cj peut être uniquement décrit par son centre xcj et sa longueur Lc (tous les carrés
issus de CΩ font la même dimension). A partir de ces informations, il est possible de
définir deux nouveaux triangles. Le premier, dit interne, est une réduction de T d’une
longueur 0.5

√
2Lc dans la direction des normales du triangle. Le second, dit externe, est
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External triangle Text

Internal triangle Tint

0.5
√

2Lc

0.5
√

2LcT

Figure 4.18: Définition des triangles interne et externe

une augmentation de T d’une longueur de 0.5
√

2Lc dans la direction des normales (Fig.
4.18).
Dès lors, la procédure de détermination d’intersection se réduit à :

• Si xcj ∈ Tint alors le carré est complètement inclus dans T , il n’y a pas de redécoupe
à faire et on accepte la contribution surfacique de l’élément Cj.

• Sinon, si xcj /∈ Text alors le carré n’intersecte pas T , on rejette la contribution sur-
facique de la part de l’élément Cj.

• Sinon le polygône d’intersection est non vide et il faut le calculer.

La seconde étape de la procédure de découpe consiste à déterminer les points d’intersection
de T et Cj et à les ordonner. Ce procédé, largement documenté dans la littérature, a fait
l’objet de nombreuses publications dans le domaine de l’infographie et est désigné sous le
nom de clipping [93, 40, 100].

La dernière étape de la découpe est la détermination de l’aire du polygône obtenu. Pour ce
faire, on somme les aires des triangles formés de deux sommets consécutifs et du barycentre
du polygône (Alg. 2).

Algorithm 2 Calcul de l’aire A du polygône P

1: procedure PolygonArea(A ,P)
2: A = 0
3: T3 = bP . Le troisième sommet de T reçoit le barycentre de P
4: for i = 1, nP do . Boucle sur les sommets de P classés en ordre anti-horaire
5: T1 = Pi

6: T2 = Pmod(i+1,2nP−i)
7: A = A + TriangleArea(T ) . L’aire de T est ajoutée via Héron
8: end for
9: end procedure

Le calcul de l’aire d’un triangle quelconque est effectué à l’aide de la formule de Héron où
a, b, c sont les longueurs des côtés du triangle :
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S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) avec p =

a+ b+ c

2
(4.90)

Finalement cette ultime étape clôt le processus de détermination des poids et points de
quadrature utilisés pour le calcul des flux à la paroi. La figure 4.19 résume les différentes
étapes présentées précédemment.

•

•

•

•

• •

•

•

•

•

•

Identification Classification Calcul d’aire

bP

Figure 4.19: Représentation des étapes permettant de déterminer le barycentre et l’aire du
polygône

Analyse de la précision en fonction du nombre de points de quadra-
ture

Il est à présent nécessaire de quantifier le nombre d’élements du maillage secondaire
nécessaires afin que le calcul des intégrales surfaciques soit précis. Pour ce faire, on considère
l’évaluation d’un champ constant sur une paroi plane :

F∂Ω =

∫
∂Ω

WdS ≈
∑
j∈S

sjWij (4.91)

D’après Violeau et al. [102], la valeur analytique de cette intégrale (pour le noyau de
Wendland C2) est donnée par :

F∂Ω =
3

4R

(
1− dn

R

)5
(

2 +
10dn
R

+ 16

(
dn
R

)2
)

(4.92)

La comparaison effectuée sur la figure 4.20 démontre que l’utilisation de 36 points de quadra-
ture est suffisante pour obtenir une évaluation pertinente de (4.92) quelle que soit la dis-
tance de la particule à la paroi. De plus, le nombre de points de quadrature peut être réduit
lorsque la particule est suffisamment loin de la paroi (dn

R
≥ 0.3) car la convergence de la

solution numérique est alors obtenue à partir de 16 points de quadrature environ.

Discussion sur la pertinence de l’algorithmique choisie

Une alternative à la redécoupe serait de raffiner suffisamment le maillage primaire afin
d’utiliser le centre de gravité et l’aire de chaque triangle comme point et poids de quadra-
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dn
R

R× F∂Ω

Figure 4.20: Comparaison entre la valeur analytique et la solution numérique pour différents
nombres de points de quadrature en fonction de la distance à la paroi

ture pour l’évaluation des intégrales surfaciques (4.23,4.24). On se propose d’effectuer le
comparatif en terme de temps CPU entre les deux approches.

(a) 12 triangles (b) 3072 triangles (c) 6144 triangles

Figure 4.21: Différents maillages d’une cuve hydrostatique

Pour ce faire, on considère trois maillages (Fig. 4.21). Le premier est utilisé avec la
méthode de découpe, les deux autres avec une intégration directe sur le maillage primaire.
Les performances des trois simulations sont comparées sur l’évolution de l’énergie cinétique
des particules contenues dans une cuve hydrostatique ainsi que sur le temps CPU associé.
La méthode de découpe est utilisée avec 100 éléments Cj. Le comparatif de l’évolution de
l’énergie cinétique (Fig. 4.22) montre que la méthode de découpe possède une précision
comprise entre les deux autres simulations. Cependant, le temps de calcul (Tab. 4.1)
est largement en faveur de la méthode de découpe. Cela s’explique par le fait que le
nombre d’opérations mathématiques est bien plus faible avec la méthode de découpe que
l’intégration directe.
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Figure 4.22: Evolution de l’énergie cinétique au cours du temps

Approche utilisée Triangles Temps CPU pour un pas de temps (secondes)

Découpe 12 5.4
Intégration directe 3072 15.12
Intégration directe 6144 28.27

Table 4.1: Comparaison entre les deux approches

La méthode de découpe présente également comme avantage de recourir à un maillage
surfacique dont la finesse est complètement indépendante de la discrétisation volumique
adoptée.

Discussion sur les similitudes/différences entre NFM et

USAW

Le lecteur aguerri et au fait des travaux sur les conditions aux limites surfaciques n’aura
pas manqué de noter le parallèle étroit entre les méthodes NFM et USAW (Unified
Semi-Analytical Wall) [59, 102, 34, 72, 58]. Néanmoins les deux méthodes se distinguent
sur de nombreux points que nous avons jugé importants de rappeler.

La méthode USAW (Fig. 4.23) utilise une discrétisation des parois via des segments formant
une partition de S. Chaque segment est défini par deux sommets e1 et e2 (en 2D) auxquels
on affecte un volume initial Ve = me

ρ0
correspondant à une fraction du volume initial de la

particule fluide la plus proche. L’ensemble des sommets forme une partition de E . Le rôle
des sommets (appelés particules de paroi) est de servir de points de contrôle pour imposer la
pression à la paroi (via une interpolation Shepard sur les particules fluides). Les particules
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de parois sont également prises en compte dans les équations de continuité et de quantité de
mouvement (i.e E ⊂ P). Les segments reliant deux particules de paroi sont de dimension
∆x (en 2D).

Figure 4.23: Définition des segments s et des particules de paroi e pour la méthode USAW
[34]

A l’inverse, la méthode NFM n’utilise pas de particules de paroi. La pression sur la paroi
est imposée via l’équation 4.14, qui découle de la méthode des Flux Caractéristiques, et
non à l’aide d’une interpolation Shepard comme c’est le cas avec la méthode USAW. De
plus, la taille des éléments composant le maillage surfacique utilisé par la méthode NFM
est indépendante de la résolution spatiale des particules.

La dernière différence entre les deux méthodes concerne les fuites de particules en 3D.
Mayrhofer et al. [72] a souligné l’incapacité de USAW à traiter des écoulements faiblement
visqueux. Leroy [58] a mentionné dans sa thèse que des fuites de particules se produisaient
pour des écoulements avec surface libre et faible viscosité. Dans la suite de ce manuscrit,
nous montrerons que la méthode NFM garantit l’imperméabilité des parois pour des cas
non visqueux tridimensionnels.

Les différences entre les deux méthodes sont résumées dans le tableau 4.2.

NFM USAW

Particules de paroi non oui

Correction Shepard analytique analytique

Aire des éléments du maillage surfacique quelconque de l’ordre de ∆xD−1

Pression à la paroi Equation (4.14) Interpolation Shepard
Fuites de particules en 3D non oui, pour des cas-tests non visqueux

Table 4.2: Caractéristiques des méthodologies NFM et USAW
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Etude numérique de la précision et de la robustesse de

la méthode NFM

Précision de la correction Shepard analytique

Afin de valider l’implémentation de la correction Shepard analytique (4.52,4.55) on
considère une cuve hydrostatique sans surface libre dans laquelle un corps immobile
de forme étoilée est immergé (Fig. 4.24). La frontière de ce corps, tantôt localement
convexe, tantôt localement concave, est particulièrement intéressante car elle présente
de nombreuses singularités géométriques, et représente ainsi un cas très difficile, à notre
connaissance, pour la méthode SPH.

0.3 m

0.1 m1 m

Figure 4.24: Schéma du cas test hydrostatique réalisé

On s’intéresse à l’évaluation des efforts sur le corps étoilé. La force théorique suivant x est
nulle de par la symétrie du corps, tandis que celle en y est F th

y = ρ0gSetoile = 294.3 N . Pour

ce cas test on prend ∆x = 0.01 m, R
∆x

= 4 (environ 70 particules dans le support du noyau)
et c0 = 40 m.s−1. Les particules sont initialisées cartésiennement. La correction Shepard
numérique (4.51) est calculée avec une quinzaine de points de quadrature dans la longueur
du rayon de la particule.

Le comparatif des efforts (Fig. 4.25) illustre l’apport de précision de la correction Shepard
analytique. En effet, les oscillations des signaux d’efforts calculés avec la correction Shepard
numérique (4.51) proviennent de non-linéarités au voisinage de la singularité géométrique
de la primitive du noyau f en r = 0. Ce constat a déjà fait l’objet d’une discussion à
la section 4.2.3 (Figs. 4.4 et 4.7). La simulation avec la correction Shepard analytique
converge vers Fy = 289.6 N .

Imperméabilité des parois

L’hydrostatique est un cas-test extrêmement intéressant pour évaluer la robustesse d’un
schéma numérique SPH. En effet, toute éventuelle forme d’inconsistance au sein du schéma
SPH se traduira par des mouvements de recirculation des particules proche de la paroi
conduisant potentiellement à des fuites. On considère ici une cuve parallélépipédique dans
la direction z de dimension 1 m× 1 m× 2 m (la cuve est remplie à moitié dans la direction
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(a) Force horizontale due à l’eau sur l’étoile (b) Force verticale due à l’eau sur l’étoile

Figure 4.25: Comparaison des efforts entre les approches numérique et théorique de calcul
du Shepard

z). La résolution spatiale adoptée est ∆x = 0.04 m, R
∆x

= 2.5 (environ 180 particules
dans le support du noyau), la masse volumique nominale du fluide est ρ0 = 1000 kg.m−3

et la vitesse nominale du son est fixée à c0 = 30 m.s−1. La distribution particulaire est
cartésienne à l’initialisation.

P (Pa)

z

‖U‖ (m.s−1)

t(s)

Ec
Epo

Figure 4.26: Champ de pression (à gauche) et profil de pression (au milieu) à l’instant
t = 5 s, évolution temporelle du rapport de l’énergie cinétique sur l’énergie potentielle (à
droite)

La figure 4.26 présente les résultats obtenus après 5 s de simulation. On note qu’aucune
fuite n’est à déplorer, bien que les particules se soient légèrement réorganisées près des coins
inférieurs de la cuve (à gauche). Le profil de pression (au milieu), globalement linéaire, est
satisfaisant. La courbe représentant le ratio entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle
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(à droite) est stable.

Validations numériques

Ecoulement de Poiseuille

Afin de valider l’opérateur LRMEA(.)NFM , un écoulement de Poiseuille à Re = 10 dans un
canal 2D disposant de conditions aux limites périodiques dans la direction x est réalisé.
La hauteur du canal est L = 1 m , la viscosité ν est égale à 0.1 m2.s−1 tandis qu’une
force agissant sur les particules est réglée à 0.8 m.s−2. Les particules sont initialisées
cartésiennement, avec vitesse et pression nulles.

La vitesse du son c0 est fixée à 10 m.s−1 (dix fois la vitesse max de l’écoulement Umax =
1 m.s−1). On souhaite étudier la convergence du laplacien, pour cela on considère trois
discrétisations allant de ∆x = 0.02 m à 0.005 m avec R

∆x
= 4 (environ 70 particules dans

le support du noyau).

(a) (b) (c)

Figure 4.27: Ecoulement de Poiseuille dans un canal périodique : (a) Etat stationnaire
du champ de vitesse horizontal à t = 20 s , (b) Comparaison entre les profils de vitesse
horizontale NFM et la solution exacte, (c) Analyse de l’erreur sur la vitesse horizontale en
norme L2

La figure 4.27 (a) et (b) illustre la pertinence des résultats obtenus et le très bon accord
entre les solutions numérique et exacte. Sur la figure 4.27 (c), un comparatif avec la
méthode des particules fantômes (présentée dans la section 3.1.1) et Ferrand et al. [34]
(avec R

∆x
= 4) est réalisé. Nous effectuons ce comparatif car la méthode des particules

fantômes représente le procédé que nous utilisons habituellement au sein du laboratoire
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pour les écoulements visqueux. Nous avons également retenu Ferrand et al. car il s’agit de
la méthode présentant le meilleur ratio robustesse/précision parmi les méthodes surfaciques
dans la littérature (hors NFM).

Sur la figure 4.27 (c), la méthode des particules fantômes est la moins précise des trois
méthodes (pour la gamme de discrétisations simulées) et présente un ordre de convergence
de 1.97 sur ce cas test. La méthode NFM s’avère plus précise que USAW, dont la précision
est voisine de celle des particules fantômes sur ce cas, bien que les deux approches ont un
ordre de convergence similaire d’environ 1.9.

Cavitée entrâınée à Re = 1000

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation d’une cavité entrâınée. Ce second cas-test
visqueux vise à confirmer la validité de l’opérateur laplacien NFM sur un cas plus complexe
que l’écoulement de Poiseuille ainsi qu’à estimer sa précision vis-à-vis de la méthode de
particules fantômes que nous utilisons habituellement au sein du laboratoire pour traiter
ce type d’écoulement. La géométrie du cas test (Fig. 4.28) est composée d’une cavitée
carrée de côté L avec des parois fixes à l’exception de la paroi supérieure qui entrâıne le
fluide à la vitesse U . La vitesse nominale du son est c0 = 10U . Une pression de fond est
ajoutée (2.105) afin d’éviter le problème d’instabilité de tension. Une résolution spatiale
de 400 particules dans la longueur L est adoptée avec R

∆x
= 4 (environ 70 particules dans

le support du noyau).

U

L

Figure 4.28: Géométrie de la cavité entrâınée

La figure 4.29 fournit une comparaison entre les deux approches de prise en compte des
conditions aux limites. Les calculs en formulation eulérienne, servant de base de référence
pour les deux méthodes, ont été réalisés à l’aide du schéma Riemann-SPH de Vila de
la section 2.4.4.2 avec u0i = 0 et u0j = 0. Les résultats en formulation eulérienne sont
globalement en accord, les deux méthodes étant capables de modéliser les tourbillons
secondaires dans les coins inférieurs gauche et droit. Les résultats en formulation lagrang-
ienne sont légèrement différents, les résultats obtenus avec la méthode NFM s’avèrant
plus diffusifs sur la circonference du tourbillon primaire qu’avec la méthode des particules
fantômes. Les deux méthodes font jeu égal de par leur incapacité à capturer les tourbillons

70



4.7. VALIDATIONS NUMÉRIQUES

‖U‖ :

a) Eulérien, NFM b) Eulérien, Ghost

c) Lagrangien, NFM d) Lagrangien, Ghost

Figure 4.29: Comparaison du module de vitesse obtenu avec les méthodes NFM (à gauche)
et de particules fantômes (à droite)

secondaires en formulation lagrangienne à cette résolution spatiale. On pourra noter au
passage qu’avec le schéma ALE développé récemment au laboratoire [87], on parvient bien
à capturer ces tourbillons en formulation quasi-lagrangienne.

La comparaison des profils de vitesse en formulation eulérienne (Fig. 4.30) et lagrangienne
(Fig. 4.31) démontre le très bon accord entre les méthodes de particules fantômes et NFM.
De plus, en formulation eulérienne, les profils sont très proches de la solution de référence
Ghia et al. [37]. La solution numérique USAW de Leroy et al. [59], affichée à titre informatif
sur la figure 4.31, ne permet pas comparer les deux méthodes surfaciques car les résolutions
spatiales adoptées sont très différentes.
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u (m.s−1)

y

v (m.s−1)

x

Figure 4.30: Comparaison des profils de vitesse pour la formulation eulérienne

u (m.s−1)

y

v (m.s−1)

x

Figure 4.31: Comparaison des profils de vitesse pour la formulation lagrangienne

Simulation Temps CPU (heures)

NFM 75
Ghost (particules fantômes) 87

Table 4.3: Comparaison du temps de calcul entre la méthode NFM et les particules fantômes
pour 100 secondes de temps physique simulé en formulation lagrangienne

Le tableau 4.3 présente un comparatif du temps de calcul entre les méthodes NFM et de
particueks fantômes pour le cas test de la cavité entrâınée.
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Dambreak en présence d’une géométrie complexe

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation d’un dambreak dans une cuve à géométrie
complexe. En l’absence de données expérimentales pour ce cas test, la comparaison des
résultats obtenus est faite avec un solveur basé sur des différences finies avec méthode
Level-Set (Colicchio [21]) du second ordre utilisant une méthode de projection pour la
résolution de l’équation de Poisson. Bien qu’on ne dispose pas de résultats expérimentaux,
notre choix s’est porté sur ce cas-test car la géométrie de la cuve se compose de
parois localement convexes/concaves et curviligne (Fig. 4.32). De plus, la comparaison de
résultats SPH à la solution de référence a déjà été étudié avec succès par Marrone et al. [67].

La géométrie, décrite sur la figure 4.32, se compose de neuf capteurs de pression (notés de
P1 à P9) placés sur l’obstacle trapézöıdal ainsi que sur la partie curviligne de la cuve. La
résolution spatiale adoptée pour ce problème est H

∆x
= 134 tandis que la vitesse nominale

du son est fixée à c0 = 25.54
√
gH. Le rayon est particules des R

∆x
= 4 (environ 70 particules

dans le support du noyau). Le fluide est considéré parfait. L’air n’est pas modélisé.

45◦
•

•

•

• • •

•
•
•

P7

P9

P8

P6P5P4

P1

P2

P3

8H

10H

3H

2.4H 2H

H

H2H

Figure 4.32: Géométrie du dambreak (les capteurs de pression sont numérotés de P1 à P9)

La figure 4.33 représente une comparaison de l’évolution de la position de la surface libre
entre les deux simulations à différents instants. La dynamique du fluide est caractérisée
par un impact violent dans une zone confinée qui résulte en la projection d’un jet (instant
t
√

g
H

= 3.54) qui, sous l’action de la gravité, impacte violemment à son tour le sommet

de l’obstacle (instants t
√

g
H

= 5.8 et t
√

g
H

= 7.36). On note un bon accord entre les
simulations SPH avec méthode NFM et Level-Set.

La comparaison des signaux de pression (Fig. 4.34) illustre un très bon accord sur le signal
P1 aux oscillations acoustiques près dans la solution SPH. Sur les signaux P5 et P7 on note
un décalage temporel qui s’explique par le fait que l’impact sur le sommet de l’obstacle
(Fig. 4.33, instant t

√
g
H

= 3.54) se produit plus tôt dans la simulation Level-Set (l’éjection
du fluide semble moins violente qu’en SPH). Sur le signal P5, après le pic d’impact, des
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Figure 4.33: Comparaison de la position de la surface libre entre le calcul SPH avec méthode
NFM ( ) et la solution Level-Set (- - -)

oscillations acoustiques plus intenses surviennent en SPH. Celles-ci sont liées à l’hypothèse
de faible-compressiblité et l’absence de modélisation de la phase gazeuse et sont générées par
la fermeture d’une cavité située sur le sommet de l’obstacle. Dans le cadre de la simulation
Level-Set, la fermeture de la cavité se traduit par un second pic de pression sur le capteur
P5.

Dambreak 3D en présence d’un obstacle parallélépipédique

On s’intéresse à présent à la validation de la méthode NFM en 3D pour le cas d’une
rupture de barrage en présence d’un obstacle. La simulation SPH avec méthode NFM est
ici comparée à une simulation SPH avec la méthode de particules fantômes, aux résultats
expérimentaux ainsi qu’aux résultats VOF fournis par Kleefsman et al. [50]

La géométrie, décrite sur la figure 4.35, se compose de huit capteurs de pression (notés
P1 à P8) placés sur l’obstacle parallélépipédique. La résolution spatiale adoptée pour ce
problème est ∆x = 0.01 m avec R

∆x
= 2.5 (environ 180 particules dans le support du

noyau) tandis que la vitesse nominale du son est fixée à c0 = 40 m.s−1.

Sur la figure 4.36, les pressions mesurées sur différents capteurs sont comparées aux
résultats de Kleefsman et al. Lors de l’impact du fluide contre l’obstacle (t = 0.4 s),
on observe que l’amplitude du pic de pression est correctement évaluée par les capteurs
P1 et P3 du modèle SPH avec méthode NFM. Tout comme la méthode VOF, les deux
simulations SPH présentent des pics de pression à l’instant t = 1.3 s pour les différents
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Figure 4.34: Comparaison des signaux de pression pour les capteurs P1, P5 et P7
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Figure 4.35: Schéma de la rupture de barrage simulée (en haut à gauche : vue de face, en
bas à gauche : vue de dessus, à droite : obstacle)

capteurs. Ces pics proviennent d’un impact fluide-fluide lorsque qu’une cavité se referme
près du haut de l’obstacle.
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Figure 4.36: Comparaison des pressions prédites par les deux simulations SPH rapport aux
résultats numériques et expérimentaux de Kleefsman et al. [50]

Le comparatif réalisé à la figure 4.36 démontre que le bon accord entre les méthodes SPH
NFM et Ghost.

La figure 4.37 présente qualitativement l’évolution de la surface libre ainsi que le champ de
vitesse associé aux particules pour différents instants pour le modèle SPH avec méthode
NFM. On observe que l’imperméabilité des parois est respectée.

Le comparatif du temps de calcul (Tab. 4.4) atteste des bonnes performances algorithmiques
de la méthode NFM par rapport aux particules fantômes.
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t = 0.39 s t = 0.78 s

t = 1.71 s t = 4.59 s

‖U‖ :

Figure 4.37: Champ de vitesse de la simulation de rupture de barrage contre un obstacle
pour différents instants pour la simulation NFM

Simulation Temps CPU (heures)

NFM 150
Ghost (particules fantômes) 244

Table 4.4: Comparaison du temps de calcul entre la méthode NFM et les particules fantômes
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Chapitre 5

Raffinement particulaire adaptatif

Les simulations réalisées avec la méthode SPH utilisent le plus souvent une résolution spa-
tiale uniforme. Lorsque le problème étudié le nécessite, on préfère recourir à une résolution
spatiale particulaire variable en espace (notamment lorsqu’un écoulement implique des
zones de dynamique rapide très localisées en espace et en temps ; cas de l’impact local
sur l’étrave d’un navire dans la houle par exemple). Historiquement, la première méthode
allant dans ce sens est appelée h-variable [10, 84, 86], en référence à la longueur de lissage
qui évolue en espace, et permet l’utilisation d’une discrétisation particulaire fine dans une
zone d’intérêt tout en ayant une discrétisation grossière dans le reste du domaine d’étude.
Cependant, le raccordement entre ces deux zones n’est possible qu’au travers d’une zone de
transition dans laquelle le ratio de la longueur de lissage entre deux particules adjacentes
est inférieur à 3%, sans quoi des réflexions d’ondes acoustiques de la zone grossière vers la
zone fine se produisent [86]. De plus il n’est pas rare que, de par la nature lagrangienne
de la méthode SPH, les particules grossières se mélangent aux particules fines de façon
anormale entrâınant le développement de fortes instabilités numériques. Depuis quelques
années, de nouvelles idées ont émergé afin de pallier les lacunes de la méthode h-variable
et ont donné naissance à des méthodes de raffinement local de particules.

Etat de l’art

Raffinement

Le processus de raffinement consiste à transformer une particule grossière (appelée mère)
en plusieurs particules fines (appelées filles). Ce procédé se doit d’être à minima conservatif
en masse, volume, énergie... Pour ce faire, Reyes López et al. [63] ont proposé le modèle
de raffinement illustré sur la Figure 5.1. A l’issue du raffinement, les particules filles sont
espacées entre elles d’une longueur ε∆x où ∆x désigne l’espacement inter-particules de la
mère. Par exemple, la valeur ε = 0.5 permet d’avoir un raffinement cartésien uniforme où
toutes les particules filles sont équi-distantes les unes des autres.
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• •

• •

•

ε∆x

Figure 5.1: Modèle de raffinement 2D proposé par Reyes López et al. [63] : la particule
mère (en rouge) est raffinée en quatre particules filles (en bleu)

Il est également nécessaire de définir le rayon d’interaction des particules filles créées. Ce
procédé est réalisé au travers du paramètre α qui désigne le ratio entre le rayon d’une
particule fille par rapport à celui de sa mère. La Figure 5.2 résume le procédé de raffinement.
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Figure 5.2: Procédé de raffinement illustrant le support des particules mères et filles

Mathématiquement, le procédé de raffinement se traduit par (les indices m et f correspon-
dent respectivement aux mères et aux filles) :

∆xf = ε∆xm Rf = αRm (5.1)

A partir de l’équation (5.1), dans le cadre d’un raffinement cartésien uniforme (ε = 0.5), il
est possible de quantifier le voisinage des particules filles par rapport à leur mère. En effet,
on a le rapport

Rf
∆xf

= α
0.5

Rm
∆xm

. Ainsi, le voisinage d’une particule fille relativement à celui

de sa mère est multiplié par 2α. Dans [63], Reyes López et al. effectuent une analyse de la
stabilité et des erreurs liées au raffinement. Il ressort de cette étude que 0.60 ≤ α ≤ 0.65
est optimal pour ε = 0.5. On peut donc exprimer le voisinage obtenu :

1.2 ≤ 2α ≤ 1.3 (5.2)

Ainsi, si l’on suit les recommandations de Reyes López et al., en 3D le voisinage d’une
particule fille par rapport à sa mère est augmenté de 73% au minimum et 120% au max-
imum. Ce constat est alarmant et est à contre-courant de l’objectif initial du raffinement
particulaire (réaliser des simulations précises avec un coût CPU moindre que des simula-
tions en résolution uniforme). L’un des principaux objectifs développé dans cette thèse est
de parvenir à effectuer des simulations robustes avec α = 0.5 et ε = 0.5. Nous détaillons
dans les sections à venir les moyens mis en œuvre pour y parvenir.
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Lors du processus de raffinement, les variables conservatives d’une particule fille sont ini-
tialisées à partir de celles de sa mère. La masse de chaque particule fille est initialisée par
:

mf = λfmm (5.3)

La masse est conservée en appliquant l’équation suivante pour chaque mère :

F∑
j=1

λj = 1 (5.4)

où F désigne le nombre de particules filles de chaque mère (F = 4, par exemple, sur la
Figure 5.1). Reyes López [63] et al. proposent λf = 1

F
pour chaque particule fille. Feldman

et al. [33], quant à eux, proposent de résoudre un problème de minimisation afin d’initialiser
la masse mf de chaque particule fille. Pour ce faire, ils imposent que la densité évaluée en
xf soit constante avant et après le raffinement de la particule mère. Cela revient à définir
l’erreur e(xf ) par :

e(xf ) = W (‖xf − xM‖, RM)−
F∑
j=1

λjW (‖xf − xj‖, Rj) = 0 (5.5)

A ce stade, la position xf et le rayon Rj des particules filles sont connus. Résoudre (5.5)
revient donc à inverser un système linéaire de taille F × F où le vecteur des inconnues est
X = (λ1 , λ2 , ... , λF ). Le coût de l’inversion du système linéaire est anecdotique puisqu’il
dépend uniquement de paramètres fixés à l’initialisation et peut ainsi être inversé une fois
pour toute (avant le début de la boucle temporelle).

L’énergie, la masse et la quantité de mouvement doivent être conservées lors du raffinement.
Les conditions à respecter sont résumées dans le tableau 5.1

Quantité Avant raffinement Après raffinement

Masse mm

F∑
j=1

mj

Energie cinétique 1
2
mmum.um

1
2

F∑
j=1

mjuj .uj

Quantité de mouvement mmum

F∑
j=1

mjuj

Moment angulaire xm ×mmum

F∑
j=1

xj ×mjuj

Table 5.1: Conditions de conservation à respecter

La première condition, qui illustre la conservation de la masse, est respectée par les
équations (5.3) et (5.4). Les autres conditions sont satisfaites par simple recopie de la
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vitesse de la particule mère sur ses filles. Bien que la conservation du moment angulaire
soit naturellement respectée par un raffinement cartésien (Fig. 5.2), cette propriété ne l’est
pas toujours suivant la disposition initiale des particules filles.

Déraffinement

Le procédé réciproque du raffinement, permettant de passer d’une discrétisation fine à
une discrétisation grossière, s’appelle le déraffinement. On retrouve principalement deux
méthodes dans la littérature permettant de réaliser ce procédé.

Approche de Vacondio et al.

La première méthode, initiée par Vacondio et al. [98], permet d’agglomérer des particules
filles par paire afin d’obtenir une particule mère après plusieurs coalescences (Fig. 5.3) tout
en préservant le moment angulaire ainsi que la conservation de la masse.

•

• •

•
•

• •

Figure 5.3: Méthode de coalescence proposée par Vacondio et al.

Lors de la coalescence, deux particules filles a et b sont agglomérées ensemble et forment une
particule M . Si la nouvelle particule M ainsi obtenue est éligible à une nouvelle coalescence,
elle devra attendre la prochaine étape temporelle pour être de nouveau agglomérée avec
une particule (contrainte de stabilisation de l’écoulement). En imposant la conservation de
la masse on obtient :

mM = ma +mb (5.6)

La particule M se situe au barycentre des deux particules :

xM =
maxa +mbxb
ma +mb

(5.7)

La conservation de la quantité de mouvement est obtenue via la vitesse uM définie par :

uM =
maua +mbub
ma +mb

(5.8)

La détermination du rayon d’interaction de la particule M fait l’objet d’un problème de
minimisation. En effet, Vacondio et al. imposent que la densité évaluée en xM soit constante
avant et après la coalescence de la particule a avec b. Cela revient à définir l’erreur e(xM)
par :

e(xM) = mMW (‖xM − xM‖, RM)− (maW (‖xM − xa‖, Ra) +mbW (‖xM − xb‖, Rb)) = 0
(5.9)
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La majorité des noyaux utilisés pour les interpolations SPH peuvent s’écrire sous la forme :

W (x,R) =
1

RdV
θ
( x
R

)
(5.10)

où V et d représentent respectivement la constante de renormalisation du noyau et la
dimension considérée. Finalement en injectant (5.10) dans (5.9) on obtient l’expression du
rayon de la particule obtenue via coalescence :

RM =

(
θ(0)mM

V (maW (‖xM − xa‖, Ra) +mbW (‖xM − xb‖, Rb))

) 1
d

(5.11)

L’inconvénient de cette méthode réside principalement dans son coût de calcul. En effet,
lors du raffinement une particule mère est divisée en (au moins) quatre particules filles
(en 2D) tandis que la coalescence se fait par paire de particules. Il faut donc plusieurs
coalescences pour obtenir une particule grossière. De plus, la coalescence ne peut se faire
qu’entre deux particules ayant des propriétés similaires (vitesse, densité) sans quoi des
erreurs numériques sont introduites. Pour finir, le fait même que le principe de coalescence
repose sur des rayons variables est dangereux car, à l’issue d’une agrégation, il est possible
que la variation de rayon entre deux particules coalescées soit supérieure à 3%, et résulte
alors en instabilités (Oger et al. [86]).

Approche de Barcarolo et al.

La seconde méthode de déraffinement consiste à conserver les particules mères une fois
qu’elles se sont raffinées au lieu de les supprimer. La discrétisation grossière formée par
les particules mères utilise les champs des particules filles pour évoluer lagrangiennement,
mais de façon passive et donc sans influencer l’écoulement. Ainsi, les particules mères sont
un “support” passif de coalescence.

Le paramètre χ qualifie la façon dont une particule évolue au cours du temps :

• χ = 1→ la particule est dite active

• χ = 0→ la particule est dite passive

La variable χ est une fonction de pondération associée à chaque particule. Elle est introduite
dans les opérateurs gradient GR

+ et divergence DR
− comme suit :

GR
+(P )χi =

∑
j∈P(Ω)

ωj(Pi∇iWij + Pj∇jWij)χj (5.12)

DR
−(u)χi =

∑
j∈P(Ω)

ωj(uj − ui).∇iWijχj (5.13)

L’ensemble P(Ω) contient à la fois les particules mères et filles. On note que les dérivées
temporelles des particules mères ayant χm = 0 sont toujours calculées à l’aide de ces
deux opérateurs, de sorte que les particules mères suivent correctement l’écoulement.
L’inconvénient de l’approche de Barcarolo et al. est que les particules mères possèdent

83



CHAPITRE 5. RAFFINEMENT PARTICULAIRE ADAPTATIF

beaucoup de particules filles avec lesquelles elles interagissent au sein de leur support, ce
qui entrâıne un coût CPU important.

La transition actif/passif étant numériquement trop brutale, le paramètre χ varie
linéairement entre ces deux états au sein d’une zone de transition (Fig. 5.4). La zone
de raffinement est délimitée par des traits pointillés. Lorsqu’une particule pénètre dans la
zone de raffinement, elle devient une particule mère et donne naissance à plusieurs particules
filles. La particule mère est dite active (χm = 1) tandis que ses filles suivent l’écoulement
passivement (χf = 0). Dès lors que cette particule mère progresse vers l’intérieur de la
zone raffinée (franchissement de la zone tampon), la variable χm décrôıt jusqu’à atteindre
0. Le phénomène opposé se produit pour les particules filles dont la variable χf crôıt de
0 vers 1. Réciproquement lorsqu’une particule mère quitte la zone raffinée, la variable χm

0

1

χ

Zone tampon Zone tampon

χm χf

Zone raffinée

Zone de raffinement

Figure 5.4: Evolution spatiale de la variable χ (Barcarolo et al. [5])

crôıt de 0 vers 1 lors du franchissement de la zone tampon, et χf décrôıt de 1 vers 0. Dès
lors qu’une particule fille quitte la zone de raffinement, elle est supprimée. Le concept de la
variable χ a été introduit au sein du laboratoire par Barcarolo [5] lors de sa thèse. Sans ce
processus, des discontinuités du champ de pression peuvent apparâıtre lorsqu’une particule
mère passe de la zone raffinée vers la zone grossière. Ces discontinuités ont pour origine
une augmentation/diminution brutale du nombre de voisins contenus dans le support d’une
particule.

Amélioration par rapport à l’état de l’art

Utilisation et extension d’une méthode de désorganisation partic-
ulaire

Lors du processus de raffinement d’une particule mère, les particules filles sont disposées
cartésiennement autour de leur mère (Fig. 5.1). Bien que cette disposition soit optimale
dans le cadre d’une organisation particulaire initiale cartésienne, le caractère lagrangien de
la méthode SPH a tendance à organiser les particules en suivant les lignes de courant. Cette
disposition fortement anisotrope peut conduire à des instabilités lors de la création ou de
la coalescence d’une particule.
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Anisotropie en amont

de la zone raffinée

Anisotropie dans

la zone raffinée

Figure 5.5: Anisotropie pour le cas-test de la rupture de barrage

La figure 5.5 représente la distribution particulaire dans une zone de raffinement pour le
cas test du dambreak. On observe que l’agencement des particules grossières en amont
de la zone raffinée est fortement anistrope de par le caractère lagrangien de la méthode
SPH. En raffinant, cette anistropie est conservée tandis que ses effets sont amplifiés. En
effet, puisque les particules filles possèdent un rayon moins grand que celui des mères,
ces anisotropies se traduisent, pour une particule fille considérée, par un support qui
ne contient que quelques voisins. Ceci entrâıne un appauvrissement de la qualité des
interpolateurs SPH conduisant finalement à des instabilités numériques.

Afin de détruire ces structures, diverses méthodes de désordre particulaire ont
précédemment été introduites au cours de la section 2.6.2. Nous utilisons ici la loi
de vitesse Oger et al. (présentée dans la section 2.6.2.3) au sein du schéma Riemann-SPH
de Leduc et al. (présenté dans la section 2.4.4.5). Cependant, comme nous l’avons
mentionné dans la section 2.6.2.3, la loi de vitesse Oger et al. n’est pas applicable à la
surface libre. Ainsi les particules situées à une distance inférieure à 2∆x de la surface libre
sont advectées avec une vitesse purement lagrangienne (Fig. 2.5). Lorsque nous appliquons
ce procédé au raffinement particulaire, des instabilités numériques apparaissent en entrée
de la zone de raffinement (Fig. 5.6).

Ces instabilités sont liées à la disposition cartésienne des particules filles qui est préservée
au voisinage de la surface libre et qui résulte en un appauvrissement de la qualité des
opérateurs SPH de par le peu de voisins contenus dans le support d’une particule à la
surface libre.

Pour pallier ce problème nous avons essayé, sans succès, d’appliquer une rotation au modèle
de raffinement (Fig. 5.1) en utilisant les vecteurs propres de la matrice de renormalisation
de la particule mère (Eq. 2.44). En revanche, une solution qui s’est avérée prometteuse est
celle de lisser la perturbation du champ de vitesse δui de l’équation (2.112) :
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Absence de réorganisation

au voisinage de

la surface libre

Conservation des

structures cartésiennes

Figure 5.6: Instabilités à la surface libre lors du raffinement (cas du dambreak)

u0i = ui + βδui (5.14)

Dans un premier temps, on définit par ν∅ une évaluation du pourcentage de vide au sein
du support de la particule i :

ν∅ =


1−

∑
j∈P

ωjWij si la particule est au voisinage de la surface libre (•)

0 si la particule est loin de la surface libre (•)
0.5 si la particule est détectée à la surface libre (•)

(5.15)

Les différentes catégories de particules de l’équation (5.15) font référence à la figure 2.5.
Ensuite, on introduit le paramètre β qui correspond à :

β =

(
1− max(0,min(ν∅, 0.5)− 0.1)

0.4

)4

(5.16)

La variable β agit comme un terme de lissage. Ainsi la figure 5.7 montre que pour un taux
de vide inférieur à 10% la loi de vitesse agit pleinement tandis qu’elle agit partiellement
jusqu’à 50%. Au-delà, les particules sont advectées lagrangiennement.

La figure 5.8 présente un comparatif entre l’approche proposée et l’approche originale de
Oger et al [87]. L’influence de la loi de vitesse proposée est très localisée.

Application de la nouvelle méthode de désorganisation particulaire

Pour illustrer l’apport de cette approche dans le contexte du raffinement particulaire, nous
considérons le cas-test du dambreak 2D (Fig. 5.9). La zone de raffinement est délimitée par
le carré rouge (zone d’intérêt pour ce cas test où les pressions locales de la colonne d’eau
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β

ν∅

Figure 5.7: Représentation de β en fonction de ν∅

Désordre jusqu’à

la surface libre

Désordre jusqu’à 2∆x

de la surface libre

Figure 5.8: Comparaison entre la loi proposée, à gauche, et la loi de vitesse originale de
Oger et al., à droite (cas du dambreak)

sur le mur vertical sont évaluées). La vitesse du son est fixée à la valeur c0 = 70m.s−1. Le
rayon des particules grossières est Rm

∆xm
= 3 (environ 50 particules dans le support du noyau).

Trois simulations sont réalisées. La première, purement lagrangienne, correspond à
l’état de l’art décrit dans la section 5.1.2.2. La seconde utilise du désordre particulaire
uniquement sur les particules mères de la zone de raffinement. Cette approche permet
d’obtenir une solution lagrangienne à l’extérieur et à l’intérieur de la zone raffinée, seules
les mères sont advectées non lagrangiennement afin de stabiliser l’écoulement. La troisième
simulation utilise du désordre particulaire sur toutes les particules, aussi bien à l’extérieur
qu’à l’intérieur de la zone raffinée.

La première simulation (première ligne de la figure 5.10), purement lagrangienne, présente
de nombreuses instabilités de pression aux interfaces fines/grossières de la zone de
raffinement. Ces instabilités sont principalement liées au peu de particules contenues dans
le support des particules filles qui ne peuvent alors fournir une description correcte de
l’écoulement aux particules en interaction avec elles.
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1.20m 2.0m

0.6m

0.4m

0.4m

∆xm = 0.01 m

∆xf = 0.005 m

Figure 5.9: Schéma du dambreak 2D

La seconde simulation (seconde ligne de la figure 5.10), utilise du désordre particulaire
seulement sur les particules mères de la zone de raffinement afin de les réorganiser pour que
les particules filles puissent s’appuyer sur la discrétisation grossière lorsqu’elles traversent
la zone tampon. La robustesse est accrue, comme en témoigne la meilleure continuité du
champ de pression obtenu aux interfaces fines/grossières.

La troisième simulation (dernière ligne de la figure 5.10) utilise du désordre particulaire
sur toutes les particules, à l’intérieur comme à l’extérieur de la zone raffinée. La grande
régularité du champ de pression obtenu témoigne du gain de robustesse et de précision
offert par une telle approche.

Validation : Dambreak de Kleefsman et al.

Kleefsman et al. [50] ont réalisé une expérience de rupture de barrage en présence d’un
obstacle. Bien que l’écoulement traité dans cette expérience soit tridimensionnel, il
est possible de le modéliser en deux dimensions, au moins dans les premiers instants.
Cette approximation demeure notamment acceptable au moment de l’impact sur l’obstacle.

Nous réalisons une simulation en deux dimensions (Fig. 5.11), et comparons nos résultats
pour différentes résolutions avec les données expérimentales. Pour ce faire, trois simulations
sont réalisées. La première (simulation grossière) utilise une discrétisation ∆x = 0.005 m.
La seconde (simulation fine) utilise un espacement inter-particulaire ∆x = 0.0025 m. La
troisième simulation (raffinement particulaire) utilise ∆xm = 0.005 m et ∆xf = 0.0025 m
respectivement dans la zone grossière et la zone raffinée.

La vitesse du son est choisie telle que c0 = 100 m.s−1. La masse volumique nominale
du fluide est ρ0 = 1000 kg.m−3. Le rayon des particules grossières est Rm

∆xm
= 3 (environ

50 particules dans le support du noyau). Les trois simulations utilisent la méthode de
désordre introduite précédemment dans la section 5.2.1.

Un bon accord est obtenu entre les simulations fine et raffinée. Les figures 5.12 et 5.13
montrent les solutions obtenues aux instants t = 0.6 s et t = 1 s. Comme attendu, avec
le raffinement on observe que la finesse du jet est de mieux en mieux capturée, accom-
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Purement
lagrangien

désordre
seulement sur les
particules mères

désordre
partout

t = 1.05 s t = 1.35 s t = 1.65 s

Figure 5.10: Comparaison des champs de pression à trois instants physiques différents (de
gauche à droite) pour les trois simulations (de haut en bas)

pagnée d’une description plus précise des pressions locales au voisinage du coin de l’obstacle.

Les figures 5.14 (a,b,c) représentent l’évolution au cours du temps des signaux de pression
numériques par rapport aux signaux expérimentaux. L’utilisation du raffinement est claire-
ment justifiée de par le gain obtenu sur la figure 5.14 (a) par rapport à la discrétisation
grossière. De plus, une cohérence des signaux de pression est observée entre la simulation
avec raffinement local et la simulation fine (Fig. 5.14 (b)).
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1.22m 1.17m

0.55m

0.45m

0.16m

0.67m

0.68m 0.6m

PR area

•
•

P1

P3

Figure 5.11: Schéma de la rupture de barrage simulée

(a) Simulation grossière (b) Simulation fine (c) Raffinement local

Figure 5.12: Comparaison du champ de pression à l’instant t = 0.6 s

Sur la capteur P3, les trois simulations donnent la même tendance (Fig. 5.14(c)), le
raffinement n’apportant rien. Kleefsman et al. ont effectué des simulations numériques
avec une méthode VOF [50] pour lesquelles se dégage la même tendance, c’est-à-dire une
surestimation sur P1 et une sous-estimation sur P3 de l’amplitude des pics de pression.

La figure 5.14 (d) présente un comparatif de la décroissance de l’énergie mécanique au
cours du temps. Cette énergie, calculée comme étant la somme des énergies potentielle et
cinétique, est adimensionnalisée par l’énergie mécanique initiale Em0. Comme on pouvait
s’y attendre, la simulation grossière est la plus diffusive, et on observe le gain apporté par
le raffinement local sur la dissipation numérique.

L’analyse du temps de calcul (Table 5.2), réalisée pour t = 1 s de temps physique, montre
clairement le gain CPU de la méthode de raffinement par rapport à la simulation fine.
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(a) Simulation grossière (b) Simulation fine (c) Raffinement local

Figure 5.13: Comparaison du champ de pression à l’instant t = 1 s

(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.14: Diverses comparaisons : (a) Capteur de pression P1, (b) Capteur de pression
P1 (Zoom), (c) Capteur de pression P3, (d) Décroissance de l’énergie mécanique au cours
du temps
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Simulation Discrétisation initiale Particules à l’initialisation Temps CPU (secondes)

Simulation fine ∆x = 0.0025 m 107 360 21 000
Raffinement local ∆x = 0.005 m 26 840 9000

Table 5.2: Comparaison du temps de calcul sur 14 coeurs pour une seconde de temps
physique simulée

Néanmoins, ces bons résultats doivent être tempérés car ce cas-test est extrêmement favor-
able au raffinement local. En effet, avant l’instant t = 0.4 s (entrée dans la zone de raffine-
ment), la simulation avec raffinement particulaire est 8 fois plus rapide que la simulation fine
(4 fois moins de particules, ∆t deux fois plus grand) car il y a absence de raffinement (le front
d’onde est situé en dehors de la zone de raffinement). Ainsi, l’analyse CPU pour t ∈ [0, 1] s
indique que le gain du raffinement local est 1− 9000

21000
= 57.2%. En revanche, l’analyse CPU

pour t ∈ [0.4, 1] s indique que ce gain n’est plus que 1− 9000−0.4×0.125×21000
21000×(1−0.4)

= 37%.

Bilan

Au cours de la section 5.2, nous avons présenté une amélioration en partant de l’état de
l’art du raffinement particulaire. Cet avancement a permis un gain appréciable en terme
de stabilité comme en atteste la grande régularité du champ de pression aux interfaces
fines/grossières. Néanmoins, cette amélioration ne nous donne pas entière satisfaction pour
deux raisons :

• Le nombre de voisins d’une particule d’intérêt située dans la zone raffinée est beaucoup
plus important que pour une particule d’intérêt localisée à l’extérieur (surcoût en
temps CPU)

• Les particules mères et filles interagissent entre elles avec des rayons différents (vari-
ation supérieure à 3%)

Ces deux constats peuvent avoir des conséquences néfastes. Le premier peut conduire à ef-
fectuer une simulation de raffinement particulaire plus lente que la simulation uniformément
raffinée, ce qui est contre-productif. Le second est une entorse aux recommandations faites
avec l’utilisation de h-variable [86] et peut donc conduire à des instabilités numériques.

La figure 5.15 illustre les constats énoncés précedemment. Il est critique de développer une
méthode de raffinement préservant le nombre de voisins (Rf = 0.5Rm) et ne faisant pas
interagir des particules de rayons différents au sein des opérateurs. Dans le but de lever
ces contraintes, nous avons passé en revue les techniques de raffinement pour les méthodes
maillées (AMR) afin de déterminer dans quelle mesure ces techniques peuvent être adaptées
à une méthode sans maillage telle que SPH.
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a) Vacondio et al. b) Barcarolo et al.

Figure 5.15: Limitations de l’état de l’art du raffinement (le nombre de voisins d’une par-
ticule raffinée est trop important)

Raffinement adaptatif pour les méthodes maillées:

AMR

Toutes les méthodes numériques n’ont pas le même degré de maturité, et la méthode SPH
peut être considérée comme relativement jeune en hydrodynamique à surface-libre (premier
calcul en 1994 [74]). Bien souvent, il est possible de s’appropier une spécificité propre à une
méthode numérique pour l’adapter à une autre. Les solveurs de Riemann en sont un très
bon exemple. En effet, le développement de la méthode SPH basée sur une approche de
calculs de flux via la résolution d’un problème de Riemann a été initié par Vila [101] qui
a proposé avec succès d’adapter la méthode des volumes finis compressibles à la méthode
SPH. De manière analogue, il est possible de faire un pont entre le raffinement adaptatif
de maillage (AMR, Adaptive Mesh Refinement) développé dans le cadre de la méthode des
Volumes Finis et le raffinement particulaire utilisé dans la méthode SPH. On s’intéresse
dans cette section aux spécificités des techniques AMR pouvant être extrapolées vers un
schéma que l’on nommera “Adaptive Particle Refinement” (APR).

Présentation de l’AMR

Berger et al. [8, 7] ont proposé le développement d’une méthode de raffinement de mail-
lage adaptatif (AMR) pour des maillages cartésiens structurés, dont le principe repose sur
la résolution du problème sur des grilles combinant des résolutions spatiales différentes.
Lorsqu’une zone est raffinée, une grille plus fine vient recouvrir localement l’ancienne grille.
A l’inverse, lors d’un déraffinement, la grille fine est supprimée, ne laissant que l’ancienne
grille. On distingue principalement deux catégories d’AMR : le raffinement hiérarchique
et celui par patch. Dans le cadre du raffinement hiérarchique, des connectivités implicites
sont mises en place entre les grilles et les sous-grilles afin de construire un “arbre” (Fig.
5.16). Ainsi une grille sous-jacente est une mère de la plus fine. Réciproquement, la grille
la plus fine est une fille de la plus grossière. Dans le cadre du raffinement par patch, les
problèmes définis sur chaque grille sont résolus séparément. Des opérations de prolongation
et de restriction sont réalisées afin de relier entre elles les solutions sur chaque niveau.
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Figure 5.16: Représentation d’une décomposition en arbre hiérarchique

Prolongation

Lorsqu’une grille est créée, ses champs (pression, vitesse, etc...) doivent être initialisés.
Pour ce faire, l’AMR utilise la prolongation qui consiste à extrapoler les valeurs de la grille
grossière vers la grille fine (c’est-à-dire de la cellule mère vers ses cellules filles). Différentes
techniques sont proposées dans la littérature pour réaliser cette opération.
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φ−,+f
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f
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f

•
φm

Figure 5.17: Méthode de prolongation

La façon la plus simple de réaliser une prolongation (Fig. 5.17) consiste à copier les variables
conservatives de la cellule mère sur ses filles :

φ±,±f = φm (5.17)

Dans ce cas de figure, on est en présence d’une prolongation d’ordre 0, aussi appelée injection
[112]. Cette interpolation, bien que conservative, est trop imprécise pour être utilisée en
pratique. On lui préfère souvent une interpolation linéaire en utilisant les gradients des
variables conservatives de la cellule mère ∇(φ)m calculés par des différences finies :

φ±,±f = φm +∇(φ)m.(x
±,±
f − xm) (5.18)

D’autres techniques de prolongation peuvent néanmoins être trouvées dans la littérature
[16].

Restriction

Le processus de restriction, à l’inverse de la prolongation, consiste à initialiser une cellule
mère lorsque ses cellules filles sont déraffinées.
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Figure 5.18: Méthode de restriction

La façon la plus simple d’effectuer une restriction (Fig. 5.18) consiste à faire une moyenne
des variables conservatives des cellules filles :

φm =
1

4

(
φ+,+
f + φ+,−

f + φ−,+f + φ−,−f
)

(5.19)

D’autres techniques de restriction peuvent néanmoins être trouvées dans la littérature [112,
8].

Cellules d’interfaçage : “Guard cells”

Les cellules placées à l’interface entre des cellules fines et grossières sont appelées des cellules
“gardes”. Dans le réferentiel d’une grille de profondeur donnée, les cellules gardes jouent le
rôle de conditions aux limites (Fig. 5.19 (a)), du point de vue des deux grilles respectives.
Deux opérations sont réalisées simultanément sur les gardes. Premièrement, les gardes de la
grille grossière effectuent une restriction des cellules filles vers les cellules mères (Fig. 5.19
(b)). Ainsi les cellules grossières situées à droite de l’interface calculent des flux avec leurs
gardes. Deuxièmement, les gardes de la grille fine réalisent une prolongation des cellules
mères vers les cellules filles (Fig. 5.19 (c)). Ainsi les cellules fines situées à gauche de
l’interface calculent des flux avec leurs gardes. Ces deux opérations permettent d’intégrer
temporellement les cellules fines et grossières. On note qu’une intégration à pas de temps
local adaptatif est généralement utilisée.

De l’AMR pour les méthodes maillées vers l’Adaptive

Particle Refinement (APR)

Les concepts fondamentaux de l’AMR ayant été introduits, voyons à présent dans quelle
mesure ils peuvent être adaptés pour améliorer le raffinement particulaire dans la méthode
SPH.

Prolongation pour SPH

Nous avons précedemment introduit le concept de prolongation en AMR, qui consiste à
initialiser les cellules filles à partir des champs de leur mère. Dans l’état de l’art actuel
de la littérature SPH, les variables des particules filles sont initialisées par simple re-
copie du champ de la particule mère (injection). Or ce procédé, bien que conservatif,
est généralement jugé comme très imprécis en AMR (ordre 0).
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(b) Utilisation des gardes du point de vue de la grille grossière (restriction)
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(c) Utilisation des gardes du point de vue de la grille fine (prolon-
gation)

Figure 5.19: Définition des cellules gardes

En AMR, la prolongation d’ordre plus élevé se fait en général (et au minimum) à l’aide du
gradient des variables conservatives de la cellule mère, calculé via des différences finies sur
les cellules mères voisines. La méthode SPH étant sans maillage, la notion de différences
finies n’a pas de sens direct. Néanmoins il est possible d’extrapoler linéairement les variables
conservatives de la particule mère vers ses filles à l’aide d’une reconstruction par gradient
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Figure 5.20: Méthode de prolongation (point de vue particulaire)

renormalisé. Pour ce faire, il convient avant tout de définir l’opérateur permettant de
calculer le gradient des variables conservatives pour l’initialisation des particules filles :

Ĝ
R

−(φ)Prlgt
◦

i = BPrlgt◦

i ·
∑

j∈P(Ωm)

ωj(φi − φj)⊗∇iWij (5.20)

où BPrlgt◦

i est la matrice de renormalisation associée à la particule i définie dans la section
2.3.3, et calculée ici sur l’ensemble Ωm seulement :

BPrlgt◦

i =

 ∑
j∈P(Ωm)

ωj(xi − xj)⊗∇iWij

−1

(5.21)

Finalement les champs des particules filles sont initialisés à l’aide de la reconstruction
suivante :

φ±,±f = φm + Ĝ
R

−(φ)Prlgt
◦

m · (x±,±f − xm) (5.22)

Dans la section consacrée à l’état de l’art du raffinement particulaire, nous avons vu au
travers du tableau 5.1 que le raffinement doit respecter plusieurs équations de conservation.
Celles-ci sont naturellement vérifiées en cas d’injection, i.e φ±,±f = φm. En revanche,
l’extrapolation définie par (5.22) est seulement conservative en masse et en quantité de
mouvement. Ainsi, l’énergie cinétique et le moment angulaire ne sont ici plus conservés lors
du raffinement.

Restriction dans le cadre de la méthode SPH

Nous avons précedemment introduit le concept de restriction de l’AMR, qui consiste à
réinitialiser une cellule mère à partir de ses filles. La méthode couramment utilisée dans
les solveurs SPH pour évaluer un champ en un point donné de l’espace est l’interpolation
Shepard (voir section 2.3.3.1). Ainsi, la restriction pour SPH d’une particule mère pour un
champ φ peut s’écrire :

〈φ〉Rstct◦i =
∑

j∈P(Ωf )

ωjφj
Wij∑

k∈P(Ωf )

ωkWik

(5.23)

Nous avons opté ici pour une interpolation Shepard plutôt que MLS car cette dernière est
plus coûteuse en temps CPU et s’avère moins robuste pour des écoulements à surface libre.
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Des cellules d’interfaçage vers un couplage SPH/SPH

Dans la section 5.3.4, la notion de cellules gardes a été introduite. Il s’agit de cellules
agissant comme conditions aux limites aux interfaces entre deux grilles de niveaux de raf-
finement différents. Du point de vue particulaire, une approche de raffinement par patch
correspond à conserver les particules mères situées dans la zone raffinée. A l’inverse de
l’AMR qui est utilisé pour des méthodes eulériennes, la méthode SPH est lagrangienne. Il
est donc nécessaire d’advecter les particules mères situées dans la zone raffinée. Le pen-
dant de l’AMR par patch peut-être vu en APR comme un couplage entre deux domaines
particulaires SPH.
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Figure 5.21: Couplage SPH/SPH

La figure 5.21 illustre ce que l’on souhaite obtenir, c’est-à-dire que la distribution particu-
laire obtenue à l’issue du raffinement peut-être vue comme l’union de deux discrétisations
ayant chacune une valeur unique attribuée au rayon des particules les composant. Ces deux
discrétisations n’interagissent pas entre elles au sein des opérateurs divergence et gradient.
La communication entre les deux discrétisations se fait par l’intermédiaire des particules
gardes notées par des croix (×) dont le rôle est identique à celui des cellules gardes en AMR.

L’objet de la section suivante concerne la description de l’opérateur mis en jeu afin
d’initialiser les particules gardes.

Méthode proposée : APR

Nous avons vu précédemment que la limitation des méthodes de raffinement particulaire
réside dans les interactions entre particules mères et filles possédant des rayons différents.
La méthode proposée dans cette section vise à corriger ce point. Pour cela, l’interpolation
Shepard [92] présentée en section 2.3.3 est utilisée :

〈φ×〉i =
∑

j∈P(Ω•)

ωjφj
Wij∑

k∈P(Ω•)

ωkWik

(5.24)

où φ× désigne les variables conservatives interpolées à partir de l’ensemble Ω• représentant
les particules SPH. Les particules gardes appartenant à l’ensemble Ω× calculent la correction
Shepard au début de chaque sous-étape du schéma d’intégration temporelle à l’aide du rayon
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des particules filles Rf = 0.5Rm. L’opérateur (5.24) permet d’affecter à une particule garde
un champ moyen à l’aide des particules SPH environnantes. Cet opérateur permet de faire
les opérations de restriction lorsqu’il est appliqué à une particule fille ou mère.
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Figure 5.22: Principes de la méthode APR

La figure 5.22 représente la méthode APR utilisée dans ce manuscrit. Les champs des
particules gardes filles (représentées par des croix bleues ×) sont calculés à l’aide de
l’interpolation Shepard sur les particules SPH (notées par des puces rouges • et bleues •).
Les particules filles SPH (représentées par des puces bleues •) actualisent leurs dérivées
temporelles en s’interpolant sur des particules filles (notées par des croix bleues × et des
puces bleues •).

Réciproquement, les particules mères SPH (notée par des puces rouges •) mettent à
jour leurs dérivées temporelles à l’aide de particules mères (notées par des croix rouges ×
et des puces rouges •). Les champs des particules gardes mères (notées par des croix rouges
×) sont définis à l’aide de l’interpolation Shepard sur les particules SPH (représentées par
des puces bleues • et rouges •).

La différence de résolution spatiale mères/filles est ainsi reportée dans l’interpolation
Shepard de reconstruction des particules gardes. Ainsi, l’interpolation des gradients et
divergences se fait à rayon constant (c’est-à-dire à résolution spatiale homogène). Les
particules mères étant conservées dans la zone raffinée, il est possible de switcher entres
les deux résolutions spatiales dès que nécessaire, et ce, sans qu’aucune interaction au
sens SPH ne soit réalisée entre les deux espèces. De plus, les particules gardes calculent
l’interpolation Shepard en s’appuyant sur les deux espèces SPH ce qui permet aux deux
discrétisations d’avoir des champs cohérents à tout instant, et d’obtenir finalement le
couplage entre les deux domaines.

La zone de transition où les particules gardes filles sont définies est de taille Rm (Fig. 5.22).
Dans l’idéal, un rayon de particule fille (la moitié du rayon d’une particule mère) aurait
été suffisant afin que le support des particules filles SPH soit complet. Cependant, pour la
reconstruction MUSCL (Riemann-SPH), il est primordial que toutes les particules gardes
filles qui interagissent avec des particules filles SPH calculent des gradients avec un support
complet afin de fournir la meilleure consistance possible lors de la résolution du problème
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de Riemann.

Maintien des performances parallèles

Les concepts fondamentaux d’une nouvelle méthode de raffinement particulaire adaptatif
(APR) ont été introduits. Les bases de l’AMR (prolongation, restriction, gardes, raffine-
ment par patch) ont été adaptées avec succès en APR. Nous nous intéressons à présent aux
limitations actuelles en terme de stabilité et d’algorithmique de l’APR.

Séparation en deux listes d’interactions

Nous avons vu précédemment que la méthode APR découpe l’ensemble Ω des particules
en deux sous-ensembles.

Le premier, noté Ω•, contient toutes les particules SPH qui évoluent temporellement au
travers des opérateurs SPH usuels. Les particules qui composent cet ensemble interagissent
de manière symétrique (les mères avec les mères, les filles avec les filles). Le second
sous-ensemble, noté Ω×, contient toutes les particules gardes. Ces particules interagissent
de manière asymétrique (les particules gardes ne se voient pas entre elles).

Par défaut, le code de calcul crée une liste d’interactions en y ajoutant toutes les particules
se trouvant dans le support de la particule considérée (on y ajoute toutes les particules
mères, filles, gardes). Cette liste est notée L.

D’après les considérations évoquées précédemment, il apparâıt pertinent de créer deux
listes d’interactions. La première contient les paires de particules qui interagissent de
manière symétriques ; c’est la liste notée L•. Cette liste contient quatre types d’interactions
(mère SPH/mère SPH, mère SPH/garde mère, fille SPH/fille SPH, fille SPH/garde fille).
La seconde contient les paires de particules qui interagissent de manière asymétrique ;
c’est la liste des gardes notée L×. Cette liste contient deux types d’interactions (garde
mère/particule SPH et garde fille/particule SPH).

Nous nous plaçons dans le cas bi-dimensionnel pour la suite de cette discussion. La figure
5.23 représente le processus de création de la liste d’interactions. La particule d’intérêt
effectue une recherche des particules contenues dans son support en se basant sur les
cellules grises voisines. Ainsi, à la fin de cette opération, chaque particule possède une liste
de ses particules voisines.

Afin de quantifier le coût de calcul des listes L, L• et L×, on évalue le nombre d’interactions
composant une cellule pour chacune de ces trois listes. Pour ce faire, on suppose une cellule
carrée composée de N2 particules uniformément distribuées. Le nombre d’interactions
contenues dans une cellule correspond au nombre de paires de particules que l’on peut
former parmi N2 particules sans répétition. Ainsi le nombre d’interactions calculées dans
une cellule est approximativement donné par :
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Figure 5.23: Recherche de voisins dans la grille

IntCell ∼
(
N2

2

)
=
N2(N2 − 1)

2
(5.25)

On considère à présent que la cellule est contenue dans une zone de raffinement. On a
alors N2 + N2

4
particules dans chaque cellule (il y a moitié moins de particules mères que

de particules filles dans chaque direction).

Dans le cas où l’on ne tient pas compte de la nature des particules, le nombre d’interactions
calculées dans une cellule est approximativement donné par :

IntAPRCell ∼
(
N2 + N2

4

2

)
=

25

16

N2(N2 − 1)

2
(5.26)

En revanche, lorsque l’on sépare les interactions entre espèces identiques on obtient :

Int•Cell ∼
(
N2

2

)
+

(
N2

4

2

)
=

17

16

N2(N2 − 1)

2
(5.27)

Les équations (5.26) et (5.27) indiquent respectivement le coût de chaque cellule pour les

listes L et L•. La différence de coût entre les deux approches correspond à 1
2
N2(N2−1)

2
.

D’après (5.25), cela représente la moitié du coût de calcul d’une cellule dans le cas d’une
discrétisation uniforme.

On utilise le même raisonnement pour déterminer le coût de calcul de la liste des par-
ticules gardes L×. On a N2 + N2

4
particules dans chaque cellule. Les interactions étant

asymétriques, on obtient le résultat suivant :

Int×Cell ∼
N4

4
(5.28)

D’après (5.26), (5.27) et (5.28) on a :
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Int×Cell + Int•Cell ≈ IntAPRCell (5.29)

Découper la liste d’interactions en deux n’entrâıne pas de surcoût et présente plusieurs
avantages. Premièrement, la liste L× est appelée une seule fois à chaque sous-étape
temporelle afin d’initialiser les champs des particules gardes. A l’inverse, la liste L• est
appelée 3 fois (calcul des gradients utilisés pour reconstruire les valeurs conservatives aux
interfaces des problèmes de Riemann, détection de la surface libre, calcul des flux dans les
équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement).

Deuxièmement, à l’inverse de la liste L, l’utilisation de la liste L• ne nécessite pas de
test logique afin de déterminer si une interaction doit effectivement être calculée car les
interactions composant cette liste sont symétriques (les tests logiques ont été effectués en
amont de la boucle en temps). Ce point est très important et permet de ne pas détériorer
les performances de calcul.

Voyons à présent le test logique effectué afin de déterminer l’éventuel ajout d’une paire de
particules à une liste d’interaction :

Algorithm 3 Test d’ajout d’une interaction dans la liste SPH L• ou de garde L×

1: procedure Add Interaction(i, j)
2: if (i, j) ∈ Ω• × Ω× or (i, j) ∈ Ω× × Ω• then
3: L× ← (i, j)
4: end if
5: if (nCi = nBi ) and (nCj = nBj ) then . mère(s)/fille(s) issues de ce niveau
6: if (nCi − nCj ) = 1 then . 1 niveau de raffinement d’écart
7: if (i, j) ∈ Ωm × Ωf then
8: L• ← (i, j)
9: end if

10: else if (nCi − nCj ) = 0 then . Même niveau de raffinement
11: if (i, j) ∈ Ωf × Ωf or (i, j) ∈ Ωm × Ωm then
12: L• ← (i, j)
13: end if
14: else if (nCi − nCj ) = −1 then . 1 niveau de raffinement d’écart
15: if (i, j) ∈ Ωf × Ωm then
16: L• ← (i, j)
17: end if
18: end if
19: end if
20: end procedure

Les variables nCi et nCj désignent le niveau de raffinement courant dans lequel se situent
les particules i et j tandis que les variables nBi et nBj représentent le niveau de naissance
des particules i et j, c’est-à-dire le niveau dans lequel la particule est née/a donné naissance.
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La ligne 5 de l’algorithme ci-dessus permet donc d’exclure de la liste L• les précédentes
générations de particules (grand-mères, arrière grand-mères, etc...) étant présentes dans
le niveau nC . Il est essentiel de noter qu’une particule grossière est une particule fille
du niveau 0. Ainsi la procédure d’ajout d’interactions décrite par cet algorithme s’étend
naturellement aux simulations non APR.

Algorithme d’équilibrage des charges

Lorsque l’on exécute un code tel que SPH-flow sur une architecture parallèle, on souhaite
dans la mesure du possible que la charge de calcul soit équitablement partagée entre les
processeurs.

Dans le cas d’une discrétisation uniforme, cette charge de travail est directement
reliée au nombre de particules. Afin de parvenir à l’équilibrer, Oger et al. [88] ont
proposé de répartir les particules entre les processeurs à l’aide d’un algorithme ORB
(Orthogonal Recursive Bisection [35]). Pour ce faire, chaque processeur place ses particules
dans une grille, connue de tous, dont la taille des cellules correspond au rayon des particules.

Une fois ce processus achevé, un découpage de la grille en deux parties égales (en nombre
de particules) est réalisé. Pour ce faire, la détermination de l’emplacement de la coupure
est réalisée via une dichotomie des cellules de la grille. En effet, chaque cellule possède une
densité discrète représentée par le nombre de particules qu’elle contient. Afin d’augmenter
la précision de cette opération, on prend en compte les fractions de cellules (en fraction du
nombre de points qu’elles contiennent). La découpe ainsi effectué correspond à une droite
ou un plan suivant la dimension du problème considéré. La découpe directionnelle retenue
correspond à celle qui présente une surface minimale car elle engendrera ainsi moins de
communications entre processeurs. On itère le même procédé récursivement sur les deux
blocs obtenus jusqu’à obtenir le nombre de processeurs désirés (Figure 5.24). Finalement,
chaque processeur contient les particules du bloc qui lui est attribué.

Figure 5.24: Découpes récursives pour une simulation impliquant 8 processeurs
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Bien que cette méthode soit particulièrement efficace en discrétisation uniforme pour
optimiser le temps CPU entre les processeurs, sa performance est détériorée avec l’APR.

En effet, le nombre de particules contenu dans un support augmente de par la présence
des particules mères. Cela se traduit par le fait que le voisinage d’une particule située
dans la zone de raffinement est plus grand que celui d’une particule située à l’extérieur
(ce phénomène est illustré par les équations (5.25) et (5.26)). Le critère d’équilibrage de
charge basé sur le nombre de particules ne peut appréhender ce phénomène et ne sera par
conséquent pas optimal pour distribuer la charge de travail entre les processeurs.

Par conséquent, il convient de définir un nouveau critère d’équilibrage des charges
basé sur le nombre d’interactions. Ce critère découle naturellement du premier car, dans
le cas d’une simulation uniforme, il y a proportionnalité entre le nombre de particules et le
nombre d’interactions. Ce n’est plus le cas avec l’APR, et c’est pourquoi le second critère
est plus général.

Algorithm 4 Prise en compte d’une interaction pour l’équilibrage des charges

1: procedure Interaction number(i, j)
2: if (i, j) ∈ L• then
3: if i ∈ Ω• or j ∈ Ω• then
4: Inti ← Inti + 1
5: end if
6: end if
7: if (i, j) ∈ L× then
8: Inti ← Inti + (2D)−1

9: end if
10: end procedure

L’algorithme 4 représente la prise en compte d’une interaction pour l’équilibrage des
charges. Une interaction provenant de la liste SPH L• compte pour 1 dès lors qu’elle se fait
avec au moins une particule SPH. Une interaction de la liste guarde compte pour (2D)−1

où D représente la dimension du problème considéré. La pondération en (2D)−1 s’explique
par le fait que pour une mère il y a 2D particules filles.

En pratique, le choix d’affecter la pondération de l’interaction seulement à la particule i,
et non une demi pondération aux particules i et j, n’a pas d’influence sur la position de la
découpe puisque celle-ci est déterminée à partir de la densité d’interaction des cellules de
la grille.

Un indicateur pertinent de l’efficacité de l’équilibrage des charges est donné par la variable
τ qui représente le ratio entre le processeur possédant le plus d’interactions et celui qui en
a le moins. Ainsi τ est défini par :
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τ =
minλ(k)

maxλ(k)
(5.30)

où λ(k) est le nombre d’interactions du processeur k. Dans la mesure du possible, une
scalabilité efficace se traduit par le fait que τ reste le plus proche possible de 1.

Afin de quantifier l’apport de performance de ce nouvel algorithme, deux comparaisons
sont effectuées pour des simulations impliquant 14 coeurs de calcul (Fig. 5.25). La
première, en discrétisation uniforme, permet de quantifier le gain obtenu indépendamment
de l’APR dans des conditions où les deux algorithmes sont similaires (Figure 5.25 (a)). La
seconde comparaison est effectuée en APR (Figure 5.25 (b)).

Zone APR

a) Cas avec discrétisation uniforme b) Cas avec APR

Figure 5.25: Schéma du dambreak considéré pour l’étude de scalabilité

(a) Simulation avec discrétisation uniforme (b) Simulation avec APR

Figure 5.26: Efficacité du nouvel algorithme

La figure (5.26) présente clairement les gains obtenus via le nouvel algorithme par rapport
à l’ancien. Dans le cas de la simulation en discrétisation uniforme, nous avons observé sur
le cas de la rupture de barrage une différence de temps CPU de l’ordre de 10% entre les
deux approches. Cet écart atteint 30% pour la simulation APR.
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Validations numériques

Dans cette section, on s’intéresse à la validation numérique de l’APR sur des cas-tests
regroupés en deux catégories. Dans un premier temps, des écoulements visqueux sans
surface libre sont considérés. Dans une seconde partie, des validations sont réalisées pour
des écoulements violents avec surface libre et non visqueux. Pour chaque simulation réalisée
avec l’APR, une comparaison avec une solution de référence (expérimentale et/ou analytique
et numérique) est effectuée. Ces comparaisons permettent de positionner l’APR en terme
de robustesse, de précision et de temps de calcul.

Cas-tests avec viscosité physique

Ecoulement de Poiseuille à Re = 1

Dans cette section on s’intéresse à un premier écoulement visqueux afin de valider l’APR
pour ce type d’écoulement. On se propose d’étudier le cas-test de l’écoulement de Poiseuille
laminaire à Re = 1 dans un canal périodique.

Le canal a une largeur L = 1 m. La viscosité ν est égale à 1 m2.s−1 tandis que la force
s’exercant sur les particules est de 8 m.s−2. La vitesse du son c0 est choisie telle que
c0 = 10Umax = 10 m.s−1 .

Trois simulations sont réalisées. La première, dite grossière, utilise une résolution
∆x = 0.025 m. La seconde, dite simulation fine, est définie par un espacement inter-
particulaire ∆x = 0.0125 m. La troisième simulation, dite APR, utilise ∆xm = 0.025 m et
∆xf = 0.0125 m respectivement dans la zone grossière et la zone raffinée. Le rayon des
particules grossières est Rm

∆xm
= 3 (environ 50 particules dans le support du noyau).

Les zones APR sont localisées le long des parois du canal sur une largeur de 0.2L dans
la direction verticale. La comparaison du profil de vitesse horizontale avec la solution
analytique est concluante (Fig. 5.27(b)), tout particulièrement près des parois du canal.

Simulation ‖uth − u‖L2(∂Ω) ‖uth − u‖L2(Ω) Temps de calcul (s) Particules

Simulation fine 6.6× 10−3 5.1× 10−3 3300 2560
Simulation APR 6.65× 10−3 7.55× 10−3 1960 1536
Simulation grossière 1.27× 10−2 1.17× 10−2 410 640

Table 5.3: Comparaison des temps de calcul et erreurs L2

Le tableau 5.3 présente une comparaison des erreurs L2 et temps de calcul. L’ensemble
∂Ω utilisé pour la norme L2 correspond aux particules dont le support est tronqué par les
parois du canal. Les résultats montrent que le degré de précision est sensiblement le même
entre l’APR et la simulation fine au voisinage des parois du canal.
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(a) Ecoulement stationnaire à t = 2 s (b) Comparaison du profil de vitesse

Figure 5.27: Résultats de la simulation APR

Ecoulement autour d’un cylindre

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation de l’écoulement autour d’un cylindre à
Re = 100. Ce cas-test est compliqué à traiter car il ne rentre pas dans les champs ciblés
d’application de la méthode SPH (absence de surface libre, dynamique lente de l’écoulement,
faible précision de la méthode). Néanmoins, ce cas-test s’avère intéressant pour valider le
procédé APR avec plusieurs niveaux de raffinement.

10D

25D

5D

U D
∆x

= 100 D
∆x

= 6.25

Inlet Outlet

Figure 5.28: Représentation schématique du cas test d’écoulement autour d’un cylindre (les
lignes en pointillés représentent les différents niveaux de raffinement)

Dans ce qui suit, le nombre de Reynolds est défini par Re = UD
ν

où D est le diamètre du
cylindre, U la vitesse imposée à l’entrée du canal et ν la viscosité cinématique.
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Les coefficients de trâınée et de portance sont définis par :

CD =
2Fx
ρU2D

, CL =
2Fy
ρU2D

(5.31)

La figure 5.28 présente la configuration initiale de l’écoulement. Les particules à l’intérieur
du domaine sont initialisées avec la vitesse U = 1 m.s−1. La vitesse du son c0 est fixée à
10 m.s−1.

Lors des premiers pas de temps, des ondes acoustiques sont relâchées de part et d’autre du
cylindre (adaptation brutale de l’écoulement à la présence du cylindre). Ces ondes vont
se propager dans le canal et se réfléchir à l’entrée et la sortie de celui-ci. Pour pallier ce
désagrément, des conditions aux limites non-reflectives de Lastiwka et al. [52] sont utilisées
pour rendre le canal perméable à ces ondes acoustiques.

On réalise deux simulations. La première, dite fine, utilise une discrétisation uni-
forme D

∆x
= 100 (2 600 000 particules). La seconde, dite APR, est définie à l’aide de 4

niveaux de raffinement allant de D
∆x

= 12.5 dans le premier niveau jusqu’à D
∆x

= 100
dans le quatrième (∼ 500 000 particules). Le rayon des particules est R

∆x
= 4 (environ 70

particules dans le support du noyau).
La figure 5.30 présente une comparaison des champs de vitesse, pression et vorticité pour
les deux simulations. L’accord des champs entre les deux simulations est bon, malgré la
présence de légères instabilités de pression aux interfaces entre les différents niveaux de
raffinement avec l’APR. La comparaison des champs de pression au même instant physique
est relativement compliquée, les ondes acoustiques disparaissant plus rapidement dans la
simulation APR que dans la simulation fine. Ce phénomène s’explique par la résolution
grossière aux abords de la sortie ( D

∆x
= 6.25) qui tend à diffuser ces ondes.

tU
D

CD CL

tU
D

Figure 5.29: Evolution temporelle des coefficients de trainée et de portance

Le tableau 5.4 présente une comparaison des coefficients de trâınée, portance, et nombre
de Strouhal avec les résultats issus de la littérature. Les résultats APR sont globalement
en accord avec ceux issus de la simulation fine et la littérature. On remarque cependant
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U
U0

D
∆x

= 100 D
∆x

= 100

Pressure

D
∆x

= 100 D
∆x

= 100

curl(U)D
U

D
∆x

= 100 D
∆x

= 100

Figure 5.30: Comparaison à tU
D

= 125 entre la simulation avec APR et la simulation fine

que l’amplitude des oscillations du coefficient de trâınée est deux fois plus importante avec
l’APR que dans le cas de la simulation fine. Ce phénomène se retrouve aussi sur la portance
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CD CL Strouhal

Braza et al. (1986)[12] 1.364± 0.015 ±0.25 -
Calhoun (2002) [14] 1.33± 0.014 ±0.298 -
Ng et al. (2009) [83] 1.368± 0.01 ±0.36 -
Marrone et al. [68] (δ-sph) 1.36± 0.01 ±0.24 0.168
Experience [107] - - 0.164
Simulation APR 1.35± 0.015 ±0.295 0.1676
Simulation fine 1.345± 0.008 ±0.28 0.1682

Table 5.4: Comparatif avec les valeurs de la littérature

dans une moindre mesure. Le comparatif du nombre de Strouhal est en très bon accord
avec la littérature.

Simulation Temps CPU sur 160 coeurs (heures) Particules Gain

Fine 32 2 600 000 -
APR 10 500 000 68.75%

Table 5.5: Comparaison des temps de calcul entre les deux simulations réalisées

La simulation avec APR affiche un temps de restitution trois fois plus petit que la simulation
fine (Tableau 5.5).

Cas-tests non visqueux avec surface libre

Impact d’une colonne d’eau triangulaire

On s’intéresse à l’impact d’une colonne d’eau contre un mur vertical. Ce premier cas test
permet d’étudier la convergence de l’APR sur un cas complexe ainsi que de quantifier les
gains apportés par rapport à Barcarolo et al. Une formulation analytique de ce problème
a été donné par Dobrovol’skaya [29], nous comparons ici les résultats numériques pour le
cas α = 80◦ (Fig. 5.32) qui a été traité en détails par Wu [106].

La configuration initiale de l’écoulement peut être vue comme une simplification de l’impact
d’une vague déferlante (Fig. 5.31), où la surface libre peut localement être approchée par
une droite. La figure 5.31 (b) represente la configuration initiale de la colonne, caractérisée
par un angle α avec l’horizontale, qui se déplace à une vitesse constante U juste avant de
percuter le mur.

L’évolution de la cinématique du fluide est caractérisée par un jet vertical qui progresse le
long du mur (Figure 5.31 (c)). Ce jet se forme à l’intersection entre la surface libre et le
mur vertical. La vitesse du jet est fonction de α, si bien que son amplitude doit être prise
en compte afin de définir la vitesse du son nominale du modèle faiblement compressible.
La violence de la cinématique est telle que des pics de pression surviennent sur des temps
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(b)
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t = t0 + ∆t
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Figure 5.31: Relation entre l’impact d’une vague déferlante et celui d’une colonne triangu-
laire

très courts. Dans ces conditions, la gravité et la viscosité du fluide peuvent être négligées
devant les autres forces en présence.

Wu [106] a proposé une solution incompressible potentielle auto-similaire en temps et en
espace pour traiter ce problème. Ainsi, Wu montre que l’évolution de la pression en tout
point du mur vertical suit la même évolution à l’aide de coordonnées adimensionalisées.
Cette solution analytique est utilisée en tant que référence dans la suite.

U

α

30 m

50 m

Figure 5.32: Schéma de la simulation pour α = 80◦.

La figure 5.32 présente la configuration initiale de la simulation pour laquelle la vitesse du
fluide est U = 5 m.s−1 tandis que la vitesse du son est fixée à c0 = 700 m.s−1. L’angle α est
choisi à une valeur critique de 80◦ car l’impact génère de fortes pressions très localisées en
espace et en temps qui nécessitent une résolution spatiale localement élevée. Ainsi, ce type
d’écoulement est adapté au raffinement particulaire. Le domaine d’étude extrêmement
grand (50 m × 30 m) a été dimensionné de sorte qu’il n’y ait pas d’interaction entre des
réflexions d’ondes acoustiques et le mur vertical, du moins pendant la durée de l’impact (le
temps physique simulé est t = 0.2 s). Face à ce domaine de plusieurs dizaines de mètres,
il est donc clairement intéressant de disposer d’une discrétisation particulaire localement
plus fine près du mur vertical.

La masse volumique nominale du fluide est ρ0 = 1000 kg.m−3. Par la suite, les valeurs de
pression sont adimensionalisées par P0 = ρ0U

2 et les longueurs par s = Ut. Wu présente
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des profils de pression à s = 1 m. Afin de pouvoir comparer nos résultats, les simulations
réalisées s’arrêtent à t = 0.2 s.

L’impact d’une colonne triangulaire avec un angle α = 80◦ a été traité par Lu et al. [64]
avec la méthode SPH pour trois résolutions spatiales différentes dans la zone d’impact
( s

∆x
= 20, 32 et 40). Dans cette étude, nous prendrons des résolutions s

∆x
= 40, 80 et 160

dans la zone d’impact. Le rayon des particules est R
∆x

= 4 (environ 70 particules dans le
support du noyau).

Les résultats obtenus avec APR sont comparés à la méthode h-variable et non à une dis-
tribution particulaire uniforme. Cela s’explique par le fait qu’une distribution particulaire
uniforme nécessiterait 38 400 000 particules pour le cas s

∆x
= 160, contre environ 500 000

particules en utilisant la méthode h-variable. Nous avons donc préféré comparer l’APR à
la méthode qui est traditionnellement utilisée dans la communauté SPH pour traiter ce
type d’écoulement. De plus, cette comparaison est l’occasion de quantifier les avantages de
l’APR par rapport à la méthode h-variable ainsi que par rapport à l’état de l’art Barcarolo
et al.

La figure 5.33 représente les distributions particulaires initiales pour les trois comparaisons
réalisées. La résolution spatiale de la zone fine utilisée par la méthode h-variable (zone
bleue sur les figures 5.33 (b,d,f)) est équivalente à celle utilisée avec APR (zone bleue sur
les figures 5.33 (a,c,e)) Les distributions particulaires utilisées pour la méthode h-variable
sont initialisées de sorte que la variation de rayon entre deux particules adjacentes soit au
plus 3%.

Une comparaison entre Barcarolo et al. [5] et la méthode h-variable est également réalisée
pour les trois résolutions spatiales. Cette comparaison permet de quantifier les gains de
l’APR vis-à-vis de l’état de l’art des méthodes de raffinement particulaire. On note que
les distributions particulaires initiales de Barcarolo et al. sont les mêmes qu’avec l’APR
proposé (Figures 5.33 (a,c,e)).

La figure 5.34 présente une comparaison entre l’APR et la méthode h-variable, ainsi
qu’entre Barcarolo et al. et la technique h-variable pour les trois niveaux de discrétisation
testés. Pour la tecnique h-variable, on observe des réflexions partielles d’ondes acoustiques
près de la position x

s
= 1. Ces réflexions au sein même du fluide apparaissent dès lors

que des particules de différents rayons se mélangent entrâınant une perte de précision des
opérateurs gradient et divergence. Ce problème n’existe pas avec l’APR. En effet, le champ
de pression demeure continu à l’interface entre deux niveaux de raffinement, et décrit des
demi-ellipses.

A l’inverse de l’APR, les résultats avec la technique de Barcarolo et al. présentent de
petites discontinuités du champ de pression aux interfaces fines/grossières. On remarque
également que les contours de pression ne sont pas tout à fait en accord avec la solution
avec h-variable, là où la pression est maximale.

La comparaison des distributions de pression (Fig. 5.35) illustre un bon accord entre
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(e) Schéma de la simulation APR à 6 niveaux (f) Schéma de la simulation h-variable

Figure 5.33: Schémas des trois comparaisons effectuées

l’APR et la méthode h-variable, les deux approches convergent vers la solution de Wu
en amplitude. En revanche, on observe un léger décalage sur la localisation du pic de
pression. Cet écart a également été rencontré par Lu et al. [64] et a été attribué à
la formulation incompressible utilisée par Wu. Contrairement à l’APR et la méthode
h-variable, l’amplitude du pic obtenu avec la technique de Barcarolo et al. (Fig. 5.35) ne
converge pas de manière monotone entre les 3 résolutions et semble pas converger vers la
solution analytique (la valeur du pic de pression pour six niveaux de raffinement est plus
faible que pour cinq niveaux).

Le tableau 5.6 présente une comparaison des temps de calcul entre les trois méthodes pour
les trois niveaux de discrétisation étudiés. Les résultats démontrent l’efficacité algorith-
mique de l’APR par rapport à la méthode h-variable, quel que soit le nombre de niveaux
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Figure 5.34: Comparaisons du champ de pression en s = 1, pour s
∆x

= 40, 80 et 160 (de
haut en bas) dans la zone d’impact
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Figure 5.35: Convergence de la distribution de pression le long de la ligne verticale localisée
en x

s
= 0 en s = 1 m pour les résolutions s

∆x
= 40, 80 et 160 dans la zone d’impact (de

gauche à droite)

de raffinement impliqués. Cette efficacité est directement liée aux développements algo-
rithmiques présentés dans la section 5.5 comme en témoignent les mauvaises performances
CPU avec la technique de Barcarolo et al. A titre indicatif, des estimations du temps CPU
pour les trois simulations en résolution uniforme sont aussi présentées.

Simulation Nombre de particules Temps CPU ramené à un coeur (h)
initial final

APR - 4 niveaux 40 000 63 000 5.3
h-variable 66 000 66 000 7.28
Barcarolo et al. - 4 niveaux 40 000 63 000 13.61
Résolution uniforme 2 400 000 - 210 (estimé)

APR - 5 niveaux 60 000 132 000 15.2
h-variable 113 000 113 000 28
Barcarolo et al. - 5 niveaux 60 000 132 000 35
Résolution uniforme 9 600 000 - 1680 (estimé)

APR - 6 niveaux 106 000 333 900 70
h-variable 417 000 417 000 168
Barcarolo et al. - 6 niveaux 106 000 333 900 170
Résolution uniforme 38 400 000 - 13440 (estimé)

Table 5.6: Comparaison des temps de calcul sur le cas d’impact d’une colonne d’eau trian-
gulaire

Impact d’une plaque plane avec 4◦ d’inclinaison (zones de raffinement mobiles)

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation de l’impact d’une plaque (en mouvement
forcé) formant un angle de 4◦ avec la surface libre (Fig. 5.36). Ce cas est plus délicat à
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traiter que le problème d’impact de la colonne triangulaire (section 5.6.2.1) car l’impact,
beaucoup plus violent, génère de fortes pressions très localisées en espace (de l’ordre du
dixième de millimètre) et en temps (de l’ordre de la microseconde) qui nécessitent une
résolution spatiale localement très élevée. Afin de capter ces effets très locaux, nous
réalisons une simulation APR faisant intervenir 10 niveaux de raffinement (Fig. 5.37).

De plus, afin de justifier l’emploi du terme “Adaptive” dans le sigle APR, la simulation
est réalisée avec un critère de raffinement sur le pic de pression. Pour ce faire, les bôıtes
de raffinement se déplacent horizontalement au cours du temps avec une vitesse égale à
celle du pic de pression. Ce critère permet ainsi de limiter les coûts CPU et d’évaluer la
robustesse de la méthode avec des zones de raffinement mobiles.

Les résultats de la simulation APR sont comparés à la solution analytique de Zhao &
Faltinsen [111] qui utilise une approche monofluide, potentielle et incompressible. La
simulation SPH est réalisée avec une vitesse nominale du son c0 = 1480 m.s−1, i.e on
modélise cette fois-ci la véritable compressibilité du fluide. La plaque se déplace à une
vitesse verticale constante U = −6.17 m.s−1. La masse volumique nominale du fluide
est ρ0 = 1000 kg.m−3. Le temps physique simulé correspond à 1.5 ms. Le nombre de
particules à l’initialisation est de l’ordre de 300 000. Le rayon des particules est R

∆x
= 4

(environ 70 particules dans le support du noyau). La plaque est équipée de 64 capteurs de
pression espacés les uns des autres de 5 mm.

4◦

U

3 m

6 m

• • • • • • • • •
• • • • • •

Capteurs de pression

Figure 5.36: Schéma de la simulation considérée

La figure 5.38 présente l’évolution du champ de pression au cours de la simulation. Aux in-
stants t = 0.03 ms et t = 0.06 ms, la formation du jet entrâıne un déplacement vers la droite
des zones de raffinement avec pour conséquence un déraffinement de l’extrémité gauche du
dièdre. Les quatre instants suivants illustrent qualitativement l’évolution du pic de pression
ainsi que la continuité des champs aux interfaces entre les différents niveaux de raffinement.

Ce problème d’impact est auto-similaire, c’est-à-dire que la valeur de pression en y0 à
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Figure 5.37: Schéma de la simulation APR à 10 niveaux (vue globale à gauche, vue zoomée
à droite)

l’instant t0 est égale à la valeur de pression à la date t1 > t0 au point t1
t0
y0. Ainsi, l’évaluation

temporelle de la pression en différents points permet de déterminer la convergence de
la solution numérique. En utilisant cette propriété d’auto-similarité, on observe sur la
figure 5.39 (à droite) que la simulation APR prédit un maximum de pression de l’ordre
de 75 bars pour le pic, et ce dès t = 1.1 ms. Le déplacement des zones de raffinement a
pour conséquence que les signaux de pression sont légèrement bruités. Le pic de pression
s’atténue très peu au cours de son évolution, attestant d’une bonne précision globale du
schéma Riemann-SPH avec APR.

La figure 5.39 (à gauche) représente une comparaison entre la simulation SPH, les résultats
expérimentaux obtenus par HHI [69] (Hyundai Heavy Industries) et la solution analytique
pour un capteur de pression situé à 0.084 m du bord gauche de la plaque. On observe
que la solution APR est très éloignée des résultats expérimentaux. Cela s’explique par
le fait que les capteurs de pression utilisés dans le cadre des essais, de l’ordre de 6.3
mm de diamètre, ne sont pas suffisamment fins pour pouvoir capturer correctement le
pic de pression. Le même constat s’applique pour le taux d’échantillonnage des capteurs
qui est de l’ordre de 100 kHz. La simulation avec APR utilise quant à elle un taux
d’échantillonnage de l’ordre de 25 MHz et des capteurs numériques de pression de l’ordre
de 0.0976 mm de diamètre. Marrone et al. [69] ont montré qu’une simulation SPH utilisant
le taux d’échantillonage utilisé dans les essais permettait de retrouver un bon accord avec
les résultats expérimentaux.

La différence d’environ 20 bars sur le pic de pression entre le calcul APR et la solution
analytique peut s’expliquer par le fait que l’hypothèse d’incompressibilité de la formulation
analytique de Zhao & Faltinsen ne semble pas valide ici. En effet, au cours de la simulation
APR, la vitesse dans le jet atteint localement 250 m.s−1, ce qui conduit à Ma > 0.1. Les
effets de compressibilité ne sont donc pas tout à fait négligeables pour ce type d’impact.
Or on sait que la compressibilité diminue l’intensité des pics de pression quand elle joue.

Le tableau 5.7 présente le temps de calcul des simulations avec APR et h-variable. A titre
indicatif, des estimations du temps CPU pour les simulations avec résolution uniforme sont
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t = 0.03 ms t = 0.06 ms

t = 0.22 ms t = 0.31 ms

t = 0.52 ms t = 0.72 ms

P (bars) :

Figure 5.38: Champs de pression à différents instants de la simulation APR avec raffinement
adaptatif (vue sur les niveaux de raffinement 7 à 10)

présentées. On peut retenir de ce comparatif que l’APR est plus efficace d’un facteur 6 par
rapport au h-variable sur ce cas 2D avec un résultat meilleur à priori (pic de pression plus
intense donc mieux capturé).
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Figure 5.39: Comparaison entre les différentes solutions (à gauche) et convergence des pics
de pression de la simulation APR (à droite)

Simulation Nombre de particules Temps CPU ramené à un coeur (h)
initial final

APR 300 000 700 000 980
h-variable 2 950 000 - 5900
Résolution uniforme 1.2× 1011 - 2.3× 108 (estimé)

Table 5.7: Comparaison des temps de calcul sur le cas d’impact d’une plaque pour t =
1.5 ms simulé

Simulation de l’envahissement du pont d’un navire (Green water event)

Description du contexte

Lors de tempêtes et d’états de mer critiques, les dommages subis par les navires ou
les structures offshore peuvent être particulièrement importants, pouvant entrâıner un
risque pour la sécurité des personnes à bord, une destruction des équipements de bord,
ou bien encore une pollution de l’environnement marin. De tels exemples se produisent
malheureusement régulièrement. L’indutrie offhore, ainsi que les équipes d’ingénieurs et les
sociétés de classification sont pleinement impliquées dans l’évaluation de ces chargements
extrêmes. Ces derniers couvrent un large spectre d’évenements tels que l’impact d’une
vague sur la coque d’un navire et sa réponse structurelle (slamming), l’envahissement du
pont d’un navire par une grande quantité d’eau entrâınant le déplacement, voire la mise à
l’eau des équipements contenus sur le pont (Green water).

L’objet du présent cas-test est de simuler numériquement le phénomène de Green water.
L’APR est particulièrement bien adapté à ce cas car deux gammes très distinctes d’échelles
spatiales et temporelles sont ici mises en jeu :
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• la génération et la propagation des vagues, dont l’échelle de longueur d’onde et la
période sont respectivement de l’ordre de 300 m et 10 s, nécessitent un domaine
d’étude dimensionné pour ce phénomène.

• l’interaction entre le liquide et la structure du navire conduit à des impacts dont les
dimensions caractéristiques spatiale et temporelle sont plusieurs ordres de grandeurs
plus petites (< 1 m et < 0.1 s).

Il est donc difficile (impossible et inadapté) de traiter numériquement ce phénomène avec
une résolution spatiale uniforme.

La validation numérique de l’APR est effectuée à l’aide des résultats expérimentaux réalisés
à l’Ecole Centrale Nantes dans le cadre du projet CITEPH 66-2010 financé par Total et
Technip.

Description du solveur HOS

La simulation est réalisée à l’aide d’un couplage entre le code SPH-Flow et un code basé
sur la théorie des écoulements potentiels, permettant de propager la houle. Ce solveur po-
tentiel HOS-NWT [31], a été développé au LHEEA de l’Ecole Centrale Nantes. Il permet
une décomposition spectrale d’une solution en un ensemble de fonctions de bases. Cette
méthode spectrale permet d’obtenir une formulaton quasi-analytique pour la propagation
de houle au prix d’un faible coût CPU. Aucune simplification n’est faite lors de la résolution
du système d’équations. Le champ d’application du solveur HOS concerne la génération
et la propagation en 2D et 3D de houle régulière, irrégulière, focalisée, ainsi que la simu-
lation de l’évolution d’un état de mer correspondant à un spectre donné. La limitation du
solveur HOS concerne l’introduction d’un corps dans le domaine fluide. En effet, le champ
d’application de la méthode se restreint à la génération et la propagation de vagues sans
aucune possibilité de modéliser l’interaction entre les vagues et un corps. Une seconde lim-
itation concerne l’impossibilité d’effectuer des reconnexions d’interface (déferlement). Le
code fournit en sortie les champs de vitesse et de pression sur une grille cartésienne uniforme,
ainsi que la position de la surface libre, ce à différents instants espacés régulièrement.

Description de l’algorithme de couplage

Une description du couplage entre les deux solvers est présentée dans la figure 5.40. Le
champ de vagues est calculé à l’aide du solveur potentiel afin d’initialiser le domaine
physique complet en l’absence de corps. Cette solution correspond à un train d’ondes
incident non perturbé. Dès lors que cette solution du solveur HOS est obtenue, elle est
utilisée en tant que donnée initiale pour la résolution de la simulation SPH.

L’interaction entre le train d’ondes et la structure est résolue à l’aide de la méthode SPH.
Le couplage entre les deux solveurs est réalisé en imposant la solution potentielle comme
condition aux limites du solver SPH (lignes en pointillés) à chaque instant. Ces conditions
aux limites de type inlet/outlet doivent être situées suffisamment loin de la zone d’impact
entre le fluide et la structure de sorte qu’il n’y ait pas d’interaction entre le champ de
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vagues réfléchi sur la frontière du couplage et le corps. Ainsi, ce couplage permet de
réduire drastiquement le temps de calcul en ne simulant qu’une petite partie du domaine
physique à l’aide du solveur SPH tout en bénéficiant de la grande précision de HOS pour
la propagation de vagues. Tout au long de la simulation SPH, les conditions aux limites
inlet/outlet sont mises à jour à l’aide de la solution potentielle HOS.

Batteur
Vague incidente

Domaine physique

Domaine SPH

Figure 5.40: Couplage entre HOS-NWT et SPH-Flow

Description des conditions aux limites

Les particules se situant au voisinage des conditions d’entrée/sortie suivent des trajectoires
elliptiques (orbitales) inhérentes au champ de vitesse de houle. Les particules vont donc
tour à tour entrer et sortir dans le domaine SPH (Fig. 5.41). Le traitement des conditions
d’entrée/sortie dans la méthode SPH (référentiel Lagrangien) est délicat car la position
de la frontière xb est fixe au cours du temps (référentiel Eulérien). Sur la figure 5.41, les
particules vertes sont dites “imposées”, c’est-à-dire que leurs champs sont mis à jour au
cours du temps à l’aide du champ incident et qu’elles sont advectées suivant ce champ de
vitesse incident. Les particules oranges sont dites “libres” et évoluent au cours du temps à
l’aide des opérateurs SPH usuels, interagissant avec des particules “libres” et “imposées”.
Les particules se déplaçant lagrangiennement, il est possible de passer de l’état “libre” à
“imposé” (et réciproquement), et ceci même pendant une sous-étape temporelle du schéma
d’intégration. La zone d’entrée/sortie est définie au début du calcul SPH, sa dimension doit
être suffisante pour assurer que les particules “libres” aient toujours un support complet.
En pratique, la dimension est prise égale à au moins 2 rayons de particules “libres” dans la
direction de propagation des vagues.

Description du dispositif experimental

Les essais ont été réalisés sur une maquette fixe d’un FPSO (échelle 1 : 55) dans le bassin
d’essais de l’Ecole Centrale Nantes, dont les dimensions sont de 50 m en longueur, 30 m en
largeur et 5 m en profondeur. Le bassin est équipé d’un batteur permettant de générer des
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xb

Domaine SPH E/S

R

Figure 5.41: Interpolation de la solution potentielle sur les particules SPH

vagues dans plusieurs directions. L’envahissement du pont (Green water event) a été étudié
pour des vagues dont la longueur d’onde est de 400 m et l’amplitude est 24 m à l’échelle
réelle, ce qui correspond respectivement à 7.24 m et 0.428 m à l’échelle modèle. Les in-
certitudes liées aux essais ont été contrôlées en répétant les expériences une vingtaine de fois.

Le dispositif expérimental comprend 5 capteurs de hauteur d’eau localisés sur le pont de la
maquette (notés de A à E sur la figure 5.42). Des capteurs de pression sont placés sur le
brise-lame (mur vertical) afin de mesurer les pressions locales d’impact au cours du temps
(notés de M1 à M5 sur la figure 5.42).

Figure 5.42
a) Emplacement des capteurs de pression sur le brise-lame

b) Position des capteurs de hauteur d’eau sur le pont

Description de la simulation numérique réalisée

Le domaine complet (HOS + SPH) est de taille 22 m × 4 m × 2.6 m. La résolution
spatiale utilisée dans la zone grossière SPH correspond à ∆x = 0.05 m. La zone APR
comprend 3 niveaux de raffinement, pour un ∆x = 0.00625 m dans le niveau le plus fin.
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A l’instant initial, la simulation représente environ 400 000 particules. Lorsque le pont
du navire est envahi, le pic maximal atteint 900 000 particules. L’utilisation d’un plan de
symétrie permet de réduire les coûts de calcul d’un facteur deux (Fig. 5.43).

Une seconde simulation est réalisée avec la méthode h-variable. La résolution spatiale
utilisée près du pont du navire est identique à celle de la simulation APR et correspond
à ∆x = 0.00625 m. La résolution grossière utilisée près de la zone de forçage est
∆x = 0.05 m. La distribution particulaire est initialisée de sorte que la variation de rayon
entre deux particules adjacentes n’excède pas 2%. La simulation h-variable représente
environ 5 millions de particules.

Le rayon des particules utilisé pour les deux simulations est R
∆x

= 2.7 (environ 260 particules
dans le support du noyau). Le train de vagues incident simulé via le solveur HOS correspond
à une longueur d’onde de 7.24 m pour une hauteur de 0.428 m.

•••••
Plan de symétrie

Zone de forçage HOS

Zone grossière SPH

Capteurs de hauteur d’eau

Vague incidente
Zone APR

22 m

4 m

Figure 5.43: Schéma de la simulation réalisée (vue de dessus)

Les 5 capteurs de hauteur d’eau sont placés sur le pont avec un angle de 12.5◦ par rapport
au plan de symétrie. Le pont du navire mesure 1.1 m de largeur et 0.548 m de profondeur.

Le brise-lame mesure 0.75 m de haut pour 1.1 m de large. Le premier capteur de pression
M1 est placé à 0.02 m du bas du brise-lame (Fig. 5.44).

Résultats numériques

Le phénomène d’envahissement expérimental est comparé aux résultats de la simulation
APR (Fig. 5.45 et 5.46). Le phénomène de Green Water observé est caractérisé par 6
étapes :

a) Une élévation de la surface libre se produit sur l’étrave du navire, dépassant la proue.

b) Une importante quantité d’eau plonge sur l’avant du pont tandis qu’une autre le
contourne et envahit le pont par les côtés.
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(a) Capteurs de hauteur d’eau (b) Capteurs de pression

Figure 5.44: Emplacement des capteurs

c) Une très grande quantité d’eau provenant de la proue et des côtés converge vers le
centre du brise-lame.

d) La rencontre des écoulements entrâıne la formation d’un jet vertical le long du brise-
lame. Ce jet, relativement complexe, se sépare en trois branches ; celle du centre
continuant de monter verticalement le long du brise-lame, les deux autres déviant de
l’axe de symétrie du navire.

e) La colonne d’eau formée près du brise-lame commence à s’effondrer, l’essentiel de
l’eau présente sur le pont se situe devant le brise-lame.

f) L’effondrement de la colonne entrâıne l’évacuation de l’eau par les côtés du pont ainsi
qu’une élévation locale de la surface libre aux abords de la proue du navire.
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Figure 5.45: Comparaison de la position de la surface libre expérimentale avec celle de la
simulation APR

La comparaison effectuée sur les figures (5.45) et (5.46) est qualitiativement probante. On
analyse ensuite les signaux temporels pour permettre une comparaison quantitative plus
fine.

Cinq périodes de vagues ont été simulées. Des comparaisons (Fig. 5.47) sont effectuées
pour les 5 capteurs de hauteur d’eau ainsi que pour le capteur de pression M1 situé sur
le brise-lame. On observe que l’évolution de la hauteur d’eau est bien reproduite par les
simulations APR et h-variable, notamment sur les capteurs C et D. En revanche, les deux
simulations sous-évaluent la hauteur d’eau au niveau du capteur E. En effet, le jet déviant
de l’axe de symétrie du navire, comme décrit dans l’étape d) t = 4T

8
, n’est pas correctement

modélisé.

Le pic de pression survenant au pied du brise-lame en M1, bien qu’extrêmement fin,
est en partie capturé par la méthodologie APR. La pression hydrodynamique simulée lors
de l’effondrement de la colonne d’eau est sous-estimée par rapport à l’expérience.

Les quatre périodes de vague analysées mettent en évidence que la simulation h-variable se
dégrade période après période. En effet, à l’inverse de la simulation APR pour laquelle les
hauteurs d’eau sont globalement constantes, la hauteur d’eau simulée par la méthodologie
h-variable est de plus en plus faible sur le pont du navire.

Le tableau 5.8 présente le temps de calcul des simulations APR et h-variable. A titre
indicatif, des estimations du temps CPU pour les simulations avec résolution uniforme sont
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Figure 5.46: Comparaison de la position de la surface libre expérimentale avec celle de la
simulation APR

présentées. On peut retenir de ce comparatif que l’APR est plus efficace d’un facteur 5 par
rapport au h-variable sur ce cas.
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Figure 5.47: Comparaison entre les résultats expérimentaux et les simulations APR et
h-variable
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Simulation Nombre de particules Temps CPU ramené à un coeur (h)
minimal maximal

APR 400 000 900 000 1728
h-variable 5 000 000 8720
Uniforme 1 000 000 000 1750000 (estimé)

Table 5.8: Coût CPU des simulations APR et h-variable et comparatif du nombre de
particules nécessaire pour une éventuelle comparaison avec une simulation de résolution

spatiale uniforme



Chapitre 6

Couplage entre les méthodes SPH et
Volumes Finis

Motivations

Dans le domaine des écoulements avec surface libre, la méthode SPH est particulièrement
bien adaptée pour la modélisation d’impacts violents à interface. L’absence de maillage
permet de traiter les larges déformations auxquelles l’écoulement est soumis, et qui se
traduisent par des phénomènes de fragmentation et de reconnexion d’interface. Cette
dynamique rapide intervient généralement dans une zone confinée de l’écoulement au
sein de laquelle les effets de compressibilité peuvent parfois intervenir. Partout ailleurs,
ces effets sont négligeables au sein d’un écoulement globalement moins dynamique où les
échelles temporelles et spatiales sont de plusieurs ordres de grandeur supérieures à celles
de la zone de dynamique rapide.

Par ailleurs, des méthodes de décomposition de domaines ont émergé afin de modéliser une
partie d’un écoulement avec une méthode numérique et de résoudre l’autre partie avec une
autre méthode. De tels couplages permettent ainsi de tirer profit des avantages de deux
méthodes numériques sans leurs inconvénients, mais ajoutent la complexité de réaliser le
couplage lui-même et de faire tourner deux solveurs en même temps. A la fin des années 80,
un des premiers couplages a consisté à modéliser la couche limite par des méthodes Volumes
Finis ou des Différences Finies, et le reste de l’écoulement par méthode des singularités [62].

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à la simulation d’écoulements à surface
libre en présence de larges déformations via un couplage entre une formulation eulérienne
implicite incompressible par la méthode des Volume Finis et une formulation SPH lagrang-
ienne explicite faiblement compressible. Des couplages entre méthodes particulaires et
méthodes maillées ont déjà été réalisés [89, 46, 81, 4, 15]. De tels couplages, discrétisent
les équations de Navier-Stokes à l’aide d’un unique schéma numérique (Volumes Finis ou
Différences finies) pour faire évoluer les particules et les cellules. A l’inverse, le couplage
auquel nous nous intéressons dans le cadre de cette thèse utilise la méthode SPH pour
discrétiser une partie de l’écoulement avec des particules et une méthode Volumes Finis
pour discrétiser une autre partie de l’écoulement à l’aide de cellules. La consistance des
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deux schémas numériques est rétablie via une zone de recouvrement des deux discrétisations.

Description du solveur Volumes Finis

Le solveur Volumes Finis choisi pour ce couplage a été développé par Di Mascio et al.
[26, 25]. Ce solveur, implémenté dans un formalisme multi-bloc, utilise des zones de re-
couvrement partiel entre les différents blocs constituant le domaine [26]. Ainsi, le domaine
d’étude est découpé en L sous-domaines (non nécessairement disjoints) Dl avec l = 1, · · · , L
:

Dl l = 1, · · · , L (6.1)

Chaque bloc Dl
i,j,k est discrétisé avec un maillage structuré composé de cellules hexaédriques

avec :

Dl
i,j,k i = 1, · · · , Ni j = 1, · · · , Nj k = 1, · · · , Nk (6.2)

où les indices i, j, k réfèrent aux différentes directions du système de coordonnées curvilignes
(ι, κ, λ) adopté.

A l’aide d’un schéma d’intégration temporel implicite à trois points, et par intégration des
équations de Navier-Stokes en formulation eulérienne sur chaque hexaèdre on obtient :

ωi,j,k
3ρni,j,k − 4ρn−1

i,j,k + ρn−2
i,j,k

2∆t
+ Sι

(
ρ(u · n)i+ 1

2
,j,k − ρ(u · n)i− 1

2
,j,k

)n
+ Sκ

(
ρ(u · n)i,j+ 1

2
,k − ρ(u · n)i,j− 1

2
,k

)n
+ Sλ

(
ρ(u · n)i,j,k+ 1

2
− ρ(u · n)i,j,k− 1

2

)n
= 0 (6.3)

ωi,j,k
3ρuni,j,k − 4ρun−1

i,j,k + ρun−2
i,j,k

2∆t
+ Sι

(
Fn
i+ 1

2
,j,k
− Fn

i− 1
2
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)
+ Sκ

(
Fn
i,j+ 1

2
,k
− Fn

i,j− 1
2
,k

)
+ Sλ

(
Fn
i,j,k+ 1

2
− Fn

i,j,k− 1
2

)
− ωi,j,kρni,j,kg = 0 (6.4)

où ωi,j,k est le volume de la cellule, S représente la surface de la facette où le flux F =(
ρ(u ·n)u+P ·n−T ·n

)
est calculé. La masse volumique est calculée à l’aide de l’équation

:

P = P0 + c2
0(ρ− ρ0) (6.5)

où ρ0 et P0 désignent la masse volumique nominale et la pression de référence. Le système
non-linéaire (6.3-6.4) est résolu à l’aide d’une méthode de pas de temps fictif (Dual
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Time-Stepping [49]) puis discrétisé via un schéma de type Godunov [27].

Enfin, une méthode Level-Set est utilisée pour la simulation d’écoulements à surface libre
[25].

Approche numérique du couplage

Le but du couplage est de tirer profit des avantages de chacune des méthodes SPH et des
Volumes Finis sans leurs inconvénients respectifs. Afin de décrire l’intérêt d’un tel couplage,
considérons le cas-test du déferlement d’une vague dans un milieu profond (Fig. 6.1).

Zone de transition

Zone SPH

Zone tampon

Figure 6.1: Principes du couplage SPH/VF

Pour ce cas-test, la méthode SPH est plus précise que la méthode des Volumes Finis
(à discrétisation équivalente) pour simuler le phénomène de fragmentation et de re-
connexion de la surface libre (au-dessus de la ligne b sur la figure 6.1). Néanmoins, à
précision équivalente, il est nécessaire d’utiliser davantage de particules avec la méthode
SPH que de cellules avec la méthode des VF pour discrétiser la majorité du domaine flu-
ide où la dynamique de l’écoulement est très faible (au-dessous de la ligne b sur la figure 6.1).

De plus, la méthode des Volumes Finis est très flexible sur ce point car, à l’aide du
raffinement de maillage adaptatif (AMR), il est aisé de faire varier la taille des cellules
afin de capturer les phénomènes apparaissant sur de larges gammes d’échelles spatiales.
Cependant, en l’absence de critère de raffinement adaptatif basé sur la Level-Set, cette
approche est relativement coûteuse lorsqu’elle est utilisée pour capturer des détails très fins
à la surface libre car l’intégralité du domaine où peut potentiellement se situer la surface
libre au cours du temps doit être maillé finement. La définition d’une technique AMR
efficace, précise et conservative pour l’interface est complexe et non standard aujourd’hui.

Ainsi, il apparâıt pertinent pour ce cas-test de discrétiser le domaine se situant au-dessus
de la ligne a avec la méthode SPH (Fig. 6.1 à gauche), et le domaine situé au-dessous de
la ligne b avec la méthode des Volumes Finis (Fig. 6.1 à droite).

131



CHAPITRE 6. COUPLAGE ENTRE LES MÉTHODES SPH ET VOLUMES FINIS

Couplage spatial

En reprenant l’exemple du cas-test précédent (Fig. 6.1 à gauche), le domaine SPH est
composé de trois zones :

• La zone rouge correspond aux particules libres, c’est-à-dire qu’elles évoluent à l’aide
des opérateurs SPH usuels.

• La zone bleue est une zone dite tampon où les particules sont initialisées à l’aide
d’une interpolation bilinéaire (trilinéaire en 3D) des champs issus de la solution VF.
L’interpolation bilinéaire d’un champ f pour une particule située en (x, y) est donnée
par :

f(x, y) =
1

(x2 − x1)(y2 − y1)

[
x2 − x x− x1

] [f11 f12

f21 f22

] [
y2 − y
y − y1

]
(6.6)

où les indices 1 et 2 font référence aux différents sommets de la cellule VF qui contient
la particule (Fig. 6.2).

• •

• •
•

f11 f21

f12 f22

f(x, y)

Figure 6.2: Interpolation bilinéaire

Le champ de vitesse obtenu par l’interpolation bilinéaire est utilisé pour advecter
la particule de façon lagrangienne. La masse est conservée localement au cours
du temps en recalculant le volume de la particule à l’issue de l’interpolation bilinéaire.

Cette interpolation est calculée à chaque sous-étape du schéma temporel d’intégration.

• La zone verte est une zone de transition où un algorithme de type Chimère [48] est
appliqué, c’est-à-dire qu’une combinaison linéaire des solutions SPH et VF est réalisée
afin d’initialiser les champs et d’advecter les particules appartenant à cette zone :

P n+1 = αP n+1
FV + (1− α)P n+1

SPH (6.7)

un+1 = αun+1
FV + (1− α)un+1

SPH (6.8)

où α ∈ [0, 1] désigne la distance de la particule à la zone SPH libre normalisée par
l’épaisseur de la zone de transition. Les solutions (P n+1

FV ,un+1
FV ) des équations (6.7) et

(6.8) sont obtenues via l’interpolation bilinéaire (6.6).
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L’algorithme Chimère est utilisé à la fin de chaque cycle temporel. Pendant les
sous-étapes, les particules appartenant à la zone de transition évoluent à l’aide des
opérateurs SPH. Ce choix apporte un gain de robustesse et une minimisation de
la dissipation notables par rapport à l’utilisation de l’algorithme Chimère à chaque
sous-étape temporelle du schéma d’intégration.

Le domaine VF est quant à lui composé de deux domaines (Fig. 6.1 à droite) :

• Les cellules situées sous la ligne b sont libres, c’est-à-dire qu’elles évoluent au travers
des équations (6.3) et (6.4)

• Les cellules localisées au-dessus de la ligne b jouent le rôle de conditions aux limites
(zone de forçage). Les champs sont imposés aux sommets des cellules à l’aide d’une
interpolation Shepard (voir section 2.3.3.1) calculée sur les particules SPH.

Couplage temporel

Les solveurs SPH et VF utilisant des pas de temps potentiellement différents, il est nécessaire
d’avoir recours à un couplage temporel non homogène. Le solveur FV étant implicite, ses
pas de temps (notés ∆tV F ) sont plus grands que ceux du solveur SPH (notés ∆tSPH). De
plus, ses dérivées temporelles à un instant tn sont connues. En notant tn l’instant auquel
est effectué une synchronisation, le solveur SPH peut actualiser la solution issue du schéma
VF via l’approximation suivante à l’instant t ∈ [tn, tn + ∆tV F ] pour un noeud i :

Pi(t) ≈ P n
i +

∂P

∂t

n

(t− tn) +O(t− tn)2 (6.9)

ui(t) ≈ uni +
∂u

∂t

n

(t− tn) +O(t− tn)2 (6.10)

Le solveur SPH, autonome entre deux synchronisations, peut ainsi utiliser ces deux
approximations pour actualiser les valeurs des champs sur la grille Volumes Finis utilisée
pour imposer les champs des particules situées dans la zone de transition et la zone tampon.

L’intégration temporelle des équations du solveur VF nécessite quant à elle la solution SPH
à l’instant tn+1. Cette solution est disponible dès lors que le solveur SPH a terminé son
cycle temporel à l’instant tn + ∆tFV .

Mise en place d’un coupleur

L’algorithmique du couplage présentée dans les sections 6.3.1 et 6.3.2 a été introduite par
Marrone et al. [71]. L’un des objectifs de cet axe de thèse est de reprendre ces travaux en y
intégrant un programme, nommé coupleur, dont la fonction est de gérer les entrées/sorties
et la synchronisation entre les solveurs SPH et VF. Ce coupleur se doit d’être générique,
de sorte qu’un changement de solveur n’entrâıne pas de modifications intrusives dans le
couplage entre les deux solveurs.

La figure 6.3 représente le modèle de couplage qui a été développé au cours de la thèse :
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Figure 6.3: Représentation schématique des fonctionnalités attribuées au coupleur

• A l’instant initial t0, le solveur VF communique son pas de temps ∆tV F au cou-
pleur. Cette information est retransmise au solveur SPH qui stocke l’information
dans la variable tV F . Le solveur SPH envoie au coupleur les coordonnées de la zone
de transition ainsi que celles de la zone tampon. De là, le coupleur communique ces
informations au solveur VF qui lui renvoie les champs des cellules correspondantes
ainsi que les coordonnées des cellules où l’interpolation Shepard doit être réalisée lors
de la prochaine communication.

• La boucle en temps peut alors débuter. Au début de chaque sous-étape temporelle du
schéma d’intégration, une interpolation bilinéaire est effectuée sur les particules de la
zone tampon. S’ensuit le calcul des interactions entre les particules au sein du solveur
SPH. A la fin du cycle Runge-Kutta 4, les particules de la zone de transition sont mises
à jour à l’aide des solutions SPH et VF. A la fin de chaque cycle temporel, un test
logique est réalisé pour savoir si les deux solveurs sont synchronisés (tSPH = tV F ?). Le
solveur SPH continue sa boucle en temps tant que ce test logique n’est pas satisfait.

• Lorsque le solveur SPH est synchronisé, il communique au coupleur les particules
nécessaires au calcul de l’interpolation Shepard sur les cellules transmises par le
solveur VF. Le coupleur effectue la mise à jour des cellules de la grille et commu-
nique ces informations au solveur VF qui s’en sert pour avancer temporellement. En
retour, le solveur VF transmet au coupleur sa solution associée aux zones de transition
et tampon. A la réception de ces informations, le solveur SPH incrémente la variable
tV F et répète la méthodologie énoncée dans le point ci-dessus.
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Le coupleur est, dans sa version actuelle, un programme séquentiel. Il sera intéressant
à l’avenir de le paralléliser afin qu’il puisse gérer efficacement la lecture, l’écriture et le
calcul des interpolations pour des cas 3D complexes nécessitant une quantité importante
de données.

Méthode d’entrées/sorties pour le couplage

Constat et objectifs

La principale limitation au paradigme de couplage concerne la gestion des particules
localisées dans la zone tampon. Marrone et al. [71] ont défini la zone tampon avec une
épaisseur bien supérieure à la taille du support d’une particule. Cela s’explique par le fait
que les particules de la zone tampon se déplacent de façon lagrangienne (à partir d’une
vitesse provenant d’une solution eulérienne). Ainsi, il est nécessaire de définir une zone
tampon suffisamment profonde de sorte qu’elle agisse comme un “réservoir” de particules, et
pour que le support des particules localisées dans la zone de transition soit toujours complet.

Dans une optique de minimisation du coût CPU de l’algorithme de couplage, il nous est
apparu nécessaire d’étudier l’implémentation d’une méthode dite d’entrées/sorties afin de
créer/supprimer des particules en frontière de la zone tampon.

Méthode d’entrées/sorties

Les méthodes d’entrées/sorties permettent de simuler des domaines ouverts aux bords
desquels des conditions aux limites sont imposées. Habituellement ces conditions sont de
natures infinie ou subsonique, mais on peut très bien s’en servir à l’intérieur d’une zone de
forçage (comme c’est le cas dans le cadre du couplage). De telles conditions permettent
ainsi de s’affranchir d’une simulation coûteuse sur un large domaine fermé au profit d’une
simulation rapide sur un domaine restreint ouvert. Les conditions d’entrées/sorties sont
délicates à modéliser de par leur nature eulérienne, qui s’oppose au caractère lagrangien
de la méthode SPH.

Dans la littérature, l’approche volumique [44, 52] consiste à créer des particules fantômes
en amont de la zone d’entrée et en aval de la zone de sortie (Fig. 6.4). Dans le cadre
de conditions subsoniques par exemple, la vitesse est imposée en entrée et la pression en
sortie. Tout comme la méthode des particules fantômes (voir section 3.1.1), l’approche vo-
lumique pose de grandes difficultés théoriques dès lors qu’un corps présente des singularités
géométriques.

A l’inverse, l’approche surfacique développée par Kassiotis et al.[13] permet de
créer/supprimer des particules au travers d’un flux de masse calculé à la paroi.
Cette méthode est particulièrement intéressante de par sa facilité d’implémentation et sa
flexibilité vis-à-vis de la géométrie des entrées/sorties.

En considérant que les parois d’entrées/sorties sont discrétisées en un ensemble de segments
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Figure 6.4: Conditions d’entrées/sorties (approche volumique)

dont les sommets sont notés so, que la vitesse de déplacement de la paroi est up et que la
vitesse du fluide à la paroi est u, on a l’expression du flux de masse associé au sommet so :

Fso =
1

Nso

∑
j∈Nso

ρjSj(uj − up) · nj (6.11)

où Nso désigne le nombre de segments connectés à so et Sj l’aire du segment j attaché à so.
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Figure 6.5: Evolution au cours du temps de la masse des sommets pour une condition
d’entrée (i.e (u− up) · n > 0)

La figure 6.5 représente l’évolution de la masse attribuée aux sommets. Les instants t1
et t2 illustrent l’augmentation de la masse attachée aux sommets de par la positivité de
F . A l’initialisation, la masse mso associée à chaque sommet est nulle. Lorsque la masse
mso atteint un seuil critique (typiquement 0.5ρ0∆xD), une nouvelle particule est créée
sur la paroi (instant t3) et la masse de la particule ρ0∆xD est soustraite de la masse du
sommet. Les sommets ayant engendré une particule au cours de l’instant tn sont ajoutés à
un ensemble noté Cn. Les champs des particules créées sur la paroi sont initialisés à l’aide
de l’interpolation Shepard (voir section 2.3.3.1).

Dans le cadre d’une condition de sortie, le flux de masse F est négatif. Dès lors qu’une
particule franchit un segment associé à une condition de sortie, sa masse est redistribuée
sur les sommets les plus proches. Les sommets ayant reçu de la masse d’une ou plusieurs
particules (notée mα) au cours de l’instant tn sont ajoutés à un ensemble noté Sn.

Finalement, la masse d’un sommet so est déterminée par intégration temporelle du flux de
masse Fso :
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mn+1
so = mn

so + ∆tFso − ρ0∆xD1so∈Cn +mα1so∈Sn (6.12)

où 1 désigne la fonction indicatrice (fonction valant 1 si la condition en indice est vérifiée,
0 sinon).

Méthode retenue pour le couplage

La méthode de Kassiotis et al. ne nous donne pas entièrement satisfaction pour trois raisons
:

• La création de particules aux sommets des segments composant les conditions
d’entrée/sortie peut devenir coûteuse en présence de géométrie complexe (il est
nécessaire de calculer avant le début de la simulation le nombre de segments con-
nectés à chaque sommet afin d’initialiser la variable Nso).

• Dans le cadre d’une distribution particulaire cartésienne, les sommets des segments
composant les parois sont décalés par rapport aux particules (lorsque de nouvelles
particules seront créées par la condition d’entrée, elles ne préserveront pas la distri-
bution cartésienne). Le calcul du flux de masse au centre des segments permet de
lever ce problème (Fig. 6.6).

• Afin que les volumes géométrique et physique d’une particule cöıncident, la création
de particules ne devrait pas se faire sur la paroi mais à une distance de 0.5∆x dans
la direction normale à la paroi.

• L’expression du flux de masse fait intervenir la masse volumique nominale du fluide
ρ0 alors qu’il devrait en principe utiliser la masse volumique locale de l’écoulement
(notamment en présence de gravité).

Face à ce constat, nous avons procédé à quelques ajustements de la méthode de Kassiotis
et al. On note fo (segments en 2D, carrés en 3D) une facette appartenant à une paroi de
type entrée/sortie. Le flux de masse associé à une facette s’écrit alors :

Ffo = ρ̄fo∆x
D−1(ūfo − up) · nfo (6.13)

où ρ̄fo et ūfo représentent la masse volumique et la vitesse évaluées au centre de la facette
à l’aide d’une interpolation Shepard. L’équation (6.12) est quant à elle remplacée par :

mn+1
fo

= mn
fo + ∆tFfo − ρ̄fo∆xD1fo∈En +mα1fo∈Fn (6.14)

où Fn correspond à l’ensemble des facettes ayant reçu de la masse d’une ou plusieurs
particules au cours de l’instant tn. L’ensemble En correspond aux facettes ayant engendré
une particule au cours de l’instant tn.

Afin d’illustrer les avantages de la méthode proposée par rapport à Kassiotis et al. nous
considérons le cas-test relativement simple d’une condition d’entrée fixe (up = 0).
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Figure 6.6: Comparatif entre la méthode de Kassiotis et al. et la nouvelle méthode
proposée

La figure 6.6 illustre les différences entre les deux approches surfaciques. Dans le cas
de la méthode de Kassiotis et al. la paroi est composée de cinq sommets engendrant
des particules (contre quatre faces génératrices pour la méthode proposée). A l’instant
t1 = ∆x

2
on observe un décalage spatial des particules nouvellement créées par rapport à la

distribution cartésienne initiale pour la méthode de Kassiotis et al.

La génération de particules soulève des interrogations lorsque la dynamique de l’écoulement
est complexe au voisinage d’une condition d’entrée (cas d’un tourbillon par exemple). En
effet, le positionnement des particules générées ne tient pas compte de la position des partic-
ules environnantes. Bouscasse et al. [11] ont développé un couplage entre une formulation
analytique et SPH où la génération de particules aux interfaces se fait via l’utilisation
d’une zone tampon composée de particules fantômes. La figure 6.7 illustre le phénomène
précédemment mentionné : des zones vides sont présentes car la disposition cartésienne des
particules générées n’est pas en accord avec l’évolution lagrangienne.

Zone SPH

Particules générées

Particules manquantes

Solution analytique

Figure 6.7: Couplage proposé par Bouscasse et al. et appliqué aux tourbillons de Taylor
Green

Bouscasse et al. ont levé ce problème en remaillant la solution SPH entre deux étapes
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temporelles à l’aide d’un algorithme de packing [19] (Fig. 6.8). En pratique l’utilisation de
ce type de procédure est extrêmement coûteux (arrêt du calcul SPH, démarrage du solveur
packing qui itère jusqu’à convergence, interpolation Shepard aux nouvelles positions des
particules, redémarrage du calcul SPH). De plus, ce procédé introduit inévitablement de la
diffusion numérique au travers de l’interpolation Shepard.

Zone SPH

Particules générées Solution analytique

Figure 6.8: Régularisation de la figure 6.7 à l’aide d’une procédure de packing [19]

Pour traiter ce problème de façon simple et rapide, nous avons utilisé les développements
réalisés sur le désordre particulaire dans la section NFM (voir 4.3.3) qui peuvent être vus
comme une façon de faire du packing dynamiquement au sein même du solveur SPH.

Validations numériques

Standing wave

Afin de démontrer l’intérêt de la méthode de couplage, on considère le cas de l’amortissement
visqueux d’une vague stationnaire dans une cuve. Ce problème est intéressant car
l’amortissement provient à la fois de la couche limite à la paroi ainsi que de celle de
la surface libre. Antuono & Colagrossi [2] ont formulé une solution analytique pour ce
problème. Pour ce cas test, des conditions aux limites périodiques sont imposées sur les
parties latérales du domaine tandis qu’une condition d’adhérence est appliquée sur le
fond de la cuve. Le domaine SPH utilise l’opérateur laplacien de Monaghan (2.32) pour
modéliser la viscosité au sein du fluide.

Dans ce qui suit, la hauteur d’eau est notée H, la longueur d’onde est égale à λ = 4H
tandis que le nombre d’onde adimensionnel correspondant est défini par κH = π

2
. Le

nombre de Reynolds est Re = H
√
gH
ν

= 500. La vitesse nominale du son est c0 = 10
√
gH.

Les profils de vitesse et pression sont initialisés avec la solution analytique [2].

La décomposition de domaine adoptée est décrite sur la figure 6.9. Le domaine SPH
dispose d’une résolution spatiale H

∆x
= 100 tandis que le solveur Volumes Finis se compose

de cellules rectangulaires de ratio ∆x
∆y

= 4 et de résolution spatiale H
∆y

= 64. Le rayon

des particules est R
∆x

= 4 (environ 70 particules dans le support du noyau). Le domaine
VF recevant la solution SPH est maillé plus finement afin de s’approcher de la résolution
spatiale de SPH. En pratique ce domaine représente un coût CPU négligeable pour le
solveur VF car seules les deux premières lignes de cellules sont utilisées pour le calcul des
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Figure 6.9: Configuration initiale des deux solveurs pour le cas de l’amortissement
visqueux d’une vague stationnaire. Les particules et cellules sont colorées suivant le

champ de vitesse horizontal

flux des cellules VF actives. L’épaisseur de la zone de transition du domaine SPH est
s = 0.15H, de même que l’épaisseur de la zone tampon. Le ratio entre les pas de temps
SPH et VF est ∆tV F

∆tSPH
= 8 (une synchronisation tous les 8 pas de temps SPH).

Afin de valider le couplage, une comparaison des résulats est effectuée avec les simulations
SPH seule et VF seule. La résolution spatiale adoptée pour la simulation SPH seule
est H

∆x
= 100 tandis que H

∆y
= 64 est appliqué pour la simulation VF. De plus, une

comparaison de l’énergie cinétique Ek et de l’enstrophie Eω (intégrale du carré de la
vorticité) est effectuée avec les valeurs théoriques de la formulation analytique. Dans le
cadre du couplage, l’énergie cinétique et l’enstrophie sont calculées sur chaque domaine
(zone SPH + zone VF) et sont additionnées pour être comparées aux valeurs analytiques.

La figure 6.10 représente une comparaison de l’évolution temporelle de l’énergie cinétique
et de l’enstrophie. Les valeurs des différentes simulations sont adimensionnalisées par la
valeur initiale de la solution analytique. On remarque que le solveur SPH seul modélise
correctement la décroissance de l’énergie cinétique avec un léger décalage de phase par
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Figure 6.10: Comparaison de l’évolution temporelle de l’énergie cinétique (en haut) et de
l’enstrophie (en bas)

rapport à la solution analytique. En revanche, la décroissance de l’enstrophie est mal
évaluée. Cela s’explique par le fait que l’enstrophie dépend (en partie) de la couche limite
du fond de la cuve où de forts gradients de vitesse apparaissent pour des vitesses de faibles
amplitudes.

A l’inverse, le solveur VF seul prédit correctement la décroissance de l’énergie cinétique et
de l’enstrophie. En revanche, on observe un décalage de phase important qui s’explique
par la difficulté du solveur à prédire correctement les forts gradients de vitesse au voisinage
de la surface libre [71].

La solution du couplage quant à elle bénéficie des avantages des deux méthodes avec un
bon accord de phase et d’amplitude avec la formulation analytique pour l’énergie cinétique
et l’enstrophie. Néanmoins, en comparaison avec l’amplitude de la solution SPH seule ou
le solveur VF seul, on observe que le couplage est dissipatif.

La figure 6.11 présente une comparaison des champs de vorticité entre la solution analytique
et les différentes simulations à l’instant t

√
g
H

= 34.5. La solution VF présentant un décalage
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Figure 6.11: Comparaison des champs de vorticité entre (de haut en bas) : la solution
analytique, le couplage, le solveur SPH seul et le solveur VF seul
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de phase, l’instant de comparaison se fait à t
√

g
H

= 36. Cette comparaison démontre
clairement que l’utilisation d’un unique solveur (SPH ou VF) permet de prédire un champ
de vorticité correct seulement dans une zone de l’écoulement (surface libre ou paroi). A
l’inverse, le couplage permet de simuler correctement le champ de vorticité en tout point
du domaine. Ainsi, ce cas test illustre très clairement l’utilité d’un tel couplage.

Vague déferlante

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation de la propagation d’une vague dans un
milieu profond en présence de conditions latérales périodiques. La pente de la vague est
très raide, de sorte que le déferlement ait lieu rapidement. Les profils de surface libre et de
vitesse sont initialisés avec la solution de Iafrati [45] où le nombre d’onde adimensionnel
est kH = 4π et la pente de la vague est kA = 0.63. La longueur caractéristique de
l’écoulement est la longueur d’onde λ = 1, la vitesse caractéristique est

√
gλ. Le nombre

de Reynolds est Re = λ
√
gλ
ν

= 10 000. La vitesse nominale du son est c0 = 10
√
gλ.

u√
gλ

Zone SPH

Zone SPH

Zone VF

Zone VF

Domaine SPH
λ

∆x
= 400

Zones de transition (s = 0.01λ)

et tampon (s = 0.01λ)

Domaine VF

λ
∆y

= 100

λ
∆y

= 50

Figure 6.12: Configuration initiale du cas de propagation d’une vague (à gauche). Les
domaines relatifs à chaque solveur sont présentés à droite

La configuration initiale du cas test est décrite sur la figure 6.12. La zone SPH, localisée à
la surface libre, représente une très petite portion du domaine complet simulé par les deux
solveurs. La résolution spatiale adoptée est λ

∆x
= 400. Le rayon des particules est R

∆x
= 4

(environ 70 particules dans le support du noyau). L’épaisseur de la zone de transition est
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égale à s = 0.01λ (5 particules, soit 1.25R). La zone tampon fait la même épaisseur que la
zone de transition. La zone VF se compose de cellules rectangulaires (ratio ∆x

∆y
= 2) dont la

résolution varie en fonction de la profondeur (la plus fine étant λ
∆y

= 100). Le ratio entre

les pas de temps SPH et VF est ∆tV F
∆tSPH

= 32 (une synchronisation tous les 32 pas de temps
SPH).
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Figure 6.13: Evolution du champ de pression à différents instants pour le cas de
propagation d’une vague

La figure 6.13 représente l’évolution de la propagation de la vague. De par la forte raideur
de la vague, le déferlement se produit rapidement (t

√
g
λ

= 1.19). Lorsque la vague se
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brise (t
√

g
λ

= 1.21), des ondes acoustiques sont libérées et se propagent vers le fond (donc
dans la direction du solveur VF). Le champ de pression présente alors une discontinuité
à l’interface du couplage en raison de la désynchronisation entre les deux solveurs. La
synchronisation entre les deux solveurs se faisant tous les 32 pas de temps SPH, l’intensité
des ondes acoustiques se propageant dans le domaine VF est fortement diminuée. Ainsi, à
l’instant t

√
g
λ

= 1.29, on observe que les ondes acoustiques ont été complètement absorbées
par le solveur VF. Marrone et al. [71] ont montré que, pour ce paradigme de couplage,
le champ de pression à t

√
g
λ

= 1.29 issu de la synchronisation des solveurs à chaque pas
de temps (qui permet de transmettre continument les ondes acoustiques au solveur VF)
est très proche de celui obtenu lors d’une synchronisation tous les 32 pas de temps. Un
second impact se produit à l’instant t

√
g
λ

= 1.96 lorsqu’une cavité est emprisonnée puis se
referme, engendrant à nouveau de fortes ondes acoustiques. Quelques instants plus tard
(t
√

g
λ

= 2.04) on observe une excellente continuité du champ de pression dans tout le
domaine ainsi qu’une absence de réflexions acoustiques.
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Figure 6.14: Evolution du numéro (ID) attribué à chaque particule à différents instants
pour le cas de propagation d’une vague

La figure 6.14 illustre l’évolution des numéros des particules créées/supprimées par la
condition d’entrée horizontale située en y

λ
= −0.12. A l’instant initial, le domaine

SPH est composé d’environ 20 000 particules. A l’instant t
√

g
λ

= 0.57, un flux de
masse positif entrâıne par exemple la création de particules entre x

λ
= 0.15 et x

λ
= 0.5.

A l’instant final t
√

g
λ

= 4, environ 10 000 particules ont été créées et presque tout au-
tant ont été supprimées comme en atteste l’évolution de la variation de la masse (Fig. 6.15).

Le tableau 6.1 représente une comparaison entre le temps de calcul du couplage et une
estimation de celui des solveurs SPH et VF lorsqu’ils sont utilisés seuls pour simuler ce
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m
m0

t(s)

Figure 6.15: Evolution temporelle de la variation de la masse du domaine SPH pour le cas
de propagation d’une vague

Simulation Nb particules Nb cellules Nb procs temps CPU (s)

Couplage 19 420 31 000 1 SPH + 1 coupleur + 2 VF 20 540
SPH seul 324 000 - 4 65 000 (estimé)
VF seul - 310 000 4 45 000 (estimé)

Table 6.1: Comparaison des temps de calcul entre le couplage et les deux solveurs seuls

cas-test de propagation d’une vague. On remarque que la résolution par la méthode des
VF d’un tel cas-test nécessite 10 fois plus de cellules que dans le cadre du couplage. Cela
s’explique par le fait qu’il est nécessaire d’avoir une grille très fine au voisinage de la surface
libre pour pouvoir capturer correctement la physique du problème. L’utilisation du solveur
SPH seul nécessite 16 fois plus de particules (dans le cadre d’une résolution uniforme) que
le couplage. A partir de ces données sur le temps CPU et des données précédentes sur la
précision, on peut conclure que le couplage est une alternative attractive pour la résolution
d’un tel cas test par rapport à l’utilisation d’un unique solveur.

Tourbillons de Taylor-Green à Re = 200

On s’intéresse à présent à la simulation des tourbillons de Taylor-Green [97] dans un domaine
carré périodique de dimension [0, L] × [0, L]. La solution incompressible de ce cas-test est
donnée par :
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u = sin

(
2πx

L

)
cos

(
2πy

L

)
e−

8π2t
Re (6.15)

v = −cos
(

2πx

L

)
sin

(
2πy

L

)
e−

8π2t
Re (6.16)

P

ρ0U2
=

1

4

(
cos

(
4πx

L

)
+ cos

(
4πy

L

))
e−

16π2t
Re (6.17)

où U désigne la vitesse maximale de l’écoulement à l’initialisation. La vitesse nominale du
son est c0 = 10U et le nombre de Reynolds de l’écoulement est Re = UL

ν
= 200.

Il s’agit d’un cas test délicat à traiter pour le couplage SPH/VF car la présence de
tourbillons entrâıne la création et la suppression de particules à l’interface entre les
deux solveurs (Fig. 6.16). Ce cas test permet ainsi de mettre à l’épreuve les conditions
d’entrées/sorties décrites dans la section 6.4.3 afin d’estimer notamment si la fluctuation
de la masse au cours du temps reste faible, et d’évaluer la précision sur ce cas difficile.

y
L

x
L

Domaine SPH

Domaine VF

Figure 6.16: Champ de vecteurs vitesse pour le cas-test des tourbillons de Taylor-Green
(le domaine SPH est délimité par les traits rouges pointillés)

La configuration initiale du cas-test est présentée sur la figure 6.17. La zone SPH, localisée
au centre de l’écoulement, est décrite avec une résolution spatiale L

∆x
= 200. Le rayon des

particules est R
∆x

= 4 (environ 70 particules dans le support du noyau). L’épaisseur de la
zone de transition est égale à s = 0.025L (5 particules, soit 1.25R). La zone tampon fait
la même épaisseur que la zone de transition. La zone VF se compose de cellules carrées de
résolution spatiale L

∆x
= 64. Le ratio entre les pas de temps SPH et VF est ∆tV F

∆tSPH
= 32

(une synchronisation tous les 32 pas de temps SPH).

La figure 6.18 présente une comparaison des champs de vorticité entre les solutions couplée
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Figure 6.17: Configuration initiale des deux solveurs pour le cas des tourbillons de
Taylor-Green. Les particules et cellules sont colorées suivant le champ de pression initial
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Figure 6.18: Comparaison des champs de vorticité à l’instant tU
L

= 4 entre les solutions
couplée (à gauche) et analytique (à droite)

et analytique. La vorticité analytique ω est obtenue en dérivant les équations (6.15) et
(6.16) :

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
=

4π

L
sin

(
2πx

L

)
sin

(
2πy

L

)
e−

8π2t
Re (6.18)

On observe que le couplage préserve le champ de vorticité, bien que la forme des tourbillons
soit légèrement altérée à l’interface de la zone de couplage. On note que la distribution
particulaire, relativement uniforme, atteste de l’efficacité de la génération/suppression de
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particules au bord de la zone tampon.
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Figure 6.19: Comparaison des champs de pression à l’instant tU
L

= 4 entre les solutions
couplée (à gauche) et analytique (à droite)

Le champ de pression, présenté sur la figure 6.19, est continu aux interfaces entre les deux
solveurs. On note également que l’amplitude du tourbillon central du domaine SPH est
similaire à celle des tourbillons du domaine VF situés près des conditions périodiques.
Cependant, l’échelle de pression des tourbillons est décalée par rapport à la solution
analytique (environ P

ρ0U2 = 17). Cela peut s’expliquer (en partie) par le fait que nous

utilisons ici un schéma Riemann-SPH sans flux de masse (Leduc et al.) avec une loi
de vitesse. Oger et al. [87] ont montré que ce type d’approche est inconsistant et peut
altérer le champ de pression. La seule approche consistante lorsque les particules sont
déplacées à une vitesse non lagrangienne est d’utiliser un schéma Riemann-SPH écrit dans
un formalisme ALE. Dans le cadre du couplage SPH/VF il parâıt difficile d’utiliser un
schéma Riemann-SPH ALE car il faudrait pouvoir tenir compte des échanges de masse
entre particules localisées dans les zones tampon et de transition. Ceci parâıt délicat car
les champs des particules de ces zones sont (en partie ou totalement) gouvernés par la
solution VF. Néanmoins une telle amélioration pourra faire l’objet de futures recherches.

La figure 6.20 représente une comparaison des profils horizontal et vertical de vitesse entre
les solutions couplée et analytique pour différentes résolutions spatiales. On observe que le
couplage converge vers la solution analytique.

La figure 6.21 (à gauche) présente les profils de vorticité obtenus avec le couplage pour
trois résolutions spatiales. A l’oeil nu, l’ordre de convergence du couplage pour le cas-test
des tourbillons de Taylor-Green semble être d’environ 1.5. La figure 6.21 (à droite) illustre
l’évolution de la masse dans le domaine SPH au cours du temps. On remarque que
l’amplitude des fluctuations diminue avec le raffinement. Pour la résolution la plus fine
(NSPH = 400, NFV = 128), l’évolution de la masse du domaine SPH est inférieure à 1%,
ce qui est extrêmement satisfaisant.
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Figure 6.20: Comparaison des profils de vitesse en x
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= 0.5 (à gauche) et y
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droite) à l’instant tU
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Figure 6.21: Comparaison du profil de vorticité en x
L

= 0.25 à l’instant tU
L

= 4 (à gauche)
et évolution temporelle de la masse du domaine SPH pour le cas des tourbillons de

Taylor-Green
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Conclusion

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont porté sur le couplage et l’amélioration de
la méthode SPH afin de traiter des écoulements à multi-échelles temporelles et spatiales.
Ce sujet a donné lieu à l’émergence de trois axes de recherches, abordés dans un premier
temps séquentiellement puis en parallèle étant donné leurs fortes interconnexions.

Le premier axe a été consacré à l’amélioration de la méthode de flux normal (NFM). La
nécessité de simuler des écoulements visqueux en présence de géométries complexes nous
a amené à définir une condition d’adhérence adaptée au formalisme NFM. Des recherches
ont été menées afin de développer un algorithme de détection de surface-libre ainsi qu’une
méthode de désordre particulaire adapté à la méthode NFM. De plus, la robustesse de la
méthode NFM en 3D a été améliorée grâce à une augmentation de la précision dans le
calcul des flux ainsi que par l’utilisation d’une correction Shepard analytique. Tous ces
développements permettent aujourd’hui à la méthode de fournir des résultats probants
tout en garantissant l’imperméabilité des parois en condition de glissement ou d’adhérence.

Le second axe de recherche de ce manuscrit portait sur le développement d’une méthode de
raffinement particulaire adaptatif. A l’issue d’un état de l’art des méthodes de raffinement,
de fortes limitations (industrielles) ont été dégagées vis-à-vis de l’applicabilité de telles
méthodes. En effet, la littérature s’est avérée avare en résultats de temps de calcul CPU,
et à raison, car de telles approches augmentent le nombre de voisins des particules situées
dans les zones raffinées rendant ainsi leur utilisation peu efficace. De plus, les particules
mères et filles interagissent entre elles avec des rayons différents (variation supérieure à
3%) pouvant entrâıner des instabilités. Ces limitations nous ont amené à repenser la
méthodologie du raffinement particulaire en nous inspirant de l’approche de raffinement
utilisée pour les méthodes maillées (AMR). De là, une nouvelle approche nommée APR
(Adaptive Particle Refinement) a été proposée. Par rapport à l’état de l’art, l’APR s’est
montré plus robuste, plus précis et plus rapide. Des validations ont été effectuées jusqu’à
10 niveaux de raffinement en 2D et 3 niveaux en 3D. Dans le cadre du développement
d’un couplage fluide-structure adapté au phénomène d’aquaplanning, la méthodologie
APR est aujourd’hui utilisée par C. Hermange, doctorant CIFRE Michelin du laboratoire
LHEEA. L’APR est aussi à présent intégré au sein de la version industrielle du logiciel
SPH-Flow utilisée par NEXTFLOW-Software et des études l’utilisant sont actuellement en
cours. Bien que les résultats obtenus soient encourageants, le gain de maturité de l’APR
passera par le développement de critères de raffinement physiques dynamiques (basés sur
l’estimation du gradient de pression par exemple) en complément du critère géométrique
utilisé dans cette thèse. Les zones de raffinement utilisées au cours de la thèse étant
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uniquement de forme parallélépipédique, il faudra par la suite étendre la procédure de
raffinement à des géométries quelconques pour gagner en modularité.

Le dernier axe de recherche de ce manuscrit portait sur le couplage entre les méthodes SPH
et Volumes Finis. On s’est attaché au développement d’un programme nommé coupleur
dont la fonction est de gérer de manière transparente les entrées/sorties afin que le couplage
soit le moins intrusif possible au sein du code source de chaque solveur. A l’issue de cette
première étape, nous avons repris les travaux de Marrone et al. [71] et nous avons validé
notre implémentation sur un cas de vague stationnaire (standing wave). Ensuite, nous avons
apporté une innovation au couplage en adaptant les conditions d’entrée/sortie de Kassiotis
et al. [13] afin de pouvoir générer/supprimer des particules à l’interface entre les deux
solveurs. Cette approche n’étant pas conservative en masse, une attention particulière
a été portée sur l’évolution temporelle de la masse lors des simulations que nous avons
réalisé. Des validations ont été effectuées sur deux cas-tests (déferlement d’une vague,
tourbillons de Taylor-Green) et des premiers éléments de réponse quant au gain CPU ont
été qualitativement indiqués. Des validations 3D sont en cours. A l’avenir, le couplage
entre SPH-flow et d’autres solveurs VF tels que STAR-CCM+ par exemple est envisagé.
La parallélisation du coupleur devra également être réalisée car les opérations qu’il devra
gérer seront trop lourdes lorsqu’un cas-test de complexité industrielle se présentera.
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conservation. Comptes rendus de l’Académie des sciences, 322:981–988, 1996.

155



BIBLIOGRAPHIE

[39] R.A. Gingold and J.J. Monaghan. Smoothed particle hydrodynamics : theory and
application to non-spherical stars. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,
181:375–389, 1977.

[40] Günther Greiner and Kai Hormann. Efficient clipping of arbitrary polygons. ACM
Trans. Graph., 17:71–83, 1998.

[41] N. Grenier. Modélisation numérique par la méthode SPH de la séparation eau-huile
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[43] A. Harten. High resolution schemes for hyperbolic conservation laws. Journal of
Computational Physics, 135:260–278, 1997.

[44] S. Majid Hosseini and James J. Feng. Pressure boundary conditions for computing
incompressible flows with sph. J. Comput. Phys., 230:7473–7487, 2011.

[45] A. Iafrati. Numerical study of the effects of the breaking intensity on wave breaking
flows. Journal of Fluid Mechanics, 622:371–411, 2009.
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Résumé 
 

La thèse s’articule en trois axes. Une première partie a 
été consacrée à l’amélioration de la méthode de flux 
normal (NFM) dont le développement a été initié dans 
une précédente thèse. Cet axe de recherche, qui ne 
s’inscrivait pas dans le sujet initial de la thèse, a été initié 
afin de répondre à des problématiques industrielles de 
NEXTFLOW-SOFTWARE, financeur de la thèse. Les 
développements réalisés ont permis d’adapter au 
formalisme NFM différents aspects (modélisation de la 
viscosité, détection de surface libre, désordre 
particulaire) ainsi que d’améliorer la précision des 
opérateurs. 
 
Le second axe de thèse a porté sur le développement 
d’une méthode de raffinement particulaire adaptative, et 
plus particulièrement à son efficacité dans un contexte 
d’applicabilité industrielle. Un intérêt particulier a été 
porté à la robustesse, la précision ainsi que le temps de 
calcul des méthodes de raffinement de l’état de l’art. De 
là, de fortes limitations ont été dégagées et ont amené à 
développer une approche de raffinement inspirée de 
l’AMR. Les développements ont été validés sur de 
nombreux cas tests et sont aujourd’hui intégrés au sein 
des outils utilisés par NEXTFLOW-SOFTWARE. 
 
Le dernier axe concernait le couplage entre les 
méthodes SPH et Volumes Finis. Le développement d’un 
algorithme de couplage a permis de gérer les 
entrées/sorties entre les deux solveurs de façon 
générique et transparente aussi bien pour les simulations 
2D que 3D. Ensuite, une amélioration a été proposée 
permettant de créer/supprimer dynamiquement des 
particules aux frontières du solveur Volumes Finis. Des 
validations sont en cours pour l’extension 3D. 
 
Mots clés : SPH, Raffinement Particulaire Adaptatif 
(APR), Méthode de Flux Normal (NFM), Couplage 
SPH/Volumes Finis------------------------------------------------
--------------------------- 
--------------------------------------------------------------------------- 
------------------------ 

Abstract 
 

The thesis is articulated in three axes. A first part was 
devoted to the improvement of the normal flux method 
(NFM) whose development was initiated in a previous 
thesis. This line of research, which was not part of the 
original subject of the thesis, was initiated in order to 
answer to the industrial problems of NEXTFLOW 
SOFTWARE, financier of the thesis. The developments 
made it possible to adapt to the NFM formalism different 
aspects (modeling of viscosity, detection of free surface, 
particle disorder) as well as to improve the precision of 
the operators. 
 
The second part of the thesis focused on the 
development of a method of adaptive particle refinement, 
and more particularly its effectiveness in a context of 
industrial applicability. Particular emphasis has been 
placed on the robustness, accuracy and calculation time 
of the state of the art of refinement methods. From there, 
strong limitations have emerged and have led to develop 
a refinement approach inspired by the AMR. The 
developments have been validated on many test cases 
and are now integrated within the tools used by 
NEXTFLOW-SOFTWARE. 
 
The last part concerned the coupling between SPH and 
Finite Volumes methods. The development of a coupling 
algorithm made it possible to manage inputs / outputs 
between the two solvers in a generic and transparent 
way for both 2D and 3D simulations. Then, an 
improvement was proposed allowing to create / remove 
dynamically particles at the boundaries of the Finite 
Volume solver. Validations are in progress for the 3D 
extension. 
 
 
Key Words : SPH, Adaptive Particle Refinement 
(APR), Normal Flux Method (NFM), SPH/Finite 
Volume coupling----------------------------------------------------
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