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Ithaque

Quand tu prendras le chemin d'Ithaque,
souhaite que la route soit longue,

pleine d'aventures, pleine d'enseignements.
Les Lestrygons et les Cyclopes,

ne les crains pas, ni la col�ere de Pos�eidon,
jamais tu ne retrouveras rien de tel sur ton chemin,

si ta pens�ee reste �elev�ee, si une �emotion rare
�etreint ton esprit et ton corps.
Les Lestrygons et les Cyclopes,

tu ne les rencontreras pas, ni l'irascible Pos�eidon,
si tu ne les transportes pas dans ton âme,
si ton âme ne les fait pas surgir devant toi.

Souhaite que la route soit longue.
Que nombreux soient les matins d'�et�e
o�u {avec quel plaisir et quelle joie!{

tu d�ecouvriras des ports que tu n'as jamais vus;
arrête-toi dans les comptoirs ph�eniciens

pour te procurer de pr�ecieuses marchandises,
ambre, corail, �eb�ene, nacre,

et capiteux parfums de toutes sortes,
le plus que tu pourras de capiteux parfums;
visite aussi beaucoup de villes �egyptiennes,

et n'aie de cesse de t'instruire aupr�es de ceux qui savent.

Garde toujours Ithaque pr�esente �a ton esprit.
Y parvenir est ta destination �nale.

Mais ne te hâte surtout pas dans ton voyage.
Mieux vaut le prolonger pendant des ann�ees;
et n'aborder dans l'̂�le que dans ta vieillesse,
riche de ce que tu auras gagn�e en chemin,

sans attendre d'Ithaque aucun autre bienfait.

Ithaque t'a o�ert ce beau voyage.
Sans elle, tu n'aurais pas pris la route.

Elle n'a rien de plus �a t'apporter.

Et même si elle est pauvre, Ithaque ne t'a pas tromp�e.
Sage comme tu l'es, avec une exp�erience pareille,

tu as sûrement d�ej�a compris ce que les Ithaques signi�ent.

Constantin P. Cava�s (1911)
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Introduction

Le contexte applicatif

Nous nous sommes int�eress�es dans ce travail �a la mod�elisation num�erique des ph�enom�enes
de propagation des ondes dans des milieux �elastiques, les solides en g�en�eral. La compr�ehen-
sion et la mod�elisation de ces ph�enom�enes jouent un rôle fondamental dans de nombreux
domaines d'applications tels que la g�eophysique, la sismique, le contrôle non destructif,...,etc.
En g�eophysique, on utilise les ondes sismiques pour sonder le sous-sol et d�eterminer la na-
ture des milieux qui le constituent. Le but est de calculer les r�e
exions dues aux interfaces
entre les di��erentes couches du sous-sol. Les ondes ultrasonores sont utilis�ees en contrôle non
destructif pour d�etecter la pr�esence de d�efauts dans une structure. C'est ce type d'applica-
tions qui a en premier lieu motiv�e ce travail qui s'est inscrit en grande partie dans le cadre
d'une convention de recherche entre le D�epartement �Etudes et Recherche d'EDF et le projet
ONDES de l'INRIA. Dans ce cas le but est de calculer l'onde di�ract�ee par le d�efaut (�ssure).
Dans les deux cas de �gure, on comprend l'int�erêt d'outils de mod�elisation. Il s'agit alors de
r�esoudre l'�equation des ondes en r�egime transitoire dans des milieux de propagation

3D qui peuvent être tr�es complexes, tels que des mat�eriaux �elastiques h�et�erog�enes et

anisotropes. Pour ce type de milieux l'approximation num�erique de l'�equation des ondes
est indispensable, car les m�ethodes analytiques sont inutilisables. Ceci est d'autant plus vrai
pour des domaines de g�eom�etrie quelconque qui se rencontrent dans les applications : mo-
d�elisation de la di�raction des ondes par des �ssures de g�eom�etrie complexe dans le cadre
du contrôle non-destructif et prise en compte de la topographie en g�eophysique.

Le contexte scienti�que

C'est pour ces raisons que plusieurs m�ethodes num�eriques ont �et�e d�evelopp�ees pour l'ap-
proximation de ce type de probl�emes. Les m�ethodes les plus simples et sans doute les plus
souvent utilis�ees dans le monde industriel sont les m�ethodes de di��erences �nies. Elles sont
bas�ees sur l'utilisation d'une grille de points r�eguli�ere pour la discr�etisation en espace et elles
conduisent �a des syst�emes explicites en temps. De ce fait elles sont tr�es avantageuses tant du
point de vue temps de calcul que celui du stockage. Ces m�ethodes ont �et�e largement �etudi�ees,
pour l'acoustique et l'�elastodynamique, d'abord �a l'ordre deux [10, 88, 112] et puis �a l'ordre
quatre [99, 44, 53, 14, 13, 78]. Ces �etudes ont mis en �evidence la sup�eriorit�e des m�ethodes
d'ordre �elev�e, notamment �a cause de la dispersion num�erique qui est le facteur principal
limitant les m�ethodes du second ordre. Nous rappelons ici, que dans un milieu homog�ene
l'�equation de l'�elastodynamique n'est pas dispersive : pour une onde plane la vitesse de pro-
pagation ne d�epend pas de la fr�equence. Cette propri�et�e n'est plus vraie pour le probl�eme
approch�e, la discr�etisation induit de la dispersion num�erique, qui est donc le premier ph�e-

11



Introduction

nom�ene parasite �a mâ�triser. Ce qui se fait soit en choisissant des maillages assez �ns, soit en
optant pour des m�ethodes d'ordre sup�erieur, ce qui est reconnu comme plus e�cace.

Par construction les di��erences �nies sont bien adapt�ees pour des g�eom�etries rectangu-
laires et elles sont naturellement moins maniables dans le cas des g�eom�etries complexes. Leur
inconv�enient principal est l'introduction de di�ractions parasites dues �a une mauvaise ap-
proximation de la g�eom�etrie (voir Fig 0.0.1-(b)).

(a)-

Γ

D

Ω

Γ

(b)-

Γ

D

Ω

Γ

Fig. 0.0.1: Les maillages : (a) en �el�ements �nis irr�eguliers, (b) di��erences �nies (approxima-
tion en escalier).

Pour des g�eom�etries quelconques, les m�ethodes les mieux adapt�ees sont sans doute les m�e-
thodes d'�el�ements �nis (cf. [34]). Cependant, du point de vue coût de calcul, elles sont moins
avantageuses que les m�ethodes de di��erences �nies d'une part, parce qu'elles n�ecessitent la
construction d'un maillage, d'autre part �a cause de la nature non structur�ee des donn�ees et
parce qu'elles conduisent �a des syst�emes implicites en temps. Pour rem�edier �a cet inconv�enient
et r�epondre aux exigences de pr�ecision, des m�ethodes d'�el�ements �nis d'ordre �elev�e permet-
tant la condensation de masse (c.�a.d conduisant �a des sch�emas explicites en temps) ont
�et�e d�evelopp�ees. Citons par exemple [109, 35] pour l'�equation des ondes, [36, 37, 49] pour
le syst�eme de Maxwell. Dans la continuit�e de ces travaux, nous avions envisag�e initialement
d'utiliser les �el�ements �nis propos�es dans [109] (ou leur g�en�eralisation en 3D) pour la discr�eti-
sation des �equations de l'�elastodynamique. N�eanmoins, en 3D les �el�ements �nis t�etra�edriques
d'ordre �elev�e et compatibles avec la condensation de masse [75, 63, 83] sont assez compliqu�es
et chers (pour l'ordre 2 il y a 23 degr�es de libert�e par t�etra�edre [63] et pour l'ordre 3 il y
a 50 [75]). Ceci n'est pas le cas, pour les �el�ements �nis cubiques (ou parall�el�epip�edes plus
g�en�eralement). Un autre inconv�enient est li�e au choix du pas de temps, nous y reviendrons
plus loin.

Il faut noter ici que dans le cas de maillages rectangulaires (en 2D) ou parall�el�epip�edes (en
3D) les �el�ements �nis propos�es dans [109, 35] entrent dans le cadre plus g�en�eral des m�ethodes
d'�el�ements �nis spectraux. Ces m�ethodes ont �et�e introduites par A.T. Patera [89, 81] pour la
r�esolution de probl�emes en m�ecanique des 
uides et ensuite g�en�eralis�ees avec succ�es aux pro-
bl�emes de propagation d'ondes (cf. [91, 101, 100]). D'une certaine fa�con, ils font le lien entre
m�ethodes de di��erences �nies et m�ethodes d'�el�ements �nis dans la mesure ou ils permettent
une construction syst�ematique de sch�emas num�eriques sur grille structur�ee, sch�emas qu'on
peut �a posteriori interpr�eter en termes des di��erences �nies.
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Pour le probl�eme transitoire, les deux m�ethodes (EF avec condensation de masse et EF
spectraux), conduisent �a des syst�emes explicites en temps. Le point cl�e est l'approximation
num�erique de la matrice de masse par des formules de quadrature ad�equates. Le prix �a payer
est une condition de stabilit�e, dite CFL qui s'�ecrit g�en�eralement sous la forme suivante :

�t � �CFLhmin;

o�u �t est le pas de discr�etisation en temps, hmin est le plus petit pas de discr�etisation en
espace et �CFL est une constante, plus petite que un, qui d�epend du sch�ema num�erique utilis�e.
Un inconv�enient apparâ�t alors dans le cas de g�eom�etries complexes (voir 0.0.1-(a)).

Dans ce cas a�n de prendre en compte les d�etails de la g�eom�etrie, on est amen�e �a utiliser
des \petits" �el�ements, ce qui nous oblige en combinaison avec la CFL �a avoir un pas de temps
trop petit.

�Evoquons en�n la m�ethode des �equations int�egrales [15, 16, 23] qui est une m�ethode bien
adapt�ee pour les probl�emes de di�raction d'ondes. Cette m�ethode permet de se ramener �a un
probl�eme pos�e sur la fronti�ere de l'obstacle (la �ssure en l'occurrence), tout en prenant en
compte ce qui se passe �a l'in�ni par le biais de la solution fondamentale. De ce fait on gagne
une dimension en espace car l'inconnue vit maintenant uniquement sur la surface de l'obs-
tacle. L'autre avantage principal de la m�ethode est que les conditions �a l'in�ni sont satisfaites
de mani�ere exacte. Cette m�ethode comporte toutes fois quelque d�efauts. Pour la r�esolution
de probl�emes de di�raction en r�egime harmonique [87, 76] on est amen�e �a inverser des ma-
trices pleines, ce qui est coûteux. En outre le calcul de ces matrices implique l'�evaluation
d'int�egrales singuli�eres, ce qui se r�ev�ele d�elicat sur le plan num�erique. L'�equivalent de ces
m�ethodes en r�egime transitoire est la m�ethode dite des potentiels retard�es [24, 46, 52, 80],
d�evelopp�ee notamment pour les �equations de l'�elastodynamique [15, 12]. Dans ce cas, grâce �a
la propagation �a vitesse �nie, les matrices �a inverser �a chaque pas de temps ont une structure
bande, dont la taille est proportionnelle aux dimensions de l'obstacle di�ractant. Mais il faut
traiter un terme de convolution en temps qui oblige de stocker le pass�e de la solution. En�n,
l'obstacle majeure �a nos yeux est que l'usage de ces m�ethodes est pour l'instant restreint aux
milieux isotropes homog�enes pour lesquels on dispose une fonction de Green explicite. Ce qui
n'est pas en g�en�eral le cas pour des milieux complexes.

Une d�emarche aboutissant �a une m�ethode originale

A�n de construire une m�ethode num�erique qui rajoute �a l'e�cacit�e des di��erences �nies
la maniabilit�e g�eom�etrique des maillages irr�eguliers, nous proposons �nalement l'utilisation
de la m�ethode des domaines �ctifs. Cette m�ethode a �et�e initialement introduite pour la
r�esolution de probl�emes stationnaires dans des g�eom�etries complexes [5, 55, 58]. Ces derni�eres
ann�ees elle �a �et�e g�en�eralis�ee avec succ�es dans le cas des probl�emes d'�evolution [57, 42, 54, 96].
Le principe est de prolonger la solution dans un domaine d'une forme tr�es simple (typique-
ment un rectangle en 2D et un parall�el�epip�ede en 3D), ind�ependant de la g�eom�etrie complexe
de l'obstacle. Ensuite, les conditions aux limites sont prises en compte d'une mani�ere faible,
par l'interm�ediaire d'un multiplicateur de Lagrange qui vit uniquement sur le bord de
l'obstacle. On peut alors distinguer deux types d'inconnues, celles qui correspondent �a la so-
lution prolong�ee du probl�eme initial et les nouvelles inconnues auxiliaires correspondant au
multiplicateur de Lagrange. Ceci est le point fondamental de la m�ethode, qui nous permet de
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consid�erer deux maillages, un r�egulier sur le domaine de calcul (d'o�u l'e�cacit�e des di��erences
�nies) et un maillage de surface irr�egulier pour une bonne approximation de la g�eom�etrie de
l'obstacle. En contrepartie de la maniabilit�e g�eom�etrique, il faut bien sur rajouter un coût
suppl�ementaire pour le calcul des nouvelles inconnues. Cependant, ce surcoût peut être consi-
d�er�e comme marginal �etant donn�e que ces inconnues sont d'une dimension inf�erieure en espace.

Un point important est que ces m�ethodes sont bien adapt�ees au traitement des conditions
aux limites essentielles (i.e de type Dirichlet pour les probl�emes du second ordre en espace).
Ces conditions peuvent s'interpr�eter comme une contrainte �egalit�e dans l'espace utilis�e pour
la formulation variationnelle. C'est cette contrainte qui est dualis�ee par l'introduction du mul-
tiplicateur de Lagrange. Consid�erons par exemple notre probl�eme mod�ele, l'�elastodynamique
avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: la composante
normale du tenseur des contraintes s'annule sur les l�evres de la �ssure ou sur la topogra-
phie. Pour que cette condition soit de type Dirichlet, il faut que le tenseur de contraintes
soit une inconnue du probl�eme. Ceci laisse deux possibilit�es, soit consid�erer la formulation en
contraintes ou alors la formulation mixte en vitesse-contraintes. Nous avons opt�e pour
la deuxi�eme solution car elle pr�esente l'avantage d'être compatible avec les couches absor-
bantes parfaitement adapt�ees, dites PML. Cette m�ethode a �et�e initialement introduite
par B�erenger [26] pour le probl�eme de Maxwell et elle permet de traiter tr�es e�cacement
les probl�emes de propagation d'ondes dans des milieux non born�es. Ce point m�erite d'être
examin�e �a part et nous y reviendrons plus loin.

Nous avons donc �x�e jusqu'ici les deux aspects principaux de la m�ethode: on consid�ere la
formulation en vitesse-contraintes et on utilise la m�ethode des domaines �ctifs. Les inconnues
sont alors, v la vitesse, � le tenseur des contraintes et � le multiplicateur de Lagrange qui
correspond au saut de la vitesse �a travers la surface libre.

Signalons, qu'il y a un lien tr�es fort entre la m�ethode des domaines �ctifs et celle des �equa-
tions int�egrales. Notamment, le prolongement de la solution respecte la continuit�e de � � n (n
�etant la normale) et � correspond �a l'inconnue des �equations int�egrales lorsqu'on repr�esente
la solution v sous forme d'un potentiel de double couche (cf. [16]). D'une certaine fa�con les
m�ethodes de domaines �ctifs permettent de faire des �equations int�egrales même quand on
ne dispose pas de la fonction de Green du milieu de propagation. Celle ci est implicitement
�evaluer num�eriquement par l'interm�ediaire des calculs sur les inconnues volumiques � et v.
Le parall�ele s'arrête la, avec la m�ethode des domaines �ctifs nous n'aurions pas �a traiter de
termes de convolution et donc �a stocker le pass�e de la solution. En outre, l'�evaluation de � �a
chaque pas de temps se fera en inversant une matrice creuse.

Le principe de la m�ethode �etant �x�e, il reste �a choisir la discr�etisation en espace et en
temps de notre probl�eme. Pour la discr�etisation en espace, une m�ethode variationnelle

s'imposait: d'une part elle est inh�erente �a la m�ethode des domaines �ctifs, d'autre part elle
conduit automatiquement �a une m�ethode num�erique stable car elle garantie une conserva-
tion d'�energie. Le point d�elicat reste la condensation de masse, n�ecessaire pour aboutir
in �ne �a des sch�emas explicites, ceux-ci d�ecoulant alors d'une discr�etisation en temps par
une m�ethode classique de di��erences �nies centr�ees. Pouvoir obtenir de matrices de masse
diagonales sera donc une contrainte pour choisir nos �el�ements �nis et constituera l'une des
principales di�cult�es de l'entreprise.
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Plusieurs m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes ont d�ej�a �et�e d�evelopp�ees pour le probl�eme
de l'�elasticit�e (i.e. le probl�eme stationnaire associ�e �a l'�elastodynamique). On peut citer par
exemple, l'�el�ement propos�e par M. Amara et J.M. Thomas [3], l'�el�ement PEER'S introduit
par D. N. Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [4] et les travaux de R. Stenberg [104, 105] et M.
Morley [82]. Le point commun entre ces di��erents travaux est l'approche suivie pour rem�edier
�a un probl�eme bien connu pour les �el�ements �nis mixtes en �elasticit�e : la prise en compte

de la sym�etrie du tenseur des contraintes. Plus pr�ecis�ement cette approche repose sur
la prise en compte de cette condition de fa�con faible : on consid�ere la sym�etrie du tenseur
comme une contrainte et on introduit une inconnue auxiliaire, le multiplicateur de Lagrange
qui lui est associ�e. Une approche alternative, conduisant �a des �el�ements �nis dits \composi-
tes", qui prennent en compte la sym�etrie dans l'espace d'approximation, �a �et�e introduite par
C. Johnson et B. Mercier [73]. Ces m�ethodes peuvent, bien �evidemment, être utilis�ees pour le
probl�eme d'�evolution. Cependant, aucune d'entre elles ne conduit �a un syst�eme explicite en
temps.

C'est pour cette raison que nous nous sommes �x�es les objectifs suivants:

1. Construire une famille d'�el�ements �nis mixtes, pouvant se g�en�eraliser aux ordres
sup�erieurs et conduisant �a des sch�emas explicites en temps.

2. Prendre en compte la sym�etrie du tenseur de contraintes dans l'espace d'ap-

proximation.

3. Analyser rigoureusement la pr�ecision de ces �el�ements: convergence et estimations d'er-
reur.

En r�ealit�e, le deuxi�eme objectif est fortement li�e au premier: nous avons, en e�et remarqu�e
qu'il serait beaucoup plus di�cile d'obtenir un sch�ema explicite avec l'approche de la sym�e-
trie faible (cf. chapitre 2 - Remarque 2.1.3). Pour accomplir les deux premiers objectifs nous
avons construit une famille d'�el�ements �nis mixtes (inspir�ee de la deuxi�eme famille d'�el�ements
�nis mixtes de N�ed�elec [86]). Malgr�e leur simplicit�e, ces �el�ements semblent être originaux. Ils
peuvent être g�en�eralis�es �a des ordres arbitrairement �elev�es et dans ce sens nos travaux entrent
dans le cadre plus g�en�eral du d�eveloppement des m�ethodes num�eriques d'ordre �elev�e pour les
probl�emes de propagation d'ondes (cf. [2, 53, 35, 36, 84, 91]).

En voulant atteindre le troisi�eme objectif nous nous sommes heurt�es �a plusieurs di�cul-
t�es : la premi�ere est due au fait que les �el�ements �nis propos�es ne satisfont pas la th�eorie
d'approximation de Babuska-Brezzi (d�efaut de coercivit�e, cf. [32, 29, 8]). La deuxi�eme
est li�ee �a la prise en compte de fa�con forte de la sym�etrie du tenseur de contraintes.

Dans un premier temps, nous avons abord�e la premi�ere di�cult�e sur un probl�eme mod�ele,
l'�equation des ondes scalaires en milieu anisotrope (le probl�eme dû �a la sym�etrie du tenseur
des contraintes est alors �elimin�e). Nous consid�erons la formulation en vitesse-pression de ce
probl�eme et nous utilisons pour la discr�etisation en espace la version scalaire des �el�ements
�nis mixtes introduits pr�ec�edemment. Nous obtenons ainsi une formulation analogue �a celle
de l'�elastodynamique en vitesse-contraintes. L'�etude de ce probl�eme est par ailleurs int�eres-
sante en elle même car les �el�ements �nis propos�es r�ealisent dans ce cas la condensation de
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masse en milieu acoustique anisotrope et se g�en�eralisent �a des ordres �elev�es. Pour l'analyse de
convergence, comme dans le cas �elastique, la th�eorie d'approximation [32] reste mise en d�efaut
(coercivit�e). C'est pourquoi nous avons �et�e amen�es �a d�evelopper une th�eorie abstraite nou-
velle conduisant �a des estimations d'erreur. Cette th�eorie apparâ�t comme une modi�cation de
la th�eorie d'approximation de Babuska-Brezzi. Elle repose d'une part sur l'a�aiblissement

de la coercivit�e, d'autre part sur des hypoth�eses de condition inf-sup et d'approxima-
tion \fortes".

Dans un deuxi�eme temps, nous avons envisag�e d'appliquer cette nouvelle th�eorie au cas
�elastique. Cependant, la prise en compte de la sym�etrie du tenseur des contraintes entrâ�ne
de nouvelles di�cult�es qui nous ont amen�es �a modi�er de nouveau la th�eorie abstraite a�n
d'obtenir des estimations d'erreur. Dans ce cas, la condition inf-sup est �egalement a�aiblie
et les hypoth�eses d'approximation sont encore plus \fortes".

Nous avons �egalement men�e une analyse de type di��erences �nies (justi��ee par le fait qu'on
utilise des maillages r�eguliers) qui est en fait une analyse de Fourier discr�ete. Ce type d'ana-
lyse, m�econnu des sp�ecialistes des �el�ements �nis, permet d'abord d'aboutir �a des conditions
n�ecessaires et su�sents de stabilit�e explicites pour les sch�emas obtenus apr�es discr�etisation
en temps. Il permet aussi d'�etudier �nement le ph�enom�ene de dispersion num�erique �evoquer
pr�ec�edemment. Par l'interm�ediaire de courbes de dispersion, il fournit de plus un guide in-
dispensable pour choisir les param�etres de discr�etisation en fonction d'une pr�ecision donn�ee.
En�n, c'est �a notre connaissance le seul outil th�eorique permettant de comparer quantitati-
vement la pr�ecision de m�ethodes du même ordre. Dans ce travail, cette analyse nous a permis
de mettre en �evidence des ph�enom�enes de super-convergence li�es �a l'utilisation de maillages
r�eguliers et de comparer notre m�ethode en termes de pr�ecision (�etude de dispersion) et en
termes de temps de calcul (�etude de stabilit�e) avec des m�ethodes num�eriques d�ej�a existantes.

Il restait en�n �a aborder le sujet d�elicat concernant la mod�elisation des probl�emes de pro-
pagation des ondes dans des milieux non born�es. Bien �evidemment, la simulation num�erique
de ce type de probl�emes n�ecessite un traitement ad�equat des bords arti�ciels du domaine de
calcul, celui-ci �etant in�evitablement tronqu�e dans le cas d'un calcul concret. Concernant cette
question, deux solutions s'o�raient �a nous : les conditions aux limites absorbantes (CLA) et
les couches absorbantes.

Dans le cas de l'�equation des ondes acoustiques, les CLA ont �et�e initialement introduites
par Engquist et A. Majda [51] dans les ann�ees 70. Leur d�emarche consiste �a �ecrire dans un
premier temps la condition transparente, c'est �a dire l'�equation qui relie sur le bord absorbant
la trace d'une solution de l'�equation des ondes homog�enes �a celle de sa d�eriv�ee normale. Cette
�equation implique l'introduction d'un op�erateur pseudo-di��erentiel scalaire. Les conditions
absorbantes sont ensuite obtenues par l'approximation du symbole de cet op�erateur �a l'aide
de fractions rationnelles. Ces conditions ont �et�e depuis �etendues et �etudi�ees par plusieurs
auteurs [62, 66, 110, 47, 11]. Ces �etudes ont permis de mettre en �evidence la n�ecessit�e de
conditions d'ordre �elev�e a�n d'obtenir une bonne pr�ecision pour des ondes se propageant avec
une direction oblique par rapport au bord. Pour ce faire, des familles de conditions absor-
bantes d'ordre arbitrairement �elev�es et stables ont �et�e d�evelopp�ees (cf. [56, 39, 60]).
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Dans le cas de l'�elastodynamique les premi�eres �etudes concernant les conditions trans-
parentes et les CLA d'ordre un ont �et�e e�ectu�ees par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61].
Cependant, comme dans le cas de l'�equation des ondes, des CLA d'ordre �elev�e sont n�ecessaires
a�n d'obtenir une bonne pr�ecision. Dans ce sens, la seule m�ethode qui est actuellement bien
analys�ee �a �et�e propos�ee par R. Higdon [65, 68]. La d�emarche est dans ce cas di��erente de
celle suivie par Engquist et A. Majda. Plus pr�ecis�ement, ces conditions s'obtiennent comme
le produit de CLA du premier ordre pour l'�equation des ondes scalaire qui sont appliqu�ees �a
chaque �equation du syst�eme de l'�elastodynamique. Ces conditions sont stables [67] et pr�ecises
pour des ondes se propageant selon des directions proches de l'incidence normale. Cependant,
des r�e
exions importantes peuvent apparâ�tre pour des grands angles d'incidence (cf. [90])
et dans certains cas, des instabilit�es num�eriques ont �et�e observ�ees pour des sch�emas d'ordre
�elev�e [102]. De plus, pour les ordres sup�erieurs �a trois l'impl�ementation num�erique de ces
conditions devient tr�es complexe.

C'est pour ces raisons que nous avons repris la d�emarche suivie par Engquist et A. Majda
dans le cas acoustique pour construire des CLA d'ordres �elev�es pour l'�elastodynamique. Avec
le souci suppl�ementaire d'aboutir �a des conditions aux limites compatibles avec une formu-
lation variationnelle. La condition transparente r�elie la trace du d�eplacement �a celle de la
contrainte normale via l'introduction d'un op�erateur pseudo-di��erentiel matriciel ce qui com-
plique la construction des conditions approch�ees. Les r�esultats de notre �etude sont mitig�es :
une condition d'ordre 1 stable et facile �a impl�ementer a �et�e d�evelopp�ee mais dans le cas des
CLA d'ordre sup�erieurs le sch�ema num�erique que nous proposons est implicite, ce qui peut
entrâ�ner un coût de calcul �elev�e (sp�ecialement en 3D).

Au même moment, en �electromagn�etisme, une m�ethode tr�es originale faisait son appa-
rition. Il s'agit, bien sûr, de la m�ethode des couches absorbantes parfaitement adapt�ees in-
troduite par J.P B�erenger [26]. La technique des couches absorbantes n'est pas nouvelle, elle
est inspir�ee par la physique et elle consiste �a entourer le domaine de calcul par un milieu
arti�ciel dans lequel les ondes sont att�enu�ees. Cependant son utilisation en pratique s'av�ere
assez d�elicate. La di�cult�e principale est due au fait que les ondes \voient" le changement
d'imp�edance entre le milieu physique et la couche, ce qui induit une r�e
exion parasite. L'ori-
ginalit�e des couches de B�erenger est que le mod�ele continu est parfaitement adapt�e : il n'y a
pas de r�e
exion �a l'interface avec le milieu absorbant!

�Etant donn�e le succ�es de cette m�ethode en �electromagn�etisme nous avons donc envisag�e
sa g�en�eralisation au cas de l'�elastodynamique. Une solution propos�ee dans [64] consiste �a
consid�erer la formulation en potentiels. N�eanmoins, cette approche ne peut pas être utilis�ee
dans le cas de milieux anisotropes. Pour ce faire, il est n�ecessaire de r�e�ecrire le probl�eme de
l'�elastodynamique comme un syst�eme lin�eaire hyperbolique du premier ordre, en utilisant en
l'occurrence la formulation en vitesse-contraintes.

Le plan de la th�ese

La th�ese a �et�e divis�ee en cinq parties.
Dans la premi�ere partie nous pr�esentons les travaux concernant la discr�etisation spatiale

du probl�eme. Plus pr�ecis�ement les deux premiers chapitres sont consacr�es �a la construction et
l'analyse de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes. Pour mieux expliquer notre d�emarche
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et distinguer les di��erentes di�cult�es que nous avons rencontr�ees nous commen�cons par le
probl�eme scalaire de l'�equation des ondes anisotropes et nous pr�esentons ensuite le cas de
l'�elastodynamique. L'objectif principal de ces chapitres est l'analyse de ces �el�ements. Même
si on sait actuellement que la th�eorie abstraite d�evelopp�ee pour le probl�eme scalaire ne s'ap-
plique pas au cas �elastique, nous avons d�ecid�e de la pr�esenter car sans elle nous n'aurions
probablement pas r�eussi �a faire face au cas plus complexe de l'�elasticit�e.

Dans le troisi�eme chapitre nous pr�esentons l'analyse de dispersion associ�ee aux sch�emas
semi-discr�etis�es en espace en deux et trois dimensions pour le probl�eme de l'�elastodynamique.

La deuxi�eme partie de la th�ese concerne la discr�etisation en temps. Plus pr�ecis�ement dans
le chapitre 4 nous pr�esentons l'analyse de stabilit�e et dans chapitre 5 l'�etude de dispersion
des sch�emas discrets. Les �etudes de dispersion et de stabilit�e, utilis�ees habituellement pour
les sch�emas de di��erences �nies, semblent être nouvelles dans le cas 3D. Elle nous permettent
notamment

1. d'aboutir �a des conditions n�ecessaires et su�santes de stabilit�e explicites pour les sch�e-
mas obtenus apr�es discr�etisation en temps,

2. d'�evaluer l'erreur dûe �a la dispersion num�erique,

3. et de comparer les nouveaux sch�emas avec des sch�emas plus classiques.

Dans la troisi�eme partie (chapitre 6) on d�ecrit la m�ethode des domaines �ctifs pour l'�elasto-
dynamique. Nous pr�esentons �egalement dans ce chapitre un r�esultat abstrait nous permettant
d'analyser la convergence de la m�ethode pour le probl�eme de l'�equation des ondes anisotropes
avec une condition de type Neumann. Ce probl�eme est toujours un probl�eme mod�ele pour
lequel les di�cult�es li�ees �a la sym�etrie du tenseur des contraintes ne sont plus pr�esentes.
Malheureusement nous n'avons pas pu g�en�eraliser ces r�esultats au cas de l'�elastodynamique.

La quatri�eme partie (chapitres 7 et 8) concerne le probl�eme de la mod�elisation de la
propagation des ondes �elastiques dans des milieux ouverts. Plus pr�ecis�ement une m�ethode de
conditions absorbantes est pr�esent�ee dans le chapitre 7 et une m�ethode de couches absorbantes
dans le chapitre 8.

Finalement dans la derni�ere partie (chapitre 9) plusieurs r�esultats num�eriques, qui montrent
l'e�cacit�e de la m�ethode, sont pr�esent�es.
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Premi�ere partie

�El�ements �nis mixtes pour la

discr�etisation spatiale
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Chapitre 1

Probl�eme simpli��e : l'�equation des

ondes anisotropes

Nous construisons et analysons une famille d'�el�ements �nis mixtes quadrangulaires (2D) ou
cubiques (3D), qui assurent la condensation de masse pour l'approximation de l'�equation des
ondes anisotropes. Des estimations d'erreur non classiques ont �et�e obtenues pour ces �el�ements.
Ce chapitre a donn�e lieu �a deux publications [18, 20].

Introduction

Dans un premier temps, nous allons �etudier un probl�eme mod�ele, l'�equation des ondes
anisotropes. Ce probl�eme peut être consid�er�e comme un mod�ele simpli��e de la propagation
des ondes dans des milieux �elastiques anisotropes. Dans ce cas, plusieurs di�cult�es th�eoriques
apparaissent d�ej�a : les �el�ements �nis mixtes qui sont propos�es dans la litt�erature ne conduisent
pas �a un syst�eme explicite en temps (condensation de masse) dans le cas g�en�eral d'un milieu
anisotrope. Nous sommes, de ce fait, amen�es �a construire une famille d'�el�ements �nis mixtes
originale (inspir�ee par la deuxi�eme famille des �el�ements �nis de N�ed�elec [86]) qui permet
d'obtenir la condensation de masse. Cette famille est la version scalaire des �el�ements �nis
mixtes que nous proposons pour l'�elastodynamique.

Ces �el�ements peuvent être g�en�eralis�es �a des ordres arbitrairement �elev�es, ce qui est d'une
importance majeure sp�ecialement pour des probl�emes de grande taille. Dans ce contexte, ces
travaux peuvent être consid�er�es comme une continuation des �etudes men�ees par plusieurs
auteurs (cf. [2, 53, 35, 36, 37, 84, 91, 49, 109]) pour d�evelopper des m�ethodes num�eriques
d'ordre �elev�e pour les probl�emes de propagation des ondes.

L'objectif principal de ce chapitre est l'analyse de ces �el�ements. Nous allons montrer que
les hypoth�eses d'approximation classiques (cf. [32, 29, 8]), n�ecessaires pour obtenir des esti-
mations d'erreur, ne sont pas satisfaites dans ce cas. C'est pourquoi nous avons �et�e amen�es �a
d�evelopper une nouvelle th�eorie abstraite qui nous a permis d'obtenir des estimations d'erreur
non classiques.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 1.1 on propose une formulation
variationnelle du probl�eme de la propagation des ondes acoustiques. Nous montrons ensuite
que les �el�ements �nis de Raviart - Thomas [94] ne satisfont pas la condensation de masse
dans le cas g�en�eral d'un milieu anisotrope. Ce qui nous a conduit �a construire la nouvelle
famille d'�el�ements �nis mixtes. Nous pr�esentons l'�el�ement de plus bas degr�e de cette famille
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dans la section 1.1.2, et la g�en�eralisation aux ordres sup�erieurs dans 1.1.3. Ensuite dans la
section 1.2 nous menons l'analyse de ces �el�ements en consid�erant un probl�eme elliptique qui
est le probl�eme stationnaire associ�e au probl�eme de l'�equation des ondes. Cette analyse nous
permet d'obtenir des estimations d'erreur pour le probl�eme stationnaire. Finalement dans la
section 1.3 nous obtenons des estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution �a partir des
estimations sur le probl�eme elliptique, en utilisant des techniques d'�energie ([48]).

1.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes

1.1.1 Le probl�eme mod�ele : l'�equation des ondes anisotropes

Soit 
 un domaine born�e de IR2 et A(x) une matrice sym�etrique d�e�nie positive qui
satisfait

A(x) � � � � � j�j2 ; � > 0; 8� 2 IRN ; p.p. x 2 
:(1.1.1)

Nous consid�erons le probl�eme d'�evolution scalaire8><>:
Trouver u : [0; T ] 7�! H1

0 (
) tel que

@2u

@t2
� div (A�1(x)ru) = f; f 2 C0(0; T ;L2(
));

(1.1.2)

avec les conditions initiales

u(t = 0) = u0 2 H1 ;
@u

@t
(t = 0) = u1 2 L2:

Remarque 1.1.1 Dans cette section nous ne sommes pas int�eress�es par la r�egularit�e de u
en temps. C'est pour cette raison que nous avons �ecrit simplement u : [0; T ] 7�! H1

0 (
).

En introduisant maintenant 8><>:
p = A�1(x)ru;

v =
@u

@t
;

nous pouvons r�e�ecrire (1.1.2) comme le syst�eme du premier ordre suivant8>><>>:
@v

@t
� div p = f;

A
@p

@t
�rv = 0;

(1.1.3)

avec les conditions initiales

p(0) = p0 = A�1(x)ru0 ; v(0) = v0 = u1:(1.1.4)

Une formulation variationnelle mixte associ�ee �a (1.1.3) est8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (p; v) : [0; T ] 7! X �M � H(div ; 
)� L2(
) tels que

d

dt
a(p; q) + b(v; q) = 0; 8q 2 X;

d

dt
(v; w) � b(w; p) = (f;w); 8w 2M;

(1.1.5)
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o�u 8>>>>>>><>>>>>>>:

a(p; q) =

Z


A(x) p � q dx; 8(p; q) 2 X �X;

b(w; q) =

Z


w div q dx; 8(w; q) 2M �X;

(f;w) =

Z


f w dx; 8w 2M:

(1.1.6)

La forme bilin�eaire a(�; �) (resp. b(�; �)) est continue sur H � H (H = (L2(
))2) (resp. sur
X � M). Nous pouvons donc d�e�nir les op�erateurs lin�eaires et continus A : H ! H 0 et
B : X !M 0 par

hAp; qiH0�H = a(p; q);

hBq;wiM 0�M = b(w; q):

Il est alors connu que les propri�et�es suivantes sont satisfaites (cf. [32]) :

�����������

(i) La condition inf-sup continue:

9c > 0 / 8 w 2M; 9 q 2 X / b(w; q) � c kwkM kqkX :

(ii) La coercivit�e de la forme a(�; �) sur V � KerB :

9� > 0 / 8 p 2 V; a(p; p) � � kpk2X :

(1.1.7)

Dans ce qui suit, nous allons consid�erer la semi-discr�etisation en espace de ce probl�eme.

1.1.2 Pr�esentation de l'�el�ement �ni de plus bas degr�e

Nous supposons ici que le domaine 
 est une union de rectangles et nous consid�erons un
maillage r�egulier (Th) de 
 compos�e des carr�es K de cot�e h > 0. Nous introduisons ensuite
les espaces d'approximation8><>:

Xh =
n
qh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 X̂

o
;

Mh =
n
wh 2M / 8K 2 Th; whjK 2 M̂

o
;

(1.1.8)

o�u X̂ (resp. M̂ ) est un espace de fonctions vectoriels (resp. scalaires) de dimension �nie. Le
probl�eme discret associ�e �a (1.1.5) et (1.1.4) est8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (ph; vh) : [0; T ] 7! Xh �Mh tels que

d

dt
a(ph; qh) + b(vh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

d

dt
(vh; wh)� b(wh; ph) = (f; wh); 8wh 2Mh;

(1.1.9)

avec les conditions initiales

ph(0) = p0;h ; vh(0) = u1;h:
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Pour la suite de l'expos�e, nous noterons Pk l'espace des polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal
�a k et Pk1k2 l'espace des polynômes d�e�ni par

Pk1k2 =

8<:p(x1; x2) j p(x1; x2) = X
i�k1;j�k2

aijx
i
1x

j
2

9=; :(1.1.10)

A�n de satisfaire notre objectif concernant la condensation de masse, nous devons choisir
les espaces des polynômes X̂ et M̂ de mani�ere ad�equate. Pour commencer, nous consid�erons
le cas de l'�el�ement �ni de plus bas degr�e. Comme nous allons le voir, le choix habituel qui
consiste �a prendre comme espace X̂ l'�el�ement de Raviart-Thomas de plus bas degr�e :

X̂ = RT[0] = P10 � P01;(1.1.11)

et comme espace M̂ les fonctions constantes par morceaux :

M̂ = Q0;(1.1.12)

ne conduit pas �a un syst�eme explicite en temps dans le cas g�en�eral d'un milieu anisotrope.
En e�et, introduisons BN1 = f�IgN1

I=1 et BN2 = f�IgN2
I=1 les fonctions de base de Xh et Mh

respectivement, avec N1 = dimXh et N2 = dimMh. Nous notons ensuite [P ] = (P1; :::; PN1 )
et [U ] = (U1; :::; UN2) les coordonn�ees des fonctions ph et uh sur ces bases. Nous pouvons
maintenant r�e�ecrire le probl�eme (1.1.9) sous la forme matricielle suivante8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (P;U) 2 L2(0; T ; (IRN1))� L2(0; T ; (IRN2)) tels que

Mp
dP

dt
+ CTU = 0;

Mu
dU

dt
� CP = F;

+ conditions initiales;

avec

(i) (Mp)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))2 ; 1 � I; J � N1;

(ii) (Mu)I;J = (�I ; �J)L2(
) ; 1 � I; J � N2;

(iii) (C)I;J = (�I ;div�J)L2(
) ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;

(iv) (F )J = (f; �J)L2(
) 1 � J � N2 ;

(1.1.13)

et o�u nous avons not�e par CT la transpos�ee de la matrice C. Si on utilise maintenant un
sch�ema de di��erences �nies centr�ees pour la discr�etisation en temps, la solution �a chaque
instant est obtenue en inversant les matrices de masse Mu et Mp. Remarquons que ceci ne
pose pas de probl�eme pour la matrice Mu car elle est diagonale (Mh �etant d�e�ni par des
fonctions constantes par morceaux). Bien que la matrice Mp soit sym�etrique et creuse, son
inversion peut s'av�erer assez coûteuse (pour des probl�emes de grande taille). Pour �eviter ce
probl�eme nous allons approcher la matrice Mp par une matrice diagonale (ou diagonale par
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bloc) en utilisant des techniques de condensation de masse (cf [36, 109, 50]). Ceci consiste
�a �evaluer les int�egrales d�e�nissant les �el�ements de Mp (1.1.13 (i)) �a l'aide d'une formule de
quadrature ad�equate.

Soit (�I) les fonctions de base (globales) de l'espace Xh. Chaque fonction �I est associ�ee �a
une arête du maillage et son support est constitu�e par les deux �el�ements du maillage qui sont
adjacents �a cette arête, voir Fig. 1.1.2. La restriction de �I �a un �el�ement K de son support
correspond �a une fonction locale not�ee b�i, sur l'�el�ement de r�ef�erence bK. Plus pr�ecis�ement b�i
correspond �a la fonction b�xi (resp. b�yi ) si �I est associ�ee �a une arête verticale (resp. horizontale)
du maillage.

Nous pr�esentons dans la �gure Fig. 1.1.1 les quatre fonctions de bases locales dansRT[0]( bK).

b�21 =

�
0

1� x2

�
; b�22 =

�
0
x2

�

b�11 =

�
1� x1

0

�
; b�12 =

�
x1
0

�bK

b�22

b�11

b�21

b�12

Fig. 1.1.1: Les fonctions de bases locales dans RT[0]( bK).

Fig. 1.1.2: Le support des functions de base globales de RT[0].

Nous consid�erons maintenant l'int�egrale

a(�I ; �J) =
X
K2Th

Z
K
A�I jK � �J jKdx =

X
K2Th

mes(K)

Z
bK
Ab�i � b�jdbx(1.1.14)

Si on utilise comme formule de quadrature sur bKZ
bK

bf(bx)dbx = NX
q=1

!q bf(cMq);
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

avec (cMq)q=1;:::;N les points de quadrature et (!q)q=1;:::;N les poids associ�es pour approcher
(1.1.14), on obtient Z

bK
Ab�i � b�jdbx �X

q

!qAb�i(cMq) � b�j(cMq):

Ceci peut conduire �a une matrice approch�ee diagonale si

Ab�i(cMq) � b�j(cMq) = 0; 8 i 6= j:(1.1.15)

Dans le cas d'un milieu isotrope (A = Id), il est facile de trouver une formule de quadrature qui
satisfait (1.1.15), on peut prendre par exemple la formule habituelle qui utilise les sommets
des �el�ements comme points de quadrature ou celle qui utilise le milieu des arêtes. Toutes
les deux conduisent �a une matrice approch�ee diagonale. N�eanmoins dans le cas g�en�eral de
l'�equation des ondes anisotropes, il n'y a pas de formule de quadrature v�eri�ant (1.1.15). La
di�cult�e vient du fait que pour deux fonctions b�y1 et b�x1 associ�ees �a deux arêtes orthogonales,
le produit scalaire (Ab�y1 ; b�x1 ) n'est plus nul.

C'est pourquoi nous proposons une solution alternative qui consiste �a changer l'espace
d'approximation Xh. Plus pr�ecis�ement on propose de choisir comme espace de polynômes X̂
les fonctions bilin�eaires par morceaux

X̂ = Q1 �Q1; Q1 = P11:(1.1.16)

Cet �el�ement �a �et�e initialement introduit par N�ed�elec dans [86]. Nous pr�esentons dans la
�gure 1.1.3 les huit fonctions de base dans l'�el�ement de r�ef�erence bK. Dans ce qui suit nous
notons Qdiv

1 �Q0 l'�el�ement �ni mixte d�e�ni par le couple des espaces Xh �Mh. La formule

bK

b�24 b�23

b�21

b�14 = ((1� x1)x2; 0)
t ; b�13 = (x1x2; 0)

t

b�22
b�11
b�14

b�12
b�13

M1 M2

M3M4

b�21 = (0; (1� x1)(1� x2))
t ; b�22 = (0; x1(1� x2))

t

b�24 = (0; (1� x1)x2)
t ; b�23 = (0; x1x2)

t

b�11 = ((1� x1)(1 � x2); 0)
t ; b�12 = (x1(1� x2); 0)

t

Fig. 1.1.3: Les fonctions de base locales de X̂ = Q1 �Q1.

de quadrature habituelle (les points de quadrature sont les sommets des �el�ements) v�eri�e
maintenant la relation (1.1.15); le point cl�e est que les nouvelles fonctions de base v�eri�ent

�1i (Mj) = �ij(1; 0)
t; �2i (Mj) = �ij(0; 1)

t;

Mj �etant les points de quadrature qui co��ncident dans ce cas avec les points auxquels les
degr�es de libert�e sont associ�es. On peut remarquer que dans chaque �el�ement il y a quatre
points de quadrature mais huit degr�es de libert�e.
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i+ 1

(�2ij)
+

j

j + 1

ii� 1 i� 1 i i+ 1

j + 1

j � 1

j

j � 1

(�1ij)
+

(�1ij)
�

(�2ij)
�

Fig. 1.1.4: L'�el�ement Q1 �Q1.

Pour des �etudes plus d�etaill�ees sur les formules de quadrature nous renvoyons aux travaux
de G. Cohen, P. Joly et N. Tordjman pour le probl�eme de l'�equation des ondes [109, 35, 53]
et aux travaux de P. Monk, G. Cohen [36] et A. Elmkies [50] pour les �equations de Maxwell.

Remarque 1.1.2 Avec ce nouveau choix pour l'espace Xh l'utilisation de la formule de qua-
drature habituelle conduit �a une matrice approch�ee diagonale par bloc, chaque bloc correspond
�a un sommet du maillage et sa taille est �egale au nombre de degr�es de libert�e qui lui sont
associ�es (ie, 4 voir Fig. 1.1.4). Ceci conduit �a un sch�ema explicite en temps (apr�es inversion
des matrices locales). Pour l'�equation des ondes isotropes, A = Id, les blocs de la matrice
deviennent 2� 2, car dans ce cas les fonctions �xi and �yj sont orthogonales.

Remarque 1.1.3 D'un point de vue physique l'utilisation de quatre degr�es de libert�e pour p
�a chaque sommet est justi��ee par les discontinuit�es �eventuelles que p peut avoir dans le cas
des milieux h�et�erog�enes (pour A discontinue par maille).

1.1.3 G�en�eralisation aux ordres sup�erieurs et condensation de masse

La g�en�eralisation naturelle de l'�el�ement Qdiv
1 �Q0 aux ordres sup�erieurs est la famille des

�el�ements �nis mixtes Qdiv
k+1 �Qk d�e�nie par8<: Xh = fqh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk+1 �Qk+1g ;

Mh = fwh 2M / 8K 2 Th; whjK 2 Qkg ;
(1.1.17)

Nous pr�esentons dans les �gures 1.1.5 et 1.1.6 les degr�es de libert�e pour les �el�ements �nis
correspondant �a k = 1 et k = 2. Nous avons �egalement indiqu�e dans ces �gures le nombre
des degr�es de libert�e qui sont associ�es �a chaque noeud. Bien entendu, ces �el�ements ont �et�e
construit pour être compatibles avec la condensation de masse. Dans cette optique les points
auxquels les degr�es de libert�e sont associ�es ont �et�e judicieusement choisis. Plus pr�ecis�ement
leur position correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formules de
Gauss-Lobatto pour p et de Gauss-Legendre pour v. Nous rappelons ici les points de quadra-
ture de ces formules et les poids associ�es.
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1.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes

Pour k = 1 (Fig. 1.1.5)

{ La formule de Gauss-Lobatto:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(x1)
p
1 = (x2)

p
1 = 0; (x1)

p
2 = (x2)

p
2 =

1

2
; (x1)

p
3 = (x2)

p
3 = 1;

!p11 = !p31 = !p33 = !p13 =
1

36
;

!p21 = !p32 = !p23 = !p12 =
1

9
;

!p22 =
4

9
:

(1.1.18)

{ La formule de Gauss-Legendre:8>><>>:
(x1)

v
1 = (x2)

v
1 =

3�p3
6

; (x1)
v
2 = (x2)

v
2 =

3 +
p
3

6
;

!v11 = !v21 = !v22 = !v12 =
1

4
:

(1.1.19)

Pour k = 2 (Fig. 1.1.6)

{ La formule de Gauss-Lobatto:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(x1)
p
1 = (x2)

p
1 = 0; (x1)

p
2 = (x2)

p
2 =

5�p5
10

;

(x1)
p
3 = (x2)

p
3 =

5 +
p
5

10
; (x1)

p
4 = (x2)

p
4 = 1;

!p11 = !p41 = !p44 = !p14 =
1

144
;

!p21 = !p31 = !p42 = !p43 = !p34 = !24p = !p13 = !p12 =
5

144
;

!p22 = !p32 = !p33 = !p23 =
25

144
:

(1.1.20)

{ La formule de Gauss-Legendre:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(x1)
v
1 = (x2)

v
1 =

5�p15
10

; (x1)
v
2 = (x2)

v
2 =

1

2
;

(x1)
v
3 = (x2)

v
3 =

5 +
p
15

10
;

!v11 = !v31 = !v33 = !v13 =
25

324
;

!v21 = !v32 = !v23 = !v12 =
10

81
;

!v22 =
16

81
:

(1.1.21)
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Pour obtenir maintenant la condensation de masse on approche les int�egrales dans (1.1.13(i),
(ii)) par les formules de quadrature ad�equates, qui sont ici bien �evidemment :

{ Les formules de quadrature de Gauss-Lobatto pour l'approximation de la matrice Mp.
La matrice approch�ee ainsi obtenue est une matrice diagonale par bloc. Chaque bloc
correspond �a un point de quadrature et sa dimension est donn�ee par le nombre des
degr�es de libert�e qui lui sont associ�es (la dimension maximale est 4 � 4 et correspond
aux sommets des �el�ements).

{ Les formules de quadrature de Gauss-Legendre pour l'approximation de la matrice Mv,
ce qui conduit �a une matrice approch�ee diagonale.

Remarque 1.1.4 La formule de quadrature de Gauss-Legendre est exacte pour l'int�egration
du produit vhwh qui est dans Q2k. D'autre part si on consid�ere le cas d'un milieu homog�ene
(A constant) pour simpli�er, le produit Aph:qh est de degr�e Q2k+2. N�eanmoins, en suivant
la même d�emarche que dans les travaux de P.G. Ciarlet, G.A. Baker, V.A. Dougalis et N.
Tordjman [34, 9, 109], on peut prouver que l'int�egration num�erique n'induit pas de perte sur
l'ordre de l'approximation pourvu que la formule de quadrature utilis�ee soit exacte pour Qk

(ce qui est le cas pour les formules de Gauss-Lobatto).

Remarque 1.1.5 En�n, signalons que le choix habituel dans le cas g�en�eral consisterait �a
prendre

X̂RT = RT[k] = Pk+1;k � Pk;k+1 et M̂ = Qk:

On remarque alors que le nouvel espace d'approximation Xh contient l'espace XRT
h . Ce qui

met en �evidence que nous avons enrichi l'espace d'approximation pour p sans en faire autant
pour v. Ce point joue un rôle fondamental dans l'analyse de convergence de la m�ethode comme
nous allons voir par la suite.

1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

En suivant la technique d�ecrite dans [29], nous allons �etudier dans cette section l'approxi-
mation d'un probl�eme elliptique. Plus pr�ecis�ement, il s'agit du probl�eme stationnaire associ�e
au probl�eme initial (1.1.5). L'�etude de ce probl�eme entre dans le cadre de la th�eorie g�en�e-
rale d�evelopp�ee par I. Babuska and F. Brezzi [32] pour l'approximation de probl�emes mixtes.
Cependant, la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes ne satisfait pas une des hypoth�eses de
cette th�eorie (l'hypoth�ese de coercivit�e). C'est pourquoi nous avons �et�e amen�es �a introduire
une nouvelle th�eorie abstraite qui nous permet d'obtenir des estimation d'erreur.

1.2.1 Le probl�eme elliptique

Nous consid�erons ici le probl�eme elliptique suivant8<: Trouver u 2 H1
0 (
) tel que

�div (A�1(x)ru) = f; f 2 L2(
);
(1.2.1)
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

On sait que (1.2.1) admet un solution unique u 2 H1
0 (
) et qu'il existe une constante c

positive telle que

kukH1(
) � c kfkL2(
) :(1.2.2)

Comme pour le probl�eme d'�evolution, on pose

p = A�1(x)ru;(1.2.3)

ce qui implique

�div p = f:(1.2.4)

La formulation variationnelle mixte associ�ee aux �equations (1.2.3) et (1.2.4) est8>>>><>>>>:
Trouver (p; u) 2 X �M = H(div ; 
)� L2(
) tels que

a(p; q)+ b(u; q) = 0; 8q 2 X;

b(w; p) = �(f;w); 8w 2M;

(1.2.5)

o�u a(�; �) et b(�; �) sont d�e�nis par (1.1.6) et satisfont les propri�et�es (1.1.7). On sait alors que le
probl�eme (1.2.5) admet une solution unique (p; u) dans X�M (cf. [32]), avec u la solution du
probl�eme initial (1.2.1). En fait la th�eorie abstraite conduit �a un r�esultat d'unicit�e pour u dans
l'espaceM= Ker Bt, mais il est facile de v�eri�er que dans le cas de l'op�erateur divergence nous
avons Ker Bt = f0g. Nous sommes maintenant int�eress�es par l'approximation du probl�eme
(1.2.5) qui s'�ecrit sous la forme suivante8>>>><>>>>:

Trouver (ph; uh) 2 Xh �Mh tels que

a(ph; qh)+ b(uh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; ph) = �(f;wh); 8wh 2Mh:

(1.2.6)

o�u Xh et Mh sont les espaces des nouveaux �el�ements �nis mixtes d�e�nis par (1.1.8).
Le probl�eme elliptique (1.2.5) et son approximation (1.2.6) ont �et�e d�ej�a �etudi�es par plu-

sieurs auteurs [94, 32], on sait notamment que (1.2.6) admet une solution unique dansXh�Mh

avec les propri�et�es d'approximation

(ph; uh) �! (p; u) 2 X �M;(1.2.7)

sous les hypoth�eses suivantes

����������������������

(i) La condition inf-sup discr�ete uniforme:

9 c > 0 ind�ependant de h tel que

8 wh 2Mh; 9 qh 2 Xh / b(wh; qh) � c kwhkM kqhkX ;

(ii) La condition de coercivit�e uniforme de a(�; �) sur Vh :

9 � > 0 ind�ependant de h tel que

8 ph 2 Vh; a(ph; ph) � � kphk2X ;

o�u Vh = KerBh = fqh 2 Xh / b(wh; qh) = 0; 8 wh 2Mhg

(1.2.8)
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Ces hypoth�eses sont satisfaites pour les espaces discrets (XRT
h ;Mh) d�e�nis par (1.1.8), avec X̂

l'�el�ement de Raviart-Thomas de plus bas degr�e et M̂ les fonctions constantes par morceaux
(1.1.12), (cf. [94]). Concernant maintenant le couple (Xh;Mh) correspondant aux nouveaux
�el�ements �nis mixtes, il est facile de v�eri�er qu'il satisfait la premi�ere hypoth�ese et non la
deuxi�eme. En e�et, la premi�ere hypoth�ese d�ecoule d'une part du fait que l'espace XRT

h v�eri�e
(1.2.8-i) et d'autre part de la propri�et�e XRT

h � Xh. Pour montrer que la deuxi�eme hypoth�ese
n'est pas v�eri��ee, il su�t de trouver une fonction de Vh pour laquelle l'hypoth�ese (1.2.8-ii) ne
peut pas être respect�ee. En e�et, consid�erons la fonction ~fh 2 Vh (pour M̂ = Q0), d�e�nie par

K1K2

(0; 0)(�h; 0) (h; 0)

(h; h)(0; h)(�h; h)

Fig. 1.2.1: La fonction ~fh.

~fh jK1 =

0@ (1� x

h
)(1� 2

y

h
)

0

1A et ~fh jK2 =

0@ (1 +
x

h
)(1 � 2

y

h
)

0

1A :

Nous avons alors

a(fh; fh) �!
h!0

0 ;

kfhkX �!

h!0

2

3
:

Ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese (1.2.8-ii). N�eanmoins, comme nous allons voir
dans la section 1.2 le couple des espaces Xh �Mh entre dans le cadre d'une nouvelle th�eorie
abstraite qui nous permet de montrer des r�esultats de convergence.

Remarque 1.2.1 Pour pr�eserver l'hypoth�ese (1.2.8-ii) nous aurions pu enrichir l'espace
d'approximation M̂ . Le bon choix correspond �a

M̂ = P1;

le point cl�e �etant que l'op�erateur divergence est surjectif de Q1 �Q1 dans P1
1. Nous n'avons

pas opt�e pour ce choix car il est naturellement plus cher en termes de temps de calcul et de
stockage.

1.2.2 Un r�esultat abstrait

La nouvelle th�eorie abstraite est bas�ee sur trois espaces de Hilbert. Plus pr�ecis�ement, soit
M; X; H trois espaces de Hilbert avec

X � H; X dense dans H et j�jH � k�kX :(1.2.9)

1. ce qui implique Vh = fqh 2 Xh / div qh = 0g � Ker B. Dans ce cas (1.2.8-ii) est une cons�equence de
(1.1.7-ii)
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

Dans le cas du probl�eme mod�ele nous avons

H = (L2(
))2; X = H(div; 
) et M = L2(
):

Consid�erons maintenant a(�; �) et b(�; �) deux formes bilin�eaires continues dans H � H et
M �X respectivement. Nous pouvons alors d�e�nir les op�erateurs A dans L(H), B : X !M 0

et Bt :M ! X 0 par8<:
a(p; q) = (Ap; q)H ; 8(p; q) 2 H �H

hBp;wiM 0�M =


p;Btw

�
X�X0

= b(w; p); 8(p;w) 2 X �M:

Les noyaux des B et Bt sont8<: V � Ker B = fp 2 X / b(w; p) = 0; 8w 2Mg ;

Ker Bt = fw 2M / b(w; p) = 0; 8p 2 Xg :
Nous faisons ensuite les hypoth�eses suivantes:

���
(i) 9 c > 0 / 8 w 2M; 9 q 2 X / b(w; q) � c kwkM=Ker Bt kqkX ;

(ii) 9 � > 0 / 8 p 2 V; a(p; p) � � kpk2X :
(1.2.10)

o�u la norme dans l'espace quotient est d�e�nie par kwkM=Ker Bt = inf
w02Ker Bt

kw + w0kM . Dans

ce qui suit nous allons identi�er l'espaceM=Ker Bt avec le compl�ement orthogonal de Ker Bt

M=Ker Bt � (Ker Bt)? � �w 2M / (v; w)M = 0;8 v 2 Ker Bt
	
:

Nous sommes int�eress�es par l'approximation du probl�eme mod�ele8>>>><>>>>:
Trouver (p; u) 2 X �M tels que

a(p; q)+ b(u; q) = 0; 8q 2 X;

b(w; p) = �hf;wi ; 8w 2M;

(1.2.11)

avec f 2 M 0, l'espace dual de M . Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, nous avons le r�esultat
classique suivant (cf. [32])

Th�eor�eme 1.2.1 Pour tout f 2 Im B, le probl�eme (1.2.11) admet une solution unique (p; u)
dans X � (M=Ker Bt), qui satisfait

kukM=Ker Bt + kpkX � C kfkM 0 :

Soient Xh � X et Mh �M deux espaces d'approximation de dimension �nie. Nous consid�e-
rons alors le probl�eme d'approximation8>>>><>>>>:

Trouver (ph; uh) 2 Xh �Mh tels que

a(ph; qh)+ b(uh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; ph) = �hf;whi ; 8wh 2Mh;

(1.2.12)
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Nous posons 8<: Vh(f) = fqh 2 Xh / b(wh; qh) = �hf; whi ; 8wh 2Mhg = B�1h (f);

Vh = Vh(0) = Ker Bh; (Bh d�e�ni par (1.2.14))
(1.2.13)

et nous faisons les hypoth�eses suivantes

(H0) 8f 2 Im B, Vh(f) 6= ;.

(H1) D�ecomposition orthogonale de Xh:

���
Xh = Xs

h �Xr
h (ph = psh + prh) ; Xr

h � Vh;

8(psh; prh) 2 Xs
h �Xr

h (psh; p
r
h)H = 0:

(H2) Condition inf-sup discr�ete \forte" :

il existe une constante c > 0, ind�ependante de h, telle que

8 wh 2Mh; 9 qsh 2 Xs
h / b(wh; q

s
h) � c kwhkM=Ker Bt

h
kqshkX :

(H3) Condition de coercivit�e discr�ete \a�aiblie" :

il existe une constante � > 0, ind�ependante de h, telle que

8 ph 2 Vh; a(ph; ph) � �
�
kpshk2X + jprhj2H

�
:

(H4) Propri�et�es d'approximation8><>:
lim
h!0

inf
qs
h
2Xs

h

kp� qshkX = 0; 8p 2 X;

lim
h!0

inf
wh2Mh

ku� whkM = 0; 8u 2M:

Remarque 1.2.2 Par l'hypoth�ese (H4) et la densit�e de X dans H, nous avons

lim
h!0

inf
qs
h
2Xs

h

jp� qshjH = 0; 8p 2 H:

Comme dans le cas du probl�eme continu, nous introduisons les op�erateurs Bh et Bt
h d�e�nis

par

(Bhph; wh)M 0�M =
�
ph; B

t
hwh

�
X�X0

= b(ph; wh); 8ph 2 Xh; 8wh 2Mh;(1.2.14)

et leurs noyaux respectifs KerBh = Vh (d�e�ni par (1.2.13)) et KerBt
h

KerBt
h = fwh 2Mh / b(ph; wh) = 0; 8ph 2 Xhg :
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

Remarque 1.2.3 On peut aussi caract�eriser l'hypoth�ese (H0) en utilisant une des deux pro-
pri�et�es �equivalentes

(H0)� (ii) 8p 2 X; 9ph 2 Xh tel que b(p� ph; wh) = 0; 8wh 2Mh;

(H0)� (iii) Ker Bt
h = Ker Bt \Mh � Ker Bt:

Remarque 1.2.4 On appelle l'hypoth�ese (H2) \forte" car elle suppose l'existence d'un qh(=
qsh) dans Xs

h au lieu de Xh, qui correspondrait �a l'hypoth�ese classique. Plus pr�ecis�ement on

a Xs
h
�
6= Xh. Au contraire (H3) est une hypoth�ese de coercivit�e dite a�aiblie, car dans notre

application pour tout ph 2 Xh on a,

kpshk2X + jprhj2H � kphk2X :

Th�eor�eme 1.2.2 Sous les hypoth�eses (H0) - (H4), le probl�eme (1.2.12) admet une solution
unique telle que

(ph = psh + prh; uh) 2 Xh � (Mh=Ker B
t
h);

et nous avons les r�esultats de convergence suivants

� (psh; uh) ! (p; u) dans X �M;

� prh ! 0 dans H:

Plus pr�ecis�ement, nous avons les estimations d'erreur:

jprhjH + kp� pshkX + ku� uhkM=Ker Bt
h
� C

�
inf

qs
h
2Xs

h

kp� qshkX + inf
wh2Mh

ku� whkM

+ inf
zs
h
2Xs

h

jAp� zshjH
�
:

D�emonstration.
(i) Existence et unicit�e :

L'existence et l'unicit�e de la solution (ph; uh) 2 Xh � (Mh=Ker B
t
h) du probl�eme discret

d�ecoulent de l'hypoth�ese (H0) et de la coercivit�e non-uniforme de la forme bilin�eaire a(�; �)
sur le noyau Ker Bh, i.e.,

9�h > 0; 8ph 2 Vh a(ph; ph) � �h kphk2X :(1.2.15)

Cette derni�ere propri�et�e (1.2.15) est une cons�equence de l'hypoth�ese (H3) �etant donn�e qu'en
dimension �nie toutes les normes sont �equivalentes.

Il reste maintenant �a prouver les estimations d'erreur. Pour obtenir ensuite le r�esultat de
convergence nous utilisons l'hypoth�ese (H4) et la remarque 1.2.2.
(ii) Estimations sur jprhjH + kp� pshkX
La seconde �equation du syst�eme (1.2.12) montre que nous avons ph 2 Vh(f) (cf. (1.2.13)). En
consid�erant aussi qh 2 Vh(f), nous avons

ph � qh 2 Vh:
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Nous pouvons �ecrire que

a(ph � qh; ph � qh) = a(p� qh; ph � qh) + a(ph � p; ph � qh);(1.2.16)

en prenant ensuite la di��erence entre la premi�ere �equation du probl�eme discret (1.2.12) et du
probl�eme continu (1.2.11) on obtient

a(ph � p; ph � qh) = b(u� wh; ph � qh); 8wh 2Mh:(1.2.17)

D'o�u en utilisant (H1), on a

a(ph � p; ph � qh) = b(u� wh; p
s
h � qsh) + b(u; prh � qrh):(1.2.18)

Nous avons ici utilis�e le fait que b(wh; p
r
h�qrh) = 0, car Xr

h � Vh. Comme nous avons seulement
une hypoth�ese de coercivit�e a�aiblie nous voulons garder uniquement les termes qui font
intervenir la norme dans H des �el�ements de Xr

h. C'est pour cette raison qu'on remplace dans
(1.2.18) le terme b(u; prh� qrh) par a(p; prh� qrh) en utilisant la premi�ere �equation du probl�eme
continu (1.2.11),

a(ph � p; ph � qh) = b(u� wh; p
s
h � qsh)� a(p; prh � qrh)

= b(u� wh; p
s
h � qsh)� (Ap; prh � qrh)H :

(1.2.19)

On choisit maintenant

���
qh = qsh 2 V s

h (f) = Vh(f) \Xs
h;

qrh = 0:
(1.2.20)

En combinant (1.2.16), (1.2.19) et (1.2.20), on obtient

a(ph � qsh; ph � qsh) = a(p� qsh; ph � qsh) + b(u� wh; p
s
h � qsh)� (Ap; prh):

Grâce �a l'hypoth�ese de la d�ecomposition orthogonale (H1), on a

���
a(ph � qsh; ph � qsh) = a(p� qsh; ph � qsh) + b(u� wh; p

s
h � qsh)

�(Ap� zsh; p
r
h)H ; 8 zsh 2 Xs

h:
(1.2.21)

De plus, en reportant l'in�egalit�e

jph � qshjH � kpsh � qshkX + jprhjH
dans (1.2.21) et en utilisant les hypoth�eses (H1) et (H3) on obtient,

���
�(kpsh � qshk2X + jprhj2H) � kak jp� qshjH (kpsh � qshkX + jprhjH)

+ kbk ku� whkM kpsh � qshkX + jAp� zshjH jprhjH :
On d�eduit alors l'existence d'une constante C qui d�epend de kak ; kbk ; et � telle que, pour
tout (qsh; wh; z

s
h) 2 V s

h (f)�Mh �Xs
h,

kpsh � qshkX + jprhjH � C (jp� qshjH + ku� whkM + jAp� zshjH) :
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

Ce qui conduit, en utilisant (1.2.9), �a

����������

kp� pshkX � kp� qshkX + kpsh � qshkX ; 8qsh 2 V s
h (f)

� (1 + C)

�
inf

qs
h
2V s

h
(f)
kp� qshkX + inf

wh2Mh

ku� whkM + inf
zs
h
2Xs

h

jAp� zshjH
�
;

jprhjH � C

�
inf

qs
h
2V s

h
(f)
kp� qshkX + inf

wh2Mh

ku� whkM + inf
zs
h
2Xs

h

jAp� zshjH
�
:

Pour conclure, il su�t d'utiliser la propri�et�e suivante

inf
qs
h
2V s

h
(f)
kp� qshkX � c1 inf

qs
h
2Xs

h

kp� qshkX ;

qui est une cons�equence de la condition inf-sup (cf. [32]).

(ii) Estimations sur ku� uhkM=Ker Bt
h

En prenant la di��erence entre la premi�ere �equation du probl�eme continu (1.2.11) et du pro-
bl�eme discret (1.2.12), on obtient

a(p� ph; qh) + b(u� uh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

d'o�u pour tout wh dans Mh,

b(uh � wh; qh) = a(p� ph; qh) + b(u� wh; qh); 8qh 2 Xh:

On r�e�ecrit maintenant cette derni�ere relation pour qh = qsh,

b(uh � wh; q
s
h) = a(p� ph; q

s
h) + b(u� wh; q

s
h); 8qsh 2 Xs

h:(1.2.22)

En combinant (1.2.22) et la condition inf-sup, on a

kuh � whkM=Ker Bt
h

� 1

c
sup

qs
h
2Xs

h

b(uh � wh; q
s
h)
qsh

X

� 1

c
sup

qs
h
2Xs

h

a(p� ph; q
s
h) + b(u� wh; q

s
h)
qsh

X

� 1

c
(kak jp� phjH + kbk ku� whkM ) :

D'o�u en utilisant l'in�egalit�e triangulaire on obtient

ku� uhkM=Ker Bt
h
� C 0

�
inf

wh2Mh

ku� whkM + jprhjH + jp� pshjH
�
:

Remarque 1.2.5 On peut remarquer que l'espace Xs
h satisfait les hypoth�eses (H0)-(H4). La

question naturelle qu'on peut se poser est: pourquoi ne pas utiliser tout simplement l'espace
Xs
h au lieu de Xh? En fait, il faut imaginer le cas pour lequel l'utilisation de Xh est plus

pratique soit parce que on ne sait pas caract�eriser Xs
h soit parce qu'on pr�ef�ere Xh pour une

autre raison. Dans notre cas Xh pr�esente l'avantage d'être compatible avec la condensation
de masse.
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1.2.3 Application au probl�eme de l'�equation des ondes anisotropes

Pour le probl�eme (1.2.5) nous avons,

H = (L2(
))2 ; X = H(div ; 
) ; M = L2(
)

Dans ce cas, B est l'op�erateur divergence, qui est surjectif de X dans M , ce qui implique que
nous avons Ker Bt = f0g. L'hypoth�ese (H0) est alors �equivalente (cf. 1.2.3) �a la surjectivit�e
de l'op�erateur discret Bh de Xh dans Mh. Cette propri�et�e est satisfaite par les �el�ements �nis
de Raviart-Thomas [94]; i.e. Bh est surjectif de XRT

h dans Mh. Comme le nouvel espace
d'approximation Xh contient l'espace XRT

h , (cf. remarque 1.1.5), il est facile de v�eri�er que
l'hypoth�ese (H0) est aussi satisfaite pour les nouveaux �el�ements et nous avons Ker Bt

h = f0g.

1.2.3.1 Approximation avec l'�el�ement �ni de plus bas degr�e, Qdiv
1 �Q0

Nous consid�erons ici les espaces d'approximation suivants8<: Xh = fqh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 Q1 �Q1g ;

Mh = fwh 2M / 8K 2 Th; whjK 2 Q0g :

Nous allons commencer par la v�eri�cation de l'hypoth�ese (H1). On d�e�nit comme espace Xs
h

l'�el�ement de Raviart-Thomas de plus bas degr�e RT[0] donn�e par (1.1.11)

Xs
h =

�
qh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 RT[0] = P10 � P01

	 � Xh; dim RT[0] = 4

On veut maintenant construire l'espace Xr
h comme le compl�ementaire orthogonal de Xs

h dans
Xh. On introduit les notations suivantes

K

(i+ 1; j + 1)

~'i+1;j+1=2

(i; j + 1)

~'i;j+1=2

~'i+1=2;j+1

~'i+1=2;j

(i; j) (i+ 1; j)

Fig. 1.2.2: L'�el�ement RT[0].

- (i; j), pour le noeud de Th de coordonn�ees (ih; jh),

- (i+
1

2
; j), pour l'arête horizontale qui relie les noeuds (i; j) et (i+ 1; j),

- (i; j +
1

2
), pour l'arête verticale qui relie les noeuds (i; j) et (i; j + 1).
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

Pour chaque �el�ement K, on peut alors d�e�nir les quatre fonctions de base de l'�el�ement �ni
RT[0] (illustr�ees dans la �gure 1.2.2)8>>>>>><>>>>>>:

~'i;j+ 1
2
=

0@ 'i;j+ 1
2
(x1)

0

1A ; ~'i+ 1
2
;j =

0@ 0

'i+ 1
2
;j(x2)

1A ;

~'i+1;j+ 1
2
=

0@ 'i+1;j+ 1
2
(x1)

0

1A ; ~'i+ 1
2
;j+1 =

0@ 0

'i+ 1
2
;j+1(x2)

1A ;

o�u 8>><>>:
'i;j+ 1

2
(x1) =

((x1)i+1 � x1)

h
2 P10; 'i+ 1

2
;j(x2) =

((x2)j+1 � x2)

h
2 P01;

'i+1;j+ 1
2
(x1) =

(x1 � (x1)i)

h
2 P10; 'i+ 1

2
;j+1(x2) =

(x2 � (x2)j)

h
2 P01 :

Il est alors facile de prouver le lemme suivant

Lemme 1.2.1 L'espace Xr
hjK, c'est �a dire la restriction dans l'�el�ement K de Xr

h, est carac-
t�eris�e par les quatre fonctions de base suivantes:

~ i+ 1
2
;j =

0B@ 0�
x1 � (x1)i+ 1

2

�
'i+ 1

2
;j(x2)

1CA ; ~ i;j+ 1
2
=

0@
�
x2 � (x2)j+ 1

2

�
'i;j+ 1

2
(x1)

0

1A ;

~ i+ 1
2
;j+1 =

0B@ 0�
x1 � (x1)i+ 1

2

�
'i+ 1

2
;j+1(x2)

1CA ; ~ i+1;j+ 1
2
=

0@
�
x2 � (x2)j+ 1

2

�
'i+1;j+ 1

2
(x1)

0

1A ;

o�u (x1)i+ 1
2
= (i+ 1

2 )h et (x2)j+ 1
2
= (j + 1

2 )h. En plus, on a Xr
h � Vh.

Remarque 1.2.6 La dimension de Q1�Q1 (=8) est la somme de la dimension de Xs
hjK (=

dim RT[0] = 4) et de la dimension de Xr
hjK (=4).

En utilisant maintenant les propri�et�es bien connues des espaces Xs
h et Mh [94, 97, 32],

on obtient directement les hypoth�eses (H2) et (H4); pour conclure il nous reste �a v�eri�er
l'hypoth�ese (H3).

Lemme 1.2.2 Pour tout ph dans Vh,

a(ph; ph) � �
�
kpshk2X + jprhj2H

�
;

o�u � est d�e�nie par (1.1.1).

D�emonstration.
La propri�et�e (1.1.1) implique que la forme a(�; �) est coercive dans (L2)2,

a(ph; ph) � � kphk20 = �
�
kpshk20 + kprhk20

�
:

39



Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

On remarque ensuite que pour tout ph 2 Vh on a psh 2 Vh \ Xs
h car l'espace Xr

h satisfait
Xr
h � Vh. De plus, pour tout �el�ement de Xs

h \ Vh nous avons (cf. [32])8<: (i) div psh 2Mh;

(ii) ( div psh; wh) = 0; 8wh 2Mh:

D'apr�es (i), on peut prendre

wh = div psh

dans (ii), ce qui implique

div psh = 0:

On peut maintenant appliquer le Th�eor�eme 1.2.2 au probl�eme approch�e (1.2.6), et en
utilisant les r�esultats d'interpolation habituels (cf. [97]) on obtient: (ici nous avons Ker Bt

h =
f0g)
Th�eor�eme 1.2.3 Le probl�eme (1.2.6) admet une solution unique

(ph; uh) 2 Xh �Mh;

avec

� (psh; uh) �! (p; u) dans H(div ; 
)� L2(
);

� prh �! 0 dans (L2(
))2:

De plus, si la solution est su�samment r�eguli�ere, i.e., (p; u) 2 (H1(
))2 � H1(
), div p 2
L2(
) et Ap 2 (H1(
))2, alors

kprhk(L2(
))2 + kp� pshkH(div;
) + ku� uhkL2(
) � Ch
�
jujH1 + jpj(H1)2 + jdiv pjH1 + jApj(H1)2

�
;

o�u par j:jH1 (resp. j:j(H1)2) on note la semi-norme habituelle dans H1(
) (resp. (H1(
))2).

Remarque 1.2.7 Dans le cas de l'�equation des ondes dans un milieu isotrope homog�ene,
ou plus g�en�eralement h�et�erog�ene mais avec la matrice A(x) d�e�nie avec des constantes par
morceaux, nous pouvons montrer que le partie prh de la solution est identiquement nulle. En
e�et, on consid�ere ici que la matrice A(x) dans (1.2.1) est diagonale A(x) = Ad(x) et d�e�nie
par des valeurs constantes par morceaux. Dans ce cas, en appliquant la th�eorie abstraite comme
pr�ec�edemment on obtient que le probl�eme approch�e8>>>><>>>>:

Trouver (ph; uh) 2 Xh �Mh tels que

ad(ph; qh)+ b(uh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; ph) = �hf;whi ; 8wh 2Mh;

(1.2.23)
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1.2 Analyse de convergence: le probl�eme elliptique

admet une solution unique (ph = psh + prh; uh) avec prh � 0 et o�u (psh; uh) est la solution du
probl�eme suivant 8>>>><>>>>:

Trouver (psh; uh) 2 Xs
h �Mh tels que

ad(p
s
h; q

s
h)+ b(uh; q

s
h) = 0; 8qsh 2 Xs

h;

b(wh; p
s
h) = �hf;whi ; 8wh 2Mh;

o�u ad(�; �) est d�e�ni par (1.1.6) en rempla�cant A(x) par Ad(x).
Pour le montrer, on remarque d'abord que dans ce cas particulier, nous avons8<: ad(p

r
h; q

s
h) = 0; 8qsh 2 Xs

h;

ad(p
s
h; q

r
h) = 0; 8qrh 2 Xr

h:

En utilisant ensuite le fait que

Xr
h � Vh;

on peut d�ecomposer (1.2.23) en deux probl�emes ind�ependants, un dans Xs
h et l'autre dans Xr

h8>>>><>>>>:
Trouver (psh; uh) 2 Xs

h �Mh tels que

ad(p
s
h; q

s
h)+ b(uh; q

s
h) = 0; 8qsh 2 Xs

h;

b(wh; p
s
h) = �hf;whi ; 8wh 2Mh;

et 8<: Trouver prh 2 Xr
h tel que

ad(p
r
h; q

r
h) = 0; 8qrh 2 Xr

h;
(1.2.24)

D'apr�es la coercivit�e de a(�; �) dans (L2)2 on obtient prh � 0.
Cette remarque n'est plus vraie dans le cas g�en�eral d'une matrice A(x).

1.2.3.2 Approximation avec les �el�ements �nis d'ordre sup�erieur, Qdiv
k+1 �Qk

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que la g�en�eralisation naturelle de l'�el�ement �ni Qdiv
1 �

Q0 aux ordres sup�erieurs consiste �a prendre

X̂ = Xk = Qk+1 �Qk+1 et M̂ =Mk = Qk;

et donc �a introduire les espaces d'approximation suivants

(1:1:17)

8<: Xh = fqh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 Xkg ;

Mh = fwh 2M / 8K 2 Th; whjK 2Mkg :
Nous allons montrer ici que nous pouvons appliquer la th�eorie abstraite, d�evelopp�ee dans la
section 1.2.2, �a ces espaces �egalement. La di�cult�e principale repose sur la construction de la
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d�ecomposition orthogonale deXh. En proc�edant comme dans la section pr�ec�edente nous allons
d�eduire les r�esultats de d�ecomposition globale �a partir d'une d�ecomposition locale de l'espace
X̂ sur L2(K), K �etant un �el�ement. Tout d'abord, on rappelle la d�e�nition des �el�ements �nis
de Raviart-Thomas aux ordres sup�erieurs

RT[k] = Pk+1;k � Pk;k+1:

On a bien �evidemment l'inclusion suivante

RT[k] � Xk:

On d�e�nit maintenant l'espace 	k comme le compl�ementaire orthogonal de RT[k] dans Xk

(pour le produit scalaire dans L2(K)):

	k =

�
2 X̂ /

Z
K

�dx = 0; 8� 2 RT[k]
�
:

Notons que

dim	k = 2(k + 2):

La propri�et�e principale de l'espace 	k est donn�ee par le lemme suivant.

Lemme 1.2.3 Pour tout  dans 	k et v dans Mk, on aZ
K
div  v dx = 0:(1.2.25)

D�emonstration.
Pour simpli�er la preuve, nous consid�erons ici l'�el�ement de r�ef�erence K = [0; 1] � [0; 1].

(i) Nous commen�cons par la caract�erisation de 	k. Soit �k le polynôme �a une variable de
degr�e k + 1 et tel que

Pk+1 = Pk � [�k] :

De fa�con �equivalente, �k est d�e�ni, �a une constante multiplicative pr�es, par8><>:
Z 1

0
�k(x)p(x)dx = 0; 8p 2 Pk;

�k 2 Pk+1; �k /� 0

Nous pouvons alors prouver que

	k = e	k �
8<:
0@ px(x)�k(y)

py(y)�k(x)

1A ; (px; py) 2 Pk+1 � Pk+1

9=; :

En e�et, comme dime	k = 2(k + 2), il su�t de prouver que e	k est orthogonale �a RT[k]. Pour
ce faire, on rappelle d'abord que l'espace RT[k] est g�en�er�e par les fonctions de base vectorielles
suivantes (cf. [94])

�(x; y) =

24 �x(x)qx(y)

�y(y)qy(x)

35 avec (�x; �y) 2 Pk+1 � Pk+1; (qx; qy) 2 Pk � Pk:
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On d�e�nit ensuite

 (x; y) =

24 px(x)�k(y)

py(y)�k(x)

35 avec (px; py) 2 Pk+1 � Pk+1:(1.2.26)

Nous avons

(�;  )(L2(K))2 =

�Z 1

0
�x(x)px(x)dx

��Z 1

0
�k(y)qx(y)dy

�
+

�Z 1

0
�k(x)qy(x)dx

��Z 1

0
�y(y)py(y)dy

�
:

Comme qx et qy sont dans Pk, par d�e�nition de �k, on obtientZ 1

0
�k(y)qx(y)dy =

Z 1

0
�k(x)qy(x)dx = 0) (�;  )(L2(K))2 = 0:

(ii) Pour prouver (1.2.25) on utilise la formule de GreenZ
K
div  vdx = �

Z
K

� rvdx+
Z
@K

( � n) v d
:

Pour tout v dans Qk+1, le rv est dans l'espace RT[k]. Donc, pour tout  2 	k, on aZ
K
div  v dx =

Z
@K

( � n) v d
:

On d�ecompose ensuite le bord @K de l'�el�ement K,

@K = T1 [ T2 [ T3 [ T4;
comme nous l'avons illustr�e dans la Figure 1.2.3. Ensuite, on peut v�eri�er que

K

T1

T3

T4T2

Fig. 1.2.3: Les arêtes de l'�el�ement K.

Z
Tj

( � n)qd
 = 0; 8j = 1; ::; 4 ; 8q 2 Rk(Tj);

o�u Rk(Tj) est l'ensemble des polynômes de degr�e k par rapport �a l'abscisse le long de l'arête
Tj . On consid�ere, par exemple, l'arête qui correspond �a j = 1 et on d�e�nit  par (1.2.26). On
obtient alors, Z

T1

( � n)qd
 = �
�Z 1

0
�k(x)q(x)

�
py(0) = 0:
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Pour conclure, il su�t de remarquer que, pour tout v dans Qk+1, on a vjTj 2 Rk(Tj).

Ce r�esultat nous conduit �a d�e�nir les espaces globaux Xs
h et Xr

h par8<: Xs
h =

�
ph 2 H(div; 
) / 8K 2 Th; phjK 2 RT[k]

	
;

Xr
h = fph 2 H(div; 
) / 8K 2 Th; phjK 2 	kg :

(1.2.27)

Nous �enon�cons maintenant le r�esultat principal de cette section,

Th�eor�eme 1.2.4 Les espaces (Xh;Mh), d�e�nis par (1.1.17), satisfont les hypoth�eses (H0) �a
(H4).

D�emonstration.
Les hypoth�eses (H0), (H3) et (H4) d�ecoulent des propri�et�es bien connues des espaces

d'approximation de Raviart-Thomas [94]. La v�eri�cation des hypoth�eses (H1) et (H2) est une
cons�equence directe de la d�e�nition de 	k et du Lemme 1.2.3 (en d�ecomposant les int�egrales
sur 
 comme la somme des int�egrales sur les �el�ements K).

Remarque 1.2.8 Nous illustrons par la �gure 1.2.4 la d�ecomposition orthogonale de Xh

correspondant �a k = 0, puis par la �gure 1.2.5 celle correspondant �a l'�el�ement d'ordre k.

Q

=
1

RT0

Q  x  Q1

P0,1 1,1
P  

σ0

= 1

Fig. 1.2.4: D�ecomposition orthogonale de Q1 �Q1.

En appliquant maintenant le Th�eor�eme 1.2.1 au probl�eme approch�e (1.2.6), et en utilisant
les r�esultats d'interpolation usuels (cf. [97]) des espaces Xs

h et Mh, d�e�nis par (1.1.17) et
(1.2.27)), on obtient le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 1.2.5 Le probl�eme (1.2.6) admet une solution unique (ph; uh) 2 Xh �Mh; qui
satisfait

� (psh; uh) ! (p; u) dans H(div ; 
)� L2(
);

� prh ! 0 dans L2(
):
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k

= Qk+1

1 2 k k+1

1 2 k k+1

1

2

k+1

k+2 k+2

k+1

1

2

r

m

σRT k

Fig. 1.2.5: D�ecomposition orthogonale de Qk+1.

De plus, si on suppose que la solution (p; u) du probl�eme continu (1.2.5) est assez r�eguli�ere,
i.e., (p; u) 2 (Hm(
))2 � (Hm(
)), div p 2 Hm(
) et Ap 2 (Hm(
))2 pour m = k+ 1, alors8><>:

kprhk(L2)2 + kp� pshkH(div;
) + ku� uhkL2 � C hm
�
jujHm + jpj(Hm)2

+ jdiv pjHm + jApj(Hm)2

�
;

(1.2.28)

o�u j:jHm (resp. j:j(Hm)2) est la semi-norme habituelle dans Hm(
) (resp. (Hm(
))2).

Remarque 1.2.9 Les estimations d'erreur (1.2.28) impliquent que ph est une bonne approxi-
mation de p dans l'espace (L2)2. N�eanmoins, si on veut obtenir une bonne approximation dans
l'espace H(div), il su�t de projeter la solution discr�ete ph sur l'espace X

s
h. C'est une proc�edure

dite de post-processing qui est particuli�erement facile dans notre cas, car elle est locale.

1.2.3.3 Application �a l'op�erateur de projection elliptique

On revient maintenant dans le cadre de la th�eorie abstraite pr�esent�ee dans la section 1.2.2
et on cherche la solution (bph; buh) � �h(p; u) du probl�eme suivant8<: a(p� bph; qh)+ b(u� buh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; p� bph) = 0; 8wh 2Mh:
(1.2.29)

On pose

D(Bt) = fw 2M / b(w; q) � C(w) jqjH ; 8q 2 Xg =
�
w 2M / Btw 2 H	 :

Pour tout w 2 D(Bt), on a

b(w; q) = (Btw; q)H ; 8 q 2 X:
On introduit ensuite les notations suivantes8<: jjjp� bphjjj = kp� bp s

h kX + jbp r
h jH ;

jjj(p; u)��h(p; u)jjjC = jjjp� bphjjj+ ku� buhkM :(1.2.30)
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Il est alors facile de voir qu'on peut appliquer la th�eorie abstraite qui conduit aux r�esultats
d'interpolation suivants

Th�eor�eme 1.2.6 On suppose que les hypoth�eses (H0) �a (H4) sont v�eri��ees.

(i) Pour tout (p; u) 2 X �M , le probl�eme (1.2.29) admet une solution unique

�h(p; u) = (bp s
h + bp r

h ; buh) 2 Xh � (Mh=Ker B
t
h):

(ii) Pour tout (p; u) 2 X �D(Bt), il existe une constante C, ind�ependante de h, telle que

jjj(p; u)��h(p; u)jjjC � C Eh(p; u);

o�u

Eh(p; u) = inf
qs
h
2Xs

h

kp� qshkX + inf
wh2Mh

ku� whkM + inf
zs
h
2Xs

h

jBtu� zshjH :

En particulier, jjjp� bphjjj et ku� buhkM tendent vers z�ero.

D�emonstration.
(i) L'existence et l'unicit�e est, dans ce cas aussi, une cons�equence des hypoth�eses (H0) et

(H3) (avec f = Bp qui appartient, bien �evidemment �a l'image de l'op�erateur B (Im B)).

(ii) La preuve de ce point est une modi�cation mineure de la preuve du Th�eor�eme 1.2.2.
La seule di��erence concerne le traitement du terme b(u; prh�qrh) dans l'�equation (1.2.18). A�n
d'obtenir l'estimation d'erreur, il est n�ecessaire de relier ce terme �a la norme correspondant
au produit scalaire dans H. Dans la d�emonstration du Th�eor�eme 1.2.2, nous avons remplac�e
ce terme par �a(p; prh� qrh) � �(Ap; prh� qrh)H en utilisant la premi�ere �equation du probl�eme
continu. Ici, nous avons u 2 D(Bt), ce qui implique

b(u; prh � qrh) = (Btu; prh � qrh)H :

Le r�esultat s'obtient alors en rempla�cant �Ap par Btu.

1.3 Analyse de convergence: le probl�eme d'�evolution

Nous consid�erons ici, le probl�eme d'�evolution d�ecrit par le syst�eme (1.1.5) et soumis aux
conditions initiales (1.1.4). Notre objectif est de montrer des r�esultats de convergence pour
ce probl�eme en utilisant les r�esultats que nous avons obtenus pour le probl�eme elliptique
(1.2.5). Cette partie de l'analyse est inspir�ee par les travaux de T. Dupont (cf. [48]) qui
concernent l'approximation de probl�emes elliptiques de deuxi�eme ordre avec des �el�ements �nis
conformes. Malgr�e le fait que la construction des nouveaux �el�ements �nis a �et�e motiv�ee par la
condensation de masse, nous pr�esentons ici les r�esultats de convergence sans prendre en compte
l'erreur induite par l'approximation num�erique (utilisation des formules de quadrature, cf.
1.1.4).
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1.3 Analyse de convergence: le probl�eme d'�evolution

1.3.1 Obtention des estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution �a

partir des estimations d'erreur pour le probl�eme elliptique

1.3.1.1 Le cas abstrait

Dans cette partie, on utilise les mêmes notations et hypoth�eses que dans la section 1.2.2.
On consid�ere le probl�eme d'�evolution8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (p; v) : [0; T ] 7! X �M tels que

d

dt
a(p; q) + b(v; q) = 0; 8q 2 X;

d

dt
(v; w) � b(w; p) = (f; w); 8w 2M;

p(0) = p0 ; v(0) = v0:

(1.3.1)

En supposant que la solution est assez r�eguli�ere en temps, on peut r�e�ecrire (1.3.1), sous la
forme suivante8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (p; v) 2 (C1(0; T ;H) \ C0(0; T ;X)) � C1(0; T ;M) tels que

Adp
dt

+Btv = 0 dans X 0;

dv

dt
�Bp = f dans M 0;

p(0) = p0 ; v(0) = v0:

(1.3.2)

Dans ce qui suit, on utilise la notation Cm;r = Cm(0; T ;H)\Cr(0; T ;X). On suppose, comme
dans la section 1.2.2, que les espaces Xh et Mh sont des espaces de dimension �nie v�eri�ant
les hypoth�eses (H0) �a (H4) et on consid�ere le probl�eme d'approximation8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (ph; vh) : [0; T ] 7! Xh �Mh tels que

d

dt
a(ph; qh) + b(vh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

d

dt
(vh; wh)� b(wh; ph) = (f; wh); 8wh 2Mh;

ph(0) = p0;h ; vh(0) = v0;h:

(1.3.3)

D'apr�es la th�eorie classique des EDO, nous avons le r�esultat:

Th�eor�eme 1.3.1 Soit f 2 C0(0; T ;Mh), le probl�eme (1.3.3) admet alors une solution unique
(ph; vh) 2 C1(0; T ;Xh)� C1(0; T ;Mh).

En proc�edant comme dans [42, 48], on introduit l'op�erateur de projection elliptique d�e�ni
par (1.2.29). En appliquant ensuite le Th�eor�eme 1.2.6, on obtient les r�esultats d'interpolation
suivants
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Lemme 1.3.1 Soit (p; v) la solution du probl�eme (1.3.2), on suppose en plus que (p; v) 2
C1;0 � C1(0; T ;M), alors
(i) il existe une primitive de v, u 2 C1(0; T ;M) , et elle satisfait8><>:

du

dt
= v;

Ap0 +Btu(0) = 0:

(1.3.4)

Cette primitive est unique �a un �el�ement de Ker Bt pr�es.

(ii) 8t 2 [0; T ], le probl�eme (1.2.29) admet une solution unique �h(p; u)(t) = (bph; buh)(t) 2
Xh � (Mh=Ker B

t
h) et il existe une constante C ind�ependante de h telle que

jjj(p; u)��h(p; u)jjjC (t) � C Eh(p; u)(t);(1.3.5)

avec Eh d�e�ni par,

Eh(p; u)(t) = inf
qs
h
2Xs

h

kp(t)� qshkX + inf
wh2Mh

ku(t)� whkM + inf
zs
h
2Xs

h

jAp(t)� zshjH :

En particulier, jjjp� bphjjj et ku� buhkM tendent vers z�ero uniform�ement en temps (t 2 [0; T ])
(jjj:jjjC et jjj:jjj �etant d�e�nis par (1.2.30)).

(iii) De même, si on a (p; u) 2 Ck(0; T ;X) � Ck(0; T ;M), k � 1, alors il existe une
constante C ind�ependant de h telle que����������@kt p; @kt u���h

�
@kt p; @

k
t u
���������� (t) � C Eh

�
@kt p; @

k
t u
�
(t);(1.3.6)

avec @kt g =
dkg

dtk
.

D�emonstration.
(i) On pose f0 = �Bp0 2 Im B. Par l'hypoth�ese (1.2.10), on sait qu'il existe une solution

unique (p0; u0) 2 X � (M=Ker Bt) telle que8<: a(p0; q) + b(u0; q) = 0; 8q 2 X;

b(w; p0) = �(f0; w); 8w 2M;

ce qui implique que, pour p0 �x�e, il existe un u0 2 (M=Ker Bt) unique tel que Ap0+Btu0 = 0.
On d�e�nit maintenant u par

u(t) = u0 +

Z t

0
v(s)ds:

Il est alors clair que u 2 C1(0; T ;M) est l'unique solution de (1.3.4).

(ii) Soit u 2 C1(0; T ;M) la primitive de v, en rempla�cant ceci dans la premi�ere �equation
de (1.3.2) on obtient

d

dt
(Ap+Btu) = 0 =) (Ap+Btu)(t) = Ap0 +Btu(0) = 0;
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1.3 Analyse de convergence: le probl�eme d'�evolution

et donc, (p; u) 2 C1(0; T ;X) � C1(0; T ;M) satisfait

a(p; q) + b(u; q) = 0; 8q 2 X;

d'o�u u 2 D(Bt) et Btu = �Ap. En appliquant maintenant le Th�eor�eme 1.2.6, on obtient
l'existence et l'unicit�e de la projection elliptique, pour t �x�e, et les estimations d'erreur (1.3.5).

(iii) Si la solution (p; u) est assez r�eguli�ere en temps, on peut d�eriver les �equations par rapport
au temps t et obtenir

A@kt p+Bt@kt u = 0:

On applique �a nouveau le Th�eor�eme 1.2.6 et on obtient (1.3.6).

Remarque 1.3.1 Les op�erateurs �h et @kt commutent, et on pose

bvh = @t (buh) = �c@tu�
h
:(1.3.7)

Remarque 1.3.2 On peut remarquer que la r�egularit�e en temps n'est pas la même pour v et p
(p 2 Ck et v 2 Ck�1). Ceci est sp�eci�que aux nouveaux �el�ements �nis. Plus pr�ecis�ement, a�n
d'�eliminer les termes conduisant �a la norme dans X des �el�ements de Xr

h (i.e, b(v; prh � qrh)),
nous avons utilis�e la premi�ere �equation du probl�eme continu, ce qui fait intervenir le terme
d

dt
a(p; prh � qrh) qui contient une d�eriv�ee suppl�ementaire en temps de p (voir la preuve du

Th�eor�eme 1.2.2).

On pr�esente maintenant le r�esultat principal.

Th�eor�eme 1.3.2 Supposons (H0) { (H4). Soit (p; v) la solution du probl�eme continu (1.3.2)
et (ph; vh) celle du probl�eme approch�e (1.3.3) avec les conditions initiales

(p0;h; v0;h) = �h(p0; v0):(1.3.8)

� Si (p; v) 2 C2(0; T ;X) � C1(0; T ;M), alors, 8t 2 [0; T ],

jp� pshjH(t)! 0 ; jprhjH(t)! 0 ; kv � vhkM (t)! 0:

Plus pr�ecis�ement,8>>><>>>:
jp� pshjH(t) + jprhjH(t) � C

�
Eh(p; u)(t) +

Z t

0
Eh
�
@2t p; @tv

�
(s)ds

�
;

kv � vhkM (t) � C

�
Eh (@tp; v) (t) +

Z t

0
Eh
�
@2t p; @tv

�
(s)ds

�
:

(1.3.9)

� Si, en plus, on a (p; v) 2 C3(0; T ;X) � C2(0; T ;M) et (ph; vh) 2 C2(0; T ;Xh) �
C2(0; T ;Mh), alors

8t 2 [0; T ]; kp� pshkX(t)! 0:
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

Plus pr�ecis�ement,8>><>>:
kp� pshkX(t) � C(Eh(p; u)(t) + Eh

�
@2t p; @tv

�
(t)

+

Z t

0

�Eh �@2t p; @tv� (s) + Eh
�
@3t p; @

2
t v
�
(s)
�
ds):

(1.3.10)

A�n de prouver le Th�eor�eme 1.3.2 nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 1.3.2 Soit (p; v) et (ph; vh) les solutions des probl�emes (1.3.2) et (1.3.3) respective-
ment, avec les conditions initiales (1.3.8). Soit en plus �h(p; u) = (bp s

h + bp r
h ; buh) la projection

elliptique d�e�nie par le Lemme 1.3.1 et bvh d�e�ni par (1.3.7). On pose �h = v � bvh.
(i) Si (p; v) 2 C1;0 � C1(0; T ;M), il existe une constante C1, ind�ependant de h telle que,
8t 2 [0; T ],

jbp s
h � pshjH(t) + jbp r

h � prhjH(t) + kbvh � vhkM (t) � C1

Z t

0
k@t�hkM (s) ds:(1.3.11)

(ii) De plus, si (p; v) 2 C2;1 � C2(0; T ;M) et (ph; vh) 2 C2(0; T ;Xh)�C2(0; T ;Mh), il existe
une constante C2, ind�ependant de h telle que, 8t 2 [0; T ],

kbp s
h � pshkX(t) � C2

�
k@t�hkM (t) +

Z t

0

�k@t�hkM (s) + k@2t �hkM (s)
�
ds

�
:(1.3.12)

D�emonstration.
(i) A�n de prouver l'estimation (1.3.11), on r�e�ecrit les �equations (1.3.1) pour des fonctions
test q = qh 2 Xh � X et w = wh 2Mh �M :8>><>>:

d

dt
a(p; qh) + b(v; qh) = 0 8qh 2 Xh

d

dt
(v; wh)� b(wh; p) = (g; wh) 8wh 2Mh;

(1.3.13)

On prend ensuite la di��erence entre (1.3.3) et (1.3.13) et on obtient :8>>>>><>>>>>:

d

dt
a(p� ph; qh) + b(v � vh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

d

dt
(v � vh; wh)� b(wh; p� ph) = 0; 8wh 2Mh;

(p� ph)(0) = p0 � p0;h ; (v � vh)(0) = v0 � v0;h:

(1.3.14)

On introduit maintenant l'op�erateur elliptique �h(p; u) = (bph; buh) et on d�ecompose l'erreur
entre la solution des probl�emes continu et approch�e en deux parties8<: (p� ph)(t) = (p� bph)(t) + (bph � ph)(t);

(v � vh)(t) = (v � bvh)(t) + (bvh � vh)(t):
(1.3.15)
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1.3 Analyse de convergence: le probl�eme d'�evolution

Pour d�e�nir les conditions initiales du probl�eme approch�e on utilise la relation (1.3.8), et donc
au temps t = 0 on a

(bph � ph)(0) = 0 ; bvh � vh(0) = 0:

D'apr�es (1.3.14) et (1.3.15), pour tout (qh; wh) 2 Xh �Mh,8<: a(@t(bph � ph); qh) + b(bvh � vh; qh) = �a(@t(p� bph); qh)� b(v � bvh; qh);
(@t(bvh � vh); wh)� b(wh; bph � ph) = �(@t(v � bvh); wh) + b(wh; p� bph):(1.3.16)

En d�erivant la premi�ere �equation de (1.2.29) par rapport au temps (�ecrit pour (p; u)), on
obtient que 8<: a(@t(p� bph); qh)+ b(v � bvh; qh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; p� bph) = 0; 8wh 2Mh:

En rempla�cant ceci dans (1.3.16), on a8<: a(@t(bph � ph); qh) + b(bvh � vh; qh) = 0;

(@t(bvh � vh); wh)� b(wh; bph � ph) = �(@t(v � bvh); wh);
(1.3.17)

pour tout (qh; wh) 2 Xh �Mh.
Si on choisit maintenant qh = bph� ph et wh = bvh� vh dans (1.3.16) et on rajoute les deux

�equations, on a

a(@t(bph � ph); bph � ph) + (@t(bvh � vh); bvh � vh) = �(@t(v � bvh); bvh � vh):(1.3.18)

Ensuite, on pose

Eh(t) =
1

2
(a(bph � ph; bph � ph) + (bvh � vh; bvh � vh)) (t):

On sait alors qu'il existe une constante C > 0, telle que

E
1=2
h (t) � C

�jbph � phj2H(t) + kbvh � vhk2M (t)
�1=2

;

ce qui implique que

dE
1=2
h

dt
(t) � C 0k@t(v � bvh)kM (t) � C 0k@t�hkM (t);(1.3.19)

o�u on a introduit �h = v � bvh. D'apr�es (1.3.8) on a,

Eh(0) = 0:

Il est alors facile de voir que (1.3.19) conduit �a (1.3.11) (par la d�ecomposition orthogonale de
Xh (= Xs

h ? Xr
h), on a jqhj2H = jqshj2H + jqrhj2H , 8qh 2 Xh) .
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

(ii) Pour obtenir l'estimation (1.3.12) en normeX, on rappelle d'abord que, pour tout �sh 2 Xs
h,

on a �sh = �1 + �2 avec �1 2 Ker Bh et �2 2 (Ker Bh)
?, et donc

k�shk2X = j�1j2H + k�2k2X
(car k�1kX = j�1jH ; 8�1 2 Ker Bh). On pose maintenant �h = bph � ph. Le terme j�1jH
est d�ej�a estim�e par l'in�egalit�e (1.3.11); pour obtenir alors (1.3.12), il su�t d'estimer le terme
k�2kX . Pour ce faire, on utilise la condition inf-sup (hypoth�ese (H2)) sous la forme suivante
�equivalente, 8>><>>:

il existe une constante C > 0, ind�ependant de h, telle que

8 qsh 2 Xs
h; sup

wh2Mh

b(wh; q
s
h)

kwhkM � C kqshkX=KerBh
:

(1.3.20)

On a aussi k�2kX = k�shkX=Ker Bh
. D'o�u, en choisissant qsh = �2 dans (1.3.20),

sup
wh2Mh

b(wh; �2)

kwhkM � C k�2kX :

On utilise maintenant la deuxi�eme �equation de (1.3.17) pour obtenir

k�2kX � C 0 fk@t(v � bvh)kM + k@t(bvh � vh)kMg :(1.3.21)

Jusqu'�a maintenant, on a seulement utilis�e la r�egularit�e C1 de la solution. Cependant, pour
majorer le terme k@t(bvh� vh)kM , on a besoin de la r�egularit�e C2. En e�et, on peut appliquer
(1.3.11) en rempla�cant vh par @tvh, bvh par @tbvh, ainsi de suite ... Plus pr�ecis�ement, on a

k@t(bvh � vh)kM (t) � C

Z t

0
k@2t �hkM (s) ds:(1.3.22)

Finalement, en combinant (1.3.21) et (1.3.22), on obtient

k�2kX(t) � C 0
�
k@t�hkM (t) +

Z t

0
k@2t �hkM (s) ds

�
;

ce qui termine la d�emonstration.

D�emonstration (du Th�eor�eme 1.3.2).
Nous allons combiner ici les r�esultats des Lemmes 1.3.1 et 1.3.2.

� Estimations en normes H et M . Nous avons

jp� pshjH + jprhjH � jp� bpshjH + jbprhjH + jbpsh � pshjH + jbprh � prhjH :(1.3.23)

Le premier terme du second membre est major�e par jjjp� bphjjj et donc par jjj(p; u)��h(p; u)jjjC .
En supposant que (p; v) 2 C1;0 � C1(0; T ;M), par (1.3.5) on obtient

jjjp� bphjjj (t) � C Eh(p; u)(t):(1.3.24)
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1.3 Analyse de convergence: le probl�eme d'�evolution

Pour majorer le second terme on utilise (1.3.11) du Lemme 1.3.2. Ceci n�ecessite que le terme
k@t�hkM soit major�e. Pour ce faire, on suppose que (p; v) 2 C2(0; T ;X) � C1(0; T ;M) et on
utilise l'�equation (1.3.6) pour k = 2, on obtient alors

k@t(v � bvh)kM (s) � C Eh
�
@2t p; @tv

�
(s);(1.3.25)

Les in�egalit�es (1.3.23), (1.3.24) et (1.3.25) conduisent �a la premi�ere relation de (1.3.9). En ce
qui concerne v, on �ecrit

kv � vhkM � kv � bvhkM + kbvh � vhkM :

En appliquant ensuite (1.3.6) pour k = 1 on obtient

kv � bvhkM � C Eh (@tp; v) :

En utilisant �a nouveau (1.3.11) pour majorer kbvh�vhkM , on retrouve facilement la deuxi�eme
relation de (1.3.9).

� Estimation en norme X. On a,

kp� pshkX � kp� bpshkX + kbpsh � pshkX :

Le premier terme est encore major�e par kjp�bphkj et on peut l'estimer en utilisant (1.3.5). Pour
le deuxi�eme terme, on va utiliser la relation (1.3.12) du Lemme 1.3.2, dans laquelle apparâ�t
une d�eriv�ee seconde en temps de v�bvh, ce qui n�ecessite la r�egularit�e (p; v) 2 C2;1�C2(0; T ;M)
et (ph; vh) 2 C2(0; T ;Xh)� C2(0; T ;Mh). On utilise alors l'estimation (1.3.6) pour k = 3, en
supposant que (p; v) 2 C3(0; T ;X) � C2(0; T ;M), et on obtient (1.3.10).

1.3.1.2 Le cas de l'�equation des ondes anisotropes.

On revient maintenant a notre probl�eme initial pr�esent�e dans la section 1.1. On consid�ere
les espaces d'approximation donn�es par (1.1.17). Nous avons vu dans la section 1.2.3 que
l'�el�ement Qdiv

k+1 � Qk entre dans le cadre de la th�eorie abstraite. On peut donc appliquer le
Th�eor�eme 1.3.2 et obtenir les r�esultats suivants.

Th�eor�eme 1.3.3 Soit (p; v) la solution de (1.1.5), (1.1.4) et u 2 C2(0; T ;M) la primitive
de v, d�e�nie par

du

dt
= v ; Btu(0) = �Ap0:

Soit encore (ph; uh) la solution du probl�eme approch�e (1.1.9) avec les conditions initiales

(p0;h; v0;h) = �h(p0 ; v0):

� Convergence en norme L2 :
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(i) Si (p; v) 2 C2(0; T ;X) � C1(0; T ;M), alors pour tout t 2 [0; T ],

jp� pshjH(t)! 0 ; jprhjH(t)! 0 ; kv � vhkM (t)! 0:

(ii) De plus, si (p; u) 2 C2(0; T ;Hk+1(div;
))�C2(0; T ;Hk+1(
)) et Ap 2 C2(0; t; ((Hk+1(
))2),
alors

jp� pshjH(t) + jprhjH(t) + kv � vhkM (t) � C1(t)h
k;

avec C1(t) = O(kpkC2(0;t;Hk+1(div;
)) + kApkC2(0;t;(Hk+1(
))2) + kukC2(0;t;Hk+1(
))).

� Convergence en norme H(div) :

(iii) Si (p; v) 2 C3(0; T ;X) � C2(0; T ;M), alors pour tout t 2 [0; T ],

kp� pshkX(t)! 0:

(iv) De plus, si (p; u) 2 C3(0; T ;Hk+1(div;
))�C3(0; T ;Hk+1(
)) et Ap 2 C3(0; t; (Hk+1(
))2),
alors

kp� pshkX(t) � C2(t)h
k;

avec C2(t) = O(kpkC3(0;t;Hk+1(div;
)) + kApkC3(0;t;(Hk+1(
))2) + kukC3(0;t;Hk+1(
))):

D�emonstration.
On applique ici le Th�eor�eme 1.3.2 qui relie l'erreur d'approximation pour le probl�eme

d'�evolution �a des termes du type Eh(@mt p; @ltu); i.e., l'erreur due �a l'approximation deH(div; 
)
par des �el�ements �nis de Raviart-Thomas (RT[k]) et �a l'approximation de L2(
) par des
�el�ements �nis Qk discontinus.

1.4 Extension au cas tridimensionnel

Nous pr�esentons dans cette section la g�en�eralisation des nouveaux �el�ements �nis au cas
tridimensionnel. Nous consid�erons ici seulement l'�el�ement �ni de plus bas degr�e, l'extension
aux ordres sup�erieurs �etant similaire au cas 2D.

Soit 
 un domaine born�e de IR3. On consid�ere un maillage r�egulier Th de 
 compos�e
d'�el�ements cubiques K de cot�e h > 0. On introduit ensuite les espaces d'approximation
Xh � X(= H(div; 
)) et Mh �M(= L2(
)) d�e�nis par (1.1.8) avec

X̂ = Q1 �Q1 �Q1 ; M̂ = Q0:

Notre objectif est alors d'appliquer le Th�eor�eme abstrait 1.2.2 au probl�eme approch�e (1.2.6)
a�n d'obtenir les estimation d'erreur comme dans le cas 2D. On d�e�ni d'abord Xs

h comme
l'�el�ement RT[0]:

Xs
h = fqh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 P1;0;0(K)� P0;1;0(K)� P0;0;1(K)g ;
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1.4 Extension au cas tridimensionnel

qui a �et�e initialement introduit par N�ed�elec dans [85]. On peut alors utiliser les propri�et�es bien
connues des espaces d'approximation Xs

h�Mh (cf. [32, 85]) a�n d'obtenir les mêmes r�esultats
que dans le cas 2D (donn�es par le Th�eor�eme 1.2.2). Le seul point qui n'est pas trivial est la
d�ecomposition orthogonale de l'espace Xh.

Pour d�ecrire l'espace Xs
h, on consid�ere un �el�ement K du maillage et on introduit�

~�i;j+ 1
2
;k+ 1

2
; ~�i+1;j+ 1

2
;k+ 1

2
; ~�i+ 1

2
;j;k+ 1

2
; ~�i+ 1

2
;j+1;k+ 1

2
; ~�i+ 1

2
;j+ 1

2
;k;

~�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+1

�
les six fonctions de base de l'espace RT[0] (avec les notations �evidentes illustr�ees en �gure
1.4.1). Ces fonctions de base sont d�e�nies par

(i; j; k)

~'i+1=2;j+1=2;k+1

~'i+1;j+1=2;k+1=2

(i; j + 1; k)

~'i+1;j+1;k+1=2

K

(i; j; k + 1) (i; j + 1; k + 1)

(i+ 1; j + 1; k)(i+ 1; j; k)

(i+ 1; j; k + 1) (i+ 1; j + 1; k + 1)

Fig. 1.4.1: L'�el�ement RT[0], le cas 3D.

~�i;j+ 1
2
;k+ 1

2
=

0BB@
�i;j+ 1

2
;k+ 1

2
(x1)

0

0

1CCA ; ~�i+1;j+ 1
2
;k+ 1

2
=

0BB@
�i+1;j+ 1

2
;k+ 1

2
(x1)

0

0

1CCA ;

~�i+ 1
2
;j;k+ 1

2
=

0BB@
0

�i+ 1
2
;j;k+ 1

2
(x2)

0

1CCA ; ~�i+ 1
2
;j+1;k+ 1

2
=

0BB@
0

�i+ 1
2
;j+1;k+ 1

2
(x2)

0

1CCA ;

~�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k =

0BBB@
0

0

�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k(x3)

1CCCA ; ~�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+1 =

0BBB@
0

0

�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+1(x3)

1CCCA :
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Probl�eme simpli��e : l'�equation des ondes anisotropes

o�u8>>>>>>><>>>>>>>:

'i;j+ 1
2
;k+ 1

2
(x1) =

((x1)i+1 � x1)

h
2 P100; 'i+1;j+ 1

2
;k+ 1

2
(x1) =

(x1 � (x1)i)

h
2 P100;

'i+ 1
2
;j;k+ 1

2
(x2) =

((x2)j+1 � x2)

h
2 P010; 'i+ 1

2
;j+1;k+ 1

2
(x2) =

(x2 � (x2)j)

h
2 P010;

'i+ 1
2
;j+ 1

2
;k(x3) =

((x3)k+1 � x3)

h
2 P001; 'i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+1(x3) =

(x3 � (x3)k)

h
2 P001 :

Il est alors facile de prouver le lemme suivant

Lemme 1.4.1 L'espace Xr
hjK, c'est �a dire la restriction dans l'�el�ement K de Xr

h, est carac-
t�eris�e par les six fonctions de base suivantes:

~ i;j+ 1
2
;k+ 1

2
=

0@ �i;j+ 1
2
;k+ 1

2
(x1)(x2 � (x2)i+ 1

2
)(x3 � (x3)k+ 1

2
)

0
0

1A ;

~ i+1;j+ 1
2
;k+ 1

2
=

0@ �i+1;j+ 1
2
;k+ 1

2
(x1)(x2 � (x2)i+ 1

2
)(x3 � (x3)k+ 1

2
)

0
0

1A ;

~ i+ 1
2
;j;k+ 1

2
=

0@ 0
�i+ 1

2
;j;k+ 1

2
(x2)(x1 � (x1)i+ 1

2
)(x3 � (x3)k+ 1

2
)

0

1A ;

~ i+ 1
2
;j+1;k+ 1

2
=

0@ 0
�i+ 1

2
;j+1;k+ 1

2
(x2)(x1 � (x1)i+ 1

2
)(x3 � (x3)k+ 1

2
)

0

1A ;

~ i+ 1
2
;j+ 1

2
;k =

0@ 0
0

�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k(x3)(x1 � (x1)i+ 1

2
)(x2 � (x2)j+ 1

2
)

1A ;

~ i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+1 =

0@ 0
0

�i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+1(x3)(x1 � (x1)i+ 1

2
)(x2 � (x2)j+ 1

2
)

1A :

De plus, Xr
h � Vh.

56



Chapitre 2

Les �equations de l'�elastodynamique

Dans ce chapitre nous pr�esentons la suite de nos travaux sur les �el�ements �nis mixtes pour les
probl�emes de propagation des ondes. Nous consid�erons ici la formulation en vitesse-contraintes
de l'�elastodynamique et nous proposons une nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes pour la
discr�etisation spatiale. Ces �el�ements pr�esentent la sp�eci�cit�e d'imposer la sym�etrie du tenseur
des contraintes de fa�con forte et de conduire �a des sch�emas explicites (condensation de masse)
apr�es discr�etisation en temps. L'analyse de convergence de ces �el�ements n'est pas imm�ediate.
En e�et, dans ce cas on ne peut appliquer ni la th�eorie classique ni la th�eorie d�evelopp�ee dans
le chapitre pr�ec�edent. C'est pourquoi nous avons de nouveau modi��e la th�eorie abstraite a�n
d'obtenir des estimations d'erreur.

Introduction

Nous consid�erons ici notre probl�eme mod�ele, la formulation en vitesse-contraintes de l'�elas-
todynamique. Nous sommes int�eress�es par la discr�etisation en espace de ce probl�eme. Notre
objectif �etant la condensation de masse nous devons choisir des espaces d'approximation de
fa�con ad�equate.

On pourrait penser qu'il su�t dans ce cas d'utiliser les �el�ements �nis Qdiv
k+1�Qk introduits

dans le chapitre pr�ec�edent. Cependant en �elasticit�e le tenseur des contraintes �etant sym�etrique
le bon espace d'approximation n'est pas un sous-espace de H(div) mais de Hsym(div), l'espace
de tenseurs sym�etriques. Ceci induit une di�cult�e lorsqu'on approche le probl�eme avec des
�el�ements �nis mixtes. Notamment, les m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes introduites pour les
probl�emes elliptiques ([94, 85, 30]) ne conduisent pas �a des approximations stables dans ce cas.
Pour surmonter cette di�cult�e sp�eci�que �a l'�elasticit�e plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees.

Dans [73] C. Johnson et B. Mercier ont introduit des �el�ements �nis \composites" (macro-
�el�ements) qui prennent en compte la sym�etrie du tenseur des contraintes dans l'espace d'ap-
proximation. Ces �el�ements ont �et�e analys�es pour le probl�eme �elastique bidimensionnel, en
outre ils peuvent �egalement être utilis�es dans le cas de la plasticit�e. Une autre famille d'�el�e-
ments �nis mixtes avec des tenseurs des contraintes sym�etriques �a �et�e propos�ee par R. Sten-
berg [104]. Dans ce cas des fonctions bulles ont �et�e syst�ematiquement introduites pour stabi-
liser la m�ethode mixte.

Une approche alternative, qui a eu beaucoup de succ�es, consiste �a prendre en compte la
sym�etrie du tenseur des contraintes de fa�con faible en introduisant comme inconnue suppl�e-
mentaire le multiplicateur de Lagrange associ�e. Cette id�ee a �et�e initialement introduite dans
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Les �equations de l'�elastodynamique

le cadre de la formulation hybride duale en contraintes par B.X. Fraijs de Veubeke [45]. Elle
a �et�e ensuite �etudi�ee par M. Amara et J.M. Thomas [3]. Dans le cadre de la formulation
mixte en vitesse-contraintes, les premiers travaux bas�es sur la même id�ee, sont dus �a D. N.
Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [4]. L'avantage principal de cette m�ethode est que l'espace
d'approximation pour les contraintes n'est plus n�ecessairement sym�etrique. Ce qui permet de
g�en�eraliser �a l'�elasticit�e les m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes d�evelopp�ees pour les probl�emes
elliptiques ([94, 85, 30]). Cette id�ee a �et�e ensuite exploit�ee par plusieurs auteurs, ce qui a
donn�e donn�e naissance �a des familles d'�el�ements �nis mixtes d'ordre �elev�e et stables pour le
probl�eme de l'�elasticit�e en deux et trois dimensions (cf. [31, 105, 82]).

Ces di��erentes m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes qui ont �et�e d�evelopp�ees pour le probl�eme
stationnaire ne sont pas compatibles avec la condensation de masse. C'est pour cette raison
que nous proposons ici une nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes conduisant �a des syst�emes
explicites en temps. Ces �el�ements utilisent des espaces de tenseurs sym�etriques car nous avons
r�ealis�e qu'a�n d'obtenir la condensation de masse il �etait n�ecessaire de suivre l'approche de
la sym�etrie forte.

Malgr�e la simplicit�e de ces �el�ements, l'analyse de convergence s'est av�er�ee tr�es d�elicate.
D'une part les hypoth�eses d'approximation classiques (cf. [32, 29, 8]), n�ecessaires pour obte-
nir des estimations d'erreur, ne sont pas satisfaites : d�efaut de coercivit�e. D'autre part nous
n'avons pas r�eussi �a montrer la condition inf-sup \forte" de la th�eorie abstraite introduite
dans le cas scalaire. Pour obtenir donc des estimations d'erreur nous sommes �et�e amen�es �a
a�aiblir la condition inf-sup et �a renforcer les hypoth�eses d'approximation.

La premi�ere partie de ce chapitre 2.1 est consacr�ee �a la pr�esentation de la nouvelle famille
d'�el�ements �nis en 2 et 3 dimensions. L'analyse de convergence de ces �el�ements est ensuite
�etudi�ee dans la section 2.2. Comme dans le cas scalaire on �etudie d'abord l'erreur de projection
elliptique, puis, en utilisant des techniques d'�energie, nous obtenons dans la section 2.3 des
estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution.

2.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes

2.1.1 Le probl�eme mod�ele : les �equations de l'�elastodynamique

2.1.1.1 Notations

Dans ce qui suit, nous identi�erons l'espace des tenseurs 2 � 2 �a l'espace L(IR2) des
applications lin�eaires de IR2 dans lui même, sur lequel nous d�e�nissons la forme lin�eaire :

as(�) = �12 � �21:(2.1.1)

Ls(IR2) d�esignera le sous espace de L(IR2) des tenseurs sym�etriques :

Ls(IR2) =
�
� 2 L(IR2) = as(�) = 0

	
:(2.1.2)

Nous munissons L(IR2) d'une structure euclidienne �a l'aide du produit scalaire :

� : � = �ij�ij; 8(�; �) 2 L(IR2);(2.1.3)

j�j d�esignera la norme associ�ee. �A tout � dans L(IR2) nous associerons :

�1 =

�
�11
�12

�
; �2 =

�
�21
�22

�
:(2.1.4)
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2.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes

Si maintenant, 
 d�esignant un ouvert de IR2, � d�esigne un champ de tenseurs sur 
 (� 2
D0(
;L(IR2))), nous posons :

div� =

24 div �1

div �2

35 =

2664
@�11
@x1

+
@�12
@x2

@�21
@x1

+
@�22
@x2

3775 :
Finalement, pour tout (u; v) 2 L2(
)d (d=1,2,3), on note par (u; v)
 le produit scalaire
habituel dans L2(
)d.

2.1.1.2 Le probl�eme de l'�elastodynamique

Nous consid�erons maintenant que 
 est occup�e par un milieu mat�eriel et que u(x; t) d�esigne
le champ des d�eplacements (plans) dans 
, �a l'instant t (x 2 
; t > 0). Nous lui associons le
tenseur des d�eformations "(u) :

"ij(u) =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
:(2.1.5)

Dans la suite, nous consid�erons �egalement " comme un op�erateur lin�eaire de D0(
; IR2) dans
D0(
;Ls(IR2)). On se place dans l'hypoth�ese des petites d�eformations. Dans ce cas le d�epla-
cement est r�egi par les �equations lin�eaires de l'�elastodynamique

%
@2u

@t2
� div �(u) = f;(2.1.6)

o�u % = %(x) est la masse volumique qui v�eri�e

0 < %� � %(x) � %+ < +1; p.p. x 2 
:(2.1.7)

Il convient d'adjoindre �a (2.1.6) des donn�ees initiales

u(t = 0) = u0 ;
@u

@t
(t = 0) = u1;(2.1.8)

et une condition aux limites sur @
. Nous consid�ererons ici la condition de bord rigide :

u = 0 sur @
:(2.1.9)

Le tenseur des contraintes �(u) est reli�e au tenseur des d�eformations par la loi de Hooke

�(u)(x; t) = C(x)"(u)(x; t);(2.1.10)

o�u pour tout x dans 
, C(x) d�esigne une application lin�eaire, sym�etrique d�e�nie positive de
L(IR2) dans lui même, qui applique en outre Ls(IR2) dans Ls(IR2). Ceci revient �a dire que
C(x) est un tenseur 4�4 ayant les propri�et�es de sym�etrie et de positivit�e habituelles [7]. Nous
poserons A(x) = C(x)�1 et supposerons que les propri�et�es de continuit�e et de coercivit�e de
A(x) sont uniformes en x :

0 < � j�j2 � A(x)� : � �M j�j2 ; 8� 2 Ls(IR2); p.p. x 2 
;(2.1.11)
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Les �equations de l'�elastodynamique

Les �equations de l'�elastodynamique dans 
 peuvent être �ecrites sous la forme d'un syst�eme
hyperbolique du premier ordre dont les inconnues sont :8><>:

v =
@u

@t
: le champ de vitesses dans 
;

� = �(u) : le champ de contraintes dans 
;

8><>:
%
@v

@t
� div � = f;

A
@�

@t
� "(v) = 0;

(2.1.12)

avec les conditions initiales

v(0) = v0 � u1 ; �(0) = �0 � �(u0);(2.1.13)

et la condition aux limites

v = 0 on @
:(2.1.14)

Remarque 2.1.1 Nous avons consid�er�e ici la condition Dirichlet homog�ene sur @
 pour
simpli�er la pr�esentation. Nous pr�esenterons au chapitre 6 le cas o�u la condition aux limites
est une condition de Neumann sur une partie du bord @
. Ce cas se pr�esente lorsque 
 est
�ssur�e ou encore lorsqu'un des bords est une surface libre. Cette condition sera alors prise en
compte avec la m�ethode des domaines �ctifs.

2.1.1.3 Formulation variationnelle \forte".

Les espace fonctionnels de base seront

M = (L2(
; IR2))2; H = (L2(
;L(IR2)))4

Nous introduisons par ailleurs :

X =
�
� 2 H=div� 2M	

(2.1.15)

ainsi que le sous espace ferm�e de X des tenseurs sym�etriques :

Xsym =
�
� 2 X = as(�) = 0

	
:(2.1.16)

Une formulation mixte du syst�eme (2.1.12, 2.1.14) s'�ecrit :8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�; v) : [0; T ] 7�! Xsym �M tels que

d

dt
a(�(t); �) + b(v(t); �) = 0 ; 8� 2 Xsym;

d

dt
c(v(t); w) � b(w; �(t)) = (f;w) ; 8w 2M;

(2.1.17)
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2.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes

o�u nous avons pos�e : 8>>>>>>><>>>>>>>:

a(�; �) =

Z


A� : �dx; 8(�; �) 2 H �H;

c(v; w) =

Z


%v � wdx; 8(v; w) 2M �M;

b(w; �) =

Z


div � � wdx; 8(w; �) 2 X �M:

(2.1.18)

Remarque 2.1.2 Dans cette section nous ne sommes pas int�eress�es par la r�egularit�e de la
solution (�; v) par rapport au temps. C'est pour cette raison que nous notons simplement
(�; v) : [0; T ] 7�! Xsym �M .

La forme bilin�eaire a(�; �) (resp. b(�; �)) est continue dans H�H (resp. X�M). On peut donc
d�e�nir les op�erateurs lin�eaires continus A : H ! H 0 par hA�; �iH0�H = a(�; �) et B : X !M 0

par hB�;wiM 0�M = b(w; �) (H 0 est l'espace dual de H, et ainsi suite). Il est alors connu que
les conditions suivantes sont satisfaites (cf. [32])

���������������

(i) La condition inf-sup continue

9 � > 0 / 8 w 2M; 9 � 2 X / b(w; �) � � kwkM k�kX :

(ii) La coercivit�e de a(�; �) sur KerB

9 � > 0 / 8 � 2 KerB; a(�; �) � � k�k2X ;

avec KerB =
�
� 2 X / b(w; �) = 0; 8 w 2M	

:

(2.1.19)

Pour obtenir la formulation (2.1.17) il est n�ecessaire de travailler dans l'espace des tenseur sy-
m�etriques Xsym. En e�et, l'op�erateur �" n'est pas l'adjoint de la divergence dans tout l'espace
X. Nous appellerons cette formulation \forte" car la sym�etrie du tenseur des contraintes est
prise en compte dans l'espace Xsym. Cependant, on peut �ecrire une formulation �equivalente
�a (2.1.17) tout en travaillant dans l'espace X. C'est la formulation \relax�ee" propos�ee dans
[4]. Dans ce cas, la sym�etrie du tenseur des contraintes est consid�er�ee comme une contrainte
�egalit�e et elle est impos�ee avec la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange. La m�ethode des
�el�ements �nis mixtes que nous proposons est bas�ee sur la formulation \forte". N�eanmoins,
pour l'analyse de convergence nous allons utiliser la formulation �equivalente dans X .

2.1.1.4 Formulation variationnelle \relax�ee"

Nous pr�esentons bri�evement ici la formulation variationnelle propos�ee par D. N. Arnold,

F. Brezzi et J. Douglas [4]. Si on pose 
 =
1

2
rotv (avec rotv =

@v2
@x1

� @v1
@x2

) , on obtient

"(v) = rv � 
� o�u � =

�
0 �1
1 0

�
:
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Les �equations de l'�elastodynamique

On peut alors r�e�ecrire le probl�eme de l'�elastodynamique sous la forme suivante8>>>>><>>>>>:
%
@v

@t
� div � = f;

A
@�

@t
�rv + 
� = 0;

as(�) = 0:

(2.1.20)

Les syst�emes (2.1.20) et (2.1.12) sont �equivalents : (�; v; 
) est une solution de (2.1.20) si
et seulement si 
 = 1=2 rotv et (�; v) est solution de (2.1.12). On introduit maintenant la
formulation variationnelle du probl�eme (2.1.20)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (�; v; 
) : [0; T ] 7�! X �M � L tels que

d

dt
a(�(t); �) + b(v(t); �)+ (
;as(�))L = 0; 8� 2 X;

d

dt
c(v(t); w) � b(w; �(t)) = (f;w); 8w 2M;

(�;as(�))L = 0; 8� 2 L;

(2.1.21)

avec L = L2(
). Le probl�eme (2.1.21) admet une solution unique (�; v; 
), qui est notamment
la solution du syst�eme (2.1.20). Pour simpli�er les notations, on introduit la forme bilin�eaire
d(�; �) continue dans L�H, d�e�nie par

d(�; �) = (�;as(�))L; 8(�; �) 2 L�H;

et on associe �a d(�; �) l'op�erateur lin�eaire continu D : H ! L0 avec hD�; �iL0�L = d(�; �). Les
propri�et�es suivantes sont alors v�eri��ees (cf. [32])

���������������

(i) La condition inf-sup continue

9 � > 0 / 8 (w; �) 2M � L; 9 � 2 X /

b(w; �) + d(�; �) � �
�
kwkM + k�kL

�
k�kX :

(ii) La coercivit�e de a(�; �) sur V = KerB \KerD

9 � > 0 / 8 � 2 V; a(�; �) � � k�k2X :

(2.1.22)

Notons que V est caract�eris�e par

V =
�
� 2 X / b(w; �) + d(�; �) = 0; 8 (w; �) 2M � L

	
;

2.1.2 Construction de l'�el�ement �ni de plus bas degr�e

Dans ce qui suit, nous utiliserons le mêmes notations que dans la section 1.1.2 pour les
espaces de polynômes �a deux variables. Plus pr�ecis�ement Pk d�esigne l'espace des polynômes
de degr�e plus petit ou �egal �a k, et Pk1k2 est d�e�ni par (1.1.10). On suppose maintenant que 
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est une union de rectangles et on consid�ere un maillage r�egulier (Th) de 
 compos�e de carr�es
(K) de cot�e h > 0. Nous consid�erons les espaces d'approximation d�e�nis de fa�con g�en�erale
par

Mh = fuh 2M = 8K 2 Th; uh jK 2 Pg ;

Xh =
�
�h 2 X = 8K 2 Th; �h jK 2 Q	 ;

Xh
sym =

n
�h 2 Xh; = as(�h) = 0

o
;

(2.1.23)

Pour obtenir la condensation de masse, nous devons d�eterminer les espaces des polynômes P
et Q de fa�con ad�equate. Pour ce faire nous adoptons une approche constructive, qui exploite le
caract�ere r�egulier du maillage. Notons que nous avons choisi de travailler avec la formulation
\forte", car elle est mieux adapt�ee �a la condensation de masse (voir remarque 2.1.3). Le
probl�eme approch�e associ�e �a cette formulation s'�ecrit alors sous la forme suivante8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�h; vh) : [0; T ] 7�! Xh
sym �Mh tels que

d

dt
a(�h; �h) + b(vh; �h) = 0; 8�h 2 Xh

sym;

d

dt
c(vh; wh)� b(wh; �h) = (f; wh); 8wh 2Mh;

(2.1.24)

avec les conditions initiales

�h(0) = �0;h ; vh(0) = v0;h:

Notre objectif �etant de construire les espaces d'approximation Xh et Mh de plus bas degr�e, il

parait naturel de d�e�nir Mh �a l'aide des fonctions constantes par morceaux,

Mh =
n
vh 2M = 8K 2 Th; vh jK 2 (P0)

2
o
:(2.1.25)

Un choix possible pour Xh est alors l'�el�ement de Raviart-Thomas de plus bas degr�e, RT[0]

Xh
RT =

�
�h 2 X=8K 2 Th; (�h1; �h2) jK 2 (RT[0])

2
	
; o�u RT[0] = P1;0 � P0;1:

Cependant, ce choix n'est pas satisfaisant car l'espace Xh
RT \Xsym est trop petit pour consti-

tuer un bon espace d'approximation de Xsym : si �h est un tenseur sym�etrique dans Xh
RT ,

le terme extra-diagonal �12 est n�ecessairement constant! En e�et, on note premi�erement, que
localement dans chaque �el�ement, �12 est lin�eaire dans la direction x2 et constant en x1 alors
que �21 est lin�eaire en x1 et constant en x2. Donc, en imposant �12 = �21, cela implique qu'ils
sont tous les deux constants par maille. En utilisant ensuite les relations de continuit�e dans
H(div) on d�emontre facilement qu'ils doivent être constants dans 
. Il s'agit d'une sorte de
verrouillage num�erique qui conduit �a une mauvaise approximation de Xsym.

Remarque 2.1.3 Dans la cadre de la formulation \relax�ee" (2.1.21) on peut approcher le
tenseur des contraintes dans l'espace XRT

h si on l'enrichit par des fonctions bulles (ceci pour
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stabiliser la m�ethode mixte). Cette approche �a �et�e d�evelopp�ee dans ([4, 105, 82]). Dans ce cas,
il faut d�e�nir �egalement un espace d'approximation pour le multiplicateur de Lagrange,

Lh =
n
�h 2 L=8K 2 Th; �h jK 2 L̂

o
;(2.1.26)

o�u L̂ est un espace de polynômes sur K. Le probl�eme approch�e s'�ecrit alors sous la forme
suivante : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (�h; vh; 
h) : [0; T ] 7�! Xh �Mh � Lh tels que :

d

dt
a(�h; �h) + b(vh; �h)+ (
h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Xh;

d

dt
c(vh; wh)� b(wh; �h) = (f; wh); 8wh 2Mh;

(�h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Lh:

(2.1.27)

Cette formulation a �et�e �etudi�ee par plusieurs auteurs [4, 105, 82] dans le cas du probl�eme sta-
tionnaire. Sans entrer dans les d�etails on veut expliquer ici pourquoi cette m�ethode n'est pas
compatible avec la condensation de masse. En e�et, introduisons BN1 = f�IgN1

I=1, BN2 =

f�IgN2
I=1 et BN3 = f�IgN3

I=1 les fonctions de base de Xh, Mh et Lh respectivement, avec

N1 = dimXh, N2 = dimMh et N3 = dimLh. Nous notons ensuite [�] = (�1; :::;�N1),

[V ] = (V1; :::; VN2 ) et [�] = (�1; :::;�N3), les coordonn�ees des fonctions �h, vh et 
h sur ces
bases. Nous pouvons alors r�e�ecrire le probl�eme (2.1.27) sous la forme matricielle suivante :
trouver (�; V;�) 2 L2(0; T ; (IRN1))� L2(0; T ; (IRN2))� L2(0; T ; (IRN3)) tels que8>>>>><>>>>>:

M�
d�

dt
+BTV +DT� = 0;

Mv
dV

dt
�B� = F;

D� = 0;

(2.1.28)

avec

(i) (M�)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))4 ; 1 � I; J � N1;

(ii) (Mv)I;J = (%�I ; �J )(L2(
))2 ; 1 � I; J � N2;

(iii) (B)I;J = (�I ; div�J)(L2(
))2 ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;

(iv) (D)I;J = (�I ; as(�J))L2(
) ; 1 � I � N3; 1 � J � N1;

(v) (F )J = (f; �J)(L2(
))2 1 � J � N2 ;

et o�u BT (resp. DT ) d�esigne la transpos�ee de la matrice B (resp. D). La di�cult�e suppl�e-
mentaire dans ce cas vient du multiplicateur de Lagrange. En e�et, apr�es discr�etisation en
temps le syst�eme (2.1.28) s'�ecrit8>>>><>>>>:

�n+1=2 = �n�1=2 ��tM�1
� BTV n ��tM�1

� DT�n;

V n+1 = V n +�tM�1
v B�n+1=2 +�tM�1

v F n+1=2;

DM�1
� DT�n+1 = �DM�1

� BTV n
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ou �n+1=2 est la solution �a l'instant (n + 1=2)�t et ainsi de suite. Pour obtenir alors un
syst�eme explicite en temps il faut r�ealiser la condensation de masse sur les matrices M�, Mv

et �egalement sur DM�1
� DT , ce qui parait particuli�erement di�cile.

C'est �a cause de cette di�cult�e que avons choisi la formulation \forte". Pour la construction
de notre espace d'approximation Xh

sym nous avons �et�e guid�es par le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.1.1 Pour tout �h 2 Xh, avec Xh d�e�ni par (2.1.23), nous avons

�h 2 Xh
sym ,

264
�
�11
�22

�
2 H(div; 
)

�12 = �21 2 H1(
)

375
D�emonstration.

Nous allons prouver ici seulement l'implication directe, l'inverse �etant �evidente. Nous

rappelons d'abord que pour tout �h 2 Xh, nous avons �1 =

�
�11
�12

�
2 H(div ; 
) et �2 =�

�21
�22

�
2 H(div; 
). Grâce �a la g�eom�etrie particuli�ere de notre maillage on d�eduit que

{ �11 et �21 sont continus dans la direction x1 et discontinus en x2, ce qui implique qu'ils
peuvent avoir un saut seulement �a travers les arêtes verticales du maillage,

{ de même �12 et �22 peuvent admettre un saut seulement �a travers les arêtes horizontales
du maillage.

Ω in H(div,   )Ω
σ 

σ 

21
σ 

in H(div,   )
11

22
σ 

[σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=012 [σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=0[σ  ]=021[σ  ]=01111

12

21

22

22

12

Fig. 2.1.1: Les continuit�ees de �h 2 Xh.

Si de plus �h 2 Xh
sym, alors �12 = �21 est continu �a travers toutes les arêtes du maillage (voir

�gure 2.1.2) et donc il appartient �a H1(
). Par ailleurs, pour tout K on a (�11; �22)
t jK 2

H(div;K), de plus �11(resp. �22) est continu en x1(resp. en x2), on d�eduit alors que le vecteur
(�11; �22)

t appartient �a H(div; 
).

Le Th�eor�eme 2.1.1 montre, que sur des maillages r�eguliers l'imposition de la sym�etrie du
tenseur des contraintes d'une fa�con forte implique que �12 doit être approch�e dans un sous
espace de H1. Pour d�e�nir l'�el�ement de plus bas degr�e nous avons donc choisi

�12 2 H1(
)=8K 2 Th; �12 jK 2 Q1:
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Ωσ  = σ  2112 in H (   )Ω
1

[σ  ]=0 in H(div,   )[σ  ]=0
22

21

σ 

σ 

11

[σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=0

[σ  ]=012

21

12 22

1111

22

Fig. 2.1.2: Les continuit�ees de �h 2 Xh
sym.

Il nous reste maintenant �a choisir un espace d'approximation de H(div; 
) pour le vecteur
(�11; �22)

t. Le choix le plus naturel est alors, l'�el�ement de Raviart-Thomas de plus bas degr�e
RT[0]. Ce qui consiste �a prendre

fXh
sym

=
�
�h 2 X=8K 2 Th; �12 jK 2 Q1 and (�11; �22) jK 2 RT[0]

	
:

N�eanmoins, une fois de plus, ce choix n'est pas satisfaisant car il n'est pas compatible avec la
condensation de masse. La di�cult�e vient du fait que les degr�es de libert�e sont associ�es soit
aux arêtes (pour (�11; �22)) soit aux sommets (pour �12) des �el�ements, comme nous l'avons
illustr�e dans la �gure 2.1.3. En e�et, pour obtenir un sch�ema explicite en temps, nous allons

σ σ

σσ

σ11 σ11

σ22

σ22

��
��
��

��
��
��

12
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

σ = σ =

σ =σ =

12 21 12 21

211221

Fig. 2.1.3: Degr�es de libert�e associ�es au tenseur des contraintes pour l'espace eXsym
h .

utiliser des techniques de condensation de masse pour approcher la matrice associ�ee �a la forme
bilin�eaire a(�h; �h) (celle associ�ee �a c(vh; wh) �etant d�ej�a diagonale pour les fonctions de base
habituelles de Mh). Plus pr�ecis�ement, cela consiste �a approcher a(�h; �h) par

ah(�h; �h) =
X
K2Th

IK(A�h : �h);

o�u IK est une formule de quadrature judicieusement choisie a�n de conduire �a une matrice
approch�ee diagonale (ou diagonale par bloc). Malheureusement, nous n'avons pas r�eussi �a
trouver une telle formule.
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C'est pourquoi, de la même fa�con que dans le cas scalaire, nous proposons un autre espace
d'approximation pour H(div; 
). L'id�ee est de regrouper tous les degr�es de libert�e aux points
de quadrature, ie., les sommets des �el�ements. Le choix ad�equat est alors l'�el�ement de plus bas
degr�e de la deuxi�eme famille de N�ed�elec [86] :�

qh 2 H(div; 
) tel que qh jK 2 (Q1(K))2 8K 2 Th
	
;

ce qui correspond �a d�e�nir l'espace Xh
sym par

Xh
sym =

�
�12 2 H1(
)=�12 jK ; 8K 2 Th et

(�11; �22) 2 H(div; 
)=(�11; �22) jK 2 (Q1)
2; 8K 2 Th

	
:

Maintenant, tous les degr�es de libert�e sont associ�es aux sommets des �el�ements (voir �gures
2.1.4 et 2.1.5). Dans ce cas, l'utilisation de la formule de quadrature habituelle :Z

k
fdx � IK(f) =

h2

4

X
Msommets de K

f(M); 8f 2 Co(K);(2.1.29)

conduit �a une matrice ah(�h; �h) diagonale par bloc. Chaque bloc correspond �a un noeud du
maillage et sa dimension est �egale au nombre de degr�es associ�es �a ce noeud (ie, 5 voir �gure
2.1.5).

Remarque 2.1.4 L'espace Xh
sym peut être aussi caract�eris�e de la fa�con suivante

{ On approche d'abord �h1 et �h2 (d�e�nis par 2.1.4) avec l'�el�ement de plus bas de degr�e de
la deuxi�eme famille d'�el�ements �nis mixtes de N�ed�elec [86], ce qui consiste �a consid�erer

Xh =
�
�h 2 X=(�h1; �h2) jK 2 (Q1(K)2 �Q1(K)2) 8K 2 Th

	
;

{ et on impose ensuite la sym�etrie du tenseur des contraintes de fa�con forte

Xh
sym = Xh \Xsym:

σ11
b 

σ11
b 

�
�
�
�

��
��
��
��

������

σ = σ

σ = σ

g

σ = σ σ σ

σ

σσ
12 21 σ = σ12 21 22 22

11

222221122112

σ11
h h 

d g

d

v

v2

1

Fig. 2.1.4: Degr�es de libert�e pour le nouvel �el�ement �ni : associ�es au tenseur des contraintes
(�a gauche et au centre) et �a la vitesse (�a droite).
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σ22 σ22
d

σ

σ

σ
11

11

12

h

b

g 

Fig. 2.1.5: Les degr�es de libert�e associ�es �a un noeud du maillage.

2.1.3 Extension aux ordres sup�erieurs et condensation de masse

La g�en�eralisation naturelle de l'�el�ement �ni de plus bas degr�e, que nous avons pr�esent�e
dans la section pr�ec�edente, est l'�el�ement d'ordre k + 1 d�e�ni par

Mh =
�
uh 2M=8K 2 Th; uh jK 2 (Qk)

2
	

Xh =
�
�h 2 X=8K 2 Th; (�h)ij jK 2 Qk+1

	
Xh

sym =
n
�h 2 Xh=as(�h) = 0

o(2.1.30)

Dans ce qui suit nous appellerons cet �el�ement Qk+1 �Qk.

Remarque 2.1.5 La famille des �el�ements �nis d�e�nie par (2.1.30) est la g�en�eralisation na-
turelle des �el�ements �nis Qdiv

k+1 �Qk pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent. En e�et, soit Xh �Mh

les espaces d�e�nis par (1.1.17), on peut alors r�e�ecrire (2.1.30) comme8>>>><>>>>:
Mh =Mh �Mh;

Xh = Xh �Xh;

Xh
sym = Xh \Xsym:

Dans ce paragraphe nous allons nous restreindre aux �el�ements �nis correspondant �a k = 1; 2
qu'on utilise en pratique. Les degr�es de libert�e associ�es �a ces �el�ements sont illustr�es dans les
�gures 2.1.6 et 2.1.7.

Comme dans le cas scalaire de l'�equation des ondes anisotropes, la position des degr�es de
libert�e correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formules de Gauss-
Lobatto pour � (cf. relations (1.1.18), (1.1.20)) et de Gauss-Legendre pour v (cf. relations
(1.1.19), (1.1.21)).

Dans les �gures 2.1.8 (resp. 2.1.9) nous avons repr�esent�e les supports des di��erentes fonc-
tions de base associ�ees �a �h pour l'�el�ement Q2 � Q1 (resp. Q3 � Q2). Les fonctions de base
associ�ees �a la vitesse �etant discontinues, elles ont toujours comme support un seul �el�ement.
Bien �evidemment, pour obtenir la condensation de masse on approche les int�egrales d�e�nis-
sant les matrices a(�h; �h) et c(vh; wh) par les formules de quadrature de Gauss-Lobatto et
de Gauss-Legendre respectivement. On obtient alors,

{ une matrice ah(�h; �h) approch�ee, diagonale par bloc. Chaque bloc correspond �a un
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Fig. 2.1.6: Degr�es de libert�e pour l'�el�ement Q2 �Q1.
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Fig. 2.1.8: Le support des fonctions de base associ�ees �a �h pour l'�el�ement Q2 �Q1.
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Fig. 2.1.9: Le support des fonctions de base associ�ees �a �h pour l'�el�ement Q3 �Q2.

point de quadrature et sa dimension varie entre 3 � 3, pour les noeuds int�erieurs aux
�el�ements, et 5� 5 pour les sommets.

{ une matrice c(vh; wh) diagonale.

Remarque 2.1.6 On peut remarquer que l'espace Mh �etant choisi discontinu la matrice
c(uh; vh) ne pose pas vraiment un probl�eme, elle est toujours diagonale par blocs (la taille
de ces blocs d�epend seulement de l'�el�ement �ni consid�er�e : pour Qk on obtient de blocs (k +
1)2 � (k + 1)2). Toutefois l'utilisation d'une formule de quadrature permet l'obtention d'une
matrice diagonale.

2.1.4 Extension au cas tridimensionnelle

Nous allons pr�esenter ici la g�en�eralisation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes au
cas tridimensionnel. Nous consid�erons seulement l'�el�ement �ni de plus bas degr�e, son extension
aux ordres sup�erieurs se r�ealise, sans di�cult�e, en utilisant des techniques similaires �a celles
que nous avons pr�esent�e dans le cas 2D.

Pr�esentation du probl�eme en 3D
Soit 
 un ouvert de IR3, occup�e par un milieu �elastique. Les �equations de l'�elastodynamique
qui r�egissent la propagation des ondes dans 
 sont toujours d�ecrites par le syst�eme hyper-
bolique du premier ordre (2.1.12) auquel on associe des donn�ees initiales et la condition aux
limites (2.1.14). Comme dans le cas 2D, on identi�e l'espace des tenseurs 3 � 3 �a l'espace
L(IR3) des applications lin�eaires de IR3 dans lui même, sur lequel on d�e�nit la forme lin�eaire :

~as(�) = (�12 � �21; �13 � �31; �23 � �32):(2.1.31)

Ls(IR3) d�esignera le sous espace des tenseurs sym�etriques :

Ls(IR3) =
�
� 2 L(IR3) = ~as(�) = 0

	
:(2.1.32)
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En�n, �a tout � dans L(IR3) nous associerons :

�1 =

24 �11
�12
�13

35 ; �2 =

24 �21
�22
�23

35 ; �3 =

24 �31
�32
�33

35(2.1.33)

et nous posons :

div� =

266664
div �1

div �2

div �3

377775 =

26666664

@�11
@x1

+
@�12
@x2

+
@�13
@x3

@�21
@x1

+
@�22
@x2

+
@�23
@x3

@�31
@x1

+
@�32
@x2

+
@�33
@x3

37777775 :(2.1.34)

Les espace fonctionnels de base sontM = (L2(
; IR3))2 et H = (L2(
;L(IR3))2) munis de leur
structure hilbertienne naturelle. Nous introduisons �egalement les espaces X et Xsym d�e�nis
par les relations (2.1.15) et (2.1.16) respectivement. La formulation mixte du probl�eme de
l'�elastodynamique que nous consid�erons est donn�ee par le syst�eme (2.1.17).

L'�el�ement �ni de plus bas degr�e.

Pour simpli�er la pr�esentation et sans perte de g�en�eralit�e nous allons consid�erer le cas o�u 

est le cube ]0; 1[�]0; 1[�]0; 1[, d�ecoup�e en un maillage de petits cubes de taille h = 1=N . Nous
d�esignerons par Th le maillage ainsi construit et par K un cube quelconque de ce maillage.

En suivant la même technique que dans le cas bidimensionnel, on peut montrer que la
condition de sym�etrie \forte" sur des maillage r�eguliers implique que

{ (�11; �22; �33) 2 H(div; 
) car �11 est continu en x1, �22 en x2 et �33 en x3,

{ �12, �13 et �23 sont continus dans deux directions. Plus pr�ecis�ement, soit i; j; k une
permutation circulaire de 1; 2; 3, alors

xi ! �jk(�; xi) 2 L2
xi(H

1
xj ;xk

):

Nous avons r�esum�e les di��erentes continuit�es des composantes de �h 2 Xh
sym sur la �gure

2.1.10. L'extension naturelle de notre m�ethode dans le cas tridimensionnel consiste �a d�e�nir
les espaces d'approximation Xh � X; Xh

sym � Xsym et Mh �M par (2.1.23) avec

Q = (Q1)
9; P = (Q0)

3:

Dans ce cas aussi tous les degr�es de libert�e du tenseur des contraintes sont associ�es aux mêmes
points : les sommets des �el�ementsK. Nous avons illustr�e sur la �gure 2.1.11 les degr�es de libert�e
pour le nouvel �el�ement �ni : nous avons repr�esent�e d'une part les composantes �11, �22 et �33
par des 
�eches qui indiquent l'unique direction dans laquelle chacune de ces composantes est
continue, d'autre part les composantes �12, �13 et �23 par des croix qui montrent, les deux
directions de continuit�e de chaque composante. Pour mieux montrer les di��erents types de
continuit�e nous pr�esentons s�epar�ement chacune des composantes de �h sur la �gure 2.1.12 :
Les faces hachur�ees correspondent aux faces �a travers lesquelles la composante est continue,
en particulier cela veut dire qu'elle peut admettre un saut �a travers les autres faces. Nous
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Les �equations de l'�elastodynamique
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Fig. 2.1.10: Continuit�e de �h 2 Xh
sym.
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Fig. 2.1.11: Degr�es de libert�e associ�es au tenseur des contraintes (�a gauche et au centre) et �a
la vitesse (�a droite).
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2.1 Pr�esentation de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes
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Fig. 2.1.12: La continuit�e de chaque composante du tenseur des contraintes.
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Fig. 2.1.13: Degr�es de libert�e associ�es �a un sommet du maillage.
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consid�erons maintenant un noeud du maillage, i.e un sommet qui est commun �a huit cubes,
nous avons alors 18 degr�es de libert�e associ�es �a ce sommet (voir �gure 2.1.13). Pour obtenir
la condensation de masse on approche la matrice associ�ee �a la forme bilin�eaire a(�h; �h) avec
la formule de quadrature suivanteZ

k
fdx � IK(f) =

h3

8

X
Msommets de K

f(M); 8f 2 Co(K);(2.1.35)

Dans ce cas la matrice approch�ee est diagonale par bloc, chaque bloc est associ�e �a un sommet
du maillage et sa dimension est �egale au nombre de degr�es de libert�e associ�es �a ce sommet
(ce qui correspond ici �a 18).

Remarque 2.1.7 Le nombre de degr�es de libert�e associ�es au tenseur des contraintes �etant as-
sez important même pour l'�el�ement de plus bas degr�e, le lecteur pourrait penser naturellement
que notre m�ethode est assez ch�ere. Cependant, grâce �a la condensation de masse nous pou-
vons �eliminer l'inconnue associ�ee �a � et donc obtenir un sch�ema de deuxi�eme ordre en temps,
avec une seule inconnue correspondant �a la vitesse. Dans ce cas, nous avons 3 inconnues par
maille pour l'�el�ement de plus bas degr�e.

2.2 Analyse de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes pour

un probl�eme elliptique : le probl�eme stationnaire

Dans ce qui suit, pour simpli�er la pr�esentation, nous allons consid�erer le cas o�u 
 est le carr�e
]0; 1[�]0; 1[, d�ecoup�e en un maillage en carr�es de taille h = 1=N . Nous d�esignerons par Th le
maillage ainsi construit et par K un �el�ement quelconque de ce maillage. Soient Xh;Xh

sym et

Mh les espaces d'approximation correspondant �a la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes,
d�e�nis de fa�con g�en�erale par8>>>><>>>>:

Xh =
�
�h 2 X / 8K 2 Th; �hjK 2 (Qk+1)

4
	
;

Xh
sym = Xh \Xsym;

Mh =
�
wh 2M / 8K 2 Th; whjK 2 (Qk)

2
	
:

2.2.1 Le probl�eme elliptique - formulation \forte"

Le probl�eme stationnaire associ�e au probl�eme d'�evolution (2.1.17) s'�ecrit8>>>><>>>>:
Trouver (�; v) 2 Xsym �M tels que

a(�; �)+ b(v; �) = 0 ; 8� 2 Xsym;

b(w; �) = �(f;w); 8w 2M;

(2.2.1)

o�u a(�; �) et b(�; �) sont d�e�nis par (2.1.18) et satisfont les propri�et�es (2.1.19). On sait alors (cf.
[32]) que le probl�eme (2.2.1) admet une solution unique (�; v) dans Xsym�M . Notre objectif
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est ici d'�etudier le probl�eme suivant8>>>><>>>>:
Trouver (�h; vh) 2 Xh

sym �Mh tels que

a(�h; �h)+ b(vh; �h) = 0; 8�h 2 Xh
sym;

b(wh; �h) = �(f;wh); 8w 2Mh:

(2.2.2)

qui est le probl�eme approch�e associ�e �a (2.2.1).

2.2.2 Di�cult�es de l'analyse de convergence

Nous avons d'abord essay�e d'appliquer la th�eorie classique d'approximation de Babuska-
Brezzi (cf. [32]). D'apr�es cette th�eorie le probl�eme (2.2.2) admet une solution unique (�h; vh)
dans Xh

sym �Mh avec

(�h; vh) �! (�; v) 2 X �M;(2.2.3)

sous les hypoth�eses suivantes

(H0.0) 8f 2 Im B, Vh(f) 6= ;, avec

Vh(f) =
n
�h 2 Xh

sym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8 wh 2Mh

o
(H0.1) La condition inf-sup discr�ete uniforme

9 � > 0 ind�ependant de h tel que

8 wh 2Mh; 9 �h 2 Xh
sym / b(wh; �h) � � kwhkM k�hkX :

(H0.2) La coercivit�e de la forme a(�; �) sur Vh def
= Vh(0)

9 � > 0 ind�ependant de h tel que

8 �h 2 Vh; a(�h; �h) � � k�hk2X :

(H0.3) Les propri�et�es d'approximation8><>:
lim
h!0

inf
�h2Xh

sym
k� � �hkX = 0; 8� 2 Xsym;

lim
h!0

inf
wh2Mh

kv � whkM = 0; 8v 2M:

Cependant, comme dans le cas scalaire (cf. section 1.2.1) on peut montrer facilement que la
nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes ne satisfait pas l'hypoth�ese (H0.2).

Nous avons voulu ensuite appliquer la th�eorie abstraite d�evelopp�ee dans la section 1.2.2.
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D'apr�es le Th�eor�eme 1.2.2, le probl�eme (2.2.2) admet une solution unique (�h = �sh + �rh; vh)
dans Xh

sym �Mh avec

(�sh; vh) �! (�; v) dans X �M;

�rh �! 0 dans H;
(2.2.4)

sous les hypoth�eses (H0)-(H4) qui s'�ecrivent dans ce cas sous la forme suivante

(H1.0) 8f 2 Im B, Vh(f) 6= ;, avec
Vh(f) =

n
�h 2 Xh

sym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mh

o
; Vh = Vh(0):

(H1.1) D�ecomposition orthogonale de Xh
sym

���
Xh

sym = Xh
s �Xh

r (�h = �sh + �rh) ; Xh
r � Vh;

(�sh; �
r
h)H = 0; 8(�sh; �rh) 2 Xh

s �Xh
r:

(H1.2) Condition inf-sup \forte"

9 � > 0, ind�ependant de h, tel que

8 wh 2Mh; 9 � sh 2 Xh
s / b(wh; �

s
h) � � kwhkM=Ker Bt

h
k� shkX :

(H1.3) Coercivit�e \a�aiblie"

9 � > 0, ind�ependant de h,tel que

8 �h 2 Vh; a(�h; �h) � �
�
k�shk2X + j�rhj2H

�
:

(H1.4) Propri�et�es d'approximation8><>:
lim
h!0

inf
�s
h
2Xh

s
k� � � shkX = 0; 8� 2 Xsym

lim
h!0

inf
wh2Mh

kv �whkM = 0; 8v 2M:

o�u H est un troisi�eme espace de Hilbert, tel que X � H, avec X dense dans H. Pour notre ap-
plication, H correspond �a l'espace L2 pour les tenseurs 2�2 et le bon espace d'approximation
Xh

s est

Xh
s = Xh

RT \Xsym:

avec

Xh
RT = f�h = (�1;h; �2;h) 2 X = 8K 2 Th; (�1;h; �2;h)jK 2 (Pk+1;k � Pk;k+1)

2g:
Avec ce choix les hypoth�eses (H1.0) �a (H1.3) sont satisfaites. Cependant, comme nous l'avons
d�ej�a remarqu�e dans la section 2.1.2, l'espace Xh

s est trop petit pour constituer un bon espace

d'approximation de Xsym. En d'autres termes l'hypoth�ese (H1.4) n'est pas satisfaite. �A ce
stade, il est clair que la di�cult�e principale est due �a la \forte" prise en compte de la sym�e-
trie du tenseur des contraintes. Pour rem�edier �a cette di�cult�e nous allons consid�erer pour
l'analyse la formulation variationnelle \relax�ee".
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2.2.3 Le probl�eme elliptique - formulation \relax�ee"

Le probl�eme stationnaire associ�e �a (2.1.21) est8>>>>>>><>>>>>>>:

Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels que

a(�; �)+ b(v; �)+ (
;as(�))L = 0; 8� 2 X;

b(w; �) = �(f;w); 8w 2M;

(�;as(�))L = 0; 8� 2 L;

(2.2.5)

avec a(�; �) et b(�; �) d�e�nis par (2.1.18). On peut r�e�ecrire (2.2.5) sous la forme suivante8>>>><>>>>:
Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels que

a(�; �)+ eb(v; 
; �) = 0; 8� 2 X;

eb(w; �;�) = �(f;w); 8(w; �) 2M � L;

(2.2.6)

o�u nous avons pos�e

eb(w; �; �) = b(w; �) + (�;as(�))L; 8(�; w; �) 2 X �M � L:(2.2.7)

On sait alors (cf. [4]) que les probl�emes (2.2.6) et (2.2.1) sont �equivalents. On introduit ensuite
Lh, un sous espace de dimension �nie de L et on consid�ere le probl�eme approch�e associ�e �a
(2.2.6) 8>>>>>>><>>>>>>>:

Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels que

a(�h; �h)+ b(vh; �h)+ (
h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Xh;

b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mh;

(�h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Lh;

(2.2.8)

qui s'�ecrit aussi sous la forme suivante8>>>><>>>>:
Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels que

a(�h; �h)+ eb(vh; 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;

eb(wh; �h;�h) = �(f;wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:

(2.2.9)

L'id�ee est maintenant de d�e�nir l'espace Lh de fa�con �a obtenir l'�equivalence entre les probl�emes
(2.2.2) et (2.2.9). Cela nous permettra d'obtenir des estimations d'erreur pour le probl�eme
(2.2.2) �a partir de celles du probl�eme relax�e, qui sont plus faciles �a obtenir. Toutefois, no-
tons que les techniques classiques ne s'appliquent pas au probl�eme relax�e. En e�et, on peut
facilement montrer que l'hypoth�ese (H0.2) (coercivit�e) n'est pas satisfaite (la preuve est la
même que dans la section 1.2.1). Concernant maintenant la th�eorie abstraite d�evelopp�ee pour
le probl�eme scalaire (Th�eor�eme 1.2.2) nous n'avons pas r�eussi �a montrer la condition inf-sup
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forte (hypoth�ese (H1.2)). Il faudra donc d�evelopper des techniques originales pour obtenir les
estimations d'erreur.

Remarque 2.2.1 Notons que l'introduction du probl�eme �equivalent (2.2.9) est n�ecessaire
seulement d'un point de vue technique pour l'analyse. En pratique on r�esout num�eriquement
le probl�eme d'�evolution correspondant �a la formulation \forte".

2.2.4 Un r�esultat abstrait

Avant de commencer, nous introduisons une 
op�ee de notations n�ecessaires �a l'expression
de notre r�esultat (nous n'avons pas r�eussi �a �eviter cela et nous nous en excusons aupr�es du
lecteur). Soient donc M; X; H et L quatre espaces de Hilbert, avec

X � H; X dense dans H et j�jH � k�kX :(2.2.10)

Nous noterons M 0; X 0; H 0 et L0 leur espace dual respectif. Notons que pour l'application,
nous aurons,

H = (L2(
))4; X = (H(div; 
))2; M = (L2(
))2 et L = L2(
):

Soient a(�; �), b(�; �) et d(�; �) trois formes bilin�eaires continues dans H �H, M �X et L�H

respectivement. On d�e�nit eb(�; � ; �) par
eb(w; �; �) = b(w; �) + d(�; �); 8(w; �; �) 2M � L�X:

Nous verrons, dans ce qui suit, que les formes bilin�eaires b(�; �) et d(�; �) joueront un rôle
di��erent dans l'analyse. Essentiellement �a cause du fait que leur continuit�e par rapport �a la
deuxi�eme variable � implique deux topologies di��erentes.

Par la continuit�e de a(�; �), on peut introduire un op�erateur A dans L(H), d�e�ni par

a(�; �) = (A�; �)H ; 8 �; � 2 H �H:

Nous introduisons par ailleurs les op�erateurs B : X !M 0 et Bt :M ! X 0 d�e�nis par

hB�;wi = 

�;Btw

�
= b(w; �); 8(�; w) 2 X �M;

et leur noyaux respectifs

Ker B =
�
� 2 X / b(w; �) = 0; 8w 2M	

;

Ker Bt =
�
w 2M / b(w; �) = 0; 8� 2 X	 :

De même, on d�e�nit D : H ! L0 et Dt : L! H 0 par

hD�; �i = 

�;Dt�

�
= d(�; �); 8(�; �) 2 H � L;

et

Ker D =
�
� 2 H / d(�; �) = 0; 8� 2 L	 ;

Ker Dt =
�
� 2 L / d(�; �) = 0; 8� 2 H	 :
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Finalement, nous introduisons eB : X !M 0 � L0 et eBt :M � L! X 0 avecD eB� ;w; �E =
D
� ; eBt(w; �)

E
= eb(w; �; �); 8(�; w; �) 2 X �M � L;

et leur noyaux eB et eBt,

Ker eB � V =
n
� 2 X / eb(w; �; �) = 0; 8(w; �) 2M � L

o
;

Ker eBt � V t =
n
(w; �) 2M � L / eb(w; �; �) = 0; 8� 2 X

o
:

Dans ce qui suit, nous identi�erons l'espace quotient (M � L)=Ker eBt avec le compl�ement
orthogonal de Ker eBt

(M � L)=Ker eBt � (Ker eBt)?

�
n
(w; �) 2M � L / (v; w)M + (
; �)L = 0;8 (v; 
) 2 Ker eBo ;

et nous supposerons que les propri�et�es suivantes sont satisfaites (k(w; �)kM�L = kwkM +
k�kL :) ����������

(i) 9 c > 0 / 8 (w; �) 2M � L; 9 � 2 X /

eb(w; � ; �) � c k(w; �)k
(M�L)=Ker eBt k�kX ;

(ii) 9 � > 0 / 8 � 2 V; a(�; �) � � k�k2X ;

(2.2.11)

Nous sommes int�eress�es par l'approximation du probl�eme suivant8>>>><>>>>:
Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels que

a(�; �)+ eb(v; 
; �) = 0; 8� 2 X;

eb(w; �;�) = �hf;wi ; 8(w; �) 2M � L;

(2.2.12)

avec f 2M 0. La th�eorie classique (voir [32]), nous permet alors (grâce aux hypoth�eses (2.2.11))
d'obtenir le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.2.1 Pour tout (f; 0) 2 Im eB, le probl�eme (2.2.12) admet une solution unique
(�; v; 
) dans X � ((M � L)=Ker eBt). De plus

k(v; 
)k
(M�L)=Ker eBt + k�kX � C kfkM 0 :

Soient maintenant Xh � X, Mh �M et Lh � L trois espaces d'approximation de dimension

�nie. Nous consid�erons le probl�eme approch�e suivant8>>>><>>>>:
Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels que

a(�h; �h)+ eb(vh; 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;

eb(wh; �h;�h) = �hf; whi ; 8(wh; �h) 2Mh � Lh:

(2.2.13)
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Comme pour le probl�eme continu, nous ne pouvons pas �eviter l'introduction des notations
qui suivent. Nous d�e�nissons donc les op�erateurs Bh : Xh !Mh et Bt

h :Mh ! Xh par

(Bh�h; wh)M =
�
�h; B

t
hwh

�
X
= b(wh; �h); 8(�h; wh) 2 Xh �Mh;

et leur noyaux respectifs

Zh � Ker Bh =
n
�h 2 Xh / b(wh; �h) = 0; 8wh 2Mh

o
;

Ker Bt
h =

n
wh 2Mh / b(wh; �h) = 0; 8�h 2 Xh

o
:

De même, Dh : Hh ! Lh et Dt
h : Lh ! Hh sont d�e�nis par

(Dh�h; �h)L =
�
�h; D

t
h�h

�
H
= d(�h; �h); 8(�h; �h) 2 Xh � Lh;

et nous avons

Ker Dh =
n
�h 2 Xh / d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Lh

o
;

Ker Dt
h =

n
�h 2 Lh / d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Xh

o
:

Finalement nous introduisons eBh : Xh !Mh � Lh, eBt
h :Mh � Lh ! Xh tels que� eBh�h;wh; �h

�
(M�L)

=
�
�h; eBt

h(wh; �h)
�
X

= eb(wh; �h;�h); 8�h 2 Xh; 8(wh; �h) 2Mh � Lh:

et

Vh � Ker eBh =
n
�h 2 Xh / eb(wh; �h;�h) = 0; 8(wh; �h) 2Mh � Lh

o
;

Ker eBt
h =

n
(wh; �h) 2Mh � Lh / eb(wh; �h;�h) = 0; 8�h 2 Xh

o
:

La nouvelle th�eorie abstraite repose sur les hypoth�eses suivantes

(H0) 8(f; 0) 2 Im eB; Vh(f) = n
�h 2 Xh =eb(wh; �h; �h) = �(f;wh)

o
6= ;.

(H1) D�ecomposition orthogonale de Xh

���
Xh = Xh

s �Xh
r (�h = � sh + � rh) ; Xh

r � Zh;

(� sh; �
r
h)H = 0; 8 (� sh; � rh) 2 Xh

s �Xh
r:

(H2) Condition inf-sup discr�ete \faible" :

�������

Il existe une constante � > 0, ind�ependante de h, telle que

8 (wh; �h) 2Mh � Lh; 9 �h 2 Xh /

eb(wh; �h; �h) � � k(wh; �h)k(M�L)=Ker Bt
h
(k� shkX + j� rhjH):
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(H3) Condition de coercivit�e \faible" :

����
Il existe une constante � > 0, ind�ependante de h, telle que

8 �h 2 Vh; a(�h; �h) � �
�
k� shk2X + j� rhj2H

�
:

(H4) Propri�et�es d'approximation \habituelles"8>>>><>>>>:
lim
h!0

inf
�s
h
2Xh

s
k� � � shkX = 0; 8� 2 X;

lim
h!0

inf
wh2Mh

kv � whkM = 0; 8u 2M;

lim
h!0

inf
�h2Lh

k
 � �hkL = 0; 8
 2 L:

(H4b) Propri�et�e d'approximation suppl�ementaire sur L

lim
h!0

inf
�(h)2�

(h)
r



 � �(h)




L
= 0; 8
 2 L;

o�u

�(h)
r =

n
�(h) 2 L / d(�(h); � rh) = 0; 8� rh 2 Xh

r
o
:

Remarque 2.2.2 Nous avons utilis�e le terme \habituelles" pour les propri�et�es d'approxima-
tion (H4), car elles sont tr�es proches des hypoth�eses classiques. La seule di��erence concerne
l'approximation de l'espace X par Xh

s au lieu de Xh (comme dans le cas du probl�eme sca-

laire). Au contraire, l'hypoth�ese (H4b) n'est pas classique. En e�et, l'espace �
(h)
r est un sous

espace de L de dimension in�nie et il n'est donc pas inclu dans Lh. En pratique, pour v�eri�er
l'hypoth�ese (H4b), nous allons chercher �a d�eterminer L(h), un sous espace de dimension �nie

de �
(h)
r , tel que

lim
h!0

inf
�(h)2L(h)

k
 � �(h)kL = 0 8
 2 L:(2.2.14)

Cela nous permettra d'obtenir (H4b), car nous avons

lim
h!0

inf
�(h)2�

(h)
r

k
 � �(h)kL � lim
h!0

inf
�(h)2L(h)

k
 � �(h)kL 8
 2 L:

Remarque 2.2.3 Notons que, par la densit�e de X dans H et l'hypoth�ese (H4), on obtient

lim
h!0

inf
�s
h
2Xh

s
j� � � shjH = 0; 8� 2 H:

Remarque 2.2.4 On peut aussi caract�eriser l'hypoth�ese (H0) par

(H0)� (ii) Ker eBt
h = Ker eBt \ (Mh � Lh)
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Th�eor�eme 2.2.2 Sous les hypoth�ese (H0) �a (H4b), le probl�eme (2.2.13) admet une solution
unique

(�h = �sh + �rh; vh; 
h) 2 Xh � ((Mh � Lh)=Ker eBt
h);

avec

� (�sh; vh; 
h) ! (�; v; 
) dans X �M � L;

� �rh ! 0 dans H:

Plus pr�ecis�ement, nous obtenons les estimations d'erreur suivantes

j�rhjH + k� � �shkX + k(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBt
h
�

� C

(
inf

�s
h
2Xh

s
k� � � shkX + inf

wh2Mh

kv � whkM + inf
�h2Lh

k
 � �hkL

+ inf
zsh2Xh

s
jA� � zshjH + inf

�(h)2�
(h)
r

k
 � �(h)kL
)
:

(2.2.15)

On d�eduit alors la convergence �a partir de (2.2.15), grâce aux propri�et�es d'approximation
(H4) et la remarque 2.2.3.

D�emonstration.
(i) Existence et unicit�e

Notons d'abord que l'hypoth�ese (H3) implique la condition de coercivit�e discr�ete suivante (a
priori non-uniforme),

9�h > 0; 8�h 2 Vh ; a(�h; �h) � �h k�hk2X :(2.2.16)

car en dimension �nie toutes les normes sont �equivalentes. En utilisant ensuite (2.2.16) et
(H0) nous obtenons (avec des techniques classiques) l'existence et l'unicit�e de la solution
(�h; vh; 
h) du probl�eme discret (2.2.13) dans Xh � ((Mh � Lh)=Ker eBt

h).

(ii) Estimations d'erreur pour le terme � � �h

Les grandes lignes de la d�emonstration reposent sur les techniques de la th�eorie classique.
Notamment, nous allons utiliser d'une part l'in�egalit�e triangulaire sur l'identit�e � � �h =
� � �h + �h � �h o�u �h est un �el�ement quelconque de Vh(f), d'autre part nous utiliserons
l'hypoth�ese de coercivit�e de la forme a pour estimer le terme �h � �h.

La di��erence vient du fait que nous avons ici �a travailler avec une norme sp�eci�que sur
l'espace Xh,

�h ! (k� shk2X + j� rhj2H)
1
2 ;

car, c'est cette norme qui intervient dans les hypoth�eses de coercivit�e (H3) et de condition
inf-sup (H2). Ceci induit une di�cult�e technique car nous devons nous d�ebarrasser syst�ema-
tiquement de termes du type b(�; � rh), pour lesquels la norme k� rhkX intervienne naturellement
par la continuit�e de la forme b.
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La deuxi�eme �equation de (2.2.13), implique que �h appartient dans Vh(f). Donc, pour
tout �h dans Vh(f) nous avons

�h � �h 2 Vh:

Nous pouvons �ecrire que

a(�h � �h; �h � �h) = a(� � �h; �h � �h) + a(�h � �; �h � �h);(2.2.17)

en prenant ensuite la di��erence entre la premi�ere �equation du probl�eme discret (2.2.13) et du
probl�eme continu (2.2.12) on obtient

a(�h � �; �h � �h) = eb(v � wh; 
 � �h;�h � �h); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:(2.2.18)

D'o�u en utilisant (H1), on a

a(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �
s
h � � sh)

+b(v; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h):
(2.2.19)

Nous avons ici utilis�e le fait que b(wh; �
r
h � � rh) = 0, car Xh

r � Zh. On veut maintenant

remplacer dans (2.2.19) le terme b(u; �rh � �rh). Pour ce faire on utilise la premi�ere �equation
du probl�eme continu (2.2.12),

����������

a(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �
s
h � � sh)� a(�; �rh � � rh)

� d(
; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h)

= b(v � wh; �
s
h � � sh)� (A�; �rh � � rh)H

� d(
; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h):

(2.2.20)

Grâce aux hypoth�eses (H1) et (H4), on obtient

a(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �
s
h � � sh)� (A� � zsh; �

r
h � � rh)H

� d(
 � �(h); �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h);
(2.2.21)

pour tout couple (zsh; �
(h)) 2 Xh

s � �
(h)
r . En combinant ensuite (2.2.17), (2.2.20) et (2.2.21),

il suit

a(�h � �h; �h � �h) = a(� � �h; �h � �h) + b(v � wh; �
s
h � � sh)

� (A� � zsh; �
r
h � � rh)H

� d(
 � �(h); �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h);

(2.2.22)
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d'o�u par (H3), on a

���������������

�(k�sh � � shk2X + j�rh � � rhj2H) � kak j� � �hjH j�h � �hjH
+ kbk kv � whkM k�sh � � shkX
+ jA� � zshjH j�rh � � rhjH
+ kdk 


 � �(h)




L
j�rh � � rhjH

+ kdk k
 � �hkL j�h � �hjH :

On d�eduit alors l'existence d'une constante C positive qui d�epend de kak ; kbk ; kdk et � telle

que, pour tout (�h; wh; �h; z
s
h; �

(h)) 2 Vh(f)�Mh �Lh �Xh
s � �

(h)
r nous avons (j� � �hjH �

k�sh � � shkX + j�rh � � rhjH)

k�sh � � shkX + j�rh � � rhjH � C
�
j� � � shjH + j� rhjH + kv � whkM + k
 � �hkL

+ jA� � zshjH + k
 � �(h)kL
�
:

(2.2.23)

En utilisant ensuite l'in�egalit�e triangulaire on obtient, pour tout �h 2 Vh(f)

k� � �shkX + j�rhjH = k� � � sh + � sh � �shkX + j�rh � � rh + � rhjH
� k� � � shkX + k� sh � �shkX + j�rh � � rhjH + j� rhjH ;

ce qui implique en combinaison avec (2.2.23) que

�����������

k� � �shkX + j�rhjH � (1 + C)

�
inf

�h2Vh(f)

�
k� � � shkX + j� rhjH

��
+C

�
inf

wh2Mh

kv � whkM + inf
�h2Lh

k
 � �hkL

+ inf
zs
h
2Xh

s
jA� � zshjH + inf

�(h)2�
(h)
r

k
 � �(h)kL
!
:

Pour conclure, nous rappelons que la condition inf-sup implique la propri�et�e suivante (cf. [32],
Proposition 2.5)

inf
�h2Vh(f)

�
k� � � shkX + j� rhjH

�
� c1 inf

�h2Xh

�
k� � � shkX + j� rhjH

�
;

en particulier

inf
�h2Vh(f)

�
k� � � shkX + j� rhjH

�
� c1 inf

�s
h
2Xh

s
k� � � shkX :

(iii) Estimations d'erreur sur les termes v � vh et 
 � 
h

84



2.2 Analyse de la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes pour un probl�eme

elliptique : le probl�eme stationnaire

Une fois de plus nous utiliserons l'in�egalit�e triangulaire

k(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBt
h
� k(vh � wh; 
h � �h)k(M�L)=Ker eBt

h
+

k(v � wh; 
 � �h)k(M�L)=Ker eBt
h
;

(2.2.24)

o�u (wh; �h) sont des �el�ements quelconques de Mh � Lh. Par l'hypoth�ese (H2), pour tout
(wh; �h) 2Mh � Lh, nous avons

k(vh � wh; 
h � �h)k(M�L)=Ker eBt
h
� 1

�
sup

�h2Xh

eb(vh � wh; 
h � �h; �h)

� sh



X
+
�
� rh
�
H

:(2.2.25)

En utilisant ensuite la d�ecomposition orthogonale de �h (�h = � sh+�
r
h) et le fait que Xh

r � Zh,

on obtient l'expression suivante de eb(vh � wh; 
h � �h; �h)eb(vh � wh; 
h � �h; �h) = b(vh � wh; �
s
h) + d(
h � �h; �

s
h) + d(
h � �h; �

r
h)(2.2.26)

On veut se d�ebarrasser du terme b(vh�wh; �
r
h) dans l'�equation ci-dessus. Pour cela, soustrayons

la premi�ere �equation de (2.2.13) de la premi�ere �equation de (2.2.12). On obtient

a(� � �h; �h) +eb(v � vh; 
 � 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh:

En particulier, pour tout � sh 2 Xh
s, on a

a(� � �h; �
s
h) + b(v � vh; �

s
h) + d(
 � 
h; �

s
h) = 0; 8� sh 2 Xh

s;

ce qui, en introduisant (wh; �h) 2Mh � Lh, peut s'�ecrire

a(� � �h; �
s
h) + b(v � wh; �

s
h) + b(wh � vh; �

s
h) + d(
 � �h; �

s
h) + d(�h � 
h; �

s
h) = 0;

que nous utilisons dans (2.2.26)

b(vh � wh; �
s
h) + d(
h � �h; �

s
h) = a(� � �h; �

s
h) + b(v � wh; �

s
h) + d(
 � �h; �

s
h);

pour obtenir

eb(vh � wh; 
h � �h; �h) = a(� � �h; �
s
h) + b(v �wh; �

s
h)

+d(
 � �h; �
s
h) + d(
h � �h; �

r
h):

(2.2.27)

Le terme ���h ayant �et�e d�ej�a estim�e dans (i), les termes b(v�wh; �
s
h) et d(
��h; � sh) pouvant

être facilement major�es par C k� shkX (kv�whkM + k
� �hkL), il ne reste plus qu'�a �etudier le
terme d(
h � �h; �

r
h). Celui-ci, peut être r�e�ecrit comme suit (grâce �a (H4b))

d(
h � �h; �
r
h) = d(
h � 
; � rh) + d(
 � �h; �

r
h)

= d(
h; �
r
h) + d(�(h) � 
; � rh) + d(
 � �h; �

r
h); 8�(h) 2 �(h)

r :
(2.2.28)

Prenons �h = � rh dans la premi�ere �equation du probl�eme discret (2.2.13), on obtient

a(�h; �
r
h) + d(
h; �

r
h) = 0;
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ou, de fa�con �equivalente

d(
h; �
r
h) = �a(�h; � rh) = �(A�h; � rh) = (zsh �A�h; � rh); 8zsh 2 Xh

s:(2.2.29)

�A partir de (2.2.27) via (2.2.28) et (2.2.29), on obtient,eb(vh � wh; 
h � �h; �h) = a(� � �h; �
s
h) + b(v � wh; �

s
h) + d(
 � �h; �

s
h + � rh)

+ (zsh �A�h; � rh) + d(�(h) � 
; � rh)

� Cf j� � �hjH + kv �whkM + k
 � �hkL
+ jzsh �A�hjH + k�(h) � 
kLg fk� shkX + j� rhjHg;

(2.2.30)

o�u le terme jzsh �A�hjH peut être major�e par

jzsh �A�hjH = jzsh �A� +A� �A�hjH

� jzsh �A�jH + kakj� � �hjH :
(2.2.31)

En reportant (2.2.30) et (2.2.31) dans (2.2.24) et (2.2.25), on obtient �nalement

k(v � vh; 
 � 
h)kM�L=Ker eBt
h

� C 0
n
j� � �shjH + j�rhjH

+ inf
wh2Mh

kv � whkM + inf
�h2Lh

k
 � �hkM

+ inf
zsh2Xh

s
jzsh �A�jH + inf

�(h)2�
(h)
r

k�(h) � 
kL
)
:

Remarque 2.2.5 Si Ker eBt
h = 0 (ce qui est vrai pour l'application), on obtient les estima-

tions d'erreur dans la norme habituelle k(v � vh; 
 � 
h)kM�L.

Remarque 2.2.6 Le Th�eor�eme 2.2.2 peut être facilement g�en�eralis�e dans le cas du probl�eme
suivant 8>>>><>>>>:

Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels que

a(�; �)+ eb(v; 
; �) = (g; �)H ; 8� 2 X;

eb(w; �;�) = �hf; wi ; 8(w; �) 2M � L;

avec g 2 H. Les estimations d'erreur pour ce probl�eme, sont alors l�eg�erement di��erentes de
celles obtenues pr�ec�edemment. Plus pr�ecis�ement on obtient

j�rhjH + k� � �shkX + k(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBt
h
� C

(
inf

�sh2Xh
s
k� � � shkX

+ inf
wh2Mh

kv � whkM + inf
�h2Lh

k
 � �hkL

+ inf
zsh2Xh

s
j(g �A�)� zshjH + inf

�(h)2�
(h)
r

k
 � �(h)kL
)
:

(2.2.32)
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2.2.5 Application au probl�eme �elastique

2.2.5.1 Les r�esultats principaux

Nous consid�erons ici le probl�eme de l'�elasticit�e. Dans ce cas, les espaces fonctionnels de
base sont

H = (L2(
))4; X = (H(div ; 
))2; M = (L2(
))2 et L = L2(
):

Les op�erateurs abstraits B, D et A sont d�e�nis par

B� = div �; 8 � 2 X; D� = as(�) 8 � 2 H;

A�(x) = A(x)�(x):
(2.2.33)

Pour la discr�etisation du probl�eme, nous consid�erons les espaces Xh; Mh correspondant �a la

nouvelle famille des �el�ements �nis mixtes, d�e�nis par (2.1.30). Notre objectif est maintenant
de d�e�nir un espace Lh particulier qui nous permet d'obtenir l'�equivalence entre les probl�emes
(2.2.2) et (2.2.9). Pour ce faire nous d�e�nissons Lh par la relation suivante

Lh = D(Xh) = as(Xh):(2.2.34)

Notons que, dans ce cas, Dh est la restriction de l'op�erateur continu D dans l'espace Xh. De

plus, nous avons
Lh = Im Dh; Xh

sym = Ker Dh:

Nous allons ensuite montrer que le probl�eme (2.2.9) entre dans la cadre de la th�eorie abstraite,
ce qui nous permettra d'obtenir les r�esultats suivants.
Le premier r�esultat concerne l'�equivalence entre les probl�emes (2.2.2) et (2.2.9).

Th�eor�eme 2.2.3 Supposons que les espaces Xh;Mh; Lh d�e�nis en (2.1.30) et (2.2.34) sa-

tisfont les hypoth�eses (H0) �a (H4b), alors le probl�eme (2.2.9) admet une solution unique
(�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh avec (�h; vh) l'unique solution du probl�eme (2.2.2).

Le r�esultat principal de cette section est le th�eor�eme de convergence suivant. On se restreint
ici au cas des �el�ements �nis correspondant �a k = 0; 1 et 2 pour des raisons techniques (voir
remarque 2.2.9).

Th�eor�eme 2.2.4 Supposons k � 2. Soient (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh et (�; v; 
) 2 X �
M � L les solutions des probl�emes (2.2.9) et (2.2.6) respectivement, alors (�h = �sh + �rh)

� (�sh; vh; 
h)! (�; v; 
) dans (H(div ; 
))2 � (L2(
))2 � L2(
),

� �rh ! 0 dans (L2(
))4.

De plus, si la solution est su�samment r�eguli�ere, i.e., (�; v; 
) 2 (Hm(
))4 � (Hm(
))2 �
Hm(
) et (A�;div � 2 (Hm(
))4�(Hm(
))2 pour m = k+1, alors on obtient les estimations
d'erreur suivantes ( on note par j � j(Hm)d la semi-norme habituelle dans (Hm)d)

k� � �shk(H(div))2 + j�rhj(L2)4 + kv � vhk(L2)2 + k
 � 
hkL2 �

� C hm (j�j(Hm)4 + jdiv(�)j(Hm)2 + jvj(Hm)2 + jA�j(Hm)4):

(2.2.35)
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Pour prouver les th�eor�emes 2.2.3 et 2.2.4, nous allons appliquer la th�eorie abstraite, pr�esent�ee
dans la section pr�ec�edente, au probl�eme continu (2.2.6) et son approximation (2.2.9). Les
�etapes principales de la d�emonstration sont les suivantes. On commence par justi�er le choix
de l'espace Lh d�e�ni par (2.2.34), puis, nous caract�erisons cet espace �a l'aide des fonctions de
base locales. Dans en deuxi�eme temps, nous v�eri�ons les hypoth�eses (H0)-(H4) pour la nouvelle
famille d'�el�ements �nis mixtes. Finalement, on obtient les estimations d'erreur (2.2.35) en
utilisant les r�esultats d'interpolation habituels (cf. [97]) dans les espaces Xh

s;Mh; Lh (voir

section 2.2.5.3-d et lemme 2.2.3).

Remarque 2.2.7 Le Th�eor�eme 2.2.4 nous donne des estimations d'erreur pour l'approxi-
mation de la formulation relax�ee. Ceci nous permet d'obtenir les estimations d'erreur pour la
formulation forte, car nous avons d'une part l'�equivalence entre les deux formulation (relax�ee
et forte) du probl�eme continu et d'autre part grâce au Th�eor�eme 2.2.3 l'�equivalence entre les
deux formulation (relax�ee et forte) du probl�eme discret.

Remarque 2.2.8 Le Th�eor�eme 2.2.4 implique la convergence de �h vers � seulement dans
l'espace H (c.�a.d, (L2)4). Pour obtenir une bonne approximation du tenseur de contraintes
dans l'espace X (c.�a.d, (H(div))2), il su�t de projeter la solution discr�ete �h sur l'espace Xh

s.

Cela consiste �a calculer �sh. Dans le cadre de notre application, il s'agit d'un post-traitement
qui est particuli�erement facile, car il est local.

Remarque 2.2.9 Nous montrerons dans la section 2.2.5.4, que l'obtention du r�esultat de
convergence pour k quelconque se ram�ene �a v�eri�er qu'une certaine matrice rectangulaire est
de rang plein. Il nous a sembl�e di�cile de v�eri�er cette propri�et�e �a la main. C'est pourquoi,
nous avons implementer un algorithme avec MAPLE qui nous a permis de la v�eri�er pour
k = 0; 1 et 2. Pour des k sup�erieurs on pourrais utiliser la même m�ethode bien que nous ne
l'ayons pas fait.

2.2.5.2 �Equivalence avec le probl�eme relax�e : Caract�erisation de l'espace Lh

La d�emonstration des th�eor�emes 2.2.3 et 2.2.4 est une cons�equence imm�ediate du lemme
suivant. Il nous restera alors �a v�eri�er que les hypoth�eses de ce Lemme sont satisfaites pour le
choix particulier de Lh que nous avons fait. Ceci sera l'objet des deux prochaines paragraphes.

Lemme 2.2.1 Supposons que les espaces Xh;Mh; Lh d�e�nis en (2.1.30) et (2.2.34) satisfont

les hypoth�eses (H0) �a (H4b), alors les th�eor�emes 2.2.3 et 2.2.4 sont vrais.

D�emonstration.
(i) Existence et unicit�e de la solution du probl�eme (2.2.9)

Tout d'abord, notons que les hypoth�eses (H0) �a (H4b) entrâ�nent l'existence et l'unicit�e de la
solution du probl�eme (2.2.9). Ceci est une cons�equence directe du th�eor�eme 2.2.1.
(ii) Existence et unicit�e de la solution du probl�eme (2.2.2)

Maintenant, nous remarquons que choisir Lh = D(Xh) implique la caract�erisation suivante

de Vh(f)

Vh(f) �
n
�h 2 Xh

sym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mh

o
:(2.2.36)
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En fait, l'�egalit�e eb(wh; �h; �h) = �(f;wh) qui est vraie pour tout couple (wh; �h) implique
en particulier, en choisissant wh = 0, que d(�h; �h) = (D�h; �h) = 0 pour tout �h dans Lh.
Puis, en prenant �h = D�h 2 Lh, on obtient facilement D�h = 0, soit, en d'autres termes
�h 2 Xh

sym. Maintenant, il su�t de remarquer que eb(wh; �h; �h) = b(wh; �h) lorsque �h est

�el�ement de Xh
sym, pour d�eduire que

Vh(f) �
n
�h 2 Xh

sym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mh

o
:

L'inclusion inverse est imm�ediate. Finalement les hypoth�eses (H0), (H1) et (H3) impliquent
(de par l'�equivalence des normes en dimension �nie) le r�esultat de coercivit�e discr�ete

9�h > 0; 8�h 2 Vh(0); a(�h; �h) � �h k�hk2X :(2.2.37)

Il su�t pour conclure d'utiliser la th�eorie classique des probl�emes mixtes, (hypoth�ese (H0),
(2.2.36) et la condition de coercivit�e discr�ete (2.2.37)) pour obtenir l'existence et l'unicit�e de
la solution (�h; vh) du probl�eme discret (2.2.2) dans Xh

sym �Mh (Ker Bt
h = 0).

(iii) �Equivalence entre les probl�emes (2.2.9) et (2.2.2)

Soit (�h; vh; 
h) 2 Xh�Mh�Lh la solution de (2.2.9), il est clair que �h est dans Vh(f), ce qui
implique, cf. (2.2.36), que �h 2 Xh

sym. Prenant ensuite �h 2 Xh
sym dans la premi�ere �equation

du probl�eme (2.2.9), on obtient que (�h; vh) est aussi la solution du probl�eme (2.2.2).

Nous caract�erisons maintenant l'espace Lh. Introduisons les espaces suivants :

� L'espace de fonctions Qk discontinues

Qd
h;k =

�
qh 2 L2(
) / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk

	
:

� L'espace de fonctions Qk continues

Qc
h;k =

�
qh 2 H1(
) / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk

	
:

Nous d�e�nissons eLh � L comme suit

D�e�nition: eLh est le sous espace de Qd
h;k+1, d�e�ni �a l'aide des fonctions Qk+1 discontinues

qui satisfont une relation suppl�ementaire �a chaque sommet int�erieur du maillage Th. Plus
pr�ecis�ement, notons qk; 1 � k � 4 les 4 valeurs de la fonction qh 2 eLh associ�ee �a un sommet
int�erieur Mj du maillage Th (voir Figure 2.2.1), alors la relation suivante doit être satisfaite

q1 + q3 = q2 + q4:(2.2.38)

Lemme 2.2.2 L'espace Lh = D(Xh) est un sous espace de eLh.
D�emonstration.

Par d�e�nition de Lh, on a:

8�h 2 Lh; 9�h 2 Xh tel que �h = as(�h) = �21h � �12h :
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1
q

4

q
3

q

q
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Fig. 2.2.1: Degr�es de libert�e associ�es �a un sommet int�erieur du maillage.

Utilisant ensuite la d�e�nition de Xh on d�eduit que

8K 2 Th; �hjK 2 Qk+1:

Pour conclure, il reste �a prouver que �h satisfait aussi la relation locale (2.2.38) �a chaque
sommet int�erieur du maillage. En e�et, consid�erons Mj un sommet int�erieur du maillage
(illustr�e par la Figure 2.2.2). Par d�e�nition de as(.), on a

�K1

��
Mj

= �21K1

��
Mj
� �12K1

��
Mj

;

�K2

��
Mj

= �21K2

��
Mj
� �12K2

��
Mj

;

�K3

��
Mj

= �21K3

��
Mj
� �12K3

��
Mj

;

�K4

��
Mj

= �21K4

��
Mj
� �12K4

��
Mj

;

o�u �Ki

��
Mj

d�esigne la valeur de �h jKi
(la restriction de la fonction �h dans l'�el�ement Ki) au

point Mj (de même pour �12h et �21h ).

Les relations de continuit�e dans Xh impliquent les �egalit�es suivantes

��

� b;21Mj

�d;12Mj

K3

K4 K1

K2

�h;21Mj

�g;12Mj

Fig. 2.2.2: Relations de continuit�e dans Xh.
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�21K1

��
Mj

= �21K4

��
Mj

� �h;21Mj
;

�21K2

��
Mj

= �21K3

��
Mj

� � b;21Mj
;

�12K1

��
Mj

= �12K2

��
Mj

� �d;12Mj
;

�12K3

��
Mj

= �12K4

��
Mj

� �g;12Mj
;

d'o�u, on obtient

�K1

��
Mj

= �h;21Mj
� �d;12Mj

;

�K2

��
Mj

= � b;21Mj
� �d;12Mj

;

�K3

��
Mj

= � b;21Mj
� �g;12Mj

;

�K4

��
Mj

= �h;21Mj
� �g;12Mj

:

On peut alors montrer facilement que

�K1

��
Mj

+ �K3

��
Mj

= �K2

��
Mj

+ �K4

��
Mj

:

Le r�esultat suivant termine la caract�erisation de l'espace Lh.

Th�eor�eme 2.2.5 La dimension de Lh est �egale �a la dimension de l'espace eLh, ce qui implique
l'�egalit�e

Lh = eLh:
D�emonstration.

Nous commen�cons par le calcul de la dimension de eLh.
Dim eLh = Dim Qd

h;k+1 � Le nombre des sommets int�erieurs

= N2 (k + 2)2 � (N � 1)2

= N2(k2 + 4k + 3) + 2N � 1:

D'autre part, on a

Dim Lh = Dim Xh �Dim Xh
sym;(2.2.39)

car Lh = D(Xh) � Im Dh et Xh
sym = Ker Dh. Consid�erons Xh comme un sous espace de�

Qd
h;k+1

�4
, on a alors

Dim Xh = Dim Qd
h;k+1 � 4� Nombre des relations de continuit�e:(2.2.40)

Comme �11h ; �21h (resp. �12h ; �22h ) sont continus �a travers les arêtes verticales (resp. horizon-
tales), le nombre des relations de continuit�e dans Xh est donn�e par

Nom. de relations de continuit�e = Nom. des arêtes � Nom. de deg. de lib. par arête � 2

= 2N(N � 1)� (k + 2)� 2:
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En reportant ceci dans (2.2.40), on obtient

Dim Xh = 4N2(k2 + 3k + 2) + 4N(k + 2):(2.2.41)

Pour calculer maintenant la dimension de Xh
sym, on r�e�ecrit cet espace comme la somme di-

recte des deux espaces correspondant �a la d�ecomposition d'un tenseur en une partie diagonale
et une extra-diagonale,

Xh
sym = Xh

sym;d +Xh
sym;e;(2.2.42)

o�u

Xh
sym;d est isomorphe �a

�
(�11h ; �22h ) 2 H(div); 8K 2 Th; (�11h ; �22h ) jK 2 (Qk+1)

2
	
;

Xh
sym;e est isomorphe �a

�
�12h = �21h 2 H1 / 8K 2 Th; �12h jK 2 Qk+1

	
:

On obtient alors

Dim Xh
sym;e = Dim Qc

h;k+1 = (N + 1)2 + 2N(N + 1)k +N2k2;(2.2.43)

et (comme pour le calcul de Dim Xh),

Dim Xh
sym;d = Dim Qd

h;k+1 � 2� Nom. des relations de continuit�e

= 2N2(k + 2)2 � 2N(N � 1)� (k + 2)

= 2N2(k2 + 3k + 2) + 2N(k + 2) (=
1

2
DimXh);

(2.2.44)

En reportant (2.2.43) et (2.2.44) dans (2.2.42), on obtient

Dim Xh
sym =Dim Xh

sym;d +Dim Xh
sym;e

= N2(3k2 + 8k + 5) +N(4k + 6) + 1:
(2.2.45)

�A partir de (2.2.39) via (2.2.41) et (2.2.45), on a

DimLh = 4N2(k2 + 3k + 2) + 4N(k + 2)�N2(3k2 + 8k + 5)�N(4k + 6)� 1

= N2(k2 + 4k + 3) + 2N � 1:

Dans ce qui suit, nous poserons NLh = DimLh et noterons par

fqj ; 1 � j � NLhg(2.2.46)

les fonctions de base de Lh associ�ees aux degr�es de libert�e suivants (nous distinguerons ici les
sommets des �el�ements, des autres \noeuds", qui correspond �a un maillage plus �n obtenu par
la division de chaque �el�ement K en k2 carr�es �egaux):

{ Degr�es de libert�e associ�es au bord du maillage:

{ La valeur de la fonction en chaque sommet du domaine 
, noeud de type 1, (il y
en a 4),
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{ La valeur de la fonction en chaque noeud du bord, int�erieur �a une arête du maillage,
noeud de type 2 (il y en a 4kN),

{ Les deux valeurs de la fonction en chaque point du bord, qui est un sommet d'un
�el�ement, (di��erent des 4 sommets de 
), noeud de type 3 (il y en a 4(N � 1)� 2).

{ Degr�es de libert�e associ�es �a l'int�erieur:

{ La valeur de la fonction en chaque noeud, qui est int�erieur �a un �el�ement, noeud de
type 4 (il y en a k2N2),

{ Les deux valeurs de la fonction en chaque noeud, qui est situ�e �a l'int�erieur d'une
arête, noeud de type 5 (il y en a 2kN(N � 1)� 2),

{ Les trois valeurs (q1 + q2 + q3 + q4)=4; (q1 � q2 � q3 + q4)=4; (q1 + q2 � q3 � q4)=4;
en chaque sommet int�erieur du maillage, noeud de type 6 (il y en a (N � 1)2 � 3).

Nous pr�esentons dans la Figure 2.2.3 les di��erents types des noeuds dans Lh. Il est facile

4 44

4 44

4 44

6

11

1 1

2

3
2

2

3

3

3

5

5

5

Fig. 2.2.3: Les six types des noeuds dans Lh.

de v�eri�er que le support de chaque fonction de base est constitu�e d'un seul �el�ement K, �a
l'exception des fonctions de base associ�ees aux sommets int�erieurs qui ont un support sur
quatre �el�ements.

A�n de pouvoir appliquer le lemme 2.2.1, il nous reste �a prouver que les hypoth�ese (H0) �a
(H4b) sont satisfaites pour les espaces Xh;Mh et Lh. La section 2.2.5.3 est consacr�ee �a la

v�eri�cation de (H1), (H0), (H3), (H4) et (H4b), dans cette ordre particulier. L'hypoth�ese
(H2) qui est la plus d�elicate est d�emontr�ee dans la section 2.2.5.4

2.2.5.3 Preuve du th�eor�eme principale : V�eri�cation des hypoth�eses (H1), (H0),

(H3), (H4) et (H4b)

a - Hypoth�ese (H1) La d�ecomposition orthogonale de l'espace Xh est une g�en�eralisation

des r�esultats pr�esent�es pour le probl�eme scalaire. Soient Xh �Mh les espaces des �el�ements
�nis Qdiv

k+1�Qk introduits dans le chapitre pr�ec�edent. Nous avons montr�e que Xh admet une
d�ecomposition orthogonale Xh = Xs

h�Xr
h avec Xs

h, X
r
h d�e�nis par (1.2.27). Par d�e�nition de

Xh on a

Xh = Xh �Xh;
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d'o�u on obtient imm�ediatement la d�ecomposition orthogonale suivante pour Xh

Xh = Xh
s �Xh

r;(2.2.47)

avec

Xh
s = Xs

h �Xs
h et Xh

r = Xr
h �Xr

h:(2.2.48)

De plus, on a
Xh

r � Zh:

Ceci est un corollaire de la propri�et�e locale suivante (voir Lemme 1.2.3).

8K 2 Th; 8w 2 Qk; 8ph 2 Xr
h; (divph; w)K = 0:(2.2.49)

b - Hypoth�ese (H0) On sait que (cf. Remarque 2.2.4), l'hypoth�ese (H0) est �equivalente �a

Ker eBt
h = 0:

Il su�t donc de prouver que pour tout couple (wh; �h) 2Mh � Lh qui satisfait

eb(wh; �h; �h) � b(wh; �h) + d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;(2.2.50)

nous avons
wh = 0 et �h = 0:

En e�et, prenons d'abord �h = �dh (un tenseur diagonal de Xh) dans (2.2.50), on obtient alors

eb(wh; �h; �
d
h) � b(wh; �

d
h) = 0; 8�dh 2 Xh:(2.2.51)

Ce qui entrâ�ne que wh = 0, en utilisant les propri�et�es bien connues de l'espace de Raviart-
Thomas. Pour conclure, il nous reste �a prouver que

(as(�h); �h) = 0; 8�h 2 Xh

implique que �h = 0. Ceci est vrai, car par d�e�nition de Lh nous avons

Lh = D(Xh)
�
� as(Xh)

�
:

c - Hypoth�ese (H3) La v�eri�cation de cette hypoth�ese est aussi une g�en�eralisation imm�e-
diate des r�esultats obtenus pour le probl�eme scalaire. �A partir de (2.1.11), on obtient

a(�h; �h) � � j�hj2H = �
�
j�shj2H + j�rhj2H

�
:

Remarquons maintenant que �h 2 Vh implique que8<: (a) (as(�h); �h) = 0; 8�h 2 Lh;

(b) (div(�h); wh) = 0; 8wh 2Mh:
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De plus 8<: (i) div�sh 2Mh;

(ii) (div�sh; wh) = 0; 8wh 2Mh;

En e�et, (i) est une propri�et�e bien connue de l'espace de Raviart-Thomas et (ii) est une
cons�equence imm�ediate de (b) et du fait que Xh

r � Zh. Grâce �a la propri�et�e (i) on peut

prendre wh = div�sh dans (ii), ce qui entrâ�ne que

div�sh = 0:

D'o�u on obtient k�shk2X = j�shj2H et en cons�equence

8�h 2 Vh; a(�h; �h) � �
�
k�shk2X + j�rhj2H

�
:

d - Hypoth�eses (H4) - (H4b) Il est bien connu que les espaces Xh
s et Mh v�eri�ent les

propri�et�es d'approximation (H4) (cf. [94], [97], [32]). De plus, comme l'espace Lh contient les
fonctions Qk+1 continues, il est clair que nous avons

lim
h!0

inf
�h2Lh

k
 � �hkL = 0 8
 2 L:

Pour v�eri�er maintenant l'hypoth�ese (H4b) (cf. Remarque 2.2.2) nous allons chercher �a d�eter-

miner L(h), un sous espace de dimension �nie de �
(h)
r , satisfaisant la propri�et�e d'approximation

(2.2.14).

Lemme 2.2.3 L'espace L(h) = Qd
h;k est un sous espace de �

(h)
r . De plus, il satisfait

lim
h!0

inf
�(h)2L(h)

k
 � �(h)kL = 0; 8
 2 L:

D�emonstration.
La propri�et�e d'approximation est bien connue. Nous allons prouver ici que L(h) = Qd

h;k

est en e�et un sous espace de �
(h)
r ,

�(h)
r =

n
�(h) 2 L / d(�(h); � rh) = 0; 8� rh 2 Xh

r
o

=
n
�(h) 2 L / (as(� rh); �(h)) = 0; 8� rh 2 Xh

r
o
:

Pour ce faire, il su�t de prouver que

8K 2 Th; (as(� rh); �
(h))L2(K) = 0; 8(� rh; �(h)) 2 Xh

r � L(h):(2.2.52)

Ceci est une propri�et�e de l'espace Xh
r. En e�et, consid�erons pour simpli�er et sans perte de

g�en�eralit�e l'�el�ement de r�ef�erence K = K̂ = [0; 1] � [0; 1]. Notons par 	̂ la restriction d'une
fonction de Xh

r dans l'�el�ement K̂ (voir Lemme 1.2.3), elle s'�ecrit alors

	̂ =

8<:
0@  ̂11  ̂12

 ̂21  ̂22

1A =

0@ p1(x1)�k(x2) p2(x2)�k(x1)

p3(x1)�k(x2) p4(x2)�k(x1)

1A ; pi;1�i�4 2 Pk+1

9=; ;
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o�u la fonction �k est d�e�nie, �a une constante multiplicative pr�es, par8><>:
Z 1

0
�k(x)p(x)dx = 0; 8p 2 Pk;

�k 2 Pk+1; �k /� 0 :

Donc, du fait que toute fonction q(x1; x2) 2 Qk peut être �ecrite comme une combinaison
lin�eaire de termes de la forme q1(x1)q2(x2) avec (q1(x1); q2(x2)) 2 Pk(x1)�Pk(x2), on d�eduit
que Z

K̂
�k(x2)q1(x1)q2(x2)dx1dx2 =

Z
K̂
�k(x1)q(x1)q(x2)dx1dx2 = 0;

d'o�u on obtient

8(i; j); i = 1; 2; j = 1; 2;
�
 ̂ij ; q

�
L2(K̂)

= 0; 8 q 2 Qk(K̂):

Ce qui implique en particulier (2.2.52).

2.2.5.4 Preuve du th�eor�eme principale : V�eri�cation de l'hypoth�ese (H2)

Finalement nous allons v�eri�er la condition inf-sup discr�ete. Pour ce faire, nous allons la
s�eparer en deux parties via les lemmes suivants.

Lemme 2.2.4 Pour tout vh 2Mh, il existe un �1h = �1;sh 2 Xh
s tel que

(i) (div�1h ; wh) = (vh; wh); 8wh 2Mh;

(ii) (as(�1h); �h) = 0; 8�h 2 Lh;

(iii) k�1;sh kX + j�1;rh jH = k�1;sh kX � c1kvhkM ;
o�u c1 est une constante positive ind�ependante de h.

Lemme 2.2.5 Pour tout �h 2 Lh il existe un �2h 2 Xh tel que

(i) (div�2h ; wh) = 0; 8wh 2Mh;

(ii) (as(�2h); �h) � c2 k�hk2L ;

(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH � c3k�hkL;
avec c2; c3 quelques constantes positives ind�ependantes de h.

Avant de prouver ces deux lemmes, nous allons d'abord d�emontrer qu'ils impliquent le th�eo-
r�eme suivant, �equivalent �a la condition inf-sup.

Th�eor�eme 2.2.6 Pour tout (vh; �h) 2Mh � Lh il existe un �h 2 Xh tel que

(div�h; vh) + (as(�h); �h) � C
�
kvhkM + k�hkL

��
k� shkX + j� rhjH

�
;

avec C une constante positive ind�ependante de h.
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D�emonstration.
Pour tout couple (vh; �h) 2 Mh � Lh, prenons �h = �1h + �2h 2 Xh, avec �

1
h (resp. �2h)

v�eri�ant le Lemme 2.2.4 (resp. le Lemme 2.2.5). Nous obtenons alors,

(div�h; vh) + (as(�h); �h) = (div�1h ; vh) + (as(�2h); �h) (Lemme 2.2.4-(ii) et 2.2.5-(i))

� kvhk2M + c2 k�hk2L (Lemme 2.2.4-(i) et 2.2.5-(ii))

� c
�
kvhkM + k�hkL

�2
� C

�
kvhkM + k�hkL

��
k� shkX + j� rhjH

�
(Lemme 2.2.4 et 2.2.5,(iii))

Pour d�emontrer le Lemme 2.2.4, nous suivons les techniques habituelles utilis�ees pour
prouver la condition inf-sup (cf. [32]). Plus pr�ecis�ement, dans le Lemme 2.2.6, on obtient tout
d'abord un r�esultat analogue au Lemme 2.2.4 pour le probl�eme continu. Ensuite, on conclut
en exploitant les propri�et�es de l'espace des �el�ements �nis Raviart-Thomas.

Lemme 2.2.6 Pour tout v 2M il existe un � 2 X tel que

(i) � est diagonal (donc as(�) = 0);

(ii) div� = v;

(iii) k�kX � C1kvkM :

D�emonstration.
Dans le cas d'un domaine 
 rectangulaire, il est facile de montrer que, pour tout v =

(v1; v2) 2 (L2(
))2(=M), il existe un � = (�1; �2) 2 (H(div; 
))2(= X) avec

�1 =

�
�11
0

�
; �2 =

�
0
�22

�
;

et o�u �1, �2 satisfont

div�1 =
@�11
@x1

= v1 et div�2 =
@�22
@x2

= v2:

En e�et, introduisons ev1 (resp. ev2) l'extension par z�ero de v1 (resp. v2) �a l'ext�erieur du domaine

. Nous d�e�nissons ensuite �11 (resp. �22) comme une primitive de ev1 (resp. ev2)

�11(x1; x2) =

Z x1

0
ev1(s; x2)ds; �22(x1; x2) = Z x1

0
ev2(x1; s)ds:

Il est alors clair, que � = (�1; �2) satisfont les propri�et�es (i), (ii) et (iii) du Lemme 2.2.6.
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Preuve du Lemme 2.2.4. Soit vh un �el�ement quelconque de Mh. Le Lemme 2.2.6, entrâ�ne
qu'on peut construire un �h 2 X tel que

(a1) �h est diagonal ) as(�h) = 0;

(a2) div�h = vh;

(a3) k�hkX � C1kvhkM :

(2.2.53)

Soit �s
h l'op�erateur d'interpolation habituel dans l'espace des �el�ements �nis de Raviart-

Thomas (Xh
s). On sait alors que �s

h satisfait (cf. [32])

(b1) (div(� ��s
h�); wh) = 0; 8(�; wh) 2 X �Mh;

(b2) k�s
h�kX � C2k�kX ; 8� 2 X:

(2.2.54)

De plus, la structure particuli�ere des maillages r�eguliers que nous consid�erons, entrâ�ne que

Pour tout � diagonal ) �s
h� est �egalement diagonal:(2.2.55)

Posons ensuite �1h = �1;sh = �s
h�

h et v�eri�ons qu'il satisfait les propri�et�es (i), (ii) et (iii) du
Lemme 2.2.4. En e�et,

(i) est une cons�equence de (2.2.53)-(a2) et (2.2.54)-(b1).

(ii) est une cons�equence de (2.2.53)-(a1) et (2.2.55).

(iii) est une cons�equence de (2.2.53)-(a3) et (2.2.54)-(b2).

La technique de macro-�el�ements Pour prouver la deuxi�eme partie de la condition inf-
sup (le Lemme 2.2.5) nous allons utiliser la technique de macro-�el�ements (cf. [106]). Cette
technique nous permettra d'obtenir une estimation globale par le biais des estimations locales
ad�equates obtenues sur des macro-�el�ements. Nous commen�cons par l'introduction de quelques
notations.

Soit cM le macro-�el�ement de r�ef�erence d�e�ni comme l'union des quatre carr�es unitaires
disjoints.

cM =
[

j=1;:::;4

bKj o�u bKj; j = 1; :::; 4 sont des carr�es unitaires ;

bKj = Tj( bK); bK = [0; 1]2 et Tj est une translation, Tj(bx) = bx+ tj; tj 2 f�1; 0g2

Chaque macro-�el�ement courant Me sera associ�e �a un sommet Se du maillage Th et il est d�e�ni
par

Me =
[

j=1;:::;4

Ke
j avec Ke

j = Fe( bKj) = Fe � Tj( bK);
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o�u Fe est une transformation a�ne :

Fe(bx) = Se + h bx:
Nous avons bien �evidement


 �
[

e=1;:::;N2

Me;

et la propri�et�e du recouvrement �ni

Chaque �el�ement K 2 Th est contenu dans 4 macro-�el�ements au plus :(2.2.56)

Nous noterons par Mh la partition de 
 en macro-�el�ements.
Sur le macro-�el�ement de r�ef�erence on d�e�nit les espaces suivants qui sont les espaces locaux

associ�es �a Xh et Mh

bX = fb� 2 (H0(div;cM ))2 = 8 bK 2 cM; b� j
bK
2 Q4

k+1g;

cM = f bw 2 (L2(cM))2 = 8 bK 2 cM; bwj
bK 2 Q2

kg:

o�u H0(div;cM ) est d�e�ni par

H0(div;cM ) = fb� 2 H(div;cM) = b� � nj
@cM

= 0g:

L'analogue de la d�ecomposition orthogonale globale (2.2.47), (2.2.48), s'�ecrit sous la forme
suivantebX = bXs � bXr

; bXs
= fb� 2 bX = 8 bK 2 cM; b� j

bK 2 RT 2
k g;

bXr
est le compl�ement orthogonal de bXs

dans bX pour le produit scalaire dans (L2(cM))4;

o�u on rappelle que bXr
v�eri�e la propri�et�e fondamentale (cf. (2.2.49))

8 bK 2 cM; 8 bw 2 Q2
k; 8 b� r 2 bXr

; (divb� r; bw)
bK = 0:(2.2.57)

Nous introduisons ensuite l'espace local correspondant �a LhbL = as ( bX):

En utilisant les mêmes arguments que dans la d�emonstration du Lemme 2.2.5, on peut carac-
t�eriser bL par

�����������

bL = fb� 2 L2(cM) = 8 bK 2 cM; b�j
bK 2 Qk+1 et b� satisfait (i); (ii); (iii)g:

(i) b� satisfait la condition de continuit�e (2.2.38) en chaque sommet int�erieur de cM :

(ii) b� est continu sur @cM:

(iii) b� = 0 aux quatre sommets de cM:
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La di��erence entre cette caract�erisation et celle de Lh vient des conditions suppl�ementaires
impos�ees au bord du macro-�el�ement de r�ef�erence @cM . Notons que la dimension de bL est
NL = 4(k2 + 4k + 3) � 9. Dans ce qui suit, nous noterons fb�i; 1 � i � NLg les fonctions de
base dans bL associ�ees aux degr�es de libert�e suivants:

{ la valeur de la fonction en chaque sommet appartenant au bord du macro-�el�ement (�a

l'exception des sommets de cM), (il y en a 8(k + 1)� 4),

{ la valeur de la fonction en chaque noeud situ�e �a l'int�erieur d'un �el�ement de cM (il y en
a 4k2),

{ les deux valeurs de la fonction en chaque noeud situ�e sur une arête int�erieur, (il y en a
8k),

{ en chaque sommet int�erieur, les trois quantit�es suivantes (q1+ q2+ q3+ q4)=4, (q1� q2�
q3 + q4)=4, (q1 + q2 � q3 � q4)=4, avec (q1; q2; q3; q4) illustr�es dans la Figure (2.2.1) (il y
en a 3).

Nous d�e�nissons ensuite les espaces X
e
, M e et Le sur un macro-�el�ement quelconque

X
e
= f�e = b� � F�1e ; b� 2 bXg;

M e = fwe = bw � F�1e ; bw 2 cMg;

Le = f�e = b� � F�1e ; b� 2 bLg:
L'espace X

e
admet la d�ecomposition orthogonale suivante,

���
X

e
= Xs

e
+Xr

e
; Xs

e
= f�e 2 bX

e
= 8 bKe � cMe; �ejKe 2 RT 2

k g = fb� � F�1e ; b� 2 bXsg

Xr
e
est le compl�ement orthogonal de bXs

e
dans bX

e
pour le produit scalaire dans (L2(cMe))

4:

Par (2.2.57), nous avons

8 Ke 2Me; 8 we 2 Q2
k; 8 � re 2 Xr

e
; (div� re ; we)Ke = 0:

Nous rappelons que les propri�et�es de l'espace RTk entrâ�nent que:

L'op�erateur divergence est surjectif de Xs
e
dans M e:

Soit maintenant, �ei = b�i � F�1e , alors f�ei ; 1 � i � NLg est une base de Le. Dans ce qui suit,
nous utiliserons la d�e�nition suivante

De�nition 2.2.1 Soit ue une fonction d�e�nie dans le macro-�el�ement Me, eue d�esignera la
restriction dans 
 de l'extension de ue par z�ero �a l'ext�erieur de Me.

Par construction les espaces X
e
, M e et Le satisfont les propri�et�es suivantes

(�e; we; �e) 2 Xe
�M e � Le =) (e�e; ewe; e�e) 2 Xh �Mh � Lh;

(� se ; �
r
e ) 2 Xs

e
�Xr

e
=) (e� se ; e� re ) 2 Xh

s �Xh
r:
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Pour �eviter l'utilisation de notations lourdes, nous noterons par k:kX la norme dans (H(div))2

pour les espaces X; bX et X
e
. La même convention sera utilis�ee sur les normes k:kM ; k:kL et

j:jH .

Le lemme suivant d�emontre une propri�et�e importante de l'espace Lh.

Lemme 2.2.7 Tout �h 2 Lh peut être r�e�ecrit sous la forme suivante

�h =
X
e

e�e; �e 2 Le:(2.2.58)

o�u chaque �e satisfait (C �etant une constante ind�ependante de h et de �e):

k�ekL � C k�hjMekL(2.2.59)

ce qui implique X
e2E

k�ek2L � C k�hk2L(2.2.60)

D�emonstration.
(i) Nous d�emontrons d'abord (2.2.58). En exprimant �h 2 Lh dans la base (2.2.46), nous

avons

�h =

NLhX
j=1

�j qj:

Une cons�equence de la partition Mh est que, pour chaque qj, il existe au moins un macro-
�el�ement Me (on en choisit un qu'on note e = E(j)) et une fonction de base �ei (i = I(e; j))
de Le telle que

qj = e�ei :
Par commodit�e, on notera �ei = �j . Donc, tout �h dans Lh peut être �ecrit comme

�h =

NLhX
j=1

�ei � e�ei ; o�u e = E(j); i = I(e; j)

En introduisant maintenant les indices Ie1 = fI(e; j); 8j tel que E(j) = eg, la derni�ere re-
lation s'�ecrit

�h =
X
e

X
i2Ie1

�ei e�ei ;
ce qui entrâ�ne (2.2.58), si on pose

�e =
X
i2Ie1

�ei �ei :(2.2.61)

(ii) L'in�egalit�e (2.2.59) est une cons�equence du fait que (cf. (2.2.61)) �e est d�e�ni seulement
en fonction des degr�es de libert�e de �h appartenant au macro-�el�ement Me (le nombre de ces
degr�es de libert�e �etant born�e ind�ependemment de h).
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(iii) Pour prouver (2.2.60), on utilise la propri�et�e de recouvrement �ni (2.2.56)X
e2E

k�hjMek2L =
X
e2E

X
j=1;4

k�hjKe
j
k2L � 4

X
K2Th

k�hjKk2L = 4k�hk2L:

Preuve du Lemme 2.2.5. La d�emonstration repose sur les r�esultats locaux suivants:

(cP1)
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8�̂ 2 bL; 9�̂ = �̂ s + �̂ r 2 bX = bXs
+ bXr

tel que

(i) (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0; 8ŵ 2 cM; 8 bK 2 cM;

(ii) as(�̂) = �̂; 8�̂ 2 bL;
(iii) k�̂ skX + j�̂ rjH � C k�̂kL;

Lemme 2.2.8 Supposons que (cP1) est satisfait, alors le Lemme 2.2.5 est vrai.

D�emonstration.
Selon le Lemme 2.2.7, on sait que �h 2 Lh peut être �ecrit comme suit

�h =
X
e

e�e; �e 2 Le:

Les relations locales (i) et (ii) entrâ�nent que, pour chaque �e, il existe un �e 2 X
Me

(pour

�e = b� � F�1
e , on choisit �e = b� � F�1

e , o�u b� satisfait les propri�et�es (cP1)), tel que, (soit
Ke = Fe(K̂)),

(a) 8we (= bw � F�1
e ) 2M e; (div �e; we)Ke = h (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0;

(b) as(�e) = �e (as(e�e) = e�e):
Soit maintenant �e = � re + � se , comme l'op�erateur divergence est surjectif de Xs

e
dans M e, on

peut choisir we = div � se dans (a), ce qui implique div� se = 0. En utilisant ensuite (iii), on
obtient

(c) k� se kX + j� re jH = j� se jH + j� re jH = h (j�̂ sjH + j�̂ rjH) � c h k�̂kL � C k�ekL:

D�e�nissons �2h par

�2h =
X
e

e�e:
On remarque tout d'abord que les relations (a) et (b) entrâ�nent

(div �2h ; wh) =
X
Ke

(div e�e; wh) =
X
e

(div �e; whjMe\ 
)Ke = 0; 8wh 2Mh;

as(�2h) =
X
e

as(e�e) =X
e

e�e = �h:
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D'autre part, on a �2h = �2;sh +�2;rh ; (�2;sh ; �2;rh ) 2 Xh
s�Xh

r, avec �2;sh =
X
e

e� se et �2;rh =
X
e

e� re :
D'o�u, par (c) et (2.2.60) on obtient

(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH �
X
e

(k� se kX + j� re jH) � C
X
e

k�ekL � C 0 k�hkL:

Pour conclure il nous reste �a prouver que les propri�et�es (cP1) sont e�ectivement satisfaites.
Nous introduisons ici l'op�erateur rot d�e�ni par

' 2 H1 ! rot ' = (� @'

@x2
;
@'

@x1
)t 2 (L2)2;

qui satisfait

div (rot ') = 0:

L'id�ee est de chercher �a construire �̂ (�̂ = �̂ s + �̂ r) dans un sous espace N = N s �N r de bX
(N s � bXs

et N r � bXr
) pour lequel la propri�et�e (i) du Lemme 2.2.8 est automatiquement

satisfaite. Plus pr�ecis�ement, on cherche �̂ sous la forme suivante

�̂ = �̂(�̂);

o�u �̂ est un application lin�eaire de bL dans N . Comme l'espace bL est de dimension �nie la
propri�et�e (iii) sera alors automatiquement satisfaite. Il faudra donc d�eterminer �̂ de fa�con �a
satisfaire la propri�et�e (ii).

Construisons d'abord l'espaceN = N s�N r. Nous rappelons que la propri�et�e (i) sera satisfaite
pour tout �̂ = �̂ s+ �̂ r si et seulement si div�̂ s = 0. De plus, la propri�et�e (ii) est ind�ependante
de �̂11 et �̂22. Ce qui justi�e le choix suivant pour N s et N r

����������

N s =
n
�̂ = (�̂1; �̂2) = (rot '1; rot '2); 8 ('1; '2) 2 bV � bV o ;

avec bV =
n
' 2 H1

0 (
cM ) = 'jK̂ 2 Qk+1; 8 bK 2 cMo ;

N r =

�
�̂ r 2 Xr = �̂ r est de la forme

�
0  ̂12

 ̂21 0

��
:

Remarquons que ' 2 bV ! rot ' est injectif, et donc on obtient

Dim N s = Ns = 2Dim bV = 8k2 + 8k + 2:

De plus, il est facile de calculer la dimension de N r (en utilisant la caract�erisation de l'espace
Xr)

Dim N r = Nr = 8k + 4

Ainsi, le nombre de degr�es de libert�e d�e�nissant �̂ est donn�e par

Nf = Nr +Ns = 8k2 + 16k + 6:

103



Les �equations de l'�elastodynamique

D'autre part, (ii) est tout simplement un syst�eme lin�eaire de Neq �equations, que �̂ doit satis-
faire. Un simple calcul montre

Neq = Dim bL = 4k2 + 16k + 7:

Remarquons que Neq � Nf si et seulement si

k � 1:

En pratique, on �ecrit le syst�eme des �equations lin�eaires correspondant �a (ii), en exprimant �̂
dans la base f�̂ sl ; 1 � l � Nsg, f�̂ rm; 1 � m � Nrg de N s �N r et �̂ dans la base f�̂q; 1 � q �
Neqg de bL. On �ecrit dans ce cas,

�̂ =

NsX
l=1

xsl �̂
s
l +

NsX
m=1

xrm�̂
r
m

�̂ =

NeqX
q=1

bq�̂q

Introduisons x̂ le vecteur de IRNf dont les Ns premi�eres composantes sont les xsl tandis que

les Nr autres sont les x
r
l , ainsi que b̂ le vecteur de IR

Neq de composantes bq, alors (ii) se r�e�ecrit

Âx̂ = b̂(2.2.62)

o�u Â est une matrice Nf � Neq qui peut se calculer explicitement dans la base form�ee des
f�̂ sl g, f�̂ rMg et fwqg.

Supposons que nous soyons capable de montrer que Â est de rang plein, c'est �a dire qu'elle
est surjective. Alors, nous savons que (2.2.62) a au moins une solution x̂, non n�ecessairement
unique, lorsque Nf > Neq. Nous pouvons par exemple choisir la solution de norme minimale

dans IRNf �a l'aide du pseudo inverse de Â

x̂ = Â� (ÂÂ�)�1b̂

On d�e�nit alors l'application �̂ par

�̂ = �̂(�̂)() x̂ = Â� (ÂÂ�)�1b̂:

Les cas k = 1 et k = 2. Il reste �a v�eri�er que Â est surjective. Il semble di�cile de donner
une preuve g�en�erale et abstraite pour tout k (en tous cas, on n'y est pas arriv�e). Toutefois,
une d�emonstration sp�eci�que peut être construite �a l'aide d'un programme informatique pour
les valeurs petites de k. En fait, pour k = 1; 2, nous avons form�e Â et calcul�e son rang �a l'aide
de MAPLE. Les r�esultats sont les suivants:

{ Pour k = 1; n = 2, Â est (27 � 30) et rang(Â) = 27 (cP1 est vrai).
{ Pour k = 2; n = 2, Â est (57 � 70) et rang(Â) = 57 (cP1 est vrai).

Selon le Lemme 2.2.8, nous avons ainsi obtenu le r�esultat suivant:

Lemme 2.2.9 Le Lemme 2.2.5 et l'hypoth�ese (H2) sont satisfaites pour k = 1 et k = 2.
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Le cas k = 0 . Dans ce cas le nombre d'�equations (= 7) est plus grand que le nombre de
degr�es de libert�e (= 6). (En d'autres termes la matrice Â est 7 � 6 et son rang est �egal �a
6). Nous devons donc modi�er la preuve pour les �el�ements de plus bas degr�e. Soit L̂? le sous
espace de L̂ (de dimension 6), qui est l'image de N par l'application lin�eaire as. On doit dans
ce cas remplacer la propri�et�e ( bP1) par

(cP1?)
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8�̂ 2 bL?; 9�̂ = �̂ s + �̂ r 2 bX = bXs
+ bXr

tel que

(i) (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0; 8ŵ 2 cM; 8 bK 2 cM;

(ii) as(�̂ ) = �̂;

(iii) k�̂ skX + j�̂ rjH � C k�̂kL;

Il n'est pas di�cile de caract�eriser L̂?. On trouve (on omet les calculs)

L̂? =

8<:�̂ 2 L̂; =
4X

j=1

4X
i=1

�̂jKj
(Sij) = 0

9=;
Cet espace est g�en�er�e par les 6 fonctions de bases

�b�d1; b�d2	[ fb�c1; b�c2; b�c3; b�c4g, o�u les fonctionsb�di ; i = 1; 2 sont discontinues et repr�esent�e sur la Figure 2.2.4. Les 4 fonctions b�ci ; i = 1; 4

b�d1 b�d2

1 -1

1 -1

-1

1

-1

1

Fig. 2.2.4: Les fonctions de base b�d1 et �d2.

sont continues et repr�esent�ees sur la Figure 2.2.5-�a gauche. Nous compl�etons l'espace bL en

-1

-11

1 -1

-1

-1

-1

2

2

-1 -1

-1

b�c1 b�c2 b�c3 b�c4 b�

-1

2

2

1 1

-1 -1

-1 -1

1

1

1

1 1 1

1 1

-1 -1

Fig. 2.2.5: Les fonctions de base b�cj, j = 1; ::; 4 (�a gauche) et b� (�a droite).

ajoutant les fonctions continues usuelles de Q1, soient les b� associ�ees au centre de chaque
macro-�el�ement, voir Fig. 2.2.5-�a droite. Sur les �gures 2.2.4 et 2.2.5 nous avons represent�e les
fonctions b�di ; i = 1; 2, b�ci ; i = 1; 4 et b� en indiquant pour chaque �el�ement les 4 valeurs de la
fonction �a ses sommets (par convention, cette valeur est omise si elle est �egale �a 0).
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�A partir de L̂? nous d�e�nissons pour chaque macro-�el�ement

L?e = f�e = b� � F�1
e ; b� 2 bL?g:

et nous introduisons l'espace

L?h = f�h =
X
e

e�e; �e 2 L?eg
�A l'aide des mêmes arguments que ceux utilis�es pr�ec�edemment pour montrer les lemmes 2.2.7
et 2.2.8, nous obtenons le r�esultat suivant: pour tout �h 2 L?h il existe un �2h 2 Xh tel que

(i) (div �2h ; wh) = 0; 8wh 2Mh;

(ii) (as(�2h); �h) � C2 k�hk2L ;

(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH � C3k�hkL;

avec C2; C3 des constantes positives ind�ependantes de h. Ceci n'est rien d'autre que le Lemme
2.2.5 �a condition de montrer que L?h = Lh. Puisque

Lh = f�h =
X
e

e�e; �e 2 Le; g
il reste �a d�emontrer que chaque e�e est dans L?h. Comme chaque �e 2 Le peut être �ecrit comme

�e = �?e + �e�e avec �?e 2 L?e et �e = b� � F�1
e

il su�t de montrer que e�e 2 L?h. Comme nous le verrons, ceci est vrai grâce au recouvrement
entre les macro-�el�ements.

Pour la d�emonstration on consid�ere le maillage Th comme un sous-ensemble d'un maillage
in�ni et uniforme de IR2 et on identi�e l'indice e au couple (i; j), le point Se d�esignant le
sommet de coordonn�ees (ih; jh). Dans ce qui suit, nous travaillerons avec les fonctions de L?h
associ�ees �a ce maillage in�ni. Nous les repr�esenterons sur les �gures par leur quatre valeurs en
chaque sommet. Soit Se l'un des sommet de Th, nous noterons (�dk)e = b�dk �F�1

e pour k = 1; 2
et (�ck)

e = b�ck � F�1
e pour k = 1; 4. Soit t1 = (1; 0) et t2 = (0; 1), nous repr�esentons sur les

Figures 2.2.6 les fonctions:

e�1e = (e�c3)e + (e�d1)(e+t1) � (e�d1)(e�t1) + (e�d2)(e+t2) � (e�d2)(e�t2)
+(e�c1)(e+2t1) � (e�c1)(e�2t1) + (e�c2)(e+2t2) � (e�c2)(e�2t2)

Par induction, il est clair que la restriction �a 
 des fonctions de L?h

(e�c3)e +
MX
k=1

�
(e�d1)(e+kt1) � (e�d1)(e�kt1) + (e�d2)(e+kt2) � (e�d2)(e�kt2)
+(e�c1)(e+2kt1) � (e�c1)(e�2kt1) + (e�c2)(e+2kt2) � (e�c2)(e�2kt2)

�
co��ncide pour M assez grand avec la fonction 2e�e.
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Fig. 2.2.6: Les fonctions (e�c3)e �a gauche et e�1e �a droite.

2.3 Estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution

Nous allons montrer dans cette section comment on peut en utilisant la th�eorie abstraite
d�evelopp�ee dans la section 2.2.4 obtenir des estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution
(2.1.17), (2.1.13), (2.1.14). Nous suivons la même d�emarche que celle utilis�ee dans la section
1.3 du chapitre pr�ec�edent.

Consid�erons la formulation variationnelle associ�ee au probl�eme de l'�elastodynamique dans
X �M � L, 8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�; v; 
) : [0; T ]! X �M � L tels que

d

dt
a(�(t); �) + eb(v(t); 
(t); �) = 0; 8� 2 X;

d

dt
c(v(t); w) � eb(w; �;�(t)) = (f;w); 8(w; �) 2M � L;

(2.3.1)

avec les conditions initiales (2.1.13). Soient Xh; Xh
sym; Mh les espaces correspondant �a la

nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes (2.1.30), Lh �etant d�e�ni par (2.2.34) et consid�erons le
probl�eme discret suivant8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�h; vh; 
h) : [0; T ]! Xh �Mh � Lh tels que

d

dt
a(�h(t); �h) + eb(vh(t); 
h(t); �h) = 0; 8�h 2 Xh;

d

dt
c(vh(t); wh) � eb(wh; �h;�h(t)) = (f; wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh;

(2.3.2)

avec les conditions initiales

�h(t = 0) = �h;0; vh(t = 0) = vh;0:

Selon la th�eorie classique des EDO, nous obtenons le r�esultat suivant

Th�eor�eme 2.3.1 Soit f 2 C0(0; T ;Mh), alors le probl�eme (2.3.2) admet une solution unique
(�h; vh; 
h) dans C

1(0; T ;Xh)� C1(0; T ;Mh)� C0(0; T ;Lh).
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Notre objectif est ici d'�etudier l'erreur entre la solution du probl�eme continu (2.3.1) et celle
du probl�eme discret (2.3.2).

Remarque 2.3.1 Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, en pratique, on r�esout num�erique-
ment le probl�eme (2.1.24) avec la sym�etrie forte (�equivalent au probl�eme (2.3.2)). Malgr�e le
fait que les nouveaux �el�ements �nis mixtes ont �et�e construit a�n de permettre la condensation
de masse, nous consid�erons ici le probl�eme discret sans condensation de masse.

2.3.1 L'erreur de projection elliptique

En suivant la technique d�ecrite dans [42, 48] nous d�e�nissons la projection elliptique
suivante 8>>>><>>>>:

Trouver �h(�; v; 
) = (b�h; bvh; b
h) 2 Xh �Mh � Lh tels que

a(� � b�h; �h)+ eb(v � bvh; 
 � b
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;

eb(wh; �h;� � b�h) = 0; 8(wh; �h) 2Mh � Lh;

(2.3.3)

avec (�; v; 
) 2 X �M � L. Nous introduisons ensuite les notations

Cm;r = Cm(0; T ;H) \ Cr(0; T ;X);

et 8<: jjj� � b�hjjj = k� � b� s
h kX + jb� r

h jH ;

k [(�; v; 
) ��h(�; v; 
)] k = jjj� � b�hjjj+ kv � bvhkM + k
 � b
hkL:
On peut alors prouver le th�eor�eme suivant

Lemme 2.3.1 Soit (�; v; 
)(t) la solution du probl�eme (2.3.1). De plus, on suppose (�; v; 
)(t) 2
C1;0 � C1(0; T ;M )� C0(0; T ;L), on obtient alors

(i) Pour tout t dans [0; T ], le probl�eme (2.3.3) admet une solution unique

�h(�; v; 
)(t) = (b� s
h + b� r

h ; bvh; b
h) (t) 2 Xh �Mh � Lh:

De plus, nous avons les estimations d'erreur suivantes

k [(�; v; 
) ��h(�; v; 
)] (t)k � C Eh(�; @t�; v; 
)(t);
avec

Eh(�; @t�; v; 
)(t) =

(
inf

�sh2Xh
s
k�(t)� � shkX + inf

wh2Mh

kv(t)� whkM
+ inf

�h2Lh
k
(t)� �hkL + inf

zs
h
2Xh

s
jA(@t�)(t)� zshjH

+ inf
�(h)2�

(h)
r



(t)� �(h)




L

)
;

ce qui montre en particulier que jjj� � b�hjjj, kv � bvhkM et k
 � b
hkL tendent vers z�ero
uniform�ement en temps (t 2 [0; T ]).
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(ii) De même, si (�; v; 
)(t) 2 Ck+1;k � Ck+1(0; T ;M )� Ck(0; T ;L), on a


h�@kt �; @kt v; @kt 
���h

�
@kt �; @

k
t v; @

k
t 

�i

(t)



 � C Eh

�
@kt �; @

k+1
t �; @kt v; @

k
t 

�
(t);

avec @kt g =
@kg

@tk
.

D�emonstration.
La d�emonstration est une application directe du Th�eor�eme 2.2.2. Il su�t de remarquer

qu'on peut r�e�ecrire le probl�eme (2.3.1) sous la forme suivante8>><>>:
a(�(t); �)+ eb(v(t); 
(t); �) = a(�(t); �) � d

dt
a(�(t); �); 8� 2 X;

eb(w; �;�(t)) = �(f;w) + d

dt
c(v(t); w); 8(w; �) 2M � L:

(2.3.4)

Le probl�eme (2.3.3) est alors une approximation du probl�eme (2.3.4), car on peut �ecrire (2.3.3)
comme il suit

8>>>>>><>>>>>>:

Trouver �h(�; v; 
)(t) = (b�h; bvh; b
h)(t) 2 Xh �Mh � Lh tels que

a(b�h; �h)+ eb(bvh; b
h; �h) = a(�(t); �h)� d

dt
a(�(t); �h); 8�h 2 Xh;

eb(wh; �h; b�h) = � (f;wh) +
d

dt
c(v(t); wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:

(2.3.5)

Pour appliquer le Th�eor�eme 2.2.2, ou plus pr�ecis�ement sa g�en�eralisation (voir Remarque 2.2.6),
il su�t de v�eri�er que le terme

a(�(t); �h)� d

dt
a(�(t); �h);

peut se r�e�ecrire comme un produit scalaire dans H. En e�et, nous avons

a(�(t); �h)� d

dt
a(�(t); �h) = (A(�(t)� @t�(t)); �h)H :

On obtient l'expression de Eh en rempla�cant g par A(�(t)� @t�(t)) dans (2.2.32) (Remarque
2.2.6). De même, si la solution (�; v; 
) est su�samment r�eguli�ere en temps, on peut d�eriver
les probl�emes (2.3.4) et (2.3.5) par rapport au temps t et ensuite appliquer le Th�eor�eme 2.2.2
pour obtenir (ii).

2.3.2 Obtention des estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution �a

partir des estimations d'erreur pour le probl�eme elliptique

Le r�esultat principal de cette section est le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.3.2 Soit (�; v; 
) la solution du probl�eme (2.3.1) et (�h; vh; 
h) celle du pro-
bl�eme (2.3.2) avec les conditions initiales

(�0;h; v0;h) = �h(�0 ; v0):(2.3.6)
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Si (�; v; 
) 2 C3;2 � C3(0; T ;M )� C2(0; T ;L) et (�h; vh; 
h) 2 C2(0; T ;Xh)� C2(0; T ;Mh �
C1(0; T ;Lh)), nous avons les r�esultats de convergence suivants 8t 2 [0; T ],

k(� � �sh)(t)kX ! 0 ; j�rh(t)jH ! 0 ; k(v � vh)(t)kM ! 0 ; k(
 � 
h)(t)kL ! 0:

Plus pr�ecis�ement on obtient les estimations d'erreur

k(� � �sh)(t)kX + j�rh(t)jH � C
�Eh(�; @t�; v; 
)(t) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(t)

+

Z t

0

�Eh(�; @t�; v; 
)(s) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s)
+Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s)

�
ds
	
;

k((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L � C
�Eh(�; @t�; v; 
)(t) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(t)

+

Z t

0

�Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s)
+Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s)

�
ds
	
:

De plus si on suppose que la solution (�; v; 
) est su�samment r�eguli�ere, c.�a.d (�; v; 
) 2
C3(0; T ; (Hk+1(div;
))2) �C3(0; T ; (Hk+1(
))2) �C2(0; T ;Hk+1(
) on obtient (via les r�e-
sultats d'interpolation habituels cf. [97])

k(� � �sh)(t)kX + j(�rh)(t)jH + k((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L � C(t)hk;(2.3.7)

avec

C(t) = O
�
k�kC3(0;t;(Hk+1(div;
))2) + kA@t�kC2(0;t;(Hk+1(
))4) + kvkC3(0;t;(Hk+1(
))2)

+k
kC3(0;t;Hk+1(
))

�
:

Pour d�emontrer ce th�eor�eme nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Soit (�; v; 
) la solution de (2.3.1) et (�h; vh; 
h) celle du probl�eme approch�e
(2.3.2) avec les conditions initiales (2.3.6). Soit ensuite �h(�; v; 
) = (b� s

h + b� r
h ; bvh; b
h) la

projection elliptique d�e�nie par (2.3.3). On pose "h = � � b�h; �h = v � bvh.
� Si (�; v; 
) 2 C2;1�C2(0; T ;M )�C1(0; T ;L), alors il existe une constante C1, ind�ependante
de h telle que 8t 2 [0; T ]

j(b� s
h � �sh)(t)jH + j(b� r

h � prh)(t)jH + k(bvh � vh)(t)kM �
C1

Z t

0

�
j@t"hjH(s) + j"h(s)jH + k@t�h(s)kM

�
ds:

(2.3.8)

� De plus si (�; v; 
) 2 C3;2 � C3(0; T ;M ) � C2(0; T ;L) et (�h; vh; 
h) 2 C2(0; T ;Xh) �
C2(0; T ;Mh � C1(0; T ;Lh)), alors il existe des constantes C2; C3, ind�ependantes de h telles
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que 8t 2 [0; T ]

(i) k((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � k(b
h � 
h))(t)kL + k(bvh � vh)(t)kL

� C2

�
j@t"h(t)jH + j"h(t)jH +

Z t

0

�
j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM

�
ds

�
;

(ii) k(b� s
h � �sh)(t)kX � C3

�
k@t�h(t)kM +

Z t

0

�
j@2t "h(s)jH

+j@t"h(s)jH + j"h(s)jH + k@2t �h(s)kM + k@t�h(s)kM
�
ds
o
:

(2.3.9)

D�emonstration.
La d�emonstration de ce lemme est pratiquement identique �a celle du Lemme 1.3.2. Plus

pr�ecis�ement, l'estimation (2.3.8) est obtenue par le biais des estimations d'�energie, en d�e�nis-
sant

Eh =
1

2
(a(b�h � �h; b�h � �h) + c(bvh � vh; bvh � vh)) :

Pour l'estimation (2.3.9)-(ii) on utilise la condition inf-sup �ecrite sous la forme �equivalente
suivante

8�h 2 Xh;9c ind�ependante de h; telle que :

j�hjX=Ker eBh
� 1

c
sup

(wh;�h)2Mh�Lh

eb(wh; �h; �h)

k(wh; �h)kM�L
;

avec
j�hjX = k� shkX + j� rhjH :

La seule di��erence concerne la d�emonstration de (2.3.9)-(i) et elle vient du fait que 
h et vh
ne jouent pas le même rôle dans le probl�eme (2.3.2). En fait, le terme (b
h�
h) n'apparâ�t pas
dans l'�energie, car l'inconnue 
h contribue seulement dans les termes statiques (sans d�eriv�ee
en temps).
Nous montrons ici seulement l'estimation (2.3.9)-(i). Pour ce faire nous allons utiliser la
condition inf-sup

8(wh; �h) 2Mh � Lh;9c ind�ependante de h; telle que

k(wh; �h)kM�L � 1

c
sup

�h2Xh

eb(wh; �h; �h)

k� shkX + j� rhjH
:

pour wh = bvh � vh et �h = b
h � 
h

k(bvh � vh; b
h � 
h)kM�L � 1

c
sup

�h2Xh

eb(bvh � vh; b
h � 
h; �h)

k� shkX + j� rhjH
:(2.3.10)

Prenons la di��erence entre la premi�ere �equation du probl�eme (2.3.2) et (2.3.5), on obtient
alors

eb(bvh � vh; b
h � 
h; �h) = �a(@t(� � b�h); �h) + a(� � b�h; �h)� a(@t(b�h � �h); �h); 8�h 2 Xh:
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En reportant ceci dans (2.3.10) et en utilisant ensuite la continuit�e de la forme bilin�eaire
a(�; �), on a

k((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � kak
c

�
j@t"h(t)jH

+j"h(t)jH + j@t(b�h � �h)(t)jH
�
:

(2.3.11)

Jusqu'�a maintenant, nous avons seulement utilis�e la r�egularit�e C2 de la solution. Pour majorer
le terme j@t(b�h � �h)jH , nous aurions besoin de C3. En e�et, l'id�ee est d'appliquer (2.3.8)
(remplacer �h par @t�h, b�h par @tb�h et ainsi suite...). Plus pr�ecis�ement, nous avons

j@t(b�h � �h)(t)jH � C

Z t

0

�
j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM

�
ds:(2.3.12)

Finalement, en combinant (2.3.11), (2.3.12) on obtient

k((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � C2

n
j@t"h(t)jH

+j"h(t)jH
Z t

0

�
j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM

�
ds

�
:

Preuve du Th�eor�eme 2.3.2. La d�emonstration repose sur les r�esultats des lemmes 2.3.1 et
2.3.2.

� Estimations d'erreur sur k� � �shkX(t) + j�rhjH(t)

Nous avons

k(� � �sh)(t)kX + j�rh(t)jH = k(� � b�sh + b�sh � �sh)(t)kX + j(�rh � b�rh + b�rh)(t)jH
� k(� � b�sh)(t)kX + jb�rh(t)jH| {z }

selon le Lemme 2.3.1-(i)

+ k(b�sh � �sh)(t)kX| {z }
par (2.3.9)-(ii)

+ j(b�rh � �rh)(t)jH| {z }
par (2.3.8)

:

Pour estimer le premier terme on utilise la relation (i) du Lemme 2.3.1, ce qui entrâ�ne

k(� � b�sh)(t)kX + jb�rh)(t)jH � Eh(�; @t�; v; 
)(t):

Nous allons utiliser (2.3.9)-(ii) pour estimer le deuxi�eme terme, ceci n�ecessite une estimation
sur

j@t"hjH ; j@2t "hjH ; k@t�hkM et k@2t �hkM :
Pour cela, on r�e�ecrit la relation (ii) du Lemme 2.3.1 pour k = 1 et 2, on obtient alors

j@t"h(s)jH + k@t�h(s)kM � Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s);

j@2t "h(s)jH + k@2t �h(s)kM � Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s):
(2.3.13)
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Finalement pour le troisi�eme terme on utilise (2.3.8). Dans ce cas les termes j@t"hjH ; k@t�hkM
apparaissent et pour les estimer on applique le Lemme 2.3.1 pour k = 1, ou plus pr�ecis�ement
la relation (2.3.13).

� Estimations d'erreur sur k(v � vh; 
 � 
h)kM�L(t)

Comme pr�ec�edemment nous avons

k((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L = k(v � bvh + bvh � vh)(t)kM + k(
 � b
h + b
h � 
h)(t)kL

� k(v � bvh)(t)kM + k(
 � b
h)(t)kL| {z }
selon le Lemme 2.3.1-(i)

+ k(bvh � vh)(t)kM + k(b
h � 
h)(t)kL| {z }
par 2.3.9-(i)

:

Le premier terme est encore une fois estim�e par la relation (i) du Lemme 2.3.1. Pour le
deuxi�eme on utilise (2.3.9)-(i), dans ce cas les termes j@t"hjH , j@2t "hjH , k@t�hkM et k@2t �hkM
interviennent. Finalement les estimations (2.3.7) sont obtenues par les r�esultats d'interpola-
tion des espaces Xh

s;Mh; Lh (cf. [97], Remarque 2.2.5.3 et Lemme 2.2.3).
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Chapitre 3

�Etude de dispersion cas �elastique

Nous allons �etudier dans ce chapitre les propri�et�es d'approximation des nouveaux �el�ements
�nis mixtes en termes d'une analyse de dispersion num�erique sur des maillages r�eguliers. Cette
analyse nous permettra de comparer notre m�ethode avec avec des m�ethodes num�eriques d�ej�a
existantes.

Introduction

Les analyses de type �el�ements �nis telles que celles que nous avons men�ees aux cha-
pitres pr�ec�edents ont l'avantage d'être g�en�erales. Elles sont en particulier valables dans le cas
des coe�cients variables et compl�etes dans le sens o�u elles permettent d'estimer, dans des
normes pr�ecises, toute solution d'�energie �nie, qui est satisfaisant pour le math�ematicien. Ce
type d'analyse a toutefois le d�esavantage de ne pas apporter d'information quantitative, les
constantes intervenant dans les estimations d'erreur �etant mal connues. Ceci est frustrant
pour l'ing�enieur qui aimerait avoir un guide pour choisir les param�etres de discr�etisation.

Les �etudes de dispersion ont pour but de remplir partiellement cette fonction. Elles ont �et�e
introduites notamment pour analyser les sch�emas aux di��erences �nies utilis�es pour l'approxi-
mation des ph�enom�enes d'ondes lin�eaires. Ces m�ethodes sont directement li�ees �a l'analyse de
Fourier des sch�emas aux di��erences �nies : elles exploitent explicitement la nature r�eguli�ere
et uniforme de la grille de discr�etisation. Elles sont limit�ees aux �equations dans tout l'es-
pace en milieu homog�ene et ne s'int�eressent qu'�a un type particulier de solution : les ondes
planes harmoniques. L'utilisation de la transformation de Fourier permet de justi�er cette ap-
proche, toute solution d'�energie �nie pouvant s'�ecrire comme la superposition d'ondes planes.
Par ailleurs ces �etudes nous permettent d'obtenir des estimations d'erreur dans le cas des
�equations en milieu homog�ene in�ni (cf. [109]) (par une approche tr�es di��erente de celle des
chapitres 1 et 2 ).

Pour les sch�emas semi-discretis�es en espace ou encore quand on consid�ere des sch�emas cen-
tr�es et r�eversibles en temps, l'e�et principal de la discr�etisation sur la propagation des ondes
planes est une modi�cation de leur vitesse de phase qui se met �a d�ependre de la longueur
d'onde : il s'agit du ph�enom�ene de la dispersion num�erique. On s'int�eresse alors au rapport
entre la vitesse exacte et la vitesse num�erique qui est une fonction qui d�epend d'une part
du rapport entre la longueur d'onde et le pas de discr�etisation h (c'est la dispersion num�e-
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rique), d'autre part de la direction de propagation de l'onde (c'est l'anisotropie num�erique).
Les courbes de dispersion nous permettent alors de quanti�er l'erreur commise sur la vitesse
de phase et de calibrer le pas de discr�etisation en fonction d'une erreur " �x�ee et de la lon-
gueur d'onde (en pratique la longueur d'onde minimale pour le probl�eme consid�er�e). On peut
ainsi �egalement comparer des sch�emas de même pr�ecision ce qu'une analyse �el�ements �nis ne
permet pas.

Il faudrait aussi parler, mais cela est plus marginal, de l'erreur de polarisation, sp�eci�que
au cas de syst�emes comme celui de l'�elastodynamique. Nous nous bornerons �a l'�etudier pour
le cas des sch�emas d'ordre 2 en 2D (voir section 3.1.4.1).

Comme par essence notre m�ethode d'�el�ements �nis mixtes est associ�ee �a des maillages
r�eguliers uniformes, il est possible de r�einterpr�eter les sch�emas r�esultants en termes de dif-
f�erences �nies. On peut alors �eliminer les inconnues associ�ees au tenseur de contraintes et
obtenir un sch�ema du second ordre relatif au champ des d�eplacements.

Raisonnons tout d'abord dans le cas bidimensionnel. �A l'ordre Q1 � Q0, on obtient un
sch�ema �a 9 points du même type que ceux obtenus avec une m�ethode des di��erences �nies
standard ou avec une m�ethode d'�el�ements �nisQ1 en d�eplacement [10]. Les analyses de disper-
sion de ces deux sch�emas sont bien connues. Nous allons comparer ici notre sch�ema Q1�Q0 �a
chacun de ces deux sch�emas. Bien entendu, l'anisotropie (num�erique) entrâ�ne que la disper-
sion d�epend de la direction de propagation. Donc, la comparaison la plus pertinente consiste
�a comparer les di��erents sch�emas dans la direction de dispersion maximale (qui d�epend a
priori du sch�ema). Pour les ordres plus �elev�es l'interpr�etation en termes des di��erences �nies
est un peu plus d�elicate : tous les noeuds du maillage ne jouent plus le même rôle. Plus pr�eci-
s�ement on distingue 4 types des noeuds pour le sch�ema Q2�Q1 et 9 types des noeuds pour le
sch�ema Q3 �Q2. Ainsi les sch�emas num�eriques se comportent comme un syst�eme du second
ordre dont la dimension est sup�erieur �a celle du probl�eme continu (qui est de dimension 2 en
l'occurrence). Cette dimension est 8 (4 types de noeuds � 2 composantes du d�eplacement)
pour le sch�ema Q2 � Q1 et 18 (9 types de noeuds � 2 composantes du d�eplacement) pour
le sch�ema Q3 � Q2. L'analyse de Fourier montre alors que des modes num�eriques purement
parasites sont g�en�er�es par la discr�etisation : 6 pour le sch�ema Q2 �Q1 et 16 pour le sch�ema
Q3�Q2. L'analyse de dispersion, plus complexe que dans le cas du sch�ema Q1�Q0, doit être
concentr�ee sur les 2 modes non parasites qui constituent e�ectivement des approximations
des modes continues.

Par cette approche, nous montrerons des ph�enom�enes de \super-convergence en disper-
sion" en �etablissant que l'erreur de dispersion est en O(h2) pour le sch�ema Q1�Q0, en O(h

4)
pour le sch�ema Q2�Q1 et en O(h

6) pour le sch�ema Q3�Q2, ce qui renforce a priori l'utilisation
des m�ethodes d'ordre �elev�e. Les concurrents naturels de nos sch�emas Qk+1�Qk sont ceux que
l'on obtient en utilisant la m�ethode d'�el�ements �nis Qk+1 avec int�egration num�erique. Cette
m�ethode �a �et�e propos�ee et �etudi�ee par N. Tordjman [109] dans le cas de l'�equation des ondes.
L'analyse des sch�emas correspondant �a l'application de cette m�ethode �a l'�elastodynamique
est �a notre connaissance nouvelle pour k = 1; 2. Nous pr�esentons ici l'analyse de dispersion
correspondant �a ces sch�emas que nous utiliserons comme r�ef�erence pour les sch�emas Q2�Q1

et Q3 �Q2.
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Signalons que, bien que l'extension en milieu anisotrope soit conceptuellement sans di�-
cult�e, nous nous restreindrons pour des raisons de simplicit�e (tr�es relative d'ailleurs) au cas
des milieux isotropes. Pour ces milieux, en 3D, on distingue alors 3 types de modes : une onde
P et deux ondes S mais seulement deux vitesses Vp et Vs, les deux modes de type S �etant en
fait un mode double. Le ph�enom�ene nouveau par rapport au 2D - outre la complexi�cation
des calculs - est que la discr�etisation casse cette structure. En e�et, au niveau discret on se
retrouve avec deux ondes S distinctes (et donc deux vitesses de propagation num�eriques) -
sauf dans certaines directions de propagation, �a savoir les directions parall�eles �a l'un des plans
des coordonn�ees.

Pour des raisons �evidentes li�ees �a la complexit�e grandissante des calculs, et malgr�e l'aide
de MAPLE, nous limiterons notre �etude de dispersion 3D au cas du sch�ema Q1�Q0 que nous
comparons avec les sch�emas de di��erences �nies et des �el�ements �nis Q1 en d�eplacement.

Avant d'entrer dans le d�etails, insistons ici sur le fait qu'il faut se garder de tirer de
conclusions d�e�nitives des �etudes qui vont suivre. Pour avoir des informations exploitables, il
faudra �egalement prendre en compte la discr�etisation en temps, objet du chapitre suivant.

3.1 Le probl�eme bidimensionnel

3.1.1 Interpr�etation des sch�emas en maillage r�egulier

Nous allons ici �ecrire les sch�emas num�eriques obtenus lorsque l'on utilise un maillage
uniforme un petit carr�e de côt�e h (voir �g. 3.1.1). Tout �el�ement de la discr�etisation est de la
forme,

[xl1; x
l+1
1 ]� [xm2 ; x

m+1
2 ] = h� h

Nous avons repr�esenter sur la �gure 3.1.2 les d.d.l correspondant aux �el�ements �nisQk+1�Qk,

k

h

h

élément fini

Q     - Q
k+1    

Fig. 3.1.1: Le maillage uniforme dans le cas bidimensionnel.

pour k = 0; 1 et 2. Sur ce type de maillages, on peut r�einterpr�eter la m�ethode des �el�ements �nis
Qk+1 �Qk comme un sch�ema aux di��erences �nies. Ceci nous permettra de mener l'analyse
de dispersion sur les sections suivantes.
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σ

Q - Q Q - Q Q - Q
1          0 2          1 3          2

d.d.l pour 

d.d.l pour 

v

Fig. 3.1.2: Les degr�es de libert�e pour les �el�ements �nis Q1 �Q0, Q2 �Q1 et Q3 �Q2.

3.1.1.1 Le sch�ema Q1 �Q0 et ces concurrents
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Fig. 3.1.3: Le maillage pour l'�el�ement �ni Q1 �Q0.

Dans ce cas, il y a p�eriodicit�e de deux types de points (cf. �gure(3.1.3)) : les points not�es

1 et 2 qui seront respectivement index�es par (i; j) et (i+
1

2
; j +

1

2
). �A chaque point de type 1

correspondent 5 degr�es de libert�e associ�es au tenseur des contraintes � : �h11 (haut), �
b
11 (bas),

�d22 (droite), �
g
22 (gauche) et �12. Aux points de type 2 correspondent deux degr�es de libert�e,

associ�es aux deux composantes de la vitesse: v1 et v2.
Les �equations semi-discr�etis�ees en espace qu'on obtient �a partir du syst�eme (2.1.24) sont

les suivantes : 8>><>>:
d(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2

dt
=

1

2h

�
(�11)

h
i+1;j � (�11)

h
i;j + (�11)

b
i+1;j+1 � (�11)

b
i;j+1

�
+

1

2h
((�12)i;j+1 � (�12)i;j + (�12)i+1;j+1 � (�12)i+1;j) ;

(3.1.1)

8>><>>:
d(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2

dt
=

1

2h
((�12)i+1;j � (�12)i;j + (�12)i+1;j+1 � (�12)i;j+1)

+
1

2h

�
(�22)

d
i;j+1 � (�22)

d
i;j + (�22)

g
i+1;j+1 � (�22)

g
i+1;j

�
;

(3.1.2)
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h
11

σ d
22

σ
22

g

σh
11

σ
11
b σ

11
b

σ
22

g
σ d

22

σ
1

(i,j+1)

2
1
2  i +     , j +    

(i,j) (i+1,j)

(i+1,j+1)

Fig. 3.1.4: Les d.d.l qui interviennent dans les �equations (3.1.1), (3.1.2).

8>><>>:
d(�12)i;j

dt
=
V 2
s

2h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
� (v1)i+ 1

2
;j� 1

2
+ (v1)i� 1

2
;j+ 1

2
� (v1)i� 1

2
;j� 1

2

�
+
V 2
s

2h

�
(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
� (v2)i� 1

2
;j+ 1

2
+ (v2)i+ 1

2
;j� 1

2
� (v2)i� 1

2
;j� 1

2

�
;

(3.1.3)

et

1
2

1
2  i +     , j +    

1
2

1
2

1
2

1
2

i +     , j -    

1
2

1
2
����(i,j)

    

  i -     , j +    

i -     , j -    

Fig. 3.1.5: Les d.d.l qui interviennent dans l'�equation (3.1.3).

d

dt

2666666664

(�h11)i;j

(�b11)i;j

(�d22)i;j

(�g22)i;j

3777777775
=

266666664

a c b b

c a b b

b b a c

b b c a

377777775

266666664

B1

B2

B3

B4

377777775
;(3.1.4)

avec

B1 =
1

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
� (v1)i� 1

2
;j+ 1

2

�
; B2 =

1

h

�
(v1)i+ 1

2
;j� 1

2
� (v1)i� 1

2
;j� 1

2

�
B3 =

1

h

�
(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
� (v2)i+ 1

2
;j� 1

2

�
; B4 =

1

h

�
(v2)i� 1

2
;j+ 1

2
� (v2)i� 1

2
;j� 1

2

�
119



�Etude de dispersion cas �elastique

et o�u les constantes a, b et c d�ependent des vitesses des ondes de pression (Vp) et de cisaillement
(Vs)

a =
2V 4

p � (V 2
p � 2V 2

s )
2

2V 2
p

; b =
V 2
p � 2V 2

s

2
; c =

(V 2
p � 2V 2

s )
2

2V 2
p

(3.1.5)

Nous rappelons que, dans le cas d'un milieu �elastique homog�ene isotrope, Vp et Vs sont donn�ees
par

Vp =

s
�+ 2�

%
; Vs =

r
�

%
:

On constate que grâce �a la condensation de masse, on peut �eliminer les inconnues associ�ees
au tenseur des contraintes. En e�et, en reportant (3.1.3) et (3.1.4) dans (3.1.1) et (3.1.2), on
obtient le syst�eme du deuxi�eme ordre en temps suivant:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d2

dt2
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
=
V 2
p

h2

h
(1� 2�)

�
(v1)i+ 3

2
;j+ 1

2
� 2(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
+ (v1)i� 1

2
;j+ 1

2

�
+�
�
(v1)i+ 3

2
;j+ 3

2
� 2(v1)i+ 1

2
;j+ 3

2
+ (v1)i� 1

2
;j+ 3

2

�
+�

�
(v1)i+ 3

2
;j� 1

2
� 2(v1)i+ 1

2
;j� 1

2
+ (v1)i� 1

2
;j� 1

2

�i
+
V 2
s

h2

h
(1� 2�)

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 3

2
� 2(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
+ (v1)i+ 1

2
;j� 1

2

�
+�
�
(v1)i� 1

2
;j+ 3

2
� 2(v1)i� 1

2
;j+ 1

2
+ (v1)i� 1

2
;j� 1

2

�
+�

�
(v1)i+ 3

2
;j+ 3

2
� 2(v1)i+ 3

2
;j+ 1

2
+ (v1)i+ 3

2
;j� 1

2

�i
+
V 2
p � V 2

s

4h2

h
(v2)i+ 3

2
;j+ 3

2
� (v2)i� 1

2
;j+ 3

2

+(v2)i� 1
2
;j� 1

2
� (v2)i+ 3

2
;j� 1

2

i

(3.1.6)
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d2

dt2
(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
=
V 2
s

h2

h
(1� 2�)

�
(v2)i+ 3

2
;j+ 1

2
� 2(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
+ (v2)i� 1

2
;j+ 1

2

�
+�
�
(v2)i+ 3

2
;j+ 3

2
� 2(v2)i+ 1

2
;j+ 3

2
+ (v2)i� 1

2
;j+ 3

2

�
+�

�
(v2)i+ 3

2
;j� 1

2
� 2(v2)i+ 1

2
;j� 1

2
+ (v2)i� 1

2
;j� 1

2

�i
+
V 2
p

h2

h
(1� 2�)

�
(v2)i+ 1

2
;j+ 3

2
� 2(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
+ (v2)i+ 1

2
;j� 1

2

�
+�
�
(v2)i� 1

2
;j+ 3

2
� 2(v2)i� 1

2
;j+ 1

2
+ (v2)i� 1

2
;j� 1

2

�
+�

�
(v2)i+ 3

2
;j+ 3

2
� 2(v2)i+ 3

2
;j+ 1

2
+ (v2)i+ 3

2
;j� 1

2

�i
+
V 2
p � V 2

s

4h2

h
(v1)i+ 3

2
;j+ 3

2
� (v1)i� 1

2
;j+ 3

2

+(v1)i� 1
2
;j� 1

2
� (v1)i+ 3

2
;j� 1

2

i

(3.1.7)

avec � =
(V 2

p � 2V 2
s )

2

4V 4
p

et � =
1

4
.

Une classe g�en�eral de sch�emas d'ordre 2

En notant v1 et v2 les suites (v1)i+ 1
2
;j+ 1

2
et (ve)i+ 1

2
;j+ 1

2
, le syst�eme des �equations (3.1.6)

et (3.1.7) peut s'�ecrire sous la forme matricielle suivante ;

d2

dt2

24 v1

v2

35 =

24 V 2
p D2

�;1 + V 2
s D2

�;2 (V 2
p � V 2

s )D12

(V 2
p � V 2

s )D12 V 2
p D2

�;2 + V 2
s D2

�;1

35
| {z }

IKh

24 v1

v2

35(3.1.8)

L'op�erateur IKh apparâ�t ici comme un op�erateur agissant dans l'espace des suites index�ees
par deux indices (ici i et j) �a valeurs dans IR2 ((v1; v2)). Dans (3.1.8), nous avons introduit

D2
�;1f(i; j) = �D2

1f(i; j � 1) + (1� 2�)D2
1f(i; j) + �D2

1f(i; j + 1)

avec D2
1 l'op�erateur classique centr�e des di��erences �nies :

D2
1f(i; j) =

f(i+ 1; j) � 2f(i; j) + f(i� 1; j)

h2

Nous avons illustr�e les deux op�erateurs D2
�;1 et D2

�;2 sur la �gure 3.1.6. Ainsi, notre syst�eme
entre dans une classe plus g�en�erale de sch�emas num�eriques d'ordre 2, d�ependants des
param�etres � et � (0 � � � 1=2; 0 � � � 1=2). En particulier pour :

� � = � = 0 on retrouve le sch�ema des di��erences �nies.

� � = � =
1

6
on retrouve le sch�ema des �el�ements �nis Q1.
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Fig. 3.1.6: Les op�erateur D2
�;1 (�a gauche) et D2

�;2 (�a droite).

� � =
(V 2

p � 2V 2
s )

2

4V 4
p

et � =
1

4
on retrouve notre sch�ema.

Remarque 3.1.1 1. Il est important de remarquer que pour le nouveau sch�ema le para-
m�etre � d�epend du coe�cient de Poisson � et donc du milieu �elastique consid�er�e. C'est
�a dire qu'il s'agit d'un sch�ema qui s'adapte au milieu de propagation.

2. Le syst�eme (3.1.8) est une approximation des �equations de l'�elastodynamique �ecrit en
d�eplacement :

d2

dt2

24 v1

v2

35 =

26664
V 2
p

d2

dx21
+ V 2

s

d2

dx22
(V 2

p � V 2
s )

d2

dx1dx2

(V 2
p � V 2

s )
d2

dx1dx2
V 2
p

d2

dx22
+ V 2

s

d2

dx21

37775
| {z }

IK

24 v1

v2

35

3.1.2 L'�el�ement �ni Q2 �Q1 et son concurrent

Dans ce cas, pour la vitesse v il y a p�eriodicit�e de quatre types de points, les points not�es
1, 2, 3 et 4 (cf. �gure 3.1.7), qui seront respectivement index�es par (p��; q��), (p+�; q��),
(p+ �; q+ �) et (p� �; q+ �) avec � =

p
3

6
. Pour le tenseur des contraintes �, il y a p�eriodicit�e

de quatre types de points : les noeuds (1), les milieux des côt�es horizontaux (2) et verticaux
(3) des �el�ements et les centres des �el�ements (4) (cf. �gure 3.1.7). Les points not�es 1, 2, 3 et 4
seront respectivement index�es par (i; j), (p; j), (p; q) et (i; q) avec

i = p� 1

2
; j = q � 1

2
:

Le nombre des d.d.l associ�es �a chaque point varie entre 3 et 5. Plus pr�ecis�ement nous avons
(voir �gures 3.1.9 et 3.1.10) :

{ 5 d.d.l pour les points de type 1 : �h11 (haut), �
b
11 (bas), �

d
22 (droite), �

g
22 (gauche) et �12,

{ 4 d.d.l pour les points de type 2 : �h11, �
b
11, �22 et �12,

122



3.1 Le probl�eme bidimensionnel

4

1 2 1 21 2

1 1

1

1

1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2

3 3 3

333

333

4 4 4

444

4444

4

4

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

34

1 2

3

Fig. 3.1.7: Les maillages en � et v pour l'�el�ement Q2 �Q1.
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Fig. 3.1.8: Notations de points.
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�Etude de dispersion cas �elastique

{ 3 d.d.l pour les points de type 3 : �11, �22 et �12,

{ et 4 d.d.l pour les points de type 4 : �11, �
d
22, �

g
22 et �12.

σd
22

g
σ22

σh

11

σb

11

σ12

h

b

12

σ

σ

σ

11

11

22σ

Fig. 3.1.9: Les degr�es de libert�e associ�es au noeud (i; j) �a gauche et au noeud (p; j) �a droite.

σ22σ

σ12

11
dg

12σ σ22 22
σ11

σ

Fig. 3.1.10: Les degr�es de libert�e associ�es au noeud (p; q) �a gauche et au noeud (i; q) �a droite.

Les �equations semi-discr�etis�ees en espace associ�ees �a cet �el�ement sont donn�ees en Annexe A.1.
Comme dans le cas de l'�el�ement de plus bas degr�e, on peut �eliminer � et obtenir un

syst�eme di��erentiel en v d'ordre deux en temps.
Notre maillage r�egulier peut se voir alors comme un r�eseau p�eriodique in�ni de cellules

(p; q) contenant quatre types de points (cf. �gure 3.1.11). A chaque cellule (p; q) est associ�e
un vecteur

Vp;q =

2666666666666666666666664

(v1 )p��;q��

(v1 )p+�;q��

(v1 )p+�;q+�

(v1 )p��;q+�

(v2 )p��;q��

(v2 )p+�;q��

(v2 )p+�;q+�

(v2 )p��;q+�

3777777777777777777777775
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Fig. 3.1.11: Les r�eseau p�eriodique de cellules (p; q) pour l'�el�ement Q2 �Q1.

et on peut alors r�e�ecrire le sch�ema semi-discret sous la forme g�en�erale suivante

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;

o�u Uh = (Vp;q)(p;q)2Z 2 est une suite �a double indice �a valeurs dans IR8 (i.e. Vp;q 2 IR8) et o�u
IKh est un op�erateur agissant dans cet espace des suites. Les degr�es de libert�e intervenant
dans le calcul de Vp;q sont les d.d.l associ�ees aux 9 �el�ements qui sont assur�es sur la �gure 3.1.11.

L'�el�ement �ni Q2

Le concurrent naturel du sch�ema correspondant �a l'�element �ni Q2�Q1 est le sch�ema que
l'on obtient en utilisant la m�ethode d'�el�ements �nis Q2 avec int�egration num�erique.

Dans ce cas il est facile de voir qu'il y a aussi p�eriodicit�e de quatre types de points, les
points not�es 1, 2, 3 et 4 (cf. �gure 3.1.12), qui sont respectivement index�es (i; j), (i+ 1=2; j),
(i+ 1=2; j + 1=2) et (i; j + 1=2). A chaque cellule (i; j) est associ�e un vecteur
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Fig. 3.1.12: Les r�eseau p�eriodique de cellules (i; j) pour l'�el�ement Q2.

Vi;j =

2666666666666666666666664

(v1 )i;j

(v1 )i+1=2;j

(v1 )i+1=2;j+1=2

(v1 )i;j+1=2

(v2 )i;j

(v2 )i+1=2;j

(v2 )i+1=2;j+1=2

(v2 )i;j+1=2

3777777777777777777777775
et le sch�ema semi-discret s'�ecrit sous la forme g�en�erale suivante

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;

o�u Uh = (Vi;j)(i;j)2Z 2 est une suite �a double indice �a valeurs dans IR8 (i.e. Vi;j 2 IR8) et o�u
IKh est un op�erateur agissant dans cet espace des suites. Dans ce cas le nombre des d.d.l
intervenant dans le calcul de Vi;j depend du type de point considere. Plus precisement comme
nous l'avons illustr�e sur la �gure 3.1.13, nous avons

{ pour un point de type 1, (sommet du maillage): les d.d.l associ�ees aux 4 �el�ements
admetant ce point comme sommet,

{ pour un point de type 2 ou 4 (milieu d'arête horizontale ou verticale): les d.d.l associ�ees
aux 2 �el�ements adjacents �a cette arête,
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Fig. 3.1.13: Les points intervenant dans les �equations pour le di��erents types de noeud (�el�e-
ment Q2).

{ et pour un point de type 3 (centre d'un �el�ement): les d.d.l associ�ees �a cet �el�ement.

On peut remarquer que le sch�ema correspondant �a l'�el�ement Q2 est a priori moins cher que
celui correspondant �a l'�el�ement Q2 �Q1 car le nombre de d.d.l intervenant dans le calcul de
la solution �a chaque point est pour ce sch�ema moins important.

3.1.3 L'�el�ement �ni Q3 �Q2 et son concurrent

Dans ce cas, il y a pour la vitesse v, p�eriodicit�e de neuf types de points (cf. �gure 3.1.14),
qui seront index�es par (p��; q��), (p; q��), (p+�; q��), (p+�; q), (p+�; q+�), (p; q+�),
(p� �; q+ �), (p� �; q) et (p; q) avec � =

p
15

10
. Pour le tenseur des contraintes � il y a aussi
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Fig. 3.1.14: Les maillages en � et v.

p�eriodicit�e de neuf types de points (cf. �gure 3.1.14). Ils seront, dans ce cas, index�es par (i; j),
(p1; j), (p2; j), (i; q1), (p1; q1), (p2; q1), (i; q2), (p1; q2) et (p2; q2), avec

p1 = i+
1

2
� �; p2 = i+

1

2
+ �; q1 = j +

1

2
� �; q2 = j +

1

2
+ �; � =

p
5

10
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Fig. 3.1.15: Notations de points.

Comme dans le cas de l'�el�ement �ni Q2 � Q1, le nombre des d.d.l associ�es �a chaque point
varie entre 3 et 5. Plus pr�ecis�ement nous avons dans ce cas (voir �gures 3.1.16 et 3.1.17) :

{ 5 d.d.l pour les points de type 1 : �h11 (haut), �
b
11 (bas), �

d
22 (droite), �

g
22 (gauche) et �12,

{ 4 d.d.l pour les points de type 2 et 3 : �h11, �
b
11, �22 et �12,

{ 3 d.d.l pour les points de type 5, 6, 8 et 9 : �11, �22 et �12,

{ et 4 d.d.l pour les points de type 4 et 7 : �11, �
d
22, �

g
22 et �12.

σd
22

g
σ22

σh

11

σb

11

σ12

h

b

12

σ

σ

σ

11

11

22σ

Fig. 3.1.16: Les degr�es de libert�e associ�es au noeud (i; j) �a gauche et aux noeuds (p1; j), (p2; j)
�a droite.

Les �equations semi-discr�etis�ees en espace associ�es �a cet �el�ement sont donn�e en Annexe
A.2. On peut toujours �eliminer les inconnues associ�ees �a � et obtenir un syst�eme di��erentiel
en v d'ordre deux en temps. Le maillage r�egulier peut se voir dans ce cas comme un r�eseau
p�eriodique in�ni de cellules (p; q) contenant neuf types de points (illustr�e sur la �gure 3.1.18).
A chaque cellule (p; q) est donc associ�e un vecteur :
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σ22σ

σ12

11
dg

12σ σ22 22
σ11

σ

Fig. 3.1.17: Les degr�es de libert�e associ�es aux noeuds int�erieurs (de type 5, 6, 8 et 9) �a gauche
et aux noeuds (i; q1), (i; q2) �a droite.
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Fig. 3.1.18: Les r�eseau p�eriodique de cellules (p; q) pour l'�el�ement Q3 �Q2.
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Vp;q =

2666666666666666666666666666664

(v1 )p��;q�� ; (v2 )p��;q��

(v1 )p;q�� ; (v2 )p;q��

(v1 )p+�;q�� ; (v2 )p+�;q��

(v1 )p+�;q ; (v2 )p+�;q

(v1 )p+�;q+� ; (v2 )p+�;q+�

(v1 )p+;q+� ; (v2 )p+;q+�

(v1 )p��;q+� ; (v2 )p��;q+�

(v1 )p��;q ; (v2 )p��;q

(v1 )p��;q ; (v2 )p��;q

3777777777777777777777777777775
et on peut r�e�ecrire le sch�ema semi-discret sous la forme du syst�eme g�en�erale

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;

o�u Uh = (Vp;q)(p;q)2Z 2 est une suite �a double indice �a valeurs dans IR18 (i.e. Vp;q 2 IR18) et
o�u IKh est un op�erateur agissant dans cet espace des suites. Les degr�es de libert�e intervenant
dans le calcul de Vp;q sont les d.d.l associ�ees aux 9 �el�ements qui sont assur�es sur la �gure
3.1.18.
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3.1 Le probl�eme bidimensionnel

L'�el�ement �ni Q3

Nous allons comparer ce sch�ema en termes de dispersion num�erique avec le sch�ema corres-
pondant �a la m�ethode des �el�ements �nis Q3 avec int�egration num�erique. Il s'agit des �el�ements
�nis Q3 propos�es dans [109] pour lequels la position de degr�es de libert�e co��ncide avec les
points de quadrature de la formule de Gauss-Lobatto.

Dans ce cas il y a aussi p�eriodicit�e de 9 types de points, les points not�es 1, 2,...,9 (cf. �gure
3.1.19), qui sont respectivement index�es par (i; j), (p1; j), (p2; j), (i; q1), (p1; q1), (p2; q1),
(i; q2), (p1; q2) et (p2; q2), avec

p1 = i+
1

2
� �; p2 = i+

1

2
+ �; q1 = j +

1

2
� �; q2 = j +

1

2
+ �; � =

p
5

10

(i; j), (i+1=2; j), (i+1=2; j+1=2) et (i; j+1=2). A chaque cellule (i; j) est associ�e un vecteur
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Fig. 3.1.19: Les r�eseau p�eriodique de cellules (i; j) pour l'�el�ement Q3.

Vi;j =

26666666666666666666666666664
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�Etude de dispersion cas �elastique

et le sch�ema semi-discret s'�ecrit sous la forme g�en�erale suivante

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;

o�u Uh = (Vi;j)(i;j)2Z 2 est une suite �a double indice �a valeurs dans IR18 (i.e. Vi;j 2 IR18) et
o�u IKh est un op�erateur agissant dans cet espace des suites. Comme pour l'�el�ement Q2 le
nombre des d.d.l intervenant dans le calcul de Vi;j depend du type de point considere. Plus
precisement comme nous l'avons illustr�e sur la �gure 3.1.20, nous avons

{ pour un point de type 1, (sommet du maillage): les d.d.l associ�ees aux 4 �el�ements
admetant ce point comme sommet,

{ pour un point de type 2 ou 3 (point int�erieur �a une arête horizontale): les d.d.l associ�ees
aux 2 �el�ements adjacents �a cette arête,

{ pour un point de type 4 ou 7 (point int�erieur �a une arête verticale): les d.d.l associ�ees
aux 2 �el�ements adjacents �a cette arête,

{ et pour un point de type 5, 6, 8 ou 9 (point int�erieur �a un �el�ement): les d.d.l associ�ees
�a cet �el�ement.
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Fig. 3.1.20: Les points intervenant dans les �equations pour le di��erents types de noeud (�el�e-
ment Q3)

Comme pr�ec�edemment on peut remarquer que le sch�ema correspondant �a l'�el�ement Q3 est
a priori moins cher que celui correspondant �a l'�el�ement Q3 � Q2 car le nombre de d.d.l
intervenant dans le calcul de la solution �a chaque point est pour ce sch�ema moins important.

3.1.4 Analyse de dispersion - G�en�eralit�es

Nous rappelons d'abord que pour le probl�eme continu, l'analyse de dispersion est l'�etude
de solutions particuli�eres de la forme

U = Uo exp {(~k � ~x� !t); Uo 2 IR2; ~k 2 IR2; ! 2 IR:(3.1.9)

La relation (3.1.9) d�e�nie de fa�con g�en�erale une onde plane U de vecteur d'onde ~k se propa-
geant avec la vitesse de phase !=j~kj. Dans ce qui suit, on rep�erera les composantes du vecteur
d'onde ~k par rapport �a son angle de propagation ' selon les expressions (cf. �gure 3.1.21) :

k1 = j~kjcos('); k2 = j~kjsin(')
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2

x 1

x

ϕ

k

Fig. 3.1.21: Repr�esentation de ' et de ~k.

Pour que U soit solution de l'�equation de l'�elastodynamique la relation suivante appel�ee
relation de dispersion doit être v�eri��ee :

!2Uo = bIK(k) Uo; k = (k1; k2)(3.1.10)

o�u bIK(k) est une matrice 2� 2 hermitienne, donn�ee par

bIK(k) =
24 V 2

p k
2
1 + V 2

s k
2
2 (V 2

p � V 2
s )k1k2

(V 2
p � V 2

s )k1k2 V 2
p k

2
2 + V 2

s k
2
1

35 :
L'�equation (3.1.10) implique que !2 est une valeur propre de bIK(k) et Uo le vecteur propre
associ�e. Il est alors facile de calculer les deux valeurs propres !2

1 et !2
2 ,

!2
1 = V 2

p (k
2
1 + k22); U1

o = (k1; k2);

!2
2 = V 2

s (k
2
1 + k22); U2

o = (�k2; k1):

Nous savons alors que !1 correspond �a une onde de pression se propageant avec la vitesse de
phase Vp = !1=j~kj et !2 correspond �a une onde de cisaillement se propageant avec la vitesse

de phase Vs = !2=j~kj.
On peut constater que les vitesses de phase Vp et Vs sont ind�ependantes de la fr�equence

!, on dit alors que l'�equation de l'�elastodynamique est non dispersive. Cette propri�et�e ne sera
plus vraie dans le cas des probl�emes semi-discrets et discrets. En e�et, comme nous allons
le voir la discr�etisation induit un ph�enom�ene de dispersion num�erique. Nous allons, dans un
premier temps, �etudier ce ph�enom�ene dans le cas du probl�eme semi-discret. L'analyse de
dispersion pour le probl�eme discret sera men�ee dans le chapitre suivant.

Nous avons vu dans le sections precedentes qu'un maillage r�egulier peut être consid�er�e
comme un r�eseau p�eriodique in�ni. Chaque cellule de ce r�eseau contient un certain nombre
de noeuds caract�eristiques. Le nombre de ces noeuds d�epend de l'ordre des �el�ements �nis
consid�er�es. Plus pr�ecis�ement, nous avons montr�e que celui-ci correspond �a 1 pour l'�el�ement
Q1 �Q0, �a 4 pour Q2 �Q1 et �a 9 pour Q3 �Q2. Notons par

[ih; (i + 1)h]� [jh; (j + 1)h]; (i; j) 2 Z 2
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la cellule courante, on peut alors associer �a chaque I = (i; j) un vecteur UI 2 C 2(l+1)2 avec
l = 0; 1 et 2 l'ordre des �el�ements �nis consid�er�es. Le probl�eme semi-discret s'�ecrit alors sous
la forme

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;(3.1.11)

o�u Uh = (UI)I2Z d est une suite �a double indice I(= (i; j)) �a valeurs dans C 2(l+1)2 et IKh

repr�esente un op�erateur agissant dans cet espace des suites. L'op�erateur IKh poss�ede une
propri�et�e fondamentale : il commute avec les translations. De fa�con plus pr�ecise, si Th est
l'op�erateur de translation qui associe �a UI le vecteur UI+1 (correspondant �a Ui+1;j+1), nous
avons alors que Th commute avec IKh

ThIKh = IKhTh:

Cette propri�et�e est une cons�equence du caract�ere r�egulier et uniforme du maillage consid�ere,
et du fait que l'on s'int�eresse �a un milieu homog�ene. C'est elle qui va rendre l'analyse de dis-
persion discr�ete possible. Plus pr�ecis�ement, elle nous permet de r�einterpr�eter (3.1.11) comme
un syst�eme qui r�egit la propagation des ondes dans un milieu �elastique p�eriodique in�ni. Ce
qui justi�e de rechercher des solutions du probl�eme (3.1.11) sous la forme

UI = Uo exp {(~k � ~xI � !t); Uo 2 C 2(l+1)2 ; (~k; ~xI) 2 IR2 � IR2; ! 2 IR(3.1.12)

avec ~xI = (ih; jh). La relation (3.1.12) d�e�nit de fa�con g�en�erale une onde plane num�erique.
Pour que UI soit solution du probl�eme semi-discretis�e en espace la relation de dispersion

suivante doit être v�eri��ee

!2
hUh =

dIKh(k)Uh:

Nous montrerons alors que le probl�eme semi-discret admet 2(l + 1)2, (l d�esignant l'ordre
d'approximation), solutions correspondant �a des ondes planes num�eriques, tandis que dans
le cas du probl�eme (3.1.10) il y a seulement 2 solutions (ondes planes continues). En fait,
lorsque le pas de discr�etisation h tend vers z�ero, il y a seulement 2 ondes planes num�eriques,
qui tendent vers les solutions du probl�eme continu. On appellera ces solution ondes planes
physiques et les 2(l + 1)2 � 2 autres, ondes planes parasites. Nous nous int�eressons, dans ce
qui suit, seulement aux ondes planes physiques. Plus pr�ecis�ement, nous allons calculer pour
les di��erents sch�emas correspondant aux �el�ements �nis Qk+1 �Qk, (pour k = 0; 1 et 2 en 2D
et pour k = 0 en 3D) les vitesses de phase num�eriques, puis nous les comparons aux vitesses
de phase du probl�eme continu.

3.1.4.1 Dispersion du sch�ema Q1 �Q0

Dans ce cas la matrice dIKh(k) est une matrice sym�etrique 2� 2 avec :

� dIKh[1; 1] =
1

h2
�
4V 2

p X1(1� 4�X2) + 4V 2
s X2(1� 4�X1)

�
� dIKh[2; 2] =

1

h2
�
4V 2

p X2(1� 4�X1) + 4V 2
s X1(1� 4�X2)

�
� dIKh[1; 2] =

4

h2
�
V 2
p � V 2

s

�p
X1(1�X2)

p
X2(1�X1)
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� X1 = sin2(
k1h

2
) et X2 = sin2(

k2h

2
)

Les deux valeurs propres de cette matrice sont donn�ees par la relation suivante

(!2
h)1;2 =

2

h2
�
(V 2

p + V 2
s )(X1 +X2)� 8(�V 2

p + �V 2
s )X1X2

�
� 2

h2
(V 2

p � V 2
s )
q
(X1 �X2)2 + 4(X1 �X2

1 )(X2 �X2
2 )

et correspondent aux ondes planes physiques. Notons �1h(= (!2
h)1) et �

2
h(= (!2

h)2) ce deux
valeurs propres, nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les d�eveloppements limit�es suivants :

�1h = j~kj2
 
V 2
p �

 
�2 cos2(') sin2(')

 
4�V 2

p + 4�V 2
s +

V 2
p

3
� V 2

s

!
� �2V 2

p

3

!
K2 +O(K4)

!

�2h = j~kj2
�
V 2
s �

�
�2 cos2(') sin2(')

�
4�V 2

p + 4�V 2
s +

V 2
s

3
� V 2

p

�
� �2V 2

s

3

�
K2 +O(K4)

�
D�emonstration : Nous avons obtenu ces d�eveloppements limit�es �a l'aide du logiciel MAPLE
(on connait ici explicitement les expressions de �1h et �2h).
Ceci est un r�esultat de \super-convergence en dispersion" pour la classe g�en�erale de sch�emas
d�e�nis par le syst�eme (3.1.8).

Comparaison des vitesses de phase

Soit
(!h)i

j~kj ; i = 1; 2 les vitesses de phase num�eriques, on introduit alors, les param�etres

adimensionnels suivants :

qp =
(!h)1

j~kjVp
; qs =

(!h)2

j~kjVs
(3.1.13)

o�u qp (resp. qs) est le rapport entre la vitesse de phase num�erique et la vitesse de phase
continue pour les ondes de pression (resp. cisaillement) qui d�ependent des param�etres K =

1

N
=
j~kjh
2�

(o�u N est le nombre de points par longueur d'onde), ' et du coe�cient de Poisson

� =
�

2(�+ �)
. Sur les �gures suivantes (�g. 3.1.22 �a 3.1.25) nous comparons les courbes de

dispersion obtenues pour les trois sch�emas di��erents : nouveau sch�ema (sch�ema Q1 �Q0) (en
vert), sch�ema des �el�ements �nis Q1 (en bleu) et sch�ema des di��erences �nis (en rouge).
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Fig. 3.1.22: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:1.
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Fig. 3.1.23: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:2.
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Fig. 3.1.24: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:3.
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Fig. 3.1.25: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:4.
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Interpr�etation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que pour les ondes planes se propageant dans une direction parall�ele au maillage (' = 0) les
trois sch�emas pr�esentent les mêmes courbes de dispersion. Pour les autres angles de propa-
gation nous constatons que le sch�ema de di��erences �nies pr�esente une dispersion inf�erieur �a
celle obtenue avec le nouveau sch�ema qui est, �a son tour, moins dispersif que le sch�ema des
�el�ements �nis Q1. Pour les trois sch�emas la dispersion est monotone en fonction de l'angle
de propagation '. Pour les sch�emas des �el�ements �nis Q1 et Q1 � Q0 les meilleurs r�esultats
correspondent �a ' = 0 et la dispersion augmente en fonction de l'angle, la direction la moins
privil�egi�ee est la diagonale (' = 45). Le sch�ema des di��erences �nies pr�esente le comporte-
ment inverse : la direction la moins privil�egi�ee correspond aux directions du maillage (' = 0)
et la dispersion diminue ensuite, les meilleures r�esultats sont obtenus sur la diagonale.

En ce qui concerne les ondes de Cisaillement, pour les directions du maillage (' = 0), les
trois sch�emas pr�esentent les mêmes courbes de dispersion (comme pour les ondes P). Pour les
�el�ements �nis Q1 �Q0 et Q1 la dispersion est toujours monotone en fonction de l'angle mais
dans le sens inverse par rapport aux ondes de pression. En e�et, dans ce cas la direction la
moins privil�egi�ee correspond �a ' = 0 et les meilleures r�esultats sont obtenus sur la diagonale.
Pour le sch�ema des di��erences �nies il n'est pas facile de conclure car la direction la moins
privil�egi�ee change en fonction du coe�cient de Poisson �: elle correspond par exemple �a ' = 0
pour � = 0:1 et �a ' = 45 pour � = 0:4.

Sur les �gures 3.1.26 et 3.1.27 nous pr�esentons (pour chaque valeur de �) la courbe de
dispersion correspondant �a la direction la moins privil�egi�ee pour chaque sch�ema.
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Fig. 3.1.26: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les di��erents
sch�emas: les ondes P.
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Fig. 3.1.27: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les di��erents
sch�emas: les ondes S.

Pour les ondes P, le classement entre les trois sch�emas est clair : les meilleurs r�esultats
sont obtenus pour les di��erences �nies ensuite les �el�ements Q1�Q0 et �nalement les �el�ements
Q1. Pour les ondes S c'est moins clair : en fait, les r�esultats sont identiques pour les �el�ements
�nis Q1�Q0 et Q1. Le sch�emas des di��erences �nies donne les mêmes r�esultats que les autres
sch�emas pour des petits valeurs de � (� = 0:1; 0:2) mais des r�esultats moins bons pour �
grand (� = 0:3; 0:4).

�Etude de l'erreur de polarisation

�A l'onde P num�erique est associ�ee une direction du mouvement U1
h qui est la direction

propre de la matricedIKh(k) correspondant �a la plus grande valeur propre (!
2
h)1. Cette direction

est di��erente de la direction donn�ee par U1
o = (k1; k2) qui est celle du mouvement pour l'onde

P continue. Nous noterons �' l'angle entre ces deux directions :

�' = angle(U1
o ; U

1
h)

De même �a l'onde S num�erique est associ�ee une direction du mouvement U2
h qui est la direction

propre de la matricedIKh(k) correspondant �a la plus petite valeur propre (!
2
h)2. Cette direction

est di��erente de la direction U2
o perpendiculaire �a (k1; k2) qui est la direction de l'onde S

continue. Les directions U1
h et U2

h �etant perpendiculaires (la matrice dIKh(k) est sym�etrique)
on a :

�' = angle(U1
o ; U

1
h) = angle(U2

o ; U
2
h)
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�Etude de dispersion cas �elastique

La direction U1
h est donn�ee par :

U1
h k

0@ dIKh[1; 2]

(!2
h)1 �dIKh[2; 2]

1A
apr�es un simple calcul on montre :

U1
h k

0@ 2
p
X1 �X2

1

p
X2 �X2

2

�(X1�X2) +
p
(X1 �X2)2 + 4(X1 �X2

1 )(X2 �X2
2 )

1A
Ce r�esultat est tr�es int�eressant car �ca montre que l'erreur de polarisation est le même pour
tout les sch�emas d�e�nis par (3.1.8) et ne d�epend pas des caract�eristiques du milieu �elastique
consid�erer. On peut aussi remarquer que l'erreur est nulle pour les directions de propagation
parall�eles au maillages (' = 0 et ' = 45). Nous pr�esentons sur la �gure (3.1.28) �' pour
' 2 [10; 40] en fonction de K.
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Fig. 3.1.28: �' en fonction de K.

3.1.4.2 Dispersion du sch�ema Q2 �Q1

Dans ce cas, la matrice dIKh(k) a huit valeurs propres. Les deux premi�eres, not�ees �1h(=
(!2

h)1) et �
2
h(= (!2

h)2), correspondent aux ondes planes physiques, plus pr�ecis�ement on a

lim
h!0

(!h)1
jkj ! Vp

lim
h!0

(!h)2
jkj ! Vs
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3.1 Le probl�eme bidimensionnel

Les six autres valeurs propres correspondent �a des ondes parasites et elles tendent vers l'in�ni
quand h tend vers 0. Concernant les valeurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme
suivant.

Lemme 3.1.2 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les d�eveloppements limit�es suivants :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1h = j~kj2
 
V 2
p �

�4V 2
p K

4

90
(1 + e1) +O(K6)

!

�2h = j~kj2
�
V 2
s �

�4V 2
s K

4

90
(1 + e2) +O(K6)

�
e1 = 2 cos2 ' sin2 '� V 2

s

V 2
p

�
1� V 2

s

V 2
p

�
40 cos4 ' sin4 '

e2 = �12 cos2 ' sin2 '+ 40 cos4 ' sin4 '

+20
V 4
s

V 4
p

cos2 ' sin2 '(1 � 2 cos2 ' sin2 ')

D�emonstration : Celle ci est calculatoire. Nous l'avons men�ee �a l'aide du logiciel MAPLE
(voir annexe B).

Comparaison des vitesses de phase

Nous allons visualiser ici la dispersion num�erique des sch�emas semi-discrets correspondant
aux �el�ements �nis Q2 �Q1 et Q2, en repr�esentant les courbes de dispersion qui caract�erisent
les variations des vitesses adimensionnelles qp et qs (d�e�nies par 3.1.13) en fonction de K et
de ' pour di��erentes valeurs du coe�cient de Poisson �. Les courbes de dispersion pour les
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Fig. 3.1.29: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l'
�el�ement Q2 �Q1.
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deux sch�emas sont tr�es similaires et on constate une l�egere am�elioration sur la dispersion des
ondes S pour l'�el�ement Q2 �Q1.

� = 0:1 � = 0:2 � = 0:3 � = 0:4

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

0
15
30
45

Fig. 3.1.30: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l'
�el�ement Q2.

Dans le deux cas nous pouvons remarquer que pour une onde plane se propagent dans une
direction parall�ele au maillage (' = 0) la dispersion est la même pour les ondes P et S et elle
ne d�epend pas du coe�cient de Poisson �. Cette direction (' = 0) correspond par ailleurs �a
la direction la moins privil�egi�ee pour les ondes S et au contraire �a la direction pour laquelle le
sch�ema est moins dispersif sur les ondes P. Ce qui implique, en particulier, que la dispersion
des ondes P est plus signi�cative que celle des ondes S.

On constate aussi que la dispersion sur les ondes S est monotone en fonction de l'angle de
propagation '. Ceci n'est plus vrai pour les ondes P. Cependant, pour toutes les valeurs de �
on obtient les meilleurs r�esultats pour ' = 0 et les moins bons pour ' = 15.

Notons �nalement que pour une direction de propagation �x�ee, la dispersion pour les
ondes P augmente avec �. Une autre particularit�e de la dispersion des ondes P est qu'il y a
une valeur critique du param�etre K �a partir de laquelle la pr�ecision diminue de fa�con plus
importante.

Pour comparer les deux sch�emas nous pr�esentons �nalement sur les �gures 3.1.31 et 3.1.32
les courbes correspondant �a la direction de dispersion maximale pour les deux sch�emas. Pour
les ondes P la direction de dispersion maximale correspond �a l'angle ' = 15 et comme nous
pouvons le remarquer sur la �gure 3.1.31 les courbes sont pratiquement identiques pour les
deux sch�emas.

Pour les ondes S ceci se r�esume �a une seule courbe qui est identique pour les deux sch�emas
car l'angle correspondant �a la direction de dispersion maximale est ' = 0 et comme nous
l'avons d�ej�a remarquer pour cette direction de propagation la dispersion ne d�epend pas du
coe�cient de Poisson �.

On s'int�eresse ensuite �a l'�evolution de log (Vp;h � Vp) (Vp;h �etant la vitesse de phase nu-
m�erique pour les ondes P) en fonction de logK pour les petites valeurs de K. On trace ici la
pente de la courbe, c'est dire �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de �(logK) (le symbol � corres-
pondant �a la d�eriv�e discr�ete). L'erreur d'approximation du sch�ema semi-discret est d'ordre 4,
ce qui est conforme �a ce que l'on esp�erait.
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Fig. 3.1.31: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale ' = 15 pour les
sch�emas Q2 �Q1 et Q2: les ondes P.
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Fig. 3.1.32: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale ' = 0 pour les
sch�emas Q2 �Q1 et Q2: les ondes S.
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Fig. 3.1.33: L'ordre d'approximation pour K petit.

3.1.4.3 Dispersion du sch�ema Q3 �Q2

Pour ce sch�ema la matrice dIKh(k) a dixhuit valeurs propres. Les deux premi�eres qu'on
notera encore �1h = (!2

h)1 et �2h = (!2
h)2 correspondent aux ondes physiques. Les 16 autres,

qui correspondent �a des ondes parasites, tendent vers l'in�ni quand h tend vers 0. Pour les
valeurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme suivant.

Lemme 3.1.3 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les d�eveloppements limit�es suivants :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1h = j~kj2
 
V 2
p �

�6V 2
p K

6

42525
(1 + e3) +O(K8)

!

�2h = j~kj2
�
V 2
s �

�6V 2
s K

6

42525
(1� e4) +O(K8)

�
e3 = 3 cos2 ' sin2 'cos2(2') � V 2

s

V 2
p

�
1� V 2

s

V 2
p

�
28 cos4 ' sin4 '

e4 = �72 cos4 '(cos2 ' sin2 '� 1)� 25 cos2 ' sin2 '

+
V 4
s

V 4
p

(84 cos6 ' sin2 '+ 28 cos2 ' sin2 '+ 84 cos4 ' sin2 ')

D�emonstration : Celle ci est calculatoire. Nous l'avons men�ee �a l'aide du logiciel MAPLE
(voir annexe B).

Comparaison des vitesses de phase

Sur les �gures suivantes nous pr�esentons les courbes de dispersion pour le sch�ema semi-
discr�etis�e en espace. Comme pour les �el�ements de plus bas degr�e nous pouvons remarquer
que pour ' = 0 la dispersion est la même pour les ondes P et S et elle est ind�ependante du
coe�cient de Poisson �. Pour les autres angles de propagation la dispersion des ondes S est
moins importante que celle des ondes P (ce qui �etait d�ej�a le cas pour les �el�ements d'ordre
moins �elev�e). On constate aussi que comme pour l'�el�ement Q2�Q1 il y a une valeur critique
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Fig. 3.1.34: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l'
�el�ement Q3 �Q2.

du param�etre K �a partir de laquelle la pr�ecision sur la vitesse de phase de ondes P diminue
de fa�con plus importante.

Sur la �gure 3.1.35 suivantes nous pr�esentons les courbes de dispersion obtenues pour le
sch�ema Q3.
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Fig. 3.1.35: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l'
�el�ement Q3.

Comme pour les �el�ements Q2�Q1 et Q2, les courbes de dispersion pour les deux sch�emas
sont tr�es similaires et nous avons une l�egere am�elioration sur la dispersion des ondes S pour
l'�el�ement Q3 �Q2.

Comme pour le sch�ema Q3 �Q2 la dispersion des ondes P est plus signi�cative que celle
des ondes S et pour ' = 0 la dispersion est la même pour les ondes P et S et elle ne d�epend
pas du coe�cient de Poisson �.

La direction de dispersion maximale est la même pour les deux sch�emas et correspond
�a ' = 15 pour les ondes P et �a ' = 0 pour les ondes S. L'erreur maximale induit par la
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dispersion num�erique est pratiquement le même pour les deux sch�emas comme nous pouvons
le remarquer sur les �gures 3.1.36 et 3.1.37.
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Fig. 3.1.36: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale ' = 15 pour les
sch�emas Q3 �Q2 et Q3: les ondes P.

Pour les ondes S ceci se r�esume �a une seul courbe qui est identique pour les deux sch�emas
car l'angle correspondant �a la direction de dispersion maximale est ' = 0 et comme nous
l'avons d�ej�a remarquer pour cette direction de propagation la dispersion ne d�epend pas du
coe�cient de Poisson �.
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Fig. 3.1.37: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale ' = 0 pour les
sch�emas Q3 �Q2 et Q3: les ondes S.

Pour v�eri�er ensuite que le sch�ema est e�ectivement d'ordre 6 nous avons trac�e (comme
pour l'�el�ement Q2�Q1) sur la �gure suivante l'�evolution de �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de
�(logK) pour les petites valeurs de K.
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Fig. 3.1.38: L'ordre de l'approximation pour K petit, sch�ema Q3 �Q2.
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3.1.5 Conclusions

L'�etude de dispersion nous a permis de mettre en evidence un ph�enom�ene de \super-
convergence" en �etablissant que l'erreur de dispersion est en O(h2) pour le sch�ema Q1 �Q0,
en O(h4) pour le sch�ema Q2 � Q1 et en O(h6) pour le sch�ema Q3 � Q2. Ce r�esultat a �et�e
obtenu de fa�con analytique (Lemmes 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3) mais il a �et�e �egalement con�rm�e
par les r�esultats num�eriques. Il est tr�es interessant et ne laisse pas de doute sur l'intêret de
l'utilisation des m�ethodes d'ordre �elev�e. Pour s'en convencre nous proposons ici un cas test :
supossons que nous sommes interess�e par la mod�elisation de la propagation des ondes dans un
milieu �elastique avec � = 0:2 et consid�erons qu'on veut limiter l'erreur de dispersion �a moins
de 1%. Pour �x�e alors le pas de discr�etisation nous allons consulter les courbes de dispersion.
En pratique comme la vitesse des ondes S est inf�erieure �a celle des ondes P, cela consiste �a �x�e
le nombre des points par longueur d'onde S. Nous pr�esentons sur la �gure 3.1.39 les courbes
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Fig. 3.1.39: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes S (�a gauche) et P (�a droite)
entre les sch�emas Q1 � Q0, Q2 � Q1 et Q3 � Q2 pour � = 0:2 et la direction de dispersion
maximale.

des dispersion sur les ondes S et P, correspondant �a � = 0:2 et �a la direction de dispersion
maximale pour les sch�emas Q1�Q0 (' = 0 pour Vs et ' = 45 pour Vp), Q2�Q2 (' = 0 pour
Vs et ' = 15 pour Vp) et Q3 �Q2 (' = 0 pour Vs et ' = 15 pour Vp)).

Comme nous pouvons le constater sur la �gure 3.1.39 pour obtenir un erreur inf�erieur �a
1% il faut prendre

{ 1=0:075 � 13:33 points par longueur d'onde S, si on utilise le sch�ema Q1 �Q0,

{ 1=0:34 � 3 cellules et donc 6 (3 cellules�2 points par cellule) points par longueur d'onde
S, si on utilise le sch�ema Q2 �Q1,

{ 1=0:5 � 2 cellules et donc 6 (2 cellules �3 points par cellule) points par longueur d'onde
S, si on utilise le sch�ema Q3 �Q2.

Pour chaque sch�ema ce nombre des points par longueur d'onde S correspond �a un nombre
des points par longueur d'onde P qui est sup�erieur. Plus pr�ecisement nous avons

{ 22 points (K = 0:045) par longueur d'onde P, pour le sch�ema Q1�Q0,

{ 10 points (K = 0:2) par longueur d'onde P, pour le sch�ema Q2�Q1,

{ 10 points (K = 0:3) par longueur d'onde P, pour le sch�ema Q3�Q2.
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3.2 Le probl�eme tridimensionnel

Sur la �gure 3.1.39 (�a droite) nous avons �egalement tracer (lignes verticales) le nombre de
cellules par longueur d'onde P pour les trois sch�emas. L'intersection de ces courbes avec les
courbes de dispersion nous donne la precision qu'on obtient avec chaque sch�ema sur les ondes
P. Sur cet example nous obtenons (voir �gure 3.1.40) une erreur de 0:4% pour le sch�ema
Q1 � Q0, de 0:1% pour le sch�ema Q2 � Q1 et un erreur d'environs 0:01% pour le sch�ema
Q3 �Q2.
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Fig. 3.1.40: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes P entre les sch�emas Q1�Q0,
Q2 �Q1 et Q3 �Q2 pour � = 0:2 et la direction de dispersion maximale.

3.2 Le probl�eme tridimensionnel

3.2.1 Interpr�etation du sch�ema

Nous allons consid�erer ici un maillage uniforme constitu�e des cubes de cot�e h et nous
allons �ecrire le sch�ema num�erique obtenu avec l'�el�ement �ni de plus bas degr�e. Comme nous
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Fig. 3.2.1: Un maillage uniforme en 3D.

pouvons le constater sur la �gure 3.2.1, il y a p�eriodicit�e de deux types de points : les sommets
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�Etude de dispersion cas �elastique

du maillage index�es par (i; j; k), auxquels sont associ�es les 18 degr�es de libert�e du tenseur de

contraintes et les centres des �el�ements index�es par (i+
1

2
; j+

1

2
; k+

1

2
), auxquels sont associ�es

les 3 degr�es de libert�e de la vitesse. Nous avons repr�esent�e sur la �gure 3.2.2 la num�erotation
des degr�es de libert�e associ�es au tenseurs de contraintes. Les �equations semi-discr�etis�ees en
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Fig. 3.2.2: La num�erotation de d.d.l associ�e au tenseurs de contraintes.

espace qu'on obtient a partir du syst�eme (2.1.24) sont les suivantes :

%
d(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2

dt
=

1

4h

�
(�11)

1
i+1;j;k � (�11)

1
i;j;k + (�11)

2
i+1;j+1;k � (�11)

2
i;j+1;k

�
+

1

4h

�
(�11)

4
i+1;j;k+1 � (�11)

4
i;j;k+1 + (�11)

3
i+1;j+1;k+1 � (�11)

3
i;j+1;k+1

�
+

1

4h

�
(�12)

1
i;j+1;k � (�12)

1
i;j;k + (�12)

1
i+1;j+1;k � (�12)

1
i+1;j;k

�
+

1

4h

�
(�12)

2
i;j+1;k+1 � (�12)

2
i;j;k+1 + (�12)

2
i+1;j+1;k+1 � (�12)

2
i+1;j;k+1

�
+

1

4h

�
(�13)

1
i;j;k+1 � (�13)

1
i;j;k + (�13)

1
i+1;j;k+1 � (�13)

1
i+1;j;k

�
+

1

4h

�
(�13)

2
i;j+1;k+1 � (�13)

2
i;j+1;k + (�13)

2
i+1;j+1;k+1 � (�13)

2
i+1;j+1;k

�

(3.2.1)
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%
d(v2)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2

dt
=

1

4h

�
(�12)

1
i+1;j;k � (�12)

1
i;j;k + (�12)

1
i+1;j+1;k � (�12)

1
i;j+1;k

�
+

1

4h

�
(�12)

2
i+1;j;k+1 � (�12)

2
i;j;k+1 + (�12)

2
i+1;j+1;k+1 � (�12)

2
i;j+1;k+1

�
+

1

4h

�
(�22)

1
i;j+1;k � (�22)

1
i;j;k + (�22)

4
i+1;j+1;k � (�22)

4
i+1;j;k

�
+

1

4h

�
(�22)

2
i;j+1;k+1 � (�22)

2
i;j;k+1 + (�22)

3
i+1;j+1;k+1 � (�22)

3
i+1;j;k+1

�
+

1

4h

�
(�23)

1
i;j;k+1 � (�23)

1
i;j;k + (�23)

1
i;j+1;k+1 � (�23)

1
i;j+1;k

�
+

1

4h

�
(�23)

2
i+1;j;k+1 � (�23)

2
i+1;j;k + (�23)

2
i+1;j+1;k+1 � (�23)

2
i+1;j+1;k

�

(3.2.2)

%
d(v3)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2

dt
=

1

4h

�
(�13)

1
i+1;j;k � (�13)

1
i;j;k + (�13)

2
i+1;j+1;k � (�13)

2
i;j+1;k

�
+

1

4h

�
(�13)

1
i+1;j;k+1 � (�13)

1
i;j;k+1 + (�13)

2
i+1;j+1;k+1 � (�13)

2
i;j+1;k+1

�
+

1

4h

�
(�23)

1
i;j+1;k � (�23)

1
i;j;k + (�23)

2
i+1;j+1;k � (�23)

2
i+1;j;k

�
+

1

4h

�
(�23)

1
i;j+1;k+1 � (�23)

1
i;j;k+1 + (�23)

2
i+1;j+1;k+1 � (�23)

2
i+1;j;k+1

�
+

1

4h

�
(�33)

1
i;j;k+1 � (�33)

1
i;j;k + (�33)

4
i;j+1;k+1 � (�33)

4
i;j+1;k

�
+

1

4h

�
(�33)

2
i+1;j;k+1 � (�33)

2
i+1;j;k + (�33)

3
i+1;j+1;k+1 � (�33)

3
i+1;j+1;k

�

(3.2.3)

Ah
d(�)i;j;k

dt
= BV(3.2.4)

avec (�)i;j;k le vecteur qui contient les 18 composants de � dans l'ordre suivante : d'abord

les 4 composants de
n
(�11)

l
i;j;k

o4
l=1

, ensuite
n
(�22)

l
i;j;k

o4
l=1

,
n
(�33)

l
i;j;k

o4
l=1

,
n
(�12)

l
i;j;k

o2
l=1

,n
(�13)

l
i;j;k

o2
l=1

et
n
(�23)

l
i;j;k

o2
l=1

. La matrice Ah d�epend des coe�cients de la matrice A qui

intervient dans la loi Hooke. Plus pr�ecis�ement si on consid�ere le tenseur des contraintes et le
tenseur des d�eformations sous la forme vectoriel

� = (�11; �22; �33; �23; �13; �12)
t;

" = ("11; "22; "33; 2"23; 2"13; 2"12)
t;

alors A est la matrice qui les relies suivant la Loi de Hooke

A� = "
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Si on note maintenant aij; i; j = 1; ::; 6 les coe�cients de la matrice A (qui est sym�etrique),
Ah est donn�ee par

Ah =

2
66666666666666666666666666664

a11 0 0 0 a12 0 0 a12 a13 a13 0 0 2a16 0 2a15 0 a14 a14
0 a11 0 0 a12 0 0 a12 0 0 a13 a13 2a16 0 0 2a15 a14 a14
0 0 a11 0 0 a12 a12 0 0 0 a13 a13 0 2a16 0 2a15 a14 a14
0 0 0 a11 0 a12 a12 0 a13 a13 0 0 0 2a16 2a15 0 a14 a14
a12 a12 0 0 a22 0 0 0 a23 0 0 a23 2a26 0 a25 a25 2a24 0
0 0 a12 a12 0 a22 0 0 a23 0 0 a23 0 2a26 a25 a25 2a24 0
0 0 a12 a12 0 0 a22 0 0 a23 a23 0 0 2a26 a25 a25 0 2a24
a12 a12 0 0 0 0 0 a22 0 a23 a23 0 2a26 0 a25 a25 0 2a24
a13 0 0 a13 a23 a23 0 0 a33 0 0 0 a36 a36 2a35 0 2a34 0
a13 0 0 a13 0 0 a23 a23 0 a33 0 0 a36 a36 2a35 0 0 2a34
0 a13 a13 0 0 0 a23 a23 0 0 a33 0 a36 a36 0 2a35 0 2a34
0 a13 a13 0 a23 a23 0 0 0 0 0 a33 a36 a36 0 2a35 2a34 0

2a16 2a16 0 0 2a26 0 0 2a26 a36 a36 a36 a36 4a66 0 2a56 2a56 2a46 2a46
0 0 2a16 2a16 0 2a26 2a26 0 a36 a36 a36 a36 0 4a66 2a56 2a56 2a46 2a46

2a15 0 0 2a15 a25 a25 a25 a25 2a35 2a35 0 0 2a56 2a56 4a55 0 2a45 2a45
0 2a15 2a15 0 a25 a25 a25 a25 0 0 2a35 2a35 2a56 2a56 0 4a55 2a45 2a45
a14 a14 a14 a14 2a24 2a24 0 0 2a34 0 0 2a34 2a46 2a46 2a45 2a45 4a44 0
a14 a14 a14 a14 0 0 2a24 2a24 0 2a34 2a34 0 2a46 2a46 2a45 2a45 0 4a44

3
77777777777777777777777777775

Le vecteur BV est d�e�ni par

BV1 =
2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i� 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2

�
BV2 =

2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j� 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i� 1
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;j� 1

2
;k+ 1

2

�
BV3 =

2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j� 1

2
;k� 1

2
� (v1)i� 1

2
;j� 1

2
;k� 1

2

�
BV4 =

2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k� 1

2
� (v1)i� 1

2
;j+ 1

2
;k� 1

2

�
BV5 =

2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i+ 1

2
;j� 1

2
;k+ 1

2

�
BV6 =

2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k� 1

2
� (v1)i+ 1

2
;j� 1

2
;k� 1

2

�
BV7 =

2

h

�
(v1)i� 1

2
;j+ 1

2
;k� 1

2
� (v1)i� 1

2
;j� 1

2
;k� 1

2

�
BV8 =

2

h

�
(v1)i� 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i� 1

2
;j� 1
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;k+ 1

2

�
BV9 =

2
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�
(v1)i+ 1
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;j+ 1
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� (v1)i+ 1
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;k� 1
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2
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2

�
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BV13 =
2

h

�
(v1)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i+ 1

2
;j� 1

2
;k+ 1

2
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2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v1)i� 1
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2
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2
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2
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2

�
+
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�
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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�
+
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h

�
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2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
� (v3)i+ 1

2
;j� 1

2
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2
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2
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2
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2
� (v3)i+ 1

2
;j� 1

2
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2
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BV18 =

2

h

�
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;j+ 1

2
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2
� (v2)i� 1
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2
;k� 1

2
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2
;j� 1
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2
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2
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�
+
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h

�
(v3)i� 1

2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
� (v3)i� 1

2
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2
;k� 1

2

�
Comme dans le cas bidimensionnel on peut �eliminer � dans les �equations (3.2.1), (3.2.2) et
(3.2.3) en utilisant les �equations (3.2.4), on obtient alors un syst�eme du deuxi�eme ordre en
vitesse, qui peut s'�ecrire sous la forme matricielle suivante :

d2V

dt2
= IKhV;(3.2.5)

avec V = (v1; v2; v3) et o�u nous avons not�e par v1, v2 et v3 les suites (v1)i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
,

(v2)i+ 1
2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
et (v3)i+ 1

2
;j+ 1

2
;k+ 1

2
. L'op�erateur IKh apparâ�t ici comme un op�erateur agis-

sant dans l'espace des suites �a trois indices (ici i, j et k) �a valeurs dans IR3 et il est d�e�ni
par

IKh =

2
6666664

V
2

p D
2

1
+ V 2

s (D
2

2
+D2

3
) (V 2

p � V
2

s )D
2

12
(V 2

p � V
2

s )D
2

13

(V 2

p � V
2

s )D
2

12
V

2

p D
2

2
+ V 2

s (D
2

1
+D2

3
) (V 2

p � V
2

s )D
2

23

(V 2

p � V
2

s )D
2

13
(V 2

p � V
2

s )D
2

23
V

2

p D
2

3
+ V 2

s (D
2

1
+D2

2
)

3
7777775

Les op�erateurs
D2
i = D2

i;�;
1 ; i = 1; :::; 3 ;

D2
i = D2

i;�1;�2;
2
; i = 1; :::; 3 ;
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sont des op�erateurs discrets qui approchent les d�eriv�ees continues

d2

dx2i
; i = 1; :::; 3 :

De même
D2
ij = D2

ij;�; i; j = 1; :::; 3; i 6= j ;

approche
d2

dxixj
; i; j = 1; :::; 3; i 6= j :

Avant de d�ecrire ces op�erateurs on peut remarquer que le syst�eme (3.2.5) peut s'interpr�eter
comme un syst�eme de di��erences �nies �a 27 points. En e�et, les �equations (3.2.1), (3.2.2)
et (3.2.3) font intervenir tous les d.d.l pour � qui sont associ�es au cube K? de centre�
i+

1

2
; j +

1

2
; k +

1

2

�
. Ensuite en �eliminant � nous allons faire intervenir dans le syst�eme

(3.2.5) tous les d.d.l pour v associ�es aux cubes qui ont un sommet commun avec le cube K?.
On d�e�nit maintenant les op�erateurs classiques centr�es des di��erences �nies

D2
1f(i; j; k) =

f(i+ 1; j; k) � 2f(i; j; k) + f(i� 1; j; k)

h2
;

D2
2 et D

2
3 sont d�e�nis de la même fa�con en d�erivant dans la direction x2 et x3 respectivement.

Ainsi que

D2
12f(i; j; k) =

f(i+ 1; j + 1; k) + f(i� 1; j � 1; k) � f(i+ 1; j � 1; k) � f(i� 1; j + 1; k)

h2
;

et de même D2
13 et D2

23. On peut alors �ecrire les op�erateurs discrets qui interviennent dans
notre sch�ema sous la forme suivante

D2
1;�;
1f(i; j; k) = �

�
D2

1f(i; j + 1; k) +D2
1f(i; j � 1; k) +D2

1f(i; j; k + 1) +D2
1f(i; j; k � 1)

�
+
1

�
D2

1f(i; j + 1; k + 1) +D2
1f(i; j + 1; k � 1) +D2

1f(i; j � 1; k + 1)

+D2
1f(i; j � 1; k � 1)

�
+ (1� 4�� 4
1)D

2
1f(i; j; k)

D2
2;�;
1f(i; j; k) = �

�
D2

2f(i+ 1; j; k) +D2
2f(i� 1; j; k) +D2

2f(i; j; k + 1) +D2
2f(i; j; k � 1)

�
+
1

�
D2

2f(i+ 1; j; k + 1) +D2
2f(i+ 1; j; k � 1) +D2

2f(i� 1; j; k + 1)

+D2
2f(i� 1; j; k � 1)

�
+ (1� 4�� 4
1)D

2
2f(i; j; k)

D2
3;�;
1f(i; j; k) = �

�
D2

3f(i+ 1; j; k) +D2
3f(i� 1; j; k) +D2

3f(i; j + 1; k) +D2
3f(i; j � 1; k)

�
+
1

�
D2

3f(i+ 1; j + 1; k) +D2
3f(i+ 1; j � 1; k) +D2

3f(i� 1; j + 1; k)

+D2
3f(i� 1; j � 1; k)

�
+ (1� 4�� 4
1)D

2
3f(i; j; k)

D2
12;�f(i; j; k) = �

�
D2

12f(i; j; k + 1) +D2
12f(i; j; k � 1)

�
+ (1� 2�)D2

12f(i; j; k)

D2
13;�f(i; j; k) = �

�
D2

13f(i; j + 1; k) +D2
13f(i; j � 1; k)

�
+ (1� 2�)D2

13f(i; j; k)

D2
23;�f(i; j; k) = �

�
D2

23f(i+ 1; j; k) +D2
23f(i� 1; j; k)

�
+ (1� 2�)D2

23f(i; j; k)
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Les op�erateurs D2
i;�1;�2;
2

; i = 1; :::; 3 d�ependent de la quantit�e qu'on d�erive et on peut remar-

quer dans la d�e�nition de la matrice IKh que nous avons des termes du type D2
i;�1;�2;
2

Vj ; i; j =

1; :::; 3; i 6= j. On d�e�nit D2
2;�1;�2;
2

V1(i; j; k) de la fa�con suivante

D2
2;�1;�2;
2V1(i; j; k) = �1

�
D2

2V1(i+ 1; j; k) +D2
2V1(i� 1; j; k)

�
+�2

�
D2

2V1(i; j; k + 1) +D2
2V1(i; j; k � 1)

�
+
2

�
D2

2V1(i+ 1; j; k + 1) +D2
2V1(i+ 1; j; k � 1) +D2

2V1(i� 1; j; k + 1)

+D2
2V1(i� 1; j; k � 1)

�
+ (1� 2�1 � 2�2 � 4
2)D

2
2V1(i; j; k)

on peut remarquer que la di��erence par rapport �a l'op�erateur D2
2;�;
1

est que au lieu de mettre
le même poids aux points (i+1; j; k), (i� 1; j; k), (i; j +1; k) et (i; j � 1; k) nous avons utilis�e
le poids �1 pour (i + 1; j; k), (i � 1; j; k) et le poids �2 pour (i; j + 1; k), (i; j � 1; k). En fait
pour cet op�erateur on met �1 dans la direction de la composante de la vitesse qu'on d�erive.
De la même fa�con on a

D2
2;�1;�2;
2V3(i; j; k) = �2

�
D2

2V3(i+ 1; j; k) +D2
2V3(i� 1; j; k)

�
+�1

�
D2

2V3(i; j; k + 1) +D2
2V3(i; j; k � 1)

�
+
2

�
D2

2V3(i+ 1; j; k + 1) +D2
2V3(i+ 1; j; k � 1) +D2

2V3(i� 1; j; k + 1)

+D2
2V3(i� 1; j; k � 1)

�
+ (1� 2�1 � 2�2 � 4
2)D

2
2V3(i; j; k)

Les autres op�erateurs D2
j;�1;�2;
2

se d�erivent �a partir des op�erateurs D2
2;�;
1 en suivant exacte-

ment le même principe et donc nous ne les d�etaillons pas ici.

Une classe g�en�eral de sch�emas d'ordre 2

Comme dans le cas bidimensionnel on peut remarquer que le syst�eme (3.2.5) d�ecrit une
classe g�en�erale de sch�emas num�eriques d'ordre 2, d�ependant des param�etres positifs �, �1,
�2, 
1, 
2 et � avec 0 � � + 
1 � 1=4, 0 � �1 + �2 + 2
2 � 1=2 et 0 � � � 1=4. Plus
particuli�erement pour :

� � = �1 = �2 = 
1 = 
2 = � = 0 on retrouve le sch�ema des di��erences �nies.

� � = �1 = �2 =
1

9
; 
1 = 
2 =

1

36
et � =

1

6
on retrouve le sch�ema des �el�ements �nis Q1.

� � =
(V 2

p � 2V 2
s )

2

8V 2
p (V

2
p � V 2

s )
; �1 =

1

4
; �2 = 0; 
1 = �

(V 2
p � 2V 2

s )

2V 2
p

; 
2 = 0 et � = 2� on retrouve

notre sch�ema.

Remarque 3.2.1

1. Il est important de remarquer que pour le nouveau sch�ema les param�etres �, 
1 et �
d�ependent du coe�cient de Poisson � et donc du milieu �elastique consid�er�e. Comme dans
le cas 2D on peut dire qu'il s'agit d'un sch�ema qui s'adapte au milieu de propagation.
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�Etude de dispersion cas �elastique

2. Le syst�eme (3.2.5) est une approximation des �equations de l'�elastodynamique �ecrit en
d�eplacement :

d2U

dt2
= IKU

avec

IK =

266666666664

V 2
p

d2

dx21
+ V 2

s (
d2

dx22
+

d2

dx23
) (V 2

p � V 2
s )

d2

dx1dx2
(V 2

p � V 2
s )

d2

dx1dx3

(V 2
p � V 2

s )
d2

dx1dx2
V 2
p

d2

dx22
+ V 2

s (
d2

dx21
+

d2

dx23
) (V 2

p � V 2
s )

d2

dx2dx3

(V 2
p � V 2

s )
d2

dx1dx3
(V 2

p � V 2
s )

d2

dx2dx3
V 2
p

d2

dx23
+ V 2

s (
d2

dx21
+

d2

dx22
)

377777777775
3.2.2 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel

Comme pour le probl�eme bidimensionnel nous commen�cons par quelques rappels concer-
nant le probl�eme continu. Dans ce cas, l'analyse de dispersion est l'�etude de solutions parti-
culi�eres de la forme

U = Uo exp {(~k � ~x� !t); Uo 2 IR3; ~k 2 IR3; ! 2 IR;

Cette relation d�e�nie de fa�con g�en�erale une onde plane U de vecteur d'onde ~k se propageant
avec la vitesse de phase !=j~kj. On rep�erera ici, les composantes du vecteur d'onde ~k par
rapport aux deux angles ' et � selon les expressions :

k1 = j~kj cos(') sin(�); k2 = j~kj sin(') sin(�); k3 = j~kj cos(�)

Pour que U soit solution de l'�equation de l'�elastodynamique la relation suivante appel�ee

k

θ
x

x

k

k1

k2

3

x

2

1

3

ϕ

Fig. 3.2.3: Repr�esentation de ~k.

relation de dispersion doit être v�eri��ee :

!2Uo = bIK(k) Uo; k = (k1; k2; k3)
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3.2 Le probl�eme tridimensionnel

o�u la matrice bIK(k) est donn�ee par
bIK(k) =

266664
V 2
p k

2
1 + V 2

s (k
2
2 + k23) (V 2

p � V 2
s )k1k2 (V 2

p � V 2
s )k1k3

(V 2
p � V 2

s )k1k2 V 2
p k

2
2 + V 2

s (k
2
1 + k23) (V 2

p � V 2
s )k2k3

(V 2
p � V 2

s )k1k3 (V 2
p � V 2

s )k2k3 V 2
p k

2
3 + V 2

s (k
2
1 + k22)

377775 :

L'�equation (3.1.10) implique que !2 est une valeur propre de bIK(k) et Uo le vecteur propre
associ�e. Un simple calcul montre que les trois valeurs propres de bIK(k) sont donn�ees par

!2
1 = V 2

p j~kj; U1
o = (k1; k2; k3);

!2
2 = V 2

s j~kj; U2
o ? U1

o ; U
2
o ? U3

o ;

!2
3 = V 2

s j~kj; U3
o ? U1

o ; U
3
o ? U2

o :

La premi�ere valeur propre (!2
1) correspond �a une onde de pression qui se propage dans la

direction donn�ee par le vecteur propre U1
o ,

U1
o = (� cos(') cos(�);� sin(') cos(�); cos(�)):

La deuxi�eme valeur propre (!2
2) = (!2

3) est une valeur propre double. Ceci implique que les
deux ondes planes S se propagent avec la même vitesse Vs mais dans deux directions di��erentes
donn�ees par les vecteurs propres U2

o et U3
o (avec U3

o ? U2
o ). On distingue les deux ondes de

cisaillement par leur direction de propagation. On appellera SH (polarisation horizontale)
l'onde associ�ee au vecteur propre U2

o ,

U2
o = (� sin(');� cos('); 0);

et SV (polarisation verticale) l'onde associ�ee au vecteur propre U3
o ,

U3
o = (� cos(') cos(�);� sin(') cos(�); cos(�)):

Nous avons illustr�e les trois directions de propagation (pour les ondes P, SH et SV) sur la
�gure (3.2.4).

SH

x

x

k1

x

2

1

3

ϕ

θ

PSV

Fig. 3.2.4: Repr�esentation de trois directions de propagation pour les ondes P, SH et SV.
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�Etude de dispersion cas �elastique

Comme pour le probl�eme bidimensionnel les vitesses de phase Vp et Vs sont ind�ependantes
de la fr�equence ! : l'�equation de l'�elastodynamique est non dispersive. Cependant ceci n'est
plus vraie dans le cas des probl�emes semi-discrets et discrets. De plus, dans ce cas nous
avons trois valeurs propres distinctes. Ceci implique, en particulier, que les vitesses de phase
correspondant aux ondes de cisaillement sont dans ce cas di��erentes, même si elles tendent
toutes les deux vers la vitesse Vs (continue) quand h tend vers z�ero. Comme nous allons le
voir les courbes de dispersion ne sont pas les mêmes pour les ondes SH et SV.

Pour analyser l'erreur de dispersion num�erique nous allons utiliser, comme dans le cas
bidimensionnel, l'�ecriture du sch�ema un maillage r�egulier. Dans ce cas, chaque cellule du
maillage, not�e

[ih; (i + 1)h] � [jh; (j + 1)h];�[kh; (k + 1)h]; (i; j; k) 2 Z 3;

contient un noeud caract�eristique I = (i; j; k) (voir section 3.2.1) auquel est associ�e un vecteur
UI 2 C 3. Le probl�eme semi-discret s'�ecrit alors sous la forme

d2

dt2
Uh + IKhUh = 0;

o�u Uh = (UI)I2Z 3 est une suite �a triple indice I(= (i; j; k)) �a valeurs dans C 3 et IKh repr�e-
sente un op�erateur agissant dans cet espace des suites. Nous pouvons ensuite introduire Th
l'op�erateur de translation qui associe �a UI le vecteur UI+1 (correspondant ici �a Ui+1;j+1;k+1),
et nous obtenons, comme pour le probl�eme en 2D, que Th commute avec IKh

ThIKh = IKhTh:

Ceci justi�e de rechercher des solutions du probl�eme semi-discret sous la forme

UI = Uo exp {(~k � ~xI � !t); Uo 2 C 3; (~k; ~xI) 2 IR3 � IR3; ! 2 IR

avec ~xI = (ih; jh; kh). Cette relation d�e�nit de fa�con g�en�erale une onde plane num�erique, pour
que cette onde soit solution du probl�eme semi-discretis�e en espace la relation de dispersion
suivante doit être v�eri��ee

!2
hUh =

dIKh(k)Uh:

Pour l'�el�ement �ni Q1 �Q0, la matrice dIKh(k) est une matrice sym�etrique 3� 3 avec :

dIKh[1; 1] =
1

h2
�
4V 2

p X1(1� 4(�+ 2
1)(X2 +X3) + 16
1X2X3)

+4V 2
s X2(1� 4(�1 + 2
2)X1 � 4(�2 + 2
2)X3 + 16
2X1X3)

+4V 2
s X3(1� 4(�1 + 2
2)X1 � 4(�2 + 2
2)X2 + 16
2X1X2)

�(3.2.6)

dIKh[2; 2] =
1

h2
�
4V 2

p X2(1� 4(�+ 2
1)(X1 +X3) + 16
1X1X3)

+4V 2
s X1(1� 4(�1 + 2
2)X2 � 4(�2 + 2
2)X3 + 16
2X2X3)

+4V 2
s X3(1� 4(�1 + 2
2)X2 � 4(�2 + 2
2)X1 + 16
2X1X2)

�(3.2.7)
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dIKh[3; 3] =
1

h2
�
4V 2

p X3(1� 4(�+ 2
1)(X1 +X2) + 16
1X1X2)

+4V 2
s X1(1� 4(�1 + 2
2)X3 � 4(�2 + 2
2)X2 + 16
2X2X3)

+4V 2
s X2(1� 4(�1 + 2
2)X3 � 4(�2 + 2
2)X1 + 16
2X1X3)

�(3.2.8)

dIKh[1; 2] =
V 2
p � V 2

s

h2
4
p
X1

p
1�X1

p
X2

p
1�X2(1� 4�X3)

dIKh[1; 3] =
V 2
p � V 2

s

h2
4
p
X1

p
1�X1

p
X3

p
1�X3(1� 4�X2)

dIKh[2; 3] =
V 2
p � V 2

s

h2
4
p
X2

p
1�X2

p
X3

p
1�X3(1� 4�X1)

(3.2.9)

avec

X1 = sin2
�
k1h

2

�
X2 = sin2

�
k2h

2

�
X3 = sin2

�
k3h

2

�
Comme dans le cas bidimensionnel soit

!h

j~kj la vitesse de phase num�erique, on introduit les

param�etres adimensionnels suivants :

qp =
(!h)1

j~kjVp
q1s =

(!h)2

j~kjVs
q2s =

(!h)3

j~kjVs
o�u qp(resp. q

j
s; j = 1; 2) est le rapport entre la vitesse de phase num�erique et la vitesse de

phase continue pour les ondes P(resp. S) qui d�ependent des param�etres K (d�e�ni de la même
fa�con qu'en 2D), �, ' et du coe�cient de Poisson �.

Lemme 3.2.1 Les valeurs propres �ih = (!2
h)i, i = 1; :::; 3 admettent les d�eveloppements limit�es

suivants : 8>>>><>>>>:
�1h = j~kj2 �V 2

p +O(K2)
�

�2h = j~kj2 �V 2
s +O(K2)

�
�3h = j~kj2 �V 2

s +O(K2)
�

D�emonstration : Celle ci est calculatoire. Nous l'avons men�ee �a l'aide du logiciel MAPLE
(voir annexe C).
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Fig. 3.2.5: Courbes de dispersion pour les vitesses des ondes P et S et pour tous les sch�emas
num�eriques, pour � = 0

Comme dans le cas bidimensionnel nous allons comparer ici les courbes de dispersion obte-
nues pour les trois sch�emas di��erents : nouveau sch�ema (en vert), sch�ema des �el�ements �nis
Q1 (en bleu) et sch�ema des di��erences �nis (en rouge). Nous avons remarqu�e que pour � = 0
les valeurs propres de la matrice bIKh(k) se simpli�ent, dans ce cas on a :

qp = q1s = q2s = sin(�K)=(�K):

Et ceci pour tous les sch�emas (c.�a.d DF , Q1 et le nouveau). Donc, les courbes de dispersion
sont les mêmes pour tous les angles ' et pour tout �. Nous repr�esentons ces courbes sur la
�gure 3.2.5. Ensuite nous repr�esentons sur les �gures 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8 et 3.2.9 les courbes de
dispersion pour chaque sch�ema en fonction de K pour di��erentes valeurs de ' et de � et pour
l'angle � qui correspond �a la direction de dispersion maximale pour chaque sch�ema.

Interpr�etation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que le sch�ema de di��erences �nies pr�esente une dispersion inf�erieure �a celle obtenue avec le
nouveau sch�ema qui �a son tour est moins dispersif que le sch�ema des �el�ements �nis Q1. Dans
le tableau suivant nous avons repr�esent�e la direction de propagation la moins privil�egi�ee pour
chaque sch�ema

Vp � N Q1 DF

0.1 45 45 0
' = 0 0.2 45 45 0

0.3 45 45 0
0.4 45 45 0

Vp � N Q1 DF

0.1 45 45 0
' = 15 0.2 45 45 0

0.3 45 45 0
0.4 45 45 0

Vp � N Q1 DF

0.1 30 45 0
' = 30 0.2 30 45 0

0.3 45 45 0
0.4 45 45 0

Vp � N Q1 DF

0.1 30 45 0
' = 45 0.2 30 45 0

0.3 45 45 0
0.4 45 45 0

En ce qui concerne les ondes de Cisaillement (SV et SH), le nouveau sch�ema pr�esente en
g�en�eral la même dispersion que le sch�ema des di��erences �nies et il est meilleur que le sch�ema
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Fig. 3.2.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:1
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Fig. 3.2.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:2
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Fig. 3.2.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:3
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Fig. 3.2.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:4
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3.2 Le probl�eme tridimensionnel

de �el�ements �nis Q1 �a la seule exception des courbes de dispersion pour les ondes SH corres-
pondant �a � = 0:4. Dans ce dernier cas le nouveau sch�ema pr�esente la même dispersion que
le sch�ema Q1 est il est meilleur que le sch�ema des DF . Dans le tableau suivant nous avons
repr�esent�e la direction de propagation la moins privil�egi�ee pour chaque sch�ema

V 1
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 0 0.2 0 0 0

0.3 0 0 0
0.4 0 0 45

V 1
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 15 0.2 0 45 0

0.3 0 0 0
0.4 0 0 45

V 1
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 30 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 0 45

V 2
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 45 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 0 0

V 2
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 0 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 45 0

V 2
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 15 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 45 0

V 2
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 30 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 45 0

V 2
s � N Q1 DF

0.1 0 45 0
' = 45 0.2 0 45 0

0.3 0 45 0
0.4 0 45 0

Pour conclure nous avons repr�esent�e sur les �gures 3.2.2, 3.2.2 et 3.2.2 les courbes de dispersion
en fonction de K pour di��erentes valeurs � et aux angles '� � qui correspond �a la direction
de dispersion maximale pour chaque sch�ema.
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Fig. 3.2.10: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes
P.
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Fig. 3.2.11: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes
SV.
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Fig. 3.2.12: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes
SH.
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Deuxi�eme partie

Discr�etisation en temps
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Chapitre 4

Analyse de stabilit�e

4.1 Introduction - G�en�eralit�es.

Dans les chapitres pr�ec�edents, nous nous sommes int�eress�es au probl�eme semi-discr�etis�e
en espace. Ce probl�eme s'�ecrit de fa�con g�en�erale sous la forme suivante : trouver (�h; Vh) 2
L2(0; T ; (IRN1))� L2(0; T ; (IRN2)) tels que8>><>>:

M�
d�h

dt
+ IBT

hVh = 0

Mv
dVh
dt

+ IBh�h = 0

(4.1.1)

o�u nous avons not�e �h = (�1; :::;�N1) et Vh = (V1; :::; VN2 ) les coordonn�ees des fonctions �h
et vh respectivement sur les bases BN1 = f�IgN1

I=1 (avec N1 = dimXh
sym) et BN2 = fwIgN2

I=1

(avec N2 = dimMh) des espaces Xh
sym et Mh correspondant aux �el�ements �nis Qk+1 �Qk.

Les matrices M�, Mv et IBh sont d�e�nies par

(i) (M�)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))d2 ; 1 � I; J � N1;

(ii) (Mv)I;J = (%wI ; wJ )(L2(
))d ; 1 � I; J � N2;

(iii) (IBh)I;J = (wI ;div�J)(L2(
))d ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;

d �etant la dimension du probl�eme et IBT
h d�esignant la transpos�ee de la matrice IBh. Comme

nous l'avons d�ej�a montr�e, la condensation de masse nous permet d'�eliminer les inconnues
associ�ees au tenseur des contraintes, et r�e�ecrire le syst�eme (4.1.1) sous la forme �equivalente
suivante:

Mv
d2Vh
dt2

+KhVh = 0(4.1.2)

avec
Kh = IBhM

�1
� IBt

h:

Il nous reste maintenant �a d�e�nir la discr�etisation en temps. Le plus simple consiste �a utiliser
le sch�ema classique saute mouton avec 3 pas de temps

Mv
V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+KhV

n
h = 0;(4.1.3)
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Analyse de stabilit�e

o�u �t repr�esente le pas de discr�etisation en temps. Il s'agit d'un sch�ema d'ordre 2 en temps.
Nous allons montrer que l'analyse de stabilit�e nous permet de choisir un pas en temps qui
est proportionnel au pas de discr�etisation en espace, ce qui implique, en particulier, que la
pr�ecision du sch�ema est en O(h2) globalement. De fa�con �equivalente on peut discr�etiser le
syst�eme du premi�ere ordre en temps (4.1.1), comme il suit8>>><>>>:

M�
�
n+1=2
h � �

n�1=2
h

�t
+ IBT

hV
n
h = 0

Mv
V n+1
h � V n

h

�t
+ IBh�

n+1=2
h = 0

(4.1.4)

Il est alors facile de montrer que les syst�emes (4.1.3) et (4.1.4) sont �equivalents.
Dans ce qui suit, nous allons nous int�eresser �a la discr�etisation en temps du syst�eme

(4.1.2), car d'une part il ne fait intervenir que les inconnues associ�ees �a la vitesse (il est donc
moins cher du point de vue stockage), d'autre part il est plus facile de d�e�nir des sch�emas
d'ordre �elev�e en temps pour ce syst�eme. Ce dernier point est d'autant plus important dans
le cas des �el�ements �nis d'ordre �elev�e. En e�et, nous avons montr�e que sur des maillages
r�eguliers nous avons des erreurs de dispersion en espace en O(h4) (resp. O(h6)) pour les
�el�ements Q2 � Q1 (resp. Q3 � Q2). Il est donc naturel, d'utiliser dans ce cas des sch�emas
d'ordre �elev�e en temps �egalement. Pour ce faire, nous allons utiliser l'approche de l'�equation
modi��ee (d�ecrite dans [44, 53, 109]), qui nous permet de conserver un sch�ema stable �a 3 pas
de temps. Plus pr�ecis�ement cela consiste �a utiliser un sch�ema d'ordre �elev�e en temps d�e�ni
de fa�con g�en�erale par

Mv
V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+KhV

n
h � 2

k�1X
l=1

(�1)l+1 �t2l

(2l + 2)!
K l+1
h V n

h = 0:(4.1.5)

Il s'agit d'un sch�ema d'ordre 2k en temps (cf. [109]). En pratique nous n'allons utiliser que
les sch�emas d'ordre 4 et 6 d�e�nis par (4.1.5) pour k = 2 et k = 3 respectivement. Nous avons
alors,

Mv
V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+Kh

�
V n
h �

�t2

12
KhV

n
h

�
= 0(4.1.6)

pour k = 2 et

Mv
V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+Kh

�
V n
h �

�t2

12
Kh

�
V n
h �

�t2

30
KhV

n
h

� �
= 0(4.1.7)

pour k = 3.
Une analyse importante pour l'impl�ementation des sch�emas num�eriques est l'analyse de

stabilit�e car il est bien connu que les sch�emas explicites d�ependent d'une condition de stabilit�e.
Pour mener cette analyse nous consid�erons comme dans le chapitre 3 le probl�eme dans un
milieu homog�ene in�nie. Nous avons vu (cf. chapitre 3), que dans ce cas, le probl�eme semi-
discret s'�ecrit sous la forme

d2Uh
dt2

+ IKhUh = 0

o�u Uh = (UI)I2Z d (avec d = 2; 3, la dimension du probl�eme) est une suite �a double indice (o�u

triple en 3D), �a valeurs dans IRd(l+1)d , (l = 0; 1; 2 �etant l'ordre des �el�ements �nis consid�er�es),
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4.1 Introduction - G�en�eralit�es.

et o�u IKh repr�esente un op�erateur agissant dans cet espace des suites. De même le probl�eme
discr�etis�e en temps (pour le sch�ema d'ordre 2 par example), s'�ecrit,

Un+1
h � 2Un

h + Un�1
h

�t2
+ IKhU

n
h = 0(4.1.8)

Nous nous int�eressons ici �a la stabilit�e L2 de ce sch�ema. Plus pr�ecis�ement, introduisons
l2h(IR

d(l+1)d) l'espace des suites de carr�e sommable. Nous munissons l2h de la norme,

kUn
h k def

= (Un
h ; U

n
h ) =

X
I2Z d

hdjUI j2;

avec jUI j la norme usuel dans IRd(l+1)d . La stabilit�e du sch�ema (4.1.8) �equivaut �a montrer
des estimations uniformes sur kUn

h k. Pour ce faire, il est classique d'utiliser des techniques
d'�energie. On montre que,

En+1=2
h = En�1=2

h = ::: = E1=2h(4.1.9)

o�u l'�energie discr�ete est d�e�nie par,

En+1=2
h =

1

2

 




Un+1
h � Un

h

�t






+ (IKhU
n+1
h ; Un

h )

!
qui est bien etendu un �equivalent de l'�energie continue. Pour obtenir (4.1.9), rappelons qu'il

su�t de multiplier scalairement (4.1.8) par
Un+1
h � Un

h

�t
et d'utiliser ensuite les �equations du

sch�ema.
Une fois qu'on a obtenu la conservation de l'�energie discr�ete, on peut alors en deduire la

stabilit�e du sch�ema si on montre que cette �energie est une forme quadratique positive. Nous
omettons ici les calculs qui sont classiques (cf. [10]). On obtient que le sch�ema (4.1.8) est
stable si et seulement si

�t2kIKhk
4

� 1;

o�u par d�e�nition la norme kIKhk est don�ee par

kIKhk = sup
Uh2l

2
h

(IKhUh; Uh)

kUhk :

De même pour les autres sch�emas de discr�etisation en temps (ordre 4 et 6), on peut montrer
(cf. [109]) qu'ils sont stables si et seulement si,

{ Sch�ema d'ordre 4 (4.1.6),
�t2kIKhk

4
� 3

{ Sch�ema d'ordre 6 (4.1.7),

�t2kIKhk
4

� 5 + 3
p
5� 3

p
25

2

On obtient alors une expression explicite de la condition de stabilit�e si on est capable de
calculer kIKhk. Dans le cas de l'�el�ement de plus bas degr�e et pour des maillages r�eguliers nous
avons e�ectuer ce calcul analytiquement en utilisant une analyse de Fourier disct�ete. Pour les
sch�emas d'ordre sup�erieur nous avons calcul�e kIKhk num�eriquement.
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Analyse de stabilit�e

4.2 Stabilit�e de la classe g�en�erale des sch�emas d'ordre 2 en

dimension 2.

La condition de stabilit�e pour le sch�ema de saute mouton est :

�t2 kIKhk
4

� 1

Nous allons ici calculer kIKhk pour la classe g�en�erale des sch�emas d�e�nie par (3.1.8). Pour ce
faire, nous utiliserons une analyse de Fourier discr�ete. Nous allons donner ici seulement les
�etapes principales de la m�ethode, pour plus de d�etails nous renvoyons le lecteur �a [10].

Introduisons Fh : l2h(IR
2) 7! Ch =

�
L2
h
��
2
;
�

2

i�2
la transform�ee de Fourier discr�ete, qui

�a Uh = (UI)I2Z 2 = (Ui;j)(i;j)2Z 2 associ�e cUh(k) d�e�nie par,
cUh(k) = L2 � lim

1

2�

X
i;j

h2Ui;j exp�i(k1ih+ k2jh);

o�u L2�lim signi�e la convergence de la s�erie au sens de L2. Nous d�e�nisson ensuite l'op�erateurdIKh comme la transform�ee de IKh par Fh,dIKh = Fh � IKh � F�1
h :

Il est alors facile de voir que nous avons,

kIKhk = kdIKhk;
Fh �etant un isomorphisme, isom�etrique. De plus, pour tout vecteur k = (k1; k2), on peut
montrer que nous avons la relation matricielle suivante,hdIKh

cUhi (k) =dIKh(k)cUh(k);
o�udIKh(k) est ici une matrice 2�2 hermitienne. Plus pr�ecis�ement elle coincide avec la matricedIKh(k) d�e�nie au paragraphe 3.1.4. Pour calculer alors




dIKh




, on utilise le r�esultat classique

suivant (cf. [10]), 


dIKh




 = sup
k




dIKh(k)



 :

Calculer ce sup revient �a calculer le maximum de la plus grande valeur propre de la matricedIKh(k). Soient �1;2(X1;X2) les deux valeurs propres de dIKh(k), il s'agit de calculer le

max
(X1;X2)2[0;1]2

�1;2(X1; X2):

Calcul des valeurs propres de dIKh(k)

Les valeurs propres de dIKh(k) sont les racines du polynôme caract�eristique suivant :

s2 � Ps+Q = 0(4.2.1)

avec :

� P =dIKh[1; 1] +dIKh[2; 2]
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4.2 Stabilit�e de la classe g�en�erale des sch�emas d'ordre 2 en dimension 2.

� Q =dIKh[1; 1]dIKh[2; 2] �dIKh[1; 2]
2

On prouve alors, le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.2.1 Soit � la plus grande valeur propre de dIKh(k), son maximum se trouve soit
sur les bords du carr�e [0; 1]2 soit sur la diagonale X1 = X2.

D�emonstration.
On peut distanguer deux cas, soit le maximum se trouve sur les bords du carr�e [0; 1]2

soit �a l'int�erieur. Si on suppose que le maximum est atteint en un point int�erieur du carr�e
(X1; X2), alors ce point annule le gradient, c'est �a dire :

@�

@X1
= 0 et

@�

@X2
= 0(4.2.2)

Introduisons ensuite,

IP(X1;X2) = �2(X1;X2)� P�(X1;X2) +Q;

par d�e�nition de la valeur propre on a,

IP(X1;X2) = 0 8(X1;X2);

et donc,

@IP

@X1
= 0 et

@IP

@X2
= 0:(4.2.3)

Par ailleurs
@IP

@X1
= 2�

@�

@X1
� @P

@X1
�� P

@�

@X1
+

@Q

@X1
;

d'o�u

@P

@X1
� =

@Q

@X1
;(4.2.4)

et
@IP

@X2
= 2�

@�

@X2
� @P

@X2
�� P

@�

@X2
+

@Q

@X2
;

d'o�u

@P

@X2
� =

@Q

@X2
:(4.2.5)

En combinant les �equations (4.2.4) et (4.2.5) on obtient,

@P

@X2

@Q

@X2
� @P

@X1

@Q

@X1
= 0:(4.2.6)

En utilisant maintenant la d�e�nition de P et Q, on a�dIKh[2; 2] �dIKh[1; 1]
� @dIKh[1; 1]

@X1

@dIKh[2; 2]

@X2
� @dIKh[1; 1]

@X2

@dIKh[2; 2]

@X1

!
=

@dIKh[1; 2]
2

@X1

@P

@X2
� @dIKh[1; 2]

2

@X2

@P

@X1
:

(4.2.7)
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Un simple calcul montre alors que (4.2.7) se r�e�ecrit :

(V 2
p � V 2

s )
2(X2�X1)

�
V 2
p + V 2

s � 4(�V 2
p + �V 2

s )(X1 +X2)
�
=

(V 2
p � V 2

s )
2(X2�X1)

�
(V 2

p + V 2
s )(1�X1 �X2) + 2X1X2(V

2
p + V 2

s � 4(�V 2
p + �V 2

s )
�

ou encore,

(V 2
p � V 2

s )
2(X1 �X2)((1 � 4�)V 2

p + (1� 4�)V 2
s )(X1 +X2 � 2X1X2) = 0(4.2.8)

avec (X1+X2�2X1X2) 6= 0 �a l'int�erieur du carr�e [0; 1]2, ce qui montre qu'on a n�ecessairement
X1 = X2.

Calcul du maximum des valeurs propres dans le carr�e [0; 1] � [0; 1]
Apr�es quelques calculs pr�eliminaires on trouve les racines du polynôme caract�eristique qui
sont donn�ees par la relation suivante en fonction de (X1; X2),

�1;2(X1;X2) =
2

h2
�
(V 2

p + V 2
s )(X1 +X2)� 8(�V 2

p + �V 2
s )X1X2

�
� 2

h2
(V 2

p � V 2
s )
q
(X1 �X2)2 + 4(X1 �X2

1 )(X2 �X2
2 ):

(4.2.9)

Nous pouvons remarquer que �1;2 sont r�eels, la plus grande correspond au signe + et on a

�(X1;X2) = �(X2; X1):(4.2.10)

Nous allons d'abord regarder le max
(X1;X2)2[0;1]2

�1;2 aux bords du carr�e [0; 1]2. Selon (4.2.10), il

su�t de regarder le max sur les bords X1 = 0 et X1 = 1.

� Pour X1 = 0, X2 2 [0; 1], on a � =
4

h2
V 2
p X2 et donc

max
X1=0; X22[0;1]

�1;2 = �1;2(0; 1) =
4

h2
V 2
p :

� Pour X1 = 1, X2 2 [0; 1], on a

� =
4

h2
�
V 2
p + (V 2

s � 4(�V 2
p + �V 2

s )X2

�
;

dans ce cas le max
X1=1; X22[0;1]

�1;2 d�epend des valeurs des param�etres � et � :

1. Pour
1

4
� � � 1

2
et � 2 [0;

1

2
] on a,

max
X1=1; X22[0;1]

�1;2 = �1;2(1; 0) =
4

h2
V 2
p :

2. Pour 0 < � <
1

4
et 0 < � < (

1

4
� �)

V 2
s

V 2
p

on a,

max
X1=1; X22[0;1]

�1;2 = �1;2(1; 1) =
4

h2
�
(1� 4�)V 2

p + (1� 4�)V 2
s

�
>

4

h2
V 2
p :
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3. Pour 0 < � <
1

4
et (

1

4
� �)

V 2
s

V 2
p

� � � 1

2
on a,

max
X1=1; X22[0;1]

�1;2 = �1;2(1; 0) =
4

h2
V 2
p :

�A l'int�erieur du carr�e on a :

1. Pour
1

4
� � � 1

2
et � 2 [0;

1

2
],

max
(X1; X2)2]0;1[2

�1;2 =
4

h2
V 4
p

(1 + 4�)V 2
p + (4� � 1)V 2

s

� 4

h2
V 2
p :

2. Pour 0 � � <
1

4
et (

1

4
� �)

V 2
s

V 2
p

� � � 1

2
on a,

max
(X1; X2)2]0;1[2

�1;2 =
4

h2
V 4
p

(1 + 4�)V 2
p + (4� � 1)V 2

s

� 4

h2
V 2
p :

3. Pour 0 � � <
1

4
et 0 < � < (

1

4
� �)

V 2
s

V 2
p

on n'a pas de maximum �a l'int�erieur.

Nous pouvons r�esumer l'�etude du max
(X1; X2)2[0;1]2

�1;2 sur la �gure 4.2.1.

���
���
���
���

���
���
���
���

= 
V 

V 2

2
1/2

I

s

p

 (1/4 -    ) βα

β

α

II
1/4  

1/2  

Fig. 4.2.1: Domaines de stabilit�e I et II d�e�nis en fonction des param�etres � et �

� Dans le domaine I:

max
[0;1]2

��;�(X1;X2) = ��;�(1; 1) =
4

h2
�
V 2
p + V 2

s � 4(�V 2
p + �V 2

s )
�
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� Dans le domaine II:

max
[0;1]2

��;�(X1;X2) = ��;�(1; 0) =
4

h2
V 2
p

Remarque 4.2.1

� Pour les di��erences �nies (� = � = 0) on se trouve dans le domaine I:
4

h2
(V 2

p + V 2
s )

� Pour les �el�ements �nis Q1 (� = � =
1

6
) et le nouvel �el�ement (� =

(V 2
p � 2V 2

s )
2

4V 4
p

, � =
1

4
)

on se trouve dans le domaine II:
4

h2
V 2
p

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x

Q1, Q1-Q0
DF

Fig. 4.2.2: Les fonctions fi = �iCFLVp pour les trois sch�emas en fonction du rapport x =
V 2
s

V 2
p

.

On peut �nalement d�e�nir le coe�cient de stabilit�e pour les trois sch�emas. On r�e�ecrit la
condition de stabilit�e sous la forme

�t � �CFLh; �CFL =
2h

kdIKh(k)k1=2
:

Nous avons alors :

{ �DF
CFL =

1q
V 2
p + V 2

s

pour le sch�ema des di��erences �nies.

{ �Q1

CFL = �Q1�Q0

CFL =
1

Vp
pour le sch�ema des �el�ements �nis Q1 et Q1 �Q0.
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4.3 Stabilit�e des sch�emas Q2 �Q1 et Q3 �Q2.

Pour les trois sch�emas on peut r�e�ecrire le coe�cient de stabilit�e sous la forme

�iCFL =
1

Vp
fi(x); i = DF; Q1; Q1 �Q0; x =

V 2
s

V 2
p

:

Nous avons illustr�e les fonctions fi pour les trois sch�emas en fonction du rapport V 2
s =V

2
p sur

la �gure 4.2.2.

Remarque 4.2.2 Du point de vue du temps de calcul, le sch�ema des di��erences �nies est
donc plus cher que les deux autres sch�emas. En e�et, la condition de stabilit�e implique que
pour un pas de discr�etisation en espace h �x�e, le plus grand pas de discr�etisation en temps pour
le sch�ema des DF est plus petit ou �egal �a celui des sch�emas Q1 et Q1�Q0. Ceci entrâ�ne, en
particulier, que pour une simulation en temps (t 2 [0; T ]), le calcul num�erique avec le sch�ema
des di��erences �nies n�ecessitera un nombre d'it�erations en temps plus important (soit Nit le
nombre d'it�erations, alors on a Nit = T=�t). Le surcoût est z�ero pour Vp = Vs et atteint la
valeur maximale (' 20%) pour Vs =

p
2Vp.

4.3 Stabilit�e des sch�emas Q2 �Q1 et Q3 �Q2.

En utilisant la même technique que pr�ec�edement, nous pouvons montrer que, pour avoir
une expression explicite de la condition de stabilit�e, il su�t de calculer

max
i;k

k�ik ;

�i �etant les valeurs propres de la matrice



dIKh(k)




 (avec i = 1; :::; 8 pour l'�el�ement Q2 �
Q1 et i = 1; :::; 18 pour l'�el�ement Q3 � Q2). Pour ces sch�emas nous avons men�e ce calcul
num�eriquement. Plus pr�ecis�ement nous avons observ�e que, comme pour l'�el�ement �ni de plus
bas degr�e, la condition de stabilit�e du sch�ema est ind�ependante de Vs. Pour ce qui est de sa
d�ependance en Vp, on constate que le produit du coe�cient de stabilit�e avec Vp reste constant.
Nous avons alors les r�esultats suivants

{ Pour le sch�ema Q2 �Q1

� et le sch�ema d'ordre 2 en temps :

�t � 0:391 h

Vp

� et le sch�ema d'ordre 4 en temps :

�t � 0:391
p
3 h

Vp
ou �t � 0:677 h

Vp

{ Pour le sch�ema Q3 �Q2

� et le sch�ema d'ordre 2 en temps :

�t � 0:195 h

Vp
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� et le sch�ema d'ordre 4 en temps :

�t � 0:195
p
3 h

Vp
ou �t � 0:337 h

Vp

� et le sch�ema d'ordre 6 en temps :

�t �
s

5 + 3
p
5� 3

p
25

2

0:195 h

Vp
ou �t � 0:268 h

Vp

Les r�esultats pour le sch�ema Q2 �Q1 ont �et�e obtenus par Imedni Farid dans le cadre de son
stage de DEA ([71]).

4.4 Stabilit�e des sch�emas Q2 et Q3.

Dans le chapitre 3 nous avons comparer en termes de dispersion les sch�emas Qk+1�Qk avec
leur concurrents naturels : les sch�emas correspondant �a la m�ethode d'�el�ements �nis Qk+1 avec
int�egration num�erique. Pour avoir une comparaison plus compl�ete entre les deux m�ethodes
nous avons calcul�e �egalement (num�eriquement) le coe�cient de stabilit�e de sch�emas Qk+1,
pour k = 1; 2. Comme pour les sch�emas Qk+1�Qk, on constate que le coe�cient de stabilit�e
des sch�emas Qk+1 est ind�ependant de Vs et son produit avec Vp reste constant. Nous avons
obtenu dans ce cas les r�esultats suivants

{ Pour le sch�ema Q2

� et le sch�ema d'ordre 2 en temps :

�t � 0:390 h

Vp

� et le sch�ema d'ordre 4 en temps :

�t � 0:390
p
3 h

Vp
ou �t � 0:675 h

Vp

{ Pour le sch�ema Q3

� et le sch�ema d'ordre 2 en temps :

�t � 0:193 h

Vp

� et le sch�ema d'ordre 4 en temps :

�t � 0:193
p
3 h

Vp
ou �t � 0:334 h

Vp

� et le sch�ema d'ordre 6 en temps :

�t �
s

5 + 3
p
5� 3

p
25

2

0:193 h

Vp
ou �t � 0:265 h

Vp
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Nous pouvons remarquer que les coe�cients de stabilit�e sont presque identiques pour les
deux m�ethodes. De plus, nous avons vu dans le chapitre 3 que les courbes de dispersion
pour les sch�emas semi discrets sont tr�es similaires �egalement. De ce fait, nous conlcuons que
du point de vue de la dispersion num�erique les deux m�ethodes presentent en comportement
similaire. Dans le chapitre suivant, concacr�e �a l'analyse de dispersion des sch�emas discrets
nous presentons seulement les r�esultats pour la m�ethode des �el�ements �nis mixtes Qk+1�Qk

pour k = 1; 2.

4.5 Analyse de stabilit�e, le probl�eme tridimensionnel.

Nous allons mener ici une analyse de stabilit�e pour le probl�eme tridimensionnel dans le cas
des sch�emas des di��erences �nies, des �el�ements �nis Q1 et Q1 �Q0. La condition de stabilit�e
pour ces sch�emas s'�ecrit sous la forme

�t2kIKhk
4

� 1:(4.5.1)

Comme pour le probl�eme bidimensionnel, pour calculer kIKhk on utilise la transform�ee de
Fourier discr�ete. L'�etude de stabilit�e revient alors �a chercher le maximum des valeurs propres
(not�ees �i; i = 1; ::3) de la matrice cIK0(k) = h2dIKh(k) sur le cube [0; 1] � [0; 1] � [0; 1]. La

matricedIKh(k) est d�e�nie dans ce cas par (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8 et (3.2.9)) et elle d�epend des

param�etres �, �1, �2, 
1, 
2 et �. On peut remarquer que, la matrice cIK0(k) �etant sym�etrique
par rapport aux variables X1, X2 et X3, il su�t de trouver le maximum de valeurs propres
pour X1 2 [0; 1]; X2 � X1 et X3 � X2.

4.5.1 R�esultat G�en�eral.

Les valeurs propres de cIK0(k) sont les racines du polynôme caract�eristique suivant :

s3 + Ps2 +Qs+R = 0

avec :

� P = �(bk1;1 + bk2;2 + bk3;3)
� Q = bk1;1bk2;2 + bk1;1bk3;3 + bk2;2bk3;3 � bk21;2 � bk21;3 � bk22;3
� R = bk1;1bk22;3 + bk2;2bk21;3 + bk3;3bk21;2 � bk1;1bk2;2bk3;3 � 2bk1;2bk1;3bk2;3

o�u on a not�e par bki;j ; i; j = 1; :::; 3 le coe�cients de la matrice cIK0(k). Si on suppose que
le maximum est atteint en un point int�erieur du cube (X1; X2;X3), alors ce point annule le
gradient, c'est �a dire :

@�

@X1
= 0;

@�

@X2
= 0 et

@�

@X3
= 0(4.5.2)

Si on pose

IP(X1;X2; X3) = �3(X1; X2; X3) + P�2(X1; X2;X3) +Q�(X1; X2; X3) +R
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par d�e�nition de la valeur propre on a

IP(X1;X2;X3) = 0 8(X1;X2;X3)

et
@IP

@X1
= 0;

@IP

@X2
= 0 et

@IP

@X3
= 0

Par ailleurs

@IP

@X1
= 3�2

@�

@X1
+

@P

@X1
�2 + 2P

@�

@X1
�+Q

@�

@X1
+

@Q

@X1
�+

@R

@X1

d'o�u
@P

@X1
�2 +

@Q

@X1
�+

@R

@X1
= 0

De la même fa�con on obtient

@P

@X2
�2 +

@Q

@X2
�+

@R

@X2
= 0

et
@P

@X3
�2 +

@Q

@X3
�+

@R

@X3
= 0

En combinant les trois derni�eres �equations on obtient�
@Q

@X2

@P

@X1
� @Q

@X1

@P

@X2

�
�2 =

�
@Q

@X2

@R

@X1
� @Q

@X1

@R

@X2

�
�
@Q

@X3

@P

@X1
� @Q

@X1

@P

@X3

�
�2 =

�
@Q

@X3

@R

@X1
� @Q

@X1

@R

@X3

�
�
@Q

@X2

@P

@X3
� @Q

@X3

@P

@X2

�
�2 =

�
@Q

@X2

@R

@X3
� @Q

@X3

@R

@X2

�
d'o�u �

@Q

@X2

@P

@X1
� @Q

@X1

@P

@X2

��
@Q

@X3

@R

@X1
� @Q

@X1

@R

@X3

�
=

�
@Q

@X3

@P

@X1
� @Q

@X1

@P

@X3

��
@Q

@X2

@R

@X1
� @Q

@X1

@R

@X2

�
et �

@Q

@X2

@P

@X1
� @Q

@X1

@P

@X2

��
@Q

@X2

@R

@X3
� @Q

@X3

@R

@X2

�
=

�
@Q

@X2

@P

@X3
� @Q

@X3

@P

@X2

��
@Q

@X2

@R

@X1
� @Q

@X1

@R

@X2

�
Pour les sch�emas des di��erences �nies, des �el�ements �nis Q1 et Q1 � Q0, nous avons r�e�ecrit
�a l'aide du logiciel MAPLE, les deux derni�eres �equations sous la forme suivante :

(X1 �X2)(X1 �X3)(X2 �X3)P1(X1; X2;X3) = 0(4.5.3)
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et

(X1 �X2)(X1 �X3)(X2 �X3)P2(X1; X2;X3) = 0(4.5.4)

o�u P1(X1;X2;X3) et P2(X1;X2;X3) sont deux polynômes de degr�e huit avec des coe�cients
qui d�ependent de param�etres �, �1, �2, 
1, 
2, � et �. Donc si le maximum se trouve �a
l'int�erieur du cube, on peut distinguer le cas suivants :

{ soit il est sur la diagonale X1 = X2 = X3,

{ soit sur le carr�e X1 = X2 2 [0; 1]; X3 2 [0; 1]

{ soit sur une des surfaces suivantes :

X1 = X2; P2(X1; X2;X3) = 0

X1 = X2; P1(X1; X2;X3) = 0

X1 = X3; P2(X1; X2;X3) = 0

X1 = X3; P1(X1; X2;X3) = 0

X3 = X2; P2(X1; X2;X3) = 0

X3 = X2; P1(X1; X2;X3) = 0

Nous allons maintenant �xer les param�etres �, �1, �2, 
1, 
2 et � pour obtenir les trois sch�emas
qui nous int�eressent et nous menons l'analyse de stabilit�e pour chacun de ces sch�emas.

4.5.2 Le sch�ema des di��erences �nies.

Dans ce cas nous avons

� = �1 = �2 = 
1 = 
2 = � = 0:

On sait que le maximum des valeurs propres se trouve soit sur les bords du cube [0; 1]3 soit
�a l'int�erieur. On commence notre �etude en cherchant le maximum sur les bords.

4.5.2.1 Les sommets du cube.

{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35
et donc max

(0;0;0)
(�i)

3
i=1 = 0

{ Pour le sommet X1 = 1, X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p ; �2 = �3 = 4V 2

s

et donc max
(1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p
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{ Pour le sommet X1 = X2 = 1, X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 8V 2
s ; �2 = �3 = 4(V 2

p + V 2
s )

et donc max
(1;1;0)

(�i)
3
i=1 = 4(V 2

p + V 2
s ) � 4V 2

p

{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = �2 = �3 = 4(V 2
p + 2V 2

s )

et donc max
(1;1;1)

(�i)
3
i=1 = 4(V 2

p + 2V 2
s ) � 4(V 2

p + V 2
s )

4.5.2.2 Les arêtes du cube.

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p X1; �2 = �3 = 4V 2

s X1

et donc max
(X1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4(V 2
p X1 + V 2

s ); �2 = �3 = 4(V 2
p + V 2

s X1)

et donc max
(X1;1;0)

(�i)
3
i=1 = 4(V 2

p + V 2
s )

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4(V 2
p X1 + 2V 2

s ); �2 = �3 = 4(V 2
p + V 2

s (1 +X1))

et donc max
(X1;1;1)

(�i)
3
i=1 = 4(V 2

p + 2V 2
s )

4.5.2.3 Les faces du cube.

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 0 on trouve

�1 = 4V 2
s (X1 +X2);

�2 = 4(V 2
p X1X2 + V 2

s (X1 +X2 �X1X2));

�3 = 4(V 2
s X1X2 + V 2

p (X1 +X2 �X1X2));
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et donc
max

(X1;X2)2[0;1]2;X3=0)
(�i)

3
i=1 = 4(V 2

p + V 2
s )

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 1 on trouve

�1 = 4(V 2
p + V 2

s (X1 +X2));

�2 = 4(V 2
p X1X2 + V 2

s (1 +X1 +X2 �X1X2));

�3 = 4(V 2
s (1 +X1X2) + V 2

p (X1 +X2 �X1X2));

et donc
max

(X1;X2)2[0;1]2;X3=1)
(�i)

3
i=1 = 4(V 2

p + 2V 2
s )

D'apr�es les calculs pr�ec�edents le maximum au bord du cube est atteint au sommet (1; 1; 1)
est il est �egal �a

max
bord

(�i)
3
i=1 = 4(V 2

p + 2V 2
s ):

4.5.2.4 L'int�erieur du cube.

Nous avons montr�e que si le maximum se trouve �a l'int�erieur du cube alors les �equations
(4.5.3) et (4.5.4) doivent être v�eri��ees. Comme les calculs deviennent assez fastidieux, avant
d'essayer de trouver le maximum �a l'int�erieur analytiquement, nous l'avons calcul�e num�erique-
ment. Ce calcul nous a indiqu�e que le maximum se trouve sur la diagonaleX1 = X2 = X3 = X,
nous allons donc examiner seulement ce cas. Les valeurs propres de la matrice cIK0(k) sont
donn�ees par :

�1 = 4V 2
p X(3� 2X(1 � x))

�2 = �3 = 4V 2
p X(3x+X(1� x))

avec x =
V 2
s

V 2
p

2 [0; 1=2]

on a
�1 � �2 = 12V 2

p X(1�X)(1 � x) > 0

et donc il faut chercher le maximum de �1 qui est r�ealis�e �a l'int�erieur si :

@�1
@X

= 0 et
@2�1
@X2

� 0

La premi�ere �equation nous donne

X? =
3

4(1� x)
2 [0; 1]; 8x 2 [0; 1=2]

et on a
@2�1
@X2

(X = X?) = �16V 2
p (1 � x) < 0; 8x 2 [0; 1=2]
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Le maximum est alors donn�e par

max
(X1=X2=X32[0;1])

(�i)
3
i=1 =

9V 4
p

2(V 2
p � V 2

s )
> 4(V 2

p + 2V 2
s ):

Pour le sch�ema des di��erences �nies le maximum est atteint �a l'int�erieur du cube, au point

X1 = X2 = X3 =
3V 2

p

4(V 2
p � V 2

s )
et il est �egal �a

max
[0;1]3

(�DF
i )3i=1 =

9V 4
p

2(V 2
p � V 2

s )

4.5.3 Le sch�ema des �el�ements �nis Q1.

Dans ce cas nous avons

� = �1 = �2 =
1

9
; 
1 = 
2 =

1

36
et � =

1

6
:

On commence notre �etude en cherchant le maximum sur les bords.

4.5.3.1 Les sommets du cube.

{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35
et donc max

(0;0;0)
(�i)

3
i=1 = 0

{ Pour le sommet X1 = 1, X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p ; �2 = �3 = 4V 2

s

et donc max
(1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour le sommet X1 = X2 = 1, X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 8

3
V 2
s ; �2 = �3 =

4

3
(V 2

p + V 2
s )

et donc max
(1;1;0)

(�i)
3
i=1 =

4

3
(V 2

p + V 2
s ) < 4V 2

p
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{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = �2 = �3 =
4

9
(V 2

p + 2V 2
s )

et donc max
(1;1;1)

(�i)
3
i=1 =

4

9
(V 2

p + 2V 2
s ) < 4V 2

p

4.5.3.2 Les arêtes du cube.

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p X1; �2 = �3 = 4V 2

s X1

et donc max
(X1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35
avec

�1 =
4

3
V 2
p X1 + 4V 2

s

�
1� 2

3
X1

�
;

�2 =
4

3
V 2
s X1 + 4V 2

p

�
1� 2

3
X1

�
;

�3 = 4V 2
s

�
1� X1

3

�
;

et
�3 < �1 < �2:

Il est alors facile de voir que max
(X1;1;0)

(�2) = 4V 2
p , d'o�u

max
(X1;1;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35
avec

�1 =
4

9
V 2
p X1 +

8

3
V 2
s

�
1� 2

3
X1

�
; �2 = �3 =

4

3
V 2
p

�
1� 2

3
X1

�
+

4

3
V 2
s

�
1� X1

3

�
et �1 < �2: On alors max

(X1;1;1)
(�2) =

4

3
(V 2

p + V 2
s ) et donc

max
(X1;1;1)

(�i)
3
i=1 =

4

3
(V 2

p + V 2
s )
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4.5.3.3 Les faces du cube.

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 0 on trouve

�1 = 4V 2
s

�
X1 +X2 � 4

3
X1X2

�
;

�2 = 4V 2
p

�
X1 +X2 � 5

3
X1X2

�
+

4

3
V 2
s X1X2;

�3 =
4

3
V 2
p X1X2 + 4V 2

s

�
X1 +X2 � 5

3
X1X2

�
;

avec
�1 < �3 < �2:

On regarde alors le maximum de �2. Un simple calcul montre qu'il est �egal �a

max
X1;X2;0

(�2) =
12V 4

p

5V 2
p � V 2

s

;

et il est atteint au point

X1 = X2 =
3V 2

p

5V 2
p � V 2

s

2 [0; 1]:

Donc,

max
X1;X2;0

(�i)
3
i=1 =

12V 4
p

5V 2
p � V 2

s

< 4V 2
p

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 1 on trouve

�1 =
4

9
V 2
p X1X2 +

4

9
V 2
s (9� 3X1 � 3X2 �X1X2);

�2 =
4

9
V 2
p (3X1 + 3X2 � 5X1X2) +

4

9
V 2
s (9� 6X1 � 6X2 + 5X1X2);

�3 =
4

9
V 2
p (9� 6X1 � 6X2 + 4X1X2) +

4

9
V 2
s (3X1 + 3X2 � 4X1X2);

avec
�1 < �2 < �3:

La valeur propre �3 n'admet pas de maximum �a l'int�erieur de cette face et on a

max
X1;X2;1

(�2) = �2(0; 0; 1) = 4V 2
p ;

d'o�u on obtient
max

X1;X2;1
(�i)

3
i=1 = 4V 2

p

D'apr�es les calculs pr�ec�edents le maximum au bord du cube est atteint au sommet (1; 0; 0) et
il est �egal �a

max
bord

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p :
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4.5.3.4 L'int�erieur du cube.

Comme pour le sch�ema des di��erences �nies avant d'essayer de trouver le maximum �a
l'int�erieur analytiquement, nous l'avons calcul�e num�eriquement. Ce calcul nous a indiqu�e que
le maximum se trouve au sommet (1; 0; 0) du cube et il est �egal �a 4V 2

p . Donc dans ce cas nous
ne continuons pas notre �etude analytique �a l'int�erieur du cube.

Pour le sch�ema des �el�ements �nis Q1 le maximum est atteint au sommet (1; 0; 0) du cube et
il est �egal �a

max
[0;1]3

(�Q1

i )3i=1 = 4V 2
p

4.5.4 Le sch�ema de l'�el�ement �ni Q1 �Q0.

Dans ce cas nous avons

� =
(V 2

p � 2V 2
s )

2

8V 2
p (V

2
p � V 2

s )
; �1 =

1

4
; �2 = 0; 
1 = �

(V 2
p � 2V 2

s )

2V 2
p

; 
2 = 0 et � = 2�

On commence notre �etude en cherchant le maximum sur les bords.

4.5.4.1 Les sommets du cube.

{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35
et donc max

(0;0;0)
(�i)

3
i=1 = 0

{ Pour le sommet X1 = 1, X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p ; �2 = �3 = 4V 2

s

et donc max
(1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour le sommet X1 = X2 = 1, X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = �2 = 16V 2
s

V 2
p � V 2

s

V 2
p

; �3 = 8V 2
s

et donc max
(1;1;0)

(�i)
3
i=1 = 16V 2

s

V 2
p � V 2

s

V 2
p

� 4V 2
p
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{ Pour le sommet X1 = X2 = X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = �2 = �3 =
4V 2

s (3V
2
p � 4V 2

s )

V 2
p � V 2

s

et donc max
(1;1;1)

(�i)
3
i=1 =

4V 2
s (3V

2
p � 4V 2

s )

V 2
p � V 2

s

< 4V 2
p

4.5.4.2 Les arêtes du cube.

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 ; �1 = 4V 2
p X1; �2 = �3 = 4V 2

s X1

et donc max
(X1;0;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 0 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35
avec

�1 =
4V 2

s (V
2
p (1 + 3X1)� 4X1V

2
s )

V 2
p

;

�2 = 4
V 4
p + 4X1V

2
p V

2
s � 4X1V

4
s �X1V

4
p

V 2
p

;

�3 = 4V 2
s (1 +X1);

et
�3 < �1 < �2:

Il est alors facile de voir que max
(X1;1;0)

(�2) = 4V 2
p , d'o�u

max
(X1;1;0)

(�i)
3
i=1 = 4V 2

p

{ Pour X1 2 [0; 1], X2 = 1 et X3 = 1 on a

cIK0(k) =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35
avec

�1 =
4V 2

s (X1V
2
p � 2X1V

2
s + 2V 2

p � 2V 2
s )

V 2
p � V 2

s

;

�2 = �3 =
4V 2

s (4V
2
p �X1V

4
p + 4X1V

2
p V

2
s � 8V 2

p V
2
s � 4X1V

4
s + 4V 4

s )

V 2
p (V

2
p � V 2

s )
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et �1 < �2: On a alors
max

(X1;1;1)
(�i)

3
i=1 = �2 � 4V 2

p

4.5.4.3 Les faces du cube.

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 0 on trouve

�1 = 4V 2
s (X1 +X2);

�2 = 4
V 4
p (X1 +X2 � 2X1X2) + 4V 2

s X1X2(V
2
p � V 2

s )

V 2
p

;

�3 = 4V 2
s

V 2
p (X1 +X2 + 2X1X2)� 4X1X2V

2
s

V 2
p

;

avec
�1 < �3 < �2:

On regarde alors le maximum de �2. Un simple calcul montre qu' il est �egal �a

max
X1;X2;0

(�2) =
2V 6

p

V 4
p � 2V 2

p V
2
s + 2V 4

s

;

et il est atteint au point

X1 = X2 =
V 4
p

2(V 4
p � 2V 2

p V
2
s + 2V 4

s )
2 [0; 1]:

Donc,

max
X1;X2;0

(�i)
3
i=1 =

2V 6
p

V 4
p � 2V 2

p V
2
s + 2V 4

s

< 4V 2
p

{ Pour (X1;X2) 2 [0; 1]2, X3 = 1 les calculs deviennent assez complexes, et donc nous
allons donner ici seulement les r�esultats. �A l'aide du logiciel MAPLE nous avons obtenu

max
X1;X2;1

(�i)
3
i=1 = �max;b = V 2

p x
69� 209x+ 208x2 � 64x3

5� 12x+ 8x2

avec x = V 2
s =V

2
p 2 [0; 1=2] et il est atteint au point

X1 = X2 =
(7� 8x)(1 � x)

2(5� 12x+ 8x2)
:

On distingue maintenant les cas suivants :

(i) Pour x < xb on a �max;b < 4V 2
p

(ii) Pour x = xb on a �max;b = 4V 2
p

(iii) Pour x > xb on a �max;b > 4V 2
p

avec

xb =
13�p41

16
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D'apr�es les calculs pr�ec�edents le maximum au bord du cube est donn�e par l'expression suivante

max
bord

(�i)
3
i=1 =

8>>><>>>:
4V 2

p si
V 2
s

V 2
p

� 13�p41
16

V 2
s (69V

6
p � 209V 4

p V
2
s + 208V 2

p V
4
s � 64V 6

s )

V 2
p (5V

4
p � 12V 2

p V
2
s + 8V 4

s )
sinon

4.5.4.4 L'int�erieur du cube.

Comme pour les sch�emas pr�ec�edents avant d'essayer de trouver le maximum �a l'int�erieur
analytiquement, nous l'avons calcul�e num�eriquement. Ce calcul nous a indiqu�e que le maxi-
mum se trouve sur la diagonale X1 = X2 = X3 = X. Les calculs �etant assez complexes nous
pr�esentons ici seulement les r�esultats. �A l'aide du logiciel MAPLE nous avons obtenu

max
X1=X2=X3

(�i)
3
i=1 = �max;i =

8V 2
p (6� 22x+ 32x2 � 16x3 � y)

27(�28x2 + 16x3 � 3 + 16x)2
�

(128x5 � 384x4 + 336x3 � 68x2 + 8yx2 � 8yx� 30x+ 3y + 9)

(4.5.5)

o�u y et x sont donn�ees par

y =
p
472x2 � 93x� 1204x3 + 1584x4 + 9� 1024x5 + 256x6; x = V 2

s =V
2
p 2 [0; 1=2]

et il est atteint au point

X1 = X2 = X3 =
44x� 12� 64x2 + 32x3 + 2y

2(�9 + 48x� 84x2 + 48x3)

(7� 8x)(1 � x)

2(5 � 12x + 8x2)
;

En plus, on a
�max;i > �max;b; 8x 2 [0; 1=2]

et
(i) Pour x < xi on a �max;i < 4V 2

p

(ii) Pour x = xi on a �max;i = 4V 2
p

(iii) Pour x > xi on a �max;i > 4V 2
p

avec
xi = 0:3351380813

Pour le nouveau sch�ema le maximum est donn�e par l'expression suivante

max
[0;1]3

(�Ni )
3
i=1 =

8><>: 4V 2
p si

V 2
s

V 2
p

� xi

�max;i sinon

o�u �max;i est donn�e par (4.5.5).
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On peut maintenant d�e�nir le coe�cient de stabilit�e pour les trois sch�emas. On r�e�ecrit la
condition de stabilit�e (4.5.1) sous la forme

�t � �CFLh; �CFL =
2

kcIK0(k)k1=2
:

Nous avons alors :

{ �DF
CFL =

2
p
2

3Vp

s
1� V 2

s

V 2
p

pour le sch�ema des di��erences �nies.

{ �Q1

CFL =
1

Vp
pour le sch�ema des �el�ements �nis Q1.

{ �Q1�Q0

CFL =

8>>><>>>:
1

Vp
si
V 2
s

V 2
p

� xi

2p
�max;i

sinon

pour le sch�ema des �el�ements �nis Q1 �Q0.

Comme dans le cas du probl�eme bidimensionnel on peut r�e�ecrire le coe�cient de stabilit�e
sous la forme

�iCFL =
1

Vp
fi(x); i = DF; Q1; Q1 �Q0; x =

V 2
s

V 2
p

:

Pour conclure nous pr�esentons sur la �gure 4.5.1 les fonctions fi pour les trois sch�emas en
fonction du rapport V 2

s =V
2
p .

DF

Q1

Q1-Q0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x

Fig. 4.5.1: Les fonctions fi = �iCFLVp pour les trois sch�emas en fonction du rapport x =
V 2
s

V 2
p

.

Remarque 4.5.1 On peut remarquer, que comme pour les sch�emas en dimension 2, du point
de vue du temps de calcul, le sch�ema des di��erences �nies est plus cher que les deux autres
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sch�emas. Dans ce cas, le surcoût est plus important qu'en dimension 2 et il varie en fonction
du rapport V 2

s =V
2
p entre 5% et 35%. De même, comme le coe�cient de stabilit�e pour le sch�ema

Q1 �Q0 est, pour certaines valeurs de V 2
s =V

2
p , plus petit que celui du sch�ema Q1, le sch�ema

Q1 � Q0 devient l�eg�erement plus cher que le sch�ema Q1. Cependant, la di��erence du coût
entre les deux sch�emas est toujours plus petite o�u �egale �a 5%.
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Chapitre 5

Analyse de dispersion pour les

sch�emas discrets

Nous allons mener ici l'analyse de dispersion num�erique pour les di��erents sch�emas de�nis
aux chapitres pr�ec�edents. Cette analyse nous permettra de comparer notre m�ethode avec des
m�ethodes num�eriques d�ej�a existantes.

5.1 G�en�eralit�es

Rappelons tout d'abord les di��erents sch�emas de discr�etisation en temps.

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+ Sh(�t)V

n
h = 0

o�u

� Sh(�t) = Kh pour le sch�ema d'ordre 2

� Sh(�t) = Kh[Id� �t2

12
Kh] pour le sch�ema d'ordre 4

� Sh(�t) = KhfId� �t2

12
Kh[Id� �t2

30
Kh]g pour le sch�ema d'ordre 6

(5.1.1)

Comme dans le cas semi-discret, nous n'allons consid�erer, dans ce qui suit, que la dispersion
des ondes non parasites. La relation de dispersion, pour que l'�equation (5.1.1) soit satisfaite
pour une onde plane est

4

�t2
sin2(

�t

2
(!h)i) = �ih(k;�t); i = 1; d(5.1.2)

avec d (= 2 ou 3) la dimension du probl�eme consid�er�e et o�u �ih; i = 1; d sont d�e�nies pour
chaque sch�ema par les relations suivantes

� pour l'ordre 2
�ih(k;�t) = �ih; i = 1; d

� pour l'ordre 4
�ih(k;�t) = �ih �

�t2

12

�
�ih
�2
; i = 1; d
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� pour l'ordre 6
�ih(k;�t) = �ih �

�t2

12

�
�ih
�2

+
�t4

360

�
�ih
�3
; i = 1; d

o�u �ih; i = 1; d sont les valeurs propres de la matricedIKh(k) correspondant aux ondes planes
physiques. Comme dans le cas du probl�eme semi discret nous introduisons en dimension 2 les
vitesses de phase adimensionnelles qp et qs, qui d�ependent des param�etres K, ', � (d�e�nis

dans le paragraphe 3.1.4) et � =
�t

h
. Pour l'ordre 2 en temps, on a

qp =
1

��KVp
arcsin

�
�

2

q
�1h

�
qs =

1

��KVs
arcsin

�
�

2

q
�2h

�(5.1.3)

Pour l'ordre 4 en temps, on a

qp =
1

��KVp
arcsin

 
�

2

r
(�1h �

�2

12
(�1h)

2)

!

qs =
1

��KVs
arcsin

 
�

2

r
(�2h �

�2

12
(�2h)

2)

!(5.1.4)

Pour l'ordre 6 en temps, on a

qp =
1

��KVp
arcsin

 
�

2

r
(�1h �

�2

12
(�1h)

2 +
�4

360
(�1h)

3)

!

qs =
1

��KVs
arcsin

 
�

2

r
(�2h �

�2

12
(�2h)

2 +
�4

360
(�2h)

3)

!(5.1.5)

En dimension 3, nous allons n'�etudier que le sch�ema d'ordre 2 en temps, on introduit donc,

qp =
1

��KVp
arcsin

�
�

2

q
�1h

�
q1s =

1

��KVs
arcsin

�
�

2

q
�2h

�
q2s =

1

��KVs
arcsin

�
�

2

q
�3h

�
qui d�ependent des param�etres K, �, ', � et �. Nous allons maintenant visualiser la dispersion
num�erique.

5.2 Dispersion num�erique pour les sch�emas Q1, Q1�Q0 et DF.

Sur les �gures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
sch�emas di��erents : nouveau sch�ema (EF Q1�Q0) (en vert), sch�ema des �el�ements �nis Q1 (en
bleu) et sch�ema des di��erences �nis (en rouge). Pour obtenir les courbes suivantes nous avons
utilis�e comme � le coe�cient de stabilit�e des di��erents sch�emas. Ce qui correspond au choix
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qu'on fait en pratique quand on impl�emente les sch�emas pour avoir le pas de discr�etisation en

temps le plus grand possible. Plus pr�ecis�ement nous avons � =
1

Vp
pour le nouveau sch�ema

et le sch�ema des �el�ements �nis Q1 et � =
1q

V 2
p + V 2

s

pour le sch�emas des di��erences �nis.

Nous avons remarqu�e par ailleurs que pour tous les sch�emas les courbes de dispersion sont
monotones par rapport au param�etre �. Ce qui implique que dans le cas o�u les courbes de
dispersion sont inf�erieures �a 1 on obtient les meilleurs r�esultats pour la plus grande valeur de
� (dans le cas contraire, quand � augmente, la courbe de dispersion se d�eplace vers le haut
et donc s'�eloigne de l'unit�e).
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Fig. 5.2.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discr�etisation
d'ordre 2 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 5.2.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discr�etisation
d'ordre 2 en temps, avec � = 0:2
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Fig. 5.2.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discr�etisation
d'ordre 2 en temps, avec � = 0:3
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Fig. 5.2.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discr�etisation
d'ordre 2 en temps, avec � = 0:4
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5.2 Dispersion num�erique pour les sch�emas Q1, Q1 �Q0 et DF.

Sur la �gure 5.2.5 nous pr�esentons (pour chaque valeur de �) la courbe de dispersion
correspondant �a la direction la moins privil�egi�ee pour chaque sch�ema.
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Fig. 5.2.5: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les di��erents
sch�emas: les ondes P (en haut), les ondes S (en bas).

Interpr�etation des courbes

1. La direction de propagation la moins privil�egi�ee pour chaque sch�ema est la même que
dans le cas du probl�eme semi-discret.

2. Pour toutes les valeurs de � et de ' le sch�ema des �el�ements �nis Q1 �Q0 pr�esente une
dispersion inf�erieure ou �egale �a celle du sch�ema des �el�ements �nis Q1.

3. Par rapport au sch�ema des di��erences �nies les r�esultats sont mitig�es: Pour les ondes
P, pour � � 0:3 le sch�ema de DF est meilleure que le sch�ema Q1 �Q0, tandis que pour
� < 0:3 le sch�ema Q1�Q0 a une dispersion inf�erieure ou �egale �a celle du sch�ema des DF.
En ce qui concerne les ondes S la dispersion du sch�ema Q1 �Q0 est toujours inf�erieure
(ou �egale) �a celle du sch�ema DF. Il faut noter ici, que le calcul ne se fait pas au même
coût, car le pas de discr�etisation en temps n'est pas le même pour les deux sch�emas. En
fait, le sch�ema des di��erences �nies est plus cher.

4. Comme Vs � Vp, c'est la courbe de dispersion pour les ondes S qui d�e�nit le nombre de
points par longueur d'onde que nous devrions prendre pour avoir une pr�ecision donn�ee.
Ce qui rend le sch�ema Q1 �Q0 plus int�eressant.
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5.3 �El�ement �ni Q2 �Q1.

Sur les �gures suivantes nous pr�esentons les courbes de dispersion obtenues pour le sch�ema
Q2�Q1 dans les cas d'une discr�etisation d'ordre 2 (Figures 5.3.1 �a 5.3.4) et 4 en temps (Figures
5.3.5 �a 5.3.8) pour di��erentes valeurs du coe�cient de Poisson �. Pour chaque valeur de '
et de � on pr�esente trois courbes de dispersion correspondant �a des valeurs de � = �t=h
di��erentes. Plus pr�ecis�ement pour � = �CFL (en vert), � = �CFL=2 (en bleu) et � = �CFL=3
(en rouge).
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Fig. 5.3.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:1

' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

Fig. 5.3.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:2

On peut remarquer que pour les deux sch�emas de discr�etisation en temps, la pr�ecision op-
timale n'est pas obtenue pour �CFL (le coe�cient qui correspond au rapport �t=h maximal).
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Fig. 5.3.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:3
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Fig. 5.3.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:4

199



Analyse de dispersion pour les sch�emas discrets

' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

Fig. 5.3.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 5.3.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:2
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5.3 �El�ement �ni Q2 �Q1.
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Fig. 5.3.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:3

' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

Fig. 5.3.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q2 �Q1 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:4
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Analyse de dispersion pour les sch�emas discrets

Ceci implique que pour des maillages grossiers on ne peut pas utiliser le pas de temps maxi-
mal. Pour v�eri�er l'ordre des deux sch�emas nous avons trac�e sur la �gure 5.3.9 les variations
de �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de �(logK). Le fait que le coe�cient de stabilit�e pour le
sch�ema d'ordre 4 en temps est

p
3 fois plus grand que celui du sch�ema d'ordre 2, compense en

partie le coût suppl�ementaire de la programmation de ce sch�ema. En fait, le sch�ema d'ordre
4 est a priori deux fois plus cher que le sch�ema d'ordre 2 et ceci parce que il n�ecessite de
calculer deux fois le produit de la matrice Kh par un vecteur de la taille des inconnues. En
e�et, rappelons ici le sch�ema d'ordre 4

V n+1
h � 2V n

h + V n�1
h

�t2
+Kh

�
V n
h � �t2

12
KhV

n
h

�
= 0:

Pour obtenir alors V n+1
h , on calcul dans un premier temps la quantit�e

fVhn+1 = V n
h � �t2

12
KhV

n
h

et ensuite
V n+1
h = 2V n

h � V n�1
h ��t2Kh

fVhn+1:
Cependant, globalement le sch�ema d'ordre 4 est environ seulement 15% plus cher que le
sch�ema d'ordre 2, car on peut utiliser dans ce cas un pas en temps

p
3 fois plus grand. Ceci

montre que le meilleur choix consiste �a utiliser le sch�ema d'ordre 4 pour la discr�etisation en
temps.

0
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Fig. 5.3.9: L'ordre d'approximation pour K petit.
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5.4 �El�ement �ni Q3 �Q2.

5.4 �El�ement �ni Q3 �Q2.

Sur les �gures suivantes nous pr�esentons les courbes de dispersion obtenues pour le sch�ema
Q3 �Q2 dans les cas d'une discr�etisation d'ordre 2 (Figures 5.4.1 �a 5.4.4), 4 (Figures 5.4.5 �a
5.4.8) et 6 en temps (Figures 5.4.9 �a 5.4.12) pour di��erentes valeurs du coe�cient de Poisson
�. Pour chaque valeur de ' et de � on pr�esente trois courbes de dispersion correspondant �a
des valeurs de � = �t=h di��erentes. Plus pr�ecis�ement pour � = �CFL (en vert), � = �CFL=2
(en bleu) et � = �CFL=3 (en rouge).
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Fig. 5.4.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 5.4.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:2
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Fig. 5.4.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:3
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Fig. 5.4.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:4
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5.4 �El�ement �ni Q3 �Q2.
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Fig. 5.4.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 5.4.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:2

205



Analyse de dispersion pour les sch�emas discrets

' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

0.99

0.992

0.994

0.996

0.998

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

a=CFL
a=CFL/2
a=CFL/3

Fig. 5.4.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:3
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Fig. 5.4.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:4
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Fig. 5.4.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 5.4.10: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:2

On peut remarquer sur les �gures pr�ec�edentes que (comme pour le sch�ema Q2 �Q1), la
pr�ecision optimale n'est pas obtenue pour �CFL quand les sch�emas de discr�etisation d'ordre
2 et 4 en temps sont utilis�es. Pour le sch�ema d'ordre 6 en temps le rapport �t=h n'a pas une
in
uence visible sur la dispersion (les trois courbes sont confondues). Pour v�eri�er l'ordre des
di��erents sch�emas nous avons trac�e sur la �gure 5.4.13 les variations de �(log (Vp;h � Vp))
en fonction de �(logK). A�n de pr�eserver la pr�ecision du sch�ema espace (O(h6)) il faudrait
utiliser le sch�ema d'ordre 6 en temps. Cependant, d'une part ce sch�ema est environs deux fois
plus cher que le sch�ema d'ordre 4 en temps, d'autre part comme nous pouvons le remarquer
sur les �gures pr�ec�edentes la dispersion est pratiquement �equivalente pour les deux sch�emas.
Nous consid�erons donc, que le meilleur choix consiste �a utiliser le sch�ema d'ordre 4 en temps
car il est un bon compromis entre pr�ecision et temps de calcul.
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Fig. 5.4.11: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:3
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Fig. 5.4.12: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), sch�ema
Q3 �Q2 discr�etisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:4

0

2

4

6

8

10

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

ordre 2
ordre 4
ordre 6

Fig. 5.4.13: L'ordre d'approximation pour K petit.
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5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.

5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.

Sur les �gures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
sch�emas di��erents : nouveau sch�ema (en vert), sch�ema des �el�ements �nis Q1 (en bleu) et
sch�ema des di��erences �nis (en rouge). Comme dans le cas 2D pour obtenir ces courbes nous
avons utilis�e comme � le coe�cient de stabilit�e des di��erents sch�emas. Dans un premier temps
on repr�esente sur les �gures 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3 et 5.5.4 les courbes de dispersion pour chaque
sch�ema en fonction de K pour di��erentes valeurs de ' et de � et pour l'angle � qui correspond
�a la direction de dispersion maximale pour chaque sch�ema.
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Fig. 5.5.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:1

Pour conclure nous repr�esentons sur la �gure 5.5 les courbes de dispersion en fonction de
K pour di��erentes valeurs � et aux angles '�� qui correspondent �a la direction de dispersion
maximale pour chaque sch�ema.

Interpr�etation des courbes

{ La direction de propagation la moins privil�egi�ee pour chaque sch�ema est la même que
dans le cas du probl�eme semi-discret.

{ On peut conclure que le nouveau sch�ema est plus avantageux que le sch�ema des �el�ements
�nis Q1 car d'une part le coût de calcul est �equivalent pour les deux sch�emas (pour
� � 1=3 les coe�cients de stabilit�e sont �egaux et nous avons un �ecart maximal de
6% pour � = 0:5) et d'autre part le nouveau sch�ema pr�esente une dispersion moins
importante que le sch�ema Q1.
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Fig. 5.5.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:2
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Fig. 5.5.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:3
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5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.
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Fig. 5.5.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour � = 0:4
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Fig. 5.5.5: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes P
(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).

211



Analyse de dispersion pour les sch�emas discrets

{ En ce qui concerne la comparaison entre le nouveau sch�ema et le sch�ema des di��erences
�nies, nous avons : pour les ondes de Pression, le nouveau sch�ema pr�esente une dispersion
moins importante que le sch�ema des DF pour � � 0:3. Pour les ondes de Cisaillement
(SV et SH), le nouveau sch�ema pr�esente une dispersion plus petite ou �egale �a celle du
sch�ema des DF .

{ Le coe�cient de stabilit�e pour le nouveau sch�ema est plus petit que celui du sch�ema
des di��erences �nies et donc en termes de coût de calcul le sch�ema de di��erences �nies
est plus cher que le nouveau sch�ema (le surcoût peut aller jusque �a 30%).

{ La vitesse des ondes S �etant plus petite que la vitesse des ondes P, c'est la courbe de
dispersion pour les ondes S qui d�e�nit le nombre de points par longueur d'onde que
nous devons prendre pour avoir une pr�ecision donn�ee. De ce fait, il est tr�es int�eressant
d'avoir un sch�ema pour lequel la dispersion sur les ondes S est moins importante que la
dispersion sur les ondes P, ce qui est le cas pour le nouveau sch�ema en 2D et 3D.
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Troisi�eme partie

Traitement des �ssures et des

surfaces libres
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Chapitre 6

La m�ethode des domaines �ctifs

Nous consid�erons ici le probl�eme de l'�elastodynamique avec des conditions de surface libre
sur une �ssure de g�eom�etrie complexe. Nous allons pr�esenter dans ce chapitre une m�ethode
num�erique bas�ee sur une formulation en domaines �ctifs de ce probl�eme. Cette m�ethode
comporte les avantages suivants: bonne prise en compte des g�eom�etries complexes, stabilit�e
du sch�ema num�erique et facilit�e de mise en oeuvre.

Introduction

Les m�ethodes des domaines �ctifs ont �et�e initialement introduites pour la r�esolution des
probl�emes stationnaires dans des g�eom�etries complexes [5, 55, 58, 57] et ensuite g�en�eralis�ees
aux probl�emes d'�evolution [42, 54, 96, 19, 22]. L'id�ee de ces m�ethodes est de remplacer un sys-
t�eme d'�equations pos�e initialement dans un domaine de g�eom�etrie complexe par un syst�eme
\similaire" mais pos�e dans un domaine d'une forme tr�es simple (typiquement un rectangle en
2D et un parall�el�epip�ede en 3D). La prise en compte des conditions aux limites sur les bords
physiques du probl�eme initial s'e�ectue alors de mani�ere faible par l'interm�ediaire d'un multi-
plicateur de Lagrange qui \vit" uniquement sur ces bords. Par nature, ces m�ethodes sont bien
adapt�ees pour des conditions aux limites essentielles: de telles conditions qui peuvent s'inter-
pr�eter comme une contrainte �egalit�e dans l'espace utilis�e pour la formulation variationnelle.
Les m�ethodes des domaines �ctifs reposent alors sur la dualisation de cette contrainte via la
m�ethode des multiplicateurs de Lagrange. Pour notre probl�eme mod�ele, la condition sur les
bords physiques du domaine de calcul est la condition de surface libre (la composante normale
du tenseur des contraintes est nulle). Cette condition, qui est une condition de type Neumann
pour la formulation en d�eplacement, devient une condition essentielle de type Dirichlet pour
la formulation en vitesse-contraintes de l'�elastodynamique que nous avons consid�er�ee au cha-
pitre 2.

L'avantage principal des m�ethodes des domaines �ctifs est que la g�eom�etrie particuli�ere du
probl�eme initial n'apparâ�t alors que dans le calcul du multiplicateur de Lagrange. Ceci im-
plique en particulier, que pour la discr�etisation on peut consid�erer deux maillages, un maillage
volumique r�egulier, ce qui donne �a la m�ethode l'e�cacit�e des di��erences �nies, et un maillage
surfacique irr�egulier permettant une bonne approximation de la g�eom�etrie.

Le plan de ce chapitre est le suivant.
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La m�ethode des domaines �ctifs

Nous introduisons d'abord la m�ethode des domaines �ctifs pour le probl�eme de l'�elas-
todynamique. Dans le cas du probl�eme continu, nous allons montrer l'�equivalence entre le
probl�eme initial et la formulation en domaines �ctifs. Notons que l'analyse math�ematique du
probl�eme en domaines �ctifs repose essentiellement sur la th�eorie de probl�emes de point selle
(cf. [29], [32]). Le point d�elicat est alors l'obtention de la condition inf-sup.

Nous consid�erons ensuite la discr�etisation en espace et en temps de notre probl�eme et en
utilisant des techniques d'�energie nous obtenons l'unicit�e (et donc l'existence) des solutions
semi-discr�etes et discr�etes. En utilisant �egalement de techniques d'�energie pour le probl�eme
discret nous allons montrer que la stabilit�e du sch�ema est garantie sous une condition de
stabilit�e explicite qui est ind�ependante de la m�ethode des domaines �ctifs. Plus pr�ecis�ement,
le sch�ema est stable sous la CFL,

�t � �CFLh

o�u �CFL est le coe�cient que nous avons calcul�e pour le sch�ema discret dans le chapitre
pr�ec�edent et h est le pas de discr�etisation dans le maillage volumique (qui est r�egulier). Ce
r�esultat est tr�es important car il montre la robustesse de la m�ethode num�erique.

Finalement nous �evoquons les di��erentes di�cult�es de l'analyse de pr�ecision de la m�ethode
num�erique (convergence et estimations d'erreur).

6.1 Description de la m�ethode

6.1.1 Pr�esentation du probl�eme mod�ele 2D

Soit 
 un domaine de IR2, de fronti�ere �. Nous consid�erons notre probl�eme mod�ele, l'�elas-
todynamique avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: la
composante normale du tenseur des contraintes est nulle sur les l�evres de la �ssure ou sur la
topographie, 8>>>>><>>>>>:

A
@�

@t
� "(v) = 0 dans 
 (i)

%
@v

@t
� div � = f dans 
 (ii)

� � n = 0 sur � (iii)

;(6.1.1)

avec les conditions initiales (syst�ematiquement omises dans la suite)

v(0) = 0 ; �(0) = 0:

Dans ce qui suit nous consid�erons le cas ou � correspond �a une �ssure (la topographie se
traite exactement de la même fa�con). La g�eom�etrie du probl�eme est repr�esent�ee dans la �gure
6.1.1, 
 d�esignant dans ce cas le domaine non born�e IR2 n�. Pour simpli�er la pr�esentation
nous introduisons ici un bord ext�erieur �D avec des conditions de Dirichlet homog�enes sur v,

v = 0; sur �D:(6.1.2)
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6.1 Description de la m�ethode

Pour simuler la propagation des ondes dans le domaine non born�e, nous utilisons le mod�ele des
couches parfaitement adapt�ees (PML) qui sera introduit dans le chapitre suivant. Introduisons

Γ

Ω

DΓ

Fig. 6.1.1: La g�eom�etrie du probl�eme.

les espaces fonctionnels 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

H = (L2(
))4; X = (H(div; 
))2

X
0
=
�
� 2 X; � � ~n = 0 sur �

	
;

Xsym
0

=
n
� 2 X

0
; � sym�etrique

o
;

M = (L2(
))2; V = (H1(
))2

La formulation variationnelle du probl�eme (6.1.1), (6.1.2), s'�ecrit alors8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�; v) : [0; T ] 7!2 Xsym
0

�M tels que:

d

dt
a(�; �) + b(�; v) = 0; 8� 2 Xsym

0
;

d

dt
c(v; w) � b(�;w) = (f;w); 8w 2M;

(6.1.3)

o�u nous avons pos�e (cf. chapitre 2 relation (2.1.18)),8>>>>>>><>>>>>>>:

a(�; �) =

Z


A� : �dx; 8(�; �) 2 H �H;

c(v; w) =

Z


%v � wdx; 8(v; w) 2M �M;

b(w; �) =

Z


div � � wdx; 8(w; �) 2 X �M:

(6.1.4)

Selon la th�eorie classique des EDP hyperboliques, nous obtenons le r�esultat suivant

Th�eor�eme 6.1.1 Soit f 2 C0(0; T ;M ), alors le probl�eme (6.1.3) admet une solution unique
(�; v) dans C1(0; T ;Xsym

0
)� C1(0; T ;M ).

De plus nous avons l'estimation d'�energie classique,

E(t) = E(0) +
Z t

0
(f(s); v(s))ds; avec E(t) = 1

2
(a(�; �) + c(v; v)):

217



La m�ethode des domaines �ctifs

6.1.2 M�ethodes d'approximation classiques

Les m�ethodes num�eriques les plus couramment utilis�ees pour r�esoudre le probl�eme (6.1.1)-
(6.1.2)-ou sa formulation variationnelle (6.1.3)- sont les suivantes :

1. Les m�ethodes des di��erences �nies (en domaine temporel).

2. Les m�ethodes des �el�ements �nis (en domaine temporel).

3. Les m�ethodes des �equations int�egrales en temps (potentiels retard�es).

M�ethodes d'�el�ements �nis et de di��erences �nies Nous examinons d'abord les deux
premi�eres m�ethodes qui pr�esentent la caract�eristique commune de n�ecessiter un maillage volu-
mique du domaine 
. Avec la m�ethode des �el�ements �nis on peut utiliser un maillage irr�egulier
qui respecte bien la g�eom�etrie de la �ssure (�gure 6.1.2-a), tandis que, avec les di��erences
�nies on forme une grille des points r�eguli�ere qui conduit �a une approximation en escalier de
la g�eom�etrie (cf. �gure 6.1.2-b). Dans les deux cas plusieurs inconv�enients apparaissent:

(a)-

Γ

D

Ω

Γ

(b)-

Γ

D

Ω

Γ

Fig. 6.1.2: Les maillages : (a) en �el�ements �nis irr�eguliers, (b) di��erences �nies.

{ Les m�ethodes des �el�ements �nis irr�eguliers pr�esentent un coût de calcul �elev�e �a cause de
la nature non structur�ee des donn�ees (ceci reste vrai même pour des m�ethodes permet-
tant la condensation de masse). De plus, la pr�esence �eventuelle de \petits" �el�ements en
combinaison avec la condition de stabilit�e (CFL) peut conduire �a un pas de temps �t
\petit", ce qui entrâ�ne un surcoût de calcul.

{ Avec la m�ethode des di��erences �nies ces inconv�enients sont �evit�es. N�eanmoins, �a cause
de l'approximation en escalier de la g�eom�etrie, des di�ractions parasites sont introduites
dans la solution. Pour rem�edier �a ce probl�eme il faut alors utiliser un maillage assez �n,
ce qui entrâ�ne des calculs suppl�ementaires. Un exemple num�erique qui met en �evidence
ces inconv�enients dans le cas du probl�eme de Maxwell �a �et�e pr�esent�e par F. Collino, F.
Millot et P. Joly (cf.[41]).

Les m�ethodes des �equation int�egrales en temps Les m�ethodes des �equations int�egrales
en temps, dites potentiels retard�es, ont �et�e introduites il y a quelques ann�ees pour le probl�eme
acoustique ([24]). Depuis, plusieurs travaux ont d�evelopp�e ces m�ethodes, en acoustique [46,
52, 80], en �electromagnetisme [108, 92, 77, 98] et en �elastodynamique [15, 12]. Ces m�ethodes
permettent de se ramener �a un probl�eme pos�e sur la fronti�ere de l'obstacle (la �ssure en
l'occurrence), tout en prenant en compte le comportement de la solution �a l'in�ni par le
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biais de la solution fondamentale. L'avantage principal de ces m�ethodes par rapport aux
m�ethodes des di��erences �nies et des �el�ements �nis est qu'elles permettent de travailler avec un
maillage surfacique (et donc de gagner une dimension en espace) car l'inconnue vit maintenant
uniquement sur la surface de l'obstacle. De plus, on n'a pas besoin dans ce cas d'un traitement
sp�ecial pour prendre en compte le comportement �a l'in�ni de la solution car les conditions �a
l'in�ni sont satisfaites de mani�ere exacte. Ces m�ethodes sont donc tr�es attractives lorsqu'on
peut les utiliser, c'est �a dire lorsqu'on dispose de la fonction de Green du milieu consid�er�e. En
ce qui concerne l'�elasticit�e, ceci est bien sûr toujours possible en milieu isotrope homog�ene.
On pourrait encore traiter certains milieux h�et�erog�enes particuliers : par exemple des milieux
strati��es en s'inspirant des travaux d�evelopp�es en statique [6] ou des milieux homog�enes �a
l'ext�erieur d'un domaine born�e en utilisant un couplage avec une m�ethode d'�el�ements �nis
comme �ca a �et�e fait en acoustique [52, 80] et en �electromagn�etisme [98]. Par contre, il est
impossible de traiter un milieu anisotrope h�et�erog�ene quelconque.

Du point de vue num�erique ces m�ethodes sont assez di�ciles �a mettre en oeuvre. En
particulier, elles n�ecessitent une �evaluation pr�ecise d'int�egrales doubles en espace et simples
en temps, comportant des noyaux singuliers. De plus, comme elles comportent un terme de
convolution en temps il faut stocker le pass�e de la solution, ce qui peut s'av�erer assez coûteux
du point de vue stockage. Notons que les travaux men�es ces derni�eres ann�ees sur les potentiels
retard�es ont permis d'acqu�erir un savoir faire pour contrôler la stabilit�e de ces m�ethodes.
N�eanmoins il semble qu'on ne dispose pas d'une analyse rigoureuse de cette stabilit�e. Les
�etudes num�eriques ont montr�e que, selon les espaces d'approximation utilis�es, on pouvait
aboutir soit �a un sch�ema instable, soit �a un sch�ema stable sous une condition de type CFL
(c'est �a dire du type c�t=�x < �) soit même �a un sch�ema stable sous une condition \inverse
CFL" c'est �a dire du type c�t=�x > � (cf [108]). En pratique les approximations utilis�ees
sont bien sûr celles qui conduisent �a un sch�ema stable sous une condition CFL, condition qui
est assez contraignante (� � 0:3 ou 0:4).

C'est pour �eviter ces inconv�enients que nous avons choisi d'utiliser la m�ethode des do-
maines �ctifs. D'une certaine fa�con, cette m�ethode apparâ�t comme une solution de compro-
mis, car elle pr�esente une e�cacit�e analogue �a celle des di��erences �nies tout en permettant
une bonne approximation de la g�eom�etrie. Comme nous allons le voir la m�ethode des domaines
�ctifs a certains points communs avec la m�ethode des �equations int�egrales. Notamment, le
prolongement de la solution respecte la continuit�e de � � n (n �etant la normale) et � corres-
pond �a l'inconnue des �equations int�egrales lorsqu'on repr�esente la solution v sous forme d'un
potentiel de double couche (cf. [16]).

6.1.3 Formulation du probl�eme en domaines �ctifs

Notre objectif est maintenant de remplacer le syst�eme (6.1.1) - (6.1.2) pos�e initialement
dans le domaine 
 par un syst�eme \similaire" mais pos�e dans un domaine d'une forme tr�es
simple, qui sera ici le domaine C = 
[�. Pour ce faire, on va prolonger le probl�eme initial dans
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C et �ecrire les �equations au sens des distributions, (on note toujours v et � ce prolongement)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

A
@�

@t
� "(v) = v �� dans C

%
@v

@t
� div � = f + ([� � n]� � 0) dans C

v = 0 sur �D

� � n = 0 sur �

;(6.1.5)

o�u v est le tenseur d�e�ni par
v
ij
= [vi]nj;

[vi] �etant le saut de la i-�eme composante de la vitesse et nj �etant la j-�eme composante de la
normale (cf. �gure 6.1.3). Le saut de la composante normale de � sur la �ssure ([� � n]�) est
nul �a cause de la condition de surface libre. Pour des fonctions tests � et w assez r�eguli�eres

n
Γ

C

ΓD

Fig. 6.1.3: La g�eom�etrie du probl�eme avec la m�ethode des domaines �ctifs.

on peut �ecrire le syst�eme (6.1.5) sous la forme suivante,

d

dt

Z
C
A� : � dx +

Z
C
div � � v dx =

Z
�
[v] � (� � n) ds

d

dt

Z
C
v � w dx �

Z
C
div � � w dx =

Z
C
f � w dx

(6.1.6)

Pour une m�ethode num�erique bas�ee sur cette formulation, un maillage de 
 est toujours
n�ecessaire car il faut connâ�tre la valeur de la vitesse de part et d'autre de la �ssure pour
calculer le terme [v]. La m�ethode des domaines �ctifs consiste �a introduire une nouvelle
inconnue � surfacique correspondant �a [v]. On consid�ere dans ce cas les fonctions tests � 2
Xsym et w 2M avec 8>>>><>>>>:

X = (H(div ;C))2;

Xsym =
�
� 2 X; � sym�etrique

	
;

M = (L2(C))2:

(6.1.7)

Nous avons alors que � �nj� 2 (H�1=2(�))2. Il est donc naturel de choisir � dans l'espace dual
de (H�1=2(�))2, c'est �a dire l'espace (H1=2(�))2. Plus pr�ecis�ement comme le saut de la vitesse
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est nul sur les bouts de la �ssure, on cherche � 2 G = (H
1=2
00 (�))2. Finalement, pour prendre

en compte la condition aux limites sur la �ssure on rajoute �a (6.1.6) l'�equation suivante,

< � � n; � >�= 0; 8� 2 G

La formulation variationnelle s'�ecrit alors,8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (�; v; �) : [0; T ] 7!2 Xsym �M �G tels que:

d

dt
a(�; �) +b(�; v) �b�(�; �) = 0; 8� 2 Xsym;

d

dt
c(v; w) �b(�;w) = (f;w); 8w 2M;

b�(�; �) = 0; 8� 2 G;

(6.1.8)

avec les formes bilin�eaires a(�; �), b(�; �) et c(�; �) d�e�nies par (6.1.4) en rempla�cant 
 par C et
o�u b�(�; �) est d�e�nie par

b�(�; �) =< � � n; � >�; 8(�; �) 2 X �G(6.1.9)

Remarque 6.1.1 L'�energie du probl�eme (6.1.8) co��ncide avec l'�energie du probl�eme initial
(6.1.3), E(t) = 1

2(a(�; �) + c(v; v)) et nous avons l'identit�e d'�energie

E(t) = E(0) +
Z t

0
(f(s); v(s))ds:

Par la continuit�e de la forme bilin�eaire b�(�; �) sur X � G, on peut d�e�nir les op�erateurs
B� : X ! G0 et Bt� : G! X 0 par

< B��; � >�=< �;Bt�� >�=< � � n; � >�; 8(�; �) 2 X �G(6.1.10)

6.1.4 �Equivalence entre les deux formulations

Rappels - Condition inf-sup Soit X et Y deux espaces de Hilbert et l(�; �) une forme
bilin�eaire continue surX�Y . On peut d�e�nir alors les op�erateurs L : X ! Y 0 et Lt : Y ! X 0

par
< Lx; y >Y 0�Y=< x;Lty >X�X0= l(x; y); 8(x; y) 2 X � Y;

et nous avons le r�esultat suivant (cf. [32]),

Lemme 6.1.1 Les trois propositions suivantes sont �equivalentes:

{ 9k > 0; inf
y2Y

sup
x2X

l(x; y)

kxkXkykY � k

{ L est surjectif.

{ Ker Lt = 0 et ImL est ferm�e.
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L'op�erateur trace B� est lin�eaire continu et surjectif de X dans G0 = (H�1=2(�))2, donc
d'apr�es le Lemme 6.1.1 on d�eduit la condition inf-sup suivante :

9k > 0; inf
�2G

sup
�2X

b�(�; �)

k�kXk�kG � k(6.1.11)

D�e�nition 6.1.1 (Solution forte du probl�eme initial (6.1.3))
On appelle solution forte du probl�eme initial (6.1.3) tout couple (�; v) 2 (C0(0; T ;Xsym

0
) \

C1(0; T ;H))� (C0(0; T ;V ) \ C1(0; T;M )), tel que (6.1.3) ait lieu.

D�e�nition 6.1.2 (Solution forte du probl�eme des domaines �ctifs (6.1.8))
On appelle solution forte du probl�eme (6.1.8) tout triplet (�; v; �) 2 (C0(0; T ; (H(div;C))2)\
C1(0; T ; (L2(C))4)) � (C0(0; T ; (H1(
))2) \ C1(0; T; (L2(C))2)) � (C0(0; T ; (H

1=2
00 (�))2)), tel

que (6.1.8) ait lieu.

Nous avons alors le r�esultat d'�equivalence suivant:

Th�eor�eme 6.1.2 � Soit (�; v) solution forte du probl�eme initial (6.1.3) alors si � = [v]�,
on a � 2 C0(0; T ; (H1=2(�))2) et (�; v; �) est solution forte du probl�eme (6.1.8).

� Soit (�; v; �) solution forte de (6.1.8) alors (�; v) satisfait le probl�eme (6.1.3).

La preuve de ce th�eor�eme est imm�ediate, le point cl�e est que la relation Bt�[v] = Bt�� implique
� = [v]�, car nous avons par la condition inf-sup Ker Bt� = 0.

6.1.5 Approximation en espace de la formulation en domaines �ctifs

Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e l'avantage principale de la m�ethode des domaines
�ctifs est qu'elle nous permet de consid�erer deux maillages. En e�et, pour la discr�etisation
on consid�ere d'une part un maillage volumique Th du domaine C et d'autre part un maillage
surfacique �H de la �ssure � (cf. �gure 6.1.4). De plus, comme le domaine C a une g�eom�etrie
tr�es simple, on peut consid�erer un maillage Th r�egulier constitu�e de carr�es de cot�e h. Au
contraire, a�n d'obtenir une bonne approximation de la g�eom�etrie de la �ssure, on choisit
un maillage �H (H = inf

j
Hj) irr�egulier. Pour l'approximation en espace du probl�eme, on

Γ

C

ΓD

Γ
H

h

j

Fig. 6.1.4: Les deux maillages.
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consid�ere les espaces discrets Xh
sym � Xsym, Mh � M et GH � G. Le probl�eme semi-

discr�etis�e en espace s'�ecrit alors,8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (�h; vh; �H) : [0; T ] 7!2 Xh
sym �Mh �GH tels que:

d

dt
a(�h; �h) +b(�h; vh) �b�(�h; �H) = 0; 8�h 2 Xh

sym;

d

dt
c(vh; wh) �b(�h; wh) = (f; wh); 8wh 2Mh;

b�(�h; �H) = 0; 8�H 2 GH

(6.1.12)

Existence et unicit�e de la solution du probl�eme semi-discret

Dans ce qui suit on suppose que la condition inf-sup discr�ete suivante est v�eri��ee. Nous
reviendrons plus loin sur ce point.

D�e�nition 6.1.3 - Condition inf-sup discr�ete non-uniforme.

9kh > 0; inf
�H2GH

sup
�h2Xh

sym

b�(�h; �H)

k�hkXk�HkG � kh(6.1.13)

Comme dans le cas du probl�eme continu, on peut d�e�nir les op�erateurs B�
h : Xh ! GH et

(B�
h )

t : GH ! Xh par

< B�
h�h; �H >�=< �h; (B

�
h )

t�H >�=< �h � n; �H >�; 8(�h; �H) 2 Xh �GH :

L'existence et l'unicit�e de la solution du probl�eme semi-discret d�ecoulent d'une part de l'iden-
tit�e d'�energie (pour �h; vh), d'autre part de la condition inf-sup discr�ete non-uniforme (pour

�H). En e�et, soit f�h = �1h � �2h, evh = v1h � v2h et f�H = �1H � �2H avec �1h; v
1
h; �

1
H et �2h; v

2
h; �

2
H

deux solutions du probl�eme (6.1.12) (avec les mêmes donn�ees initiales). Alors f�h; evh; f�H sont
solutions du probl�eme8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (f�h; evh; f�H) : [0; T ] 7!2 Xh
sym �Mh �GH tels que:

d

dt
a(f�h; �h) +b(�h; evh) �b�(�h; f�H) = 0; 8�h 2 Xh

sym;

d

dt
c( evh; wh) �b(f�h; wh) = 0; 8wh 2Mh;

b�(f�h; �H) = 0; 8�H 2 GH :

(6.1.14)

Par l'identit�e de l'�energie on obtient alors,

dEh
dt

= 0; avec Eh = 1

2
(a(f�h;f�h) + c( evh; evh))

d'o�u,
Eh(t) = Eh(0) = 0
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et par la coercivit�e de a(�; �) (resp. de c(�; �)) dans (L2(C))4 (resp. (L2(C))2) on obtient �1h = �2h
et v1h = v2h. La premi�ere �equation du syst�eme (6.1.14) s'�ecrit alors

b�(�h; f�H) = 0; 8�h 2 Xh
sym;

ce qui implique �H = 0, car nous avons par la condition inf-sup discr�ete (6.1.13) et le Lemme
6.1.1 que Ker (B�

h )
t = 0.

Formulation matricielle du probl�eme semi-discret

Introduisons maintenant BN1 = f�IgN1
I=1, BN2 = f�IgN2

I=1 et BN3 = f�IgN3
I=1 les fonctions

de base de Xh
sym, Mh et GH respectivement, avec N1 = dimXh

sym, N2 = dimMh et

N3 = dimGH et notons ensuite [�] = (�1; :::;�N1), [V ] = (V1; :::; VN2 ) et [�] = (�1; :::;�N3),
les coordonn�ees des fonctions �h, vh et �H sur ces bases. Nous pouvons alors r�e�ecrire le
probl�eme (6.1.12) sous la forme matricielle suivante : trouver (�; V;�) 2 L2(0; T ; (IRN1)) �
L2(0; T ; (IRN2))� L2(0; T ; (IRN3)) tels que8>>>>><>>>>>:

M�
d�

dt
+IBT

hV �(IB�
h)

T� = 0;

Mv
dV

dt
�IBh� = F;

IB�
h� = 0;

(6.1.15)

avec

(i) (M�)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))4 ; 1 � I; J � N1;

(ii) (Mv)I;J = (%�I ; �J)(L2(
))2 ; 1 � I; J � N2;

(iii) (IBh)I;J = (�I ;div�J)(L2(
))2 ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;

(iv) (IB�
h)I;J = (�I ; �J � n)(L2(�))2 ; 1 � I � N3; 1 � J � N1;

(v) (F )J = (f; �J)(L2(
))2 1 � J � N2 ;

et o�u IBT
h (resp. (IB�

h)
T ) d�esigne la transpos�e de la matrice IBh (resp. IB�

h).

6.1.6 Discr�etisation en temps

Pour approcher le probl�eme (6.1.15) en temps, on utilise une m�ethode des di��erences �nies
centr�ees, d'ordre 2. Soit �t le pas de discr�etisation en temps, pour obtenir un sch�ema centr�e,
on calcule la vitesse et le multiplicateur de Lagrange aux instants entiers (tn = n�t) et les

contraintes aux instants semi-entiers tn+1=2 = (n+
1

2
)�t. Soit vnh = vh(n�t); �

n
H = �H(n�t)

et �
n+1=2
h = �h

��
n+ 1

2

�
�t
�
, on note V n, �n et �n+1=2 les coordonn�ees de ces fonctions sur
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les bases BN1 , BN2 et BN3 respectivement. Le probl�eme discret s'�ecrit alors,8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Trouver (�n+1=2; V n+1;�n) 2 IRN1 � IRN2 � IRN3 tels que:

M�
�n+1=2 � �n�1=2

�t
+IBT

hV
n �(IB�

h)
T�n = 0;

Mv
V n+1 � V n

�t
�IBh�

n+1=2 = F n+1=2;

IB�
h�

n+1=2 = 0;

(6.1.16)

On peut aussi r�e�ecrire ce probl�eme sous la forme suivante:0@ M� �(IB�
h)

T�t

�IB�
h�t 0

1A0@ �n+1=2

�n

1A =

0@ M��
n�1=2 ��tIBT

hV
n

0

1A(6.1.17)

et

MvV
n+1 =MvV

n +�tIBh�
n+1=2 +�tF n+1=2;(6.1.18)

Le r�esultat d'unicit�e (et donc d'existence) de ce probl�eme est alors imm�ediat. Pour le vecteur
(�n+1=2;�n) il d�ecoule de la condition inf-sup discr�ete (6.1.13) et de la positivit�e de la matrice
M�. Ensuite V

n+1 est d�e�nie de fa�con unique par le syst�eme (6.1.18).

Stabilit�e du sch�ema discret

Nous consid�erons ici le sch�ema discret, avec un second membre et des donn�ees initiales nulles.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Trouver (�n+1=2; V n+1;�n) 2 IRN1 � IRN2 � IRN3 tels que:

M�
�n+1=2 � �n�1=2

�t
+IBT

hV
n �(IB�

h)
T�n = 0;

V n+1 � V n

�t
�IBh�

n+1=2 = 0;

IB�
h�

n+1=2 = 0;

(6.1.19)

Nous avons omis la matrice Mv car elle est �egale �a la matrice identit�e. On d�e�nit l'�energie
discr�ete par,

Enh =
1

2

�
(V n+1; V n) + (M��

n+1=2;�n+1=2)
�
;(6.1.20)

et nous supposons que la condition de stabilit�e suivante est satisfaite,

�t2

4
kIBT

h IBhk � � < 1(6.1.21)

avec

kIBT
h IBhk = sup

�2IRN1

(IBh�; IBh�)

(M��;�)
:

Nous pouvons alors montrer le lemme suivant,

Lemme 6.1.2 Sous la condition (6.1.21), la quantit�e Enh est positive et nous avons

En+1h = Enh ; 8n
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D�emonstration.
Nous montrons d'abord que la quantit�e Enh est positive. En e�et, nous avons,

(V n+1; V n) = (
V n+1 + V n

2
;
V n+1 + V n

2
)� (

V n+1 � V n

2
;
V n+1 � V n

2
):(6.1.22)

Par la deuxi�eme �equation du syst�eme discret (6.1.19) on obtient,

(V n+1 � V n; V n+1 � V n) = �t2(IBh�
n+1=2; IBh�

n+1=2);

d'o�u

(V n+1; V n) =
kV n+1 + V nk2

4
� �t2

4
(IBh�

n+1=2; IBh�
n+1=2):

Ce qui donne �nalement,

2Enh =
kV n+1 + V nk2

4
+ (M��

n+1=2;�n+1=2)

 
1� �t2

4

(IBh�
n+1=2; IBh�

n+1=2)

(M��n+1=2;�n+1=2)

!
� 0

Nous allons montrer maintenant que l'�energie discr�ete se conserve. Nous prenons le produit
scalaire de la premi�ere �equation du syst�eme (6.1.19) par (�n+1=2+�n�1=2)=2, on obtient alors,

(M��
n+1=2;�n+1=2)� (M��

n�1=2;�n�1=2)

2�t
+

 
IBT

hV
n;
�n+1=2 +�n�1=2

2

!
= 0(6.1.23)

En �ecrivant ensuite la deuxi�eme �equation du syst�eme (6.1.19) aux instants n + 1 et n et en
faisant la demi somme, on a

V n+1 � V n�1

2�t
� IBh

�n+1=2 +�n�1=2

2
= 0:

En prenant le produit scalaire de cette �equation par V n, on obtient

(V n+1; V n)� (V n; V n�1)

2�t
�
 
IBh

�n+1=2 +�n�1=2

2
; V n

!
= 0:(6.1.24)

En sommant �nalement (6.1.23) et (6.1.24), on a

Enh � En�1h

�t
= 0

Remarque 6.1.2 La condition de stabilit�e (6.1.21) est ind�ependante de la m�ethode des do-
maines �ctifs. Il s'agit en e�et de la condition de stabilit�e du syst�eme discret,8>>>>>><>>>>>>:

Trouver (�n+1=2; V n+1) 2 IRN1 � IRN2 tels que:

M�
�n+1=2 � �n�1=2

�t
+IBT

hV
n = 0;

Mv
V n+1 � V n

�t
�IBh�

n+1=2 = F n+1=2
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correspondant au probl�eme sans �ssure. Nous avons vu par ailleurs, dans le chapitre 5 que ce
syst�eme est �equivalent au syst�eme du second ordre

V n+1 � 2V n + V n�1

�t2
+ IBhM

�1
� IBT

hV
n = 0

pour lequel la condition de stabilit�e est

�t2kIBhM
�1
� IBT

h k
4

� 1:

Remarque 6.1.3 L'�energie discr�ete ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange,
on ne peut pas d�eduire des estimations sur �n de la conservation d'�energie. Cependant, les
techniques d'�energie nous permettent d'obtenir des estimations sur �, V et leurs d�eriv�ees
discr�etes qui sont ind�ependants de �t et h (cf. [96]). Si de plus la condition inf-sup discr�ete
uniforme est satisfaite (i.e la condition (6.1.13) en rempla�cant kh par une constante positive
ind�ependante de h) on peut alors obtenir des estimations sur �n.

Remarque 6.1.4 Du point de vue th�eorique la m�ethode est stable sous la condition inf-
sup discr�ete (6.1.13), car c'est cette condition qui assure que la matrice IB�

hM
�1
� (IB�

h)
T est

inversible. Si de plus, la condition inf-sup discr�ete uniforme est satisfaite, alors nous pouvons
montrer la convergence de la m�ethode (cf. section 6.2.6). La d�emonstration de ces conditions
(en particulier de la condition uniforme) n'est pas toujours �evidente. Nous avons essay�e de la
montrer en supposant qu'une condition de compatibilit�e de la forme suivante

H � ch;

est satisfaite. Ceci parce que dans un certain nombre d'autres applications [74, 55], il a �et�e
montr�e de mani�ere th�eorique qu'une condition de compatibilit�e entre les pas des deux maillages
est n�ecessaire pour obtenir la condition inf-sup uniforme. Notons que dans ces �etudes deux
approches di��erentes ont �et�e suivies. En ce qui concerne la valeur de la constante c, dans
[55] une valeur explicite et probablement pessimiste a �et�e d�etermin�ee, au contraire dans [74]
la constante c est suppos�ee assez grande mais elle n'est pas connue explicitement. Malheureu-
sement, nous n'avons pas r�eussi �a g�en�eraliser ces approches dans notre cas. Cependant, du
point de vue num�erique nous avons observ�e que la matrice IB�

hM
�1
� (IB�

h)
T est inversible, si la

condition de compatibilit�e suivante est satisfaite,

H � 3

2
h:

6.1.7 R�esolution pratique

En pratique nous avons consid�er�e les espaces discrets Xh
sym et Mh correspondant �a l'�el�e-

ment de plus bas degr�e de la famille d'�el�ements �nis mixtes d�e�nie dans le chapitre 2. Dans
le cas bidimensionnelle, pour d�e�nir l'espace GH � G, on introduit un maillage �H de � 2 IR
en segments S (illustr�e sur la �gure 6.1.5). L'espace choisit pour approcher le multiplicateur
de Lagrange � est l'espace d'�el�ements �nis P1 continus,

GH =
�
�H 2 (C0(�))2 / 8S 2 �h; �H jS 2 (P 1(S))2

	
:(6.1.25)
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De même dans le cas tridimensionnelle, on introduite un maillage �H de � 2 IR2 en triangles
T (illustr�e sur la �gure 6.1.5) et on approche l'inconnue � �a l'aide des d'�el�ements �nis P1
continus,

GH =
�
�H 2 (C0(�))3 / 8T 2 �h; �H jT 2 (P 1(T ))3

	
:

Pour calculer la matrice de masse M� on utilise la formule de quadrature habituelle,

ΓH
HΓ

segment S

Γ Γ

triangle T

Fig. 6.1.5: Exemple de maillage pour � en deux et trois dimensions.

Z
K
fdx � h2

4

4X
i=1

f(Mi):

Dans ce cas on obtient une matrice de masseM� diagonale par bloc (pour plus des d�etails voir
section 2.1.2). Le syst�eme (6.1.17) devient alors explicite pour les inconnues �n+1=2 et V n+1

(la matrice Mv �etant diagonale pour le produit scalaire habituel). Pour calculer l'inconnue �
n

on r�e�ecrit la premi�ere �equation du syst�eme (6.1.17) sous la forme suivante,

M�1
� (IB�

h)
T�n =

�n+1=2 � �n�1=2

�t
+M�1

� IBT
hV

n

d'o�u en multipliant par IB�
h on obtient

IB�
hM

�1
� (IB�

h)
T�n =

IB�
h�

n+1=2 � IB�
h�

n�1=2

�t
+ IB�

hM
�1
� IBT

hV
n

En utilisant ensuite la derni�ere �equation du syst�eme (6.1.17) qui est v�eri��ee pour tout n on
a,

IB�
h�

n+1=2 = IB�
h�

n�1=2 = 0:

Donc la r�esolution de (6.1.17) revient �a calculer successivement,

{ �n par une r�esolution du syst�eme lin�eaire:

IB�
hM

�1
� (IB�

h)
T�n =

IB�
h�

n+1=2 � IB�
h�

n�1=2

�t
+ IB�

hM
�1
� IBT

hV
n;

{ �n+1=2 par
�n+1=2 = �n�1=2 ��tM�1

� IBT
hV

n +�tM�1
� (IB�

h)
T�n
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{ et V n+1 par
V n+1 = V n +�tM�1

v IBh�
n+1=2 +�tM�1

v F n+1=2:

Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e dans les chapitres pr�ec�edents, grâce �a la condensation de
masse on peut �eliminer les inconnues associ�ees au tenseur de contraintes. Le probl�eme discret
(6.1.16) s'�ecrit alors sous la forme �equivalente suivante,

8>>>>><>>>>>:

Trouver (V n+1;�n) 2 IRN2 � IRN3 tels que:

Mv
V n+1 � 2V n + V n�1

�t2
+ IBhM

�1
� IBT

hV
n � IBhM

�1
� BT

��
n =

F n+1=2 � F n�1=2

�t
;

B�M
�1
� BT

��
n = B�M

�1
� IBT

hV
n;

(6.1.26)

Le syst�eme (6.1.26) est sans doute moins cher du point de vue stockage et c'est celui
que nous avons impl�ement�e dans le cas des milieux homog�enes. Cependant, dans le cas des
milieux h�et�erog�enes nous avons pr�ef�er�e impl�ementer le syst�eme (6.1.17) car le calcul du terme
IBhM

�1
� BT

��
n devient vite assez lourd.

Le surcoût de la m�ethode des domaines �ctifs par rapport �a une m�ethode des di��erences
�nies classique vient du calcul de l'inconnue �n �a chaque pas de temps, qui n�ecessite l'inversion
de la matrice

IB�
hM

�1
� (IB�

h)
T

C'est une matrice sym�etrique et d�e�nie positive sous l'hypoth�ese de la condition inf-sup
discr�ete (6.1.13).

Cependant on peut consid�erer que ce surcoût est marginal car,

� La dimension de cette matrice est �egale �a N3 (la dimension de l'inconnue �n) et donc
sa taille est petite par rapport aux dimensions du probl�eme volumique. De plus cette
matrice a une structure bande, la taille de cette bande d�epend du maillage mais elle est
en g�en�eral petite (en pratique inf�erieure �a 10 en 2D).

� Cette matrice ne d�epend pas du temps et donc en pratique on e�ectue au d�ebut du
programme une factorisation et ensuite �a chaque pas de temps on e�ectue la descente-
remont�ee.

Sur le calcul de la matrice IB�
h

L'�el�ement le plus d�elicat du point de vue de l'impl�ementation est sans doute le calcul de la
matrice IB�

h, toutes les autres matrices intervenant dans les calculs sont en e�et les mêmes
que pour le probl�eme sans obstacle. On peut remarquer que cette matrice prend en compte
le couplage entre les deux maillages, car ces �el�ements sont d�e�nis par

(IB�
h)I;J = (�I ; �J � n)(L2(�))2 ; 1 � I � N3; 1 � J � N1

L'�evaluation de ces termes n�ecessite de calculer dans le cas bidimensionnel l'intersection d'un
segment avec un carr�e et dans le cas tridimensionnel l'intersection d'un triangle et d'un cube.
C'est bien sûr le cas 3D qui est le plus d�elicat. Je tiens �a remercier ici particuli�erement
S. Garc�es qui a mis au point un algorithme performant permettant ce calcul. Les aspects
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th�eoriques et num�eriques de cet algorithme sont d�ecrits dans [54]. Nous allons simplement
expliquer ici la structure creuse de cette matrice.

Consid�erons par exemple �i le degr�e de libert�e associ�e au point Mi sur le maillage �H
(cf. �gure 6.1.6). La fonction de base �I est la fonction chapeau qui vaut 1 sur le point
Mi et 0 sur les points Mi+1, Mi�1, le support de cette fonction est donc limit�e aux deux
segments Si�1=2; Si+1=2. Il est alors �evident que les seuls termes (IB�

h)I;J qui sont non nuls
correspondent aux indices J du maillage volumique qui sont associ�es aux �el�ements qui ont
une intersection avec les segments Si�1=2; Si+1=2 (voir �gure 6.1.6). Concernant maintenant

i+1/2Λi S

i+1

S
i-1

i-1/2

Fig. 6.1.6: Le couplage entre les deux maillages

la matrice IB�
hM

�1
� (IB�

h)
T il est facile de voir qu'elle a une structure bande, la largeur de la

bande d�epend en g�en�eral des deux maillages mais elle reste toujours petite. Pour l'exemple
consid�er�e dans la �gure (6.1.7) le sommet Mi est coupl�e avec ses 4 voisins et comme � est un
vecteur de dimension 2 la largeur de la bande est dans ce cas 10.

i+2
Λi

i+1

i-1

i-2

Fig. 6.1.7: Le couplage entre les deux maillages
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6.2 Quelques aspects th�eoriques

La formulation en domaines �ctifs du probl�eme de l'�elastodynamique entre dans le cadre
des probl�emes d'�evolution que nous avons �etudi�es aux deux premiers chapitres. Pour obte-
nir donc des estimations d'erreur pour ce probl�eme nous allons essayer d'appliquer la même
d�emarche. Ceci consiste plus pr�ecis�ement �a obtenir dans un premier temps des estimations
d'erreur pour un probl�eme elliptique (le probl�eme stationnaire associ�e au probl�eme d'�evolu-
tion) et ensuite utiliser des techniques d'�energie pour montrer des r�esultats de convergence
pour le probl�eme d'�evolution en utilisant les r�esultats obtenus pour le probl�eme elliptique.

Comme pr�ec�edemment avant de consid�erer le probl�eme plus compliqu�e de l'�elastodyna-
mique nous allons �etudier le probl�eme simpli��e de l'�equation des ondes anisotropes. Ce pro-
bl�eme est toujours un probl�eme mod�ele pour lequel les di�cult�es li�ees �a la sym�etrie du tenseur
des contraintes ne sont plus pr�esentes.

6.2.1 La formulation en domaines �ctifs pour l'�equation des ondes aniso-

tropes

Nous adoptons dans ce qui suit les mêmes notations que dans le chapitre 1. Le probl�eme
initial est dans ce cas, 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

A
@p

@t
�rv = 0; dans 


@v

@t
� div p = f; dans 


p � n = 0; sur �

v = 0; sur �D

La condition aux limites sur � correspond �a la condition de surface libre pour l'�elastody-

namique et elle est �equivalente �a une condition de Neumann
@u

@n
= 0 pour le probl�eme de

l'�equation des ondes en d�eplacement. La g�eom�etrie du probl�eme est repr�esent�ee dans la �gure
6.1.1. On peut suivre exactement la même d�emarche que dans le cas �elastique pour obtenir
la formulation en domaines �ctifs de ce probl�eme, on obtient alors8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (p; v; �) : [0; T ] 7! X �M �G tels que

d

dt
a(p; q) +b(q; v) �b�(q; �) = 0; 8q 2 X;

d

dt
(v; w) �b(p;w) = (f; w); 8w 2M;

b�(p; �) = 0; 8� 2 G;

(6.2.1)

avec
X = H(div ;C); M = L2(C); G = H

1=2
00 (�)
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et o�u 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

a(p; q) =

Z


A(x) p � q dx; 8(p; q) 2 X �X;

b(q; w) =

Z


w div q dx; 8(q; w) 2 X �M;

b�(q; �) =< q � n; � >�; 8(q; �) 2 X �G;

(f;w) =

Z


f w dx; 8w 2M:

La forme bilin�eaire a(�; �) (resp. b(�; �) et b�(�; �)) est continue sur H�H (H = (L2(
))2) (resp.
sur X �M et X �G).

Comme pour le probl�eme de l'�elastodynamique on peut montrer que la formulation en
domaines �ctifs est �equivalente au probl�eme initial dans le sens du Th�eor�eme 6.1.2 (en rempla-
�cant les di��erents espaces par leurs �equivalents dans le cas scalaire). Ceci est dû en particulier
�a la condition inf-sup continue (6.1.11) qui est satisfaite pour les espaces correspondant au

probl�eme scalaire (X �a la place de X et G = H
1=2
00 �a la place de G = (H

1=2
00 (�))2).

6.2.2 Approximation en espace - �Etude du probl�eme elliptique.

Nous sommes maintenant int�eress�es par l'approximation en espace du probl�eme (6.2.1)
qui s'�ecrit sous la forme suivante8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Trouver (ph; uh; �H) 2 Xh �Mh �GH tels que

d

dt
a(ph; qh)+ b(qh; vh) �b�(qh; �H) = 0; 8qh 2 Xh;

b(wh; ph) = �(f;wh); 8wh 2Mh;

b�(�H ; ph) = 0; 8�H 2 GH :

(6.2.2)

o�u Xh et Mh sont les espaces correspondant �a l'�el�ement Qdiv
1 � Q0 d�e�ni dans le chapitre

1 et GH est l'�equivalent scalaire de l'espace GH d�e�ni par (6.1.25) pour le probl�eme de
l'�elastodynamique, i.e

GH =
�
�H 2 C0(�) / 8S 2 �h; �H jS 2 P 1(S)

	
En suivant la même d�emarche que dans le chapitre 1, on d�e�nit le probl�eme de projection
elliptique suivant. Trouver (bph; bvh; b�H) � �h(p; v; �) 2 Xh �Mh �GH tels que:

8<: a(p� bph; qh)+ b(qh; v � bvh) �b�(qh; �� b�H) = 0; 8qh 2 Xh;

b(p� bph; wh) �b�(p� bph; �H) = 0; 8(wh; �H) 2Mh �GH :

(6.2.3)

On voudrait alors appliquer la th�eorie abstraite d�evelopp�ee dans le chapitre 1 pour obtenir des
estimations d'erreur pour ce probl�eme. Nous supposons que les conditions inf-sup suivantes
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sont satisfaites.

D�e�nition 6.2.1 La condition inf-sup continue

9k > 0; inf
(w;�)2M�G

sup
q2X

b(q; w) � b�(q; �)

kqkX(kwkM + k�kG) � k(6.2.4)

D�e�nition 6.2.2 La condition inf-sup discr�ete uniforme

9k > 0; inf
(wh;�H)2Mh�GH

sup
qs
h
2Xs

h

b(qsh; wh)� b�(q
s
h; �H)

kqshkX(kwhkM + k�HkG) � k(6.2.5)

Dans la condition (6.2.5) l'espace Xs
h correspond �a la famille d'�el�ements �nis de Raviart-

Thomas. Nous allons montrer dans la section 6.2.5 que ces conditions sont e�ectivement
v�eri��ees.

Remarque 6.2.1 Si on consid�ere le probl�eme discret (6.2.2) dans l'espace Xs
h (�a la place de

Xh) on peut appliquer la th�eorie classique d'approximation de Babuska-Brezzi pour obtenir
des estimations d'erreur. Pour ce faire, on d�e�nit d'abord l'op�erateur de projection elliptique
par le probl�eme (6.2.3) (avec Xs

h �a la place de Xh), et on obtient les estimations d'erreur
suivantes

kp� bphkX + kv � bvhkM + k�� b�HkG � C1

�
inf

qh2X
s
h

kp� qhkX

+ inf
wh2Mh

ku� whkM + inf
�H2GH

k�� �HkG
�

En suivant ensuite la même d�emarche que dans la section 1.3 on obtient des estimations
d'erreur pour le probl�eme d'�evolution.

Cependant, comme nous l'avons d�ej�a vu dans le chapitre 1 on ne peut pas appliquer la th�eorie
classique d'approximation de Babuska-Brezzi (d�efaut de coercivit�e) pour obtenir des estima-
tions d'erreur pour le probl�eme elliptique (6.2.3). De plus, la nouvelle th�eorie abstraite d�eve-
lopp�ee dans le chapitre 1 est �egalement mise en d�efaut: l'hypoth�ese (H1) n'est pas satisfaite.
Plus pr�ecis�ement on n'a pas Xr

h � Vh avec Vh d�e�ni par

Vh = fqh 2 Xh / b(qh; wh)� b�(qh; �H) = 0; 8(wh; �H) 2Mh �GHg :(6.2.6)

En e�et, on sait que tout qrh 2 Xr
h satisfait

b(qrh; wh) = 0; 8wh 2Mh:

Par contre il ne satisfait pas
b(qrh; �H) = 0; 8�H 2 GH :

N�eanmoins nous allons obtenir des estimations d'erreur pour le probl�eme en temps en utilisant
une nouvelle th�eorie abstrait pr�esent�ee dans la section suivante.
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6.2.3 Un r�esultat abstrait

La nouvelle th�eorie abstraite est bas�ee sur trois espaces de Hilbert. Plus pr�ecis�ement, soit
M; X; H trois espaces de Hilbert avec

X � H; X dense dans H et j�jH � k�kX :(6.2.7)

Consid�erons maintenant a(�; �) et b(�; �) deux formes bilin�eaires continues dans H � H et
X �M respectivement. Nous pouvons alors d�e�nir les op�erateurs A dans L(H), B : X !M 0

et Bt : M ! X 0 par8<:
a(p; q) = (Ap; q)H ; 8(p; q) 2 H �H

hBp;wiM 0�M =


p;Btw

�
X�X0

= b(p;w); 8(p;w) 2 X �M:

Les noyaux des B et Bt sont8<: V � Ker B = fp 2 X / b(p;w) = 0; 8w 2Mg ;

Ker Bt = fw 2M / b(p;w) = 0; 8p 2 Xg :
Nous faisons ensuite les hypoth�eses suivantes:������

(i) 9 c > 0 / 8 w 2M; 9 q 2 X / b(q; w) � c kwkM=Ker Bt kqkX ;

(ii) 9 � > 0 / 8 p 2 X; a(p; p) � � jpj2H :
(6.2.8)

et on suppose que la norme j � jH est une norme sur Ker B. La norme dans l'espace quotient
est d�e�nie par kwkM=Ker Bt = inf

w02Ker Bt
kw + w0kM . Dans ce qui suit nous allons identi�er

l'espace M=Ker Bt avec le compl�ement orthogonal de Ker Bt

M=Ker Bt � (Ker Bt)? � �w 2M / (v; w)M = 0;8 v 2 Ker Bt
	
:

Remarque 6.2.2 La propri�et�e (6.2.8)-(ii) implique la coercivit�e sur Ker B et donc pour le
probl�eme continu nos hypoth�eses co��ncident avec les hypoth�eses de la th�eorie classique ([32]).
Cependant pour le probl�eme discret ceci n'est pas le cas si on n'a pas Ker Bh � Ker B.

Nous sommes int�eress�es par l'approximation du probl�eme mod�ele8>>>><>>>>:
Trouver (p; u) 2 X �M tels que

a(p; q)+ b(q; u) = 0; 8q 2 X;

b(p;w) = hf;wi ; 8w 2M;

(6.2.9)

avec f 2 M 0, l'espace dual de M . Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, nous avons le r�esultat
classique suivant (cf. [32])

Th�eor�eme 6.2.1 Pour tout f 2 Im B, le probl�eme (1.2.11) admet une solution unique (p; u)
dans X � (M=Ker Bt), qui satisfait

kukM=Ker Bt + kpkX � C kfkM 0 :
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Soient Xh � X et Mh �M deux espaces d'approximation de dimension �nie. Nous consid�e-
rons alors le probl�eme d'approximation8>>>><>>>>:

Trouver (ph; uh) 2 Xh �Mh tels que

a(ph; qh)+ b(qh; uh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(ph; wh) = hf;whi ; 8wh 2Mh;

(6.2.10)

Nous posons 8>>>><>>>>:
Vh(f) = fqh 2 Xh / b(qh; wh) = hf;whi ; 8wh 2Mhg = B�1h (f);

Vh = Vh(0) = Ker Bh; (Bh d�e�ni par (6.2.12))

Zh(g) = fvh 2Mh / b(qh; vh) = hg; qhi ; 8qh 2 Xhg = (Bt
h)
�1(g);

(6.2.11)

et nous faisons les hypoth�eses suivantes

(H0) 8f 2 Im B, Vh(f) 6= ; et 8g 2 Im Bt, Zh(g) 6= ;

(H1) Condition inf-sup discr�ete:

il existe une constante k > 0, ind�ependante de h, telle que

8 wh 2Mh; 9 qh 2 Xh / b(qh; wh) � k kwhkM=Ker Bt
h
kqhkX :

(H2) Condition de coercivit�e discr�ete :

il existe une constante � > 0, ind�ependante de h, telle que

8 ph 2 Xh; a(ph; ph) � � jphj2H :

(H3) Propri�et�es d'approximation sur Xh et Mh,8><>:
lim
h!0

inf
qh2Xh

kp� qhkX = 0; 8p 2 X;

lim
h!0

inf
wh2Mh

ku� whkM = 0; 8u 2M:

Remarque 6.2.3 Par l'hypoth�ese (H3) et la densit�e de X dans H, nous avons

lim
h!0

inf
qh2Xh

jp� qhjH = 0; 8p 2 H:

Remarque 6.2.4 La condition inf-sup (H1) implique que nous avons

8 wh 2Mh; 9 qh 2 Xh / b(qh; wh) � k kwhkM=Ker Bt
h
kqhkX :
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Comme dans le cas du probl�eme continu, nous introduisons les op�erateurs Bh et Bt
h d�e�nis

par

(Bhph; wh)M 0�M =
�
ph; B

t
hwh

�
X�X0

= b(ph; wh); 8ph 2 Xh; 8wh 2Mh;(6.2.12)

et leurs noyaux respectifs KerBh = Vh (d�e�ni par (6.2.11)) et KerBt
h

KerBt
h = fwh 2Mh / b(ph; wh) = 0; 8ph 2 Xhg :

Th�eor�eme 6.2.2 Sous les hypoth�eses (H0) - (H3), le probl�eme (6.2.10) admet une solution
unique telle que

(ph; uh) 2 Xh � (Mh=Ker B
t
h);

et nous avons les r�esultats de convergence suivants

� (ph; uh) ! (p; u) dans H �M;

Plus pr�ecis�ement, nous avons les estimations d'erreur:

jp� phjH + ku� uhkM=Ker Bt
h
� C

�
inf

qh2Xh

kp� qhkX + inf
wh2Mh

ku� whkM
�

kp� phkX=Ker Bh � C 0 inf
qh2Xh

kp� qhkX

D�emonstration.
(i) Existence et unicit�e :

L'existence et l'unicit�e de la solution (ph; uh) 2 Xh � (Mh=Ker B
t
h) du probl�eme discret

d�ecoulent de l'hypoth�ese (H0) et de la coercivit�e non-uniforme de la forme bilin�eaire a(�; �)
sur le noyau Ker Bh, i.e.,

9�h > 0; 8ph 2 Vh a(ph; ph) � �h kphk2X :(6.2.13)

Cette derni�ere propri�et�e (6.2.13) est une cons�equence de l'hypoth�ese (H2) �etant donn�e qu'en
dimension �nie toutes les normes sont �equivalentes. Il reste maintenant �a prouver les estima-
tions d'erreur. Pour obtenir ensuite le r�esultat de convergence nous utilisons l'hypoth�ese (H3)
et la remarque 6.2.3.
(ii) Un r�esultat interm�ediaire:

Pour montrer les estimations d'erreur nous suivons ici une d�emarche di��erente de celle suivie
dans le chapitres 1 et 2. On d�e�nit d'abord (bph; buh) 2 Xh �Mh tels que,

b(bph � p;wh) = 0; 8wh 2Mh

b(qh; buh � u) = 0; 8qh 2 Xh

(6.2.14)

L'existence de (bph; buh) 2 Xh �Mh d�ecoule de l'hypoth�ese (H0), pour les d�eterminer ensuite
de fa�con unique on choisit ceux qui r�ealisent,

kp� bphkX = inf
qh2Vh(Bhp)

kp� qhkX

ku� buhkM = inf
wh2Zh(B

t
h
u)
ku�whkM

(6.2.15)
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Il est facile de voir que (6.2.15) implique,

kp� bphkX=Ker Bh = kp� bphkX
ku� buhkM=Ker Bt

h
= ku� buhkM(6.2.16)

De plus nous avons,

(i) kp� bphkX �
�
1 +

kbk
k

�
inf

qh2Xh

kp� qhkX

(ii) ku� buhkM = �
�
1 +

kbk
k

�
inf

wh2Mh

ku� whkM
(6.2.17)

Pour prouver (6.2.16)-(i), on �ecrit,

kp� bphkX = kp� bphkX=Ker Bh
= inf

p0
h
2Ker Bh

kp� bph + p0hkX

= inf
p0h2Ker Bh

kp� bph � qh + qh + p0hkX ; 8qh 2 Xh

� inf
p0h2Ker Bh

k � bph + qh + p0hkX + kp� qhkX ; 8qh 2 Xh

� kbph � qhkX=Ker Bh + kp� qhkX ; 8qh 2 Xh

(6.2.18)

En utilisant maintenant la condition inf-sup 6.2.3) on a,

kbph � qhkX=Ker Bh �
1

k
sup

wh2Mh

b(bph � qh; wh)

kwhkM ;(6.2.19)

or, par la premi�ere �equation du syst�eme (6.2.14) on a,

b(bph � qh; wh) = b(p� qh; wh); 8(qh; wh) 2 Xh �Mh

en rempla�cant ceci dans (6.2.19) on obtient,

kbph � qhkX=Ker Bh �
kbk
k
kp� qhkX ; 8qh 2 Xh

En combinant �nalement ce dernier r�esultat et (6.2.18) on d�eduit (6.2.16)-(i).
Pour prouver (6.2.16)-(ii), on suit exactement la même technique,

ku� buhkM = ku� buhkM=Ker Bt
h

= inf
u0
h
2Ker Bt

h

ku� buh + u0hkM

= inf
u0h2Ker B

t
h

ku� buh � wh + wh + u0hkM ; 8wh 2Mh

� inf
u0h2Ker B

t
h

k � buh + wh + u0hkM + ku� whkM ; 8wh 2Mh

� kbuh �whkM=Ker Bt
h
+ ku� whkM ; 8wh 2Mh

(6.2.20)
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En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

kbuh � whkM=Ker Bt
h
� 1

k
sup

qh2Xh

b(qh; buh � wh)

kqhkX ;(6.2.21)

or, la deuxi�eme �equation du syst�eme (6.2.14) conduit a,

b(qh; buh � wh) = b(qh; u� wh); 8(qh; wh) 2 Xh �Mh

et en rempla�cant ceci dans (6.2.21) on obtient,

kbuh � whkM=Ker Bt
h
� kbk

k
ku� whkM ; 8wh 2Mh

En combinant �nalement cette derni�ere relation et (6.2.20) on d�eduit (6.2.16)-(ii).
(iii) Estimations sur kp� phkH
En prenant la di��erence entre le probl�eme continu (6.2.9) et le probl�eme discret (6.2.10), on
obtient

a(p� ph; qh)+ b(qh; u� uh; ) = 0; 8qh 2 Xh;

b(p� ph; wh) = 0; 8wh 2Mh;

ou encore,

a(p� ph + bph � bph; qh)+ b(qh; u� uh + buh � buh) = 0; 8qh 2 Xh;

b(p� ph + bph � bph; wh) = 0; 8wh 2Mh:

En utilisant maintenant (6.2.14) on a,

a(bph � ph; qh)+ b(qh; buh � uh) = a(bph � p; qh); 8qh 2 Xh;

b(bph � ph; wh) = 0; 8wh 2Mh:
(6.2.22)

on choisit maintenant qh = bph � ph , wh = buh � uh et on prend la di��erence entre les deux
�equations de ce syst�eme, pour obtenir,

a(bph � ph; bph � ph) = a(bph � p; bph � ph)

d'o�u par l'hypoth�ese (H2) et la continuit�e de la forme bilin�eaire a(�; �) sur H, nous avons

jbph � phjH � kak
�
jbph � pjH :

Le r�esultat s'obtient ensuite en utilisant l'in�egalit�e triangulaire. Plus pr�ecis�ement, on a

jp� phjH � jp� bphjH + jbph � phjH �
�
1 +

kak
�

�
jp� bphjH

ce qui implique (par hypoth�ese j � jH � k � kX),

jp� phjH �
�
1 +

kak
�

�
jp� bphjX
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d'o�u en utilisant (6.2.17)-(i),

jp� phjH �
�
1 +

kak
�

��
1 +

kbk
k

�
inf

qh2Xh

jp� qhjX(6.2.23)

(iv) Estimations sur ku� uhkM=Ker Bt
h

Par la premi�ere �equation de (6.2.22) on a,

b(qh; buh � uh) = a(ph � p; qh); 8qh 2 Xh:(6.2.24)

En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

kbuh � uhkM=Ker Bt
h
� 1

k
sup

qh2Xh

b(qh; buh � uh)

kqhkX ;(6.2.25)

En combinant (6.2.24) et (6.2.25) nous avons,

kbuh � uhkM=Ker Bt
h
� 1

k
sup

qh2Xh

a(ph � p; qh)

kqhkX � kak
k
jph � pjH(6.2.26)

car j � jH � k � kX . On �ecrit ensuite,

ku� uhkM=Ker Bt
h

= inf
u0
h
2Ker Bt

h

ku� uh + u0hkM

= inf
u0
h
2Ker Bt

h

ku� uh � buh + buh + u0hkM

� inf
u0h2Ker B

t
h

kbuh � uh + u0hkM + ku� buhkM
� kbuh � uhkM=Ker Bt

h
+ ku� buhkM

D'o�u en utilisant (6.2.26) on obtient,

ku� uhkM=Ker Bt
h
� kak

k
jph � pjH + ku� buhkM

Ce qui conduit �a (par (6.2.17)-(ii) et (6.2.23))

ku� uhkM=Ker Bt
h

� kak
k

�
1 +

kak
�

��
1 +

kbk
k

�
inf

qh2Xh

jp� qhjX

+

�
1 +

kbk
k

�
inf

wh2Mh

ku�whkM
(6.2.27)

(v) Estimations sur kp� phkX=Ker Bh
Par la deuxi�eme �equation de (6.2.22) on a,

b(bph � ph; wh) = 0; 8wh 2Mh;

En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

kbph � phkX=Ker Bh �
1

k
sup

wh2Mh

b(bph � ph; wh)

kwhkM � 0(6.2.28)
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On �ecrit ensuite,

kp� phkX=Ker Bh = inf
p0
h
2Ker Bh

kp� ph + p0hkX

= inf
u0
h
2Ker Bh

kp� ph � bph + bph + p0hkX

� inf
p0
h
2Ker Bh

kbph � ph + p0hkX + kp� bphkX
� kbph � phkX=Ker Bh + kp� bphkX

D'o�u en utilisant (6.2.28) on obtient,

kp� phkX=Ker Bh � kp� bphkX
Ce qui conduit �a (par (6.2.17)-(i) )

kp� phkX=Ker Bh �
�
1 +

kak
�

��
1 +

kbk
k

�
inf

qh2Xh

jp� qhjX

Remarque 6.2.5 Les hypoth�eses (H0)-(H3) de cette nouvelle th�eorie abstraite sont plus
faibles que les hypoth�eses de la th�eorie d�evelopp�ee dans le chapitre 1, car ici d'une part on n'a
pas besoin de la coercivit�e uniforme sur Ker Bh, d'autre part on n'a pas d'hypoth�ese sur la
d�ecomposition orthogonale de l'espace Xh. Du point de vue des estimations d'erreur on peut
remarquer que cette th�eorie nous donne les mêmes r�esultats en ce qui concerne la convergence
uh vers u mais une estimation plus faible sur p�ph car on obtient les normes H et X=Ker Bh,
qui sont toutes les deux plus petites que la norme dans l'espace X.

Par rapport �a la th�eorie abstraite d�evelopp�ee dans le chapitre 2 les hypoth�eses de la nouvelle
th�eorie sont �egalement plus faibles �a l'exception de la condition inf-sup. Nous avons donc
essay�e d'a�aiblir �egalement l'hypoth�ese (H1) dans la nouvelle th�eorie. Cependant nous n'avons
pas r�eussi �a obtenir des r�esultats de convergence dans ce cas. Ceci explique en particulier
pourquoi dans le chapitre 2 nous n'avons pas utilis�e cette th�eorie pour �etudier le probl�eme
�elastique.

6.2.4 Application �a la formulation en domaines �ctifs pour l'�equation des

ondes anisotropes

Nous revenons maintenant au probl�eme (6.2.1) et son approximation (6.2.2). Dans ce cas
nous avons,

H = (L2(C))2 ; X = H(div ;C) ; M(=M �G) = L2(C)�H
1=2
00 (�):

La forme b(�; �) 2 L(X;M �G) correspond a,

b(q; w) � b�(q; �); 8(q; w; �) 2 X �M �G;

le noyau Ker Bh est dans ce cas l'espace Vh d�e�ni par (6.2.6) et Ker Bt
h correspond �a

f(wh; �H) 2Mh �GH=b(qh; wh)� b�(qh; �H) = 0;8qh 2 Xhg :
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Nous rappelons que nous avons les r�esultats suivants. �Etant donn�e que l'espace Xs
h est un

sous espace de Xh, la condition inf-sup discr�ete (6.2.5) implique la condition suivante,

9k > 0; inf
(wh;�H)2Mh�GH

sup
qh2Xh

b(qh; wh)� b�(qh; �H)

k�hkX(kwhkM + k�HkG) � k(6.2.29)

qui est aussi �equivalente �a (cf. [32])

8qh 2 Xh; 9k > 0; telle que kqhkX=Vh �
1

k
sup

(wh;�H)2Mh�GH

eb(qh;wh; �H)

kwhkM + k�HkG(6.2.30)

Finalement d'apr�es le Lemme 6.1.1, la condition 6.2.5 implique que pour notre application le
noyau Ker Bt

h est r�eduit �a z�ero:

f(wh; �H) 2Mh �GH=b(qh; wh)� b�(qh; �H) = 0;8qh 2 Xs
hg

) wh � 0 et �H � 0
(6.2.31)

Nous posons,

Vh(f; f�) = fqh 2 Xh / b(qh; wh)� b�(qh; �H) = hf;whi+ < f�; �H >�; 8(wh; �H) 2Mh �GHg

Zh(g) = f(wh; �H) 2Mh �GH / b(qh; wh)� b�(qh; �H) = hg; qhi ; 8qh 2 Xhg

Nous choisissons maintenant (bph; bvh; b�H) 2 Xh �Mh �GH tels que:8<: b(qh; v � bvh) �b�(qh; �� b�H) = 0; 8qh 2 Xh;

b(p� bph; wh) �b�(p� bph; �H) = 0; 8(wh; �H) 2Mh �GH :
(6.2.32)

et

kp� bphkX = inf
qh2Vh(Bhp;�B

�
h
p)
kp� qhkX

k(v � bvh; �� b�H)kM�G = inf
(wh;�H)2Zh(B

t
h
v�(B�

h
)t�)

k(u� wh; �� �H)kM�G

(6.2.33)

avec,
k(w; �)kM�G = kwkM + k�kG; 8(w;�) 2M �G:

Nous pouvons alors prouver le lemme suivant.

Lemme 6.2.1 Le triplet (bph; bvh; b�H) ainsi d�e�nie est unique dans Xh �Mh �GH . De plus,
nous avons les estimations suivantes,

(i) kp� bphkX � C inf
qs
h
2Xs

h

kp� qshkX

(ii) kv � bvhkM + k�� b�HkG � C 0
�

inf
wh2Mh

kv � whkM + inf
�H2GH

k�� �HkG
�(6.2.34)
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De même, si on a (p; v; �) 2 Ck(0; T ;X) � Ck(0; T ;M) � Ck(0; T ;G), k � 1, alors il existe
une constante C ind�ependante de h telle que

k@kt (p� bph)kX + k@kt (v � bvh)kM + k@kt (�� b�H)kG � C

�
inf

qs
h
2Xs

h

k@kt p� qshkX

+ inf
wh2Mh

k@kt v � whkM + inf
�H2GH

k@kt �� �HkG
�(6.2.35)

Ce lemme est une application directe de la th�eorie abstraite d�evelopp�e dans la section pr�ec�e-
dente. Plus pr�ecis�ement on utilise ici seulement les r�esultat interm�ediaire (ii).

6.2.4.1 Estimations d'erreur pour le probl�eme d'�evolution

Nous allons �etudier ici la convergence de la solution du probl�eme discret (6.2.2) vers la
solution du probl�eme continu (6.2.1). Pour ce faire nous suivons la même d�emarche que dans
la section 1.3.

Le r�esultat principal de cette section est le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 6.2.3 Soit (p; v; �) la solution du probl�eme continu (6.2.1) et (ph; vh; �H) celle
du probl�eme approch�e (6.2.2) avec les conditions initiales

(p0;h; v0;h) = (bp0; bv0):(6.2.36)

On pose

Eh(p; v; �)(t) = inf
qs
h
2Xs

h

kp(t)� qshkX + inf
wh2Mh

ku(t)� whkM + inf
�H2GH

k�(t)� �HkG

� Si (p; v; �) 2 C1(0; T ;X) �C1(0; T ;M) � C1(0; T;G), alors, 8t 2 [0; T ],

jp� phjH(t)! 0 ; kv � vhkM (t)! 0:

Plus pr�ecis�ement,8>>>><>>>>:
jp� phjH(t) � Eh(p; v; �)(t) +

Z t

0
Eh(@tp; @tv; @t�)(s)ds

kv � vhkM (t) � Eh(p; v; �)(t) +
Z t

0
Eh(@tp; @tv; @t�)(s)ds

� Si, en plus, on a (p; v; �) 2 C2(0; T ;X) � C2(0; T ;M) � C2(0; T;G), alors, 8t 2 [0; T ],

k�� �HkG(t)! 0: ; kp� phkX=Vh(t)! 0:

Plus pr�ecis�ement,8>>>><>>>>:
k�� �HkG(t) � Eh(p; v; �)(t) + Eh(@tp; @tv; @t�)(t) +

Z t

0
Eh(@2t p; @2t v; @2t �)(s)ds

kp� phkX=Vh(t) � Eh(p; v; �)(t) + Eh(@tp; @tv; @t�)(t) +
Z t

0
Eh(@2t p; @2t v; @2t �)(s)ds
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A�n de prouver ce th�eor�eme nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.2.2 Soient (p; v; �) et (ph; vh; �H) les solutions des probl�emes (6.2.1) et (6.2.2)

respectivement avec les conditions initiales (6.2.36). Soit en plus
�bph; bvh; b�H� d�e�nis par

(6.2.32)-(6.2.33) .
(i) Si (p; v; �) 2 C1(0; T ;X)�C1(0; T ;M)�C1(0; T;G), il existe une constante C1, ind�epen-
dant de h telle que, 8t 2 [0; T ],

jbph � phjH(t) + kbvh � vhkM (t) � C1

Z t

0
(j@t(p� bph)jH(s) + k@t(v � bvh)kM (s)) ds

(6.2.37)

(ii) De plus, si (p; v; �) 2 C2(0; T ;X)�C2(0; T ;M)�C2(0; T ;G) et (ph; vh; �H) 2 C1(0; T ;Xh)�
C1(0; T ;Mh)� C1(0; T ;GH), il existe deux constantes C2, C3 ind�ependantes de h telles que,
8t 2 [0; T ],

kb�H � �HkG(t) � C2

�
j@t(p� bph)jH(t) + Z t

0

�j@2t (p� bph)jH(s) + k@2t (v � bvh)kM (s)
�
ds:

�
;

(6.2.38)

kbph � phkX=Vh(t) � C3

�
k@t(v � bvh)kM (t) +

Z t

0

�j@2t (p� bph)jH(s) + k@2t (v � bvh)kM (s)
�
ds:

�
;

(6.2.39)

D�emonstration.
(i) On r�e�ecrit les �equations (6.2.1) pour des fonctions test q = qh 2 Xh � X, w = wh 2Mh �
M et � = �H 2 GH � G8>>>>><>>>>>:

d

dt
a(p; qh) +b(qh; v) �b�(qh; �) = 0; 8qh 2 Xh;

d

dt
(v; wh) �b(p;wh) = (f;wh); 8wh 2Mh;

b�(p; �H) = 0; 8�H 2 GH ;

(6.2.40)

On prend ensuite la di��erence entre (6.2.40) et (6.2.2) et on obtient :8>>>>><>>>>>:

d

dt
a(p� ph; qh) +b(qh; v � vh) �b�(qh; �� �H) = 0; 8qh 2 Xh;

d

dt
(v � vh; wh) �b(p� ph; wh) = 0; 8wh 2Mh;

b�(p� ph; �H) = 0; 8�H 2 GH ;

(6.2.41)

On introduit maintenant (bph; bvh; b�H) et on d�ecompose l'erreur entre la solution des probl�emes
continu et approch�e en deux parties8>>><>>>:

(p� ph)(t) = (p� bph)(t) + (bph � ph)(t) � "h(t) + �h(t);

(v � vh)(t) = (v � bvh)(t) + (bvh � vh)(t) � �h(t) + �h(t)

(�� �H)(t) = (�� b�H)(t) + (b�H � �H)(t) � �H(t) + �H(t)

(6.2.42)
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Par (6.2.36) on a

(bph � ph)(0) = 0 ; bvh � vh(0) = 0:

D'apr�es (6.2.41) et (6.2.42), pour tout (qh; wh; �H) 2 Xh �Mh �GH ,8>>>><>>>>:
a(@t�h; qh) + b(qh; �h)� b�(qh; �H) = �a(@t"h; qh)� b(qh; �h) + b�(qh; �H);

(@t�h; wh)� b(�h; wh) = �(@t�h; wh) + b("h; wh);

b�(�h; �H) = �b�("h; �H)

(6.2.43)

Par d�e�nition de (bph; bvh; b�H) nous avons8<: b(qh; �h) �b�(qh; �H) = 0; 8qh 2 Xh;

b("h; wh) �b�("h; �H) = 0; 8(wh; �H) 2Mh �GH :

Donc, (6.2.43) devient,8>>>><>>>>:
a(@t�h; qh) + b(qh; �h)� b�(qh; �H) = �a(@t"h; qh);8qh 2 Xh;

(@t�h; wh)� b(�h; wh) = �(@t�h; wh); 8wh 2Mh;

b�(�h; �H) = 0; 8�H 2 GH :

(6.2.44)

Si on choisit maintenant qh = �h, wh = �h et �H = �H dans (6.2.44) et si on ajoute les trois
�equations, on a

a(@t�h; �h) + (@t�h; �h) = �a(@t"h; �h)� (@t�h; �h):(6.2.45)

Ensuite, on pose

Eh(t) =
1

2
(a(bph � ph; bph � ph) + (bvh � vh; bvh � vh)) (t) =

1

2
(a(�h; �h) + (�h; �h)) (t):

On sait alors qu'il existe une constante C > 0, telle que

E
1=2
h (t) � C

�jbph � phj2H(t) + kbvh � vhk2M (t)
�1=2

;

ce qui implique que

dE
1=2
h

dt
(t) � C 0 (j@t"hjH(t) + k@t�hkM (t))

� C 0 (j@t(p� bph)jH(t) + k@t(v � bvh)kM (t))

(6.2.46)

D'apr�es (6.2.36) on a,

Eh(0) = 0:
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Il est alors facile de voir que (6.2.46) conduit �a (6.2.37).
(ii) Pour obtenir la deuxi�eme estimation (6.2.38) nous allons utiliser la condition inf-sup
uniforme (6.2.5) qui s'�ecrit (grâce �a (6.2.31))

8(wh; �H) 2 (Mh �GH); 9k > 0; telle que kwhkM + k�HkG � 1

k
sup

qs
h
2Xs

h

b(qsh; wh)� b�(q
s
h; �H)

kqshkX
ce qui donne pour wh = �h et �H = �H ,

k�hkM + k�HkG � 1

k
sup

qs
h
2Xs

h

b(qsh; �h)� b�(q
s
h; �H)

kqshkX
(6.2.47)

Nous allons remplacer maintenant le terme b(qsh; �h) � b�(q
s
h; �H) en utilisant la premi�ere

�equation du syst�eme (6.2.44), qui s'�ecrit (pour qh = qsh 2 Xs
h � Xh)

b(qsh; �h)� b�(q
s
h; �H) = �a(@t("h + �h); q

s
h);8qsh 2 Xs

h:

En rempla�cant ceci dans (6.2.47) on obtient

k�hkM (t) + k�HkG(t) � kak
k

(j@t"hjH(t) + j@t�hjH(t))(6.2.48)

Jusqu'�a maintenant, on a seulement utilis�e la r�egularit�e C1 de la solution. Cependant, pour
majorer le terme j@t�hjH(t) = j@t(bph�ph)jHk, on a besoin de la r�egularit�e C2. En e�et, on peut
appliquer (6.2.37) en rempla�cant ph par @tph, bph par @tbph, ainsi de suite ... Plus pr�ecis�ement,
on a

j@t(bph � ph)jH(t) � C

Z t

0

�j@2t "hjH(s) + k@2t �hkM (s)
�
ds:(6.2.49)

Finalement, en combinant (6.2.48) et (6.2.49), on obtient

k�hkM (t) + k�HkG(t) � C 0
�
j@t"hjH(t) +

Z t

0

�j@2t "hjH(s) + k@2t �hkM (s)
�
ds:

�
;

Pour obtenir l'estimation (6.2.39), on utilise la condition inf-sup discr�ete (6.2.30),

8qh 2 Xh; 9k > 0; telle que kqhkX=Vh �
1

k
sup

(wh;�H)2Mh�GH

b(qh; wh)� b�(qh; �H)

kwhkM + k�HkG

(6.2.50)

D'o�u, en choisissant qh = �h dans (6.2.50),

k�hkX=Vh �
1

k
sup

(wh;�H)2Mh�GH

b(�h; wh)� b�(�h; �H)

kwhkM + k�HkG(6.2.51)

On somme maintenant la deuxi�eme et la troisi�eme �equation de (6.2.44) pour obtenir

b(�h; wh)� b�(�h; �H) = (@t(�h + �h); wh) 8(wh; �H) 2Mh �GH

et en utilisant ceci dans (6.2.51) on a

k�hkX=Vh � C (k@t�hkM + k@t�hkM )
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De plus nous pouvons obtenir l'estimation suivant pour k@t�hkM (de la même fa�con qu'on a
obtenu (6.2.49))

k@t�hkM (t) = k@t(bvh � vh)kM (t) � C

Z t

0

�j@2t "hjH(s) + k@2t �hkM (s)
�
ds:(6.2.52)

En combinant (6.2.51) et (6.2.52), on obtient �nalement

k�hkX=Vh � C 0
�
k@t�hkM ++

Z t

0

�j@2t "hjH(s) + k@2t �hkM (s)
�
ds:

�
;

ce qui termine la d�emonstration.

D�emonstration du Th�eor�eme 6.2.3.

� Estimations sur jp� phjH et kv � vhkM . Nous avons

jp� phjH � jp� bphjH + jbph � phjH

� kp� bphkX + jbph � phjH
Par le Lemme 6.2.1 nous avons pour le premier terme,

kp� bphkX � C inf
qsh2X

s
h

kp� qshkX :

Pour le second terme on utilise la relation (6.2.37) du Lemme 6.2.2. Ceci n�ecessite que les
termes j@t(p�bph)jH et k@t(v�bvh)kM soient major�es. Pour ce faire on utilise la relation (6.2.35)
pour k = 1, on obtient alors

j@t(p� bph)jH + k@t(v � bvh)kM � CEh(@tp; @tv; @t�)

De même, on a
kv � vhkM � kv � bvhkM + kbvh � vhkM

Pour le premier terme on a par le Lemme 6.2.1,

kv � bvhkM � CEh(p; v; �)

et pour le deuxi�eme on utilise la relation (6.2.37) du Lemme 6.2.2 comme pr�ec�edemment.
� Estimations sur j�� �H jG et kp� phkX=Vh .
On �ecrit

k�� �HkG � k�� b�HkG + kb�H � �HkG

(par le Lemme 6.2.1) � CEh(p; v; �) + kb�H � �HkG
Pour le terme kb�H � �HkG on utilise la relation (6.2.38) du Lemme 6.2.2, ce qui n�ecessite la
r�egularit�e C2 de la solution, on obtient alors

kb�H � �HkG � C 0
�
Eh(@tp; @tv; @t�) +

Z t

0
Eh(@2t p; @2t v; @2t �)(s)ds

�
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De la même fa�con on �ecrit

kp� phkX=Vh � kp� bphkX=Vh + kbph � phkX=Vh

� kp� bphkX + kbph � phkX=Vh

(par le Lemme 6.2.1) � CEh(p; v; �) + kbph � phkX=Vh
Pour le terme kbph � phkX=Vh on utilise la relation (6.2.39) du Lemme 6.2.2, ce qui n�ecessite
la r�egularit�e C2 de la solution, on obtient alors

kbph � phkX=Vh � C 0
�
Eh(@tp; @tv; @t�) +

Z t

0
Eh(@2t p; @2t v; @2t �)(s)ds

�

6.2.5 Condition inf-sup discr�ete uniforme

Nous allons montrer ici que la condition inf-sup discr�ete uniforme (6.2.5) est satisfaite. La
d�emarche que nous avons suivie est la même que dans [74] et elle est inspir�ee des travaux de
I. Babuska [8]. Dans ce qui suit on consid�ere que � est une courbe ferm�ee de classe C1;1. La
g�eom�etrie du probl�eme dans ce cas est repr�esent�ee sur la �gure 6.2.1. Les espaces fonctionnels

n n
Γ

C

ΓD Ω

Ω

i

e Γ

C

ΓD Ω

Ω

i

e
f

Fig. 6.2.1: La g�eom�etrie du probl�eme.

de base sont alors,

X = (H(div ;C) ; M = L2(C) ; G = H1=2(�):

Notons que dans le cas d'une �ssure �f on peut toujours consid�erer une courbe ferm�e � (avec

�f � �) et prolonger par z�ero la fonction � qui est a priori dans H
1=2
00 (�f ) de fa�con a obtenir

une fonction e� 2 H1=2(�). Les espaces Xh, Mh et GH sont les mêmes que dans la section
pr�ec�edente. On suppose que le maillage �H est uniform�ement r�egulier,

Il existe 0 < C � 1 tel que Hj � CH;8j
Nous pouvons alors prouver le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 6.2.4 Si le maillage �H est uniform�ement r�egulier, alors il existe une constante
� > 0 telle que, si h est assez petit et H � �h, alors la condition inf-sup uniforme (6.2.5) est
vraie.

La d�emonstration de ce th�eor�eme est un peu longue, elle fait l'objet du paragraphe suivant.
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6.2.5.1 D�emonstration du Th�eor�eme 6.2.4

La d�emonstration du Th�eor�eme 6.2.4 s'appuie sur la condition inf-sup continue (6.2.4),

9k > 0 telle que 8(v; �) 2M �G; 9p 2 X=b(p; v)� b�(p; �) � kkpkX(kvkM + k�kG)

Plus pr�ecis�ement nous allons construire un p 2 X particulier qui v�eri�e cette condition. Soit
(v; �) 2M �G, on d�e�nit p comme un rel�evement de (v; �),

p = R(v; �)(6.2.53)

avec R 2 L(M �G;X) l'op�erateur de rel�evement d�e�ni par:

R(v; �) = R1(v) +R2(�) = p1 + p2 = p

avec R1 2 L(M;X); R2 2 L(G;X) et ou

p = p1 + p2;

p1 = p1i = r�1i ; dans 
i; p1 = p1e = r�1e; dans 
e = C � 
i;

8>>><>>>:
�4�1i = �v; dans 
i;

@�1i
@n

= 0; sur �

8>>>>><>>>>>:

�4�1e = �v; dans 
e;

@�1e
@n

= 0; sur �;

�e = 0; sur �D;

p2 = p2i = r�2i dans 
i p2 = p2e = r�2e dans 
e;

8>><>>:
�4�2i = 0; dans 
i;

�2i = ��; sur �;

8>>>>><>>>>>:

�4�2e = 0; dans 
e;

@�2e
@n

=
@�2i
@n

; sur �

�2e = 0; sur �D;

(6.2.54)

Pour assurer l'existence et l'unicit�e de p1 dans 
i on suppose pour l'instant que v est �a
moyenne nulle dans 
i. Le p d�e�ni ainsi appartient bien �a H(div;C). En e�et nous avons
d'une part pj
i 2 H(div; 
i) et pj
e 2 H(div; 
e) et p � n est continue sur � �a cause du
raccord des d�eriv�ees normales sur �ki et �ke pour k = 1; 2. Il est alors facile de v�eri�er que le
rel�evement R est continu,

kpkX � kRk(kvkM + k�kG):
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De plus p v�eri�e la condition inf-sup continue. En e�et,

b(p; v)� b�(p; �) = kvk2M �
�
@�2i
@n

; �

�
�

= kvk2M +

�
@�2i
@n

; �2i

�
�

= kvk2M + kr�2i k20;
i

� kvk2M +
1

c21
k�k2G

� C 0(kvkM + k�kG)2

� C 0

kRkkpkX(kvkM + k�kG)

o�u nous avons utilis�e le th�eor�eme de trace dans H1(
i),

k�kG � c1k�2i k1;
i
et la continuit�e de R.

Nous introduisons ensuite l'espace Hs(div;C) = fp 2 Hs(C)2;divv 2 Hs(C)g, muni de la
norme:

kpk2s;div;C = kpk2s;C + kdivpk2s;C :

On peut alors prouver le lemme suivant.

Lemme 6.2.3 Pour tout 0 � s < 1
2 , R

1 envoie continûment Hs(C) dans Hs(div;C):

8s 2 [0;
1

2
[; 8v 2 Hs(C); kR1vks;div;C � Cs kvks;C :

De plus R1 envoie continûement Hs(C) dans Hs+�(C) avec 0 � � < 1=2:

8s 2 [0;
1

2
[;8� 2 [0;

1

2
[; 8v 2 Hs(C); kR1vks+�;C � C 0s+� kvks;C :

Ce lemme est un cons�equence de la r�egularit�e elliptique pour les probl�emes sur �1i et �
1
e.

Lemme 6.2.4 Pour tout 0 � s < 1
2 , R

2 envoie continûment Hs+ 1
2 (�) dans Hs(div;C):

8s 2 [0;
1

2
[; 8� 2 Hs+ 1

2 (�); kR�ks;div;C � cs j�js+ 1
2
;�:

Ce lemme a �et�e d�emontr�e dans [74], on rappelle ici les principales �etapes de la preuve. Pour
s � 0, on introduit Hs(�;
) = f' 2 Hs(
);�' 2 Hs(
)g, muni de la norme:

kvk2s;�;
 = kvk2s;
 + k�vk2s;
;

Nous avons alors le r�esultat suivant (voir [79, 59]).
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Th�eor�eme de Trace L'op�erateur de trace 
1 d�e�ni sur C
1(C) par 
1' =

@'

@n
j� se prolonge

de mani�ere unique en un op�erateur lin�eaire continu de Hs(�;C) dans Hs� 3
2 (�).

Par la r�egularit�e elliptique pour le probl�eme de Dirichlet sur �2i dans 
i on a,

�2i 2 Hs+1(�;
i); k�2i ks+1;�;
i � Ĉ j�js+ 1
2
;�:

Par le th�eor�eme de Trace on d�eduit que,

@�i
@n

j� 2 Hs� 1
2 (�); j@�i

@n
js� 1

2
;� � Ĉ1 j�js+ 1

2
;�:

Ensuite par la r�egularit�e elliptique pour le probl�eme de Neumann sur �2e dans 
e, on a,

�2e 2 Hs+1(�;
e); k�2eks+1;�;
e � Ĉ2 j�js+ 1
2
;�:

En combinant ces r�esultats on obtient,

(p2i ; p
2
e) 2 Hs(div; 
i)�Hs(div; 
e); kp2i ks;div;
i + kp2eks;div;
e � ĉ j�js+ 1

2
;�:

Pour terminer la d�emonstration on rappelle que p2 est obtenu par concat�enation de p2i et p
2
e,

que divp2 est obtenu par concat�enation de divp2i et divp
2
e et que, pour s <

1
2 , l'op�eration de

concat�enation est continue de Hs(
i)�Hs(
e) dans H
s(
).

Nous consid�erons maintenant (vh; �H) 2 Mh � GH et nous remarquons que nous avons

GH � H1=2+s(�) et Mh � Hs(C) pour s 2 [0;
1

2
[. On d�e�nit ensuite pH = R(vh; �H) =

R1(vh) +R2(�H), par les lemmes 6.2.3 et 6.2.4 nous savons que pH 2 Hs(div;C) et on peut
donc d�e�nir ph = �s

hp
H avec �s

h l'op�erateur d'interpolation habituel dans l'espace Xs
h. Nous

rappelons les r�esultats suivants:

b(p��s
hp; vh) = 0;8vh 2Mh et 8p 2 X(6.2.55)

et nous avons

kp��s
hpkX � Csh

skpks;div;C ; 8p 2 X; 80 � s � 1(6.2.56)

Nous allons montrer que ph ainsi d�e�nie v�eri�e la condition inf-sup discr�ete uniforme. En
e�et,

b(ph; vh)� b�(ph; �H) = b(pH ; vh)� b�(p; �H)� b�(ph � p; �H)

� kvhk2M + C1k�Hk2G � b�(ph � p; �H)
(6.2.57)

Il nous reste �a traiter le terme �b�(ph � p; �H). Par la continuit�e de la forme b�(�; �) dans
X �G On a,

b�(ph � p; �H) � kb�kkp� phkXk�HkG;(6.2.58)
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et

kp� phkX � kp1 � p1hkX + kp2 � p2hkX

( par 6.2.55) � kp1 � p1hk(L2(C))2 + kp2 � p2hkX

( par 6.2.56) � Cs+�h
s+�kp1ks+�;div;C + Csh

skp2ks;div;C ; 8(s; �) 2 [0; 1=2[2

(Lemme 6.2.3 + Lemme 6.2.4) � C 0s+�Cs+�h
s+�kvhks;C + Cscsh

sk�Hks+ 1
2
;�

� C 0s+�Cs+�ĉsh
�kvhkM + Cscsĉ2s

�
h

H

�s
k�HkG

Dans la derni�ere �etape nous avons utilis�e les in�egalit�es inverses,

kvhks;C � ĉsjvhkM ; k�Hks+ 1
2
;� � ĉ2sH

�sk�HkG
v�eri��ees grâce �a l'hypoth�ese de r�egularit�e uniforme du maillage �H (Th �etant r�egulier). En
reportant ce r�esultat dans (6.2.58) on obtient (en introduisant k1 = C 0s+�Cs+�ĉs, k2 = Cscsĉ2s),

b�(ph � p; �H) � kb�kk1h�kvhkMk�HkG + kb�kk2
�
h

H

�s
k�Hk2G

� 1

2
kb�kk1h�(kvhk2M + k�Hk2G) + kb�kk2

�
h

H

�s
k�Hk2G

� 1

2
kb�kk1h�kvhk2M +

�
1

2
kb�kk1h� + kb�kk2

�
h

H

�s�
k�Hk2G

En reportant �nalement ceci dans (6.2.57) on a

b(ph; vh)� b�(ph; �H) �
�
1� 1

2
kb�kk1h�

�
kvhk2M +

�
C1 � 1

2
kb�kk1h� � kb�kk2

�
h

H

�s�
k�Hk2G

Pour h tel que,
h� < Ĉ (� min f2kb�kk1; 2kb�kk1C1g);

et � tel que

�s >
kb�kk2
Ĉ

;

les deux constantes devant le termes kvhk2M et k�Hk2G sont positives. On pose

eC = min

��
1� 1

2
kb�kk1h�

�
;

�
C1 � 1

2
kb�kk1h� � kb�kk2

�
h

H

�s��
> 0;

on a alors,

b(ph; vh)� b�(ph; �H) �
eC
2
(kvhkM + k�HkG)2

�
eC

2kRkkp
HkX(kvhkM + k�HkG)

�
eC

2kRkckphkX(kvhkM + k�HkG)
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Pour obtenir la derni�ere in�egalit�e nous avons utilis�e la continuit�e de l'op�erateur �s
h.

Remarque 6.2.6 Nous avons fait au d�ebut de ce paragraphe l'hypoth�ese que v est �a moyenne
nulle dans 
i. Pour conclure il faudrait traiter le cas suivant

ev =
8<: v + � dans 
i

v dans 
e

avec v �a moyenne nulle dans 
i et � une constante dans 
i. Dans ce cas on d�e�nit p1 = eR(ev)
de la fa�con suivante,

p1 = p1i = r�1i ; dans 
i; p1 = p1e = r�1e; dans 
e;

8>>><>>>:
�4�1i = �v; dans 
i;

@�1i
@n

= 0; sur �

8>>>>>><>>>>>>:

�4�1e = �v � �2

s
; dans 
e;

@�1e
@n

= 0; sur �;

�e = 0; sur �D;

avec

s =

Z

e

vdx:

Il est alors facile de voir que p1 ainsi d�e�ni satisfait,

kp1kX � C1kevkM
et

b(p1; ev)� b�(p
1; �) = b(p1; ev)

= kvk2L2(
i)
+ kvk2L2(
e)

+ �2

� Ckevk2M
Ce qui entrâ�ne que p = p1 + p2 (p2 d�e�ni par 6.2.54) v�eri�e la condition inf-sup continue.

6.2.6 Le cas �elastique - Di�cult�es

Pour g�en�eraliser les estimations d'erreur obtenues pour l'�equation des ondes anisotropes
au cas �elastique, il \su�t" de montrer que la condition inf-sup suivante est satisfaite,

9k > 0; tel que 8(wh; �H) 2Mh �GH ; 9�h 2 Xh
sym =

b(�h; wh)� b�(�h; �H) � kk�hkX(kwhkM + k�HkG):

Comme pr�ec�edemment, pour montrer cette condition on peut s'appuyer sur la condition inf-
sup continue,

9k > 0 telle que 8(v; �) 2M �G; 9� 2 Xsym=b(�; v) � b�(�; �) � kk�kX (kvkM + k�kG):

252



6.2 Quelques aspects th�eoriques

De nouveau, on montre cette condition de mani�ere constructive, c'est �a dire en exhibant un
� 2 Xsym particulier qui la v�eri�e. Soit (v; �) 2 M � G, on d�e�nit � comme un rel�evement
de (v; �),

� = R(v; �)

avec � 2 Xsym et R 2 L(M �G;X) l'op�erateur de rel�evement d�e�ni par:

R(v; �) = R1(v) +R2(�) = �1 + �2 = �

avec R1 2 L(M;X); R2 2 L(G;X) et o�u

� = �1 + �2;

�1 = �1i = C"(u1i ); dans 
i; �1 = �1e = "(u1e); dans 
e = C � 
i;

8>><>>:
�div(C"(u1i )) = �v; dans 
i;

C"(u1i ) � n = 0; sur �

8>>>><>>>>:
�div(C"(u1e)) = �v; dans 
e;

C"(u1e) � n = 0; sur �;

u1e = 0; sur �D;

�2 = �2i = C"(u2i ) dans 
i �2 = �2e = C"(u2e) dans 
e;

8>><>>:
�div(C"(u2i )) = 0; dans 
i;

u2i = ��; sur �;

8>>>><>>>>:
�div(C"(u2e)) = 0; dans 
e;

C"(u2e) � n = C"(u2i ) � n; sur �

u2e = 0; sur �D;

On montre alors que le � ainsi d�e�ni satisfait la condition inf-sup continue.

Remarque 6.2.7 Pour assurer l'existence et l'unicit�e de �1 dans 
i on suppose initialement
que v est �a moyenne nulle dans 
i et pour conclure on traite le cas de la constante comme
dans la Remarque 6.2.6.

En reprenant ensuite une par une les �etapes de la d�emonstration de la condition inf-sup
discr�ete on constate qu'il su�t de prouver qu'il existe un op�erateur �h 2 L(Xsym;Xh

sym) tel
que,

(i) b(�h� � �; wh) = 0; 8wh 2Mh

(ii) k� ��h�kX � c h k�k1;div;C ; 8� 2 H1(div;C)

Malheureusement, on n'a pas r�eussi �a montrer l'existence d'un tel op�erateur. On veut re-
marquer que l'op�erateur d'interpolation habituel �s

h ne satisfait pas ces propri�et�es car pour
� 2 Xsym , �s

h� n'est pas n�ecessairement sym�etrique. Il est clair que la di�cult�e vient encore
une fois de la sym�etrie du tenseur des contraintes.

Nous avons ensuite remarqu�e que l'op�erateur de projection elliptique �h d�e�ni par (2.3.3)
dans le chapitre 2 est bien dans L(Xsym;Xh

sym) et v�eri�e la premi�ere propri�et�e (i), mais

au-lieu de (ii) il v�eri�e,

k� ��s
h�kX + j�r

h� jH � c h k�k1;div;C ; 8� 2 H1(div;C)
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La m�ethode des domaines �ctifs

o�u �h� = �s
h� + �r

h avec (�s
h�;�

r
h) 2 Xh

s � Xh
r v�eri�ant (�s

h�;�
r
h)X = 0. Cependant, on

n'a pas r�eussi �a montrer que cela su�t pour obtenir la condition inf-sup discr�ete uniforme.
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Quatri�eme partie

Traitement des bords
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Introduction

Nous sommes int�eress�es ici par la mod�elisation des probl�emes de propagation des ondes
dans des milieux ouverts. Du point de vue de la r�esolution num�erique, il s'agit d'un probl�eme
d�elicat, car pour des raisons pratiques on ne peut calculer la solution discr�ete que sur un
nombre �ni des points. Le domaine de calcul est alors arti�ciellement born�e et il convient de
d�eterminer un traitement sp�eci�que sur les fronti�eres arti�cielles ainsi introduites. Pour ce
faire, deux techniques ont �et�e developp�ees au cours de ces vingt derni�eres ann�ees: les condi-
tions aux limites absorbantes (CLA), plutôt introduites par des math�ematiciens, et les couches
absorbantes, inspir�ees par la physique et developp�ees plutôt par des ing�enieurs.

Ce proc�ed�e qui consiste �a remplacer le probl�eme original (pos�e en domaine non born�e) par
un nouveau probl�eme (pos�e en domaine born�e) doit bien sûr satisfaire les crit�eres suivants :
conduire �a un probl�eme bien pos�e et assurer que la solution du nouveau probl�eme est assez
\proche" de celle du probl�eme original. Si ces crit�eres sont v�eri��es, la deuxi�eme �etape consis-
tera �a approcher ce nouveau probl�eme. Finalement, on demandera �a la m�ethode num�erique
obtenue apr�es ces deux �etapes de satisfaire :

1. la stabilit�e

2. la pr�ecision (contrôler l'erreur induite par la l'introduction de bords arti�ciels)

3. l'e�cacit�e (au niveau de l'impl�ementation et du temps de calcul).

La technique de CLA consiste �a adjoindre aux �equations du probl�eme initial une condition
aux limites sur les bords arti�ciels du domaine de calcul. Cette condition est construite de
fa�con �a ce que le probl�eme coupl�e (�equations initiales + condition aux limites) soit bien pos�e
et conduise �a une solution proche de celle du probl�eme dans le milieu ouvert. Dans le cas
de l'�equation des ondes acoustiques, les CLA ont �et�e initialement introduites par B. Eng-
quist et A. Majda [51] dans les ann�ees 70. Leur d�emarche consiste �a �ecrire dans un premier
temps la condition transparente, c'est �a dire l'�equation qui relie sur le bord absorbant la
trace d'une solution de l'�equation des ondes homog�enes �a celle de sa d�eriv�ee normale. Cette
�equation implique l'introduction d'un op�erateur pseudo-di��erentiel scalaire. Les conditions
absorbantes sont ensuite obtenues par l'approximation du symbole de cet op�erateur �a l'aide
de fractions rationnelles. Ces conditions ont �et�e depuis �etendues et �etudi�ees par plusieurs
auteurs [62, 66, 110, 47, 11]. Ces �etudes ont permis de mettre en �evidence la n�ecessit�e de
conditions d'ordre �elev�e a�n d'obtenir une bonne pr�ecision pour des ondes se propageant avec
une direction oblique par rapport au bord. Pour ce faire, des familles de conditions absor-
bantes d'ordre arbitrairement �elev�es et stables ont �et�e d�evelopp�ees (cf. [56, 39, 60]).

Dans le cas de l'�elastodynamique les premi�eres �etudes concernant les conditions trans-
parentes et les CLA d'ordre un ont �et�e e�ectu�ees par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61].
Cependant, comme dans le cas de l'�equation des ondes, des CLA d'ordre �elev�e sont n�ecessaires
a�n d'obtenir une bonne pr�ecision. Dans ce sens, la seule m�ethode qui est actuellement bien
analys�ee �a �et�e propos�ee par R. Higdon [65, 68]. La d�emarche est dans ce cas di��erente de celle
suivie par B. Engquist et A. Majda. Plus pr�ecis�ement, ces conditions s'obtiennent comme le
produit de CLA du premier ordre pour l'�equation des ondes scalaire qui sont appliqu�ees �a
chaque �equation du syst�eme de l'�elastodynamique. Ces conditions sont stables [67] et pr�ecises
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pour des ondes se propageant selon des directions proches de l'incidence normale. Cependant,
des r�e
exions importantes peuvent apparâ�tre pour des grands angles d'incidence(cf. [90]) et
dans certains cas, des instabilit�es num�eriques ont �et�e observ�ees pour des sch�emas d'ordre �elev�e
[102]. De plus, pour les ordres sup�erieurs �a trois l'impl�ementation num�erique de ces conditions
devient tr�es complexe.

C'est pour ces raisons que nous avons repris la d�emarche suivie par B. Engquist et A.
Majda dans le cas acoustique pour construire des CLA d'ordres �elev�es pour l'�elastodyna-
mique, avec le souci suppl�ementaire d'aboutir �a des conditions aux limites compatibles avec
une formulation variationnelle. Nous pr�esentons notre d�emarche dans le chapitre 7. On veut
remarquer que dans le cas de l'�elastodynamique la condition transparente relie la trace du d�e-
placement �a celle de la contrainte normale via l'introduction d'un op�erateur pseudo-di��erentiel
matriciel. La construction des conditions approch�ees est alors plus compliqu�ee que dans le
cas de l'�equation des ondes car il faut approcher le symbole d'un op�erateur matriciel. Les
r�esultats de notre �etude sont mitig�es : une condition d'ordre 1 stable et facile �a impl�ementer
a �et�e d�evelopp�ee mais dans le cas des CLA d'ordre sup�erieurs le sch�ema num�erique que nous
proposons est implicite, ce qui peut entrâ�ner un coût de calcul �elev�e (sp�ecialement en 3D).

La technique des couches absorbantes consiste �a entourer le domaine de calcul par un
milieu arti�ciel dans lequel les ondes sont att�enu�ees. Cependant son utilisation en pratique
s'av�ere assez d�elicate. La di�cult�e principale est due au fait que les ondes \voient" le change-
ment d'imp�edance entre le milieu physique et la couche, ce qui induit une r�e
exion parasite.
Une solution �a ce probl�eme �a �et�e propos�e par J.P B�erenger [26] pour les �equations de Maxwell.
Il s'agit, bien sûr, de la m�ethode des couches absorbantes parfaitement adapt�ees: pour ce mo-
d�ele il n'y a pas de r�e
exion �a l'interface entre le milieu physique et le milieu absorbant! Cette
m�ethode a am�elior�e consid�erablement les performances des couches absorbantes et connâ�t
sans doute un grand succ�es dans la communaut�e des num�ericiens. F. Collino a donn�e une
interpr�etation originale du mod�ele des couches parfaitement adapt�ees introduites par J.P B�e-
renger qui permet de g�en�eraliser ce mod�ele a tout syst�eme hyperbolique du premier ordre. Ceci
nous a permis en particulier, de g�en�eraliser ce mod�ele �a la formulation en vitesse-contraintes
de l'�elastodynamique. Notre d�emarche est pr�esent�ee dans le chapitre 8. Notons que le mod�ele
des couches absorbantes parfaitement adapt�ees donne des r�esultats remarquables du point
de vue pr�ecision et est une m�ethode particuli�erement simple �a impl�ementer. Cependant, la
stabilit�e de la m�ethode n'est pas encore d�emontr�ee.

258



Chapitre 7

Conditions aux limites absorbantes

Nous allons pr�esenter ici la d�emarche que nous avons suivie pour construire une famille de
conditions absorbantes. Nous avons voulu atteindre un double objectif: d�e�nir une famille de
conditions absorbantes stables et compatibles avec une formulation variationnelle de fa�con �a
assurer une impl�ementation compatible avec une m�ethode d'�el�ements �nis.

7.1 Construction d'une condition transparente

Nous consid�erons ici le probl�eme de l'�elastodynamique dans un milieu homog�ene isotrope
et nous supposons que les conditions initiales sont �a support compact K inclus dans le demi
plan IR2

�(= IR � IR�). La g�eom�etrie du probl�eme est repr�esent�ee sur la Figure 7.1.1 . Notre

x1

x2

CI

Fig. 7.1.1: La g�eom�etrie du probl�eme.
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Conditions aux limites absorbantes

probl�eme mod�ele s'�ecrit sous la forme suivante,8>>>>>><>>>>>>:

%
@2u

@t2
� div(C"(u)) = 0; dans IR2�]0; T [

u(x1; x2; 0) = u0(x1; x2); dans IR2

@u

@t
(x1; x2; 0) = u1(x1; x2); dans IR2

(7.1.1)

o�u u = (u1; u2) d�esigne le champ des d�eplacements, "(u) le tenseur des d�eformations, % la
masse volumique et C le tenseur des coe�cients d'�elasticit�e. On suppose aussi que u0 2
H1(IR2

�) et u1 2 L2(IR2
�). Par la th�eorie classique des EDP nous avons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 7.1.1 Le probl�eme (7.1.1) admet une solution unique u telle que

u 2 C1(0; T; L2(IR2)) \ C0(0; T;H1(IR2))

Notre objectif est maintenant de se ramener �a un probl�eme pos�e dans le demi plan IR2
� de la

forme, 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

%
@2v

@t2
� div(C"(v)) = 0; dans IR2

��]0; T [

T v = 0; sur x1 = 0

v(x1; x2; 0) = u0(x1; x2); dans IR2
�

@v

@t
(x1; x2; 0) = u1(x1; x2); dans IR2

�

(7.1.2)

o�u v approche u la solution du probl�eme initial (7.1.1). La condition

T v = 0; sur x1 = 0

sera dite transparente si, quelques soient les donn�ees initiales u0 et u1, on a

v = ujIR2
�

:

A�n d'aboutir �a des conditions aux limites compatibles avec une formulation variationnelle, il
parâ�t naturel de chercher la condition transparente comme une condition qui relie la trace du
d�eplacement �a celle de la contrainte normale. La d�erivation de cette condition est maintenant
bien connue (cf. [61]). Elle est bas�ee sur l'utilisation de la transform�ee de Fourier en x1 et t
appliqu�ee au probl�eme (7.1.1). Remarquons qu'on peut e�ectivement utiliser la transform�ee
de Fourier dans ces directions, car le probl�eme (7.1.1) est invariant par translation en x1 et
t. Plus pr�ecis�ement on d�e�nit,

û(k; !; x2) =

Z +1

0

Z +1

�1
u(x1; x2; t)e

i(!t�kx1)dx1dt(7.1.3)

Choisissons maintenant � > 0 tel que

supp(u0) [ supp(u1) � fx2 < ��g :
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7.1 Construction d'une condition transparente

Nous savons alors, que pour x2 � ��, il existe deux constantes cAp(k; !) et cAs(k; !) telles que,

û(k; !; x2) = cAp(k; !)

 
ik

i
�p
Vp

!
e
i
�p
Vp

x2 +cAs(k; !)

�
i �sVs
�ik

�
ei

�s
Vs

x2(7.1.4)

avec, 8>>><>>>:
�
i
�p
Vp

�2

= k2 � !2

Vp
2�

i
�s
Vs

�2

= k2 � !2

Vs
2

(7.1.5)

o�u �p et �s sont d�etermin�es par 8><>:
�p =

q
!2 � k2V 2

p

�s =
p
!2 � k2V 2

s

la racine z !p
z �etant d�e�nie comme celle de partie imaginaire positive ou nulle. Cette d�eter-

mination vient du fait que la solution du probl�eme (7.1.1) ne peut crô�tre exponentiellement

en x2. Nous rappelons que Vp =

s
�+ 2�

%
est la vitesse des ondes P et Vs =

r
�

%
celle des

ondes S.
En particulier, sur la droite x2 = 0 que nous consid�erons comme fronti�ere arti�cielle nous

avons (en omettant de pr�eciser la d�ependance de cAp et cAs en (k; !), pour all�eger les notations).8>><>>:
û1(k; !; 0) = ikcAp + i

�s
Vs
cAs

û2(k; !; 0) = i
�p
Vp
cAp � ikcAs

(7.1.6)

8>>><>>>:
dcu1
dx2

(k; !; 0) = (ik)

�
i
�p
Vp

� cAp +

�
i
�s
Vs

�2cAs

dcu2
dx2

(k; !; 0) =

�
i
�p
Vp

�2 cAp � (ik)

�
i
�s
Vs

�cAs

(7.1.7)

Introduisons le vecteur contrainte normale sur la ligne x2 = 0, vecteur de coordonn�ees
�21(x1; t) et �22(x1; t) d�e�nies par,8>><>>:

�21(x1; t) = �

�
@u1
@x2

+
@u2
@x1

�
(x1; 0; t)

�22(x1; t) = (�+ 2�)
@u2
@x2

(x1; 0; t) + �
@u1
@x1

(x1; 0; t)

(7.1.8)

Compte tenu de (7.1.7) et (7.1.5), nous avons,8>>><>>>:
c�21(x1; t) = �

�
(ik)

�
i
�p
Vp

�cAp +

�
k2 � !2

Vs
2

�cAs + ikcu2(k; !)�
c�22(x1; t) = (�+ 2�)

��
k2 � !2

Vp
2

�cAp � (ik)

�
i
�s
Vs

�cAs

�
+ �(ik)cu1(k; !)(7.1.9)
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Conditions aux limites absorbantes

\Habituellement", pour �ecrire une condition transparente en x2 = 0, on calcule cAp et cAs en
fonction de cu1 et cu2 �a partir de (7.1.6) puis on d�eduit de (7.1.9), l'expression de c�21 et c�22
en fonction de cu1 et cu2. Cette approche a pour inconv�enient de faire intervenir la fonction

k2+
�p�s
VsVp

, ce qui complique ensuite le proc�ed�e d'approximation [61]. Nous avons suivi ici une

d�emarche di��erente qui simpli�e ce proc�ed�e. Le point cl�e consiste �a introduire comme incon-
nues auxiliaires suppl�ementaires les fonctions Ap(x1; t) et As(x1; t), de transform�ees de FouriercAp et cAs, puis �a �ecrire la condition transparente sous la forme d'un syst�eme de 4 �equations
�a 4 inconnues. Plus pr�ecis�ement nous introduisons Tp et Ts les op�erateurs pseudodi��erentiels
en les variables (x1; t) tels que, dTpAp = i�pcAp; dTsAs = i�scAs:

Le syst�eme (7.1.9)-(7.1.6), s'�ecrit,8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
� @2As

@x1
2 +

1

Vp

@ [TpAp]

@x1
+
@u2
@x1

�
�22 = (�+ 2�)

�
1

Vp
2

@2Ap

@t2
� @2Ap

@x1
2 �

1

Vs

@ [TsAs]

@x1

�
+ �

@u1
@x1

u1 =
@Ap

@x1
+

1

Vs
[TsAs]

u2 =
1

Vp
[TpAp]� @As

@x1

(7.1.10)

En d�erivant les deux derni�eres �equations par rapport �a x1 nous remarquons que,8>>><>>>:
� 1

Vs

@ [TsAs]

@x1
=

@2Ap

@x1
2 �

@u1
@x1

1

Vp

@ [TpAp]

@x1
=

@2As

@x1
2 +

@u2
@x1

de telle sorte que le (7.1.10) se simpli�e:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
+ 2

@u2
@x1

�
�22 = (�+ 2�)

1

Vp
2

@2Ap

@t2
� 2�

@u1
@x1

u1 =
@Ap

@x1
+

1

Vs
[TsAs]

u2 =
1

Vp
[TpAp]� @As

@x1

(7.1.11)

Le syst�eme �ecrit sous la forme (7.1.11) a de plus l'avantage de ne faire intervenir les op�erateurs
non locaux Tp et Ts que dans les deux derni�eres �equations. Si on consid�ere maintenant le
probl�eme (7.1.2) avec comme condition aux limites sur x2 = 0 le syst�eme (7.1.11) (avec v
�a la place de u), on peut montrer facilement que la solution v de (7.1.2) co��ncide avec la
restriction dans IR2

� de la solution u du probl�eme (7.1.1) : le bord arti�ciel x2 = 0 n'induit
aucune r�e
exion et donc le syst�eme (7.1.11) est une condition transparente.
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7.2 Les conditions Absorbantes

7.2 Les conditions Absorbantes

7.2.1 G�en�eralit�es

La condition transparente (7.1.11) fait intervenir les op�erateurs Tp et Ts qui sont non
locaux en espace et en temps : leurs symboles ne sont ni un polynôme ni une fraction rationnelle
en (k; !). A�n d'obtenir des op�erateurs plus maniables num�eriquement, nous allons approcher
ces op�erateurs par des op�erateurs di��erentiels. Pour ce faire, on peut approcher leurs symboles
par des polynômes ou des fractions rationnelles. Bien �evidement, cette approximation ne peut
être uniforme en (k; !). Comme habituellement, nous consid�erons ici, la zone des (k; !) tels
que, ����kVi!

���� < 1; i = p; s

correspondant aux ondes propagatives. Il s'agit alors de d�e�nir une approximation des racines,q
!2 � k2V 2

p et
p
!2 � k2V 2

s :

On part de l'�equivalence, vraie sur Im(!) > 0,

Im
�q

!2 � k2V 2
p

�
> 0,

q
!2 � k2V 2

p = !

s
1� k2

!2V 2
p

= !
q
1� x2p;

de même, on a,

Im
�p

!2 � k2V 2
s

�
> 0,

p
!2 � k2V 2

s = !

s
1� k2

!2V 2
s

= !
p
1� x2s;

avec

xp =
k

!Vp
; jxpj < 1; et xs =

k

!Vs
; jxsj < 1:

Pour approcher la racine
p
1� x2 par des polynômes on peut utiliser un d�eveloppement de

Taylor. Cependant, ceci conduit (pour un ordre sup�erieur �a 2) �a des probl�emes mal pos�es [51].
Une autre id�ee consiste �a construire des approximations par fractions rationnelles. Pour cela,
on se donne 2L nombres r�eels �l et �l et on �ecrit,

p
1� x2 � 1�

LX
l=1

�l
x2

1� �lx2
:

Le choix des coe�cients �l et �l a fait l'objet d'�etudes approfondies, cf. [110, 25]. Citons, par
exemple, l'approximation de Pad�e pour laquelle �l et �l sont d�e�nis par,

�l = cos2
�

l�

2L+ 1

�
; l = 1; ::; L

�l =
2

2L+ 1
sin2

�
l�

2L+ 1

�
; l = 1; ::; L

(7.2.1)

et nous avons
p
1� z = 1�

LX
l=1

�l
z

1� �lz
+O(z2L+1):
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Conditions aux limites absorbantes

Apr�es avoir d�e�ni une condition absorbante, il est essentiel, d'une part, d'�etudier la stabilit�e
du probl�eme coupl�e (conditions absorbantes + �equations de l'�elastodynamique) et d'autre
part, de mener une analyse pour �evaluer l'erreur induite par la pr�esence du bord absorbant.

En ce qui concerne l'�etude de stabilit�e deux techniques s'o�rent �a nous, les techniques
d'�energie et le crit�ere de Kreiss. Notons que les techniques d'�energie peuvent s'av�erer di�ciles
�a mettre en oeuvre. Les techniques de Kreiss ont un caract�ere plus syst�ematique et permettent
de ramener l'�etude de stabilit�e �a l'�etude des solution dans le plan complexe d'une �equation
souvent appel�ee �equation caract�eristique. Nous donnons comme exemple l'�equation des ondes,
(nous allons voir dans la suite qu'il y as beaucoup des similitudes entre ce probl�eme et le
probl�eme de l'�elastodynamique)

@2u

@t2
� c24u = 0

avec c la vitesse de propagation. Dans ce cas, la condition transperente (en x2 = 0) s'�ecrit ,8><>:
@u

@x2
+ Tu = 0;

cTu = i�bu
avec,

(i�)2 = k2 � !2

c2

ou � est d�etermin�e par

� =
p
!2 � k2c2;

la racine z ! p
z �etant d�e�nie comme celle de partie imaginaire positive ou nulle. On peut

alors construire des conditions absorbantes en approchant � par �N d�e�ni de la fa�con suivante
(cf. [38, 110]),

�N = !

 
1�

NX
l=1

�lk
2c2

!2 � �lc2k2

!
L'�etude de stabilit�e selon le crit�ere de Kreiss revient alors �a �etudier les solution de l'�equation
caract�eristique suivante [110],

� + �N = 0

dont l'inconnue est !. Plus pr�ecis�ement, il s'agit de montrer que cette �equation n'admet pas
de solution v�eri�ant, 8<: � k 2 IR; k 6= 0

� Im(!) � 0; ! 6= 0

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par L. Halpern et L. Trefethen [110] et ils ont montr�e que le probl�eme
est bien pos�e au sens de Kreiss si et seulement si les coe�cients �l et �l sont choisis tels que,8>>><>>>:

0 � �1 � �2 � ::: � �L < 1

LX
l=1

�l
1� �l

< 1 ; �l � 0
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7.2 Les conditions Absorbantes

Notons que les coe�cients correspondant �a l'approximation de Pad�e (d�e�nies par 7.2.1) v�e-
ri�ent ces relations. Signalons en�n que T. Ha Duong et P. Joly ont �etudi�e ce probl�eme avec
des techniques d'�energie et ils ont �etablie un lien entre le crit�ere de Kreiss et l'�energie [47].

Un moyen classique d'analyser de fa�con quantitative la pr�ecision d'une condition absor-
bante consiste �a �etudier la r�e
exion des ondes planes sur le bord absorbant. Plus pr�ecis�ement
dans le cas de l'�elastodynamique nous consid�erons une onde plane P (resp. S) se propageant
avec une angle d'incidence � par rapport au bord absorbant et d'amplitude 1, on met alors
en �evidence l'existence de deux ondes r�e
�echies: une onde P d'amplitude Rpp (resp. Rsp) et
une onde S d'amplitude Rps (resp. Rss). Les quantit�es Rpp, Rps et Rss, Rsp, appel�ees coe�-
cients de r�e
exion, d�ependent de l'angle d'incidence � et repr�esentent un moyen quantitatif
d'�evaluation de l'erreur induite par le bord absorbant. Il est alors naturel de privil�egier les
angles d'incidence pr�es de l'incidence normale et donc de s'int�eresser au comportement des
coe�cients de r�e
exion au voisinage de � = 0. Dans ce qui suit nous poserons

R(�) = sup fRpp; Rps; Rss; Rspg :

et nous dirons qu'une condition d'absorbante est d'ordre m si

R(�) = O(�2m):

Remarquons que cette d�e�nition est consistante avec celle qu'on adopte habituellement dans
le cas de l'�equation des ondes o�u il y a un seul coe�cient de r�e
exion.

Dans les sections qui suivent nous rappelons d'abord la condition introduite par A. Rey-
nolds [95] et L. Halpern [61], elle consiste d'une part �a approcher

p
1� z = 1 +O(z)(7.2.2)

et d'autre part �a n�egliger les termes qui comportent une d�erivation dans la direction x1. Cette
condition appel�ee habituellement condition d'ordre 1 sera appel�ee ici condition d'ordre 1=2
car dans ce cas on a R(�) = O(�).

Nous consid�erons ensuite une deuxi�eme condition absorbante introduite par B. Chalindar
[33] que nous appellerons condition d'ordre 1. Cette condition est aussi obtenue �a partir de
l'approximation (7.2.2), la di��erence avec la condition d'ordre 1=2 vient du fait qu'on n�eglige
dans ce cas seulement les termes qui comportent une d�erivation du second ordre (ou plus)
dans la direction x1.

Finalement nous d�e�nissons une famille de conditions absorbantes d'ordre �elev�e qui consistent
�a utiliser l'approximation de Pad�e:

p
1� z = 1�

LX
l=1

�l
z

1� �lz
+O(z2L+1):

7.2.2 La condition d'ordre 1=2

C'est la condition classique introduite par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61]. Elle consiste
�a �ecrire ce qui se passe pour les solutions ind�ependantes de x1 (ondes se propageant �a l'inci-
dence normale) et donc �a �eliminer toutes les d�eriv�ees en x1. �A partir de (7.1.11) on obtient
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Conditions aux limites absorbantes

dans un premier temps, 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�21 =
�

Vs
2

@2As

@t2

�22 =
�+ 2�

Vp
2

@2Ap

@t2

u1 =
1

Vs

�
TN
s As

�
u2 =

1

Vp

�
TN
p Ap

�
On peut alors r�e�ecrire les deux derni�eres �equations de ce syst�eme sous la forme suivante (en
utilisant les approximations �p � �Np = i! et �s � �Ns = i!)

cu1 = 1

Vs
i�Ns

cAs =
i!

Vs
cAs

cu2 = 1

Vp
i�Np

cAp =
i!

Vs
cAs

ou encore,

u1 = � 1

Vs

@As

@t

u2 = � 1

Vp

@Ap

@t

Il est alors tr�es facile d'�eliminer Ap et As et obtenir les �equations bien connues,8>><>>:
�21 +

�

Vs

@u1
@t

= 0

�22 +
�+ 2�

Vp

@u2
@t

= 0

(7.2.3)

Outre leur simplicit�e, ces conditions aux limites sont stables de fa�con �evidente. Ainsi si on
consid�ere le syst�eme de l'�elastodynamique homog�ene dans le demi espace x2 < 0 avec la
condition (7.2.3) en x2 = 0, on a l'identit�e d'�energie,8>>>><>>>>:

d

dt

 Z


�ij(u)"ij(u)dx+ %

Z



����@u@t
����2 dx

!

+

Z
�

(
�

Vs

����@u1@t

����2 + �+ 2�

Vp

����@u2@t

����2
)
dx1 = 0

(7.2.4)

(o�u 
 = IR2
� et � = f(x1; 0); x1�IRg = @
) qui entrâ�ne de toute �evidence la stabilit�e du

probl�eme.
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7.2 Les conditions Absorbantes

7.2.3 La condition d'ordre 1 de Chalindar

Dans ce cas, on va garder seulement les d�eriv�ees d'ordre 1 dans la direction x1. En partant
toujours du syst�eme (7.1.11) on obtient dans un premier temps,

�21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
+ 2

@u2
@x1

�
�22 = (�+ 2�)

1

Vp
2

@2Ap

@t2
� 2�

@u1
@x1

u1 =
@Ap

@x1
+

1

Vs

�
TN
s As

�
u2 =

1

Vp

�
TN
p Ap

�� @As

@x1

On r�e�ecrit ensuite les deux derni�eres �equations de ce syst�eme sous la forme suivante (en
utilisant les approximations �p � �Np = i! et �s � �Ns = i!)

cu1 = (ik)cAp +
1

Vs
i�Ns cAs = (ik)cAp +

i!

Vs
cAs

cu2 = �(ik)cAs +
1

Vp
i�Np cAp = �(ik)cAs +

i!

Vs
cAs

ou encore,

u1 =
@Ap

@x1
� 1

Vs

@As

@t

u2 = �@As

@x1
� 1

Vp

@Ap

@t

Il est alors d�ej�a di�cile �a ce stade d'�eliminer (Ap; As). On peut toutefois faire apparâ�tre la
condition d'ordre 1 comme une perturbation de la condition d'ordre 1=2 en l'�ecrivant sous la
forme suivante, 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�21 +
�

Vs

@u1
@t

=
�

Vs

@2Ap

@x1@t
+ 2�

@u2
@x1

�22 +
�+ 2�

Vp

@u2
@t

= ��+ 2�

Vp

@2As

@x1@t
� 2�

@u1
@x1

u1 = � 1

Vs

@As

@t
+
@Ap

@x1

u2 = � 1

Vp

@Ap

@t
� @As

@x1

(7.2.5)

A ce stade on peut �eliminer (Ap; As) en �ecrivant,8>>><>>>:
@2As

@x1@t
= Vs

@2Ap

@x1
2 � Vs

@u1
@x1

@2Ap

@x1@t
= �Vp@

2As

@x1
2 � Vp

@u2
@x1
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Conditions aux limites absorbantes

o�u les termes
@2Ap

@x1
2 et

@2As

@x1
2 peuvent être �elimin�es car ils sont du deuxi�eme ordre en

k

!
et

donc on a, 8>>><>>>:
@2As

@x1@t
= �Vs@u1

@x1

@2Ap

@x1@t
= �Vp@u2

@x1

En rempla�cant les derni�eres relations dans (7.2.5) on obtient,8>>><>>>:
�21 +

�

Vs

@u1
@t

=

�
2�� Vp

�

Vs

�
@u2
@x1

�22 +
�+ 2�

Vp

@u2
@t

=

�
Vs
�+ 2�

Vp
� 2�

�
@u1
@x1

(7.2.6)

Cette condition �a �et�e introduite par B. Chalindar [33]. Sa stabilit�e n'est pas �evidente. Dans
[33] B. Chalindar �a montr�e que le probl�eme coupl�e est stable lorsque la condition suivante est
satisfaite,

Vs
Vp

> 2�
p
3

Cependant ce r�esultat n'implique pas que le syst�eme est instable pour les autres valeurs de Vp
et Vs, de plus nous avons impl�ement�e cette condition et nous n'avons pas observ�e d'instabilit�es.

Nous allons comparer dans la section suivante les deux conditions absorbantes (ordre 1=2
et ordre 1) en termes d'une �etude de coe�cients de r�e
exion.

7.2.4 �Etude des conditions aux limites d'ordre 1=2 et 1 en termes de coef-

�cients de r�e
exion

7.2.4.1 R�e
exion d'une onde P

Soient les trois ondes harmoniques planes,

~u(0) = A0~p
(0)eik0(~p

(0)~x�Vpt) o�u ~p(0) = (sin(�); cos(�))

~u(1) = A1~p
(1)eik1(~p

(1)~x�Vpt) o�u ~p(1) = (sin(�1); cos(�1))

~u(2) = A2
~d(2)eik2(~p

(2)~x�Vst) o�u ~d(2) = (cos(�2); sin(�2))

et ~p(2) = (sin(�2);� cos(�2))

(7.2.7)

On dit que l'onde P ~u(0) se r�e
�echit en une onde P ~u(1) et une onde S ~u(2) si ~u = ~u(0)+~u(1)+~u(2)

v�eri�e le syst�eme (7.2.3) pour la condition d'ordre 1=2 (resp. (7.2.6) pour celle d'ordre 1). On
voit facilement (par la lin�earit�e des �equations) que nous avons les relations,

k0 = k1; k0Vp = k2Vs;

sin(�) = sin(�1); cos(�) = cos(�1); k2 sin(�2) = k0 sin(�)
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7.2 Les conditions Absorbantes

En rempla�cant ~u en x2 = 0 dans le syst�eme (7.2.3) (resp. (7.2.6) ) pour la condition d'ordre

1=2 (resp. 1) on obtient une relation pour les coe�cients de r�e
exion Rpp =
A1

A0
et Rps =

A2

A0
en fonction de l'angle d'incidence �. Le d�eveloppement de Taylor de Rpp(�) et Rps(�) en � = 0
pour les deux conditions absorbantes (ordre 1=2 et ordre 1) a �et�e e�ectu�e �a l'aide du logiciel
MAPLE et nous avons obtenu les r�esultats suivants,

Condition d'ordre 1=2

R1=2
pp (�) =

(4V 2
s � V 2

p )(Vp + Vs)

4V 3
p

�2 +O(�4)

R1=2
ps (�) = �Vp � 2Vs

2Vp
� +O(�3)

Condition d'ordre 1

R1
pp(�) = �Vp � 2Vs

4Vp
�2 +O(�4)

R1
ps(�) = � Vs

2Vp
�3 +O(�5)

et nous avons
(4V 2

s � V 2
p )(Vp + Vs)

4V 3
p

� �Vp � 2Vs
4Vp

:

La condition d'ordre 1 donne une meilleure pr�ecision que celle d'ordre 1=2, notamment en ce
qui concerne les coe�cients des r�e
exion Rps.

On pr�esente sur les �gures suivantes la variation des modules des coe�cients de r�e
exion
jRppj (�g. 7.2.1) et jRpsj (�g. 7.2.2) en fonction de l'angle d'incidence � pour di��erentes valeurs
du coe�cient de Poisson �.
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Fig. 7.2.1: Le module jRppj en fonction de �, pour la condition d'ordre 1=2 (en pointill�e) et 1
(en trait continu)
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Fig. 7.2.2: Le module jRpsj en fonction de �, pour la condition d'ordre 1=2 (en pointill�e) et 1
(en trait continu)
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7.2.4.2 R�e
exion d'une onde S

Soient les trois ondes harmoniques planes,

~u(0) = A0
~d(0)eik0(~p

(0)~x�Vpt) o�u ~d(0) = (cos(�);� sin(�)) et ~p(0) = (sin(�); cos(�))

~u(1) = A1
~d(1)eik1(~p

(1)~x�Vpt) o�u ~d(1) = (cos(�1); sin(�1)) et ~p
(1) = (sin(�1);� cos(�1))

~u(2) = A2~p
(2)eik2(~p

(2)~x�Vst) o�u ~d(2) = (sin(�2);� cos(�2))

(7.2.8)

On dit que l'onde S ~u(0) se r�e
�echit en une onde S ~u(1) et une onde P ~u(2) si ~u = ~u(0)+~u(1)+~u(2)

v�eri�e le syst�eme (7.2.3) pour la condition d'ordre 1=2 (resp. (7.2.6) pour celle d'ordre 1). On
voit facilement (par la lin�earit�e des �equations) que nous avons les relations,

k0 = k1; k2Vp = k0Vs;

sin(�) = sin(�1); cos(�) = cos(�1); k2 sin(�2) = k0 sin(�)

En rempla�cant ~u en x2 = 0 dans le syst�eme (7.2.3) (resp. (7.2.6) ) pour la condition d'ordre

1=2 (resp. 1) on obtient une relation pour les coe�cients de r�e
exion Rss =
A1

A0
et Rsp =

A2

A0
en fonction de l'angle d'incidence �. Le d�eveloppement de Taylor de Rss(�) et Rsp(�) en � = 0
pour les deux conditions absorbantes (ordre 1=2 et 1) a �et�e e�ectu�e �a l'aide du logiciel MAPLE
et nous avons obtenu les r�esultats suivants,

Condition d'ordre 1=2

R1=2
ss (�) =

(Vp + Vs)(Vp � 4Vs)

4VpVs
�2 +O(�4)

R1=2
sp (�) = �Vp � 2Vs

2Vp
� +O(�3)

Condition d'ordre 1

R1
ss(�) =

Vs � 2Vp
4Vs

�2 +O(�4)

R1
sp(�) = � Vp

2Vs
�3 +O(�5)

et nous avons
(Vp + Vs)(Vp � 4Vs)

4VpVs
� Vs � 2Vp

4Vs

La condition d'ordre 1 donne une meilleure pr�ecision que celle d'ordre 1=2 notamment en ce
qui concerne les coe�cients des r�e
exion Rsp.

On pr�esente sur les �gures suivantes la variation des modules des coe�cients de r�e
exion
jRssj (�g. 7.2.3) et jRspj (�g. 7.2.4) en fonction de l'angle d'incidence � pour di��erentes valeurs
du coe�cient de Poisson �.
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Fig. 7.2.3: Le module jRssj en fonction de �, pour la condition d'ordre 1=2 (en pointill�e) et 1
(en trait continu)
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Fig. 7.2.4: Le module jRspj en fonction de �, pour la condition d'ordre 1=2 (en pointill�e) et 1
(en trait continu)
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Remarque 7.2.1 Pour chaque valeur du coe�cient de Poisson �, il existe un angle d'in-
cidence �c, dite critique, �a partir duquel l'amplitude de l'onde P issue de la r�e
exion d'une
onde S incidente devient complexe. En d'autres termes, pour � > �c, l'onde P r�e
�echie est
une onde �evanescente. Cette angle critique est d�etermin�e par relation suivante

sin(�c) =
Vs
Vp
;

ce qui correspond aux angles 0:73, 0:66, 0:56 et 0:42 pour les valeurs de � de 0:1 �a 0:4 corres-
pondant aux courbes repr�esent�ees sur la �gure 7.2.4,

7.2.5 Une famille des conditions absorbantes d'ordre �elev�e

Elles sont bas�ees sur des approximations sup�erieures en
k

!
de l'op�erateur transparent.

Ainsi on approche Tp (respectivement Ts) par les op�erateurs T
N
p (respectivement TN

s ) avec

�Np et �Ns d�e�nis par, 8>>>>><>>>>>:
�Np = !

 
1�

NX
l=1

�lk
2V 2

p

!2 � �lV 2
p k

2

!

�Ns = !

 
1�

NX
l=1

�lk
2V 2

s

!2 � �lV 2
s k

2

!
On sait alors que l'action de TN

p ou TN
s sur une fonction s'exprime facilement �a l'aide d'�equa-

tions di��erentielles, modulo l'introduction de variables suppl�ementaires (fonctions auxiliaires).
La condition approch�ee ou absorbante s'�ecrit alors,8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
+ 2

@u2
@x1

�
�22 = (�+ 2�)

1

Vp
2

@2Ap

@t2
� 2�

@u1
@x1

u1 =
@Ap

@x1
+

1

Vs

�
TN
s As

�
u2 =

1

Vp

�
TN
p Ap

�� @As

@x1

(7.2.9)

On r�e�ecrit ensuit les deux derni�eres �equations de ce syst�eme sous la forme suivante

cu1 = (ik)cAp +
1

Vs
i�Ns cAs = (ik)cAp +

1

Vs
cAs

 
i! � i!

NX
i=1

�lk
2V 2

s

!2 � �lV 2
s k

2

!

cu2 = �(ik)cAs +
1

Vp
i�Np

cAp = �(ik)cAs +
1

Vp
cAp

 
i! � i!

NX
i=1

�lk
2V 2

p

!2 � �lV 2
p k

2

!(7.2.10)

On introduit maintenant des fonctions auxiliaires �pl (x1; t) et �
s
l (x1; t) (de transform�ees de

Fourier b�pl et b�sl ) telles que,
(!2 � �lV

2
p k

2)b�pl = k2V 2
p
cAp; 8l = 1; ::; N

(!2 � �lV
2
s k

2)b�sl = k2V 2
s
cAs; 8l = 1; ::; N

(7.2.11)
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En fait, �pl (x1; t) et
b�pl sont solutions d'une �equation des ondes monodimensionnelle, car ces

�equations s'�ecrivent sous la forme suivante,

@2�pl
@t2

� �lV
2
p

@2�pl
@x1

2 = V 2
p

@2Ap

@x1
2 ; 8l = 1; ::; N

@2�sl
@t2

� �lV
2
s

@2�sl
@x1

2 = V 2
s

@2As

@x1
2 ; 8l = 1; ::; N

(7.2.12)

En combinant (7.2.10) et (7.2.11) on obtient,

cu1 = (ik)cAp +
1

Vs
i!cAs � i!

NX
i=1

�l
Vs
b�sl

cu2 = �(ik)cAs +
1

Vp
i!cAp � i!

NX
i=1

�l
Vp
b�pl

ou encore,

u1 =
@Ap

@x1
� 1

Vs

@As

@t
+

NX
l=1

�l
Vs

@�sl
@t

u2 = �@As

@x1
� 1

Vp

@Ap

@t
+

NX
l=1

�l
Vp

@�pl
@t

(7.2.13)

Finalement par (7.2.9) en utilisant (7.2.13) et (7.2.12) on obtient le syst�eme global,8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
+ 2

@u2
@x1

�
�22 = (�+ 2�)

1

Vp
2

@2Ap

@t2
� 2�

@u1
@x1

u1 =
@Ap

@x1
� 1

Vs

@As

@t
+

NX
l=1

�l
Vs

@�sl
@t

u2 = �@As

@x1
� 1

Vp

@Ap

@t
+

NX
l=1

�l
Vp

@�pl
@t

@2�pl
@t2

� �lV
2
p

@2�pl
@x1

2 � V 2
p

@2Ap

@x1
2 = 0

@2�sl
@t2

� �lV
2
s

@2�sl
@x1

2 � V 2
s

@2As

@x1
2 = 0

(7.2.14)

On peut toujours �ecrire ces conditions comme une perturbation de la condition d'ordre 1. Il
su�t de remarquer que,8>>>>><>>>>>:

1

Vs

@2As

@t2
= �@u1

@t
+

@2Ap

@x1@t
+

NX
l=1

�l
Vs

@2�sl
@t2

1

Vp

@2Ap

@t2
= �@u2

@t
� @2As

@x1@t
+

NX
l=1

�l
Vp

@2�pl
@t2

(7.2.15)
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7.2 Les conditions Absorbantes

On obtient alors,�������������������������������

8>>>>><>>>>>:
�21 +

�

Vs

@u1
@t

= 2�
@u2
@x1

+
�

Vs

@2Ap

@x1@t
+ �

NX
l=1

�l
V 2
s

@2�sl
@t2

�22 +
�+ 2�

Vp

@u2
@t

= �2�@u1
@x1

� �+ 2�

Vp

@2As

@x1@t
+ (�+ 2�)

NX
l=1

�l
V 2
p

@2�pl
@t28>>>>><>>>>>:

1

Vs

@As

@t
� @Ap

@x1
+ u1 =

NX
l=1

�l
Vs

@�sl
@t

1

Vp

@Ap

@t
+
@As

@x1
+ u2 =

NX
l=1

�l
Vp

@�pl
@t8>>><>>>:

@2�pl
@t2

� �lV
2
p

@2�pl
@x1

2 � V 2
p

@2Ap

@x1
2 = 0 l = 1; :::; N

@2�sl
@t2

� �lV
2
s

@2�sl
@x1

2 � V 2
s

@2As

@x1
2 = 0 l = 1; :::; N

(7.2.16)

7.2.5.1 Stabilit�e des conditions approch�ees

Nous consid�erons le probl�eme mixte suivant,

(P )

8<:
� �equations de l'�elastodynamique dans 


� conditions aux limites (7.2.9) sur �

Pour analyser sa stabilit�e, nous allons passer par le crit�ere de Kreiss. (P ), apparâ�t comme
un syst�eme en (u1; u2; Ap; As). Sans entrer dans les d�etails, la m�ethode de Kreiss consiste �a
�etudier les solutions particuli�eres de (P ) qui sont de la forme,

������������
bu(k; !; x2) =

8>><>>: c�p
0BB@

ik

�i �p
Vp

1CCA e
�
�
i
�p
Vp

x2
�
+c�s

0B@ �i �s
Vs

�ik

1CA e
�
�
i �s
Vs
x2
�
9>>=>>; ei(kx1�!t)

Ap(x1; t) = cAp e
i(kx1�!t) As(x1; t) = cAs e

i(kx1�!t)

(7.2.17)

Plus pr�ecis�ement il s'agit de d�emontrer qu'il n'existe pas de solution de cette forme v�eri�ant,8<: � k 2 IR; k 6= 0

� Im(!) � 0; ! 6= 0
(7.2.18)

On dit alors que le probl�eme mixte (P ) est fortement stable au sens de Kreiss. Nous allons
�etablir le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 7.2.1 Sous les conditions8>>><>>>:
� 0 � �l < 1; �l � 0; 1 � l � N

� 1�
NX
l=1

�l
1� �l

> 0
(7.2.19)
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Conditions aux limites absorbantes

le probl�eme mixte (P ) est fortement stable au sens de Kreiss.

D�emonstration.
Elle est tr�es simple et s'appuie sur un r�esultat bien connu issu de l'analyse de l'�equation

des ondes scalaires qui exprime que pour k 2 IR les �equations en !,8<: �p + �Np = 0

�s + �Ns = 0
(7.2.20)

n'ont pas de solution dans le demi plan complexe Im(!) � 0. Par construction (7.2.17)
satisfait les �equations de l'�elastodynamique. Il ne reste plus qu'a v�eri�er les conditions aux
limites (7.2.9). Celles ci conduisent �a un syst�eme lin�eaire en (c�p;c�s;cAp;cAs),8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�

�
(ik)

�
�i �p

Vp

�c�p +�k2 � !2

Vs
2

�c�s + (ik)

�
�i �p

Vp
c�p � ikc�s��

= � �

Vs
2!

2cAs + 2�(ik)

�
�i �p

Vp
c�p � ikc�s�

(�+ 2�)

��
k2 � !2

Vp
2

�c�p + (ik)

�
i
�s
Vs

�c�s�+ �(ik)

�
ikc�p � i

�s
Vs
c�s� =

��+ 2�

Vp
2 !2cAp � 2�(ik)

�
ikc�p � i

�s
Vs
c�s�

ikc�p � i
�s
Vs
c�s = ikcAp + i

�Ns
Vs
cAs

�i �p
Vp
c�p � ikc�s = �ikcAs + i

�Np
Vp
cAp

(7.2.21)

dont il s'agit de montrer qu'il n'admet que la solution nulle. Or la premi�ere �equation de
(7.2.21) se r�e�ecrit, �

k2 � !2

Vs
2

�c�s + k2c�s = � !2

Vs
2
cAs + 2k2c�s

soit encore,

!2

Vs
2

�c�s �cAs

�
= 0

ce qui entrâ�ne, pour ! 6= 0, c�s = cAs.
De même la deuxi�eme �equation de (7.2.21) se r�e�ecrit

(�+ 2�)

�
k2 � !2

Vp
2

�c�p � �k2c�p = 2�k2c�p � �+ 2�

Vp
2 !2cAp

ce qui fournit,

!2

Vp
2

�c�p � cAp

�
= 0
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7.2 Les conditions Absorbantes

donc, toujours pour ! 6= 0, c�p = cAp.
En les reportant dans les deux derni�eres �equations de (7.2.21) nous obtenons,8>><>>:

i
1

Vs
(�s + �Ns )c�s = 0

i
1

Vp
(�p + �Np )c�p = 0

qui entrâ�ne, puisque �s + �Ns 6= 0 et �p + �Np 6= 0, c�s = c�p = 0 et par suite cAs = cAp = 0.

Remarquons que ce r�esultat de stabilit�e ne s'applique pas aux conditions d'ordre 1 et 1=2
d�e�nies pr�ec�edemment car ces conditions ne d�ecoulent pas du syst�eme g�en�eral (7.2.9).

7.2.6 �Etude des conditions approch�ees en termes de coe�cients de r�e-


exion

Nous allons prouver dans cette section le r�esultat suivant. Les coe�cients de r�e
exion
pour la famille de conditions absorbantes d�e�nie par (7.2.14) sont donn�es par,

Rpp =
cos(�)� cosapp(�)

cos(�) + cosapp(�)
=

(cos(�)� 1)2N+1

(cos(�) + 1)2N+1
; Rps = 0;

Rss = �cos(�)� cosapp(�)

cos(�) + cosapp(�)
= �(cos(�)� 1)2N+1

(cos(�) + 1)2N+1
; Rsp = 0;

avec cosapp(�) = 1�
NX
l=1

�l sin
2(�)

1� �l sin
2(�)

Ce qui implique que nous avons

Rpp = O(�4N+2) Rps = 0;

Rss = O(�4N+2); Rsp = 0;

et donc la condition correspondant �a N fractions rationnelles est une condition d'ordre 2N+1.
Ce r�esultat est tr�es int�eressant; il implique que, avec ces conditions absorbantes, nous avons
une sorte de d�ecouplage entre les ondes P et S. Quand une onde plane P (resp. S) arrive
sur un bord absorbant il n'y a pas de r�e
exion en ondes S (resp. P). De plus, les coe�cients
de r�e
exion Rpp et Rss sont �egaux (�a un signe pr�es), ne d�ependent pas du coe�cient de
Poisson � et co��ncident avec le coe�cient de r�e
exion obtenu par F. Collino pour les conditions
absorbantes d'ordre �elev�ee pour l'�equation des ondes. L'expression de Rpp montre par ailleurs,
que la r�e
exion est directement li�ee au d�efaut d'approximation de la racine carr�ee par les
fractions rationnelles. L'objectif �etant bien �evidemment d'obtenir le coe�cient de r�e
exion
le plus faible possible, nous pouvons choisir les coe�cients �l et �l qui minimisent Rpp.
Cependant, des �etudes qui ont �et�e men�ees pour le probl�eme de l'�equation des ondes [38, 39],
montrent que l'approximation de Pad�e donne des meilleurs r�esultats. Nous avons repr�esent�e
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Conditions aux limites absorbantes

sur la �gure suivante (�g. 7.2.5) la variation de module des coe�cients de r�e
exion jRppj =
jRssj en fonction de l'angle d'incidence �. Ces courbes correspondent aux approximations de
Pad�e avec L = 1; 2; 3.

L = 3

L = 2

L = 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Fig. 7.2.5: Le module jRppj = jRssj en fonction de � pour les conditions absorbantes corres-
pondant aux approximations de Pad�e avec L = 1; 2; 3.

Nous pouvons remarquer sur la �gure 7.2.5 l'am�elioration induite par une approximation
d'ordre �elev�ee: en augmentant l'ordre de l'approximation (le nombre des fractions rationnelles)
on obtient un coe�cient de r�e
exion qui reste faible pour des angles d'incidence de plus en
plus grands.

7.2.6.1 R�e
exion d'une onde P

Soient les trois ondes harmoniques planes,

~u(0) = A0~p
(0)eik0(~p

(0)~x�Vpt) o�u ~p(0) = (sin(�); cos(�))

~u(1) = A1~p
(1)eik1(~p

(1)~x�Vpt) o�u ~p(1) = (sin(�1); cos(�1))

~u(2) = A2
~d(2)eik2(~p

(2)~x�Vst) o�u ~d(2) = (cos(�2); sin(�2))

et ~p(2) = (sin(�2);� cos(�2))

(7.2.22)
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7.2 Les conditions Absorbantes

On dit que l'onde P ~u(0) se r�e
�echit en une onde P ~u(1) et une onde S ~u(2) si ~u = ~u(0)+~u(1)+~u(2)

v�eri�e le syst�eme (7.2.14) (en x2 = 0),8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) �21 = �

�
1

Vs
2

@2As

@t2
+ 2

@u2
@x1

�
(ii) �22 = (�+ 2�)

1

Vp
2

@2Ap

@t2
� 2�

@u1
@x1

(iii) u1 =
@Ap

@x1
� 1

Vs

@As

@t
+

NX
l=1

�l
Vs

@�sl
@t

(iv) u2 = �@As

@x1
� 1

Vp

@Ap

@t
+

NX
l=1

�l
Vp

@�pl
@t

(v)
@2�pl
@t2

� �lV
2
p

@2�pl
@x1

2 � V 2
p

@2Ap

@x1
2 = 0; 8l = 1; :::; N

(vi)
@2�sl
@t2

� �lV
2
s

@2�sl
@x1

2 � V 2
s

@2As

@x1
2 = 0; 8l = 1; :::; N

(7.2.23)

Comme pour les conditions d'ordre 1 et 1=2 par la lin�earit�e des �equations nous avons les
relations,

k0 = k1; k0Vp = k2Vs

sin(�) = sin(�1); cos(�) = cos(�1); k2 sin(�2) = k0 sin(�)
(7.2.24)

Donc on a, (dans ce qui suit, on omet syst�ematiquement l'exponentielle eik0(sin(�)x1�Vpt)),

u1 = (A0 +A1) sin(�) +A2cos(�2)

u2 = (A0 �A1) cos(�) +A2
Vs
Vp

sin(�)

@u1
@x1

= (A0 +A1)ik0 sin
2(�) + ik0A2cos(�2) sin(�)

@u2
@x1

= (A0 �A1)ik0 sin(�) cos(�) + ik0A2
Vs
Vp

sin2(�)

@u1
@x2

= (A0 �A1)ik0 sin(�) cos(�)� ik0A2
Vp
Vs

cos2(�2)

@u2
@x2

= (A0 +A1)ik0 sin(�) cos(�)� ik0A2 sin(�) cos(�2)

et

�21 = 2�i(A0 �A1)k0 cos(�) sin(�) + �iA2k0

�
Vs
Vp

sin2(�)� Vp
Vs

cos2(�2)

�
�22 = �i(A0 +A1)k0 + 2�ik0 cos

2(�)� 2�iA2k0 sin(�) cos(�2)
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Conditions aux limites absorbantes

De plus la lin�earit�e des �equations implique que les inconnues Ap, As �
p
l et �

s
l s'�ecrivent sous

la forme suivante,
Ap(x1; t) = Ap0e

ik0(sin(�)x1�Vpt)

As(x1; t) = As0e
ik0(sin(�)x1�Vpt)

�pl (x1; t) = �p
l e

ik0(sin(�)x1�Vpt); 8l = 1; :::; N

�sl (x1; t) = �s
l e
ik0(sin(�)x1�Vpt); 8l = 1; :::; N

En rempla�cant les expressions pr�ec�edentes dans l'�equation (7.2.23)-(i) on obtient,

As0 =
iVsA2

k0Vp

Par (7.2.23)-(ii) on obtient,

Ap0 = � i(A0 +A1)

k0

Par (7.2.23)-(v) on obtient,

�p
l (�l sin

2(�)� 1) = �Ap0 sin
2(�)

ou encore,

�p
l =

i(A0 +A1) sin
2(�)

k0(�l sin
2(�)� 1)

; 8l = 1; :::; N

L'�equation (7.2.23)-(vi) conduit �a,

�s
l (�lV

2
s sin2(�)� V 2

p ) = �V 2
s sin2(�)As0

d'o�u

�s
l = � iV 3

s sin2(�)A2

k0Vp(�lV 2
s sin2(�)� V 2

p )

Ensuite en utilisant les expressions pr�ec�edentes dans (7.2.23)-(iii) (et apr�es quelques calculs)
on obtient

A2

 
cos(�2) + 1�

NX
l=1

�l sin
2(�2)

1� �l sin
2(�2)

!
= 0

d'o�u

A2 = 0) Rps = 0(7.2.25)

car on ne peut pas avoir  
cos(�2) + 1�

NX
l=1

�l sin
2(�2)

1� �l sin
2(�2)

!
= 0

En e�et la quantit�e

cosapp(�2) = 1�
NX
l=1

�l sin
2(�2)

1� �l sin
2(�2)
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est l'approximation de
p
1� sin2(�2) = cos(�2) et donc on a 

cos(�2) + 1�
NX
l=1

�l sin
2(�2)

1� �l sin
2(�2)

!
= cos(�2) + cosapp(�2) 6= 0:

Finalement, l'�equation (7.2.23)-(iv) conduit �a,

Rpp =
A1

A0
=

cos(�)� cosapp(�)

cos(�) + cosapp(�)
(7.2.26)

avec

cosapp(�) = 1�
NX
l=1

�l sin
2(�)

1� �l sin
2(�)

7.2.6.2 R�e
exion d'une onde S

Soient les trois ondes harmoniques planes,

~u(0) = A0
~d(0)eik0(~p

(0)~x�Vpt) o�u ~d(0) = (cos(�);� sin(�)) et ~p(0) = (sin(�); cos(�))

~u(1) = A1
~d(1)eik1(~p

(1)~x�Vpt) o�u ~d(1) = (cos(�1); sin(�1)) et ~p
(1) = (sin(�1);� cos(�1))

~u(2) = A2~p
(2)eik2(~p

(2)~x�Vst) o�u ~d(2) = (sin(�2);� cos(�2))

On dit que l'onde S ~u(0) se r�e
�echit en une onde S ~u(1) et une onde P ~u(2) si ~u = ~u(0)+~u(1)+~u(2)

v�eri�e le syst�eme (7.2.23). Nous avons alors,

k0 = k1; k0Vs = k2Vp

sin(�) = sin(�1); cos(�) = cos(�1); k2 sin(�2) = k0 sin(�)

Donc on a, (dans ce qui suit, on omet syst�ematiquement l'exponentielle eik0(sin(�)x1�Vst)),

u1 = (A0 +A1) cos(�) +A2
Vp
Vs

sin(�)

u2 = (�A0 +A1) sin(�)�A2 cos(�2)

@u1
@x1

= (A0 +A1)ik0 sin(�) cos(�) + ik0A2
Vp
Vs

sin2(�)

@u2
@x1

= (�A0 +A1)ik0 sin
2(�)� ik0A2 sin(�) cos(�2)

@u1
@x2

= (A0 �A1)ik0 cos
2(�)� ik0A2 sin(�) cos(�2)

@u2
@x2

= �(A0 +A1)ik0 sin(�) cos(�) + ik0A2
Vs
Vp

cos2(�2)

et
�21 = �i(A0 �A1)k0(cos

2(�)� sin2(�))� 2�iA2k0 sin(�) cos(�2)

�22 = �iA2k0
Vs
Vp

� 2�ik0(A0 +A1) cos(�) sin(�) + 2�iA2
Vs
Vp
k0 cos

2(�2)
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De plus la lin�earit�e des �equations implique que les inconnues Ap, As �
p
l et �

s
l s'�ecrivent sous

la forme suivante,
Ap(x1; t) = Ap0e

ik0(sin(�)x1�Vst)

As(x1; t) = As0e
ik0(sin(�)x1�Vst)

�pl (x1; t) = �p
l e

ik0(sin(�)x1�Vst); 8l = 1; :::; N

�sl (x1; t) = �s
l e
ik0(sin(�)x1�Vst); 8l = 1; :::; N

En rempla�cant les expressions pr�ec�edentes dans l'�equation (7.2.23)-(i) on obtient,

As0 = � i(A0 �A1)

k0

Par (7.2.23)-(ii) on obtient,

Ap0 = � iA2Vp
Vsk0

Par (7.2.23)-(v) on obtient,

�p
l = � iA2 sin

2(�)V 3
p

Vsk0(V 2
s � �l sin

2(�)V 2
p )

; 8l = 1; :::; N

L'�equation (7.2.23)-(vi) conduit �a,

�s
l =

i(A0 �A1) sin
2(�)

k0(�l sin
2(�)� 1)

Ensuite en utilisant les expressions pr�ec�edentes dans (7.2.23)-(iii) on obtient

Rss =
A1

A0
= �cos(�)� cosapp(�)

cos(�) + cosapp(�)

Finalement, l'�equation (7.2.23)-(iv) conduit �a,

A2

 
cos(�2) + 1�

NX
l=1

�l sin
2(�2)

1� �l sin
2(�2)

!
= 0

d'o�u
A2 = 0) Rsp = 0

7.3 R�esultats Num�eriques

Dans cette section on pr�esente un exemple num�erique qui montre la sup�eriorit�e des condi-
tions absorbantes d'ordre �elev�ee. Le probl�eme �a r�esoudre est l'�equation de l'�elastodynamique
lin�eaire en 2D dans un milieu homog�ene et isotrope, (Vp = 3000m/sec, Vs = 2000m/sec),8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver u1; u2 : 
� ]0; T [ ! IR tel que :

(I)
@2u1
@t2

= V 2
p

@2u1
@x21

+ V 2
s

@2u1
@x22

+ (V 2
p � V 2

s )
@2u2

@x1@x2
+ f(t)g1(x1; x2)

( II)
@2u2
@t2

= V 2
p

@2u2
@x22

+ V 2
s

@2u2
@x21

+ (V 2
p � V 2

s )
@2u1

@x1@x2
+ f(t)g2(x1; x2)
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7.4 Conclusions

On r�esout le syst�eme pr�ec�edent dans le domaine 
 = [0; L1] � [0; L2] avec les conditions de
bord suivantes:

� u1 = u2 = 0 en x1 = L1(= 225Km)

� u1 = u2 = 0 en x1 = 0

� u1 = u2 = 0 en x2 = 0

� Conditions absorbantes en x2 = L2(= 150Km)

Nous avons r�ealis�e quatre exp�eriences, les deux premi�eres avec les conditions absorbantes
d'ordre 1=2 et 1, et les deux autres avec les conditions absorbantes d'ordre �elev�e correspondant
aux approximations de Pad�e avec L = 1; 2. Pour la discr�etisation des �equations nous avons
utilis�e les �el�ements �nis Q1, et une discr�etisation d'ordre 2 en temps. En ce qui concerne les
conditions absorbantes nous avons utilis�e un sch�ema implicite car nous n'avons pas r�eussi �a
trouver un sch�ema num�erique explicite et stable. La source utilis�ee est une source d'onde P,
plus pr�ecis�ement on a,

f(t) =

8<: �2 (�fo)2 (t� to) exp(� (�fo (t� to))
2) si to � t � t1

0 sinon

et

(g1; g2) =

8><>:
 
1�

�
r

ro

�2
!3�

x1 � xs1
r

;
x2 � xs2

r

�
si r � ro

0 sinon

avec fo =
Vs
hN

la fr�equence de la source, N(= 15) le nombre de points par longueur d'onde S,

h(= 750m) le pas de discr�etisation en espace, to =
1

fo
, t1 = 2to et r =

q
(x1 � xs1)

2 + (x2 � xs2)
2,

ro = 4h. Sur la �gure 7.3.1 nous avons repr�esent�e la composante u1 et u2 du d�eplacement �a
un instant T = 33:28sec pour les quatre exp�eriences. Nous pouvons voir sur la �gure 7.3.1
que la condition d'ordre 1 donne e�ectivement de meilleurs r�esultats que celle d'ordre 1=2.
Pour les conditions absorbantes d'ordre �elev�e nous avons une am�elioration remarquable des
r�esultats. En fait pour cet exemple une fraction rationnelle (L = 1) su�t pour donner de tr�es
bons r�esultats.

7.4 Conclusions

Nous avons pr�esent�e une famille des conditions absorbantes d'ordre �elev�e qui sont compa-
tibles avec une formulation variationnelle. Du point de vue th�eorique nous avons montr�e la
stabilit�e de ces conditions en utilisant le crit�ere de Kreiss. Cependant du point de vue num�e-
rique la stabilit�e semble un probl�eme d�elicat. Notamment nous n'avons pas r�eussi �a trouver un
sch�ema num�erique explicite et stable. Nous sommes de ce fait ramen�es �a utiliser un sch�ema
implicite qui couple toutes les inconnues au bord, ce qui donne lieu �a une m�ethode assez
ch�ere tant du point stockage et coût de calcul sp�ecialement pour le probl�eme 3D. De plus,
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La composante u1 La composante u2

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

ordre 1=2

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

ordre 1

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

ordre 3

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

BELOW -0.040

-0.040 - -0.035

-0.035 - -0.029

-0.029 - -0.024

-0.024 - -0.019

-0.019 - -0.013

-0.013 - -0.008

-0.008 - -0.003

-0.003 - 0.003

0.003 - 0.008

0.008 - 0.013

0.013 - 0.019

0.019 - 0.024

0.024 - 0.029

0.029 - 0.035

0.035 - 0.040

ABOVE 0.040

ordre 5

Fig. 7.3.1: Les deux composantes du d�eplacement �a T = 33:28sec, avec des conditions absor-
bantes d'ordre 1=2, 1, 3 et 5 en allant du haut vers le bas.
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7.4 Conclusions

la g�en�eralisation de ces conditions dans le cas plus g�en�eral des milieux �elastiques anisotropes
est un probl�eme qui comporte plusieurs di�cult�es techniques. Nous r�ef�erons notamment aux
travaux de E. B�ecache [15] qui concernent la g�en�eralisation de la condition d'ordre 1=2 dans
le cas des milieu anisotropes.

A�n de d�e�nir une m�ethode e�cace qui permette de traiter le probl�eme dans des mi-
lieux anisotropes et en 3D nous nous sommes int�eress�es au mod�ele des couches absorbantes
parfaitement adapt�ees. Nous pr�esentons notre d�emarche dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Couches absorbantes parfaitement

adapt�ees

Dans ce chapitre nous pr�esentons et analysons un mod�ele de couches absorbantes parfaite-
ment adapt�ees (PML) pour la formulation en vitesse-contraintes de l'�elastodynamique. Ce
mod�ele a la propri�et�e �etonnante de ne g�en�erer aucune r�e
exion parasite �a l'interface entre le
milieu �elastique et la couche absorbante. Ceci nous permet d'obtenir des r�e
exions tr�es faibles
même dans le cas de couches �nes. Plusieurs exp�eriences num�eriques montrent l'e�cacit�e et
la g�en�eralit�e du mod�ele. Ce chapitre est redig�e en anglais, car nous avons repris ici un article
�ecrit avec F. Collino, accept�e pour publication dans le journal Geophysics.
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Cinqui�eme partie

Simulations num�eriques
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Chapitre 9

R�esultats num�eriques

Pour illustrer les capacit�es de la m�ethode num�erique que nous avons d�evelopp�ee, nous allons
pr�esenter dans ce chapitre une s�erie de r�esultats num�eriques. Nous consid�erons le probl�eme
de l'�elastodynamique en deux et trois dimensions et dans le cas de milieux complexes, tels
que milieux h�et�erog�enes, anisotropes, comportant des �ssures.

9.1 Notations

Soit 
 un domaine non born�e de IRd (d = 2; 3), occup�e par un milieu �elastique. Nous
sommes int�eress�es ici par la mod�elisation de la propagation des ondes �elastiques dans ce milieu.
Dans ce qui suit nous supposons que la source (et/ou les donn�ees initiales) du probl�eme sont �a
support compact K inclu dans 
. Pour caract�eriser le milieu de propagation nous donnerons
les vitesses des ondes P et S (Vp et Vs) dans le cas isotrope et dans le cas anisotrope la densit�e
volumique % et le tenseur d'�elasticit�e C.

A�n de r�esoudre num�eriquement le probl�eme de l'�elastodynamique dans 
 nous allons
syst�ematiquement borner le domaine de calcul en utilisant le mod�ele des couches absorbantes
parfaitement adapt�ees que nous avons pr�esent�e au chapitre 8. Dans le cas des �ssures ou des
fronti�eres libres la condition aux limites (� � n = 0) est prise en compte avec la m�ethode
des domaines �ctifs pr�esent�ee dans le chapitre 6. Ces deux techniques nous permettent de
se ramener toujours �a un domaine born�e C d'une g�eom�etrie tr�es simple, typiquement un
rectangle dans le cas 2D et un parall�el�epip�ede rectangle dans le cas 3D.

Pour la discr�etisation nous pouvons alors consid�erer un maillage volumique r�egulier com-
pos�e de carr�es (ou de cubes) de cot�e h et un maillage surfacique irr�egulier permettant une
bonne approximation de la g�eom�etrie de la �ssure ou de la fronti�ere libre. Pour la discr�eti-
sation en espace de la formulation en vitesse-contraintes de l'�elastodynamique nous utilisons
la nouvelle famille d'�el�ements �nis mixtes d�ecrite dans le chapitre 2. Plus pr�ecis�ement nous
consid�erons ici l'�el�ement �ni de plus bas degr�e. La discr�etisation en temps s'e�ectue ensuite
�a l'aide d'un sch�ema de di��erences �nies d'ordre 2 (cf. chapitre 4). Pour choisir alors le pas
de discr�etisation en temps nous utilisons les r�esultats de l'analyse de stabilit�e donn�es dans le
chapitre 4. Plus pr�ecis�ement nous avons,

�t = �dCFLh; d = 2; 3

avec �dCFL; ; d = 2; 3 le coe�cient de stabilit�e pour le nouveau sch�ema en 2 et 3 dimensions.
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R�esultats num�eriques

Ce qui correspond �a, ���������
�2CFL =

1

Vp
;

�3CFL =
2
p
2

3Vp
:

Dans les exp�eriences qui vont suivre nous utilisons une source excitatrice situ�ee au point S �a
l'int�erieur du domaine de calcul. Ceci revient �a r�esoudre le probl�eme avec un second membre
f(x; t) donn�e par

f(x; t) = F (t)~g(r) ;

avec ������������

F (t) =

(
�2�2f20 (t� t0)e

��2f2
0
(t�t0)2 si t � 2t0

0 si t > 2t0
;

t0 =
1

f0
; f0 =

Vs
h

1

NL
la fr�equence centrale,

NL le nombre de points par longueur d'onde S;

(9.1.1)

et ~g(r) est la fonction radiale :

~g(r) =

�
1� r2

a2

�3

1Ba
~e(9.1.2)

o�u 1Ba
est la fonction indicatrice du disque Ba, le disque de centre S et de rayon a(= 5h).

Dans le cas bidimensionnel nous avons,����������������

(i) ~e =

�
x1 � xs1

r
;
x2 � xs2

r

�
(ii) ~e =

�
�x2 � xs2

r
;
x1 � xs1

r

�
(iii) ~e = (0; 1)

avec r =
p
(x1 � xs1)

2 + (y1 � ys1)
2

(9.1.3)

et dans le cas 3D, �����������������

(i) ~e =

�
x1 � xs1

r
;
x2 � xs2

r
;
x3 � xs3

r

�
avec r =

p
(x1 � xs1)

2 + (x2 � xs2)
2 + (x3 � xs3)

2

(ii) ~e =

�
�x3 � xs3

r
; 0;

x1 � xs1
r

�
avec r =

q
(x1 � xs1)

2 + (x3 � xs3)
2

(9.1.4)

Finalement, dans les couches absorbantes nous utilisons le mod�ele suivant pour la fonction
d(x) (cf. chapitre 8)

d(x) = d0

�x
�

�L
;(9.1.5)
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9.2 R�esultats dans le cas bidimensionnel

ou � est la largeur de la couche et d0 est un param�etre donn�e par

d0 = log

�
1

R

�
(L+ 1)Vp

L�
;

avec R = R�
pp le coe�cient de r�e
exion th�eorique. En pratique nous consid�erons L = 2 ou

L = 4.

9.2 R�esultats dans le cas bidimensionnel

9.2.1 Milieu homog�ene isotrope, le cas du demi espace

Nous consid�erons ici le probl�eme de l'�elastodynamique dans le demi espace x2 < 0 avec
une condition de surface libre sur l'axe x2 = 0. Le milieu �elastique consid�er�e est un milieu
homog�ene isotrope avec Vp =

p
5 m/s et Vs =

p
2 m/s. Nous pla�cons une source d'ondes P

au point S �a la proximit�e de la surface libre, la g�eom�etrie du probl�eme est illustr�ee sur la
�gure 9.2.1. Pour r�esoudre ce probl�eme num�eriquement nous consid�erons un domaine born�e

S

milieu élastic

������

air

σ . 

x  < 02

n = 0

Fig. 9.2.1: Le cas du demi espace

C = [0; 100m] � [�100m; 0] et nous introduisons une couche absorbante (PML) de largeur
� = 10h (cf. �gure 9.2.2), le pas du maillage est h = 0:5. La source est situ�ee au point S de

σ . n = 0

��
��
��
��

milieu élastique

S

PMLC

δ

Fig. 9.2.2: Le domaine born�e, exemple de maillage

coordonn�ees (50m;�3m) et elle est d�ecrite par les relations (9.1.1), (9.1.2) avec NL = 10 et
le vecteur ~e d�e�ni par (9.1.3)-(i). Le mod�ele que nous avons utilis�e dans la couche absorbante
est d�ecrit par la relation (9.1.5) avec L = 2 et R = 0:001.

Nous avons repr�esent�e sur les �gures 9.2.3 �a 9.2.6, la norme du champ de vitesses �a
di��erents instants. Sur ces �gures nous remarquons la propagation de trois ondes volumiques:
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R�esultats num�eriques

les ondes de Pression �emises par la source, les ondes de Pression issues de la r�e
exion de ces
ondes sur la surface libre et �nalement les ondes de Cisaillement r�e
�echies qui se propagent
avec une vitesse inf�erieure. Nous pouvons �egalement remarquer la propagation des ondes
guid�ees par la surface libre, il s'agit des ondes de Rayleigh qui se propagent �a une vitesse
l�eg�erement inf�erieure �a la vitesse des ondes S. Nous avons choisi cette exp�erience a�n de tester
l'e�cacit�e du mod�ele PML sur les ondes de Rayleigh qui sont g�en�eralement plus di�ciles �a
absorber. Comme nous pouvons l'observer sur la �gure 9.2.6 le coe�cient de r�e
exion obtenu
num�eriquement est environ 0:001, ce qui correspond �a la valeur pr�evue par la th�eorie.

Fig. 9.2.3: La norme de la vitesse (
p
v21 + v22) �a l'instant t = 13:44s �a gauche et �a t = 22:4s

�a droite

Fig. 9.2.4: La norme de la vitesse (
p
v21 + v22) �a l'instant t = 31:36s �a gauche et �a t = 40:32s

�a droite
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9.2 R�esultats dans le cas bidimensionnel

Fig. 9.2.5: La norme de la vitesse (
p
v21 + v22) �a l'instant t = 49:28s �a gauche et �a t = 58:24s

�a droite

Fig. 9.2.6: La norme de la vitesse (
p
v21 + v22) ampli��ee par un facteur 100 �a l'instant t =

58:24s
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9.2.2 Milieu homog�ene anisotrope.

Nous consid�erons ici un milieu �elastique homog�ene anisotrope: le cristal apatite. La densit�e
volumique de ce milieu est � = 3:2 gr=cm3 et le tenseur d'�elasticit�e C,

C =

0@ 16:7 6:6 0
6:6 14 0
0 0 6:63

1A 1011 Pa

Le domaine de calcul est un carr�e et le maillage est compos�e de 240 � 240 �el�ements de cot�e
h = 0:33m. La source est situ�ee au milieu du domaine S = (40m; 40m), elle est d�ecrite par
les relations (9.1.1), (9.1.2) avec NL = 10 et le vecteur ~e d�e�ni par (9.1.3)-(iii). Le mod�ele
que nous avons utilis�e dans la couche absorbante est d�ecrit par la relation (9.1.5) avec L = 2,
� = 5h et R = 0:01.

Dans le cas d'un milieu �elastique homog�ene anisotrope on peut distinguer deux types
d'ondes: les ondes quasi-longitudinales (QP) et les ondes quasi-transversales (QS). Avant
de pr�esenter les r�esultats num�eriques, nous avons illustr�e sur les �gures 9.2.7 et 9.2.8 les
fronts d'ondes et les amplitudes correspondant aux ondes QP et QS que nous avons calcul�es
analytiquement.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

P waveP wave

S waveS wave

ApatiteApatite

Fig. 9.2.7: Les frondes d'ondes pour l'apatite.

Sur la �gure (9.2.9) nous avons repr�esent�e la norme de la vitesse �a trois instants.
Nous pouvons remarquer que les r�esultats num�eriques con�rment les pr�edictions th�eo-

riques, �a savoir : l'amplitude de l'onde QP est plus faible que celle de l'onde QS, l'amplitude
de l'onde QP est plus faible �a proximit�e de l'axe x1 tandis que celle de l'onde QS est plus
faible �a proximit�e de l'axe x2.

9.2.3 Applications en g�eophysique - milieu avec surface libre

Dans cet exemple nous consid�erons le probl�eme de l'�elastodynamique dans un domaine
avec une surface libre de g�eom�etrie complexe, la g�eom�etrie du probl�eme est illustr�ee sur la
�gure 9.2.10. Nous pr�esentons deux exp�eriences: la premi�ere dans un milieu homog�ene isotrope
et la deuxi�eme dans un milieu h�et�erog�ene isotrope. Pour r�esoudre num�eriquement ce probl�eme
nous utilisons la m�ethode des domaines �ctifs. Plus pr�ecis�ement nous consid�erons un domaine
born�e C = [0; 80]� [0; 80], entour�e de couches absorbantes (PML). Le maillage volumique sur
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

0.026
0.047
0.107
0.111
0.115
0.126
0.148
0.191
0.272

P waveP wave

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.242
0.279
0.303
0.320
0.338
0.369
0.401
0.461
0.573

S waveS wave

Fig. 9.2.8: L'amplitude des ondes QP �a gauche et QS �a droite.

Fig. 9.2.9: j~vj =
q
v22 + v22 �a t = 11:67 s (en haut �a gauche), 17:51 s (en haut �a droite) et

23:35 s (en bas)
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milieu élastique

n = 0σ.

air

Fig. 9.2.10: La g�eom�etrie du probl�eme

C est un maillage r�egulier de pas h =
1

3
. Pour prendre en compte la condition aux limites

sur �S nous avons un deuxi�eme maillage surfacique (cf. �gure 9.2.11). La source est situ�ee �a

+ ⊥

=

v v v

= + ⊥σ σ σ

=

�� ��

��

�� �������� ��

����

��
��
��
���

�
�
�

��

����

�� ���� ����

=

v

λ Γ

n

S

milieu élastique

PML

σ

Fig. 9.2.11: Le probl�eme en domaine born�e, exemple de maillage.

proximit�e de la surface libre au point S (36:67; 56:67), elle est d�ecrite par les relations (9.1.1),
(9.1.2) avec NL = 10 et le vecteur ~e d�e�ni par (9.1.3)-(i). Le mod�ele que nous avons utilis�e
dans la couche absorbante est d�ecrit par la relation (9.1.5) avec L = 2, � = 5h et R = 0:01.

Le milieu homog�ene est caract�eris�e par les vitesses Vp =
p
5 m/s et Vs =

p
2 m/s. Le

milieu h�et�erog�ene est d�ecrit par le mod�ele des vitesses illustr�e sur la �gure 9.2.12 et nous

avons
max Vp
minVp

= 2:1 et Vp = 1:6Vs. Pour la discr�etisation nous avons approch�e ce mod�ele

par des constantes par morceaux (une valeur par �el�ement). Sur la �gure 9.2.13 nous avons
repr�esent�e la solution (la norme de la vitesse) pour le milieu homog�ene dans le domaine de
calcul tout entier. Nous rappelons que d'un point de vue th�eorique la solution doit être nulle
au dessus de la surface libre. D'un point de vue num�erique, elle n'est pas identiquement nulle
mais elle est en e�et proche de z�ero.
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BELOW 0.630
0.630 - 0.675
0.675 - 0.720
0.720 - 0.765
0.765 - 0.810
0.810 - 0.855
0.855 - 0.900
0.900 - 0.945
0.945 - 0.990
0.990 - 1.035
1.035 - 1.080
1.080 - 1.125
1.125 - 1.170
1.170 - 1.215
1.215 - 1.260
1.260 - 1.305

ABOVE 1.305

Profil Vp (=1.6 Vs)

Fig. 9.2.12: Le mod�ele des vitesses pour le milieu h�et�erog�ene ,
max Vp
minVp

= 2:1 et Vp = 1:6Vs.

Fig. 9.2.13: La norme de la vitesse (
p
v21 + v22) �a t = 12s
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Nous pr�esentons sur les �gures suivantes la solution pour le probl�eme pos�e en milieu ho-
mog�ene dans le domaine physique �a di��erents instants.

j~uj =
q
u2x + u2y div(~u) =

@ux
@x

+
@uy
@y

rot(~u) =
@ux
@y

� @uy
@x

t = 6 s

t = 9 s

t = 15 s
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t = 21 s

t = 27 s

t = 33 s
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Nous pr�esentons ensuite la solution pour le probl�eme pos�e en milieu h�et�erog�ene.

j~uj =
q
u2x + u2y div(~u) =

@ux
@x

+
@uy
@y

rot(~u) =
@ux
@y

� @uy
@x

t = 19:35 s

t = 32:25 s

t = 45:15 s
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t = 70:95 s

t = 96:75 s

La source que nous avons utilis�ee dans ces deux exp�eriences correspond �a une force radiale.
Dans le cas du milieu homog�ene l'onde �emise initialement par la source est une onde de Pres-
sion, comme nous pouvons l'observer sur les �gures en remarquant que son rotationnel est
nul. Cette onde se r�e
echit ensuite sur la surface libre et donne naissance �a une onde P et une
onde S, comme dans le cas du demi plan. L'in
uence de la g�eom�etrie de la surface libre est
certainement plus visible sur la partie rotationel de la solution qui correspond aux ondes de
Cisaillement. Comme le milieu est homog�ene l'�energie est equir�epartie sur les fronts d'ondes.
Nous pouvons voir �egalement des ondes di�ract�ees par les points anguleux de la topographie
et des ondes de surface.

Dans le cas du milieu h�et�erog�ene les ph�enom�enes sont plus complexes. La même source
�emet dans ce cas une onde de Pression mais aussi une onde de Cisaillement. Chacune de ces
ondes est ensuite r�e
�echie par la surface libre et transform�ee en des ondes P et S. �A cause de
l'h�et�erog�en�e�it�e du milieu, les fronts d'ondes ne sont plus circulaires et l'�energie est concentr�ee
en certains endroits. Comme dans le cas du milieu homog�ene on observe �egalement des ondes
di�ract�ees par les points anguleux de la topographie et des ondes de surface.

Dans les deux exp�eriences on remarque que les couches PML font tr�es bien leur travail: il
n'y a pas des r�e
exions parasites induites par les bords arti�ciels (le coe�cient de r�e
exion
est ici 1%).
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9.2.4 Application au contrôle non destructif - Milieu h�et�erog�ene anisotrope

Nous consid�erons ici un milieu h�et�erog�ene anisotrope. Il s'agit d'un milieu �elastique lin�eaire
compos�e de trois m�etaux di��erents, un isotrope (milieu 1) et deux anisotropes (milieux 2 et
3). La g�eom�etrie du probl�eme est illustr�ee sur la �gure 9.2.14. Le probl�eme physique est pos�e
initialement dans un domaine non born�e (cf. �gure 9.2.14- �a gauche). Pour la mod�elisation
num�erique on introduit un domaine born�e C = [20m; 10m] avec des couches absorbantes
(PML) sur les trois cot�es (cf. �gure 9.2.14 - �a droite). Les caract�eristiques du milieu �elastique

Surface libre

1
3

2

S

1
1

3

2

Couches absorbantes

Surface libre S

1

Fig. 9.2.14: La g�eom�etrie du probl�eme du probl�eme physique (�a gauche), le domaine born�e (�a

droite)

sont
c111 = 2:324; c112 = 1:208; c122 = 2:324; c133 = 0:558
c211 = 2:324; c212 = 0:704; c222 = 0:873; c233 = 0:558
c311 = 3:450; c312 = 1:160; c322 = 4:020; c333 = 0:850

Les coe�cients c13 et c23 sont nuls pour les trois m�etaux et la densit�e volumique est �egale �a
1.

Pour la discr�etisation nous consid�erons un maillage r�egulier compos�e de carr�es de cot�e
h = 0:05m. Le mod�ele que nous avons utilis�e dans la couche absorbante est d�ecrit par la
relation (9.1.5) avec L = 2, � = 15h et R = 0:01.

Nous allons pr�esenter trois exp�eriences, dans la premi�ere nous consid�erons une source
radiale situ�ee sur la surface libre au point (10m; 0m), elle est d�ecrite par les relations (9.1.1),
(9.1.2) avec NL = 10 et le vecteur ~e d�e�ni par (9.1.3)-(i).

Nous pr�esentons sur la �gure 9.2.15 la norme du champ de vitesses �a di��erents instants.
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t = 0:997s t = 2:993s t = 4:987s

t = 6:983s t = 8:998s t = 9:975s

Fig. 9.2.15: Premi�ere exp�erience: Source radiale. La norme de la vitesse �a di��erents instants.
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Dans la deuxi�eme exp�erience nous imposons le champ de pression suivant sur la surface
libre, ������

�12(x) = 0

�22(x) =

�
P0(x) (1� cos g(x)) cos 2g(x) si 0 � g(x) � 2�
0 sinon

avec g(x) d�e�nie par

g(x) = 2�f0

 
t+

x� xq1p
2Vp

!

P0(x) =

8>>>><>>>>:
P0
2

�
1� cos �

x� xp1
xp � xp1

�
pour xp1 � x � xp

P0 pour xp � x � xq
P0
2

�
1� cos �

x� xq1
xq � xq1

�
pour xq � x � xq1

et o�u P0 = 14:451Pa, xp1 = 6:45m, xp = 6:7m, xq = 7:7m, xq1 = 7:95m et f0 =
Vs

h NL
est

la fr�equence centrale (calcul�ee avec Vs = (Vs)min la vitesse d'ondes S minimale dans les trois
m�etaux). L'objectif de cette exp�erience est de d�etecter la pr�esence �eventuelle d'une �ssure.
Nous supposons ici qu'une �ssure est pr�esente dans le solide, la g�eom�etrie du probl�eme est
illustr�ee sur la �gure 9.2.16. La source g�en�ere une onde de Cisaillement qui est dirig�ee sur la

Couches absorbantes

1 1
3

2

Surface libre

Surface libre

Fig. 9.2.16: La g�eom�etrie du probl�eme avec �ssure.

�ssure. Nous pr�esentons sur la �gure 9.2.17 la norme de la vitesse �a di��erents instants.
Dans la troisi�eme exp�erience nous avons calcul�e la solution du probl�eme avec les mêmes

donn�ees que dans la deuxi�eme exp�erience mais sans �ssure. Nous pr�esentons sur la �gure 9.2.18
la di��erence entre la solution du probl�eme avec �ssure et celle du probl�eme sans �ssure, c'est
�a dire l'onde di�ract�ee par la �ssure. Les r�esultats les plus int�eressants sont sans doute ceux
de la troisi�eme exp�erience qui concernent l'onde di�ract�ee. On peut voir sur la �gure 9.2.18
comment la pr�esence de la �ssure dans le milieu perturbe la propagation de l'onde initiale.
Notre objectif avec cette exp�erience est d'illustrer les capacit�es de la m�ethode num�erique,
qui nous permet de mod�eliser les ph�enom�enes de propagation des ondes dans des milieux
complexes. On esp�ere ainsi apporter une aide e�cace �a la compr�ehension et l'interpr�etation
des r�esultats obtenus par EDF dans le cadre des exp�eriences de contrôle non-destructif.
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t = 0:997s t = 2:993s t = 4:987s

t = 6:983s t = 8:998s t = 9:975s

Fig. 9.2.17: Deuxi�eme exp�erience: di�raction par une �ssure de g�eom�etrie complexe.

t = 0:997s t = 2:993s t = 4:987s

t = 6:983s t = 8:998s t = 9:975s

Fig. 9.2.18: Troisi�eme exp�erience: la di��erence entre la solution du probl�eme avec �ssure et

celle du probl�eme sans �ssure
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9.3 R�esultats dans le cas tridimensionnel

9.3.1 Milieu homog�ene isotrope

Nous consid�erons ici un domaine tridimensionnel non born�e occup�e par un milieu �elastique
homog�ene et isotrope. Les vitesses de propagation sont Vp = 1:125 m/s et Vs = 0:5 m/s. Pour
le calcul num�erique nous consid�erons un cube entour�e de couches absorbantes parfaitement
adapt�ees. Le maillage est compos�e de 1403 �el�ements cubiques de cot�e h = 0:33.

La source est situ�ee au milieu du domaine, elle est d�ecrite par les relations (9.1.1), (9.1.2)
avec NL = 10 et le vecteur ~e d�e�ni par (9.1.4)-(i).

Le mod�ele que nous avons utilis�e dans les couches absorbantes est d�ecrit par la relation
(9.1.5) avec L = 4, � = 5h et R = 0:001.

Dans un milieu homog�ene isotrope la source consid�er�ee g�en�ere seulement des ondes de
pression. Pour representer la solution nous avons choisi d'illustrer sur les �gures suivantes
la divergence du champ des vitesses �a di��erents instants, dans les trois plans passant par le
centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 14:37333s t = 26:10667s

t = 34:90667s

Nous pouvons voir sur ces �gures les fronts d'ondes sph�eriques caract�eristiques d'un milieu
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isotrope homog�ene. Les deux �gures en haut et la �gure en bas �a gauche sont repr�esent�ees
�a l'�echelle normale. Nous pouvons remarquer qu'il n'y a pas de r�e
exion visible induite par
les bords absorbantes. Pour quanti�er l'erreur induite par ces bords nous avons ampli��e la
solution par un facteur 100 sur la �gure en bas �a droite. Sur cette �gure nous pouvons voir
que l'amplitude des ondes r�e
�echies est environ 0:1% de l'amplitude de l'onde initiale, ce qui
correspond �a la valeur pr�evue th�eoriquement.

9.3.2 Milieu homog�ene anisotrope

Nous faisons maintenant la même exp�erience dans un milieu �elastique homog�ene, aniso-
trope. La seule di��erence par rapport �a l'exp�erience pr�ec�edente concerne les caract�eristiques
du milieu. Dans ce cas la densit�e volumique du milieu est �egale �a 1 et la matrice d'�elasticit�e
est donn�ee par,

C =

0BBBBBBBBBBBB@

1:30 0:25 0:52 0 0 0

1:30 0:52 0 0 0

1:10 0 0 0

0:52 0 0

0:52 0

0:525

1CCCCCCCCCCCCA
Pa

Ce milieu correspond �a un mat�eriau transversalement isotrope, c'est �a dire anisotrope dans
les directions x1 et x2 et isotrope dans la troisi�eme direction. Dans ce cas la même source
va generer des ondes (QP) et (QS) �a cause de l'anisotropie du milieu. Pour repr�esenter la
solution nous avons illustr�e sur les �gures suivantes la divergence (associ�ee plutôt aux ondes
de QP) et le rotationel (associ�e plutôt aux ondes de QS), dans les trois plans passant par le
centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 13:37094s t = 24:286s
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t = 32:47229s

Nous pouvons voir sur ces �gures que le front d'onde (QP) est quasi circulaire sur les
plans x1 et x2 mais l'amplitude de l'onde est plus importante sur les directions diagonales
(x1 = x3, x2 = x3, etc...). Sur le plan x3 le front d'onde est circulaire, c'est la direction dans
laquelle le milieu est isotrope. Comme dans le cas du milieu homog�ene on n'observe pas de
r�e
exion parasite quand les r�esultats sont repr�esent�es �a l'�echelle normale. En les ampli�ant
par un facteur 100, on retrouve le coe�cient de r�e
exion th�eorique (i.e 0:1%).

La norme du rotationel du champ de vitesses

t = 13:37094s t = 24:286s
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t = 37:38407s

Sur ces �gures, nous pouvons voir sur les plans x1 et x2 le front d'onde �etoil�e caract�eristique
de l'anisotropie du milieu, l'amplitude des ondes (QS) est plus important �a proximit�e de l'axe
x3. Sur le plan x3 comme pour les ondes (QP) on observe un front d'onde circulaire. Comme
pr�ecedement nous avons ampli��e les r�esultats par un facteur 100 (image en bas �a droite) pour
retrouver le coe�cient de r�e
exion th�eorique (i.e 0:1%).

9.3.3 Di�raction par une �ssure plane circulaire en milieu isotrope homo-

g�ene

Nous allons comparer dans cette section nos r�esultats avec les r�esultats obtenues par S.
Hirose&J.D Achenbach [69, 70] et D. Barbier [12]. Dans [69, 70], les auteurs proposent une
m�ethode bas�ee sur une formulation int�egrale en temps, qu'ils r�esolvent par collocation. La
m�ethode propos�ee par D. Barbier dans [12] est une m�ethode d'�equations int�egrales en temps
(potentiels retard�es).

Dans cette exp�erience nous consid�erons un milieu �elastique homog�ene isotrope, caract�eris�e
par les vitesses Vp =

p
3m/s, Vs = 1m/s et de densit�e volumique % = 1gr=cm3. Nous supposons

aussi qu'une �ssure plane et circulaire est pr�esente dans le solide. La g�eom�etrie du probl�eme
est repr�esent�e sur la �gure 9.3.1 : le centre de la �ssure est l'origine (0; 0; 0) et son rayon est
� = 1m.

Nous allons �etudier ici la di�raction d'une onde P, d'incidence normale par rapport �a la
�ssure. Plus pr�ecis�ement, nous consid�erons l'onde incidente ~UInc, donn�ee par

~UInc =
Vpt

�
H(Vpt) ~e3;

ou H(�) est la fonction de Heaviside.
Dans ce cas, on peut facilement calculer le champ des contraintes sur la �ssure,

� � ~n =
%V 2

p

�
H(Vpt) ~n;

avec ~n = ~e3 la normale sur la �ssure.
Pour calculer l'onde di�ract�ee avec la m�ethode des domaines �ctifs, nous allons impo-

ser dans cette exp�erience le champ des contraintes sur la �ssure. Ceci revient �a r�esoudre le
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x
α

x

x

2

1

3

Fig. 9.3.1: La g�eom�etrie du probl�eme: Di�raction par une �ssure plane circulaire.

probl�eme suivant (avec les notations du chapitre 6)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver (�; v; �) : [0; T ] 7!2 Xsym(C)�M(C)�G(�) tels que:

d

dt
a(�; �) +b(�; v) �b�(�; �) = 0; 8� 2 Xsym(C);

d

dt
c(v; w) �b(�;w) = (f;w); 8w 2M(C);

b�(�; �) =< F; � >�; 8� 2 G(�);

avec

F = � � ~n =
%V 2

p

�
H(Vpt) ~n:

On remarque alors que pour tout t > 0, le chargement devient constant. Pour la formula-
tion en d�eplacement, ceci signi�e que le r�egime transitoire va tendre vers un r�egime statique,
d�e�nie par le saut du d�eplacement sur la �ssure [12],

[~ust] = 4
V 2
p (1� �)

V 2
s �

r
1� (

r

�
)2 ~e3

Dans [12, 69, 70] les auteurs consid�erent la formulation en d�eplacement de l'�elastodynamique,
le saut du d�eplacement est alors une inconnue du probl�eme. Comme dans notre m�ethode, on
utilise la formulation en vitesse-contraintes, pour comparer les r�esultats, nous avons besoin
d'int�egrer la solution en temps (le multiplicateur de Lagrange � correspondant au saut de la
vitesse).

Pour notre exp�erience, le domaine volumique C (occup�e par le milieu �elastique) est le cube
[�3:5; 3:5] � [�3:5; 3:5] � [�3:5; 3:5]. Pour la discr�etisation nous avons consid�er�e un maillage
volumique r�egulier en cubes de cot�e h = 0:05m et un maillage surfacique (de la �ssure �)
irr�egulier compos�e de 756 triangles (voir �gure 9.3.2). Aux bord de notre domaine de calcul
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Fig. 9.3.2: Le maillage de la �ssure (756 triangles).

nous utilisons le mod�ele PML d�ecrit par la relation (9.1.5) avec L = 4, � = 5h et R = 0:001.

Dans les �gures 9.3.3, 9.3.4 nous pr�esentons la solution transitoire sur certains points de
la �ssure (r d�enote la distance du point par rapport au centre de la �ssure). Plus pr�ecis�ement
nous avons repr�esente le saut du d�eplacement en fonction de Vpt. Nous pouvons remarquer sur
les �gures 9.3.3 et 9.3.4 que la solution obtenue avec la m�ethode des domaines �ctifs est tr�es
proche de celle obtenue par D. Barbier (en superposant le deux �gures on peut voir que les
courbes sont presque identiques sauf pour r = 0:959m). Pour r = 0:959m la solution obtenue
avec la m�ethode de domaines �ctifs (�gure 9.3.3) pr�esente un �ecart assez important avec celle
obtenue par les deux autres m�ethodes (�gure 9.3.3). Cet �ecart est du au fait que dans notre
approche nous n'avons pas pris en compte la singularit�e de la solution au bord de la �ssure.

Nous pouvons �egalement voir sur la �gure 9.3.3 qu'un r�egime statique est e�ectivement
�etabli. Nous comparons sur la �gure 9.3.5 le saut du d�eplacement calcul�e num�eriquement
au temps T = 21:7sec avec la solution statique (calcul�ee analytiquement). On voit sur cette
�gure que la solution calcul�ee num�eriquement est tr�es proche de la solution analytique.

Nous pr�esentons �nalement sur les �gures suivantes la norme du champ des vitesses �a
di��erents instants dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul. Les plans
x1 et x2 sont repr�esent�es �a gauche et le plan x3 (le plan dans le quel est situ�e la �ssure) �a droite.
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[u3]

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Vp t

Fig. 9.3.3: M�ethode des domaines �ctifs. Saut du d�eplacement en fonction de Vpt pour plu-

sieurs points du maillage; nous avons r = 0:085m, r = 0:537m, r = 0:765m et r = 0:959m
pour les di��erentes courbes en allant du haut vers le bas.
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[u3]

Vp t

Fig. 9.3.4: Saut du d�eplacement en fonction de Vpt pour plusieurs points du maillage; nous

avons r = 0:085m, r = 0:537m, r = 0:765m et r = 0:959m pour les di��erentes courbes en

allant du haut vers le bas. En trait continue la solution obtenu par D. Barbier et en pointill�e

celle obtenue par Hirose et Achenbach
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[u3]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

r

Fig. 9.3.5: Saut du d�eplacement en fonction de la distance au centre r; En continue la solution

analytique, avec les points en rouge la solution calcul�ee num�eriquement en T = 21:7sec

La norme du champ de vitesses

Vpt = 1:139s
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Vpt = 2:805s

Vpt = 4:219s

Vpt = 5:633s
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Vpt = 6:046s

Vpt = 8:462s

Vpt = 9:866s
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9.3.4 Di�raction par une �ssure plane milieu isotrope homog�ene

Nous supposons ici qu'une �ssure plane et carr�ee est pr�esente dans un milieu homog�ene
isotrope. Pour prendre en compte num�eriquement sa pr�esence on utilise la m�ethode des do-
maines �ctifs. Dans cette exp�erience, toutes les autres donn�ees sont les mêmes que dans la
section 9.3.1.

Comme pr�ecedemment nous pr�esentons sur les �gures suivantes, la divergence et le rota-
tionel du champ de vitesses, dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 3:940942s t = 8:089301s

t = 12:23766s t = 16:38602s
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t = 20:53438s t = 24:68274s

t = 28:83110s t = 32:97946s

La norme du rotationel du champ de vitesses

t = 3:940942s t = 8:089301s
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t = 12:23766s t = 16:38602s

t = 20:53438s t = 24:68274s

t = 28:83110s t = 32:97946s
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Nous avons vu dans la section 9.3.1 que dans le solide isotrope seulement les ondes de
pression �etaient g�en�er�ees par la source. On voit ici d'abord se propager les ondes de Pression
�emises par la source. Ensuite, comme la source est situ�ee au dessous de la �ssure, les ondes de
Pression qui initialement se dirigent vers le haut sont r�e
�echies en rencontrant la �ssure qui
agit comme une barri�ere et sont transform�ees en des ondes de Pression qui se dirigent vers le
bas.

Sur le rotationel de la solution (qui serait nul pour le même solide sans �ssure) on voit se
propager des ondes de Cisaillement. Ce sont des ondes issues de la r�e
exion et de la di�raction
des ondes de pression �emises initialement par la source. On voit �egalement des ondes di�ract�ees
par les quatre coins de la �ssure ainsi que des ondes de surface �a sa proximit�e.

9.3.5 Di�raction par une �ssure plane en milieu anisotrope homog�ene

Nous reproduisons ici la même exp�erience que dans la section 9.3.2 en pr�esence d'une
�ssure plane et carr�ee dans le solide.

Sur les �gures suivantes, nous repr�esentons la divergence et le rotationel du champ de
vitesses, dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 5:184652s t = 10:64218s
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t = 16:09971s t = 21:55724s

t = 27:01476s t = 32:47229s

t = 37:92982s t = 43:38735s
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La norme du rotationel du champ de vitesses

t = 5:184652s t = 10:64218s

t = 16:09971s t = 21:55724s

t = 27:01476s t = 32:47229s
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t = 37:92982s t = 43:38735s

Dans le cas du milieu anisotrope, la source g�en�ere des ondes (QP) et (QS). Chacune de
ces ondes est ensuite di�ract�ee par la �ssure et g�en�ere �a son tour des ondes (QP) et (QS),
d'o�u la complexit�e des ces �gures.

Comme dans le cas du milieu isotrope on remarque �egalement la pr�esence des ondes
di�ract�ees par les cot�es et les coins de la �ssure ainsi que des ondes de surface localis�ees �a
proximit�e de la �ssure.

9.3.6 Di�raction par une �ssure de g�eom�etrie complexe dans un milieu

�elastique anisotrope, homog�ene.

Nous pr�esentons en conclusion une exp�erience avec une �ssure de g�eom�etrie complexe. La
m�ethode des domaines �ctifs nous permet de prendre en compte la g�eom�etrie particuli�ere de
cette �ssure tout en utilisant le même maillage volumique en cubes que pour les exp�eriences
pr�ec�edentes. Bien �evidemment, le maillage de la �ssure est dans ce cas di��erent. Il s'agit ici
d'un maillage surfacique qui est irr�egulier a�n de permettre une bonne approximation de la
g�eom�etrie de la �ssure (cf. �gure 9.3.6). On veut remarquer ici que d'un point de vue nu-

Fig. 9.3.6: Le maillage de la �ssure
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m�erique, la complexit�e de la g�eom�etrie de la �ssure n'a pas d'e�et signi�catif sur le temps
de calcul. En e�et, le coût de la m�ethode tant du point de vue temps de calcul que celui du
stockage d�epend principalement des caract�eristiques du probl�eme volumique (inconnues �, v).
Ceci est dû �a l'utilisation de la m�ethode des domaines �ctifs qui nous permet de prendre en
compte de g�eom�etries complexes tout en utilisant un maillage volumique r�egulier.

La norme du champ de vitesses

t = 5:184652s t = 10:64218s

t = 16:09971s t = 21:55724s
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9.3 R�esultats dans le cas tridimensionnel

t = 27:01476s t = 32:47229s

t = 37:92982s t = 43:38735s

t = 48:84488s t = 54:30241s
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Le milieu de propagation est dans ce cas le solide anisotrope dont les coe�cients ont �et�e
d�e�nis �a la section 9.3.2 et les ondes sont �emises par une source de compression ponctuelle.
Toutes les donn�ees sont les mêmes que dans l'exp�erience pr�ec�edente. Nous pr�esentons ici la
norme de la vitesse dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

Nous pouvons constater sur ces �gures que les ondes initiales �emises par la source v�eri�ent
un certain nombre de sym�etries. Cependant du fait de la pr�esence de la �ssure ces sym�etries
ne sont plus satisfaites par les ondes di�ract�ees par la �ssure.

On remarque �egalement un ph�enom�ene de focalisation dû �a la g�eom�etrie parabolo��dale de
la �ssure.

Dans le cas tridimensionnel nous avons pr�esent�e des exp�eriences dans des milieux �elas-
tiques homog�enes. Cependant, le code num�erique que nous avons d�evelopp�e est actuellement
g�en�eralis�e au cas des milieux h�et�erog�enes. En collaboration avec EDF nous avons convenu
de faire une exp�erience dans un milieu h�et�erog�ene anisotrope a�n de comparer les r�esultats
num�eriques avec ceux obtenus exp�erimentalement par EDF.

Les di��erents r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre ont fait l'objet de trois �lms scienti�ques:

{ Di�raction d'une onde �elastique bidimensionnelle par une �ssure (1997, Fran�cais, 9 mn
30)

{ A numerical simulation of a non destructive testing experiment (1998, Anglais, 2 mn
30).

{ Propagation des ondes �elastiques dans les milieux complexes en 3D. (1999, Fran�cais, 13
mn 30)

Des extraits de ces �lms sont disponibles sur la page web du service multimedia de l'INRIA
�a l'adresse: \ http://www.inria.fr/multimedia/Videotheque/2-Listes-Videos/CC3-fra.html"
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Annexe A

Les sch�emas semi-discr�etis�es en

espace.

A.1 L'�el�ement �ni Q2 �Q1

Nous donnons ici les �equations semi-discr�etis�ees en espace associ�ees �a l'�el�ement �niQ2�Q1.
Dans ce qui suit les constantes a, b et c sont d�e�nies par (3.1.5) et les constantes ci; i = 1; :::; 5
par

c1 =
1

8

1 + 2�

�
; c2 =

1

8

1� 2�

�
; c3 =

1

18

1 + 3�

�
; c4 =

1

18

1� 3�

�
; c5 =

1

9�
:

�A partir de la premi�ere �equation du syst�eme (2.1.12) on obtient,

d(v1)p��;q��
dt

=
4

h

�
c1c5 (�

h
11)p;j � c1c3 (�

h
11)i;j � c1c4 (�

h
11)i+1;j � c4 (�11)i+1;q

+ c2c4 (�
b
11)i+1;j+1 � c2c5 (�

b
11)p;j+1 + c2c3 (�

b
11)i;j+1 � c2c3 (�11)i;q + c5 (�11)p;q

�
+

4

h

�
� c1c3 (�12)i;j � c3 (�12)p;j + c2c3 (�12)i+1;j � c2c5 (�12)i+1;q

+ c2c4 (�12)i+1;j+1 � c4 (�12)p;j+1 � c1c4 (�12)i;j+1 + c1c5 (�12)i;q + c5 (�12)p;q

�
d(v2)p��;q��

dt
=

4

h

�
� c1c3 (�12)i;j + c1c5 (�12)p;j � c1c4 (�12)i+1;j � c4 (�12)i+1;q

+ c2c4 (�12)i+1;j+1 � c2c5 (�12)p;j+1 + c2c3 (�12)i;j+1 � c3 (�12)i;q + c5 (�12)p;q

�
+

4

h

�
� c1c3 (�

d
22)i;j � c3 (�22)p;j + c2c3 (�

g
22)i+1;j � c2c5 (�

g
22)i+1;q

+ c2c4 (�
g
22)i+1;j+1 � c4 (�22)p;j+1 � c1c4 (�

d
22)i;j+1 + c1c5 (�

d
22)i;q + c5 (�22)p;q

�
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d(v1)p+�;q��
dt

=
4

h

�
c1c4 (�

h
11)i;j � c1c5 (�

h
11)p;j + c1c3 (�

h
11)i+1;j + c3 (�11)i+1;q

� c2c3 (�
b
11)i+1;j+1 + c2c5 (�

b
11)p;j+1 � c2c4 (�

b
11)i;j+1 + c4 (�11)i;q � c5 (�11)p;q

�
+

4

h

�
c2c3 (�12)i;j � c3 (�12)p;j � c1c3 (�12)i+1;j + c1c5 (�12)i+1;q

� c1c4 (�12)i+1;j+1 � c4 (�12)p;j+1 + c2c4 (�12)i;j+1 � c2c5 (�12)i;q + c5 (�12)p;q

�
d(v2)p+�;q��

dt
=

4

h

�
c1c4 (�12)i;j � c1c5 (�12)p;j + c1c3 (�12)i+1;j + c3 (�12)i+1;q

� c2c3 (�12)i+1;j+1 + c2c5 (�12)p;j+1 � c2c4 (�12)i;j+1 + c4 (�12)i;q � c5 (�12)p;q

�
+

4

h

�
c2c3 (�

d
22)i;j � c3 (�22)p;j � c1c3 (�

g
22)i+1;j + c1c5 (�

g
22)i+1;q � c1c4 (�

g
22)i+1;j+1

� c4 (�22)p;j+1 + c2c4 (�
d
22)i;j+1 � c2c5 (�

d
22)i;q + c5 (�22)p;q

�
d(v1)p+�;q+�

dt
=

4

h

�
� c2c4 (�

h
11)i;j + c2c5 (�

h
11)p;j � c2c3 (�

h
11)i+1;j + c3 (�11)i+1;q

+ c1c3 (�
b
11)i+1;j+1 � c1c5 (�

b
11)p;j+1 + c14 (�

b
11)i;j+1 + c4 (�11)i;q � c5 (�11)p;q

�
+

4

h

�
� c2c4 (�12)i;j + c4 (�12)p;j + c1c4 (�12)i+1;j � c1c5 (�12)i+1;q + c1c3 (�12)i+1;j+1

+ c3 (�12)p;j+1 � c2c3 (�12)i;j+1 + c2c5 (�12)i;q � c5 (�12)p;q

�
d(v2)p+�;q+�

dt
=

4

h

�
� c2c4 (�12)i;j + c2c5 (�12)p;j � c2c3 (�12)i+1;j + c3 (�12)i+1;q

+ c1c3 (�12)i+1;j+1 � c1c5 (�12)p;j+1 + c14 (�12)i;j+1 + c4 (�12)i;q � c5 (�12)p;q

�
+

4

h

�
� c2c4 (�

d
22)i;j + c4 (�22)p;j + c1c4 (�

g
22)i+1;j � c1c5 (�

g
22)i+1;q

+ c1c3 (�
g
22)i+1;j+1 + c3 (�22)p;j+1 � c2c3 (�

d
22)i;j+1 + c2c5 (�

d
22)i;q � c5 (�22)p;q

�
d(v1)p��;q+�

dt
=

4

h

�
c2c3 (�

h
11)i;j � c2c5 (�

h
11)p;j + c2c4 (�

h
11)i+1;j � c4 (�11)i+1;q

� c1c4 (�
b
11)i+1;j+1 + c1c5 (�

b
11)p;j+1 � c1c3 (�

b
11)i;j+1 � c3 (�11)i;q + c5 (�11)p;q

�
+

4

h

�
c1c4 (�12)i;j + c4 (�12)p;j � c2c4 (�12)i+1;j + c2c5 (�12)i+1;q �

c2c3 (�12)i+1;j+1 + c3 (�12)p;j+1 + c1c3 (�12)i;j+1 � c1c5 (�12)i;q � c5 (�12)p;q

�
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d(v2)p��;q+�
dt

=
4

h

�
c2c3 (�12)i;j � c2c5 (�12)p;j + c2c4 (�12)i+1;j � c4 (�12)i+1;q

� c1c4 (�12)i+1;j+1 + c1c5 (�12)p;j+1 � c1c3 (�12)i;j+1 � c3 (�12)i;q + c5 (�12)p;q

�
+

4

h

�
c1c4 (�

d
22)i;j + c4 (�22)p;j � c2c4 (�

g
22)i+1;j + c2c5 (�

g
22)i+1;q

� c2c3 (�
g
22)i+1;j+1 + c3 (�22)p;j+1 + c1c3 (�

d
22)i;j+1 � c1c5 (�

d
22)i;q � c5 (�22)p;q

�
La deuxi�eme �equation du syst�eme (2.1.12) conduit pour chaque noeud �a un syst�eme li-

n�eaire en �11 et �22. Plus pr�ecis�ement nous avons,
au noeud (i; j):

d

dt

2666666664

(�h11)i;j

(�b11)i;j

(�d22)i;j

(�g22)i;j

3777777775
= 18

266666664

a c b b

c a b b

b b a c

b b c a

377777775

266666664

Bij1

Bij2

Bij3

Bij4

377777775
(A.1.1)

avec

Bij1 =
1

h

�
c1c3 ((v1)p��;q�� � (v1)p�1+�;q��) + c1c4 ((v1)p�1��;q�� � (v1)p+�;q��)

+ c2c3 ((v1)p�1+�;q+� � (v1)p��;q+�) + c2c4 ((v1)p+�;q+� � (v1)p�1��;q+�)
�

Bij2 =
1

h

�
c1c3 ((v1)p��;q�1+� � (v1)p�1+�;q�1+�) + c1c4 ((v1)p�1��;q�1+� � (v1)p+�;q�1+�)

+ c2c3 ((v1)p�1+�;q�1�� � (v1)p��;q�1��) + c2c4 ((v1)p+�;q�1�� � (v1)p�1��;q�1��)
�

Bij3 =
1

h

�
c1c3 ((v2)p��;q�� � (v2)p��;q�1+�) + c1c4 ((v2)p��;q�1�� � (v2)p��;q+�)

+ c2c3 ((v2)p+�;q�1+� � (v2)p+�;q��) + c2c4 ((v2)p+�;q+� � (v2)p+�;q�1��)
�

et

Bij4 =
1

h

�
c1c3 ((v2)p�1+�;q�� � (v2)p�1+�;q�1+�) + c1c4 ((v2)p�1+�;q�1�� � (v2)p�1+�;q+�)

+ c2c3 ((v2)p�1��;q�1+� � (v2)p�1��;q��) + c2c4 ((v2)p�1��;q+� � (v2)p�1��;q�1��)
�

au noeud (i; q):
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d

dt

266664
(�11)i;q

(�g22)i;q

(�d22)i;q

377775 =

266664
a+ c

2
b b

b a c

b c a

377775
266664
Biq1

Biq2

Biq3

377775(A.1.2)

o�u

Biq1 =
1

h

�
c3 ((v1)p��;q�� � (v1)p�1+�;q�� + (v1)p��;q+� � (v1)p�1+�;q+�)

+c4 ((v1)p�1��;q�� � (v1)p+�;q�� + (v1)p�1��;q+� � (v1)p+�;q+�)
�

Biq2 =
1

h

�
c1c5 ((v2)p��;q+� � (v2)p��;q��) + c2c5 ((v2)p+�;q�� � (v2)p+�;q+�)

�

Biq3 =
1

h

�
c1c5 ((v2)p�1+�;q+� � (v2)p�1+�;q��) + c2c5 ((v2)p�1��;q�� � (v2)p�1��;q+�)

�
au noeud (p; j):

d

dt

26666664
(�h11)p;j

(�b11)p;j

(�22)p;j

37777775 = 9

26666664

a c b

c a b

b b
a+ c

2

37777775

266664
Bpj1

Bpj2

Bpj3

377775(A.1.3)

o�u

Bpj1 =
1

h

�
c1c5 ((v1)p+�;q�� � (v1)p��;q��) + c2c5 ((v1)p��;q+� � (v1)p��;q+�)

�

Bpj2 =
1

h

�
c1c5 ((v1)p+�;q�1+� � (v1)p��;q�1+�) + c2c5 ((v1)p��;q�1�� � (v1)p+�;q�1��)

�

Bpj3 =
1

h

�
c3 ((v2)p��;q�� � (v2)p��;q�1+� + (v2)p+�;q�� � (v2)p+�;q�1+�)

+c4 ((v2)p��;q�1�� � (v2)p��;q+� + (v2)p+�;q�1�� � (v2)p+�;q+�)
�

au noeud (p; q):

d

dt

2664
(�11)p;q

(�22)p;q

3775 =
9

4

24 a+ c 2b

2b a+ c

3524 Bpq1

Bpq2

35(A.1.4)
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o�u

Bpq1 =
c5
h

�
(v1)p+�;q+� � (v1)p��;q+� + (v1)p+�;q�� � (v1)p��;q��

�

Bpq2 =
c5
h

�
(v2)p+�;q+� � (v2)p+�;q�� + (v2)p��;q+� � (v2)p��;q��

�
De plus, on obtient pour �12,

d(�12)i;j
dt

=
9�

h

�
c1c3 ((v1)p��;q�� � (v1)p��;q�1+� + (v1)p�1+�;q�� � (v1)p�1+�;q�1+�)

+c1c4 ((v1)p��;q�1�� � (v1)p��;q+� + (v1)p�1+�;q�1�� � (v1)p�1+�;q+�)

+c2c3 ((v1)p�1��;q�1+� � (v1)p�1��;q�� + (v1)p+�;q�1+� � (v1)p+�;q��)

+c2c4 ((v1)p+�;q+� � (v1)p+�;q�1�� + (v1)p�1��;q+� � (v1)p�1��;q�1��)
�

+
9�

h

�
c1c3 ((v2)p��;q�� � (v2)p�1+�;q�� + (v2)p��;q�1+� � (v2)p�1+�;q�1+�)

+c1c4 ((v2)p�1��;q�1+� � (v2)p+�;q�1+� + (v2)p�1��;q+� � (v2)p+�;q��)

+c2c3 ((v2)p�1+�;q+� � (v2)p��;q+� + (v2)p�1+�;q�1�� � (v2)p��;q�1��)

+c2c4 ((v2)p+�;q+� � (v2)p�1��;q+� + (v2)p+�;q�1�� � (v2)p�1��;q�1��)
�

d(�12)p;j
dt

=
9�

2h

�
c3 ((v1)p��;q�� � (v1)p��;q�1+� + (v1)p+�;q�� � (v1)p+�;q�1+�)

+c4 ((v1)p�1��;q�� � (v1)p��;q+� + (v1)p+�;q�1�� � (v1)p+�;q+�)
�

+
9�

2h

�
c1c5 ((v2)p+�;q�� � (v2)p��;q�� + (v2)p+�;q�1+� � (v2)p��;q�1+�)

+c2c5 ((v2)p��;q+� � (v2)p+�;q+� + (v2)p��;q�1�� � (v2)p+�;q�1��)
�

d(�12)i;q
dt

=
9�

2h

�
c1c5 ((v1)p��;q+� � (v1)p��;q�� + (v1)p�1+�;q+� � (v1)p�1+�;q��)

+c2c5 ((v1)p+�;q�� � (v1)p+�;q+� + (v1)p�1��;q�� � (v1)p�1��;q+�)
�

+
9�

2h

�
c3 ((v2)p+�;q+� � (v2)p�1+�;q+� + (v2)p��;q�� � (v2)p�1��;q��)

+c4 ((v2)p�1��;q�� � (v2)p+�;q�� + (v2)p�1��;q+� � (v2)p+�;q+�)
�

d(�12)p;q
dt

=
9c5
4h

�

�
(v1)p+�;q+� � (v1)p+�;q�� + (v1)p��;q+� � (v1)p��;q��

�
+
9c5
4h

�

�
(v2)p+�;q+� � (v2)p��;q+� + (v2)p+�;q�� � (v2)p��;q��

�
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A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

Nous donnons ici les �equations semi-discr�etis�ess en espace associ�es �a l'�el�ement �niQ3�Q2.
�A partir de la premi�ere �equation du syst�eme (2.1.12) on obtient,

d(v1)p��;q��
dt

=
1

h

�
�1

8
t2 (�12)p2;q1 �

1

2
(�12)i;j

p
15� 1

4
t5 (�12)p1;j +

1

4
t6 (�12)p2;j

+
1

4
t8 (�12)i;q2 +

1

8
t3 (�12)p1;q1 +

1

8
t4 (�12)p2;q2 �

1

8
t1 (�12)p1;q2 +

1

8
t3 (�11)p1;q1

� 1

8
t1 (�11)p2;q1 +

1

8
t4 (�11)p2;q2 �

1

8
t2 (�11)p1;q2 +

1

4
t11

�
�b11

�
i;j

+
t8 � t10

8

�
�b11

�
p2;j

+
t7 � t9

8

�
�b11

�
p1;j

� 1

4
t5 (�11)i;q1 +

1

4
t6 (�11)i;q2

+
t8 + t10

8

�
�h11

�
p2;j

� 1

4
t12

�
�h11

�
i;j
+
t7 + t9

8

�
�h11

�
p1;j

+
1

4
t7 (�12)i;q1

�

d(v1)p;q��
dt

=
1

h

�
5

16
t7 (�12)p2;q1 +

1

4
(�12)i;j

p
15� 5

8
(�12)p1;j

p
15� 5

8
(�12)p2;j

p
15

� 1

8
t8 (�12)i;q2 +

5

16
t7 (�12)p1;q1 +

5

16
t8 (�12)p2;q2 +

5

16
t8 (�12)p1;q2 �

5

16
t2 (�11)p1;q1

+
5

16
t2 (�11)p2;q1 �

5

16
t1 (�11)p2;q2 +

5

16
t1 (�11)p1;q2 �

5

16
t14

�
�b11

�
p2;j

+
5

16
t14

�
�b11

�
p1;j

+
5

16
t13

�
�h11

�
p2;j

� 5

16
t13

�
�h11

�
p1;j

� 1

8
t7 (�12)i;q1

�

d(v1)p+�;q��
dt

=
1

h

�
1

8
t3 (�12)p2;q1 �

1

2
(�12)i;j

p
15 +

1

4
t6 (�12)p1;j �

1

4
t5 (�12)p2;j

� 1

8
t2 (�12)p1;q1 �

1

8
t1 (�12)p2;q2 +

1

8
t4 (�12)p1;q2 +

1

8
t1 (�11)p1;q1 �

1

8
t3 (�11)p2;q1

+
1

8
t2 (�11)p2;q2 �

1

8
t4 (�11)p1;q2 �

1

4
t11

�
�b11

�
i;j
+
t9 � t7

8

�
�b11

�
p2;j

+
t10 � t8

8

�
�b11

�
p1;j

+
1

4
t5 (�11)i;q1 �

1

4
t6 (�11)i;q2 �

t9 + t7
8

�
�h11

�
p2;j

+
1

4
t12

�
�h11

�
i;j
� t10 + t8

8

�
�h11

�
p1;j

+
1

4
t8 (�12)i;q2 +

1

4
t7 (�12)i;q1

�
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d(v1)p+�;q
dt

=
1

h

�
� 5

16
t2 (�12)p2;q1 �

5

8

p
5 (�12)i;q1 +

5

8

p
5 (�12)i;q2 +

5

16
t1 (�12)p1;q1

� 5

16
t1 (�12)p1;q2 �

5

16
t8 (�11)p1;q1 �

5

16
t7 (�11)p2;q1 �

5

16
t7 (�11)p2;q2

� 5

16
t8 (�11)p1;q2 �

1

8

�
�b11

�
i;j

p
15 +

1

16
t7

�
�b11

�
p2;j

+
1

16
t8

�
�b11

�
p1;j

+
5

8
(�11)i;q1

p
15 +

5

8
(�11)i;q2

p
15 +

1

16
t7

�
�h11

�
p2;j

� 1

8

�
�h11

�
i;j

p
15

+
1

16
t8

�
�h11

�
p1;j

+
5

16
t2 (�12)p2;q2

�

d(v1)p+�;q+�
dt

=
1

h

�
1

8
t1 (�12)p2;q1 +

1

2
(�12)i;j

p
15� 1

4
t6 (�12)p1;j +

1

4
t5 (�12)p2;j

� 1

8
t4 (�12)p1;q1 �

1

8
t3 (�12)p2;q2 +

1

8
t2 (�12)p1;q2 �

1

8
t4 (�11)p1;q1 +

1

8
t2 (�11)p2;q1

� 1

8
t3 (�11)p2;q2 +

1

8
t1 (�11)p1;q2 +

1

4
t12

�
�b11

�
i;j
� t7 + t9

8

�
�b11

�
p2;j

� t8 + t10
8

�
�b11

�
p1;j

� 1

4
t6 (�11)i;q1 +

1

4
t5 (�11)i;q2 +

t9 � t7
8

�
�h11

�
p2;j

�1

4
t11

�
�h11

�
i;j
+
t10 � t8

8

�
�h11

�
p1;j

� 1

4
t7 (�12)i;q2 �

1

4
t8 (�12)i;q1

�

d(v1)p;q+�
dt

=
1

h

�
� 5

16
t8 (�12)p2;q1 �

1

4
(�12)i;j

p
15 +

5

8
(�12)p1;j

p
15 +

5

8
(�12)p2;j

p
15

+
1

8
t7 (�12)i;q2 �

5

16
t8 (�12)p1;q1 �

5

16
t7 (�12)p2;q2 �

5

16
t7 (�12)p1;q2 +

5

16
t1 (�11)p1;q1

� 5

16
t1 (�11)p2;q1 +

5

16
t2 (�11)p2;q2 �

5

16
t2 (�11)p1;q2 +

5

16
t13

�
�b11

�
p2;j

� 5

16
t13

�
�b11

�
p1;j

� 5

16
t14

�
�h11

�
p2;j

+
5

16
t14

�
�h11

�
p1;j

+
1

8
t8 (�12)i;q1

�

d(v1)p��;q+�
dt

=
1

h

�
�1

8
t4 (�12)p2;q1 +

1

2
(�12)i;j

p
15 +

1

4
t5 (�12)p1;j �

1

4
t6 (�12)p2;j

� 1

4
t7 (�12)i;q2 +

1

8
t1 (�12)p1;q1 +

1

8
t2 (�12)p2;q2 �

1

8
t3 (�12)p1;q2 �

1

8
t2 (�11)p1;q1

+
1

8
t4 (�11)p2;q1 �

1

8
t1 (�11)p2;q2 +

1

8
t3 (�11)p1;q2 �

1

4
t12

�
�b11

�
i;j

+
t8 + t10

8

�
�b11

�
p2;j

+
t7 + t9

8

�
�b11

�
p1;j

+
1

4
t6 (�11)i;q1 �

1

4
t5 (�11)i;q2

+
t8 � t10

8

�
�h11

�
p2;j

+
1

4
t11

�
�h11

�
i;j
+
t7 � t9

8

�
�h11

�
p1;j

� 1

4
t8 (�12)i;q1

�
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d(v1)p��;q
dt

=
1

h

�
5

16
t1 (�12)p2;q1 �

5

8

p
5 (�12)i;q1 +

5

8

p
5 (�12)i;q2 �

5

16
t2 (�12)p1;q1

+
5

16
t2 (�12)p1;q2 +

5

16
t7 (�11)p1;q1 +

5

16
t8 (�11)p2;q1 +

5

16
t8 (�11)p2;q2 �

5

16
t1 (�12)p2;q2

+
5

16
t7 (�11)p1;q2 +

1

8

�
�b11

�
i;j

p
15� 1

8
t8

�
�b11

�
p2;j

� 1

8
t7

�
�b11

�
p1;j

�5

8
(�11)i;q1

p
15 � 5

8
(�11)i;q2

p
15� 1

8
t8

�
�h11

�
p2;j

+
1

8

�
�h11

�
i;j

p
15� 1

8
t7

�
�h11

�
p1;j

�

d(v1)p;q
dt

=
1

h

�
5

32

p
5
�
�h11

�
p1;j

� 5

32

p
5
�
�h11

�
p2;j

� 5

32

p
5
�
�b11

�
p2;j

+
5

32

p
5
�
�b11

�
p1;j

� 25

32

p
5 (�11)p1;q1 +

25

32

p
5 (�11)p2;q1 +

25

32

p
5 (�11)p2;q2 �

25

32

p
5 (�11)p1;q2

+
5

16

p
5 (�12)i;q1 �

5

16

p
5 (�12)i;q2 �

25

32

p
5 (�12)p1;q1 �

25

32

p
5 (�12)p2;q1

+
25

32

p
5 (�12)p2;q2 +

25

32

p
5 (�12)p1;q2

�

d(v2)p��;q��
dt

=
1

h

�
�1

8
t1 (�12)p2;q1 �

1

2
(�12)i;j

p
15 +

t8 � t10
8

(�g22)i;q2 +
t8 + t10

8

�
�d22

�
i;q2

+
t7 + t9

8

�
�d22

�
i;q1

+
1

8
t3 (�22)p1;q1 �

1

8
t2 (�22)p2;q1 +

1

8
t4 (�22)p2;q2 �

1

8
t1 (�22)p1;q2

+
1

4
t7 (�12)p1;j +

1

4
t8 (�12)p2;j �

1

4
t5 (�12)i;q1 +

1

4
t6 (�12)i;q2 +

1

8
t3 (�12)p1;q1

+
1

8
t4 (�12)p2;q2 �

1

8
t2 (�12)p1;q2 +

1

4
t11 (�

g
22)i;j +

t7 � t9
8

(�g22)i;q1 �
1

4
t12

�
�d22

�
i;j

�1

4
t5 (�22)p1;j +

1

4
t6 (�22)p2;j

�

d(v2)p;q��
dt

=
1

h

�
5

16
t2 (�12)p2;q1 �

1

8
t8 (�

g
22)i;q2 �

1

8
t8

�
�d22

�
i;q2

� 1

8
t7

�
�d22

�
i;q1

+
5

16
t7 (�22)p2;q1 +

5

16
t8 (�22)p2;q2 +

5

16
t8 (�22)p1;q2 �

5

8

p
5 (�12)p1;j +

5

8

p
5 (�12)p2;j

� 5

16
t2 (�12)p1;q1 �

5

16
t1 (�12)p2;q2 +

5

16
t1 (�12)p1;q2 +

1

8
(�g22)i;j

p
15� 1

8
t7 (�

g
22)i;q1

+
1

8

�
�d22

�
i;j

p
15� 5

8
(�22)p1;j

p
15� 5

8
(�22)p2;j

p
15 +

5

16
t7 (�22)p1;q1

�
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d(v2)p+�;q��
dt

=
1

h

�
�1

8
t3 (�12)p2;q1 +

1

2
(�12)i;j

p
15 +

t8 + t10
8

(�g22)i;q2

+
t7 � t9

8

�
�d22

�
i;q1

� 1

8
t2 (�22)p1;q1 +

1

8
t3 (�22)p2;q1 �

1

8
t1 (�22)p2;q2 +

1

8
t4 (�22)p1;q2

� 1

4
t8 (�12)p1;j �

1

4
t7 (�12)p2;j +

1

4
t5 (�12)i;q1 �

1

4
t6 (�12)i;q2 +

1

8
t1 (�12)p1;q1

+
1

8
t2 (�12)p2;q2 �

1

8
t4 (�12)p1;q2 �

1

4
t12 (�

g
22)i;j +

t7 + t9
8

(�g22)i;q1 +
1

4
t11

�
�d22

�
i;j

+
1

4
t6 (�22)p1;j �

1

4
t5 (�22)p2;j +

t8 � t10
8

�
�d22

�
i;q2

�

d(v2)p+�;q
dt

=
1

h

�
� 5

16
t7 (�12)p2;q1 �

1

4
(�12)i;j

p
15 +

5

16
t13 (�

g
22)i;q2 �

5

16
t14

�
�d22

�
i;q2

+
5

16
t1 (�22)p1;q1 �

5

16
t2 (�22)p2;q1 +

5

16
t2 (�22)p2;q2 �

5

16
t1 (�22)p1;q2 +

1

8
t8 (�12)p1;j

+
1

8
t7 (�12)p2;j +

5

8
(�12)i;q1

p
15 +

5

8
(�12)i;q2

p
15� 5

16
t8 (�12)p1;q1 �

5

16
t7 (�12)p2;q2

� 5

16
t8 (�12)p1;q2 �

5

16
t13 (�

g
22)i;q1 +

5

16
t14

�
�d22

�
i;q1

�

d(v2)p+�;q+�
dt

=
1

h

�
1

8
t2 (�12)p2;q1 +

1

2
(�12)i;j

p
15 � t7 + t9

8
(�g22)i;q2

+
t10 � t8

8

�
�d22

�
i;q1

� 1

8
t4 (�22)p1;q1 +

1

8
t1 (�22)p2;q1 �

1

8
t3 (�22)p2;q2

+
1

8
t2 (�22)p1;q2 �

1

4
t8 (�12)p1;j �

1

4
t7 (�12)p2;j �

1

4
t6 (�12)i;q1 +

1

4
t5 (�12)i;q2

� 1

8
t4 (�12)p1;q1 �

1

8
t3 (�12)p2;q2 +

1

8
t1 (�12)p1;q2 +

1

4
t12 (�

g
22)i;j +

t9 � t7
8

�
�d22

�
i;q2

� t8 + t10
8

(�g22)i;q1 �
1

4
t11

�
�d22

�
i;j
� 1

4
t6 (�22)p1;j +

1

4
t5 (�22)p2;j

�

d(v2)p;q+�
dt

=
1

h

�
� 5

16
t1 (�12)p2;q1 +

1

16
t7 (�

g
22)i;q2 +

1

16
t7

�
�d22

�
i;q2

+
1

16
t8

�
�d22

�
i;q1

� 5

16
t8 (�22)p2;q1 �

5

16
t7 (�22)p2;q2 �

5

16
t7 (�22)p1;q2 �

5

8

p
5 (�12)p1;j +

5

8

p
5 (�12)p2;j

+
5

16
t1 (�12)p1;q1 +

5

16
t2 (�12)p2;q2 �

5

16
t2 (�12)p1;q2 �

1

8
(�g22)i;j

p
15 +

1

16
t8 (�

g
22)i;q1

+
5

8
(�22)p2;j

p
15 +

5

8
(�22)p1;j

p
15� 1

8

�
�d22

�
i;j

p
15� 5

16
t8 (�22)p1;q1

�
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d(v2)p��;q+�
dt

=
1

h

�
1

8
t4 (�12)p2;q1 �

1

2
(�12)i;j

p
15 +

t9 � t7
8

(�g22)i;q2 �
t9 + t7

8

�
�d22

�
i;q2

� t8 + t10
8

�
�d22

�
i;q1

+
1

8
t1 (�22)p1;q1 �

1

8
t4 (�22)p2;q1 +

1

8
t2 (�22)p2;q2

� 1

8
t3 (�22)p1;q2 +

1

4
t7 (�12)p1;j +

1

4
t8 (�12)p2;j +

1

4
t6 (�12)i;q1 �

1

4
t5 (�12)i;q2

� 1

8
t2 (�12)p1;q1 �

1

8
t1 (�12)p2;q2 +

1

8
t3 (�12)p1;q2 �

1

4
t11 (�

g
22)i;j +

t10 � t8
8

(�g22)i;q1

+
1

4
t12

�
�d22

�
i;j
+
1

4
t5 (�22)p1;j �

1

4
t6 (�22)p2;j

�

d(v2)p��;q
dt

=
1

h

�
5

16
t8 (�12)p2;q1 +

1

4
(�12)i;j

p
15� 5

16
t14 (�

g
22)i;q2 +

5

16
t13

�
�d22

�
i;q2

� 5

16
t2 (�22)p1;q1 +

5

16
t1 (�22)p2;q1 �

5

16
t1 (�22)p2;q2 +

5

16
t2 (�22)p1;q2 �

1

8
t7 (�12)p1;j

� 1

8
t8 (�12)p2;j �

5

8
(�12)i;q1

p
15� 5

8
(�12)i;q2

p
15 +

5

16
t7 (�12)p1;q1 +

5

16
t8 (�12)p2;q2

+
5

16
t7 (�12)p1;q2 +

5

16
t14 (�

g
22)i;q1 �

5

16
t13

�
�d22

�
i;q1

�

d(v2)p;q
dt

=
1

h

�
5

16

p
5 (�12)p1;j �

5

16

p
5 (�12)p2;j �

25

32

p
5 (�12)p1;q1 +

25

32

p
5 (�12)p2;q1

+
25

32

p
5 (�12)p2;q2 �

25

32

p
5 (�12)p1;q2 +

5

32

p
5 (�g22)i;q1 �

5

32

p
5 (�g22)i;q2

� 5

32

p
5
�
�d22

�
i;q2

+
5

32

p
5
�
�d22

�
i;q1

� 25

32

p
5 (�22)p1;q1 �

25

32

p
5 (�22)p2;q1

+
25

32

p
5 (�22)p2;q2 +

25

32

p
5 (�22)p1;q2

�
avec

t1 =
p
15�p5 t2 =

p
15 +

p
5

t3 = 3
p
15 + 5

p
5 t4 = 3

p
15� 5

p
5

t5 = 3
p
5 +

p
15 t6 = 3

p
5�p15

t7 =
p
15 + 2

p
5 t8 =

p
15� 2

p
5

t9 = 3 + 2
p
3 t10 = 3� 2

p
3

t11 = 3�p15 t12 = 3 +
p
15

t13 =
p
3 +

p
5 t14 =

p
3�p5

La deuxi�eme �equation du syst�eme (2.1.12) conduit pour chaque noeud �a un syst�eme lin�eaire
en �11 et �22,
au noeud (i; j):
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d

dt

2666666664

(�h11)i;j

(�b11)i;j

(�d22)i;j

(�g22)i;j

3777777775
= 72

266666664

a c b b

c a b b

b b a c

b b c a

377777775

266666664

Bij1

Bij2

Bij3

Bij4

377777775
(A.2.1)

o�u

Bij1 =
5

2592h

�
4s1
5

(v1)p;q+� + s2 (v1)p��;q+� � 4s3 (v1)p��;q +
16

5
(v1)p;q

+ s1 (v1)p�1��;q�� +
4s2
5

(v1)p�1;q�� � s5 (v1)p�1+�;q�� + 4s3 (v1)p�1+�;q

� s2 (v1)p�1+�;q+� �
4s1
5

(v1)p�1;q+� + s6 (v1)p�1��;q+� � 4s4 (v1)p�1��;q �
16

5
(v1)p�1;q

+s5 (v1)p��;q�� �
4s2
5

(v1)p;q�� � s1 (v1)p+�;q�� � s6 (v1)p+�;q+� + 4s4 (v1)p+�;q

�

Bij2 =
5

2592h

�
�s2 (v1)p�1+�;q�1�� + 4s3 (v1)p�1+�;q�1 � s5 (v1)p�1+�;q�1+�

+ s1 (v1)p�1��;q�1+� � 4s4 (v1)p�1��;q�1 �
16

5
(v1)p�1;q�1 + s2 (v1)p��;q�1��

� s6 (v1)p+�;q�1�� + s6 (v1)p�1��;q�1�� +
4s2
5

(v1)p�1;q�1+� +
4s1
5

(v1)p;q�1��

� 4s1
5

(v1)p�1;q�1�� + 4s4 (v1)p+�;q�1 � s1 (v1)p+�;q�1+� �
4s2
5

(v1)p;q�1+�

+ s5 (v1)p��;q�1+� � 4s3 (v1)p��;q�1 +
16

5
(v1)p;q�1

�

Bij3 =
5

2592h

�p
15
�
(v2)p+�;q�� � 4 (v2)p;q�1�� + (v2)p��;q�1�� + 9 (v2)p��;q��

+
4

5
(v2)p��;q�1 �

4

5
(v2)p��;q � 9 (v2)p��;q�1+� � (v2)p��;q+�

+ 4 (v2)p;q�1+� + 4 (v2)p;q+� � (v2)p+�;q�1+� � 9 (v2)p+�;q+�

�4

5
(v2)p+�;q�1 + 9 (v2)p+�;q�1�� +

4

5
(v2)p+�;q � 4 (v2)p;q��

�
� 5 (v2)p��;q�1�� + 16 (v2)p;q�1�� � 35 (v2)p+�;q�1�� + 4 (v2)p+�;q�1

+ 35 (v2)p��;q�� � 16 (v2)p;q�� + 5 (v2)p+�;q�� � 4 (v2)p+�;q �
16

5
(v2)p;q�1

+ 35 (v2)p+�;q+� � 16 (v2)p;q+� + 5 (v2)p��;q+� � 4 (v2)p��;q +
16

5
(v2)p;q

�5 (v2)p+�;q�1+� + 16 (v2)p;q�1+� � 35 (v2)p��;q�1+� + 4 (v2)p��;q�1

�

365



Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

Bij4 =
5

2592h

�p
15

�
4 (v2)p�1;q+� � 9 (v2)p�1+�;q�1+� +

4

5
(v2)p�1+�;q�1

�4

5
(v2)p�1+�;q + (v2)p�1+�;q�1�� + (v2)p�1��;q��

�
� 35 (v2)p�1+�;q�1+� + 16 (v2)p�1;q�1+� � 5 (v2)p�1��;q�1+�

+ 4 (v2)p�1��;q�1 �
16

5
(v2)p�1;q�1 � 16 (v2)p�1;q+� � 4 (v2)p�1+�;q

+ 5 (v2)p�1+�;q+� + 35 (v2)p�1��;q+� � 4 (v2)p�1��;q +
16

5
(v2)p�1;q

� 35 (v2)p�1��;q�1�� + 16 (v2)p�1;q�1�� � 5 (v2)p�1+�;q�1��

+ 4 (v2)p�1+�;q�1 + 5 (v2)p�1��;q�� � 16 (v2)p�1;q�� + 35 (v2)p�1+�;q��

+
p
15

�
�4

5
(v2)p�1��;q�1 +

4

5
(v2)p�1��;q � (v2)p�1��;q�1+� � 4 (v2)p�1;q�1��

+ 4 (v2)p�1;q�1+� � (v2)p�1+�;q+� � 4 (v2)p�1;q�� + 9 (v2)p�1��;q�1��

�9 (v2)p�1��;q+� + 9 (v2)p�1+�;q��

��
au noeud (p1; j):

d

dt

26666664
(�h11)p1;j

(�b11)p1;j

(�22)p1;j

37777775 =
144

5

26666664

a c b

c a b

b b
a+ c

2

37777775

266664
Bp1j1

Bp1j2

Bp1j3

377775(A.2.2)

o�u

Bp1j1 =
5

2592h

�
�20t14 (v1)p;q+� + (10t14 + 5t11) (v1)p��;q+� + 4t7 (v1)p��;q

� 16
p
5 (v1)p;q � (10t13 + 5t12) (v1)p��;q�� + 20t13 (v1)p;q�� + 5(t8 + t10) (v1)p+�;q��

+ 5(t8 � t10) (v1)p+�;q+� � 4t8 (v1)p+�;q

�

Bp1j2 =
5

2592h

�
(10t14 + 5t11) (v1)p��;q�1�� � 20t14 (v1)p;q�1�� + (10t14 � 5t11) (v1)p+�;q�1��

� 4t8 (v1)p+�;q�1 + (5t12 � 10t13) (v1)p+�;q�1+� + 20t13 (v1)p;q�1+�

�(10t13 + 5t12) (v1)p��;q�1+� + 4t7 (v1)p��;q�1 � 16
p
5 (v1)p;q�1

�
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A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

Bp1j1 =
5

2592h

�p
3
�
4 (v2)p��;q�1 � 20 (v2)p��;q�1�� + 20 (v2)p+�;q�1��

� 4 (v2)p+�;q�1 + 20 (v2)p+�;q�1+� � 20 (v2)p��;q�1+� � 4 (v2)p��;q + 4 (v2)p+�;q

+20 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p+�;q+� � 20 (v2)p+�;q�� + 20 (v2)p��;q��

�
+
p
5
�
15 (v2)p��;q�1�� � 15 (v2)p+�;q�1�� + 15 (v2)p+�;q�1+� � 15 (v2)p��;q�1+�

+15 (v2)p+�;q+� � 15 (v2)p��;q+� � 15 (v2)p+�;q�� + 15 (v2)p��;q��

�
+
p
15
�
5 (v2)p+�;q�� + 20 (v2)p;q�1�� + 5 (v2)p��;q�1�� + 5 (v2)p��;q��

� 5 (v2)p��;q�1+� � 5 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p;q�1+� � 20 (v2)p;q+�

�5 (v2)p+�;q�1+� � 5 (v2)p+�;q+� + 5 (v2)p+�;q�1�� + 20 (v2)p;q��

�
� 80 (v2)p;q�1�� � 20 (v2)p+�;q�1�� + 4 (v2)p+�;q�1 + 20 (v2)p��;q��

+ 80 (v2)p;q�� + 20 (v2)p+�;q�� � 4 (v2)p+�;q + 20 (v2)p+�;q+�

+ 80 (v2)p;q+� + 20 (v2)p��;q+� � 4 (v2)p��;q � 16 (v2)p;q

� 20 (v2)p+�;q�1+� � 80 (v2)p;q�1+� � 20 (v2)p��;q�1+� + 4 (v2)p��;q�1

+16 (v2)p;q�1 � 20 (v2)p��;q�1��

�
au noeud (p2; j):

d

dt

26666664
(�h11)p2;j

(�b11)p2;j

(�22)p2;j

37777775 =
144

5

26666664

a c b

c a b

b b
a+ c

2

37777775

266664
Bp2j1

Bp2j2

Bp2j3

377775(A.2.3)

o�u

Bp2j1 =
5

2592h

�
20t14 (v1)p;q+� + (5t11 � 10t14) (v1)p��;q+� + 4t8 (v1)p��;q

+ 16
p
5 (v1)p;q + (10t13 � 5t12) (v1)p��;q�� � 20t13 (v1)p;q��

+(5t12 + 10t13) (v1)p+�;q�� � (5t11 + 10t14) (v1)p+�;q+� � 4t7 (v1)p+�;q

�

Bp2j2 =
5

2592h

�
(5t11 � 10t14) (v1)p��;q�1�� + 20t14 (v1)p;q�1�� � 4t7 (v1)p+�;q�1

� (5t11 + 10t14) (v1)p+�;q�1�� + (5t12 + 10t13) (v1)p+�;q�1+� � 20t13 (v1)p;q�1+�

+(10t13 � 5t12) (v1)p��;q�1+� + 4t8 (v1)p��;q�1 + 16
p
5 (v1)p;q�1

�
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

Bp2j3 =
5

2592h

�p
3
�
�4 (v2)p��;q�1 + 20 (v2)p��;q�1�� + 4 (v2)p+�;q�1

� 20 (v2)p+�;q�1+� + 4 (v2)p��;q � 20 (v2)p��;q+� � 4 (v2)p+�;q + 20 (v2)p+�;q+�

+20 (v2)p+�;q�� � 20 (v2)p+�;q�1�� + 20 (v2)p��;q�1+� � 20 (v2)p��;q��

�
+
p
5
�
�15 (v2)p��;q�1�� � 15 (v2)p+�;q�1+� + 15 (v2)p��;q�1+� � 15 (v2)p+�;q+�

+15 (v2)p��;q+� + 15 (v2)p+�;q�� + 15 (v2)p+�;q�1�� � 15 (v2)p��;q��

�
+
p
15
�
5 (v2)p+�;q�� + 20 (v2)p;q�1�� + 5 (v2)p��;q�1�� + 5 (v2)p��;q��

� 5 (v2)p��;q�1+� � 5 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p;q�1+� � 20 (v2)p;q+�

�5 (v2)p+�;q�1+� � 5 (v2)p+�;q+� + 5 (v2)p+�;q�1�� + 20 (v2)p;q��

�
� 80 (v2)p;q�1�� � 20 (v2)p+�;q�1�� + 4 (v2)p+�;q�1 + 20 (v2)p��;q��

+ 80 (v2)p;q�� + 20 (v2)p+�;q�� � 4 (v2)p+�;q + 20 (v2)p+�;q+�

+ 80 (v2)p;q+� + 20 (v2)p��;q+� � 4 (v2)p��;q � 16 (v2)p;q � 20 (v2)p��;q�1��

�20 (v2)p+�;q�1+� � 80 (v2)p;q�1+� � 20 (v2)p��;q�1+� + 4 (v2)p��;q�1 + 16 (v2)p;q�1

�
au noeud (i; q1):

d

dt

266664
(�11)i;q1

(�g22)i;q1

(�d22)i;q1

377775 =
144

5

266664
a+ c

2
b b

b a c

b c a

377775
266664
Biq11

Biq12

Biq13

377775(A.2.4)

o�u

Biq11 =
5

2592h

�
4s7 (v1)p;q+� � (5t6 + 20s7) (v1)p��;q+� + 20s3 (v1)p��;q

� 16 (v1)p;q � 20s3 (v1)p�1+�;q + (5t5 � 20s8) (v1)p�1��;q��

+ 4s8 (v1)p�1;q�� � (5t5 + 20s8) (v1)p�1+�;q�� + 20s4 (v1)p�1��;q

+ (20s7 + 5t6) (v1)p�1+�;q+� � 4s7 (v1)p�1;q+� + (20s7 � 5t6) (v1)p�1��;q+�

+ 16 (v1)p�1;q + (20s8 + 5t5) (v1)p��;q�� � 4s8 (v1)p;q��

+(20s8 � 5t5) (v1)p+�;q�� + (5t6 � 20s7) (v1)p+�;q+� � 20s4 (v1)p+�;q

�
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A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

Biq12 =
5

2592h

�p
15
�
�5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q�� + 5 (v2)p��;q+�

�4 (v2)p;q+� + 5 (v2)p+�;q+� + 4 (v2)p;q��

�
� 15 ((v2)p��;q�� � (v2)p+�;q�� + (v2)p+�;q+� � (v2)p��;q+�)� 16

p
5(v2)p;q

+
p
5
�
8 (v2)p;q�� + 20 (v2)p��;q + 20 (v2)p+�;q � 10 (v2)p+�;q+�

+8 (v2)p;q+� � 10 (v2)p��;q+� � 10 (v2)p+�;q�� � 10 (v2)p��;q��

�
+
p
3
�
20 (v2)p��;q t1 � 10 (v2)p��;q+� t1 � 20 (v2)p+�;q t1

+10 (v2)p+�;q+� t1 + 10 (v2)p+�;q�� t1 � 10 (v2)p��;q�� t1

��

Biq13 =
5

2592h

�p
5
�
20 (v2)p�1+�;q + 8 (v2)p�1;q�� � 10 (v2)p�1+�;q+� + 8 (v2)p�1;q+�

�10 (v2)p�1��;q+� + 20 (v2)p�1��;q � 10 (v2)p�1��;q�� � 10 (v2)p�1+�;q��

�
� 16

p
5 (v2)p�1;q + 15

�
(v2)p�1+�;q+� � (v2)p�1��;q+� + (v2)p�1��;q�� � (v2)p�1+�;q��

�
+
p
3
�
20 (v2)p�1+�;q � 10 (v2)p�1+�;q+� + 10 (v2)p�1��;q+� � 20 (v2)p�1��;q

+10 (v2)p�1��;q�� � 10 (v2)p�1+�;q�� + 4 (v2)p�1;q�� t2 � 4 (v2)p�1;q+� t2

�
+
p
15
�
�5 (v2)p�1��;q�� + 5 (v2)p�1+�;q+� + 5 (v2)p�1��;q+� � 5 (v2)p�1+�;q��

��
au noeud (i; q2):

d

dt

266664
(�11)i;q2

(�g22)i;q2

(�d22)i;q2

377775 =
144

5

266664
a+ c

2
b b

b a c

b c a

377775
266664
Biq21

Biq22

Biq23

377775(A.2.5)

o�u

Biq21 =
5

2592h

�
�4s8 (v1)p;q+� + (20s8 + 5t5) (v1)p��;q+� + 20s8 (v1)p��;q

� 16 (v1)p;q � 20s3 (v1)p�1+�;q + (20s7 � 5t6) (v1)p�1��;q��

� 4s7 (v1)p�1;q�� + (5t6 + 20s7) (v1)p�1+�;q�� � (5t5 + 20s8) (v1)p�1+�;q+�

+ 4s8 (v1)p�1;q+� + (5t5 � 20s8) (v1)p�1��;q+� + 20s4 (v1)p�1��;q

+ 16 (v1)p�1;q + (5t6 � 20s7) (v1)p+�;q�� � (5t6 + 20s7) (v1)p��;q��

+4s7 (v1)p;q�� + (20s8 � 5t5) (v1)p+�;q+� � 20s4 (v1)p+�;q

�
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

Biq22 =
5

2592h

�p
15
�
�5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q�� + 5 (v2)p��;q+�

�4 (v2)p;q+� + 5 (v2)p+�;q+� + 4 (v2)p;q��

�
+ 15

�
(v2)p+�;q�� � (v2)p��;q�� � (v2)p+�;q+� + (v2)p��;q+�

�
+
p
5
�
16 (v2)p;q � 8 (v2)p;q�� � 20 (v2)p��;q

� 20 (v2)p+�;q + 10 (v2)p+�;q+� � 8 (v2)p;q+�

+10 (v2)p��;q+� + 10 (v2)p+�;q�� + 10 (v2)p��;q��

�
+
p
3
�
�20 (v2)p��;q + 10 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p+�;q

�10 (v2)p+�;q+� � 10 (v2)p+�;q�� + 10 (v2)p��;q��

��

Biq23 =
5

2592h

�p
5
�
�20 (v2)p�1+�;q + 10 (v2)p�1+�;q+� � 8 (v2)p�1;q+�

+ 10 (v2)p�1+�;q+� � 20 (v2)p�1��;q + 16 (v2)p�1;q

+10 (v2)p�1��;q�� � 8 (v2)p�1;q�� + 10 (v2)p�1+�;q��

�
+
p
3
�
�20 (v2)p�1+�;q + 10 (v2)p�1+�;q+� � 10 (v2)p�1+�;q+�

+20 (v2)p�1��;q � 10 (v2)p�1��;q�� + 10 (v2)p�1+�;q��

�
+
p
15
�
�4 (v2)p�1;q+� � 5 (v2)p�1��;q�� + 5 (v2)p�1+�;q+�

+4 (v2)p�1;q�� + 5 (v2)p�1+�;q+� � 5 (v2)p�1+�;q��

�
+15 (v2)p�1+�;q+� � 15 (v2)p�1+�;q+� + 15 (v2)p�1��;q�� � 15 (v2)p�1+�;q��

�
au noeud (p1; q1):

d

dt

2664
(�11)p1;q1

(�22)p1;q1

3775 =
144

25

24 a+ c 2b

2b a+ c

3524 Bp1q11

Bp1q12

35(A.2.6)

o�u

Bp1q11 =
5

2592h

�
�20t1 (v1)p;q+� + 5t2 (v1)p��;q+� � 20t7 (v1)p��;q

+ 80
p
5 (v1)p;q � 5t3 (v1)p��;q�� + 20t2 (v1)p;q��

�5t1 (v1)p+�;q�� + 5t4 (v1)p+�;q+� + 20t8 (v1)p+�;q

�

370



A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

Bp1q12 =
5

2592h

�p
15
�
�15 (v2)p��;q�� � 20 (v2)p;q�� t2

+ 5 (v2)p+�;q�� � 20 (v2)p+�;q + 15 (v2)p+�;q+�

+20 (v2)p;q+� � 5 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p��;q

�
+
p
5
�
�25 (v2)p��;q�� � 40 (v2)p;q�� + 5 (v2)p+�;q��

+ 20 (v2)p+�;q � 25 (v2)p+�;q+� � 40 (v2)p;q+�

+5 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p��;q + 80 (v2)p;q

��
au noeud (p2; q1):

d

dt

2664
(�11)p2;q1

(�22)p2;q1

3775 =
144

25

24 a+ c 2b

2b a+ c

3524 Bp2q11

Bp2q12

35(A.2.7)

o�u

Bp2q11 =
5

2592h

�
20t1 (v1)p;q+� � 5t4 (v1)p��;q+� � 20t8 (v1)p��;q

� 80
p
5 (v1)p;q + 5t1 (v1)p��;q�� � 20t2 (v1)p;q��

+5t3 (v1)p+�;q�� � 5t2 (v1)p+�;q+� + 20t7 (v1)p+�;q

�

Bp2q11 =
5

2592h

�p
15
�
5 (v2)p��;q�� � 20 (v2)p;q�� � 15 (v2)p+�;q�� + 20 (v2)p+�;q

�5 (v2)p+�;q+� + 20 (v2)p;q+� + 15 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p��;q

�
+
p
5
�
5 (v2)p��;q�� � 40 (v2)p;q�� � 25 (v2)p+�;q��

+ 20 (v2)p+�;q + 5 (v2)p+�;q+� � 40 (v2)p;q+�

�25 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p��;q + 80 (v2)p;q

��
au noeud (p2; q2):

d

dt

2664
(�11)p2;q2

(�22)p2;q2

3775 =
144

25

24 a+ c 2b

2b a+ c

3524 Bp2q21

Bp2q22

35(A.2.8)

o�u

Bp2q21 =
5

2592h

�
�20t2 (v1)p;q+� + 5t1 (v1)p��;q+� � 20t8 (v1)p��;q

� 80
p
5 (v1)p;q � 5t4 (v1)p��;q�� + 20t1 (v1)p;q��

�5t2 (v1)p+�;q�� + 5t3 (v1)p+�;q+� + 20t7 (v1)p+�;q

�
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

Bp2q22 =
5

2592h

�p
15
�
�15 (v2)p��;q�� + 5 (v2)p+�;q�� � 20 (v2)p;q�� � 20 (v2)p+�;q

+15 (v2)p+�;q+� � 5 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p��;q + 20 (v2)p;q+�

�
+
p
5
�
�5 (v2)p+�;q�� � 20 (v2)p+�;q + 25 (v2)p+�;q+�

+ 40 (v2)p;q+� � 5 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p��;q

�80 (v2)p;q + 25 (v2)p��;q�� + 40 (v2)p;q��

��
au noeud (p1; q2):

d

dt

2664
(�11)p1;q2

(�22)p1;q2

3775 =
144

25

24 a+ c 2b

2b a+ c

3524 Bp1q21

Bp1q22

35(A.2.9)

o�u

Bp1q21 =
5

2592h

�
20t2 (v1)p;q+� � 5t3 (v1)p��;q+� � 20t7 (v1)p��;q

+ 80
p
5 (v1)p;q + 5t2 (v1)p��;q�� � 20t1 (v1)p;q��

+5t4 (v1)p+�;q�� � 5t1 (v1)p+�;q+� + 20t8 (v1)p+�;q

�

Bp1q22 =
5

2592h

�p
15
�
5 (v2)p��;q�� � 20 (v2)p;q�� � 15 (v2)p+�;q�� + 20 (v2)p+�;q

�5 (v2)p+�;q+� + 20 (v2)p;q+� + 15 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p��;q

�
+
p
5
�
�5 (v2)p+�;q+� + 40 (v2)p;q+� + 25 (v2)p��;q+�

� 20 (v2)p��;q � 80 (v2)p;q � 5 (v2)p��;q��

+40 (v2)p;q�� + 25 (v2)p+�;q�� � 20 (v2)p+�;q

��
Pour �12 on obtient,

372



A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

d(�12)i;j
dt

=
5�

72h

�
5s5 (v1)p��;q�� + 5s2 (v1)p�1��;q�� � 20s4 (v1)p�1;q�1��

� 20s3 (v1)p;q�� � 5s2 (v1)p+�;q�1+� � 4s1 (v1)p+�;q�1 + 20s3 (v1)p;q�1+�

+
p
15
�
�5 (v2)p+�;q�� + 4 (v2)p;q�1�� + 5 (v2)p��;q�1�� + 45 (v2)p��;q��

� 20 (v2)p��;q�1 � 20 (v2)p��;q + 45 (v2)p��;q�1+� + 5 (v2)p��;q+� � 4 (v2)p;q�1+�

+ 4 (v2)p;q+� � 5 (v2)p+�;q�1+� � 45 (v2)p+�;q+� + 20 (v2)p+�;q�1 � 45 (v2)p+�;q�1��

� 4 (v2)p�1;q+� � 45 (v2)p�1+�;q�1+� + 20 (v2)p�1+�;q�1 + 20 (v2)p�1+�;q

+ 5 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p+�;q � 5 (v2)p�1+�;q�1�� � 4 (v2)p;q��

+ 5 (v2)p�1��;q�1+� � 20 (v2)p�1��;q�1 � 20 (v2)p�1��;q

+ 4 (v2)p�1;q�1+� � 5 (v2)p�1+�;q+� � 4 (v2)p�1;q�1�� + 4 (v2)p�1;q��

+45 (v2)p�1��;q�1�� + 45 (v2)p�1��;q+� � 45 (v2)p�1+�;q��

�
� 175 (v2)p�1+�;q�1+� + 20 (v2)p�1;q�1+� � 25 (v2)p�1��;q�1+� + 80 (v2)p�1��;q�1

� 16 (v2)p�1;q�1 + 25 (v2)p��;q�1�� � 20 (v2)p;q�1�� + 175 (v2)p+�;q�1��

� 80 (v2)p+�;q�1 + 20 (v2)p�1;q+� + 80 (v2)p�1+�;q � 25 (v2)p�1+�;q+�

� 175 (v2)p�1��;q+� + 80 (v2)p�1��;q � 16 (v2)p�1;q � 175 (v2)p�1��;q�1��

+ 20 (v2)p�1;q�1�� � 25 (v2)p�1+�;q�1�� + 80 (v2)p�1+�;q�1 + 175 (v2)p��;q��

� 20 (v2)p;q�� + 25 (v2)p+�;q�� � 80 (v2)p+�;q + 175 (v2)p+�;q+�

� 20 (v2)p;q+� + 25 (v2)p��;q+� � 80 (v2)p��;q + 16 (v2)p;q

� 25 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p�1;q�� + 25 (v2)p+�;q�1+� � 20 (v2)p;q�1+�

+ 175 (v2)p��;q�1+� � 80 (v2)p��;q�1 + 16 (v2)p;q�1 � 175 (v2)p�1+�;q��

� 5s6 (v1)p+�;q+� + 4s1 (v1)p+�;q + 4s2 (v1)p��;q�1 + 5s2 (v1)p+�;q��

� 5s5 (v1)p��;q�1+� � 20s3 (v1)p�1;q�� + 5s3 (v1)p�1+�;q�� � 5s1 (v1)p�1+�;q+�

� 16 (v1)p;q�1 � 4s2 (v1)p�1+�;q + 4s1 (v1)p�1��;q + 16 (v1)p�1;q

+ 20s4 (v1)p�1;q+� + 4s2 (v1)p�1+�;q�1 � 5s5 (v1)p�1+�;q�1+� + 20s3 (v1)p�1;q�1+�

� 5s2 (v1)p�1��;q�1+� � 4s1 (v1)p�1��;q�1 + 5s1 (v1)p��;q�1�� � 20s4 (v1)p;q�1��

� 5s6 (v1)p�1��;q+� � 16 (v1)p�1;q�1 + 5s6 (v1)p+�;q�1�� + 20s4 (v1)p;q+�

+5s1 (v1)p�1+�;q�1�� + 16 (v1)p;q � 5s1 (v1)p��;q+� � 4s2 (v1)p��;q + 5s6 (v1)p�1��;q�1��

�
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

d(�12)p1;j
dt

=
5�

36h

�
(5t5 � 10s8) (v1)p��;q�1�� + 20s4 (v1)p;q�1�� + (20s7 � 5t6) (v1)p+�;q�1��

� 20s4 (v1)p;q+� + (20s8 � 5t5) (v1)p��;q+� � 4s8 (v1)p��;q � 16 (v1)p;q

+ (20s8 + 5t5) (v1)p��;q�� + 20s3 (v1)p;q�� � 4s7 (v1)p+�;q�1 + (5t6 + 20s7) (v1)p+�;q�1+�

� 20s3 (v1)p;q�1+� � (20s8 + 5t5) (v1)p��;q�1+� + 4s8 (v1)p��;q�1 + 16 (v1)p;q�1

� (5t6 + 20s7) (v1)p+�;q�� + (5t6 � 20s7) (v1)p+�;q+� + 4s7 (v1)p+�;q

+
p
5
�
8 (v2)p��;q�1 + 20 (v2)p;q�1+� + 8 (v2)p+�;q�1 + 20 (v2)p;q�1��

� 10 (v2)p��;q�1�� � 10 (v2)p+�;q�1�� � 10 (v2)p+�;q�1+� � 16 (v2)p;q�1

+ 8 (v2)p��;q + 8 (v2)p+�;q � 10 (v2)p+�;q+� � 10 (v2)p��;q�1+�

+ 20 (v2)p;q�� + 20 (v2)p;q+� � 10 (v2)p��;q+�

�10 (v2)p+�;q�� � 16 (v2)p;q � 10 (v2)p��;q��

�
+
p
3
�
10 (v2)p��;q�1�� � 10 (v2)p+�;q�1+� + 10 (v2)p+�;q�1�� � 20 (v2)p;q+�

+ 20 (v2)p;q�1+� � 20 (v2)p;q�1�� + 20 (v2)p;q�� + 10 (v2)p��;q+�

+10 (v2)p+�;q+� � 10 (v2)p��;q�1+� � 10 (v2)p+�;q�� � 10 (v2)p��;q��

�
+
p
15
�
5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q�1�� � 5 (v2)p��;q�� + 4 (v2)p��;q�1

+ 4 (v2)p��;q � 5 (v2)p��;q�1+� � 5 (v2)p��;q+� + 5 (v2)p+�;q�1+�

�4 (v2)p+�;q�1 + 5 (v2)p+�;q�1�� � 4 (v2)p+�;q + 5 (v2)p+�;q+�

�
+ 15 (v2)p��;q�1�� � 15 (v2)p+�;q�1�� � 15 (v2)p��;q�� + 15 (v2)p+�;q��

�15 (v2)p+�;q+� + 15 (v2)p��;q+� + 15 (v2)p+�;q�1+� � 15 (v2)p��;q�1+�

�
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A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

d(�12)p2;j
dt

=
5�

16h

�
(20s7 � 5t6) (v1)p��;q�1�� + 20s4 (v1)p;q�1�� + (5t5 � 20s8) (v1)p+�;q�1��

� 20s4 (v1)p;q+� + (5t6 � 20s7) (v1)p��;q+� + 4s7 (v1)p��;q � 16 (v1)p;q

� (5t6 + 20s7) (v1)p��;q�� + 20s3 (v1)p;q�� + 4s8 (v1)p+�;q�1 � (5t5 + 20s8) (v1)p+�;q�1+�

� 20s3 (v1)p;q�1+� + (5t6 + 20s7) (v1)p��;q�1+� � 4s7 (v1)p��;q�1 + 16 (v1)p;q�1

+ (5t5 + 20s8) (v1)p+�;q�� + (20s8 � 5t5) (v1)p+�;q+� � 4s8 (v1)p+�;q

+
p
5
�
10 (v2)p+�;q+� � 20 (v2)p;q�� � 8 (v2)p��;q � 8 (v2)p+�;q

� 20 (v2)p;q+� + 10 (v2)p��;q+� + 10 (v2)p+�;q�� + 16 (v2)p;q

+ 10 (v2)p��;q�� + 10 (v2)p��;q�1�� + 10 (v2)p+�;q�1�� + 10 (v2)p+�;q�1+�

+ 10 (v2)p��;q�1+� + 16 (v2)p;q�1 � 8 (v2)p��;q�1

�20 (v2)p;q�1+� � 8 (v2)p+�;q�1 � 20 (v2)p;q�1��

�
+
p
3
�
10 (v2)p+�;q�� + 10 (v2)p��;q�� � 10 (v2)p+�;q+� � 10 (v2)p��;q�1��

+ 10 (v2)p��;q�1+� � 10 (v2)p��;q+� � 10 (v2)p+�;q�1�� + 10 (v2)p+�;q�1+�

+20 (v2)p;q+� � 20 (v2)p;q�1+� + 20 (v2)p;q�1�� � 20 (v2)p;q��

�
+
p
15
�
5 (v2)p+�;q+� + 5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q�1�� � 5 (v2)p��;q��

+ 4 (v2)p��;q�1 + 4 (v2)p��;q � 5 (v2)p��;q�1+� � 5 (v2)p��;q+�

+5 (v2)p+�;q�1+� � 4 (v2)p+�;q�1 + 5 (v2)p+�;q�1�� � 4 (v2)p+�;q

�
+ 15 (v2)p��;q�1�� � 15 (v2)p+�;q�1�� � 15 (v2)p��;q�� + 15 (v2)p+�;q��

�15 (v2)p+�;q+� + 15 (v2)p��;q+� + 15 (v2)p+�;q�1+� � 15 (v2)p��;q�1+�

�
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

d(�12)i;q1
dt

=
5�

16h

�
�4t8 (v1)p;q+� + (5t12 � 10t13) (v1)p��;q+� + 20t13 (v1)p��;q

� 16
p
5 (v1)p;q + (5t11 � 10t13) (v1)p�1��;q�� + 4t7 (v1)p�1;q��

� (5t12 + 10t13) (v1)p�1+�;q�� + 20t13 (v1)p�1+�;q � (20t13 � 5t12) (v1)p�1+�;q+�

� 4t8 (v1)p�1;q+� � (5t11 � 10t14) (v1)p�1��;q+� � 20t14 (v1)p�1��;q

� 16
p
5 (v1)p�1;q � (10t13 + 5t12) (v1)p��;q�� + 4t7 (v1)p;q��

+ (10t14 + 5t11) (v1)p+�;q�� + (10t14 � 5t11) (v1)p+�;q+� � 20t14 (v1)p+�;q

�
p
5
�
15 (v2)p�1+�;q�� � 15 (v2)p�1+�;q+� + 15 (v2)p�1��;q+� � 15 (v2)p�1��;q��

�15 (v2)p+�;q+� + 15 (v2)p��;q+� + 15 (v2)p+�;q�� � 15 (v2)p��;q��

�
�
p
3
�
20 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p�1+�;q�� � 4 (v2)p;q+� + 4 (v2)p;q��

� 4 (v2)p�1;q�� � 20 (v2)p��;q�� + 4 (v2)p�1;q+� � 20 (v2)p+�;q��

+20 (v2)p��;q+� + 20 (v2)p+�;q+� � 20 (v2)p�1+�;q+� � 20 (v2)p�1��;q+�

�
�
p
15
�
5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q+� � 5 (v2)p��;q�� � 20 (v2)p��;q

+ 5 (v2)p+�;q+� + 20 (v2)p�1+�;q � 5 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p+�;q

�20 (v2)p�1��;q + 5 (v2)p�1+�;q+� � 5 (v2)p�1��;q+� + 5 (v2)p�1+�;q��

�
� 20 (v2)p�1+�;q�� + 4 (v2)p�1;q+� � 4 (v2)p;q�� � 80 (v2)p�1+�;q

� 20 (v2)p�1+�;q+� � 20 (v2)p�1��;q+� � 80 (v2)p�1��;q + 16 (v2)p�1;q � 16 (v2)p;q

+ 20 (v2)p��;q�� + 20 (v2)p+�;q�� + 80 (v2)p+�;q + 20 (v2)p+�;q+� � 20 (v2)p�1��;q��

�4 (v2)p;q+� + 20 (v2)p��;q+� + 80 (v2)p��;q + 4 (v2)p�1;q��

�
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A.2 L'�el�ement �ni Q3 �Q2

d(�12)i;q2
dt

=
5�

36h

�
�4t7 (v1)p;q+� + 4t8 (v1)p�1;q�� + (10t13 + 5t12) (v1)p��;q+� � 20t13 (v1)p��;q

+ 16
p
5 (v1)p;q � (10t14 � 5t11) (v1)p�1��;q�� + (10t13 � 5t12) (v1)p�1+�;q��

� 20t13 (v1)p�1+�;q + (10t13 + 5t12) (v1)p�1+�;q+� � (10t14 + 5t11) (v1)p�1��;q+�

+ 20t14 (v1)p�1��;q + 16
p
5 (v1)p�1;q + (10t13 � 5t12) (v1)p��;q�� + 4t8 (v1)p;q��

� 4t7 (v1)p�1;q+� � (10t14 � 5t11) (v1)p+�;q�� � (10t14 + 5t11) (v1)p+�;q+� + 20t14 (v1)p+�;q

�
p
5
�
15 (v2)p�1+�;q+� � 15 (v2)p�1��;q+� + 15 (v2)p�1��;q�� � 15 (v2)p�1+�;q��

+15 (v2)p+�;q+� � 15 (v2)p��;q+� � 15 (v2)p+�;q�� + 15 (v2)p��;q��

�
�
p
3
�
20 (v2)p��;q�� + 4 (v2)p�1;q�� + 20 (v2)p�1+�;q+� + 20 (v2)p�1��;q+�

� 20 (v2)p�1+�;q�� � 20 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p+�;q�� + 4 (v2)p;q+�

�4 (v2)p;q�� � 4 (v2)p�1;q+� � 20 (v2)p��;q+� � 20 (v2)p+�;q+�

�
�
p
15
�
5 (v2)p+�;q�� � 5 (v2)p��;q+� � 5 (v2)p��;q�� � 20 (v2)p��;q

+ 5 (v2)p+�;q+� + 20 (v2)p�1+�;q � 5 (v2)p�1��;q�� + 20 (v2)p+�;q

�20 (v2)p�1��;q + 5 (v2)p�1+�;q+� � 5 (v2)p�1��;q+� + 5 (v2)p�1+�;q��

�
+ 4 (v2)p�1;q+� � 80 (v2)p�1+�;q � 20 (v2)p�1+�;q+� � 20 (v2)p�1��;q+�

� 80 (v2)p�1��;q + 16 (v2)p�1;q + 20 (v2)p��;q�� � 4 (v2)p;q�� � 20 (v2)p�1��;q��

+ 20 (v2)p+�;q�� + 80 (v2)p+�;q + 20 (v2)p+�;q+� � 4 (v2)p;q+� + 4 (v2)p�1;q��

+20 (v2)p��;q+� + 80 (v2)p��;q � 16 (v2)p;q � 20 (v2)p�1+�;q��

�
d(�12)p1;q1

dt
=

5
p
5�

18h

�
4s9 (v1)p;q+� � s7 (v1)p��;q+� + 4s8 (v1)p��;q + 16 (v1)p;q

� s11 (v1)p��;q�� � 4s10 (v1)p;q�� + s8 (v1)p+�;q�� + s12 (v1)p+�;q+� � 4s7 (v1)p+�;q

+ 4 (v2)p;q�� � 8 (v2)p��;q � 5 (v2)p��;q�� � 5 (v2)p+�;q+�

+ (v2)p+�;q�� � 8 (v2)p+�;q + 16 (v2)p;q + 4 (v2)p;q+� + (v2)p��;q+�

+
p
3
�
4 (v2)p+�;q � 4 (v2)p;q+� + 4 (v2)p;q�� � 4 (v2)p��;q

�3 (v2)p��;q�� + (v2)p��;q+� � (v2)p+�;q�� + 3 (v2)p+�;q+�

��
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Les sch�emas semi-discr�etis�es en espace.

d(�12)p2;q1
dt

=
5
p
5�

18h

�
4s9 (v1)p;q+� + s12 (v1)p��;q+� � 4s7 (v1)p��;q + 16 (v1)p;q

+ s8 (v1)p��;q�� � 4s10 (v1)p;q�� � s11 (v1)p+�;q�� � s7 (v1)p+�;q+� + 4s8 (v1)p+�;q

+ 8 (v2)p��;q � (v2)p��;q�� � (v2)p+�;q+� � 4 (v2)p;q�� � 16 (v2)p;q

+ 5 (v2)p+�;q�� + 8 (v2)p+�;q � 4 (v2)p;q+� + 5 (v2)p��;q+�

+
p
3
�
(v2)p��;q�� � 3 (v2)p��;q+� + 3 (v2)p+�;q�� � (v2)p+�;q+�

+4 (v2)p+�;q + 4 (v2)p;q+� � 4 (v2)p;q�� � 4 (v2)p��;q

��
d(�12)p2;q2

dt
=

5
p
5�

18h

�
4s10 (v1)p;q+� � s8 (v1)p��;q+� + 4s7 (v1)p��;q � 16 (v1)p;q

� s12 (v1)p��;q�� � 4s9 (v1)p;q�� + s7 (v1)p+�;q�� + s11 (v1)p+�;q+� � 4s8 (v1)p+�;q

+ 8 (v2)p��;q + 5 (v2)p��;q�� + 5 (v2)p+�;q+� � 4 (v2)p;q��

� (v2)p+�;q�� + 8 (v2)p+�;q � 16 (v2)p;q � 4 (v2)p;q+� � (v2)p��;q+�

+
p
3
�
(v2)p��;q+� � 3 (v2)p��;q�� � (v2)p+�;q�� + 3 (v2)p+�;q+�

+4 (v2)p+�;q � 4 (v2)p;q+� + 4 (v2)p;q�� � 4 (v2)p��;q

��
d(�12)p1;q2

dt
=

5
p
5�

18h

�
4s10 (v1)p;q+� + s11 (v1)p��;q+� � 4s8 (v1)p��;q � 16 (v1)p;q

+ s7 (v1)p��;q�� � 4s9 (v1)p;q�� � s12 (v1)p+�;q�� � s8 (v1)p+�;q+� + 4s7 (v1)p+�;q

+ 16 (v2)p;q + (v2)p��;q�� + 4 (v2)p;q�� � 8 (v2)p+�;q + 4 (v2)p;q+�

+ (v2)p+�;q+� � 5 (v2)p��;q+� � 8 (v2)p��;q � 5 (v2)p+�;q��

+
p
3
�
+(v2)p��;q�� � 4 (v2)p��;q � 4 (v2)p;q�� + 3 (v2)p+�;q��

+4 (v2)p+�;q � (v2)p+�;q+� + 4 (v2)p;q+� � 3 (v2)p��;q+�

��
o�u nous avons utiliser les notations

s1 =
p
15� 5 s2 =

p
15 + 5

s3 =
p
15 + 4 s4 =

p
15� 4

s5 = 9
p
15 + 35 s6 = 9

p
15 � 35

s7 =
p
3� 1 s8 =

p
3 + 1

s9 =
p
3� 2 s10 =

p
3 + 2

s11 = 3
p
3 + 5 s12 = 3

p
3� 5

378



Annexe B

D�emonstration des lemmes 3.1.2 et

3.1.3

Nous allons ici donner seulement les �etapes principales de la d�emonstration. On r�e�ecrit la
relation de dispersion des sch�emas semi-discretis�es en espace sous la forme suivante :

!2h
dMhUh =dIKhUh

ou encore c�hdMhUh = cINhUh

avec cINh =dIKh=j~kj2 et c�h = �h=j~kj2 = !2h=j~kj2. �A l'aide du logiciel MAPLE, on peut obtenir

le d�eveloppement asymptotique de la matrice cINh au voisinage K = 0 (o�u K =
j~kjh
2�

). Plus

pr�ecis�ement, on �ecrit :

cINh =
N�2
K2

+
N�1
K

+N0 +N1K +N2K
2 +N3K

3 + :::

Consid�erons le produit scalaire d�e�ni par :

((u; v)) = (dMhu; v)

avec dMh une matrice diagonale d�e�nie par :

dMh =
1

4
Diag([1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1])

pour le sch�ema Q2 �Q1 et

dMh =
1

324
Diag([25; 40; 25; 40; 25; 40; 25; 40; 64; 25; 40; 25; 40; 25; 40; 25; 40; 64])

pour le sch�ema Q3 � Q2. On note �iK et W i
K les valeurs propres et les vecteurs propres de

la matrice cINh, normalis�es �a l'aide du produit scalaire qui vient d'être d�e�ni, avec i = 1; ::; 8
pour l'�el�ement Q2�Q1 et i = 1; :::; 18 pour l'�el�ement Q3�Q2. On cherche �iK et W i

K sous la
forme :

W i
K =

+1X
j=0

Xi
jK

j et �iK =
+1X
j=�2

�ijK
j
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On introduit ensuite ces expressions danscINhW
i
K = �iK

dMhW
i
K

et en identi�ant terme �a terme les deux s�eries on obtient les d�eveloppements de �iK en parti-
culier pour i = 1; 2, c'est �a dire pour les valeurs propres physiques qui nous int�eressent. Plus
pr�ecis�ement on a :
� Identi�cation des termes d'ordre -2

N�2X
i
0 = �i�2X0

ce qui nous donne
�1�2 = �2�2 = 0

pour les deux sch�emas et

X1
0 =

2664
t1 ; t2
t1 ; t2
t1 ; t2
t1 ; t2

3775 ; X2
0 =

2664
t1 ; �t2
t1 ; �t2
t1 ; �t2
t1 ; �t2

3775 avec t1 =
cos'

2
; t2 =

sin'

2

pour l'�el�ement Q2 �Q1 et

X1
0 =

26666666666664

t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4
t3 ; t4

37777777777775
; X2

0 =

26666666666664

t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4
t3 ; �t4

37777777777775
avec t3 =

cos'

3
; t4 =

sin'

3

pour l'�el�ement Q3 �Q2. Dans ce qui suit, on donne seulement les valeurs de �ij ; i = 1; 2.
� Identi�cation des termes d'ordre -1

N i
�2X

i
1 +N i

�1X
i
0 = �i�1X

i
0

Le produit avec Xi
0; i = 1; 2 donne

�1�1 = �2�1 = 0

pour les deux sch�emas. En e�et on a

((N i
�2Y;X0)) = 0 8 Y

et ((N i
�1X0;X0)) = 0. Ensuite pour calculer Xi

1; i = 1; 2 il faut r�esoudre le syst�eme lin�eaire :

N i
�2X

i
1 = �N i

�1X
i
0

Pour les termes d'ordre sup�erieur on utilise la même d�emarche, c'est �a dire :

1. on d�e�nit d'abord une �equation en identi�ant les termes d'ordre j,
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2. en prenant ensuite le produit de cette �equation avec Xi
0; i = 1; 2 on d�etermine les

valeurs de �ij; i = 1; 2

3. �nalement on r�esout un syst�eme lin�eaire pour d�eterminer Xi
j; i = 1; 2.

� Identi�cation des termes d'ordre 0

N i
�2X

i
2 +N i

�1X
i
1 +N i

0X
i
0 = �i0X

i
0

)
�10 = V 2

p ; �
2
0 = V 2

s

pour les deux sch�emas.
� Identi�cation des termes d'ordre 1

N i
�2X

i
3 +N i

�1X
i
2 +N i

0X
i
1 +N i

1X
i
0 = �i0X

i
1 + �i1X

i
0

)
�11 = �21 = 0

pour les deux sch�emas.
� Identi�cation des termes d'ordre 2

N i
�2X

i
4 +N i

�1X
i
3 +N i

0X
i
2 +N i

1X
i
1 +N i

2X
i
0 = �i0X

i
2 + �i2X

i
0

)
�12 = �22 = 0

pour les deux sch�emas.
� Identi�cation des termes d'ordre 3

N i
�2X

i
5 +N i

�1X
i
4 +N i

0X
i
3 +N i

1X
i
2 +N i

2X
i
1 +N i

3X
i
0 = �i0X

i
3 + �i3X

i
0

)
�13 = �23 = 0

pour les deux sch�emas.
� Identi�cation des termes d'ordre 4

N i
�2X

i
6 +N i

�1X
i
5 +N i

0X
i
4 +N i

1X
i
3 +N i

2X
i
2 +N i

3X
i
1 +N i

4X
i
0 = �i0X

i
4 + �i4X

i
0

ce qui implique

�14 = ��
4V 2

p K
4

90
(1 + e1)

�24 = ��
4V 2

s K
4

90
(1 + e2)

e1 = 2 cos2 ' sin2 '� V 2
s

V 2
p

�
1� V 2

s

V 2
p

�
40 cos4 ' sin4 '

e2 = �12 cos2 ' sin2 '+ 40 cos4 ' sin4 '

+20
V 4
s

V 4
p

cos2 ' sin2 '(1� 2 cos2 ' sin2 ')

pour le sch�ema Q2 �Q1 et
�14 = �24 = 0
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pour le sch�ema Q3�Q2. Ensuite on continue l'identi�cation des autres termes seulement pour
le sch�ema correspondant �a l'�el�ement Q3 �Q2.
� Identi�cation des termes d'ordre 5

N i
�2X

i
7 +N i

�1X
i
6 +N i

0X
i
5 +N i

1X
i
4 +N i

2X
i
3 +N i

3X
i
2 +N i

4X
i
1 +N i

5X
i
0 = �i0X

i
5 + �i5X

i
0

)
�15 = �25 = 0

� Identi�cation des termes d'ordre 6

N i
�2X

i
8 +N i

�1X
i
7 +N i

0X
i
6 +N i

1X
i
5 +N i

2X
i
4 +N i

3X
i
3 +N i

4X
i
2 +N i

5X
i
1 +N i

6X
i
0 = �i0X

i
6 + �i6X

i
0

ceci implique

�16 = ��
6V 2

p K
6

42525
(1 + e3)

�26 = ��
6V 2

s K
6

42525
(1� e4)

e3 = 3 cos2 ' sin2 'cos2(2') � V 2
s

V 2
p

�
1� V 2

s

V 2
p

�
28 cos4 ' sin4 '

e4 = �72 cos4 '(cos2 ' sin2 '� 1)� 25 cos2 ' sin2 '

+
V 4
s

V 4
p

(84 cos6 ' sin2 '+ 28 cos2 ' sin2 '+ 84 cos4 ' sin2 ')

Remarque B.0.1 Pour le sch�ema Q2 �Q1, si on laisse le param�etre � dans l'expression decINh, on trouve : 8>><>>:
�12 =

1

3
�2V 2

p K
2h2(1� 12�2)

�22 =
1

3
�2V 2

s K
2h2(1� 12�2)

ce qui implique que le sch�ema est d'ordre 4 seulement pour la valeur � =

p
3

6
. C'est par

ailleurs pour cette valeur, que la formule de quadrature utilis�ee pour l'approximation de la

matrice c(vh; wh) devient exacte.
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Annexe C

D�emonstration du Lemme 3.2.1

La d�emonstration de ce lemme est similaire �a celle des lemmes 3.1.2 et 3.1.3. On r�e�ecrit
la relation de dispersion sous la forme suivante :

c�hUh = cINhUh

avec cINh =dIKh=j~kj2 et c�h = �h=j~kj2 = !2h=j~kj2. �A l'aide du logiciel MAPLE, on peut obtenir

le d�eveloppement asymptotique de la matrice cINh au voisinage K = 0. Plus pr�ecis�ement, on
�ecrit : cINh =

N�2
K2

+
N�1
K

+N0 +N1K +N2K
2 +N3K

3 + :::

Dans ce cas et pour toutes les valeurs des coe�cients �, �1, �2, 
1, 
2 et � nous avons :

N�2 = N�1 = N1 =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35
On note �iK ; i = 1; ::; 3 et W i

K ; i = 1; ::; 3 les valeurs propres et les vecteurs propres de la

matrice cINh. On cherche �iK et W i
K sous la forme :

W i
K =

+1X
j=0

Xi
jK

j et �iK =

+1X
j=�2

�ijK
j

On introduit ensuite ces expressions dans

cINhW
i
K = �iKW

i
K

et en identi�ant terme �a terme les deux s�eries on obtient les d�eveloppements de �iK pour
i = 1; ::; 3.
� Identi�cation de termes d'ordre -2

N�2X
i
0 = �i�2X0 ) �i�2X

i
0 = 0

ceci nous donne
�i�2 = 0; i = 1; :::; 3
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� Identi�cation des termes d'ordre -1

N�2X
i
1 +N�1X

i
0 = �i�1X

i
0 ) �i�1X

i
0 = 0

ce qui implique
�i�1 = 0; i = 1; :::; 3

� Identi�cation des termes d'ordre 0

N�2X
i
2 +N�1X

i
1 +N0X

i
0 = �i0X

i
0 ) N0X

i
0 = �i0X

i
0

On trouve alors,
�10 = V 2

p ; �
2
0 = �30 = V 2

s

et
X1
0 = [cos(') sin(�); sin(') sin(�); cos(�)]

X2
0 ? X1

0 ; X
3
0 ? X1

0 ; X
2
0 ? X3

0 ;
��X2

0

�� = ��X3
0

�� = 1

On remarque que les vecteurs propres X2
0 et X

3
0 associ�es �a la double valeur propre V

2
s ne sont

pas uniquement d�e�nis.
� Identi�cation des termes d'ordre 1

N�2X
i
3 +N�1X

i
2 +N0X

i
1 +N1X

i
0 = �i0X

i
1 + �i1X

i
0 ) N0X

1
0 = �i0X

i
1 + �i1X

i
0

En prenant le produit scalaire de cette �equation avec Xi
0 on trouve

�i1 = 0; i = 1; :::; 3

Ce qui remontre que la classe des sch�emas d�e�nis par le syst�eme (3.2.5) est d'ordre 2 par
rapport �a l'approximation des vitesses de phases. On peut continuer notre raisonnement pour
calculer les coe�cients du d�eveloppement et identi�er les vecteurs propres X2

0 et X3
0 . Mais

comme les calculs deviennent assez compliqu�es, on pr�ef�ere donner seulement les grandes lignes
du raisonnement sans entrer dans les calculs. Nous avons

N0X
i
1 = �i0X

i
1

pour i = 1 on a X1
1 k X1

0 et par la normalisation (kW i
Kk = 1) on obtient X1

1 ? X1
0 , ce qui

implique X1
1 = 0. De la même fa�con on obtient

X2
0 ? X2

1 , X2
1 k X3

0 et X3
0 ? X3

1 , X3
1 k X2

0 :

� Identi�cation de termes d'ordre 2

N0X
i
2 +N2X

i
0 = �i0X

i
2 + �i2X

i
0; i = 1; :::; 3

et en prenant ensuite le produit scalaire de cette �equation par X1
0 on trouve

�12 = (N2X
1
0 ;X

1
0 )

mais on ne peut pas calculer de la même fa�con �i2; i = 2; 3 car nous n'avons pas encore
identi��e les X2

0 et X3
0 . Pour ce faire on �ecrit

(N0X
2
2 +N2X

2
0 ;X

3
0 ) = �i0(X

2
2 ; X

3
0 ) + �22(X

2
0 ;X

3
0 )
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ce qui nous donne
(N2X

2
0 ;X

3
0 ) = 0

on utilise cette �equation pour identi�er X2
0 et X3

0 et ensuite on peut calculer

�i2 = (N2X
i
0;X

i
0); i = 2; 3
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