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Ithaque

Quand tu prendras le chemin d’Ithaque,
souhaite que la route soit longue,
pleine d’aventures, pleine d’enseignements.
Les Lestrygons et les Cyclopes,
ne les crains pas, ni la colére de Poséidon,
jamais tu ne retrouveras rien de tel sur ton chemin,
st ta pensée reste élevée, si une émotion rare
étreint ton esprit et ton corps.
Les Lestrygons et les Cyclopes,
tu ne les rencontreras pas, ni l’irascible Poséidon,
st tu ne les transportes pas dans ton ame,
st ton ame ne les fait pas surgir devant tos.

Souhaite que la route soit longue.
Que nombreux soient les matins d’été
ou —avec quel plaisir et quelle joiel-
tu découvriras des ports que tu m’as jamais vus;
arréte-toi dans les comptoirs phéniciens
pour te procurer de précieuses marchandises,
ambre, corail, ébéne, nacre,
et capiteuxr parfums de toutes sortes,
le plus que tu pourras de capiteuxr parfums;
visite ausst beaucoup de villes égyptiennes,
et n'aie de cesse de t’instruire aupres de ceux qui savent.

Garde toujours Ithaque présente a ton esprit.
Y parvenir est ta destination finale.
Mais ne te hate surtout pas dans ton voyage.
Mieuz vaut le prolonger pendant des années;
et n’aborder dans 'tle que dans ta vieillesse,
riche de ce que tu auras gagné en chemin,
sans attendre d’Ithaque aucun autre bienfait.

Ithaque t’a offert ce beau voyage.
Sans elle, tu n’aurais pas pris la route.
Elle n’a rien de plus da t’apporter.

Et méme si elle est pauvre, Ithaque ne t’a pas trompé.
Sage comme tu l’es, avec une expérience pareille,
tu as surement déja compris ce que les Ithaques signifient.

Constantin P. Cavafis (1911)
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Introduction

Le contexte applicatif

Nous nous sommes intéressés dans ce travail a la modélisation numérique des phénomenes
de propagation des ondes dans des milieux élastiques, les solides en général. La compréhen-
sion et la modélisation de ces phénomenes jouent un réle fondamental dans de nombreux
domaines d’applications tels que la géophysique, la sismique, le contréle non destructif,...,etc.
En géophysique, on utilise les ondes sismiques pour sonder le sous-sol et déterminer la na-
ture des milieux qui le constituent. Le but est de calculer les réflexions dues aux interfaces
entre les différentes couches du sous-sol. Les ondes ultrasonores sont utilisées en contréle non
destructif pour détecter la présence de défauts dans une structure. C’est ce type d’applica-
tions qui a en premier lieu motivé ce travail qui s’est inscrit en grande partie dans le cadre
d’une convention de recherche entre le Département Etudes et Recherche d’EDF et le projet
ONDES de 'INRIA. Dans ce cas le but est de calculer 'onde diffractée par le défaut (fissure).
Dans les deux cas de figure, on comprend l'intérét d’outils de modélisation. Il s’agit alors de
résoudre I’équation des ondes en régime transitoire dans des milieux de propagation
3D qui peuvent étre tres complexes, tels que des matériaux élastiques hétérogenes et
anisotropes. Pour ce type de milieux 'approximation numérique de ’équation des ondes
est indispensable, car les méthodes analytiques sont inutilisables. Ceci est d’autant plus vrai
pour des domaines de géométrie quelconque qui se rencontrent dans les applications: mo-
délisation de la diffraction des ondes par des fissures de géométrie complexe dans le cadre
du controle non-destructif et prise en compte de la topographie en géophysique.

Le contexte scientifique

C’est pour ces raisons que plusieurs méthodes numériques ont été développées pour 'ap-
proximation de ce type de problemes. Les méthodes les plus simples et sans doute les plus
souvent utilisées dans le monde industriel sont les méthodes de différences finies. Elles sont
basées sur l'utilisation d’une grille de points réguliere pour la discrétisation en espace et elles
conduisent a des systemes explicites en temps. De ce fait elles sont tres avantageuses tant du
point de vue temps de calcul que celui du stockage. Ces méthodes ont été largement étudiées,
pour lacoustique et 1’élastodynamique, d’abord a l'ordre deux [10, 88, 112] et puis a 'ordre
quatre [99, 44, 53, 14, 13, 78]. Ces études ont mis en évidence la supériorité des méthodes
d’ordre élevé, notamment a cause de la dispersion numérique qui est le facteur principal
limitant les méthodes du second ordre. Nous rappelons ici, que dans un milieu homogene
I’équation de I’élastodynamique n’est pas dispersive: pour une onde plane la vitesse de pro-
pagation ne dépend pas de la fréquence. Cette propriété n’est plus vraie pour le probléme
approché, la discrétisation induit de la dispersion numérique, qui est donc le premier phé-
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Introduction

nomene parasite & maitriser. Ce qui se fait soit en choisissant des maillages assez fins, soit en
optant pour des méthodes d’ordre supérieur, ce qui est reconnu comme plus efficace.

Par construction les différences finies sont bien adaptées pour des géométries rectangu-
laires et elles sont naturellement moins maniables dans le cas des géométries complexes. Leur
inconvénient principal est I'introduction de diffractions parasites dues & une mauvaise ap-
proximation de la géométrie (voir Fig 0.0.1-(b)).

™

o1

v
N~

F1G. 0.0.1: Les maillages : (a) en éléments finis irréguliers, (b) différences finies (approxima-
tion en escalier).

Pour des géométries quelconques, les méthodes les mieux adaptées sont sans doute les mé-
thodes d’éléments finis (cf. [34]). Cependant, du point de vue cotit de calcul, elles sont moins
avantageuses que les méthodes de différences finies d’une part, parce qu’elles nécessitent la
construction d’un maillage, d’autre part a cause de la nature non structurée des données et
parce qu’elles conduisent & des systemes implicites en temps. Pour remédier a cet inconvénient
et répondre aux exigences de précision, des méthodes d’éléments finis d’ordre élevé permet-
tant la condensation de masse (c.a.d conduisant & des schémas explicites en temps) ont
été développées. Citons par exemple [109, 35] pour I’équation des ondes, [36, 37, 49] pour
le systéeme de Maxwell. Dans la continuité de ces travaux, nous avions envisagé initialement
d’utiliser les éléments finis proposés dans [109] (ou leur généralisation en 3D) pour la discréti-
sation des équations de I'élastodynamique. Néanmoins, en 3D les éléments finis tétraedriques
d’ordre élevé et compatibles avec la condensation de masse [75, 63, 83] sont assez compliqués
et chers (pour l'ordre 2 il y a 23 degrés de liberté par tétraédre [63] et pour lordre 3 il y
a 50 [75]). Ceci n’est pas le cas, pour les éléments finis cubiques (ou parallélépipedes plus
généralement). Un autre inconvénient est 1ié au choix du pas de temps, nous y reviendrons
plus loin.

11 faut noter ici que dans le cas de maillages rectangulaires (en 2D) ou parallélépipedes (en
3D) les éléments finis proposés dans [109, 35| entrent dans le cadre plus général des méthodes
d’éléments finis spectraux. Ces méthodes ont été introduites par A.T. Patera [89, 81] pour la
résolution de problémes en mécanique des fluides et ensuite généralisées avec succes aux pro-
blemes de propagation d’ondes (cf. [91, 101, 100]). D’une certaine fagon, ils font le lien entre
méthodes de différences finies et méthodes d’éléments finis dans la mesure ou ils permettent
une construction systématique de schémas numériques sur grille structurée, schémas qu’on
peut a posteriori interpréter en termes des différences finies.
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Pour le probleme transitoire, les deux méthodes (EF avec condensation de masse et EF
spectraux), conduisent & des systémes explicites en temps. Le point clé est Papproximation
numérique de la matrice de masse par des formules de quadrature adéquates. Le prix a payer
est une condition de stabilité, dite CFL qui s’écrit généralement sous la forme suivante:

At < acrrhmin,

ou At est le pas de discrétisation en temps, h.;, est le plus petit pas de discrétisation en
espace et acpr, est une constante, plus petite que un, qui dépend du schéma numérique utilisé.
Un inconvénient apparait alors dans le cas de géométries complexes (voir 0.0.1-(a)).

Dans ce cas afin de prendre en compte les détails de la géométrie, on est amené a utiliser
des “petits” éléments, ce qui nous oblige en combinaison avec la CFL & avoir un pas de temps
trop petit.

Evoquons enfin la méthode des équations intégrales [15, 16, 23] qui est une méthode bien
adaptée pour les problemes de diffraction d’ondes. Cette méthode permet de se ramener a un
probléme posé sur la frontiere de 'obstacle (la fissure en 'occurrence), tout en prenant en
compte ce qui se passe a l'infini par le biais de la solution fondamentale. De ce fait on gagne
une dimension en espace car l'inconnue vit maintenant uniquement sur la surface de I’obs-
tacle. L’autre avantage principal de la méthode est que les conditions a I'infini sont satisfaites
de maniere exacte. Cette méthode comporte toutes fois quelque défauts. Pour la résolution
de problemes de diffraction en régime harmonique [87, 76] on est amené & inverser des ma-
trices pleines, ce qui est couteux. En outre le calcul de ces matrices implique I’évaluation
d’intégrales singulieres, ce qui se révele délicat sur le plan numérique. L’équivalent de ces
méthodes en régime transitoire est la méthode dite des potentiels retardés [24, 46, 52, 80],
développée notamment pour les équations de I’élastodynamique [15, 12]. Dans ce cas, grace a
la propagation a vitesse finie, les matrices a inverser a chaque pas de temps ont une structure
bande, dont la taille est proportionnelle aux dimensions de I'obstacle diffractant. Mais il faut
traiter un terme de convolution en temps qui oblige de stocker le passé de la solution. Enfin,
Iobstacle majeure a nos yeux est que 1'usage de ces méthodes est pour l'instant restreint aux
milieux isotropes homogenes pour lesquels on dispose une fonction de Green explicite. Ce qui
n’est pas en général le cas pour des milieux complexes.

Une démarche aboutissant & une méthode originale

Afin de construire une méthode numérique qui rajoute a efficacité des différences finies
la maniabilité géométrique des maillages irréguliers, nous proposons finalement 1'utilisation
de la méthode des domaines fictifs. Cette méthode a été initialement introduite pour la
résolution de problémes stationnaires dans des géométries complexes [5, 55, 58]. Ces dernieres
années elle & été généralisée avec succes dans le cas des problémes d’évolution [57, 42, 54, 96].
Le principe est de prolonger la solution dans un domaine d’une forme trés simple (typique-
ment un rectangle en 2D et un parallélépipede en 3D), indépendant de la géométrie complexe
de I'obstacle. Ensuite, les conditions aux limites sont prises en compte d’une maniere faible,
par l'intermédiaire d’'un multiplicateur de Lagrange qui vit uniquement sur le bord de
Iobstacle. On peut alors distinguer deux types d’inconnues, celles qui correspondent a la so-
lution prolongée du probleme initial et les nouvelles inconnues auxiliaires correspondant au
multiplicateur de Lagrange. Ceci est le point fondamental de la méthode, qui nous permet de
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considérer deux maillages, un régulier sur le domaine de calcul (d’ou efficacité des différences
finies) et un maillage de surface irrégulier pour une bonne approximation de la géométrie de
Pobstacle. En contrepartie de la maniabilité géométrique, il faut bien sur rajouter un cotit
supplémentaire pour le calcul des nouvelles inconnues. Cependant, ce surcott peut étre consi-
déré comme marginal étant donné que ces inconnues sont d’une dimension inférieure en espace.

Un point important est que ces méthodes sont bien adaptées au traitement des conditions
aux limites essentielles (i.e de type Dirichlet pour les problémes du second ordre en espace).
Ces conditions peuvent s’interpréter comme une contrainte égalité dans I’espace utilisé pour
la formulation variationnelle. C’est cette contrainte qui est dualisée par 'introduction du mul-
tiplicateur de Lagrange. Considérons par exemple notre probleme modele, ’élastodynamique
avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: la composante
normale du tenseur des contraintes s’annule sur les lévres de la fissure ou sur la topogra-
phie. Pour que cette condition soit de type Dirichlet, il faut que le tenseur de contraintes
soit une inconnue du probleme. Ceci laisse deux possibilités, soit considérer la formulation en
contraintes ou alors la formulation mixte en vitesse-contraintes. Nous avons opté pour
la deuxiéme solution car elle présente I’avantage d’étre compatible avec les couches absor-
bantes parfaitement adaptées, dites PML. Cette méthode a été initialement introduite
par Bérenger [26] pour le probleme de Maxwell et elle permet de traiter trés efficacement
les problemes de propagation d’ondes dans des milieux non bornés. Ce point mérite d’étre
examiné a part et nous y reviendrons plus loin.

Nous avons donc fixé jusqu’ici les deux aspects principaux de la méthode: on considere la
formulation en vitesse-contraintes et on utilise la méthode des domaines fictifs. Les inconnues
sont alors, v la vitesse, o le tenseur des contraintes et A le multiplicateur de Lagrange qui
correspond au saut de la vitesse a travers la surface libre.

Signalons, qu’il y a un lien tres fort entre la méthode des domaines fictifs et celle des équa-
tions intégrales. Notamment, le prolongement de la solution respecte la continuité de o -n (n
étant la normale) et A correspond & l'inconnue des équations intégrales lorsqu’on représente
la solution v sous forme d’un potentiel de double couche (cf. [16]). D’une certaine facon les
méthodes de domaines fictifs permettent de faire des équations intégrales méme quand on
ne dispose pas de la fonction de Green du milieu de propagation. Celle ci est implicitement
évaluer numériquement par 'intermédiaire des calculs sur les inconnues volumiques o et v.
Le parallele s’arréte la, avec la méthode des domaines fictifs nous n’aurions pas a traiter de
termes de convolution et donc & stocker le passé de la solution. En outre, I’évaluation de A &
chaque pas de temps se fera en inversant une matrice creuse.

Le principe de la méthode étant fixé, il reste & choisir la discrétisation en espace et en
temps de notre probleme. Pour la discrétisation en espace, une méthode variationnelle
s’imposait: d'une part elle est inhérente a la méthode des domaines fictifs, d’autre part elle
conduit automatiquement a une méthode numérique stable car elle garantie une conserva-
tion d’énergie. Le point délicat reste la condensation de masse, nécessaire pour aboutir
in fine & des schémas explicites, ceux-ci découlant alors d’une discrétisation en temps par
une méthode classique de différences finies centrées. Pouvoir obtenir de matrices de masse
diagonales sera donc une contrainte pour choisir nos éléments finis et constituera 'une des
principales difficultés de 'entreprise.
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Plusieurs méthodes d’éléments finis mixtes ont déja été développées pour le probleme
de I'élasticité (i.e. le probléeme stationnaire associé a ’élastodynamique). On peut citer par
exemple, I’élément proposé par M. Amara et J.M. Thomas [3], '’élément PEER’S introduit
par D. N. Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [4] et les travaux de R. Stenberg [104, 105] et M.
Morley [82]. Le point commun entre ces différents travaux est 'approche suivie pour remédier
a un probléme bien connu pour les éléments finis mixtes en élasticité: la prise en compte
de la symétrie du tenseur des contraintes. Plus précisément cette approche repose sur
la prise en compte de cette condition de fagon faible: on considere la symétrie du tenseur
comme une contrainte et on introduit une inconnue auxiliaire, le multiplicateur de Lagrange
qui lui est associé. Une approche alternative, conduisant a des éléments finis dits “composi-
tes”, qui prennent en compte la symétrie dans ’espace d’approximation, a été introduite par
C. Johnson et B. Mercier [73]. Ces méthodes peuvent, bien évidemment, étre utilisées pour le
probleme d’évolution. Cependant, aucune d’entre elles ne conduit a un systéeme explicite en
temps.

C’est pour cette raison que nous nous sommes fixés les objectifs suivants:

1. Construire une famille d’éléments finis mixtes, pouvant se généraliser aux ordres
supérieurs et conduisant a4 des schémas explicites en temps.

2. Prendre en compte la symétrie du tenseur de contraintes dans ’espace d’ap-
proximation.

3. Analyser rigoureusement la précision de ces éléments: convergence et estimations d’er-
reur.

En réalité, le deuxieéme objectif est fortement lié au premier: nous avons, en effet remarqué
qu’il serait beaucoup plus difficile d’obtenir un schéma explicite avec 'approche de la symé-
trie faible (cf. chapitre 2 - Remarque 2.1.3). Pour accomplir les deux premiers objectifs nous
avons construit une famille d’éléments finis mixtes (inspirée de la deuxieme famille d’éléments
finis mixtes de Nédélec [86]). Malgré leur simplicité, ces éléments semblent étre originaux. Ils
peuvent étre généralisés a des ordres arbitrairement élevés et dans ce sens nos travaux entrent
dans le cadre plus général du développement des méthodes numériques d’ordre élevé pour les
problemes de propagation d’ondes (cf. [2, 53, 35, 36, 84, 91]).

En voulant atteindre le troisieme objectif nous nous sommes heurtés a plusieurs difficul-
tés: la premieére est due au fait que les éléments finis proposés ne satisfont pas la théorie
d’approximation de Babuska-Brezzi (défaut de coercivité, cf. [32, 29, 8]). La deuxieme
est liée a la prise en compte de fagon forte de la symétrie du tenseur de contraintes.

Dans un premier temps, nous avons abordé la premieére difficulté sur un probleme modele,
I’équation des ondes scalaires en milieu anisotrope (le probleme da a la symétrie du tenseur
des contraintes est alors éliminé). Nous considérons la formulation en vitesse-pression de ce
probleme et nous utilisons pour la discrétisation en espace la version scalaire des éléments
finis mixtes introduits précédemment. Nous obtenons ainsi une formulation analogue a celle
de I'élastodynamique en vitesse-contraintes. L’étude de ce probléeme est par ailleurs intéres-
sante en elle méme car les éléments finis proposés réalisent dans ce cas la condensation de
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masse en milieu acoustique anisotrope et se généralisent & des ordres élevés. Pour ’analyse de
convergence, comme dans le cas élastique, la théorie d’approximation [32] reste mise en défaut
(coercivité). C’est pourquoi nous avons été amenés a développer une théorie abstraite nou-
velle conduisant a des estimations d’erreur. Cette théorie apparait comme une modification de
la théorie d’approximation de Babuska-Brezzi. Elle repose d’une part sur 'affaiblissement
de la coercivité, d’autre part sur des hypothéses de condition inf-sup et d’approxima-
tion “fortes”.

Dans un deuxiéme temps, nous avons envisagé d’appliquer cette nouvelle théorie au cas
élastique. Cependant, la prise en compte de la symétrie du tenseur des contraintes entraine
de nouvelles difficultés qui nous ont amenés a modifier de nouveau la théorie abstraite afin
d’obtenir des estimations d’erreur. Dans ce cas, la condition inf-sup est également affaiblie

et les hypotheses d’approximation sont encore plus “fortes”.

Nous avons également mené une analyse de type différences finies (justifiée par le fait qu’on
utilise des maillages réguliers) qui est en fait une analyse de Fourier discréte. Ce type d’ana-
lyse, méconnu des spécialistes des éléments finis, permet d’abord d’aboutir & des conditions
nécessaires et suffisents de stabilité explicites pour les schémas obtenus aprés discrétisation
en temps. Il permet aussi d’étudier finement le phénomene de dispersion numérique évoquer
précédemment. Par 'intermédiaire de courbes de dispersion, il fournit de plus un guide in-
dispensable pour choisir les parametres de discrétisation en fonction d’une précision donnée.
Enfin, c’est & notre connaissance le seul outil théorique permettant de comparer quantitati-
vement la précision de méthodes du méme ordre. Dans ce travail, cette analyse nous a permis
de mettre en évidence des phénomenes de super-convergence liés a I'utilisation de maillages
réguliers et de comparer notre méthode en termes de précision (étude de dispersion) et en
termes de temps de calcul (étude de stabilité) avec des méthodes numériques déja existantes.

Il restait enfin & aborder le sujet délicat concernant la modélisation des problémes de pro-
pagation des ondes dans des milieux non bornés. Bien évidemment, la simulation numérique
de ce type de problémes nécessite un traitement adéquat des bords artificiels du domaine de
calcul, celui-ci étant inévitablement tronqué dans le cas d’un calcul concret. Concernant cette
question, deux solutions s’offraient & nous: les conditions aux limites absorbantes (CLA) et
les couches absorbantes.

Dans le cas de ’équation des ondes acoustiques, les CLA ont été initialement introduites
par Engquist et A. Majda [51] dans les années 70. Leur démarche consiste & écrire dans un
premier temps la condition transparente, c’est a dire I’équation qui relie sur le bord absorbant
la trace d’une solution de ’équation des ondes homogenes a celle de sa dérivée normale. Cette
équation implique l'introduction d’un opérateur pseudo-différentiel scalaire. Les conditions
absorbantes sont ensuite obtenues par I’approximation du symbole de cet opérateur a l’aide
de fractions rationnelles. Ces conditions ont été depuis étendues et étudiées par plusieurs
auteurs [62, 66, 110, 47, 11]. Ces études ont permis de mettre en évidence la nécessité de
conditions d’ordre élevé afin d’obtenir une bonne précision pour des ondes se propageant avec
une direction oblique par rapport au bord. Pour ce faire, des familles de conditions absor-
bantes d’ordre arbitrairement élevés et stables ont été développées (cf. [56, 39, 60]).
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Dans le cas de ’élastodynamique les premieres études concernant les conditions trans-
parentes et les CLA d’ordre un ont été effectuées par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61].
Cependant, comme dans le cas de ’équation des ondes, des CLA d’ordre élevé sont nécessaires
afin d’obtenir une bonne précision. Dans ce sens, la seule méthode qui est actuellement bien
analysée a été proposée par R. Higdon [65, 68]. La démarche est dans ce cas différente de
celle suivie par Engquist et A. Majda. Plus précisément, ces conditions s’obtiennent comme
le produit de CLA du premier ordre pour I’équation des ondes scalaire qui sont appliquées &
chaque équation du systéme de 1’élastodynamique. Ces conditions sont stables [67] et précises
pour des ondes se propageant selon des directions proches de I'incidence normale. Cependant,
des réflexions importantes peuvent apparaitre pour des grands angles d’incidence (cf. [90])
et dans certains cas, des instabilités numériques ont été observées pour des schémas d’ordre
élevé [102]. De plus, pour les ordres supérieurs & trois 'implémentation numérique de ces
conditions devient trés complexe.

C’est pour ces raisons que nous avons repris la démarche suivie par Engquist et A. Majda
dans le cas acoustique pour construire des CLA d’ordres élevés pour 1’élastodynamique. Avec
le souci supplémentaire d’aboutir & des conditions aux limites compatibles avec une formu-
lation variationnelle. La condition transparente rélie la trace du déplacement a celle de la
contrainte normale via 'introduction d’un opérateur pseudo-différentiel matriciel ce qui com-
plique la construction des conditions approchées. Les résultats de notre étude sont mitigés:
une condition d’ordre 1 stable et facile a implémenter a été développée mais dans le cas des
CLA d’ordre supérieurs le schéma numérique que nous proposons est implicite, ce qui peut
entrainer un cotit de calcul élevé (spécialement en 3D).

Au méme moment, en électromagnétisme, une méthode tres originale faisait son appa-
rition. 11 s’agit, bien sir, de la méthode des couches absorbantes parfaitement adaptées in-
troduite par J.P Bérenger [26]. La technique des couches absorbantes n’est pas nouvelle, elle
est inspirée par la physique et elle consiste & entourer le domaine de calcul par un milieu
artificiel dans lequel les ondes sont atténuées. Cependant son utilisation en pratique s’avere
assez délicate. La difficulté principale est due au fait que les ondes “voient” le changement
d’impédance entre le milieu physique et la couche, ce qui induit une réflexion parasite. L’ori-
ginalité des couches de Bérenger est que le modele continu est parfaitement adapté: il n’y a

pas de réflexion a I'interface avec le milieu absorbant!

Etant donné le succes de cette méthode en électromagnétisme nous avons donc envisagé
sa généralisation au cas de P'élastodynamique. Une solution proposée dans [64] consiste a
considérer la formulation en potentiels. Néanmoins, cette approche ne peut pas étre utilisée
dans le cas de milieux anisotropes. Pour ce faire, il est nécessaire de réécrire le probléme de
I’élastodynamique comme un systeme linéaire hyperbolique du premier ordre, en utilisant en
Poccurrence la formulation en vitesse-contraintes.

Le plan de la thése
La these a été divisée en cinq parties.
Dans la premiére partie nous présentons les travaux concernant la discrétisation spatiale

du probléme. Plus précisément les deux premiers chapitres sont consacrés a la construction et
Panalyse de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes. Pour mieux expliquer notre démarche
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et distinguer les différentes difficultés que nous avons rencontrées nous commencons par le
probleme scalaire de ’équation des ondes anisotropes et nous présentons ensuite le cas de
Iélastodynamique. L’objectif principal de ces chapitres est I'analyse de ces éléments. Méme
si on sait actuellement que la théorie abstraite développée pour le probléme scalaire ne s’ap-
plique pas au cas élastique, nous avons décidé de la présenter car sans elle nous n’aurions
probablement pas réussi a faire face au cas plus complexe de ’élasticité.

Dans le troisiéme chapitre nous présentons ’analyse de dispersion associée aux schémas
semi-discrétisés en espace en deux et trois dimensions pour le probléme de 1’élastodynamique.

La deuxiéme partie de la thése concerne la discrétisation en temps. Plus précisément dans
le chapitre 4 nous présentons ’analyse de stabilité et dans chapitre 5 ’étude de dispersion
des schémas discrets. Les études de dispersion et de stabilité, utilisées habituellement pour
les schémas de différences finies, semblent étre nouvelles dans le cas 3D. Elle nous permettent
notamment

1. d’aboutir & des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité explicites pour les sché-
mas obtenus apres discrétisation en temps,

2. d’évaluer l'erreur due a la dispersion numérique,
3. et de comparer les nouveaux schémas avec des schémas plus classiques.

Dans la troisiéme partie (chapitre 6) on décrit la méthode des domaines fictifs pour Iélasto-
dynamique. Nous présentons également dans ce chapitre un résultat abstrait nous permettant
d’analyser la convergence de la méthode pour le probleme de I’équation des ondes anisotropes
avec une condition de type Neumann. Ce probleme est toujours un probléeme modele pour
lequel les difficultés liées a la symétrie du tenseur des contraintes ne sont plus présentes.
Malheureusement nous n’avons pas pu généraliser ces résultats au cas de I’élastodynamique.

La quatriéme partie (chapitres 7 et 8) concerne le probleme de la modélisation de la
propagation des ondes élastiques dans des milieux ouverts. Plus précisément une méthode de
conditions absorbantes est présentée dans le chapitre 7 et une méthode de couches absorbantes
dans le chapitre 8.

Finalement dans la derniére partie (chapitre 9) plusieurs résultats numériques, qui montrent
Pefficacité de la méthode, sont présentés.
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Eléments finis mixtes pour la
discrétisation spatiale
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Chapitre 1

Probleme simplifié : I’équation des
ondes anisotropes

Nous construisons et analysons une famille d’éléments finis mixtes quadrangulaires (2D) ou
cubiques (3D), qui assurent la condensation de masse pour 'approximation de I’équation des
ondes anisotropes. Des estimations d’erreur non classiques ont été obtenues pour ces éléments.
Ce chapitre a donné lieu & deux publications [18, 20].

Introduction

Dans un premier temps, nous allons étudier un probleme modele, ’équation des ondes
anisotropes. Ce probléeme peut étre considéré comme un modele simplifié de la propagation
des ondes dans des milieux élastiques anisotropes. Dans ce cas, plusieurs difficultés théoriques
apparaissent déja : les éléments finis mixtes qui sont proposés dans la littérature ne conduisent
pas & un systéme explicite en temps (condensation de masse) dans le cas général d’un milieu
anisotrope. Nous somimes, de ce fait, amenés & construire une famille d’éléments finis mixtes
originale (inspirée par la deuxiéme famille des éléments finis de Nédélec [86]) qui permet
d’obtenir la condensation de masse. Cette famille est la version scalaire des éléments finis
mixtes que nous proposons pour I’élastodynamique.

Ces éléments peuvent étre généralisés a des ordres arbitrairement élevés, ce qui est d’une
importance majeure spécialement pour des problemes de grande taille. Dans ce contexte, ces
travaux peuvent étre considérés comme une continuation des études menées par plusieurs
auteurs (cf. [2, 53, 35, 36, 37, 84, 91, 49, 109]) pour développer des méthodes numériques
d’ordre élevé pour les problémes de propagation des ondes.

L’objectif principal de ce chapitre est I’analyse de ces éléments. Nous allons montrer que
les hypothéses d’approximation classiques (cf. [32, 29, 8]), nécessaires pour obtenir des esti-
mations d’erreur, ne sont pas satisfaites dans ce cas. C’est pourquoi nous avons été amenés a
développer une nouvelle théorie abstraite qui nous a permis d’obtenir des estimations d’erreur
non classiques.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 1.1 on propose une formulation
variationnelle du probleme de la propagation des ondes acoustiques. Nous montrons ensuite
que les éléments finis de Raviart - Thomas [94] ne satisfont pas la condensation de masse
dans le cas général d’un milieu anisotrope. Ce qui nous a conduit & counstruire la nouvelle
famille d’éléments finis mixtes. Nous présentons 1’élément de plus bas degré de cette famille
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dans la section 1.1.2, et la généralisation aux ordres supérieurs dans 1.1.3. Ensuite dans la
section 1.2 nous menons l'analyse de ces éléments en considérant un probléme elliptique qui
est le probléeme stationnaire associé au probleme de I’équation des ondes. Cette analyse nous
permet d’obtenir des estimations d’erreur pour le probléme stationnaire. Finalement dans la
section 1.3 nous obtenons des estimations d’erreur pour le probleme d’évolution & partir des
estimations sur le probleme elliptique, en utilisant des techniques d’énergie ([48]).

1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

1.1.1 Le probleme modele: I’équation des ondes anisotropes

Soit © un domaine borné de IR? et A(z) une matrice symétrique définie positive qui
satisfait

(1.1.1) Alz) €-£>ale]?, a>0, Ve e RN, pp.z e Q.
Nous considérons le probleme d’évolution scalaire

Trouver u : [0,T] — H{ () tel que

(1.1.2) 5y
Sy —div (A @)Vu) = £, £ € 0,75 LA(9),
avec les conditions initiales
15]
u(t =0) =ug € H' ; a—qz(t:()):ul € L

Remarque 1.1.1 Dans cette section nous ne sommes pas intéressés par la régularité de u
en temps. C’est pour cette raison que nous avons écrit simplement u : [0,T] — H ().

En introduisant maintenant

p=A"(2)Vu,
ou
v=—
ot’
nous pouvons réécrire (1.1.2) comme le systeme du premier ordre suivant
0
5 —dive=1,
(1.1.3)
A@ —Vv=0
ot -
avec les conditions initiales
(1.1.4) p(0) = po = A7 (2)Vug ; v(0) = vy = uy.

Une formulation variationnelle mixte associée a (1.1.3) est

([ Trouver (p,v) : [0,T] — X x M = H(div ;) x L?() tels que

d
%a(p, q) +b(v,q) =0, Vg € X,

L %(U;w) —b(w,p) = (f,w), Ywe M,

(1.1.5)
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1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

ou
(ar.0) = [ 4@ p-ado. Vpg) € X x X,
(1.1.6) b(w,q):/gw div ¢ dz, Y(w,q) € M x X,
\(f,w)z/ﬂfwd:v, Yw € M.

La forme bilinéaire a(-,-) (resp. b(-,-)) est continue sur H x H (H = (L*(Q))?) (resp. sur
X x M). Nous pouvons donc définir les opérateurs linéaires et continus A : H — H' et
B: X — M’ par

<"4p7 Q>H’><H = a’(p7 Q)7

<BQ7w>M’><M = b(w7 Q)

I1 est alors connu que les propriétés suivantes sont satisfaites (cf. [32]):

(1)  La condition inf-sup continue:

Je>0/VweM, Iqge X/ blw,q) > cllw|yy,llaly-
(1.1.7)
(14) La coercivité de la forme a(-,-) sur V = KerB :

Ja>0/VpeV, alp,p) >alplk.

Dans ce qui suit, nous allons considérer la semi-discrétisation en espace de ce probleme.

1.1.2 Présentation de 1’élément fini de plus bas degré

Nous supposons ici que le domaine 2 est une union de rectangles et nous considérons un
maillage régulier (73) de Q composé des carrés K de coté h > 0. Nous introduisons ensuite
les espaces d’approximation

Xh:{QhEX/VKE’];u Qh|K 6X}7
(1.1.8)
Mhz{wheM/ VK € Th, wp|x eM},

ou X (resp. M) est un espace de fonctions vectoriels (resp. scalaires) de dimension finie. Le
probléme discret associé a (1.1.5) et (1.1.4) est

( Trouver (pp,vy) : [0,T] — Xp, x M}, tels que

d
(119) Ea(pha Qh) + b(vha Qh) = 07 VQh € Xha

d
\ E(Uhawh) — b(wp,pn) = (f,wn), Ywp € M,
avec les conditions initiales

Pr(0) = pos 5 vA(0) = up p-
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

Pour la suite de ’exposé, nous noterons Py espace des polynémes de degré inférieur ou égal
a k et Py, Pespace des polynomes défini par

(1.1.10) Pi i, = S p(x1,22) | play,z2) = Z aij:rzi:vg
i<k1,j<k2

Afin de satisfaire notre objectif concernant la condensation de masse, nous devons choisir
les espaces des polynomes X et M de maniére adéquate. Pour commencer, nous considérons
le cas de I’élément fini de plus bas degré. Comme nous allons le voir, le choix habituel qui
consiste a prendre comme espace X I’élément de Raviart-Thomas de plus bas degré :

(1.1.11) X = RT[O} = P10 X P01,
et comme espace M les fonctions constantes par morceaux:
(1.1.12) M = Qo,

ne conduit pas a un systeme explicite en temps dans le cas général d’un milieu anisotrope.
En effet, introduisons By, = {T[}?f:ll et By, = {d)l}?zl les fonctions de base de X, et M,
respectivement, avec N; = dimXj et Ny = dimMj. Nous notons ensuite [P] = (P, ..., Pn,)
et [U] = (Uy,...,Un,) les coordonnées des fonctions pp, et wuj sur ces bases. Nous pouvons
maintenant réécrire le probleme (1.1.9) sous la forme matricielle suivante

( Trouver (P,U) € L*(0,T; (IRM)) x L2(0,T; (IRN?)) tels que

dpP

M,— +CTu =0
Pt ’
dU

M,— —CP=F
udt )

|+ conditions initiales,
avec

(2) (MP)I,J = (ATI7TJ)(LZ(Q))2 , 1<1,J< Ny,

(ZZ) (MU)I,J = (¢I7¢J>L2(Q)7 1 < ij < N2;
(1.1.13)
(112) (O)rg = (¢1,divrs) 2y, 1S T< Ny 1<J <Ny,

(iv) (F)y= (fa¢J)L2(Q) 1< J< Ny

et oll nous avons noté par C! la transposée de la matrice C. Si on utilise maintenant un
schéma de différences finies centrées pour la discrétisation en temps, la solution & chaque
instant est obtenue en inversant les matrices de masse M, et M,. Remarquons que ceci ne
pose pas de probleme pour la matrice M, car elle est diagonale (M}, étant défini par des
fonctions constantes par morceaux). Bien que la matrice M, soit symétrique et creuse, son
inversion peut s’avérer assez couteuse (pour des problemes de grande taille). Pour éviter ce
probléme nous allons approcher la matrice M, par une matrice diagonale (ou diagonale par
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1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

bloc) en utilisant des techniques de condensation de masse (cf [36, 109, 50]). Ceci consiste
a évaluer les intégrales définissant les éléments de M, (1.1.13 (i)) a 'aide d’une formule de
quadrature adéquate.

Soit (77) les fonctions de base (globales) de I’espace Xj. Chaque fonction 77 est associée &
une aréte du maillage et son support est constitué par les deux éléments du maillage qui sont
adjacents a cette aréte, voir Fig. 1.1.2. La restriction de 77 & un élément K de son support
correspond & une fonction locale notée 7;, sur I’élément de référence K. Plus précisément 7;
correspond & la fonction 7 (resp. 7)) si 7/ est associée & une aréte verticale (resp. horizontale)
du maillage.

Nous présentons dans la figure Fig. 1.1.1 les quatre fonctions de bases locales dans RTjy, (I?)

G

__>
EN

Il
7N
—_
)
3
N——

S

Il
7N\
8 o
SN——

~1
~1

B )
=)}
|
/N
—
o |
8
N——
S
I
A~
o B
N——

Fic. 1.1.1: Les fonctions de bases locales dans RTj (K).

F1a. 1.1.2: Le support des functions de base globales de RTjy).

Nous considérons maintenant l'intégrale

(1.1.14) a(ty, 7)) = Z /KATI|K.TJ|de: Z mes(K)/f(A/T\i-/fjdf

KETh KETh

Si on utilise comme formule de quadrature sur K
N

| F@ua =Y w,fi,),
K =1
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

avec (M\q)qzl,,,,,N les points de quadrature et (wq)qzl,,,,,N les poids associés pour approcher
(1.1.14), on obtient

—

[ A7 7T~ ) :qua(M\q) - 75(My).
K
q

Ceci peut conduire & une matrice approchée diagonale si
(1.1.15) AR (M) - 75(My) =0, Vi#j.

Dans le cas d’un milieu isotrope (A = Id), il est facile de trouver une formule de quadrature qui
satisfait (1.1.15), on peut prendre par exemple la formule habituelle qui utilise les sommets
des éléments comme points de quadrature ou celle qui utilise le milieu des arétes. Toutes
les deux conduisent & une matrice approchée diagonale. Néanmoins dans le cas général de
l’équation des ondes anisotropes, il n’y a pas de formule de quadrature vérifiant (1.1.15). La
difficulté vient du fait que pour deux fonctions 77 et 7¥ associées & deux arétes orthogonales,
le produit scalaire (A7],7{) n’est plus nul.

C’est pourquoi nous proposons une solution alternative qui consiste a changer I'espace
d’approximation Xj;. Plus précisément on propose de choisir comme espace de polynomes X
les fonctions bilinéaires par morceaux

(1.1.16) X=@Q1xQ1, Q1 =DPy.

Cet élément & été initialement introduit par Nédélec dans [86]. Nous présentons dans la
figure 1.1.3 les huit fonctions de base dans I’élément de référence K. Dans ce qui suit nous
notons Q‘f“’ — Qo I'élément fini mixte défini par le couple des espaces X — M. La formule

~2 ~2
T4 73
~2 t ~2 t
My A A Msj Ty = (07 (1 - Il)xz) y T3 = (07 x1$2)
~1 __# l ~1
T4 n 73 ?41 = ((]' - xl)x% O)ta Ab} = ($1$27 O)t
K 1

. = (1-2)(1 —a2), 0), 7} = (21(1 - 22),0)'

G "
' f A_’ 2 7L =(0, (1—z)(1—m))", 73 = (0, 21(1 — m2))’

M, | [ M,

T1 )

F1G. 1.1.3: Les fonctions de base locales de X = Q1 x Q.

de quadrature habituelle (les points de quadrature sont les sommets des éléments) vérifie
maintenant la relation (1.1.15); le point clé est que les nouvelles fonctions de base vérifient

mH(M;) = 6;(1, 0)', T2(M;) = 6;;(0, 1),

) )

M; étant les points de quadrature qui coincident dans ce cas avec les points auxquels les
degrés de liberté sont associés. On peut remarquer que dans chaque élément il y a quatre
points de quadrature mais huit degrés de liberté.
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1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

J+1 j+1

j-1 j-1
i—1 i t+1 51 i i+1

Fic. 1.1.4: L’élément Q1 X Q1.

Pour des études plus détaillées sur les formules de quadrature nous renvoyons aux travaux
de G. Cohen, P. Joly et N. Tordjman pour le probleme de 1’équation des ondes [109, 35, 53|
et aux travaux de P. Monk, G. Cohen [36] et A. Elmkies [50] pour les équations de Maxwell.

Remarque 1.1.2 Awvec ce nouveau choix pour l'espace Xy Uutilisation de la formule de qua-
drature habituelle conduit a une matrice approchée diagonale par bloc, chaque bloc correspond
a un sommet du maillage et sa taille est égale au nombre de degrés de liberté qui lui sont
associés (ie, 4 voir Fig. 1.1.4). Ceci conduit & un schéma explicite en temps (aprés inversion
des matrices locales). Pour 'équation des ondes isotropes, A = Id, les blocs de la matrice
deviennent 2 X 2, car dans ce cas les fonctions 7" and TJZ/ sont orthogonales.

Remarque 1.1.3 D’un point de vue physique lutilisation de quatre degrés de liberté pour p
a chaque sommet est justifiée par les discontinuités éventuelles que p peut avoir dans le cas
des milieuz hétérogénes (pour A discontinue par maille).

1.1.3 Généralisation aux ordres supérieurs et condensation de masse

La généralisation naturelle de I’élément Q‘fi” — Qo aux ordres supérieurs est la famille des
{14 . . di (oo
éléments finis mixtes Q3'Y, — Q) définie par

Xn={an € X /VK €T, qnlx € Qrt1 X Qr41},
(1.1.17)
Mh:{’whEM/ VKE'Z}L, wh|K EQk},

Nous présentons dans les figures 1.1.5 et 1.1.6 les degrés de liberté pour les éléments finis
correspondant & k = 1 et £ = 2. Nous avons également indiqué dans ces figures le nombre
des degrés de liberté qui sont associés & chaque noeud. Bien entendu, ces éléments ont été
construit pour étre compatibles avec la condensation de masse. Dans cette optique les points
auxquels les degrés de liberté sont associés ont été judicieusement choisis. Plus précisément
leur position correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formules de
Gauss-Lobatto pour p et de Gauss-Legendre pour v. Nous rappelons ici les points de quadra-
ture de ces formules et les poids associés.
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

_i;é/
-
w
>~

(5172)1:; :—-J» —L> l—-bi»
(z2)5 ° °

plh A

etid A %3
(z2)} ¢ ¢

7 A VO WY

30 R S 4

()] (z1)) (z1)% (z1)} (z1)3

Fi1G. 1.1.5: Degrés de liberté pour ’élément Qg“’ - Q1.

v S R Wy
(z2)) o L e
()5 :3+ 2 # f»-S.Z:\ (22)8 ® ° °
(22)5] o o o
wp Ad A2 Az A
(2)1 ° ° o
(@)} A% A A
D TR (@) (@3 (23
()] (z1)h (21)2 (21)" 1)1 1)2 1)3

Fi1G. 1.1.6: Degrés de liberté pour ’élément Qg“’ —Qo.
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1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

Pour k£ = 1 (Fig. 1.1.5)

— La formule de Gauss-Lobatto:

( 1
(z1)] = (z2)] =0, (z1)} = (z2)y = 2 (z1)5 = (z2)5 = 1;
1
wiy = W§1 = W§3 = w]fa ~ 36
(1.1.18) .
ng = Wgz = Wga = WI1)2 = 9’
4
p _ Z
| W = 5
— La formule de Gauss-Legendre:
3-3 3+V3
(o)} = (@)} = S, (@0 = (2)§ = 25
(1.1.19)
1
Wi = wyy = Wiy = Wiy = 1
Pour k = 2 (Fig. 1.1.6)
— La formule de Gauss-Lobatto:
(
5—V56
(z1)] = (@2)] =0, (z1)5 = (z2)} = 0
5+V5
(z1)3 = (z2)§ = 0 (z1)] = (z2)] = 1;
1
(1.1.20) \ wi = wh) = wiy = wiy = 142’
5
Wy = Wiy = Wiy = Wiz = Wy = war = Wiy = Wi, = 144

_ _ _ 25
{ Wog = W3y = W33 = Wog = 144"

— La formule de Gauss-Legendre:

.
5— V15
(z1)] = (2)] = 0 (z1)3 = (22)3 = 7,
5+ 15
(z1)5 = (z2)3 = ;
10
25
(1.1.21) wi) = w3) = w3y = wiy = 394
10
v v -
Wy = W3g = Wy3z = Wiy 31’
16
| “2 =g
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

Pour obtenir maintenant la condensation de masse on approche les intégrales dans (1.1.13(i),
(ii)) par les formules de quadrature adéquates, qui sont ici bien évidemment :

— Les formules de quadrature de Gauss-Lobatto pour I’approximation de la matrice M,.
La matrice approchée ainsi obtenue est une matrice diagonale par bloc. Chaque bloc
correspond a un point de quadrature et sa dimension est donnée par le nombre des
degrés de liberté qui lui sont associés (la dimension maximale est 4 x 4 et correspond
aux sommets des éléments).

— Les formules de quadrature de Gauss-Legendre pour approximation de la matrice M,,
ce qui conduit & une matrice approchée diagonale.

Remarque 1.1.4 La formule de quadrature de Gauss-Legendre est exacte pour Uintégration
du produit vpwy, qui est dans Qax. D’autre part si on considére le cas d’un milieu homogéne
(A constant) pour simplifier, le produit App.qp est de degré Qogy2. Néanmoins, en suivant
la méme démarche que dans les travaux de P.G. Ciarlet, G.A. Baker, V.A. Dougalis et N.
Tordjman [34, 9, 109], on peut prouver que l'intégration numérique n’'induit pas de perte sur
lordre de Uapprozimation pourvu que la formule de quadrature utilisée soit exacte pour Qy
(ce qui est le cas pour les formules de Gauss-Lobatto).

Remarque 1.1.5 Enfin, signalons que le choix habituel dans le cas général consisterait d
prendre

X" = RTyy = Ppirp ¥ Prjpr1 et M = Qy.

On remarque alors que le nouvel espace d’approzimation Xy contient espace X}?T. Ce qui
met en évidence que nous avons enrichi l'espace d’approximation pour p sans en faire autant
pour v. Ce point joue un role fondamental dans 'analyse de convergence de la méthode comme
nous allons voir par la suite.

1.2 Analyse de convergence: le probleme elliptique

En suivant la technique décrite dans [29], nous allons étudier dans cette section 1’approxi-
mation d’un probleme elliptique. Plus précisément, il s’agit du probléme stationnaire associé
au probleme initial (1.1.5). L’étude de ce probleme entre dans le cadre de la théorie géné-
rale développée par I. Babuska and F. Brezzi [32] pour ’approximation de problemes mixtes.
Cependant, la nouvelle famille d’éléments finis mixtes ne satisfait pas une des hypotheses de
cette théorie ('hypothese de coercivité). C’est pourquoi nous avons été amenés a introduire
une nouvelle théorie abstraite qui nous permet d’obtenir des estimation d’erreur.

1.2.1 Le probléme elliptique

Nous considérons ici le probléme elliptique suivant

Trouver u € H}(Q) tel que
(1.2.1)
—div (A} (@) V) = f, f € LA(Q),
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

On sait que (1.2.1) admet un solution unique u € H}(Q) et qu’il existe une constante ¢
positive telle que

(1.2.2) lall oy < e 1oy -
Comine pour le probleme d’évolution, on pose

(1.2.3) p=AYz)Vu,

ce qui implique

(1.2.4) —divp = f.

La formulation variationnelle mixte associée aux équations (1.2.3) et (1.2.4) est

Trouver (p,u) € X x M = H(div ; Q) x L*(Q) tels que
(1.2.5) a(p,q)+ blu,q) =0, Vg€ X,

b(w7p) = _(f7w)7 Vw € M7

ou a(-,-) et b(-,-) sont définis par (1.1.6) et satisfont les propriétés (1.1.7). On sait alors que le
probléeme (1.2.5) admet une solution unique (p, ) dans X x M (cf. [32]), avec u la solution du
probléme initial (1.2.1). En fait la théorie abstraite conduit & un résultat d’unicité pour u dans
I'espace M/ Ker BY, mais il est facile de vérifier que dans le cas de I'opérateur divergence nous
avons Ker B' = {0}. Nous sommes maintenant intéressés par I'approximation du probléme
(1.2.5) qui s’écrit sous la forme suivante

Trouver (pp,up) € Xp, x My, tels que
(1.2.6) a(pn, qn)+  blun,qn) =0, Van € X,

b(wh7ph) = _(f7wh)7 vwh € Mh'

ou Xj, et M}, sont les espaces des nouveaux éléments finis mixtes définis par (1.1.8).

Le probleme elliptique (1.2.5) et son approximation (1.2.6) ont été déja étudiés par plu-
sieurs auteurs [94, 32, on sait notamment que (1.2.6) admet une solution unique dans X x M,
avec les propriétés d’approximation

(127) (ph7uh) - (p7u) € Xx M7
sous les hypotheses suivantes

(1)  La condition inf-sup discréte uniforme:

d ¢ > 0 indépendant de h tel que

YV wn, € Mp, 3 g, € Xp/ blwn, qn) > CHwh“M HQhHX;
(1.2.8) (#3)  La condition de coercivité uniforme de a(-,-) sur V} :

3 a > 0 indépendant de h tel que

v Ph € Vh7 a’(ph7ph) >« “ph“§( y

ouV, = KerB), = {qh e Xy, / b(wh,qh) =0, Vwy € Mh}
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

Ces hypotheses sont satisfaites pour les espaces discrets (X,fT, M) définis par (1.1.8), avec X
I’élément de Raviart-Thomas de plus bas degré et M les fonctions constantes par morceaux
(1.1.12), (ct. [94]). Concernant maintenant le couple (X}, M}) correspondant aux nouveaux
éléments finis mixtes, il est facile de vérifier qu’il satisfait la premieére hypothese et non la
deuxieme. En effet, la premiere hypothese découle d’une part du fait que 'espace X ,IET vérifie
(1.2.8-i) et d’autre part de la propriété X, R X},. Pour montrer que la deuxieme hypothese
n’est pas vérifiée, il suffit de trouver une fonctlon de Vj pour laquelle I’ hypothese (1.2.8-ii) ne
peut pas étre respectée. En effet, considérons la fonction fh €V}, (pour M = Qo), définie par

(—h,h) (0,h) (h,h)

K2 —’Kl

(_ha 0) (070) (h,O)
Fic. 1.2.1: La fonction ﬁb
Z) )1 —22)

h etﬁz|K2: f
0 0

(1- D)1 -2

1
h 1+

Inlk, =

Nous avons alors
a(fh,fh)h—_joo

2
1Fnllx =35

Ce qui est en contradiction avec I'hypothese (1.2.8-ii). Néanmoins, comme nous allons voir
dans la section 1.2 le couple des espaces X, — M}, entre dans le cadre d’'une nouvelle théorie
abstraite qui nous permet de montrer des résultats de convergence.

Remarque 1.2.1 Pour préserver Uhypothése (1.2.8-ii) mous aurions pu enrichir l’espace
d’approximation M. Le bon choix correspond a

M = Pla
le point clé étant que Uopérateur divergence est surjectif de Q1 x Q1 dans Py . Nous n’avons
pas opté pour ce choix car il est naturellement plus cher en termes de temps de calcul et de
stockage.

1.2.2 Un résultat abstrait

La nouvelle théorie abstraite est basée sur trois espaces de Hilbert. Plus précisément, soit
M, X, H trois espaces de Hilbert avec

(1.2.9) X CH, Xdensedans H et || <|ly-

1. ce qui implique V;, = {q, € X5/ div g, =0} C Ker B. Dans ce cas (1.2.8-ii) est une conséquence de
(1.1.7-ii)
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

Dans le cas du probleme modele nous avons
H = (L*(Q))% X = H(div; Q) et M = L*().

Considérons maintenant a(-,-) et b(-,-) deux formes bilinéaires continues dans H x H et
M x X respectivement. Nous pouvons alors définir les opérateurs A dans L(H), B: X — M’
et B': M — X' par

a(p,q) = (Ap, Qn, V(p,q) € HxH
(Bp, w) ppisps = <p, Btw>XXx, =b(w,p), Y(p,w) e X x M.
Les noyaux des B et B! sont
V=KerB={peX/bw,yp) =0, Vwe M},
Ker B! = {w € M/ b(w,p) =0, ¥p € X}.
Nous faisons ensuite les hypothéses suivantes:

(G) Fe>0/ VweM, IqgeX/bwq)>clwlyge sl
(1.2.10)
(@) Ja>0/ VpeV, alpp)>alpl.

ol la norme dans P'espace quotient est définie par [|wl|y; ke pr = inf [Jw +wol|,,. Dans
woEKer Bt

ce qui suit nous allons identifier 'espace M /Ker B! avec le complément orthogonal de Ker B!
M/Ker B' = (Ker B)* ={w € M/ (v,w)y =0,V v € Ker B'}.
Nous sommes intéressés par I’approximation du probléme modele

Trouver (p,u) € X x M tels que
(1.2.11) a(p, )+ blu,q) =0, Vg€ X,

b(wap) :_<f7w>7 V?,UGM,

avec f € M', l'espace dual de M. Sous les hypotheses précédentes, nous avons le résultat
classique suivant (cf. [32])

Théoréme 1.2.1 Pour tout f € Im B, le probléme (1.2.11) admet une solution unique (p,u)
dans X x (M/Ker BY), qui satisfait

lully/Ker e+ 12lx < ClFllpge -

Soient X C X et Mj C M deux espaces d’approximation de dimension finie. Nous considé-
rons alors le probléme d’approximation

Trouver (pp,up) € Xp, X My, tels que
(1.2.12) a(pn; gn)+ b(un,qn) =0, Van € X,

b(wh,pn) = —(f,wn), Ywy € My,
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

Nous posons

Vi(f) = {an € Xn /[ b(wp,qn) = = (f,wn) , Ywn € My} = By (f),

Vi, = Vi(0) = Ker By, (By, défini par (1.2.14))

(1.2.13)
et nous faisons les hypotheses suivantes
(HO) Vf elm B, Vi(f)#0.

(H1) Décomposition orthogonale de Xj:
Xn=X,® X}, (pn=pj +ph), X C Vh
V(ph>ph) € Xj X Xpy (Ph>ph)m = 0.
(H2) Condition inf-sup discrete “forte” :
il existe une constante ¢ > 0, indépendante de h, telle que
Vun € My, Jah € Xi [ bwng}) = cllonlyger 5t il -

(H3) Condition de coercivité discrete “affaiblie” :

il existe une constante a > 0, indépendante de h, telle que
2 2
Vo € Vi, aonon) > e (Inhl + 1okl

(H4) Propriétés d’approximation
lim inf —qilly =0 Vp e X
3 Oq,ieX,iup anll x ; p 5

lim inf |lu— =0, Yue M.
hg%wthhHu wplly, =0, Yu

Remarque 1.2.2 Par lhypothése (H}) et la densité de X dans H, nous avons

lim inf —qgil, =0, VpeH.
hﬁoqiexfilp ahlg =0, Vp

Comme dans le cas du probléme continu, nous introduisons les opérateurs By, et B,t,b définis
par

(1214) (Bhp]hwh)M’xM = (phrB;:zwh)Xxxl = b(phywh)7 Vph € Xh; vwh € Mh;
et leurs noyaux respectifs KerBj, =V}, (défini par (1.2.13)) et KerB},

KerB| = {wy, € My, / b(pn, wn) =0, Vp, € Xp,}.
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

Remarque 1.2.3 On peut aussi caractériser [’hypothése (HO) en utilisant une des deuz pro-
priétés équivalentes

(HO0) — (ii) Vpe X, dpp € Xy tel que b(p — pp,wp) =0, Ywy, € My;
(HO) — (#4i) Ker B! = Ker B'N M), C Ker B'.

Remarque 1.2.4 On appelle U’hypothése (H2) “forte” car elle suppose Uexistence d’un qp(=
q;) dans X} au liew de X, qui correspondrait a Uhypothese classique. Plus précisément on

a Xj ; Xp. Au contraire (H3) est une hypothése de coercivité dite affaiblie, car dans notre

application pour tout pp, € Xy, on a,

2 2 2
P2l % + Al E < [Pl -

Théoréme 1.2.2 Sous les hypothéses (HO) - (H4), le probléme (1.2.12) admet une solution
unique telle que

(Ph = D, + Phrun) € Xp x (My/Ker By),
et nous avons les résultats de convergence suivants

o (pj,un) — (p,u) dans X x M,

T

* D —0 dans H.

Plus précisément, nous avons les estimations d’erreur:

r —p - < of inf |p-g inf fu—
il + 0 =9l + = wilpcr s < € (0t o= aill + int = sl

: S
+z;§1£)f(,§ |Ap — zh|H> .
Démonstration.

(i) Existence et unicité:

L’existence et 'unicité de la solution (py,un) € Xp x (Mp/Ker Bl) du probléme discret
découlent de 'hypothese (HO) et de la coercivité non-uniforme de la forme bilinéaire a(-,-)
sur le noyau Ker By, i.e.,

(1.2.15) Ao, > 0, Ypr € Vi alpn,on) > o llpnll -

Cette derniére propriété (1.2.15) est une conséquence de 'hypothése (H3) étant donné qu’en
dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Il reste maintenant & prouver les estimations d’erreur. Pour obtenir ensuite le résultat de
convergence nous utilisons ’hypothese (H4) et la remarque 1.2.2.
(ii) Estimations sur [p;|, + [lp — 2}l
La seconde équation du systéme (1.2.12) montre que nous avons pp, € V3 (f) (cf. (1.2.13)). En
considérant aussi g, € Vi (f), nous avons

Ph — qn € V.
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

Nous pouvons écrire que

(1.2.16) a(ph — qhsPh — qn) = a(p — qn,Pr — qn) + a(Ph — P: PR — Gh);

en prenant ensuite la différence entre la premiere équation du probleme discret (1.2.12) et du
probléeme continu (1.2.11) on obtient

(1.2.17) a(ph — P, ph — qn) = b(v — wp, pr — qn),  Vwp € Mp.

D’ou en utilisant (H1), on a

(1.2.18) a(pn — P, P — qn) = b(u — wp, P}, — i) + b(w, P}, — p)-

Nous avons ici utilisé le fait que b(wy,, pj, —q;) = 0, car X; C V}. Comime nous avons seulement
une hypothése de coercivité affaiblie nous voulons garder uniquement les termes qui font
intervenir la norme dans H des éléments de X;. C’est pour cette raison qu’on remplace dans
(1.2.18) le terme b(w,p}, — q;,) par a(p,p; — ¢;,) en utilisant la premiére équation du probleme
continu (1.2.11),

a(ph — P, Ph — qn) = b(u — wy,p}, — ;) — a(p, Pl — qp)
(1.2.19)

= b(u — wn,pj, — q4) — (Ap, P}, — ) H-
On choisit maintenant

gn = gy € Vi (f) = Va(f) N X},
(1.2.20)

T

qp = 0.
En combinant (1.2.16), (1.2.19) et (1.2.20), on obtient

a(ph — G4 Ph — 44) = a(p — @, pn — q3) + b(u — wp, pj, — q,) — (Ap, p})-
Grace a hypothese de la décomposition orthogonale (H1), on a

a(ph = GhPr — 4i) = (P — a5, pn — q3) + b(u — wi, pj, — G3)
(1.2.21)
—(Ap — 2}, P} ) H, V2 e X
De plus, en reportant I'inégalité
ph = anlu < llph — aillx + |phly
dans (1.2.21) et en utilisant les hypotheses (H1) et (H3) on obtient,
2 2
a(llph, — apllx + 1Phly) < llalllp = @l (lph — @l x + [PRly)

+ bl e = whlla 1Pk = apllx + AP = 23] [Phla -

On déduit alors Pexistence d’une constante C' qui dépend de ||a||, [|b]|, et a telle que, pour
tout (qz,7wh7zls7,) € Vh,s(f) X Mp % X}fﬂ

197, — @il x + 1Phle < C(p = @ilg + lu —wnlly + AP — 23l ) -
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

Ce qui conduit, en utilisant (1.2.9), &

lp=phllx  <llp = apllx +llpp —anllx > Vai € Vi(F)

<(1+C inf — ¢l + Inf |Jlu—w + inf |Ap — z} )

S ( ) <q;eV,f(f) HP qh“x wne M), || h||M seXs | P h|H )
h <C ( inf —qilly + inf |Ju—-—w + inf |Ap— 2z} > .

A ol =il + inf llu—wnlly + nf, 1Ap = 24y

Pour conclure, il suffit d’utiliser la propriété suivante

inf p—gqgillx <c inf |p—gq;
=il < n o =gl

qui est une conséquence de la condition inf-sup (cf. [32]).

(ii) Estimations sur [ju — up ||y Ker Bt
En prenant la différence entre la premiere équation du probléme continu (1.2.11) et du pro-
bleme discret (1.2.12), on obtient

a(p = ph, qn) + b(u — un, qn) = 0, Vg € Xp,
d’ou pour tout wy dans My,
b(up — wh, qn) = a(p — Ph, qn) + b(u — wh, qn), Vg € Xp.
On réécrit maintenant cette derniere relation pour ¢ = ¢j,
(1.2.22) b(un — wh, q5,) = a(p — ph, 43) + b(u — wn, q3), Vaj, € X},

En combinant (1.2.22) et la condition inf-sup, on a

1 b(up, — wp, qj)
lun = wallpjker B2 < - sup ——
a,eXp ||qhHX
<L swp a(p — ph, q;) -SF b(u — wa, gj)
Capex; 14|

IN

1
— Ulalllp = pal g + 10l llw — wallar) -

D’ou en utilisant 'inégalité triangulaire on obtient

lv = whllag/ker B2 < C' { inf |u—whllp + phly + 1P —P151|H} -
’LUhEMh
|

Remarque 1.2.5 On peut remarquer que Uespace X} satisfait les hypothéses (H0)-(H4). La
question naturelle qu’on peut se poser est: pourquot ne pas utiliser tout simplement [’espace
X} au liew de X, ? En fait, il faut imaginer le cas pour lequel lutilisation de Xp est plus
pratique soit parce que on ne sait pas caractériser X; soit parce qu’on préfere Xy pour une
autre raison. Dans notre cas Xy, présente l'avantage d’étre compatible avec la condensation
de masse.
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1.2.3 Application au probleme de I’équation des ondes anisotropes

Pour le probleme (1.2.5) nous avons,
H=(L*(Q)*; X = H(div;Q) ; M = L*(Q)

Dans ce cas, B est 'opérateur divergence, qui est surjectif de X dans M, ce qui implique que
nous avons Ker B = {0}. L’hypothese (HO) est alors équivalente (cf. 1.2.3) & la surjectivité
de lopérateur discret By, de X} dans Mj,. Cette propriété est satisfaite par les éléments finis
de Raviart-Thomas [94]; i.e. By est surjectif de X/ dans M. Comme le nouvel espace
d’approximation X} contient l'espace X ,fT, (cf. remarque 1.1.5), il est facile de vérifier que
I'hypothese (HO) est aussi satisfaite pour les nouveaux éléments et nous avons Ker B} = {0}.

1.2.3.1 Approximation avec I’élément fini de plus bas degré, Q‘fi” — Qo

Nous considérons ici les espaces d’approximation suivants
Xp={qn € X/ VK € Tp,, qn|lx € Q1 X Q1},
Mh:{whEM/ VK € Ty, wh|K GQ()}.

Nous allons commencer par la vérification de 'hypothese (H1). On définit comme espace X}
I’élément de Raviart-Thomas de plus bas degré R7jg) donné par (1.1.11)

Xﬁ:{thX/VKE'Z?Z, anlx GRT[o]:Plo XPOI} C Xp, d-imRT[O} =4

On veut maintenant construire '’espace X; comme le complémentaire orthogonal de X} dans
X},. On introduit les notations suivantes

Pit1/2,5+1

(1,5 +1) A (i+1,5+1)

Gigrie — = K 1 55000
Gi) | +19)
Cit1/2,5

Fia. 1.2.2: L’élément RT}).

- (4,7), pour le noeud de 7, de coordonnées (ih, jh),

1
- (i+ 5,]’), pour aréte horizontale qui relie les noeuds (7,7) et (i +1,7),

1
(1,7 + 5), pour aréte verticale qui relie les noeuds (4,j) et (4,7 + 1).
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

Pour chaque élément K, on peut alors définir les quatre fonctions de base de ’élément fini

RT}g (illustrées dans la figure 1.2.2)

( . Wi,j+%($1) B 0
Yij+i = ’ Pirds = ’
2 0 2 SOZ+%,](:L‘2)
Pis1,j+1(21) 0
Pitljts = v Pigge T ;
. 0 ‘Pi+%,j+1($2)
ou
(z1)it1 — 71) ((x2)j4+1 — x2)
Pigey (@) = zT € P, ¢y () = ]T € Poi,
(1 — (1)) (z2 — (x2);)
Wi+17j+%($1) = TZ € PlU; @i+%7j+1($2) = TJ c PO]. .

Il est alors facile de prouver le lemme suivant

Lemme 1.2.1 L’espace X} |, c’est a dire la restriction dans Uélément K de Xj, est carac-
térisé par les quatre fonctions de base suivantes:

) 0 ) (22 = (@2)41) 012 (1)
Yirl, = ) Vijri = ’
(21 = (@1)is1) @iy 1,5(22) 0
. 0 R (332 - (*732)]'4_%) ‘70i+1,j+%($1)
¢i+%,j+1 = ’ ¢i+1,j+% -
(*’”1 - (xl)i+§) Pird i (@2) 0

ot (z1);,1 = (i + Db et ({L‘z)j_i_% = (j + 3)h. En plus, on a X}, C Vj,.

2

Remarque 1.2.6 La dimension de Q1 X Q1 (=8) est la somme de la dimension de Xj|x (=
dim RTjg) = 4) et de la dimension de X} |k (=4).

En utilisant maintenant les propriétés bien connues des espaces X; et M [94, 97, 32],
on obtient directement les hypotheses (H2) et (H4); pour conclure il nous reste & vérifier
I’hypothese (H3).

Lemme 1.2.2 Pour tout pp dans Vj,
s12 ri2
alon,pn) > o (Il + 1ol )
ot « est définie par (1.1.1).

Démonstration.
La propriété (1.1.1) implique que la forme a(-,-) est coercive dans (L?)?,

2 2 2
alon, 1) = e llpald = o (il + 17513 -
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

On remarque ensuite que pour tout p, € Vi, on a pj € V, N X} car I'espace X satisfait
X} C V. De plus, pour tout élément de X; NV} nous avons (cf. [32])

(i) divp € My,
(23) (div pp,wp) =0, Vwy € My,
D’apres (i), on peut prendre
wy, = div pj,
dans (i7), ce qui implique
div pj = 0.

|
On peut maintenant appliquer le Théoréme 1.2.2 au probleme approché (1.2.6), et en
utilisant les résultats d’interpolation habituels (cf. [97]) on obtient: (ici nous avons Ker B}, =

{0})

Théoréme 1.2.3 Le probléme (1.2.6) admet une solution unique
(Ph> un) € Xp X My,
avec
o (Phun) — (p,u) dans H(div;Q) x L*(Q),
e p; — 0 dans (L*(2))2.

De plus, si la solution est suffisamment régulicre, i.e., (p,u) € (H*(R))* x HY(Q), div p €
L*(Q) et Ap € (H*())?, alors

1251l 222 + 1P = Pill Er(aivsy + 1o — unllp2q) < Ch (|U|H1 + [Pl + |div pl g + |~'4P|(H1)2) ;
ou par |.[ g1 (resp. |.|g1y2) on note la semi-norme habituelle dans HY(Q) (resp. (HY(Q))?).

Remarque 1.2.7 Dans le cas de Uéquation des ondes dans un miliew isotrope homogéne,
ou plus généralement hétérogéne mais avec la matrice A(x) définie avec des constantes par
morceauz, nous pouvons montrer que le partie py de la solution est identiquement nulle. En
effet, on considére ici que la matrice A(x) dans (1.2.1) est diagonale A(x) = Agy(x) et définie
par des valeurs constantes par morceaux. Dans ce cas, en appliquant la théorie abstraite comme
précédemment on obtient que le probléme approché

Trouver (pp,up) € Xy X My, tels que
(1.2.23) ad(Ph, qn)+  blun,qn) =0, Van € X,

b(wh7ph) = - <f7wh>7 vwh € Mh7
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admet une solution unique (py, = pj + pp,un) avec p; = 0 et ou (p},up) est la solution du
probléme suivant

Trouwver (p;,up) € X; x My, tels que
aq(pp, gp)+  blun, q;) =0, Vg, € Xj,
b(whapisz) = (fawh> ) th € Mha

ot ag(-,-) est défini par (1.1.6) en remplacant A(z) par Aq(z).
Pour le montrer, on remarque d’abord que dans ce cas particulier, nous avons

aq(ph, a7) =0, Vg, € X,
aq(ph, qr) =0, Vg, € X
En utilisant ensuite le fait que
Xp, C VW,
on peut décomposer (1.2.23) en deux problémes indépendants, un dans X; et Uautre dans X;

Trowver (pj,up) € X; x My, tels que

aa(ph, ap)+ blun,q;) =0, Vg € X},
b(whapisz) = (fawh> ) th € Mha
et
Trouver p) € X; tel que
(1.2.24)

ad(PZ;QZ) =0, qu, € X}:,:
D’apreés la coercivité de a(-,-) dans (L?)* on obtient pl, = 0.
Cette remarque n’est plus vraie dans le cas général d’une matrice A(z).
1.2.3.2 Approximation avec les éléments finis d’ordre supérieur, Qgﬁ’l — Qg

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que la généralisation naturelle de I’élément fini Q‘f’” —
Qo aux ordres supérieurs consiste a prendre

X =X = Qrt1 X Q1 et M = My = Q;
et donc a introduire les espaces d’approximation suivants

Xpn={qgn € X /VK € Ty, qulx € X},
(1.1.17)
My ={w, € M/ VK €Ty, wp|x € Mg}.

Nous allons montrer ici que nous pouvons appliquer la théorie abstraite, développée dans la
section 1.2.2, & ces espaces également. La difficulté principale repose sur la construction de la
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Probléme simplifié: 1’équation des ondes anisotropes

décomposition orthogonale de X}. En procédant comme dans la section précédente nous allons
déduire les résultats de décomposition globale & partir d’'une décomposition locale de 1'espace
X sur L2 (K), K étant un élément. Tout d’abord, on rappelle la définition des éléments finis
de Raviart-Thomas aux ordres supérieurs

RTy) = Pry1k X Prgr1-
On a bien évidemment 1’inclusion suivante

On définit maintenant 'espace ¥y comme le complémentaire orthogonal de RTj;) dans X
(pour le produit scalaire dans L?(K)):

\Isz{ eX// ¢dz = 0, VQSERT[k]}.
K
Notons que
dimW¥y, = 2(k + 2).
La propriété principale de 'espace ¥j est donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.2.3 Pour tout ¥ dans ¥y et v dans My, on a

(1.2.25) / div ¢ v dz = 0.
K

Démonstration.
Pour simplifier la preuve, nous considérons ici I’élément de référence K = [0,1] x [0, 1].

(i) Nous commencons par la caractérisation de Wy. Soit oy le polynoéme & une variable de
degré k + 1 et tel que
P11 = P @ [oy] -

De fagon équivalente, o est défini, & une constante multiplicative pres, par

1
| o)z =0, vpen,
0

Ok € Pry1, opE0

Nous pouvouns alors prouver que

~ pa(®)ok(y)
V=V = s (PerPy) € Prg1 X Py
py(y)ok(z)

En effet, comme dim¥y, = 2(k + 2), il suffit de prouver que Uy, est orthogonale & RTj;). Pour
ce faire, on rappelle d’abord que 'espace RT];; est généré par les fonctions de base vectorielles
suivantes (cf. [94])

T2 ()42 (y)
QZS(LE,y) = avec (T:E7Ty) € Pk-l—l X Pk+17 (‘1907‘131) € Pk X Pk

7y (y)qy ()
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1.2 Analyse de convergence: le probléme elliptique

On définit ensuite

po()ok(y)
(1.2.26) P(z,y) = avec  (pg,Py) € Pyt1 X Py
py(y)or(x)

Gy = ([ o) ([ o)

v ([ o) ([ nwpywiy).
(. )( )

Comme g, et g, sont dans P, par définition de oy, on obtient

Nous avons

1 1
[ oty = [ @i =0= 6,900 =0
0 0

(ii) Pour prouver (1.2.25) on utilise la formule de Green

/Kdivwvd:r:—/K -Vvd:n—l—/aK(dJ-n)vdfy.

Pour tout v dans Q41, le Vv est dans I'espace RTj;). Donc, pour tout ¢ € Uy, on a

/Kdivwvd:rzfaK(q/J-n)vdy.

On décompose ensuite le bord 0K de I'élément K,
OK =T1 UT, UT5 U Ty,
comme nous 'avons illustré dans la Figure 1.2.3. Ensuite, on peut vérifier que

i

Ty

F1G. 1.2.3: Les arétes de Uélément K.

/ (¢ -n)gdy =0, Vj =1,..,4, Vg € Ri(T}),
T

j
ou Ry(Tj) est I'ensemble des polynémes de degré k par rapport & l'abscisse le long de Paréte
Tj. On considere, par exemple, 'aréte qui correspond & j = 1 et on définit 4 par (1.2.26). On

obtient alors,
/T1 (¢ -n)qdy = — </01 Uk(x)q(aj)> p,(0) = 0.
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Pour conclure, il suffit de remarquer que, pour tout v dans Qx11, on a U|T]_ € Ri(Tj).

Ce résultat nous conduit & définir les espaces globaux X; et X} par

Xfi = {ph € H(le, Q)/VK € ,Th7 ph|K € RT[k;}}7
(1.2.27)
Xy, ={pn € H(div; Q) / VK € Ty, pplk € Vi}.

Nous énong¢ons maintenant le résultat principal de cette section,

Théoréme 1.2.4 Les espaces (Xp, My,), définis par (1.1.17), satisfont les hypothéses (HO) d
(Hj).

Démonstration.

Les hypotheses (HO0), (H3) et (H4) découlent des propriétés bien connues des espaces
d’approximation de Raviart-Thomas [94]. La vérification des hypotheses (H1) et (H2) est une
conséquence directe de la définition de ¥y et du Lemme 1.2.3 (en décomposant les intégrales
sur ) comme la somme des intégrales sur les éléments K).

]

Remarque 1.2.8 Nous illustrons par la figure 1.2.4 la décomposition orthogonale de X
correspondant & k =0, puis par la figure 1.2.5 celle correspondant a ’élément d’ordre k.

@ — — = le Ql

[T~
ENEE o = Q,
EEEE NQ:

FiG. 1.2.4: Décomposition orthogonale de Q1 X Q1.

En appliquant maintenant le Théoreme 1.2.1 au probleme approché (1.2.6), et en utilisant
les résultats d’interpolation usuels (cf. [97]) des espaces X} et M}, définis par (1.1.17) et
(1.2.27)), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.2.5 Le probléeme (1.2.6) admet une solution unique (pp,up) € Xp X My, qui
satisfait

e (pj,un) — (p,u) dans H(div ;) x LQ(Q),
e — 0 dans L*(Q).
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Oy
. + 1
; 2
D : —
e LY
E k+1

Fic. 1.2.5: Décomposition orthogonale de Q1.

De plus, si on suppose que la solution (p,u) du probléeme continu (1.2.5) est assez réguliére,
i.e., (pyu) € (H™(2))? x (H™(R2)), div p € H™(Q) et Ap € (H™(2))? pour m =k + 1, alors

Ikl e + o = Bl sy + e = wnllz < € B ([l + Il gy
(1.2.28)

148V Pl + APl srmye)
ol || gm (resp. || gmy2) est la semi-norme habituelle dans H™(S2) (resp. (H™(£2))?).

Remarque 1.2.9 Les estimations d’erreur (1.2.28) impliquent que py, est une bonne approxi-
mation de p dans Uespace (L*)?. Néanmoins, si on veut obtenir une bonne approzimation dans
Vespace H(div), il suffit de projeter la solution discréte py, sur Uespace Xj. C’est une procédure
dite de post-processing qui est particulierement facile dans notre cas, car elle est locale.

1.2.3.3 Application a 'opérateur de projection elliptique

On revient maintenant dans le cadre de la théorie abstraite présentée dans la section 1.2.2
et on cherche la solution (py,, uy) = Il (p, v) du probléeme suivant

a(p = Pn,qn)+ blu —up,qn) =0, Vg, € Xp,

(1.2.29)
b(wh7p _ﬁh) = 07 th € Mh'
On pose
D(BY) ={we M/ bw,q) <Cw)|qly, Ve X} ={weM/BweH}.
Pour tout w € D(B?), on a
b(w7Q) = (Btwa(J)Ha v qe X.

On introduit ensuite les notations suivantes

llp = pulll = llp — i’ llx + [Py |1,
(1.2.30)

I(p, w) = Lp(p, w)lllc = lllp — alll + llu — @n || ar-
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Il est alors facile de voir qu’on peut appliquer la théorie abstraite qui conduit aux résultats
d’interpolation suivants

Théoréme 1.2.6 On suppose que les hypothéses (HO) & (H/) sont vérifiées.

(i) Pour tout (p,u) € X x M, le probléme (1.2.29) admet une solution unique

Ha(p,w) = (B4’ + Py’ Un) € Xp X (Mn/Ker By).

(i1) Pour tout (p,u) € X x D(BY), il existe une constante C, indépendante de h, telle que

|||(p7u) - Hh(pau)mC < c gh(pau)a

ou

En(pyu) = inf |[lp—qllx +

inf |lu—wp|m+ inf |Blu—2|u.
g, €X} wpEMp, z;eXy

h h
En particulier, |||p — || et ||u — up||pm tendent vers zéro.

Démonstration.
(i) L’existence et 'unicité est, dans ce cas aussi, une conséquence des hypotheéses (HO) et
(H3) (avec f = Bp qui appartient, bien évidemment & I'image de l'opérateur B (Im B)).

(ii) La preuve de ce point est une modification mineure de la preuve du Théoreme 1.2.2.
La seule différence concerne le traitement du terme b(u, pj — ¢;) dans I'équation (1.2.18). Afin
d’obtenir I’estimation d’erreur, il est nécessaire de relier ce terme a la norme correspondant
au produit scalaire dans H. Dans la démonstration du Théoreme 1.2.2, nous avons remplacé
ce terme par —a(p,p, — q;) = —(Ap,p}, — ¢;)n en utilisant la premiere équation du probleme
continu. Ici, nous avons u € D(B'), ce qui implique

b(u, Py, — 1) = (B'u,ph — a4)u-

Le résultat s’obtient alors en remplacant —Ap par Blu.

1.3 Analyse de convergence: le probleme d’évolution

Nous considérons ici, le probléme d’évolution décrit par le systeme (1.1.5) et soumis aux
conditions initiales (1.1.4). Notre objectif est de montrer des résultats de convergence pour
ce probleme en utilisant les résultats que nous avons obtenus pour le probleme elliptique
(1.2.5). Cette partie de ’analyse est inspirée par les travaux de T. Dupont (cf. [48]) qui
concernent 'approximation de problemes elliptiques de deuxiéme ordre avec des éléments finis
conformes. Malgré le fait que la construction des nouveaux éléments finis a été motivée par la
condensation de masse, nous présentons ici les résultats de convergence sans prendre en compte
Perreur induite par 'approximation numérique (utilisation des formules de quadrature, cf.
1.1.4).
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1.3.1 Obtention des estimations d’erreur pour le probleme d’évolution a
partir des estimations d’erreur pour le probleme elliptique

1.3.1.1 Le cas abstrait

Dans cette partie, on utilise les mémes notations et hypotheses que dans la section 1.2.2.
On considére le probleme d’évolution

( Trouver (p,v):[0,7] — X X M tels que

d

20 @) +b(v,9) =0, Vg € X,
(1.3.1)

d

E(Ilhw)_b(w;p) = (f;w)7 V’IUEM,

L p(0) =po ; v(0) = vo.

En supposant que la solution est assez réguliere en temps, on peut réécrire (1.3.1), sous la
forme suivante

( Trouver (p,v) € (C1(0,T; H)NC®0,T; X)) x CL(0,T; M) tels que

d
Ad_i) + Blv =0 dans X',
(1.3.2)
%—szf dans M,

(. 2(0) =po; v(0) = vo.

Dans ce qui suit, on utilise la notation C"™" = C™(0,7; H)NC"(0,7; X). On suppose, comme
dans la section 1.2.2, que les espaces X, et Mj, sont des espaces de dimension finie vérifiant
les hypotheéses (H0) & (H4) et on considére le probleme d’approximation

( Trouver (pp,vp) : [0,7] — X X My, tels que

d

Ea(pfw Qh) + b(/UhJ q}l) = 07 vq}l € Xh;
(1.3.3) )

d

E(”h;wh) — b(wp, p) = (f,wpn), Ywp € My,

L 2r(0) =pon 5 vn(0) = vop.
D’apres la théorie classique des EDO, nous avons le résultat:

Théoréme 1.3.1 Soit f € CY(0,T; My), le probléeme (1.5.3) admet alors une solution unique
(Ph,vn) € CH(0,T; Xp) x CH(0,T; My).

En procédant comme dans [42, 48], on introduit 'opérateur de projection elliptique défini
par (1.2.29). En appliquant ensuite le Théoréme 1.2.6, on obtient les résultats d’interpolation
suivants
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Lemme 1.3.1 Soit (p,v) la solution du probléme (1.5.2), on suppose en plus que (p,v) €
CcH0 x CY(0,T; M), alors
(i) il existe une primitive de v, u € C1(0,T; M) , et elle satisfait
du
— =,
(1.3.4) dt
Apg + Blu(0) = 0.

Cette primitive est unique d un élément de Ker B! preés.

(i) ¥Vt € [0,T], le probléeme (1.2.29) admet une solution unique 11, (p, w)(t) = (P, up)(t) €
X, x (My/Ker B}) et il existe une constante C indépendante de h telle que

(1.3.5) 1I(p, u) = Hn(p, w)lllc (8) < C Enlp, u)(?),

avec &, défini par,

Enlp,u)(t) = inf ||p(t) —¢illx + inf
W )0 = nl () —aillx + inf

[u(t) = wallar + inf |Ap(t) — 2z, |n.
zpeXy

h

En particulier, |||p — Du||| et ||u —up||ar tendent vers zéro uniformément en temps (t € [0,T])
O et ||]-]]] étant définis par (1.2.50)).

(iii) De méme, si on a (p,u) € C*¥(0,T;X) x C¥(0,T; M), k > 1, alors il existe une
constante C indépendant de h telle que

(1.3.6) [ (aFp,0fw) — 1, (9Fp,0fu) ||| 0 < € & (0Fp,0fu) ),
dkg
avec Of g = T
Démonstration.

(i) On pose fo = —Bpy € Im B. Par ’hypothese (1.2.10), on sait qu’il existe une solution
unique (pg,ug) € X x (M/Ker BY) telle que

G(PO;Q) + b(u07Q) = 07 vq € X7
b(w,po) = _(f07w)7 Vw € M7

ce qui implique que, pour py fixé, il existe un ug € (M/Ker B') unique tel que Apg+ Blug = 0.
On définit maintenant w par

t
u(t) = up —I—/ v(s)ds.
0
Il est alors clair que u € C*(0,T; M) est 'unique solution de (1.3.4).

(i) Soit uw € C1(0,T; M) la primitive de v, en remplagant ceci dans la premiére équation
de (1.3.2) on obtient

%(.Ap + B'u) = 0 = (Ap + B'u)(t) = Apo + B'u(0) = 0;
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et donc, (p,u) € CH0,7;X) x CL(0,T; M) satisfait
a(p,q) +b(u,q) =0, VgeX,

d’ott u € D(B') et Blu = —Ap. En appliquant maintenant le Théoréme 1.2.6, on obtient
Pexistence et 'unicité de la projection elliptique, pour ¢ fixé, et les estimations d’erreur (1.3.5).

(iii) Si la solution (p,u) est assez réguliere en temps, on peut dériver les équations par rapport
au temps ¢ et obtenir

Adfp + B'oFu = 0.

On applique & nouveau le Théoréme 1.2.6 et on obtient (1.3.6).

Remarque 1.3.1 Les opérateurs 11, et 8,{“ commutent, et on pose

(1.3.7) O = 0, (Tn) = (@)h.
Remarque 1.3.2 On peut remarquer que la régularité en temps n’est pas la méme pour v et p
(p € C* et v € Ck1). Ceci est spécifique auz nowveauz éléments finis. Plus précisément, afin
d’éliminer les termes conduisant d la norme dans X des éléments de X (i.e, b(v,p; —q1)),
nous avons utilisé la premiére équation du probléme continu, ce qui fait intervenir le terme

—a(p,pp, — q,) qui contient une dérivée supplémentaire en temps de p (voir la preuve du

dt
Théoréme 1.2.2).

On présente maintenant le résultat principal.

Théoréme 1.3.2 Supposons (HO) — (H/). Soit (p,v) la solution du probléme continu (1.5.2)
et (pn,vp) celle du probléme approché (1.3.8) avec les conditions initiales

(1.3.8) (Po,hs vo,1) = a(po, vo).
e Si(p,v) € C*(0,T;X) x CY0,T; M), alors, Vt € [0,T],
P = pule(t) = 05 Ipplu(t) = 05 flv—wvnllar(t) = 0.
Plus précisément,

t
ip— pil(®) + el (t) < © (ehmu)(t) + [ e (@20.0) (s)ds) ,
(1.3.9) 0

t
o — vpllar(t) < C (5h (Oup,v) () + /0 & (02p, 0yv) (s)ds) .

o Si, en plus, on a (p,v) € C3(0,T;X) x C20,T; M) et (pn,vy) € C*0,T;Xy) x
C?(0,T; My,), alors
vt € [07T]7 Hp _p}sz||X(t) — 0.
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Plus précisément,

lp = phllx(t) < C(En(p,u)(t) + En (9] p, Brv) (1)
(1.3.10) t
-I-/O (Eh (8t2p, 8t11) (s)+&n (pr, 8,5211) (s)) ds).

Afin de prouver le Théoréme 1.3.2 nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 1.3.2 Soit (p,v) et (pn,vy) les solutions des problémes (1.3.2) et (1.5.3) respective-
ment, avec les conditions initiales (1.3.8). Soit en plus Iy (p,w) = (py° + by, an) la projection
elliptique définie par le Lemme 1.3.1 et vy, défini par (1.3.7). On pose 6, = v — Uy,

(i) Si (p,v) € CY0 x CY(0,T; M), il eviste une constante C1, indépendant de h telle que,
vVt € (0,77,

t
(1.3.11) Py’ — il (@) + [Py — Phla(t) + [oh — valla(t) < 01/ 10c0n I (s) ds.
0

(ii) De plus, si (p,v) € C¥L x C%(0,T; M) et (pp,vy) € C*0,T; Xy) x C%(0,T; My), il existe
une constante Cy, indépendant de h telle que, Vt € [0,T],

t
(1.3.12) 121" = pallx (1) < Cy {I|3t5h!|M(t) +/0 (10e8n 121 () + 107 6112z (5)) dS}-

Démonstration.
(i) Afin de prouver l’estimation (1.3.11), on réécrit les équations (1.3.1) pour des fonctions
test q=qp € Xp, C X etw=wp € M, CM:

d
%G(P, qn) +b(v,qn) =0 Van € X,
(1.3.13)

d
%(anh) — b(wp,p) = (g9,wn) Ywy € My,

On prend ensuite la différence entre (1.3.3) et (1.3.13) et on obtient :

d

4P = Pnyan) +b(0 —vn,qn) =0, Vgu € Xy,

(1.3.14) d
dt
(P —pn)(0) =po —pon 5 (v—vp)(0) =vo — Vo,

(,U - ,Uh7wh) - b(wh7p _ph) = 07 vwh € Mh;

On introduit maintenant Popérateur elliptique I1;(p,u) = (pp,up) et on décompose 'erreur
entre la solution des problémes continu et approché en deux parties

(p=pu)(t) = (p—Pr)(t) + (Pn — pu)(),

(v —wp)(t) = (v —op)(t) + (Vp — va)(t).

(1.3.15)
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Pour définir les conditions initiales du probléme approché on utilise la relation (1.3.8), et donc
au temps t =0 on a

(P —pr)(0) =0 5 W — vp(0) = 0.
D’apres (1.3.14) et (1.3.15), pour tout (gp,wp) € Xp X Mp,

a(0¢(Ph — pn), qn) + bV — i, qn) = —a(0y(p — Pr), qn) — b(v — Vh, qn),
(1.3.16)
(0¢(Vh — vn), wn) — b(wh, Ph — pr) = —(0r(v — Vh), wp) + b(wp, p — Dp)-

En dérivant la premieére équation de (1.2.29) par rapport au temps (écrit pour (p,u)), on
obtient que

a(0i(p — Pn),an)+ b0 =W, qn) =0, Vgu € Xy,
b(whap _Z/)\h) = 07 th € Mh-
En remplagant ceci dans (1.3.16), on a

a(0¢(Ph — Pn), qn) + b(Vh — va,qn) =0,
(1.3.17)

(0e(Oh — vn), wn) — b(wp, P — ) = —(04(v — Un), wp),

pour tout (g, wp) € Xp, X M.
Si on choisit maintenant g, = pp, — pp, et wy, = v, — vy, dans (1.3.16) et on rajoute les deux
équations, on a

(1.3.18) a(0¢(ph — ), Ph — Pn) + (0¢(Vh — v), U — vp) = —(0¢(v — Vn), U — Vh)-

Ensuite, on pose

En(t) = = (a(Ph — phoDh — Pr) + (O — vp, O — vp)) (£).

N | —

On sait alors qu’il existe une constante C' > 0, telle que

—~ —~ 1/2
B2 (t) > C (s — pal(®) + [ — oall20()*

ce qui implique que

ionk
dt

(1.3.19) () < C'|0c(v — )2 () = CN|Oebn | (8),
ou on a introduit 6, = v — v. D’aprés (1.3.8) on a,

En(0) = 0.

11 est alors facile de voir que (1.3.19) conduit & (1.3.11) (par la décomposition orthogonale de
Xn (= Xj L X}), on a|galiy = |g;l5 + a5 l%, Yan € Xa) -
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(ii) Pour obtenir Pestimation (1.3.12) en norme X, on rappelle d’abord que, pour tout n; € X},
on a i =1 + 72 avec n; € Ker By, et 79 € (Ker Bp,)L, et donc

315 = Iml + lln2l1%

(car ||mllx = |mlm, Vm € Ker Bp). On pose maintenant 7, = pp — pp. Le terme ||y
est déja estimé par I'inégalité (1.3.11); pour obtenir alors (1.3.12), il suffit d’estimer le terme
Im2]lx - Pour ce faire, on utilise la condition inf-sup (hypothese (H2)) sous la forme suivante
équivalente,

il existe une constante C' > 0, indépendant de h, telle que

(1.3.20) b f
Vg, € Xp, sup 7(wh’qh)

> C |g; |
wp EMp, Hwh||M “ h”X/KerBh

On a aussi [|n2]|x = |74/l x/ker B, D’0l, en choisissant g; = 72 dans (1.3.20),

b
sup (wh7 7]2)

> C |2l x-
wneMy wnlla

On utilise maintenant la deuxiéme équation de (1.3.17) pour obtenir

(1.3.21) Im2llx < € {110:(v = Dh)llar + 101(Fn — vn)llas} -

Jusqu’a maintenant, on a seulement utilisé la régularité C' de la solution. Cependant, pour
majorer le terme ||0;(05 — v)||as, on a besoin de la régularité C2. En effet, on peut appliquer
(1.3.11) en remplagant v, par Opvp, U par 04y, ainsi de suite ... Plus précisément, on a

(13.22) o, — o)l < € 1026nl1as(5) ds.

Finalement, en combinant (1.3.21) et (1.3.22), on obtient

t
72l x (8) < € {IlatéhllM(t) +/0 107 én 11 (s) dS},

ce qui termine la démonstration.

Démonstration (du Théoreme 1.3.2).
Nous allons combiner ici les résultats des Lemmes 1.3.1 et 1.3.2.

e Estimations en normes H et M. Nous avons

(1.3.23) p = phla +Phle < |p = Phla + |Phle + |Pf, — phle + [Ph — Phla-

Le premier terme du second membre est majoré par |||p — py||| et donc par |||(p, v) — I, (p, w)|||--
En supposant que (p,v) € C** x C1(0,7; M), par (1.3.5) on obtient

(1.3.24) 1P = Ba[l] (t) < C En(p, u)(?).
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Pour majorer le second terme on utilise (1.3.11) du Lemme 1.3.2. Ceci nécessite que le terme
|0s6 || s soit majoré. Pour ce faire, on suppose que (p,v) € C2(0,T;X) x C'(0,T; M) et on
utilise 'équation (1.3.6) pour k = 2, on obtient alors

(1.3.25) 18:(v = Tn)llmt (5) < C En (07, D) (s);

Les inégalités (1.3.23), (1.3.24) et (1.3.25) conduisent & la premiére relation de (1.3.9). En ce
qui concerne v, on écrit

o = vnllar < [l = nllar + [[on — onllas
En appliquant ensuite (1.3.6) pour £ = 1 on obtient
lv —Whllm < C En (O, v)-

En utilisant & nouveau (1.3.11) pour majorer |0, — vp||as, on retrouve facilement la deuxieme
relation de (1.3.9).

e Estimation en norme X. On a,

Ip = pillx < llp = Phllx + 1167 — pillx-

Le premier terme est encore majoré par |||[p—pp||| et on peut 'estimer en utilisant (1.3.5). Pour
le deuxieéme terme, on va utiliser la relation (1.3.12) du Lemme 1.3.2, dans laquelle apparait
une dérivée seconde en temps de v—70y,, ce qui nécessite la régularité (p,v) € C>' x C?(0,T; M)
et (pn,vn) € C0,T; Xp) x C%(0,T; My). On utilise alors 'estimation (1.3.6) pour k = 3, en
supposant que (p,v) € C3(0,7; X) x C?(0,T; M), et on obtient (1.3.10).

1.3.1.2 Le cas de I’équation des ondes anisotropes.

On revient maintenant a notre probléme initial présenté dans la section 1.1. On considere
les espaces d’approximation donnés par (1.1.17). Nous avons vu dans la section 1.2.3 que
I’élément Qgifl — Qy entre dans le cadre de la théorie abstraite. On peut donc appliquer le
Théoréeme 1.3.2 et obtenir les résultats suivants.

Théoréme 1.3.3 Soit (p,v) la solution de (1.1.5), (1.1.4) et uw € C*(0,T; M) la primitive
de v, définie par

d
d—:f = v ; Blu(0) = —Ap.

Soit encore (pp,up) la solution du probléme approché (1.1.9) avec les conditions initiales
(Po,ns vo,n) = Ua(po 5 o).

e Convergence en norme L% :
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(i) Si (p,v) € C*(0,T; X) x CH0,T; M), alors pour tout t € [0,7T],
P = pplu() = 05 |phlu() — 05 |lv—wvalla(t) — 0.

(ii) De plus, si (p,u) € C*(0,T; H**1(div, Q))xC?(0,T; H*1(Q)) et Ap € C?(0,t; (HFT1(Q))?),

alors
Ip — phla () + PRl (t) + llv — vallar(t) < CL(E)R",
avec C1(t) = O(||pllc2(0,614+1(giv,0)) T AP 2 0,60m5+1 )2y + [ulle20,6m0410)))-
e Convergence en norme H(div):
(iii) Si (p,v) € C3(0,T; X) x C%(0,T; M), alors pour tout t € [0,T],

lp — ppllx(t) — 0.

(iv) De plus, si (p,u) € C3(0,T; H**1(div,Q))xC3(0, T; H*+1(Q)) et Ap € C3(0,t; (HFT1(Q))?),

alors
lp — P} llx () < Ca(t)hF,

avec Cy(t) = O([|plleso,6m4+1(div,0)) T AP s 0,641 0))2) + [l eso,imr+1(0)))-

Démonstration.

On applique ici le Théoreme 1.3.2 qui relie 'erreur d’approximation pour le probleme
d’évolution & des termes du type &, (0" p, Oiu); i.e., Uerreur due & approximation de H(div; Q)
par des éléments finis de Raviart-Thomas (RT};) et & lapproximation de L?(2) par des
éléments finis @)} discontinus.

|

1.4 Extension au cas tridimensionnel

Nous présentons dans cette section la généralisation des nouveaux éléments finis au cas
tridimensionnel. Nous considérons ici seulement 1’élément fini de plus bas degré, 1'extension
aux ordres supérieurs étant similaire au cas 2D.

Soit © un domaine borné de IR3. On considére un maillage régulier 7;, de © composé
d’éléments cubiques K de coté A > 0. On introduit ensuite les espaces d’approximation
Xp, C X(= H(div; Q)) et M, C M(= L*(Q)) définis par (1.1.8) avec

X=Q1xQ1xQ1; M=Q.

Notre objectif est alors d’appliquer le Théoréme abstrait 1.2.2 au probléme approché (1.2.6)
afin d’obtenir les estimation d’erreur comme dans le cas 2D. On défini d’abord X} comme
I'élément RT}):

X ={qn e X/VK €Ty, qnlk € Pr0,0(K) x Py10(K) x Pop1(K)},
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qui a été initialement introduit par Nédélec dans [85]. On peut alors utiliser les propriétés bien
connues des espaces d’approximation X; — M, (cf. [32, 85]) afin d’obtenir les mémes résultats
que dans le cas 2D (donnés par le Théoréme 1.2.2). Le seul point qui n’est pas trivial est la
décomposition orthogonale de ’espace Xj,.

Pour décrire I'espace X}, on considere un élément K du maillage et on introduit

(¢i,j+%,k+%’ Pirrjrt it Pirlin+d Pirdjriprds Pirljvlp ¢i+%,j+%,k+1>

les six fonctions de base de I'espace RTjg (avec les notations évidentes illustrées en figure
1.4.1). Ces fonctions de base sont définies par

Pit1/2,5+1/2,k+1

(i,7,k +1 (1,7 +1L,k+1)

G+1,7,k+1 Lk+1)

Pi+1,5+1,k+1/2

(6, +1,k)

(i-i—l,j,k (i—}—l,j—l—l,k)
Cit1,j+1/2,k+1/2

Fia. 1.4.1: L’élément RT\y), le cas 3D.

¢i,j+%,k+%(x1) ¢i+1,j+%,k+%(x1)
Pijrir+l = 0 > Dirjrthed = 0 )
0 0
0 0
Pirtihes = | Pirtans2(@) |s birtjiprt = | Pirdjrieri(@) |
0 0
0 0
Pitdithh = 0 » il gtk = 0
¢i+%,j+%,k($3) ¢i+%,j+%,k+1(x3)
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ou

( ((z1)it1 — 71)

(Pi,j+%,k+%($l) = 5 € Pioo,
((352)3'+1 - 352)

Cipdjhry(T2) = = ——

((z3)k+1 — 73)
(pi+%,j+%,k($3) = A

€ Poor,

\

I1 est alors facile de prouver le lemme suivant

(21 = (21)i)

Pir1 gl prs() = z € Pioo,
(2 — (22);)

Pisd et (@2) = ——="= € o,
(73 — (73)k)

burs geppnlan) = B0 g

Lemme 1.4.1 L’espace X} |, c’est a dire la restriction dans Uélément K de Xj, est carac-

térisé par les siz fonctions de base suivantes:

it (@) (22 —

Vijriats =

-

¢i+1,j+§,k+%

—

Virlihts =

—

¢i+%,j+1,k+% =

—

Vitdirie =

it n(@s)(@1 =

-

¢i+§,j+%,k+1

P L b1 (23) (@1 =

De plus, X; C Vj.
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P11 k1 (1) (@2 —

Pird et (@2)(T1 =

(#2); 1)(23 — (#3)p 4 1)
0 7
0

(#2); 1 1)(23 — (#3)p 4 1)

Pirtjrst(@2) (@1 — (21)i ) (@3 = (23)41) ],

0 )
0

0

0
0
(!B1)i+%)(%‘3 — (%‘3)“%) :
0

0

0

(#1)i1 1)(w2 = (2) ;1)

0
0

(#1)i1 1)(w2 = (2) ;1)



Chapitre 2

Les équations de I’élastodynamique

Dans ce chapitre nous présentons la suite de nos travaux sur les éléments finis mixtes pour les
problémes de propagation des ondes. Nous considérons ici la formulation en vitesse-contraintes
de I'élastodynamique et nous proposons une nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour la
discrétisation spatiale. Ces éléments présentent la spécificité d’imposer la symétrie du tenseur
des contraintes de fagon forte et de conduire & des schémas explicites (condensation de masse)
apres discrétisation en temps. L’analyse de convergence de ces éléments n’est pas immédiate.
En effet, dans ce cas on ne peut appliquer ni la théorie classique ni la théorie développée dans
le chapitre précédent. C’est pourquoi nous avons de nouveau modifié la théorie abstraite afin
d’obtenir des estimations d’erreur.

Introduction

Nous considérons ici notre probleme modele, la formulation en vitesse-contraintes de 1’élas-
todynamique. Nous sommes intéressés par la discrétisation en espace de ce probléme. Notre
objectif étant la condensation de masse nous devons choisir des espaces d’approximation de
fagon adéquate.

On pourrait penser qu’il suffit dans ce cas d’utiliser les éléments finis Qgﬂ’_’l — @y, introduits
dans le chapitre précédent. Cependant en élasticité le tenseur des contraintes étant symétrique
le bon espace d’approximation n’est pas un sous-espace de H(div) mais de H*Y™(div), 'espace
de tenseurs symétriques. Ceci induit une difficulté lorsqu’on approche le probléme avec des
éléments finis mixtes. Notamment, les méthodes d’éléments finis mixtes introduites pour les
problemes elliptiques ([94, 85, 30]) ne conduisent pas & des approximations stables dans ce cas.
Pour surmonter cette difficulté spécifique a ’élasticité plusieurs méthodes ont été proposées.

Dans [73] C. Johnson et B. Mercier ont introduit des éléments finis “composites” (macro-
éléments) qui prennent en compte la symétrie du tenseur des contraintes dans Iespace d’ap-
proximation. Ces éléments ont été analysés pour le probléeme élastique bidimensionnel, en
outre ils peuvent également étre utilisés dans le cas de la plasticité. Une autre famille d’élé-
ments finis mixtes avec des tenseurs des contraintes symétriques a été proposée par R. Sten-
berg [104]. Dans ce cas des fonctions bulles ont été systématiquement introduites pour stabi-
liser la méthode mixte.

Une approche alternative, qui a eu beaucoup de succes, consiste a prendre en compte la
symétrie du tenseur des contraintes de fagon faible en introduisant comme inconnue supplé-
mentaire le multiplicateur de Lagrange associé. Cette idée a été initialement introduite dans
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Les équations de I’élastodynamique

le cadre de la formulation hybride duale en contraintes par B.X. Fraijs de Veubeke [45]. Elle
a été ensuite étudiée par M. Amara et J.M. Thomas [3]. Dans le cadre de la formulation
mixte en vitesse-contraintes, les premiers travaux basés sur la méme idée, sont dus a D. N.
Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [4]. L’avantage principal de cette méthode est que l'espace
d’approximation pour les contraintes n’est plus nécessairement symétrique. Ce qui permet de
généraliser a I’élasticité les méthodes d’éléments finis mixtes développées pour les problemes
elliptiques ([94, 85, 30]). Cette idée a été ensuite exploitée par plusieurs auteurs, ce qui a
donné donné naissance a des familles d’éléments finis mixtes d’ordre élevé et stables pour le
probléeme de 'élasticité en deux et trois dimensions (cf. [31, 105, 82]).

Ces différentes méthodes d’éléments finis mixtes qui ont été développées pour le probléme
stationnaire ne sont pas compatibles avec la condensation de masse. C’est pour cette raison
que nous proposons ici une nouvelle famille d’éléments finis mixtes conduisant a des systémes
explicites en temps. Ces éléments utilisent des espaces de tenseurs symétriques car nous avons
réalisé qu’afin d’obtenir la condensation de masse il était nécessaire de suivre ’approche de
la symétrie forte.

Malgré la simplicité de ces éléments, ’analyse de convergence s’est avérée tres délicate.
D’une part les hypotheses d’approximation classiques (cf. [32, 29, 8]), nécessaires pour obte-
nir des estimations d’erreur, ne sont pas satisfaites: défaut de coercivité. D’autre part nous
n’avons pas réussi & montrer la condition inf-sup “forte” de la théorie abstraite introduite
dans le cas scalaire. Pour obtenir donc des estimations d’erreur nous sommes été amenés a
affaiblir la condition inf-sup et & renforcer les hypotheses d’approximation.

La premiere partie de ce chapitre 2.1 est consacrée & la présentation de la nouvelle famille
d’éléments finis en 2 et 3 dimensions. L’analyse de convergence de ces éléments est ensuite
étudiée dans la section 2.2. Comme dans le cas scalaire on étudie d’abord ’erreur de projection
elliptique, puis, en utilisant des techniques d’énergie, nous obtenons dans la section 2.3 des
estimations d’erreur pour le probleme d’évolution.

2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

2.1.1 Le probleme modele: les équations de I’élastodynamique
2.1.1.1 Notations

Dans ce qui suit, nous identifierons I'espace des tenseurs 2 x 2 & Iespace L£(IR?) des
applications linéaires de IR? dans lui méme, sur lequel nous définissons la forme linéaire :

(2.1.1) as(o) = 019 — 091.

L£5(IR?) désignera, le sous espace de L£(IR?) des tenseurs symétriques :

(2.1.2) L5(R?) = {0 € L(R?) / as(0) =0} .

Nous munissons £(IR?) d’une structure euclidienne & I’aide du produit scalaire:
(2.1.3) o:1 =01, Y(o,7)€ LR?),

|o| désignera la norme associée. A tout o dans £(IR?) nous associerons:

(2.1.4) o = [ o1 ] . oy = [ o2 ] .

012 022
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

Si maintenant, Q désignant un ouvert de IR%, ¢ désigne un champ de tenseurs sur Q (o €
D'(%; L(IR?))), nous posons:

8011 80’12

. div 71 8351 8162
divo = =

. dog1 0032

div o9 ey Tree

8.%‘1 (9372

Finalement, pour tout (u,v) € L?(Q)¢ (d=1,2,3), on note par (u,v)q le produit scalaire
habituel dans L?(Q)%.

2.1.1.2 Le probleme de I’élastodynamique

Nous considérons maintenant que € est occupé par un milieu matériel et que u(z,t) désigne
le champ des déplacements (plans) dans €2, & U'instant ¢ (z € ©,¢ > 0). Nous lui associons le
tenseur des déformations e(u):

- 1 a’u,z 8’&]'
(2.1.5) gij(u) = 3 (axj + aﬂ) .

Dans la suite, nous considérons également ¢ comme un opérateur linéaire de D'(Q;1R?) dans
D'(2; £5(IR?)). On se place dans Phypotheése des petites déformations. Dans ce cas le dépla-
cement est régi par les équations linéaires de I’élastodynamique

0%u

(2.1.6) Qw

—div o(u) = f,
ou ¢ = p(z) est la masse volumique qui vérifie
(2.1.7) 0<p-<o(z)<py <400, p.p. zecll

I1 convient d’adjoindre & (2.1.6) des données initiales

(2.1.8) w(t = 0) = ug ; %(tzo)zul,

et une condition aux limites sur 0€2. Nous considérerons ici la condition de bord rigide:
(2.1.9) u = 0 sur 0f.

Le tenseur des contraintes o(u) est relié au tenseur des déformations par la loi de Hooke
(2.1.10) o(u)(z,t) = C(z)e(u)(x, t),

ou pour tout x dans 2, C(z) désigne une application linéaire, symétrique définie positive de
L(IR?) dans lui méme, qui applique en outre £°(IR?) dans £°(IR?). Ceci revient & dire que
C(z) est un tenseur 4 x 4 ayant les propriétés de symétrie et de positivité habituelles [7]. Nous
poserons A(z) = C(z) ' et supposerons que les propriétés de continuité et de coercivité de
A(z) sont uniformes en x:

(2.1.11) 0<alo* <A(x)o:0 < M|o|*, Yo € L2(R?), p.p. z € Q,
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Les équations de I’élastodynamique

Les équations de I’élastodynamique dans €2 peuvent étre écrites sous la forme d’un systeme
hyperbolique du premier ordre dont les inconnues sont :

v = % le champ de vitesses dans €2,
oc=o0(u) : lechamp de contraintes dans €2,
0
,Q—U —dive = f,
(2.1.12) o
A e(v) =0
ot ’
avec les conditions initiales
(2.1.13) v(0) =vg=u; ; 0(0) =00 = 0(up),
et la condition aux limites
(2.1.14) v =10 on 0N.

Remarque 2.1.1 Nous avons considéré ici la condition Dirichlet homogene sur 02 pour
simplifier la présentation. Nous présenterons aw chapitre 6 le cas od la condition auz limites
est une condition de Neumann sur une partie du bord 0N2. Ce cas se présente lorsque €2 est
fissuré ou encore lorsqu’un des bords est une surface libre. Cette condition sera alors prise en
compte avec la méthode des domaines fictifs.

2.1.1.3 Formulation variationnelle “forte”.

Les espace fonctionnels de base seront

M = (L*(;R%))%, H = (L*(%; L(R)))*

Nous introduisons par ailleurs:

(2.1.15) X = {0 e H/divo € M}
ainsi que le sous espace fermé de X des tenseurs symétriques:
(2.1.16) X ={oe X /as(oc)=0}.
Une formulation mixte du systeme (2.1.12, 2.1.14) s’écrit :

([ Trouver (o,v) : [0,T] — X*¥™ x M tels que

(2.1.17) %a(a(t),T) +b(v(t), ) =0, VT e X,

d
\ %c(v(t),w) —b(w,o(t)) = (f,w), Ywe M,
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

oll Nous avons pose :
.
a(o, 1) = / Ao : Tdz, V(o,7) € H x H,
0 =

(2.1.18) c(v,w) = / ov - wdz, V(v,w) € M x M,
Q

b(waT):/diVT"wd{I), V(w,7) € X x M.
\ Q _—

Remarque 2.1.2 Dans cette section nous ne sommes pas intéressés par la régularité de la
solution (o,v) par rapport au temps. C’est pour cette raison que nous notons simplement
(o,v) : [0,T] — X*¥™ x M.

La forme bilinéaire a(:,-) (resp. b(-,-)) est continue dans H x H (resp. X x M). On peut donc
définir les opérateurs linéaires continus A : H — H' par (Ao, 7).y = a(o,7) et B: X — M’
par (BT, w) y;r, ;= b(w,7) (H' est I'espace dual de H, et ainsi suite). II est alors connu que
les conditions suivantes sont satisfaites (cf. [32])

(1) La condition inf-sup continue
I3>0/VweM, 3t X /bw,T)>pBlwlylly-
(2.1.19) (i) La coercivité de a(-,-) sur KerB

Ja>0/VoeKerB, a(o,0) ZaHUHga

avec KerB = {r € X / b(w,7) =0, Vwe M}.

Pour obtenir la formulation (2.1.17) il est nécessaire de travailler dans Pespace des tenseur sy-
métriques X°Y". En effet, 'opérateur —e n’est pas 'adjoint de la divergence dans tout I’espace
X. Nous appellerons cette formulation “forte” car la symétrie du tenseur des contraintes est
prise en compte dans 'espace X*Y™. Cependant, on peut écrire une formulation équivalente
a (2.1.17) tout en travaillant dans Iespace X. C’est la formulation “relaxée” proposée dans
[4]. Dans ce cas, la symétrie du tenseur des contraintes est considérée comme une contrainte
égalité et elle est imposée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La méthode des
éléments finis mixtes que nous proposons est basée sur la formulation “forte”. Néanmoins,
pour 'analyse de convergence nous allons utiliser la formulation équivalente dans X.

2.1.1.4 Formulation variationnelle “relaxée”

Nous présentons brievement ici la formulation variationnelle proposée par D. N. Arnold,
1 ov ov
F. Brezzi et J. Douglas [4]. Si on pose v = — rotv (avec rotv = = _ —1) , on obtient
2 (9371 8.%‘2

. 0 -1
g(v) =Vov—yx ou X:(l 0 >
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Les équations de I’élastodynamique

On peut alors réécrire le probléme de 1’élastodynamique sous la forme suivante

g% —div o = f,
(2.1.20) Jdo
AE —Vo4+yx = 0,

as(o) = 0.

Les systemes (2.1.20) et (2.1.12) sont équivalents: (o,v,7) est une solution de (2.1.20) si
et seulement si v = 1/2 rotv et (o,v) est solution de (2.1.12). On introduit maintenant la
formulation variationnelle du probléme (2.1.20)

( Trouver (o,v,7) : [0,T] — X x M x L tels que
Salo),7) +b(@), T (pas(r)y =0, VreX,
(2.1.21)
S elw(t),w) — bw,o(1) = (fw), Vwe M,
\ (ﬁaaS(U))L =0, Vi € L,

avec L = L%(2). Le probléme (2.1.21) admet une solution unique (o, v,7), qui est notamment
la solution du systeéme (2.1.20). Pour simplifier les notations, on introduit la forme bilinéaire
d(-,-) continue dans L x H, définie par

d(n,7) = (n,as(7))r, V(n,7) € L% ga

et on associe & d(-,-) I'opérateur linéaire continu D : H — L' avec (D7,n) /. = d(n,7). Les
propriétés suivantes sont alors vérifiées (cf. [32])

(1) La condition inf-sup continue
38>0/V(w,m) eMxL, ITeX/

(2.1.22) baw,7) + ) > B (llyy + ll) Il

(23) La coercivité de a(-,-) sur V = KerB N KerD

da>0/VoeV, alo,o0) 204||a||2£.
Notons que V' est caractérisé par

V:{Teé/b(w,T)-l—d(n,T):O, Y (w,n) EMXL},

2.1.2 Construction de 1’élément fini de plus bas degré

Dans ce qui suit, nous utiliserons le mémes notations que dans la section 1.1.2 pour les
espaces de polynomes a deux variables. Plus précisément Pj désigne ’espace des polynomes
de degré plus petit ou égal a k, et Py, est défini par (1.1.10). On suppose maintenant que €2
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

est une union de rectangles et on considére un maillage régulier (75) de 2 composé de carrés
(K) de coté h > 0. Nous considérons les espaces d’approximation définis de facon générale
par

My ={u, € M | VK €Ty, up |k € P},
(2.1.23) Xp={on € X /VK €T}, on|x € Q},

ésym = {O'h € é,/ as(oyp) = 0} ,

Pour obtenir la condensation de masse, nous devons déterminer les espaces des polynémes P
et O de fagon adéquate. Pour ce faire nous adoptons une approche constructive, qui exploite le
caractére régulier du maillage. Notons que nous avons choisi de travailler avec la formulation
“forte”, car elle est mieux adaptée & la condensation de masse (voir remarque 2.1.3). Le
probléme approché associé a cette formulation s’écrit alors sous la forme suivante

( Trouver (op,vp) : [0,T] — XY™ x M}, tels que

d
(2.1.24) 7700, ) +b(vn, ) =0, V7 € X,

d

L Ec(vhdwh) - b(wh7ah) = (f;wh)7 th € %7

avec les conditions initiales

0,(0) = oo, 5 vA(0) = vo -

Notre objectif étant de construire les espaces d’approximation Xj, et M}, de plus bas degré, il
parait naturel de définir M), a ’aide des fonctions constantes par morceaux,

(2.1.25) M, = {vh €M VK €Ty, vk € (PO)Z}.
Un choix possible pour X, est alors I'élément de Raviart-Thomas de plus bas degré, RT
éRT = {on € X/VK € Ty, (0h1,0m2) |k € (RTg))?}, ou RTg = Pig x Py

Cependant, ce choix n’est pas satisfaisant car I’espace &RTﬂésym est trop petit pour consti-

tuer un bon espace d’approximation de X*¥™: si o, est un tenseur symétrique dans &RT,
le terme extra-diagonal o est nécessairement constant! En effet, on note premiérement, que
localement dans chaque élément, o5 est linéaire dans la direction 2 et constant en x; alors
que 091 est linéaire en x1 et constant en z2. Donc, en imposant 019 = 091, cela implique qu’ils
sont tous les deux constants par maille. En utilisant ensuite les relations de continuité dans
H(div) on démontre facilement qu’ils doivent étre constants dans €. Il s’agit d’une sorte de
verrouillage numérique qui conduit & une mauvaise approximation de X°¥".

Remarque 2.1.3 Dans la cadre de la formulation “relazée” (2.1.21) on peut approcher le
tenseur des contraintes dans l’espace X,fT si on Uenrichit par des fonctions bulles (ceci pour
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Les équations de I’élastodynamique

stabiliser la méthode mizte). Cette approche a4 été développée dans ([4, 105, 82]). Dans ce cas,
il faut définir également un espace d’approzimation pour le multiplicateur de Lagrange,

(2.1.26) Ly = {77h €L/NK € Th, mn|x € fi} :

ou L est un espace de polynéomes sur K. Le probléme approché s’écrit alors sous la forme
suivante :

(- Trowver (op,vh, ) @ [0,T] — Xp X My, x Ly, tels que:
d
Ea(ah,Th) + b(?)h,Th)—i- (yh,as(Th))L =0, Y1y, € &,
(2.1.27) —
d
Ec(vhnwh) - b(’th,O’h) = (f;wh)7 vwh € %7
\ (nhaaS(Th))L =0, V’I’]h € Ly.

Cette formulation a été étudiée par plusieurs auteurs [4, 105, 82] dans le cas du probléme sta-
tionnaire. Sans entrer dans les détails on veut expliquer ici pourquoi cette méthode n’est pas
compatible avec la condensation de masse. En effet, introduisons By, = {T[}?[:ll, By, =
{QS[}}V:ZI et By, = {,ul}?f::“l les fonctions de base de Xy, My et Ly respectivement, avec
N1 = dimXy, Ny = dimMy et N3 = dimLy. Nous ‘notons ensuite [X] = (21,...,2n,),
V] = (Vi,...,Vn,) et [[] = (T1,...,T'n,), les coordonnées des fonctions oy, vy, et 4y, sur ces
bases. Nous pouvons alors réécrire le probléme (2.1.27) sous la forme matricielle suivante :
trouwver (3, V,T) € L?(0,T; (IR™M)) x L2(0,T; (IRN?)) x L2(0,T; (IRN?)) tels que

ax

MGE + BTV + DT =0,
(2.1.28) Mvd_V _BY-F
dt
DY =0,

avec
(Z) (MO')I,J = (AleTJ)(Lz(Q))4 , 1<1,J < Ny,

(12)  (Mo)r,g = (ebr,b1) (120025 1 <1, J < Ny,
(112)  (B)rg = (1, divry)f2(qy2, 1 ST <Ny 1<J <Ny,
()  (D)rg = (w1 a8(1s)) 2y, 1< T < N3, 1<J <Ny,

(v)  (F)s=(f, ¢J)(L2(Q))2 1<J< Ny

et ou BT (resp. DT) désigne la transposée de la matrice B (resp. D). La difficulté supplé-
mentaire dans ce cas vient du multiplicateur de Lagrange. En effet, aprés discrétisation en
temps le systéme (2.1.28) s’écrit

En+1/2 — Enfl/Z _ AtM;lBTVn _ AtM;lDTFn,
yntt = V" 4+ AtM; ' BYMY? L ALMT 2,
pM; DT = —pM;tTBTY™
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

ou X2 est la solution a Uinstant (n + 1/2)At et ainsi de suite. Pour obtenir alors un
systéme explicite en temps il faut réaliser la condensation de masse sur les matrices My, M,
et également sur DM;lDT, ce qui parait particulierement difficile.

C’est a cause de cette difficulté que avons choisi la formulation “forte”. Pour la construction

de notre espace d’approximation X;*¥" nous avons été guidés par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1 Pour tout oy, € Xy, avec Xy, défini par (2.1.23), nous avons

cum ( o1 > € H(div; Q)
op € Xp*V" & 022

019 = 091 € Hl(Q)
Démonstration.

Nous allons prouver ici seulement l'implication directe, I'inverse étant évidente. Nous
rappelons d’abord que pour tout o, € X, nous avons oy = [ ZH ] € H(div ;) et 09 =
[ 221 ] € H(div; Q). Grace a la géométrie particuliere de notre maillage on déduit que

22

— 011 et 091 sont continus dans la direction x; et discontinus en x9, ce qui implique qu’ils
peuvent avoir un saut seulement & travers les arétes verticales du maillage,

— de méme o2 et 099 peuvent admettre un saut seulement a travers les arétes horizontales
du maillage.

[0,]=0 [0,4=0

in H(div,Q)([0,J=0 [0,]=0 [:j inH(div,Q) [0,]=0

011
-0
[0y [ o,

[012]20 [O'ZZ]ZO

F1G. 2.1.1: Les continuitées de o € Xp.

Si de plus oy, € &sym, alors 012 = 091 est continu & travers toutes les arétes du maillage (voir
figure 2.1.2) et donc il appartient & H'(2). Par ailleurs, pour tout K on a (c11,092)" | €
H(div; K), de plus 011 (resp. 092) est continu en z;(resp. en z3), on déduit alors que le vecteur
(011, o22)" appartient & H(div; Q).

|
Le Théoreme 2.1.1 montre, que sur des maillages réguliers 'imposition de la symétrie du
tenseur des contraintes d’une facon forte implique que 012 doit étre approché dans un sous
espace de H'. Pour définir I’élément de plus bas degré nous avons donc choisi

012 € HI(Q)/VK € 771, 012 |K € Ql.
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[012]20 [0,4=0

in H(div,Q) [g;,]=0

[0,J=0 | 015 Gy in H'(Q) [0,J=0 [0;]=0 [:211
2

0,40 (0,40

F1G. 2.1.2: Les continuitées de op, € X;%™.

Il nous reste maintenant a choisir un espace d’approximation de H(div;{2) pour le vecteur
(011, 022)". Le choix le plus naturel est alors, 'élément de Raviart-Thomas de plus bas degré
RT}. Ce qui consiste a prendre

ﬁsym = {O'h S é/VK €Ty, 019 |K € Q1 and (0’11,022) |K S RT[O}}.

Néanmoins, une fois de plus, ce choix n’est pas satisfaisant car il n’est pas compatible avec la
condensation de masse. La difficulté vient du fait que les degrés de liberté sont associés soit
aux arétes (pour (oj1,092)) soit aux sommets (pour oj3) des éléments, comme nous ’avons
illustré dans la figure 2.1.3. En effet, pour obtenir un schéma explicite en temps, nous allons

022
9= %21 ) 912= 921
|
011> —+» 011
t
012= 921 o, 0127921

Fi1G. 2.1.3: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes pour l’espace X,‘zym.

utiliser des techniques de condensation de masse pour approcher la matrice associée a la forme
bilinéaire a(oy, ) (celle associée a c(vp,wyp) étant déja diagonale pour les fonctions de base
habituelles de M},). Plus précisément, cela consiste & approcher a(oy, 7,) par

(lh(ah,Th) = Z IK(AUh . Th),
KeT,

ou Ix est une formule de quadrature judicieusement choisie afin de conduire & une matrice
approchée diagonale (ou diagonale par bloc). Malheureusement, nous n’avons pas réussi a
trouver une telle formule.

66



2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

C’est pourquoi, de la méme facon que dans le cas scalaire, nous proposons un autre espace
d’approximation pour H(div;2). L’idée est de regrouper tous les degrés de liberté aux points
de quadrature, ie., les sommets des éléments. Le choix adéquat est alors I’élément de plus bas
degré de la deuxieéme famille de Nédélec [86] :

{qh € H(div; Q) tel que gy |k € (Ql(K))2 VK € 771},

sym

ce qui correspond a définir I'espace Xj par

&sym = {012 EHI(Q)/O'12|K, VK € 7} et

(011,092) € H(div;Q)/(011,092) |k € (Q1)*, VK € Tp} .

Maintenant, tous les degrés de liberté sont associés aux sommets des éléments (voir figures
2.1.4 et 2.1.5). Dans ce cas, l'utilisation de la formule de quadrature habituelle:

h2
(2.1.29) /kfd:v ~(=" Y ), e o),

Msommets de K

conduit & une matrice ap(oyp, 7,) diagonale par bloc. Chaque bloc correspond & un noeud du
maillage et sa dimension est égale au nombre de degrés associés a ce noeud (ie, 5 voir figure
2.1.5).

Remarque 2.1.4 L’espace X,*Y"™ peut étre aussi caractérisé de la facon suivante

~ On approche d’abord opy et oo (définis par 2.1.4) avec lélément de plus bas de degré de
la deuziéme famille d’éléments finis miztes de Nédélec [86], ce qui consiste & considérer

X = {on € X/(on1,0m9) |k € (QuK)? x Qu(K)?) VK € Tp},

— et on impose ensuite la symétrie du tenseur des contraintes de facon forte

X" = Xy, N X

d g
= = (6} (0]
012~ 0p1 012~ 0p1 A2 2
b > b
011 011 Vl
.
h
O11 of) Vo
K g
9127 021 O1p= 0y 02 022

FiG. 2.1.4: Degrés de liberté pour le nouvel élément fini: associés au tenseur des contraintes
(& gauche et au centre) et d la vitesse (a4 droite).
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h
011
1
o
A2 A
yop =
2 |, %22
>b
11

F1G. 2.1.5: Les degrés de liberté associés & un noeud du maillage.

2.1.3 Extension aux ordres supérieurs et condensation de masse

La généralisation naturelle de I’élément fini de plus bas degré, que nous avons présenté
dans la section précédente, est I’élément d’ordre k£ 4+ 1 défini par

My, = {up € M/VK € Ty, up |k € (Qr)*}
(2.1.30) Xp = {on € X/VK € Ty, (0n)ij|x € Qr1}

X, = {0, € Xn/as(on) = 0}
Dans ce qui suit nous appellerons cet élément Qi1 — Qk.

Remarque 2.1.5 La famille des éléments finis définie par (2.1.30) est la généralisation na-
turelle des éléments finis lej_’l — Qi présentés au chapitre précédent. En effet, soit Xy, — M,

les espaces définis par (1.1.17), on peut alors réécrire (2.1.30) comme
My, = My, x Mj,
X, = Xp % X,
Xp*™ = X 0 XV,

Dans ce paragraphe nous allons nous restreindre aux éléments finis correspondant a k = 1,2
qu’on utilise en pratique. Les degrés de liberté associés a ces éléments sont illustrés dans les
figures 2.1.6 et 2.1.7.

Comme dans le cas scalaire de ’équation des ondes anisotropes, la position des degrés de
liberté correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formules de Gauss-
Lobatto pour o (cf. relations (1.1.18), (1.1.20)) et de Gauss-Legendre pour v (cf. relations
(1.1.19), (1.1.21)).

Dans les figures 2.1.8 (resp. 2.1.9) nous avons représenté les supports des différentes fonc-
tions de base associées & o pour I'élément QQy — Q1 (resp. @3 — Q2). Les fonctions de base
associées a la vitesse étant discontinues, elles ont toujours comme support un seul élément.
Bien évidemment, pour obtenir la condensation de masse on approche les intégrales définis-
sant les matrices a(op, 71,) et c(vp, wp) par les formules de quadrature de Gauss-Lobatto et
de Gauss-Legendre respectivement. On obtient alors,

— une matrice a,(op,7,) approchée, diagonale par bloc. Chaque bloc correspond & un
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

- =
-Dv
sy
oo
=

y30 r——‘ L—»I
yzv 2. 20

yzc 1 # # /I\

14 3 4
A 2. 20

ph e b
'_5_.$ 4 > —l—>L X3 Xy

X5 X5 X3

FiG. 2.1.7: Degrés de liberté pour l’élément Q3 — Q2.

v

22

FiG. 2.1.8: Le support des fonctions de base associées a op, pour Uélément Q2 — Q1.
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V17

FiG. 2.1.9: Le support des fonctions de base associées a op, pour Uélément Q3 — Qo.

point de quadrature et sa dimension varie entre 3 x 3, pour les noeuds intérieurs aux
éléments, et 5 x 5 pour les sommets.

— une matrice ¢(vp,wy,) diagonale.

Remarque 2.1.6 On peut remarquer que l'espace My étant choisi discontinu la matrice
c(up,vp) ne pose pas vraiment un probléme, elle est toujours diagonale par blocs (la taille
de ces blocs dépend seulement de [’élément fini considéré : pour Qy on obtient de blocs (k +
1)2 x (k + 1)?). Toutefois l'utilisation d’une formule de quadrature permet l'obtention d’une
matrice diagonale.

2.1.4 Extension au cas tridimensionnelle

Nous allons présenter ici la généralisation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes au
cas tridimensionnel. Nous considérons seulement ’élément fini de plus bas degré, son extension
aux ordres supérieurs se réalise, sans difficulté, en utilisant des techniques similaires a celles
que nous avons présenté dans le cas 2D.

Présentation du probléme en 3D

Soit © un ouvert de IR?, occupé par un milieu élastique. Les équations de I’élastodynamique
qui régissent la propagation des ondes dans {2 sont toujours décrites par le systéme hyper-
bolique du premier ordre (2.1.12) auquel on associe des données initiales et la condition aux
limites (2.1.14). Comme dans le cas 2D, on identifie I’espace des tenseurs 3 x 3 & l'espace
E(IR3) des applications linéaires de IR? dans lui méme, sur lequel on définit la forme linéaire :

(2.1.31) a‘é(a) = (012 — 021, 013 — 031, 023 — 032).
L£5(IR3) désignera le sous espace des tenseurs symétriques :

(2.1.32) L5(R*) = {0 € L(R®) / a8(c) =0} .
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2.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

Enfin, & tout o dans £(IR?) nous associerons:

011 021 031
(2133) o1 — g12 y 09 — 0992 s o3 — 032
013 023 033

et nous posons:

. [ Oo1 | Doz 0oz
div o D2, + 02 + D25
. . 8021 8022 8023
2.1.34 d = d =
( ) v V.72 (9371 + 8.%‘2 + (9373
div o3 8031 a‘732 + 8033
L 8I1 8352 8I3 4

Les espace fonctionnels de base sont M = (L%(Q;1IR?))? et H = (L*(Q; £(IR?))?) munis de leur
structure hilbertienne naturelle. Nous introduisons égalem_ent les espaces X et X®Y™ définis
par les relations (2.1.15) et (2.1.16) respectivement. La formulation mixte du probléme de
lélastodynamique que nous considérons est donnée par le systeme (2.1.17).

L’élément fini de plus bas degré.

Pour simplifier la présentation et sans perte de généralité nous allons considérer le cas ou

est le cube ]0,1[x]0,1[x]0, 1[, découpé en un maillage de petits cubes de taille A = 1/N. Nous

désignerons par 7j le maillage ainsi construit et par K un cube quelconque de ce maillage.
En suivant la méme technique que dans le cas bidimensionnel, on peut montrer que la

condition de symétrie “forte” sur des maillage réguliers implique que

— (011, 092, 033) € H(div;Q) car 011 est continu en z1, 099 en zy et o33 en 3,

— 012, 013 et o923 sont continus dans deux directions. Plus précisément, soit ¢, j,k une
permutation circulaire de 1,2, 3, alors
) . ) 2 (H!
Ty — U]k('a*%) € xz( xj,xk)'
Nous avons résumé les différentes continuités des composantes de o, € XY™ sur la figure

2.1.10. L’extension naturelle de notre méthode dans le cas tridimensionnel consiste & définir
les espaces d’approximation X, C X, X*™ C X*™ et M}, C M par (2.1.23) avec

Q=(Q1)’, P=(Q)

Dans ce cas aussi tous les degrés de liberté du tenseur des contraintes sont associés aux mémes
points: les sommets des éléments K. Nous avons illustré sur la figure 2.1.11 les degrés de liberté
pour le nouvel élément fini: nous avons représenté d’une part les composantes 011, 099 et o33
par des fleches qui indiquent ’'unique direction dans laquelle chacune de ces composantes est
continue, d’autre part les composantes 019, 013 et 093 par des croix qui montrent, les deux
directions de continuité de chaque composante. Pour mieux montrer les différents types de
continuité nous présentons séparément chacune des composantes de op sur la figure 2.1.12:
Les faces hachurées correspondent aux faces a travers lesquelles la composante est continue,
en particulier cela veut dire qu’elle peut admettre un saut a travers les autres faces. Nous
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A X,

/Ollcontmue en X, /012 continue en x,et en xz

3
2
7

000000000

.- > X, -- = X,
. 1
. 1
X1
X1
X
“ 3 ng
0, continue en X, Vow continue en x.et en xs
- - e = X, - - Xz
1 4 :
1 1
I I
X, X1
X
A A
'033 continue en Xg '.023 continue en x.et en X3
4
- - = X, = Xz
1 1
1 1
Xy X1
F1G. 2.1.10: Continuité de o € Xp,*™.
V4 V4 *
7 %
7 7 74 O12 A o
33 Vv
V4 7L> Z
A I I o
7 7/||/7 v 022
/*/ O13 Vs O11
# 1 ™
|/ Wi —
4l /1 7 Vd

F1G. 2.1.11: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes (a gauche et au centre) et
la vitesse (a droite).
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Fi1G. 2.1.12: La continuité de chaque composante du tenseur des contraintes.
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Fi1G. 2.1.13: Degrés de liberté associés a un sommet du maillage.
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considérons maintenant un noeud du maillage, i.e un sommet qui est commun a huit cubes,
nous avons alors 18 degrés de liberté associés a ce sommet (voir figure 2.1.13). Pour obtenir
la condensation de masse on approche la matrice associée a la forme bilinéaire a(oy,, 7,) avec
la formule de quadrature suivante

h3
(2.1.35) /kfd:v SI(f) =t Y D), Ve (),

Msommets de K

Dans ce cas la matrice approchée est diagonale par bloc, chaque bloc est associé a un sommet
du maillage et sa dimension est égale au nombre de degrés de liberté associés a ce sommet
(ce qui correspond ici a 18).

Remarque 2.1.7 Le nombre de degrés de liberté associés au tenseur des contraintes étant as-
sez important méme pour ’élément de plus bas degré, le lecteur pourrait penser naturellement
que notre méthode est assez chére. Cependant, grace a la condensation de masse nous pou-
vons éliminer linconnue associée a o et donc obtenir un schéma de deuxiéme ordre en temps,
avec une seule inconnue correspondant d la vitesse. Dans ce cas, nous avons 3 inconnues par
maille pour I’élément de plus bas degré.

2.2 Analyse de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour
un probleme elliptique : le probleme stationnaire

Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, nous allons considérer le cas ou €2 est le carré
]0,1[x]0,1[, découpé en un maillage en carrés de taille h = 1/N. Nous désignerons par 7}, le
maillage ainsi construit et par K un élément quelconque de ce maillage. Soient X3, X;,*Y" et
M}, les espaces d’approximation correspondant a la nouvelle famille d’éléments finis mixtes,
définis de fagon générale par

Xp={m € X /VK € Ty, |k € (Qr41)*},
Xp*9" = X N XY™

My = {w, € M/ VK € Ty, wnlx € (Qr)*}-
2.2.1 Le probleme elliptique - formulation “forte”
Le probleme stationnaire associé au probleme d’évolution (2.1.17) s’écrit
Trouver (o,v) € X*™ x M tels que
(2.2.1) a(o,7)+ b(v,7) =0, VT e X,
b(w,0) =—(f,w), Ywe M,

ou a(-,-) et b(-,-) sont définis par (2.1.18) et satisfont les propriétés (2.1.19). On sait alors (cf.
[32]) que le probleme (2.2.1) admet une solution unique (o, v) dans X*¥™ x M. Notre objectif
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2.2 Analyse de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour un probléme
elliptique: le probléme stationnaire

est ici d’étudier le probléeme suivant
Trouver (o, vp) € égym X M, tels que
(2.2.2) a(op, )+ blup, ) =0, Y1y, € ésym,
b(wp,on) = —(f,wy), Yw € M.
qui est le probléeme approché associé a (2.2.1).

2.2.2 Difficultés de ’analyse de convergence

Nous avons d’abord essayé d’appliquer la théorie classique d’approximation de Babuska-
Brezzi (cf. [32]). D’apres cette théorie le probleme (2.2.2) admet une solution unique (o, vy)
dans X,*Y"™ x M}, avec
(2.2.3) (oh,vp) — (o,v) € X x M,
sous les hypothéses suivantes

(H0.0) Vf eIm B, Vi(f) # 0, avec

Vi(f) = {mn € Xu™™ / bwn, ) = =(fywn), ¥ wy, € Ma |
(HO0.1) La condition inf-sup discrete uniforme

3 8 > 0 indépendant de h tel que

Vown € My, 37 € X4 / bwn,ma) 2 B llwnllyy I7nlly

(H0.2) La coercivité de la forme a(-,-) sur V} ] Vi (0)

d a > 0 indépendant de h tel que

Y on €Va,  alon,on) 2 allopll -

(H0.3) Les propriétés d’approximation
lim  inf o— v =0, VoeXm"
h—0 T, € XY™ | ThH_— ’ = 7

lim inf |[v —w =0 Vv € M.
hanhE%“ nllar =0, -

Cependant, comme dans le cas scalaire (cf. section 1.2.1) on peut montrer facilement que la
nouvelle famille d’éléments finis mixtes ne satisfait pas I'hypothese (H0.2).

Nous avons voulu ensuite appliquer la théorie abstraite développée dans la section 1.2.2.
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D’apres le Théoreme 1.2.2, le probleme (2.2.2) admet une solution unique (o = o} + 07, v4)
dans X3,*"™ x M}, avec

(oh,vn) — (o,v) dans X x M,
(2.2.4)
op, — 0 dans H,

sous les hypotheses (H0)-(H4) qui s’écrivent dans ce cas sous la forme suivante

(H1.0) Vf eIm B, Vi(f) # 0, avec

Va(f) = {mn € Xu™ ) bwn, m0) = =(f,wn), Vo € My}, Vi = Va(0).

sym

(H1.1) Décomposition orthogonale de X}
Xp™" = X" © X" (on=0j +0h)  Xn" C Vi
| (oo =0, ¥(ohoh) € Xp® X Xy

(H1.2) Condition inf-sup “forte”
3 8 > 0, indépendant de h, tel que

Vwp €My, 375 € X" [ blwn, 1) 2 B llwnllpr/ker pe 170llx -

(H1.3) Coercivité “affaiblie”

d a > 0, indépendant de h,tel que

Vo, € Vi, alon,on) > (||Uh||x+|0h|H)

H1.4) Propriétés d’approximation
p PP

li inf —Thlly =0, Voe X"
fi g o =7l =0, Vo€ X

li f - =0, YveM.
Wiy, 10l =0 Vo e M

ou H est un troisieme espace de Hilbert, tel que X C H, avec X dense dans H. Pour notre ap-
pl1cat10n H correspond a I'espace L? pour les tenseurs 2 x 2 et le bon espace d’approx1mat10n
Xp® est

T th — XhRT misym.

avec

X = {on = (o1h,090) € X VK € Ty, (01,0, 020) | K € (Prt1 e X Prps1)}

Avec ce choix les hypotheses (H1.0) & (H1.3) sont satisfaites. Cependant, comme nous ’avons
déja remarqué dans la section 2.1.2, I'espace X},* est trop petit pour constituer un bon espace
d’approximation de X*¥™. En d’autres termes hypothése (H1.4) n’est pas satisfaite. A ce
stade, il est clair que_la difficulté principale est due a la “forte” prise en compte de la symé-
trie du tenseur des contraintes. Pour remédier a cette difficulté nous allons considérer pour
Panalyse la formulation variationnelle “relaxée”.
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2.2 Analyse de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour un probléme
elliptique: le probléme stationnaire

2.2.3 Le probleme elliptique - formulation “relaxée”

Le probléme stationnaire associé a (2.1.21) est

( Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que
a(o,7)+ blv,7)+ (y,as(r))r =0, v e X,
(2.2.5)
b(w, o) =—(f,w), Ywe M,
\ (ﬂ,aS(U))L =0, vn € L,

avec a(-,-) et b(-,-) définis par (2.1.18). On peut réécrire (2.2.5) sous la forme suivante

Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que

(2.2.6) a(o,7)+ bo,y;7) =0, vre X,

b(w,n;0) = —(f,w), VY(w,n) € M x L,

oll NouS avons poseé

(2.2.7) b(w,n;7) = b(w,T) + (n,as(7))r, V(r,w,n) € X x M x L.

On sait alors (cf. [4]) que les probléemes (2.2.6) et (2.2.1) sont équivalents. On introduit ensuite
Ly, un sous espace de dimension finie de L et on considere le probléme approché associé a
(2.2.6)

( Trouver (op,vn,vn) € Xp X My, x Ly, tels que
a(op, )+ b(vn, )+ (yn,as(mh))r =0, V1, € Xp,
(2.2.8) —
b(’(Uh,O'h) = _(f7 wh)a th € %7
\ (Whaas(ah))L = 07 V77h € Lh7

qui s’écrit aussi sous la forme suivante

Trouver (o4, vh,Yn) € Xp X My, x Ly, tels que

(2.2.9) alon, )+ b(op,ynsm) =0, Vi € X,

b(wh, Mw;0n) = —(f,wn), Y(wp,nn) € My x Ly.

L’idée est maintenant de définir I’espace Lj, de facon & obtenir ’équivalence entre les problemes
(2.2.2) et (2.2.9). Cela nous permettra d’obtenir des estimations d’erreur pour le probleme
(2.2.2) a partir de celles du probleme relaxé, qui sont plus faciles a obtenir. Toutefois, no-
tons que les techniques classiques ne s’appliquent pas au probleme relaxé. En effet, on peut
facilement montrer que ’hypothese (H0.2) (coercivité) n’est pas satisfaite (la preuve est la
méme que dans la section 1.2.1). Concernant maintenant la théorie abstraite développée pour
le probléme scalaire (Théoréme 1.2.2) nous n’avons pas réussi a montrer la condition inf-sup
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forte (hypothese (H1.2)). Il faudra donc développer des techniques originales pour obtenir les
estimations d’erreur.

Remarque 2.2.1 Notons que Uintroduction du probléme équivalent (2.2.9) est nécessaire
seulement d’un point de vue technique pour l'analyse. En pratique on résout numériquement
le probléme d’évolution correspondant ¢ la formulation “forte”.

2.2.4 Un résultat abstrait

Avant de commencer, nous introduisons une flopée de notations nécessaires a I’expression
de notre résultat (nous n’avons pas réussi a éviter cela et nous nous en excusons aupres du
lecteur). Soient donc M, X, H et L quatre espaces de Hilbert, avec

(2.2.10) X CH, X dense dans H et || <[] -

Nous noterons M', X', H' et L' leur espace dual respectif. Notons que pour Papplication,
nous aurons,

H = (L*(Q)%, X = (H(div;2))*, M = (L*(Q))” et L = L*(Q).

Soient a(-,-), b(-,-) et d(-,-) trois formes bilinéaires continues dans H x H, M x X et L x H
respectivement. On définit ?5(, ; +) par

b(w,n;7) = b(w,7) +d(n,7), V(w,m,7)eMxLxX.

Nous verrons, dans ce qui suit, que les formes bilinéaires b(-,-) et d(-,-) joueront un role
différent dans analyse. Essentiellement & cause du fait que leur continuité par rapport a la
deuxieme variable 7 implique deux topologies différentes.

Par la continuité de a(-,-), on peut introduire un opérateur A dans L£(H), défini par

a(o,7) = (Ao, T)g, Vo,7 € HxH.
Nous introduisons par ailleurs les opérateurs B : X — M' et B*: M — X' définis par
(BT,w) = <T, Btw> =b(w,7), Y(r,w) € X x M,

et leur noyaux respectifs

KerB:{Teé/b(w,T)zo, VwGM},

Ker B' ={we M/ b(w,7)=0, VT € X}.
De méme, on définit D : H — L' et D': L — H' par

(D7) = (r,D'n) = d(n,7), V(r,n) € LxL,

et

Ker D={re€H/d(nr)=0, VneL},

KeI‘DtZ{’TIEL/d("LT):O: VTEQ}'
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Finalement, nous introduisons B : X - M xL'et BY:M x L — X" avec
<§T;w,77> = <T;§t(w,77)> :z(w,n;T), V(r,w,n) € X x M x L,
et leur noyaux B et B,
Ker B=V = {T Gé/z(w,n;T) =0, Y(w,n) GMXL},
Ker Bt =Vt = {(w,n) € M x L/Z(w,n;T) =0, Vr Gé}

Dans ce qui suit, nous identifierons 'espace quotient (M x L)/Ker Bt avec le complément
orthogonal de Ker B!

(M x L)/Ker B! = (Ker B')*

= {(w,n) eEM XL/ (v,w)pm + (v,m)r =0,V (v,7) € Ker E},

et nous supposerons que les propriétés suivantes sont satisfaites (||(w,n)|| . = llwlly +
il ) B N

(@) Fe>0/V(w,m)eMxL,ITeX/

(2.2.11) b(w,m5m) 2 cll(ws Ml (prwryjrcer 5 17155
(5) 3a>0/VreV, alr,7)> a||TH2§,
Nous sommes intéressés par I'approximation du probleme suivant
Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que

(2.2.12) a(o,7)+ bv,1;7) =0, vre X,

b(w,n;0) = —(f,w), Y(w,m) € M xL,

avec f € M'. La théorie classique (voir [32]), nous permet alors (grace aux hypotheses (2.2.11))
d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 Pour tout (f,0) € ImB, le probléeme (2.2.12) admet une solution unique
(0,0,7) dans X x ((M x L)/Ker B*). De plus

10 g zyicer 3¢+ 1l < C U lagr -

Soient maintenant X, C X, My C M et Ly C L trois espaces d’approximation de dimension
finie. Nous considérons le probléme approché suivant

Trouver (op,vh, Yn) € Xp X My x Ly, tels que
(2.2.13) a(op, )+ g(?)h,’yh;Th) =0, Vi, € Xy,

b(wp, Mh;on) = —(fywn), V(wn,nn) € My x Ly.
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Comme pour le probléme continu, nous ne pouvons pas éviter I'introduction des notations
qui suivent. Nous définissons donc les opérateurs By : X} — My, et B,tz : My — X par

(BhThywh)M = (Th,B,tl’wh) = b(’wh,Th), V(Th,’wh) S é X %,

[

et leur noyaux respectifs

7, = Ker B) = {Th € X/ blwn,mh) =0, Yuy, € %}

Ker B} = {wh € My, [ b(wp, ) =0, V7, € é}
De méme, Dy, : Hy — Ly et D; :Lp— Hy, sont définis par
(Dnthymn) g, = (ThyD}tﬁh)g = d(nn, 7h); V(Th; k) € Xn X Ln,
et nous avons
Ker Dy, = {Th € é/ d(np, ) =0, Vg € Lh},
Ker D}, = {Uh € Ly / d(ngp, ) =0, V13, € é}

Finalement nous introduisons Eh : Xp — My X Ly, Eﬁ : My, x L, — X} tels que

Bhop; wp, ) =( ; BY (wp,, )
( hOh; Wh, Nk (MxL) Oh h(wh 77h) x

= b(wn, Mn;on), Yon € Xn, V(wn,nn) € Mu X Lp.
et
Vi = KerBy, = {Uh € é/z(wh,ﬂh;ah) =0, Y(wn,nn) € My X Lh};
Ker]f?/}fZ = {(wh,nh) € My x Lh/Z(wh,nh; op) =0, Yo, € é}
La nouvelle théorie abstraite repose sur les hypotheses suivantes
(HO) ¥(£,0) € Tm B,Vi(f) = {u € Xn [Bleon, muima) = —(f,wn) } # 0.
(H1) Décomposition orthogonale de X,
é:éseaér (th =15 +711) ér C Zy,
‘ (Th> i) = 0, V (73, 74) € Xp® x Xp".
(H2) Condition inf-sup discrete “faible” :
Il existe une constante 8 > 0, indépendante de h, telle que

V(whalrlh) G%XLha EITh 6&/

b(wny mw; ) 2 B 1| (whs M) ar sy ser st Illx + 1781 1)-
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(H3) Condition de coercivité “faible” :

Il existe une constante a > 0, indépendante de h, telle que
2 2
V7 € Vi, almnm) 2 o (Il + 1715 -

(H4) Propriétés d’approximation “habituelles”

lim inf |lo—7f]y =0, YoeX
hg%”ﬁenX:hslla Thllx =0, VoeX,

lim inf v — =0, Yue M
hg%wthth wyllp =0, Yu € M,

lim inf — =0, Vy € L.
fim inf Ay =l g

(H4b) Propriété d’approximation supplémentaire sur L

lim  inf oy — <h>H —0, Vyel,
h=0 () A (M) ||7 K L 7

AW = {n® € L/ dn™, =) =0, vrj € Xy}

Remarque 2.2.2 Nous avons utilisé le terme “habituelles” pour les propriétés d’approxima-
tion (H4), car elles sont trés proches des hypothéses classiques. La seule différence concerne
Uapprozimation de lespace X par X3* au lieu de Xj (comme dans le cas du probléme sca-

laire). Au contraire, Uhypothése (H4b) n’est pas classique. En effet, lespace A&h) est un sous
espace de L de dimension infinie et il n’est donc pas inclu dans Ly. En pratique, pour vérifier
Uhypotheése (H4b), nous allons chercher a déterminer LM un sous espace de dimension finie

de A,(nh), tel que

lim inf —7®ML =0 VyelL
(2.2.14) hlf%)n(h}gm)'” UN(P v E

Cela nous permettra d’obtenir (H4b), car nous avons

lim inf — M|, < lim inf — M|, vye L.
heo,,meAgh)“V U IIL_}Hon(h)EL(h)HV U VA

Remarque 2.2.3 Notons que, par la densité de X dans H et 'hypothese (H4), on obtient

lim inf |oc—-1|, =0, VoeH.
h—073€X}® = -

Remarque 2.2.4 On peut aussi caractériser 'hypothése (HO) par

(HO) — (i4) Ker B}, = Ker B! N (My, x Ly)

81



Les équations de I’élastodynamique

Théoréme 2.2.2 Sous les hypothése (HO) a (H4b), le probléeme (2.2.13) admet une solution
unique

(o = 05 + ahyvn,1n) € Xp X (M, x Ly)/Ker BY),
avec
e (0,vn, ) — (0,v,7) dans X x M x L,

° o, —0 dans H.

Plus précisément, nous obtenons les estimations d’erreur suivantes

ol +llo = oillx + 1 = v,y = W)l pr 1y jcer B2 <

(22.15) sc{ inf o= 7illy + il o= willy+ oty =l

TPeXy® wlg]f\‘/f
h :h h&22h

+ inf Ao —zj|, + inf [y —p®|z .
zieés = n(h)eAEh)

On déduit alors la convergence a partir de (2.2.15), grice auz propriétés d’approzimation
(H4) et la remarque 2.2.3.

Démonstration.
(i) Existence et unicité

Notons d’abord que ’hypotheése (H3) implique la condition de coercivité discrete suivante (a
priori non-uniforme),

(2.2.16) Jap, >0, You € Vi ,a(on, 04) > an lowl|k -

car en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. En utilisant ensuite (2.2.16) et
(HO) nous obtenons (avec des techniques classiques) l'existence et I'unicité de la solution
(0hsVh,ys) du probleme discret (2.2.13) dans X x (M), x Ly,)/Ker B}).

(ii) Estimations d’erreur pour le terme o — 0y,

Les grandes lignes de la démonstration reposent sur les techniques de la théorie classique.
Notamment, nous allons utiliser d’une part l'inégalité triangulaire sur l'identité o — o), =
o — T + Tp — op ou T est un élément quelconque de Vi, (f), d’autre part nous utiliserons
Ihypothése de coercivité de la forme a pour estimer le terme 7, — oyp,.

La différence vient du fait que nous avons ici & travailler avec une norme spécifique sur
I'espace Xp,

1
= (I & + Irf130)

car, c’est cette norme qui intervient dans les hypothéses de coercivité (H3) et de condition
inf-sup (H2). Ceci induit une difficulté technique car nous devons nous débarrasser systéma-
tiquement de termes du type b(-, 77 ), pour lesquels la norme ||7} || x intervienne naturellement
par la continuité de la forme b. -
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La deuxiéme équation de (2.2.13), implique que o, appartient dans V},(f). Donc, pour
tout 75, dans V3 (f) nous avons

oy — T € V3.
Nous pouvouns écrire que
(2.2.17) a(op — hyon — ) = a(o — Th, 0 — ) + alop, — o, 0p — Th),

en prenant ensuite la différence entre la premieére équation du probléme discret (2.2.13) et du
probléme continu (2.2.12) on obtient

(2.2.18) a(op — o,0h — T3) =g(v — Wh,Y — M3 0h — Th), V(wp,mn) € My X Ly,
D’ou en utilisant (H1), on a

a(op —o,0p — 1) = b(v —wp,0p — 7)
(2.2.19)
+b(v, o, — 71,) + d(Y — Mh, Oh = Th)-

Nous avons ici utilisé le fait que b(wp,o0; — 75) = 0, car X;," C Zj,. On veut maintenant
remplacer dans (2.2.19) le terme b(u, o} — o} ). Pour ce faire on utilise la premiére équation
du probléme continu (2.2.12),

a(op — 0,0 — 1) =b(v —wy, 08 —73) — alo,0h —7)

—d(vy,0p, —73) +d(y — h, 00 — Th)
(2.2.20)

= b(v —wp, 03, = 13,) = (Ao, 0% — T3

— d(y,0p = 73) +d(y = Ny 0n — Th).
Gréce aux hypotheses (H1) et (H4), on obtient

a(on — 0,00 = Th) = blv —wp, 0} —73) = (Ao — 2}, 07, = i)

(2.2.21)
—d(y =M™, oh — 1) + d(y — hy o — Th),

pour tout couple (z5,7(") € X,* x A" En combinant ensuite (2.2.17), (2.2.20) et (2.2.21),
il suit o

a(on — Thyon — Th) = a(0 — Th,0n — ) + b(v — Wh, O — Tif)

(2.2.22) — (Ao =z}, 0% — )H

—d(y =™, oh —77) + d(y — nhy o — Th),
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d’ou par (H3), on a
2 2
oo~ 7ill% + 1ok = 7il) < Nalllor = 7alyg lon = il
110l 1o = wallpr llon — 72l x

+[ Ao = 2|y lof, = 731y

+lldll |y =™, 17, = 7

Y = anll lon = Thlg -

On déduit alors I'existence d’une constante C positive qui dépend de ||al|, ||b]|, ||d]] et « telle
que, pour tout (Th,wh,nh,zi,n(h)) € Vi(f) x My, x Ly, x X3,° x Agh) nous avons (|o — 7|z <

ot = 73l + 1} = 7F1 )

o7~ 7ill + 1ok il < © (o=l + Il + o = wnllag + Iy = ml

(2.2.23)
+ o=zl +ly =l ).
En utilisant ensuite 1'inégalité triangulaire on obtient, pour tout 75, € V3 (f)
lo—olly +lohly = llo =i+ = ol + ok =i + il

<llo = 7illy + 178 = ol + 1% = 7hl + 17E L

ce qui implique en combinaison avec (2.2.23) que
lo =il +loly <+ (_int (lo =7l + bil)
= = ThEVR(S) = =

+C | inf |lv—-w + inf -
(i, o= wnlly + it =l

+ inf |Ao — 2|y + inf — .
zieéJ wlu n(meAgm’h ™l

Pour conclure, nous rappelons que la condition inf-sup implique la propriété suivante (cf. [32],
Proposition 2.5)

inf (U—TS + |77 )Sc inf (U—TS + |77 )
Lt (=il i) < o ing (1o =rill +1rdl)

en particulier

inf (0’—7‘5 + |77 )<c inf |lo—77,.
Lt (=il +il) S e _ing =il

(iii) Estimations d’erreur sur les termes v — v, et 7 —
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Une fois de plus nous utiliserons 'inégalité triangulaire

( ) “(U_Uha'Y_'Yh)H(MxL)/Ker Bt < “(Uh_wha')’h_nh)H(MxL)/Ker BT
2.2.24

10 =wny ¥ = ) a1y cer B -

ol (wp,nn) sont des éléments quelconques de My, x Lj. Par '’hypothese (H2), pour tout
(wh,mn) € My, X Ly, nous avons

1 b(vp — Why Yh — Mn5 Th)
(2.2.25) | (vh — wh, o — 1)l = < — sup
(MxL)/Ker B¢ ﬂmeé Tlf”g"‘ IT;;IE

En utilisant ensuite la décomposition orthogonale de 7, (1, = 7}, +77) et le fait que X}, C Zj,

on obtient I’expression suivante de g(vh — Wh, Yo — K3 Th)

(2.2.26) b(vh — Why Y — M3 Th) = b(op — wp, ) + d(yn — n, ) + AV — T, T)

On veut se débarrasser du terme b(v, —wy, 77 ) dans I’équation ci-dessus. Pour cela, soustrayons
la premiére équation de (2.2.13) de la premiere équation de (2.2.12). On obtient

a(oc — op, 1) +g(v —op, Y — Yy Th) =0, V1, € Xh-
En particulier, pour tout 77 € és, on a
a(oc —op, 1) +b(v — vy, 1) +d(y — Y, 75) =0, V75 € és,
ce qui, en introduisant (wp,nn) € My X Ly, peut s’écrire
a(o = on, ;) + b(v — wp, 7)) + blwp — vp, ) + d(y = 9n, 73) + d(gn — Y0, 71) = 0,
que nous utilisons dans (2.2.26)
b(vn — wh, ) + d(yh — M, ) = alo = on, ) + b(v — wp, ;) + d(y = 14, 71),

pour obtenir

b(op, — wpyyh — M Th) = a0 — o, 1) + b(v — wp, TF)
(2.2.27)

+d(y =, 7)) + d(vh — M, T)-

Le terme o — oy, ayant été déja estimé dans (i), les termes b(v —wy,, 7)) et d(y—np, 7)) pouvant
étre facilement majorés par C'||7; || (|lv —wallaz + || — 7nllL), il ne reste plus qu’a étudier le

terme d(ys — 7, 77). Celui-ci, peut étre réécrit comme suit (grace a (H4b))
d(vh = ns7h) = d(yn =7, 7) + Ay = n, Th)
(2.2.28)
= d(yn, ) +d(0" =y, 77) + diy = m7h), V0™ € A
Prenons 7, = 7; dans la premiére équation du probleme discret (2.2.13), on obtient

a(op, 1) + d(yp, 17,) = 0,
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ou, de facon équivalente
(2.2.29) A7) = —alon ) = —(Aon, 1) = (24 — Aow,7h), V2i € Xi®.
A partir de (2.2.27) via (2.2.28) et (2.2.29), on obtient,

b(vh — Why Y — a3 Th) = alo — op, 7)) + 0(v —wp, 7)) + d(y — 4, T + 7))

+ (2 — Aon, 77) + d(n™ =, 7)
(2.2.30)
< C{lo—onlu + lv —wnllp + 1y = mll,

|23 = Aol + In® — e} (il + 1771}

ou le terme |z} — Aah@ peut étre majoré par

|Z}i —AO’h|£ = |Z}i —AO’+AU—AO’h|£
(2.2.31) - -

< |z, — Aclg + llalllo —on|m-

En reportant (2.2.30) et (2.2.31) dans (2.2.24) et (2.2.25), on obtient finalement
10 =0y = Wi 5 < C' {10 = Gl + 1ohly

+ inf |[v —w + iInf —
S o=l + ot =l

+ inf |z} — Ao|lg + inf (h) _ .
zgexhs| h | o) lIm Il
|

Remarque 2.2.5 57 Ker Eﬁ =0 (ce qui est vrai pour Uapplication), on obtient les estima-
tions d’erreur dans la norme habituelle ||(v — vp, ¥ — yu) M xL-

Remarque 2.2.6 Le Théoréme 2.2.2 peut étre facilement généralisé dans le cas du probléeme
suivant

Trouver (0,v,v) € X x M x L tels que

a(o,7)+ Z(v,’y;T) =(g,7)£, Vre X,

b(w,n;0) = —(f,w), Y(w,m) € M xL,

avec g € H. Les estimations d’erreur pour ce probléme, sont alors légerement différentes de
celles obtenues précédemment. Plus précisément on obtient

(2.2.32)
r S _ _ < inf _ .S
|‘7h|g+ o Uh”é"‘ (v —vp,y ’Yh)H(MxL)/Ker Bt = C {Tﬁlenth o Th“é

+ inf |[v —w + inf —
whE%H nllar nhethlv Ml 1,

+ inf —Ao) — 2|+ Inf —ph) .
Zzeésl(g ) = 2hle n(mem’h U2
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2.2.5 Application au probléeme élastique
2.2.5.1 Les résultats principaux

Nous considérons ici le probleme de 1’élasticité. Dans ce cas, les espaces fonctionnels de
base sont

H = (L*(Q)", X = (H(div; ©))*, M = (L*(2))* et L= L*(Q).

Les opérateurs abstraits B, D et A sont définis par

Br=divr, VreX, Dr=as(r) VreH,
(2.2.33)

Pour la discrétisation du probléme, nous considérons les espaces X;,, M; correspondant a la

nouvelle famille des éléments finis mixtes, définis par (2.1.30). Notre objectif est maintenant
de définir un espace Lj, particulier qui nous permet d’obtenir I’équivalence entre les problemes
(2.2.2) et (2.2.9). Pour ce faire nous définissons Lj par la relation suivante

(2.2.34) Ly = D(Xp) = as(Xn).

Notons que, dans ce cas, Dy, est la restriction de I'opérateur continu D dans I'espace Xj. De

plus, nous avons
Lh =Im Dh, &sym = Ker Dh.

Nous allons ensuite montrer que le probleme (2.2.9) entre dans la cadre de la théorie abstraite,
ce qui nous permettra d’obtenir les résultats suivants.
Le premier résultat concerne ’équivalence entre les problemes (2.2.2) et (2.2.9).

Théoréme 2.2.3 Supposons que les espaces Xy, My, Ly, définis en (2.1.80) et (2.2.34) sa-

tisfont les hypothéses (HO) & (H4b), alors le probléme (2.2.9) admet une solution unique
(Ohsvn,n) € X X My, x Ly, avec (op,vp) Vunique solution du probleme (2.2.2).

Le résultat principal de cette section est le théoreme de convergence suivant. On se restreint
ici au cas des éléments finis correspondant a k£ = 0,1 et 2 pour des raisons techniques (voir
remarque 2.2.9).

Théoréme 2.2.4 Supposons k < 2. Soient (on,vn,Yn) € Xp X My X Ly, et (0,v,7) € X X
M x L les solutions des problémes (2.2.9) et (2.2.6) respectivement, alors (o}, = o}, + 0},)

o (0, vn,7m) = (0,0,7)  dans (H(div ; 2))% x (L*(2))? x L*(%),
e o =0 dans (L*(Q))*

De plus, si la solution est suffisamment réguliere, i.e., (o,v,7) € (H™())* x (H™(2))? x
H™(Q) et (Ao, div o € (H™(Q))* x (H™(2))? pour m = k+1, alors on obtient les estimations
d’erreur suivantes (on note par |- |gmya la semi-norme habituelle dans (H™)¢)

(2.2.35)
o — apllca(aivy? + lonlz2ys + [lv —onllz2ye + 1y =l <

< Chm (|U|(Hm)4 + |diV(U)|(Hm)2 + |’U|(Hm)z + |AU|(Hm)4).
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Pour prouver les théoremes 2.2.3 et 2.2.4, nous allons appliquer la théorie abstraite, présentée
dans la section précédente, au probléeme continu (2.2.6) et son approximation (2.2.9). Les
étapes principales de la démonstration sont les suivantes. On commence par justifier le choix
de l'espace Ly, défini par (2.2.34), puis, nous caractérisons cet espace a 1’aide des fonctions de
base locales. Dans en deuxieme temps, nous vérifions les hypothéses (H0)-(H4) pour la nouvelle
famille d’éléments finis mixtes. Finalement, on obtient les estimations d’erreur (2.2.35) en
utilisant les résultats d’interpolation habituels (cf. [97]) dans les espaces X*, My, Ly, (voir

section 2.2.5.3-d et lemme 2.2.3).

Remarque 2.2.7 Le Théoréme 2.2.4 nous donne des estimations d’erreur pour approzi-
mation de la formulation relaxée. Ceci nous permet d’obtenir les estimations d’erreur pour la
formulation forte, car nous avons d’une part ’équivalence entre les deuz formulation (relazée
et forte) du probléme continu et d’autre part grice aw Théoréme 2.2.3 'équivalence entre les
deux formulation (relazée et forte) du probléeme discret.

Remarque 2.2.8 Le Théoréme 2.2.4 implique la convergence de oy vers o seulement dans
Uespace H (c.a.d, (L*)*). Pour obtenir une bonne approzimation du tenseur de contraintes
dans Uespace X (c.a.d, (H(div))?), il suffit de projeter la solution discréte oy, sur Uespace Xp,*.
Cela consiste a calculer o}. Dans le cadre de notre application, il s’agit d’un post-traitement
qui est particulierement facile, car il est local.

Remarque 2.2.9 Nous montrerons dans la section 2.2.5.4, que Uobtention du résultat de
convergence pour k quelconque se raméne & vérifier qu’une certaine matrice rectangulaire est
de rang plein. Il nous a semblé difficile de vérifier cette propriété a la main. C’est pourquot,
nous avons implementer un algorithme avec MAPLE qui nous a permis de la vérifier pour
k=0,1 et 2. Pour des k supérieurs on pourrais utiliser la méme méthode bien que nous ne
l'ayons pas fait.

2.2.5.2 Equivalence avec le probléme relaxé: Caractérisation de ’espace L,

La démonstration des théoremes 2.2.3 et 2.2.4 est une conséquence immédiate du lemme
suivant. Il nous restera alors a vérifier que les hypotheses de ce Lemme sont satisfaites pour le
choix particulier de Lj que nous avouns fait. Ceci sera ’objet des deux prochaines paragraphes.

Lemme 2.2.1 Supposons que les espaces Xy, My, Ly, définis en (2.1.80) et (2.2.34) satisfont
les hypothéses (HO) a (H4b), alors les théoremes 2.2.3 et 2.2.4 sont vrais.

Démonstration.
(i) Existence et unicité de la solution du probleme (2.2.9)
Tout d’abord, notons que les hypotheses (HO) a (H4b) entrainent l'existence et I'unicité de la
solution du probleme (2.2.9). Ceci est une conséquence directe du théoreme 2.2.1.
(ii) Existence et unicité de la solution du probléme (2.2.2)
Maintenant, nous remarquons que choisir L, = D(X},) implique la caractérisation suivante

de V(f)

(2.2.36) Va(f) = {Th € Xp™"™ [ b(wn, ) = =(f,wn), Yuy, € %}
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En fait, 1’égalité g(wh,nh;Th) = —(f,wy) qui est vraie pour tout couple (wp,n,) implique
en particulier, en choisissant w;, = 0, que d(np, 1) = (D7h,mp) = 0 pour tout 7, dans Ly,
Puis, en prenant 7, = D7), € Ly, on obtient facilement D7, = 0, soit, en d’autres termes
7, € X3*™. Maintenant, il suffit de remarquer que b(wp, np; ) = b(wp, 73) lorsque 75, est
sym

élément de XY™, pour déduire que

V() € {mn € Xu*"™ [ buwn, m) = —(f,0n), Vun € Ma}.

L’inclusion inverse est immédiate. Finalement les hypotheses (H0), (H1) et (H3) impliquent
(de par I’équivalence des normes en dimension finie) le résultat de coercivité discrete

(2.2.37) dap > 0, Vo, € Vh(O), a(ah,ah) > ap ||Uh“2§

11 suffit pour conclure d’utiliser la théorie classique des problémes mixtes, (hypothese (HO),
(2.2.36) et la condition de coercivité discréete (2.2.37)) pour obtenir I’existence et 'unicité de
la solution (op,vp) du probleme discret (2.2.2) dans X;,*¥™ x M), (Ker Bj, = 0).

(iii) Equivalence entre les problémes (2.2.9) et (2.2.2)

Soit (op, vh, Yn) € Xp X My x Ly, la solution de (2.2.9), il est clair que oy, est dans Vj,(f), ce qui

implique, cf. (2.2.36), que 0j, € X},

sym sym

. Prenant ensuite 7, € X;,*Y™ dans la premiere équation

du probleme (2.2.9), on obtient que (o, vs) est aussi la solution du probleme (2.2.2).
|
Nous caractérisons maintenant ’espace Lj. Introduisons les espaces suivants:

e L’espace de fonctions (Q; discontinues

Qf p = {an € L*(Q) / VK € Ty, anlx € Qu}-

e L’espace de fonctions (J; continues
Qir={an e H'(Q)/VK € Tp, qnlx € Qi}-
Nous définissons Eh C L comme suit

Définition: Eh est le sous espace de Qﬁ,k_i_l, défini a Uaide des fonctions Qpy1 discontinues
qui satisfont une relation supplémentaire a chaque sommet intérieur du maillage Ty. Plus
précisément, notons qx, 1 < k < 4 les 4 valeurs de la fonction qn, € Ly, associée a un sommet
intérieur M; du maillage Ty, (voir Figure 2.2.1), alors la relation suivante doit étre satisfaite

(2.2.38) a1 tq3=¢q2+qa

Lemme 2.2.2 L’espace L, = D(X},) est un sous espace de L.

Démonstration.
Par définition de Ly, on a:

Vi, € Ly, 31, € Xj, tel que gy, = as(ry,) = 7'}31 — 7,12.
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.q2

Fi1G. 2.2.1: Degrés de liberté associés a un sommet intérieur du maillage.

Utilisant ensuite la définition de X} on déduit que

VK € Ty, M|k € Qrt1-

Pour conclure, il reste & prouver que 7, satisfait aussi la relation locale (2.2.38)

a chaque

sommet intérieur du maillage. En effet, considérons M; un sommet intérieur du maillage
(illustré par la Figure 2.2.2). Par définition de as(.), on a

77K1‘M4 _TKl‘M
nicy |y = Ty gy~
77K3\M4 —TK3‘M - TKa‘M‘

Micalag; = Tic, |y = i |y

point Mj (de méme pour 7% et 721).

Les relations de continuité dans X, impliquent les égalités suivantes

7_K1‘]M

711(22 ‘Mj

Ky K,
h’
TM .
79 12 d,12
T, 4TMJ'
| |
—
b,
™
K K>

F1G. 2.2.2: Relations de continuité dans X.
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‘ ‘ — h21
TK1 M; —TK4 M =Ty, s
21 _ 21 _ _b21
TK2‘MJ - TKs‘Mj = TM] )
_ d12
TKl‘MJ - TKZ‘MJ = 7—M] ’
2 |ar, = 72 |ag, = 7812
K3 |M; = TK,|M; M ’
d’ou, on obtient
_ h21 d,12
T]KI‘M] TM TM] Y
b,21 d,12

K 0 =Tv; — Ty o
TIKS‘MJ' :TM]' _TM]' ’

=T =T
K4 ‘M] M; M;
On peut alors montrer facilement que
77K1‘Mj T NKs | M; = MKy |M; + MKy |M;

|
Le résultat suivant termine la caractérisation de I’espace Ly,.

Théoréme 2.2.5 La dimension de Ly, est égale a la dimension de ['espace Eh, ce qui implique
l’égalité B
Ly, = Ly,

Démonstration.
Nous commencons par le calcul de la dimension de Ly,

Dim Eh = Dim Q;iz,k+1 — Le nombre des sommets intérieurs
=N? (k+2)?— (N -1)?
= N?(k*> + 4k + 3) + 2N — 1.
D’autre part, on a
(2.2.39) Dim L; = Dim é — Dim ésym,
car Ly, = D(é) = Im Dy, et ésym = Ker D},. Considérons é comme un sous espace de

d 4
(Qh k+1) , on a alors

(2.2.40) Dim Xj; = Dim Qﬁ,kﬂ x 4 — Nombre des relations de continuité.
Comme 71, 72! (vesp. 72, 77%) sont continus & travers les arétes verticales (resp. horizon-

tales), le nombre des relations de continuité dans Xj est donné par
Nom. de relations de continuité = Nom. des arétes X Nom. de deg. de lib. par aréte x 2
=2N(N —1) x (k+2) x 2.
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En reportant ceci dans (2.2.40), on obtient
(2.2.41) Dim X, = 4N?(k® + 3k + 2) + 4N (k + 2).

sym

Pour calculer maintenant la dimension de X;°Y"™, on réécrit cet espace comme la somme di-

recte des deux espaces correspondant & la décomposition d’un tenseur en une partie diagonale
et une extra-diagonale,

(2242) thym — thym,d _|_&sym,e7

ou

&sym’d est isomorphe a {(7',11,7,32) € H(div), VK € Ty, (7',11,7,%2) |k € (Qk+1)2} ,

ésym’e est isomorphe & {T,}2 = 7'}31 € H' /YK €Ty, 7',12 |k € Qk+1}-
On obtient alors
(2.2.43) Dim X,*™¢ = Dim Qf ;1 = (N + 1)* + 2N(N + 1)k + N°£?,
et (comme pour le calcul de Dim é),

Dim &sym’d = Dim be p+1 X 2 — Nom. des relations de continuité

(2.2.44) =2N?*(k+2)* —2N(N —1) x (k+2)

1
=2N?(k* +3k +2)+2N(k+2) (= §Dim&),
En reportant (2.2.43) et (2.2.44) dans (2.2.42), on obtient

Dim &sym = Dim &sym,d + Dim &sym,e
(2.2.45) = = 2h
= N2(3k2 + 8k +5) + N(4k + 6) + 1.

A partir de (2.2.39) via (2.2.41) et (2.2.45), on a
DimL; =4N?(k*+3k+2) +4N(k +2) — N2(3k? + 8k +5) — N(4k +6) — 1

= N?(k* + 4k +3) + 2N — 1.

Dans ce qui suit, nous poserons N L, = DimL; et noterons par
(2.2.46) {g;, 1<j < NIy}

les fonctions de base de Ly, associées aux degrés de liberté suivants (nous distinguerons ici les
sommets des éléments, des autres “noeuds”, qui correspond & un maillage plus fin obtenu par
la division de chaque élément K en k? carrés égaux):

— Degrés de liberté associés au bord du maillage:

— La valeur de la fonction en chaque sommet du domaine 2, noeud de type 1, (il y
en a 4),
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— La valeur de la fonction en chaque noeud du bord, intérieur & une aréte du maillage,
noeud de type 2 (il y en a 4kN),

— Les deux valeurs de la fonction en chaque point du bord, qui est un sommet d’un
élément, (différent des 4 sommets de ), noeud de type 3 (il y en a 4(N —1) x 2).
— Degrés de liberté associés a l'intérieur:
— La valeur de la fonction en chaque noeud, qui est intérieur & un élément, noeud de
type 4 (il y en a k*2N?),

— Les deux valeurs de la fonction en chaque noeud, qui est situé a I'intérieur d’une
aréte, noeud de type 5 (il y en a 2kN(N — 1) x 2),

— Les trois valeurs (q1 + ¢2 + g3 + q1)/4, (@1 — @2 — @3 + q4) /4, (@1 + @2 — 43 — q1) /4,
en chaque sommet intérieur du maillage, noeud de type 6 (il y en a (N — 1)? x 3).

Nous présentons dans la Figure 2.2.3 les différents types des noeuds dans L. Il est facile

S 1
Se ¢ 2
5e ®2
Se ®2
3 3
4 4 4 |6
o o o
4 4 4
o o o
4 4 4
e o o
1 1
3

FiG. 2.2.3: Les siz types des noeuds dans Ly,.

de vérifier que le support de chaque fonction de base est constitué d’un seul élément K, a
I’exception des fonctions de base associées aux sommets intérieurs qui ont un support sur
quatre éléments.

Afin de pouvoir appliquer le lemme 2.2.1, il nous reste & prouver que les hypothese (HO0) a
(H4b) sont satisfaites pour les espaces Xj, M} et Lj. La section 2.2.5.3 est consacrée a la
vérification de (H1), (HO), (H3), (H4) et (H4b), dans cette ordre particulier. L’hypothése
(H2) qui est la plus délicate est démontrée dans la section 2.2.5.4

2.2.5.3 Preuve du théoréme principale: Vérification des hypothéses (H1), (HO),
(H3), (H4) et (H4b)

a - Hypothése (H1) La décomposition orthogonale de I'espace X, est une généralisation

des résultats présentés pour le probleme scalaire. Soient Xj, — M), les espaces des éléments
finis ngjl — @} introduits dans le chapitre précédent. Nous avons montré que X; admet une
décomposition orthogonale X;, = X @ X, avec X, X} définis par (1.2.27). Par définition de
Xp on a

&:XhXXh,
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d’ot on obtient immédiatement la décomposition orthogonale suivante pour Xj

(2.2.47) Xn=Xn" ® Xp',
avec
(2.2.48) Xp' = X} x X} et X" = XJ x X}..

De plus, on a
&T C Zp,.

Ceci est un corollaire de la propriété locale suivante (voir Lemme 1.2.3).

(2.2.49) VK € T, Yw € Qg, Vpp € X;;, (divph,w)K = 0.

b - Hypothése (HO) On sait que (cf. Remarque 2.2.4), ’hypothese (H0) est équivalente &
Ker Eﬁ =0.

11 suffit donc de prouver que pour tout couple (wp,n,) € My, x Ly, qui satisfait

(2.2.50) b(wh, 10 Th) = b(wh, ) + A, Th) = 0, V7h € X,

nous avons
wp =0 et g, =0.

En effet, prenons d’abord 75, = 7 (un tenseur diagonal de X,) dans (2.2.50), on obtient alors
(2.2.51) Z(wh,nh;nf) = b(wh,T,ff) =0, VT,? € Xp.

Ce qui entraine que wy = 0, en utilisant les propriétés bien connues de ’espace de Raviart-
Thomas. Pour conclure, il nous reste a prouver que

(a‘S(Th)anh) = 07 VTh € ﬁ

implique que 7, = 0. Ceci est vrai, car par définition de Lj nous avons
Ly, = D(Xp) (z as(é)) .

c - Hypotheése (H3) La vérification de cette hypothése est aussi une généralisation immé-
diate des résultats obtenus pour le probléeme scalaire. A partir de (2.1.11), on obtient

2 2 2
alon,on) = alonlty = a (o33 + 1413, ) -
Remarquons maintenant que o, € Vj, implique que
(a) (as(on),mn) =0, Vnu € L,

(b) (div(op),wn) =0, Ywy € M.
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De plus
(i) divoy € My,
(1) (divey,wp) =0, Vwp, € My,

En effet, (i) est une propriété bien connue de lespace de Raviart-Thomas et (ii) est une
conséquence immédiate de (b) et du fait que X" C Zj,. Grace a la propriété (i) on peut

prendre wy, = dive; dans (i7), ce qui entraine que
divej = 0.
D’ott on obtient ||o} |4 = |0 |% et en conséquence
Yo € Vi, alon,on) > a (uagui n |o—,§|2£) :
d - Hypothéses (H4) - (H4b) Il est bien connu que les espaces X;,° et M), vérifient les

propriétés d’approximation (H4) (cf. [94], [97], [32]). De plus, comme 'espace Lj, contient les
fonctions Qg1 continues, il est clair que nous avons

lim inf - =0 VyeL.
fim inf =l g

Pour vérifier maintenant ’hypothese (H4b) (cf. Remarque 2.2.2) nous allons chercher a déter-

miner L"), un sous espace de dimension finie de Arh , satisfaisant la propriété d’approximation
(2.2.14).

Lemme 2.2.3 L’espace L) = be i est un sous espace de A&h). De plus, il satisfait

li inf — ™|, =0, VyelL.
lim n(h;relm)llv L =0, vy

Démonstration.
e . . . . R) _ d
La propriété d’approximation est bien connue. Nous allons prouver ici que L) = Qh,k

(h)

est en effet un sous espace de Ay,
AP = {9 e L/ dn™, ) =0, vrj € X7}

= {1 e L/ (astrp),n®) =0, ¥ € X7}
Pour ce faire, il suffit de prouver que
(2.2.52) VK € Ty, (as(rh),n™) o) = 0, V(rh,n™) € Xp" x L™,

Ceci est une propriété de 'espace X;". En effet, considérons pour simplifier et sans perte de

généralité élément de référence K = K = [0,1] x [0,1]. Notons par ¥ la restriction d’une
fonction de X}," dans I'élément K (voir Lemme 1.2.3), elle s’écrit alors

. 1/311 1&12 p1(w1)or(z2) p2(z2)ok(w1)
= o = » Pi<i<a € Py ¢,
a1 a2 p3(®1)ok(z2) pa(w2)ok(z1)
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ou la fonction oy est définie, & une constante multiplicative prés, par

1
| on@ia)ds =0, vp e .
0

o € Pk+1, Uk;u'é 0.

Donc, du fait que toute fonction g(z1,z2) € Q) peut étre écrite comme une combinaison
linéaire de termes de la forme q;(z1)g2(z2) avec (q1(z1), g2(x2)) € Pip(z1) X Py(z2), on déduit
que

/ or(z2)q1(z1)g2(x2)dz dzy = / or(z1)q(z1)q(x2)dz 1 dzy = 0,
K K

d’ou on obtient
V(l,]),l = ]-727 .] = 1727 (&l]a(J)LZ(K) = 07 v q € Qk(K)

Ce qui implique en particulier (2.2.52).

2.2.5.4 Preuve du théoréme principale: Vérification de I’hypotheése (H2)

Finalement nous allons vérifier la condition inf-sup discrete. Pour ce faire, nous allons la
séparer en deux parties via les lemmes suivants.

Lemme 2.2.4 Pour tout vy, € My, il existe un 7'}1 = Té’s € X,® tel que

(7) (diVTﬁ,wh) = (vp,wp), Ywy € Mp,
(it)  (as(ry),pn) =0, VY € Ly,

1,
(i) ||,”

1 1
x + " e =117 lx < ellvnlla,
ol c1 est une constante positive indépendante de h.

Lemme 2.2.5 Pour tout ny, € Ly, il existe un 7'}3 € Xy tel que
(@) (divry,wp) =0, Ywp € My,

(i) (as(it),mn) > ez [|mall7,

(i) 7l + 7" | < esllnnllz,
avec co, c3 quelques constantes positives indépendantes de h.

Avant de prouver ces deux lemmes, nous allons d’abord démontrer qu’ils impliquent le théo-
réeme suivant, équivalent a la condition inf-sup.

Théoréme 2.2.6 Pour tout (vy,nn) € My x Ly il existe un 7, € Xj, tel que

(divrn, o) + (as(ri)s ) = C (llonlly, + lmnll, ) (Iilly + 175

avec C une constante positive indépendante de h.
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Démonstration.
Pour tout couple (vy,m,) € My, X Ly, prenons 7, = 7} + 77 € X3, avec 7; (resp. 77)
vérifiant le Lemme 2.2.4 (resp. le Lemme 2.2.5). Nous obtenons alors,

(divry, vp) + (as(rp),mn) = (divr},vp) + (as(77),mp)  (Lemme 2.2.4-(ii) et 2.2.5-(i))

> [lonlla; + 2 Inallg (Lemme 2.2.4-(i) et 2.2.5-(ii))

2
> ¢ (lfonlly + Il

> C (llonllyg + Il ) (Il + 17711 ) (Lomme 22.4 et 2.2.5,(ii)

[ |

Pour démontrer le Lemme 2.2.4, nous suivons les techniques habituelles utilisées pour

prouver la condition inf-sup (cf. [32]). Plus précisément, dans le Lemme 2.2.6, on obtient tout

d’abord un résultat analogue au Lemme 2.2.4 pour le probléme continu. Ensuite, on conclut
en exploitant les propriétés de l'espace des éléments finis Raviart-Thomas.

Lemme 2.2.6 Pour tout v € M il existe un T € X tel que
(1) 7 est diagonal (donc as(t) = 0),
(13) divr = v,
(@) I7llx < Chllvllar.

Démonstration.
Dans le cas d’'un domaine €2 rectangulaire, il est facile de montrer que, pour tout v =
(v1,v2) € (L*(Q))*(= M), il existe un 7 = (11, 72) € (H(div; Q))*(= X) avec

T11 0
= () = (2)

. o . 0192
divrp = —— = v et diviy = —— = 9.
8351 8352

et ou 71, 19 satisfont

En effet, introduisons v; (resp. v2) 'extension par zéro de vy (resp. vy) a 'extérieur du domaine
Q. Nous définissons ensuite 711 (resp. T92) comme une primitive de v1 (resp. v2)

1 1
7'11(.’E1,.’E2) =/ 51(8,.’E2)d8, 7'22(.’E1,.’E2) =/ 52(x1,3)ds.
0 0

I1 est alors clair, que 7 = (71, 72) satisfont les propriétés (i), (ii) et (iii) du Lemme 2.2.6.
|
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Preuve du Lemme 2.2.4. Soit v, un élément quelconque de Mj,. Le Lemme 2.2.6, entraine
qu’on peut construire un 7" € X tel que

(al) 7" est diagonal = as(7") =0,
(2.2.53) (a2) divr" = vy,
(a3) 7" x < Cillvnlla-

Soit II; Popérateur d’interpolation habituel dans Pespace des éléments finis de Raviart-
Thomas (X3%). On sait alors que 1I}; satisfait (cf. [32])

(bl) (le(T - HZT)7wh) =0, V(Ta wh) € é X %7
(2.2.54)
(2) [i7lx < Cofi7]x, V7 € X

De plus, la structure particuliere des maillages réguliers que nous considérons, entraine que

(2.2.55) Pour tout 7 diagonal = II}7 est également diagonal.
Posons ensuite 7} = Ti’s = I} 7" et vérifions qu’il satisfait les propriétés (i), (i) et (iii) du

Lemme 2.2.4. En effet,
(i) est une conséquence de (2.2.53)-(a2) et (2.2.54)-(b1).
(ii) est une conséquence de (2.2.53)-(al) et (2.2.55).
(iii) est une conséquence de (2.2.53)-(a3) et (2.2.54)-(b2). [ ]

La technique de macro-éléments Pour prouver la deuxiéme partie de la condition inf-
sup (le Lemme 2.2.5) nous allons utiliser la technique de macro-éléments (cf. [106]). Cette
technique nous permettra d’obtenir une estimation globale par le biais des estimations locales
adéquates obtenues sur des macro-éléments. Nous commencons par I'introduction de quelques
notations.

Soit M le macro-élément de référence défini comme 'union des quatre carrés unitaires
disjoints.

M= U I?j ou I?j, j=1,...,4 sont des carrés unitaires ,
G=1,.04
K; =Tj(K), K =[0,1]* et T, est une translation, T;(Z) = Z + t;, t; € {—1,0}?

Chaque macro-élément courant M, sera associé a un sommet S, du maillage 7, et il est défini
par

M.= |J Kfavec Kf = F.(K;)=F,oTj(K),
j=1,...,.4
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ou F, est une transformation affine:
Fe(z)=Se+h 7.

Nous avons bien évidement
oc |J M,
e=1,...,N2

et la propriété du recouvrement fini
(2.2.56) Chaque élément K € 7}, est contenu dans 4 macro-éléments au plus .

Nous noterons par My, la partition de {2 en macro-éléments.
Sur le macro-élément de référence on définit les espaces suivants qui sont les espaces locaux
associés a X, et Mj,

{7 € (Ho(div,M))? /| VK € M,7|z € Q- },

([
I

)

M ={we (L] (M )) /VKEMw|K€Qk}
ott Hy(div, M) est défini par
Hy(div, M) = {7 € H(div; M) / 7-nl,57 = 0}.

L’analogue de la décomposition orthogonale globale (2.2.47), (2.2.48), s’écrit sous la forme
suivante

r
)

©»

(>

_X'e

[t
[t

= {Fe

||><>

/V K € M,?| € RT?},

est le complément orthogonal de i * dans i pour le produit scalaire dans (L2(M\ N4,

[

ou on rappelle que ir vérifie la propriété fondamentale (cf. (2.2.49))
(2.2.57) VKeM,VoeQi,VireX , (divi', @)z =0.
Nous introduisons ensuite I’espace local correspondant & Ly,

L =as (

o

En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du Lemme 2.2.5, on peut carac-
tériser L par

L ={jeL*M ) /VEK e M 7 € Qryr et 7 satisfait (¢), (44), (444) }.
(i) 7 satisfait la condition de continuité (2.2.38) en chaque sommet intérieur de M.

(ii) 7 est continu sur oM.

(iii) 7 = 0 aux quatre sommets de M.
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La différence entre cette caractérisation et celle de Ly, vient des conditions supplémentaires
imposées au bord du macro-élément de référence OM. Notons que la dimension de L est
NL = 4(k? + 4k + 3) — 9. Dans ce qui suit, nous noterons {fi;,1 <i < NL} les fonctions de
base dans L associées aux degrés de liberté suivants:

— la valeur de la fonction en chaque sommet appartenant au bord du macro-élément (&
lexception des sommets de M), (il y en a 8(k + 1) — 4),

— la valeur de la fonction en chaque noeud situé a 'intérieur d’un élément de M (il y en
a 4k?),

— les deux valeurs de la fonction en chaque noeud situé sur une aréte intérieur, (il y en a
8k),

— en chaque sommet intérieur, les trois quantités suivantes (g1 +q2 + g3 +q4)/4, (¢1 —q2 —

g3 +q4)/4, (@1 + g2 — g3 — q1) /4, avec (q1, q2, g3, qa) illustrés dans la Figure (2.2.1) (il y
en a 3).

Nous définissons ensuite les espaces X ’ M, et L, sur un macro-élément quelconque

}7

M, ={w.,=GoF, ', ©eM}

X ={re=7ToF, ', 7€

—

[[><)

L.= {776 :ﬁOFeil ’ '77\6 L}'
L’espace X . admet la décomposition orthogonale suivante,
= = — ~ TP

X =X+X, X°={reeX /VK.CM,r|k. ERIE}={ToF, ', TeX}

X" est le complément orthogonal de iz dans ie pour le produit scalaire dans (L2(M\e))4.
Par (2.2.57), nous avons

VEK.€M,Vw €Q}, V7, €X', (divr],w.)g, =0.

Nous rappelons que les propriétés de 'espace R} entrainent que:

L’opérateur divergence est surjectif de X Z dans M.

Soit maintenant, p¢ = 11; 0 F, 1, alors {u$,1 <i < NL} est une base de L.. Dans ce qui suit,
nous utiliserons la définition suivante

Definition 2.2.1 Soit u, une fonction définie dans le macro-élément M., u. désignera la
restriction dans §2 de Uextension de u, par zéro a Uextérieur de M,.

Par construction les espaces X o M, et L. satisfont les propriétés suivantes
(Te,we,’l’]e) € ée X Me X Le g (%’eaweaﬁe) € é X % X Lha
(r3,70) € éz X éz = (75,77) € és X é”.
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elliptique: le probléme stationnaire

Pour éviter 'utilisation de notations lourdes, nous noterons par ||.||x la norme dans (H(div))?
pour les espaces X, X et X . La méme convention sera utilisée sur les normes ||.||a, [|.|| et
|-a-

Le lemme suivant démontre une propriété importante de ’espace Ly,.

Lemme 2.2.7 Tout n, € Ly, peut étre réécrit sous la forme suivante

(2'2'58) Nh = Zﬁea Ne € L..
e

ot chaque n, satisfait (C' étant une constante indépendante de h et de ne):

(2.2.59) [mell < C llnnla. |z

ce qui implique

(2.2.60) > el < C limalli
ecé

Démonstration.
(i) Nous démontrons d’abord (2.2.58). En exprimant 7, € L;, dans la base (2.2.46), nous

avons
NL,

=Y 1 -
=1

Une conséquence de la partition M, est que, pour chaque gj, il existe au moins un macro-
élément M, (on en choisit un qu’on note e = E(j)) et une fonction de base u§ (i = I(e,j))
de L, telle que

qj = Hi-
Par commodité, on notera (f = n;. Donc, tout 7, dans L;, peut étre écrit comme

NL,
M= Y_C B, ou e=E(j), i=1I(ej)
j=1

En introduisant maintenant les indices Zf = {I(e, j), Vj tel que E(j) = e}, la derniére re-

lation s’écrit
h = Z Z Cze ﬁ?)

e ieT¢

ce qui entraine (2.2.58), si on pose

(2.2.61) he=3"¢t ut.
i€Te

(ii) L’inégalité (2.2.59) est une conséquence du fait que (cf. (2.2.61)) 7, est défini seulement
en fonction des degrés de liberté de 7, appartenant au macro-élément M, (le nombre de ces
degrés de liberté étant borné indépendemment de h).
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(iii) Pour prouver (2.2.60), on utilise la propriété de recouvrement fini (2.2.56)

Yo lmalae iz =D D lnalwelz <4 D lnalwllz = 4llmllz-
KeT,
]

ecé ecf j=1,4

Preuve du Lemme 2.2.5. La démonstration repose sur les résultats locaux suivants:
= is +§T tel que

[

(Vi€L, It=7"+7"¢
0, Vi € M, VK € M,

(¢) (div7,@); =

)

(i) as() =1, Vi€ L,

L (i) (7% )lx + 177 < O lillz,

Lemme 2.2.8 Supposons que (E) est satisfait, alors le Lemme 2.2.5 est vrai.

Démonstration.
Selon le Lemme 2.2.7, on sait que 7, € L, peut étre écrit comme suit
Nh = Zﬁe; Ne € Le.
e

Les relations locales (i) et (ii) entrainent que, pour chaque 7, il existe un 7, € X s (pour
T o F, 1 ol 7 satisfait les propriétés (I/JI)), tel que, (soit

ne = Mo F, 1 on choisit 7, =
K. = FE(K))7
(div 7e, we) g, = b (div 7,%) z = 0,

(a) Ywe (=&70Fe_1) eM,,

() as(re) =7me  (as(Te) = 7).
Soit maintenant 7. = 7, + 7., comme l'opérateur divergence est surjectif de X* dans M, on
peut choisir w, = div 77 dans (a), ce qui implique divr} = 0. En utilisant ensuite (iii), on
obtient
(@ Nrellx el = 17la + el = b (17°[g + 17"g) < chllille < C llnellr.
Définissons T]% par
T2 = Zﬁ.
e

On remarque tout d’abord que les relations (a) et (b) entrainent
(div 72, wp,) = Z(div Te, Wh) = Z(div Te, Wh|Mon @)k, =0, Ywy € My,

K. e

as(r) = Y as(7) = 3 e = mh.
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) ~
D’autre part, on a Th = Th +Th "y S,Th ) € Xh X Xh , avec Th ZTS et Th’r ZTZ;.

D’ou, par (c) et (2.2.60) on obtient
2,
(i) Nry*llx + | | < Z Imellx + |7 lm) < CZ 17ell < C" limnll-

|
Pour conclure il nous reste & prouver que les propriétés (P;) sont effectivement satisfaites.
Nous introduisons ici 'opérateur rot défini par

dp Iy
Hl t — (_ t L2 2
SO 6 — IOo SD ( 8:1)2 Y axl) E ( ) Y

qui satisfait
div (rot ) = 0.

L’idée est de chercher & construire 7 (7 = 7% + 7") dans un sous espace N' = N* @ N" de z

(N* C is et N7 C Xr) pour lequel la propriété (i) du Lemme 2.2.8 est automatiquement
satisfaite. Plus précisément, on cherche 7 sous la forme suivante

~

ott & est un application linéaire de L dans V. Comme I’espace L est de dimension finie la
propriété (iii) sera alors automatiquement satisfaite. Il faudra donc déterminer ® de fagon a
satisfaire la propriété (ii).

Construisons d’abord I'espace N = N*®N". Nous rappelons que la propriété (i) sera satisfaite
pour tout 7 = 7+ 7" si et seulement si div7® = 0. De plus, la propriété (ii) est indépendante
de 711 et T99. Ce qui justifie le choix suivant pour ¥ et N

<0

NS — {72 = (72]_7722) = (I‘Ot Wl;rot 802)7 V (@17802) c X ‘7}7

avee V = {p € H{(M) / ¢l € Qui, VK € M},

M
NT = {ATGXT/ 7" est de la forme (q ¢12>}

Remarquons que ¢ € V — rot @ est injectif, et donc on obtient
Dim A® = N, = 2Dim V = 8k 4 8k + 2.
De plus, il est facile de calculer la dimension de N7 (en utilisant la caractérisation de ’espace

X
Dim N" = N, = 8k + 4

Ainsi, le nombre de degrés de liberté définissant 7 est donné par

Nj = N, + N, = 8k* + 16k + 6.
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D’autre part, (ii) est tout simplement un systeme linéaire de N, équations, que 7 doit satis-
faire. Un simple calcul montre

Ny, = Dim L = 4k? + 16k + 7.
Remarquons que N¢g < Ny si et seulement si
k>1.

En pratique, on écrit le systéeme des équations linéaires correspondant & (ii), en exprimant 7
dans la base {77,1 <1 < Ny}, {7],,1 <m < N,} de N¥ x N7 et 7} dans la base {7);,1 < ¢ <
Neg} de L. On écrit dans ce cas,

Ns Ns

P atit Y A,
=1 m=1
Neg

= Z bqTlq
q=1

Introduisons # le vecteur de IRN/ dont les N, premiéres composantes sont les xj tandis que
les N, autres sont les 7, ainsi que b le vecteur de IRVee de composantes by, alors (ii) se réécrit

(2.2.62) Ai=b

ott A est une matrice N 7 X Neg qui peut se calculer explicitement dans la base formée des
{77} {75} et {wg}.

Supposons que nous soyons capable de montrer que A est de rang plein, c’est & dire qu’elle
est surjective. Alors, nous savons que (2.2.62) a au moins une solution Z, non nécessairement
unique, lorsque Ny > N,,. Nous pouvons par exemple choisir la solution de norme minimale
dans IRY7 3 l'aide du pseudo inverse de A

=iD
hol

&

=

On définit alors application

Les cas k = 1 et k = 2. Il reste a vérifier que A est surjective. Il semble difficile de donner
une preuve générale et abstraite pour tout k& (en tous cas, on n’y est pas arrivé). Toutefois,
une démonstration spécifique peut étre construite a 'aide d’un programme informatique pour
les valeurs petites de k. En fait, pour £ = 1, 2, nous avons formé A et calculé son rang a ’aide
de MAPLE. Les résultats sont les suivants:

— Pour k=1, n=2, A est (27 x 30) et rang(A) = 27 (1/31 est vrai).
— Pour k=2, n=2, A est (57 x 70) et rang(A) = 57 (ﬁ est vrai).
Selon le Lemme 2.2.8, nous avons ainsi obtenu le résultat suivant:

Lemme 2.2.9 Le Lemme 2.2.5 et Uhypothése (H2) sont satisfaites pour k =1 et k = 2.
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Le cas k = 0 . Dans ce cas le nombre d’équations (= 7) est plus grand que le nombre de
degrés de liberté (= 6). (En d’autres termes la matrice A est 7 x 6 et son rang est égal &
6). Nous devons donc modifier la preuve pour les éléments de plus bas degré. Soit L* le sous
espace de L (de dimension 6), qui est 'image de N par application linéaire as. On doit dans
ce cas remplacer la propriété (ﬁl) par

S

Vipel*, IT=7+7"¢

[
[

= + ir tel que
. (i) (div#,d), =0, Vb e M, VK € M,

(i) as(?) =

(- Gé)  ([7°]lx + 177 < Cllalle,

Il n'est pas difficile de caractériser L*. On trouve (on omet les calculs)

4 4
Lr=qn €L,/ Y > il () =0
j=11i=1

Cet espace est généré par les 6 fonctions de bases {1{, 19} U {1, 1S, 1§, 125}, out les fonctions
iid,i = 1,2 sont discontinues et représenté sur la Figure 2.2.4. Les 4 fonctions 1i§,i = 1,4

~d ~d
241 253

FIG. 2.2.4: Les fonctions de base i et pg.

sont continues et représentées sur la Figure 2.2.5-4 gauche. Nous complétons l'espace L en

~ ~ ~ ~
H1 Ha M3 My K
11 -1]-1 -1-1
1 -1 1202 1 1 11
1 -1 122 -1 1 1 11
1)1 1] -1 -1

F1a. 2.2.5: Les fonctions de base %, j = 1,..,4 (d gauche) et i (a droite).

ajoutant les fonctions continues usuelles de )1, soient les 1z associées au centre de chaque
macro-élément, voir Fig. 2.2.5-a droite. Sur les figures 2.2.4 et 2.2.5 nous avons representé les
fonctions 7i¢,i = 1,2, 1,7 = 1,4 et Ji en indiquant pour chaque élément les 4 valeurs de la
fonction & ses sommets (par convention, cette valeur est omise si elle est égale a 0).
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A partir de L* nous définissons pour chaque macro-élément
LZ = {7e :ﬁoFeil , M€ L*}'
et nous introduisons l'espace

LZ = {nh = Zﬁeane € Lﬁ}
e

A Daide des mémes arguments que ceux utilisés précédemment pour montrer les lemmes 2.2.7
et 2.2.8, nous obtenons le résultat suivant: pour tout 7, € L} il existe un 7'}3 € X tel que

(1) (div T,%,wh) =0, Yw, € Mp,

(i) (as(ri),mn) = Co il

(éid) " llx + 17" | < Cslinwlle,

avec (', (3 des constantes positives indépendantes de h. Ceci n’est rien d’autre que le Lemme
2.2.5 & condition de montrer que L} = Lj. Puisque

Lh = {nh :Zﬁeane ELea}
e

il reste & démontrer que chaque 7. est dans Ly. Comme chaque 7, € L, peut étre écrit comme
Ne = NF + Qefie avec 1% € LY et pe =fio F, 1

il suffit de montrer que ji, € Lj. Comme nous le verrons, ceci est vrai grace au recouvrement
entre les macro-éléments.

Pour la démonstration on considére le maillage 7;, comme un sous-ensemble d’un maillage
infini et uniforme de IR? et on identifie I'indice e au couple (i,4), le point S, désignant le
sommet de coordonnées (ih, jh). Dans ce qui suit, nous travaillerons avec les fonctions de Lj
associées a ce maillage infini. Nous les représenterons sur les figures par leur quatre valeurs en
chaque sommet. Soit S, 'un des sommet de 7}, nous noterons (,ug)e = ﬁz oF, ! pourk=1,2
et (u)¢ = 5 o Fyo! pour k = 1,4. Soit ¢; = (1,0) et ¢ = (0,1), nous représentons sur les
Figures 2.2.6 les fonctions:

W= () ) = Gt + i)l — e
T — () ()2 — ()

Par induction, il est clair que la restriction & €} des fonctions de L}

M
)+ 30 () — Ga)e—n) 4 () e ht) — (jag)(eh
k=1
)R — (i) (20D (i) 2D — ()220 )

coincide pour M assez grand avec la fonction 2. |
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[NFN

Bl
BN

FI1G. 2.2.6: Les fonctions (i5)¢ d gauche et > a droite.

2.3 Estimations d’erreur pour le probleme d’évolution

Nous allons montrer dans cette section comment on peut en utilisant la théorie abstraite
développée dans la section 2.2.4 obtenir des estimations d’erreur pour le probléme d’évolution
(2.1.17), (2.1.13), (2.1.14). Nous suivons la méme démarche que celle utilisée dans la section
1.3 du chapitre précédent.

Considérons la formulation variationnelle associée au probleme de ’élastodynamique dans
X XM XL,

Trouver (o,v,7) : [0,7] — X x M x L tels que
(2.1 Lalot),r) + Bl a(yr) =0, VreX,
| Sew®w) — Hwmo) = (fw), Ywn) ML

avec les conditions initiales (2.1.13). Soient X, X;*¥™, My, les espaces correspondant a la

nouvelle famille d’éléments finis mixtes (2.1.30), Ly, étant défini par (2.2.34) et considérons le
probleme discret suivant

[ Trouver (op,vp,vh) : [0,T] — X x My x Ly, tels que
d -
(2.3.2) 232(on(®); )+ blon(t), (t); ) =0, V7h € Xn,
d -
\ %C(Uh(t)awh) — b(wp, s on(t)) = (f,wn), Y(wn,nn) € My X Ly,

avec les conditions initiales

op(t =0) = opp, vp(t =0) =wvpyo.
Selon la théorie classique des EDO, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 2.3.1 Soit f € C’O(O,T;%), alors le probléeme (2.3.2) admet une solution unique
(Uhavhavh) dans Cl(O,T;&) X Cl(O,T;%) X CO(OaT; Lh)
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Notre objectif est ici d’étudier Perreur entre la solution du probléme continu (2.3.1) et celle
du probleme discret (2.3.2).

Remarque 2.3.1 Comme nous l'avons déja remarqué, en pratique, on résoul numérique-
ment le probléeme (2.1.24) avec la symétrie forte (équivalent au probléme (2.3.2)). Malgré le
fait que les nouveauz éléments finis mixtes ont été construit afin de permetire la condensation
de masse, nous considérons ict le probleme discret sans condensation de masse.

2.3.1 L’erreur de projection elliptique

En suivant la technique décrite dans [42, 48] nous définissons la projection elliptique
suivante

Trouver I, (0, v,7) = (Oh, Vn, Yn) € Xp X My, x Ly, tels que

(233) (l(O' - (/J'\h, Th)+ E(U - 7)\h;’Y - /’Y\fw Th) =0, VT € &7
b(wp, ;0 — ) =0, Y(wn,nn) € My x Ly,

avec (0,v,7) € X x M x L. Nous introduisons ensuite les notations

™t =C0™0,T; H)nC"(0,T; X),

llo =anlll = llo = o)°llx + 104 |,
(e, 0,7) = Halo,v,M)] | = lllo = Galll + llv = nllaz + 1y = Fnllz-
On peut alors prouver le théoréme suivant

Lemme 2.3.1 Soit (o,v,7)(t) la solution du probléme (2.5.1). De plus, on suppose (o,v,v)(t) €
CH0 x CH0,T; M) x C°0,T; L), on obtient alors

(i) Pour tout t dans [0,T], le probléme (2.3.3) admet une solution unique
Lp(o,0,7)(t) = (@° + "5 0h, 3n) (t) € X X Mp X L.
De plus, nous avons les estimations d’erreur suivantes
(e, v,7) = (o, v,M] ()| < C Enl(o, B, v,7)(2),

avec

Enlo, Oro,v,7)(t) ={ inf flo(t) =7l x + lo(t) = wally

inf
T €XA® wp €My,

inf t) — inf |A(0i0)(t) — 2}
+nhlthH’y() nh“LJrz,ile%(:hS' (Ge0)(t) = 24y

+ inf t) — (h)H :
n(h}relAgh>||7() |,

ce qui montre en particulier que |||o — ||, [[v — Vpllar et |y —Fnllz tendent vers zéro
uniformément en temps (t € [0,T]).
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(ii) De méme, si (o,v,7)(t) € CF+LF x Ck+L(0,T; M) x C*¥(0,T; L), on a
|[(9F0. 0 v, 0F7) = 11a (0Fo,0Fv,08v) | ()| < © & (0F o, 0o, 0w, 0 ) (1),

kg
ko
avec 0y g = ETE
Démonstration.

La démonstration est une application directe du Théoréme 2.2.2. Il suffit de remarquer
qu’on peut réécrire le probleme (2.3.1) sous la forme suivante

~ d
a(o(t),7)+ bv(t),y(t);7) =a(o(t), ) — —alo(t),7), VrelX,

(2.3.4) dt

Hwmio() = —(fyw) + e(o(®)w),  V(w,m) € M x L

Le probleme (2.3.3) est alors une approximation du probléme (2.3.4), car on peut écrire (2.3.3)
comme il suit

(2.3.5)

([ Trouver Hh(O',U,’Y)(t) = (3h75h;:}’\h)(t) € & X % X Ly, tels que
~ ~ o~ d
(@n, n)+ b0 YnsTh) = alo(t), ) — —alo(t),m), V7 € X,
_ ~ d
| b(wh, M3 0n) = — (f,wn) + EC(@(t),wh)a Y(wn,nn) € My X Ly,.

Pour appliquer le Théoréme 2.2.2, ou plus précisément sa généralisation (voir Remarque 2.2.6),
il suffit de vérifier que le terme

a(o(t), ) — %a(a(t), ),

peut se réécrire comme un produit scalaire dans H. En effet, nous avons

a(o(t), ) — %a(a(t),m) = (A(o(t) — ata(t)),Th)g.

On obtient 'expression de &, en remplagant g par A(o(t) — dyo(t)) dans (2.2.32) (Remarque
2.2.6). De méme, si la solution (o, v,7y) est suffisamment réguliere en temps, on peut dériver
les problemes (2.3.4) et (2.3.5) par rapport au temps ¢ et ensuite appliquer le Théoréeme 2.2.2
pour obtenir (ii).

|

2.3.2 Obtention des estimations d’erreur pour le probléme d’évolution a
partir des estimations d’erreur pour le probleme elliptique
Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2 Soit (0,v,7) la solution du probléme (2.5.1) et (on,vpn, ) celle du pro-
bleme (2.3.2) avec les conditions initiales

(2.3.6) (00,n,v0,n) = Up(o0 , o).
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Si (o,v,7) € C32 x C3(0,T; M) x C*(0,T5L) et (op,vh,vn) € C*(0,T;Xp) x C*(0,T; My, x

CH0,T; Ly,)), nous avons les résultats de convergence suivants Vt € [0,T],

(e —op)@llx — 05 [on@) ]z — 05 (v —wvn)(@)llae =05 [[(y —7)@)lz — 0.
Plus précisément on obtient les estimations d’erreur

(o = o) ®)llx + lop )|z < C{Enlo,0o,0,7)(t) + En(Or0, 0F 0, Byv, py)(t)

t

+ / (€0(0, 810, 0,7)(5) + En(Bro, 820, Byv, DY) (5)
0

LEL(0P0, B, 00, 02)(s)) ds)

1((o = vn)(®), (v = )OIz £ C{En(o, 0o, 0,7)(t) + En(ro, 00, Oyv, Dry)(t)

t
+ / (En(0vo, 0F 0, Opv, Oy (5)
0
+E1(0} 0, 0} 0, 07 v, 077)(s)) ds}.
De plus si on suppose que la solution (o,v,7y) est suffisamment réguliére, c.d.d (o,v,7y) €

C3(0,T; (H* (div, 2))%) xC3(0,T; (H*1(Q))?) xC?(0,T; H*1(Q) on obtient (via les ré-
sultats d’interpolation habituels cf. [97])

(2.3.7) 1o = o) ®)llx + @) )]z + 10 =) (), (v = m)O)llarxr. < C)RE,

ct)= 0O (“U’|C3(O,t;(H’°+1(div,Q))2) + [|AG o || o2 0,6c0+1 () + 1Vl e3(0 45088+ (02))2)

+H7||03(o,t;Hk+1(Q))> :
Pour démontrer ce théoréme nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Soit (o,v,7) la solution de (2.3.1) et (op,vn,vn) celle du probléme approché
(2.3.2) avec les conditions initiales (2.3.6). Soit ensuite 1y (o,v,v) = (6,° + 04, 0n,7) la
projection elliptique définie par (2.53.83). On pose €, = o — G, Op = v — Up,.

e Si(o,v,7) € CP xC*0,T; M) x C*(0,T; L), alors il existe une constante Cy, indépendante
de h telle que Vt € [0,T]

@ = on) ()] + 1@ = ph) Dz + [ (0h = on)(#)[ e <

t
(2.3.8) Cl/o (|8t€h|g(3) + len(s)|u + “at5h(5)“M> ds.

e De plus si (o,0,7) € C¥* x C3(0,T; M) x C*(0,T;L) et (on,vn, ) € C*0,T;Xy) x
C?(0,T; Mh x C*(0,T; Ly)), alors il existe des constantes Co,C3, indépendantes de h telles

110



2.3 Estimations d’erreur pour le probleme d’évolution

que Vt € [0,T]

(2.3.9)
(@) (@ = vn)(®), A = ) Emxr = 1Gn — 1) Ol + 1@h — va)(®) |2

s%{@%w@+kumg+AYW%amg+@%@mgw¥%@mg)w}

t
W>Mﬂtwmmgs%@@mmm+4(w%@@
{0hen () iz + len($)] i+ 1926m(5)laz + 9u6u(5) 1z ) ds }

Démonstration.

La démonstration de ce lemme est pratiquement identique & celle du Lemme 1.3.2. Plus
précisément, 'estimation (2.3.8) est obtenue par le biais des estimations d’énergie, en définis-
sant

1, ~ N ~
E, = 5 (a(0h — on,on — on) + c(Vh — Vi, Vp — V) -

Pour Pestimation (2.3.9)-(ii) on utilise la condition inf-sup écrite sous la forme équivalente
suivante
V7, € Xp,de indépendante de h, telle que :

b(wh; Ma; Th)
e B S S Tam ) llagcs”
avec

ITnlx = 7 llx + 7 |-

La seule différence concerne la démonstration de (2.3.9)-(i) et elle vient du fait que 7, et vy
ne jouent pas le méme role dans le probleme (2.3.2). En fait, le terme (7}, —y;,) n’apparait pas
dans Pénergie, car inconnue 7, contribue seulement dans les termes statiques (sans dérivée
en temps).
Nous montrons ici seulement lestimation (2.3.9)-(i). Pour ce faire nous allons utiliser la
condition inf-sup

V(wp, ) € My, x Ly, 3c indépendante de h, telle que

1 b(wh, Mn; Th)
Wy Mh) | xp < = sSup ———————.
| (wh, ma) || a1 x cnd, Frills + 17z

pour wy, = U, — vy, et Ny =Y — Yn

N N 1 (T — Uy An — T3 Th
(2.3.10) |(Oh — vr, Yn — Y0)lluxz < = sup ( 5 v )
CmheXn ||Th||§ + |Th|g

Prenons la différence entre la premiére équation du probleme (2.3.2) et (2.3.5), on obtient
alors

b(Vh — vh, Yn = Vn3 Th) = —a(Oy(0 — Tn), Th) + alo — Gn, Th) — al0y(Oh — 0n), Th), V7 € Xp.
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En reportant ceci dans (2.3.10) et en utilisant ensuite la continuité de la forme bilinéaire
a’('7 ')7 on a

(=000, G =)o < 12 (1920l
(2.3.11)

len(t)|z + 10:Gn — on)(®) ) -

Jusqu’a maintenant, nous avons seulement utilisé la régularité C? de la solution. Pour majorer
le terme |0;(, — op)|m, nous aurions besoin de C3. En effet, 'idée est d’appliquer (2.3.8)
(remplacer oy, par dyoy,, o), par 0,0y et ainsi suite...). Plus précisément, nous avons

t
2312) 10— o0l < C [ (1FenMi + 1ren()ln + 10260(5)ar)
H o H H
Finalement, en combinant (2.3.11), (2.3.12) on obtient

1((0h = vr)(8), (O = 1) (@)l x2 < Co {Iaﬂh(t)lg

Henl [ (1989l + i) + 100 lar) s .

|
Preuve du Théoréme 2.3.2. La démonstration repose sur les résultats des lemmes 2.3.1 et
2.3.2.

e Estimations d’erreur sur || — o} || x (¢) + |0}, |u (%)
Nous avons
10 —oi)Dlx +lon®)|z = [l(c — a7, + 74 — o3) Dl x + (o} — 7% +773) (D)
< |lle =R Ol x + o1+ (@5 — oi) ()]l x
selon le Ler;rme 2.3.1-(i) par (22’:.9)—(ii)
+1@h — o) ()]u -

N—_—— —
par (2.3.8)

Pour estimer le premier terme on utilise la relation (i) du Lemme 2.3.1, ce qui entraine

(e =o3))llx +103) D)z < Enlo, i, v,7)(1).

Nous allons utiliser (2.3.9)-(ii) pour estimer le deuxiéme terme, ceci nécessite une estimation
sur

|Ovenlm, 107 enlm, [10:0nllas et 1107 8n]lps-

Pour cela, on réécrit la relation (ii) du Lemme 2.3.1 pour £ =1 et 2, on obtient alors

|en () + 10i6n(s)la < En(Bro, O} 0, Dy, Byy)(s),
(2.3.13)
|0 en(s)lm + 107 6n()lae - < En(OF 0,0}, v, 07 7)(s)-
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2.3 Estimations d’erreur pour le probleme d’évolution

Finalement pour le troisieme terme on utilise (2.3.8). Dans ce cas les termes |Opep |, 1|010n ||
apparaissent et pour les estimer on applique le Lemme 2.3.1 pour k£ = 1, ou plus précisément
la relation (2.3.13).

e Estimations d’erreur sur ||(v — v,y — )|l M xn(t)
Comine précédemment nous avons
1((v = or) (@), (v = ) () lazxz = (v = On + 0 — vn)(B)llaz + 1 (v = 0 +F0 — 1) (@)l

< M0 =on) @)l + 10y =) Ol + [(h — va) (@) lar + [|(Vh — ) @) | -

TV vV
selon le Lemme 2.3.1-(i) par 2.3.9-(i)

Le premier terme est encore une fois estimé par la relation (i) du Lemme 2.3.1. Pour le
deuxieme on utilise (2.3.9)-(i), dans ce cas les termes |Oien|m, [07en|m, ||0:6nllar et |04 ar
interviennent. Finalement les estimations (2.3.7) sont obtenues par les résultats d’interpola-
tion des espaces Xj*, My, Ly, (cf. [97], Remarque 2.2.5.3 et Lemme 2.2.3). [ |
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Chapitre 3

Etude de dispersion cas élastique

Nous allons étudier dans ce chapitre les propriétés d’approximation des nouveaux éléments
finis mixtes en termes d’une analyse de dispersion numérique sur des maillages réguliers. Cette
analyse nous permettra de comparer notre méthode avec avec des méthodes numériques déja
existantes.

Introduction

Les analyses de type éléments finis telles que celles que nous avons menées aux cha-
pitres précédents ont 'avantage d’étre générales. Elles sont en particulier valables dans le cas
des coefficients variables et completes dans le sens ou elles permettent d’estimer, dans des
normes précises, toute solution d’énergie finie, qui est satisfaisant pour le mathématicien. Ce
type d’analyse a toutefois le désavantage de ne pas apporter d’information quantitative, les
constantes intervenant dans les estimations d’erreur étant mal connues. Ceci est frustrant
pour 'ingénieur qui aimerait avoir un guide pour choisir les parametres de discrétisation.

Les études de dispersion ont pour but de remplir partiellement cette fonction. Elles ont été
introduites notamment pour analyser les schémas aux différences finies utilisés pour "approxi-
mation des phénomenes d’ondes linéaires. Ces méthodes sont directement liées a ’analyse de
Fourier des schémas aux différences finies: elles exploitent explicitement la nature réguliere
et uniforme de la grille de discrétisation. Elles sont limitées aux équations dans tout l'es-
pace en milieu homogene et ne s’intéressent qu’a un type particulier de solution: les ondes
planes harmoniques. L’utilisation de la transformation de Fourier permet de justifier cette ap-
proche, toute solution d’énergie finie pouvant s’écrire comme la superposition d’ondes planes.
Par ailleurs ces études nous permettent d’obtenir des estimations d’erreur dans le cas des
équations en milieu homogene infini (cf. [L09]) (par une approche tres différente de celle des
chapitres 1 et 2 ).

Pour les schémas semi-discretisés en espace ou encore quand on considere des schémas cen-
trés et réversibles en temps, l'effet principal de la discrétisation sur la propagation des ondes
planes est une modification de leur vitesse de phase qui se met a dépendre de la longueur
d’onde: il s’agit du phénomene de la dispersion numérique. On s’intéresse alors au rapport
entre la vitesse exacte et la vitesse numérique qui est une fonction qui dépend d’une part
du rapport entre la longueur d’onde et le pas de discrétisation h (c’est la dispersion numé-
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Etude de dispersion cas élastique

rique), d’autre part de la direction de propagation de 'onde (c’est 1’anisotropie numérique).
Les courbes de dispersion nous permettent alors de quantifier I’erreur commise sur la vitesse
de phase et de calibrer le pas de discrétisation en fonction d’une erreur ¢ fixée et de la lon-
gueur d’onde (en pratique la longueur d’onde minimale pour le probléme considéré). On peut
ainsi également comparer des schémas de méme précision ce qu’une analyse éléments finis ne
permet pas.

Il faudrait aussi parler, mais cela est plus marginal, de Uerreur de polarisation, spécifique
au cas de systemes comme celui de I’élastodynamique. Nous nous bornerons & I’étudier pour
le cas des schémas d’ordre 2 en 2D (voir section 3.1.4.1).

Comme par essence notre méthode d’éléments finis mixtes est associée a des maillages
réguliers uniformes, il est possible de réinterpréter les schémas résultants en termes de dif-
férences finies. On peut alors éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes et
obtenir un schéma du second ordre relatif au champ des déplacements.

Raisonnons tout d’abord dans le cas bidimensionnel. A 'ordre Q1 — Qo, on obtient un
schéma a 9 points du méme type que ceux obtenus avec une méthode des différences finies
standard ou avec une méthode d’éléments finis ; en déplacement [10]. Les analyses de disper-
sion de ces deux schémas sont bien connues. Nous allons comparer ici notre schéma Q) — Qo a
chacun de ces deux schémas. Bien entendu, anisotropie (numérique) entraine que la disper-
sion dépend de la direction de propagation. Donc, la comparaison la plus pertinente consiste
a comparer les différents schémas dans la direction de dispersion maximale (qui dépend a
priori du schéma). Pour les ordres plus élevés l'interprétation en termes des différences finies
est un peu plus délicate : tous les noeuds du maillage ne jouent plus le méme role. Plus préci-
sément on distingue 4 types des noeuds pour le schéma Q9 — Q)1 et 9 types des noeuds pour le
schéma Q3 — Q2. Ainsi les schémas numériques se comportent comme un systéme du second
ordre dont la dimension est supérieur & celle du probleme continu (qui est de dimension 2 en
Poccurrence). Cette dimension est 8 (4 types de noeuds x 2 composantes du déplacement)
pour le schéma @y — Q1 et 18 (9 types de noeuds x 2 composantes du déplacement) pour
le schéma Q)3 — (3. L’analyse de Fourier montre alors que des modes numériques purement
parasites sont générés par la discrétisation: 6 pour le schéma Q2 — @1 et 16 pour le schéma
Q3 — Q2. L’analyse de dispersion, plus complexe que dans le cas du schéma Q1 — @y, doit étre
concentrée sur les 2 modes non parasites qui constituent effectivement des approximations
des modes continues.

Par cette approche, nous montrerons des phénomenes de “super-convergence en disper-
sion” en établissant que erreur de dispersion est en O(h?) pour le schéma Q1 — Qq, en O(h*)
pour le schéma Q2 — Q1 et en O(h%) pour le schéma Q3—Q3, ce qui renforce a priori I'utilisation
des méthodes d’ordre élevé. Les concurrents naturels de nos schémas Q41 — @ sont ceux que
lon obtient en utilisant la méthode d’éléments finis Qx1 avec intégration numérique. Cette
méthode & été proposée et étudiée par N. Tordjman [109] dans le cas de 'équation des ondes.
L’analyse des schémas correspondant a ’application de cette méthode a 1’élastodynamique
est & notre connaissance nouvelle pour £ = 1,2. Nous présentons ici I’analyse de dispersion
correspondant a ces schémas que nous utiliserons comme référence pour les schémas Q9 — Q1

et Q3 — Q.
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Signalons que, bien que 'extension en milieu anisotrope soit conceptuellement sans diffi-
culté, nous nous restreindrons pour des raisons de simplicité (trés relative d’ailleurs) au cas
des milieux isotropes. Pour ces milieux, en 3D, on distingue alors 3 types de modes: une onde
P et deux ondes S mais seulement deux vitesses V), et Vj, les deux modes de type S étant en
fait un mode double. Le phénomeéne nouveau par rapport au 2D - outre la complexification
des calculs - est que la discrétisation casse cette structure. En effet, au niveau discret on se
retrouve avec deux ondes S distinctes (et donc deux vitesses de propagation numériques) -
sauf dans certaines directions de propagation, a savoir les directions paralleles a I'un des plans
des coordonnées.

Pour des raisons évidentes liées a la complexité grandissante des calculs, et malgré 1’aide
de MAPLE, nous limiterons notre étude de dispersion 3D au cas du schéma Q1 — @y que nous
comparons avec les schémas de différences finies et des éléments finis ()7 en déplacement.

Avant d’entrer dans le détails, insistons ici sur le fait qu’il faut se garder de tirer de
conclusions définitives des études qui vont suivre. Pour avoir des informations exploitables, il
faudra également prendre en compte la discrétisation en temps, objet du chapitre suivant.

3.1 Le probleme bidimensionnel

3.1.1 Interprétation des schémas en maillage régulier

Nous allons ici écrire les schémas numériques obtenus lorsque l'on utilise un maillage
uniforme un petit carré de coté h (voir fig. 3.1.1). Tout élément de la discrétisation est de la
forme,

oy, 27 x [, 25 = h x h

Nous avons représenter sur la figure 3.1.2 les d.d.l correspondant aux éléments finis Qg1 — Qx,

élément fini

- T

—~<—h —>—

Fic. 3.1.1: Le maillage uniforme dans le cas bidimensionnel.

pour k = 0,1 et 2. Sur ce type de maillages, on peut réinterpréter la méthode des éléments finis
Qx+1 — @ comme un schéma aux différences finies. Ceci nous permettra de mener I’analyse
de dispersion sur les sections suivantes.
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@
| | W d.d.lpour V
| [ )
|| || ® d.d.pour O
@
Q Q, Q;Q ., Q;Q,

FiG. 3.1.2: Les degrés de liberté pour les éléments finis Q1 — Qp, Q2 — Q1 et Q3 — Q1.

3.1.1.1 Le schéma )1 — Qy et ces concurrents

*1 (,))
m 2 (i+1/2,+1/2)

Fic. 3.1.3: Le maillage pour l’élément fini Q1 — Q.

Dans ce cas, il y a périodicité de deux types de points (cf. figure(3.1.3)) : les points notés

1 N
1 et 2 qui seront respectivement indexés par (7, 7) et (7 + 5,]’ + 5) A chaque point de type 1

correspondent 5 degrés de liberté associés au tenseur des contraintes o : oy (haut), %, (bas),
0, (droite), of, (gauche) et o15. Aux points de type 2 correspondent deux degrés de liberté,
associés aux deux composantes de la vitesse: v; et vs.

Les équations semi-discrétisées en espace qu’on obtient & partir du systéme (2.1.24) sont
les suivantes:

d(v1)ig1 i1 1
a.L1) — % “a ((Ull)fﬂ,j — (o)l + (01)7 41 1 — (011)?,j+1>
1. 1
top (G12)ij1 = (012)ig + (O12)ir1541 = (012)i41)
d(v2)iy1 iyt 1
(3.1.2) = g5 (it = (012)ig + (O12)ir1 41 — (012)i41)
3.1.2
1

d d
+or ((022)i,j+1 = (022)5; + (022)f4 1 41 — (022)§+1,j> ;
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. d g9

(ii+1) 4% 2, (i+1,+1)
E— H—
b b

O Oy

1

. 1
h i+=,j+= h
011_ 2172 O
@ o .
i) |gd 5o (+L))
22 22

F1a. 3.1.4: Les d.d.l qui interviennent dans les équations (3.1.1), (3.1.2).

d(o12)i, Vf
St = g (00— 0y + Oy — 0y
(3.1.3) /
o (Oegng — Oy gy + (g g = ()i yy).
et
N N
1. 1. o1
I - _1J +— | +— ,J +—
2 2 2
(i)
N N
1.1 01 .01
i-=j-= |i+=,j-=
2 2 2 2
F1G. 3.1.5: Les d.d.l qui interviennent dans [’équation (3.1.3).
[ (U{Ll)i,j 1 [a ¢ b b [ By T
g | (1) c a b b By
(3.1.4) - _ |
(ng)i,j b b a c Bj
| (052)i L b b ¢ al |l By
avec
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et ol les constantes a, b et ¢ dépendent des vitesses des ondes de pression (V}) et de cisaillement
(Vs)

4 2 22 2 2 2 22
(3.1.5) o= e =W 22V) ) Vo 2V (0 2V
22 ’ 2 2V2

Nous rappelons que, dans le cas d’un milieu élastique homogene isotrope, V), et Vi sont données

par
[x+2
v, = +“,Vs=\ﬁ-
0 0

On constate que grace a la condensation de masse, on peut éliminer les inconnues associées
au tenseur des contraintes. En effet, en reportant (3.1.3) et (3.1.4) dans (3.1.1) et (3.1.2), on
obtient le systeme du deuxiéme ordre en temps suivant:

( d2 V2 )

p
Wit =37 [(1 — 2a) ((Ul)i+%,j+% = 2(01)i41 1+ (01) 1yt

+a ((vl)i+g,j+g = 2(01)i51 s+ (01); 1 j+g>

)

oy [(1 —20) ((111)”%,]43 = 2(01)541 51+ ('UI)H-%,]'_%)

+a ((Ul)zﬁr%,jf% = 2(0n)ipr o+ ()i

(M

(3.1.6) ¢
+B ((00)ica o3 — 20001 gas + @)1 1)

0 (051302 = 200500541 + @003

2

‘/172_‘/52

M [(”2)i+%u’+%_(v2)i—%,j+%

\ +(U2)i—%:j—% B (W)Hg,j—%}
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r d2 V2
ket = 7 (0720 (g oy = 200y iy + ()i )

48 ((02)irg o3 = 202 gog + (0iy i)

48 (02)iag gy = 2o0)ig oy + 02)ig oy

(3.17) o [0 200 (001~ 20004+ 2y
Ll (CUSWITES CH AP LC Ty
ra (2)erg ey = Aoy gog + 2)irg oy
\ HODg oy = i)
avecaz%etﬂzi.

Une classe général de schémas d’ordre 2

i+dgeh 6 (Ve)ipl i1,

et (3.1.7) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante ;

En notant v, et vy les suites (v;) le systéme des équations (3.1.6)

(3.1.8) @2 | " VDo +ViD5, (V) = VE)Dyy v
3.1.8 =
2
lu ] L0Z-vip, v, +viDh, | [ v

K,
L’opérateur IK; apparait ici comme un opérateur agissant dans ’espace des suites indexées
par deux indices (ici i et ) & valeurs dans IR? ((v1,vs)). Dans (3.1.8), nous avons introduit

D1 f(i,5) = aDif(ij = 1) + (1 = 20)D{ f(i, §) + DT f (i, + 1)
avec D% Popérateur classique centré des différences finies:

fl+1,5) —2f(4) + f(i—1,))
h?

Y
le(%]) =
Nous avons illustré les deux opérateurs Di,l et D%,z sur la figure 3.1.6. Ainsi, notre systéeme

entre dans une classe plus générale de schémas numériques d’ordre 2, dépendants des
parametres a et 4 (0 < a <1/2, 0 < <1/2). En particulier pour:

e « = =0 on retrouve le schéma des différences finies.

1
e a=0= 5 on retrouve le schéma des éléments finis Q).
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o e ° ° ° ° °
1-20 o ° ° ° ° °
o e ° ° ° ° °

B 1-28 B

F1G. 3.1.6: Les opérateur Di,l (a gauche) et D/%’Q (@ droite).

2 22
(Vy —2V5)
4Vp4

1
o = et 0 = 1 on retrouve notre schéma.

Remarque 3.1.1 1. Il est important de remarquer que pour le nouveau schéma le para-
metre o dépend du coefficient de Poisson v et donc du milieu élastique considéré. C’est
a dire qu’il s’agit d’un schéma qui s’adapte au milieuw de propagation.

2. Le systéeme (3.1.8) est une approximation des équations de ’élastodynamique écrit en

déplacement :
d? d? d?
vy 2 & V2_y2
d_2 v1 - P dx? s dz3 (Vo 5 )dxld:vg U1
dt2 - d2 d2 d2
’1)2 V2 _ V2 2_ V?_ ’1)2
(Vy s )dmldwg P dx? Vs dz?
K

3.1.2 L’élément fini (), — (); et son concurrent

Dans ce cas, pour la vitesse v il y a périodicité de quatre types de points, les points notés

1,2, 3 et 4 (cf. figure 3.1.7), qui seront respectivement indexés par (p —(,q—C), (p+¢,q¢— ),
3

(p+¢,qg+¢) et (p—C,q+() avec ¢ = % Pour le tenseur des contraintes o, il y a périodicité

de quatre types de points: les noeuds (1), les milieux des c6tés horizontaux (2) et verticaux
(3) des éléments et les centres des éléments (4) (cf. figure 3.1.7). Les points notés 1, 2, 3 et 4
seront respectivement indexés par (4,7), (p,7), (p,q) et (i,q) avec

. 1 . 1
l:p—§,]:q—§-

Le nombre des d.d.]1 associés a chaque point varie entre 3 et 5. Plus précisément nous avons
(voir figures 3.1.9 et 3.1.10) :

~ 5 d.d.1 pour les points de type 1: of; (haut), o9, (bas), 0%, (droite), 03, (gauche) et 12,

— 4 d.d.]1 pour les points de type 2: a{”l, 011’1, 099 et 019,
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4 3 4 3 4 3
[ ) [ ] [ ) [ ) [ ) [ )
3 4 3 4 3 4
.l .2 .1 .2 .1 .2
2 1 2 1 2 1
4
[ ] .3 .4 [ ] 3 .4 .3
3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2
[ ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 1 2 1 2 1
4 3 4 3 4 3
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
3 4 3 4 3 4
ol 02 ol 02 ol 02
2 1 2 1 2 1

FiG. 3.1.7: Les maillages en o et v pour I’élément Q2 — Q1.

P=6¢q—¢) (p+¢qg—C¢

N
N

(.9 (p. J)

FiG. 3.1.8: Notations de points.
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— 3 d.d.l pour les points de type 3: 011, 022 et o192,

— et 4 d.d.l pour les points de type 4: 011, agz, 09, et o1
h 0) "
011 11
O'g —1» O'd I
i W W n']z: 02
| P
—1™ —>b
O 0]
11 11

F1G. 3.1.9: Les degrés de liberté associés au noeud (i,7) d gauche et au noeud (p,j) a droite.

02 g
3» u o oh ¢

012

d
12 T Oy

011

F1G. 3.1.10: Les degrés de liberté associés au noeud (p,q) a gauche et au noeud (i,q) a droite.

Les équations semi-discrétisées en espace associées a cet élément sont données en Annexe A.1.

Comme dans le cas de ’élément de plus bas degré,
systeme différentiel en v d’ordre deux en temps.

Notre maillage régulier peut se voir alors comme un
(p,q) contenant quatre types de points (cf. figure 3.1.11)
un vecteur

[ (V1) ¢
(v1 )p+C,q*C
(V1) pc gt
(v1)p—¢.g4¢
(v2)p ¢
(V2)pt¢ -

(ve )p+C W+

L (02 )pr,qH d
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3.1 Le probléme bidimensionnel

4 3 4 3 4 3 4 3 4 3

. ° ° ° ° ) ) ° ° )
1 2 1 2 1 2
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1 2 1 2 1 2 1 2
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L] L) L) L) L) L] L] L) L) L[]
1 2 (1p a 2 1 2

Il I2 L] L) L] L] .1 .2 L] L)
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
. ° ° . ° . ) . . )
1 2

ol o oL o ol o A 2 ° °
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
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1 2

ol o ol o o & ol & o ¢

F1a. 3.1.11: Les réseau périodique de cellules (p,q) pour U’élément Q2 — Q1.

et on peut alors réécrire le schéma semi-discret sous la forme générale suivante

d2

ﬁUh + H{hUh - 0,

ot Up = (Vpg)(p,q)ez2 est une suite a double indice a valeurs dans R® (i.e. V,, € R®) et on
IK; est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Les degrés de liberté intervenant
dans le calcul de V, ; sont les d.d.] associées aux 9 éléments qui sont assurés sur la figure 3.1.11.

L’élément fini ()

Le concurrent naturel du schéma correspondant a I’élement fini Q9 — ()1 est le schéma que
lon obtient en utilisant la méthode d’éléments finis ()2 avec intégration numérique.

Dans ce cas il est facile de voir qu’il y a aussi périodicité de quatre types de points, les
points notés 1, 2, 3 et 4 (cf. figure 3.1.12), qui sont respectivement indexés (7,7), (i +1/2,7),
(t+1/2,5+1/2) et (4,5 +1/2). A chaque cellule (7, ) est associé un vecteur
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(i)

F1G. 3.1.12: Les réseau périodique de cellules (i,7) pour l'élément Qs.

I (’Ul)z',j

(v1 )i+1/2,j

(vs )i+1/2,j+1/2

(vl)i,j-i-l/z
Vij=
('02)2',3'

(7’2)¢+1/2,j

(”2)i+1/2,j+1/2

L (’02)2',j+1/2 J

et le schéma semi-discret s’écrit sous la forme générale suivante

d2

WUh + KpUp, =0,

ou Uy = (Vij)(ij)ez2 est une suite a double indice & valeurs dans R® (i.e. V;j € R®) et ou
IK; est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Dans ce cas le nombre des d.d.l
intervenant dans le calcul de V; ; depend du type de point considere. Plus precisement comme
nous "avons illustré sur la figure 3.1.13, nous avons

~ pour un point de type 1, (sommet du maillage): les d.d.l associées aux 4 éléments
admetant ce point comme sommet,

— pour un point de type 2 ou 4 (milieu d’aréte horizontale ou verticale): les d.d.]l associées
aux 2 éléments adjacents & cette aréte,
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1 2 1 2 1 1 2 1
4 3 4 3 4 4 3 4 1 2 1 1 2 1 2 1
1 2 1 2 1 1 2 1 4 3 4 4 3 4 3 4
4 3 4 3 4 4 3 4 1 2 1 12 1 2 1
1 2 1 2 1 1 2 1

point 1 point 2 point 3 point 4

F1G. 3.1.13: Les points intervenant dans les équations pour le différents types de noeud (élé-
ment QQ2).

— et pour un point de type 3 (centre d’un élément): les d.d.l associées & cet élément.

On peut remarquer que le schéma correspondant a ’élément () est a priori moins cher que
celui correspondant a ’élément ()2 — Q1 car le nombre de d.d.l intervenant dans le calcul de
la solution a chaque point est pour ce schéma moins important.

3.1.3 L’élément fini ()3 — ()5 et son concurrent

Dans ce cas, il y a pour la vitesse v, périodicité de neuf types de points (cf. figure 3.1.14),
qui seront indexés par (p—1n,q—n), (p,¢—n), (p+n,9—n), (p+n,90), P+n,9+n), (p,q+n),

15 . . .
(p—n,9+mn), (p—n,q) et (p,q) avec n = TR Pour le tenseur des contraintes o il y a aussi

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

7 08 09 ¢7 08 09 ¢7 08 09 o7

4 05 06 ¢4 05 06 04 o5 06 04| 4 2 3| 1 2 3 1 2 3
1 2 3]1 2 3|1 2 3|1|® ® eje & e o o o

7 08 09 ¢7 08 09 67 08 09 07| ®

4 05 06 4405 o6 44 .5 6
1.2 3.1 2 3.1 2 31|/ © e e o o o o o

7 08 09 ¢7 08 09 ¢7 08 o907 |® © €| e e o

4 5 56 ¢4 o5 56 (4 5 6
1.2 3.1 .2 311 .2 3 (11 o e e o o o o o

FiG. 3.1.14: Les mazillages en o et v.

périodicité de neuf types de points (cf. figure 3.1.14). Ils seront, dans ce cas, indexés par (i, 7),
(p1,4)s (P2,5), (isq1), (p1,q1), (P2, @1)s (4,02), (P1,42) et (p2,q2), avec

e T 1 i Vo
=1 - — =1 - — - — = — e
yal 9 T, P2 9 T, q1 J 9 T, q2 J 9 T, T 10
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P—nhg+m ° °

(i 2) (PhZz) (p27x‘Z2)
@Fna® ° °

(P, q)
(p1,q1) (p2,q1)
(i7Q1) X X
[ J [ J [ J
p—1,9—1n) ®+mn,9—1)
4.7) (p1,9) (p2.7)

Fia. 3.1.15: Notations de points.

Comme dans le cas de I'élément fini ()9 — (@1, le nombre des d.d.l associés a chaque point
varie entre 3 et 5. Plus précisément nous avons dans ce cas (voir figures 3.1.16 et 3.1.17):

— 5 d.d.1 pour les points de type 1: oy (haut), o3, (bas), o4, (droite), oJ, (gauche) et o1,

4 d.d.l pour les points de type 2 et 3: a{ll, a'l’l, 029 et 019,
— 3 d.d.] pour les points de type 5, 6, 8 et 9: 011, 022 et 019,

— et 4 d.d.]1 pour les points de type 4 et 7: o011, 0‘212, o9y et o12.

h
o'il 014
O'g — O'd I
i W W n']z: 027
| P
ey —>
011 011

F1G. 3.1.16: Les degrés de liberté associés au noeud (i,7) a gauche et auz noeuds (p1,7), (p2,7)
a droite.

N

Les équations semi-discrétisées en espace associés a cet élément sont donné en Annexe
A.2. On peut toujours éliminer les inconnues associées a ¢ et obtenir un systeme différentiel
en v d’ordre deux en temps. Le maillage régulier peut se voir dans ce cas comme un réseau
périodique infini de cellules (p, ¢) contenant neuf types de points (illustré sur la figure 3.1.18).
A chaque cellule (p, ¢) est donc associé un vecteur :
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i o g o d
11 cy22¢ &{T 022
012 o

F1G. 3.1.17: Les degrés de liberté associés aux noeuds intérieurs (de type 5, 6, 8 et 9) a gauche
et auz noeuds (i,q1), (i,q2) a droite.

F1a. 3.1.18: Les réseau périodique de cellules (p,q) pour U’élément Q3 — Q3.
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Vog =

et on peut réécrire le schéma semi-discret sous la forme du systeme générale

ou Uy = (Vpg)(p,q)ez2 est une suite & double indice a valeurs dans R (ie. V,, € R'®) et
ou IK;, est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Les degrés de liberté intervenant
dans le calcul de V), , sont les d.d.l associées aux 9 éléments qui sont assurés sur la figure

3.1.18.

130

dt?

(V1) p—q
(V1)p,g—n
(¥1)ptn,g-n
(V1) p
(V1) gy
(v1 )p+,q+77
(01)p—n g1
(v1)p—pg

(v1 )pfn,q

2

 (V2)p gy
(02

> (V2)pn,g—n
 (92)png

2 (V2)pngin
 (02)pt gy
 (V2)p—p g
 (V2)p—ng

 (V2)p g

Uy, + KpUp, =0,




3.1 Le probléme bidimensionnel

L’élément fini )3

Nous allons comparer ce schéma en termes de dispersion numérique avec le schéma corres-
pondant a la méthode des éléments finis ()3 avec intégration numérique. Il s’agit des éléments
finis @3 proposés dans [109] pour lequels la position de degrés de liberté coincide avec les
points de quadrature de la formule de Gauss-Lobatto.

Dans ce cas il y a aussi périodicité de 9 types de points, les points notés 1, 2,...,9 (cf. figure
3.1.19), qui sont respectivement indexés par (7,j), (p1,4), (p2,4), (i,q1), (p1,q1), (P2, q1),
(4,92), (p1,92) et (p2,¢q2), avec

i L RS SR S S
p1=1 9 T, P2 =1 9 .41 =] 9 T, 42 =) 9 T, T = 10
(2,7), (64+1/2,7), (14+1/2,7+1/2) et (3,5 +1/2). A chaque cellule (7, j) est associé un vecteur

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

7 08 09 ¢7 08 09 07 08 09 07 08 09 o7

4 05 06 ¢4 05 06 904 05 06 04 05 06 ¢4
1.2 3.1 2 3.1 .2 3.1 .2 3 /1

7 08 09 ¢7 08 09 07 08 09 07 08 09 o7

465 06 44 05 6 ¢4 65 66 44 o5 o6 ¢4
1 2 311 2 3y 2 31 2 311
"))
7 08 09 ¢7 08 09 o7 08 09 07 08 09 o7

4655 o6 ¢4 65 66 9405 o6 (4 o5 06 ¢4
1.2 311 2 311 2 3.1 2 3 /1

7 08 09 07 08 09 07 08 09 08 09 07

5 o6 o5 06 ¢4
2 3 2 3 /1

4 05 56 ¢4 55 6 (4 o
1.2 3.1 2 3.1

F1G. 3.1.19: Les réseau périodique de cellules (i,7) pour [’élément Q3.

[ (vi);; 5 (v2)y
(vg )p1,j ) (U2)p1,j
(vs )pg,j ; (v2 )pz,j
(vs )i,q1 ] (”g)i,ql

Vii=1 (v )pl,q1 > (02 )Pl,th

(v1 )pg,gl > (v2 )pz,th

(V1)ige 5 (02)ig,

(1)1 )Pl,th ’ (7}2 )pl,lh

(’01 )an‘ZQ ’ (U2 )pz,qQ
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Etude de dispersion cas élastique

et le schéma semi-discret s’écrit sous la forme générale suivante

d2

ﬁUh + H{hUh - 0,

ot Uy, = (Vij)ij)ez2 est une suite a double indice a valeurs dans R (ie. V;; € R'®) et
ou IKj est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Comme pour 1'élément ()2 le
nombre des d.d.l intervenant dans le calcul de V; ; depend du type de point considere. Plus
precisement comme nous l'avons illustré sur la figure 3.1.20, nous avons

~ pour un point de type 1, (sommet du maillage): les d.d.l associées aux 4 éléments
admetant ce point comme sommet,

— pour un point de type 2 ou 3 (point intérieur & une aréte horizontale): les d.d.l associées
aux 2 éléments adjacents a cette aréte,

— pour un point de type 4 ou 7 (point intérieur & une aréte verticale): les d.d.l associées
aux 2 éléments adjacents & cette aréte,

— et pour un point de type 5, 6, 8 ou 9 (point intérieur & un élément): les d.d.l associées
a cet élément.

2 3 3
[¢] O9 e O9 O Og
3 1 1
4 S {4 5 b 4 5 S 44 g 9 7 o o9 a O9 7
1 .2 3 11 2 3 11 1 2 3 A1
B 9 J7 8 S 7 7.8 O 47 o2 5 j4 o9 o6 . O6 4
1.2 1 1.2 1 2 3 11
4 5 b5 44 5 S J4 4 5 b
1 2 3 11 2 3 11 1.2 3 J1
point 1 points2 et 3 points5, 6,8¢et 9 points4 et 7

F1G. 3.1.20: Les points intervenant dans les équations pour le différents types de noeud (élé-
ment Q3)

Comme précédemment on peut remarquer que le schéma correspondant a 1’élément Q3 est
a priori moins cher que celui correspondant a 1’élément QY3 — Q2 car le nombre de d.d.l
intervenant dans le calcul de la solution a chaque point est pour ce schéma moins important.

3.1.4 Analyse de dispersion - Généralités

Nous rappelons d’abord que pour le probléme continu, ’analyse de dispersion est ’étude
de solutions particuliéres de la forme

(3.1.9) U=Uyexpi(k-Z—wt), U,eR’ keR’ weR.

La relation (3.1.9) définie de facon générale une onde plane U de vecteur d’onde k se propa-
geant avec la vitesse de phase w/|k|. Dans ce qui suit, on reperera les composantes du vecteur
d’onde £ par rapport & son angle de propagation ¢ selon les expressions (cf. figure 3.1.21) :

k1 = [klcos(p), ko = ||sin(p)
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3.1 Le probléme bidimensionnel

Fi1G. 3.1.21: Représentation de ¢ et de k.

Pour que U soit solution de I’équation de 1’élastodynamique la relation suivante appelée
relation de dispersion doit étre vérifiée :

(3.1.10) WU, = K (k) Uy, k = (k1, ko)

ou If((k) est une matrice 2 x 2 hermitienne, donnée par
VIR + V2R (V2 = V2)kiks
(V2 = V2kiky VRS + V2K

L’équation (3.1.10) implique que w? est une valeur propre de ]f{(k) et U, le vecteur propre
associé. Il est alors facile de calculer les deux valeurs propres w? et w3,

wi = sz(k% +k3), U} = (ki k),

w% = Vsz(k% + k%)7 U2 = (_k27k1)'

o

Nous savons alors que w; correspond a une onde de pression se propageant avec la vitesse de
phase V), = w;/ |l_5 | et wy correspond & une onde de cisaillement se propageant avec la vitesse
de phase Vi = wy/|k|.

On peut constater que les vitesses de phase V), et V, sont indépendantes de la fréquence
w, on dit alors que ’équation de I'élastodynamique est non dispersive. Cette propriété ne sera
plus vraie dans le cas des probléemes semi-discrets et discrets. En effet, comme nous allons
le voir la discrétisation induit un phénomeéne de dispersion numérique. Nous allons, dans un
premier temps, étudier ce phénomene dans le cas du probleme semi-discret. L’analyse de
dispersion pour le probleme discret sera menée dans le chapitre suivant.

Nous avons vu dans le sections precedentes qu’un maillage régulier peut étre considéré
comme un réseau périodique infini. Chaque cellule de ce réseau contient un certain nombre
de noeuds caractéristiques. Le nombre de ces noeuds dépend de l'ordre des éléments finis
considérés. Plus précisément, nous avons montré que celui-ci correspond & 1 pour I’élément

Q1 — Qo, a 4 pour Q2 — Q1 et & 9 pour 3 — Q2. Notons par

[ih, (i + 1)h] x [jh, (j + )R], (i,5) € Z°
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la cellule courante, on peut alors associer a chaque I = (i,7) un vecteur U; € C20+D)? avec
[ =0,1et 2 'ordre des éléments finis considérés. Le probleme semi-discret s’écrit alors sous
la forme

2
(3.1.11) %Uh—i-]KhUh =0,

ou Uy, = (Ur)rega est une suite & double indice I(= (¢,5)) & valeurs dans C2HD? ot Ky,
représente un opérateur agissant dans cet espace des suites. L’opérateur 1K, possede une
propriété fondamentale: il commute avec les translations. De facon plus précise, si T}, est
lopérateur de translation qui associe a U le vecteur Uiy (correspondant & Ujqq j4+1), nous
avons alors que T}, commute avec 1K

T K, = K, T

Cette propriété est une conséquence du caractere régulier et uniforme du maillage considere,
et du fait que on s’intéresse a un milieu homogene. C’est elle qui va rendre analyse de dis-
persion discréte possible. Plus précisément, elle nous permet de réinterpréter (3.1.11) comme
un systeme qui régit la propagation des ondes dans un milieu élastique périodique infini. Ce
qui justifie de rechercher des solutions du probléeme (3.1.11) sous la forme

(3.1.12) Ur = Uyexpu(k - i1 —wt), U, € C2H° ) (Fi7) e R? xR, welR

avec 7 = (ih, jh). La relation (3.1.12) définit de facon générale une onde plane numérique.
Pour que U; soit solution du probleme semi-discretisé en espace la relation de dispersion
suivante doit étre vérifiée

WU, = Ky, (k)Up.

Nous montrerons alors que le probleme semi-discret admet 2(I + 1)%, (I désignant Pordre
d’approximation), solutions correspondant a des ondes planes numériques, tandis que dans
le cas du probleme (3.1.10) il y a seulement 2 solutions (ondes planes continues). En fait,
lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro, il y a seulement 2 ondes planes numériques,
qui tendent vers les solutions du probléeme continu. On appellera ces solution ondes planes
physiques et les 2(I + 1)? — 2 autres, ondes planes parasites. Nous nous intéressons, dans ce
qui suit, seulement aux ondes planes physiques. Plus précisément, nous allons calculer pour
les différents schémas correspondant aux éléments finis Q1 — Qk, (pour K = 0,1 et 2 en 2D
et pour £ = 0 en 3D) les vitesses de phase numériques, puis nous les comparons aux vitesses
de phase du probléeme continu.

3.1.4.1 Dispersion du schéma Q1 — Qg
Dans ce cas la matrice ]I/(\h(k) est une matrice symétrique 2 x 2 avec:

— 1
o Ky[l,1] = 3 (4V72X1(1 — 4aXy) + 4V Xo(1 — 4B8X1))

—— 1
o K22 = o5 (4V7X5(1 — 4o X1) +4V7 X1 (1 — 46X3))

o Kill,2] = o (- V) VEL - V(- X))
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3.1 Le probléme bidimensionnel

o X = sinz(k;—h) et Xy = siHQ(%)

Les deux valeurs propres de cette matrice sont données par la relation suivante

2

(Wi = 7z [(VF+ V(X1 + X3) — 8(aV,) + BV X1 Xy
iQVZ Vz\/X X5)2 +4(Xy — X2)(Xy — X2
ﬁ(p— s/ (X1 — Xo)? +4(Xy — X7) (X2 — X3)

et correspondent aux ondes planes physiques. Notons A} (= (w})1) et A7 (= (w})s2) ce deux

valeurs propres, nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Les valeurs propres )\,11 et /\i admettent les développements limités suivants :

. V2 V2

A= k|2 <vp2 — <7r2 cos? (i) sin (i) <4avp2 +48V2 + ?p - Vf) - Tp> K%+ O(K4)>
N V2 7.‘.2v2

A2 = |k|? (v,f - <7r2 cos? (i) sin (i) <4an2 +4BVE + ? - Vp2> - T) K*+ O(K4)>

Démonstration : Nous avons obtenu ces développements limités a ’aide du logiciel MAPLE
(on connait ici explicitement les expressions de )\,11 et )\,21) ]
Ceci est un résultat de “super-convergence en dispersion” pour la classe générale de schémas
définis par le systeme (3.1.8).

Comparaison des vitesses de phase

.. \Wh)i . . ‘- . . \
Soit ( ﬁ)z, 1 = 1,2 les vitesses de phase numériques, on introduit alors, les parametres

adimensionnels suivants:

_ (wh)1 ¢ = (wh)2
LA k| Vs

(3.1.13) ap

ou ¢, (resp. ¢s) est le rapport entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phase
continue pour les ondes de pression (resp. cisaillement) qui dépendent des parametres K =
1 |kl

N 5 (ot N est le nombre de points par longueur d’onde), ¢ et du coefficient de Poisson
s

v = 00 Sur les figures suivantes (fig. 3.1.22 & 3.1.25) nous comparons les courbes de
I
dispersion obtenues pour les trois schémas différents: nouveau schéma (schéma Q; — Qo) (en

vert), schéma des éléments finis ()1 (en bleu) et schéma des différences finis (en rouge).
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- 1 1 1
095 Q1 - 095 095 095
OF
09 09 09 09
085 085 085 085
08 08 08 08
075 075 075 075
07 07 07 07
065 065 065 065
06 06 06 06
055 055 055 055
086 ot5 0T 015 07 025 03 055 04 045 0. 08005 0T 015 D" 075 03 0% 04 Of 086 ot5 0T 015 07 025 03 055 04 045 0. o
3 N N N
13 Q- 13 Qi- 13 Q- 13 Qi-
OF OF OF OF
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
08
0.7 \\\
005 0T 015 07 025 03 035 04 045 O 005 0T 015 07 05 03 0 65 0T 015 07 05 03 035 04 045 0. 005 0T 015 02 05 03 035 04 0

Fia.

3.1.22: Vitesses de

phase pour les ondes
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F1G. 3.1.24: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), v = 0.3.
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F1a. 3.1.25: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), v = 0.4.
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Etude de dispersion cas élastique

Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que pour les ondes planes se propageant dans une direction parallele au maillage (¢ = 0) les
trois schémas présentent les mémes courbes de dispersion. Pour les autres angles de propa-
gation nous constatons que le schéma de différences finies présente une dispersion inférieur a
celle obtenue avec le nouveau schéma qui est, & son tour, moins dispersif que le schéma des
éléments finis (1. Pour les trois schémas la dispersion est monotone en fonction de ’angle
de propagation . Pour les schémas des éléments finis ()1 et @}1 — Qg les meilleurs résultats
correspondent a ¢ = 0 et la dispersion augmente en fonction de 'angle, la direction la moins
privilégiée est la diagonale (¢ = 45). Le schéma des différences finies présente le comporte-
ment inverse: la direction la moins privilégiée correspond aux directions du maillage (¢ = 0)
et la dispersion diminue ensuite, les meilleures résultats sont obtenus sur la diagonale.

En ce qui concerne les ondes de Cisaillement, pour les directions du maillage (¢ = 0), les
trois schémas présentent les mémes courbes de dispersion (comme pour les ondes P). Pour les
éléments finis ()1 — Qo et Q1 la dispersion est toujours monotone en fonction de ’angle mais
dans le sens inverse par rapport aux ondes de pression. En effet, dans ce cas la direction la
moins privilégiée correspond a ¢ = 0 et les meilleures résultats sont obtenus sur la diagonale.
Pour le schéma des différences finies il n’est pas facile de conclure car la direction la moins
privilégiée change en fonction du coefficient de Poisson v: elle correspond par exemple & ¢ = 0
pour v = 0.1 et & ¢ = 45 pour v = 0.4.

Sur les figures 3.1.26 et 3.1.27 nous présentons (pour chaque valeur de v) la courbe de
dispersion correspondant a la direction la moins privilégiée pour chaque schéma.

v =0.1 v=20.2
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0.9 0.9
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0.9
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0.55

FiaG. 3.1.26: Courbes correspondant dans la direction de dispersion mazimale pour les différents
schémas: les ondes P.
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3.1 Le probléme bidimensionnel

13 QL0 : QL0

1.2 1.2

11 11

FiG. 3.1.27: Courbes correspondant dans la direction de dispersion mazimale pour les différents
schémas: les ondes S.

Pour les ondes P, le classement entre les trois schémas est clair: les meilleurs résultats
sont obtenus pour les différences finies ensuite les éléments Q1 — Qg et finalement les éléments
Q1. Pour les ondes S c’est moins clair: en fait, les résultats sont identiques pour les éléments
finis Q1 — Qp et Q1. Le schémas des différences finies donne les mémes résultats que les autres
schémas pour des petits valeurs de v (v = 0.1, 0.2) mais des résultats moins bons pour v
grand (v = 0.3, 0.4).

Etude de ’erreur de polarisation

A l'onde P numérique est associée une direction du mouvement U,% qui est la direction
propre de la matrice E(\h(k) correspondant a la plus grande valeur propre (w?);. Cette direction
est différente de la direction donnée par U} = (k1, kg) qui est celle du mouvement pour 'onde
P continue. Nous noterons d¢ ’angle entre ces deux directions:

6 = angle(UL,U})

De méme a 'onde S numérique est associée une direction du mouvement U,? qui est la direction
propre de la matrice ]KAh(k) correspondant a la plus petite valeur propre (w?)2. Cette direction
est différente de la direction U? perpendiculaire & (k1,ks) qui est la direction de I'onde S
continue. Les directions U} et U? étant perpendiculaires (la matrice ]I/(\h(k) est symétrique)

on a:
b = angle(U,,Uy) = angle(U;, Uy)
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Etude de dispersion cas élastique

La direction U,% est donnée par:

Ky[1,2]
Up |l -
(wi)1 — Kn[2,2]

apres un simple calcul on montre:

2v/ X1 — X3/ Xy — X3
1
Uy ||

—(X1 = X2) + /(X1 — X2)? + 4(X; — X7)(X2 — X3)

Ce résultat est tres intéressant car ¢a montre que Uerreur de polarisation est le méme pour
tout les schémas définis par (3.1.8) et ne dépend pas des caractéristiques du milieu élastique
considérer. On peut aussi remarquer que Uerreur est nulle pour les directions de propagation
paralleles au maillages (¢ = 0 et ¢ = 45). Nous présentons sur la figure (3.1.28) d¢ pour
¢ € [10,40] en fonction de K.

0

(02} [=2] H~
I

12 -

14 -

18 -

0 0.05 01 015 0.2 025 03 035 04 045 05

Fic. 3.1.28: 6¢ en fonction de K.

3.1.4.2 Dispersion du schéma (Q — Q1
Dans ce cas, la matrice ]I/(\h(k) a huit valeurs propres. Les deux premieres, notées /\}L(:

(w?)1) et AZ(= (w})2), correspondent aux ondes planes physiques, plus précisément on a

. (wnh
1 RS
e

. (wn)2
1
e Vs
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3.1 Le probléme bidimensionnel

Les six autres valeurs propres correspondent a des ondes parasites et elles tendent vers 'infini
quand h tend vers 0. Concernant les valeurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme
suivant.

Lemme 3.1.2 Les valeurs propres )\,11 et /\,2z admettent les développements limités suivants :

. 4v2K4

My = F? (V2 = S22 (14 e1) + O(K®)
N 4v2K4

M= P (V2 = T e + O))

V2 V2
e1 = 2cos? psin? ¢ — V_52 (1 - V—52> 40 cos* psint ¢
P p

ey = —12cos? psin® ¢ + 40 cos? psint
4

% : .
+20V_S4 cos? psin? (1 — 2 cos? psin? @)
P

Démonstration: Celle ci est calculatoire. Nous 'avons menée a I'aide du logiciel MAPLE

(voir annexe B).

Comparaison des vitesses de phase

Nous allons visualiser ici la dispersion numérique des schémas semi-discrets correspondant
aux éléments finis ()9 — Q1 et (J2, en représentant les courbes de dispersion qui caractérisent
les variations des vitesses adimensionnelles g, et g, (définies par 3.1.13) en fonction de K et
de ¢ pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v. Les courbes de dispersion pour les

v=0.1

v=20.2 v =20.3 vr=04

07

15 e
En a0

*, x
"
085 0T 015 07 025 03 085 07 045 05

085 0T 015 07 05 03 035 07 045

5 TH5 UT 015 02 055 03 035 0 045 05 085 0T U5 07 05 03 035 07 045 0's

e -
© 20

Fi1Gc. 3.1.29: Vitesses de

085 0T 015 07 05 03 035 07 045

élément Q9 — Q1.

SotsOT U5 O 025 03 0% 04 045 05

5 o5 OT U5 O 025 03 0% 04 045 05 085 0T U5 07 05 03 095 07 045 Us

phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour U’
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Etude de dispersion cas élastique

deux schémas sont tres similaires et on constate une légere amélioration sur la dispersion des
ondes S pour I'élément Q9 — Q1.

v=0.1 v=20.2 v =20.3 vr=04

09

08

07

o 005 0. 015 0.2 0%5 037035 04 045 05 o 005 01 015 02 0‘%5 03 035 04 045 05 o 005 0.1 015 0.2 0%5 037035 04 045 .5 005 01 015 02 0‘%5 03 035 04 045 05
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Fi1a. 3.1.30: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour I
élément Qo.

Dans le deux cas nous pouvons remarquer que pour une onde plane se propagent dans une
direction parallele au maillage (¢ = 0) la dispersion est la méme pour les ondes P et S et elle
ne dépend pas du coefficient de Poisson v. Cette direction (¢ = 0) correspond par ailleurs a
la direction la moins privilégiée pour les ondes S et au contraire a la direction pour laquelle le
schéma, est moins dispersif sur les ondes P. Ce qui implique, en particulier, que la dispersion
des ondes P est plus significative que celle des ondes S.

On constate aussi que la dispersion sur les ondes S est monotone en fonction de 'angle de
propagation ¢. Ceci n’est plus vrai pour les ondes P. Cependant, pour toutes les valeurs de v
on obtient les meilleurs résultats pour ¢ = 0 et les moins bons pour ¢ = 15.

Notons finalement que pour une direction de propagation fixée, la dispersion pour les
ondes P augmente avec v. Une autre particularité de la dispersion des ondes P est qu’il y a
une valeur critique du parametre K a partir de laquelle la précision diminue de fagon plus
importante.

Pour comparer les deux schémas nous présentons finalement sur les figures 3.1.31 et 3.1.32
les courbes correspondant a la direction de dispersion maximale pour les deux schémas. Pour
les ondes P la direction de dispersion maximale correspond a l'angle ¢ = 15 et comme nous
pouvons le remarquer sur la figure 3.1.31 les courbes sont pratiquement identiques pour les
deux schémas.

Pour les ondes S ceci se résume a une seule courbe qui est identique pour les deux schémas
car 'angle correspondant & la direction de dispersion maximale est ¢ = 0 et comme nous
I’avons déja remarquer pour cette direction de propagation la dispersion ne dépend pas du
coefficient de Poisson v.

On s’intéresse ensuite & I'évolution de log (V,, — Vp) (Vp étant la vitesse de phase nu-
mérique pour les ondes P) en fonction de log K pour les petites valeurs de K. On trace ici la
pente de la courbe, c’est dire A(log (V, 5 — V})) en fonction de A(log K) (le symbol A corres-
pondant a la dérivé discrete). L’erreur d’approximation du schéma semi-discret est d’ordre 4,
ce qui est conforme & ce que l'on espérait.
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11 11

"\
0.9 \
0.8 ""-\. 0.8
07 0.7 g

11 11

FiG. 3.1.31: Courbes correspondant dans la direction de dispersion mazimale ¢ = 15 pour les
schémas Qo — Q1 et Qy: les ondes P.

FiG. 3.1.32: Courbes correspondant dans la direction de dispersion mazimale ¢ = 0 pour les

schémas Qo — Q1 et Qy: les ondes S.

143



Etude de dispersion cas élastique

0 005 01 015 02 025 03 0% 04 045

F1Gc. 3.1.33: L’ordre d’approzimation pour K petit.

3.1.4.3 Dispersion du schéma Q)3 — Q-

Pour ce schéma la matrice ]I/(\h(k) a dixhuit valeurs propres. Les deux premieres qu’on
notera encore A} = (w?); et A2 = (w?)y correspondent aux ondes physiques. Les 16 autres,
qui correspondent & des ondes parasites, tendent vers l'infini quand h tend vers 0. Pour les
valeurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme suivant.

Lemme 3.1.3 Les valeurs propres )\,11 et /\i admettent les développements limités suivants :

mOV2K©

.
1 _ 72 2 P 8
Ay, = |k <V;, 10595 (L+e3)+O(K ))

. 7T6‘/52K6
N, = [k <VSQ = pnor (L—ea) 0(K8)>

V2 V2
1 e3 = 3cos? @ sin® pcos? (2p) — V_:,Z ( — V_:;2> 28 cos® psin®
ey = —T2cos* p(cos? psin? ¢ — 1) — 25 cos? psin?

4

V.
—I—V—‘Z(84 cos® psin® p + 28 cos? psin® ¢ + 84 cos* psin? )
\ P

Démonstration: Celle ci est calculatoire. Nous ’avons menée a I'aide du logiciel MAPLE
(voir annexe B). W

Comparaison des vitesses de phase

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion pour le schéma semi-
discrétisé en espace. Comme pour les éléments de plus bas degré nous pouvons remarquer
que pour ¢ = 0 la dispersion est la méme pour les ondes P et S et elle est indépendante du
coefficient de Poisson v. Pour les autres angles de propagation la dispersion des ondes S est
moins importante que celle des ondes P (ce qui était déja le cas pour les éléments d’ordre
moins élevé). On constate aussi que comme pour 'élément Q)2 — @ il y a une valeur critique
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Fi1G. 3.1.34: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour I’
élément Q3 — Qo.

du parametre K & partir de laquelle la précision sur la vitesse de phase de ondes P diminue
de facon plus importante.

Sur la figure 3.1.35 suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le
schéma Q3.
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3 ~ 3 3
3 3 s
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Fi1ac. 3.1.35: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour I
élément Q3.

Comme pour les éléments Q)3 — Q1 et Q2, les courbes de dispersion pour les deux schémas
sont tres similaires et nous avons une légere amélioration sur la dispersion des ondes S pour
Pélément Q3 — Q,.

Comme pour le schéma (3 — Q2 la dispersion des ondes P est plus significative que celle
des ondes S et pour ¢ = 0 la dispersion est la méme pour les ondes P et S et elle ne dépend
pas du coefficient de Poisson v.

La direction de dispersion maximale est la méme pour les deux schémas et correspond
a ¢ = 15 pour les ondes P et & ¢ = 0 pour les ondes S. L’erreur maximale induit par la
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Etude de dispersion cas élastique

dispersion numérique est pratiquement le méme pour les deux schémas comme nous pouvons
le remarquer sur les figures 3.1.36 et 3.1.37.

v =20.1 v=20.2
1 Q3 e ———— Q3
0.998 | 0.998
0.996 0.996
0.994 0.994
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v =073 v=04
1 — Q8 N — ~ Q3
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FiG. 3.1.36: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale @ = 15 pour les
schémas Q3 — Q9 et Q3: les ondes P.

Pour les ondes S ceci se résume a une seul courbe qui est identique pour les deux schémas
car 'angle correspondant & la direction de dispersion maximale est ¢ = 0 et comme nous
I’avons déja remarquer pour cette direction de propagation la dispersion ne dépend pas du
coefficient de Poisson v.

0.998 \

0.996
0.994

0.992

0.99

0

Fia. 3.1.37: Courbes correspondant dans la direction de dispersion mazimale ¢ = 0 pour les
schémas Q3 — Q9 et Q3: les ondes S.

Pour vérifier ensuite que le schéma est effectivement d’ordre 6 nous avons tracé (comme
pour I'élément Qs — Q1) sur la figure suivante I’évolution de A(log (V. — V})) en fonction de
A(log K) pour les petites valeurs de K.
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FiG. 3.1.38
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A(logK)

: L’ordre de Uapprozimation pour K petit, schéma Q3 — Q.
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3.1.5 Conclusions

L’étude de dispersion nous a permis de mettre en evidence un phénomene de “super-
convergence” en établissant que I’erreur de dispersion est en O(h?) pour le schéma Q; — Qo,
en O(h?) pour le schéma Qs — Q1 et en O(h®) pour le schéma Q3 — Q2. Ce résultat a été
obtenu de fagon analytique (Lemmes 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3) mais il a été également confirmé
par les résultats numériques. Il est trés interessant et ne laisse pas de doute sur l'intéret de
I'utilisation des méthodes d’ordre élevé. Pour s’en convencre nous proposons ici un cas test:
supossons que nous somines interessé par la modélisation de la propagation des ondes dans un
milieu élastique avec v = 0.2 et considérons qu’on veut limiter ’erreur de dispersion & moins
de 1%. Pour fixé alors le pas de discrétisation nous allons consulter les courbes de dispersion.
En pratique comme la vitesse des ondes S est inférieure a celle des ondes P, cela consiste a fixé
le nombre des points par longueur d’onde S. Nous présentouns sur la figure 3.1.39 les courbes

1 1

\ T " T " Ql.d‘o"u,l___ ) " Q1-Q0 —
3-02 v 3 £03-02 o
0.99 :Q 0.99} §Q3 @
0.98 1 0.98}
V,
s VP
0.97 1 0.97}
0.96 1 0.96}
0.95 0.95

0.05 01 0.5 02 0.25Ko.3 055 04 045 05 0.05 01 015 0.2 025 0.3 035 04 045 0.5

F1G. 3.1.39: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes S (4 gauche) et P (a droite)
entre les schémas Q1 — Qp, Q2 — Q1 et Q3 — Qo pour v = 0.2 et la direction de dispersion
mazimale.

des dispersion sur les ondes S et P, correspondant & v = 0.2 et a la direction de dispersion
maximale pour les schémas Q1 — Qo (¢ = 0 pour Vj et ¢ = 45 pour V,)), Q2 — Q2 (¢ = 0 pour
Vs et ¢ =15 pour V) et Q3 — Q2 (¢ = 0 pour V; et ¢ = 15 pour V,)).

Comme nous pouvous le constater sur la figure 3.1.39 pour obtenir un erreur inférieur a
1% il faut prendre

— 1/0.075 =~ 13.33 points par longueur d’onde S, si on utilise le schéma @1 — Q,

— 1/0.34 = 3 cellules et donc 6 (3 cellules x2 points par cellule) points par longueur d’onde
S, si on utilise le schéma Q9 — @1,

— 1/0.5 = 2 cellules et donc 6 (2 cellules x3 points par cellule) points par longueur d’onde
S, si on utilise le schéma Q3 — Q2.

Pour chaque schéma ce nombre des points par longueur d’onde S correspond a un nombre
des points par longueur d’onde P qui est supérieur. Plus précisement nous avons

— 22 points (K = 0.045) par longueur d’onde P, pour le schéma Q1 — Q0,
— 10 points (K = 0.2) par longueur d’onde P, pour le schéma Q2 — Q1,

~ 10 points (K = 0.3) par longueur d’onde P, pour le schéma Q3 — Q2.
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Sur la figure 3.1.39 (& droite) nous avons également tracer (lignes verticales) le nombre de
cellules par longueur d’onde P pour les trois schémas. L’intersection de ces courbes avec les
courbes de dispersion nous donne la precision qu’on obtient avec chaque schéma sur les ondes
P. Sur cet example nous obtenons (voir figure 3.1.40) une erreur de 0.4% pour le schéma
Q1 — Qo, de 0.1% pour le schéma Qs — Q1 et un erreur d’environs 0.01% pour le schéma

Q3 — Qq.

\ e, Q1-Q0 —
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FiaG. 3.1.40: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes P entre les schémas Q1 —Qo,
Q2 — Q1 et Q3 — Q2 pour v = 0.2 et la direction de dispersion maximale.

3.2 Le probleme tridimensionnel

3.2.1 Interprétation du schéma

Nous allons considérer ici un maillage uniforme constitué des cubes de coté h et nous
allons écrire le schéma numérique obtenu avec I’élément fini de plus bas degré. Comme nous
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Fia. 3.2.1: Un maillage uniforme en 3D.

pouvons le constater sur la figure 3.2.1, il y a périodicité de deux types de points: les sommets
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du maillage indexés par (4, j, k), auxquels sont associés les 18 degrés de liberté du tenseur de

. 2 . , A | .
contraintes et les centres des éléments indexés par (i + 5,] + -, k+ =), auxquels sont associés

les 3 degrés de liberté de la vitesse. Nous avons représenté sur la figure 3.2.2 la numérotation
des degrés de liberté associés au tenseurs de contraintes. Les équations semi-discrétisées en
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Fi1G. 3.2.2: La numérotation de d.d.l associé¢ au tenseurs de contraintes.
espace qu’on obtient a partir du systeéme (2.1.24) sont les suivantes:

(3.2.1)
A1)y jal gyl
dt

((Ull)zl-f—l,j,k - (Jll)zl,j,k + (011)12+1,j+1,k - (Jll)zz,j—f—l,k)

Y

_|_

4 4 3 3
((011)i+1,j,k+1 —(011)ij 1 + (010741 j+1 k41 — (Ull)i,j+1,k+1)

_|_

((012)11,j+1,k - (‘712)},3‘,19 + (012)11+1,j+1,k - (‘712)}+1,j,k)

_l’_

((‘712)12,j+1,k+1 - (012)12,j,k+1 + (‘712)?+1,j+1,k+1 - (012)12+1,j,k+1)

_l’_

((013)11,j,k+1 - (013)%,3',19 + (0'13)11+1,j,k+1 - (0'13)11+1,j,k)

_|_
|- £l- 5- 5] 5= g

((013)12,j+1,k+1 - (013)12,j+1,k + (013)12+1,j+1,k+1 - (013)12+1,j+1,k)
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3.2 Le probléme tridimensionnel

(3.2.2)
Qd(m”if%’ﬂ% = ﬁ ((012)is1k = (01216 + (012)d4 1 j1k — (012)5 j41k)
+ﬁ ((012)12+1,j,k+1 - (012)12,j,k+1 + (012)?+1,j+1,k+1 - (012)12,j+1,k+1)
+ﬁ ((0'22)11,]'-1—1,19 - (‘722)11,j,k + (022)?+1,j+1,k - (‘722)?—1—1,3',]6)
+ﬁ ((022)12,j+1,k+1 - (022)?,j,k+1 + (022)?+1,j+1,k+1 - (022)?+1,j,k+1)
+ﬁ ((023)f jksr — (023)i 5.6+ (023)i j 111 — (023)ij11k)
+ﬁ ((023)12+1,j,k+1 - (023)12+1,j,k + (023)?+1,j+1,k+1 - (023)12+1,j+1,k)
(3.2.3)
Qd(va)i+zi+%’k+% = ﬁ ((018)i41 % — (013)i 5k + (013)7 41 jo1k — (013)F o1 k)
"‘ﬁ ((0'13)11+1,j,k+1 - (013)%,]',194-1 + (013)?+1,j+1,k+1 - (013)12,j+1,k+1)
+ﬁ ((0'23)11,]'-1—1,19 - (‘723)11,j,k + (023)?+1,j+1,k - (023)?—1—1,]',]6)
+ﬁ ((023)%,j+1,k+1 - (023)21,3',]6—1—1 + (023)?+1,j+1,k+1 - (023)12+1,j,k+1)
+ﬁ ((033)11,j,k+1 - (033)%,j,k + (0—33)§,j+1,k+1 - (033);’1,j+1,k)
+ﬁ ((033)12+1,j,k+1 - (033)12+1,j,k + (033)?+1,j+1,k+1 - (033)?+1,j+1,k)
(3.2.4) Ah% =BV

avec (X);;k le vecteur qui contient les 18 composants de o dans l'ordre suivante: d’abord

4 4 4 2
les 4 composants de {(Ull)g’j’k}l—l’ ensuite {(022)2’3"’“}1—1’ {(O’gg)éyj,k}l_l, {(Ulz)é’j’k}l—f

2 2
{(Ulg)éjk} et {(O’Qg)éjk} . La matrice A;, dépend des coefficients de la matrice A qui
IR ) =1 IR ) =1
intervient dans la loi Hooke. Plus précisément si on considere le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations sous la forme vectoriel

_ t
o = (01170227033702370137012) )

_ t
€ = (e11, €92, €33, 2€23, 2€13, 2€12)",
alors A est la matrice qui les relies suivant la Loi de Hooke

Ao =c¢
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Si on note maintenant a;j,7,7 = 1,
Ay, est donnée par

Ap =

a1l

2a16
0
2a15
0
a14
a14

a13
a13
2a16
0
0
2a15
@14
@14

a13
a3
0
2a16
0
2a15
@14
@14

2a16
2a15
0
a1s
a1s

az3
2as6
0
azs
azs
2a24
0

Le vecteur BV est défini par
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BV:

BV,

BV

BV,

BV;

BVs

BV

BVg

BVy

BV

BV

BV,

2a24

2a26

2a24

a12

a13

a13

a3 0 0 2a16
0 a13 a13 2a16
0 a13 a13 0
a3 0 0 0
0 0 a23 2a96
0 0 a3 0
az3 az3 0 0
az3 az3 0 2a26
0 0 0 ase
ag3 0 0 a36
0 ag3 0 a36
0 0 ag3 a36
ase ase ase dage
ase ase ase 0
2a35 0 0 2asp6
0 2a35 2a3s 2asp6
0 0 2034 204
2a34 2a34 0 2a46

((Ul)i+%,j+%,k+% - (vl)i—%,j+%,k+%

((Ul)i+%,jf%,k+% - (”1)2'7%,3'7%,“%

/N
—~
S
firy
N—
-
+
ol
<
|
W=
B
|
W=
~—~
<
fin
A
~
|
[
<
|
W=
Bl
|
(NI

~~
<
=
A
.
4_
N
<
|
N
B
|
N

- (vl)i+%,j+%,k—%

2a16
2a16

2a26
2a26

a36
a36
a36
a36

4age
2a56
2a56
2a46
2a46

2a15

2a15
azs
a25
a25
@25
2a3s
2a3s

2as56
2as56
dags

2a45
2a45

2a15
2a15

a25
a25
a25
a25

2a3s
2a3s5
2as56
2as56

4daps
2a45
2a45

.., 6 les coefficients de la matrice A (qui est symétrique),

@14

@14
@14
a14
@14

2a24
2a24

2a34
2a34

2a46
2a46
2a45
2a45

4ag4
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BVis = % ((Ul)i+%,j+%,k+% - (Ul)i+%,j*%,k+% + (vl)z’—%,ﬂ%,m% - (Ul)if%,j*%,k+%>
o (02 ey = 02 gy * iy pae = )i gy e
BV =5 (00 st~ 00 hgogid + 000 grhag ~ 000 g )
(g ias ~ @iy ODigs e~ @0y pay)
BVis =5 (00 st ~ @i hariid + 000 grbee = i giiga))
+% <(”3)z’+§,j+§,k+§ - (1}3)if%,j+%,k+% + (’03)i+%,j+%,k7% - (1}3)z’f%,j+%,k7%)
BVis = (0ingo gt ~ Oy s 003 pag ~ (0 gy ay)
1 (0900t = 09 g g gy gy~ 8y g0y)
BVir = % ((Uz)i-l—%,j-l-%,k-i-% = (02)is bt T (V211 gt — (UZ)H-%,J—%,k—%)
3 (O9irg e~ O9iggopans + Oiggrhant ~ (9isgio1at)
BV =5 (02)icygeppey ~ 0y yiging + 02y oy ey — (00 g icy)
2

+E ((v3)i7%,j+%,k+% - (713)1'7%,4‘7%,1“% + (03)i7%,j+%,k7% - (”3)2'7%,];%,#%)

Comme dans le cas bidimensionnel on peut éliminer o dans les équations (3.2.1), (3.2.2) et
(3.2.3) en utilisant les équations (3.2.4), on obtient alors un systéme du deuxiéme ordre en
vitesse, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

d*v
dt
avec V. = (v1,v9,v3) et oll nous avons noté par vy, vy et vz les suites (vl)i+%,j+%,k+%’
s I , )
(Uz)i+%,j+%,k+% et (vg)H%,H%’kJr%. L’opérateur IK; apparait ici comme un opérateur agis-

sant dans Pespace des suites & trois indices (ici i, j et k) & valeurs dans IR? et il est défini
par

V2D + V(D3 + D3) (V= V2)Di, (V= V2)Dis
K = (V) = V3D, VoD + V(D + D3) (V) = V2)Djs
(V7 = V)Dis (V7 = V) D3y V2D + V(DT + D3)

Les opérateurs
2 _ 2 L
Dy =Djq,, 1=1,..,3,

2 _ )2 ;o
DZ — Di,ﬂl,ﬂQ,"/Q’ 1 = 1,...,3 9

153



Etude de dispersion cas élastique

sont des opérateurs discrets qui approchent les dérivées continues

d2

—, t=1,..,3

dz?
De méme

D% =Dy, 05 =1,.,3, i £,
approche
d2
i =1,...,3 i#7j.
dx;x;

Avant de décrire ces opérateurs on peut remarquer que le systéme (3.2.5) peut s’interpréter
comme un systéme de différences finies a 27 points. En effet, les équations (3.2.1), (3.2.2)
t (3.2.3) font intervenir tous les d.d.l pour o qui sont associés au cube K* de centre

2

(3.2.5) tous les d.d.l pour v associés aux cubes qui ont un sommet commun avec le cube K*.
On définit maintenant les opérateurs classiques centrés des différences finies

h2 ’

D2 et D? sont définis de la méme fagon en dérivant dans la direction x5 et x3 respectivement.
Ainsi que

1+ —,7 + k4 —>. Ensuite en éliminant ¢ nous allons faire intervenir dans le systeme

Dif(i,j,k) =

f(Z+1,]+1,k)+f(Z—1,]—1,]{1)—f(Z+1,j—1,k)—f(2—1,j+1,k)

h?2 ’
et de méme D3, et D3,. On peut alors écrire les opérateurs discrets qui interviennent dans
notre schéma sous la forme suivante

Dla’ylf(i7j7k) = (‘D%f(zhj + 17k) +D%f(7’7.7 - 17k) +D%f(2,j,k + 1) +D%f(’b,]7k - 1))

D%Qf(iaja k) =

+71 (DY f(i, 5+ Lk+1)+D{f(i,j + 1,k — 1)+ Dif(i,5 — 1,k + 1)
+D1f(i,j =1,k = 1)) + (1 — 4o — dy1) D5 f (i, 5, k)
D3y (i k) = (D3f(i+1,5,k) + Dif(i = 1,5,k) + D3 f(i, 4,k + 1) + D3 f (i, j, k — 1))
+71 (D3f(i+1,5,k+1)+D3f(i+ 1,5,k — 1) + D3f(i — 1,5,k + 1)

+D%f(7’ - 17j7k - 1)) + (1 —da— 471)D%f(27]7k)
Dg,a,’ylf(iajak) = (D%f(l-i— lajak) +D§f(7’ - lajak) +D§f(7’7.7 + 17k) +D§f(7’7.7 - lak))

+7 (D3fG+1,5 +1,k) + D3f(i+ 1,5 = 1,k) + D3 f(i = 1,j + L, k)

+D3f(i = 1,5 = 1,k)) + (1 — da — dm1) D3 f (i, 5, k)
D%Z,&f(i7j7k) :6(D%2f(27]7k+1)+D2fZ]7 )+(1_26 D12f(7’ .77 )
D%Mf(i,j, k) =06(D3f(i,5+1,k) + D3 f(i, k) + (1 —26)D33 f (i, j, k)
D3y 5f (s k) =06 (Dysf(i+1,4,k) + Dy f(i —1,5,k)) + (1 — 26)D33 £ (i, 5, k)
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Les opérateurs D? 1 =1,...,3 dépendent de la quantité qu’on dérive et on peut remar-

l7ﬂ17ﬂ2772’
quer dans la définition de la matrice IK;, que nous avons des termes du type D?y By Barys Vio 1] =
1,...,3, i #j. On définit D3 5 5  Vi(i,j,k) de la facon suivante

D%,51,52,72‘/1(i7j; k) = /31 (D%V]-(Z + 17j7 k) + ngl(’]’ - 17j7 k))
+y2 (D3Vi(i + 1,7,k +1) + DiVi(i + 1,4,k = 1) + D3Vi(i = 1,4,k + 1)

+D3Vi(i — 1,5,k — 1)) + (1L — 281 — 285 — 4v2)D3Vi (4, 4, k)

on peut remarquer que la différence par rapport a 'opérateur D%y .y €st que au lieu de mettre

le méme poids aux points (i + 1,75, k), (i —1,7,k), (1,7 +1,k) et (4,5 — 1, k) nous avons utilisé
le poids 4y pour (i + 1,7, k), (¢ — 1,7, k) et le poids B pour (i,7 + 1, k), (4,5 — 1, k). En fait
pour cet opérateur on met 3; dans la direction de la composante de la vitesse qu’on dérive.
De la méme facon on a

D3 5, oy V(i g k) = Ba (D3V3(i + 1,5, k) + DiVs(i — 1,5, k))
+61 (D3V3(i, 4,k + 1) + D3V3 (4, j, k — 1))
+y2 (D3V3(i + 1,5,k + 1) + D3Vs(i + 1,5,k — 1) + D3Vs(i — 1,5,k + 1)
+D3V3(i — 1,5,k — 1)) + (1 — 261 — 262 — 472)D3V3(4, 4, k)

Les autres opérateurs D]z By Barys S€ dérivent & partir des opérateurs D3 - en suivant exacte-
) ) ) bhas)

ment le méme principe et donc nous ne les détaillons pas ici.

Une classe général de schémas d’ordre 2

Comme dans le cas bidimensionnel on peut remarquer que le systéme (3.2.5) décrit une
classe générale de schémas numériques d’ordre 2, dépendant des parametres positifs «, G1,
B2, ¥1, 72 et 6 avec 0 < o+ < 1/4, 0 < B1+fy + 27 < 1/2 et 0 < 6 < 1/4. Plus
particulierement pour:

e a=/0] =0 =7 =7 =06 =0 on retrouve le schéma des différences finies.

1 1 1
o a=0=0= 9’ Y1 =72 = 36 et 6 = 6 on retrouve le schéma des éléments finis Q1.
(Vy —2V)? 1 (V) -2V
G=W, ﬂl:Z’ B2 =0, %ZQW’ v2 =0 et 6 = 2« on retrouve

notre schéma.

Remarque 3.2.1

1. 1l est important de remarquer que pour le nouveau schéma les paramétres «, y1 et O
dépendent du coefficient de Poisson v et donc du miliew élastique considéré. Comme dans
le cas 2D on peut dire qu’il s’agit d’un schéma qui s’adapte au miliew de propagation.
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Etude de dispersion cas élastique

2. Le systéeme (3.2.5) est une approximation des équations de l’élastodynamique écrit en

déplacement :
d’U
— =IKU
dt?
avec
r d2 S d2 d2 : R d2 . ) d2
Vi—+Viis5+-— VZ_V? | A e
P dz? s (da;% + da;%) Vp . )d:rlda;g ( p dzidxs
) Lo d? d? L, d? 2 . , d?
K = VZ-v? Vi + Vi (= + — | v
( p )dwld{L‘z p d:v% + ? (dx% + dxg) ( p dwgd{L‘g
. d? . d? d? d? d?
‘f_’ - "_’ ‘/'_’ _1/2 VZ_ ") el
L v dzidxs Vp dzodzs P da? + s (d:v% + d %)

3.2.2 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel

Comme pour le probléeme bidimensionnel nous commengons par quelques rappels concer-
nant le probléme continu. Dans ce cas, 'analyse de dispersion est 1’étude de solutions parti-
culieres de la forme

-

U=Uyexpi(k-Z—wt), U, R keR® wel,

Cette relation définie de fa(;on générale une onde plane U de vecteur d’onde k se propageant
avec la vitesse de phase w/|k| On repérera ici, les composantes du vecteur d’onde k par
rapport aux deux angles ¢ et # selon les expressions:

k1 = |k| cos(p)sin(f), ky = |k|sin(y)sin(8), ks = |k| cos(0)

Pour que U soit solution de I’équation de 1’élastodynamique la relation suivante appelée

Fia. 3.2.3: Représentation de k.

relation de dispersion doit étre vérifiée :

WU, = K(k) Uy, k = (ky, ky, k3)
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olt la matrice IK(k) est donnée par

VIR + VE(ks +k3) (V) = V)kiks (V= V)kiks
K(k) = (Vi = Vikiks  V0ks + V2T +k3) (V) = V)kaks
(V= V{)kiks (V7 =V kaks  V'k3 + V2(kT + k3)

L’équation (3.1.10) implique que w? est une valeur propre de ]f((k) et U, le vecteur propre
associé. Un simple calcul montre que les trois valeurs propres de IK(k) sont données par

w]2. :‘/]J2|E|7 U(} = (k17k2ak3)7
wi =V2k|, U? LU}, U2 LU,
wy = VK|, U3 LU, U3 LUZ.

La premiére valeur propre (w?) correspond & une onde de pression qui se propage dans la

direction donnée par le vecteur propre U},

UL = (= cos(p) cos(), — sin(p) cos(8), cos(h)).

o

La deuxiéme valeur propre (w3) = (w?) est une valeur propre double. Ceci implique que les
deux ondes planes S se propagent avec la méme vitesse Vs mais dans deux directions différentes
données par les vecteurs propres U2 et U2 (avec U3 1 U?2). On distingue les deux ondes de
cisaillement par leur direction de propagation. On appellera SH (polarisation horizontale)
'onde associée au vecteur propre U2,

Ug = (_ Sin((p)a - COS((p)a 0)7
et SV (polarisation verticale) ’'onde associée au vecteur propre U3,
U2 = (—cos(p) cos(f), — sin(y) cos(h), cos(8)).

Nous avons illustré les trois directions de propagation (pour les ondes P, SH et SV) sur la
figure (3.2.4).

F1a. 3.2.4: Représentation de trois directions de propagation pour les ondes P, SH et SV.
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Comme pour le probleme bidimensionnel les vitesses de phase V), et V, sont indépendantes
de la fréquence w: ’équation de 1’élastodynamique est non dispersive. Cependant ceci n’est
plus vraie dans le cas des probléemes semi-discrets et discrets. De plus, dans ce cas nous
avouns trois valeurs propres distinctes. Ceci implique, en particulier, que les vitesses de phase
correspondant aux ondes de cisaillement sont dans ce cas différentes, méme si elles tendent
toutes les deux vers la vitesse V; (continue) quand h tend vers zéro. Comme nous allons le
voir les courbes de dispersion ne sont pas les mémes pour les ondes SH et SV.

Pour analyser 'erreur de dispersion numérique nous allons utiliser, comme dans le cas
bidimensionnel, Iécriture du schéma un maillage régulier. Dans ce cas, chaque cellule du
maillage, noté

[ih, (i + )R] x [jh, (5 + 1)R], x [kh, (k + )R], (i,5,k) € Z°,

contient un noeud caractéristique I = (4, 7, k) (voir section 3.2.1) auquel est associé un vecteur
U; € C3. Le probleme semi-discret s’écrit alors sous la forme

d2
WUh + KU, = 0,

ott Uy, = (Uy)jeys est une suite & triple indice I(= (4,7, k)) & valeurs dans C? et K}, repré-
sente un opérateur agissant dans cet espace des suites. Nous pouvons ensuite introduire 7}
Iopérateur de translation qui associe & U; le vecteur Uy (correspondant ici & Ujyq j11,k+1),
et nous obtenons, comme pour le probleme en 2D, que T}, commute avec IKy,

T IK, = K, Tp,.
Ceci justifie de rechercher des solutions du probléme semi-discret sous la forme
U[:erxpz(E-x}—wt), U, € C3, (E,:f}) ceR}xR3 welR

avec 7 = (ih, jh, kh). Cette relation définit de facon générale une onde plane numérique, pour
que cette onde soit solution du probléme semi-discretisé en espace la relation de dispersion
suivante doit étre vérifiée

WU, = Ky, (k)Up.
Pour I’élément fini Q1 — Qp, la matrice ]KAh(k) est une matrice symétrique 3 x 3 avec:
— 1
]I(h[]_, 1] = ﬁ (4:‘/172X1(]_ - 4(0{ + 2’71)(X2 + X3) + 16")’1X2X3)
(3.2.6) FAVZ X5 (1 — 4(B1 + 292) X1 — 4(Ba + 272) X3 + 167,X1 X3)

HAVI X3(1 — 4(B1 + 272) X1 — 4(B2 + 272) X2 + 1672 X1 X3))

1

R\h[272] = ﬁ (

AV Xo(1 — 4(a + 271) (X1 + X3) + 1691 X1 X3)
(3.2.7) HAVIX1(1 = 4(B1 + 272) X2 — 4(B2 + 272) X3 + 167, X5 X3)

+HAVIX3(1 = 4(B1 + 272) X2 — 4(B2 + 292) X1 + 1672 X1 X3))
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— 1
K,[3,3] = 7 (4V,2X5(1 = 4(e + 27) (X1 + X2) + 1671 X1.X2)

(3.2.8) FAV2X (1 — 4(B1 + 292) X3 — 4(B2 + 272) X2 + 1672 X2 X3)

+AVE X5 (1 — 4(B1 + 272) X3 — 4(Ba + 272) X1 + 1679 X, X3))

—

VZ _ VZ
K,[1,2] = %4\/)(1\/1 — X1V X2V/1 — Xo(1 — 46X3)

2

_ |
(3.2.9) K,[1,3] = -2 = "4/ X1V — X1V X3V 1 — X3(1 — 46X3)

2

_ VZ_V2
Kn[2,3] = L4y X V1 = Xo /X3 v/1 = Xa(1 — 48X1)

avec k h
X, = sin® %

keyh

X, = sin® %

ksh

X3 = sin® %

. g . ., Wp . , . . .
Comme dans le cas bidimensionnel soit — la vitesse de phase numérique, on introduit les

parametres adimensionnels suivants:

Wh
0 = (wn)1
|E[Vp
G
K1V,
w
2 (s
k| Vs

ou gp(resp. qg , 7 = 1,2) est le rapport entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de
phase continue pour les ondes P(resp. S) qui dépendent des parametres K (défini de la méme
facon qu’en 2D), 0, ¢ et du coefficient de Poisson v.

Lemme 3.2.1 Les valeurs propres \i = (w,%)i, 1 =1,...,3 admettent les développements limités
suivants :

Ay =B (V2 + O(K?))

Ak = [k (V2 + O(K?))

Ay = [E* (V2 + O(K?))

Démonstration : Celle ci est calculatoire. Nous I’avons menée a l’aide du logiciel MAPLE
(voir annexe C). N
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095 \\\ 2
.
09 Y
085 \
08 \

FiG. 3.2.5: Courbes de dispersion pour les vitesses des ondes P et S et pour tous les schémas
numériques, pour =0

Comme dans le cas bidimensionnel nous allons comparer ici les courbes de dispersion obte-
nues pour les trois schémas différents: nouveau schéma (en vert), schéma des éléments finis
@1 (en bleu) et schéma des différences finis (en rouge). Nous avons remarqué que pour § = 0
les valeurs propres de la matrice ]f{h(k) se simplifient, dans ce cas on a:

& = qs = ¢; = sin(rK)/(7K).

Et ceci pour tous les schémas (c.a.d DF', @1 et le nouveau). Donc, les courbes de dispersion
sont les mémes pour tous les angles ¢ et pour tout v. Nous représentons ces courbes sur la
figure 3.2.5. Ensuite nous représentons sur les figures 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8 et 3.2.9 les courbes de
dispersion pour chaque schéma en fonction de K pour différentes valeurs de ¢ et de v et pour
I’angle 6 qui correspond a la direction de dispersion maximale pour chaque schéma.

Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que le schéma de différences finies présente une dispersion inférieure & celle obtenue avec le
nouveau schéma qui & son tour est moins dispersif que le schéma des éléments finis (1. Dans
le tableau suivant nous avons représenté la direction de propagation la moins privilégiée pour
chaque schéma

V, | v IN|Q |DF][ V, | v |[N]|Q |DF
0.1 45|45 | 0 0.1 45|45 | 0
0=0[0245 45| 0 ||o=15[02[45]45] 0
03|45 [ 45 | 0 03|45 |45 | 0
0.4 |45 | 45 | 0 0.4 4545 | 0
V, | v |N|Q |DF][ V, | v [N]|Q |DF
0.1 30|45 | 0 0.1[30 |45 | 0
©=30[02]30]45| 0 |l¢=45[0230]45] 0
0.3 |45 | 45 | 0 03|45 | 45 | 0
0.4 45| 45 | 0 0.4 | 45 | 45 | 0

En ce qui concerne les ondes de Cisaillement (SV et SH), le nouveau schéma présente en
général la méme dispersion que le schéma des différences finies et il est meilleur que le schéma
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* g : 5 * g : 5
095 o gé— 095 gé: 095 o géf 095 gé——
09 09 09 09
085 085 085 085
08 08 08 08
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- gl . g-] . gl . g
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R v L 075 03 035 04 045 0 08005 0T 015 D" 075 03 0% 04 0 R v v L 075 03 035 04 07 08005 0T 015 D" 075 03 0% 04 0
1 1 1 1
N— = N— == N— N—
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R v v L T3 055 07 045 05 0°0 005 0T 015 0 03 035 07 07 R v L T3 055 07 045 05 0°0 005 0T 015 0 03 035 07 07

F1G. 3.2.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.1

1 1 - 1 - 1
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R v L T3 0% 08005 0T 015 D 0 R v L T3 055 07 045 05 C°0 005 0T 015 0 0T 055 07 O
14 14 14 14
7 N— 7 N—
QL- Q. Q- Q.
13 S 13 o 13 o 13 o
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
08
o7
R v v L 025 03 035 07 045 O 08005 0T 015 D 075 03 0% 04 Of R v v L 025 03 035 07 045 0 08005 0T 015 D 075 03 0% 04 Of
1 1 1 1
= =
095 oY 095 0.95 Q1- 095
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0.9 > 09 0.9 > 09
085 085 085 N 085
08 08 08 08
075 075 075 075
[ 07 [ 07
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OS—otsoT Ut 0" TTUm 0T O 05 OO0 Ots 0T U5 O 075 03 0% 07 0 0S—otsoT Ut 0" TTUm 0T Os 05 OO0 Ots 0T U5 O 075 03 0% 07 0

F1G. 3.2.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.2
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1 - 1 1 - 1 .
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F1G. 3.2.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.3
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F1a. 3.2.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.4
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3.2 Le probléme tridimensionnel

de éléments finis 1 a la seule exception des courbes de dispersion pour les ondes SH corres-
pondant & v = 0.4. Dans ce dernier cas le nouveau schéma présente la méme dispersion que
le schéma @)1 est il est meilleur que le schéma des DF'. Dans le tableau suivant nous avons
représenté la direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma

V1 v

g N |Q | DF v} v |N| Q| DF
01045 0 010 |45 0
e=0[02]0] 0] 0 [[e=15[02]0]45] 0
03[0 0] 0 03[0 0] 0
0401 0 | 45 041 0] 0 | 45
v} v |N|Q | DF V2 v |N|Q | DF
01045 ] 0 0.1 0|45 ] 0
p=30[02[0 45| 0 ||[¢=45[02[0 |45 0
03[0]45] 0 03[0 [45] 0
0410 0 45 040071 0
V: | v |[N|Q | DF V2 v |[N| Qi |DF
0.1 0|45 0 01045 ] 0
e=0[02]0][45] 0 [[o=15[02]0[45] 0
03] 045 0 0310451 0
041045 0 041045 0
V2 v |[N|Qi|DF V2 v | N| Qi |DF
010 |45 ] 0 0.1 0|45 ] 0
p=30[02[0]45] 0 |[¢=45[02][0 |45 0
0310451 0 0310451 0
041045 ] 0 041045 ] 0

Pour conclure nous avons représenté sur les figures 3.2.2, 3.2.2 et 3.2.2 les courbes de dispersion
en fonction de K pour différentes valeurs v et aux angles ¢ — 6 qui correspond a la direction
de dispersion maximale pour chaque schéma.
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Etude de dispersion cas élastique

p.

Fia. 3.2.11: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion mazimale pour les ondes

SV.
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3.2 Le probléme tridimensionnel

v =20.1

1 — 1
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FiG. 3.2.12: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion mazimale pour les ondes

SH.
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Deuxieme partie

Discrétisation en temps
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Chapitre 4

Analyse de stabilité

4.1 Introduction - Généralités.

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au probléeme semi-discrétisé
en espace. Ce probleme s’écrit de fagon générale sous la forme suivante: trouver (Xp, V) €
L?(0,T; (RM)) x L2(0,T; (RN?)) tels que

dx
My=— + B} Vi, =0
(4.1.1) W
h
M, 4 B,Y, =
7 T Br2n =0

ou nous avons noté X, = (Xy,..., Xy, ) et Vi, = (V1,..., Vi, ) les coordonnées des fonctions oy,
et vy, respectivement sur les bases By, = {7/}7*, (avec Ny = dimX;,*"™) et By, = {wr}72,

sym

avec No = dimMp,) des espaces X, et My, correspondant aux éléments finis Qri1 — Q.
Mp Ah Mp +

Les matrices M,, M, et 1By, sont définies par
() (My)ry= (AT[,TJ)(L2(Q))d2 , 1<1,J< Ny,
(i) (My)1,7 = (owr,w)2iye, 1<1,J <Ny,
(13e) (Bp)rg = (UJ[,diVTJ)(L2(Q))d , 1<I< Ny, 1<J< Ny,

d étant la dimension du probléme et ]Bf désignant la transposée de la matrice IB;,. Comme
nous l'avons déja montré, la condensation de masse nous permet d’éliminer les inconnues
associées au tenseur des contraintes, et réécrire le systeme (4.1.1) sous la forme équivalente

suivante:

d*V;
(4.1.2) M,,Tj + KpV, =0
avec

K, =B, M, 'B!.
Il nous reste maintenant & définir la discrétisation en temps. Le plus simple consiste a utiliser
le schéma classique saute mouton avec 3 pas de temps
| AR VAN VA

1. M,
(4.1.3) A

+ Kthn - O,
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Analyse de stabilité

ou At représente le pas de discrétisation en temps. Il s’agit d’un schéma d’ordre 2 en temps.
Nous allons montrer que ’analyse de stabilité nous permet de choisir un pas en temps qui
est proportionnel au pas de discrétisation en espace, ce qui implique, en particulier, que la
précision du schéma est en O(h?) globalement. De facon équivalente on peut discrétiser le
systéme du premiere ordre en temps (4.1.1), comme il suit

En+1/2 _ 2n—1/2
My =t —— = + B Vi =0
th+1 _ V}ZL
At

I1 est alors facile de montrer que les systemes (4.1.3) et (4.1.4) sont équivalents.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la discrétisation en temps du systeme
(4.1.2), car d’une part il ne fait intervenir que les inconnues associées a la vitesse (il est donc
moins cher du point de vue stockage), d’autre part il est plus facile de définir des schémas
d’ordre élevé en temps pour ce systeme. Ce dernier point est d’autant plus important dans
le cas des éléments finis d’ordre élevé. En effet, nous avons montré que sur des maillages
réguliers nous avons des erreurs de dispersion en espace en O(h*) (resp. O(h%)) pour les
éléments @y — Q1 (resp. @3 — Q2). Il est donc naturel, d’utiliser dans ce cas des schémas
d’ordre élevé en temps également. Pour ce faire, nous allons utiliser 'approche de I’équation
modifiée (décrite dans [44, 53, 109]), qui nous permet de conserver un schéma stable & 3 pas
de temps. Plus précisément cela consiste a utiliser un schéma d’ordre élevé en temps défini
de facon générale par

(4.1.4)

M, + B, =0

A
(20 +2)!

Vit — oy vt

(4.1.5) M, N7

Ky = 0.

k—1
+ KpVi —2) (-1
=1
Il s’agit d’un schéma d’ordre 2k en temps (cf. [109]). En pratique nous n’allons utiliser que
les schémas d’ordre 4 et 6 définis par (4.1.5) pour k = 2 et k£ = 3 respectivement. Nous avons
alors,

yrtt _gyn 4yl At?

4.1. M, h__ h K n_ KRV | =
(4.16) A K | V- R | =0
pour k=2 et

vitt — oy 4yt At? At?
4.1. M, h h K n_ K K,V =
(4.1.7) v Ap + h(Vh 17 h[Vh 30 th]> 0
pour k = 3.

Une analyse importante pour 'implémentation des schémas numériques est ’analyse de
stabilité car il est bien connu que les schémas explicites dépendent d’une condition de stabilité.
Pour mener cette analyse nous considérons comme dans le chapitre 3 le probleme dans un
milieu homogene infinie. Nous avons vu (cf. chapitre 3), que dans ce cas, le probléme semi-
discret s’écrit sous la forme

TUh | K0, =0
a2 + IKpUp =
ou Uy, = (Ur)1cza (avec d = 2,3, la dimension du probleme) est une suite & double indice (ou

triple en 3D), & valeurs dans IRd(H'l)d, (I =0,1,2 étant 'ordre des éléments finis considérés),

170



4.1 Introduction - Généralités.

et ou IK;, représente un opérateur agissant dans cet espace des suites. De méme le probleme
discrétisé en temps (pour le schéma d’ordre 2 par example), s’écrit,
+1 -1
Uyt =200 + Uy
At?

Nous nous intéressons ici & la stabilité L? de ce schéma. Plus précisément, introduisons
d . ) .
l,zl(IRd(H'l) ) l'espace des suites de carré sommable. Nous munissons /2 de la norme,

IR < g, up) = > wAur?,
Iczd

(4.1.8)

+KUP =0

avec |Ur| la norme usuel dans RYAHD?. La stabilité du schéma (4.1.8) équivaut a montrer

des estimations uniformes sur ||U'||. Pour ce faire, il est classique d’utiliser des techniques
d’énergie. On montre que,

(4.1.9) g g2 gl

ou I’énergie discrete est définie par,

+1/2 1

qui est bien etendu un équivalent de I’énergie continue. Pour obtenir (4.1.9), rappelons qu’il
n+1 _ Un
h

h
At

uptt —up
At

+ (]I(hU;?J’l,U/l"‘))

suffit de multiplier scalairement (4.1.8) par et d’utiliser ensuite les équations du

schéma.

Une fois qu’on a obtenu la conservation de I’énergie discrete, on peut alors en deduire la
stabilité du schéma si on montre que cette énergie est une forme quadratique positive. Nous
omettons ici les calculs qui sont classiques (cf. [10]). On obtient que le schéma (4.1.8) est
stable si et seulement si

AP _

ou par définition la norme ||IKy|| est donée par
KpUn, U
K| = sup %
S A [T
De méme pour les autres schémas de discrétisation en temps (ordre 4 et 6), on peut montrer
(cf. [109]) qu’ils sont stables si et seulement si,

— Schéma d’ordre 4 (4.1.6),
2
LAY

~ Schéma d’ordre 6 (4.1.7),

A ||IK, || S5t V5 — /25
4 - 2

On obtient alors une expression explicite de la condition de stabilité si on est capable de
calculer ||IK||. Dans le cas de élément de plus bas degré et pour des maillages réguliers nous

avons effectuer ce calcul analytiquement en utilisant une analyse de Fourier disctéte. Pour les
schémas d’ordre supérieur nous avons calculé ||IKj, || numériquement.
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Analyse de stabilité

4.2 Stabilité de la classe générale des schémas d’ordre 2 en
dimension 2.

La condition de stabilité pour le schéma de saute mouton est :

2
ARG _ |
4 <
Nous allons ici calculer ||IKj|| pour la classe générale des schémas définie par (3.1.8). Pour ce

faire, nous utiliserons une analyse de Fourier discrete. Nous allons donner ici seulement les

étapes principales de la méthode, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [10].

2
Introduisons F, : l,zl(IR2) — Cp = <L2 [—g, g]) la transformée de Fourier discrete, qui
aUp=(Ur)eg: = (Ui,j)(i,j)ez2 associé [/];(k) définie par,

—~ .1 L .
Up(k) = L? — lim o Z h2U; ; exp —i(kyih + kagh),
12y

ou L? —lim signifie la convergence de la série au sens de L?. Nous définisson ensuite 'opérateur
IK;, comme la transformée de IK;, par Fy,

K, = Fp, 0Ky, 0 Fy L.
Il est alors facile de voir que nous avons,
K[| = [T,

Fp, étant un isomorphisme, isométrique. De plus, pour tout vecteur k& = (k1,k2), on peut
montrer que nous avons la relation matricielle suivante,

KO (k) = T () U (k).

ou IKy (k) est ici une matrice 2 x 2 hermitienne. Plus précisément elle coincide avec la matrice

, on utilise le résultat classique

ﬁ(\h(k) définie au paragraphe 3.1.4. Pour calculer alors H]I/(\h
suivant (cf. [10]),
6] = e o
k

gglculer ce sup revient a calculer le maximum de la plus grande valeur propre de la matrice
Ky, (k). Soient A\ 9(X1, X2) les deux valeurs propres de IKj(k), il s’agit de calculer le

maXx )\172(X1,X2).
(X1,X2)€[0,1]2

Calcul des valeurs propres de ﬁ(\h(k)
Les valeurs propres de IK; (k) sont les racines du polynéme caractéristique suivant :

(4.2.1) s = Ps+Q=0
avec :

i P:R\h[lal]'l_]l/(\hpa?]
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4.2 Stabilité de la classe générale des schémas d’ordre 2 en dimension 2.

— — — 2
° Q= ]I{h[la ]-]Kh[Qa 2] - ]I(h[]-a 2]
On prouve alors, le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1 Soit A\ la plus grande valeur propre de ﬁ(\h(k), son mazimum se trouve soit
sur les bords du carré [0,1)% soit sur la diagonale X1 = Xo.

Démonstration.

On peut distanguer deux cas, soit le maximum se trouve sur les bords du carré [0, 1]
soit a l'intérieur. Si on suppose que le maximum est atteint en un point intérieur du carré
(X1, X3), alors ce point annule le gradient, c’est & dire:

(4.2.2) — =0et —— =0
Introduisons ensuite,

IP(X1, Xo) = (X1, X3) — PA(X1, X5) + Q,
par définition de la valeur propre on a,

P(X1,X5) =0 V(Xy,Xo),

et donc,
oP oP
(4.2.3) ax, Vet gy, =0
Par ailleurs o o\ oP o\ oQ
=2X - A= P+ o5
0X, X, 90Xy 90X, " 0X1’
d’ou
oP oQ
(4.2.4) 8X1>\ - 0Xy’
et oIP I\ oP oA oQ
=N - oA P+ o
09X, 0Xy, 00X, 00Xy + 0Xy'
d’ou
oP oQ
4.2. X, = ax,
(4.2.5) 0X5 0Xo

En combinant les équations (4.2.4) et (4.2.5) on obtient,

P 0Q 9P 9Q _
0X90Xy  0X;0X;

En utilisant maintenant la définition de P et (), on a

(Ral2.2) - o, 1) (8@[1,1] OKA2,2] Ol 1] ai?hp,z]) )

0.

(4.2.6)

8X1 BXQ 8X2 aXl
(4.2.7)
OK,[1,2]2 OP  OIK,[1,2)2 OP
0X, 0X, Xy 00Xy
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Un simple calcul montre alors que (4.2.7) se réécrit :
(Vy = V(X2 = X1) (V) + V= 4oV + BV (X1 + X)) =

(V2 = V2R(X2 — X1) (V2 + V(L - X1 — Xp) + 2X1 Xa(V2 + V2 — 4(aV;2 + BV2))

ou encore,
(4.2.8) (V= VI X1 — Xo) (1 — 4a)VP + (1 = 48)VE) (X1 4+ Xy — 2X1 X5) =0

avec (X1+Xo—2X1X5) # 0 & lintérieur du carré [0, 1]2, ce qui montre qu’on a nécessairement
X1 = Xo.

|
Calcul du maximum des valeurs propres dans le carré [0, 1] x [0, 1]
Apres quelques calculs préliminaires on trouve les racines du polynéme caractéristique qui
sont données par la relation suivante en fonction de (X, X2),

2
Mp(X1,X2) =— [(Vp2 + V(X1 + X3) — 8(0sz2 + BV X1 X,

(4.2.9) ;2
£ (V2 = VI (X0 = Xa)? +4(X0 - XD)(Xz — X3).

Nous pouvons remarquer que Ay 2 sont réels, la plus grande correspond au signe + et on a
(4.2.10) AX1, Xo) = AM( X2, X1).

Nous allons d’abord regarder le max ;2 aux bords du carré [0,1]%. Selon (4.2.10), il
(X1,X2)€[0,1]?

suffit de regarder le max sur les bords X; =0 et X; = 1.
4

e Pour X; =0, XgE[O,l],ona)\:h2

‘/172X2 et donc

4
Ao = A2(0,1) = =V2.
Xlzoﬁnfacﬁe[o,l} 1,2 12(0,1) h2'P

e Pour X; =1, Xy€[0,1], on a
4

A=y (V2 + (V= 4V} + BVIX,)
dans ce cas le max A1,2 dépend des valeurs des parametres « et 3:

X1=1, X2€[0,1]

1 1 1
1. PourzgﬁggetaE[O,E]ona,

4
A2 = Apa(1,0) = —V2.
X1:1I,n?5}2(e[0,1} b2 12(1,0) hz'?

1 1 2
2. Pour0<ﬁ<—et0<a<(——ﬁ)v—sona,

4 TET#

4 4
Mo =Mo(1,1) = — [(1 —4a)V? + (1 —468)V2] > —=V2.
Xi=1 el 12(h 1) h? ( AWy + Vel > h? P
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4.2 Stabilité de la classe générale des schémas d’ordre 2 en dimension 2.

2

1 1 V. 1
3. Pour0<ﬁ<zet(Z—ﬂ)v—zzgagﬁona,

4
Ao = Ai2(1,0) = = V2.
X1:1r,nfa();e[0,1] b2 12(1,0) 2P

N

A D'intérieur du carré on a:

1 1 1
1. P — < (< —et 0, =
our4_ﬁ_ze aE[,z],

ma; A 4 Vp4 < 4 V2
X =— — V.
(x1, X2)eloa2 0T hE (L +4Q)VE+ (4B —1)VE ~ h2'P

1 1 V2 1
2. Pour0§ﬁ<zet(Z—ﬂ)v—;zgagﬁona,
4 V!

4
Ao = — < V2
(1, xyelone T R (L 4a)VI+ (46— )V T REP

2

1
3. Pour 0 < g < 1 et 0 <a< (Z - ﬁ)v—s2 on n’a pas de maximum 3 l'intérieur.
P

Nous pouvons résumer 1’étude du max A1,2 sur la figure 4.2.1.
(Xla XZ)E[Ozl]Z

B
1/
1/4
(va )vs 172
o= - —
REEVE

FiG. 4.2.1: Domaines de stabilité I et II définis en fonction des paramétres « et 3

e Dans le domaine I:

4
max Aq 5(X1, X3) = A g(1,1) = — (V7 + V& — 4(aV}} + BV))

[0,1]2 SR
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Analyse de stabilité

e Dans le domaine II:

4
0,172 Map(X1, X2) = Aa,p(1,0) = 5V

Remarque 4.2.1
4

e Pour les différences finies (e = 3 =0) on se trouve dans le domaine I: 2 (Vp2 +V2)
1 V2 _ 2‘/52 2 1
e Pour les éléments finis Q1 (a = = 6) et le nouvel élément (o = %, g = Z)
P

4
on se trouve dans le domaine II: ﬁVPQ

DF —
0.9}

08}

0.7}

06}

05

01 02 03 04 05

2

FiG. 4.2.2: Les fonctions f; = aiCFLVp pour les trois schémas en fonction du rapport x = V_S2
P

On peut finalement définir le coefficient de stabilité pour les trois schémas. On réécrit la
condition de stabilité sous la forme

2h

At < acprh, acp = ————.
1K, (k) [11/2

Nous avons alors:

1
— aP¥, = ———— pour le schéma des différences finies.
/‘/p? + ‘/52
_ an — an_QO _ i 1 h/ d Ill t ﬁ . Q tQ _Q
CFL =@c¢pr” = 7, pour le schéma des éléments finis @y et Q1 0-

p
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4.3 Stabilité des schémas () — @)1 et Q3 — Qs

Pour les trois schémas on peut réécrire le coefficient de stabilité sous la forme

. 1 ' 2
agpp = foi(x); i1 =DF, Q1, Q1 —Qo, == V—ZQ.

Nous avons illustré les fonctions f; pour les trois schémas en fonction du rapport V2/ sz sur
la figure 4.2.2.

Remarque 4.2.2 Du point de vue du temps de calcul, le schéma des différences finies est
donc plus cher que les deuz autres schémas. En effet, la condition de stabilité implique que
pour un pas de discrétisation en espace h fizé, le plus grand pas de discrétisation en temps pour
le schéma des DF est plus petit ou €gal d celui des schémas Q1 et Q1 — Qo. Ceci entraine, en
particulier, que pour une simulation en temps (t € [0,T)), le calcul numérique avec le schéma
des différences finies nécessitera un nombre d’itérations en temps plus important (soit Ny le
nombre d’itérations, alors on a Ny = T/At). Le surcoit est zéro pour V), = Vy et atteint la
valeur mazimale (~ 20%) pour Vs = \/2V},.

4.3 Stabilité des schémas (); — )1 et Q3 — Q).

En utilisant la méme technique que précédement, nous pouvons montrer que, pour avoir
une expression explicite de la condition de stabilité, il suffit de calculer

)\,
rrZ.I%XII ill s

)

A; étant les valeurs propres de la matrice Hﬁ(\h(k)H (avec @ = 1,...,8 pour 'élément Qs —

Q1 et i@ = 1,...,18 pour 'élément Q3 — @Q)2). Pour ces schémas nous avons mené ce calcul
numériquement. Plus précisément nous avons observé que, comme pour ’élément fini de plus
bas degré, la condition de stabilité du schéma est indépendante de V. Pour ce qui est de sa
dépendance en V), on constate que le produit du coefficient de stabilité avec V), reste constant.
Nous avons alors les résultats suivants

— Pour le schéma Q2 — Q1

— et le schéma d’ordre 2 en temps:

At < 0.391 A
Vo
— et le schéma d’ordre 4 en temps:
At < 0.391V3 h ou A < 67T h
v v,
— Pour le schéma Q3 — Q9
— et le schéma d’ordre 2 en temps:
At < 0.195 h
Vo
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Analyse de stabilité

— et le schéma d’ordre 4 en temps:

At < 0.195v/3 h ou At < 0.337 h
Vi Vi

— et le schéma d’ordre 6 en temps:

3/ 3
At < 54+ 5 \/%0.195h0um§0.268h
2 Vb Vb

Les résultats pour le schéma ()3 — )1 ont été obtenus par Imedni Farid dans le cadre de son
stage de DEA ([71]).

4.4 Stabilité des schémas () et ()s.

Dans le chapitre 3 nous avons comparer en termes de dispersion les schémas Q41 —Q avec
leur concurrents naturels: les schémas correspondant & la méthode d’éléments finis Qi1 avec
intégration numérique. Pour avoir une comparaison plus complete entre les deux méthodes
nous avons calculé également (numériquement) le coefficient de stabilité de schémas Qg.y1,
pour k£ =1,2. Comme pour les schémas Qi1 — Qk, on constate que le coefficient de stabilité
des schémas Q4 est indépendant de Vi et son produit avec V), reste constant. Nous avons
obtenu dans ce cas les résultats suivants

— Pour le schéma Q9

— et le schéma d’ordre 2 en temps:

At < 0.390 A
Vo
— et le schéma d’ordre 4 en temps:
At < 0.390v/3 h ou At < 0675 h
Vo Vo
— Pour le schéma (3
— et le schéma d’ordre 2 en temps:
At < 0.193 h
Vo
— et le schéma d’ordre 4 en temps:
At < 0.193v/3 h ou At < 0.334 h
Vo Vo

— et le schéma d’ordre 6 en temps:

3/ 3
At < 5+ 5 \/%0.193h0um§0.265h
2 Vb Vb
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

Nous pouvons remarquer que les coefficients de stabilité sont presque identiques pour les
deux méthodes. De plus, nous avons vu dans le chapitre 3 que les courbes de dispersion
pour les schémas semi discrets sont tres similaires également. De ce fait, nous conlcuons que
du point de vue de la dispersion numérique les deux méthodes presentent en comportement
similaire. Dans le chapitre suivant, concacré a l’analyse de dispersion des schémas discrets
nous presentons seulement les résultats pour la méthode des éléments finis mixtes Qr+1 — Qk
pour k=1, 2.

4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

Nous allons mener ici une analyse de stabilité pour le probleme tridimensionnel dans le cas
des schémas des différences finies, des éléments finis ()7 et ()1 — Q. La condition de stabilité
pour ces schémas s’écrit sous la forme

AP _

(4.5.1) y

Comme pour le probleme bidimensionnel, pour calculer [|IK;|| on utilise la transformée de
Fourier discrete. L’étude de stabilité revient alors a chercher le maximum des valeurs propres
(notées A;, i = 1,..3) de la matrice Ko(k) = h?IK,(k) sur le cube [0,1] x [0,1] x [0,1]. La
matrice ]KAh(k) est définie dans ce cas par (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8 et (32\9)) et elle dépend des

parametres «, 1, B2, 71, 72 et 6. On peut remarquer que, la matrice IKy(k) étant symétrique
par rapport aux variables X1, Xo et Xs, il suffit de trouver le maximum de valeurs propres
pour X; € [0, 1], X9 < Xj et X3 < Xo.

4.5.1 Résultat Général.

Les valeurs propres de ]I/(\o(k) sont les racines du polyndéme caractéristique suivant :
s+ Ps>+Qs+R=0
avec :
o P=—(kyy+koo+ksz)
o Q=Fiikao+kikss+ kaokss — 76\%2 - /];%3 - 76\%3
R=

S P
° k11k3y 3 + ko okt 5 + k3 3ki o — k11k22ks 3 — 2k1 2k1 3k2 3

ou on a noté par /lgi,j, i, = 1,...,3 le coefficients de la matrice ]I/(\o(k) Si on suppose que
le maximum est atteint en un point intérieur du cube (X7, X9, X3), alors ce point annule le
gradient, c’est a dire:

oA 0 oA oA

4.5.2 R 22 S ) S
(4.5.2) ax; -0 oax, Vet ax,

0

Si on pose

IP(X17X27X3) = )\3(X17X27X3) + P/\Z(X17X27X3) + QA(X17X27X3) +R
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Analyse de stabilité

par définition de la valeur propre on a
IP(X17X27X3):0 V(X17X27X3)

et

oP 0 oP et OIP 0
X, 70Xy, 0Xs
Par ailleurs
oP oN  oP O\ oA 0Q OR
—— =32+ —\?4+2pP A A
ax, - Nax, Tax” T ax) T ¥x, tax, M ax,
dou or P OR
ey 29, 9R

0X, 0X, 0X,

De la méme fagon on obtient

oP ., 0Q OR
aXQ’\ +8X2)\+8X2 =0

et
oP , 0Q . OR
o, Tax,) T ax,

En combinant les trois dernieres équations on obtient

0Q OP  9Q 0P 2 0Q OR  9Q OR
0X,0X,  0X;0X, T \0X,0X; 90X, 0X,

=0

0Q oP  9Q OP 2 0Q OR  9Q OR
0X30X, 00X, 0X;3 T\ 0X30X, 00X, 0X;

_(0Q 9R  9Q OR
-\ 00Xy 0X3  0X350X,

0Q 0P _ 0Q 0P ,
09X, 0X3  0X3 0Xo

d’ou

9Q oP  9Q 8P\ (9Q DR  9Q OR
0X,0X, 0X,0X;) \0X;0X, ~ 0X, 0X;

9Q OP  9Q OP\ (0Q OR  9Q OR
0X; 0X,  0X,0X3) \0X,0X,  9X, 0X,

9Q oP  9Q 8P\ (9Q DR  9Q OR
0X,0X;  0X,0X;) \0X,0X; ~ 9X; 0X,

9Q 9P 9Q 9P\ (9Q OR  9Q IR
09X, 0X3  0X30X, ) \0X, 90X, 09X, 0Xs

Pour les schémas des différences finies, des éléments finis Q1 et Q1 — Qg, nous avons réécrit
a laide du logiciel MAPLE, les deux derniéres équations sous la forme suivante:

(4.5.3) (X1 — Xo2)(X1 — X3) (X2 — X3)P1(X1,X2,X3) =0
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

et
(4.5.4) (X1 — X9) (X7 — X3)(X2 — X3)Pa(X1, X2,X3) =0

ou Py (X1, Xo, X3) et Po(Xy, Xo, X3) sont deux polynomes de degré huit avec des coefficients
qui dépendent de parametres «, B1, B2, Y1, Y2, 0 et v. Donc si le maximum se trouve a
Pintérieur du cube, on peut distinguer le cas suivants:

— soit il est sur la diagonale X; = Xy = X3,
— soit sur le carré X; = Xy € [0,1], X3 € [0,1]

— soit sur une des surfaces suivantes:

X1 =Xy, Po(X1,X9,X3)=0
X1 =Xy, Pi(X1,X9,X3)=0
X1 = X3, P2(Xy1,X2,X3) =0
X1 = X3, Pi(X1,X9,X3)=0
X3 =Xy, Po(X1,X9,X3)=0

X3 =Xy, P1(X1,X2,X3)=0
Nous allons maintenant fixer les parametres «, (1, B2, 71, ¥2 et 6 pour obtenir les trois schémas
qui nous intéressent et nous menons 'analyse de stabilité pour chacun de ces schémas.
4.5.2 Le schéma des différences finies.
Dans ce cas nous avons
a=p=PF=n=7=6=0
On sait que le maximum des valeurs propres se trouve soit sur les bords du cube [0, 1] soit
a Pintérieur. On commence notre étude en cherchant le maximum sur les bords.
4.5.2.1 Les sommets du cube.

— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =0o0n a

- 0 0 0
Kok)=10 0 0
0 0 0
et donc max (\;);_; =0
(0,0,0)
— Pour le sommet X; =1, Xo = X3=0o0n a
. A 00
Ko(k)=1]0 X2 0 |, A\ =4V}, A=Az =4V}
0 0 X

t d N =4v?
€ onc (III}(?:E)()( )z—l P
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Analyse de stabilité

— Pour le sommet X; = X9 =1, X3=0o0n a

R MO0
]I(O(k) = 0 /\2 0 R /\1 = 8‘/52, /\2 = /\3 — 4(‘/172 + ‘/52)
0 0 s

et donc (ﬁrfffé‘)()‘i)?ﬂ = 4(Vp2 +V2) > 41/;,2

— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =1o0na

. A 00
Ko(k)=10 X2 0 |, =X =2X=4(V,+2V;)
0 0 X

et done. max (A)ly = 4(V) +2V)%) 2 4V + V)

4.5.2.2 Les arétes du cube.
— Pour X; € [0,1], Xo =X3=0o0na

. A 00
Ko(k)=| 0 X 0 |, AL=4V; Xy, A= A3 =4V7X)
0 0 X3

td \)2 = 4v?
et donc (g%{%)( i)i=1 S

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=0o0na

A 00
Ko(k)=|0 X 0 |, A =4(VPX1+VD), Ads= A3 =4V +ViXy)
0 0 X

3 _ a2 2
et donc ()r(rll?l),(o)()\i)i:l =4V, +Vy)

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=1ona

A 00
Ko(k)=10 X2 0 |, A =4(V,X1+2V)), o= A =4V + V(1 + X))
0 0 A3

et donc ()I(Illfii}yil)(Ai)?zl = 4(Vp2 +2V2)

4.5.2.3 Les faces du cube.
— Pour (X1, X2) €[0,1)%, X3 =0 on trouve
AL = 4V2(X) + Xy),

Ag = 4(Vp2X1X2 + VEHXL + X9 — X1X5)),

A3 =4(VEX1 Xy + Vp2(X1 + Xy — X1 X>)),
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

et donc
A = 4(V2E+ V2
(Xl’XQ)gEO%EQ,stﬂ)( izt ( P 5)
— Pour (X1, X>) €[0,1]2, X3 =1 on trouve

A =4V + VE(XL + X2)),

Ay = 4(V7X1 Xy + V(14 X1 + Xo — X1X2)),

Az = 4(VA(L+ X1.X0) + V2 (X1 + Xy — X1 X)),

et donc

max (AL, = 4V +2V2)

(X17X2)€[0a1]2:X3:1)

D’apres les calculs précédents le maximum au bord du cube est atteint au sommet (1,1,1)

est il est égal a
max(\)i_; = 4(V,7 + 2V2).

bord

4.5.2.4 L’intérieur du cube.

Nous avons montré que si le maximum se trouve a 'intérieur du cube alors les équations
(4.5.3) et (4.5.4) doivent étre vérifiées. Comme les calculs deviennent assez fastidieux, avant
d’essayer de trouver le maximum a I'intérieur analytiquement, nous ’avons calculé numérique-
ment. Ce calcul nous a indiqué que le maximum se trouve sur la diagonale X; = X» = X3 =X,
nous allons donc examiner seulement ce cas. Les valeurs propres de la matrice IKy(k) sont

données par:
A =4V7X(3-2X(1—1x))

Ay =3 =4V X3z + X(1 —x))

V2
avec T = V_S2 €[0,1/2]
P
on a

A=A =12VX(1-X)(1—2)>0

et donc il faut chercher le maximum de A; qui est réalisé a I'intérieur si:

o\ 0? )\
—_— = <
ox ~ ' oxe =
La premiére équation nous donne
X*:Le[o 1], Vz €0,1/2]
4(1 _ .T) ) ) ?
et on a
0? )\ N 9
X2 (X =X")=-16V,(1 —z) <0, Vz € [0,1/2]
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Le maximum est alors donné par

max )i, = _ W > 4(V2 4 2V2)
(Xi=Xp=Xaeo1]) o r T 2(VE - V2) pone

Pour le schéma des différences finies le maximum est atteint a 'intérieur du cube, au point
2

3Vy . L
X1:X2:X3:metllestegala
p K]

9V 4
max(APF)?_| = 2(‘/2—_1"/2)
P s

[0,1]3

4.5.3 Le schéma des éléments finis ();.

Dans ce cas nous avons

1 1 1

a=p =0 g N=r=3pc¢ 6

On commence notre étude en cherchant le maximum sur les bords.

4.5.3.1 Les sommets du cube.

— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =0o0n a

. 0 0 0
Ko(k)=1]0 0 0
0 0 0
td X)), =0
et done max ()7
— Pour le sommet X; =1, Xo =X3=0o0na
N AL 00
Ko(k)= |0 X2 0 |, A =4V}, Xy = A3 =4V
0 0 As
t d N3, = 4V?
et done max (\)1; = 4V;
— Pour le sommet X1 = X9 =1, X3=0ona
. A0 0 3 4
Ko(k) =10 X 0 |, /\125‘/;2,/\22)\325(‘/}92+Vf)
0 0 As

4
et donc max (\;)3_; = =

2 2 2
(1,1,0) 3(VP+VS)<4VP
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =1o0na

. At 00 4
Kok)=]0 X 0 |, /\1=/\2=/\3=§(Vp2+21/;2)
0 0 X3
4
et donc (rlr,lla:)lc)(/\i)?:l = 5(‘/;72 +2V3) < 41/;72
4.5.3.2 Les arétes du cube.
— Pour X; €[0,1], Xo =X3=00n a
. A 00
Kok)=| 0 X 0 |, AL=4V;Xy, A= A3 =4V7X)
0 0 X3
et donc max (\;)P, = 4Vp2

(Xl ,0,0)

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=0o0na

A 00
Ko(k)=| 0 ,\2 0
0 A3
avec 2
A1 ——V2X1+4V2 (1 3% )
2 2 2
,\——VX1+4V (1 3% >
A3 = 4V?2 (1—&>,
3
et

/\3<)\1<)\2

11 est alors facile de voir que max (Ag) = 4V2 d’ou
(X1,1,0)

3 _ 2
dmax iz =4V

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=1ona

AL 00
Ko (k) 0 Ay 0
0 0 A
avec
4 8 2 4 2 4 X,
M=V X +-VE(1-ZX1), =XM==V [1-2X i Al —
191’1+35< 31>’2 331’( 31>+3s 3
4
et A\; < Az. On alors ()I(Illfiﬁ(l)(Ag) = g(Vp2 +V2) et donc
AR 2 2
s, Aoz (V V)
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4.5.3.3 Les faces du cube.
— Pour (X1, X5) € [0,1]%, X3 = 0 on trouve

4

5 4
Ay = 4V} (Xl + Xy — gX1X2> + gV§X1X2,
4

)\3:3

)
‘/;,2X1X2 + 4V 2 <X1 + Xy — §X1X2> ;

avec
)\1 < )\3 < )\2.

On regarde alors le maximum de Ao. Un simple calcul montre qu’il est égal a

\ 12V,
A, = sy
et il est atteint au point
X=X 3Vp2 [0,1]
1 =A2= 5 5 €U, 1].
5‘/172 _ ‘/52
Donc,
12V
AP = —— P gy
XrlI,l?é);,O( Z)z_l 5‘/;)2 _ V52 < Vp
— Pour (X1, X>) € [0,1]%, X3 =1 on trouve
4o 49
A= §V;) X1 X9 + §Vs (9 —-3X; —3Xy — XIXQ),
4o 4.9
Ay = 5‘/;, (3X1 +3X9 — 5X1X2) + §Vs (9 —6X] —6Xy + 5X1X2),
4, 4.
A3 = §Vp (9 —6X; —6Xy+4X,1Xy) + §Vs (3X1 +3X, —4X,Xy),

avec
AL < Ay < As.

La valeur propre A3 n’admet pas de maximum a 'intérieur de cette face et on a

— _ 2
Xrlr,l?‘();,l(/\2) - /\2(07 07 1) - 4‘/;) )

d’ou on obtient
3 2
max (A;);—; =4V
Xl,X2,1( i)iz1 p

D’apres les calculs précédents le maximum au bord du cube est atteint au sommet (1,0,0) et
il est égal a
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

4.5.3.4 L’intérieur du cube.

Comme pour le schéma des différences finies avant d’essayer de trouver le maximum a
Pintérieur analytiquement, nous ’avons calculé numériquement. Ce calcul nous a indiqué que
le maximum se trouve au sommet (1,0,0) du cube et il est égal & 4Vp2. Donc dans ce cas nous
ne continuons pas notre étude analytique a l’intérieur du cube.

Pour le schéma des éléments finis ()1 le maximum est atteint au sommet (1,0,0) du cube et
il est égal a

Q1\3 _ 2
l[fglj])g(/\i )iz = 4Vp

4.5.4 Le schéma de I’élément fini (); — Q).

Dans ce cas nous avons

(V) —2v2)? 1
4 )7/31:17/32:0771:a

2 2
&= 20172 2 My 2%
8V (V7 — Vs

, 12 =0et 6 =2«
2V}

On commence notre étude en cherchant le maximum sur les bords.

4.5.4.1 Les sommets du cube.

— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =0o0n a

- 0 0 0
Kok)=10 0 0
0 0 0
td M), =0
et done max (AL
— Pour le sommet X1 =1, X9 = X3=0o0n a
- A0 0
Ko(k)=| 0 X2 0 |, A =4V}, Xy = A3 =4V
0 0 As
3 _ 412
et donc (T&%()()‘i)izl = 4V,
— Pour le sommet X; = Xo =1, X3=0o0n a
A0 0 2 2
— V-1V,
]Ko(k) = 0 )\2 0 s )\1 = )\2 = 16‘/52%7 )\3 = 8V52
0 0 As p
2 2
Vy =V,

et done s () = 16V~ < 41
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— Pour le sommet X1 = X9 = X3 =1o0na

. A 0D WEBVE — 4V2)
Ko(k)= | 0 Jp 0 |, d=do=ds=—"15"s
0 0 A3 p 5

W23V - 412)

3 _ 2
et donc (Tﬁi()()\i)izl = VIV < 4V,
4.5.4.2 Les arétes du cube.
— Pour X; €[0,1], Xo =X3=0o0n a
. A 000
Kok)=| 0 X 0 |, A =4V;Xy, A= A3 =4V7X,
0 0 X3

t d NP, =4v?
e onc ()I(Ill?é}fo)( )z_l p

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=0on a

. A 00
Ko(k)=10 X 0
0 0 s
avec 9 9 9
Lo BRI 43X — 40V
1= V2 )
p
Ay = 4V,,4 +AX VEIVE —4X0VE - X1 V)
vy ’
As =4V (1+ X)),
et
A3 < A1 < Ao

I1 est alors facile de voir que max (Ag) = 4Vp2, d’ou
(X1,1,0)

3 _ 2
Ay iz =1V

— Pour X; €[0,1], Xo=1et X3=1ona

. A0 0
Kok)=]0 X 0
0 0 X3
avec
- V(X VE —2X V24 2VE —2V))
sz _ Vs2
dp = hg — AVIAV) = X1V +4X VIVE - 8VAVE —4X V] + 4V}
VpZ(va _ VSZ)
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

et A1 < A9. On a alors
max (\;)i_; = Ay < 4V?

(Xlalzl) o P
4.5.4.3 Les faces du cube.
— Pour (X1, X5) € [0,1]%, X3 = 0 on trouve

A = 4VE(X) + Xy),

V(X1 + Xy — 2X1Xo) +4VIX1 Xy (V)P — V)

/\2 - 4: ’
Vp?
G V(XL + Xy +2X1 X)) — 4X, X0V
A3 = 4V > ,
Vs
avec
)\1 < )\3 < )\2.

On regarde alors le maximum de Ao. Un simple calcul montre qu’ il est égal a

A QVPG
M, 2) = Vit = 2V2VE 2V
et il est atteint au point
V4
X =X, = P € [0,1].
1 2 2(‘/124 — 2‘/172‘/52 + 2‘/54) [ ]
Donc,
2V 8

Ny = 4 4V?
Xrlr’lja(io( i)iz1 Vp4 _ 2Vp2Vs2 + 2Vs4 <2V

~ Pour (X1,X5) € [0,1]%, X3 = 1 les calculs deviennent assez complexes, et donc nous
allons donner ici seulement les résultats. A I’aide du logiciel MAPLE nous avons obtenu

Vp%69 — 209z + 208z% — 6423

max ()\i)?:l = )‘max,b = 5 _ 127 + 82

X1,X5,1
avec x = VSZ/VP2 € [0,1/2] et il est atteint au point

(7T—8x)(1 —x)

X, =X, = .
P T9(5 — 120 4 842)

On distingue maintenant les cas suivants:

(¢))  Pourz <zp ona ey < 4Vp2
(¢1) Pourx =z, ona Apepp = 4Vp2

(i1) Pour o > xp ona Apezp > 4Vp2

avec
13 —v41
Ty = —————
16
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Analyse de stabilité

D’apres les calculs précédents le maximum au bord du cube est donné par ’expression suivante

2 _
4‘/172 Si V_52 S M
. V; 16
ma i)i=1 =
bor)él i)i=1 VZ(69V, — 209Vp4Vs2 + 208V192Vs4 — 64V7) sinon

V2(5V,F - 12V2V2 1 8V)

4.5.4.4 L’intérieur du cube.

Comme pour les schémas précédents avant d’essayer de trouver le maximum a l'intérieur
analytiquement, nous l'avons calculé numériquement. Ce calcul nous a indiqué que le maxi-
mum se trouve sur la diagonale X; = X9 = X3 = X. Les calculs étant assez complexes nous
présentons ici seulement les résultats. A I'aide du logiciel MAPLE nous avons obtenu

(4.5.5)
max (M) = Amess = 8V2(6 — 22z + 322% — 163> — y)
X1=X2=X3 1)i=1 max,i 27(—281U2 +16z3 — 3 + 161U)2

(1282° — 384z + 3362 — 6822 + 8yx® — Syx — 30z + 3y + 9)

ou y et x sont données par

y = V47222 — 93z — 120423 + 15842 + 9 — 102425 + 25625, = = VZ/V? € [0,1/2]
et il est atteint au point

44z — 12 — 642% + 3223 + 2y (7 —8z)(1 — =)

X = Xy = Xo =
PT R T T 9(—9 + 481 — 8442 + 4823) 2(5 — 124 + 8a2)’

En plus, on a
/\maaz,i > /\max,ba V€ [07 1/2]

et
(1) Pourz <z; onadpg; < 4Vp2
(17) Pourz =2; ona A= 4Vp2
(¢73) Pour z > x; on a Apeg,i > 41/;,2
avec

z; = 0.3351380813

Pour le nouveau schéma le maximum est donné par I’expression suivante
V2
2 j =5 )
41/;, si V2 <z
P

Amag,; Sinon

ol Apaz,; est donné par (4.5.5).
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4.5 Analyse de stabilité, le probleme tridimensionnel.

On peut maintenant définir le coefficient de stabilité pour les trois schémas. On réécrit la
condition de stabilité (4.5.1) sous la forme

2
At < acrrh, acrL = —————.
1Ko (k) ||/
Nous avons alors:
2¢/2 V2
~ bt = —\/_ 1 — =% pour le schéma des différences finies.
DA
Q1 1 . (17 .
- Qhpp = A pour le schéma des éléments finis Q1.
P
1 V2
— sl —5 <z
@Y P le schéma des éléments finis Q; —
CFL — 9 pour le schéma des éléments finis Q1 — Q.
sinon

vV /\max,i

Comme dans le cas du probléeme bidimensionnel on peut réécrire le coefficient de stabilité
sous la forme

; 1 i V2
acpr = foi(iv); i=DF, Q1, Q1 —Qo, == V—ZZ.

Pour conclure nous présentons sur la figure 4.5.1 les fonctions f; pour les trois schémas en
fonction du rapport V?/V,2.

0.61
0.5%.5" " 0/1 012 073 02 05
X
. 2
) . g . , . VY
F1G. 4.5.1: Les fonctions f; = apppVp pour les trois schémas en fonction du rapport x = VI
P

Remarque 4.5.1 On peut remarquer, que comme pour les schémas en dimension 2, du point
de vue du temps de calcul, le schéma des différences finies est plus cher que les deuz autres
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Analyse de stabilité

schémas. Dans ce cas, le surcott est plus important qu’en dimension 2 et il varie en fonction
du rapport V,Sz/Vp2 entre 5% et 35%. De méme, comme le coefficient de stabilité pour le schéma
Q1 — Qo est, pour certaines valeurs de VSZ/VPZ, plus petit que celui du schéma @1, le schéma
Q1 — Qo devient légérement plus cher que le schéma Q1. Cependant, la différence du codt
entre les deux schémas est toujours plus petite ou égale a 5%.
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Chapitre 5

Analyse de dispersion pour les
schémas discrets

Nous allons mener ici 'analyse de dispersion numérique pour les différents schémas definis
aux chapitres précédents. Cette analyse nous permettra de comparer notre méthode avec des
méthodes numériques déja existantes.

5.1 Généralités

Rappelons tout d’abord les différents schémas de discrétisation en temps.

(5.1.1)
(vt _gyn 4yt
e T SAVE =0

< — Sp(At) = K, pour le schéma d’ordre 2

At
oii — Sh(At)=Ky[ld - EKh] pour le schéma d’ordre 4

At? At?

\ — Sp(At) = Kp{ld — %Kh[ld - %Kh]} pour le schéma d’ordre 6

Comme dans le cas semi-discret, nous n’allons considérer, dans ce qui suit, que la dispersion
des ondes non parasites. La relation de dispersion, pour que ’équation (5.1.1) soit satisfaite
pour une onde plane est

At :
(5.1.2) —sin2(7(wh)i) = @i (k,At), i =1,d
avec d (= 2 ou 3) la dimension du probléme considéré et ou ﬁ,’;, 1 = 1,d sont définies pour
chaque schéma par les relations suivantes

e pour l'ordre 2
Bi(k,At)y =X, i=1,d

e pour l'ordre 4
. . A2 .
Bk A = X, = - (A,)s i=1,d
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

e pour lordre 6
. ; A2 B
Bk, &) = Xy = S (X)) +

4
%(,\2)3,1':1@

ou A%, 1 =1, d sont les valeurs propres de la matrice ﬁ(\h(k) correspondant aux ondes planes
physiques. Comme dans le cas du probleme semi discret nous introduisons en dimension 2 les
vitesses de phase adimensionnelles g, et ¢y, qui dépendent des parametres K, ¢, v (définis

At
dans le paragraphe 3.1.4) et o = o Pour l'ordre 2 en temps, on a

1 . «a 1
qp = oKV, arcsin { o A
1 . «a
gs = Tk arcsm( 5 A2 >
Pour 'ordre 4 en temps, on a
1 ) « a?
Q= oKV, arcsin ( 5\/()‘111 — E()\}L)z) )
1 ) « o?
gs = KV, arcsin ( 5\/()\% — E()\%)z) )
Pour 'ordre 6 en temps, on a
1 « a? at
— : - )\1 _ - )\1 2 _ )\1 3
= raKV, arcsm( 2\/( n = 130"+ 5 (An)”)
1 « a? at
— 3 it )\2 _ )\2 2 _ )\2 3
&= TaKV, arcsm( 2\/( n g g ) )>
En dimension 3, nous allons n’étudier que le schéma d’ordre 2 en temps, on introduit donc,
1 ) «@
qp = oKV, arcsm( 5\/)\,11 >
1 . «@
q; = TaKV. arcsm< 5\/’\}21 >
1 . o
qf = TaKV. arcsin ( 5\/)\% >

qui dépendent des parametres K, 6, ¢, v et a. Nous allons maintenant visualiser la dispersion
numérique.

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)

5.2 Dispersion numérique pour les schémas @)1, )1 — Q) et DF.

Sur les figures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
schémas différents : nouveau schéma (EF Q1 —Qq) (en vert), schéma des éléments finis @ (en
bleu) et schéma des différences finis (en rouge). Pour obtenir les courbes suivantes nous avons
utilisé comme « le coefficient de stabilité des différents schémas. Ce qui correspond au choix
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5.2 Dispersion numérique pour les schémas )1, ()1 — Qo et DF.

qu’on fait en pratique quand on implémente les schémas pour avoir le pas de discrétisation en

temps le plus grand possible. Plus précisément nous avons o =

et le schéma des éléments finis 1 et a =

/‘/p?_l_‘/sZ

Vo

pour le schémas des différences finis.

pour le nouveau schéma

Nous avons remarqué par ailleurs que pour tous les schémas les courbes de dispersion sont
monotones par rapport au parametre «. Ce qui implique que dans le cas ou les courbes de
dispersion sont inférieures & 1 on obtient les meilleurs résultats pour la plus grande valeur de
« (dans le cas contraire, quand « augmente, la courbe de dispersion se déplace vers le haut
et donc s’éloigne de 'unité).

=0

095 R Q1- 0.95 oy Q- 095 e Q1- 0.95 TR Q-
R 3 N oF Ny oF ~T OF
09 NS 09 S 09 ~ 09 .
085 N 085 SN 085 . 085 N
08 AN 08 08 08 AN
\ N \
075 N 075 \ 07 \ 075 N
\ AN \ \
07 N 07 . 07 N 07 .
\
065 . 065 AN 065 \ 065 .
\
0.6 N 06 N 0.6 \ 06 \\
055 055 055 055
OS—stsoT U O g5 UT 085 0T 045 05 0S—otE T U5 T 25 0T 085 07 045 Ts OS—stsoT U O g5 0T 085 0T 045 05 0S—otE T U5 T U5 0T 085 07 045 Ts
3 QL 13 Q1 . 13 QL 13 Q1 ..
OF OF OF OF
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
~ 08
07 -

Fi1G. 5.2.1: Vitesses de phase pour les ondes

Tb5 UT 015 07 055 03 05 0 045 05

085 0T U5 07 055 0

d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1

U35 04 045 05

Tb5 UT 015 07 055 03 035 0 045 05

085 0T U5 07 055 0

U35 04 045 05

P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation

0.95 Ql- 0.95 < Q- 0.95 sSlT Ql- 0.95 BN Q-
OF ~C OF Y OF ~ OF
09 09 ~ 09 ~ 09 AN
085 N 085 S 085 085 S
08 08 AN 08 \ 08 ~
N \
075 N 075 AN 07 AN 075 N
\ \ \
07 AN o7 AN 07 \ o7 \
\ \ \ AN
0.65 AN 0.65 AN 0.65 N 0.65 \
\ \
06 \ 06 N 06 AN 06 N
\ \ \
055 055 055 055
OS—stsoT U O g5 0T 085 07 045 05 0S—otE T U5 T U5 0T 085 07 045 Ts OS—stsoT U O g5 0T 085 0T 045 05 05 —otE T U5 T U5 T 085 07 045 Ts
3 QL 13 Q1 . 13 QL 13 Q1 ...
OF OF OF OF
12 12 12 12
11 11 11 11

T

Tb5 UT 015 07 055 03 05 0 045 05

O85OI U5 07 05 03 035 07 045

Tb5 UT 015 07 055 03 035 0 045 05

O85OI OIS 07 055 0

U35 04 045 05

F1G. 5.2.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation
d’ordre 2 en temps, avec v = 0.2
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

1
095 Q- o5 Q-.{ oo
OF OF
09 09 - 09
085 085 N\ 085
08 08 h 08 N
075 . 075 075 h
07 AN 07 \ 07
\ N
065 AN 0.65 \\ 0.65 \\
06 N 06 N 06 \
\ \ N
055 055 X 055 B
OS—stsoT U O 075 03 0% 0 045 05 0S—otE T U5 O 075 03 035 07 045 05 OS—stsoT U O 075 03 0% 0 045 05 05 —otE T U5 T 075 03 035 07 045 05
13 Qo 13 QL 13 QLo 13 01 -
OF OF OF OF
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
08
07
TH5 0T 015 0 005 0T 045 0

F1G. 5.2.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation

025 0T 0% 04 045 05

U5 03 085 07 045 s

d’ordre 2 en temps, avec v = 0.3

T05 0T 015 O

025 0T 0% 04 045 05

O85OI U5 07 05 03 035 07 045 05

095

0.85
08
075

065
06
055

TO5 0T 015 O

025 0T 0% 04 045 05

U5 0T 015 0.

U5 03 085 07 045 s

T05 0T 015 O

025 0T 0% 04 045 05

O85OI U5 07 05 03 095 07 045 Us

QLo
OF

QL.
OF

QLo
OF

U5 0T 015 O

F1G. 5.2.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation

025 0T 0% 04 045 05

U5 0T 015 0.

U5 03 085 07 045 s

d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4
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5.2 Dispersion numérique pour les schémas )1, ()1 — Qo et DF.

Sur la figure 5.2.5 nous présentons (pour chaque valeur de v) la courbe de dispersion
correspondant a la direction la moins privilégiée pour chaque schéma.

vr=20.1 v=20.2

095 0.95 Q145 .. 095

DF-0

0.95

075

0%0 005 TT 015 07 05 03 035 07 045 05 *°0" 005 UT 015 07 075 03 055 07 045 05 S0 005 0T 015 07 025 03 0% 07 045 05 %0005 0T 015 07 025 03 035 07 045 05

0Q

005 0T 055 07 025 03 035 07 045 05 005 0T 015 07 025 03 035 04 045 05 005 0T 055 07 025 03 035 07 045 05 005 0T 015 07 025 03 035 04 045 05

FiG. 5.2.5: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les différents
schémas: les ondes P (en haut), les ondes S (en bas).

Interprétation des courbes

1. La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la méme que
dans le cas du probléeme semi-discret.

2. Pour toutes les valeurs de v et de ¢ le schéma des éléments finis Q1 — QQp présente une
dispersion inférieure ou égale a celle du schéma des éléments finis Q);.

3. Par rapport au schéma des différences finies les résultats sont mitigés: Pour les ondes
P, pour v > 0.3 le schéma de DF est meilleure que le schéma Q1 — @)y, tandis que pour
v < 0.3 le schéma Q1 — Qp a une dispersion inférieure ou égale a celle du schéma des DF.
En ce qui concerne les ondes S la dispersion du schéma (1 — @y est toujours inférieure
(ou égale) a celle du schéma DF. 11 faut noter ici, que le calcul ne se fait pas au méme
cout, car le pas de discrétisation en temps n’est pas le méme pour les deux schémas. En
fait, le schéma des différences finies est plus cher.

4. Comme Vs < V), c’est la courbe de dispersion pour les ondes S qui définit le nombre de
points par longueur d’onde que nous devrions prendre pour avoir une précision donnée.
Ce qui rend le schéma Q1 — Q¢ plus intéressant.
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

5.3 Elément fini Qs — Q;.

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schéma
Q2—Q1 dans les cas d'une discrétisation d’ordre 2 (Figures 5.3.1 4 5.3.4) et 4 en temps (Figures
5.3.5 & 5.3.8) pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v. Pour chaque valeur de ¢
et de v on présente trois courbes de dispersion correspondant a des valeurs de @ = At/h
différentes. Plus précisément pour o = acpr (en vert), « = acpr/2 (en bleu) et @« = acrr/3
(en rouge).

1 11 11
a=CFL/2 - a=CFL/2 . a=CFL/2 -
a=CFL/3 a=CFL/3 a=CFL/3
0.9
0 o8 o8
)
0.7 0.7 0.7 0.7
o 005 01 0I5 0.2 0‘%5 0.3 035 04 045 5 0 005 0.1 015 0.2 0%5 037035 04 045 5 o 005 01 0I5 0.2 0‘%5 0.3 035 04 045 5 0 005 0.1 015 0.2 0%5 037035 04 045 5
104 a=CFL/2 .... 104 a=CFL/2 «... 104 a=CFL/2 .... 104 a=CFL/2 «...
=& S =& S
102 102 102 102
1 1
0.98 0.98
0.96 0.96
0.94 0.94
0.92 0.92
09 005 0T 0.15 O 0'35 0.3 035 04 045 5 o. 005 0.I 0.15 0. GKS 0. 0.35 0.4 045 5 09 005 0T 0.15 0. 0'35 0.3 035 04 045 5 o. 005 0.I 0.15 0. GKS 0. 0.35 0.4 045 5

Fi1G. 5.3.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1

11 11 11
a=CFLI2 .. a=CFL/2 . a=CFL/2 -
3 a=CFU3 FLU3
1 b rE———
N
09 \ \ 09
A R\
%\ )
08 08 \ 08 2\ 08
A\
N

07 07 N 07 07

08 —ts T T T TS5 0T 05 07 055 Us 08 —p 5T O T TS5 0T 05 07 045 05 08 —ts T T T TS5 0T 05 07 055 Us 085 tE T O T TS5 0T 05 07 045 05
o4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 o4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2
a=CFL/3 a=CFLU3 a=CFL/3 a=CFLU3

102 102 102 102

1

098

096

094

092
09005 OT 015 02 %5 03 0% 07 075 05 0955 0T 015 02 %505 0% 07 075 05 09005 OT 015 07 %503 0% 07 0% 05 09505 0T 015 02 %505 0% 07 075 05

Fi1a. 5.3.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.2

On peut remarquer que pour les deux schémas de discrétisation en temps, la précision op-
timale n’est pas obtenue pour acpy, (le coefficient qui correspond au rapport At/h maximal).
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5.3 Elément fini Qs — Q.

=0 p=15 =30 p =45

h=CFL — a=CFL — =CPL —
a=CFL/2 a=CFL/2 -
a=CFL/3 a=CFL/3

08
07
N
085 T 015 O %5 05 0% 07 0% 08505 0T 045 O %505 0% 07 075 . 060515 0T 015 O %5 05 0% 07 0% 08505 0T 045 O %505 0% 07 075 !
aCFL — =CFL — aCFL — =CPL—
Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2
a=CFL/3 a=CFLU3 a=CFL3 a=CFLU3
102 102

098 098
096 096
004 094
002 092
09 —55 T 015 O %505 0% 07 0 0955 0T 045 O %505 0% 07 075 ! 090515 0T 0.5 0 %505 0% 07 0 09505 0T 045 O %505 0% 07 075 !

Fi1G. 5.3.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.3

11 11 5
a=CrL — a=CFL — a=CFL —

a=CFLJ2 .. a=CFLI2 .. a=CFLJ2 ..

a=CFL/3 a=CFL3 a=CFL/3

08 08 \
o7 o7 \
o o Y
U5 0T OIS 07 025 U3 0% 07 04 08 —p 5T O T TS5 0T 085 07 055 0 U5 0T OIS 07 025 U3 0% 07 04 08 —p s T O T TS5 0T U5 07 05 0
aCFL — =CFL — a=CPL —
Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 Lo4 aCrL -
113

a=CFL/3 a=CFL/3

o 005 01 0I5 0.2 0. 03°0. 047 0.4 0 005 0. 015 0. OK 037035 04 045 0 ° 005 01 0I5 0.2 0. 03°0. 047 0.4 a 005 0. 015 0. OK 037035 04 045 0

Fi1G. 5.3.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4
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11 11 - 11
a=CFL/2
a=CFL/3
1 1 1
09 09 09
08 08 08 08
07 07 07 07
08005 OT 015 07 %503 0% 07 075 05 08505 0T 015 02 %503 0% 07 095 05 08005 OT 015 02 %503 0% 07 075 05 08505 0T 015 02 %505 0% 07 095 05
P =CPL— P =CPL—
o4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 o4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2
a=CFL/3 a=CFLU3 a=CFL/3 a=CFLU3
102 102 102 102
1 1
098 098
0.96 096
0.94 094
0.02 092
09005 OT 015 02 %503 0% 07 0% 05 09505 0T 015 02 %505 0% 07 095 05 09005 oT 015 02 %503 0% 07 0% 05 09505 0T 015 02 %503 0% 07 045 05

Fi1G. 5.3.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.1

06 005 0T 0.15 O 0'35 0.3 035 04 045 5 o. 005 0.I 0.15 0. GKS 0. 0.35 04 045 5 06 005 0T 0.15 O 0'35 0.3 035 04 045 5 o. 005 0.I 0.15 0. GKS 0. 0.35 0.4 045 5
104 e T e aGFU
a=CFL/3 a=CFL/3 a=CFL/3 a=CFL/3
102 102 102 102
n 1 1 e 1 B
0.98 0.98 0.98 0.98
096 096 096 096
00 004 00 004
09 092 09 092
09 005 01 0I5 0.7 0‘35 0.3 035 04 045 5 0 005 0.1 015 0.2 0K25 037035 04 045 5 09 005 01 0I5 0.7 0‘35 0.3 035 04 045 5 0 005 0.1 015 0.2 0K25 037035 04 045 5

Fi1G. 5.3.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.2
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5.3 Elément fini Qs — Q.

11 11 11
h=CFL — a=CFL — =CPL —
a=CFL/2 - a=CFL/2 - a=CFL/2 -

a=CFL/3 a=CFL/3 a=CFL/3

“
09

08 08

07 07

085 T 015 O %5 05 0% 07 0% 08505 0T 045 O %505 0% 07 075 0. 085 T 015 O %5 05 0% 07 0% 08505 0T 045 O %505 0% 07 075 !

aCFL — =CFL — aCFL — =CPL—
Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2 Lo4 a=CFL/2
a=CFL/3 a=CFLU3 a=CFL/3 a=CFLU3
102 102 102 102

— N ——

1 1 1
098 098 ’——‘Q\\ 098 098
0.96 0.96 096 096

004 094 004 094
002 092 002 092
09 —55 T 015 O %505 0% 07 0 0955 0T 045 O %505 0% 07 075 ! 09 —55 T 015 O %505 0% 07 0 09505 0T 045 O %505 0% 07 075 !

Fi1G. 5.3.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.3
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Fi1G. 5.3.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q2 — Q1 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.4
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

Ceci implique que pour des maillages grossiers on ne peut pas utiliser le pas de temps maxi-
mal. Pour vérifier 'ordre des deux schémas nous avons tracé sur la figure 5.3.9 les variations
de A(log (V5 —Vp)) en fonction de A(log K). Le fait que le coefficient de stabilité pour le
schéma d’ordre 4 en temps est v/3 fois plus grand que celui du schéma d’ordre 2, compense en
partie le colit supplémentaire de la programmation de ce schéma. En fait, le schéma d’ordre
4 est a priori deux fois plus cher que le schéma d’ordre 2 et ceci parce que il nécessite de
calculer deux fois le produit de la matrice Kj; par un vecteur de la taille des inconnues. En
effet, rappelons ici le schéma d’ordre 4

| /AR VAN VA

At?
+ Kh th — EKthn — 0

At?
Pour obtenir alors th"'l, on calcul dans un premier temps la quantité
~n+l . At "
Vh — Vh - EKth

et ensuite 1
Vit =2vr — VI - ABKLY, .

Cependant, globalement le schéma d’ordre 4 est environ seulement 15% plus cher que le
schéma d’ordre 2, car on peut utiliser dans ce cas un pas en temps /3 fois plus grand. Ceci
montre que le meilleur choix consiste a utiliser le schéma d’ordre 4 pour la discrétisation en
temps.

ordre 4 —

Fi1G. 5.3.9: L’ordre d’approximation pour K petit.
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5.4 Elément fini Q3 — Q.

5.4 Elément fini Q5 — Q.

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schéma
Q3 — Q2 dans les cas d’une discrétisation d’ordre 2 (Figures 5.4.1 & 5.4.4), 4 (Figures 5.4.5 &
5.4.8) et 6 en temps (Figures 5.4.9 & 5.4.12) pour différentes valeurs du coefficient de Poisson
v. Pour chaque valeur de ¢ et de v on présente trois courbes de dispersion correspondant a
des valeurs de & = At/h différentes. Plus précisément pour o = acpr, (en vert), @ = acrr/2
(en bleu) et @ = acpr/3 (en rouge).
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F1a. 5.4.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1
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Fi1G. 5.4.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.2
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

=0 p=15 v =30 © =45
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F1ac. 5.4.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q3 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.3
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Fi1Gc. 5.4.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4
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5.4 Elément fini Q3 — Q.
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Fi1G. 5.4.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec

v =20.1
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F1G. 5.4.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec

v=20.2

o 005 0T 015 02 O, 03 0.
[

S (en bas), schéma
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets
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Fi1G. 5.4.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.3
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Fi1G. 5.4.8: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Qo discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.4
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5.4 Elément fini Q3 — Q.
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Fi1G. 5.4.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Qy discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.1
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F1G. 5.4.10: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q3 discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.2

On peut remarquer sur les figures précédentes que (comme pour le schéma Q9 — @Q)1), la
précision optimale n’est pas obtenue pour acpr quand les schémas de discrétisation d’ordre
2 et 4 en temps sont utilisés. Pour le schéma d’ordre 6 en temps le rapport At/h n’a pas une
influence visible sur la dispersion (les trois courbes sont confondues). Pour vérifier 'ordre des
différents schémas nous avons tracé sur la figure 5.4.13 les variations de A(log (V,n — V)))
en fonction de A(log K). Afin de préserver la précision du schéma espace (O(h°)) il faudrait
utiliser le schéma d’ordre 6 en temps. Cependant, d’une part ce schéma est environs deux fois
plus cher que le schéma d’ordre 4 en temps, d’autre part comme nous pouvons le remarquer
sur les figures précédentes la dispersion est pratiquement équivalente pour les deux schémas.
Nous considérons donc, que le meilleur choix consiste a utiliser le schéma d’ordre 4 en temps
car il est un bon compromis entre précision et temps de calcul.
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Fi1G. 5.4.11: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q9 discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.3

=0 =15 v =30

AN

Il
_ =
o

1 ascrLrz - 1 ascrLrz - 1 ascrLrz - 1 asCELE -
=sav =sav =sav s
0998 0998 0998 0998
099 099 099 0996
0994 0994 0994 0994
0992 0992 0992 0992
Tt5 0T U5 0z 05 03 05 07 045 05 S5 0T 015 Uz 05 0 0% 07 045 05 S5 0T 015 Uz 05 0 0% 07 045 05 OS85 5 O O15 07 025 03 035 U4 045 05
1 a=CFLI2 - Y P Y I a=CFLI2 - e R
iy iy iy Sar
0998 0998 0998 0998
099 099 099 099
0994 0994 0994 0994
0992 0992 0992 0992
O TS0 T U O TS s O R R O R 8 0SS U TS 07 U5 U O T 5 s

F1G. 5.4.12: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma
Q3 — Q2 discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.4
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F1G. 5.4.13: L’ordre d’approzimation pour K petit.

208



5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.

5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.
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Sur les figures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
schémas différents: nouveau schéma (en vert), schéma des éléments finis Q1 (en bleu) et
schéma des différences finis (en rouge). Comme dans le cas 2D pour obtenir ces courbes nous
avons utilisé comme « le coefficient de stabilité des différents schémas. Dans un premier temps
on représente sur les figures 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3 et 5.5.4 les courbes de dispersion pour chaque
schéma en fonction de K pour différentes valeurs de ¢ et de v et pour I’angle 8 qui correspond
a la direction de dispersion maximale pour chaque schéma.
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Fi1G. 5.5.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au miliew) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.1

Pour conclure nous représentons sur la figure 5.5 les courbes de dispersion en fonction de
K pour différentes valeurs v et aux angles ¢ — 6 qui correspondent a la direction de dispersion
maximale pour chaque schéma.

Interprétation des courbes

— La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la méme que

dans le cas du probléeme semi-discret.

— On peut conclure que le nouveau schéma est plus avantageux que le schéma des éléments
finis @) car d’une part le cotut de calcul est équivalent pour les deux schémas (pour
v < 1/3 les coeflicients de stabilité sont égaux et nous avons un écart maximal de
6% pour v = 0.5) et d’autre part le nouveau schéma présente une dispersion moins
importante que le schéma ;.
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F1G. 5.5.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.2
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F1G. 5.5.3: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.3
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5.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.
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Fi1G. 5.5.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au miliew) et les
ondes SH (en bas) pour v = 0.4
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Fi1G. 5.5.5: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion mazimale pour les ondes P
(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).
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Analyse de dispersion pour les schémas discrets

— En ce qui concerne la comparaison entre le nouveau schéma et le schéma des différences

212

finies, nous avons : pour les ondes de Pression, le nouveau schéma présente une dispersion
moins importante que le schéma des DF pour v < 0.3. Pour les ondes de Cisaillement
(SV et SH), le nouveau schéma présente une dispersion plus petite ou égale a celle du
schéma des DF'.

Le coefficient de stabilité pour le nouveau schéma est plus petit que celui du schéma
des différences finies et donc en termes de coiit de calcul le schéma de différences finies
est plus cher que le nouveau schéma (le surcott peut aller jusque a 30%).

La vitesse des ondes S étant plus petite que la vitesse des ondes P, c’est la courbe de
dispersion pour les ondes S qui définit le nombre de points par longueur d’onde que
nous devons prendre pour avoir une précision donnée. De ce fait, il est tres intéressant
d’avoir un schéma pour lequel la dispersion sur les ondes S est moins importante que la
dispersion sur les ondes P, ce qui est le cas pour le nouveau schéma en 2D et 3D.



Troisieme partie

Traitement des fissures et des
surfaces libres
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Chapitre 6

La méthode des domaines fictifs

Nous considérons ici le probléeme de I’élastodynamique avec des conditions de surface libre
sur une fissure de géométrie complexe. Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode
numérique basée sur une formulation en domaines fictifs de ce probléme. Cette méthode
comporte les avantages suivants: bonne prise en compte des géométries complexes, stabilité
du schéma numérique et facilité de mise en oeuvre.

Introduction

Les méthodes des domaines fictifs ont été initialement introduites pour la résolution des
problémes stationnaires dans des géométries complexes [5, 55, 58, 57| et ensuite généralisées
aux problemes d’évolution [42, 54, 96, 19, 22]. L’idée de ces méthodes est de remplacer un sys-
teéme d’équations posé initialement dans un domaine de géométrie complexe par un systéme
“similaire” mais posé dans un domaine d’une forme trés simple (typiquement un rectangle en
2D et un parallélépipede en 3D). La prise en compte des conditions aux limites sur les bords
physiques du probleme initial s’effectue alors de maniére faible par U'intermédiaire d’un multi-
plicateur de Lagrange qui “vit” uniquement sur ces bords. Par nature, ces méthodes sont bien
adaptées pour des conditions aux limites essentielles: de telles conditions qui peuvent s’inter-
préter comme une contrainte égalité dans l'espace utilisé pour la formulation variationnelle.
Les méthodes des domaines fictifs reposent alors sur la dualisation de cette contrainte via la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Pour notre probleme modele, la condition sur les
bords physiques du domaine de calcul est la condition de surface libre (la composante normale
du tenseur des contraintes est nulle). Cette condition, qui est une condition de type Neumann
pour la formulation en déplacement, devient une condition essentielle de type Dirichlet pour
la formulation en vitesse-contraintes de I’élastodynamique que nous avons considérée au cha-
pitre 2.

L’avantage principal des méthodes des domaines fictifs est que la géométrie particuliere du
probléme initial n’apparait alors que dans le calcul du multiplicateur de Lagrange. Ceci im-
plique en particulier, que pour la discrétisation on peut considérer deux maillages, un maillage
volumique régulier, ce qui donne a la méthode ’efficacité des différences finies, et un maillage
surfacique irrégulier permettant une bonne approximation de la géométrie.

Le plan de ce chapitre est le suivant.
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La méthode des domaines fictifs

Nous introduisons d’abord la méthode des domaines fictifs pour le probleme de 1'élas-
todynamique. Dans le cas du probléme continu, nous allons montrer ’équivalence entre le
probléme initial et la formulation en domaines fictifs. Notons que I"analyse mathématique du
probleme en domaines fictifs repose essentiellement sur la théorie de problémes de point selle
(cf. [29], [32]). Le point délicat est alors 'obtention de la condition inf-sup.

Nous considérons ensuite la discrétisation en espace et en temps de notre probléme et en
utilisant des techniques d’énergie nous obtenons I'unicité (et donc l'existence) des solutions
semi-discretes et discretes. En utilisant également de techniques d’énergie pour le probleme
discret nous allons montrer que la stabilité du schéma est garantie sous une condition de
stabilité explicite qui est indépendante de la méthode des domaines fictifs. Plus précisément,
le schéma est stable sous la CFL,

At < acrrh

ou acpr est le coefficient que nous avons calculé pour le schéma discret dans le chapitre
précédent et h est le pas de discrétisation dans le maillage volumique (qui est régulier). Ce
résultat est tres important car il montre la robustesse de la méthode numérique.

Finalement nous évoquons les différentes difficultés de analyse de précision de la méthode
numérique (convergence et estimations d’erreur).

6.1 Description de la méthode

6.1.1 Présentation du probleme modele 2D

Soit  un domaine de IR?, de frontiere I'. Nous considérons notre probleme modéle, I’élas-
todynamique avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: la
composante normale du tenseur des contraintes est nulle sur les levres de la fissure ou sur la
topographie,

0o .
AE —e(v) = 0 dansQ  (7)
(6.1.1) g@ —dive = f dansQ (i) °
ot
o-n = 0 surl' (i)

avec les conditions initiales (systématiquement omises dans la suite)

Dans ce qui suit nous considérons le cas ou I' correspond & une fissure (la topographie se
traite exactement de la méme fagon). La géométrie du probleéme est représentée dans la figure
6.1.1, © désignant dans ce cas le domaine non borné IR? \I'. Pour simplifier la présentation
nous introduisons ici un bord extérieur I'p avec des conditions de Dirichlet homogenes sur v,

(6.1.2) v=0, surlp.
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6.1 Description de la méthode

Pour simuler la propagation des ondes dans le domaine non borné, nous utilisons le modele des
couches parfaitement adaptées (PML) qui sera introduit dans le chapitre suivant. Introduisons

FiG. 6.1.1: La géométrie du probléme.

les espaces fonctionnels

((H = (L*(Q)", X=(H(div;Q))*

X, 7 Symétrique} ,

M = (L*(Q)*V = (H'(2))*
La formulation variationnelle du probleme (6.1.1), (6.1.2), s’écrit alors

( Trouver (o,v) :[0,7T] —¢€ X 9™ x M tels que:

d
_ — sym
(6.1.3) ralo, ) +b(r,0) =0, vr e XU,

%c(v,w) —b(o,w) = (f,w), Ywe M,

ou nous avons posé (cf. chapitre 2 relation (2.1.18)),

a(o,7) = / Ao : Tdz, V(o,7) € H x H,
0 2 <L
(6.1.4) c(v,w) = / ov - wdz, V(v,w) € M x M,
Q
b(waT):/diVT"wd{I), V(w,7) € X x M.
\ Q —

Selon la théorie classique des EDP hyperboliques, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 6.1.1 Soit f € C°(0,T; M), alors le probléeme (6.1.3) admet une solution unique
(o,v) dans Cl(O,T;égym) x CH0,T; M).

De plus nous avons ’estimation d’énergie classique,

! 1
E(t) =&(0) +/0 (f(s),v(s))ds, avec E(t) = 5((1(0, o) + ¢(v,v)).
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La méthode des domaines fictifs

6.1.2 Meéthodes d’approximation classiques

Les méthodes numériques les plus couramment utilisées pour résoudre le probleme (6.1.1)-
(6.1.2)-ou sa formulation variationnelle (6.1.3)- sont les suivantes:

1. Les méthodes des différences finies (en domaine temporel).
2. Les méthodes des éléments finis (en domaine temporel).

3. Les méthodes des équations intégrales en temps (potentiels retardés).

Méthodes d’éléments finis et de différences finies Nous examinons d’abord les deux
premieres méthodes qui présentent la caractéristique commune de nécessiter un maillage volu-
mique du domaine Q. Avec la méthode des éléments finis on peut utiliser un maillage irrégulier
qui respecte bien la géométrie de la fissure (figure 6.1.2-a), tandis que, avec les différences
finies on forme une grille des points réguliere qui conduit & une approximation en escalier de
la géométrie (cf. figure 6.1.2-b). Dans les deux cas plusieurs inconvénients apparaissent:

™

o1

e
N

F1G. 6.1.2: Les maillages : (a) en éléments finis irréguliers, (b) différences finies.

— Les méthodes des éléments finis irréguliers présentent un cout de calcul élevé a cause de
la nature non structurée des données (ceci reste vrai méme pour des méthodes permet-
tant la condensation de masse). De plus, la présence éventuelle de “petits” éléments en
combinaison avec la condition de stabilité (CFL) peut conduire & un pas de temps At
“petit”, ce qui entraine un surcout de calcul.

— Avec la méthode des différences finies ces inconvénients sont évités. Néanmoins, & cause
de approximation en escalier de la géométrie, des diffractions parasites sont introduites
dans la solution. Pour remédier a ce probléme il faut alors utiliser un maillage assez fin,
ce qui entraine des calculs supplémentaires. Un exemple numérique qui met en évidence
ces inconvénients dans le cas du probleme de Maxwell a été présenté par F. Collino, F.
Millot et P. Joly (cf.[41]).

Les méthodes des équation intégrales en temps Les méthodes des équations intégrales
en temps, dites potentiels retardés, ont été introduites il y a quelques années pour le probleme
acoustique ([24]). Depuis, plusieurs travaux ont développé ces méthodes, en acoustique [46,
52, 80], en électromagnetisme [108, 92, 77, 98] et en élastodynamique [15, 12]. Ces méthodes
permettent de se ramener & un probléme posé sur la frontiere de l'obstacle (la fissure en
Poccurrence), tout en prenant en compte le comportement de la solution & l'infini par le
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6.1 Description de la méthode

biais de la solution fondamentale. L’avantage principal de ces méthodes par rapport aux
méthodes des différences finies et des éléments finis est qu’elles permettent de travailler avec un
maillage surfacique (et donc de gagner une dimension en espace) car 'inconnue vit maintenant
uniquement sur la surface de 'obstacle. De plus, on n’a pas besoin dans ce cas d’un traitement
spécial pour prendre en compte le comportement a I'infini de la solution car les conditions a
Pinfini sont satisfaites de maniere exacte. Ces méthodes sont donc tres attractives lorsqu’on
peut les utiliser, c’est & dire lorsqu’on dispose de la fonction de Green du milieu considéré. En
ce qui concerne ’élasticité, ceci est bien siir toujours possible en milieu isotrope homogene.
On pourrait encore traiter certains milieux hétérogenes particuliers: par exemple des milieux
stratifiés en s’inspirant des travaux développés en statique [6] ou des milieux homogenes a
Pextérieur d’un domaine borné en utilisant un couplage avec une méthode d’éléments finis
comme ¢a a été fait en acoustique [52, 80] et en électromagnétisme [98]. Par contre, il est
impossible de traiter un milieu anisotrope hétérogene quelconque.

Du point de vue numérique ces méthodes sont assez difficiles & mettre en oeuvre. En
particulier, elles nécessitent une évaluation précise d’intégrales doubles en espace et simples
en temps, comportant des noyaux singuliers. De plus, comme elles comportent un terme de
convolution en temps il faut stocker le passé de la solution, ce qui peut s’avérer assez couteux
du point de vue stockage. Notons que les travaux menés ces derniéres années sur les potentiels
retardés ont permis d’acquérir un savoir faire pour controler la stabilité de ces méthodes.
Néanmoins il semble qu’on ne dispose pas d’une analyse rigoureuse de cette stabilité. Les
études numériques ont montré que, selon les espaces d’approximation utilisés, on pouvait
aboutir soit & un schéma instable, soit & un schéma stable sous une condition de type CFL
(c’est a dire du type cAt/Az < «) soit méme & un schéma stable sous une condition “inverse
CFL” c’est a dire du type cAt/Az > « (cf [108]). En pratique les approximations utilisées
sont bien siir celles qui conduisent & un schéma stable sous une condition CFL, condition qui
est assez contraignante (« =~ 0.3 ou 0.4).

C’est pour éviter ces inconvénients que nous avons choisi d’utiliser la méthode des do-
maines fictifs. D’une certaine fagon, cette méthode apparalt comme une solution de compro-
mis, car elle présente une efficacité analogue a celle des différences finies tout en permettant
une bonne approximation de la géométrie. Comme nous allons le voir la méthode des domaines
fictifs a certains points communs avec la méthode des équations intégrales. Notamment, le
prolongement de la solution respecte la continuité de o - n (n étant la normale) et A\ corres-
pond a l'inconnue des équations intégrales lorsqu’on représente la solution v sous forme d’un
potentiel de double couche (cf. [16]).

6.1.3 Formulation du probléme en domaines fictifs

Notre objectif est maintenant de remplacer le systéme (6.1.1) - (6.1.2) posé initialement
dans le domaine € par un systéme “similaire” mais posé dans un domaine d’une forme tres
simple, qui sera ici le domaine C' = QUI". Pour ce faire, on va prolonger le probléme initial dans
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La méthode des domaines fictifs

C' et écrire les équations au sens des distributions, (on note toujours v et o ce prolongement)

(  Oo
AE —¢e(v) = wor dans C
P _dive = f+(o-np=0) dansC
(6.1.5) Cot — VT T 7= mEe
v = 0 sur I'p
( o-n = 0 sur I'

ou v est le tenseur défini par

Vi = [vilnj,

[v;] étant le saut de la i-eme composante de la vitesse et n; étant la j-éme composante de la
normale (cf. figure 6.1.3). Le saut de la composante normale de o sur la fissure ([0 - n|r) est
nul & cause de la condition de surface libre. Pour des fonctions tests 7 et w assez régulieres

o1
~

F1G. 6.1.3: La géométrie du probléeme avec la méthode des domaines fictifs.

on peut écrire le systeme (6.1.5) sous la forme suivante,

d

—/AU:Td:r +/diV7’"Ud.’E =/[v]-(7‘-n)ds
dt Je C r

d .

— [ v-wdz —/dlva-wd:v =/f-wdx
dt Jo C C

Pour une méthode numérique basée sur cette formulation, un maillage de € est toujours
nécessaire car il faut connaitre la valeur de la vitesse de part et d’autre de la fissure pour
calculer le terme [v]. La méthode des domaines fictifs consiste & introduire une nouvelle
inconnue A surfacique correspondant & [v]. On considere dans ce cas les fonctions tests 7 €
XM et w € M avec

(6.1.6)

X = (H(div ;C))?,
(6.1.7) X = {7' eX, 7 symétrique} ,
M = (L*(C))*.

Nous avons alors que 7-n|p € (H~'/2(I"))2. Il est donc naturel de choisir A dans ’espace dual
de (H1/2(T"))?, c’est & dire Pespace (H'/?(I))2. Plus précisément comme le saut de la vitesse
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6.1 Description de la méthode

est nul sur les bouts de la fissure, on cherche A € G = (Héé 2(I‘))Z. Finalement, pour prendre

en compte la condition aux limites sur la fissure on rajoute & (6.1.6) ’équation suivante,
<o-n,p>r=0, Vuedld

La formulation variationnelle s’écrit alors,

( Trouver (o,v,A) :[0,7] —€ X*™ x M x G tels que:
d
Ea(a,T) +b(r,v)  —bp(r,A) =0, Ve XM,
(6.1.8)
d
Ec(v,w) —b(o, w) =(f,w), Ywe M,
L br(o,u) =0, Vi e G,

avec les formes bilinéaires a(-,-), b(-,) et ¢(-,-) définies par (6.1.4) en remplagant 2 par C et
ou bp(+,-) est définie par

(6.1.9) br(r,p) =<71-n,p>p, V(r,p) € X xG
Remarque 6.1.1 L’énergie du probléme (6.1.8) coincide avec l’énergie du probléme initial

(6.1.3), £(t) = 3(a(o,0) + c(v,v)) et nous avons lidentité d’énergie

£(t) = £(0) +/0 (F(s),v(s))ds.

Par la continuité de la forme bilinéaire bp(-,-) sur X x G, on peut définir les opérateurs
Br:X — G et B : G — X' par

(6.1.10) < Brr,p >p=<T1,Bpp >r=<71-n,u>pr, V(r,n) € X xG

6.1.4 Equivalence entre les deux formulations

Rappels - Condition inf-sup Soit X et Y deux espaces de Hilbert et [(-,-) une forme
bilinéaire continue sur X x Y. On peut définir alors les opérateurs L : X — Y’ et L! : Y — X'
par

< La,y >yrxy=<z, L'y >xxx=l(z,y), V(z,y) € X xY,

et nous avons le résultat suivant (cf. [32]),

Lemme 6.1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

[
~ 3Jk > 0, inf sup May) >k
veY gex llzllxllylly

— L est surjectif.

~ Ker L' =0 et ImL est fermé.
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La méthode des domaines fictifs

L’opérateur trace Br est linéaire continu et surjectif de X dans G' = (H-Y2(I"))?, donc
d’apres le Lemme 6.1.1 on déduit la condition inf-sup suivante:

b
(6.1.11) B >0, inf sup P Sy
2L 50 Frx Tl

Définition 6.1.1 (Solution forte du probléme initial (6.1.3))
On appelle solution forte du probléme initial (6.1.3) tout couple (o,v) € (CO(O,T;égym) N
CH0,T;H)) x (C°(0,T5;V)NCH0,T, M)), tel que (6.1.8) ait lieu.

Définition 6.1.2 (Solution forte du probléme des domaines fictifs (6.1.8))

On appelle solution forte du probléeme (6.1.8) tout triplet (o,v,\) € (C°(0,T;(H(div;C))?)N
10, T3 (L2 (O)1) x (C°(0,T5 (H'(2))%) N C1(0, T, (LX(C))*)) x (CO(0, T3 (Hyy* (1)), tel
que (6.1.8) ait lieu.

Nous avons alors le résultat d’équivalence suivant:

Théoréme 6.1.2 o Soit (0,v) solution forte du probléme initial (6.1.3) alors si A = [v]r,
on a X € C0,T; (HY?(I'))?) et (0,v,)) est solution forte du probléme (6.1.8).

e Soit (o,v,A) solution forte de (6.1.8) alors (o,v) satisfait le probléme (6.1.3).

La preuve de ce théoréme est immédiate, le point clé est que la relation BtF [v] = B%A implique
A = [v]r, car nous avons par la condition inf-sup Ker Bt = 0.

6.1.5 Approximation en espace de la formulation en domaines fictifs

Comme nous lavons déja remarqué 'avantage principale de la méthode des domaines
fictifs est qu’elle nous permet de considérer deux maillages. En effet, pour la discrétisation
on considére d’une part un maillage volumique 75, du domaine C' et d’autre part un maillage
surfacique 'y de la fissure I' (cf. figure 6.1.4). De plus, comme le domaine C' a une géométrie
treés simple, on peut considérer un maillage 7 régulier constitué de carrés de coté h. Au
contraire, afin d’obtenir une bonne approximation de la géométrie de la fissure, on choisit
un maillage I'y (H = ir;f Hj;) irrégulier. Pour I'approximation en espace du probleme, on

o1

FiG. 6.1.4: Les deuz maillages.
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6.1 Description de la méthode

considere les espaces discrets X" C X% M, C M et Gy C G. Le probleme semi-
discrétisé en espace s’écrit alors,

( Trouver (o, vp, Ag) :[0,T] —€ Xp*Y™ x My, x Gy tels que:
d sym
7 Uonsmh) A0, 0n)  —br(mh, Am) =0, v, € X0,
(6.1.12) =
d
%C(vhawh) _b(ah7wh) = (f7 wh); Vwy, € %7
\ br(on, pu) =0, Vun € Gy

Existence et unicité de la solution du probléme semi-discret
Dans ce qui suit on suppose que la condition inf-sup discréte suivante est vérifiée. Nous
reviendrons plus loin sur ce point.

Définition 6.1.3 - Condition inf-sup discréte non-uniforme.

b
(6.1.13) Ik, >0, inf  sup bemn, ) k,

nn€Cn e x, v [llxllpmlle —

Comme dans le cas du probléme continu, on peut définir les opérateurs B,E : Xp — Gy et
(BE)!: Gy — X, par

< Byh, i >1=< 7, (B} pyr >r=<1h -1, prg >r, (7, pn) € Xn X Gy

L’existence et 'unicité de la solution du probléeme semi-discret découlent d’une part de 'iden-
tité d’énergie (pour oy, vp,), d’autre part de la condition inf-sup discrete non-uniforme (pour
Ai). En effet, soit 0, = of — 02, v, = v} — vl et Ay = A}y — A}, avec o}, v}, Ay et 0,2111),21,)\%{
deux solutions du probleme (6.1.12) (avec les mémes données initiales). Alors oy, v, Ay sont
solutions du probléme

( Trouver (6,9, Ag) : [0,T] —€ X3 x My, x Gy tels que:
d — ~ I sym
d—a(ah,Th) —i—b(Th,’Uh) —bF(Th, )\H) =0, V1, € & Y R
(6.1.14) t =
d —
Ec(vfuwh) _b(ah7wh) = 07 vwh € %7
\ bF(ﬁﬁ”H) = 07 v///H € QH

Par 'identité de 1’énergie on obtient alors,

d 1, — IO
S =0, avec & = 3 (a(@,37) + e(di, )

Enlt) = Ex(0) =0
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La méthode des domaines fictifs

et par la coercivité de a(-, -) (resp. de c(-,-)) dans (L*(C))* (resp. (L*(C))?) on obtient o} = o
et v} =v?. La premitre équation du systéme (6.1.14) s’écrit alors

br(th, Ar) = 0, Vi, € X0,

ce qui implique Ay = 0, car nous avons par la condition inf-sup discrete (6.1.13) et le Lemme
6.1.1 que Ker (Bf)" = 0.

Formulation matricielle du probléme semi-discret

Introduisons maintenant By, = {77}?7:11, By, = {¢1}§V21 et By, = {/LI}?{:C“I les fonctions
de base de X;,*¥™, My et Gp respectivement, avec N; = dimX,*™, No = dimM), et
N3 = dimG; et notons ensuite [Z] = (Z1,...,n,), [V] = (Vi, .o, Vi) et [A] = (A1, ..., Aps,),
les coordonnées des fonctions oy, vy, et Ay sur ces bases. Nous pouvons alors réécrire le
probleme (6.1.12) sous la forme matricielle suivante: trouver (3,V,A) € L?(0,T; (IRM)) x
L%(0,T; (RMN2)) x L?(0,T; (IRM#)) tels que

dx.

Mg% +B]V  —(B})TA =0,

(6.1.15) Mvﬂ B,z _r
dt ’

B> =0,

avec

(1) (Mo)ry = (AT1,75) 2y » 1 <1, J <Ny,
(1)  (My)1,g = (0¢1,0)(120))2» 1<1,J < Ny,
(i) (Bp)r,s = (b1, divrs) oy, 1 <T<Nay 1<J <Ny,
(iv) (]BE)I,J = (pr, 77 - n)(L2(F))2 , 1<I<N; 1< J< Ny,
(v) (F)s=(f, ¢J)(L2(Q))z 1< J < Ny

et ot B} (resp. (IB},)T) désigne la transposé de la matrice By, (resp. B}).

6.1.6 Discrétisation en temps

Pour approcher le probleme (6.1.15) en temps, on utilise une méthode des différences finies
centrées, d’ordre 2. Soit At le pas de discrétisation en temps, pour obtenir un schéma centré,
on calcule la vitesse et le multiplicateur de Lagrange aux instants entiers (" = nAt) et les

. . . 1 .
contraintes aux instants semi-entiers t"*/2 = (n + §)At' Soit vy = v, (nAt), N = Ay (nAt)

n+1/2

et oy, on ((n + %) At), on note V™, A" et £"11/2 les coordonnées de ces fonctions sur
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les bases By,, By, et By, respectivement. Le probléme discret s’écrit alors,
( Trouver (X712 yntl An) ¢ RN x RN x RM tels que:
yn+1/2 _ yn—1/2

(6.1.16) At

Vn+1 —_yn
M,———
At

+BIvn —(BHTA" =0,

—IB,xnt1/2 = Fntl/2)

B, xnH/2 =,

\

On peut aussi réécrire ce probleme sous la forme suivante:

M, —(Bp) AL\ [z M,xn=12 — AtBE V™
(6.1.17) -

—IBjAt 0 A" 0
et
(6.1.18) M,V = M,V™ + AtBR X" Y2 4 AtF L2,

Le résultat d’unicité (et donc d’existence) de ce probleme est alors immédiat. Pour le vecteur
(2172 A7) il découle de la condition inf-sup discréte (6.1.13) et de la positivité de la matrice
M, . Ensuite V" *! est définie de facon unique par le systéme (6.1.18).

Stabilité du schéma discret
Nous considérons ici le schéma discret, avec un second membre et des données initiales nulles.

( Trouver (2712, 7+l A7) € RM x RM x RM tels que:
wn+l/2 _ ywn—1/2

(6.1.19) ! At
Vn—l—l —_yn
At

+Bi V" —(B})TA" =0,

—IB, X"/ =0,

Bix+l/2 =0,

\

Nous avons omis la matrice M, car elle est égale a la matrice identité. On définit ’énergie
discréte par,

1
(6.1.20) & = 3 ((Vn+1, V") + (M02n+1/2,2n+1/2)) :
et nous supposons que la condition de stabilité suivante est satisfaite,
At?
(6.1.21) THIBZIBhII <a<l
e B,X, B X
||]B£IBh|| = sup M
scRM (M,%, %)

Nous pouvons alors montrer le lemme suivant,
Lemme 6.1.2 Sous la condition (6.1.21), la quantité &} est positive et nous avons

ett=¢gr, vn
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Démonstration.
Nous montrons d’abord que la quantité £;' est positive. En effet, nous avons,

Vn—l—l 4+ yn Vn-i—l + Vn) (Vn—l—l —_yn Vn—l—l —_yn

1.22 ntl yny =
(6 ) (Vv = ( 5 ; 5 5 ; 5

).
Par la deuxieéme équation du systéme discret (6.1.19) on obtient,

(Vn—l—l o Vn, Vn—l—l o Vn) — AtZ(IBhEn+1/2,IBh2n+1/2),
d’on

|Vn+1-|—Vn||2 B At2

Vn+lvn:’
(Vv . !

(IBhEn+1/2, IBhEn+1/2).

Ce qui donne finalement,

||Vn+1 + Vn||2
—+

2] = -

(M02n+1/2,2n+1/2) <1 B A¢? (IBhEn+1/2,IBh2n+l/2)>

4 (M02n+1/2,2n+1/2)

Nous allons montrer maintenant que I’énergie discréte se conserve. Nous prenons le produit
scalaire de la premiére équation du systéme (6.1.19) par (X*T1/24+%71/2) /2 on obtient alors,

(M02n+1/2, 2n+1/2) _ (Mgz)nfl/Q, 27171/2)
2At

(6.1.23) :

sn+l/2 4 ywn—1/2
+ <IB£V”, i =0
En écrivant ensuite la deuxiéme équation du systéme (6.1.19) aux instants n + 1 et n et en

faisant la demi somime, on a

yntl _ yn-l B n+1/2 + sn—1/2

2At " 2 =0

En prenant le produit scalaire de cette équation par V", on obtient

(6.1.24)

n+l yny _ n {yn—1 sntl/2 4 yn—1/2
v — )_(Bh : ,Vn>:0_

En sommant finalement (6.1.23) et (6.1.24), on a

i-& _,
At
n

Remarque 6.1.2 La condition de stabilité (6.1.21) est indépendante de la méthode des do-
maines fictifs. Il s’agit en effet de la condition de stabilité du systeme discret,

( Trowver (X712 vty € RM x RN tels que:

En+1/2 _ En—1/2
At
Vn+1 —_yn
My————
. At

M, +BIyr =0,

—IBhEn'H/Z — frntl/2
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correspondant au probléme sans fissure. Nous avons vu par ailleurs, dans le chapitre 5 que ce
systéme est équivalent au systéme du second ordre

Vn+1 —2Vm 4 anl
At?

+ B, M, 'BLV" =0
pour lequel la condition de stabilité est

Y

At?| B, M ' BE
4

Remarque 6.1.3 L’énergie discréte ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange,
on ne peut pas déduire des estimations sur A" de la conservation d’énergie. Cependant, les
techniques d’énergie nous permettent d’obtenir des estimations sur X, V et leurs dérivées
discrétes qui sont indépendants de At et h (cf. [96]). Si de plus la condition inf-sup discreéte
uniforme est satisfaite (i.e la condition (6.1.13) en remplacant ky par une constante positive
indépendante de h) on peut alors obtenir des estimations sur A™.

Remarque 6.1.4 Du point de wvue théorique la méthode est stable sous la condition inf-
sup discréte (6.1.18), car c’est cette condition qui assure que la matrice B} M1 (1B})T est
wnwversible. Sv de plus, la condition inf-sup discréte uniforme est satisfaite, alors nous pouvons
montrer la convergence de la méthode (cf. section 6.2.6). La démonstration de ces conditions
(en particulier de la condition uniforme) n’est pas toujours évidente. Nous avons essayé de la
montrer en supposant qu’une condition de compatibilité de la forme suivante

H > ch,

est satisfaite. Ceci parce que dans un certain nombre d’autres applications [74, 55], il a été
montré de maniéere théorique qu’une condition de compatibilité entre les pas des deux maillages
est nécessaire pour obtenir la condition inf-sup uniforme. Notons que dans ces études deux
approches différentes ont été suivies. En ce qui concerne la valeur de la constante ¢, dans
[55] une valeur explicite et probablement pessimiste a été déterminée, au contraire dans [74]
la constante ¢ est supposée assez grande mais elle n’est pas connue explicitement. Malheureu-
sement, nous n'avons pas réussi & généraliser ces approches dans notre cas. Cependant, du
point de vue numérigue nous avons observé que la matrice ]BgMg_l(]Bg)T est inversible, si la
condition de compatibilité suivante est satisfaite,

H > —h.

N

6.1.7 Résolution pratique

En pratique nous avons considéré les espaces discrets XY™

et M), correspondant a I’élé-
ment de plus bas degré de la famille d’éléments finis mixtes définie dans le chapitre 2. Dans
le cas bidimensionnelle, pour définir ’espace G C G, on introduit un maillage 'y de I' € IR
en segments S (illustré sur la figure 6.1.5). L’espace choisit pour approcher le multiplicateur

de Lagrange X\ est I’espace d’éléments finis P} continus,

(6.1.25) Gy = {nm € (C°(1))?/ ¥S € Tn, pmls € (P1(5))°}.
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De méme dans le cas tridimensionnelle, on introduite un maillage T'y; de T' € IR? en triangles
T (illustré sur la figure 6.1.5) et on approche l'inconnue A & l'aide des d’éléments finis P;
continus,

Gy = {,ILH S (CO(F))3 /YT €Ty, pulr € (PI(T))?’}.

Pour calculer la matrice de masse M, on utilise la formule de quadrature habituelle,

rT

segment S

triangle T

Fia. 6.1.5: Ezemple de maillage pour X en deuz et trois dimensions.

p2 &
/dexzziz:;f(Mi).

Dans ce cas on obtient une matrice de masse M, diagonale par bloc (pour plus des détails voir
section 2.1.2). Le systeéme (6.1.17) devient alors explicite pour les inconnues X" +1/2 et y7+1
(la matrice M, étant diagonale pour le produit scalaire habituel). Pour calculer 'inconnue A"
on réécrit la premiere équation du systeme (6.1.17) sous la forme suivante,

sn+l/2 _ ywn—1/2

Mg (IBy,) A" = A

+M;'BE V"

d’out en multipliant par IBE on obtient
]Bgzn—i—l/2 _ IBEzn—l/?
At

En utilisant ensuite la derniére équation du systéme (6.1.17) qui est vérifiée pour tout n on
a"?

B} M (1B A" = + LM, BV

B} w12 = B w12 =,
Donc la résolution de (6.1.17) revient a calculer successivement,

— A" par une résolution du systéme linéaire:

IBZE”JFI/? _ ]Bgzn—l/2

1B} M, (B])TA" = N

+B) M, BTV,

— yntl/2 par
/2 — =2 AeM BTV 4+ AtM (BT A”
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— et V" par
VL = v 4 AtM, B E Y2 4 AtM LR

Comime nous ’avons déja remarqué dans les chapitres précédents, grace a la condensation de
masse on peut éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes. Le probleme discret
(6.1.16) s’écrit alors sous la forme équivalente suivante,

(6.1.26)
Trouver (V"1 A") € RM x R tels que:

yntl _oyn + yr-1 Frtl/2 _ pn-1/2
AT + B, M, "B V" - B, M, 'BIA" = A7 :

BrM,;'BIA" = BrM; ‘B V™,

M,

Le systeme (6.1.26) est sans doute moins cher du point de vue stockage et c’est celui
que nous avons implémenté dans le cas des milieux homogenes. Cependant, dans le cas des
milieux hétérogenes nous avons préféré implémenter le systeme (6.1.17) car le calcul du terme
B, M, 1 BLA™ devient vite assez lourd.

Le surcout de la méthode des domaines fictifs par rapport & une méthode des différences
finies classique vient du calcul de 'inconnue A" & chaque pas de temps, qui nécessite I'inversion
de la matrice

B, M, (1B},)"
C’est une matrice symétrique et définie positive sous ’hypotheése de la condition inf-sup
discrete (6.1.13).
Cependant on peut considérer que ce surcout est marginal car,

e La dimension de cette matrice est égale & N3 (la dimension de 'inconnue A™) et donc
sa taille est petite par rapport aux dimensions du probléme volumique. De plus cette
matrice a une structure bande, la taille de cette bande dépend du maillage mais elle est
en général petite (en pratique inférieure a 10 en 2D).

e  Cette matrice ne dépend pas du temps et donc en pratique on effectue au début du
programme une factorisation et ensuite a chaque pas de temps on effectue la descente-
remontée.

Sur le calcul de la matrice 1B},

L’élément le plus délicat du point de vue de 'implémentation est sans doute le calcul de la
matrice 1B}, toutes les autres matrices intervenant dans les calculs sont en effet les mémes
que pour le probleme sans obstacle. On peut remarquer que cette matrice prend en compte
le couplage entre les deux maillages, car ces éléments sont définis par

(]BE)I,J = (pr, 77 - n)(L2(r))2 , 1<IT<N3, 1<J< N

L’évaluation de ces termes nécessite de calculer dans le cas bidimensionnel I'intersection d’un
segment avec un carré et dans le cas tridimensionnel 'intersection d’un triangle et d’un cube.
C’est bien sir le cas 3D qui est le plus délicat. Je tiens a remercier ici particulierement
S. Garces qui a mis au point un algorithme performant permettant ce calcul. Les aspects
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théoriques et numériques de cet algorithme sont décrits dans [54]. Nous allons simplement
expliquer ici la structure creuse de cette matrice.

Considérons par exemple A; le degré de liberté associé au point M; sur le maillage 'y
(cf. figure 6.1.6). La fonction de base py est la fonction chapeau qui vaut 1 sur le point
M; et 0 sur les points M;11, M;_1, le support de cette fonction est donc limité aux deux
segments S;_1/9, Siy1/2- Il est alors évident que les seuls termes (]BE)LJ qui sont non nuls
correspondent aux indices J du maillage volumique qui sont associés aux éléments qui ont
une intersection avec les segments S; /5, Sij1/2 (voir figure 6.1.6). Concernant maintenant

i+1
/ S
i +1/2
&
( 4 D-1/2

Fi1G. 6.1.6: Le couplage entre les deux maillages

la matrice IBEMU_I(IBE)T il est facile de voir qu’elle a une structure bande, la largeur de la
bande dépend en général des deux maillages mais elle reste toujours petite. Pour ’exemple
considéré dans la figure (6.1.7) le sommet M; est couplé avec ses 4 voisins et comme A est un
vecteur de dimension 2 la largeur de la bande est dans ce cas 10.

1-Z

Fi1G. 6.1.7: Le couplage entre les deux maillages
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6.2 Quelques aspects théoriques

La formulation en domaines fictifs du probleme de I’élastodynamique entre dans le cadre
des problemes d’évolution que nous avons étudiés aux deux premiers chapitres. Pour obte-
nir donc des estimations d’erreur pour ce probléme nous allons essayer d’appliquer la méme
démarche. Ceci consiste plus précisément a obtenir dans un premier temps des estimations
d’erreur pour un probléme elliptique (le probléme stationnaire associé au probleme d’évolu-
tion) et ensuite utiliser des techniques d’énergie pour montrer des résultats de convergence
pour le probleme d’évolution en utilisant les résultats obtenus pour le probleme elliptique.

Comme précédemment avant de considérer le probleme plus compliqué de I’élastodyna-
mique nous allons étudier le probleme simplifié de I'équation des ondes anisotropes. Ce pro-
bléme est toujours un probleme modele pour lequel les difficultés liées a la symétrie du tenseur
des contraintes ne sont plus présentes.

6.2.1 La formulation en domaines fictifs pour I’équation des ondes aniso-
tropes

Nous adoptons dans ce qui suit les mémes notations que dans le chapitre 1. Le probleme
initial est dans ce cas,

' A@—szo, dans €2
ot
%—divpzf, dans
p-n=0, sur I’
[ v =0, sur I'p

La condition aux limites sur I correspond & la condition de surface libre pour I’élastody-

. . R i ou .
namique et elle est équivalente & une condition de Neumann — = 0 pour le probléme de

I’équation des ondes en déplacement. La géométrie du probléme est représentée dans la figure
6.1.1. On peut suivre exactement la méme démarche que dans le cas élastique pour obtenir
la formulation en domaines fictifs de ce probléeme, on obtient alors

( Trouver (p,v,A): [0,T] — X x M x G tels que
d
709 +bl@v)  —br(g,A) =0, Vg € X,
(6.2.1) !
d
%(an) _b(paw) = (faw)a Vw € Ma
\ bF(p,/L) = 07 V,U/ € G7
avec

X = H(div ;C), M = L*(C), G:H&é2(f‘)
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et ou
a(p,q>=/QA(x>p-qu, V(p.q) € X x X,

b(q,w)z/gw div ¢ dz, V(q,w) € X x M,

bF(QHU') =<gq-n,u>r, V(Qaﬂ') EXXG)

(f;w)=/ﬂfwd:v, Yw € M.

\
La forme bilinéaire a(-,-) (resp. b(-,-) et bp(,-)) est continue sur H x H (H = (L?(Q))?) (resp.
sur X x M et X x G).

Comme pour le probleme de 1’élastodynamique on peut montrer que la formulation en
domaines fictifs est équivalente au probleéme initial dans le sens du Théoréme 6.1.2 (en rempla-
cant les différents espaces par leurs équivalents dans le cas scalaire). Ceci est du en particulier
a la condition inf-sup continue (6.1.11) qui est satisfaite pour les espaces correspondant au
probléme scalaire (X & la place de X et G = H&éz a la place de G = (H&é2(I‘))2).

6.2.2 Approximation en espace - Etude du probléme elliptique.

Nous sommes maintenant intéressés par I'approximation en espace du probléeme (6.2.1)
qui s’écrit sous la forme suivante

( Trouver (pp,up, Ag) € X X My, x G tels que
L olonan)+ Ban o) ~brlamAm) =0 Vo € X
rn hs 4h hs Vh —or\4n, \H =Y, h h>s
(6.2.2) dt
b(wn, Pn) = —(f,wn), Ywy € My,
\ bF(,U’H,ph) = 07 V,U’H € C'}'H

ou Xy et My sont les espaces correspondant a 1’élément Q‘fi” — Qo défini dans le chapitre
1 et Gy est équivalent scalaire de 1’espace G défini par (6.1.25) pour le probléme de
I’élastodynamique, i.e

Gy = {pm € C°(V)/ VS € T, puls € P*(S)}

En suivant la méme démarche que dans le chapitre 1, on définit le probleme de projection
elliptique suivant. Trouver (P, Up, Ag) = Hp(p, v, A) € X X My, x Gy tels que:

(6.2.3)
a(p — Phrqn)+ blan,v —vy)  —br(gn,A—Am) =0, Vg, € Xy,

b(p — Phywn) —br(p —Dh, ) =0, Y(wp,pu) € My x Gy.

On voudrait alors appliquer la théorie abstraite développée dans le chapitre 1 pour obtenir des
estimations d’erreur pour ce probléme. Nous supposons que les conditions inf-sup suivantes
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sont satisfaites.

Définition 6.2.1 La condition inf-sup continue

b(g,w) — b
(6.2.4) W0, inf sup LW brlen) o
(wm)eMxG gex |lallx (wllar + [[plle)

Définition 6.2.2 La condition inf-sup discréte uniforme

b(qs, wp) — br(qs
(6.2.5) 3k > 0, inf sup (g5, wn) — br(gp, pm) >k

(wnnm)eMyxGr grexy g llx (lwnllar + lpmlle)

Dans la condition (6.2.5) 'espace X} correspond & la famille d’éléments finis de Raviart-
Thomas. Nous allons montrer dans la section 6.2.5 que ces conditions sont effectivement
vérifiées.

Remarque 6.2.1 Si on considére le probléme discret (6.2.2) dans Uespace X} (d la place de
Xp) on peut appliquer la théorie classique d’approzimation de Babuska-Brezzi pour obtenir
des estimations d’erreur. Pour ce faire, on définit d’abord opérateur de projection elliptique
par le probléme (6.2.3) (avec Xj d la place de Xp), et on obtient les estimations d’erreur
sutvantes

1 = Bullx + v = Bllar + 1A = Al < €1 ( inf [lp— aullx
qnEX],

+ inf |lu—-w + inf |-
it el + inf A=l )

En suivant ensuite la méme démarche que dans la section 1.8 on obtient des estimations
d’erreur pour le probléeme d’évolution.

Cependant, comme nous ’avons déja vu dans le chapitre 1 on ne peut pas appliquer la théorie
classique d’approximation de Babuska-Brezzi (défaut de coercivité) pour obtenir des estima-
tions d’erreur pour le probleme elliptique (6.2.3). De plus, la nouvelle théorie abstraite déve-
loppée dans le chapitre 1 est également mise en défaut: I’hypothese (H1) n’est pas satisfaite.
Plus précisément on n’a pas X; C Vj, avec V}, défini par

(6.2.6) Vi = {qn € Xn / blgn, wn) — br(gn, prr) =0, ¥Y(wp, pu) € Mp X G}
En effet, on sait que tout ¢; € X; satisfait
b(qz,wh) =0, Ywp € M,

Par contre il ne satisfait pas
b(qp, pu) =0, Vou € Go.

Néanmoins nous allons obtenir des estimations d’erreur pour le probleme en temps en utilisant
une nouvelle théorie abstrait présentée dans la section suivante.
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6.2.3 Un résultat abstrait

La nouvelle théorie abstraite est basée sur trois espaces de Hilbert. Plus précisément, soit
M, X, H trois espaces de Hilbert avec

(6.2.7) X CH, XdensedansH et ||, <|-|y-

Considérons maintenant a(-,-) et b(-,-) deux formes bilinéaires continues dans H x H et
X x M respectivement. Nous pouvons alors définir les opérateurs A dans L(H), B: X — M’
et B': M — X' par

a(p,q) = (Ap, Q) m, V(p,q) € HxH
(Bp7w>M’><M = <p7 Btw>X><Xr = b(paw)a V(p,w) € X X M
Les noyaux des B et B’ sont

V=KerB={peX/blp,w)=0,Vwe M},

Ker B! = {w € M/ b(p,w) =0, Vp € X}.
Nous faisons ensuite les hypothéses suivantes:

() Fe>0/ VweM, Aqge X /blgw) > cllwlly ke pllellx
(6.2.8)
(i) 3a>0/ VpeX, alpp)>alply.

et on suppose que la norme |- |y est une norme sur Ker B. La norme dans l’espace quotient

est définie par |lw[ ke pr =  inf flw +wolly,. Dans ce qui suit nous allons identifier
woEKer Bt

I'espace M /Ker B* avec le complément orthogonal de Ker B*
M/Ker B' = (Ker B)* ={w e M/ (v,w)y =0,V v € Ker B'}.

Remarque 6.2.2 La proprié¢té (6.2.8)-(ii) implique la coercivité sur Ker B et donc pour le
probléme continu nos hypothéses coincident avec les hypothéses de la théorie classique ([32]).
Cependant pour le probleme discret ceci n’est pas le cas st on n’a pas Ker By, C Ker B.

Nous sommes intéressés par I'approximation du probleme modele
Trouver (p,u) € X x M tels que
(6.2.9) a(p,q)+ blg,u) =0, Vg e X,
b(p,w) = {(f,w), Ywe M,

avec f € M', espace dual de M. Sous les hypotheéses précédentes, nous avons le résultat
classique suivant (cf. [32])

Théoréme 6.2.1 Pour tout f € Im B, le probléme (1.2.11) admet une solution unique (p,u)
dans X x (M/Ker B'), qui satisfait

lullyr/Ker e + 12llx < ClIfllag -
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Soient X;, C X et M), C M deux espaces d’approximation de dimension finie. Nous considé-
rons alors le probléme d’approximation

Trouver (pp,up) € Xp X My, tels que
(6.2.10) a(ph,qn)+  blgn,un) =0, Van € X,

b(pn,wn) = (f,wn), Ywy € My,

Nous posons
Vi(f) = {an € Xn / blgn, wn) = (f,wn), Ywn € My} = B '(f),
(6.2.11) Vi, = Vi(0) = Ker By, (B, défini par (6.2.12))

Zn(9) = {vn € My / blan,vn) = (9, ), Yan € Xn} = (B}) " (9),

et nous faisons les hypotheses suivantes
(HO) Vf elm B, Vi(f)#0etVgelm B, Zp(g) #0

(H1) Condition inf-sup discréte:
il existe une constante £ > 0, indépendante de h, telle que

Vwp €My, 3qn€Xn [ blan,wn) 2 kllwallpyker st llanllx -

(H2) Condition de coercivité discrete :

il existe une constante a > 0, indépendante de h, telle que
V pn € Xn, a(ph,pn) = o lpnly -
(H3) Propriétés d’approximation sur X, et My,
}Eig%qhig)f(h lp—allx =0, VpeX,

li inf — =0, Yue M.
hli%whlth“u Wnllay =0, Vu

Remarque 6.2.3 Par l’hypothése (H3) et la densité de X dans H, nous avons

lim inf — =0, Vpe€eH.
hwqheth qnlg =0, Vp

Remarque 6.2.4 La condition inf-sup (H1) implique que nous avons

Vowp €My, 3qn€Xn /[ blgn,wn) 2k llwnllpr/ker st l1anlx -
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Comme dans le cas du probléme continu, nous introduisons les opérateurs By, et B,t1 définis
par

(6.2.12) (Buph, wn) aprxpr = (Pry Bhwn) oo = b(0nwn), Vpn € Xp, Ywp € My,
et leurs noyaux respectifs KerBj, =V}, (défini par (6.2.11)) et KerBj},
KerBj, = {wy € My, / b(pn,wp) = 0, ¥pj, € X} .

Théoréme 6.2.2 Sous les hypothéses (HO) - (H3), le probléme (6.2.10) admet une solution
unique telle que

(ph,un) € Xp, x (Mp/Ker B}),
et nous avons les résultats de convergence suivants
e (pn,un) — (p,u) dans H x M,

Plus précisément, nous avons les estimations d’erreur:

IN

=l + o = wnllage g < ©(i0E o= gl + inf e wnly)

IN

lp — ph“X/Ker B, C’ qhig)f(h P — anll x

Démonstration.

(i) Existence et unicité:

L’existence et 'unicité de la solution (py,un) € Xp x (Mp/Ker Bl) du probleme discret
découlent de ’hypothese (HO) et de la coercivité non-uniforme de la forme bilinéaire a(-,-)
sur le noyau Ker By, i.e.,

(6.2.13) Ao, > 0, Vpr € Vi alpn,on) > o llpnll -

Cette derniére propriété (6.2.13) est une conséquence de 'hypothése (H2) étant donné qu’en
dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Il reste maintenant & prouver les estima-
tions d’erreur. Pour obtenir ensuite le résultat de convergence nous utilisons ’hypotheése (H3)
et la remarque 6.2.3.

(ii) Un résultat intermédiaire:

Pour montrer les estimations d’erreur nous suivons ici une démarche différente de celle suivie
dans le chapitres 1 et 2. On définit d’abord (pp,up) € X x My, tels que,

b(ﬁh - pawh) = 07 V’(Uh € Mh
(6.2.14)
b(qn, up —u) =0, Vg, € Xy

L’existence de (py,up) € Xp, X M}, découle de 'hypotheése (HO), pour les déterminer ensuite
de fagon unique on choisit ceux qui réalisent,

lp —pullx = inf  |lp —anllx
qnEVh(Brp)
(6.2.15) ~ ,
lv —upllar = inf  fJlu —wp|lm
whEZh(BZu)
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Il est facile de voir que (6.2.15) implique,

P — Phllx/ker B, = lp — Pullx
(6.2.16)
[ = Unll pr/xer Bt = Il — Unllns

De plus nous avons,

. . o1\ .
- <1+ iur p—
O g

(6.2.17) 1ol
@) Tu=nlar = < (1+00) at ol
Pour prouver (6.2.16)-(i), on écrit,
lp —Prllx = llp — Pullx/ker B,
= it p—fu+phlx
p €Ker By,
(6.2.18) = inf p=DPh—an+an+phllx, Van € X
p; EKer By,
< inf | =Bhtan+opllx o —anllx,  Van € X
ngKer By,

< |Iph — arllx/ker B, +IP — anllx, Van € X

En utilisant maintenant la condition inf-sup 6.2.3) on a,

b(Ph — qn, wp,)
sup ——————=

6.2.19 Ph—4n S
( ) “ ||X/Ker Bh whth ||wh“M

| =

or, par la premiére équation du systéme (6.2.14) on a,

b(Ph — qn, wn) = b(p — qn, wn), V(gn, wn) € Xp x My,
en remplacant ceci dans (6.2.19) on obtient,

[1ell
k
En combinant finalement ce dernier résultat et (6.2.18) on déduit (6.2.16)-(3).

Pour prouver (6.2.16)-(ii), on suit exactement la méme technique,

1Pk — anll x/ker B, < lp —anllx, Van € Xp

lw = Unllar = llu —unllprjker B
= inf ||u—ﬂh+u2||M
u) eKer B},

(6.2.20) = inf ||u — Uy, — wy, + wp, + u?LHM, Ywy € My,
u) €Ker B

IN

; inf ||—ﬂh+wh+u2HM+||u—whHM, Ywy, € My,
u) €Ker B

IN

[un — whllprjker Bt + 1w — wallar,  Ywn € My
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En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

N 1 b(qn, un — wp)
(6.2.21) 1 — wnllyer 5t <~ sup 202l = 0n)
h k qrnEXp ||Qh“X

or, la deuxieme équation du systéme (6.2.14) conduit a,
b(qn, un — wp) = b(gn,u — wy), Y(qn, wn) € Xp X My,

et en remplacant ceci dans (6.2.21) on obtient,

~ b
[~ wnlagcer 5y < o~ unlar, V€ My

En combinant finalement cette derniere relation et (6.2.20) on déduit (6.2.16)-(ii).

(iii) Estimations sur ||p — p| 4

En prenant la différence entre le probléme continu (6.2.9) et le probleme discret (6.2.10), on
obtient

a’(p _ph7q}l)+ b(Qh,u - ’LLh,) = 07 vq}l € Xh;

b(p — pr,wp) =0, Yw, € My,

ou encore,
a(p — pn +Dh — Phrqn)+  b(gn,w — up +up —up) =0, Vg € Xp,

b(p — pn +DPh — Ph-wp) =0, Ywy € My,

En utilisant maintenant (6.2.14) on a,
a(Ph — Py qn)+  O(qn,wn —up) = a(pn —p,an), Van € Xu,
(6.2.22)
b(ﬁh - ph;wh) =0, Ywy, € My,

on choisit maintenant ¢, = py, — py , wp, = Uy — uy, et on prend la différence entre les deux
équations de ce systéme, pour obtenir,

a(Ph — PhPh — Pr) = a(Ph — PsPh — Ph)
d’ou par 'hypotheése (H2) et la continuité de la forme bilinéaire a(-,-) sur H, nous avons

lall

P — pula < 7|]3\h —plu.

Le résultat s’obtient ensuite en utilisant ’'inégalité triangulaire. Plus précisément, on a
— < — D Dy — <1 M — D
[p = puli < p—Phln + [pn —puln < | L+ =2 ) Ip = buln
ce qui implique (par hypothese |- |z < || - [|x),
_ <1 M —
[p = pala < {1+ 77 ) Ip = Palx
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d’out en utilisant (6.2.17)-(i),

a b .
(6.2.23) |p—ph|H S (1+M> (1+M> 1nf |p—qh|X
o k ) qnexy,

(iv) Estimations sur |lu — up| /e Bt
Par la premiére équation de (6.2.22) on a,

(6.2.24) b(qn, wp — un) = a(py — p,qn), Yan € Xp.

En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

- 1 b(qn, un — up
(6.2.25) % — e g, < & sup LT =)
k qrhEXp HQhHX

En combinant (6.2.24) et (6.2.25) nous avons,

. 1 a(pn —p,qn) _ llall
6.2.26 Up — Up, ¢t < — sup ———————— < ——|pn — Pl
( ) “ “M/Ker B} k G EXn HQhHX L | |
car |- |g < - ||x. On écrit ensuite,
U — U = inf u — up + ul
b=y, = 8 =+

= inf ||u—uh—ﬂh+ﬂh+u2||M
u) €Ker B},

< inf g — g+ uf |+ e = |
u) €Ker B},

IN

[un = unllarjier Bt + [l — Unllas
D’ott en utilisant (6.2.26) on obtient,

lal .
lu = whllarjer 3 < =10 — Pl + llu — Gl

Ce qui conduit & (par (6.2.17)-(ii) et (6.2.23))

lal lal ey .
lu = wnllar/er B, < T GRS L+ thg)f{h P — anlx
(6.2.27)

bl
w1+ Bt pu—wnle

(v) Estimations sur [|p — pull y/ker 5,
Par la deuxiéme équation de (6.2.22) on a,

b(ph — ph,wp) = 0, Ywy, € Mp,

En utilisant maintenant la condition inf-sup, on obtient,

<0

. 1 b(Dh — ph, wh)
6.2.28 Dh — Dh <—- sup ———=
( ) “ “X/Ker Bh k wn, €M), “wh“
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On écrit ensuite,

lp — pullx/xer B, = _ inf |lp—pn +pyllx

ngKer By,

=, dnf lp — P — Ph + Pn + )|l x
uh. er Dy,

< inf 1B —pa + phllx + llp — Pallx
phEKer Bp,

IN

1Ph — Prllx/Ker B, + 1P — Phllx

D’ott en utilisant (6.2.28) on obtient,

P — pullx/Ker B, < 1lP — Phllx
Ce qui conduit & (par (6.2.17)-(i) )

all

ol .
- < (120 (1 2 P e pp -
P — pullx/xer B, < ( + o > ( + i thgxh lp — qnlx

Remarque 6.2.5 Les hypothéses (HO)-(H3) de cette nouvelle théorie abstraite sont plus
faibles que les hypothéses de la théorie développée dans le chapitre 1, car ici d’une part on n’a
pas besoin de la coercivité uniforme sur Ker By, d’autre part on n’a pas d’hypothése sur la
décomposition orthogonale de l'espace Xp. Du point de vue des estimations d’erreur on peut
remarquer que cette théorie nous donne les mémes résultats en ce qui concerne la convergence
up, vers u mais une estimation plus faible sur p —py, car on obtient les normes H et X /Ker By,
qui sont toutes les deux plus petites que la norme dans l'espace X.

Par rapport a la théorie abstraite développée dans le chapitre 2 les hypothéses de la nouvelle
théorie sont également plus faibles a exception de la condition inf-sup. Nous avons donc
essayé d’affaiblir également Uhypothése (H1) dans la nouvelle théorie. Cependant nous n’avons
pas réussi & obtenir des résultats de convergence dans ce cas. Ceci explique en particulier
pourquot dans le chapitre 2 nous n'avons pas utilisé cette théorie pour étudier le probléme
élastique.

6.2.4 Application a la formulation en domaines fictifs pour ’équation des
ondes anisotropes

Nous revenons maintenant au probleme (6.2.1) et son approximation (6.2.2). Dans ce cas
nous avons,

H = (L*C))?; X = H(div ;C) ; M(= M x G) = L*(C) x Hy}*(T).
La forme b(-,-) € L(X, M x G) correspond a,
b(g,w) —br(g, 1), V(g w,p) € X x M x G,
le noyau Ker By, est dans ce cas Pespace V}, défini par (6.2.6) et Ker be correspond a

{(wn, pr) € My x G /b(gn, wy) — br(gn, pr) = 0,Vq, € Xp}.
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Nous rappelons que nous avons les résultats suivants. Etant donné que l'espace Xj est un
sous espace de Xp, la condition inf-sup discréte (6.2.5) implique la condition suivante,

b —b
(6.2.29) 3k > 0, inf sup 2w wn) = brlan par)

(wnotr )My xGa gexy, [|Tallx (lwnllve + llpalle) —

qui est aussi équivalente a (cf. [32])

1 B
(6.2.30) Vgn € Xp, Tk > 0,telle que [lgnllx/v;, <+ sup (4n; wh, poir)
k (Wh,pH)EMLXGH lwnllar + lpellc

Finalement d’apres le Lemme 6.1.1, la condition 6.2.5 implique que pour notre application le
noyau Ker B,t1 est réduit a zéro:

{(wn, pr) € Mp X Gu [b(gn, wn) — br(gn, pr) = 0,Yg, € Xj}
(6.2.31)
wp,=0et pg =0
Nous posons,

Vi(f, fr) = {an € Xn [ b(gn, wn) — br(qn, pr) = (f, wn) + < fr,pm >v, Y(wh, pg) € Mp X G}

Zp(g) = {(wn, pr) € My X Gy [ b(qn, wn) — br(qn, k) = (9, qn) , Yan € Xp}

Nous choisissons maintenant (ﬁh,i)\h,XH) € X, X My, x Gy tels que:

b(gn,v —n)  —br(gn, A —Am) =0, Vg € Xp,

(6.2.32)
b(p — Phywn) —br(p —Dh, ) =0, V(wp,pa) € My x Gy.

et

lp — Dullx = inf lp — anllx

qn€Vh(Brp,—BLp)
(6.2.33) R
vV —TUp, A — A = inf U — Why A —

I( h w)llmxa o Y2t 0 (BEYE) I1( h pw)llmxa

avec,

1w, W)llsrxa = llwllar + llplla, Y(w,p) € M xG.

Nous pouvons alors prouver le lemme suivant.

Lemme 6.2.1 Le triplet (ﬁh,ﬁh,j\\y) ainsi définie est unique dans Xy, x My, X Gg. De plus,
nous avons les estimations suivantes,

(i) llp—pullx <C inf [p—gllx
q; €X}
(6.2.34)

i) v —Bnlla + 1A= Aulle <C'( inf |lv—wplly + inf [IA—
@) o= Dulls + 1A= Rulla < € (inf, o= wnlls + inf, A=l
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De méme, si on a (p,v,\) € CF(0,T;X) x C¥(0,T; M) x C¥(0,T;G), k > 1, alors il existe
une constante C indépendante de h telle que

ot~ 7l + 100 ~ 5u)ls + 108~ Al < € ( int 10k — ailx

(6.2.35) e
inf [0y — inf [|OFA —

# infJobo —wnllr+ inf 106Xl )

Ce lemme est une application directe de la théorie abstraite développé dans la section précé-
dente. Plus précisément on utilise ici seulement les résultat intermédiaire (ii).

6.2.4.1 Estimations d’erreur pour le probléme d’évolution

Nous allons étudier ici la convergence de la solution du probleme discret (6.2.2) vers la
solution du probléme continu (6.2.1). Pour ce faire nous suivons la méme démarche que dans
la section 1.3.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.3 Soit (p,v,\) la solution du probléme continu (6.2.1) et (pn,vp, Agy) celle
du probléme approché (6.2.2) avec les conditions initiales

(6.2.36) (Po,nsv0,1) = (Po, V)

On pose

£ A)(t) = inf —q inf t) — inf ||A(t) —
n(ps v, A)(t) e Ip(%) thlx+whlth [[u(t) wh“M"‘“ngGH [A(®) — palla
e Si (p,u,A) € CH0,T; X) x CH0,T; M) x C*0,T,Q), alors, Vt € [0,T],

[P —palu() — 05 |lv—uvpl[a(t) = 0.

Plus précisément,

P —palu(®) < Enlpyu, AN / E4(Oup, Dy, N (s)ds

o~ onllar() < Enlp, v, ) / En (D1, Ouv, ) (5)ds
e Si, en plus, on a (p,v,\) € C%(0,T;X) x C*(0,T; M) x C*(0,T,G), alors, Vt € [0,T],

A= Aulla(t) = 0.5 [lp—prllx)v, () — 0.

Plus précisément,

A= Alla(t) < Enlpyv, N(b) + En(Oep, Brv, BN / €4 (02, 020, 92 \)(5)ds
10— pullx v, () < Enlp v, A)(E) + En(Oup, Oyv, 0N) / E4(02p, OPv, 02 \)(s)ds
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Afin de prouver ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.2.2 Soient (p,v,\) et (pp,vn, Ay) les solutions des problémes (6.2.1) et (6.2.2)
respectivement avec les conditions initiales (6.2.36). Soit en plus (ﬁh,ﬁh,/):g> définis par
(6.2.32)-(6.2.33) .

(i) Si (p,v, ) € CH0,T; X)) x CH0,T; M) x C(0,T,G), il existe une constante C1, indépen-
dant de h telle que, Yt € [0,T],

(6.2.37)

Ph = pala(t) + [[0n — vnlla(t) < 01/0 (10:(p — Ph)|u (5) + 10:(v — On) || a4 (s)) ds

(ii) De plus, si (p,v,\) € C*(0,T; X)xC?(0,T; M)xC?(0,T;G) et (pn,vp, Agr) € CH0,T; Xp,)x
CH0,T; Mp,) x CH0,T;Gy), il existe deux constantes Cy, C3 indépendantes de h telles que,
vt € 0,71,

(6.2.38)
N t
i = Alla(t) < Cy {I&:(p —Pn)lu(t) +/0 (197 (0 — )1 () + 1187 (v = Tn) |2 (5)) dS-} :

(6.2.39)
t
155 — pullx v, (8) < Cs {Ilat(v — On)||ae(t) +/0 (107 (p = Pw)l i (5) + 107 (v = Tn) [l (5)) ds-} :

Démonstration.

(i) On réécrit les équations (6.2.1) pour des fonctions test ¢ = g, € X;, C X, w = wp, € My, C
Met py=pg € Gg C G

d
%a’(p7 q}l) +b(Qh7,U) _bF(th)\) = 07 vq}l € Xh;
d
(6.2.40) %(U,’wh) —b(p, wp,) = (f,wp), Ywp € My,
br(p,pu) =0, Vin € Gy,

On prend ensuite la différence entre (6.2.40) et (6.2.2) et on obtient :
d
10 = Proan)  +b(gn,v —wvn)  —brlgn, A= Am) =0, Vo € Xp,

d
(6.2.41) %(’U —wp,wp)  —b(p — ph, w) =0, Ywp € My,

br(p —phspr) =0, VYuy € Guy,

On introduit maintenant (py, vy, XH) et on décompose I’erreur entre la solution des problémes
continu et approché en deux parties

(p—pa)(t) = (p=Du)(t) + (Dr—pu)(t) = en(t) + (D),
(6.2.42) (v—op)(t) = (v—=0p)#) + (On —vn)(t) = n(t) +&n(?)

A= A)®) = A=Am)(®) + Oy = Aw)(®) =0 (t) + Cu(t)
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Par (6.2.36) on a
(Dh —pn)(0) =0 5 Uy —vp(0) = 0.
D’apres (6.2.41) et (6.2.42), pour tout (g, wp, pr) € Xp X My x G,
a(Oymn, qn) + b(qn, &n) — br(an, () = —aln, an) — b(qn, 6n) + br(an, On),
(6.2.43) (0t wn) — b(nn, wn) = —(9¢0n, wn) + b(en, wh),
br(nn, pr) = —br(en, pm)
Par définition de (py, Uy, /):H) nous avons
b(qn,0n)  —br(gn,0u) =0, Vgn € Xy,
{ b(en,wn) —br(en,pm) =0, Y(wp,pn) € My x Gy.
Donc, (6.2.43) devient,
a(On, qn) + b(qn, &n) — br(an, Cu) = —a(Oen, qn), Yan € Xp,
(6.2.44) (0l wn) = b(nn, wn) = —(0¢0n, wn), Ywn € Mp,
br(nn, pa) =0, Vo € Gu.

Si on choisit maintenant g = np, wp = &, et pg = (g dans (6.2.44) et si on ajoute les trois
équations, on a

(6.2.45) a(Omny n) + (0r€n, En) = —a(Owen, nn) — (Otbn, &n)-
Ensuite, on pose

1

Ey(t) = 5 (a(Ph — phsDh — Pr) + (O — vp, O — 1)) (1) =

=3 (a(nn,mn) + (EnyEn)) (1)

N |

On sait alors qu’il existe une constante C' > 0, telle que
1/2 ~ ~ 1/2
By () > C ([ — pal3y (8) + 17 — wall3(0) ',
ce qui implique que

1/2
dE,
(6.2.46) dt

(t) < C'(|0ken|u(t) + 10:6n]l s (2))

< C'(10e(p — D)l (t) + [|9e(v — n) | (2))
D’apres (6.2.36) on a,

Ep(0) = 0.
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I1 est alors facile de voir que (6.2.46) conduit a (6.2.37).
(ii) Pour obtenir la deuxiéme estimation (6.2.38) nous allons utiliser la condition inf-sup
uniforme (6.2.5) qui s’écrit (grace a (6.2.31))

1 b(q;, wn) —br(q;, pu
V(wn, ) € (Mp x Grr), Ik > 0, telle que [[unllar + lunlle < = sup G n) —brigh, pa)
kg ex; g7 11 x

ce qui donne pour wy, = &, et pg = (g,

1 b(gj En) — br(gh, Cu
(6.2.47) I€rllar + Ikl < o sup AL 5 (i)
g eX] i1l x

Nous allons remplacer maintenant le terme b(qg;,&,) — br(g;,(m) en utilisant la premiere
équation du systeme (6.2.44), qui s’écrit (pour g5, = ¢; € X} C X})

b(gh,&n) — br(ah, Sa) = —a(dlen +mn), 41), Ve, € Xj-
En remplagant ceci dans (6.2.47) on obtient

lal

(6.2.48) €rllar () + lICallc(t) < == (10enlm (t) + [0mn] 1 (t))

Jusqu’a maintenant, on a seulement utilisé la régularité C' de la solution. Cependant, pour
majorer le terme |0y | g (t) = |0:(Prh—pn)| 1 ||, on a besoin de la régularité C2. En effet, on peut
appliquer (6.2.37) en remplagant py, par O,pn, pp par Oipy, ainsi de suite ... Plus précisément,
on a

t
(6.2.49) 0@ — o)l () < C /0 (102en]n(s) + [926nllaa (5)) ds.

Finalement, en combinant (6.2.48) et (6.2.49), on obtient

1€nlla () +[[Crlla(2) < C'{Iatﬁth(t)Jr/O (107enl s (s) + 1107 énllaa (5)) dS-},

Pour obtenir I'estimation (6.2.39), on utilise la condition inf-sup discréte (6.2.30),

(6.2.50)

1 b —b
Yqn, € Xy, 3k > 0, telle que ||Qh“X/Vh < = sup (n, wn) r(gn, o)
k (Wh,pH)EMELXGRH lwnllar + lpallc

D’ot, en choisissant ¢, = 7, dans (6.2.50),

1 b(nn, wp) — br(np, p)
(6.2.51) Innllxv, < — sup
e =k oy pmyennxcy Nwnllar + lnelle

On somme maintenant la deuxiéme et la troisieme équation de (6.2.44) pour obtenir

b(nn, wr,) — br(np, prr) = (O¢(6n + &n), wn) Y(wh, pr) € My X Gy

et en utilisant ceci dans (6.2.51) on a

76l x /v, < C (106l ar + [10¢En I ar)
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De plus nous pouvons obtenir estimation suivant pour ||0;&,||a (de la méme fagon qu’on a
obtenu (6.2.49))

t
(6.2.52) 10e€nllas (8) = 110 (0n — vn)llar(t) < 0/0 (107enls (s) + 107 8nll a1 (s)) ds.

En combinant (6.2.51) et (6.2.52), on obtient finalement

t
178l x 13, < C’{I|3t5h||M ++/0 (107 enls (s) + 1107 8l (s)) dS-},

ce qui termine la démonstration.

Démonstration du Théoréme 6.2.3.
e Estimations sur |p — pp|g et ||v — vp||ar. Nous avons

lp —pulu < |p—Dulu +1Ph — palu
<|lp = Dullx + [Ph — prlu
Par le Lemme 6.2.1 nous avons pour le premier terme,
—prllx < C inf —q¢ | x.
P — Dl ik lp = aill

Pour le second terme on utilise la relation (6.2.37) du Lemme 6.2.2. Ceci nécessite que les
termes |0 (p—pn)|m et ||0:(v—"2p )| ar soient majorés. Pour ce faire on utilise la relation (6.2.35)
pour k£ =1, on obtient alors

10:(p — 1)l a + [[0(v = )l < CE(Oep, Opv, O A)

De méme, on a
v —vpllar < [lv = Vpllar + [on — vnlla

Pour le premier terme on a par le Lemme 6.2.1,
“,U - ahHM < Cgh(p7v7 )‘)

et pour le deuxieme on utilise la relation (6.2.37) du Lemme 6.2.2 comme précédemment.
e Estimations sur [\ — Aylc et [[p — prllx/v,-
On écrit R R

A =Anulla <A =Amlle + 1 e = Arlla

(par le Lemme 6.2.1) < C&u(p,v, ) + HB\\H - Aulla

Pour le terme HXH — A ||l on utilise la relation (6.2.38) du Lemme 6.2.2, ce qui nécessite la
régularité C? de la solution, on obtient alors

t
Ay — Aglle < C' {5h(8tp, O, DN + / En(07p, O}v, 8§A><s)ds}
0
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De la méme fagon on écrit

P — prllx)v, <llp = Prllx v, + [IPh — pullx/vi
<|lp = Prllx + 1P — Pullx/v,

(par le Lemme 6.2.1) < C&r(p,v,A) + [Iph — pullx/v;,

Pour le terme ||py, — pp|lx/y;, on utilise la relation (6.2.39) du Lemme 6.2.2, ce qui nécessite
la régularité C? de la solution, on obtient alors

t
1Ph — prllxpv, < C {Eh(atp, v, 04 A) +/0 En(9Fp, 330733)\)(3)618}

6.2.5 Condition inf-sup discrete uniforme

Nous allons montrer ici que la condition inf-sup discrete uniforme (6.2.5) est satisfaite. La
démarche que nous avons suivie est la méme que dans [74] et elle est inspirée des travaux de
I. Babuska [8]. Dans ce qui suit on considére que I' est une courbe fermée de classe C*L. La
géométrie du probléme dans ce cas est représentée sur la figure 6.2.1. Les espaces fonctionnels

o1
o1

F1G. 6.2.1: La géométrie du probléme.

de base sont alors,
X = (H(div;C); M =L*C); G=HY*D).
Notons que dans le cas d’une fissure I'y on peut toujours considérer une courbe fermé I' (avec

['y C T) et prolonger par zéro la fonction A qui est a priori dans H&é 2(I‘ 7) de facon a obtenir

une fonction X € HI/Z(I‘). Les espaces X}, M}y et Gy sont les mémes que dans la section
précédente. On suppose que le maillage I'; est uniformément régulier,

Il existe 0 < C' <1 tel que H; > CH,Vj
Nous pouvons alors prouver le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.4 Si le maillage U'yy est uniformément régulier, alors il existe une constante
a > 0 telle que, si h est assez petit et H > ah, alors la condition inf-sup uniforme (6.2.5) est
vraie.

La démonstration de ce théoréme est un peu longue, elle fait 'objet du paragraphe suivant.
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6.2.5.1 Démonstration du Théoréme 6.2.4

La démonstration du Théoreme 6.2.4 s’appuie sur la condition inf-sup continue (6.2.4),
k> 0 telle que Y(v,A\) € M x G, Ip € X/b(p,v) — br(p,A) > kllpllx(||v]a + [|Allc)

Plus précisément nous allons construire un p € X particulier qui vérifie cette condition. Soit
(v,A) € M x G, on définit p comme un relevement de (v, A),

(6.2.53) p=R(v,))
avec R € L(M x G, X) Popérateur de relevement défini par:
R(v,A) = R'(v) + R®*(\) =p' +p* =p
avec R € L(M,X), R? € L(G,X) et ou
p=p"+p%
pt =pl =Vl dans Q;, p' =pl = Vel dans Q. =C - Q;,

- 1 = —
—A¢;} = —v, dans €, Ade v, dans .,

Opl

1 Ve _

0¢; Y — o 0, sur I,
on

(6.2.54) ¢e =0, sur I'p,

pP=p? =V¢idans Q;  p?=p?=Ve?dans Q,

—A@? =0, dans .,
—Ag¢? =0, dans ©Q;,

0p>  0¢?
d)? =—A, sur I Bne = an , sur I’
$? =0, sur I'p,

Pour assurer l’existence et l'unicité de p' dans ; on suppose pour l'instant que v est &
moyenne nulle dans ;. Le p défini ainsi appartient bien & H(div; C). En effet nous avons
d’une part plo, € H(div;€;) et plo, € H(div;$) et p - n est continue sur [' & cause du
raccord des dérivées normales sur d)f et ¢F pour k = 1,2. Il est alors facile de vérifier que le
relevement R est continu,

Ipllx < RNl + [IAll6)-
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De plus p vérifie la condition inf-sup continue. En effet,

2 o¢7
b(p,v) — br(p, A) —Mm—<&w$r

Op?
— 2 ) 2
= ol + (G 02).

= lvlli + V47

15,0
2 1 2
> [Jvlla + sl
51

> C'([vllaz + 1Ml e)?
/

>
— Rl

Ipllx (ol + [[Alle)

ot nous avons utilisé le théoréme de trace dans H'(Q;),

INle < exllfllve;

et la continuité de R.
Nous introduisons ensuite Pespace H*(div;C) = {p € H*(C)?,divv € H*(C)}, muni de la
norme:

?,dw,c =lp

Ip z,c + ||din||§,C-

On peut alors prouver le lemme suivant.

Lemme 6.2.3 Pour tout 0 < s < 3, R envoie continiment H*(C) dans H*(div; C):
1
Vs € [07 5[7 Vv € HS(C)7 ||Rlv||s,div,0 < Cs ||U||S,C'
De plus R envoie continiement H*(C) dans H*T¢(C) avec 0 < € < 1/2:
1 1 s 1 U
Vs € [07 5[7V6 € [07 5[5 Vv e H (0)7 “R U“S-I-G,C < Cs+e ”UHS,C-

Ce lemme est un conséquence de la régularité elliptique pour les problémes sur ¢% et ¢l

Lemme 6.2.4 Pour tout 0 < s < 3, R* envoie contindment Hs“'%(I‘) dans H*(div; C):
1 1
Vs € [07 5[7 VA e HS+2(F)7 HR)‘Hs,div,C < ¢ |>‘|s+%,F'

Ce lemme a été démontré dans [74], on rappelle ici les principales étapes de la preuve. Pour
s > 0, on introduit H*(A;Q) = {p € H*(?), Ap € H°(Q2)}, muni de la norme:

2
5,822

lollf a0 = lIvll% o + 1A

Nous avons alors le résultat suivant (voir [79, 59]).
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— 0
Théoréme de Trace L’opérateur de trace vy défini sur C°°(C) par yip = 8—(’0|p se prolonge
n

de maniére unique en un opérateur linéaire continu de H°(A; C) dans Hsfg(I‘).
Par la régularité elliptique pour le probleme de Dirichlet sur ¢? dans Q; on a,
97 € HH (A 00), (1975180 < C gy r

Par le théoréme de Trace on déduit que,

0¢;
on

1 0¢; 5
Ir € H 2(T), |a—nz|s—%,r < Cr Mgy pe

Ensuite par la régularité elliptique pour le probléme de Neumann sur ¢? dans Q, on a,
e € HH (A ), [92ls1,8.0. < Co Al g1

En combinant ces résultats on obtient,
(p?,p2) € H®(div; Q) x H¥(div; Qe), [} [ls,div,0: + 1025 div,. < € RIPS

Pour terminer la démonstration on rappelle que p? est obtenu par concaténation de p? et p2,
que divp? est obtenu par concaténation de divp% et divp? et que, pour s < %, Iopération de
concaténation est continue de H*(€2;) x H*(Q,) dans H*(£2).

Nous considérons maintenant (v, Agr) € My x Gy et nous remarquons que nous avons
1
Gy C HY?t5(T) et M, C H%(C) pour s € [0,5[. On définit ensuite p? = R(vp, A\y) =

RY(vy) + R*(\g), par les lemmes 6.2.3 et 6.2.4 nous savons que pf! € H*(div; C) et on peut
donc définir p, = H,SlpH avec II7 l'opérateur d’interpolation habituel dans I'espace X . Nous
rappelons les résultats suivants:

(6.2.55) b(p —I}p,vp) = 0,V € My, et Vp € X
et nous avons
(6.2.56) lp — jpllx < Csh?|lplls,div,c, VP € X, VO <s <1

Nous allons montrer que pj, ainsi définie vérifie la condition inf-sup discrete uniforme. En
effet,

b(pn,vn) — br(pn, Aur) = b(p™,v) — br(p, Au) — br(pn — p, M)
(6.2.57)
> |lonllas + CillAu g — br(pn — p, Am)

Il nous reste a traiter le terme —bp(pp — p, Agy). Par la continuité de la forme bp(-,-) dans
X X G On a,

(6.2.58) br(ph = p, Aur) < |[brllllp = prllxlAalle,
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et
lp = pallx < p" = phllx +1Ip* = pillx
( par 6.2.55) <|lp" = pall 2oy + IP* = pillx
( par 6.2.56) < Cogeh® |p |stediv,c + Csh® 1 |ls.div,c V(s,€) € [0,1/2[

(Lemme 6.2.3 + Lemme 6.2.4) < Ci, Csich* oy ||s,c + Cyesh® | Al

. . h\?
< e Corctdlinllas + Cucntns (7 ) Tl

Dans la derniere étape nous avons utilisé les inégalités inverses,
lonlls.c < éslonllas IAullsyrr < GeH ™ Aulle

vérifiées grace a I'hypothese de régularité uniforme du maillage I'y (7), étant régulier). En
reportant ce résultat dans (6.2.58) on obtient (en introduisant k1 = C} CstcCs, by = CyesCay),

N

h S
be(on —p An) < lbellkshlonllar Al + e ks (E) Al

1 . h\*
< glloellka ke (lonll3s + A1) + l1er k2 (ﬁ) Ihullz

1 . 1 . h\?
< gloclialionli -+ (Gloclban + otk (5 ) ) 1aal

En reportant finalement ceci dans (6.2.57) on a

1 1 h\°
bms )~ omo ) > (1= et ) ol + (2 = bt = oelee (57 ) ) Tl
Pour A tel que, R
he<C (E min{?”br”k‘l,QHbFHI{:lOl}),

et «a tel que
br ||k
L “ FA“ 27

les deux constantes devant le termes [|vy||3, et | An||% sont positives. On pose

C = min{(l - %pr“klhe) , (01 - %“brnlﬂhe — ||br || k2 (%) )} > 0,

on a alors,

C
b(ph,vn) — br(pn, An) > E(thHM + A zlle)?

o

> oo I (lonllar + 1 Ae )
2| &l

> © 1pnllx ([[onllar + 1Az llc)

Z onon  PhIIX hlIM HI|G
2| Rl
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Pour obtenir la derniére inégalité nous avons utilisé la continuité de 'opérateur II7.

Remarque 6.2.6 Nous avons fait au début de ce paragraphe Uhypothése que v est & moyenne
nulle dans ;. Pour conclure il faudrait traiter le cas swivant

v+6 dans €

v dans Q.

avec v d moyenne nulle dans Q; et § une constante dans ;. Dans ce cas on définit p' = ﬁ(’ﬁ)
de la fagon suivante,

ph= pzl = V@la dans Q;, p'= pé = Vd%, dans Qe,

( 62
1_
—A¢t = —v, dans Q;, Dy = —v — 5 dans Q.,
1
09! o9
n =0, surT on , sur T,
[ ¢e =0, surI'p,

avec

s=/ vdx.

Il est alors facile de voir que p* ainsi défini satisfait,

Ip'lx < Cil|o)|m

et
b(p]',a)—br(pl,)\) :b(p175)

2 2 2
= lollz2 () + lvllz2e,) + 6
> Clol13,
Ce qui entraine que p = p' + p* (p? défini par 6.2.54) vérifie la condition inf-sup continue.

6.2.6 Le cas élastique - Difficultés

Pour généraliser les estimations d’erreur obtenues pour I’équation des ondes anisotropes
au cas élastique, il “suffit” de montrer que la condition inf-sup suivante est satisfaite,

3k >0, tel que V(wp, pr) € My X Gy, Iy, € Xp5™ /
b(Th, wn) = br(Th, pr) 2 kll7allx (lwnllv + [|pElle)-

Comme précédemment, pour montrer cette condition on peut s’appuyer sur la condition inf-
sup continue,

3k > 0 telle que V(v,A\) € M x G, Jo € X*¥" /b(0,v) — br(o, ) > kHaﬂé(HvHM—F IAllc)-
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De nouveau, on montre cette condition de maniere constructive, c’est a dire en exhibant un
o € X*"™ particulier qui la vérifie. Soit (v,\) € M x G, on définit ¢ comme un relévement
de (v, A),

o= R(v,\)

avec 0 € X*™ et R € L(M x G, X) l'opérateur de relevement défini par:
R(v,\) = R*(v) + R*(\) =o'+ 0’ =0
avec R € L(M,X), R* € L(G, X) et o
o=oct+ 02,

ol =0} = Ce(u}), dans Q;, ol =0l =¢(ul), dans Q. = C - Q;,

—d; 1)) — _
div(Oe(ul) = v, dans @y, | —UV(Ce(d) = —v, dans 0,

1 J—
Cg(ul) -n=0, sur T Ce(u,) -n=0, sur [,

3

1_
uy = 0, sur I'p,

o2 = o} = Ce(u?) dans Q; 0 =02 = Ce(u?) dans Q,

_di 2)) _
—div(Ce(u7)) = 0, dans €, div(Ce(ug)) = 0, dans €,

2 = 2.
w? = =\, sur T, Ce(uz) -n = Ce(uj) -n, sur I’

2 _
ug =0, sur I'p,
On montre alors que le ¢ ainsi défini satisfait la condition inf-sup continue.

Remarque 6.2.7 Pour assurer Uezistence et l'unicité de o' dans Q; on suppose initialement
que v est a moyenne nulle dans ; et pour conclure on traite le cas de la constante comme
dans la Remarque 6.2.6.

En reprenant ensuite une par une les étapes de la démonstration de la condition inf-sup
discrete on constate qu'il suffit de prouver qu'il existe un opérateur II, € L(X*™, X},*"™) tel
que, o o

(l) b(HhT -7, wh) =0, Ywy € %

(@) |7 —1Ia7lx < ¢ b 7]l giv,c, VT E H'(div; C)

Malheureusement, on n’a pas réussi & montrer Iexistence d’'un tel opérateur. On veut re-
marquer que l'opérateur d’interpolation habituel II7 ne satisfait pas ces propriétés car pour
o € X*™ 11} o n’est pas nécessairement symétrique. Il est clair que la difficulté vient encore
une fois de la symétrie du tenseur des contraintes.

Nous avons ensuite remarqué que 1'opérateur de projection elliptique IT;, défini par (2.3.3)
dans le chapitre 2 est bien dans L(X*¥™, X;,*¥"™) et vérifie la premieére propriété (i), mais
au-lieu de (ii) il vérifie, o

IT = rllx + W7 < ¢ b |7l aive, V7€ H'(div; C)
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ou 7 = If 7 + 1T}, avec (II} 7,117) € X3,° x X, vérifiant (I} 7,11} ) x = 0. Cependant, on
n’a pas réussi & montrer que cela suffit pour obtenir la condition inf-sup discréte uniforme.
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Traitement des bords
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Introduction

Nous sommes intéressés ici par la modélisation des problemes de propagation des ondes
dans des milieux ouverts. Du point de vue de la résolution numérique, il s’agit d’un probleme
délicat, car pour des raisons pratiques on ne peut calculer la solution discréte que sur un
nombre fini des points. Le domaine de calcul est alors artificiellement borné et il convient de
déterminer un traitement spécifique sur les frontieres artificielles ainsi introduites. Pour ce
faire, deux techniques ont été developpées au cours de ces vingt derniéres années: les condi-
tions aux limites absorbantes (CLA), plutot introduites par des mathématiciens, et les couches
absorbantes, inspirées par la physique et developpées plutot par des ingénieurs.

Ce procédé qui consiste a remplacer le probleéme original (posé en domaine non borné) par
un nouveau probléme (posé en domaine borné) doit bien sir satisfaire les critéres suivants:
conduire a un probléme bien posé et assurer que la solution du nouveau probléme est assez
“proche” de celle du probléme original. Si ces critéres sont vérifiés, la deuxiéme étape consis-
tera a approcher ce nouveau probléme. Finalement, on demandera & la méthode numérique
obtenue apres ces deux étapes de satisfaire:

1. la stabilité
2. la précision (controler 'erreur induite par la Pintroduction de bords artificiels)
3. Vefficacité (au niveau de 'implémentation et du temps de calcul).

La technique de CLA consiste a adjoindre aux équations du probléme initial une condition
aux limites sur les bords artificiels du domaine de calcul. Cette condition est construite de
fagon a ce que le probleme couplé (équations initiales + condition aux limites) soit bien posé
et conduise a une solution proche de celle du probléme dans le milieu ouvert. Dans le cas
de I'équation des ondes acoustiques, les CLA ont été initialement introduites par B. Eng-
quist et A. Majda [51] dans les années 70. Leur démarche consiste & écrire dans un premier
temps la condition transparente, c’est a dire 1’équation qui relie sur le bord absorbant la
trace d’une solution de I’équation des ondes homogenes a celle de sa dérivée normale. Cette
équation implique l'introduction d’un opérateur pseudo-différentiel scalaire. Les conditions
absorbantes sont ensuite obtenues par I’approximation du symbole de cet opérateur a l’aide
de fractions rationnelles. Ces conditions ont été depuis étendues et étudiées par plusieurs
auteurs [62, 66, 110, 47, 11]. Ces études ont permis de mettre en évidence la nécessité de
conditions d’ordre élevé afin d’obtenir une bonne précision pour des ondes se propageant avec
une direction oblique par rapport au bord. Pour ce faire, des familles de conditions absor-
bantes d’ordre arbitrairement élevés et stables ont été développées (cf. [56, 39, 60]).

Dans le cas de I’élastodynamique les premieres études concernant les conditions trans-
parentes et les CLA d’ordre un ont été effectuées par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61].
Cependant, comme dans le cas de I’équation des ondes, des CLA d’ordre élevé sont nécessaires
afin d’obtenir une bonne précision. Dans ce sens, la seule méthode qui est actuellement bien
analysée a été proposée par R. Higdon [65, 68]. La démarche est dans ce cas différente de celle
suivie par B. Engquist et A. Majda. Plus précisément, ces conditions s’obtiennent comme le
produit de CLA du premier ordre pour I’équation des ondes scalaire qui sont appliquées a
chaque équation du systeéme de I’élastodynamique. Ces conditions sont stables [67] et précises
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pour des ondes se propageant selon des directions proches de l'incidence normale. Cependant,
des réflexions importantes peuvent apparaitre pour des grands angles d’incidence(cf. [90]) et
dans certains cas, des instabilités numériques ont été observées pour des schémas d’ordre élevé
[102]. De plus, pour les ordres supérieurs a trois 'implémentation numérique de ces conditions
devient tres complexe.

C’est pour ces raisons que nous avons repris la démarche suivie par B. Engquist et A.
Majda dans le cas acoustique pour construire des CLA d’ordres élevés pour I'élastodyna-
mique, avec le souci supplémentaire d’aboutir a des conditions aux limites compatibles avec
une formulation variationnelle. Nous présentons notre démarche dans le chapitre 7. On veut
remarquer que dans le cas de I’élastodynamique la condition transparente relie la trace du dé-
placement & celle de la contrainte normale via I'introduction d’un opérateur pseudo-différentiel
matriciel. La construction des conditions approchées est alors plus compliquée que dans le
cas de I'équation des ondes car il faut approcher le symbole d’un opérateur matriciel. Les
résultats de notre étude sont mitigés: une condition d’ordre 1 stable et facile a implémenter
a été développée mais dans le cas des CLA d’ordre supérieurs le schéma numérique que nous
proposons est implicite, ce qui peut entrainer un cout de calcul élevé (spécialement en 3D).

La technique des couches absorbantes consiste & entourer le domaine de calcul par un
milieu artificiel dans lequel les ondes sont atténuées. Cependant son utilisation en pratique
s’avere assez délicate. La difficulté principale est due au fait que les ondes “voient” le change-
ment d’impédance entre le milieu physique et la couche, ce qui induit une réflexion parasite.
Une solution a ce probleme a été proposé par J.P Bérenger [26] pour les équations de Maxwell.
Il s’agit, bien str, de la méthode des couches absorbantes parfaitement adaptées: pour ce mo-
dele il n’y a pas de réflexion a Uinterface entre le milieu physique et le milieu absorbant! Cette
méthode a amélioré considérablement les performances des couches absorbantes et connailt
sans doute un grand succes dans la communauté des numériciens. F. Collino a donné une
interprétation originale du modele des couches parfaitement adaptées introduites par J.P Bé-
renger qui permet de généraliser ce modele a tout systeme hyperbolique du premier ordre. Ceci
nous a permis en particulier, de généraliser ce modele a la formulation en vitesse-contraintes
de I’élastodynamique. Notre démarche est présentée dans le chapitre 8. Notons que le modele
des couches absorbantes parfaitement adaptées donne des résultats remarquables du point
de vue précision et est une méthode particulierement simple & implémenter. Cependant, la
stabilité de la méthode n’est pas encore démontrée.
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Chapitre 7

Conditions aux limites absorbantes

Nous allons présenter ici la démarche que nous avons suivie pour construire une famille de
conditions absorbantes. Nous avons voulu atteindre un double objectif: définir une famille de
conditions absorbantes stables et compatibles avec une formulation variationnelle de fagon a
assurer une implémentation compatible avec une méthode d’éléments finis.

7.1 Construction d’une condition transparente

Nous considérons ici le probléme de 1’élastodynamique dans un milieu homogene isotrope
et nous supposons que les conditions initiales sont & support compact K inclus dans le demi
plan IR? (= IR x IR_). La géométrie du probleéme est représentée sur la Figure 7.1.1 . Notre

X2A

Fig. 7.1.1: La géométrie du probléme.
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Conditions aux limites absorbantes

probleme modele s’écrit sous la forme suivante,

(0% i 9
0Gm ~ div(Ce(u)) =0, dans IR*x]0, T
(7.1.1) u(z1,x9,0) = ug(w1,22),  dans R

S (21, 22,0) = uy(#1,a), dans R
\ Ot

ou u = (uy,us) désigne le champ des déplacements, £(u) le tenseur des déformations, o la
masse volumique et C le tenseur des coefficients d’élasticité. On suppose aussi que ug €
HY(R%) et uy; € L*(IR2). Par la théorie classique des EDP nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 7.1.1 Le probléeme (7.1.1) admet une solution unique u telle que
uw € CH0,T, L*(IR?)) N C°(0, T, H (IR?))

Notre objectif est maintenant de se ramener & un probleme posé dans le demi plan IR? de la
forme,

(0%
057 ~ div(Ce(v)) =0,  dans IR% x]0, T
Tv=0, sur 1 =0
(7.1.2)
v(z1,72,0) = ug(z1,22), dans R?
\ %({1)1,{1)2,0) = uy(x1,22), dans R?

ou v approche  la solution du probléme initial (7.1.1). La condition
Tv=0, surz; =0
sera dite transparente si, quelques soient les données initiales ug et u1, on a
v = u|R3.

Afin d’aboutir & des conditions aux limites compatibles avec une formulation variationnelle, il
parailt naturel de chercher la condition transparente comme une condition qui relie la trace du
déplacement a celle de la contrainte normale. La dérivation de cette condition est maintenant
bien connue (cf. [61]). Elle est basée sur I'utilisation de la transformée de Fourier en z; et ¢
appliquée au probleme (7.1.1). Remarquons qu’on peut effectivement utiliser la transformée
de Fourier dans ces directions, car le probléme (7.1.1) est invariant par translation en x; et
t. Plus précisément on définit,

+00 +00 )
(7.1.3) u(k,w, z2) =/ / w(w1, T, )R 4 di
0 —00
Choisissons maintenant 6 > 0 tel que
supp(ug) U supp(u1) C {z2 < —6}.
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7.1 Construction d’une condition transparente

Nous savons alors, que pour s > —0, il existe deux constantes Z\(k, w) et :4\5(16, w) telles que,

(7.1.4) ik, w,z2) = Ap(k,w) < 251’ ) 2 + Ay (k, w) ( V_sk ) ¢

—1

avec,
(7.1.5)

ou &, et {; sont déterminés par

& = [w? — k2V;2
s = Vw? — k2V2

la racine z — /2 étant définie comme celle de partie imaginaire positive ou nulle. Cette déter-
mination vient du fait que la solution du probléme (7.1.1) ne peut croitre exponentiellement

A+2

en zz. Nous rappelons que V), = P est 1a vitesse des ondes P et Vs = \/E celle des
0

ondes S.
En particulier, sur la droite 23 = 0 que nous considérons comme frontiere artificielle nous
avons (en omettant de préciser la dépendance de A, et A en (k,w), pour alléger les notations).

i1 (kyw,0) = ik Ay +Z§A

S

(7.1.6) ¢
g (k,w,0) = VpA — ikA,
duy €p €s
—(k k Ap AS
w0 = 0 (2) B+ (i%2)
(7.1.7) . ¢ ¢
U2 Sp s
—(k = A — (ik Ay
w0 = (i) & - (12 &
Introduisons le vecteur contrainte normale sur la ligne xo = 0, vecteur de coordonnées

o91(x1,t) et o99(x1,t) définies par,

ou ou
Uzl(xl,t):#»(—l 2

0 + 8$1> (21,0,1)

(7.1.8)

(xlao t) /\%(xlaoat)

Ouy
o2(z1,t) = (A +2p) — 92,

0w
Compte tenu de (7.1.7) et (7.1.5), nous avons,

o) = {(60) (52 ) Tt (12 - 23) &+ skt |

il = 0o { (- ;”—) T G E R

(7.1.9)
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Conditions aux limites absorbantes

“Habituellement”, pour écrire une condition transparente en x5 = 0, on calcule :4;, et 24; en
fonction de uy et ug a partir de (7.1.6) puis on déduit de (7.1.9), l'expression de a1 et G2
en fonction de u; et us. Cette approche a pour inconvénient de faire intervenir la fonction
fpfs
V vy’
démarche différente qui simplifie ce procédé. Le point clé consiste & introduire comme incon-

nues auxiliaires supplémentaires les fonctions A, (z1,t) et Ay(z1,t), de transformées de Fourier

, ce qui complique ensuite le procédé d’approximation [61]. Nous avons suivi ici une

—

Ap et Ag, puis a écrire la condition transparente sous la forme d’un systeme de 4 équations
a 4 inconnues. Plus précisément nous introduisons 7}, et T les opérateurs pseudodifférentiels
en les variables (z1,t) tels que,

T,A, = igyA,, T.A, =i¢,A,
Le systeme (7.1.9)-(7.1.6), s’écrit,

(o {Lé)?AS_BZAs 1 9[T,A,] +%}
ATV 9 9rl 'V, O On

2 2
022:(/\_1_2“){1814,, PA, 18[TA]} \ou

72 92 2
(7.1.10) oa 1 Vp© ot* 0mt Vs Om dxy
Uy = 8—351 + _5 [TSAS]
0A
- 1,4, - 2
L U2 ‘/p[ p p] axl

En dérivant les deux dernieres équations par rapport & z; nous remarquons que,

1 O[T5A] _ Ay 0w

V 011 83512 a 01
ia[TpAp] _ 0% A, n %
V, O0r1 012 On

de telle sorte que le (7.1.10) se simplifie:
( 1 0%A; N 28u2
ool =py —5—5 +2—
21 2 V52 atz 8161
1 82A 9 8U1

022 = (A+2p) —5—— —2uo—
(7.1.11) oA 1 Vo* ot &
Uy = 8—161 + _5 [TSAS]
1 0A;
— —T,A
L u2 ‘/p[ p ax]_

Le systeme écrit sous la forme (7.1.11) a de plus Pavantage de ne faire intervenir les opérateurs
non locaux T), et Ty que dans les deux dernieres équations. Si on considére maintenant le
probléeme (7.1.2) avec comme condition aux limites sur zo = 0 le systeme (7.1.11) (avec v
a la place de u), on peut montrer facilement que la solution v de (7.1.2) coincide avec la
restriction dans IR? de la solution u du probléme (7.1.1): le bord artificiel z» = 0 n’induit
aucune réflexion et donc le systéme (7.1.11) est une condition transparente.
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7.2 Les conditions Absorbantes

7.2 Les conditions Absorbantes

7.2.1 Généralités

La condition transparente (7.1.11) fait intervenir les opérateurs T, et Ty qui sont non
locaux en espace et en temps : leurs symboles ne sont ni un polynoéme ni une fraction rationnelle
en (k,w). Afin d’obtenir des opérateurs plus maniables numériquement, nous allons approcher
ces opérateurs par des opérateurs différentiels. Pour ce faire, on peut approcher leurs symboles
par des polynomes ou des fractions rationnelles. Bien évidement, cette approximation ne peut
étre uniforme en (k,w). Comme habituellement, nous considérons ici, la zone des (k,w) tels
que7
kVi

w

<1, i1=p,s

correspondant aux ondes propagatives. Il s’agit alors de définir une approximation des racines,

Jw? — k2V2 et \/w? — K2V2.

Oun part de I’équivalence, vraie sur Zm(w) > 0,

/ 12
Im(w/wz—szPZ)>0<:>\/w2—k2Vp2:w 1—m:w,/1—x12,,
P

de méme, on a,

/ k2
Im (\/wz—k2V52> >0& Vw2 —k2VZ2=w/1- 777 =wy/1— 122,
w S

avec

k

k
W’ |.’I’p| < 1, et T3 = — |.TS| < 1.
p

wV,’

Ty =
Pour approcher la racine v/1 — 22 par des polynémes on peut utiliser un développement de
Taylor. Cependant, ceci conduit (pour un ordre supérieur a 2) a des problemes mal posés [51].

Une autre idée consiste & construire des approximations par fractions rationnelles. Pour cela,
on se donne 2L nombres réels «; et §; et on écrit,

L 2
21— _
V1—z2~1 lz_;ﬁll—alaﬁ'

Le choix des coefficients oy et §; a fait 'objet d’études approfondies, cf. [110, 25]. Citons, par
exemple, approximation de Padé pour laquelle «; et §; sont définis par,

Im

2

= =1,.,L
Qp = CoS (2L 1>,l s e

2 9 Im
= i I=1,.,L
A= gp i (2L+1>’ e

(7.2.1)

et nous avons

1— oz

L
/—1 -1 ZIBZ z + O(Z2L+1).
=1

263



Conditions aux limites absorbantes

Apres avoir défini une condition absorbante, il est essentiel, d’une part, d’étudier la stabilité
du probléme couplé (conditions absorbantes + équations de I’élastodynamique) et d’autre
part, de mener une analyse pour évaluer l'erreur induite par la présence du bord absorbant.

En ce qui concerne I’étude de stabilité deux techniques s’offrent & nous, les techniques
d’énergie et le critere de Kreiss. Notons que les techniques d’énergie peuvent s’avérer difficiles
a mettre en oeuvre. Les techniques de Kreiss ont un caractére plus systématique et permettent
de ramener I’étude de stabilité & ’étude des solution dans le plan complexe d’'une équation
souvent appelée équation caractéristique. Nous donnons comme exemple I’équation des ondes,
(nous allons voir dans la suite qu’il y as beaucoup des similitudes entre ce probleme et le
probléme de I'élastodynamique)

P

— —cAu =

ot?

avec ¢ la vitesse de propagation. Dans ce cas, la condition transperente (en zy = 0) s’écrit ,

ou
—+Tu=0
8:}52 ’
Tu = i@

avec,
2

-2 2 Y
1) =k — —
(i) g
ou ¢ est déterminé par

£ = /2 _ k2¢2,

la racine z — +/z étant définie comme celle de partie imaginaire positive ou nulle. On peut
alors construire des conditions absorbantes en approchant ¢ par ¢V défini de la facon suivante

(cf. [38, 110]),
N
Bik*c?
5N:‘*’<1—sz_l—alczkz)

=1
L’étude de stabilité selon le critere de Kreiss revient alors & étudier les solution de I’équation

caractéristique suivante [110],
E+EN =0

dont 'inconnue est w. Plus précisément, il s’agit de montrer que cette équation n’admet pas
de solution vérifiant,
e keR, k#0

e Im(w)<0, w#0

Ce probléme a été étudié par L. Halpern et L. Trefethen [110] et ils ont montré que le probleme
est bien posé au sens de Kreiss si et seulement si les coefficients a; et §; sont choisis tels que,

<o <auw<...<ar <1
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7.2 Les conditions Absorbantes

Notons que les coefficients correspondant a Papproximation de Padé (définies par 7.2.1) vé-
rifient ces relations. Signalons enfin que T. Ha Duong et P. Joly ont étudié ce probleme avec
des techniques d’énergie et ils ont établie un lien entre le critere de Kreiss et I'énergie [47].

Un moyen classique d’analyser de facon quantitative la précision d’une condition absor-
bante consiste a étudier la réflexion des ondes planes sur le bord absorbant. Plus précisément
dans le cas de I'élastodynamique nous considérons une onde plane P (resp. S) se propageant
avec une angle d’incidence # par rapport au bord absorbant et d’amplitude 1, on met alors
en évidence l'existence de deux ondes réfléchies: une onde P d’amplitude Ry, (resp. R,) et
une onde S d’amplitude R, (resp. Rys). Les quantités Ry, Ry, et Rys, Ry, appelées coetli-
cients de réflexion, dépendent de I'angle d’incidence 6 et représentent un moyen quantitatif
d’évaluation de l’erreur induite par le bord absorbant. Il est alors naturel de privilégier les
angles d’incidence pres de I'incidence normale et donc de s’intéresser au comportement des
coefficients de réflexion au voisinage de # = (. Dans ce qui suit nous poserons

R(0) = sup {R,p, Rps, Rss, Rsp} .
et nous dirons qu'une condition d’absorbante est d’ordre m si
R(0) = O(*™).

Remarquons que cette définition est consistante avec celle qu’on adopte habituellement dans
le cas de I’équation des ondes ou il y a un seul coefficient de réflexion.

Dans les sections qui suivent nous rappelons d’abord la condition introduite par A. Rey-
nolds [95] et L. Halpern [61], elle consiste d’une part & approcher

(7.2.2) VI—z=1+0(z)

et d’autre part a négliger les termes qui comportent une dérivation dans la direction x;. Cette
condition appelée habituellement condition d’ordre 1 sera appelée ici condition d’ordre 1/2
car dans ce cas on a R(6) = O(60).

Nous considérons ensuite une deuxieme condition absorbante introduite par B. Chalindar
[33] que nous appellerons condition d’ordre 1. Cette condition est aussi obtenue & partir de
Papproximation (7.2.2), la différence avec la condition d’ordre 1/2 vient du fait qu’on néglige
dans ce cas seulement les termes qui comportent une dérivation du second ordre (ou plus)
dans la direction zj.

Finalement nous définissons une famille de conditions absorbantes d’ordre élevé qui consistent
a utiliser 'approximation de Padé:

L
—1—»2:1—2@ z + O,
=1

1— oz

7.2.2 La condition d’ordre 1/2

C’est la condition classique introduite par A. Reynolds [95] et L. Halpern [61]. Elle consiste
a écrire ce qui se passe pour les solutions indépendantes de z1 (ondes se propageant & 'inci-
dence normale) et donc a éliminer toutes les dérivées en z;. A partir de (7.1.11) on obtient
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Conditions aux limites absorbantes

dans un premier temps,

( o A
021 = W BYe
A+ 2u0%4,
BTy
i = % T A
LN
| Uz = Vp [Tp AP]

On peut alors réécrire les deux derniéres équations de ce systéme sous la forme suivante (en
utilisant les approximations £, ~ §,' = iw et {5 ~ &' = iw)

W —

up = —itN A, = — A4,

— 1.NA
Uzzvp pAp:_As

ou encore,

104,
Vs Ot
1 0A

vy L4

V, ot

I est alors tres facile d’éliminer A, et A, et obtenir les équations bien connues,

Ul =

p Ouy

27—
091 + V. ot
)\4‘2/1/8’11/2

Vv, ot

(7.2.3)

092 + =0

Outre leur simplicité, ces conditions aux limites sont stables de facon évidente. Ainsi si on
considere le systéme de ’élastodynamique homogene dans le demi espace zo < 0 avec la
condition (7.2.3) en z2 = 0, on a l'identité d’énergie,

d ou|?
E /Qaij(u)eij(u)d:v + Q/Q a dx
(7.2.4) ) )
N / | Qu " AE 20w Tl
Vs | ot v, |ot e

(o1 @ = R? et T' = {(z1,0),z1elR} = IN) qui entraine de toute évidence la stabilité du
probleme.
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7.2 Les conditions Absorbantes

7.2.3 La condition d’ordre 1 de Chalindar

Dans ce cas, on va garder seulement les dérivées d’ordre 1 dans la direction z;. En partant
toujours du systeéme (7.1.11) on obtient dans un premier temps,

1 0?A, +28u2

091 = — —

21 2 V52 atz 8161
1 82Ap 8U1

— 2) — 2P 9, P
o =(A+2) v, ot? #81‘1
04, 1 . x
=% Ny,
U1 8I1 ‘/s [ S ]
1 04,
Uz = Vp [Tp AP] B Ox,

On réécrit ensuite les deux derniéres équations de ce systéme sous la forme suivante (en
utilisant les approximations £, ~ ¢," = iw et {5 ~ &' = iw)

N LY. e PTRC I 1
ur = (ik)Ap + —itN Ag = (ik) A, + EAS
Vs Vs

_ I o L~ iw
Uy = —(ik)As + szg;VAp = —(ik)4;s + -4

S

ou encore,
0A, 1 0A,
Ul == - -
(9371 Vs ot
04, 1 04,
Uy = — -
2 8161 Vp 8t

Il est alors déja difficile & ce stade d’éliminer (A4,, As). On peut toutefois faire apparaitre la
condition d’ordre 1 comme une perturbation de la condition d’ordre 1/2 en Pécrivant sous la
forme suivante,

( pour o 0%A, Ous
sz 9 —=
Yo TV, om0t M om
. A+ 2u Ous A+ 2p 0%A, 5 ouy
[0k _— = — — JE—
(725) 2TV o V, 0z0t om
o L 04, 04,
U] = —— -
! VS 8t 8I1
1 04, 0A,
Uy = ———F— —
\ ‘/p ot 8.’1)1

A ce stade on peut éliminer (A4,, Ay) en écrivant,
0% A, v %A, 0w
&rlat s axlz S&vl
* A, 0% A, Juy
= _{/p_z Vo
ax]_at 8[1)1 8£U]_
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Conditions aux limites absorbantes

. 9’4, | O*A, N . . k
ou les termes —8 5 et o peuvent étre éliminés car ils sont du deuxiéme ordre en — et
Z1 Z1 w
donc on a,
82./45 -V 8U1
8$18t N S&vl
BZA,, _ v Ouy
8$18t N paxl

En remplacant les derniéres relations dans (7.2.5) on obtient,

0 0
o+ L = (m-vﬂ) 2

Vs ot "Vy) om
(7.2.6)
- A+2p0uy V)\-I—Q,U,_Q dur
22 v, ot = 57‘/,7 H oz,

Cette condition a été introduite par B. Chalindar [33]. Sa stabilité n’est pas évidente. Dans
[33] B. Chalindar & montré que le probleme couplé est stable lorsque la condition suivante est
satisfaite,

Vs

2523

Vo
Cependant ce résultat n’implique pas que le systéme est instable pour les autres valeurs de V),
et Vs, de plus nous avons implémenté cette condition et nous n’avons pas observé d’instabilités.

Nous allons comparer dans la section suivante les deux conditions absorbantes (ordre 1/2

et ordre 1) en termes d’une étude de coeflicients de réflexion.

7.2.4 Etude des conditions aux limites d’ordre 1/2 et 1 en termes de coef-
ficients de réflexion
7.2.4.1 Réflexion d’une onde P

Soient les trois ondes harmoniques planes,

@0 = Aop et TVT0 on 5O = (sin(6), cos(6))
@) = A gD FT0 o D = (sin(0)), cos(61))

(7.2.7)
i) = Apd® DTV on d2) = (cos(y), sin(6y))

et p® = (sin(6y), — cos(6y))
On dit que 'onde P @9 se réfléchit en une onde P @) et une onde S @ si @ = @O +a®) 7@

vérifie le systéme (7.2.3) pour la condition d’ordre 1/2 (resp. (7.2.6) pour celle d’ordre 1). On
voit facilement (par la linéarité des équations) que nous avons les relations,

ko = k1, koV) = ka Vs,

sin(f) = sin(fy), cos(f) = cos(f1), ko sin(fy) = ko sin(f)
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7.2 Les conditions Absorbantes

En remplagant @ en 25 = 0 dans le systeme (7.2.3) (resp. (7.2.6) ) pour la condition d’ordre
A Ay
A_O et Rps = A_O
en fonction de I’angle d’incidence §. Le développement de Taylor de R,,(0) et R,s(f) en § =0
pour les deux conditions absorbantes (ordre 1/2 et ordre 1) a été effectué a l’aide du logiciel
MAPLE et nous avons obtenu les résultats suivants,

1/2 (resp. 1) on obtient une relation pour les coeflicients de réflexion R, =

Condition d’ordre 1/2

(Ve - VH(V, + Vi)

RY2(9) = e 02 +0(0")
V, — 2V,
/29y — _¥p s 3
RY2(0) v, 0t 0(6%)

Condition d’ordre 1

Vo= 2,

1 _ 2 4
R (0) = W, 0> + 0(6*)
RL.(0) = Vg 0(6%)

ps 2V,

et nous avons ) )
W2 VAV | V=2V,
4Vp3 - 4V, '

La condition d’ordre 1 donne une meilleure précision que celle d’ordre 1/2, notamment en ce
qui concerne les coefficients des réflexion R.

On présente sur les figures suivantes la variation des modules des coeflicients de réflexion
|Ryp| (fig. 7.2.1) et |R,,| (fig. 7.2.2) en fonction de 'angle d’incidence § pour différentes valeurs
du coefficient de Poisson v.
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ordre 2

ordre 1

02 0.4 06 0’8 T 17 17

Fi1G. 7.2.1: Le module |Ry,| en fonction de 0, pour la condition d’ordre 1/2 (en pointillé) et 1

(en trait continu)

v =20.1 v=20.2
0.3 0. 3-
o 0.2 0.4 0.6 0.8 T 12 14 o S 0.4 0.6 0.8 T 12 12
v =20.3 v=04
0.5 ordre 1 5- dre 1
0. 3- 3-
0.1 oS4 eTTTT
o F3 T (o T 7 7 o O 0% o5 o' T 7 T

F1G. 7.2.2: Le module |R,s| en fonction de 0, pour la condition d’ordre 1/2 (en pointillé) et 1

(en trait continu)
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7.2.4.2 Réflexion d’une onde S

Soient les trois ondes harmoniques planes,

(7.2.8)

a0 = Aocﬂo)eiko(ﬁ(o)ifvpt) o d® = (cos(f), — sin(8)) 0) = (sin(8), cos(6))

et ﬁ(
ﬁ(l) — Ald(l)eikl(ﬁ(l)ffvpt) ol Jtl) = (cos(ﬂl),sin(Hl)) et ]5(1) = (Sin(01)7 - COS(91))
@@ = Ay etk2VFVa) oy J12) = (sin(6,), — cos(6:))

On dit que 'onde S @) se réfléchit en une onde S @M et une onde P @@ si @ = @ +a() + 72
vérifie le systéeme (7.2.3) pour la condition d’ordre 1/2 (resp. (7.2.6) pour celle d’ordre 1). On
voit facilement (par la linéarité des équations) que nous avons les relations,

ko = k1, kaVp = koVs,
sin(f) = sin(61), cos(f) = cos(b1), ko sin(fy) = kg sin()

En remplagant @ en 25 = 0 dans le systeme (7.2.3) (resp. (7.2.6) ) pour la condition d’ordre

A Ay
A_O et Rgp = A_

0
en fonction de I'angle d’incidence 6. Le développement de Taylor de R() et Ry,(0) en =0
pour les deux conditions absorbantes (ordre 1/2 et 1) a été effectué a ’aide du logiciel MAPLE
et nous avons obtenu les résultats suivants,

1/2 (resp. 1) on obtient une relation pour les coefficients de réflexion Ry =

Condition d’ordre 1/2
Vy + V) (V, — 4V5)
R1/20:(P s/\"p 5/ 92 004
Vp =2V,
RY2(0) = —2—_="20 + 0(6?)
Sp 2‘/;)
Condition d’ordre 1
Vs — 2V,
Ry (0) = =——L0* + O(6"
SS( ) 4‘/5 ( )
RL,(0) = — Yo g3 | 0(6°)
2V

et nous avons

(Vo + Vi) (V= 4V3) _ Ve =2V,
4VpVs 17

La condition d’ordre 1 donne une meilleure précision que celle d’ordre 1/2 notamment en ce
qui concerne les coefficients des réflexion Ry).

On présente sur les figures suivantes la variation des modules des coefficients de réflexion
|Rss| (fig. 7.2.3) et | Ry (fig. 7.2.4) en fonction de 'angle d’incidence # pour différentes valeurs
du coefficient de Poisson v.
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aux limites absorbantes

ordre 2 0.6

ordre 1

ordre 2

ordre 1

ordre 2 0.6

ordre 1

ordre 2

ordre 1

o 02 07

F1G. 7.2.3: Le module |Rs| en fonction de 0, pour la condition d’ordre 1/2 (en pointillé) et 1

(en trait continu)

ordre 2 0.6

T

7

ordre 2

ordre 1

ordre 2 0.6

ordre 1 0.5

ordre 2

ordre 1

F1G. 7.2.4: Le module |Ryp| en fonction de 0, pour la condition d’ordre 1/2 (en pointillé) et 1

(en trait continu)
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7.2 Les conditions Absorbantes

Remarque 7.2.1 Pour chaque valeur du coefficient de Poisson v, il existe un angle d’in-
cidence 0., dite critique, a partir duquel Uamplitude de l'onde P issue de la réflexion d’une
onde S incidente devient complexe. En d’autres termes, pour 6 > 0., l'onde P réfiéchie est
une onde évanescente. Cette angle critique est déterminé par relation suivante

sin(f.) = —

ce qui correspond aux angles 0.73, 0.66, 0.56 et 0.42 pour les valeurs de v de 0.1 a 0.4 corres-
pondant aux courbes représentées sur la figure 7.2.4,

7.2.5 Une famille des conditions absorbantes d’ordre élevé

Elles sont basées sur des approximations supérieures en — de 'opérateur transparent.
w

Ainsi on approche T}, (respectivement T) par les opérateurs Tzfv (respectivement T) avec
le)v et ¢V définis par,

On sait alors que 'action de Tzfv ou TSN sur une fonction s’exprime facilement & ’aide d’équa-
tions différentielles, modulo I'introduction de variables supplémentaires (fonctions auxiliaires).
La condition approchée ou absorbante s’écrit alors,

( . L82A5 + 8UQ
021 = Vs2 atz 8I1
82A 9 ouq

o2 = (A+2p) —5—— —2u5—
(7.2.9) » 1 V ot 0z
— 14 - TNA
Uy 8LE1 + ‘/s [ S S]
1 0A
- TNA o ]
\ b ‘/p [ p p] 8I1

On réécrit ensuit les deux derniéres équations de ce systeme sous la forme suivante

u —(ik)z/él\-l—lifN;l\—(ik)A + = A zw—zwz:ﬁlk—QVS2
1= p Vs s s — V w2—alV52k2

(R A+ iV = — (i) Ay + — 4, 'Lw—szﬂ
b Vp p P V wz_alvpzkz

=1

(7.2.10)

On introduit maintenant des fonctions auxiliaires ¢f(z1,t) et ¢f(z1,t) (de transformées de
Fourier ¢7 et ¢7) telles que,

(w? — VD)@ = K2V2A,, Wi=1,.,N
(7.2.11)
(w? — V2 g, = K*V2A,, Vi=1,..,N
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Conditions aux limites absorbantes

En fait, ¢f (21,1t) et q/;f sont solutions d’une équation des ondes monodimensionnelle, car ces
équations s’écrivent sous la forme suivante,

0? 0?
qu’ - V) ¢ V28 Ay ,Vi=1,.,N
(72 12) ot 8.%‘1 (9371
o 2 /S s 2
OI_ a2 2 @A
ot Oz, 2 Oz

En combinant (7.2.10) et (7.2.11) on obtient,
N
ur = (ik)A, + vszwAs —iw ;_1 VS@

1 - N 5
—(ik)As + priwdp —iw ) qu?’g
p i=1 P

ou encore,
N
94, 104, B, 0¢;
S e T +Zv t
(7.2.13) L
oA, 104, Z g a¢?
2T om  V, ot £V,

Finalement par (7.2.9) en utilisant (7.2.13) et (7.2.12) on obtient le systeme global,

o[ LPA 0w
021 = W V2 8t2 oz,

1 82A Oouy
=(A — —2u—
022 ( + ,u) v, 2 o082 81101
L 04, 104 i B, 0¢7
Y7 0m W, at vs ot
(7.2.14) I=1
0A; 1 04, @ 8#’
uy = — + )y ——t
0x1 V, ot — V, ot
82¢P lv? 82¢P V2 82Ap o
8t2 8 12 p 83512
82¢l _ V28 ¢l V2 BQAS -0
\ 8t2 ox 1 s 8.%‘12

On peut toujours écrire ces conditions comme une perturbation de la condition d’ordre 1. 11
suffit de remarquer que,

LA, _ o, 04, Zﬂl 023

V.o ot omot 2=V, o
(7.2.15) )

iazAp _ _8u2 Z ﬂl 0 ¢§)

V, ot ot 8:}51815 “Vy Ot
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7.2 Les conditions Absorbantes

On obtient alors,

r N
p Ouy ouy  p 9*A, B 0*¢;
Ealbent RU) Hit ST ol =
Nt o T M on T V. om0t ; VZ ot
A+ 2u Qus aul A42u 0%A, al B 2¢p
guz _ 5,9 _ A+2p) ) L
o2t Vp ot (9:151 v, omor T ; V2
(104, Z fh 99}
(7.2.16) Vs 0t Om Vs ot
1 04, Z b %
V ot 8:}51 V, ot
; 92 924P 2
W20 v?aA —0 I=1,.,N
ot 0112 P92
2 48
M;l— V28 gbl—vj’aAjzo l=1,...,N
\ 8t 8351 8I1

7.2.5.1 Stabilité des conditions approchées

Nous considérons le probléme mixte suivant,
e équations de I’élastodynamique dans €2
(P)
e conditions aux limites (7.2.9) sur I'
Pour analyser sa stabilité, nous allons passer par le critere de Kreiss. (P), apparait comme

un systeme en (u1,uy, Ay, Ag). Sans entrer dans les détails, la méthode de Kreiss consiste a
étudier les solutions particuliéres de (P) qui sont de la forme,

(7.2.17)
1k &
¢ —i> & .
a(ka w, $2) = a; ¢ 6_( v x2) + oy Vs e (l%m) ez(kxl—wt)
4
A —ik
Ap(.’L‘l,t) _ ;1; (k1 —wt) Ag(z1,t) = Z\s cilkz1—wt)

Plus précisément il s’agit de démontrer qu’il n’existe pas de solution de cette forme vérifiant,

e LeR, k#0
(7.2.18)
e Im(w)<0, w#0

On dit alors que le probleme mixte (P) est fortement stable au sens de Kreiss. Nous allons
établir le théoréme suivant.

Théoréme 7.2.1 Sous les conditions
e 0<uy<l, 420, 1IN

(7.2.19) N
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Conditions aux limites absorbantes

le probléme mixte (P) est fortement stable au sens de Kreiss.

Démonstration.
Elle est tres simple et s’appuie sur un résultat bien connu issu de ’analyse de ’équation
des ondes scalaires qui exprime que pour k € IR les équations en w,

fp"‘f;];v:[)

&+E) =0

n’ont pas de solution dans le demi plan complexe I'm(w) < 0. Par construction (7.2.17)
satisfait les équations de 1’élastodynamique. Il ne reste plus qu’a vé£i\ﬁe£\ les conditions aux
limites (7.2.9). Celles ci conduisent & un systeéme linéaire en (o, oy, 4,, Ay),

() (-5 (o)

_ _‘fzuﬂf@ + 2u(ik) <—zf/—”a; - zkoTs>

(7.2.20)

s p
2
(A + 2u) [(kz - %) a, + (ik) (é) oT] + A(ik) <zkap - %a) -
P S S
(7.2.21)

2 —

_AT szAp —2u(ik) (zkap - zfs 6@)
p Vs
s ~ &y
ikay, zvsas—zkA +2VA
—i>>0, — thka, = —1kA; +i—A
S T v, F

dont il s’agit de montrer qu’il n’admet que la solution nulle. Or la premiére équation de
(7.2.21) se réécrit,

2 2
w we —~
- —5 ) @+ Fa; = ——5 A, + 2k%a;
( ‘/52> S S ‘/52 S S
soit encore,

2

%(a\s—iﬁ)ﬂ

ce qui entraine, pour w # 0, a; = A,.
De méme la deuxieme équation de (7.2.21) se réécrit

A+2 —
+ szAp

w2 — — —
(A + 2p) (k2 — W) ay — \*ay, = 2uk’ay, —
p p

ce qui fournit,
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7.2 Les conditions Absorbantes

donc, toujours pour w # 0, @, = :4;,.
En les reportant dans les deux derniéres équations de (7.2.21) nous obtenons,

i (6 + €)@ =0

B

1 —
zvp(fp +§I],V)ap =0

qui entraine, puisque & + N #£ 0 et &, + 511,\[ # 0, a; = a, = 0 et par suite A, = ;1; =0.

|
Remarquons que ce résultat de stabilité ne s’applique pas aux conditions d’ordre 1 et 1/2
définies précédemment car ces conditions ne découlent pas du systeéme général (7.2.9).

7.2.6 Etude des conditions approchées en termes de coefficients de ré-
flexion

Nous allons prouver dans cette section le résultat suivant. Les coefficients de réflexion
pour la famille de conditions absorbantes définie par (7.2.14) sont donnés par,

_cos(f) — cosgpp(f)  (cos(0) — 1)2N+1

B = cos(6) + cosapy(0)  (cos() + 1)2N+1” Rys =0,
COS(Q) — Cosapp(e) (COS(Q) — 1)2N+1

Bos == - ovie Lsp =0,
cos(8) + cosgpp(0) (cos(f) + 1)2N+

3, sin?
avec COSapp =1- Z TSIH)

Ce qui implique que nous avons
Ryp = 0(94N+2) Rys =0,
Rss = 0(04N+2); Rsp = 07

et donc la condition correspondant & IV fractions rationnelles est une condition d’ordre 2N +1.
Ce résultat est tres intéressant; il implique que, avec ces conditions absorbantes, nous avons
une sorte de découplage entre les ondes P et S. Quand une onde plane P (resp. S) arrive
sur un bord absorbant il n’y a pas de réflexion en ondes S (resp. P). De plus, les coefficients
de réflexion R, et Ry, sont égaux (& un signe pres), ne dépendent pas du coefficient de
Poisson v et coincident avec le coefficient de réflexion obtenu par F. Collino pour les conditions
absorbantes d’ordre élevée pour I’équation des ondes. L’expression de R, montre par ailleurs,
que la réflexion est directement liée au défaut d’approximation de la racine carrée par les
fractions rationnelles. L’objectif étant bien évidemment d’obtenir le coefficient de réflexion
le plus faible possible, nous pouvons choisir les coefficients «; et (3 qui minimisent R,,.
Cependant, des études qui ont été menées pour le probleme de ’équation des ondes [38, 39],
montrent que 'approximation de Padé donne des meilleurs résultats. Nous avons représenté
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Conditions aux limites absorbantes

sur la figure suivante (fig. 7.2.5) la variation de module des coefficients de réflexion |R,,| =
|Rss| en fonction de I’angle d’incidence . Ces courbes correspondent aux approximations de
Padé avec L =1, 2, 3.

0.8
0.6
0.44

0.2+

Fi1G. 7.2.5: Le module |Ry,| = |Rss| en fonction de 6 pour les conditions absorbantes corres-
pondant auzx approximations de Padé avec L =1, 2, 3.

Nous pouvons remarquer sur la figure 7.2.5 Pamélioration induite par une approximation
d’ordre élevée: en augmentant 'ordre de 'approximation (le nombre des fractions rationnelles)
on obtient un coefficient de réflexion qui reste faible pour des angles d’incidence de plus en
plus grands.

7.2.6.1 Réflexion d’une onde P

Soient les trois ondes harmoniques planes,

7 = AgpOethoTIEVot) oy 5O = (sin(#), cos(6))
20— A FDR T o D _ (sin(dy), cos(6)

(7.2.22)
i@ = Apd® ek20PFVet) oy J2) = (cos(6,), sin(6s))

et (¥ = (sin(6y), — cos(63))
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7.2 Les conditions Absorbantes

On dit que 'onde P @ se réfléchit en une onde P @) et une onde S @ si @ = @O +a®) 7@
vérifie le systeme (7.2.14) (en z2 = 0),

(. 1 824,  Ouy
(4) 021ZN{WW+28—361}
1 82A 8u1
. _,,0m
(i) =(A+ #)V 902 v
04, 104, N BO¢
(7.2.23) 4 S T AT z:: Vs 0t
- , 94, 104, B O4F
(i) up = =5~ v, ot Zv ot
82 V4 82 V4 2
(v) d; -V ¢ V28A =0,vVl=1,..,N
ot P ox 1 aTl
0% , 02 ¢l 02 A,
) V2 — —0,Vi=1,...N
| (UZ) ot A o 1 s 8LE12 > yeees

Comme pour les conditions d’ordre 1 et 1/2 par la linéarité des équations nous avons les
relations,

ko = k1, koVp = kaVs
(7.2.24)
sin(f) = sin(61), cos(f) = cos(b1), ko sin(fy) = kg sin(6)

Donc on a, (dans ce qui suit, on omet systématiquement 'exponentielle e?Fo(sin(@)z1=Vpt))

= (Ap + A1) sin(f) + Ascos(6s)

= (Ap — Ay) cos(0) + AzE sin(0)

Vo
8’LL1 . .9 . .
Fra (Ao + Ay)ikg sin®(0) + ikg Azcos(02) sin(0)
z1
Ouz - . . . Vs . o
92, (Ao — Ay)iko sin(f) cos(8) + iko Az v, sin”(#)
Ouy = (Ag — Aq)iko sin(0) cos(f) — zkoAgK cos?(6)
8162 Vs
% = (Ao + Ay )iko sin(6) cos(6) — iko Ay sin(9) cos(62)
2

et
o91 = 2ui(Ag — A1)ko cos(8) sin(f) + piAsko (% sin?(f) — % 0082(92)>

P S

g99 = )\’L(Ag + Al)ko + 2/1/Lkg 0082(0) - 2/1/LA2]C0 s1n(0) 008(02)
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Conditions aux limites absorbantes

De plus la linéarité des équations implique que les inconnues A, A d)f et ¢; s’écrivent sous

la forme suivante,
Ap(wla t) — Apoeiko(sin(ﬂ)mept)

A, (xh t) _ Asoeiko(sin(ﬁ)xl—vpt)
@ (z1,t) = BPekoGnOi=Vol) "y — 1 N

$i (1,t) = om0 "y 1 N
En remplacant les expressions précédentes dans 1’équation (7.2.23)-(i) on obtient,

iV Ay

A =

Par (7.2.23)-(ii) on obtient,
i(Ao + A1)
S T
Par (7.2.23)-(v) on obtient,

P (aysin®(0) — 1) = — Ay, sin(0)
ou encore,
Z(AO + Al) sin2(0)
ko(aysin®(0) — 1)’
L’équation (7.2.23)-(vi) conduit a,

o = Vi=1,.,N

O (V2 sin®(0) — V) = —VZsin®(0) Ay
d’ott
iV3 sin?(6) Az
¢l - —
koVp(auVE sin®(0) — V;2)

S

Ensuite en utilisant les expressions précédentes dans (7.2.23)-(iii) (et apres quelques calculs)

on obtient
3, sin? 92
A 62) =0
2 (COS 2) Z 1 — oy sin®(6y)
d’ou
(7.2.25) Ay =0= Ry =0

car on ne peut pas avoir

1 — qy sin? (02

<cos 02) + Z ,Blsm 02 )> =0

En effet la quantité

G, sin? 92
COSapp(02)
oy (02) Z 1 — oy sin?(6s)
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7.2 Les conditions Absorbantes

est Papproximation de /1 — sin®(63) = cos(63) et donc on a

<cos 62) + Z frsin’ 02 ) = cos(f2) + cosgpy(f2) # 0.

1 — aysin(6y)

Finalement, 1’équation (7.2.23)-(iv) conduit &,

A cos(0) — cosgpp(0)
(7.2.26) B = 40 = cos(0) + COSqpp(0)

avec

N :
COSapp(f) =1 — Z _fusin(0)

7.2.6.2 Réflexion d’une onde S

Soient les trois ondes harmoniques planes,

@0 = Aod(o)eiko(ﬁ(o)f*vpt) ot d® = (cos(8), —sin(8)) et {0 = (sin(8), cos(6))
@D = A;dW et V1) oy g = (cos(y),sin(8y)) et 7P = (sin(6;), — cos(6))

@® = AppDeik2DEVet) oy J2) = (sin(fy), — cos(6s))

On dit que 'onde S @ se réfléchit en une onde S @M et une onde P @@ si @ = @ +aM) +7®)
vérifie le systeme (7.2.23). Nous avons alors,

ko = k1, koVs = koV)

sin(f) = sin(61), cos(f) = cos(b1), ko sin(fy) = ko sin()

Donc on a, (dans ce qui suit, on omet systématiquement ’exponentielle eiko(sm(a)wl*v&t)),

= (Ao + Ay)cos(8) + AZ% sin(0)
S

uy = (—Ag + A1) sin(f) — Az cos(62)

Ouy = (Ag + Aq)iko sin() cos(6) + Z'koAgE sin®(9)
8161 Vs
8’LL2 . ) . .
P (—Ag + Ay)ikosin(0) — ikoAg sin(0) cos(62)
Tl
8u1 . .
E. = (Ag — Ay)ikg cos?(8) — ikoAs sin(6) cos(6;)
T2
Ouz _ —(Ag + Aq)ikg sin(f) cos(0) + z'koAgE cos’(6y)
019 Vb

et
Jg91 = /L’L(Ao — Al)kg(COS2(0) — Sin2(0)) — 2/1/LA2]{10 s1n(9) 008(02)

o9y = )\iAzko% — 2uiko (Ao + Ay) cos(8) sin(f) + 2ui A,y %kg cos?(6y)
P P
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Conditions aux limites absorbantes

De plus la linéarité des équations implique que les inconnues A, A d)f et ¢; s’écrivent sous
la forme suivante, .

Ap($la t) — Apoezko(sm(ﬂ)mf\/st)

AS(:Ul, t) _ Asoeiko(sinw)m—vst)

¢ (z1,1) = QPehomOm=Vel) "y =1 N

¢f(x1,t> — @feiko(sin(g)l‘lf‘/st); V] = 17 ,N

En remplacant les expressions précédentes dans 1’équation (7.2.23)-(i) on obtient,

i(Ag — Ay)
Ajp= ————
Par (7.2.23)-(ii) on obtient,
1AV,
Apy = — L
PO Vsko
Par (7.2.23)-(v) on obtient,
. . 2 3
oF = — iy sin” (0)Vy Vi=1,.,N

Viko(VZ = agsin®(0)V,2)’
L’équation (7.2.23)-(vi) conduit a,
. i(Ag — Ay)sin?(9)
L= ko(ay sin?(6) — 1)
Ensuite en utilisant les expressions précédentes dans (7.2.23)-(iii) on obtient
Ar  cos(f) — cosgp,(0)
Ay cos(f) + cosgpp(0)

Rss =

Finalement, 1’équation (7.2.23)-(iv) conduit &,
3, sin? 92
A 62) =0
2 (COS 2) Z 1 — oy sin®(6y)

d’ott
Ay =0= Ry =0

7.3 Résultats Numériques

Dans cette section on présente un exemple numérique qui montre la supériorité des condi-
tions absorbantes d’ordre élevée. Le probleme a résoudre est ’équation de 1’élastodynamique
linéaire en 2D dans un milieu homogene et isotrope, (V}, = 3000m/sec, V; = 2000m/sec),

( Trouver ug,us : Q@ x ]0,7[ — IR tel que:
Do Sal= - ’
) (1) o012 =V ) + Vs B2 +(V, = Vy )8:1018352 + f(t)g1(z1, z2)
II = - t
| (D e =V 8:102 Vs Gar TV V) g, T elane)
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On résout le systeme précédent dans le domaine Q = [0, L;] x [0, Lg] avec les conditions de
bord suivantes:

e up =uy=0enz; =L;j(=225Km)

oy =ups=0enz; =0

e uy=uys=0enz9 =0

e Conditions absorbantes en zo = Lo(= 150Km)

Nous avons réalisé quatre expériences, les deux premieres avec les conditions absorbantes
d’ordre 1/2 et 1, et les deux autres avec les conditions absorbantes d’ordre élevé correspondant
aux approximations de Padé avec L = 1, 2. Pour la discrétisation des équations nous avons
utilisé les éléments finis ()1, et une discrétisation d’ordre 2 en temps. En ce qui concerne les
conditions absorbantes nous avons utilisé un schéma implicite car nous n’avons pas réussi a
trouver un schéma numérique explicite et stable. La source utilisée est une source d’onde P,
plus précisément on a,

—2(mfo)? (t —to) exp(— (wfy (t —15))?) sit, <t <t

f(t) =
0 sinon
et
r\ 2 ’ T1 — ] T — 15
1—(—) ( 1, 2) sir<r,
(91,92) = To T T
0 sinon

V.
avec f, = ﬁ la fréquence de la source, N (= 15) le nombre de points par longueur d’onde S,

1

h(= 750m) le pas de discrétisation en espace, t, = 7 t] =2t etr = \/(:vl —z3)? + (z2 — 25)?,
]

ro, = 4h. Sur la figure 7.3.1 nous avons représenté la composante u; et ug du déplacement a

un instant 7" = 33.28sec pour les quatre expériences. Nous pouvons voir sur la figure 7.3.1
que la condition d’ordre 1 donne effectivement de meilleurs résultats que celle d’ordre 1/2.
Pour les conditions absorbantes d’ordre élevé nous avons une amélioration remarquable des
résultats. En fait pour cet exemple une fraction rationnelle (L = 1) suffit pour donner de tres
bons résultats.

7.4 Conclusions

Nous avons présenté une famille des conditions absorbantes d’ordre élevé qui sont compa-
tibles avec une formulation variationnelle. Du point de vue théorique nous avons montré la
stabilité de ces conditions en utilisant le critére de Kreiss. Cependant du point de vue numé-
rique la stabilité semble un probléme délicat. Notamment nous n’avons pas réussi a trouver un
schéma numérique explicite et stable. Nous sommes de ce fait ramenés & utiliser un schéma
implicite qui couple toutes les inconnues au bord, ce qui donne lieu a une méthode assez
chere tant du point stockage et coiit de calcul spécialement pour le probleme 3D. De plus,
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Conditions aux limites absorbantes

La composante u; La composante uy

ordre 1/2

Fi1c. 7.3.1: Les deux composantes du déplacement a T = 33.28sec, avec des conditions absor-
bantes d’ordre 1/2, 1, 3 et 5 en allant du haut vers le bas.
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7.4 Conclusions

la généralisation de ces conditions dans le cas plus général des milieux élastiques anisotropes
est un probléme qui comporte plusieurs difficultés techniques. Nous référons notamment aux
travaux de E. Bécache [15] qui concernent la généralisation de la condition d’ordre 1/2 dans
le cas des milieu anisotropes.

Afin de définir une méthode efficace qui permette de traiter le probléme dans des mi-
lieux anisotropes et en 3D nous nous sommes intéressés au modele des couches absorbantes
parfaitement adaptées. Nous présentons notre démarche dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Couches absorbantes parfaitement
adaptées

Dans ce chapitre nous présentons et analysons un modele de couches absorbantes parfaite-
ment adaptées (PML) pour la formulation en vitesse-contraintes de 1’élastodynamique. Ce
modele a la propriété étonnante de ne générer aucune réflexion parasite a Uinterface entre le
milieu élastique et la couche absorbante. Ceci nous permet d’obtenir des réflexions tres faibles
méme dans le cas de couches fines. Plusieurs expériences numériques montrent 'efficacité et
la généralité du modele. Ce chapitre est redigé en anglais, car nous avons repris ici un article
écrit avec F. Collino, accepté pour publication dans le journal Geophysics.
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Cinquieme partie
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Chapitre 9

Résultats numériques

Pour illustrer les capacités de la méthode numérique que nous avons développée, nous allons
présenter dans ce chapitre une série de résultats numériques. Nous considérons le probléeme
de I’élastodynamique en deux et trois dimensions et dans le cas de milieux complexes, tels
que milieux hétérogenes, anisotropes, comportant des fissures.

9.1 Notations

Soit  un domaine non borné de IRY (d = 2,3), occupé par un milieu élastique. Nous
sommes intéressés ici par la modélisation de la propagation des ondes élastiques dans ce milieu.
Dans ce qui suit nous supposons que la source (et/ou les données initiales) du probléme sont a
support compact K inclu dans €. Pour caractériser le milieu de propagation nous donnerons
les vitesses des ondes P et S (V), et V) dans le cas isotrope et dans le cas anisotrope la densité
volumique p et le tenseur d’élasticité C.

Afin de résoudre numériquement le probléme de I’élastodynamique dans {2 nous allons
systématiquement borner le domaine de calcul en utilisant le modele des couches absorbantes
parfaitement adaptées que nous avons présenté au chapitre 8. Dans le cas des fissures ou des
frontieres libres la condition aux limites (o - n = 0) est prise en compte avec la méthode
des domaines fictifs présentée dans le chapitre 6. Ces deux techniques nous permettent de
se ramener toujours a un domaine borné C' d’une géométrie trés simple, typiquement un
rectangle dans le cas 2D et un parallélépipede rectangle dans le cas 3D.

Pour la discrétisation nous pouvons alors considérer un maillage volumique régulier com-
posé de carrés (ou de cubes) de coté h et un maillage surfacique irrégulier permettant une
bonne approximation de la géométrie de la fissure ou de la frontiére libre. Pour la discréti-
sation en espace de la formulation en vitesse-contraintes de 1’élastodynamique nous utilisons
la nouvelle famille d’éléments finis mixtes décrite dans le chapitre 2. Plus précisément nous
considérons ici ’élément fini de plus bas degré. La discrétisation en temps s’effectue ensuite
a l'aide d’un schéma de différences finies d’ordre 2 (cf. chapitre 4). Pour choisir alors le pas
de discrétisation en temps nous utilisons les résultats de 'analyse de stabilité donnés dans le
chapitre 4. Plus précisément nous avons,

At = adCFLh, d = 273

avec adCFL,, d = 2,3 le coefficient de stabilité pour le nouveau schéma en 2 et 3 dimensions.
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Ce qui correspond a,
1

a%?FL = V.
p
3 2V/2
QcpL = 37
p

Dans les expériences qui vont suivre nous utilisons une source excitatrice située au point S a
Iintérieur du domaine de calcul. Ceci revient & résoudre le probléme avec un second membre
f(z,t) donné par

f(z,t) = F(t)g(r)

avec
P = 22 f2(t —tg)e T I gt < 2t
0 sit > 2t
9.1.1 1 1
( ) ty = f—, fo= %N_ la fréquence centrale,
0 L
Ny, le nombre de points par longueur d’onde S,

et g(r) est la fonction radiale:

a?

(9.1.2) gr) = (1 - ﬁ>3 1p,@

ou 1p, est la fonction indicatrice du disque By, le disque de centre S et de rayon a(= 5h).
Dans le cas bidimensionnel nous avons,

. . T — X Ty — x5
R S

T T

. o _:rz—:r§ T — T}
(9.1.3) (i) e_( 7 )

(i) &= (0,1)

et dans le cas 3D,

. . T —T] Ty — x5 T3 — T
(1) €= : :
T T T

avec 1= /(21 —2})? + (22 — 23) + (23 — 3)?

(9.1.4) ) .
(@) &= (_‘” Bt ) Yt _‘Tl>

T T

avec 1 = \/(a;l —5)? + (z3 — z5)?

Finalement, dans les couches absorbantes nous utilisons le modele suivant pour la fonction
d(x) (cf. chapitre 8)

(9.1.5) d(z) = dy (f)L ,
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ou ¢ est la largeur de la couche et dy est un parametre donné par

1\ (L+1)V,
dozlog(ﬁ>%,

avec R = Rf,p le coefficient de réflexion théorique. En pratique nous considérons L = 2 ou
L=4.

9.2 Résultats dans le cas bidimensionnel

9.2.1 Milieu homogeéne isotrope, le cas du demi espace

Nous considérons ici le probleme de 1’élastodynamique dans le demi espace z2 < 0 avec
une condition de surface libre sur 'axe x3 = 0. Le milieu élastique considéré est un milieu
homogene isotrope avec V, = V5 m/s et V; = V2 m/s. Nous plagons une source d’ondes P
au point § a la proximité de la surface libre, la géométrie du probleme est illustrée sur la
figure 9.2.1. Pour résoudre ce probléeme numériquement nous considérons un domaine borné

air
og.n=0
®s
X,<0
milieu élastic

F1Gc. 9.2.1: Le cas du demi espace

C = [0,100m] x [—-100m, 0] et nous introduisons une couche absorbante (PML) de largeur
0 = 10h (cf. figure 9.2.2), le pas du maillage est h = 0.5. La source est située au point S de

o.n=0
<o

P

PML

-
3

Fi1G. 9.2.2: Le domaine borné, exemple de maillage

coordonnées (50m, —3m) et elle est décrite par les relations (9.1.1), (9.1.2) avec N, = 10 et
le vecteur € défini par (9.1.3)-(i). Le modele que nous avons utilisé dans la couche absorbante
est décrit par la relation (9.1.5) avec L =2 et R = 0.001.

Nous avons représenté sur les figures 9.2.3 & 9.2.6, la norme du champ de vitesses a
différents instants. Sur ces figures nous remarquons la propagation de trois ondes volumiques:
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les ondes de Pression émises par la source, les ondes de Pression issues de la réflexion de ces
ondes sur la surface libre et finalement les ondes de Cisaillement réfléchies qui se propagent
avec une vitesse inférieure. Nous pouvons également remarquer la propagation des ondes
guidées par la surface libre, il s’agit des ondes de Rayleigh qui se propagent & une vitesse
légerement inférieure a la vitesse des ondes S. Nous avons choisi cette expérience afin de tester
Pefficacité du modele PML sur les ondes de Rayleigh qui sont généralement plus difficiles a
absorber. Comme nous pouvons l'observer sur la figure 9.2.6 le coefficient de réflexion obtenu
numériquement est environ 0.001, ce qui correspond a la valeur prévue par la théorie.

LI

L]

LR
18 0Ly

0% [LF

LIS

o2

TRl

1]

F1G. 9.2.3: La norme de la vitesse (/v +v%) a Uinstant t = 13.44s a gauche et ¢ t = 22.4s
a droite

F1G. 9.2.4: La norme de la vitesse (\/v? +v3) a Uinstant t = 31.365s d gauche et a t = 40.32s
d droite
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F1G. 9.2.5: La norme de la vitesse (\/v? +v3) a Uinstant t = 49.28s d gauche et a t = 58.245
d droite

F1G. 9.2.6: La norme de la vitesse (\/v? +v3) amplifiée par un facteur 100 a Uinstant t =
08.24s
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9.2.2 Milieu homogene anisotrope.

Nous considérons ici un milieu élastique homogene anisotrope: le cristal apatite. La densité
volumique de ce milieu est p = 3.2 gr/cm? et le tenseur d’élasticité C,

16.7 6.6 0
cC=1| 66 14 0 10" Pa
0 0 6.63

Le domaine de calcul est un carré et le maillage est composé de 240 x 240 éléments de coté
h = 0.33m. La source est située au milieu du domaine S = (40m,40m), elle est décrite par
les relations (9.1.1), (9.1.2) avec N; = 10 et le vecteur ¢ défini par (9.1.3)-(iii). Le modele
que nous avons utilisé dans la couche absorbante est décrit par la relation (9.1.5) avec L = 2,
0 =bh et R=0.01.

Dans le cas d’'un milieu élastique homogene anisotrope on peut distinguer deux types
d’ondes: les ondes quasi-longitudinales (QP) et les ondes quasi-transversales (QS). Avant
de présenter les résultats numériques, nous avons illustré sur les figures 9.2.7 et 9.2.8 les
fronts d’ondes et les amplitudes correspondant aux ondes QP et QS que nous avons calculés
analytiquement.

Apatite

0 1 2 3

H - = Pwave
04 H H -0 Swave

Fi1G. 9.2.7: Les frondes d’ondes pour lapatite.

Sur la figure (9.2.9) nous avons représenté la norme de la vitesse & trois instants.

Nous pouvons remarquer que les résultats numériques confirment les prédictions théo-
riques, a savoir: Pamplitude de 'onde QP est plus faible que celle de 'onde QS, Pamplitude
de I'onde QP est plus faible & proximité de 'axe x; tandis que celle de 'onde QS est plus
faible a proximité de 'axe xo.

9.2.3 Applications en géophysique - milieu avec surface libre

Dans cet exemple nous considérons le probléme de I'élastodynamique dans un domaine
avec une surface libre de géométrie complexe, la géométrie du probleme est illustrée sur la
figure 9.2.10. Nous présentons deux expériences: la premiere dans un milieu homogene isotrope
et la deuxiéme dans un milieu hétérogene isotrope. Pour résoudre numériquement ce probleme
nous utilisons la méthode des domaines fictifs. Plus précisément nous considérons un domaine
borné C' = [0, 80] x [0, 80], entouré de couches absorbantes (PML). Le maillage volumique sur
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9.2 Résultats dans le cas bidimensionnel

P wave S wave
3 2 1 0 1 2 3 2.0 1.5 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
1 1 1 1 1 3 20 1 1 1 1 1 1 1 20
1.5+ YY"y ~15
2 ~ 000y, -2

0272 0573
0101 0.461
0.401
— - 0.148 - -
0 0 0126. 0.0 0.0 0,369.
0115 0338

0111 0.5 o5 | 0320
-1 -1 |o107 0.303
L) @ 0.047 0.279

0.025 g 1.0 1o |92
2 L T 0009 -2
1.5 o8ode 15
T T T T T 3 2.0 T T T T T T T 2.0
3 2 1 0 1 2 3 20 15 10 05 00 05 10 15 20

FiG. 9.2.8: L’amplitude des ondes QP d gauche et QS a droite.

F1c. 9.2.9: |7] = y/v5 +v2 a t = 11.67 s (en haut & gauche), 17.51 s (en haut d droite) et
23.35 s (en bas)
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milieu élastique
Fi1G. 9.2.10: La géométrie du probléme

1
C est un maillage régulier de pas h = 3" Pour prendre en compte la condition aux limites

sur ['s nous avons un deuxiéme maillage surfacique (cf. figure 9.2.11). La source est située a

vevieyE
1 — a
74 IS N
N
AL _PNIL
N
oV n
nitieu-élastigue
‘‘‘‘ R
Pl oxgl+or T

Fi1G. 9.2.11: Le probleme en domaine borné, exemple de maillage.

proximité de la surface libre au point S (36.67,56.67), elle est décrite par les relations (9.1.1),

(9.1.2) avec Ni = 10 et le vecteur € défini par (9.1.3)-(i). Le modele que nous avons utilisé

dans la couche absorbante est décrit par la relation (9.1.5) avec L =2, § = bh et R = 0.01.
Le milieu homogéne est caractérisé par les vitesses V, = v/5 m/s et V; = v/2 m/s. Le

milieu hétérogeéne est décrit par le modele des vitesses illustré sur la figure 9.2.12 et nous
max V),

avons = 2.1 et V, = 1.6V,. Pour la discrétisation nous avons approché ce modele

minV,
par des consz‘;antes par morceaux (une valeur par élément). Sur la figure 9.2.13 nous avons
représenté la solution (la norme de la vitesse) pour le milieu homogeéne dans le domaine de
calcul tout entier. Nous rappelons que d’un point de vue théorique la solution doit étre nulle
au dessus de la surface libre. D’un point de vue numérique, elle n’est pas identiquement nulle
mais elle est en effet proche de zéro.
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Profil Vp (=1.6 Vs)

ABOVE 1305
12601.305
12151260
11701215
11251170
10801125
10351080
09901035
09450990
09000945
08550900
08100855
07650810
07200765
06750720
0600675

[BELOW 05630

[ LN

max V),

F1G. 9.2.12: Le modéle des vitesses pour le milieu hétérogéne , v
nVp

=2.1 et V, = 1.6V,.

F1G. 9.2.13: La norme de la vitesse (/vi +v3) a t =125
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Nous présentons sur les figures suivantes la solution pour le probléeme posé en milieu ho-
mogene dans le domaine physique a différents instants.

o O 0 .0 0
- S8 RS S

t=15s
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t=21s

t=27s

t=33s
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Nous présentons ensuite la solution pour le probleme posé en milieu hétérogene.

- g 8“;1: au iR 8'1]1;1; au
7] = /o + 2 div(i) = 5z + 2l roi(@) = G - O

t=19.35s

t=23225s

t=45.15s
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t="70.95s

t=96.75s

9.2 Résultats dans le cas bidimensionnel

La source que nous avons utilisée dans ces deux expériences correspond & une force radiale.
Dans le cas du milieu homogene ’onde émise initialement par la source est une onde de Pres-
sion, comme nous pouvons l'observer sur les figures en remarquant que son rotationnel est
nul. Cette onde se réflechit ensuite sur la surface libre et donne naissance a une onde P et une
onde S, comme dans le cas du demi plan. L’influence de la géométrie de la surface libre est
certainement plus visible sur la partie rotationel de la solution qui correspond aux ondes de
Cisaillement. Comme le milieu est homogene 1’énergie est equirépartie sur les fronts d’ondes.
Nous pouvons voir également des ondes diffractées par les points anguleux de la topographie
et des ondes de surface.

Dans le cas du milieu hétérogene les phénomenes sont plus complexes. La méme source
émet dans ce cas une onde de Pression mais aussi une onde de Cisaillement. Chacune de ces
ondes est ensuite réfléchie par la surface libre et transformée en des ondes P et S. A cause de
I’hétérogenéité du milieu, les fronts d’ondes ne sont plus circulaires et Pénergie est concentrée
en certains endroits. Comme dans le cas du milieu homogene on observe également des ondes
diffractées par les points anguleux de la topographie et des ondes de surface.

Dans les deux expériences on remarque que les couches PML font tres bien leur travail: il
n'y a pas des réflexions parasites induites par les bords artificiels (le coefficient de réflexion
est ici 1%).
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9.2.4 Application au contréle non destructif - Milieu hétérogene anisotrope

Nous considérons ici un milieu hétérogene anisotrope. Il s’agit d’un milieu élastique linéaire
composé de trois métaux différents, un isotrope (milieu 1) et deux anisotropes (milieux 2 et
3). La géométrie du probleme est illustrée sur la figure 9.2.14. Le probléme physique est posé
initialement dans un domaine non borné (cf. figure 9.2.14- & gauche). Pour la modélisation
numérique on introduit un domaine borné C = [20m,10m| avec des couches absorbantes
(PML) sur les trois cotés (cf. figure 9.2.14 - & droite). Les caractéristiques du milieu élastique

Couches absorbantes

Surface libre Surface libre

F1G. 9.2.14: La géométrie du probléme du probléme physique (d gauche), le domaine borné (d
droite)

sont
Cil = 2.324, c}, = 1.208, ¢}, = 2.324, c}; = 0.558
¢l =2.324, ¢}, =0.704, c3, = 0.873, c3; = 0.558
¢ = 3.450, ¢}, = 1.160, 3, = 4.020, ¢35 = 0.850

Les coefficients c13 et co3 sont nuls pour les trois métaux et la densité volumique est égale a
1.

Pour la discrétisation nous considérons un maillage régulier composé de carrés de coté
h = 0.05m. Le modele que nous avons utilisé dans la couche absorbante est décrit par la
relation (9.1.5) avec L =2, 6 = 15h et R = 0.01.

Nous allons présenter trois expériences, dans la premiere nous considérons une source
radiale située sur la surface libre au point (10m,0m), elle est décrite par les relations (9.1.1),
(9.1.2) avec Nz, = 10 et le vecteur € défini par (9.1.3)-(i).

Nous présentons sur la figure 9.2.15 la norme du champ de vitesses a différents instants.
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t=0.997s t=2.993s t =4.987s

t =6.983s t = 8.998s t=9.975s

Fi1G. 9.2.15: Premiere expérience: Source radiale. La norme de la vitesse a différents instants.

331



Résultats numériques

Dans la deuxiéme expérience nous imposons le champ de pression suivant sur la surface
libre,
012(.’1}) =0
)= Py(z) (1 —cosg(x))cos2g(z) si0<g(z)<2m
0

0929 (.’B .
sS1non

avec g(z) définie par

_ .’E—qul
9(@) =27 fo (H— Vav, >

P, Tr— T
-9 (1 — c0s7r7pl> pour z,1 <z < @)

2 Tp — Tpl
Py(z)=< P pour z, <z <z,
Py T — Tq1

1 —cosm—— ourz, <x <z
2( xq—x,ﬂ) P ¢=T=rd

est

et ou Py = 14.451Pa, xp = 6.45m, z, = 6.Tm, x4 = 7.Tm, x5 = 7.95m et fy = N ]i]

L
la fréquence centrale (calculée avec Vi = (Vi)min la vitesse d’ondes S minimale dans les trois
métaux). L’objectif de cette expérience est de détecter la présence éventuelle d’une fissure.
Nous supposous ici qu’une fissure est présente dans le solide, la géométrie du probléme est

illustrée sur la figure 9.2.16. La source géneére une onde de Cisaillement qui est dirigée sur la

Couches absorbantes

Surface libre

F1G. 9.2.16: La géométrie du probléme avec fissure.

fissure. Nous présentons sur la figure 9.2.17 la norme de la vitesse & différents instants.

Dans la troisieme expérience nous avons calculé la solution du probleme avec les mémes
données que dans la deuxieme expérience mais sans fissure. Nous présentons sur la figure 9.2.18
la différence entre la solution du probléme avec fissure et celle du probléme sans fissure, c’est
a dire 'onde diffractée par la fissure. Les résultats les plus intéressants sont sans doute ceux
de la troisieme expérience qui concernent 'onde diffractée. On peut voir sur la figure 9.2.18
comment la présence de la fissure dans le milieu perturbe la propagation de ’onde initiale.
Notre objectif avec cette expérience est d’illustrer les capacités de la méthode numérique,
qui nous permet de modéliser les phénomenes de propagation des ondes dans des milieux
complexes. On espére ainsi apporter une aide efficace a la compréhension et 'interprétation
des résultats obtenus par EDF dans le cadre des expériences de contréle non-destructif.
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t=0.997s t =2.993s t =4.987s

t =6.983s t = 8.998s t=9.975s

Fi1G. 9.2.17: Deuxieme expérience: diffraction par une fissure de géométrie compleze.

t =0.997s t=2.993s t =4.987s

t =6.983s t = 8.998s t=9.975s

Fi1G. 9.2.18: Troisiéme expérience: la différence entre la solution du probléme avec fissure et
celle du probléme sans fissure
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9.3 Résultats dans le cas tridimensionnel

9.3.1 Milieu homogene isotrope

Nous considérons ici un domaine tridimensionnel non borné occupé par un milieu élastique
homogene et isotrope. Les vitesses de propagation sont V,, = 1.125 m/s et V, = 0.5 m/s. Pour
le calcul numérique nous considérons un cube entouré de couches absorbantes parfaitement
adaptées. Le maillage est composé de 1402 éléments cubiques de coté h = 0.33.

La source est située au milieu du domaine, elle est décrite par les relations (9.1.1), (9.1.2)
avec Np, = 10 et le vecteur € défini par (9.1.4)-(i).

Le modele que nous avons utilisé dans les couches absorbantes est décrit par la relation
(9.1.5) avec L =4, § = 5h et R = 0.001.

Dans un milieu homogene isotrope la source considérée génere seulement des ondes de
pression. Pour representer la solution nous avons choisi d’illustrer sur les figures suivantes
la divergence du champ des vitesses a différents instants, dans les trois plans passant par le
centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t =14.37333s t = 26.10667s

-1
Nous pouvons voir sur ces figures les fronts d’ondes sphériques caractéristiques d’un milieu

334



9.3 Résultats dans le cas tridimensionnel

isotrope homogene. Les deux figures en haut et la figure en bas a gauche sont représentées
a ’échelle normale. Nous pouvons remarquer qu’il n’y a pas de réflexion visible induite par
les bords absorbantes. Pour quantifier erreur induite par ces bords nous avons amplifié la
solution par un facteur 100 sur la figure en bas & droite. Sur cette figure nous pouvons voir
que amplitude des ondes réfléchies est environ 0.1% de 'amplitude de ’onde initiale, ce qui
correspond a la valeur prévue théoriquement.

9.3.2 Milieu homogeéne anisotrope

Nous faisons maintenant la méme expérience dans un milieu élastique homogene, aniso-
trope. La seule différence par rapport a ’expérience précédente concerne les caractéristiques
du milieu. Dans ce cas la densité volumique du milieu est égale a 1 et la matrice d’élasticité
est donnée par,

1.30 0.25 052 0 0 0
1.30 052 0 0 0
1.10 0 0 0
C= Pa
0.52 0 0
0.52 0
0.525

Ce milieu correspond & un matériau transversalement isotrope, c’est a dire anisotrope dans
les directions z; et zo et isotrope dans la troisieme direction. Dans ce cas la méme source
va generer des ondes (QP) et (QS) & cause de I'anisotropie du milieu. Pour représenter la
solution nous avons illustré sur les figures suivantes la divergence (associée plutot aux ondes
de QP) et le rotationel (associé plutot aux ondes de QS), dans les trois plans passant par le
centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t =13.37094s t = 24.286s
i1

[
036
0l

o4
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t = 32.47229s
a1

aga

aice

Nous pouvons voir sur ces figures que le front d’onde (QP) est quasi circulaire sur les
plans z; et z2 mais 'amplitude de 'onde est plus importante sur les directions diagonales
(x1 = 3, 9 = x3, etc...). Sur le plan z3 le front d’onde est circulaire, c’est la direction dans
laquelle le milieu est isotrope. Comme dans le cas du milieu homogene on n’observe pas de
réflexion parasite quand les résultats sont représentés a 1’échelle normale. En les amplifiant
par un facteur 100, on retrouve le coefficient de réflexion théorique (i.e 0.1%).

La norme du rotationel du champ de vitesses

t =13.37094s t = 24.286s
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t = 37.38407s

208

5. D

L= |

o T3

L]

Sur ces figures, nous pouvons voir sur les plans x1 et x5 le front d’onde étoilé caractéristique
de Panisotropie du milieu, ’amplitude des ondes (QS) est plus important & proximité de 'axe
x3. Sur le plan z3 comme pour les ondes (QP) on observe un front d’onde circulaire. Comme
précedement nous avons amplifié les résultats par un facteur 100 (image en bas & droite) pour
retrouver le coefficient de réflexion théorique (i.e 0.1%).

9.3.3 Diffraction par une fissure plane circulaire en milieu isotrope homo-
gene

Nous allons comparer dans cette section nos résultats avec les résultats obtenues par S.
Hirose&J.D Achenbach [69, 70] et D. Barbier [12]. Dans [69, 70], les auteurs proposent une
méthode basée sur une formulation intégrale en temps, qu’ils résolvent par collocation. La
méthode proposée par D. Barbier dans [12] est une méthode d’équations intégrales en temps
(potentiels retardés).

Dans cette expérience nous considérons un milieu élastique homogene isotrope, caractérisé
par les vitesses V), = \/§m/s, Vs = 1m/s et de densité volumique o = 1gr/cm?. Nous supposons
aussi qu’'une fissure plane et circulaire est présente dans le solide. La géométrie du probléme
est représenté sur la figure 9.3.1: le centre de la fissure est Porigine (0,0,0) et son rayon est
o = 1m.

Nous allons étudier ici la diffraction d’une onde P, d’incidence normale par rapport a la
fissure. Plus précisément, nous considérons ’onde incidente ﬁ;nc, donnée par

- Vit .
Uine = %H(th) €3,

ou H(-) est la fonction de Heaviside.
Dans ce cas, on peut facilement calculer le champ des contraintes sur la fissure,

V2
ot = L HW) 7,
(6]

avec 77 = €3 la normale sur la fissure.

Pour calculer I'onde diffractée avec la méthode des domaines fictifs, nous allons impo-
ser dans cette expérience le champ des contraintes sur la fissure. Ceci revient a résoudre le
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= X>

X1

Fia. 9.3.1: La géométrie du probléeme: Diffraction par une fissure plane circulaire.

probléme suivant (avec les notations du chapitre 6)

( Trouver (o,v,)) :[0,T] —€ X*¥"(C) x M(C) x G(I') tels que:
d
Ea(a, ) +b(r,v) —bp(r,A) =0, Ve X™(0),
d
EC('IU UJ) _b(07 w) = (f; UJ), Vw € M(C)y

\ bF(O',,LL) =< F,p>p, Vpe Q(F)a

avec 9
v
F=o-ii= 22 HV,t) i
(6]

On remarque alors que pour tout ¢ > 0, le chargement devient constant. Pour la formula-
tion en déplacement, ceci signifie que le régime transitoire va tendre vers un régime statique,
définie par le saut du déplacement sur la fissure [12],

V2(1—v) r
P T ()2
‘/527_‘_ (a) 63

[ = 4

Dans [12, 69, 70] les auteurs considerent la formulation en déplacement de I’élastodynamique,
le saut du déplacement est alors une inconnue du probléme. Comme dans notre méthode, on
utilise la formulation en vitesse-contraintes, pour comparer les résultats, nous avons besoin
d’intégrer la solution en temps (le multiplicateur de Lagrange A correspondant au saut de la
vitesse).

Pour notre expérience, le domaine volumique C' (occupé par le milieu élastique) est le cube
[—3.5,3.5] x [-3.5,3.5] x [—3.5,3.5]. Pour la discrétisation nous avons considéré un maillage
volumique régulier en cubes de coté A = 0.05m et un maillage surfacique (de la fissure I")
irrégulier composé de 756 triangles (voir figure 9.3.2). Aux bord de notre domaine de calcul

338



9.3 Résultats dans le cas tridimensionnel

X

V:
~]
7

»
AVAVAVAVAQ

/N
v
<D
i)
IQ}(}
N2

D>

\/
AN
VAVAN

N/

NTAYAVIVAY,
v

\VAV/
K
1

[

N/

\/
<§L
i

OOR
v
N

<]
‘?
A
A%%%}AVAVA
\VAV,
\VAVAV

N/

AV
S
N

VATAVA
JAvatio
TAVATAY,

Y
Vi1

VA
AAV:
S SYAVAVAYS

R
'QVA
5
ﬁ?
AAT

VAN

AN

}V:
AVAA
ég‘
P
A

2

N
2

%VAVAVA

v

[y

A\

</
e
0

AVAN

VA

05
&

N
vae

V.
5
I

A
%V
i

N/
\

§

F1G. 9.3.2: Le maillage de la fissure (756 triangles).

nous utilisons le modele PML décrit par la relation (9.1.5) avec L =4, 6 = 5h et R = 0.001.

Dans les figures 9.3.3, 9.3.4 nous présentons la solution transitoire sur certains points de
la fissure (r dénote la distance du point par rapport au centre de la fissure). Plus précisément
nous avons représente le saut du déplacement en fonction de V,t. Nous pouvons remarquer sur
les figures 9.3.3 et 9.3.4 que la solution obtenue avec la méthode des domaines fictifs est tres
proche de celle obtenue par D. Barbier (en superposant le deux figures on peut voir que les
courbes sont presque identiques sauf pour » = 0.959m). Pour 7 = 0.959m la solution obtenue
avec la méthode de domaines fictifs (figure 9.3.3) présente un écart assez important avec celle
obtenue par les deux autres méthodes (figure 9.3.3). Cet écart est du au fait que dans notre
approche nous n’avons pas pris en compte la singularité de la solution au bord de la fissure.

Nous pouvons également voir sur la figure 9.3.3 qu’un régime statique est effectivement
établi. Nous comparons sur la figure 9.3.5 le saut du déplacement calculé numériquement
au temps 7" = 21.7sec avec la solution statique (calculée analytiquement). On voit sur cette

figure que la solution calculée numériquement est tres proche de la solution analytique.

Nous présentons finalement sur les figures suivantes la norme du champ des vitesses a
différents instants dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul. Les plans
x1 et x9 sont représentés a gauche et le plan x3 (le plan dans le quel est situé la fissure) a droite.
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45 7

w
6]
T
I

o
6]
T

O L 1 1 1
0 5 10 15

Vpt

F1G. 9.3.3: Méthode des domaines fictifs. Saut du déplacement en fonction de Vyt pour plu-
steurs points du maillage; nous avons r = 0.085m, r = 0.53Tm, r = 0.765m et r = 0.959m
pour les différentes courbes en allant du haut vers le bas.
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|
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HL..-.I.L;;L,_...I
0 5 10 15

Vpt

Fi1G. 9.3.4: Saut du déplacement en fonction de Vpt pour plusieurs points du maillage; nous
avons v = 0.085m, r = 0.537m, r = 0.765bm et r = 0.959m pour les différentes courbes en
allant du haut vers le bas. En trait continue la solution obtenu par D. Barbier et en pointillé
celle obtenue par Hirose et Achenbach

341



Résultats numériques

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

Fi1G. 9.3.5: Saut du déplacement en fonction de la distance au centre r; En continue la solution
analytique, avec les points en rouge la solution calculée numériquement en T = 21.7sec

La norme du champ de vitesses

Vot = 1.139s
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V,t = 2.805s

Vot = 4.219s

V,t = 5.633s

343



Résultats numériques

V,t = 6.0465

Vpt = 8.462s

Vit = 9.866s
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9.3.4 Diffraction par une fissure plane milieu isotrope homogene

Nous supposons ici qu’une fissure plane et carrée est présente dans un milieu homogene
isotrope. Pour prendre en compte numériquement sa présence on utilise la méthode des do-
maines fictifs. Dans cette expérience, toutes les autres données sont les mémes que dans la
section 9.3.1.

Comme précedemment nous présentons sur les figures suivantes, la divergence et le rota-
tionel du champ de vitesses, dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 3.940942s t = 8.089301s

t =12.23766s t =16.38602s
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t = 20.53438s t = 24.68274s

t = 28.83110s t = 32.97946s

La norme du rotationel du champ de vitesses

t = 3.940942s t = 8.089301s
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t =12.23766s t =16.38602s

t = 20.53438s t = 24.68274s

o
*‘

t = 28.83110s t = 32.97946s
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Nous avons vu dans la section 9.3.1 que dans le solide isotrope seulement les ondes de
pression étaient générées par la source. On voit ici d’abord se propager les ondes de Pression
émises par la source. Ensuite, comme la source est située au dessous de la fissure, les ondes de
Pression qui initialement se dirigent vers le haut sont réfléchies en rencontrant la fissure qui
agit comme une barriére et sont transformées en des ondes de Pression qui se dirigent vers le
bas.

Sur le rotationel de la solution (qui serait nul pour le méme solide sans fissure) on voit se
propager des ondes de Cisaillement. Ce sont des ondes issues de la réflexion et de la diffraction
des ondes de pression émises initialement par la source. On voit également des ondes diffractées
par les quatre coins de la fissure ainsi que des ondes de surface a sa proximité.

9.3.5 Diffraction par une fissure plane en milieu anisotrope homogeéne

Nous reproduisons ici la méme expérience que dans la section 9.3.2 en présence d’une
fissure plane et carrée dans le solide.

Sur les figures suivantes, nous représentons la divergence et le rotationel du champ de
vitesses, dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

La divergence du champ de vitesses

t = 5.184652s t =10.64218s
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t =16.09971s t = 21.55724s

t =27.01476s t =32.47229s

t = 37.92982s t = 43.38735s
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La norme du rotationel du champ de vitesses

t = 5.184652s t = 10.64218s

t =16.09971s t = 21.55724s

t = 27.01476s t =32.47229s
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t = 37.92982s t = 43.38735s

Dans le cas du milieu anisotrope, la source génere des ondes (QP) et (QS). Chacune de
ces ondes est ensuite diffractée par la fissure et génere & son tour des ondes (QP) et (QS),
d’otu la complexité des ces figures.

Comme dans le cas du milieu isotrope on remarque également la présence des ondes
diffractées par les cotés et les coins de la fissure ainsi que des ondes de surface localisées a
proximité de la fissure.

9.3.6 Diffraction par une fissure de géométrie complexe dans un milieu
élastique anisotrope, homogene.

Nous présentons en conclusion une expérience avec une fissure de géométrie complexe. La
méthode des domaines fictifs nous permet de prendre en compte la géométrie particuliére de
cette fissure tout en utilisant le méme maillage volumique en cubes que pour les expériences
précédentes. Bien évidemment, le maillage de la fissure est dans ce cas différent. Il s’agit ici
d’un maillage surfacique qui est irrégulier afin de permettre une bonne approximation de la
géométrie de la fissure (cf. figure 9.3.6). On veut remarquer ici que d’un point de vue nu-

]

EX B

F1G. 9.3.6: Le maillage de la fissure
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mérique, la complexité de la géométrie de la fissure n’a pas d’effet significatif sur le temps
de calcul. En effet, le cout de la méthode tant du point de vue temps de calcul que celui du
stockage dépend principalement des caractéristiques du probléeme volumique (inconnues o, v).
Ceci est di a l'utilisation de la méthode des domaines fictifs qui nous permet de prendre en
compte de géométries complexes tout en utilisant un maillage volumique régulier.

La norme du champ de vitesses

t = 5.184652s t =10.64218s

t =16.09971s t = 21.55724s
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t =27.01476s t =32.47229s

t = 37.92982s t = 43.38735s

t = 48.84488s t = 54.30241s
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Le milieu de propagation est dans ce cas le solide anisotrope dont les coefficients ont été
définis a la section 9.3.2 et les ondes sont émises par une source de compression ponctuelle.
Toutes les données sont les mémes que dans I'expérience précédente. Nous présentons ici la
norme de la vitesse dans les trois plans passant par le centre du domaine de calcul.

Nous pouvons constater sur ces figures que les ondes initiales émises par la source vérifient
un certain nombre de symétries. Cependant du fait de la présence de la fissure ces symétries
ne sont plus satisfaites par les ondes diffractées par la fissure.

On remarque également un phénomene de focalisation du a la géométrie paraboloidale de
la fissure.

Dans le cas tridimensionnel nous avons présenté des expériences dans des milieux élas-
tiques homogenes. Cependant, le code numérique que nous avons développé est actuellement
généralisé au cas des milieux hétérogenes. En collaboration avec EDF nous avons convenu
de faire une expérience dans un milieu hétérogéne anisotrope afin de comparer les résultats
numeériques avec ceux obtenus expérimentalement par EDF.

Les différents résultats présentés dans ce chapitre ont fait 'objet de trois films scientifiques:

— Diffraction d’une onde élastique bidimensionnelle par une fissure (1997, Francais, 9 mn
30)

~ A numerical simulation of a non destructive testing experiment (1998, Anglais, 2 mn
30).

— Propagation des ondes élastiques dans les milieux complexes en 3D. (1999, Frangais, 13
mn 30)

Des extraits de ces films sont disponibles sur la page web du service multimedia de PINRIA
a Padresse: “ http://www.inria.fr/multimedia/Videotheque/2-Listes-Videos/CC3-fra.html”
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Annexe A

Les schémas semi-discrétisés en
espace.

A.1 L’élément fini Q> — Q4

Nous donnons ici les équations semi-discrétisées en espace associées a 1’élément fini Qo — Q1.
Dans ce qui suit les constantes a, b et ¢ sont définies par (3.1.5) et les constantes ¢;, i = 1,...,5

par
11420 11-2¢ 1143 11-3¢ 1

8 ¢ T8 ¢ "®T18 ¢ TR ¢ 9

A partir de la premiére équation du systeme (2.1.12) on obtient,

Cc1 C4

d V1 )p—C.0— 4
W€ - 2 eres (08— eres (ofh)g — eres (oh)ions — s (010)irng

+ cgcq (00))iv1j+1 — 265 (00))pjr1 + c2cs (03))ij1 — c2es (011)ig + C5 (Ull)p,q)

4
+ 7 (— cie3 (012)i — €3 (012)p,j + €263 (012)i41,5 — €265 (012)i+1,9

+ cocq (012)i41,j+1 — €4 (012)pj+1 — €c1€4 (012)ij+1 + €165 (012)iq + €5 (012)p,q>

d(lv2 )p—C,‘Z_C — é
dt h

+ c2ca (012)i11,5+1 — €265 (012)p,j+1 + €2¢3 (012)ij+1 — €3 (012)i,g + 5 (012)p,q)

(— ciez (012)ij + c165 (012)p,; — c1¢a (012)i41,5 — €4 (012)it1,4

4
+5 (— c1¢3 (09,)i,j — €3 (022)p,j + €2¢3 (095)i1,5 — €265 (055)it1,4

+ caca (09y)iv1,j41 — €a (022)pjs1 — €164 (09,)i i1 + c1es (09y)ig + C5 (Uzz)p,q)

355



Les schémas semi-discrétisés en espace.

% = % <0104 (011)ij — €165 (011)pyg + €163 (011)i41,5 + €3 (011)ir1,4

— e2¢3 (071)it 1,51 + €265 (071)p g1 — €264 (071 )ig1 + 4 (011)ig — C5 (Ull)p,q)
+ % <6263 (012)ij — €3 (012)p,j — €163 (012)i41,j + €165 (012)i+1,9

— 164 (012)i41,j41 — €4 (012)p,j+1 + €2¢4 (012)ij+1 — €265 (012)i,g + C5 (012)p,q)

d(v2)pica¢ _ 4

dt h

(6164 (012)ij — €165 (012)p,j + 163 (012)i41,5 + €3 (012)i+1,9
— 263 (012)i41,4+1 + €265 (012)p,j+1 — c2¢4 (012)ij41 + €4 (012)ig — 5 (Ulz)p,q>

i

4
(0263 (092)ig — €3 (022)p,j — €163 (095)ir1,5 + €165 (09y)ir1,q — €164 (095)ir 1,541
—C4 (022)p,j+1 + c2c4 (ng)i,jﬂ — €265 (ng)i,q tes (022)p,q>

d (%} 4
% =5 (— caca (01))ij + €265 (011)pj — €23 (011)ir1,j + €3 (011)it1g
+ere3 (00))ir1 541 — €165 (0311 + €14 (09))ija1 + ca (011)ig — €5 (au)p,q)
4
+ — (- coca (012)ij + ca (012)p,j + 14 (012)ig1,5 — €165 (012)i41,¢ + €163 (012)i41,541

+¢3(012)p,j+1 — €263 (012)ij+1 + €265 (012)i,g — C5 (012)p,q)

d V2 4
% = (— c2¢4 (012)ij + €265 (012)p,j — €2€3 (012)i41,5 + €3 (012)i+1,9
+c1e3 (012)ig1,j+1 — €165 (012)p,j+1 + €14 (012)ij+1 + €4 (012)ig — 5 (012)p,q)

4
+ — (— 024 (0%5)i 5 + ca (022)p5 + crea (09y)it1,j — €165 (059)iv1,q

+c1cs (05)iv1,541 + €3 (022)p41 — €263 (05)ij41 + 265 (0%2)ig — €5 (022)p,q)

dt h
— c1¢4 (09))ig1,541 + cres (00))p a1 — cres (07))igr1 — ¢3 (011)iyg + €5 (Ull)p,q)

d V1 )p— 4
Uop=carc _ (Czca (011)ig — €25 (011 )p,j + caca (011)iv1 — €a (011)it1,9

4
+e <6164 (012)ij + ca (012)pj — €2¢4 (012)i41,5 + €265 (012)it1,9 —

CoC3 (012)i+1,j+1 +c3 (012)p,j+1 +cic3 (Ulz)i,j+1 — C1C5 (Ulz)i,q —C5 (Ulz)p,q>
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d V9 )p— 4
Uo2)p—care _ 4 (Czca (012)i,j — c2¢5 (012)p,; + c2c4 (012)i41,5 — €4 (012)i41,9

dt h

—c1¢4 (012)i11,5+1 + €165 (012)p,j+1 — €163 (012)i,+1 — €3 (012)ig + €5 (m)p,q)
4

+ 7 <6164 (09y)ij + ca(0a2)p; — caca (05y)iv1j + cacs (09y)it1g

— €3 (032)i+1,j+1 +c3(022)p,j+1 + 103 (Ugg)i,j+1 — C1C5 (Ugg)i,q —C5 (022)p,q)

La deuxiéme équation du systeme (2.1.12) conduit pour chaque noeud & un systéme li-
néaire en o1 et 099. Plus précisément nous avons,
au noeud (1, 7):

[ (U{Ll)i,j ] fa ¢ b b7 [ Bijg
4 | (i) ¢ a b b || Bijy
(A.1.1) . 18
(052)i.j b b a c Bij
L (039)iy | Lb b ¢ al L Bij, |

avec

.. 1
Biji = 3 (@163 ()¢ = 00)pmirgmg) + 168 (0001 = (00)pigm0)

+ 263 (014 g = (WWp—grd) T c26a (V1) gic = (”1)p—1—c,q+<)>

. 1
Bijy = 4 (0103 ((W1)p—¢g-1¢ = W)p1igq14¢) T crea (V)1 g14¢ = (VD) pagg-14¢)

+ 263 (V1) 14¢g1-¢ = (Vg gm1-0) + 264 (VD)pyg g1~ (vl)p,l,g,q,l,c))

. 1
Bijs = 4 (clc3 ((W2)p—c.g—¢ = W2)p—gg-14¢) T crca ((V2)p_¢g1¢ = (V2)p—¢g4)

+ €263 ((02)p g g-14¢ = (2)pacg-c) T c2¢a ((02)piggic = (”2)p+<,q—1—<)>
et

. 1
Bijy =4 (Clc3 ((W2)p—11¢q—¢ = (W2)pori¢g-14¢) T crea((v2)poricgm1-¢ = (V2)po1ig o)

+ 263 ((v2)p 1 g1 — (W2)p1q-¢) T c2ca (V2)p1¢guc — (vz)p,l,c,q,l,c))

au noeud (7, q):
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a+c

(011)iq ;b ob || B
d .
(A.1.2) P (032)iq | = | b a c Big,
(ng)i,q b c a Bugs
ou
) 1
By = h <C3 ((1p—¢,g—¢ = (01)po1r¢q—¢ + (W1)p—g g = (1)po11¢g1¢)
Fea (V1)po1-¢g-¢ = )pregc + (V)po1—¢qre = (”1)p+<,q+<))
) 1
Bigy = 1 (165 (02) ¢ ¢ = (02) )+ 0205 (1) ¢ = (02)pig )
} 1
Bigy = h (Clc5 ((W2)y-14¢ ¢ = (W2)p14gq-¢) Fe2es ((V2)p 1 ¢ — (1}2)11*174,11%))

au noeud (p,7):

[ (U?l)p,j ] [a ¢ b ] Bpj,
(A.1.3) % @Tng | =g| ¢ @ " Bpj
(022)p,j b b a—2|—c Bpjs
ou - - - -
Bpjv = 7 (165 (@)pscy ¢~ 00y ¢y o)+ 0265 (1), g~ (00)y c4s0))
Brgs = 7 (0165 (00)pscgmrng = 00)pcqrrd) + 65 (00 mic = (s gmi)

) 1
Bpjs = h <C3 ((W2)p—¢q—¢ = (W2)p—cq-14¢ + (V2)paca—c = (W2)pigg14¢)

et (02 c1-¢ = 02y care + Oprcg1-c — ©)prcyrd)
au noeud (p, q):

p (Ull)p,q a+c 2b Bpq,
Al4 — =
( ) dt | (022)p,g

=)

2b a+c Bypqg,
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ou

¢
Bpg, = <(”1)p+<,q+c = (W ge T (Wpagg— ~ (v1)p,<,q,<)

G5
Bpg, = W <(U2)p+c,q+c — (02)pigg—¢ + (V2)p_ggrc — (“2)p—<,q—<)

De plus, on obtient pour o9,
d(o12)i; _ 9
S = =8 (eres () gq¢ = 00 oot + (00 1icy ¢ — () ricoo1eo)
Ferea (V)¢ g-1-¢ = (O gre + (00 po11¢-1-¢ = (V) po11¢01¢)

+e263 (V1)1 g-14¢ — (WWpo1-¢,g—¢ + (V) pigg-14¢ — (Wprg—¢)

Ferea () g = (a1 + (1 gare = 001 com1-0))
g

+T (Clcg

+Clc4

(“2)p—<,q—< - (“2)p—1+<,q—< + (”2)p—<,q—1+< - (”2)p—1+<,q—1+<)

(2)p_1-¢cg—11¢ = (W2)picgmrrc T (02)pi¢ g = (V2)p1cg—o)

~~~ ~~

+eacs ((02) - 11¢q¢ = (V2)p ¢ g T (2)po1h¢g1-¢ = (V2)p¢g1-¢)

+CQC4 (

—~

V2)pscgrc ~ (V2)p1—¢ ¢ T (U2)prgg1—¢ — (V2)po1g-1-¢)
d(o12)p,; _ Ip
it 2h <C3 (@Dp—¢a—¢ = W)p—cg-14¢ T (V)pacg—¢ = (W pigg-14¢)
et (0)p1-g-c = O)pgne + ODpicgm1c = (prcasd)
Y
+ﬁ (clc5 ((W2)pi¢g—¢ = (02)p_c g + (V2)picgmtic = (02)p—cg-14¢)
a5 (02)p—cgrc = 0Dprcgrc + (02)p-gm1oc = 02)prcgm1—o))
d(o12)iq _ Ip
qu o (0105 (W)p—¢gr¢ = (¢ T W1)ptacgre = (V1)po1ig o)

+e2¢s ((V1)p4cg—¢ = (Wprgqre T (W)p1-¢ ¢ = (111)p,1,<,q+<)>

g
+ar (68 (Drcare = O2)pmticarc + 02)pcac = (2)porm)

i (02)pm1-gmc = pacgmc + ©poi-carc = 02prc o)

d(Ulg)pyq 965
a an” Wyt arc = Wprgg—¢ T (W)p g g = (V1)pc ¢

965
+H'“ <(”2)p+<,q+< — (02)p_cgic T (W2)pig ¢ — (UZ)p—c,q—<>
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

A.2 L’élément fini Q3 — Qs

Nous donnons ici les équations semi-discrétiséss en espace associés & I’élément fini Q3 — Q2.
A partir de la premiére équation du systéme (2.1.12) on obtient,

B 8 2 J 4

d(v1)p—ng—n 1 1 1 v ! .
gt n\ g™ (012) .00 = 5 (012)5; VIS — 215 (012),, 5 + i (012)p,

1 1 1 1
+ 4 ts (012)2}112 + 8 ts (012)171,111 + 8 ta (Ulz)mm 8 t (012)p1:q2 + 8 ts (Ull)pl,fh

1 1 1 1 ,
~3 t1(011)py g, T 8 £ (011)py 4, — 8 t2(011)p 4 + 4 tn (Ull)i,j

tg —ti0 [ tr—1ty [ 1 1
+ —g (011)172,3. + 3 <011)p1,j - Zt5 (011); 4, Ztﬁ (011); 4,

tS + t]_() h 1 h t? + tg h 1
() o), + T (1), ¢ bt

d(’Ul)p,q—n 1/5 1 5 5
T = E E tr (012)172,111 + Z (012)1'7]' \/ﬁ - g (012)p1,j \/ﬁ o g (Ulz)pz,j \/ﬁ

1 5 5 5 5
) ts (012)iq, + 16 t7(012)p, 4, + 16 t3(012) g, + 16 t3 (012)p; g = 16 t2 (1), 0,

5 5 5 5 ,
T 16 t2 (011)py 00 ~ 16 t1(011)py 00 + 16 t1(011)p, 0 — 16 t14 (UH)pZJ

+£t (O'b) —|—£t <0h> —Et <0h> —lt (012)
16 4\n) S Tigte\u) T ygts\on) TR\

% - % (é t3(012)py 0, — % (712); V15 + ite} (12)p,5 = i% (012)p,.5
— étz (012)p, .00 %tl (012)py 40 T %t‘l (012), 4, + %tl (1)1 = %t:} (@1
+ %tz (011) g — %t4 (011)py g0 — itu (Ulﬁ)i’j + to ; 7 (alfl)pzyj
N t1o 8— ts (Ull)1>p1,j + it5 (Ull)i,q1 - itﬁ (011)2-,‘12 — # (Uﬁ)pm
+i ti2 <a?1>i,j - w (O—{Ll)phj + its (0'12)1'7,12 + ih (U12)i,q1>
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

5 o
(012)i7Q1 + g \/g (012)2',112 + E t]' (012)p1aQI

5 o

d(’vl)l) .49 t o — — 5
— — h 16 2 ( 12)p2;Q1 8 \/_
13 tt (O ll)pz,qz

dt

" 16 t1(012)py,, — 16 ts (011)py,40 — E t7(011) .00

5 1 i L
— — g (Ull)plyqz o (011)1) + (Ulfl)pgj 16 16 e <Ull>p1j
h ) V15
(A

16 8
+ 2 (o0) . VI + 2 (on),, VIB+ t(h) 1(
g \1)iq g \011)ig, 16 7\ i 8 o11 :j

1 5
+16 iy (‘ﬁl)pm + 16 ty (012)p, 4,

d(v)ptngtn _ 1 (1 1 N !
prngtn _ - 2y (012) + 3 (012) 15 — 1 te (alz)phj + 1 t5 (012)172,3'

di = h\8 D2,q1
1 1 1 1 !
-5 te (012),, 4, 5 t3 (012)py.q + 3 t2(012),, 00 — 3 taon)y, 4 t+ 3 t2(011)py 0
1 1 1 b trt+tg (
-3 t3 (011)p2,q2 + g bt (011)p1,q2 + 4 bz (UH)i,j 8 (Ull)pz,j
t8+t10<b> 1 = t9—t7<h>
_ — =t ; 1 - B
8 011 P1,J 4: 6 (Ull)ZaQ1 + 4 5 (011)2,q2 + 8 011 p27j
to —t 1 1
h 10 8 h
gt (oh), + 255 (o), 7 i — s “’“”m)
d(vi)pgtn _ 1 (5 = V15 VI5+ v
d:q 1 = h\ 16 t8 (012)p,.4, — (‘712) +3 (Ulz)pl,j 15+ 8 (912)p,.; V15
1 5 > >
+ 2 t7(012); 4, — 16 t8 (012)p, 4, — 16 t7(012)p, g, — 16 tr(012)p, g0 + 16 B (o110

8
5 5 > >
(Ull)m o 16 ta (011)1727112 16 K (Ull)pl"h * 16 his <011>p2,j

2
16
5 1
+ —tia <011>p1,j + 3 tg (012)i,‘Z1

i (o)~ 700 (o)
- o _ — ag
16 13711 p1,j 16 AT po,j 16

dt h

1 1
T t7 (‘712)i,q2 + 8 t (012)171,‘11 + 8 t (012)p2742

d(vl)pfn,ﬁn 1 1 1 V1 1 .
SR = 2ty (012) s T 5 (012) S+ 7 ts (012)p, 5 — 1 (012)p, 4

1 1
-3 l3 (‘712)1)17112 8 b2 (Ull)pl,fh

1 1 1 1
+ 8 b (011)172,111 ) bt (Ull)mm + 8 ts (011)1’1;42 4 ge (Ull)i,j

tg + t10 b t7 +tg b 1 1

T (Ull)pz’j T <011>p17j T te (011); 4, — 1 t5 (011); 4,
t8 - tlU h ]. h t? - tg h ]_

* 8 (Ull)mj * 4 tn (UH)i,j + 8 (UH)pl,j 4 e (012)i’Q1
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

d(v1)p—n, 1/5 ) o
# % (E bt (012):02,(11 8 \/5(012)2' o T3 \/_(012)1 2 16 b2 (012)1017111
) ) )
+ I l2 (012)1,17,12 + 16 4 (Ull)pl o T ts (o1 )p2 ot (all)pz @2 16 b (012)172,112

e o) 5 o), - (o)
— o —|o - = o - = o
16 T\C11)p; g0 ] 11 i 8 (Y11 p2.g 7\%11 1

0 (Ull)iyql V15 — g (Ull)i,q2 é (‘7 1) (‘711)2,J V15 - § br (Ull)pl,j>

d(”;t)%q B % (3_52 V5 (U?l)pl J 32 \/_ <011>p2 J 32 \/_ (Ull)pz,j - 3% V5 <U?1>p1,j

25 25 25 25

T 39 D (011)p1,q1 + 32 \/5(011)172,‘11 + 32 \/g(all)pz,qz T 32 \/5(011)171412
5 5 25 25

+ 1_6 \/5(012)i N 1_6 \/5(012)2}112 o 3_2 \/5(012)1017111 o 3_2 \/5(012)172,‘11

25 25
+ \/_( 12)p2 q2 32 \/5(0-12)1)1,Q2>

d(’l)g) —n,q— 1 1 1 tl[] tg +t10
% = E —g tl (‘712)p2,q1 — (0'12) V + ( gQ)i,qg + 8 (0'1212)1' ”
tr + to 1 1 1 1
* 8 (ng)i,Q1 + 8 t3 (022), 4, — S t2 (022), 4, + S ta(022),, 4, — S t1(022),, 4,

1 1 1 1 1
+ 4 tr (012)P1,j + 4 tg (012)p2,j Ty ts (Ulz)iyql + 4 ts (Ulz)iyqz + 8 ts (012)171,‘11

1 1 1 t7 —tg

1
g g d
+ 8 ta (012)172,112 ) ta (012)171,112 + 4 tn (022)2',3' + ) (022)i,tI1 T4 t1a (022)1','

1 1
~ gt oy + ()

d(v2)pg—n _ 1 (5 L J L _ ;
— = —t2 (012),,27,11 - gts (022)i,q2 8 ts <022>l , 8 b (UQZ) i,q1

14 )

> V5 (012),, ; + g V5 (012)

5 3 3
+ gt (022)), 4, + 16 ts (022), 4, + 16 ts (022), 4, —

16 8 "
5 5 5 Loay g

16 ta (012)1’17111 16 ty (Ulz)mm + 16 ty (Ulz)plm - 8 (022)2',3' 15 - 8 tr (022)i,Q1
1 5 o —~ D

+§ (0'(212)1',]' V15 — g (022)p1,j V15 — g (022)p2,j 15 + E t7 (022)p1741>
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

ts + tio
8 (UgQ)i,qg

d(v2 )p+n,qfn _ l
h

1 1 —

8
+

tr—ty 1 4 1 1 1 1
3 (022)m1 gt (022)p, .00 + g3 (022)py .y — gl (022)py 40 T gl (022)

P1,92
1 1 1 1 1
1 ts (012),, j — 1 t7 (012)p, ; + 1 t5(012); 4, — 7 t6 (012); 4, + 5 11 (012)

4 8
1 1 1 t7 + 19 1 d
+ 8 ta (012)172,112 ) 2 (012)171,112 T4 ge (032)2}3' + 8 (032)%!11 +t1tn (022)

4
1 1 tg — 110
Fpto Gl 315 (o, + S (o))

P1,q1

1’7]

d(”2)p+n,q _ l 5
dt h

1 5 .
T (012)py 0 — 1 (012);; V15 + 16 13 (099)i 4, = 75 t14 (022)2.
1
8

3 3 3 5
T 16 t1(022)p, 4, = 16 t2 (022)p, ) + 16 t2 (022)p,,, — 16 t1(022)p, g, T g 18 (012)yy 5

1 5 — 5 — 5
+ 8 b (012)1’2,3' + 8 ( 12)i;¢11 15+ 8 (012) 15— 16 tg (Ulz)plm 16 tr (012)p27112

1,92

5 5 5 .
—16 18 (012)p10 — 74 113 (022) i, + 75 P (%2). )

2,41

d(v2)p+n.q+n _ 11
dt h

1 1
+ g t2 (022)171;‘12 o Z t8 (012)p1aj o Z t7 (012)p27j o Z t6 (012)i;41 + n t5 (0'12)iaQ2

1 1 1 1 ty — tr
g d
8 ta (012)171,111 ) t3 (‘712)p2,q2 + 8 t1 (012)p1;q2 + 4 t12 (022)i,' + <U22>i,q2
ts + t1o 1 1 1
—E T (o) — gt (oh) = (0w, 4 gt (o),

Z’J

d(02)p,q-+n _ 1
dt h

5 1 1 1
_ _ g i d d
16 11 (912)paqy T 15 87 (022)i, + 15 7 (”22>i,qz TG (022)1',111

5 5 5 5 5
16 ts (022)P2;Q1 16 t7 (022)p2;tI2 16 t7 (022)p1;tI2 8 V5 (012)171,3' + 8 \/5(012)172,3'
) 5 5 1 1
g £/ g
+ 16 ty (012)P1;Q1 + 16 ta (Ulz)mm 16 ta (012)p1:q2 8 (022)i,j 15 + 16 s (022)i,q1

5 5 1 5
-I—g (022),)27]- V15 + 3 (022)171,3' V15— g (U%)m V15 - 16 ts (022)p1,q1>
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

141
— o \gh(pe -

1

8

d(v2)p—mq
dt

3 3
— 16 t2(022)p g + 16 t1(022)p,,4, —

%6 ) ) ) )
—gts (012)p, 5 — 3 (012);,4, V15 — 3 (012); 4, V15 + T (012)p, .0 T+ T 8 (012) .0
+15—6 t7(012)p, 00 T+ % t1a (09)5.q, — 15_6 t13 (agz)im)
% - % <15_6 \/5(012)171,3' - % \/5(012);)2,]‘ - z—; \/5(012);,71,,11 + ;—Z V5 (012)
+ ;—2 \/g(alz)pMZ - ;—; \/5(012);,71,,12 + 3% \/E(agz)ml — 3% \/S(agz)im
_ 3% V5 (Ug2>iyqz + 3% e (0%2)17(11 - ;—; 5(092)p, .00 — ;—Z \/5(022)112,(11
+§—; V5 (033), 4 + z—g VG (022)1,%2)
H=VE-VE  t=VE+VE
t3 = 3vV15+5v5 1y =3V15-5V5
ts =3V5+ V15  t6 =3v5 - V15
tr=vV15+2v5 15 =v15 -2V’
ty=3+2V3 tip=3-2V3
tp =3 -15 tp =3+ 15
ti3=v3+V5 tiy=vV3-5

La deuxiéme équation du systeme (2.1.12) conduit pour chaque noeud & un systéme linéaire

en o et 0922,
au noeud (1, 7):

364

to — tr
012);; V15 + > (05,

1(5 1 5 . 5 g
g E (1—6 tg (0—12)p27q1 + Z (012)2’3 \/ﬁ - T t14 (0—22)i7q2 + 1_6 t13 (022)

)i)QQ 8

t t
9 + 7<0d

8 22

1
— g ta(022)y, 4 + g t2(022)y, 4,

8

1 1
(012)p, 5 + 1l (012);, = & (012);,g,

t10—t8( g

1 1
8 b2 (012)1’17111 8 b (012)172,112 T3t (012)171,112 T4 ti (032)2}3' + 8 722

1
- ooy, )

16

2,92

3 3 1
16 1 (022), 4, + 16 2 (022)p,,, — g7 (012)



A.2 L’élément fini Q3 — Q-

[ (oth)ig ] [a ¢ b b7 [ Bi]

(A.2.1) 7 =712
L (0—32)%] . - b b ¢ a - - Bij4 -

ou

. 5 4sy 16
Bij, = 25020 (T (01)p gy + 82 (V1) gy — 453 (V1) 5 (01),4
482
+ 51 (vl)p—l—n,q—n + 5 (vl)p—l,q—n — 95 (vl)p—1+mq—n +ds3 (vl)p—1+mq

451 16

— 52 (V1) p_14yg4n — 5 (1) 1,19+ 56 (V1) p1 g gin =454 (V1)) 1y g — 5 (01)p-1,4

482
+55 (vl)pfn,qfn e (vl)p,qfn — 81 (Ul)pﬂ,qﬂ? — 56 (vl)p+n,q+n + 454 (vl)pﬂ,q)

.. 5
Big2 = 2592h <_82 (111)p,1+,77q,1,,7 +4s3 (v1)p,1+n,q,1 e (”1)p71+n,q71+n

16
T 51 (vl)pflfn,qflﬂ — 454 (vl)pflfn,qfl Ty (vl)pfl,qfl + 52 (vl)pfn,qflfn
4s9 4sy
— S6 (Ul)p+n,q_1_n + S6 (Ul)p—1—n,q—1—n + 5 (vl)p—l,q—lw + 5 (vl)p,q—l—n
481 482

5 (Ul)p_1,q—1—n +4s4 (”1)p+n,q—1 - (Ul)p+n,q—1+n Ty (Ul)p,q—1+n

16
+ 55 (U]_)pf’q,qf]sH] — 4s3 (Ul)p*ﬂ:qfl +§ (Ul)p,ql>

. 5
Bijs = g (VI () gy = 4 (02) gy (02) gy F9(02)
4

4
+ 5 (v2)p g1~ 5 (V2)p g = 9(V2)ppg14n = (V2)pp gy

4 (v2)p 14y T4 (02)p 04y = (V2)prng10n = 9 (02)p1n gy

4 4
5 (v2)p+n,qfl +9 (”2)p+n,qfl—n + 5 (v2)p+n,q —4 wz)p,qn)

- 5 (/02)1777],(1—]_—7] + ]‘6 (,Uz)pyqflf’l] - 35 (,Uz)p‘FT],Q*].*T] + 4 (,02)10‘“7:‘1*1
16

+ 35 (v2)pp g — 16 (v2) 4 + 5 (V2) 1y gy — 4 (02) i g — 5 (v2)p g—1

16
+ 35 (V2)pngin = 16 (02)p gy + 5 (V2)p gy = 4(02)pyq + 5 (v2)p,q

=5(V2)p gt T 16 (V2)p g1y =35 (v2)p g g14y +14 (W)P—"ﬂl—l)
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g 5 = 4
Bijy = 95997 ( 15 (4 (”2)p—1,q+n -9 (”2)p—1+mq—1+n + 5 (v2)p—1+n,q—1
4
5 (,U2)p71+77:q + (“2)p71+n,q71—n + (”2)p1n,qn>

= 35(02)p 14mg 14 T 16 (V2)p 1014y =B (V21 g1y

16
+4 (Uz)p—l—n,q—l - E (UZ)p_l,q_l — 16 (Uz)p—l,q-l—n —4 (,UQ)P—H-U,‘I

16
+5 (UZ)p—l—l—n,q—i—n +35 (Uz)p—l—ﬂafﬁ'ﬂ —4 (,UQ)Z’_I_":‘I + g (,U2)p_1’q
=35(v2)p 1 g1 FI6(2)p 11y =5 (V2 1 g1y

+ 4 (v2) 1 +5(v2) — 16 (v2) +35(v2)p_14n,0-n

p—14n,9— p—1-n,q—n p—1,9—n
4 4

+ V15 <_5 (02)11*1*77,11*1 + 5 (1’2)11*1*77,11 - (02)p71777,q71+77 —4 (vz)pfl,qflfn

+4 (vz)pfl,qflJrn - (vz)p71+n,q+n —4 (1’2);0*1,11% +9 (v2)pflfn,qflfn

-9 (’U2)p71*”77q+77 +9 (1’2)11*1“7:‘1*77))

au noeud (p1,J):

h . b
G @ ¢ Bpi17,
d b . 144 b
(A22) E (Ull)pl’] = T © Bplj2
' a—+c
(022)py. b b — Bpijs

ou

. )
Bpl]l = m (—20t14 (Ul)p,q-i-?] + (10t]_4 + 5t1]_) (’Ul)p_mq_'_77 + 4t7 (Ul)p—ﬂ,q
_ 16\/5 (Ul)p,q — (10t13 + 5t12) (vl)p—n,q—ﬂ + 20%13 (’Ul)

+ 5(tg — t10) (”1)p+mq+n — dtg (Ul)p+mq>

+ 5(ts + t10) (v1)

p,q—n p+77:‘1_77

5
2592h <(10tl4 + 5t11) (U1)p,n7q,1,n — 20t14 (vl)p,qflfn + (10¢14 — 5t11) (“1)p+n,qfl—77
— 413 (1)1 g1 T (5t12 = 10813) (V1) 4 4 140 + 20813 (V1) 4 14y

—(10t13 + 5t12) (v1) + 4t7 (v1) ~16v5 (”l)p,qfl)

Bpijs =

p—n,9—1+n p—n,q—1
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

5
o (V3 (402)
— 4 (02)pn g1 + 20 (V2)pyp g1 = 20(V2)p g1y — 4 (V2)pp g T 4(V2)pg

+20 (’Uz) —20 (’(}2) —20 (’(}2) + 20 (’(}2)

Bpijy = p-ng—1 ~ 20(02)pp g 1n T 20 (v2)p1p 01y

P+1,4—1

+ 15 (’1)2)

P—n,4+1 P+1,9+1

+\/5(15(v2)

+15 (02)p+n,q+n
+V15 (5 (v2)

=9 (Uz)p—mq—lJrn =9 (Uz)p—n,qw - 20 (Uz)p,q—lw —20 (v2)p,q+n

pfn,q*n)

—15 (”2)p+n,q—1—n ptmg—1+ny — 19 (”2)p—n,q—1+n

—15 (’(}2)

p—1,9—1-n

— 15 (v9) + 15 (v2)

P14+ p+1,94—n pfn,qfn)

+20 (’Ug) +5(’l)2) +5(’l)2)

p+m,9—n P,g—1—n p—n,g—1-n p—n,9—1

=5(02)ptng—14n = 5 (V2)piygan 5 (02)p 4 g1y +20 (W)p,q—n)
— 80 ”2)2041—1—77 —20 (Uz)p+n,q—1—n +4 (v2)p+mq—1 +20 (Uz)p—n,q—n
+80(v2), g 20 (02)pyy g = 4 (V2)pn g + 20 (02) iy gy

(
(
+ 80 (V2)p gy + 20 (V2)p g gy = 4 (V2) g — 16 (v2)y
— 20 (v2) — 80 (v2) — 20 (vg) + 4 (v2)

F16.(02),0 1 = 20 (92)y g 1)

)

p+n,g—1+n p,q—1+n p—mq—1+n p—n,g—1

au noeud (p2,7):

h ) a ¢ b
(Ull)pzd Bpaj,

b .
(A.2.3) G| (01)pey | = 122 Bpaj,

(092)ps.j bbb — Bpajs

ou

) 5)
sz]l = m (20t14 (Ul)p,q-i-?] + (5t11 — 10t14) (vl)p—ﬂ,q-i-?] + 4t8 (Ul)p—n,q
+ 16\/5 ('Ul)p,q + (10t13 — 5t12) (’Ul)pf"’qf77 —20t13 (’Ul)

+(5t12 +10813) (V1) 4 gy = (511 +10t14) (V1) 1 g4y — At (”1)p+mq)

p,q—n

. 5

Bp2j2 = m ((5t11 — 10t14) (vl)p—ﬂ,q—l—ﬂ + 20t14 (vl)p,q—l—n — 4t7 (vl)p-l-n,q—l
— (5t11 + 10t14) (1)1) + (5t12 + 10t13) (vl)p-l-n,q—l-l-n — 20t13 (’Ul)
+(10t13 — 5t12) (’(}1) + 4tg (,Ul)pfn,qfl + 16\/5 (Ul)p,q71>

p+mg—1-n p,q—1+n

p—n,9—1+n
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. 5

szjg - m (\/g <_4 (UZ)I’—Wa‘I—l + 20 (,U2)p_777q_1_77 + 4 (UZ)P+U;4—1
= 20(V2)png14n T4 (02)p_p g = 20 (V2)py g1y = 4 (V2) g 20 (V2)p gy
+20 (V2)p iy gy = 20 (V2)p g1y + 20 (02) 14y — 20 (vz)P*Tl,‘Z*TJ
+V5 (_15 (02)p—pg1-n = 15 (V2)p i g1n T 15 (V2)pg14m = 15 (V2)p iy g4
H15.(02)) gy T 15 (02) gy 15 (02) g1y — 15 (vz)pfn,qfn)
+ V15 (5 (Uz)p+n,q—n +20 (Uz)p,q—l—n +9 (Uz)p—n,q—l—n +9 (W)p—n,q—n

= 5(v2)ppg-14n = 5 (V2)pop gy = 20 (V2)pgo14y = 20(V2) g4y
=5(V2)pyg—14n = O (02)p gy T8 (V2)pyp g1y +20 (W)p,q—n)

=80 (v2)p,g-1-n = 20(V2)pygm1—g + 4 (V2)p g1 +20(V2) gy

+80 (v2)p,qfn +20 (v2 )p+n,qfn —4 (v2)p+n,q +20 (v )p+n,q+n

+ 80 (v2) gy + 20 (02)y gy = 4 (V2)y g = 16 (v2) 0 = 20 (v2) )y g1

)

=20 (v2)p g g1 — 80 (v2)p 14y = 20 (V2)p g1y + 4 (V2)p g1 +16 (v2)p,q—1>

au noeud (7, q):

(011)iq1 ;b b || B
(A.2.4) % (092)i01 :% b a c Bigi,

(052)i.n b c a Bigi3
ou

Bigi; = 259% (487 (V1) g g = (5t6 +2087) (01), 4 g4y + 2083 (V1)) 4
— 16 (v1),, — 2053 (v1),, 144 + (55 — 2088) (v1), 1y 4
+ 4ss (v1)p_1,4—p — (585 +2088) (v1) 14y g—p T 2084 (V1)1
+ (2057 +5t6) (V1) 14,g1n = 457 (V1)1 gy T+ (2087 = 526) (V1) )1 g4y
+16/(v1),_1 4+ (2088 +5t5) (v1),_p oy — 458 (1), 4

+(20sg — bt5) (v1) + (5t — 20s7) (v1) —20s4 (v1)

p+77aq_77 p+777Q+77 ZH‘W:‘])
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

] 5)
Bigqiy = 2592h (\/B (_5 (v2)p+mq—n =95 (W)p—mq—n +9 (Uz)p—n,qﬂ

—4 (”2)p,q+n +9 (”2)p+mq+n +4 (DQ)M—")

= 15 ((v2)y g = W2y gmn T (02)ppn g = (V2 gin) — 16\/5(1}2)17"1

+v5 (8 (02) gy 20 (v2), 4 +20(02) 15 4 = 10 (V2) 4 g1y
+8.(v2)p, gy = 10 (v2)yy g1y = 10(02)p 1 4y — 10 (02)1’—"’4—">
+V3 (20 (Uz)p,n,q t1 — 10 (712)p777,q+77 t1 — 20 (vz)p+n,q b

H10 (V2)p g gin 1 +10(02) gt = 10(v2), 0 tl))

Biqig = <\/5 (20 (7}2)p71+777(1 +8 (’02)1171,(1*77 —10 (U2)p71+n,q+n +8 (1}2)?*1:‘1“7

2592h

—10 (,UZ)IJ*1*77711+77 +20 (’UZ)p,lfmq - 10 (’UQ)pflfn,qfn —10 (vz)p*1+77711*77>

- 16\/5(7)2)17—1,91 +15 ((w)p—lerqun = (02)p1-ngin T (V2)po1pgn = (UZ)P—HWI—")
+V3 (20 (UZ)prn,q — 10 (vz)p71+n,q+n +10 (vz)pflfn,ﬁn —20 (vz)l’*lfﬂaq
10 (02)p 1 g = 10(02)p 11g gy T4 (W2)p 1 g ptz = 4(v2)) 1 1y t2>

+ \% ]-5 <_5 (,Uz)pf]_—n,q—n + 5 (1}2)1)*1‘1‘7];‘14‘7] + 5 (UZ)pf]-*THQ‘F’? - 5 (112)1,,14,7],(171]))

au noeud (4, q2):

(011)ig2 g ;_ b Bigy,
(A.2.5) % (09:)ig2 | = % b a c Bigay

(ng)i,qz b ¢ a Bigas
ou

Biga) = 259% (_438 (V1) pgin T (2088 +5t5) (V1) g1 + 2088 (v1),_p
— 16 (v1),,, — 2053 (v1),, 144 + (2087 = 5t6) (V1)1 4y
— 457 (v1)_1,4—py T (56 + 2057) (V1)1 4 gy — (Bts +2088) (v1),_ 14y g4y
+ 458 (V1) p_1 gy T (585 — 2088) (V1)1 gy + 2082 (V1)1
+ 16 (vy) + (5t6 — 2057) (v1) gy gy — (56 +20s7) (V1) 4

457 (V1) gy + (2088 — 5t5) (V1) 1y g1y — 2084 (”1)p+mq)

p—1y4q
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

Bigqyy = 259% (\/ﬁ <_5 (V2) 4 ngn = 5 (V2)pygn T 5(02)p g1y
~4(V2)p g1y T 5 (02)p g gin T4 (02)1”4—">
1 ((U2)p+n,qfn = (02)ppqn = (V2)piggin + (1}2)?*""#")
+ 5 (16(02),4 — 8 (02) 20 (v2)

=20 (v2)p g +10(02)p 1 gn = 8 (V2)p,04n

+10 (vs) +10 (vg) +10 (v2)

P,g—n P—1,q

P—",4+n p+n,q—n p—mtr")

+V3 <_20 (vz)pfn,q

—10 (”2)p+n,q+n — 10 (v2)p+n,qﬂ7 +10 (UQ)P*W‘I*’J)

410 (v9) + 20 (v2)

p—1,q4+n p+n.q

. o
Bigas = 2592h <\/§ <_20 (92)p 14ng T10(V2)) 14y gpn = 8(02)p 1 41y

+ 10 (’Uz) —20 (’Uz) + 16 (’Uz)

p—1-14 p—1yq

+10 (1}2)2[,_1_77,,1_77 -8 (112)p—1,q—n +10 (UZ)p—lerq—n)
+ \/§ (—20 (’Uz)
+20 (112)1,_1_77,,1 —10 (UZ)p—1—n,q—n +10 (Uz)p—1+mq—ﬂ>

+ V15 <—4 ('U2)p,1,q+n -9 (,UQ)pflfn,qu] +5 (1}2)1)71+n,q+7}

p—1+n,9+n

+ 10 (v2) — 10 (v2)

p—1+n,q p—1+n,q+n p—14n,q+n

+4(v2)p_1,g—n T 5 (V2)p11pgan — 5 (02 )P—1+w—">

15 (v2)) 14y = 15 (02)y 1y g T15(02)) 1 gy =15 (W)I’*H""F")
au noeud (p1,q1):

p (011)p1,q1 144 a+c 2b Bpiqq,

A26 - ~ 95

(A-2.6) dt | (022)p1,0 25
20 a+c Bpiqiy

ou
5
Bpigi = 5507 (—20t1 (VD) gy 582 (V1) gy = 2087 (V1)

+80v/5 (Ul)pyq — 5t3 (v1) + 201, (Ul)p,qf

P—1,94-1
=5ty (UI)P+77:‘1*77 + 5ty (Ul)p+n,q+n + 2013 (“1)p+n,q)

Yl
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

5)
Bpiqiy = oo (V15 (=15 (v2),_, gy — 20 (02), . t2
2= 55920 P e
+5(v2) gy — 20 (V2)ppp g +15(02) iy iy

+20 (U2)p,q+n =5 (W)pfn,qun +20 (v )P*""Z)
+ \/5 <_25 (v2)p—n,q—n — 40 (v2)P:q—77 +5 (’Ug)
+ 20 (v2)p4g = 25 (02)p 4 g1g = 40 (V2)p g1y

+5 (UZ)p—n,qun +20 (W)p—mq +80 (02)1”‘1»

P+1n,9—n

au noeud (p2, q1):

p (Ull)m,‘h 144 a+t+c 2b Bpogyy
(A.2.7) o =3

dt | (022)po.g1 25 | 9p a-+c Bpaqis

ou

5
BP2Q11 = m (20t1 (Ul)PaQ+Tl - 5t4 (/Ul)pfn,q+r] - 20t8 (/UI)P*TI;‘Z

—80v/5 (01)p,q + 581 (V1) g = 2082 (V1) 4y

+583 (01) gy g = 502 (V1) gy + 2087 (UI)PJFW"Z)

5 —
Bpaqi, = 92592h ( 15 (5 (02)p7n,qfn —20 (UZ)p,qfn —15 (U2)p+n,qfn +20 (W)p”:q
—5 (712)p+77,q+77 + 20 (v2 )p,q+77 +15 (02)pfn,q+n —20 (W)P*"’q)
+V5 (5 (112)20_77,,1_77 —40 (UZ)p,q—n =25 (”2)p+n,q—n
+20 (”2)p+n,q +5 (v2)p+mq+n —40 (UQ)P;Q‘HY
—25 (UZ)p—n,qM +20 (Uz)p—n,q +80 (?12)1,,,1))
au noeud (p2, ¢2):
p (Ull)pz,qz 144 a+c 2b Bpogo,
(A.2.8) - T
dt (022)p2,q2 25 2b a+c Bpagqas
ou

5
Bpaq21 = sooo7 | —2022 (Ul)p,qﬂ + 5t (vl)pfn,ﬁn — 20 (vl)p*"’q
2592~

—80V5 (V1) g = 5ta (V1) gy + 2081 (V1) 4y

=52 (01) g g T 583 (V1) gy + 2087 (UI)PJFW"Z)
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

)
BP2‘122 = m (\/B (_15 (UZ)p—n,q—n + 5 (v2)p+n,q—n —20 (UZ)p,q—n —20 (,UQ)

+15 (vz )p+n,q+n — 5 (v2)p—n,q+n +20 (v2 )p—n,q +20 (v2)p,q+n>
+v5 <_5 (1’2)p+n,qfn —20 (W)pﬂ,q +25 (v2)
+40 (v2) g1y = 5 (V2)yp gy — 20 (v2) 4
=80 (12),4 + 25 (02), .y +40(02),4,))

p+m,q

P+n,q+1

au noeud (p1,¢2):

p (Ull)m,qz 144 a+c 2b Bpigo,
(A.2.9) P (022 ~ o5
22)p1,q2 2h a—+c Bpig29
ou
Bp1q21 s m (20t2 (Ul)p’q+n - 5t3 (’Ul)pr],q+T] - 20t7 (Ul)P*Tl,q

+80v5 (V1) + 52 (V1) gy = 2081 (V1) 4

+5t4 (V) g—n = 581 (V1) gy gy + 20t (Ul)p+n,q)

Bpiqzy = 2 (\/ﬁ (5 (v2)

25925 p—ng—n — 20(v2)p gy = 15 (v2), 1 gy + 20 (v2)

pHig
—5 (W)Hn,ﬁn +20 (1’2)p,q+n +15 (U2)pfn,q+n —20 (712)17,",,1)

V5 (=5 (02)p g +40 (02)p g + 25 (09)
= 20(v2)p_yq = 80 (v2)p g = 5 (v2)p_p gy
+40 (v2)p,g—p + 25 (V2) g gy — 20 (”2)p+n,q>>

Pour 012 on obtient,

P=1,9+n
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

d(o12)ij  5p
TJ T T2h (585 (01)pg—n + 552 (V1)p1-p -y = 2084 (01) )1 g1

= 2085 (v1)p,g—p = 552 (V1) g-14n — 451 (V1) g1 2083 (V1) 14y
+ V15 (—5(1}2) + 4 (v9) + 5 (v2) + 45 (v2)
= 20(02)p_y -1 = 20 (v2)p_p g + 45 (02) g1 + 5 (02) gy = 4 (V2)p g1y

pgt+n 5 (112)p+77,qfl+17 —45 (112)p+77,q+77 +20 (v2 )p+77,qf1 — 45 (v2 )p+n,qflfn

p+n,9—1 p,q—1-nm p—n,q9—1-n P—1,9—1

20 (v2) — 20 (vp)

p—1-n,q

)
(v2)
+5(02)) 1 gg F20(V2)p1n 0 = 5 (02)y1py g1y 4 (V2)p 0y
(v2) p1-mq-1
(v2)

+45 (’Ug) + 45 (’Ug) — 45 (’Ug)

p*1+n,qfn)

— 175 (v2)p—1+n,q—1+n +20 (Uz)p—l,q—lﬂ —25 (w)p—l—n,q—lﬂ +80 (Uz)p—l—n,q—l
— 16 (’Uz)pfl,qil + 25 (112)117777(171777 - 20 (112)117(171777 + 175 (vz)ern,qflfn

= 80 (v2)p g1 + 20 (v2)y g1y +80(v2)p_ 14 = 25 (02) 14 g4

— 175 (v2)p 1y gy 80 (v2) =16 (v2), 1, = 175(v2), 1 g 14

+ 20 (v2)p_1 41—y — 25 (v2) + 80 (v2)p_14y,g-1 175 (v2)
— 20 (v9) + 25 (vg2) + 175 (v2) 1y g
— 20 (v9) + 25 (v2) g — 80 (v2),, ) o + 16 (v2),, ,

- 25 (1)2)1,_1_77,q_,7 + 20 (1)2)1)_17q_77 + 25 (1)2)1,_1_77,‘1_1_1_77 — 20 (v9)
+ 175 (/02)17*7];‘1*14‘7] — 80 (”2)p—n,q—1 +16 (’Ug)p’q71 — 175 (,02)17*14‘7];‘1*7]

= 586 (V1) gy 451 (V1)png 482 (V1)p_y g1 + 552 (V1) gy

=555 (V1) p—pg—14m = 2083 (V)19 553 (V) p_1n gy = 551 (V1) p_1n g

— 16 (1;1)?,‘171 — 459 (vl)prn,q + 487 (vl)pflfn,q +16 (lUl)pfl,q

+ 2054 (V1)p_1,g1n T 452 (V1)1 g1 = 585 (V1)1 g14g + 2083 (V1)1 g1y
— 582 (vl)pflfn,qflﬂ —4s1 (111)17,1,”,,1,1 + 951 (111)1,,,,,,1,1,,, — 2054 (111)1,,,1,1,,,

=556 (V1)1 gy — 16 (V1)1 g1 + 556 (V1)1 g1 + 2054 (V1) g4y

p—1l-n,9—1-n p—1-n,9+n

p—1-n,q

p—1+n,g—1-n
— 80 (’1)2)

p—=1,9—"

p,q—n p+77aq_77 p+77aq
P,q+n

p,q—1+n

1951 (vl)p—1+n,q—1—n +16 (Ul)p,q — 551 (Ul)p—n,qun — 452 (Ul)p—n,q + 936 (Ul)p—l—mq—l—n)
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

% = 28 (515 — 1058) (01) o1 + 2051 (01) g1y + (2057 = 56) (01) o1
= 2054 (v1) gy + (2088 = 55) (V1) p_py gy — 488 (V1) o — 16 (v1),, ,

+ (2085 + 5t5) (V1)) gy 2083 (V1) 4y — 457 (V1) g1+ (Bl6 +2057) (V1) 1y 4140
= 2053 (01) ) 14 — (2088 + 5t5) (v1),,_p 4145 T 488 (V1)_p g1 + 16 (v1)
— (5t6 + 20s7) (V1) 1y g—py T (Bt — 2057) (v1) + 4s7 (v1)
+\/5(8(v2) L+ 20 (va)

— 10 (v2) ~10(v2)p g g-1-1
+38 (”2)11*77,11 +38 (112)p+77,q — 10 (v )P+W"1+"
+20 (v2),,.,_py + 20 (v2),, 4y — 10 (v2)

—10 (v2) iy gy — 16 (v2), , — 10 (”2)pfn,qfn)
+3 (10 (v2) 10 (vg) +10 (v2)p+n,q—1—ﬂ o
+ 20 (vg) +10(v2)) 19
+10 (v2) ~10(v)

pq—1

P+n,q+1 P+n,q

+8(’02) 1+20(’02)

P,g—1—n
— 16 (’Ug)

P+1,q—

- 10 (112)p+77,qfl+77
—10 (’Uz)

p—1,9— p,q—1+n

p—1n,9—1-n p,q—1
p—n,9—1+n

Pyq+n P—1,9+n

20 (’1)2)

p+n,g—1+n p,q+n

+20(v2) 4
— 10 (’1)2)

p—n,q—1-n
—20 (’Uz)

—10 (’1)2)

p,q—1+n p,q—1-nm

p+n,q+n p—n,q—1+n p+n,q—n p—mq—ﬂ)
+V15 (5 (02)p g =8 (02)p g1y =5 (02)p y gy +4(v2)) 01
+4(v2)y g = 5 (V) g1 = 5 (V2)p gy + 5 (V2)prng14g
~4(V2)pipg1 + 5 (V2)pay g1y — 4 (V)i g + 5 (02 )p+n,q+n)

+15(02)pp g1y — 15 (v2) iy g1—n — 15 (v2)_p oy + 15 (02)

—15 (’Ug) + 15 (’Ug) + 15 (’Ug) —15 (’Ug)

P+1M,9—n

p+1n,q+n p—1,4+n prn,g—1+n pfn,qf1+77)
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

d(o12)p,;  Sp

Lond — (2057 = 5t6) (1) g1 + 2058 (01) g1y + (55 = 2088) (01) 1 g1y

= 2054 (V1) g4 + (56 = 2057) (V1) gy + 457 (V1) g — 16 (01)

— (5t6 + 2087) (,UI)P*TI,‘Z*TI + 20s3 (lul)p,qfn + 4sg (lul)ern,qfl — (5t5 + 2088) (lul)p+17,q71+77
— 20s3 (1}1)1,7(1_1_,_77 + (5t + 20s7) (1}1)1,_77,‘1_1_1_77 — 457 (vl)p—n,q—l + 16 (Ul)p,q_l

+ (5t5 + 2088) (,UI)PJFTI,‘Z*TI + (2088 — 5t5) (UI)PJFTI,‘ZJFTI — 488 (vl)erT],q

+V5 (10 (112)p+77,q+77 —20 (02)11,11*77 -8 (112)11*77,11 -8 (112)p+77,q
=20 (v2) 10 (v2)y gy +10(V2) 14—y +16(v2), 4
+10 (02)11*77,11*77 +10 (vz)pfn,qflfn +10 (vz)pﬂ,qfl*n +10 (v2)
10 (v2)py g—14y + 16 (02)p g1 =8 (v2)pp g1
=20(v2) g 14y = 8(02) g g1 — 20 (1’2)11,11*1*77)

+V3 (10 (02)p4n,q—n T 10 (v2)p_p gy = 10 (v2)
+ 10 (v2) —10 (’Uz)pf"’q+77 — 10 (v9)
+20 (v2) g1y = 20 (V2) o149y + 20 (02) 4y — 20 (W)p,q—n)

+ V15 (5 (1’2)p+n,q+n +5 (02)p+n,qfn =95 (vz)pfn,qflfn =5 (112)11*77,11*77

4 (v2)p g1+ 4(02)p g =5 (V2)ppgr1in = 5 (02)p iy

P,q+mn

p+n,9—1+n

—10 (’1)2)
+ 10 (’Uz)

p+n,9+n p—n,g—1-n

p—n,9—1+n p+n,q—1-n p+n,9—1+n

+5.(V2)png1n — 4 (02)piggo1 T5(V2)ping 1y — 4 (02)p+n,q>
+ 15 (v2)p g1y = 15 (V2)pp g1 = 15 (v2)p gy + 15 (v2)
—15 (’Ug) + 15 (’Ug) + 15 (’Ug) —15 (’Ug)

P+1n,9—n

p+mn,q+n p—1,4+n prn,q—1+n pfn,qf1+77)
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

d(o12)ig _ 5p
—a " 16h <— (V1) gy + (5t12 — 10t13) (v1)

- 16\/5(111),,7,1 + (5t11 — 10t13) (V1) 1y gy T 47 (V1) 14

= (5t12 4+ 10813) (01) 1 4 gy 20003 (V1) 14, — (20813 = 5t12) (V1)1 4 g4
— 4tg (’Ul)pf]_,q+7] 5t11 — 10t14) (,Ul)pflfn,q+71 — 20t14 (v1)
—16V/5 (v1), 1, — (1013 + 5t1) (v1), ) 4 + 47 (V1)
+ (10¢14 + 5t11) (Ul)P-H?,q—ﬂ + (10t14 — 5t11) (1)

V5 (15 (v2) — 15 (vy)

—15 (1)2)

+ 20t13 (1)1)

P—W;Q-H? p—n,9q

—( p—1-1,q
—( P,4—1

= 20t14 (V1)

—15 (1)2)

p+1m,q9+n

+ 15 (1)2)

p—1-n,q+n p—1-n,q—n

15 (1)2)

p—1+n,q+n

+ 15 (1)2)

p—1+n,9—n

ptmgtn 10 (02)p_p g4n pHma—n p—n,q—n)

-3 (20 (vz)pflfn,qfn +20 (vz)pflJrn,qfn —4 (02)p,q+n +4 (112)11,11*77
—4 (Uz)p—l,q—n —20 (w)p—mq—n +4 (Uz)p—l,qﬂ —20 (v2)p+mq—n

+20 (’Uz) + 20 (’Uz) —20 (’Uz) —20 (’Uz)

P=1,q+n p+n,q+n p—1+mn,q+n pflfn,qun)

- VIS (5 (02)p4nmg—n = B (V2)pongin =5 (V2)py gy = 20(v2)p_y4
+5 (v2 )p+n,q+n +20 (1’2)p71+n,q =5 (vz)pflfn,qfn +20 (vy )p+n,q

=20 (v2)p_1-pyg +5(02)p_14nqin = 5 (V2)p_1_pgin T5 (w)p—lwq—n)

—20 (112)p71+77,qfn +4 (1’2)p71,q+n —4 (v2)p,qfn — 80 (02)p71+n,q
=20 (v2)p_14p,qan = 20 (02)p_1 g gy = 80 (v2)p1_pg +16(v2), 1 0 =16 (v2), g
+20(v2)y gy 20 (V2) gy 80 (V2) g g + 20 (V2)yy gy =20 (V2)y 1y gy

—4(02) gy T 20 (V2)yy gy +80(v2),,  +4 (1’2)17*1,11%)
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A.2 L’élément fini Q3 — Q-

d(012)ig,
a3
+16V5 (v
(v1

o
\t

( A7 (01), o + Ats (01),_1 gy + (10f13 + 5t12) (01),_y 44w — 20t13 (01),_,
— (10t14 — 5t11) (v1), 1 gy + (10813 = 5812) (1), 1410y

— 20813 (1)1 g + (10813 + 5812) (1), 14y g — (L0814 +5¢10) (01),_ 1y g

+ 20t14 (01),_1_p g + 16V5 (01),_1 o + (1013 = Bt12) (01),_p oy + 48 (v1), 4y

—At7 (V1) 1 gy — (L0t = 5¢11) (v1), 1 4y — (10814 + 5t11) (V1)1 g1y + 20814 (V1) 4

5 (15 (v3) — 15 (v2) +15 (v2) — 15 (v2)

+15 (112)p+77,q+77 =15 (112)p777,q+77 - 15 (112)p+77,qfn +15 (112)11*77,4777)

3 (20 (v)
—20 (’Uz)

6

\_/;"‘

\_/\_/

p—1+n,q+n p—1-n,q+n p—1-n,q—n p—1+4n,9—n

p—mg-n T 4 (v2)
—20 (’Uz)

20 (02),_1 1y gy + 20 (v2)
+ 20 (’Uz) +4(’02)

p—1,9—n p—1-n,9+n

p—1+n,9—n p—1-n,9—n p+n,9—n D,q+1n

—4(v2)pgon = 4 (02)p_1,g1n = 20(V2)pp gy — 20 (Uz)p+n,q+n>
— V15 (5 (02) g = 8 W2y gy = 5 (V2)py gy = 20(02))
+9 (v2)p+n,q+n +20 (v2)p71+n,q —5 (v2)pflfn,qfn +20 (v2)p+n,q

—20 (02)11*1*77,11 +5 (112)p71+77,q+77 =5 (vz)pflfn,qun +5 (02)p71+n,qfn>

+4 (v2)p71,q+n — 80 (Uz)p 141,49 =20 (v )p I+mq+n — 20 (Uz)pflfn,qun

— 80(v2))_1_pq +16(v2)y 1 +20(v2)y gy —4(V2)ygy =20 (v2)p 1y gy
+ 20 (v2)p g q—p 80 (02) g +20(02) gy = 4 (V2)p iy T4 (V2)p 14y
+20(v2) gy + 80 (02),,_yy 4 — 16 (v2),, 4 — 20 (1’2)p71+n,qﬂ7>

d(alz)Pl,th 5\/5)“
. 18h (489 (V1) g = 57 (V1) p_y g + 458 (01),_p o + 16 (v1),, ,

= 511 (V1) g — 4510 (V1) gy + 88 (V1) g g T 512 (Ul)p+mq+n - 457 (01)p4nq
4 (v2)y gy = 8(02)y g = 5(v2)yy gy = 5(V2)payquy
+ (V2)psngn = 8 (V2)ping T 16 (v2)y 4 + 4 (v2) +(v2)
+V3 (4 (v2) —4(v pa-n 4 (V2)p_p g

=3(02)p g T (V2)pp gy = (V2)pig gy +3 (02 )p+n,q+n)>

P,q+n P—n,q+n

+ 4 (1)2)

pHn.q 2)p,q+n
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Les schémas semi-discrétisés en espace.

d(012)p2,Q1 _ 5\/5,“

0t 137 (459 (vl)p,q+n + 519 (1}1)1,_,7,q+,7 —4s7 (vl)p—n,q + 16 (Ul)p,q

+ 58 (V1)p_p gy — 4510 (V1) gy = 511 (V1) iy g = 57 (V1) g gin + 458 (V1) g
+8(v2)y g = (V2)ppgn = (V2)piy gy = 4 (02)p 0y =16 (v2),
+5(V2)pngon T 8(V2)p4nq = 4 (V2)pg1n + 5 (V2)p_p gy

+V3 <(7)2)p7mq*n = 3(v2)pnqn T3 (02) g = (V2)prn iy

4 (V2)p g T4 (V2)p gy — 4 (02)p gy —4 (w)p—mq))

d(012)p2,Q2 5\/5,“
dt — 18h (4810 (,Ul)p,q+1] - 38 (lul)pfn,q+7] + 437 (lul)pfn,q - ]‘6 (vl)p,q

= 512 (V1) gy = 459 (V1) gy F 57 (V1) pngoy + 511 (V1) gy — 488 (V)ping
+8(v2)png 5 (V2)ppgon T 5 (V2)ppngin — 4 (02)p 0y
= (V2)png—y 8 (02)payq = 16 (v2)y 4 = 4(v2)p g1y = (V2)p gy

+V3 <(v2)p777,q+77 = 3(v2)ppgn = (V2)paggy + 3 (V2)pryguy

4 (V2)p g = 4 (V2)p gy 4 (02)p gy —4 (w)p—mq))

d(012)p1,g2 _ 5V5p
dt ~ 18h (4810 (V1) p g 510 (V1) gy — 488 (V1) g — 16 (01),

+ 57 (V1) gy — 489 (V1) gy = 812 (V1) g gy = 58 (VD pn gy + 487 (V1)
+16 (v2) g+ (V2)ppgon + 4 (V2)p gy = 8(V2)prng +4(V2)y g1y

+ (02)p+n,q+n — 5 (2 )pfn,qun -8 (112)11*77,11 =5 (02)p+n,qfn
+V3 <+(v2)p—mq—n =4 (v2)ppg = 4(2)y gy T3 (V2)p1y 4

+4 (”2)p+n,q - (02)p+n,q+n +4 (02)p,q+77 -3 (112)1’*77’%"))

ol nous avons utiliser les notations
s1 =155 s5=+15+5
s3 =15 +4 s4 =154
s5=9v15+35 s6=9v15 —35
87:\/3—1 Sg:\/§+1
s9 =3 — 2 s10 = V3 +2
s11=3V3+5 s12=3V3-5
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Annexe B

Démonstration des lemmes 3.1.2 et
3.1.3

Nous allons ici donner seulement les étapes principales de la démonstration. On réécrit la
relation de dispersion des schémas semi-discretisés en espace sous la forme suivante:

wi MU, = KU,
ou encore . .

A MpUp = INpU,
avec IN;, = E(\h/|lg|2 et Ap = An/ k|2 = w,%/|l§|2 A Taide du logiciel MAPLE, on peut obtenir
le développement asymptotique de la matrice H/\-T\h au voisinage K = 0 (ou K = U;j) Plus

U
précisement, on écrit :

N,

N_
N}, = + L 4 No+ N K + NoK? + N3 K® + ...

K? K

Counsidérons le produit scalaire défini par:
((u,)) = (Myu, v)
avec MZ une matrice diagonale définie par:
M, = iDz’ag([l, 1,1,1,1,1,1,1])

pour le schéma Qs — @)1 et

— 1

My, = 57 Diag((25, 40,25, 40, 25, 40, 25, 40, 64, 25, 40, 25, 40, 25, 40, 25, 40, 64])

pour le schéma ()3 — Q2. On note /\3( et W}( les valeurs propres et les vecteurs propres de

la matrice INy,, normalisés a l'aide du produit scalaire qui vient d’étre défini, avec 2 = 1,..,8
pour I'élément Q2 — Q1 et ¢ = 1,...,18 pour élément Q3 — Q2. On cherche A% et W sous la
forme:

. +Oo - . . +w - -
Wic=>_ XjKet Ng = > XK
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Démonstration des lemmes 3.1.2 et 3.1.3

On introduit ensuite ces expressions dans
IN, Wi = Ng MWk

et en identifiant terme & terme les deux séries on obtient les développements de A% en parti-
culier pour + = 1, 2, c’est a dire pour les valeurs propres physiques qui nous intéressent. Plus
précisément on a:

e Identification des termes d’ordre -2

N X8 =2, X

ce qui nous donne

1 2
Ay, =A,=0
pour les deux schémas et
[t , o] [t , —ty ]
t1 to 2 t1 —19 COos @ sin (%)
Xy = ’ X5 = ’ ty = ty = ——
0 i, t2 P 0 ty , —t2 avee i 9 2 2
L 1, t2 Lt , —t2
pour I'élément Qs — @) et
[tz , t4 ] [t3 , —tg4 ]
i3 , t4 3 , —la
t3 ) t4 t3 ) _t4
t3 , t4 t3 , —l .
cos sin
X& = t3 s tyq s Xg = t3 , —1q avec t3 = 3 80, ta 380
i3 , t4 3 , —la
3 , ta 3 , —ta
i3 , t4 3 , —la
L3, ta | L i3, —ta ]

pour I'élément (3 — Q2. Dans ce qui suit, on donne seulement les valeurs de A;, 1=1,2.
e Identification des termes d’ordre -1

N, X{+ N X§ = A" X
Le produit avec Xé, 1 = 1,2 donne
AL =X%, =0
pour les deux schémas. En effet on a
((N',Y, X)) =0 VY
et ((N*;Xo, Xo)) = 0. Ensuite pour calculer X?,i = 1,2 il faut résoudre le systéme linéaire :

NizX% = —N31X3

Pour les termes d’ordre supérieur on utilise la méme démarche, c’est a dire:

1. on définit d’abord une équation en identifiant les termes d’ordre j,
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Démonstration des lemmes 3.1.2 et 3.1.3

2. en prenant ensuite le produit de cette équation avec X[ﬁ, 1 = 1,2 on détermine les
valeurs de A}, 7 =1,2

3. finalement on résout un systéme linéaire pour déterminer X5, 1=1,2.

e Identification des termes d’ordre 0

Ny X5+ N X + N§X§ = N X
=
N=1 =W

pour les deux schémas.
e Identification des termes d’ordre 1

N, XE+ N XS+ NEXG 4+ NiXE = N X+ XX
=
M=X=0
pour les deux schémas.
e Identification des termes d’ordre 2

N', XE+ NU X+ NJXE 4+ NiXE + NSXE = N X%+ A X]
=
A =X=0

pour les deux schémas.
e Identification des termes d’ordre 3

N, XE+ N XE+ NJXE + NiXE + NSXt+ NSX§ = AN XE 4+ M\ X}
=
M=X=0

pour les deux schémas.
e Identification des termes d’ordre 4

Ny Xi+ N XL+ NJXS + NiXS + NiX3+ NiXi 4+ NiX) = Ao X5+ N X]

ce qui implique

7T4V2K4
ANj=——2—q1
4 90 (1+e1)

4 2K4
N TV B

90
e; =2cos”psin“p— = (1——= cos™ psin”
55 vy

ey = —12cos? psin? ¢ + 40 cos® ® sin® ©
V4
-I-QOV—S'4 cos? psin® p(1 — 2 cos? psin? p)
P

pour le schéma Qs — @)1 et
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Démonstration des lemmes 3.1.2 et 3.1.3

pour le schéma Q3 — Q2. Ensuite on continue I'identification des autres termes seulement pour
le schéma correspondant & I'élément Q)3 — Q2.
e Identification des termes d’ordre 5

Ny Xt + N XE+ NJXE+ NiXE + NSXE+ NiXS + NEXE + NEXE = A XE + AL XD
=
M=M=0

e Identification des termes d’ordre 6
N, XE+ N XL+ NEXE + NIXE 4+ NEXE + NEXE + NEXE + NEXE + NiXE = N X+ MX§

ceci implique

61,2 ;6
1 oV K
= P
A6 =~ hasas 0T 0)
7T6V2K6
N=__"5" (1—
5= "z T Vo o
e3 = 3 cos? psin? pcos?(2¢p) — = ( - —52> 28 cos? psin? ¢
Vi Vy

ey = —T12cos* p(cos? psin® ¢ — 1) — 25 cos? psin? ¢

V4
+V—‘°’4(84 cos® psin? ¢ + 28 cos? psin? ¢ + 84 cos? psin? @)
P

Remarque B.0.1 Pour le schéma Q2 — Q1, si on laisse le parametre { dans 'expression de
Ny, on trouve:

1
Ay = 3m VKPR (1 - 12¢7)
1
A= §7T2V52K2h2(1 —12¢%)
R , 3
ce qui implique que le schéma est d’ordre 4 seulement pour la valeur ( = —. C’est par

ailleurs pour cette valeur, que la formule de quadrature utilisée pour lapprozimation de la
matrice c(vy, wy) devient exacte.

382



Annexe C

Démonstration du Lemme 3.2.1

La démonstration de ce lemme est similaire & celle des lemmes 3.1.2 et 3.1.3. On réécrit
la relation de dispersion sous la forme suivante:

AU, = N, U,

avec IN;, = f{;/|ﬁ|2 et A = An k|2 = wi/|§|2 A Taide du logiciel MAPLE, on peut obtenir
le développement asymptotique de la matrice INj, au voisinage K = 0. Plus précisément, on
écrit :

N,

N_
N, = + L LNy MK + NoK? + N3K3 + ..

K? K
Dans ce cas et pour toutes les valeurs des coefficients «, 81, B2, 71, 72 et 0 nous avons:

0 0 0
Ny=N_1=Ny=|0100
0 0 0

On note )\%, 1 =1,..,3 et W[i(, 1 = 1,..,3 les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice IN,. On cherche A% et W}( sous la forme:

. +OO . . . +w . .
Wic=>_ XjK et Ng = > XK
J=0 j==2
On introduit ensuite ces expressions dans
N, Wi = i Wi

et en identifiant terme & terme les deux séries on obtient les développements de /\iK pour
i=1,..,3.
e Identification de termes d’ordre -2

N Xp =X Xg= A, XE =0

ceci nous donne
)\1_2 == 0, ’L == ]., ,3
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Démonstration du Lemme 3.2.1

e Identification des termes d’ordre -1

N_oX 4+ N X =2\ X = A X =0

ce qui implique .
AL, =0,i1=1,..,3

e Identification des termes d’ordre 0
N X5+ N 1 X+ NoX) = N XE = NoX§ = Mo X,

On trouve alors,

Ao =V =A==V

et
X} = [cos(ip) sin(h), sin(y) sin(#), cos(6)]

X§ L X5, Xg L Xg, X§LX3, |X5]|=|X5| =1

On remarque que les vecteurs propres X2 et X associés & la double valeur propre V.2 ne sont
pas uniquement définis.
e Identification des termes d’ordre 1

N o X5+ N 1 X5+ NoXi 4+ N X5 = A XE+ X XL = NoXE = AN XT + XX}

En prenant le produit scalaire de cette équation avec X} on trouve

Ce qui remontre que la classe des schémas définis par le systeme (3.2.5) est d’ordre 2 par
rapport a I’approximation des vitesses de phases. On peut continuer notre raisonnement pour
calculer les coefficients du développement et identifier les vecteurs propres X2 et X3. Mais
comme les calculs deviennent assez compliqués, on préfere donner seulement les grandes lignes
du raisonnement sans entrer dans les calculs. Nous avons

NoXi = Ny X!

pour i = 1 on a X| || X} et par la normalisation (||W|| = 1) on obtient X{ L X}, ce qui
implique X{ = 0. De la méme facon on obtient

X1 X2e XX et Xp LX; & X7 | X3
e Identification de termes d’ordre 2
NoXi 4+ NoX§ = NoXs +Xo Xt i=1,..,3
et en prenant ensuite le produit scalaire de cette équation par X on trouve
Ay = (N2 X, Xg)

mais on ne peut pas calculer de la méme facon M, ¢ = 2,3 car nous n’avons pas encore
identifié les Xg et Xg. Pour ce faire on écrit

(NoX3 + Na X§, X§) = Ao(X3, X§) + A5 (X, X5)
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Démonstration du Lemme 3.2.1

ce qui nous donne
(N2 X5, X§) =0

on utilise cette équation pour identifier Xg et XS’ et ensuite on peut calculer

My = (No XE, XE), i =2,3
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