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On résout les problèmes qu'on se pose

et non les problèmes qui se posent.

Henri Poinaré.
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Introdution

Les phénomènes de ontat impliquant des orps déformables abondent en industrie

et dans la vie de tous les jours. Le ontat du piston ave la hemise, de la roue sur

la piste d'atterrissage d'un avion et d'une haussure ave le sol ne représentent que

trois exemples parmi bien d'autres. Compte tenu du fait que es phénomènes jouent

un r�le important dans les strutures et les systèmes méaniques, ils ont été intensi-

vement étudiés depuis longue date et la littérature relevant des sienes de l'ingénieur

qui leur est dédiée est assez rihe. La littérature mathématique dédiée à l'étude des

phénomènes de ontat est plus réente. La raison réside dans le fait que, aompa-

gnés de phénomènes physiques et de surfae omplexes, les proessus de ontat sont

modélisés par des problèmes d'évolution aux limites non linéaires et non réguliers, très

di�iles à étudier mathématiquement.

Située au arrefour de plusieurs disiplines sienti�ques, la aratéristique prin-

ipale de la modélisation mathématique en méanique du ontat est la fertilisation

roisée entre les modèles méaniques et les appliations dans les sienes de l'ingénieur,

d'une part, et l'analyse mathématique et numérique, d'autre part. Les reherhes dans

e domaine sont motivées par des possibilités importantes d'appliations dans di�é-

rents seteurs industriels (notamment dans l'industrie métallurgique et l'industrie de

l'automobile) mais aussi dans le génie ivil et la médeine.

Les modèles mathématiques qui dérivent le ontat ave ou sans frottement entre

un orps déformable et un obstale, ont été onsidérés dans de nombreuses travaux.

Leur analyse variationnelle, y ompris les résultats relatifs à l'existene et à l'uniité,

a été e�etuée dans les référenes [14, 26, 34, 52, 57, 65℄, par exemple. Par ailleurs,

leur analyse numérique, y ompris l'estimation d'erreur pour un shéma disret et des

simulations numériques, peut être trouvée dans [34, 35, 36, 39, 43℄. Une référene ré-

ente dans e domaine est [47℄ qui fournit l'état de l'art de la théorie mathématique de

la méanique des ontats et présente ertaines de ses appliations dans l'ingénierie.
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La littérature mathématique dédiée à l'étude des phénomènes de ontat pour les

solides déformables est assez réente. C'est en 1933 que Signorini pose le problème de

ontat unilatéral sans frottement entre un orps linéairement élastique et un obstale

assimilé à une fondation rigide, [59℄. Ce problème a été étudiée mathématiquement par

Fihera [30℄ en 1964, en utilisant des arguments des inéquations variationnelles de type

elliptique. Toutefois, on peut dire que la théorie mathématique de la méanique du

ontat ommene ave l'ouvrage [23℄ de Duvaut et Lions. En e�et dans [23℄ y trouve

des formulations variationnelles de plusieurs problèmes de ontat, aompagnées de

résultats d'existene et d'uniité de la solution. Depuis, la littérature onernant l'ana-

lyse mathématique et l'approximation numérique des problèmes de ontat est devenue

extensive. Il existe ainsi de multiples référenes inontournables que nous itons ii,

omme, par exemple, [36, 39, 48, 51℄.

Dans la onstrution des modèles, diverses onditions de ontat ont été envisa-

gées. L'une des plus populaires est la ondition dite de Signorini, qui dérit le ontat

ave une fondation parfaitement rigide. Une régularisation de la ondition de Signorini

est la ondition de ompliane normale, introduite dans [50℄ et utilisée dans un grand

nombre de travaux omme, par exemple, [34, 40, 41, 44℄. Elle dérit le ontat ave une

fondation déformable. Une autre ondition de ontat plus générale, appelée ondition

de ompliane normale ave ontrainte unilatérale, a été introduite dans [38℄. Elle mo-

délise le ontat ave une base élastique-rigide et elle ontient omme as partiuliers,

à la fois la ondition de ontat de Signorini et la ondition de ompliane normale.

Une autre version plus réente est la ondition de ontat ave ompliane normale,

ontrainte unilatérale et terme de mémoire, introduite dans [66℄ qui dérit le ontat

ave une ouhe molle de la fondation. Elle a été étudiée dans plusieurs référenes,

omme dans [68, 70, 71℄. Dans ette ondition la réation de la fondation dépend de

l'histoire de la pénétration.

La ondition de ontat sans frottement est utilisée dans un ertain nombre de ré-

férenes pour simpli�er l'analyse de ertains modèles. Par ailleurs, la loi de frottement

la plus populaire utilisée dans la littérature est la loi de Coulomb, formulée pour la

première fois par Amontons en 1699. Exprimée en termes d'inégalités, la prinipale

aratéristique de ette loi réside dans le fait qu'elle dérit le phénomène "adhérene-

glissement". Diverses versions dépendantes de la loi de Coulomb ont également été

largement utilisées à la fois dans la littérature tehnique et mathématique, omme

expliqué dans [57℄.

2



Introdution

Dans la siene des matériaux, l'usure des surfaes désigne le phénomène de dé-

gradation des ouhes super�ielles d'un solide sous l'ation méanique du milieu ex-

térieur. L'usure dans les systèmes oulissants est souvent très lente mais persistante,

ontinue et umulative. Les aspérités sous de fortes ontraintes de ontat peuvent se

déformer plastiquement ou se briser. Dans le premier as, la morphologie de surfae

hange et, par onséquent, la ontrainte de ontat normale et la tration de frotte-

ment sont a�etées. Celles-i peuvent être inorporés dans un oe�ient de frottement

qui dépend de l'histoire du proessus de ontat. Dans le seond as, lorsque les aspé-

rités se rompent, les surfaes s'usent, les débris sont produits et la struture de surfae

hange ave le temps. Cei doit être pris en ompte si le omportement à long terme

du système doit être prédit de façon réaliste.

Pour modéliser l'usure des surfaes de ontat on introduit une fontion d'usure,

qui tient ompte de la profondeur, dans la diretion normale, du matériau retiré. Par

onséquent, elle rend ompte de la variation de la géométrie de surfae et représente la

quantité umulée de matériau éliminé, par unité de surfae. On suppose généralement

que le taux d'usure de la surfae est proportionnel à la pression de ontat et à la

pression relative de glissement, 'est-à-dire à la puissane de frottement dissipée. De

e fait, l'usure implique l'évolution des surfaes en ontat et es hangements a�etent

le proessus de ontat. Ainsi, en raison de son r�le ruial, il existe une vaste litté-

rature mathématique onsarée à e sujet, voir par exemple [2, 31, 32, 42, 55, 73, 74℄.

Cela onduit à la forme de la loi d'Arhard sur l'usure super�ielle. Une partie de nos

travaux a été onsarée à l'étude de e type de loi, pour un ontat ave ompliane

normale et ontrainte unilatérale. Les résultats de es travaux sont présentés dans [69℄.

Cette thèse est destinée à ontribuer au développement de la théorie mathématique

de la méanique du ontat et ses appliations. Son objetif est à la fois d'introduire

des nouveaux modèles dérivant le ontat des orps déformables et d'étudier les pro-

blèmes mathématiques orrespondants. Notre intérêt est de dérire di�érents proessus

physiques impliquant le ontat et le frottement, de prouver que les modèles assoiés

onduisent à des problèmes mathématiques bien posés et le as éhéant d'envisager

une approximation numérique spéi�que à ertains problèmes de ontat. Parallèle-

ment, nous souhaitons développer des outils mathématiques néessaires dans l'étude

des problèmes de ontat. Cei onerne l'analyse (dans un adre abstrait) de di�é-

rentes lasses d'inéquations variationnelles, y ompris leur unique solvabilité.
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L'objet de ette thèse est l'étude de quelques problèmes de ontat glissant ave

frottement, entre un orps déformable et une fondation plane, qui se déplae ave une

vitesse onstante (un tapis roulant, par exemple). La fondation est déformable et ré-

ative. Nous nous plaçons dans le adre des petites déformations et nous étudions des

proessus statiques et quasistatiques pour des matériaux élastiques, visoélastiques et

visoplastiques. Les résultats que nous obtenons onernent l'existene et l'uniité des

solutions faibles ainsi que le omportement des solutions lorsque di�érents paramètres

onvergent vers zéro. Par ailleurs, dans ertains as nous nous sommes intéressés à

l'approximation numérique des problèmes de ontat et notamment à l'étude des shé-

mas disrétisés. Pour ertains problèmes, les résultats théoriques seront don omplétés

par une étude numérique des modèles, à savoir l'estimation de l'erreur des shémas

disrétisés.

Ce mémoire est organisé en deux parties que nous allons brièvement dérire a�n

de failiter sa leture.

La première partie de e travail est onsaré aux résultats préliminaires dont

nous avons besoin pour l'étude des problèmes de ontat onsidérés dans la deuxième

partie du manusrit. Elle onstitue la base de ette thèse et omprend trois hapitres.

Le premier hapitre présente les espaes fontionnels utilisés dans l'étude des pro-

blèmes variationnels onsidérés. Nous y abordons de façon suinte quelques rappels

sur les espaes Cm
, Lp

ainsi que sur les espaes de Sobolev et leurs prinipales pro-

priétés, notamment les théorèmes de trae. Pour �nir e hapitre, nous présentons les

espaes fontionnels utilisés en Méanique du Contat.

Le deuxième hapitre porte sur des éléments d'analyse non linéaire. Dans un pre-

mier temps, nous ommençons par quelques résultats sur les opérateurs fortement mo-

notones et de Lipshitz. Ensuite, nous rappelons quelques propositions sur les fontions

onvexes dont nous nous servons par la suite de e manusrit. Puis, nous présentons

quelques résultats fondamentaux d'analyse fontionnelle dans les espaes de Hilbert

ainsi que des résultats sur les inéquations variationnelles elliptiques et ave terme de

mémoire. Pour l�turer e hapitre, nous rappelons les lemmes de type Gronwall uti-

lisés dans les démonstrations d'uniité des solutions faibles et pour l'obtention des

estimations d'erreurs.

Le troisième et dernier hapitre de ette partie est basé essentiellement sur la mo-

délisation. Nous ommençons par préiser le adre physique, puis nous présentons les

lois de omportement de nature élastique, visoélastique et visoplastique onsidérées

dans les problèmes de ontat. En�n, nous dérivons les onditions de ontat et les
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Introdution

lois de frottement que nous employons dans les problèmes de ontat envisagés.

Dans la deuxième partie, nous proédons à l'étude de plusieurs problèmes de

ontat glissant, sous diverses onditions de ontat et frottement entre un orps (élas-

tique, visoélastique ou visoplastique) et un obstale assimilé à une fondation. Cette

partie omporte quatre hapitres qui sont struturés de la manière suivante.

Dans le premier hapitre, nous traitons un problème de ontat glissant ave frot-

tement entre un orps élastique et une fondation. Nous proposons deux formulations

faibles : l'une est donnée en termes de déplaements, l'autre en termes de ontrainte.

Nous obtenons des résultats d'existene et d'uniité de la solution faible pour es deux

formulations ainsi quelques résultats de onvergene pour le problème en déplaement.

Nous mettons également en évidene un résultat d'équivalene permettant d'établir

que si la solution faible en déplaement existe alors elle entraîne l'existene de la so-

lution faible en ontrainte et réiproquement. Pour �nir e hapitre, nous présentons

un résultat sur l'estimation d'erreur d'approximation. Une partie du travail présenté

dans e hapitre fait l'objet de l'artile [70℄.

Dans le deuxième hapitre, nous nous proposons d'étudier un problème similaire à

elui du premier hapitre. La nouveauté réside ii dans le fait que le proessus onsidéré

est quasi-statique et l'usure des surfaes de ontat est prise en onsidération, e qui

onduit à un problème non standard pour lequel la formulation faible en déplaement

est exprimée en termes d'inégalité variationnelle d'évolution. Ensuite, nous établissons

un résultat d'existene et d'uniité de la solution faible. La démonstration se déroule

en plusieurs étapes et repose notamment sur des arguments de point �xe. En�n, nous

présentons un résultat de onvergene basé sur la pénalisation de la ontrainte unila-

térale. Le matériel présenté dans e hapitre fait l'objet de l'artile [69℄.

Dans le troisième hapitre, nous nous intéressons à un problème visoélastique de

ontat. La nouveauté du modèle réside dans le fait que le ontat est assoié à un

terme de mémoire. Les formulations forte et faible du problème visoélastique sont

exposées. Ensuite, nous présentons un résultat de dépendane ontinue par rapport

aux données. En�n, nous présentons une approximation numérique du problème viso-

élastique reposant sur une approximation à la fois en temps et en espae, en utilisant

respetivement une disrétisation temporelle uniforme et une méthode de type élément

�nis. A l'issue de es disrétisations, nous donnons un résultat sur l'estimation de l'er-

reur. Une partie du matériel présenté dans e hapitre fait l'objet de l'artile [71℄.

Dans le quatrième et dernier hapitre de ette partie, nous onsidérons un problème

de ontat glissant ave frottement entre un orps visoplastique et une fondation. Pour
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l'étude de e problème nous utilisons des opérateurs de mémoire di�érents de elui du

hapitre préédent. Nous énonçons et démontrons un résultat d'existene et d'uniité

de la solution faible et, pour lore e hapitre, nous présentons un problème visoplas-

tique ave variable interne d'état.

Nous terminons e manusrit par une onlusion et quelques perspetives oner-

nant les di�érents travaux e�etués.
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Notations

Notations

Si Ω est un domaine de Rd
(d = 1, 2, 3), on note par :

N ensemble des entiers naturels.

R ensemble des nombres réels.

R+ ensemble des nombres réels positifs.

Ω l'adhérene de Ω dans Rd
.

Γ la frontière de Ω supposée régulière.

Γi (i=1,2,3) une partie mesurable de la frontière Γ .

mes Γ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1.

ν la normale unitaire sortante à Γ .

vν , vτ les omposantes normale et tangentielle du hamp vetoriel v

dé�ni sur Ω.

C1(Ω) l'espae des fontions réelles ontinûment di�érentiables sur Ω.

D(Ω) l'espae des fontions réelles indé�niment di�érentiables et à

support ompat ontenu dans Ω.

D́(Ω) l'espae des distributions sur Ω.

H l'espae

{
u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)

}
.

Q l'espae

{
σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)

}
.

H1 l'espae

{
u = (ui) | ε(u) ∈ Q

}
.

Q1 l'espae

{
σ ∈ Q | Div σ = (∂jσij) ∈ H

}
.

V l'espae

{
v ∈ H1(Ω)d | v = 0 sur Γ1

}
.

Q∞ l'espae

{
E = (Eijkl)| Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d

}
.

H1(Ω) l'espae de Sobolev d'ordre 1 sur Ω.

H
1

2 (Γ ) l'espae de Sobolev d'ordre

1
2
sur Γ .

HΓ l'espae H
1

2 (Γ )d.

H− 1

2 (Γ ) l'espae dual de H
1

2 (Γ ).

H́Γ l'espae dual de HΓ = H
1

2 (Γ )d.
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Si H est espae de Hilbert réel et d ∈ N∗
, on utilise les notations suivantes :

Hd
l'espae

{
x = (xi) | xi ∈ H, i = 1, d

}
.

Hd×d
l'espae

{
x = (xij) | xij = xji ∈ H, i, j = 1, d

}
.

(·, ·)H le produit salaire de H .

‖ · ‖H la norme de H .

xn ⇀ x la onvergene faible de la suite (xn) vers l'élément x dans H .

xn → x la onvergene forte de la suite (xn) vers l'élément x dans H .

L(H) l'espae des appliations linéaires et ontinues de H dans H .

Si H1
et H2

sont deux espaes de Hilbert réels, on note par :

L(H1, H2) l'espae des appliations linéaires et ontinues de H1
dans H2

.

|| · ||L(H1,H2) la norme de L(H1, H2).

Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par :

C(R+;H) l'espae des fontions ontinues de R+ dans H .

C1(R+;H) l'espae des fontions ontinûment dérivables de R+

dans H .

Lp(0, T,H) l'espae des fontions f mesurables de ]0, T [ dans H

telles que

∫ T

0

‖f(t)‖pHdt < +∞ ave les modi�ations usuelles

si p = +∞.

‖ · ‖p,H la norme de Lp(0, T,H).

W k,p(0, T,H) l'espae de Sobolev de paramètres k ∈ N et p ∈ [1,+∞].

‖ · ‖k,p,H la norme de W k,p(0, T,H).

Pour une fontion f , on note par :

dom f le domaine de f .

supp f le support de f .

ḟ , f̈ les dérivées première et seonde de f par rapport au "temps".

∂if la dérivée partielle de f par rapport à la ième omposante xi.

∇f le gradient de f .

ε(f) la partie symétrique du gradient de f , i.e ε(f) = 1
2
(∇f + (∇f)T ).

Div f la divergene de f .
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Notations

Autre notations

p.p. presque partout.

ssi si et seulement si.

r+ partie positive de r.

Πh opérateur d'interpolation d'élément �ni.

O(h) pour tout onstante c > 0 indépendante de h telle que |O(h)| ≤ ch.
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Préliminaires
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Partie I Préliminaires

Partie I

Préliminaires

Cette partie, dans laquelle nous présentons les outils d'analyse fontionnelle et des no-

tations de la méanique de ontat, ontient trois hapitres. Dans le premier hapitre

nous faisons quelques rappels d'analyse omme, par exemple, un survol des propriétés

fondamentales des espaes de Banah, de Hilbert ainsi que les espaes de type Sobolev.

En outre, nous introduisons ertains espaes fontionnels pour la méanique dont nous

avons besoin dans l'étude des problèmes de ontat que nous abordons dans le reste

du manusrit. Dans le deuxième hapitre, nous présentons un bref rappel portant sur

les opérateurs monotones, pseudomonotones et les propriétés des fontions onvexes.

Puis, nous introduisons la notion d'opérateur de mémoire, nous en donnons quelques

exemples et nous rappelons un résultat d'existene et d'uniité pour les inégalités va-

riationnelles ave e type d'opérateur. Dans le troisième hapitre nous nous intéressons

à la modélisation des problèmes de ontat. Nous y présentons les lois de omporte-

ment, les onditions de ontat et les lois de frottement que nous utilisons dans la suite

de e manusrit.
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Chapitre 1

Espaes fontionnels

Dans e hapitre nous introduisons les espaes fontionnels utilisés dans e mémoire.

Partout i-dessous Ω est un domaine borné de Rd
(d=2,3), de frontière Γ lipshit-

zienne, i.e. Γ peut être onsidérée omme étant loalement le graphe d'une fontion

ontinue de Lipshitz. Par ailleurs, nous supposons que Γ se déompose de la manière

suivante : Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 de telle sorte que Γi ∩ Γj = ∅ si i 6= j ave Γ1, Γ2, Γ3 me-

surables etmesΓ1 > 0. En outre, nous notons par Ω = Ω∪Γ l'adhérene de Ω dans Rd
.

1.1 Rappels et ompléments

Nous faisons quelques rappels sur les espaes de fontions à valeurs réelles et veto-

rielles. Nous allons aborder les espaes de fontions ontinues, ontinûment di�éren-

tiables et les espaes Lp
, qui nous permettrons d'introduire les espaes spéi�ques à la

méanique dans la suite. Tout d'abord, nous introduisons la notation lassique

Dα· = ∂|α|·
∂x1α1 ...∂xdαd

,

dans laquelle �gurent le multi-index α = (α1, ..., αd) ∈ Nd
et sa longueur |α| =

d∑
i=1

αi.

Le adre étant bien posé, ommençons tout d'abord par les espaes de fontions

ontinues et ontinûment di�érentiables.

Espaes de fontions ontinues et ontinûment di�érentiables. Nous notons

par C(Ω) l'espae des fontions ontinue sur Ω. Toute fontion de C(Ω) est bornée.
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Par ailleurs, l'espae C(Ω) est de Banah s'il est muni de la norme

‖v‖C(Ω) = sup {|v(x)| : x ∈ Ω} ≡ max {|v(x)| : x ∈ Ω}.

Pour tout entier m, Cm(Ω) désigne l'espae des fontions ontinues sur Ω dont les

dérivées d'ordre au plus m sont également ontinues sur Ω, i.e.

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) : Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ m}.

C'est également un espae de Banah muni de la norme

‖v‖Cm(Ω) =
∑

|α|≤m

‖Dαv‖C(Ω) ·

Par ailleurs, nous introduisons l'espae C∞(Ω) des fontions in�niment di�éren-

tiables

C∞(Ω) = {v ∈ C(Ω) : v ∈ Cm(Ω) ∀m ∈ Z
+}.

C∞
0 (Ω) désigne l'espae des fontions indé�niment dérivables sur l'ensemble Ω à sup-

port inlus dans Ω, i.e.

C∞
0 (Ω) = { v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω},

où le support d'une fontion v se dé�nit de la façon suivante :

supp v = {x ∈ Ω : v(x) 6= 0}.

La fontion v est dite à support ompat dans Ω si son support supp v est un sous

ensemble propre de l'ensemble Ω. Il est lair que l'inlusion C∞
0 (Ω) ⊂ C∞(Ω) est

valable.

Les espaes C(R+;X) et C1(R+;X). Soit X un espae de Banah. On note par

C(R+;X) l'espae des fontions ontinues dé�nies sur R+ à valeurs dans X . L'espae

C(R+;X) peut être organisé anoniquement omme un espae de Fréhet (voir [20,

45℄). Par ailleurs, la onvergene d'une suite (xk)k vers un élément x dans l'espae

C(R+;X) est dérite par

(1.1)





xk → x dans C(R+;X) lorsque k → ∞ si et seulement si

max
r∈[0,n]

‖xk(r)− x(r)‖X → 0 lorsque k → ∞, pour toutn ∈ N.

Pour une partie K ⊂ X nous utilisons la notation C(R+;K) a�n de désigner

l'ensemble des fontions ontinues de R+ à valeurs dansK. Nous notons par C1(R+;X)
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l'espae des fontions ontinûment dérivables de R+ à valeurs dans X . En outre, nous

avons la aratérisation suivante de la onvergene d'une suite (xk)k vers un élément

x, dans l'espae C1(R+;X) :

(1.2)

{
xk → x dans C1(R+;X) lorsque k → ∞ si et seulement si

xk → x dans C(R+;X) et ẋk → ẋ dans C(R+;X) lorsque k → ∞.

Nous utilisons ette aratérisation dans le Chapitre 6 de e manusrit.

Les espaes Lp
. Soit p ∈ [1,+∞[. De façon usuelle, nous désignons par Lp(Ω)

l'espae des fontions mesurables et p-intégrables au sens de la mesure de Lebesgue

dé�nies sur Ω à valeurs dans R telles que

‖v‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|v(x)|p dx
)1/p

<∞.

C'est un espae de Banah muni de la norme ‖ · ‖Lp(Ω).

L'espae L∞(Ω) désigne l'espae des fontions mesurables et essentiellement bornées

dé�nies sur Ω à valeurs dans R. Muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|v(x)| <∞,

il est également de Banah.

Soit p ∈ [1,∞]. Alors le onjugué de p, noté q, est dé�ni par




1
p
+ 1

q
= 1 si p 6= 1,

q = ∞ si p = 1.

Soient u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω). Alors, l'inégalité suivante, dite de Hölder, à lieu :

∫

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

L'espae Lp(Ω) est un espae de Hilbert s'il est muni du produit salaire

(u, v)Lp(Ω) =

∫

Ω

|u(x)v(x)| dx ∀ u, v ∈ Lp(Ω).

De plus, l'inégalité de Cauhy-Shwarz, orrespondant à l'inégalité de Hölder pour

p = 2, est véri�ée, i.e.
∫

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ∀ u, v ∈ L2(Ω).

17



Analyse de quelques problèmes de ontat glissant

Les espaes vetoriels Lp(0, T ;X). Classiquement, nous désignons par Lp(0, T ;X)

ave p ∈ [1,∞[, l'espae des fontions mesurables u :]0, T [→ X de puissane p-ième

intégrables, à savoir ∫ T

0

‖u(t)‖pX dt <∞.

L'espae L∞(0, T ;X) se dé�nit omme l'espae des fontions u :]0, T [→ X telles

que la fontion t→ ‖u(t)‖X est essentiellement bornée sur l'intervalle ]0, T [.

Pour p ∈ [1,∞[, l'espae Lp(0, T ;X) muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
)1/p

ainsi que l'espae L∞(0, T ;X) muni de la norme

‖u‖L∞(0,T ;X) = ess sup
t∈]0,T [

‖u(t)‖X,

sont des espaes de Banah.

Si de plus l'espae (X, (·, ·)X) est un espae de Hilbert alors l'espae L2(0, T ;X)

muni du produit salaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))X dt

est également un espae de Hilbert.

1.2 Espaes de Sobolev

Dans ette setion, nous faisons quelques rappels sur les espaes de Sobolev.

Espaes de Sobolev W k,p(Ω). Soient k ∈ N et p ∈ [1,∞]. Nous dé�nissons les

espaes de Sobolev par l'égalité

W k,p(Ω) = { u ∈ Lp(Ω) tel que Dα(u) ∈ Lp(Ω) ave 0 ≤ |α| ≤ k },

les espaes W k,p(Ω) sont des espaes de Banah, muni de la norme

‖u‖W k,p(Ω) =






(
∑

|α|6k

‖Dαu‖Lp(Ω)

)1/p

si 1 6 p < +∞,

max
|α|6k

‖Dαu‖L∞(Ω) si p = +∞.
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Pour p = 2,W k,2(Ω) sera noté par Hk(Ω), qui est un espae de Hilbert dont le produit

salaire est donné par

(u, v)Hk(Ω) =

∫

Ω

∑

|α|≤k

Dαu(x)Dαv(x) dx ∀ u, v ∈ Hk(Ω).

Pour k = 1 l'espae H1(Ω) est dé�ni par

H1(Ω) = { u ∈ L2(Ω) | ∂iu ∈ L2(Ω), i = 1, ..., d}.

On note par ∇u le veteur de omposante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout u ∈
H1(Ω). On sait que H1(Ω) est un espae de Hilbert pour le produit salaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω)

et la norme assoiée

‖u‖H1(Ω) = (u, v)
1/2
H1(Ω).

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

C1(Ω) est dense dans H1(Ω)

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) ave injetion ompate (Théorème de Rellih),

{
il existe une appliation linéaire et ontinue γ : H1(Ω) → L2(Γ )

telle que γu = u|Γ pour tout u ∈ C1(Ω) (Théorème de trae de Sobolev).

Remarque 1.1. L'appliation γ s'appelle appliation de trae ; elle est dé�nie

omme le prolongement par densité de l'appliation u→ u|Γ dé�nie pour u ∈ C1(Ω).

On note que l'appliation de trae γ : H1(Ω) → L2(Γ ) est un opérateur ompat.

L'appliation de trae n'est pas surjetive. L'image de H1(Ω) par ette appliation

est notée H1/2(Γ ) ; 'est un sous-espae de L2(Γ ) qui est de Hilbert pour la struture

transportée par γ. Son dual sera noté H−1/2(Γ ). Pour plus de détails voir [34, 60℄.

Espaes vetoriels de Sobolev W k,p(0, T ;X). Nous utilisons la notation lassique

W k,p(0, T ;X) = {u ∈ Lp(0, T ;X) |u(i) ∈ Lp(0, T ;X) et ‖u(i)‖Lp(0,T ;X) <∞∀i ≤ k},

a�n de désigner les espaes vetoriels de Sobolev pour k ∈ N, p ∈ [1,+∞], u(i) étant

la dérivée d'ordre i de u.
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Dans le as partiulier où p = 2, si (X, (·, ·)X) est un espae de Hilbert, l'espae

Hk(0, T,X) =W k,2(0, T ;X) est un espae de Hilbert muni du produit salaire

(u, v)Hk(0,T,X) =
∑

0≤i≤k

∫ T

0

(u(i)(t), v(i)(t))X dt.

Pour plus de détails sur les espaes de Sobolev nous pouvons nous référer à [1, 13,

24, 49℄.

1.3 Espaes fontionnels pour la méanique

L'analyse variationnelle des problèmes de méanique néessite l'introdution d'espaes

de fontions spéi�ques. Nous introduisons dans ette setion les espaes fontionnels

en méanique assoiés aux opérateurs divergene et déformation.

Pour le hamp de déplaement et le hamp des ontraintes nous utilisons les espaes

suivants :

Q =
{
σ = (σij) : σij = σji ∈ L2(Ω)

}
,

H1 = {u = (ui) : ε(u) ∈ Q} ,
Q1 =

{
σ ∈ Q : Divσ ∈ L2(Ω)d

}
.

Les espaes Q, H1 et Q1 sont des espaes de Hilbert munis des produits salaires

donnés respetivement par

(σ, τ )Q =

∫

Ω

σijτijdx,

(u, v)H1
= (u, v)L2(Ω)d + (ε(u), ε(v))Q,

(σ, τ )Q1
= (σ, τ )Q + (Divσ,Div τ )L2(Ω)d ,

où ε : H1 → Q et Div : Q1 → H sont les opérateurs de déformation et de divergene

dé�nis par :

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).

Nous désignons par ‖ · ‖Q, ‖ · ‖H1
et ‖ · ‖Q1

les normes assoiées aux espaes Q,H1, Q1

respetivement.
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Nous onsidérons à présent un opérateur linéaire ontinu de R : H− 1

2 (Γ ) → L2(Γ ),

qui intervient par la suite dans e manusrit. En outre, pour σ ∈ Q1 nous notons

σν ∈ H− 1

2 (Γ ) sa omposante normale, au sens des traes. De e fait, il existe une

onstante positive cR > 0 qui dépend de R, Ω et Γ3 tel que

(1.3) ‖Rσν‖L2(Γ3) ≤ cR ‖σ‖Q1
∀σ ∈ Q1.

Pour plus de détails sur et opérateur, nous pouvous nous référer à [57℄.

Puisque la frontière Γ est Lipshitzienne, la normale unitaire extérieur à Γ , notée

ν, est dé�nie presque partout. Pour tout hamp de veteur v ∈ H1 nous utilisons la

notation v pour désigner la trae de v sur Γ et nous notons par vν et vτ les omposantes

normale et tangentielle de v sur la frontière données par

vν = v · ν, vτ = v − vνν.

Nous dé�nissons de façon similaire les omposantes normale et tangentielle d'un hamp

tensoriel régulier σ : Ω → Sd
par les formules

σν = (σν) · ν, στ = σν − σνν.

Par ailleurs, nous rappelons aussi la formule de Green i-dessous :

(1.4)

∫

Ω

σ · ε(v) dx+
∫

Ω

Divσ · v dx =

∫

Γ

σν · v da ∀ v ∈ H1.

Nous introduisons à présent un sous-espae fermé de H1, dont la dé�nition est

donnée i-après :

(1.5) V =
{
v ∈ H1(Ω)d : v = 0 sur Γ1

}
.

Puisque mes(Γ1) > 0, l'inégalité de Korn s'applique sur V : il existe une onstante

cK > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que

‖ε(v)‖Q ≥ cK‖v‖H1
∀ v ∈ V.

Une démonstration de ette inégalité peut être trouvée dans ([49℄ p.79). Sur l'espae

V nous onsidérons le produit salaire donné par

(1.6) (u, v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀ u, v ∈ V,

et soit ‖ · ‖V la norme assoiée, i.e.

(1.7) ‖v‖V = ‖ε(v)‖Q ∀ v ∈ V.
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Par l'inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1
et ‖ · ‖V sont des normes équivalentes sur

V et ainsi (V, ‖ · ‖V ) est un espae de Hilbert. En outre, il existe une onstante c0 > 0

dépendant uniquement de Ω, Γ1 et Γ3 tel que

(1.8) ‖v‖L2(Γ3)d ≤ c0‖v‖V v ∈ V.

Cette inégalité déoule du théorème de trae de Sobolev.

Nous rappelons maintenant une onséquene de l'inégalité de Korn.

Théorème 1.2. Sous l'hypothèse mes(Γ1) > 0 notons par ε(V ) l'image de l'opérateur

de déformation ε : V → Q, i.e.

(1.9) ε(V ) = {ε(v); v ∈ V }.

Alors ε(V ) est un sous-espae fermé de Q.

Démonstration. Soit {τ n} est une suite d'élément de ε(V ) qui onverge dans Q à

l'élément τ , i.e.

(1.10) τ n → τ dans Q lorsque n→ ∞.

Alors il existe une suite {vn} ⊂ V tel que

(1.11) τ n = ε(vn) pour tout n ∈ N.

Il résulte de (1.10) que {τ n} est une suite de Cauhy dans Q. De e fait, il vient de

(1.7) que {vn} est une suite de Cauhy dans V . Ensuite, puisque V est un espae

omplet, il existe un élément v ∈ V tel que

(1.12) vn → v dans V lorsque n→ ∞.

Nous utilisons maintenant la onvergene (1.12) a�n de voir que

(1.13) ε(vn) → ε(v) dans Q lorsque n→ ∞.

Alors, nous ombinons (1.10), (1.11) et (1.13) pour déduire que τ = ε(v). Il suit de là

que τ ∈ ε(V ), e qui onlut la démonstration. �

Nous dé�nissons maintenant l'espae suivant :

Q∞ = { E = (Eijkl) | Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d }
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Notons que Q∞ est un espae de Banah réel muni de la norme

‖E‖Q∞
=

∑

1≤i,j,k,l≤d

‖Eijkl‖L∞(Ω).

Par ailleurs, un alul élémentaire montre que

(1.14) ‖Eτ‖Q ≤ ‖E‖Q∞
‖τ‖Q ∀ E ∈ Q∞, τ ∈ Q.

L'inégalité (1.14) sera utilisée notamment dans la démonstration du résultat de onver-

gene et dans l'obtention de l'estimation d'erreur du Chapitre 6.

Ces quelques propriétés ahèvent ette setion et e hapitre. Pour plus de détails

sur e sujet nous renvoyons à la référene [65℄.
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Chapitre 2

Eléments d'analyse non linéaire

Dans e hapitre, nous présentons quelques éléments d'analyse fontionnelle. Nous

introduisons également quelques résultats onernant les inéquations variationnelles

elliptiques et d'évolution qui interviennent dans l'étude des problèmes onsidérés par

la suite. Pour �nir, nous rappelons les lemmes de Gronwall qui seront utilisés plus

tard.

2.1 Opérateurs monotones et pseudomonotones

Nous ommençons par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et de

Lipshitz. Pour e faire, nous onsidérons un espae de Hilbert X muni du produit

salaire (·, ·)X et de la norme ‖ · ‖X .

Dé�nition 2.1. Un opérateur A : X → X est dit :

(1) monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀ u, v ∈ X ;

(2) stritement monotone si

(Au− Av, u− v)X > 0 ∀ u, v ∈ X, u 6= v;

(3) nonexpansif si

‖Au− Av‖X ≤ ‖u− v‖X ∀ u, v ∈ X ;

(4) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que

(Au−Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2X ∀ u, v ∈ X ;
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(5) de Lipshitz s'il existe M > 0 tel que

‖Au−Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀ u, v ∈ X ;

(6) hémiontinu si pour toute suite (αn) ⊂ R telle que αn → α, nous avons

(A(u+ αnv), w)X → (A(u+ αv), w)X ∀ u, v, w ∈ X ;

(7) ontinu si

un → u dans X =⇒ Aun → Au dans X.

En utilisant la dé�nition préédente, il est faile de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2. Tout opérateur de Lipshitz est hemiontinu.

Par ailleurs, nous rappelons le résultat suivant d'existene et d'uniité.

Théorème 2.3. Soient X un espae de Hilbert et A : X → X un opérateur fortement

monotone et Lipshitz. Alors pour tout f ∈ X il existe un unique élément u ∈ X tel

que Au = f .

Ce théorème montre que si A : X → X un opérateur fortement monotone et

Lipshitz, alors A est inversible. Les propriétés de son inverse, A−1
sont données par

le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient X un espae de Hilbert et A : X → X un opérateur fortement

monotone et Lipshitz. Alors, A−1
est un opérateur fortement monotone et Lipshitz.

Les démonstrations du Théorème 2.3 et la Proposition 2.4 �gurent dans [65, p.22-23℄.

Dans le Chapitre 4 de la thèse nous allons utiliser le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soit (X, (·, ·)X) est un espae de Hilbert. Soit A : X → X un opéra-

teur monotone et hemiontinu. Supposons que la suite {un} ⊂ X onverge faiblement

vers u ∈ X, 'est-à-dire

un ⇀ u dans X lorsque n→ ∞.

En outre, supposons que

lim
n→∞

sup (Aun, un − u)X ≤ 0.
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Alors, pour tout v ∈ X, nous avons l'inégalité suivante :

(2.1) lim
n→∞

inf(Aun, un − v)X ≥ (Au, u− v)X .

Un opérateur borné A : X → X qui véri�e (2.1) pour tout v ∈ X est appelé un

opérateur pseudomonotone. La démonstration de la Proposition 2.5 peut être trouvée

dans la référenes [65, p.21℄.

Rappelons à présent la dé�nition des opérateurs de projetion.

Dé�nition 2.6. Soit K un sous ensemble non vide, fermé et onvexe d'un espae de

Hilbert X. Pour tout f ∈ X, l'élément u ∈ K qui véri�e

‖u− f‖X = min
v∈K

‖v − f‖X

est appelé la projetion de f sur K et il est noté par PKf . Par ailleurs, l'opérateur

PK : X → K est appelé l'opérateur de projetion sur K.

Pour �nir ette setion, nous allons introduire les opérateurs de mémoire.

Dé�nition 2.7. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ), deux espaes vetoriels normés et

un opérateur R : C(R+, X) → C(R+, Y ). L'opérateur R est dit de mémoire si






Pour tout n ∈ N il existe rn > 0 tel que

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖Y ≤ rn

∫ t

0

‖u1(t)− u2(t)‖Xds
∀ u1, u2 ∈ C(R+, X), ∀t ∈ [0, n]

(2.2)

Ce type des opérateurs vont intervenir aussi bien dans les résultats abstraits qui vont

suivre que dans l'étude des problèmes de ontat que nous allons envisager.

2.2 Fontions onvexes

Dans ette setion, nous proédons à divers rappels portant sur les propriétés des

fontions onvexes. Pour ela, nous onsidérons un espae normé de Hilbert X munit

du produit salaire (·, ·)X et de la norme assoiée ‖ · ‖X .

Dé�nition 2.8. Soit K une partie onvexe de X et soit f : K → R. On dit que la

fontion f est onvexe si

f((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)f(u) + tf(v)
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pour tout u, v ∈ K et t ∈]0, 1[.

Dé�nition 2.9. Soit K une partie, onvexe, fermé, non vide de X. Soit f : K → R.

f est dite

(1) semi-ontinue inférieurement si pour tout u ∈ K et pour toute suite {un} ⊂ K qui

onverge vers u dans X, on a

lim
n→∞

inff(un) ≥ f(u).

(2) faiblement semi-ontinue inférieurement si pour tout u ∈ K et pour toute suite

{un} ⊂ K qui onverge faiblement vers u dans X, on a

lim
n→∞

inff(un) ≥ f(u).

Il est possible de lier la notion de fontion semi-ontinue inférieurement et la notion

de fontion faiblement semi-ontinue inférieurement. Plus préisément, nous avons le

résultat suivant.

Proposition 2.10. Soient (X, ‖·‖X) est un espae de Banah, K une partie, onvexe,

fermé, non vide de X et f : K → R une fontion onvexe. Alors f est semi-ontinue

inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-ontinue inférieurement.

Un grand nombre des problèmes aux limites dans la méanique de ontat onduit

à des formulations variationnelles dans lequelles le terme de frottement est assoié à

une semi-norme ontinue. Pour ette raison nous reueillons à la �n de e paragraphe

quelques résultats sur les semi-normes ontinues dé�nies sur un espae normé.

Proposition 2.11. Soit j un seminorme sur l'espae normé (X, ‖ · ‖X). Alors j est

ontinue si et seulement si qu'il existe m > 0 tel que

j(v) ≤ m‖v‖X ∀ v ∈ X.

Il est faile de voir qu'une semi-norme dé�nie sur un espae linéaire est une fontion

onvexe. Une onséquene direte de la Proposition 2.11 est donnée par le résultat

suivant
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Corollaire 2.12. Soit (X, ‖ · ‖X) un espae normé et soit j est semi-norme sur X.

Alors j est une fontion onvexe faiblement semi-ontinue inférieurement.

Les démonstration de la Proposition 2.11 et le Corollaire 2.12 peuvent être trouvées

dans [65, p.28℄.

2.3 Compléments divers

Dans ette setion, nous présentons quelques résultats sur les inéquations variation-

nelles ave ou sans operateurs de mémoire que nous utilisons pour l'étude de l'existene

et de l'uniité de la solution faible des problèmes de méanique abordés. Nous rappe-

lons également quelques lemmes du type Gronwall qui interviennent dans de nombreux

problèmes, en partiulier pour établir l'uniité de la solution ainsi que pour l'obtention

des estimations d'erreurs. Les di�érents résultats seront énonés sans démonstrations

mais ave un renvoi aux référenes préitées pour plus de détails.

Tout d'abord, nous introduisons des résultats qui seront utilisés dans le Chapitre 5

de e manusrit. Le premier représente un résultat de l'existene et de l'uniité alors

que le deuxième est un résultat de la onvergene sur des inégalités variationnelles

elliptiques. Pour l'introduire, nous onsidérons un espae de Hilbert réel X muni du

produit salaire (·, ·)X et la norme assoiée ‖ · ‖X . Nous supposons les hypothèses

suivantes :

K est une partie, convexe, fermé, non vide de X.(2.3)

A : X → X est un opérateur ontinu, Lipshitzien, fortement monotone.(2.4)






(a) G : X → X est un opérateur ontinu, Lipshitzien,

fortement monotone.

(b) (Gu, v − u)X ≤ 0 ∀ u ∈ X, v ∈ K.

(c) Gu = 0X si et seulement si u ∈ K.

(2.5)

f ∈ X.(2.6)

Ave es données, nous onsidérons le problème suivant :

Trouver un élément u tel que

(2.7) u ∈ K, (Au, v − u)X ≥ (f, v − u)X , ∀ v ∈ K.
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En outre, pour haque ρ > 0, nous onsidérons également le problème suivant :

Trouver un élément uρ tel que

(2.8) uρ ∈ X, Auρ +
1

ρ
Guρ = f.

Nous avons maintenant le résultat suivant.

Théorème 2.13. Soit X un espae de Hilbert et supposons que les hypothèses (2.3)�

(2.6) sont véri�ées. Alors :

1) L'inégalité variationnelle (2.7) admet une solution unique.

2) Pour haque ρ > 0 il existe un unique élément uρ, solution de l'équation non linéaire

(2.8).

3) La solution uρ de (2.8) onverge fortement vers la solution u de (2.7) à savoir

(2.9) uρ → u dans X lorsque ρ→ 0.

L'énoné et la démonstration de e théorème �gurent dans [65, p. 35℄

D'une autre part, le deuxième résultat que nous avons besoin est un résultat de

point �xe. Pour l'introduire, nous onsidérons un espae de Banah X et nous utilisons

les notations C(R+;X) et C1(R+;X) dé�nies dans le Chapitre 1. Nous avons le résultat

de point �xe suivant.

Théorème 2.14. Soit (X, ‖ · ‖X) un espae réel de Banah et soit Λ : C(R+;X) →
C(R+;X) un opérateur non-linéaire ave la propriété suivante : pour tout n ∈ N il

existe cn > 0 tel que

(2.10) ‖Λu(t)− Λv(t)‖X ≤ cn

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖Xds,

pour tous u, v ∈ C(R+;X) et pour tout t ∈ [0, n]. Alors l'opérateur Λ admet un unique

point �xe η∗ ∈ C(R+;X).

Le Théorème 2.14 représente une version simpli�ée du Corollaire 2.5 dans [61℄. Nous

soulignons dans (2.10), que la notation Λη(t) représente la valeur de la fontion Λη au

point t, 'est-à-dire Λη(t) = (Λη)(t).

Nous introduisons maintenant un résultat d'abstrait qui sera utilisé par la suite

dans e manusrit.
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Théorème 2.15. Soit X un espae de Hilbert, munit du produit salaire (·, ·)X et

de la norme assoiée ‖ · ‖X et supposons que K est une partie, onvexe, fermée de X

telle que 0X ∈ K. Soient A : X → X, un opérateur ontinu Lipshitzien fortement

monotone et j : K ×K → R, une fontion qui satisfait les onditions suivantes.

(2.11)





(a) Pour tout η ∈ K, j(η, ·) : K → R est onvexe

et semi-ontinue inférieurement.

(b) Il existe α ≥ 0 tel que

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)

≤ α ‖η1 − η2‖X‖v1 − v2‖X ∀ η1, η2, v1, v2 ∈ K.

Supposons que m > α. Alors, pour tout f ∈ X il existe un élément unique u ∈ X tel

que

(2.12) u ∈ K, (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

Le Theorème 2.15 sera utilisé dans le Chapitre 4 a�n de prouver l'existene d'une

solution faible d'un modèle de ontat. La démonstration de e théorème �gure dans

[65, p. 49�50℄ et est basée sur l'argument du point �xe de Banah.

Introduisons à présent un résultat onernant une autre lasse d'inéquations varia-

tionnelles ave un opérateur de mémoire. Soient X et Z deux espaes Hilbert muni

des produits salaires (·, ·)X et (·, ·)Z des normes assoiées ‖ · ‖X et ‖ · ‖Z respetive-

ment. Soit K une partie de X . Nous onsidérons les opérateurs A : K ⊂ X → X et

S : C(R+;X) → C(R+;Z) ainsi que la fontionnelle j : Z×X×K → R et la fontion

f : R+ → X . Nous supposons que les hypotèses suivantes :

(2.13) K est une partie, convexe, fermé, non vide de X.

(2.14)





(a) Il existe L > 0 tel que

‖Au1 −Au2‖X ≤ L‖u1 − u2‖Y ∀ u1, u2 ∈ K.

(b) Il existe m > 0 tel que

(Au1 −Au2, u1 − u2)X ≥ m‖u1 − u2‖2X
∀ u1 , u2 ∈ K.
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(2.15)





(a) Pour tout z ∈ Z et u ∈ X, j(z, u, ·) est convexe et semi-continue
inférieurement sur K.

(b) Il existe α > 0 et β > 0 tel que

j(z1, u1, v2)− j(z1, u1, v1) + j(z2, u2, v1)− j(z2, u2, v2)

≤ α‖z1 − z2‖Z ‖v1 − v2‖X + β ‖u1 − u2‖X ‖v1 − v2‖X
∀ z1, z2 ∈ Z, ∀ u1, u2 ∈ X, ∀ v1, v2 ∈ K.

(2.16)






Pour tout n ∈ N il existe sn > 0 tel que

‖S u1(t)− S u2(t)‖Z ≤ sn

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖X ds

∀ u1, u2 ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

(2.17) f ∈ C(R+;X).

Nous avons le résultat d'existene et d'uniité suivant.

Théorème 2.16. Supposons que les hypothèses (2.13)�(2.17) sont véri�ées et, en

outre,

(2.18) m > β.

Alors, il existe une unique fontion u ∈ C(R+;K), tel que pour tout t ∈ R+,

u(t) ∈ K, (Au(t), v − u(t))X + j(S u(t), u(t), v)(2.19)

−j(S u(t), u(t), u(t)) ≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K.

Ce théorème sera utilisé dans les Chapitres 6 et 7 a�n de prouver l'uniité de la

solution faible des problèmes de ontat onsidérés. Une démonstration du Théorème

2.16 peut être trouvée dans [72℄. L'utilisation du Théorème 2.16 dans l'étude des pro-

blèmes de ontat peut se trouver dans [28, 64℄. En outre, une inéquation variationnelle

utile dans l'étude des problèmes dynamiques de ontat a été onsidérée dans [19℄

Pour �nir e hapitre, nous introduisons les Lemmes de Grönwall qui interviennent

par la suite dans e manusrit.
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Lemme 2.17. Soient f et g ∈ C([0, T ],R). Supposons qu'il existe c > 0 tel que

f(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

f(s) ds ∀ t ∈ [0, T ].

Alors

f(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

g(s) ec(t−s) ds ∀ t ∈ [0, T ].

Si g est non déroissante, nous avons que

f(t) ≤ g(t) ect.

Lemme 2.18. Soient T > 0, donné, et N > 0, un entier. On dé�nit k = T/N .

Supposons que {gn}Nn=1 et {en}
N
n=1 sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant

en ≤ cgn + c

n∑

j=1

kej n = 1, ..., N.

ave c, une onstante positive indépendante de N et k. Alors, si k est su�samment

petit, il existe une onstante positive c, indépendante de N et k, telle que

max
1≤n≤N

en ≤ c max
1≤n≤N

gn.

Les démonstrations du Lemme 2.17 et 2.18 peuvent être trouvées dans [34, 65℄.
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Chapitre 3

Modélisation

Dans e hapitre, nous introduisons dans un premier temps le adre physique des pro-

blèmes de ontat ainsi qu'un bref rappel sur la méanique des milieux ontinus et

le omportement des solides déformables (lois élastiques, visoélastiques et visoplas-

tiques). Puis, nous présentons les di�érentes onditions aux limites de ontat ave

frottement qui seront utilisées dans les hapitres suivants.

3.1 Cadre physique et modèles mathématiques

Dans ette setion, nous �xons le adre physique, puis nous établissons le modèle

mathématique qui servira de base pour l'étude du problème de ontat glissant entre

un orps déformable et une fondation mobile.

a) Cadre physique. Nous onsidérons un orps matériel qui oupe un domaine

borné Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) ave une frontière Lipshitzienne Γ divisée en trois parties

mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, orrespondant aux di�érents types de onditions aux limites

et telle que mes (Γ1) > 0. Le orps est supposé en équilibre sous l'ation de fores

volumiques de densité f0. Des fores surfaiques de densité f 2 agissent sur Γ2. En�n,

le orps est enastré sur Γ1 dans une struture �xe et Γ3 orrespond à la partie du

orps déformable suseptible d'entrer en ontat ave une fondation mobile, onstituée

d'un orps rigide ouvert d'une ouhe molle. Dans la Figure 3.1 i-après, v∗
représente

la vitesse du déplaement de la fondation, g représente l'épaisseur de la matière molle

et n∗
est un veteur unitaire dans le plan de la fondation. Nous supposons que la

fondation se déplae ave une vitesse onstante v∗ = v∗n∗
, où v∗ < 0 est donnée. En

outre, la déformabilité de la fondation est modélisée par une possible pénétration.
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�/



Partie I Chapitre 3 Modélisation

où f 0 : Ω × [0, T ] → Rd
représente la densité des fores volumiques sur Ω. Cette

équation s'appelle équation du mouvement de Cauhy, où ρ : Ω → R+ représente

la densité de masse et ü représente l'aélération. Les proessus d'évolution modéli-

sés par l'équation (3.1) s'appellent proessus dynamiques. Dans ertaines situations,

l'équation (3.1) peut se simpli�er. Par exemple dans le as où u varie très lentement

par rapport au temps, le terme ρü peut être négligé (proessus quasistatiques). Dans

e as l'équation (3.1) devient

(3.2) Div σ + f 0 = 0 dans Ω×]0, T [.

Les proessus de déformation gouvernés par l'équation (3.2) sont de proessus statiques

(lorsque les variables ne dépendent pas du temps) ou de proessus quasistatiques (dans

le as ontraire). Dans e premier as l'équation (3.2) est valable dans Ω. Par la suite,

on va appeler simplement (3.2) équation d'équilibre.

A�n de ompléter le modèle mathématique qui dérit l'évolution d'un milieu ontinu

donné par l'équation (3.1) ou (3.2), il faut enore préiser les onditions aux limites.

Puisque le orps est enastré sur Γ1, le hamp de déplaements y est nul, don

(3.3) u = 0 sur Γ1 × (0, T ).

La ondition aux limites en tration peut se mettre sous la forme

(3.4) σν = f 2 sur Γ2 × (0, T ).

L'équation (3.1) ou (3.2) équivaut à d relations salaires. Par onséquent, mathéma-

tiquement ette équation ne su�t pas à modèliser le problème d'équilibre du orps ar

il y a plus d'inonnues que d'équations. L'équation (3.1) ou (3.2) exprime un proessus

universel valable pour tous les matériaux et de e fait elle ne su�t pas à déterminer

tous les di�érents omportements méaniques des milieux ontinus. Par onséquent,

l'équation est don insu�sante, à elle seule, pour dérire l'équilibre des orps matériels.

Elle doit alors être omplétée par d'autres relations qui aratérisent le omportement

de haque type de matériau et que l'on désigne sous le voable général de loi de om-

portement. Cette loi de omportement représente une relation reliant le tenseur de

ontrainte σ, le tenseur de déformation ε et leur dérivées. Pour plus de détails, nous

vous renvoyons aux ouvrages [60, 65℄.
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3.2 Lois de omportement

Dans ette setion, nous onsidérons les lois de omportement pour les matériaux élas-

tiques, visoélastiques et visoplastiques ave ou sans variable interne d'état. Ces lois

sont utilisées dans de nombreux ouvrages portant notamment sur l'étude mathéma-

tique des problèmes de ontat.

3.2.1 Lois de omportement des matériaux élastiques

Dans e paragraphe, nous onsidérons une atégorie de matériaux où le tenseur des

ontraintes σ et le tenseur des déformations in�nitésimales ε sont reliés par la loi de

omportement suivante

(3.5) σ = Fε(u),

Le tenseur des ontraintes représente ii une fontion (linéaire ou non-linéaire) du

tenseur des déformations linéarisé ε. Ces matériaux s'appellent matériaux élastiques

et la loi de omportement (3.5) s'appelle loi de omportement élastique.

En général la fontion F dépend du point x ∈ Ω don nous avons

σ(x) = F(x, ε(u)).

Si F ne dépend pas expliitement de x, le milieu élastique est dit homogène. Autre-

ment, il est dit non-homogène. Par la suite, pour simpli�er l'ériture, nous utilisons

Fε(u) pour F(x, ε(u)).

En élastiité linéaire F est une fontion linéaire de ε, 'est-à-dire (3.5) devient

(3.6) σ = Eε(u)

où E = (Eijkh) est le tenseur d'élastiité d'ordre 4. Ses omposantes Eijkl s'appellent
oe�ients d'élastiité et sont indépendantes du tenseur des déformations. Du fait des

di�érentes symétries matérielles inhérentes à l'homogénéité et l'isotropie du matériau,

nous avons

(3.7) Eijkh = λ δijδkh + µ(δikδjh + δihδjk),

où les onstantes λ et µ sont les oe�ients de Lamé et δij est le symbole de Kroneker.

Par ailleurs, en utilisant l'égalité σij = Eijkhεkh et (3.7) nous avons,

(3.8) σij = λ εkkδij + 2µεij.
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En inversant la loi élastique linéaire (3.8), nous obtenons

(3.9) εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij,

où E représente le module de Young et ν le oe�ient de Poisson.

Le leteur désireux d'obtenir plus de renseignements sur e sujet est prié de onsul-

ter [60, 65℄.

3.2.2 Lois de omportement des matériaux visoélastiques

L'investigation des propriétés méaniques des matériaux tels que les pâtes ou les ires,

a mis en évidene les insu�sanes de la théorie de l'élastiité. En e�et, ertains phé-

nomènes, tels que le �uage ou la relaxation ne peuvent pas être dérits par les lois de

omportement élastique. C'est pourquoi les modèles visoélastiques et visoplastiques

furent introduits.

a) Matériaux visoélastique à mémoire ourte. Une loi de omportement vis-

oélastique générale à mémoire ourte est donnée par

(3.10) σ = Aε(u̇) + Bε(u),

où A est l'opérateur de visosité et B est l'opérateur d'élastiité. Par ailleurs, nous

notons que es deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale x, mais pour

simpliité, nous ne signalons pas expliitement ette dépendane ; par onséquent, tout

e qui suit est valable pour les matériaux non-homogènes. Nous utilisons respetive-

ment les notations Aε(u̇) et Bε(u) pour A(x, ε(u̇)) et B(x, ε(u)). En partiulier, si

A et B sont des opérateurs linéaires, alors (3.10) nous onduit à la loi onstitutive de

Kelvin-Voigt

σij = aijklεkl(u̇) + bijklεkl(u),

où σij , aijkl, bijkl représentent respetivement les omposantes du tenseur des ontraintes

σ, du tenseur de visosité A et du tenseur d'élastiité B. L'analyse variationnelle de

plusieurs problèmes aux limites impliquant (3.10) se trouve dans [34, 54, 56, 57℄.

b) Matériaux visoélastique à mémoire longue. Une loi de omportement

visoélastique à mémoire longue est donnée par

(3.11) σ(t) = Fε(u(t)) +

∫ t

0

R(t− s)ε(u(s))ds.
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où F est l'opérateur d'élastiité et R est l'opérateur de relaxation. Nous notons éga-

lement que es deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale x. En outre,

omme le montre (3.11), l'opérateur R est une fontion du temps. Dans le as linéaire,

les omposantes du tenseur des ontraintes σ = (σij) qui satisfait (3.11) sont données

par

σij(t) = fijklεkl(u(t)) +

∫ t

0

rijkl(t− s)εkl(u(s)) ds,

où F = (fijkl) est le tenseur d'élastiité et R = (rijkl) est le tenseur de relaxation.

Ii, nous notons que les oe�ients fijkl et rijkl dépendent de la variable spatiale x

dans le orps. Pour plus préisions sur es lois visoélastiques, nous pouvons renvoyer

à [4, 5, 6, 23, 25, 33, 53℄, par exemple.

3.2.3 Lois de omportement des matériaux visoplastiques

Dans e paragraphe, nous onsidérons les lois de omportement visoplastiques qui sont

utilisées dans la littérature a�n de dérire les propriétés des métaux et notamment les

phénomènes de relaxation, de �uage et de déformations irréversibles.

a) Matériaux visoplastiques. Une loi de omportement visoplastique générale

peut être érite omme

(3.12) σ̇ = Eε(u̇) + G(σ, ε(u)),

où E et G représentent respetivement l'opérateur linéaire dérivant les propriétés élas-

tiques du matériau et la fontion onstitutive non linéaire dérivant son omportement

visoplastique. Les détails méaniques se trouvent dans les ouvrages [21, 34, 57℄. Dans

le as non-homogène E et G dépendent du point x ∈ Ω, don (3.12) s'érit pour tout

x ∈ Ω

(3.13) σ̇(x) = E(x, ε(u̇(x))) + G(x,σ, ε(u(x))).

A�n de simpli�er l'ériture nous utilisons dans la suite (3.12) au lieu de (3.13). Un

exemple relativement simple à une dimension de la loi onstitutive de la forme (3.12)

peut se onstruire de la façon suivante. Nous supposons que la déformation ε est

omposée de deux parties, la déformation élastique εe et la déformation plastique εp

tel que

(3.14) ε = εe + εp.
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Puis, nous supposons également que

(3.15) εe =
σ

E
et ε̇p = ψ(σ, ε),

où ψ : R2 → R est une fontion onstitutive et E est le module de Young. Par

onséquent, la loi de omportement visoplastique (3.14) devient

(3.16) ε̇ =
σ̇

E
+ ψ(σ, ε),

e qui implique que

(3.17) σ̇ = Eε̇+G(σ, ε)

où G(σ, ε) = −Eψ(σ, ε).
L'analyse variationnelle et numérique de plusieurs modèles de ontat utilisant une

loi de omportement de la forme (3.12) se trouve dans plusieurs travaux omme, par

exemple [10, 11℄.

b) Matériaux visoplastique à variable interne d'état. Nous pouvons prendre

en onsidérations des lois de omportement visoplastiques plus générales que (3.12).

Ainsi ertain auteurs (f. [21℄) proposent des lois de omportement de la forme

(3.18) σ̇ = Eε(u̇) + G(σ, ε(u),κ),

où κ est une variable interne d'état. La prise en onsidération de e type de lois

de omportement est justi�ée par les essais expérimentaux. D'habitude κ est une

fontion vetorielle à m omposantes don la fontion G dans (3.18) est dé�nie sur

Ω × Sd × Sd × Rm
à valeurs dans Sd

. Pour κ, nous donnons aussi une équation

d'évolution de la forme

(3.19) κ̇ = G(σ, ε(u),κ),

où G : Ω × Sd × Sd × Rm → Rm
. Un exemple lassique de variable interne d'état est

le paramètre d'érouissage du type déformation dé�ni par

(3.20) κ̇ = φ(|ε−1G(σ, ε(u),κ)|),

où φ : R+ → R. En partiulier si φ(r) = 2
3
r, κ devient la déformation équivalente

irréversible. Pour plus d'information de es lois de omportement, nous pouvons nous

référer à [21, 37, 60℄.
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Interprétation. Nous présentons maintenant quelques détails supplémentaires sur la

ondition de ontat (3.26). Les inégalités et les égalités i-dessus sont également va-

lables pour un point arbitraire x ∈ Γ3. Tout d'abord, nous rappelons que (3.26) repré-

sente une ondition de ontat ave ontrainte unilatérale, puisque l'inégalité uν ≤ g

doit être véri�ée. Par ailleurs, lorsqu'il y a une séparation entre le orps et la fondation,

'est-à-dire lorsque uν < 0, la ondition (3.26) donne que σν = 0, puisque p(uν) = 0 et

ξ = 0. De e fait, la réation de la fondation s'annule. Notons que le même ompor-

tement de la ontrainte normale est dérit à la fois dans la ondition de ompliane

normale lassique et dans la ondition de ontat Signorini, lorsqu'il y a séparation.

Supposons maintenant qu'il y ait pénétration sans atteindre la borne g, 'est-à-dire

que 0 < uν < g. Alors (3.26) donne

(3.32) −σν = p(uν) + F.

Cette égalité montre que la réation de la fondation dépend de la pénétration et

représente une ondition de type de ompliane normale. Notons que (3.26) montre

également que si nous avons une pénétration qui satisfait 0 < uν < g alors −σν ≥ F .

En e�et, ii nous avons 0 < uν < g alors (3.32) implique que −σν ≥ F . Nous onluons

de e qui préède que si −σν < F alors il n'y a pas de pénétration et, par onséquent, F

représente une seuil de pénétration, en dessus duquel la pénétration n'est pas possible.

Ce genre de omportement aratérise une roûte rigide-élastique.

e) Contat ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et terme de

mémoire. Introduisons à présent une ondition de ontat similaire à elle de (3.26).

Ce type de ontat ave la ouhe molle de la fondation est modélisé par une loi

de ompliane normale, de ontrainte unilatérale et terme de mémoire. Cette loi est

aratérisée par les relations suivantes

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤ F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)
,

ξ(t) = 0 si uν(t) < 0,

ξ(t) = F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)

si uν(t) > 0





sur Γ3.(3.33)

L'obtention de ette loi de ontat est similaire à elle de (3.26). La di�érene majeure

par rapport à la ondition (3.26) vient ii du fait que le seuil de pénétration dépend
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d'un terme de mémoire en relation ave l'histoire de la pénétration, i.e.

F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)
.

En onsidérant ette dépendane le problème devient plus intéressant du point de

vue mathématique. Supposons maintenant qu'il y ait pénétration à l'instant t sans

atteindre la borne g, 'est-à-dire que 0 < uν(t) < g. Alors (3.33) donne

−σν(t) = p(uν(t)) + F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)

(3.34)

Cette égalité montre que la réation de la fondation est orientée vers le orps et dépend

tant de la pénétration que de son histoire.

Conlusion. La ondition (3.33) montre que lorsqu'il y a séparation entre la surfae

du orps et de la fondation alors la ontrainte normale s'annule. Ensuite, elle suit une

ondition de ompliane normale de la forme (3.34) jusqu'à la limite g ; puis, lorsque

ette limite est atteinte, le ontat suit à une ondition unilatérale de type Signorini

ave interstie g. Pour ette raison la ondition (3.33) représente une ondition de

ompliane normale ave ontrainte unilatérale et e�ets de mémoire. Nous reviendrons

sur ette ondition dans le Chapitre 6 du manusrit.

3.4 Lois de frottement

Dans ette setion nous allons introduire les lois de frottement qui seront utilisées

par la suite dans e manusrit. Ces lois sont représentées par des relations entre la

omposante tangentielle du hamp de ontraintes στ , la omposante normale du hamp

de ontraintes σν et la vitesse tangentielle u̇τ ou le déplaement tangentiel uτ .

a) Frottement lassique de Coulomb. Il s'agit de la loi la plus onnue et la

plus utilisée des lois de frottement. Cette loi a été formulée pour la première fois

par Amontons en 1699. Nous présentons ii deux versions de la loi de Coulomb qui

orrespondent au as statique et d'évolution.

Le as statique. Dans e as, la loi de Coulomb se formule de la façon suivante :

{ ‖στ‖ ≤ Fb,

−στ = Fb
uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0.

(3.35)

Dans (3.35) Fb représente le seuil de frottement (e seuil n'est pas �xé et dépend du

oe�ient de frottement et de la solution du problème).
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Soit maintenant v∗ = v∗n∗
ave v∗ < 0, et soit v∗

‖v∗‖
= −n∗

. Alors, (3.38) dévient

(3.39) −στ = Fb n
∗

sur Γ3,

où n∗
est un veteur unitaire donné.

Par la suite nous supposons que le seuil de frottement Fb dépend du hamp de

déplaement u. Cette hypothèse est naturelle ar, par exemple, dans le as de la loi

lassique de frottement de Coulomb, nous avons

(3.40) Fb = µ|σν |,

où µ représente le oe�ient de frottement et σν dépend de u via la loi de omporte-

ment. Pour être plus préis, dans le as d'un omportement élastique σ = Fε(u) on

a

σν = σν · ν =
(
Fε(u)

)
ν · ν

et, par onséquent, (3.40) devient

(3.41) Fb = µS(u) sur Γ3,

où S(u) = |
(
Fε(u)

)
ν · ν|.

Nous onsidérons maintenant la situation lorsque le ontat est modélisé ave la

ondition de ompliane normale assoiée à la loi frottement lassique de Coulomb.

Dans e as −σν = p(uν) ≥ 0 et don, Fb = µ|σν | = µp(uν). Il en résulte que l'égalité

(3.41) reste vraie, ette fois-i ave le hoix S(u) = p(uν). Une remarque similaire

peut être faite pour la loi de frottement de Coulomb, lorsque le seuil de frottement est

donné par

(3.42) Fb = µ|Rσν | sur Γ3,

où R est un opérateur de régularisation présenté dans le Chapitre 1 (f (1.3)). Rappe-

lons ii que l'opérateur R est utilisé dans la littérature pour des raisons mathématiques,

ar il augmente la régularité de la ontrainte normale sur la frontière. En outre, nous

notons que l'utilisation de l'opérateur R a été utilisé dans la littérature dans l'étude des

problèmes de ontat ave ontraintes unilatérales, voir par exemple [16, 22, 34, 57℄.

Le seuil de frottement (3.42) sera utilisé dans les Chapitres 6 et 7 de e manusrit.

Nous ombinons maintenant les égalités (3.39) et (3.41) a�n d'obtenir la loi de

frottement

(3.43) −στ = µS(u)n∗
sur Γ3

Cette loi sera utilisée dans le Chapitre 4 du manusrit.
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) Loi de frottement ave usure. Rappelons d'abord que l'étude des problèmes de

ontat ave ompliane normale et ontrainte unilatérale a été faite dans [8, 9, 27, 63℄.

Dans es travaux l'usure des surfaes en ontat n'a pas été prise en onsidération. Tou-

tefois, l'expériene primaire montre que lorsque deux surfaes se trouvent en ontat

glissant leur usure se produit. Dans la littérature, la prise en ompte de e phéno-

mène se fait à l'aide d'une variable de surfae, la fontion d'usure, i-après notée w.

La ondition de ontat ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et usure se

formule de la façon suivante :

(3.44)

uν ≤ g, σν + p(uν − w) ≤ 0,

(uν − g)(σν + p(uν − w)) = 0.

}
sur Γ3 × R+.

Pour plus de détails voir [34, 57, 64℄.

D'une autre part, en utilisant l'égalité (3.39) ave Fb = µ|σν |, nous avons

(3.45) −στ = µ |σν |n∗
sur Γ3 × R+.

En supposant maintenant que la ontrainte normale satisfait une loi de ompliane

normale ave usure

(3.46) −σν = p(uν − w) sur Γ3 × R+,

l'égalité (3.45), devient

(3.47) −στ = µ p(uν − w)n∗
sur Γ3 × R+.

Nous étendons ette ondition au as où le ontat est unilatéral, 'est-à-dire lorsque

uν(t) = g. Par onséquent, l'égalité (3.47) est valable aussi dans e as et nous utilisons

sous ette forme dans le Chapitre 5 du manusrit.

d) Loi d'Arhard. L'évolution de la fontion d'usure est dérite dans la littérature

par la loi d'Arhard suivante :

(3.48) ẇ = k |σν | ‖v‖ sur Γ3 × R+.

Ii k représente le oe�ient d'usure. Dans le as d'un ontat glissant, la loi (3.48),

devient

(3.49) ẇ = k |σν | ‖u̇τ − v∗‖ sur Γ3 × R+,

où v∗
représente la vitesse de la fondation.
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D'autre part, en utilisant à nouveau l'approximation ‖u̇τ − v∗‖ ≈ ‖v∗‖, l'équation
(3.49) devient

(3.50) ẇ = k |σν | ‖v∗‖ sur Γ3 × R+.

Notons maintenant α = k ‖v∗‖, a�n d'érire (3.50) sous la forme

(3.51) ẇ = α |σν | sur Γ3 × R+.

En�n, nous utilisons l'égalité (3.46), et par onséquent, nous obtenons l'équation dif-

férentielle suivante

(3.52) ẇ(t) = α p(uν(t)− w(t)) sur Γ3 × R+.

L'égalité (3.52) représente une version de la loi d'Arhard qui régit l'évolution de la

fontion de l'usure dans le as d'un ontat glissant ave ompliane normale. Nous

allons utiliser ette loi dans le Chapitre 5 de e manusrit. Pour plus d'information

sur ette loi, nous pouvons se référer à [57℄.

Nous �nissons ette setion ave la remarque que l'analyse variationnelle de di�é-

rents modèles de ontat ave usure peut être trouvée dans [12, 58℄.
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Partie II

Problèmes de ontat glissant

Dans ette partie on s'intéresse à l'étude théorique et numérique de quelques pro-

blèmes de ontat glissant en petites déformations. Cette partie est divisée en quatre

hapitres. Dans le premier hapitre, nous étudions un problème de ontat élastique

ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et terme de mémoire. Pour e pro-

blème, nous donnons la formulation forte et variationnelle. Nous prouvons ensuite un

résultat d'existene et d'uniité de la solution faible. En�n, nous étudions quelques ré-

sultats de onvergene puis nous présentons la formulation duale pour e problème et

nous terminons par un résultat sur l'estimation d'erreur. Dans le hapitre suivant, nous

onsidérons un problème similaire au elui du hapitre préédent, en tenant ompte de

l'usure des surfaes de ontat. Tout d'abord, nous donnons suessivement la formula-

tion forte et variationnelle du problème de ontat. Puis, nous démontrons l'existene

et l'uniité de la solution faible. Pour �nir e hapitre, nous présentons un résultat

de onvergene. Dans le troisième hapitre, nous traitons un problème visoélastique

de ontat. Après avoir posé le problème méanique, nous dérivons sa formulation

variationnelle. Ensuite, nous établissons un résultat d'existene et d'uniité. On pour-

suit ave un résultat de onvergene de la dépendane de la solution par rapport au

paramètre. L'analyse du problème se termine par l'obtention d'estimation d'erreur de

disrétisation spatiale et temporelle. Finalement, dans le quatrième et dernier hapitre

nous nous intéressons à l'étude quasi-statique d'un problème de ontat d'un orps

visoplastique. D'une manière analogue ave le hapitre préédent, on propose la for-

mulation variationnelle pour le problème méanique et on poursuit ave un résultat

d'existene et d'uniité. Nous introduisons ensuite un problème visoplastique ave

variables internes d'état. On termine par un résultat d'existene et d'uniité de la

solution faible du problème.
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Chapitre 4

Problème de ontat élastique

Dans e hapitre, nous onsidérons un modèle mathématique qui dérit le ontat

glissant entre un orps élastique et une fondation plane, qui se déplae ave une vi-

tesse onstante (tapis roulant). La loi onstitutive de omportement est supposée non-

linéaire et élastique, et le proessus est quasistatique. Le ontat est dérit à l'aide

d'une loi de ompliane normale ave ontrainte unilatérale et la loi de frottement

assoiée est de type de Coulomb. Ce hapitre est omposé de six setions. Dans la

première setion, nous présentons la formulation forte du problème ainsi que les hy-

pothèses sur les données a�n d'obtenir la formulation variationnelle du problème de

ontat. Ensuite, dans la deuxième setion, nous fournissons un résultat d'existene

et d'uniité de la solution faible sous une hypothèse de petitesse. Dans la troisième

setion, nous démontrons un résultat de onvergene, portant sur la perturbation des

données. La quatrième setion est liée à une méthode de pénalisation. Plus préisément,

nous démontrons que la solution faible du problème de ontat ave loi de ompliane

normale et seuil de pénétration onverge vers la solution faible du problème de ontat

ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et seuil de pénétration, lorsque le o-

e�ient de rigidité de la fondation onverge vers l'in�ni. Dans la inquième setion,

nous présentons la régularisation de e problème. La sixième setion est onsarée à la

formulation duale de e problème. En�n, dans la septième setion, nous présentons un

résultat d'estimation de l'erreur d'approximation variationnelle. Une partie du travail

présenté dans e hapitre fait l'objet de l'artile [70℄. Rappelons aussi qu'un problème

de ontat glissant pour des matériaux élastiques a été étudié dans [3℄. Par ailleurs

l'étude du problème statique de Signorini ave frottement pour les matériaux élas-

tiques, basée sur des résultats onernant les inéquations variationnelles elliptiques a

été faite dans [16℄. Une extension de es résultats a été obtenue dans [17, 18℄.
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4.1 Formulation du problème

Le adre physique orrespond à elui introduit dans la setion 3.1. Pour rappel, on

onsidère un orps élastique oupant un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) ave

une frontière Γ divisée en trois parties mesurables Γ1, Γ2 et Γ3 (ave mes(Γ1) > 0),

orrespondant aux di�érentes onditions aux limites. Le orps est �xé sur Γ1, une

densité de fores volumiques f0 agit dans Ω et une fore de tration surfaique de

densité f 2 agit sur Γ2. En�n, Γ3 orrespond à la partie de ontat entre le orps

déformable et une fondation mobile. Rappelons ii que la vitesse de la fondation est

onstante.

Pour e problème nous présentons la formulation lassique, qui peut s'énnoner de

la façon suivante :

Problème P. Trouver un hamp des déplaements u : Ω × R+ → Rd
ainsi qu'un

hamp des ontraintes σ : Ω × R+ → Sd
tels que

σ(t) = Fε(u(t)) dans Ω,(4.1)

Divσ(t) + f0(t) = 0 dans Ω,(4.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(4.3)

σ(t)ν = f2(t) sur Γ2,(4.4)

−στ (t) = µS(u(t))n∗
sur Γ3,(4.5)

pour tout t ∈ R+, et il existe ξ : Γ3 × R+ → R qui satisfait

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤ F,

ξ(t) = 0 si uν(t) < 0,

ξ(t) = F si uν(t) > 0





sur Γ3,(4.6)

pour tout t ∈ R+.

Pour simpli�er l'ériture, nous allons dans la suite de e hapitre omettre la dépen-

dane par rapport à t et faire l'étude du Problème P à un temps t �xé.

Pour e problème, l'équation (4.1) représente la loi onstitutive élastique du maté-

riau dans laquelle F est une fontion onstitutive (éventuellement non linéaire). Puis,
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(4.2) est l'équation d'équilibre, où f 0 représente la densité des fores volumiques. En-

suite, (4.3) et (4.4) représentent les onditions aux limites de déplaement-tration,

où f 2 représente la densité des fores de trations. La ondition (4.5) représente la loi

de frottement présentée dans le Chapitre 3 Setion 3.4 (f (3.43)). Rappelons ii que

n∗
est une veteur unitaire dans le plan de la fondation, µ représente le oe�ient de

frottement et S est un opérateur présenté dans le Chapitre 3 Setion 3.4 (f (3.41)).

En�n, les relations (4.6) représentent les onditions de ontat ave la loi de ompliane

normale, ontrainte unilatérale et seuil de pénétration. Pour une expliation de fond

plus détaillée sur ette ondition de ontat, nous renvoyons au Chapitre 3 Setion 3.3.

Dans l'étude du problème méanique (4.1)�(4.6), nous faisons les hypothèses sui-

vantes. Nous supposons que l'opérateur d'élastiité F véri�e les onditions suivantes :

(4.7)





(a) F : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LF > 0 tel que

‖F(x, ε1)− F(x, ε2)‖ ≤ LF‖ε1 − ε2‖ ∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mF > 0 tel que

(F(x, ε1)− F(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mF ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) x 7→ F(x, ε) est mesurable sur Ω, pour tout ε ∈ S
d.

(e) F(x, 0Sd) = 0Sd p.p. x ∈ Ω.

Par ailleurs, nous supposons que les fores volumiques f0 et les trations surfaiques

f2 ont respetivement la régularité

(4.8) f0 ∈ L2(Ω)d, f2 ∈ L2(Γ2)
d.

De même, nous supposons que la fontion de ompliane normale p véri�e les

onditions suivantes :

(4.9)





(a) p : Γ3 × R → R+.
(b) Il existe Lp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(c) (p(x, r1)− p(x, r2)) (r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(d) x 7→ p(x, r) est mesurable sur Γ3, pour tout r ∈ R.
(e) p(x, r) = 0 si et seulement si r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

Nous supposons également que le seuil de pénétration F et le oe�ient de frotte-

ment µ véri�ent respetivement les onditions suivantes :

(4.10) F ∈ L∞(Γ3), F (x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3.

(4.11) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3.
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En�n, nous supposons que l'operateur S véri�e les onditions suivantes :

(4.12)






(a) S : Γ3 × Rd → R+.
(b) Il existe LS > 0 tel que

‖S(x,u1)− S(x,u2)‖ ≤ LS‖u1 − u2‖
∀u1,u2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) x 7→ S(x,u) est mesurable sur Γ3, pour tout u ∈ R
d.

(d) x 7→ S(x, 0Sd) appartient à L
2(Γ3).

Maintenant, nous nous intéressons à la formulation variationnelle du Problème P.
Pour ela, nous introduisons l'ensemble de déplaements admissibles U , l'opérateur

P : V → V , la fontionnelle j : U × U → R et f ∈ V de�nis par

U = { v ∈ V : vν ≤ g p.p. sur Γ3 },(4.13)

(Pu, v)V =

∫

Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V,(4.14)

j(u, v) =

∫

Γ3

Fv+ν da+

∫

Γ3

µS(u)n∗ · vτ da ∀u, v ∈ V,(4.15)

(f , v)V =

∫

Ω

f0 · v dx+
∫

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V.(4.16)

r+ étant la partie positive de r, i.e. r+ = max {r, 0}.
Soit (u,σ) un ouple des fontions su�samment régulières qui satisfait (4.1)�(4.6).

Soit v ∈ U . Nous utilisons la formule de Green (1.4) a�n d'obtenir :

(σ · (ε(v)− ε(u))Q =

∫

Ω

f 0 · (v − u) dx+

∫

Γ2

f 2 · (v − u) da(4.17)

+

∫

Γ3

σν(vν − uν) da+

∫

Γ3

στ · (vτ − uτ ) da.

En utilisant la dé�nition (4.16), l'égalité (4.17) devient

(σ · (ε(v)− ε(u))Q = (f , v − u)V +

∫

Γ3

σν(vν − uν) da(4.18)

+

∫

Γ3

στ · (vτ − uτ ) da.

Maintenant, nous érivons

σν(vν − uν) = (σν + p(uν) + ξ)(vν − g)

+(σν + p(uν) + ξ)(g − uν)− (p(uν) + ξ)(vν − uν) sur Γ3,
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Alors, en utilisant les onditions (4.6) et la dé�nition (4.13), nous obtenons :

(4.19) σν(vν − uν) ≥ −(p(uν) + ξ)(vν − uν) sur Γ3.

Nous utilisons (4.6), enore une fois, et l'hypothèse (4.10) sur la fontion F a�n de

déduire que

(4.20) F (v+ν − u+ν ) ≥ ξ(vν − uν) sur Γ3.

Ensuite, nous additionnons les inégalités (4.19) et (4.20) et nous intégrons le résultat

sur Γ3 pour onstater que

(4.21)

∫

Γ3

σν(vν − uν) da ≥ −
∫

Γ3

p(uν)(vν − uν) da−
∫

Γ3

F (v+ν − u+ν ) da.

Nous ombinons désormais l'égalité (4.18), l'inégalité (4.21) et la ondition (4.5) pour

déduire que

(σ, ε(v)− ε(u))Q ≥ (f , v − u)V −
∫

Γ3

p(uν)(vν − uν) da(4.22)

−
∫

Γ3

F (v+ν − u+ν ) da −
∫

Γ3

µS(u)n∗ · (vτ − uτ ) da.

En�n, nous utilisons la loi onstitutive (4.1) et les dé�nitions (4.13)�(4.15). Par

onséquent, nous obtenons dans e qui suit la formulation variationnelle du problème

méanique P.
Problème PV . Trouver un hamp de déplaements u tel que

u ∈ U, (Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + (Pu, v − u)V(4.23)

+j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

Notons que le Problème PV est formulé en terme de déplaements. Une fois que

e dernier est onnu, on peut aisément déduire le hamp de ontraintes à l'aide de la

loi onstitutive (4.1). Un ouple (u,σ) qui satisfait (4.1) et (4.23) est appelé solution

faible du problème de ontat glissant P.

4.2 Existene et uniité de la solution

Cette setion est destinée à présenter l'existene et l'uniité du Problème PV , sous une

hypothèse de petitesse portant sur le oe�ient de frottement.
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Théorème 4.1. Supposons que les hypothèses (4.7)�(4.12) sont véri�ées. Alors, il

existe une onstante µ0, ne dépendant que de Ω, Γ1, Γ3, F et S, tel que le Problème

PV admet une solution unique si

(4.24) ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0.

Démonstration. Pour e faire, nous appliquons le Théorème 2.15 ave X = V et

K = U . Nous onsidérons l'opérateur A : V → V de�ni par

(Au, v)V = (Fε(u), ε(v))Q + (Pu, v)V ∀u, v ∈ V.(4.25)

Nous utilisons les hypothèses (4.7)() et (4.9)() a�n de voir que

(Au− Av,u− v)V ≥ mF‖u− v‖2V ∀u, v ∈ V.(4.26)

D'autre part, en utilisant (4.7)(b), (4.9)(b) et l'inégalité de trae (1.8), nous avons

||Au− Av||V ≤ (LF + c20Lp)‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.(4.27)

Nous onluons par (4.26) et (4.27) que A est un opérateur ontinu Lipshitzien, for-

tement monotone sur l'espae V . Don, l'opérateur A satisfait les onditions (2.1)(4),

(5) ave m = mF et M = (LF + c20Lp).

Soit maintenant η ∈ V . Nous notons que la fontionnelle j(η, ·) dé�nie par (4.15)
est onvexe. Puis, en utilisant les propriétés de l'opérateur de trae, nous pouvons fa-

ilement voir qu'elle est ontinue. Nous en déduisons que j satisfait la ondition (2.15)

(a). Nous onsidérons maintenant les éléments η1, η2, v1, v2 ∈ V . Ensuite, en utilisant

les hypothèses (4.11)�(4.12), nous obtenons

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)

=

∫

Γ3

µ(S(η1)− S(η2))n
∗ · (v2τ − v1τ ) da

≤
∫

Γ3

LS‖µ‖L∞(Γ3)‖η1 − η2‖‖v2τ − v1τ‖ da.

Ainsi,

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)

≤ LS‖µ‖L∞(Γ3)‖η1 − η2‖L2(Γ3)‖v1 − v2‖L2(Γ3).
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Nous utilisons maintenant l'inégalité de trae (1.8) et l'inégalité préédente, a�n de

voir que

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)(4.28)

≤ c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖η1 − η2‖V ‖v1 − v2‖V .

Il résulte maintenant de (4.28) que la fontionnelle j satisfait la ondition (2.15)(b)

ave α = c20LS‖µ‖L∞(Γ3).

Soit

µ0 =
mF

c20LS
.(4.29)

Alors, il est faile de voir que µ0 ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3,F et S. Nous supposons

maintenant que la ondition (4.24) est véri�ée. Ensuite, nous obtenons c20LS‖µ‖L∞(Γ3) <

mF , e qui implique que m > α. Le Théorème 4.1 est maintenant une onséquene

direte du Théorème 2.15. �

Nous onluons, d'après le Théorème 4.1 que le Problème P admet une solution

unique. En outre, la solution faible a don pour régularité u ∈ U et σ ∈ Q. De plus,

en utilisant des arguments standards, il en résulte que

Divσ + f0 = 0 dans Ω

et, en utilisant l'hypothèse (4.8) nous déduisons que

Divσ ∈ L2(Ω)d.

Par onséquent, la solution faible a la régularité (u,σ) ∈ U ×Q1.

4.3 Dépendane ontinue par rapport aux données

Dans ette setion, nous supposons que les onditions (4.7)�(4.12) sont véri�ées et

nous désignons par u la solution du Problème P obtenue dans le Théorème 4.1. Pour

haque η > 0, f0 η, f2 η, pη, Fη et µη, représentent respetivement des perturbations

de f0, f 2, p, F et µ, qui véri�ent les onditions (4.8)�(4.11). Ave es données, nous

dé�nissons l'opérateur Pη : V → V , la fontionnelle jη : V × V → R et l'élément
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fη ∈ V par les égalités suivantes :

(Pηu, v)V =

∫

Γ3

pη(uν)vν da ∀u, v ∈ V,(4.30)

jη(u, v) =

∫

Γ3

Fηv
+
ν da+

∫

Γ3

µη S(u)n
∗ · vτ da ∀u, v ∈ V,(4.31)

(fη, v)V =

∫

Ω

f0 η · v dx,+
∫

Γ2

f2 η · v da ∀v ∈ V.(4.32)

Ensuite, nous onsidérons la perturbation du problème PV suivante.

Problème Pη
V . Trouver un hamp de déplaements uη tel que

uη ∈ U, (Fε(uη), ε(v)− ε(uη))Q + (Pηuη, v − uη)V(4.33)

+jη(uη, v)− jη(uη,uη) ≥ (f , v − uη)V ∀v ∈ U.

Il résulte du Théorème 4.1 que, pour η > 0, le Problème Pη
V admet une unique solution

uη.

Nous onsidérons maintenant les hypothèses i-après :

(4.34)






Il existe G : R+ → R+ tel que

(a) |pη(x, r)− p(x, r)| ≤ G(η)(|r|+ 1)

∀ r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3 pour chaque η > 0.

(b) limη→0G(η) = 0.

Fη → F dans L∞(Γ3) lorsque η → 0.(4.35)

µη → µ dans L∞(Γ3) lorsque η → 0.(4.36)

f 0 η → f0 dans C(R+;L
2(Ω)d) lorsque η → 0.(4.37)

f 2 η → f2 dans C(R+;L
2(Γ2)

d) lorsque η → 0.(4.38)

Nous avons le résultat de onvergene i-dessous, qui représente le résultat prinipal

de ette setion.

Théorème 4.2. Supposons que les hypothèses (4.34)�(4.38) soient véri�ées. Alors, la

solution uη du Problème Pη
V onverge vers la solution u du Problème PV , 'est-à-dire.

uη → u dans U lorsque η → 0.(4.39)
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Démonstration. Soit η > 0. Nous prenons v = u dans (4.33) et v = uη dans (4.23)

et nous additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(Fε(uη)− Fε(u), ε(uη)− ε(u))Q(4.40)

≤ (Pηuη − Pu,u− uη)V + (f η − f ,uη − u)V

+j(u,uη)− j(u,u) + jη(uη,u)− jη(uη,uη).

Nous estimons maintenant haque terme de l'inégalité préédente. Tout d'abord,

en utilisant l'hypothèse (4.7), on voit que

(Fε(uη)−Fε(u), ε(uη)− ε(u))Q ≥ mF‖uη − u‖2V .(4.41)

Ensuite, nous utilisons la dé�nition (4.14), la monotonie de la fontion pη, (4.30) et

l'hypothèse (4.34) a�n de voir que

(Pηuη − Pu,uη − u)V =

∫

Γ3

(pη(uη ν)− p(uν))(uν − uη ν) da

≤
∫

Γ3

(pη(uν)− p(uν))(uν − uη ν) da ≤
∫

Γ3

|pη(uν)− p(uµ)| |uν − uη ν | da

≤
∫

Γ3

G(η)(|uν |+ 1)|uν − uη ν | da.

Par onséquent, en utilisant l'inégalité de trae (1.8), après quelques aluls élémen-

taires, nous onstatons que

(Pηuη − Pu,uη − u)V ≤ G(η)
(
c20‖u‖V + c0mes (Γ3)

1/2
)
‖uη − u‖V .(4.42)

Puis, en utilisant les dé�nitions (4.15) et (4.31), nous avons

j(u,uη)− j(u,u) + jη(uη,u)− jη(uη,uη)

=

∫

Γ3

(F − Fη)(u
+
η ν − u+

ν ) da+

∫

Γ3

(µS(u)− µηS(uη))n
∗(uη τ − uτ ) da.

D'une autre part, en érivant

µS(u)− µηS(uη) = µ(S(u)− S(uη)) + (µ− µη)S(uη)
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et, en utilisant les hypothèses (4.11) et (4.12)(b) ombinées ave l'inégalité de trae

(1.8), on obtient

j(u,uη)− j(u,u) + jη(uη,u)− jη(uη,uη)(4.43)

≤ c0‖F − Fη‖L∞(Γ3)mes (Γ3)
1/2‖uη − u‖V + c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖uη − u‖2V

+c0‖µ− µη‖L∞(Γ3)‖S(uη)‖L2(Γ3)‖uη − u‖V

≤ c0‖F − Fη‖L∞(Γ3)mes (Γ3)
1/2‖uη − u‖V + c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖uη − u‖2V

+c0‖µ− µη‖L∞(Γ3)

(
c0 LS‖uη‖V + ‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
‖uη − u‖V .

En�n, en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, nous déduisons que

(fη − f ,uη − u)V ≤ ‖f η − f‖V ‖uη − u‖V .(4.44)

Nous ombinons les inégalités (4.40)�(4.44) pour obtenir

(mF − c20LS‖µ‖L∞(Γ3))‖uη − u‖V(4.45)

≤ G(η)
(
c20‖u‖V + c0mes (Γ3)

1/2
)
+ c0‖F − Fη‖L∞(Γ3)mes (Γ3)

1/2

+c0‖µ− µη‖L∞(Γ3)

(
c0 LS‖uη‖V + ‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
+ ‖fη − f‖V .

Nous prenons maintenant v = 0V dans (4.33) et, en utilisant (4.7)(),(e), nous avons

mF‖uη‖2V ≤ (fη,uη)V ,

e qui implique

‖uη‖V ≤ 1

mF
‖fη‖V .

D'autre part, en utilisant (4.37) et (4.38), il existe une onstante k qui ne dépend pas

de η tel que

‖fη‖V ≤ k

et, puisque mF > c20LS‖µ‖L∞(Γ3), nous déduisons que

‖uη − u‖V ≤ cG(η)(‖u‖V + 1) + c‖F − Fη‖L∞(Γ3)(4.46)

+c‖µ− µη‖L∞(Γ3)

( k

mF
+ ‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
+ c ‖fη − f‖V
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où c est une onstante positive qui ne dépend pas de η.

La onvergene (4.39) est maintenant une onséquene de l'inégalité (4.46) ombi-

née ave les hypothèses (4.34)�(4.38). �

En plus de l'intérêt mathématique du résultat de onvergene (4.39), il est im-

portant du point de vue méanique, ar il indique que la solution faible de problème

(4.1)�(4.6) dépend ontinûment de la fontion de ompliane normale, du seuil de

la pénétration, du oe�ient de frottement, des fores volumiques et des trations

surfaiques.

4.4 Méthode de pénalisation

Nous omplétons l'étude du Problème P en utilisant une méthode de pénalisation.

Pour e faire, nous onsidérons le problème de ontat pénalisé suivant où le oe�ient

δ > 0 représente le oe�ient de déformabilité de la fondation.

Problème Pδ. Trouver un hamp des déplaements uδ : Ω → R
d
et un hamp des

ontraintes σδ : Ω → Sd
tels que

σδ = Fε(uδ) dans Ω,(4.47)

Divσδ + f 0 = 0 dans Ω,(4.48)

uδ = 0 sur Γ1,(4.49)

σδν = f2 sur Γ2,(4.50)

−σδτ = µS(uδ)n
∗

sur Γ3,(4.51)

et il existe ξδ : Γ3 → R qui satisfait

σδν + p(uδν) +
1
δ
p(uδν − g) + ξδ = 0,

0 ≤ ξδ ≤ F,

ξδ = 0 si uδν < 0,

ξδ = F si uδν > 0





sur Γ3.(4.52)

Ii, uδν et σδν représentent respetivement les omposantes normales de la fontion

uδ et σδ. Par ailleurs, σδτ représente la omposante tangentielle de la fontion σδ. Le

Problème Pδ est onstruit en utilisant des hypothèses similaires à eux utilisées dans

la formulation du Problème P. La di�érene réside dans le fait que la ondition de
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ontat (4.6) est remplaée par la ondition (4.52), dans laquelle la ontrainte uν ≤ g

est pénalisée. Le Problème Pδ représente un problème de ontat ave ompliane

normale et seuil de pénétration, sans ontrainte unilatérale. Dans ette ondition, la

pénétration est autorisée durant toute la phase de ontat.

Nous onsidérons maintenant l'opérateur G : V → V dé�ni par l'égalité

(Gu, v)V =

∫

Γ3

p(uν − g)vν da ∀u, v ∈ V.(4.53)

Puis, en utilisant la notation (4.14)�(4.16) et des arguments similaires à eux utilisés

dans le as du Problème P, nous obtenons la formulation variationnelle suivante pour

le Problème Pδ.

Problème Pδ
V . Trouver un hamp de déplaements uδ tel que

uδ ∈ V, (Fε(uδ), ε(v)− ε(uδ))Q + (Puδ, v − uδ)V +
1

δ
(Guδ, v − uδ)V(4.54)

+j(uδ, v)− j(uδ,uδ) ≥ (f , v − uδ)V ∀v ∈ V.

Nous avons les résultats d'existene, d'uniité et de onvergene suivants.

Théorème 4.3. Supposons que les hypothèses (4.7)�(4.12) et (4.24) sont véri�ées.

Alors :

1) Pour tout δ > 0 le Problème Pδ
V possède une solution unique uδ ∈ V .

2) La solution uδ onverge fortement vers la solution u du Problème PV , i.e.

(4.55) uδ → u dans V lorsque δ → 0.

La démonstration de e théorème se fera en plusieurs étapes. Elle est basée sur des

arguments de monotonie, de ompaité et des propriétés de l'intégrale de Lebesgue.

Pour donner ette démonstration, nous supposons dans e qui suit que les hypothèses

(4.7)�(4.12) et (4.24) sont véri�ées. Dans la première étape, nous rappelons le résultat

préliminaire suivant.

Lemme 4.4. L'opérateur G a les propriétés suivantes :





(a) ‖Gu−Gv‖V ≤ c20Lp‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

(b) (Gu−Gv,u− v)V ≥ 0 ∀u, v ∈ V.

() (Gu, v − u)V ≤ 0 ∀u ∈ V, ∀v ∈ U.

(d) Gu = 0V si et seulement si u ∈ U.

(4.56)
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La preuve du Lemme 4.4 peut être trouvée dans [65, p.129℄. Toutefois nous avons

hoisi de présenter la démonstration.

Démonstration. Soient u, v,w ∈ V . En utilisant (4.9) et (4.53), nous avons

(Gu−Gv,w)V =

∫

Γ3

(p(uν − g)− p(vν − g))wν da

≤
∫

Γ3

|p(uν − g)− p(vν − g)| |wν| da ≤ Lp

∫

Γ3

|uν − vν | |wν| da.

Notons que |uν − vν | ≤ ‖u− v‖, |wν| ≤ ‖w‖ p.p sur Γ3 et don

(Gu−Gv,w)V ≤ Lp

∫

Γ3

‖u− v‖ ‖w‖ da.

Nous utilisons maintenant l'inégalité de Cauhy-Shwarz et (1.8) a�n de voir que

(Gu−Gv,w)V ≤ c20Lp‖u− v‖V ‖w‖V ,

e qui implique que

(4.57) ‖Gu−Gv‖V ≤ c20Lp‖u− v‖V .

De plus, en utilisant (4.9)() nous avons

(4.58) (Gu−Gv,u− v)V =

∫

Γ3

(
p(uν − g)− p(vν − g)

)
(uν − vν) da ≥ 0.

Les inégalités (4.57) et (4.58) montrent que G est un opérateur de Lipshitz et forte-

ment monotone, 'est-à-dire que G satisfait les onditions (4.56)(a) et (b).

D'une autre part, si u ∈ V et v ∈ U alors, en utilisant (4.9) il est faile de voir que

p(uν − g)(vν − g) ≤ 0 p.p. sur Γ3,

p(uν − g)(g − uν) ≤ 0 p.p. sur Γ3

et don

(Gu,v − u)V =

∫

Γ3

p(uν − g)(vν − uν) da(4.59)

≤
∫

Γ3

p(uν − g)(vν − g) da+

∫

Γ3

p(uν − g)(g − uν) da ≤ 0.
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Nous onluons de l'inégalité (4.59) que G satisfait la ondition (4.56)()

Finalement, supposons que Gu = 0V . Alors (Gu,u)V = 0 et don

(4.60)

∫

Γ3

p(uν − g)uν da = 0.

Nous utilisons (4.9)() et (4.53) pour obtenir l'inégalité

p(uν − g)uν ≥ p(uν − g)g ≥ 0 p.p. sur Γ3.

Par onséquent, puisque l'intégrale est positive, nous déduisons par (4.60) que

p(uν − g)uν = 0 p.p. sur Γ3.

Cette égalité ombinée ave l'hypothèse (4.9)(e) sur la fontion de ompliane normale

implique que uν ≤ g p.p. sur Γ3 et don nous déduisons que u ∈ U .

Réiproquement, si u ∈ G il en résulte que uν ≤ g p.p. sur Γ3 et, en utilisant

l'hypothèse (4.9)(e) il vient que

p(uν − g) = 0 p.p. sur Γ3.

Nous utilisons maintenant la dé�nition (4.53) de l'opérateur G pour déduire que

(Gu,u)V = 0 pour tout v ∈ V , e qui implique que Gu = 0V .

Il résulte de e qui préède que G satisfait la ondition d'équivalene (4.56)(d), e

qui onlut la démonstration. �

Ensuite, nous présentons le résultat d'existene et d'uniité suivant.

Lemme 4.5. Pour tout δ > 0, il existe un élément unique uδ ∈ V qui satisfait

l'inégalité variationnelle (4.54).

Démonstration. Soit δ > 0. Nous rappelons la dé�nition (4.25) de l'opérateur A.

Puis, en utilisant (4.26), (4.27) et (4.56)(a),(b), nous déduisons que v 7→ Av + 1
δ
Gv

est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz. De e fait, en utilisant les mêmes

arguments que eux utilisés dans la démonstration du Théorème 4.1, nous remarquons

que le Lemme 4.5 est une onséquene direte du Théorème 2.15. �

Puis, nous e�etuons des estimations à priori sur la solution de l'inégalité (4.54),

qui implique la onvergene suivante.
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Lemme 4.6. Il existe un élément ũ ∈ V et la suite {uδ}, enore notée {uδ}, qui
onverge faiblement à ũ, i.e.,

uδ ⇀ ũ dans V lorsque δ → 0.(4.61)

Démonstration. Soit δ > 0. Nous prenons v = 0V dans (4.54) et puisque (4.7)(e)

et (4.9)(e) impliquent A0V = 0V , en utilisant (4.26), nous obtenons

mF‖uδ‖2V +
1

δ
G(uδ,uδ)V ≤ j(uδ,uδ) + (f ,uδ)V .(4.62)

En outre, nous utilisons (4.10)�(4.12) pour voir que la fontion j dé�nie par (4.15)

véri�e

j(uδ,uδ) ≤ c0mes(Γ3)
1

2‖F‖L∞(Γ3)‖uδ‖V(4.63)

+c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖uδ‖2V + c0‖µ‖L∞(Γ3)‖S(0V )‖L2(Γ3)‖uδ‖V .

Notons également que (4.53)() implique que

(4.64) G(uδ,uδ)V ≥ 0.

Puis, en utilisant (4.62)�(4.64) nous onstatons que

(mF − c20LS‖µ‖L∞(Γ3))‖uδ‖V

≤ c0mes(Γ3)
1

2‖F‖L∞(Γ3) + c0‖µ‖L∞(Γ3)‖S(0V )‖L2(Γ3) + ‖f‖V .

Par onséquent, en utilisant l'hypothèse de petitesse (4.24), on en déduit qu'il existe

c > 0 qui ne dépendent pas de δ tel que

‖uδ‖V ≤ c.(4.65)

La démonstration du Lemme 4.6 se termine en ombinant l'inégalité (4.65) ave un

argument de ompaité. �

Lemme 4.7. Nous avons l'égalité ũ = u.

Démonstration. D'après le Lemme 4.6 nous onsidérons une suite {uδ}, enore
notée {uδ}, tel que la onvergene (4.61) est satisfaite. Soit δ > 0 et soit v ∈ V . Nous

utilisons (4.54) et (4.25) a�n de voir que

1

δ
(Guδ,uδ − v)V ≤ (Auδ, v − uδ)V + j(uδ, v)− j(uδ,uδ) + (f ,uδ − v)V .
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Ensuite, puisque A0V = 0V , en utilisant l'inégalité (4.27) de l'opérateur A, nous

obtenons

1

δ
(Guδ,uδ − v)V ≤ (LF + c20Lp)‖uδ‖V ‖v − uδ‖V(4.66)

+j(uδ, v)− j(uδ,uδ) + (f ,uδ − v)V .

Nous utilisons maintenant la dé�nition (4.15) a�n de voir que

j(uδ, v)− j(uδ,uδ) =

∫

Γ3

F (v+ν − u+δν)da+

∫

Γ3

µS(uδ)n
∗ · (vτ − uδτ ) da

et, après quelques aluls élémentaires reposant sur l'hypothèse (4.7)�(4.12) et l'inéga-

lité de trae (1.8), nous onstatons que

j(uδ, v)− j(uδ,uδ) ≤ c0
(
‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3)

1/2
(4.67)

+LS‖µ‖L∞(Γ3) ‖uδ‖L2(Γ3) + ‖µ‖L∞(Γ3) ‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
‖v − uδ‖V .

Nous ombinons (4.65)�(4.67) pour voir qu'il existe une onstante c positive qui dépend

de A, j, f , µ, S et v, mais qui est indépendante de δ, de sorte que

(Guδ,uδ − v)V ≤ c δ ∀v ∈ V.(4.68)

Nous prenons maintenant v = ũ dans (4.68), puis nous passons à la limite supérieure

lorsque δ → 0 dans l'inégalité ainsi obtenue pour voir que

lim
δ→0

sup (Guδ,uδ − ũ)V ≤ 0.

Par onséquent, en utilisant (4.56)(a),(b), la onvergene (4.61) et un argument stan-

dard sur la pseudomonotonie (voir Proposition 2.5 dans le Chapitre 2), nous en dédui-

sons que

lim
δ→0

inf (Guδ,uδ − v)V ≥ (Gũ, ũ− v)V ∀v ∈ V.(4.69)

D'autre part, l'inégalité (4.68) implique que

lim
δ→0

inf (Guδ,uδ − v)V ≤ 0 ∀v ∈ V.(4.70)

Nous ombinons les inégalités (4.69) et (4.70) pour obtenir

(Gũ, ũ− v)V ≤ 0 ∀v ∈ V
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et, en prenant v = ũ−Gũ dans ette dernière inégalité, il vient que ‖Gũ‖2V ≤ 0. Nous

onluons que Gũ = 0V et, en utilisant (4.56)(d), il en résulte que

ũ ∈ U.(4.71)

Ensuite, nous utilisons l'inégalité (4.54), la dé�nition (4.25) et (4.56)() pour voir

que

(Auδ, v − uδ)V + j(uδ, v)− j(uδ,uδ) ≥ (f , v − uδ)V ∀v ∈ U.

Nous onluons de e qui préède que

(Auδ,uδ − v)V ≤ j(uδ, v)− j(uδ,uδ) + (f ,uδ − v)V ∀v ∈ U.(4.72)

Nous ombinons maintenant la onvergene faible (4.61) ave la ompaité de l'opéra-

teur de trae et les propriétés de la fontion p et l'opérateur S a�n d'obtenir

lim
δ→0

j(uδ, v) = j(ũ, v) ∀v ∈ V,(4.73)

lim
δ→0

j(uδ,uδ) = j(ũ, ũ).(4.74)

Par onséquent, en prenant v = ũ ∈ U dans (4.72) puis, en passant à la limite

supérieure lorsque δ → 0 dans (4.72) et en utilisant les égalités (4.73) et (4.74), nous

déduisons que

lim
δ→0

sup (Auδ,uδ − ũ)V ≤ 0.(4.75)

En utilisant maintenant la pseudomonotonie de l'opérateur A, il en résulte que

lim inf
δ→0

(Auδ,uδ − v)V ≥ (Aũ, ũ− v)V ∀v ∈ V.(4.76)

D'autre part, en proédant au passage à la limite inférieure lorsque δ → 0 dans (4.72)

et en utilisant à nouveau les égalités (4.73) et (4.74), nous obtenons

lim
δ→0

inf (Auδ,uδ − v)V ≤ j(ũ, v)− j(ũ, ũ) + (f , ũ− v)V ∀v ∈ U.(4.77)

Nous ombinons maintenant les inégalités (4.76) et (4.77) pour voir que

(Aũ, ũ− v)V ≤ j(ũ, v)− j(ũ, ũ) + (f , ũ− v)V ∀v ∈ U.(4.78)

Il s'en suit maintenant de (4.71) et (4.78) que ũ satisfait l'inégalité variationnelle

(4.23). Le Lemme 4.7 est maintenant une onséquene direte de la partie d'uniité du

Théorème 4.1. �
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Nous ontinuons notre analyse par le résultat de onvergene faible suivant.

Lemme 4.8. La suite {uδ} onverge faiblement dans V vers l'élément u.

Démonstration. Une analyse approfondie de la démonstration du Lemme 4.7 montre

que si ũ est la limite faible de la suite {uδ} ⊂ V , alors ũ satisfait l'inégalité varia-

tionnelle (4.23). Cette inégalité a une solution unique et, en outre, l'estimation (4.65)

montre que la suite {uδ} est bornée dans V . Le Lemme 4.8 est maintenant une onsé-

quene d'un argument standard de ompaité (f. [65℄ p.19). �

La dernière étape est assurée par le résultat de onvergene forte suivant.

Lemme 4.9. La suite {uδ} onverge fortement dans V à l'élément u, 'est-à-dire

uδ → u dans V lorsque δ → 0.(4.79)

Démonstration. Soit δ > 0. En prenant v = ũ dans (4.76), nous avons

lim
δ→0

inf (Auδ,uδ − ũ)V ≥ 0.

Nous ombinons l'inégalité préédente ave l'inégalité (4.75) pour trouver

lim
δ→0

(Au,uδ − ũ)V = 0.

Par onséquent, en utilisant l'égalité ũ = u nous obtenons

lim
δ→0

(Auδ,uδ − u)V = 0.(4.80)

D'autre part puisque, la onvergene faible de la suite {uδ} est garantie par le

Lemme 4.8, il en résulte que

lim
δ→0

(Au,uδ − u)V = 0.(4.81)

Ensuite, la monotonie forte de l'opérateur A, nous onduit à

mF‖uδ − u‖2V ≤ (Auδ − Au,uδ − u)V(4.82)

= (Auδ,uδ − u)V − (Au,uδ − u)V .

La onvergene forte (4.79) est maintenant une onséquene des relations (4.80)�(4.82).

�
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Nous pouvons maintenant onlure la démonstration du Théorème 4.3.

Démonstration. Les points 1) et 2) du Théorème 4.3 sont respetivement des onsé-

quenes diretes des Lemmes 4.5 et 4.9. �

Notons que le résultat de la onvergene (4.55) peut être failement étendu pour les

solutions faibles des problèmes P et Pδ. En e�et, soient σ et σδ les fontions dé�nies

respetivement par (4.1) et (4.47). En utilisant (4.7)(b) nous voyons que

‖σδ − σ‖Q = ‖Fε(uδ)− Fε(u)‖Q ≤ LF‖uδ − u‖V .(4.83)

Ensuite, nous utilisons la onvergene (4.55) pour onstater que

(4.84) σδ → σ dans Q lorsque δ → 0.

Le résultat de la onvergene (4.55) et (4.84) peut s'interpréter de manière méa-

nique de la façon suivante : la solution faible du problème de ontat glissant ave

ompliane normale, ontrainte unilatérale et seuil de pénétration peut être appro-

hée d'aussi près que l'on souhaite par la solution du problème de ontat glissant

ave ompliane normale et seuil de pénétration ave un oe�ient de déformabilité

su�samment petit.

4.5 Régularisation

Dans ette setion, nous ontinuons l'étude du Problème P en utilisant une méthode

de régularisation. Soit ρ > 0. Nous remplaçons la fontion j dé�nie par (4.15) ave sa

régularisation jρ : V × V → R dé�nie par l'égalité

jρ(u, v) =

∫

Γ3

Fψρ(vν) da+

∫

Γ3

µφρ(S(u))n
∗.vτ da ∀u ∈ V, v ∈ V,(4.85)

où ψρ : R → R+ et φρ : R → R+ sont des fontions di�érentiables dé�nies par les

égalités

ψρ(x) =

{ √
x2 + ρ2 − ρ si x > 0
0 si x ≤ 0,

(4.86)

φρ(x) =
√
x2 + ρ2 − ρ ∀ x ∈ R.(4.87)
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Nous avons le résultat suivant

Lemme 4.10. Soit ρ > 0. Soit h une des fontions ψρ ou φρ, alors les onditions

suivantes sont véri�ées :





(a) |h(x)− h(y)| ≤ |x− y| ∀x, y ∈ R,

(b) |h(x)− |x|| ≤ ρ ∀x ∈ R,

(c) |h(x)| ≤ |x| ∀x ∈ R.

(4.88)

Démonstration. (a) Soit ρ > 0. Nous utilisons la dé�nition (4.87) et la fontion φ,

pour voir que

φρ(x)−φρ(y) =
√
x2 + ρ2 −

√
y2 + ρ2 =

x2 − y2√
x2 + ρ2 +

√
y2 + ρ2

= (x− y).
x+ y√

x2 + ρ2 +
√
y2 + ρ2

,

et, en utilisant l'inégalité

|x|+ |y|√
x2 + ρ2 +

√
y2 + ρ2

≤ 1,

nous obtenons

|φρ(x)− φρ(y)| ≤ |x− y|.(4.89)

Nous utilisons maintenant la dé�nition (4.86) et (4.87), a�n de voir que

φρ(x) = ψρ(x) ∀x > 0.(4.90)

Nous ombinons (4.89) et (4.90) pour obtenir

|ψρ(x)− ψρ(y)| = |φρ(x)− φρ(y)| ≤ |x− y|.(4.91)

L'inégalité (4.91) montre que φ et ψ véri�ent la ondition (4.88)(a).

(b) Soit ρ > 0. Pour tout x ∈ R, nous avons

|φρ(x)− |x|| =
∣∣∣
√
x2 + ρ2 − ρ− |x|

∣∣∣ = ρ+ |x| −
√
x2 + ρ2 ≤ ρ.(4.92)

Puis, en utilisant (4.90), nous déduisons que

|ψρ(x)− |x|| = |φρ(x)− |x|| ≤ ρ.(4.93)
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Nous onluons que φ et ψ véri�ent la ondition (4.88)(b).

() En utilisant (4.86) et (4.87), il est faile de voir que

φρ(0) = ψρ(0) = 0.(4.94)

Par onséquent, en utilisant les dé�nitions (4.91) pour y = 0 et (4.94), nous obtenons

|ψρ(x)| = |φρ(x))| ≤ |x|,(4.95)

e qui ahève la démonstration. �

Nous utilisons maintenant des arguments similaires à eux utilisés dans la Setion

4.1 et, la fontionnelle jρ dé�nie (4.85), pour obtenir la formulation variationnelle du

problème de ontat régularisé.

Problème Pρ
V . Trouver un hamp de déplaements uρ tel que

uρ ∈ U, (Fε(uρ), ε(v)− ε(uρ))Q + (Puρ, v − uρ)V(4.96)

+jρ(uρ, v)− jρ(uρ,uρ) ≥ (f , v − uρ)V ∀v ∈ U.

Nous avons les résultats d'existene, d'uniité et de onvergene suivants.

Théorème 4.11. Sous les hypothèses de (4.7)�(4.12), il existe une onstante µ0, qui

ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3, F et S, tel que

1) Le Problème Pρ
V admet une solution unique si

(4.97) ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0.

2) La solution uρ du Problème Pρ
V onverge fortement vers la solution u du Problème

PV , 'est-à-dire.

uρ → u dans V lorsque ρ→ 0.(4.98)

Démonstration. 1) Pour résoudre l'inégalité variationnelle (4.96), nous utilisons

le Théorème 2.15 ave X = V et K = U . Notons tout d'abord que U est un sous-

ensemble non vide fermé onvexe de V . Nous utilisons ensuite l'opérateur A : V → V

dé�ni par (4.25), pour obtenir

(Au, v)V = (Fε(u), ε(v))Q + (Pu, v)V ∀u, v ∈ V.(4.99)
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En outre, en utilisant (4.26) et (4.27), il est faile de voir que A est un opérateur de

Lipshitz et fortement monotone dans l'espae V .

Ensuite, nous utilisons la fontion dé�nie par (4.85)

jρ(u, v) =

∫

Γ3

Fψρ(vν) da+

∫

Γ3

µφρ(S(u))n
∗ · vτ da,

par onséquent, nous avons

jρ(u, v) ≤
∫

Γ3

F |vν | da+
∫

Γ3

µ|S(u)|n∗.vτ da.

Nous ombinons (4.7)�(4.12), (1.8) et l'inégalité préédente pour voir que

jρ(u, v) ≤ c0
(
‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3)

1/2 + ‖µ‖L∞(Γ3)‖S(u)‖L2(Γ3)

)
‖v‖V .(4.100)

Par onséquent, il en résulte que la fontionnelle jρ satisfait (2.11)(a).

Soient u1, u2, v1, v2 ∈ V ; en utilisant (4.85) et (4.89) nous trouvons que

jρ(u1, v2)− jρ(u1, v1) + jρ(u2, v1)− jρ(u2, v2)

=

∫

Γ3

µ(φρ(S(u1))− φρ(S(u2)))n
∗ · (v2τ − v1τ ) da

≤
∫

Γ3

|µ|‖S(u1)− S(u2)‖‖v2τ − v1τ‖ da

Ensuite, nous ombinons (4.11), (4.12)(b) et (1.8) pour voir que

jρ(u1, v2)− jρ(u1, v1) + jρ(u2, v1)− jρ(u2, v2)(4.101)

≤ c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖u1 − u2‖V ‖v1 − v2‖V .

Soit

µ0 =
mF

c20LS

.(4.102)

Il en résulte que µ0 ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3,F et S. Par ailleurs, il résulte de (4.101)

que jρ véri�e la ondition (2.11)(b) ave α = c20LS‖µ‖L∞(Γ3) et m = mF . Supposons

que (4.97) est vraie et par onséquent, nous obtenons α < mF . Nous onluons que le

Problème Pρ
V admet une solution unique.
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2) Soit ρ > 0. Nous prenons v = u dans (4.96) et v = uρ dans (4.23). Ensuite, nous

additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(Auρ − Au,uρ − u)V ≤ jρ(uρ,u)− jρ(uρ,uρ) + j(u,uρ)− j(u,u).(4.103)

Puis, en utilisant (4.26), (4.15) et (4.85) ainsi que (4.103), nous avons

mF‖uρ − u‖2V ≤ ∆1 +∆2,(4.104)

où

∆1 =

∫

Γ3

F (u+ρν − u+ν + ψρ(uν)− ψρ(uρν)), da

∆2 =

∫

Γ3

µ(φρ(S(uρ))− S(u))n∗.(uτ − uρτ ) da.

Ensuite, nous utilisons les dé�nitions (4.86) et (4.93) pour obtenir que

∆1 ≤
∫

Γ3

F (|ψρ(uρν)− u+ρν |+ |ψρ(uν)− u+ν |) da

≤
∫

Γ3

2ρF da,

et, par (4.7) nous déduisons que

∆1 ≤ 2ρ‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3).(4.105)

D'autre part, en utilisant l'inégalité triangulaire, il en résulte que

φρ(S(uρ))− S(u) = φρ(S(uρ))− φρ(S(u)) + φρ(S(u))− S(u)

≤ |φρ(S(uρ))− φρ(S(u))|+ |φρ(S(u))− S(u)|.

Nous ombinons (4.12)(a),(b), (4.91), (4.93) et l'inégalité préédente pour voir que

φρ(S(uρ))− S(u) ≤ LS‖uρ − u‖+ ρ.(4.106)

Finalement, nous utilisons (4.105), (4.106), (4.11) et (1.8) et nous obtenons

∆1 +∆2

(4.107)

≤ 2ρ‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3) + c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖uρ − u‖2V + c0 ρmes(Γ3)
1/2‖uρ − u‖V
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Sous l'hypothèse (4.97), il résulte de (4.104) et (4.107) que

(mF − α)‖uρ − u‖2V ≤ 2ρ‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3) + c0 ρmes(Γ3)
1/2‖uρ − u‖V(4.108)

où

α = c20LS‖µ‖L∞(Γ3).

Par ailleurs, nous utilisons maintenant l'inégalité élémentaire

x, a, b ≥ 0 et x2 ≤ ax+ b =⇒ x2 ≤ a2 + 2b.

En onséquene, nous en déduisons que

‖uρ − u‖2V → 0 lorsque ρ→ 0.(4.109)

Le résultat de onvergene (4.98) n'est qu'une onséquene de (4.109), e qui onlut

la démonstration. �

L'intérêt dans le Théorème 4.11 est double ; premièrement, il prouve l'existene et

l'uniité de la solution de l'inégalité variationnelle (4.96) ; deuxièmement, il montre la

onvergene forte de la solution uρ du Problème Pρ
V vers la solution u du Problème

PV lorsque ρ→ 0.

4.6 Formulation duale

Partout dans ette setion, nous onsidérons le problème de ontat glissant P dans

le as partiulier où F = 0 et nous nous référons à e problème par le problème P0.

Nous dé�nissons la fontion ϕ : V × V → R par l'égalité

(4.110) ϕ(u, v) =

∫

Γ3

p(uν)vν da+

∫

Γ3

µS(u)n∗ · vτ da ∀u, v ∈ V,

Par onséquent, il résulte de la Setion 4.1 que la formulation variationnelle du

Problème P0 en termes de déplaement est la suivante.

Problème P0V . Trouver un hamp des déplaements u tel que

u ∈ U, (Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + ϕ(u, v)− ϕ(u,u)(4.111)

≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

En outre, d'après le Théorème 4.1 nous avons les résultats de l'existene et d'uniité

suivants.
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Théorème 4.12. Supposons que les hypothèses (4.7)�(4.9), (4.11), (4.12) et (4.24)

sont véri�ées, et µ0 est donné par (4.29). Alors le Problème P0V admet une solution

unique.

Notons que le problème P0V est formulé en termes de déplaement et, pour ette

raison, nous disons que e problème représente la formulation variationnelle primale

du problème de ontat glissant P0. Notre objetif dans ette setion est d'étudier

une formulation variationnelle du problème P0, en terme de ontrainte, appelée la

formulation variationnelle duale.

Soit P : Q → ε(V ) l'opérateur de projetion sur ε(V ) ⊂ Q et remarquons que

l'égalité (1.7) montre que l'opérateur ε : V → ε(V ) est inversible. De plus, l'hypothèse

(4.7) implique que F : Q → Q est un opérateur de Lipshitz et fortement monotone.

De e fait, en utilisant la Proposition 2.4, il s'ensuit qu'il est inversible. En outre

l'inverse de F , noté F−1
, est enore un opérateur de Lipshitz et fortement monotone.

Par la suite, nous utilisons l'opérateur Λ : Q→ V de�ni par

(4.112) Λσ = ε−1PF−1σ ∀σ ∈ Q.

L'intérêt de et opérateur réside dans le fait qu'il failite l'inversion de la loi onstitutive

élastique, omme montré i dessous.

Lemme 4.13. Supposons que l'hypothèse (4.7) est véri�ée et soient σ ∈ Q, v ∈ V

tels que σ = Fε(u). Alors u = Λσ.

Démonstration. L'égalité σ = Fε(u) montre que ε(u) = F−1σ et, puisque ε(u) ∈
ε(V ), nous avons ε(u) = Pε(u) = PF−1σ, e qui implique que u = ε−1PF−1σ. Nous

ombinons ette égalité ave la dé�nition (4.112) pour onstater que u = Λσ, e qui

ahève la démonstration. �

Pour ontinuer, nous onsidérons une hypothèse supplémentaire portant sur la

géométrie du problème. Ainsi, nous supposons que

(4.113) il existe θ ∈ V tel que θ = ν sur Γ3.

Des exemples de domaines Ω, ave les sous-ensembles Γ1, Γ3 ⊂ Γ pour lequel l'hypo-

thèse (4.113) est satisfaite peuvent être trouvés dans [62℄. Nous utilisons maintenant

(4.113) a�n de onsidérer l'élément g̃ ∈ V donné par

(4.114) g̃ = gθ ∈ V.

83



Analyse de quelques problèmes de ontat glissant

Par ailleurs, pour tout η ∈ V nous onsidérons la partie Σ(η) ⊂ Q donnée

(4.115) Σ(η) =
{
τ ∈ Q : (τ , ε(v)− ε(g̃))Q + ϕ(η, v − g̃) ≥ (f, v − g̃)V ∀v ∈ U

}
.

Ensuite, nous onsidérons le problème variationnel suivant.

Problème PD
0V . Trouver un hamp de ontraintes σ tel que

σ ∈ Σ(Λσ), (F−1σ, τ − σ)Q ≥ (ε(g̃), τ − σ)Q ∀ τ ∈ Σ(Λσ).(4.116)

Nous appelons par la suite PD
0V la formulation duale du problème P0. Nous étudions

maintenant le lien entre les problèmes P0V et PD
0V .

Théorème 4.14. Sous les hypothèses (4.7)�(4.9), (4.11)�(4.12) et (4.113), nous avons

les résultats suivants :

1) Si u est une solution du Problème P0V et que σ = Fε(u), alors σ est la solution

du Problème PD
0V .

2) Réiproquement, si σ est une solution du Problème PD
0V alors il existe un unique

u ∈ V tel que σ = Fε(u), et, de plus, u est la solution du Problème P0V .

La démonstration du Théorème 4.14 est fondée sur des arguments similaires à eux

dans [62℄. Néanmoins, nous avons hoisi de présenter en détails la démonstration.

Démonstration. 1) Soit u une solution du problème P0 et soit σ = Fε(u). Le

Lemme 4.13 implique que

(4.117) u = Λσ

et, par ailleurs, (4.111) donne

(σ, ε(v)− ε(u))Q + ϕ(u, v)− ϕ(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.(4.118)

Ensuite, il en résulte que les éléments 2u− g̃ et g̃ appartiennent à U . Par onséquent,

nous prenons v = 2u− g̃ et v = g̃ dans (4.118) et nous utilisons la linéarité de ϕ par

rapport à sa deuxième variable pour obtenir

(σ, ε(u)− ε(g̃))Q + ϕ(u,u− g̃) = (f ,u− g̃)V .(4.119)

Puis, nous ajoutons (4.118) et (4.119) et nous utilisons la dé�nition (4.115) a�n de

voir que

σ ∈ Σ(u).(4.120)

84



Partie II Chapitre 4 Problème de ontat élastique

En outre, nous notons que (4.115) et (4.119) impliquent que

(τ − σ, ε(u)− ε(g̃))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(u)

et, puisque ε(u) = F−1σ, nous en déduisons que

(F−1σ, τ − σ)Q ≥ (ε(g̃), τ − σ)Q ∀ τ ∈ Σ(u).(4.121)

Nous ombinons maintenant (4.117), (4.120) et (4.121) pour déduire que σ est une

solution du Problème PD
0V , e qui onlut la première partie de la démonstration.

2) Supposons maintenant que σ satisfait (4.116) et onsidérons un élément z ∈ Q

tel que

(z, ε(v))Q = 0 ∀v ∈ V.(4.122)

Alors, en utilisant (4.115) nous déduisons que τ = σ ± z ∈ Σ(Λσ) et, en remplaçant

suessivement les deux égalités τ = σ + z ∈ Σ(Λσ) et τ = σ − z ∈ Σ(Λσ) dans

(4.116), nous obtenons

(F−1σ − ε(g̃), z)Q = 0.(4.123)

D'autre part, puisque ε(V ) est un sous-espae fermé de Q nous déduisons que

(4.124) ε(V )⊥⊥ = ε(V )

où le symbole ⊥ indique le omplément orthogonal dans Q. En utilisant (4.122) et

(4.123) nous voyons que F−1σ − ε(g̃) ⊥ z pour tout z ∈ ε(V )⊥ et, d'après (4.124)

il s'ensuit que F−1σ − ε(g̃) ∈ ε(V ). Par onséquent, il existe ũ ∈ V tel que ε(ũ) =

F−1σ − ε(g̃). Soit u = ũ + g̃. Alors ε(u) = F−1σ, i.e. σ = Fε(u). Cela prouve la

partie liée à l'existene. L'uniité de u provient de l'égalité (1.7). En outre, le Lemme

4.13 montre que

(4.125) Λσ = u.

Ensuite, démontrons que u est une solution du Problème P0V . Pour ela, nous

ommençons à prouver que u ∈ U . Soit PU : V → U le projeteur sur la partie

onvexe fermée non vide U ⊂ V . Par l'absurde, nous supposons dans e qui suit que

(4.126) u /∈ U.
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Alors u 6= PUu, i.e.

(PUu− u, PUu− u)V > 0.(4.127)

Puis, en utilisant (4.127) et la aratérisation variationnelle de la projetion nous avons

(PUu− u, v)V ≥ (PUu− u, PUu)V > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U.

Ces inégalités impliquent qu'il existe α ∈ R tel que

(PUu− u, v)V > α > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U(4.128)

et, en testant ave v − g̃ ∈ U , il en résulte que

(PUu− u, v − g̃)V > α > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U.(4.129)

Soit τ̃ = ε(PUu− u) ∈ Q. Alors (4.129) implique

(τ̃ , ε(v)− ε(g̃))Q > α > (τ̃ , ε(u))Q ∀v ∈ U(4.130)

et, en prenant v = g̃ dans l'inégalité préédente, nous obtenons que

α < 0.(4.131)

Supposons maintenant qu'il existe ṽ ∈ U tel que

(τ̃ , ε(ṽ)− ε(g̃))Q < 0.(4.132)

Nous testons ave v = λ(ṽ− g̃) dans (4.130) où λ ≥ 0. Par onséquent, nous obtenons

λ(τ̃ , ε(ṽ)− ε(g̃))Q > α + (τ̃ , ε(g̃))Q ∀λ > 0.

Par la suite, en passant à la limite ave λ→ ∞ et en utilisant (4.132) nous en déduisons

que

−∞ ≥ α+ (τ̃ , ε(g̃))Q

e qui ontredit l'hypothèse α ∈ R. De e fait, nous avons

(τ̃ , ε(v)− ε(g̃))Q ≥ 0 ∀v ∈ U.(4.133)

Ensuite, l'égalité (4.125) ombinée ave la régularité σ ∈ Σ(Λσ) et la dé�nition (4.115)

impliquent que

(σ, ε(v)− ε(g̃))Q + j(u, v − g̃) ≥ (f, v − g̃)V ∀v ∈ U.
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Par onséquent, en utilisant (4.133) nous en déduisons que τ̃ + σ ∈ Σ(u). Nous

pouvons alors onsidérer τ = τ̃ + σ dans (4.116) pour trouver que

(F−1σ, τ̃ )Q ≥ (ε(g̃), τ̃ )Q.

Nous utilisons maintenant l'égalité σ = Fε(u) pour obtenir

(ε(u), τ̃ )Q ≥ (ε(g̃), τ̃ )Q

et, puisque τ̃ = ε(PUu− u) ∈ Q, nous trouvons que

(PUu− u,u)V ≥ (PUu− u, g̃)V .(4.134)

D'autre part, en prenant v = g̃ dans (4.128), nous obtenons

(PUu− u, g̃)V > (PUu− u,u)V .(4.135)

Les inégalités (4.135) et (4.134) aboutissent à une ontradition. Par onséquent, nous

déduisons que l'hypothèse (4.126) est fausse, et de e fait

(4.136) u ∈ U.

Ensuite, nous utilisons le théorème de représentation de Riesz pour voir que tout

u ∈ V , il existe un unique élément d(u) ∈ V tel que

ϕ(u, v) = (d(u), v)V ∀v ∈ V.(4.137)

Soit

τ (u) = ε(f − d(u)) ∈ Q.(4.138)

En utilisant (4.137), nous avons

(τ (u), ε(v)− ε(u))Q + ϕ(u, v)− ϕ(u,u) = (f , v − u)V .(4.139)

Nous prenons maintenant v = 2u− g̃ dans l'égalité (4.139) et en utilisant la linéarité

de ϕ par rapport à sa deuxième variable il vient que

(τ (u), ε(u)− ε(g̃))Q + ϕ(u,u− g̃) = (f ,u− g̃)V .(4.140)

Ensuite, nous additionnons les égalités (4.139) et (4.140) a�n de voir que

(τ (u), ε(v)− ε(g̃))Q + ϕ(u, v − g̃) = (f , v − g̃)V ∀v ∈ U.(4.141)
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L'égalité (4.141) implique que τ (u) ∈ Σ(u) et, en utilisant (4.125), nous obtenons

τ (u) ∈ Σ(Λσ). Par onséquent, en prenant τ = τ (u) dans (4.116) et en utilisant à

nouveau l'égalité F−1σ = ε(u), il en résulte que

(τ (u), ε(u)− ε(g̃))Q ≥ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q.(4.142)

Nous ombinons maintenant (4.140) et (4.142) pour déduire que

(f ,u− g̃)V ≥ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + ϕ(u,u− g̃)(4.143)

En�n, puisque σ ∈ Σ(Λσ) et ave (4.117) il vient que σ ∈ Σ(u). Par onséquent,

u ∈ U et (4.115) montrent que

(f ,u− g̃)V ≤ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + ϕ(u,u− g̃).(4.144)

Les inégalités (4.143) et (4.144) impliquent

(σ, ε(g̃)− ε(u))Q + ϕ(u, g̃ − u) = (f , g̃ − u)V .(4.145)

En utilisant maintenant la régularité σ ∈ Σ(Λσ) = Σ(u) ombiné ave (4.145) nous

obtenons

(4.146) (σ, ε(v)− ε(u))Q + ϕ(u, v − u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

Ensuite, nous utilisons la loi onstitutive σ = Fε(u) et la linéarité de ϕ par rapport

à sa deuxième variable, pour déduire

(4.147) (Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + ϕ(u, v)− ϕ(u,u) = (f , v − u)V ∀v ∈ U.

En ombinant l'inégalité (4.147) ave la régularité u ∈ U , il en résulte que u est une

solution du Problème P0V . Cela onlut la deuxième partie de la démonstration. �

Nous sommes maintenant en mesure de présenter un résultat d'existene et d'uniité

de la solution du problème PD
0V .

Corollaire 4.15. Supposons que les hypothèses (4.7)�(4.9), (4.11)�(4.12), (4.24) et

(4.113) sont véri�ées. Alors, le problème PD
0V admet une solution unique.

Démonstration. La partie liée à l'existene est une onséquane direte du Théo-

rème 4.12 ombiné ave le résultat d'équivalene dans le Théorème 4.14 1). Pour la
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partie liée à l'uniité, nous supposons que σ1 et σ2 deux solutions du problème PD
0V .

Ensuite, il résulte du Théorème 4.14 2) qu'il existe deux éléments u1,u2 ∈ V tel que

σ1 = Fε(u1), σ2 = Fε(u2).(4.148)

En outre, u1 et u2 sont solution du problème P0V . En utilisant maintenant la partie

liée à l'uniité dans le Théorème 4.12 il vient que

u1 = u2.(4.149)

En�n, nous ombinons les égalités (4.148) et (4.149) pour voir que σ1 = σ2, e qui

onlut la démonstration. �

Il résulte de la démonstration du Théorème 4.14 que, si le hamp de déplaements

u est solution de la formulation variationnelle primale P0V et le hamp de ontraintes

σ est solution de la formulation variationnelle duale PD
0V , alors u et σ sont reliés par

la loi onstitutive élastique σ = Fε(u). Pour ette raison, la paire (u,σ) s'appelle

solution faible du problème de ontat glissant P0 et nous en onluons que e problème

admet une solution faible unique.

4.7 Estimation de l'erreur

Cette setion est onsarée à la disrétisation numérique du problème PV et à l'ob-

tention d'un résultat théorique de l'erreur de disrétisation. Partout i-dessous, nous

supposons que les onditions (4.7)�(4.12) et (4.24) sont véri�ées. Ainsi, il résulte du

Théorème 4.1 que le Problème PV admet une unique solution.

Nous rappelons l'espae suivant :

V = { v ∈ H1(Ω)d : v = 0 p.p. sur Γ1 }.

Nous onstruisons une disrétisation par éléments �nis au domaine Ω qui ont ompa-

tible ave la partition de la frontière Γ . Nous dé�nissons maintenant un espae des

éléments �nis V h = V ∩ Xh
, où Xh

est un espae des fontions ontinues et a�nes

par moreaux qui représente une approximation de H1(Ω) et h désigne le paramètre

de disrétisation spatiale. De e fait, nous dé�nissons l'espae d'éléments �nis V h ⊂ V

de la façon suivante

(4.150) V h = { vh ∈ Xh : vh = 0 p.p. sur Γ1 }.
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Par ailleurs, nous dé�nissons également l'ensemble des hamps disrets inématique-

ment admissibles par

(4.151) Uh = { vh ∈ V h : vhν ≤ g p.p. sur Γ3 },

Notons que Uh ⊂ U . La ondition vhν ≤ g sur la frontière Γ3 est satisfaite aux noeuds,

i.e., vhν ≤ gI , où gI est la fontion d'interpolation linéaire g.

Nous onsidérons maintenant le problème variationnel approhé suivant.

Problème Ph
V . Trouver un hamp de déplaements approhé uh

tel que

uh ∈ Uh, (Fε(uh), ε(vh)− ε(uh))Q + (Puh, vh − uh)V(4.152)

+j(uh, vh)− j(uh,uh) ≥ (f , vh − uh)V ∀vh ∈ Uh.

En utilisant des arguments similaires aux arguments utilisés dans la démonstration du

Théorème 4.1 on prouve que le problème Ph
V admet une solution unique.

Nous allons maintenant présenter le résultat de l'estimation d'erreur entre les so-

lutions des Problèmes PV et Ph
V .

Théorème 4.16. Sous les hypothèses (4.7)�(4.12) et (4.24), il existe une onstante c

indépendante de h telle que

(4.153) ‖u− uh‖V ≤ c inf
vh∈Uh

(
‖u− vh‖V + ‖u− vh‖

1

2

V + ‖u− vh‖
1

2

L2(Γ3)

)
.

Démonstration. Sous les onditions (4.7)(), (4.9)(), (4.14) et (4.25) pour haque

vh ∈ Uh, nous onstatons que

mF ‖ε(u)− ε(uh)‖2Q(4.154)

≤ (Fε(u)−Fε(uh), ε(u)− ε(uh))

≤ (Fε(u)− Fε(uh), ε(u)− ε(uh)) +

∫

Γ3

(p(uν)− p(uhν))(uν − uhν) da

= (Au− Auh,u− uh)

= (Au−Auh,u− vh) + (Au, vh − uh)− (Auh, vh − uh).

Ensuite, nous utilisons (4.23) ave v = uh
et (4.152) a�n de voir que

(Au, vh − uh)− (Auh, vh − uh) ≤ (Au, vh − u)(4.155)

+j(uh, vh)− j(uh,uh) + j(u,uh)− j(u,u) + (f ,u− vh)V .
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Puis, par les inégalités (4.154) et (4.155), nous en déduisons que

(4.156) mF ‖ε(u)− ε(uh)‖2Q ≤ K1 +K2 +K3 +K4

où

K1 = (Au− Auh,u− vh),

K2 = (Au, vh − u) + j(u, vh)− j(u,u)− (f , vh − u)V ,

K3 = j(u,uh)− j(uh,uh) + j(uh,u)− j(u,u),

K4 = j(uh, vh)− j(u, vh) + j(u,u)− j(uh,u).

Dans e qui suit, nous faisons une estimation de haun des termes i-dessus. Pour

e faire, nous ommençons par le premier terme. Nous avons la même inégalité qu'en

(4.27), à savoir

|K1| ≤
∣∣∣
∫

Ω

(Fε(u)−Fε(uh)) · ε(u− vh) dx(4.157)

+

∫

Γ3

(p(uν)− p(uhν))(uν − vhν ) da
∣∣∣

≤ LF ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V + Lp ‖u− uh‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3)

≤ (LF + c20Lp) ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .

Ensuite, pour le deuxième terme K2, nous avons

K2 =

∫

Ω

Fε(u) · ε(vh − u) dx+

∫

Γ3

p(uν)(v
h
ν − uν) da

+

∫

Γ3

F (v+h
ν − uν) da+

∫

Γ3

µS(u)n∗.(vh
τ − uτ ) da− (f , vh − u)V .

Après quelques aluls élémentaires reposant sur les hypothèses (4.7)�(4.12), nous

obtenons

|K2| ≤ (‖Fε(u)‖Q + ‖f‖V ) ‖u− vh‖V(4.158)

+
(
‖p(uν)‖L2(Γ3) + ‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3)

1/2

+LS‖µ‖L∞(Γ3)‖u‖L2(Γ3) + ‖µ‖L∞(Γ3)‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
‖u− vh‖L2(Γ3).

Puis, pour le terme K3, nous avons

K3 =

∫

Γ3

µ(S(u)− S(uh))n∗.(uh
τ − uτ ) da.
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En utilisant enore une fois les hypothèses (4.11) et (4.12)(b) ainsi que l'inégalité de

trae (1.8), nous obtenons

(4.159) |K3| ≤ c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖u− uh‖2V .

En�n, pour le quatrième et dernier termeK4, nous utilisons (1.8), (4.11) et (4.12)(b),

pour obtenir

|K4| = |j(uh, vh)− j(uh,u) + j(u,u)− j(u, vh)|(4.160)

= |
∫

Γ3

µ(S(uh)− S(u))n∗.(vh
τ − uτ ) da|

≤ c20LS‖µ‖L∞(Γ3)‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .

Sous l'hypothèse de petitesse (4.24), par absorption du troisième terme K3 et en

utilisant l'inégalité élémentaire

ab ≤ δa2 +
1

4δ
b2 ∀δ > 0, ∀a, b ∈ R

l'inégalité (4.156) devient

(4.161) ‖u− uh‖V ≤ c‖u− vh‖V + c‖u− vh‖
1

2

V + c‖u− vh‖
1

2

L2(Γ3)
,

e qui onlut la démonstration. �

Grâe à l'inégalité de trae, nous obtenons l'estimation de l'erreur de disrétisation

‖u− uh‖V = O
(√

inf
vh∈Uh

‖u− vh‖V
)
.

Nous remarquons que ette estimation d'erreur est du même ordre que elle pré-

sentée dans [7℄ pour un autre modèle mathématique de ontat. Cependant, elle n'est

toutefois pas d'ordre optimal. Pour ette raison, nous proposons dans la suite une

estimation d'erreur optimale ave une hypothèse d'extra-régularité de la solution.

Théorème 4.17. Sous les hypothèses du Théorème 4.16, si σν ∈ L2(Γ3)
d
il existe

une onstante c indépendente de h telle que,

(4.162) ‖u− uh‖V ≤ c inf
vh∈Uh

(
‖u− vh‖V + ‖u− vh‖

1

2

L2(Γ3)

)
.

92



Partie II Chapitre 4 Problème de ontat élastique

Démonstration. Sous l'hypothèse de régularité supplémentaire σν ∈ L2(Γ3)
d
, nous

donnons une nouvelle estimation du terme K2. D'après l'égalité (4.18), nous avons

|K2| ≤ |
∫

Γ3

σν(v
h
ν − uν) da+

∫

Γ3

στ · (vh
τ − uτ ) da|

+|
∫

Γ3

p(uν)(v
h
ν − uν) da+

∫

Γ3

F (v+h
ν − uν) da+

∫

Γ3

µS(u)n∗.(vh
τ − uτ ) da|

≤
(
‖σν‖L2(Γ3) + ‖στ‖L2(Γ3) + ‖p(uν)‖L2(Γ3) + ‖F‖L∞(Γ3)mes(Γ3)

1/2

+LS‖µ‖L∞(Γ3)‖u‖L2(Γ3) + ‖µ‖L∞(Γ3)‖S(0V )‖L2(Γ3)

)
‖u− vh‖L2(Γ3)

≤ c ‖u− vh‖L2(Γ3),

e qui implique (4.162). �

Maintenant, nous utilisons des arguments lassiques utilisés dans [34℄, pour obtenir

une estimation optimale de l'erreur. Pour e faire, nous supposons que

(4.163) u ∈ H2(Ω)d, u|Γ3
∈ H2(Γ3)

d.

Soit Πhu ∈ Vh, une interpolation linéaire par élément �ni de la solution u, voir [15℄.

Dans la mesure où la solution u a la régularité u ∈ U on a uν ≤ g, e qui implique

Πhu ∈ Uh
.

En appliquant la théorie standard de l'interpolation par élément �ni, nous avons

‖u−Πhu‖V ≤ c h ‖u‖H2(Ω)d ,

‖u−Πhu‖L2(Γ3)N ≤ c h2‖u‖H2(Γ3)d .

Ainsi, sous l'hypothèse de régularité supplémentaire (4.163), nous avons l'estimation

de l'erreur optimale suivante

‖u− uh‖V = O(h),

où c désigne une onstante indépendante de h. Cette dernière égalité implique alors

une estimation optimale de l'erreur, ahevant ainsi ette setion et e hapitre. Le

leteur souhaitant de plus amples approfondissement pourra se reporter par exemple

à [34℄.
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Chapitre 5

Problème de ontat élastique ave

usure

Dans e hapitre nous abordons un problème similaire à elui au hapitre préédent.

Il s'agit d'un problème de ontat glissant entre un orps de loi onstitutive élastique

et un obstale assimilé à une fondation. La di�érene réside dans le fait que dans e

hapitre nous prenons en onsidération l'usure des surfaes de ontat. Cei revient

en fait, à introduire une nouvelle variable, la fontion d'usure, satisfaisant la loi d'Ar-

hard et, de e fait le problème est quasistatique. La nouveauté du modèle réside dans

l'utilisation de ette nouvelle variable. Ce hapitre omporte trois setions. Dans la

première setion, nous érivons le problème méanique et nous préisons les hypo-

thèses adéquates sur les données a�n d'obtenir la formulation variationnelle. Ensuite,

dans la deuxième setion, nous énonçons et nous démontrons notre résultat prinipal

d'existene et d'uniité de la solution faible. En�n, dans la troisième setion, nous

présentons un résultat de onvergene, portant sur la pénalisation de la ontrainte

unilatérale. Le matériel présenté dans e hapitre fait l'objet de l'artile [69℄.

5.1 Formulation du problème

Le problème peut se formuler de la manière suivante.

Problème S. Trouver un hamp de ontraintes σ : Ω × R+ → Sd
, un hamp de

déplaements u : Ω × R+ → Rd
et une fontion d'usure w : Γ3 × R+ → R+ tels que

pour tout t ∈ R+
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σ(t) = Fε(u(t)) dans Ω,(5.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 dans Ω,(5.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(5.3)

σ(t)ν = f 2(t) sur Γ2,(5.4)

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)− w(t)) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)− w(t))

)
= 0




 sur Γ3,(5.5)

−στ (t) = µ p(uν(t)− w(t))n∗(t) sur Γ3,(5.6)

ẇ(t) = α(t) p(uν(t)− w(t)) sur Γ3,(5.7)

pour tout t ∈ R+ et, de plus,

w(0) = 0 sur Γ3.(5.8)

Ce problème est similaire au problème P étudié dans le Chapitre 4. La di�érene réside

dans e fait que ii nous prendrons en onsidération l'usure de la fondation, dérite

par la fontion w. Cei rend le modèle mathématique plus intéressant, ar il onduit

à un problème non linéaire d'évolution.

Ii i-dessous et, pour plus de simpliité, nous ne signalons pas expliitement la

dépendane des di�érentes fontions de la variable spatiale x. En outre, nous rappelons

que les fontions n∗
et α sont données par

(5.9) n∗(t) = − v∗(t)

‖v∗(t)‖ , α(t) = k ‖v∗(t)‖ ∀ t ∈ R+,

où k représente le oe�ient d'usure et v∗(t) est la vitesse de la fondation.

Nous fournissons maintenant une brève expliation pour les équations et les ondi-

tions du Problème S. Tout d'abord, l'équation (5.1) représente la loi de omporte-

ment élastique du matériau dans laquelle F désigne un opérateur non linéaire donné.

Puis, (5.2) est l'équation d'équilibre dans le as d'un problème quasi-statique. En-

suite, (5.3) et (5.4) représentent respetivement les onditions de déplaement et de

tration. La ondition (5.5) représente la ondition de ontat ave ompliane normale

et ontrainte unilatérale dans laquelle w représente la fontion d'usure de la fondation.
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Les onditions (5.6) et (5.7) représentent respetivement la loi de frottement et la loi

d'Arhard présentées dans le Chapitre 3 Setion 3.4 (f (3.47) et (3.52) ). En�n, (5.8)

représente la ondition initiale pour la fontion de l'usure, e qui montre que à l'instant

initial la fondation est nouvelle.

Nous passons maintenant à la formulation variationnelle du problème S et, à ette

�n, nous énonçons les hypothèses sur les données. Premièrement, nous supposons que

l'opérateur d'élastiité F et la fontion de ompliane normale véri�ent les onditions

suivantes.

(5.10)





(a) F : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LF > 0 tel que

‖F(x, ε1)− F(x, ε2)‖ ≤ LF‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mF > 0 tel que
(F(x, ε1)− F(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mF ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) L′application x 7→ F(x, ε) est mesurable sur Ω, ∀ ε ∈ Sd.
(e) L′application x 7→ F(x, 0) appartient à Q.

(5.11)





(a) p : Γ3 × R → R+.
(b) Il existeLp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) L′application x 7→ p(x, r) est mesurable sur Γ3, ∀ r ∈ R.
(e) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

Les densités des fores volumiques et trations surfaiques ont la régularité

(5.12) f0 ∈ C(R+;L
2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L

2(Γ2)
d).

En�n, le oe�ient de frottement, le oe�ient d'usure et la vitesse de la fondation

véri�ent les onditions

µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3,(5.13)

k ∈ L∞(Γ3), k(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3,(5.14)

v∗ ∈ C(R+;R
d) et il existe v > 0 tel que ‖v∗(t)‖ ≥ v, ∀ t ∈ R+.(5.15)

97



Analyse de quelques problèmes de ontat glissant

Notons que l'hypothèse (5.15) est ompatible ave le adre physique dérit i-dessus,

puisque, à haque moment de temps, la vitesse de la fondation est supposée être assez

grande. De plus, (5.9), (5.14) et (5.15) implique la régularité

(5.16) n∗ ∈ C(R+;R
d), α ∈ C(R+;L

∞(Γ3)).

Et en outre

(5.17) α(t) ≥ 0 p.p. sur Γ3, ∀ t ∈ R+.

Ensuite, nous rappelons l'ensemble des hamps de déplaements admissibles dé�nis

par

(5.18) U = { v ∈ V : vν ≤ g sur Γ3 }.

Par ailleurs, nous utilisons le Théorème de représentation de Riesz pour dé�nir la

fontion f : R+ → V par l'égalité

(5.19) (f(t), v)V = (f 0(t), v)L2(Ω)d + (f2(t), v)L2(Γ2)d,

pour tout v ∈ V et t ∈ R+. Il résulte de l'hypothèse (5.12) que f a la régularité

(5.20) f ∈ C(R+;V ).

Nous supposons dans e qui suit que le triple (σ,u, w) sont des fontions su�sam-

ment régulières qui véri�ent (5.1)�(5.8). Soit v ∈ U et t > 0 est donné. Nous utilisons

formule de Green (1.4) et l'équation d'équilibre (5.2) pour obtenir

∫

Ω

σ(t)(ε(v)−ε(u(t))) dx−
∫

Ω

f 0(t)(v−u(t)) dx =

∫

Γ

σ(t)ν ·(v−u(t)) da ∀v ∈ U.

Ensuite, nous divisons l'intégrale de surfae Γ1, Γ2 et Γ3. Puisque v−u(t) = 0 sur Γ1,

σ(t)ν = f 2(t) sur Γ2, en tenant ompte de (5.19) on déduit que

(5.21) (σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q = (f (t), v − u(t))V +

∫

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.

Notons que

(5.22) σ(t)ν · (v − u(t)) = σν(t)(vν − uν(t)) + στ (t) · (vτ − uτ (t)) sur Γ3
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et, en utilisant la ondition de ontat (5.5) et la dé�nition (5.18) de l'ensemble U ,

nous avons

σν(t)(vν − uν(t)) = (σν + p(uν(t)− w(t)))(vν − g)(5.23)

+(σν + p(uν(t)− w(t)))(g − uν(t))− p(uν(t)− w(t))(vν − uν(t))

≥ −p(uν(t)− w(t))(vν − uν(t)) sur Γ3.

Par onséquent, en tenant ompte de l'égalité (5.22) et en utilisant l'inégalité (5.23)

et la loi de frottement (5.6) on voit que

∫

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da ≥ −
∫

Γ3

p(uν(t)− w(t))(vν − uν(t)) da(5.24)

−
∫

Γ3

µ p(uν(t)− w(t))n∗(t) · (vτ − uτ (t)) da.

Nous ombinons maintenant (5.21) et (5.24) pour obtenir que

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q +

∫

Γ3

p(uν(t)− w(t))(vν − uν(t)) da(5.25)

+

∫

Γ3

µ p(uν(t)− w(t))n∗(t) · (vτ − uτ (t)) da ≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U.

En outre, la ondition de déplaement (5.3), la première inégalité dans (5.5) et

(5.18) impliquent que u(t) ∈ U . En�n, nous intégrons l'équation di�érentielle (5.7)

ave la ondition initiale (5.8) pour voir que

(5.26) w(t) =

∫ t

0

α(s) p(uν(s)− w(s)) ds.

Nous ombinons maintenant la loi de omportement (5.1), l'inégalité variationnelle

(5.25), et l'équation intégrale (5.26) pour obtenir la formulation variationnelle du pro-

blème S suivante.

Problème SV
. Trouver un hamp de ontraintes σ : R+ → Q, un hamp de déplae-
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ments u : R+ → U et une fontion d'usure w : R+ → L2(Γ3) tels que

σ(t) = Fε(u(t)),(5.27)

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q +

∫

Γ3

p(uν(t)− w(t))(vν − uν(t)) da(5.28)

+

∫

Γ3

µ p(uν(t)− w(t))n∗(t) · (vτ − uτ (t)) da ≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U,

w(t) =

∫ t

0

α(s) p(uν(s)− w(s)) ds,(5.29)

pour tout t ∈ R+.

La solvabilité unique du Problème SV
sera démontrée dans la setion suivante. Un

triplet (σ,u, w) qui satisfait (5.27)�(5.29) s'appelle solution faible de Problème S.
Nous terminons ette setion ave quelques ommentaires supplémentaires sur notre

modèle de ontat. Supposons que le problème (5.1)�(5.8) admet une solution lassique.

Alors, puisque µ et p sont des fontions positives, il déoule de (5.7) que ẇ(t) ≥ 0 pour

tout t, et don w(t) est roissante, en haque point de la surfae de ontat. En outre,

si à un moment t0 nous avons w(t0) = g, en utilisant l'équation (5.7) et les propriétés

(5.11) de la fontion p, il en résulte que w(t0) = g pour tout t ≥ t0. Ce omportement

montre que l'usure de la fondation est limitée par la ontrainte w(t) ≤ g.

5.2 Existene et uniité de la solution

Dans ette setion, nous énonçons et prouvons le résultat de l'existene d'uniité sui-

vant.

Théorème 5.1. Supposons que les hypothèses (5.10)�(5.15) sont satisfaites. Alors il

existe une onstante µ0 qui ne dépend que Ω, Γ1, Γ3, F et p, tel que, si

(5.30) ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0,

alors le Problème SV
admet une solution unique. De plus, la solution présente la

régularité

(5.31) σ ∈ C(R+;Q), u ∈ C(R+;U), w ∈ C1(R+;L
2(Γ3)).

et, en outre,

(5.32) w(t) ≥ 0 p.p sur Γ3, ∀ t ∈ R+.
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Nous onluons de e qui préède que le Problème S admet une solution unique, à

ondition que les hypothèses du Théorème 5.1 sont satisfaites. En outre, notons que

la ondition (5.30) représente une ondition de petitesse sur le oe�ient de frotte-

ment qui est souvent néessaire dans l'étude des problèmes de ontat statiques ou

quasi-statiques ave frottement. La question de savoir si ette ondition dérit une

aratéristique intrinsèque du proessus de frottement ou si elle représente qu'une li-

mite de nos outils mathématiques ; 'est une question ouverte qui mérite être étudiée

à l'avenir.

La démonstration du Théorème 5.1 sera réalisée en plusieurs étapes. Dans la pre-

mière étape, nous supposons que la fontion w ∈ C(R+;L
2(Γ3)) est donnée et nous

onstruisons le problème intermédiaire suivant.

Problème SV
w . Trouver un hamp de déplaement uw : R+ → U tel que

(Fε(uw(t)), ε(v)− ε(uw(t)))Q +

∫

Γ3

p(uwν(t)− w(t))(vν − uwν(t)) da(5.33)

+

∫

Γ3

µ p(uwν(t)− w(t))n∗(t) · (vτ − uwτ (t)) da ≥ (f (t), v − uw(t))V ∀v ∈ U,

pour tout t ∈ R+.

Dans l'étude du Problème SV
w nous avons le résultat de l'existene et d'uniité

suivant.

Lemme 5.2. Il existe une solution unique du Problème SV
w qui satisfait uw ∈

C(R+;U).

Démonstration. Soit t ∈ R+ et soit l'opérateur Awt : V → V dé�ni par

(Awtu, v)V = (Fε(u), ε(v))Q +

∫

Γ3

p(uν − w(t))vν da(5.34)

+

∫

Γ3

µ p(uν − w(t))n∗(t) · vτ da ∀u, v ∈ V.

Nous utilisons les hypothèses (5.10), (5.11), (5.13) et l'inégalité (1.8) pour voir que

l'opérateur Awt est de Lipshitz, 'est-à-dire qu'il véri�e l'inégalité

(5.35) ‖Awtu1 − Awtu2‖V ≤
(
LF + c20Lp(1 + ‖µ‖L∞(Γ3))

)
‖u1 − u2‖V ,

pour tout u1, u2 ∈ V .
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Ensuite, nous introduisons la onstante µ0 dé�nie par

(5.36) µ0 =
mF

c20Lp
,

qui, visiblement ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3, F et p. Supposons que l'hypothèse de

(5.30) est véri�ée. Alors, nous obtenons

(5.37) c20Lp‖µ‖L∞(Γ3) < mF .

Nous utilisons à nouveau les hypothèses (5.10), (5.11) et les inégalités (1.8) et (5.37)

pour déduire que l'opérateur Awt est fortement monotone, 'est-à-dire qu'il satisfait à

l'inégalité

(5.38) (Awtu1 − Awtu2,u1 − u2)V ≥ (mF − c20Lp‖µ‖L∞(Γ3))‖u1 − u2‖2V ,

pour tout u1, u2 ∈ V . Par le Théorème 2.13 1), nous en déduisons qu'il existe un

unique élément uwt ∈ U tel que

(5.39) (Awtuwt, v − uwt)V ≥ (f (t), v − uwt)V ∀v ∈ U.

Nous notons uwt = uw(t). Ensuite, il déoule de (5.39) et (5.34) que uw(t) ∈ U est

un élément unique qui résout l'inégalité variationnelle (5.33). Ce qui onlut la partie

d'uniité de la solution.

Nous prouvons maintenant la ontinuité de la fontion t 7→ uw(t) : R+ → V . Soient

t1, t2 ∈ R+. Nous désignons par uw(ti) = ui, w(ti) = wi, f(ti) = f i, n
∗(ti) = n∗

i , pour

i = 1, 2. En outre, nous utilisons des arguments standard dans (5.33) pour onstater

que

(Fε(u1)− Fε(u2), ε(u1)− ε(u2))Q ≤ (f1 − f2,u1 − u2)V

+

∫

Γ3

[p(u1ν − w1)− p(u2ν − w2)][(u2ν − w2)− (u1ν − w1)] da

+

∫

Γ3

[p(u1ν − w1)− p(u2ν − w2)](w2 − w1) da

+

∫

Γ3

µ [p(u1ν − w1)n
∗
1 − p(u2ν − w2)n

∗
1] · (u2τ − u1τ ) da

+

∫

Γ3

µ [p(u2ν − w2)n
∗
1 − p(u2ν − w2)n

∗
2] · (u2τ − u1τ ) da.
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Don, sous les hypothèses (5.10), (5.11), (5.13) et (1.8), nous obtenons

(mF − c20Lp‖µ‖L∞(Γ3))‖u1 − u2‖2V

≤
(
c0Lp(1 + ‖µ‖L∞(Γ3))‖w1 − w2‖L2(Γ3) + ‖f1 − f2‖V

+c0 p(g) ‖µ‖L∞(Γ3)‖n∗
1 − n∗

2‖
)
‖u1 − u2‖V + Lp‖w1 − w2‖2L2(Γ3)

.

Nous utilisons maintenant l'inégalité (5.37) et l'inégalité élémentaire

x, y, z ≥ 0 et x2 ≤ yx+ z =⇒ x2 ≤ y2 + 2z

pour obtenir que

‖u1 − u2‖2V(5.40)

≤ a
(
‖w1 − w2‖L2(Γ3) + ‖f 1 − f2‖+ ‖n∗

1 − n∗
2‖
)2

+ b ‖w1 − w2‖2L2(Γ3)
,

où a et b désignent deux onstantes positives qui ne dépendent pas de t1 et t2. Nous

ombinons l'inégalité (5.40) ave les hypothèses (5.16), (5.20) et la régularité w ∈
C(R+;L

2(Γ3)). Nous déduisons que d'ii uw ∈ C(R+;V ). Ainsi, nous onluons, par

le Lemme 5.2 la partie de l'existene de la solution, e qui onlut la démonstration

du lemme. �

Nous onsidérons maintenant l'opérateur Λ : C(R+;L
2(Γ3)) → C(R+;L

2(Γ3)) dé-

�ni par

(5.41) Λw(t) =

∫ t

0

α(s) p(uwν(s)− w(s)) ds,

pour tous w ∈ C(R+;L
2(Γ3)), où uw est la solution unique du Problème SV

w . Nous

avons le résultat de point �xe suivant, qui représente la deuxième étape de la démons-

tration du Théorème 5.1.

Lemme 5.3. L'opérateur Λ admet un unique point �xe w∗ ∈ C(R+;L
2(Γ3)).

Démonstration. Soient w1, w2 ∈ C(R+;L
2(Γ3)). Pour simpli�er, nous notons par

ui, i = 1, 2 les solutions des problèmes SV
wi
, 'est-à-dire que ui = uwi

. Soient n ∈ N et

t ∈ [0, n]. Nous utilisons la dé�nition (5.41) de l'opérateur Λ et les hypothèses (5.11),

(5.14) et (5.15) a�n de déduire que

‖Λw1(t)− Λw2(t)‖L2(Γ3)(5.42)

≤ v∗n

(
c0

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds+
∫ t

0

‖w1(s)− w2(s)‖L2(Γ3) ds
)
,
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où

v∗n = Lp‖k‖L∞(Γ3) max
r∈[0,n]

‖v∗(r)‖.

D'autre part, l'utilisation des arguments similaires à eux utilisés dans la démonstra-

tion (5.40) donnent

(5.43) ‖u1(t)− u2(t)‖V ≤
√
a + b ‖w1(t)− w2(t)‖L2(Γ3).

Nous ombinons maintenant les inégalités (5.42) et (5.43) pour déduire que

(5.44) ‖Λw1(t)− Λw2(t)‖L2(Γ3) ≤ v∗n
(
c0
√
a + b+ 1

) ∫ t

0

‖w1(s)− w2(s)‖L2(Γ3).

Le Lemme 5.3 est maintenant une onséquene direte du Théorème 2.14. �

Nous avons maintenant tous les ingrédients néessaires pour fournir la démonstra-

tion du Théorème 5.1.

Démonstration. Existene. Soit w∗ ∈ C(R+;L
2(Γ3)) l'unique point �xe de l'opéra-

teur Λ et soient u∗
, σ∗

dé�nis par

u∗(t) = uw∗(t),(5.45)

σ∗(t) = Fε(u∗(t)),(5.46)

pour tout t ∈ R+. Nous rappelons que w
∗ = Λw∗

et en utilisant des égalités (5.41) et

(5.45) nous déduisons que

(5.47) w∗(t) =

∫ t

0

α(s) p(uw∗ν(s)− w∗(s)) ds

pour tout t ∈ R+. Nous montrons que le triplet (σ∗,u∗, w∗) satisfait (5.27)�(5.29).

Premièrement, nous remarquons que (5.27) est une onséquene direte de (5.46).

Ensuite, nous érivons l'inégalité (5.33) pour w = w∗
et nous utilisons la notation

(5.45), (5.46) pour voir que (5.28) est validé. Puis, (5.29) déoule de (5.47). Nous

onluons de e qui préède que le triplet (σ∗,u∗, w∗) représente une solution du

problème SV
. La régularité exprimée dans (5.31) est une onséquene direte de la

Lemme 5.2 ombinée ave l'hypothèse (5.10) et de formule (5.47). En�n, la ondition

(5.32) déoule de (5.47), puisque α et p sont des fontion positives, tel qu'il résulte de

(5.17) et (5.11)(a).

Uniité. L'uniité de la solution déoule de la solvabilité unique du Problème SV
w

fournie dans le Lemme 5.2, ombinée ave l'uniité du point de l'opérateur Λ dé�ni

par (5.41). �
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5.3 Un résultat de onvergene

Dans ette setion, nous fournissons un résultat de onvergene dans l'étude du pro-

blème S, basée sur la pénalisation de la ontrainte unilatérale et des arguments simi-

laires à eux utilisés dans [67℄. Nous supposons dans e qui suit que les hypothèses

(5.10)�(5.15) et (5.30) sont satisfaites. Nous rappelons que µ0 est donnée par (5.36).

Puis, il résulte du Théorème 5.1 que le problème SV
admet une solution unique. En-

suite, pour haque ρ > 0 nous onsidérons le problème de ontat i-dessous.

Problème Sρ. Trouver un hamp de ontraintes σρ : Ω × R+ → Sd
, un hamp de

déplaements uρ : Ω × R+ → Rd
et une fontion d'usure wρ : Γ3 × R+ → R+ tels que

σρ(t) = Fε(uρ(t)) dans Ω,(5.48)

Divσρ(t) + f 0(t) = 0 dans Ω,(5.49)

uρ(t) = 0 sur Γ1,(5.50)

σρ(t)ν = f2(t) sur Γ2,(5.51)

σρν(t) + p(uρν(t)− wρ(t)) +
1

ρ
p(uρν(t)− g) = 0 sur Γ3,(5.52)

−σρτ (t) = µ p(uρν(t)− wρ(t))n
∗(t) sur Γ3,(5.53)

ẇρ(t) = α(t) p(uρν(t)− wρ(t)) sur Γ3,(5.54)

pour tout t ∈ R+ et, de plus,

(5.55) wρ(0) = 0 sur Γ3.

Notons qu'ii et i-dessous uρν est la omposante normale du hamp de déplaement

uρ et σρν et σρτ représentent respetivement les omposantes normale et tangentielle

du tenseur σρ. Par ailleurs, nous rappelons que les fontions n
∗
et α sont dé�nies par

(5.9). Les équations et les onditions aux limites du Problème (5.48)�(5.55) ont une

interprétations similaires à elles dans le problème (5.1)�(5.8). La di�érene vient du

fait qu'ii, nous avons remplaé la ondition de ontat (5.5) ave la ondition (5.52),

'est-à-dire que nous supprimons la ontrainte unilatérale. Dans (5.52) ρ représente un

paramètre de pénalisation qui peut être interprété omme un oe�ient de déforma-

tion de la fondation, alors que

1
ρ
est le oe�ient de rigidité de surfae.
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Nous utilisons des arguments similaires à eux utilisés dans la Setion 5.2, a�n

d'obtenir la formulation variationnelle du Problème Sρ suivante.

Problème SV
ρ . Trouver un hamp de ontraintes σρ : R+ → Q, un hamp de dépla-

ements uρ : R+ → V et une fontion d'usure wρ : R+ → L2(Γ3) tel que

σρ(t) = Fε(uρ(t)),(5.56)

(σρ(t), ε(v))Q +

∫

Γ3

p(uρν(t)− wρ(t))vν da(5.57)

+

∫

Γ3

µ p(uρν(t)− wρ(t))n
∗(t) · vτ da+

1

ρ
(Guρ(t), v)V = (f (t), v)V ∀v ∈ V,

wρ(t) =

∫ t

0

α(s) p(uρν(s)− wρ(s)) ds,(5.58)

pour tout t ∈ R+.

Ii G représente l'opérateur dé�ni dans le Chapitre 4 par (4.53). Le théorème

suivant indique la solvabilité unique du Problème SV
ρ et dérit le omportement de

sa solution lorsque ρ→ 0.

Théorème 5.4. Supposons que les hypothèses (5.10)�(5.15) et (5.30) sont véri�ées,

ave µ0 donnée par (5.36) Alors :

1) Pour haque ρ > 0 il existe une solution unique du Problème SV
ρ . De plus, la

solution présente la régularité suivante

(5.59) σρ ∈ C(R+;Q), uρ ∈ C(R+;V ), wρ ∈ C1(R+;L
2(Γ3)).

2) Pour haque n ∈ N il existe ωn > 0 tel que

(5.60) ‖uρ(t)‖V ≤ ωn ∀ t ∈ [0, n], ∀ ρ > 0.

3) La solution (σρ,uρ, wρ) du Problème SV
ρ onverge vers la solution (σ,u, w) du

Problème PV
, i.e.

‖σρ(t)− σ(t)‖Q + ‖uρ(t)− u(t)‖V + ‖wρ(t)− w(t)‖L2(Γ3) → 0(5.61)

lorsque ρ→ 0.

pour tout t ∈ R+.
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La démonstration du Théorème 5.4 sera donnée en plusieurs étapes. Nous suppo-

sons dans e qui suit que les hypothèses (5.10)�(5.15) et (5.30) sont véri�ées. Dans la

première étape, nous onsidérons le problème variationnel intermédiaire suivant.

Problème S̃V
wρ. Etant donnée w ∈ C(R+;L

2(Γ3)) qui satifait (5.32), trouver un hamp

de ontraintes ũρ : R+ → V tel que

(Fε(ũρ(t)), ε(v))Q +

∫

Γ3

p(ũρν(t)− w(t))vν da(5.62)

+

∫

Γ3

µ p(ũρν(t)− w(t))n∗(t) · vτ da+
1

ρ
G(ũρ(t), v) = (f(t), v)V ∀v ∈ V,

pour tout t ∈ R+.

Notons que le Problème S̃V
wρ est similaire au problème SV

w examiné dans la Setion

5.2. Sa solution dépend de ρ et w mais, pour plus de simpliité, nous n'indiquons pas

expliitement la dépendane de la solution par rapport à w.

Nous avons les résultats de l'existene, d'uniité et de onvergene suivants.

Lemme 5.5. 1) Pour haque ρ > 0 le problème S̃V
wρ admet une solution unique qui

satisfait ũρ ∈ C(R+;V ).

2) Pour haque n ∈ N il existe ωn > 0 qui ne dépend pas de w tel que

(5.63) ‖ũρ(t)‖V ≤ ωn ∀ t ∈ [0, n], ∀ ρ > 0.

3) La solution ũρ du Problème S̃V
wρ onverge vers la deuxième omposante de la solution

du Problème SV
, i.e.

(5.64) ‖ũρ(t)− u(t)‖V → 0 lorsque ρ→ 0,

pour tout t ∈ R+.

Démonstration. 1) Soit ρ > 0 est �xé et soit t ∈ R+. En utilisant la dé�nition (5.34)

de l'opérateur Awt, on en déduit que l'équation variationnelle (5.62) est équivalent à

l'équation

(5.65) ũρ(t) ∈ V, Awtũρ(t) +
1

ρ
Gũρ(t) = f (t).

Rappelons que les inégalités (5.35), (5.37) et (5.38) montrent que Awt est un opérateur

fortement monotone et de Lipshitz sur V . Par onséquent, en tenant ompte de (4.56),
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nous sommes en mesure d'appliquer le Théorème 2.14 2) ave X = V et K = U . De

ette façon, on en déduit l'existene d'un élément unique ũρ(t) qui résout (5.65). La

ontinuité de la fontion t 7→ ũρ(t) : R+ → V déoule des estimations semblables à

elles utilisés dans la démonstration du Lemme 5.2.

2) Soient n ∈ N, ρ > 0 et soit t ∈ [0, n] est �xé. Nous utilisons l'équation (5.65)

pour déduire que

(Awtũρ(t), ũρ(t))V +
1

ρ
(G(ũρ(t), ũρ(t))V = (f(t), ũρ(t))V .

Ensuite, nous utilisons les propriétés (4.56)(a) et () de l'opérateur G pour voir que

(G(ũρ(t), ũρ(t))V ≥ 0

et, par onséquent,

(5.66) (Awtũρ(t), ũρ(t))V ≤ (f (t), ũρ(t))V .

Nous utilisons maintenant l'inégalité (5.38) ave u1 = ũρ(t) et u2 = 0V a�n de voir

que

(5.67) (Awtũρ(t)− Awt0V , ũρ(t))V ≥ (mF − c20Lp‖µ‖L∞(Γ3))‖ũρ(t)‖2V .

Nous ombinons les inégalités (5.66), (5.67), (5.30) et l'égalité (5.36) pour obtenir

(5.68) ‖ũρ(t)‖V ≤ c (‖f(t)‖V + ‖Awt0V ‖V )

où c > 0 est une onstante qui est indépendante de n, t, ρ et w. En outre, puisque w

satisfait (5.32), par la dé�nition (5.34) de l'opérateur Awt et la propriété (5.11) (e) de

la fontion p il en résulte que

(5.69) ‖Awt0V ‖V ≤ ‖Fε(0V )‖Q.

L'inégalité (5.63) suit maintenant des inégalités (5.68), (5.69) et la régularité (5.20).

3) Soit ρ > 0 est �xé et soit t ∈ R+. Nous substituons (5.27) dans (5.28). Ensuite,

nous utilisons la dé�nition (5.34) de l'opérateur Awt pour voir que

(5.70) u(t) ∈ U, (Awtu(t), v − u(t))V ≥ (f (t), v − u(t))V , ∀v ∈ U.

La onvergene (5.64) est maintenant une onséquene direte de l'égalité (5.65), de

l'inégalité (5.70) et le Théorème 2.13 3). �

Nous sommes maintenant en mesure de fournir la démonstration du Théorème 5.4

qui représente le résultat prinipal de ette setion.
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Démonstration. 1) La solvabilité unique du Problème SV
ρ déoule des arguments

similaires à eux utilisés dans la démonstration du Théorème 5.1. Néanmoins, nous

notons que l'ingrédient prinipal de la démonstration est le résultat de l'existene et

d'uniité dans le Lemme 5.5, ombiné ave le résultat de point �xe dans le Théorème

2.14.

2) L'inégalité (5.60) représente une onséquene direte de (5.63), puis les égalités

(5.56) et (5.57) impliquent que la fontion uρ satisfait le problème S̃V
wρ ave w = wρ.

3) Soient t ∈ R+, n ∈ N et t ∈ [0, n]. Soit ρ > 0. Nous utilisons l'inégalité

triangulaire a�n de voir que

(5.71) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ ‖ũρ(t)− uρ(t)‖V + ‖ũρ(t)− u(t)‖V .

D'autre part, nous utilisons des arguments similaires à eux utilisés dans la démons-

tration de (5.43), pour voir que

(5.72) ‖ũρ(t)− uρ(t)‖V ≤
√
a+ b ‖wρ(t)− w(t)‖L2(Γ3)

où a et b représentent des onstantes positives qui ne dépendent pas de n, t et ρ.

En outre, en utilisant les équations intégrales (5.29), (5.58), l'hypothèse (5.11) sur la

fontion de la ompliane normale p, la régularité (5.16) sur α et le lemme de Gronwall

que nous obtenons

(5.73) ‖wρ(t)− w(t)‖L2(Γ3) ≤ cn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds.

Ii et i-dessous cn représente une onstante positive qui dépend de n mais ne dépend

pas de t et ρ, et dont la valeur peut hanger de ligne en ligne.

En ombinant maintenant les inégalités (5.72) et (5.73), nous obtenons

(5.74) ‖ũρ(t)− uρ(t)‖V ≤ cn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds.

Par onséquent, à partir des inégalités (5.71) et (5.74) nous avons

(5.75) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ cn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds+ ‖ũρ(t)− u(t)‖V .

Nous utilisons à nouveau le lemme de Gronwall pour déduire que

(5.76) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ ‖ũρ(t)− u(t)‖V + cn

∫ t

0

ecn(t−s)‖ũρ(s)− u(s)‖V ds.
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Notons que ecn(t−s) ≤ ecnt ≤ encn pour tout s ∈ [0, t] et, par onséquent, (5.76) implique

que

(5.77) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ ‖ũρ(t)− u(t)‖V + cne
ncn

∫ t

0

‖ũρ(s)− u(s)‖V ds.

D'autre part, (5.63) et (5.64) nous permettent d'utiliser le Théorème de onvergene

de Lebesgue pour voir que

(5.78)

∫ t

0

‖ũρ(s)− u(s)‖V ds→ 0 lorsque ρ→ 0.

Par onséquent, en utilisant (5.77), (5.64) et (5.78) nous onluons que

(5.79) ‖uρ(t)− u(t)‖V → 0 lorsque ρ→ 0.

Ensuite, nous utilisons (5.27), (5.56) et les propriétés (5.10) de l'opérateur F pour

obtenir

(5.80) ‖σρ(t)− σ(t)‖Q ≤ LF‖uρ(t)− u(t)‖V .

Nous ombinons maintenant les inégalités (5.80) et (5.73) pour voir que

‖σρ(t)− σ(t)‖Q + ‖uρ(t)− u(t)‖V + ‖wρ(t)− w(t)‖L2(Γ3)(5.81)

≤ cn

(
‖uρ(t)− u(t)‖V +

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds
)
.

En�n, (5.60) et (5.79) nous permettent d'utiliser enore une fois le Théorème de onver-

gene de Lebesgue. Ainsi, nous passons à la limite dans (5.81) lorsque ρ → 0 pour

obtenir (5.61), e qui onlut la démonstration. �

En plus de l'intérêt mathématique dans le résultat de la onvergene (5.61) il est

important du point de vue méanique, ar il montre que la solution faible du problème

de ontat élastique ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et usure peut être

approhé d'aussi près que l'on souhaite par la solution du problème de ontat élastique

ave ompliane normale et usure, ave un oe�ient de déformabilité su�samment

petit.
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Chapitre 6

Problème de ontat visoélastique

Dans e hapitre, nous onsidérons un problème quasistatiques de ontat glissant entre

un orps visoélastique et un obstale assimilé à une fondation. Dans e problème, le

ontat est modélisé ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et terme de mé-

moire. La nouveauté du modèle réside dans l'utilisation de ette ondition du ontat.

Le hapitre est struturé de la manière suivante. Nous présentons tout d'abord le pro-

blème physique. Puis, nous dérivons une formulation variationnelle du problème de

ontat. Ensuite, dans la deuxième setion, nous démontrons un résultat d'existene

et d'uniité de la solution faible. La démonstration est basée sur des arguments d'in-

égalités variationnelles ave opérateurs de mémoire. Puis, dans la troisième setion,

nous prouvons un résultat de onvergene. Plus préisément, nous établissons que la

solution du problème d'origine dans lequel on introduit une perturbation de ertaines

données onverge vers la solution du problème non perturbé lorsque le paramètre de

la perturbation tend vers 0. En�n, dans la quatrième setion, nous allons onsidérer

une approximation numérique du problème variationelle, basée sur une disrétisation

temporelle et spatiale. Pour es shémas disrétisés nous allons obtenir un résultat de

l'estimation de l'erreur. Une partie du matériel présenté dans e hapitre fait l'objet

de l'artile [71℄.

6.1 Formulation du problème

Le problème lassique se formule omme suit :

Problème Q. Trouver un hamp de déplaements u : Ω × R+ → Rd
et un hamp de
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ontraintes σ : Ω × R+ → Sd
tels que

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds dans Ω,(6.1)

Divσ(t) + f0 = 0 dans Ω,(6.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(6.3)

σ(t)ν = f 2(t) sur Γ2,(6.4)

−στ (t) = µ|Rσν(t)|n∗
sur Γ3,(6.5)

pour tout t ∈ R+, et il existe ξ : Γ3 × R+ → R qui satisfait

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤ F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)
,

ξ(t) = 0 si uν(t) < 0,

ξ(t) = F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s) ds
)

si uν(t) > 0






sur Γ3,(6.6)

pour tout t ∈ R+.

Ii et i-dessous, a�n de simpli�er la notation, nous ne signalons pas expliitement la

dépendane des di�érentes fontions de la variable spatiale x. Nous dérivons mainte-

nant les équations et les onditions aux limites du problème Q.

Tout d'abord, l'équation (6.1) représente la loi de omportement visoélastique à

mémoire longue, où A représente l'opérateur d'élastiité, B est le tenseur de relaxa-

tions. Détails et divers interprétations méaniques onernant e genre des lois peuvent

être trouvées dans [25, 46, 65℄, par exemple. L'équation (6.2) représente l'équation de

l'équilibre. Nous supposons que le proessus est quasi-statique et, par onséquent, nous

négligeons le terme d'inertie dans l'équation du mouvement. Les onditions (6.3) et

(6.4) sont respetivement la ondition de déplaement et la ondition de tration. Les

onditions (6.5) et (6.6) aratérisent respetivement la loi de frottement de Coulomb

régularisé et la loi ompliane normale, ontrainte unilatérale et terme de mémoire. Ii

n∗
est un veteur unitaire et R est un opérateur de régularisation assoiées aux ondi-

tions aux limites de ontat. Pour de plus amples préisions sur e type de ondition

de ontat, nous renvoyons le leteur au Chapitre 3 Setion 3.3 et 3.4 (f (3.33), (3.39)

et (3.42)).

112



Partie II Chapitre 6 Problème de ontat visoélastique

Dans l'étude du problème Q nous supposons que l'opérateur d'élastiité A et le

tenseur de relaxation B véri�ent les onditions suivantes :

(6.7)





(a) A : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LA > 0 tel que

‖A(x, ε1)−A(x, ε2)‖ ≤ LA‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mA > 0 tel que
(A(x, ε1)−A(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) L′application x 7→ A(x, ε) est mesurable sur Ω,
pour tout ε ∈ Sd.

(e) L′application x 7→ A(x, 0Sd) appartient à Q.

(6.8) B ∈ C(R+;Q∞).

Par ailleurs, nous supposons que les fores volumiques f0 et des fores de trations

f2 ont la régularité suivante :

(6.9) f0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ C(R+;L
2(Γ2)

d).

De même, nous supposons que la fontion de ompliane normale p et la fontion

de seuil de pénétration F véri�ent les onditions suivantes :

(6.10)






(a) p : Γ3 × R → R+.
(b) Il existeLp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) L′application x 7→ p(x, r) est mesurable sur Γ3,
pour tout r ∈ R.

(e) p(x, r) = 0 pout tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(6.11)






(a) F : Γ3 × R → R+.
(b) Il existeLF > 0 tel que

|F (x, r1)− F (x, r2)| ≤ LF |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) L′application x 7→ F (x, r) est mesurable sur Γ3,
pout tout r ∈ R.

(d) F (x, 0) = 0 p.p. x ∈ Γ3.
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Nous supposons également que la fontion de mémoire de surfae et le oe�ient

de frottement véri�ent les onditions suivantes :

(6.12) b ∈ C(R+;L
∞(Γ3)), b(t,x) ≥ 0 pour tout t ∈ R+, p.p. x ∈ Γ3,

(6.13) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3,

Dans e qui suit, nous onsidérons l'ensemble des hamps de déplaements admis-

sibles et l'ensemble des hamps de ontraintes admissibles dé�nis par

U = { v ∈ V : vν ≤ g sur Γ3, },(6.14)

Σ = { τ ∈ Q : Div τ + f0 = 0 dans Ω },(6.15)

Remarque 6.1. D'après l'hypothèse (6.9), on voit que la fontion f 0 ne dépend pas

du temps et, par onséquent, l'ensemble Σ i-dessus ne varie pas lorsque t ∈ R+. En

onsidérant le as f 0 = f0(t) rend Σ dépendant du temps e qui génère des di�ultés

mathématiques supplémentaire qu'on a souhaitées éviter dans e mémoire.

Nous remarquons également que sous les hypothèses g > 0 et f 0 ∈ L2(Ω)d les

ensembles U et Σ sont respetivement des sous-ensembles fermés, non vides et onvexes

des espaes V et Q.

Nous supposons maintenant que (u,σ) sont des fontions su�samment régulières

qui véri�ent (6.1)�(6.6). Soient v ∈ U et t ∈ R+ donné. Tout d'abord, nous utilisons

l'équation d'équilibre (6.2) et la ondition de ontat (6.5) pour voir que

(6.16) u(t) ∈ U, σ(t) ∈ Σ.

Ensuite, nous utilisons la formule de Green (1.4) et l'équation d'équilibre (6.2), pour

obtenir

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx =

∫

Ω

f 0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ

σ(t)ν · (v − u(t)) da.

Nous divisons l'intégrale de surfae sur Γ1, Γ2 et Γ3 et, omme v − u(t) = 0 p.p. sur

Γ1, σ(t)ν = f 2(t) sur Γ2, nous déduisons que

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx =

∫

Ω

f 0 · (v − u(t)) dx

+

∫

Γ2

f 2(t).(v − u(t)) da+

∫

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.
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En outre, étant donné que

σ(t)ν · (v − u(t)) = σν(t)(vν − uν(t)) + στ (t) · (vτ − uτ (t)) sur Γ3,

en utilisant la loi de frottement (6.5) nous avons

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx(6.17)

=

∫

Ω

f0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ2

f2(t) · (v − u(t)) da

+

∫

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da−
∫

Γ3

µ|Rσν(t)|n∗ · (vτ − uτ (t)) da.

Nous érivons maintenant

σν(t)(vν − uν(t)) = (σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t))(vν − g)

+ (σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t))(g − uν(t))

− (p(uν(t)) + ξ(t))(vν − uν(t)) sur Γ3,

puis nous utilisons la onditions de ontat (6.6) et la dé�nition (6.14) de l'ensemble

U pour obtenir

(6.18) σν(t)(vν − uν(t)) ≥ −(p(uν(t)) + ξ(t))(vν − uν(t)) sur Γ3.

Nous utilisons (6.6) enore une fois, et l'hypothèse (6.11) (a) sur la fontion F a�n de

voir que

(6.19) F

(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) ≥ ξ(t)(vν − uν(t)) sur Γ3.

Ensuite, nous additionnons les inégalités (6.18) et (6.19) et nous intégrons le résultat

sur Γ3 pour onstater que

∫

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da ≥ −
∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(6.20)

−
∫

Γ3

F

(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da.
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En�n, nous ombinons (6.17) et (6.20) a�n de déduire que

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(6.21)

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da+

∫

Γ3

µ|Rσν(t)|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥
∫

Ω

f0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ2

f2(t).(v − u(t)) da.

Nous rassemblons maintenant la loi onstitutive (6.1), l'hypothèse (6.16) et l'in-

égalité (6.21) pour obtenir la formulation variationnelle du problème Q suivante.

Problème QV . Trouver un hamp de déplaements u : R+ → U et un hamp de

ontraintes σ : R+ → Σ tels que

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds,(6.22)

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(6.23)

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da+

∫

Γ3

µ|Rσν(t)|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥
∫

Ω

f 0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ2

f 2(t).(v − u(t)) da

pour tout t ∈ R+.

Nous remarquons que QV représente un système omprenant une équation intégrale de

(6.22) et une inéquation variationnelle (6.23). Un ouple (u,σ) qui satisfait (6.22) et

(6.23) est appelé une solution faible du problème de ontat glissant Q. La solvabilité

de e système fera l'objet de la setion suivante.

6.2 Existene et uniité de la solution

Dans l'étude du problème Q, nous avons le résultat de l'existene et d'uniité suivant.

Théorème 6.2. Supposons que les hypothèses (6.7)�(6.13) sont véri�ées. Alors il

existe une onstante positive µ0 qui ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3, R et A de tel que le

Problème QV admet une solution unique, si

(6.24) ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0.
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Par ailleurs, la solution satisfait

(6.25) u ∈ C(R+;U), σ ∈ C(R+;Σ).

La démonstration de e théorème sera donnée en plusieurs étapes. Pour la présenter,

nous supposons dans e qui suit que les onditions (6.7)�(6.13) sont véri�ées et nous

ommençons pour introduire quelques notations. Tout d'abord, nous introduisons les

opérateurs A : V → V et R : V ×Q→ L2(Γ3) dé�nis par

(Au, v)V = (Aε(u), ε(v))Q +

∫

Γ3

p(uν)vν da ∀u , v ∈ V,(6.26)

R(u, z) = |R
(
PΣ(Aε(u) + z)

)
ν
| ∀u ∈ V, z ∈ Q,(6.27)

où PΣ : Q → Σ représente l'opérateur de projetion. Ave l'inlusion Σ ⊂ Q1, l'opé-

rateur R est bien dé�ni.

Ensuite, nous onsidérons l'espae Z = Q×L2(Γ3)×Q ainsi que les opérateurs Θ :

C(R+;V ) → C(R+;Q), Φ : C(R+;V ) → C(R+;L
2(Γ3)) et S : C(R+;V ) → C(R+;Z)

dé�nis par

(Θv)(t) =

∫ t

0

B(t− s)ε(v(s)) ds,(6.28)

(Φv)(t) = F

(∫ t

0

b(t− s)v+ν (s)ds

)
,(6.29)

S v(t) = (Θv(t), Φv(t), Θv(t)),(6.30)

pour tout v ∈ C(R+;V ), t ∈ R+.

Finalement, nous dé�nissons les fontions j : Z × V × V → R et f : R+ → V par

j(w,u, v) = (x, ε(v))Q + (y, v+ν )L2(Γ3) + (µR(u, z)n∗, vτ )L2(Γ3)d(6.31)

∀w = (x, y, z) ∈ Z, u, v ∈ V,

(f(t), v)V =

∫

Ω

f0 · v dx+
∫

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ R+.(6.32)

Nous avons maintenant le résultat de l'équivalene suivant.

Lemme 6.3. Supposons que u ∈ C(R+;U) et σ ∈ C(R+;Σ). Alors, le ouple (u,σ)
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est une solution du Problème QV si et seulement si

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds,(6.33)

(Au(t), v − u(t))V + j(Su(t),u(t), v)(6.34)

−j(Su(t),u(t),u(t)) ≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U.

pour tout t ∈ R+.

Démonstration. Soit (u,σ) ∈ C(R+;U×Σ), une solution du Problème QV et, soit

t ∈ R+. Nous substituons (6.22) dans (6.23), puis nous utilisons les notations (6.28),

(6.29) et l'égalité PΣσ(t) = σ(t). Par onséquent, nous en déduisons que

∫

Ω

Aε(u(t)) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Ω

Θu(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx(6.35)

+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da+

∫

Γ3

Φu(t) (v+ν − u+ν (t)) da

+

∫

Γ3

µ|R
(
PΣ(Aε(u(t)) +Θu(t))

)
ν
|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥
∫

Ω

f0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ2

f2(t) · (v − u(t)) da ∀v ∈ U.

Ensuite, nous utilisons les dé�nitions (6.26), (6.27) et (6.32), pour obtenir

(Au(t), v − u(t))V + (Θu(t), (ε(v)− ε(u(t)))Q

+(Φu(t), v+ν − u+ν (t))L2(Γ3) + (µR(u(t), (Θu(t))n∗, vτ − uτ (t))L2(Γ3)d

≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U.

Cette inégalité ombiné ave les dé�nitions (6.30) et (6.31) montrent que u satisfait

l'inégalité variationnelle (6.34).

Réiproquement, nous supposons que (u,σ) ∈ C(R+;U × Σ) est un ouple des

fontions qui satisfait (6.33) et (6.34), pour tout t ∈ R+. Alors, en utilisant les dé�-

nitions (6.26), (6.27) et (6.30)�(6.32), il résulte que l'inégalité (6.35) est véri�ée. Par

ailleurs, nous rappelons que la régularité σ ∈ C(R+;Σ) implique que PΣσ(t) = σ(t)

et, en outre, par (6.33) nous obtenons σ(t) = Aε(u(t)) + Θu(t). En substituant es
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égalités dans (6.35), nous voyons que l'inégalité variationnelle (6.23) est véri�ée, e qui

onlut la démonstration. �

L'intérêt du Lemme 6.3 réside dans e fait qu'il déouple les inonnues u et σ dans

le système (6.22) et (6.23). La prohaine étape est de fournir la solvabilité de l'inégalité

variationnelle (6.34) dont l'inonnue est le hamp de déplaement. Pour e faire, nous

avons besoin d'un résultat intermédiaire sur l'opérateur R.

Lemme 6.4. Il existe LR > 0 qui ne dépend que de Ω, Γ3 et R, tel que

‖R(u1, z1)−R(u2, z2)‖L2(Γ3) ≤ LR (‖u1 − u2‖V + ‖z1 − z2‖Q)(6.36)

∀u1,u2 ∈ V, z1, z2 ∈ Q.

Démonstration. Soit u1,u2 ∈ V, z1, z2 ∈ Q. En utilisant la dé�nition (6.27) de

l'opérateur R et l'inégalité (1.3), nous avons

‖R(u1, z1)−R(u2, z2)‖L2(Γ3)(6.37)

≤ cR‖PΣ(Aε(u1) + z1)− PΣ(Aε(u2) + z2)‖Q1
.

D'autre part, la dé�nition de l'ensemble Σ implique que

‖z1 − z2‖Q1
= ‖z1 − z2‖Q ∀z1, z2 ∈ Q,

d'où

‖PΣ(Aε(u1) + z1)− PΣ(Aε(u2) + z2)‖Q1

= ‖PΣ(Aε(u1) + z1)− PΣ(Aε(u2) + z2)‖Q

et, par onséquent, en utilisant la non-expansivité du projeteur PΣ, nous obtenons

‖PΣ(Aε(u1) + z1)− PΣ(Aε(u2) + z2)‖Q1
(6.38)

≤ ‖Aε(u1)−Aε(u2) + z1 − z2‖Q

Nous ombinons maintenant les inégalités (6.37) et (6.38) pour voir que

(6.39) ‖R(u1, z1)−R(u2, z2)‖L2(Γ3) ≤ cR (‖Aε(u1)−Aε(u2) + z1 − z2‖Q)
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Le Lemme 6.4 est maintenant une onséquene de l'inégalité (6.39) et de l'hypothèse

(6.7)(b). �

Nous présentons maintenant le résultat d'existene et d'uniité suivant.

Lemme 6.5. L'inégalité variationnelle (6.34) admet une solution unique ave la ré-

gularité u ∈ C(R+, U).

Démonstration. Il est faile de voir que l'inégalité (6.34) représente une inégalité

quasi-variationnelle de la forme (2.19) ave X = V , K = U et Z = Q × L2(Γ3) × Q.

Par onséquent, a�n de prouver sa solvabilité unique, nous véri�ons dans e qui suit

les hypothèses du Théorème 2.16.

Premièrement, nous remarquons que l'hypothèse (2.13) est évidemment satisfaite.

Ensuite, nous utilisons la dé�nition (6.26) et les inégalités (6.7)(b), (6.10)(b), (1.8)

pour obtenir que

(6.40) ‖Au−Av‖V ≤ (LA + c20Lp)‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

D'autre part, à partir de (6.7) () et la monotonie de la fontion p nous déduisons que

(6.41) (Au− Av,u− v)V ≥ mA‖u− v‖2V ∀u, v ∈ V.

Nous onluons que l'opérateur A satisfait la ondition (2.14) ave L = LA + c20Lp,

m = mA.

Soient w = (x, y, z) ∈ Z et u ∈ V �xés. Alors, en utilisant les propriétés des traes,

il résulte que la fontion v 7→ j(w,u, v) est onvexe et ontinue et, par onséquent,

elle satisfait la ondition (2.15)(a). Nous onsidérons maintenant les éléments w1 =

(x1, y1, z1), w2 = (x2, y2, z2) ∈ Z, u1,u2, v1, v2 ∈ V , on obtient

j(w1,u1, v2)− j(w1,u1, v1) + j(w2,u2, v1)− j(w2,u2, v2)

= (x1 − x2, ε(v2)− ε(v1))Q + (y1 − y2, v
+
2ν − v+

1ν)L2(Γ3)

+(µ (R(u1, z1)−R(u2, z2))n
∗, v2τ − v1τ )L2(Γ3)
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Puis, nous utilisons l'hypothèse (6.13) et les inégalités (6.36) et (1.8) pour obtenir

j(w1,u1, v2)− j(w1,u1, v1) + j(w2,u2, v1)− j(w2,u2, v2)

≤ ‖x1 − x2‖Q‖v1 − v2‖V + c0‖y1 − y2‖L2(Γ3)‖v1 − v2‖V

+c0LR‖µ‖L∞(Γ3) (‖u1 − u2‖V + ‖z1 − z2‖Q) ‖v1 − v2‖V

≤ 2max {1, c0, c0LR‖µ‖L∞(Γ3) }‖w1 −w2‖Z‖v1 − v2‖V

+c0LR‖µ‖L∞(Γ3) ‖u1 − u2‖V ‖v1 − v2‖V .

D'ou, nous déduisons que

j(w1,u1, v2)− j(w1,u1, v1) + j(w2,u2, v1)− j(w2,u2, v2)

≤ α|w1 −w2‖Z‖v1 − v2‖V + β‖u1 − u2‖V ‖v1 − v2‖V ,(6.42)

où

α = 2max {1, c0, c0LR‖µ‖L∞(Γ3) } et β = c0LR‖µ‖L∞(Γ3).

Il suit de là que j satisfait la ondition (2.15)(b).

Soit maintenant

(6.43) µ0 =
mA

c0LR

qui ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3, R et A. Il est faile de voir que si l'hypothèse de

petitesse ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0 est véri�ée, alors nous avons β < m et, par onséquent, la

ondition (2.18) est satisfaite.

Ensuite, soient u, v ∈ C(R+;V ), n ∈ N et t ∈ [0, n]. En utilisant (6.28)�(6.29) et

en tenant ompte de (6.8), (6.11)(b), (6.12) et (1.14), nous obtenons

‖Θu(t)− Θv(t)‖Q =

∥∥∥∥
∫ t

0

B(t− s)(ε(u(s))− ε(v(s))) ds

∥∥∥∥
Q

≤ d max
r∈[0,n]

‖B(r)‖Q∞

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds,
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ainsi que

‖Φu(t)− Φv(t)‖L2(Γ3) =

∥∥∥∥F
(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
− F

(∫ t

0

b(t− s)v+ν (s)ds

)∥∥∥∥
L2(Γ3)

≤ LF

∥∥∥∥
∫ t

0

b(t− s)(u+ν (s)− v+ν (s))ds

∥∥∥∥
L2(Γ3)

≤ c0LF max
r∈[0,n]

‖b(r)‖L∞(Γ3)

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

Par onséquent, en utilisant la dé�nition (6.30) de l'opérateur S nous avons

‖Su(t)− S v(t)‖Q×L2(Γ3)×Q ≤ 2 ‖Θu(t)−Θv(t)‖Q + ‖Φu(t)− Φv(t)‖L2(Γ3)

≤
(
2 d max

r∈[0,n]
‖B(r)‖Q∞

+ c0LF max
r∈[0,n]

‖b(r)‖L∞(Γ3)

)∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

Il résulte de e qui préède que l'opérateur S satisfait la ondition (2.16) ave

(6.44) sn = 2 d max
r∈[0,n]

‖B(r)‖Q∞
+ c0LF max

r∈[0,n]
‖b(r)‖L∞(Γ3).

En�n, nous remarquons que l'hypothèse (6.9) sur les fores volumiques et les tra-

tions surfaiques ainsi que de la dé�nition (6.32) impliquent que f ∈ C(R+;V ).

Nous onluons de e qui préède que toutes les hypothèses du Théorème 2.16

sont satisfaites. Par onséquent, nous en déduisons que l'inégalité variationnelle (6.34)

admet une solution unique u ∈ C(R+;U). Ce qui ahève la démonstration. �

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour fournir la démonstration du Théo-

rème 6.2.

Démonstration. Soit u ∈ C(R+;U) la solution unique de l'inégalité variationnelle

(6.34) obtenue dans le Lemme 6.5 et soit σ la fontion dé�nie par (6.33). En utilisant

les hypothèses (6.7) et (6.8), il résulte que σ ∈ C(R+;Q). Soit t ∈ R+ . Des arguments
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similaires à eux utilisés dans la démonstration du Lemme 6.5 montrent que

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

b(t− s)u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da

+

∫

Γ3

µ|R(PΣ(σν(t))|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥
∫

Ω

f0 · (v − u(t)) dx+

∫

Γ2

f2(t) · (v − u(t)) da ∀v ∈ U.

Soit ϕ ∈ C∞
0 (Ω)d. Nous testons ette inégalité ave v = u(t)± ϕ pour déduire que

∫

Ω

σ(t) · ε(ϕ) dx =

∫

Ω

f0 · ϕ dx,

e qui implique que Divσ(t)+f 0 = 0 dans Ω. Il en résulte que σ(t) ∈ Σ et, en outre,

σ ∈ C(R+;Σ).

Nous onluons de e qui préède que (u,σ) représente un ouple des fontions

qui satisfait (6.33)�(6.34) et, en outre, il a la régularité (u,σ) ∈ C(R+;U × Σ). La

partie de l'existene dans le Théorème 6.2 est maintenant une onséquene direte du

Lemme 6.3. La partie liée à l'uniité déoule de l'uniité de la solution de l'inégalité

variationnelle (6.34), garantie par le Lemme 6.5. �

6.3 Un résultat de onvergene

Nous étudions maintenant la dépendane de la solution du Problème QV par rapport

aux perturbations des données. Pour e faire, nous supposons dans e qui suit que les

hypothèses (6.7)�(6.13) et (6.24) sont véri�ées et nous notons par (u,σ) ∈ C(R+;U ×
Σ) la solution du Problème QV obtenue dans le Théorème 6.2. Pour tout ρ > 0, soient

Bρ, bρ, f0ρ et f2ρ des perturbations de B, b, f 0 et f2 satisfaisant les onditions (6.8),

(6.9) et (6.12). Ave es données, nous onsidérons la perturbation du Problème QV

suivante.

Problème Qρ
V . Trouver un hamp de déplaements uρ : R+ → U ainsi qu'un hamp
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de ontraintes σρ : R+ → Σ tels que

σρ(t) = Aε(uρ(t)) +

∫ t

0

Bρ(t− s)ε(uρ(s)) ds,(6.45)

∫

Ω

σρ(t) · (ε(v)− ε(uρ(t))) dx+

∫

Γ3

p(uρν(t))(vν − uρν(t)) da(6.46)

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

bρ(t− s)u+ρν(s)ds

)
(v+ν − u+ρν(t)) da

+

∫

Γ3

µ|Rσρν(t)|n∗ · (vτ − uρτ (t)) da

≥
∫

Ω

f 0ρ · (v − uρ(t)) dx+

∫

Γ2

f 2ρ(t) · (v − uρ(t)) da

pour tout t ∈ R+.

Ii uρν et uρτ représentent respetivement la omposante normale et la omposante

tangentielle de la fontion uρ. En outre, σρν représente la omposante normale du

hamp de ontrainte σρ.

Il résulte du Théorème 6.2 que, pour haque ρ > 0, le Problème Qρ
V admet une

solution unique (uρ,σρ) ave la régularité (uρ,σρ) ∈ C(R+;U × Σρ), où Σρ est un

ensemble dé�ni par

(6.47) Σρ = { τ ∈ Q : Div τ + f 0ρ = 0 dans Ω }.

Nous onsidérons maintenant les hypothèses suivantes :

Bρ → B dans C(R+;Q∞) lorsque ρ→ 0.(6.48)

bρ → b dans C(R+;L
∞(Γ3)) lorsque ρ→ 0.(6.49)

f0ρ → f0 dans L2(Ω)d lorsque ρ→ 0.(6.50)

f2ρ → f2 dans C(R+;L
2(Γ2)

d) lorsque ρ→ 0.(6.51)

Nous avons le résultat de onvergene qui s'ensuit et qui représente le résultat

prinipal de ette setion.

Théorème 6.6. Supposons que les hypothèses (6.48)�(6.51) sont vérifées. Alors la

solution (uρ,σρ) du Problème Qρ
V onverge vers la solution (u,σ) du Problème QV ,
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'est-à-dire

(6.52) uρ → u dans C(R+;V ), σρ → σ dans C(R+;Q1) lorsque ρ→ 0.

Démonstration. Pour tout ρ > 0, nous onsidérons les opérateurs Θρ : C(R+;V ) →
C(R+;Q), Φρ : C(R+;V ) → C(R+;L

2(Γ3) et Sρ : C(R+;V ) → C(R+;Z) dé�nis par

Θρv(t) =

∫ t

0

Bρ(t− s)ε(v(s)) ds,(6.53)

Φρv(t) = F

(∫ t

0

bρ(t− s)u+ν (s)ds

)
,(6.54)

Sρv(t) = (Θρv(t), Φρv(t), Θρv(t)),(6.55)

pour tout v ∈ C(R+;V ), t ∈ R+. Nous onsidérons également la fontion fρ : R+ → V

dé�nie par

(6.56) (fρ(t), v)V =

∫

Ω

f 0ρ · v dx+
∫

Γ2

f 2ρ(t).v da ∀v ∈ V, t ∈ R+.

Alors, il résulte du Lemme 6.3 que u satisfait l'inégalité variationnelle (6.34) pour tout

t ∈ R+ et uρ satisfait l'inégalité variationnelle

(Auρ(t), v − uρ(t))V + j(Sρuρ(t),uρ(t), v)(6.57)

−j(Sρuρ(t),uρ(t),uρ(t)) ≥ (f (t), v − uρ(t))V ∀v ∈ U.

pour tout t ∈ R+.

Soient ρ > 0, n ∈ N et t ∈ [0, n]. Nous prenons v = u(t) dans (6.57) et v = uρ(t)

(6.34) et nous additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(Auρ(t)− Au(t),uρ(t)− u(t))Q(6.58)

≤ j(Sρuρ(t),uρ(t),u(t))− j(Sρuρ(t),uρ(t),uρ(t))

+j(Su(t),u(t),uρ(t))− j(Su(t),u(t),u(t))

+(f ρ(t)− f (t),uρ(t)− u(t))V .

Nous estimons maintenant haun des termes dans l'inégalité préédente. Tout

d'abord, nous utilisons l'hypothèse (6.41) pour déduire que

(6.59) mA‖uρ(t)− u(t)‖2V ≤ (Auρ(t)−Auρ(t),uρ(t)− u(t))V .
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Ensuite, nous utilisons l'inégalité (2.15) (b), révélée dans la démonstration du

Lemme 6.5, pour onstater que

j(Sρuρ(t),uρ(t),u(t))− j(Sρuρ(t),uρ(t),uρ(t))(6.60)

+j(Su(t),u(t),uρ(t))− j(Su(t),u(t),u(t))

≤ α‖Sρuρ(t)− Su(t)‖Z‖uρ(t)− u(t)‖V + β‖uρ(t)− u(t)‖2V ,

où, α = 2max {1, c0, c0LR‖µ‖L∞(Γ3) } et β = c0LR‖µ‖L∞(Γ3). En�n, en utilisant l'in-

égalité de Cauhy-Shwarz, nous obtenons

(6.61) (f ρ(t)− f(t),uρ(t)− u(t))V ≤ ‖fρ(t)− f (t)‖V ‖uρ(t)− u(t)‖V .

Nous ombinons maintenant les inégalités (6.59)�(6.61) et l'hypothèse de petitesse

(6.24) a�n de voir que

(6.62) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ c
(
‖Sρuρ(t)− Su(t)‖Z + ‖fρ(t)− f (t)‖V

)
.

Ii et partout i-dessous c représente diverses onstantes positives qui ne dépendent

pas de ρ, t et n.

Pour ontinuer, nous utilisons les dé�nitions (6.28), (6.53) et les propriétés des

opérateurs Bρ et B pour voir que

‖Θρuρ(t)−Θu(t)‖Q ≤
∫ t

0

‖Bρ(t− s)ε(uρ(s))− B(t− s)ε(u(s))‖Qds

≤
∫ t

0

‖Bρ(t− s)(ε(uρ(s))− ε(u(s)))‖Qds+
∫ t

0

‖(Bρ(t− s)− B(t− s))ε(u(s))‖Qds.

Par onséquent, en utilisant l'inégalité (1.14) nous obtenons

‖Θρuρ(t)− Θu(t)‖Q(6.63)

≤ d max
r∈[0,n]

‖Bρ(r)‖Q∞

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds

+d max
r∈[0,n]

‖Bρ(r)− B(r)‖Q∞

∫ t

0

‖u(s)‖V ds.

Nous notons

δρn = d max
r∈[0,n]

‖Bρ(r)‖Q∞
,(6.64)

ηρn = d max
r∈[0,n]

‖Bρ(r)− B(r)‖Q∞

∫ n

0

‖u(s)‖V ds,(6.65)
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et nous rappelons que ηρn dépend aussi de u mais, pour plus de simpliité, nous ne

signalons pas expliitement ette dépendane. Ensuite, l'inégalité (6.63) implique que

(6.66) ‖Θρuρ(t)−Θu(t)‖Q ≤ δρn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds+ ηρn.

Nous utilisons les dé�nitions (6.29), (6.54) et l'hypothèse (6.11) pour obtenir que

‖Φρuρ(t)− Φu(t)‖L2(Γ3)

≤ LF

∫ t

0

‖bρ(t− s)u+
ρν(s)− b(t− s)u+

ν (s)‖L2(Γ3)ds

≤ LF

∫ t

0

‖bρ(t− s)(u+
ρν(s)− u+

ν (s))‖L2(Γ3)ds

+LF

∫ t

0

‖(bρ(t− s)− b(t− s))u+
ν (s)‖L2(Γ3)ds.

En utilisant maintenant les propriétés des opérateurs bρ et b, ainsi que l'inégalité de

trae (1.8) nous avons

‖Φρuρ(t)− Φu(t)‖L2(Γ3)(6.67)

≤ c0LF max
r∈[0,n]

‖bρ(r)‖L∞(Γ3)

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds

+c0LF max
r∈[0,n]

‖bρ(r)− b(r)‖L∞(Γ3)

∫ t

0

‖u(s)‖V ds.

De même, nous notons,

ζρn = c0LF max
r∈[0,n]

‖bρ(r)‖L∞(Γ3),(6.68)

ςρn = c0LF max
r∈[0,n]

‖bρ(r)− b(r)‖L∞(Γ3)

∫ n

0

‖u(s)‖V ds,(6.69)

et nous rappelons que ςρn dépend aussi de u mais, pour plus de simpliité, nous ne

signalons pas expliitement ette dépendane. Il est faile de voir que l'inégalité (6.67)

implique que

(6.70) ‖Φρuρ(t)− Φu(t)‖Q ≤ ζρn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds+ ςρn.

Nous ombinons maintenant les inégalités (6.66), (6.70) et nous utilisons les dé�nitions

(6.30) et (6.55) des opérateurs S et Sρ pour obtenir

(6.71) ‖Sρuρ(t)− Su(t)‖Z ≤ 2ηρn + ςρn + (2δρn + ζρn)

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds.
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En posant

(6.72) γρn = max
r∈[0,n]

‖f ρ(r)− f (r)‖V ,

nous avons

(6.73) ‖fρ(t)− f (t)‖V ≤ γρn.

Ensuite, en utilisant les inégalités (6.62), (6.71) et (6.73), nous déduisons que

(6.74) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ 2ηρn + ςρn + γρn + (2δρn + ζρn)

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds.

Nous utilisons maintenant les hypothèses (6.48), (6.49) et l'équivalene (1.1) pour

voir que les suites (δρn)ρ et (ζρn)ρ dé�nies par (6.64) et (6.68) sont bornées. Par onsé-

quent, il existe ωn > 0 qui dépend de n et est indépendant de ρ tel que

(6.75) 2δρn + ζρn ≤ ωn,

et, en utilisant ette dernier inégalité dans (6.74), on déduit que

‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ (2ηρn + ςρn + γρn) + ωn

∫ t

0

‖uρ(s)− u(s)‖V ds.

Puis, nous utilisons le lemme de Gronwall pour obtenir

(6.76) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ (2 ηρn + ςρn + γρn)e
ωnt.

D'autre part, en utilisant les égalités (6.22), (6.45) ainsi que les dé�nitions (6.28) et

(6.53) nous trouvons que

‖σρ(t)− σ(t)‖Q ≤ ‖Aε(uρ(t))−Aε(u(t))‖Q + ‖Θρuρ(t)− Θu(t)‖Q.

D'après l'hypothèse (6.7)(b) et les inégalités (6.66) et (6.76), nous obtenons

‖σρ(t)− σ(t)‖Q ≤ LA(2 ηρn + ςρn + γρn)e
ωnt

(6.77)

+δρn(2 ηρn + ςρn + γρn)

∫ t

0

eωns ds+ ηρn.

Ensuite, nous rappelons les régularités σ ∈ C(R+;Σ), σρ ∈ C(R+;Σρ) et les dé�ni-

tions (6.15) et (6.47). Il en résulte que

Divσρ(t)−Divσρ(t) = f 0 − f0ρ,
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e qui implique que

(6.78) ‖Divσρ(t)−Divσ(t)‖L2(Ω)d = ‖f0ρ − f0‖L2(Ω)d .

Nous ombinons maintenant (6.77) et (6.78), puis nous utilisons l'inégalité δρn ≤ ωn

garantie par (6.75), pour voir que

‖σρ(t)− σ(t)‖Q1
≤ LA(2 ηρn + ςρn + γρn)e

ωnt
(6.79)

+ωn(2 ηρn + ςρn + γρn)

∫ t

0

eωns ds+ ηρn + ‖f 0ρ − f 0‖L2(Ω)d .

Ensuite, nous passons au maximum lorsque t ∈ [0, n] dans les inégalités (6.76) et

(6.79). Et en utilisant les inégalités

eωnt ≤ enωn ,

∫ t

0

eωns ds ≤ nenωn ,

nous obtenons

max
t∈[0,n]

‖uρ(t)− u(t)‖V ≤ (2ηρn + ςρn + γρn)e
nωn,(6.80)

max
t∈[0,n]

‖σρ(t)− σ(t)‖Q1
≤ (LA + nωn)(2 ηρn + ςρn + γρn)e

nωn
(6.81)

+ηρn + ‖f 0ρ − f 0‖L2(Ω)d .

Nous utilisons maintenant les hypothèses (6.48) et (6.49) ainsi que l'équivalene

(1.1) pour voir que

(6.82) ηρn → 0 lorsque ρ→ 0,

(6.83) ςρn → 0 lorsque ρ→ 0.

Notons également que (6.50), (6.51) et (6.72) impliquent

(6.84) γρn → 0 lorsque ρ→ 0.

En�n, l'hypothèse (6.50) montre que

(6.85) ‖f0ρ − f 0‖L2(Ω)d → 0 lorsque ρ→ 0.

Nous utilisons maintenant les onvergenes (6.82)�(6.85) et les inégalités (6.80),

(6.81) pour obtenir que

(6.86) max
t∈[0,n]

‖uρ(t)− u(t)‖V → 0 lorsque ρ→ 0.

(6.87) max
t∈[0,n]

‖σρ(t)− σ(t)‖Q1
→ 0 lorsque ρ→ 0.
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Les onvergenes (6.86) et (6.87) ainsi que l'équivalene (1.1) montrent que la onver-

gene (6.52) est véri�ée, e qui ahève la démonstration. �

En plus de l'intérêt mathématique dans le résultat de la onvergene (6.52), il est

important du point de vue méanique, ar il montre que la solution faible du problème

(6.1)�(6.6) dépend ontinûment de la fontion de ompliane normale, la fontion de

mémoire, les fores volumiques et les trations surfaiques.

6.4 Estimation de l'erreur

Dans ette setion, nous introduisons et analysons un shéma numérique disrète du

ProblèmeQV . Plus préisément, nous nous intéressons à la résolution du Problème QV

sur un intervalle de temps �ni [0, T ], ave T > 0 arbitraire mais �xé. Ainsi, soit N , un

entier positif ; nous dé�nissons la taille du pas de temps k = T/N et nous onsidérons

la disrétisation temporelle uniforme

tn = nk, 0 ≤ n ≤ N.

Nous utilisons les notations fn = f (tn), un = u(tn). Pour la disrétisation spatiale,

nous onsidérons un domaine polygonal Ω et nous dé�nissons un sous espae linéaire

de dimension �ni de V par

V h = {vh ∈ C(Ω) : vh|K ∈ PK ∀K ∈ Th, vh = 0 sur Γ1}

où Th est un élément issu de la triangularisation de Ω et PK est l'espae des polyn�mes

de degré plus petit ou égal à un. Nous dé�nissons également l'essemble Uh ⊂ V h
une

partie non vide, onvexe, et fermée approhant U et dé�ni par

(6.88) Uh = { vh ∈ V h : vhν ≤ g sur Γ3 },

où h > 0 désigne le paramètre de disrétisation spatiale. Il est faile de voir que Uh ⊂ U

pour un domaine polygonal.

Pour la disrétisation du terme intégral du Problème QV , nous utilisons la méthode

des trapèzes

(6.89)

∫ tn

0

f(s)ds ≈ k

n∑

j=0

′

f(tj),
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où le prime indique que le premier et le dernier terme de la somme sont divisés par

deux. Ensuite, nous introduisons les approximations des opérateurs S , Θ et Φ, à savoir

S
hk
n v = (Θhk

n v, Φhk
n v, Θhk

n v), 1 ≤ n ≤ N(6.90)

Θhk
n v = k

n∑

j=0

′

B(tn − tj)ε(vj), 1 ≤ n ≤ N(6.91)

Φhk
n v = F

(
k

n∑

j=0

′

b(tn − tj)v
+
νj

)
, 1 ≤ n ≤ N(6.92)

pour v = {vn}Nn=0. Pour n = 0, nous dé�nissons S hk
n v = 0. L'approximation disrète

du Problème QV est alors la suivante.

Problème Qhk
V . Trouver un hamp de déplaements uhk :=

{
uhk

n

}N
n=0

∈ Uh
tel que

n = 0, ...., N ,

(Auhk
n , v

h − uhk
n )V + j(S hk

n uhk,uhk
n , v

h)(6.93)

−j(S hk
n uhk,uhk

n ,u
hk
n ) ≥ (fn, v

h − uhk
n )V ∀vh ∈ Uh.

Sous les hypothèses du Théorème 6.2 ave des arguments similaires à eux utilisés dans

la Setion 6.2, il résulte que l'inégalité disrète (6.93) admet une solution unique.

Nous passons maintenant à l'analyse de l'erreur entre les solutions des Problèmes

QV et Qhk
V . Pour e faire, nous prenons t = tn et v = uhk

n dans (6.34) pour voir que

(Aun,u
hk
n − un)V + j((Su)n,un,u

hk
n )(6.94)

−j((Su)n,un,un) ≥ (fn,u
hk
n − un)V .

Ensuite, en ombinant les inégalités (6.93) et (6.94) nous obtenons

(Auhk
n , v

h − uhk
n )V + (Aun,u

hk
n − un)V + j(S hk

n uhk,uhk
n , v

h)(6.95)

−j(S hk
n uhk,uhk

n ,u
hk
n ) + j((Su)n,un,u

hk
n )

−j((Su)n,un,un) ≥ (fn, v
h − un)V .

D'autre part, nous avons

(Aun − Auhk
n ,un − uhk

n )V = (Aun,un − uhk
n )V

−(Auhk
n , v

h − uhk
n )V

−(Auhk
n ,un − vh)V .
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D'après l'égalité préédente, l'inégalité (6.95) devient

(Aun −Auhk
n ,un − uhk

n )V(6.96)

≤ (Auhk
n , v

h − un)V + j(S hk
n uhk,uhk

n , v
h)− j(S hk

n uhk,uhk
n ,u

hk
n )

+j((Su)n,un,u
hk
n )− j((Su)n,un,un) + (fn,un − vh)V .

Par ailleurs, omme l'opérateur A est fortement monotone, nous avons

mA ‖un − uhk
n ‖2V ≤ (Aun −Auhk

n ,un − uhk
n )V .(6.97)

Nous ombinons maintenant les inégalités (6.96) et (6.97) a�n de voir que

mA ‖un − uhk
n ‖2V ≤ (Aun −Auhk

n ,un − vh)V +Rn(v
h,u) +K1 +K2,(6.98)

où

Rn(v
h,u) = (Aun, v

h − un)V + j((Su)n,un, v
h)(6.99)

− j((Su)n,un,un)− (fn, v
h − un)V ,

K1 =j(S
hk
n uhk,uhk

n ,un)− j(S hk
n uhk,uhk

n ,u
hk
n )(6.100)

j((Su)n,un,u
hk
n )− j((Su)n,un,un),

K2 =j(S
hk
n uhk,uhk

n , v
h)− j(S hk

n uhk,uhk
n ,un)(6.101)

j((Su)n,un,un)− j((Su)n,un, v
h).

Nous proédons maintenant à l'estimation de haun des termes i-dessus. Pour e

faire, nous utilisons l'inégalité (6.40) pour obtenir

(6.102) |(Aun −Auhk
n ,un − vh)V | ≤ (LA + c20Lp)‖u− uhk

n ‖V ‖un − vh‖V .

Pour le terme K1, en utilisant des arguments similaires à eux employés dans l'in-

égalité (6.42), nous avons

|K1| ≤ α‖S hk
n uhk − (Su)n‖Z‖uhk

n − un‖V + β‖uhk
n − un‖2V .(6.103)

Et, grâe à (6.90), nous obtenons

(6.104) ‖S hk
n uhk − (Su)n‖Z ≤ 2‖Θhk

n uhk − (Θu)n‖Q + ‖Φhk
n uhk − (Φu)n‖L2(Γ3).
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Par ailleurs, nous utilisons l'inégalité triangulaire ainsi la méthode des trapèzes intro-

duite dans (6.89) pour obtenir

‖Θhk
n uhk − (Θu)n‖Q ≤ ‖Θhk

n uhk −Θhk
n u‖Q + ‖Θhk

n u− (Θu)n‖Q

≤ ‖Θhk
n (uhk − u)‖Q + ‖Θhk

n u− (Θu)n‖Q.

Sous les hypothèses suivantes

u ∈ W 2,∞(0, T ;V ), B ∈ C2([0, T ];Q∞),(6.105)

nous avons

‖Θhk
n uhk − (Θu)n‖Q ≤ c max

s∈[0,T ]
‖ B(s)‖Q∞

n∑

j=0

k‖uhk
j − uj‖V

+ ck2‖[B(tn − s)ε(u(s))]′′‖L∞((0,tn);V ).

Don, nous déduisons que

‖Θhk
n uhk − (Θu)n‖Q ≤ c k‖B‖∞

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V + c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V ),(6.106)

où ‖B‖∞ = ‖B‖
L∞((0,T );Q

∞
)
. De même, nous supposons que les hypothèses suivantes

sont satisfaites

uν |Γ3
∈ W 2,∞(0, T ;L2(Γ )), b ∈ C2([0, T ];L∞(Γ3),(6.107)

et, en utilisant l'hypothèse (6.11)(b) de la fontion F , nous avons

‖Φhk
n uhk − Φun‖L2(Γ3) ≤ ‖Φhk

n uhk − Φhk
n u‖L2(Γ3) + ‖Φhk

n u− Φun‖L2(Γ3)(6.108)

≤ c LF k‖b‖∞
n∑

j=0

‖u+hk
νj − u+νj‖L2(Γ3) + c LF k

2‖u+ν ‖W 2,∞(0,T );L2(Γ3)),

où ‖b‖∞ = ‖b‖L∞((0,T );L∞(Γ3)). Ensuite, nous ombinons les inégalités (6.104), (6.106),

(6.108) ainsi que l'inégalité de trae (1.8), pour obtenir

‖S hk
n uhk − (Su)n‖Z ≤ c k

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V + c k2‖u‖W 2,∞([0,T ];V ).(6.109)
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Nous en déduisons que

|K1| ≤ α c k

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V ‖uhk

n − un‖V(6.110)

+ α c k2‖u‖W 2,∞([0,T ];V )‖uhk
n − un‖V + β‖uhk

n − un‖2V .

Par un raisonnement similaire appliqué à (6.42) nous obtenons que

|K2| ≤ α c k

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V ‖un − vh‖V(6.111)

+ α c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V )‖un − vh‖V + β‖uhk
n − un‖V ‖un − vh‖V .

En�n, nous rassemblons (6.98), (6.102), 6.110) et (6.111) pour voir que

mA ‖un − uhk
n ‖2V ≤ (LA + c20Lp)‖un − uhk

n ‖V ‖un − vh‖V

+ |Rn(v
h,u)|+ α c k

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V ‖uhk

n − un‖V

+ β‖uhk
n − un‖2V + β‖uhk

n − un‖V ‖un − vh‖V

+ α c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V )‖uhk
n − un‖V .

Sous l'hypothèse de petitesse (6.24), en utilisant l'inégalité élémentaire

ab ≤ δa2 +
1

4δ
b2, ∀δ > 0, a, b ∈ R,

nous avons

‖un − uhk
n ‖V ≤ c ‖un − vh‖V + c|Rn(v

h,u)|1/2 + c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V )

+ c k

n∑

j=0

‖uhk
j − uj‖V .(6.112)

En appliquant le Lemme 2.18 de Gronwall, nous obtenons de (6.112) que si k est

su�samment petit, alors

max
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V ≤ c max

0≤n≤N
inf

vh∈Uh

[‖un − vh‖V + |Rn(v
h,u)|1/2](6.113)

+ c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V ).
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A�n d'avoir une estimation d'erreur optimale, nous supposons maintenant les hy-

pothèses supplémentaires de régularité suivantes.

u ∈ C([0, T ];H2(Ω)d), uν|Γ3
∈ C([0, T ];H2(Γ3)),(6.114)

σν ∈ C([0, T ];L2(Γ )d).(6.115)

Ensuite, par l'égalité (6.17), nous obtenons

|Rn(v
h,u)| =

∣∣
∫

Γ3

[
(σnν + p(unν))(v

h
ν − unν) + F

( ∫ tn

0

b(tn − s)u+ν (s) ds
)
(v+h

ν − u+nν)
]
da
∣∣

≤
(
‖σnν‖L2(Γ3) + ‖p(unν)‖L2(Γ3) + LF‖b‖∞‖u+ν ‖L∞((0,T );L2(Γ3))

)
‖unν − vhν‖L2(Γ3).

Par onséquent, nous déduisons que

|Rn(v
h,u)| ≤ c‖unν − vhν‖L2(Γ3).(6.116)

Don (6.113) se réduit à

max
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V ≤ c max

0≤n≤N
inf

vh∈Uh

[‖un − vh‖V + ‖unν − vhν‖1/2L2(Γ3)
](6.117)

+ c k2‖u‖W 2,∞((0,T );V ).

En�n, pour 0 ≤ n ≤ N , soit Πhun ∈ V h
, l'interpolation linéaire par élément �ni de la

solution un. Puisque un ∈ U , i.e., unν ≤ g, on a Πhun ∈ Uh
.

En appliquant la théorie standard de l'interpolation par élément �ni, nous avons

‖un −Πhun‖V ≤ c h‖un‖H2(Ω)d

‖un ν −Πhun ν‖L2(Γ3)d ≤ c h2‖unν‖H2(Γ3)d .

En onlusion, nous avons montré le résultat suivant.

Théorème 6.7. Supposons que k est su�samment petit. Alors, sous les hypothèses

de régularité (6.105), (6.107), (6.114) et (6.115), nous avons l'estimation d'erreur sui-

vante :

(6.118) max
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V ≤ c(h+ k2).

Cette estimation d'erreur optimale ahève ette setion et e hapitre.
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Chapitre 7

Problème de ontat visoplastique

Dans e hapitre, nous onsidérons un modèle mathématique qui dérit le ontat glis-

sant entre un orps visoplastique et une fondation. La nouveauté du modèle réside

dans l'utilisation d'une loi de omportement visoplastique de type "rate", ave ou sans

variables internes d'état. Le ontat est modélisé ave ompliane normale, ontrainte

unilatérale et terme de mémoire. Comme dans le Chapitre 6, nous obtenons une for-

mulation variationnelle du problème de ontat glissant. Ensuite, nous démontrons

un résultat d'existene et d'uniité de la solution faible. La démonstration est basée

sur des arguments d'inégalités variationnelles, en utilisant des opérateurs et un adre

fontionnel di�érent de elui utilisé au Chapitre 6. En�n, nous formulons un problème

similaire ave variables internes d'état, dont nous présentons un résultat d'existene

et d'uniité.

7.1 Formulation du problème

Le problème peut se formuler de la façon suivante.

Problème Z. Trouver un hamp de déplaements u : Ω × R+ → R
d
et un hamp de

ontraintes σ : Ω × R+ → Sd
tels que

σ̇(t) = Eε(u̇(t)) + G(σ(t), ε(u(t)) dans Ω,(7.1)

Divσ(t) + f 0 = 0 dans Ω,(7.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(7.3)

σ(t)ν = f2(t) sur Γ2,(7.4)

−στ (t) = µ|Rσν(t)|n∗
sur Γ3,(7.5)
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pour tout t ∈ R+, il existe ξ : Γ3 × R+ → R qui satisfait

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤ F
(∫ t

0

u+ν (s) ds
)
,

ξ(t) = 0 si uν(t) < 0,

ξ(t) = F
(∫ t

0

u+ν (s) ds
)

si uν(t) > 0





sur Γ3,(7.6)

pour tout t ∈ R+ et, de plus,

u(0) = u0, σ(0) = σ0 dans Ω.(7.7)

L'équation (7.1) représente la loi de omportement visoplastique du matériau, l'équa-

tion (7.2) représente l'équation d'équilibre, les onditions (7.3) et (7.4) sont respe-

tivement les onditions de déplaement et de tration. Ensuite, la ondition (7.5)

aratérise une version de la loi Coulomb à frottement se présentée au Chapitre 3

Setion 3.4. Puis, le groupement de onditions (7.6) représente la loi de ompliane

normale, ontrainte unilatérale et terme de mémoire présentée dans la Setion 3.4 sans

la fontion de mémoire de surfae. Finalement, (7.7) représente les onditions initiales

où u0 est le déplaement initial et σ0 est la ontrainte initiale.

Dans l'étude du Problème Z nous supposons que le tenseur d'élastiité E et la

fontion onstitutive non linéaire G véri�ent les onditions suivantes :





(a) E = (Eijkl) : Ω × Sd → Sd.
(b) Eijkl = Eklij = Ejikl ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.
(c) Il existe mE > 0 tel que

Eτ · τ ≥ mE‖τ‖2 ∀ τ ∈ Sd, p.p. dans Ω.

(7.8)





(a) G : Ω × Sd × Sd → Sd.
(b) Il existe LG > 0 tel que

‖G(x,σ1, ε1)− G(x,σ2, ε2)‖
≤ LG (‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖)
∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) L′application x 7→ G(x,σ, ε) est mesurable sur Ω,
pour tout σ, ε ∈ Sd.

(d) L′application x 7→ G(x, 0, 0) appartient à Q.

(7.9)
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Par ailleurs, nous supposons que les fontion de ompliane normale p, de seuil de

pénétration F , le oe�ient de frottement µ et l'opérateur R véri�ent respetivement

les onditions (6.10), (6.11), (6.13) et (1.3).

Nous supposons aussi que les fores volumiques et des fores de trations ont la

régularité suivante :

(7.10) f0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ C(R+;L
2(Γ2)

d),

Nous onsidérons l'ensemble des hamps de déplaements admissibles U et l'en-

semble des hamps de ontraintes admissibles Σ dé�nis par (6.14) et (6.15). De e fait,

nous supposons que les données initiales vérifent

(7.11) u0 ∈ U, σ0 ∈ Σ.

Passons maintenant à la formulation variationnelle du Problème Z. Pour e faire,

nous supposons que (u,σ) sont su�samment régulières véri�ant (7.1)�(7.7). Nous

intégrons l'équation (7.1) ave t > 0 donné puis, nous utilisons la ondition initiale

(7.7) pour obtenir

(7.12) σ(t) = Eε(u(t)) +
∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)))ds+ σ0 − Eε(u0).

D'autre part, soit v ∈ U . Nous utilisons la formule de Green (1.4) et l'équation

(7.2) pour obtenir

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx =

∫

Ω

f 0 · (v − u(t)) dx(7.13)

+

∫

Γ2

f 2(t).(v − u(t)) da+

∫

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.

Par la dé�nition (6.32), il vient que

(7.14)

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx = (f(t), v − u(t))V +

∫

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.

Par ailleurs, nous avons

σ(t)ν · (v − u(t)) = σν(t)(vν − uν(t)) + στ (t) · (vτ − uτ (t)) sur Γ3.

Nous utilisons maintenant (7.6), (6.18) et l'hypothèse (6.11) (a) sur la fontion F a�n

de voir que

(7.15) F

(∫ t

0

u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) ≥ ξ(t)(vν − uν(t)) sur Γ3.
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Ensuite, nous ombinons les inégalités (6.18) et (7.15) et nous intégrons le résultat sur

Γ3 pour obtenir

∫

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da ≥ −
∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(7.16)

−
∫

Γ3

F

(∫ t

0

u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da.

En�n, nous ombinons (6.17) et (7.16) pour déduire que

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(7.17)

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da+

∫

Γ3

µ|Rσν(t)|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥ (f(t), v − u(t))V .

Nous rassemblons l'inégalité (7.17) et l'égalité (7.12) a�n d'obtenir la formulation

variationnelle du Problème Z suivante.

Problème ZV . Trouver un hamp de déplaements u : R+ → U et un hamp de

ontraintes σ : R+ → Σ tels que, pour tout t ∈ R+

σ(t) = Eε(u(t)) +
∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)))ds+ σ0 − Eε(u0),(7.18)

∫

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx+

∫

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da(7.19)

+

∫

Γ3

F

(∫ t

0

u+ν (s)ds

)
(v+ν − u+ν (t)) da+

∫

Γ3

µ|Rσν(t)|n∗ · (vτ − uτ (t)) da

≥ (f(t), v − u(t))V .

Un ouple (u,σ) qui satisfait (7.18) et (7.19) est appelé une solution faible du

problème de ontat glissant Z. La solvabilité de e système fera l'objet de la setion

suivante.

7.2 Existene et uniité de la solution

Dans ette setion, nous présentons le résultat de l'existene et d'uniité de la solution

(u, σ) du Problème Z.
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Théorème 7.1. Supposons que les hypothèses (6.10), (6.11), (6.13) et (7.8)�(7.11)

sont véri�ées. Alors il existe une onstante positive µ0 qui ne dépend que de Ω, Γ1,

Γ3, R et E de tel que le Problème ZV admet une solution unique, si

(7.20) ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0.

De plus, la solution (u,σ) satisfait la régularité suivante :

(7.21) u ∈ C(R+;U), σ ∈ C(R+;Σ).

La démonstration du Théorème 7.1 se fera en plusieurs étapes. Nous ommen�ons par

le résultat préliminaire suivant.

Lemme 7.2. Supposons que les hypothèses (7.9) et (7.11) sont véri�ées. Alors, pour

tout u ∈ C(R+;V ) il existe une fontion Ψu ∈ C(R+;Q) tel que

(7.22) Ψu(t) =

∫ t

0

G(Ψu(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0) ∀ t ∈ R+.

De plus, l'opérateur Ψ : C(R+;V ) → C(R+;Q) satisfait la propriété suivante :

pour tout n ∈ N il existe αn > 0 tel que

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q ≤ αn

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds(7.23)

∀u1, u2 ∈ C(R+;V ), ∀ t ∈ [0, n].

La démonstration de e lemme est basée sur arguments similaires à eux dans [65℄.

Toutefois, nous avons hoisi de présenter les détails de la preuve.

Démonstration. Soit u ∈ C(R+;V ). Nous onsidérons l'opérateur Λ : C(R+;Q) →
C(R+;Q) dé�ni par

Λη(t) =

∫ t

0

G(η(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)))ds+ σ0 − Eε(u0)(7.24)

∀η ∈ C(R+;Q), t ∈ R+.

Soient η1, η2 ∈ C(R+;Q) et soit t ∈ R+. Par la dé�nition (7.24) nous avons

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖Q

=
∥∥∥
∫ t

0

G(η1(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)))ds+ σ0 − Eε(u0)

−
∫ t

0

G(η2(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds− σ0 + Eε(u0)
∥∥∥
Q
.
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Nous utilisons l'hypothèse (7.9) a�n de voir que

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖Q

≤ LG

∫ t

0

(
‖η1(s) + Eε(u(s))− η2(s)− Eε(u(s))‖Q + ‖ε(u(s))− ε(u(s))‖Q

)
ds

≤ LG

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖Q ds.

Nous utilisons ensuite le Théorème 2.14 et nous en déduisons que l'opérateur Λ admet

un seul point �xe dans C(R+;Q), noté Ψu. L'égalité (7.22) est maintenant une onsé-

quene direte de l'égalité Λ(Ψu) = Ψu.

D'une autre part, soient u1, u2 ∈ C(R+;V ), n ∈ N et soit t ∈ [0, n]. En utilisant

l'égalité (7.22), nous avons

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q

=
∥∥∥
∫ t

0

G(Ψu1(s) + Eε(u1(s)), ε(u1(s)) ds+ σ0 − Eε(u0)

−
∫ t

0

G(Ψu2(s) + Eε(u2(s)), ε(u2(s)) ds− σ0 + Eε(u0)
∥∥∥.

Par ailleurs, nous utilisons les hypothèses (7.9) et (7.8) pour obtenir

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q

≤
∫ t

0

LG(‖Ψu1(s) + Eε(u1(s))− Ψu2(s)− Eε(u2(s))‖Q

+‖ε(u1(s))− ε(u2(s))‖Q) ds

≤
∫ t

0

LG(‖Ψu1(s)− Ψu2(s)‖Q + ‖Eε(u1(s))− Eε(u2(s))‖

+‖ε(u1(s))− ε(u2(s))‖Q) ds

≤ LG

∫ t

0

‖Ψu1(s)− Ψu1(s)‖Q + LG

∫ t

0

‖E‖Q∞
.‖ε(u1(s))− ε(u2(s))‖Q

+‖ε(u1(s))− ε(u2(s))‖Q ds.
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Nous en déduisons que

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q ≤ LG

∫ t

0

‖Ψu1(s)− Ψu1(s)‖Q ds

+LG(‖E‖Q∞
+ 1)

∫ t

0

‖ε(u1(s))− ε(u2(s))‖Q ds

≤ k

∫ t

0

‖Ψu1(s)− Ψu2(s)‖Q ds+ k

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds.

où k est une onstante positive qui dépend de G et E . Il en résulte que

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q ≤ k
(∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds+
∫ t

0

‖Ψu1(s)− Ψu2(s)‖Q ds
)
.

Puis, d'après le Lemme de Grönwall, nous obtenons

‖Ψu1(t)− Ψu2(t)‖Q ≤ k en k

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds.(7.25)

Il résulte que l'opérateur Ψ satisfait l'inégalité (7.23) ave αn = k enk
. Ce qui ahève

la démonstration. �

Nous onsidérons maintenant l'espae Z = Q × L2(Γ3) × Q et nous introduisons

les opérateurs A : V → V , R : V × Q → L2(Γ3), Φ : C(R+;V ) → C(R+;L
2(Γ3) et

S : C(R+;V ) → C(R+;Z) par les égalités suivantes :

(Au, v)V = (Eε(u), ε(v))Q +

∫

Γ3

p(uν)vν da ∀u , v ∈ V,(7.26)

R(u, z) = |R(PΣ(Eε(u) + z))ν | ∀u ∈ V, z ∈ Q,(7.27)

(Φv)(t) = F

(∫ t

0

v+ν (s)ds

)
∀v ∈ C(R+;V ), t ∈ R+,(7.28)

S v(t) = (Ψv(t), Φv(t), Ψv(t)) ∀v ∈ C(R+;V ), t ∈ R+.(7.29)

Nous avons le résultat de l'équivalene suivant.

Lemme 7.3. Supposons que u ∈ C(R+;U) et σ ∈ C(R+;Σ). Alors, le ouple (u,σ)

est une solution du Problème ZV si et seulement si, pour tout t ∈ R+

σ(t) = Eε(u(t)) + Ψu(t),(7.30)

(Au(t), v − u(t))V + j(Su(t),u(t), v)(7.31)

−j(Su(t),u(t),u(t)) ≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U.
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La démonstration est similaire à eux présentés dans la démonstration du Lemme

6.3.

Démonstration. Soit t ∈ R+. Nous supposons que (u,σ) est solution du Problème

ZV . D'après l'égalité (7.18), nous érivons

σ(t)− Eε(u(t)) =
∫ t

0

G(σ(s)− Eε(u(s)) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0).

Ensuite, par la dé�nition (7.22) de l'opérateur Ψ , nous obtenons l'égalité (7.30). Puis,

nous utilisons les dé�nitions (7.26)�(7.29), (6.31) et l'égalité PΣσ(t) = σ, a�n de

ombiner l'inégalité (7.19) et l'égalité (7.30) pour obtenir (7.31).

Réiproquement, nous supposons que (u, σ) est un ouple de fontions qui satisfait

(7.30) et (7.31) pour tout t ∈ R. Puis, nous ombinons (7.30) et (7.22) a�n de voir que

l'inégalité (7.19) est véri�ée. D'une autre part, la régularité σ ∈ C(R+;Σ) implique que

PΣσ(t) = σ. En�n, nous substituons l'égalité (7.30), l'inégalité (7.31) et les dé�nitions

(7.26)�(7.29), (6.31), pour obtenir l'inégalité variationnelle (7.19), e qui onlut la

démonstration. �

Nous présentons maintenant le résultat de l'existene et d'uniité suivant.

Lemme 7.4. L'inégalité variationnelle (7.31) admet une solution unique ave une

régularité u ∈ C(R+, U).

Démonstration. Nous utilisons le Théorème 2.16 ave X = V , K = U et Z =

Q × L2(Γ3) × Q. Soient v1, v2,w ∈ V . Tout d'abord, en utilisant la dé�nition (7.26)

de l'opérateur A et quelques aluls élémentaires, nous obtenons

|(Av1 −Av2,w)V |

≤ |Eε(v1)− Eε(v2), ε(w))Q|+ |(Pv1 − Pv2,w)V |

≤ ‖Eε(v1)− Eε(v2)‖Q · ‖ε(w)‖Q +
∣∣∣
∫

Γ3

(p(v1ν)− p(v2ν)wν) da
∣∣∣.

Par onséquent, en utilisant l'inégalité de (1.14) nous obtenons

|(Av1 −Av2,w)V |

≤ d ‖E‖Q∞
· ‖ε(v1)− ε(v2)‖Q · ‖ε(w)‖Q +

∫

Γ3

∣∣∣p(v1ν)− p(v2ν))wν

∣∣∣ da
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Ensuite, nous utilisons l'hypothèse (6.10) de la fontion de la ompliane normale,

pour voir que

|(Av1 − Av2,w)V |

≤ d ‖E‖Q∞
· ‖v1 − v2‖V · ‖w‖V + Lp(‖w‖L2(Γ3))‖v1 − v2‖L2(Γ3).

Par l'inégalité de trae (1.8), nous déduisons que

|(Av1 − Av2,w)V |

≤ d ‖E‖Q∞
· ‖v1 − v2‖V · ‖w‖V + Lp c0‖w‖V · c0‖v1 − v2‖V .

Il en résulte que

(7.32) |(Av1 −Av2,w)V | ≤ (d ‖E‖Q∞ + c20Lp)‖w‖V ‖v1 − v2‖V .

Nous prenons maintenant w = Av1 −Av2 dans (7.32) pour obtenir

‖Av1 −Av2‖2V ≤ (d‖E‖Q∞ + c20Lp)‖Av1 − Av2‖V ‖v1 − v2‖V ,

don,

‖Av1 −Av2‖V ≤ (d‖E‖Q∞ + c20Lp)‖v1 − v2‖V .
Ce qui montre que l'opérateurA est de Lipshitz ave la onstante LA = d‖E‖Q∞+c20Lp.

D'autre part, nous avons

(Au1(t)− Au2(t),u1(t)− u2(t))V

= (Eε(u1(t))− Eε(u2(t)), ε(u1(t))− ε(u2(t)))Q

+

∫

Γ3

(p(u1ν(t))− p(u2ν(t)))(u1ν(t))− u2ν(t)) dΓ.

D'après l'hypothèse (6.10), nous avons

(p(u1ν)− p(u2ν))(u1ν − u2ν) ≥ 0

et, en utilisant l'hypothèse (7.8) nous obtenons

(Eε(u1(t))− Eε(u2(t)), ε(u1(t))− ε(u2(t)))Q ≥ mE‖ε(u1(t))− ε(u2(t))‖2Q.

Nous rappelons que ‖u‖V = ‖ε(u)‖Q, d'où on obtient

(Au1(t)−Au2(t),u1(t)− u2(t))V ≥ mE‖u1(t)− u2(t)‖2V .
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De e fait, l'opérateur A est fortement monotone ave mA = mE . Don, nous onluons

que l'opérateur A satisfait la ondition (2.14) ave m = mA et L = LA.

D'après la démonstration du Lemme 6.5, la fontionnelle j satisfait bien la ondition

(2.15) ave

α = 2max {1, c0, c0LR‖µ‖L∞(Γ3) } et β = c0LR‖µ‖L∞(Γ3).

En posant

µ0 =
mE

c0LR
,

nous avons β < m et nous en déduisons la validité de la ondition (2.18).

Par ailleurs, d'après le Lemme 7.3 nous avons que

‖Ψu(t)− Ψv(t)‖Q ≤ k en k

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

D'une autre part, en utilisant l'hypothèse 6.11)(b) et la dé�nition (7.29) de l'opérateur

Φ, nous avons

‖Φu(t)− Φv(t)‖L2(Γ3) =

∥∥∥∥F
(∫ t

0

u+ν (s)ds

)
− F

(∫ t

0

v+ν (s)ds

)∥∥∥∥
L2(Γ3)

≤ LF

∥∥∥∥
∫ t

0

u+ν (s)− v+ν (s)ds

∥∥∥∥
L2(Γ3)

≤ c0LF

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

Par onséquent, en utilisant la dé�nition (7.29) de l'opérateur S nous avons

‖Su(t)− S v(t)‖Q×L2(Γ3)×Q ≤ (2αn + c0LF )

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

De e fait, il vient que l'opérateur S satisfait (2.16) ave sn = 2αn + c0LF .

En�n, d'après la dé�nition (6.32) et l'hypothèse (7.10) nous pouvons déduire la

régularité de f exprimée dans (2.17). Par onséquent les hypothèses du Théorème

2.16 sont bien véri�ées. Don l'inégalité variationnelle (7.31) admet une solution unique

u ∈ C(R+;U). �

Nous pouvons maintenant présenter la démonstration du Théorème 7.1.

Démonstration. La démonstration du Théorème 7.1 est maintenant une onsé-

quene direte des Lemmes 7.3 et 7.4. �
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7.3 Problème ave variables internes d'état

Dans ette setion, nous étudions un problème similaire au Problème Z ave variables

internes d'état. La di�érene onsiste dans la loi de omportement utilisée qui inlut

maintenant une équation di�érentielle pour la variable interne d'état.

7.3.1 Formulation du problème

Le problème méanique se formule de la manière suivante.

Problème Z ′
. Trouver un hamp de déplaements u : Ω × R+ → Rd

, un hamp de

ontraintes σ : Ω×R+ → S
d
et une variable interne d'état κ : Ω×R+ → R

m
tels que

σ̇(t) = Eε(u̇(t)) + G(σ(t), ε(u(t)),κ(t)) dans Ω,(7.33)

κ̇(t) = G(σ(t), ε(u(t)),κ(t)) dans Ω,(7.34)

Divσ(t) + f0 = 0 dans Ω,(7.35)

u(t) = 0 sur Γ1,(7.36)

σ(t)ν = f2(t) sur Γ2,(7.37)

−στ (t) = µ|Rσν(t)|n∗
sur Γ3,(7.38)

pour tout t ∈ R+, et il existe ξ : Γ3 × R+ → R qui satisfait

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤ F
(∫ t

0

u+ν (s) ds
)
,

ξ(t) = 0 si uν(t) < 0,

ξ(t) = F
(∫ t

0

u+ν (s) ds
)

si uν(t) > 0





sur Γ3,(7.39)

pour tout t ∈ R+ et, de plus,

u(0) = u0, σ(0) = σ0 κ(0) = κ0 dans Ω.(7.40)

Les équations (7.33) et (7.34) représentent la loi de omportement visoplastique ave

variable interne d'état. Divers résultats, des exemples et des interprétations méaniques

dans l'étude des matériaux visoélastiques de la forme (7.33), (7.34) peuvent être
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trouvés dans [21, 29, 37, 68℄. Les onditions aux limites (7.35)�(7.39) ont les mêmes

interprétations que elles présentés dans le problème Z. Finalement, (7.7) représente

les onditions initiales où u0 est le déplaement initial, σ0 est la ontrainte initiale et

κ0 est la variable interne d'état initiale.

Dans l'étude du Problème Z ′
, nous supposons que les fontions onstitutives G et

G véri�ent les onditions suivantes.






(a) G : Ω × Sd × Sd × Rm → Sd.
(b) Il existe LG > 0 tel que

‖G(x,σ1, ε1,κ1)− G(x,σ2, ε2,κ2)‖
≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ ‖κ1 − κ2‖)
∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd,κ1, κ2 ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω.

(c) L'appliation x 7→ G(x,σ, ε,κ) est mesurable sur Ω,
pour tout σ, ε ∈ Sd

et κ ∈ Rm.
(d) L'appliation x 7→ G(x, 0, 0, 0) appartient à Q.

(7.41)





(a) G : Ω × Sd × Sd × Rm → Rm.
(b) Il existe LG > 0 tel que

‖G(x,σ1, ε1,κ1)−G(x,σ2, ε2,κ2)‖
≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ ‖κ1 − κ2‖)
∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, κ1, κ2 ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω.

(c) L'appliation x 7→ G(x,σ, ε,κ) est mesurable sur Ω,
pour tout σ, ε ∈ S

d
et κ ∈ R

m.
(d) L'appliation x 7→ G(x, 0, 0, 0) appartient à L2(Ω)m.

(7.42)

Da même, nous supposons que les données initiales véri�ent

(7.43) u0 ∈ U, σ0 ∈ Σ, κ0 ∈ L2(Ω)m,

Passons maintenant à la formulation variationnelle du Problème Z ′
. Pour e faire,

nous supposons que (u,σ,κ) sont su�samment réguliers véri�ant (7.33)�(7.40). Nous

intégrons les équations (7.33) et (7.34) ave t > 0 donné. En utilisant les onditions

initiales (7.40) pour obtenir

(7.44) σ(t) =

∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)),κ(s)) ds+ σ0 − Eε(u0) + Eε(u(t)),

et

(7.45) κ(t) =

∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)),κ(s)) ds+ κ0.
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Nous rassemblons (7.19), (7.44) et (7.45), pour obtenir la formulation variationnelle

du Problème Z ′
.

Problème Z ′
V . Trouver un hamp de déplaements u : R+ → U , un hamp de

ontraintes σ : R+ → Σ et la variable interne d'état κ : R+ → L2(Ω)m tels que

(7.19), (7.44) et (7.45) sont véri�ées, pour tout t ∈ R+.

7.3.2 Existene et uniité de la solution

Dans ette setion, nous nous intéressons au résultat d'existene et d'uniité de la

solution faible du Problème Z ′
V qui est donné par le théorème suivant :

Théorème 7.5. Supposons que les hypothèses (6.10)�(6.11), (6.13), (7.8), (7.10),

(7.41)�(7.43) sont véri�ées. Alors, le Problème Z ′
V admet une solution unique si l'hy-

pothèse de petitesse (7.20) est véri�ée. De plus la solution satisfait

(7.46) u ∈ C(R+;U), σ ∈ C(R+;Q) et κ ∈ C(R+;L
2(Ω)m).

La démonstration du Théorème 7.5 est similaire à elle utilisée dans [68℄, mais ave

un hoix di�érent d'opérateurs.

Nous passons maintenant à la démonstration du Théorème 7.5. Pour ela, nous

ommençons ave le résultat intermédiaire de l'existene et d'uniité suivant.

Lemme 7.6. Supposons que les hypothèses (7.8) et (7.41)�(7.43) sont véri�ées. Alors,

pour tout fontion u ∈ C(R+;V ), il existe une unique fontion T u = (T1u, T2u) ∈
C(R+;Q× L2(Ω)m) tel que

T1u(t) =

∫ t

0

G(T1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)), T2u(s))ds+ σ0 − Eε(u0),(7.47)

T2u(t) =

∫ t

0

G(T1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)), T2u(s))ds+ κ0(7.48)

pour tout t ∈ R+. De plus, l'opérateur T : C(R+;V ) → C(R+;Q× L2(Ω)m) véri�e la

propriété suivante : pour tout n ∈ N∗
il existe rn > 0 dépendant que n, d, G, G et E ,

tel que

‖T u(t)− T v(t)‖Q×L2(Ω)m ≤ rn

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds(7.49)

∀u, v ∈ C(R+;V ) ∀ t ∈ [0, n].
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Nous remarquons que l'inégalité (7.49) montre que l'opérateur T est un opérateur de

mémoire.

La démonstration de e lemme est basée sur un opérateur de point �xe suivi de

l'appliation du lemme de Grönwall.

Démonstration. Soit u ∈ C(R+;V ). Nous onsidérons l'opérateur Λ : C(R+;Q ×
L2(Ω)m) → C(R+;Q× L2(Ω)m) dé�ni par

Λτ (t) = (Λ1τ (t), Λ2τ (t)),(7.50)

Λ1τ (t) =

∫ t

0

G(α(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)),β(s))ds+ σ0 − Eε(u0),(7.51)

Λ2τ (t) =

∫ t

0

G(α(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)),β(s))ds+ κ0(7.52)

pour tout τ = (α,β) ∈ C(R+;Q × L2(Ω)m) et t ∈ R+. Notons que l'opérateur Λ

dépend de u, mais, pour plus de simpliité, nous n'indiquons pas expliitement ette

dépendane.

Soient τ 1 = (α1,β1), τ 2 = (α2,β2) ∈ C(R+;Q × L2(Ω)m) et t ∈ R+. Alors, en

utilisant les dé�nitions (7.50)�(7.52) et les hypothèses (7.41) et (7.42), nous déduisons

que

‖Λτ 1(t)− Λτ 2(t)‖Q×L2(Ω)m

≤ (LE + LG)

∫ t

0

(
‖α1(s)−α2(s)‖Q + ‖β1(s)− β2(s)‖L2(Ω)m

)
ds

=
√
2 (LG + LG)

∫ t

0

‖τ 1(s)− τ 2(s)‖Q×L2(Ω)m .(7.53)

D'après le Théorème 2.14, l'inégalité (7.53) montre que l'opérateur Λ admet un unique

point �xe dans C(R+;Q×L2(Ω)m), notée T u = (T1u, T2u). En outre, nous ombinons

les égalités (7.50)�(7.52) ave l'égalité Λ(T u) = T u, pour déduire que les égalités

(7.47) et (7.48) sont véri�ées.

D'une autre part, soient u, v ∈ C(R+;V ), n ∈ N∗
et t ∈ [0, n]. Par l'égalité (7.47)

nous avons

‖T1u(t)− T1v(t)‖Q =
∥∥∥
∫ t

0

G(T1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)), T2u(s)) ds

−
∫ t

0

G(T1v(s) + Eε(v(s)), ε(v(s)), T2v(s)) ds
∥∥∥
Q
.
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Ensuite, sous les hypothèses (7.8) et (7.41), nous obtenons

‖T1u(t)− T1v(t)‖Q

≤ LG

∫ t

0

(
‖T1u(s)− T1v(s)‖Q + ‖T2u(s)− T2v(s)‖L2(Ω)m

)
ds

+ LG

∫ t

0

‖Eε(u(s))− Eε(v(s))‖Q + ‖ε(u(s))− ε(v(s))‖Q ds

Nous utilisons l'inégalité (1.14) et quelques aluls élémentaires, pour obtenir

‖T1u(t)− T1v(t)‖Q ≤
√
2LG

∫ t

0

‖T u(s)− T v(s)‖Q×L2(Ω)m ds(7.54)

+ LG(d ‖E‖Q∞
+ 1)

∫ t

0

‖u(s))− v(s))‖V ds.

De même, en utilisant l'égalité (7.48) et les hypothèses (7.8), (7.42), nous obtenons

‖T2u(t)− T2v(t)‖L2(Ω)m =
∥∥∥
∫ t

0

G(T1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)), T2u(s)) ds

−
∫ t

0

G(T1v(s) + Eε(v(s)), ε(v(s)), T2v(s))ds
∥∥∥
L2(Ω)m

≤ LG

∫ t

0

(
‖T1u(s)− T1v(s)‖Q + ‖T2u(s)− T2v(s)‖L2(Ω)m

)
ds

+ LG

∫ t

0

‖Eε(u(s))− Eε(v(s))‖Q + ‖ε(u(s))− ε(v(s))‖Q ds

D'après l'inégalité (1.14), nous déduisons également que

‖T2u(t)− T2v(t)‖L2(Ω)m ≤
√
2LG

∫ t

0

‖T u(s)− T v(s)‖Q×L2(Ω)m ds(7.55)

+ LG(d ‖E‖Q∞
+ 1)

∫ t

0

‖u(s))− v(s))‖V ds.

En utilisant les inégalités (7.54) et (7.55), nous avons

‖T u(t)− T v(t)‖Q×L2(Ω)m ≤ ‖T1u(t)− T1v(t)‖Q + ‖T2u(t)− T2v(t)‖L2(Ω)m

≤ k
(∫ t

0

‖T u(s)− T v(s)‖Q×L2(Ω)m ds+

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds
)
,
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où

(7.56) k = max {
√
2 (LG + LG), (LG + LG)(d ‖E‖Q∞

+ 1)}

Nous utilisons maintenant le Lemme de Gronwall, pour obtenir

(7.57) ‖T u(t)− T v(t)‖Q×L2(Ω)m ≤ ken k

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

Cette inégalité montre que l'inégalité (7.49) est véri�ée ave rn = ken k
. Don T est

un opérateur de mémoire, e qui onlut la démonstration. �

Nous onsidérons maintenant un opérateur S : C(R+;V ) → C(R+;Z) dé�ni par

(7.58) Sv(t) = (T1v(t), Φv(t), T1v(t)) ∀v ∈ V, ∀t ∈ R+,

où Φ est l'opérateur dé�ni par l'égalité (7.28). Nous utilisons l'opérateur T dé�ni dans

le Lemme 7.6 pour obtenir le résultat de l'équivalene suivant.

Lemme 7.7. Soit (u,σ,κ) un triple de fontions qui satisfait (7.46). Alors (u,σ,κ)

est une solution du Problème Z ′
V si et seulement si

σ(t) = Eε(u(t)) + T1(u(t)),(7.59)

κ(t) = T2u(t),(7.60)

(Au(t), v − u(t))V + j(Su(t),u(t), v)(7.61)

−j(Su(t),u(t),u(t)) ≥ (f (t), v − u(t))V ∀v ∈ U,

pour tout t ∈ R+.

La démonstration est similaire à elle du lemme 7.3. Toutefois nous avons hoisi de la

présenter en détail.

Démonstration. Premièrement, nous supposons que (u,σ,κ) est la solution du

Problème Z ′
V et t ∈ R+. En utilisant les égalités (7.44) et (7.45), nous obtenons

σ(t)− Eε(u(t))(7.62)

=

∫ t

0

G
(
σ(s)− Eε(u(s)) + Eε(u(s)), ε(u(s)),κ(s)

)
ds+ σ0 − Eε(u0),

(7.63) κ(t) =

∫ t

0

G
(
σ(s)− Eε(u(s)) + Eε(u(s)), ε(u(s)),κ(s)

)
ds+ κ0.
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Ensuite, nous utilisons les dé�nitions de T1 et T2 dans le Lemme 7.6 pour obtenir les

égalités (7.59) et (7.60). Puis, nous ombinons (7.19), (7.59) et les dé�nitions (6.31),

(7.26)�(7.28) et (7.58) pour obtenir l'inégalité (7.61).

Réiproquement, nous supposons que (u,σ,κ) véri�e (7.59)�(7.61). Nous utilisons

(7.59), (7.60) et les dé�nitions (7.47), (7.48) des opérateurs T1 et T2 pour obtenir les

égalités (7.62) et (7.63), e qui montrent que (7.44) et (7.45) sont véri�ées. En outre, en

utilisant (7.59), (7.61) et les dé�nitions (6.31), (7.26)�(7.28) et (7.58), nous obtenons

l'inégalité variationnelle (7.19), e qui ahève la démonstration. �

Nous avons maintenant le résultat de l'existene et d'uniité suivant.

Lemme 7.8. L'inégalité variationnelle (7.61) admet une solution unique ave une

régularité u ∈ C(R+, U).

Démonstration. Notons tout d'abord que l'opérateur A est fortement monotone,

de Lipshitz et que la fontionnelle j satisfait la ondition (2.15) ainsi que l'hypothèse

de petitesse (7.20), tel qu'il résulte de la démonstration du Lemme 7.4. Par ailleurs,

d'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz, nous avons

(7.64) ‖T1u(t)− T1v(t)‖Q ≤
√
2‖T u(t)− T v(t)‖Q×L2(Ω)m .

En outre, en ombinant (7.57) et (7.64), nous en déduisons que

(7.65) ‖T1u(t)− T1v(t)‖Q ≤
√
2rn

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

Par onséquent, en utilisant la dé�nition (7.58) de l'opérateur S nous avons

‖Su(t)− Sv(t)‖Q×L2(Γ3)×Q ≤
(
2
√
2rn + c0LF

)∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

De e fait, il vient que S est un opérateur de mémoire et, don satisfait la ondition

(2.16) ave

sn = 2
√
2rn + c0LF .

En�n, les hypothèses du Théorème 2.16 sont véri�ées. Par onséquent, l'inégalité va-

riationnelle (7.61) admet une solution unique u ∈ C(R+;U). �

Nous sommes maintenant en mesure de fournir la démonstration du Théorème 7.5

Démonstration. Nous utilisons des arguments similaires à eux présentés dans la

démonstration du Théorème 6.2. D'après, le Lemme 7.8 u ∈ C(R+;U) est la solution
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unique de l'inégalité variationnelle (7.61). Soient σ et κ les fontions dé�nies par (7.44)

et (7.45). Alors, il en résulte que le triplet (u,σ,κ) est la solution unique du Problème

Z ′
V ave la régularité (7.46). Le Théorème 7.5 est maintenant une onséquene direte

des Lemmes 7.7 et 7.8. �
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Conlusion et perspetives

Dans e mémoire, nous avons traité quelques problèmes de ontat glissant entre un

orps déformable et une fondation rigide ave diverses lois de ontat (ompliane

normale, ontrainte unilatérale et terme de mémoire) et de frottement. Nous avons

onsidéré suessivement le as des matériaux élastiques, visoélastiques et visoplas-

tiques ave ou sans variables internes d'état. Pour ertains modèles nous avons pris en

onsidération l'usure des surfaes en ontat, e qui a rendu le modèle mathématique

plus intéressant ar il onduit à un problème d'évolution non linéaire.

Pour ommener, nous avons proposé des formulations variationnelles des di�érents

modèles de ontat en termes de déplaements et parfois en termes de ontraintes,

omme dans le as du Chapitre 4. Puis, nous avons obtenu des résultats d'existene et

d'uniité de la solution faible, ainsi que des résultats onernant le omportement de

la solution par rapport aux perturbations des données et des résultats de onvergene,

lorsque le oe�ient de rigidité de la fondation tend vers l'in�ni. Pour y parvenir,

nous avons d'utilisé des arguments de monotonie, de ompaité, de régularisation et

de point �xe. Pour ertains as, nous avons onsidéré une approximation numérique

des problèmes de ontat en utilisant une disrétisation temporelle uniforme et une

disrétisation spatiale par la méthode des éléments �nis. A l'issue de es disrétisa-

tions, nous avons montré l'existene et l'uniité des problèmes variationnels approhés.

En�n, pour es shémas, nous avons obtenu des résultats d'estimation de l'erreur sous

des hypothèses de régularité de la solution.

Pour ontinuer le travail aompli dans ette thèse, il serait intéressant de onsi-

dérer des proessus de ontat dynamique assoié aux di�érentes lois de ontat et de

frottement étudiées. L'analyse variationnelle de es problèmes représente un sujet de

reherhe ouvert qui mérite d'être abordé dans l'avenir. Le ontr�le optimal des mo-

dèles de ontat présentés dans ette thèse pourrait aussi être étudié. Pour véri�er les

estimations de l'erreur ainsi que les résultats de onvergene obtenus dans e mémoire

et illustrer le omportement des modèles étudiés, des simulations numériques basées

sur des méthodes performantes seront les bienvenues. Cet objetif sera réalisé dans

des travaux ultérieurs qui représenteront une ontinuation naturelle de e mémoire de

thèse.
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