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On résout les problémes qu’on se pose
et non les problémes qui se posent.
Henri Poincaré.
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Introduction

Les phénoménes de contact impliquant des corps déformables abondent en industrie
et dans la vie de tous les jours. Le contact du piston avec la chemise, de la roue sur
la piste d’atterrissage d’un avion et d’une chaussure avec le sol ne représentent que
trois exemples parmi bien d’autres. Compte tenu du fait que ces phénomeénes jouent
un role important dans les structures et les systémes mécaniques, ils ont été intensi-
vement étudiés depuis longue date et la littérature relevant des sciences de 'ingénieur
qui leur est dédiée est assez riche. La littérature mathématique dédiée a I’étude des
phénoménes de contact est plus récente. La raison réside dans le fait que, accompa-
gnés de phénomeénes physiques et de surface complexes, les processus de contact sont
modélisés par des problémes d’évolution aux limites non linéaires et non réguliers, trées

difficiles & étudier mathématiquement.

Située au carrefour de plusieurs disciplines scientifiques, la caractéristique prin-
cipale de la modélisation mathématique en mécanique du contact est la fertilisation
croisée entre les modeles mécaniques et les applications dans les sciences de I'ingénieur,
d’une part, et 'analyse mathématique et numérique, d’autre part. Les recherches dans
ce domaine sont motivées par des possibilités importantes d’applications dans diffé-
rents secteurs industriels (notamment dans I'industrie métallurgique et I'industrie de
I'automobile) mais aussi dans le génie civil et la médecine.

Les modéles mathématiques qui décrivent le contact avec ou sans frottement entre
un corps déformable et un obstacle, ont été considérés dans de nombreuses travaux.
Leur analyse variationnelle, y compris les résultats relatifs a I'existence et a 'unicité,
a été effectuée dans les références [14, 26, 34, 52, 57, 65|, par exemple. Par ailleurs,
leur analyse numérique, y compris I'estimation d’erreur pour un schéma discret et des
simulations numeériques, peut étre trouvée dans |34, 35, 36, 39, 43]. Une référence ré-
cente dans ce domaine est [47] qui fournit I’état de I’art de la théorie mathématique de
la mécanique des contacts et présente certaines de ses applications dans I'ingénierie.
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La littérature mathématique dédiée a 1’étude des phénomeénes de contact pour les
solides déformables est assez récente. C’est en 1933 que Signorini pose le probléme de
contact unilatéral sans frottement entre un corps linéairement élastique et un obstacle
assimilé & une fondation rigide, [59]. Ce probléme a été étudiée mathématiquement par
Fichera [30] en 1964, en utilisant des arguments des inéquations variationnelles de type
elliptique. Toutefois, on peut dire que la théorie mathématique de la mécanique du
contact commence avec I'ouvrage [23] de Duvaut et Lions. En effet dans [23] y trouve
des formulations variationnelles de plusieurs problémes de contact, accompagnées de
résultats d’existence et d’unicité de la solution. Depuis, la littérature concernant I’ana-
lyse mathématique et 'approximation numérique des problémes de contact est devenue
extensive. Il existe ainsi de multiples références incontournables que nous citons ici,

comme, par exemple, [36, 39, 48, 51].

Dans la construction des modeéles, diverses conditions de contact ont été envisa-
gées. L’une des plus populaires est la condition dite de Signorini, qui décrit le contact
avec une fondation parfaitement rigide. Une régularisation de la condition de Signorini
est la condition de compliance normale, introduite dans [50] et utilisée dans un grand
nombre de travaux comme, par exemple, [34, 40, 41, 44]. Elle décrit le contact avec une
fondation déformable. Une autre condition de contact plus générale, appelée condition
de compliance normale avec contrainte unilatérale, a été introduite dans |38|. Elle mo-
délise le contact avec une base élastique-rigide et elle contient comme cas particuliers,
a la fois la condition de contact de Signorini et la condition de compliance normale.
Une autre version plus récente est la condition de contact avec compliance normale,
contrainte unilatérale et terme de mémoire, introduite dans [66] qui décrit le contact
avec une couche molle de la fondation. Elle a été étudiée dans plusieurs références,
comme dans [68, 70, 71]. Dans cette condition la réaction de la fondation dépend de
I’histoire de la pénétration.

La condition de contact sans frottement est utilisée dans un certain nombre de ré-
férences pour simplifier I’analyse de certains modeéles. Par ailleurs, la loi de frottement
la plus populaire utilisée dans la littérature est la loi de Coulomb, formulée pour la
premiére fois par Amontons en 1699. Exprimée en termes d’inégalités, la principale
caractéristique de cette loi réside dans le fait qu’elle décrit le phénoméne "adhérence-
glissement". Diverses versions dépendantes de la loi de Coulomb ont également été
largement utilisées a la fois dans la littérature technique et mathématique, comme
expliqué dans [57].
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Dans la science des matériaux, I'usure des surfaces désigne le phénomeéne de dé-
gradation des couches superficielles d’un solide sous 'action mécanique du milieu ex-
térieur. L'usure dans les systémes coulissants est souvent trés lente mais persistante,
continue et cumulative. Les aspérités sous de fortes contraintes de contact peuvent se
déformer plastiquement ou se briser. Dans le premier cas, la morphologie de surface
change et, par conséquent, la contrainte de contact normale et la traction de frotte-
ment sont affectées. Celles-ci peuvent étre incorporés dans un coefficient de frottement
qui dépend de I’histoire du processus de contact. Dans le second cas, lorsque les aspé-
rités se rompent, les surfaces s’usent, les débris sont produits et la structure de surface
change avec le temps. Ceci doit étre pris en compte si le comportement & long terme
du systéme doit étre prédit de facon réaliste.

Pour modéliser I'usure des surfaces de contact on introduit une fonction d’usure,
qui tient compte de la profondeur, dans la direction normale, du matériau retiré. Par
conséquent, elle rend compte de la variation de la géométrie de surface et représente la
quantité cumulée de matériau éliminé, par unité de surface. On suppose généralement
que le taux d’usure de la surface est proportionnel a la pression de contact et a la
pression relative de glissement, c’est-a-dire a la puissance de frottement dissipée. De
ce fait, I'usure implique I’évolution des surfaces en contact et ces changements affectent
le processus de contact. Ainsi, en raison de son role crucial, il existe une vaste litté-
rature mathématique consacrée a ce sujet, voir par exemple [2, 31, 32, 42, 55, 73, 74].
Cela conduit a la forme de la loi d’Archard sur I'usure superficielle. Une partie de nos
travaux a été consacrée a l'étude de ce type de loi, pour un contact avec compliance
normale et contrainte unilatérale. Les résultats de ces travaux sont présentés dans [69).

Cette thése est destinée a contribuer au développement de la théorie mathématique
de la mécanique du contact et ses applications. Son objectif est a la fois d’introduire
des nouveaux modeéles décrivant le contact des corps déformables et d’étudier les pro-
blémes mathématiques correspondants. Notre intérét est de décrire différents processus
physiques impliquant le contact et le frottement, de prouver que les modéles associés
conduisent a des problémes mathématiques bien posés et le cas échéant d’envisager
une approximation numérique spécifique a certains problémes de contact. Paralléle-
ment, nous souhaitons développer des outils mathématiques nécessaires dans 1’étude
des problémes de contact. Ceci concerne 'analyse (dans un cadre abstrait) de diffé-

rentes classes d’inéquations variationnelles, y compris leur unique solvabilité.
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L’objet de cette thése est I’étude de quelques problémes de contact glissant avec
frottement, entre un corps déformable et une fondation plane, qui se déplace avec une
vitesse constante (un tapis roulant, par exemple). La fondation est déformable et ré-
active. Nous nous placons dans le cadre des petites déformations et nous étudions des
processus statiques et quasistatiques pour des matériaux élastiques, viscoélastiques et
viscoplastiques. Les résultats que nous obtenons concernent I’existence et I'unicité des
solutions faibles ainsi que le comportement des solutions lorsque différents paramétres
convergent, vers zéro. Par ailleurs, dans certains cas nous nous sommes intéressés a
I’approximation numérique des problémes de contact et notamment a I’étude des sché-
mas discrétisés. Pour certains problémes, les résultats théoriques seront donc complétés
par une étude numérique des modeéles, a savoir 'estimation de I'erreur des schémas
discrétisés.

Ce mémoire est organisé en deux parties que nous allons briévement décrire afin
de faciliter sa lecture.

La premiére partie de ce travail est consacré aux résultats préliminaires dont
nous avons besoin pour I’étude des problémes de contact considérés dans la deuxiéme
partie du manuscrit. Elle constitue la base de cette thése et comprend trois chapitres.

Le premier chapitre présente les espaces fonctionnels utilisés dans I’étude des pro-
blémes variationnels considérés. Nous y abordons de facon succincte quelques rappels
sur les espaces C™, LP ainsi que sur les espaces de Sobolev et leurs principales pro-
priétés, notamment les théorémes de trace. Pour finir ce chapitre, nous présentons les
espaces fonctionnels utilisés en Mécanique du Contact.

Le deuxieme chapitre porte sur des éléments d’analyse non linéaire. Dans un pre-
mier temps, nous commencons par quelques résultats sur les opérateurs fortement mo-
notones et de Lipschitz. Ensuite, nous rappelons quelques propositions sur les fonctions
convexes dont nous nous servons par la suite de ce manuscrit. Puis, nous présentons
quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle dans les espaces de Hilbert
ainsi que des résultats sur les inéquations variationnelles elliptiques et avec terme de
mémoire. Pour cloturer ce chapitre, nous rappelons les lemmes de type Gronwall uti-
lisés dans les démonstrations d’unicité des solutions faibles et pour ’obtention des

estimations d’erreurs.

Le troisieme et dernier chapitre de cette partie est basé essentiellement sur la mo-
délisation. Nous commencons par préciser le cadre physique, puis nous présentons les
lois de comportement de nature élastique, viscoélastique et viscoplastique considérées
dans les problémes de contact. Enfin, nous décrivons les conditions de contact et les
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lois de frottement que nous employons dans les problémes de contact envisagés.

Dans la deuxiéme partie, nous procédons a I’étude de plusieurs problémes de
contact glissant, sous diverses conditions de contact et frottement entre un corps (élas-
tique, viscoélastique ou viscoplastique) et un obstacle assimilé a une fondation. Cette
partie comporte quatre chapitres qui sont structurés de la maniére suivante.

Dans le premier chapitre, nous traitons un probléme de contact glissant avec frot-
tement entre un corps élastique et une fondation. Nous proposons deux formulations
faibles : I'une est donnée en termes de déplacements, I’autre en termes de contrainte.
Nous obtenons des résultats d’existence et d’unicité de la solution faible pour ces deux
formulations ainsi quelques résultats de convergence pour le probléme en déplacement.
Nous mettons également en évidence un résultat d’équivalence permettant d’établir
que si la solution faible en déplacement existe alors elle entraine ’existence de la so-
lution faible en contrainte et réciproquement. Pour finir ce chapitre, nous présentons
un résultat sur 'estimation d’erreur d’approximation. Une partie du travail présenté
dans ce chapitre fait 'objet de l'article [70].

Dans le deuziéme chapitre, nous nous proposons d’étudier un probléme similaire a
celui du premier chapitre. La nouveauté réside ici dans le fait que le processus considéré
est quasi-statique et 'usure des surfaces de contact est prise en considération, ce qui
conduit & un probléme non standard pour lequel la formulation faible en déplacement
est exprimée en termes d’inégalité variationnelle d’évolution. Ensuite, nous établissons
un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstration se déroule
en plusieurs étapes et repose notamment sur des arguments de point fixe. Enfin, nous
présentons un résultat de convergence basé sur la pénalisation de la contrainte unila-

térale. Le matériel présenté dans ce chapitre fait I'objet de Particle [69].

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a un probléme viscoélastique de
contact. La nouveauté du modéle réside dans le fait que le contact est associé a un
terme de mémoire. Les formulations forte et faible du probléme viscoélastique sont
exposées. Ensuite, nous présentons un résultat de dépendance continue par rapport
aux données. Enfin, nous présentons une approximation numeérique du probléme visco-
élastique reposant sur une approximation a la fois en temps et en espace, en utilisant
respectivement une discrétisation temporelle uniforme et une méthode de type élément
finis. A l'issue de ces discrétisations, nous donnons un résultat sur ’estimation de I’er-
reur. Une partie du matériel présenté dans ce chapitre fait 'objet de l'article [71].

Dans le quatrieme et dernier chapitre de cette partie, nous considérons un probléme

de contact glissant avec frottement entre un corps viscoplastique et une fondation. Pour
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I’étude de ce probléme nous utilisons des opérateurs de mémoire différents de celui du
chapitre précédent. Nous énoncons et démontrons un résultat d’existence et d’unicité
de la solution faible et, pour clore ce chapitre, nous présentons un probléme viscoplas-

tique avec variable interne d’état.

Nous terminons ce manuscrit par une conclusion et quelques perspectives concer-

nant les différents travaux effectués.
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Notations

Si 2 est un domaine de R? (d = 1,2, 3), on note par :

N ensemble des entiers naturels.

R ensemble des nombres réels.

R, ensemble des nombres réels positifs.
7] I'adhérence de 2 dans R%.

I la frontiére de (2 supposée réguliére.

I; (i=1,2,3) une partie mesurable de la frontiére I".

mes I la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de 7.
v la normale unitaire sortante a I
v, , U les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v

défini sur 2.

Cl(ﬁ) 'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur (2.

D(1?) I'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a
support compact contenu dans 2.

D(02) I’espace des distributions sur (2.

H I'espace {u = (u;) | u; € L2(Q)}.

Q I'espace {0' (04) | 045 = 0ji € L2(Q)}.

H, I’espace {’u, (u;) | e(u) € Q}.

Q1 Iespace {0' €Q | Dive = (0j0,) € H}

1% 'espace {’UEHl d|'v—OsurF1}

Q.. Pespace {5 = (E)| Eijr = Ejint = Ewiy € L), 1 < i, k1 < d }

HY(0) I'espace de Sobolev d’ordre 1 sur (2.

H=(I) Pespace de Sobolev d’ordre 3 sur I,

Hr Pespace Hz (I')°.

H=3(I) Despace dual de Hz(I).
Hr Despace dual de Hp = Hz(I')%.
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Si H est espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes :

Hd
ded
(s )m
|+ [l
Typ — T
Tp — X
L(H)

'espace {:1: = (x;) | @ € H, i :m}

Pespace {:1: = (wyj) |z = x5 € H, i,j = L—d}

le produit scalaire de H.

la norme de H.

la convergence faible de la suite (x,) vers I’élément x dans H.
la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément x dans H.

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si H' et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par :

L(H', H?)

- g i)

’espace des applications linéaires et continues de H' dans H2.
la norme de L(H', H?).

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € Net 1 < p < 400, on note par :

CR4; H)
C'(Ry; H)

L(0, T, H)

|- llp.
WkP(0,T, H)

I Mepmr

I’espace des fonctions continues de R, dans H.

I’espace des fonctions contintiment dérivables de R
dans H.

I'espace des fonctions f mesurables de |0, 7| dans H

T
telles que / Il f(@®)||%dt < 400 avec les modifications usuelles
0

sip = 4o0.

la norme de L?(0,7T, H).

I'espace de Sobolev de paramétres k € N et p € [1, +00].
la norme de W*?(0, T, H).

Pour une fonction f, on note par :

dom f le domaine de f.

supp f le support de f.
f, f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au "temps".

o f la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante x;.

Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f, i.e e(f) = 2(Vf + (Vf)T).
Div f  la divergence de f.




Notations

Autre notations

pP.-p-  presque partout.

ssi si et seulement si.
ry partie positive de 7.
11, opérateur d’interpolation d’élément fini.

O(h) pour tout constante ¢ > 0 indépendante de h telle que |O(h)| < ch.
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Partie I Préliminaires

Partie I

Préliminaires

Cette partie, dans laquelle nous présentons les outils d’analyse fonctionnelle et des no-
tations de la mécanique de contact, contient trois chapitres. Dans le premier chapitre
nous faisons quelques rappels d’analyse comme, par exemple, un survol des propriétés
fondamentales des espaces de Banach, de Hilbert ainsi que les espaces de type Sobolev.
En outre, nous introduisons certains espaces fonctionnels pour la mécanique dont nous
avons besoin dans I’étude des problémes de contact que nous abordons dans le reste
du manuscrit. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons un bref rappel portant sur
les opérateurs monotones, pseudomonotones et les propriétés des fonctions convexes.
Puis, nous introduisons la notion d’opérateur de mémoire, nous en donnons quelques
exemples et nous rappelons un résultat d’existence et d’unicité pour les inégalités va-
riationnelles avec ce type d’opérateur. Dans le troisiéme chapitre nous nous intéressons
a la modélisation des problémes de contact. Nous y présentons les lois de comporte-
ment, les conditions de contact et les lois de frottement que nous utilisons dans la suite

de ce manuscrit.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire.
Partout ci-dessous {2 est un domaine borné de R? (d=2,3), de frontiére I" lipschit-
zienne, i.e. I' peut étre considérée comme étant localement le graphe d’une fonction
continue de Lipschitz. Par ailleurs, nous supposons que [’ se décompose de la maniére
suivante : I = I3 U I, U I de telle sorte que Nl = (hsii+# javec I, Iy, I's me-
surables et mes I} > 0. En outre, nous notons par {2 = 2UI" Padhérence de {2 dans R%.

1.1 Rappels et compléments

Nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions a valeurs réelles et vecto-
rielles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continiment différen-
tiables et les espaces LP, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques a la
mécanique dans la suite. Tout d’abord, nous introduisons la notation classique

olel.

DY — 2
81’10‘1 ...8xd°‘d ’

d
dans laquelle figurent le multi-index o = (ay, ..., aq) € N? et sa longueur |a| = Y a.
i=1

Le cadre étant bien posé, commencons tout d’abord par les espaces de fonctions

continues et contintiment différentiables.

Espaces de fonctions continues et contintiment différentiables. Nous notons
par C'(£2) l'espace des fonctions continue sur 2. Toute fonction de C(£2) est bornée.

15
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Par ailleurs, 'espace C'(£2) est de Banach s’il est muni de la norme
[vlle@) = sup {|v(z)]:x € 2} = max {|v(2)| : z € 2}.

Pour tout entier m, C™(£2) désigne 1’espace des fonctions continues sur {2 dont les

dérivées d’ordre au plus m sont également continues sur {2, i.e.
C™(2)={veC(R): D" € C(N) pour |a|] < m}.
C’est également un espace de Banach muni de la norme
||UHCm(§) = Z ||Dav||0(ﬁ)'
|a|<m

Par ailleurs, nous introduisons I'espace C™(£2) des fonctions infiniment différen-
tiables
C¥(N) ={velC2):velC™2) VYmeZ'}.

Ci(£2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur ’ensemble (2 & sup-

port inclus dans (2, i.e.
Ce(2) ={veC>®(2):suppv C 2},

ou le support d'une fonction v se définit de la fagon suivante :

suppv = {z € 2 :v(x) # 0}.

La fonction v est dite & support compact dans {2 si son support supp v est un sous

ensemble propre de I'ensemble 2. Il est clair que 'inclusion C§°(§2) C C(f2) est
valable.

Les espaces C(R,;X) et C'(R,; X). Soit X un espace de Banach. On note par
C(Ry; X) lespace des fonctions continues définies sur R, & valeurs dans X. L’espace
C(Ry; X) peut étre organisé canoniquement comme un espace de Fréchet (voir |20,
45]). Par ailleurs, la convergence d’une suite (zy); vers un élément = dans l'espace
C(Ry; X) est décrite par

xp — o dans C(Ry; X) lorsque k — oo si et seulement si

(1.1)

m[aax} |lzk(r) —z(r)||lx = 0 lorsque k — oo, pour toutn € N.
€0,n

Pour une partie K C X nous utilisons la notation C'(R,; K) afin de désigner
I'ensemble des fonctions continues de R, a valeurs dans K. Nous notons par C*(R,; X)

16



Partie I Chapitre 1 Espaces fonctionnels

I’espace des fonctions contintiment dérivables de R, a valeurs dans X. En outre, nous

avons la caractérisation suivante de la convergence d’une suite (xy); vers un élément
x, dans I'espace C1(R; X) :

12) { rr — x dans C'(Ry; X) lorsque k — oo si et seulement si

xp — = dans C'(Ry; X) et & — & dans C(Ry; X) lorsque k — oc.
Nous utilisons cette caractérisation dans le Chapitre 6 de ce manuscrit.

Les espaces LP. Soit p € [1,+o0[. De fagon usuelle, nous désignons par LP({2)
I’espace des fonctions mesurables et p-intégrables au sens de la mesure de Lebesgue
définies sur (2 a valeurs dans R telles que

1/p
0]l zo(2) = (/ Iv(x)l”dx) < .
(0]

C’est un espace de Banach muni de la norme || - || zr ().

L’espace L>°((2) désigne I'espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées
définies sur (2 a valeurs dans R. Muni de la norme

|v]| oo (2) = sup ess|v(z)| < oo,
reQ
il est également de Banach.
Soit p € [1,00]. Alors le conjugué de p, noté ¢, est défini par
% + % =1 sip#1,
q = 00 sip=1.

Soient u € LP(§2) et v € LI(§2). Alors, I'inégalité suivante, dite de Holder, a lieu :

[ @@l de <l ol
L’espace LP({2) est un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire
/ lu(z)v(z)|de ¥ u,v € LP(£2).

De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz, correspondant a l’inégalité de Holder pour
p = 2, est vérifiée, i.e.

/ u(@)o(@)] de < [l o Vllzw ¥ v € LX),
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Les espaces vectoriels L”(0,T; X). Classiquement, nous désignons par L”(0,7; X)
avec p € [1,00[, espace des fonctions mesurables u :)0,7[— X de puissance p-iéme

intégrables, a savoir
T
| o dr < o
0

L’espace L>(0,7; X) se définit comme ’espace des fonctions u :)0, 7[— X telles
que la fonction ¢ — [|u(t)||x est essentiellement bornée sur l'intervalle |0, 77

Pour p € [1,00[, 'espace LP(0,T; X) muni de la norme

T 1/p
lullo, = ( [ o dt)

ainsi que 'espace L>(0,7; X) muni de la norme

[ullzoeo.mx) = ess sup [Ju(t)]x,
t€)0,T]

sont des espaces de Banach.

Si de plus I'espace (X, (-,)x) est un espace de Hilbert alors I'espace L*(0,7; X)

muni du produit scalaire

(u)eor = [ () v(O)x

est également un espace de Hilbert.

1.2 Espaces de Sobolev

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de Sobolev.

Espaces de Sobolev W"?((2). Soient k € N et p € [1,00]. Nous définissons les
espaces de Sobolev par I’égalité

WHhP(2) = {u € LP(02) tel que D*(u) € LP(2) avec 0 < |a| <k},

les espaces W*P(2) sont des espaces de Banach, muni de la norme

1/p
( Z ||D°‘uHLp(Q)> si 1< p < 400,
||u||Wk’P(Q) = || <k

max || Du/| oo () si p=4o0.
|o| <k

18
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Pour p = 2, W*2(£2) sera noté par H*({2), qui est un espace de Hilbert dont le produit
scalaire est donné par

(u,v) gr) = / ZDO‘ (z)dx Vu,v e H ).

lo| <k

Pour k = 1 l'espace H'(§2) est défini par
HY(Q)={ue l*(2)|duel*N),i=1,...4d}

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L2(2)¢ pour tout u €
H'(2). On sait que H'(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u, v) 510y = (U, V) 2(0) + (O5u, Ov) L2(0)
et la norme associée
lulla (e = (u,0) i )

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

C'(02) est dense dans H*(2)
H'(2) C L*(2) avec injection compacte (Théoréme de Rellich),

il existe une application linéaire et continue v : H'(2) — L*(I)
telle que yu = u|r pour tout wu € C'(£2) (Théoréme de trace de Sobolev).

Remarque 1.1. L’application v s’appelle application de trace; elle est définie
comme le prolongement par densité de I'application u — u|p définie pour u € C1(£2).
On note que I'application de trace v : H'(£2) — L?(I") est un opérateur compact.
L’application de trace n’est pas surjective. L’image de H'({2) par cette application
est notée H'/2(I"); c’est un sous-espace de L?(I") qui est de Hilbert pour la structure
transportée par . Son dual sera noté H~1/2(I"). Pour plus de détails voir |34, 60|.

Espaces vectoriels de Sobolev W*?(0, T; X). Nous utilisons la notation classique
W&p(O?T; X) = {u € Lp(07T7 X) |u(2) € Lp(07T7 X) et Hu(i)HLp(O,T;X) <ooVi < k}a

afin de désigner les espaces vectoriels de Sobolev pour k € N, p € [1, +o0], ul? étant
la dérivée d’ordre i de wu.
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Dans le cas particulier on p = 2, si (X, (-,:)x) est un espace de Hilbert, 1'espace
H*(0,T,X) =W"2(0,T; X) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

T
(1, 0) eco.1) = §jy/<a@@xv@@»xdt
0<i<k 0

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev nous pouvons nous référer a [1, 13,
24, 49].

1.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique

L’analyse variationnelle des problémes de mécanique nécessite 'introduction d’espaces
de fonctions spécifiques. Nous introduisons dans cette section les espaces fonctionnels

en meécanique associés aux opérateurs divergence et déformation.

Pour le champ de déplacement et le champ des contraintes nous utilisons les espaces

suivants :

Q={o={(0y): 0y =05 € L*(D)},
Hy={u=(w): e(u) €Q},
Qi={o€Q: Dive € L*(2)"}.

Les espaces @, Hi et )1 sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires
donnés respectivement par

(@700 = [ aymda,

0

(w,v)m, = (U, )20 + (e(u),e(v))q,
(0,7)g, = (0,7)q + (Dive,Div T)12(0)4,

oue: H — @ et Div: Q; — H sont les opérateurs de déformation et de divergence
définis par :

e(u) = (gi5(u)), eiy(u) = %(Uz‘,j +uji), Div o= (04;).

Nous désignons par || - ||, || - ||, et || - ||, les normes associées aux espaces @, Hy, Q1

respectivement.
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Nous considérons & présent un opérateur linéaire continu de R : H~2(I") — L*(I),
qui intervient par la suite dans ce manuscrit. En outre, pour o € (); nous notons
o, € H_%(F) sa composante normale, au sens des traces. De ce fait, il existe une
constante positive cg > 0 qui dépend de R, {2 et I5 tel que

(1.3) |Rou ey < cllollo, Vo€ Q.

Pour plus de détails sur cet opérateur, nous pouvous nous référer a [57.

Puisque la frontiére I" est Lipschitzienne, la normale unitaire extérieur a I', notée
v, est définie presque partout. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la
notation v pour désigner la trace de v sur I’ et nous notons par v, et v, les composantes
normale et tangentielle de v sur la frontiére données par

UV, =V-V, V,=V—U,U.

Nous définissons de fagon similaire les composantes normale et tangentielle d’un champ
tensoriel régulier o : 2 — S¢ par les formules

o, =(ov) v, o,=0v—o,u.

Par ailleurs, nous rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(1.4) /a-s(v)dm+/ Diva-vdx:/a'u-'vda VoveH.
Q 2 r

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de Hy, dont la définition est

donnée ci-apres :
(1.5) V={veH'(2)": v=0sw [}}.

Puisque mes(I7) > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante
cx > 0 dépendant uniquement de {2 et I telle que

le()lle = cxllvllm  YveV

Une démonstration de cette inégalité peut étre trouvée dans ([49] p.79). Sur l'espace

V' nous considérons le produit scalaire donné par

(1.6) (u,v)y = (e(u),e(v))q YuveV,
et soit || - || la norme associée, i.e.
(1.7) [ollv = lle(v)lle YwveV
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Par I'inégalité de Korn, il vient que || - ||z, et || - || sont des normes équivalentes sur
V et ainsi (V, || - ||v) est un espace de Hilbert. En outre, il existe une constante ¢y > 0
dépendant uniquement de 2, I et I3 tel que

(1.8) vl L2yt < collv]ly v eV

Cette inégalité découle du théoreme de trace de Sobolev.

Nous rappelons maintenant une conséquence de 'inégalité de Korn.

Théoréme 1.2. Sous [’hypothése mes(1) > 0 notons par e(V') l'image de [’opérateur
de déformation eV — @, i.e.

(1.9) e(V)={e(v); veV}
Alors e(V') est un sous-espace fermé de Q.

Démonstration. Soit {7,} est une suite d’élément de (V') qui converge dans Q) a
I’élément 7, i.e.

(1.10) T, — T dans @ lorsque n — oo.
Alors il existe une suite {v,} C V tel que
(1.11) T, =€(v,) pourtout n €N.

Il résulte de (1.10) que {7,} est une suite de Cauchy dans Q. De ce fait, il vient de
(1.7) que {v,} est une suite de Cauchy dans V. Ensuite, puisque V est un espace
complet, il existe un élément v € V tel que

(1.12) v, —wv dans V lorsque n — co.
Nous utilisons maintenant la convergence (1.12) afin de voir que
(1.13) e(v,) > e(v) dans @ lorsque n — 0.

Alors, nous combinons (1.10), (1.11) et (1.13) pour déduire que 7 = &(v). Il suit de 1a
que T € g(V), ce qui conclut la démonstration. O

Nous définissons maintenant 1’espace suivant :

Qo =1{ &= (Ejw) | Eijir = Ejir = Eiij € L>(2), 1<4d,j,k1<d}
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Notons que Q. est un espace de Banach réel muni de la norme

I€lae = > lEimllz=)-

1<i,j,k,I<d

Par ailleurs, un calcul élémentaire montre que
(1.14) [E7lle < I€llaxllTle V€€ Qe TEQ.

L’inégalité (1.14) sera utilisée notamment dans la démonstration du résultat de conver-

gence et dans l'obtention de I'estimation d’erreur du Chapitre 6.

Ces quelques propriétés achévent cette section et ce chapitre. Pour plus de détails

sur ce sujet nous renvoyons a la référence [65].
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Chapitre 2

Eléments d’analyse non linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments d’analyse fonctionnelle. Nous
introduisons également quelques résultats concernant les inéquations variationnelles
elliptiques et d’évolution qui interviennent dans 1I’étude des problémes considérés par
la suite. Pour finir, nous rappelons les lemmes de Gronwall qui seront utilisés plus
tard.

2.1 Opérateurs monotones et pseudomonotones

Nous commencons par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et de
Lipschitz. Pour ce faire, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit
scalaire (-,-)x et de la norme || - || x.

Définition 2.1. Un opérateur A : X — X est dit :
(1) monotone si

(Au— Av,u —v)x >0 Vu,ve X;
(2) strictement monotone si
(Au— Av,u—v)x >0 Vu,v e X ,u#uv;

(3) nonexpansif si

|Au — Av||x < |lu—v|lx VYu,veX;
ortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(4) [ q
(Au — Av,u—v)x > mlu—v|5% Vu,veX;
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(5) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av||x < M||lu—v||lx Vu,veEX;
(6) hémicontinu si pour toute suite (a,) C R telle que o, — «, nous avons
(A(u + apv),w)x — (Alu+ av),w)x Yu,v,w € X;

(7) continu si
u, — u dans X — Au,, — Au dans X.

En utilisant la définition précédente, il est facile de démontrer le résultat suivant.
Proposition 2.2. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.
Par ailleurs, nous rappelons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Théoréme 2.3. Soient X un espace de Hilbert et A : X — X un opérateur fortement
monotone et Lipschitz. Alors pour tout f € X il existe un unique élément u € X tel
que Au = f.

Ce théoréme montre que si A : X — X un opérateur fortement monotone et
Lipschitz, alors A est inversible. Les propriétés de son inverse, A~! sont données par

le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient X un espace de Hilbert et A : X — X un opérateur fortement

monotone et Lipschitz. Alors, A~ est un opérateur fortement monotone et Lipschitz.

Les démonstrations du Théoréme 2.3 et la Proposition 2.4 figurent dans [65, p.22-23].

Dans le Chapitre 4 de la thése nous allons utiliser le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soit (X, (-,)x) est un espace de Hilbert. Soit A : X — X un opéra-
teur monotone et hemicontinu. Supposons que la suite {u,} C X converge faiblement

vers u € X, c’est-a-dire
Uy — U dans X lorsque n — oc.
En outre, supposons que

lim sup (Auy,, u, —u)x < 0.
n—oo
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Alors, pour tout v € X, nous avons l’inégalité suivante :

(2.1) lim inf(Aun,, u, —v)x > (Au,u —v)x.

n—oo

Un opérateur borné A : X — X qui vérifie (2.1) pour tout v € X est appelé un
opérateur pseudomonotone. La démonstration de la Proposition 2.5 peut étre trouvée
dans la références [65, p.21].

Rappelons a présent la définition des opérateurs de projection.

Définition 2.6. Soit K un sous ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace de
Hilbert X. Pour tout f € X, I’élément u € K qui vérifie

lu = fllx = min lv = fllx

est appelé la projection de f sur K et il est noté par Pgf. Par ailleurs, 'opérateur

Py : X — K est appelé Dopérateur de projection sur K.

Pour finir cette section, nous allons introduire les opérateurs de mémoire.

Définition 2.7. Soient (X, | - |x) et (Y,] - ||y), deux espaces vectoriels normés et
un opérateur R : C(R,, X) — C(R,,Y). L’opérateur R est dit de mémoire si

Pour tout n € N il existe r, > 0 tel que
t

(2.2) [Rui(t) — Rua(t)|ly < T’n/o Jui(t) — ua(t) || xds
Vuy, upg € C(RT, X),Vt € [0,n]

Ce type des opérateurs vont intervenir aussi bien dans les résultats abstraits qui vont

suivre que dans 1’étude des problémes de contact que nous allons envisager.

2.2 Fonctions convexes

Dans cette section, nous procédons a divers rappels portant sur les propriétés des
fonctions convexes. Pour cela, nous considérons un espace normé de Hilbert X munit

du produit scalaire (-,-)x et de la norme associée || - ||x.

Définition 2.8. Soit K une partie convere de X et soit f: K — R. On dit que la

fonction f est convere si

F(L=tu+tv) < (1=1)f(u) +1f(v)
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pour tout u,v € K ett €|0,1].

Définition 2.9. Soit K une partie, conveze, fermé, non vide de X. Soit f : K — R.
f est dite

(1) semi-continue inférieurement si pour tout uw € K et pour toute suite {u,} C K qui
converge vers u dans X, on a

lim inff(u,) > f(u).

n—oo

(2) faiblement semi-continue inférieurement si pour tout u € K et pour toute suite
{u,} C K qui converge faiblement vers u dans X, on a

lim inff(u,) > f(u).

n—o0

Il est possible de lier la notion de fonction semi-continue inférieurement et la notion
de fonction faiblement semi-continue inférieurement. Plus précisément, nous avons le

résultat suivant.

Proposition 2.10. Soient (X, ||-||x) est un espace de Banach, K une partie, conveze,
fermé, non vide de X et f : K — R une fonction convexe. Alors f est semi-continue
inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-continue inférieurement.

Un grand nombre des problémes aux limites dans la mécanique de contact conduit
a des formulations variationnelles dans lequelles le terme de frottement est associé a
une semi-norme continue. Pour cette raison nous recueillons a la fin de ce paragraphe

quelques résultats sur les semi-normes continues définies sur un espace normé.

Proposition 2.11. Soit j un seminorme sur l'espace normé (X, || - ||x). Alors j est

continue si et seulement si qu’il existe m > 0 tel que
j(v) <mlv]x YveX.

Il est facile de voir qu'une semi-norme définie sur un espace linéaire est une fonction
convexe. Une conséquence directe de la Proposition 2.11 est donnée par le résultat

suivant

28



Partie I Chapitre 2  Eléments d’analyse non linéaire

Corollaire 2.12. Soit (X, || - ||x) un espace normé et soit j est semi-norme sur X.
Alors j est une fonction convexe faiblement semi-continue inférieurement.

Les démonstration de la Proposition 2.11 et le Corollaire 2.12 peuvent étre trouvées
dans 65, p.28|.

2.3 Compléments divers

Dans cette section, nous présentons quelques résultats sur les inéquations variation-
nelles avec ou sans operateurs de mémoire que nous utilisons pour I’étude de I'existence
et de 'unicité de la solution faible des problémes de mécanique abordés. Nous rappe-
lons également quelques lemmes du type Gronwall qui interviennent dans de nombreux
problémes, en particulier pour établir I’'unicité de la solution ainsi que pour ’obtention
des estimations d’erreurs. Les différents résultats seront énoncés sans démonstrations

mais avec un renvoi aux références précitées pour plus de détails.

Tout d’abord, nous introduisons des résultats qui seront utilisés dans le Chapitre 5
de ce manuscrit. Le premier représente un résultat de ’existence et de 'unicité alors
que le deuxiéme est un résultat de la convergence sur des inégalités variationnelles
elliptiques. Pour l'introduire, nous considérons un espace de Hilbert réel X muni du
produit scalaire (-,-)x et la norme associée || - ||x. Nous supposons les hypothéses

sulvantes :

(2.3) K est une partie, convexe, fermé, non vide de X.

(2.4) A: X — X est un opérateur continu, Lipschitzien, fortement monotone.

(a) G : X — X est un opérateur continu, Lipschitzien,
fortement monotone.

(25) (b) (Gu,v —u)x <0 Vue X,ve K.
(¢) Gu=0x si et seulement si u€ K.
(2.6) feXx.

Avec ces données, nous considérons le probléme suivant :

Trouver un élément u tel que

(2.7) ve K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x, YveK.
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En outre, pour chaque p > 0, nous considérons également le probléme suivant :

Trouver un élément u, tel que
1

(2.8) u, € X, Au,+—-Gu,=f.
P

Nous avons maintenant le résultat suivant.

Théoréme 2.13. Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses (2.3)—
(2.6) sont vérifices. Alors :

1) L’inégalité variationnelle (2.7) admet une solution unique.

2) Pour chaque p > 0 il existe un unique élément u,, solution de l’équation non linéaire
(2.8).

3) La solution u, de (2.8) converge fortement vers la solution u de (2.7) & savoir

(2.9) u, = u dans X lorsque p— 0.

L’énoncé et la démonstration de ce théoréme figurent dans [65, p. 35|

D’une autre part, le deuxiéme résultat que nous avons besoin est un résultat de
point fixe. Pour I'introduire, nous considérons un espace de Banach X et nous utilisons
les notations C(R,; X) et C*(Ry; X) définies dans le Chapitre 1. Nous avons le résultat

de point fixe suivant.

Théoréme 2.14. Soit (X, || - ||x) un espace réel de Banach et soit A : C(Ry; X) —
C(Ry; X) un opérateur non-linéaire avec la propriété suivante : pour tout n € N il

existe ¢, > 0 tel que

(2.10) | Au(t) — Av(®)]|x < ca / Ju(s) = v(s) | xds,

pour tous u, v € C(Ry; X) et pour tout t € [0,n]. Alors l'opérateur A admet un unique
point fire n* € C(R4; X).

Le Théoréme 2.14 représente une version simplifiée du Corollaire 2.5 dans [61]. Nous
soulignons dans (2.10), que la notation An(t) représente la valeur de la fonction An au
point ¢, c’est-a-dire An(t) = (An)(t).

Nous introduisons maintenant un résultat d’abstrait qui sera utilisé par la suite

dans ce manuscrit.
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Théoréme 2.15. Soit X un espace de Hilbert, munit du produit scalaire (-,-)x et
de la norme associée || - | x et supposons que K est une partie, conveze, fermée de X
telle que Ox € K. Soitent A : X — X, un opérateur continu Lipschitzien fortement

monotone et j: K X K — R, une fonction qui satisfait les conditions suivantes.

( (a) Pour toutn € K, j(n,-): K — R est conveze
et semi-continue inférieurement.

(2.11) { (b) Il existe a« > 0 tel que
j(771>'U2) _j(nlavl) +j(772avl) - j(n2,1}2)
\ < alm =melxllvr —vallx Vo, ma, v1, v2 € K.

Supposons que m > «. Alors, pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel

que
(2.12) ue K, (Au,v —u)x + j(u,v) — j(u,u) > (fv —u)x Vv e K.

Le Theoréme 2.15 sera utilisé dans le Chapitre 4 afin de prouver 'existence d’une
solution faible d’'un modéle de contact. La démonstration de ce théoréme figure dans
|65, p.49-50] et est basée sur ’argument du point fixe de Banach.

Introduisons a présent un résultat concernant une autre classe d’inéquations varia-
tionnelles avec un opérateur de mémoire. Soient X et Z deux espaces Hilbert muni
des produits scalaires (-,-)x et (-, )z des normes associées || - ||x et || - ||z respective-
ment. Soit K une partie de X. Nous considérons les opérateurs A : K C X — X et
S C(Ry; X) — C(Ry; Z) ainsi que la fonctionnelle j : Z x X x K — R et la fonction
f R, — X. Nous supposons que les hypotéses suivantes :

(2.13) K est une partie, convexe, fermé, non vide de X.

((a) Il existe L > 0 tel que
||Au1 — Au2||X < L||u1 — u2||y Vul, Uy € K.
(2.14) ¢ (b) Il existe m > 0 tel que

(Auy — Aug, uy — ug)x > mlluy — uol|%

‘v’ul,ug € K.
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((a) Pour tout z € Z et u € X, j(z,u,-) est convexe et semi-continue
inférieurement sur K.

(b) Il existe > 0 et 5 > 0 tel que

(2.15) J (21, u1,v2) — j(21,ur, v1) + J(22, ug, v1) — J(22, uz, v2)
< allzr — 2|z [lvr — vallx + B [lur — uzl|x [lor — v2||x
L Vzl,zgeZ, Vul,UQGX, V’Ul,UQEK.
Pour tout n € N il existe s,, > 0 tel que

t

(2.16) L ur(t) — L ua(t)] 2 < Sn/ [ui(s) — ua(s)]|x ds
0

Vup, upg € C(RT; X)), Vit €[0,n].
(2.17) feCRy;X).

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 2.16. Supposons que les hypothéses (2.13)—(2.17) sont vérifiées et, en

outre,

(2.18) m > 8.
Alors, il existe une unique fonction u € C(Ry; K), tel que pour tout t € Ry,

(2.19) u(t) e K, (Au(t),v —u(t))x + j(FLu(t), u(t), )
—j(FLut), u(t),ut)) > (ft),v —u(t)x VvekK.

Ce théoréme sera utilisé dans les Chapitres 6 et 7 afin de prouver l'unicité de la
solution faible des problémes de contact considérés. Une démonstration du Théoréme
2.16 peut étre trouvée dans [72]. L'utilisation du Théoréme 2.16 dans I’étude des pro-
blémes de contact peut se trouver dans |28, 64]. En outre, une inéquation variationnelle
utile dans 1’étude des problémes dynamiques de contact a été considérée dans [19]

Pour finir ce chapitre, nous introduisons les Lemmes de Gronwall qui interviennent

par la suite dans ce manuscrit.
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Lemme 2.17. Soient fetg € C([0,T],R). Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que

f(t) <g(t) —i—c/o f(s)ds Vtelo,T].
Alors .
ft) < g(t)+ c/ g(s)e=*)ds Vtelo,T).

St g est non décroissante, nous avons que

f(t) < g(t) e,

Lemme 2.18. Soient T' > 0, donné, et N > 0, un entier. On définit k = T/N.
Supposons que {gn}gzl et {en}ivzl sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant

en < Egn+EZkej n=1,...,N.
j=1

avec ¢, une constante positive indépendante de N et k. Alors, si k est suffisamment

petit, il existe une constante positive c, indépendante de N et k, telle que

max e, < c max .
1<n<N "~ 1§n§Ng"

Les démonstrations du Lemme 2.17 et 2.18 peuvent étre trouvées dans |34, 65].
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Chapitre 3

Modélisation

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps le cadre physique des pro-
blémes de contact ainsi qu’un bref rappel sur la mécanique des milieux continus et
le comportement des solides déformables (lois élastiques, viscoélastiques et viscoplas-
tiques). Puis, nous présentons les différentes conditions aux limites de contact avec
frottement qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

3.1 Cadre physique et modeéles mathématiques

Dans cette section, nous fixons le cadre physique, puis nous établissons le modéle
mathématique qui servira de base pour I’étude du probléme de contact glissant entre

un corps déformable et une fondation mobile.

a) Cadre physique. Nous considérons un corps matériel qui occupe un domaine
borné 2 C R? (d = 1,2,3) avec une frontiére Lipschitzienne I" divisée en trois parties
mesurables I}, I, et I3, correspondant aux différents types de conditions aux limites
et telle que mes (I7) > 0. Le corps est supposé en équilibre sous 'action de forces
volumiques de densité f. Des forces surfaciques de densité f, agissent sur /5. Enfin,
le corps est encastré sur I} dans une structure fixe et I3 correspond a la partie du
corps déformable susceptible d’entrer en contact avec une fondation mobile, constituée
d’un corps rigide couvert d’'une couche molle. Dans la Figure 3.1 ci-aprés, v* représente
la vitesse du déplacement de la fondation, g représente 1’épaisseur de la matiére molle
et m* est un vecteur unitaire dans le plan de la fondation. Nous supposons que la
fondation se déplace avec une vitesse constante v* = v*n*, ou v* < 0 est donnée. En
outre, la déformabilité de la fondation est modélisée par une possible pénétration.
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FiGURE [.3.1  Cadre physique.

b) Notations. Nous désignons par S? 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux
sur R? (d = 2,3); "-" et | -| représentent respectivement le produit scalaire et la

norme Euclidienne sur R? et S?. Ainsi

w-v=uv;, |v]=w v)?2 VuveR%

o-T =047 || = (r-7)2 Vo, eS%

Nous notons également par w le champ de déplacements et par o le champ de
contraintes. Dés lors, pour un vecteur w donné, u, et u, représentent respectivement

les composantes normale et tangentielle de w sur I'.

Dans ce manuscrit, pour désigner les dérivées partielles % d’une fonction u, nous
7
adoptons indifféremment les notations suivantes 0,,u, d;u ou encore u,,. La dérivée

temporelle de u sera notée 1.

Nous passons maintenant a la description des modéles mathématiques associés au

cadre physique ci-dessus.

c) Modéles mathématiques. Afin de construire un modéle mathématique qui
décrit I'évolution du corps déformable associé au cadre physique de la Figure 1.3.1
, nous rappelons que le champ de déplacements u : 2x]0,T[— R? et le champ de
contraintes o : £2x]0,T[— S9, représentent les inconnues du probléme. Le mouvement

du corps est décrit par I’équation de la dynamique

(3.1) Dive + fo=pu dans  2x]0,T7,
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ot fo : 2 x[0,T] — R? représente la densité des forces volumiques sur (2. Cette
équation s’appelle équation du mouvement de Cauchy, ou p : {2 — R, représente
la densité de masse et u représente ’accélération. Les processus d’évolution modéli-
sés par I’équation (3.1) s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations,
I'équation (3.1) peut se simplifier. Par exemple dans le cas ou u varie trés lentement
par rapport au temps, le terme pii peut étre négligé (processus quasistatiques). Dans
ce cas I’équation (3.1) devient

(3.2) Dive+ f,=0 dans  2x]0,T1.

Les processus de déformation gouvernés par I’équation (3.2) sont de processus statiques
(lorsque les variables ne dépendent pas du temps) ou de processus quasistatiques (dans
le cas contraire). Dans ce premier cas I’équation (3.2) est valable dans (2. Par la suite,
on va appeler simplement (3.2) équation d’équilibre.

Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’évolution d’'un milieu continu
donné par I’équation (3.1) ou (3.2), il faut encore préciser les conditions aux limites.

Puisque le corps est encastré sur I}, le champ de déplacements y est nul, donc
(3.3) u=0 sur I x (0,7).

La condition aux limites en traction peut se mettre sous la forme

(3.4) ov=f, sur I3 x (0,7).

L’équation (3.1) ou (3.2) équivaut & d relations scalaires. Par conséquent, mathéma-
tiquement cette équation ne suffit pas & modéliser le probléme d’équilibre du corps car
il y a plus d’inconnues que d’équations. L’équation (3.1) ou (3.2) exprime un processus
universel valable pour tous les matériaux et de ce fait elle ne suffit pas a déterminer
tous les différents comportements mécaniques des milieux continus. Par conséquent,
I’équation est donc insuffisante, a elle seule, pour décrire 1’équilibre des corps matériels.
Elle doit alors étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement
de chaque type de matériau et que 1’on désigne sous le vocable général de loi de com-
portement. Cette loi de comportement représente une relation reliant le tenseur de
contrainte o, le tenseur de déformation € et leur dérivées. Pour plus de détails, nous

vous renvoyons aux ouvrages [60, 65].
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3.2 Lois de comportement

Dans cette section, nous considérons les lois de comportement pour les matériaux élas-
tiques, viscoélastiques et viscoplastiques avec ou sans variable interne d’état. Ces lois
sont utilisées dans de nombreux ouvrages portant notamment sur I’étude mathéma-
tique des problémes de contact.

3.2.1 Lois de comportement des matériaux élastiques

Dans ce paragraphe, nous considérons une catégorie de matériaux ou le tenseur des
contraintes o et le tenseur des déformations infinitésimales € sont reliés par la loi de

comportement suivante
(3.5) o = Fe(u),

Le tenseur des contraintes représente ici une fonction (linéaire ou non-linéaire) du
tenseur des déformations linéarisé €. Ces matériaux s’appellent matériaux élastiques
et la loi de comportement (3.5) s’appelle loi de comportement élastique.

En général la fonction F dépend du point & € (2 donc nous avons

o(x) = F(x,e(u)).

Si F ne dépend pas explicitement de x, le milieu élastique est dit homogéne. Autre-
ment, il est dit non-homogéne. Par la suite, pour simplifier ’écriture, nous utilisons
Fe(u) pour F(x,e(u)).

En élasticité linéaire F est une fonction linéaire de €, c’est-a-dire (3.5) devient
(3.6) o =CEe(u)

ou & = (&;jkn) est le tenseur d’élasticité d’ordre 4. Ses composantes &y s’appellent
coefficients d’élasticité et sont indépendantes du tenseur des déformations. Du fait des
différentes symétries matérielles inhérentes a 'homogénéité et I'isotropie du matériau,

1OUS avons
(3.7) Eijkn = A 0ij0kn + 1(6ik0jn + Oindjn),

ot les constantes A et i sont les coefficients de Lamé et d;; est le symbole de Kronecker.
Par ailleurs, en utilisant I’égalité o,; = &;jknern et (3.7) nous avons,

(38) Oij = )\gkk(sij + 2/1162']‘.
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En inversant la loi élastique linéaire (3.8), nous obtenons

1+v v
(3.9) €=~ 0~ Eakk%,

ou E représente le module de Young et v le coefficient de Poisson.

Le lecteur désireux d’obtenir plus de renseignements sur ce sujet est prié de consul-
ter [60, 65].

3.2.2 Lois de comportement des matériaux viscoélastiques

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates ou les cires,
a mis en évidence les insuffisances de la théorie de I’élasticité. En effet, certains phé-
nomeénes, tels que le fluage ou la relaxation ne peuvent pas étre décrits par les lois de
comportement élastique. C’est pourquoi les modéles viscoélastiques et viscoplastiques
furent introduits.

a) Matériaux viscoélastique & mémoire courte. Une loi de comportement vis-
coélastique générale a mémoire courte est donnée par

(3.10) o = Ae(ut) + Be(u),

ou A est lopérateur de viscosité et B est 'opérateur d’élasticité. Par ailleurs, nous
notons que ces deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale &, mais pour
simplicité, nous ne signalons pas explicitement cette dépendance ; par conséquent, tout
ce qui suit est valable pour les matériaux non-homogéenes. Nous utilisons respective-
ment les notations Ae(u) et Be(u) pour A(x,e(w)) et B(x,e(u)). En particulier, si
A et B sont des opérateurs linéaires, alors (3.10) nous conduit a la loi constitutive de
Kelvin-Voigt

0ij = Qijii€r (W) + bijren(w),

ol 035, Qjkl, bijr Teprésentent respectivement les composantes du tenseur des contraintes
o, du tenseur de viscosité A et du tenseur d’élasticité B. L’analyse variationnelle de
plusieurs problémes aux limites impliquant (3.10) se trouve dans [34, 54, 56, 57|.

b) Matériaux viscoélastique & mémoire longue. Une loi de comportement

viscoélastique a mémoire longue est donnée par

(3.11) o(t) = Fe(u(t)) + /0 R(t — s)e(u(s))ds.
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ou F est l'opérateur d’élasticité et R est I'opérateur de relaxation. Nous notons éga-
lement que ces deux opérateurs dépendent aussi de la variable spatiale . En outre,
comme le montre (3.11), Popérateur R est une fonction du temps. Dans le cas linéaire,
les composantes du tenseur des contraintes o = (0;;) qui satisfait (3.11) sont données

par
035(t) = Fmen(u(t)) + / rm(t — 8)ew(u(s)) ds,

o F = (fiju) est le tenseur d’élasticité et R = (r;;i) est le tenseur de relaxation.
Ici, nous notons que les coefficients f;ji; et 7, dépendent de la variable spatiale x

dans le corps. Pour plus précisions sur ces lois viscoélastiques, nous pouvons renvoyer
a |4, b, 6, 23, 25, 33, 53|, par exemple.

3.2.3 Lois de comportement des matériaux viscoplastiques

Dans ce paragraphe, nous considérons les lois de comportement viscoplastiques qui sont
utilisées dans la littérature afin de décrire les propriétés des métaux et notamment les
phénomeénes de relaxation, de fluage et de déformations irréversibles.

a) Matériaux viscoplastiques. Une loi de comportement viscoplastique générale
peut étre écrite comme

(3.12) o =CEe(u)+G(o,e(u)),

ou & et G représentent respectivement ’opérateur linéaire décrivant les propriétés élas-
tiques du matériau et la fonction constitutive non linéaire décrivant son comportement
viscoplastique. Les détails mécaniques se trouvent dans les ouvrages [21, 34, 57|. Dans
le cas non-homogeéne & et G dépendent du point € (2, donc (3.12) s’écrit pour tout
x e

(3.13) o(x)=E(x,e(u(x))) + G(x, o, e(u(x))).

Afin de simplifier I’écriture nous utilisons dans la suite (3.12) au lieu de (3.13). Un
exemple relativement simple & une dimension de la loi constitutive de la forme (3.12)
peut se construire de la facon suivante. Nous supposons que la déformation e est
composée de deux parties, la déformation élastique £° et la déformation plastique &P
tel que

(3.14) e =g+ ¢
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Puis, nous supposons également que
g .
(3.15) e = 5 et &P =(o,e),

ou 1 : R? — R est une fonction constitutive et £ est le module de Young. Par

conséquent, la loi de comportement viscoplastique (3.14) devient

(3.16) &= = +u(0e),
ce qui implique que
(3.17) 0= FEé+ G(o,¢)

ou G(o,e) = —E(o,¢).

L’analyse variationnelle et numérique de plusieurs modéles de contact utilisant une
loi de comportement de la forme (3.12) se trouve dans plusieurs travaux comme, par
exemple |10, 11].

b) Matériaux viscoplastique a variable interne d’état. Nous pouvons prendre
en considérations des lois de comportement viscoplastiques plus générales que (3.12).
Ainsi certain auteurs (cf. [21]|) proposent des lois de comportement de la forme

(3.18) o=CEe(u)+G(o,e(u), k),

ol k est une variable interne d’état. La prise en considération de ce type de lois
de comportement est justifiée par les essais expérimentaux. D’habitude K est une
fonction vectorielle & m composantes donc la fonction G dans (3.18) est définie sur
2 xS x S* x R™ a valeurs dans S¢. Pour k, nous donnons aussi une équation

d’évolution de la forme
(3.19) k=G(o,e(u), k),

ol G : 2 xS xS x R™ — R™. Un exemple classique de variable interne d’état est
le parameétre d’écrouissage du type déformation défini par

(3.20) k=¢(le”'G(o,e(u), k)|),

ou ¢ : Ry — R. En particulier si ¢(r) = 2r, & devient la déformation équivalente

irréversible. Pour plus d’information de ces lois de comportement, nous pouvons nous
référer a [21, 37, 60].
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3.3 Conditions de contact

Dans cette section, nous allons introduire les conditions de contact utilisées dans les
problémes aux limites que nous allons considérer dans la deuxiéme partie de cette these.
Ces conditions sont représentées par des relations entre les composantes normales du

champ de déplacements u, et les composantes normales du champ de contraintes o,,.

a) Contact unilatéral. Nous considérons ici le contact entre un corps déformable
et une fondation qui est considérée comme étant rigide. De ce fait, quelques soient les
forces appliquées, la fondation ne subira pas de déformations, et le corps ne pourra
donc pas y pénétrer. Cette loi de contact a été proposé par Antonio Signorini [59] en

1933. Elle est caractérisée par les 3 conditions suivantes :

(1) Condition de non pénétration wu, <0,
(3.21) (2) Condition de compression o, <0,
(3) Condition de complémentarité o,u, = 0.

La condition de complémentarité se traduit de la maniére suivante :

e Si u, = 0, le corps est en contact et la force normale est orienté vers le corps (o, < 0),
e Si u, < 0, le corps quitte la base rigide et dans ce cas la réaction normale est nulle
(0, =0).

Cette loi de contact peut étre représentée sous la forme du graphe 1.3.2 .

-0
%

(contact)

(non contact) u

FiGUuRE [.3.2  Contact unilatéral
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D’autre part, si nous supposons qu’il y existe un interstice g entre la fondation et le

corps, les conditions de Signorini s’écrivent de la maniére suivante :

(1) Condition de non pénetration wu, < g,
(3.22) (2) Condition de compression o, <0,
(3) Condition de complémentarité o, (u, — g) = 0.

Elle est également représentée dans la Figure [.3.3 .

F1GURE 1.3.3 - Contact unilatéral avec interstice g

b) Contact avec compliance normale. Cette fois, la fondation est supposée
déformable. Dans ce cas, la pénétration est possible. La contrainte normale o, est

supposée satisfaire la condition
(3.23) -0, = p(uy,)

ou u, est le déplacement normal et p est une fonction donnée qui s’annule lorsque

I’argument est négatif, c’est-a-dire
(3.24) p:R—=R., et p(r)=0 si r<0.

Cette condition indique que la fondation exerce une réaction sur le corps en fonction

de sa pénétration, qui s’annule lorsqu’il y a séparation. La représentation de la loi de

43



Analyse de quelques problémes de contact glissant

compliance normale dépend de la fonction p choisie. Dans le cas de la Figure [.3.4

nous avons considéré la fonction
p(r) =crt, avec rt =maz(0,r),

ol ¢ désigne le coefficient de rigidité de la fondation.

(contact)

(non contact) u

FIGURE 1.3.4 — Contact avec compliance normale

c) Contact avec compliance normale et contrainte unilatérale. Cette condi-

tion de contact peut étre formulée comme suit :

< <
(3.25) { u, <g, o,+p(u,) < 8,

(uu - g)(O'V +p(uu))

Dans (3.25) g est une constante strictement positive, donnée, et p est une fonction
satisfait la condition (3.24). La condition (3.25) a été introduite dans [38] dans I’étude
d’un probléme dynamique pour des matériaux viscoplastiques. Elle montre que lorsqu’il
y a séparation entre le corps et I'obstacle, alors la réaction de la fondation est nulle;
en outre, la pénétration est limitée (puisque u, < g). Lorsque 0 < u, < g, alors,
la réaction de la fondation est déterminée uniquement par le déplacement normal
(puisque —0, = p(uu)) et lorsque u, = g, la contrainte normale n’est pas uniquement

déterminée mais est soumise a la restriction —o, > p(u,). Notons aussi que, dans le
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cas g = 0 la condition (3.25) devient la condition de contact unilatéral (3.21).

Interprétation. La condition de contact (3.25) peut étre interprétée physiquement de la
facon suivante : la fondation est supposée étre composée d’'un matériau rigide recouvert
d’une mince couche de matériau souple avec une épaisseur g. Le matériau souple est
déformable et permet la pénétration, qui est modélisée avec compliane normale; le
matériau dur est rigide et, par conséquent, il ne permet pas la pénétration. Il résulte de
ce qui précéde que la fondation a un comportement élastique-rigide ; le comportement
élastique est donné par la couche du matériau souple, et le comportement rigide est

donné par le matériau rigide.

Cette condition de contact (3.25) peut étre représentée sous la forme du graphe
[.3.5.

p(e) [~

FiGURE 1.3.5 — Contact avec compliance normale et contrainte unilatérale

d) Contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et seuil de pé-
nétration. Cette condition peut étre obtenue de la maniére suivante. Nous supposons
que l'obstacle est constitué d’un matériau rigide recouvert d’une couche de matériau
souple et une crotite mince. L’épaisseur de la couche souple est g et I’épaisseur de la
crotite est négligée. Le matériau souple étant déformable permet ainsi une pénétration

limitée qui prend en compte I'histoire de la pénétration.
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Nous introduisons d’abord une loi de compliance normale, de contrainte unilatérale

et le seuil de pénétration. Cette loi est caractérisée par les relations suivantes

)

u, < g, 0, +plu,) +§ <0,
(u, — 9) (UV + p(u,) + 5) =0,
(3.26) 0<E¢<F, 3 sur [3.

E=0 si u, <0,

E=F si u, >0

Vs

Cette condition de contact (3.26) peut étre représentée sous la forme du graphe 1.3.6 .

FI1GURE [.3.6  Contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et croite

L’obtention de cette loi de contact est basée sur les hypothéses suivantes. D’abord,

la contrainte normale a une décomposition additive de la forme

(3.27) o, =0+ 05 +0 sur I3,

S

dans lequel la fonction Uf” décrit la réaction a la pénétration du matériau rigide, o)

décrit la réaction de la matiére molle et, enfin, 0 décrit la réaction de la croiite.
Le matériau dur est parfaitement rigide, et par conséquent, la pénétration est limitée
par g et olf satisfait & la condition Signorini sous la forme d’une fonction du seuil de

I'interstice, c’est-a-dire

(3.28) u, < g, ot <0, ol(u, —g)=0 sur I3.
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Le matériau souple est élastique et, par conséquent, nous supposons que af satisfait

a une condition de contact de la compliance normale
(3.29) —05 = p(u,) sur 3.

Enfin, nous supposons que la croiite a un comportement rigide-parfaitement plastique,

et par conséquent, la fonction ¢¢ satisfait la condition
—-F <o¢ <0,

(3.30) 09 =0 si u, <0, sur I3,
—0Y =F s u,>0

C

v

croiite ne céde. Notons que la condition (3.30) peut étre représentée sous la forme du

Ici F' est une constante qui représente la valeur critique atteinte par —oj; avant que la

graphe [.3.7 ci-dessous.

Ficgurke 1.3.7 Reéaction de la crotte.

Nous combinons maintenant (3.27) et (3.29) puis, nous posons —o$ = £ afin de

voir que
(3.31) ot =, +plu,) + & sur Iy

Ensuite, nous substituons I’égalité (3.31) dans (3.28) et, en utilisant (3.30) nous obte-
nons la condition de contact (3.26). La condition de contact (3.26) sera utilisée dans
le Chapitre 4 de cette thése.
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Interprétation. Nous présentons maintenant quelques détails supplémentaires sur la
condition de contact (3.26). Les inégalités et les égalités ci-dessus sont également va-
lables pour un point arbitraire & € I's. Tout d’abord, nous rappelons que (3.26) repré-
sente une condition de contact avec contrainte unilatérale, puisque 'inégalité u, < g
doit étre vérifiée. Par ailleurs, lorsqu’il y a une séparation entre le corps et la fondation,
c’est-a-dire lorsque u, < 0, la condition (3.26) donne que 0, = 0, puisque p(u,) = 0 et
¢ = 0. De ce fait, la réaction de la fondation s’annule. Notons que le méme compor-
tement de la contrainte normale est décrit a la fois dans la condition de compliance
normale classique et dans la condition de contact Signorini, lorsqu’il y a séparation.
Supposons maintenant qu’il y ait pénétration sans atteindre la borne g, c¢’est-a-dire
que 0 < u, < g. Alors (3.26) donne

(3.32) —o0, = p(u,) + F.

Cette égalité montre que la réaction de la fondation dépend de la pénétration et
représente une condition de type de compliance normale. Notons que (3.26) montre
également que si nous avons une pénétration qui satisfait 0 < u, < g alors —o, > F.
En effet, ici nous avons 0 < u,, < g alors (3.32) implique que —o,, > F'. Nous concluons
de ce qui précéde que si —o, < F' alorsil n’y a pas de pénétration et, par conséquent, F'
représente une seuil de pénétration, en dessus duquel la pénétration n’est pas possible.
Ce genre de comportement caractérise une crotte rigide-élastique.

e) Contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et terme de
mémoire. Introduisons a présent une condition de contact similaire & celle de (3.26).
Ce type de contact avec la couche molle de la fondation est modélisé par une loi
de compliance normale, de contrainte unilatérale et terme de mémoire. Cette loi est

caractérisée par les relations suivantes
u,(t) < g, 0u(t) +p(u(t)) +£(t) <0, )
(uu(t) - g) (Uu(t) _'_p(uu(t)) + g(t)) = O,

(333 O0<EM)< F( /0 bt — s)u(s) ds), .
E(t)=0 si wu,(t) <0,

£(t) :F</Ot b(t — s)ut(s) ds) siu(t) > 0

J

L’obtention de cette loi de contact est similaire a celle de (3.26). La différence majeure
par rapport a la condition (3.26) vient ici du fait que le seuil de pénétration dépend
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d’un terme de mémoire en relation avec I'histoire de la pénétration, i.e.

F(/Ot b(t — s)u,t (s) ds).

En considérant cette dépendance le probléme devient plus intéressant du point de
vue mathématique. Supposons maintenant qu’il y ait pénétration a l'instant ¢ sans
atteindre la borne g, c’est-a-dire que 0 < u,(t) < g. Alors (3.33) donne

(3.34) —oy(t) = plu (1)) + F( /0 t bt — s)ut (s) ds)

Cette égalité montre que la réaction de la fondation est orientée vers le corps et dépend
tant de la pénétration que de son histoire.

Conclusion. La condition (3.33) montre que lorsqu’il y a séparation entre la surface
du corps et de la fondation alors la contrainte normale s’annule. Ensuite, elle suit une
condition de compliance normale de la forme (3.34) jusqu’a la limite g; puis, lorsque
cette limite est atteinte, le contact suit a une condition unilatérale de type Signorini
avec interstice g. Pour cette raison la condition (3.33) représente une condition de
compliance normale avec contrainte unilatérale et effets de mémoire. Nous reviendrons

sur cette condition dans le Chapitre 6 du manuscrit.

3.4 Lois de frottement

Dans cette section nous allons introduire les lois de frottement qui seront utilisées
par la suite dans ce manuscrit. Ces lois sont représentées par des relations entre la
composante tangentielle du champ de contraintes o, la composante normale du champ
de contraintes o, et la vitesse tangentielle u, ou le déplacement tangentiel u.,.

a) Frottement classique de Coulomb. Il s’agit de la loi la plus connue et la
plus utilisée des lois de frottement. Cette loi a été formulée pour la premiére fois
par Amontons en 1699. Nous présentons ici deux versions de la loi de Coulomb qui
correspondent au cas statique et d’évolution.

Le cas statique. Dans ce cas, la loi de Coulomb se formule de la facon suivante :

{ lo=[| < Fo,

— u- 3
o, =F, g S ur # 0.

(3.35)

Dans (3.35) F}, représente le seuil de frottement (ce seuil n’est pas fixé et dépend du
coefficient de frottement et de la solution du probléme).
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Une représentation graphique de cette loi, dans le cas F, = p|o,|, est donnée en Figure

1.3.8 ci-dessous.

wio,|

—ig|

FIGURE 1.3.8  Loi de Coulomb (version statique).

Le cas d’évolution. Dans ce cas la loi de Coulomb se formule de la facon souvante :

lo-|| < Fy,

(3.36) @
|

—o, =I5 si w, #0.

Ici w, représente la vitesse tangentielle.

Remarquons que dans (3.35) et (3.36) le contact peut avoir deux statuts différents.
Dans le cas ou ||| < F, on a un statut d’adhérence car, effectivement, dans ce cas
on ne peut pas avoir u, # 0 ou @, # 0. En outre, dans le cas on ||o,|| = F} on a
un statut de glissement. En effet, dans ce cas on peut avoir uw, # 0 ou @, # 0 ce qui

montre que le glissement a lieu.

b) Contact avec une fondation mobile. Dans le cas ou la fondation se déplace

avec une vitesse v*, la loi de frottement de Coulomb s’écrit de la maniére suivante :

_ *

(3.37) lo| < Fy —op = Fp
[, — v

si w, —v"#0 sur [j.

Ici F, représente le seuil de frottement, w, est la vitesse tangentielle et w, — v* re-
présente la vitesse tangentielle relative des surfaces en contact. Nous supposons dans
ce manuscrit que la vitesse de la fondation v* est trés grande par rapport a la vitesse
tangentielle 4, et, pour cette raison, nous négligeons w, par rapport a v*. Par consé-
quent, en utilisant les approximations @, — v* &~ —v* # 0 et ||, — v*|| = ||[v*|], la loi

de frottement (3.37) devient

v*

p—— sur I3.
[[o*

(3.38) o, =
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Soit maintenant v* = v*n* avec v* < 0, et soit ”g:” = —n*. Alors, (3.38) dévient
(3.39) —o, = F,n" sur I3,

ol n* est un vecteur unitaire donné.

Par la suite nous supposons que le seuil de frottement Fj, dépend du champ de
déplacement u. Cette hypothése est naturelle car, par exemple, dans le cas de la loi
classique de frottement de Coulomb, nous avons

(3.40) By = plo|,

ou u représente le coefficient de frottement et o, dépend de w via la loi de comporte-
ment. Pour étre plus précis, dans le cas d’un comportement élastique o = Fe(u) on
a

o, =ov-v=(Fe(u))v v
et, par conséquent, (3.40) devient
(3.41) Fy, = pS(u) sur I,
ou S(u) = |(Fe(u))v - v|.

Nous considérons maintenant la situation lorsque le contact est modélisé avec la
condition de compliance normale associée a la loi frottement classique de Coulomb.
Dans ce cas —o, = p(u,) > 0 et donc, F, = ulo,| = pp(u,). Il en résulte que 'égalité
(3.41) reste vraie, cette fois-ci avec le choix S(u) = p(u,). Une remarque similaire
peut étre faite pour la loi de frottement de Coulomb, lorsque le seuil de frottement est
donné par

(3.42) F, = u|Ro,| sur I3,

ou R est un opérateur de régularisation présenté dans le Chapitre 1 (cf (1.3)). Rappe-
lons ici que 'opérateur R est utilisé dans la littérature pour des raisons mathématiques,
car il augmente la régularité de la contrainte normale sur la frontiére. En outre, nous
notons que 'utilisation de 'opérateur R a été utilisé dans la littérature dans I’étude des
problémes de contact avec contraintes unilatérales, voir par exemple [16, 22, 34, 57].
Le seuil de frottement (3.42) sera utilisé dans les Chapitres 6 et 7 de ce manuscrit.

Nous combinons maintenant les égalités (3.39) et (3.41) afin d’obtenir la loi de
frottement

(3.43) —o, = pS(u)n* sur [

Cette loi sera utilisée dans le Chapitre 4 du manuscrit.
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c) Loi de frottement avec usure. Rappelons d’abord que I'étude des problémes de
contact avec compliance normale et contrainte unilatérale a été faite dans |8, 9, 27, 63].
Dans ces travaux 'usure des surfaces en contact n’a pas été prise en considération. Tou-
tefois, I'expérience primaire montre que lorsque deux surfaces se trouvent en contact
glissant leur usure se produit. Dans la littérature, la prise en compte de ce phéno-
meéne se fait a 'aide d’une variable de surface, la fonction d’usure, ci-aprés notée w.
La condition de contact avec compliance normale, contrainte unilatérale et usure se

formule de la facon suivante :

u, <g, o, +pu,—w) <0,
(3.44) sur I3 x Ry.
(uy = 9)(0 + p(u, —w)) = 0.

Pour plus de détails voir [34, 57, 64].

D’une autre part, en utilisant 1’égalité (3.39) avec Fj, = ul|o,|, nous avons
(3.45) -0, = i|o,|n* sur I3 X Ry.

En supposant maintenant que la contrainte normale satisfait une loi de compliance

normale avec usure

(3.46) —0, = p(u, —w) sur I3 x Ry,
I'égalité (3.45), devient

(3.47) —o, = pup(u, —w)n* sur I3 X Ry.

Nous étendons cette condition au cas ou le contact est unilatéral, c’est-a-dire lorsque
u,(t) = g. Par conséquent, 1'égalité (3.47) est valable aussi dans ce cas et nous utilisons

sous cette forme dans le Chapitre 5 du manuscrit.

d) Loi d’Archard. L’évolution de la fonction d’usure est décrite dans la littérature

par la loi d’Archard suivante :
(3.48) w = k|o,| ||v] sur I3 x R,.

Ici k représente le coefficient d’usure. Dans le cas d'un contact glissant, la loi (3.48),

devient
(3'49) w=k |UV| ”ur - ’U*H sur I3 x Ry,

ou v* représente la vitesse de la fondation.
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D’autre part, en utilisant & nouveau I'approximation ||u, — v*|| = ||[v*||, I’équation
(3.49) devient

(3.50) w = k|o,| ||v*]] sur I3 x R,.
Notons maintenant o = k ||v*||, afin d’écrire (3.50) sous la forme
(3.51) W= «aloy sur I3 x Ry,

Enfin, nous utilisons I’égalité (3.46), et par conséquent, nous obtenons ’équation dif-

férentielle suivante
(3.52) w(t) = ap(u,(t) —w(t)) sur I3 x R;.

L’égalité (3.52) représente une version de la loi d’Archard qui régit I’évolution de la
fonction de 1'usure dans le cas d’un contact glissant avec compliance normale. Nous
allons utiliser cette loi dans le Chapitre 5 de ce manuscrit. Pour plus d’information

sur cette loi, nous pouvons se référer a [57].

Nous finissons cette section avec la remarque que ’analyse variationnelle de diffé-
rents modeéles de contact avec usure peut étre trouvée dans [12, 58].
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Partie 11

Problémes de contact glissant

Dans cette partie on s’intéresse a 1’é¢tude théorique et numérique de quelques pro-
blémes de contact glissant en petites déformations. Cette partie est divisée en quatre
chapitres. Dans le premier chapitre, nous étudions un probléme de contact élastique
avec compliance normale, contrainte unilatérale et terme de mémoire. Pour ce pro-
bléme, nous donnons la formulation forte et variationnelle. Nous prouvons ensuite un
résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. Enfin, nous étudions quelques ré-
sultats de convergence puis nous présentons la formulation duale pour ce probléme et
nous terminons par un résultat sur ’estimation d’erreur. Dans le chapitre suivant, nous
considérons un probléme similaire au celui du chapitre précédent, en tenant compte de
I'usure des surfaces de contact. Tout d’abord, nous donnons successivement la formula-
tion forte et variationnelle du probléme de contact. Puis, nous démontrons I'existence
et I'unicité de la solution faible. Pour finir ce chapitre, nous présentons un résultat
de convergence. Dans le troisiéme chapitre, nous traitons un probléme viscoélastique
de contact. Aprés avoir posé le probléme mécanique, nous décrivons sa formulation
variationnelle. Ensuite, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité. On pour-
suit avec un résultat de convergence de la dépendance de la solution par rapport au
parameétre. L’analyse du probléme se termine par 'obtention d’estimation d’erreur de
discrétisation spatiale et temporelle. Finalement, dans le quatriéme et dernier chapitre
nous nous intéressons a l’étude quasi-statique d’un probléme de contact d’un corps
viscoplastique. D’une maniére analogue avec le chapitre précédent, on propose la for-
mulation variationnelle pour le probléme mécanique et on poursuit avec un résultat
d’existence et d’unicité. Nous introduisons ensuite un probléme viscoplastique avec
variables internes d’état. On termine par un résultat d’existence et d’unicité de la
solution faible du probléme.
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Chapitre 4

Probléme de contact élastique

Dans ce chapitre, nous considérons un modéle mathématique qui décrit le contact
glissant entre un corps élastique et une fondation plane, qui se déplace avec une vi-
tesse constante (tapis roulant). La loi constitutive de comportement est supposée non-
linéaire et élastique, et le processus est quasistatique. Le contact est décrit a 1'aide
d’une loi de compliance normale avec contrainte unilatérale et la loi de frottement
associée est de type de Coulomb. Ce chapitre est composé de six sections. Dans la
premiére section, nous présentons la formulation forte du probléme ainsi que les hy-
pothéses sur les données afin d’obtenir la formulation variationnelle du probléme de
contact. Ensuite, dans la deuxiéme section, nous fournissons un résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible sous une hypothése de petitesse. Dans la troisiéme
section, nous démontrons un résultat de convergence, portant sur la perturbation des
données. La quatriéme section est liée & une méthode de pénalisation. Plus précisément,
nous démontrons que la solution faible du probléme de contact avec loi de compliance
normale et seuil de pénétration converge vers la solution faible du probléme de contact
avec compliance normale, contrainte unilatérale et seuil de pénétration, lorsque le co-
efficient de rigidité de la fondation converge vers l'infini. Dans la cinquiéme section,
nous présentons la régularisation de ce probléme. La sixiéme section est consacrée a la
formulation duale de ce probléme. Enfin, dans la septiéme section, nous présentons un
résultat d’estimation de ’erreur d’approximation variationnelle. Une partie du travail
présenté dans ce chapitre fait 'objet de P’article [70]. Rappelons aussi qu’un probléme
de contact glissant pour des matériaux élastiques a été étudié dans |3|. Par ailleurs
I’étude du probléme statique de Signorini avec frottement pour les matériaux élas-
tiques, basée sur des résultats concernant les inéquations variationnelles elliptiques a
été faite dans [16]. Une extension de ces résultats a été obtenue dans [17, 18].
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4.1 Formulation du probléme

Le cadre physique correspond a celui introduit dans la section 3.1. Pour rappel, on
considére un corps élastique occupant un domaine borné 2 C R? (d = 2,3) avec
une frontiére I” divisée en trois parties mesurables I, I et I3 (avec mes(I7) > 0),
correspondant aux différentes conditions aux limites. Le corps est fixé sur I3, une
densité de forces volumiques fy agit dans {2 et une force de traction surfacique de
densité f, agit sur I5. Enfin, Iy correspond a la partie de contact entre le corps
déformable et une fondation mobile. Rappelons ici que la vitesse de la fondation est

constante.
Pour ce probléme nous présentons la formulation classique, qui peut s’énnoncer de

la fagon suivante :

Probléme P. Trouver un champ des déplacements w : 2 x Ry — R? ainsi qu’un
champ des contraintes o : 2 x R, — S? tels que

(4.1) o(t) = Fe(u(t))  dans £,
(4.2) Divao(t)+ fo(t) =0  dans £,
(4.3) wt)=0  sur I,
(4.4) oty = fy(t)  sur I
(4.5) —o.(t) = pS(u())n’ sur I

pour tout t € Ry, et il existe £ : I's x Ry — R qui satisfait
u,(t) < g, 0u(t) + pluy(t) +£(t) <0,
(un(t) = 9) (00 (t) + p(un (1) + £(t)) =0,
(4.6) 0<&(t) <F, sur I3,
E()=0 si u,(t) <0,
E)=F si u,(t)>0

)

pour tout t € Ry

Pour simplifier ’écriture, nous allons dans la suite de ce chapitre omettre la dépen-
dance par rapport a t et faire ’étude du Probléme P a un temps t fixé.

Pour ce probléme, I’équation (4.1) représente la loi constitutive élastique du maté-
riau dans laquelle F est une fonction constitutive (éventuellement non linéaire). Puis,
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(4.2) est I'équation d’équilibre, ou f, représente la densité des forces volumiques. En-
suite, (4.3) et (4.4) représentent les conditions aux limites de déplacement-traction,
ou f, représente la densité des forces de tractions. La condition (4.5) représente la loi
de frottement présentée dans le Chapitre 3 Section 3.4 (cf (3.43)). Rappelons ici que
n* est une vecteur unitaire dans le plan de la fondation, u représente le coefficient de
frottement et S est un opérateur présenté dans le Chapitre 3 Section 3.4 (cf (3.41)).
Enfin, les relations (4.6) représentent les conditions de contact avec la loi de compliance
normale, contrainte unilatérale et seuil de pénétration. Pour une explication de fond
plus détaillée sur cette condition de contact, nous renvoyons au Chapitre 3 Section 3.3.

Dans I’étude du probléme mécanique (4.1)—(4.6), nous faisons les hypothéses sui-

vantes. Nous supposons que l'opérateur d’élasticité F vérifie les conditions suivantes :

((a) F: 02 xS?— S
(b) Il existe Lr > 0 tel que

| F(z,e1) — F(x, )| < Lrller —eaf| Ver,ea €S pp. e
(c) Il existe mx > 0 tel que

(F(x,e1) = F(x,82)) - (€1 — €2) = mr [|e1 — e

Ve, e € Sd, p.p. x € (2.

(d) x — F(x,€) est mesurable sur 2, pour tout € € S¢.
| (¢) F(x,0s4) = Oga p.p. T € £2.

(4.7)

Par ailleurs, nous supposons que les forces volumiques f, et les tractions surfaciques
f- ont respectivement la régularité

(4.8) fo € L*()4, fo € L3 (1)

De méme, nous supposons que la fonction de compliance normale p vérifie les

conditions suivantes :
(((a)p: I3 xR — R,.

(b) II existe L, > 0 tel que

Ip(x,71) — p(@,r2)| < Lp|ry — 12| Vi, 12 €R, p.p. x € I3,

(c) (p(x, 1) — p(x,79)) (11 —12) >0 V71, r9 €R, p.p. @ € I3.

(d)  — p(x,r) est mesurable sur I3, pour tout r € R.
[ (e) p(x,7) =0 sietseulement sir <0, p.p. x € I3.

(4.9) |

Nous supposons également que le seuil de pénétration F' et le coefficient de frotte-

ment g vérifient respectivement les conditions suivantes :

(4.10) F e L>(I3%), F(x) >0 p.p.xe€ls.

(4.11) € L*(I3), p(x) >0 pp.xels.
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Enfin, nous supposons que 'operateur S vérifie les conditions suivantes :

(((a) S: I3 xRT— R,.
(b) 1l existe Lg > 0 tel que
15(2, ur) = S(@, ug)|| < Lislur — s
Vu,uy €S pp. € N
(c) x> S(x,u) est mesurable sur I3, pour tout u € R%
[ (d) & — S(x,0s4) appartient & L?(1}).

(4.12)

Maintenant, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme P.
Pour cela, nous introduisons 1’ensemble de déplacements admissibles U, 'opérateur
P:V — V, lafonctionnelle j : U x U — R et f € V definis par

(4.13) U={veV:v <g pp. sur I3},
(4.14) (Pu,'v)vz/ p(uy)v,da  Yu, vev,
I3
(4.15) j(u,’u):/ ijda+/ pwS(un* -v,da Vu, vev,
I3 I3
(4.16) (f,v)V:/fO-vdx+ fo-vda VoeV.
n I

rt étant la partie positive de r, i.e. r™ = max {r,0}.

Soit (u, ) un couple des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfait (4.1)—(4.6).
Soit v € U. Nous utilisons la formule de Green (1.4) afin d’obtenir :

@17 (o () —ewo= [ fo--wdit [ oo 0-wda

+/ a,,(v,,—u,,)da—l—/ o, (v, —u,)da.
I3 I's

En utilisant la définition (4.16), 1'égalité (4.17) devient

(4.18) (o-(e(v) —e(u))g=(Ff,v—u)y+ / o,(v, —u,) da

I3
—|—/ o, (v, —u,)da.
I3
Maintenant, nous écrivons
o, (v, —u,) = (0, + plu,) +&)(v, — g)

+(o, +p(uy) +8)(9 — w) — (p(u) + &) (v, —u,) sur I3,
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Alors, en utilisant les conditions (4.6) et la définition (4.13), nous obtenons :
(4.19) ou(vy —uy) > —(p(uy,) + &) (v, —u,) sur I5.

Nous utilisons (4.6), encore une fois, et ’hypothése (4.10) sur la fonction F' afin de
déduire que

(4.20) Fuf—uf)>&w, —u,) sur I3

v

Ensuite, nous additionnons les inégalités (4.19) et (4.20) et nous intégrons le résultat
sur I3 pour constater que

az) (= ) da > - / o) = ) da— [ Pt -uda

I3

Nous combinons désormais 1'égalité (4.18), 'inégalité (4.21) et la condition (4.5) pour
déduire que

(4.22) (0, e(v) —e(u))e > (fiv—u)y - / pluy) (v, — uy) da

I
—/ F (vl —ut)da —/ uS(u)n* - (v, — u,)da.
Fg FS

Enfin, nous utilisons la loi constitutive (4.1) et les définitions (4.13)—(4.15). Par
conséquent, nous obtenons dans ce qui suit la formulation variationnelle du probléme
mécanique P.

Probléme Py. Trouver un champ de déplacements u tel que
(4.23) uwel, (Fe(u),e(v)—e(u))g+ (Pu,v—u)y

+j(u,v) — ju,u) > (f,v—u)y VveU.
Notons que le Probléme Py est formulé en terme de déplacements. Une fois que
ce dernier est connu, on peut aisément déduire le champ de contraintes a I’aide de la

loi constitutive (4.1). Un couple (u, o) qui satisfait (4.1) et (4.23) est appelé solution
faible du probléme de contact glissant P.

4.2 Existence et unicité de la solution

Cette section est destinée a présenter I'existence et 'unicité du Probléme Py, sous une
hypothése de petitesse portant sur le coefficient de frottement.
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Théoréme 4.1. Supposons que les hypothéses (4.7)—(4.12) sont vérifices. Alors, il
existe une constante jig, ne dépendant que de (2, Iy, I3, F et S, tel que le Probleme

Py admet une solution unique si
(124) [pr——

Démonstration. Pour ce faire, nous appliquons le Théoréme 2.15 avec X = V et
K =U. Nous considérons 'opérateur A : V' — V defini par

(4.25) (Au,v)y = (Fe(u),e(v))g + (Pu,v)y  Vu,velV.

Nous utilisons les hypothéses (4.7)(c) et (4.9)(c) afin de voir que

(4.26) (Au — Av,u — v)y > mz||u — |3 Vu,veV

D’autre part, en utilisant (4.7)(b), (4.9)(b) et I'inégalité de trace (1.8), nous avons
(4.27) |[Au — Av||ly < (Lr +GL,)||lu —v|y  Vu,veV.

Nous concluons par (4.26) et (4.27) que A est un opérateur continu Lipschitzien, for-
tement monotone sur 'espace V. Donc, l'opérateur A satisfait les conditions (2.1)(4),
(5) avec m =mgx et M = (Lr + c3L,).

Soit maintenant 17 € V. Nous notons que la fonctionnelle j(n, -) définie par (4.15)
est convexe. Puis, en utilisant les propriétés de 'opérateur de trace, nous pouvons fa-
cilement voir qu’elle est continue. Nous en déduisons que j satisfait la condition (2.15)
(a). Nous considérons maintenant les éléments 1, 1,, v1, v2 € V. Ensuite, en utilisant
les hypothéses (4.11)—(4.12), nous obtenons

j(771> ’02) - j(771> vl) + j(772> vl) - j(772> ’02)
= [ ulsm) = Sy (or, w1 da

< / Lolllloein Iy — mallllvss — vir | da.
3
Alinsi,
j(771> ’02) - j(771> vl) + j(772> vl) - j(772> ’02)

< Ls||MHL°°(F3)||"71 - "72HL2(F3)||’01 - ’U2HL2(F3)-
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Nous utilisons maintenant l'inégalité de trace (1.8) et 'inégalité précédente, afin de

voir que

(428) j(nlav2) _j(nla’vl) +j(772a’01) _j(772av2)

< cpLsllpllzecryIm — mllvlor — vaflv-.

Il résulte maintenant de (4.28) que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.15)(b)

avec a = g Lg||p|| oo (ry)-
Soit

mr

4.29 = 5.

Alors, il est facile de voir que g ne dépend que de (2, I, I3, F et S. Nous supposons
maintenant que la condition (4.24) est vérifiée. Ensuite, nous obtenons ¢j L ||| o (ry) <
mzx, ce qui implique que m > «a. Le Théoréme 4.1 est maintenant une conséquence
directe du Théoréme 2.15. U

Nous concluons, d’aprés le Théoréme 4.1 que le Probléme P admet une solution
unique. En outre, la solution faible a donc pour régularité u € U et o € (). De plus,
en utilisant des arguments standards, il en résulte que

Dive + f,=0 dans (2
et, en utilisant ’hypothése (4.8) nous déduisons que
Dive € L*(2)%

Par conséquent, la solution faible a la régularité (u,o) € U x Q.

4.3 Dépendance continue par rapport aux données

Dans cette section, nous supposons que les conditions (4.7)—(4.12) sont vérifiées et
nous désignons par u la solution du Probléme P obtenue dans le Théoréme 4.1. Pour
chaque n > 0, fo,, fa,, Py, Fy) et p,, représentent respectivement des perturbations
de fo, fa, p, F et u, qui vérifient les conditions (4.8)—(4.11). Avec ces données, nous
définissons 'opérateur P, : V' — V, la fonctionnelle j, : V' x V — R et I’élément
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f77 € V par les égalités suivantes :

(4.30) (P, v)y — / po(w)vyda  Vu, veV,
I
(4.31) Jn(u,v) = / Ff da +/ py S(u)n™ -v,da  Vu, vev,
Fg FS
(4.32) ( n,’u)V:/ Jon-vdr,+ | fo, vda VoeV.
n I

Ensuite, nous considérons la perturbation du probléme Py suivante.
Probléme Py.. Trouver un champ de déplacements w, tel que
(4.33) u, €U, (Fe(uy,),e(v)—e(uy))g+ (P, v—u,)y
+J(tn, ©) = Jn(wy, uy) = (f, v —uy)y Vo el
Il résulte du Théoréme 4.1 que, pour n > 0, le Probléme Py, admet une unique solution
U,

Nous considérons maintenant les hypotheéses ci-apres :

Il existe G : Ry — R, tel que

(@) [py(x,7) = p(, )| < G(n)(|Ir| +1)
Vr € R, p.p. ¢ € I';5 pour chaque n > 0.
(b) lim,_,oG(n) =0.

(4.34)

(4.35) F, — F dans L*(I3) lorsque n — 0.
(4.36) pn, — po dans L*(I3) lorsque n — 0.
(4.37) foy — fo dans C(Ry; L*(£2)") lorsque 7 — 0.
(4.38) fay = fo dans C(Ry;L*(I3)%) lorsque n — 0.

Nous avons le résultat de convergence ci-dessous, qui représente le résultat principal
de cette section.

Théoréme 4.2. Supposons que les hypothéses (4.34)—(4.38) soient vérifiées. Alors, la

solution w, du Probléme Py, converge vers la solution w du Probleme Py, ¢’est-a-dire.

(4.39) w, = uw dans U lorsque n — 0.
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Démonstration. Soit 7 > 0. Nous prenons v = u dans (4.33) et v = u,, dans (4.23)

et nous additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir
(4.40) (Fe(uy) — Fe(u), e(uy) — e(u))o
< (Pnun—Pu,U—un)v—l—(fn—f,un—u)V
+j(u> un) - j('u,, u) + jn(um u) - jn(um un)'

Nous estimons maintenant chaque terme de I'inégalité précédente. Tout d’abord,
en utilisant I’hypothése (4.7), on voit que

(4.41) (Fe(uy) — Fe(u), e(uy) — e(u))q = mzllu, —uly-

Ensuite, nous utilisons la définition (4.14), la monotonie de la fonction p,, (4.30) et
I'hypothése (4.34) afin de voir que

am%—Pwufwmmiﬁ@Aw»—pmnm@—uwwa

< /F (Py(wy) = plw,))(w, — uyy) da < / [Py () = pu,)| |wy =y, | da

Is

< [ Gl + D, = | da.

Par conséquent, en utilisant 'inégalité de trace (1.8), aprés quelques calculs élémen-
g

taires, nous constatons que
(142) Py, — Puuy — w)y < G (lully + co mes (1)) [y — ully
Puis, en utilisant les définitions (4.15) et (4.31), nous avons

j(u> un) - j(ua u) + jn(una u) - jn(um un)

= [ (P F)ug, —uidat [ uS() = pyStu)n’ g~ u) da

I

D’une autre part, en écrivant

pS(u) = piyS(uy) = p(S(w) = S(uy)) + (1 = 1) S (uy)
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et, en utilisant les hypothéses (4.11) et (4.12)(b) combinées avec l'inégalité de trace
(1.8), on obtient

(443) j(uvuﬁ) —j(u,U) _'_jn(unuu) _jn(un7u77>
< ol|F = Fyllpoe(ryymes (I5)" 2wy — ullv + G Ls | ll ooy ey — w3
+coll i — pnll ooy 19 (wn) | L2y [y — wllv
< l|F = Fyllpoe(ryymes (I5)" 2wy — ullv + ¢ Ls | ll ooy ey — w3
ol = pyll L) (co Lslluyllv + SO0l 22 ) 1wy — ]y
Enfin, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons que
(4.44) (f, = Fruy,—w)y <|[|f, = fllvlu, —uly.
Nous combinons les inégalités (4.40)—(4.44) pour obtenir
(4.45) (mz — g Ls|| il oo (ry)) g — ullv
< G(n) (c§||’u,||v + co mes (Fg)l/z) + co||F = Fy|| oo (ryymes (I3)?
+eoll it = pnll o) (co Lsllwgllv + 1S (O0v) |z2cry) + £, = Fllv-
Nous prenons maintenant v = 0y dans (4.33) et, en utilisant (4.7)(c),(e), nous avons
mz|uyllf < (fy v,

ce qui implique

1
|wnlly < m—;Hf””V'

D’autre part, en utilisant (4.37) et (4.38), il existe une constante k£ qui ne dépend pas
de 1 tel que

[follv <k

et, puisque mz > ¢§Lg|| || oo (ry), nous déduisons que

(4.46) [y = ully < cGM)(ullv +1) + e[lF = Fyll oo (1)

k
+ellp = pall oo ) (m—f IS0V l22(r) + cllfy, — Fllv
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ol c est une constante positive qui ne dépend pas de 7.

La convergence (4.39) est maintenant une conséquence de l'inégalité (4.46) combi-
née avec les hypothéses (4.34)—(4.38). O

En plus de l'intérét mathématique du résultat de convergence (4.39), il est im-
portant du point de vue mécanique, car il indique que la solution faible de probléme
(4.1)-(4.6) dépend continiment de la fonction de compliance normale, du seuil de
la pénétration, du coefficient de frottement, des forces volumiques et des tractions
surfaciques.

4.4 Meéthode de pénalisation

Nous complétons I’étude du Probléme P en utilisant une méthode de pénalisation.
Pour ce faire, nous considérons le probléme de contact pénalisé suivant ou le coefficient
0 > 0 représente le coefficient de déformabilité de la fondation.

Probléme P;. Trouver un champ des déplacements us : 2 — R? et un champ des
contraintes o5 : 2 — S? tels que

(4.47) os = Fe(us) dans {2,
(4.48) Dives+ f, =0 dans {2,
(4.49) us; =0 sur  I7,
(4.50) osv=f, sur Iy,
(4.51) —0s5; = 1S (us) n” sur I3,

et il existe & - I3 — R qui satisfait

oo + P(usy) + 3 p(usy — g) + & =0, )

0<& < F,
(4.52) > sur 5.
55 =0 si ug <0,

& =TF si ug >0 )

Ici, us, et o5, représentent respectivement les composantes normales de la fonction
us et o5. Par ailleurs, o5, représente la composante tangentielle de la fonction ;. Le
Probléme Ps est construit en utilisant des hypothéses similaires a ceux utilisées dans
la formulation du Probléme P. La différence réside dans le fait que la condition de
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contact (4.6) est remplacée par la condition (4.52), dans laquelle la contrainte u, < g
est pénalisée. Le Probléme Pjs représente un probléme de contact avec compliance
normale et seuil de pénétration, sans contrainte unilatérale. Dans cette condition, la

pénétration est autorisée durant toute la phase de contact.

Nous considérons maintenant I'opérateur G : V' — V défini par I’égalité

(4.53) (Gu,v)y = / p(u, — g)v,da  Yu,veV.
I's

Puis, en utilisant la notation (4.14)—(4.16) et des arguments similaires & ceux utilisés
dans le cas du Probléme P, nous obtenons la formulation variationnelle suivante pour
le Probléme P;.

Probléme 73‘5,. Trouver un champ de déplacements us tel que

(4.54) wus €V, (Fe(us),e(v)—e(us))g+ (Pus,v—us)y + % (Gus, v — us)y

+j(us, v) — j(us, us) = (f,v —us)y VveV

Nous avons les résultats d’existence, d’unicité et de convergence suivants.

Théoréme 4.3. Supposons que les hypothéses (4.7)—(4.12) et (4.24) sont vérifiées.
Alors :

1) Pour tout 6 > 0 le Probleme P{, posséde une solution unique us € V.
2) La solution us converge fortement vers la solution w du Probléeme Py, i.e.

(4.55) us; —u dans V' lorsque § — 0.

La démonstration de ce théoréme se fera en plusieurs étapes. Elle est basée sur des
arguments de monotonie, de compacité et des propriétés de l'intégrale de Lebesgue.
Pour donner cette démonstration, nous supposons dans ce qui suit que les hypothéses
(4.7)-(4.12) et (4.24) sont vérifiées. Dans la premiére étape, nous rappelons le résultat

préliminaire suivant.

Lemme 4.4. L'opérateur G a les propriétés suivantes :

(a) ||Gu — Go|lv < ALyllu — vy Vu,velV.
(b) (Gu — Gv,u —v)y >0 Vu,veV.

(¢) (Gu,v—u)y <0 YueV, Vvel.
(

d) Gu =0y si et seulement si u € U.

(4.56)
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La preuve du Lemme 4.4 peut étre trouvée dans |65, p.129|. Toutefois nous avons
choisi de présenter la démonstration.

Démonstration. Soient u, v, w € V. En utilisant (4.9) et (4.53), nous avons

(G — G, w)y = / (Pt — 9) — D, — g))w, da

I's

< Ip(uy, — g) — p(vy — g)| |w,|da < L, [u, — v, | |w,| da.
Fg FS

Notons que |u, — v,| < ||u —v||, |w,| < ||Jw|| p.p sur I3 et donc
(Gu=Go.wy <L, [ Ju= vl Juw]da
I's

Nous utilisons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.8) afin de voir que
(Gu = Gv,w)y < cgLylu —vllv]lwlly,

ce qui implique que

(4.57) |Gu — Gully < ELy||u — vy

De plus, en utilisant (4.9)(c) nous avons
(4.58) (Gu— Guv,u—v)y = / (p(wy — g) — p(v, — 9)) (u, —v,) da > 0.
I3

Les inégalités (4.57) et (4.58) montrent que G est un opérateur de Lipschitz et forte-
ment monotone, c’est-a-dire que G satisfait les conditions (4.56)(a) et (b).

D’une autre part, siuw € V et v € U alors, en utilisant (4.9) il est facile de voir que

p(u, — g)(vy, — g) p.p. sur I3,

<0
plu, —g)(g—w,) <0 pp.sur [

et donc

(4.59) (Guy —u)y = / p(u, — g)(vy, —u,) da

I's

< [ po =g —g)da+ [ sl =)o) da <o

I3
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Nous concluons de l'inégalité (4.59) que G satisfait la condition (4.56)(c)

Finalement, supposons que Gu = Oy. Alors (Gu,u)y = 0 et donc

(4.60) / p(u, — g)u, da = 0.
I3
Nous utilisons (4.9)(c) et (4.53) pour obtenir I'inégalité

p(u, — g)u, > p(u, —g)g >0 p.p. sur 3.

Par conséquent, puisque l'intégrale est positive, nous déduisons par (4.60) que
p(u, —g)u, =0 p.p. sur I3,

Cette égalité combinée avec I'hypothése (4.9)(e) sur la fonction de compliance normale
implique que u, < g p.p. sur I et donc nous déduisons que u € U.

Réciproquement, si w € G il en résulte que u, < g p.p. sur I3 et, en utilisant
I'hypothése (4.9)(e) il vient que

p(u, —g) =0 p.p. sur I3.

Nous utilisons maintenant la définition (4.53) de l'opérateur G pour déduire que
(Gu,u)y = 0 pour tout v € V, ce qui implique que Gu = Oy .

Il résulte de ce qui précéde que G satisfait la condition d’équivalence (4.56)(d), ce
qui conclut la démonstration. O

Ensuite, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 4.5. Pour tout 6 > 0, il existe un élément unique us € V qui satisfait
inégalité variationnelle (4.54).

Démonstration. Soit § > 0. Nous rappelons la définition (4.25) de l'opérateur A.
Puis, en utilisant (4.26), (4.27) et (4.56)(a),(b), nous déduisons que v — Av + 3 Gv
est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. De ce fait, en utilisant les mémes
arguments que ceux utilisés dans la démonstration du Théoréme 4.1, nous remarquons

que le Lemme 4.5 est une conséquence directe du Théoréme 2.15. U

Puis, nous effectuons des estimations a priori sur la solution de I'inégalité (4.54),

qui implique la convergence suivante.
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Lemme 4.6. I existe un élément uw € V et la suite {us}, encore notée {us}, qui

converge faiblement a u, i.e.,

(4.61) us —~u dans V lorsque 6 — 0.

Démonstration. Soit § > 0. Nous prenons v = 0y dans (4.54) et puisque (4.7)(e)
et (4.9)(e) impliquent A0y = Oy, en utilisant (4.26), nous obtenons

1 .
(4.62) mr||uslly + 5 Glus, us)v < jlus, us) + (f us)v

En outre, nous utilisons (4.10)—(4.12) pour voir que la fonction j définie par (4.15)
vérifie
(463)  j(us,ug) < comes(L)3| Fllpoeqry uslly
gLl o=y sl + coll el ooy 1S (0w )| 2 |25 |-
Notons également que (4.53)(c) implique que
(4.64) G (us, us)y > 0.

Puis, en utilisant (4.62)—(4.64) nous constatons que
(mz — coLslell ooy lusllv
1
< comes(I3)2 || Fl| oo (ry) + collall oo (ry 190V )l 20y + 1 v+

Par conséquent, en utilisant I’hypothése de petitesse (4.24), on en déduit qu’il existe

¢ > 0 qui ne dépendent pas de ¢ tel que
(4.65) |us|lv < ec.

La démonstration du Lemme 4.6 se termine en combinant I'inégalité (4.65) avec un

argument de compacité. U
Lemme 4.7. Nous avons l’égalité u = w.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.6 nous considérons une suite {us}, encore
notée {us}, tel que la convergence (4.61) est satisfaite. Soit 6 > 0 et soit v € V. Nous
utilisons (4.54) et (4.25) afin de voir que

1 ) .
5 (Gu57 Us — ’U)V < (A’U«s, v — Ua)v +J(’U/57 ’U) - J(Ua, U&) + (f7 Us — ’U)V-
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Ensuite, puisque A0y = Oy, en utilisant 'inégalité (4.27) de l'opérateur A, nous
obtenons

1
(4.66) 5 (Gus,us —v)y < (L + gLy us|lv o — wsllv

+j(us, v) — j(us, us) + (f, us — v)y.

Nous utilisons maintenant la définition (4.15) afin de voir que

(s, v) — j(us, us) = / Fof —t)da+ / uS(us)n* - (v, — us) da
I3

I3

et, aprés quelques calculs élémentaires reposant sur I’hypothése (4.7)—(4.12) et I'inéga-
lité de trace (1.8), nous constatons que

(4.67) (s, v) — j(us,us) < co([[Fll ooy mes(I5)"?
+Ls]|ptll oo ) l[wsll 2y + Nl ooy 1S(0) ([ 22y v — sy

Nous combinons (4.65)—(4.67) pour voir qu’il existe une constante ¢ positive qui dépend
de A,j, f,u, S et v, mais qui est indépendante de 9, de sorte que

(4.68) (Gus,us —v)y <cd VYveVl.

Nous prenons maintenant v = u dans (4.68), puis nous passons a la limite supérieure
lorsque 0 — 0 dans I'inégalité ainsi obtenue pour voir que

lim sup (Gus, us — )y < 0.
6—0

Par conséquent, en utilisant (4.56)(a),(b), la convergence (4.61) et un argument stan-
dard sur la pseudomonotonie (voir Proposition 2.5 dans le Chapitre 2), nous en dédui-

sons que

(4.69) (lsin(l) inf (Gus, us —v)y > (Gu,u —v)y Vv eV.

D’autre part, I'inégalité (4.68) implique que

(4.70) (lgim inf (Gus,us —v)y <0 Vovel.

—0

Nous combinons les inégalités (4.69) et (4.70) pour obtenir

(Gu,u—v)y <0 VoveV
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et, en prenant v = w— Gu dans cette derniére inégalité, il vient que ||Gul/?- < 0. Nous
concluons que Gu = Oy et, en utilisant (4.56)(d), il en résulte que

(4.71) ael.

Ensuite, nous utilisons I'inégalité (4.54), la définition (4.25) et (4.56)(c) pour voir
que

(Aus, v — us)y + j(us,v) — j(us,us) > (f, v — us)y Vvel.
Nous concluons de ce qui précéde que
(4.72)  (Aus,us —v)v < j(us,v) — j(us, us) + (f,us —v)y Voel.

Nous combinons maintenant la convergence faible (4.61) avec la compacité de 'opéra-
teur de trace et les propriétés de la fonction p et 'opérateur S afin d’obtenir

(4.73) lim j(us,v) = j(u,v) VveV,
6—0
(4.74) lim j(us, us) = j(u, ).
6—0
Par conséquent, en prenant v = u € U dans (4.72) puis, en passant a la limite

supérieure lorsque § — 0 dans (4.72) et en utilisant les égalités (4.73) et (4.74), nous
déduisons que

(4.75) lim sup (Aus, us —a)y < 0.
6—0
En utilisant maintenant la pseudomonotonie de 'opérateur A, il en résulte que

(4.76) li%n iglf (Aus,us —v)y > (Au,u —v)yVo € V.
—

D’autre part, en procédant au passage a la limite inférieure lorsque § — 0 dans (4.72)
et en utilisant & nouveau les égalités (4.73) et (4.74), nous obtenons

(4.77) (lsim inf (Aus, us — v)y < j(u,v) — j(u,u) + (f,u —v)y Vvel.

—0

Nous combinons maintenant les inégalités (4.76) et (4.77) pour voir que
(4.78) (Au,u —v)y < j(u,v) —j(u,u)+ (f,u—v)y VoeUl.

Il s’en suit maintenant de (4.71) et (4.78) que w satisfait l'inégalité variationnelle

(4.23). Le Lemme 4.7 est maintenant une conséquence directe de la partie d’unicité du
Théoréme 4.1. O
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Nous continuons notre analyse par le résultat de convergence faible suivant.
Lemme 4.8. La suite {us} converge faiblement dans V' wvers l’élément w.

Démonstration. Une analyse approfondie de la démonstration du Lemme 4.7 montre
que si u est la limite faible de la suite {us} C V, alors u satisfait I'inégalité varia-
tionnelle (4.23). Cette inégalité a une solution unique et, en outre, 'estimation (4.65)
montre que la suite {us} est bornée dans V. Le Lemme 4.8 est maintenant une consé-

quence d’'un argument standard de compacité (cf. [65] p.19). O

La derniére étape est assurée par le résultat de convergence forte suivant.

Lemme 4.9. La suite {us} converge fortement dans V' a l’élément u, c’est-a-dire

(4.79) us — uw dans V lorsque § — 0.

Démonstration. Soit 6 > 0. En prenant v = u dans (4.76), nous avons

lim inf (A’Ll,(;, Us — ’E,)V Z 0.
6—0

Nous combinons l'inégalité précédente avec 'inégalité (4.75) pour trouver

lim (Au, us — u)y = 0.
6—0

Par conséquent, en utilisant 1’égalité © = w nous obtenons

(4.80) lim (Aus, us — u)y = 0.
6—0

D’autre part puisque, la convergence faible de la suite {us} est garantie par le
Lemme 4.8, il en résulte que
(4.81) lim (Auw,us —u)y = 0.
6—0

Ensuite, la monotonie forte de I'opérateur A, nous conduit a
(4.82) mzr|us — w3 < (Aus — Au, us — u)y
= (Aus,us — u)y — (Au,us — u)y.

La convergence forte (4.79) est maintenant une conséquence des relations (4.80)—(4.82).
U
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Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du Théoréme 4.3.

Démonstration. Les points 1) et 2) du Théoréme 4.3 sont respectivement des consé-
quences directes des Lemmes 4.5 et 4.9. U

Notons que le résultat de la convergence (4.55) peut étre facilement étendu pour les
solutions faibles des problémes P et Ps. En effet, soient o et o les fonctions définies
respectivement par (4.1) et (4.47). En utilisant (4.7)(b) nous voyons que

(4.83) los —ollq = [[Fe(us) — Fe(u)|q < Lr|us — ullv.
Ensuite, nous utilisons la convergence (4.55) pour constater que
(4.84) os — o dans @ lorsque J — 0.

Le résultat de la convergence (4.55) et (4.84) peut s’interpréter de maniére méca-
nique de la fagon suivante : la solution faible du probléme de contact glissant avec
compliance normale, contrainte unilatérale et seuil de pénétration peut étre appro-
chée d’aussi pres que 'on souhaite par la solution du probléme de contact glissant
avec compliance normale et seuil de pénétration avec un coefficient de déformabilité
suffisamment petit.

4.5 Reégularisation

Dans cette section, nous continuons I’étude du Probléme P en utilisant une méthode
de régularisation. Soit p > 0. Nous remplagons la fonction j définie par (4.15) avec sa
régularisation j, : V x V — R définie par 1'égalité

(4.85)  jp(u,v) = /F Fi,(v,) da —|—/F Lo, (S(uw))n*v.da YVueV,v eV,

ounvy, : R — Riet¢,: R — Ry sont des fonctions différentiables définies par les
égalités

B 24+ p2—p sixz >0

(4.87) Pp(x) =224+ p?—p VzeR
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Nous avons le résultat suivant

Lemme 4.10. Soit p > 0. Soit h une des fonctions 1, ou ¢,, alors les conditions
sutvantes sont vérifiées :

(@) [h(z)=h(y)| <|z—y|l Vr,yeR,
(4.88) 0) |h(x) —|z|| <p Vo € R,

(c) |h(x)] < || Vz € R.

Démonstration. (a) Soit p > 0. Nous utilisons la définition (4.87) et la fonction ¢,

pour voir que

2 _ .2
3p(2)—=p(y) = Va2 + P2 — Y+ 2 = v~y

V2 + 2+ Y+ p?

_y). Tty
Va2 + o+ 2+

et, en utilisant 'inégalité

= (z

o4l
V% + 0+ y? + p?
nous obtenons
(4.89) [9p(2) — p(y)| < |z —yl.
Nous utilisons maintenant la définition (4.86) et (4.87), afin de voir que
(4.90) bp(x) = Yy(x) Vo >0.
Nous combinons (4.89) et (4.90) pour obtenir
(4.91) [¥o(2) = V(W) = [0,(2) = Gp(y)] < & —yl.

L’inégalité (4.91) montre que ¢ et ¢ vérifient la condition (4.88)(a).
(b) Soit p > 0. Pour tout x € R, nous avons
(492)  |By(x) = lal| = |Va2 + 22— p = Jal| = p+1al = /a2 + 2 < p.

Puis, en utilisant (4.90), nous déduisons que

(4.93) 4, ) — lal| = |,(x) — |e]] < p.
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Nous concluons que ¢ et 1 vérifient la condition (4.88)(b).

(c) En utilisant (4.86) et (4.87), il est facile de voir que

(4.94) 65(0) = ©,(0) = 0.

Par conséquent, en utilisant les définitions (4.91) pour y = 0 et (4.94), nous obtenons

(4.95) [¥o(@)] = [d,(2))] < 2],

ce qui achéve la démonstration. O

Nous utilisons maintenant des arguments similaires a ceux utilisés dans la Section
4.1 et, la fonctionnelle j, définie (4.85), pour obtenir la formulation variationnelle du
probléme de contact régularisé.

Probléme P{.. Trouver un champ de déplacements u, tel que

(4.96) u, €U, (Fe(uy) e(v) —e(uy))g + (Puy, v —u,)y

+jp(’u’pa v) - jp(’“’pa up) > (f> v - Up)v Vvel.
Nous avons les résultats d’existence, d’unicité et de convergence suivants.
Théoréme 4.11. Sous les hypothéses de (4.7)—(4.12), il existe une constante po, qui

ne dépend que de 2, I, Iy, F et S, tel que

1) Le Probleme Py, admet une solution unique si

(4.97) [£ell ooy < o

2) La solution u, du Probléme Py, converge fortement vers la solution w du Probléme

Py, c’est-a-dire.
(4.98) u, —u dansV lorsque p — 0.

Démonstration. 1) Pour résoudre Iinégalité variationnelle (4.96), nous utilisons
le Théoréme 2.15 avec X = V et K = U. Notons tout d’abord que U est un sous-
ensemble non vide fermé convexe de V. Nous utilisons ensuite 'opérateur A : V' — V
défini par (4.25), pour obtenir

(4.99) (Au,v)y = (Fe(u),e(v))g + (Pu,v)y  Vu,velV.
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En outre, en utilisant (4.26) et (4.27), il est facile de voir que A est un opérateur de
Lipschitz et fortement monotone dans I'espace V.

Ensuite, nous utilisons la fonction définie par (4.85)

Jp(u,v) :/ Fip,(v,) da—l—/ Lo, (S(uw))n* - v, da,
I3 I
par conséquent, nous avons
Jp(u,v) < / Flv,| da+/ pulS(u)|n*.v, da.
Fg FS

Nous combinons (4.7)—(4.12), (1.8) et I'inégalité précédente pour voir que

(100 jp(u,v) < co (IF e mes(T5)72 + iy |SC) ) v
Par conséquent, il en résulte que la fonctionnelle j, satisfait (2.11)(a).
Soient uq, Uy, v1, Vo € V'; en utilisant (4.85) et (4.89) nous trouvons que
Jo(u1,03) = Jp(tr, v1) + jp(ta, v1) = j, (U2, v2)

B / H(6,(S(ur) — 6,(S(uz)))m” - (var — 1) da

< / S (ur) = S(u2)||[|vzr — vir| da
I's

Ensuite, nous combinons (4.11), (4.12)(b) et (1.8) pour voir que

(4.101) Jo(ur,v2) — jo(ur, v1) + jp(ug, v1) — j,(u2, v2)
< G Ls|lpll ooy lur — wsllv[lvr — va|v.

Soit

mr

4.102 = -

Il en résulte que o ne dépend que de §2, I, I3, F et S. Par ailleurs, il résulte de (4.101)
que j, vérifie la condition (2.11)(b) avec a = ¢§Lg||pt|| (1) €t m = mz. Supposons
que (4.97) est vraie et par conséquent, nous obtenons a < mz. Nous concluons que le
Probléme P{, admet une solution unique.
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2) Soit p > 0. Nous prenons v = u dans (4.96) et v = u, dans (4.23). Ensuite, nous
additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(4103) (Aup - Au7 up - u)V S jp(upv ’U,) - jp(upv up) + .](uv up) - j(uv ’LL)
Puis, en utilisant (4.26), (4.15) et (4.85) ainsi que (4.103), nous avons
(4.104) mzllu, — ully < A+ Ay,

ou

Ensuite, nous utilisons les définitions (4.86) et (4.93) pour obtenir que

Al < F(|¢p(upu> - u;_u‘ + |¢p(ul/> - u,ﬂ) da

I3

§/ 2pF da,
I3

et, par (4.7) nous déduisons que
(4.105) Ay < 2p||F|| poo(ryymes(Is).
D’autre part, en utilisant I'inégalité triangulaire, il en résulte que
Po(S(up)) = S(u) = ¢p(S(u,)) — 9p(S(w)) + ¢p(S(w)) — S(u)
< [0p(S(wp)) = p(S(w))| + |9p(S(w)) = S(u)].
Nous combinons (4.12)(a),(b), (4.91), (4.93) et I'inégalité précédente pour voir que
(4.106) B,(S(,)) — S(u) < Lllu, — ull + p.
Finalement, nous utilisons (4.105), (4.106), (4.11) et (1.8) et nous obtenons

(4.107)
Ay + Ay

< 2| F | oy mes(I%) + GLs ll e 1y — ull? + o pmes (), — wlly
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Sous I’hypothése (4.97), il résulte de (4.104) et (4.107) que
(4.108)  (mr = a)llwy = ull} < 20|\ Fl|ooryymes () + co p mes(13)"?||w, — ully

ou
a = cyLs||pll e (ry)-

Par ailleurs, nous utilisons maintenant I'inégalité élémentaire
z,a,b>0 et 2°<ar+b = 2°<a*+2b

En conséquence, nous en déduisons que

(4.109) |w, —u|} — 0 lorsque p— 0.

Le résultat de convergence (4.98) n’est qu’une conséquence de (4.109), ce qui conclut
la démonstration. O

L’intérét dans le Théoréme 4.11 est double ; premiérement, il prouve I'existence et
I'unicité de la solution de 'inégalité variationnelle (4.96) ; deuxiémement, il montre la
convergence forte de la solution u, du Probléme P}, vers la solution w du Probléme
Py lorsque p — 0.

4.6 Formulation duale

Partout dans cette section, nous considérons le probléme de contact glissant P dans
le cas particulier ou F' = 0 et nous nous référons a ce probléme par le probléme P.
Nous définissons la fonction ¢ : V' x V' — R par I'égalité

(4.110) o(u,v) = / p(u,)v, da —i—/ uSu)n* -v.da  YVu,veV,
I3 I's

Par conséquent, il résulte de la Section 4.1 que la formulation variationnelle du
Probléme P, en termes de déplacement est la suivante.

Probléme Pyy. Trouver un champ des déplacements w tel que
(4.111) uel, (Fe(u)e(v)—e(u))g+e(u,v)—o(u,u)
>(f,v—u)y VYvel.

En outre, d’apres le Théoréme 4.1 nous avons les résultats de ’existence et d’unicité

suivants.

82



Partie IT Chapitre 4  Probléme de contact élastique

Théoréme 4.12. Supposons que les hypotheses (4.7)-(4.9), (4.11), (4.12) et (4.24)
sont vérifiées, et po est donné par (4.29). Alors le Probléme Poy admet une solution

unique.

Notons que le probléme Py est formulé en termes de déplacement et, pour cette
raison, nous disons que ce probléme représente la formulation variationnelle primale
du probléme de contact glissant Py. Notre objectif dans cette section est d’étudier
une formulation variationnelle du probléme Py, en terme de contrainte, appelée la

formulation variationnelle duale.

Soit P : @ — &(V) lopérateur de projection sur €(V) C @ et remarquons que
I'égalité (1.7) montre que 'opérateur € : V' — &(V) est inversible. De plus, ’hypothése
(4.7) implique que F : @ — @ est un opérateur de Lipschitz et fortement monotone.
De ce fait, en utilisant la Proposition 2.4, il s’ensuit qu’il est inversible. En outre
I'inverse de F, noté F 1, est encore un opérateur de Lipschitz et fortement monotone.
Par la suite, nous utilisons 'opérateur A : @ — V defini par

(4.112) Ao =e'PF o VoeqQ.

L’intérét de cet opérateur réside dans le fait qu’il facilite I'inversion de la loi constitutive

élastique, comme montré ci dessous.

Lemme 4.13. Supposons que I’hypotheése (4.7) est vérifiée et soient o € Q, v € V
tels que o = Fe(u). Alors u = Ao

Démonstration. L’¢galité o = Fe(u) montre que e(u) = F~'o et, puisque e(u) €
g(V), nous avons €(u) = Pe(u) = PF'o, ce qui implique que u = e ' PF'o. Nous
combinons cette égalité avec la définition (4.112) pour constater que u = A, ce qui
achéve la démonstration. U

Pour continuer, nous considérons une hypothése supplémentaire portant sur la
géométrie du probléme. Ainsi, nous supposons que

(4.113) il existe @ € V tel que @ = v sur [3.

Des exemples de domaines {2, avec les sous-ensembles Iy, I3 C I" pour lequel I'hypo-
thése (4.113) est satisfaite peuvent étre trouvés dans [62]. Nous utilisons maintenant
(4.113) afin de considérer ’élément g € V' donné par

(4.114) G=g0 €V.
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Par ailleurs, pour tout 7 € V' nous considérons la partie X'(n) C @ donnée

(4115) £m) = {7 € Q: (r,6(v) — €@)q +¥(mv—§) = (fv -Gy YveU}.
Ensuite, nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PLR,. Trouver un champ de contraintes o tel que
(4.116) o€ X(Ao), (Flo,7—0o)g>(e(g), T —0)g VT X(Ao).

Nous appelons par la suite PJ, la formulation duale du probléme Py. Nous étudions
maintenant le lien entre les problémes Py et 735/.

Théoréme 4.14. Sous les hypothéses (4.7)—(4.9), (4.11)—(4.12) et (4.113), nous avons
les résultats suivants :

1) Si w est une solution du Probléme Py, et que o = Fe(u), alors o est la solution
du Probleme PE,.

2) Réciproquement, si o est une solution du Probléme PE, alors il existe un unique

u €V tel que o = Fe(u), et, de plus, uw est la solution du Probléme Poy .

La démonstration du Théoréme 4.14 est fondée sur des arguments similaires a ceux
dans [62|. Néanmoins, nous avons choisi de présenter en détails la démonstration.

Démonstration. 1) Soit w une solution du probléme Py et soit o = Fe(u). Le

Lemme 4.13 implique que

(4.117) u= Ao

et, par ailleurs, (4.111) donne

(4.118) (o,e(v) —e(u))g + p(u,v) — p(u,u) > (f,v —u)y YoveUl.

Ensuite, il en résulte que les éléments 2u — g et g appartiennent & U. Par conséquent,
nous prenons v = 2u — g et v = g dans (4.118) et nous utilisons la linéarité de ¢ par
rapport a sa deuxiéme variable pour obtenir

(4.119) (0,e(u) —€(g)) + v(u,u—g) = (f,u—g)v.

Puis, nous ajoutons (4.118) et (4.119) et nous utilisons la définition (4.115) afin de

voir que

(4.120) o€ X(u)
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En outre, nous notons que (4.115) et (4.119) impliquent que

(r—o0o,e(u)—e(g))g >0 V1 e X(u)

1

et, puisque e(u) = F ‘o, nous en déduisons que

(4.121) (Flo,1—0a)g > (e(g), T —0a)g V1 e X(u).

Nous combinons maintenant (4.117), (4.120) et (4.121) pour déduire que o est une
solution du Probléme PR, ce qui conclut la premiére partie de la démonstration.

2) Supposons maintenant que o satisfait (4.116) et considérons un élément z € @
tel que

(4.122) (z,e(v))g =0 VvoeV.

Alors, en utilisant (4.115) nous déduisons que 7 = o £+ z € Y (Ao) et, en remplacant
successivement les deux égalités 7 = o + z € Y(Ao) et 7 = 0 — z € Y (Ao) dans
(4.116), nous obtenons

(4.123) (Flo —e(g),z)o = 0.
D’autre part, puisque £(V) est un sous-espace fermé de @) nous déduisons que
(4.124) e(V)*H =¢(V)

ot le symbole L indique le complément orthogonal dans ). En utilisant (4.122) et
(4.123) nous voyons que F o — e(g) L z pour tout z € g(V)* et, d’aprés (4.124)
il s’ensuit que F'o — e(g) € (V). Par conséquent, il existe w € V tel que e(u) =
Flo —€e(g). Soit uw = u+ g. Alors e(u) = F'o, i.e. 0 = Fe(u). Cela prouve la
partie liée a 'existence. L’unicité de u provient de 1'égalité (1.7). En outre, le Lemme
4.13 montre que

(4.125) Ao =u.

Ensuite, démontrons que w est une solution du Probléme Pyy. Pour cela, nous
commencgons a prouver que u € U. Soit Py : V. — U le projecteur sur la partie
convexe fermée non vide U C V. Par "absurde, nous supposons dans ce qui suit que

(4.126) wd U
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Alors u # Pyu, i.e.
(4.127) (Pyu — u, Pyu — u)y > 0.
Puis, en utilisant (4.127) et la caractérisation variationnelle de la projection nous avons
(Pru —u,v)y > (Pyu — u, Pyu)y > (Pyu — u,u)y Vo el
Ces inégalités impliquent qu’il existe o € R tel que
(4.128) (Pru —u,v)y > a> (Pyu —u,u)y VvoelU
et, en testant avec v — g € U, il en résulte que
(4.129) (Pru—u,v—g)y >a> (Ppu—u,u)y Vv eU.
Soit T = e(Pyu — u) € Q. Alors (4.129) implique
(4.130) (T,e(v) —e(g))g > a> (T,e(u))g VvelU
et, en prenant v = g dans l'inégalité précédente, nous obtenons que
(4.131) a < 0.
Supposons maintenant qu’il existe v € U tel que
(4.132) (T,e(v) —e(g))g < 0.
Nous testons avec v = A\(v —g) dans (4.130) ot A > 0. Par conséquent, nous obtenons
MNT,e(v) —e(g))g >a+(T,e(g9)g YA>D0.

Par la suite, en passant a la limite avec A — oo et en utilisant (4.132) nous en déduisons
que

—o00 > a+(T,e(g))q
ce qui contredit ’hypothése a € R. De ce fait, nous avons
(4.133) (T,e(v) —€e(g))g >0 Vvel.

Ensuite, I’égalité (4.125) combinée avec la régularité o € X' (Ao) et la définition (4.115)
impliquent que

(0,e(v) —e(@))e +j(w,v—g) > (f,v—-gly Vvel.
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Par conséquent, en utilisant (4.133) nous en déduisons que 7 + o € X(u). Nous
pouvons alors considérer 7 = T + o dans (4.116) pour trouver que

(F o, T)q > (e(g). T)o-

Nous utilisons maintenant I’égalité o = Fe(u) pour obtenir

(e(u), 7)o = (€(9), T)o
et, puisque 7 = e(Pyu — u) € @, nous trouvons que
(4.134) (Pru —u,u)y > (Pru—u,g)y.
D’autre part, en prenant v = g dans (4.128), nous obtenons
(4.135) (Pru—u,g)y > (Pru —u,u)y.

Les inégalités (4.135) et (4.134) aboutissent a une contradiction. Par conséquent, nous
déduisons que ’hypothése (4.126) est fausse, et de ce fait

(4.136) ueU.

Ensuite, nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour voir que tout
u € V, il existe un unique élément d(u) € V tel que

(4.137) o(u,v) = (d(u),v)y VoelV.
Soit
(4.138) T(u) =¢e(f —d(u)) € Q.

En utilisant (4.137), nous avons

(4139)  (7(u),e(v) —e(u))q + p(u,v) — p(u,u) = (f,v —u)v.

Nous prenons maintenant v = 2u — g dans I'égalité (4.139) et en utilisant la linéarité
de ¢ par rapport a sa deuxiéme variable il vient que

(4.140) (T(u), e(u) —e(g))q + v(uw,u—g) = (f,u—-g)v.

Ensuite, nous additionnons les égalités (4.139) et (4.140) afin de voir que

(4.141)  (7(u),e(v) —e(g))e +¢(uw,v —g) = (f,v —g)y Vvel.
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L’égalité (4.141) implique que 7(u) € Y (u) et, en utilisant (4.125), nous obtenons
7(u) € Y(Aeg). Par conséquent, en prenant 7 = 7(u) dans (4.116) et en utilisant a
nouveau l'égalité F'o = e(u), il en résulte que

(4.142) (T(u) e(u) —e(g))q = (7, e(u) - e(g))-
Nous combinons maintenant (4.140) et (4.142) pour déduire que
(4.143) (fiu—g)v = (0,e(u) —e(g))q + ¢(u,u —g)

Enfin, puisque o € Y (Ao) et avec (4.117) il vient que o € Y (u). Par conséquent,
u € U et (4.115) montrent que

(4.144) (fiu—g)y < (0,e(u) —e(g))o + pu,u - g).
Les inégalités (4.143) et (4.144) impliquent
(4.145) (0,6(9) —e(u))g +w(u,g —u) = (f,g —u)y.

En utilisant maintenant la régularité o € X' (Ao) = Y(u) combiné avec (4.145) nous
obtenons

(4.146) (o,e(v) —e(u))g +e(u,v—u) > (f,v—u)y Vvel.

Ensuite, nous utilisons la loi constitutive o = Fe(u) et la linéarité de ¢ par rapport

a sa deuxiéme variable, pour déduire
(4.147)  (Fe(u),e(v) —e(u))q + ¢(u,v) —p(u,u) = (f,v —u)y Vvel.

En combinant I'inégalité (4.147) avec la régularité w € U, il en résulte que u est une
solution du Probléme Py . Cela conclut la deuxiéme partie de la démonstration. [

Nous sommes maintenant en mesure de présenter un résultat d’existence et d’unicité

de la solution du probléme PR..

Corollaire 4.15. Supposons que les hypothéses (4.7)-(4.9), (4.11)-(4.12), (4.24) et

(4.113) sont vérifiées. Alors, le probléme PE, admet une solution unique.

Démonstration. La partie liée a 'existence est une conséquance directe du Théo-
réme 4.12 combiné avec le résultat d’équivalence dans le Théoréme 4.14 1). Pour la
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partie liée & P'unicité, nous supposons que o et o5 deux solutions du probléme PR..
Ensuite, il résulte du Théoréme 4.14 2) qu'il existe deux éléments uy, us € V' tel que

(4148) g1 — .FE(Ul), 09 = .FE(UQ).

En outre, u; et us sont solution du probléme Py . En utilisant maintenant la partie
liée a I'unicité dans le Théoréme 4.12 il vient que

(4149) U — Us.

Enfin, nous combinons les égalités (4.148) et (4.149) pour voir que o1 = o, ce qui

conclut la démonstration. O

Il résulte de la démonstration du Théoréme 4.14 que, si le champ de déplacements
u est solution de la formulation variationnelle primale Py et le champ de contraintes
o est solution de la formulation variationnelle duale PR, alors u et o sont reliés par
la loi constitutive élastique o = Fe(u). Pour cette raison, la paire (u, o) s’appelle
solution faible du probléme de contact glissant Py et nous en concluons que ce probléme

admet une solution faible unique.

4.7 Estimation de ’erreur

Cette section est consacrée a la discrétisation numérique du probléme Py et a I'ob-
tention d’un résultat théorique de ’erreur de discrétisation. Partout ci-dessous, nous
supposons que les conditions (4.7)—(4.12) et (4.24) sont vérifiées. Ainsi, il résulte du
Théoréme 4.1 que le Probléme Py admet une unique solution.

Nous rappelons 'espace suivant :
V={veH(2)":v=0 p.p. surl}}.

Nous construisons une discrétisation par éléments finis au domaine {2 qui ont compa-
tible avec la partition de la frontiére I'. Nous définissons maintenant un espace des
éléments finis V* = V N X", ot X" est un espace des fonctions continues et affines
par morceaux qui représente une approximation de H'(£2) et h désigne le paramétre
de discrétisation spatiale. De ce fait, nous définissons I’espace d’éléments finis V* C V

de la facon suivante

(4.150) Vh={v"e X":v"=0 p.p. sur}}.
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Par ailleurs, nous définissons également 1’ensemble des champs discrets cinématique-
ment admissibles par

(4.151) Ur={v"cV":v"<g pp. sur I3},

Notons que U" C U. La condition v" < g sur la frontiére Iy est satisfaite aux noeuds,
i.e., vh < gl ou ¢! est la fonction d’interpolation linéaire g.

Nous considérons maintenant le probléme variationnel approché suivant.
Probléme P. Trouver un champ de déplacements approché u™ tel que
(4.152) u" e U (Fe(u"),e(v") —e(u))g + (Pu",v" —u")y

+j(ul, o) — j(u”, u) > (f, 0" —uh)y Vo' e U

En utilisant des arguments similaires aux arguments utilisés dans la démonstration du
Théoréme 4.1 on prouve que le probléme PE admet une solution unique.

Nous allons maintenant présenter le résultat de ’estimation d’erreur entre les so-
lutions des Problémes Py et Ph.
Théoréme 4.16. Sous les hypothéses (4.7)—(4.12) et (4.24), il existe une constante ¢
indépendante de h telle que

1 1
@153)  Ju—u'ly<e it (u=oly+lu— o+ = g)

Démonstration. Sous les conditions (4.7)(c), (4.9)(c), (4.14) et (4.25) pour chaque
v, € Uy, nous constatons que

(4.154) o le(u) — e(u)|l3
< (Fe(u) — Fe(u), e(u) — e(u))

< (Fe(u) — Fe(u"), e(u) - e(u")) + / (p(uy) = p(u))(wy — uy) da

I3
= (Au — Au",u — u")
= (Au — Au" u — v") + (Au, v" — ") — (Au" v" —u").
Ensuite, nous utilisons (4.23) avec v = u” et (4.152) afin de voir que
(4.155) (Au,v" —u") — (A", v" — u") < (Au,v" — u)

+.j(uhvvh) _.7( hvuh) _'_j(uvuh) _j(u7u> + (fvu - Uh)V-
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Puis, par les inégalités (4.154) et (4.155), nous en déduisons que
(4.156) mr|le(u) —e(u")||f < K1+ Ko+ K3 + K4

ou

K, = (Au — Au", u — o),
Ky = (Au,v" —u) +j(u,v") — j(u,u) — (f,v" —u)y,
Ky = j(u,u") — j(u" u") + j(u", u) — j(u, u),
Ky =j(u",v") = j(u,v") + j(u,u) — j(u", u).
Dans ce qui suit, nous faisons une estimation de chacun des termes ci-dessus. Pour

ce faire, nous commencons par le premier terme. Nous avons la méme inégalité qu’en
(4.27), a savoir

(4.157) | K| < ‘ /Q(}"E(u) — Fe(u")) - e(u — v") dx

+ [ ) — plu)), — of) da
I's
< L lhu = @y flu = ot + Ly = 0y = 9" oy
< (Lr+ GLy) [u = wly u = o

Ensuite, pour le deuxiéme terme K5, nous avons

K, :/(Zfa(u)-a(vh—u)dij/ p(u,) (v} — u,) da

I3

+/F3 F(vi" —u,)da + /F3 pS(uw)n*.(v" —u,)da — (f,v" —u)y.

Aprés quelques calculs élémentaires reposant sur les hypothéses (4.7)—(4.12), nous
obtenons

(4.158) | K| < ([[Fe(w)llq + || fllv) [lu —v"||v
+([lp(un)l 22(ry) + I1F [l oo (ryymes (1) /2
+LS||M||L°°(F3)||U||L2(F3) + ||M||L°°(F3)||5(0v)||L2(F3)) |lu — ’Uh||L2(F3)-

Puis, pour le terme K3, nous avons

K; = /F w(S(u) — S(u"))n* (u — u,)da.
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En utilisant encore une fois les hypothéses (4.11) et (4.12)(b) ainsi que l'inégalité de
trace (1.8), nous obtenons

(4.159) | Ks| < Ll oo e — w13

Enfin, pour le quatriéme et dernier terme Ky, nous utilisons (1.8), (4.11) et (4.12)(b),
pour obtenir

(4.160) K] = i, o) — j(ut,w) + ju,w) — j(u, o)
— 1 [ (s = Su)n®. @ —u,) dal
I3
< gLl il oo (rg [l — w|[v [l — v ||y

Sous 'hypothése de petitesse (4.24), par absorption du troisiéme terme K3 et en
utilisant I'inégalité élémentaire

1
ab§5a2+@b2 V6 >0, VYa,beR
I'inégalité (4.156) devient

1 1
(4.161) lw —u"llv < cllu—v"|lv +cllu = 0"} + cllu = "7,

ce qui conclut la démonstration. O

Grace a l'inégalité de trace, nous obtenons ’estimation de ’erreur de discrétisation

||u—uh||V:O(\/ inf =o'y ).
vheuh

Nous remarquons que cette estimation d’erreur est du méme ordre que celle pré-

sentée dans [7| pour un autre modéle mathématique de contact. Cependant, elle n’est
toutefois pas d’ordre optimal. Pour cette raison, nous proposons dans la suite une
estimation d’erreur optimale avec une hypothése d’extra-régularité de la solution.

Théoréme 4.17. Sous les hypotheéses du Théoreme 4.16, si ov € L2(I3)% il existe

une constante ¢ indépendente de h telle que,

1
(4.162) |u—u"|y <c viﬂf]h (IIu — "y + flu— vh||iz(p3)>~

92




Partie IT Chapitre 4  Probléme de contact élastique

Démonstration. Sous I'hypothése de régularité supplémentaire ov € L2(I3)4, nous
donnons une nouvelle estimation du terme K. D’aprés I'égalité (4.18), nous avons

| Ky <| a,,(v,’}—u,,)dajt/ o, (v" —u,)da
Fg FS

+ [ plw,) (@ —w,) da+ / F(vi" —u,)da + / pS(uw)n*. (v — u,) dal
I

I I3

< (lowllzecry) + ol 2 + p(w)ll2(ry) + 1 F||zos (ryymes (13)H?
+Lslpell e rp 1wl o) + el oo 1S OV )| 220 ) 1w = 0|22
< cllu—v"| 12y,

ce qui implique (4.162). O

Maintenant, nous utilisons des arguments classiques utilisés dans [34|, pour obtenir
une estimation optimale de ’erreur. Pour ce faire, nous supposons que

(4.163) ue H* (), wr, € H*(I3)"

Soit IT,u € Vj, une interpolation linéaire par élément fini de la solution w, voir [15].

Dans la mesure ou la solution u a la régularité w € U on a u, < g, ce qui implique
1u € Uh.

En appliquant la théorie standard de I'interpolation par élément fini, nous avons

lw = Iyully < chllullpep,

lw — Hyul| g2y < cBP||lullgzir)a.

Ainsi, sous 'hypothése de régularité supplémentaire (4.163), nous avons ’estimation

de l'erreur optimale suivante
lu —u[ly = O(h),

ou ¢ désigne une constante indépendante de h. Cette derniére égalité implique alors
une estimation optimale de ’erreur, achevant ainsi cette section et ce chapitre. Le

lecteur souhaitant de plus amples approfondissement pourra se reporter par exemple
a |34].
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Chapitre 5

Probléme de contact élastique avec
usure

Dans ce chapitre nous abordons un probléme similaire a celui au chapitre précédent.
Il s’agit d’un probléme de contact glissant entre un corps de loi constitutive élastique
et un obstacle assimilé a une fondation. La différence réside dans le fait que dans ce
chapitre nous prenons en considération 'usure des surfaces de contact. Ceci revient
en fait, a introduire une nouvelle variable, la fonction d’usure, satisfaisant la loi d’Ar-
chard et, de ce fait le probléme est quasistatique. La nouveauté du modéle réside dans
I'utilisation de cette nouvelle variable. Ce chapitre comporte trois sections. Dans la
premiére section, nous écrivons le probléme mécanique et nous précisons les hypo-
théses adéquates sur les données afin d’obtenir la formulation variationnelle. Ensuite,
dans la deuxiéme section, nous énoncons et nous démontrons notre résultat principal
d’existence et d’unicité de la solution faible. Enfin, dans la troisiéme section, nous
présentons un résultat de convergence, portant sur la pénalisation de la contrainte
unilatérale. Le matériel présenté dans ce chapitre fait 'objet de 1'article |69].

5.1 Formulation du probléme

Le probléme peut se formuler de la maniére suivante.

Probléme S. Trouver un champ de contraintes o : 2 x R — S?% un champ de
déplacements u : 2 x Ry — R? et une fonction d’usure w : I's x Ry — Ry tels que

pour tout t € R
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(5.1) o(t) = Fe(u(t))  dans £,
(5.2) Divo(t) + f,(t) = dans 2,
(5.3) wt)=0  sur I,
(54) oty =Fylt) sur I
s WO Se alpnO w0
(un(t) = ) (0(8) + Pl (t) = w(t))) =0

(5.6) o () = pplu(t) —w(®) () s I,
(5.7 W(t) = a(t) plu,(t) —w(t)  sur T,
pour tout t € Ry et, de plus,

(5.8) w0)=0 sur I3

Ce probléme est similaire au probléme P étudié dans le Chapitre 4. La différence réside
dans ce fait que ici nous prendrons en considération I'usure de la fondation, décrite
par la fonction w. Ceci rend le modéle mathématique plus intéressant, car il conduit

a un probléme non linéaire d’évolution.

Ici ci-dessous et, pour plus de simplicité, nous ne signalons pas explicitement la
dépendance des différentes fonctions de la variable spatiale . En outre, nous rappelons
que les fonctions n* et a sont données par

v*(t)

CXOIN

ou k représente le coefficient d’usure et v*(t) est la vitesse de la fondation.

(5.9) n*(t) =

a(t) =kl (@) VEeRy,

Nous fournissons maintenant une bréve explication pour les équations et les condi-
tions du Probléme S. Tout d’abord, ’équation (5.1) représente la loi de comporte-
ment élastique du matériau dans laquelle F désigne un opérateur non linéaire donné.
Puis, (5.2) est 1’équation d’équilibre dans le cas d’un probléme quasi-statique. En-
suite, (5.3) et (5.4) représentent respectivement les conditions de déplacement et de
traction. La condition (5.5) représente la condition de contact avec compliance normale
et contrainte unilatérale dans laquelle w représente la fonction d’usure de la fondation.
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Les conditions (5.6) et (5.7) représentent respectivement la loi de frottement et la loi
d’Archard présentées dans le Chapitre 3 Section 3.4 (cf (3.47) et (3.52) ). Enfin, (5.8)
représente la condition initiale pour la fonction de I'usure, ce qui montre que a l'instant

initial la fondation est nouvelle.

Nous passons maintenant a la formulation variationnelle du probléme S et, a cette
fin, nous énoncons les hypothéses sur les données. Premiérement, nous supposons que
Iopérateur d’élasticité F et la fonction de compliance normale vérifient les conditions

suivantes.

(((a) F: 02 xS — S
(b) Il existe Lr > 0 tel que
[F(w,e1) — F(x,e2)|| < Lr|er — &
\V/€1,€2 € Sd, p-p- € 0.
(5.10) Q¢ (c) I existe mz > 0 tel que
(F(z,€1) — F(x,€2)) - (1 — €2) = mr|ler — & ?
Ve, e €SY pp. x € £
(d) L'application @+ F(z,€) est mesurable sur 2, Ve € S¢.
| (e) L'application & — F(x,0) appartient a Q.

(((a) p: I3 xR — R,.
(b) Il existe L,, > 0 tel que
p(x, 1) — p(x,72)| < Ly [11 — 72
Vry, o € R, pp.x € I3
(c) (p(®, 1) = p(a,72))(r1 —12) 2 0
Vry, 9 €R, p.p. x € [3.
(d) L'application @ — p(x,r) est mesurable sur I3,V r € R.
| (e) p(x,r) = 0 pour tout » <0, p.p. x € I5.

(5.11)

Les densités des forces volumiques et tractions surfaciques ont la régularité
(512) fo € C(R+7 L2(Q)d), f2 € C(R+, LZ(FQ)d).

Enfin, le coefficient de frottement, le coefficient d’usure et la vitesse de la fondation
vérifient les conditions

(5.13) we L>®(Iy), wplx)>0 pp. xels,
(5.14) ke L>*(I3), k(x)>0 p.p. xels,
(5.15) v* € C(R;RY) et il existe v > 0 tel que ||[v*(t)|| > v, Yt € R,.
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Notons que I’hypothése (5.15) est compatible avec le cadre physique décrit ci-dessus,
puisque, a chaque moment de temps, la vitesse de la fondation est supposée étre assez
grande. De plus, (5.9), (5.14) et (5.15) implique la régularité

(5.16) n* € C(Ry;RY), ac CRy; L™(I3)).
Et en outre
(5.17) a(t) >0 p.p. sur I3, VieR,.

Ensuite, nous rappelons I’ensemble des champs de déplacements admissibles définis
par

(5.18) U={veV:y,<g sur I3}

Par ailleurs, nous utilisons le Théoréme de représentation de Riesz pour définir la
fonction f: R, — V par ’égalité

(5.19) (f(@),v)v = (folt), v) 2@ + (F2(), V) L2(r)a,
pour tout v € V et t € R,. Il résulte de ’hypothése (5.12) que f a la régularité
(5.20) feCRy;V).

Nous supposons dans ce qui suit que le triple (o, w, w) sont des fonctions suffisam-
ment réguliéres qui vérifient (5.1)—(5.8). Soit v € U et t > 0 est donné. Nous utilisons
formule de Green (1.4) et ’équation d’équilibre (5.2) pour obtenir

/Qa(t)(s(v)—s(u(t)))dx—/g fo(t)('v—u(t))dx:/Fa(t)u-(v—u(t))da VveUl.

Ensuite, nous divisons 'intégrale de surface 17, I's et I'5. Puisque v — u(t) = 0 sur 7,
o(t)v = fy(t) sur I, en tenant compte de (5.19) on déduit que

(5:21)  (o(t),e(v) —e(u(l)))q = (F(t), v —u(l))y +/ o)y - (v —u(t))da.

I

Notons que

(5.22) ot)v-(v—u(t) =o0,t)(v, —u,(t) +o.(t) - (v: —u,(t)) sur I3
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et, en utilisant la condition de contact (5.5) et la définition (5.18) de 'ensemble U,

nous avons

(5:23) o) (v —w(t)) = (o + p(uy(t) — w(t))) (v, = g)
+(o +p(uy (1) —w(t))(g — w(t)) = plun(t) — w(t))(vy — (1))

> —p(uy (t) —w(t)) (v, — u,(t)) sur I5.

Par conséquent, en tenant compte de 'égalité (5.22) et en utilisant l'inégalité (5.23)
et la loi de frottement (5.6) on voit que

(5.24) /F ot - (v — ult)) da > —/ Pl (t) — w(t) (v, — w (1)) da

I3

— [ () = O () - @, = urle) do

Nous combinons maintenant (5.21) et (5.24) pour obtenir que

(5.25) (o(t),e(v) —e(u(t)))o + / p(u, (t) —w(t)) (v, — u,(t)) da

I's

+/F pp(uy(t) —w(t))n’(t) - (v- —u-(t)) da = (f(t),v —u(t))y Voel

En outre, la condition de déplacement (5.3), la premiére inégalité dans (5.5) et
(5.18) impliquent que u(t) € U. Enfin, nous intégrons 'équation différentielle (5.7)
avec la condition initiale (5.8) pour voir que

(5.26) w(t) = /0 a(s) pluy(s) —w(s)) ds.

Nous combinons maintenant la loi de comportement (5.1), 'inégalité variationnelle
(5.25), et I’équation intégrale (5.26) pour obtenir la formulation variationnelle du pro-
bleme S suivante.

Probléme SY. Trouver un champ de contraintes o : R, — Q, un champ de déplace-
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ments u : Ry — U et une fonction d’usure w : R, — L*(I3) tels que

(527)  o(t) = Fe(u(t)),

(5.28)  (o(t), e(v) — e(u(t))o + / Dl (t) — w(t)) vy — uu(t)) da

I3

+[jwwxw—w@mmw«w—uw»mzaﬂmv—uw»-vvem

529 wlt)= [ a()plunls) —w(s) ds
pour tout t € R,

La solvabilité unique du Probléme SV sera démontrée dans la section suivante. Un
triplet (o, w, w) qui satisfait (5.27)—(5.29) s’appelle solution faible de Probléme S.

Nous terminons cette section avec quelques commentaires supplémentaires sur notre
modéle de contact. Supposons que le probléme (5.1)—(5.8) admet une solution classique.
Alors, puisque p et p sont des fonctions positives, il découle de (5.7) que w(t) > 0 pour
tout ¢, et donc w(t) est croissante, en chaque point de la surface de contact. En outre,
si & un moment ¢y nous avons w(ty) = g, en utilisant I’équation (5.7) et les propriétés
(5.11) de la fonction p, il en résulte que w(ty) = g pour tout t > ty. Ce comportement
montre que 'usure de la fondation est limitée par la contrainte w(t) < g.

5.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous énoncons et prouvons le résultat de I’existence d’unicité sui-

vant.

Théoréme 5.1. Supposons que les hypothéses (5.10)—~(5.15) sont satisfaites. Alors il
existe une constante py qui ne dépend que 2, 17, I3, F et p, tel que, si

(5.30) [ tll 2o () < o,

alors le Probleme SV admet une solution unique. De plus, la solution présente la
réqularité

(5.31) o€ CR;Q), ueCRyU), weCH(Ry; L (I3)).

et, en oultre,

(5.32) w(t) >0 pp surly, VieR,.
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Nous concluons de ce qui précéde que le Probléme & admet une solution unique, a
condition que les hypothéses du Théoréme 5.1 sont satisfaites. En outre, notons que
la condition (5.30) représente une condition de petitesse sur le coefficient de frotte-
ment qui est souvent nécessaire dans 1’étude des problémes de contact statiques ou
quasi-statiques avec frottement. La question de savoir si cette condition décrit une
caractéristique intrinséque du processus de frottement ou si elle représente qu’une li-
mite de nos outils mathématiques; c’est une question ouverte qui mérite étre étudiée
a 'avenir.

La démonstration du Théoréme 5.1 sera réalisée en plusieurs étapes. Dans la pre-
miére étape, nous supposons que la fonction w € C(R,; L*(I3)) est donnée et nous

construisons le probléme intermédiaire suivant.

Probléme SY. Trouver un champ de déplacement u,, : Ry — U tel que

(5:33) (Fe(uu(t)),e(v) — e(un(t)))q + / Pt (1) = w(t))(vy — uwy(t)) da

+/F pp (U (t) = w(@)) (1) - (vr = wur(t)) da = (f(1),v —wu(t))v Vo e,

pour tout t € R,..

Dans I'étude du Probléme SV nous avons le résultat de l'existence et d’unicité

suivant.

Lemme 5.2. [l existe une solution unique du Probléeme SY qui satisfait w, €

Démonstration. Soit ¢t € R, et soit opérateur A,; : V — V défini par

(5.34) (Apru,v)y = (Fe(u),e(v))g + / p(u, — w(t))v, da

I3

+/ up(u, —w(t))n*(t) - v.da  Vu,veV.
I's

Nous utilisons les hypothéses (5.10), (5.11), (5.13) et 'inégalité (1.8) pour voir que
lopérateur A,; est de Lipschitz, c’est-a-dire qu’il vérifie I'inégalité

(5.35) lAwius = Awa|lv < (Lr + G Lp(1 + [l ze(ry)) llua — wellv,

pour tout uy, us € V.
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Ensuite, nous introduisons la constante py définie par

mr

9.36 =
( ) /’I’O C%Lp’

qui, visiblement ne dépend que de (2, I3, I3, F et p. Supposons que ’hypothése de
(5.30) est vérifice. Alors, nous obtenons

(5.37) ALyl < m.

Nous utilisons & nouveau les hypothéses (5.10), (5.11) et les inégalités (1.8) et (5.37)
pour déduire que lopérateur A,; est fortement monotone, c’est-a-dire qu’il satisfait a

I'inégalité
(5.38) (Awter — Aptia, w1 — U2)y > (mz — gLyl oo (ry)) lur — wa|7,

pour tout w;, uy € V. Par le Théoréme 2.13 1), nous en déduisons qu’il existe un

unique élément u,,; € U tel que
(5.39) (AptUout, © — Uy)y > (F(1),v — )y Vo eU.

Nous notons w,; = u,/(t). Ensuite, il découle de (5.39) et (5.34) que u,(t) € U est
un élément unique qui résout l'inégalité variationnelle (5.33). Ce qui conclut la partie

d’unicité de la solution.

Nous prouvons maintenant la continuité de la fonction t — w,(t) : Ry — V. Soient
t1, to € R, . Nous désignons par w,(t;) = u;, w(t;) = w;, f(t;) = f;, n*(t;) = n}, pour
i = 1,2. En outre, nous utilisons des arguments standard dans (5.33) pour constater

que
(Fe(ur) — Fe(uz), e(ur) — e(ua))q < (f1 = f2, w1 — u2)y

+/F [p(u1, — wi) — p(ug, — wy)][(ug, — wa) — (w1, — wr)] da
+/F [p(u1, — wi) — p(ug, — ws)](ws — wy) da
+/F 1 [p(ur, — wi)ny — p(ug, —wr)ni] - (ug, — ui,) da

+/ wp(ug, — wa)ni — p(ug, — we)ni] - (war — uy,) da.
I3
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Donc, sous les hypothéses (5.10), (5.11), (5.13) et (1.8), nous obtenons

(mz — Lyl pll oo (ry)) || w1 — ua [,

< <00Lp(1 + |l oo ) lwr — wall L2y + [ F1 — Fallv

+cop(9) |1l ooyl — n;”) lwr = sy + Lyllwr — wa[Zopy-
Nous utilisons maintenant I'inégalité (5.37) et I'inégalité élémentaire
r,y,2>0 et 2?2 <yr+z = 22 <y 422
pour obtenir que

(5.40)  [lus — usf)}

2
< allwr = walliary + 1F1 = foll + i = n51) " +bllwn = wallfegey);

ol a et b désignent deux constantes positives qui ne dépendent pas de t; et 5. Nous
combinons l'inégalité (5.40) avec les hypothéses (5.16), (5.20) et la régularité w €
C(Ry; L*(I3)). Nous déduisons que d’ici w,, € C(Ry; V). Ainsi, nous concluons, par
le Lemme 5.2 la partie de 'existence de la solution, ce qui conclut la démonstration
du lemme. O

Nous considérons maintenant 'opérateur A : C(R,; L*(13)) — C(R; L*(I3)) dé-
fini par

(5.41) Aw(t) = /0 a(s) p(uy,(s) —w(s)) ds,

pour tous w € C(Ry; L?(I3)), oll u, est la solution unique du Probléme SY. Nous
avons le résultat de point fixe suivant, qui représente la deuxiéme étape de la démons-
tration du Théoréme 5.1.

Lemme 5.3. L opérateur A admet un unique point five w* € C(R,; L*(I3)).

Démonstration. Soient wy,wy € C(R; L*(I3)). Pour simplifier, nous notons par
u;, ¢ = 1,2 les solutions des problémes S}U/i, c’est-a-dire que u; = u,,,. Soient n € N et
t € [0,n]. Nous utilisons la définition (5.41) de l'opérateur A et les hypothéses (5.11),
(5.14) et (5.15) afin de déduire que

(5.42) | Awy (t) — Awa(t) || L2(ry)

<o (o [ (o) =t ds + [ Tun(s) = o)l ).
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ou

0 = Lyll K=y ma 0" ()]

)

D’autre part, l'utilisation des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstra-
tion (5.40) donnent

(5.43) [ua () = ua(t)llv < Va+bllwi(t) = wa(t)]| 2(r)-

Nous combinons maintenant les inégalités (5.42) et (5.43) pour déduire que

t
(544) ||Aw1(t) — Aw2(t)||L2([‘3) < U:; (Co\/ a—+b+ 1) / ||U)1(S) — w2(5)||L2(p3).

0
Le Lemme 5.3 est maintenant une conséquence directe du Théoréme 2.14. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour fournir la démonstra-

tion du Théoréme 5.1.

Démonstration. Euzistence. Soit w* € C(R; L?(I3)) 'unique point fixe de 'opéra-

teur A et soient u*, o* définis par
(5.45) w*(t) = wy (1),
(5.46) o’ (t) = Fe(u'(1)),

pour tout ¢ € Ry. Nous rappelons que w* = Aw* et en utilisant des égalités (5.41) et
(5.45) nous déduisons que

(5.47) w*(t) = /0 a(s) p(uy(s) —w*(s))ds

pour tout t € Ry. Nous montrons que le triplet (o*, u*, w*) satisfait (5.27)-(5.29).
Premiérement, nous remarquons que (5.27) est une conséquence directe de (5.46).
Ensuite, nous écrivons l'inégalité (5.33) pour w = w* et nous utilisons la notation
(5.45), (5.46) pour voir que (5.28) est validé. Puis, (5.29) découle de (5.47). Nous
concluons de ce qui précéde que le triplet (o*, u*, w*) représente une solution du
probléme SY. La régularité exprimée dans (5.31) est une conséquence directe de la
Lemme 5.2 combinée avec ’hypothése (5.10) et de formule (5.47). Enfin, la condition
(5.32) découle de (5.47), puisque « et p sont des fonction positives, tel qu’il résulte de
(5.17) et (5.11)(a).

Unicité. L'unicité de la solution découle de la solvabilité unique du Probléme S
fournie dans le Lemme 5.2, combinée avec 'unicité du point de 'opérateur A défini
par (5.41). O
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5.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous fournissons un résultat de convergence dans ’étude du pro-
bléme S, basée sur la pénalisation de la contrainte unilatérale et des arguments simi-
laires & ceux utilisés dans [67]. Nous supposons dans ce qui suit que les hypothéses
(5.10)—(5.15) et (5.30) sont satisfaites. Nous rappelons que f est donnée par (5.36).
Puis, il résulte du Théoréme 5.1 que le probléme SY admet une solution unique. En-

suite, pour chaque p > 0 nous considérons le probléme de contact ci-dessous.

Probléme S,. Trouver un champ de contraintes o, : 2 x Ry — S?, un champ de
déplacements u, : 2 x Ry — R? et une fonction d’usure w, : I3 x Ry — R, tels que

(5.48) o,(t) = Fe(u,(t))  dans £
(5.49) Divo,(t) + fot) =0  dans £,
(5.50) w,(t) =0  sur I,
(5.51) o, (= fo() sur I,
552 00 +Plull) = 0, 0) + Pl ~9) =0 sur T3,
(5.53) (1) = pplup(t) —w, () n' () sur I,
(5.54) (1) = alt) plup (t) = w, () sur I,

pour tout t € R, et, de plus,

(5.55) w,(0)=0  sur I

Notons qu’ici et ci-dessous u,, est la composante normale du champ de déplacement
u, et o,, et o, représentent respectivement les composantes normale et tangentielle
du tenseur o,. Par ailleurs, nous rappelons que les fonctions n* et a sont définies par
(5.9). Les équations et les conditions aux limites du Probléme (5.48)—(5.55) ont une
interprétations similaires a celles dans le probléme (5.1)—(5.8). La différence vient du
fait qu’ici, nous avons remplacé la condition de contact (5.5) avec la condition (5.52),
c’est-a-dire que nous supprimons la contrainte unilatérale. Dans (5.52) p représente un
paramétre de pénalisation qui peut étre interprété comme un coefficient de déforma-

tion de la fondation, alors que % est le coefficient de rigidité de surface.
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Nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la Section 5.2, afin
d’obtenir la formulation variationnelle du Probléme S, suivante.

Probléme 8;/. Trouwver un champ de contraintes o, : Ry — Q, un champ de dépla-
cements u, : Ry — Vet une fonction d’usure w, : Ry — L*(I3) tel que

(5.56) o,(t) = Fe(u,(t)),

(5.57)  (op(t),e(v))q + / Pt (t) = w,(t))v, da

I's

+[¢wwww—mwwm%wwﬂm+%«mxmvw=aﬂmvw Y eV,

538)  wt)= [ als)plunls) — w, () ds.

pour tout t € R,..

Ici G représente l'opérateur défini dans le Chapitre 4 par (4.53). Le théoréme
suivant indique la solvabilité unique du Probléme S;/ et décrit le comportement de
sa solution lorsque p — 0.

Théoréme 5.4. Supposons que les hypotheses (5.10)—(5.15) et (5.30) sont vérifiées,
avec o donnée par (5.36) Alors :

1) Pour chaque p > 0 il existe une solution unique du Probléme S;/. De plus, la

solution présente la régularité suivante

(5.59) o, € C(Ry;Q), wu,cCRy;V), w,e C'(Ry; L*(I3)).
2) Pour chaque n € N il existe w, > 0 tel que

(5.60) lu,(t)]v < w, Vtel[0,n], Vp>0.

3) La solution (o ,,u,, w,) du Probléeme S} converge vers la solution (o, u,w) du
Probleme PV, i.e.

(5.61) lop(t) — o (t)llq + lup(t) — w(t)|lv + [Jw,(t) — w(t)l[2(r) — 0

lorsque p — 0.

pour tout t € R,
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La démonstration du Théoréme 5.4 sera donnée en plusieurs étapes. Nous suppo-
sons dans ce qui suit que les hypothéses (5.10)—(5.15) et (5.30) sont vérifiées. Dans la

premiére étape, nous considérons le probléme variationnel intermédiaire suivant.

Probléme gl‘,fp. Etant donnée w € C(Ry; L*(I3)) qui satifait (5.32), trouver un champ
de contraintes u, : Ry — V tel que

(5.62) (Fe(u,(t)),e(v))g + / (U (t) —w(t))v, da

" / (i (1) = (O (1) - v, o+~ Gl 1).0) = (F(0).v)y vV,

pour tout t € R,..

Notons que le Probléme Sy est similaire au probléme S} examiné dans la Section
5.2. Sa solution dépend de p et w mais, pour plus de simplicité, nous n’indiquons pas
explicitement la dépendance de la solution par rapport a w.

Nous avons les résultats de I'existence, d'unicité et de convergence suivants.

Lemme 5.5. 1) Pour chaque p > 0 le probléme SZP admet une solution unique qui
satisfait u, € C(Ry; V).
2) Pour chaque n € N il existe w, > 0 qui ne dépend pas de w tel que

(5.63) |,y <w.  Vte[o,n], ¥Vp>o0.

3) La solution w, du Probléeme gl‘,fp

du Probleme SV, i.e.

converge vers la deuxiéme composante de la solution

(5.64) llw,(t) —u(t)|ly =0 lorsque p—0,
pour tout t € R,

Démonstration. 1) Soit p > 0 est fixé et soit ¢t € R, . En utilisant la définition (5.34)
de l'opérateur A,;, on en déduit que I’équation variationnelle (5.62) est équivalent a

I’équation
- - 1
(5.65) u,(t) €V,  Aupu,(t) + P Gu,(t) = ().

Rappelons que les inégalités (5.35), (5.37) et (5.38) montrent que A,; est un opérateur
fortement monotone et de Lipschitz sur V. Par conséquent, en tenant compte de (4.56),
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nous sommes en mesure d’appliquer le Théoréme 2.14 2) avec X =V et K = U. De
cette facon, on en déduit l'existence d’un élément unique w,(t) qui résout (5.65). La
continuité de la fonction ¢ — u,(t) : Ry — V découle des estimations semblables a
celles utilisés dans la démonstration du Lemme 5.2.

2) Soient n € N, p > 0 et soit t € [0,n] est fixé. Nous utilisons ’équation (5.65)

pour déduire que
(Awitty(t), w,(8))v + % (G(uy(t), wy(t))v = (F(2), w,y(t))v-
Ensuite, nous utilisons les propriétés (4.56)(a) et (c) de l'opérateur G pour voir que
(G(u,(t), u,(t))y > 0
et, par conséquent,
(5.66) (Auwet, (1), 8, ())v < (F(1), wp(t))v-

Nous utilisons maintenant l'inégalité (5.38) avec u; = u,(t) et uy = Oy afin de voir

que
(5.67) (Awety(t) = AuiOv, @y (t))v > (M — gLl ll oo )12, (1) -
Nous combinons les inégalités (5.66), (5.67), (5.30) et I'égalité (5.36) pour obtenir
(5.68) [, ()llv < c([FOlv + [[AwOv|lv)

ou ¢ > 0 est une constante qui est indépendante de n, t, p et w. En outre, puisque w
satisfait (5.32), par la définition (5.34) de 'opérateur A, et la propriété (5.11) (e) de
la fonction p il en résulte que

(5.69) [AwOv [lv < [|Fe(0v)llo-
L’inégalité (5.63) suit maintenant des inégalités (5.68), (5.69) et la régularité (5.20).

3) Soit p > 0 est fixé et soit ¢ € R,. Nous substituons (5.27) dans (5.28). Ensuite,
nous utilisons la définition (5.34) de l'opérateur A,, pour voir que

(5.70) u(t) €U, (Agau(t),v —u(t))y > (FE),v —ul))y, Vovel.

La convergence (5.64) est maintenant une conséquence directe de I'égalité (5.65), de
I'inégalité (5.70) et le Théoréme 2.13 3). O

Nous sommes maintenant en mesure de fournir la démonstration du Théoréme 5.4

qui représente le résultat principal de cette section.
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Démonstration. 1) La solvabilité unique du Probléme S;/ découle des arguments
similaires a ceux utilisés dans la démonstration du Théoréme 5.1. Néanmoins, nous
notons que l'ingrédient principal de la démonstration est le résultat de ’existence et
d’unicité dans le Lemme 5.5, combiné avec le résultat de point fixe dans le Théoréme
2.14.

2) L’inégalité (5.60) représente une conséquence directe de (5.63), puis les égalités

\%4

(5.56) et (5.57) impliquent que la fonction wu, satisfait le probleme S, , avec w = w,,.

3) Soient t € Ry, n € Net t € [0,n]. Soit p > 0. Nous utilisons 'inégalité
triangulaire afin de voir que

(5.71) [uo(®) = w(@)llv < [[w,(t) =, (B)llv + [[w,(t) = u(®)]lv-

D’autre part, nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la démons-

tration de (5.43), pour voir que
(5.72) laa,(8) — w(Ollv < Va+ blluy(t) — w(®)l2r

ol a et b représentent des constantes positives qui ne dépendent pas de n, t et p.
En outre, en utilisant les équations intégrales (5.29), (5.58), 'hypothése (5.11) sur la
fonction de la compliance normale p, la régularité (5.16) sur « et le lemme de Gronwall

que nous obtenons

(5.73) Jap6) = 0y < 6 [ ugls) = o)l ds.

Ici et ci-dessous ¢, représente une constante positive qui dépend de n mais ne dépend
pas de t et p, et dont la valeur peut changer de ligne en ligne.

En combinant maintenant les inégalités (5.72) et (5.73), nous obtenons

(5.74) @ (t) = w,(B)llv < C"/o [wp(s) — w(s)[|v ds.

Par conséquent, a partir des inégalités (5.71) et (5.74) nous avons

(5.75) [, (1) —u(®)]lv < C"/o [up(s) = wls)llv ds + [lw,(t) — u(t)]lv.

Nous utilisons a nouveau le lemme de Gronwall pour déduire que

(5.76)  Jlu,(t) —u@®)llv < [lu,(t) —uw®)]yv + Cn/o e[, (s) — u(s)|lv ds.
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Notons que e“(=3) < et < emn pour tout s € [0,t] et, par conséquent, (5.76) implique
que

(5.77) [up(t) = u(®)llv < [[w,(t) = u)v + cpe™ /Ot [@o(s) — uls)v ds.

D’autre part, (5.63) et (5.64) nous permettent d’utiliser le Théoréme de convergence
de Lebesgue pour voir que

t
(5.78) / llw,(s) —u(s)|lyds =0  lorsque p— 0.
0

Par conséquent, en utilisant (5.77), (5.64) et (5.78) nous concluons que
(5.79) llu,(t) —u(t)|ly =0  lorsque p— 0.

Ensuite, nous utilisons (5.27), (5.56) et les propriétés (5.10) de l'opérateur F pour
obtenir

(5.80) lop(t) — o (B)lle < Lrllu(t) — u(®)]v.

Nous combinons maintenant les inégalités (5.80) et (5.73) pour voir que
(5.81) lop(t) = a(®)lle + luy(t) = w(t)llv + [wp(t) = w(t)L2(ry)
t
< o (uplt) = w@lv + [ (o) — u(s) - ds).
0

Enfin, (5.60) et (5.79) nous permettent d’utiliser encore une fois le Théoréme de conver-
gence de Lebesgue. Ainsi, nous passons a la limite dans (5.81) lorsque p — 0 pour
obtenir (5.61), ce qui conclut la démonstration. O

En plus de l'intérét mathématique dans le résultat de la convergence (5.61) il est
important du point de vue mécanique, car il montre que la solution faible du probléme
de contact élastique avec compliance normale, contrainte unilatérale et usure peut étre
approché d’aussi pres que ['on souhaite par la solution du probléme de contact élastique
avec compliance normale et usure, avec un coefficient de déformabilité suffisamment

petit.
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Chapitre 6

Probléme de contact viscoélastique

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme quasistatiques de contact glissant entre
un corps viscoélastique et un obstacle assimilé a une fondation. Dans ce probléme, le
contact est modélisé avec compliance normale, contrainte unilatérale et terme de mé-
moire. La nouveauté du modele réside dans 1'utilisation de cette condition du contact.
Le chapitre est structuré de la maniére suivante. Nous présentons tout d’abord le pro-
bléme physique. Puis, nous décrivons une formulation variationnelle du probléme de
contact. Ensuite, dans la deuxiéme section, nous démontrons un résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible. La démonstration est basée sur des arguments d’in-
égalités variationnelles avec opérateurs de mémoire. Puis, dans la troisiéme section,
nous prouvons un résultat de convergence. Plus précisément, nous établissons que la
solution du probléme d’origine dans lequel on introduit une perturbation de certaines
données converge vers la solution du probléme non perturbé lorsque le paramétre de
la perturbation tend vers 0. Enfin, dans la quatriéme section, nous allons considérer
une approximation numeérique du probléme variationelle, basée sur une discrétisation
temporelle et spatiale. Pour ces schémas discrétisés nous allons obtenir un résultat de
I’estimation de ’erreur. Une partie du matériel présenté dans ce chapitre fait ’objet
de Darticle |71].

6.1 Formulation du probléme

Le probléme classique se formule comme suit :

Probléme Q. Trouver un champ de déplacements w : 2 x R, — R? et un champ de
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contraintes o : 2 x Ry — S? tels que
t

(6.1) o(t) = Ae(u(t)) —i—/ B(t —s)e(u(s))ds  dans {2,
0

6.2 Dive(t)+ f,=0  dans {2,

D
w

u(t)=0 sur  I7,

D
o

(6.2)
(63)
(6.4) oty = fo(t)  sur I3,
(6.5) —o.(t) = p|Ro, ()| n* sur I3,
pour tout t € Ry, et il existe £ : I's x Ry — R qui satisfait

w(t) g, ou(t) +p(u,(t) +€(4) <0, )

(uu(t) - g) (Uu(t) +p(uu(t)) + g(t)) = 07

6o 00 <F( [ b—sui(ds) N
E(t)=0 si u,(t) <0,

£(1) :F(/Ot bt — s)ut(s) ds) si u(t) > 0

J

pour tout t € R,

Ici et ci-dessous, afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la
dépendance des différentes fonctions de la variable spatiale x. Nous décrivons mainte-
nant les équations et les conditions aux limites du probléme Q.

Tout d’abord, I’équation (6.1) représente la loi de comportement viscoélastique a
mémoire longue, ou A représente 'opérateur d’élasticité, B est le tenseur de relaxa-
tions. Détails et divers interprétations mécaniques concernant ce genre des lois peuvent
étre trouvées dans [25, 46, 65|, par exemple. L’équation (6.2) représente 1’équation de
I’équilibre. Nous supposons que le processus est quasi-statique et, par conséquent, nous
négligeons le terme d’inertie dans I’équation du mouvement. Les conditions (6.3) et
(6.4) sont respectivement la condition de déplacement et la condition de traction. Les
conditions (6.5) et (6.6) caractérisent respectivement la loi de frottement de Coulomb
régularisé et la loi compliance normale, contrainte unilatérale et terme de mémoire. Ici
n* est un vecteur unitaire et R est un opérateur de régularisation associées aux condi-
tions aux limites de contact. Pour de plus amples précisions sur ce type de condition
de contact, nous renvoyons le lecteur au Chapitre 3 Section 3.3 et 3.4 (cf (3.33), (3.39)
et (3.42)).
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Dans I'étude du probléme Q nous supposons que 'opérateur d’élasticité A et le
tenseur de relaxation B vérifient les conditions suivantes :

(((a) A: 2 xS?— S%
(b) 1l existe L4 > 0 tel que
[A(z, €1) — A, &2)[| < Laller — &
Ve, e €SY pp. x €L
(c) 1l existe m 4 > 0 tel que

&7) (Alz.e1) ~ Al £2)) - (€1 — ) > maler — ol
Ve, &g € Sd, p.p. x € (2.
(d) L'application @ +— A(x,€) est mesurable sur (2,
pour tout € € S°.
| (e) L'application « — A(x,0s¢) appartient a Q.
(68) B e C(R-i-; Qoo)

Par ailleurs, nous supposons que les forces volumiques f et des forces de tractions
fo ont la régularité suivante :

(6.9) fo€ L)%, fy € C(Ry; L*(13)").

De méme, nous supposons que la fonction de compliance normale p et la fonction
de seuil de pénétration F' vérifient les conditions suivantes :

(((a) p: I3 xR — R,.
(b) Il existe L,, > 0 tel que
Ip(x,r1) — p(@,12)| < Ly [r1 — 72
Vry, o € R, pp. x € I3,
(6.10) (©) (o, 1) — pl,12)(ry — 1) > 0
Vry,rs €ER, p.p. x € I3.
(d) L’application @ — p(ax,r) est mesurable sur I3,
pour tout r € R.
| (e) p(x,r) = 0 pout tout <0, p.p. x € I5.

( (a)FIF3XR—>R+.

(b) Il existe Ly > 0 tel que
|[F(@,r1) — F(®,12)| < Lp|ri — o

(6.11) Vry, rs €R, p.p.x € I3,

(c) L'application @ — F'(x,r) est mesurable sur [,
pout tout r € R.

(d) F(x,0) =0 p.p. € I3.

\
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Nous supposons également que la fonction de mémoire de surface et le coefficient

de frottement vérifient les conditions suivantes :

(6.12) be C(Ry; L>®(I3)), b(t,x) >0 pour tout t € Ry, p.p. © € I3,

(6.13) we L>X(I3), ule)>0 pp. xels,

Dans ce qui suit, nous considérons ’ensemble des champs de déplacements admis-
sibles et I’ensemble des champs de contraintes admissibles définis par

(6.14) U={veV :v,<g sur I3, },

(6.15) Y={r€Q : Divr+ f,=0 dans 2},

Remarque 6.1. D’aprés ’hypothése (6.9), on voit que la fonction f, ne dépend pas
du temps et, par conséquent, I’ensemble X' ci-dessus ne varie pas lorsque t € R,. En
considérant le cas f, = f(t) rend X dépendant du temps ce qui génére des difficultés

mathématiques supplémentaire qu’on a souhaitées éviter dans ce mémoire.

Nous remarquons également que sous les hypothéses g > 0 et f, € L?(2)¢ les
ensembles U et X' sont respectivement des sous-ensembles fermés, non vides et convexes
des espaces V et Q).

Nous supposons maintenant que (u, o) sont des fonctions suffisamment réguliéres
qui vérifient (6.1)—(6.6). Soient v € U et t € R, donné. Tout d’abord, nous utilisons
I'équation d’équilibre (6.2) et la condition de contact (6.5) pour voir que

(6.16) u(t) € U, o(t)e X.

Ensuite, nous utilisons la formule de Green (1.4) et I’équation d’équilibre (6.2), pour
obtenir

/Qa(t) (e(v) — e(u(t))) dz = /Qfo (v — u(t)) de + /F ot - (v — ult)) da.

Nous divisons U'intégrale de surface sur I, s et I3 et, comme v — u(t) = 0 p.p. sur
I, o(t)v = f4(t) sur Iy, nous déduisons que

/Qa(t) - (e(v) —e(u(t))) de = /Qfo (v —u(t)) de

+ i Fo(t).(v —u(t)) da + /F o(t)v - (v—u(t))da.
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En outre, étant donné que
(v - (v —ult)) = 0, (1) (v, — u, (1) + o4 (1) - (vr — u,(1)) sur T,

en utilisant la loi de frottement (6.5) nous avons
(6.17) /Qa(t) - (e(v) — e(u(t))) dx
~ [ fo-w—undr+ [ £00)- (o= ue) da

+/ o, (t) (v, — uy(t)) da — / pu|Ro,(t)|n* - (v, — u.(t)) da.
Fg FS
Nous écrivons maintenant

oy (t)(vy — (1)) = (0, () + p(un (1)) + (@) (v = g)
+ (00 (t) + p(uy (1)) + £(1))(g — w (1))

— (p(uy (1)) + &) (vy — uy (1)) sur I,

puis nous utilisons la conditions de contact (6.6) et la définition (6.14) de 'ensemble
U pour obtenir

618) (B — u() = —(p(u() + )0, — u () sur I,

Nous utilisons (6.6) encore une fois, et ’hypothése (6.11) (a) sur la fonction F' afin de
voir que

(6.19) F ( /0 bt — s)uj(s)ds) (0 —ut(t)) > E(t)(vy — u(t)) sur .

Ensuite, nous additionnons les inégalités (6.18) et (6.19) et nous intégrons le résultat
sur I35 pour constater que

(6'20) /F Uu(t)(vu - u,,(t)) da 2 _/ p(u,,(t))(v,, - u,,(t)) dCL

I3

_ /F ¥ ( /0 bt — s)uj(s)ds) (v — ut(t)) da.
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Enfin, nous combinons (6.17) et (6.20) afin de déduire que

(6.21) /fo(t)-(s(v)—E(U(t)))déBJr/ p(u(t)(vy — uy(t)) da

I

Ry bt - i (5)ds) (v i) dat | RO (v = (1) do

> [ fo-(o-u®)det | fi(0).00 - u(t)) da

Nous rassemblons maintenant la loi constitutive (6.1), 'hypothése (6.16) et l'in-

égalité (6.21) pour obtenir la formulation variationnelle du probléme Q suivante.

Probléme Qy. Trouver un champ de déplacements uw : Ry — U et un champ de
contraintes o : Ry — X tels que

(6.22)  o(t) = Ae(u(t)) +/0 B(t — s)e(u(s)) ds,

(6.23) /Qa(t) - (e(v) — e(u(t))) dex +/ p(uy(t)) (v, —u,(t)) da

I

v R ( / e - s>u:<s>ds) o —ul)da+ | oDl (0, — we(t)) da

> /Q for =) de+ [ L0 = ult) da
pour tout t € R,

Nous remarquons que Qy représente un systéme comprenant une équation intégrale de
(6.22) et une inéquation variationnelle (6.23). Un couple (u, o) qui satisfait (6.22) et
(6.23) est appelé une solution faible du probléme de contact glissant Q. La solvabilité
de ce systéme fera l'objet de la section suivante.

6.2 Existence et unicité de la solution

Dans I’étude du probléme Q, nous avons le résultat de I’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 6.2. Supposons que les hypothéses (6.7)—(6.13) sont vérifies. Alors il
existe une constante positive g qui ne dépend que de (2, I, I3, R et A de tel que le
Probleme Qy admet une solution unique, si

(6.24) litlzeersy < .
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Par ailleurs, la solution satisfait

La démonstration de ce théoréme sera donnée en plusieurs étapes. Pour la présenter,
nous supposons dans ce qui suit que les conditions (6.7)—(6.13) sont vérifiées et nous
commencons pour introduire quelques notations. Tout d’abord, nous introduisons les
opérateurs A:V — Vet R:V x Q — L*(I3) définis par

(6.26) (Au,v)y = (Ae(u),e(v))g +/F p(u,)v, da Vu,v eV,
(6.27) R(u,z) = |R(Ps(Ae(u) + 2)) | VueV, zeqQ,

ou Py : Q — X représente 'opérateur de projection. Avec l'inclusion X' C )1, I'opé-
rateur R est bien défini.

Ensuite, nous considérons I'espace Z = Q x L*(I3) x Q ainsi que les opérateurs O :
C(Ry; V) = C(Ry;Q), d: C(Ry; V) — C(Ry; L*(I3)) et .7 C(Ry; V) — C(Ry; Z)
définis par

(6.28) (Ov)(t) = /0 B(t — s)e(v(s)) ds,

(6.29) (Pv)(t) = F (/0 b(t — s)vj(s)ds) ,
(6.30) FLv(t) = (Ovu(t), Pv(t), Ov(t)),

pour tout v € C(R; V), t € R,.

Finalement, nous définissons les fonctions j : Z x V xV — Ret f: R, — V par

631)  (w.u.w) = (@.e(0))o + .0 )iy + (R, 2)n",0.) 12y

Vw=(x,y,2) € Z, u,vev,
(6.32) (f(t),v)V:/ foovdrt | fo(t)-vda VvcV, teR,.
0 I
Nous avons maintenant le résultat de I’équivalence suivant.

Lemme 6.3. Supposons que u € C(R;U) et o € C(Ry;X). Alors, le couple (u, o)
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est une solution du Probleme Qv si et seulement si

(6.33) o () = Ae(u(t)) + /0 Bt — s)e(u(s)) ds,

(6.34) (Au(t),v —u(t))v + j(Lu(t), u(t),v)
—j(Fu(t),ut),u)) > (f(t),v—ut))y Vel

pour tout t € R,..

Démonstration. Soit (u,o0) € C(Ry; U x X), une solution du Probléme Qy et, soit
t € R;. Nous substituons (6.22) dans (6.23), puis nous utilisons les notations (6.28),
(6.29) et l'égalité Pyo(t) = o(t). Par conséquent, nous en déduisons que

(6.35) /QAs(u(t)) - (e(v) —e(u(t))) dx + /Q Ou(t) - (e(v) — e(u(t))) dz

+ / p(un(8)) (0 — 1y (£)) da + / Fult) (v} — u} (1)) da

I3

—i—/F 1| R(Py(Aeg(u(t)) + Oul(t))) | n* - (v, — u.(t)) da
> /Qfo (w=u@)det [ f0)--u®)de  Voel

Ensuite, nous utilisons les définitions (6.26), (6.27) et (6.32), pour obtenir

(Au(t), v —u(t))y + (Ou(l), (e(v) — e(u(t))q
+H@u(t), vy —uy (1) 2 + (R(u(t), (Ou(t))n”, vr — ur(t))L2(ry)

> (f(t),v—wu(t)y Vvel

Cette inégalité combiné avec les définitions (6.30) et (6.31) montrent que u satisfait

I'inégalité variationnelle (6.34).

Réciproquement, nous supposons que (u,0) € C(Ry;U x X) est un couple des
fonctions qui satisfait (6.33) et (6.34), pour tout ¢ € R,. Alors, en utilisant les défi-
nitions (6.26), (6.27) et (6.30)—(6.32), il résulte que I'inégalité (6.35) est vérifiée. Par
ailleurs, nous rappelons que la régularité o € C(R,;Y) implique que Pxo(t) = o(t)
et, en outre, par (6.33) nous obtenons o (t) = Ae(u(t)) + Ou(t). En substituant ces
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égalités dans (6.35), nous voyons que l'inégalité variationnelle (6.23) est vérifiée, ce qui
conclut la démonstration. U

L’intérét du Lemme 6.3 réside dans ce fait qu’il découple les inconnues u et o dans
le systéme (6.22) et (6.23). La prochaine étape est de fournir la solvabilité de I'inégalité
variationnelle (6.34) dont I'inconnue est le champ de déplacement. Pour ce faire, nous

avons besoin d’un résultat intermédiaire sur 'opérateur R.
Lemme 6.4. [] existe Lx > 0 qui ne dépend que de 2, I's et R, tel que

(6.36) [R(u1, z1) — R(ug, 22)|[22(ry) < Lr ([[ur — ua|lv + [|21 — 22]lg)

Vup,uy €V, 21,22 €Q.

Démonstration. Soit uj,us € V, 21,25 € Q. En utilisant la définition (6.27) de

l'opérateur R et l'inégalité (1.3), nous avons

(6.37) [R(ui, 21) — Rluz, 22) || 2(r)

< cgl| Py (Ae(ur) + 21) — Py(Ae(ug) + 22)| g -
D’autre part, la définition de ’ensemble Y’ implique que
21 — 22l = llz1 — 22llq Vz1,22 € Q,
d’ou
[Ps(Ae(ur) + 21) — Py(Ae(ug) + 22)lq,
= [[Pe(Ae(ur) + 21) — Pu(Ae(uz) + 22)[lq
et, par conséquent, en utilisant la non-expansivité du projecteur Ps, nous obtenons

(638) ||PE(.A€(’U,1) + Zl) — PE(AE(UQ) + z2)HQ1

< ||AE(’U,1) - AE(UQ) + 2z — z2||Q
Nous combinons maintenant les inégalités (6.37) et (6.38) pour voir que

(6.39) [R(u1, 21) — R(uz, 22)||l2(ry) < cr (| Ae(ur) — Ae(uz) + 21 — 22||q)
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Le Lemme 6.4 est maintenant une conséquence de I'inégalité (6.39) et de I’hypothése
(6.7)(b). O

Nous présentons maintenant le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 6.5. L’inégalité variationnelle (6.34) admet une solution unique avec la T¢é-
gularité uw € C(Ry,U).

Démonstration. Il est facile de voir que 'inégalité (6.34) représente une inégalité
quasi-variationnelle de la forme (2.19) avec X =V, K = U et Z = Q x L*(I3) x Q.
Par conséquent, afin de prouver sa solvabilité unique, nous vérifions dans ce qui suit

les hypothéses du Théoréme 2.16.

Premiérement, nous remarquons que ’hypothése (2.13) est évidemment satisfaite.
Ensuite, nous utilisons la définition (6.26) et les inégalités (6.7)(b), (6.10)(b), (1.8)

pour obtenir que

(6.40) |Au — Avlly < (La+caiLy)||lu — vy Vu,velV.

D’autre part, a partir de (6.7) (c) et la monotonie de la fonction p nous déduisons que
(6.41) (Au — Av,u — v)y > mylju — v Vu,veV.

Nous concluons que l'opérateur A satisfait la condition (2.14) avec L = L4 + 2L,

m=m4uy.

Soient w = (x,y,2z) € Z et u € V fixés. Alors, en utilisant les propriétés des traces,
il résulte que la fonction v — j(w,u,v) est convexe et continue et, par conséquent,
elle satisfait la condition (2.15)(a). Nous considérons maintenant les éléments w; =

(1, Y1, 21), wy = (T2, Y2, 22) € Z, Uy, Uz, v1,v2 €V, on obtient

J(wy, uy,v2) — j(wi, wr,v1) + j(wa, Uz, v1) — j(W2, Uz, v2)
= (T1 — T, €(v2) — €(v1))g + (Y1 — Vo, v;_u - ’Uﬂ)LQ(Fs)

"‘(N (R(Uh Zl) - R(’UQ, 22)) n', vy — ’U1T)L2(F3)
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Puis, nous utilisons I'hypothése (6.13) et les inégalités (6.36) et (1.8) pour obtenir

J(wi,uq,v2) — j(wy, ur,v1) + j(ws, sz, v1) — j(W2, Uz, V3)
< |lz1 — xallgllvr — vallv + collyr — vallz2(ry) lv1r — vallv
FeoLr ey (lur — wollv + [[z1 — 22(l@) lv1 — vallv
< 2max {1, co, coLrl[p|lLoory) Hlwr — wallz[[vr — vafv

o Lr | pllzoery) [lur — ey [lor — val|v.
D’ou, nous déduisons que

J(wi, uy,v2) — j(wy, w1, v1) + j(wa, Uz, v1) — j(w2, Uz, v2)

(6.42) < alwy — ws|z]|vr — vallv + Bllur — usl|v|lvr — v2|lv,
ou
a =2max {1, c, coLr||pll=wry) } et 8= coLrllpllzery).-

Il suit de la que j satisfait la condition (2.15)(b).

Soit maintenant

ma

6.43 =
( ) Ko oL

qui ne dépend que de §2, 17,13, R et A. Il est facile de voir que si I’hypothése de
petitesse ||f]|z(ry) < 1o est vérifiée, alors nous avons < m et, par conséquent, la
condition (2.18) est satisfaite.

Ensuite, soient u,v € C(R;V),n € N et t € [0,n]. En utilisant (6.28)—(6.29) et
en tenant compte de (6.8), (6.11)(b), (6.12) et (1.14), nous obtenons

H@MO—@MMMZHAB@—@@W@»—dd@»®

Q

t
sdmwnmﬂmw/ﬂwﬁ—v®m%&
re[0,n] 0
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ainsi que

utt) — @00y = [ ([ o6 = i s )~ ([ o - 9y s1as)

< Lp

/0 bt — $)(uf (s) — v} (5))ds

L2(I3)

t
< ol e [0y [ Jus) = o(s) v ds.
s ,n 0
Par conséquent, en utilisant la définition (6.30) de 'opérateur . nous avons

| 7ut) = FoOllgrrzieq < 2 [0ult) — Ov(D)q + | Pult) — Bo(®)]| 2,

t
< <2d max |B(r)|lq. + colp max ||b(7“)||L°°(F3))/ lu(s) —v(s)llv ds.
r€[0,n) rel0,n] 0

Il résulte de ce qui précéde que opérateur . satisfait la condition (2.16) avec

(6.44) sn = 2d max 1B(r)lqu + coLr max [16(r) oo (1)

rel0

Enfin, nous remarquons que ’hypothése (6.9) sur les forces volumiques et les trac-
tions surfaciques ainsi que de la définition (6.32) impliquent que f € C(R,;V).

Nous concluons de ce qui précéde que toutes les hypothéses du Théoréme 2.16
sont satisfaites. Par conséquent, nous en déduisons que l'inégalité variationnelle (6.34)
admet une solution unique u € C(R,;U). Ce qui achéve la démonstration. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour fournir la démonstration du Théo-

réme 6.2.

Démonstration. Soit u € C(R,;U) la solution unique de I'inégalité variationnelle
(6.34) obtenue dans le Lemme 6.5 et soit o la fonction définie par (6.33). En utilisant
les hypothéses (6.7) et (6.8), il résulte que o € C(R; Q). Soit t € R, . Des arguments
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similaires a ceux utilisés dans la démonstration du Lemme 6.5 montrent que

/fo(t) - (e(v) - E(U(t)))déf+/ p(uy(t)) (v, — uy(t)) da

I3

+/F3 F (/Ot b(t — s)uj(s)ds) (v —uy (1)) da

+ [ HRPe( )]0 (o, = url) da
2/f0~('v—u(t))dx+ Folt) - (w—u(t)da VveUl.
(0] 1>

Soit ¢ € C5°(§2)%. Nous testons cette inégalité avec v = u(t) £ ¢ pour déduire que

[ o et~ [ 1o-pin

ce qui implique que Dive(t) + f, = 0 dans (2. Il en résulte que o (t) € X et, en outre,

Nous concluons de ce qui précéde que (u, o) représente un couple des fonctions
qui satisfait (6.33)—(6.34) et, en outre, il a la régularité (u,o) € C(R;U x X). La
partie de I'existence dans le Théoréme 6.2 est maintenant une conséquence directe du
Lemme 6.3. La partie liée a l'unicité découle de l'unicité de la solution de l'inégalité

variationnelle (6.34), garantie par le Lemme 6.5. O

6.3 Un résultat de convergence

Nous étudions maintenant la dépendance de la solution du Probléme Qy par rapport
aux perturbations des données. Pour ce faire, nous supposons dans ce qui suit que les
hypothéses (6.7)—(6.13) et (6.24) sont vérifiées et nous notons par (u,o) € C(Ry; U x
X)) la solution du Probléme Qy obtenue dans le Théoréme 6.2. Pour tout p > 0, soient
By, b,, fo, et fo, des perturbations de B, b, f, et f, satisfaisant les conditions (6.8),
(6.9) et (6.12). Avec ces données, nous considérons la perturbation du Probléme Qy

sulvante.

Probléme QY. Trouver un champ de déplacements u, : Ry — U ainsi qu’un champ
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de contraintes o, : Ry — X tels que

645)  oplt) = Acu(0)+ [ Byt = s)efu(s)ds

(6.46) /Q o,(t) - (e(v) —e(u, (1)) dr + / (i (1)) (v = (1)) da

n /F F ( /0 t byt — s)u;;(s)ds) (v = u, (1)) da
n /F 1 Ro (8)0" - (07 = w,e (1)) da

> /Q Fop- (0=t drt | £,(0)- (0w, (1) da

pour tout t € R,

Ici u,, et u,, représentent respectivement la composante normale et la composante
tangentielle de la fonction u,. En outre, o, représente la composante normale du
champ de contrainte o .

Il résulte du Théoréme 6.2 que, pour chaque p > 0, le Probléme Qf admet une
solution unique (u,,0,) avec la régularité (u,,o,) € C(Ry;U x X,), ot X, est un
ensemble défini par

(6.47) Y,={1€Q : Divr+ f,,=0 dans 2}.

Nous considérons maintenant les hypothéses suivantes :

(6.48) B,—B  dans C(R;;Qs) lorsque p— 0.
(6.49) b, = b dans C(Ry; L*>(I3)) lorsque p — 0.
(6.50) fo, = fo dans L*(2)" lorsque p — 0.

(6.51) fop — fo  dans C(Ry; L*(Iy)%) lorsque p — 0.

Nous avons le résultat de convergence qui s’ensuit et qui représente le résultat
principal de cette section.

Théoréme 6.6. Supposons que les hypothéses (6.48)—(6.51) sont vérifées. Alors la

solution (u,,o,) du Probléme QF, converge vers la solution (w,o) du Probleme Qy,
pTp v g
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c’est-a-dire
(6.52) u, —»u dans C(Ry;V), o,— 0 dans C(R;;Qq) lorsque p— 0.

Démonstration. Pour tout p > 0, nous considérons les opérateurs @, : C(R; V) —
C(R4;Q), @,: C(Ry; V) = C(Ry; L2(I3) et 7, : C(Ry; V) — C(Ry; Z) définis par

(6.53) O,v(t) = /0 B,(t — s)e(v(s)) ds,
(6.54) P,v(t)=F (/0 b,(t — s)uj(s)ds) :
(6.55) po(t) = (O,0(t), Pyo(t), O,v(t)),

pour tout v € C(Ry; V), t € Ry. Nous considérons également la fonction f,: R, — V/

définie par
(6.56) (f,(t),v)v = / fo,-vdr+ [ fo,(t)vda  VveV, teR,.
n I

Alors, il résulte du Lemme 6.3 que w satisfait 'inégalité variationnelle (6.34) pour tout
t € Ry et u, satisfait I'inégalité variationnelle

(6.57) (Aup(t>v v — up(t))v + j(ypup(t% up(t)a v)
—J(Fpup(t), w,(t), u,(t) = (F(t), v —u,(l))v Vv eUl.

pour tout t € R,.

Soient p > 0, n € N et ¢t € [0,n]. Nous prenons v = u(t) dans (6.57) et v = u,(¢)
(6.34) et nous additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(6.58) (Au,(t) — Au

+i (L u(t), u(t), u,(t)) — 5(Fu(t), u(t), u(t))
H(F (1) = F(1), up(t) —u(t))v.

Nous estimons maintenant chacun des termes dans l'inégalité précédente. Tout
d’abord, nous utilisons ’hypothése (6.41) pour déduire que

(6.59) malluy(t) — w(t)[V < (Au, () — Aw,(t), u,(t) — u(t))y.
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Ensuite, nous utilisons 'inégalité (2.15) (b), révélée dans la démonstration du
Lemme 6.5, pour constater que

(6.60)  J(Fpun(t), upt), u(t)) — j(Fpup(t), w,(t), w,y(t))
+i(Lu(t), u(t), uy(t)) = j(Lu(t), u(t), u(t))
< af| Lu,y(t) = Fut) zllw,(t) — w®)llv + Bllu,y(t) — w(b)]y,

oll, & = 2max {1, co, coLr||ft||zoo(ry) } €t B = coLr| || z(ry)- Enfin, en utilisant 1'in-
égalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

(6.61) (f (1) = F (@), uo(t) — u(®))v < [IF,(8) = F(Dllv]lw,(t) —ul@)lv.

Nous combinons maintenant les inégalités (6.59)—(6.61) et I’hypothése de petitesse
(6.24) afin de voir que

(6.62) (1) = u®)llv < e (175w, (t) — Fu)llz + [1£,() = FOlv) -

Ici et partout ci-dessous ¢ représente diverses constantes positives qui ne dépendent
pas de p, t et n.

Pour continuer, nous utilisons les définitions (6.28), (6.53) et les propriétés des
opérateurs B, et B pour voir que

18,1, (1) = Ou(t)]lg < /0 1Bo(t = s)e(u,(s)) — B(t — s)e(u(s))[lqds

t t
< /0 1By (t = s)(e(u,(s)) — e(u(s)))llods + /O [(By(t = 5) = B(t — s))e(u(s))llods.
Par conséquent, en utilisant I'inégalité (1.14) nous obtenons

(6.63) 10,u,(t) — Ou(t)|lq

t
< d max 15,0 a. / lp(s) — u(s)|lvds

+d max ||B,(r) HQOO/ |w(s)|vds.
rel0,n]
Nous notons
(664) 5pn = d max HBP(T)HQoo?
rel0,n]
(6.65) = d max |5, (r) IIQOO/ lu(s)llvds,
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et nous rappelons que 7),, dépend aussi de uw mais, pour plus de simplicité, nous ne
signalons pas explicitement cette dépendance. Ensuite, I'inégalité (6.63) implique que

t
(6.66) 1€pu, (1) — Oult)]lq < 5pn/0 [wo(s) = uls)llvds + non-
Nous utilisons les définitions (6.29), (6.54) et I'hypothése (6.11) pour obtenir que

1@y, (t) = Pu(t)]| L2

t
< Ly / 1Bt — s)a (5) — bt — s)aus (5)]] oy ds
0
t
< Ly / 1Bt — ) () — 2 (5)) 2y ds
0

L / 1B (t — 8) — b(t — 8)) (5)]|2qrayds.

En utilisant maintenant les propriétés des opérateurs b, et b, ainsi que I'inégalité de
trace (1.8) nous avons

(6.67) [P, (t) — Pu(t)|| L2 ry)

t
< colip a1,y [ (o) — () s
re[0,n 0

t
el max [lby(r) = b(r)lz=(r) / [w(s)lvds.
rel0,n 0
De méme, nous notons,

(6.68) Con = coLp max [[b,(r) (),

(6.69) o = oL 18,(r) = by [ )l
T ,n 0

et nous rappelons que ,, dépend aussi de w mais, pour plus de simplicité, nous ne
signalons pas explicitement cette dépendance. Il est facile de voir que 'inégalité (6.67)
implique que

(6.70) 1P,u,(t) — Pu(t)]q < g,m/o lw,(s) —w(s)|lvds + spm.

Nous combinons maintenant les inégalités (6.66), (6.70) et nous utilisons les définitions
(6.30) et (6.55) des opérateurs . et ., pour obtenir

(6.71) | L, (t) — Lut)|lz < 20pn + Son + (20, + Con) /0 lu,(s) — u(s)|lvds.

127



Analyse de quelques problémes de contact glissant

En posant

(6.72) Yo = 2 [ £,(r) = F()llv
nous avons

(6.73) 1, () = F@)llv < pn-

Ensuite, en utilisant les inégalités (6.62), (6.71) et (6.73), nous déduisons que

(6.74) [, (t) — w(t)|lv < 20pm + Son + Yon + (20,m + Con) /0 [u,(s) — u(s)vds.

Nous utilisons maintenant les hypothéses (6.48), (6.49) et 1’équivalence (1.1) pour
voir que les suites (6,,), et ({,n), définies par (6.64) et (6.68) sont bornées. Par consé-
quent, il existe w, > 0 qui dépend de n et est indépendant de p tel que

(6.75) 20,m 4 Con < Wh,

et, en utilisant cette dernier inégalité dans (6.74), on déduit que

t
[l (t) — w()llv < (20pn + Spn + Ypn) + wn/ [, (s) — uls)|lv ds.
0
Puis, nous utilisons le lemme de Gronwall pour obtenir
(6.76) [wo(t) = u(®)llv < (2050 + o+ Ypn) e

D’autre part, en utilisant les égalités (6.22), (6.45) ainsi que les définitions (6.28) et

(6.53) nous trouvons que
lo,(t) = o)l < [l Ae(u,(t)) — Ae(u(t))ll + [[@pu,(t) — Ou(t)]q-
D’aprés 'hypothése (6.7)(b) et les inégalités (6.66) et (6.76), nous obtenons

(677) ”a-P(t) - J(t)||Q < L.A(2 Ton + Spn + fypn)ewnt

t
+0,pn (2 Mpn + Spn + Vpn) / e ds + Npn.
0

Ensuite, nous rappelons les régularités o € C(R4; X)), 0, € C(Ry; X)) et les défini-
tions (6.15) et (6.47). Il en résulte que

Dive,(t) — Dive,(t) = fo — fo,.
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ce qui implique que

(6.78) [Div ey (t) — Div o (1) = || Fop — Follz(ens

Nous combinons maintenant (6.77) et (6.78), puis nous utilisons I'inégalité 6,, < w,
garantie par (6.75), pour voir que

(679) ||0-P(t) - J(t) ||Q1 < L.A(2 Ton + Spn + fypn)ewnt

t
n(2 T + S + Vo) / € ds + 1+ | o — Foll 2y
0

Ensuite, nous passons au maximum lorsque ¢ € [0,n] dans les inégalités (6.76) et
(6.79). Et en utilisant les inégalités

t
6wnt S enwn’ / ewns dS S nenwn
0
nous obtenons
(6.80) e [, (t) — w(t)|lv < (20 + Spon + Vo)™,
(6.81) e lop(t) = o()llQn < (La+1wn)(27pn + Son + Ypn)e™"

+npn + ||f0p - f0||L2(Q)d

Nous utilisons maintenant les hypothéses (6.48) et (6.49) ainsi que ’équivalence
(1.1) pour voir que

(6.82) Npn — 0 lorsque p — 0,

(6.83) Son — 0 lorsque p — 0.
Notons également que (6.50), (6.51) et (6.72) impliquent
(6.84) Yon — 0 lorsque p — 0.

Enfin, 'hypothése (6.50) montre que

(6.85) | fop — follz2(ye — 0 lorsque p — 0.

Nous utilisons maintenant les convergences (6.82)—(6.85) et les inégalités (6.80),
(6.81) pour obtenir que

(6.86) tn}élx |w,(t) —u(t)||y — 0 lorsque p— 0.
S

(6.87) tm[(z)ix lo,(t) —o(t)]lg, = 0 lorsque p— 0.
S
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Les convergences (6.86) et (6.87) ainsi que I’équivalence (1.1) montrent que la conver-
gence (6.52) est vérifiée, ce qui achéve la démonstration. O

En plus de l'intérét mathématique dans le résultat de la convergence (6.52), il est
important du point de vue mécanique, car il montre que la solution faible du probléme
(6.1)-(6.6) dépend continiment de la fonction de compliance normale, la fonction de

mémoire, les forces volumiques et les tractions surfaciques.

6.4 Estimation de ’erreur

Dans cette section, nous introduisons et analysons un schéma numérique discréte du
Probléme Qy . Plus précisément, nous nous intéressons a la résolution du Probléme Qy
sur un intervalle de temps fini [0, 7], avec T' > 0 arbitraire mais fixé. Ainsi, soit N, un
entier positif; nous définissons la taille du pas de temps k = T'/N et nous considérons
la discrétisation temporelle uniforme

Nous utilisons les notations f,, = f(t,), u, = u(t,). Pour la discrétisation spatiale,
nous considérons un domaine polygonal {2 et nous définissons un sous espace linéaire

de dimension fini de V' par
Vh:{’UhGC(ﬁ)I ’Uh|K€PK VKGE, ’UhZO sur Fl}

ol T, est un élément issu de la triangularisation de §2 et P est I’espace des polynomes
de degré plus petit ou égal & un. Nous définissons également I’essemble U" C V" une
partie non vide, convexe, et fermée approchant U et défini par

(6.88) Ur={v"ecVh . o' <g sur I3},
olt h > 0 désigne le paramétre de discrétisation spatiale. Il est facile de voir que U* C U

pour un domaine polygonal.

Pour la discrétisation du terme intégral du Probléme Qy , nous utilisons la méthode

des trapeézes

/

(6.89) /Otn f(s)ds ~ kY f(t;),

n
J=0
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ou le prime indique que le premier et le dernier terme de la somme sont divisés par

deux. Ensuite, nous introduisons les approximations des opérateurs ., © et @, a savoir

(6.90) Sy = (0w, My, OMFy),  1<n<N
(6.91) Orfv =k» Bty —tj)e(v;), 1<n<N
j=0
(6.92) v =F(kY b(t, —t;)v);), 1<n<N
j=0

pour v = {'vn}g:o. Pour n = 0, nous définissons .#"*v = 0. L’approximation discréte
du Probléme Qy  est alors la suivante.

Probléme Q. Trouver un champ de déplacements u* = {u'* N_ € U" tel que
\4 n Jn=0
n=20,..,N,
6.93 Aul* ol — Ry 4 (PR uht ot
( n n )V T n y Un
(" gt ) > (f 0" —wpt)y Vot e UM

Sous les hypothéses du Théoréme 6.2 avec des arguments similaires a ceux utilisés dans
la Section 6.2, il résulte que l'inégalité discréte (6.93) admet une solution unique.

Nous passons maintenant a ’analyse de ’erreur entre les solutions des Problémes
Qv et Q. Pour ce faire, nous prenons t = t,, et v = u* dans (6.34) pour voir que

(6.94) (A, u™ — wy)y + (L), Uy, u™®)

n

_j((yu)nvun7un) Z ( n7uhk - un)V-

n

Ensuite, en combinant les inégalités (6.93) et (6.94) nous obtenons

(6.95) (Au " — w4+ (A, u — w,)y + 5 (L uh* o)

Y n

= (LM ) + (), un, u)

_j((yu)naumun) > (fnavh - un)V'

D’autre part, nous avons

(Au, — Au* w, —u'®)y, = (Au,,u, — u'*)y
(v
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D’aprés I’égalité précédente, 'inégalité (6.95) devient

(6.96) (A, — Aul* u, — u*),
< (Aup®, " —up )y + (S w0 = (S )
7 (LW U ) = G W)y W W) + (F st — 0"y

Par ailleurs, comme 'opérateur A est fortement monotone, nous avons

(6.97) ma ||Jun, — w3 < (Au, — Au u, — u)y.

Nous combinons maintenant les inégalités (6.96) et (6.97) afin de voir que

(6.98)  my |lu, — w3 < (Au, — Au w, — ")y + R, (v",u) + K| + K,

ou
(6.99) R,(v", u) = (A, v" —w,)y + j((FLu)p, wn, v")
- ]((y’u’)m Un, un) - (fm vh - un)V>
(6.100) Ky =j(L ™ gt wn) — (S unt u)
j((y'll,)n, Up, ufﬁ) - j((’yu)nv Up, un)7
(6.101) Ky =j( " u wy o") — (S ", )t ay,)

j((yu)naumun) _j((yu)mumvh)'

Nous procédons maintenant a ’estimation de chacun des termes ci-dessus. Pour ce
faire, nous utilisons I'inégalité (6.40) pour obtenir

(6.102) [(Awy — Ay un, — 0" )y | < (La+ cgLy) 1w — wptllv [un — 0"y

Pour le terme [, en utilisant des arguments similaires a eux employés dans 1’in-
égalité (6.42), nous avons

(6.103)  |Ki| < ol L u = (Lu)ullzllun’ — wally + Bllug® — walf3
Et, grace a (6.90), nous obtenons

(6.104)  [|.# " u™ — (Fu)allz < 210, 0™ — (Ou)allg + 197 "™ — (Pu)ul|La(ry)-
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Par ailleurs, nous utilisons I'inégalité triangulaire ainsi la méthode des trapeézes intro-
duite dans (6.89) pour obtenir

lenfu" — (Bu)ullq < 0, u" — O ullg + [0 u — (Ou).llg

< 035 (W —u)llo + 077w — (Ow)allo-
Sous les hypothéses suivantes
(6.105) u € W20, T;V), BeC*[0,T);Qu),

nous avons

len u" — (Bu)llq < ¢ max || B(s)lla- >kl —uylly
) ]:0

+ ck?||[B(tn — s)e(u(s))]" | (@.m)-

Donc, nous déduisons que

(6.106) [ u" — (Ou)nllg < cklBllos D luf* = usllv + ¢ k?||ufwze o1y,

=0

ou [|B|le = ||l€»’||Lo<,((0 Q) De méme, nous supposons que les hypothéses suivantes
sont satisfaites

(6.107) w,|p, € W2(0,T; LX(I)), be C*([0,T]; L=(I3),

et, en utilisant ’hypothése (6.11)(b) de la fonction F', nous avons

(6.108) |82 — B[ a(ry) < B8 — B oy + [ 22— B oy

< e Lp kl|blloo Y Nl = wlill oy + ¢ L Kl|uf w2 oryz2(ra)).
j=0

ott ||b]|so = ||b]l oo ((0,1);2¢(1))- Ensuite, nous combinons les inégalités (6.104), (6.106),
(6.108) ainsi que l'inégalité de trace (1.8), pour obtenir

(6.109) [L.L1 u — (Fu)ullz < kY llul* = wjlly + cklullwzc o)
j=0
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Nous en déduisons que

(6.110) K| <ack Y [lul® —wllv|[ult —w|v
=0
+ack?|[uflwee o llun’ — wallv + Bllug® — wlf}.

Par un raisonnement similaire appliqué a (6.42) nous obtenons que

(6.111) Kol <ack ) [[uf® —ujllv|u, — o"[lv
=0

+ack’ ||U||W2oo((0T ||Un—’v ||V+5||U}ﬁk—un||v||un—’Uh||V-

Enfin, nous rassemblons (6.98), (6.102), 6.110) et (6.111) pour voir que

ma | — w5 < (La+ e Lp)l|wn — un®[lv |, — 0"y

n
R (0" w)[ + ek ) [lult — v ult — w,ly
§=0

+ Bllun® — wally + Bllu" — wally un — 2"y

+ ack?||ullweee oy [ ul — wnlv-.
Sous I’hypothése de petitesse (6.24), en utilisant I'inégalité élémentaire
2, 19
ab < da —i-@b , Vo >0, a,beR,
nous avons

et — v < cllun — 0"y + | Ra (0", w)[V? + B |[ullwzee o myv)
(6.112) ek ) fult =y
j=0

En appliquant le Lemme 2.18 de Gronwall, nous obtenons de (6.112) que si k est
suffisamment petit, alors

— |, < ok 1/2
(6.113) Jmax, |wn — w,)" || cogzszv}llnf [, — o[y + | Ry (0", u)[*?]

+ ek {|ul|weee (om0
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Afin d’avoir une estimation d’erreur optimale, nous supposons maintenant les hy-

potheéses supplémentaires de régularité suivantes.

(6.114) uwe C([0,T]; H*(2)Y), i, € C([0,T]; H*(I3)),
(6.115) ov € O([0,T]; L*(IN)%).

Ensuite, par I’égalité (6.17), nous obtenons

‘Rn('vhvuﬂ = ’ [(Um/ —l—p(uny))(vﬁ — Upy) + F(/o ” b(t, — s)u ( )d5>( :1/)} da’

I3
< (llowwll 2y + 12w 12 () + Lellblloo | oo 013522 ()) ) 12t = ) Nl 2213 -
Par conséquent, nous déduisons que
(6.116) |R,(v",w)| < eljun, — v 2(ry)-
Donc (6.113) se réduit a

hk h Y2
(6.117) Jhax, lw, —uw, ||y < Cogfgvvinf [Jwn — 0"V + [|tne — vy ||} ) ]

+c k‘i2||u||W2’°°((0,T);V)-

Enfin, pour 0 < n < N, soit Il u, € V", interpolation linéaire par élément fini de la
solution w,,. Puisque u,, € U, i.e., u,, < g, on a Il u, € U".

En appliquant la théorie standard de I'interpolation par élément fini, nous avons
[wn — Ly ||y < chfjwn]|gz0)
Hunu - HhunV||L2(F3)d < Ch2||unl/||H2(F3)d

En conclusion, nous avons montré le résultat suivant.

Théoréme 6.7. Supposons que k est suffisamment petit. Alors, sous les hypothéses
de régularité (6.105), (6.107), (6.114) et (6.115), nous avons [’estimation d’erreur sui-
vante :

— |, < 2
(6.118) OI%E%VHU,L u, " |lv < c(h+ k%).

Cette estimation d’erreur optimale achéve cette section et ce chapitre.
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Chapitre 7

Probléme de contact viscoplastique

Dans ce chapitre, nous considérons un modéle mathématique qui décrit le contact glis-
sant entre un corps viscoplastique et une fondation. La nouveauté du modéle réside
dans 'utilisation d’une loi de comportement viscoplastique de type "rate", avec ou sans
variables internes d’état. Le contact est modélisé avec compliance normale, contrainte
unilatérale et terme de mémoire. Comme dans le Chapitre 6, nous obtenons une for-
mulation variationnelle du probléme de contact glissant. Ensuite, nous démontrons
un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstration est basée
sur des arguments d’inégalités variationnelles, en utilisant des opérateurs et un cadre
fonctionnel différent de celui utilisé au Chapitre 6. Enfin, nous formulons un probléme
similaire avec variables internes d’état, dont nous présentons un résultat d’existence

et d’unicité.

7.1 Formulation du probléme

Le probléme peut se formuler de la fagon suivante.

Probléme Z. Trouver un champ de déplacements uw : 2 x Ry — R? et un champ de
contraintes o : 2 x Ry — S? tels que

(7.1) o (t) = Ee(a(t)) + G(o(t), e(u(t))  dans £,
(7.2) Dive(t)+ f,=0 dans £,
(7.3) u(t) =0 sur I,
(7.4) oty =f,(t)  sw D
(7.5) —0o.(t) = p|Ro,(t)| n* sur I3,
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pour tout t € Ry, il existe £ : [3 x Ry — R qus satisfait

u(t) < g, ou(t) +p(u,(t) + (1) <0, )
(w(t) = 9) (00 (1) + p(w (1)) + £(2)) =0,

(7.6) 0<&(t) < F</o uy () ds), > sur I3,
£(t) =0 si u,(t) <0,

£(t) :F</Otuj(5) ds) siu(t) > 0

pour tout t € R, et, de plus,
(7.7) u(0) =uy, o(0)=0¢ dans 2.

L’équation (7.1) représente la loi de comportement viscoplastique du matériau, 1’équa-
tion (7.2) représente I’équation d’équilibre, les conditions (7.3) et (7.4) sont respec-
tivement les conditions de déplacement et de traction. Ensuite, la condition (7.5)
caractérise une version de la loi Coulomb a frottement sec présentée au Chapitre 3
Section 3.4. Puis, le groupement de conditions (7.6) représente la loi de compliance
normale, contrainte unilatérale et terme de mémoire présentée dans la Section 3.4 sans
la fonction de mémoire de surface. Finalement, (7.7) représente les conditions initiales
ou ug est le déplacement initial et oy est la contrainte initiale.

Dans I'étude du Probléme Z nous supposons que le tenseur d’élasticité &£ et la

fonction constitutive non linéaire G vérifient les conditions suivantes :

(a) E = (gijkl) 2 (2 X Sd — Sd.
(b) 5ijkl = gklij = gjikl c LOO(Q), 1< 1,7, k,l <d.
(c) 1l existe mg > 0 tel que

Er -1 >mg||7||? VT €S% p.p. dans £2.

(7.8)

(((a) G: 2 xS? xS — §4.
(b) Il existe Lg > 0 tel que

||g($, gy, El) - g(wv 2, €2> H

< Lg(|lor — o2 + |ler — e2f)
Voi,09,€1,€5 € Sd, p.p. x € (2.

(c) L'application @ — G(x, o, €) est mesurable sur (2,

pour tout o, e € S%.
| (d) L'application « — G(x,0,0) appartient a ().
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Par ailleurs, nous supposons que les fonction de compliance normale p, de seuil de
pénétration F, le coefficient de frottement p et 'opérateur R vérifient respectivement
les conditions (6.10), (6.11), (6.13) et (1.3).

Nous supposons aussi que les forces volumiques et des forces de tractions ont la
régularité suivante :

(7.10) fo€ L)%, fy€ C(Ry; L*(13)Y),

Nous considérons 1’ensemble des champs de déplacements admissibles U et 1’en-
semble des champs de contraintes admissibles X définis par (6.14) et (6.15). De ce fait,
nous supposons que les données initiales vérifent

(711) ug € U, og € V.

Passons maintenant a la formulation variationnelle du Probléme Z. Pour ce faire,
nous supposons que (u,o) sont suffisamment réguliéres vérifiant (7.1)—(7.7). Nous
intégrons I’équation (7.1) avec ¢ > 0 donné puis, nous utilisons la condition initiale
(7.7) pour obtenir

(7.12) o(t) =Ee(u(t)) + /0 G(o(s),e(u(s)))ds + o9 — Ee(uyp).

D’autre part, soit v € U. Nous utilisons la formule de Green (1.4) et ’équation
(7.2) pour obtenir

(7.13) /Qa(t) (e(v) —e(u(t))) de = /Qfo (v —u(t))de

+ | fot).(v —u(t)) da+ / o(t)v - (v—u(t))da.
I> I3
Par la définition (6.32), il vient que

(7.14) /Qa(t) (e(v) —e(u(t)))de = (f(t),v —u(t))y +/ o(t)v - (v—u(t))da.

I's

Par ailleurs, nous avons
F(t) - (v — u(t)) = () (v, — uy (1) + o (2) - (v — ur(t)) sur I,

Nous utilisons maintenant (7.6), (6.18) et ’hypothése (6.11) (a) sur la fonction F afin
de voir que

w15) F( [ ) 6 - ) 2 € - ul) s
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Ensuite, nous combinons les inégalités (6.18) et (7.15) et nous intégrons le résultat sur
I3 pour obtenir

(7.16) /F o (#) (v — (1)) da > — / P (1) (v — 1y (1)) da

Is

_ /F P (/Ot uj(s)ds) (v — uh (1)) da.

Enfin, nous combinons (6.17) et (7.16) pour déduire que

(7.17) /Qa(t) (e(v) — e(u(t))) de +/ p(u,(t)) (v, —uy,(t)) da

I

+f R ( / t uj<s>ds) (o~ uO)da+ [ iR (o)in’ - (v~ ur(t)) da

> (f(1),v —u(t))v.

Nous rassemblons 'inégalité (7.17) et I’égalité (7.12) afin d’obtenir la formulation
variationnelle du Probléme Z suivante.

Probléme Zy. Trouver un champ de déplacements uw : R, — U et un champ de
contraintes o : Ry — X tels que, pour tout t € R

(718)  o(t) = Ec(ult) + /0 Glo(s), e(u(s)))ds + oo — Ee(ug),

(7.19) /Qa(t) (e(v) — e(u(t))) dz +/ p(uy(t)) (v, —uy,(t)) da

I

o] r (/ t i (s)ds ) (= i )dact [ RO (0, = ) do
> (£(t),0 — ult)v.

Un couple (u, o) qui satisfait (7.18) et (7.19) est appelé une solution faible du
probléme de contact glissant Z. La solvabilité de ce systéme fera ’objet de la section

suivante.

7.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons le résultat de I'existence et d’unicité de la solution
(u, o) du Probléme Z.
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Théoréme 7.1. Supposons que les hypothéses (6.10), (6.11), (6.13) et (7.8)~(7.11)
sont vérifiées. Alors il existe une constante positive po qui ne dépend que de (2, 17,

Is, R et £ de tel que le Probleme Zy admet une solution unique, si

(7.20) [l oo () < o
De plus, la solution (u, o) satisfait la régularité suivante :

La démonstration du Théoréme 7.1 se fera en plusieurs étapes. Nous commengns par

le résultat préliminaire suivant.

Lemme 7.2. Supposons que les hypothéses (7.9) et (7.11) sont vérifiées. Alors, pour
tout u € C(Ry; V) il existe une fonction Pu € C(Ry; Q) tel que

(7.22)  Yu(t) = /0 G(Pu(s) + Ee(u(s)),e(u(s)))ds+ o9 — Ee(uy) Vit eR,.

De plus, Uopérateur W : C(R; V) — C(Ry; Q) satisfait la propriété suivante :
pour tout n € N il existe a,, > 0 tel que

(7.23) [0 (t) = Pus(®)llg < / s (s) = us(s)]ly- ds

Vauy, ug € C(Ry; V), Vit €0,n].

La démonstration de ce lemme est basée sur arguments similaires a ceux dans [65].

Toutefois, nous avons choisi de présenter les détails de la preuve.

Démonstration. Soit u € C(R; V). Nous considérons 'opérateur A : C(R,; Q) —
C(Ry; Q) défini par

(7.24) An(t) = /0 G(n(s) + Ee(u(s)),e(u(s)))ds + o9 — Ee(uyg)

Vn e C(Ry;Q), teR,.
Soient n;, N, € C(R4; Q) et soit t € R,. Par la définition (7.24) nous avons
[An, () — Any(8)lq

- H /Ot G(n(s) + Ee(u(s)), e(u(s)))ds + oo — Ee(uy)

‘/otgmxs) + Ee(u(s)), e(u(s)) ds — oq + Ee(uo) | |
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Nous utilisons I’hypothése (7.9) afin de voir que

[Am, (8) = An,y(t) [l

< Ig / (Im() + Ee(ua(s)) — ma(s) — Eeluls))llg + le(u(s)) — e(uls)lg) ds
< L / l10(5) — ma(5)l ds.

Nous utilisons ensuite le Théoréme 2.14 et nous en déduisons que 'opérateur A admet
un seul point fixe dans C(R;; @), noté Yu. L’égalité (7.22) est maintenant une consé-

quence directe de 1'égalité A(¥u) = Yu.

D’une autre part, soient w1, us € C(Ry;V), n € N et soit ¢ € [0,n]. En utilisant
I'égalité (7.22), nous avons

[P (8) — Pus(t)llq

_ H /0 t G(Wu(s) + Ee(ui(s)), e(wr(s)) ds + a9 — Ee(uq)

t
_/ G(Wus(s) + Ee(ua(s)), e(us(s)) ds — og + Es(uo)H.
0
Par ailleurs, nous utilisons les hypothéses (7.9) et (7.8) pour obtenir

[P (1) — Pus (1)l
< /Ot Lg([[Fur(s) + Ee(ua(s)) — Puy(s) — Ee(us(s))lq
+lle(ui(s)) — e(uals))lle) ds
< /Ot Lg([[#u(s) = Wus(s)lq + [|€e(ui(s)) — Eelua(s))]l
+lle(ui(s)) — e(uals))llq) ds
< Lg/ [ (s) = Pui(s)llq + Lg /Ot 1€]l@u-lle(ui(s)) — e(ua(s))llq
+lle(ui(s)) — e(ua(s))llq ds.
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Nous en déduisons que

10, (1) — P (1) < Lg / 101 () — Wun ()| s
Lo (€ o + 1) / leCun(s)) — (us(s)) 1o ds

Sk/() ||Wu1(s)—kpu2(s)||st+k/0 llui(s) — ua(s)||v ds.

ol k est une constante positive qui dépend de G et £. Il en résulte que

) = v < k([ r(s) = waly ds + [ 19(5) = Fua(o) o ds).

Puis, d’aprés le Lemme de Gronwall, nous obtenons

(7.25) [P (t) — Pua(t)lo < ke"k/() [ua(s) — ua(s)llv ds.

Il résulte que 'opérateur ¥ satisfait 'inégalité (7.23) avec a,, = ke™*. Ce qui achéve
la démonstration. O

Nous considérons maintenant I’espace Z = Q x L?(I3) x @ et nous introduisons
les opérateurs A : V — V, R:V x Q — L*(I3), ® : C(Ry; V) — C(Ry; L*(I3) et
S C(R; V) — C(Ry; Z) par les égalités suivantes :

(7.26) (Au, v)y = (Ee(u), e(0))o + /F pw)onde  Yu,vEV,
(7.27) R(u, z) = |R(Ps(Ee(u) + Z))u|3 VueV, ze€qQ,

(7.28) (@v)(t) = F ( /0 t v:(s)ds) Vo€ C(R:V), t € R,
(7.29) Polt) = (Fo(t), Bo(t), To(t) Yo € C(Ry;V), t € R,

Nous avons le résultat de 1’équivalence suivant.

Lemme 7.3. Supposons que u € C(R;U) et o € C(Ry;X). Alors, le couple (u, o)
est une solution du Probléeme Zy si et seulement si, pour tout t € R,

(7.30) o(t) = Ee(u(t)) + Yu(t),

(7.31) (Au(t),v —u(t))v + j(Lu(t), u(t),v)
—Jj(Fu(t), ut), u(t) = (f(t),v —u(t))y Vol
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La démonstration est similaire a ceux présentés dans la démonstration du Lemme
6.3.

Démonstration. Soit t € R, . Nous supposons que (u, o) est solution du Probléme

Zy. D’aprés 1'égalité (7.18), nous écrivons

o(t) — Ee(u(t)) = /0 Go(s) — Ee(u(s)) + Ee(u(s)),e(u(s))) ds + oo — Ee(uyg).

Ensuite, par la définition (7.22) de 'opérateur ¥, nous obtenons 1'égalité (7.30). Puis,
nous utilisons les définitions (7.26)-(7.29), (6.31) et 1'égalité Pro(t) = o, afin de
combiner I'inégalité (7.19) et I’égalité (7.30) pour obtenir (7.31).

Réciproquement, nous supposons que (u, o) est un couple de fonctions qui satisfait
(7.30) et (7.31) pour tout ¢t € R. Puis, nous combinons (7.30) et (7.22) afin de voir que
I'inégalité (7.19) est vérifiee. D’une autre part, la régularité o € C'(R,; X') implique que
Pyo(t) = o. Enfin, nous substituons ’égalité (7.30), 'inégalité (7.31) et les définitions
(7.26)—(7.29), (6.31), pour obtenir I'inégalité variationnelle (7.19), ce qui conclut la

démonstration. O

Nous présentons maintenant le résultat de 'existence et d’unicité suivant.

Lemme 7.4. L’inégalité variationnelle (7.31) admet une solution unique avec une
régularité w € C(Ry, U).

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 2.16 avec X =V, K = U et Z =
Q x L*(I3) x Q. Soient vy, vy, w € V. Tout d’abord, en utilisant la définition (7.26)
de Popérateur A et quelques calculs élémentaires, nous obtenons

|(Avy — Avy, w)y|

< |Ee(vy) — Ee(va), e(w))g| + |(Pv1 — Pvg, w)y|

< [€e(vr) — Eeoa)lo - le(w)lo +| [ (v(ur) = ploa ) dal

Par conséquent, en utilisant 'inégalité de (1.14) nous obtenons
|(Avy — Avy, w)y |

p(vlu) - p(v2u))wu da

< dlellq. - le(on) — eos)lo- letw)lo + [

I3
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Ensuite, nous utilisons 'hypothése (6.10) de la fonction de la compliance normale,

pour voir que
|(Avy — Avg, w)y |
< d||€lgw - [lvr —vallv - lwllv + Ly([[wllz2(ry))[v1 — vl r2(r)-
Par l'inégalité de trace (1.8), nous déduisons que
|(Avy — Avg, w)y |
< d|€llgw - [lvr —vallv - lwllv + Ly col[w]lv - coflvr — w2y
Il en résulte que
(7.32) |(Avy — Avy, w)v| < (d[|€]lg= + ciLy) wllv[vr = valv-.
Nous prenons maintenant w = Avy; — Avy dans (7.32) pour obtenir
[Avy — Awaly, < (dl|€llg= + o Ly)[|Avy — Avslv o1 — va]lv,

donc,
[ Avy — Avs |y < (d||€]lg= + G Lp)[|v1 — vallv.

Ce qui montre que Popérateur A est de Lipschitz avec la constante La = d||€]|gw+c2L,.

D’autre part, nous avons
(Aus () — Aus(t), ws () — walt))y
— (Ee(uat)) — Eefus(t)),e(ua(t)) — e(ua(t)))q
- (00 (1) = Pl () (10 £) (1)) 4
D’aprés Uhypothése (6.10), nous avons
(pl1,) — pliz,)) (s, — 1z,) > 0
et, en utilisant I'hypothése (7.8) nous obtenons
(Se(ua(t)) — Eelua(t)), eui(t) — e(ua(t)))g = melle(wr(t)) - e(us(®) [

Nous rappelons que [[ully = [l€(w)]lo, d’oit on obtient

(A (t) — Aua(t), ua(t) — ua(t))v = melu(t) — wa()[f5-
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De ce fait, I'opérateur A est fortement monotone avec m4 = mg. Donc, nous concluons
que l'opérateur A satisfait la condition (2.14) avec m = mu et L = L.

D’apres la démonstration du Lemme 6.5, la fonctionnelle j satisfait bien la condition
(2.15) avec

o =2max {1, ¢y, coLr||pllrery) } et B = coLgr|pllre(ry)-

En posant
me

Mo = COL’R7

nous avons 5 < m et nous en déduisons la validité de la condition (2.18).

Par ailleurs, d’aprés le Lemme 7.3 nous avons que

[Wu(t) —vo(t)lle < ke”'“/o [u(s) —v(s)llv ds.

D’une autre part, en utilisant I’hypothése 6.11)(b) et la définition (7.29) de U'opérateur

@, nous avons

foutt) — o0y = [P ([ wioras) -7 ([ o)

[ ) - sy

L2(I3)

t
<Ly < COLF/ lu(s) — v(s)||v ds.
0

L2(I3)

Par conséquent, en utilisant la définition (7.29) de 'opérateur . nous avons

t
|7 u(t) = L v(O)loxL2(rs)x@ < (2an + coLir) / [u(s) —v(s)|lv ds.
0

De ce fait, il vient que l'opérateur . satisfait (2.16) avec s, = 2, + coLp.

Enfin, d’aprés la définition (6.32) et I’hypothése (7.10) nous pouvons déduire la
régularité de f exprimée dans (2.17). Par conséquent les hypothéses du Théoréme
2.16 sont bien vérifiées. Donc l'inégalité variationnelle (7.31) admet une solution unique
u e C(R;U). O

Nous pouvons maintenant présenter la démonstration du Théoréme 7.1.

Démonstration. La démonstration du Théoréme 7.1 est maintenant une consé-

quence directe des Lemmes 7.3 et 7.4. 0
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7.3 Probléme avec variables internes d’état

Dans cette section, nous étudions un probléme similaire au Probléme Z avec variables
internes d’état. La différence consiste dans la loi de comportement utilisée qui inclut
maintenant une équation différentielle pour la variable interne d’état.

7.3.1 Formulation du probléme

Le probléme mécanique se formule de la maniére suivante.

Probléme Z'. Trouver un champ de déplacements u : 2 x Ry — R, un champ de
contraintes o = 2 x Ry, — S? et une variable interne d’état k= 2 x R, — R™ tels que

(7.33) & (t) = Ee(a(t)) + G(o(t), e(u(t), k()  dans £,
(7.34) k(t) = G(o(t),e(u(?), k(t))  dans (2,
(7.35) Divo(t)+ f, =0  dans £,
(7.36) wt)=0  sur I,
(7.37) ot = fo(t)  sur I,
(7.38)

7.38 —0o,(t) = p|Ro, ()| n* sur I3,

pour tout t € Ry, et il existe £ : I's Xx Ry — R qui satisfait
w,(t) < g, a,(t) +pu(t) +£(t) <0, )
(uu(t) - g) (Uu(t) +p(uu(t)) + g(t)) = 07

(7.39) 0<&(t) < F(/O uy (s) dS)a sur 1,
E(t)=0 si wu,(t) <0,

£(t) :F</Otuj(5) ds) siu(t) > 0

pour tout t € Ry et, de plus,
(7.40) u(0) =ug, o(0)=07 kK(0)=kKo dans 2

Les équations (7.33) et (7.34) représentent la loi de comportement viscoplastique avec
variable interne d’état. Divers résultats, des exemples et des interprétations mécaniques
dans I'étude des matériaux viscoélastiques de la forme (7.33), (7.34) peuvent étre
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trouvés dans |21, 29, 37, 68]. Les conditions aux limites (7.35)—(7.39) ont les mémes
interprétations que celles présentés dans le probléme Z. Finalement, (7.7) représente
les conditions initiales ou ug est le déplacement initial, o est la contrainte initiale et

Ko est la variable interne d’état initiale.

Dans I’étude du Probléme Z’, nous supposons que les fonctions constitutives G et

G vérifient les conditions suivantes.

(((a) G: 2 xS? xS x R™ — S
(b) 1l existe Lg > 0 tel que
Hg(wv 01,€1, K'l) - g(wv 02, €2, ’4“’2) H
< Lg(loy — o2 + [ler — & + [[k1 — Kal|)
Voi, 09, €1, € €S% Ky, Ko €R™, p.p. x € (2.
(c) L’application  — G(x, o, €, k) est mesurable sur {2,
pour tout o, € € S? et kK € R™.
| (d) L’application & — G(x,0,0,0) appartient & Q.

(7.41) X

(((a) G : 2 xS xS xR™ — R™,
(b) Il existe Lg > 0 tel que

||G(:13, 01,€&1, K',l) - G(.’E, O09,E&9, K',g) H

< L(llor — o2l + [ler — e + (|51 — K2]])
Voi, 09, €1, €3 € Sd, K1, ko ER™, p.p. x € 2.

(c) L’application « — G(x, 0, €, k) est mesurable sur (2,

pour tout o,e € S? et Kk € R™.
(d) L’application  — G(x,0,0,0) appartient & L?({2)™.

(7.42)

\

Da méme, nous supposons que les données initiales vérifient
(743) uoe U, opel, Ky€e Lz(Q)m,

Passons maintenant a la formulation variationnelle du Probléme Z’. Pour ce faire,
nous supposons que (u, o, k) sont suffisamment réguliers vérifiant (7.33)—(7.40). Nous
intégrons les équations (7.33) et (7.34) avec ¢ > 0 donné. En utilisant les conditions
initiales (7.40) pour obtenir

(7.44) o(t) = /0 G(o(s), e(u(s)), K(s)) ds + oo — Ec(ug) + Ec(u(t)),
et

(7.45) K(t) = /0 G(o(s), e(u(s)), (s)) ds + Ko,
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Nous rassemblons (7.19), (7.44) et (7.45), pour obtenir la formulation variationnelle
du Probléme Z'.

Probléme Z{,. Trouver un champ de déplacements w : Ry — U, un champ de
contraintes o : Ry — X et la variable interne d’état k : Ry — L*(02)™ tels que
(7.19), (7.44) et (7.45) sont vérifiées, pour tout t € R,.

7.3.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous nous intéressons au résultat d’existence et d’unicité de la

solution faible du Probléme Zi, qui est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 7.5. Supposons que les hypotheéses (6.10)—(6.11), (6.13), (7.8), (7.10),
(7.41)—~(7.43) sont vérifiées. Alors, le Probleme Z{, admet une solution unique si ’hy-
pothese de petitesse (7.20) est vérifiée. De plus la solution satisfait

(7.46) u€CRyU), ocCR;Q) et ke CRy;LA2)™).

La démonstration du Théoréme 7.5 est similaire a celle utilisée dans [68], mais avec
un choix différent d’opérateurs.

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoreme 7.5. Pour cela, nous

commencons avec le résultat intermédiaire de ’existence et d’unicité suivant.

Lemme 7.6. Supposons que les hypothéses (7.8) et (7.41)—(7.43) sont vérifiées. Alors,
pour tout fonction uw € C(Ry; V), il existe une unique fonction Tu = (Tiu, Tou) €
C(Ry;Q x L2(2)™) tel que

(7.47)  Tiu(t) = /0 G(Tiu(s) + Ee(u(s)),e(u(s)), Tou(s))ds + o9 — Ee(uy),

(7.48)  Thul(t) = /0 G(Tiu(s) + Ee(u(s)),e(u(s)), Tau(s))ds + ko

pour tout t € R, De plus, Uopérateur T : C(Ry; V) — C(Ry; Q x L2(2)™) vérifie la
propriété suivante : pour tout n € N* il existe r,, > 0 dépendant que n, d, G, G et &,
tel que

(7.49) [Tu(t) = To)llgxr2@m < Tn /0 [u(s) = v(s)|lv ds

Vu,veCR,;V) Vitelon].
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Nous remarquons que l'inégalité (7.49) montre que 'opérateur 7 est un opérateur de

mémoire.

La démonstration de ce lemme est basée sur un opérateur de point fixe suivi de
I’application du lemme de Gronwall.

Démonstration. Soit u € C(Ry; V). Nous considérons l'opérateur A : C(Ry;Q x
L2(2)™) — C(Ry; Q x L?(£2)™) défini par

(7.50) AT(t) = (A7 (t), Ay (1)),
(7.51) AT (t) / Gla(s) + Ee(u(s)),e(u(s)), B(s))ds + o9 — Ee(uy),

(7.52) Ao (t) / G(a(s) + Ee(u(s)),e(u(s)), B(s))ds + Ko

pour tout 7 = (a,3) € C(R;Q x L?(2)™) et t € R,. Notons que l'opérateur A
dépend de w, mais, pour plus de simplicité, nous n’indiquons pas explicitement cette

dépendance.

Soient 71 = (a1, 8), T2 = (2, B5) € C(Ry;Q x L*(2)™) et t € R,. Alors, en
utilisant les définitions (7.50)—(7.52) et les hypothéses (7.41) et (7.42), nous déduisons

que

[AT1(t) = ATo(1) || ur2(2m

< (et 1) [ (loa(®) = aalo)llg +118:(5) = Bols) e ) s

(7.53) — V3 (Lo + Le) /O I71(5) — 72(5) | gn 2y

D’aprés le Théoréme 2.14, I'inégalité (7.53) montre que l'opérateur A admet un unique
point fixe dans C(R; Q x L*(£2)™), notée Tu = (Tu, Tau). En outre, nous combinons
les égalités (7.50)—(7.52) avec l'égalité A(Tu) = Tu, pour déduire que les égalités
(7.47) et (7.48) sont vérifiées.

D’une autre part, soient u,v € C(R;V),n € N* et t € [0,n]. Par I'égalité (7.47)

nous avons

| Tiu(t) - Tow(®)lo = | / G(Tiu(s) + Ee(u(s)), e(uls)), Touls)) ds

_/0 g(Tl'u(s)+5€(U(S))75(U(5))77—2”(5))dSHQ'
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Ensuite, sous les hypothéses (7.8) et (7.41), nous obtenons
[Tiu(t) — Tiv(t)]lq
t
< 1 [ (Iiuts) = o9l + [Tou(s) = ool oy ) s
0
t
+ Lg/o 1€e(u(s)) — Ee(v(s))lle + lle(uls)) — e(v(s))lq ds

Nous utilisons 'inégalité (1.14) et quelques calculs élémentaires, pour obtenir

t
75 Tl - @l < V3L [ ITu(s) = To( g ds
0

+ Lo(d||€llq. + 1) / Ju(s)) — o(s)llv ds.

De méme, en utilisant I’égalité (7.48) et les hypothéses (7.8), (7.42), nous obtenons

| Tou(t) = Tw(®) 2y = | / G(Tiu(s) + Ee(u(s)), e(u(s)), Tru(s)) ds

- [ GTw(s) + Ee(v(), e(w(s). Tev()ds

L2(_Q)m
t
<t [ (rmu(s) — Tio(s)lg + || Truls) — 75’0(8)||L2(9>m) s
0

+ LG/O 1€e(u(s)) — Ee(v(s))ll + lle(uls)) — e(v(s))llq ds

D’aprés l'inégalité (1.14), nous déduisons également que
t

(7.55) [ Tow(t) = Tov(t)|| L2 (o)m < \/éLG/ [ Tu(s) = To(s)l|oxr2(oym ds

0

t
+ Lold|€lla. +1) | u(s) = o(s)lv ds.
En utilisant les inégalités (7.54) et (7.55), nous avons
ITult) = Tollgnzzapm < ITrult) = Tro) g + [ Toult) — Too(®) 2oy

b [ 17uts) - To@lawssa as + [ futs) —wis)lvas),
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(7.56) k =max {V2(Lg + La), (Lg + La)(d || €]l + 1)}

Nous utilisons maintenant le Lemme de Gronwall, pour obtenir

(7.57) [Tu(t) = To)llgxr2@m < ke”'“/g [u(s) —v(s)|vds.

Cette inégalité montre que 'inégalité (7.49) est vérifiée avec r, = ke™*. Donc T est

un opérateur de mémoire, ce qui conclut la démonstration. O
Nous considérons maintenant un opérateur S : C(Ry; V) — C(Ry; Z) défini par
(7.58) Sv(t) = (Tiv(t),Pv(t), Tiv(t)) Yv eV, VteR,,

ot @ est 'opérateur défini par 1'égalité (7.28). Nous utilisons I'opérateur 7 défini dans
le Lemme 7.6 pour obtenir le résultat de I’équivalence suivant.

Lemme 7.7. Soit (u, o, k) un triple de fonctions qui satisfait (7.46). Alors (u, 0, K)

est une solution du Probleme Zi, si et seulement si

(7.59) o(t) =Ee(u(t)) + Ti(u(t)),
(7.60) k(t) = Tau(t),
(7.61) (Au(t),v —u(t))v +j(Su(t), u(t), v)

—j(Su(t),u(t), u(t)) = (f(t),v —u(t))y  Voel,

pour tout t € R,

La démonstration est similaire & celle du lemme 7.3. Toutefois nous avons choisi de la
présenter en détail.

Démonstration. Premiérement, nous supposons que (u,o, k) est la solution du
Probléme Z{, et t € R,. En utilisant les égalités (7.44) et (7.45), nous obtenons

(1.62)  o(t) — Ee(ult))
= /0 G(o(s) — Ee(u(s)) + Ee(u(s)), e(u(s)), k(s))ds + o9 — Ee(uy),

(7.63) K(t) = /0 G(o(s) — Ee(u(s)) + Ee(u(s)), e(u(s)), k(s))ds + Ko.
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Ensuite, nous utilisons les définitions de 77 et 75 dans le Lemme 7.6 pour obtenir les
égalités (7.59) et (7.60). Puis, nous combinons (7.19), (7.59) et les définitions (6.31),
(7.26)—(7.28) et (7.58) pour obtenir l'inégalité (7.61).

Réciproquement, nous supposons que (u, o, k) vérifie (7.59)—(7.61). Nous utilisons
(7.59), (7.60) et les définitions (7.47), (7.48) des opérateurs 77 et 7T pour obtenir les
égalités (7.62) et (7.63), ce qui montrent que (7.44) et (7.45) sont vérifiées. En outre, en
utilisant (7.59), (7.61) et les définitions (6.31), (7.26)—(7.28) et (7.58), nous obtenons
I'inégalité variationnelle (7.19), ce qui achéve la démonstration. U

Nous avons maintenant le résultat de ’existence et d’unicité suivant.

Lemme 7.8. L’inégalité variationnelle (7.61) admet une solution unique avec une
régularité w € C(R4,U).

Démonstration. Notons tout d’abord que 'opérateur A est fortement monotone,
de Lipschitz et que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.15) ainsi que I’hypothése
de petitesse (7.20), tel qu’il résulte de la démonstration du Lemme 7.4. Par ailleurs,
d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(7.64) I Tiw(t) — Tiv(t)llg < V2| Tu(t) — To(t)llgxrym-

En outre, en combinant (7.57) et (7.64), nous en déduisons que
t

(7.65) [Tiu(t) — Tiv(t)]lq < \/irn/ [u(s) = v(s)vds.
0

Par conséquent, en utilisant la définition (7.58) de l'opérateur S nous avons

ISu(t) = So(Bllgriziryne < (V2 + ke ) [ uls) = v(s)l ds.

De ce fait, il vient que S est un opérateur de mémoire et, donc satisfait la condition
(2.16) avec
Sn = 2V21, + coLr.

Enfin, les hypothéses du Théoréme 2.16 sont vérifiées. Par conséquent, I'inégalité va-
riationnelle (7.61) admet une solution unique u € C(R;U). O

Nous sommes maintenant en mesure de fournir la démonstration du Théoréme 7.5

Démonstration. Nous utilisons des arguments similaires & ceux présentés dans la
démonstration du Théoréme 6.2. D’apreés, le Lemme 7.8 uw € C(R; U) est la solution
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unique de I'inégalité variationnelle (7.61). Soient o et K les fonctions définies par (7.44)
et (7.45). Alors, il en résulte que le triplet (u, o, k) est la solution unique du Probléme
Z{, avec la régularité (7.46). Le Théoréme 7.5 est maintenant une conséquence directe
des Lemmes 7.7 et 7.8. O
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons traité quelques problémes de contact glissant entre un
corps déformable et une fondation rigide avec diverses lois de contact (compliance
normale, contrainte unilatérale et terme de mémoire) et de frottement. Nous avons
considéré successivement le cas des matériaux élastiques, viscoélastiques et viscoplas-
tiques avec ou sans variables internes d’état. Pour certains modéles nous avons pris en
considération 'usure des surfaces en contact, ce qui a rendu le modéle mathématique

plus intéressant car il conduit a un probléme d’évolution non linéaire.

Pour commencer, nous avons proposé des formulations variationnelles des différents
modéles de contact en termes de déplacements et parfois en termes de contraintes,
comme dans le cas du Chapitre 4. Puis, nous avons obtenu des résultats d’existence et
d’unicité de la solution faible, ainsi que des résultats concernant le comportement de
la solution par rapport aux perturbations des données et des résultats de convergence,
lorsque le coefficient de rigidité de la fondation tend vers l'infini. Pour y parvenir,
nous avons d’utilisé des arguments de monotonie, de compacité, de régularisation et
de point fixe. Pour certains cas, nous avons considéré une approximation numérique
des problémes de contact en utilisant une discrétisation temporelle uniforme et une
discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis. A l'issue de ces discrétisa-
tions, nous avons montré I’existence et I'unicité des problémes variationnels approchés.
Enfin, pour ces schémas, nous avons obtenu des résultats d’estimation de I'erreur sous
des hypothéses de régularité de la solution.

Pour continuer le travail accompli dans cette thése, il serait intéressant de consi-
dérer des processus de contact dynamique associé aux différentes lois de contact et de
frottement étudiées. L’analyse variationnelle de ces problémes représente un sujet de
recherche ouvert qui mérite d’étre abordé dans l'avenir. Le controle optimal des mo-
deéles de contact présentés dans cette thése pourrait aussi étre étudié. Pour vérifier les
estimations de I'erreur ainsi que les résultats de convergence obtenus dans ce mémoire
et illustrer le comportement des modéles étudiés, des simulations numériques basées
sur des méthodes performantes seront les bienvenues. Cet objectif sera réalisé dans
des travaux ultérieurs qui représenteront une continuation naturelle de ce mémoire de
these.
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Résumé : Les phénomeénes de contact impliquant des corps déformables abondent
dans l'industrie, notamment dans les structures mécaniques. En raison de leur com-
plexité intrinséque, les phénoménes de contact sont modélisés & I'aide de problémes
aux limites fortement non linéaires. De ce fait, la modélisation de ces phénoménes
pose plusieurs difficultés mathématiques. Dans cette thése, nous nous intéressons a la
modélisation, 'analyse variationnelle et 'analyse numérique de problémes de contact
glissant intervenant en mécanique des solides, pour des matériaux élastiques, vis-
coc¢lastiques et viscoplastiques. La premiére partie de cette thése rappelle quelques
résultats préliminaires, notamment des outils mathématiques et mécaniques néces-
saires pour réaliser la suite de ce travail. La deuxiéme partie est consacrée a I’étude
de quelques problémes de contact glissant sous diverses conditions de contact et frot-
tement. Pour chacun de ces problémes, nous introduisons les formulations fortes et
des formulations variationnelles. Ensuite, nous obtenons des résultats d’existence et
d’unicité des solutions faibles, sous certaines hyvpothéses de petitesse, ainsi que des
résultats de convergence. Enfin, nous proposons une approximation numérique de cer-
tains problémes de contact a 'aide de schémas discrétisés. Pour ces schémas, nous
obtenons des résultats d’estimation de 'erreur.

Mots clés : lois de comportement ¢lastique, viscoélastique et viscoplastique, contact
frottant, compliance normale, contrainte unilatérale, terme de mémoire, inéquation
rariationnelle, usure, opérateur de mémoire, solution faible, pénalisation, estimations
de lerreur.

Abstract : Contact phenomena involving deformable bodies abound in industry,
especially in mechanical structures. Due to their intrinsic complexity, contact pheno-
mena are modeled with strongly nonlinear boundary problems. For this reason, the
modeling of these phenomena give rise to various mathematical difficulties. In this
thesis, we are interested in the modeling, the variational analysis and the numeri-
-al analysis of problems of sliding contact in solid mechanics for elastic, viscoelastic
and viscoplastic materials. The first part of this thesis concerns some preliminary
results, in particular the mathematical and mechanical tools necessary to carry out
the continuation of this work. The second part is devoted to the study of some pro-
blems of sliding contact under various conditions of contact and friction. For each of
these problem, we introduce strong formulations and variational formulations. Then,
we obtain results of existence and uniqueness of the weak solutions, under smallness
assumptions, as well as results of convergence. Finally, we propose a numerical ap-
proximation of some contact problems based on the etudy of discretized schemes. For
these schemes we obtain error estimates results.

Keywords : elastic, viscoelastic and viscoplastic constitutive law, frictional contact,
normal compliance, unilateral constraint, memory term, variational inequality, wear,
history-dependent operator, weak solution, penalization, error estimates.



