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Sur le chemin où tu m’as accompagné pour faire mon inscription, nous avons failli
piétiner un petit escargot. Doucement et soigneusement, tu l’as pris en main et
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code DEM. Sans toi, je n’aurais pas pu arriver au résultat final. Merci d’avoir
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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse porte sur la modélisation discrète
de l’évolution régressive du front d’un conduit d’érosion qui peut se produire dans
les barrages ou digues en remblai. Des outils numériques ont été développés en
se basant sur le couplage entre la méthode des éléments discrets (DEM) et la
méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) pour la description, respectivement,
des phases solide et fluide. L’implémentation de la méthode DEM suit une ap-
proche standard de type dynamique moléculaire (DM) et les interactions intergra-
nulaires sont modélisées par des contacts unilatéraux visco-élastiques frottants ou
bilatéraux (ponts solides) viscoélastiques, afin de permettre la modélisation d’un
sol légèrement cohésif. La méthode LBM est implémentée ici avec des temps de
relaxation multiples (MRT) et une condition de rebondissement interpolée pour
les frontières solides en mouvement, afin d’améliorer la stabilité numérique des
calculs. Le schéma du couplage entre les deux méthodes, ainsi que les critères pour
le choix des paramètres numériques des deux méthodes.

Pour étudier le phénomène visé, un échantillon représentatif de sol granulaire
situé au front d’un conduit d’érosion est d’abord assemblé par une procédure de
préparation “à sec”, puis testé dans des conditions saturées sous un chargement hy-
draulique monotone croissant. L’érosion régressive se produit par amas de grains
au niveau du front d’érosion ayant subi au préalable une dégradation due à de
nombreuses ruptures de ponts solides en traction. L’autre phénomène important
observé est la présence d’arcs associés à des chaines de forces en compression qui
parviennent à maintenir parfois totalement, parfois partiellement l’intégrité du
matériau non érodé.

Mots-clés : érosion régressive, conduit d’érosion, méthode des éléments discrets,
DEM, méthode de Boltzmann sur réseau, LBM



Abstract

The work reported in this thesis consists in a discrete modelling of the back-
ward front propagation of an erosion pipe, as can take place in embankment dams
or dikes. Some numerical tools have been developed to this end, based on the cou-
pling between the Discrete Element Method (DEM) and the Lattice Boltzmann
Method (LBM) for the representation of the solid and fluid phases, respectively.
The implementation of DEM follows a standard molecular dynamics approach and
the interaction among grains are regulated by unilteral frictional visco-elastic and
breakable visco-elastic bonds, in order to take into account a slightly cohesive soil
behaviour. The LBM was implemented according to the Multiple Relaxation Time
(MRT) scheme along with an interpolated non-slip conditions for moving bounda-
ries, in order to improve the numerical stability of the calculations. The coupling
scheme is described along with the criteria for the numerical parameters of the two
methods.

A representative specimen of a granular soil located at the front of an erosion
pipe is first assembled by a “dry” preparation precedure and then tested under
fully-saturated conditions and increasing hydraulic load over time. Backward ero-
sion is takes place in the form of clusters of grain being eroded at the erosion
front after a degradation of the material due to the breakage of tensile bonds. The
other interesting feature that was observed is the creation of arches of compressive
force chains. These arches enabled the specimen to maintain a stable or metastable
configuration under the increasing hydraulic load.

Keywords : backward erosion, piping erosion, Discrete Element Method, DEM,
Lattice Boltzmann Method, LBM
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2.5.2 Paramètres du modèle de contact . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1
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4.3 Illustration du rayon hydraulique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.4 Cycle de calcul dans l’algorithme DEM/LBM . . . . . . . . . . . . 76
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guration géométrique et conditions aux frontières ; b) Champ de
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le modèle de couplage DEM (a) et LBM (b). . . . . . . . . . . . . 97

5.4 Illustration d’un VER du sol granulaire au sein du front d’un conduit
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les grains à t = 0.35 s (a), 0.75 s (b), 0.95 s (c), 1.5 s (d). Le type
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4.2 Paramètres utilisés dans la simulation de l’écoulement autour d’un
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Introduction générale

Contexte générale de l’étude

Pour les barrages en remblai, l’érosion interne est considérée comme l’une des
pathologies les plus courantes pouvant conduire à la rupture, un cas se présente
chaque année en France. De 1971 à 1995, de par le monde, 71 incidents, dont 23
ruptures ont été enregistrées sur 550 grands barrages, des milliers de petits bar-
rages et 1000 km de digues [13]. Plus généralement en Europe, le coût annuel des
inondations causées par l’érosion interne entre 1980 et 2003 est évalué à 3 milliards
de dollars [13]. Actuellement, les méthodes de dimensionnement conventionnelles
pour ce type d’ouvrages ne permettent pas une évaluation satisfaisante de cet aléa.
Ce constat a motivé, au niveau national et international, un intérêt croissant pour
la recherche autour de ce phénomène.

L’érosion interne dans les barrages ou digues en terre peut se développer
sous l’effet d’un écoulement d’infiltration au sein de l’ouvrage ou de sa fonda-
tion. Lorsque les actions hydrodynamiques dépassent la résistance à l’érosion du
matériau, les grains sont alors arrachés et transportés à travers l’espace poral. Une
description rationnelle du processus de l’érosion interne repose sur la distinction
de quatre phases ordonnées de l’évolution [15, 16] : initiation de l’érosion, conti-
nuation de l’érosion, progression vers la formation d’un conduit d’érosion ou vers
des instabilités de surface et initiation de la brèche.

L’initiation de l’érosion peut être la conséquence de fuites concentrées, d’insta-
bilités locales dans le volume de sol (cas de la suffusion ou de l’érosion régressive)
ou d’instabilités au sein d’une d’interface solide (érosion d’interface).

La phase de continuation dépend de la dégradation du sol ainsi que de la
présence de filtres granulaires (ou géotextiles) éventuels dont le rôle est de stopper
la migration de particules sur de grandes distances à travers l’ouvrage et la forma-
tion du conduit.

Dans la phase de progression, le conduit potentiellement formé se propage pro-
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gressivement vers le côté d’amont du réservoir, en élargissant son diamètre, jus-
qu’au moment où le processus s’achève en la formation d’une brèche, c’est-à-dire,
une perte incontrôlée de l’eau stockée, éventuellement couplée avec des phénomènes
d’instabilités générales (effondrement du conduit, instabilité des pentes). Deux
mécanismes différents peuvent être distingués décrire l’évolution du conduit hy-
draulique : l’élargissement du conduit est induit par l’érosion tangentielle au niveau
de ses parois, tandis que l’érosion régressive induite par l’écoulement à travers l’es-
pace poral se produit dans la région du front du conduit.

Plusieurs études expérimentales, analytiques et numériques dédiées au mécanis-
me d’érosion tangentielle ont été réalisées et ont conduit à des progrès substantiels
dans la compréhension et la modélisation de l’élargissement cinétique du conduit
hydraulique [4, 5, 17, 18, 19]. On notera qu’il existe moins de travaux en lien avec
le mécanisme d’érosion régressive et notamment concernant les études analytiques
ou numériques. Cependant, pour ce qui est de la modélisation des phénomènes, on
peut noter des similitudes pour ces deux derniers cas d’érosion dont les premiers
travaux se sont inspirés du problème de production de sable provoquée par des
écoulements interstitiels laminaires au niveau des parois dans les puits pétroliers
[20, 21, 22]. Ainsi, ce travail de thèse se concentrera-t-il sur l’étude des phénomènes
en jeu dans le front d’érosion du conduit, où pour le cas de l’érosion régressive,
l’écoulement est normal à l’interface solide-fluide.

Objectifs et démarche

L’objectif de ce travail est de construire des outils conceptuels et numériqu-
es afin d’étudier le comportement micromécanique des matériaux granulaires en
proximité du front d’un conduit hydraulique sous l’effet d’un écoulement nor-
mal lors du processus d’érosion régressive. Parmi ces outils, la “Méthode des
éléments discrets” (Discret Element Method, DEM), qui est aujourd’hui une ap-
proche numérique standard [23] pour la modélisation du comportement mécanique
des assemblages granulaires “secs”, sera utilisée. Cette approche qui traitera l’équili-
bre de la fraction solide sera couplée avec une autre méthode qui traitera l’écoulement
fluide et son interaction avec les grains individuels.

Concernant le couplage fluide-grains, différentes approches existent et per-
mettent d’effectuer ce couplage plus ou moins finement. Ainsi, certaines approches
traitent-elles le problème par utilisation de deux échelles différentes pour étudier
les phénomènes dans les phases solide et fluide. La phase solide est ici discrétisée
par des grains individuels pendant que la phase fluide est décrite par maillage à
une échelle supérieure à la taille des grains [24]. D’autres schémas de couplage s’ap-
puient également sur une approche discrète pour la phase solide et où l’écoulement
fluide est traité à l’échelle des pores [25, 26], où à des échelles plus petites que la
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taille des grains représentatifs [27, 28, 29]. Parmi ces derniers, le couplage entre la
méthode DEM et la méthode de Boltzmann sur réseau (Lattice Boltzmann Method,
LBM) est fortement représenté par sa souplesse pour le traitement des interfaces
fluide-solide en mouvement [30, 31, 32].

En ce qui concerne l’érosion par formation d’un conduit hydraulique, le cou-
plage DEM/LBM a récemment été utilisé pour la modélisation de l’élargissement
d’un conduit d’érosion sous l’effet d’un écoulement tangentiel au niveau des parois
du conduit [5]. Cette même approche sera utilisée et implémentée ici pour modéliser
la propagation du front d’érosion dans le cadre de l’érosion régressive. Ce travail
complète donc les études existantes sur le phénomène d’érosion régressive.

Ce mémoire se compose de cinq chapitres :
Dans le premier chapitre, une introduction à l’érosion interne dans les barrages

en remblai sera abordée. On s’intéressera plus particulièrement au phénomène
d’érosion de conduit en décrivant ses mécanismes d’initiation et son développement
lors du processus d’érosion. On montrera qu’elles ont été les études menées sur ce
sujet tout comme les approches choisies pour traiter le couplage fluide-grains, tout
en brossant leurs avantages ou leurs limites.

Le deuxième chapitre portera les bases fondamentales de la méthode DEM à
travers l’intégration des équations de la dynamique, les lois de contact intergranu-
laires. Les critères pour le choix des paramètres intervenant dans le modèle seront
aussi discutés dans le but de faciliter la pratique de cette méthode.

La méthode Boltzmann sur réseau est présentée dans le troisième chapitre.
Des éléments essentiels de cette méthode seront détaillés, y compris l’algorith-
me de calcul, des techniques pour l’implémentation des conditions aux frontières
(notamment la condition de non-glissement, de pression imposée). Une série de
simulations numériques d’écoulements fluides sera réalisée par le code de calcul
développé dans le cadre de ce travail.

Le quatrième chapitre est dédié à la présentation du schéma du couplage
DEM/LBM. Le calcul de la force hydrodynamique sur les grains et le traitement de
leur mouvement seront, dans un premier temps, discutés. Par la suite, on présentera
des aspects relatifs à l’implémentation du modèle pour sa mise en oeuvre. Le
schéma du couplage sera validé par des simulations numériques impliquant un
écoulement autour d’un cylindre fixe ou en mouvement, puis la sédimentation des
grains dans un fluide au repos.
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Enfin, dans le cinquième chapitre, on présentera l’application du modèle dévelop-
pé au cas de l’érosion régressive, en particulier pour étudier les phénomènes en
jeu dans le front d’érosion. Plusieurs simulations numériques du comportement
du front d’un conduit d’érosion seront réalisées et suivie par des analyses mi-
cromécaniques des phénomènes observés.

Une conclusion générale de ce travail portera essentiellement sur les résultats
obtenus au cinquième chapitre. Mais elle mettra aussi en avant les avantages et in-
convénients du couplage DEM/LBM dans la modélisation discrète du phénomène
d’érosion interne ainsi que d’autres phénomènes qui impliquent des interactions
fluide-grains. Le mémoire se terminera par des perspectives sur les applications
possibles du code de calcul développé tout comme les questions encore en suspens
pour comprendre le problème d’érosion régressive.

Une partie de ce travail a fait l’objet d’un article publié dans Tran et al., 2016
[33].
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1.1 Introduction

Ce chapitre constitue une introduction à la problématique de cette thèse. Tout
d’abord, le phénomène d’érosion interne est brièvement présenté comme l’un des
aléas les plus courants et les plus dangereux pour les barrages et digues en terre.
Certains travaux expliquant ce phénomène d’érosion seront résumés, y compris les
approches expérimentale, analytique et numérique, avec une attention particulière
sur l’érosion interne par formation d’un conduit (renard) hydraulique et en parti-
culier l’érosion dite régressive.

La modélisation numérique discrète est une technique de calcul qui permet de
modéliser les phénomènes à l’échelle du grain et constituera l’outil privilégié d’ana-
lyse de l’érosion régressive dans ce travail de thèse. Plusieurs schémas numériques
permettant d’étudier les phénomènes impliquant une forte interaction entre une
phase solide et fluide, qui est le cas de l’érosion régressive seront reportés. Enfin,
les outils numériques seront présentés.

1.2 Vulnérabilité des barrages en remblai

Un barrage est défini comme un obstacle artificiel construit en travers d’un
cours d’eau et destiné à en réguler le débit et/ou à stoker de l’eau, notamment
pour le contrôle des crues, l’irrigation, l’industrie, l’hydroélectricité, ou une réserve
d’eau portable. En particulier, on appelle barrage en remblai tout barrage composé
de matériaux meubles compactés qui peuvent être fins (terre) ou grossiers (enro-
chements). En fonction des matériaux utilisés et de la manière dont l’étanchéité
du barrage est assurée, trois catégories de barrages en remblai sont identifiés :

- Barrage homogène, construit avec un matériau suffisamment étanche (argile,
limon) ;

- Barrage avec noyau, qui est un barrage zoné ; il est composé d’un noyau
central dont le matériau constitutif a une perméabilité très faible (argile, marne)
et de recharges amont et aval permettant d’assurer la stabilité du barrage ;

- Barrage avec masque amont ; généralement le remblai est en enrochement ;
la face amont est recouverte d’un masque, souvent en béton, qui permet d’assurer
l’étanchéité de l’ouvrage.

Selon ICOLD 1 , les barrages en remblai représentent environ 75% des barrages
dans le monde mais leur structure est beaucoup plus vulnérable par rapport à
d’autres types de barrages. Le tableau 1.1 explicite cette vulnérabilité au travers
du nombre de ruptures qui sont quatre fois plus importantes que celles associées

1. International Commission On Large Dams
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Figure 1.1 – Vue d’une coupe d’un barrage à noyau [1]

aux barrages en béton ou en maçonnerie. Sur la base des données de l’ICOLD.,

Type de
barrage

Nombre de
barrages

Nombre de
rupture

Nombre de rupture par
100000 années*barrages

Béton ou maçonnerie 5500 2 2

Remblai 16500 26 9

Tableau 1.1 – Nombre de rupture/an/barrage dans le monde de 1970 à 1990 d’après
ICOLD [13]

1974, 1983a, 1995 [34, 35, 36], Foster et al. [37, 38] ont analysé les statistiques de
ruptures des grands barrages construits entre les années 1800 et 1986. Le résultat
de ce travail est présenté dans le tableau 1.2, à l’exclusion des barrages construits
au Japon avant 1930 et en Chine. D’après les données, trois modes de rupture prin-
cipaux ont été identifiés : le glissement (instabilité générale de l’ouvrage), l’érosion
externe ou surverse (débordement du niveau d’eau du réservoir par-dessus la crête
et érosion des recharges), et l’érosion interne.

Récemment, l’enquête lancée par RAI 2 montre que durant 26 mois (de février
2010 à avril 2012), 47 ruptures ont été enregistrées, dont 8 ruptures de grands
barrages. Au niveau des modes de rupture, 23 cas sur 44 ont été associés à une
érosion interne, 20 cas sur 44 à une érosion externe et un seul cas à un glissement.
Ainsi pour les 8 cas de grands barrages, l’érosion externe (5 cas sur 8) et l’érosion
interne (3 cas sur 8) sont les pathologies les plus représentées. On note alors que
l’érosion interne, ayant une fréquence comparable à celle de l’érosion externe, est
responsable d’environ la moitié des ruptures des barrages en remblai. Ce proces-

2. Risk Assessment International
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sus d’érosion se déroule à l’intérieur du remblai ou de la fondation et n’est donc
pas aisément identifiable. Sans un suivi attentif de l’ouvrage, les signes extérieurs
peuvent n’être visibles que dans une phase avancée du processus alors que son
développement en phase finale vers une rupture peut être extrêmement rapide.

% rupture
(endroits connus)

Probabilité moyenne

de rupture (10−3)Nombre de cas

Mode de rupture Toutes les
ruptures

Rupture en
opération

Toutes les
ruptures

Rupture en
opération

Toutes les
ruptures

Rupture en
opération

Capacité inadéquate de l’évacuateur 46 40 36 34 4 3.5

Dysfonctionnement de porte 16 15 12 13 1.5 1.5

Totalité de rupture
par surverse

62 55 48 47 5.5 5

Érosion interne à
travers le remblai

39 38 30 33 3.5 3.5

Érosion interne à
travers la fondation

19 18 15 15 1.5 1.5

Érosion interne initiée dans le
remblai à travers la fondation

2 2 1.5 1.5 0.2 0.2

Totalité sur érosion interne 59 57 46.5 48.5 5 5

Glissement en aval 6 4 5 3.5 0.5 0.4

Glissement en amont 1 1 1 1 0.1 0.1

Totalité sur glissement 7 5 6 4.5 0.6 0.5

Séisme/liquéfaction 2 2 1.5 1.5 0.2 0.2

Mode inconnu 8 7

Totalité de ruptures 136 124 12 11

Totalité de rupture (où le
mode est connu)

128 117

Nombre des barrages en remblai 11192 11192

Tableau 1.2 – Statistiques globales des ruptures de barrages en remblai jusqu’en
1986, à l’exclusion des barrages construits au Japon avant 1930 et en Chine.

1.3 Érosion interne et formation du renard hy-

draulique

L’érosion interne est définie comme la migration de grains initiés par les forces
érosives de l’eau le long de fissures dans les matériaux cohésifs ou dans le vo-
lume des vides d’un sol pulvérulent entrainant une instabilité interne de l’ouvrage
[39]. Plusieurs facteurs peuvent influencer l’apparition d’un tel processus : des fis-
sures préexistantes dans le matériau, une granulométrie très étalée ou lacunaire,
et même des interactions chimiques entre des éléments dans l’eau et l’argile du sol.
En général, ce phénomène se développe lorsqu’il y a combinaison de deux condi-
tions : l’arrachement des grains et leur transport sur de grandes distances. Une
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description rationnelle du processus de l’érosion interne repose sur la distinction
de quatre phases ordonnées de l’évolution [15, 16] : initiation de l’érosion, conti-
nuation de l’érosion, progression vers la formation d’un conduit hydraulique ou
d’instabilités de surface et formation d’une brèche à travers l’ouvrage.

Selon les conditions aux limites associées au problème, on distingue actuelle-
ment quatre mécanismes d’initiation de l’érosion interne [13] :

- Érosion régressive ; l’érosion s’initie en un point au pied aval du barrage, là où
le gradient hydraulique est élevé permettant l’arrachement des grains solides. Ce
mécanisme se propage vers l’amont du barrage par une évacuation régressive des
grains érodés. Il s’articule autour d’une déstabilisation du matériau qui forme le
squelette du sol ou d’une augmentation du gradient hydraulique local, favorisant
la formation d’un réseau de conduits d’érosion à travers l’ouvrage.

- Suffusion ; l’érosion se produit lorsque la vitesse locale (ou le gradient local)
de l’écoulement d’infiltration à travers la matrice du sol est suffisamment élevé
pour que des fins grains fins du volume de sol soient érodés à travers les pores
d’une matrice granulaire plus grossière. Ce processus conduit à des zones de haute
perméabilité où le débit d’infiltration est relativement élevé. Cela peut provoquer
un effondrement du squelette du sol.

- Érosion de contact ; il y a érosion sélective de la fraction des grains fins due
à un écoulement parallèle à l’interface entre un sol fin et un sol grenu. L’érosion
de contact peut conduire dans des cas particuliers au développement d’un conduit
d’érosion dans le sol fin.

- La fuite concentrée, un tassement différentiel, une fracture hydraulique ou un
mauvais compactage induisant la présence de fissures dans le remblai ou dans la
fondation du barrage. Sous l’effet de l’écoulement, l’érosion se produit le long des
parois des fissures. Il peut alors y avoir formation et élargissement d’un conduit
qui relie l’aval et l’amont du barrage.

Dans la majorité des cas, un renard hydraulique 3 peut être initié dans le rem-
blai ou dans la fondation du barrage par un des mécanismes décrits ci-dessus (à
l’aval, dans le corps du remblai ou dans la fondation).

Si l’érosion ne suit pas une fissure déjà ouverte, la continuation de l’érosion
par renard hydraulique dépend de la relation géométrique entre la granulométrie
des grains fins mobilisables pour l’érosion et les constrictions du milieu granulaire
(étranglement dans l’espace poral entre deux pores voisins) que pourront traverser
ces fines. Le processus d’érosion peut s’arrêter si ces dernières sont suffisamment

3. Le terme “renard” évoque l’idée d’un trou de renard alors que son équivalent en anglais
“piping” traduit l’idée d’un conduit, mais il s’agit bien de la même chose.
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petites pour retenir les particules arrachées en amont.

Dans la phase de progression, les pressions interstitielles et la vitesse de l’écoul-
ement d’infiltration augmentent. L’élargissement du renard dépend de plusieurs
facteurs incluant le type de sol, le caractère adhésif/cohésif du sol et le régime
hydraulique. La propagation du front d’érosion, dans le cas de l’érosion régressive,
peut impacter les zones amonts du barrage créant un conduit continu entre l’aval
du barrage et le réservoir.

La formation d’une brèche constitue la phase ultime de l’érosion qui conduit à
l’effondrement du barrage.

1.4 Erosion par renard hydraulique

La séquence d’image dans la figure 1.2 illustre les différentes phases conduisant
à l’effondrement du barrage à la suite de l’érosion par renard hydraulique dans le
cas de l’érosion régressive. Lors du processus d’érosion, deux mécanismes simul-
tanés mais différents sont à l’œuvre : l’élargissement du renard est induit par une
érosion tangentielle au niveau de ses parois, tandis qu’un écoulement de Darcy
dans la région du front du renard fait progresser ce dernier vers l’amont. L’érosion
est ici normale à l’interface solide-fluide du conduit (figure 1.3).

Dans la suite, nous allons présenter certains travaux essentiels permettant
d’aborder le problème d’érosion régressive par des approches expérimentale, ana-
lytique et numérique.
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Figure 1.2 – Érosion régressive conduisant à la formation d’un renard hydraulique,
à la formation d’une brèche avant l’effondrement du barrage [2]

Figure 1.3 – Problématiques dans la modélisation de l’érosion régressive :
déplacement vers l’amont du front d’érosion (1) ; érosion tangentielle du conduit
(2)

1.4.1 Études expérimentales

Essai en laboratoire
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Le phénomène d’érosion interne est classiquement étudié grâce à l’essai HET
(Hole Erosion Test) en laboratoire. Cet essai, introduit par Wan et Fell [17, 18]
et développé ensuite par Pham [40], Benahmed [3], permet de représenter le pro-
cessus d’érosion de conduit, initié par la formation d’une fissure dans les barrages
en remblai. La figure 1.4 illustre le dispositif expérimental et l’échantillon dans un
essai HET.

Figure 1.4 – Appareil pour l’essai HET [3]

L’échantillon cylindrique du sol cohésif est de longueur 150 mm et de diamètre
80 mm. Un trou de diamètre 6 mm est ensuite créé le long de l’axe central de
l’échantillon pour simuler une fissure préexistante et inciter le développement du
mécanisme érosif le long des seules parois du trou. Un écoulement fluide est imposé
à travers le trou en maintenant constant le débit Q pendant que le gradient de
pression est mesuré par des jauges. Si le débit Q est suffisamment élevé, l’érosion se
produit et le diamètre du trou augmente au cours du temps. Le dépouillement de
l’essai HET s’effectue à travers la détermination de deux quantités caractéristiques
τc et ker, qui sont respectivement la contrainte de cisaillement critique et le coef-
ficient d’érosion, tout deux associés à loi d’érosion :

ṁ =

{
0 si |τb| ≤ τc

ker(|τb| − τc) si |τb| > τc
(1.1)

où ṁ est la masse érodée en kg.m
−1. s−1, τb est la contrainte de cisaillement en

Pa, τc est la contrainte critique au-dessus de laquelle le sol est détaché, ker est le
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coefficient d’érosion en s.m−1, lié à la cinétique du processus érosif.

Essai in situ

Un essai à grande échelle a été effectué par Van Beek et al, 2011 [2] pour
comprendre le processus d’érosion régressive (projet “IJKdijk”). Pour cela, un
remblai de longueur 15 m et de hauteur 3.5 m avec une pente de 1 : 2 a été
construit (figure 1.5). Le remblai est constitué d’argile et repose sur une fondation
constituée de sable. Plusieurs rangées de jauges ont été placées à l’interface entre
la couche sableuse et l’argile. Ces jauges permettent la mesure de la pression de
l’eau dans les pores et par là-même de suivre la formation du renard.

Figure 1.5 – Essai à grande échelle (IJKdijk) [2]

Durant l’essai, le niveau d’eau en amont a été augmenté progressivement pour
atteindre un niveau de 3 m au-dessus de la couche du sable. Sous l’effet du char-
gement hydraulique, des résurgences avec cônes de sable sont apparues à l’aval du
remblai, signes de la formation de renards dans la fondation. Alors que le niveau
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d’eau a continué à augmenter à l’amont, l’érosion s’est développée progressivement
avec un élargissement du diamètre et un accroissement de la longueur du renard.
Enfin, le renard hydraulique a atteint le réservoir amont et a entrainé la formation
d’une brèche à travers le remblai.

Cette expérience a permis de scinder le processus d’érosion par renard hy-
draulique en quatre étapes : infiltration, érosion régressive, développement du
renard et formation d’une brèche. Le projet “IJKdijk” a fourni également des
données précieuses pour la modélisation numérique du phénomène d’érosion à
grande échelle.

1.4.2 Études analytiques

Un modèle analytique a été proposé par Bonelli et Brivois [4], permettant
l’explication de l’élargissement du conduit d’érosion lors d’un essai HET. L’érosion
se produit sous l’effet de l’écoulement tangentiel, qui, pour les nombres de Reynolds
classiques in situ est turbulent. Dans ce modèle, le processus d’érosion amène
une transition progressive d’un comportement solide à un comportement fluide
pour les matériaux constitutifs de la paroi du conduit. Cette transition est décrite
par une décomposition en trois phases d’un volume matériel : phase du solide,
phase du solide fluidisé et phase du fluide. Ces trois phases interagissent à travers
les équations du bilan de la masse. La figure 1.6 illustre l’écoulement entrainant
l’érosion et le transport du sol érodé.

La quantité de sol érodé dans l’écoulement est suffisamment petite, et donc
n’affecte pas de manière significative les propriétés du fluide. Une transformation
des équations de bilan par des équations de saut de Rankine-Hugoniot permet
d’établir une loi exponentielle pour l’évolution du flux de la masse érodée lors du
processus de l’érosion sous une pression hydraulique constante :

ṁ =

{
0 si |τb| ≤ τc

kerτc(
|τb|
τc
− 1)p si |τb| > τc

(1.2)

où ṁ est le flux de la masse érodée en kg.m
−2. s−1, τb est la contrainte de cisaille-

ment en Pa, τc est la contrainte critique au dessus de laquelle le sol est détaché,
ker est le coefficient de l’érosion en s.m−1 et 0 < p 6 1 est l’exposant empirique.
Le paramètre p a pour but d’améliorer l’adéquation entre prédiction du modèle
et résultats expérimentaux. Les auteurs ont aussi conclu que la valeur p = 1 est
souvent suffisante pour l’interprétation des essais d’érosion par trou.
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Figure 1.6 – Écoulement axisymétrique dans le conduit d’érosion [4]

1.4.3 Études numériques

Approche continue

Le problème de l’évolution du front d’un conduit d’érosion est similaire au
problème de la production de sable provoquée par des écoulements interstitiels
laminaires sur les parois des puits pétroliers [20, 21, 22]. Dans ce modèle, le com-
portement du milieu granulaire saturé est modélisé par la théorie et les équations
de la poro-élastoplasticité. Le mécanisme d’érosion de la matrice solide est décrit
par l’équation de continuité pour la phase solide :

ṁ

ρs
=
∂φ

∂t
(1.3)

- l’équation constitutive de l’érosion :

∂φ

∂t
= (λφ,i),i (1.4)

- la loi de perméabilité :

k = k0
φ3

(1− φ)2
(1.5)

dans lesquelles, ṁ est la fraction de la masse érodée par unité de volume, φ est la
porosité, ρs est la densité de la phase solide, k0 est la perméabilité.
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Des données expérimentales sur le phénomène étudié permettent d’évaluer le
coefficient de production de sable λ dans l’équation constitutive (1.4). Ce der-
nier dépend de l’état plastique du sable granulaire et peut être adapté au modèle
numérique en faisant le coefficient λ en fonction de la contrainte plastique de ci-
saillement γp, c’est-à-dire λ = λ(γp). Les résultats obtenus sont en accord avec les
observations expérimentales. Ils montrent que la fraction de sable érodé diminue
au cours du temps soit à zéro, soit à une valeur constante lors de l’élargissement de
la zone d’érosion. Ceci se produit lorsque l’augmentation de la porosité du milieu
devient important pour conduire à nouveau le processus d’érosion.

Approche discrète

À l’échelle des grains, Lominé et al. ont proposé une modélisation discrète en
2D de l’essai HET [5] pour le régime laminaire de l’écoulement. Le modèle présente
un couplage complet fluide/grains, basé sur la méthode de Boltzmann sur réseau
pour la partie fluide et la méthode des éléments discrets pour la fraction solide com-
posée de grains circulaires. La loi d’érosion déduite par les simulations numériques
s’est montrée en accord avec celle reportée par des travaux expérimentaux, ce qui
valide la modélisation effectuée. Les auteurs ont montré que le taux d’érosion est
proportionnel à la contrainte de cisaillement provoquée par l’écoulement fluide.
La figure 1.7 représente l’évolution dans le temps du trou d’érosion lors de l’essai
numérique HET.

Figure 1.7 – Modélisation discrète de l’essai HET [5]
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1.5 Modélisation discrète du front d’un conduit

d’érosion

La modélisation numérique du phénomène d’érosion peut compléter les es-
sais expérimentaux aux différentes échelles d’analyse, celle de l’ouvrage, celle de
l’échantillon ou celle des grains. Elle peut aussi apporter de nouveaux éléments
pour la compréhension des phénomènes en jeu.

Lors du processus d’érosion, le mouvement des grains dépend des forces en
jeu au niveau des contacts entre les grains ainsi que des forces hydrodynamiques
du fluide interstitiel. Cependant, la présence de grains en suspension influencera
à son tour l’écoulement fluide. Une approche numérique capable de prendre en
compte les interactions entre le fluide et le milieu granulaire est donc un atout
pour modéliser précisément les phénomènes en jeu.

Dans une approche de modélisation des phénomènes physiques à l’échelle des
grains, la phase solide est discrétisée en grains individuels par la “Méthode des
éléments discrets” qui est aujourd’hui une approche numérique standard pour la
modélisation du comportement mécanique des assemblages granulaires. Par contre,
différents modèles permettent de modéliser le comportement de la phase fluide in-
terstitielle et d’effectuer un couplage avec la phase solide. Une description par
maillage à une échelle supérieure à la taille des grains pour la phase fluide est
proposée par McNamara et al. [24] pour l’étude de l’écoulement granulaire en
présence d’interactions hydrauliques. D’autres auteurs traitent l’écoulement fluide
à l’échelle des pores [25, 26], où à des échelles plus petites que la taille des grains
représentatifs [27, 28, 29].

Certaines techniques ont été utilisées en particulier pour apporter des informa-
tions sur les phénomènes d’érosion, elles seront développées plus précisément.

1.6 Couplage solide-fluide à l’échelle des grains

1.6.1 Approche DEM/SPH

La méthode SPH (“Smoothed-particle hydrodynamics”) est une méthode la-
grangienne sans maillage, développée par une nécessité de résoudre des problèmes
complexes que le maillage eulérien n’était pas en mesure de gérer facilement
[41, 42]. En particulier, elle est avantageuse pour le traitement des problèmes
à surface libre, des interfaces mobiles et des frontières déformables [43, 44]. La
méthode SPH fonctionne par une discrétisation du domaine fluide en un ensemble
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d’éléments distincts, appelés particules dont la taille n’a pas à proprement parlé
de sens physique. Dans le domaine fluide, ces particules individuelles transportent
des informations physiques, interagissent entre elles et se déplacent selon l’équation
de mouvement. Les quantités physiques telles que la vitesse, la densité d’une par-
ticule dans l’espace sont évaluées par une interpolation des propriétés physiques
correspondantes dans un domaine d’influence fini pour chaque particule fluide (fi-
gure 1.8)).

Particule évaluée

Particule à l'intérieur du 
domaine d'influence

Particule à l'extérieur du 
domaine d'influence

Figure 1.8 – Discrétisation du domaine fluide dans la méthode SPH

L’inconvénient principal de la méthode SPH par rapport aux méthodes eulérien-
nes traditionnelles est la nécessité d’un grand nombre de particules pour produire
des simulations avec une résolution équivalente, ce qui augmente le coût de calcul.

Les conditions limites aux parois solides (telles que un grain) sont considérées
comme une interface d’un problème de Riemann partiel [45, 46]. La solution de ce
problème de Riemann partiel, obtenue en considérant les propriétés de l’état fluide
et les conditions imposées par la paroi solide, est ensuite utilisée pour le calcul
du flux de pression. Les forces hydrodynamiques sont enfin calculées à partir de
l’intégration du champ de pression sur la frontière solide (grain).

On peut trouver dans la littérature plusieurs applications de cette approche
telles que la sédimentation d’un grain dans une colonne fluide en 3D [47], des
problèmes plus complexes sur le transport de “slurry” dans un semi autogene [48]
ou sur la rupture de barrage [49]. Plus récemment, Sjah et al. [50] ont présenté
une simulation numérique de l’essai de l’érosion par trou dans l’étude de l’érosion
interne.
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1.6.2 Approche DEM/PFV

Le couplage DEM/PFV “(Pore-scale Finite Volume)” est destiné à fournir un
outil numérique pour l’analyse du comportement des milieux granulaires saturés
denses [6, 25, 26]. Dans cette approche, l’espace poral 3D est partitionné à l’aide
d’une technique de pavage de Delaunay pondérée et de son graphe dual qui est
la partition de Voronöı [51]. Le réseau de pores est présenté comme des canaux
connectés dont les dimensions sont définies par l’introduction de la notion de rayon
hydraulique associé à chaque pore et leur section transversale est définie par la rela-
tion Hagen-Poiseuille [52]. La figure 1.9 illustre la construction d’un sous-domaine
entre deux pores.

Figure 1.9 – Construction d’un sous-domaine Θij entre deux pores en 2D [6].

Les forces hydrodynamiques sur les grains incluent les effets de la pression
absolue et de la contrainte visqueuse du fluide. Un schéma de calcul est illustré sur
la figure 1.10 avec une décomposition de la force de portance visqueuse dans un
pore. Chaque composante est déterminée par l’intégration de la pression et de la
contrainte visqueuse sur la partie de la frontière locale en jeu dans le calcul. Enfin,
la force totale appliquée sur un grain est obtenue par la somme des composantes
des forces correspondantes. On note que l’effet de gravité peut être calculé de
manière indépendante et présenté par une force d’Archimède.

Le couplage DEM/PFV a été notamment validé par la simulation numérique
d’un essai œdométrique [26] dans le cas limite du fluide incompressible, et a été
utilisée pour des études rhéologiques des milieux granulaires saturés et denses avec
prise en compte des forces de lubrification [53]. Cette approche est robuste en
particulier au niveau du coût de calcul. Cependant, elle ne peut pas être utilisée
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Figure 1.10 – Définition de la décomposition de la force portante provoquée par le
fluide dans un pore : distribution de la pression sur la frontière des grains [6].

lorsque l’écoulement fluide entre dans le régime de turbulence, ce qui se passe
souvent dans le phénomène d’érosion.

1.6.3 Approche DEM/LBM

La méthode de Boltzmann sur réseau (Method Lattice Boltzmann (LBM)) est
une méthode eulérienne de dynamique des fluides (Computational fluid dynamics
(CFD)), qui est basée sur la résolution de l’équation de Boltzmann de la théorie
cinétique des gaz, à la place des équations de Navier-Stokes, pour simuler le com-
portement de fluides newtoniens [54, 55, 56]. Dans cette méthode, le domaine
fluide est discrétisé par un réseau régulier fixe dans lequel les particules fluides
sont représentées par des fonctions de distribution. Elles sont vues comme la den-
sité de probabilité de trouver une particule de fluide à une position et à un temps
donnés avec une vitesse microscopique. Le mouvement des particules fluides est
alors discrétisé en un nombre limité de vitesses de déplacement spatial possible
(figure 1.11).

L’évolution de l’écoulement fluide est caractérisée par la “propagation” et la
“collision” entre les particules appartenant au réseau discrétisé jusqu’au moment
où son état d’équilibre thermodynamique est établi. Le point fort de la méthode
LBM est la simplicité dans l’implémentation de l’algorithme, des conditions aux
limites ainsi que sa capacité à simuler des écoulements avec nombres de Reynolds
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élevés. Par contre, cette méthode nécessite une grande quantité de mémoire lors
de la simulation.

hh
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f 8
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f 1
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f 5
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c 8c 8c 4c 4
c 7c 7

c3c3

Figure 1.11 – Discrétisation du domaine fluide par le modèle D2Q9 dans la méthode
LBM [7]

Dans le couplage DEM/LBM, l’interaction fluide-solide peut être évaluée par
la variation de la quantité de mouvement sur la frontière solide avec des méthodes
“Bounce-back” [27, 57] ou “Immersed boundary” [12, 58]. Cette approche a été
développée et utilisée pour des études de sédimentation [12] ou des avalanches
sous-marines [59]. Concernant le phénomène d’érosion, Sibille et al. [5] ont pro-
posé une modélisation 2D de l’essai de HET en régime laminaire d’écoulement.
Plus récemment, une modélisation 2D de l’essai JET a été réalisée par Cuéllar et
al. [60] en tenant compte d’une transition d’un régime laminaire vers le régime
turbulent de l’écoulement.

La validation quantitative de ces travaux existants ainsi que les avantages de
la méthode LBM pour la simulation de la phase fluide démontre la capacité du
modèle DEM/LBM à être utilisée pour modéliser le phénomène d’érosion interne
à l’échelle des grains. En gardant à l’esprit qu’une description précise du fluide
interstitiel est un élément essentiel pour la modélisation des interactions fluide-
grains complexes, cette approche a été choisie et développée dans le cadre de cette
thèse.
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1.7 Outils numériques réalisés

1.7.1 Code de calcul

L’équipe de recherche GCD du LTDS, laboratoire d’accueil de cette thèse, est
impliquée depuis plusieurs années dans la recherche sur les lois de comportement
pour les matériaux granulaires [61, 62, 63]. Ces études s’appuient souvent sur des si-
mulations numériques réalisées à l’aide de codes DEM commerciaux, open-source
ou académiques non développés en interne, afin de mettre en évidence l’impor-
tance des mécanismes microscopiques dans le comportement phénoménologiques
des matériaux granulaires. Ces codes, performants mais d’accès limité pour l’utili-
sateur, peuvent ne pas répondre de manière satisfaisante aux nécessités parfois très
spécifiques d’une étude. Par conséquent, un code a été développé en interne en se
basant sur l’algorithme DEM de la méthode des éléments discrets. Ce code réalisé
pourra en revanche évoluer de manière flexible et dans plusieurs directions e.g.,
généralisation 3D, formes complexes des particules ou interaction solide-fluide, ce
qui est le cas envisagé dans cette thèse. L’implémentation du code est effectué
à l’aide du langage de programmation C selon la norme ANSI, cf. Kernighan et
Ritchie, 2000 [64].

Le traitement de la phase fluide constituera la partie principale de cette thèse
avec l’implémentation de la méthode de Boltzmann sur Réseau. Ce code, écrit
en langage C, est ensuite couplé au code aux éléments discrets, et utilisé pour
la modélisation du comportement du front d’un conduit d’érosion dans le cas du
problème de l’érosion régressive. On notera que le choix du langage C a pour but
d’optimiser au maximum le temps de calcul pour les simulations et pour les études
paramétriques qui nécessitent de lancer en même temps plusieurs simulations. Ce
langage est ainsi qualifié de langage de bas niveau 4 et bénéficie d’un large gamme
de librairies scientifiques, de compilateurs particulièrement performants (e.g., GNU
Compiler Collection avec plusieurs d’options d’optimisation), ainsi qu’une grande
communauté d’utilisateurs dans le monde de l’informatique. L’interface de pro-
grammation OpenMP (Open Multi-Processing) est utilisée pour le calcul parallèle.
Cette interface, basée sur une architecture à mémoire partagée, est portable et
utilisable sur différentes plateformes de calcul.

4. Un langage de programmation est qualifié de bas niveau lorsque le codage de celui-ci se
rapproche du langage machine (i.e., binaire), et donc permet de programmer à un degré très
avancé.
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1.7.2 Post-traitement

Le post-traitement des données obtenues par des simulations numériques est
réalisé avec le logiciel de calcul numérique Scilab 5 (Scientific Laboratory) pour la
visualisation des données (e.g., échantillon granulaire sans ou avec la châıne des
forces, le champ de vitesses de l’écoulement fluide, les lignes de courant) ainsi que
pour les analyses des résultats. On note que Scilab est libre et disponible pour
plusieurs systèmes d’exploitation et fournit des figures ou des vidéos de très bonne
qualité.

1.8 Conclusion

L’érosion interne par création d’un conduit hydraulique a été décrite dans ce
chapitre comme l’une des pathologies les plus dangereuses pour les barrages en
remblai. Ce phénomène impliquant des interactions fluide-solides complexes ont
fait objet d’un certain nombre de recherches, surtout concernant l’évolution du
diamètre du conduit lors du processus d’érosion. Pour compléter cette étude par
une modélisation l’évolution du front du conduit d’érosion, plusieurs approches
numériques ont été envisagées permettant la réalisation d’un couplage fluide-grain
complet. Le couplage DEM/LBM a été choisi pour sa souplesse dans le traitement
des géométries complexes pour la phase solide.

5. http ://www.scilab.org
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2.2.1 Algorithme Stömer-Verlet . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.2 Algorithme Verlet-Vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3 Lois d’interaction au contact . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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2.1 Introduction

On désigne comme matériaux granulaires les assemblages de grains interagis-
sant par des actions de contact mutuelles à travers les points ou régions de contact.
Le terme “Méthode des éléments discrets” (Discret Element Method, (DEM))
indique de manière générique les différentes méthodes de simulation numérique
discrète du comportement mécanique des assemblages granulaires. Cette approche
de modélisation a été introduite dans les années 80 par P.A.Cundall et O.Strack [65]
à partir des algorithmes propres à la dynamique moléculaire (DM). Elle considère
que le comportement global de l’assemblage est décrit par intégration en temps des
équations de la dynamique pour chacun des éléments le constituant. L’écriture de
ces équations nécessite des modèles adaptés pour les actions de contact et pour les
actions extérieures (e.g., pesanteur ou forces hydrodynamiques dues à la présence
d’un fluide interstitiel).

Plusieurs variantes de la formulation initiale de la méthode ont été proposées :
celle qui se distingue le plus remarquée est la méthode de la Dynamique des
Contacts (DC), introduite par J.J.Moreau [66] et M.Jean [67] et souvent citée en
opposition à la famille d’algorithmes DEM empruntés à la DM. Selon l’approche
DC, les interactions aux contacts sont non régulières. Elles sont calculées à partir
des impulsions entre les grains en se basant sur la principe de conservation de la
quantité de mouvement et également des règles de dissipation d’énergie.

En tant qu’outil “d’expérimentation numérique” à des échelles proches du VER,
la méthode DEM constitue aujourd’hui un complément important à l’expérimentat-
ion en laboratoire. Elle peut être appliquée à des systèmes constitués d’un grand
nombre de grains, avec diamètres à partir du micromètre, sous conditions de char-
gement arbitraires (quasi-statiques ou dynamiques). La performance des proces-
seurs et des compilateurs actuels permet de simuler des systèmes avec des dizaines
de milliers des grains. Les grains peuvent avoir des formes simples (sphères en 3D
ou disques en 2D) ou relativement complexe (e.g., Pena et al. [68]).

Dans cet esprit, un code de calcul DEM en 2D avait été développé en interne au
LTDS avant le commencement de cette thèse, selon la formulation standard pro-
posée par Cundall et Strack [65]. Son couplage avec la méthode LBM (Chapitres 3
et 4) a fait l’objet de ce travail de thèse, ainsi que l’application de deux méthodes
pour l’étude micromécanique du front d’érosion dans le phénomène de renard hy-
draulique (Chapitre 5). Ce chapitre porte sur un encadrement de la méthode DEM
à travers des éléments clés comme l’intégration des équations de la dynamique, les
lois de contact intergralunaire, et les critères pour le choix de paramètres interve-
nant dans son implémentation.
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2.2 Intégration numérique des équations de la

dynamique

Dans un but de simplification, les grains dans notre modèle sont représentés par
des disques circulaires. En tant que corps rigide, un grain “x” à un temps donné
est caractérisé par sa position x(x), sa rotation θ(x) et les vitesses ẋ(x) et θ̇(x). Les
équations de la dynamique expriment les relations entre la force résultante F(x) sur
le grain “x” (resp., le moment résultant M(x) en son barycentre) et l’accélération
ẍ(x) (resp., l’accélération angulaire θ̈(x)).

F(x) −m(x)ẍ(x) = 0 (2.1)

M(x) − I(x)θ̈(x) = 0 (2.2)

dans lesquelles m(x), I(x) sont respectivement la masse et le moment d’inertie
du grain en son barycentre. Les actions F(x) et M(x) sont calculées en tant que
résultantes des interactions de contact, des actions volumiques, hydrodynamiques,
etc.

Plusieurs schémas d’intégration numérique peuvent être trouvés dans la littérat-
ure, et sont particulièrement adaptés aux algorithmes de type DM. La méthode de
Stömer-Verlet proposée par Verlet [69], utilisée dans la première implémentation de
la méthode DEM [65], permet d’avoir une approximation d’ordre 3 dans le calcul
des incréments de configuration des grains à chaque pas de temps. Cependant, son
principal désavantage est de ne pas permettre le calcul simultané sous forme expli-
cite de la vitesse des grains avec une précision satisfaisante. Plusieurs variantes de
la méthode de Stömer-Verlet ont été proposées afin de surmonter cette limite, e.g. :
la méthode Verlet-Vitesse [70], la méthode leap-frog [71]. Sur une base différente, la
méthode de type “prédicteur-correcteur” [72] permet d’atteindre en même temps
une précision d’ordre 3 pour les configurations et les vitesses des grains.

Dans la suite de cette section, on limite la présentation aux algorithmes Stömer-
Verlet et Verlet-Vitesse, implémentés dans le code développé en interne.

2.2.1 Algorithme Stömer-Verlet

Pour l’intégration des équations de la dynamique, l’axe temporel est d’abord
décomposé en intervalles réguliers d’amplitude δt, suffisamment petit, à partir du
temps t = 0 ; on définit les temps t0 = 0, t1 = t0 +δt, t2 = t1 +δt, · · · tn = tn−1 +δt.
La position du grain “x” au temps générique tn peut être estimée à partir d’un
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développement en série de Taylor, pour δt→ 0 :

x(tn+1) = x(tn) + ẋ(tn)δt+ ẍ(tn)
δt2

2
+

...
x(tn)

δt3

6
+ o(|δt3|) (2.3)

Un développement en arrière donne de manière équivalente la position du grain
au temps tn−1 :

x(tn−1) = x(tn)− ẋ(tn)δt+ ẍ(tn)
δt2

2
− ...

x(tn)
δt3

6
+ o(|δt3|) (2.4)

En combinant la (2.3) et la (2.4) on obtient

x(tn+1) = 2x(tn)− x(tn−1) + ẍ(tn)δt2 + o(|δt3|) (2.5)

qui justifie une précision d’ordre 3 en δt dans le calcul de la position du grain :

x(tn+1) ' 2x(tn)− x(tn−1) + ẍ(tn)δt2 (2.6)

La substitution de la (2.2) dans la (2.6) donne :

x(tn+1) ' 2x(tn)− x(tn−1) +
F(x)(tn)

m(x)
δt2 (2.7)

et la démarche conduit, pour l’orientation des axes principales d’inertie du grain
“x”, à l’expression analogue :

θ(tn+1) ' 2θ(tn)− θ(tn−1) +
M(x)(tn)

I(x)
δt2 (2.8)

On remarque bien que les expressions (2.7) et (2.8) ne permettent pas d’évaluer la
configuration du grain au temps t1 en fonction de sa configuration initiale. Pour
remplir cette lacune et afin de démarrer le processus d’intégration, il est nécessaire
d’utiliser un développement en série de Taylor jusqu’à l’ordre 2 pour le premier
pas de temps :

x(t1) = x(t0) + ẋ(t0)δt+ ẍ(t0)
δt2

2
+ o(|δt2|),

θ(t1) = θ(t0) + θ̇(t0)δt+ θ̈(t0)
δt2

2
+ o(|δt2|)

c’est-à-dire :

x(t1) ' x(t0) + ẋ(t0)δt+
F(x)(t0)

m(x)

δt2

2
(2.9)

θ(t1) ' θ(t0) + θ̇(t0)δt+
M(x)(t0)

I(x)

δt2

2
(2.10)

36



Les expressions (2.9) et (2.10) ont une précision d’ordre 2, donc moindre que dans
les expressions (2.7) et (2.8). Cependant, elles sont utilisées seulement pour le pre-
mier pas de temps.

L’estimation des vitesses est le principal désavantage de la méthode Stömer-
Verlet. Notamment, en se basant sur les développements exprimés dans les équations
(2.3) et (2.4), mais arrêtés à l’ordre 2, on peut déduire les

ẋ(tn) =
x(tn+1)− x(tn−1)

2δt
+ o(|δt2|) ' x(tn+1)− x(tn−1)

2δt
(2.11)

et

θ̇(tn) =
θ(tn+1)− θ(tn−1)

2δt
+ o(|δt2|) ' θ(tn+1)− θ(tn−1)

2δt
(2.12)

qui expriment les vitesses de translation et de rotation du grain avec une précision
d’ordre 2. Cependant, elles demandent de connâıtre la configuration du grain au
temps tn+1 dans la mesure des vitesses au temps tn. Par conséquent, lorsque les
résultantes des forces F(x)(tn) et des moments M(x)(tn) dépendent des vitesses du
grain au temps tn, ces équations ne peuvent pas être utilisées avec les (2.7) et (2.8)
pour déterminer configuration du grain. Les vitesses doivent nécessairement, dans
ce cas, être estimées selon

ẋ(tn) ' x(tn)− x(tn−1)

δt
(2.13)

et

θ̇(tn) ' θ(tn)− θ(tn−1)

δt
(2.14)

c’est-à-dire avec une précision d’ordre 1. Toutefois, compte tenu de la structure des
lois d’interactions décrites dans la section 2.3, cela n’a pas d’effet sur la précision
attendue dans les (2-4)-(2-8).

2.2.2 Algorithme Verlet-Vitesse

L’objectif de cette méthode est d’améliorer la précision dans l’estimation des
vitesses du grain. Pour cela, on considère d’abord un développement en série de
Taylor d’ordre 2, au temps tn, de la vitesse. En particulier, pour la vitesse de
translation :

ẋ(tn+1) = ẋ(tn) + ẍ(tn)δt+
...
x(tn)

δt2

2
+ o(|δt2|)

L’accélération ẍ(tn) peut être exprimée en fonction de F(x)(tn), on obtient :

ẋ(tn+1) = ẋ(tn) +
F(x)(tn)

m(x)
δt+

Ḟ(x)(tn)

m(x)

δt2

2
+ o(|δt2|) (2.15)
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En utilisant dans la (2.15) un développement en arrière de F(x)(tn), c’est-à-dire
l’expression

F(x)(tn−1) = F(x)(tn) + Ḟ(x)(tn)δt+ o(|δt|) (2.16)

On obtient enfin une approximation d’ordre 2 pour la vitesse de translation du
grain :

ẋ(tn+1) ' ẋ(tn) +
1

m(x)

(
3
F(x)(tn)

2
− F(x)(tn−1)

2

)
δt (2.17)

On obtient de manière analogue une approximation du même ordre pour la vitesse
angulaire :

θ̇(tn+1) ' θ̇(tn) +
1

I(x)

(
3
M(x)(tn)

2
− M(x)(tn−1)

2

)
δt (2.18)

Les expressions (2.17) et (2.18), en remplacement des (2.13) et (2.14), caractérisent
l’algorithme Verlet-vitesse comme une variante de la méthode de Störmer-Verlet
permettent le calcul sous forme explicite des vitesses du grain avec une précision
améliorée (d’ordre 2). Son implémentation nécessite en revanche la mémorisation
des résultantes des actions sur les grains pour leur utilisation au pas de temps
suivant.

2.3 Lois d’interaction au contact

Dans les algorithmes de type DM, les grains sont modélisés comme des solides
quasi-rigides et admettent une certaines déformations en proximité des régions de
contact (interpénétrations). Les forces de contact sont calculées en utilisant des
modèles reliant directement aux mesures correspondantes de déformations.

La force de contact entre deux grains génériques “x” et “y” est normalement
décomposée en une composante normale (au plan de contact) d’intensité Fn et
une composante tangentielle (c’est-à-dire dans le plan de contact) d’intensité Ft.
Ceci afin de permettre l’écriture de deux modèles couplés mais disjoints pour, res-
pectivement, Fn et Ft. On trouve dans la littérature plusieurs modèles de contact
unilatéral ou bilatéral (avec présence de ponts solide ou liquide) de type élastique,
visco-élastique ou élastique frottant, visco-élastique frottant (avec frottement à la
Coulomb), etc. Le modèle élastique de Mindlin-Hertz [73], bien connu dans le cas
des grains sphériques lisses, fournit une relation non-linéaire 1 entre la composante
normale de la force de contact Fn et la déflexion élastique au contact. Ce modèle

1. Le caractère non-linéaire du modèle Mindlin-Hertz est une conséquence de la courbure à
l’interface du contact.
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provient également la partie élastique de la composante tangentielle Ft, calculée
de manière incrémentale et bornée par le critère de Coulomb dans le cas du com-
portement élastique frottant. Dans la pratique et ainsi que pour les applications
en 2D, ces derniers sont souvent choisis de manière plus simple par une loi linéaire
unilatérale [74]. Le comportement visqueux des contact est prise en compte par
l’introduction des amortisseurs dans les modèles précédents. Ces amortisseurs pro-
vient une force linéaire à la vitesse relative du contact. Les modèles bilatéraux
sont construits par l’addition des ponts solide ou liquide, etc [75, 76, 77, 78] au
niveau des contacts unilatéraux. Ces modèles permettent de prendre en compte
des effets adhésif-cohésif dus à la présence de matière solide ou de liquide formant
des jonctions entre les grains.

Dans le cadre du travail présent on se bornera à des modèles de contact basés
sur des lois rhéologiques simples (Kelvin-Voigt et Coulomb) dûment composés
selon les directions normale et tangentielle au contact et formulés aussi bien pour
les contacts de type unilatéral que bilatéral avec la présence des ponts solides entre
les grains.

2.3.1 Contact unilatéral entre grains

La figure 2.1 illustre un contact générique entre deux grains avec rayons respec-
tivement R(x), R(y). Le contact est établi lorsque la distance séparant les centres de
deux grains est inférieure à celle obtenue par la somme de leur rayon. Cette condi-
tion est exprimée par une valeur positive de l’affaissement δn entre deux grains :

δn = R(x) +R(y) − ||x− y|| (2.19)

dans laquelle x et y sont les vecteurs position associés aux centres de masses,
respectivement, des grains “x” et “y”. Également, dans la figure 2.1, n est le vecteur
unitaire normal au point de contact, porté par la droite joignant les centres de 2
grains et orienté du grain “x” vers le grain “y”, défini par :

n =
x− y

||x− y||

; t est le vecteur unitaire tangentiel obtenu à partir de n par une rotation anti-
oraire de 90˚ ; les vecteurs v

(x)
c , v

(y)
c sont les vitesses aux points de contact sur

les grains “x” et “y” respectivement. La vitesse relative au contact entre les deux
grains donc peut s’écrire : ∆vc = v

(y)
c − v

(x)
c .

Pour le calcul des forces d’interaction, le contact normal est décrit ici selon
le modèle de Kelvin-Voigt (figure 2.2(a), haut), constitué d’un ressort linéaire et
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Figure 2.1 – Contact représentative entre grain “x” et grain “y”
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Figure 2.2 – Modèle rhéologique de contact unilatéral (a ; b, ligne discontinue) et
de pont solide (b, ligne continue ; c)

d’un amortisseur linéaire assemblés en parallèle. La force normale résulte donc de
la somme d’une force élastique et d’une force dissipative visqueuse :

Fn = Fn n, avec

{
Fn = −kn δn − cn(∆vc · n) si δn > 0

Fn = 0 si δn ≤ 0
(2.20)

dans laquelle, kn est la raideur du ressort et cn est le coefficient d’amortissement
dans le modèle de Kelvin-Voigt.

La force tangentielle de contact est calculée de manière incrémentale sur la
base d’un modèle analogue à celui de la force normale, mais bornée par une loi de
frottement à la Coulomb (figure 2.2(a), bas ; figure 2.2(b), linge discontinue). Par
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conséquent, on a :

Ft = Ft t, avec


Ft =

=: F ∗t︷ ︸︸ ︷
−ktδt − ct(∆vc · t), si |F ∗t | ≤ µFn

Ft = sign(−ktδt − ct(∆vc · t)) |Fn µ|, si |F ∗t | > µFn

(2.21)
Cette expression de la force tangentielle traduit essentiellement un modèle de
Kelvin-Voigt dans lequel kt et ct assemblé en série avec un patin frottant à la
Coulomb avec coefficient de frottement µ.

Le déplacement tangentiel relatif cumulé δt au temps générique tn est déterminé
de manière incrémentale à partir de la dernière formation au contact entre les
grains :

δt(tn) =

{
δt(tn−1) + ∆δt(tn) si δn(tn) > 0

0 si δn(tn) ≤ 0

dans lesquelles ∆δt(tn) est l’incrément de déplacement tangentiel relatif au contact,
entre les temps tn−1 et tn, obtenu par l’intégration en temps de ∆vc · t.

2.3.2 Contact adhésif-cohésif entre grains

Des forces d’adhésion peuvent apparâıtre par la présence de ponts capillaires
ou de ponts solides (ex., sables faiblement cimentés) entre les grains. Quel que soit
le mécanisme en jeu, on peut considérer que l’influence de la force de cohésion
disparait au-delà d’une certaine distance entre les grains, ou que le pont “casse”
selon un critère à définir.

Plusieurs modèles rhéologiques ont été proposés pour prendre en compte l’ac-
tion adhésive-cohésive au contact, e.g : le modèle JKR (Johnson, Kendall, Ro-
bert) [79] et DMT (Derjaguin, Muller, Toporov) [80] considèrent le contact entre
deux grains sphériques lisses. Ces derniers constituent des extensions du modèle
de contact de Mindlin-Hertz, et sont appropriés éventuellement suivant la taille, la
rigidité et l’énergie de surface des grains. Dans ces modèles, la séparation de deux
grains se produit par une force de traction maximale qui est une fonction de leur
énergie de surface et de leurs rayons. La loi affine de cohésion capillaire proposée
par Urso et al.,2002 [75] permet de décrire l’évolution uniforme du pont capillaire
formé par un volume liquide constant au contact entre deux grains sphériques
dans le régime pendulaire. 2 Des lois plus compliqué et précise ont été proposées

2. Le régime où la quantité de liquide dans le milieu granulaire est faible, donc seuls les ponts
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par Mikami et al.,1998 [76], Soulié et al.,2006 [77] en prenant en compte la forme
du pont capillaire à partir d’une résolution numérique de l’équation de Laplace.
Concernant les modèles de cohésion solide, à titre d’exemple, un modèle 2D a été
proposé par Delenne.,2004 [78], basé sur un critère de rupture associé aux trois
degrés de liberté de translation et de rotation au niveau du pont solide.

Dans un but de simplification, le modèle de pont solide utilisé dans ce travail
consiste une extension du modèle de contact unilatéral (présenté dans la section
2.4.1) au cas d’actions de traction entre les grains, c’est-à-dire pour Fn < 0 (fi-
gure 2.2(c), cf. figure 2.2(a)). La condition de rupture pour les ponts solides y est
décrite à l’aide d’un paramètre A, dit adhésion, et C, dit cohésion, intervenant à
travers les inégalités suivantes, qui fixent les limites de résistance en traction et en
cisaillement (figure 2.4(b), ligne continue) :

Fn > −A et |Ft| < µFn + C (2.22)

où le coefficient de frottement µ est choisi tel que C ≥ µA.

Après rupture du pont solide, le contact normal devient unilatéral et la valeur
limite de la force de contact tangentiel est calculée en s’appuyant sur un modèle
purement frottant comme illustré dans la figure 2.2(c) et les lignes discontinues
dans la figure 2.2(b). Un modèle plus fin peut être défini en distinguant les rôles du
paramètre µ dans les équations (2.21) et (2.22), c’est-à-dire en tant que paramètre
de résistance et en tant que coefficient de frottement au contact, respectivement.
Cette généralisation ultérieure n’est toutefois pas prise en compte dans ce travail.

2.4 Interaction avec les parois

Le rôle des parois rigides est de permettre le confinement de l’assemblage granu-
laire. Dans cette étude, ces dernières sont modélisées comme des segments droits
possédant les degrés de liberté de translation et de rotation d’un solide dans le
plan. Les interactions entre parois ne sont pas prises en compte. Les interactions
entre parois et grains sont décrites ici par essentiellement les mêmes modèles déjà
introduits pour les contacts unilatéraux ou ponts solides entre grains (sections 2.3.1
et 2.3.2). Les seules différences concernent les définitions des directions n et t des
déformations δn, δt et de la vitesse relative au contact ∆vc. La figure 2.3 illustre
un contact générique entre grain “x” et paroi “w”.

Le vecteur unitaire normal n du contact est orienté de la paroi vers le grain
et identique au vecteur normal de la paroi nw. Le vecteur unitaire tangentiel t est

capillaires entre paires de grains existent.
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Figure 2.3 – Contact représentative entre grain “x” et paroi “w”

obtenu à partir de n par une rotation anti-oraire de 90˚. La vitesse relative au
contact peut s’écrire : ∆vc = v

(w)
c − v

(x)
c , dans laquelle les vecteurs v

(x)
c , v

(w)
c sont

les vitesses aux points de contact sur le grain “x” et la paroi “w” respectivement.

Le confinement par les parois peut être guidé par une condition de type cinémat-
ique (sur les vitesses de translation et/ou de rotation d’une parois), ou par une
condition sur le chargement (ex., loi de variation des actions résultantes sur une pa-
rois), ou bien par une combinaison de ces deux types de conditions. Pour l’impléme-
ntation d’une condition de contrôle sur le chargement d’une paroi, il sera en re-
vanche nécessaire de considérer cette dernière comme un corps rigide doté de masse
et soumis, d’un côté, aux actions des grains, et, de l’autre côté, à l’action variable
constituant le chargement [23]. Uniquement des conditions de type cinématique
seront employées pour les simulations présentées dans les chapitres suivants.

2.5 Choix des paramètres intervenant dans l’al-

gorithme

2.5.1 Pas de temps de calcul

Dans l’algorithme DEM, le pas de temps de calcul est généralement choisi égale
à une fraction de la période d’oscillation d’un système constitué de deux grains
de taille représentative, en interaction mutuelle. En considérant dans un premier
temps que les deux grains ont la même masse m et que la loi d’interaction est
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élastique linéaire, représentée par un raideur kn, la quantité δn est gouvernée par
l’équation différentielle d’une masse oscillant autour du point de contact :

mδ̈n(t) + knδn(t) = 0 (2.23)

dont la solution est donnée par l’expression

δn(t) = δmax
n sin(

√
kn

m
(t− tc)) (2.24)

dans laquelle tc est l’un des temps de passage par la configuration caractérisée par
δn = 0.

La durée du contact δtc est comptée par deux annulations de la distance nor-
male :

δtc = π

√
m

kn

Afin de bien décrire l’évolution du contact, le pas de temps δt doit donc être bien
inférieur à δtc. On prendra

δt = αtπ

√
m

kn

(2.25)

avec αt de l’ordre de 10−2 ce qui permet normalement une précision satisfaisante
dans l’intégration numérique du mouvement des grains.

2.5.2 Paramètres du modèle de contact

Au niveau de la loi d’interaction, les raideurs normale kn et tangentielle kt

peuvent être choisies en ayant pour critère de respecter un ordre de grandeur at-
tendu pour les déformations élastiques au contact, en fonction d’une contrainte de
confinement moyenne représentative sur l’assemblage [74]. Leur valeur doivent être
suffisamment élevées pour éviter des interpénétrations importantes qui peuvent
contaminer la qualité de la simulation. Cependant, la question du temps de calcul
doit être considérée également. Il est bien entendu selon la (2.25) qu’une valeur
élevée de la raideur de ressort conduit à un pas de temps petit dans l’algorithme,
ce qui peut entrainer d’un point de vue pratique un temps de calcul excessivement
long.

Dans le cas d’une loi d’interaction visco-élastique, des critères pour le choix
des coefficients d’amortissement cn et ct doivent également être définis. On s’ap-
puiera pour cela toujours un système type constitué par deux grains de taille
représentative et en interaction mutuelle. L’interaction sera due dans ce cas à un
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élément de type Kelvin-Voigt agissant dans la direction normale au plan de contact.
Par la présence d’un amortissement, l’équation différentielle de l’évolution de la
distance normale entre deux grains s’écrit :

mδ̈n(t) + cnδ̇n(t) + knδn(t) = 0 (2.26)

La solution de cette équation dépende du discriminant ∆ = c2
n−4mkn de l’équation

caractéristique associée. Selon cette valeur, trois solutions peuvent être identifiées
correspondant à autant de régimes d’amortissement : critique (∆ = 0), sur-critique
(∆ > 0) et sous-critique (∆ < 0). Si des conditions d’évolution quasi-statique sont
visées, le coefficient d’amortissement peut être choisi tel à entrainer le système dans
un régime d’amortissement faiblement sous-critique, afin de permettre au système
de dissiper efficacement, avec par conséquent une meilleur convergence du calcul
numérique. On prendra dans ce cas :

cn = αaccr, ccr =
√
mkn (2.27)

dans laquelle ccr est la valeur critique du coefficient d’amortissement est a ∈ [0, 1]
est choisi proche de 1.

Pour les paramètres restant du modèle de contact, le coefficient de frottement
µ est choisi comme valeur arbitraire mais sensible. On peut adapter une valeur très
faible lors de la préparation (i.e., en présence d’un lubrifiant dans les contacts) pour
avoir une bonne compacité de l’assemblage. La valeur pertinente des coefficients
de l’adhésion ou de la cohésion dans le modèle de contact cohésif est relative au
niveau de pression de confinement sur l’assemblage. En considérant le rapport
entre la résistance à la traction et la force moyenne appliquée sur un grain, on
peut trouver des valeurs appropriées correspondant au niveau faible ou forte de
cohésion [74].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les éléments clés de la méthode des éléments discrets ont été
présentés en focalisant sur l’algorithme propre DM. Dans un premier temps, on
s’intéresse aux schémas d’intégration numériques des équations de la dynamique,
qui avait été implémentés dans le code de calcul interne. Ensuite, les lois d’in-
teraction entre les grains ont été décrites pour les contacts unilatérales ainsi que
ceux bilatérales par la présence de ponts solides. Quelques remarques sur le choix
des paramètres du modèle ont été ajoutées à la fin pour faciliter la pratique de la
méthode.
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3.1 Introduction

Dans cette étude, l’écoulement du fluide interstitiel au sein du milieu granu-
laire est modélisé par la méthode Boltzmann sur Réseau (LBM–Lattice Boltz-
mann Method). Récemment la méthode LBM a émergé comme un outil puis-
sant de la mécanique des fluides numérique (CFD–Computational fluid dynamics),
d’une part par la simplicité de son algorithme de calcul, et d’autre part sa capa-
cité à modéliser de différentes situations d’écoulement avec prise en compte de
géométries complexes. Cette méthode s’appuie à la fois sur l’équation de Boltz-
mann et constitue une évolution des algorithmes dits “des automates ceullaires”
pour la modélisation des gaz (LGCA – Lattice Gas Cellular Automata).

Ces modèles des gaz sur réseau (LGCA–Lattice Gas Cellular Automota), résult-
ent d’une discrétisation de l’espace par une grille régulière de nœuds entre lesquels
les particules gazeuses se déplacent avec certaines vitesses qui dépendent de la
forme du réseau. L’évolution du système est décomposée en deux étapes suc-
cessives : advection et collision, qui sont répétés à chaque pas de la simulation.
Dans l’étape d’advection, les particules sont propagées suivant leur vitesse vers
les noeuds voisins. Lorsque plusieurs particules arrivent sur le même noeud, une
étape de collision est activée selon des règles permettant de satisfaire plusieurs lois
de conservation (masse, quantité de mouvement, etc.). Le premier modèle de gaz
sur réseau, appliqué à la simulation en mécanique des fluides, a été proposé par
Hardy, Pomeau et Pazzis en 1973 (modèle HPP) [81]. Dans ce modèle, l’espace
est discrétisé par un réseau carré de nœuds sur lequel les particules sont capables
de se déplacer depuis un nœud vers les quatre nœuds adjacents. Le modèle HPP
cependant ne permet pas de retrouver les équations de Navier-Stokes. Basé sur une
meilleure symétrie, le modèle FHP, développé par Frish, Hasslacher et Pomeau en
1986 [82, 83], utilise un réseau hexagonal et permet de retrouver les équations de
Navier-Stockes. Ces modèles de gaz ont montré des limites comme le non respect
de l’invariance galiléenne ou la génération de bruit numérique. Cette dernière est
l’origine de la fluctuation de la vitesse hydrodynamique, calculée, pour un nœud
donné, en tant que moyenne des vitesses des particules gazeuses du nœud.

Afin de surmonter ce défaut, l’idée a été de remplacer le modèle “détermini-
ste” par un modèle “statistique”, dans lequel la présence des particules en chaque
nœuds serait décrite en termes de probabilité (à travers des variables réelles plutôt
que booléennes). Le recherche dans ce domaine se sont donc retournées vers les ins-
truments classiques de la physique statistiques (fonction de distribution, équation
de Boltzmann, etc.) qui on donc été adaptés aux pas des différentes types de réseau.
équation centrale dans la théorie cinétique des gaz, l’équation de Boltzmann per-
met de décrire l’évolution de la fonction de distribution f(x, c, t), définie comme
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la densité de probabilité associée à la présence d’une particule (de masse m) dans
la position x, avec une vitesse c :

∂f(x, c, t)

∂t
+ c · ∇xf(x, c, t) +

Fext

m
· ∇cf(x, c, t) =

(
∂f

∂t

)
col

(3.1)

Le terme à gauche de l’équation 3.1 représente la propagation des particules le long
des trajectoires associées au champ de force externe Fext, pendant que le terme
à droite traduit l’effet de collision entre particules qui gouverne l’évolution du
système. En utilisant l’expansion de Chapman-Enskog [84], on peut remonter aux
équations de Navier-Stokes à partir de l’équation de Boltzmann continue (3.1).
Le premier modèle LBM est introduit en 1988 par Macnamara et Zanetti [85],
toujours basé sur les règles de collision déjà prises en compte dans le automates
cellulaires. Progressivement, les travaux de Higuera et Jiménez [86] et puis Koel-
man [87], Qian et al. [7], en utilisant une approximation pour le terme de collision
original dans l’équation de Boltzmann (i.e., l’opérateur BGK [88]), ont ouvert le
chemin aux nouveaux modèles LBM utilisés aujourd’hui. He et Lou [89] ont ensuite
montré que l’équation de Boltzmann sur réseau peut être dérivée directement à
partir de l’équation de Boltzmann continue. Cette dérivation permet d’établir une
théorie de la méthode Boltzmann sur réseau sans passer la méthode de gaz sur
réseau.

Dans ce chapitre, des éléments clés de cette méthode sont rappelés, y compris
l’algorithme de calcul, des techniques pour l’implémentation des conditions aux
frontières (condition de non-glissement, de pression imposée ...), et enfin la vali-
dation d’un code développé en interne à travers des simulations numériques des
écoulements de base (e.g., Poiseuille, Couette–Plan, Cavité entrâınée).

3.2 Équation de Boltzmann

Étant une approche numérique basée sur la théorie cinétique de gaz, dans la
méthode Boltzmann sur réseau, l’écoulement fluide est décrit à l’échelle mésocopique
à travers la fonction de distribution f(x, c, t). Cette dernière est définie comme la
densité de probabilité de trouver une particule fluide ayant la vitesse c à la posi-
tion x au temps t. En supposant que chaque particule fluide a une masse m, les
quantités macroscopiques de base telles que la densité de masse ρ, la quantité de
mouvement ρu, l’énergie cinétique du fluide e sont calculées en chaque point à
partir des moments de la fonction de distribution :
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ρ = m

∫
f(x, c, t).dc (3.2)

ρu = m

∫
f(x, c, t).c.dc (3.3)

ρe+
1

2
ρ‖u‖2 =

1

2
m

∫
f(x, c, t).‖c‖2.dc (3.4)

L’évolution spatio-temporelle de la fonction de distribution f est gouvernée par
l’équation de Boltzmann :

∂f(x, c, t)

∂t
+ c · ∇xf(x, c, t) +

Fext

m
· ∇cf(x, c, t) =

(
∂f

∂t

)
col

(3.5)

dans laquelle la partie à gauche de l’équation décrit la propagation des particules
fluides le long des trajectoires dans l’espace des phases (l’espace des variables (x, c))
associées au champs de force externe Fext, tandis que la partie à droite représente
le bilan statistique des collisions entre particules.

Dans le cadre de collision binaires et en faisant l’hypothèse du chaos moléculaire,
c’est-à-dire qu’avant et après le choc, les vitesses de deux particules sont décorrélées.
Le terme de collision peut alors s’écrire sous la forme :(

∂f

∂t

)
col

=

∫
c2

∫
α′

(f(c′1)f1(c′2)− f(c1)f1(c2))‖c1 − c2‖σ(α′)dα′dc2 (3.6)

dans laquelle f(c1), f1(c2) représentent les valeurs de la fonction de distribution
pour 2 particules ayant des vitesses c1 et c2 respectivement, au moment et à l’en-
droit de la collision décrite dans la (3.6) ; leurs vitesses après le choc deviennent c′1
et c′2 correspondant à des distributions f(c′1), f1(c′2), respectivement ; σ(α′) est la
section efficace de la diffusion associée à l’angle solide dα′.

Boltzmann a montré que ce terme de collision était valable pour les gaz dilués
et Chapman et Enskog [84] ont montré qu’il était possible, en prenant en compte
des collisions complexes entre particules, d’utiliser une telle approche pour les gaz
denses et les liquides. Par la suite, ces auteurs ont également établi un lien direct
entre l’équation de Boltzmann et celles de Navier-Stockes.

La résolution de l’équation de Boltzmann est difficile à cause de la complexité
du terme de collision. Bhatnagar–Gross–Krook (BGK) [88] ont donc proposé une
approximation de ce terme. L’idée ici est que la collision entre des particules fluides,
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lorsque le système subit une petite perturbation, peut être décrite comme la relaxa-
tion en un temps donné de ces particules vers l’état d’équilibre thermodynamique,
i.e. : (

∂f

∂t

)
col

=
f(x, c, t)− f eq(x, c, t)

τ
(3.7)

où f eq(x, c, t) est la fonction de distribution à l’état d’équilibre thermodynamique
et le paramètre τ , appelé “temps de relaxation”, est une mesure de la rapidité à
laquelle le fluide procède vers l’état d’équilibre après la perturbation.

3.3 Fonction de distribution d’équilibre

La fonction de distribution dans un système à l’état d’équilibre annule le terme
de collision de l’équation (3.5), on a :

(
∂f
∂t

)
col

= 0 qui entrâıne que :

f eq(c1)f eq(c2) = f eq(c′1)f eq(c′2) (3.8)

En prenant le logarithme de l’équation (3.8), on obtient :

lnf eq(c1) + lnf eq(c2) = lnf eq(c′1) + lnf eq(c′2) (3.9)

Cette équation signifie que lnf eq possède une propriété d’invariance vis-à-vis de la
collision. Il peut s’écrire en fonction d’autres invariants de collision tels que : la
masse m, la quantité de mouvement mc, l’énergie cinétique 1

2
mc2, comme suit :

lnf eq = A+Bi ·mci + C
1

2
m||c||2 (3.10)

soit :

f eq = exp(A+Bi ·mci + C
1

2
m||c||2) (3.11)

où A, Bi, C sont des constantes, déterminées par des équations (3.2), (3.3) et
(3.4) pour le cas f = f eq. Finalement, on obtient la fonction de distribution de
Maxwell-Boltzmann :

f eq = ρ(
m

2πkBT
)3/2exp(− m

2kBT
||c− u||2) (3.12)

où kB est la constante de Boltzmann, T est la température du système.

3.4 Équation LBM-BGK à un temps de relaxa-

tion

Pour la résolution numérique de la fonction de distribution f , le temps est
découpé en intervalles élémentaires d’amplitude fixe ∆t, et le domaine fluide est
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discrétisé selon un réseau régulier. Le cas d’un réseau rectangulaire 2D avec le
schéma D2Q9 [7] utilisé dans cette étude, est illustré dans la figure 3.1, où h est
la distance entre les nœuds voisins du réseau. Comme le montre la même figure,
l’espace des vitesses est par conséquence également discrétisé, c’est-à-dire réduit
à un nombre fini {cα}α=0,1,...,N de vecteurs vitesse qui permettent aux particules
fluides dans le réseau de passer d’un nœud à un nœud voisin (ou de rester au
niveau du nœud courant) dans un intervalle de temps ∆t. Les vecteurs vitesse
dans le schéma D2Q9 sont définis par :

cα =


0 α = 0

c
(

cos (α−1)π
2

e1 + sin (α−1)π
2

e2

)
, α = 1, 2, 3, 4

√
2c
(

cos (2α−9)π
4

e1 + sin (2α−9)π
4

e2

)
, α = 5, 6, 7, 8

(3.13)

où c = h/∆t est la vitesse caractéristique du réseau.

En cohérence avec la discrétisation ci-dessus, à chaque noeud du réseau, la
fonction de distribution ne prend que N+1 valeurs partielles fα. Dans ce contexte,
suite à l’approximation BGK présentée dans la section 3.2 et en négligant les forces
volumiques, l’équation Boltzmann sur réseau peut s’écrire sous la forme suivante :

fα(x + cα∆t, t+ ∆t)− fα(x, t) = −∆t

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)) (3.14)

Une fois déterminées les valeurs de la fonction de distribution, les macroscopiques
telles que la densité de masse ou la vitesse macroscopique sont déterminées comme
les moments d’ordre 0 et 1, par rapport aux vitesses du réseau, de la fonction de
distribution :

ρ = m
8∑

α=0

fα, u =
m

ρ

8∑
α=0

fαcα (3.15)

Ainsi, de manière analogue, le tenseur de contrainte σ :

σ = m

8∑
α=0

fαcα ⊗ cα (3.16)

Afin de simuler correctement les écoulements incompressibles, la méthode est
adaptée au régime à faible nombre de Mach (Ma� 1). Pratiquement, une définition
possible du nombre de Mach (lié au réseau discrétisé du fluide) est Ma = ‖u‖/c,
étant cs = c/

√
3 est la vitesse de propagation du son dans le schéma D2Q9. Dans

la limite Ma → 0, la fonction de distribution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann,
discrétisée à l’ordre 2, s’obtient en développant l’expression (3.12) :

f eqα = wα
ρ

m

(
1 + 3

cα · u
c2

+
9

2

(cα · u)2

c4
− 3

2

‖u‖2

c2

)
+ O(M3) (3.17)
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avec

wα =


4
9

α = 0
1
9

α = 1, 2, 3, 4
1
36

α = 5, 6, 7, 8

La variation de la densité du fluide est supposée suffisamment faible, i.e.,

ρ− ρ0

ρ0

= O(Ma2) (3.18)

où ρ0 est une valeur de référence. En s’appuyant sur cette hypothèse, le modèle
de l’équation Boltzmann sur réseau permet de retrouver les équations de Navier-
Stockes pour un fluide incompressible, à une erreur de l’ordre O(Ma2) sur le bilan
de la masse et O(Ma3) sur le bilan de quantité de mouvement :

div u = O(Ma2) (3.19)

ρ0

(
∂u

∂t
+ (grad u) u

)
= −grad p+ η div grad u +O(Ma3)

où

p = c2
sρ, η =

ρ0

3

(
τ

∆t
− 1

2

)
h2

∆t
(3.20)

sont respectivement la pression, la viscosité dynamique de l’écoulement fluide. 1

hh
c 6
c 6

f 2
f 2f 6

f 6

f 3
f 3

f 7
f 7 f 4

f 4
f 8
f 8

f 1
f 1

f 5
f 5

c 2c 2 c 5c 5

c 1c 1

c 8c 8c 4c 4
c 7c 7

c3c3

e1e1

e2e2

Figure 3.1 – Réseau rectangulaire et schéma D2Q9

1. Le terme à droite de (3.19) est identifié dans la Référence [90] par (ρ0c
2
s )−1∂p/∂t. L’in-

compressibilité est assurée pour le cas de l’écoulement stationnaire. Cependant pour le cas de
l’écoulement instationnaire, un contrôle supplémentaire sur la variation temporelle de la pression
imposée est nécessaire comme discuté dans la même référence.
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3.5 Équation LBM-MRT à temps de relaxation

multiples

Dans l’équation (3.14), la relaxation des fonctions de distribution partielles est
contrôlée par un seul paramètre (i.e., le temps de relaxation τ). Par conséquent, les
quantités telles que la densité de masse, de quantité de mouvement sont relaxées
vers l’état d’équilibre avec le même temps caractéristique τ . Le modèle LBM-BGK
apparâıt donc un peu restrictif car des phénomènes physiques différents peuvent
retrouver leur états d’équilibre en des temps différents. De plus, ce modèle impose
le nombre de Prandtl 2 est égal à 1, impliquant un même ordre de grandeur pour
les effets visqueux et les effets thermiques. Ces défauts évidents du modèle LBM-
BGK peuvent être dépassées en considérant un nouveau modèle avec des temps
de relaxation multiples [91, 92, 93, 14]. Cette dernière approche est basée sur l’hy-
pothèse que des différentes moments de la fonction de distribution (c’est-à-dire
autant de moyennes ayant pour coefficients des puissances de différents ordre des
vitesses du réseau) relaxent linéairement avec des temps caractéristiques différents.

Des définitions appropriées permettent d’identifier un ensemble {mγ}γ=0,1,...,N

de moments de la fonction de distribution, en bijection avec l’ensemble de ses
valeurs directionnelles f0, f1, ..., f8. Pour le cas d’un réseau rectangulaire de type
D2Q9 les neuf moments recherchés peuvent être identifiés dans la forme suivante
[93] :

m0 = ρ′ (3.21)

m1 = −4ρ′ + 6e′ (3.22)

m2 = 4ρ′ − 21e′ + 18(e′)2 (3.23)

m3 = ρ′u′1 (3.24)

m4 = −5ρ′u′1 + 6q′1 (3.25)

m5 = ρ′u′2 (3.26)

m6 = −5ρ′u′2 + 6q′2 (3.27)

m7 = 2(devσ′)11 (3.28)

m8 = (devσ′)12 (3.29)

dans lesquelles, e est la densité d’énergie thermique du fluide, q1 et q2 sont des
composantes cartésiennes du vecteur de flux thermique et devσ est le déviateur

2. Le nombre de Prandtl (Pr) est défini par : Pr = µ
ραT

où αT est la diffusivité thermique

en [m2 s−1]. Ce nombre compare la rapidité des phénomènes thermiques et des phénomènes
hydrodynamiques dans un fluide. Le nombre de Prandtl de l’eau dans les conditions normales
est proche à 7.
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(partie visqueuse) du tenseur de contrainte du fluide 3. On note que le symbole
virgule représente les quantités adimensionnelles, obtenues à partir des mêmes
quantités métriques pertinentes d’après une normalisation par des unités du réseau
(i.e., m, h et ∆t). Plus de détails sur la détermination de ces moments peuvent
être trouvé dans [93, 94]. Par l’introduction de la matrice de passage M qui permet
de passer de l’espace des vitesses discrétisés à l’espace des moments de la fonction
de distributions, on obtient

m0

m1

m2

m3

m4

m5

m6

m7

m8


︸ ︷︷ ︸
m

=



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2
4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 1 −1


︸ ︷︷ ︸

M



f ′0
f ′1
f ′2
f ′3
f ′4
f ′5
f ′6
f ′7
f ′8


(3.30)

Conformément la (3.30), l’équation de Boltzmann sur réseau à un temps de
relaxation (3.14) est remplacée par :

fα(x + cα∆t, t+ ∆t)− fα(x, t) = −
8∑

β,γ=0

M−1
αβ Sβγ (mγ(x, t)−meq

γ (x, t)) (3.31)

où M−1
αβ et mγ désignent respectivement les coefficients de M−1 et les composantes

de m. Les scalaires meq
γ sont calculés comme les mγ mais sur la base de la distri-

bution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann. Dans la même équation, Sβγ représente
chacun des coefficients d’une matrice diagonale contenant les différents temps de
relaxation :

S = diag(s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8)

On remarque, que dans ce cadre, le modèle LBM-BGK est un cas particulier où tous
les coefficients sur la diagonale de S sont identiques s0 = s1 = · · · = s8 = ∆t/τ . Il
convient également de mentionner que s0, s3 et s5 n’ont aucun effet dans le calcul
car ces valeurs propres sont directement liées aux invariants de collision ρ et ρu.
Les autres coefficients de la matrice S sont choisis dans l’intervalle [0, 2] afin de
maintenir la stabilité numérique.

3. La densité d’énergie e et le vecteur de flux d’énergie q peuvent être déterminés (jus-
qu’à l’ordre O(Ma3) avec Ma → 0) à partir des moments de la fonction de distribution

e = m
2

∑8
α=0 fα‖cα‖2 et q = m

2

∑8
α=0 fα‖cα‖2cα.
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Enfin, l’application de l’expansion de Chapmann-Enskog pour la dérivation
du modèle LBM-MRT nous permet de retrouver encore une fois les équations
de Navier-Stockes [84]. En prenant s7 = s8 pour imposer l’isotropie du modèle,
on obtient la même expression de la viscosité dynamique telle que donnée par
l’équation (3.20) [93] :

η =
ρ0

3

(
1

s7

− 1

2

)
h2

∆t
=

ρ0

3

(
1

s8

− 1

2

)
h2

∆t
(3.32)

3.6 Algorithme de calcul

Pour l’implémentation numérique de l’équation de Boltzmann sur réseau, l’équ-
ation (3.14) est d’abord réécrite sous la forme :

fα(x + cα∆t, t+ ∆t) = fα(x, t)− ∆t

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)) (3.33)

et puis décomposée en 2 étapes :

f c
α(x, t) = fα(x, t)− ∆t

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)) (3.34)

fα(x + cα∆t, t+ ∆t) = f c
α(x, t) (3.35)

La fonction de distribution post-collision f c
α(x, t), définie dans l’étape de collision

(3.34), exprime les valeurs de la fonction de distribution suite à l’effet des collisions
entre particules fluides à l’instant t. La propagation, par la suite, durant un pas de
temps ∆t, est accomplie par l’équation (3.35). On notera que tous les calculs sont
réalisés localement en chaque nœud du réseau dans l’étape de collision. L’échange
d’information entre deux différents nœuds est seulement nécessaire dans l’étape
de propagation. Ces aspects rendent particulièrement simple l’implémentation
numérique de la méthode LBM.

3.7 Conditions aux limites

La résolution de tout problème mécanique nécessite l’écriture de conditions aux
limites. Des conditions aux limites de différent type peuvent être décrites, selon
la méthode de Boltzmann sur réseau, à travers le choix des valeurs de la fonction
de distribution pour les nœuds correspondant à la frontière du système. Cette
section est consacrée à l’implémentation de conditions aux limites rencontrées
fréquemment en mécanique des fluides, telles que : les conditions périodiques, de
non-glissement aux frontières solides, de pression imposée.
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3.7.1 Conditions périodiques

On considère l’exemple d’un écoulement en circuit fermé, pour le quel l’entrée
et la sortie sont traitées comme lignes de nœuds fluides voisins. La figure 3.2 montre
la mise en œuvre de cette condition en considérant l’exemple d’un nœud au niveau
de la sortie de l’écoulement. On constate que les particules fluides portées par
les distributions f1, f5, f8 seront advectées, après un pas de temps ∆t, aux 3
noeuds “voisins” de la frontière opposée (l’entrée) selon les directions des vitesses,
respectivement, c1, c5 et c8.

f 5

f 1

f 8

Entrée Sortie

Domaine fluide

f 5

f 1

f 8

Figure 3.2 – Illustration de condition de périodicité dans le cas 2D

3.7.2 Condition de non-glissement (Bounce-back)

De fréquente application en mécanique des fluides est l’hypothèse de non glis-
sement le long d’une parois : c’est-à-dire de nullité de la vitesse de l’écoulement
dans la direction tangente à la paroi. Cette hypothèse accompagne normalement
celle d’imperméabilité de la paroi (nullité de la composante de la vitesse dans la
direction normale à la paroi). Dans l’algorithme LBM, l’implémentation conjointe
de ces deux conditions est traité normalement sous forme de “rebondissement”
(bounce-back) des particules fluides le long de la parois. L’implémentation pro-
posé dans [95] est montrée de manière schématique dans la figure 3.3.

On considère maintenant une frontière (ligne grise) située à une demie longueur
(h/2) de distance de la dernière ligne de nœuds fluides. Les particules fluides
correspondant aux valeurs (post-collision) f4, f7 et f8 au temps t0 de la fonction
de distribution s’éloignent du nœud fluide et rebondissent contre la paroi solide
au temps t + ∆t/2. Elles inversent leurs vitesse (en gardant la même direction)
et reviennent à la même particule fluide au temps t + ∆t, sous forme des valeurs
f2, f5 et f6 (respectivement) de la fonction de distribution. Une forme équivalente
de la condition de non glissement peut-être exprimée à travers une condition de
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rebondissement étalée sur deux pas de temps, pour une parois solide à une distance
h de la dernière ligne de nœuds fluides [27, 28].

t=t0

f 8

f 4f 7

t=t0+Δ t

f 5f 2

f 6

h /2

h /2

Figure 3.3 – Implémentation de la condition de non-glissement

3.7.3 Condition de pression (vitesse) imposée

Dans l’étape de propagation de l’algorithme LBM, les fonctions de distribution
d’un nœud sont advectées à partir des nœuds voisins suivant les directions des
vitesses discrétisées. Donc, au niveau des nœuds à la frontière, après cette étape,
les valeurs de la fonction de distribution suivant certains vitesses (ou directions)
sont connues, d’autres restent inconnues à cause d’un manque d’information de
l’extérieur du domaine fluide. Les valeurs inconnues de la fonction de distribution
doivent êtres déterminées selon des critères appropriés. Il est en particulier possible
de calculer les valeurs inconnues de la fonction de distribution afin d’obtenir la
pression ou la vitesse souhaitées sur la frontière. Pour cela, on considère d’abord
un nœud à l’entrée d’un écoulement comme illustré sur la figure 3.4.

À ce nœud-ci, après une étape de propagation, les distributions f0, f2, f3, f4, f6,
f7 sont connues car elles sont advectées à partir des nœuds voisins à l’intérieur du
domaine fluide, tandis que les distributions f1, f5, f8 restent inconnues et peuvent
être ajustées afin de créer une pression pin ou une vitesse uin (ou bien encore des
conditions mixtes pression/vitesse).

Dans un premier temps le cas d’une pression imposée (i.e., condition de Diri-
chlet) est étudié. Une telle pression va entrâıner une vitesse au niveau de l’entrée
de l’écoulement qui est tout d’abord inconnue. Afin d’achever l’implémentation, les
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Figure 3.4 – Noeud générique à l’entrée de l’écoulement

deux composantes {u1;u2} de cette vitesse doivent êtres également calculées. Basée
sur les équations (3.15), (3.20) et en supposant que la composante de la vitesse
parallèle à la frontière d’entrée est nulle (i.e., u2 = 0), on obtient les relations :

m
8∑

α=0

fα = ρin =
pin
c2

s

(3.36)

m
8∑

α=0

fαcα · e1 = ρu1 (3.37)

m
8∑

α=0

fαcα · e2 = 0 (3.38)

Pour la résolution d’un tel système d’équations à 4 inconnues f1, f5, f8, u1, une
quatrième équation est indispensable. Comme proposé dans [96], la condition de
rebondissement est appliquée sur la partie non-équilibrée de la fonction de distri-
bution suivant la direction normale à la frontière, i.e., :

f1 − f eq1 = f3 − f eq3 (3.39)

Finalement, on obtient :

u1 = 1− (f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7))
c2

s

pin

f1 = f3 +
2

3

pin
c2

s
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f5 = f7 −
1

2
(f2 − f4) +

1

6

pin
c2

s

u1

f8 = f6 +
1

2
(f2 − f4) +

1

6

pin
c2

s

u1

Par un simple changement de la variable de contrôle et supposant toujours
nulle la composante de vitesse parallèle à la frontière, il est possible d’imposer la
valeur de la composante normale. Par une différente combinaison des (3.36)- (3.37)
ont obtient dans ce cas les équations suivantes, permettant la détermination des
quantités inconnues : ρin, f1, f5, f8.

ρin =
1

1− u1

(f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7))

f1 = f3 +
2

3
ρinu1

f5 = f7 −
1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρinu1

f8 = f6 +
1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρinu1

3.8 Validation du code LBM

Basée sur l’algorithme de la méthode Boltzmann sur réseau détaillée dans les
sections précédentes de ce chapitre, un code 2D a été développé pour la simulation
des écoulements fluides en prévision de son couplage avec un code DEM, également
développé en interne. Cette section est consacrée à la validation du code LBM, avec
la prise en compte des modèles LBM-BGK et LBM-MRT, sur la base de l’étude de
configurations classiques d’écoulement pour les fluides incompressibles. Les deux
écoulements Poiseuille et Couette plan sont simulés en utilisant à la fois les modèles
LBM-BGK et LBM-MRT tandis que pour la simulation de l’écoulement en Cavité
entrâınée, seul modèle LBM-MRT est utilisé.

3.8.1 Écoulement de Poiseuille

On considère un écoulement fluide dans un conduit 2D formé par deux plaques
planes parallèles, écartées d’une distance H = 2H0 et de longueur L = 10H0

(figure 3.5).
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Figure 3.5 – Configuration géométrique de l’écoulement Poiseuille simulé

L’écoulement est entrâıné par une différence de pression ∆p = pin − pout entre
l’entrée et la sortie. Le caractéristique mécanique du fluide considéré sont sem-
blables à celle de l’eau à température et pression normales. Au niveau des pa-
rois du conduit, la condition de non-glissement. On donne au tableau 3.1, les pa-
ramètres géométriques, physiques et numériques utilisés dans la simulation. Pour
le modèle LBM-MRT, au niveau de la matrice de relaxation S, les deux com-
posantes s7 = s8 = 1/τ sont déterminées pour avoir la viscosité de l’eau selon
l’équation (3.32), et les composantes restantes ont été fixées identiques à celles
suggérées par Du et al. [14] (s0 = s3 = s5 = 0 est optimisé pour les trois moments
constants durant la collision, s1 = 1.1, s2 = 1 et s4 = s6 = 1.2 est imposé par
l’utilisation de la condition de rebondissement ).

Largeur du conduit, H 4 · 10−4 [m]

Longueur du conduit, L 2 · 10−3 [m]

Masse volumique du fluide, ρf 103 [kg m−2]

Viscosité dynamique, η 10−3 [N s m−1]

Différence de pression imposée, ∆p 1 [N m−1]

Résolution spatiale, h 10−5 [m]

Vitesse du réseau, c 1 [m s−1]

Temps de relaxation, τ 0.8 [−]

Tableau 3.1 – Paramètres de l’écoulement Poiseuille simulé

La solution analytique de l’écoulement de Poiseuille, en tenant compte de
l’évolution dans le temps du profil de vitesse d’une section tranversale du conduit
s’écrit [97] :

u1(x2, t) =
GH2

0

2

[(
1− x2

2

H2
0

)
− 4

∞∑
n=1

sin(δn)

δ3
n

· cos

(
δnx2

H0

)
· exp

(
−δ2

nη

ρfH
2
0

t

)]
(3.40)
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où δn = (2n−1)π
2

et G = − 1
η
.∆p
L

t1 t2 t3 t4

Figure 3.6 – Simulation de l’écoulement de Poiseuille : Évolution du profil de la
vitesse horizontale à t1 = 0.015 s, t2 = 0.025 s, t3 = 0.035 s, t4 = 0.1 s

.

La figure 3.6 montre une très bonne adéquation entre les résultats numéri-
ques fournis par deux modèles LBM-BGK, LBM-MRT et la solution analytique
aux instants considérés, pendant le régime transitoire à t1 = 0.015 s, t2 = 0.025 s,
t3 = 0.035 s et permanent à t4 = 0.1 s. Le profil de vitesse est tracé dans la section
située au milieu du conduit.

3.8.2 Écoulement de Couette plan

L’écoulement dit de Couette plan est de type cisaillement périodique. Dans
cette configuration, illustré dans la figure 3.7, le fluide se trouve entre deux plaques
planes infinies dont la plaque inférieure est en mouvement à une vitesse constante
tandis que la supérieure reste immobile. Le caractéristiques mécanique du fluide
considéré sont semblables à celle de l’eau à température et pression normales.

On donne dans le tableau 3.2, les paramètres géométrique, physiques et numéri-
ques de la simulation. Pour le modèle LBM-MRT, au niveau de la matrice de
relaxation S, les deux composantes s7 = s8 = 1/τ sont déterminées pour avoir la
viscosité de l’eau selon l’équation (3.32), et les composantes restantes ont été fixées
identiques à celles suggérées par Du et al. [14]. Au niveau de la plaque supérieure,
la condition de non-glissement est utilisée tandis que la condition de périodicité est

62



x1

U

Condition de rebondissement

pé
ri

od
ic

it
é

pé
ri

od
ic

it
é

H

L

x2

t

Figure 3.7 – Configuration géométrique de l’écoulement Couette plan

appliquée aux deux frontières en entrée et sortie du conduit. La solution analytique
de l’écoulement de Couette plan s’écrit [97] :

u1(x2, t) = U

[(
1− x2

H

)
− 2

∞∑
n=1

sin(nπx2/H)

nπ
· exp

(
−n2π2ηt

ρfH2

)]
(3.41)

Largeur du conduit, H 4 · 10−4 [m]

Longueur du conduit, L 2 · 10−3 [m]

Masse volumique du fluide, ρf 103 [kg m−2]

Viscosité dynamique, η 10−3 [N s m−1]

Vitesse de cisaillement, U 3 · 10−2 [m s−1]

Résolution spatiale, h 10−5 [m]

Vitesse du réseau, c 1 [m s−1]

Temps de relaxation, τ 0.8 [−]

Tableau 3.2 – Paramètres de la simulation pour un écoulement de Couette plan

La figure 3.8 présente le profil de vitesse horizontale, issu de la simulation
numérique en utilisant deux modèles LBM-BGK et LBM-MRT. Ce dernier se
trouve en très bon accord avec la solution analytique pour les temps étudiés,
pendant le régime transitoire à t1 = 0.005 s, t2 = 0.01 s, t3 = 0.02 s et permanent
à t4 = 0.1 s
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Figure 3.8 – Évolution du profil de la vitesse horizontale à t1 = 0.005 s, t2 = 0.01 s,
t3 = 0.02 s, t4 = 0.1 s

.

3.8.3 Écoulement en cavité entrâınée

Pour le cas des nombres de Reynolds élevés, l’écoulement en cavité entrâınée
est souvent utilisé pour la validation de codes de calcul, d’une part par la simplicité
de sa configuration géométrique ainsi que des conditions aux frontières impliquées,
et d’autre part par la richesse des résultats à comparer. Il s’agit d’un écoulement
où le fluide est enfermé dans une cavité carrée de côté L, entrâıné par une vitesse
de cisaillement constante U appliquée sur la paroi supérieure (figure 3.9). Dans
cette section, une série de simulations numériques est réalisée pour des nombres
de Reynolds variés : Re = 100, 400, 1000, 3200, 5000, 7500 en utilisant le modèle
LBM-MRT. On note que le nombre de Reynolds dans la simulation de l’écoulement
en cavité entrâınée est Re = U ′L′ρ′/η′, où U ′ est la vitesse de la paroi supérieure,
L′ est le nombre de nœuds d’une côté de la cavité, ρ′ et η′ sont respectivement la
densité et la viscosité cinétique du fluide.

La configuration géométrique de l’écoulement et ses conditions aux frontières
sont détaillées à la figure 3.9. Les paramètres numériques utilisés dans la simu-
lation se composent ; d’un réseau discrétisé 257 × 257 noeuds qui remplit le do-
maine fluide ; d’une vitesse de cisaillement de la paroi supérieure U ′ = 0.01 dans
le cas où Re = 100 et U ′ = 0.1 dans les cas restant ; d’une densité ρ′ à la va-
leur d’unité pour le fluide simulé. Quant à la matrice de temps de relaxation S,
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Figure 3.9 – Configuration géométrique de l’écoulement de Cavité entrâınée

ses composantes sont choisies dans l’intervalle [0, 2] afin de garantir la stabilité
numérique de la simulation. Ces valeurs sont plus particulièrement celle suggérées
dans [14] : s1 = 1.1, s2 = 1, s4 = s6 = 1.2 tandis que s7, s8 sont déterminés par
l’équation (3.32) afin d’accommoder les valeurs de viscosité désirées ou bien, de
manière équivalente, de varier le nombre de Reynolds.

La série des figures 3.10 montre pour les différents nombres de Reynolds est
les lignes de courant de l’écoulement selon les simulation effectuées. Cette figure
nous donne une image de la tendance générale de l’écoulement et ainsi de l’effet
du nombre de Reynolds dans le développement des zones de vorticité. Le profil
de vitesse horizontale (verticale) le long du plan vertical (horizontal, resp.) par le
centre géométrique de la cavité est présenté dans la figure 3.11 (3.12, resp.). La
vitesse y est représentée normalisée par la vitesse d’entrâınement. Un bon accord
est montré dans la comparaison entre les résultats obtenus par nos simulations et
ceux dans un Benchmark reportés par Ghia et al. [98].
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a)

c)

d)

b)

d)

f)

Figure 3.10 – Écoulement en cavité entrâınée : lignes de courant correspondant
à : (a)Re = 100 ; (b)Re = 400 ; (c)Re = 1000 ; (d)Re = 2000 ; (e)Re = 5000 ;
(f)Re = 7500
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Figure 3.11 – Écoulement en cavité entrâınée : profile de vitesse horizontale à
travers le centre géométrique de la cavité.

Figure 3.12 – Écoulement en Cavité entrâınée : profile de vitesse verticale à travers
le centre géométrique de la cavité.
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3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit des éléments clés de la méthode de
Boltzmann sur réseau (LBM) pour la modélisation des écoulements fluides. Nous
avons introduit dans un premier temps le concept de fonction de distribution,
la distribution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann, et l’équation de Boltzmann,
parmi les principaux outils de la méthode. Ensuite, la discrétisation de l’équation
de Boltzmann a été illustrée à travers le schéma D2Q9 pour le cas 2D. Nous
avons introduits deux possibles approximations pour le terme de collision dans
l’équation de Boltzmann : le modèle BGK à un seul temps de relaxation et le
modèle MRT avec des temps de relaxation multiples. L’algorithme de calcul ainsi
que les conditions aux limites d’utilisation la plus fréquente ont été aussi présentés
pour mener à bien l’implémentation numérique. Enfin, le code développé en interne
a été validé par une série de simulations d’écoulements classiques. Les deux modèles
BGK et MRT ont été utilisés d’abord pour le cas de l’écoulement de Poiseuille et
celui de Couette-Plan. Une comparaison avec les résultats analytiques a permis de
constater l’adéquation et la précision de la méthode, qui a été très satisfaisante.
Le modèle MRT a été appliqué par la suite pour la simulation de l’écoulement en
cavité entrâınée afin de confirmer son efficacité (grâce à sa stabilité numérique)
dans le cas des nombres de Reynolds élevés. Les résultats de cette simulation ont
également été en bonne adéquation avec une solution numérique proposée dans la
littérature.
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4.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la construction du modèle de couplage entre les méthodes :
Éléments discrets (DEM) et Boltzmann sur réseau (LBM), présentées dans les cha-
pitres précédents. Ce couplage s’appuie sur la mesure des échanges de quantité de
mouvement au niveau des frontières fluide-grains. On s’intéresse dans un premier
temps au traitement du mouvement des grains, puis au calcul de la force hydrody-
namique sur les grains, ainsi qu’aux aspects relatifs à l’implémentation du modèle
tels que la discrétisation spatiale, le pas de temps de calcul, l’adimensionalisation
des quantités physiques. Enfin, la validation de ce couplage est concrétisée par
une série de simulations numériques impliquant un écoulement autour d’un cy-
lindre fixe ou en mouvement, puis la sédimentation d’un grain, et finalement par
la sédimentation de deux grains en interaction dans une bôıte fluide au repos.

4.2 Traitement des grains en mouvement

4.2.1 Représentation des grains dans le réseau fluide

La première tâche pour le traitement des grains en mouvement consiste en leur
représentation dans le domaine fluide. Comme discuté dans le chapitre précédent,
dans la méthode LBM, le domaine fluide est discrétisé selon un réseau régulier
dont les nœuds portent des particules fluides. Ces nœuds seront qualifiés de “nœuds
fluides”. Par conséquent, la représentation d’un obstacle solide peut être facilement
réalisée par un changement du statut des nœuds recouverts par le domaine solide
(i.e., de nœuds fluides à nœuds solides). On remarquera que ce changement ne
modifie pas la discrétisation du domaine. La figure 4.1 illustre un grain circulaire
au sein du réseau, où les noeuds intérieurs et extérieurs sont respectivement des
nœuds solides et fluides.

Dans l’implémentation, un algorithme pour la recherche et la mise à jour du
statut des nœuds du réseau est indispensable lors du mouvement des grains après
chaque pas de temps.

4.2.2 Condition de rebondissement interpolée

L’interaction fluide-grains peut être prise en compte à travers la condition stan-
dard de “rebondissement” discutée dans la section 3.7.2. Cette condition considère
que la frontière solide se trouve au milieu de deux rangées de nœuds. Une frontière
circulaire (cas envisagé ici) est alors approximée par une succession d’escaliers.
L’information entre le fluide et le solide est échangée à travers la quantité de mou-
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Nœud fluide
Nœud solide

Figure 4.1 – Représentation d’un grain dans le réseau fluide

vement sur cette frontière. Même si la condition standard de “rebondissement”
assure une vitesse tangentielle nulle le long de la frontière solide, l’approximation
de formes circulaires en forme présentant des escaliers, peut entrainer un chan-
gement de la forme géométrique du solide entre deux pas de temps successifs
(réaffectation différente de nœds solides/fluides ). Des fluctuations importantes
peuvent alors apparâıtre dans le calcul de la force hydrodynamique. Une approche
a été proposée par [57], basée sur une procédure d’interpolation, permettant de
préciser la frontière solide par des points arbitraires dans un sous-réseau 1. Cette
approche a été utilisée par Lallemend et al. [9] pour simuler un écoulement autour
d’un cylindre en mouvement. Les résultats obtenus se sont montrés très satisfai-
sants.

Pour bien illustrer la condition de rebondissement interpolée, le cas d’une
frontière courbe identifiée comme le profil d’un grain est montré dans la figure 4.2.
Sur la même figure, les nœuds blancs et noirs sont associés respectivement au
domaine fluide et au domaine solide. Les nœuds gris représentent des points d’in-
tersection (e.g., xb) de la frontière solide du grain avec les segments reliant les
nœuds fluides aux nœuds solides voisins (xf et xs, respectivement). Les particules
fluides en xf à l’instant t+∆t doivent résulter de l’advection depuis les nœuds voi-
sins après l’étape de collision de l’instant t. Cependant, certaines contributions des
particules fluides sont manquantes à cause de la présence du domaine solide situé
dans la région des nœuds voisins de xf . Ces contributions manquantes doivent être

1. L’efficacité et l’amélioration de la stabilité numérique de cette méthode sont présentées
dans la référence [99], sur la base de la comparaison entre différents modèles utilisés pour le
traitement des frontières solides.
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Figure 4.2 – Représentation d’une frontière courbe dans le réseau fluide

déterminées pour compléter l’étape de propagation en xf , à l’instant t. Pour cela,
on s’appuie sur la condition de rebondissement et sur un argument heuristique,
illustré par xf et xs sur la figure : une particule fluide qui arrive en xf après avoir
rebondi sur la frontière à xb devait être localisée, au pas de temps précédent (t),
à la position d’un nœud fluide fictif xff , c’est-à-dire à une distance et une vitesse
compatibles avec le trajet de la particule. En notant

q =
‖xf − xb‖
‖xf − xs‖

<
1

2

comme sur la figure, le nœud fluide fictif se situe en :

xff = 2q xf + (1− 2q) (xf−∆t c8)

où xf−∆t c8 est la position du nœud fluide en amont de la position xf . La contribu-
tion manquante de la fonction de distribution en xf est calculée (au temps t+ ∆t)
comme suit :

f6(xf , t+∆t) = 2q f c
8(xf , t) + (1− 2q) f c

8(xf−∆t c8, t)︸ ︷︷ ︸
fc
8 (xff , t)

+
6ω8ρ

m c2
c8 ·vb (4.1)

où la fonction de distribution post-collision f c
8(xff , t) du nœud fluide fictif est

calculée à travers une interpolation linéaire sur les nœuds voisins, et le terme
supplémentaire (le dernier terme à droite) représente le transfert de la quantité
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de mouvement dû à la vitesse vb de la frontière en xb. Une généralisation des
positions relatives des nœuds fluides, solides et nœuds de frontière nous donne :

fα(xf , t+ ∆t)=

{
2q f c

α̂(xf , t) + (1− 2q) f c
α̂(xf−∆t cα̂, t) + 6ωα̂ρ

mc2
cα̂ ·vb, q < 1

2
1
2q f

c
α̂(xf , t) + 2q−1

2q f c
α(xf , t) + 3ωα̂ρ

qmc2
cα̂ ·vb, q ≥ 1

2

(4.2)

dans laquelle l’expression pour le cas q ≥ 1/2 est construite de la même manière
que pour q < 1/2 et l’indice α̂ est tel que cα̂ = −cα.

Un problème lié à l’implémentation de la frontière solide en mouvement est que
certains nœuds de statut solide réintègrent le domaine fluide lors du déplacement
de la frontière entre deux pas de temps. En ce cas-là, la valeur des fonctions de
distribution des nouveaux nœuds fluides doit être calculée. Comme proposé dans
[100, 9], en considérant un tel nœud fluide, la fonction de distribution d’équilibre de
Maxwell–Boltzmann est adoptée. La densité du fluide sur ce nœud est déterminée
par une interpolation impliquant les nœuds fluides voisins, tandis que la vitesse
macroscopique du fluide est obtenue par une extrapolation de la vitesse de la
frontière solide au niveau du nœud fluide considéré 2.

4.3 Force hydrodynamique sur un grain

Dans le modèle de couplage DEM/LBM, les forces fluides sur un grain sont
déterminées à travers l’algorithme LBM, et ensuite rajoutées au bilan des forces et
des moments agissant sur ce grain dans l’algorithme DEM. Plusieurs méthodes ont
été proposées pour le calcul de ces forces hydrodynamiques, telles que la méthode
de frontière immergée [58], la méthode d’intégration de contraintes sur la frontière
[101] et la méthode des échanges de quantités de mouvement [27, 57]. Pour des
raisons de simplicité dans l’implémentation, la dernière méthode est utilisée dans
ce travail. Dans la figure 4.2, l’action sur le grain en xb est calculée par le transfert
de quantité de mouvement à partir du nœud fluide xf pendant un pas de temps :

f(xb) =
mh2

∆t
( f c

8(xf , t) c8 − f6(xf , t+ ∆t) c6 )

et peut être généralisé pour les nœuds de frontière (cf. section 4.2.2) :

f(xb) =
mh2

∆t
( f c

α̂(xf , t)cα̂ − fα(xf , t+ ∆)cα ) (4.3)

Ensuite, la force hydrodynamique globale sur le grain est calculée par sommation
sur l’ensemble des nœuds xb le long de la frontière du grain. De la même manière,

2. Une autre approche est basée sur l’extrapolation de la valeur des fonctions de distribution
des nœuds fluides voisins de celui à calculer [9].
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le produit vectoriel (xb − xg) × f(xb) permet de déterminer le moment résultant
au centre de masse xg du grain :

Fh =
∑
xb

f(xb) (4.4)

Mh =
∑
xb

(xb − xg)× f(xb) (4.5)

dans lesquelles Cg est l’ensemble des nœuds fluides entourant le grain ”g” avec
centre de masse xg.

4.4 Problèmes du couplage DEM/LBM

4.4.1 Rayon hydraulique

Un milieu granulaire compact 2D se caractérise par une porosité fermée qui ne
permet pas la migration de fluide d’un pore à l’autre. Une approche 2D ne permet
donc pas strict sensu de rendre compte du comportement de milieux solide-fluide
3D. Afin de surmonter cette limite, le rayon hydraulique rh d’un grain dans l’algo-
rithme LBM est introduit (figure 4.3). Ce rayon, plus petit que le rayon r du grain
solide, crée alors une certaine perméabilité dans le milieu. Il est calibré de telle
manière à retrouver une valeur de la force de trâınée sur un grain plus réaliste ou
une valeur de porosité appropriée pour l’assemblage granulaire (telle que retrouvée
dans les assemblages 3D avec la même taille de grains). Un rapport rh/r d’environ
0.8 est utilisé par [30, 31, 32].

Pour un calcul correct de la condition de rebondissement, et pour une stabilité
numérique lors des simulations, la couche fluide entre deux grains nécessite au
moins deux rangées de nœuds parallèles, soit :

r − rh >
√

2h+
(∆xn)max

2

dans laquelle (δn)max est l’interpénétration maximale prévue entre les grains dans
l’algorithme DEM et le facteur

√
2 représente le scénario le plus défavorable (i.e.,

lorsque les centres de deux grains sont alignés le long d’une direction diagonale du
réseau).

4.4.2 Discrétisation spatiale

La taille h du réseau fluide détermine principalement l’erreur de la discrétisation
spatiale et sa valeur a un effet direct sur la taille du problème à résoudre et donc sur
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Fluide interstitielRayon du grain

Rayon hydraulique du grain

rh

r

Figure 4.3 – Illustration du rayon hydraulique

le temps de calcul. Dans le couplage DEM/LBM, le choix de h dépend également
de la taille des grains du milieu granulaire. En effet, h doit être suffisamment petit
par rapport au rayon du plus petit grain pour assurer une précision satisfaisante
dans l’évaluation de la force hydrodynamique. Comme discuté par Yu et al. [99],

rh

h
> 5

est requise pour une estimation satisfaisante de la force de trâınée dans le problème
de l’écoulement dans un conduit et autour d’un cylindre pour des nombres de
Reynolds 3 modérés, notamment pour 10 < Re < 100

4.4.3 Par de temps de calcul

Le pas de temps ∆t utilisé dans la méthode LBM est le résultat d’un compro-
mis entre plusieurs exigences. Il est lié à la viscosité dynamique du fluide à travers
l’équation (3.20), ou l’équation (3.32) pour le modèle à temps de relaxation mul-
tiples. Il entre également dans l’expression du nombre de Mach du milieu fluide, qui
est défini comme Ma = ‖u‖/c, et doit prendre une valeur plus petite que l’unité
pour le critère d’incompressibilité du fluide comme présenté dans la section 3.4.
Une valeur limite de 0.1 pour Ma est souvent utilisée dans la littérature.

Le pas de temps δt dans l’algorithme DEM est généralement pris comme une
fraction de la période d’oscillation d’un système de deux grains représentatifs, en

3. Le nombre de Reynolds est ici défini comme Re = ρf u(2rh)/η, dans laquelle u est une
valeur représentative du champs de vitesse à l’entrée du conduit et rh est le rayon du cylindre.
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interaction mutuelle au contact (voir section 2.5.1) :

δt = απ

√
m

kn

(4.6)

où m est la masse du grain représentatif (choisi comme le plus petit de l’assem-
blage), kn est la raideur normale au contact entre les grains. Le coefficient α est
généralement de l’ordre de 10−2.

Du fait qu’en général, δt < ∆t, le cycle de calcul de l’algorithme DEM est
considéré comme un sous-cycle de l’algorithme LBM, et ∆t est choisi comme un
multiple de δt, i.e., ∆t = nc × δt, avec nc est le nombre de sous-cycle LBM (fi-
gure 4.4).

nc

Mise à jour de 
la position et vitesse des grains

Calcul de 
forces hydrodynamiques

Boucle DEM 
(     sous-cycle)

Boucle LBM

Figure 4.4 – Cycle de calcul dans l’algorithme DEM/LBM

4.4.4 Adimensionalisation des grandeurs physiques

Contrairement à l’algorithme DEM, l’utilisation de variables adimensionnelles
permet une simplification importante dans l’implémentation de l’algorithme LBM.
L’adimensionalisation de ces quantité consiste en leur écriture dans les unité “na-
tives” du réseau LBM, c’est-à-dire la distance h entre les nœuds voisins le long des
axes dur réseau, le pas de temps ∆t et la masse m de la particule fluide. Cette
dernière quantité peut être remplacée, utilement, par la densité de référence ρ0
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du fluide. Le passage des grandeurs physiques aux grandeurs adimensionnelles est
détaillé dans le tableau 4.1 :

Grandeur Physique Adimensionnelle Relation

Pas d’espace h h′ = 1 −−
Pas de temps ∆t ∆t′ = 1 −−
Temps de relaxation τ τ −−
Vitesse du réseau C = h

∆t C ′ = 1 −−
Viscosité dynamique η = ρ0

3 (τ − 1
2 ) h

2

∆t η′ = 1
3 (τ − 1

2 ) η = Chρ0η
′

Cordonnées x x′ x = hx′

Vitesse u u′ u = Cu′

Densité du fluide ρf ρ′f ρf = ρ0ρ
′
f

Force hydraulique Fh F′h Fh = ρ0C
2hF′h

Moment hydraulique Mh M′
h Mh = ρ0C

2h2M′
h

Tableau 4.1 – Tableau de conversion des grandeurs physiques en grandeurs adi-
mensionnelles

4.5 Validation du modèle

4.5.1 Écoulement dans un conduit et autour d’un cylindre
fixe

On s’intéresse dans un premier temps à la validation du code développé à travers
la simulation d’un écoulement fluide autour d’un cylindre fixe. La figure 4.5(a)
montre la configuration géométrique ainsi que les conditions aux limites de la
simulation, qui sont similaires à celles utilisées dans un benchmark proposé par
Schäfer et Turek [8]. Il s’agit d’un conduit de longueur L = 22D et de largeur
H = 4.1D dans lequel un cylindre de diamètre D = 1.2 mm, est placé à la position
identifiée par les coordonnées x1c = 2D et x2c = 2D. Le fluide est modélisé
comme incompressible et est caractérisé par une masse volumique ρf = 103 kg m−2

et une viscosité dynamique η = 10−3 N s m−1. Un profil parabolique de vitesse
macroscopique est imposé à l’entrée.

u1(0, x2) =
4umx2(H − x2)

H2
, u2 = 0

où um est la valeur maximale de la vitesse au milieu de l’entrée. Côté sortie,
une pression constante est maintenue. Au niveau de deux parois horizontales, la
condition de rebondissement (frontière solide) est appliquée pour y assurer une
vitesse nulle u1 = u2 = 0. Correspondant aux régimes stationnaire et instationnaire
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1.5 D
Condition de rebondissement

D

1.5 D

1.6 D

p 
=
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t

u = uin

(c)

(a)

22 D

0.2 0 
Vitesse du fluide [m s-1]

(b)

Condition de rebondissement

Figure 4.5 – Écoulement dans un conduit et autour d’un cylindre [8] : a) Configu-
ration géométrique et conditions aux frontières ; b) Champ de vitesse à Re = 20,
dans le régime stationnaire ; c) Champs de vitesse à Re = 100, dans le régime
instationnaire périodique

périodique de l’écoulement, deux calculs sont réalisés avec les nombres de Reynolds
Re = 20 et Re = 100, respectivement. Dans les deux cas, on calcule les coefficients
de trâınée et de portance :

CD =
2Fh1

ρfŪ2D
, CL =

2Fh2

ρfŪ2D

où Ū = 2um

3
est la vitesse moyenne de l’écoulement, Fh1 et Fh2 sont respectivement

la force de trâınée et de portance appliquées sur le cylindre. Les valeurs pour le
cas Re = 20 sont calculées après que l’écoulement entre dans le régime station-
naire. Les valeurs pour le cas Re = 100 sont calculées dans le régime instationnaire
périodique et correspondent à des valeurs maximales temporelles.

Les paramètres dans le tableau 4.2 se réfèrent à la simulation numérique du
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D/h ∆t [s] c [m s−1] s1 s2 s4, s6 s7, s8

12 4 · 10−5 2.5 1.1 1 1.2 1/0.512

24 10−5 5 1.1 1 1.2 1/0.512

Tableau 4.2 – Paramètres utilisés dans la simulation de l’écoulement autour d’un
cylindre fixe

problème avec l’algorithme LBM utilisant l’approche MRT. Deux cas de résolution
spatiale sont testés, correspondant à un rapport D/h = 12 et 24. Dans le même
tableau, les paramètres h,∆t, s7 et s8 sont limités par l’équation (3.32), et les
composantes restantes de la matrice de relaxation ont été fixées selon [14]. Les
figures 4.5(a) et 4.5(b) illustrent le champ de vitesse obtenu avec la résolution
spatiale la plus élevée pour des écoulements correspondant respectivement à Re =
20 et Re = 100. On donne dans le tableau 4.3 les coefficients de trâınée CD
et de portance CL obtenus lors de la simulation. Schäfer et al. [8] reportent des
résultats obtenus pour ce même problème traité en utilisant différents schémas de
discrétisation des équations de Navier Stokes (méthode des éléments finis, volumes
finis et différences finies) et un algorithme de type LBM-BGK (cf. l’approche MRT
utilisée ici). On constate que les résultats obtenus pour la résolution spatiale élevée,
avec le code développé pour cette étude, sont compatibles avec ceux reportés par
des approches continues. Une précision moins satisfaisante est obtenue, comme
prévu, pour le cas de la résolution spatiale la plus grossière, en particulier quant à
la valeur du coefficient de trâınée dans le régime instationnaire, de l’ordre de 8%
supérieur à la valeur maximale reportée par Schäfer et al. [8].

Re=20 Re=100

Méthode numérique Référence CD CL CD CL

LBM-MRT (D/h = 12) présent 5.7282 0.0112 3.5223 1.0012

LBM-MRT (D/h = 24) présent 5.6175 0.0106 3.2195 0.9109

Continuum-based (min.) [8] 5.5069 0.0105 3.0804 0.7256

Continuum-based (avg.) [8] 5.5770 0.0136 3.2077 0.9686

Continuum-based (max.) [8] 5.6323 0.0329 3.2460 1.0692

Standard LBM [8] 5.8190 0.0110 4.1210 1.6120

Tableau 4.3 – Coefficients de trâınée et de portance : comparaison entre différentes
méthodes
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4.5.2 Écoulement autour d’un cylindre en mouvement

Cette section donne une application du modèle pour le cas d’un écoulement
autour d’un cylindre en mouvement (figure 4.6). La configuration consiste en un
fluide initialement au repos dans lequel le cylindre commence instantanément à se
déplacer avec une vitesse constante Uc suivant la direction horizontale. En tenant
en compte de la relativité galiléenne, ce problème est équivalent à son dual dans
lequel le cylindre est fixe et le fluide et les deux parois sont conduit par une vitesse
uniforme Uf = Uw = −Uc. Effectivement les deux cas doivent aboutir à la même
réponse en terme de forces de trâınée et de portance.

Condition de rebondissement

pé
ri

od
ic

it
é

(b)

(a)

L

0.25 0 

Vitesse du fluide [m s-1]

pé
ri

od
ic

it
é

W

D

Uc

Condition de rebondissement

Figure 4.6 – Cylindre en mouvement de translation à vitesse constante Uc dans
un conduit 2D [9] : a) Configuration géométrique et conditions aux frontières b)
Champ de vitesse au pas de temps 15000

Dans un souci de validation du modèle, la configuration géométrique utilisé
pour la simulation est équivalente à celle utilisé par Lallemand et al. [9]. Il s’agit
d’un conduit de longueur L = 50 mm et de largeur H = 5 mm dans lequel un
cylindre de diamètre D = 1.2 mm, est placé à la position correspondant aux
coordonnées x1c = 3.015 mm et x2c = 2.7 mm. Le caractéristique mécanique du
fluide considéré sont semblables à celle de l’eau à température et pression normales.
Une discrétisation spatiale correspondant à un rapportD/h = 24 est utilisée, ce qui
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conduit à un réseau 1001×101 pour remplir le domaine fluide. Dans le tableau 4.4,
on donne des paramètres de la simulation. Quant à la matrice de relaxation S, les
deux composantes s7 = s8 = 1.944 sont choisies pour avoir la viscosité désirée
selon l’équation (3.32), et les composantes restantes ont été fixées identiques à
celles choisies par Du et al. [14].

Largeur du conduit, H 5 [mm]

Longueur du conduit, L 50 [mm]

Diamètre du cylindre, D 1.2 [mm]

Masse volumique du fluide, ρf 103 [kg m−2]

Viscosité dynamique, η 10−3 [N s m−1]

Vitesse du cylindre, Uc 0.167 [m s−1]

Résolution spatiale, h 5.10−5 [m]

Vitesse du réseau, c 4.167 [m s−1]

Matrice de temps de relaxation, S [−] [−]

Nombre de pas de temps de calcul 19000 [−]

Tableau 4.4 – Paramètres de la simulation de l’écoulement autour d’un cylindre
en mouvement

La figure 4.7 montre les forces adimensionnelles de trâınée et de portance
exercées sur le cylindre en fonction du pas de temps. Les courbes en noir corres-
pondent au cas où l’écoulement se produit autour du cylindre fixe. Les courbes en
bleu correspondent au cas dual où le cylindre est en mouvement. Au niveau quan-
titatif, les composantes de la force hydrodynamique trouvées sont similaires aux
résultats obtenus par Lallemand et al. [9]. Les fluctuations observées peuvent être
dues à la variation des nœuds solides couverts par le cylindre lors de son mouve-
ment et aussi à l’approximation utilisée pour le calcul de la fonction de distribution
des nouveaux nœuds fluides créés après ce mouvement (voir section 4.2.2). Ainsi
la cöıncidence entre les courbes noires et bleues valide également le principe de la
relativité galiléenne dans la méthode LBM.
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Figure 4.7 – Force hydrodynamique (Fh1, Fh2) sur le cylindre à partir du temps de
calcul 14000. Résultat obtenu par notre simulation.
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Figure 4.8 – Force hydrodynamique (Fh1, Fh2) sur le cylindre en fonction du temps.
Résultats obtenus par Lallemand et al. [9]

4.5.3 Sédimentation d’un grain

Si les simulations numériques présentées dans les sections précédentes ne concer-
nent qu’un objet fixé ou en mouvement contraint dans un milieu fluide, dans
cette section on s’intéresse au mouvement libre d’un grain via le phénomène de
sédimentation. La sédimentation d’un grain dans un milieu fluide a été simulée par
Feng et al. [10] en utilisant la méthode des éléments finis. Le résultat montre une
variation dans le mode de sédimentation du grain suivant la valeur du nombre de
Reynolds. Dans le but de valider la pertinence du modèle implémenté, la même
simulation est reproduite et présentée dans cette section. Le résultat obtenu est
par la suite comparé avec celui obtenu par Feng et al. [10].
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La figure 4.9 montre la configuration géométrique de la simulation. Il s’agit d’un
domaine fluide rectangulaire de hauteur H = 390 mm et de largeur L = 18 mm.
Le grain dont le diamètre D = 12 mm, est placé initialement à la position iden-
tifiée par les coordonnées x10 = 7.2 mm et x20 = 270 mm. Les conditions
aux limites au niveau des parois du domaine fluide sont de types non-glissement.
Les paramètres physiques et numériques de la simulation sont détaillés dans le ta-
bleau 4.5. Pour obtenir de différents modes de sédimentation, trois simulations sont
réalisées, correspondant à des nombres de Reynolds 4 : Re = 0.9, Re = 3, Re = 7.
Le tableau 4.6 donne les valeurs des composantes s7 et s8 de la matrice de relaxa-
tion avec les valeurs de la viscosité dynamique correspondantes en accord avec la
(3.32). Les composantes restantes de la matrice de relaxation ont été fixées selon
Du et al. [14].

x1

x2

L = 18 mm

H
 =

 3
90

 m
m

12
0 

m
mg

D = 12 mm

7.2 mm

Figure 4.9 – Sédimentation d’un grain : configuration géométrique.

4. Le nombre de Reynolds est déterminé par la vitesse de chute finale du grain et par son
diamètre.
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LBM

Masse volumique du fluide, ρf 103 [kg m−2]

Pas d’espace, h 6.× 10−4 [m]

Pas de temps, ∆t 3.5× 10−5 [s]

Vitesse du réseau, c 17.14285 [m s]

Matrice de relaxation, S Voir [14] et tableau 4.6 [−]

Nombre de noeuds 32× 652 [−]

DEM

Masse volumique du grain, ρs 2.× 103 [kg m−2]

Pas de temps, ∆t 5.× 10−6 [s]

Diamètre du grain, D 1.2× 10−2 [m]

Accélération, g 9.8 [m s−2]

Durée de la simulation, t 1.8× 101 [s]

Tableau 4.5 – Sédimentation d’un grain : paramètres physiques et numériques.

s7 = s8 Viscosité dynamique, η [N s m−1]

Simulation 1 0.56 2.06× 10−4

Simulation 2 0.528 9.6× 10−5

Simulation 3 0.52 6.86× 10−5

Tableau 4.6 – Sédimentation d’un grain : valeurs s7 et s8 (voir Du et al. [14] pour
les valeurs restantes).

Figure 4.10 – Sédimentation d’un grain : trajectoire du grain calculé par le modèle
objet de la validation.
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Figure 4.11 – Sédimentation d’un grain [10] : trajectoire du grain calculé par la
méthode des éléments finis.

La figure 4.10 montre les modes de sédimentation du grain observés d’après
notre simulation. Du point de vue qualitatif, ce résultat est similaire à celui ob-
tenu par Feng et al. [10] avec la méthode des éléments finis (figure 4.11). Pour
un nombre de Reynolds faible, le grain tend vers le centre du domaine fluide de
manière monotone. Par contre, dans le cas des nombres de Reynolds supérieurs, la
sédimentation du grain s’accompagne d’une trajectoire oscillante selon la direction
x1. Il s’agit d’un effet de paroi, observable dans la simulation, qui produit aussi
une convergence du grain vers le centre du domaine fluide.

4.5.4 Sédimentation de deux grains

Afin de faire intervenir des collisions intergranulaires, une simulation de la
sédimentation de deux grains dans une bôıte remplie d’un fluide a été effectuée. La
configuration de l’essai numérique est donnée à la figure 4.12 dans laquelle les deux
grains sont positionnés initialement au centre du domaine fluide, aux différentes
distances par rapport à sa limite inférieure. Le phénomène observé d’après la chute
libre des grains, nommé “Drafting, kissing and tumbling (DKT)”, a été montré
expérimentalement par Fortes et al. [102], et reproduit ensuite dans des simula-
tions numériques à travers différentes méthodes numériques (e.g., méthode des
éléments finis [11], méthode Boltzmann sur réseau en combinaison avec la condi-
tion de frontières immergées [12]). Trois étapes peuvent être observées, dans l’ordre
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dans un essai DKT. Au début de l’essai le grain supérieur rencontre une moindre
résistance que le grain frontal à la pénétration dans le fluide ; par conséquent, il
acquiert une plus grande vitesse que le grain frontal et rentre dans son sillage
(Drafting). Au moment où le grain frontal est rattrapé, une collision se produit
entre les deux grains (Kissing). Par la suite, le grain supérieur pivote et s’écarte
du grain frontal ; tous les deux poursuivent en suite séparément le mouvement de
chute dans le domaine fluide (Tumbling).

x1

L = 20 mm
H

 =
 8

0 
m

m

12
 m

m

g

8 
m

m

x2

Figure 4.12 – Sédimentation de deux grains [11, 12] : configuration géométrique.

Dans le but de valider le résultat obtenu par notre modèle, les conditions de
la simulation sont similaires à celles présentées dans les références [11, 12]. Les
propriétés géométriques sont données dans la figure 4.12 : le domaine fluide est de
largeur L = 20 mm, et de hauteur H = 80 mm. Le fluide à simuler a le caractères de
l’eau en conditions normales de température et pression. Les deux grains, de même
rayon Rg = 1 mm et de masse volumique ρs = 1010 kg m−2, sont placés à l’instant
initial au centre du domaine fluide, à des distances respectivement de 8 mm et
12 mm. La loi de contact appliquée lors de la collision entre grains ou entre grains
et parois est visco-élastique avec frottement à la Coulomb. Dans le tableau 4.7,
on donne les paramètres physiques ainsi que numériques de la simulation. Pour
la matrice de relaxation, les composantes s7 = s8 = 1.8868 sont déterminées
par l’équation 3.32, les composantes restantes de la matrice de relaxation ont été
choisies selon Du et al. [14].
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LBM

Masse volumique du fluide, ρf 103 [kg m−2]

Viscosité dynamique, η 10−3 [N s m−1]

Pas d’espace, h 10−4 [m]

Pas de temps, ∆t 10−4 [s]

Vitesse du réseau, c 1 [m s]

Matrice de relaxation, S −− [−]

Nombre de nœuds 201× 801 [−]

DEM

Masse volumique du grain, ρs 1.01× 103 [kg m−2]

Pas de temps, ∆t 5× 10−5 [s]

Diamètre du grain, D 2× 10−3 [m]

Coef. de frottemen, µ 0 [−]

Raideur du contact, kn et kt 2.5× 105 [Nm−1]

Coef. d’amortissement, cn et ct 1 [Nm−1]

Accélération, g 9.8 [m s−2]

Durée de la simulation, t 5 [s]

Tableau 4.7 – Sédimentation de deux grains : paramètres physiques et numériques.

(a) (b) (c) (d) (e)

0.02 0 
Vitesse du fluide [m s-1]

Figure 4.13 – Sédimentation de deux grains : positions des grains lors du processus
de sédimentation et champ de vitesse à t = 0. s (a), t = 0.5 s (b), t = 2.5 s (c),
t = 3.0 s (d) et t = 4.5 s (e).
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Figure 4.14 – Sédimentation de deux grains : comparaison de l’évolution dans le
temps de la vitesse verticale des grains. Les traits continu et discontinu se réfèrent
respectivement aux grains initialement frontal et supérieur.

Le résultat obtenu est donné à la figure 4.13 à travers des configurations hy-
drauliques des grains lors du processus de sédimentation. Trois étapes ont été
observées au cours du temps ; l’étape de “Drafting” est montré par les configura-
tions de (a) à (b) ; les configurations (c) et (d) relèvent les instants avant et après
le “Kissing” ; la dernière configuration (e) correspond à l’étape de “Tumbling”.
La figure 4.14 représente l’évolution dans le temps de la vitesse verticale des deux
grains d’après notre modèle en comparaison avec celles reportés dans les références
[11, 12]. Du point de vue qualitatif, on constate que les trois résultats sont simi-
laires. La différence quantitative est principalement une estimation plus faibles (par
le modèle objet de la validation) des vitesses des grains. Cette différence peut venir
de l’utilisation, dans cette simulation, des rayons hydrauliques au lieu des rayons
géométriques des grains. Cela conduit à une réduction de la surface des grains et
par conséquence à la diminution de la valeur des forces hydrodynamiques.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents aspects du modèle de couplage
DEM/LBM comme le traitement du mouvement des grains, l’estimation des ac-
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tions hydrodynamiques, la résolution spatiale, le pas de temps. En particulier, l’in-
troduction du rayon hydraulique permet de réaliser des simulations impliquant des
assemblages granulaires 2D en interaction avec un milieu fluide. Une série des si-
mulations numériques a été réalisée et illustrée pour valider le modèle implémenté.
Les résultats obtenus sont satisfaisants. Les valeurs des paramètres numériques
résultants de cette validation seront considérées dans la suite de ce travail.
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5.1 Introduction

L’objectif de la phase finale de ce travail, décrite dans ce chapitre, est de
construire un modèle numérique préliminaire pour l’étude de l’érosion interne par
renard hydraulique à l’échelle granulaire. Dans un premier temps, un échantillon
granulaire “sec” est préparé en utilisant l’algorithme DEM décrit dans le chapitre
2. Cet échantillon, dont la taille correspond à un volume élémentaire représentatif
(VER) de sol granulaire en proximité du front d’érosion, est ensuite posé dans
un canal saturé d’eau. Enfin, une différence de pression d’eau est appliquée entre
l’entrée et la sortie du canal. L’interaction entre l’écoulement fluide et les grains
est décrite par le schéma de couplage DEM/LBM présenté dans le chapitre 4.
L’érosion est observée avec une quantité de grains qui sont arrachés et trans-
portés. Une première analyse des résultats obtenus a permis de dégager plusieurs
hypothèses sur les mécanismes microscopiques régissant le phénomène d’érosion
régressive du front du renard hydraulique.

5.2 Préparation de l’échantillon granulaire

L’échantillon granulaire est obtenu à partir d’une implémentation numériq-
ue de l’algorithme DEM décrit dans le Chapitre 2. Il s’agit d’un système de
forme rectangulaire, constitué de 800 grains circulaires dont la densité de masse
ρs = 2.65 · 103 kg m−2 et les rayons sont compris entre 0.75 mm et 0.95 mm. La
procédure de préparation de l’échantillon est présentée ci-dessous et n’implique
pas, à cette étape, de couplage fluide-solide.

À partir d’une configuration initiale dans laquelle les grains sont dispersés de
manière aléatoire dans un volume rectangulaire limité par des parois rigides, un
compactage avec contacts lubrifiés (visco-élastiques sans frottement) est réalisé
par convergence des quatre parois 1. Les contacts sont exclusivement unilatéraux.
À la fin de cette étape, après que la pression de confinement ait atteint environ
30 kN m−1, l’échantillon est laissé évoluer sans déplacements ultérieurs des parois,
afin d’approcher une condition d’équilibre statique, aussi bien au niveau macrosco-
pique que microscopique (figure 5.1(a)). Après cette étape d’équilibrage statique,
tous les contacts existants sont convertis en ponts visco-élastiques, à l’exception
de ceux entre les grains et la paroi aval qui restent unilatéraux. On notera que
tout nouveau contact créé après l’initialisation des ponts solides durant le calcul
sera par la suite considéré par défaut comme un contact unilatéral visco-élastique

1. Dans la suite, on appellera parois supérieure et inférieure les parois horizontales supérieure
et inférieure, et parois amont aval, les parois verticales de gauche et de droite.
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frottant.

Contact en 
compression

(a) 

Contact en 
traction

(b) 

H 

H

L0

L

Figure 5.1 – Préparation de l’échantillon granulaire : configuration géométrique et
châınes de forces après la compression isotrope (a) et après retrait de la paroi aval
(b).

La paroi rigide aval est ensuite enlevée (translation lente vers la droite jusqu’au
moment où tous ses contacts avec les grains sont perdus) pendant que les parois
supérieure, inférieure et amont sont maintenues fixes. Le mouvement est suffisam-
ment lent pour que l’évolution du processus reste quasi-statique. La figure 5.1
montre la configuration géométrique de l’échantillon avant et après l’ouverture de
la paroi solide ((a) et (b), resp.), ainsi que l’évolution des châınes de forces nor-
males entre les grains. L’échantillon final est de largeur L = 66.8 mm et de hauteur
H = 33 mm.

Dans le tableau 5.1, on donne les valeurs des paramètres de contact lors de
cette procédure. La raideur du contact normal kn est choisie pour limiter l’ordre
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de grandeur de la déflexion aux contacts (telle qu’engendrée par la pression de
confinement indiquée plus haut, de 30 kN m−1), à 10−4 fois le diamètre moyen des
grains 2. En l’absence d’informations spécifiques, la raideur des contacts tangentiels
kt est prise égale à kn. Afin de laisser le système dissiper efficacement l’énergie in-
troduite ou échangée pendant la procédure, les coefficients d’amortissement normal
cn et tangentiel ct sont pris égaux à 80% de leur valeur critique (voir Chapitre 2).
Le coefficient de frottement est pris à une valeur classique sauf dans la phase
de compactage, pendant laquelle ce coefficient est pris nul (contacts lubrifiés) afin
d’obtenir une configuration dense et texturée de l’assemblage granulaire. Les ponts
solides “initialisés” après la phase de compactage et équilibrage sont “initialisés”
comme reporté dans le même tableau : les valeurs de adhésion A et cohésion C
pour la loi de contact traduisent, au niveau microscopique, les caractéristiques d’un
sol granulaires manifestant une très faible résistance à la traction (de 102 N m−1

en ordres de grandeur).

Initialisation de ponts solides

Durant la
compacité

Grain-à-grain
Grain-à-paroi Après

l’initialisationParoi aval Autres parois

kn [N m−1] 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107

kt [N m−1] 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107 5.4 · 107

cn [N s m−1] 500 500 500 500 500

ct [N s m−1] 500 500 500 500 500

A [N] 0 1 0 106 0

C [N] 0 4 0 106 0

µ 0 0.5 0.5 0.5 0.5

Tableau 5.1 – Paramètres de la loi de contact utilisé durant la préparation de
l’échantillon granulaire

Des valeurs très élevés (pratiquement infranchissables) de cohésion et adhésion
sont attribuées aux ponts solides établis entre les grains et les parois supérieure,
inférieure et amont, afin de créer une monocouche de grains qui partage un lien
permanent avec ces parois. Afin de limiter les perturbations du système pouvant
se produire pendant la phase d’ouverture de la paroi aval, aucun pont solide n’est
établi entre les grains et cette paroi (et les contacts unilatéraux avec cette paroi

2. La déflexion aux contacts sous une pression de confinement donnée peut être évaluée à
partir des propriétés élastiques et de la taille des grains [74]. Pour un assemblage de disques quasi-
monodisperses confiné par une pression à 30 kPa, la déflexion prévue est en ordre de 10−5 du
diamètre selon le modèle de contact de Hertz. Cependant, une estimation plus réaliste doit tenir
compte des imperfections susceptibles qui influencent le comportement au niveau des contacts
pour un matériau réel.
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restent lubrifiés jusqu’à leur extinction).

Le pas de temps δt de l’algorithme DEM est choisi égal à 2.5 · 10−7 s par une
estimation conformément au critère établi dans la section 2.5.1.

totalité des 
ponts solides

ponts solides et contacts 
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en traction
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Figure 5.2 – Préparation de l’échantillon : distributions angulaires des contacts
entre grains après l’initialisation (a) et après l’ouverture de la paroi aval (b). Les
cercles extérieurs correspondent à une densité de 0.25 contacts par grain et par
radiant.

Lors de l’ouverture de la paroi aval, la contrainte de confinement sur les trois
parois restantes se réduit à de très petites valeurs. Pendant cette étape, le nombre
de coordination associé à des ponts solides (i.e., le nombre moyen des ponts solides
par grain) est réduit de 2.805 à 1.383. Par ailleurs, après l’ouverture de la paroi
aval, la quasi totalité des contact est de type bilatéral (le nombre de contacts
unilatéraux créés pendant cette phase est inférieur à 1%). Les diagrammes po-
laires dans la figure 5.2 montrent les distributions angulaires des contacts entre
les grains au moment où les ponts solides sont établis et après l’ouverture de la
parois. Les distributions représentent l’ensemble de la population des ponts solides
(à gauche), la population des contacts en compression (ponts solides et contacts
unilatéraux, au centre), et les ponts solides en traction (à droite). Ces populations
sont réparties, dans chaque diagramme, en 18 secteurs angulaires identiques. La

95



représentation est normalisée en terme de nombre de coordination Nc : telle que∑18
i=1 p(θi)∆θi = Nc, p(θi) étant la densité angulaire exprimée dans le diagramme

en correspondance avec le secteur d’ordre i.

L’orientation du contact est donnée par le vecteur unitaire n indiqué dans la
figure 2.1. L’anisotropie inhérente de ces distributions est héritée de la procédure de
compactage, en raison d’un certain nombre de facteurs tels que la faible dispersion
des diamètres des grains, la forme et la taille de l’échantillon ainsi que l’effet des
parois rigides.

5.3 Front d’érosion : simulation

5.3.1 Configuration de l’essai

Les figures 5.3(a-b) illustrent la configuration de la simulation de l’érosion
dans laquelle l’échantillon granulaire, obtenu après la procédure de préparation,
représente un VER du sol situé dans la région du front du conduit d’érosion.
La configuration utile pour le calcul solide est donnée à la figure 5.3(a), tandis
que le système associé au calcul fluide est donné à la figure 5.3(b). Le couplage
DEM/LBM présenté dans le Chapitre 4 est utilisé pour la modélisation de l’érosion
régressive induite par un écoulement fluide interstitiel à travers le milieu granulaire.

5.3.1.1 Milieu solide

La simulation est conçue en référence à la situation physique rencontrée par un
VER du sol à l’interface du front du conduit d’érosion, illustrée dans la figure 5.4.
Le VER est érodé sous l’effet de l’écoulement fluide traversant (de la gauche vers la
droite dans les figures 5.3 et 5.4) et sortant à travers sa surface libre (surface solide
à droite dans les figures 5.3(a) et 5.3(b)). Au cours de l’essai d’érosion, l’échantillon
granulaire est confiné par la paroi de gauche maintenue fixe, tandis que les degrés
de liberté des grains en noir dans la figure 5.3(a) sont bloqués de manière à former
deux frontières rugueuses obliques le confinant respectivement en haut et en bas.
Comme illustré dans la figure 5.4, le VER résultant, constitué des grains mobiles
(en couleur gris), représente un secteur angulaire de l’interface, supposée en forme
d’arc, du front d’un conduit d’érosion.

La présence du fluide ambiant influence le comportement des contacts entre
les grains. Des modèles de contact dissipatifs incluant des propriétés du fluide
peuvent être trouvés dans la littérature [103, 104, 105]. Cependant, en l’absence
de données bien documentées et dans le but d’une analyse préliminaire, l’effet de la
présence du fluide sur la loi d’interaction entre les grains n’est pas considéré dans

96



Paroi rigide

Paroi rigide

P
ar

oi
 r

ig
id

e 
am

on
t

Condition de rebondissement

Condition de rebondissement

Les grains en 
noir sont fixés 
après la 
préparation de 
l'échantillon

Les grains 
avec leur 
rayon 
hydraulique

(a) DEM

(b) LBM

Figure 5.3 – Simulation de l’érosion régressive : configurations géométriques
(L = 66.8 mm, H = 33 mm), conditions aux limites et emplacement des grains
pour le modèle de couplage DEM (a) et LBM (b).

ce travail. Les paramètres pour les contacts sont donc ceux utilisés précédemment
pour l’assemblage de l’échantillon sec.

5.3.1.2 Milieu fluide

La figure 5.3(b) présente les conditions hydrauliques aux limites mises en œuvre
dans la simulation, ainsi que la “configuration hydraulique” de l’échantillon au
début de la simulation. Cette configuration est la même que celle de la figure 5.3(a),
mais après une réduction du rayon des grains par un facteur de 0.8, selon l’hy-
pothèse de rayon hydraulique décrite dans la section 4.4.1 du Chapitre 4.

Un écoulement fluide est entrâıné à travers le VER par une différence de pres-
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Conduit d'érosion

Milieu 
granulaire 
saturé

REV

Figure 5.4 – Illustration d’un VER du sol granulaire au sein du front d’un conduit
d’érosion. Le VER est confiné sur la côté en amont (à gauche) par le sol dans la
région intacte et latéralement par les interfaces des éléments contigus.

sion :
∆p = p out − p in < 0 (5.1)

entre l’entrée et la sortie du domaine fluide. Cet écoulement est confiné par deux
parois horizontales imperméables positionnées en haut et en bas de l’échantillon
granulaire. Le fluide est caractérisé par une densité de masse ρf = 103 kg m−2 et
une viscosité dynamique η = 10−3 N s m−1, qui sont des valeurs représentatives des
propriétés de l’eau à 20 ◦C. La différence de pression est imposée selon la méthode
proposée par Zou et He [96], décrite dans la section 3.7.3, est peut être représentée
en forme normalisée selon l’expression −∆p/(ρfgL), où g est l’accélération de la pe-
santeur. Dans les essais présentés dans la suite on considérera une évolution linéaire
monotone de la différence de pression. Les valeurs de pression pin et pout sont im-
posées à travers la densité de masse fluide à l’entrée et la sortie de l’écoulement,
c’est-à-dire, pin = c2

s (ρf + ∆ρ) et pout = c2
s ρf (voir équation (3.20)). Le fluide est

considéré incompressible (voir section 3.4), la densité initiale du fluide ρf , mainte-
nue à la sortie de l’écoulement, est la valeur de référence permettant un contrôle
au sens de l’équation (3.18), avec ρf au lieu de ρ0, sur l’approximation du cal-
cul en fonction du nombre de Mach du réseau (équation (3.18)). Au début de la
simulation, les valeurs de la fonction de distribution à chacun des nœuds fluides
sont initialisées par la distribution de Boltzmann-Maxwell f eq

α , calculées pour une
densité de masse ρf et une vitesse macroscopique du fluide u = 0 (équation (3.17)).

L’ensemble des paramètres du réseau contrôlant de manière directe ou indi-
recte l’implémentation numérique du modèle LBM, est choisi en respectant un
certain nombre de contraintes posées lors de la présentation, dans les chapitres
précédents, des algorithmes DEM et LBM et de leur schéma du couplage. En

98



particulier, dans l’algorithme LBM, la distance entre nœuds voisins le long des
directions principales du réseau et le pas de temps sont sont respectivement prix
égaux à h = 5 · 10−5 m et ∆t = 10−5 s. Une première contrainte sur le choix de ces
paramètres est liée aux valeurs de la viscosité dynamique et de la densité de masse
du fluide (équation (3.32)). De plus, le choix de h et ∆t déterminent la vitesse
du son dans le modèle LBM cs = c/

√
3 = h/(

√
3∆t), qui influence à son tour la

condition de pression imposée entre l’entrée et la sortie de l’écoulement. D’autres
contraintes sont relatives au pas h entre nœuds voisins du réseau, c’est-à-dire, à la
résolution spatiale associée à la précision du calcul des actions hydrodynamiques.
En notant que l’hypothèse des rayons hydrauliques est toujours prise en compte,
le pas h est ainsi choisi égal à 1/12 du rayon hydraulique du grain le plus petit.
Ce choix correspond au rapport D/h = 24 pour la résolution spatiale où D est
le diamètre du grain (section 4.5). Pour la matrice de relaxation S, les compo-
santes s7 = s8 = 1/0.512 sont déterminées sur la base de l’équation (3.32), et les
composantes restantes de la matrice de relaxation ont été fixées selon [14].

5.3.2 Simulations

Trois cas de charge hydraulique ont été testés, correspondant à trois vitesses
de chargement différentes lors de la simulation (figure 5.5). La valeur finale de la
charge hydraulique est identique dans les trois cas et vaux −∆p/(ρfgL) ≈ 0.55.
Le fait d’augmenter la pression d’eau de manière linéaire, plutôt que par échelons,
permet de limiter les effets dynamiques du fluide sur l’assemblage granulaire au
début de la simulation.

Ess
ai 

3

Essa
i 2

Essa
i 1

Figure 5.5 – Chargement hydraulique durant la simulation
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5.3.2.1 Essai 1

Le premier essai correspond au cas où la pression hydraulique est imposée le
plus lentement (ligne bleue, figure 5.5). Une particule est considérée comme érodée
lorsqu’elle traverse la frontière solide initiale aval (droite) de l’échantillon ; nous
verrons plus loin que cette définition, facilitant le dépouillement numérique, induit
un biais dans l’analyse des résultats.

Durant la simulation, seule une partie du matériau a été érodée. Les particules
proviennent de la zone aval du matériau qui, par ailleurs, a sans doute été per-
turbée (endommagée) lors de la préparation de l’échantillon. Les figures 5.6(a-b)
montrent la configuration de l’échantillon avec les châınes de forces normales au
contact entre les grains au temps t = 1.5 s et à la fin de l’essai (t = 5.625 s).
On remarque qu’à t = 1.5 s un amas s’est détaché alors qu’une partie du front,
encore en place, se montre fortement dégradée. De nombreux ponts solides sont
rompus. La comparaison entre les figures 5.6(a) et 5.6(b) permet de constater
l’évolution des interactions normales entre les grains (en compression et traction)
en réponse à l’augmentation des actions hydrodynamiques, selon l’évolution du
gradient hydraulique. On observe la formation d’arcs de compression transversaux
qui équilibrent les forces hydrodynamiques séparant l’échantillon en deux parties,
l’une à l’aval, maintenue principalement par des efforts de traction, et une zone
amont essentiellement traversée par des arcs de compression et donc plus stable.

(a) 

(b) 

Max. force de 
compression 2.8 N

Max. force de 
traction 0.85 N

Figure 5.6 – Évolution de l’essai 1 : châınes de forces de compression et de traction
(lignes rouges et bleues, resp.) et état de l’échantillon à t = 1.5 s (a) et 5.625 s (b).
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5.3.2.2 Essai 2

On regardera les résultats à des temps précis lors de la simulation de l’essai 2 :
ces temps sont indiqué dans le tableau 5.2 et noté tA à tE dans la figure 5.7. Le
tableau 5.2 donne en particulier les valeurs correspondantes estimées de nombre
de Reynolds pour l’écoulement dans les pores 3. On remarquera que ces valeurs
restent dans la plage des valeurs-cadre du modèle LBM construit (cf.section 4.5).

t [s] 0.35 0.75 0.95 1.5 4.0

Re 7.15 17.81 21.23 33.62 74.65

Tableau 5.2 – Nombre de Reynolds de l’écoulement d’infiltration pour les instants
identifiés dans la figure 5.7.

L’évolution de la condition de chargement hydraulique et de la masse érodée
pendant l’essai 2 sont données respectivement dans les figures 5.7(a) et 5.7(b). A
la figure 5.7(b), on donnera l’évolution de la masse érodée. On rappelle qu’une par-
ticule est considérée comme érodée lorsqu’elle traverse la frontière aval solide de
l’échantillon. Les figures 5.9(a-e) montrent les châınes de forces entre les grains aux
différents instants (tA à tE). Les configurations hydrauliques correspondantes sont
données aux figures 5.10(a-e). Enfin, dans la figure 5.8, l’échantillon est découpé en
quatre zones d’étude et l’évolution du nombre de ponts solides au cours du temps
est donnée pour chaque zone. Dans cette analyse, l’appartenance d’un pont solide
à secteur donné est établie sur la base de la configuration initiale des grains.

Au début de l’essai tA=0.35 s, l’échantillon subit des efforts hydrodynamiques
encore faibles, qui entrainent aux niveau des ponts solides des déformations essen-
tiellement élastiques : quasiment aucun pont solide n’est détruit (figure 5.8(b)).
Déjà dans cette phase initiale de chargement, une transmission de contrainte à
travers des châınes de forces transversales au sein de l’échantillon se met en place,
avec une séparation marquée entre efforts respectivement de compression et de
traction dans les zones amont et aval.

Au temps tB=0.75 s, une détérioration par ruptures de ponts solides côté aval
de l’échantillon est observée (zones 3-4, figure 5.8(b)). On peut aussi noter à la
figure 5.9(b) l’installation d’un arc de compression transversal au milieu de la zone
3. Cet arc tend à séparer l’assemblage granulaire en deux parties : l’une intacte

3. Le nombre de Reynolds représentatif pour l’écoulement d’infiltration est défini par Re =
ρf ūp(2r̄h)/η, où ūp est la vitesse moyenne du fluide dans les pores et r̄h est le rayon hydraulique
moyen.
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Figure 5.7 – Évolution de la simulation : la différence de pression normalisée (a) et
la fraction de la masse érodée (b) aux différents instants tA = 0.35 s, tB = 0.75 s,
tC = 0.95 s, tD = 1.5 s et tE = 4.0 s.

(zone 1, 2 et la moitié de la zone 3, figure 5.8(b)) où les contacts compressifs do-
minent ; l’autre détériorée, en aval, où se concentrent des contacts en traction. On
notera dans la figure 5.7(b) que la masse érodée a commencé à augmenter, mais
cette érosion est artificielle et provient de la définition choisie pour qualifier une
particule érodée. L’ensemble des particules est maintenu et, en l’absence de modi-
fication du gradient hydraulique, aucune variation du comportement d’ensemble
n’est en fait attendue.
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Zone 1 Zone 2 Zone 3 Zone 4

Figure 5.8 – Évolution du nombre des ponts solides lors de l’essai 2

Le mécanisme qui était déjà observable au temps tB=0.75 s est plus nettement
visible au temps tC=0.95 s, où la perte de ponts solides dans les zones 3 et 4 se pour-
suit sans qu’il y ait une évolution du comportement des zones 1 et 2 (figure 5.8(b)).

C’est au temps tD=1.5 s, que le détachement d’un amas de grains des zones 3
et 4 est enclenché. Ceci est visible à la figure 5.9(d) mais aussi à la figure 5.8(b). Le
nombre de ponts solides rompus de la zone 3 stagnent à partir du temps t=1.7 s, ce
qui indique que toutes les grains détachés ont quitté la zone 3. Les derniers grains
de l’amas traverseront la frontière aval solide de l’échantillon au temps t=2.5 s
(figure 5.7(b)) et la masse érodée stagne quelques temps.
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Il est intéressant de noter qu’entre les temps tD=1.5 s et tE=4.075 s, la partie
intacte de l’échantillon a peu évoluée. On peut constater à la figure 5.9(e), que
l’arc de compression transversal continue à maintenir l’intégrité de l’échantillon
comme précédemment. On donne à la figure 5.11(a) et à la figure 5.12(a) l’état
du système pour le temps t=4.075 s, où il apparâıt que l’arc de compression cité
précédemment a rompu. De nouveaux arcs de compression tentent de s’établir en
amont, sans succès. Ne pouvant pas résister aux forces hydrauliques, les ponts
solides qui maintenaient ces arcs cèdent ce qui libère le matériau amont (zones 1,2
et moitié de la zone 3) en un seul amas plus ou moins détérioré (figure 5.8(b)).
Cette rupture est soudaine et l’amas traverse très vite la frontière solide aval de
l’échantillon ; il devient alors matériau érodé (figure 5.7(b)) au sens de la définition
choisie.

Les figures 5.13(a-e) viennent compléter l’étude en donnant l’évolution de la
norme des forces hydrodynamiques sur chaque grain durant l’essai 2 d’érosion
pour les temps tA à tE. On peut noter localement des forces hydrodynamiques
plus élevées vers l’aval de l’échantillon dans la figure 5.13(a), ce qui contribue pro-
bablement à la détérioration de ce secteur, telle qu’observable à la figure 5.9(b) et
à la figure 5.13(b). Ce front d’effort plus important se déplace vers l’amont. On
remarquera plus en général une hétérogénéité non négligeables des actions hydrau-
liques à l’échelle des grains pendant le processus d’érosion. On notera aussi que
lorsque le gradient hydraulique est plus élevé cette hétérogénéité est plus marquée
(probablement à cause de l’effet de l’hétérogénéité locale de la porosité).

On donne à la figure 5.14 les distributions polaires de la population des contacts
en compression et en traction. Dès t=0.35 s on peut constater que le nombre de
contacts en compression avait augmenté par rapport à l’état initial (figure 5.1(b)) ;
il s’agit de contacts unilatéraux car seul ce type de contact peut être créé en cours
de simulation. Le diagramme polaire de compression reflète la structure initiale de
l’échantillon avant l’enlèvement des parois (figure 5.1(a)). Cette structure est donc
persistante au cours de la simulation.

En conclusion, on constate que l’érosion n’est pas ici progressive par arrache-
ment individuel de grains, mais se produit brutalement par amas successifs, amas
qui se détachent en étant au préalable plus ou moins détériorés. La brutalité est dû
au fait qu’un arc de compression transversal qui maintenait l’intégrité du matériau
en place se rompt dû aux forces hydrodynamiques excessives. Les résultats de cet
essai ont été publiés dans Tran et al., 2016 [33].
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(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

Max. force de 
compression 1.27 N

Max. force de 
traction 0.87 N

Max. force de 
compression 3.16 N

Max. force de 
traction 0.99 N

Figure 5.9 – Évolution de l’essai 2 : châıne des forces en compression et en traction
(linges rouges et bleues, resp.) et configurations de l’échantillon à t = 0.35 s (a),
0.75 s (b), 0.95 s (c), 1.5 s (d) et 4.0 s (e).
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(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

Vitesse 
du fluide
 [m s-1] 

0.25

0 

Figure 5.10 – Évolution de l’essai 2 : champs de vitesse et configuration hydraulique
de l’échantillon à t = 0.35 s (a), 0.75 s (b), 0.95 s (c), 1.5 s (d) et 4.0 s (e).
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(a) 

(b) 

Max. force de 
compression 17.0 N

Max. force de 
traction 1.0 N

Figure 5.11 – Évolution de l’essai 2 : châıne des forces en compression et en traction
(linges rouges et bleues, resp.) et configurations de l’échantillon à t = 4.075 s (a)
et 4.2 s (b).

(a) 

(b) Vitesse 
du fluide
 [m s-1] 

0.7

0 

Figure 5.12 – Évolution de l’essai 2 : champ de vitesse et configuration hydraulique
de l’échantillon à t = 4.075 s (a) et 4.2 s (b).
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(e) 

0.02 

0

Force 
hydrodynamique  

[N m-1]

0.04 

0

Force 
hydrodynamique  

[N m-1]

Figure 5.13 – Évolution de l’essai 2 : norme de la force hydrodynamique sur chacun
des grains dans l’échantillon pour les configurations à t = 0.35 s (a), 0.75 s (b),
0.95 s (c), 1.5 s (d) et 4.0 s (e).
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(a)

(b)

(c)

(d)

totalité des 
ponts solides

ponts solides et contacts 
en compression 

ponts solides 
en traction

Figure 5.14 – Évolution de l’essai 2 : distribution angulaire des contacts entre les
grains à t = 0.35 s (a), 0.75 s (b), 0.95 s (c), 1.5 s (d). Le type et l’échelle de la
représentation, en termes de densité angulaire du nombre de coordination, sont les
mêmes adoptés dans la figure 5.2.
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5.3.2.3 Essai 3

Les figures 5.15 (a-b) donnent une visualisation de l’échantillon avec les châınes
des forces entre les grains obtenues par l’essai 3, celui dans lequel la charge hy-
draulique est appliquée rapidement (ligne rouge, figure 5.5). Même si la pression du
fluide est encore faible, la plupart des contacts bilatéraux sont rompus dès le temps
t= 0.95 s (figure 5.15(b)). Une érosion s’initie à l’aval de l’échantillon et se propage
quasi instantanément à tout l’échantillon. Ici, aucun arc de compression transversal
n’a pu se former stablement pour reprendre les forces hydrodynamiques.

(a) 

(b) 

Max. force de 
compression 0.4 N

Max. force de 
traction 0.2 N

Figure 5.15 – Évolution de l’essai 3 : châınes de forces de compression et de traction
(lignes rouges et bleues, resp.) et état de l’échantillon à (a) t = 0.6 s, (b) 0.95 s .

5.3.2.4 Validité du calcul

Une analyse plus fine de la conservation de la masse fluide a été menée dans
le cadre de l’essai 2 permettant de quantifier la validité des simulations menées
précédemment. La courbe dans la figure 5.16 présente la variation de la masse
totale du fluide dans l’échantillon calculée jusqu’au moment où le premier grain
sort du domaine fluide. On constate une évolution de la masse au cours de la
simulation qui est rendue possible par la méthode même LBM qui conduit à per-
mettre une certaine compressibilité du fluide. Il y a une légère inflexion de cette
courbe après l’instant tA = 0.35 s où les premiers grains entrent en mouvement. Or,
comme souligné dans la section 4.2.2, la conservation de la masse du fluide n’est
pas une propriété strictement satisfaite à proximité des solides en mouvement.
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Cette inflexion est très faible, indiquant que le traitement des frontières solides en
mouvement n’a pas en général affecté la conservation de la masse fluide.

Globalement, l’augmentation de la masse sur ce laps de temps de 1.5 s est très
faible, de l’ordre de 0.63% (figure 5.16), ce qui montre aussi que la compressibilité
du fluide est très limitée durant la simulation.

Figure 5.16 – Évolution de la masse totale du fluide dans le canal jusqu’au temps
tD=1.5s de la simulation de l’essai 2.

Figure 5.17 – Évolution de la totalité de forces hydrodynamiques durant la simu-
lation de l’essai 2

Enfin, on donne à la figure 5.17 la somme des forces hydrodynamiques dans
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le système au cours de toute la durée de la même simulation. Cette somme suit
strictement les conditions aux limites imposées (H∆p).

Ces précisions indiquent que les calculs menés sont conformes aux consignes
imposées aux limites et qu’ils ont été menés dans le strict cadre posé par la méthode
de Boltzmann sur réseau.

5.4 Conclusion

Les simulations numériques présentées dans ce chapitre ont été réalisées afin
de valider la mise en œuvre d’un couplage entre la méthode des éléments discrets
(DEM) et la méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) dans un code. Des cal-
culs ont été menés pour mettre en relief les mécanismes possibles dans le front
d’érosion, en association avec une érosion régressive (de type conduit). Ce proces-
sus d’érosion est induit par l’écoulement interstitiel normal à l’interface sol/fluide.
Par conséquent, cette étude est complémentaire aux travaux précédents dans les-
quels d’autres auteurs, en utilisant la même approche numérique, ont étudié le
mécanisme d’érosion tangentielle au niveau des parois du conduit [5, 106].

Les simulations présentées ici permettent d’observer plusieurs caractéristiques
intéressantes en relation avec le phénomène étudié. L’effet le plus distinct est la
formation des arcs transversaux de compression comme une réponse auto-organisée
du réseau des contact ou ponts solides aux actions hydrodynamiques sur les grains.
Ces arcs de compression permettent de maintenir l’intégrité du matériau amont
alors que le matériau aval se dégrade fortement (ruptures des ponts solides) [33].

L’érosion (dans le cadre défini par le choix des paramètres mécaniques aux
contacts) se produit par amas de particules, il ne s’agit donc pas d’un processus
stricto sensu progressif, avec érosion individuelle de grains. Un amas se détache
lorsque les effets d’arche sont rompus et que le matériau à l’aval d’un arc trans-
versal stable est suffisamment détérioré [33].

La vitesse de montée du gradient hydraulique joue un rôle majeur dans les
simulations où, en fonction des valeurs de ce dernier, l’érosion est réduite, progres-
sive mais par paquets (amas) ou subite, du type débourrage.
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Conclusion

Le travail présenté dans cette thèse est centré sur la modélisation discrète de
l’érosion régressive dans les digues et barrages en remblai, un phénomène physique
complexe impliquant l’interaction solide-fluide.

L’approche numérique utilisée est basée sur le couplage entre la méthode des
éléments discrets (DEM) pour la phase solide et la méthode de Bolzmann sur réseau
(LBM) pour la phase fluide. L’objectif final est de modéliser l’évolution régressive
du front d’érosion du conduit sous l’effet d’un écoulement de filtration normal à
l’interface solide-fluide. A travers des simulations numériques, des phénomènes en
jeu localement dans le matériau granulaire à proximité du front ont pu être mis
en avant.

La méthode LBM a été implémentée dans un code DEM en calcul pré-existant,
développé aussi en interne, permettant la résolution de problèmes aux limites avec
des conditions classiques telles que la condition de périodicité, la condition de re-
bondissement en présence des frontières solides, différence de pression ou vitesse
imposées.

Les approximations BGK à un temps de relaxation et MRT à temps de re-
laxation multiples pour le terme de collision dans l’équation de Boltzmann ont été
implémentées. Le modèle BGK est ensuite validé par la simulation d’écoulements
de Poiseuille et de Couette-Plan, ce qui montre une très bonne adéquation au
niveau des résultats obtenus en comparaison avec les solutions analytiques même
dans les états transitoires de l’écoulement. On a noté que le modèle MRT non seule-
ment permet de modéliser des écoulements dans le cas des nombres de Reynolds
élevés mais permet d’éviter l’apparition d’instabilités locales dans le cas d’objets
solides en interaction avec un fluide.

Le couplage fluide-grains complet a été validé quantitativement en simulant
un écoulement autour d’un cylindre fixe tout comme le problème dual qui est le
cas du mouvement de translation d’un cylindre dans un fluide initialement au re-
pos. Une validation qualitative a été ensuite proposée autour du problème de la
sédimentation de deux grains dans un fluide au repos.
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L’érosion régressive au niveau du front d’érosion d’un conduit hydraulique a
été modélisée sur la base d’un échantillon granulaire de taille minimale. On a pu
mettre en évidence le rôle majeur joué par la vitesse de montée du gradient hy-
draulique dans le processus d’érosion. En fonction de cette valeur, l’érosion est
limitée, progressive mais par paquets (amas) ou subite, du type débourrage.

Les résultats obtenus à travers les simulations permettent d’observer plusieurs
caractéristiques intéressantes en relation avec le phénomène étudié. L’effet le plus
distinct est la formation d’arcs transversaux de compression comme une réponse
auto-organisée du réseau des contacts à des actions fluides. La formation d’arches
par lesquelles transitent préférentiellement des efforts entre des points durs est ty-
pique des matériaux granulaires. Dans le front d’érosion, ces arcs de compression
permettent de maintenir l’intégrité du matériau amont (loin du front d’érosion)
alors que le matériau aval (à l’interface avec le conduit où le fluide s’écoule “libre-
ment”) se dégrade fortement. La dégradation se matérialise ici par de nombreuses
ruptures des ponts solides entre les grains.

L’érosion se produit par amas de particules, il ne s’agit donc pas d’un proces-
sus finement progressif avec érosion individuelle de grains. Bien que physique, ce
phénomène est certainement lié au jeu de paramètres utilisé dans la modélisation
pour le contact entre grains. Un amas se détache lorsque :

- l’arc de compression transversal reprenant la majorité des forces hydrodyna-
miques dans certaines zones du matériau se rompt dû à un gradient hydraulique
excessif ;

- le matériau à l’aval d’un arc de compression transversal stable est suffisam-
ment détérioré.
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Perspectives

Les perspectives de ce travail sont nombreuses et liées à la fois de l’implém-
entation numérique du code, l’analyse physique du phénomène d’érosion interne
et les applications envisageables pour le couplage fluide-solide développé.

En ce qui concerne le modèle DEM/LBM, le code développé actuellement est en
2D cependant tous les aspects de l’algorithme peuvent être directement généralisés
pour le cas 3D. Dans ce sens, une difficulté liée à la méthode de Boltzmann sur
réseau est que tout l’espace potentiellement occupé par le fluide doit être discrétisé,
ce qui entraine une forte consommation de la mémoire disponible pour le calcul.
Dans le cas des milieux granulaires denses, la plupart des nœuds discrétisés ap-
partiennent ainsi au domaine solide alors qu’ils ne sont pas, avant érosion, utilisés
lors du calcul. Dans le futur, pour les calculs d’un système constitué d’un nombre
important de grains, une solution devrait être envisagée pour optimiser l’utilisa-
tion de la mémoire.

Au niveau des simulations numériques de l’érosion régressive, à court terme, un
échantillon de taille plus représentative a été préparé afin d’affiner l’étude menée.
Ce nouvel échantillon, constituée de 5400 grains de rayon entre 0.75 mm et 1.5 mm
pourrait permettre des observations plus réalistes du phénomène d’évolution régressive
du front du conduit d’érosion.

Pour l’analyse physique du phénomène étudié, il serait intéressant de discuter
de l’évolution de l’énergie du système lors du processus d’érosion. Un bilan de
l’énergie cinétique, élastique, de l’énergie dissipée, et du travail des actions hydro-
dynamiques devrait être établi dans lequel la somme de ces composantes est censée
être constante au cours du temps de calcul.

Le couplage DEM/LBM présenté dans ce travail est robuste et peut être uti-
lisé pour un large champ d’application, en particulier pour des problèmes im-
pliquant des interactions fluide-grains. Quant au phénomène d’érosion interne,
des mécanismes d’initiation tels que la suffusion, l’érosion de contact ou la fuite
concentrée peuvent être modélisés en utilisant cet outil.
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d’écoulements à surface libre : application aux turbines Pelton. PhD the-
sis, Ecole Centrale de Lyon, 2007.

[47] M. Robinson, M. Ramaioli, and S. Luding, “Fluid–particle flow simulations
using two-way-coupled mesoscale sph–dem and validation,” International
journal of multiphase flow, vol. 59, pp. 121–134, 2014.

[48] P. W. Cleary, M. Sinnott, and R. Morrison, “Prediction of slurry transport
in SAG mills using SPH fluid flow in a dynamic DEM based porous media,”
Minerals Engineering, vol. 19, no. 15, pp. 1517 – 1527, 2006.

[49] X. Sun, M. Sakai, and Y. Yamada, “Three-dimensional simulation of a solid-
liquid flow by the dem-sph method,” Journal of Computational Physics,
vol. 248, pp. 147–176, sep 2013.

[50] J. Sjah, E. Vincens, and J. Marongiu, “2d numerical modelling of the het :
Hydrodynamic forces on the pipe wall particles,” Scour and Erosion, pp. 351–
359, 2014.

119



[51] H. Edelsbrunner and N. R. Shah, “Incremental topological flipping works for
regular triangulations,” Algorithmica, vol. 15, no. 3, pp. 223–241, 1996.

[52] M. Hilpert, R. Glantz, and C. T. Miller, “Calibration of a pore-network
model by a pore-morphological analysis,” Transport in Porous Media, vol. 51,
no. 3, pp. 267–285, 2003.

[53] D. Marzougui, B. Chareyre, and J. Chauchat, “Microscopic origins of shear
stress in dense fluid–grain mixtures,” Granular Matter, vol. 17, no. 3,
pp. 297–309, 2015.

[54] R. Benzi, S. Succi, and M. Vergassola, “The lattice boltzmann equation :
theory and applications,” Physics Reports, vol. 222, no. 3, pp. 145–197, 1992.

[55] S. Chen and G. D. Doolen, “Lattice boltzmann method for fluid flows,”
Annual review of fluid mechanics, vol. 30, no. 1, pp. 329–364, 1998.

[56] S. Succi, “The lattice boltzmann equation : for fluid dynamics and beyond,”
2001.

[57] M. Bouzidi, M. Firdaouss, and P. Lallemand, “Momentum transfer of a
Boltzmann-lattice fluid with boundaries,” Physics of Fluids, vol. 13, no. 11,
pp. 3452–3459, 2001.

[58] D. R. Noble and J. R. Torczynski, “A lattice-boltzmann method for partially
saturated computational cells,” International Journal of Modern Physics C,
vol. 09, no. 08, pp. 1189–1201, 1998.

[59] P. Mutabaruka, J.-Y. Delenne, K. Soga, and F. Radjai, “Initiation of immer-
sed granular avalanches,” Phys. Rev. E, vol. 89, p. 052203, May 2014.

[60] P. Cuellar, P. Philippe, S. Bonelli, N. Benahmed, F. Brunier-Coulin,
J. Ngoma, J.-Y. Delenne, and F. Radjai, “Micromechanical analysis of the
surface erosion of a cohesive soil by means of a coupled lbm-dem model,” in
4. International Conference on Particle-based Methods – Fundamentals and
Applications, (Barcelone, Spain), Sep 2015.

[61] B. Cambou, M. Chaze, and F. Dedecker, “Change of scale in granular mate-
rials,” European Journal of Mechanics-A/Solids, vol. 19, no. 6, pp. 999–1014,
2000.

[62] C. Nouguier-Lehon, E. Vincens, and B. Cambou, “Structural changes in
granular materials : The case of irregular polygonal particles,” International
Journal of Solids and Structures, vol. 42, no. 24–25, pp. 6356 – 6375, 2005.

[63] F. Froiio and J.-N. Roux, “Incremental response of granular materials :
DEM results,” in Powders and Grains 2009, AIP Conference Proceedings
(vol 1145), (Golden, United States), p. 385, American Institute of Physics,
Jul 2009.

[64] B. W. Kernighan and D. M. Ritchie, Le langage C : norme ANSI. Informa-
tiques, Paris : Dunod, 2000. Trad. de : The C programming language.

120



[65] P. A. Cundall and O. D. L. Strack, “A discrete numerical model for granular
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