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Résumé

Dans ce mémoire, des méthodes spectrales basées sur la transformée de Fou-
rier rapide ("fast Fourier transform" en anglais notée "FFT") sont développées pour
résoudre les équations de champs et d’évolution des densités de dislocations polari-
sées ou géométriquement nécessaires dans la théorie de la mécanique des champs de
dislocations ("Field Dislocations Mechanics" en anglais et notée "FDM") et de son
extension phénoménologique et mésoscopique ("Phenomenological Mesoscopic Field
Dislocations Mechanics" en anglais et notée "PMFDM"). Dans un premier temps, une
approche spectrale a été développée pour résoudre les équations élasto-statiques de
la FDM pour la détermination des champs mécaniques locaux provenant des densités
de dislocations polarisées et des hétérogénéités élastiques présentes dans les maté-
riaux de microstructure supposée périodique et au comportement élastique linéaire.
Les champs élastiques sont calculés de façon précise et sans oscillation numérique
même lorsque les densités de dislocations sont concentrées sur un seul pixel (pour
les problèmes à deux dimensions) ou sur un seul voxel (pour les problèmes à trois
dimensions). Ces résultats sont obtenus grâce à l’application de formules de diffé-
renciation spatiale pour les dérivées premières et secondes dans l’espace de Fourier
basées sur des schémas à différences finies combinées à la transformée de Fourier
discrète. Les résultats obtenus portent sur la détermination précise des champs élas-
tiques des dislocations individuelles de types vis et coin, et des champs élastiques
d’interaction entre des inclusions de géométries variées et différentes distributions de
densités de dislocations telles que les dipôles ou les boucles de dislocations dans un
matériau composite biphasé et des microstructures tridimensionnelles. Dans un se-
cond temps, une approche spectrale a été développée pour résoudre de façon rapide
et stable l’équation d’évolution spatio-temporelle des densités de dislocations dans
la théorie FDM. Cette équation aux dérivées partielles, de nature hyperbolique, re-
quiert une méthode spectrale avec des filtres passe-bas afin de contrôler à la fois les
fortes oscillations inhérentes aux approches FFT et les instabilités numériques liées
à la nature hyperbolique de l’équation de transport. La validation de cette approche
a été effectuée par des comparaisons avec les solutions exactes et les méthodes élé-
ments finis dans le cadre de la simulation des phénomènes physiques d’annihilation
ou d’extension/annihilation de boucles de dislocations. En dernier lieu, une tech-
nique numérique pour la résolution des équations de la PMFDM est développée
dans le cadre d’une formulation FFT pour un comportement élasto-visco-plastique
avec la prise en compte de la contribution des dislocations géométriquement néces-
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saires et statistiquement stockées ainsi que des conditions de saut de la distorsion
plastique aux interfaces de type joint de grains ou joint de phases. Cette technique
est par la suite appliquée à la simulation de la déformation plastique de structures
modèles telles que des microstructures périodiques à canaux et des polycristaux
métalliques.
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Abstract

Fast Fourier transform (FFT)-based methods are developed to solve both the
elasto-static equations of the Field Dislocation Mechanics (FDM) theory and the
dislocation density transport equation of polarized or geometrically necessary dis-
location (GND) densities for FDM and its mesoscopic extension, i.e. the Phenome-
nological Mesoscopic Field Dislocations Mechanics (PMFDM). First, a numerical
spectral approach is developed to solve the elasto-static FDM equations in perio-
dic media for the determination of local mechanical fields arising from the presence
of both polarized dislocation densities and elastic heterogeneities for linear elastic
materials. The elastic fields are calculated in an accurate fashion and without nume-
rical oscillation, even when the dislocation density is restricted to a single pixel (for
two-dimensional problems) or a single voxel (for three-dimensional problems). These
results are obtained by applying the differentiation rules for first and second deriva-
tives based on finite difference schemes together with the discrete Fourier transform.
The results show that the calculated elastic fields with the present spectral method
are accurate for different cases considering individual screw and edge dislocations,
the interactions between inhomogeneities of various geometries/elastic properties
and different distributions of dislocation densities (dislocation dipoles, polygonal
loops in two-phase composite materials). Second, a numerical spectral approach is
developed to solve in a fast, stable and accurate fashion, the hyperbolic-type dislo-
cation density transport equation governing the spatial-temporal evolution of dislo-
cations in the FDM theory. Low-pass spectral filters are employed to control both
the high frequency oscillations inherent to the Fourier method and the fast-growing
numerical instabilities resulting from the hyperbolic nature of the equation. The me-
thod is assessed with numerical comparisons with exact solutions and finite element
simulations in the case of the simulation of annihilation of dislocation dipoles and
the expansion/annihilation of dislocation loops. Finally, a numerical technique for
solving the PMFDM equations in a crystal plasticity elasto-viscoplastic FFT formu-
lation is proposed by taking into account both the time evolutions of GND and SSD
(statistically stored dislocations) densities as well as the jump condition for plastic
distortion at material discontinuity interfaces such as grain or phase boundaries.
Then, this numerical technique is applied to the simulation of the plastic deforma-
tion of model microstructures like channel-type two-phase composite materials and
of polycrystalline metals.
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Notations

Dans tout ce document, un symbole en gras représente un tenseur ou un vecteur.
La partie symétrique d’un tenseur A est dénotée Asym. Sa partie anti-symétrique
est Askew et sa transposée est représentée par At. Le tenseur A · B, avec sa nota-
tion indicielle dans un repère Cartésien rectangulaire AikBkj, représente le produit
scalaire de A et B. D’autre part, le vecteur A ·V, avec une notation indicielle dans
un repère Cartésien rectangulaire AijVj dénote le produit scalaire du tenseur A et
du vecteur V. A ⊗ B écrit sous la forme indicielle dans un repère Cartésien rec-
tangulaire AijBkl, représente le produit tensoriel de deux tenseurs A et B. D’autre
part, si A et B représentent deux vecteurs, A ⊗ B s’écrit sous la forme indicielle
dans un repère Cartésien rectangulaire AiBj. Le symbole ":" représente le produit
contracté de deux tenseurs de second ordre A : B = AijBij dans un repère Carté-
sien rectangulaire, ou le produit d’un tenseur d’ordre suprérieur avec un tenseur de
second ordre A : B = AijklBkl. Le produit vectoriel d’un tenseur de second ordre
A et d’un vecteur V, les opérations de divergence div et de rotationnel rot sur les
tenseurs de second ordre sont définies ligne par ligne, par analogie au cas vectoriel.
Ainsi, pour tout vecteur de base ei du repère de référence, on a :

(A×V)t · ei = (At · ei)×V (1)
(div A)t · ei = div(At · ei) (2)
(rot A)t · ei = rot(At · ei). (3)

En notation indicielle dans un repère Cartésien rectangulaire, on a :

(A×V)ij = ejklAikVl (4)
(divA)i = Aij,j (5)

(rot A)ij = ejklAil,k (6)

où ejkl est la notation indicielle du tenseur de permutation de Levi-Civita X. Les
dérivées partielles spatiales sont indiquées par une virgule suivi de l’indice de la
composante.
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Introduction générale

La plasticité cristalline est basée sur le mouvement des dislocations sous l’ac-
tion de leur propre contrainte interne et d’une contrainte extérieure appliquée. Dans
les théories conventionnelles de plasticité, les interactions entre dislocations sont
supposées négligeables devant la friction de réseau et la densité d’obstacles à leurs
mouvements (atomes en solution, précipités, forêt de dislocations ...). Cela suppose
que la déformation plastique résulte d’un grand nombre de glissements cristallo-
graphiques, distribués indépendamment, de sorte que les dislocations qui en sont
responsables peuvent être considérées indépendamment les unes des autres, et qu’il
n’existe pas de corrélation entres elles. Les propriétés mécaniques du matériau sont
alors obtenues en faisant la moyenne des mécanismes microscopiques individuels de
déformation plastique. La théorie conventionnelle implique alors une transition di-
recte de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique et aboutit à des modèles
locaux, reliant par exemple les vitesses de déformation plastique aux champs de
contraintes appliquées.

Cependant, dans la réalité, il existe des cas où les interactions entre les dislo-
cations sont assez considérables devant la friction du réseau et devant les autres
obstacles à leurs mouvements. En effet, l’augmentation de la déformation plastique
entraîne la multiplication des dislocations qui deviennent plus nombreuses et forment
alors des structures corrélées sous l’action de leur champ d’interactions élastiques,
à une échelle de longueur intermédiaire qui échappe à toute observation à l’échelle
macroscopique. Ceci est justifié par la naissance des murs réguliers de dislocations
lors d’essais de fatigue, ou encore l’apparition des bandes de glissement localisées
à la surface des monocristaux. Dès lors, l’application des opérations de moyenne
effectuées à l’échelle microscopique sur le mouvement des dislocations n’est plus va-
lable dans ces cas, d’où la nécessité d’utiliser les théories qui prennent en compte le
passage à une échelle intermédiaire et qui rendent compte des dislocations polarisées
ou géométriquement nécessaires [14].

Il existe des méthodes récentes de plasticité cristalline telles que les méthodes de
la mécanique statistique [92, 59, 243], de champs de phase [190, 126], de dynamique
des dislocations discrètes (DDD) [133, 12, 48, 85] et des méthodes à gradients ou
à milieux continus généralisés [8, 74]... qui tiennent compte de la formation des
structures des dislocations ainsi que des interactions entre ces dernières.
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Récemment, une théorie élasto-plastique basée sur les champs continus de dislo-
cations, et tenant compte de l’échelle de longueur intermédiaire introduite de ma-
nière phénoménologique, a été développée par Acharya [1, 193, 7] sous le nom de
"Mécanique des Champs de Dislocations" ou "Field Dislocation Mechanics (FDM)"
en anglais, pour rendre compte des distributions inhomogènes des dislocations. La
théorie FDM s’appuie sur l’idée selon laquelle, les structures émergentes de dislo-
cations sont définies non de manière statistique par une longueur de ligne de dis-
location par unité de volume, mais en tenant compte de leur orientation et de leur
nature sur une surface de dimensions appropriées, au travers d’un "tenseur densité
de dislocation" [177, 31, 51, 171, 237, 129, 128]. La FDM permet de déterminer
les contraintes internes à longues portées dues aux incompatibilités de distorsion
élastique (distorsion du réseau cristallin) associées à la présence des densités de dis-
locations géométriquement nécessaires ("Geometrically necessary Dislocations" en
anglais ou GNDs) encore appelées densités de dislocations en excès ou polarisées.
Elle permet également de prendre en compte le mouvement des dislocations envisagé
de manière collective et interprété comme un phénomène de transport des densités
de dislocations à travers une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique
[171, 2, 224, 223]. Dans cette équation, les vitesses des densités de dislocations au
sein du matériau dérivent de l’action des forces motrices de type Peach-Koehler aux
travers des relations constitutives appropriées [2].

La théorie FDM a été déjà appliquée à la plasticité à l’échelle mésoscopique sous
le nom de "Phenomenological Mesoscopic Field Dislocation Mechanics" en anglais ou
(PMFDM) en anglais (ou "Mécanique des Champs de Dislocation Mésoscopique et
Phénoménologique" en français) [5, 193, 7]. Les méthodes FDM et PMFDM ont per-
mis d’appréhender certains aspects complexes du processus de déformation élasto-
plastique, tels que les effets de taille [7, 213, 209], l’organisation des structures de
dislocations [212, 80, 45] et l’écrouissage cinématique induit de manière naturelle
par la distribution des densités de dislocations de type GNDs [209, 214, 189]. Mo-
tivé par ses capacités prédictives, plusieurs modèles inspirés de la FDM ont été
recemment développés, prenant en compte des phénomènes physiques couplés aux
dislocations. Ainsi, la FDM a été étendue aux problèmes de rupture couplée à la
plasticité, où les fissures sont décrites de manière continue par une nouvelle densité
de défauts [81]. D’autres types de défauts cristallins ont été également étudiés par la
suite, comme les désinclinaisons pour obtenir les rotations élastiques incompatibles
occasionnées aux joints de grains [82, 210]. Plus récemment, ce sont les densités de
désinclinaisons généralisées qui sont introduites pour rendre compte de façon conti-
nue, les discontinuités de la distorsion élastique qui peuvent survenir aux niveaux
des hétéro-interfaces, des pointes de macles... [6, 24].

Les théories de la FDM et PMFDM ainsi que ses modèles dérivés ont été implé-
mentés numériquement avec la méthode des éléments finis (EF) de l’échelle nano-
métrique à l’échelle mésoscopique [1, 2, 193, 7]. Les applications sont généralement
limitées aux structures de petites dimensions telles que les films minces et les na-
nostructures. De nos jours, l’application de la FDM à l’étude des agrégats polycris-
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tallins tridimensionnels demeure très limitée car les méthodes éléments finis exigent
des ressources numériques et informatiques considérables.

Une alternative très attractive à la méthode EF est une méthode de calcul basée
sur les Transformées de Fourier Rapides (ou "Fast Fourier Transforms" (FFT) en
anglais) qui sont utilisées pour la résolution des équations d’équilibre de la mécanique
des milieux continus pour déterminer les propriétés effectives et les champs locaux
dans les polycristaux et les matériaux composites [166, 169, 170, 167, 65, 98, 137,
161, 176, 11]. En effet, les schémas numériques de type FFT permettent de résoudre
l’équation de type Lippmann-Schwinger [166] qui découlent des problèmes élastiques
hétérogènes, grâce à l’utilisation des fonctions de Green modifiées d’un milieu de
référence choisi de manière optimale. Les champs élastiques résultants sont obtenus
dans l’espace réel grâce à l’utilisation de la transformée de Fourier inverse. Parmi
les schémas itératifs les plus connus on peut citer le "schéma basique" et le "schéma
accéléré" [167, 65, 137, 228]. La convergence de ces schémas itératifs est basée sur la
réalisation de l’équilibre des contraintes dans l’espace de Fourier et dépend fortement
du contraste du module d’élasticité et du choix du milieu de référence. D’autres
schémas numériques plus raffinés et plus adaptés aux contrastes mécaniques infinis
entre phases ont été récemment développés. Notamment, les schémas du "Lagrangien
augmenté" [161], du "gradient conjugué" [247, 34] et de type "polarisation" [164]. Le
principal interêt des approches FFT réside dans l’optimisation du temps de calcul
[167, 183, 141, 58]. Ses inconvénients démeurent (i) : le besoin de disposer d’un
Volume Elémentaire Représentatif (VER) ou cellule unitaire de type périodique
et (ii) : l’émergence d’oscillation numérique liée aux transformées de Fourier près
des régions à forts gradients spatiaux (interfaces de discontinuité physique, défauts
cristallins), qu’il est nécessaire de traiter.

Motivé par la précision et la rapidité des schémas de type FFT utilisés dans
l’étude des composites et des polycristaux, nous nous intéressons exclusivement dans
cette thèse au développement d’une technique de modélisation micromécanique à
champs complets de type FFT, pour la résolution des équations de la FDM et de la
PMFDM. En effet, une telle technique de modélisation de type FFT vise clairement
l’optimisation des temps de calculs, de telle sorte que la modélisation des agrégats
polycristallins devienne plus accessible pour cette théorie récente. Cette technique
de modélisation répondra précisément aux intérrogations sur l’utilisation de la FFT
pour la résolution des équations des champs élastiques et de transport des densités
de dislocations, de façon aussi précise que la méthode EF, mais avec une efficacité
remarquable en terme de temps de calculs.

Au vue de ces objectifs, ce mémoire sera organisé en cinq chapitres :

Le premier chapitre présente l’état de l’art sur la plasticité cristalline des métaux
et alliages de type CFC (cubique à faces centrées) et les méthodes actuelles de
modélisation. Dans un premier temps les mécanismes de déformation plastique par
glissement des dislocations dans les métaux et alliages de type CFC, ainsi que la
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formulation classique de la plasticité cristalline seront rappelés. Ensuite, les modèles
micromécaniques à champs moyens et à champs complets pour la prédiction du
comportement des agrégats polycristallins seront brièvement décrits. En dernier lieu,
les formulations de plasticité cristalline plus récentes, prenant en compte la formation
des structures de dislocations polarisées et les interactions entre celles-ci à une échelle
intra-granulaire ou intra-phase seront introduites.

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation des fondements de la théorie
de la mécanique des champs de dislocations. Nous montrerons que la mécanique
des champs de dislocations est basée sur la notion de représentation continue de
dislocations au travers d’un tenseur densités de dislocations auxquelles sont asso-
ciées les distorsions élastiques/plastiques incompatibles. Ensuite, nous introduirons
la décomposition de Stokes-Helmholtz de la distorsion élastique pour pouvoir déter-
miner de façon unique les champs de déformations élastiques et de contraintes dûs
à la présence d’une densité de dislocations au sein du cristal [2]. Nous introduirons
également l’équation de transport des densités de dislocations et le calcul des forces
motrices associées au phénomène de mouvement des dislocations dans un cadre ther-
modynamique. Dans ce chapitre, nous rappellerons les formulations variationnelles
pour la résolution des champs élastiques et de l’équation de transport des densités
de dislocations par élément finis. En dernier lieu nous présenterons l’extension méso-
scopique de la mécanique des champs de dislocations et les conditions de continuité
aux interfaces introduites par Acharya [3].

Le troisième chapitre aborde la question de la détermination précise des champs
élastiques générés par la présence des densités de dislocations, par une approche FFT
sans développement d’oscillation numérique résultant des discontinuités induites par
les défauts dans les matériaux élastiques linéaires homogènes et hétérogènes. Nous
montrerons l’intêret d’utiliser les transformées de Fourier discrètes ("Discrete Fou-
rier Transforms" en anglais ou DFT) couplées aux techniques de différences finies
centrées ou centrées tournées pour le calcul des dérivées partielles spatiales. Dans
le cas homogène, l’approche sera validée par des comparaisons avec la méthode des
éléments finis (EF) et les solutions analytiques en terme de précision et de temps de
calcul, dans le cas particulier des dislocations individuelles de types vis et coin. Dans
le cas d’un couplage entre hétérogénéités élastiques et distribution de dislocations, la
détermination des champs élastiques est basée sur l’utilisation d’un schéma itératif
basé sur l’algorithme à point fixe (schéma basique) développé initialement par Mou-
linec et Suquet [166, 167] pour un matériau hétérogène élastique et périodique. La
validation de cette approche se fera par des comparaisons avec les solutions analy-
tiques rapportées dans [55, 56] pour les matériaux composites élastiques, linéaires et
hétérogènes de type matrice/inclusion, contenant différentes distributions spatiales
de densités de dislocations polarisées.

Dans le quatrième chapitre, il sera question de développer une approche spec-
trale de type FFT pour résoudre de façon rapide et stable, l’équation de type hyper-
bolique, gouvernant l’évolution spatio-temporelle des densités de dislocations de la
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FDM. Cette approche FFT purement cinématique sera validée par des comparaisons
avec la solution exacte et la solution EF dans le cas unidimensionnel, correspondant
à l’annihilation d’un dipôle de dislocations. D’autres cas physiques tels que l’ex-
tension et l’annihilation des boucles de dislocations en 2D et 3D seront également
rapportés et comparés aux approximations EF.

Le cinquième chapitre est dédié au développement d’une technique numérique
pour la résolution des équations de la PMFDM dans le cadre d’une formulation
FFT élasto-visco-plastique (EVP-FFT). Le développement sera basé sur l’utilisation
des approches spectrales des chapitres 3 et 4, respectivement, sur la résolution des
champs élasto-statiques en élasticité hétérogène, mais avec un schéma itératif plus
raffiné tel que le schéma du Lagrangien augmenté, et sur la résolution de l’équation
de transport des densités de dislocations géométriquement necéssaires, avec la prise
en compte de la contribution des densités de dislocations statistiquement stockées
(ou Statistically Stored Dislocations : SSDs en anglais). Le développement prendra
également en compte les conditions interfaciales aux interfaces de type joints de
grains ou de phases. La technique sera par la suite appliquée à la modélisation de la
déformation plastique des agrégats polycristallins et des microstructures périodiques
à canaux de type CFC. Nous étudierons particulièrement la formation des structures
de GNDs, les effets de la prise en compte des conditions de continuité tangentielle
aux interfaces sur les champs mécaniques.

Le présent mémoire s’achève par une conclusion générale, suivie de perspectives
à moyen et à long termes sur l’extension des méthodes développées dans cette thèse
de doctorat à des cas numériques et des microstructures réelles plus complexes.
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Chapitre 1

Etat de l’art sur la plasticité
cristalline et les méthodes
actuelles de modélisation

1.1 Objectifs

Ce premier chapitre présente une revue bibliographique sur la déformation plas-
tique des métaux et alliages à structure cubique à faces centrées (CFC). Dans ces
types de matériaux, la déformation plastique se manifeste par la présence des défauts
cristallins tels que les défauts ponctuels (lacunes, atomes interstitiels, ...), linéaires
(dislocations) et surfaciques (macles, joints de grains, joints de phases, ...). Dans
cette thèse, nous nous intéressons particulièrement à la déformation plastique basée
sur le glissement des dislocations. La première partie de ce chapitre s’intéresse donc
au mécanisme de déformation plastique par glissement dans les métaux et alliages
de type CFC, qui inclut la définition des dislocations, de leurs champs élastiques et
de leurs interactions élastiques, des systèmes de glissement, ainsi que la formulation
classique de la plasticité cristalline. La deuxième partie aborde l’application de la
plasticité cristalline aux agrégats polycristallins en décrivant plus particulièrement
les modèles à champs moyens et à champs complets. La troisième partie énumère
les limites des modèles classiques, notamment leur incapacité à rendre compte de la
formation de structures de dislocations, des effets de taille... . Le chapitre se termine
par un descriptif des formulations de plasticité cristalline plus complexes, prenant en
compte la formation des structures de dislocations et les effets d’interactions entre
celles-ci sur les champs mécaniques intra-granulaires.
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1.2 Glissement cristallographique et dislocations

1.2.1 Lignes de glissement et dislocations

L’activité plastique a été tout d’abord observée sur les éprouvettes des métaux
et alliages cristallins déformées au cours des essais mécaniques. Ces observations
menées à l’aide des techniques expérimentales (MET : "Microscopie Electronique
en Transmission", MEB : "Microscopie Electronique à Balayage", EBSD : "Elec-
tron Back Scattered Diffraction" (Diffraction d’électrons rétrodiffusés en français)
[111], AFM : "Atomic Force Microscopy" (Microscopie à force atomique en français)
[227, 79, 180], ...) ont révélé l’apparition de bandes de glissement qui montrent la
présence de dislocations et leur glissement plastique qui se manifeste par l’appa-
rition de marches en surface lorsque les dislocations sortent de l’échantillon (figure
1.1) [114, 157, 175, 243, 157, 175]. Au cours de leur mouvement, les dislocations s’an-
nihilent et se multiplient. L’un des phénomènes de multiplication des dislocations
est la formation de la boucle de Frank-Read [78]. Ce mécanisme a été par exemple
observé dans un échantillon de Silicium avec des précipités de Cuivre (Cu) [49], ou
encore dans l’Aluminium (Al) (figure 1.2) [155]. Pour comprendre ces mécanismes
de glissement, nous allons nous intéresser d’abord à la définition des dislocations in-
dividuelles, et aux champs élastiques qu’elles génèrent dans un contexte d’élasticité
linéaire.

Figure 1.1 – Observation expérimentale (AFM) de lignes de glissement à la surface
d’un monocristal de Cu-30at% Zn déformé à 19.4% en traction à 77K [243].

1.2.2 Dislocations individuelles et vecteur de Burgers

La notion de dislocation a été introduite par Volterra [230] en 1907. Les dis-
locations sont classées en dislocations de type coin et de type vis. La description
de la géométrie des dislocations est présentée dans la figure 1.3. Cette description
est faite à partir d’un modèle d’arrangement atomique dans une structure cubique
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Figure 1.2 – Observation expérimentale du développement d’une source de Frank-
Read à la surface d’un échantillon d’Aluminium [155]. Grossissement (a) ×800 et
(b) ×350.

simple (figure 1.3(a)), où les liaisons entre les atomes sont représentées par des res-
sorts souples.

L’arrangement des atomes autour d’une dislocation coin est expliqué sur la figure
1.3(b), où l’on suppose que toutes les liaisons le long du plan ABCD sont coupées
et que les faces du cristal sont séparées de sorte qu’un demi-plan supplémentaire
d’atomes peut être inséré dans la fente. Les faces de la fente sont donc déplacées
d’une distance interatomique. La plus grande pertubation des atomes de par leur
position normale par rapport à leurs voisins s’effectue dans la zone proche de la ligne
DC. Cette ligne est appelée dislocation coin et est représentée usuellement par le
symbole ⊥.

L’arrangement des atomes autour d’une dislocation vis peut être simulé en dépla-
çant le cristal d’un côté du plan ABCD par rapport à l’autre côté, dans la direction
AB comme dans la figure 1.3(c). Les plans atomiques parallèles, qui sont initiale-
ment perpendiculaires à la ligne DC, sont donc transformés en surface hélicoïdale.
La nature spirale est clairement démontrée par la position des atomes dans la figure
1.3(d). La ligne DC représente une dislocation vis représentée usuellement par le
symbole �.

Considérons un cristal contenant une dislocation vis représentée par la figure
1.4(a). Le circuit de Burgers est la courbe fermée MNOPQ (orientée selon la règle
du tire-bouchon de Maxwell) obtenue en se déplaçant par sauts successifs égaux à
une distance interatomique autour de la dislocation vis. Dans un cristal parfait, cette
même courbe n’est pas fermée (figure 1.4(b)). Le défaut de fermeture MQ parallèle
à la ligne de la dislocation représente le vecteur de Burgers de la dislocation noté b.
Nous déduisons de cette illustration que les dislocations vis ont un vecteur de Bur-
gers parallèle au vecteur ligne de la dislocation. Ce même processus appliqué à une
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Figure 1.3 – (a) : Modèle d’un réseau cubique simple et parfait. (b) : Disloca-
tion coin positive DC formée en insérant un demi-plan supplémentaire d’atomes en
ABCD. (c) : Dislocation vis DC formée en déplaçant les faces ABCD d’un côté par
rapport à l’autre suivant la direction AB. (d) : Arrangement en spirale des atomes
adjacents à la ligne DC dans le cas de la dislocation vis [110].
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dislocation coin dans les figures 1.4(c) et (d), permet d’affirmer que les dislocations
coins ont un vecteur de Burgers perpendiculaire au vecteur ligne de dislocation.
Toutefois, il existe des dislocations mixtes, possédant à la fois un caractère vis et
coin.

Figure 1.4 – (a) et (c) : Circuits de Burgers autour d’une dislocation vis et d’une
dislocation coin. (b) et (d) : Mêmes circuits de Burgers dans un cristal parfait où le
défaut de fermerture représente le vecteur de Burgers [110].

Le processus de déformation plastique par glissement des dislocations est illustré
par la figure 1.5 dans le cas d’une dislocation coin. Nous considérons le demi-plan su-
périeur x introduit initialement par la présence de la dislocation coin (figure 1.5(a)).
Lorsque la contrainte appliquée au matériau (représentée par des flèches) atteint une
valeur critique, les atomes du plan y se rompent le long du plan de cisaillement. Le
plan y devient le demi-plan supérieur et les atomes du demi-plan x se lient à ceux
du plan inférieur y (cas des atomes 1 et 2 de la figure 1.5(b)). Au fur et à mesure
que ce processus se répète, la dislocation se déplace jusqu’à former une marche vi-
sible lorsqu’elle rencontre une surface libre. Cette marche, dont la largeur est égale
à une distance interatomique, correspondant à l’amplitude du vecteur de Burgers b,
représente la ligne de glissement évoquée plus haut.

Le déplacement du demi-plan supplémentaire s’effectue le long d’un plan appelé
plan de glissement. Le plan de glissement n’est pas unique et dépend du type de
dislocation et du type de cristal. Il est important de retenir que la direction de
glissement d’une dislocation est toujours parallèle à son vecteur de Burgers.
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Figure 1.5 – Mouvement d’une dislocation coin sous l’action d’une contrainte de
cisaillement représentée par les flèches. (a) : x représente le demi-plan atomique
supplémentaire initial. (b) : Le demi-plan x se déplace, d’un vecteur de Burgers b,
vers la droite et se lie avec la partie inférieure du plan y, la partie supérieure du plan
y devient le demi-plan supplémentaire. (c) : répétition du même processus en (a) et
(b). Le plan z devient le demi plan supplémentaire. (d) : Formation d’une marche
sur la surface libre. [110]

1.2.3 Champs élastiques des dislocations

1.2.3.1 Dislocations rectilignes et infinies

La distorsion élastique autour d’une dislocation vis rectiligne infinie peut être
représentée par un cylindre dans un corps élastique comme sur la figure 1.6(b),
déformé de manière à obtenir la même distorsion créée par la dislocation vis AB
décrite sur la figure 1.6(a). Au centre du cylindre, il existe une région où l’arran-
gement atomique est très fortement perturbé. Cette région s’appelle le cœur de la
dislocation de rayon r0. Dans cette partie du cristal, la théorie élastique linéaire ne
s’applique pas car les déformations sont trop importantes et singulières. Par contre,
à une distance r (supérieure à r0) du centre, le cristal suit une distorsion élastique
qui est décrite en élasticité linéaire. L’analyse de la configuration présentée sur la
figure 1.6(b) montre qu’il n’existe pas de déplacement dans les directions x et y mais
seulement selon l’axe z, ce qui correspond à une déformation antiplane :

ux = uy = 0, uz 6= 0 (1.1)
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De plus, le déplacement dans la direction z augmente uniformément de zéro à b
lorsque θ varie de zéro à 2π :

uz = bθ

2π = b

2π tan
−1 (y/x) . (1.2)

Les composantes du champ de déformations élastiques s’écrivent dans le repère Car-
tésien (x,y,z) sous la forme suivante [101, 110] :

εexx = εeyy = εezz = εexy = εeyx = 0

εexz = εezx = − b

4π
y

(x2 + y2)

εeyz = εezy = b

4π
x

(x2 + y2) .

(1.3)

Dans le cas d’un comportement élastique, linéaire et isotrope, le champ de contraintes
peut être évalué à partir de la loi de Hooke sous la forme suivante :

Txx = Tyy = Tzz = Txy = Tyx = 0

Txz = Tzx = −µb2π
y

(x2 + y2)

Tyz = Tzy = µb

2π
x

(x2 + y2) ,

(1.4)

où, µ représente le module de cisaillement du matériau. La dislocation vis génère
donc des contraintes de cisaillement hors plan par rapport au plan perpendiculaire
à sa ligne de dislocation.

La distorsion élastique autour d’une dislocation coin rectiligne infinie peut éga-
lement être représentée par un cylindre dans un corps élastique de rayon R, déformé
de manière à obtenir la même distorsion créée par la dislocation coin (figure 1.7(b)).
Le champ de contraintes généré par une dislocation coin est plus complexe que dans
le cas d’une dislocation vis. L’observation de la figure 1.7(b) montre que le déplace-
ment et les déformations suivant l’axe z sont nuls (uz = 0, εezx = 0), contrairement
aux déplacements suivant les axes x et y (ux 6= 0, uy 6= 0), ce qui correspond à une
déformation plane. La dislocation coin provoque des contraintes de cisaillement et
des contraintes normales dans le plan xy. Ces contraintes s’écrivent sous la forme
suivante [110] :

Txz = Tzx = Tyz = Tzy = Tyx = 0

Txx = − µb

2π (1− ν)
y (3x2 + y2)
(x2 + y2)2

Tyy = µb

2π (1− ν)
y (x2 − y2)
(x2 + y2)2

Txy = Tyx = µb

2π (1− ν)
x (x2 − y2)
(x2 + y2)2

Tzz = ν (Txx + Tyy) ,

(1.5)
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Figure 1.6 – (a) : Cristal contenant une dislocation vis AB. (b) : Cylindre déformé
de manière à obtenir la même distorsion créée par la dislocation vis dans (a) [110].

où, ν représente le coefficient de Poisson du matériau. Les détails sur la dérivation de
ces champs élastiques peuvent être retouvés dans [101, 110]. Les profils des champs
de contraintes Txy, Txx et Tyy sont montrés dans le plan (xy) sur la figure 1.8.

1.2.3.2 Force motrice de glissement d’une dislocation

L’application d’une contrainte de cisaillement suffisante τa à un cristal contenant
une dislocation coin provoque le mouvement de cette dernière sur son plan de glis-
sement. Les deux parties du cristal contenant la dislocation coin se déplacent d’un
vecteur de Burgers b (figure 1.9). Le travail Wa de la contrainte τa appliquée au
cristal s’écrit sous la forme :

Wa = τabLl. (1.6)

Ce travail est alors égal à celui d’une force Fm nécessaire pour déplacer la dislocation
de longueur l sur toute la longueur L du cristal :

τablL = FmL =⇒ Fm
l

= τab. (1.7)

Fm/l représente la force par unité de longueur exercée par la contrainte τa sur la
ligne de la dislocation. Etant donné que la dislocation se déplace sur son plan de
glissement, nous avons seulement besoin de considérer la contrainte de cisaillement
sur ce plan. Les composantes normales au plan de glissement ne contribuent pas au
mouvement de la dislocation. De plus, dans cet exemple, seules les composantes de
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Figure 1.7 – (a) : Cristal contenant une dislocation coin. (b) : Cylindre déformé de
manière à obtenir la même distorsion créée par la dislocation coin représentée sur
la figure (a) [110].

Figure 1.8 – Profils des composantes Txy, Txx et Tyy du champ de contraintes
générées par une dislocation coin dans le plan (xy) [101].
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la contrainte de cisaillement dans la direction du vecteur de Burgers b contribuent
au mouvement de la dislocation.

La force agissant sur la dislocation prend alors une forme plus générale appelée
force de Peach-Koehler, donnée par l’équation de Peach-Koehler [179] sous la forme :

Fm = (T · b)× t, (1.8)

où T est la contrainte de Cauchy, T · b est la force locale par unité de longueur le
long de la ligne de dislocation normale au vecteur de Burgers (figure 1.9) et t est le
vecteur ligne de dislocation normale à la direction de Fm.

Figure 1.9 – Mouvement d’une dislocation coin dans un cristal sous l’action d’une
contrainte de cisaillement τa [110].

1.2.3.3 Force d’interaction entre dislocations

Toute dislocation présente dans un cristal crée autour d’elle une contrainte à
longue distance. Ce champ de contrainte exerce sur les autres dislocations une force
appelée force d’interaction. Pour comprendre ce concept, considérons par exemple
deux dislocations coins de vecteurs lignes parallèles à l’axe z (figure 1.10). La dislo-
cation (1) génère un champ de contrainte que la dislocation (2) perçoit sous forme
d’une force de Peach-Koehler. Les composantes de cette force sont obtenues après
calculs sous la forme suivante [110] :

Fx = Txyb = µb2

2π (1− ν)
x (x2 − y2)
(x2 + y2)2

Fy = −Txxb = µb2

2π (1− ν)
y (3x2 + y2)
(x2 + y2)2 ,

(1.9)
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où, Txx et Txy sont les composantes du champ de contrainte générée par la dislocation
(1). Etant donné qu’une dislocation peut se glisser lors du mécanisme de glissement
seulement dans le plan contenant son vecteur ligne et son vecteur de Burgers, la
composante la plus importante de la force d’interaction dans la description du com-
portement de la dislocation (1) est Fx tracée sur la figure 1.11 en fonction de x. Le
signe de Fx est inversé si les dislocations (1) et (2) sont de signes opposés.

Figure 1.10 – Forces considérées dans l’étude de l’interaction entre deux disloca-
tions coins parallèles [110].
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Figure 1.11 – Profil de la force d’interaction Fx par unité de longueur entre deux
dislocations coins de vecteurs lignes et de vecteurs de Burgers parallèles. La courbe
A en ligne continue représente la variation de Fx dans le cas de deux dislocations de
mêmes signes. La courbe B en ligne pointillée représente la variation de Fx dans la
cas de deux dislocations de signes opposés [110].

1.2.3.4 Forces images

Lorsqu’une dislocation est proche d’une surface libre, elle est attirée par cette
dernière par une force dite force image [150, 151]. De la même manière, une disloca-
tion est repoussée par une surface rigide. Pour expliquer ce phénomène, considérons
le cas d’une dislocation rectiligne vis parallèle à une surface libre plane comme
montré sur la figure 1.12(a). Les conditions aux limites à la surface libre néces-
sitent Tzx = Tyx = Txx = 0. Cette condition est remplie que lorsqu’on superpose la
contrainte générée par la dislocation vis à celle d’une dislocation imaginaire vis de
signe contraire définie de l’autre coté du matériau à x = −d (figure 1.12(a)). Dans
cette situation, la solution réquise pour la contrainte dans le matériau (x > 0) est
donc [110] :

Tzx = −µb2π
y(

(x− d)2 + y2
) + µb

2π
y(

(x+ d)2 + y2
)

Tzy = µb

2π
x− d(

(x− d)2 + y2
) − µb

2π
x+ d(

(x+ d)2 + y2
) . (1.10)

20



La force par unité de longueur induite par la surface libre sur la dislocation vis dans
la direction x est obtenue à partir du second terme de Tzy en x = d et y = 0. Elle
représente simplement la force de la dislocation imaginaire vis à x = −d et s’écrit :

Fx = − µb
2

4πd.
(1.11)

Dans le cas d’une dislocation rectiligne coin (figure 1.12(b)), la superposition
du champ de contrainte d’une dislocation imaginaire coin annule la contrainte Txx
à x = 0, contrairement à Tyx. Lorsqu’on ajoute les termes supplémentaires pour
vérifier les conditions aux limites, la contrainte de cisaillement dans le matériau est
égale à :

Tyx =µb (x− d)
2π (1− ν)

(x− d)2 − y2(
(x− d)2 + y2

)2 −
µb (x+ d)
2π (1− ν)

(x+ d)2 − y2(
(x+ d)2 + y2

)2

− µbd

π (1− ν)
(x− d) (x+ d)3 − 6x (x+ d) y2 + y4(

(x+ d)2 + y2
)3 .

(1.12)

Le premier terme de cette équation représente la contrainte en absence de surface
libre, le second terme est la contrainte de la dislocation imaginaire à x = −d, et
le troisième terme est la contrainte nécessaire pour que Tyx = 0 à x = 0. La force
par unité de longueur induite par la surface sur la dislocation coin est obtenue pour
x = d et y = 0 dans le deuxième et le troisième termes. Cette force représente
simplement la force de la dislocation imaginaire coin et s’écrit :

Fx = − µb2

4π (1− ν) d.
(1.13)

Figure 1.12 – Dislocations vis et coin parallèle à une surface libre, et leurs dislo-
cations images [101].
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1.2.4 Dislocations parfaites et systèmes de glissement : Cas
des structures CFC (cubiques à faces centrées)

Le vecteur de Burgers le plus court dans les structures CFC est de type 1
2 [110]

où [ ] décrit la direction de glissement dans le repère du cristal. Le glissement dû
au mouvement de ce type de vecteur de Burgers laisse à longue distance un cristal
parfait. C’est la raison pour laquelle la dislocation associée à ce vecteur de Burgers
est appelée dislocation parfaite. Les dislocations parfaites glissent dans les plans dits
octaédriques de type (111) qui sont les plus denses dans la maille cristalline. Une
dislocation parfaite peut se décomposer en deux partielles de Schockley. Une faute
d’empilement existe dans le plan de glissement entre ces deux partielles. Lors du
glissement des partielles, on parle de partielle de tête et de partielle de queue et la
faute d’empilement entre les deux partielles est d’autant plus grande que la partielle
de tête est loin de la partielle de queue.

L’empilement des atomes dans la structure CFC peut être modélisé par des
sphères rigides dans une séquence QRSQRS... comme schématisé sur la figure 1.13a.
Dans cette structure, l’empilement compact des atomes se fait dans le plan (111).
Les dislocations parfaites de vecteur de Burgers QQ, c’est-à-dire les vecteurs 1

2 [110],
occupent donc un tétraèdre régulier ABCD (figure 1.13b). Les quatre différents plans
de la famille (111) sont parallèles à chacune des 4 faces du tétraèdre (tétraèdre de
Thompson). Les arêtes de ce dernier (AB, BC, ...) sont parallèles aux directions des
vecteurs de Burgers de type [110] propres aux dislocations parfaites. Le mouvement
après cisaillement des deux plans Q et R produit un déplacement dans la direction
de glissement. On s’aperçoit que le mouvement des atomes R se fait d’abord par
le passage aux sites S le long de la vallée entre deux atomes Q et ensuite vers
le site R en passant par la deuxième vallée (figure 1.13a). De même, les vecteurs
de Burgers des dislocations partielles 1

6 [112] sont définis par les lignes qui lient
chaque sommet au centre de chaque face (Qβ, Qγ, ...). Cette dislocation amène les
atomes R en position S et transforme l’empilement QRSQRS... en QRSQSQRS....
Ce passage par les plans S introduit, donc, une faute d’empilement dans le cristal
tout en introduisant des dislocations partielles dites de Shockley. Par exemple, la
dissociation d’une dislocation parfaite AB en deux dislocations partielles dans le plan
(111) est définie par la réaction AB = Aδ+ δB dans le plan ABC et AB = Aγ+γB
dans le plan ABD.

Dans les matériaux CFC, il existe 12 systèmes de glissement pour les dislocations
parfaites : 4 plans de type (111) avec chacun 3 directions de type [110]. Ces systèmes
de glissement sont listés dans le tableau 1.1 en utilisant la notation de Schmid et
Boas [199]. Les lettres (A,B,C,D) désignent les plans de glissement et les chiffres
(1 à 6) les directions de glissement.
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Figure 1.13 – (a) Glissement des plans (111) dans les métaux CFC. (b) Tétrahèdre
de Thompson décrivant les dislocations parfaites et partielles [216].

Plan Direction Notation? Plan Direction Notation?
(111) [011] B2 (111) [011] A2
(111) [101] B4 (111) [101] A3
(111) [110] B5 (111) [110] A6
(111) [011] D1 (111) [011] C1
(111) [101] D4 (111) [110] C5
(111) [110] D6 (111) [101] C3

Table 1.1 – Liste des systèmes de glissement pour les cristaux CFC.
? Schmid et Boas [199].

1.2.5 Formulations mécaniques classiques de la plasticité
cristalline par glissement dans les structures CFC

1.2.5.1 Boucles de dislocations et cinématique du glissement

Considérons ici une boucle générale de dislocations de surface de coupure S
entourée par une ligne L (figure 1.14). Le vecteur normal n à la surface S et le
vecteur ligne t sont orientés selon la convention utilisée par Peach-Koehler [179] et
Kröner [128]. La figure 1.14 montre le sens de la normale extérieure n et le sens
positif du circuit de Burgers. Les déplacements sont obtenus en déplaçant la partie
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supérieure de la surface S (dénotée S+ avec la normale n+) par rapport à la partie
inférieure (dénotée S− avec la normale n−) avant de les recoller ensemble.

Figure 1.14 – Boucle de dislocations L de surface de coupure S avec un vecteur de
ligne t [20].

L’expression du champ de distorsion plastique Up(x) induit par la boucle L est
singulière sur la surface S. En se référant à [125], Up(x) s’écrit sous la forme indicielle
suivante :

Up
ij(x) = binjδ(S), (1.14)

où δ(S) est la fonction de Dirac dans la direction n, infinie lorsque x appartient à
S et zéro dans le cas contraire :

δ(S) ≡
∫
S
δ(x− x′) dS(x′). (1.15)

Considérons un monocristal de volume V possédant N systèmes de glissement
définis par une normale au plan de glissement ns et une direction de glissement
ms sur le système de glissement s. Les directions de glissement sont parallèles au
vecteur de Burgers, telles que bs = bms. Lorsqu’on considère plusieurs boucles de
dislocations dans V , l’équation (1.14) appliquée au monocristal prend une forme
plus généralisée :

Up
ij(x) =

N∑
s=1

bsin
s
jδ(Ss). (1.16)

Si de plus, le vecteur de Burgers possède la même norme b sur chaque système de
glissement (ce qui est généralement le cas des structures CFC), on obtient une valeur
moyenne de la distorsion plastique. D’après l’équation (1.16), cette valeur moyenne
s’écrit :

Up
ij = b

N∑
s=1

ms
in

s
j

1
V

∫
V

δ(Ss) dV. (1.17)

De cette opération de moyenne sur Up, on peut définir le glissement plastique moyen
γs associé à un ensemble de boucles de dislocations sur chaque système de glissement
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s :
γ(s) = b

V

∫
V

δ(Ss) dV. (1.18)

Up devient alors :
Up
ij =

N∑
s=1

γsms
insj . (1.19)

En supposant que la variation dans le temps des vecteurs ns et ms est négligeable
devant celle de γs, la vitesse de distorsion plastique prend la forme suivante [13] :

Lpij =
N∑
s=1

γ̇sms
in

s
j , (1.20)

où γ̇s représente le taux de glissement plastique sur le système de glissement s.
D’après ce qui précède, et dans le cadre des petites déformations et rotations, on
peut à présent définir le gradient de vitesse comme étant la somme de la vitesse de
distorsion plastique Lpij et de la vitesse de distorsion élastique U̇ e

ij. Il s’écrit :

u̇i,j = U̇ij = U̇ e
ij + Lpij, (1.21)

où la vitesse de distorsion totale U̇ peut encore s’écrire comme :
U̇ij = ε̇ij + ω̇ij. (1.22)

ε̇ij et ω̇ij représentent, respectivement, les tenseurs de vitesse de déformation totale
(symétrique) et de vitesse de rotation totale (antisymétrique). Dans le cadre d’un
problème élasto-plastique, ils se décomposent en une partie élastique (ε̇eij et ω̇eij) et
en une partie plastique (ε̇pij et ω̇

p
ij) :

ε̇ij = ε̇eij + ε̇pij,

ω̇ij = ω̇eij + ω̇pij.
(1.23)

ε̇pij et ω̇
p
ij représentent, respectivement, les parties symétrique et antisymétrique de

la vitesse de distorsion plastique. Elles s’écrivent sous la forme :

ε̇pij = 1
2
(
Lpij + Lpji

)
=

N∑
s=1

γ̇sRs
ij, (1.24)

et :
ω̇pij = 1

2
(
Lpij − L

p
ji

)
=

N∑
s=1

γ̇sSsij, (1.25)

où Rs
ij est le tenseur d’orientation symétrique ou tenseur de Schmid et Ssij est le ten-

seur d’orientation antisymétrique. Ces deux tenseurs ne dépendent que de l’orienta-
tion du réseau cristallin dans le volume V du cristal supposé homogène et s’écrivent :

Rs
ij = 1

2
(
ms
in

s
j +ms

jn
s
i

)
,

Ssij = 1
2
(
ms
in

s
j −ms

jn
s
i

)
.

(1.26)

D’après l’équation (1.26), on peut donc remarquer que la trace du tenseur ε̇p est
nulle. Cela traduit la condition d’incompressibilité de la déformation plastique.
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1.2.5.2 Thermodynamique du glissement et forces motrices

Les considérations thermodynamiques sur la dissipation mécanique globale D
dans le volume V du cristal vont permettre de calculer la force motrice associée au
glissement en plasticité cristalline classique. Cette dissipation qui doit être positive
ou nulle d’après le second principe de la thermodynamique (cf. inégalité de Clausius-
Duhem), s’écrit sous la forme suivante d’après [187] :

D =
∫
V
Tij ε̇ij dV −

∫
V
φ̇ dV, (1.27)

où Tij est le tenseur des contraintes de Cauchy, ε̇ij est le taux de déformation totale
et φ est la densité d’énergie élastique stockée. En supposant que φ est seulement
fonction de la déformation élastique εeij, on peut écrire :

D =
∫
V
Tij ε̇ij dV −

∫
V

∂φ

∂εeij
ε̇eij dV. (1.28)

Lorsqu’il n’y a pas d’activité plastique D = 0, dans ce cas ε̇ij = ε̇eij et le tenseur des
contraintes est donné par :

Tij = ∂φ

∂εeij
. (1.29)

La dissipation D se met sous la forme suivante :

D =
∫
V
Tij

(
ε̇ij − ε̇eij

)
dV =

∫
V
Tij ε̇

p
ij dV. (1.30)

En substituant l’expression de ε̇pij de l’équation (1.24) dans cette dernière équation,
il vient :

D =
∫
V

N∑
s=1

TijR
s
ij γ̇

s dV =
∫
V

N∑
s=1

τ sγ̇s dV, (1.31)

où τ s = T : Rs représente la cission résolue sur le système s. Cette cission résolue τ s
correspond à la force motrice thermodynamique conjuguée au taux de glissement γ̇s
(flux). Cette formulation doit être complètée par les lois constitutives sur l’évolution
du glissement qui dépend également de l’état d’écrouissage sur chaque système de
glissement.

1.2.5.3 Evolution du glissement

D’après le critère de Schmid, un système s est potentiellement actif lorsque la
cission résolue τ s sur ce système atteint un seuil critique τ sc également appelé cission
résolue critique, qui traduit la résistance au glissement des dislocations.

Dans le cas où l’écoulement est indépendant du temps physique, l’activité des
systèmes de glissement dans les structures CFC est décrite par les relations suivantes
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[27] :
γ̇s = 0 si τ s < τ sc , (systèmes inactifs)
γ̇s = 0 si τ s = τ sc et τ̇ s < τ̇ sc , (systèmes potentiellement actifs)
γ̇s > 0 si τ s = τ sc ; τ̇ s = τ̇ sc (systèmes actifs)

(1.32)

Lorsque l’écoulement est de nature viscoplastique, le concept de système de glis-
sement actif n’est plus pertinent car tous les systèmes sont actifs, mais seulement
certains d’entre eux auront une vitesse de glissement significative (si la loi d’écou-
lement viscoplastique est sans seuil). Dans ce cas, l’écoulement est décrit par la
loi d’Orowan qui traduit la cinétique des dislocations et qui donne lieu à une loi
puissance pour les métaux CFC [68] :

γ̇s = γ̇0

(
|τ s|
τ sc

)1/m

sgn(τ s), (1.33)

où l’exposant m est un paramètre de sensibilité à la vitesse de déformation, γ̇0 est le
taux de glissement de référence et τ sc est la cission de référence dépendant de l’état
d’écrouissage du matériau [68]. Le symbole "sgn(x)" signifie le signe de la quantité
x.

1.2.5.4 Lois d’écrouissage couramment utilisées en plasticité cristalline
pour un monocristal CFC

Le phénomène d’écrouissage sur chaque système de glissement est modélisé par
l’évolution de la cission critique τ sc . Le glissement plastique sur un système s entraîne
non seulement l’écrouissage de ce système, mais de tous les autres systèmes. Pour
un monocristal CFC, l’écrouissage dépend des densités de dislocations statistique-
ment stockées (ou SSDs : "Statistically Stored Dislocations" en anglais) notées ρs
sur chaque système de glissement s [68, 207]. τ sc peut être défini de façon phénomé-
nologique au travers d’une matrice d’écrouissage hss

′
telle que :

τ̇ sc =
∑
s′
hss

′

γ̇s
′
. (1.34)

Les composantes diagonales de hss
′
correspondent à l’écrouissage propre d’un sys-

tème et les autres composantes définissent l’écrouissage latent dû aux interactions
entre les systèmes de glissement.

Il existe plusieurs modèles d’écrouissage qui utilisent différentes définitions de la
matrice hss

′
. Pour les structures CFC, on peut mentionner les modèles développés

par Franciosi [76, 75] et Tabourot et al. [207], où la cission critique sur un système
s est définie par la relation classique de Mecking-Kocks [123, 160] :

τ sc = τ s0 + µb
√∑

s′
ass

′
ρs

′
. (1.35)
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où :
— τ s0 représente la cission critique de référence du monocristal. Elle correspond

à la contrainte de Peierls ou la contrainte de friction de réseau. Sa valeur est
très faible pour les métaux CFC,

— µ est le module de cisaillement en élasticité isotrope,
— b est le module du vecteur de Burgers,
— ass

′
est la matrice d’anisotropie du glissement multiple due aux interactions

entre les systèmes s et s′ . Elle est issue des travaux de Franciosi [76, 75]. Elle
a été récemment améliorée grâce aux résultats de dynamique des dislocations
discrètes [153] qui ont mis en évidence la forte interaction entre systèmes de
type colinéaire,

— ρs
′
est la densité de dislocations statistiques sur le système de glissement s′ .

L’évolution de ρ̇s peut être donnée par la relation suivante d’après [64, 160] :

ρ̇s = 1
b

( 1
Ls
− 2ycρs

)
|γ̇s| . (1.36)

où 2ycρs représente un terme correspondant à l’annihilation des dipôles de disloca-
tions, avec yc la distance critique d’annihilation. 1/Ls représente le terme de création
et de stockage des SSDs, où Ls est leur libre parcours moyen défini par :

1
Ls

=

√∑
i6=s
ρi

K
, (1.37)

où K est un paramètre correspondant au stockage des dislocations. Plus il est faible,
plus le nombre de dislocations stockées sera important. En introduisant les deux
dernières expressions dans l’équation de la cission critique (équation (1.35)) et en la
différenciant par rapport au temps, on en déduit la matrice d’écrouissage qui est de
la forme :

hss
′

= µ

2
√∑

k
askρk

ass
′
( 1
Ls

′ − 2ycρs
′
)

(1.38)

Une autre loi d’écrouissage est celle de Voce [229] basée également sur la relation
de Kocks-Mecking [123, 160]. Dans cette loi, l’évolution des dislocations est décrite
en terme de taux de glissement total accumulé et la contrainte seuil est définie par
la loi de Taylor [215]. Une version plus généralisée de cette loi a été proposée par
Tomé et al. [218] pour l’étude des polycristaux de type CFC, avec une fonction
d’écrouissage définie par la loi empirique suivante [218] :

τ̂ sc = τ s0 + (τ s1 + θs1Γ)
(

1− exp
(
−θ

s
0Γ
τ s1

))
, (1.39)

où :
— τ s0 est la cission critique de référence,
— θs0 est le taux d’écrouissage initial,
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— τ s1 et θs1 déterminent les caractéristiques asymptotiques de l’écrouissage,
— Γ est le glissement accumulé dû aux SSDs défini par :

Γ =
N∑
s=1

γs. (1.40)

L’évolution de la cission critique est obtenue par la relation :

τ̇ sc = dτ̂ sc
dΓ

∑
s′
ass

′
γ̇s

′
. (1.41)

L’influence des paramètres θs0, θs1 et τ s1 sur l’écrouissage est montrée sur la figure 1.15
[219]. θs0 ≥ θs1 ≥ 0 et τ s1 ≥ 0 correspond à l’augmentation de la limite d’écoulement et
la diminution de l’écrouissage qui tend vers une saturation linéaire. τ s1 = 0 conduit
à un écrouissage linéaire correspondant au cas limite de cette loi. θs0 = θs1 = τ s1 = 0
correspond à un écrouissage rigide parfaitement plastique. Cette loi d’écrouissage
sera reconsidérée dans la suite de ce document au chapitre 5.

Figure 1.15 – Influence des paramètres θs0, θs1 et τ s1 sur la loi d’écrouissage de Voce
[219].

1.2.5.5 Lois de comportement d’un monocristal CFC en pétites défor-
mations

Dans le cas d’un comportement élasto-plastique indépendant du temps, la loi de
comportement d’un monocristal s’écrit de façon incrémental sous la forme suivante :

Ṫij = Lijklε̇kl, (1.42)
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où, L et ε̇ représentent, respectivement, les modules tangents et le taux de déforma-
tion totale. En considérant l’équation (1.23) et la loi de Hooke, le taux de contrainte
Ṫ s’écrit :

Ṫij = Cijklε̇
e
kl = Cijkl (ε̇kl − ε̇pkl) , (1.43)

où, C représente le tenseur des modules élastiques. A partir de cette dernière équa-
tion, la détermination de l’expression du module tangent L nécessite une réecriture
de ε̇p en fonction de ε̇. En effet, en considérant les relations (équation (1.24)) et
(équation (1.34)) pour les systèmes actifs, on trouve une expression du taux de
glissement γ̇r sur chaque système de glissement r en fonction de ε̇ sous la forme
[148, 27] :

γ̇r =
N∑
s=1

KrsRs : C : ε̇, (1.44)

où,

Krs =
N∑
r=1

(hrs + Rr : C : Rs)−1 . (1.45)

On déduit l’expression du tenseur des modules tangents sous la forme suivante, en
considérant les équations (1.44) et (1.45) :

L = C−
N∑
r=1

N∑
s=1

Krs (C : Rr)⊗ (Rs : C) . (1.46)

Le tenseur L dépend de l’état de contrainte local et des conditions de plasticité telles
que l’orientation des systèmes de glissement actifs et l’état d’écrouissage au travers
de la matrice hrs (cf. equation (1.34) par exemple).

Pour un monocristal dont le comportement dépend du temps (comportement
élasto-viscoplastique), l’équation de comportement local incrémental de type Max-
wellien entre le tenseur des taux de déformations totales ε̇ et le tenseur des taux de
contraintes Ṫ s’écrit :

ε̇ = S : Ṫ + ε̇p, (1.47)
où S = C−1 est le tenseur des complaisances élastiques et ε̇p représente le taux
de déformations viscoplastiques tel que ε̇p = Λ (T) est généralement non-linéaire
en contraintes. Pour un état de déformation donné, ε̇p peut être linéarisé par un
développement de Taylor au premier ordre (linéarisation affine [158]) comme suit :

ε̇p = mt : T + η̇, (1.48)

où mt est le tenseur des complaisances tangentes défini pour un état de contraintes
donné par :

mt = ∂Λ(T)
∂T

, (1.49)

et η̇ est le terme extrapolé après coup défini par :

η̇ = ε̇p −mt : T. (1.50)
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Dans le cas où ε̇p est défini avec une loi puissance (équations (1.24) et (1.33)), les
expressions de mt et η̇ s’écrivent :

mt = nγ̇0

N∑
s=1

|τ s|n−1

(τ sc )n Rs ⊗Rs, (1.51)

et
η̇ = (n− 1)γ̇0

N∑
s=1

|τ s|n

(τ sc )nRssgn(τ s), (1.52)

1.2.5.6 Evolution de la texture cristallographique

Il est aussi important de prendre en compte l’évolution de la texture cristallo-
graphique des métaux au cours de la déformation plastique. L’orientation du réseau
cristallin est définie par les angles d’Euler de Bunge (ϕ1, φ, ϕ2) [36] par rapport au
repère de l’échantillon. L’évolution de cette orientation est basée sur le tenseur taux
de rotation élastique (équation (1.23)) qui s’écrit encore sous la forme suivante, en
considérant l’équation (1.25) [201] :

ω̇eij = ω̇ij −
N∑
s=1

γ̇sSsij. (1.53)

L’évolution des angles d’Euler ϕ1, φ, ϕ2 en fonction du tenseur ω̇e est donnée par :

ϕ̇1 = −ω̇e12 − ϕ̇2 cos φ
φ̇ = −ω̇e23 cos ϕ1 + ω̇e13 sin ϕ1

ϕ̇2 = − 1
sin φ (ω̇e13 cos ϕ1 + ω̇e23 sin ϕ1) .

(1.54)

Dans le cas où φ = 0, une indétermination se présente dans l’évolution de ϕ̇2.
L’évolution des angles d’Euler se calcule alors par les formules suivantes :

ϕ̇1 = −ω̇
e
12
2

φ̇ = −ω̇e23 cos ϕ1 + ω̇e13 sin ϕ1

ϕ̇2 = −ω̇
e
12
2 .

(1.55)

1.3 Comportement mécanique des matériaux hé-
térogènes et des polycristaux

Les matériaux hétérogènes et polycristallins jouent un rôle fondamental en tant
que matériaux structurels et fonctionnels dans les applications technologiques ac-
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tuelles et futures. Les propriétés mécaniques d’un polycristal plastiquement défor-
mable sont dictées, d’une part par la structure et la dynamique des défauts cristallins
(dislocations, joints de grains) et d’autre part par la taille, la morphologie spatiale,
la distribution et l’orientation des grains ou des phases cristallins qui le constituent,
c’est-à-dire par la texture cristallographique. D’un point de vue expérimental, des
techniques puissantes ont été développées pour caractériser complètement les tex-
tures polycristallines en trois dimensions (3D) et pour suivre leur évolution. A titre
d’exemple, on peut citer l’outil combinant à la fois la technique FIB ("Focus-Ion-
Beam" en anglais ou "Rayonnement à faisceau ionisant" en français) et la technique
EBSD ("Electron Back-Scattering Diffraction" en anglais ou Diffraction d’électrons
retrodiffusés en francais) pour la caractérisation des orientations locales avec une
résolution spatiale nanométrique en 3D [220]. Il existe également des techniques par
diffraction des rayons X (DRX) pour mesurer les positions, les orientations cristal-
lographiques [136] et les déformations élastiques locales d’un grain déformé dans un
agrégat [178] à une échelle de résolution spatiale micrométrique. D’un point de vue
modélisation, il existe deux catégories d’approches mécaniques. Il y a les approches à
champs moyens qui se basent sur le calcul des propriétés mécaniques effectives et la
détermination de l’évolution de la texture cristallographique par les techniques d’ho-
mogénéisation. La méthode la plus connue est le schéma auto-cohérent [29, 245, 246].
Il y a également des approches à champs complets basées sur l’utilisation de mé-
thode des éléments finis (EF) [162, 17, 18] et plus récemment sur les approches de
type transformées de Fourier rapides (FFT : Fast Fourier Transforms en anglais)
[137, 141, 183, 138, 140] pour prédire les comportements plastiques des polycristaux
à une échelle intragranulaire.

1.3.1 Modèles micromécaniques à champs moyens

La détermination de l’évolution de la texture et des propriétés mécaniques effec-
tives dans les modèles à champs moyens est basée sur la méthode d’homogénéisation
de type auto-cohérent. Cette méthode a été initialement proposée par Hershey [99]
et Kröner [127] pour les matériaux hétérogènes élastiques linéaires, avant d’être
étendue aux comportements incrémentaux de types élasto-plastique par Hill [100]
et visco-plastique par Hutchinson [113]. Ces méthodes sont basées sur le problème
d’hétérogénéité ellipsoïdale d’Eshelby [62, 172]. Le modèle élasto-plastique de Hill a
été ensuite amélioré par Hutchinson [112] pour simuler la déformation d’un agrégat
de grain CFC, puis par Berveiller et Zaoui avec une loi d’interaction sécante plus
simple à utiliser pour les chargements proportionnels [28]. En outre, Masson et al.
[158] ont développé une formulation affine qui peut s’appliquer pour plusieurs types
de loi de comportement en non-linéaire. Le modèle auto-cohérent visco-plastique
de Molinari et al. [163] a permis de développer une formulation tangente basée sur
l’approximation tangente de la relation non-linéaire entre la contrainte et le taux
de déformation par un module tangent pour la modélisation du comportement mé-
canique et des évolutions des textures en grandes déformations. Ce schéma a été
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amélioré par Lebensohn et Tomé [143, 219] pour simuler le comportement des maté-
riaux hexagonaux (zirconium). Des approches variationnelles du type second ordre
ont été également développées afin d’obtenir les estimations rigoureuses pour les
potentiels de dissipation effectifs [182, 144].

Dans le cas d’un comportement élastique-viscoplastique à l’échelle des phases ou
des grains, le problème devient plus compliqué. La complexité est principalement due
à la nature différentielle des équations constitutives qui impliquent différents ordres
de dérivation temporelle des champs de déformations et/ou de contraintes. Le com-
portement homogénéisé (ou effectif) du milieu homogène équivalent au polycristal
hétérogène n’est alors pas un comportement aussi simple que le comportement du
monocristal. Pour rémédier à ce problème, différentes approches ont été proposées.
A titre d’exemple, on peut mentionner le modèle auto-cohérent à 1 site récemment
développé dans [19, 196, 22] et qui est bien adapté aux microstructures désordonnées
telles que les polycristaux métalliques. Pour un comportement élasto-viscoplastique
avec une viscoplasticité non-linéaire de type sécante et affine, la méthode à "champs
translatés" [22, 156, 21] a été développée avec succès.

1.3.2 Modèles micromécaniques à champs complets

Afin d’améliorer l’estimation des interactions inter-granulaires des matériaux
hétérogènes, des modèles micromécaniques à champs complets ont été proposés
avec le développement du calcul numérique. La plupart de ces modèles sont sou-
vent de type éléments finis (EF) [162, 17, 18]. Plus récemment, des méthodes ba-
sées sur la FFT ont été introduites pour l’étude des microstructures périodiques
[137, 141, 183, 138, 140].

Pour obtenir des approximations plus fines, chaque cristal constituant l’agrégat
polycristallin est maillé. A chaque point du maillage, les équations précédentes de la
plasticité cristalline sont appliquées et la loi de comportement macroscopique du po-
lycristal est obtenue par calcul mécanique sur l’ensemble des points. Ces modèles ont
permis de calculer les incompatibilités de la déformation et d’appréhender l’activité
plastique à chaque point du maillage. La figure 1.16 montre un exemple de l’hété-
rogénéité plastique intragranulaire dans un VER contenant 238 grains pour deux
cas de maillages obtenus par EF. Une comparaison entre les approches à champs
complets et à champs moyens réalisée dans [28] avec les mêmes lois de comporte-
ment, montre une dispersion plus importante des champs intergranulaires dans les
résultats EF pour 200 grains dans un polycristal soumis à une déformation ma-
croscopique homogène (figure 1.17). Cependant, la question sur la représentativité
d’un polycristal dans les approches à champs complets se pose. En effet, pour avoir
une représentation plus réaliste d’un polycristal, il faut un nombre important de
grains, et chaque grain doit avoir un nombre suffisant de points d’intégrations, et
cela implique donc des coûts de calculs considérables. Dans ces conditions, les ap-
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proches FFT se sont démarquées des méthodes EF par leur efficacité en terme de
temps de calcul et de mémoire. A titre de comparaison, la figure 1.18 montre la
distribution des champs de déformations plastiques accumulées et des champs de
contraintes obtenus par FFT (figure 1.18(a) et (c)) et par EF (figure 1.18(b) et (d))
dans un polycristal d’Aluminium soumis à une contrainte de laminage et contenant
100 grains [183] discrétisé en 32× 32× 32 éléments (voxels dans le cas de la FFT).
On dénote une même précision dans les deux cas d’approches, contrairement aux
temps de calcul qui sont de 3 heures pour la FFT et de 5 jours pour la méthode EF,
sur une machine Intel R© Xeon R© muni de 8 processeurs et 16 GB de mémoire par-
tagée. Toutefois, les deux méthodes sont utilisées de façon complémentaire dans la
communauté mécanique des matériaux pour traiter différents problèmes aux limites.

Figure 1.16 – Etude de l’hétérogénéité du glissement plastique dans un volume
élémentaire représentatif (VER) représentant un agrégat polycristallin pour deux
maillages EF différents : (a) maillage grossier : VER à 5832 élements quadratiques,
(b) maillage fin : VER à 19683 éléments quadratiques [17].
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(a)

(b)

Figure 1.17 – Comparaison des courbes contraintes-déformations dans chaque grain
obtenues avec les méthodes à champs moyens et la méthode à champs complet par
EF dans un VER constitué de 200 grains orientés aléatoirement et soumis à une
déformation macroscopique homogène. (a) : Solution obtenue avec la méthode à
champs moyens à l’aide du modèle auto-cohérent de Berveiller-Zaoui [28]. (b) :
Solution obtenue par EF montrant une dispersion plus prononcée des champs inter-
granulaires [18].
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Figure 1.18 – Résultats des simulations du laminage d’un polycristal d’aluminium
contenant 100 grains et discrétisé en 32 × 32 × 32 éléments (voxels dans le cas de
la FFT). A gauche : distributions des déformations plastiques accumulées (a) et
des contraintes (c) obtenues par FFT. A droite : distributions des déformations
plastiques accumulées (b) et des contraintes (d) obtenues par EF. Les comparaisons
ont été effectuées à une même échelle, seules les valeurs maximales et minimales
diffèrent. Les temps de calcul sont de 3 heures pour la FFT et de 5 jours pour la
méthode EF [183].
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1.4 Limites des modèles classiques de plasticité
cristalline

Les sections précédentes ont montré que les modèles de plasticité cristalline et po-
lycristalline classiques sont capables de déterminer le comportement macroscopique
et le comportement des grains en fonction de leur orientation cristallographique
dans les agrégats polycristallins à l’aide des modèles micromécaniques à champs
moyens (auto-cohérents) ou à champs complets (EF, FFT). Ils permettent égale-
ment d’appréhender les hétérogénéités intergranulaires et intragranulaires observées
expérimentalement par les techniques FIB, EBSD, DRX, ... .

Les théories classiques sont basées sur le principe de déformation ou de glissement
plastique moyen sur chaque système de glissement au travers des équations (1.17)
et (1.18). Cela suppose que les dislocations d’un système de glissement peuvent
être considérées indépendamment des autres et qu’il n’existe pas de corrélations
entre elles. La déformation plastique résulte alors d’un grand nombre d’évènements
décorrélés. L’utilisation de ces théories est donc justifiée dans les matériaux où les
interactions entre les dislocations sont négligeables.

Figure 1.19 – Observation expérimentale d’une structure de murs de dislocations
dans un monocristal de Si sollicité en traction-compression cyclique à haute tempé-
rature [146].
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Figure 1.20 – Micrographie optique de cellules géantes de dislocations après crois-
sance d’un monocristal de GaAs. La dimension moyenne des cellules varie en fonction
inverse de la contrainte interne. Insert : cellules de dislocations visualisées par ima-
gerie aux rayons-X : les lignes sombres sont l’image des distorsions de réseau au
voisinage de dislocations [174].

Cependant, les opérations de moyennes directes ne sont pas toujours vérifiées
lorsque les dislocations se multiplient, s’annihilent et forment des structures au fur
et à mesure que la déformation plastique augmente. Ces structures se forment à une
échelle de longueur mésoscopique, observables à l’aide de la Microscopie Electronique
à Transmission (MET). En effet, la naissance de murs réguliers de dislocations lors
d’essais de fatigue sur le Silicium (figure 1.19) [146], ou l’apparition des bandes de
glissement localisées à la surface d’un monocristal de Cu-30at% Zn (figure 1.1) [243]
ou encore la formation des cellules de dislocations dans un monocristal d’arséniure
de gallium (GaAs) comme reporté sur la figure 1.20 [174], sont autant d’exemples
qui justifient la formation des structures de dislocations internes qui s’organisent de
manières correlées. Dans ces situations, les opérations de moyennes ne sont plus jus-
tifiées, et le passage de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique doit inclure
un passage à l’échelle mésoscopique, où les opérations de moyenne sont effectuées
sur un volume élémentaire représentatif à cette échelle [134].

En plus de la formation des structures de dislocations, les théories classiques ne
prennent pas bien en compte les effets des interfaces de type joints de grains qui
sont en général représentées par des interfaces mécaniques simplifiées. On dénote
également la sous-estimation des contraintes intragranulaires. Les théories classiques
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connaissent également leurs insuffisances dans la prise en compte des effets de tailles
et de longueurs internes liés à l’activité plastique dans le matériau. Elles sont égale-
ment incapables de prendre en compte l’activité des dislocations géométriquement
nécessaires (GNDs : "Geometrically Necessary Dislocations" en anglais) qui se créent
pour une accommodation géométrique des courbures de réseaux cristallins qui inter-
viennent au cours de la déformation plastique. Ce type de phénomène est illustré sur
la figure 1.21 due à Ashby [14] dans le cas du cisaillement d’un matériau composite
constitué de plaques non déformables parfaitement liées à une matrice monocristal-
line déformable plastiquement (figure 1.21(a)). A proximité des plaques, la matrice
ne peut pas être cisaillée, elle est donc obligée de se courber, et cette courbure est
géométriquement accommodée par la création des GNDs (figure 1.21(b)).

Figure 1.21 – (a) : Matériau composite modèle constitué des plaques non défor-
mables parfaitement liées à une matrice monocristalline déformable. (b) : Matrice
cisaillée sur un système de glissement unique et courbure de la matrice à proximité
des plaques avec création des GNDs [14].

Pour prendre en compte tous ces aspects de la déformation plastique à l’échelle
intra-granulaire (ou intra-phase) qui échappent à la théorie classique de la plasticité
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cristalline, différentes techniques sont actuellement développées. Il y a les techniques
de simulations purement discrètes comme la statique et la Dynamique Moléculaire
(DM) [72, 118, 41] qui permettent de comprendre les mécanismes de formation et
d’interaction de dislocations partielles ou parfaites avec d’autres défauts tels que les
joints de grains, les solutés ... aux échelles nanométriques. Nous ne nous intéressons
pas aux mécanismes de la plasticité à ces échelles fines et donc nous ne pousserons
pas plus en avant la description de ces techniques dans ce manuscrit. Une autre
technique discrète puissante de nos jours avec la capacité de calcul actuelle est la
Dynamique des Dislocations Discrètes (DDD) [133, 12, 48], où les dislocations sont
représentées par des segments discrets ou des nœuds auxquels on affecte un vecteur
ligne et un vecteur de Burgers, ainsi qu’un plan de glissement.

La technique des champs de phase appliquée aux dislocations [190, 126, 67] est
également une technique récente qui comme la DDD permet de suivre l’évolution
des boucles de dislocations dans un milieu élastique linéaire, mais se base sur une
fonctionnelle d’énergie et une représentation des dislocations par une distribution
de déformations libres de contraintes (ou "eigenstrain").

Ces techniques précédentes ne font pas de différences entre les distributions de
SSDs et de GNDs. D’autres techniques statistiques et continues peuvent alors être
développées pour étendre la théorie continue de la plasticité. Nous avons :

— les théories de mécanique statistique de dislocations [92, 242, 243],
— les théories à gradients [84, 108, 5, 94, 69],
— les théories continues de dynamique des dislocations [123, 104, 135, 132, 244,

103],
— la mécanique des champs de dislocations [1, 193, 7].
Une brève description des modèles discrets comme la DDD, des modèles de

champ de phase et des modèles continus à base de GNDs sera présentée dans la
prochaine section. Notons que ce travail de thèse est basé sur la théorie de la mé-
canique des champs de dislocations qui constitue une théorie continue de plasticité
intégrant les GNDs et où les équations et les conditions aux limites forment un
problème aux limites bien posé au niveau des champs mécaniques.

1.5 Description de différentes techniques de mo-
délisation actuelles de la plasticité cristalline

1.5.1 Méthode discrète : la Dynamique des Dislocations Dis-
crètes (ou DDD)

Le progrès des techniques numériques et l’efficacité des ordinateurs, ont favorisé
le développement de la dynamique des dislocations discrètes (DDD) qui permet
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d’étudier les formations de jonctions et donc de l’écrouissage, les effets de tensions
de lignes et des contraintes à longue portée des dislocations et de résoudre un grand
nombre de problème en mécanique des matériaux [9, 10, 38, 133, 232, 222, 226, 50,
12, 48, 95].

Dans la dynamique des dislocations discrètes (DDD), les dislocations sont repré-
sentées par des segments discrets ou des nœuds auxquels on affecte un vecteur ligne
et un vecteur de Burgers, ainsi qu’un plan de glissement (figure 1.22 (a)). Les champs
élastiques à longue portée sont obtenus en superposant les champs individuels de
chaque segment de dislocations. Cette superposition se fait incrémentalement dans
le temps. A chaque incrément de temps, les contraintes et les déformations dues
à l’arrangement des dislocations au travers des phénomènes de multiplication et
d’annihilation (figure 1.22), ainsi que la force de Peach-Kœhler nécessaire à leurs
mouvements sont déterminées en fonction des conditions aux limites imposées et
des relations constitutives sur la vitesse des dislocations et les relations entre force
et vitesse (loi de mobilité des dislocations). Ce processus est répété à chaque pas de
temps avec la nouvelle structure de dislocations jusqu’à ce que l’état de contraintes
souhaité soit atteint.

Au cours de cette dernière décennie, la méthode DDD est devenue un outil nu-
mérique puissant notamment en France (équipes Kubin, Devincre et Fivel) permet-
tant d’appréhender la plasticité à l’échelle mésoscopique [67]. Elle vient également
combler l’écart existant entre les simulations atomistiques (statique et dynamique
moléculaires) et les théories continues de dislocations. La DDD est ainsi capable de
retrouver naturellement les effets de taille [63, 16]. On dénote également des cou-
plages de la DDD avec les éléments finis [222], les simulations atomistiques [203, 43]
et la plasticité cristalline [231, 40]. Récemment, un couplage avec les méthodes spec-
trales de type FFT a été proposé dans le but de réduire le temps de calcul des
champs de contraintes internes générés par les dislocations [26, 85].

Avec les moyens de calculs numériques actuels, la taille des cellules élémentaires
utilisées est faible (de l’ordre de 10µm3) [133]. Ces limites sont dues au nombre
croissant des segments de dislocations qu’il est nécessaire de traiter lorsque la défor-
mation augmente. Afin de garder un temps de calcul raisonnable, de grandes vitesses
de déformations sont également employées. Pour les mêmes raisons, la plupart des
codes DDD se limitent à l’élasticité isotrope, car les calculs en élasticité anisotrope
nécessitent des temps de calculs plus élevés [35].

1.5.2 Méthodes de champ de phase

Les méthodes de champ de phase ("PFM : Phase Field Method" en anglais) sont
des outils puissants pour décrire les microstructures de solidification et les micro-
structures issues de transitions de phase à l’état solide. Les principales applications
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Figure 1.22 – (a) : Configuration initiale montrant des segments de dislocations.
(b) : Microstructure obtenue après écrouissage [226].

des méthodes de champ de phase sont réalisées dans l’étude de la solidification den-
dritique [120, 121], de la solidification directionnelle [236, 32, 181], des joints de
grains [44, 122, 119], des transformations à trois phases [205, 217]. Les méthodes
de champ de phase sont capables d’appréhender les phénomènes physiques tels que
l’interaction entre des boucles de dislocations et les précipités le long d’un plan de
glissement, illustrant par exemple le mécanisme d’écrouissage d’Orowan comme le
montre la figure 1.23 [234]. Les principales contributions dans le domaine des dislo-
cations ont été apportées par Wang et al. [234, 233, 235] et Rodney et al. [191]. Ces
auteurs se sont basés sur l’idée de Nabarro [173] selon laquelle une boucle de dislo-
cation peut être décrite comme une plaquette d’inclusion cohérente, entourée d’une
boucle de dislocations, avec une déformation libre de contrainte ("eigenstrain") reliée
au vecteur de Burgers de la boucle de dislocations et à la normale au plan de glis-
sement (cf. figure 1.24). L’ingrédient essentiel des modèles de champ de phase est la
fonctionnelle d’énergie libre (constituée de trois types d’énergie : énergie cristalline,
élastique et à gradient) qui entre dans la formulation de l’équation cinétique pour la
description de la dynamique des dislocations. Depuis 2002, une nouvelle technique
à champ de phase connue sous le nom de "champ de phase cristallin" a été égale-
ment développée. Elles se différencie des méthodes de champ de phase classiques en
utilisant une description de la matière à l’échelle atomique [61, 60, 204].
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Figure 1.23 – Figure montrant le développement d’une boucle de dislocation inter-
agissant avec des précipités le long d’un plan de glissement illustrant l’écrouissage
d’Orowan. Les numéros indiquent la forme des boucles en fonction du temps [234].

Figure 1.24 – Description des dislocations par une plaquette d’inclusion entourée
d’une ligne de dislocation dans les méthodes de champ de phase. (a) : La ligne de
dislocation ABC se terminant à la surface du cristal aux points A et C. (b) : Boucle
de dislocations représentée par une plaquette d’inclusion cohérente. b représente le
vecteur de Burgers et d est l’épaisseur de la plaquette de vecteur normal n [234].
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1.5.3 Les théories statistiques de dislocations

Les principaux investigateurs de cette méthode sont Groma [92], El-Azab [59],
Zaiser [242, 243]. Les méthodes statistiques permettent d’étudier la formation des
structures de dislocations et la dynamique de l’écoulement plastique. La figure 1.25
donne un exemple d’application des méthodes statistiques sur la prédiction de l’évo-
lution des densités d’obstacles aux dislocations, lors de la formation des canaux de
glissement dans les zones à fortes concentrations de densités de dislocations [15].
Les théories statistiques se basent sur l’argument selon lequel la distribution des
dislocations dans un cristal est de nature statistique. Le comportement plastique
d’un cristal déformé dépend alors des propriétés statistiques de l’ensemble de dislo-
cations plutôt que sur l’emplacement précis de la dislocation individuelle. Ainsi, un
ensemble d’arrangements de dislocations statistiquement équivalentes est considéré
et un grand nombre de densités de dislocations est défini par des moyennes d’en-
semble en prenant en compte les fonctions de corrélations spatiales. La description
de l’évolution spatio-temporelle des microstructures est obtenue par la résolution
des équations différentielles stochastiques. Le principal défi des théories statistiques
réside dans la caractérisation physique des différents termes source (qui prennent en
compte la nucléation et l’annihilation des dislocations) et la dérivation des fonctions
de corrélation (qui caractérisent l’organisation spatiale des dislocations) qui ne sont
pas résolues dans ces traitements, mais obtenues soit de manière phénoménologique
ou soit par simulations de type DDD ou encore expérimentalement.

Figure 1.25 – Evolution de la distribution des densités d’obstacles ρ en fonction de
la déformation moyenne Γ au cours de la formation des canaux de glissement dans
les zones à fortes densités de dislocations [15].
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1.5.4 Théories de la plasticité à gradient

Elles ont été proposées pour la première fois par Aifantis [168], avant d’être éten-
dues par plusieurs auteurs [84, 108, 5, 94, 69]. Dans sa théorie, Aifantis introduit
les modèles à gradient de variables internes telles que les gradients de déformations
plastiques pour appréhender les effets d’interactions entre les structures de disloca-
tions dans les métaux [14]. La théorie d’Aifantis se base sur les lois de comportement
élasto-plastiques, tout en introduisant un terme additionnel dans le seuil de plas-
ticité sous la forme du Laplacien de la déformation plastique accumulée. D’autre
part, Fleck et Hutchinson [70] ont utilisé les termes du second gradient de défor-
mations pour expliquer des effets d’échelle de longueur observés lors de la torsion
d’un fil mince de cuivre (figure 1.26), en se basant sur la dépendance de l’écrouis-
sage plastique des gradients de déformations [69, 70]. Plus tard, Acharya et Bassani
[4] ont proposé un modèle qui s’appuie sur l’idée selon laquelle, la distribution des
dislocations géométriquement nécessaires peut être obtenue à partir de la mesure de
l’incompatibilité du réseau cristallin. L’échelle de longueur du matériau est intro-
duite sous forme de mesure du gradient d’incompatibilité dans la loi d’écrouissage,
pour rendre compte à la fois de l’effet des GNDs et des SSDs [5]. Une amélioration
de la théorie de Fleck et Hutchinson [70] basée sur l’utilisation de la forme généra-
lisée de la loi d’écoulement plastique de Von Mises pour introduire les gradients de
déformations a été proposée plus tard par les mêmes auteurs [71]. Il existe égale-
ment des modèles récemment proposés par Gurtin et Needleman [93] qui prennent
en compte les conditions de saut aux interfaces de type joints de grains. Leur mo-
dèle introduit l’utilisation d’un système de microforces sous forme de contraintes
ou de forces internes, dont l’équilibre modifie les conditions de plasticité sur chaque
système de glissement. D’autres théories de type Cosserat ou micromorphe existent
également pour rendre compte des effets de taille sur la contrainte d’écoulement
dans les polycristaux [46] et les structures à canaux [73, 47].

Bien que les théories continues de plasticité soient basées sur les dislocations
géométriquement nécessaires, l’introduction des longueurs internes reste toutefois
phénoménologique. Ces théories n’ont pas été quantitativement dérivées sur des
considérations prenant en compte les mécanismes de création de dislocations ainsi
que leur propagation (lois d’évolution dans le temps du tenseur de Nye par exemple).
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Figure 1.26 – Effets de l’échelle de longueur l/a, où l est la longueur interne phéno-
ménologique du modèle de plasticité à gradient de Fleck et Hutchinson, sur le couple
de torsion Q d’un fil mince en cuivre de rayon constant a. Q0 représente le couple
de référence, n est un paramètre d’écrouissage et µ est un coefficient de couplage
(cf. [70]).

1.5.4.1 Les théories continues de dynamique des dislocations

Les théories continues de dynamiques des dislocations décrivent l’évolution des
microstructures de dislocations en terme de variables internes de champs continus,
pour lesquels une équation d’évolution est formulée. Historiquement, on distingue le
modèle à variable simple initialement introduit par Gilman et développé par Kocks,
Mecking et d’autres auteurs [123, 132]. Il existe également des modèles thermodyna-
miques qui prennent en compte le transport et l’organisation spatiale des dislocations
par une minimisation de l’énergie interne [135, 104]. On distingue aussi les théories
continues des dislocations de type Kröner [177, 128, 171, 125, 130], qui se basent sur
l’utilisation du tenseur densité de dislocations et l’équation de transport des dislo-
cations de Kröner. Récemment, une théorie d’ordre supérieur basée sur la moyenne
statistique des systèmes de dislocations a été introduite [244, 103, 197, 102, 198].
Dans cette théorie d’ordre supérieur, les champs continus de densités de disloca-
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tions sont constitués de deux variables de champs : la densité totale et la densité
de rotation définies dans un espace de dimension supérieure qui, au-delà des points
spatiaux, contient également une ligne d’orientation des dislocations comme dimen-
sion supplémentaire. Compte tenu du coût de calcul très élevé de cette formulation,
des approches simplifiées ont été dérivées de cette formulation initiale et permettent
d’obtenir des informations réduites sur les variables de champs [103, 197]. Un outil
numérique a été récemment développé par Sandfeld et al. [198] pour la conversion
d’une représentation discrète de dislocations obtenue par la dynamique des disloca-
tions discrètes (DDD) en une représentation continue (cf figure 1.27), ce qui permet
une comparaison entre la DDD et le modèle continu d’ordre supérieur.

Figure 1.27 – Configuration initiale de densités de dislocations obtenue par la
dynamique des dislocations discrètes (en haut à gauche) à partir de laquelle les
valeurs initiales des variables de champ (ρ, |%|, q, %s, %e) de la théorie continue de
dynamique des dislocations sont obtenues (cf. [198]).

1.5.4.2 La mécanique des champs de dislocations (FDM)

La mécanique des champs de dislocation ("FDM : Field Dislocation Mechanics"
en anglais) fait partie des théories continues de dynamique des dislocations. Elle se
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base sur l’utilisation du tenseur densité de dislocations de Nye [177, 31, 51, 171,
237, 129, 131] pour la description des structures émergentes de dislocations à une
échelle mésoscopique. La théorie de Kröner a été repensée par Acharya [1, 193, 7]
et s’appuie sur l’idée selon laquelle les densités de dislocations sont responsables
de l’incompatibilité du réseau cristallin et des contraintes internes à longue portée.
La FDM permet de calculer ces contraintes internes associées à la présence des
dislocations géométriquement nécessaires, ainsi que l’évolution de ces dernières à
travers une équation de transport des densités de dislocations [171, 2, 224, 223].
Cette équation de transport est résolue en considérant les spécifications sur les flux
de dislocations et sur la déformation plastique aux frontières. L’évolution des champs
de dislocations et des contraintes internes dépend du chemin de déformation suivi, et
l’anisotropie entre ces deux champs résulte de leur histoire [223]. La FDM autorise en
effet le traitement des systèmes sur une large gamme d’échelles de longueur, allant
de la nano-structure au spécimen de traction habituel, et permet de réaliser des
déformations finies en travaillant sur les échelles de temps réelles [1, 2, 193, 7]. La
FDM est plus appropriée pour les problèmes aux conditions aux limites générales et
permet un traitement fondamental de la plasticité non-linéaire avec les dislocations
géométriquement nécessaires. Elle trouve sa première application dans les systèmes
de petites dimensions tels que les films minces, les structures à canaux pour lesquels
les effets de tailles sont prépondérants, car les dimensions des systèmes considérées
ne sont que faiblement supérieures à celles des structures internes de dislocations
[194, 209]. A titre d’exemple, la figure 1.28 rapportée dans [209] montre, pour des
conditions initiales prenant en compte des profils d’empilement de dislocations, l’effet
de l’épaisseur d’un canal sur les courbes contrainte-déformation macroscopique dans
un matériau à canal, avec des comparaisons entre la FDM et le modèle de plasticité
conventionnelle. La FDM s’applique aussi au domaine des chargements complexes,
car le durcissement du matériau dépend fortement des structures de dislocations
formées pour un type de chargement donné [224, 223, 214]. Dans le chapitre 2, les
équations fondamentales de la FDM seront rappellées, de même que son extension
phénoméologique à l’échelle mésoscopique.
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Figure 1.28 – Effet de l’épaisseur s d’un canal de fraction volumique constante
fW = 0.1 sur la courbe contrainte-déformation macroscopique. model 1 : plasticité
conventionnelle, model 2 : plasticité conventionnelle avec les conditions de saut aux
interfaces., model 3a et model 3b : mécanique des champs de dislocations avec les
conditions de saut aux interfaces et avec la prise en compte de sources de dislocations
par des profils initiaux de déformation plastique correspondant à des empilements
de dislocations [209].

1.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue les mécanismes de déformations
plastiques basées sur le glissement des dislocations individuelles et collectives. Nous
sommes partis de la définition des dislocations individuelles pour aboutir à la formu-
lation classique de la plasticité cristalline pour les monocristaux et pour les agrégats
polycristallins. Nous avons également rappelé la cinématique du glissement, les lois
d’écrouissage, les lois de comportement et les modèles micromécaniques à champs
moyens et à champs complets pour l’étude des polycristaux en plasticité cristalline
conventionnelle. Pour tenir compte de certains aspects de la plasticité qui échappent
à la théorie conventionnelle, nous avons introduit brièvement les théories de plasticité
actuelles de natures discrètes et continues qui sont capables de prendre en compte la
formation des structures de dislocations géométriquement nécessaires (GNDs), ainsi
que les interactions entre ces dernières dans un contexte de plasticité non-locale.

Le présent travail de thèse est exclusivement basé sur une formulation spectrale
de la théorie de la mécanique des champs de dislocations et de son extension phéno-
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ménologique à l’échelle mésoscopique. Une étude détaillée des équations de champs
et d’évolution des densités de dislocations, ainsi que les conditions aux limites asso-
ciées à leurs résolutions sera présentée dans le chapitre 2. En outre, les différentes
hypothèses constitutives et les conditions aux interfaces de type joints de grains ou
de phases seront également rapportées dans le prochain chapitre.

50



51



Chapitre 2

Mécanique des Champs de
Dislocations et extensions

2.1 Objectifs

L’objectif général de ce chapitre est de présenter les fondements de la théorie de
la mécanique des champs de dislocations. Dans un premier temps, nous introduirons
la notion d’incompatibilité cristalline en présence de dislocations. Nous montrerons
notamment que le vecteur de Burgers introduit par les lignes de dislocations gé-
nère des distortions élastiques (et plastiques) incompatibles au sein du cristal. En
introduisant ensuite le tenseur des densités de dislocations de Nye, nous montrerons
que le caractère singulier du vecteur de Burgers (description de Volterra) peut être
substitué par une description complètement continue à l’aide de densités de dislo-
cations auxquelles sont associées les distortions incompatibles. Dans un deuxième
temps, nous rappelerons la décomposition de Stokes-Helmholtz de la distorsion élas-
tique récemment utilisée par Acharya pour pouvoir déterminer de façon unique les
champs de déformation élastique et de contrainte dûs à la présence d’une densité de
dislocations au sein du cristal. Ensuite, nous présenterons comment la mécanique
des champs de dislocations est capable de rendre compte de la plasticité liée au
mouvement des densités de dislocations. Nous introduirons l’équation de transport
des densités de dislocations polarisées, puis la loi de mobilité associée à ce transport.
Nous pourrons ensuite définir un cadre thermodynamique qui nous permettra d’ex-
primer des forces motrices pour le transport des densités de dislocations. Finalement,
nous présenterons l’extension mésoscopique de la mécanique des champs de dislo-
cations qui permet de modéliser la déformation plastique des matériaux cristallins
à une échelle de résolution micrométrique. Nous porterons un accent particulier sur
les notions de densités de dislocations statistiques et géométriquement nécessaires.
Nous rappellerons également des conditions de continuité interfaciale récemment
introduites par Acharya [3]. Au sein de ce chapitre, nous fournirons des formula-
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tions variationelles résolues par la méthode des éléments finis pour la résolution des
champs élastiques des densités de dislocations et pour l’approximation de l’équation
de transport. Cela nous servira de validation et de comparaison pour les prochains
chapitres.

2.2 Représentation continue des dislocations : Ci-
nématique et incompatibilité du réseau cris-
tallin

Soit (R) la configuration de référence (ou configuration initiale) d’un cristal com-
pact, parfait et dénué de toutes contraintes, et (C) sa configuration finale (ou confi-
guration déformée) compacte et continue. La configuration déformée (C) est obtenue
en appliquant une transformation x = x(X) de gradient de transformation F à la
configuration de référence (R). Le vecteur X représente la position dans la configura-
tion de référence (R) d’un point x dans la configuration finale (C). La transformation
x est supposée bijective, continue, dérivable et à dérivée continue. Elle s’écrit :

dx = F · dX = ∂x
∂X
·X. (2.1)

Le tenseur F peut se décomposer multiplicativement en une partie plastique Fp et
une partie élastique Fe :

F = Fp · Fe. (2.2)

Fp représente la partie plastique de F. Lorsqu’elle est appliquée à la configuration
de référence (R), elle conduit à une configuration intermédiaire disloquée (I) dans
laquelle le vecteur de Burgers b est introduit comme une discontinuité. En effet
deux atomes voisins dans la configuration de référence (R) peuvent se retrouver à
une grande distance l’un de l’autre dans la configuration intermédiaire (I). Le champ
de déplacement plastique est donc discontinu et Fp ne peut donc pas être le tenseur
gradient d’un champ de vecteur, d’où l’incompatibilité du réseau cristallin.

Fe représente la partie élastique de F qui opère sur la configuration intermédiaire
(I) pour obtenir la configuration déformée (C) qui est continue et compacte. Appliqué
à la configuration (I), Fe permet de rétablir la continuité du déplacement total dans
la configuration (C). Inversement, la transformation élastique inverse Fe−1 appliquée
à la configuration (C) mène à la configuration (I) où le déplacement plastique est
discontinu. Fe représente donc une incompatibilité d’origine élastique qui compense
l’incompatibilité plastique décrite par Fp. Tout comme Fp, Fe n’est pas en général
un tenseur gradient, contrairement à F.
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Le champ de déplacement u est donc défini par :

u = x−X. (2.3)

La transformation F peut donc s’écrire sous la forme :

F = I + grad u, (2.4)

où I est le tenseur unitaire d’ordre deux.

Figure 2.1 – Représentation des différentes configurations du cristal contenant une
dislocation vis [208].

Soit l’exemple d’un cristal contenant une dislocation vis représenté par la figure
2.1 sur laquelle les différentes configurations du cristal sont rappelées. La courbe fer-
mée C entourant la dislocation (représentée par la ligne de dislocation en pointillés)
dans la configuration déformée (C) représente le circuit de Burgers qui a été intro-
duit au chapitre 1. La courbe C est conventionnellement orientée dans le sens fourni
par la règle du tire-bouchon de Maxwell (RH ou "Right-Hand" rule en anglais). Dans
la configuration déformée (C), S et F sont confondus. En appliquant la distorsion
élastique inverse Fe−1 à (C), les points F et S deviennent les points distincts F’ et S’
dans la configuration intermédiaire disloquée (I). Le défaut de fermeture du circuit
C noté b, et défini selon la convention "Finish-Start" (FS), est appelé vecteur de
Burgers vrai de la dislocation. En intégrant la distorsion élastique inverse Fe−1 le
long de la courbe C, en partant de S’ vers F’, on définit b par :

F ′S ′ = b = −
∮

Fe−1 · dx. (2.5)

Lorsque b est non nul, Fe−1 n’est pas le gradient d’un champ de vecteur d’où l’in-
compatibilité de réseau au sens où, en un point de la courbe C, le déplacement de
réseau prend deux valeurs distinctes. La configuration intermédiaire peut être définie
en ce point, mais deux domaines infinitésimaux voisins qui sont compatibles dans la
configuration de référence, y sont alors géométriquement incompatibles. Cependant,
si b est nul, Fe−1 est le gradient d’un champ de vecteurs, le champ de déplacement
est bijectif et il y a compatibilité du réseau :∮

Fe−1 · dx = 0. (2.6)
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Le théorème de Stokes appliqué à la distorsion élastique inverse Fe−1 de l’équa-
tion (2.5) donne : ∮

C
Fe−1 · dx =

∫
S

rot(Fe−1) · ndS, (2.7)

avec S la surface délimitée par la courbe C et n la normale unitaire à cette surface.
D’après cette dernière équation, la condition nécessaire et suffisante pour que Fe−1

soit compatible est écrite sous la forme suivante, en se basant sur l’équation (2.6) :

rot(Fe−1) = 0. (2.8)

En revanche, lorsque rot(Fe−1) 6= 0, F−1
e est incompatible. L’équation (2.6) est

appelée équation de compatibilité, et rot(Fe−1) constitue une mesure de l’incompa-
tibilité.

2.3 Introduction du tenseur densité de disloca-
tion

L’équation (2.5) donnant le vecteur de Burgers peut s’écrire, grâce à l’équation
(2.7), sous la forme :

b = −
∮
C

Fe−1 · dx = −
∫
S

rot(Fe−1) · ndS, (2.9)

où S représente la surface délimitée par la courbe C et n la normale unitaire à
cette surface. La dislocation continue associée à la transformation élastique Fe−1

est le tenseur des densités de dislocations de Nye [177] α encore appelé densité de
dislocations en excès ou polarisée ou encore densités de dislocations géométriquement
nécessaires ("Geometrically Necessary Dislocations" en anglais ou GNDs). Dans un
repère Cartésien (e1,e2,e3), la composante αij = bitj de α fournit pour une surface
unitaire S et pour une dislocation (définie par la convention Finish-Start/Right-
Hand), le vecteur de Burgers net bi dans la direction ei et le vecteur unitaire tj
dans la direction ej. D’après cette définition, le vecteur de Burgers net peut être
exprimé comme :

b =
∫
S
α · n dS. (2.10)

Par analogie à l’équation (2.9), le tenseur α peut s’écrire sous la forme suivante :

α = −rot(Fe−1). (2.11)

Dans l’hypothèse des petites déformations élastiques, Fe−1 = I−Ue, où Ue est
la distorsion élastique linéarisée, et I est le tenseur unitaire d’ordre deux. Dans ce
cas, le tenseur α s’écrit :

α = −rot(Fe−1) = −rot(I−Ue) = rot(Ue). (2.12)
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En outre, le tenseur α peut encore s’écrire, d’après l’équation (2.10), sous la forme
suivante pour un ensemble de dislocations traversant une surface notée 4S (non
nécessairement unitaire) :

α = B⊗ t, (2.13)
ou encore en notation indicielle :

αij = Bitj, (2.14)

avec Bi = Bei et B = nb

4S, n étant le nombre de dislocations de norme b et de
vecteur de Burgers b suivant la direction ei, traversant la surface unitaire normale
à t suivant la direction ej :

α = nb

4Sei ⊗ ej. (2.15)

Par définition, αij est un tenseur non symétrique possédant 9 composantes indépen-
dantes. Les termes diagonaux représentent les dislocations vis, puisque le vecteur
ligne et le vecteur de Burgers sont parallèles. Les termes non diagonaux représentent
les dislocations coins : les deux vecteurs étant orthogonaux. On compte donc six
sortes de dislocations coins et trois sortes de dislocations vis. En termes d’unité, les
composantes de αij sont exprimées d’après l’équation (2.15) en m de vecteurs de
Burgers par m2 de surface, c’est-à-dire en m−1.

A partir de l’équation (2.12), il suit une loi de conservation :

divα = div rot Ue = 0, (2.16)

qui traduit la condition de fermeture d’une ligne de dislocation dans le domaine V
occupé par un cristal.

2.4 Equations élasto-statiques de la Mécanique
des Champs de Dislocations

2.4.1 Equations des champs élasto-statiques

Considérons un cristal continu de volume V et de frontière ∂V contenant une
distribution de dislocations en excès représentée par le tenseur des densités de dislo-
cations α. Le but du problème élasto-statique est la détermination des contraintes
internes provoquées par l’incompatibilité du réseau associée à la présence de α. Un
champ de vecteur traction td connu est appliqué en tout point d’une partie ∂Vt de
la frontière ∂V du volume V . La partie ∂Vu restante de cette surface est soumise
en tout point à un déplacement ud imposé (figure 2.2). Le domaine est en équilibre
sous l’action de l’ensemble de ces charges.
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Figure 2.2 – Cristal de volume V avec les conditions aux limites mixtes en
contrainte td = σ · n et en déplacement ud sur la frontière ∂V .

Dans l’hypothèse de petites pertubations, la distorsion totale du réseau cristallin
U = grad u (u étant le vecteur déplacement) est donc supposée intégrable (compa-
tible). Elle peut être écrite comme la somme de la distorsion élastique Ue, et de la
distorsion plastique Up :

U = Ue + Up. (2.17)

La seule donnée du problème est le tenseur α qui est lié à la distorsion élastique
du réseau Ue par l’équation (2.12). En adoptant la loi constitutive élastique linéaire
de Hooke pour le champ de contrainte, il vient :

T = C : Ue,sym = C : εe, (2.18)

où C est le tenseur d’ordre quatre des modules élastiques hétérogènes, avec les pro-
priétés de symétrie majeur Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij, εe représente le tenseur
des déformations élastiques ou la partie symétrique du tenseur des distorsions élas-
tiques et T désigne le tenseur des contraintes de Cauchy. L’équation d’équilibre des
contraintes s’écrit (sans forces de volume et d’inertie) alors :

div T = 0 dans V . (2.19)

2.4.2 Décomposition de Stokes-Helmholtz et équations de
Poisson

Le tenseur Ue peut être écrit selon la décomposition orthogonale de Stokes-
Helmholtz qui stipule que tout champ tensoriel est susceptible d’être décomposé
en une composante "longitudinale" (irrotationnelle) et une composante "transverse"
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(solénoïdale), soit la somme du gradient d’un champ vectoriel w et du rotationnel
d’un champ tensoriel χ [115]. Cette décomposition est unique et s’écrit sous la
forme :

Ue = Ue,⊥ + Ue,‖ = rot χ+ grad w, (2.20)

où Ue,⊥ = rot χ et Ue,‖ = grad w représentent, respectivement, les parties incom-
patible et compatible de Ue. En appliquant cette décomposition, le tenseur densité
de dislocations α défini par l’équation (2.12) devient :

α = rot Ue,⊥ (2.21)

car rot grad w = 0. On déduit de ce qui précède que le calcul de la densité
de dislocations ne fait pas intervenir le vecteur w. De manière complémentaire,
div Ue,⊥ = div rot χ = 0. Ainsi, pour garantir l’unicité de Ue,⊥ et s’assurer qu’il
ne contient pas de partie compatible, il faut aussi exiger :

div Ue,⊥ = 0 dans V
Ue,⊥ · n = 0 sur ∂V.

(2.22)

En invoquant l’identité rot rot Ue,⊥ = grad div Ue,⊥ − div grad Ue,⊥ et
en utilisant la relation (équation (2.22)), la partie incompatible de la distorsion
élastique est solution d’une équation de type Poisson :

div grad Ue,⊥ = 4Ue,⊥ = −rot α dans V, (2.23)

avec,
U⊥e .n = 0 sur ∂V. (2.24)

En notation indicielle, les équations (2.23) et (2.24) s’écrivent :

U e,⊥
ij,kk = −ejklαil,k

U e,⊥
ij nj = 0.

(2.25)

Complétées par leurs conditions aux limites respectives, les équations élasto-
statiques (équation (2.18)), (équation (2.19)), (équation (2.20)) et (équation (2.23))
posent le problème élasto-statique des champs de dislocations.

2.4.3 Détermination de la distorsion plastique

D’après l’équation (2.17), la distorsion totale du réseau cristallin est définie
comme la somme de la distorsion élastique Ue, et plastique Up. La décomposition
de Stokes-Helmholtz appliquée au tenseur Up s’écrit :

Up = Up,⊥ + Up,‖. (2.26)
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En fonction des équations (2.20) et (2.26), le vecteur gradient du déplacement de-
vient :

U = grad u = Ue,⊥ + Up,⊥ + Ue,‖ + Up,‖. (2.27)

Il est trivial de remarquer dans cette relation que les parties incompatibles Ue,⊥ et
Up,⊥ doivent s’annuler pour que U soit un tenseur gradient :

Ue,⊥ + Up,⊥ = 0 =⇒ Up,⊥ = −Ue,⊥. (2.28)

Cette relation vient prouver l’affirmation selon laquelle l’incompatibilité engen-
drée par la transformation plastique Fp est compensée par une incompatibilité élas-
tique, de sorte que la configuration déformée (C) soit compacte et continue. On
déduit alors que :

U = Ue,‖ + Up,‖ =⇒ Up,‖ = U−Ue,‖. (2.29)

Etant donnée une distribution du tenseur α au sein du cristal, les distorsions
élastiques et plastiques incompatibles sont solutions des équations (2.25) et (2.28).
Comme montré ci-dessous, la distorsion élastique compatible permet d’assurer l’équi-
libre des contraintes en présence de distorsions élastiques incompatibles et d’un
champ extérieur appliqué. Egalement montré plus tard, la distorsion plastique com-
patible provient du glissement compatible des dislocations. A l’état initial, ne sachant
pas d’où provient la densité de dislocations, on se donne Up,‖ = 0.

2.4.4 Equations de Navier pour les champs de distorsions
élastiques compatibles

Les équations de champs élasto-statiques (2.18), (2.19), (2.20) et (2.23) peuvent
être formulées sous forme d’équation aux dérivées partielles de type Navier dans V :

div C : Ue,‖
sym + f⊥ = 0, (2.30)

où Ue,‖ = grad w et la densité de force volumique f⊥ = div C : Ue,⊥
sym reflète

l’incompatibilité qui découle de la présence des dislocations. Les conditions aux
limites sur Ue,‖ sur les frontières ∂V pour la résolution de l’équation de type Navier
sont données par :

w = wd sur ∂Vu
C : Ue,‖

sym · n = td −C : C : Ue,⊥
sym · n sur ∂Vt.

(2.31)

L’équation d’équilibre de type Navier (2.30) ainsi que les conditions aux limites
(2.31) forment le problème standard d’élasticité pour le champ inconnu Ue,‖, qui
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peut donc être déterminé de manière unique. La densité de force volumique f⊥ est
déterminée au préalabre en résolvant l’équation de type Poisson (2.23), une fois la
densité de dislocations α prescrite.

En considérant un milieu de référence homogène avec un module d’élasticité
linéaire C0, tel que C = C0 + δC, l’équation (2.30) peut s’écrire sous la forme
indicielle suivante :

C0
ijklwk,lj + τij,j = 0. (2.32)

Dans cette équation, τij = CijklU
e,⊥
kl + δCijklwk,l représente le tenseur des champs

de polarisation représentatif de l’incompatibilité de la déformation élastique due à
la présence des dislocations, et aux hétérogénéités élastiques dans le matériau [238].
Comme τ contient une déformation compatible inconnue, l’équation (2.32) est une
équation implicite dont la résolution fait l’objet du prochain chapitre.

Dans le cas particulier de l’élasticité homogène décrite par le module d’élasticité
C0
ijkl, le tenseur de polarisation s’annule et l’équation (2.32) se réduit à :

C0
ijklwk,lj + C0

ijklU
e,⊥
kl,j = 0. (2.33)

De plus, lorsqu’on considère une élasticité isotrope, avec C0
ijkl = λδijδkl+µ (δikδjl + δilδjk),

l’équation (2.33) se met sous la forme :

µwi,kk + (λ+ µ)wk,ki + λU e,⊥
kk,i + µ

(
U e,⊥
ik,k + U e,⊥

ki,k

)
= 0 (2.34)

où µ et λ sont, respectivement, le module de cisaillement et la constante de Lamé
du matériau.

La résolution de l’équation (2.32) se fera par une approche spectrale de type FFT
en élasticité homogène, puis, hétérogène dans le chapitre 3 de ce document. Dans les
exemples ci-après, nous considérons le cas de l’élasticité homogène (équation (2.33))
dans le cas de dislocations vis et coin rectilignes. Nous fournirons également dans
ce qui suit une formulation variationelle qui sera résolue par éléments finis pour
approximer les champs élastiques associés aux dislocations.

2.4.5 Cas des dislocations vis et coins en élasticité linéaire
et homogène

2.4.5.1 Dislocation vis

Ici, nous considérons un cristal muni d’un repère (e1, e2, e3) et supposé infini dans
la direction e3 (figure 2.3). Ce cristal contient en son centre une dislocation vis de
vecteur ligne t = e3 et de vecteur de Burgers b = be3. La seule composante non nulle
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du tenseur densité de dislocations α est α33(x). Pour cette densité de dislocations,
les équations (2.23) et (2.24) se réduisent à deux équations aux dérivées partielles
de type Poisson :

U e,⊥
31,11 + U e,⊥

31,22 = −α33,2 (2.35)

U e,⊥
32,11 + U e,⊥

32,22 = α33,1, (2.36)

avec U e,⊥
31 et U e,⊥

32 nulles aux frontières de normales n1 et n3 pour U e,⊥
31 , et n2 et n4

pour U e,⊥
32 :

U e,⊥
32 = U e,⊥

31 = 0 (2.37)

Dans le cas d’une dislocation vis dans un milieu homogène linéaire élastique
isotrope, les seules contraintes mises en jeu sont T31 et T32. Le vecteur w(w1, w2)
solution de l’équation (2.34) étant nul, seule la partie incompatible de la déformation
élastique satisfait l’équation d’équilibre (2.34). Dans ce cas, les contraintes T31 et
T32 sont données par :

T23 = T32 = µU e,⊥
32 (2.38)

T13 = T31 = µU e,⊥
31 . (2.39)

D’autres champs élastiques, tels que les rotations élastiques, peuvent aussi être dé-
duites de la manière suivante :

ωe32 = −ωe23 =U
e,⊥
32
2

(2.40)

ωe31 = −ωe13 =U
e,⊥
31
2

(2.41)

Figure 2.3 – Figure illustrant les normales aux frontières d’un cristal contenant
une dislocation vis α33.
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2.4.5.2 Dislocation coin

Considérons une dislocation coin de vecteur ligne t = e3 et de vecteur de Burgers
b = be1 au centre d’un cristal supposé infini dans la direction e3 et muni d’un
repère (e1, e2, e3) (figure 2.4). La seule composante non nulle du tenseur densité de
dislocations α est α13(x). Pour cette densité de dislocations, les équations (2.23) et
(2.24) se réduisent aussi à deux équations de type Poisson :

U e,⊥
11,11 + U e,⊥

11,22 = −α13,2 (2.42)

U e,⊥
12,11 + U e,⊥

12,22 = α13,1, (2.43)

avec U e,⊥
11 et U e,⊥

12 nulles aux frontières de normales n1 et n3 pour U e,⊥
11 , et n2 et n4

pour U e,⊥
12 :

U e,⊥
11 = U e,⊥

12 = 0. (2.44)

Les parties incompatibles U e,⊥
11 et U e,⊥

12 étant supposées connues, les parties com-
patibles peuvent, à présent, être calculées dans le cas d’un comportement homogène
isotrope en se servant de la relation (2.34). Ainsi, on obtient deux équations aux dé-
rivées partielles permettant de calculer le vecteur inconnu w(w1, w2) (comme dans
[1]) :(λ+ 2µ)w1,11 + µw1,22 + (λ+ µ)w2,12 = − (λ+ 2µ)U e,⊥

11,1 − µU
e,⊥
12,2

µw2,11 + (λ+ 2µ)w2,22 + (λ+ µ)w1,12 = −µU e,⊥
12,1 − λU

e,⊥
11,2

. (2.45)

Les conditions aux limites pour leurs résolutions sont précisées par l’équation (2.31).
Une fois w1 et w2 obtenues, les quatres distorsions élastiques compatibles U e,‖

11 , U e,‖
12 ,

U
e,‖
21 et U e,‖

22 sont alors dérivées par les relations suivantes :

U
e,‖
11 = ∂w1

∂x1

U
e,‖
12 = ∂w1

∂x2

U
e,‖
21 = ∂w2

∂x1

U
e,‖
22 = ∂w2

∂x2

. (2.46)

Les contraintes internes sont également obtenues par les relations suivantes :
T11 = (λ+ 2µ)

(
U
e,‖
11 + U e,⊥

11

)
+ λU

e,‖
22

T22 = λ
(
U
e,‖
11 + U e,⊥

11

)
+ (λ+ 2µ)U e,‖

22

T12 = µ
(
U
e,‖
21 + U

e,‖
21 + U e,⊥

12

) . (2.47)
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Figure 2.4 – Figure illustrant les normales aux frontières d’un cristal contenant
une dislocation coin α13.

2.4.6 Résolution des équations élasto-statiques de la FDM
par la méthode des éléments finis

La détermination des parties incompatibles de la distorsion élastique a conduit
aux équations aux dérivées partielles de type Poisson ((2.35) et (2.36) pour la dis-
location vis, et (2.42) et (2.43) pour la dislocation coin). Pour la dislocation vis,
les solutions des équations (2.35) et (2.36) suffisent pour résoudre le problème en
contraintes. Par contre, pour la dislocation coin, le problème en contraintes néces-
site la résolution de l’équation de Navier. Cette section est dédiée à la résolution
numérique de ces équations par la méthode EF. Nous nous placerons dans un pre-
mier temps dans un cadre général tridimensionel, avant d’aller aux cas spécifiques.
Nous nous limiterons uniquement à l’écriture des formes faibles. Les applications
numériques seront présentées dans le chapitre 3.

2.4.6.1 Forme faible des équations aux dérivées partielles de type Pois-
son

Le problème consiste à résoudre les équations aux dérivées partielles de la forme :

u,ii = f, (2.48)

avec la condition aux limites u = ud sur la frontière ∂V de V .
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Soit R le résidu ou l’erreur de l’équation (2.48). Il s’écrit :

R = u,ii − f = Lu− f avec ici L = ∂2

∂x2
i

. (2.49)

Soit également v une fonction poids. L’orthogonalisation du résidu R par la fonction
poids v donne :

〈R, v〉 = 〈Lu− f, v〉 = 0, (2.50)

où 〈 〉 représente l’opérateur produit scalaire. La forme intégrale associée s’écrit :∫
V
Lu · v dV −

∫
V
f · v dV = 0. (2.51)

L’équation (2.51) sous forme indicielle donne :∫
V
u,iiv dV −

∫
V
fv dV = 0. (2.52)

D’après le théorème de Green (intégration par parties),∫
V
u,iiv dV =

∫
V

(u,iv),i dV −
∫
V
u,iv,i dV . (2.53)

D’après le théorème de la divergence,∫
V

(u,iv),i dV =
∫
∂V
u,i v ni dS. (2.54)

En fonction des équations (2.53) et (2.54), l’équation (2.52) devient :∫
V
u,iv,i dV =

∫
∂V
u,i v ni dS −

∫
V
fv dV . (2.55)

L’équation (2.55) est la forme faible de l’équation (2.52). Elle peut également se
mettre sous la forme : ∫

V
u,iv,i dV =

∫
∂V

∂u

∂n
v dS −

∫
V
fv dV . (2.56)

L’application des conditions aux limites conduit à l’équation (2.57) :∫
V
u,iv,i dV =

∫
∂V
qdv dS −

∫
V
fv dV . (2.57)

Maintenant que la forme faible des équations aux dérivées partielles de type
Poisson a été établie dans le cas général, elle peut être appliquée aux cas particu-
liers d’équations aux dérivées partielles permettant la détermination des distorsions
élastiques incompatibles dans le cas des dislocations vis et coin individuelles. Ainsi,
l’application de la formule (2.57) aux équations (2.35) et (2.36) de la dislocation vis,
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tout en remarquant l’absence des conditions aux limites de type Neumann, donne
les formes faibles suivantes dans le cas bidimensionnel (2D) :

∫
V

(
∂U e,⊥

31
∂x

∂v

∂x
+ ∂U e,⊥

31
∂y

∂v

∂y

)
dV = −

∫
V

∂α33

∂y
v dV (2.58)

∫
V

(
∂U e,⊥

32
∂x

∂v

∂x
+ ∂U e,⊥

32
∂y

∂v

∂y

)
dV =

∫
V

∂α33

∂x
v dV . (2.59)

Le même raisonnement appliqué aux équations (2.42) et (2.43) de la dislocation coin
conduit à : ∫

V

(
∂U e,⊥

11
∂x

∂v

∂x
+ ∂U e,⊥

11
∂y

∂v

∂y

)
dV = −

∫
V

∂α13

∂y
v dV (2.60)

∫
V

(
∂U e,⊥

12
∂x

∂v

∂x
+ ∂U e,⊥

12
∂y

∂v

∂y

)
dV =

∫
V

∂α13

∂x
v dV . (2.61)

2.4.6.2 Forme faible de l’équation aux dérivées partielles de types Navier

La résolution de l’équation d’équilibre des forces par la méthode EF nécessite
la mise sous forme faible de l’équation (2.30), grâce à l’utilisation du principe des
travaux virtuels.

Ici, nous considérons un domaine de matière de volume V , soumis à une force de
composantes fi en équilibre et auquel on applique un déplacement virtuel δu. Les
conditions aux limites suivantes liées à la frontière ∂V de V (∂V = ∂V u∪ ∂V t) sont
considérées :

1. w = wd sur ∂V u (conditions aux limites de type Dirichlet),
2. ∂T

∂xi
ni = ∂T

∂n
= td sur ∂V t (conditions aux limites de type Neumann), n étant

la normale à la frontière ∂V .
Le principe des travaux virtuels, en formulation déplacements virtuels, établit que

le travail virtuel des forces internes est égal au travail virtuel des forces externes :

Wint = Wext. (2.62)

Dans le cas de l’élasto-plasticité, la relation précédente s’écrit :∫
V
δεijσij dV =

∫
∂V t

tdi δwi dS +
∫
V
fiδwi dV , (2.63)

où δwi = 0 sur ∂V u et δεij = 1
2

(
∂δwi
∂xj

+ ∂δwj
∂xi

)
. L’équation (2.63) peut encore se

mettre sous la forme suivante :∫
V
δεijCijklε

e
kl dV =

∫
∂V t

tdi δwi dS +
∫
V
fiδwi dV . (2.64)
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En posant ensuite δwi = vi, l’équation (2.64) devient :∫
V
δεijCijklε

e
kl dV =

∫
∂V t

tdi vi dS +
∫
V
fivi dV . (2.65)

L’équation (2.65) est la forme faible qui est à la base de la plupart des formula-
tions éléments finis utilisées en élasticité. Dans le cas de la dislocation coin, elle
s’écrit, en considérant l’équation (2.19) qui montre l’absence des forces volumiques
et surfaciques : ∫

V
δεijCijklε

e
kl dV = 0 (2.66)

De plus en posant εij = εeij + εpij et en remarquant que εpij = −εe,⊥ij + ε
p,‖
ij (avec

ε
p,‖
ij = 0 initialement), l’équation (2.66) devient :∫

V
δεijCijklεkl dV = −

∫
V
δεijCijklε

e,⊥
kl dV , (2.67)

avec εij = 1
2

(
∂wi
∂xj

+ ∂wj
∂xi

)
, où les wi représentent les champs de déplacement so-

lutions de l’équation (2.67). De ces champs de déplacement, on peut déduire les
distorsions élastiques compatibles et les contraintes internes qui sont données res-
pectivement par les équations (2.46) et (2.47) dans le cas d’une élasticité homogène
linéaire et isotrope.

En conclusion, les formes faibles des équations de types Poisson et Navier définies
par les équations (2.58), (2.59), (2.60), (2.61) et (2.67) vont permettre de développer
des programmes éléments finis pour la validation des approches FFT qui seront
développées dans le troisième chapitre du manuscrit.

2.5 Equations d’évolution de la FDM

2.5.1 Flux de vecteur de Burgers et vitesse de distorsion
plastique

Considérons un ensemble de n dislocations de vecteur de ligne t, de même vecteur
de Burgers b tels qu’on puisse définir le tenseur de densités de dislocations α = B⊗t
avec B = nb/4S, la norme de B. Ces dislocations ont une vitesse moyenne (à
l’échelle de résolution adoptée) v par rapport au réseau cristallographique.

Supposons que ces dislocations croisent une courbe fermée C orientée, pour y
pénétrer, et traverser ainsi la surface S qu’elle limite (figure 2.5). Il se crée donc un
flux f de vecteur de Burgers au travers d’un élément de surface dS tangent à C,
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défini comme suit :

f · dx = B (v · dS) = B (v · (t× dx)) . (2.68)

Ce flux peut être encore écrit, en faisant une permutation du produit mixte v ·
(t× dx) sous la forme :

f = −B⊗ t× v = −α× v (2.69)

Figure 2.5 – Lignes de dislocations traversant la surface S délimitée par une courbe
fermée C.

Le flux f est un tenseur opérant sur la configuration déformée (C) et à valeurs
dans la configuration intermédiaire (I). Dans le cadre des petites déformations, le
tenseur des vitesses de distorsion plastique lié au flux de dislocations en excès, noté
U̇
p
est tel que :

U̇
p

= −f = α× v. (2.70)

Le tenseur U̇
p
possède la dimension d’un gradient de vitesse mais n’est pas en

général un tenseur gradient, car il contient une partie incompatible. L’équation (2.70)
est une généralisation tensorielle de la loi d’Orowan aux dislocations en excès (ou
dislocations polarisées).

2.5.2 Equation d’évolution des densités de dislocations en
excès

Considérons de nouveau la surface S délimitée par le circuit de Burgers C. L’équa-
tion de bilan de vecteurs de Burgers stipule que la variation temporelle du vecteur
de Burgers net dans S est égale au flux de vecteurs de Burgers au travers de C :

d

dt

∫
S
α · n dS =

∫
C

f · dx, (2.71)
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où n est le vecteur normal à la surface S. D’après le théorème de Stokes, et en
considérant le fait que la surface S est indépendante du temps, il vient :

d

dt

∫
S
α · n dS =

∫
S

dα

dt
· n dS =

∫
S

rot f · n dS (2.72)

d’où
α̇ = rot f = −rot U̇

p
= −rot (α× v) . (2.73)

L’équation (2.73) est appelée équation de transport des dislocations en excès qui
exprime l’évolution du défaut de fermeture de C en fonction du flux de dislocations
au travers de C. Elle est due à Mura [171] qui l’a attribuée à Kröner [128]. D’après
l’identité rot grad w = 0, on déduit que seule la partie incompatible de la vitesse
de distorsion plastique contrôle l’évolution des dislocations en excès dans l’équation
(2.73). Les phénomènes physiques comme l’initiation des sources de Frank-Read
(figure 2.6), l’annihilation des dislocations et l’extension d’une boucle polygonale
de dislocations peuvent être modélisés à partir de cette équation de transport des
densités de dislocations.

Les conditions aux limites pour la résolution de l’équation de transport doivent
être précisées. En effet, ces dernières ne doivent pas être arbitrairement restrictives.
En particulier, elles doivent autoriser les flux sortant de dislocations. Si n est la
normale extérieure à la frontière ∂V , le flux de dislocations est défini par :

f = α (v · n) (2.74)

Le flux est sortant si v · n > 0. Le flux est entrant si v · n < 0 sur ∂V .

2.5.3 Hypothèse constitutive sur la détermination de la dis-
torsion plastique compatible

Up reçoit donc une contribution incompatible provenant de la distribution des
dislocations en excès. La partie compatible est déterminée au travers d’une hypo-
thèse qui stipule que Up reçoit une partie compatible provenant des flux de disloca-
tions en excès [1] :

U̇
p,‖

= (α× v)‖ . (2.75)

Cette hypothèse est de nature constitutive car elle consiste à affirmer d’une part
que Up,‖ est obtenue par l’intégration de U̇

p,‖
due au mouvement des dislocations et

d’autre part, qu’à l’échelle de résolution choisie, toutes les dislocations sont en excès.
U̇
p,‖

est déterminée en utilisant la décomposition de Stokes-Helmholtz de U̇
p
:

U̇
p,‖

= grad ż + rot χ̇ = U̇
p,‖

+ rot χ̇. (2.76)
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Figure 2.6 – Simulation d’une source de Frank-Read obtenue par la résolution de
l’équation de transport (2.73) [223].
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En tenant compte de la relation div rot = 0, U̇
p,‖

vérifie l’équation :

div U̇
p,‖

= div U̇
p
. (2.77)

De plus, il faut remarquer, compte tenu de rot grad = 0 que :

rot U̇
p,‖

= 0, (2.78)

et d’après l’équation (2.75) il s’ensuit que :

U̇
p,‖
· n = (α× v)‖ · n sur dV. (2.79)

Les équations (2.77), (2.78) et (2.79) permettent de déterminer de manière unique
la vitesse de distorsion plastique compatible des dislocations.

2.5.4 Dissipation et vitesse de dislocation en excès

La plasticité des matériaux cristallins est un phénomène irréversible, et les dis-
locations sont les objets physiques par lesquels l’irréversibilité se manifeste. Si l’on
néglige les effets d’inertie, la puissance mécanique dissipée D lors du mouvement des
dislocations est considérée comme étant la différence entre la puissance des efforts
appliqués et la dérivée de l’énergie de déformation libre ψ :

D =
∫
S

(T · n) · v dS −
∫
V
ψ̇ dV . (2.80)

En utilisant le théorème de la divergence, la dissipation peut encore se mettre sous
la forme :

D =
∫
V

T : grad v dV −
∫
V
ψ̇ dV . (2.81)

En supposant que la contrainte est dérivée de la densité de l’énergie libre ψ :

T = ∂ψ

∂Ue
sym

, ψ̇ = T : U̇e
sym, (2.82)

on voit que la puissance dissipée dans le mouvement des dislocations doit vérifier
l’inégalité de Clausius-Duhem, c’est-à-dire assurer que la dissipation reste constam-
ment positive ou nulle :

D =
∫
V

T :
(
grad v− U̇e

)
dV =

∫
V

T : U̇p dV ≥ 0. (2.83)

En utilisant l’équation (2.75) pour définir U̇p, il vient [2] :

D =
∫
V

T : α× v dV . (2.84)
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Après réécriture par l’utilisation du tenseur de permutation X, on obtient :

D =
∫
V

X (T ·α) · v dV ≥ 0. (2.85)

Cette relation permet de formuler la force motrice Fα associée à la vitesse v des
dislocations en ces termes :

Fα = X (T ·α) . (2.86)
Cette force motrice peut également se mettre sous la forme suivante, d’après l’équa-
tion (2.13) :

Fα = (T ·B)× t. (2.87)

Cette dernière expression de la force motrice est analogue à la force de Peach-
Koehler appliquée à une dislocation de vecteur de Burgers nb et de vecteur de ligne
t. La seule différence est que dans ce cas, elle s’applique à un ensemble de densités
continues de dislocations. Pour que l’inégalité de Clausius-Duhem soit vérifiée, il
faut que la dissipation intrinsèque soit positive ou nulle :

Fα · v ≥ 0, ∀ point P ∈ V avec D =
∫
V

Fα · v dV ≥ 0. (2.88)

Pour vérifier cette condition, la vitesse v des dislocations peut être définie simple-
ment sous la forme suivante :

v = v
Fα

|Fα|
, v ≥ 0. (2.89)

Si v (v ≥ 0) est une constante, alors c’est une loi de vitesse de type visqueuse.
Il est néanmoins possible de se donner des lois de vitesses plus compliquées, qui
prennent par exemple en compte l’aspect thermiquement activé du glissement des
dislocations (voir chapitre 5).

2.5.5 Résolution de l’équation de transport des densités de
dislocations par la méthode des éléments finis

L’une des caractéristiques importantes de l’équation de transport des densités de
dislocations est sa capacité à modéliser les phénomènes physiques comme l’annihi-
lation de deux dislocations de signes opposés, sans avoir à prescrire des hypothèses
supplémentaires. En effet dans le processus d’annihilation, les deux dislocations de
signes opposés se rencontrent (choc) et s’annihile par la suite. L’équation de trans-
port est une équation de nature hyperbolique, sujette à une croissance rapide des
instabilités numériques liées aux hautes fréquences qui se développent, en particulier
lors de la modélisation des fronts de choc qui surviennent au cours des mécanismes
d’annihilation.
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La plupart des techniques de résolution des équations de type hyperbolique ba-
sées sur les éléments finis sont des schémas implicites conduisant aux systèmes
d’équations à coefficients variables. Le plus connu de ces schémas est celui des
moindres-carrés implicite [39]. Roy et Acharya [193] avaient introduit un schéma im-
plicite basée sur la méthode de Galerkin/Moindres-carrés ("Galerkin/Least-Squares"
en anglais ou GLS), développée par Hughes [109], pour résoudre l’équation de trans-
port. Le coût de calcul associé à la résolution du système d’équation découlant de
la méthode GLS implicite est très considérable. Plus tard, Varadhan et al. [224]
propose une altenartive au schéma implicite. Il s’agit d’un schéma explicite basé
sur la méthode GLS, à faible pas de temps qui assure une stabilité conditionnelle
et suffisante. Ce schéma aboutit à un système d’équations à coefficients constants,
bien conditionné avec un coût de calcul moins considérable que l’on rappelle dans
la suite de cette section.

2.5.5.1 Méthode explicite de Galerkin/Moindres-Carrés (GLS)

L’équation de transport des densités de dislocations s’écrit [224] :

α̇ = −rot (α× v) . (2.90)

La dérivée temporelle dans cette équation peut être approximée en linéarisant la
solution temporelle par le schéma implicite d’Euler ("backward Euler scheme" en
anglais) :

αt+4t = αt −4t rot
(
αt+4t × v

)
, (2.91)

avec v = f (αt,Tt) et 4t le pas de temps. En notation indicielle, l’équation (2.91)
devient [224] :

αt+4tri = αtri −4t L
t+4t
ri , (2.92)

où
Lt+4tri =

(
αt+4tri vj

)
,j
−
(
αt+4trj vi

)
,i
. (2.93)

Le résidu explicite R au sens des moindres carrés (par la suite on utilisera l’abrévia-
tion LS pour least squares) s’écrit à partir de l’équation (2.92) :

R =
∫
V

(
αt+4tri − αtri +4t Lt+4tri

) (
αt+4tri − αtri +4t Lt+4tri

)
dV

+4t
∫
Si

|vknk|
(
αt+4tri − ᾱri

) (
αt+4tri − ᾱri

)
dS.

(2.94)

La formulation variationnelle de cette dernière équation est donnée par :∫
V

(
δαri +4t δLt+4tri

) (
αt+4tri − αtri +4t Lt+4tri

)
dV

+4t
∫
Si

|vknk|δαri
(
αt+4tri − ᾱri

)
dS = 0,

(2.95)
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où δαri, αt+4tri et αtri sont des éléments d’espaces de fonctions appropriées. En
d’autres termes, l’équation (2.95) équivaut à :∫

V
δαriα

t+4t
ri dV =

∫
V
δαriα

t
ri dV −4t

∫
V
δαriL

t+4t
ri dV −4t

∫
V
δLt+4tri αt+4tri dV

+4t
∫
V
δLt+4tri αtri dV −4t2

∫
V
δLt+4tri Lt+4tri dV

−4t
∫
Si

|vknk|δαri
(
αt+4tri − ᾱri

)
dS.

(2.96)
L’équation (2.96) est un schéma implicite. Le développement limité en série de Taylor
de αt+4t dans les termes de droite donne αt+4t = αt + 4t α̇t + 0

(
4t2

)
. Ainsi,

l’approximation au premier ordre de αt+4t donne αt. La relation (2.96) se met sous
la forme explicite suivante :∫

V
δαriα

t+4t
ri dV =

∫
V
δαriα

t
ri dV −4t

∫
V
δαriL

t
ri dV −4t2

∫
V
δLtriL

t
ri dV

−4t
∫
Si

|vknk|δαri
(
αtri − ᾱri

)
dS

(2.97)

En remplaçant δαri par la fonction testNAδαAri et αri par la fonction de formeNBαBri,
où A et B sont les variables nodales, et NA et NB sont les fonctions d’interpolation,
le schéma explicite LS donne :

δαAri

∫
V N

ANBαB
t+4t

ri dV −
∫
V N

Aαtri dV +4t
∫
V N

ALtri dV

+4t2
∫
V

(
NAvj

)
,j
Ltri −

(
NAvq

)
,i
Ltrq dV +4t

∫
Si
|vknk|NA (αtri − ᾱri) dS

 = 0.

(2.98)

D’autre part, le schéma explicite de Galerkin (par la suite on utilisera l’abré-
viation G pour Galerkin) appliqué à l’équation (2.92) donne la forme variationnelle
suivante : ∫

V
δαri

(
αt+4tri − αtri +4t Ltri

)
dV = 0. (2.99)

En intégrant par parties et en adoptant les fonctions tests et de forme utilisées plus
haut, la forme variationnelle (équation (2.99)) peut se mettre sous la forme [224] :

δαAri

∫
V N

ANBαB
t+4t

ri dV −
∫
V N

Aαtri dV +4t
∫
V N

A
,j

(
−αtrivj + αtrjvi

)
dV

+4t
∫
S N

Aαtrjvinj dS −4t
∫
Si
NAᾱrivjnj dS −4t

∫
So
NAᾱrivjnj dS

 = 0.

(2.100)
L’équation régissant le schéma explicite GLS est une combinaison linéaire des sché-
mas G et LS, comme la somme : équation (2.98) + κ équation (2.100), où le facteur
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κ est le poids des termes Galerkin par rapport aux termes LS. Ainsi, on a un schéma
GLS lorsque κ = 1, et un schéma purement LS lorsque κ = 0. La stabilité physique
de ces schémas explicites GLS (Galerkin/Least Squares) et LS (Least Squares) est
maintenue lorsque la condition de Courant est respectée : c = (4t × vmax)/h < 1,
où c est le nombre de Courant, vmax est la valeur maximale de la vitesse et h est la
taille d’un élément.

Les schémas GLS et LS peuvent être appliqués aux problèmes non-linéaires sans
être modifiés. Cependant, les études numériques ont montré le développement de
fortes oscillations près des forts gradients spatiaux dans la vitesse, lorsque de faibles
nombres de Courant sont utilisés (c < 0.1). Dans ces cas, on ajoute au terme de
droite des schémas explicites LS et GLS, un terme de diffusion isotropique pour
amortir les oscillations [224] :

δαAriγh
2(1 + κ)

∫
V
NA
,kα

t
ri,k dV , (2.101)

où γ est un facteur de diffusion (à préciser). Afin d’éviter un amortissement excessif,
la valeur de γ est choisie égale à zéro lorsqu’il n’y a pas de discontinuité de la vitesse
au travers de l’élément et non nulle dans le cas contraire. Les valeurs de γ allant de
0.01 à 0.02 sont recommandées par Varadhan et al. [224].

2.6 La Mécanique des Champs de Dislocations
mésoscopique et phénoménologique (PMFDM)

Le classement des dislocations en dislocations géométriquement nécessaires ("Geo-
metrically Necessary Dislocations" en anglais ou GNDs) et en dislocations statisti-
quement stockées ("Statistically Stored Dislocations" en anglais ou SSDs) dépend
fortement de l’échelle de résolution adoptée. Ainsi, pour une échelle de résolution
suffisamment fine, toutes les dislocations sont des GNDs. Cependant à une échelle
de résolution assez grande (mésoscopique), la présence des SSDs devient importante.
Les SSDs contribuent seulement au flux plastique global et non aux contraintes in-
ternes à longue portée, contrairement aux GNDs qui prennent les deux aspects en
compte. Ce concept peut être expliqué par la figure 2.7 qui montre la dépendance à
l’échelle des densités de dislocations polarisées et de la vitesse de distorsion plastique
[211]. En effet, elle montre l’exemple d’un dipôle de dislocations coins considéré à
deux échelles de longueurs différentes. A une échelle microscopique représentée par
le circuit de Burgers en couleur rouge, chaque dislocation consitituant le dipôle peut
être considérée comme étant une dislocation polarisée. Dans ce cas, la vitesse de
distorsion plastique produite par l’extension du dipôle avec une vitesse v est obte-
nue par l’équation (2.70). A une échelle mésoscopique, représentée par le circuit de
Burgers en couleur bleue, la valeur moyenne α de α est nulle car les deux densités
de dislocations de signes opposés et de même nature s’annulent, et il en est de même
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pour leur vitesse moyenne v. Par contre, la vitesse de distorsion plastique moyenne
α× v est non nulle et n’est pas égale à α× v. Cette vitesse de distorsion plastique
non nulle est due à la mobilité des densités de dislocations statistiques, représentée
par le terme Lp qui est alors défini dans la théorie mésoscopique par la différence
[7] :

Lp = (α−α)× v = α× v−α× v. (2.102)

Figure 2.7 – Figure montrant la dépendance à l’échelle de longueur des densités de
dislocations polarisées et de la vitesse de distorsion plastique [211].

Au regard de toutes ces observations, les variables de champs de la plasticité mé-
soscopique et phénoménologique ("Phenomenological Mesoscopic Field Dislocations
Mechanics" en anglais et notée "PMFDM") introduite par Acharya et Roy [7] doivent
alors être interprètées comme des quantités moyennes. Les équations de la PMFDM
sont alors obtenues en faisant la moyenne spatiale et temporelle des équations de
la FDM. La vitesse de distorsion plastique est à présent exprimée avec les valeurs
moyennes de la densité de dislocations et de la vitesse comme suit [7] :

U̇
p

= α× v + Lp. (2.103)

Lp constitue un terme source/puit de GNDs. L’évolution des GNDs à partir de ce
terme traduit l’accommodation des incompatibilités de déformation plastique dans
les matériaux cristallins [14]. Par ailleurs, Lp est déterminé de manière phénoméno-
logique et v est définie en se basant sur les considérations thermodynamiques pour
que l’équation (2.80) soit vérifiée à l’échelle mésoscopique.
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2.7 Version réduite de la mécanique des champs
de dislocations

La version réduite de la mécanique des champs de dislocations [195] repose sur
l’idée selon laquelle, l’on peut s’affranchir de l’utilisation des équations (2.21) et
(2.77) dans la théorie de la FDM, lorsque les variables de champs de la FDM
sont considérées comme étant aussi régulières que possible. En effet, en considé-
rant l’équation (2.73) et la dérivée temporelle de l’équation (2.21), on peut établir
l’égalité suivante :

α̇ = rot U̇e,⊥ = −rot U̇
p,⊥
. (2.104)

Partant de cette égalité, on déduit les relations suivantes :

U̇e,⊥ = −U̇
p,⊥

=⇒ Ue,⊥ = −Up,⊥
. (2.105)

La distorsion élastique se détermine alors par :

Ue = U−Up,⊥ −Up,‖ = U−Up
. (2.106)

Une fois que la valeur initiale de Up est obtenue à partir de la densité de dislo-
cations initiale, les équations (2.21) et (2.77) ne sont plus utilisées. Finalement, la
version réduite de la FDM se résume aux équations d’équilibre (équations (2.18) et
(2.19)), d’évolution des densités de dislocations (équation (2.73)), de détermination
de la vitesse de distorsion plastique (équation (2.70)) et de la distorsion élastique
(équation (2.106)). Cette réduction est aussi applicable à la PMFDM, où l’on doit
tenir compte du terme Lp dans l’écriture des équations (2.73) et (2.70). Les équa-
tions de la PMFDM réduite notée RPMFDM seront présentées et résolues par une
méthode spectrale de type Transformées de Fourier Rapides (ou FFT :"Fast Fourier
Transforms" en anglais) dans le chapitre 5 de ce manuscrit.

2.8 Conditions de continuité aux interfaces de dis-
continuité supposées fixes

2.8.1 Condition de compatibilité cinématique de Hadamard

Nous considérons une interface plane et fixe I, délimitant deux sous-domaines
(H−, H+) dans la configuration d’un milieu continu. Le milieu peut être assimilé à
un matériau composite biphasé ou à deux grains dans un cristal. L’interface peut
être aussi un joint de grain. L’interface I a un vecteur normal n orienté de H−
vers H+ (figure 2.8). La discontinuité d’un champ x à l’interface I est dénotée par
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[x] = x+−x−, où [x] dénote le saut de x à l’interface. Dans la théorie de la mécanique
des milieux continus conventionnelle, on exige la continuité du vecteur traction T ·n
et du vecteur déplacement u à travers l’interface :

[T] · n = 0; [u] = 0. (2.107)

Figure 2.8 – Figure montrant l’interface I entre deux sous-domaines H− vers H+,
avec un vecteur normal n. Le vecteur l est un vecteur appartenant à l’interface. Le
circuit de Burgers C délimite la surface S de vecteur normal n× l [189].

La conséquence de la continuité du vecteur déplacement à l’interface de discon-
tinuité est la condition de compatibilité de Hadamard [96], qui stipule que, lorque
l’interface est fixe, le saut d’un gradient de transformation F satisfait les conditions
suivantes [189] :

[F]× n0 = 0 ou [F−1]× n = 0. (2.108)
Ici, n0 est le vecteur normal à l’interface I0 dans la configuration initiale (n0 =
F−1 ·n). Ainsi, pour tout vecteur l appartenant à l’interface, la relation (2.108) peut
encore s’écrire sous la forme suivante :

∀ l ∈ I, [F−1] · l = 0 ou ∀ l0 ∈ I0, [F] · l0 = 0. (2.109)
Cette relation reflète la continuité tangentielle de F−1 au passage de l’interface. Ce-
pendant, la discontinuité normale reste compatible avec la continuité du déplacement
au passage de l’interface [189] :

[F−1]× n⊗ n 6= 0 (2.110)

La condition de continuité tangentielle de Hadamard (équation (2.108)) contraint
alors la partie tangentielle du gradient de transformation au long de l’interface,
contrairement à sa partie normale. Ceci a une conséquene directe sur les propriétés
mécaniques du matériau. Cet effet dépend de la surface de l’interface sur laquelle la
déformation est soumise à cette continuité.
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2.8.2 Continuité tangentielle de la distorsion plastique et
élastique

Les équations (2.108) et (2.109) garantissent la continuité du déplacement to-
tal au passage de l’interface, mais n’imposent aucune condition sur sa composante
plastique et élastique, plus particulièrement sur les parties incompatibles élastique
et plastique induites par la présence des densités de dislocations polarisées. Dans
cette section, nous allons utiliser les approches initiées par Frank [77] et Bilby [30],
et revisitées par Acharya [3]. Nous considérons le circuit de Burgers de la figure 2.8,
délimitant la surface rectangulaire S de longueur L et contenant l’interface de dis-
continuité I. Ce circuit est orienté par la normale n× l à S et possède une épaisseur
h = h− + h+ dans la direction transverse (H− et H+ ont des épaisseurs respectives
h− et h+). D’après les équations (2.9) et (2.10), et en utilisant n× l à la place de n
dans l’équation (2.9), on peut écrire :

∀ l ∈ I,
∫
S
α · (n× l) dS = −

∮
C

Fe−1 · dx. (2.111)

Nous supposons qu’une distribution continue des GNDs existe dans la majeure
partie des deux côtés de l’interface, ainsi que des distributions de densités de dislo-
cations surfaciques α(l) le long de l’interface. Il faut noter que les dislocations surfa-
ciques sont sans dimensions parce qu’elles sont exprimées en longueur de vecteur de
Burgers par unité de longueur dans la direction du vecteur unitaire l, contrairement
aux composantes αij du tenseur α exprimées en longueur de vecteur de Burgers par
unité de surface (m−1). Si l’on réduit le circuit de Burgers au point P, en faisant
d’abord tendre h− et h+ vers zéro, puis en le réduisant suivant la direction de l,
l’équation (2.111) devient :

∀ l ∈ I, α(l) · n× l = −[Fe−1] · l. (2.112)

Cette relation entre la densité surfacique de dislocations à l’interface et le saut de l’in-
verse du gradient de transformation représente la relation généralisée de Frank-Bilby
[77, 30]. Elle indique que le saut de la distorsion élastique entre les deux matériaux
peut être accommodé par une distribution de dislocations à la surface. De ce point
de vue, l’interface est considérée comme étant sans épaisseur. Cependant, dans une
description plus raffinée et non singulière, on propose de supprimer cette densité de
dislocations interfaciales. Dans ce cas, la notion de dislocation singulière n’est plus
valable, et la relation généralisée de Frank-Bilby (équation (2.112)) devient :

∀ l ∈ I, −[Fe−1] · l = 0 ou [Fe−1]× n = 0. (2.113)

De la même façon que dans les équations (2.108) et (2.109), l’équation (2.113) ré-
flète la continuité tangentielle de l’inverse du tenseur gradient de transformation élas-
tique. En utilisant la décomposition du gradient de transformation (équation (2.2)),
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la condition de Hadamard (équations (2.108) et (2.109)) combinée avec l’équation
(2.113) conduit à une condition sur Fp :

∀ l0 ∈ I0, [Fp] · l0 = 0 ou [Fp]× n0 = 0. (2.114)

Dans l’hypothèse de petites déformations, les équations (2.113) et (2.114) s’écrivent,
respectivement, sous les formes suivantes :

[Ue]× n = 0, (2.115)

et
[Up]× n = 0 (2.116)

Les équations (2.113), (2.114), (2.115) et (2.116) ont été également rapportées par
Acharya dans [3] sur U̇p (taux de distorsion plastique) en imposant la conservation
du vecteur de Burgers au passage d’une interface fixe ou mobile.

2.9 Conclusions

Ce chapitre a permis de passer en revue les principales équations de la théo-
rie de la mécanique des champs de dislocations ("Field Dislocation Mechanics" en
anglais) et de son extension phénoménologique mésoscopique (PMFDM : Phenome-
nological Mesoscopic Field Dislocation Mechanics en anglais) [7, 194], notamment
les équations élasto-statiques et d’évolution des densités de dislocations.

En effet, il a été montré que les distorsions élastiques incompatibles sont déter-
minées par la résolution des équations de type Poisson, alors que la détermination
des distorsions élastiques compatibles repose sur la résolution des équations de type
Navier. La distorsion plastique incompatible est montrée comme étant l’opposé de
la distorsion élastique incompatible, alors que sa partie compatible provient de la
mobilité des dislocations au travers du tenseur des vitesses de distorsion plastique.

L’évolution des densités de dislocations est prise en compte au travers d’une équa-
tion de transport des densités de dislocations exprimant la conservation du vecteur
de Burgers. Cette équation de type hyperbolique permet de simuler les phénomènes
physiques comme les sources de Frank-Read, l’annihilation des dislocations et l’ex-
tension d’une boucle polygonale de dislocations, d’où la complexité de sa résolution
numérique par EF et par FFT.

L’extension phénoménologique mésoscopique de la FDM (PMFDM) est définie
par une opération de moyenne spatiale et temporelle des variables de champs de la
FDM. Les équations de la PMFDM sont identiques à celles de la FDM à la seule

79



différence que la vitesse de distorsion plastique ainsi que l’équation de transport
doivent inclure une contribution supplémentaire de la distorsion plastique provenant
des SSDs (notée Lp dans ce manuscrit).

Ce chapitre a également permis d’étudier la résolution numérique des équations
de champs élasto-statiques par la méthode EF classique et les équations d’évolution
des densités de dislocations par le schéma EF explicite Galerkin/Moindres-Carrés
(GLS) [224, 223]. Cependant, l’étude des agrégats polycristallins démeure très limi-
tée de nos jours, parce qu’elle exige de très grandes ressources numériques en terme
de mémoires et de processeurs pour ce type de simulation.

Les prochains chapitres de ce manuscrit seront consacrés respectivement et ex-
clusivement au développement d’approches spectrales qui utilisent la Transformée
de Fourier Rapide ("Fast Fourier Transform" en anglais ou FFT) pour résoudre de
façon plus rapide les équations élasto-statiques et les équations d’évolution spatio-
temporelle des densités de dislocations. Ces approches seront validées par des com-
paraisons avec les solutions analytiques existantes et les simulations éléments finis,
du point de vue précision et temps de calcul.
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Chapitre 3

Méthode spectrale de résolution
numérique des équations
élasto-statiques de la Mécanique
des Champs de Dislocations

3.1 Objectifs

Dans le chapitre précedent, nous avons vu que la mécanique des champs de dis-
locations (théorie FDM) permet de calculer de façon continue les champs élastiques
associés à une distribution de densités de dislocations au sein d’un matériau. Ce cal-
cul passe par la résolution des équations de type Poisson (équation (2.25)) pour la
détermination des distorsions élastiques incompatibles, et les équations de type Na-
vier (équation (2.32)) pour la détermination des déformations élastiques compatibles
et les contraintes internes dans le cas de l’élasticité linéaire homogène ou hétérogène.
Les cas particuliers des dislocations individuelles de type vis et coin, ainsi que les
conditions aux limites ont été également rapportés dans le cas de l’élasticité linéaire
homogène. Par la suite, la résolution numérique de ces équations par la méthode EF
a été également étudiée par l’écriture de leurs formes faibles respectives.

Dans le cas d’un comportement élastique linéaire et hétérogène, l’équation d’équi-
libre des contraintes (équation (2.32)) se résout au travers d’une équation intégrale
(de type Lippmann-Schwinger) avec un terme supplémentaire dû à la présence des
densités de dislocations polarisées issue de la théorie FDM. A notre connaissance, la
résolution numérique d’une telle équation dans la théorie FDM par un algorithme
de type FFT n’a pas encore été reportée jusqu’à présent en élasticité hétérogène,
sauf pour des microstructures particulières comme les bicristaux infinis [33] pour les-
quels les solutions analytiques uniformes dans chaque cristal peuvent être facilement
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obtenues par les équations sur les champs compatibles et incompatibles [87, 188].
En revanche, pour les microstructures plus complexes où les interactions entre dis-
locations et inhomogénéités élastiques spatiales sont considérées, la difficulté réside
dans la résolution numérique de l’équation intégrale de type Lippmann-Schwinger
avec des champs élastiques incompatibles (en l’abscence d’effets d’inertie et de forces
de volume dans l’équation d’équilibre des contraintes). D’autres méthodes alterna-
tives basées sur l’utilisation de la méthode FFT ont été proposées pour quantifier
les champs de contraintes résultants de la présence de dislocations. Par exemple, les
méthodes de champs de phases [234, 106, 192, 241] ou de dynamique des dislocations
discrètes [26, 85], où les champs incompatibles de dislocations sont décrits comme
des champs de déformation libres de contraintes ("eigenstrain" ou "stress-free strain"
en anglais) [62, 172]. Ces dernières méthodes ont été rappelées dans le chapitre 1.
Dans la littérature, l’équation intégrale de Lippmann-Schwinger pour les milieux
périodiques élastiques ou élasto-plastiques a été résolue par une approche spectrale
de type FFT pour déterminer les propriétés effectives et les champs locaux dans les
polycristaux et les matériaux composites, mais en l’absence de défauts cristallins et
de dislocations polarisées [166, 169, 167, 65, 54, 137, 161, 228, 141, 206, 58, 11].

Motivé par les capacités prédictives et la précision des schémas itératifs existants
pour les matériaux élastiques hétérogènes, nous nous proposons de développer une
approche spectrale de type FFT pour la détermination des champs mécaniques lo-
caux découlant de la présence des dislocations et des hétérogénéités élastiques où
une attention particulière sera accordée au traitement numérique pour éliminer les
oscillations sur les solutions des champs locaux près des discontinuités induites par
les hétérogéneités élastiques et les défauts de type dislocations. Cette approche sera
donc basée sur l’utilisation de la transformée de Fourier discrète ("Discrete Fourier
Transform" ou DFT en anglais) basée sur des formules de différences finies récem-
ment développées pour résoudre à la fois l’équation de type Poisson et l’équation
intégrale de Lippmann-Schwinger avec des champs incompatibles. Plutôt que de
considérer des composites et des agrégats polycristallins à des échelles de résolu-
tions plus larges (échelle mésocopique, cf. chapitre 5), ce chapitre est consacré aux
densités de dislocations individuelles et considérera des boucles de dislocations dans
les matériaux composites (de types matrice/inclusion) avec différentes descriptions
des dislocations et différents contrastes mécaniques entre inclusion et matrice. En
particulier, nous testerons des cas numériquement difficiles comme des lignes de
dislocations concentrées sur des lignes de pixels près d’inclusions de forme cubique.

Le chapitre est organisé comme suit. La section 3.2 est consacrée à une revue
bibliographique sur les méthodes spectrales de type FFT appliquées à la mécanique
des matériaux et à la détermination des champs mécaniques dans les matériaux
hétérogènes. La section 3.3 présente la formulation des champs élasto-statiques en
élasticité homogène avec l’écriture des équations de type Poisson et de type Navier
dans l’espace de Fourier. Cette partie a été publiée récemment en 2014 pendant ma
thèse dans la revue "International Journal of Solids and Structures" [24]. La section
3.4 est consacrée à la formulation des champs élasto-statiques en élasticité hétéro-
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gène dans l’espace de Fourier. Nous présenterons l’écriture de l’équation intégrale de
type Lippmann-Schwinger dans l’espace de Fourier et le choix de l’algorithme FFT
pour sa résolution. Dans la section 3.5, nous présenterons l’algorithme de résolution
par FFT, ainsi que les différentes approximations des formules de différenciations
dans l’espace de Fourier. Dans la section 3.6, les différents résultats obtenus seront
présentés, dans un premier temps en élasticité homogène, puis en élasticité hétéro-
gène. Dans le cas de l’élasticité homogène, l’approche spectrale sera utilisée pour le
calcul des champs élastiques compatibles et incompatibles, ainsi que les champs de
contraintes, de rotations élastiques associés dans l’espace de Fourier pour les densi-
tés de dislocations individuelles vis et coin, avec différentes descriptions des densités
de dislocations. La validation de l’approche sera réalisée par des comparaisons avec
les solutions analytiques et les simulations éléments finis (EF) pour la même cellule
unitaire périodique. Dans le cas de l’élasticité hétérogène, des comparaisons entre
les différents schémas de différenciation à base de différences finies combinées à la
DFT seront effectuées pour déterminer laquelle conduit à la meilleure précision des
champs élastiques près des discontinuités. D’autres comparaisons seront reportées
avec les solutions analytiques pour simuler l’interaction entre une dislocation coin
et une inhomogénéité circulaire [55, 56]. L’approche numérique choisie sera utili-
sée pour simuler différents cas physiques tels que des dipôles de dislocations coins
contraints à l’interface matrice/inclusion d’un matériau composite ou encore des
inclusions cubiques entourées par des boucles de dislocations. Il faut noter que la
deuxième partie du chapitre traitant numériquement le cas de l’élasticité hétérogène
avec champs de dislocations sans oscillation a été soumis à "Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering" [53] et est en cours de révision lors de la
rédaction de ce manuscrit.

3.2 Revue bibliographique sur les méthodes mi-
cromécaniques à base de FFT et probléma-
tiques actuelles

La méthode spectrale de type FFT a été initialement introduite par Moulinec
et Suquet [166, 167] pour résoudre numériquement l’équation intégrale de type
Lippmann-Schwinger et pour calculer la réponse micromécanique des matériaux
composites élastiques, directement à partir d’une image digitalisée de leur micro-
structure. La méthode itérative pour résoudre cette équation se base sur un algo-
rithme à point fixe (couramment appelé "schéma basique") et qui est rappelée en
Annexe A. La convergence du schéma basique dépend fortement du contraste méca-
nique entre les phases et également du choix du milieu de référence. Les propriétés
de ce milieu de référence sont rappelées en Annexe A. Dans la même période, Mül-
ler [169] a aussi utilisé les transformées de Fourier discrètes (DFT) pour résoudre
les problèmes d’élasticité linéaire hétérogène, avec des applications aux matériaux
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composites à fibres. Afin de réduire la sensibilité au contraste mécanique, Eyre et
Milton [65] proposaient le schéma "accéléré" (un algorithme à point fixe basé sur
la réécriture de l’équation de Lyppmann-Schwinger) qui converge plus vite que le
schéma basique. Le schéma accéléré a été par la suite étendu à l’étude des compo-
sites thermoélastiques non-linéaires [228]. Le schéma basique et le schéma accéléré
divergent généralement lorsque les matériaux contiennent des vides ou des inclusions
très rigides. Pour résoudre ce problème lié aux contrastes infinis, Michel, Moulinec
et Suquet [161] ont introduit un schéma itératif de type "Lagrangien augmenté". Ce
nouveau schéma est basé sur une nouvelle formulation du problème hétérogène et
utilise l’algorithme itératif d’Uzawa. Depuis, l’utilisation de la FFT a été généralisée
aux matériaux rigides viscoplastiques [137] et élasto-viscoplastiques [141] et appli-
quée à l’étude des polycristaux [91, 138, 140, 139, 145, 141]. L’efficacité de la FFT
par rapport à la méthode EF a été démontrée dans [183, 149].

Au cours de ces dernières années, des progrès ont été réalisés dans la compré-
hension des algorithmes FFT, surtout sur la convergence et le choix du milieu de
référence. Si toute fois la convergence pour les contrastes mécaniques infinis a été
améliorée, la sensibilité de la convergence des algorithmes existants au choix du mi-
lieu de référence demeure une contrainte non négligeable. Par ailleurs, ce choix peut
dépendre à la fois du comportement mécanique des phases et de leur répartition
spatiale. En 2010, Brisard [34] et Zeman [247] proposent simultanément un schéma
itératif basé sur le gradient conjugué pour résoudre le problème élastique, linéaire
et hétérogène. Cette solution semble améliorer à la fois la sensibilité au contraste
mécanique entre phases et la contrainte du choix du milieu de référence. La méthode
du gradient conjugué a été, par la suite, étendue aux comportements élastiques non-
linéaires avec l’utilisation de l’algorithme de Newton-Raphson par Gélébart et al.
[86]. Plus récemment, Monchiet et Bonnet [164] proposent un schéma itératif basé
sur le tenseur de polarisation des contraintes. Ce schéma a l’avantage de converger
rapidement pour les composites contenant des inclusions rigides ou des vides. Par
la suite, des comparaisons ont été réalisées entre le schéma Lagrangien augmenté, le
schéma accéléré de Eyre et Milton [65] et celui basé sur la polarisation des contraintes
[164] par Moulinec et Silva [165], avec des discussions intéressantes sur les différents
critères de convergence à utiliser pour chaque méthode. Dans leur travail, ils ont
également montré que les algorithmes "accéléré" et du "Lagrangien augmenté" sont
des cas particuliers de l’algorithme de Monchiet et Bonnet. L’application de la FFT
à la FDM a été proposée pour la première fois par Brenner et al. [33] et par Ber-
benni et al. [24]. Les équations de champs mécaniques de la FDM pour les milieux
périodiques seront exploitées dans ce chapitre et mis en oeuvre numériquement dans
le cas de l’élasticité homogène ou hétérogène. Récemment, la FFT a été appliquée
à la théorie DDD pour le calcul des champs de contraintes internes générés par les
dislocations [26, 85]. De nos jours, la FFT a été également étendue aux grandes
déformations [58, 117, 202, 116].

Une autre problématique importante dans les calculs de type FFT est la pré-
diction des champs locaux près des discontinuités, telles que les joints de phases
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ou de grains, les coins des inclusions ou les défauts (dislocations, désinclinaisons)
dans les matériaux, sans développement d’oscillations numériques. Pour contrôler et
supprimer ces artefacts numériques inhérents aux méthodes spectrales, différentes
méthodes non classiques pour le calcul des dérivées partielles spatiales de premier et
second ordres ont été proposées. Par exemple, les approximations par transformées
de Fourier discrètes (DFT), avec l’utilisation des formules différences finies centrées
à 9 pixels (pour le cas 2D), ont été utilisées pour le calcul des dérivées partielles dans
l’espace de Fourier pour la résolution des champs élastiques en élasticité homogène
et hétérogène [169, 54] ou dans le cas de milieux généralisés avec élasticité ou plas-
ticité non-locale [25, 142, 221]. En effet, il a été montré depuis 2008 par Willot et
Pellegrini [240] que la DFT avec l’utilisation des formules différences finies permet
d’éviter les fortes oscillations qui apparaissent avec l’utilisation de l’approximation
classique de Moulinec-Suquet [166, 167]. Récemment, un nouveau schéma basé sur
les différences finies sur une grille pivotée a été utilisé pour le calcul de l’opérateur
de Green modifié dans l’espace de Fourier par Willot [239] pour résoudre l’équation
de Lippmann-Schwinger en élasticité hétérogène. Cette méthode appelée "rotated
scheme" en anglais s’est montrée très efficace dans la réduction des oscillations ob-
servées avec l’approche FFT classique de Moulinec-Suquet pour le calcul des champs
locaux d’une inclusion ou d’un vide cubique noyé dans une matrice. D’autre part,
l’utilisation des différences finies sur une grille décalée ("staggered grid" en anglais)
s’est également montrée efficace dans la réduction des oscillations pour l’étude des
propriétés mécaniques de matériaux poreux [200].

3.3 Méthode spectrale pour la résolution des champs
élasto-statiques en élasticité linéaire et homo-
gène

En l’absence de forces de volume et d’inertie, nous supposons une contrainte
macroscopique appliquée T (conditions limites en contraintes), qui est la contrainte
moyenne 〈T〉 sur la cellule unitaire périodique de volume V (en appliquant le théo-
rème de la moyenne). En outre, nous considérons une densité de dislocations α don-
née périodique. L’objectif de cette section est de déterminer les champs élastiques
générés par la densité de dislocations α en utilisant les équations élasto-statiques
de la FDM dans l’espace de Fourier [33, 24] en élasticité homogène. Les princi-
pales équations élasto-statiques de la FDM appliquées au volume V se résument
aux équations de type Poisson (équation (2.23)) et de type Navier (équation (2.33)).
Ces équations peuvent être résolues avec la méthode des transformées de Fourier. En
effet, les champs inconnus et périodiques w(x), Ue(x) et T(x) peuvent être déter-
minés dans l’espace de Fourier, puis dans l’espace réel en utilisant les transformées
de Fourier inverse.
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3.3.1 Solution des équations de type Poisson dans l’espace
de Fourier

Dans l’espace de Fourier, notons par ξ le vecteur de Fourier d’amplitude ξ =√
ξ · ξ et de composantes ξi dans le système de repère Cartésien tridimensionnel.

Le nombre complexe imaginaire dénoté i est défini comme i =
√
−1. Soit α̃(ξ) et

Ũe,⊥(ξ) les transformées de Fourier respectives de α(x) et Ue,⊥(x). L’équation de
type Poisson (équation (2.25)) (en notation indicielle) avec la condition aux limites
(équation (2.24)) est résolue grâce à la règle de différenciation dans l’espace de
Fourier :

Ũ e,⊥
ij (ξ) = i

ξ2 ξk (ejklα̃il(ξ)) ∀ξ 6= 0

Ũ e,⊥
ij (0) = 0.

(3.1)

3.3.2 Solution des équations de type Navier élastique ho-
mogène dans l’espace de Fourier

Soit w̃(ξ) et Ũe,‖(ξ) les transformées de Fourier respectives de w(x) et Ue,‖(x).
L’équation de type Navier en élasticité homogène (équation (2.33)) s’écrit dans l’es-
pace de Fourier sous la forme :

C0
ijklξlξjw̃k(ξ) = ξjŨ

e,⊥
kl (ξ) (3.2)

La partie compatible de la distorsion élastique Ũe,‖(ξ) est obtenue dans l’espace de
Fourier par la règle de différenciation suivante :

Ũ
e,‖
ij (ξ) = iξjw̃i(ξ) (3.3)

Ainsi, en combinant les équations (3.2) et (3.3), w̃(ξ) et Ũe,‖(ξ) sont les solutions
respectives des équations algébriques suivantes dans l’espace de Fourier :

w̃i(ξ) = iC0
klmnξlG̃ik(ξ)Ũ e,⊥

mn (ξ). (3.4)

Ũ
e,‖
ij (ξ) = −C0

klmnξlξjG̃ik(ξ)Ũ e,⊥
mn (ξ). (3.5)

où G̃(ξ) est la transformée de Fourier du tenseur de Green G associé au milieu de
référence de module d’élasticité homogène C0. G̃(ξ) est défini par la relation :

G̃ik(ξ) = Nik(ξ)
D(ξ) ∀ξ 6= 0

G̃ik(0) = 0,
(3.6)

où Nik(ξ) et D(ξ) représentent respectivement la matrice co-facteur (ou sa trans-
posée car Nik est symétrique) et le déterminant du tenseur acoustique Kik(ξ) =

87



C0
ijklξlξj [172]. Dans le cas où le comportement est isotrope (C0

ijkl = λδijδkl +
µ (δikδjl + δilδjk)), l’expression de G̃ik(ξ) est donnée dans [172] comme suit :

G̃ik(ξ) = (λ+ 2µ) δikξ2 − (λ+ µ) ξiξk
µ (λ+ 2µ) ξ4 ∀ξ 6= 0. (3.7)

En remplaçant les expressions de C0 et de G̃ dans les équations (3.4) et (3.5), on
obtient [24] :

w̃i(ξ) = i (λ+ 2µ)−1 ξ−4 ×

λξiξ2Ũ e,⊥
pp (ξ) + (λ+ 2µ) ξlξ2

(
Ũ e,⊥
il (ξ) + Ũ e,⊥

li (ξ)
)

− (λ+ µ) ξiξkξl
(
Ũ e,⊥
kl (ξ) + Ũ e,⊥

lk (ξ)
) ,

(3.8)
pour w̃ et :

Ũ
e,‖
ij (ξ) = − (λ+ 2µ)−1 ξ−4 ×

λξiξjξ2Ũ e,⊥
pp (ξ) + (λ+ 2µ) ξlξjξ2

(
Ũ e,⊥
il (ξ) + Ũ e,⊥

li (ξ)
)

− (λ+ µ) ξiξjξkξl
(
Ũ e,⊥
kl (ξ) + Ũ e,⊥

lk (ξ)
) ,

(3.9)
pour Ũe,‖.

3.3.3 Détermination des contraintes

A partir de la loi de Hooke, nous pouvons calculer le tenseur des contraintes de
Cauchy dans l’espace de Fourier noté T̃(ξ) à partir de la déformation élastique ε̃e(ξ)
comme suit :

T̃ij(ξ) = C0
ijklε̃

e
kl(ξ) ∀ξ 6= 0

T̃ij(0) = T ij
(3.10)

où ε̃e = Ũe
sym et T représente la contrainte macroscopique appliquée à la cellule uni-

taire périodique. En utilisant l’équation (3.5) conjointement avec l’équation (3.10),
nous obtenons l’expression finale de T̃(ξ) :

T̃ij(ξ) =
(
Iijmn − C0

ijklΓ̃klmn(ξ)
)
C0
mnpqŨ

e,⊥
pq (ξ) ∀ξ 6= 0

T̃ij(0) = T ij,
(3.11)

où Γ̃(ξ) est la transformée de Fourier de l’opérateur de Green modifié [131] et défini
en élasticité isotrope dans l’espace de Fourier par [167] :

Γ̃klmn(ξ) = (4µ)−1 ξ−2 (δkmξnξl + δknξmξl + δlmξkξn + δlnξkξm)

− (λ+ µ)
µ (λ+ 2µ)

ξkξlξmξn
ξ4 .

(3.12)
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Ensuite, le champ de contraintes T(x) est obtenu sur la cellule unitaire discrétisée
dans l’espace réel par la transformée de Fourier inverse de T̃(ξ). D’autres champs
élastiques tels que les rotations et les déformations élastiques peuvent également
être obtenus de la même manière.

3.4 Méthode spectrale pour la résolution des champs
élasto-statiques en élasticité linéaire et hété-
rogène

3.4.1 Equations de champs de la FDM en élasticité hétéro-
gène et tenseur de polarisation

Nous supposons à nouveau une contrainte macroscopique appliquée T (condi-
tions limites en contraintes), qui est la contrainte moyenne 〈T〉 sur la cellule unitaire
périodique de volume V (en appliquant le théorème de la moyenne) et une densité
de dislocations α donnée périodique. L’objectif de cette section est de déterminer les
champs élastiques générés par la densité de dislocations α en utilisant les équations
élasto-statiques de la FDM dans l’espace de Fourier [33, 24, 53] en élasticité hétéro-
gène. Les principales équations élasto-statiques de la FDM appliquées au volume V
se résument aux équations de type Poisson (équation (2.23)) pour la détermination
des distorsions élastiques incompatibles dues à la présence de densité de dislocations,
et l’équilibre des contraintes traduit ici sous la forme de l’équation de type Navier
(2.32) pour la détermination de la déformation élastique compatible Ue,‖(x) et du
champ solution w(x). Cette dernière s’exprime en élasticité hétérogène par :

C0
ijklwk,lj + τij,j = 0. (3.13)

Dans l’équation (3.13), le tenseur τ est le "tenseur de polarisation des contraintes"
défini en notation indicielle comme suit :

τij = Cijklε
e,⊥
kl + δCijklwk,l. (3.14)

Ce champ est dû à l’incompatibilité de la déformation élastique résultant de la
présence des dislocations à travers le terme T⊥ = C : εe,⊥, et des hétérogénéités
élastiques à travers le terme δC : grad w. L’expression de τ contient le champ
inconnu du problème Ue,‖ au travers du terme δC : grad w. Ainsi, l’équation (3.13)
doit être résolue au travers d’une équation intégrale de type Lippmann-Schwinger
avec champs incompatibles T⊥.
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3.4.2 Equation intégrale de type Lippmann-Schwinger

En utilisant la technique des fonctions de Green d’un milieu élastique homogène,
l’équation (3.13) peut être résolue sous la forme d’une équation intégrale de type
Lippmann-Schwinger dont le champ inconnu est la distorsion élastique compatible
εe,‖, avec un terme supplémentaire T⊥ dû à la présence des densités de dislocations
polarisées :

εe,‖(x) = 〈εe,‖〉 −
(
Γ0 ? τ

)
(x), (3.15)

où ? dénote la convolution spatiale, 〈εe,‖〉 est la valeur moyenne de εe,‖ dans V et
Γ0 représente le tenseur de Green modifié associé au milieu de référence homogène
élastique de module C0. La solution générale formelle de cette équation est donnée
sous la forme de la série suivante [228, 33] :

εe,‖(x) =
+∞∑
n=0

[(
−Γ0 ? δC

)
(x)

]n
:
[
〈εe,‖〉 −

(
Γ0 ?T⊥

)
(x)

]
. (3.16)

L’équation intégrale (3.15) avec les conditions aux limites périodiques constituent un
problème d’élasticité dont le champ inconnu est εe,‖ = (grad w)sym. Cette équation
est semblable à l’équation intégrale de type Lippmann-Schwinger classique utilisée
dans l’étude des polycristaux et des matériaux composites [166, 167]. Généralement,
l’équation classique est résolue par des méthodes de calculs numériques basées sur
les schémas itératifs de type FFT. Dans ce chapitre, nous utiliserons l’algorithme à
point fixe ("schéma basique") développé par Moulinec et Suquet [166] pour résoudre
l’équation (3.15), mais avec des conditions aux limites en contraintes dans le calcul
de la moyenne des déformations élastiques compatibles. L’algorithme classique de
Moulinec et Suquet [166] est rappelé pour des conditions aux limites en déforma-
tion imposées en Annexe A. Il faut remarquer que l’équation (3.15) contient deux
principales nouveautés à souligner. Tout d’abord, l’équation de type Poisson (2.25)
doit être résolue pour obtenir U⊥e , une fois la densité de dislocations α prescrite
au sein de V . Ceci rend le présent schéma numérique différent de celui utilisé pour
résoudre les problèmes thermoélastiques [228] ou d’eigenstrain (déformation libre de
contraintes) [11]. En second lieu, la série (3.16) contient un terme supplémentaire
qui est un produit de convolution entre Γ0 et T⊥. Par conséquent, l’algorithme de
résolution proposé dans la prochaine section nécessite deux différentes procédures
telles que le calcul précis de Ue,⊥ et donc T⊥ puis la résolution itérative de la so-
lution εe,‖. Les contraintes pourront alors être déterminées comme dans la section
3.3.3.

90



3.4.3 Transformation dans l’espace de Fourier de l’équation
intégrale de type Lippmann-Schwinger avec champs
incompatibles

La transformée de Fourier de l’équation de type Lippmann-Schwinger avec champs
incompatibles (3.15) s’écrit sous la forme :

ε̃e,‖(ξ) = −Γ̃0(ξ) : τ̃ (ξ) ∀ξ 6= 0

ε̃e,‖(0) = 〈εe,‖〉 = C0−1 :
(
T− 〈τ 〉

) (3.17)

où ε̃e,‖(ξ) et Γ̃0(ξ) sont les transformées de Fourier continues respectives de εe,‖(x)
et Γ0(x).

3.5 Implémentation numérique

3.5.1 Transformation de Fourier discrètes (DFT)

Les équations de champs continus obtenues dans l’espace de Fourier dans les
sections 3.3 et 3.4 sont maintenant résolues par transformées de Fourier discrètes.
Les transformées de Fourier directe (FFT) et inverse (FFT−1) sont calculées en
utilisant l’algorithme FFT décrit ci-dessous.

Nous considérons une cellule unitaire périodique avec les périodes spatiales T1,
T2 et T3 dans les directions x1, x2 et x3, respectivement. Le VER est discrétisé
en une grille parallélépipédique régulière de N1 × N2 × N3 voxels avec un vecteur
position x = ((i1 − 1)δ1, (i2 − 1)δ2, (i3 − 1)δ3), où i1 = 1 → N1, i2 = 1 → N2,
i3 = 1 → N3, δ1, δ2 et δ3 sont les tailles des pixels dans les directions x1, x2 et
x3. Ici, nous prenons δ1=δ2=δ3=δ. Le nombre total de points sur la grille FFT est
donné par Ntot = N1 × N2 × N3. La FFT d’une fonction f est f̂ = FFT (f). Sa
transformée de Fourier inverse est f = FFT−1

(
f̂
)
. Pour les cas simples 2D traités

en élasticité homogène, un programme Matlab a été développé alors que pour les cas
3D en élasticité hétérogène, un programme Fortran a été développé dans la thèse.
D’après la convention Matlab-FFTW [66, 83, 159], la FFT et la FFT−1 s’écrivent :

f̂ (m1,m2,m3) =
N1∑
i1=1

N2∑
i2=1

N3∑
i3=1

f (i1, i2, i3)×

exp
(
−2πi

(
(i1 − 1)(m1 − 1)

N1
+ (i2 − 1)(m2 − 1)

N2
+ (i3 − 1)(m3 − 1)

N3

)) (3.18)
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et

f (i1, i2, i3) = 1
Ntot

N1∑
ξ1=1

N2∑
ξ2=1

N3∑
ξ3=1

f̂ (m1,m2,m3)×

exp
(

+2πi
(

(i1 − 1)(m1 − 1)
N1

+ (i2 − 1)(m2 − 1)
N2

+ (i3 − 1)(m3 − 1)
N3

))
,

(3.19)

où les mj (j = 1→ 3) sont arrangés dans l’espace de Fourier comme suit :

mj =
((
−Nj

2 + 1
)
,
(
−Nj

2 + 2
)
, ...,−1, 0, 1, ...,

(
Nj

2 − 1
)
,
(
Nj

2

))
(3.20)

si Nj est pair, et

mj =
((
−Nj − 1

2

)
, ...,−1, 0, 1, ...,

(
Nj − 1

2

))
(3.21)

si Nj est impair.

Il est important de mentionner que les équations (3.18) et (3.19) sont des sommes
finies qui peuvent être déterminées exactement par la FFT sur les cellules pério-
diques.

3.5.2 Algorithme de résolution dans le cas hétérogène

L’algorithme numérique utilisé pour la résolution des champs élastiques associés
à une distribution de densités de dislocations et aux hétérogénéités élastiques pré-
sentes dans un milieu périodique donné est présenté ci-dessous. Cet algorithme est
constitué de deux procédures majeures : (i) la procédure d’initialisation du schéma
itératif qui correspond à l’initialisation de εe,‖ pour une contrainte macroscopique
appliquée T (conditions aux limites en contraintes) et le calcul de la distorsion élas-
tique incompatible Ue,⊥(x) à travers la résolution de l’équation de type Poisson
(3.1) dans l’espace de Fourier, et, (ii) la procédure itérative globale basée sur le
schéma basique pour la résolution de l’équation (3.15), où εe,‖(x) est obtenue après
convergence.

L’algorithme est décrit comme suit :

Une fois la densité de dislocations α(x) prescrite dans l’espace réel, la procédure
d’initialisation commence avec le calcul de α̃(ξ) dans l’espace de Fourier par trans-
formée de Fourier directe obtenue par FFT (étape 1). L’équation (3.1) est utilisée
pour obtenir Ũe,⊥(ξ) dans l’espace de Fourier (étape 2) et Ue,⊥(x) dans l’espace réel
par transformée de Fourier inverse FFT−1 (étape 3). La déformation élastique com-
patible initiale ε̃e,‖0 est prise comme la solution élastique homogène C0−1 : T (étape
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4). La procédure d’initialisation se termine par le calcul du champ de contrainte
initial T0(x) = C(x) :

(
ε̃
e,‖
0 + εe,⊥(x)

)
(étape 5) où εe,⊥ = Ue,⊥

sym.

Dans la boucle itérative globale à l’itération (n+1), la FFT directe T̃n(ξ) de
T(x) connue à l’itération (n) est calculée à l’étape 6. T̃n(ξ) est utilisée pour cal-
culer le critère de convergence basé sur l’équilibre des contraintes dans l’espace de
Fourier (étape 7). Si la convergence est atteinte, la procédure itérative s’arrête, dans
le cas contraire le tenseur de polarisation des contraintes τ̃ n(ξ) est calculé dans
l’espace de Fourier en soustrayant la FFT de C0 : εe,‖n de T̃n(ξ)(étape 8). La dé-
formation élastique compatible est mise à jour dans l’espace de Fourier à l’étape 9
en utilisant l’équation (3.18), puis dans l’espace réel grâce à la FFT−1 (étape 10)
pour obtenir εe,‖n+1(x), qui est par la suite utilisée pour mettre à jour le champ de
contrainte dans l’espace réel (étape 11). La boucle itérative recommence avec les
champs de contraintes et de déformations compatibles mis à jour jusqu’à l’obtention
de la convergence. Le critère de convergence utilisé à l’étape 7 basé sur l’équilibre
des contraintes locales dans l’espace de Fourier est donné par :

en = ‖div(Tn)‖2
|〈Tn〉|

= ‖ξ.T̃n(ξ)‖2

|T̃n(0)|
≤ ε, (3.22)

où ‖.‖2 dénote la norme L2, |.| dénote la norme Euclidienne d’un tenseur d’ordre
deux et en représente l’erreur à l’itération (n). La convergence est atteinte lorsque
l’erreur est inférieure à une précision ε donnée qui est de l’ordre de 10−6 − 10−8

dans nos simulations. Il faut préciser que dans le cas de l’élasticité homogène, les
champs de contrainte et de déformation sont obtenus à la première itération de cet
algorithme.
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Algorithm 1 Algorithme basique pour la théorie de la FDM dans un milieu élas-
tique, hétérogène et périodique
Initialisation : (α(x) donné)

1: α̃(ξ)←FFT(α)
2: Résolution de Ũe,⊥(ξ) :

Ũ e,⊥
ij (ξ) = iξk

ξ2 ejklα̃il(ξ) ∀ξ 6= 0 et

Ũ e,⊥
ij (0) = 0

3: Ue,⊥(x)←FFT−1(Ũe,⊥)
4: εe,‖0 ← 〈ε

e,‖
0 〉 = C0−1 : T

5: T0(x)← C(x) :
(
ε
e,‖
0 + εe,⊥(x)

)
Itération : n+ 1 (εe,‖n (x) et Tn(x) connus)

6: T̃n(ξ) =FFT(Tn)
7: Test de convergence basé sur l’équation (3.23)

8: τ̃ n(ξ)← T̃n(ξ)− C̃0 : εe,‖n (ξ)
9: ε̃e,‖n+1(ξ)← −Γ̃0(ξ) : τ̃ n(ξ) ∀ξ 6= 0 et ε̃

e,‖
n+1(0)← 〈εe,‖n 〉

10: εe,‖n+1(x)←FFT−1(ε̃e,‖n+1(ξ))
11: Tn+1(x)← C(x) :

(
ε
e,‖
n+1(x) + εe,⊥(x)

)

3.5.3 Différentes approximations pour les formules de diffé-
renciation dans l’espace de Fourier

3.5.3.1 Approximation classique

D’après Moulinec et Suquet [166, 167], l’approximation classique des dérivées
partielles de premier ordre introduite dans les sections 3.3 et 3.4 est définie par :

iξj = i2πmj

Tj
, (3.23)

où, les mj sont définis avec les équations (3.20) et (3.21), avec j = 1 → 3. Dans la
suite du chapitre, la formule (3.23) sera utilisée pour le calcul des dérivées partielles
du premier et du second ordre. L’utilisation de cette approximation classique pour
le calcul des dérivées partielles de premier ordre sera notée par P et LS dans la réso-
lution respective de l’équation de type Poisson et de l’équation de type Lippmann-
Schwinger dans le cas de l’élasticité hétérogène avec incompatibilités.
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3.5.3.2 Approximation différences finies centrées

Les formules de différenciation pour le calcul des dérivées partielles de premier
et de second ordre basées sur des schémas à différences finies centrées avec l’ap-
proximation 9 pixels sont rappelées dans l’Annexe B. En utilisant ces formules, les
équivalences entre les multiplicateurs continus et discrets des dérivées partielles dans
l’espace de Fourier sont données par :

iξCj = i
δ
sin

(
2πmj

Nj

)
(3.24)

−(ξCj )2 = 2
δ2

(
cos

(
2πmj

Nj

)
− 1

)
(3.25)

−ξjξCl = 1
2δ2

[
cos

(
2π
(
mj

Nj

+ ml

Nl

))
− cos

(
2π
(
mj

Nj

− ml

Nl

))]
, (3.26)

où, les mj et ml sont définis avec les équations (3.20) et (3.21), j = 1 → 3 et l =
1→ 3. La méthodologie intrinsèque des tranformées de Fourier discrètes (DFT) a été
décrite pour la première fois dans [169, 170, 54]. L’approximation classique (équation
(3.23)) recemment adaptée aux équations de la FDM dans [33] est basée sur les séries
de Taylor linéaires encore appelées "limite acoustique" de la présente formulation. Il
est à noter que des approximations d’ordre supérieur peuvent également être utilisées
[176] pour encore raffiner d’avantage les résultats FFT. Dans le cas de l’élasticité
hétérogène, l’utilisation des équations (3.24) à (3.26) pour la résolution de l’équation
de type Poisson sera dénotée par PC .

3.5.3.3 Approximation différences finies centrées sur une grille pivotée :
schéma "rotated"

L’opérateur de dérivée partielle de premier ordre dans l’espace de Fourier du
schéma "rotated" est obtenu comme suit. Tout d’abord, le champ de déplacement
est évalué dans l’espace de Fourier dans les huit coins d’un voxel et dans une base
pivoté de 45◦ par rapport au repère Cartésien initial. Les champs de contrainte et
de déformation correspondants sont calculés au centre du voxel, dans la même base
pivotée de 45◦ grâce au schéma à différences finies centrées. Ces champs de contrainte
et de déformation sont en retour exprimés dans la base Cartésienne initiale, puis,
dans l’espace réel par FFT−1. Les détails de cette méthode sont rapportés dans
l’annexe C et dans la contribution récente de Willot [239]. L’équivalence entre le
multiplicateur continu et discret des dérivées partielles de premier ordre dans l’espace
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de Fourier s’écrit :

iξRj = i
4δ tan

(
πmj

Nj

)(
1 + exp

(
i2πm1

N1

))(
1 + exp

(
i2πm2

N2

))(
1 + exp

(
i2πm3

N3

))
,

(3.27)
où, les mj et ml sont définis avec les équations (3.20) et (3.21), j = 1 → 3 et l =
1→ 3. Dans le cas de l’élasticité hétérogène, l’utilisation du schéma "rotated" pour
la résolution de l’équation de type Lippmann-Schwinger avec incompatibilités sera
dénotée par LSR. Ce schéma sera également comparé à l’approximation classique
(équation (3.23)) en terme de précision.

3.6 Résultats numériques

L’ensemble des résultats numériques sera présenté comme suit. Dans le cas de
l’élasticité homogène et isotrope, l’approximation basée sur le schéma à différences
finies centrées 9 pixels sera utilisée pour le calcul des champs incompatibles (Ue,⊥)
et compatibles (Ue,‖) (cf. équation (3.9)) pour des dislocations individuelles coin et
vis. Les résultats obtenus seront validés par des comparaisons avec les solutions ana-
lytiques et les simulations EF. Dans le cas de l’élasticité hétérogène, trois différentes
procédures seront étudiées et comparées pour la résolution de l’équation de type
Poisson avec les approximations P ou PC , et l’équation de type Lippmann-Schwinger
avec incompatibilités avec les approximations LS et LSR. Dans un premier temps,
les trois procédures : P −LS, PC −LS et PC −LSR seront comparées aux solutions
analytiques [55, 56] dans le cas d’une dislocation coin individuelle définie par une
densité de dislocations prescrite sur un seul pixel, et interagissant avec une inclusion
circulaire noyée dans la matrice d’un matériau composite 2D. Dans un deuxième
temps, la procedure PC − LSR sera appliquée aux cas physiques tels qu’un dipôle
de dislocations contraint à l’interface matrice/inclusion d’un matériau composite,
ou des inclusions cubiques entourées de boucles de dislocations dans un matériau
composite avec des cellules unitaires 3D.

3.6.1 Résultats en élasticité homogène

3.6.1.1 Données matériaux et données numériques

Dans les applications ci-dessous, les cœurs de dislocations sont définis par diffé-
rentes fonctions spatiales pour le tenseur de Nye : des fonctions singulières utilisant
l’opérateur intégral de Riemann-Graves [1], des fonctions Gaussiennes régulières
[107], ou des valeurs constantes localisées sur un seul pixel [24]. Il faut noter que
d’autres approches ont été adoptées comme des distributions triangulaires étalant

96



la densité de dislocations sur 9 pixels [33]. Ici, nous adoptons une grille FFT 2D
discrétisée en 1024 × 1024 pixels de taille δ1 = δ2 = δ = 0.05b, où b est la norme
du vecteur de Burgers fixée à 4.05× 10−10m. Les constantes élastiques isotropes de
l’Aluminium (Al) seront utilisées dans les simulations : E=62780 MPa, ν =0.3647.
Ces constantes étaient déja utilisées par Roy et Acharya [193] dans les simulations
EF. Le rayon de cœur de la dislocation est défini par r0 = 0.6b.

Dans la suite de cette section, nous allons procéder au calcul numérique des
contraintes internes générées par les dislocations individuelles vis et coin par la
présente approche FFT. Comme indiqué dans [33], le cas de dislocations individuelles
correspond à 〈α〉 6= 0 du fait que la partie non périodique du champ Ue ne peut être
obtenue (même sur une cellule unitaire de taille assez large). C’est la raison pour
laquelle la précision de l’approche spectrale en termes de champs élastiques locaux
sera appréciée à des distances finies du cœur en fonction de la résolution spatiale
dictée par la taille de pixel. Par ailleurs, les rotations élastiques occasionnées par
les dislocations seront également reportées. Les résultats numériques FFT seront
ensuite comparés aux solutions analytiques [101, 1] pour les dislocations dans un
milieu infini et aux résultats par la méthode EF (qui a été rappelée dans le chapitre
2), pour les mêmes cellules unitaires périodiques et des éléments de même taille que
la taille de pixels.

3.6.1.2 Dislocation vis

Nous considérons une densité de dislocations vis α33(x) telle que son vecteur
ligne et son vecteur de Burgers soient alignés avec la direction (x3). La dislocation
individuelle est centrée dans la cellule unitaire. Les distorsions élastiques incompa-
tibles U e,⊥

31 et U e,⊥
32 associées à la présence de α33(x) sont obtenues par la résolution

de l’équation (3.1) avec la présente approche spectrale DFT basée sur des schémas
différences finies centrées (cf. équations (3.24) à (3.26)) pour le calcul des dérivées
partielles de premier et de second ordre.

La validation de la présente approche FFT est effectuée dans un premier temps
par des comparaisons avec la solution analytique obtenue par la technique de l’opéra-
teur intégral de Riemann-Graves [1], où la distribution spatiale de α33(x) est donnée
par :

α33 (x) = b

πr0

(1
r
− 1
r0

)
si r ≤ r0

α33 (x) = 0 si r > r0,
(3.28)

avec r =
√
x12 + x22. Les expressions analytiques de T13 et T23 étaient directement

déduites à partir des distorsions élastiques incompatibles. Elles sont données par
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[1] :

T23 = µ
b

2π

(
x1

r2

)
(3.29)

T13 = −µ b

2π

(
x2

r2

)
, si r > r0, (3.30)

T23 = µ
b

πr0

(
x1

r2

)(
r − r2

2r0

)
(3.31)

T13 = −µ b

πr0

(
x2

r2

)(
r − r2

2r0

)
, si r ≤ r0 (3.32)

Les profils des contraintes T13 et T23 normalisées par le module de cisaillement
µ, sont comparés avec la solution analytique sur la figure 3.1, où on observe une
bonne correspondance entre les deux solutions. Bien que l’expression de α33 (x) soit
singulière en x = 0 (équation (3.28)), l’équation intégrale d’incompatibilité (2.10)
réécrite comme suit est vérifiée avec cette régularisation :

b =
∫
S
α33 dS (3.33)

Figure 3.1 – Composantes des contraintes de cisaillement T13 et T23 normalisées
par µ pour une dislocation vis : FFT avec α33(x) donnée par l’équation (3.28) (ligne
continue rouge) vs. Solution analytique obtenue par la technique de l’opérateur de
Riemann-Graves (ligne en pointillés [1]).
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Une autre validation de la présente approche DFT est éffectuée avec l’utilisa-
tion de la fonction Gaussienne pour régulariser le cœur de la dislocation vis. Cette
fonction est définie par :

α33 (x) = b

2πσ2 exp
(
− r2

2σ2

)
si r ≤ r0

α33 (x) = 0 si r > r0,
(3.34)

avec σ = 0.1r0. En partant de cette fonction, les solutions FFT obtenues sur une
grille de 1024 × 1024 pixels sont comparées aux solutions analytiques données par
exemple dans Hirth et Lothe [101]. La figure 3.2 montre une bonne correspondance
entre le résultat de notre approche FFT et les solutions analytiques. Le champ de
contrainte à l’intérieur et dans la région du cœur de la dislocation est prédit avec
une très bonne précision. De plus, l’équation (3.33) est exactement vérifiée dans le
cas de la régularisation Gaussienne de la densité de dislocations.

Figure 3.2 – Composantes des contraintes de cisaillement T13 et T23 normalisées
par µ pour une densité de dislocations vis régularisée avec une fonction Gaussienne :
FFT (ligne continue rouge) vs. Solution analytique obtenue par la technique de
l’opérateur de Riemann-Graves (ligne en pointillés) [101].
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3.6.1.3 Comparaisons avec les résultats obtenus par la méthode EF dans
le cas d’une dislocation vis individuelle

La présente approche spectrale basée sur le schéma différences finies centrées
est comparée aux résultats obtenus par la méthode EF qui résout les mêmes équa-
tions de type Poisson (équations (2.35) et (2.36)) avec les conditions aux limites
périodiques. La méthode EF utilise des éléments finis bidimensionnels triangulaires
linéaires continus de type P1 et le solveur GMRES (Gradient Minimal Residual).
Ce solveur permet d’utiliser de grands maillages avec le code EF FreeFEM++ [97].

La figure 3.3 compare les cartes de contraintes T13 et T23 (normalisées par µ) obte-
nues par la présente approche FFT (Figure 3.3(a)(c)) et par EF (Figure 3.3(b)(d)),
dans le cas d’une distribution Gaussienne de la dislocation avec σ = 0.1r0, avec
1024 × 1024 pixels. Pour la même densité de dislocations, les contours des champs
de rotation ωe31 et ωe32 obtenus par FFT et par EF, grâce aux équations (2.40) et
(2.41), sont également comparés dans la figure 3.4. Dans les deux cas, une bonne
correspondance entre les méthodes FFT et EF a été observée. Les deux méthodes se
révèlent très précises dans le calcul des champs élastiques des dislocations. Cepen-
dant, la présente approche spectrale se montre plus attractive en terme de temps de
calculs. En effet, en considérant un seul processeur 2.97GHz Intel i7 (8Go, 1600MHz
DDR3), le temps de calcul nécessaire pour la simulation FFT est de 6.3 secondes
alors qu’il avoisine 20 minutes dans les simulations EF. Ce gain en temps de cal-
cul sera plus considérable dans le cas des problèmes tridimensionnels (nombre plus
important de degrés de liberté).
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Figure 3.3 – Comparaison des cartes de contraintes de cisaillement T13 (a, b) et T23
(c, d) (normalisées par µ) pour une distribution Gaussienne de densité de dislocations
vis (σ = 0.1r0), obtenues par FFT avec 1024 × 1024 pixels (a, c) et par EF avec
1024× 1024 pixels (b, d), avec deux éléments triangulaires linéaires par pixel.
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Figure 3.4 – Comparaison des cartes de rotations élastiques ωe31 (a, b) et ωe32 (c, d)
(en radians) pour une distribution Gaussienne de densité de dislocations vis (σ =
0.1r0), obtenues par FFT avec 1024× 1024 pixels (a, c) et par EF avec 1024× 1024
pixels (b, d), avec deux éléments triangulaires linéaires par pixel.

3.6.1.4 Dislocation coin

Nous considérons maintenant une densité de dislocations coin α13(x) telle que
le vecteur de Burgers est orienté selon la direction (x1) et la ligne de dislocation
est selon (x3). Les distorsions élastiques incompatibles U e,⊥

11 et U e,⊥
12 , et compatibles

U
e‖
11 , U

e‖
12 , U

e‖
21 et U e‖

22 sont déterminées par la résolution, respective, de l’équation de
type Poisson (équation (3.1)) et l’équation de type Navier (équation (3.8)), par la
présente approche spectrale (équations (3.24) à (3.26)). La densité de dislocations

102



α13(x) est définie uniquement par la fonction Gaussienne :

α13 (x) = b

2πσ2 exp
(
− r2

2σ2

)
si r ≤ r0

α13 (x) = 0 si r > r0,
(3.35)

avec σ = 0.1r0. Les cartes des contraintes normale T11 et de cisaillement T12 (nor-
malisées par µ) obtenues avec la distribution Gaussienne de densité de dislocations
coin (σ = 0.1r0), sont reportées sur la figure 3.5. Les profils résultant des contraintes
T11, T22 et T12 (normalisées par µ) sont comparés aux solutions analytiques données
par Hirth et Lothe [101] sur la figure 3.6. Nous observons donc une bonne correspon-
dance avec les solutions analytiques. De plus, l’équation d’incompatibilité intégrale
suivante est bien vérifiée :

b =
∫
S
α13dS. (3.36)

Figure 3.5 – Contours des contraintes : (a) T11 et (b) T12 normalisées par µ pour
une dislocation coin obtenue par la présente méthode FFT avec 1024× 1024 pixels.
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Figure 3.6 – Profils des contraintes : (a) T11, T22 et (b) T12 normalisées par µ
pour une dislocation coin : FFT (ligne continue) vs. Solution analytique (ligne en
pointillés) [101].

3.6.1.5 Discussion

Il a été rapporté dans [33] que, lorsque la densité de dislocations est définie
sur un seul pixel au centre de la cellule unitaire, de fortes oscillations numériques
apparaissent sur les solutions numériques des champs élastiques obtenues par la
méthode FFT classique. Tout comme dans les travaux de Moulinec et Suquet [167],
la méthode utilisée par Brenner et al. [33] est basée sur la méthode FFT classique
(équation (3.23)). Cette méthode est différente de la présente approche spectrale de
type DFT basée sur une approximation par différences finies centrées à 9 pixels pour
le calcul des dérivées partielles dans l’espace de Fourier (équations (3.24) à (3.26)).

En effet, en considérant une cellule élémentaire de 450b × 450b discretisée par
1024× 1024 pixels et en utilisant les mêmes paramètres matériau de la sous-section
3.6.1.1, les résultats de [33] sont reproduits sur la figure 3.7 pour une dislocation
vis α33 = b/δ2 définie sur un seul pixel au centre de la cellule de sorte que la
relation (3.33) soit vérifiée. Dans cette configuration, de fortes oscillations ont été
observées avec la FFT classique, par comparaison aux solutions analytiques pour
T13 et T23 (figure 3.7). Cependant, l’application de la méthode spectrale développée
dans cette thèse à la même densité de dislocations (α33 = b/δ2) ne donne pas lieu
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à ces oscillations et conduit à une solution précise, par comparaison aux solutions
analytiques (figure 3.8). La présente méthode FFT se montre efficace par rapport
à l’approximation classique car il n’y a plus besoin d’étaler le cœur de la densité
de dislocations à l’aide d’une distribution triangulaire sur 9 pixels pour éviter ces
oscillations comme dans [33]. La triangularisation a été alors réalisée avec différents
poids de densités de dislocations pour respecter l’équation (3.33).

Dans la présente approche utilisant les règles de différenciation basées sur la
DFT et les différences finies centrées, aucune oscillation n’a été observée, non seule-
ment pour des distributions de densités de dislocations de type Gaussienne, mais
aussi pour des densités de dislocations définies sur un seul pixel. Par conséquent,
notre approche spectrale se montre très efficace pour le problème élastique homo-
gène avec dislocations et fut récemment étendue aux défauts de type désinclinaisons
généralisées [24, 25].

Figure 3.7 – Solutions T13 et T23 présentant des oscillations numériques obtenues
avec la méthode FFT classique, pour une densité de dislocations vis α33 définie sur
un seul pixel au centre de la cellule unitaire. La solution analytique est représentée
par les lignes en pointillés.
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Figure 3.8 – Solutions T13 et T23 dénuées d’oscillations numériques obtenues avec
la présente approche FFT, pour une densité de dislocations vis α33 définie sur un
seul pixel au centre de la cellule unitaire. La solution analytique est représentée par
les lignes en pointillés.
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3.6.2 Résultats en élasticité hétérogène

3.6.2.1 Densité de dislocations et données matériaux

Dans ces applications 2D et 3D en élasticité hétérogène, nous considérons des
matériaux composites à deux phases, constitués d’inclusion (dénotée I) et de ma-
trice (dénotée par M), et contenant différentes distributions spatiales de densités de
dislocations polarisées. Nous considérerons des cas où la densité de dislocations est
définie soit dans l’inclusion ou dans la matrice du matériau composite. Nous étu-
dierons également des cas avec des dipôles de dislocations (pour lesquels 〈α〉 = 0)
ou encore des boucles de dislocations tridimensionnelles contraintes aux interfaces
inclusion/matrice. Pour les simulations numériques, la norme b du vecteur de Bur-
gers de la densité de dislocations est toujours fixée à 4.05 × 10−10m comme dans
le cas homogène. La matrice a un comportement élastique, linéaire et isotrope avec
un module d’Young EM = 62780 MPa et un coefficient de Poisson νM = 0.3647. Le
module d’Young EI et le coefficient de Poisson νI de l’inclusion sont déduits de la
définition du contraste mécanique k = EI/EM = µI/µM (en supposant νI = νM), où
µI et µM sont les modules de cisaillement respectifs de l’inclusion et de la matrice.
D’après [161] et [165], le module d’Young du milieu de référence pour le schéma
basique doit être choisi égal à E0 = β(EM + EI) avec β = 1/2. Dans ce présent
travail, nous avons constaté numériquement que β = 0.505 permet d’assurer une
meilleure convergence de l’algorithme décrit dans la section 3.5 avec la procédure
PC −LSR pour des contrastes mécaniques variant de k = 10−10 à k = 103. Ce choix
est cohérent avec l’étude de convergence réalisée dans [239], où les valeurs optimisées
de β fut comprises entre 0.5003 et 0.509.

3.6.2.2 Contraintes internes générées par une dislocation coin interagis-
sant avec une inclusion circulaire (Cas 2D)

Pour les simulations, la cellule unitaire de dimensions 900b× 900b est discrétisée
en une grille 2D constituée de 2048 × 2048 pixels de taille δ ' 0.44b. La cellule
contient en son centre une inclusion circulaire I de rayon R = 80δ. Dans un premier
temps, on suppose que le matériau composite contient une densité de dislocations
coin individuelle représentée par un vecteur de Burgers b = be1 et un vecteur ligne
t = e3. La densité de dislocations correspondante, de norme α13 = b/δ2, est res-
treinte à un seul pixel et définie de sorte que la relation (3.36) soit vérifiée. Nous
considérerons les cas où α13 est située soit au centre de l’inclusion ou dans matrice.
Ces cas correspondent à 〈α〉 6= 0. Les contraintes internes dues aux interactions
mécaniques entre l’inclusion circulaire et la densité de dislocations coin individuelle
seront calculées, respectivement, avec les procédures P −LS, PC−LS et PC−LSR.
Les profils de contraintes internes obtenus seront comparés aux solutions analytiques
rapportées dans [55] et [56]. Afin d’éviter que le dénominateur du critère de conver-
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gence soit nul, le matériau composite sera soumis à une seule contrainte macrosco-
pique non nulle de valeur faible par rapport aux contraintes internes : T 11 = 1MPa.
Une erreur admissible ε = 10−6 est suffisante pour avoir une bonne correspondance
avec les solutions analytiques.

Densité de dislocations coin au centre de l’inclusion : Comparaisons
entre les procédures P − LS, PC − LS et PC − LSR

Nous considérons une densité de dislocations α13 restreinte à un seul pixel au
centre de l’inclusion I. Les profils des contraintes T11 et T12 normalisées par µM et
obtenus avec le schéma basique sont comparés aux solutions analytiques rapportées
par Dundurs and Sendeckyj [56]. Les résultats obtenus pour un contraste mécanique
k = 0.01 sont reportés sur la figure 3.9. En effet, la figure 3.9(a) montre le déve-
loppement de fortes oscillations dans les résultats de la procédure P − LS, surtout
pour la composante T11. Ces résultats montrent que cette procédure n’est pas ca-
pable d’appréhender de manière précise les fortes variations du champ de contrainte
à l’interface de discontinuité matrice/inclusion et proche des régions du cœur de
la dislocation. En revanche, les résultats obtenus avec les procédures PC − LS et
PC − LSR (figure 3.9(b)) sont dénués d’oscillations et approximent parfaitement la
solution analytique à la même échelle de résolution.
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(a)

(b)

Figure 3.9 – Profils des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues dans
le cas d’une densité de dislocations coin α13 définie sur un seul pixel au centre d’une
inclusion circulaire de rayon R = 80δ. Pour les simulations, une grille FFT 2D de
2048× 2048 pixels a été adoptée. Les constantes élastiques des phases sont définies
par µI = 2.3001 × 102 MPa, νI = 0.3647 avec µI/µM = 0.01, νM = νI . L’erreur
admissible pour le critère de convergence ε = 10−6. (a) : Solution P − LS (lignes
continues vertes) avec de fortes oscillations numériques vs. solutions analytiques AS
(lignes pointillées). (b) : Solution PC − LSR (lignes continues bleues) et solution
PC − LS (lignes continues rouges) vs. solutions analytiques AS (lignes pointillées).
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(a)

(b)

Figure 3.10 – Profils des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues
dans le cas d’une densité de dislocations coin α13 définie sur un seul pixel au centre
d’une inclusion circulaire de rayon R = 80δ. Pour les simulations, une grille FFT
2D de 2048 × 2048 pixels a été adoptée. Les constantes élastiques des phases sont
définies µI = 2.3001× 106 MPa, νI = 0.3647 avec µI/µM = 100, νM = νI . L’erreur
admissible pour le critère de convergence ε = 10−6. (a) : Solution P − LS (lignes
continues vertes) avec de fortes oscillations numériques vs. solutions analytiques AS
(lignes pointillées). (b) : Solution PC − LSR (lignes continues bleues) et solution
PC − LS (lignes continues rouges) vs. solutions analytiques AS (lignes pointillées).
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Les résultats obtenus pour un contraste mécanique k = 100 sont montrés sur la
figure 3.10. Comme dans le cas précédent (figure 3.9(a)), les résultats obtenus avec
la procédure P − LS montrent toujours l’apparition de fortes oscillations (3.10(a))
dues à la forte discontinuité matérielle à l’intérieur de l’inclusion et à l’interface
matrice/inclusion. Les résultats de la figure 3.10(b) obtenus avec les procédures
PC − LS et PC − LSR se montrent toujours aussi précis par comparaisons avec la
solution analytique.

De ces résultats, il apparaît que la procédure P − LS donne des résultats pré-
sentant de fortes oscillations pour le profil de contrainte T11. Par conséquent, cette
procédure n’est pas efficace et ne sera plus considérée dans la suite de ce chapitre.
En revanche, les procédures PC − LS et PC − LSR donnent des résultats précis
même à l’intérieur de l’inclusion et proche de la région de cœur de la dislocation.
Cependant, le zoom du profil de la contrainte T11 revèle l’apparition de petites os-
cillations dans les résultats obtenus par la procédure PC − LS pour les deux cas de
contrastes mécaniques (figure 3.11(a) et figure 3.11(c)). La procédure PC −LSR est
la seule capable de reproduire la solution analytique sans aucune oscillation (figure
3.11(b) et figure 3.11(d)). Ces observations renforcent les discussions de la sous-
section 3.6.1.5 reportées dans [24], où les transformées de Fourier discrètes basées
sur le schéma à différences finies centrées à 9 pixels sont efficaces dans la détermina-
tion des distorsions élastiques incompatibles (procédure PC) sans aucune oscillation,
et surtout lorsque la densité de dislocations est restreinte à un seul pixel. En outre,
l’utilisation du schéma "rotated" pour le calcul du tenseur de Green modifié dans
la résolution de l’équation de Lippmann-Schwinger (LSR) permet également d’évi-
ter le développement des fortes oscillations, ce qui est cohérent avec les résultats
numériques rapportés dans [239] pour des composites élastiques seuls.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.11 – Zooms des profils T11 (normalisés par µM) dans l’inclusion reflétant
l’apparition de petites oscillations avec la procédure PC − LS (lignes rouges conti-
nues) contrairement à la procédure PC−LSR (lignes bleues continues). (a) : Solution
PC − LS avec µI/µM = 0.01, (b) : Solution PC − LSR avec µI/µM = 0.01, (c) : So-
lution PC − LS avec µI/µM = 100 et (d) : Solution PC − LSR avec µI/µM = 100.

La figure 3.12 montre un exemple de cartes 2D des champs de contraintes T11
et T12 (normalisées par µM) résultant de l’interaction entre une dislocation coin et
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une inclusion circulaire. La densité de dislocations est restreinte à un seul pixel au
centre de l’inclusion. Les résultats sont obtenus avec la procédure PC − LSR pour
trois contrastes mécaniques différents : k = 0.1 (figures 3.12(a) et (b)), k = 10
(figures 3.12(c) et (d)) et k = 1 (figures 3.12(e) et (f), matrice homogène sans
inclusion). Ces figures montrent l’influence de la rigidité de l’inclusion (pour k = 0.1
et k = 10 comparé au cas homogène k = 1) sur le champ de contrainte qui décrit
différentes contraintes images dans le matériau composite. De plus, la continuité
et la discontinuité du vecteur traction à l’interface matrice/inclusion du matériau
composite est bien reproduite.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 3.12 – Cartes 2D des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues
avec la procédure PC−LSR dans le cas d’une densité de dislocations coin α13 définie
sur un seul pixel au centre d’une inclusion circulaire de rayon R = 80δ, noyée dans
une phase matrice discrétisée avec une grille FFT 2D de 2048×2048 pixels. L’erreur
admissible pour le critère de convergence ε = 10−6. Les résultats sont obtenus avec
la procédure PC − LSR. (a) et (b) : µM = 2.3001 × 104 MPa, µI/µM = 0.1. (c) et
(d) : µM = 2.3001 × 104 MPa, µI/µM = 10. (e) et (f) : µM = 2.3001 × 104 MPa,
µI/µM = 1.
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Densité de dislocations coin située dans la matrice : Comparaisons des
convergences des procédures PC − LS et PC − LSR

Ici, nous comparons l’efficacité de convergence des procédures PC − LS et PC −
LSR en terme de nombre d’itérations necéssaires à l’algorithme numérique pour
converger avec différents contrastes mécaniques. Nous considérons donc le cas d’une
densité de dislocations coin définie dans la matrice sur un seul pixel situé à une
distance de 120δ du centre de l’inclusion le long de l’axe x1. Les contrastes méca-
niques explorés sont compris entre k = 10−10 et k = 103 et une précision ε = 10−6

est adoptée. Le même milieu de référence homogène élastique (i.e. β = 0.505) est
considéré et une contrainte macroscopique très faible T 11 = 1MPa est appliquée
de manière à avoir aucun effet sur les profils de contraintes internes. Sur la figure
3.13, on remarque qu’en plus de prédire avec précision les champs de contraintes en
présence de discontinuités matérielles, la procédure PC − LSR converge beaucoup
mieux que la procédure PC − LS pour les contrastes mécaniques k < 1. De plus,
elle est capable de converger dans le cas d’une inclusion assimilée à un trou circu-
laire ou un vide (i.e. k = 10−10) après 404 itérations seulement. Ceci n’est pas le
cas de la procédure PC − LS pour lequel l’étude de convergence donne à k = 10−3

un nombre d’itérations de 788. En revanche, pour les contrastes mécaniques k > 1,
les deux procédures PC − LS et PC − LSR donnent pratiquement le même nombre
d’itérations (de l’ordre de 5000 itérations pour k = 103, respectivement, 4729 pour
PC − LSR et 5710 pour PC − LS).
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Figure 3.13 – Etude comparative des nombres d’itérations nécessaires aux procé-
dures PC −LSR et PC −LS pour converger, selon différentes contrastes mécaniques
k, dans le cas de l’interaction entre une inclusion circulaire et une densité de dis-
locations coin située dans la matrice d’un matériau composite. Les simulations ont
été effectuées avec une précision ε = 10−6 et une contrainte macroscopique imposée
non nulle T 11 = 1MPa [53].

Ces variations du nombre d’itérations en fonction des valeurs de k ont été aussi
observées dans [239] dans l’étude des matériaux composites hétérogènes, en l’absence
des dislocations polarisées. L’avantage de la présente procédure PC−LSR est le pos-
sible traitement de l’interaction entre un trou (dans le cas de matériaux poreux) et
des dislocations avec un nombre d’itération raisonnable, sans toutefois utiliser un
schéma itératif plus raffiné que l’algorithme à point fixe (gradient conjugué, schéma
accéléré etc). Comme exemple, les contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obte-
nues avec la procédure PC−LSR dans le cas d’une dislocation coin intergissant avec
un trou circulaire (k = 10−10) sont montrées sur les figures 3.14 et 3.15. Ces deux
figures mettent en évidence l’interaction mécanique entre la densité de dislocations
et le trou, avec une grande variation de la contrainte entre le trou (contrainte nulle)
et la dislocation. En outre, les profils T11 et T12 (normalisées par µM) obtenus avec la
procédure PC−LSR approchent très bien les résultats analytiques issus des formules
données par Dundurs et Mura [55].
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(a) (b)

Figure 3.14 – Cartes 2D des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues
avec la procédure PC − LSR dans le cas d’une densité de dislocations coin α13
définie sur un seul pixel situé à une distance de 120δ du centre d’un trou circulaire
de rayon R = 80δ, dans une phase matrice (µM = 2.3001× 104 MPa, νM = 0.3647)
discrétisée avec une grille FFT 2D de 2048 × 2048 pixels. Les simulations ont été
effectuées avec une précision ε = 10−6 et une contrainte macroscopique imposée non
nulle T 11 = 1MPa.
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Figure 3.15 – Profils des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenues avec
la procédure PC −LSR dans le cas d’une densité de dislocations coin α13 définie sur
un seul pixel situé à une distance de 120δ du centre d’un trou circulaire de rayon
R = 80δ, dans une matrice (µM = 2.3001 × 104 MPa, νM = 0.3647). La cellule
est discrétisée avec une grille FFT 2D de 2048 × 2048 pixels. Les simulations ont
été effectuées avec une précision ε = 10−6 et une contrainte macroscopique imposée
non nulle T 11 = 1MPa. Solution PC − LSR (lignes continues bleues) vs. solutions
analytiques AS (lignes en pointillés).
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3.6.2.3 Dipôle de dislocations coins situé dans l’inclusion près de l’in-
terface matrice/inclusion (Cas 2D)

La présente approche FFT avec la procédure PC−LSR est maintenant appliquée
à un cas physique rencontré dans les matériaux cristallins. Nous considérons donc un
dipôle de densités de dislocations coins situé dans l’inclusion circulaire et contraint
à l’interface de discontinuité entre l’inclusion et la matrice d’un matériau composite
2D. Dans ce cas, nous avons 〈α〉 = 0. Les densités de dislocations coins α13 qui com-
posent le dipôle sont de signes opposés et sont localisées sur un seul pixel. Pour ce cas
physique, nous considérons un contraste mécanique k = 0.1 entre l’inclusion et la ma-
trice. La précision du critère de convergence est fixée à 10−8. La figure 3.16 compare
les profils de contraintes obtenus avec la procédure PC−LSR (lignes continues bleues)
à ceux obtenus dans le même cas avec la procédure LSR (lignes continues rouges) à
l’absence de dipôle de dislocations comme dans un problème d’élasticité hétérogène
pur. La figure 3.16(a) montre le profil de la contrainte T11 (normalisée par µM) ob-
tenu en imposant une seule contrainte macroscopique non nulle T 11 = 0.01EM . La
figure 3.16(b) montre le profil de la contrainte T12 (normalisée par µM) obtenu avec
des contraintes macroscopiques non nulles T 12 = T 21 = 0.01EM . Ces comparaisons
révèlent que dans les deux cas, la présence du dipôle modifie remarquablement les
champs de contraintes à l’interface matrice/inclusion et à l’intérieur de l’inclusion,
avec de fortes variations de contrainte du centre de l’inclusion à l’interface. La solu-
tion obtenue avec la procédure LSR montre l’uniformité des contraintes à l’intérieur
de l’inclusion, ce qui est cohérent avec les résultats de la méthode de l’inclusion
équivalente d’Eshelby [62, 172]. Dans les deux cas de figures (avec ou sans dipôle),
les champs de contraintes sont similaires à longues distances de l’inclusion. En effet,
les contraintes dues aux dislocations de signes opposés s’annulent sur des distances
à longue portée qui séparent les dislocations, de sorte que seules les contraintes
induites par l’hétérogéneité élastique demeurent.
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(a) (b)

Figure 3.16 – Profils des contraintes T11 et T12 (normalisées par µM) obtenus dans
le cas d’un dipôle de dislocations coins α13 défini sur un seul pixel et contraint
à l’interface de discontinuité entre l’inclusion circulaire de rayon R = 80δ et la
matrice. Une grille FFT 2D de 2048 × 2048 pixels a été adoptée. Les constantes
élastiques sont µI = 2.3001 × 106 MPa, νI = 0.3647 avec µI/µM = 0.1, νM = νI .
Les simulations ont été effectuées avec une précision ε = 10−8. (a) : Composante de
contrainte T11 obtenue avec une contrainte de traction macroscopique T 11 = 0.01EM .
(b) : Composante de contrainte T12 obtenue avec une contrainte de cisaillement
macroscopique T 12 = T 21 = 0.01EM . Solution PC − LSR (lignes continues bleues)
vs. solution dans le cas hétérogène pur sans dipôle de dislocation obtenue avec la
procédure LSR (lignes continues rouges) [53].
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3.6.2.4 Boucle de dislocations autour d’une inclusion cubique (Cas tri-
dimensionnel)

La procédure PC − LSR est maintenant appliquée à une configuration 3D, telle
qu’une boucle de dislocation autour d’une inclusion cubique noyée dans une phase
matrice. L’inclusion cubique de coté C = 20δ est dix fois plus rigide que la phase
matrice (k = 10). La cellule unitaire de dimension 900b× 900b× 900b est discrétisée
avec une grille FFT 3D de 128×128×128 voxels. La boucle polygonale est définie par
les vecteurs ligne et de Burgers représentés, respectivement, par t et b. La boucle
polygonale est composée successivement d’un segment vis positif avec un vecteur
ligne suivant e1, d’un segment coin positif avec un vecteur ligne suivant e2, d’un
segment vis négatif avec un vecteur ligne suivant e1 et d’un segment coin négatif
avec un vecteur ligne suivant e2 (figure 3.17). Les segments vis et coin α11 et α12
ont chacun une valeur de ±b/δ2. Chaque coin de la boucle se compose à la fois de
densités vis et coin de valeur ±

√
2b/2δ2 afin d’avoir une amplitude uniforme des

densités de dislocations en tout point de la boucle.

Figure 3.17 – Illustration schématique de la boucle rectangulaire de dislocations
autour d’une inclusion cubique de coté C = 20δ noyée dans la phase matrice d’un
matériau composite 3D. La boucle rectangulaire de dislocations est définie par les
vecteurs ligne et de Burgers représentés respectivement par t et b. La boucle est
composée successivement d’un segment vis positif avec un vecteur ligne suivant e1,
d’un segment coin positif avec un vecteur ligne suivant e2, d’un segment vis négatif
avec un vecteur ligne suivant e1 et d’un segment coin négatif avec un vecteur ligne
suivant e2.
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Le matériau composite 3D ainsi défini est soumis à des contraintes macrosco-
piques non nulles T 12 = T 21 = 0.01EM . La convergence est atteinte après 60 itéra-
tions pour une précision ε = 10−8. Les résultats obtenus avec la procédure PC−LSR
sont exempts d’oscillations et les composantes T11, T12 et T13 (normalisées par µM)
sont rapportées dans la figure 3.18. Les contraintes générées par les segments coins
peuvent être observées dans le plan (e1,e3) au travers de la composante T11 (3.18(a)).
Les contraintes générées par les segments vis sont montrées dans le plan (e2,e3) au
travers des contraintes T12 et T13, respectivement, sur les figures 3.18(b) et (c).

(a) (b)

(c)

Figure 3.18 – Cartes des contraintes T11, T33 et T12 (normalisées par µM) obtenues
dans le cas d’une boucle rectangulaire de dislocations contraint par une inclusion
cubique de coté C = 20δ noyée dans la phase matrice (figure 3.17) d’un maté-
riau composite 3D discrétisé avec une grille FFT 3D de 128 × 128 × 128 voxels.
Les propriétés élastiques de l’inclusion cubique et de la matrice sont données par
µI = 2.3001 × 105 MPa, νI = 0.3647 avec µI/µM = 10, νM = νI . Les simulations
numériques ont été effectuées avec une précision ε = 10−8 et une contrainte de ci-
saillement macroscopique imposée T 12 = T 21 = 0.01EM . (a) : Composante T11 dans
le plan (e1,e3). (b) et (c) : Composantes T12 et T13 dans le plan (e2,e3).

3.6.2.5 Distributions de boucles de dislocations autour des inclusions
cubiques dans un matériau composite biphasé : Etude de diffé-
rents contrastes mécaniques (Cas tridimensionnels)

Dans ces dernières simulations tridimensionnelles, le schéma numérique est appli-
qué à une microstructure biphasée plus réaliste constituée des boucles de dislocations
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autour des précipités cubiques noyés dans une phase matrice. La cellule unitaire est
discrétisée avec une grille FFT 3D de 128×128×128 = 2097152 voxels avec une taille
de voxel de 10−9m. La cellule unitaire contient 8× 8× 8 = 512 inclusions cubiques.
Les constantes élastiques de la phase matrice sont µM = 124.2GPa et νM=0.3. Les
constantes élastiques des inclusions (précipités) sont paramétrées comme dans les
simulations précédentes avec le contraste mécanique k entre les deux phases, avec
νI = νM . La taille des inclusions cubiques est de 8 ± 3 × 10−9m et la fraction vo-
lumique des précipités dans la cellule unitaire V est fI = VI/V = 0.15. Chaque
inclusion est entourée de 3± 1 boucles prismatiques de dislocations constituées des
densités α31 (ligne de dislocation suivant la direction e1) et α32 (ligne de disloca-
tion suivant la direction e2), avec un vecteur de Burgers dans la direction e3 et de
norme b=4.05× 10−10m. La cellule unitaire est soumise à une contrainte macrosco-
pique non nulle de valeur faible par rapport aux contraintes internes : T 33 = 1MPa.
Cinq différents contrastes ont été utilisés dans les simulations, notamment k = 0.9,
k = 0.1, k = 10, k = 0.01 et k = 100. Une précision de ε = 10−6 est adoptée pour le
critère de convergence sur la contrainte, et les nombres d’itérations à la convergence
sont, respectivement, 5, 30, 35, 156 et 283 pour les cinq contrastes. Les figures 3.19
(b),(c), (d), (e) et (f) montrent les champs de contraintes internes T33 normalisées
par µM obtenus, respectivement, pour les cinq contrastes mécaniques. Les résultats
obtenus sont exempts d’oscillations, malgré la présence des forts gradients spatiaux
dans le cas du contraste mécanique k = 100. En raison de la polarité des boucles
prismatiques de dislocations, les précipités cubiques sont soumis à une contrainte
de compression. Comme on peut l’observer sur la figure 3.19, le schéma numérique
permet également d’appréhender la dépendance des profils de contraintes internes
au contraste mécanique dans le cas des distributions plus complexes de dislocations
avec de faibles coûts de calcul en termes d’itérations.
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Figure 3.19 – Calcul des contraintes internes dans une matrice contenant des in-
clusions cubiques entourées de boucles polygonales de dislocations. (a) : La cellule
unitaire est discrétisée avec une grille FFT 3D de 128× 128× 128 = 2097152 voxels
avec une taille de voxel de 10−9m et contient 8 × 8 × 8 = 512 inclusions cubiques
(couleur verte). La fraction volumique des inclusions est de 0.15. Les inclusions cu-
biques de taille 8±3×10−9m sont entourées de 3±1 boucles de dislocations (couleur
grise) chacune. Les boucles prismatiques de dislocations ont un vecteur de Burgers
suivant la direction e3, de norme b=4.05× 10−10m. Champs de contraintes internes
T33 normalisées par µM , respectivement, pour cinq contrastes mécaniques différents
k : 0.9 (b), 0.1 (c), 10 (d), 0.01 (e) et 100 (f).
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3.7 Conclusions

Dans ce chapitre, une approche spectrale basée sur l’algorithme FFT est déve-
loppée pour résoudre de façon précise et rapide les équations élasto-statiques de la
Mécanique des Champs de Dislocations (FDM) dans les milieux périodiques, élas-
tiques, linéaires, homogènes ou hétérogènes. Les champs élastiques dûs aux hétéro-
généités élastiques et à la présence des densités de dislocations sont obtenus grâce
à la résolution des équations de type Poisson et de type Lippmann-Schwinger avec
incompatibilités à l’aide d’un algorithme à point fixe (algorithme de base pour la
résolution de la déformation élastique compatible).

Trois procédures différentes ont été utilisées pour le calcul des dérivées partielles
spatiales de premier et de second ordre. Tout d’abord, la procédure P−LS résultant
de l’utilisation de l’approximation classique a été appliquée à la résolution des équa-
tions de type Poisson et de type Lippmann-Schwinger. Ensuite, la procédure PC−LS
résultant de l’utilisation de la DFT avec les différences finies centrées à 9 pixels pour
la résolution de l’équation de type Poisson, et l’approximation FFT classique pour la
résolution de l’équation de type Lippmann-Schwinger. Enfin la procédure PC −LSR
résultant de l’utilisation de la DFT avec les différences finies centrées à 9 pixels
pour la résolution de l’équation de type Poisson, et le schéma "rotated" (basée sur
les différences finies sur une grille pivotée de 45˚) pour la résolution de l’équation
de type Lippmann-Schwinger.

Dans le cas de l’élasticité homogène, la précision de la méthode a été vérifiée
dans le cas des dislocations individuelles vis et coin définies sur un seul pixel et par
différentes distributions (Gaussienne par exemple). Les résultats FFT ont été donc
comparés de manière satisfaisante aux solutions analytiques et aux résultats éléments
finis avec des conditions aux limites périodiques. Les simulations ont également
montré l’éfficacité de la présente approche FFT en terme de temps de calcul par
comparaison à la méthode EF.

Dans le cas de l’élasticité hétérogène, des comparaisons ont été effectuées avec
les solutions analytiques, dans le cas d’une densité de dislocations coin définie sur
un seul pixel au centre d’une inclusion circulaire noyée dans une phase matrice.
Ces comparaisons ont montré que la procédure PC − LSR est plus précise et plus
rapide que les procédures P −LS et PC−LS. L’efficacité de la procédure PC−LSR
s’est confirmée par des comparaisons satisfaisantes avec les solutions analytiques
dans le cas extrême (contraste infini) d’une dislocation coin interagissant avec un
trou circulaire 2D. D’autre part, la comparaison des nombres d’itérations entre les
procédures PC − LS et PC − LSR pour des contrastes mécaniques inférieurs à un,
a montré la rapidité de convergence de la procédure PC − LSR (notamment par
rapport à la procédure classique de Moulinec et Suquet).

La procédure PC − LSR permet de calculer de manière précise les champs de
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contraintes dans les cas physiques rencontrés dans les matériaux cristallins tels qu’un
dipôle de dislocation coin localisé autour de l’inclusion et contraint à l’interface de
discontinuité matrice/inclusion d’un matériau composite 2D. Par ailleurs, l’approche
a été étendue aux simulations 3D, telle qu’une distribution d’inclusions cubiques ri-
gides entourées de boucles de dislocations constituées de segments vis ou de segments
coins.

La suite de ce mémoire est organisée comme suit. Dans le chapitre 4, il sera
question de résoudre l’équation de transport des densités de dislocations par une
approche spectrale de type FFT basée sur l’utilisation des filtres spectraux de type
exponentiel. Le chapitre 5 sera consacré au développement d’un modèle complet
de type FFT pour la résolution de la FDM phénoménologique et mésoscopique en
élasto-viscoplasticité pour la simulation de la plasticité cristalline d’agrégats poly-
cristallins, en y intégrant l’approche FFT sur le transport des densités de dislocations
et les schémas centrés et "rotated" pour la résolution des équations d’incompatibilité
et d’équilibre, respectivement.
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Chapitre 4

Résolution de l’équation de
transport des densités de
dislocations par une approche
spectrale de type Transformée de
Fourier Rapide

4.1 Objectifs

Dans le chapitre 3, nous avons développé une approche spectrale de type Tans-
formée de Fourier Rapide (FFT : "Fast Fourier Transform" en anglais) en utilisant
la Tansformée de Fourier Discrète (DFT : "Discret Fourier Transform" en anglais)
pour le calcul des champs élasto-statiques de la Mécanique des Champs de Dislo-
cations (FDM : "Field Dislocations Mechanics" en anglais) en élasticités homogène
et hétérogène. Les résultats obtenus ont montré que cette approche spectrale est
aussi efficace que les approximations éléments finis en terme de précision mais plus
intéressante en terme de temps de calculs.

Motivé par les capacités prédictives et surtout par la rapidité de calcul de cette
approche spectrale pour les champs élasto-statiques, nous nous proposons dans ce
chapitre de développer une approche spectrale pour résoudre de façon précise et
rapide l’équation de transport des densités de dislocations (équation (2.73)). Le
développement d’une telle approche pour la résolution de l’équation de transport
permettra d’implémenter la théorie de la Mécanique des Champs de Dislocations
(FDM : "Field Dislocations Mechanics" en anglais) et la théorie Phénoménologique
et Mésoscopique de la Mécanique des Champs de Dislocations (PMFDM : "Pheno-
menological Mesoscopic Field Dislocations Mechanics" en anglais) par FFT, avec
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comme objectif principal, une importante réduction du temps de calcul, compara-
tivement aux techniques éléments finis (sous-sections 2.4.6.1, 2.4.6.2 et 2.5.5.1) [7].
Ainsi, la modélisation de la plasticité des agrégats polycristallins deviendra mieux
accessible avec la théorie PMFDM comme on le verra dans le dernier chapitre de ce
manuscrit (chapitre 5).

La nature hyperbolique de l’équation de transport des dislocations constitue
une source d’instabilités numériques croissantes dues au développement des hautes
fréquences comme décrites dans la sous-section 2.5.5.1 dans le cas des approxima-
tions éléments finis. Dans les méthodes spectrales, ces instabilités sont renforcées
par l’apparition de fortes oscillations qui sont inhérentes aux approximations FFT
surtout dans les régions de discontinuités (phénomène de Gibbs). Dans la littéra-
ture, des filtres spectraux ont été utilisés pour dissiper ces hautes fréquences qui
se développent dans la résolution des équations de type hyperbolique, afin d’obte-
nir des solutions numériques stables [154, 124, 152, 225, 90, 37, 89, 88, 202]. Ces
filtres ont pour principe d’enlever les hautes fréquences, sources d’instabilités, aux
points de discontinuités. Dans ce chapitre, nous allons analyser l’influence de deux
filtres spectraux passe-bas sur la stabilité numérique et la précision de la solution
de l’équation de transport des densités de dislocations à vitesses de dislocations im-
posées constantes. Notamment, le filtre cosinus [154, 124, 225, 89, 202] et le filtre
exponentiel [154, 124, 152, 225, 90, 37, 89, 88] seront analysés.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, l’équation de transport
des densités de dislocations sera brièvement rappelée. Cette équation sera réso-
lue dans la section 4.3 par une approche spectrale FFT couplée à l’utilisation des
filtres spectraux. L’implémentation numérique de l’approche spectrale filtrée sera
également présentée. Dans la section 4.4, l’approche spectrale filtrée est compa-
rée avec la solution exacte et l’approximation éléments finis basée sur le schéma
Galerkin/Moindres-Carrés (cf. sous-section 2.5.5.1) [224, 52] dans le cas des pro-
blèmes de transport et d’annihilation en 1D. Dans la section 4.5, l’approche spec-
trale utilisant le filtre exponentiel sera finalement choisie et appliquée à la simulation
de l’extension et de l’annihilation des boucles de dislocations en deux et trois di-
mensions (2D et 3D). Les résultats obtenus seront discutés dans la section 4.6. Il
faut noter que ce chapitre a été récemment publié dans le journal "Modelling and
Simulation in Materials Science and Engineering" [52].
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4.2 Equation de transport de densités de disloca-
tions

4.2.1 Rappel de l’équation de transport de densités de dis-
locations

La description continue la plus commode des dislocations est le tenseur densité
de dislocations α de Nye [177], qui opère sur un vecteur unitaire n pour donner le
vecteur de Burgers vrai b = α · n pour toutes les lignes de dislocations présentes
dans la surface unitaire perpendiculaire à n. L’évolution de α est donc déduite
de l’équilibre des flux de dislocations aux travers de la surface élémentaire. Dans
le cadre d’une déformation infinitésimale, l’équation de transport des densités de
dislocations a été donnée par l’équation (2.73) :

α̇ = −rot (α× v) . (4.1)

De plus, α doit satisfaire l’équation de conservation

div α = 0. (4.2)

Les équations de types (4.1) et (4.2) sont souvent utilisées dans divers domaines
de la physique. En effet, elles sont utilisées dans l’étude des tourbillons dans les
fluides non visqueux et dans les matériaux superconducteurs de type II [42, 57].
Complétée par les conditions aux limites, l’équation (4.1) devient une équation de
type hyperbolique gouvernant l’évolution des densités de dislocations [80]. La pro-
vision de relations constitutives sur la vitesse v des dislocations en termes de forces
motrices complète la description des interactions entre les densités de dislocations
dans la théorie de la FDM. Dans ce chapitre, les vitesses des dislocations seront
supposées constantes et ne dépendront que du signe des densités de dislocations.
Par conséquent l’équation (4.1) est réduite à une équation purement cinématique
ne dépendant pas des contraintes non résolues. D’après les équations (4) et (6) des
notations, l’équation (4.1) peut encore s’écrire sous la forme suivante :

α̇ij = − (αijvk),k + (αikvj),k (4.3)

4.2.2 Problème à deux dimensions (2D)

Nous considérons un tenseur densité de dislocations mobile α défini par

α = α11e1 ⊗ e1 + α12e1 ⊗ e2, (4.4)
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où ⊗ représente le produit dyadique. α est constitué d’une composante vis α11 et
d’une composante coin α12. Les dislocations coins ont leur ligne suivant e2 et les
dislocations vis suivant e1. Les vitesses des densités de dislocations vis et coin sont,
respectivement, v2 et v1, définies normales aux lignes de dislocations. L’équation
(4.3) devient :

α̇11 = − (α11v2 − α12v1),2
α̇12 = (α11v2 − α12v1),1 .

(4.5)

Ces vitesses (de norme constante v0) sont définies comme suit :

v1 = v0
α12

|α|
v2 = −v0

α11

|α|
,

(4.6)

avec |α| =
√
α2

11 + α2
12. Nous allons utiliser ce cadre bidimensionel pour simuler

l’extension et l’annihilation d’une boucle carrée de dislocations dans son plan de
glissement (figure 4.1). La boucle polygonale est définie par les vecteurs ligne et de
Burgers représentés respectivement par t et b. La boucle polygonale est composée
successivement d’un segment vis positif avec un vecteur ligne suivant e1, d’un seg-
ment coin positif avec un vecteur ligne suivant e2, d’un segment vis négatif avec un
vecteur ligne suivant e1 et d’un segment coin négatif avec un vecteur ligne suivant
e2. Les densités de dislocations ont chacune une valeur de ±1.0 sur chaque segment.
Chaque coin de la boucle se compose à la fois de densités vis et coin de valeur ±

√
2/2

afin d’avoir une valeur uniforme de |α| en tout point de la boucle, et aussi satisfaire
la condition de conservation div α = 0. Les vitesses des densités vis et coin sont
définies, respectivement, par

vs = (0, v2, 0)
ve = (v1, 0, 0) .

(4.7)

Ainsi, la vitesse à chaque coin de la boucle a une direction oblique de 45◦. Cette
orientation intermédiaire permet une régularisation des flux de dislocations.
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Figure 4.1 – Boucle polygonale initiale de dislocation composée successivement
d’un segment vis positif en bas, d’un segment coin positif à droite, d’un segment
vis négatif en haut et d’un segment coin négatif à gauche. Les vecteurs ligne et de
Burgers de la dislocation sont représentés respectivement par t et b. Les vitesses des
segments coin et vis sont spécifiées respectivement par ve et vs. Cette configuration
suggère une extension équiaxiale de la boucle polygonale.

4.2.3 Problème à une dimension (1D)

La version unidimensionnelle (1D) de l’équation de transport peut être déduite
de l’équation (4.5) en ne considérant que des dislocations coins dans le plan de
glissement [224, 52]. Ainsi on a :

α̇12 = − (α12v1),1 = −v0
α12

|α12|
(α12),1 . (4.8)

Cette équation peut encore être écrite sous la forme simplifiée suivante :

α̇ = −v0
α

|α|
(α),x = −v0sgn(α)α,x, (4.9)
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avec α12 = α et la fonction signe sgn(α) définie par :

sgn(α) =


1 si α > 0
0 si α = 0
−1 si α < 0.

(4.10)

Les phénomènes physiques tels que la propagation des dislocations et l’annihila-
tion de deux dislocations de signes opposés, notamment, deux densités de disloca-
tions définies par deux demi-sinusoïdes de signes opposés (figure 4.2), peuvent être
simulés avec l’équation de transport 1D (équation (4.9)). Dans le processus d’anni-
hilation, les deux dislocations polarisées sont alors comme des ondes qui forment un
choc lorsqu’elles se rencontrent, avant de s’annihiler comme montré dans [224, 52].

Figure 4.2 – Distribution d’une densité de dislocations coin α pour la simulation
du mécanisme d’annihilation d’un dipôle de dislocations. La densité est composée
de deux demi-sinusoïdes de signes opposés avec des vitesses de normes constantes
v0 et de signes opposés selon l’équation (4.6).
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4.2.4 Formulation explicite de l’équation de transport

La dérivée temporelle dans l’équation (4.9) peut être approximée en utilisant le
schéma implicite d’Euler comme dans la sous-section 2.5.5.1. Ainsi, on a :

αt+4t − αt

4t
= −v0 sgn(α)∂α

t+4t

∂x
, (4.11)

avec 4t le pas de temps. Cette équation est un schéma implicite. Cependant, le
développement limité en série de Taylor de αt+4t dans les termes de droite de cette
équation donne αt+4t = αt +4t α̇t + 0

(
4t2

)
. L’approximation au premier ordre de

αt+4t donne αt. Ainsi, l’équation (4.11) peut encore se mettre sous la forme explicite
suivante d’après [224, 52] :

αt+4t = αt −4t v0 sgn(α)
(
αt
)
,x
. (4.12)

Le même raisonnement permet de réecrire explicitement l’équation (4.3) comme :

αt+4tij = αtij −4t
[
(αijvk)t − (αikvj)t

]
,k
, (4.13)

ainsi que l’équation (4.5) :

αt+4t11 = αt11 −4t
[
(α11v2)t − (α12v1)t

]
,2

αt+4t12 = αt12 +4t
[
(α11v2)t − (α12v1)t

]
,1
.

(4.14)

L’équation (4.13) a été résolue numériquement par la méthode EF basée sur le
schéma explicite Galerkin/Moindres-Carrés (GLS) développé dans la sous-section
2.5.5.1. La méthode GLS s’ést montrée très stable par comparaison avec le schéma
Galerkin pure par Varadhan et al. [224]. Cependant, ces techniques EF exigent des
ressources considérables de calculs numériques pour les simulations 3D. C’est la
raison pour laquelle nous proposons une approche spectrale de type FFT qui doit
se montrer aussi stable et précise que les méthodes élément finis, mais plus efficace
en terme de temps de calcul et de mémoire.

4.3 Méthode spectrale

4.3.1 Approche spectrale classique pour l’équation de trans-
port

Dans un milieu périodique, l’évolution spatio-temporelle de la transformée de
Fourier du tenseur de Nye peut être obtenue par l’équation de transport dans l’es-
pace de Fourier. Ensuite, la distribution du tenseur de Nye dans l’espace réel est
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simplement obtenue (à un instant donné) grâce à la transformée de Fourier inverse.
Ces calculs peuvent être effectués numériquement avec l’algorithme FFT.

Soit α̃(ξ) la transformée de Fourier continue de α(x). Ainsi, la transformée de
Fourier de l’équation (4.13) est donnée par :

α̃t+4tij = α̃tij −4t i ξk
[
(̃αijvk)

t

− (̃αikvj)
t]
. (4.15)

En partant des équations (4.15) et (4.14), nous déduisons la transformée de
Fourier du problème 2D [52] :

α̃t+4t11 = α̃t11 −4t i ξ2

[
˜(α11v2)

t

− ˜(α12v1)
t]

α̃t+4t12 = α̃t12 +4t i ξ1

[
˜(α11v2)

t

− ˜(α12v1)
t]
,

(4.16)

et à partir de l’équation (4.12), la transformée de Fourier du problème 1D explicite
est :

α̃t+4t = α̃t −4t i ξ v0 sgn(α)α̃t. (4.17)

Dans la section 4.4, nous montrerons que la résolution de l’équation (4.17) avec
l’algorithme FFT classique donne des résultats très instables dûs à l’apparition des
oscillations liées au phénomène de Gibbs et aux instabilités de type hyperbolique.
Comme rappelé dans l’annexe D, le phénomène de Gibbs provient de l’impossibilité
de recouvrir une fonction discontinue à partir de ses coefficients de Fourier. Pour
éliminer ces instabilités dues aux hautes fréquences, des filtres spectraux passe-bas
seront introduits dans la suite de ce chapitre.

4.3.2 Approche spectrale avec filtres pour la résolution de
l’équation de transport des densités de dislocations

Le filtrage est largement utilisé dans les méthodes spectrales pour éliminer les
instabilités dans les problèmes hyperboliques [88]. En présence des fonctions dis-
continues, le filtrage passe-bas stabilise l’approximation numérique en éliminant les
hautes fréquences près des régions de discontinuités. L’erreur ponctuelle découlant
de l’approximation filtrée est rappelée dans l’annexe E. Le taux de convergence de
l’approximation filtrée est uniquement déterminé par l’ordre du filtre qui est à définir
et la régularité de la fonction initiale. En particulier, si l’ordre de filtrage augmente
avec N (i.e. le nombre de points de Fourier), une précision exponentielle (cf. annexe
E) est obtenue en tout point sauf très proche de la discontinuité [225, 89, 88].

Il existe plusieurs types de filtre spectraux, mais les plus efficaces et les plus
utilisés sont le filtre cosinus d’ordre 2 et le filtre exponentiel d’ordre 2p (p etant un
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entier naturel) [225, 89, 88]. Ces deux filtres sont définis respectivement par :

σ (η) = 1
2 (1 + cos (πη)) (4.18)

σ (η) = exp
(
−β (η)2p

)
, (4.19)

où β et 2p représentent respectivement le paramètre d’amortissement des hautes
fréquences et l’ordre du filtre exponentiel. Le paramètre η sera défini dans la pro-
chaine sous-section 4.3.3. La comparaison de ces filtres et l’influence des paramètres
du filtre exponentiel sur la solution de l’équation de transport seront discutées plus
tard. L’application de ces filtres spectraux à l’équation (4.15) nous donne [52] :

α̃t+4tij = σ (η)
[
α̃tij −4t i ξk

(
(̃αijvk)

t

− (̃αikvj)
t)]

. (4.20)

A partir de l’équation (4.20), les versions filtrées des équations (4.16) et (4.17)
sont respectivement données par [52] :

α̃t+4t11 = σ (η)
[
α̃t11 −4t i ξ2

(
˜(α11v2)

t

− ˜(α12v1)
t)]

α̃t+4t12 = σ (η)
[
α̃t12 +4t i ξ1

(
˜(α11v2)

t

− ˜(α12v1)
t)] (4.21)

et
α̃t+4t = σ (η)

[
α̃t −4t i ξ v0 sgn(α)α̃t

]
. (4.22)

Dans la prochaine sous-section, un schéma numérique basé sur la méthode FFT
sera développé pour calculer α̃t+4t dans l’espace de Fourier, puis αt+4t dans l’espace
réel par la FFT inverse.

4.3.3 Implémentation numérique

Les équations d’évolution obtenues dans l’espace de Fourier sont maintenant
résolues par l’algorithme FFT. Ici, l’algorithme FFTW implémenté dans Matlab R©
a été utilisé [83]. Nous considérons un VER périodique avec les périodes spatiales
T1, T2 et T3 dans les directions x1, x2 et x3 respectives.

La représentation discrète du vecteur de Fourier ξj (introduit dans la sous-section
4.3.3) est donnée par mj (j est l’ordre de la dimension spatiale, i.e. j = 1, 2 ou 3)
définie par les équations (3.20) et (3.21) dans le chapitre 3.

Dans les expressions des filtres cosinus et exponentiel, la représentation discrète
de ηj est donnée parmj/Nj [88]. Utilisée plus tard dans ce chapitre, la forme discrète
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du filtre exponentiel (paramétré par p et β) dans un problème 3D dans l’espace de
Fourier est d’ores et déjà donnée par :

σ
(
m1

N1
,
m2

N2
,
m3

N3

)
= exp

(
−β

((
m1

N1

)2p
+
(
m2

N2

)2p
+
(
m3

N3

)2p
))

. (4.23)

Le paramètre d’amortissement est β = −ln εM , où εM est une petite valeur à
déterminer [88]. Dans les sections suivantes, la dimension j est égale à 1 (section
4.4), 2 et 3 (section 4.5) pour les exemples 1-, 2-, 3D, respectivement.

4.4 Validation de la méthode spectrale pour l’équa-
tion de transport à une dimension

4.4.1 Configuration à une dimension

L’implémentation numérique développée dans la section précédente est mainte-
nant appliquée à la résolution du problème de transport et d’annihilation d’un dipôle
de dislocations dans un milieu périodique 1D. La solution exacte de ce problème a
été rapportée dans [224]. La distribution de la densité de dislocations initiale est
définie par deux demi-sinusoïdes de même amplitude et de signes opposés, séparées
par une distance non dimensionnelle de 7π/16 (figure 4.2). Les deux demi-sinusoïdes
se déplacent l’une vers l’autre et forment un choc lorsqu’elles se rencontrent au
centre du domaine [224]. Ce choc grandit jusqu’à atteindre deux fois l’amplitude des
densités initiales, avant de s’annihiler. Le milieu périodique est discrétisé avec une
grille 1D de N points distants de δ = 2π/N . La stabilité physique est maintenue
lorsque le nombre de Courant c = 4t v0/δ est inférieur à 1, avec v0 = 5 × 108s−1

[224, 52]. Cette valeur de la vitesse v0 a été utilisée dans [224]. Quand bien même
qu’elle est irréaliste, elle ne change rien au problème du transport mais seulement le
pas de temps. Cette configuration initiale et son évolution seront simulées en résol-
vant l’équation (4.22). Trois différentes expressions de σ (η), avec η = m/N , seront
considérées :

1. Cas 1 (approche spectrale classique sans filtre)

σ
(
m

N

)
= 1 =⇒ α̃t+4t = α̃t −4t i m v0 sgn(α)α̃t, (4.24)

2. Cas 2 (approche spectrale avec filtre exponentiel)

σ
(
m

N

)
= exp

(
−β

(
m

N

)2p
)

=⇒ α̃t+4t = exp
(
−β

(
m

N

)2p
)

(α̃t −4t i m v0 sgn(α)α̃t) ,
(4.25)
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3. Cas 3 (approche spectrale avec filtre cosinus)

σ
(
m

N

)
= 1

2

(
1 + cos

(
π
m

N

))
=⇒ α̃t+4t = 1

2

(
1 + cos

(
π
m

N

))
(α̃t −4t i m v0 sgn(α)α̃t) .

(4.26)

Des comparaisons entre ces trois approches seront effectuées afin de montrer l’ap-
titude des filtres à éliminer les oscillations de Gibbs et les instabilités hyperboliques
qui apparaissent dans les solutions obtenues avec l’approche classique (cas 1). La
validation de l’approche spectrale avec filtre se fera par comparaison avec la solution
exacte et les simulations EF [224, 52].

4.4.2 Approche FFT classique (cas 1)

Tout d’abord, l’approche classique FFT (cas 1) est appliquée à la configuration
1D. La cellule unitaire périodique est discrétisée en N = 1024 points avec c = 0.25.
La figure 4.3 [52] montre l’apparition très tôt des oscillations de Gibbs aux points
de discontinuité de la dérivée spatiale, et bien avant l’apparition des instabilités de
nature hyperbolique.

Figure 4.3 – Distribution spatiale de la densité de dislocations α obtenue avec
l’approche FFT classique sans filtre (cas 1) à un temps t = 9.203×10−11s. Apparition
des oscillations de Gibbs bien avant l’annihilation des densités de dislocations α
de signes opposés. Les paramètres de la simulation sont N = 1024, δ = 2π/N ,
v0 = 5× 108s−1 et c = 0.25 [52].
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4.4.3 Approche spectrale avec le filtre exponentiel (cas 2)

La configuration 1D est maintenant résolue avec l’approche FFT avec le filtre
exponentiel. Comme dans le cas classique, la cellule unitaire périodique est discré-
tisée en N = 1024 points avec c = 0.25. Pour ces paramètres de simulation et suite
à plusieurs essais numériques, dont certains sont reportés ci-dessous, nous réussis-
sons à obtenir une approximation stable et très proche de la solution exacte avec un
filtre d’ordre p = 1 et εM = 0.2. Les évolutions de la densité de dislocations α sont
comparées à la solution exacte [224] dans la figure 4.4 [52] à divers instants, jusqu’à
la complète annihilation. Cette figure montre que l’approximation FFT utilisant le
filtre exponentiel est stable et précise par comparaison avec la solution exacte.

L’influence des paramètres du filtre exponentiel (p et εM) sur l’évolution de la
densité de dislocations α sera étudiée dans cette configuration.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.4 – Distribution spatiale de la densité de dislocations α dans la confi-
guration 1D à quatre étapes différentes jusqu’à l’annihilation complète : (a) :
t = 9.2×10−10s, (b) : t = 2.76×10−9s, (c) : t = 3.37×10−9s et (d) : t = 4.93×10−9s.
Comparaisons entre l’approche spectrale avec le filtre exponentiel et la solution
exacte. Les paramètres de la simulation sont N = 1024, δ = 2π/N , v0 = 5× 108s−1,
c = 0.25 et εM = 0.2 [52].

4.4.3.1 Influence de p

La précision du filtre exponentiel dépend de son ordre représenté par le nombre
entier 2p. Pour montrer l’influence de p sur l’évolution de α, nous considérons
l’exemple de la figure 4.4, mais cette fois-ci avec p choisi égal à 2 et 3.

D’après les figures 4.5(a) et 4.5(c), ces valeurs donnent des résultats instables,
bien avant annihilation. Les expériences numériques ont montré que les instabilités
sont plus prononcées lorsque p augmente. Par ailleurs, bien que des études numé-
riques ont montré que p = 2 donne des meilleurs résultats pour différentes conditions
initiales [154, 124], nous trouvons dans notre cas que p = 1 est la valeur la plus ap-
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propriée et correspond à un filtre de second ordre.

4.4.3.2 Influence de εM

L’influence de εM sur la solution au moment du choc est montrée dans les figures
4.5(b) et 4.5(d) [52]. Partant des paramètres de référence de la figure 4.4, deux
valeurs εM = 0.5 et εM = 10−2 ont été éssayées. Nous remarquons que εM influence
significativement l’amplitude et la stabilité de la solution. Pour des grandes valeurs
telle que εM = 0.5, la figure 4.5(b) montre l’apparition des instabilités. Au contraire,
on assiste à un suramortissement lorsque la valeur de εM est inférieure à εM = 0.2
(valeur optimale, voir figure 4.4(b)) comme dans le cas de εM = 10−2 (figure 4.5(d)).
Nous concluons que plus εM est petite, plus la solution est stable, mais au prix d’un
suramortissement progressif de la solution sur le long terme. D’où la nécessité de
trouver des valeurs optimales qui permettent d’obtenir une solution stable tout en
la lissant le moins possible. Pour le cas du problème d’annihilation 1D, une liste
des valeurs optimales de εM que nous avions obtenues, en fonction des nombres de
points et de Courant (N, c) est rapportée dans l’annexe F (cf. [52]).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.5 – A gauche : influence de p sur la stabilité numérique du problème
d’annihilation 1D avec εM = 0.2 à t = 3.68× 10−10s bien avant annihilation : (a) :
p = 2 et (c) : p = 3. A droite : influence de εM avec p = 1, dès l’apparition du choc à
t = 2.76×10−9s : (b) : εM = 0.5 et (d) : εM = 10−2. Les paramètres de la simulation
sont N = 1024, δ = 2π/N , v0 = 5× 108s−1 et c = 0.25 [52].

4.4.4 Approche spectrale FFT avec le filtre cosinus (cas 3)

Le filtre cosinus est un filtre passse-bas de second ordre utilisé pour amortir les
hautes fréquences associées aux oscillations de Gibbs et aux instabilités de nature
hyperbolique [154, 124, 89, 202]. Contrairement au filtre exponentiel, le filtre cosinus
ne possède pas de paramètre spécifique. Les expériences numériques ont montré la
stabilité et la précision de ce filtre lorqu’on résoud le problème de la configuration
1D. Il est intéressant de noter qu’il y a une équivalence entre le filtre cosinus et
le filtre exponentiel comme montré sur la figure 4.6. En effet, le développement
limité en série de Taylor au second ordre des expressions du filtre cosinus et du filtre

142



exponentiel du second ordre donne, respectivement :

1
2 (1 + cos (πη)) ' 1

2

(
1 + 1− (πη)2

2

)
+ 0

(
(πη)4

4!

)
= 1− (πη)2

4 + 0
(

(πη)4

4!

)
(4.27)

et

exp
(
−β (η)2

)
' 1 +

(
−βη2

)
+ 0


(
−β (η)2

)2

2!

 = 1−
(
βη2

)
+ 0


(
−β (η)2

)2

2!

 .
(4.28)

Lorsque β = π2

4 , les équations (4.27) et (4.28) deviennent équivalentes. Dans ce cas,
on a :

εM = exp (−β) = exp
(
π2

4

)
' 0.08. (4.29)

D’après les mêmes expériences numériques, l’amortissement de la solution α est plus
prononcée avec le filtre cosinus pour des faibles nombres de points de Fourier (N <
512). D’autre part, des instabilités apparaissent aussi pour les grands nombres de
Courant (c > 0.75). Cependant, il est possible, avec le filtre exponentiel d’ordre deux,
de réduire l’amortissement et avoir une stabilité, en ajustant la valeur du paramètre
εM (cf. annexe F) pour les grands nombres de Courant. Pour ces raisons, seul le
filtre exponentiel du second ordre sera utilisé dans les comparaisons de l’approche
spectrale filtrée avec les approximations éléments finis.

(a) (b)

Figure 4.6 – Distribution spatiale de la densité de dislocations lors du problème
d’annihilation 1D à deux étapes différentes : (a) : t = 3.68 × 10−10s, (b) : t =
9.81×10−9s. Equivalence entre le filtre cosinus et le filtre exponentiel. Les paramètres
de la simulation sont N = 1024, δ = 2π/N , v0 = 5× 108s−1, c = 0.25 et εM ' 0.08
[52].
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4.4.5 Comparaison avec les résultats éléments finis (cas de
l’annihilation)

Ici, nous comparons l’approche spectrale avec le filtre exponentiel avec les mé-
thodes éléments finis Moindres-Carrés (LS) et Galerkin/Moindres-Carrés (GLS) dé-
veloppées par Varadhan et al. [224] et qui ont déjà été présentées dans le chapitre
2 (cf. sous-section 2.5.5.1), dans le cas du problème de transport et d’annihilation
des dislocations en 1D. Dans ces schémas éléments finis, la formulation LS intro-
duit naturellement un terme de diffusion proportionnelle au pas de temps au carré.
Ce terme permet d’amortir les instabilités oscillatoires et stabilise la solution (cf.
sous-section 2.5.5.1). Si cet amortissement est insuffisant dans les régions de forts
gradients spatiaux, une diffusion artificielle peut être ajoutée au travers du facteur
de diffusion γ (cf. équation (2.101)).

Dans une première série de calculs, le problème précédent sur le transport et
l’annihilation en 1D des dislocations est toujours considéré avec N = 1024, c = 0.25
et εM = 0.2. Les deux méthodes éléments finis (LS et GLS) utilisent les éléments
linéaires continus. Pour l’implémentation éléments finis, le logiciel Matlab R© a été
utilisé avec un facteur de diffusion γ = 0.1. D’après la figure 4.7 [52], on note une
bonne approximation entre l’approche spectrale FFT avec le filtre exponentiel et
les méthodes éléments finis LS (κ = 0) et GLS (κ = 1), à chaque instant jusqu’à
l’annihilation complète de la densité de dislocations.

Dans une seconde série de calculs, nous considérons toujours le problème de la
configuration 1D, mais cette fois-ci avec une densité de dislocations initiale α définie
seulement avec une seule demi-sinusoïde. Le but est de tester et comparer la capacité
des méthodes spectrales et EF à conserver cette sinusoide durant une longue distance
de transport, sans trop la lisser. Pour cela, nous devons mesurer et comparer l’écart
par rapport à la solution exacte lors d’un long mouvement. La comparaison des
erreurs quadratiques a été effectuée entre la solution exacte et l’approche spectrale
filtrée d’une part, et les méthodes éléments finis de l’autre, lorsque la densité de
dislocations se déplace sur une distance de 1.5π.

Une évolution monotone de l’erreur quadratique a été observée pour les trois
méthodes. Dans chaque cas, la méthode LS est moins précise. Une étude comparative
entre l’approche spectrale et la méthode GLS a été résumée sur la figure 4.8 [52].
Nous pouvons donc observer les évolutions de la valeur des erreurs quadratiques
(figures 4.8(a) et (b)) et du temps de calcul (figures 4.8(c) et (d)) en fonction des
nombres de Courant c et de pixel/élément N, à la fin de la simulation du transport,
et pour chaque méthode (FFT et GLS).

La caractéristique commune à ces deux approches est l’amélioration de la pré-
cision pour les grandes valeurs de N. Pour les petites valeurs de N, la précision de
l’approche spectrale FFT est meilleure que celle de la méthode des éléments finis
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GLS lorque de faibles valeurs de c (c < 0.25) sont considérées. Inversement, la mé-
thode EF-GLS est plus précise que l’approche spectrale FFT pour les grandes valeurs
de c (0.25 ≤ c < 0.55). En termes de temps de calcul, l’approche spectrale filtrée est
plus efficace que la méthode élément finis GLS. En effet, sur un single core Intel(R),
core (TM), i7 (4800 MQ, 2.7 GHz, 8 Go), le temps de calcul pour la simulation de
l’annihilation des dislocations en 1D avec la méthode FFT avec le filtre exponentiel
est de 4.5 s alors qu’il atteint 165 s pour les méthodes EF avec 1024 éléments. Cette
différence entre les temps de calculs sera encore plus considérable dans les calculs
2D et 3D, comme rapporté dans la suite du chapitre.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.7 – Distribution spatiale de la densité de dislocations α dans la confi-
guration 1D à quatre étapes différentes jusqu’à l’annihilation complète : (a) :
t = 9.2×10−10s, (b) : t = 2.76×10−9s, (c) : t = 3.37×10−9s et (d) : t = 4.93×10−9s.
Comparaisons entre l’approche spectrale avec le filtre exponentiel et les simula-
tions LS et GLS. Les paramètres de la simulation sont N = 1024, δ = 2π/N ,
v0 = 5× 108s−1, c = 0.25, εM = 0.2 et γ = 0.1 [52].
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Figure 4.8 – Evolution du temps CPU et de l’erreur quadratique (par comparaison
avec la solution exacte) en fonction du nombre de Courant c et du nombre de
pixel/élément N , obtenue avec l’approche FFT avec le filtre exponentiel (à gauche)
et la méthode élément fini GLS (à droite) pour la simulation 1D du transport d’une
sinusoïde sur un long trajet [52].

4.5 Application aux boucles de dislocations bidi-
mensionnelles et tridimensionnelles

4.5.1 Extension et annihilation d’une boucle polygonale en
deux dimensions

Dans cette section, nous considérons la boucle polygonale de la figure 4.1, dans
un domaine 2π× 2π périodique discrétisé par 512× 512 pixels. Les vitesses v1 et v2
sont définies par l’équation (4.6) avec v0 = 5×108s−1. Afin d’optimiser la stabilité de
la méthode EF-GLS, le nombre de Courant est choisi petit i.e. c = 0.05. Pour le filtre
exponentiel, la valeur optimale de εM utilisée pour ce problème 2D est 0.6. La diffé-
rence avec la valeur utilisée dans le problème d’annihilation 1D (εM = 0.2) est due au
fait que les deux problèmes sont différents de par le nombre de Courant, le maillage
et le profil initial de la densité de dislocations. L’approximation par éléments finis
utilise des éléments triangulaires avec interpolation linéaire, deux triangles emboî-
tés formant un élément carré équivalent à un pixel dans l’approximation FFT. Les
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simulations GLS sont effectuées avec le solveur GMRES (Gradient Minimal Resi-
dual en anglais) dans le code FreeFem++ [97]. Le paramètre de diffusion est choisi
égal à 0.05. L’évolution de la norme de la densité de dislocations |α| =

√
α2

11 + α2
12

est reportée sur la figure 4.9 [52]. On peut donc observer l’extension de la boucle
jusqu’à sa complète annihilation dans le domaine spatial, due aux conditions aux
limites périodiques. Ainsi, les segments coin et vis s’annihilent complètement, même
dans les coins du domaine sans laisser de débris résiduels. L’approche filtrée FFT
et la méthode EF-GLS donnent toutes les deux des résultats très similaires jusqu’à
l’annihilation complète de la boucle de dislocation. Il est aussi important de souli-
gner un étalement et un amortissement identique du cœur de dislocation avec les
deux techniques.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

(i) (j)

Figure 4.9 – Extension de la boucle polygonale décrite dans la figure 4.1 à cinq
étapes différentes jusqu’à la complète annihilation due aux conditions aux limites
périodiques, avec l’approche spectrale FFT avec le filtre exponentiel et la méthode
élément fini GLS : Les résultats FFT sont à gauche et les résultats EF-GLS sont à
droite. (a, b) : t = 0s, (c, d) : t = 1.104 × 10−9s, (e, f) : t = 2.33 × 10−9s, (g, h) :
t = 4.54 × 10−9s et (i, j) : t = 7.363 × 10−9s. Les paramètres de la simulation sont
Ntot = 512 × 512 pixels, v0 = 5 × 108s−1 et c = 0.05. La distribution spatiale de
|α| est obtenue avec εM = 0.6 pour l’approche FFT et γ = 0.05 pour la méthode
EF-GLS [52]. 148



4.5.2 Rétrécissement d’une boucle polygonale en trois di-
mensions

Pour une dernière validation de l’approche spectrale FFT, nous considérons une
boucle de dislocations plus complexe en 3D. Le but est de montrer que (i), la solution
demeure stable dans les situations non triviales d’extension et d’annihilation de dis-
locations et (ii), le temps de calcul est beaucoup plus faible que celui obtenu avec la
méthode EF-GLS. La configuration initiale de la boucle de dislocations est montrée
sur la figure 4.10 [52]. La boucle est donc constituée de deux demi-boucles rectangu-
laires, respectivement dans les plans de normales e2 et e3. La demi-boucle rectan-
gulaire de normale e3, en commençant par la gauche, est successivement constituée
d’un segment coin négatif le long de e2, d’un segment vis positif le long de e1 et d’un
segment coin positif le long de e2. La seconde demi-boucle rectangulaire de normale
e2, en commençant par la droite, est successivement constituée d’un segment coin
positif le long de e3, d’un segment vis négatif le long de e1 et d’un segment coin
négatif le long de e3. Tout comme dans le cas de la boucle polygonale 2D, les com-
posantes de la densité de dislocations ont chacune une valeur de ±1.0 sur chaque
segment. Chaque coin de la boucle se compose à la fois de densités vis et coin de
valeur ±

√
2/2, afin d’avoir une valeur uniforme de |α| en tout point de la boucle

et régulariser le flux de dislocations dans les coins. Les vitesses sont définies par
l’équation (4.6) et spécifiées sur la figure 4.10 de telle sorte que les segments coins
étendent la boucle suivant e1 et les segments vis la rétrécissent suivant e2 et e3.

Pour cette simulation, nous considérons un domaine de 2π×2π×2π périodique,
discrétisé avec 128×128×128 voxels. Les paramètres de la simulation sont c = 0.25,
v0 = 5 × 108s−1 et εM = 0.2. L’évolution de la norme de la densité de dislocations
|α| =

√
α2

11 + α2
12 + α2

13 est reportée dans la figure 4.11 à divers instants [52]. Nous
observons le rétrécissement progressif de la boucle jusqu’à sa complète annihilation.
Les segments coins étendent la boucle le long de e1 jusqu’à leur complète annihilation
due aux conditions aux limites périodiques. Les deux segments vis rétrécissent la
boucle lorsqu’ils se déplacent l’un vers l’autre, se rencontrent au centre du domaine
et s’annihilent sans laisser de débris résiduels, ce qui montre la fiabilité de la méthode
spectrale à décrire le phénomène d’annihilation de dislocations polarisées et de signes
opposés.
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Figure 4.10 – Boucle initiale de dislocation composée de deux demi-boucles rectan-
gulaires respectivement dans les plans de normales x2 et x3. Les vecteurs ligne et de
Burgers sont représentés respectivement par t et b. Les vitesses de chaque segment
sont spécifiées par vs pour les segments vis et par ve pour les segments coins [52].
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Figure 4.11 – Rétrécissement d’une boucle polygonale 3D (comme définie dans la
figure 4.10) obtenue avec l’approche spectrale FFT filtrée. Les résultats numériques
sont montrés à six différentes étapes jusqu’à la complète annihilation de la boucle :
(a) : t = 0s, (b) : t = 4.9087×10−10s, (c) : t = 2.4543×10−9s, (d) : t = 3.6815×10−9s,
(e) : t = 7.3631× 10−9s et (f) : t = 1.2271× 10−8s. Les paramètres de la simulation
sont Ntot = 128 × 128 × 128 voxels, v0 = 5 × 108s−1 et c = 0.25. La distribution
spatiale de |α| est obtenue avec εM = 0.2 [52].
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4.6 Discussion

La validation de l’approche spectrale FFT avec le filtre exponentiel dans la confi-
guration 1D a révélé sa capacité à résoudre l’équation de transport des dislocations.
Une augmentation du nombre de point de Fourier N conduit généralement à une
meilleure précision. Cette tendance est expliquée par l’équation (D.3) de l’annexe
D. L’influence des paramètres du filtre exponentiel a été étudiée dans la section 4.4
au travers des expériences numériques. Il a été montré que p et εM influencent si-
gnificativement la précision et la stabilité de l’approximation numérique. La valeur
p = 1 est retenue comme valeur optimale. Pour un nombre de point de Fourier N
donné, il est donc important de trouver la valeur optimale de εM , de telle sorte
que les instabilités disparaissent tout en assurant en même temps un amortissement
et un étalement aussi minimales que possible de la solution. Quand εM est choisi
plus grand que la valeur optimale, des instabilités apparaissent dans la solution, et
lorsqu’il est choisi plus petit, la solution est suramortie. Le choix de la valeur de
εM se voit très dépendant de N , mais aussi du nombre de Courant c (i.e. le pas de
temps) et du profil initial de la densité de dislocations (voir Annexe F). La valeur
optimale de εM décroit lorsque c croit jusqu’à 1. Il est à noter que le paramètre εM
peut varier d’un problème physique à l’autre et en fonction des conditions initiales.
En effet, les paramètres optimisés numériquement étaient par exemple εM = 10−4

et p = 2 dans le cas des problèmes hyperboliques linéaires de Cauchy à coefficients
constants avec une condition initiale discontinue [124].

Dans le cas 1D, la comparaison entre le filtre exponentiel du second ordre et le
filtre cosinus a révélé que malgré le fait que le filtre cosinus soit performant pour
l’élimination des instabilités, il ne garantit pas une précision suffisante pour les petits
nombres de points de Fourier et les grands nombres de Courant, contrairement
au filtre exponentiel du second ordre qui est très bien adapté à ces cas (p = 1).
L’approche explicite spectrale exponentiellement filtrée et les techniques explicites
éléments finis LS et GLS [224] se sont révélées stables et précises pour la résolution
de l’équation de transport des densités de dislocations. Une étude approfondie sur
la précision a montré la sensibilité des trois méthodes au nombre de Courant c et
au nombre de points/éléments N . Cette étude a aussi révélé que la méthode EF-
GLS est moins précise que l’approche spectrale FFT avec le filtre exponentiel pour
des faibles nombres de Courant (c ≤ 0.25). Par contre, elle est plus précise que
l’approche spectrale filtrée pour des grandes valeurs de c (0.25 ≤ c < 0.55). Par
ailleurs nos expériences numériques ont révélé une instabilité de la méthode GLS
pour c > 0.55, contrairement à l’approche spectrale qui s’est montrée stable dans
ces cas de figure.

Dans le cas de l’extension et l’annihilation d’une boucle polygonale 2D, on a
observé des résultats stables et proches avec l’approche spectrale FFT et la méthode
GLS (figure 4.9). Cette comparaison indique que pour un petit nombre de Courant
(c = 0.05), il n’y a pas de différence de précision entre l’approche FFT filtrée et la
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méthode EF-GLS. Ce résultat est différent des conclusions provenant des simulations
1D (voir figure 4.8). Cette différence provient du caractère singulier de la densité de
dislocations initiale utilisée dans le problème 2D. En effet, l’utilisation des valeurs
discrètes de ±1.0 sur chaque pixel pour définir la boucle de dislocations initiale 2D
nécessite pour des raisons de stabilité l’étalement du cœur de la dislocation pour les
deux approches, contrairement aux simulations 1D où la dislocation est distribuée
sur plusieurs points au niveau des profils sinusoïdaux. Comme déjà mentionné dans
[224], de faibles nombres de Courant doivent être utilisés afin d’assurer la stabilité
de la méthode EF-GLS.

En dernier lieu, la présente approche spectrale est très interessante en terme
de temps de calcul, particulièrement pour les grands nombres de pixels et dans les
simulations 3D, ce qui est intéressant pour les calculs à grands nombres de degré de
liberté. En effet, en considérant un single core Intel(R), core (TM), i7 (4800 MQ, 2.7
GHz, 8 Go), le temps de calcul pour la simulation de l’annihilation des dislocations
en 1D avec la méthode FFT filtrée est de 4.5 s alors qu’il atteint 165 s pour les
méthodes EF avec 1024 éléments. Les temps de calculs en 2D et 3D mettent bien
en évidence l’attractivité de l’approche FFT. Pour le même ordinateur, le temps de
calcul pour la simulation de l’extension de la boucle 2D est de 819.30s (' 13 min)
alors qu’il atteint 49062 s (' 13 h38 min) avec la méthode EF. Le tableau 4.1
présente le temps de calcul pour un seul pas de temps dans le cas de la simulation de
la boucle polygonale 3D avec la présente approche spectrale et la méthode EF-GLS
utilisant les éléments linéaires tétraédriques et le solveur GMRES (Gradient Minimal
Residual en anglais) dans le code FreeFEM++ [97]. Nous pouvons remarquer que
l’approche spectrale FFT est au moins 1300 fois plus rapide que la méthode EF
pour Ntot = 1283. Dans ce même tableau, les temps de calcul pour Ntot = 2563 et
Ntot = 5123 ne sont pas donnés pour la méthode EF-GLS à cause de l’insuffisance
de mémoire de l’ordinateur.

Ntot
CPU times

FFT EF-GLS
323 0.032 20.110
643 0.081 164.82
1283 0.590 1354.3
2563 5.310 -
5123 56.00 -

Table 4.1 – Comparaison des temps de calcul (en secondes) entre l’approche FFT
et la méthode EF-GLS, en fonction du nombre de voxels (Ntot) et pour un seul pas
de temps, dans le cas de l’annihilation et du rétrécissement de la boucle polygonale
3D [52].
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4.7 Conclusions

Une approche spectrale numérique basée sur l’algorithme FFT est développée
pour résoudre de façon rapide, stable et précise, l’équation de transport de type hy-
perbolique régissant l’évolution spatio-temporelle du tenseur densité de dislocations
dans la théorie FDM.

Deux filtres passe-bas, en l’occurence, le filtre cosinus et le filtre exponentiel ont
été utilisés pour contrôler les oscillations inhérentes aux méthodes de Fourier et les
instabilités numériques de nature hyperbolique.

La comparaison des filtres spectraux a révélé que, bien que, le filtre cosinus
soit efficace pour éliminer les instabilités, il n’offre pas la possibilité de recouvrir
la précision avec les faibles nombres de points de Fourier et les grands nombres de
Courant, tandis que le filtre exponentiel de second ordre est plus flexible et plus
adapté à ces cas. En effet, il contient deux paramètres à ajuster.

La convergence et la stabilité de ces approches spectrales ont été étudiées au
travers d’expériences numériques. Pour le filtre exponentiel, une étude de paramètres
a été effectuée sur la précision et la stabilité de la solution. Cette étude a porté sur
le paramètre d’amortissement εM , l’ordre du filtre 2p donné par p, le nombre N de
points de Fourier et le nombre de Courant c. Ainsi, des valeurs optimales de εM , en
fonction de p, N et c, sont rapportées dans le cas de l’annihilation d’un dipôle de
dislocations.

La stabilité et la précision de l’approche spectrale filtrée ont été confirmées par de
fructueuses comparaisons avec la solution exacte et les approximations EF-LS et EF-
GLS dans le cas des problèmes 1D de propagation et d’annihilation des dislocations,
et avec les résultats GLS dans le cas de l’extension de la boucle polygonale 2D.
En outre, la présente approche FFT peut s’étendre très facilement aux simulations
3D, comme dans le cas de l’extension et du rétrécissement de la boucle polygonale
3D. Ces simulations ont également montré que la présente approche FFT est plus
efficace que les techniques éléments finis en terme de temps de calcul.

Le prochain chapitre est consacré à l’implémentation des équations complètes de
la PMFDM élasto-visco-plastique dans un cadre spectral, en couplant la présente
approche FFT sur le transport des dislocations à celle développée dans le chapitre 3
sur la résolution des champs élasto-statiques. L’objectif poursuivi est la simulation de
la plasticité non-locale à base de GNDs à l’échelle mésoscopique dans les composites
et les polycristaux par la théorie PMFDM avec des temps de calculs raisonnables.
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Chapitre 5

Implémentation numérique de la
mécanique des champs de
dislocations dans un cadre
Elasto-Visco-Plastique FFT à
l’échelle mésoscopique

5.1 Objectifs

Ce chapitre s’intéresse au développement d’une technique numérique de type
transformée de Fourier rapide ("Fast Fourier Transform" en anglais ou FFT) pour
la résolution des équations de la version réduite de la mécanique des champs de
dislocation à l’échelle mésoscopique (RPMFDM : Reduced Phenomenological Field
Dislocation Mechanics en anglais) dans le cadre d’une formulation Elasto-Visco-
Plastique (EVP). Cette théorie réduite reprend les équations de la PMFDM mais
sans la décomposition de Stokes-Helmholtz (cf. section 2.7).

La technique numérique sera basée sur la formulation EVP-FFT à champ com-
plet développée par Lebensohn et al. [141] pour la prédiction des champs microméca-
niques dans les polycristaux. Cette formulation EVP-FFT est basée sur la plasticité
cristalline conventionnelle et la résolution de l’équation d’équilibre des contraintes
repose sur l’utilisation du schéma itératif FFT de type Lagrangien augmenté déve-
loppé par Michel, Moulinec et Suquet [161].

Notre développement consiste donc à étendre la formulation EVP-FFT de Le-
bensohn et al. [141] à la théorie RPMFDM par l’implémentation de l’équation de
transport des densistés de GNDs et des conditions de continuité tangentielle de la

156



vitesse de distorsion plastique aux interfaces de discontinuité de type joint de phase
(dans le présent chapitre) ou joint de grains (en perspective). Nous pourrons utiliser
ce modèle pour étudier les effets de la formation et l’évolution des structures de dis-
locations, ainsi que de la prise en compte des conditions interfaciales sur l’activité
plastique dans les matériaux à structure Cubique à Faces Centrées (CFC) à l’échelle
mésoscopique. A cette échelle, l’équation de transport des densités de dislocations
inclut la contribution des dislocations statistiquement stockées au travers du terme
Lp (équation (2.103)) et dont le rotationnel donne un terme de source/puit de den-
sités de GNDs pour accommoder l’incompatibilité de la déformation plastique. La
vitesse des GNDs n’est plus considérée constante comme dans le chapitre 4, mais
dépend maintenant de l’état de contrainte et des densités de GNDs.

Le chapitre sera organisé comme suit : La section 5.2 sera consacrée au rappel des
équations de la formulation EVP-FFT de Lebensohn et al. [141] et de l’algorithme de
résolution basé sur le schéma du Lagrangien augmenté. La section 5.3 sera consacrée
à l’extension du modèle EVP-FFT à la RPMFDM. Les lois adoptées pour la vitesse
des GNDs seront présentées, de même que la résolution de l’équation de transport et
le nouvel algorithme numérique. Cette section se termine par l’implémentation des
conditions de continuité tangentielle aux interfaces d’un matériau composite biphasé.
Dans la section 5.4, la nouvelle formulation EVP-RPMFDM-FFT sera appliquée
aux microstructures à canaux/précipités pour les métaux à structure cubique à
faces centrées (CFC) où on étudiera par exemple la formation des structures de
GNDs et les effets d’écrouissage cinématique. Le modèle sera également appliqué
aux polycristaux à structure CFC. La section 5.5 sera dédiée à la conclusion et aux
perspectives.

5.2 Rappel des équations du modèle EVP-FFT

5.2.1 Relations constitutives et vitesse de déformation plas-
tique

Dans l’algorithme numérique EVP-FFT, Lebensohn et al. [141] ont adopté un
schéma implicite d’Euler pour l’intégration temporelle d’une loi constitutive élasto-
visco-plastique. Le but du schéma implicite de Lebensohn et al. [141] est d’obtenir
l’équilibre des contraintes avec une vitesse de déformation plastique qui est consti-
tutivement reliée au tenseur des containtes au même instant, et d’avoir aussi des
résultats numériques plus stables, avec des pas de temps plus grands qu’avec un
schéma explicite. L’expression, en petites déformations, du tenseur des contraintes
et du tenseur des déformations totales à l’instant t+4t (avec 4t le pas temps) est
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donnée par les relations constitutives suivantes [141] :

Tt+4t = C : εe,t+4t = C :
(
εt+4t − εp,t − ε̇p,t+4t(Tt+4t)4t

)
εt+4t = C−1 : Tt+4t + εp,t + ε̇p,t+4t(Tt+4t)4t,

(5.1)

où T est le tenseur des contraintes de Cauchy, C est le tenseur des modules élas-
tiques. ε, εe, εp et ε̇p représentent, respectivement, la déformation totale, élastique
et plastique, et la vitesse de déformation plastique. Par soucis de simplicité, les in-
dices supérieurs t+4t seront omis dans la suite de ce chapitre, et seuls les champs
correspondant à l’instant t seront explicitement indiqués.

Dans la formulation EVP-FFT, la vitesse de déformation plastique ε̇p prend la
forme de l’équation (1.24) [141] :

ε̇pij = 1
2
(
Lpij + Lpji

)
. (5.2)

où
Lp =

N∑
s=1

γ̇sms ⊗ ns, (5.3)

avec N le nombre de système de glissement, γ̇s est le taux de glissement plastique
sur le système de glissement s, défini par la direction de glissement ms et la normale
au plan de glissement ns. Le taux de glissement est défini par la relation (1.33) :

γ̇s = γ̇0
(
|τ s|
τ sc

)n
sgn(τ s). (5.4)

où γ̇0 est la vitesse de glissement de référence, τ sc est la cission critique et τ s repré-
sente la cission résolue définie par :

τ s = Rs : T, (5.5)

où Rs
ij = 1

2
(
ms
in

s
j +ms

jn
s
i

)
représente le tenseur de Schmid défini par l’équation

(1.26). La cission critique τ sc est actualisée au travers de la loi d’écrouissage de type
Voce ([218]) définie par l’équation (1.41) :

τ̇ sc = dτ̂ sc
dΓ

∑
s′
ass

′
γ̇s

′
. (5.6)

τ̂ sc et Γ sont respectivement définis par les équations (1.39) et (1.40).

En l’absence de forces de volume et d’effets d’inertie, l’équation d’équilibre des
contraintes dans une cellule unitaire périodique V est donnée par la relation (2.19) :

div T = 0 dans V . (5.7)
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Cette équation est résolue au travers de l’equation intégrale de Lippmann-Schwinger
écrite en terme de champ de déformation totale inconnue ε sous la forme suivante :

ε(x) = E−
(
Γ0 ? τ

)
(x), (5.8)

où E = 〈ε〉 est la valeur moyenne de ε dans V et τ représente le tenseur de polari-
sation des contraintes défini de manière indicielle par :

τij = δC ijklεkl. (5.9)

A la place du schéma basique comme dans l’annexe A, l’équation (5.9) sera résolue
par un schéma itératif de type "Lagrangien augmenté" [161] qui est plus rapide à
converger que le schéma basique [166, 167]. Les détails liés à cette résolution sont
présentés dans la section suivante.

5.2.2 Résolution de l’équation d’équilibre dans l’espace de
Fourier par le schéma Lagrangien augmenté

La transformée de Fourier de l’équation intégrale de type Lippmann-Schwinger
(equation (5.8)) s’écrit sous la forme suivante :

ε̃(ξ) = −Γ̃0(ξ) : τ̃ (ξ) ∀ξ 6= 0
ε̃(0) = E.

(5.10)

Dans la résolution de l’équation (5.10) par le schéma itératif de type Lagrangien
augmenté, les champs de contrainte et de déformation à une itération (n) donnée
sont approximés, respectivement, par les champs auxiliaires λ(n)

ij et e(n)
ij . Dans ce cas,

le tenseur de polarisation des contraintes s’écrit sous la forme suivante :

τ
(n)
ij = λ

(n)
ij − C0

ijkle
(n)
kl . (5.11)

Le champ de déformation auxiliaire à l’itération (n + 1) s’écrit :

ẽ
(n+1)
ij (ξ) = −Γ̃0

ijkl(ξ)τ̃ (n)
kl (ξ) ∀ξ 6= 0

ẽ
(n+1)
ij (0) = Eij.

(5.12)

Une expression alternative (en utilisant la compatibilité du champ e(n)), permet
d’utiliser la transformée de Fourier du champ de contrainte à la place du champ de
polarisation sous la forme suivante [161] :

ẽ
(n+1)
ij (ξ) = ˜̄e(n)

ij − Γ̃0
ijkl(ξ)λ̃(n)

kl (ξ) ∀ξ 6= 0

ẽ
(n+1)
ij (0) = Eij

(5.13)
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Une fois que e(n+1)
ij = FFT−1(ẽ(n+1)

ij (ξ)) est obtenu dans l’espace réel par la transfor-
mée de Fourier inverse FFT−1, le schéma Lagrangien augmenté exige la minimisation
du résidu Res, qui est fonction du champ des contraintes T(n+1) et des déformations
ε(n+1) [141] :

Res
ij (T(n+1)) = T

(n+1)
ij + C0

ijmnε
(n+1)
mn (T(n+1))− λ(n)

ij − C0
ijmne

(n+1)
mn = 0. (5.14)

L’équation (5.14) est une équation non-linéaire résolue par le schéma itératif de type
Newton-Raphson. Le champ de contrainte à l’itération (p + 1) est obtenu par :

T
(n+1,p+1)
ij = T

(n+1,p)
ij −

((
∂Res

ij

∂Tmn

)
T(n+1,p)

)−1

Res
mn

(
T(n+1,p)

)
. (5.15)

En considérant l’équation constitutive (5.1) et l’équation (5.14), le Jacobien dans
l’équation précédente s’écrit :(

∂Res
ij

∂Tmn

)
T(n+1,p)

= δimδjn + C0
ijklC

−1
klmn +4t C0

ijkl

(
∂ε̇pkl
∂Tmn

)
T(n+1,p)

. (5.16)

La dérivée dans le terme de droite de l’équation (5.16) représente le tenseur de
complaisance tangente de la relation viscoplastique (5.2). Comme ε̇p dépend de la
contrainte, la cission critique l’est aussi : τ sc (εp(T)) = τ sc (T). Une approximation du
tenseur de complaisance tangente est donnée sous la forme :(

∂ε̇pkl
∂Tmn

)
T(n+1,p)

' nγ̇0
N∑
s=1

Rs
kl

Rs
mn

τ sc

(
|Rs

mnσmn|
τ sc

)n−1

. (5.17)

où la dérivée ∂τ sc/∂T qui dépend de la loi d’écrouissage adoptée (loi de Voce, équa-
tion (1.39)) a été négligée. En combinant les équations (5.16) et (5.17), on obtient
la relation suivante pour le Jacobien :(

∂Res
ij

∂Tmn

)
T(n+1,p)

' δimδjn + C0
ijklC

−1
klmn+

4t n γ̇0 C0
ijkl

N∑
s=1

Rs
kl

Rs
mn

τ sc

(
|Rs

mnTmn|
τ sc

)n−1

.

(5.18)

Il faut noter que les équations (5.14) et (5.18) ont été résolues vectoriellement dans
le code EVP-FFT (notations de Voigt) en utilisant la symétrie des tenseurs T et ε̇p.
Une fois la convergence atteinte sur T(n+1) et donc sur ε(n+1), la nouvelle valeur du
champ de contrainte auxiliaire λ est calculée à partir de l’expression suivante :

λ(n+1) = λ(n) + C0 :
(
e(n+1) − ε(n+1)

)
, (5.19)

et l’algorithme recommence jusqu’à ce que les différences entre les valeurs moyennes
normalisées des champs de contraintes T et λ, et des champs de déformations ε et
e, soient inférieures à une précision ε donnée. Ce critère de convergence implique
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le respect de la condition de compatibilité de la déformation et la réalisation de
l’équilibre des contraintes.

Dans la procédure décrite ci-dessus, la cellule unitaire périodique V est soumise
à une déformation macroscopique appliquée E sous la forme

Eij = Et
ij + Ėij4t. (5.20)

Les conditions aux limites peuvent être aussi mixtes avec l’application des com-
posantes de la vitesse de déformation macroscopique Ėij et de la contrainte ma-
croscopique Σij. Dans ce cas, pour une contrainte macroscopique Σpq appliquée, le
présent algorithme doit inclure une étape supplémentaire sur la détermination de la
composante de la déformation à l’itération (n + 1) [161, 141] :

E(n+1)
pq = E(n)

pq + C0−1
pqklω

[kl]
(
Σkl − 〈λ(n+1)

kl 〉
)
, (5.21)

où 〈λ(n+1)〉 représente la valeur moyenne de λ(n+1), ω[kl] = 1 si la composante Σkl

est imposée, et zéro dans le cas contraire.

L’algorithme de résolution basé sur cette formulation EVP-FFT est présenté
ci-dessous.

5.2.3 Algorithme de résolution

L’algorithme EVP-FFT (algorithme 2) présenté ci-dessous requiert des infor-
mations sur la microstructure telles que les dimensions du Volume Elémentaire
Représentatif, les angles d’Euler, les propriétés élastiques et plastiques, les condi-
tions aux limites. En sortie de l’algorithme, les champs locaux et macroscopiques de
contraintes et de déformations, les champs de déplacement et les orientations cris-
tallographiques sont obtenus. Les différentes notations utilisées sont décrites dans le
tableau 5.1. L’algorithme est constitué d’une procédure d’initialisation (étape 2) et
d’une procédure itérative globale (étape 3 à 33).

La procédure d’initialisation permet de calculer les valeurs initiales de la défor-
mation macroscopique E0 à partir du taux de déformation macroscopique Ė, de la
déformation totale ε0, de la déformation plastique (εp)0, de la vitesse de déformation
plastique (ε̇p)0 et de la contrainte auxiliaire λ0 = C0 : E0.

La procédure itérative globale est constituée d’une boucle d’itération sur le pas
de temps 4t. Cette boucle est constituée d’une boucle itérative (étapes 5 à 25) pour
la résolution de l’équation d’équilibre basée sur le schéma du Lagrangien augmenté,
et d’une procédure de mise à jour (étapes 26 à 32).

La boucle itérative (étapes 5 à 25) sur la résolution de l’équation d’équilibre
des contraintes avec le schéma du Lagrangien augmenté commence avec le calcul
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du tenseur de polarisation τ (n)(x) à partir de la contrainte auxiliaire λ(n)(x) (étape
6), et de sa transformée de Fourier τ̃ n(ξ) à l’étape 7. Cette dernière est utilisée
pour mettre à jour la déformation totale e(n+1) aux étapes 8 et 9. Il faut noter ici
que l’opérateur Γ dans l’équation de Lippmann-Schwinger (5.10) est calculée par
FFT classique (cf. équation 3.23). L’algorithme continue par la boucle itérative de
Newton-Raphson (étapes 11 à 18) pour le calcul du champ de contrainte à l’itération
(n+ 1).

Dans cette boucle, la vitesse de déformation plastique, la dérivée de la vitesse de
déformation plastique par rapport à la contrainte, ainsi que la déformation totale
sont évaluées à l’étape 12, respectivement à partir des équations (5.2), (5.17) et (5.1).
Ces dernières sont utilisées pour le calcul du résidu Res à partir de l’équation (5.14)
(étape 13) et du Jacobien à partir de l’équation (5.18) à l’étape 14. Finalement, le
champ de contrainte à l’itération (n+ 1) est obtenu à l’étape 15 d’après l’équation
(5.15). Les étapes 12 à 15 recommencent jusqu’à ce que l’erreur normalisée A sur
la contrainte calculée à l’étape 16 soit inférieure à une précision T err donnée. Une
fois T(n+1)(x) obtenue à partir du schéma Newton-Raphson, la contrainte auxiliaire
(λ(n+1)) est mise à jour à l’étape 19. Si la condition aux limites imposée est mixte,
l’algorithme inclut donc le calcul de la déformation macroscopique à partir de l’équa-
tion (5.21) (étape 21). La boucle itérative sur la résolution de l’équation d’équilibre
par le schéma du Lagrangien augmenté s’arrête lorsque l’erreur normalisée sur les
champs de contraintes et de déformations calculée à l’étape 23 est inférieure à la
précison ε. Dans le cas contraire, les étapes 5 à 25 recommencent avec la nouvelle
valeur de λ(n+1) jusqu’à l’obtention de la convergence.

La procédure de mise à jour (étapes 26 à 32) commence avec la mise à jour de
la cission critique τ sc , des champs de déformation plastique (εp)(t+4t) et élastique
(εe)(t+4t), des angles d’Euler pour une nouvelle itération sur le pas de temps.

La boucle sur le temps de 0 à tmax = 4tNstep avec le pas de temps 4t (étape 3
à 33) recommence avec les champs mis à jour jusqu’à ce que les états de contrainte
et de déformation souhaités soient atteints.
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Notation Description
E Déformation macroscopique
ε Précision sur la contrainte et la déformation
t Temps précédent
t+4t Temps courant
Ntot Nombre total de points
Nstep Nombre total de pas de temps
Niter Nombre maximum d’itérations sur la boucle FFT
Niter2 Nombre maximum d’itérations sur la boucle de Newton-Raphson
Err Erreur normalisée
A Erreur normalisée sur la contrainte
Ė Vitesse de déformation macroscopique
T err Précision sur la contrainte

Table 5.1 – Légende des algorithmes 2 et 3.
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Algorithm 2 EVP-FFT
1: Input : Ntot ← N1 × N2 × N3, Ė, T err, ε, n, γ0, τ sc ,C0,wgt ← 1/Ntot, tmax ←
4tNstep

2: Initialisation : E0 ←4t Ė, ε0 ← 0, (εp)0 ← 0, (ε̇p)0 ← 0, λ0 ← C0 : E0

3: for t = 0, tmax do
4: n← 1, Err(T, ε)← 2ε
5: while (n < Niter; Err(T, ε) > ε) do
6: τ (n)(x)← λ(n)(x)−C0 : e(n)(x)
7: τ̃ (n)(ξ)← FFT

(
τ (n)(x)

)
8: ẽ(n+1)(ξ)← −Γ̃0(ξ) : τ̃ (n)(ξ) ∀ξ 6= 0 et ẽ(n+1)(0)← E(n)

9: e(n+1)(x)←FFT−1(ẽ(n+1)(ξ))
10: T(n+1) ← λ(n), A← 2T err, p← 1
11: while (p < Niter2; A > T err) do
12: Evaluate (ε̇p)(n+1,p)(T(n+1,p)), (∂ε̇p/∂T)(n+1,p) (T(n+1,p)),

ε(n+1,p)(T(n+1,p))
13: Res(T(n+1))← T

(n+1)
ij + C0

ijmnε
(n+1)
mn (T(n+1))− λ(n)

ij − C0
ijmne

(n+1)
mn

14:
(
∂Res

ij /∂Tmn
)

T(n+1,p)
← 4t C0

ijkl (∂ε̇
p
kl/∂Tmn)T(n+1,p) + δimδjn +

C0
ijklC

−1
klmn

15: T
(n+1,p+1)
ij ← T

(n+1,p)
ij −

((
∂Res

ij

∂Tmn

)
T(n+1,p)

)−1

Res
mn

(
T(n+1,p)

)
16: A← ‖T

(n+1,p+1) −T(n+1,p)‖
‖T(n+1,p)‖

17: p← p+ 1
18: end while
19: λ(n+1) ← λ(n) + C0 :

(
e(n+1) − ε(n+1)

)
20: if Mixed boundary conditions then
21: E(n+1)

pq = E(n)
pq + C0−1

pqklω
[kl]
(
Σkl − 〈λ(n+1)

kl (x)〉
)

22: end if
23: Err(T, ε)← (‖T(n+1) − λ(n+1)‖, ‖ε(n+1) − e(n+1)‖)× wgt
24: n← n+ 1
25: end while
26: if t > 4t then
27: τ sc ← τ sc +4t τ̇ sc
28: end if
29: E(t+4t) ← E(t) +4t Ė
30: (εp)(t+4t) ← (εp)(t) +4t(ε̇p)(t+4t)

31: Update Euler angles
32: (εe)(t+4t) ← (ε)(t+4t) − (εp)(t+4t)

33: end for
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5.3 Extension du modèle EVP-FFT à la méca-
nique des champs de dislocations à l’échelle
mésoscopique avec la théorie RPMFDM

Dans le cadre de la version réduite de la théorie phénoménologique et méso-
scopique de la mécanique des champs de dislocations (RPMFDM : "Reduced Phe-
nomenological Mesoscopic Field Dislocation Mechanics" en anglais), nous sommes
en présence à la fois des dislocations géométriquement nécessaires (GNDs : "Geo-
metrically Necessary Dislocations" en anglais) et des dislocations statistiquement
distribuées (SSDs : "Statistically Stored Dislocations" en anglais). Dans ce cas, les
variables de champs de la mécanique des champs de dislocations sont interprétées
comme des quantités moyennes. La vitesse de distorsion plastique doit inclure à
la fois la contribution des GNDs et des SSDs au travers du terme Lp défini dans
l’équation (5.3) :

U̇
p

= α× v + Lp. (5.22)

Par conséquent, l’équation d’évolution spatio-temporelle de la valeur moyenne α du
tenseur densité de dislocations α est donnée par :

α̇ = −rot U̇
p

= −rot (α× v + Lp) . (5.23)

Dans cette dernière équation, le terme−rot Lp est un terme de source/puit de GNDs
dû à l’incompatibilité de la déformation plastique par les SSDs. Il reflète à l’échelle de
résolution spatiale choisie la polarisation des structures de dislocations au cours de
la déformation plastique (accumulation de dislocations près des joins de grains, murs
de dislocations ou des interfaces d’inclusions dures). Le terme −rot (α× v) décrit
le transport des GNDs. A ces équations s’ajoutent l’équation constitutive (5.1) et
l’équation d’équilibre (5.7) résolue par le schéma du Lagrangien augmenté comme
présenté dans la section précédente. Ici, nous utiliserons le schéma à différences
finies centrées tournées à 45◦ ("rotated scheme") pour la résolution de l’équation de
Lippmann-Schwinger (LSR) et le schéma à différences finies centrées (IC) pour le
calcul de −rot Up dans la résolution de l’équation d’incompatibilité. Les équations
(5.22), (5.23), (5.1) et (5.7) constituent les équations de base de la RPMFDM. Par
souci de simplicité, la barre supérieure indiquant la quantité moyenne d’un champ
de tenseur ou d’un champ de vecteur donné sera omise dans la suite de ce chapitre.

5.3.1 Définition de la vitesse des dislocations géométrique-
ment nécessaires

La définition de la vitesse v des GNDs est basée sur les considérations ther-
modynamiques sur la dissipation intrinsèque D qui est positive (équation (2.88)) :
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Fα · v ≥ 0, ∀ point P ∈ V avec D =
∫
V

Fα · v dV ≥ 0, (5.24)

où Fα est la force thermodynamique conjuguée à v sur α, et sur l’incompressibilité
de l’écoulement plastique [7] :

U̇p
ii = eiklαikvl = 0 =⇒ dlvl = 0 avec dl = emnlαmn. (5.25)

Pour remplir de manière satisfaisante ces conditions, la vitesse v peut être définie
sous la forme suivante :

v = g
|g|
v̄ v̄ ≥ 0, (5.26)

où g et v̄ représentent, respectivement, la force de glissement parallèle à v et l’am-
plitude moyenne de la vitesse v des GNDs. La force de glissement g est prescrite
par [7] comme suit :

g = Fα −
(

Fα · d
|d|

)
d
|d|

, (5.27)

avec d la direction dilatante (d ⊥ v) (cf. (figure 5.1)). g est alors défini par :

gr = eikrαjkSij − eikrαik
Smnαnp(αmp − αpm)

αij(αij − αji)
, (5.28)

où Sij = Tij −
1
3Tmmδij est la partie déviatorique du tenseur des contraintes T. v̄

est défini par la relation suivante [186, 185] :

v̄ = η2 b

N

N∑
s=1

(
µ

τ̂ sc

)2

|γ̇s|, (5.29)

où µ est le module de cisaillement du matériau, b est la norme du vecteur de Burgers
et η est un paramètre du matériau (égal 1/3 dans nos simulations) et τ̂ sc est défini
par l’équation (1.39). Le taux de glissement cumulé Γ̇ prend maintenant en compte
la contribution des GNDs :

Γ̇ = |α× v|+
N∑
s=1
|γ̇s|. (5.30)

Figure 5.1 – Représentation vectorielle de la force thermodynamique Fα, de la force
de glissement g (g ‖ v), de la direction dilatante d et de la vitesse des dislocations
v (d ⊥ v).
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5.3.2 Nouveau calcul de la dérivée de la vitesse de déforma-
tion plastique prenant en compte le terme α× v

Dans la résolution de l’équation d’équilibre des contraintes dans le cadre de la
RPMFDM avec la formulation Lagrangien augmenté de la sous-section 1.2.2, les
expressions de la vitesse de déformation plastique ε̇pkl et de sa dérivée par rapport à
la contrainte (∂ε̇pkl/∂Tmn)T(n+1,p) dans le calcul du Jacobien (équation (5.16)) doivent
être modifiées compte tenu de l’équation (5.22) qui inclut un terme supplémentaire
α× v provenant de la mobilité des GNDs.

Dans le cadre de la mécanique des champs de dislocations mésoscopique et phé-
noménologique, ε̇pkl peut s’écrire à partir de l’équation (5.22) sous la forme :

ε̇pkl = 1
2
(
U̇p
kl + U̇p

lk

)
= 1

2 (Lpkl + Lplk) + 1
2 ((α× v)kl + (α× v)lk) . (5.31)

La dérivée ∂ε̇p/∂T s’écrit maintenant sous la forme suivante :(
∂ε̇pkl
∂Tmn

)
T(n+1,p)

= 1
2

(
∂Lpkl
∂Tmn

+ ∂Lplk
∂Tmn

)
T(n+1,p)

+ 1
2

(
∂ (α× v)kl
∂Tmn

+ ∂ (α× v)lk
∂Tmn

)
T(n+1,p)

.

(5.32)

Le premier terme 1
2

(
∂Lpkl
∂Tmn

+ ∂Lplk
∂Tmn

)
T(n+1,p)

est déjà donné par l’équation (5.17).

Pour le calcul du second terme, on peut réécrire (α× v)kl sous la forme indicielle
suivante :

(α× v)kl = elqrαkqvr. (5.33)

La dérivée de cette dernière équation par rapport à la contrainte s’écrit :(
∂(α× v)kl
∂Tmn

)
T(n+1,p)

= elqrαkq

(
∂vr
∂Tmn

)
T(n+1,p)

. (5.34)

La forme explicite de l’équation (5.34) est obtenue sous la forme suivante en consi-
dérant les équations (5.26) et (5.29) :(

∂(α× v)kl
∂Tmn

)
T(n+1,p)

= elqrαkq

(
∂ (gr/|g|)
∂Tmn

v̄ + gr
|g|

∂v̄

∂Tmn

)
T(n+1,p)

, (5.35)

où

∂ (gr/|g|)
∂Tmn

=
(
∂ (gr/|g|)
∂gs

)(
∂gs
∂Soq

)(
∂Soq
∂Tmn

)

=
(
δrs|g|2 − grgs

|g|3

)(
eoksαqk − eiksαik

αqp(αop − αpo)
αij(αij − αji)

)
(
δomδqn −

1
3δmnδoq

)
,

(5.36)
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et (
∂v̄

∂Tmn

)
T(n+1,p)

' nγ̇0η
2 b

N

N∑
s=1

(
µ

τ̂ sc

)2

Rs
mn

|Rs
mnTmn|n−1

(τ sc )n , (5.37)

en négligeant la dérivée ∂τ sc/∂T et la dérivée ∂Rs/∂T.

5.3.3 Résolution de l’équation de transport dans l’espace de
Fourier

En se référant aux développements de la sous-section 4.2.4 du chapitre 4 et
l’approximation au premier ordre au temps t+4t du terme source Lp à partir de
son développement limité en série de Taylor (Lp)t+4t = (Lp)t +4t ˙(Lp)t + 0

(
4t2

)
,

la forme explicite de l’équation de transport (5.23) s’écrit sous la forme indicielle
suivante :

αt+4tij =αtij −4t
(
(αijvk)t − (αikvj)t + ejkl (Lpil)

t
)
,k
, (5.38)

avec 4t le pas de temps. Cette nouvelle équation explicite est différente de celle
utilisée dans le chapitre 4 (équation (4.13)) à cause du terme additionel Lp provenant
de la présence des SSDs, et de la vitesse des GNDs qui est maintenant fonction de
la densité de dislocations α et du tenseur des contraintes T.

En se référant à l’équation (4.15), la transformée de Fourier de l’équation de
transport (équation (5.38)) s’écrit sous la forme suivante :

α̃t+4tij =α̃tij −4t i ξk
(

(̃αijvk)
t

− (̃αikvj)
t)
−4t i ξk ejkl ˜(Lpil)t. (5.39)

Comme souligné dans le chapitre 4, la résolution de l’équation 5.39 sans le terme
4t i ξk ejkl ˜(Lpil)t par (FFT) conduit à une solution instable due à sa nature hyper-
bolique et aussi au développement de fortes oscillations inhérentes au phénomène
de Gibbs. Pour éliminer ces oscillations, un filtre exponentiel (équation (4.19)) a été
utilisé et sera également appliqué ici. L’application de ce filtre spectral à l’équation
de transport de densité de GNDs donne :

α̃t+4tij =σ (η)
(
α̃tij −4t i ξk

(
(̃αijvk)

t

− (̃αikvj)
t))
−4t i ξk ejkl ˜(Lpil)t. (5.40)

Dans cette équation, le filtre est uniquement appliqué au premier membre de l’équa-
tion (5.40). Pour le second membre dû à −rot Lp, les différences finies centrées
couplées à la transformée de Fourier discrète (équations (3.24) à (3.26)) seront uti-
lisées pour le calcul des dérivées partielles de premier ordre induites par l’opérateur
rotationnel.
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5.3.4 Nouvel algorithme de résolution EVP-RPMFDM-FFT

Le nouvel algorithme EVP-RPMFDM-FFT (algorithme 3) est présenté ci-dessous.
Les modifications par rapport à l’algorithme 2 sont reportées en couleur bleue. Ces
modifications portent sur le choix du pas de temps, qui à présent, dépend également
de la condition de Courant afin de garantir la stabilité de la solution de l’équation
de transport. Ainsi, à chaque itération, le pas de temps 4t = min (4tCFL, 4tε)
(étape 5), où 4tCFL est le pas de temps obtenu à partir de la condition de Cou-
rant (étape 4) et 4tε est celui obtenu à partir de l’incrément maximal de déforma-
tion (4tε = εmax/ε̇max). Les modifications portent également sur l’implémentation
de la résolution par FFT de l’équation de transport des densités de dislocations
au début de la boucle sur le pas de temps à partir de l’équation (5.40) (étapes
6 à 11). La densité de dislocation actualisée α(t+4t) est donc utilisée pour le cal-
cul de la vitesse v des dislocations à partir de l’équation (5.26), et donc de la
vitesse de déformation plastique (ε̇p)(n+1,p)

(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
, de sa dérivée par rap-

port à la contrainte (∂ε̇p/∂T)(n+1,p)
(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
et de la déformation totale

(ε)(n+1,p)
(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
à partir des équations (5.17), (5.36), (5.37) et (5.1) à

chaque itération de la boucle de Newton Raphson à l’étape 20. Une étape de mise à
jour de τ̂ sc entrant dans le calcul de v̄ (équation 5.29) a été ajoutée à l’étape 36 dans
la procédure de mise à jour. Il faut aussi noter que la résolution par DFT de l’équa-
tion de Lippmann-Schwinger (étape 16) utilise le schéma LSR (schéma "Rotated")
introduit dans le chapitre 3.
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Algorithm 3 EVP-RPMFDM-FFT
1: Input : N1, N2, N3, δ1, δ2, δ3, Ė, T err, ε, n, γ0, τ sc , c, εM , (Lp)0,Ntot ← N1 × N2 ×
N3,wgt← 1/Ntot,C0, tmax ←4tNstep,4tε, µ, η, b

2: Initialisation : E0 ← 4t Ė, ε ← 0, εp ← 0, ε̇p ← 0, λ ← C0 :
E0, δ←max(δ1, δ2, δ3), α0 ← 0, v0 ← 0

3: for t = 0, tmax do
4: 4tCFL ← cδ/vmax
5: 4t← min (4tCFL, 4tε)
6: α̃

(t)
ij (ξ)← FFT

(
α

(t)
ij (x)

)
7: (̃αijvk)

(t)
(ξ)← FFT

(
(αijvk)(t) (x)

)
8: (̃αikvj)

(t)
(ξ)← FFT

(
(αikvj)(t) (x)

)
9: ˜(Lpil)(t)

(ξ)← FFT
(
(Lpil)

(t) (x)
)

10: α̃
(t+4t)
ij (ξ) ← σ (η)

(
α̃

(t)
ij (ξ)−4t i ξk

(
(̃αijvk)

(t)
(ξ)− (̃αikvj)

(t)
(ξ)
))
−

4t i ξk ejkl ˜(Lpil)(t)
(ξ)

11: α
(t+4t)
ij (x)← FFT−1

(
α̃

(t+4t)
ij (ξ)

)
12: n← 1, Err(T, ε)← 2ε
13: while (n < Niter; Err(T, ε) > ε) do
14: τ (n)(x)← λ(n)(x)−C0 : e(n)(x)
15: τ̃ (n)(ξ)← FFT

(
τ (n)(x)

)
16: ẽ(n+1)(ξ)← −Γ̃0(ξ) : τ̃ (n)(ξ) ∀ξ 6= 0 et ẽ(n+1)(0)← E(n)

17: e(n+1)(x)←FFT−1(ẽ(n+1)(ξ))
18: T(n+1) ← λ(n), A← 2T err, p← 1
19: while (p < Niter2; A > T err) do
20: Evaluate v(n+1,p)

(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
, (ε̇p)(n+1,p)

(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
,

(∂ε̇p/∂T)(n+1,p)
(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
, ε(n+1,p)

(
T(n+1,p),α(t+4t)

)
21: Res

ij (T(n+1))← T
(n+1,p)
ij + C0

ijmnε
(n+1)
mn − λ(n)

ij − C0
ijmne

(n+1)
mn

22:
(
∂Res

ij /∂Tmn
)

T(n+1,p)
← 4t C0

ijkl (∂ε̇
p
kl/∂Tmn)T(n+1,p) + δimδjn +

C0
ijklC

−1
klmn

23: T
(n+1,p+1)
ij ← T

(n+1,p)
ij −

((
∂Res

ij

∂Tmn

)
T(n+1,p)

)−1

Res
mn

(
T(n+1,p)

)
24: A← ‖T

(n+1,p+1) −T(n+1,p)‖
‖T(n+1,p)‖

25: p← p+ 1
26: end while
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27: λ(n+1) ← λ(n) + C0 :
(
e(n+1) − ε(n+1)

)
28: if Mixed boundary conditions then
29: E(n+1)

pq = E(n)
pq + C0−1

pqklω
[kl]
(
Σkl − 〈λ(n+1)

kl (x)〉
)

30: end if
31: Err(T, ε)← (‖T(n+1) − λ(n+1)‖, ‖ε(n+1) − e(n+1)‖)× wgt
32: n← n+ 1
33: end while
34: if t > 4t then
35: τ sc ← τ sc +4t τ̇ sc
36: τ̂ sc ← τ̂ sc +4t ˙̂τ sc
37: end if
38: E(t+4t) ← E(t) +4t Ė
39: (εp)(t+4t) ← (εp)(t) +4t(ε̇p)(t+4t)

40: Update Euler angles
41: (εe)(t+4t) ← (ε)(t+4t) − (εp)(t+4t)

42: end for

5.3.5 Implémentation de la condition de continuité tangen-
tielle aux interfaces d’un matériau composite biphasé

Dans l’hypothèse de petites déformations, la condition de continuité tangentielle
de la vitesse de distorsion plastique donnée par l’équation (2.116) peut encore s’écrire
sous la forme suivante :

[U̇p]× n = [α× v + Lp]× n = 0. (5.41)

Cette condition est satisfaite lorsque [α× v]× n = 0 et [Lp]× n = 0.

Pour implémenter cette condition de continuité, nous considérons un matériau
composite avec une microstructure à canaux, constituée d’une phase plastique (ca-
nal) et d’une phase purement élastique (précipités) comme montré sur la figure 5.2.
L’interface canal/précipité entre les deux phases est assimilable à l’interface I de la
figure 2.8 du chapitre 2, de telle sorte que e2 = n, e3 = l et e1 = n× l. Dans ce cas,
la condition de saut à l’interface I s’écrit [189] :

U̇p
+ × e2 = 0. (5.42)

Si de plus, on considère l’incompressibilité de la vitesse de distorsion plastique (U̇p
ii =

0), le tenseur de distorsion plastique à l’interface I dans le sous-domaine H+ à la
forme suivante :

U̇p
+ =

0 U̇p
12 0

0 0 0
0 U̇p

32 0

 (5.43)
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Figure 5.2 – Figure illustrant la cellule unitaire de la microstructure à canaux
(laminés) en Aluminium constituée d’un canal (en couleur rouge) au milieu des
précipités (lamellaires) purement élastiques (en couleur bleue).

5.3.5.1 Condition de continuité tangentielle sur α× v

D’après l’équation 5.43, la continuité tangentielle de la vitesse de distorsion plas-
tique (α × v) due à la contribution des dislocations polarisées permet d’écrire les
relations suivantes :

αi1v2 − αi2v1 = 0 (5.44)
αi2v3 − αi3v2 = 0 (5.45)
α23v1 − α21v3 = 0 (5.46)
α13v1 − α11v3 6= 0 (5.47)
α33v1 − α31v3 6= 0 (5.48)

Pour des raisons de simplicité, nous supposons que les dislocations de types vis et
coins ont une même vitesse. Dans ce cas, lorsqu’on multiplie l’équation (5.44) par
αi3 et l’équation (5.45) par αi1, on obtient :

αi2 (αi1v3 − αi3v1) = 0. (5.49)
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Ensuite, en considérant les équations (5.47) et (5.48) où le terme (αi1v3 − αi3v1) 6= 0,
l’équation (5.49) donne α12 = α32 = 0. Le saut normal de la vitesse de distorsion
plastique à l’interface (équations (5.47) et (5.48)) est possible lorsque v3 6= 0 et v1 6=
0. Etant donné que tous les types de dislocations ont une même vitesse, l’équation
(5.46) implique donc α23 = α21 = 0. A partir des équations (5.44) et (5.45), on
obtient α22 = 0. Pour résumer, la relation (équations 5.43) est safisfaite lorsque, à
l’interface : 

α12 = α32 = α23 = α21 = α22 = 0

α =


α11 0 α13

0 0 0
α31 0 α33

 . (5.50)

D’après l’équation (5.50), on déduit donc que les dislocations polarisées doivent avoir
leur ligne dans l’interface et doivent glisser le long de l’interface pour respecter la
conservation de leur vecteur de Burgers.

5.3.5.2 Condition de continuité tangentielle sur Lp

La condition de saut sur Lp ([Lp] × n = 0) est satisfaite lorsqu’on autorise
seulement le glissement plastique dans le plan de l’interface, et en considérant que le
seul plan de glissement disponible est celui de l’interface lui-même. Cette condition
est satisfaite en faisant une projection du vecteur normal au plan de glissement ns
et du vecteur direction de glissement ms des différents systèmes de glissement sur
le plan de l’interface de normale n [189]. On appelle nsI et ms

I les projections de la
normale et de la direction de glissement dans l’interface. Elles sont données par :nsI = (n · ns)n

ms
I = ms − (ms · n)n

. (5.51)

173



5.4 Applications numériques

Dans les applications présentées ci-après, les transformées de Fourier directe
(FFT) et inverse (FFT−1) sont calculées en utilisant l’algorithme FFT (équations
(3.18) et (3.19)). Dans tous les modèles suivants, la procédure LSR (équation (3.27))
a été utilisée pour le calcul des dérivées partielles de premier ordre dans la résolution
de l’équation de type Lippmann-Schwinger. De plus, le schéma des différences finies
centrées couplées à la transformée de Fourier discrète (équations (3.24) à (3.26))
est utilisé pour le calcul des dérivées partielles de premier ordre dans la résolution
de l’équation d’incompatiblité α = −rot Up pour le calcul de α avec précision et
sans oscillation numérique. Cette procédure sera dénotée par IC dans la suite du
chapitre.

Trois différents modèles seront considérés dans la suite :

— Le modèle 1 basé sur la formulation EVP-FFT classique et l’algorithme 2
de la section 5.2, où les densités de dislocations géométriquement nécessaires
(GNDs) α sont seulement calculées en post-traitement à partir de la rela-
tion d’incompatibilité α = −rot Up. Le transport des GNDs, ainsi que les
conditions de continuité tangentielle de la vitesse de distorsion plastique aux
interfaces de type joints de phases ou de grains ne sont pas pris en compte.

— Le modèle 2a basé sur la formulation EVP-RPMFDM-FFT et l’algorithme
3 de la section 5.3, mais sans la prise en compte des conditions de continuité
tangentielle de la vitesse de distorsion plastique aux interfaces de type joints
de phases ou de grains.

— Le modèle 2b basé sur la formulation EVP-RPMFDM-FFT et l’algorithme
3 de la section 5.3 avec la prise en compte des conditions de continuité tan-
gentielle de la vitesse de distorsion plastique aux interfaces de type joints de
phases ou de grains.

Ces trois modèles seront comparés dans l’étude d’un matériau composite pério-
dique avec une microstructure à canaux en Aluminium (Al). La microstructure à
canaux est constituée d’une phase plastique (canal) en Aluminium entourée de part
et d’autre de précipités lamellaires en Aluminium purement élastiques (cf. figure 5.2).
Nous étudierons notamment la formation des structures de GNDs et les effets de la
prise en compte des conditions de continuité tangentielle de la vitesse de distorsion
plastique aux interfaces canal/précipités sur l’écrouissage cinématique du matériau
composite. Pour finir, les modèles 1 et 2a seront également appliqués et comparés
dans l’étude de la réponse mécanique d’un agrégat polycristallin d’Aluminium. Le
modèle 2b sera étudié comme perspective dans le cas du polycristal car il faut pou-
voir déterminer les normales aux joints de grains dans le code EVP-RPMFDM-FFT
(cf. [147]), ce qui n’est pas encore accompli.

Avant d’aborder ces applications, une étude sur le choix et l’influence des pa-
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ramètres de la loi d’écrouissage de Voce est effectuée dans le cas d’un monocristal
d’Aluminium avec le modèle 1.

5.4.1 Détermination des paramètres de la loi d’écrouissage
de Voce et effet de l’écrouissage latent pour un mono-
cristal d’Aluminium

Nous considérons un monocristal d’Aluminium soumis à une traction uniaxiale
avec des conditions aux limites mixtes en contraintes et en déformations avec une
vitesse de déformation imposée Ė33 = 0.001s−1. Nous considérons également trois
différentes orientations cristallographiques dont les angles d’Euler (convention de
Bunge) sont reportés dans le tableau 5.2. Les paramètres du matériau et de simu-
lation avec le modèle 1 sont regroupés dans le tableau 5.3. Les paramètres de la
loi d’écrouissage de Voce qui calent au mieux les résultats expérimentaux pour ce
même monocristal rapportés dans [105] sont reportés dans le tableau 5.4, où les
deux seuls coefficients d’écrouissage aauto et alatent représentent, respectivement, les
paramètres d’auto-écrouissage (composantes diagonales de la matrice d’écrouissage)
et d’écrouissage latent (composantes non-diagonales de la matrice d’écrouissage) (cf.
équation (5.6)). On peut donc observer sur la figure 5.3 que la simulation numérique
avec le modèle 1 reproduit les effets d’orientation du réseau cristallographique sur
l’écrouissage du monocristal d’Aluminium, ce qui est en accord raisonnable avec les
résultats expérimentaux reportés dans [105]. On dénote en tout 8 systèmes de glis-
sement activés pour l’orientation < 100 >, 6 systèmes de glissement activés pour
l’orientation < 111 > et 1 système de glissement activé pour l’orientation < 123 >,
ce qui est conforme à la loi de Schmid.

Une étude de l’influence du paramètre d’écrouissage latent alatent sur les courbes
d’écrouissage est montrée sur la figure 5.4. En effet alatent influence significativement
les courbes d’écrouissage. Plus sa valeur est supérieure à 1, plus on accentue les
effets d’orientation du réseau cristallographique et plus on se rapproche des résultats
expérimentaux.

Les paramètres optimaux des tableaux 5.3 et 5.4 seront utilisés dans les applica-
tions à venir.

Orientations ϕ1(◦) φ(◦) ϕ2(◦)
< 111 > 90 54.74 45
< 100 > 180 0 0
< 123 > 284.96 36.69 26.56

Table 5.2 – Angles d’Euler (convention de Bunge) en degré pour trois différentes
orientations cristallographiques correspondant à une traction suivant l’axe x3 dans
le repère de l’échantillon pour un monocristal d’Aluminium.
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E ν b γ̇0 n 4t τc ε

69.0 GPa 0.33 2.83 Å 1.0 s−1 20 0.01 s 3.0 MPa 10−5

Table 5.3 – Paramètres matériau et de simulation de la traction uniaxiale du mo-
nocristal d’Aluminium.

τ s1 (MPa) θs0(MPa) θs1(MPa) aauto alatent

12.0 150.0 0.0 1.0 2.0

Table 5.4 – Paramètres identifiés et utilisés pour la suite en ce qui concerne la
loi d’écrouissage de Voce pour la simulation de la traction uniaxiale du monocristal
d’Aluminium.

Figure 5.3 – Courbes macroscopiques < T33 > vs. < ε33 > obtenues avec le modèle
1 lors de la traction uniaxiale d’un monocristal d’Aluminium pour trois différentes
orientations cristallographiques (< 100 >, < 111 > et < 123 >). Comparaisons avec
les résultats expérimentaux reportés dans [105].
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.4 – Effet de l’écrouissage latent alatent sur l’écrouissage d’un monocristal
d’Aluminium en traction uniaxiale. (a) : alatent = 0.5. (b) : alatent = 1.0. (c) :
alatent = 1.5. (d) : alatent = 1.7

5.4.2 Etude de la réponse d’un matériau composite modèle :
une microstructure périodique à canaux

La cellule unitaire est un matériau composite constitué d’une phase plastique
(canal) d’épaisseur s entourée de part et d’autre de précipités purement élastiques
d’épaisseur h. Les deux phases sont en Aluminium. Les interfaces entre le canal
et les précipités ont une normale suivant la direction x2 du repère de la cellule et
sont supposées parfaites et impénétrables (cf. figure 5.2). La fraction volumique du
canal est fc = s/(s + 2h) et celle des précipités est f = 2h/(s + 2h). Le canal
a une orientation cristallographique caractérisée par les angles d’Euler ϕ1 = 300◦,
φ = 54.7358◦, ϕ2 = 45◦ (convention de Bunge) dans le repère de l’échantillon.
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Le matériau composite ainsi défini est discrétisé avec une grille voxélisée 3D de
64×64×64 voxels de taille δ ' 0.7813 µm. Les paramètres matériau et de simulation
sont les mêmes que ceux reportés dans le tableau 5.3. Les paramètres d’écrouissage
de Voce sont également identiques à ceux du tableau 5.4. Les valeurs du nombre de
Courant, du paramètre d’amortissement et de l’ordre du filtre exponentiel utilisées
dans ces simulations sont spécifiées dans le tableau 5.5. Ils sont conformes à l’étude
paramétrique menée dans le chapitre 4. Les conditions de continuité tangentielle
de la vitesse de distorsion plastique U̇p représentées par les équations (5.50) et
(5.52) sont appliquées aux interfaces canal/précipités dans le cas du modèle 2b.
La cellule unitaire est soumise à un cisaillement avec des conditions aux limites
mixtes en déformations et en contraintes avec une vitesse de déformation imposée
Ė13 = Ė31 = 0.001s−1.

p c εM

1 0.25 0.2

Table 5.5 – Paramètres du filtre exponentiel et nombre de Courant (cf. chapitre
4).

Figure 5.5 – Effet de la fraction volumique des précipités sur les courbes macrosco-
piques < T13 > vs < ε13 > obtenues avec le modèle 1 pour trois différentes fractions
de précipités : f = 0 (cas du monocristal), f = 0.3 et f = 0.6.

La figure 5.5 montre les prédicitions du modèle 1 sur les effets de fraction vo-
lumique de la phase élastique sur les courbes d’écrouissage du matériau composite.
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Après la transition élastoplastique, on observe un écrouissage linéaire caractéristique
de l’écrouissage cinematique dû à l’effet composite classique. Le modèle 1 permet
donc d’appréhender l’augmentation du taux d’écrouissage lorsque la fraction volu-
mique des phases élastiques (précipités) augmente. Les mêmes tendances sur l’effet
de la fraction volumique des précipités sur le taux d’écrouissage ont été observées
avec les modèles 2a et 2b. De plus, Les prédictions du modèle 1 sont en parfait accord
avec le modèle analytique rapporté dans [23] :

T I13 =< T13 > +2µ(1− f)εp,M13 , (5.52)

où εp,M13 est la valeur de εp13 dans le canal (matrice plastique) et T I13 représente la
valeur de T13 dans les précipités. En effet, en prenant par exemple le cas de la fraction
volumique f = 0.3, et en se référant aux figures 5.6(a) et (c) qui présentent les profils
de la contrainte T13 et de la distorsion plastique Up

13 obtenues par le modèle 1, on
trouve εp,M13 = 0.00176 et T I13 = 104 MPa après 0.2% de déformation. D’après la
figure 5.5, la valeur de < T13 > vaut 39.45 MPa à 0.2% de déformation. Le calcul de
la contrainte T I13 dans les précipités à partir du modèle analytique (équation (5.52))
donne 103.36 MPa. La valeur de T I13 = 104 MPa relevée sur la figure 5.6 est donc très
proche de la valeur théorique, ce qui confirme la validité du modèle numérique par
rapport au modèle analytique statique (équation (5.52)) dans le cas de l’élasticité
isotrope homogène.

Les profils de Up
13, U̇p

13 et Lp13 obtenus au milieu de la cellule unitaire le long de
l’axe x2 sont comparés dans les figures 5.6(c), (d) et (e) pour les trois modèles. Les
valeurs de Up

13, U̇p
13 et Lp13 sont uniformes et positives dans le canal et nulles dans les

précipités. Cette comparaison révèle également la similarité des profils obtenus avec
les modèles 1 et 2a, contrairement à ceux obtenus par le modèle 2b qui sont continus
au niveau des interfaces canal/précipités grâce à l’implémentation des conditions de
continuité tangentielle. Cette similarité s’explique par les figures 5.6(d) et (e), où
les valeurs de U̇p

13 et Lp13 sont quasiment identiques. Cela montre que la valeur de
la vitesse de distorsion plastique α × v due au transport des GNDs est faible par
rapport à celle des SSDs (Lp). Pour une fraction volumique f donnée, on constate une
augmentation de la contrainte macroscopique du matériau composite dans le cas du
modèle 2b (figure 5.7). Ce durcissement est la signature de la différence de contraintes
internes T13− < T13 > (figure 5.6(b)) entre les modèles 1 et 2a d’une part et le modèle
2b d’autre part, provoquée par la condition sur le glissement aux interfaces qui sont
considérées comme des murs élastiques et impénétrables (condition de continuité
tangentielle de la distorsion plastique émanant de la conservation du vecteur de
Burgers à l’interface). L’amplitude de la contrainte interne obtenue par le modèle 2b
augmente dans le canal et diminue dans les précipités, par rapport aux profils des
modèles 1 et 2a. Dans les trois cas, les prédictions sont en accord avec celles reportées
dans [209] où les équations de la RMPFDM ont été résolues par différences finies et
également appliquées au même type de microstructure mais en une dimension (1D).
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 5.6 – Comparaisons des profils de contrainte T13, de contrainte interne
T13− < T13 >, de distorsion plastique Up

13, de la vitesse de distorsion plastique U̇p
13

et de la vitesse de distorsion plastique due aux SSDs Lp13 obtenus par les modèles 1,
2a, et 2b avec une fraction volumique f = 0.3 et après 0.2% de déformation.
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Figure 5.7 – Comparaisons des courbes macroscopiques < T13 > vs. < ε13 >
obtenues avec les modèles 1, 2a, et 2b dans le cas d’une fraction volumique f = 0.3. Le
modèle 2b donne un durcissement plus important du fait de la condition d’interface
sur la vitesse de distorsion plastique associée aux SSDs et aux GNDs.

Par ailleurs, la figure 5.8 compare les profils des densités de dislocations non
nulles obtenues au milieu de la cellule unitaire le long de l’axe x2 avec les modèles 1
(lignes continues noires), 2a (lignes continues rouges) et 2b (lignes continues bleues)
après 0.06% de déformation macroscopique, pour une fraction volumique f = 0.3.
A partir de l’équation de transport, on obtient une forte activation des densités de
dislocations de type vis (α11, α33) et coins (α21, α23, α31, α13) près des interfaces
pour accommoder l’incompatibilité de la déformation plastique due à la forte varia-
tion spatiale de Lp dans cette région (discontinuité au passage de l’interface). Les
densités de dislocations (α11, α33, α31 et α13) présentent une structure polarisée :
les densités de dislocations qui composent le dipôle sont bien de signes opposés.
Elles ont également des vitesses de signes opposés et orientées vers les précipités.
Dans le cas des composantes (α21, α23), on dénote une structure bipolarisée. Dans
un premier temps, un dipôle est généré aux interfaces dû à la discontinuité de Lp.
Les densités de dislocations qui constituent ce dipôle tentent de pénétrer les préci-
pités. Elles s’accumulent aux interfaces et font accroître la distorsion plastique dans
cette zone. Dans un deuxième temps, on dénote également la formation d’un second
dipôle qui se déplace vers le centre du canal. L’implémentation de la condition de
continuité tangentielle aux interfaces dans le modèle 2b fait accroître d’avantage les
densités de dislocations (α21, α23) dans cette zone. Ces résultats sont similaires à
ceux rapportés dans [209] et [189] (dans le cas d’un matériau composite à matrice
métallique en 3D avec des lois d’écrouissage plus raffinées et où les équations de la
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RPMFDM ont été résolues par la méthode des éléments finis sous Abaqus).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 5.8 – Comparaison des distributions des densités de dislocations obtenues
avec le modèle 1 (à partir de l’équation d’incompatibilité) et les modèles 2a et 2b
(à partir de l’équation de transport des densités de dislocations et de l’équation
d’incompatibilité) après 0.06% de déformation macroscopique, pour une fraction
volumique f = 0.3. Les interfaces canal/précipités sont délimitées par des lignes
pointillées en couleur magenta. 183



5.4.3 Application à un polycristal d’Aluminium

Nous appliquons ici les modèles 1 et 2a à un agrégat polycristallin d’Aluminium
périodique constitué de 100 grains équiaxes et avec une texture initiale aléatoire
(figure 5.9). La cellule unitaire est discrétisée avec une grille FFT 3D de 128×128×
128 voxels de taille δ ' 0.7813 µm. Les paramètres du matériau, de simulation et
de la loi de Voce utilisés dans cette section sont identiques à ceux des tableaux 5.3,
5.4 et 5.5. La cellule unitaire est sollicitée en traction uniaxiale avec des conditions
aux limites mixtes en déformations et en contraintes avec une vitesse de déformation
imposée Ė33 = 0.001s−1.

La figure 5.10 montre la norme ‖α‖/b = √αijαij/b, (i = 1, 3 et j = 1, 3) des
densités de dislocations obtenues après 0.1% de déformation macroscopique. La
figure 5.10(a) montre la norme des densités de dislocations géométriquement né-
cessaires obtenues avec le modèle 1 à partir de la relation d’incompatibilité α =
−rot Up. Cette relation d’incompatibilité implique seulement l’activation des den-
sités de GNDs à partir de l’incompatibilité dans la mobilité des SSDs, mais ne
prend pas en compte leur transport. On peut constater logiquement une importante
concentration des densités de dislocations géométriquement nécessaires (GNDs) aux
joints de grains pour accommoder l’incompatibilité de la déformation plastique. Il
faut noter que la procédure IC (différences finies centrées) évite des oscillations nu-
mériques sur les profils de α. La figure 5.10(b) montre la norme des densités de
dislocations géométriquement nécessaires obtenues à partir du modèle 2a basé sur
l’équation de transport des densités de dislocations. Tout comme dans le cas de la
figure 5.10(a), on dénote dans un premier temps la prédominance des densités de
GNDs aux joints de grains grâce à la présence des SSDs à travers le terme source
−rot Lp. Contrairement au cas de la figure 5.10(a) où les densités de dislocations
restent localisées aux joints de grains, on assiste désormais au transport des densités
de GNDs créées aux joints de grains vers l’intérieur des grains. L’évolution de la
norme ‖α‖/b le long de l’axe x3 à 0.02% et 0.1% de déformation macroscopique
avec le modèle 1 et le modèle 2a est montrée sur la figure 5.11. On observe l’effet
des densités de GNDs concentrées aux interfaces dans le cas du modèle 1 alors que
ces densités sont également présentes à l’intérieur des grains et moins concentrées
aux interfaces dans le cas du modèle 2a. Cette figure montre un étalement plus
important des densités de GNDs pour le modèle 2a.

Les cartes de champs locaux de contrainte T33, de contrainte interne T int33 et de dé-
formation plastique Up

33 obtenues avec les modèles 1 et 2a après 0.1% de déformation
macroscopique sont comparées sur la figure 5.12. On observe une forte hétérogénéité
de ces champs locaux d’un grain à l’autre. Cette comparaison révèle que ces champs
locaux sont quasiment identiques pour les deux modèles, de même que les courbes
de contrainte macroscopique (< T33 > vs < ε33 >) reportées sur la figure 5.13.
Comme dans le cas de la microstructure à canaux, cela est dû à la faible mobilité
des GNDs implémentée dans le modèle RPMFDM au travers de l’équation (5.29).
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La figure 5.14 montre l’évolution des champs U̇p
33, Up

33, T33 et T int33 le long de l’axe x3
au milieu de la cellule unitaire à 0.02% et 0.1% de déformation macroscopique pour
le modèle 2a. On peut constater une forte augmentation de la contrainte T33 et de
la distorsion plastique Up

33, ainsi que l’accentuation des hétérogénéités spatiales.

(a) (b)

Figure 5.9 – (a) : Polycristal d’Aluminium périodique constitué de 100 grains
équiaxes (Voronoï périodique) et avec une texture initiale aléatoire. (b) : Coupe
oblique du polycristal défini en (a).

(a) (b)

Figure 5.10 – Distributions de GNDs après 0.1% de déformation macroscopique.
(a) : Distributions de GNDs localisées aux joints de grains avec la relation d’incom-
patibilité α = −rot Up à partir du modèle 1. (b) : Distribution de GNDs obtenues
à partir de l’équation de transport α̇ = −rot (α× v + Lp) à partir du modèle 2a.

185



Figure 5.11 – Evolution de ‖α‖/b au milieu de la cellule unitaire, le long de l’axe
x3 à 0.02% et 0.1% de déformation macroscopique pour les modèles 1 et 2a.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 5.12 – Cartes des champs locaux de contraintes T33, de contraintes internes
T int33 et de déformations plastiques Up

33 à 0.1% de déformation macroscopique. A
gauche : Résultas obtenus avec le modèle 1. A droite : résultats obtenus avec le
modèle 2a.
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Figure 5.13 – Comparaisons des réponses macroscopiques en traction < T33 > vs
< ε33 > obtenues avec le modèle 1 et le modèle 2a.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.14 – Evolution des champs locaux (a) : U̇p
33, (b) : Up

33, (c) : T33 et (d) :
T int33 le long d’une ligne passant par le milieu de la cellule unitaire le long de l’axe
x3, à 0.02% et 0.1% de déformation macroscopique.

5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons développé une technique numérique basée sur la
FFT pour la résolution des équations de la version réduite de la mécanique des
champs de dislocations à l’échelle mésoscopique ("RPMFDM : Reduced Phenomeno-
logical Field Dislocation Mechanics" en anglais) pour un comportement élasto-visco-
plastique cristallin. La technique prend en compte la contribution des dislocations
géométriquement nécessaires (GNDs) et statistiquement stockées (SSDs), ainsi que
les conditions de continuité tangentielle aux interfaces de type joints de phase, avec
une phase impénétrable (précipités).
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Pour assurer la stabilité de cette technique numérique, différentes techniques de
différenciations dans l’espace de Fourier ont été utilisées pour le calcul des dérivées
partielles de premier et de second ordres (oprérateurs Γ, div et rot). Notamment
les procédures LSR et IC ont été utilisées dans la résolution respective des équations
de type Lippmann-Schwinger et d’incompatibilité. Le filtre exponentiel développé
au chapitre 4 a été utilisé dans la résolution de l’équation de transport.

Trois différents modèles dérivés des formulations EVP-FFT et EVP-RPMFDM-
FFT ont été comparés. Il s’agit des modèles 1 (basé sur la formulation EVP-FFT
classique sans la prise en compte des dislocations géométriquement nécessaires), 2a
(basée sur la présente formulation EVP-RPMFDM-FFT sans la prise en compte des
conditions de continuité tangentielle de la vitesse de distorsion plastique aux inter-
faces de type joints de phases ou de grains) et 2b (basée sur la présente formulation
EVP-RPMFDM-FFT avec la prise en compte des conditions de continuité tangen-
tielle de la vitesse de distorsion plastique aux interfaces de type joints de phases ou
de grains).

Ces trois modèles ont été appliqués et comparés dans l’étude de deux types de
microstructures. La première est un matériau composite périodique constitué d’une
microstructure à canaux. La deuxième est un polycristal d’Aluminium périodique
constitué de 100 grains équiaxes et avec une texture initiale aléatoire (i.e. isotrope).
Dans le cas de la microstructure à canaux, les modèles 1, 2a et 2b ont permis d’ap-
préhender l’effet de la fraction volumique des précipités (phase élastique) sur le
taux d’écrouissage. Les résultats ont également révélé l’influence de la continuité
tangentielle aux interfaces canal/précipités de la vitesse de distorsion plastique sur
le durcissement du matériau et sur les structures de dislocations de types vis et coins
qui se forment près des interfaces pour accommoder l’incompatibilité de la déforma-
tion plastique due à la forte variation spatiale de Lp dans cette zone. Ces structures
de dislocations présentent des structures pôlaires (pour les densités de dislocations
de type vis) et dipôlaires (pour les densités de dislocations de type coins). Le dur-
cissement du matériau est la conséquence de la différence de contraintes internes
entre les modèles 1 et 2a d’une part et le modèle 2b d’autre part, provoquée par la
condition de continuité sur le glissement plastique à l’interface. Ces résultats sont
similaires à ceux rapportés dans [209] et [189] où les équations de la RMPFDM ont
été résolues par différences finies et par éléments finis, respectivement. Dans le cas
du polycristal, les résultats obtenus portent sur la comparaison des champs locaux et
macroscopiques obtenus avec les modèles 1 et 2a, et sur la formation et le transport
des densités de GNDs. Les comparaisons entre les différents modèles dans les deux
cas de microstructures ont révélé que les résultats obtenus avec les modèles 1 et 2a
sont quasiment identiques. Cela est dû à la faible mobilité des GNDs (α × v) par
rapport à celle des SSDs au travers du terme Lp, qui elle est quasiment identique à
la vitesse de distorsion plastique totale U̇p.

Les travaux actuels portent sur l’étude du polycristal avec la prise en compte
des conditions de continuité tangentielle aux interfaces de type joints de grains
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dans la cas du modèle 2b avec des lois cinétiques et d’écrouissage raffinées. Une
technique récemment développée par Lieberman et al. [147] basée sur les moments
Cartésiens de premier ordre des fonctions indicatrices binaires pourra être utilisée
pour déterminer les normales aux joints de grains directement à partir de l’image
voxélisée de la microstructure. Ces normales seront exploitées pour implémenter
la condition de saut pour la vitesse de distorsion plastique aux joints de grains
de l’agrégat. Cela modifiera l’interaction des GNDs et des SSDs par rapport aux
modèles 1 et 2a. Nous allons pouvoir étudier l’effet des conditions de continuité sur
le développement des contraintes internes et sur l’écrouissage cinématique, ainsi que
les effets de taille de grains. Par ailleurs, des études sur les effets de taille seront
aussi réalisées dans le cas de la microstructure à canaux.
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Conclusion générale et
perspectives

Conclusion générale

Dans cette thèse, des méthodes spectrales basées sur la transformée de Fourier
rapide ("fast Fourier transform" en anglais ou "FFT") ont été développées pour ré-
soudre les équations de champs et d’évolution des densités de dislocations polarisées
ou géométriquement nécessaires dans la théorie de la mécanique des champs de
dislocations ("Field Dislocations Mechanics" en anglais et notée "FDM") et de son
extension phénoménologique et mésoscopique ("Phenomenological Mesoscopic Field
Dislocations Mechanics" en anglais et notée "PMFDM").

Ce mémoire a commencé par une revue bibliographique sur les mécanismes de
déformations plastiques basés sur le glissement des dislocations individuelles et col-
lectives dans les matériaux à structure cubique à faces centrées (CFC). Nous avons
également présenté la formulation classique de la plasticité cristalline pour les mono-
cristaux et pour les agrégats polycristallins. Pour tenir compte de certains aspects
de la plasticité qui échappent à la théorie conventionnelle comme par exemple la
formation des structures de dislocations et la prise en compte des effets de tailles
et de longueurs internes, nous avons introduit brièvement les théories de plasticité
actuelles de natures discrètes et continues qui sont capables de prendre en compte
la formation des structures de dislocations géométriquement nécessaires, ainsi que
les interactions entre ces dernières dans un contexte de plasticité non-locale.

Dans le deuxième chapitre, les principales équations de la théorie de la mécanique
des champs de dislocations (Field Dislocation Mechanics en anglais) et de son ex-
tension phénoménologique mésoscopique (PMFDM : Phenomenological Mesoscopic
Field Dislocations Mechanics en anglais), notamment les équations élasto-statiques
et d’évolution des densités de dislocations, et leurs résolutions respectives par la mé-
thode des éléments finis ont été présentées. Nous avons montré que les distorsions
élastiques incompatibles sont déterminées par la résolution des équations de type
Poisson, alors que la détermination des distorsions élastiques compatibles repose sur
la résolution des équations de type Navier. L’évolution des densités de dislocations
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a été prise en compte au travers d’une équation de transport des densités de dis-
locations de type hyperbolique. Nous avons également rappelé les équations de la
RPMFDM qui sont définies par une opération de moyenne spatiale et temporelle des
variables de champs de la FDM. Ces équations sont identiques à celles de la FDM
à la seule différence que la vitesse de distorsion plastique ainsi que l’équation de
transport doivent inclure une contribution supplémentaire de la distorsion plastique
provenant des dislocations statistiquement stockées. La RPMFDM s’affranchit de la
décomposition de Stokes-Helmholtz et simplifie la théorie PMFDM.

Dans le troisième chapitre, une approche spectrale a été développée pour résoudre
les équations statiques de la FDM pour la détermination des champs mécaniques
locaux provenant des densités de dislocations polarisées et des hétérogénéités élas-
tiques présentes dans les matériaux de microstructure supposée périodique et au
comportement élastique linéaire. Les champs élastiques ont été calculés de façon
précise et sans oscillation numérique même lorsque les densités de dislocations sont
concentrées sur un seul pixel (pour les problèmes à deux dimensions) ou sur un
seul voxel (pour les problèmes à trois dimensions). Ces résultats ont été obtenus
grâce à la résolution des équations de type Poisson et de type Lippmann-Schwinger
avec incompatibilités avec un algorithme itératif à point fixe (schéma basique), avec
l’application de formules de différenciation spatiale pour les dérivées premières et
secondes dans l’espace de Fourier basées sur des schémas à différences finies com-
binées à la transformée de Fourier discrète. Les résultats obtenus portent sur la
détermination précise des champs élastiques des dislocations individuelles de types
vis et coin, et des champs élastiques d’interaction entre des inclusions de géométries
variées et différentes distributions de densités de dislocations telles que les dipôles
ou les boucles de dislocations dans un matériau composite biphasé et des micro-
structures tridimensionnelles. La validation de cette approche a été effectuée par
des comparaisons avec les solutions analytiques et les simulations éléments finis. Les
résultats ont également montré l’éfficacité de la présente approche FFT en terme
de temps de calcul par comparaison à la méthode des éléments finis dans le cas de
l’élasticité linéaire et homogène.

Dans le quatrième chapitre, une approche spectrale numérique, basée sur la FFT,
a été développée pour résoudre de façon rapide, stable et précise, l’équation de
transport de type hyperbolique régissant l’évolution spatio-temporelle du tenseur
densité de dislocations dans la théorie de la FDM. Cette approche est basée sur
l’utilisation des filtres spectraux passe-bas pour contrôler les oscillations inhérentes
aux méthodes de Fourier (phénomène de Gibbs) et les instabilités numériques de
nature hyperbolique. La stabilité et la précision de cette approche spectrale ont
été confirmées par des comparaisons satisfaisantes avec la solution exacte et les
approximations éléments finis dans le cas des problèmes unidimensionnels (1D) de
propagation et d’annihilation des dislocations et dans le cas de l’extension d’une
boucle polygonale bidimensionnelle (2D). La présente approche FFT a été également
appliquée aux simulations 3D telle que l’extension et l’annihilation complète sans
débris résiduels d’une boucle polygonale tridimensionnelle (3D). Ces simulations ont
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également montré que la présente approche FFT est plus efficace que les techniques
éléments finis en terme de temps de calcul.

Dans le cinquième chapitre, une technique numérique a été développée pour
la résolution des équations de la version réduite de la mécanique des champs de
dislocations phénoménologique et mésoscopique (RPMFDM) dans le cadre d’une
formulation FFT avec un comportement élasto-visco-plastique. La méthode EVP-
FFT, basée sur l’utilisation du schéma itératif de type Lagrangien augmenté pour
la résolution de l’équation d’équilibre dans l’espace de Fourier, a été étendue pour
prendre en compte les contributions des dislocations géométriquement nécessaires
(GNDs) et statistiquement stockées (SSDs), ainsi que les conditions de continuité
tangentielle de la distorsion plastique aux interfaces de type joints de phases dans
le cas d’une microstructure à canaux. La stabilité des solutions a été obtenue grâce
à l’utilisation de formules de différenciation spatiales pour les dérivées partielles
de premier et de second ordre dans l’espace de Fourier basées sur des schémas à
différences finies combinées à la transformée de Fourier discrète. La nouvelle mé-
thode baptisée EVP-RPMFDM-FFT a été appliquée à l’étude des microstructures
à canaux/précipités et les polycristaux pour les métaux à structure cubique à faces
centrées (CFC). Nous avons étudié notamment, les effets de la fraction volumique
des précipités sur le durcissement du matériau, ainsi que les effets de la prise en
compte de la continuité tangentielle de la vitesse de distorsion plastique aux in-
terfaces canal/précipités sur le durcissement du matériau et sur la formation et le
transport des structures de dislocations. Dans le cas du polycristal, les conditions
de continuité aux joints de grains n’ont pas été encore implémentées. Les résultats
obtenus ont porté sur la détermination des champs locaux et macroscopiques, ainsi
que la formation des densités de GNDs et leur distribution.

Perspectives

Les techniques développées dans cette thèse ouvrent la voie aux perspectives
suivantes :

La première perspective concerne l’extension des travaux du chapitre 5 à la
prise en compte des conditions de continuité tangentielles aux joints de grains pour
compléter l’étude sur les polycristaux, afin d’étudier les effets des joints de grains
sur le durcissement du matériau. D’autre part, des études sur les effets de tailles
dans le cas de la microstructure à canaux peuvent être réalisées par l’introduction
d’échelles de longueurs internes intra-canal qui vont modifier la mobilité des densités
de dislocations et l’écrouissage de nature cinématique [186, 185].

La deuxième perspective porte sur l’extension des approches spectrales dévelop-
pées dans cette thèse aux microstructures plus complexes élastiques anisotropes et à
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d’autres types de défauts cristallins tels que les densités de désinclinaisons pour obte-
nir les rotations élastiques incompatibles occasionnées aux joints de grains [82, 210],
les densités de désinclinaisons généralisées qui sont introduites pour rendre compte
de façon continue, des discontinuités de la distorsion élastique qui peuvent survenir
aux niveaux des hétéro-interfaces et des pointes de macles [6, 24].

A plus long terme, une extension de la présente méthode FDM-FFT (et RPMFDM-
FFT) en grandes transformations est également envisageable.
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Annexe A

Algorithme basique FFT de
Moulinec-Suquet en élasticité
linéaire

La méthode spectrale de type FFT a été initialement introduite par Moulinec
et Suquet [166, 167] pour résoudre numériquement l’équation intégrale de type
Lippmann-Schwinger et pour calculer la réponse micromécanique des matériaux
composites. Cette méthode spectrale initiale est rappelée dans cette annexe.

En l’absence de forces de volume et d’effets d’inerties, le problème d’élasticité
hétérogène pour un matériau composite défini dans une cellule unitaire de volume
V , de modules élastiques linéaires C(x) et soumis à une déformation macroscopique
E s’écrit [166, 167] :

T(x) = C(x) : ε(x)
div T = 0 dans V,

(A.1)

où T et ε représentent, respectivement, les champs de contrainte et de déformation
purement élastique. En considérant un milieu de référence homogène de modules
élastiques constants C0, le tenseur de polarisation des contraintes τ (x) est défini
par :

τ (x) = δC(x) : ε(x) avec δC(x) = C(x)−C0. (A.2)
L’équation d’équilibre (A.1) peut s’écrire sous la forme d’une équation périodique de
type Lippmann-Schwinger qui s’écrit dans l’espace réel et dans l’espace de Fourier,
respectivement, sous la forme suivante :

ε(x) = −
(
Γ0 ? τ

)
(x) + E

ε̃(ξ) = −Γ̃0(ξ) : τ̃ (ξ) ∀ξ 6= 0 et ε̃(0) = E.
(A.3)

L’équation (A.3) est résolue par l’algorithme 4 à point fixe appelée "schéma basique"
initié par Moulinec et Suquet [166, 167] pour déterminer le champ de déformation
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ε solution du problème A.1.

L’algorithme basique itératif de Moulinec et Suquet [166, 167] pour la résolution
des champs élastiques en élasticité linéaire et hétérogène est présenté ci-dessous
(algorithme 4). Il est constitué de deux procédures : l’initialisation du schéma itératif
qui correspond à l’initialisation de ε et T pour une déformation macroscopique
prescrite E, et la procédure itérative globale pour la résolution de l’équation (A.3), où
ε(x) est obtenue après convergence. Dans la procédure d’initialisation, le champ de
déformation initiale ε0 est prise comme étant égale à la déformation macroscopique
imposée E (étape 1). La procédure d’initialisation se termine par le calcul du champ
de contrainte initial T0(x) = C(x) : ε0.

Dans la boucle itérative globale à l’itération (n+1), le tenseur de polarisation
des contraintes τ n(x) est calculé à l’étape 3 à partir des champs de contraintes et de
déformations Tn(x) et εn(x) à l’itération (n). La FFT directe τ̃ n(ξ) de τ (x) connue
à l’itération (n) est calculée à l’étape 4. Le test de convergence basé sur l’équilibre
des contraintes dans l’espace de Fourier est effectué à l’étape 5. Si la convergence est
atteinte, la procédure itérative s’arrête, dans le cas contraire la déformation élastique
est mise à jour dans l’espace de Fourier à l’étape 6 en utilisant l’équation (A.3), puis
dans l’espace réel grâce à la FFT−1 (étape 7) pour obtenir εn+1(x), qui est par la
suite utilisée pour mettre à jour le champ de contrainte dans l’espace réel (étape
8). La boucle itérative recommence avec les champs de contrainte et de déformation
mis à jour jusqu’à l’obtention de la convergence. Le critère de convergence utilisé à
l’étape 5 est donné par :

en = ‖div(Tn)‖2
|〈Tn〉|

= ‖ξ.T̃n(ξ)‖2

|T̃n(0)|
≤ ε, (A.4)

où ‖.‖2 denote la norme L2, |.| dénote la norme Euclidienne d’un tenseur d’ordre
deux et en représente l’erreur à l’itération (n). La convergence est atteinte lorsque
l’erreur est inférieure à une précision ε donnée.

Algorithm 4
Initialisation : (E donné)

1: ε0 ← E
2: T0(x)← C(x) : ε0

Iteration : n+ 1 (εn(x) et Tn(x) connues)
3: τ n(x)← Tn(x)−C0 : εn(x)
4: τ̃ n(ξ)← FFT(τ n(x))
5: Test de convergence basé sur l’équation ((A.4))
6: ε̃n+1(ξ)← −Γ̃0(ξ) : τ̃ n(ξ) ∀ξ 6= 0 et ε̃n+1(0)← E
7: εn+1(x)←FFT−1(ε̃n+1(ξ))
8: Tn+1(x)← C(x) : εn+1(x)
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Annexe B

Schémas différences finies centrées
pour des dérivées partielles

Les formules de différenciations suivantes sont utilisées pour le calcul des dérivées
partielles de premier et de second ordre sur la grille voxélisée. Ces formules sont
basées sur des schémas différences finies centrées avec l’approximation des dérivées
partielles suivantes [184] :

∂f (i, j, k)
∂x1

= f (i+ 1, j, k)− f (i− 1, j, k)
2δ1

(B.1)

∂f (i, j, k)
∂x2

= f (i, j + 1, k)− f (i, j − 1, k)
2δ2

(B.2)

∂f (i, j, k)
∂x3

= f (i, j, k + 1)− f (i, j, k − 1)
2δ3

(B.3)

∂2f (i, j, k)
∂x2

1
= f (i+ 1, j, k)− 2f (i, j, k) + f (i− 1, j, k)

δ2
1

(B.4)

∂2f (i, j, k)
∂x2

2
= f (i, j + 1, k)− 2f (i, j, k) + f (i, j − 1, k)

δ2
2

(B.5)

∂2f (i, j, k)
∂x2

3
= f (i, j, k + 1)− 2f (i, j, k) + f (i, j, k − 1)

δ2
2

(B.6)

∂2f(i, j, k)
∂x1∂x2

= f(i+ 1, j + 1, k)− f(i+ 1, j − 1, k)− f(i− 1, j + 1, k) + f(i− 1, j − 1, k)
4δ1δ2

(B.7)

∂2f(i, j, k)
∂x1∂x3

= f(i+ 1, j, k + 1)− f(i+ 1, j, k − 1)− f(i− 1, j, k + 1) + f(i− 1, j, k − 1)
4δ1δ3

(B.8)

∂2f(i, j, k)
∂x2∂x3

= f(i, j + 1, k + 1)− f(i, j + 1, k − 1)− f(i, j − 1, k + 1) + f(i, j − 1, k − 1)
4δ2δ3

(B.9)
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Annexe C

Schéma différence finie centrée
tournée "Rotated scheme"

Ici, nous considérons un matériau élastique, linéaire et hétérogène sans disloca-
tions comme dans [239]. Les principales équations sont écrites sous la forme indicielle
suivante :

Tij,j (x) = 0 dans V
Tij (x) = Cijkl (x) εkl (x)
εij (x) = 1

2 (ui,j (x) + uj,i (x)) ,
(C.1)

où ε est le champ de déformation, T le champ de contrainte, u le vecteur déplacement
et C le tenseur des modules élastiques locales.

En supposant que les champs de contraintes et de déformations sont définis sur
une grille bidimensionnelle (2D) de points, les expressions d’équilibre des contraintes
et d’incompatibilité de l’équation C.1 sont écrites dans l’espace de Fourier en utili-
sant la FFT en ces termes :

iξdj T̃ij
(
ξd
)

= 0 dans V

ε̃ij
(
ξd
)

= 1
2
(
iξdj ũi

(
ξd
)

+ iξdi ũj
(
ξd
))
,

(C.2)

Les dérivées partielles dans l’équation C.1 peuvent être exprimées en utilisant
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les différences finies centrées sur la grille 2D avec une taille de pixel δ :

Tij,j (x) ≈ Tij (x + ej)− Tij (x− ej)
2δ

ui,j (x) ≈ ui (x + ej)− ui (x− ej)
2δ .

(C.3)

Dans le "rotated scheme", le champ de déplacement est exprimé aux quatres coins
des pixels et les champs de contraintes et de déformations rśultants sont évalués aux
centres des pixels. Nous exprimons premièrement ces champs dans un repère pivoté
de 45˚(f1 ;f2) par rapport au repére Cartésien initial (e1 ; e2) :

f1 = e1 + e2√
2

, f2 = e2 − e1√
2 (C.4)

par :

ui = RiIuI , εij = RiIεIJR
′

Jj, Tij = RiITIJR
′

Jj, RiJ = 1− 2δi1δJ2√
2

, (C.5)

où les indices en majuscules désigent les composantes dans la base (f1 ; f2). L’équation
C.1 est discrétisée sur la grille pivotée par différences finies centrées (voir figure C.1)
en ces termes :

TIJ (x) = CIJKL (x) εKL (x)
TI1 (x)− TI1

(
x−
√

2f1δ
)

+ TI2
(
x + (f2−f1)δ√

2

)
− TI2

(
x + (f2+f1)δ√

2

)
= 0

εIJ (x) = 1
2
√

2δ

(
uK

(
x + fLδ√

2

)
− uK

(
x− fLδ√

2

)
+ uL

(
x + fKδ√

2

)
− uL

(
x− fKδ√

2

))
,

(C.6)
où x se situe au centre et les x± fL√

2 sont affectés aux coins du pixel. En exprimant
l’équation C.6 dans la base Cartésienne initiale (e1 ; e2), puis, en appliquant la
transformée de Fourier inverse, nous obtenons de nouveau l’équation C.2 où iξdj est
exprimée sous la forme suivante dans le cas du "rotated scheme" :

iξRj = i
2δ tan

((
πmj

Nj

))(
1 + exp

(
i2πm1

N1

))(
1 + exp

(
i2πm2

N2

))
, (C.7)

où, les mj sont définis avec les équations (3.20) et (3.21), j = 1→ 2.

Dans le cas 3D, les champs de contraintes et de déformations sont évalués au
centre des voxels et le champ de déplacement dans leurs coins. Les dérivées spatiales
des champs de déplacements sont estimées par des différences finies centrées dans les
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coins opposés. En suivant la même méthodologie comme dans le cas 2D, iξRj devient
[239] :

iξRj = i
4δ tan

((
πmj

Nj

))(
1 + exp

(
i2πm1

N1

))(
1 + exp

(
i2πm2

N2

))(
1 + exp

(
i2πm3

N3

))
,

(C.8)
où, les mj sont définis avec les équations (3.20) et (3.21), j = 1→ 3.

Figure C.1 – Pixel avec les cotés parallèles aux axes du repère Cartésien (e1 ; e2).
Superposition d’une base (f1 ; f2) pivotée de 45˚par rapport à (e1 ; e2). Les champs
de contraintes et de déformations sont évalués au centre x du pixel. Le champ de
déplacement est exprimé dans les coins du pixel.
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Annexe D

Phénomène de Gibbs

Les phénomènes de Gibbs comme étudiés dans [225, 89] traitent de la question
du recouvrement d’une fonction à partir de ses coefficients de Fourier. Lorsqu’on
considère les 2N + 1 coefficients de Fourier f̂k, pour −N ≤ k ≤ N , d’une fonction
inconnue f(x) définie sur l’intervalle 0 ≤ x ≤ 2π, la méthode directe pour construire
la somme classique de Fourier est :

fN(x) =
N∑

k=−N
f̂k exp(ikπx) (D.1)

avec
f̂k = 1

2π

∫ 2π

0
f(x) exp(−ikπ) dx (D.2)

Les équations (D.1) et (D.2) constituent un bon moyen de reconstruire f(x), si
cette dernière est continue et périodique. Lorsque f(x) est analytique et périodique,
les séries de Fourier convergent très vite :

max
0≤x≤2π

|f(x)− fN(x)| ≤ exp(−ρN) ρ > 0 (D.3)

Par contre, si f(x) est discontinue, fN(x) n’est pas une bonne approximation de
f(x). Cela peut s’expliquer comme suit :

— Loin de la discontinuité, le taux de convergence est lent. Si x0 est un point
fixe contenu dans le domaine 0 ≤ x ≤ 2π,

|f(x0)− fN(x0)| ∼ 0
( 1
N

)
(D.4)

— Il existe d’un dépassement à proximité de la frontière, qui ne diminue pas
avec N ; ainsi, max

0≤x≤2π
|f(x)− fN(x)| ne tend pas vers zero.

La raison de la lenteur de la convergence de fN(x) vers f(x) est double :
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— La faible décroissance des coefficients de Fourier f̂k,
— La nature globale des séries de Fourier, où les coefficients de Fourier sont

déterminés par une intégration sur tout l’intervalle (équation D.2), même à
travers les discontinuités.

Le phénomène de Gibbs est défini comme étant l’incapacité de recouvrir les
valeurs d’une fonction à partir de ses coefficients de Fourier.
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Annexe E

Stabilité des filtres spectraux

Considérons les 2N + 1 premiers coefficients de Fourier f̂k d’une fonction f(x)
continue par morceaux (Cq ou analytique) avec un point de discontinuité à x = ζ.
Nous aimerions donc retrouver la valeur de f(x) sur un intervalle 0 ≤ x ≤ 2π,
en multipliant les coefficients de Fourier par un facteur σ

(
k
N

)
de telle sorte que la

somme modifiée
fσN(x) =

N∑
k=−N

f̂k σ

(
k

N

)
exp(ikx) (E.1)

converge rapidement que la somme originale

fN(x) =
N∑

k=−N
f̂k exp(ikx). (E.2)

La relation E.1 peut encore s’écrire comme une convolution dans l’espace réel :

fσN(x) = 1
2π

∫ 2π

0
S(x− t)fN(t) dt (E.3)

où S(x) est l’équivalent du filtre σ
(
k
N

)
dans l’espace réel. Elle est définie comme

S(x) =
N∑

k=−N
σ

(
k

N

)
exp(ikx) (E.4)

D’après [225], une fonction réelle et paire σ (η) est un filtre d’ordre 2p si :

σ (0) = 1, σ(l) (0), 1 ≤ l ≤ 2p− 1 (a)
σ (η) = 0, |η| ≥ 1 (b)
σ (η) ∈ C2p−1, η ∈ (−∞,+∞) (c)

(E.5)

où σ(l) est la dérivée d’ordre l de σ. Le filtre ne modifie pas les basses fréquences
mais seulement les hautes fréquences. D’après les équations E.5(b) et E.5(c), σ(1) = 0
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pour 1 ≤ l ≤ 2p− 1. Si f(x) est C2p−1 et périodique, la multiplication de ses coeffi-
cients de Fourier par un filtre qui satisfait la condition E.5(a) ne change pas l’ordre
de précision. Ce sont les deux autres conditions E.5(b) et E.5(c) qui deviennent
importantes lorsque f(x) est continue par morceaux.

La condition E.5(b) assure l’extension de la somme E.1 en des séries infinies :

fσ(x) =
+∞∑
−∞

f̂k σ

(
k

N

)
exp(ikx) (E.6)

et, par conséquent, au lieu de l’équation E.3, nous avons la convolution de f(t) par
elle même :

fσ(x) = 1
2π

∫ 2π

0
S(x− t)f(t) dt (E.7)

La fonction f(x) apparait dans le membre de droite de l’équation E.7, plutôt que
sa somme finie de Fourier fN(x) comme dans l’équation E.3. L’effet de troncature
de la somme finie de Fourier de f(x) est éliminée. L’erreur de troncature est définie
comme

EN = |fσ(x)− fσN(x)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
−∞

f̂k σ

(
k

N

)
exp(ikx)−

+N∑
k=−N

f̂k σ

(
k

N

)
exp(ikx)

∣∣∣∣∣∣
(E.8)

EN est évaluée dans [225, 89, 88] comme :

EN = |fσ(x)− fσN(x)| ≤ C

N2p−1d(x, ζ)2p−1K(f) + C

N2p− 1
2
‖f (p)‖L2 (E.9)

où C est une constante indépendante de N . d(x, ζ) mesure la distance de x au point
de discontinuité ζ, K(f) est uniformement bornée loin de la discontinuité et fonction
seulement de f(x). ‖‖L2 désigne la norme L2[0, 2π]. Les détails sur les preuves de
ce résultat sont techniques et peuvent être trouvés dans [225, 89, 88]. Cependant,
l’interprétation de ce résultat est simple. Elle sous-entend que le taux de convergence
de l’approximation filtrée est déterminé uniquement par l’ordre 2p du filtre σ(η) et
la régularité de la fonction f(x) loin de la discontinuité. En particulier, si la fonction
f(x) est continue par morceaux et que l’ordre du filtre augmente avec N, l’on peut
recouvrir une approximation de précison exponentielle de la fonction initiale, partout
sauf près de la discontinuité.
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Annexe F

Temps de calculs et valeurs
optimales de εM pour l’approche
spectrale avec le filtre exponentiel

N c FFT(p = 1)
εM CPU Times (s)

128 0.05 0.5 0.264
0.1 0.28 0.06
0.25 0.04 0.0254
0.5 0.008 0.014

256 0.05 0.55 2.5
0.1 0.3 0.47
0.25 0.13 0.085
0.5 0.05 0.023

512 0.05 0.4 17.26
0.1 0.3 4.2
0.25 0.1 0.53
0.5 0.01 0.13

1024 0.05 0.62 124.44
0.1 0.36 29.48
0.25 0.2 4.5
0.5 0.03 1.5

2048 0.05 0.4 860.1
0.1 0.32 206.19
0.25 0.15 33
0.5 0.028 7.84

Table F.1 – Temps CPU et valeurs optimales de εM (méthode FFT avec le filtre
exponentiel) en fonction du nombre de points de Fourier et du nombre de Courant,
dans le cas de l’annihilation de dislocation dans la configuration 1D
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