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Introduction

Depuis l’invention de la science moderne, l’homme a utilisé de plus en plus de matériaux
différents, en les structurant à des échelles de plus en plus petites. Cette tendance a connu
une accélération sans précédent depuis l’invention du transistor en 1947, qui a permis de fa-
briquer des ordinateurs de plus en plus puissants et de plus en plus accessibles, en poussant
la miniaturisation des circuits électroniques. Une révolution s’est préparée peu après, lors-
qu’est inventé le LASER en 1963. Couplé à des circuits électroniques et à des fibres optiques
particulièrement efficaces pour propager la lumière, le LASER transforme complètement les
télécommunications et permet l’émergence d’Internet. On se met alors à utiliser la lumière
pour transporter de l’information plutôt que des électrons. C’est la naissance de la photo-
nique, l’analogue de l’électronique pour la lumière.

Parallèlement aux avancées effectuées dans le domaine de la photonique, de nombreux
progrès se font dans la miniaturisation des processeurs si bien qu’aujourd’hui, c’est à l’échelle
de quelques nanomètres que l’on grave les circuits électroniques. On commence à parler alors
de nanotechnologies. Du point de vue de l’optique, il est possible avec ces techniques de
structurer la matière à l’échelle de la longueur d’onde de la lumière, voire moins pour mieux la
contrôler ou obtenir des effets autrement impossibles. C’est le domaine de la nanophotonique.

Dans les premiers temps de la nanophotonique, les cristaux photoniques étaient le princi-
pal sujet d’étude. Ils permettent d’obtenir un grand contrôle sur la propagation de la lumière,
grâce à des effets résonants : en structurant la matière à une échelle comparable à la longueur
d’onde, on peut tirer parti d’effets interférentiels pour obtenir des propriétés optiques en
partie analogues aux propriétés électroniques des matériaux semi-conducteurs - comme par
exemple, l’ouverture de bandes interdites permettant de mieux contrôler l’émission spon-
tanée. Les miroirs de Bragg, introduits par Lord Rayleigh, apparaissent rétrospectivement
comme les premiers cristaux photoniques. Mais en passant à des structurations avec deux ou
trois dimensions de périodicité introduits notamment par Yablonovitch[1], on peut obtenir
bien d’autres phénomènes que les bandes interdites.

Puis une miniaturisation encore plus poussée a permis l’émergence d’un nouveau type de
dispositif qui a fait l’objet d’un fort engouement depuis les années 2000 : les métamatériaux.
L’intérêt pour les métamatériaux débute avec les travaux de J.B Pendry en 1999 [2]. Un
troisième régime d’étude s’ouvre, au delà du régime géométrique (lentilles conventionnelles)
et du domaine résonant (effets interférentiels). En effet, les métamatériaux sont structurés
à une échelle bien plus petite que la longueur d’onde. La lumière voit donc le dispositif pé-
riodique comme un milieu homogène dont les paramètres constitutifs effectifs peuvent être
déterminés en fonction des caractéristiques de la structure. Ce régime est appelé domaine
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d’homogénéisation, et permet ainsi de contrôler finement les propriétés optiques effectives
du milieu. Mieux, des milieux possédant un indice négatif deviennent possibles. Prédits en
1968 par Victor Veselago[3], ils ne deviennent réalité qu’avec les travaux de John Pendry et
David Smith. De nombreuses lois de l’optique aussi fondamentales que la loi de la réfrac-
tion doivent être reconsidérées pour les mettre en accord avec ces nouveaux concepts. Des
structures quasiment magiques ont alors été imaginées :

— Des lentilles plates, parfaites, sans aberrations et permettant de reconstruire une
image parfaite d’un objet, avec une résolution bien meilleure que celle autorisée par la
diffraction (et considérée jusque là comme une limite absolue),

— Une cape d’invisibilité, basée sur le fait qu’il est simple de faire varier continuement
les propriétés des milieux effectifs, ce qui ouvre la voie à l’optique transformationnelle.

Évidemment, ces structures ne sont pas faciles à fabriquer, et même si ces effets ont été
démontrés expérimentalement, ils sont loin d’être aussi parfaits que ce qui avait été espéré.
Au milieu de ce foisonnement d’idées, les empilements métallo-diélectriques, connus depuis
la fin des années 90, suscitent un nouvel intérêt. Ils offrent, comparés aux miroirs de Bragg,
des possibilités radicalement différentes (réfraction négative, propagation des évanescents)
tout en bénéficiant de la même facilité de fabrication puisque ce ne sont que des empile-
ments de couches très fines de matériaux. Bien sûr, ils souffrent de pertes optiques puisqu’ils
contiennent des métaux. Mais on envisage tout de même de les utiliser pour de plus en plus
d’applications. C’est à ce point que ma thèse a démarré en 2010.

Il convient enfin de dire un mot de ce qu’on appelle la non-localité dans les métaux.
Presque toutes ces structures sont basées sur l’utilisation de métaux. Une inclusion métallique
peut être considérée comme un espace rempli d’un plasma conducteur (le gaz des électrons
conducteurs). En contrôlant sa géométrie, on peut contrôler ses résonances, et en général une
structure métallique peut résonner tout en étant bien plus petite que la longueur d’onde.
On décrit les propriétés optiques des métaux en se basant sur le modèle de Drude, qui date
de plus d’un siècle. Déjà dans les années 70-80, des pistes théoriques ont été explorées pour
aller au delà de ce modèle. Mais ce n’est que très récemment que les premières expériences
montrant la nécessité de dépasser le modèle de Drude ont été menées[4].

Ce mémoire porte sur l’étude des empilements métallo-diélectriques, avec comme objectif
de pouvoir les utiliser comme lentilles pour obtenir des images avec une meilleure résolution
que celle permise par la diffraction - tout en tenant compte d’éventuels effets non-locaux. Il
s’organise en quatre chapitres.

Le premier chapitre introduit des bases théoriques sur les cristaux photoniques et les
métamatériaux. Pour ce faire, nous commencerons par l’étude du cas le plus simple des cris-
taux photoniques, le miroir de Bragg, empilement périodique de couches diélectriques. Cette
étude sera ensuite généralisée rapidement aux cristaux photoniques à deux dimensions. Les
métamatériaux seront présentés, et le cas, central ici, des métamatériaux hyperboliques sera
discuté plus en détail.

Le deuxième chapitre traite du décalage négatif géant, c’est à dire de l’excitation de
modes à fuites contra-propagatifs. Après quelques réflexions sur les moyens d’obtenir de la
réfraction négative dans les cristaux photoniques unidimensionnels, nous montrerons com-
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ment la réfraction négative est liée à l’existence de ces modes à fuites particuliers, pis qu’ils
sont responsables de décalages négatifs dits “géants”.

Le troisième chapitre sera consacré à l’étude des métamatériaux hyperboliques pour la
réalisation de lentilles plates. Nous présenterons une théorie basée sur l’optique de Fourier
permettant d’établir une relation de conjugaison pour ces lentilles. Puis nous étudierons les
conditions nécessaires pour obtenir des images super-résolues.

Enfin, le quatrième chapitre traitera de l’effet de la non-localité (les interactions entre
électrons libres du métal, négligées dans le modèle de Drude) sur les propriétés des empile-
ments métallo-diélectriques.
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Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions propres aux cristaux
photoniques, aux métamatériaux et aux nouveaux phénomènes qu’ils gé-
nèrent, tels que la réfraction négative [5, 6, 7], la focalisation ou l’auto
collimation [8, 9, 10, 11]. Dans la suite de ce manuscrit, ces phénomènes
seront abondamment étudiés de façon analytique et numérique.
Nous débutons ce chapitre avec le cas le plus simple des cristaux photo-
niques, le miroir de Bragg, mais donnant néanmoins une approche phy-
sique globale valable pour l’ensemble des cristaux photoniques. Le cas des
cristaux photoniques 2D sera ensuite abordé. Dans une deuxième partie,
nous parlerons d’un autre type de structure, les métamatériaux. Nous ver-
rons quel régime de fonctionnement est utilisé pour ces matériaux. Un cas
particulier des métamatériaux sera alors décrit, celui des métamatériaux
hyperboliques, dont la parenté avec les miroirs de Bragg sera soulignée.
Après avoir présenté les principaux résultats concernant ces matériaux,
nous évoquerons leurs différents domaines d’utilisation.
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I.1 Les cristaux photoniques

I.1-a Généralités

Les cristaux photoniques sont des matériaux artificiels caractérisés par un indice optique
organisé périodiquement selon une ou plusieurs directions de l’espace [12].

Figure I.1 – Cristaux photoniques à une dimension, deux dimensions et trois dimensions

Ils sont structurés périodiquement à partir de matériaux diélectriques. L’étude des cris-
taux photoniques se fait en régime de résonance. Rappelons qu’il existe trois domaines d’étude
des structures ayant des propriétés optiques. Ces régimes de fonctionnement sont déterminés
par le rapport de la taille caractéristique de la structure (par exemple la période d’un éven-
tuel réseau dans le cas des cristaux photoniques ou des métamatériaux) et de la longueur
d’onde de la source :

— Si la taille caractéristique est grande face à la longueur d’onde de la source (d � λ),
l’onde se propage de milieu en milieu en suivant les lois de Descartes et en respectant
les coefficients de Fresnel, ce régime est celui de l’optique géométrique.

— Si la taille caractéristique est de l’ordre de la longueur d’onde (d ∼ λ), la périodicité de
la structure va perturber l’onde. On parle d’onde de Bloch dans un milieu périodique,
et la propagation est déterminée par des phénomènes interférentiels. C’est le régime
de résonance.

— Si cette taille caractéristique est petite face à la longueur d’onde (d � λ), la lumière
voit le milieu structuré comme un milieu homogène. Ce domaine est appelé le régime
d’homogénéisation.

Dans ce régime, la propagation de la lumière dans un cristal photonique peut être complè-
tement supprimée pour une certaine gamme de fréquences et/ou d’angles d’incidence. C’est
ce que nous appelons une bande interdite photonique.

Position du problème

Nous supposerons dans ce chapitre que les cristaux photoniques et les métamatériaux sont
constitués de milieux linéaires isotropes et locaux, supposés sans charge ni courant, et qu’ils
ne sont pas magnétiques (soit µr(~r, t) = 1). La propagation des ondes électromagnétiques
dans de tels milieux est gouvernée par les équations de Maxwell, qui s’écrivent :

div (εr(~r, t) ~E(~r, t)) = 0, ~rot ~E(~r, t) = −µ0 (~r, t)
∂ ~H(~r, t)

∂t
(I.1)
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div ~H(~r, t) = 0, ~rot ~H(~r, t) = ε0 εr(~r, t)
∂ ~E(~r, t)

∂t
, (I.2)

avec

— εr(~r) : permittivité relative diélectrique.

— ε0 et µ0 : permittivité diélectrique et perméabilité magnétique du vide.

Après transformation des relations (I.1) et (I.2), on obtient les équations de propagation
pour le champ électrique ~E(~r, t) et magnétique ~H(~r, t) :

1

ε(~r, t)
~rot
(
~rot ~E(~r, t)

)
= − 1

c2

∂2 ~E(~r, t)

∂t2
(I.3)

~rot

(
1

ε(~r, t)
~rot ~H(~r, t)

)
= − 1

c2

∂2 ~H(~r, t)

∂t2
(I.4)

On fait l’hypothèse de la dépendance harmonique en temps des champs solutions des
équations de Maxwell, c’est à dire qu’on suppose que tout champA peut s’écrireA(x, y, z, t) =

A(x, y, z) e−i ω t. Ceci permet de prendre aisément la dispersion du milieu en compte, car la
permittivité et la perméabilité dépendent alors de la longueur d’onde.

Dans le cas des cristaux photoniques 1D, qui sont composés d’empilement périodique de
milieux linéaires, locaux , isotropes et homogènes, nous pouvons considérer que la constante
diélectrique est constante par morceaux. Cette constante devient alors indépendante de la
position, soit ε(~r, ω) = ε(ω) à l’intérieur d’une couche donnée.

L’équation de propagation devient alors pour le champ ~E(~r, ω) ou ~H(~r, ω) :

∆ ~U(~r) = − ω2

c2
ε(ω) ~U(~r) = − k2

0 n(ω)2 ~U(~r), (I.5)

où n est l’indice optique du milieu homogène considéré. Nous allons appliquer cela à la
structure la plus simple des cristaux photoniques, le miroir de Bragg.

I.1-b Théorie Cristaux 1D : Les miroirs de Bragg

En 1887, Lord Rayleigh montre pour la première fois que des miroirs de Bragg sont ca-
pables de réfléchir la lumière très efficacement, bien que constitués de matériaux parfaitement
transparents. L’interprétation en termes de bandes interdites (analogues à celles qui existent
dans les semi-conducteurs) et la généralisation à deux et trois dimensions ont été faites par
S.John [13],R.Zengerle [14], puis E.Yablonovitch [1, 15].

Un miroir de Bragg, représenté figure I.2, est constitué à partir de couches de deux maté-
riaux diélectriques possédant des permittivités électriques différentes (ε1 et ε2), d’épaisseurs
respectives (d1 et d2) empilées périodiquement. La période spatiale de cet empilement est
appelée d. Pour étudier les caractéristiques de ce miroir, nous supposons qu’il est éclairé par
une onde électromagnétique plane en incidence normale.
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Figure I.2 – Miroir de Bragg

Expressions des champs solutions des équations de Maxwell

La figure I.2 montre que la constante diélectrique ε est périodique selon une seule direc-
tion, ici z, et invariante selon les directions x et y. De plus, le problème est supposé invariant
selon y, les champs seront donc indépendants de cette variable y. Le champ noté ~U(~r) peut
représenter le champ électrique ou le champ magnétique qui peuvent alors se mettre sous la
forme :

~Ui(~r) = ~ui(z) e
i (kx x− ω t), (I.6)

où i = 1 ou 2, correspond au milieu dans lequel le champ est calculé. La quantité kx
représente la composante parallèle à l’interface du vecteur d’onde (projection du vecteur
d’onde caractéristique du milieu considéré sur l’axe des abscisses x lorsque l’onde considérée
est plane).

Les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampère nous donnent le système d’équa-
tions suivant : 

− ∂z Ey = i ω µ0 Hx

∂z Ex − ∂x Ez = i ω µ0 Hy

∂x Ey = i ω µ0 Hz

− ∂z Hy = − i ω ε0 εi Ex

∂z Hx − ∂x Hz = − i ω ε0 εi Ey

∂x Hy = − i ω ε0 εi Ez

(I.7)

En observant ces 6 équations, nous remarquons qu’il est possible de scinder le problème
général en deux problèmes distincts, qui se caractérisent chacun par une polarisation spé-
cifique : la polarisation transverse magnétique TM également appelée H//, (respectivement
la polarisation transverse électrique TE, appelée également E//) dans lequel le champ ma-
gnétique ~H(~r, t) (respectivement électrique ~E(~r, t)) est perpendiculaire au vecteur d’onde
incident. Selon l’orientation de la structure étudiée sur la figure I.2 et I.3, le vecteur d’onde
est dirigé suivant les directions x et z, ainsi le champ magnétique ~H(~r, t), (respectivement
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électrique ~E(~r, t) selon la polarisation) possède une unique composante, celle dirigée selon y,
ses autres composantes étant nulles.

Figure I.3 – (Haut) Polarisation transverse magnétique. (Bas) Polarisation transverse élec-
trique

Selon le cas étudié (figure I.3), le champ ~H(~r) pour la polarisation TM (respectivement
~E(~r) pour la polarisation TE) s’écrit

~Ui(~r) = Uyi(~r)~ey = uyi(z) e
i (kx x− ω t) ~ey (I.8)

Les composantes Uxi(~r) et Uzi(~r) sont nulles. On obtient alors deux sous systèmes indé-
pendants propres à chaque polarisations.

Le système d’équations lié à la polarisation TM s’écrit :
∂z Ex − ∂x Ez = i ω µ0 Hy

− ∂z Hy = − i ω ε0 ε Ex

∂x Hy = − i ω ε0 ε Ez

(I.9)

Le système correspondant à la polarisation TE :
− ∂z Ey = i ω µ0 Hx

∂x Ey = i ω µ0 Hz

∂z Hx − ∂x Hz = − i ω ε0 ε Ey

(I.10)

Les transformations suivantes permettent de passer d’un système à l’autre :{
~E(~r)↔ ~H(~r)

µ0 µi ↔ − ε0 εi
(I.11)
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La résolution de chaque système mène à l’équation de propagation vue auparavant (équa-
tion (I.5)) vérifiée par la composante Uyi du champ considéré selon la polarisation

∆Uyi(~r) = −k2
0 n

2
i Uyi(~r) (I.12)

A l’aide de l’expression (I.8), l’équation de propagation devient

∆uyi(z)− k2
x uyi(z) = −k2

0 n
2
i uyi(z) (I.13)

Cependant, la composante suivant z du vecteur d’onde s’écrit dans chaque milieu :

kzi =
√
k2

0 n
2
i − k2

x (I.14)

Les solutions de l’équation de propagation (I.13) sont alors les solutions de la forme

uyi(z) = (Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z) (I.15)

Ainsi, les expressions des champs magnétique et électrique pour la polarisation TM sont
données par 

Hyi(x, z, t) = (Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z)ei(kx x−w t)

Ezi(x, z, t) = − kx
ω ε0 εi

(Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z)ei(kx x−w t)

Exi(x, z, t) =
kzi

ω ε0 εi
(Ai e

i kzi z −Bi e−i kzi z)ei(kx x−w t)
(I.16)

De la même façon, les expressions des champs pour la polarisation TE s’écrivent
Eyi(x, z, t) = (Ai e

i kzi z +Bi e
−i kzi z)ei(kx x−w t)

Hzi(x, z, t) = kx
ω µ0

(Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z)ei(kx x−w t)

Hxi(x, z, t) = − kz
ω µ0

(Ai e
i kzi z −Bi e−i kzi z)ei(kx x−w t)

(I.17)

Relation de dispersion

Les expressions des champs électriques et magnétiques permettent d’accéder à la rela-
tion de dispersion. La lumière ne se propage en effet dans un cristal photonique que sous la
forme de modes particuliers, les modes de Bloch. La relation de dispersion donne les modes
possibles : quand elle est satisfaite, un mode existe dans la structure. Cette relation relie
la fréquence ω au vecteur d’onde du mode de Bloch ~K. Elle permet donc d’expliquer et de
prédire le comportement du cristal photonique face à la lumière.

Pour une structure multicouche de type miroir de Bragg, la relation de dispersion est la
suivante [16, 17, 18] :

cos(K d) = cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η

kz1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2) (I.18)

Avec, 

η = ε1
ε2

en TM

η = 1 en TE

kz1 =
√

ω2

c2
ε1 − k2

x

kz2 =
√

ω2

c2
ε2 − k2

x

(I.19)

Cette relation, à cause de la périodicité du cristal, possède elle aussi une périodicité dans
l’espace des vecteurs d’ondes

ω(K) = ω(K +
2π

d
) (I.20)
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Vitesse de phase et vitesse de groupe

La vitesse de phase, vitesse a laquelle la phase de l’onde se propage dans l’espace, est
définie par :

vφ =
ω

K
(I.21)

La vitesse de groupe est la vitesse de propagation du paquet d’onde, et correspond à
la propagation de l’énergie lumineuse. En effet, si on décompose l’onde incidente en une
somme d’ondes planes monochromatiques, nous pouvons considérer l’onde incidente comme
un paquet d’ondes planes de pulsation centrale ω0 et de vecteur d’onde moyen k0. La vitesse
de groupe est alors définie selon :

vg =

(
dω

dK

)
K=k0

(I.22)

Dans le cas d’un milieu à plusieurs dimensions, la définition de la vitesse de groupe devient
[16, 19] :

~V g = ~grad~k ω (I.23)

Cette vitesse de groupe permettra de caractériser la direction de propagation de la lumière
dans de telles structures, et elle dérive via les expressions ci-dessus, directement de la relation
de dispersion.

Surfaces de dispersion et courbes isofréquences

L’analyse des diagrammes de dispersion permet une étude du comportement de la lumière
et notamment de sa direction de propagation dans la structure. Une surface de dispersion
est la représentation graphique de l’ensemble des couples (ω,kx,K) solutions de la relation
de dispersion des cristaux photoniques. Les courbes isofréquences (CIF) sont des coupes de
cette surface de dispersion à fréquences fixes, représentant ainsi toutes les ondes de Bloch
solutions de la relation de dispersion à une longueur d’onde donnée.

Leurs formes et évolutions en fonction de la longueur d’onde permettent de prédire le
comportement de la lumière lorsqu’elle se propage dans le milieu périodique. La direction
de propagation de la lumière est donnée par la vitesse de groupe. Cette dernière, en étant
le gradient de la courbe de dispersion, est orthogonale aux courbes isofréquences au point
correspondant.

L’analyse des courbes isofréquences est basée sur la conservation de la composante paral-
lèle du vecteur d’onde incident ~ki le long de l’interface. Pour chaque milieu, l’onde incidente
peut potentiellement exciter toute onde de même longueur d’onde et dont la composante du
vecteur d’onde parallèle est la même. Ainsi à chaque intersection entre la ligne de conser-
vation de la composante parallèle du vecteur d’onde incidente, et de la courbe isofréquence,
cette condition est vérifiée.

L’étude de la propagation d’un milieu homogène à un autre est une illustration simple
de l’utilisation des courbes isofréquences afin de déterminer la direction empruntée par la
lumière lorsqu’elle pénètre dans un cristal photonique.



I.1 Les cristaux photoniques 15

Soient deux milieux d’indice optique n1 et n2, éclairés depuis le milieu 1 par un faisceau
de vecteur d’onde ~ki orienté selon un angle θi, figure I.4 :

Figure I.4 – Réfraction entre deux milieux

Les lois de Snell-Descartes au passage du milieu 1 au milieu 2 correspondent en partie à
la conservation de la composante du vecteur d’onde parallèle à la surface et donnent :{

n1 sin θi = n2 sin θt

θr = θi
(I.24)

En projetant les vecteurs d’onde ~ki, ~kr et ~kt sur les axes x et z, nous obtenons :

kxi = k0n1 sin θi

kxr = k0n1 sin θi

kxt = k0n2 sin θt

kzi = k0n1 cos θi

kzr = −k0n1 cos θi

kzt = k0n2 cos θt

(I.25)

Dans un milieu homogène d’indice n, la relation de dispersion lie les différentes compo-
santes du vecteur d’onde et s’écrit

k2
x + k2

z = k2
0n

2 (I.26)

Cette relation montre que si l’on trace kz en fonction de kx, la forme géométrique de
cette courbe isofréquence est un cercle dont le rayon est proportionnel à l’indice de réfraction
du milieu considéré et à la fréquence de l’onde ωn

c . Les courbes isofréquences d’un milieu
homogène, illustrées sur la figure I.5, sont donc circulaires.

Le système (I.25) traduit la conservation de la composante parallèle (selon ~ex) du vecteur
d’onde incident au passage de l’interface :

kxi = kxr = kxt (I.27)

La figure I.5 représentant les courbes isofréquences d’un milieu 1 et d’un milieu 2, tout
deux homogènes, nous permet d’expliquer les caractéristiques du passage de la lumière entre
ces deux milieux. En effet, l’intersection de la ligne de conservation (correspondant à la
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Figure I.5 – Interface entre deux milieux homogènes

conservation de la composante parallèle selon x du vecteur d’onde incident), et de la courbe
isofréquence dans le milieu 2, détermine graphiquement le vecteur d’onde ~kt de l’onde trans-
mise dans le milieu 2. Cette analyse graphique mène à deux intersections possibles, mais l’une
d’elle correspond à une onde qui se propagerait en direction du milieu 1. Or, nous supposons
qu’aucune onde ne vient de l’infini, son amplitude est donc nulle. Les vitesses de groupe ~Vgi ,
~Vgr et ~Vgt des ondes incidentes, réfléchies et transmises, données par les gradients des courbes
isofréquences, sont ainsi orthogonaux aux courbes isofréquences respectivement en ~ki, ~kr et
~kt.

Leurs orientations donnent alors plusieurs éléments quant à la propagation de la lumière
dans le milieu. Dans le cas présent, les vitesses de groupe ~Vgi et ~Vgt , pointent dans la même
direction, de plus le vecteur d’onde de l’onde transmise ~kt est colinéaire à la vitesse de groupe
vérifiant ~kt.~Vgt > 0, ce qui démontre un cas de réfraction positive.

Pour une structure périodique, la courbe isofréquence n’est pas toujours circulaire, pou-
vant être de forme elliptique, ou hyperbolique par exemple, mais conserve une périodicité
dans l’espace des vecteurs d’onde, imposée par la périodicité du cristal.

Les cristaux photoniques offrent ainsi la possibilité, en jouant sur la forme de la courbe
isofréquence, de contrôler finement le comportement de la lumière dans la structure. Les
phénomènes comme la réfraction négative ou l’autocollimation correspondent à des courbes
isofréquences possédant des caractéristiques bien particulières.

Le phénomène de réfraction négative correspond au cas où l’onde plane incidente dans
un cristal photonique est réfractée dans son demi plan d’incidence [14]. Ce phénomène est
représenté sur la figure I.6 au passage entre un milieu homogène et un cristal photonique.
Lorsque les courbes isofréquences présentent une forme d’hyperbole, l’orientation de la vitesse
de groupe de l’onde transmise pour une onde plane incidente ~ki n’est plus celle obtenue pour
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Figure I.6 – Interface entre un milieu homogène et un cristal photonique : cas de la réfraction
négative

une forme circulaire. Dans le cas de la réfraction négative, le vecteur d’onde ~kt et la vitesse
de groupe ~Vgt de l’onde transmise ne sont plus colinéaires, et les vitesses de groupe ~Vgi et ~Vgt
de l’onde incidente et transmise ne pointent plus dans la même direction.

Un autre phénomène est celui de l’autocollimation illustré sur la figure I.7, dans lequel la
lumière ne se disperse pas en se propageant, le faisceau lumineux restant collimaté. Pour ob-
tenir un tel phénomène, le matériau doit présenter des formes de courbes isofréquences plates
de courbure infinie. Ainsi, pour tout angle d’incidence, l’onde de Bloch est transmise dans la
direction orthogonale à l’interface. Les vitesses de groupe ~Vgti correspondant respectivement
aux ondes de Bloch de vecteur d’onde incident ~kii sont toutes orthogonales à la courbe iso-
fréquence plate et ainsi colinéaires entre elles. Dans un tel milieu, un faisceau divergent se
propage en gardant une largeur constante.



I.1 Les cristaux photoniques 18

Figure I.7 – Interface entre un milieu homogène et un cristal photonique : cas de l’autocol-
limation

Coefficient de transmission et de réflexion

Les miroirs de Bragg sont réputés pour permettre l’obtention d’un coefficient de réflexion
très élevé. En effet, si les ondes réfléchies par chaque interface sont en phase, elles vont alors
interférer constructivement et donner naissance à une onde réfléchie dans le milieu incident.
Le cristal se comporte alors comme un miroir avec un coefficient de réflexion très élevé.

Il existe plusieurs méthodes permettant de calculer le coefficient de réflexion total, comme
les matrices de transfert [20], les matrices d’Abélès [21], mais la méthode que nous allons
utiliser est celle des matrices S (pour matrices de Scattering). Ces méthodes permettent
de résoudre de façon systématique le système d’équations fourni par l’écriture des relations
de passage à chaque interface, dont les inconnues sont les amplitudes Ai et Bi des champs
électriques et magnétiques donnés précédemment par le système (I.16) et (I.17).

La figure I.8 indique les amplitudes des champs électriques et magnétiques dans chaque
couche du miroir de bragg.

Lorsque le champ passe du milieu j au milieu j+1, à la traversée de l’interface entre
ces deux milieux, il y a conservation, pour la polarisation TM, du champ Hy(~r) et Ex(~r)

(respectivement Ey(~r) et Hx(~r) pour la polarisation TE). Pour la polarisation TM, cette
conservation mène au système d’équations suivant :{

A−j−1 +B−j−1 = A+
j +B+

j
kzj−1

εj−1
(A−j−1 −B−j−1) =

kzj
εj

(A+
j −B+

j )
(I.28)

Le système obtenu en polarisation TE est identique, en remplaçant εj par µj , soit 1.
Les champs montant et descendant dans la couche j sont reliés par{

A−j = A+
j e

i kzj (zj+1−zj)

B−j = B+
j e
− i kzj (zj+1−zj) (I.29)
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Figure I.8 – Structure et amplitudes des champs descendants et montants dans chaque
couche

Le premier système (I.28) peut se mettre sous forme d’une matrice S appelée matrice
d’interface, exprimant les champs sortants en fonction des champs entrants :(
A−j−1

B+
j

)
=

1
kzj
εj

+
kzj+1

εj+1

 kzj
εj
− kzj+1

εj+1
2
kzj+1

εj+1

2
kzj
εj

kzj+1

εj+1
− kzj

εj

( B−j−1

A+
j

)
=

(
I11 I12

I21 I22

)(
B−j−1

A+
j

)
(I.30)

Le deuxième système (I.47) peut également se mettre sous forme matricielle, cette matrice
appelée matrice de couche, s’écrit pour une couche j :(

A+
j

B−j

)
=

(
0 ei kzj dj

ei kzj dj 0

) (
B+
j

A−j

)
=

(
C11 C12

C21 C22

) (
B+
j

A−j

)
(I.31)

Le concept des matrices S est d’exprimer les coefficients correspondant aux champs sor-
tant de la structure, en fonction de ceux des ondes qui entrent. Par cascadage de la matrice
interface et de la matrice de couche, on peut obtenir une seule matrice reliant les coefficients
des ondes sortantes (A−j−1 et B−j ) aux coefficients des ondes entrantes (B−j−1 et A−j ) et élimi-
nant les coefficients des ondes intermédiaires (B+

j et A+
j ).

Le cascadage se définit de la façon suivante :(
A−j−1

B−j

)
=

(
I11 + I12C11I21

1−I11C22

I12C12
1−I11C22

C21I21
1−I22C11

C22 + C21I22C12
1−I22C11

) (
B−j−1

A−j

)
(I.32)

Avec cette méthode de calcul, nous pourrons ainsi cascader les matrices de couche et
d’interface tout au long de la structure. A terme, une matrice reliant les coefficients des



I.1 Les cristaux photoniques 20

ondes sortantes et ceux des ondes entrantes de part et d’autre de la structure totale, soit
les coefficients (A−0 , B+

N+1) en fonction de (B−0 , A+
N+1) est obtenue. Une fois la matrice de

la structure complète obtenue, il faut préciser quel type d’onde est utilisé pour éclairer la
structure. Le coefficient de réflexion de la structure est obtenue en éclairant celle-ci par une
onde plane d’amplitude 1, soit B−0 = 1 et en supposant que dans le dernier milieu, il n’y a
qu’une onde sortant de la structure(A+

N+1 = 0). Ainsi, le coefficient total de réflexion de la
structure éclairée par au-dessus sera le coefficient de la première ligne et première colonne de
la matrice de la structure complète. En utilisant cette méthode de cascadage, les différents
coefficients Aj et Bj de chaque couche peuvent être reliés aux coefficients de la première et
de la dernière couche B−0 , et A+

N+1 permettant ainsi de déterminer l’amplitude du champ en
chaque point de la structure.

I.1-c Cristaux photoniques 2D

Figure I.9 – Cristal photonique à deux dimensions

La discussion que nous avons menée sur les cristaux 1D peut tout à fait se généraliser
aux cristaux 2D. Les cristaux photoniques 2D ont été développés afin de pouvoir confiner
la lumière dans plusieurs directions de l’espace, les miroirs de Bragg n’étant capables de
la confiner complètement dans une seule direction. Ces cristaux possèdent une périodicité
selon deux dimensions. En effet, comme nous pouvons le voir sur la figure I.9, la constante
diélectrique est périodique selon deux directions de l’espace x et z, nous pouvons supposer
une homogénéité par morceaux mais le problème à résoudre reste complexe.

Dans la partie précédente, nous avons montré qu’un bon nombre de propriétés pouvaient
être déduites à partir des surfaces de dispersion. Bien qu’une étude analytique de la relation
de dispersion des cristaux 2D soit compliquée, il est tout de même possible d’obtenir ces
surfaces de dispersion numériquement, à l’aide par exemple d’un code Mit Photonic Band
Gaps (MPB) [22]. Ce logiciel est basé sur la résolution d’un problème aux valeurs propres. Il
permet de déterminer les modes propres de cristaux photoniques en cherchant leur décompo-
sition sur une base d’ondes planes. En faisant une partie des calculs dans l’espace réciproque
et une autre dans l’espace direct, ce logiciel permet d’obtenir les surfaces de dispersion des
cristaux photoniques 2D.
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Code réseaux

Pour étudier ces cristaux photoniques 2D, beaucoup de méthodes ont été développées
[23, 24, 25]. Une méthode de référence est le logiciel MEEP développé par le MIT, et basé sur
la méthode des différences finies (FDTD). Dans ce manuscrit, nous utiliserons un code réseau
basé sur la méthode modale de Fourier et développé sous Matlab[26, 27], qui nous permettra
aussi bien d’obtenir les coefficients de réflexions et de transmissions de la structure, que les
cartes de champs permettant d’étudier la propagation d’un faisceau gaussien à travers un
cristal photonique. Les méthodes modales de Fourier sont un sujet très étudié, et il serait peu
pertinent de développer ici les détails de la méthode. Il convient cependant d’expliquer com-
ment la structure est illuminée. Elle est éclairée par un faisceau gaussien monochromatique.
Ce faisceau gaussien peut être vu comme une combinaison linéaire d’ondes planes chacune
caractérisée par le couple (kx constante de propagation, A(kx) amplitude) :

A(kx) =
ω

2
√
π
e−

ω2

4
(kx−kx0 )2

e−ikxx0 (I.33)

Avec x0, l’abscisse du centre du faisceau, kx0 = n1k0 sin θ0, où θ0 est l’angle d’incidence
du faisceau, et ω la largeur du faisceau.

Pour chaque onde plane, on simule la façon dont elle se propage dans les cristaux 2D, on
somme alors les contributions de toutes les ondes planes, multipliées par l’amplitude A(kx)

de chaque onde plane. Avec un tel code, nous pouvons étudier un grand nombre de structures,
comme des cristaux photoniques à deux dimensions.

Conclusion

Nous venons donc d’étudier les cristaux photoniques et leur propriétés. Dans la suite
de cette partie, nous allons maintenant étudier un autre type de régime, celui de l’homo-
généisation. Dans ce régime, la lumière se comportera de manière différente, mais certaines
propriétés telle que les relations de dispersion ou les matrices S sont toujours valables.

I.2 Les métamatériaux

Les métamatériaux jouent un rôle crucial dans les récents développements de systèmes
photoniques. Ce sont des matériaux artificiels, constitués à partir d’un motif (qu’on appelle
souvent méta-atome) agencé de façon périodique. Leur succès est dû à leur capacité de simu-
ler des réponses effectives de la matière et de les contrôler finement. Un exemple de méta-
matériaux est illustré sur la figure I.10. Ces méta-atomes sont structurés à une échelle plus
petite que celle de la longueur d’onde de la source, c’est à dire a << λ. On se place alors
dans le régime d’homogénéisation. Ces structures permettent un contrôle des paramètres ef-
fectifs ε et µ. En effet, dans le régime d’homogénéisation, la lumière ne voit pas les détails de
la structuration, il voit le métamatériau comme un milieu homogène avec une permittivité
diélectrique effective ε et une perméabilité magnétique effective µ. Ces paramètres effectifs
dépendent directement des paramètres géométriques des méta-atomes constituant le méta-
matériau. Ainsi, les métamatériaux permettent par leur structuration de contrôler finement
la permittivité et la perméabilité.
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Métamatériaux

Méta atomes

Figure I.10 – Exemple de métamatériaux

Combiné à des techniques d’optiques transformationnelles ces matériaux permettent de
réaliser de nouveaux dispositifs, comme des lentilles [28], ou des capes d’invisibilité illustrées
sur la figure I.11. En effet, combiné à l’optique transformationnelle, il est possible de choisir
les paramètres effectifs dans le but de contrôler la propagation du faisceau lumineux dans le
matériau. Ce phénomène est à l’origine de nombreux travaux [29, 30, 31, 32, 33].

(a) (b)

Figure I.11 – (a) Propagation du faisceau sans cape d’invisibilité : Une partie des rayons est
bloquée par l’objet central (b) Propagation du faisceau avec la cape d’invisibilité : Les rayons
lumineux détournent l’objet central et se propagent normalement derrière l’objet

Le signe des paramètres effectifs ε et µ est déterminant :

— Si ε et µ sont positifs : L’onde se propage dans un matériau conventionnel, le trièdre
(~k, ~E et ~H) est direct.

— Si ε < 0 et µ > 0 : L’indice optique du matériau devient imaginaire, ainsi l’onde est
totalement réfléchie, et une onde évanescente s’installe dans le métamatériau. C’est le
cas des métaux.

— Si ε > 0 et µ < 0 : L’indice optique du matériau devient également imaginaire, ainsi
l’onde est totalement réfléchie, et une onde évanescente s’installe dans le métamaté-
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riau. Ce cas est observé pour les matériaux ferromagnétiques.
— Si ε et µ sont simultanément négatifs : Un matériau nouveau, avec un indice

optique négatif. En reprenant les équations de Maxwell, nous pouvons rapidement
voir que lorsque ε et µ sont simultanément négatifs, le trièdre (~k, ~E et ~H) est indirect.
Ce matériau est nommé métamatériau main gauche. Dans un tel milieu, la vitesse de
groupe ~Vg est opposée au vecteur d’onde ~k. Dans ce cas, la réfraction obtenue sera
négative.

Ce nouveau matériau a été prédit en 1967 par Victor Veselago [3] et appelé métamaté-
riau main gauche. V.Veselago a également prédit que certaines lois de l’optique telles que
la loi de Snell-Descartes seraient inversées dans de tels matériaux. Dans les années 90, John
Pendry a cherché un moyen de mettre en œuvre ces prédictions. Il a démontré qu’il est pos-
sible d’obtenir une permittivité négative en empilant périodiquement des fils métalliques, et
qu’un empilement d’anneaux concentriques périodiques permet d’obtenir une perméabilité
magnétique [34]. Ainsi, une façon d’obtenir simultanément une permittivité et perméabilité
négative, est d’empiler ces anneaux et ces fils métalliques. D.R. Smith, dans les années 2000,
réussit à construire expérimentalement ce matériau, en empilant à la fois les fils métalliques
et les anneaux concentriques mais en plaçant les fils orthogonalement aux cercles pour annu-
ler toutes interactions entre ces deux structures [35]. Puis dans les années 2000, John Pendry
propose d’utiliser ces métamatériaux pour concevoir un nouveau type de lentille permettant
d’aller au delà de la limite de diffraction [2].

I.2-a La lentille de Pendry

Pour comprendre la lentille de Pendry, reprenons dans un premier temps le principe de
fonctionnement d’une lentille conventionnelle.

Les lentilles conventionnelles

Une onde lumineuse est composée d’ondes évanescentes et propagatives. A cause de la
diffraction, le champ évanescent s’atténue exponentiellement au cours de la propagation. Par
conséquent, si la lumière se propage sur quelques longueurs d’onde, le champ évanescent s’at-
ténue complètement et ne peut participer à la formation de l’image. L’image obtenue, illus-
trée sur la figure I.12, n’est pas parfaite et la résolution conventionnelle est limitée. En effet,
avec une lentille conventionnelle, il est impossible de construire une image avec une résolution
plus petite qu’une demi-longueur d’onde, c’est la limite de résolution (Limite d’Abbe).
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Figure I.12 – Mécanisme d’une lentille conventionnelle

Lentille de Pendry

Depuis les travaux de Pendry [2], nous savons qu’une image parfaite peut être réalisée
à l’aide d’un slab caractérisé par un indice de réfraction négative égale à -1, obtenue avec
une permittivité et une perméabilité de −1 (ε = µ = −1). Dans un tel matériau, le champ
évanescent, illustré sur la figure I.13, est amplifié dans la structure et peut ainsi se refocaliser
dans l’image. Celle-ci est alors un point source et la résolution dans ce cas est parfaite.

Figure I.13 – Représentation de la lentille de Pendry, f0 et fi sont respectivement les dis-
tances focales objet et image, e est l’épaisseur de la lentille

Mécanisme d’une lentille de Pendry

Cette étude est valable en polarisation TE et TM.
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Figure I.14 – Principe de la lentille de Pendry

Les lois de la réfraction nous permettent d’écrire :

n1 sin θi = n2 sin θt (I.34)

Pour un matériau d’indice -1 placé dans l’air, n1=1, et n2 = −1, ainsi

sin θi = − sin θt (I.35)

Soit,
θt = −θi (I.36)

L’optique géométrique nous donne les relations :

tan θi =
h

f0
(I.37)

Et,

tan θt =
h

d1
(I.38)

On obtient donc,
f0 = d1 (I.39)

De la même façon, nous obtenons fi = d2. Ces différentes relations donnent la relation de
conjugaison de la lentille de Pendry

f0 + fi = d1 + d2 = d (I.40)

La distance focale image dépend uniquement de l’épaisseur totale de la lentille et de la dis-
tance focale objet.

Il est intéressant d’étudier le coefficient de transmission d’une lentille de Pendry. De façon
générale, le coefficient de transmission d’un slab d’épaisseur d s’écrit

T =
4b1b2

(b1 + b2)2eikz2d − (b1 − b2)2e−ikz2d
, (I.41)
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avec b1 =
kz1
ρ1

et b2 =
kz2
ρ2

(ρi = εi pour la polarisation TM, et ρi = µi pour la polarisation
TE).

Si le matériau étudié est un métamatériau main gauche, il possède une permittivité et
perméabilité telles que ε2 = −1 et µ2 = −1 :

kz1 =
√
k2

0ε1µ1 − k2
x =

√
k2

0 − k2
x (I.42)

kz2 =
√
k2

0ε2µ2 − k2
x =

√
k2

0 − k2
x (I.43)

Pour un métamatériau main gauche dans de l’air, nous obtenons :
kz1 = kz2
b1 = 1

b2 = −1

(I.44)

Dans ce cas, pour une onde propagative, le coefficient de transmission devient

T = eikz2d = eikz1d. (I.45)

Si on considère maintenant le trajet complet de la lumière depuis la source dans l’air
jusqu’à l’image, en passant par la lentille, on obtient une fonction de transfert

Ttot = T1TlentT2 (I.46)

Avec, {
T1 = e−ikz1f0

T2 = e−ikz1fi
(I.47)

Donc
Ttot = e−ikz1f0eikz1de−ikz1fi = e−ikz1 (f0+fi−d) = 1 (I.48)

Les ondes propagatives sont donc toutes complètement transmises.
Il est important d’observer le comportement des ondes évanescentes ici. Si l’onde est

évanescente, k2
0 < k2

x, on définit κz tel que κz = −i
√
k2
x − k2

0.
Ainsi, pour une onde évanescente, on peut écrire :

Ttot = e−κz1f0eκz1de−κz1fi = e−κz1 (f0+fi−d) = 1 (I.49)

De la même façon les ondes évanescentes sont transmises à travers la lentille, et le champ
évanescent est donc ré-amplifié dans la structure - puisqu’en se propageant avant et après la
lentille, il est largement diminué.

Pour une telle lentille, toutes les ondes propagatives et évanescentes sont intégralement
transmises, ce qui leur permet de contribuer à la construction de l’image, y compris les détails
les plus fins. Cette lentille permet en théorie d’obtenir une résolution infinie, il est alors
possible d’aller au delà de la limite de diffraction.

La relation de dispersion de cette lentille est de la forme

k2
x + k2

z =
ω2

c2
n2 (I.50)
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Cette relation de dispersion est la même que pour une lentille conventionnelle, elle est
parabolique comme nous pouvons le voir sur la figure I.15 :

kx

kz

k2
x + k2

z =
!2

c2
n2

~Vg

~k

Figure I.15 – Courbe isofréqence correspondant à la lentille de Pendry

Cependant, à la différence d’un matériau conventionnel, la forme des courbes isofré-
quences illustrées sur la figure I.15 indique que ce sont des cercles mais de rayon −1. Dans ce
cas la vitesse de groupe ~Vg est de sens opposé au vecteur d’onde ~k (~Vg.~k < 0). Cette propriété
est propre aux métamatériaux mains gauches, elle est la source du phénomène de réfraction
négative [3]. C’est ce dernier qui permet au système de refocaliser la lumière. En effet, pour
obtenir une refocalisation des faisceaux lumineux, chaque faisceau doit nécessairement se
réfracter négativement.

Cette théorie développée par J.Pendry a pu être testée à plusieurs reprises et a conduit
à de nombreuses réalisations. Notamment N.Fang et al (2005)[36] ont réalisé cette refoca-
lisation grâce à un slab d’argent de 35 nm. Ce slab, éclairé par une source lumineuse avec
une longueur d’onde de 365 nm en polarisaton TM, donne lieu à une refocalisation de la
lumière grâce à l’excitation de plasmons de surface. Avec ce dispositif, illustré sur la figure
I.16a, N.Fang a pu obtenir une résolution de 0.3λ, soit une résolution sous longueur d’onde,
observée sur la figure I.16b.

L’équipe de K.Aydin et al [37] a également réalisé une lentille sous longueur d’onde, à
l’aide d’un métamatériau, montré sur la figure I.17a. Ce dispositif étudié dans le régime
micro-onde a permis une résolution de 0.13λ, illustrée sur la figure I.17b.

Les travaux de N.Fabre at al [38] ont démontré expérimentalement la refocalisation avec
une épaisseur de cristal photonique (semiconducteur III-IV) d’indice négatif -1, à une lon-
gueur d’onde de 1525 nm. Ces travaux sont illustrés sur la figure I.18, mais ne présentent pas
pour l’instant de démonstration claire de la super résolution.

Ce type de dispositif permet alors d’obtenir de très bonnes résolutions. Les travaux de
Pendry ont été déterminant, mais les matériaux d’indice −1 sont très difficiles à réaliser
aux fréquences optiques car les méta atomes (anneaux concentriques ou tiges métalliques)
sont difficilement réalisables à l’échelle du nanomètre [39]. Les propriétés magnétiques étant
difficiles à obtenir, des réalisations avec seulement une permittivité négative sont testées,
mais nécessitent l’utilisation de métaux. La relation de conjugaison nous montre que le choix
d’une distance focale plus importante, impose une épaisseur de la lentille plus élevée, ce qui
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(a) (b)

Figure I.16 – Slab d’argent éclairé en polarisation TM avec une longueur d’onde de 365 nm.
(a) Amplification des évanescents dans un slab d’argent de 35 nm en polarisation TM.
(b) Largeur du faisceau obtenue avec et sans le dispositif.

(a) (b)

Figure I.17 – Résolution sous longueur d’onde avec un métamatériau main gauche.
(a) Métamatériaux main gauche (ε < 0 et µ < 0).
(b) Largeur du faisceau obtenue avec et sans le dispositif.

s’avère rapidement problématique étant donné les pertes ohmiques dans le métal. Les cristaux
photoniques d’indice négatif peuvent être une solution, n’étant pas nécessairement constitués
de métal, mais ne présente pas pour l’instant de démonstration claire de la super résolution.

Ces métamatériaux d’indice négatif étant sujets à trop de limitations, nous allons montrer
dans la suite de ce travail qu’il existe une autre façon d’obtenir une résolution sous longueur
d’onde, en utilisant des métamatériaux hyperboliques.

I.2-b Les métamatériaux hyperboliques

Le sujet des métamatériaux hyperboliques, appelé aussi matériaux indéfinis est un sujet
en pleine progression depuis 2003. En 2001, les travaux de I.Lindell et al [40] ont montré que
la propriété de réfraction négative n’est pas exclusive aux matériaux possédant un tenseur de
permittivité et de perméabilité négatif défini, et peut être permise dans certains cas de mi-
lieux uniaxialement anisotropes selon le signe des composantes des tenseurs de permittivité et
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Figure I.18 – Démonstration expérimentale de la refocalisation avec une épaisseur de cristal
photonique d’indice -1 à λ = 1525 nm.

perméabilité anisotropes. Les travaux de D.Smith [19, 41] en 2003 et 2004, propose une étude
plus générale sur la propagation des ondes électromagnétiques dans ces milieux anisotropes.
Le terme de matériau indéfini est alors associé aux milieux anisotropes dont les composantes
principales du tenseur de permittivité et de perméabilité ne sont pas toutes de même signe.
Il propose une structure constituée de split ring resonators (SRR) et de fils, permettant d’ob-
tenir les signes des éléments du tenseur de permittivité et de perméabilité nécessaires pour
obtenir de la réfraction négative. Dans ce cas, la relation de dispersion anisotrope représente
une hyperbole à une fréquence donnée. La réfraction négative dans un milieu indéfini formé à
partir de SRR et de fils a été démontrée expérimentalement en 2003 par C.G. Parazzoli [42].
Ces travaux montrent que les propriétés de réfraction dans un tel milieu sont peu différentes
de celles obtenues avec des métamatériaux isotropes d’indice négatif (métamatériaux mains
gauches).

Les métamatériaux indéfinis ouvrent alors un grand nombre de possibilités dans le do-
maine de l’optique mais sont également utilisés dans d’autres domaines notamment comme
des émetteurs thermiques [43]. Dans le domaine de l’imagerie, ils offrent une variété d’effets
telle que la réfraction négative ou encore la focalisation en champ proche [44, 45] ou en champ
lointain [46, 47].

En effet, les métamatériaux hyperboliques présentent une relation de dispersion hyper-
bolique illustrée sur la figure I.19, lorsque l’un des éléments du tenseur de permittivité est
négatif (ici, εeffz ). La figure I.20 illustre le comportement de la lumière dans un tel matériau.
Ainsi, lorsque l’onde transmise est réfractée négativement, si le faisceau dans le milieu 1 est
divergent, chaque onde plane de vecteur d’onde ~ki va se réfracter négativement dans le cristal
photonique et permettre une refocalisation du faisceau.

Les travaux de P.Belov [44, 45, 48] proposent un nouveau type de lentille plate étudiée
dans un régime de canalisation permettant d’obtenir des images super résolues à partir de
matériaux indéfinis. Ils montrent que ces matériaux indéfinis peuvent être obtenus à partir
de nanofils ou de multi-couches métallo diélectriques, ce qui ouvre alors de nouvelles pers-
pectives. Ces derniers permettent une résolution de l’ordre de λ

20 lorsque l’image est focalisée
proche de la lentille. Quand l’un des éléments du tenseur de permittivité devient très grand,
la courbe de dispersion devient très grande devant le cône de lumière. On obtient alors des
courbes plates de courbure nulle, comme illustré sur la figure I.19 en rouge. Le faisceau ré-
fracté dans ce cas est autocollimaté, tout en refocalisant sur le bord de la lentille. En effet,
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Figure I.19 – Courbe isofréquence hyperbolique

Figure I.20 – Interface entre un milieu homogène et un cristal photonique : refocalisation
d’un faisceau lumineux
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le faisceau est autocollimaté mais proche d’être réfracté négativement (courbe bleue sur la
figure I.19), ce qui permet une focalisation du faisceau incident au bord de la lentille. Les
travaux de Scalora [49] montrent qu’il est possible d’obtenir une image plus loin que le bord
de la lentille à l’aide d’un empilement métallo diélectrique, mais la super résolution dans ce
cas n’a pas été démontrée.

Beaucoup de questions se posent encore sur les matériaux indéfinis, notamment sur la
distance à laquelle se focalise potentiellement la lumière, ou encore sur l’impact des pertes
métalliques sur la transmission de structures multicouches métallo diélectriques. La possibi-
lité d’obtenir de la super résolution pour une telle lentille reste une question ouverte. Il est
courant d’entendre que de simples matériaux hyperboliques ne permettent pas d’obtenir une
image détachée de la lentille à volonté, ni de super-résolution.

La figure I.19 montre que pour des matériaux indéfinis, la vitesse de groupe ~Vg n’est pas
opposée au vecteur d’onde ~k contrairement aux métamatériaux mains gauches où la forme
des courbes est parabolique. Le mécanisme permettant la résolution sous longueur d’onde
n’est plus l’amplification des évanescents comme dans le cas des lentilles parfaites. Toutefois,
la résolution élevée de la lentille plate de P.Belov [45] montre qu’il est possible d’obtenir de
la super résolution avec des métamatériaux hyperboliques. Ce nouveau mécanisme, qui n’est
pas basé sur la même dynamique optique que celui des lentilles parfaites sera expliqué de
façon plus détaillée dans le troisième chapitre.

I.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les notions de base portant sur les cristaux pho-
toniques et les métamatériaux et nous avons bien défini les différents régimes de fonction-
nement des structures photoniques (géométrique, interférentiel ou diffractif et homogénéisa-
tion). Nous avons expliqué comment les surfaces de dispersion permettaient de comprendre
la propagation de la lumière dans ces milieux, que ce soit en régime diffractif ou homogé-
néisé, et quand on pouvait s’attendre à trouver de la réfraction négative dans des milieux
main gauche. Nous avons présenté tous les outils que nous utiliserons par la suite : relations
de dispersion, courbes iso-fréquences, forme des champs dans les structures multicouches,
matrices de scattering, méthodes numériques de résolution des équations de Maxwell dans
les milieux périodiques (méthodes modales). Finalement, nous avons montré en quoi les em-
pilements métallo-diélectriques sont, d’un point de vue formel, très semblables à des cristaux
photoniques (en l’occurence des miroirs de Bragg). C’est dans le chapitre suivant que nous
allons cependant souligner des différences fondamentales entre les deux.
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II Décalages négatifs et
réfraction négative

Lorsqu’on éclaire une épaisseur d’un matériau diélectrique en incidence
normale, on obtient sous certaines conditions (épaisseur et longueur
d’onde) des résonances de cavité. Lorsque ces résonances sont excitées en
incidence non nulle et avec un faisceau, le faisceau réfléchi subit en géné-
ral des déformations importantes. La résonance est dans ce cas un mode
à fuite et le centre du faisceau réfléchi est alors largement décalé. On sait
que l’entrée du faisceau dans une structure s’accompagne pour certains
métallo-diélectriques et pour certains cristaux photoniques, de réfraction
négative. Dans ce cas, on peut aussi exciter des résonances pour une épais-
seur finie de ces matériaux. Le faisceau réfléchi et le faisceau transmis
présentent alors un décalage opposé au décalage obtenu pour les maté-
riaux usuels. Dans cette partie, nous montrons qu’il est possible d’obte-
nir des décalages négatifs géants en utilisant des structures telles que des
arrangements périodiques de métaux et de diélectriques, qui peuvent être
considérés comme des cristaux photoniques. Nous verrons dans un premier
temps, les conditions nécessaires devant être vérifiées par les paramètres de
la structure pour obtenir de la réfraction négative. Une fois la réfraction
négative obtenue, une étude sur les conditions de résonance permettant
d’obtenir les décalages négatifs est proposée.
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II.1 Historique

L’étude des décalages de faisceaux réfléchis remonte aux travaux de Goos et Hänchen
[50] au milieu du vingtième siècle, même si ce type de question date d’il y a encore plus
longtemps. L’effet Goos-Hänchen est le décalage du faisceau réfléchi qu’on peut observer lors
d’une réflexion totale. Ce décalage n’est pas présent lors d’une réflexion partielle. Dans les
années 70, on s’est aperçu que les outils développés pour l’étude du décalage Goos-Hänchen
[51] pouvaient s’appliquer à d’autres types de décalages, notamment ceux obtenus lors de
l’excitation de résonances de cavités en incidence non nulle, ce qu’on appelle aussi des modes
à fuite.

La preuve qu’il était possible de fabriquer des matériaux “main gauche” a relancée l’étude
de ces décalages. Il a notamment été montré que l’effet Goos-Hänchen était négatif lors de
la réflexion totale sur un milieu main gauche. D’autres travaux montrent que la réflexion
sur une épaisseur de métamatériau main gauche donne théoriquement lieu à des décalages
négatifs géants [52]. Une explication correcte de ces décalages, fournie peu après [53, 54], lie
les décalages négatifs à la réfraction négative dans le cas des milieux main gauche. Le but de
cette étude est de montrer que le phénomène est plus général et qu’il peut se produire dans
des structures de type cristaux photoniques.

Le décalage d’un faisceau réfléchi par un cristal photonique a déjà fait l’objet de nom-
breuses études. Mais jusqu’à présent les décalages obtenus étaient positifs [55, 56], ou négatifs
mais dus dans ce cas à la présence de modes guidés excités par un réseau [57], et non pas à
la réfraction négative uniquement. Nous voulions trouver des cas réalistes où les décalages
négatifs auraient été liés à la réfraction négative uniquement. Nous avons tout d’abord étudié
les empilements métallo diélectriques avec de faibles pertes, pour en faire une preuve de prin-
cipe. Prendre en compte des pertes réalistes dans ces structures, fait cependant totalement
disparaître les résonances. Nous avons donc étudié le cas des cristaux photoniques diélec-
triques à deux dimensions, qui permettent d’éviter totalement la présence de métal. Dans ce
type de structure, nous verrons que la vitesse de groupe n’est plus opposée à la vitesse de
phase, une étude permettant de trouver les cas de réfraction négative est alors proposée en
première partie.

II.2 La réfraction négative

La réfraction négative n’est pas possible pour tout type de structure. Pour des empile-
ments de deux matériaux différents (ε1, d1, et ε2, d2), illustrés sur la figure II.1, la vitesse
de groupe n’est généralement plus opposée au vecteur d’onde. Ces empilements peuvent être
considérés comme des cristaux photoniques 1D, dont les empilements métallo-diélectriques
forment une catégorie bien à part. Nous cherchons tout d’abord les conditions que doivent
vérifier ces structures pour permettre à un faisceau entrant dans la structure d’être réfracté
négativement.
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Figure II.1 – Empilement périodique de deux matériaux de permittivités et d’épaisseurs
respectives (ε1,d1) et (ε2, d2), éclairé en polarisation TM.

II.2-a Vitesse de groupe

Comme expliqué dans la première partie, le problème et sa solution sont supposés inva-
riants suivant y.

La vitesse de groupe représente la vitesse du paquet d’onde dans la structure, indiquant
ainsi comment le faisceau incident est réfracté dans la structure. La vitesse de groupe indique
la façon dont la structuration périodique est perçue par la lumière. En prenant l’orientation
du cristal photonique donnée figure II.1, pour que le faisceau soit réfléchi négativement, il
faut que la composante selon l’axe parallèle aux interfaces de la vitesse de groupe Vgx soit
négative. La vitesse de groupe pour un empilement 1D définit par l’expression (I.23) peut
être exprimée rapidement à l’aide de la relation de dispersion donnée au premier chapitre
(I.18). Rappelons la relation de dispersion pour le mode de Bloch considéré :


cos(K d) = cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η
kz1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

η = ε1
ε2

en TM

η = 1 en TE
~V g = ~grad~k ω

. (II.1)

Les composantes parallèle et perpendiculaire de la vitesse de groupe associée à ce mode
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sont alors données par :

Vgx =
∂ ω

∂ kx
et Vgz =

∂ ω

∂ K
(II.2)

On constate, à travers la relation de dispersion, que le vecteur de Bloch K dépend uni-
quement de kx et de ω. Sa différentielle a donc pour expression :

dK =
∂K

∂ω
∂ω +

∂K

∂kx
∂kx (II.3)

De plus, dK est une différentielle totale exacte, donc

dK = 0 (II.4)

Ce qui nous donne,
∂ω

∂kx
= −

∂K
∂kx
∂K
∂ω

(II.5)

Alors les expressions (II.2) s’écrivent

Vgx = −
∂K
∂kx
∂K
∂ω

et Vgz =
∂ ω

∂ K
(II.6)

Par dérivation de la relation de dispersion, on obtient après calcul les expressions sui-
vantes (le détail des calculs est décrit en Annexe) :

Vgz =
c2 d sin(K d)

w

[(
εr1
kz1

d1 +
1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η

kz1

)
εr2
kz2

d2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
εr2
kz2

d2 +
1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η

kz1

)
εr1
kz1

d1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+

(
1

2

(
1

η

kz2
εr1
kz1
− kz1

εr2
kz2

k2
z2

− η
kz2

εr1
kz1
− kz1

εr2
kz2

k2
z1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)]−1

(II.7)

Et

Vgx =
c2 kx
w

[(
εr1 d1

kz1
+

1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η

kz1

)
εr2 d2

kz2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
εr2 d2

kz2
+

1

2

(
kz1
kz2 η

+
kz2 η

kz1

)
εr1 d1

kz1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+
1

2

(
(

1

η k2
z2

− η

k2
z1

) (
kz2 εr1
kz1

− kz1 εr2
kz2

)
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sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

]−1
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kz1
+ +

1
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kz1
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+
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kz1

)
d2

kz2
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+
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+ +

1
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+
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+
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(
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1

η k2
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− η
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) (
kz2
kz1
− kz1
kz2

)

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

]
(II.8)
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Ces expressions nous permettent de tracer numériquement la vitesse de groupe, et de
vérifier son signe, selon les différentes structures étudiées. La vitesse de groupe Vgx doit no-
tamment être négative pour que la lumière se réfracte négativement dans la structure.

Nous allons tout de suite voir, avant de discuter plus en détail les conditions nécessaires
pour obtenir de la réfraction négative, de quelle façon cette vitesse de groupe peut être reliée
à une autre grandeur caractéristique, le vecteur de Poynting.

II.2-b Valeur moyenne du vecteur de Poynting

Le vecteur de Poynting traduit le flux d’énergie du paquet d’ondes. Il est relié à la vitesse
de groupe selon [58] :

~V g =
~〈 P 〉∫ ∫

cell εd d~r
(II.9)

où, εd est la densité d’énergie, et 〈 P 〉 la valeur moyenne du vecteur de Poynting sur une
section de la structure considérée. La composante du vecteur de Poynting parallèle à l’in-
terface de la structure métallo diélectrique Px, contrôle la direction dans laquelle se propage
la lumière dans le cristal. Elle est forcément du même signe que la vitesse de groupe. Ainsi,
lorsque cette quantité moyennée sur une période est négative, la réfraction négative se pro-
duit. Après calculs (détaillés en Annexe), la valeur moyenne de la composante parallèle du
vecteur de Poynting s’écrit

〈Pxi〉 = 1
2
n sin θ
c βi

∫ di
0 | Ayi |2 dz

βi = µ0 et A = E en polarisation TE

βi = ε0 εri et A = H en polarisation TM

(II.10)

i correspond à la couche dans laquelle on se place, et n est l’indice optique du milieu
supérieur dans lequel le faisceau incident se propage avec un angle d’incidence θ, εri est la
permittivité relative du milieu dans lequel le vecteur est calculé.

Le terme 1
2
n sin θ
c | Ayi |2 est toujours positif ou nul. L’intégrale étant définie sur un

intervalle croissant, le signe de la valeur moyenne de la composante parallèle du vecteur de
Poynting et donc de la vitesse de groupe Vgx sera celui de βi.

II.2-c Condition de réfraction négative

Le signe de la vitesse de groupe étant uniquement déterminé par le signe de βi, cela
montre que la réfraction négative est possible lorsque deux conditions sont réunies, conditions
démontrées par les travaux [49] :

— La structure est éclairée par un faisceau en polarisation TM.
— Le matériau doit présenter une permittivité négative, ce que nous obtenons générale-

ment avec les métaux dans le visible.

Ainsi, une structure de type miroir de Bragg purement diélectrique et dont l’axe optique
est perpendiculaire aux interfaces milieu 1/milieu 2 (orientée selon la figure II.1) ne peut per-
mettre une réfraction négative à l’intérieur de la structure, comme certains travaux semblent
le prédire [59, 60]. Il faut nécessairement utiliser des métaux éclairés avec un faisceau dont
la polarisation est transverse magnétique. Les deux matériaux ne peuvent être des métaux
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car le champ ne serait pas transmis à travers la structure (évanescent), une solution est alors
d’alterner des couches de métaux et de diélectriques périodiquement. Dans cette situation,
la vitesse de groupe à travers la structure ne sera pas toujours négative, car la contribution
du vecteur de Poynting est positive dans une épaisseur de diélectrique, et négative dans une
épaisseur de métal. Finalement, pour que la réfraction négative soit permise dans la structure
globale, une condition supplémentaire intervient : la lumière doit être plus localisée dans le
métal que dans le diélectrique. On cherchera donc des paramètres tels qu’en norme, la valeur
moyenne de la composante parallèle du vecteur de Poynting | 〈 Px 〉 | dans une épaisseur de
métal soit supérieure à celle dans une épaisseur de diélectrique.

Les ondes au sein d’une épaisseur de métal sont toujours évanescentes. Mais dans une
épaisseur de diélectrique, selon le vecteur d’onde associé dans cette couche, l’onde peut être
propagative (vecteur d’onde perpendiculaire réel) ou évanescente (vecteur d’onde perpendi-
culaire imaginaire). La transparence des empilements métallo-diélectriques hors du régime
d’homogénéisation peut donc s’interpréter de deux façons différentes. Dans les deux cas, la
transparence est due à l’excitation de résonances couplées. Il peut s’agir (i) soit de modes
guidés supportés par la couche métallique et couplés entre eux (cas où le champ est évanes-
cent y compris dans le diélectrique), (ii) soit de résonances de cavité dans le diélectrique et
couplées entre elles parce que l’épaisseur métallique est faible. Cette interprétation devient
moins pertinente à l’approche du régime d’homogénéisation, mais elle est valable pour des
épaisseurs diélectriques relativement importantes (quelques dizaines de nanomètres).

Pour notre étude, nous cherchons à obtenir des cas de réfraction négative de type Fabry-
Pérot, ce qui est le cas lorsque l’onde dans la couche de diélectrique y est propagative [61]. La
composante perpendiculaire du vecteur d’onde dans la couche de diélectrique est alors réelle.
Dans le cas contraire, les ondes sont évanescentes et la réfraction est de type "mode guidé"
[62]. Ce dernier cas ne nous intéresse pas. En effet, une épaisseur métallique est capable
de supporter des modes guidés contra-propagatifs, qui présentent un vecteur de Poynting
moyen opposé à la direction de propagation de la phase[63]. Une fenêtre de transparence
s’ouvre quand on périodise ce type de structure : une multitude de guides couplés supporte
une multitude de modes guidés. Certains d’entre eux sont bien contra-propagatifs. Dans ce
cas, on obtient un décalage négatif en excitant un de ces modes, mais il est difficile de le
justifier en le liant au phénomène de réfraction négative. D’autre part ce type de mode ne
peut pas être excité pour des angles faibles d’incidence : il faut pouvoir exciter des modes avec
de grands vecteurs d’onde, et un milieu supérieur avec un indice plus fort que le diélectrique
est nécessaire.

II.2-d Choix de la structure

Nous utilisons donc un empilement métallo diélectrique éclairé en polarisation TM. La
condition énoncée précédemment, permettant la réfraction négative de type Fabry Pérot au
sein de la structure, mène à choisir des paramètres de permittivités et d’épaisseurs tels que le
champ soit davantage localisé dans le métal. Ce qui impose que la valeur moyenne du vecteur
de Poynting soit supérieure en norme dans l’épaisseur de métal à celle dans l’épaisseur de
diélectrique, tout en conservant un vecteur d’onde perpendiculaire aux interfaces qui soit
réel dans le diélectrique.
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Les paramètres doivent alors remplir les conditions suivantes :

— Pour des épaisseurs égales |εd| > |εm|, où εd et εm sont respectivement la permit-
tivité relative du diélectrique et du métal. Cette condition permet au champ d’être
davantage localisé dans la couche de métal.

— εd > ε0 sin2 θ0, où θ0 est l’angle d’incidence : La composante perpendiculaire du
vecteur d’onde dans la couche diélectrique donnée par

√
k2

0 εd − k2
0 ε0 sin2 θ0 doit être

réelle.

Les paramètres suivants remplissent ces conditions :

— ε0 = 6.7, permittivité du milieu incident.
— εd = 5.3, permittivité du diélectrique.
— εm = −4.43, permittivité de l’argent à 400 nm sans les pertes optiques.
— λ = 400 nm

— hd = 0.0979 λ et hm = 0.0975 λ, épaisseur respective du diélectrique et du métal.
— d = hd + hm

Figure II.2 – Empilement périodique de métal et de diélectrique de permittivités et d’épais-
seurs respectives (εh,hd) et (εm, hm), éclairé en polarisation TM.

Courbes isofréquences et vitesse de groupe

En observant les courbes isofréquences tracées à l’aide de la relation de dispersion I.18
pour plusieurs fréquences sur la figure (II.3a), nous pouvons observer le comportement de la
lumière à l’intérieur de la structure en déterminant sa vitesse de groupe.



II.2 La réfraction négative 40

� = 410 nm
� = 400 nm
� = 390 nm

K
B

lo
ch

kx

(a) (b)

Figure II.3 – (a)Courbes isofréquences (KBloch = f(kx)) pour λ = 390, 400, 410nm. La vi-
tesse de groupe correspondante est superposée sur les courbes isofréquences.
(b) Composante parallèle aux interfaces de la vitesse de groupe Vgx en fonction de la compo-
sante parallèle du vecteur d’onde kx.

La direction de propagation du faisceau dans la structure est donnée par le signe de la
vitesse de groupe. L’expression de la vitesse de groupe ~V g = ~grad~k ω montre qu’à fréquence
fixée, elle est représentée, à un kx donné, par la normale à la courbe isofréquence. Ce qui nous
permettra de déterminer son orientation, ainsi que le signe de ces composantes suivant ~ex

et ~ez. En effet, la vitesse de groupe sera perpendiculaire aux courbes isofréquences, et orien-
tée dans le sens des fréquences croissantes, ou des longueurs d’ondes décroissantes, comme
montrée sur la figure II.3a. Selon les courbes isofréquences représentées, pour tout kx, la com-
posante parallèle aux interfaces de la vitesse de groupe Vgx est négative. Dans cette structure,
la réfraction négative sera ainsi permise pour tout angle d’incidence.

Ces résultats sont vérifiés en représentant cette grandeur (Vgx), dont l’expression est don-
née par la relation (II.8), en fonction du vecteur d’onde parallèle kx. Le résultat, montré sur la
figure II.3b, confirme la valeur négative de la composante tangentielle de la vitesse de groupe
pour tout kx.

Avec cet empilement métallo-diélectrique, nous obtenons bien de la réfraction négative -
bien que la vitesse de groupe, dans ce cas, ne soit pas opposée au vecteur d’onde. En effet,
c’est la forme de la relation de dispersion qui est responsable de la réfraction négative. Selon
la figure II.3a, nous constatons que les courbes isofréquences ont une forme de type hyper-
bolique. Comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent, un matériau possédant une
relation de dispersion de type hyperbolique réfracte la lumière négativement, quel que soit le
vecteur d’onde, c’est un matériau indéfini.

En conclusion, en associant périodiquement une couche de métal et une couche de di-
électrique dans laquelle l’onde peut se propager (kz réel), si la structure est éclairée avec un
faisceau en polarisation TM, et que les paramètres sont choisis de façon à ce que le champ
soit davantage localisé dans le métal où, contrairement au diélectrique, la valeur moyenne
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Figure II.4 – Carte de champ magnétique d’un empilement metallo diélectrique éclairé par
un faisceau gaussien en polarisation TM avec un angle d’incidence de 61.7◦ et un waist de
10λ, la structure est composée de 500 périodes dans le régime géométrique.

Figure II.5 – Carte de champ magnétique d’un décalage négatif géant en réflexion sur un
empilement metallo diélectrique éclairé par un faisceau gaussien en polarisation TM avec
un angle d’incidence de 61.7◦ et un waist de 10λ, composé 10 de périodes dans le régime
interférentiel.

du vecteur de Poynting y est négatif, la réfraction négative est permise lorsque la lumière
entre dans la structure. Toutes ces conditions mènent à une relation de dispersion de forme
approximativement hyperbolique.

II.3 Décalage négatif géant

Lorsque la réfraction négative de type Fabry-Pérot est possible, le décalage peut être vu
comme une signature de la réfraction négative avec une propagation purement géométrique
du faisceau, c’est à dire quand l’épaisseur de la structure est plus grande que la taille du
waist du faisceau incident qui éclaire la structure [64]. La taille de la structure doit alors
être relativement grande. Dans la suite de notre étude, nous montrons que le décalage géant
peut être obtenu par un mécanisme interférentiel pour une épaisseur petite devant la taille

Figure II.6 – Carte de champ magnétique d’un décalage négatif géant en transmission à
travers un empilement metallo diélectrique éclairé par un faisceau gaussien en polarisation
TM avec un angle d’incidence de 60.65◦ et un waist de 10λ, composé de 5 périodes dans le
régime interférentiel.
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du faisceau. Pour cette étude, nous traçons des cartes de champ magnétique permettant de
caractériser la propagation de la lumière au sein des structures étudiées à l’aide d’un code
basé sur la méthode des matrices de diffusion [65].

II.3-a Régime interférentiel

Le régime dans lequel la propagation du faisceau est étudiée est déterminé par le rapport
entre l’épaisseur totale de la structure et la largeur du faisceau gaussien incident.

Lorsque la structure est grande par rapport à la taille du waist (environ 10 fois la taille
du waist), le régime est clairement géométrique. La figure II.4 représente le comportement
de la lumière face à l’empilement périodique défini dans la section précédente, en régime
géométrique. Pour cette simulation, la structure est composée de 500 périodes (hd+hm), soit
une épaisseur totale de 100λ, le faisceau gaussien éclaire la structure avec un angle d’incidence
de 61.7◦ et un waist de 10λ. Les nombreux faisceaux réfléchis à l’intérieur de la structure sont
dus au choix de la permittivité élevée du milieu extérieur permettant une réflexion élevée aux
interfaces entre le métallo-diélectrique et le milieu extérieur. La réfraction négative est bien
observée dans ce type de structure mais cela nécessite une taille de structure très importante.

Une solution, est d’étudier la même structure mais dans le régime interférentiel obtenu
lorsque la taille de la structure totale est du même ordre de grandeur que la largeur du fais-
ceau incident. En diminuant considérablement le nombre de période, la taille de la structure
devient plus fine, permettant alors de fonctionner dans ce régime. Dans ce cas, lorsque l’épais-
seur de la structure diminue, les nombreux faisceaux réfléchis à l’intérieur de la structure
interfèrent entre eux. Ce qui montre l’importance d’obtenir un coefficient de réflexion élevé
aux interfaces pour pouvoir obtenir des résonances importantes. Lorsque ces interférences
sont constructives, elles donnent lieu à des résonances de type Fabry Pérot à l’intérieur du
cristal photonique. Pour résumer, ce sont des résonances de cavité du mode de Bloch, consti-
tué lui-même de résonances de type Fabry-Pérot couplées entre elles. Ce cas est observé sur la
figure II.5, pour laquelle le nombre de périodes a été réduit à 10 périodes, soit une épaisseur
totale de 2λ. Comme le faisceau incident n’éclaire pas la structure en incidence normale, la
résonance correspond à un mode à fuite [53], mais produit un décalage négatif car le faisceau
se propageant à l’intérieur de la structure est réfracté négativement.

Condition de résonance

Lorsque l’on cherche à obtenir des décalages négatifs géants à partir d’un cas de réfraction
négative, il ne suffit pas seulement de se placer dans le régime interférentiel en considérant
une faible épaisseur de métallo-diélectrique. Ces effets d’interférence ne se produisent pas
pour tout angle d’incidence.

Les conditions idéales de résonance et les angles pour lesquels on observe le décalage
interférentiel peuvent être obtenus à partir de la phase du coefficient de réflexion de l’épais-
seur totale du cristal photonique. La formule d’Artmann lie en effet le décalage latéral d’un
faisceau réfléchi à la dérivée de la phase du coefficient de réflexion.

∆ = − 1

nk0 cos θ

∂φ

∂θ
, (II.11)
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où θ est l’angle d’incidence, n l’indice du milieu supérieur à la structure, k0 = 2π
λ le vecteur

d’onde dans le vide et φ la phase du coefficient de réflexion.

Cette formule a été largement utilisée pour l’étude de l’effet Goos-Hänchen, mais sa vali-
dité est en fait bien plus grande. Elle ne donne cependant qu’une limite asymptotique : elle
devient correcte lorsque la taille du faisceau est grande y compris devant la longueur typique
de propagation du mode à fuite excité[65]. Cependant, cette formule donne une bonne idée
du décalage que l’on peut attendre, même quand elle n’est pas parfaitement valable.

Elle montre que le décalage latéral est élevé lorsque le terme ∂φ
∂θ est élevé, ce qui corres-

pond à une variation rapide de la phase du coefficient de réflexion. Ces variations rapides
de phase, nous permettent alors de déterminer les angles pour lesquels les faisceaux peuvent
interférer constructivement. Cette variation de phase peut être dans le sens croissant ou dé-
croissant, si nous cherchons un décalage négatif, il faut d’après la formule d’Artmann, qu’elle
soit rapide et croissante.

Afin de déterminer les angles d’incidence pour lesquels les conditions de résonance sont
optimales, nous traçons la phase du coefficient de réflexion en fonction de l’angle d’incidence
sur la figure II.7(a). Pour cette figure nous utilisons la structure définie au paragraphe pré-
cédent avec une épaisseur fine du cristal photonique, avec 10 périodes. Cette figure présente
deux variations rapides croissantes de la phase du coefficient de réflexion, l’une vers 33◦, et
une autre plus rapide à 61.7◦, c’est donc cette dernière qui permettra un décalage négatif
plus élevé. La réflexion sur cette structure fine (10 périodes, soit une épaisseur de 2λ), éclai-
rée avec un angle d’incidence de 61.7◦, présentée sur la figure II.5 permet de valider le cas du
régime interférentiel et celui de la résonance. Le décalage négatif géant est bien obtenu, avec
une valeur de 14, 8λ. Ce décalage est plus élevé que le waist du faisceau incident de 10λ et
peut donc être expliqué par la formule d’Artmann.

Cependant, la formule d’Artmann permet d’obtenir l’expression d’un décalage (asymp-
totique) lorsque le waist du faisceau incident est suffisamment large pour se placer dans le
régime asymptotique, ce qui n’est pas le cas avec un waist de 10λ. La valeur réelle du décalage
sera alors plus faible que celle annoncée par l’équation (II.11). Or, lorsque le régime asymp-
totique est atteint, le waist du faisceau incident est tellement large, que le décalage latéral
devient difficile à détecter [66]. La figure II.5 montre en revanche que la mesure du décalage
peut finalement se faire facilement en dehors du régime asymptotique.

Les décalages positifs se mesurent sans difficulté majeure [67], et aujourd’hui il est éga-
lement possible de le faire pour les décalages Goos-Hänchen qui sont beaucoup plus petits
[68]. Une étude de la valeur du décalage négatif en fonction de la valeur du waist du faisceau
incident est proposée sur la figure II.7(b) pour un angle d’incidence de 61.7◦ qui correspond
à une variation très rapide de la phase du coefficient de réflexion et pour un angle d’incidence
de 58◦ correspondant à une variation de phase plus lente. Cet figure confirme la loi d’Art-
mann en montrant que le décalage latéral est plus élevé lorsque la variation de la phase est
plus rapide. En effet, pour un angle d’incidence de 58◦, le décalage ne peut espérer une valeur
plus élevée que 1λ quelque soit la valeur du waist, contrairement au cas d’incidence de 61.7◦,
pour lequel le décalage peut atteindre des valeurs de 25λ.

Ainsi, tous ces paramètres nous permettent d’obtenir des décalages négatifs géants à
partir de structure où la réfraction négative est permise. Cependant pour assurer que ce
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Figure II.7 – (a) Phase du coefficient de réflexion pour 10 périodes en fonction de l’angle
d’incidence.
(b) Décalage latéral en fonction du waist pour un angle d’incidence constant de 61, 7◦ corres-
pondant à l’une des variations rapides de la phase (courbe rouge), et pour un angle d’inci-
dence de 58◦ correspondant à une variation lente de la phase (courbe noire).
(c) Décalage latéral en fonction de l’épaisseur de la structure.
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décalage soit bien la signature de réfraction négative dans la structure, il faut s’assurer que
le décalage est dû uniquement à la réfraction négative, ce qui exclu l’excitation d’un mode à
fuite de surface [69, 54]. Pour vérifier ceci, il suffit d’étudier la dépendance du décalage latéral
en fonction de l’épaisseur de la structure à angle d’incidence donné, ce qui est représenté
figure II.7(c). Il n’est pas possible, avec un cristal photonique, d’obtenir une variation de
l’épaisseur continue. La variation du décalage n’est pas exactement périodique comme espéré
avec une variation continue de l’épaisseur, mais le battement présenté par le décalage latéral
est tout de même caractéristique d’une cavité résonante. Cela confirme l’interprétation en
terme de résonance de cavité et écarte totalement celle de l’excitation d’un mode à fuite de
surface.

L’étude précédente portant sur un faisceau réfléchi peut être de la même manière réalisée
en considérant le faisceau transmis à travers la structure. En adaptant l’angle d’incidence
avec l’étude de la phase du coefficient de transmission, le décalage géant négatif est également
possible en transmission, ce qui est montré sur la figure II.6.

En résumé, à l’aide d’empilements métallo-diélectriques, dont les paramètres choisis vé-
rifient les conditions pour obtenir une réfraction négative, nous pouvons, en nous plaçant
dans les conditions idéales de résonances (taille de l’épaisseur par rapport au waist, et varia-
tion croissante rapide de la phase du coefficient de réflexion), obtenir des décalages négatifs
géants pouvant être vus comme une signature de réfraction négative. Cependant, même si la
quantité de métal est réduite par l’utilisation de structures périodiques à base de métal et
de diélectrique, les pertes optiques sont tout de même présentes. L’introduction des pertes
diminue la longueur de propagation de la lumière dans la structure. Les pertes réduisent donc
la qualité des interférences à l’intérieur de la structure, ce qui réduit la valeur attendue du
décalage négatif géant. Néanmoins tant que la longueur de propagation est plus grande que
l’épaisseur de la structure, le mécanisme interférentiel permet d’obtenir des résonances. Il a
été constaté qu’en introduisant une partie des pertes optiques, la limite de la longueur de pro-
pagation est de quelques périodes de la structure [49]. Une solution pour écarter totalement
ce problème de perte optique mais observer tout de même des décalages négatifs importants
est l’utilisation de véritables cristaux photoniques, c’est à dire purement diélectriques.

II.3-b Décalage négatif géant dans des cristaux photoniques 2D

Pour faire cette étude, nous avons choisi dans la littérature [58] les paramètres d’un cristal
photonique 2D permettant d’obtenir de la réfraction négative. Cette structure composée de
tiges purement diélectriques placées dans l’air, n’introduit pas de pertes optiques, et permet
bien la réfraction négative.

Ces tiges diélectriques sont rectangulaires, de largeur 0.75λ, de hauteur 0.96λ et de per-
mittivité εd = 9, placées périodiquement dans l’air avec une période horizontale de 1.27λ et
verticale de 2.22λ.

Tout comme pour l’empilement métallo diélectrique, un nombre élevé de réflexion du
faisceau à l’intérieur de la structure est nécessaire pour obtenir un mécanisme interféren-
tiel efficace. Le milieu extérieur étant de l’air, il est impossible d’utiliser la réflexion totale
pour piéger la lumière dans la structure. Nous avons donc placé le cristal photonique sur un
conducteur parfait pour renforcer les interférences dans le cristal.
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Figure II.8 – (a)Décalage négatif géant d’un faisceau gaussien éclairant un cristal photo-
nique fin à deux dimensions (7 périodes) avec un angle d’incidence de 40◦ et un waist de 89λ.
(b) Profil du champ réfléchi H montrant sa déformation et son décalage vers l’arrière. Le
champ tracé correspond uniquement à l’ordre de diffraction zéro.

Pour simuler ce genre de structure à deux dimensions, nous utilisons une méthode modale
de Fourier nous permettant de reconstruire les cartes du champ [27, 26].

La structure est éclairée avec un faisceau gaussien dont la largeur du waist est de 89λ.
Pour se placer dans le régime interférentiel, nous utilisons une épaisseur de cristal photonique
d’environ 15λ. Une étude de la phase du coefficient de réflexion nous permet de visualiser
une variation croissante rapide de la phase pour un angle d’incidence de 40◦. La figure II.8(a)
représente le module du champ magnétique à travers une telle structure. Ce qui nous permet
de confirmer la présence d’une résonance de Fabry-Pérot menant à un décalage négatif géant
de 36.6λ, bien que le coefficient de réflexion à l’interface entre le cristal photonique et le
milieu extérieur ne soit pas optimisé comme il l’a été pour la structure métallo diélectrique.
Le profil du champ magnétique incident et du champ magnétique réfléchi d’ordre zéro a été
tracé sur la figure II.8(b). La forme du profil montre la déformation du faisceau, ainsi que
le décalage par rapport au faisceau incident. Cela confirme le déplacement vers la gauche du
faisceau réfléchi par rapport au faisceau incident.

II.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu’il était possible d’obtenir des décalages négatifs
importants en faisant se réfléchir des faisceaux sur des épaisseurs de métallo-diélectrique ou
de cristaux photoniques. Nous avons montré que ces décalages négatifs peuvent être inter-
prétés comme l’excitation de modes à fuites particuliers : ces modes étant fortement influen-
cés par le fait que la lumière subit une réfraction négative en entrant dans le cristal, ils se
propagent dans la direction opposée aux modes à fuite usuels, et provoquent des décalages
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opposés. Nous avons étudié les conditions à respecter pour obtenir ces décalages : avoir une
structure provoquant une réfraction négative[60], se placer en régime interférentiel (épaisseur
totale de la structure faible par rapport à la largeur du faisceau incident), un nombre élevé
de faisceaux réfléchis à l’intérieur de la structure (coefficient de réflexion CP/Air élevé), et
le choix d’un angle d’incidence permettant l’excitation d’une résonance. Nous avons aussi vu
que des pertes optiques trop importantes pouvaient limiter fortement cet effet. Mais dans le
cas où les pertes sont suffisamment faibles, alors nous pouvons considérer ces décalages néga-
tifs comme une signature, pour une structure de faible épaisseur, de la réfraction négative[70].
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III Les lentilles hyperboliques

Nous avons montré dans le premier chapitre comment il était possible
d’obtenir des images super résolues en utilisant des métamatériaux main
gauches. Dans ce chapitre, nous allons décrire une autre approche pour
construire une lentille en utilisant cette fois des métamatériaux hyper-
boliques. Dans un premier temps, nous reprenons la théorie des milieux
effectifs permettant de comprendre comment la lumière se propage dans
ces métamatériaux de façon relativement simple. Nous montrons que tout
empilement metallo diélectrique avec une relation de dispersion hyperbo-
lique peut être caractérisé par un indice effectif complexe. A l’aide d’une
méthode d’homogénéisation basée sur l’approximation paraxiale, nous ver-
rons que ces milieux hyperboliques très anisotropes peuvent être assimilés
à des milieux homogènes isotropes d’indice effectif négatif. Ensuite, nous
développerons une théorie permettant de décrire le fonctionnement de ces
nouvelles lentilles, jusqu’à déterminer une relation de conjugaison, et ce,
même en dehors du régime d’homogénéisation. Enfin, nous verrons com-
ment ce genre de structure peut être optimisé afin d’améliorer le coefficient
de transmission et la résolution de la lentille. Nous montrerons notamment
que la résolution est directement reliée à l’indice effectif complexe.
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III.1 Historique

Suite aux travaux de Pendry [2], les métamatériaux hyperboliques qui sont généralement
des multi-couches métallo-diélectriques ou des agencements de nanofils, ont émergé comme
une approche alternative pour obtenir des images sub-longueur d’onde. Ces nouveaux maté-
riaux appelés aussi métamatériaux indéfinis opèrent à des fréquences UV [71]. Ce sont des
milieux très anisotropes présentant une relation de dispersion hyperbolique dans l’espace des
vecteurs d’ondes. Ces milieux induisent de nouvelles propriétés optiques [72, 73, 74, 75, 76] et
ont notamment été utilisés pour obtenir des images avec une résolution sub-longueur d’onde
en champ proche [45, 49, 77, 78] et en champ lointain [46]. Pour la résolution en champ
proche, les images sous longueur d’onde sont rendues possibles grâce à un mécanisme de ca-
nalisation qui permet de transporter à la fois les ondes propagatives et les ondes évanescentes
émises par la source dans un régime d’autocollimation. Les travaux de P.Belov[45] prédisent
une résolution théorique de λ

60 , mais ils nécessitent que l’image et l’objet soient collés aux
interfaces de la lentille. Des images super résolues ont aussi été obtenues en champ lointain
grâce aux hyperlentilles qui sont réalisées à base de métamatériaux hyperboliques mais dont
la géométrie est sphérique cylindrique [46, 79, 80, 81, 82].

Entre des images en champ proche et des images en champ lointain, Scalora [49] a mon-
tré qu’il était possible de construire une lentille plate avec des métamatériaux hyperboliques
et d’obtenir une distance focale de λ

2 . Cependant aucune théorie permettant d’expliquer ce
genre de phénomène n’était proposée dans ces travaux. D’autres progrès vers des métama-
tériaux à indice négatif ont été effectués, théoriquement et à travers des réalisations expé-
rimentales, en structurant des guides d’ondes plasmoniques couplés et formant des milieux
très proches des milieux hyperboliques usuels [83, 84]. Ces derniers résultats montrent que
ces matériaux permettent d’obtenir une lentille plate d’indice effectif -1 dans l’ultraviolet.
La structure étudiée est un empilement d’argent et de TiO2. Selon les auteurs, la résolution
obtenue n’est pas sous longueur d’onde, ce qui serait dû aux pertes optiques, dont on sait
bien qu’elles limitent l’efficacité d’une lentille basée sur des métamatériaux.

Nous avons développé une méthode permettant de traiter un métamatériau hyperbolique
comme un matériau homogène [9, 18]. Cette méthode est la première qui permette d’optimi-
ser simplement ce type de structure. Cette théorie semi classique a fait ses preuves dans le
cas des hyperlentilles plates [85] et permet d’obtenir une relation de conjugaison expliquant
totalement le comportement de ces lentilles hyperboliques.

III.2 Milieu effectif

Nous avons vu précédemment que les métamatériaux étaient étudiés en régime d’homogé-
néisation, lorsque l’épaisseur des couches constituant le métamatériau est très petite devant
la taille de la longueur d’onde. Ainsi, la lumière se propage dans le métamatériau comme dans
un milieu homogène de permittivité effective ε̄eff et µ̄eff . Certaines techniques d’homogé-
néisation standards déduisent l’indice effectif à partir des constituants du métamatériau, ce
qui permet de déterminer la relation de dispersion [86, 87, 88, 89, 34]. Nous proposons une
nouvelle approche d’homogénéisation : cette approche, limitée aux grandes longueurs d’onde,
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tend à caractériser un métamatériau indéfini par un tenseur de permittivité effective [90, 91].

Un métamatériau constitué d’un empilement périodique de couches métalliques (de per-
mittivité relative ε̄m, d’épaisseur hm) et diélectriques (de permittivité ε̄d, et d’épaisseur hd)
est caractérisé, pour ce qui est de la propagation de la lumière, par sa relation de dispersion
(I.18) :

cos(K̄ d) = cos(k̄zd hd) cos(k̄zm hm)− 1

2

(
k̄zd
k̄zm η

+
k̄zm η

k̄zd

)
sin(k̄zd hd) sin(k̄zm hm), (III.1)

avec, 
η = ε̄d

ε̄m
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η = 1 en TE
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√
k2

0 ε̄m − k2
x = 1
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√
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√
k2
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(III.2)

Le régime d’homogénéisation implique hd
λ � 1 et hm

λ � 1. Pour de faibles vecteurs d’onde
transverses (kxk0

� 1), nous pouvons supposer que :{
k̄zm hm � 1

k̄zd hd � 1
(III.3)

Ainsi, nous pouvons utiliser les développements limités du cosinus et du sinus à l’ordre 2,
soit : 

cos(k̄zi hi) ≈ 1− k̄2
zi
h2
i

2 ≈ 1− (k2
0 εi−k2

x) h2
i

2

sin(k̄zi hi) ≈ k̄zi hi
cos(K d) ≈ 1− K2 d2

2

(III.4)

En développant l’expression (I.18), et en supposant les termes d’ordres 3 et 4 infiniment
petits, nous obtenons l’expression :
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2 d2

2
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2
0

2
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2
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(III.5)

soit,
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En polarisation transverse magnétique, nous obtenons alors :

K̄2 d2 = k2
0

[
(ε̄m hm + ε̄d hd) d

]
− k2

x

[
(ε̄m hm + ε̄d hd) (
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)

]
(III.7)

Soit,

d

ε̄m hm + ε̄d hd
K̄2 +

hd
ε̄d

+ hm
ε̄m

d
k2
x = k2

0. (III.8)

La relation (III.8) est analogue à celle d’un matériau homogène anisotrope :

K̄2

ε̄x
+
k2
x

ε̄z
= k2

0 (III.9)
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Ainsi, le métamatériau hyperbolique se comporte, en régime d’homogénéisation comme
un milieu effectif anisotrope. Les éléments du tenseur de permittivité anisotrope ε̄x et ε̄z
dépendent des caractéristiques du métamatériau hyperbolique, et peuvent être définis par : ε̄x = ε̄m hm+ε̄d hd

d

ε̄z = d
hd
ε̄d

+hm
ε̄m

(III.10)

III.3 Régime de canalisation

La super résolution de la lentille de P.Belov repose sur sa relation de dispersion si particu-
lière, permettant ce qu’on appelle la canalisation (des évanescents). En effet, contrairement
à une lentille conventionnelle où les détails sous longueur d’onde sont perdus par la perte des
ondes évanescentes à travers la lentille, ici, les ondes évanescentes émises par l’objet et trans-
portant les détails sous longueur d’onde sont convertis en ondes propagatives dans le milieu
hyperbolique. La forme hyperbolique plate des courbes isofréquences permet d’obtenir une
solution propagative caractérisée par un k̄z (essentiellement) réel pour tout kx, même si la
constante de propagation dans l’air suivant z est imaginaire.
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Figure III.1 – Conversion des ondes évanescentes en ondes propagatives par un mécanisme
de canalisation.

Chaque ondes évanescentes est converti en un mode de Bloch qui peut se propager à
travers la structure et ainsi transmettre les détails sous longueur d’onde pour reconstruire
une image super résolue. Le mécanisme décrit ici diffère donc de l’amplification d’évanescent
dans les lentilles de Pendry qui permettent de refocaliser théoriquement la lumière à une
distance focale bien supérieure à la longueur d’onde. Nous avons ici un mécanisme d’autocol-
limation pour les propagatifs (courbe isofréquence plate) et de conversion des évanescents en
propagatifs dans le milieu hyperbolique. Ce régime de canalisation montre l’intérêt d’utiliser
des structures avec des courbes isofréquences plates. Ce mécanisme de canalisation est op-
timal, lorsque la structure vérifie les conditions de résonance de Fabry Pérot qui évitent les
réflexions (épaisseur de l’ordre d’une demi longueur d’onde). Cette condition est valable pour
tous les angles lorsque la courbe isofréquence est plate. Par conséquent, plus les courbes iso
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fréquences sont plates et plus la résolution peut être élevée, car toutes les ondes évanescentes
seront converties et transmises à travers la structure. Cependant, dans le cas de la lentille
proposée par P.Belov, les points conjugués objet et image sont localisés aux bords de la len-
tille. Autrement dit la distance focale de ce type de lentille plate est très faible. Le dispositif
permet bien d’obtenir des images super résolues, mais en bord de lentille seulement, ce qui
limite les applications potentielles de ce type de structure.

D’après les travaux de P.Belov, ce type de courbe isofréquence peut être obtenue à l’aide
d’un empilement métallo diélectrique étudié en régime d’homogénéisation, sous certaines
conditions, tel que ε̄z −→ 0 et ε̄x = 1. Nous pouvons généraliser cette condition. La relation
de dispersion d’un milieu anisotrope (III.9) peut être hyperbolique lorsque ε̄z < 0 et ε̄x > 0.

Nous choisissons pour notre étude, d’utiliser de la même façon, un empilement métallo di-
électrique caractérisé par ses permittivités et épaisseurs respectives (ε̄m, hm, ε̄d, hd). La condi-
tion précédente, nécessaire pour obtenir un métamatériau hyperbolique, ainsi que le système
(III.10) obtenue avec la théorie des milieux effectifs nous permet d’obtenir une condition sur
les caractéristiques de cet empilement métallo diélectrique :

ε̄m < 0
|ε̄m|
ε̄d

< hm
hd

< ε̄d
|ε̄m|

−εd < εm < εd

(III.11)

Ainsi, pour obtenir un milieu ayant une relation de dispersion hyperbolique, à partir d’une
structure multicouche constituée d’un métal et d’un diélectrique, les conditions données par
le système (III.11) devront être respectées. Nous allons maintenant tenter de comprendre
plus en détail la propagation d’un faisceau gaussien dans ce type de structures.

III.4 Indice effectif d’un matériau hyperbolique

Dans cette section, nous allons voir comment on peut caractériser un milieu hyperbolique
par un indice effectif, ce qui est loin d’être immédiat. La définition de cet indice effectif
s’appuie sur la relation de dispersion, plus encore que sur les relations obtenues en régime
d’homogénéisation. Cela permet à notre approche d’être valable aussi en régime diffractif.
Cette théorie fourni un cadre pour expliquer quelques phénomènes mis en évidence par Belov
[45] et Scalora [49].

III.4-a Méthode d’homogénéisation paraxiale

Dans ce paragraphe nous expliquons que la description des métamatériaux hyperboliques
(MH) en terme d’epsilons effectifs ne fonctionne qu’en régime d’homogénéisation. Par ailleurs
elle ne permet pas d’accéder à la relation de conjugaison ni à la résolution. On propose
donc une autre approche basée sur une méthode d’homogénéisation permettant d’associer un
indice effectif complexe aux métamatériaux hyperboliques. Les parties réelles et imaginaires
se révéleront utiles pour déterminer la relation de conjugaison et la résolution. Cette méthode
est basée sur le développement paraxial du vecteur d’onde de Bloch. Nous allons montrer qu’il
existe un indice effectif complexe déterminé à partir de la courbure de la relation dispersion
dans l’espace des k.
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Méthode d’approximation paraxiale

Afin de tenir compte des pertes optiques induites par les couches métalliques nous cal-
culons la relation de dispersion complexe vue auparavant avec la relation (I.18). Le vecteur
d’onde de Bloch K̄(ω, kx) devient alors complexe, nous pouvons donc différencier une bande
isofréquence réelle et une imaginaire, comme tracées sur la figure III.2.
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Figure III.2 – (a) et (b) Diagrammes isofréquences réels et imaginaires dans l’espace des k
pour D

λ = 0.11.
(c) et (d) Diagrammes isofréquences réels et imaginaires dans l’espace des k pour D

λ = 0.16.
La ligne pleine (noire), pointillé (bleue) et sous pointillé (verte) représente respectivement
le diagramme de bande exacte, l’approche paraxiale et l’approche homogénéisée. Ces calculs
sont obtenus pour hm

hd
= 1 et pour λ = 380nm.

Dans le cadre de l’approximation paraxiale, nous pouvons faire un développement limité
du vecteur d’onde complexe K̄(kx, ω), pour les faibles valeurs de kx :

K̄ = K̄(0) +
k2
x

2

(∂2K̄

∂kx
2

∣∣∣∣
kx=0

)
(III.12)

Ce dernier terme peut être relié à la courbure des courbes isofréquences.
En effet, en ne considérant que les petites valeurs de kx (approximation paraxiale), il est

possible de définir une courbure des courbes isofréquences K̄(kx, ω) réelles et imaginaires au
point kx = 0. Cette courbure, notée γ est décrite par :

γ̄ = −k0

(∂2K̄

∂kx
2

∣∣∣∣
kx=0

)
(III.13)

L’approximation paraxiale permet alors de remplacer un milieu complexe par un milieu
équivalent homogène d’indice complexe n̄eff . En effet, la partie centrale de la relation de
dispersion est assimilée à une portion de courbe circulaire, représentée sur la figure III.3 par
une sphère rouge.
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ky/k0kx/k0

x

z
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Figure III.3 – (a) Principe de focalisation de la lumière pour un métamatériau indéfini
constitué d’un empilement multicouche de métal et de film diélectrique. La distance focale
est notée f .
(b) Surface de dispersion hyperbolique d’un métamatériau indéfini. La sphère verte repré-
sente la relation de dispersion dans l’air, et la sphère rouge représente la relation de dispersion
du milieu effectif

Pour un milieu homogène d’indice optique complexe n̄, la relation de dispersion :

k2
x + k̄2

z = (n̄ω/c)2 (III.14)

Dans ce cas,

γ̄ = −k0

(∂2k̄z

∂kx
2

∣∣∣∣
kx=0

)
=

1

n̄
(III.15)

Dans le cas d’un matériau homogène isotrope, dont les courbes sont circulaires, la cour-
bure est l’inverse de l’indice complexe du milieu. Ainsi, pour un milieu optique complexe, la
courbure d’une courbe isofréquence est donc équivalente à l’inverse d’un indice effectif.

Les courbes tracées sur la figure III.2 permettent de valider cette approche. Cette figure
permet de comparer les parties réelles et imaginaires des courbes isofréquences obtenues se-
lon les différentes approches. Les courbes solides représentent le diagramme de bande exact,
obtenu à l’aide d’un empilement métallo diélectrique. Les courbes en pointillé représentent
les courbes obtenues par l’approximation paraxiale, données par l’équation (III.12). Enfin,
les courbes isofréquences obtenues par la méthode d’homogénéisation sont tracées en sous
pointillés. Ces courbes sont calculées pour deux fréquences réduites D

λ = 0.11 et D
λ = 0.16,

correspondant respectivement au régime d’homogénéisation et au régime diffractif. Cette
comparaison montre que l’approximation paraxiale fonctionne dans les deux régimes. Elle
donne une meilleure description de la relation de dispersion exacte que celle dérivée de la
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théorie d’homogénéisation. De plus, cette description utilisée pour les métamatériaux hy-
perboliques est valable pour de grandes valeurs de kx, jusqu’à 2 k0. Nous pouvons noter une
différence à la fréquence réduite de 0.16 pour la partie imaginaire, qui est due à la présence du
gap. Ainsi, cette approche paraxiale permet de bien modéliser le métamatériau hyperbolique
dans tous les régimes même pour des faisceaux Gaussiens étroits.

Indice effectif et figure de mérite

Dans le cadre de l’approximation paraxiale, nous pouvons définir un indice effectif com-
plexe n̄eff , qui est équivalent à l’inverse de la courbure γ̄ d’une courbe isofréquence :

n̄eff = neff + iκeff (III.16)

où les paramètres neff et κeff désignent l’indice optique et le coefficient d’absorption.

Afin d’étudier et de quantifier les performances optiques des métamatériaux, on définit
un paramètre appelé figure de mérite FOM. Ce paramètre est définit par :

FOM =

∣∣∣∣neffκeff

∣∣∣∣ (III.17)

Ces deux paramètres peuvent être exprimés en fonction de la courbure complexe des
courbes isofréquences.

γ̄ = <(γ) + i=(γ) =
1

n̄eff
(III.18)

Lorsque les pertes de l’indice effectif sont faibles κeff � neff , les parties réelles et imagi-
naires de la courbure complexe s’expriment :

γ̄ = <(γ) + i=(γ) ≈ 1

neff
(1− iκeff

neff
) (III.19)

Dans ce cas, on exprime :

 neff = 1
<(γ̄)

FOM =
∣∣∣<(γ̄)
=(γ̄)

∣∣∣ (III.20)

Finalement, le développement limité du vecteur d’onde de Bloch complexe donné par
l’équation (III.12) s’exprime comme :

K̄ = K̄(0)− k2
x

2k0
γ̄ = K̄(0)− k2

x

2k0

(
1

neff
− i 1

FOM |neff |

)
(III.21)

III.4-b Calcul de l’indice effectif d’un métamatériau hyperbolique en
régime d’homogénéisation

Nous montrons que l’indice effectif et la figure de mérite peuvent être directement reliés
aux permittivités effectives.
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Pour montrer l’influence des pertes optiques, à l’aide de la théorie des milieux effectifs,
nous introduisons les pertes métalliques et les pertes du dieléctrique dans le modèle :

ε̄m = εm(1 + iσm)

ε̄d = εd(1 + iσd)

σm = =(εm)
<(εm) = =(εm)

εm

σd = =(εd)
<(εd) = =(εd)

εd

, (III.22)

En supposant que σm � 1 et σd � 1, et en utilisant les formules d’homogénéisation
du système (III.10), les éléments du tenseur de permittivité complexe anisotrope peuvent
s’écrire : {

ε̄x = εx(1 + iσx)

ε̄z = εz(1 + iσz)
, (III.23)

où, σx = =(εx)
εx

et σz = =(εz)
εz

tels que :
σx = εm hm σm+εd σd hd

εm hm +εd hd

σz =
hd σd
ε̄d

+hm σm
ε̄m

hd
ε̄d

+hm
ε̄m

, (III.24)

En régime d’homogénéisation, on obtient à partir de la relation de dispersion anisotrope
complexe K̄2

ε̄x
+ k2

x
ε̄z

= k2
0, la courbure complexe γ̄ :

γ̄ =

√
ε̄x
ε̄z

=

√
εx
√

1 + iσx
εz(1 + iσz)

(III.25)

Si nous supposons que les pertes optiques sont faibles σx � 1 et σz � 1, l’expression de
la courbure complexe peut se simplifier,

γ̄ =

√
εx
√

1 + iσx
εz(1 + iσz)

(III.26)

=

√
εx
εz

(1 + iσx)
1
2 (1 + iσz)

−1 (III.27)

=

√
εx
εz

(1 +
i

2
σx)(1− iσz) (III.28)

=

√
εx
εz

(1 +
σxσz

2
+ i(

σx
2
− σz)) (III.29)

Les parties réelles et imaginaires de la courbure complexe s’expriment alors en fonction
des pertes optiques : {

<(γ̄) =
√
εx
εz

(1 + σxσz
2 )

=(γ̄) =
√
εx
εz

(σx2 − σz)
(III.30)

L’indice effectif correspond à l’inverse de la partie réelle de la courbure γ̄ :

neff =
εz√
εx

(1 +
σxσz

2
)−1 (III.31)

Cette équation montre que l’indice effectif est gouverné par le ratio εz√
εx

et décroit lorsque
les pertes optiques augmentent. Ainsi, l’introduction de pertes optiques dans le milieu dimi-
nue la valeur de l’indice effectif.
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Le figure de mérite, dans ce régime peut être écrit sous la forme

FOM =

∣∣∣∣<(γ̄)

=(γ̄)

∣∣∣∣ =
∣∣∣2 + σxσy
2σy − σx

∣∣∣ (III.32)

Seules les pertes optiques influencent le facteur de mérite. On voit que le facteur sera
maximal lorsque le terme |2σy−σx

∣∣∣ sera minimal. Ces relations ne sont a priori valables qu’en

régime d’homogénéisation lorsque D
λ � 1. On peut cependant étendre l’étude au régime de

diffraction.

III.4-c Calcul de l’indice effectif d’un métamatériau hyperbolique en ré-
gime diffractif

Dans ce régime, lorsque les conditions précédentes ne sont plus valables, il est possible
de calculer la courbure complexe γ̄ à partir de la structure de bande complexe exacte plutôt
qu’à partir de la relation de dispersion simple d’un milieu indéfini hyperbolique. Pour un
métamatériau hyperbolique obtenu avec un empilement métallo diélectrique, la courbure
complexe sera définie en dérivant le vecteur d’onde de Bloch complexe :{

<(γ) = −k0(∂2<(K̄)/∂kx
2)
∣∣
kx=0

=(γ) = −k0(∂2=(K̄)/∂kx
2)
∣∣
kx=0

(III.33)

où K̄ est le vecteur d’onde de Bloch complexe, donné par la relation démontrée dans le
premier chapitre (I.18) :

cos(K̄ d) = cos(k̄zd hd) cos(k̄zm hm)− 1

2

(
k̄zd
k̄zm η

+
k̄zm η

k̄zd

)
sin(k̄zd hd) sin(k̄zm hm) (III.34)

Ainsi, à l’aide du vecteur d’onde K̄ nous avons pu définir un indice effectif neff ainsi qu’une
figure de mérite selon les expressions (III.20). Mais cet indice et ce facteur de mérite n’ont
pas d’expression simple et devront être calculés numériquement.

III.5 Relation de conjugaison et résolution optique d’une
lentille hyperbolique

L’expression du champ transmis à travers un multicouche dans le cas où l’on peut négliger
les réflexions s’ecrit :

U(x, z) =

∫ ∞
−∞

A(kx)T (kx)t0(kx, z)e
ikxxdkx. (III.35)

Le terme A(kx) représente le spectre angulaire d’un faisceau gaussien incident dans l’es-
pace des vecteurs d’ondes :

A(kx) = W0/(2
√
π) exp(−(kxW0/2)2) = Ũ(kx, 0) (III.36)

où W0 est le waist initial du faisceau gaussien.
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La fonction t0(kx, z) représente la fonction de transfert liée à la traversée du milieu exté-
rieur, ici l’air, à la sortie de la lentille et sur une distance z. On peut l’écrire

t0(kx, z) = eikzair z = eiz
√
k2

0−k2
x (III.37)

Dans le cadre de l’approximation paraxiale, la composante perpendiculaire du vecteur
d’onde dans l’air s’écrit kzair = kzair(0) − k2

x
2k0

, ce qui permet de développer la fonction de
transfert t0(kx, z),

t0(kx, z) = eik0ze
− i k2

x
2k0

z (III.38)

Enfin, T (kx) correspond au coefficient de transmission de la structure multicouche. Ce
coefficient peut être divisé en deux parties, une partie singulière T s(kx) et une partie régulière
T r(kx). La partie singulière T s(kx) est donnée par l’expression :

T s(kx) =
∑
p

tp/(kx − k̄(p)
x ) (III.39)

Chaque terme de cette partie singulière correspond à une résonance. Les pôles et résidus
associés aux résonances optiques sont notés k̄(p)

x et tp.

Dans un premier temps, nous supposons que pour des valeurs de kx faibles, ces résonances
sont peu nombreuses et ainsi, que le comportement de l’onde dans la structure est décrit
essentiellement par la fonction de transfert régulière.

Intéressons nous maintenant à la partie régulière du coefficient de transmission T r(kx).
Cette fonction caractérise la phase et l’absorption optique accumulées par le signal lorsqu’il
se propage à travers la lentille. On peut l’écrire en faisant intervenir le vecteur d’onde de
Bloch K̄(kx), pour une lentille d’épaisseur e :

T r(kx, e) = eiK̄(kx)e. (III.40)

La relation (III.21) nous permet d’exprimer la partie régulière de la fonction de transfert
en fonction de la figure de mérite et de l’indice effectif :

T r(kx, e) = eiK̄(0)ee
− k2

x
2k0

e
|neff |FOM e

− i k
2
x

2k0

e
neff . (III.41)

La fonction de transfert à une distance z, peut s’écrire en terme de phases et de modules :

Ttot(kx, z) = T r(kx, e)t0(kx, z) (III.42)

= |T r(kx, e)||t0(kx, z)| ei <(K̄z(0)) e e
− i k

2
x

2k0

e
neff eik0z e

− i k2
x

2k0
z (III.43)

Les termes eik0z et ei <(K̄z(0)) e sont des termes de phase que l’on peut négliger.

III.5-a Relation de conjugaison

Nous supposons que la lentille est éclairée par un faisceau gaussien incident à une distance
fo (distance focale objet) dans de l’air, et que l’image se formera à une distance fi (distance
focale image) à la sortie de la lentille, dans l’air également.
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Figure III.4 – Faisceau gaussien éclairant une lentille plate constituée d’un empilement
métallo diélectrique

Nous noterons L la distance totale entre l’objet et l’image, soit :

L = fo + e+ fi (III.44)

Si l’on place le faisceau incident à une distance f0 de la structure, comme indiqué sur la
figure III.4, on rajoute alors un déphasage. La fonction de transfert totale à la distance L
s’exprime donc :

Ttot(L) = t0(fo) T
r(e) t0(fi) (III.45)

Pour que la source se refocalise, il faut que la phase totale de la fonction de transfert soit
compensée, les termes de phase dépendant de kx doivent alors vérifier la condition suivante :

e
− i k2

x
2k0

fo e
− i k

2
x

2k0

e
neff e

− i k2
x

2k0
fi = 1 (III.46)

La condition de refocalisation est donc :∑ di
neffi

= 0 (III.47)

La phase totale est compensée, lorsque

f0 +
e

neff
+ fi = 0 (III.48)

Le faisceau retrouve donc son waist initial (on a donc une véritable image) lorsque la
relation de conjugaison suivante est satisfaite :

fo + fi = − e

neff
(III.49)

On note que la distance focale est directement reliée à l’indice effectif de la relation de disper-
sion hyperbolique. De plus, pour que la distance focale image soit positive, il faut que l’indice
effectif soit négatif.
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Cette relation de conjugaison ressemble fortement à la relation de conjugaison obtenue
pour des lentilles parfaites de Pendry. En effet, si l’indice effectif est égale à −1, nous retrou-
vons la relation fo + fi = e. Cependant, la relation de conjugaison est liée à la courbure des
isofréquences et non à l’indice optique, contrairement à la relation de la lentille de Pendry.
La relation est ainsi valable pour toute forme de courbe isofréquence tant que la courbure est
négative.

Nous obtenons donc une relation de conjugaison plus générale que celle proposée par
Pendry, s’appliquant à des métamatériaux hyperboliques.

Application au régime de canalisation

Dans le régime d’homogénéisation, la relation de dispersion hyperbolique k2
x/ε̄z+k̄2

z/ε̄x =

(ω/c)2 nous permet d’obtenir immédiatement un indice effectif :

neff = εz/
√
εx. (III.50)

Le régime de canalisation proposé par Belov [45], nécessite de travailler avec des courbes
isofréquences les plus plates possibles. Ces courbes isofréquences sont obtenues lorsque εz −→
−∞. Selon l’équation (III.49), lorsque εz −→ −∞, l’indice effectif neff tend vers l’infini, et la
distance focale tend vers zéro. La relation de conjugaison (III.49) explique donc la localisation
de l’objet et de l’image dans une telle lentille à proximité des interfaces de la lentille.

De son côté, Scalora [49] a montré qu’il était possible de focaliser la lumière à une dis-
tance d’une demi longueur d’onde avec une lentille hyperbolique. La relation (III.49) permet
également d’expliquer ce phénomène.

III.5-b Résolution

Nous allons maintenant montrer que la résolution dépend directement du facteur de
mérite. Nous supposons que le faisceau incident est collé à l’interface de la lentille, ainsi
fo = 0 et on note f = fi la distance focale image. La relation de conjugaison dans ce cas,
s’écrit :f = − e

neff
.

Lorsque le faisceau se refocalise à une distance focale f , la phase introduite par la lentille a
compensé celle produite par la propagation dans l’air. La fonction de transfert totale donnée
par l’équation (III.43) devient alors :

Ttot(kx, z) = |T r(kx, e)||t0(kx, z)| (III.51)

Et le champ transmis à la distance focale f s’écrit :

U r(x, f) =

∫ ∞
−∞

A(kx)|T r(kx)||t0(kx, f)|eikxxdkx (III.52)

Pour obtenir une résolution parfaite, nous devons retrouver à la distance focal le champ
initial, ce qui arrive lorsque :

|T r(kx)||t0(kx, f)| = 1 (III.53)

Où |t0(kx, f)| = e−f
√
k2
x−k2

0 pour kx > k0.



III.6 Application au design de la lentille 63

Cette condition porte aussi sur les ondes évanescentes.
Si nous regardons l’expression de |T r(kx)| :

|T r(kx)| = e−=(K̄z(0))ee
− k2

x
2k0

e
|neff |FOM (III.54)

Nous pouvons constater que les ondes évanescentes sont diminuées après leur propagation à
travers la lentille. Ce phénomène est donc contraire à celui des lentilles parfaites qui prévoit
que le champ évanescent soit amplifié à l’intérieur de la lentille. Nous pouvons également
constater que cette fonction de transfert, à partir de laquelle nous pourrons déduire la résolu-
tion, s’exprime directement en fonction de l’indice effectif neff , et du facteur de mérite FOM.
La résolution est donc pilotée par la partie imaginaire de la courbure, c’est à dire les pertes
optiques. Ainsi, une façon optimale de transporter efficacement les détails sous longueurs
d’onde est de choisir une valeur de facteur de mérite élevée.

III.6 Application au design de la lentille

Dans la partie précédente nous avons introduit toutes les notions nécessaires pour construire
une lentille plate à base de métamatériaux hyperboliques et développer une théorie permet-
tant de comprendre son fonctionnement. Ainsi, la distance focale peut être prédite en fonction
de la structure étudiée. A l’aide de la relation de dispersion (I.18), il est également possible
de faire une étude de la transmission de façon à optimiser la lentille. Nous avons également
montré que la résolution d’une telle lentille dépend de l’indice effectif de l’empilement mais
aussi de la figure de mérite. A l’aide de ces outils théoriques, nous allons essayer de fournir
une structure optimale en termes de résolution.

III.6-a Courbes isofréquences et indices effectifs

Nous cherchons à construire une lentille plate à l’aide d’un empilement métallo-diélectrique.
Dans un premier temps, nous allons observer les courbes isofréquences d’un empilement de
diamant et d’argent en tenant compte des pertes. Ces courbes isofréquences, représentant les
couples (K, kx) qui sont solutions de la relation de dispersion, seront tracées numériquement
à partir de la relation de dispersion d’une structure multicouche (I.18). La figure III.5 montre
trois courbes isofréquences tracées à des fréquences réduites (Dλ ) différentes. On observe que
les courbes sont hyperboliques, et que leur courbure varie en fonction de la fréquence réduite.

Dans la suite de cette étude, la longueur d’onde est considérée comme fixe, seule la pé-
riode D varie. Cette période représente l’épaisseur totale d’une période du cristal, constituée
d’une couche d’argent et d’une couche de diamant. Le régime de canalisation correspond à
la fréquence réduite de 0.05 (période 20 fois plus faible que la longueur d’onde). La courbe
isofréquence n’est pas plate, comme annoncée par les travaux de P.Belov. Cette différence
est due à l’introduction des pertes optiques dans le modèle, et montre leur impact négatif.
Dans ce cas, la courbure est inversée pour les faibles valeurs de kx, le faisceau ne pourra se
refocaliser après la lentille.

Au delà du régime de canalisation, dans le régime de diffraction (Dλ > 0.1), la courbure
augmente avec la fréquence réduite. En effet, à la fréquence réduite 0.1, la courbe isofréquence
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Figure III.5 – Courbes isofréquences tracées pour un empilement Argent/ Diamant avec les
pertes optiques, pour différentes fréquences réduites.

est plate, puis la courbure augmente au delà. L’indice effectif étant l’inverse de la courbure
des CIF, il va donc tendre vers l’infini pour une fréquence réduite de 0.1 puis diminuer avec la
fréquence réduite. La figure III.6 représente l’indice effectif, calculé numériquement à l’aide
des courbes isofréquences, en fonction de la fréquence réduite, permettant une étude plus
détaillée. La courbe montre que l’indice effectif est positif en régime de canalisation, alors
qu’on attendait des courbes isofréquences plates. Ceci est dû aux pertes optiques. Ensuite,
au delà du régime de canalisation, l’indice varie de l’infini jusqu’à zéro, cette dernière limite
correspondant au gap entre la première et la deuxième bande.

La figure III.7 représente la distance focale en fonction de la fréquence réduite obtenue
à partir des indices effectifs et de la relation de conjugaison (III.49). Elle montre que la
distance focale augmente avec la fréquence réduite. Cette large variation d’indice effectif
nous permet d’appréhender le comportement de la lentille en fonction de la fréquence réduite.
Cette nouvelle approche nous permet d’évaluer théoriquement la distance focale d’une lentille
plate, distance qui peut varier de zero pour les faibles valeurs de fréquence réduite à une
longueur d’onde pour les plus hautes.

III.6-b Optimisation de la transmission

Optimisation de la structure

La condition (III.11) pour obtenir une relation de dispersion hyperbolique nous montre
l’importance de choisir un fort contraste de permittivité. En effet, un contraste assez élevé
nous autorise un rapport de forme assez faible, ce qui diminue considérablement la quantité
de métal présente dans la lentille et ainsi minimise les pertes optiques. La structure étudiée
ici est un empilement métallo diélectrique de 20 couches de diamant et d’argent représenté
sur la figure III.8.
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Figure III.6 – Évolution de l’indice effectif avec la fréquence réduite pour un empilement
Argent/Diamant avec pertes optiques.

Figure III.7 – Représentation de la distance focale en fonction de la fréquence réduite pour
un empilement Argent/Diamant avec pertes optiques.
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Figure III.8 – Lentille plate à base de métamatériaux hyperboliques

Nous travaillerons à une longueur d’onde fixée de 350 nm. A cette longueur d’onde, la
permittivité de l’argent est ε̄m = −1.78 + 0.6 [92]. La permittivité du diamant sera notée
ε̄d = 5.08. Avec ce choix de permittivité, nous prendrons le facteur de forme le plus faible
soit :

hm
hd

= 0.35 (III.55)

Ce facteur de forme permet en général une bonne transmission, représentée sur la figure III.9.
Cette transmission a été améliorée en ajoutant des couches anti réflechissantes de diamant
d’une épaisseur de λ

10
√
εd

, placées de part et d’autre des bords de la lentilles. Grâce à ces
couches anti-reflet, la transmission tracée en fonction de la fréquence réduite (mais toujours
à longueur d’onde fixe) est désormais supérieure à 20 %III.9.

Figure III.9 – Diagramme de transmission d’une lentille hyperbolique avec et sans couches
antireflechissantes.
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Résultats

Pour valider la relation de conjugaison, nous comparons les résultats obtenus par la rela-
tion (III.49) à une simulation numérique directe de la propagation d’un faisceau lumineux à
travers la structure. Cette simulation est basée sur un algorithme de matrices S [65].

La structure est éclairée avec un faisceau gaussien dont le waist de λ
5 est à une distance

focale objet de 0, 1D. La courbe donnant la position du foyer en fonction de la fréquence
réduite, représentée sur la figure III.7 obtenue à l’aide de la relation de conjugaison donnée
par la relation (III.49), indique que pour construire, par exemple, une lentille plate à base
d’argent et de diamant, et obtenir une image à une distance focale d’une longueur d’onde, il
faut se placer à une fréquence réduite de 0.2. La longueur d’onde étant fixe et égale à 350 nm,
cette valeur correspond à une période (Argent + Diamant) de 70 nm. Nous avons choisi pour
cette étude un facteur de forme de 0.35, ce qui donne une épaisseur d’argent de 18.1nm et une
épaisseur de diamant de 51.8nm. Nous traçons, la carte du champ magnétique se propageant
dans une telle structure :

Figure III.10 – Carte du champ magnétique à travers une lentille plate permettant une
refocalisation à une longueur d’onde.

La figure III.11 permet de visualiser et calculer la distance focale image. En accord avec la
théorie, celle-ci se situe à une longueur d’onde de la sortie de la lentille. Le profil de l’intensité
du champ magnétique, donne accès à la résolution, mais cette étude sera faite par la suite.

Cette approche a été menée pour un ensemble de points dans le but de comparer la
distance focale image obtenue à l’aide de la relation de conjugaison, et celle obtenue à l’aide
de la simulation numérique. Ces résultats rassemblés sur la figure III.11 sont parfaitement en
accord, ce qui valide le modèle de la relation de conjugaison. Nous constatons effectivement
que les pertes optiques ont pour effet de diminuer la distance focale image. Et en tenant
compte des pertes optiques de l’argent, la distance focale d’une lentille hyperbolique peut
effectivement prendre des valeurs comprises entre zéro et une longueur d’onde.

Il est intéressant dans ce cas, d’étudier la qualité des images (la résolution) obtenues en
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Figure III.11 – Distance focale en fonction de la fréquence réduite pour une lentille plate
constituée de 20 périodes d’argent et de diamant, à 350 nm. La ligne pleine correspond aux
valeurs obtenues avec la relation de conjugaison théorique lorsque les pertes sont prises en
compte. La ligne en pointillé représente le cas où les pertes sont négligées. Les cercles corres-
pondent aux distances focales obtenues par simulation numérique.

fonction des distances focales possibles. La figure III.12 permet d’observer l’évolution de la
qualité de l’image en fonction de la distance focale. Nous avons tracé les cartes du champ
magnétique à la sortie de la lentille dont l’image se focalise à différentes distances focales
fi = 0, λ4 ,

λ
2 , λ correspondant à des périodes respectives D = {35, 59, 66, 70} nm. L’évolution

des cartes de champ indiquent que la résolution diminue avec la distance focale. Après calcul
à partir du profil d’intensité du champ magnétique, la résolution sous longueur d’onde est
obtenue jusqu’à une distance focale de 0.7λ. Nous ferons une étude plus poussée concernant
la résolution dans la partie suivante.

Dans cette partie, nous avons choisi d’optimiser la structure dans le but d’augmenter la
transmission - ce que nous avons fait en choisissant un facteur de forme le plus faible, tout
en respectant les conditions pour obtenir une lentille hyperbolique. Le cas de figure où la
structure permet d’obtenir une image à une distance de une longueur d’onde, nécessite une
période de 70 nm, ce qui correspond avec le facteur de forme à une épaisseur de structure
totale (20 couches) de 1400 nm, avec seulement 369 nm de métal. Cet écart métal-structure
permet ainsi de construire des lentilles avec des distances focales de l’ordre d’une longueur
d’onde tout en conservant une transmission supérieure à 25%.
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Figure III.12 – Distance focale en fonction de la fréquence réduite pour une lentille plate
constituée de 20 périodes d’argent et de diamant, à 350 nm. La ligne pleine correspond aux
valeurs obtenues avec la relation de conjugaison théorique lorsque les pertes sont prises en
compte. La ligne en pointillé représente le cas où les pertes sont négligées. Les cercles corres-
pondent aux distances focales obtenues par simulation numérique.
(a-d) Cartes du champ magnétique à la sortie de lentille pour différentes fréquences réduites.
L’axe des abscisses est en unité de longueur d’onde. Les images sont focalisés à des distances
focales de 0, λ4 ,

λ
2 , λ.

III.6-c Résolution optimale

Nous avons montré qu’il était possible de construire des lentilles plates à base de métama-
tériaux hyperboliques, et que ce type de lentille pouvait être optimisé de façon à obtenir une
distance focale jusqu’à une longueur d’onde tout en conservant une transmission supérieure
à 20 %, mais jusqu’à présent nous n’avons pas cherché à optimiser la résolution.

D’après Pendry [2], un métamatériau main gauche d’indice -1 permettrait d’obtenir une
résolution parfaite. Une démonstration expérimentale d’un métamatériau main gauche consti-
tué d’un empilement d’argent et de TiO2 a été récemment publiée [84]. La structure est pério-
dique (3 motifs) et basée sur un motif complexe (Argent-TiO2-Argent-TiO2-Argent). Selon
les auteurs, leur structure est un métamatériau main gauche d’indice effectif -1, permettant
d’obtenir des images dans l’ultra violet, mais la résolution sub longueur d’onde ne serait pas
obtenue à cause des pertes optiques.

Nous proposons ici une structure similaire mais plus simple que celles proposées par ces
auteurs : un empilement périodique d’argent et de TiO2 [92, 93] afin de construire entre autre
un métamatériau d’indice -1. Nous allons chercher à optimiser la structure pour obtenir une
résolution sous longueur d’onde à une distance focale allant au delà de λ

4 (limite dans l’air).

La construction d’une lentille plate optimale est guidée par l’indice effectif et la figure de
mérite, tous deux obtenus par variation du facteur de forme hm

hd
, où hd sera l’épaisseur d’une

couche de TiO2 et hm l’épaisseur d’une couche métallique, et variation de la longueur d’onde.
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La résolution optique d’un métamatériau indéfini est directement obtenue à partir de la
fonction de transmission, elle même directement reliée à la figure de mérite FOM, et à la
distance focale, selon l’expression obtenue précédemment (III.54) :

|T r(kx)| = e−=(K̄z(0))ee
− k2

x
2k0

e
|neff |FOM (III.56)

Cette expression montre qu’une figure de mérite élevée permet un transport de détails
sous longueur d’onde efficace jusqu’à la sortie de la lentille. Ce mécanisme est alors capable
d’augmenter la résolution optique. On peut ainsi augmenter la distance focale jusqu’une
longueur d’onde tout en conservant une image super résolue. Il sera donc très intéressant de
chercher une structure avec un FOM le plus grand possible afin d’optimiser la résolution.
Cette figure de mérite et l’indice effectif de la structure définis dans la section précédente
par la relation (III.20) sont obtenus à partir du diagramme de bande complexe pour un
empilement d’argent et de TiO2, par variation du facteur de forme hm

hd
et de la longueur

d’onde λ à des fréquences réduites fixes (Dλ ).

La figure III.13 représente les cartes de la figure de mérite et de l’indice effectif pour deux
fréquences réduites D

λ = 0.11 et D
λ = 0.16. Les courbes iso indices de valeur −1, −2.5, −5,

sont superposées sur les deux cartes de la figure de mérite.

Ces cartes montrent que les indices effectifs peuvent prendre une valeur allant de −1 à
−10 pour des facteurs de forme variant de 0 à 5 et des longueurs d’onde comprises entre 330
et 420 nm. Ces indices effectifs augmentent en valeur absolue avec la longueur d’onde pour
un facteur de forme constant. Il est donc bien possible d’obtenir un métamatériau d’indice
effectif −1, à partir d’un empilement périodique d’argent et de TiO2 sans pour autant que
ce soit un milieu de permittivité et de perméabilité effectives −1. Chaque point de la courbe
iso-indice −1 correspond à un milieu différent mais ils se comportent tous pour un faisceau
comme un milieu d’indice effectif −1.

La taille de la courbe iso indice -1 augmente lorsque la fréquence réduite augmente. Dans
ce cas, les possibilités pour construire un métamatériau d’indice -1 sont plus nombreuses. Il
a cependant été montré que la résolution est gouvernée par la figure de mérite. Le figure de
mérite doit être élevée pour une meilleure résolution. Pour optimiser la résolution d’une telle
structure, nous cherchons alors parmi tous les couples solutions de la courbe iso indice, ceux
ayant un facteur de mérite le plus élevé.

Les cartes de figure de mérite montrent que la FOM construite à partir des permittivités
complexes de l’argent et du TiO2 est optimale à une fréquence réduite de 0.11, pour une
longueur d’onde de 400 nm et un facteur de forme de 1.3. Ainsi, avec ces deux cartes, tous
les éléments sont réunis pour choisir les paramètres de la structure dans le but d’obtenir un
métamatériau d’indice effectif choisi avec une résolution optimale.

Prenons l’exemple du métamatériau d’indice −1. La superposition de la courbe iso indice
-1 et des cartes de facteur de mérite montre que le point de la courbe ayant un facteur optimal
égale à 2, est obtenue pour une longueur d’onde de 358 nm, et un facteur de forme de 1.07. Ce
qui correspond aux épaisseurs d’argent hm = 28nm et de TiO2 hd = 30nm. Ces paramètres
sont très proche des paramètres utilisés dans la démonstration expérimentale proposée par
T.Xu et al [84].
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Figure III.13 – Cartes d’indice effectif((a), (b)) et figure de mérite ((c), (d)) en fonction de
la longueur d’onde et du facteur de forme métal/diélectrique pour deux fréquences réduites
D
λ = 0.11 et D

λ = 0.16. Les courbes iso indices −1, −2.5, −5 (respectivement rouge, vert et
bleu), sont superposées aux cartes de la figure de mérite.

Cependant, la résolution étant optimale pour une figure de mérite élevée, il est intéressant
d’étudier la résolution sur un cas présentant une figure de mérite deux fois plus grand. Ce
qui est possible pour une fréquence réduite de 0.11. La figure de mérite est plus grand que 4,
mais elle est obtenue pour une courbe iso indice de −5 à une longueur d’onde de 398 nm et
pour un facteur de forme de 1.28 nm.

Nous allons maintenant comparer la résolution obtenue pour ces deux structures op-
timales. L’étude de la résolution est faite à partir de la fonction de transfert paraxiale
T p = |T r(kx)||t0(kx, f)|, avec

|T r(kx)| = e−=(K̄z(0))ee
− k2

x
2k0

e
|neff |FOM (III.57)

Dans notre modèle, l’influence de la transmission singulière contrôlée par les résonances
a été négligée, et la transmission régulière dérivée du modèle paraxial est supposée prévoir
le comportement général de la propagation du faisceau lumineux dans la structure. Pour
valider ce modèle, la fonction de transfert exacte a été calculée avec une méthode basée
sur les matrices S [65] et comparée à l’approche paraxiale sur la figure III.14. La ligne solide
représente la fonction de transfert exacte, et les lignes en pointillé correspondent à la fonction
de transfert paraxiale. Les premières observations semblent valider le modèle de la fonction
de transfert paraxiale.

Ces courbes ont été tracées pour les deux cas définis précédemment, soit pour les indice
effectifs −1 et −5. Nous appellerons ces cas respectivement IM−1 et IM−5.
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Nous avons choisi d’étudier trois cas sur la figure III.14, en traçant pour chaque cas la
fonction de transfert à travers la lentille, l’intensité du profil gaussien à la distance focale et
la carte du champ magnétique en sortie de lentille. Le premier cas ((a)-(c)) et deuxième cas
((d)-(f)) correspondent respectivement à l’étude de l’indice effectif IM−1 et IM−5, lorsque
la distance focale image est de λ

2 . Le troisième cas ((g)-(i)), représentera uniquement le cas
IM−5, mais pour une structure présentant un foyer image très faible de λ

17 . D’après la relation
(III.49) et l’indice effectif étant fixé, pour obtenir la distance focale souhaitée selon le cas, il
suffit d’augmenter ou de diminuer le nombre de période de l’empilement.

Le faisceau gaussien initial est défini avec un waist sous longueur d’onde de λ
20 , focalisé

sur l’interface d’entrée de la lentille. Les courbes (a) et (d) montrent que la pente de la
fonction de transfert diminue lorsque la figure de mérite est plus élevée. Les trois premières
courbes (a), (d), (g), font apparaître des oscillations autour de kx = ±1.2k0. Ces oscillations
correspondent aux pôles de la partie singulière. Ces résonances sont limitées aux bords de
l’interface de sortie de la lentille, mais selon les cartes de champ magnétique (c) et (f), elles
interviennent uniquement pour le métamatériau d’indice effectif −5. Bien que ces modes de
surfaces ne soient pas pris en compte dans le modèle de la fonction de transfert paraxiale,
les courbes (b), (c), (h) qui représentent le profil d’intensité du champ à la distance focale,
sont en parfait accord avec le modèle exact rigoureux. Ceci valide définitivement le modèle
paraxial. A partir de ces courbes, une étude sur la résolution est menée à partir de la largeur
à mi hauteur des profils d’intensité.

Ces résultats montrent que la résolution est sous longueur d’onde avec une valeur de λ
2.7

pour le métamatériau d’indice effectif −5, alors qu’elle est seulement de λ
1.9 pour le métama-

tériau d’indice effectif −1, pour une distance focale image de λ
2 du bord. La figure de mérite

est deux fois plus importante pour le métamatériau d’indice −5 que pour celui d’indice −1,
ce qui montre bien que la résolution est très fortement liée au facteur de mérite.

Les courbes de la figure III.15 représentent la résolution optique en fonction de la distance
focale exprimée en unité de longueur d’onde. La courbe rouge représente les résultats obtenus
pour le métamatériau d’indice −5 avec un facteur de mérite de 4, et la courbe bleue, sont
obtenus avec le métamtériau d’indice effectif −1, présentant un facteur de mérite de 2. La
super résolution est obtenue pour le métamatériau d’indice −5 jusqu’à une distance focale
proche d’une longueur d’onde au delà du régime de canalisation. Elle est optimale avec une
valeur de λ

6 lorsque l’image est placée sur l’interface de sortie de la lentille. Ceci correspond
au cartes (g), (h), (i) de la figure III.14.

La résolution obtenue avec un métamatériau d’indice effectif −1, dont la figure de mé-
rite est plus faible ne permet pas d’obtenir les mêmes résultats. La résolution sous longueur
d’onde est obtenue jusqu’à une distance de λ

3 , qui correspond à un empilement de 3 périodes.
Au delà de cette distance les détails sous longueur d’onde transportés par les grandes valeurs
de k, sont complètement perdus à cause des pertes optiques.
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Figure III.14 – (a)(d)(g) : Logarithme de la fonction de transfert, (b)(e)(h) Intensité du
profil gaussien obtenue à la distance focale. Les courbes pleines et pointillé correspondent
respectivement à la fonction de transfert exacte et à la fonction de transfert T p paraxiale.
(c)(f)(i) représente les cartes du champ magnétique à la sortie de la structure. (a)-(f) : Cas
IM−1 et IM−5 tracés à une distance focale de λ

2 et (g)-(i) Cas IM−5 pour une distance focale
de λ

17 .



III.7 Conclusion 74

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
 

 

IM-5:  n=-5, FOM=4

IM-1:  n=-1, FOM=2

Super-resolution

λ

λ/2

λ/3

λ/4

λ/5

λ/6

Figure III.15 – Résolution optique en fonction de la distance focale (en unité de longueur
d’onde) pour les matériaux d’indice effectif −1 et d’indice effectif −5.

Ces résultats démontrent l’importance du facteur de mérite pour le transport des éva-
nescents et ultimement, pour la résolution des lentilles hyperboliques. L’augmentation du
facteur de mérite permet d’optimiser le champ régulier, et il augmente aussi la contribu-
tion du champ singulier. Le champ singulier s’accompagnant d’une certaine amplification des
évanescents, il contribue lui aussi à la super résolution.

III.7 Conclusion

Nous avons montré qu’on pouvait considérer une épaisseur d’un matériau hyperbolique
bien choisi comme une véritable lentille. Ce type de lentille est capable de faire une image d’un
objet qui ne soit pas collée à la lentille, et nous avons montré qu’on pouvait écrire une relation
de conjugaison pour les lentilles hyperboliques [94]. Nous avons proposé un formalisme pour
décrire la propagation de la lumière dans la structure hyperbolique, et mis en évidence le rôle
crucial joué par l’indice effectif et le facteur de mérite.

D’autre part, nous avons montré qu’il y avait une place importante à accorder à l’optimi-
sation de la structure en se basant directement sur le formalisme que nous avons introduit -
notamment en maximisant la figure de mérite [95]. C’est ainsi qu’on peut obtenir des trans-
missions réellement élevées (de l’ordre de 20%), ou conserver une super résolution jusqu’à
une distance de λ de la lentille. Les résultats expérimentaux récemment publiés dans Nature
[84] ne correspondent donc pas encore à une limite ultime en ce qui concerne la résolution,
contrairement à ce que les auteurs laissent entendre.
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IV Non-localité

La description classique des métaux d’un point de vue optique est basée sur le modèle de
Drude, qui néglige toute forme d’interaction entre électrons à l’intérieur du métal. Prendre
en compte ces interactions conduit à décrire les métaux comme des milieux non-locaux, pour
lesquels la polarisation du milieu en un point donné ne dépend plus seulement du champ
électrique en ce point. Les structures étudiées dans les chapitres précédents sont composées
de matériaux métalliques très minces qui peuvent être, à ces épaisseurs, sensibles à la non
localité [96, 97, 98]. Dans cette partie, nous allons décrire de façon analytique et numérique
l’impact de la non localité sur des empilements métallo diélectriques. Notre étude s’appuiera
sur le modèle hydrodynamique, permettant dans ce cas de prendre en compte la réponse
fondamentalement non-locale des électrons liés.

La première partie décrit brièvement le modèle hydrodynamique et la conséquence de la
non localité sur la forme des champs électriques et magnétiques au sein de la structure. Une
relation de dispersion pour des empilements périodiques métallo-diélectriques est ensuite
proposée, en tenant compte de la non-localité. Enfin, nous adaptons l’algorithme des
matrices de diffusion au cas non-local. Cette adaptation nous permet de simuler plus
rigoureusement le comportement des structures considérées, y compris dans le cas où elles
ne sont pas périodiques. Cette étude nous permet dans la dernière partie d’estimer l’impact
de la non-localité sur la valeur de la distance focale d’une lentille plate ou encore sur la
conception d’une lentille d’indice −1 récemment publiée[84].
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IV.1 Nécessité du modèle hydrodynamique

IV.1-a Historique

Les métamatériaux reposent souvent sur l’utilisation de milieux métalliques. Les carac-
téristiques optiques de ces derniers sont largement dominées par la réponse des électrons de
conduction. Un morceau de métal est ainsi essentiellement un plasma conducteur pour la
lumière.

Généralement la dynamique des électrons de conduction est le plus souvent approximée
par le modèle de Drude, développé il y a plus d’un siècle, mais toujours pertinent. La permit-
tivité d’un milieu dans le cadre de ce modèle est donnée par

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + iωτ
, (IV.1)

où ωp est la fréquence de plasma et τ le temps de collision. Le modèle de Drude permet
d’expliquer la plupart des phénomènes qui peuvent intervenir en présence de métaux, comme
les modes de surfaces propres aux structures plasmoniques (plasmons de surface).

Mais il n’en donne pas une description suffisamment précise. La réponse d’un métal ou
d’un semi-conducteur hautement dopé est plus complexe, et le modèle de Drude ne suffit
plus. C’est particulièrement vrai lorsque la taille des structures métalliques considérées se
rapproche du nanomètre. A cette échelle, les interactions entre les électrons de conduction
ne peuvent plus être négligées, comme c’est le cas dans le modèle de Drude [4, 99]. Tenir
compte de ces interactions impose de considérer le milieu comme non-local : le champ ~D en un
point ne dépend plus seulement du champ électrique en ce même point, mais du champ élec-
trique environnant. On ne peut donc plus simplement décrire le métal en utilisant une simple
permittivité. D’autres phénomènes, d’origine quantique, peuvent aussi intervenir [100]. Une
nouvelle modélisation de la réponse des métaux devient clairement nécessaire.

Un des modèles les plus simples proposé pour prendre en compte la non-localité est le
modèle hydrodynamique, développé par la communauté des plasmas, et étendu à l’optique
dans les années 60 [101]. Le gaz d’électrons est alors décrit comme un fluide confiné dans le
métal et obéissant à une équation de Navier-Stokes. Dans celle-ci apparaît un terme de pres-
sion qui prend en compte à la fois l’interaction coulombienne entre électrons et l’interaction
d’échange, purement quantique.

De nombreux travaux ont été menés sur le modèle hydrodynamique dans les années
80 [101, 102, 103, 104, 105, 106], en même temps que d’autres modèles étaient proposés
[107, 108]. Mais à l’époque, aucune expérience ne permettait de mettre ces effets en évidence,
et même si certains travaux théoriques prédisaient que de tels effets pouvaient avoir un im-
pact [109, 97], la non-localité des métaux est un sujet d’étude qui est longtemps tombé en
désuétude.

Des expériences récentes [4] ont remis le modèle au goût du jour, en montrant que la
non-localité a un véritable impact sur la résonance de nanosphères couplées à un film et que
cet impact peut être décrit finement par le modèle hydrodynamique. Il a le mérite d’être très
physique, de permettre des calculs analytiques et d’être aisément implémentable dans des
simulations de type éléments finis. Il a longtemps été considéré que ce modèle exagère les
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effets non-locaux, mais il a été montré récemment que c’est sans doute à cause d’un mauvais
choix de conditions aux limites [110]. Si le modèle hydrodynamique ne décrit pas aussi bien
la physique complexe des limites du plasma qu’une approche quantique complète, il donne
l’influence de la non-localité avec une bonne approximation et reste le seul qui puisse le faire
pour des structures complexes comme les milieux hyperboliques.

IV.1-b Modèle hydrodynamique

La réponse des métaux est en fait constituée de la réponse des électrons libres (qu’on peut
décrire avec un modèle hydrodynamique) et de celle des électrons liés, qu’on peut considérer
comme un milieu diélectrique standard, local. Les interactions entre électrons liés sont en
effet essentiellement des interactions dipôle-dipôle, moins intenses que celles entre électrons
libres, et à moins longue portée [110].

Les électrons libres vont, en se déplaçant, créer un courant ~J à l’intérieur du métal. Ce
courant peut être vu comme une polarisation effective ~Pf . Les électrons liés, vont créer une
polarisation ~Pb du milieu. La polarisation totale présentée par un milieu sous l’effet d’un
champ électrique, sera donc la superposition de la contribution des électrons liés, et de celle
des électrons libres. Le vecteur total de polarisation est ~P = ~Pb + ~Pf .

La contribution ~Pb est donnée par ~Pb = ε0χb ~E, où χb est la susceptibilité des électrons de
conduction. La contribution ~Pf , peut être définie à partir du courant de déplacement ~J par

~̇Pf = ~J. (IV.2)

En utilisant ces expressions dans les équations de Maxwell, nous avons

~D = ε0
~E + ~Pb + ~Pf (IV.3)

Soit, en supposant que le flux de densité électrique vérifie ~∇. ~D = 0

ε0
~∇. ~E + ~∇. ~Pb + ~∇. ~Pf = 0 (IV.4)

En remplaçant, ~Pb par son expression ε0χb ~E, et en supposant que la susceptibilité des
électrons liés χb est locale,

~∇. ~Pf = −ε0(1 + χb) ~∇. ~E. (IV.5)

Il est possible de relier la densité de courant des électrons libres au champ électrique
appliqué en utilisant le modèle hydrodynamique. Le modèle hydrodynamique est basé sur
l’équation d’Euler, prenant en compte les termes de pression quantique. En utilisant la défi-
nition du courant de déplacement énoncé précédemment (IV.2), puis en supposant les termes
non linéaires négligeables [106], le modèle hydrodynamique permet de lier la quantité ~Pf au
champ électrique :

−β2 ~∇(~∇. ~Pf ) + ~̈Pf + γ ~̇Pf = ε0ω
2
p
~E, (IV.6)

où γ est le facteur d’amortissement, β le paramètre non local proportionnel à la vitesse de
Fermi et ωp la fréquence de plasma. Le paramètre β correspond au paramètre de non localité,
prenant en compte les interactions colombiennes, et la pression quantique existant entre les
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électrons libres dans le métal. Des résultats récents suggèrent que la valeur de β donnée par
la théorie, soit

√
5
3
EF
m où Ef est le niveau de Fermi et m la masse effective des électrons libres

dans le métal, est en bon accord avec l’expérience, au moins pour l’or[4]. Dans la suite, nous
supposerons que c’est aussi le cas de l’argent.

Pour les autres paramètres, comme γ et ωp ainsi que la permittivité associée aux électrons
liés, nous nous sommes basés sur les valeurs données par Rakic et al.[111], issues de fits très
précis de mesures expérimentales de la permittivité des métaux.

En supposant que la solution est de forme harmonique (dépendance en e−iωt), les deux
équations précédentes (IV.5) et (IV.6), et le vecteur de polarisation ~Pf peuvent s’écrire :

~Pf = −ε0

ω2
p

ω2 + iγω

(
~E − (1 + χb)

β2

ω2
p

~∇(~∇. ~E)

)
, (IV.7)

Par analogie avec le terme polarisation des électrons liés ~Pb, nous pouvons déterminer une
susceptibilité effective des électrons libre telle que ~Pf ∝ ε0χf ~E, soit

χf = −
ω2
p

ω2 + iγω
, (IV.8)

ce qui donne

~Pf = ε0χf

(
~E − (1 + χb)

β2

ω2
p

~∇(~∇. ~E)

)
. (IV.9)

Cette susceptibilité correspond à celle du modèle de Drude. Ainsi, les polarisations cor-
respondant aux électrons liés et aux électrons libres sont clairement distinguées.

IV.2 Ondes transverses et ondes longitudinales

Les milieux sont toujours supposés non magnétiques, isotropes et homogènes. La dépen-
dance en temps est harmonique en e−iωt et le problème est supposé indépendant de la variable
y. Les équations de Maxwell s’écrivent maintenant :

~∇∧ ~E = iωµ0
~H (IV.10)

~∇∧ ~H = −iω
(
ε0(1 + χb) ~E + ε0χf ( ~E − (1 + χb)

β2

ω2
p

~∇(~∇. ~E))

)
(IV.11)

= −iωε0ε
(
~E − α~∇(~∇. ~E)

)
(IV.12)

On retrouve la permittivité relative locale du métal ε,

ε = 1 + χb + χf (IV.13)

On définit également un nouveau terme α :

α =
χf (1 + χb)

ε

β2

ω2
p

(IV.14)

=
β2

ω2
p

1+χb
− ω2 − iγω

. (IV.15)
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En développant le système (IV.12), nous obtenons les 6 équations suivantes,

−∂zEy = iω µ0Hx (IV.16)

∂zEx − ∂xEz = iω µ0Hy (IV.17)

∂xEy = iω µ0Hz (IV.18)

−∂zHy = −iωε0ε
(
Ex − α∂2

xEx − α∂x∂zEz
)

(IV.19)

∂zHx − ∂xHz = −iωε0εEy (IV.20)

∂xHy = −iωε0ε
(
Ez − α∂2

zEz − α∂x∂zEx
)

(IV.21)

Comme pour le cas local, nous pouvons séparer ce système en deux sous-systèmes selon
la polarisation étudiée [110].

IV.2-a Cas de la polarisation transverse électrique

En polarisation transverse électrique, les composantes étudiées sont Ey, Hx et Hz et elles
obéissent aux équations

−∂zEy = iω µ0Hx (IV.22)

∂xEy = iω µ0Hz (IV.23)

∂zHx − ∂xHz = −iωε0εEy (IV.24)

Ce sous système est identique au sous-système obtenu dans le cas purement local. L’effet de la
non localité n’a donc aucun impact sur la propagation du champ lorsque le faisceau incident
présente un champ électrique suivant y.

IV.2-b Cas de la polarisation transverse magnétique

Les composantes des champs étudiés sont Hy, Ex et Ez, et le système correspondant
s’écrit,

∂zEx − ∂xEz = iω µ0Hy (IV.25)

−∂zHy = −iωε0ε
(
Ex − α∂2

xEx − α∂x∂zEz
)

(IV.26)

∂xHy = −iωε0ε
(
Ez − α∂2

zEz − α∂x∂zEx
)

(IV.27)

Par transformation de ce système en couplant les équations (IV.26) et (IV.27), nous ob-
tenons le système suivant :

∂zEx − ∂xEz = iω µ0Hy (IV.28)(
1− α

(
∂2
x + ∂2

z

))
Ex =

(
1− α

(
∂2
x + ∂2

z

))
iωε0 ε

∂zHy (IV.29)

(
1− α

(
∂2
x + ∂2

z

))
Ez = −

(
1− α

(
∂2
x + ∂2

z

))
iωε0 ε

∂xHy. (IV.30)

Pour résoudre ce système, il est nécessaire d’appliquer l’inverse de l’opérateur (1−α
(
∂2
x + ∂2

z

)
)

de part et d’autre de l’équation. La solution dans ce cas est celle trouvée avec les équations
simplifiées, à une solution appartenant au noyau de l’opérateur près. Comme nous allons le
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voir, une fois l’opérateur simplifié de part et d’autre, on retrouve les équations usuelles. La
solution correspondante est la solution usuelle. Mais à cause de la non-localité, une solution
supplémentaire des équations apparaît.

Ondes Transversales

Après simplification des équations précédentes, il vient

∂zEx − ∂xEz = iω µ0Hy (IV.31)

Ex =
1

iωε0 ε
∂zHy (IV.32)

Ez = − 1

iωε0 ε
∂xHy. (IV.33)

Le système dans ce cas est le même que celui obtenu pour un matériau supposé local et
éclairé avec une polarisation TM. L’équation de propagation sera la même que pour le cas
ordinaire, soit :

∇2 ~H + ε k2
0
~H = ~0, (IV.34)

En résolvant cette équation, nous retrouvons la relation de dispersion suivante

~k2 = ε k2
0 = ε

ω2

c2
. (IV.35)

Les équations précédentes vérifient bien ~∇. ~E = 0, le champ électrique est donc une onde
transverse puisqu’il est orthogonal au vecteur d’onde ~k lorsqu’il est propagatif. Cette solution
transversale est bien la solution standard des équations de Maxwell locales.

Ondes longitudinales

On doit ajouter à la solution précédente une solution appartenant au noyau de l’opérateur
(1− α

(
∂2
x + ∂2

z

)
). Dans ce cas, le système (IV.30) peut s’écrire

∂zEx − ∂xEz = iω µ0Hy (IV.36)

−∂zHy = −iωε0ε
(
Ex − α∂2

xEx − α∂x∂zEz
)

(IV.37)

−α
(
∂2
x + ∂2

z

)
Ex + Ex = 0 (IV.38)

Une combinaison linéaire de ces équations permet d’obtenirHy = 0. Ainsi, la solution que
nous cherchons n’a pas de champ magnétique. Cette solution mène à ~∇∧ ~E = ~0, ce qui signifie
que le champ électrique est dans ce cas une onde longitudinale, car le champ électrique est
parallèle au vecteur d’onde. Ces ondes longitudinales correspondent à un "bulk" plasmon :
une onde longitudinale similaire au son dans un plasma.

Ce champ électrique vérifiera la condition obtenue avec l’équation (IV.36) :

∂zEx = ∂xEz. (IV.39)

Dans ce cas, l’équation de propagation pour les ondes transverses n’est plus valable. Ce-
pendant, lorsque le champ magnétique est nul, l’équation de maxwell (IV.11) permet d’obte-
nir une nouvelle relation vérifiée par ces ondes longitudinales

~∇~∇. ~E − 1

α
~E = ~0. (IV.40)
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En remplaçant α par sa valeur, la relation de dispersion d’un plasmon (“bulk”) s’écrit

~k2 = − 1

α
=

1

β2

(
ω2 −

ω2
p

1 + χb
+ iγω

)
. (IV.41)

Forme générale des champs

Finalement, lorsqu’une structure métallique de permittivité εm est étudiée en polarisation
TE, la non localité n’a pas d’impact sur la propagation des ondes dans la structure. L’étude
sera la même que celle proposée dans les parties précédentes.

Lorsque la polarisation prise en compte est transverse magnétique, l’onde résultante étu-
diée est la superposition de deux ondes, une onde transverse et une onde longitudinale.

L’onde transverse correspond à la solution connue des équations de Maxwell locales. Cette
onde vérifie l’équation de propagation

∇2 ~H + ε k2
0
~H = ~0, (IV.42)

Dans le métal ces ondes seront supposées évanescentes et de vecteur d’onde iκt, car on
suppose qu’on est en dessous de la fréquence de plasma. Les composantes des champs élec-
triques et magnétiques s’écrivent alors

Hym = (Aie
−κtz +Bie

κtz)ei(kxx−ωt) (IV.43)

Etx =
iκt

ωε0εm
(Aie

−κtz −Bieκtz)ei(kxx−ωt) (IV.44)

Etz =
−kx
ωε0εm

(Aie
−κtz +Bie

κtz)ei(kxx−ωt). (IV.45)

Avec κt =
√
k2
x − εdk2

0 et k0 = ω
c .

L’onde longitudinale, elle, vérifie l’équation de propagation

~∇~∇. ~E − 1

α
~E = ~0. (IV.46)

Le champ magnétique associé à cette onde H`
y est nul. La résolution de l’équation de

propagation et la condition donnée par les équations de Maxwell pour cette onde (IV.39),
(Ez = 1

i kx
∂zEx), nous permettent de déterminer les expressions du champ électrique associé :

E`x =
1

ωε0
(Cie

−κ`z +Die
κ`z)ei(kxx−ωt) (IV.47)

E`z =
−κ`
ikxωε0

(Cie
−κ`z −Die

κ`z)ei(kxx−ωt) (IV.48)

Avec,

κl =

√
k2
x +

ω2
p

β2

(
1

χf
+

1

1 + χb

)
(IV.49)

IV.2-c Condition aux limites supplémentaires

L’introduction de la non localité dans des matériaux métalliques introduit par rapport
à un matériau supposé local une onde supplémentaire. Il va falloir déterminer l’amplitude
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Figure IV.1 – Structure type miroir de Bragg

avec laquelle cette onde est excitée. Pour déterminer cette amplitude, une nouvelle condi-
tion aux limites est nécessaire par rapport aux conditions usuelles. Nous avons considéré la
réponse des électrons libres non locale mais celle des électrons liés est supposée locale. La
seule hypothèse physiquement valable et qu’au passage d’une interface entre une épaisseur
de diélectrique et une couche métallique, les électrons libres ne peuvent pas quitter le métal.
Ainsi, la composante normale aux interfaces métal/diélectrique du vecteur polarisation ~Pf

associée aux électrons libres doit s’annuler à l’interface [110].

La condition aux limites supplémentaire dans un problème prenant en compte la non
localité est exprimée par Pfz = 0.

IV.3 Relation de dispersion pour un empilement métallo di-
électrique

Nous considérons un empilement métallo-diélectrique périodique représenté sur la figure
IV.1, éclairé en polarisation TM, seule polarisation à être sensible aux effets de la non-localité.
Nous supposons la structure éclairée avec par onde plane.

IV.3-a Expressions des champs électriques et magnétiques

Dans une couche de diélectrique de permittivité εd et d’épaisseur hd, les champs élec-
triques et magnétiques s’écrivent :

Hyd(x, z, t) = (Ai e
i kd z +Bi e

−i kd z)ei(kx x−w t)

Ex(x, z, t) =
kd

ω ε0 εd
(Ai e

i kd z −Bi e−i kd z)ei(kx x−w t)

Ez(x, z, t) =
−kx
ω ε0 εd

(Ai e
i kd z +Bi e

−i kd z)ei(kx x−w t)

(IV.50)

Avec kd =
√
εdk

2
0 − k2

x et k0 = ω
c .

Dans une couche métallique de permittivité εm et d’épaisseur hm, les champs électriques
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et magnétiques sont composés de l’onde longitudinale et de l’onde transverse :

Hym(x, z, t) = (Ai e
−κt z +Bi e

κt z) + ei(kx x−w t)

Etx(x, z, t) =
i κt

ω ε0 εm
(Ai e

−κt z −Bi eκt z)ei(kx x−w t)

E`x(x, z, t) =
1

ω ε0
(Ci e

−κ` z +Di e
κ` z)

]
ei(kx x−w t)

Etz(x, z, t) =
−kx

ω ε0 εm
(Ai e

−κt z +Bi e
κt z)ei(kx x−w t)

E`z(x, z, t) =
−κ`

i kx ω ε0
(Ci e

−κ` z −Di e
κ` z)ei(kx x−w t)

(IV.51)

Avec κt =
√
k2
x − εdk2

0 et κl =

√
k2
x +

ω2
p

β2

(
1
χf

+ 1
1+χb

)
.

IV.3-b Relations nécessaires

Dans le diélectrique

D’après les matrices d’Abélès (voir Annexe), les champs électriques et magnétiques dans
une couche de diélectrique d’épaisseur hd vérifient :(

Hyd

Ex

)
z+hd

=

(
cos(kd hd)

i ω ε0 εd
kd

sin(kd hd)
i kd

ω ε0 εd
sin(kd hd) cos(kd hd)

)(
Hyd

Ex

)
z

(IV.52)

Dans le métal

De la même façon, les champs électriques et magnétiques transverses dans une couche de
métal d’épaisseur hm vérifient :(

Hym

Etx

)
z+hm

=

(
cosh(κt hm) i ω ε0 εm

κt
: sinh(κt hm)

κt
i ω ε0 εm

sinh(κt hm) cosh(κt hm)

)(
Hym

Etx

)
z

(IV.53)

En utilisant la même méthode, nous montrons que les champs électriques longitudinaux
dans cette même couche de métal vérifient :(

E`x
E`z

)
z+hm

=

(
cosh(κ` hm) i kx

κ`
sinh(κ` hm)

κ`
i kx

sinh(κ` hm) cosh(κ` hm)

)(
E`x
E`z

)
z

(IV.54)

Conditions aux limites

Au passage de l’interface entre un métal et un diélectrique, les champs électriques et
magnétiques Ex(z) et Hy(z) sont continus. La continuité du champ Ex(z) à l’interface entre
diélectrique et métal en z = 0 et z = hm nous permet d’écrire :{

Ex(0) = E`x(0) + Etx(0)

Ex(hm) = E`x(hm) + Etx(hm)
(IV.55)

Celle du champ Hy(z) à l’interface entre diélectrique et métal en z = 0 et z = hm nous
donne : {

Hyd(0) = Hym(0)

Hyd(hm) = Hym(hm)
(IV.56)
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Conditions aux limites supplémentaires

Les conditions aux limites supplémentaires sont données par Pfz = 0 à l’interface entre
un diélectrique et un métal.

L’équation de Maxwell non locale (IV.12) permet de donner une expression simple du
vecteur de polarisation Pf des électrons libres :

~Pf = − 1

i ω
~∇∧ ~Hm − ε0(1 + χb) ~Em (IV.57)

En projetant cette expression sur l’axe perpendiculaire aux interfaces z, l’expression
s’écrit

Pfz = − 1

i ω
(~∇∧ ~Hm)z − ε0(1 + χb)Ezm (IV.58)

Soit,

Pfz = − 1

i ω
∂x Hym − ε0 (1 + χb) Ezm (IV.59)

Or, le champ électrique total dans la couche de métal est une superposition du champ
électrique transverse et longitudinal

Ezm(z) = E`z(z) + Etz(z) (IV.60)

Et, d’après les équations de Maxwell pour une onde transverse (IV.33), donc supposée
purement locale, le champ électrique transverse est donné par

Etz = − 1

i ω ε0 εm
∂x Hym(z) (IV.61)

De plus
∂x Hym(z) = i kx Hym(z) (IV.62)

L’expression de Pfz(z) peut être mis sous la forme

Pfz(z) = −kx
ω
Hym(z) − ε0 (1 + χb) [E`z(z) −

kx
ω ε0 εm

Hym(z)] (IV.63)

Ainsi, la condition supplémentaire Pfz = 0 s’écrit également :

E`z(z) =
−kx
ω ε0

(
1

1 + χb
− 1

εm

)
Hym(z) (IV.64)

Soit,
E`z(z) =

κ`
ω ε0 kx

ΩHym(z) (IV.65)

Avec Ω, paramètre caractérisant la non localité et donné par

Ω =
k2
x

κl

(
1

ε
− 1

1 + χb

)
. (IV.66)

Ce terme qui est un terme non local, faisant intervenir κl, s’annule en incidence normale.
La non localité n’intervient donc pas en incidence normale, parce que l’onde longitudinale

ne peut pas être excitée.
Lorsque cette condition supplémentaire est appliquée sur les deux interfaces du métal,

c’est à dire en z = 0 et z = hm nous obtenons le système suivant :
E`z(0) =

κ`
ω ε0 kx

ΩHym(0)

E`z(hm) =
κ`

ω ε0 kx
ΩHym(hm)

(IV.67)
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IV.3-c Système d’équations complet

A l’aide des différentes conditions énumérées précédemment, nous obtenons un système
de 12 équations, qui nous permettra de déterminer la relation de dispersion d’un empilement
métallo diélectrique :



Hym(hm) = cosh(κt hm)Hym(0) +
i ω ε0 εm

κt
sinh(κt hm) Etx(0)

Etx(hm) =
κt

i ω ε0 εm
sinh(κt hm)Hym(0) + cosh(κt hm) Etx(0)

E`x(hm) = cosh(κ` hm) E`x(0) +
i kx
κ`

sinh(κ` hm) E`z(0)

E`z(hm) =
κ`
i kx

sinh(κ` hm) E`x(0) + cosh(κ` hm) E`z(0)

Hyd(hm + hd) = cos(kd hd)Hyd(hm) +
i ω ε0 εd
kd

sin(kd hd) Ex(hm)

Ex(hm + hd) =
i kd

ω ε0 εd
sin(kd hd)Hyd(hm) + cos(kd hd) Ex(hm)

Ex(0) = E`x(0) + Etx(0)

Ex(hm) = E`x(hm) + Etx(hm)

Hyd(0) = Hym(0)

Hyd(hm) = Hym(hm)

E`z(0) =
κ`

ω ε0 kx
ΩHym(0)

E`z(hm) =
κ`

ω ε0 kx
ΩHym(hm)

(IV.68)

(IV.69)

(IV.70)

(IV.71)

(IV.72)

(IV.73)

(IV.74)

(IV.75)

(IV.76)

(IV.77)

(IV.78)

(IV.79)

(IV.80)

Plutôt que de chercher une expression explicite du déterminant correspondant à ce sys-
tème et vouloir l’annuler, nous allons éliminer une bonne partie des variables, pour l’exprimer
sous la forme suivante :

(
Hyd

Ex

)
hm+hd

=

(
C11 C12

C21 C22

)(
Hyd

Ex

)
0

(IV.81)

IV.3-d Résolution du système

Pour résoudre ce système, nous cherchons à obtenir :{
Hyd(hm + hd) = f(Hyd(0) , Ex(0))

Ex(hm + hd) = g(Hyd(0) , Ex(0))
(IV.82)

L’équation (IV.72) et (IV.73) du système (IV.80), nous donne une expression deHyd(hm+

hd) et de Ex(hm+hd), en fonction des champs Hyd(hm) et Ex(hm). Pour obtenir les relations
(IV.82) nous exprimons dans un premier temps, Hyd(hm) et Ex(hm) en fonction des termes
Hyd(0) et Ex(0), à l’aide des équations du système (IV.80).
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Expression de Hyd(hm)

En utilisant les équations (IV.68), (IV.71), (IV.74), (IV.76), (IV.77), (IV.78), (IV.79) du
système, le champ Hyd en z = hm peut être exprimé en fonction de Hyd(0) et Ex(0).

Après calcul, nous obtenons l’expression suivante :

Hym(hm) =
cosh(κthm) − εm

κt
Ω sinh(κt hm) tanh(κ` hm)

1 − εm
κt

Ω sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

Hyd(0)+
i ω ε0 εm

κt
sinh(κt hm)

1 − εm
κt

Ω sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

Ex(0)

(IV.83)

Expression de Ex(hm)

En utilisant les équations (IV.69),(IV.70),(IV.71),(IV.74) (IV.75), (IV.76), (IV.78), du
système (IV.80), le champ Ex en z = hm en fonction de Hyd(m) et Ex(0), est donné par

Ex(hm) =
i Ω
ω ε0

(cosh(κ` hm)− cosh(κt hm))

sinh(κ` hm)
Hym(hm)

+

[
(

κt
i ω ε0 εm

sinh(κt hm) +
i Ω

ω ε0
sinh(κ` hm)

−
i Ω
ω ε0

[cosh(κ` hm)− cosh(κt hm)] cosh(κ` hm)

sinh(κ` hm)

]
Hyd(0)

+ cosh(κt hm) Ex(0)

(IV.84)

Soit en fonction de Hyd(0) et Ex(0) :

Ex(hm) =

[(
i Ω
ω ε0

(cosh(κ` hm)− cosh(κt hm))

sinh(κ` hm)

) (
cosh(κt hm) − Ω εm

κt
sinh(κt hm) tanh(κ` hm)

1 − Ω εm
κt

sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

)

+

(
(

κt
i ω ε0 εm

sinh(κt hm) +
i Ω

ω ε0
sinh(κ` hm)

−
i Ω
ω ε0

[cosh(κ` hm)− cosh(κt hm)] cosh(κ` hm)

sinh(κ` hm)

)]
Hyd(0)

+

[
cosh(κt hm) +

(
i Ω
ω ε0

(cosh(κ` hm)− cosh(κt hm))

sinh(κ` hm)

)(
i ω ε0 εm

κt
sinh(κt hm)

1 − Ω εm
κt

sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

)]
Ex(0)

(IV.85)

Expression des champs Hyd(hd + hm) et Ex(hm + hd)

En utilisant les expressions du système général (IV.72) et (IV.73), ainsi que celle des
champsEx(hm) etHyd(hm) (IV.85) et (IV.83), obtenues précédemment, les champsHyd(hm+

hd) et Ex(hm + hd) peuvent être exprimés :


Hyd(hm + hd) = cos(kd hd)Hyd(hm) +

i ω ε0 εd
kd

sin(kd hd) Ex(hm)

Ex(hm + hd) =
i kd

ω ε0 εd
sin(kd hd)Hyd(hm) + cos(kd hd) Ex(hm)

(IV.86)
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Et mis sous la forme d’une matrice :(
Hyd

Ex

)
hm+hd

=

(
C11 C12

C21 C22

)(
Hyd

Ex

)
0

(IV.87)

Avec C11, C12, C21 et C22, les expressions suivantes :

Expression de C11

C11 =

[
cos(kd hd) cosh(κt hm) +

(
εd
kd

κt
εm

+
εd
kd

εm
κt

Ω2

)
sin(kd hd) sinh(κt hm)

− Ω εm
κt

cos(kd hd) cosh(κ` hm)
sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)

+
Ω εd
kd

sin(kd hd)

sinh(κ` hm)

(
2 − 2 cosh(κt hm) cosh(κ` hm)

)] (
1 − Ω εm

κt

sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)

)−1

(IV.88)

Expression de C12

C12 =

(
cos(kd hd) −

Ω εd
kd

[cosh(κ` hm)− cosh(κt hm)] sin(kd hd)

sinh(κ` hm)

)(
i ω ε0 εm

κt
sinh(κt hm)

1 − εm
κt

Ω sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

)

+
i ω ε0 εd
kd

sin(kd hd) cosh(κt hm)

(IV.89)

Expression de C21

C21 =

(
i kd

ω ε0 εd
sin(kd hd) +

i Ω
ω ε0

[cosh(κ` hm)− cosh(κt hm)] cos(kd hd)

sinh(κ` hm)

)
(

cosh(κt hm) − Ω εm
κt

sinh(κt hm) tanh(κ` hm)

1 − Ω εm
κt

sinh(κt hm)
sinh(κ` hm)

)

+
κt

i ω ε0 εm
cos(kd hd) sinh(κt hm) +

i Ω

ω ε0
cos(kd hd) sinh(κ` hm)

−
i Ω
ω ε0

[cosh(κ` hm)− cosh(κt hm)] cosh(κ` hm) cos(kd hd)

sinh(κ` hm)

(IV.90)

Expression de C22

C22 =

[
cos(kd hd) cosh(κt hm) − kd

εd

εm
κt

sin(kd hd) sinh(κt hm)

− εm
κt

Ω
sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)
cos(kd hd) cosh(κ` hm)

](
1 − Ω εm

κt

sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)

)−1 (IV.91)
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IV.3-e Pseudo-périodicité

La structure étudiée est périodique de période D, où D est l’épaisseur d’une période Métal
+ Diélectrique. Nous cherchons des solutions correspondant à des modes propagatifs dans la
structure, et pseudo périodiques. Les champs Hyd(hd + hm) et Ex(hm + hd) vérifient donc la
condition suivante :

(
Hyd

Ex

)
hm+hd

= e± i K D

(
Hyd

Ex

)
0

(IV.92)

Les deux solutions correspondent au champ montant (ei K D) et au champ descendant(e− i K D).
Le terme e± i K D correspond donc à deux valeurs propres du système.

Ainsi, le problème aux valeurs propres est le suivant

(
Hyd

Ex

)
hm+hd

=

(
C11 C12

C21 C22

)(
Hyd

Ex

)
0

= e± i K D

(
Hyd

Ex

)
0

(IV.93)

Les valeurs propres λ de ce système sont solution de l’équation caractéristique suivante :

det(C − λ I) = 0 (IV.94)

Soit ;

λ2 − (C11 + C22)λ− C12 C21 + C11 C22 = 0 (IV.95)

λ2 − Tr(C) λ+Det(C) = 0 (IV.96)

Le calcul du déterminant et des solutions de l’équation nous donne :

λ1,2 = e± i K D =
1

2

[
Tr(C)± i

√
4Det(C)− Tr(C)2

]
, si T r(C) < 4Det(C) (IV.97)

Ou

λ1,2 = e± i K D =
1

2

[
Tr(C)±

√
Tr(C)2 − 4Det(C)

]
, si T r(C) > 4Det(C) (IV.98)

Une façon d’écrire la solution du système, est d’additionner les deux valeurs propres, soit :

λ1 + λ2 = e− i K D + ei K D = 2 cos(K D)

=
1

2

[
Tr(C)− i

√
4Det(C)− Tr(C)2

]
+

1

2

[
Tr(C) + i

√
4Det(C)− Tr(C)2

]
= Tr(C)

(IV.99)

La relation de dispersion sera donc donnée par :

cos(K D) =
1

2
(C11 + C22) (IV.100)
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IV.3-f Expression de la relation de dispersion

En utilisant les expressions obtenues précédemment de C11 (IV.88) et C22 (IV.91), la
relation de dispersion est donnée par :

(
1 − Ω εm

κt

sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)

)
cos(K D) =

cos(kd hd) cosh(κt hm) +
1

2

(
εd
kd

κt
εm
− kd

εd

εm
κt

+
εd
kd

εm
κt

Ω2

)
sin(kd hd) sinh(κt hm)

+
Ω

sinh(κ` hm)

[εd
kd

sin(kd hd)
(

1 − cosh(κt hm) cosh(κ` hm)
)
− εm
κt

cos(kd hd) cosh(κ` hm) sinh(κt hm)
]

(IV.101)

Cette relation et proche de la relation de dispersion d’un empilement métallo diélectrique
supposé local avec des termes non locaux supplémentaires. En effet, lorsque le paramètre non
local Ω est nul, notamment en incidence normale, nous retrouvons très rapidement la relation
de dispersion locale (I.18) obtenue au premier chapitre.

IV.4 Formalisme des matrices S

Si la relation de dispersion est très importante pour bien comprendre comment les modes
de Bloch peuvent être perturbés par la non-localité, cette approche ne permet pas de calculer
correctement ce qu’il se passe pour une structure finie (notamment d’obtenir des coefficients
de réflexion et de transmission), ni pour une structure avec un motif périodique plus com-
plexe, ou encore commençant et terminant par du métal, comme c’est souvent le cas. Il
convient donc de trouver une méthode permettant la résolution systématique des systèmes
d’équations similaires à ceux que nous avons trouvés ci-dessus et qui tiennent compte de la
non-localité.

Le formalisme des matrices S semble ici particulièrement adapté. Comme on l’a vu ci-
dessus, les matrices d’Abélès ne sont pas adaptées (il en faut une série pour l’onde longitudi-
nale et une série pour l’onde transverse). Les matrices S sont basées sur une écriture particu-
lière de la continuité des champs Hy(z), Ex(z). Lorsque les matériaux sont non-locaux, il est
nécessaire d’utiliser la condition supplémentaire de la polarisation Pf à l’interface entre une
couche de métal et une couche de diélectrique, mais cela ne change pas fondamentalement la
méthode.

IV.4-a Matrice de passage à l’interface diélectrique → métal

Nous supposons pour cette étude que le milieu i est le diélectrique et le milieu i+ 1 est le
métal (Fig. I.8). Les expressions des champs magnétiques et électriques dans le diélectrique
et la couche métallique sont donc :
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Dans le diélectrique
Hyd(x, z, t) = (A−i e

i kd z +B−i e
−i kd z)ei(kx x−w t)

Ex(x, z, t) =
kd

ω ε0 εd
(A−i e

i kd z −B−i e−i kd z)ei(kx x−w t)

Ez(x, z, t) =
−kx
ω ε0 εd

(A−i e
i :kd z +B−i e

−i kd z)ei(kx x−w t)

(IV.102)

Et dans le métal,

Hym(x, z, t) = (A+
i+1 e

−κt z +B+
i+1 e

κt z) + ei(kx x−w t)

Etx(x, z, t) =
i κt

ω ε0 εm
(A+

i+1 e
−κt z −B+

i+1 e
κt z)ei(kx x−w t)

E`x(x, z, t) =
1

ω ε0
(C+

i+1 e
−κ` z +D+

i+1 e
κ` z)

]
ei(kx x−w t)

Etz(x, z, t) =
−kx

ω ε0 εm
(A+

i+1 e
−κt z +B+

i+1 e
κt z)ei(kx x−w t)

E`z(x, z, t) =
−κ`

i kx ω ε0
(C+

i+1 e
−κ` z −D+

i+1 e
κ` z)ei(kx x−w t)

(IV.103)

A l’interface entre le métal et le diélectrique, la continuité des champs et la condition
supplémentaire de la polarisation nous permettent d’écrire :

Hyd(0) = Hym(0)

Ex(0) = Etx(0) + E`x(0)

E`z(0) =
κ` Ω

ω ε0 kx
Hym(0)

(IV.104)

Soit, 
A−i +B−i = A+

i+1 +B+
i+1

b−i (A−i −B−i ) = b+i+1 (A+
i+1 −B+

i+1) + C+
i+1 + D+

i+1

D+
i+1 − C+

i+1 = i Ω (A+
i+1 +B+

i+1)

(IV.105)

(IV.106)

(IV.107)

(IV.108)

Avec,

b−i =
kd
εd

et b+i+1 =
i κt
εm

(IV.109)

Nous cherchons à définir la matrice d’interface lors du passage du métal au diélectrique : A−i
B+
i+1

D+
i+1

 = MIntdiel→metal

 B−i
A+
i+1

C+
i+1

 (IV.110)

Expression de A−i

Le coefficient A−i peut être exprimé en fonction de B−i , A+
i+1 et C+

i+1.
Les équations (IV.105) et (IV.106) du système (IV.108) donne la relation

(b−i + b+i+1)A−i + (b+i+1 − b−i )B−i = 2 b+i+1 A
+
i+1 + C+

i+1 + D+
i+1 (IV.111)
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Et avec les équations (IV.105) et (IV.107), nous obtenons :

D+
i+1 − C+

i+1 = i ΩA−i + i ΩB−i (IV.112)

Ainsi, à l’aide de ces deux dernières équations (IV.111) et (IV.112), nous pouvons définir
la première partie de la matrice de passage du diélectrique au métal :

A−i =
b−i − b+i+1 + i Ω

b−i + b+i+1 − i Ω
B−i +

2 b+i+1

b−i + b+i+1 − i Ω
A+
i+1 +

2

b−i + b+i+1 − i Ω
C+
i+1 (IV.113)

Expression de B+
i+1

De la même façon le coefficient B+
i+1 peut être exprimer en fonction de B−i , A+

i+1 et C+
i+1.

Les équations (IV.105) et (IV.106) du système (IV.108) donne la relation

− 2 b−i B
−
i = (b+i+1 − b−i )A+

i+1 − (b−i + b+i+1)B+
i+1 + C+

i+1 + D+
i+1 (IV.114)

Ainsi, à l’aide de l’équation précédente (IV.114) et de l’équation (IV.107) du système
(IV.108), la deuxième partie de la matrice de passage du diélectrique au métal s’écrit :

B+
i+1 =

2 b−i
b−i + b+i+1 − i Ω

B−i + fracb+i+1 − b−i + i Ωb−i + b+i+1 − i ΩA+
i+1+

2

b−i + b+i+1 − i Ω
C+
i+1

(IV.115)

Expression de D+
i+1

Enfin le coefficient D+
i+1 peut s’exprimer en fonction de B−i , A+

i+1 et C+
i+1. Les équations

(IV.105) et (IV.106) du système (IV.108) nous permettent d’écrire

(b−i + b+i+1)A−i + (b+i+1 − b−i )B−i = 2 b+i+1 A
+
i+1 + C+

i+1 + D+
i+1 (IV.116)

Avec les équations (IV.105) et (IV.107), une deuxième équation est obtenue :

D+
i+1 − C+

i+1 = i ΩA−i + i ΩB−i (IV.117)

Ainsi, les deux dernières équations (IV.116) et (IV.117), nous permettent de définir la
dernière partie de la matrice de passage du diélectrique au métal :

D+
i+1 =

2 i Ω b−i
b−i + b+i+1 − i Ω

B−i +
2 i Ω b+i+1

b−i + b+i+1 − i Ω
A+
i+1 +

b−i + b+i+1 + i Ω

b−i + b+i+1 − i Ω
C+
i+1 (IV.118)

Expression de la matrice interface du diélectrique au métal

MIntdiel→metal =
1

b−i + b+i+1 − i Ω

 b−i − b+i+1 + i Ω 2 b+i+1 2

2 b−i b+i+1 − b−i + i Ω 2

2 i Ω b−i 2 i Ω b+i+1 b−i + b+i+1 + i Ω


(IV.119)
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IV.4-b Matrice de passage à l’interface du métal → diélectrique

Nous supposons cette fois que le milieu i est le métal et le milieu i+ 1 est le diélectrique.
Les expressions des champs magnétiques et électriques dans le diélectrique et la couche mé-
tallique sont donc

— Dans le métal :



Hym(x, z, t) = (A−i e
−κt z +B−i e

κt z) + ei(kx x−w t)

Etx(x, z, t) =
i κt

ω ε0 εm
(A−i e

−κt z −B−i eκt z)ei(kx x−w t)

E`x(x, z, t) =
1

ω ε0
(C−i e−κ ell z +D−i e

κ` z)ei(kx x−w t)

Etz(x, z, t) =
−kx

ω ε0 εm
(A−i e

−κt z +B−i e
κt z)ei(kx x−w t)

E`z(x, z, t) =
−κ`

i kx ω ε0
(C−i e−κ` z −D−i eκ` z)ei(kx x−w t)

(IV.120)

— Dans le diélectrique :
Hyd(x, z, t) = (A+

i+1 e
i kd z +B+

i+1 e
−i kd z)ei(kx x−w t)

Ex(x, z, t) =
kd

ω ε0 εd
(A+

i+1 e
i kd z −B+

i+1 e
−i kd z)ei(kx x−w t)

Ez(x, z, t) =
−kx
ω ε0 εd

(A+
i+1 e

i kd z +B+
i+1 e

−i kd z)ei(kx x−w t)

(IV.121)

Au passage du métal au diélectrique, les champs sont toujours continus, et la condition
sur la polarisation des électrons libres est toujours vérifiée :

Hyd(0) = Hym(0)

Ex(0) = Etx(0) + E`x(0)

E`z(0) =
κ` Ω

ω ε0 kx
Hym(0)

(IV.122)

Soit, 
A−i +B−i = A+

i+1 +B+
i+1

b−i (A−i −B−i ) + C−i + D−i = b+i+1 (A+
i+1 −B+

i+1)

D−i − C−i = i Ω (A−i +B−i )

(IV.123)

(IV.124)

(IV.125)

(IV.126)

Avec,

b−i =
i κt
εm

et b+i+1 =
kd
εd

(IV.127)

On cherche à obtenir une matrice d’interface au passage du métal au diélectrique sui-
vante :

 A−i
C−i
B+
i+1

 = MIntmet→diel

 B−i
D−i
A+
i+1

 (IV.128)
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Expression de A−i

Le coefficient A−i est exprimé en fonction de B−i , D−i et A+
i+1. A l’aide des équations

(IV.123) et (IV.124) du système (IV.126), l’équation suivante est obtenue :

(b−i + b+i+1)A−i + (b+i+1 − b−i )B−i + C−i + D−i = 2 b+i+1 A
+
i+1 (IV.129)

Les équations (IV.123) et (IV.125) permettent d’écrire la deuxième équation :

D−i − C−i = i ΩA−i + i ΩB−i (IV.130)

Ainsi, à l’aide de ces deux dernières équations (IV.129) et (IV.130), la première partie de
la matrice de passage du métal au diélectrique s’écrit :

A−i =
b−i − b+i+1 + i Ω

b−i + b+i+1 − i Ω
B−i −

2

b−i + b+i+1 − i Ω
D−i +

2 b+i+1

b−i + b+i+1 − i Ω
A+
i+1 (IV.131)

Expression de C−i

Nous cherchons l’expression du coefficient C−i , en fonction de B−i , D−i et A+
i+1.

A l’aide des expressions précédemment obtenues (IV.129) et (IV.130), nous pouvons dé-
finir la deuxième partie de la matrice de passage du métal au diélectrique :

C−i = − 2 i Ω b−i
b−i + b+i+1 − i Ω

B−i +
b−i + b+i+1 + i Ω

b−i + b+i+1 − i Omega
D−i −

2 i Ω b+i+1

b−i + b+i+1 − : i Ω
A+
i+1

(IV.132)

Expression de B+
i+1

Enfin, nous cherchons à exprimer le coefficient B+
i+1, en fonction de B−i , D−i et A+

i+1. Les
équations (IV.123) et (IV.124) du système (IV.126), donnent l’équation :

− 2 b−i B
−
i = (b+i+1 − b−i )A+

i+1 − (b−i + b+i+1)B+
i+1 − C−i − D−i (IV.133)

Les équations (IV.133), (IV.123) et (IV.125) du système (IV.126) permettent de définir
la dernière partie de la matrice de passage du métal au diélectrique :

B+
i+1 =

2 b−i
b−i + b+i+1 − i Ω

B−i − frac2b−i + b+i+1 − i Ω D−i +
b+i+1 − b−i + i Ω

b−i + b+i+1 − i Ω
A+
i+1

(IV.134)

Expression de la matrice interface du métal au diélectrique

La matrice d’interface du métal au diélectrique s’écrit :

MIntmet→diel =
1

b−i + b+i+1 − i Ω

 b−i − b+i+1 + i Ω − 2 2 b+i+1

− 2 i Ω b−i b−i + b+i+1 + i Ω − 2 i Ω b+i+1

2 b−i − 2 b+i+1 − b−i + i Ω


(IV.135)
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IV.4-c Matrices de Couche

Pour définir le champ électrique et magnétique dans l’un des matériaux, il faut définir les
amplitudes montantes et descendantes du champ dans le matériau.

Dans le diélectrique

Nous considérons la couche i, située entre l’interface supérieure à z = zi et l’interface
inférieure à z = zi+1. Le champ dans la couche de diélectrique j a l’expression :

Hy =
(
A+
i e

ikiz(z−zi) +B+
i e
−ikiz(z−zi)

)
ei(kxx−ωt) (IV.136)

=
(
A−i e

ikiz(z−zi+1) +B−i e
−ikiz(z−zi+1)

)
ei(kxx−ωt) (IV.137)

Avec, kiz =
√
εik2

0 − k2
x. Et hi est l’épaisseur de la couche i tel que hi = zi − zi+1. Ainsi,

la matrice de couche pour une couche diélectrique peut s’écrire :(
A+
i

B−i

)
=

(
0 eik

i
zhi

eik
i
zhi 0

)(
A−i
B+
i

)
(IV.138)

Dans le métal

Dans la couche de métal i, nous aurons de la même façon :

Hy =
(
A+
i e
−κt(z−zi) +B+

i e
κt(z−zi)

)
ei(kxx−ωt) (IV.139)

=
(
A−i e

−κt(z−zi+1) +B+
i e

κt(z−zi+1)
)
ei(kxx−ωt), (IV.140)

Et, pour les champs électriques longitudinaux :

E`x =
1

ωε0
(C+

i e
−κ`(z−zi) +D+

i e
κ`(z−zi))ei(kxx−ωt) (IV.141)

=
1

ωε0
(C−i e

−κ`(z−zi+1) +D−i e
κ`(z−zi+1))ei(kxx−ωt). (IV.142)

Ainsi la matrice de couche dans une épaisseur de métal j sera :
A+
i

C+
i

B−i
D−i

 =


0 0 e−κthi 0

0 0 0 e−κ`hi

e−κthi 0 0 0

0 e−κ`hi 0 0



B+
i

D+
i

A−i
C−i

 . (IV.143)

IV.4-d Méthode de cascadage

Les matrices d’interfaces et les matrices de couches étant définies, nous allons les combiner
à travers une méthode de cascadage pour obtenir la matrice de diffusion de la structure toute
entière. Ces différentes matrices, contrairement au cas usuel local, ne sont pas des matrices
carrées. Il est cependant possible d’écrire un algorithme de cascadage en divisant les matrices
en blocs.

Supposons qu’on ait deux matrices à cascader. D’abord[
A

B

]
=

[
S11 S12

S21 S22

][
C

D

]
, (IV.144)
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et [
D

E

]
=

[
U11 U12

U21 U22

][
B

F

]
(IV.145)

Les blocs ici ne sont pas forcément carrés. En effet, A,B,C,D,E et F peut représenter

des vecteurs

[
A±i
C±i

]
,

[
B±i
D±i

]
, ou simplement une amplitude

[
A±i

]
ou
[
B±i

]
, selon l’interface ou

la couche i en question.

Ainsi, bien que les matrices ne soient pas carrées, nous pouvons les cascader selon[
A

E

]
=

[
S11 + S12(1− S11U22)−1U11S21 S12(1− S11U22)−1U12

U21(1− S22U11)−1S21 U22 + U21(1− S22U11)−1S22U12

][
C

F

]
.

(IV.146)

Ce cascadage nous permet d’accéder au coefficient de réflexion et de transmission de la
structure toute entière. Mais il peut également permettre de calculer le champ à l’intérieur
d’une couche. Dans ce cas, une façon de déterminer les amplitudes nécessaires à la définition
du champ dans une couche, il faut calculer les variables éliminées lors du processus de cas-
cadage. En effet, le cascadage précédent montre que lors du processus, les vecteurs B et D

ont été éliminés. Ce sont pourtant eux qui permettent d’obtenir les amplitudes des champs
à l’intérieur de la structure. Ces amplitudes peuvent être obtenues à l’aide des expressions
suivantes :[

B

D

]
=

[
(1− S22U11)−1S21 (1− S22U11)−1S22U12

(1− S11U22)−1U11S21 (1− S11U22)−1U12

][
C

F

]
. (IV.147)

Ainsi, nous pouvons retrouver les expressions des amplitudes A±i , B±i , C±i , et D±i .

En généralisant ainsi le formalisme des matrices de diffusion au cas non-local, nous avons
un outil précieux pour pouvoir explorer l’influence de la non-localité sur des structures com-
plexes telles que les lentilles hyperboliques. Cette méthode a été implémentée dans un pro-
gramme permettant de simuler la propagation de faisceaux dans un ensemble de couches[112].
C’est ce que nous nous proposons de faire dans la partie suivante.

IV.5 Impact de la non localité sur une lentille plate hyper-
bolique

Nous étudions ici l’impact que la non-localité peut avoir sur une lentille plate, à la fois au
niveau de la distance focale et de la relation de conjugaison, ainsi qu’au niveau de la résolu-
tion. Pour cette étude, nous reprenons les paramètres des exemples utilisés dans le chapitre
3. La théorie appliquée dans la troisième partie pour obtenir la relation de conjugaison en
fonction de la relation de dispersion, et les facteurs responsables de la résolution, restent a
priori valable. Cette théorie est basée sur le vecteur d’onde de Bloch complexe, calculé pour
un empilement métallo diélectrique. Ce qui change, c’est la relation de dispersion elle-même,
donc le point de fonctionnement de la lentille. Il reste à vérifier que cette théorie s’applique
sans problème majeur, et à estimer l’ampleur de la correction non-locale.
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IV.5-a Formule d’homogénéisation

Dans le troisième chapitre, nous avons montré qu’un métamatériau peut être vu par la
lumière comme un milieu homogène anisotrope lorsque la lentille fonctionne en régime d’ho-
mogénéisation. Cette démonstration est basée sur la relation de dispersion d’un empilement
périodique métallo diélectrique.

Cette théorie peut être étendue à un empilement métallo diélectrique supposé non local,
en utilisant la relation de dispersion non locale :(

1 − Ω εm
κt

sinh(κt hm)

sinh(κ` hm)

)
cos(K D) =

cos(kd hd) cosh(κt hm) +
1

2

(
εd
kd

κt
εm
− kd

εd

εm
κt

+
εd
kd

εm
κt

Ω2

)
sin(kd hd) sinh(κt hm)

+
Ω

sinh(κ` hm)

[εd
kd

sin(kd hd)
(

1 − cosh(κt hm) cosh(κ` hm)
)
− εm
κt

cos(kd hd) cosh(κ` hm) sinh(κt hm)
]

(IV.148)
Le régime d’homogénéisation implique, comme pour le cas d’un matériau supposé local,

qu’on ait hd � λ et hm � λ. Si de plus, kx n’est pas très grand devant k0
√
ε, nous pouvons

poser que {
κ̄t hm � 1

k̄d hd � 1
(IV.149)

Ainsi, nous pouvons utiliser les développements limités du cosinus et du sinus à l’ordre 2,
soit : 

cos(k̄d hd) ≈ 1− k̄2
d h

2
d

2 ≈ 1− (k2
0 εd−k2

x) h2
d

2

sin(k̄d hd) ≈ k̄d hd
cosh(κ̄t hm) ≈ 1 +

κ̄2
t h

2
m

2 ≈ 1− (k2
0 εm−k2

x) h2
m

2

sinh(k̄hm di) ≈ κ̄t hm
cos(K d) ≈ 1− K2 d2

2

(IV.150)

Pour trouver une limite à la relation de dispersion, on supposera de plus que la longueur de
pénétration de l’onde longitudinale dans le métal reste petite devant l’épaisseur des couches
métalliques, soit 1

κ̄` hm
� 1. Pour obtenir les paramètres effectifs, nous utiliserons alors les

développements limités suivants :{
cosh(κ̄` hm) ≈ sinh(κ̄` hm) ≈ eκ̄` hm

2
1

sinh(κ̄` hm) � 1
(IV.151)

A l’aide de ces différents développements, nous pouvons donner un développement limité
du vecteur d’onde de Bloch complexe non local. En négligeant les termes d’ordre supérieur
ou égal à 3, nous obtenons l’expression suivante :

K̄2d2 = k2
0

[
(ε̄mhm+ε̄dhd)d

]
−k2

x

[
(ε̄mhm+ε̄dhd)(

hd
ε̄d

+
hm
ε̄m

)

]
+2k2

x

(
1
ε̄m
− 1

1+χb

)
κ̄`

(ε̄mhm+ε̄dhd)

(IV.152)
On retrouve ainsi la relation de dispersion d’un milieu homogène anisotrope :

K̄2

ε̄nlx
+
k2
x

ε̄nlz
= k2

0 (IV.153)
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(a) (b)

Figure IV.2 – Indices de courbures effectifs en fonction du facteur de forme et de la longueur
d’onde, obtenus pour une fréquence réduite de 0.16. La courbe iso indice -1 est mise en
évidence dans les deux cas : (a) Hypothèse d’un matériau local. (b) Le métal est supposé non
local.

Où ε̄nlx et ε̄nlz , sont les éléments du tenseur de permittivité effectifs anisotropes non locale, ε̄nlx = ε̄m hm+ε̄d hd
d = ε̄lx

1
ε̄nlz

=
hd
ε̄d

+hm
ε̄m

d − 2

(
1
ε̄m
− 1

1+χb

)
κ̄` d

= 1
ε̄lz

+ 1
ε̄Corrz

(IV.154)

Ainsi la permittivité effective parallèle aux interfaces n’est pas influencée par l’introduc-
tion de la non localité, seule la composante perpendiculaire est modifiée par un terme correctif
dépendant des paramètres non locaux.

Nous avons vu que l’indice effectif et la figure de mérite étaient directement liés à la
courbure γ. En régime d’homogénéisation, la courbure γ̄ est directement liée aux paramètres
effectifs, nous pouvons alors définir une courbure non locale γnl, donnée par :

γ̄nl =

√
ε̄nlx
ε̄nlz

=

√
ε̄lx
ε̄lz

+

√
ε̄lx

ε̄Corrz

= γ̄l + γ̄Corr (IV.155)

L’indice effectif et la figure de mérite sont alors donnés respectivement par nc = 1
<(γ̄) et

FOM =
∣∣∣<(γ̄)
=(γ̄)

∣∣∣, et ils seront influencés par la non-localité. Elle va donc avoir un impact sur
la distance focale, obtenue par la relation de conjugaison, ainsi que sur la résolution de la
lentille.

Les cartes d’indices effectifs en fonction du facteur de forme et de la longueur d’onde, pour
une fréquence de 0.16 (figure IV.2) et de 0.11(figure IV.3) montrent que lorsque les effets de
non localité sont pris en compte, les courbes iso-indice tendent à se refermer légèrement. De
façon générale, à une longueur d’onde et rapport d’épaisseur fixes, l’indice effectif sera plus
élevé lorsque la non-localité est prise en compte.

De la même façon la figure de mérite FOM dépend uniquement de la courbure γ. Cette
quantité va donc être modifiée par l’introduction de la non-localité. La figure IV.4 représente
la figure de mérite, tracée pour une lentille plate (Ag/TiO2) à une fréquence réduite de 0.11.
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(a) (b)

Figure IV.3 – Indices de courbures effectifs en fonction du facteur de forme et de la longueur
d’onde, obtenue pour une fréquence réduite de 0.11. La courbe iso indice -5 est mise en
évidence dans les deux cas : (a) Hypothèse d’un matériau local. (b) Le métal est supposé non
local.

(a) (b)

Figure IV.4 – Figure de mérite en fonction du facteur de forme et de la longueur d’onde,
obtenue pour une fréquence réduite de 0.11. La courbe iso indice -5 est superposée dans les
deux cas aux cartes du facteur de forme : (a) Hypothèse d’un matériau local. (b) Le métal
est supposé non local.
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Nous constatons comme nous l’avons prévu, que la figure de mérite est légèrement mo-
difiée par la prise en compte de la non-localité. Elle a tendance à être plus petite que ce qui
est donné par la théorie locale. Nous pouvons remarquer un léger décalage de la valeur de la
figure de mérite vers les basses longueurs d’ondes. Ceci entraîne donc une variation du point
de fonctionnement optimal pour la résolution de la lentille.

IV.5-b Impact de la non localité sur la distance focale

Nous venons de montrer que ces nouveaux phénomènes ont un impact sur l’indice effectif
de l’empilement métallo-diélectrique. D’après la relation de conjugaison, ceci va impliquer
une variation de la distance focale image de la lentille directement imputable à la non-localité.
Pour étudier cet impact, nous utilisons de nouveau une lentille constituée de 20 couches
d’argent et de diamant, éclairée par un faisceau gaussien de longueur d’onde 350 nm. A l’aide
de la relation de dispersion (IV.101), nous observons la variation de la distance focale en
fonction de la fréquence réduite.

Figure IV.5 – Évolution de la distance focale d’un empilement de 20 couches d’argent et
de diamant à 350nm. La courbe rouge correspond au cas où le métal est supposé local. La
courbe verte correspond au cas où la non localité du métal est prise en compte

Cette figure IV.5 montre que l’hypothèse d’un métal non local modifie la valeur de la
distance focale attendue. Pour une même lentille, la distance focale théorique est ainsi plus
faible que la valeur prédite avec une théorie locale.

Pour valider ce résultat basé sur l’étude de l’indice effectif, nous avons tracé la carte
du champ magnétique dans la structure. Pour tracer les cartes du champ magnétique, nous
utilisons le formalisme des matrices S non locales décrit dans les paragraphes précédents.
Ce formalisme nous permet d’obtenir la composition du champ à travers l’intégralité de la
structure, et ainsi accès aux champs magnétiques qui se propagent.

Bien que la différence entre le cas local et non local soit faible, nous pouvons noter un
écart constant sur la distance focale image. Comme cet écart est constant, quand l’image
est proche de la lentille, l’effet est important en valeur relative. En effet, en choisissant une
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Figure IV.6 – Carte du champ magnétique en sortie d’un empilement constitué de 20
couches d’argent et de diamant, éclairé par un faisceau gaussien de longueur d’onde de 350
nm, avec un waist de λ

20 . Les courbes ont été tracées pour une fréquence réduite de 0.169. (a)
Carte de champ magnétique à travers la structure avec la théorie locale, l’image se focalise à
une distance de 0.25λ.
(b) Carte de champ magnétique à travers la structure dans le cadre du modèle hydrodyna-
mique, l’image se focalise à une distance de 0.16λ.
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structure fonctionnant à une fréquence réduite de 0.169, la distance focale image obtenue
est de 0.16λ au lieu de 0.25λ, soit une différence de 36%. La figure IV.6(a) représente la
propagation du champ magnétique à la sortie de la lentille, lorsque la non localité n’est pas
prise en compte. Dans ce cas, l’image doit théoriquement se trouver à une distance focale
de 0.25λ, ce que l’on observe sur la carte de champ. Le cas (b) représente la propagation du
champ magnétique à la sortie de la même lentille lorsque les effets de la non localité sont prises
en compte dans le métal. Nous constatons, que la carte de champ donne bien les résultats
prédits en utilisant la relation de conjugaison. L’image se focalise plus proche du bord de la
lentille, que ce que l’on attend lorsque l’on néglige les effets de non localité. L’image se trouve
à une distance focale de 0.16λ.

IV.5-c Impact de la non localité sur la résolution

Nous avons montré précédemment que la résolution d’une lentille plate est directement
liée au facteur de mérite (FOM) et à l’indice effectif de la structure. Nous avons vu que ces
deux paramètres sont influencés par la non-localité. La résolution sera donc aussi modifiée.
Cherchons à étudier ce phénomène en considérant un empilement d’argent et de TiO2. La
longueur d’onde et la figure de mérite sont choisies de façon à obtenir un indice effectif de −5.

Lorsque le matériau est supposé local, le point de fonctionnement permettant d’obtenir un
FOM le plus élevé et donc une meilleure résolution est obtenu pour λ = 398nm et hm

hd
= 1.28.

En prenant la non-localité en compte, ce point de fonctionnement devient (λ = 395nm et
hm
hd

= 1.28). Nous comparons donc la résolution de ces deux structures en adaptant le point
de fonctionnement de manière à ce qu’il soit optimal dans les deux cas. Si nous considérons
un empilement de 4 couches d’argent et de TiO2, à une fréquence réduite de 0.11 et dont
les épaisseurs respectent un facteur de forme de 1.28 alors (i) la structure optimale locale est
constituée de couches d’argent d’épaisseur 24.6 nm et de TiO2 d’épaisseur 19.2 nm et (ii) la
structure non locale est constituée de couches d’argent d’épaisseur 24.4 nm et de 19.5 nm de
TiO2.

La figure IV.7 montre alors la résolution obtenue pour les deux structures optimales locale
et non-locale. On trouve qu’une fois le point de fonctionnement modifié, on arrive à retrouver
en tenant compte des effets non-locaux la même résolution (voire super-résolution) que dans
le cas local.

IV.6 Conclusion

Pour résumer, l’impact de la non-localité sur les lentilles hyperboliques est modeste. Il
est nécessaire de le prendre en compte surtout quand on veut des images très proches de la
lentille, quand la résolution est maximale. Le décalage constant que la correction non-locale
apporte à la position du foyer peut en effet changer le point de fonctionnement de la lentille
de façon non négligeable. Cependant, lorsqu’on tient compte de la correction non-locale, on
arrive à retrouver des lentilles optimisées ayant des propriétés (distance focale et résolution)
tout à fait similaires à ce qui a été prévu au chapitre 3.

Nous avons ainsi obtenu un impact de la non-localité bien moins important que ce qui
a été prévu par ailleurs [98]. Ceci est dû au choix du modèle et des paramètres des maté-
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Figure IV.7 – Résolution d’une lentille plate constituée d’argent et de TiO2 en fonction de
la distance focale. (courbe verte) lentille hyperbolique locale (courbe rouge) Lentille hyper-
bolique en tenant compte de la non-localité

riaux. En choisissant des conditions aux limites et une permittivité réaliste basée sur des
données expérimentales, on arrive à la conclusion que la non-localité apporte une correction
somme toute légère. C’est finalement assez normal : la non-localité se manifeste essentiel-
lement quand des modes à grand vecteur d’onde sont excités (comme les gap-plasmons).
Ce n’est pas le cas ici, et même si des vecteurs d’ondes importants jouent un rôle dans la
super-résolution, cela explique cet impact modeste. C’est pour d’autres structures, comme
les nano-réseaux (des fentes nanométriques et très peu profondes absorbant la lumière de
façon très efficace), que la non-localité a un impact beaucoup plus notable. Les outils dé-
veloppés ici, comme la relation de dispersion, ont permis à l’équipe d’étudier ce genre de
phénomènes également.





105

Conclusion

Le domaine des métamatériaux hyperboliques, et plus particulièrement ceux obtenus avec
des empilements métallo-diélectriques est en plein essor. Notre travail s’est concentré sur ces
structures, afin d’explorer leur potentiel pour l’imagerie super-résolue, tout en tenant compte
de phénomènes physiques fins, comme la non-localité.

Nous avons montré qu’on pouvait effectivement utiliser une épaisseur d’un métamatériau
hyperbolique comme une lentille, en ayant un objet et une image potentiellement décollés
des interfaces de la structure. Nous avons fourni une relation de conjugaison permettant
de calculer rapidement la position des points conjugués en fonction d’une caractéristique
relativement simple à extraire de la relation de dispersion hyperbolique : l’indice effectif.

Nous avons ensuite cherché à comprendre à quel point ce type de lentille pouvait fournir
une image avec une résolution meilleure que la limite théorique imposée par la diffraction. La
résolution de ces lentilles, bien qu’effectivement diminuée par rapport à une structure idéale
sans perte, permet tout de même de dépasser cette limite clairement, à condition que l’image
ne se fasse pas trop loin des bords de la structure. Nous avons montré une façon d’optimiser
ces lentilles de façon très systématique et qu’il était théoriquement possible de faire mieux
que l’état de l’art actuel en matière de résolution.

Au passage, nous avons montré, en utilisant des empilements métallo-diélectriques que la
réfraction négative pouvait être liée à l’existence de modes à fuites particuliers occasionnant
des décalages négatifs à la réflexion - et que ces décalages pouvaient être considérés comme
une signature de la réfraction négative.

Enfin, nous avons évalué l’impact de la non-localité dans les métaux sur les propriétés
optiques des empilements métallo-diélectriques. Cet impact est modeste, comme on pouvait
s’y attendre. Mais il n’est pas totalement négligeable. Prendre en compte la non-localité ne
change pas les limites absolues à la résolution que l’on peut obtenir avec la théorie locale,
même si le point de fonctionnement de la structure est modifié. Nous avons développé une
méthode permettant de prendre simplement en compte ces effets, et proposé un code que
nous publierons en même temps que la méthode, dans l’espoir qu’il soit largement utilisé par
la communauté.

Les matériaux hyperboliques peuvent être employés pour contrôler l’émission thermique
d’un corps, et il pourrait être intéressant de voir si les stratégies d’optimisation que nous
avons utilisées pour améliorer la résolution ne pourraient pas être utiles dans ce cadre égale-
ment. Bien sûr, nous avons bien montré que la super-résolution ne pouvait être atteinte que
pour des images se formant très près de la lentille. Il n’est pas question de vouloir faire un
microscope avec de telles lentilles. Mais avec des empilements métallo-diélectriques courbés,
on peut former des hyperlentilles capables de faire des images lointaines avec une super-
résolution. Nous espérons que les travaux présentés ici auront une influence sur la façon de
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concevoir ce type d’objet.
Enfin, la non-localité semble avoir un impact sur les résonances de particules couplées

à un film, les pointes de microscopes en champ proche ou encore sur les nano-réseaux (des
réseaux métalliques de fentes de quelques nanomètres de largeur et de profondeur). Il faut
de meilleures méthodes numériques pour pouvoir prendre ces effets en compte, même s’ils ne
changent pas fondamentalement les conclusions qu’on peut obtenir avec des théories locales.

Pour toutes ces raisons, nous espérons vivement que la communauté des chercheurs en
nanophotonique utilisera le plus largement possible les résultats présentés dans ce manuscrit.
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Annexe : Étude des
propriétés d’un multicouche
en polarisation TM

A-1 Relation de dispersion

La relation de dispersion est obtenue ici à partir du formalisme des matrices C. Les
champs électriques et magnétiques dans chaque couche peuvent s’écrire en polarisation TM :

~Hi(x, y, z, t) = Hyi(x, z, t)~ey (A-1)

~Ei(x, y, z, t) = Exi(x, z, t)~ex + Ezi(x, z, t)~ez (A-2)

Avec :

Hyi(x, z, t) = (Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z)ei(kx x−w t) (A-3)

Ezi(x, z, t) = − kx
ω ε0 εri

(Ai e
i kzi z +Bi e

−i kzi z)ei(kx x−w t) (A-4)

Exi(x, z, t) =
kzi

ω ε0 εri
(Ai e

i kzi z −Bi e−i kzi z)ei(kx x−w t) (A-5)

Nous supposons que les champs sont pseudo périodiques, ce qui peut se traduire par :(
Eyi
Hxi

)
z+d

= e± i K d

(
Eyi
Hxi

)
z

(A-6)

Nous débutons avec,(
Ey1

Hx1

)
z+d1

=

(
ei kz1 (z+d1) e−i kz1 (z+d1)

kz1
ω ε0 εr1

ei kz1 (z+d1) − kz1
ω ε0 εr1

e−i kz1 (z+d1)

)(
A1

B1

)
(A-7)

Et , (
Ey1

Hx1

)
z

=

(
ei kz1 z e−i kz1 z

kz1
ω ε0 εr1

ei kz1 z − kz1
ω ε0 εr1

e−i kz1 z

)(
A1

B1

)
(A-8)

On a alors,(
A1

B1

)
= − 1

2 i kz1

 − kz1
ω ε0 εr1

e−i kz1 z −e−i kz1 z

− kz1
ω ε0 εr1

ei kz1 z ei kz1 z

( Ey1

Hx1

)
z

(A-9)
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Donc, (
Ey1

Hx1

)
z+d1

= (A-10)

− 1

2 i kz1

(
ei kz1 (z+d1) e−i kz1 (z+d1)

kz1
ω ε0 εr1

ei kz1 (z+d1) − kz1
ω ε0 εr1

e−i kz1 (z+d1)

) − kz1
ω ε0 εr1

e−i kz1 z −e−i kz1 z

− kz1
ω ε0 εr1

ei kz1 z ei kz1 z

( Ey1

Hx1

)
z

(A-11)
Ainsi,(

Ey1

Hx1

)
z+d1

=

(
cos(kz1 d1)

i ω ε0 εr1
kz1

sin(kz1 d1)
i kz1

ω ε0 εr1
sin(kz1 d1) cos(kz1 d1)

)(
Ey1

Hx1

)
z

(A-12)

On appelle donc C1, la matrice suivante :(
cos(kz1 d1)

i ω ε0 εr1
kz1

sin(kz1 d1)
i kz1

ω ε0 εr1
sin(kz1 d1) cos(kz1 d1)

)
(A-13)

On retrouve la matrice C2 pour l’épaisseur d2, suivante :(
cos(kz2 d2)

i ω ε0 εr2
kz2

sin(kz2 d2)
i kz2

ω ε0 εr2
sin(kz2 d2) cos(kz2 d2)

)
(A-14)

Ainsi, (
Eyi
Hxi

)
z+d

= (C2 C1)

(
Eyi
Hxi

)
z

= e± i K d

(
Eyi
Hxi

)
z

(A-15)

On pose C = C2 C1, avec :

(
C
)

=

(
C11 C12

C21 C22

)
(A-16)

Avec,

C11 = cos(kz2 d2) cos(kz1 d1)− kz1 εr2
kz2 εr1

sin(kz1 d1) sin(kz2 d2) (A-17)

C12 =
i ω εr1 ε0

kz1
cos(kz2 d2) sin(kz1 d1) +

i ω εr2 ε0

kz2
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2) (A-18)

C21 =
i kz2

ω εr2 ε0
sin(kz2 d2) cos(kz1 d1) +

i kz1
ω εr1 ε0

cos(kz2 d2) sin(kz1 d1) (A-19)

C22 = cos(kz2 d2) cos(kz1 d1)− kz2 εr1
kz1 εr2

sin(kz1 d1) sin(kz2 d2) (A-20)

On comprend donc que e± i K d sont des valeures propres de C. Cherchons alors les valeurs
propres de C, c’est à dire les solutions de l’équation :

det(C − λ I) = 0 (A-21)
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Soit ;
λ2 − (C11 + C22)λ− C12 C21 + C11 C22 = 0 (A-22)

λ2 − Tr(C) λ+ det(C) = 0 (A-23)

Or,
det(C) = det(C2) det(C1) = 1 (A-24)

Soit,
λ2 − Tr(C) λ+ 1 = 0 (A-25)

Après calcul, du déterminant et des solutions de l’équation, on trouve :

λ1,2 =
1

2
(Tr(C)± i

√
4− Tr(C)2) = e± i K d (A-26)

Une façon de prendre les deux solutions en comptes, est de prendre la somme des deux
valeurs propres :

λ1 +λ2 =
1

2
(Tr(C)−i

√
4− Tr(C)2)+

1

2
(Tr(C)+i

√
4− Tr(C)2) = ei K d+e− i K d (A-27)

On retrouve :
Tr(C) = 2 cos(K d) (A-28)

cos(K d) =
1

2
(Tr(C)) = cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

) sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

(A-29)
La relation de dispersion pour un multicouche en polarisation TM s’écrit :

cos(K d) = cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

) sin(kz1 d1) sin(kz2 d2) (A-30)

A-2 Vecteur de Poynting

Le vecteur de Poynting est défini par :

~P =
1

2
<( ~E ∧ ~H∗) (A-31)

La composante du vecteur de Poynting selon l’axe des x, est donnée par :

Pxi =
1

2
<(−Ezi H∗yi) (A-32)

Cette expression peut se simplifier, en utilisant l’équation de Maxwell suivante :

~rot ~H(~r, t) = ε0 εr
∂ ~E(~r, t)

∂t
(A-33)

Dans ce cas, comme Hx = 0,

∂Hy

∂x
= −i ω ε0 εr Ez (A-34)
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En remplaçant, cette expression de Ez dans l’expression précedente (A-32), on obtient

Pxi =
1

2
<(− i

ω ε0 εri

∂Hyi

∂x
H∗yi) (A-35)

=
1

2
<(− i

ω ε0 εri
H∗yi(i kx Hyi)))

=
1

2
<(− i

ω ε0 εri
Hyi i kx H

∗
yi)

=
1

2
<(

kx
ω ε0 εri

(Hyi H
∗
yi))

=
1

2
<(

kx
ω ε0 εri

| Hyi |2)

=
1

2

kx
ω ε0 εri

| Hyi |2 (A-36)

Le vecteur de Poynting moyen sur une couche est obtenu en intègrant sur l’épaisseur d1

et d2,

〈Px1〉 =

∫ d1

0

1

2

kx
ω ε0 εr1

| Hy1 |2 dz (A-37)

=
1

2

kx
ω ε0 εr1

∫ d1

0
| Hy1 |2 dz (A-38)

Et

〈Px2〉 =

∫ d

d1

1

2

kx
ω ε0 εr2

| Hy2 |2 dz (A-39)

=
1

2

kx
ω ε0 εr2

∫ d

d1

| Hy2 |2 dz (A-40)

A-3 Vitesse de groupe

La vitesse de groupe, et ses composantes, s’obtiennent en dérivant la relation de disper-
sion, selon

Vgx = −
∂K
∂kx
∂K
∂ω

et Vgz =
∂ ω

∂ K
(A-41)

Expression de Vgz

Nous dérivons la relation de dispersion d’un multi couche par raaport à la fréquence,

∂ cos(K d)

∂ω
=
∂(cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

) sin(kz1 d1) sin(kz2 d2))

∂ω
(A-42)
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Cela nous donne,

− d sin(K d)
∂K

∂ω
= −

(
∂kz1
∂ω

d1 sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)− ∂kz2
∂ω

d2 cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)
−
(

1

2

(
εr2
εr1

kz2
∂kz1
∂ω − kz1

∂kz2
∂ω

k2
z2

− εr1
εr2

kz2
∂kz1
∂ω − kz1

∂kz2
∂ω

k2
z1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)
−
(

1

2

(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)(
∂kz1
∂ω

d1 cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)+
∂kz2
∂ω

d2 sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

))
(A-43)

Or,

kzi =

√
ω2 εi
c2
− k2

x (A-44)

Donc
∂kz1
∂ω

=
ω εr1
kz1 c

2
et

∂kz2
∂ω

=
ω εr2
kz2 c

2
(A-45)

La vitesse de groupe Vgz s’écrit

Vgz =
∂ω

∂K
=
c2 d sin(K d)

w

[(
εr1
kz1

d1 +
1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
εr2
kz2

d2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
εr2
kz2

d2 +
1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
εr1
kz1

d1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+

(
1

2

(
εr2
εr1

kz2
εr1
kz1
− kz1

εr2
kz2

k2
z2

− εr1
εr2

kz2
εr1
kz1
− kz1

εr2
kz2

k2
z1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)]−1

(A-46)

Expression de Vgx

Comme dK est une différentielle totale exacte, la composante selon x de la vitesse de
groupe Vgx est donnée par

Vgx = −
∂K
∂kx
∂K
∂ω

= − Vgz
∂K

∂kx
(A-47)

Le terme ∂K
∂kx

s’obtient en dérivant la relation de dispersion par rapport à kx.

∂ cos(K d)

∂kx
=
∂(cos(kz1 d1) cos(kz2 d2)− 1

2(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

) sin(kz1 d1) sin(kz2 d2))

∂kx
(A-48)

Soit,

− d sin(K d)
∂K

∂kx
= −

(
∂kz1
∂kx

d1 sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)− ∂kz2
∂kx

d2 cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)
−
(

1

2

(
εr2
εr1

kz2
∂kz1
∂kx
− kz1

∂kz2
∂kx

k2
z2

− εr1
εr2

kz2
∂kz1
∂kx
− kz1

∂kz2
∂kx

kz2
1

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)
−
(

1

2

(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)(
∂kz1

∂kx
d1 cos(kz1d1) sin(kz2d2)+

∂kz2
∂kx

d2 sin(kz1d1) cos(kz2d2)

))
(A-49)

Comme

kzi =

√
ω2 εi
c2
− k2

x (A-50)
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Nous obtenons
∂kz1
∂kx

=
−kx
kz1

et
∂kz2
∂kx

=
−kx
kz2

(A-51)

Ce qui nous permet d’exprimer le terme ∂K
∂kx

, sous une forme simplifiée

∂K

∂kx
= − kx

d sin(K d)

[(
d1

kz1
+

1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
d2

kz2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
d2

kz2
+

1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
d1

kz1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+

(
1

2
(
εr2

εr1 k
2
z2

− εr1
εr2 k

2
z1

) (
kz2
kz1
− kz1
kz2

) sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

)]
(A-52)

Ainsi la vitesse de groupe V gx, a pour expression :

Vgx =
c2 kx
w

[(
εr1
kz1

d1 +
1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
εr2
kz2

d2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
εr2
kz2

d2 +
1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
εr1
kz1

d1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+
1

2

(
(
εr2

εr1 k
2
z2

− εr1
εr2 k

2
z1

) (
kz2 εr1
kz1

− kz1 εr2
kz2

)

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

]−1

×[(
d1

kz1
+

1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
d2

kz2

)
sin(kz1 d1) cos(kz2 d2)

+

(
d2

kz2
+

1

2
(
kz1 εr2
kz2 εr1

+
kz2 εr1
kz1 εr2

)
d1

kz1

)
cos(kz1 d1) sin(kz2 d2)

+
1

2

(
(
εr2

εr1 k
2
z2

− εr1
εr2 k

2
z1

) (
kz2
kz1
− kz1
kz2

)

)
sin(kz1 d1) sin(kz2 d2)

]
(A-53)
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Résumé

A la fin des années 80, ont été introduits les cristaux photoniques et les métamatériaux, permettant
de concevoir des dispositifs avec des propriétés optiques très intéressantes. La découverte de ces pro-
priétés artificielles est considérée comme l’une des avancées les plus spectaculaires de la photonique
moderne, avec des applications importantes telles que la création de matériaux à réfraction négative,
ou la conception de lentilles plates parfaites.
Ces structures présentent néanmoins des pertes optiques dues aux métaux qui rendent plus difficile
l’obtention de lentilles super-résolues. Une nouvelle approche, basée sur l’anisotropie du métamatériau,
a alors été proposée comme une alternative très intéressante pour la conception de lentilles plates
à super-résolution. Parallèlement les limites du modèle de Drude pour la description de la réponse
optique des métaux ont été mises en évidence expérimentalement.
Ce manuscrit de thèse présente une étude théorique et numérique d’empilements de couches minces
métallo-diélectriques se comportant dans certains domaines de fonctionnement comme des milieux hy-
perboliques. Après avoir étudié le lien existant entre la réfraction négative et les décalages géants, le
manuscrit se concentre sur la conception de lentilles plates permettant d’obtenir de la super-résolution :
des images offrant une meilleure résolution que celle permise par les lois de la diffraction classique. Pour
répondre à ces objectifs, nous avons développé une théorie basée sur l’approximation du milieu hyper-
bolique (obtenue avec un empilement métallo-diélectrique) par un milieu isotrope effectif à l’aide d’un
développement parabolique du vecteur d’onde de Bloch. Les outils nécessaires pour toute étude de l’in-
fluence de la non-localité intrinsèque des métaux sur les propriétés optiques des structures sont ensuite
développés et appliqués aux métallo-diélectriques.
Mots-clés : Nanophotonique, Métamatériaux, Imagerie, Lentille Plate, Résolution sous longueur
d’onde, Décalage négatif géant, Non-localité.

Abstract

In the early 80’s, planar or periodic photonics crystals have been introduced in order to control light
and to obtain entirely new optical properties. The unrivalled properties of these metamaterials are of
tremendous interest for advanced photonic systems, with some important applications such as materials
with negative refraction or flat lenses.
However, these structures present optical losses induced by metals defects and experimental fabrication
at nanometric scales that prevent them to reach the expected performances. A new approach based on
describing metallo-dielectric as anisotropic materials has then been proposed as an alternative descrip-
tion. In parallel, the limits of the Drude model have been experimentally highligthed.
In this context this manuscript presents a theoretical and numerical study of metallo-dielectric mul-
tilayers that can be considered as homogeneous media with a hyperbolic dispersion relation. We first
present the link between negative refraction and large negative lateral shifts, and then focus on the
design of flat lenses with subwavelength resolution : structures allowing a better resolution than the
classical diffraction limit. We thus developed a theory based on the approximation of the hyperbolic
medium, by a homogeneous and isotropic medium with a parabolic development of the vector of wave
of Bloch. Finally, the tools required to study the influence of the intrinsic nonlocality of metals on
the optical properties of multilayers are developped and the formalism is applied to metallo-dielectric
lenses.
Keywords : Nanophotonic, Metamaterials, Imaging devices, Flat lens, Subwavelengtn resolution, large
negative lateral shifts, nonlocality.
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