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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte général et motivations

La particularité des systemes électriques interconnectés réside dans le fait qu’ils sont
le siege d’'une multitude de problématiques aussi bien pratiques que théoriques. Parmi
elles, celles liées a la modélisation et la mise en ceuvre des modeles dynamiques a des
fins d’analyse, de simulation ou de commande. Ce a quoi sont confrontés les principaux
utilisateurs des modeles dynamiques des systemes électriques tels que les Gestionnaires du
Réseau de Transport (GRTSs) d’électricité dont le frangais RTE . En Europe, par exemple,
I'interconnexion entre les systemes électriques des différents pays conduit a un systeme
dynamique, d'une dizaine de milliers de variables d’état. Ce systeme est géré localement
par chaque GRT en coordination avec les autres acteurs européens afin d’assurer au client
un acces a une alimentation électrique de qualité. Néanmoins, pour accomplir une telle
tache, les GRTs procedent a des techniques de simplification en phase de modélisation
car il est quasiment impossible de simuler et d’analyser le modele détaillé du systeme
électrique résultant de toutes les interconnexions. Ainsi, diverses questions se posent,
surtout sur la viabilité des différents niveaux d’approximation des modeles utilisés en
simulation et 'aptitude de ces modeles a reproduire les phénomenes générés par toutes
les interconnexions. A fortiori dans le contexte moderne ou l'introduction de nouveaux
éléments basés, par exemple, sur I’électronique de puissance comme les FACTS (Flexible
AC Transmission Systems) et les liaisons a courant continu (HVDC) complexifie d’avan-
tage la modélisation. Tout cela est bien évidement accentué par le type de modélisation
de certains composants électriques tels que les lignes de transmission qui sont modélisées
par des Equations aux Dérivées Partielles (EDPs). Par conséquent, le systeme électrique
dans sa globalité devient difficile a analyser et a simuler méme dans les cas des systemes
les plus simples.

Dans ce contexte, 'entreprise RTE a exprimé, en proposant le sujet de cette these, ses
différents besoins en matiere de clarification, d’amélioration et d’évolution des techniques
actuelles de modélisation ou de simplification. Le but est d’enrichir les connaissances et
acquérir une expertise notable sur les techniques standards de simplification des modeles

1. Réseau de Transport d’Electricité : une filiale du groupe EDF, www.rte-france.com
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dynamiques. Ensuite, monter en compétences a travers la construction d’un savoir-faire
méthodologique qui soit plus général, plus précis et s’adapte assez facilement a ’évolution
technologique des systemes de transport de ’électricité. Cela favorise la capacité d’ex-
tension et d’adaptation des approches actuelles aux nouveaux cas d’applications comme
les réseaux de distribution de ’électricité. Toutes ces attentes ont été motivées par la
rigidité des techniques de simplification, employées a ce jour, et la nécessité de s’affran-
chir de la traditionnelle méthode essai-erreur pour la validation des simplifications. En
effet, il existe, a ce jour, différentes techniques de simplification qui offrent des classes
de modeles simplifiés qui s’adaptent, principalement, aux problématiques usuelles des
réseaux de transport de ’électricité, toutefois les liens entre les degrés d’approximation
de ces modeles et leur validité, au-dela des applications usuelles, sont peu approfondis.
A titre d’exemple, pour les lignes de transmission, il existe principalement deux types
de modeles actuellement implémentés dans deux logiciels utilisés par RTE. Un premier
modele, appelé modele en 7, qui est utilisé en grande partie dans le logiciel Eurostag
[49] pour diverses applications dont la synthese des régulateurs et 1’étude de certains
phénomenes électromécaniques de basses fréquences comme les oscillations entre les arbres
mécaniques des machines distantes (interzones). Un deuxieme modele, plus détaillé, dit a
parametres distribués est utilisé dans le logiciel EMTP (ElectroMagnetic Transients Pro-
gram) [24] pour reproduire et analyser les phénomeénes électromagnétiques ainsi que les
dynamiques rapides causées, par exemple, par des commutations dans le systeme. Actuel-
lement, I'utilisation de chacun de ces outils dépend de 'application et des phénomenes
que 'on souhaite capter a travers le modele utilisé pour modéliser, entre autres, la ligne
de transmission. Toutefois, le choix d’'un modele, ou d’un logiciel est généralement guidé
par une forte connaissance des mécanismes mis en jeux dans ’application traitée, ou par
des validations expérimentales a posteriori. De plus, les explications connues sur les rai-
sons de I'incapacité du modele en 7 a capter tous les phénomenes, captés par le modele a
parametres distribués, ne sont pas suffisantes pour établir un lien direct et clair entre ces
deux modeles dynamiques.

C’est pourquoi RTE a souhaité, entre autres, se projeter vers des techniques permet-
tant 'ajustement du modele de la ligne aux phénomenes que 1'on souhaite analyser ou
reproduire par des simulations numériques. Ceci n’est pas une finalité en soi, mais fait
partie d'un processus global par lequel on cherche a ajuster aussi les modeles d’autres
composants du systeme électrique tels que les transformateurs ou les liaisons HVDC.
Cela rentre dans le cadre de la volonté mentionnée précédemment. Concernant le volet
applicatif, ce savoir-faire recherché, en matiere de simplification des modeles dynamiques,
s’'inscrit dans la feuille de route établie par RTE pour le développement de nouveaux ou-
tils de simulation et de gestion des grands systeémes électriques modernes (Smart Grids).
Dans ce cadre, la modélisation et la simulation numérique sont au coeur des projets récents
comme iTESLA (Innovative Tools for Electrical System Security within Large Areas). Cet
effort montre l'intérét de la simplification des modeles dynamiques pour accélérer les si-
mulations, d'une part, et améliorer, d’autre part, la qualité des résultats a travers une
modélisation appropriée.
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Parmi tous les objectifs discutés précédement, la priorité, dans cette these, est donnée
a la simplification des modeles pour une utilisation principale a la simulation numérique et
I’analyse. Pour cause, ces deux applications constituent, entre autres, le coeur du métier des
unités de recherche et développement R&D des GRTs. En effet, vu le degré de complexité
des modeles dynamiques des systemes électriques interconnectés, il est indispensable de
procéder a des simulations numériques afin d’étudier le comportement du systeme et
d’identifier, par exemple, les objectifs a atteindre par les différents moyens d’intervention
sur le systeme. A titre d’exemple, la plupart des actions menées sur le réseau, en cas de
perturbations, sont planifiées a I’aide des scénarios simulés et étudiés a 'avance. Quant a
I’analyse, sont intérét principal réside dans la compréhension des différents mécanismes,
mis en jeux dans le systeme, qui conduisent aux résultats observés en simulation. L’ana-
lyse modale, en particulier, constitue I'une des techniques d’analyse les plus importantes
car elle permet 1’étude et la commande de la plupart des phénomenes liés au transport
de I'énergie électrique qui peuvent étre détectés par une analyse linéaire. En effet, les
oscillations interzones (e.g., [72]), les oscillations hypo-synchrones, les résonances sous-
synchrones (e.g., [59]) sont quelques exemples de phénomenes qui sont étudiés a 'aide de
I’analyse modale. D’ou la nécessité de pouvoir représenter les modeles simplifiés par une
forme d’état afin de pouvoir analyser ce type de phénomenes. Cet aspect, qui est pris en
considération dans cette these, en plus de la reproduction des phénomenes qui présentent
un intérét dans le systeme, s’ajoute aux objectifs liés a la méthodologie de simplification
envisagée.

Enfin, dans la perspective d’offrir un maximum de flexibilité a la méthodologie de
simplification envisagée, on s’est intéressé également dans cette theése a la proposition
d’un processus d’hiérarchisation par lequel on commence d’abord par sélectionner les
entrées du systeme. Ensuite, procéder a sa simplification afin de générer un modele de
taille réduite. Cela minimiserait, par exemple, le risque d’un mauvais choix des variables
de commande du systeme ou une mauvaise évaluation de leur nombre. A fortiori dans le
contexte de la modernisation, a court et a long terme, des équipements et des outils de
gestion des systemes de transport de 1’électricité.

1.2 Problématiques

Clairement, les différents objectifs fixés dans cette these ont pour finalité une amélioration
et une meilleure gestion des techniques de modélisation et de simulation des systemes de
transport d’électricité. Néanmoins, plusieurs difficultés d’ordre méthodologique, théorique
et technique y sont associées. En premier lieu, on peut mentionner la complexité de
certains modeles dynamiques comme ceux des lignes de transmission qui ne sont sim-
plifiés usuellement que par des approches basées sur des hypotheses simplificatrices. Ce
type d’approches, a donné naissance a plusieurs modeles simplifiés de la ligne (voir, par
exemple, [50], [84], [24]), mais ne donnent pas toujours satisfaction. La raison principale
a cela est que la structure dynamique du systeme, dont le modele complexe fait partie,
n’est pas prise en compte lors de la phase de simplification. Ce qui a pour effet d’accroitre
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le risque d’une mauvaise reproduction du comportement du systeme dans son ensemble.
Pour pallier a cela, les approches structurelles dites de réduction de modéles sont une
bonne alternative, mais il n’est pas évident de trouver, parmi les techniques standard,
celles qui répondent positivement aux objectifs de la simplification tels qu’ils sont fixés
dans cette these. Pour cause, les aspects pratiques et théoriques sont rarement pris en
compte ensemble afin de faire face a des enjeux comme l'ordre élevé du modele réduit et
I'usage auquel il est destiné. Cela est dii, en grande partie, au fait que les techniques uti-
lisées généralement pour évaluer I'importance des dynamiques d’un modele ne conviennent
pas a tous les systemes de transmission. A cela s’ajoute aussi des problématiques d’ordre
théoriques qui concernent principalement la question du choix des entrées. En effet, si
les questions posées peuvent trouver assez rapidement des réponses lorsque la structure
physique d’un composant du systeme est bien connue, elles restent toutefois compliquées
a résoudre dans une vision globale. Plus particulierement, lorsque le systeme comporte des
éléments modélisés par des équations aux dérivées partielles comme les lignes de transmis-
sion. Ci-dessous, trois exemples sont présentés pour illustrer ’ensemble des problématiques
soulevées dans cette these.

Exemple 1.1. Le premier exemple met en évidence 'approximation d’un modele dyna-
mique a parametres distribués d’une ligne de transmission par un modele en 7 dont la
structure est montrée en Fig. 1.1.

il L Wil
Velt) :_ EQ =3

Leit) 2 Ts(t)
— W
A L hia

Vs(t)

Line

FiGURrE 1.1 — Modele en 7 de la ligne

Il s’agit d’une approximation qui perdure depuis longtemps dont la validité a toujours
été justifiée par une comparaison de trajectoires (voir, e.g., [39]). Plus précisément, lorsque
le modele complet de la ligne, représenté ici par la structure de la Fig. 1.2, est excité par
une tension a l'extrémité x = 0, la réponse qui en résulte a I'autre extrémité x = £ est re-
produite, sous certaines conditions, par le modele en 7. Les principales conditions sont une
longueur modérée de la ligne (jusqu’a 250) et un signal sinusoidal en entrée de fréquence
f tel que 27 fvV/LCl < 1. Une telle approximation est généralement utilisée lorsque les
phénomenes de propagation ont un effet négligeable pour reproduire, par exemple, avec
le reste du systeme les phénomenes électromécaniques qui sont relativement lents comme
les oscillations interzones (voir, e.g., [72]). En revanche, pour capter des phénomenes
électromagnétiques, qui sont plus rapides, une approximation plus détaillée comme celle
présentée dans [24] doit étre utilisée.

En outre, I'approximation par le modele en 7, tout comme I’approximation citée
précédemment, est basée sur des considérations physiques et une connaissance assez
forte du mode de fonctionnement des lignes électriques. Par conséquent, son adéquation

10



Chapitre 1 Introduction

i(x.1)
—
Vin(t) Vix.D Vour(t)
x=0 x=4¥

FIGURE 1.2 — Structure physique d’une ligne de transmission électrique

a reproduire un phénomene donné est généralement validée a postériori par des tests
expérimentaux. De ce fait, pour étre en mesure de pouvoir lier le modele utilisé aux
phénomenes reproduits, la question, d’un point de vue systéme, se pose au dela d’une
comparaison des trajectoires qui ne permet pas de conclure sur la nature du lien qui
existe entre les structures dynamiques de ces systemes.

C’est pourquoi, la priorité dans cette these a été d’abord donnée a la clarification et la
compréhension de ce lien structurel afin d’étre capable de bien maitriser ’approximation
et de pouvoir I’étendre ensuite a une échelle plus grande comme c’est fait dans le Chapitre
3. Le résultat issu des investigations met en évidence un lien de troncature entre les deux
modeles comme il est résumé en Section 1.3 et expliqué en détails dans le Chapitre 2.

Exemple 1.2. Comme mentionné précédemment, 'une des problématiques les plus im-
portantes abordée dans cette these est 'approximation des modeles dynamiques des
systemes électriques interconnectés. Il s’agit de réduire la complexité des modeles uti-
lisés pour la simulation et I'analyse en réduisant, principalement, leur nombre d’équations
et de variables de maniere a reproduire assez fidelement le comportement dynamique du
systeme original. Pour cela, il faut avant tout évaluer 'importance de chaque dynamique
dans le systeme afin de sélectionner que les plus pertinentes et les garder ensuite dans le
modele réduit. A cet effet, chaque méthode de réduction dispose d’un indicateur ou indice
qui permet de mesurer quantitativement I'importance d'une dynamique par rapport a une
autre. Deux classes de systemes sont présentés ci-dessous avec comme indices de choix
des dynamiques : ’énergie des variables d’état et 'amplitude maximale entrée-sortie des
dynamiques modales.

1) Premieére classe (faible décroissance des indices énergétiques) : prenons
I’exemple du systeme de transmission représenté par la Fig. 1.3.

i(x,1)
VWA —
Z
Vo i Vin(t) V(1) Vour(t) ZL
O O
x=0 x=F

FIGURE 1.3 — Un simple systeme de transmission

Comme il est indiqué en Section 3.2.1, son modele dynamique est de dimension

11
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infinie (dt au modele (1.4) de la ligne) qui peut s’écrire sous la forme

((Ov(x,t) Oi(x,1) ,
“on LT Rl
di(x,t)  _0v(x,t)
\ o0z ¢ ot ' (1.1)

v ([E,t) |x:0 =W (t) — Zoi ($, t) |a::0
v (x,t) |pme = Zi (2,1) | s

\

Le systéme (1.1) a un nombre infini de variables d’état et peut ainsi s’écrire sous la
forme équilibrée ci-dessous (voir, e.g., [33], [21])

(1.2)

y (1) = CooXoo (2) 7
ou les matrices A,,B., et C, peuvent étre approximés par A,,B,,C,. Les co-
efficients de ces dernieres sont calculés, par exemple, a l'aide d’une intégration
numérique basée sur une approximation de la réponse impulsionnelle comme on peut
voir dans [80]. A partir de cette approximation de dimension finie, il est ainsi pos-
sible d’approximer les premieres valeurs singulieres (car théoriquement il existe une
infinité) du systeme (1.1). La Fig. 1.4 montre une approximation des 1000 premieres
valeurs singulieres (obtenues par la procédure expliquée en Section C.3) ou chacune
d’elles représente ’énergie d'une variable d’état de (1.2).

{ Xoo () = Ao Xoo (1) + Boou (¢)

0.7
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FI1GURE 1.4 — Valeurs singulieres de Hankel du systeme de transmission

Notons toutefois, que les valeurs singulieres ne représentent les énergies des variables
d’état que si la réalisation du systeme est équilibrée. Ainsi, une méthode comme la
troncature équilibrée [52], qui consiste a ne garder, dans le modele réduit, que les
variables d’état les plus pertinentes utilise les valeurs singulieres de Hankel comme
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indice de troncature. Il s’agit en effet de repérer un écart (chute) significatif entre
deux valeurs singulieres successives a partir duquel le vecteur d’état est tronqué (voir
Section C).

Pour le cas présenté ici, on peut clairement remarquer que les valeurs singulieres de
Hankel décroient assez lentement avec uniquement deux petits écarts au niveau des
variables d’état 428 et 868 comme le montre la Fig. 1.4. Ainsi, de ce point de vue
énergique, les dynamiques liées aux variables d’état du systeme (1.1) sont toutes
importantes et doivent étre gardées dans le modele réduit afin d’obtenir des bons
résultats. Et ceci pour tous les systemes qui n’ont pas de chute dans le spectre
des valeurs singulieres de Hankel. D’un point de vue applicatif, ceci n’est pas tres
intéressant car ’ordre du modele réduit qui en résulte est assez élevé ce qui rend son
implémentation difficile. C’est pourquoi, dans la nouvelle méthodologie, présentée en
Section 3.4, I’évaluation des dynamiques n’est pas basée uniquement sur les valeurs
singulieres de Hankel.

Deuxieme classe (faible décroissance des indices d’amplitudes entrée-
sortie) : considérons la fonction de transfert suivante d’ordre 6 d’un systeéme linéaire
stationnaire :

200s + 2 * 10* n 182s + 16380 n 1 10,05
5242005 +2x 104 s2+180s+1%10% s+1 s+9,8

L(s)= (1.3)

(1.3) n’a que des poles simples et peut ainsi s’écrire sous la forme

Ls)=3" o

1=1 e —
L;(s)

avec n = 6. Les valeurs des poles \; et des résidus r; associés sont donnés dans le
Tableau 1.1.

TABLE 1.1 — Poles, résidus et normes infinies des fractions

k poles \; résidus 7; | || L; ()]
1| A =—100+ 100i 100 1,000
2| Xy =—100— 100i 100 1,000
3] A3=-90+1x10% 91 1,011
4| X\yg=-90—1x 10% 91 1,011
51 A5 =—1 1 1,000
6| \¢=—9,8 10,05 1,025

Ainsi, pour une méthode comme la troncature modale (voir, e.g., [76]), 'indice qui
est, généralement, utilisé pour évaluer 'importance des dynamiques est la norme
infinie des fractions de (3.9), i.e., les amplitudes maximales des dynamiques liées aux
modes. Ceci est justifié par le fait que les fractions ayant les plus grandes normes
infinies contribuent efficacement a la minimisation de la norme infinie de ’erreur de
troncature comme on peut le voir en Section B).
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De la, il résulte ainsi que toutes les dynamiques de (1.3) ont le méme niveau d’im-
portance car, comme le montre le Tableau 1.1, les normes infinies des fractions sont
quasiment toutes égales. Ce qui montre ainsi que, pour cette classe de systemes dy-
namiques, cet indice d’évaluation ne permet pas d’avoir des résultats tres utiles pour
I'implémentation.

Aux problématiques liées a ces deux classes de systemes qu’on vient de présenter,
s’ajoute également le besoin de préserver la structure physique du systeme apres 1’étape
de réduction. Dans ce cas, il s’agit d’évaluer I'importance des dynamiques d’un sous-
systeme particulier en prenant en compte la structure dynamique de tout le systeme dont
il fait partie.

Exemple 1.3. Aux deux problématiques précédentes s’ajoute celle du choix des entrées
qui consiste a dénombrer et choisir les variables qui peuvent servir de commandes. En
effet, pour un systéme dynamique on ne peut pas fixer librement n’importe quel nombre
de variables car ces dernieres sont, avant tout, liées par des équations qui imposent leurs
évolutions. Pour donner une illustration, considérons de nouveau la structure en 7 de la
Fig. 1.1. Il est montré dans I’Exemple 4.4, que si 'on fixe deux variables, toutes les autres
y dépendent et on a ainsi deux commandes. De la, si on se limite juste au nombre, on
peut fixer, par exemple, les deux tensions ou courants aux extrémités ou bien les combiner.
La réponse est obtenue dans ce cas a l'aide d’un formalisme algébrique qui montre que
le nombre d’entrées d’un systeme de dimension finie est donné par le rang du module
définissant le systeme comme c’est expliqué par exemple dans [28] ou [8] et présenté dans
le Chapitre 4.

Toutefois, pour les systemes auxquels nous nous intéressons, et qui sont décrits par des
EDPs, la situation est différente et plus difficile. Prenons, par exemple, la structure de la
Fig. 1.2. Par expertise et comme on connait le processus physique, on sait tres bien qu’on
peut imposer, par exemple, indépendamment les deux tensions aux deux extrémités de
la ligne, i.e., a x = 0 et x = £. Cependant, lorsqu’on dispose uniquement des équations
mathématiques qui décrivent le fonctionnement du systeme sans connaitre sa structure
physique, la réponse est moins évidente. Pour mieux voir cela, rappelons les équations
ci-dessous

ov (z,1) _ _L(‘% (z,t) Ri(x.1),
i (x,t) _C(% (x,t) '
or ot

qui décrivant I’évolution du courant et de la tension le long de la structure de la Fig. 1.2.
Le systeme (1.4) est déterminé (i.e., le nombre de ses inconnues (fonctions) est égal au
nombre de ses équations) et il est per¢u, dans 'approche algébrique, comme un ensemble
de variables reliées par un ensemble d’équations. Il est représenté ainsi par la forme ci-
dessous

& UM

~
A
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ou v et i représentent les générateurs du module et A sa matrice de présentation. Le tout,
i.e., (1.5) est dit module de présentation finie donné par générateurs et relations. Pour
les entrées, le rang du module (1.5) vaut zéro ce qui signifie que ni i (x,¢) ni v (z,t) ne
peuvent étre fixés librement, i.e., le nombre de commandes de ce systeme est égal a zéro.
Ce qui, bien évidement, ne concorde pas avec le fait qu'on peut imposer la tension aux
deux extrémités de la ligne. On peut voir cela aussi en discrétisant en espace les équations
(1.4) ou on sera contraint de spécifier les valeurs des variables & = 0 et z =/ (i.e., aux
bords) afin de pouvoir intégrer les équations.

Formellement, ceci n’est pas contradictoire mais met en évidence le fait que, pour
ce type de systemes, le rang du module ne permet de renvoyer que le nombre d’entrées
dites dans le domaine, i.e., appliquées en tout point du domaine spacial ou une région de
celui-ci mise a part les bords (voir, e.g., [5]). Si l'on regarde le systeme (1.4), on constate
ainsi qu’il ne possede aucune entrée de ce type. L’autre classe de commandes appelées
controles frontieres qui, quant a elle, est appliquée via les conditions aux bords, n’est donc
pas donnée par le rang du module. A ce titre, des investigations doivent encore avoir lieu
a propos de cette classe particuliere de commandes, ce qui fait I'objet d’une importante
partie du Chapitre 4.
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1.3 Démarche et contributions

Pour traiter efficacement les problématiques soulevées précédemment, notre démarche
se base sur la vision systémique comme cadre méthodologique. Ceci permet de surpasser les
approches locales et d’offrir une vision plus large et plus générale des questions abordées.
Cela a permis en premier lieu de clarifier le lien structurel entre le modele a parametres
distribués des lignes de transmission et leur approximation par un modele en 7. L’apport
est une mise en évidence d'un lien de réduction entre les structures dynamiques des deux
modeles qui complete ainsi la comparaison classique des trajectoires. A terme, 'avantage
d’un tel résultat est de pouvoir lier les phénomenes simulés aux modeles utilisés dans les
simulateurs numériques.

La question de la réduction a été ensuite plus investie dans cette these, pour aboutir
au final & une nouvelle méthodologie de troncature plus adaptée aux modeles dynamiques
des systemes de transport de I’électricité. Son apport, comparé aux techniques existantes,
est d’offrir 'avantage de pouvoir a la fois faire un tri efficace des dynamiques, méme dans
des situations particulieres, et de prendre en considération des besoins liés a l’exploita-
tion du modele réduit comme la préservation des structures dynamique et physique. Elle
contribue ainsi a une meilleure gestion des systemes électriques modernes en améliorant
les techniques actuelles de simulation et d’analyse. Ce qui permet une prise en compte
plus facile et plus efficace des nouvelles technologies de production et du transport de
I’énergie électrique.

Ceci est complété par la question du choix des entrées pour laquelle le cadre systémique,
et en particulier 'approche algébrique, a permis de mieux approfondir la problématique et
de proposer des pistes de solutions encourageantes. En effet, bien qu’'une réponse complete
a la question n’est toujours pas délivrée, I'apport du travail effectué ici, a ce sujet, est la
position du probleme dans le contexte de la théorie des systemes dynamiques.

1.4 Organisation du manuscrit

Le manuscrit est composé de quatre chapitres en plus de la conclusion générale, les
perspectives et quatre annexes. L’organisation ainsi que des brefs résumés des trois cha-
pitres qui restent sont donnés comme suit :

Chapitre 2. Dans ce chapitre sont présentés tout d’abord les différents modeles des lignes
dont il est fait usage dans cette these avec une description des propriétés de chacun. Un
rappel est fait ensuite sur la comparaison classique entre les trajectoires issues du modele
a parametres distribués de la ligne et le modele en 7 afin de montrer le besoin de se
tourner vers un cadre plus systémique. A 'aide de ce dernier, les structures dynamiques
des modeles sont comparés et il est montré, principalement, que le modele en 7 est proche
d’une troncature modale a ’ordre 1 du modele complet de la ligne. Ce résultat est obtenu
suite a une utilisation des outils développés pour les systemes de dimension infinie comme
les opérateurs et les semi-groupes.
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Chapitre 3. 1l constitue le chapitre central de cette these ot une nouvelle méthodologie
de réduction qui s’adapte mieux aux systemes modernes de transport d’électricité est
développée. C’est une approche mixte qui est basée a la fois sur le principe de la tron-
cature modale et ’évaluation des dynamiques via I’énergie de la réponse impulsionnelle.
Son développement est motivé par la pénurie de méthodes permettant d’évaluer efficace-
ment les dynamiques du systeme, lorsque le spectre des valeurs singulieres de Hankel ne
présente pas une chute significative, et de satisfaire des objectifs de réduction, que sont
essentiellement la préservation des structures dynamique et physique. En effet, lorsque le
systeme présente un nombre assez élevé de dynamiques qui sont difficiles a évaluer, I'ordre
du modele réduit issu des méthodes standards ne favorise pas son implantation. A 'aide
des différents exemples et applications industrielles traités, il est montré que la méthode
proposée permet d’obtenir des résultats assez satisfaisants.

Chapitre 4. La problématique abordée dans ce chapitre concerne le nombre et le choix
des entrées des systemes a parametres distribués. Il s’agit, du point de vue de 'automa-
tique, de savoir quel est le nombre d’entrées (i.e., les variables qui servent de commandes)
de ce type de systemes qui a la particularité de pouvoir étre commandé par les bords,
e.g., les extrémités d’une ligne. Le cadre proposé a cet effet est une approche algébrique
qui consiste a appliquer des théories algébriques comme celle des modules pour étudier et
mettre en évidence des propriétés structurelles des systemes dynamiques. Vu la difficulté
de la tache et la pénurie de travaux a ce sujet, la contribution se présente sous forme dune
étude détaillée de 1’état de 'art et une mise en évidence de deux types de commandes
ainsi que la proposition d’une piste pour résoudre le probleme.

Au final, une conclusion générale ainsi que la maniere dont nos résultats peuvent étre
exploités sont présentés a la fin du document avant une liste de références bibliographiques.
Le tout suivi de quatre annexes qui contiennent principalement la liste des publications
obtenues dans cette these, les preuves et les démonstrations ainsi qu'une description des
modeles utilisés dans les applications industriels traités.
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Liens entre les modeles utilisés pour
une ligne électrique : une analyse
systémique

2.1 Introduction

Dans un systeme électrique, les lignes de transmission jouent un role prépondérant
car elles assurent l'acheminement de 1’énergie électrique depuis sa production, par les
machines, jusqu’a sa consommation par les charges. Leur structure guide ainsi le cou-
rant et la tension qui se propagent avec une vitesse limitée d’un bout a l'autre. La
dynamique de cette propagation est décrite par un modele a parametres répartis qui
consiste en deux équations aux dérivées partielles. Il est ainsi dit de dimension infinie.
Une fois ce modele connecté au reste du circuit électrique, il conduit a une description
complete des phénomenes induits par les interconnexions. Et ceci, en allant des plus
rapides tels que les phénomenes électromagnétiques jusqu’au plus lents comme les oscilla-
tions électromécaniques. Toutefois, pour analyser et étudier tous ces phénomenes, on ne
peut guere compter sur une solution analytique car elle ne peut étre obtenue que pour des
cas de figures qui restent loin des situations réelles. De la est venue I'idée, qui est méme
devenu une nécessité, d’approximer le modele a parametres répartis des lignes.

A cet effet, plusieurs modeles simplifiés ont été proposés dont 1'utilisation reste tres
attachée aux besoins. Pour reproduire les phénomenes électromagnétiques, par exemple,
il est suggéré d’utiliser le modele a retard [24] qui découle dune solution, dans des condi-
tions particulieres, des équations de la ligne. Il trouve ainsi place dans des simulateurs
comme EMTP [24] ou il est combiné a une intégration par trapezes pour délivrer ’allure
des trajectoires de tout le systeme électrique. On trouve également ce modele dans la Sim-
Power Toolbox de Matlab (see [82]). Par ailleurs, lorsqu’on considére que les phénomenes
de propagation sont négligeables (notamment pour les lignes courtes), les lignes sont
représentées par la structure dite en 7 de la Fig. 1.1. Le modele qui en résulte est de di-
mension finie donné par des équations différentielles ordinaires. Il est intégré a I’ensemble
du systeme soit seul soit dupliqué, i.e., sous forme d’une séries de modeles en 7 (voir Fig.
2.4). Cela permet de reproduire des phénomenes lents comme les oscillations interzones,
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les dynamiques de tension ou encore, sous certaines conditions supplémentaires, les oscil-
lations hyposynchrones. On s’en sert, par exemple, dans [49] pour 'analyse de la stabilité
transitoire, la stabilité en petits mouvement ou la synthese des régulateurs.

Bien que tous ces modeles que I'on vient de mentionner découlent du fonctionnement
dynamique de la structure physique des lignes, leur adéquation aux phénomenes simulés
reste, la plupart du temps, guidée par des validations expérimentales. C’est ce qui nous a
incité a comparer les structures dynamiques de tous ces modeles afin de mieux comprendre
les liens entre les modeles utilisés pour la simulation et les phénomenes a reproduire. La
comparaison est systémique et repose principalement sur une analyse modale. Cela dégage
plus de propriétés dynamiques qu’une analyse de trajectoires classique. En effet, le modele
en 7, par exemple, fut longtemps utilisé comme une approximation avant qu’une similitude
des trajectoires (voir e.g., [39]) avec le modele complet ne soit trouvée. Ici, il est montré
que ce modele en 7 est tres proche d’une troncature modale a I'ordre un du modele
complet. Ce résultat, ainsi que cette vison systémique, se révéleront d’autant plus utiles
dans le prochain chapitre ot des questions relatives a I'approximation du systeme tout
entier seront abordées.

2.2 Présentation et classement des modeles des lignes électriques

Les modeles représentatifs des lignes électriques sont généralement classés en fonction
de la longueur de la ligne, car ce parametre joue un role important dans la proroga-
tion des ondes a travers la ligne. On distingue ainsi des modeles pour les lignes dites
courtes dont la longueur ne dépasse généralement pas 80 Km, des modeles pour les lignes
de longueurs modérées qui sont entre 80 Km et 250 Km. Et enfin, des modeles pour
les lignes longues dont la longueur dépasse 250 Km. Toutes ces classes de modeles ont
été développées en adéquation avec le fonctionnement réel de la ligne et les hypotheses
simplificatrices que 'on peut faire dans chaque situation. Ainsi, pour chaque classe de
modeles correspond une gamme de phénomenes que ’on peut capter. De ce fait, 1'utilisa-
tion de chaque modele dépend de I'application et des phénomenes que 1’'on veut analyser
ou reproduire par simulation numérique. On note aussi que, d'un point de vue de la
modélisation, les modeles utilisés pour représenter les lignes aériennes conviennent aussi
aux lignes souterraines (dites cdbles) mais avec des valeurs différentes des parametres
(résitance, inductance, capacitance, conductance transverse). Cela est di au fait que les
cables n’ont pas les mémes caractéristiques physiques que les lignes aérienne, notamment
au niveau de l'isolation entre les conducteurs et la distance entre eux (voir, par exemple,
[39] pour plus de détails). Pour les systemes de transport d’électricité, les lignes aériennes
sont généralement les plus utilisées. Mais la aussi, les valeurs des parametres dépendent de
la fréquence et du niveau de la tension auxquels les lignes sont soumises ! (voir [39], page
209, pour quelques valeurs numériques). On donne ci-dessous un tableau? qui montre les
différents niveaux de tension, appelés domaines de tension, auxquels les installations des

1. En France, le transport de ’électricité se fait & une fréquence de 50 Hz et un niveau de tension entre 63 kV
et 400 kV.

2. Ce tableau ne contient que les domaines HTA et HTB, car ils sont liés au transport de 1’électricité, mais un
tableau plus exhaustive est présenté, par exemple, dans [78].
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réseaux de transport et de distribution de 1’électricité fonctionnent habituellement.

TABLE 2.1 — Domaines de tension selon la norme NF C18-510

Domaine de tension Valeur de la tension nominale Usage

Courant alternatif | Courant continu
HTA (haute tension A) | 1kV<Un< 50kV | 1.5Kv<Un< 50kV | Distribution
HTB (haute tension B) Un> 50kV Un> 75kV Transport

En outre, pour chaque type de lignes aériennes, un apercu sur les modeles les plus
utilisés est présenté ci-dessous :

Lignes courtes : Pour ce type de lignes, les phénomenes liés a la propagation (comme
le retard par exemple) ont tres peu d’effet sur les trajectoires du courant et de la tension.
Ainsi, le modele qui est généralement utilisé pour modéliser ces lignes est constitué d’une
résistance en série avec une inductance, car on fait 'hypothese qu’il n’est pas nécessaire
de prendre en compte le caractere distribué des parametres. Ce modele est fréquemment
utilisé pour représenter certaines lignes du réseau de transport, mais il convient mieux
aux lignes courtes du réseau de distribution car a des tensions inférieures a 20kV, la
capacitance et la conductance transverse sont considérées négligeables pour une ligne
courte. Lorsqu’il est utilisé dans les systemes de transport d’électricité, ce modele suffit
pour reproduire, avec le reste du systeme, des phénomenes de basses fréquences comme
les modes interzones qui son généralement entre 0.1 Hz et 0.7 Hz. Il est aussi utilisé
pour un calcul d’écoulement de charges (load-flow). Cependant, ce modele peut ne pas
convenir pour des cables de longueurs similaires (inférieurs a 80 Km) car la capacitance
et la conductance transverse peuvent avoir un effet non négligeable.

Lignes de longueurs modérées : Dans ce cas, on fait aussi ’hypothese que les phénomenes
de propagation n’ont pas beaucoup d’influence sur le comportement des tensions et des
courants aux points terminaux de la ligne. Cependant, par rapport aux lignes courtes, on
considere que l'effet de la capacitance n’est plus négligeable dans ce cas, car ces lignes
acheminent 1’énergie sur des distances plus grandes avec un niveau de tension qui dépasse
généralement les 50kV (elles font partie du réseau de transport). Ce qui fait apparaitre des
phénomenes que 'on peut pas capter avec le modele précédent. Par conséquent, le modele
qui est le plus utilisé, pour représenter ces lignes, est le modele en 7 de la Fig. 1.1. Un
tel modele convient, par exemple, a ’étude de la stabilité transitoire et des phénomenes
électromécaniques comme indiqué précédemment.

Lignes longues : Lorsque la longueur de la ligne dépasse 250 Km, l'effet distribué des
parametres devient important a prendre en compte et les phénomenes électromagnétiques
deviennent plus significatifs. C’est la raison pour laquelle d’autres modeles, dits a pa-
rametres distribués, sont utilisés. Ils different de ceux cités ci-dessus par le fait que les
parametres physiques de la ligne (comme la résistance) ne sont plus agrégés en un seul
parametre (par exemple, résistance équivalente), mais distribués le long de la ligne. Ce
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qui permet de capter la dynamique de propagation des ondes ainsi que les phénomenes
qui lui sont associées comme le retard. Il est aussi possible, avec de tels modeles, de cap-
ter des dynamiques tres rapides comme les phénomenes transitoires ou encore l'effet de
peau. Par ailleurs, il arrive aussi que les lignes longues soient modélisées par plusieurs
modeles en 7 connectés en série comme le montre la Fig. 2.4. Cela repose sur le fait que
le caractere distribué des parametres peut étre pris en compte en subdivisant la ligne en
plusieurs sections (théoriquement une infinité) de longueur treés petite ot chacune d’elles
est modélisée par un modele en 7. Toutefois, cette modélisation est souvent réservée a des
cas particuliers ou on sait, par I’expérience, qu’elle permet de reproduire les phénomenes
recherchés. En effet, il est tres difficile de connaitre, a priori, le nombre de modeles en 7
qui doit étre utilisé et quelle gamme de phénomenes cela permet de capter. Généralement,
la fréquence des signaux auxquels la ligne est soumise ainsi que sa longueur sont des fac-
teurs déterminants pour trouver le modele adéquat. A titre d’exemple, un tableau est
présenté dans [97] montrant le nombre de modeles en 7 a utiliser afin de couvrir une plage
de fréquence donnée. Dans les systemes de transmission, ce genre de modeles est utilisé
par exemple pour étudier la stabilité du systéeme ainsi que les phénomenes générés suite
a des défauts ou des commutations rapides (hautes fréquences) dans le systeme.

Au final, tous les modeles que 'on vient de mentionner se divisent en deux catégories.
D’une part, les modeles de dimension finie, comme le modele en 7m ou en série de m,
qui sont décrits par des équations différentielles ordinaires ,car ils n’incluent pas l'effet
de la dimension spatiale. D’autre part, les modeles de dimension infinie (a parametres
distribués) dans lesquels les courants et les tensions le long de la ligne sont fonction, a la
fois, du temps et de ’espace. Une description mathématique de I’ensemble de ces modeles
est présentée ci-dessous.

2.2.1 Modeles a parametres distribués

Comme mentionné précédemment, dans une ligne de transmission, la dynamique de
propagation des tensions et des courants est modélisée par des équations aux dérivées
partielles. Cela conduit principalement a deux types de modeles a parametres distribués.
Un premier modele dont les parametres varient en fonction de la fréquence et un second
modele dont les parametres sont constants et uniformément (ne dépendent pas de la
distance) répartis sur toute la longueur de la ligne. Tous les deux ont leurs utilités res-
pectives dans les systemes de transmission, mais celui a parametres constants est le plus
utilisé, car il est généralement suffisant pour étudier les différents phénomenes qui appa-
raissent dans les systéemes de transport d’électricité. Par ailleurs, lorsque la fréquence des
signaux qui traversent la ligne sont de 'ordre du GHz, ce qui n’arrive pas généralement
dans les systemes de transmission, il est important de prendre en compte la dépendance
fréquentielle des parametres. En effet, a de telles fréquences, des phénomenes comme 1ef-
fet de peau, qui ne sont pas captés par le modele a parametres constants, peuvent avoir
un impact considérable.
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2.2.1.1 Modele a dépendance fréquentielle

Pour une ligne monophasée, dont la structure est montrée en Fig. 1.2, les deux équations
décrivant 1’évolution de la tension v (z,t) et le courant i (x, ) a chaque point x et a chaque
instant ¢ sont données par

81}((92, t) _ L (w) 82’((;6; t) R (w)i(z, 1) o
di(w,t) dv(z,t) 7 |
W = —C(w) T - G(w)v(x,t)

ou les parametres R (w), L (w), C (w) et G (w) sont, respectivement, la résistance, I'induc-
tance, la capacitance et la conductance transverse par unité de longueur. Leur dépendance
de la pulsation w = 27 f est liée a certains phénomenes électromagnétiques, comme 1’ef-
fet de peau, qui apparaissent lorsque la ligne est soumise a des signaux de tres hautes
fréquences. Ceci résulte d’'une modélisation assez détaillée des conducteurs de la ligne
en se basant sur les équations de Maxwell [50]. Notons que, pour les lignes aériennes,
la conductance transverse G (w) est souvent négligée a cause de son faible impact. Par
conséquent, elle sera omise dans tous les modeles des lignes considérés dans cette these.
D’une maniere générale, les parametres R (w), L (w) et C' (w) peuvent étre des fonc-
tions tres complexes dont on ne connait que des expressions asymptotiques (voir, par
exemple, [50]). Ainsi, selon la gamme de phénomenes auxquels on s’'intéresse, des sim-
plifications peuvent étre faites au niveau de la modélisation. Par exemple, lorsqu’on ne
considere que 'effet de peau pour les lignes aériennes, la modélisation peut étre simplifiée
pour aboutir au modele ci-dessous dont les parametres L (w) et C' (w) sont constants

Pl _ 20D O (K 1) witen)
0ife,t) _ _, dula,) ! (22)
or ot

et (x) symbolise le produit de convolution. R’ (t) est une résistance transitoire qui peut
étre approximée par la réponse impulssionnelle d’un filtre linéaire ayant un nombre assez
important (en fonction de la plage de fréquence a prendre en compte) de poles et zéros
(voir, par exemple, [68]). Elle modélise ainsi I'effet de la fréquence sur la distribution des
charges au niveau de la surface des conducteurs de la ligne.

De 1a, il est intéressant de noter, a propos du modele (2.2), qu’il admet une forme
d’état (dont les matrices sont indépendantes de la fréquence) moyennant une discrétisation
spatiale. Ainsi, d’un point de vue systeme, il peut étre approximé par un modele linéaire
a parametres constants ayant un nombre assez important de variables d’état.

2.2.1.2 Modele a parametres constants

Apres avoir vu le modele a dépendance fréquentielle, celui a parametres constants
admet des équations analogues aux (2.1) sauf que les parametres sont, dans ce cas, tous
constants, i.e., R(w) = R, L (w) =L et C (w) = C, ce qui donne
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ip(t) 1p(t)
R I
() Mmﬁeﬂ:e la v ()

FIGURE 2.1 — Structure en quadripdle de la ligne

ov (z,1) _ _Laz (z,t) Ri(x. 1)
di(z,t) _Cav (x,t) '
or ot

Dans le milieu industriel, I'utilisation du modele (2.3) est assez fréquente car il est suffisam-
ment détaillé pour reproduire la plupart des phénomenes liés au transport de 1’électricité.
Ainsi, il fera I'objet d’une analyse assez détaillée par la suite.

2.2.1.3 Insertion dans le systéme

Pour quun modele comme (2.3), (2.2) ou (2.1) puisse étre connecté a d’autre éléments
électriques, il faut d’abord lui fixer des conditions aux bords. Ces dernieres servent a définir
le systeme au niveaux des bords et jouent le role de ports de connexion a travers lesquels il
interagit avec les autres composants (du circuit électrique) auxquels il est connecté. Ceci
peut étre formulé, d’'une maniere plus générale, comme un systeme Port-Hamiltonien
(voir, par exemple, [36]). Dans notre cas, et en se basant sur la structure physique de la
Fig. 1.2, on peut constater qu'a x = 0 on peut définir un courant ¢ (x,t) |,—o= i (t) et une
tension v (z,t) |,—0= vo (t). De méme pour l'extrémité x = ¢, on définit i (z,t) |,—= s (t)
et v (x,t) |z=¢= ve (t). Cela conduit au final a la structure en quadripole de la ligne avec
deux ports de connexions comme le montre la Fig. 2.1.

L’évolution de i (t), i, (t),vo (t) et vy (t) dépend du circuit dans lequel la ligne est
insérée. Pour une ligne ouverte, par exemple, i.e., branchée a une source de tension V (t)
a x = 0 et laissée libre a x = ¢, on fixe, comme conditions aux bords :

{ v (x,t) [z=0= V. (t)

’L(]J,t) |a::€: 0 ’ (24)

ce qui donne vy (t) = V. (t), i, (t) = 0 et enfin iy (t) , ve () qui résultent d’une intégration
du systeme d’équations (2.3)-(2.4).

Par ailleurs, il est important de noter que, pour aboutir a la structure de la Fig. 2.1,
le nombre de commandes aux bords doit étre connu au préalable. En effet, comme les
variables d’interconnexion sont définies a partir des conditions aux bords, le nombre de
ces dernieres doit étre connu a ’avance. Ceci est lié a la question du nombre et choix des
entrées qui est abordée dans le Chapitre 4.
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2.2.2 Modeéle a retard

Dans les applications réalistes, le modele a parametres distribués, (2.3), de la ligne est
généralement remplacé par un modele a retard qui offre plus d’avantages au niveau de la
simulation numérique. En effet, il est relativement facile de prendre en compte un retard
lors de I'intégration numérique des équations comme cela se fait, par exemple, dans EMTP
ou Matlab/Simulink via une intégration par la méthode des trapezes. Ainsi, le modele a
retard de la ligne, utilisé dans ces deux simulateurs, résulte de la solution des équations
(2.3) dans le cas ou R = 0 (ligne sans pertes). Dans ce cas, le courant i (z,t) et la tension
v (z,t) s’écrivent sous la forme générale de d’Alembert comme suit

i(x,t) = fi(x —vt)+ fo(z+0vt),
v(z,t) = Z.f1 (x — vt) — Z.fo (x + vt),

L
ou Z. = - est dite impédance caractéristique et f1(-), fo(+) sont deux fonctions arbi-

traires. D'un point de vue physique, cela montre que le courant et la tension, dans une
ligne sans pertes, sont tous les deux la somme d’une onde incidente f; (x — vt) qui se pro-

VIC

onde réfléchie f5 (x + vt), qui se propage dans le sens opposé avec la méme vitesse. Cela

page dans le sens des valeurs positives de x avec une vitesse constante v = , et d'une

conduit au modele connu sous le nom de modéle de Bergeron obtenu par la méthode des
caractéristiques (voir par exemple [24] pour plus de détails). Il est basée sur le fait que les
tensions (v (0,t) + Z.i(0,t)) et (v (¢, t) + Z.i(¢,t)), a chaque bout de la ligne, coincident
apres une durée de 7 = £v/LC sec. Plus précisément, (v (0,t) + Z.i (0,t)) & x = 0 conserve
sa valeur durant la propagation (de z = 0 a x = /) et arrive & x = ¢ apreés un temps de
retard (de propagation) égal a 7. Le méme raisonnement s’applique aussi pour la tension
(v (€,t)+ Zei (£,1)) qui se propage de z = ¢ vers x = 0. Mathématiquement, cela s’écrit

v(0,t)+ Zi(0,t) =v (bt —7)+ Zei (4t — T),
v(l,t)+ Zea(bt) =v(0,t —7) + Zi (0,6t — 7).

A partir de la, on déduit le schéma représentatif ci-dessous

(1) i for(t=1) i vp(t)
i Ié'r[t_T] .

FIGURE 2.2 — Représentation du modele a retard de la ligne

dans lequel Iy, (t — 1) et I; (t — 7) représentent deux sources de courant re-
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tardées dont les expressions sont données par

Iy (t—7)=— (Zic> vo(t—7)—ip(t—71), (2.5a)
Iy (t—7)=— (Zic) ve(t—7) =i (t—7). (2.5b)

On remarque ainsi qu’on retrouve la structure en quadripole de la Fig. 2.1.

Par ailleurs, le modele que 'on vient de décrire correspond & une ligne idéale (sans
pertes), mais en réalité les conducteurs ont une résistance non nulle. Afin de prendre
en compte l'effet de cette résistance, on fait I'hypotheése (voir, par exemple, [24]) que la
résistance totale de la ligne est répartie en % aux extrémités et % au milieu. Cela revient a
remplacer I'impédance Z., dans la Fig. 2.2, par Z = Zc—i—% des deux cotés et de remplacer

les sources de courant I, (t — 1), Iy, (t — 7) par

1+h 1—~h
Iy (t—71)= (%) x {lo (t — 1) de (2.5a)} + <T> X {Ip (t —7) de (2.5b)},
1+h 1—nh
Iy (t—7) = (%) X {Ip (t —7) de (2.5b)} + (T) X {Io, (t — 1) de (2.5a)},
R
ol h = — n 24%. Ceci est donc valable tant que le rapport (%) est assez faible devant
c g

I'impédance caractéristique Z..

Concernant le cadre applicatif, le modele a retard que 1’on vient de présenter est utilisé
au méme titre que le modele a parametres distribués décrit par les équations (2.3). En
outre, il est implémenté sous la méme forme dans le logiciel EMTP et la SimPower Toolbox

de Matlab.

Remarque 2.1. Pour des phénomenes qui se manifestent en tres hautes fréquences, comme
effet de peau, les deux modeles (a retard et (2.3)) ne conviennent pas car les valeurs des
parametres R, L, et C' dépendent de la fréquence. Dans une telle situation, on se dirige
plutot vers des modeles comme (2.1) ou (2.2).

2.2.3 Modeles de dimension finie

Les modeles de dimension finie des lignes sont issus du fonctionnement de la structure
physique de la Fig. 1.2 en se basant sur des hypotheses simplificatrices. Plusieurs modeles
existent, mais ceux présentés ici sont les plus utilisés. Le premier est ce qu’on appelle le
modele en 7 et le second est une cascade de modeles en 7.

2.2.3.1 Modéle en 7w

Rappelons la structure de la Fig. 1.1,

Elle est utilisée comme une simplification de la structure originale (voir Fig. 1.2) dans
le cas des lignes de longueurs modérées (jusqu’a 250 Km environ). L’application des lois
des Kirchoff conduit au modele suivant
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Leqt) 2 Is(t)
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Line

FIGURE 2.3 — Structure en 7 de la ligne
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qui décrit ’évolution des tensions et courants dans le circuit de la Fig. 2.3, ou £ représente
la longueur de la ligne. Il ne dépend pas de la variable de distance, x, et il est dit algébro-
différentiel du fait qu’il est composé d'un mélange d’équations différentielles ordinaires et
algébriques. De ce fait, il ne convient pas aux phénomenes liés a la propagation car ces
derniers dépendent de la distance x. Sa structure en quadripole est aisément déduite. De
plus, comme il est de dimension finie, le probleme du nombre et de choix des entrées est
résolu. Ce modele, fera I'objet, par la suite, d’'une analyse systémique bien détaillée.

2.2.3.2 Modele en série de 7

Une autre fagon d’approximer le modele (2.3) est de considérer plusieurs éléments
ayant la structure en 7 de la Fig. 2.3 et de les connecter en série I'un a l'autre comme le
montre la Fig. 2.4.

VGTI_;M.—- J_.._J_Nww._.—- J_-’J_ t»ssxx_l:,_l_lz[:]zT
T T.T T T T =] vs

FIGURE 2.4 — Structure en série de 7

Le modele dynamique de chaque élément est décrit par les équations (2.6) dont les
parametres (R, L,C') sont divisés par le nombre n d’éléments utilisés. Ainsi, lorsque le
nombre de ces éléments tend vers I'infini, le modele dynamique correspondant a la struc-
ture de la Fig. 2.4 se confond avec (2.3). Une preuve de cela est donnée en Section 2.4.1.3
ol la notion de fonction de transfert est utilisée.
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2.2.4 Tableau d’orientation

Apres avoir présenté les différentes classes des modeles représentatifs des lignes électriques,
on présente désormais le Tableau 2.5 qui récapitule ’ensemble des informations données
auparavant et oriente le lecteur dans le choix du modele de la ligne selon les besoins.

Modele de la ligne
Modéle a Modéle a 5
: A s s . Modeéle
dépendance | paramétres | Modeéle & | Modele en . .
. : . en série
fréquentielle | distribués retard T de
(2.1) (2.3)
*a courte 3/ < A 3/ A
=
= \ . . . .
o modérée 3 | | 4 ~
=
]
g ] 1] ] ]
= longue ! Y Y — x.'
2 calcul du | |
= R —_— —_— o W
= Load-flow
=3
\0 .,
& stabilité N N N N N
g transitoire
=
S
= analyse modale — — — < A
=
oscillations | | | | |
w . . y g A y A
5 électromécaniques
'
-3
= | ! | (e
> retard A A V — '
5
5
g propagation + A \ — \*
:
=™ |
effet de peau ! — — — —
* Selon la longueur
o Selon le nombre de sections utilisées

FIGURE 2.5 — Tableau d’orientation dans le choix du modele des lignes électriques

27



Chapitre 2 Liens entre les modeles utilisés pour les lignes électriques

2.3 Comparaison classique : une analyse des
trajectoires

Dans la plupart des cas, la validation des modeles simplifiés, utilisés dans les simu-
lateurs des réseaux électriques, est basée sur une comparaison des trajectoires. 1l s’agit
principalement de comparer le comportement du modele simplifié avec celui d’'un modele
plus élaboré qui a été calés expérimentalement. Ainsi, les trajectoires provenant du modele
en 7 présenté en Section 2.2.3.1 ont été comparées avec celles qui proviennent du modele a
parametres distribués décrit par les équations (2.3). Sous certaines conditions, notamment
celle des lignes de longueurs modérées (voir, e.g., [39]), les résultats montrent des simili-
tudes entre les trajectoires. Ainsi, notre intérét derriere le rappelle de cette analyse est
double. D’une part, donner plus d’arguments sur les raisons pour lesquelles une analyse
de trajectoires ne suffit pas, a elle seule, pour identifier les liens entre les modeles et les
phénomenes simulés. D’autre part, donner des motivations au cadre systémique présenté
dans les sections a venir.

En premier, mentionnons que la forme des solutions analytiques des équations (2.3)
dépend de la nature des signaux par lesquels la ligne est excitée. Ainsi, I’étape qui précede
la comparaison, consiste a chercher une solution particuliere pour simplifier I'analyse.
Pour cela, 'hypotheése qui fat utilisée est celle du régime sinusoidal établi (i.e., ni la
fréquence ni le module changent en fonction du temps). En effet, lorsque le courant et
la tension, a chaque point x de la ligne, sont supposés sinusoidaux de pulsation w et de
module [ (z), V (z), respectivement, 1’équation (2.3) admet une solution sous la forme
dite phaseur (voir, e.g., [39] ou [50]). Plus précisément, le courant i (z,t) et la tension
v (x,t) s’écrivent sous la forme ci-dessous,

ot les modules V' (x) et I (x) s’obtiennent en résolvant deux équations différentielles. En
effet, en régime sinusoidal établi, les équations (2.3) se transforment en des équations
différentielles ordinaires en x qui sont données par

av
WD (rw+ R ).
d;lf'é ) (2.7)
d; = —jCwV (z).
Leurs solutions s’écrivent sous la forme (voir, e.g., [39] ou [60])
Z — Z.
V(l’):%+ c067I+‘/(J 006_7;5’
2 2 (2.8)
I(z) = —VO/Z; o _ —VO/Z; — 1o e 7,

ot Vp, Iy sont issus des conditions aux bords imposées & x = 0, i.e., v (z,t) |,—o= Voe'*!
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et i (z,t) |s=o= Lo’ avec :

. . R+ jLw
— J(R+ iwDl) iuwC Zo = | ——.
v =+V(R+ jwl) juwC, e

Ainsi, pour obtenir une relation entrée-sortie, on se met & x = ¢, ce qui transforme (2.8)

en,

V (¢) = Vi cosh (v0) + Z.Iysinh (74)

2.9
I (¢) = Iycosh (vf) + ? sinh (y/) , (2.9)

Via quelques manipulations, il est montré dans [39] que, sous la condition v/ < 1
(qui peut se transformer en jwvLCl < 1 car généralement R < Lw), les trajectoires de
V (¢), I(¢) données par (2.9) deviennent identiques & celles fournies par le modele en .
Autrement dit, a V; et I; de (2.6) en régime sinusoidal établi. C’est ce qui a conduit a
conclure que, pour les lignes de longueurs modérées, le modele en 7w fournit une bonne ap-
proximation du modele complet. Pour discuter ces propos, quelques résultats numériques
dans différentes situations sont présentés en Fig. 2.6.

Il est remarquable que les résultats montrés en Fig. 2.6 viennent soutenir les arguments
présentés plus haut. En effet, pour les lignes courtes, on voit bien a travers les Figs. 2.6a
et 2.6¢ que les trajectoires provenant du modele en 7 et du modele complet présentent une
forte ressemblance. Tandis que pour des lignes longues, les écarts sont assez conséquents
comme le montre les Figs. 2.6b et 2.6d. Toutefois, il est notable que le modele en 7 ne
capte pas les phénomenes de propagation y compris dans le cas des lignes courtes. Cela est
bien illustré en Fig. 2.6a. On voit que pour une ligne de 50 Km a extrémité ouverte, I’allure
générale des trajectoires est bien reproduite mais pas les dynamiques liées a la propagation
comme les pics entre 0.005 et 0.01 sec. En revanche, quand ces pics s’atténuent par l'ajout
d’une charge résistive, la Fig. 2.6c montre que la seule différence bien visible se situe au
niveau du retard di au temps de propagation, i.e., au fait que la quantité 7 = £v/LC n’est
pas nulle.

Apres avoir présenté cette comparaison, il s’ensuit que les résultats obtenus mettent
bien en évidence les conditions pour lesquelles le modele en 7 fournit une bonne approxi-
mation du modele a parametres distribués donné par (2.3). Toutefois, ceci ne dégage pas
un lien clair entre les structures dynamiques des deux modeles et leurs trajectoires respec-
tives. Pour y voir plus clair, prenons I’exemple de la ligne courte ouverte a une extrémité.
On voit bien en Fig. 2.6a que le modele en 7 ne capte pas les phénomenes transitoires qui
sont principalement liés a la propagation des ondes a travers la ligne. Ceci résulte d'une
propriété structurelle qui n’est pas révélée par la comparaison faite précédemment entre
les trajectoires. Afin d’appuyer ces propos, on montre en Fig. 2.7 la tension a I'extrémité
de la ligne ouverte dans le cas ou I'entrée est un échelon unitaire au lieu d’une sinusoide.

Il est bien visible sur la Fig. 2.7 qu’avec une entrée échelon (qui n’excite pas toutes les
dynamiques de la ligne) et un modele & parametres distribués indépendants de fréquence,
les différences par rapport au cas de la sinusoide sont plus visibles. Dans le cas ou les pa-
rametres dépendent de la fréquence et I'entrée excite un nombre important de dynamiques
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FIGURE 2.7 — Réponse d’une ligne ouverte a un échelon de tension

(en terme de fréquence), les différences seront plus importantes notamment a cause de
Ieffet de peau.

30



Chapitre 2 Liens entre les modeles utilisés pour les lignes électriques

Physiquement, la réponse du modele a parametres distribués (DP) montrée en Fig. 2.7
reflete 'effet de propagation des ondes le long de la ligne de transmission. Plus précisément,
il s’agit, a chaque instant, de la somme d’une onde incidente (v") et onde réfléchie (v™).
Dans le cas d’une ligne ouverte, ceci génere une réponse sous forme de créneaux qui se
répete périodiquement en s’atténuant pour se stabiliser enfin a I’amplitude vy de ’échelon
d’excitation. Apres un temps 7 = £v/LC' qui correspond 4 la durée nécessaire & la premiére
onde incidente (v{") pour atteindre 'extrémité x = ¢, la période des créneaux est de 47
dont un changement de cap chaque 27. Pour une ligne idéale (sans pertes par effet Joule)
excitée par une source de tension (échelon) ayant une impédance interne Z, # 0, ces
créneaux sont parfaitement lisses comme on peut voir, par exemple dans [4]. Dans notre
cas, chaque changement est accompagné d'une dynamique transitoire due a la résistance
de la ligne. De ce fait, le modele en 7 n’en capte que la composante principale du compor-
tement global du modele complet. Pour comprendre les liens existants entre ces résultats
et les modeles dynamiques (2.3) et (2.6), une analyse plus approfondie de leurs propriétés
dynamiques s’impose. C’est pourquoi un cadre systémique plus approprié est présenté
dans la prochaine section.

2.4 Un cadre systémique

Il ressort de ce qui précede qu’il est nécessaire d’investiguer les propriétés structurelles
du modele a parametre distribués de la ligne et ceux du modele en 7 afin de parvenir a un
lien systémique entre ces deux modeles. Pour cela, on se place désormais dans le cadre de
la théorie des systemes qui facilite considérablement cette tache. En effet, les modeles sont
percus comme des entités dynamiques dont les propriétés relatives a leurs structures sont
intrinsequement liées a leurs comportements. Par conséquent, il devient plus commode de
comparer des systemes dynamiques entre eux en se basant, par exemple, sur les modes
ou les fonctions de transferts. De plus, cela nous apprendra d’avantage sur les liens qui
existent entre ces modeles et dégage ainsi des stratégies de réduction de modeles. Et ceci,
y compris dans le cas des systemes a parametres distribués comme le modele (2.3) de la
ligne. Dans ce cas, les notions de poles et fonction de transfert sont bien définis. Seulement,
les outils pour les obtenir sont ceux définis pour les systemes de dimension infinie tels que
les opérateurs, les bases et les semi-groupes (voir, e.g., [21] ou [85]).

2.4.1 Structures dynamiques des modeles des lignes

La premiere étape dans ce nouveau contexte est la mise sous forme d’état et fonction
de transfert de chacun des modeles des lignes présentés en Sections 2.2.1.2, 2.2.3.1 et
2.2.3.2. Cela fera apparaitre leurs propriétés dynamiques et facilitera leur comparaison
qui est présentée en Section 2.5.

2.4.1.1 Modele a parameétres distribués

Pour commencer, rappelons que 1'aboutissement a une forme d’état ou une fonction
de transfert passe nécessairement par un choix des entrées et des sorties. Ainsi, pour le
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systeme (2.3), ce choix se traduit par 'ajout de conditions aux bords comme il a été
mentionné en Section 2.2.1.2. Dans notre cas, on se met dans la situation ou la ligne est
ouverte a une extrémité et le transfert est pris entre la tension d’entrée et la tension de
sortie. Pour cela, les conditions a imposer a la tension et au courant a x = 0 et © = £
sont données par (2.4). De plus, en combinant les équations entre elles, on peut éliminer
le courant ¢ (x,t) et on aboutira au final au modele entrée-sortie donné par (voir Annexe

B),

( 0%v (z,t) v (z,t) v (z,t)
—~ I O——"+ —-RC——>=0
d%x 0%t ot
v(x,t) |=o=0
ov (z,t)
—— |i=0=10
ot (2.10)
v (2,1) [a=o= Ve (1)
v (x,t)
=0
ox o=t
(v (@) o=y (t)
ou y (t) représente la sortie et v (z,1) |=o, %g?t) lt=0, sont les conditions initiales a ¢t = 0.

En physique, la premiere équation de (2.10) est appelée équation des télégraphistes
ou encore équation d’ondes amorties. Tandis qu’en théorie des systemes dynamiques, le
modele (2.10) est appelé probléme de contréle frontiére (voir, e.g., [21], [85]), car les entrées
sont appliquées au niveau des frontieres, ici a x = 0. Sa forme générale s’écrit

z(t) =Az (1), 2 (t) |4=0= 20,

O=2:(),  =(t) o= 2 o
Bz (t) =ul(t),

ou A, B sont des opérateurs et zy est une condition initiale. Afin d’écrire (2.10) sous cette

forme, considérons

~ 0v(x,1)
ot

z=v(x,t), et 2z

On peut donc écrire,

—_——  ——
. 2(t) 2A ; (2.12)
71 (t)
B =2 (0)=V. (¢t
\ )= @=w0
ou o = % et B = —R/L. A ce stade, quelques explications sont a donner a propos des

notations. Premiérement, z (¢) n’exprime pas uniquement une dépendance du temps mais
c’est juste pour faire référence a un probleme temporel, sinon z dépend bien du temps ¢
et de l'espace x. Deuxiemement, z; (0) ne signifie pas z; a ¢ = 0 mais plutot z; a = = 0.
En outre, 'opérateur différentiel 88—;2 (Laplacien) sera noté par la suite (—Ay) avec,

d2

/P —
0 dz?
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On reviendra également sur I'avant derniere condition de (2.10) ainsi que sur la sortie
y ().

Pour l'instant, notons qu’on ne dispose pas vraiment d’une forme d’état qui nous
permet d’aller vers les propriétés dynamiques du systeme (2.10). En effet, la forme (2.12)
n’est qu'une forme intermédiaire qui, apres certaines manipulations, nous conduirait a
une représentation d’état ayant la forme,

2(t) = Az (t) + BV, (¢), (2.13)

ou les propriétés des opérateurs A et B se déduisent a partir de ceux de (2.12). Afin d’y
parvenir, commengons par introduire certaines notions relatives a la nature du systeme
(2.12). Tout d’abord, en se comparant au cas de la dimension finie, on remarque ici que la
notion de matrices telle que la matrice d’état est remplacée par celle d’opérateurs qui est
plus étendue. Par conséquent, les trajectoires du systeme, qui sont habituellement dans
des espaces tels que R™ dans le cas de la dimension finie, prennent un sens plus large.
Elles sont pour la dimension infinie dans ce qu’on appelle les espaces fonctionnels tels
que l'espace d’Hilbert, de Sobelev et autres. Ceci entraine plus de définitions relatives a
I'existence des solutions, a la bonne position du probleme ainsi qu’a 'aboutissement a la
forme d’état (2.13). Tous les opérateurs jouent un rdle important ainsi que leurs domaines
de définition.

Pour cela, définissons, Z et U comme étant des espaces de Hilbert complexes qui
correspondent a l’espace des solutions et d’entrées respectivement. D’une maniere plus
claire, pour un instant ¢ donné, les trajectoires z (t), qui seront des fonctions de z, vont
étre dans Z et 'entrée u dans U (par exemple C). A cet effet, les opérateurs de (2.12)
seront définis par,

A:DRA)CZ— Z, ie., AeL(D®),Z),
B:D(B)CZ— Z, ie, BeL(D(B),U),

avec la propriété D (A) C D (B) et D (-) qui symbolise le domaine de définition de
I'opérateur. A partir de la, deux types de conditions sont a satisfaire pour que (2.12)
admet une forme d’état (2.13) avec une solution (trajectoire) unique. Le premier type de
conditions est pour que (2.12) soit ce qu’on appelle un systéme de contréle frontiére. Dans
le cas général, i.e. pour (2.11), il est mentionné, par exemple dans [21], que les conditions
a satisfaire sont les suivantes :

i) L’opérateur A : D (A) — Z avec D (A) = D () [ Ker (B) et
Az =2z pour ze€D(A) e, A=2A|keaw®),
est un générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe S (t) sur Z (voir [21]).

ii) Il existe un B € L (U, Z) tel que pour tout u € (U) et Bu € D (), I'opérateur 2AB
est un élément de L (U, Z) et

BBu = u, ueU.
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Notons également qu’il existe d’autres conditions équivalentes, voir, par exemple, [85].
Une fois ces deux conditions vérifiées, i.e., (2.11) est un systeme de controle frontiere,
le deuxieme type de conditions est relatif a I'unicité de la solution. Autrement dit, les
conditions pour que (2.11) soit bien posé et admette une solution unique. Pour cela, ce
qu’il faut satisfaire c’est la condition de compatibilité, i.e.,

Bz (1) |i=0= u(0),

sous 'hypothese u (t) € C?([0, 7];U) pour tout 7 > 0. A partir de 14, la Proposition
10.1.8 de [85] confirme que la solution z () de (2.13) est unique. Il est possible aussi de
déduire cette solution z (t) a partir du changement de variable suivant

h(t)=2z(t) — Bu(t),

car ’équation

h(t) = Ah(t) — Bi(t) + ABu (t)

est bien posée dans Z et admet une solution unique sous la condition A (t) |;=o= 2 (¢) |i=o
—Bu (0) € D(A) et I'hypothese u (t) € C?([0, 7];U),7 > 0, (voir Théoreme 3.3.3 de
[21]). Une fois toutes ces conditions réunies, les trajectoires z (t) de (2.11) sont données
par :

2 (t) =S8 (t) z0 + /Ot S(t—7)Bu(r)dr. (2.14)

Ou encore [21],
2 (t) :Bu(t)—S(t)Bu(O)+S(t)zo—/tS(t—T)Bu(T)dT+/tS(t—T)QlBu(T)dT,

qui, par le biais d’une intégration par parties, peut se transformer en

2 (1) :S(t)zo—A/OtS(t—T)Bu(r)d7+/OtS(t—T)QlBu(T)dT, (2.15)

Remarque 2.2. Bien évidement, (2.15) n’est valable qu’en dehors de Bz (t) car, avant
d’effectuer 'intégration par parties, on a bien Bz (t) = u (t). Ainsi, pour (2.12), on verra
un peu plus loin que le semi-groupe S (t) est un opérateur nul a z = 0. Par conséquent, en
évaluant (2.15) a x =0, on a z (t) = 0. Mais, juste avant de faire l'intégration par parties
on peut facilement vérifier que Bz (t) = z; (¢) = V. (¢).

A ce stade de développement, il est important de noter que pour notre démarche de
comparaison, le role des trajectoires (2.14) ou (2.15) se révélera tres utile par la suite. En
effet, le semigroup & (t), contient, entre autres, les modes du systeme (2.12) qui sont liés
au spectre de l'opérateur A ce qui permet d’écrire la fonction de transfert. Ainsi, comme
les trajectoires z () contiennent assez d’informations sur les propriétés du systeme, elles
sont utilisées en Section 2.5 pour faire une comparaison avec celles du modele en 7. Pour
cela, la priorité est désormais de s’assurer que le modele de ligne (2.12) satisfait bien
les deux types de conditions (i) et (#4) mentionnées plus haut. Commencgons ainsi par la
premiere,
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i) l’operateur A génére un Cyp-semigroup S(¢) dans Z : En premier lieu, posons

Z =D < ) P X et équipons le du produit scalaire suivant

<<:2> ’ (i;) >Z - <‘/a‘4§f1’ \/5A§91>X + (f2,92) x » (2.16)

avec X = L? (0, ¢) I'espace des fonctions de carrés intégrables, et (-, -) ;- le produit scalaire
ordinaire de L? (0, £) (voir, e.g., [17]). Par ailleurs, on peut s’assurer que (2.16) vérifie
toutes les propriétés d’un produit scalaire dans ’espace d’Hilbert Z. Définissons aussi,

2

Aof:—ﬂ pour f € D(A),

d’x
avec
2

D (Ap) = {f cL2(0, £)| f et Z—]; absolument continues, % € L2 (0, £)etf (0) = ;ij; () = O}.

et,
5 2 : df _ o
D (Ag) =< feL(0, ¢)| f absolument continues, o € L2(0, ) et f(0)=0¢.
X

L’intérét de la définition de D (Ay), est d’étre en accord avec les propriétés de 1'équation
(2.10). En effet, v (z,t) est continue et dérivable deux fois par rapport a x, d’out la condi-

v (L,1)
T. Ce

tions f et — continues. On a aussi comme conditions aux bords v (0,t) et
d

qui justifie 'apparition de f (0) et d_f (¢) dans D (Ap).
T

Désormais, on peut retourner a (2.12) et associer a I'opérateur  le domaine D (2() comme
suit

2
D@®l) = {<£) €Z| fi, i absolument continues, Cfpj;l e L?(0, 0), % (£)=0 et f2€D (Aé)}

dfy v (0, 1)

ou — (¢) = 0 reflete avant derniere équation de (2.10), i.e
x
on pose U = C et on a pour l'opérateur de bord B : D (B) C Z — C avec

= 0. Par la suite,

D(B) =D ().

Ainsi, le domaine de l'opérateur A de (2.13), défini comme D (A) = D () [ kerB, est
donné par

D(A) = {(fl) € 7| fl, fl absolument continues,

f

1
D’une maniere équivalente, D (A) = D (Ay) @ D <A§>. Apres avoir donné tous ces

éléments, il faut vérifier que l'opérateur A géneére un Cy semi-groupe S (t) dans Z. 11
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est mentionné, par exemple, dans [21] qu'il suffit pour ceci que l'opérateur A soit fermé
et qu’il vérifie
{%«Af, INES A
RUASL ) <k FIP

olt R () est la partie réelle, (-)* est I'adjoint et k une constante quelconque.

Remarque 2.3. Afin de ne pas alourdir ce chapitre, toutes les démonstrations et les calculs
se trouvent en Annexe B. Ici il ne sera présenté que les résultats qui vont étre utilisés par
la suite.

Dans notre cas, i.e., pour le systeme (2.12), 'opérateur A est un générateur infi-
nitésimal d'un Cy semi-groupe S () dans Z. Afin de donner son expression analytique,
mentionnons tout d’abord que A admet comme valeurs et fonctions propres les quantités
suivantes, respectivement,

. 2
Am,g<n>=ﬁil\/4a (M) _ B et By = {fudm)}, nEN,

2 2 20

qui vérifient,

Aqu (.’E) = )‘m ¢n1 (I) )

A, (1) = My, (2), (2.17)

ou

_ ¢1n1 - ¢1n1 o g\/% \/5 . (271—1)71'
O = (w) One = (w) wee om0 = o 1) Z( 20 "””)

11 est montré également (voir, Annexe B) que ® (z) forme une base de Riez, i.e., il existe
une famille W,, = {4,,,,1¥,,,} de telle sorte a ce que chaque élément z dans Z s’écrit d’une
maniere unique sous la forme

2= 3 e B s (2261 (2.18)
o 0) = T 0+ e )
g () = e (1) — (2,

1- 5277% ’ )‘m |2 1 - ﬁ2%% ‘ )\nl |2
ou ¢, et ¥,, sont biorthogonaux a ¢,, et ¢,, respectivement (voir Annexe B). De 14, le
Co-semigroup S (t), qui est lui-méme un opérateur, s’écrit :

S (t) (z;> - eAtZ - Z eknlt <Z’ ¢n1> 770712 + BAMt <Zv ¢n2> 77Z)nl' (219)
. , n=1
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Il est finalement donné par

Z;.LOZI dnl ()\n2€>\nlt _ )\nleAth) <.’ ()OTL> (Pn ZZO:1 dnl (e>\n2t _ 6/\n1t) <., (pn> (1071

S(t)=

S0y (Mt —eMn2t) (- 0,) Son iy (Ange?2t = X e™t) (o) oy

(2.20)

ou

g, = — 1

Any = Any ot (z) = \/gsin @Gn-Dm
P =AY 20 !
ng T )\n2 _ ATLl’

avec (-,-) qui symbolise le produit scalaire ordinaire dans L? (0, ¢). Juste pour revenir
aux propos de la Remarque 2.2, on peu facilement voir qu’a x = 0, le semigroup (2.20) est
une matrice nulle car ¢, (0) = 0, Vn. Apres ces résultats, notre démarche se poursuit pour
monter que le systéme (2.12) est un systéme de controle frontiere dont les trajectoires
sont principalement gouvernées par (2.20). Pour cela, il reste a vérifier la condition (i7).

i1) Il existe un opérateur B tel que BBu = : Pour cette seconde condition, il suffit

B— ((1)) , (2.21)

satisfait bien la condition BBu = u, pour tout v € C. On en déduit ainsi que (2.12)

juste de remarquer que 1'opérateur

est un systeme de controle frontiere. Il admet également des trajectoires uniques données
par (2.14) ou (2.15) dans le cas ou la condition Bzy = u (0) est satisfaite. Autrement dit,
si la tension V, (t) a t = 0 est compatible (i.e., la méme) avec la tension v (z,t) |=01—0
présente initialement a I’entrée de la ligne, i.e., a x = 0. Cette condition est, généralement,
respectée car il existe souvent des procédures qui font que la compatibilité entre les états
initiaux du systeme et les entrées soit conservée. Ainsi, d’'un point de vue de la théorie
des systémes dynamiques, on peut désormais s’assurer que le systéme (2.12) est bien posé.
Reste a exploiter les résultats donnés ci-dessus afin d’analyser et d’examiner ses propriétés
dynamiques pour des fins de comparaisons.

A) Trajectoires Désormais, pour écrire formellement la trajectoire v (x,t) du modele
dynamique (2.10), on peut se baser directement sur la forme générale (2.15). En effet,
étant donné que 'expression du semigroup S (t) ainsi que celle des bases ®,, et W, est
connue, les trajectoires z (x,t) de (2.12) s’écrivent (voir Annexe B),

oo t
2(t)=8(t)z+ ) / MBIV, (1) dr, (2.22)
n=1 0

ou

0 1 0
An = 2n—1)m 2 ) Bn = | @n—-D)7 2 . (2n—1)mw .
B <(2e\/% ) —7 7 (@) sin < 2 x)
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Alinsi,

y(t)=Cz(t) ==z () =v((1),

avec C = (((596:@, Dy 0), ou d,—, représente la masse de Dirac a x = ¢. De la, on peut
écrire explicitement I'expression de y () comme,

y(t)=CS () 2 + i / t Cre" =B, (O) V. (1) dr, (2.23)
avec 0
Co=(10), B.(0)={ onet)r , - it | -
( ) ( ) (( 2 : (e%c) (1) )

B) Forme d’état infinie Comme il a été mentionné auparavant, le semigroupe S ()
contient des informations relatives aux modes du systeme. En effet, les valeurs propres
>‘TL1,2
sont supportées par S (t) comme le montre (2.19). De la, on peut facilement voir qu’a
partir de (2.23), il est possible de construire un modele d’état X, (Aso, Boo, Coo, Do) du
systeme (2.10) dont le nombre d’états est infini et les valeurs propres de A, sont les

de lopérateur A sont, dans ce cas, les poles du systeme dont les dynamiques modales

poles A, ,. Pour y parvenir, il suffit juste de remarquer que dans (2.23), a chaque n,
on dispose d'une trajectoire d’un systeme du second ordre qui conduit facilement a une
représentation d’état X, (A,, B, (£),C,). Ainsi, en parcourant tous les n et en groupant
les différentes représentations d’états, on arrive au modele global suivant

i Ay 0 T By
= : + Ve (1)
, (2.24)
Zy
Y (t) = (Ol COO) :
xOO

qui donne une description complete de la dynamique entrée-sortie du systeme (2.10).
Toutefois, pour avoir plus de souplesse lors des comparaisons, on préfere utiliser la fonction
de transfert qui est définie dans le paragraphe qui suit. En effet, elle a une forme plus
compacte et offre une vision plus claire sur les propriétés structurelles du systeme.

C) Fonction de transfert Tout d’abord, mentionnons que la fonction de transfert d’un
systeme dynamique a la propriété d’étre unique. Cela implique que différentes méthodes
peuvent étre employées pour I'obtenir sans altérer le résultats final. Ainsi, pour les systemes
tels que (2.11), deux voies sont possibles, soit passer par un résultat faisant intervenir le
développement (2.19) comme expliqué dans [21], soit passer par une transformée de La-
place des équations (2.12). Ici, on utilise la seconde méthode qui conduit a un probleme
de Cauchy. Ceci permet d’illustrer, sous un autre angle, les points de différence avec le
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cas de la dimension finie et conduit a une fonction de transfert qui est facile a comparer
avec celle du modele en 7.

L’application de la transformée de Laplace au systeéme linéaire (2.10), par rapport a
la variable ¢, conduit a une équation différentielle ordinaire en x qui est donnée par

.
d‘;T(;E’S) — (LCs® — RCs) V (z,s) =0, (2.25)

avec : )
Vo (0,5) = u(@,% =0, et Y (s) =V (£, 5). (2.26)

Sa solution générale s’écrit sous la forme

1% (x,8) = ay (s) €™V (LCs?=RCs) 4 (s)e vV (LCs2—RC's) (2.27)

ol ag (s) et az (s) sont des fonctions de s qui sont déterminées en considérant les deux
premiéres conditions de (2.26). Au final, en évaluant (2.27) a x = ¢, on aboutit a ’expres-
sion suivante,

Y(s) _Vibs) _ ! (2.28)
Ve (s) Ve (s) cosh <€\/Cs (R+Ls)>’

qui représente la fonction de transfert entre la tension de sortie \7(6, s) et la tension
d’entrée V, (s). Notons, au passage que I'apparition de la variable x dans (2.27) illustre le
fait qu’on peut obtenir un transfert entre la tension & n’importe quel point x = xg de la
ligne et la tension d’entrée. Ce qui n’est pas possible en utilisant un modele de dimension
finie comme on le verra dans les sections qui suivent. De plus, on peut remarquer également
que I’évaluation de (2.27) a un point zo ne fait pas changer le dénominateur de (2.28)

car les poles A du systeme (2.10) sont indépendants de la variable z tel qu'on a eu

ni,2
I’occasion de le voir précédemment.

Remarque 2.4. A ce stade les différences entre (2.28) et une simple fonction de trans-
fert dans le cas de la dimension finie sont bien visibles. En effet, on voit bien que le
dénominateur de (2.28) est une fonction de s et non pas un simple polynoéme de degré
fini. D’un point de vue formel, cela traduit le fait que la fonction (2.28) est irrationnelle
(voir par exemple [20]) et non pas rationnelle comme dans le cas de la dimension finie. Cela
explique également le fait que le systeme (2.10) a un nombre infini de poles dont 'expres-
sion dépend fortement du choix des conditions aux bords. En vertu de ces particularités,
les investigations dont a bénéficié cette classe de fonctions de transfert irrationnelles ont
fait apparaitre des notions propres aux systemes de dimension infinie (voir e.g., [21] et
[20]).

Dans 'état actuel, il est a noter que la fonction de transfert (2.28) se présente sous
une forme difficile a exploiter et doit étre développée afin d’aboutir a une forme plus
familiere qui fait apparaitre explicitement les poles du systeme. A cet effet, on peut la
réécrire comme une somme de fractions partielles en utilisant le théoreme des résidus de
Cauchy (voir Annexe B). Ou sous une forme d’un produit infini & ’aide du développement
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d’'Hadamard (voir, e.g., [41] ou [93]). Pour nos objectifs de comparaison, cette deuxieme
forme est plus intéressante car elle est plus adaptée et offre une plus grande flexibilité.
Ainsi, en utilisant le développement d’Hadamard, qui consiste a développer la fonction
entiere cosh (z) sous forme d’un produit infini suivant ses zéros, on obtient

cosh (z) = ﬁ (1 + ﬁ) . (2.29)

@n-1)m

On remarque bien que pour chaque n, le produit s’annule a z, = +j qui est

bien un zero de la fonction cosh (z). D’ou la formule (2.29). Pour le dénominateur de

(2.28), il suffit donc de poser
z=0,/Cs(R+ Ls),

et d’appliquer (2.29). Ce qui conduit au final a la forme ci-dessous

Yis) _ ! (2.30)

Vels)  TI (Globess? + GRS s + 1)

pour laquelle on vérifie aisément que les racines du dénominateur, i.e.,

o =4 (B asfs (B =Y (2, 2a)

n12+ €€ qui confirme qu’elles sont bien les poles du systeme (2.10). Par
ce résultat, on acheve ainsi cette section sur la présentation de la structure dynamique du

sont identiques a A
modele a parametres distribués des lignes et on passe aux modeles de dimension finie.

2.4.1.2 Modéle en 7

Pour une représentation structurelle du modele en 7, on se base sur les équations
(2.6). Afin de se mettre dans les méme conditions que le cas précédent, i.e., ligne ouverte
a 'extrémité x = ¢, il suffit de poser I (t) = 0 dans (2.6). Il résulte ainsi une équation
différentielle second ordre décrivant 1’évolution de la tension de sortie V; (f) en fonction
de la tension d’entré V, (t). Elle est donnée par

Vi (t)  RdVi(t) 2
2t L dt LC12
qui peut aisément se mettre sous la forme d’état suivante

()= (%, %) (i)~ (2w
h —

Vi (1) + Vel(t),

2
LC??

hN
sy

: (2.32)
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ouxy (t) = Vi (t) et x5 (t) = &1 (t). Contrairement au cas précédent, on remarque bien qu’a
chaque instant ¢, la solution z (¢) est dans 'espace R?. Ainsi, les trajectoires de (2.32) sont
uniques pour une condition initiale z (0) = (21 (0) , 25 (0))" donnée. Elles s’écrivent,

z (t) = e (0) + /Ot AT BV, (1) .

y(t) = Cx(t)

Par ailleurs, on peut remarquer aussi que la notion de semigroup S (t), évoquée dans le

cas du modele a parametres distribués, devient ici une simple exponentielle de matrice
At
e

(2.33)

Vi
A) Fonction de transfert De (2.32), la fonction de transfert 7 ES) entre la tension de
L (s

sortie Vs et la tension d’entrée V, s’obtient par une simple transformée de Laplace. Son

expression est donnée par le forme ci-dessous

V. (s) 1
. = . . . 2.34
V. (s) (—ng 52 + —Rgé s+ 1) ( )

Ainsi, les poles du systeme (2.32) sont,

1 (R, . 1 R\’

Dans ce cas, on voit bien que la variable x n’intervient pas car les modeles de dimension

finie ne représentent qu’'un transfert entre deux points. De plus, en comparant (2.34) et
(2.30), on constate qu’ici le dénominateur est un simple polynéme de degré deux qui
n’admet que deux racines. Par ailleurs, dans la prochaine section, on verra qu’en mettant
une infinité de modeles en 7 connectés en série, il est possible d’aboutir a une fonction de
transfert identique a (2.30).

2.4.1.3 Modele en série de 7

Comme présenté en Section 2.2.3.2, le modele en série de m est composé de plusieurs
modeles en 7 identiques raccordés les uns aux autres. Ainsi, la fonction de transfert de
I’ensemble peut s’obtenir en se basant sur celle d'un seul élément. En ce qui concerne
le modele d’état, il est donné, par exemple, dans [45]. Ici, on se concentre plutdt sur la
fonction de transfert. Pour cela, considérant un seul élément j. A partir de (2.6), Il vérifie
les relations ci-dessous,

o)L g e
G

olt § = £, avec n qui est le nombre d’éléments en 7. En outre, Va, (s), Iy, (s), Vi, (s), I, (s)

n’

sont les transformées de Laplace des grandeurs temporelles. Du fait que (2.36) fait partie
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d’une connexion en série, on déduit que l'entrée d'un élément est la sortie du précédent.

-
‘/1]' (8) ‘/23'—1 (8) ,

pour chaque élément j. Ainsi, par un processus itératif, on déduit finalement le lien entre
I (s), Vs (s) et I (s), Ve (s) qui obéit a I’équation suivante,

15 (s) I (s)
=G" 2.37

) = L) (237
Ceci s’explique par le fait que les n éléments sont tous identiques, ce qui conduit a multi-
plier la matrice polynomiale G (s) (définie dans (2.36)) n fois par elle-méme. L’expression
analytique de G™ se présente sous la forme,

Autrement dit, on a

ou,
G (n) = ; 457?1@5 (af —ay) + % (af +a3),
Gz (n) = m (af —a3),
Goi (n) = m (af —a3),
Gaa (n) _% \/ 45—?iab6 (af —ay) + % (af +a3),

a=—(R+Ls), b=—Cs, et,

= (1 k(3w g1+ (7))

n

af = (1+% (%M — 10Vaby /4 + (a?bf)?))

n

Notons que pour aboutir a ces résultats analytiques, la démarche consiste a factoriser
la matrice G de (2.36), en utilisant un outil de calcul formel comme Maple [10], puis
élever les valeurs propres a la puissance n. Ainsi, si I’on considere désormais une infinité
d’éléments en 7, on a n qui tend vers 'infini et § qui tend vers zéro. Et comme

lim <1 + E)n =e",
n—-+o0o n
on obtient le résultat ci-dessous,
cosh (6\/%) \/g sinh <€\/%>
lim G" =
n—+oo /% sinh (\/@) cosh (6\/@)

Pour se mettre dans les mémes conditions que les deux cas précédents, i.e., une ligne
ouverte a 'extrémité x = ¢, on fait tendre la charge Z (voir Fig. 2.4) vers l'infini. Ce qui
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revient a imposer I, (s) = 0 dans (2.37). Dans ces conditions, le transfert entre V; (s) et
Ve (s) et finalement donné par
Vs 1
(s) _ (2.38)

Ve (s) cosh <€\/m> 7

qui est identique a (2.28) et admet la méme expression que (2.30). Cela montre ainsi
qu’'une mise en série d’une infinité de modele en 7 permet de représenter le modele a

parametres distribués de la ligne. Toutefois, la section qui suit révélera qu'un nombre
fini d’éléments (ce qui est le cas en général) ne conduit pas nécessairement aux résultats
attendus.

2.5 Une comparaison structurelle

A Tissue de la Section 2.4.1, les structures dynamiques de tous les modeles des lignes
sont mises sous des formes standards. Par conséquent, on est désormais dans un cadre favo-
rable a une comparaison systémique basée directement sur les propriétés dynamiques des
modeles. La démarche consiste a comparer les structures dynamiques entre elles a 1’aide
de fonctions de transfert et leurs poles. Ensuite, déceler les liens entre leurs différentes
structures en employant des concepts tels que la réduction de modele. De ce fait, les com-
paraisons présentées ici portent principalement sur deux aspects. L'un systémique, ot on
comparera les modes des systemes, i.e., les poles de leurs fonctions de transfert. L’autre
est comportemental et concerne les trajectoires ce qui viendra compléter la comparaison.

2.5.1 Un point de vue systémique
2.5.1.1 A propos du modéele en 7

Commengons par examiner soigneusement les fonctions de transfert (2.34) et (2.30). A
premiere vue, elles sont différentes car le dénominateur de I'une est de degré deux tandis
que celui de I'autre est de degré infini. Cependant, il est tout a fait remarquable que (2.30)
est un produit d’'une infinité de fonctions de transfert second ordre. De la, une maniere
de comparer la structure du modele en 7 avec celle du modele a parametres distribués,
consiste a limiter (2.30) & un ordre fini. A n = 1, on obtient ’expression suivante

Y (s) 1
H(s) == n=1= , 2.39
Ve T B 5T ) 23

qui est une fonction de transfert du second ordre qui représente uniquement le premier
mode. En effet, les poles de (2.39) sont

prz(n=1) = —% %ij\/ﬂg (%) - (%)2 : (2.40)

En comparant ainsi les poles (2.40) avec ceux du modele en 7, i.e., avec (2.35), il résulte

qu’ils ne sont pas tout a fait identiques mais assez proches. La seule différence provient
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w2 . , R . -
du facteur 3 sous la racine. On retrouve également ce méme facteur, mais inversé (i.e.,

%), en comparant les dénominateurs de (2.34) et (2.39). Toutefois, du moment que le

facteur %2 n’est pas tres loin de I'unité (%2 ~ 1,23), on peut considérer que la fonction de
transfert du modele en 7 présente d’assez fortes similitudes avec (2.39).

D’un point de vue systémique, ce résultat s’identifie a une réduction de modele. Plus
précisément, une réduction modale. En effet, la limitation d’une fonction de transfert
comme (2.30) a un ordre fini en préservant les modes s’appelle une troncature modale. Au
début elle a été développée pour les systemes de dimension finie (voir, e.g., [2], [76]) puis
étendue, par la suite, aux cas de la dimension infinie (voir, e.g. [20], [21]). Elle nous sera
d’'une grande utilité pour la suite comme il est montré dans le prochain chapitre.

Par le biais de ces constations, il est désormais acceptable de situer le modele en 7
comme étant une troncature modale du modele a parametres distribués de la ligne. Bien
évidement, tout en ayant pris en considération le fait qu’on est dans le cas des ligne
ouvertes a une extrémité. Par ailleurs, en comparaison avec 'analyse des trajectoires
présentée précédemment, on voit bien, qu’a travers ce cadre systémique, on a eu une
meilleur compréhension du lien entre ces deux modeles. Ces résultats sont complétés en
Section 2.5.2 par une analyse du comportement.

2.5.1.2 A propos d’un modele en série de 7

Apres avoir analysé le 7 tout seul, on s’intéresse désormais a sa mise en série. Vu la
complexité des calculs, les résultats sont moins détaillés que pour le cas précédent mais
suffisamment pour en tirer des conclusions. En Section 2.4.1.3, il est montré que la fonction
de transfert (2.30) peut étre obtenue via une mise en série d’'une infinité de modeles en
7. Ici, on considere le cas ou ce nombre est fini. Pour cela, prenons, par exemple, deux
éléments, i.e., n = 2, dans (2.37). Le dénominateur de la fonction de transfert qui en
résulte est de degré 4 et s’écrit sous la forme de :

Dy = (LC)* £*s* + 2RLC?0*s* + (12LC¢* + (RC) £*) s* + 240%s + 32. (2.41)

Comparons ainsi (2.41) avec le dénominateur de (2.30) tronqué a 'ordre deux (i.e., n €
{1,2}). Comme ce dernier est donné par

4

Dy = (LO)* t*s* 4+ 2RLC?* 4% + (chﬁ + (RO) £4> s% 4 gz% + 91% (2.42)
on remarque qu’en passant d’un seul élément en 7 a deux, I’écart ne s’affine pas d’avantage.
Autrement dit, I’écart ne diminue pas nécessairement en se mettant a un ordre plus élevé
pour comparer (2.30) et un nombre fini d’éléments en 7. Il est facile de remarquer, par
exemple, qu’il y a plus d’écart entre (2.41) et (2.42) qu’entre les dénominateurs de (2.34) et
(2.39). Cet écart se répercute ensuite sur les poles obtenus traduisant ainsi le fait qu’on ne
dispose pas d’'un lien précis qui indique a priori le nombre d’éléments en 7 nécessaire pour
préserver les propriétés dynamiques du systeme. Dans les applications a grande échelle,
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lorsqu’on est amené a utiliser ce type de modeles, le nombre nécessaire d’éléments en 7
est, généralement, déterminé par tatonnements.

2.5.2 Comportements

Apres la comparaison des modeles, la seconde étape de cette démarche systémique
consiste a comparer le comportement du modele en 7 avec celui de la troncature a 'ordre
1 du modele complet (2.30). D’un point de vue des trajectoires, cela permet d’évaluer
I'impact de la différence % provenant de la comparaison faite en Section 2.5.1.1 entre les
fonctions de transfert (2.34) et (2.39). Avant cela, commengons tout d’abord par donner
une lecture systémique aux résultats de la Fig. 2.7.

En Section 2.4.1.2, on a vu que le modele en 7 ne contient qu'un seul mode. Par
conséquent, lorsqu’on excite ce mode par un échelon, la trajectoire obtenue, i.e., (2.33),
oscille a la fréquence de ce mode comme on peut le voir en Fig. 2.7. Tandis que (2.24)
contient une infinité de modes qui, une fois excités par un échelon, fournissent chacun
une trajectoire oscillatoire avec une fréquence qui augmente comme le montre la partie
imaginaire des poles (2.31). De ce fait, la somme (2.23) de ces trajectoires conduit aux
effets dynamiques observés dans la Fig. 2.7, i.e., l'effet transitoire visible en haut et en
bas de la trajectoire de tension. Par ailleurs, via cette lecture systémique, on explique
également le fait que les dynamiques transitoires sont plus prononcées en Fig. 2.7 qu’en
Fig. 2.6a. En effet, ’échelon contient un spectre fréquentiel assez large et donc il excite
plusieurs modes qu’'une sinusoide qui ne contient qu’une seule fréquence. Afin d’y voir
plus clair, les tracés de Bode (en gain) montrés en Fig. 2.8 résument bien la situation.

60
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FIGURE 2.8 — Ligne ouverte : comportement fréquentiel des modele 7 et complet

En effet, on voit apparaitre plusieurs pics qui correspondent aux modes du modele
complet de la ligne. Comme ils ont quasiment la méme amplitude (environ 40 db), on
peut donc conclure que plus le spectre de I'entrée est large, plus cela fait réagir un nombre
important de modes comme expliqué précédemment. Pour le modele en 7, un seul mode
réagit (le pic autour de 2.10° rad/sec), ce qui rejoint les explications données auparavant.
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Au final, les arguments que 1’on vient de donner jusqu’a lors témoignent d’une meilleure
compréhension du lien entre les modeles dynamiques et leurs trajectoires reproduites par
les simulations. En effet, on sait désormais que les phénomenes de propagation sont le
résultat d’'une somme infinie de trajectoires modales dont le modele en m n’en capte
que la premiere, ce qui n’était pas clair au niveau de ’analyse classique des trajectoires
présentées en Section 2.3. Pour compléter I'analyse, revenons a l'effet du facteur %2 et
écrivons en premier

t
Y1 = / OleAl(t_T)Bl‘/e (T) s (243)

0
qui représente la trajectoire de (2.39) avec :

0 1 0
Alz - 2 R |> Blz(ﬂz 2),et 01:(1 0)
B <zzm> I § BLo

Ainsi, en comparant (2.43) avec (2.33), on constate qu’il y a une premiere différence entre
les matrices A et A, ce qui engendre la différence de %2 entre les poles (2.35) et (2.40).

s 2 . 2
Et une seconde différence, encore de -, entre B et Bj, i.e., By = "= B. Pour analyser

Ieffet de ces différences, les Figs. 2.9 et 2.10 montrent une réponse de (2.34) et (2.39) a
un échelon et une sinusoide respectivement.

—————————————————————————————————————————————————————— —
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FIGURE 2.9 — Réponse a un échelon du modele en 7 et la troncature modale a 1'ordre 1

Sur la premiere figure, i.e., Fig. 2.9, on voit que les trajectoires sont assez similaires
avec un léger déphasage du au facteur 7;—2 entre les fréquences des poles (2.35) et (2.40).
Ceci s’explique également de la réponse fréquentielle de la Fig. 2.8 ou on constate un
petit décalage entre le pic du modele en 7 et le premier pic du modele complet. Quant
aux réponses harmoniques de la Fig. 2.10, elles montrent des légeres différences au régime
transitoire mais qui s’affinent significativement en régime permanent. Elles sont dues

principalement au fait que la fréquence de la sinusoide utilisée coincide avec la fréquence
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Pl MWE' : LII'IE (n=1
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FIGURE 2.10 — Réponse harmonique du modele en 7 et la troncature modale & ’ordre 1

du mode correspondant au modele en 7 (i.e., le mode est excité). Autrement, pour de
faibles fréquences (< 103 rad/sec), la Fig. 2.8 montre que le comportement fréquentiel est
quasiment identique.

A Tissue de cette comparaison des trajectoires, on constate que les résultats présentés
viennent confirmer l'analyse systémique de la Section 2.5.1.1. Ce qui valide ainsi le lien
de réduction entre le modele en 7 (2.32) et le modele a parametres distribués (2.10)
de la ligne. Dans la section qui suit, ce lien de réduction est exploiter pour expliquer
I’approximation des lignes courtes.

2.5.3 Cas des lignes courtes

Tel qu’on a pu le voir en Section 2.3, le modele en 7 fournit une bonne approxima-
tion du comportement des lignes ayant une longueur modérée. Cette déduction repose
principalement sur la condition wlv/LC < 1, sans pour autant révéler un lien avec les
propriétés structurelles des modeles dynamiques en question, i.e., (2.32) et (2.10). Ici, par
le biais des structures dynamiques (2.34) et (2.30), ce lien structurel est clarifié. Pour
commencer, analysons en premier effet de la condition ¢v/LC ~ 0 (hypothese des lignes
courtes) sur la fonction de transfert (2.30). Sous cette condition, les facteurs

AE) o (EO)
(2n —1)* 72 L(2n—1)*n?’

associées & s et s? dans le dénominateur de (2.30) seront tres faibles, d’autant plus quand
n > 1. Ainsi, cela conduit le dénominateur de (2.30) a pouvoir étre approximé par :

( APLC ,  4RC
(2

s° 4+ s+1)~1 pour n>1.
n—1)>%n2 (2n — 1) 2 ) P

D’ou le résultat ci-dessous :
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~

Y (s 1
2 (o) ~ T8 eLe 8 2RC ) (2.44)
Vels) (55982 + 5 55Cs +1)

qui est une troncature a l'ordre 1 de (2.30) tel qu'on a pu le voir en Section 2.5.1.1. De
la, on déduit ainsi que pour les lignes de longueurs modérées, le modele complet (2.30)
s’approche de sa réduction modale du premier ordre. C’est ce qui explique, dans ce cas,
la similitude entre les trajectoires du modele complet et celles du modele en 7.

Remarque 2.5. Notons que le fait d’utiliser la condition ¢v/LC ~ 0, au lieu de wlv/LC <
1, pour se référer aux lignes relativement courtes n’altere pas le résultat. Pour s’en
convaincre, il suffit juste de remplacer s par jw dans le dénominateur de (2.30) et constater
ainsi qu’on aboutit aux mémes conclusions qu’avec la premiere condition.

Par ailleurs, le fait que ce soit le premier mode de (2.30) qui apparait dans (2.44),
implique que, dans ce cas, la dynamique entrée-sortie du modele (2.10) n’est dominée que
par ce mode. Tous les autres modes (i.e., ceux pour lesquels n > 1) ont peu d’influence sur
le comportement entrée-sortie et peuvent ainsi étre négligés. Cependant, on verra dans le
prochain chapitre qu'une telle conclusion ne suffit pas quand la ligne fait partie de tout
un systeme interconnecté. Plus précisément, les modes négligés peuvent avoir un impact
important sur le comportement de I’ensemble du systeme.

2.6 Conclusion

A Taide d’une approche systémique, un lien structurel est établi entre le modele a
parametres distribués (dont les parametres sont indépendants de la fréquence) d’une ligne
électrique et sa modélisation alternative par des modeles en 7. D’une maniere plus précise,
la structure dynamique du modele en 7 s’est montrée tres proche d’une troncature modale
a l'ordre un du modele a parametres distribués. Ceci offre une vision plus claire sur
la relation entre les structures dynamiques des modeles et leurs comportements, ce qui
complete 'analyse classique des trajectoires. De plus, 'acheminement vers ce résultat
repose sur un cadre systémique qui a fait apparaitre plusieurs propriétés dynamiques du
modele a parametres répartis. C’est ce qui a joué un role clé lors de la comparaison des
différents modeles.

De ce fait, cette vision systématique présente plusieurs avantages, surtout, au niveau
des comparaisons ou les différences entre les modeles sont mieux identifiés. C’est ce qui
a servi, entre autres, a montrer qu’il n’est pas évident de trouver a priori le nombre de
modeles en 7 a mettre en série afin de bien approximer un mode donné du modele a
parametres distribués. De plus, au niveau de la réduction des modeles, on a pu constater
qu'une troncature du spectre de I'opérateur est mieux pour garder un lien avec le modele
physique lui-méme. En particulier, avec les phénomenes oscillatoires générés comme on
I’a vu via la relation entre les phénomenes de propagation et les modes de la ligne. In
fine, ce point de vue systémique et, surtout, cette vision modale sont des points d’appui
importants pour les questions de réduction abordées au prochain chapitre.
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Chapitre 3

Réduction des modeles dynamiques
des systemes électriques
interconnectés

3.1 Introduction

Pour les systemes de grande taille, la réduction de modele est un des aspects les plus
importants car il constitue une étape souvent incontournable pour faciliter I'implanta-
tion des modeles, ’analyse, la simulation numérique ainsi que la synthese des régulateurs.
L’objectif final consiste a obtenir un modele de plus petite taille (ordre) qui reproduit
assez fidelement le comportement dynamique du systeme original avec, bien évidement,
la focalisation sur les phénomeénes qui présentent un intérét particulier. A cet effet, plu-
sieurs méthodes ont été développées afin d’atteindre cette objectif. Cependant, ce qui fait
la différence entre une approche et une autre, ce sont essentiellement la facilité liée a son
application et les divers besoins a satisfaire ensuite. Dans le cas des systemes électriques,
les besoins sont, en priorité, la préservation de la structure dynamique, qui permet de
conserver ’empreinte d'un phénomene physique comme les oscillations électromécaniques,
et la préservation de la structure physique qui offre plus de flexibilité dans les applica-
tions. Toutefois, la prise en compte de ces spécificités n’est pas le seul défi a relever car
une modélisation plus détaillée, de certains composants comme les lignes de transmis-
sion, a pour effet d’accroitre le nombre de dynamiques importantes dans le systeme. Par
conséquent, il devient tres difficile, dans ces conditions, de pouvoir évaluer 'importance de
chaque dynamique présente dans le systeme en vue d’en choisir que les plus pertinentes.

Dans ce contexte particulier, les méthodes de réduction standard ne permettent pas
de relever tous ces défis qui nécessitent une nouvelle méthodologie de réduction afin de
mieux les prendre en compte. En effet, la difficulté avec les méthodes standard vient du
fait qu’elles ne sont pas assez flexibles pour une prise en compte simultanée des spécificités
citées précédemment afin d’aboutir a un résultat satisfaisant. A titre d’exemple, la préservation
de la structure dynamique peut tres bien étre accomplie par une troncature modale clas-
sique mais I'inconvénient est alors le choix des modes qui n’est pas toujours approprié. Plus
particulierement, lorsque tous les indices évaluant 'importance des modes sont presque
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égaux, 'ordre du modele réduit qui donne des bon résultats reste généralement assez
élevé.

En vertu de ces enjeux, une nouvelle méthodologie de réduction est proposée dans
cette these afin de pouvoir traiter ensemble les difficultés liées a 1’évaluation des dy-
namiques et les différents besoins mentionnés plus haut. Il s’agit d'une méthode mixte
modal/énergétique basée sur une analyse structurelle et systémique qui fait intervenir
I’énergie de la réponse impulsionnelle afin de bien choisir les dynamiques importantes a
garder dans le modele réduit. Le point clé, réside dans 'usage des facteurs de participation
qui permettent de faire le lien entre les variables d’état d’un systeme dynamique linéaire et
les modes qui lui sont associés. Par 'intermédiaire de cet outil, entre autres, il est montré
ainsi qu’il est possible de sélectionner un nombre relativement faible de modes qui ont un
impact assez important sur la dynamique de tout le systeme. Un pas est franchi apres
ce résultat car il s’est rapidement retrouvé au centre des thématiques traitées puisque il
répond, d’une part, a la problématique de 'ordre élevé du modele réduit et, d’autre part,
a la préservation des structures physique et dynamique.

3.2 Motivations et enjeux liés a la réduction des
systemes électriques

Tel qu’on a eu I'occasion de le constater a travers les lignes de transmission, les systemes
électriques font intervenir des structures dont les modeles dynamiques sont assez com-
plexes. On peut citer aussi d’autres exemples tels que les transformateurs et les arbres
des machines qui sont gouvernés par des équations aux dérivées partielles. Ceci a pour
effet d’amplifier d’avantage la complexité car un systeme dans son ensemble est le résultat
d’une interconnexion de toutes ces structures. Ainsi, il devient tres difficile de faire usage
de tels modeles a des fins de simulation ou d’analyse du comportement dynamique du
systeme comme il a été mentionné plus haut. Un exemple illustratif est donné ci-dessous
en considérant un générateur, une ligne de transmission et une charge.

3.2.1 Un exemple illustratif

Afin de consolider les propos ci-dessus, prenons un cas simple qui met bien I'accent
sur les difficultés auxquelles on est confronté. Comme le montre la Fig. 3.1, il s’agit
d’'un systeme de transmission comportant trois éléments interconnectés. Un générateur
représenté par une source de tension V; (¢) derriére une impédance Z; comme cela se fait
souvent dans les études des phénomenes liés a la tension (voir, e.g., [39]), une ligne de
transmission modélisée par le modele a parametres répartis de la Section 2.2.1.2 et, enfin,
une charge Zj, prise ici comme une simple résistance. Le modele dynamique décrivant le
comportement de ’ensemble du systeme est obtenu en connectant chaque modele a un
autre. Suivant le schéma de la Fig.3.1, une maniére simple d’y parvenir est de prendre la
structure en quadripole de la Fig. 2.1 pour la ligne et d’écrire ensuite les lois de Kirchhoff
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des deux cotés. Ce qui donne au final

Vo (t) = ‘/0 (t) — Zoig (t) 5
ve (t) = Zp (1) iy,

ou (vo,40), (ve,i¢) sont respectivement, tension et courant au point z = 0 de la ligne, et
la méme chose au point = = /.

i(x,1)
VWA—0 — o
Zo
Vo Vin(f) Vo Vour(t) 2
O O
—n x=0 x=£

FIGURE 3.1 — Un simple systeme de transmission

Ainsi, le modele complet qui en résulte est de dimension infinie (di au modele de la
ligne) et s’écrit sous la forme,

£(t) A 2(t) (3.1)
Bz(t)=Vy(t), 2(0,2)=z(z),
(Cz () =y (1),

ou z1 (t) = v (x,t), 20 (t) =i (x,t), avec

Blzi (1) 2 (0)]" =0 (0,t) = Zoi (0,4) = Vo (1),
v(lt) =y(t),

qui représentent désormais ’entrée et la sortie respectivement. Bien évidement, d’autres
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choix de sorties sont possibles (par exemple le courant) mais ceci ne change pas I'objectif
de notre exemple qui est de monter les difficultés liées a un tel modele.

En s’appuyant sur la Section 2.2.1.2, la forme (3.1) nous est désormais familiere car
on a vu qu’elle constitue un probleme de controle frontiere. On a vu également toute la
démarche qu’elle a fait intervenir pour parvenir a expliciter les propriétés dynamiques du
systéme et écrire analytiquement ses trajectoires. Pour (3.1), la situation se complique
d’avantage car il n’est pas possible d’obtenir une forme explicite et analytique des tra-
jectoires. Ceci est du au fait que les équations (2.17), qui par I'ajout des termes liés a
la charge Z;, ne permettent plus de trouver des expressions analytiques aux valeurs et
fonctions propres de I'opérateur A.

Ceci montre bien les difficultés auxquelles on est confronté et qui le seront d’avan-
tage pour des applications plus complexes (comme celles traitées en Section 3.5.3) ou
les composants électriques sont, généralement, représentés par leurs modeles détaillés.
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Par conséquent, la voie analytique rencontre rapidement ses limites et reste réservée uni-
quement a des cas tres simples. C’est plutot la simulation numérique qui est utilisée en
échange mais, hélas la encore, plusieurs difficultés surgissent. Pour en donner une illustra-
tion, la facon la plus simple est de faire une discrétisation en espace du probleme (3.1).
Cela, conduit a un ensemble d’équations différentielles reliées entre elles comme expliqué
dans la Section B). Plus la grille de discrétisation est fine, plus le nombre d’équations
est important. Ceci pose des problemes d’implantation a fortiori en présence de plusieurs
lignes de transmission, de générateurs et de charges. Afin de palier a de telles difficultés,
plusieurs techniques sont envisageables comme expliqué dans la section ci-dessous.

3.2.2 L’intérét de la réduction

Face aux problemes mentionnés précédemment, la réduction du nombre d’équations
se veut une voie efficace, voir indispensable, pour faciliter I'analyse et la simulation
des systemes électriques interconnectés. Elle contribue fortement a la mise en ceuvre
des modeles en rendant le systeme global beaucoup plus exploitable pour étudier des
phénomenes générés par les interconnexions, étudier la stabilité et réaliser encore plus de
taches. Cela ouvre également une grande porte vers 1’évolution des simulateurs électriques
que ce soit au niveau de 'implémentation des modeles eux-mémes ou au niveau de la ges-
tion des temps de calcul. D’autant plus qu’aujourd’hui les échanges énergétiques se font
a une grande échelle, ce qui impacte fortement le savoir faire actuel et rend ainsi 1’étape
de réduction des modeles encore plus utile et attrayante.

Habituellement, on parle souvent de simplification en faisant référence a la réduction
de la complexité d’'un modele, mais en théorie des systemes dynamiques ceci constitue
un champs de recherche entier connu sous le nom de réduction des modeles dynamiques.
Bien évidement, quelque soit la terminologie employée, la finalité reste tout de méme la
réduction du nombre d’équations et de variables en conservant un comportement proche de
celui du modele complet. Ce qui fait la différence entre les méthodes de réduction, ce sont
les besoins a satisfaire car, d’'une application a une autre, les exigences peuvent variées.
En ce qui concerne les systemes électriques, les enjeux et les problématiques auxquels se
heurte la tache de la réduction sont discutés dans la section qui suit.

3.2.3 Les principaux enjeux

D’un point de vue général, le critere principal associé a la réduction des systemes
électriques est la reproduction des phénomenes qui présentent un intérét particulier. Sur
cette base, le résultat d’'une réduction est souvent évalué par rapport aux phénomenes
usuels qui ont des signatures particulieres, tels que les oscillations inter-zones, les oscil-
lations hypo-synchrones, la puissance maximale transmissible ou encore 1'écroulement de
tension. Tout ceci en se basant, dans la plupart du temps, sur un savoir faire assez res-
treint par lequel les modeles complexes sont remplacés a priori par des modeles ad hoc tel
qu’il a été mentionné auparavant. Par conséquent, il arrive que dans certaines situations
(surtout en présence de composants a base d’électronique de puissance), on ne détecte
pas des phénomenes qui peuvent avoir un impact considérable sur le comportement dy-
namique du systeme. Quelques exemples de ce type seront traités en Section 3.5.3. Ainsi,
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Diagramme de Bode

Amplitude (dB)

HEH|
10°

Frégquence (rad/s)

FIGURE 3.2 — Réponse fréquentielle de la tension de sortie

il est nécessaire de fonder le concept de la réduction sur une approche beaucoup plus
systémique qui vise a détecter toutes les dynamiques importantes du systeme. Ensuite,
construire le modele réduit de telle sorte a les reproduire, tout en ayant une mesure quan-
titative de 'erreur de réduction. Cependant, ceci n’est pas toujours évident et, pour se
faire une idée, on peut considérer, par exemple, la réponse fréquentielle représentée en Fig.
3.2 qui correspond au comportement fréquentiel entrée-sortie du systeme de transmission
de la Fig. 3.1. Il est tout a fait remarquable que les pics se répetent avec quasiment le
méme niveau d’amplitude car le systeme a, dans ce cas, de nombreuses dynamiques im-
portantes. Dans une telle situation, la tache de la réduction se complique d’avantage et
méme les techniques classiques les plus utilisées peinent a donner satisfaction comme il
est expliqué en Section 3.3.2.2.

A tout cela, s’ajoutent également des questions liées a des aspects pratiques comme
la préservation du sens physique des phénomenes ainsi que la préservation de la structure
physique du systeme qui s’avere tres utile dans les applications. Les deux sont présentées
ci-dessous.

3.2.3.1 Préservation de la structure dynamique

Dans la plupart des applications industrielles, les phénomenes générés par le systeme
ont tous un sens physique comme ceux qu’on a mentionné dans la section précédente.
Ainsi, lors d’une réduction de modele, il est important qu’on puisse garder un lien avec
le systeme physique d’origine de telle sorte a pouvoir interpréter les résultats de la méme
maniere que sur le systeme de départ. Sur le plan applicatif, ceci a de multiples avan-
tages comme faire un lien direct avec les phénomenes physiques tels que l'oscillation
mécanique d’un arbre d’'une machine, sa vitesse de rotation ou encore une résonance
électromagnétique d’un circuit. Aussi, cela facilite considérablement la synthese des régulateurs
pour, par exemple, amortir des modes oscillants du systeme.

D’un point de vue dynamique, les phénomenes qu’on vient d’évoquer sont directement
liés aux propriétés structurelles du systeme et, plus précisément, a ses modes comme on
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a eu 'occasion de le voir en Section 2.5.2. Ainsi, pour préserver le sens physique d’un
phénomene donné, il est important que le/les modes liés a ce phénomene soient bien
conservés dans le modele réduit. C’est pourquoi on parle de la préservation de la structure
dynamique qui se distingue de la structure physique qu’on abordera juste apres.

3.2.3.2 Préservation de la structure physique

Rappelons d’abord qu’un systeme électrique interconnecté est composé de plusieurs
sous-systémes (générateurs, lignes et autres) connectés entre eux comme on peut le voir en
Fig. 3.1. De ce fait, la structure physique représente la facon dont les sous-systemes sont
connectés les uns aux autres comme on peut mieux le voir en Fig. 3.3, ou les sous-systemes
sont représentés par des blocs entré-sortie reliés par un ensemble d’interconnexions. Par
ailleurs, dans le cas ou 1'un des sous-systemes a sa propre structure physique comme,
par exemple, une machine avec ses régulateurs, cette structure est soit explicitée pour
faire partie de la structure globale, soit intégrée dans une représentation entrée-sortie du
sous-systeme en question.

Uz
—»  Sous-Sys2 |—

L

uz

Sous-Sys3 |_|Ya

h 4

— ¥ Sous-Sysl || Y1 ( % }_,u‘l Sous-Sys 4 :

Systéme complet

FIGURE 3.3 — Structure entrée-sortie d’un systeéme interconnecté

Le modele dynamique qui résulte de 'interconnexion est ensuite exploité pour étudier
le comportement dynamique du systeme et développer, par exemple, des stratégies de
commande et des plans d’action pour faire face aux perturbations qui affectent le bon
fonctionnement du systeme. De ce fait, I'intérét de la structure physique est de conserver
le sens des grandeurs physiques comme les courants et les tensions et de faciliter la prise
en compte des événements qui perturbent le systeme tels qu'une variation de charge,
une déconnexion d’une ligne ou encore un défaut, i.e., un court circuit. En outre, comme
mentionné auparavant, elle présente également un intérét pour la synthese des régulateurs
pour des éléments spécifiques (tels que les générateurs) afin d’assurer une bonne conduite
du systeme.

Pour toutes ces raisons, il est donc essentiel de préserver la structure physique du
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systeme apres la réduction de son modele dynamique. La stratégie pour y parvenir est
de réduire uniquement le modele du sous-systeme auquel on s’intéresse sans modifier la
maniere dont il est connecté au reste du systeme. Un exemple de ce type est traitée
en Section 3.5.3 ou uniquement le modele de la ligne de transmission est réduit puis
réintégré dans le systeme en gardant les mémes connexions qu’avant. Tout ceci passe
par une formulation dans un contexte de réduction des modeles dynamiques tel qu’il est
expliqué dans la section ci-apres.

3.3 Formulation du probleme et stratégies courantes

Afin d’aboutir a une méthodologie qui permet de répondre au mieux aux besoins
évoqués précédemment, il est nécessaire de procéder a une formulation plus élaborée de
la problématique. Pour cela, il est important de se positionner par rapport aux méthodes
usuelles afin de formuler des questions plus objectives qui cernent mieux les besoins. D’un
point de vue applicatif, la plupart des stratégies de réduction existantes ne répondent
pas a nos objectifs de réduction mais certaines ont tout de méme des atouts tres utiles.
Surtout en ce qui concerne 'aspect structurel qui permet une meilleure prise en compte
de la structure dynamique du systeme et offre ainsi une vision plus large sur le role de ses
dynamiques car c’est la ou réside la grande partie du probleme. En effet, toute la question
se concentre autour du choix des dynamiques importantes a garder dans le modele réduit
afin de pouvoir reproduire assez fidelement les phénomenes qui présentent un intérét. C’est
dans ce contexte également que certaines méthodes, telles que la troncature équilibrée et
modale, se montrent moins efficaces face a des systémes qui ont un nombre assez élevé de
dynamiques difficiles a évaluer.

3.3.1 Formulation pour la réduction

Avant d’aborder la question de la réduction et les méthodes qui lui sont dédiées, il
est important de débuter par une mise en forme du modele dynamique des systemes
électriques. Tout d’abord, mentionnons que ces derniers sont généralement modélisés par
des modeles non linéaires comme on peut le voir en Annexe D. De plus, comme la plupart
des modeles sont algébro-différentiels tels que (2.6), 'interconnexion conduit a un modele
du méme type, voir plus compliqué, car le couplage entre les équations différentielles,
algébriques et aux dérivées partielles (comme ceux des lignes) conduit a des équations
algébro-différentielles partielles (voir, e.g., [47]). Un exemple d’un tel mélange est donné
en Annexe D. Le modele que 'on vient de décrire est trop complexe pour étre exploité
directement et il est souvent soumis a toute une série de simplifications. L'une d’entre elles
consiste a linéariser le modele autour d’un point d’équilibre afin de pouvoir I'exploiter
plus facilement, surtout, pour des fins d’analyse ou de réduction (voir, e.g., [46], [59]). On
reviendra également sur d’autres simplifications par la suite tout en montrant en Section
3.5.3 que les résultats obtenus justifient bien cette démarche.

A présent, la forme du modele que 1’on retient pour un systeme électrique interconnecté
s’écrit
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y(t) = Ca (1), (32)

ou A, B,C sont des opérateurs comme on 1'a vu en Section 2.4.1.1 et x () contient les

{i:(t):Aa:(t)JrBu(t),

variables physique du systeme (vitesses, tensions, courants et autres).

Remarque 3.1. En général, la linéarisation conduit a un modele linéarisé décrit par des
équations algébro-différentielles partielles. Ainsi, pour aboutir a la forme (3.2), il existe
toute une procédure qui s’appelle réduction d’index et qui consiste a manipuler les équations
afin de faire disparaitre les variables algébriques. En analyse numérique, c¢’est un sujet qui
est toujours actif car il est généralement plus commode de travailler avec une forme d’état
telle que (3.2).

3.3.1.1 Principe de la réduction

Pour un modele tel que (3.2), le probleme de la réduction, que ce soit dans le cas de
la dimension infinie ou finie, consiste a réduire I'ordre du modele. Autrement dit passer
de (3.2), qui contient une infinité (un grand nombre dans le cas de la dimension finie) de
variables d’état (comme dans (2.24)), au modele réduit ci-dessous

& (1) = Ay, () + Byu () ,
yr (t) = Cra, (1),

qui n’en contient que r < n (n — oo) variables d’état avec comme critere y, (t) proche de

y (), ie.,

(3.3)

ly —yell < e (3.4)

Par la suite, on reviendra plus en détail sur le modele réduit (3.3) et le critere (3.4)
car plusieurs normes peuvent étre considérées (par exemple, norme 2, norme infinie, etc)
et c’est la ol sont situés nos objectifs de réduction. En effet, pour préserver la structure
dynamique, par exemple, il est impératif que les valeurs propres de A,, qui sont les poles
de (3.3), soient parmi celles de (3.2), i.e., la réduction doit préserver les poles a 'identique.
Ceci n’est pas systématique pour toute méthode de réduction car le fait d’avoir une norme
relativement faible de la différence entre les sorties n’implique pas nécessairement que les
poles sont préservés a l'identique.

A cela, s’ajoute la question du sens physique des variables d’état de (3.3) car, suite
a une réduction du modele (3.2), la signification des variables (par exemple, vitesses,
tensions, courants) est généralement perdue. Ceci est vrai pour la majorité ! des méthodes
de réduction, y compris celle proposée ici pour la préservation de la structure dynamique,
car cela est du a toutes les transformations qui précédent la réduction. En revanche, dans
le cas ou la structure physique est préservée (en réduisant uniquement des sous-systemes),
on parvient assez facilement a répondre positivement a cette question. Tous ces aspects
sont mieux expliqués et élucidés dans la prochaine section.

1. Les méthodes permettant de garder la nature physique d’un systéme sont réservées a des structures physiques
(voir [70]) ayant un modele de dimension finie et elles sont plutdt propres & chaque systéme. Par exemple pour
un circuit électrique RLC, le modele réduit est lui aussi un circuit RLC (voir, e.g., [76]) et il en est de méme, par
exemple, en mécanique.
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3.3.2 Positionnement par rapport a des méthodes courantes

Comme on 'avait mentionné auparavant, les questions objectives auxquelles nous ap-
porterons des réponses par la suite s’affinent en se positionnant par rapport a quelques
méthodes existantes. En passant en revue deux types d’approches, qui sont celles basées
sur des hypotheses simplificatrices et celles dites structurelles, on sortira avec des objectifs
mieux identifiés, notamment en ce qui concerne 'intérét de prendre en compte toute la
structure dynamique du systeme dans le processus de réduction. Mais aussi de la maniere
dont il faut choisir les dynamiques afin de garantir a la fois une bonne approximation
du comportement et une préservation de la structure dynamique. Tout cela est, en outre,
appuyé par des exemples tests qui montrent la position de chaque approche par rapport
a nos objectifs de réduction.

3.3.2.1 Approches par hypotheses simplificatrices

En ce qui concerne ce type d’approches, la simplification repose, en grande partie, sur
des connaissances assez solides du fonctionnement du systeme physique. Le premier pas
consiste, en général, a réunir ’ensemble des considérations pratiques (e.g., une fréquence
de travail fixe, un niveau de puissance bien connu) a partir desquelles des hypotheses
simplificatrices sont formulées en s’appuyant sur un ceil d’expert. Ensuite, ’étape de
réduction est réalisée en simplifiant le modele d’un sous-systeme donné apres 1’avoir isolé
du systeme global. Un schéma illustratif de cette procédure est donné en Fig. 3.4.

Considérations
pratiques

Sous-Svs Sous-Svs

original simplifie

l‘-c:i:

+ —

FIGURE 3.4 — Schéma d’une approche par hypotheéses

Le modele simplifié obtenu remplacera ensuite le modele original du sous-systeme
en question. Il est a préciser aussi que cette simplification n’est pas juste réservée aux
équations (telle qu'une suppression de dynamiques rapides) mais peut s’étendre a la struc-
ture physique elle méme comme pour le modele en 7 traité en Section 2.2.3.1. Dans ce der-
nier cas on parle plutdt d’agrégation car on réunit des éléments physiques qui présentent
des similitudes pour ne former qu'un seul au final.

Bien que cette démarche, dont on vient de rappeler le principe, est couramment uti-
lisée dans les applications, elle reste peu flexible car la structure dynamique du systeme
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entier n’est pas prise en compte dans le processus de réduction. Ce qui fait que I'on n’a
pas une vision claire et globale de I'impact de chaque dynamique du systeme sur son
comportement. Afin d’illustrer ceci, considérons a nouveau le systeme de la Fig. 3.1 en
remplacant, cette fois-ci, le modele (2.3) de la ligne par un modele en 7. La structure qui
en résulte est montrée en Fig. 3.5.

Te(t) o ANV Is(t)
C C “

ZL Vs(t)

Line

FIGURE 3.5 — Systeme de transmission avec modele en 7

Son modele dynamique est donné par

) |- () - (g
| = 2RI+27) 2L+ RCLZy
L2 - ( LCPZy, > - ( LCUZ;, )
ou xy = Vi (t), xo = @y et Zy est négligée.

La Fig. 3.6 montre la réponse a un échelon sur V; (¢) des systemes (3.2) (avec Modele

DP? et le modere a retard de EMTP) et (3.5) (PI Model) respectivement. La différence
entre la trajectoire obtenue en utilisant le modele en 7 est les deux autres trajectoires est

W R LT

LCe?

assez remarquable et montre clairement que 1'utilisation du modele en 7, dans ce cas, ne
permet pas de reproduire correctement la dynamique de propagation qui se caractérise par
un effet escalier accompagné d’oscillations amorties. Ce phénomene résulte de la somme
répétitive des ondes de tension incidentes (v™) et réfléchies (v™) au point = = ¢ de la ligne.

. , . v . _
Selon le coefficient de réfraction p = — les sauts de tension peuvent augmenter, diminuer

ou s’annuler dans le cas d’une adaptation d’impédance a ’aide d’un choix particulier de la
valeur de Z, (voir, par exemple, [4] pour plus de détails). Dans notre cas, le premier saut
de tension apparait apres un temps de retard égal a 7 = v/ LC' et se répete chaque ¢t = 27
(voir Fig. 3.6) en s’atténuant jusqu’a ce que la tension se stabilise a une valeur finale

L
qui dépend de 'amplitude vy de 1’échelon et des valeurs des impédances Zy, Z,. = \/ =

C

et Z. Quant aux oscillations qui accompagnent les sauts, elles sont dues a la résistance
de la ligne. D’un point de vue systémique, ce phénomene de propagation s’explique par
I'excitation des modes du modele complet de la ligne qui ne sont pas présents dans le
modele en ™ comme on a eu l'occasion de le voir en Section 2.5.2. Ce qui montre ainsi
qu’il n’est pas toujours évident de prévoir le comportement dynamique du systeme en
se limitant uniquement a une vision locale basée sur des hypotheses de fonctionnement.
La tache est d’autant plus complexe pour des applications réalistes du fait que ce type

2. Pour réaliser les simulation, le modele & parametres distribués (3.2) est discrétisé en espace (comme expliqué
en Paragraphe B) et le modele qui en résulte est d’ordre 1000.
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d’approches est généralement suivi de plusieurs tests a posteriori afin de valider le modele
réduit.

=
o

| DPModel

|
I
I
E,vhr Model
I
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
|
|

=
w
T

=
Q
T
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= =
IS wn
T T
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x107
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<

0 = =37 =57 0.005 0.01 0.015
Time (sec)

FIGURE 3.6 — Réponses indicielles du systeme de transmission

Pour palier a de telles difficultés, les approches structurelles, présentées ci-apres, prennent
en compte toute la structure dynamique du systeme et permettent une évaluation a priori
du résultat de la réduction.

3.3.2.2 Approches structurelles

Comparée au cas précédent, une réduction structurelle d’'un modele dynamique tel que
(3.2) est une fagon d’aboutir au modele réduit (3.3) en ne gardant que les dynamiques
qui ont un impact majeur sur le comportement entrée-sortie du systeme. A cet effet,
différents indices sont employés pour mesurer cet impact en triant les dynamiques selon
leurs caractéristiques (e.g., rapides, énergétiques, controlables/observables ou I'amplitude
entrée-sortie). De la, chaque méthode de réduction utilise un indice particulier et fournit
un modele réduit qui contient uniquement les dynamiques qui correspondent aux plus
grands indices, i.e., importantes. La réduction via la Décomposition Orthogonal Propre
(POD), par exemple, utilise un indice relatif aux bases de projection alors que la troncature
équilibrée utilise les valeurs singulieres de Hankel qui refletent I’énergie des états. Il y a
aussi la troncature modale qui sélectionne les dynamiques suivant leur impact dans la
norme infinie du systéme.In fine, le résultat de la réduction est, généralement, évalué en
utilisant un critere tel que (3.4). Toutes ces techniques sont rappelées ci-dessous et leurs
performances pour les systemes électriques sont discutées via I'exemple de la Fig. 3.1.
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A) Réduction via la Projection Orthogonale Propre Comme son non lindique,
cette technique comporte généralement deux étapes. La premiere consiste a trouver une
base de projection moyennant une décomposition orthogonale propre. Ensuite, une projec-
tion comme celle de Galerkin est utilisée pour passer d'un modele décrit par des équations
aux dérivées partielles a un ensemble d’équations différentielles (généralement de taille rai-
sonnable). Une fois ces équations intégrées, on obtient ainsi une approximation du compor-
tement entrée-sortie du modele dynamique de départ. Avant d’examiner les performance
de cette technique, vis-a-vis des systemes électriques et de nos objectifs de réduction en
particulier, commencons par rappeler succinctement son fondement. Globalement, il s’agit
de trouver une base de taille finie & (z) = {& (x), -+ ,&n (z)} de telle sorte a ce que la
trajectoire y (x,t) d’'un systeme de dimension infinie puisse étre approximée par

N

yn (2,8) = yo (x) + D a; (1) & (x), (3.6)

i=1
ol Yo (x) est une réalisation moyenne et «; (t) sont des fonctions temporelles. De 1a, yo ()
ainsi que les fonctions de base ; (z) sont généralement calculées par ce qu’on appelle la
méthode des clichés. Plus précisément, soit,

{yl (.T) y T YN (.CC)} ’
ouyg (x) =y (x,tg), k= {1,---, Nc}, un ensemble de N, clichés de la trajectoire originale
y (z,t) pris a différents instants ;. Ainsi, on a

Ne

@) = Y, et &= v o),

i=1
ol vF est la i®™ com te d t k solution d
: posante du vecteur propre v” solution de
KvF = \oF,

avec K qui est dite matrice de corrélations car K; ; = (y; (z) — yo () ,y; () —yo (x)) ,4,7 €
{1,-++,N.}, avec (-,-) qui est le produit scalaire de L?(£2), ou Q est le domaine de
définition du systeme. A partir de la, 'ordre de réduction N de (3.6) est obtenu de telle
sorte a satisfaire

Zgzl Ak
Z;'Vzcl >‘j

Une fois cette étape accomplie, la réduction de modele se fait en projetant simplement

~1 ouencore |y(z,t)—yn(z,t)|5 <e

les trajectoires du systeme sur les éléments de la base . Pour y voir plus clair, supposons
que y (z,t) décrit le comportement du modele dynamique donné par

WD) B (y n.1). 37)

ou F (-) est une fonction dépendante de y et de ses dérivées spatiales. Ainsi, en remplagant
y par (3.6) et en multipliant par & (z),i = 1,--- , N, on aura donc I’ensemble d’équations
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différentielles ci-dessous (car les ¢ (x) sont orthogonales, i.e., < & (z),&; (z) = 0 pour
i#7)

do; .

— (& (2),& (@) = (F(yn), & () i=1-- N, (3.8)
qui représente le modele réduit d’ordre N du modele original (3.7) (voir, e.g., [38] ou [74]
pour des exemples d’application). Par ailleurs, si ’'on regarde bien la trajectoire (3.6), on
remarque qu’elle ressemble & (2.22) dans le sens ou c’est une superposition de produits
de deux fonctions dont une de x et I'autre de t. C’est ce que I'on appelle une séparation
de variables (voir e.g., [54] pour plus de détails). Une telle séparation est couramment
utilisée comme, par exemple, dans la Décomposition Propre Généralisée (PGD), qui est
une méthode de réduction plus évoluée que la POD (voir, e.g., [15], [16]).

Bien que les deux techniques (POD et PGD) fournissent généralement d’excellents
résultats et s’appliquent méme aux cas non linéaires, certaines remarques sont a faire
quant a leur intérét pour nos objectifs de réduction. En premier, on peut remarquer
qu’en (2.22) les fonctions temporelles sont directement liées au modes du systéeme comme
c’est expliqué en Section 2.4.1.1. Tandis que dans (3.6) les «; () vérifient les équations
(3.8) mais aucune indication n’est donnée a propos des modes, de leur préservation ou
tout simplement de la structure dynamique du modele original. D’ailleurs, ce que 'on
appelle modes dans (3.6) est plutot les fonctions &; (z) que les dynamiques liées aux poles
du systéme. Ainsi, un modele réduit tel que (3.8) est plus un modéle de simulation que
d’analyse car il sert principalement a décrire les trajectoires. Néanmoins, il est mentionné
en Section 3.2.3.1 que l'analyse, le controle et I’étude des phénomenes générés par un
systeme électrique se basent plutot sur les modes que sur les trajectoires toutes seules.
A cela s’ajoute aussi la notion de clichés employées dans la POD qui constitue un frein
dans les applications, car il est toujours tres délicat de simuler un grand systemes avant
de le simplifier. Les méthodes comme celles présentées ci-dessous sont, en revanche, plus
proches de la structure dynamique du systeme et fournissent des modeles réduits adaptés
aussi bien pour 'analyse que pour les simulations.

B) Troncature modale : Tel qu'on I'a vu a travers 'exemple de la Section 2.4.1.1,
une troncature modale consiste a tronquer un systeme en gardant uniquement un certain
nombre de dynamiques liées a ses poles. Dans le cas des systemes multivariables, qui ont
des poles simples, la troncature se base sur la forme

n

G(s)=) i, (3.9)
k=1 :,@3
Gi(s)
qui est une décomposition en fractions rationnelles de la matrice de transfert G (s) du
systéme ol [, sont les poles et Ry, la matrice résidu du pole Sy, i.e., Ry = lim,_5, (s — Bk) G ().
Dans le cas ot le systeme est de dimension infinie tel que (2.28), la décomposition (3.9), si
elle existe, est d’ordre infinie, i.e., n = 0o (voir [20] pour plus de détails). Ainsi, le modele
réduit est construit en gardant uniquement N < n fractions parmi celles de (3.9), i.e., une

réduction d’ordre N de G (s) s’écrit :
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N Ry,

GN (s) ;s—ﬁk' (3.10)
Ce qui montre ainsi que cette méthode préserve la structure dynamique (voir Section
3.2.3.1) car en passant de (3.9) a (3.10), les modes sont conservés a 'identique. On note,
toutefois, que les modes gardés dans (3.10) ne sont pas nécessairement les premiers, i.e.,
1,2,--- ,N. La prochaine étape consiste ainsi a choisir lesquels garder dans (3.10) afin
de bien approximer le comportement entrée-sortie du modele original (3.9). A cet effet,
différentes techniques sont usuellement utilisées, et parmi elles :

e faire un classement des modes selon les valeurs absolues des parties réelles des poles,
e, R(B1)| <|R(B2)| <---, en vue d’en choisir que ceux dont les valeurs absolues
sont les plus faibles, i.e., les modes les plus lents (voir, e.g., [2])

e faire un classement selon la norme (module dans le cas monovariable) des résidus,
i.e., ||[Ri|| = ||R2]] = ---, puis choisir ceux ayant les plus fortes valeurs.

Cependant, la technique qui reste la plus utilisée est le choix basé sur la norme H,, de
I’erreur de troncature. Plus précisément, on a

G(s)—GN(s)OO: < :

H =12 =a] =2 Al

Ce qui conduit au final a
G(s) -GV < N M. 3.11
60 =6 0= 2 ) a1

De (3.11), il est donc clair que les fractions de (3.9) dont la norme H, est grande sont
importantes a garder dans le modele réduit (3.10) afin de minimiser la norme infinie de
I'erreur de troncature. Néanmoins, on verra par la suite qu’aucune stratégie de choix
des modes parmi celles qu’on vient de citer n’est adaptée aux systemes électriques et, en
particulier, a 'exemple de la Fig. 3.1. Pour cause, un nombre important de modes (presque
la totalité) doit étre gardé dans le modele réduit afin d’obtenir des résultats satisfaisants.

B.1) Mise en ceuvre : Pour le cas général du systeme de la Fig. 3.1 (i.e., avec
charge) comme pour un systéme intrconnecté plus grand, il n’est pas possible d’obtenir
analytiquement la décomposition (3.9) de la fonction de transfert G (s). C’est pourquoi,
on effectue généralement des approximations numériques afin de pouvoir réaliser la tron-
cature. L’algorithme d’approximation utilisé dans notre cas est décrit ci-dessous

1) Trouver une approximation (A,, B, C,) des opérateurs A, B, C via un schéma numérique
d’ordre n.

2) Calculer les poles du systeme X" (4, By, Cy,) ainsi que leurs résidus.
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3) Construire la décomposition en fractions rationnelles de la fonctions de transfert et
enfin réduire le systéeme en gardant uniquement les fractions dont la norme H., est
grande.

Bien évidement, la premiere étape de ’algorithme ci-dessus est tres importante car elle est
a la base du calcul des poles et des résidus. Dans notre cas, puisque le modele des lignes
(2.3) n’a qu’une seule dimension spatiale, i.e., z, la technique d’approximation utilisée est
celle des différences finies. Afin de tester sa validité, considérons le modele (3.1) dans le cas
particulier d’une ligne ouverte et une source de tension idéale (i.e., Zy = 0 et Z, = oo dans
la structure de la Fig. 3.1). Comme ce cas est traité analytiquement en Section 2.4.1.1,
le Tableau 3.1 montre les valeurs exactes et approchées des poles et résidus liés aux dix
premiers modes. Compte tenu des résultats, on peut donc considérer que cette technique
de différences finies fournie une assez bonne approximation des propriétés dynamiques du
systeme original. De ce fait, son utilisation dans les applications traitées ici consiste a
approcher la structure en quadripole de la Fig. 2.1 par une autre qui est représentée par
un nombre fini de variables différentielles.

TABLE 3.1 — Valeurs exactes et approchées des poles et résidus

poOles résidus

Exact Approché Exact Approché
1 | —12.5+72,22.103 | —12.5 & j2,219.10% | £51.4142 | £51.4128
2 | —12.5 + j6,66.103 | —12.5 & j6,657.103 | £51.4142 | £;1.4128
3 [ —12.5£41,11.10° | —12.5 + j1,109.10% | £51.4142 | +£51.4127
4 | —12.5+41,55.10* | —12.5 4 51,55.10* | +51.4142 | +51.4126
5 | —12.5 £ 71, 99.10* | —12.5+ j1, 99.10% +71.4142 | +51.4125
6 | —12.5+52,44.10" | —12.5 + j2,44.10% | £51.4142 | +j1.4124
7 | —12.5+42,88.10° | —12.5 4+ 52,88.10% | £j1.4142 | £51.4122
8 | —12.5+353,33.10% | —12.5 4+ 53,328.10% | £51.4142 | +51.4120
9 | —12.5£43,77.104 | —12.5 + j3,77.10% | £51.4142 | +j1.4118
10 | —12.5 + j4,22.10% | —12.5 & j4,215.10% | £51.4142 | +j1.4115

Apres avoir fait ce test de validation, considérons désormais le cas ou la charge Z; =
5002 dans (3.1). Dans ce cas, le Tableau 3.2 présente les poles et la norme H,, des
fractions partielles de la fonction de transfert du modele complet (i.e., modele DP) et
du modele approximé (3.5) utilisant la structure en m. Les résultats montrent que, pour
le modele DP, la norme infinie des fractions partielles décroit tres lentement sans chute
importante (i.e., | G, ||o>>|| Gr41 ||, Par exemple un facteur 10) qui pourrait donner
une indication sur l'ordre r de la troncature modale. Ceci s’explique également par le tracé

de Bode (en gain) de la Fig. 3.2 ou les rapports % correspondant a 'amplitude des
k

pics de résonances liés aux n modes du systeme ont pratiquement la méme amplitude
(environ 0 db).
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|7k

TABLE 3.2 — Poles et norme H,, de chaque fraction partielle || - ||co= RO
Modele complet modele en 7
k poles (Akj+1) |- lloo poles |- floo

1;2 | —3,94.10%+ 6,85.10% | 1,0000789 | —5,62.10% | 1,03
3:4 | —4,14.10%+ 6,34.10% | 1,0000788 | —74,621.10% | 0,07
56 | —4,12.10%+ 6,38.10% | 1,0000786
7:8 | —3,96.10%+ 6,81.10% | 1,0000782
9:10 | —3,97.10%+ 6,77.10% | 1,0000777
11;12 | —4,09.10%4 6,46.10% | 1,0000771
13;14 | —4,11.10%+ 6,42.10% | 1,0000764
15:16 | —4,06.10°+ 6,53.10% | 1,0000757
17:18 | —4,00.10%+ 6,69.10% | 1,0000745
19:20 | —3,99.10%+ 6,73.10% | 1,0000737

591 —5,48.102 0,975424

Face a une telle situation, prenons donc € = 0.1 comme une borne maximale de I’erreur
(3.11) afin de déduire un ordre de troncature N tel que :

oo
D L T

o Tt (Be)

De la, le modele réduit qui en résulte de la troncature modale est d’ordre 981 tout en
sachant que le modele complet est d’ordre 1000. Par conséquent, la trajectoire de la tension
v (¢, t) fournie par ce modele réduit est quasiment identique & celle du modele DP montrée
en Fig. 3.6. Ce qui signifie que toutes les dynamiques importantes dans le modele original
sont reproduits par ce modele réduit.

Quant a I'utilisation du modele en 7, le Tableau 3.2 montre que parmi les deux poles de
(3.5), un seul (i.e., —5.62.10?) est proche du pole (—5.48.10%) contenu dans le modele DP.
Ce qui explique ainsi la différence entre les trajectoires de la Fig. 3.6. De plus, cela montre
que le lien de réduction expliqué en Section 2.5.1.1 entre le modele en 7 et le modele DP
pour les lignes ouvertes n’est plus valable dans ce cas. En déduisant ainsi que, lorsqu’on
remplace le modele de la ligne en Fig. 3.1 par un modele en 7, le modele simplifié qui en
résulte, i.e., (3.5) n’est pas nécessairement une réduction structurelle du modele complet
(3.1). I est tout de méme remarquable que le mode de fréquence nulle (i.e., réel), gardé
suite a l'utilisation du modele en 7, joue un role important dans la trajectoire comme le
montre la Fig. 3.6. D’ailleurs, ce méme pole est aussi gardé dans le modele réduit d’ordre
981 obtenu par la troncature modale. Ainsi, le classement par la norme H,, privilégie les
modes de hautes fréquences (poles a grandes parties imaginaires) tel qu’on peu le voir en
Tableau 3.2. Par conséquent, tous les poles ayant des parties imaginaires faibles (de basses
fréquences) ou nulles occupent des rangs moins élevés comme le pole (—5.48.10%) qui est
a la position k = 591. De ce fait, pour arriver a les garder dans le modele réduit afin de
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bien approximer la trajectoire, le nombre final de dynamiques doit étre assez important
car ce sont les poles de hautes fréquences qui les précédent.

Une fois ces éléments donnés, on constate ainsi que la troncature modale ne donne
pas des résultats tout a fait satisfaisants dans ce cas. La raison a cela, est que pour
bien approximer les trajectoires, un nombre tres élevé de modes doit étre retenu dans le
modele réduit ce qui rend ce dernier difficilement exploitable. Par ailleurs, en analysant la
situation de plus pres, on remarque que ce grand nombre de dynamiques est la conséquence
de la maniere dont sont choisis les modes a garder dans le modele réduit. En effet, comme
la norme H,, des fractions Gy, (s) est quasiment la méme, cela implique que, selon cette
mesure, toutes les dynamiques ont la méme importance et les unes ne peuvent pas étre
privilégiées par rapport aux autres. De plus, méme si I’on choisi les modes en utilisant une
autre technique standard parmi celles mentionnées précédemment, on arrive aux meémes
conclusions. Pour cause, les parties réelles des poles ne sont pas tres différentes comme on
peut le voir en Tableau 3.2 et de méme les modules des résidus car leurs divisions par les
parties réelles des pole (i.e., la norme H,,) ne varient pas significativement. Ceci est encore
plus accentué dans le cas des lignes ouvertes ou on peut clairement voir en Tableau 3.1
que les parties réelles des poles, tout comme les résidus, sont quasiment inchangés. De la,
on déduit que les modeles dynamiques ayant ces propriétés particulieres constituent une
classe particuliere des systemes pour lesquels la troncature modale classique est inefficace.
Une autre particularité du systeme de la Fig. 3.1 qui est liée cette fois-ci aux propriétés
énergétiques de ses dynamiques est présentée ci-dessous.

C) Troncature via la réalisation équilibrée De méme que dans le cas de la dimen-
sion finie, une troncature équilibrée de (3.2) consiste a faire une réduction en gardant
uniquement les états les plus commandables/observables. Autrement dit, ceux qui jouent
un role important dans le transfert d’énergie entre les entrées et les sorties. Pour cela, la
procédure se déroule en deux étapes :

1) Equilibrer le modéle (3.2) par une réalisation %° (.Ab, Bb,Cb) de X (A, B,C) qui a la
méme fonction de transfert que 3 et pour laquelle les gramiens de commandabi-
lité /observabilité sont égaux et diagonaux.

2) Trouver un ordre de troncature r en repérant une chute dans les valeurs singuliéres
de Hankel puis tronquer la réalisation £° & cet ordre 7.

Ainsi, pour pouvoir se positionner par rapport a cette méthode, commengons d’abord par
donner une vision plus formelle sur les deux étapes ci-dessus ainsi que leur mise en ceuvre.
C’est ce qui permettra, entre autres, de 'appliquer a 'exemple de la Fig. 3.1. En premier,
et pour un modele ayant la forme (3.2), la réalisation équilibrée est donnée par (voir e.g.,
[21], [33]),
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= \/Z/oogf (t) g; (t) dt,

i,j€{l,--, 00} (3.12)

\F/ 70
= [V (0), o2 f2 (0),.. )", (3.13)
= [V7191 (0) . /7292 (0) .. ], (3.14)

Ol 07.... oo sont les valeurs singulieres de Hankel du systéme et fi . o (), g1, (t) sont
les vecteurs singuliers de ['opérateur de Hankel. On remarque que (3.12) fait intervenir
des dérivées temporelles, ce qui ne facilite pas son implémentation. C’est pourquoi elle est
souvent remplacée par la forme équivalente ci-dessous,

Al = o2 ?Ucrj? <Ujfi (0)" £: (0) — oi9: (0)" g; (O)> JUF

. T 1 T
Aji = —sz' (0) fi(0) = —591' 0)" gi (0),

qui offre plus de souplesse (voir [80] pour un exemple d’utilisation). Notons que U'intérét
de passer de ¥ & X° est de découpler les états d'un point de vue énergétique. En effet,
pour X°, I'énergie de chaque état 2% correspond a la valeurs singuliere o;, ce qui permet
une meilleure évaluation du role des états dans 'énergie entrée-sortie. Dans la Section
3.4.3.2, nous reviendrons plus en détails sur ce découplage dont il sera fait usage.

Compte tenu de (3.12)-(3.14), il est donc nécessaire de connaitre en premier les quan-
tités oy, fi, g; afin de pouvoir équilibrer le systeme et enfin le tronquer. Bien évidement,
toutes ces quantités sont proprement définies (voir, e.g., [21]) et leurs définitions sont
rappelées ci-dessous.

C.1) Valeurs singuliéres de Hankel : Pour un systeme stable, commandable et
observable, les valeurs singulieres de Hankel sont définies comme étant les racines carrées
des valeurs propres de W, V., i.e.,

g; = >\7, (WOWC)7

ou

W, (o) = /0 ST () BB (1) (o) dt, (3.15)

W, (o) = /0 T W CeT () (o) dt. (3.16)

sont respectivement, les gramiens de commandabilité et d’observabilité, avec T () qui
est le semigroupe associé au systéme (voir, e.g., [21]). Ils sont tous les deux solutions des
équations de Lyapunov ci-dessous :

AW 2+ W A2+ BB 2=0, Vze DAY, (3.17)
AW,z + W, Az+C*Cz=0, VzeD(A). (3.18)
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Ainsi, comme (3.15) et (3.16) sont des opérateurs auto-adjoints et positifs, tous les o;
sont positifs et vérifient la propriété, oy > oo > ... > 0, qui est la clé de lecture pour la
réduction comme on verra par la suite. De plus, si le systeme est atomique, i.e.,
+o0 +o0 d2
/ / ——G (z + jy) drdy < oo, (3.19)
0 —00 d?s
olt G (s) est la fonction de transfert, on a aussi la propriété Y >°, o; < co. Au final, pour
(3.12)-(3.14), on a :
Wb =Wt =diag (0y,...,05).
Remarque 3.2. Comme les valeurs singulieres o; ne peuvent étre obtenues que pour les
systemes commandables et observables, on déduit rapidement que la troncature via la

réalisation équilibrée ne s’applique qu’aux parties stables, commandables et observables
d’un systeme.

C.2) Opérateur de Hankel : Pour X (A, B,C), Uopérateur de Hankel est défini
par :

I () = / CT (1) B (o) dt. (3.20)
0
De la, les vecteurs singuliers (f;, g;) qui interviennent dans (3.12)-(3.14) satisfont
["g; (t) = 0ifi (t), (3.22)

et ils sont dis paire de Schmidt de I'; ou les o; sont les valeurs singulieres de Hankel définis
plus haut. En outre, il est montré également dans [21] qu’elles vérifient,

o = Vi W W.) = /A (THT).

Une fois ces définitions données, la deuxieme étape, qui consiste a tronquer le systeme,

est désormais plus claire. En effet, comme les gramiens W2, W? de la réalisation équilibrée
¥ sont égaux et diagonaux, Iimpact de chaque variable d’état z? dans le transfert
d’énergie entrée-sortie est mesuré par ;. Ainsi, pour réduire le modele (3.2), il suffit
juste de repérer un indice r tel que o, > 0,41 et puis tronquer (3.12)-(3.14) a l'ordre r,
ie,i,j€{l,---,r}. Ce qui conduit au final & un modele réduit X" (A, B,, C,) d’ordre r
pour lequel 'erreur de troncature vérifie,

1G (s) = G" (sl <2 Z 0.

De cette maniere, le comportement du systeme original > est bien approximé par le
modele réduit X" tout en garantissant la préservation de la stabilité. Quant a la structure
dynamique, elle n’est, généralement, pas préservée car aucune condition n’impose aux
valeurs propres de A, d’étre parmi celles de (3.12) (i.e., de A” comme dans la troncature
modale vue précédemment). On en profite également pour faire la remarque sur le sens
physique des variables évoqué en Section 3.3.1.1 car, en effet, les variables d’état z? de X
n’ont pas la méme signification que ceux de X..
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C.3) Mise en ceuvre : Comme dans le cas de la troncature modale, I’approximation
numérique constitue une étape incontournable pour ’application de cette méthode a des
cas plus réalistes. En effet, les valeurs singulieres o; ainsi que la paire de Schmidt (f;, g;),
nécessaires a la troncature, ne sont calculables généralement que pour certains cas tres
simples comme celui traité dans [58]. D’ou l'intérét de les approximer numériquement afin
de réduire le systeme. Parmi les techniques d’approximation qui existent (voir, e.g., [79],
[75]), celle utilisée ici se base sur 'approximation numérique (A,, B,, C,) des opérateurs
comme pour la troncature modale. La démarche consiste a calculer les gramiens W et
W de X" (A, By, Cp), puis déduire 'approximation des valeurs singuliéres o; a partir de
la factorisation ci-dessous (voir, e.g., [21]),

2
o] 0

WrWr =T 7!

2

On

Et enfin, construire la réalisation équilibrée X° (T'A, T, TB,,C,T~!) et la tronquer en
se basant sur la critere o, > 0,41 (en général un facteur de 10 ou 100 suffit largement).

Apres I'application de cette démarche au systeme (3.1), en fixant Uordre de I’approxi-
mation a n = 1000, la Fig. 3.7 montre les valeurs singulieres de Hankel qui en résultent.
Clairement, il est tout a fait remarquable que les valeurs singulieres décroient tres len-
tement sans une chute importante (i.e., tel que o, > 0,,1) pouvant indiquer l'ordre r
de la troncature. Tous ce que l'on voit, ce sont deux petits écarts au niveau des états
428 et 868 qui sont peu significatifs car le premiers est de 2,9.1073 et le deuxiéme encore
moins 1,2.1073. Dans une telle situation, il est donc a conclure que selon le point de vue
énergétique employé dans la troncature équilibrée, tout les états du systeme jouent un
role important dans le transfert d’énergie entrées-sorties. D’une maniere équivalente, ils
sont tous fortement commandables et observables.

0.7

06} .

05t 8
Second gap at state 863

04t .

v

0.3+ First gap at state 423 |

State Energy

02t .

01t .

] 200 400 600 a00 1000
State number

FI1GURE 3.7 — Valeurs singulieres de Hankel

Pour tester le résultat de la troncature dans ces conditions, la Fig. 3.8 montre la
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réponse en fréquence du modele réduit obtenu par une troncature a 'ordre r = 428 qui
correspond au premier écart en Fig. 3.7. Clairement, il fournit une mauvaise approximation
du comportement fréquentiel du modele DP surtout dans la plage de fréquence allant
jusqu’a 7.10% rad/s. De plus, on remarque qu’a partir de 10~* red /s uniquement un pic sur
deux est approximé. Par conséquent, son comportement temporel est assez loin de celui
du modele original. A Iinverse, la troncature au niveau du second gap (i.e., r = 868),
fournit, quant a elle, de tres bons résultats que ce soit dans le domaine fréquentiel ou
temporel mais I'inconvénient est ’ordre élevé du modele réduit qui est égal a 868.

Magnitude (dB)

balanced truncation model
1 1 L PR T T B | 1 1

107 10
Frequency (radfzec)

FIGURE 3.8 — Tracé de Bode du modele issu de la troncature équilibrée et du modele DP

Suite a ces tests, il est désormais clair qu’en absence d’une chute significative entre
deux valeurs singulieres successives, la troncature via une réalisation équilibrée conduit a
de treés mauvais résultats. L’amélioration n’est attendue que si le nombre de dynamiques
retenues dans le modele réduit avoisine celui contenu dans le modele original, ce qui n’est,
bien évidement, pas intéressant d’un point de vue pratique. Ceci implique, qu’au niveau
du choix des dynamiques a garder dans le modele réduit et I'ordre de celui-ci, on est
toujours face a la méme difficulté qu’avec la troncature modale sauf qu’ici le probleme
vient des valeurs singulieres de Hankel et leur utilisation comme le seul moyen d’évaluation
des dynamiques du systeme. De la, résulte ainsi le fait que la troncature équilibrée n’est
pas bien adaptée au systeme électrique de la Fig. 3.1, et a toute la classe particuliere
des systemes dynamiques qui n’ont pas de chute importante dans leur spectre des valeurs
singulieres de Hankel.

3.4 Nouvelle méthodologie : une approche mixte

La Section 3.3.2 a dévoilé un aspect fondamental dans la réduction des systemes
électriques et quelques classes particulieres des systéemes dynamiques. Cet aspect lié a
I’évaluation des dynamiques d’un systeme en vue d’en choisir que les plus importantes,
occupe désormais le centre de tous les enjeux évoqués en Section 3.2.3. En effet, il est a
présent clair que la préservation de la structure dynamique nécessite un choix plus adapté
des modes a préserver afin de surmonter les difficultés rencontrées avec la troncature mo-
dale classique. De méme, pour la préservation de la structure physique, il est indispensable
de connaitre toutes les dynamiques importantes générées par le systeme interconnecté afin
de bien ajuster le modele réduit du sous-systeme. Ce qui permet, entre autres, de surpasser
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les approches par hypotheses qui offrent des résultats peu fiables. Ainsi, notre démarche
pour traiter la question dans un cadre structurel et systémique, repose principalement sur
une approche mixte. L’idée est de tirer profil des approches modales et énergétiques en
les combinant dans une nouvelle méthodologie afin de bien approximer le comportement
entrée-sortie du systeme tout en préservant sa structure dynamique. Dans la littérature,
cette idée a déja fait 'objet d’'un usage, e.g., dans [86], ou la troncature équilibrée est
appliquée uniquement a certaines parties de la fonction de transfert du systeme original.
Cela donne généralement de bons résultats au niveau des trajectoires mais ne permet pas
pour autant de préserver la structure dynamique du systeme. Plus précisément, ’applica-
tion directe de la troncature équilibrée a des parties de la fonction de transfert ne garantie
pas la préservation des modes du systeme original tel qu’on la mentionné précédemment.
De la, résulte une perte du lien physique (voir Section 3.2.3.1) entre le modele réduit qui
en résulte et le modele original.

Une autre maniere de combiner les approches modales et énergétique est également
proposée a travers I’algorithme [66], ou 'utilisateur choisit les modes a préserver, et 1’al-
gorithme fournit un modele réduit qui les préserve avec des performances optimales au
sens de la norme H,. Bien entendu, ceci préserve la structure dynamique, puisque les
modes choisis sont préservés a l'identique, mais la difficulté est de connaitre a [’avance les
modes importants du systeme qui conduisent a une bonne approximation de son compor-
tement dynamique. C’est pourquoi, le lien entre les modes et 1’énergie Ey de la réponse
impulsionnelle est largement approfondi ici afin de trouver les modes du systeme qui ont
le plus fort impact dans son comportement entré-sortie. La démarche consiste a trouver
d’abord les variables d’état qui contribuent le plus dans Epy, puis utiliser les facteurs de
participation pour remonter jusqu’aux modes. Plus de détails sont donnés dans le reste
de cette section ainsi que le cadre théorique de cette nouvelle approche.

3.4.1 Cadre théorique : outils et définitions

D’un point de vue théorique, le lien entre les modes du systeme et I'énergie Ey de sa
réponse impulsionnelle, est appréhendé ici d’'une maniere assez générale qui fait intervenir,
essentiellement, des notions issues de la théorie des systemes dynamiques. Il s’agit, d'une
part, de la notion d’énergie qui est exploitée ici pour quantifier la contribution de chaque
variable d’état du systeme dans son comportement dynamique et, d’autre part, celle des
facteurs de participation qui permet de relier les états aux modes et vice versa. C’est
cette combinaison qui permet de trouver les modes a garder dans le modele réduit, mais
avant d’entamer les développements techniques, on tient tout d’abord a présenter ces deux
notions ainsi que leurs essences mathématiques.

3.4.1.1 E‘nergie de la réponse impulsionnelle : relation avec la norme H,

Pour définir et calculer I’énergie de la réponse impulsionnelle, la premiere condition est
d’avoir une représentation entrée-sortie du modele dynamique du systeme. Celle prise ici
est déduite a partir d'une approximation & l'ordre n de la forme (3.2), car cette derniére
fait intervenir des opérateurs et, par conséquent, elle est assez complexe pour étre exploitée
directement (voir les explications en Section 3.2.1). Une telle approximation se présente
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ainsi sous la forme d’un systeme linéaire de grande taille qui est obtenu en utilisant la tech-
nique de discrétisation expliquée en Section B.1). A partir de la, tous les développements
et les résultats qui suivent ont pour point de départ la forme d’état ci-dessous

{j%(t)=:Anxn(t)+-Bnu(t> (3.23)

y(t) = Cuz (1)
avec A € R™", B = [by|---|b] € R¥P et C = [c]|---|c]]" € R™". La réponse impul-
sionnelle H (t) de (3.23) est donc une matrice de taille (p X ¢) obtenue par I'application
d’une séquence de p impulsions de Dirac, i.e.,

5 () 0 0
d(t
U{axlz : ,U§X1= () ’”"ngl: : ,
0 0 5 ()

avec des conditions initiales nulles, i.e., z,, (0) = 0 dans (3.23). Ceci conduit ainsi a la
réponse suivante des variables d’état

X ()= [z, [a"],

ou

z'(t) = e'hy,. (3.24)

Par conséquent, H (t) peut facilement s’écrire sous la forme

ha(t) - hay (F)
HO=Ccx=| : ... = | (3.25)

hql (t) e hqp (t>

avec hij (t) = cpietth,;. A ce stade, pour définir I'énergie Eyr de la réponse impulsionnelle
H (t), on a besoin d’introduire I'espace fonctionnel £2 (jw) des fonctions matricielles & va-
leurs complexes. Toute matrice H (jw) qui appartient a £2 (jw) satisfait automatiquement
la condition

+o0
H (jw) € £? (jw) :>/ tr (H (jw) H* (jw)) dw < o0,
ot w € R, (-)* symbolise le transpose conjugué et tr(-) la trace d’une matrice. Ainsi,

L? (jw) est un espace de Hilbert dans lequel 'application < -, - >: £2 (jw)x £L? (jw) — C,
définie un produit vectoriel dans £? (jw), i.e.,

(1 G0) F o) =5 [ 1w (H Gu) P o) do,

21 J_
et )
i) = (5 [ G o)
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la norme £? induite notée usuellement ||-||, (voir, e.g., [98] pour plus de détails).
Si 'on pose désormais H (jw) comme étant la matrice fonction de transfert de (3.23),
i.e., H(s) = C, (sI — A,)"" By, s € C, on a par l'identité de Parseval,?

+oo +oo
Gl =5 [ e E Ge)de= [ a@ O @)

27 —o0 —00

L’expression ci-dessus, définie donc 1'énergie de la réponse impulsionnelle H (t) (i.e., sa
norme Hy), qui peut s’écrire, en particulier, pour les temps positifs (i.e., t € R*) comme

By = ||H (1) |2 = tr </OOOH(t) H* (1) dt) | (3.26)

Une fois ce résultat annoncé, il devient ainsi possible via (3.24) de faire le lien entre
'énergie Ey et les états du systeme. En effet, comme H (t) = C, X (t) et X (t) = "' B,,,
I’énergie Ey peut se mettre sous la forme compacte ci-dessous

IH (t) |15 = tr [WIC;Cl (3.27)
ol 00 oo
W = / X (8) X* (t)dt = / e B, B e tdt (3.28)
0 0

est le gramien de commandabilité associé au systeme (3.23). Bien évidement, on tient a
noter que la méme énergie (3.27) peut s’écrire en fonction du gramien d’observabilité car
tr [H (t) H* (t)] = tr [H* (t) H (t)] (voir, e.g., [98] pour plus d’explications).

Chaque k"¢ composante dans la diagonale de (3.28) est la somme sur k = 1,--- ,n,
des énergies de D'état zi (), i.e., de la k™ composante du vecteur (3.24) obtenu pour
chaque entrée impulsionnelle Uy, --- ,U,. Quant aux éléments extra-diagonaux, ce sont
des énergies croisées, i.e.,

P [e%e) P
3 / w0 ol (1) dt = 3 [l () |2 pour k = j
) =t i=1

— . !
Z/ ) (t)x;* (1) dt:z<x§;,x;‘-> pour k # j
i=1 /0 i=1

ot chaque z (t) est tel qu'il est définit par (3.24).

n
Ck,j

, (3.29)

3.4.1.2 Relation entre les modes et les états : facteurs de participation

Pour un systeme linéaire donné par une représentation d’état comme (3.23), il existe
une relation tres étroite entre les variables d’état et les modes. En effet, de la Définition
3.1, ressortent deux nombres complexes p;; et py;; qui expriment une sensibilité des poles
du systeme par rapport aux éléments de la matrice d’états. Ce qui fait que dans les
systemes dynamique, ils sont interprétés comme des mesures quantitatives.

3. tr (fj:; v (t) v (¢) dt) = 5o tr (fj;o V(w) V* (w) dw), i.e., le calcul de I’énergie d’un signal réel ou com-

plexe dans le domaine fréquentiel ou temporel conduit au méme résultat.
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Définition 3.1. (voir, e.g., [31]) Pour un systeme linéaire, autonome et stationnaire décrit

par

Z(t) = Az (1), (3.30)
ol la matrice A € R™" est supposée avoir des valeurs propres distinctes, i.e., \; # A;
pour ¢ # j, les facteurs de participation sont les quantités p;; = 2;\7 = v]wj € (C
i,j € {1,---,n}, qui expriment la sensibilité d'un pole \; par rapport a un element ai;

de la matrice A. D’une maniere équivalente, les termes croisés py;; = (,?a’\; = vkw e C,
. . . vl vl . Va . . K 7 A ‘]

appelés participations généralisées, expriment la sen81b1hte d’un pole \; par rapport a un

lément aji, j # k de la matrice A. Les vecteurs v’ et w’, sont respectivement, les ™

vecteurs propres a gauche et a droite de la matrice A, i.e., solutions de,

Avt = \o'
‘ . (3.31)
w'A = \uw'

me

i Z . .é . 7
et v}, w; désignent leurs j composante. En outre, p;; et pg;; sont des quantités sans

dimensions et vérifient les propriétés suivantes (voir la preuve en Annexe C),

sz‘jzz:pijzl, et Zpkij:o
i=1 j=1 i=1

De la, pour faire le lien avec les variables d’état, rappelons que, dans le cas d’une
réponse impulsionnelle, chaque variable z* (¢) satisfait

E 6)\gt E

Ce qui fait que la k*™° composante du vecteur d’état x (t) de (3.23) s’écrit pouri = 1,--- ,p

Zem ¢
n n
— Z 6>\thkgbki + Z etet [' Z Drejbji
(=1 (=1

=1,k

] (3.32)

Ainsi, p;; est une mesure de la participation du mode j dans I’état ¢ et vice versa car il
ne fait intervenir que la composante ¢ des vecteurs a gauche et a droite liés au mode ),
et pyi; est considéré comme une quantification du lien entre les états k et 4 via le mode j.

Un usage particulier de l'expression (3.32) sera fait par la suite, car c’est elle qui
permet, entre autres, de faire le lien entre les modes et 1'énergie (3.27).

Remarque 3.3. Il est important de noter que les participations p;; et py;;, ne sont pas des
imwvariants du systéme, et changent d’'une réalisation a une autre. Autrement dit, pour
deux réalisations équivalentes z (t) et = (¢) de (3.23), les facteurs de participation associés
sont différents.
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3.4.2 Fondements de la méthode proposée

Il est important a ce stade, de rappeler qu'une troncature structurelle de (3.23) consiste
a ne garder dans le modele réduit qu'un nombre réduit de dynamiques modales car elles
portent en elles un sens physique. Une maniere simple de faire, consiste a appliquer di-
rectement le principe de la troncature modale (présentée en Section B)), i.e., tronquer la
matrice fonction de transfert de (3.23) écrite sous la forme

n

H(s)=)_ - f’;k, (3.33)

en conservant uniquement les fractions qui correspondent aux modes importants. Ainsi,
I’apport de notre méthodologie a ce niveau est d’offrir la possibilité de trouver, d'un
point de vue systémique, tous les modes du systeme qui jouent un roéle important dans
son comportement dynamique entrée-sortie. Pour étre plus précis, définissons en premier
deux ensembles I et I pour les indices des modes du systéme avec les propriétés I U I =
{1,--- ,n} et INT = (. Ceci, permet de scinder (3.33) en deux parties qui correspondent
a cette partition, i.e.,

R; R;
H(S):ZS—)r—i_ZS—J)r. (3.34)
icl b el J

H"(s) A(s)

ot H (s) est liée aux modes \;,i € I et A (s) aux modes \;,j € I.
Si on considere que la partie H" (s) est celle qui est gardée, la matrice fonction de
transfert d’ordre r = |I| (cardinal de I) du modele réduit qui en résulte s’écrit

o) R
H” (s) ; ppw (3.35)
Une fois cette forme donnée, notre tache et notre stratégie, est de trouver parmi toutes les
représentations d’ordre r issues du modele complet (3.34), celle qui minimise au mieux
I'énergie de I’écart (donné par la norme Hy) entre H (s) et H" (s), i.e.,

2

@ = |1 () — 1 ) 2 = |3 —2 (3.36)

Y
jel Jw Ty
D’un point de vue technique, I’accomplissement de cette tache est relativement difficile si
on se limite juste a (3.36). Et c’est la raison pour laquelle le Théoreme 3.1, présenté en
Section 3.4.3.2, est développé ici pour apporter plus de flexibilité. Il montre, principale-
ment, que la minimisation de % est équivalente a la minimisation de la différence entre

I'énergie de H (s) et celle de H” (s), i.e., l"écart énergétique J défini par

T =|IH (jw) 12— | H" (jw) ||2]. (3.37)

Ainsi, il s’agit donc trouver I'ensemble I de telle sorte a ce que I'énergie de H" (s) reste
suffisamment proche de celle de H(s). Pour y parvenir, la stratégie employée est de
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sélectionner tous les modes du systeme qui ont une contribution assez forte dans les états
importants de (3.23), i.e., ceux qui ont un impact majeur dans Fy. De cette maniere, on
obtient ainsi un ensemble A = {\;,7 € I} que l'on appelle ici noyau comme dans [67].
Afin d’y voir plus clair, soit

Ey =Y FE, (3.38)
k=1
avec

p q n q
=3 (S inie 3 (Y] i)
i=1 d=1 j=1,j#k \d=1
une décomposition de 'énergie Ey définie par (3.27). Il apparait clairement que chaque
terme Ej, dépend, d'une part, de 'énergie de la variable d’état =} pondérée par les éléments
de la matrice C), et, d’autre part, des énergies d’interaction entre z} et toutes les autres
variables d’état du systeme. On note également que cela dépend d’une maniere implicite
des éléments de la matrice B,, car chaque état définit par (3.24) en dépend. Ainsi, pour
minimiser (3.37), il est essentiel de trouver d’abord les états qui sont associés au termes
dominants dans (3.38) car il est montré en Section 3.4.3 que les modes importants \;,i € I,
sont ceux de fortes participations (mesurées par |py;|) dans ces états.

Cependant, pour y arriver, la forme (3.38) n’est pas la plus appropriée car, comme
il est expliqué en Section 3.4.3.2, les énergies d’interaction entre les états conduisent a
une mauvaise évaluation de leur contribution dans Ey. Pour voir ceci d'une maniere plus
claire, il suffit, par exemple, de séparer les états de (3.23) en introduisant deux ensembles
[ et ' de sorte a avoir 2t (t),k € T et x%(t),ﬂef’aveci: L ,p, TUl ={1,--- ,n}
et TNT = (. Ceci va permettre d’écrire la matrice fonction de transfert H (s) sous la
forme suivante :

H(s) =) Cr[Xi(s), . XP(9)] + ) Cs [X5(s), -+, XE ()]

ker ., el
HIS) H;?s)
De la, I'énergie Ey qui s’écrit désormais
Ey = |Hr (jw)ll; + [Hr (w)[l3 + 2R ((Hr (jw) , Hr (jw))), (3.39)

fait apparaitre, d’'un c6té, les énergies ||[Hr (jw)||3 et |[Hp (jw)]|3 qui font intervenir les états

zy (t) k€ Tetal (t),f € T respectivement et, d’un autre coté, I'énergie 2R ((Hr (jw) , H (jw)))
liée aux interactions entre les deux ensembles d’états. Par conséquent, il n’est pas plau-

sible, dans une telle situation, de comparer uniquement les deux premieres énergies pour
conclure sur une dominance d'un ensemble d’états par rapport a un autre. En effet, le
terme 2% ((Hr (jw) , Hg (jw))) peut avoir une contribution relativement importante dans
(3.39), et biaise ainsi le résultat de la comparaison. C’est pour cette raison, qu’'une autre
réalisation de (3.23) appelée réalisation équilibrée est utilisée ici afin d’aboutir a une forme

plus simple de Ey. Ceci est expliqué d’une maniere plus formelle et plus détaillée dans

les sections qui suivent.
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3.4.3 Formalisation et développement de la nouvelle approche

Désormais, il est clair que pour trouver les modes importants du systeme d’une maniere
systémique, I’enjeu principal est de minimiser 1’écart énergétique J définit par (3.37). Pour
cela, des nouveaux résultats théoriques démontrés en Annexe C sont obtenus pour bien
fonder cette nouvelle approche. Ce qui la rend plus général das le sens ou elle ne se limite
pas uniquement aux systemes avec les spécificités particulieres mentionnées en Sections
B) et C), mais couvre en effet une gamme plus large.

Pour bien comprendre le sens des développements qui vont suivre ainsi que ’orientation
vers un choix de modes basé sur I’énergie, il est important de revenir en premier lieu sur les
deux écarts € et J introduits en Section 3.4.2. Il est mentionné dans cette méme section
qu’ils sont équivalents dans le sens ou la minimisation de J conduit nécessairement a la
minimisation de €. Pour en arriver a ce résultat, le Théoreme 3.1 ci-dessous constitue
I’élément fondamental.

Théoréme 3.1. Soit H (jw) la matrice de transfert du modéle complet et H" (jw) celle du
modeéle réduit obtenu par une troncature modale. Les propriétés suivantes sont vérifiées

i) Si H" (s) satisfait

IH" (jw)ll5 = [H (w)ll;  alors H' (jw) = H (juw).

i) Si|[H (w)ll; = [H" GGw)l3| < n[H (Gw)ll; odn € [01], alors

IH (jw) = H" (jw)l5 < n|[H (w5
Lemme 3.1. Etant donnée une matrice de transfert FP* (jw) € Ly (jw), la solution de
I A (Gw) 13 +2R ((A (jw) , F (jw))) =0 (3.40)
pour AP (jw) € Ly (Jw) et A (jw) # —2F (jw) est nécessairement A (jw) = 0.

Lemme 3.2. Sin < [01], alors

(1—@)297.

En effet, le Théoreme 3.1 montre que % et J ont pour point commun la borne
supérieure n||H (jw) |3, i.e., si on maintient J égal & cette limite ou en dessous, il en
est forcément de méme pour €. Ceci est tres important car il signifie que plus les énergies
du modele réduit et complet sont proches, plus leurs réponses impulsionnelles respectives
le sont également. En particulier, dans le cas d’une égalité, on conclut qu’il n’y a pas
eu de réduction, i.e., le modele réduit s’identifie au complet. D’ou l'intérét de choisir les
modes a garder dans le modele réduit de telle sorte a ce que I'énergie de ce dernier reste
suffisamment proche de celle du modele complet H (s). Plus de détails sur la maniere dont
ce résultat est exploité, en particulier pour choisir les modes, sont données le long des
sections qui suivent.
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3.4.3.1 Stratégie du choix des modes

Afin de développer et d’expliquer formellement la stratégie du choix des modes in-
troduite en Section 3.4.2, on fait apparaitre explicitement les facteurs de participations
présentés en Section 3.4.1.2 dans 'expression des résidus R;,i € I de (3.35). L'intérét de
ceci est de pouvoir évaluer I'importance de chaque mode du systeme dans ’énergie du
modele réduit H” (s) pour minimiser J en faisant intervenir toutes les variables d’état
du systeme. Pour y voir plus clair, rappelons au début que les résidus matriciels R; sont
uniques, et peuvent ainsi s’écrire en fonction des matrices de la forme d’état (3.23) comme
suit

R, = C,v'w'B,,

oll v* et w' sont, respectivement, les vecteurs propres a droite et & gauche de la matrice
A,. De la, et en s’appuyant sur les développements de la Section 3.4.1.2, on peut écrire
chaque résidu matriciel R; sous la forme (voir la preuve en Annexe C)

Ri = Z Ck [(pkzbkl + Z pkiﬁbﬂ) S (pkzbkp + Z pki@bfp)] ,
k=1

{=1,0#k 0=10+#k

ou C} représente la k¢ colonne de C,. Ceci conduit donc & écrire le modele réduit
(3.35) sous la forme ci-dessous qui fait clairement apparaitre les modes ainsi que leurs

participations dans les variables d’état du systeme.

H (s) = Cy (Z 5—1)\~ [(pkibkl + > pkizbm) R (plcibkp + > pkz‘ébzp)]) :
k=1 !

iel =14k =104k

En effet, dans la 'expression ci-dessus, la somme sur ¢ est pour les modes A;,7 € I alors
que celle sur k parcours les variables d’état xi (¢),k = 1,--- ,n. Par conséquent, si on
sépare ces dernieres en xj, (t),k € T et a3 (t),f € T comme on lavait fait en Section

)+

3.4.3, la matrice de transfert H" (s) du modele réduit prendra la forme

H" (s) = ZCk <Z ﬁ [(pkibkl + Z pkwba> ) (pkibk:p + Z pm%;)

kel i=1 0=1,0+#k 0=1,0+#k
+K(s),
ol
1
K(s) = ZCB (Z s n [(pmbm + > pﬁwba) SRR <pﬁib,8p + Y pﬁw%)]) -
=T il =108 0=1,0£8
1
B C“/ (ZS _ /\m [(p'ymbyl + Z pvmé@l) )Ty <p'ymb'yp + Z p7m6b2p>]> .
y=T mel =104 =107y
(3.41)
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A partir de 14, une simple transformée de Laplace des variables d’états z% (t) définies par
(3.32), conduit aisément au résultat ci-dessous

H' (5) = 3 Ci [XE (). XE ()] +KC(5). (3.42)
kel

auquel est associée 'énergie
11 (w)ll; = [He (GGw)ll5 + K (Gw)l; + 2R (K (jw) , Hr (jw))) -

Ce qui conduit finalement a réécrire I’écart 7 sous la forme

[[H Gw)ll; = 1" (Gw)ll5| = | (IE G)ll; = [He Gw)ll;) = (1K (Gw)ll; + 2R (K (jw) , Hr (jw))))| -

61 52

(3.43)
L’écriture ci-dessus montre ainsi que la minimisation de 7 est liée a deux quantités d; et do
qui font intervenir, respectivement, les états X, k € ' et les modes \;,7 € I du systeme.
De ce fait, on remarque qu’en plus des modes, les variables d’état a partir desquelles
sont déduit les modes doivent elles aussi étre bien choisies afin de minimiser autant que
possible 1'écart (3.37). Pour illustrer ces propos, commengons en premier par le terme

02 = || (jw)llz + 2R ((K (jw) , Hr (jw))).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz, permet de borner le terme ci-dessus comme ceci

I Gw)lls = 21K (Gw)ll, [Hr (Gw)ll, < 1K (jw)ll; + 2R (K (jw) , Hr (jw))) <
I Go)lls + 21K (jw)l, [He (jw)ll, -

Ce qui signifie que, pour une Hr (s) donnée, la condition pour minimiser d, est d’avoir
|1 IC (jw)]||, aussi petit que possible. D’apres le Lemme 3.3 et (3.41), une maniere de faire est
de choisir convenablement les modes de telle sorte a ce que tous les numérateurs de K (jw)
soient tres faibles. En effet, comme (3.41) fait intervenir directement les participations py;
et pri; définies en Section 3.4.1.2, il suffit donc de choisir les modes \;,i € I, et \,,,m € [
d’une facon a avoir le module de la majorité des participations proche de zéro. Ceci est
possible car, si 'on veut que les (|pg;|) soient proches de zéro, les modes \;, 7 € I doivent
étre sélectionnés de sorte a avoir des participations de tres faibles modules dans les états
25,8 € T. 1l en est de méme pour les (|p,m|) si A, m € I ont des participations de
tres faibles modules dans les variables d’état . (t),7 € I'. Cependant, la situation est
légerement différente pour les |pgie| €t [pyme| car un choix particulier de modes ne permet
pas de les rendre tous proches de zéro. C’est pourquoi la Proposition 3.1 est développée
ici afin de monter que si un mode A, a des participations tres faibles a la fois dans zy, (¢)
et x; (t), alors py; est lui aussi faible. Enfin, comme

Zpki—i-Zpkm:l pour kelUTl

el mel
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et |pri| = 0 signifie que les parties réelle et imaginaire de py; sont toutes les deux proches
de zéro, on peut facilement déduire que les modes recherchés \;,7 € I sont ceux qui
participent le plus dans les états x., (t),y € I, ou inversement, le moins dans z3, 5 € r.

Lemme 3.3. Etant donnée une fonction matricielle FP*9 (jw) € Ly (jw) d coefficients
complezes, de la forme

K
M,
= Z ——* _ avec M, € CP*9,
= Jw— A
1l s’ensuit que
1

IF (jw)ll, < <Z2mkHF +Z Z B” (Aﬂ\) : (3.44)

i=1 j= lj;éz

ou f;; = tr (MzM]*) € C et ||| est la norme de Frobenius.

Proposition 3.1. Pour un mode Xy ayant de faibles participations pye, pje dans les états
zi, (t) et x; (t) respectivement, le facteur pyy; qui relie les deux états via le mode { est
proche de zéro.

Démonstration. Supposons que py = viwi et Die = vfwf sont négligeables (proches
de zéro). Ensuite, comme py,; = v,‘;wf, nous avons PiePjr = vfwiviwf = DPrejPjex. Par
conséquent, |pre||pje| = |Prejl|pjer|. Finalement, du fait que |pys;| et [pje| sont égaux, on
déduit le résultat |pre||pje] = |prej|* qui montre que si |pre| ~ |pje] = €, cela conduit a
|Drej| = \/|Pkel[pje| = €, 1., les parties réelle et imaginaire de py,; sont proches de e.

]

Au vu de ces résultats et explications, on peut conclure ainsi que pour minimiser
(3.43), il suffit de bien choisir les variables d’états indexées par I' et I' afin d’avoir des
valeurs assez petites pour ;.

3.4.3.2 Stratégie du choix des états : une approche basée sur 1’énergie

Les résultats de la section précédente ont montré que pour trouver les modes \;,7 € 1
qui minimisent &y, les états zj, (t),k € I et a4 (t),5 € T peuvent étre librement fixés.
Ceci n’est pas le cas pour une minimisation complete de (3.43) car leur choix s’avere tres
important pour s’assurer que la différence

61 = H (jw)l — [Hr (jw)ll3 (3.45)

reste assez faible, i.e., Pénergie ||Hp (jw)||> suffisamment proche de ||H (jw)||3 (égale aussi
a Ep). Par conséquent, tel qu'il est mentionné en Section 3.4.3, la tache se focalise a ce
niveau sur la maniére de trouver I'ensemble T afin que || Hyp (jw)]||3 soit dominante dans
(3.39), i.e., |[Hr (jw)| > (|Hz (jw)||? 4 2% ((Hp (jw) , Hp (jw)))). Au stade actuel de la
présentation, cette tache est particulierement difficile car, d’une part, les états x% (), k € T
ne peuvent étre trouvés que si les énergies de chaque variable d’état du systeme ainsi que
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celles de toutes les interactions sont calculées. D’autre part, si 'on suppose qu’il existe
K variables d’états, i.e., |['| = K, qui permettent de minimiser (3.45), cela suggere qu’il
faudra plusieurs combinaisons pour les trouver car a chaque fois un ensemble de K états
est testé. A cela s’ajoute aussi 'impact du terme 2R ((Hr (jw) , Hp (jw))) dans (3.39) qui
ne peut étre ignoré. En effet, puisque on a

—2|[Hr (jw)ll, [Hr Gw)ll, < 2R ((Hr (jw), Hr (jw))) < 2[[Hr (Gw)ll; [He Gw)ll,,

cela signifie que si |Hp (jw) |3 est négligeable devant ||Hr (jw)]|2, ceci ne veut pas nécessairement
dire que le terme 2R ((Hr (jw), Hp (jw))) lié aux interactions n’a pas d'importance dans
(3.39). Plus précisément, si les états sont sélectionnés uniquement pour maximiser ||Hp (jw)]/3,
Pénergie du modele réduit qui en résulte peut étre proche de ||Hr (jw)||3 mais pas forcément
de Ey, i.e. de I'énergie du modele complet.

Tout ceci, conduit ainsi a dire que le modele réduit obtenu dans ces conditions ne
garanti pas une facilité de mise en ceuvre et une reproduction assez fidele du comportement
du systeme original. C’est pourquoi, notre solution consiste a trouver une autre réalisation
équivalente du systeme (3.23) dans laquelle les propriétés structurelles restent inchangées,
tandis que les états soient énergétiquement découplés, i.e., pas d’interactions énergétiques
entre eux. Une telle réalisation existe et elle est dite réalisation équilibrée. Elle a fait
I'objet d’une utilisation dans [52] pour tronquer les états, et ici on l'utilise pour séparer
leurs énergies. Pour expliquer ceci, soit la forme ci-dessous

o { H0 =204 Bul) 5.16)
y(t) = Cz (1)

une réalisation équilibrée de (3.23) pour laquelle les états de Z (¢) sont scindés en zy, (t) , k €

[yet z5(t),3 €Ty avec Ty UL, = {1,--- ,n} et [, NT, = 0 ott I'indice b fait référence

la réalisation (3.46). A partir de 13, et comme le gramien de commandabilité W et celui

d’observabilité W2 de (3.46) son égaux et diagonaux, le Théoréme 3.2 présenté ci-dessous

montre que toutes les interactions énergétiques entre les composantes de Z (¢) sont nulles.

Théoreme 3.2. Pour la réalisation équilibrée (3.46) avec u(t) = §(t), les propriétés
suivantes sont vérifiées

i) Z (7} (), 7% (1)) = 0 pour k # j.
ii) Z |5 (&) 113 = o

n q
iii) By = g QRO avec o = (E E?lk).

k=1
Z"U) <HFb (j’LU) aHf‘b (]w)> =0,

ot oy sont les valeurs singulieres de Hankel du systéme et cqp,d = 1,--- ,q, les coefficients
de la k™ colonne de C.
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Le théoreme ci-dessus constitue I'un des résultats les plus importants dans cette nou-
velle méthodologie car il permet de faciliter considérablement la tache de trouver les
variables d’état qui peuvent rendre la différence (||H (jw) ||3 — ||Hr, (jw) ||3) assez petite.
En effet, puisque 1'énergie Fy peut désormais s’écrire

EH = Z QO + Z Q303 (347)

YE, ,BEFb
—_———
EI‘b Ef

b

avec (ajaj)j:L...,n qui sont tous positifs, il suffit juste de faire un classement dans I'ordre
croissant dans (3.47) et de ne garder ensuite que les indices des termes les plus dominants.
Autrement dit, construire I'y de telle sorte a avoir Er, > Ep,. Compte tenu de ces
développements, (3.43) prend désormais la forme suivante

IH ()5 — [H" (Gw)ls] = | Br, — (I (jw)ll5 + 2Re (K, (jw) , Hr, (jw)))|.  (3.48)

qui peut étre bornée comme ceci

[Br, = 16 (o) = 2163 G 1L o)y (VI =0) | < I G 3 = 11 i3] <
B, — G ()3 + 2116 (o)l 1 ), (VI=3)].
Ep,

0= —""—03
[H (jw)ll;
a la réalisation (3.46). In fine, tout ceci meéne a conclure que les conditions pour minimiser

J sont en nombre de deux. Tout d’abord, trouver I’ensemble I', de telle sorte a satisfaire

< 1et K (jw) qui a la méme forme que (3.41) sauf qu'’il correspond

Er, > Ep,. Ensuite, a partir des variables d’état correspondantes 7 (t),v € I'y, déduire
les modes A;,2 € [ en suivant la procédure présentée en Section 3.4.3.1 qui consiste a
ne sélectionner que les modes qui participent le plus de les états trouvés. Un algorithme
résumant ’ensemble de ces étapes est présenté en Section 3.4.4.

Remarque 3.4. Dans le cas ou la taille du systeme (3.23) est assez importante (e.g., plus
de 10000 variables d’état), il existe des algorithmes assez performants pour résoudre les
équations de Lyapunov nécessaires a ’obtention de la réalisation équilibrée. Le lecteur
peut voir, par exemple, [48] ou encore [34] ot un modele d’ordre plus que 20000 a été
traité.

Au vu de tous les résultats obtenus jusqu’a lors, le modele réduit qui préserve la
structure dynamique du systéeme peut enfin étre construit et ses propriétés sont discutés
en détails dans la section qui suit.

3.4.3.3 Modéele réduit : préservation de la structure dynamique

Une fois le noyau A des modes trouvé, la structure dynamique du systeme (3.23) est
donc préservée car les modes de A sont gardés dans le modele réduit (3.35). Ainsi, I'ordre
r de ce dernier est donné par le nombre de modes contenus dans A, i.e., par le cardinal
de I. De ce fait, comparée a d’autres méthodes de réduction, celle proposée ici présente,
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entre autres, I’avantage de trouver l'ordre » du modele réduit directement a partir d’une
analyse du systeme, i.e., sans avoir a le fixer au préalable par des techniques empiriques
ou des données externes. En outre, la valeur de r est conditionnée par deux parametres a
fixer :

e le nombre de variables d’état z, (t),y € I, (e.g., garder moins) tel que la différence

relative ci-dessous
ég - EH - El‘b
r — E—a
H
reste toujours petite, i.e., &, < 1.

e la limite inférieure a partir de laquelle les modes sont considérés de faibles partici-
pations dans les états (i.e., A; ¢ A). Sil'on fixe, e.g., 0.01 (i.e., 1%) comme étant la
limite inférieure, on aura |/| qui peut étre plus grand que dans le cas ou la limite est
fixée a 0.1 (i.e., 10%) et vice versa.

In fine, pour avoir une mesure quantitative de 'adéquation du modele réduit obtenu a
approximer le comportement dynamique du modele complet, on utilise comme indicateur
I’énergie des fractions supprimées de (3.34) qui sont liées aux modes \;, j € I. Autrement
dit, I'écart ¢” défini par (3.36). Compte tenu du Théoréme 3.1, si |[|[H jw)H2 — =" (jw) |3 | =
1 || H (jw) |3 avec p < 7, on aura toujours € < y||H (jw)||3 ou, d’une maniere plus appro-
priée, les grandeurs relative ci-dessous

[I[H (Gw)ll; — [[H" (w)l,|
IH ()3

_IH Gw) — B (Gw)}
7’ JH o)l

car, lorsque Iénergie ||H ( jw)Hg du modele complet est assez importante, J et € peuvent
avoir de grandes valeurs. De plus, l'utilisation de (3.34) dans (3.50) via le Lemme 3.3,
permet de mesurer l'impact de chaque fraction supprimée de (3.34) dans lerreur globale
de troncature. Le résultat se présente comme suit

Tr = = K (3.49)

<, (3.50)

X |r(Ri;) |
Zke[ zmk,\:\ + Ezel ZJELJ#Z [R(\) ;%(A

IH (o)l

& < N

3.4.4 Algorithme récapitulatif

Les étapes d’'implémentation de la méthode proposée sont toutes résumées dans 1’al-
gorithme suivant :

Etape 1. Trouver une approximation X (A,, By, C,,) de la représentation entrée-sortie
lorsque le systeme est de dimension infinie.

Etape 2. Trouver l'ensemble I, ainsi que les variables d’état Zy (t),y € I'y qui lui cor-
respondent (voir Section 3.4.3.2).
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Etape 3. Calculer les facteurs de participations des modes du systeme dans les variables
d’état sélectionnées dans 1’'étape 2.

Etape 4. Trouver le noyau A en sélectionnant les modes qui participent le plus dans les
variables d’état trouvées a I'étape 2 (voir Section 3.4.3.1).

Etape 5. Garder les modes du noyau A trouvé a l’étape 4 dans le modele réduit en
utilisant la troncature modale.

3.4.4.1 Cas des systémes avec poles multiples

A ce stade on remarque bien que notre développement repose sur le fait que la matrice
A de (3.30) a des valeurs propres distinctes. En effet, dans le cas contraire, les valeurs
propres A\; de A ont des multiplicités m; > 1 et les vecteurs propres associés sont dits
vecteurs propres généralisés. Par conséquent, la matrice A n’est pas diagonalisable dans
ce cas et admet uniquement une forme de Jordan (voir, e.g., [30]). Ainsi, dans une telle
situation, il n’est pas possible d’utiliser directement les facteurs de participation tels qu’ils
sont donnés par la Définition 3.1 (voir, e.g., [72]). Pour cause, la relation entre les états
et les modes ne peut pas étre établie uniquement par les participations p,; comme dans le
cas des valeurs propres distinctes. C’est pourquoi, I’extension de notre méthodologie a des
systemes ayant des poles multiples nécessite au préalable une définition des participations
dans le cas des valeurs propres multiples.

Par ceci, s’acheve ainsi la technique de réduction avec préservation de la structure
dynamique dont la validité est discutée en Section 3.5 a l'aide de plusieurs exemples.
Dans la prochaine section, la réduction avec préservation de la structure physique sera
abordée, car elle occupe une place importante tel qu’il a été mentionné auparavant.

3.4.5 Réduction avec préservation de la structure physique

Tel qu’il est détaillé en Section 3.2.3.2, I'idée derriere la préservation de la structure
physique est de conserver les interconnexions en réduisant juste le modele d’un ou plusieurs
sous-systemes. C’est ce qui conduit au final & un modele réduit plus représentatif du
systéme physique comparé & un modele purement mathématique comme (3.35). Toutefois,
la difficulté face a une telle tache réside dans le choix des dynamiques importantes a
garder dans le modele réduit du sous-systeme. En effet, comme on peut le voir en Section
3.5.3.3, les dynamiques importantes d’un sous-systeme dépendent de I'interaction avec les
autres dynamiques du systeme tout entier. Par conséquent, une analyse structurelle du
comportement dynamique de ce dernier s'impose en premier lieu. Il s’agit dévaluer d’abord
la contribution de toutes les dynamiques du sous-systeme dans la dynamique de ’ensemble
du systeme pour ne garder ensuite, dans le modele réduit du sous-system ,que celles qui
ont des contributions significatives. Une telle procédure a été proposée, e.g., dans [32] ou
le sous-systeme est réduit par une troncature modale apres une évaluation de l'impact
de ses modes dans ceux du systeme entier. Cette technique donne des bons résultats
mais son utilisation est, généralement, réservée aux systemes dont le modele dynamique a
une structure bien particuliere, comme en mécanique. Pour les systemes électriques, ceci
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constitue un handicap car il n’est pas facile de mettre le modele dynamique sous cette
forme particuliere. Ainsi, notre stratégie pour surmonter cette difficulté est d’utiliser de
nouveau le noyau A introduit en Section 3.4.2 afin d’en déduire les modes importants d’un
sous-systeme. Pour y voir plus clair, considérons en premier I’ensemble

Asub - {/\sublu R /\subd}7

comme étant les modes du modele complet d’ordre d d’un sous-systeme isolé du reste du
systeme. Rappelons ensuite que les dynamiques liées aux modes du noyau A sont celles
qui impactent le plus le comportement entrée-sortie du systeme interconnecté représenté
par (3.23). Par conséquent, la contribution d’'un mode k du sous-systeme dans le com-
portement du systeme entier peut se traduire par 'impact de Agyp, sur les modes de A.
Une maniere directe d’évaluer cet impact est de calculer les sensibilités de tous les modes
Aty Ap—yry de A par rapport a ceux de Ag,p. Plus précisément, comme le systeme glo-
bal est composé de plusieurs sous-systemes interconnectés, la matrice A, de (3.23) fait
nécessairement intervenir la matrice d’état A, du sou-systeme en question. Ainsi, le role
que joue chaque valeur propre Ay, de Agy dans celles de A peut étre quantifié a I'aide
des sensibilités My, ci-dessous

o\
8)\subk ,

a partir desquelles I'impact des modes de Ay, sur ceux de A se déduit aisément. Néanmoins,

My, = avec i€ {l,--- ,n}kje{l,---,d}, (3.51)

dans un cas comme le notre, la relation (3.51) fait intervenir des dérivées qui sont
difficiles a calculer analytiquement afin d’aboutir a une forme facile a exploiter pour
I'implémentation. Par conséquent, il n’est pas facile, dans une telle situation, d’évaluer la
contribution des modes d’un sous-systeme dans ceux du noyau A a I’aide d’un calcul direct.
C’est la raison pour laquelle on s’intéresse ici a chercher, parmi les modes du sous-systeme,
ceux qui interagissent le plus avec ceux du noyau A pour enfin les garder dans son modele
réduit. La technique employée a cet effet consiste a comparer les fréquences des modes
afin d’avoir une indication sur l'interaction entre eux qui se manifeste, principalement,
par une similitude des fréquences. En effet, on peut voir e.g., dans [83] que les fréquences
des modes d'un sous-systeme ne changent pas considérablement suite a sa connexion a
I’ensemble du systeme. Ce qui signifie que, parmi les modes du noyau A, ceux qui ont des
fréquences proches des modes du sous-systeme doivent leur existence, en grande partie,
a celui-ci. Ainsi, la premiere étape dans notre procédure consiste a sélectionner parmi les
modes de A un ensemble Kg de ceux qui participent le plus dans les variable d’état liées
au sous-systeme en question. Ensuite, comparer les fréquences de ces modes avec celles
des modes du sous-systeme déconnecté, i.e., A,,,. De cette maniére, pour chaque mode
de Kg, on peut trouver tous les modes du sous-systeme qui lui sont proches en fréquence
comme le montre la Fig. 3.9. En effet, pour chaque fréquence w; d’'un mode de Kg, cor-
respond un voisinage fréquentiel F; qui contient les modes du sous-systeéme (isolé) qui ont
des fréquences proches de w;. In fine, en considérant tous les modes de Kg, on obtient un
ensemble A,,, de N modes parmi ceux du sous-systeme qui ont des fréquences proches
de {wy, -+ ,wk}. Tous les modes obtenus, sont par la suite, gardés dans le modele réduit
du sous-systeme a 1’aide d’une troncature modale.
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FI1GURE 3.9 — Comparaison fréquentielle

Remarque 3.5. Dans le cas des modes réels (i.e., de fréquence nulle) on utilise plutot les
participations car il n’existe pas de voisinages fréquentiels. Il faut d’abord repérer les
variables d’état du sous-systeme dans lesquelles participe le plus le mode réel de Kg, puis
sélectionner parmi les mode de A, ceux qui participent le plus dans ces états. Au final,
les modes trouvés s’ajoutent a I’ensemble Ag,.

Par ailleurs, il est tout a fait remarquable que la procédure qu’on vient de présenter
pour trouver les modes du sous-systeme fournit des résultats propres a chaque choix d’un
transfert entrée-sortie. En effet, comme le noyau des modes A est obtenu suite a un choix
particulier des entrées et sorties du systeme (3.23), les modes de I'ensemble A, sont eux
aussi liés a ce choix particulier. Autrement dit, pour chaque transfert donné correspond un
ensemble A de modes importants ainsi qu'un ensemble A,,;, des modes du sous-systeme
qui jouent un role considérable dans ce transfert. Ainsi, pour couvrir une gamme plus
large de phénomenes a reproduire, il suffit de prendre plusieurs transferts auxquels on
s’y intéresse et appliquer ensuite (pour chacun d’eux) la procédure de choix des modes.
De cette maniere, on obtient a chaque fois les modes a garder dans le sous-systeme qui
sont groupés au final pour étre tous gardés dans le modele réduit du sous-systeme. Ce qui
permet, une fois ce modele réduit connecté a I’ensemble du systeme, de reproduire tous
les phénomenes qui présentent un intérét dans les transferts sectionnés.

A cela, s’ajoute également l'avantage de pouvoir prendre en compte quelques non
linéarités telles que l'effet d’une variations de consignes. En effet, comme mentionné
précédemment, le modele des systemes électriques est non linéaire ce qui fait que notre
approche n’est valable qu’autour du point d’équilibre ou le modele a été linéarisé. Ainsi,
pour réduire le sous-systeme, tout en prenant en compte des variations d’amplitude sur
I'entrée u, on peut fixer en premier un intervalle de variation, e.g., v € [Vinin Vinax). Ensuite,
faire des linéarisations autour de plusieurs valeurs de u dans [Vinin Vinax| ce qui conduit au
final & une multitude de modeles linéarisés comme (3.23). Pour chacun d’eux, et via la
procédure présentée ci-dessus, il est ainsi possible de trouver a chaque fois un ensemble
Ay, contenant les modes importants du sous-systeme. Tous les modes trouvés peuvent
ensuite étre groupés est gardés ensemble dans le modele réduit du sous-systeme afin de
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couvrir au mieux la plage de variation de 'entrée wu.

3.4.5.1 Technique d’intégration au systéme non linéaire

Apres avoir réduit le modele du sous-systeme, on aborde désormais la question de
I'intégration de ce modele réduit au reste du systeme a des fins d’analyse ou de simulation
numérique. En effet, le caractere non linéaire du modele initial du systeme interconnecté
suggere une adaptation du modele réduit du sous-systeme afin qu’il puisse s’emboiter
normalement dans ’ensemble. Plus particulierement, sans provoquer des incompatibilités
numeériques au niveau des points de connexion, car ces derniers avaient des valeurs bien
déterminées lors de la linéarisation du modele initial. Dans une approche de type Bond
Graph (voir, par exemple, [22]), cela correspond a la conservation de I’énergie échangée
entre deux systemes connectés I'un a ’autre. De ce fait, pour garantir la compatibilité aux
points de connexion, des procédures d’initialisation ont été développées (dans la litérature)
dans le cadre de I'approche Bond Graph notamment pour les systémes hybrides (voir, par
exemple, [25]). Globalement, ce type de procédures vise & maintenir les valeurs initiales
d’un ensemble bien choisi de variables d’état et de modifier, par un processus itératif,
les conditions initiales des variables d’état restantes. Dans notre cas, il est possible de
considérer le systeme comme étant de nature hybride, ou on commute d’un modele a
un autre autour d’un point de fonctionnement. Toutefois, le type de procédures d’ini-
tialisation que l'on vient d’évoquer peut ne pas convenir vis-a-vis de nos objectifs. Plus
précisément, comme les variables d’état pour lesquelles les conditions initiales ont été
changées peuvent ne pas appartenir au méme sous-systeme physique, le nouveau point de
fonctionnement qui en résulte peut s’éloigner significativement du point de fonctionne-
ment avant la réinitialisation. Ce qui peut faire diverger la simulation numérique pour des
raisons de stabilité, car pour un systéemes non linéaire le point de fonctionnement est tres
important. De plus, comme le modele réduit est valable autour d’un point de fonctionne-
ment bien choisi, il se peut, si le point de fonctionnement change significativement, que
le modele global ne donne pas des résultats correctes. Ainsi, il parait difficile d’initialiser
correctement le modele réduit de telle sorte a avoir une compatibilité au niveau des points
de connexion et un point de fonctionnement proche du point initial. Pour y voir plus clair,
considérons la représentation d’état ci-dessous

{ jjsub (t) = Asubxsub (t) + Bsubusub <t> (3 52)

Ysub (t) = Csub$sub (t)

comme étant le modele complet (i.e., non réduit) du sous-systeme. A I’équilibre on a,

Usub <t> = Uy,

sub (1) = )
Ysub (1) = Yo » (3.53)
Tsub <t> =Ty = _Asustubu07
Yo = _OsubAs_ulesubuO

ol (—CsubA;}stub) représente le gain statique du modele (3.52) et (ug, yo) les valeurs aux

points d’interconnexions. Une fois (3.52) tronqué selon la procédure expliquée précédemment,
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son modele dynamique s’écrit,

{ isub (t) - Asubisub (t) + Bsubusub (t) (3 54)

Ysub (t) = ésub:i'sub (t)
A partir de 1a, on voit bien qu’a I’équilibre, le modele (3.54) ne garantit pas le maintient
des valeurs (ug, yo) aux points d’interconnexions car,

= _A BsubUJOa

sub

ne satisfait pas nécessairement la derniere relation de (3.53). En effet, si le gain statique

de (3.54) est différent de celui de (3.52), i.e., (—C’subfis_ulbésub # —CowA Bsub>, la sortie

sub
de (3.54) a l’équilibre, i.e., ( CsubAsustubu0> sera différente de yy. C’est ce qui cause
une incompatibilité au point de connexion qui peut conduire a une instabilité numérique.
Alinsi, notre proposition pour rester proche du point de fonctionnement du systeme, tout
en préservant les modes du sous-systeme, est d’introduire des petites modifications sur
les matrices Bsub et C’wb de (3.54) afin de pouvoir garder les mémes valeurs aux points
d’interconnexion. Ceci passe par la résolution du probleme d’optimisation ci-dessous,

c mll? <||énew - CA’subH% + ||Bnew - Bsub”%)

S.t )
_CnewA Bnew = CsubA Bsub

sub

(3.55)

sub

qui donne les matrices C’new et Bnew a utiliser dans (3.54) a la place de ésub et Bsub afin
d’avoir des valeurs compatibles au niveau des points d’interconnexion. Une application de
ce type est présentée en Section 3.5.3.3 ou le probleme (3.55) a été résolu en utilisant la
fonction fmincon de Matlab. Bien évidement, d’autres programmes peuvent étre utilisés
pour résoudre (3.55) mais en prenant soin d’adopter l'initialisation Chew = Clup €t Bpew =
Bsub afin de rester proche de Cnew et Bnew

3.4.6 Algorithme général

Apres avoir présenté en détails les étapes de la nouvelle méthodologie proposée ici, on
expose désormais un algorithme de synthese présenté en Fig. 3.10 qui sert de support a
I'implantation numérique. Il regroupe a la fois les étapes conduisant a une préservation
de la structure dynamique et physique afin de donner une vision d’ensemble.

3.5 Validation : exemples et applications industrielles

Apres avoir présenté le concept et les fondements théoriques de cette nouvelle méthodologie
de troncature, on passe désormais a sa validation en traitant différents cas. Tous les
exemples et les applications choisis a cet effet mettent I’accent sur les particularités et les
enjeux évoqués et discutés au cours des sections précédentes. Les deux premiers exemples,
illustrent en particulier la troncature dans le cas ou il existe ou non une chute importante
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FI1GURE 3.10 — Algorithme général.

dans le spectre des valeurs singulieres de Hankel. Quant aux applications industrielles
traitées, elles illustrent en grande partie la troncature des sous-systemes en abordant des
problématiques usuellement rencontrées dans les systemes électriques. Il s’agit en particu-
lier de I’écroulement de tension et 'impact d’intégration d’une liaison a courant continu
(HVDC) dans un systeme a courant alternatif (AC). Des comparaisons sont également
faites avec d’autres techniques de troncature afin de consolider la validation de cette
nouvelle méthodologie et d’élargir son cadre applicatif.
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3.5.1 Exemple 1 : Cas d’une chute dans le spectre de Hankel

Parmi les systemes dynamiques qui ont une chute dans leur spectre de valeurs sin-
gulieres de Hankel, il existe certains pour lesquels les variables d’état liées aux grandes
valeurs singulieres n’ont pas toutes la méme importance. Ainsi, une technique comme la
troncature équilibrée, vue précédemment, a besoin de garder toutes ces variables d’état
malgré que certains sont de moindre importance dans le comportement dynamique du
systeme. Dans une telle situation, et en plus des cas sans chute, la nouvelle méthodologie
donne, quant a elle, des résultats tres satisfaisants tant pour I’ordre du modele réduit que
pour le comportement dynamique entrée-sortie. Ceci est illustré ici a I’aide d’un systeme
linéaire monovariable présenté ci-dessous.

3.5.1.1 Présentation du modele et ses propriétés

Le modele considéré pour appuyer les propos de la section précédente est d’ordre 301
donné par la forme d’état suivante

t(t) = Ax (t) + Bu (t
B(0) = Av(0)+ Bu(t). 5.56)
y () = Cu (i)
ol
A= dzag [Al, cee ,Alog, —0009, —]_, ce ,—100] , avec
—0.001 /53] .

A = =1 ---.1

J [ __j —-0.(N)1} J ) ) O(L

B=[1,1,---,1]" (3.57)

et

C= 17071707”'717(1757}717'”71

200 100

Comme le montre la Fig. 3.11, son spectre de valeurs singulieres de Hankel présente

o
une chute assez importante d’environ 105 a I’état 201, i.e., —29 ~ 150. Une fois lindice

0202
201 dépassé, toutes les valeurs singulieres décroient considérablement en passant de 1,84

a 4,45 x 1071, Cette situation est fortement favorable & I'application de la troncature
équilibrée tel qu’il est expliqué dans la section qui suit.

3.5.1.2 Approximation et validation

Vu l'importante chute que présente le spectre de Hankel de la Fig. 3.11, la tronca-
ture équilibrée garde tous les états de plus grandes énergies, i.e., correspondants aux
201 premieres valeurs avant la chute. Par conséquent, comme le montre la Fig. 3.12a, le
modele réduit d’ordre 201 qui en résulte fournit une tres bonne approximation du com-
portement entrée-sortie du modele original. Néanmoins, parmi I’ensemble des variables
d’état du systeme, seulement 53, d’entre elles, ont été prises en compte dans la nouvelle
méthodologie car elles ont une contribution assez significative dans 1’énergie Ey (i.e.,
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FI1GURE 3.11 — Valeurs singulieres de Hankel.

IT| = 53). De ce fait, le noyau de modes A construit a partir de ces variables d’état (en
sélectionnant les modes qui participent le plus) contient 105 modes (i.e., |A| = |I| = 105)
et conduit a €, = 0.3524.

G00
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500 Balanced reduced model 500
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(a) Réduction par la troncature équilibrée (b) Réduction par la nouvelle méthodologie

FIGURE 3.12 — Réponses indicielles du modele complet d’ordre 301, du modele réduit par la
troncature équilibrée et du nouveau modele réduit.

En outre, pour mieux voir le rapport entre la qualité de ’approximation et ’erreur
relative %,, une variation d’ordre du modele réduit est effectuée en se basant sur les
explications de la Section 3.4.3.3. Les résultats obtenus sont présentés en Figs. 3.13, 3.14
et 3.15.

Sur les Figs. 3.13a et 3.13b on voit, respectivement, 1’évolution de la différence rela-
tive &, et de l'ordre r = |A| du modele réduit en fonction du nombre de variables d’état
sélectionnées (i.e., |I'y|) qui passe de 48 a 170. Il est tout a fait remarquable qu’en augmen-
tant le nombre |I'y| de variables d’état utilisées pour construire le noyau A, la différence
entre les énergies Ey et Ep, décroit assez vite avec un taux quasiment constant. Ceci
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FIGURE 3.13 — Variations par rapport a ||

témoigne d'un bon choix de I’ensemble I, car ceci conduit 1’énergie Er, asuivre la méme
forme de décroissance (puisque Ey = Er + Ef,), ce qui est avantageux pour minimiser
(3.48) en sélectionnant peu de variables d’état. Par ailleurs, lorsque |I',| augmente, la Fig.
3.13b montre que 'ordre du modele réduit suit une évolution quasi linéaire par morceaux
avec deux pentes différentes. Au début, lorsque |T',| passe de 48 & 82, le taux d’évolution est
de |A| = 2|T'y| avant qu’il ne soit, par la suite, pratiquement divisé par 4, i.e., |A| = % T
Ceci s’explique par le fait que les variables d’état Ty, k € T" sélectionnées entre |['y| = 48 et
ITy| = 82, contiennent la plupart des modes importants du systéeme comparées aux autres
variables d’état (celles sélectionnées apres |I',| = 82) qui en contiennent moins. D’une
facon générale, pour que les variables d’état sélectionnées puisse contenir tous les modes
importants du systeme, la condition est un ratio assez grand entre les énergies Fr, et Ef,,
Er,
Er,
ter des bons résultats comme pour (3.56)-(3.57) ou les 53 variables d’état sélectionnées
conduisent a un ratio de 0.65 alors que la Fig. 3.12b montre une bonne approximation de la
réponse indicielle. Toutefois, un ratio aussi faible n’est pas sans conséquences car, contrai-

e.g., > 10. En pratique, méme si ce ratio n’est pas aussi important, on peut consta-
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rement a la réponse indicielle, le modele réduit peut présenter des moindres performances
pour la réponse impulsionnelle (lorsque les modes sont quasiment tous excités) comme
le montre la Fig. 3.14a. De ce fait, pour avoir une indication a priori sur 1’adéquation
du modele réduit a reproduire la réponse impulsionnelle du modele original, on utilise,
comme mesure quantitative, la différence relative %, introduite en Section 3.4.3.3. La Fig.
3.15 montre I'allure de %, lorsque l'ordre du modele réduit varie de 95 a 199, i.e., |T'y| de
48 a 70. A premiere vue, on peut déja remarquer que %, qui varie de 0.402 a 0.0033 décroit
assez rapidement avec une dynamique d’évolution similaire a celle de la différence relative
&, montrée en Fig. 3.13a. De plus, comme la décroissance est monotone, ceci montre que
plus I'ordre du modele réduit est élevé, mieux il approxime la réponse impulsionnelle du
modele complet. Pour illustrer ceci, la Fig. 3.14b montre la réponse impulsionnelle lorsque
I'ordre du modele réduit est fixé a 187 et conduit a %, = 0.0273. En comparant avec le
modele réduit d’ordre 105 obtenu précédemment, il est tout a fait clair que, dans ce cas,
I’approximation est de meilleure qualité.

Ce résultat est particulierement intéressant car il montre que, méme si I'on fixe pas

. r
convenablement le ratio —=

, on peut toujours s’attendre a une meilleure qualité d’ap-

proximation en augmentanrtb I'ordre du modele réduit. Cela vient s’ajouter au fait que
I’écart relatif 7, introduit en Section 3.4.3.3, est un tres bon indicateur de la performance
du modele réduit car, comme le montre la Fig. 3.15, %, est tres proche de J, = u. Tous
ces résultats et ces avantages restent valables aussi dans le cas multivariable comme le

montre 'exemple de la section qui suit.

3.5.2 Exemple 2 : Cas d’un systeme multivariables

En plus d’étre multivariables, cet exemple illustre 'efficacité de ’approche face a des
cas plus difficiles ou les valeurs singulieres de Hankel ne décroient quasiment pas. Le
modele dynamique a réduire est d’ordre 49 et possede deux entrées et deux sorties. Il est
donné par la forme d’état (3.56) avec

A:dzag [Ah"' 7A247_0-1]7C: |:1 0

1 0.05
B =CT ou (3.58)
—0.01 n? uy (t) Y1 (t)
A, = ,u(t) = ty(t) = .
{ —n? —0.01} u(f) {uz ] Y= Lo
Son spectre des valeurs singulieres est presque constant (les différences sont de 1'ordre de
10™*) comme le montre la Fig. 3.16a avec une seule chute a la fin (entre Pavant dernier
et le dernier état) qui est de 10 environ. Par ailleurs, tel qu’on peut le voir en Fig. 3.16b,
ceci est accompagné d’une quasi égalité des parties réelles des modes (sauf pour le mode
réel —0.1) comme on la déja constaté dans le cas des lignes ouvertes (voir la deuxieme

colonne du Tableau 3.1). Ce qui laisse supposer un lien étroit entre cette invariance des
parties réelles des modes et la décroissance tres lente des valeurs singulieres de Hankel.
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FI1GURE 3.14 — Réponses impulsionnelles des modeles original et réduit pour différent ordres

3.5.2.1 Approximation et validation

Vu le spectre des valeurs singulieres, toutes les variables d’état du systemes, i.e., 49,
doivent étre gardées par la troncature équilibrée afin d’obtenir des bons résultats. Par
la nouvelle méthode, 10 variables d’état, parmi celles du systeme, sont sélectionnées car
elles sont plus importantes, ce qui conduit & un modele réduit d’ordre 25 (i.e., le cardinal
de A). Ses propriétés sont discutées le long de cette section en se basant sur les résultats
présentés en Figs. 3.17, 3.18, 3.19 et 3.20.

Sur la Fig. 3.17, on voit la réponse a un échelon unitaire du modele complet ainsi que
celle du réduit obtenu par la méthode proposée. De prime abord, les différences entre les
deux réponses sont peu perceptibles, c’est pourquoi un agrandissement est ajouté sur la
méme figure afin de pouvoir les distinguer. Comme on peut le constater, les différences
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sont tellement petites qu’elles peuvent étre négligées, ce qui montre ainsi que le nouveau
modele réduit reproduit assez fidelement la réponse a un échelon du modele complet.
Un tel résultat s’explique assez facilement a partir du diagramme de Bode (de gain)
de la Fig. 3.18. En effet, on voit que les modes gardés dans le modele réduit sont, en
grande partie, de faibles fréquences allant jusqu’a 83.5 rad/s avec quelques-uns en haute
fréquences (e.g., de 4 x 10? rad/s). Ainsi, lorsqu’on applique une entrée comme un échelon,
qui excite principalement les modes de faibles fréquences, la réponse temporelle du modele
réduit sera quasiment la méme que celle du modele original. Par ailleurs, il est tout a fait
remarquable que si I'un des modes, parmi ceux qui ne sont pas gardés dans le modele
réduit (i.e., A ¢ A), est excité séparément par une entrée qui cible sa fréquence (i.e., 10
rad/s en Fig. 3.18), le modele réduit peut se monter moins efficace. Afin de pallier & cette
situation, la solution consiste & ajouter, a travers la forme (3.34), tous les modes dont
les fréquences sont dans la plage fréquentielle, qui est supposée connue dans ce cas, de
I’entrée.
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FiGURE 3.17 — Comparaison des réponses indicielles : modeéle complet et le nouveau modele
réduit.

Comparaisons : En plus des résultats montrés précédemment, le nouveau modele réduit
est comparé avec celui obtenu par la troncature modale classique en utilisant 1’algorithme
SAMDP (voir [73] ou [76]) avec comme critere de choix des modes la norme H, des frac-
tions. Cependant, comme cette norme est presque la méme pour toutes les fractions (i.e.,
pas d’indice clair de troncature), 'ordre de troncature est fixé manuellement a 25 afin de
pouvoir se comparer avec notre modele réduit. Dans le domaine temporel, la comparaison
est faite en se basant sur la réponse indicielle comme le montre la Fig. 3.19 ot on voit
clairement que les deux modeles réduits (nouveau et standard) donnent des résultats tres
similaires. Comme dans le cas précédent, ceci est di au fait que ’échelon excite principa-
lement les modes de bases fréquences qui sont présents dans les deux modeles réduits tel
qu’on peut le voir dans le tracé de Bode (en gain) de la Fig.3.20. En outre, le calcul de
Ierreur relative %, montre, dans ce cas, qu’elle est pratiquement la méme pour les deux
modeles réduits (%,,., ~ G, = 0.4985), ce qui fait que leurs réponses impulsionnelles

Tnew Tstandard
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sont presque confondues.

3.5.3 Applications industrielles

Les applications industrielles traitées dans cette section sont des cas d’étude proposés
par RTE et mettent I'accent, en particulier, sur les différents enjeux et besoins discutés
en Section 3.2.3. Leur choix est motivé, d'une part, par le fait qu’elles s’impliquent assez
souvent dans les cas d’étude considérés dans les systemes de transport d’électricité. Et
d’autre part, par le fait qu’elles mettent en évidence, rien qu’en échelle réduite, les écarts
qu’il peu y avoir, au niveau des résultats de simulation, entre une modélisation simplifiée
(par les techniques classiques) du systéme et une modélisation plus détaillée. 11 s’agit,
plus précisément, du systeme de transmission présenté en Section 3.2.1, du phénomene
d’écroulement de tension, et enfin de 'intégration d'une liaison a courant continu (HVDC)
dans un systeme a courant alternatif (AC). Pour chacune de ces applications, nous nous
focalisons sur le modele de la ligne de transmission afin de montrer ’apport de notre
méthodologie de troncature pour la synthese des modeles réduits pour 'analyse et la
simulation.

3.5.3.1 Systéme de transmission

Comme on a eu l'occasion de le voir précédemment, le systeme de transmission de la
Fig. 3.1 est un cas industriel pour lequel ni la troncature équilibrée ni la troncature modale
ne peuvent donner satisfaction. La difficulté est due a ’absence de chute dans le spectre
des valeurs singulieres comme le montre la Fig. 3.7 mais aussi aux propriétés fréquentielles
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issu de la troncature modale.

du systeme. En effet, comme le montre le tracé de Bode (de gain) de la Fig. 3.2, le systeme
dispose d’une bande passante (fréquentielle) tres large (théoriquement infinie). Autrement
dit, toute fréquence injectée par la source de tension a x = 0 se retrouve au niveau de la
tension a x = /¢, i.e., aux bornes de la charge Z;. Bien évidement, ceci n’est valable que
dans la plage de fréquence pour laquelle le modele a parametres distribués et constants
est valable. En effet, pour les tres hautes fréquences (de I'ordre de GHz), I'influence
de la fréquence sur les parametres de la ligne devient un aspect important a prendre en
compte. Dans notre cas, on considere que la bande passante s’étant jusqu’a des fréquences
de l'ordre de MHz. Ainsi, 'approximation, lorsque la bande passante est aussi large, est
habituellement précédée par une restriction a un intervalle fréquentiel fixé a priori afin
de pouvoir appliquer des méthodes classiques (voir [40] ou [2]). Toutefois, la structure
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dynamique du systeme initial n’est généralement pas préservée suite a l’application des
filtres de pondération. De plus, il n’est pas toujours facile de connaitre a priori la plage
fréquentielle des phénomenes qui présentent un intérét dans le systeme. Avec la nouvelle
méthodologie, les résultats présentés ci-dessous montrent qu’elle permet, d'une part, de
surmonter la difficulté liée aux choix des dynamiques importantes et, d’autre part, de
préserver la structure dynamique du systeme.

Approximation et validation : L’approximation est faite en suivant les étapes décrites
dans I'algorithme de la Section 3.4.4 comme pour les deux exemples traités précédemment.
A partir de la représentation d’état X" (A, B, C,) de (3.1) avec n = 1000 (voir para-
graphe B de la Section 3.3.2.2), on déduit un ensemble dominant de 591 variables d’état
et un noyau A de 171 modes. Par ailleurs, il est intéressant de mentionner que les modes
trouvés, ne sont ni ceux qui correspondent aux fractions de plus grandes normes H, (voir
Section B)), ni ceux qui correspondent aux premieres plus grandes valeurs singulieres de
Hankel. Ce qui montre ainsi, que, d'un point de vue énergétique, les modes les plus im-
portants ne sont pas nécessairement liés aux plus grandes valeurs des indexes précédents,
mais plutot ceux qui contribuent le plus dans ’énergie Ey de la réponse impulsionnelle.

La Fig. 3.21 montre une comparaison entre la réponse indicielle du modele réduit
obtenu (d’ordre 171) et celle du modele complet. On peut clairement constater que le
nouveau modele réduit reproduit assez fidelement la réponse indicielle du modele complet,
contrairement au modele réduit issu de la troncature modale classique comme on peut le
voir en Fig. 3.22. L’approximation est toute aussi satisfaisante dans le domaine fréquentiel
car, comme on peut le voir en Fig. 3.23, le comportement en fréquence du systeme complet
est bien approximé dans une large bande de fréquence allant jusqu’a 3.73 x 10° rad/s.
Ceci est un avantage considérable, car les phénomenes ayant des fréquences assez élevées
(environ 60 KHz) peuvent étre ainsi reproduits par le nouveau modele réduit.
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3.5.3.2 Ecroulement de tension

Afin de monter un cas industriel ou la la méthodologie de réduction proposée ici
conduit a de meilleurs résultats, qu'une approximation classique, considérons le systeme
électrique de la Fig. 3.24. 1l s’agit d’une structure utilisée pour 'analyse du transfert de
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puissance entre un générateur GG et une charge (résistive dans notre cas) via une ligne de
transmission électrique. Ces analyses se focalisent essentiellement sur la quantité maximale
de puissance active qu’on peut transporter a travers la ligne AC sans que le systeme ne
perd sa stabilité. En effet, ’augmentation de la charge provoque naturellement une chute
de tension aux bornes de la charge qui est ensuite compensée par le régleur en charge
(LTC) qui maintient la tension a une valeur désirée. Le dispositif en question permet
de modifier le nombre de spires, d'un des enroulements du transformateur, afin de faire
varier le rapport de transformation de telle sorte a maintenir la tension, au secondaire du
transformateur, a une valeur de consigne. Néanmoins, comme le transfert de puissance
entre le générateur et la charge est limité par une puissance mazximale transmissible, liée en
grande partie a la ligne de transmission, le fonctionnement du systeme a un transfert plus
élevé conduit au phénomene d’écroulement de tension. Il se manifeste par une décroissance
vers zéro de la tension aux bornes de la charge sans que le régleur en charge ne puisse
la remettre a la valeur désirée, ce qui conduit généralement a une instabilité dynamique
appelée perte de synchronisme. En effet, dans le cas général, la ligne se trouve entre deux
neeuds du systeme, auxquels sont connectés plusieurs lignes, charges et générateurs. Ainsi,
si la tension baisse considérablement au niveau d’un des nceuds, la perturbation peut se
propager a une zone assez étendue autour du noeud en question.

De la, il s’avere ainsi crucial de reproduire assez fidelement le comportement du systeme
afin d’étre en mesure d’agir d’'une maniere efficace en cas d’écroulement. A l’aide, par
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exemple, d'un réglage plus adapté des moyens de protection ou encore par la mise en
place d'un plan d’action préventif basé sur des scénarios simulés et analysés auparavant.
Toutefois, ceci n’est faisable, généralement, qu’a I’aide des simplifications car, comme men-
tionné précédemment, le modele des lignes comporte un nombre important de variables
d’état ce qui complique considérablement sa mise en ceuvre. De plus, une approximation
de tout le systéme interconnecté par un modele purement mathématique comme (3.35)
ne suffit pas, car il est important de préserver la structure physique du systeme afin de
pouvoir cibler les composants sur lesquels il faut agir pour maitriser la dynamique du
systeme. C’est pourquoi il s’avere ainsi plus commode, dans une pareille situation, de
simplifier uniquement le modele de la ligne, comme étant un sous-systeme, afin de réduire
la complexité du modele global. Habituellement, ceci se fait en remplacant le modele de
la ligne par celui de la structure en 7 comme on a eu l'occasion de le voir précédemment.
Ici, on montre en Fig. 3.25 la dynamique de I’écroulement de tension en représentant la
ligne par le modele en 7, d’une part, et le modele DP d’autre part. Pour obtenir ceci,
une augmentation de la tension de consigne (de 0.73 pu a 0.75 pu) du régleur en charge
est faite a t = 150 sec afin de faire augmenter la tension au secondaire du transformateur
(aux bornes de la charge). Un résultat similaire peut étre obtenu si l'on fait augmenter
la charge en fixant la consigne de la tension du régleur en charge a une valeur constante.
Par ailleurs, comme la dynamique des phénomenes liés a la tension est relativement lente
(généralement entre 1 sec et 10 sec) le générateur est modélisé par le modele simplifié
(D.3) qui permet de reproduire et d’analyser la dynamique de la tension. Idem pour le
régleur en charge (associé ici a un transformateur idéal) dont la dynamique de transi-
tion, d’une prise & une autre, est approximée par le modele continu (D.6). L’ensemble du
systéme est simulé en utilisant le logiciel Dymola (voir, par exemple, [11]) destiné a la
modélisation et la simulation de divers processus industriels.

On voit ainsi, sur la Fig. 3.25, que l'utilisation du modele en 7, dans ce cas ou la
longueur de la ligne est de 300 Km, ne permet pas de reproduire assez correctement la
dynamique de ’écroulement de la tension aux bornes de la charge.

En effet, on apercoit un décalage temporel assez important d’environ 24 sec entre les
deux trajectoires de la tension, montrant ainsi que 1'utilisation du modele en 7 dans ce cas
n’est pas une maniere appropriée pour étudier et analyser les propriétés et les phénomenes
dynamiques du modele initial. D’autant plus qu’il est assez difficile d’établir un lien clair
entre le parameétre ¢v/LC, dont on a parlé en Section 2.5.3, et le comportement de tout

le systeme interconnecté. Ici, par exemple, on a (E\/E)z = 4,4 x 107°, qui est une
valeur assez faible, alors qu’on voit tres bien que la dynamique de I’ensemble du systeme
n’est pas correctement reproduite. De plus, les difficultés ne sont pas nécessairement
surmontées en utilisant une série de modeles en 7w ou en gardant plus de modes dans le
modele (2.30) (voir [84]). Pour cause, le nombre de modes ou de modeles en 7, nécessaire
a une bonne approximation, n’est connu qu’apres une validation a postériori. Pour éviter
cela, I'approximation n’est faite ici qu’apres une prise en compte de toute la structure
dynamique du systeme.
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FIGURE 3.25 — Ecroulement de la tension de charge

Approximation et validation du modele réduit : Il est mentionné plus haut que le
phénomene d’écroulement de tension, observé dans le cas du systeme de la Fig. 3.24,
est fortement non linéaire et ne peut étre reproduit par un modele réduit linéaire de
I’ensemble. Ainsi, pour pouvoir approximer uniquement le modele de la ligne, par la nou-
velle méthodologie, la premiere étape consiste a choisir un transfert avant de faire une
linéarisation entrée-sortie du systeme autour d’un point d’équilibre qui se situe juste avant
le déclenchement du phénomene de ’écroulement. Le transfert le plus approprié pour cela,
est celui entre la tension de référence Vi, . du régleur en charge LTC et la tension V;, aux
bornes de la charge, i.e., au final V. /V, .
expliquée en Section 3.2.3.2 montre ainsi qu’aucun mode du noyau A ne participe dans
le modele de la ligne, ce qui signifie que Ay, est vide. Dans ce cas, un simple modele
algébrique de la ligne suffit donc pour reproduire le phénomene de I’écroulement. Pour y

Apres linéarisation, I’analyse de dominance

voir plus clair, considérons (3.52) comme étant le modele complet de la ligne de trans-
mission. En absence de dynamiques, i.e., de modes, (3.55) conduit a G = —CsubA;}stub
ol G’, dans le cas traité ici, est une simple matrice de constantes exprimant ainsi le fait
que la relation entre les entrées et les sorties est, dans ce cas, purement algébrique. Par
conséquent, on déduit ici que le modele de la ligne de transmission ne contribue, dans le
phénomene de ’écroulement de tension, que par son gain statique que 'on peut voir a
travers la matrice (3.59) pour une ligne de 300 Km avec les parameétres donnés en Table
D.1. Sur le plan dynamique, le modele réduit qui en résulte (i.e., en utilisant le modele
algébrique pour la ligne) reproduit a I'identique la trajectoire de la Fig. 3.25 correspon-

dante au modele DP.
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FIGURE 3.26 — Second benchmark.

Par rapport a I’exemple de la section précédente, la structure de la Fig. 3.26 inclue une
technologie appelée liaison HVDC (High Voltage Direct Curent) qui est de plus en plus
utilisée dans les systemes de transport d’électricité. Il s’agit d’un élément actif qui est uti-
lisé principalement pour renforcer le transfert de puissance dans le réseau AC, mais aussi
comme moyen d’action sur le systeme. En effet, comme il s’agit d’un élément qui interagit
avec le réseau AC, en injectant des courants ou des tensions aux points de raccordement,
il offre plus de flexibilité, notamment, en matiere d’échange de puissance (import/export).
Mais aussi au niveau de la régulation ou il peut étre utilisé, par exemple, pour réguler
la tension aux points de raccordement (en absorbant ou en fournissant de la puissance
réactive) avec le réseau AC ou encore pour 'amortissement des modes interzones via une
modulation de la puissance active ou réactive (voir, par exemple, [72]). Actuellement,
il existe deux types de liaisons HVDC basées sur deux technologies différentes. D’une
part, les liaisons LCC-HVDC dites classiques utilisant les thyristors pour la commuta-
tion et, d’autre part, les liaisons VSC-HVDC utilisant les transistors IGBT. Pour notre
application, on a fait le choix d’une liaison VSC-HVDC.

La particularité de cette nouvelle technologie réside dans le fait qu’elle fait intervenir
des composants a base d’électronique de puissance comme les transistors (commutateurs)
IGBT (voir, e.g., [1]) qui fonctionnent a des échelles de temps relativement basses (de
l'ordre du milli ou micro seconde). Ceci génere des dynamiques tres rapides qui sont
injectées aux points de connexions avec le systeme AC. De ce fait, notre intérét, derriere
cet exemple, est de monter, d'une part, l'effet des dynamiques rapides injectées par la
liaison VSC-HVDC sur la dynamique de ’ensemble du systeme. Et, d’autre part, montrer
I'efficacité de notre méthode de simplification, par rapport a une simplification classique,
pour la synthese d’'un modele simplifié pour des fins de simulation ou d’analyse. Pour cela,
la liaison VSC-HVDC considérée est dotée de régulateurs dits de haut niveau. Il s’agit,
principalement, des boucles de régulation qui commandent la tension du cable DC, qui
relie les deux stations de conversion (C1 et C2 dans la Fig. 3.26), ainsi que la puissance
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active transitée et la puissance réactive fournie ou absorbée par la liaison HVDC (voir
Section D.1.6 pour plus de détails).

Ainsi, pour illustrer 'effet des dynamiques rapides sur le comportement de tout le
systeme, on ne considere dans notre application que l'impact des boucles de régulation
les plus rapides. Cela suffit pour exciter les dynamiques de hautes fréquences des com-
posants du systeme AC comme la ligne de transmission. En effet, en situation réelle, les
signaux de commande, issus des régulateurs de haut niveau, sont utilisés pour commander
les commutateurs des convertisseurs a travers lesquels les courants ou les tensions sont
injectés dans le réseau AC. Cependant, la fréquence du fonctionnement des commutateurs
IGBT (quelques dizaines de kHz) est plus élevée que la fréquence des signaux issus des
régulateurs de haut niveau. C’est pourquoi on considere ici que le passage des consignes
provenant des régulateurs de haut niveau aux courants injectés par les onduleurs de la
liaison VSC-HVDC se fait d’'une maniere tres rapide. Généralement, on représente cette
transition, qui modélise 1’électronique de puissance, par un systeme de premier ordre
d’une constante de temps de lordre de la milliseconde (voir Sections D.1.6 et D.1.7).
Bien évidement, les signaux injectés par la liaison VSC-HVDC peuvent aussi contenir des
harmoniques de tres hautes fréquences (par exemple de l'ordre de 20 kHz), dues a la com-
mande des convertisseurs par la technique de la modulation de largeur d’impulsion (MLI).
Dans notre cas, on considere que ces harmoniques sont filtrées avant que les signaux ne
soient injectés dans le systeme AC. Ainsi, la rapidité des courants ou des tensions injectés
aux points de raccordement de la liaison VSC-HVDC sont a I'image de la rapidité des
boucles de régulation de haut niveau. Parmi ces dernieres, la boucle qui régule la tension
du cable DC est généralement la plus rapide avec un temps de réponse d’environ 1 ms.
C’est la raison pour laquelle on considere ici la réponse du systeme a un échelon sur la
tension de référence du cable DC. Par ailleurs, comme on ne considere pas des perturba-
tions de type court-circuit, la structure des régulateurs est simplifiée (voir Section D.1.6).
Cela est fait en enlevant quelques parties, comme les saturations et les bandes mortes,
qui protegent les composants de la liaison VSC-HVDC, en cas de défaut, et assurent un
fonctionnement normal du systéeme apres ’élimination du défaut.

Les Figs. 3.27 et 3.28 montrent, respectivement, le comportement de la tension V.
du céable DC et la tension U,. aux bornes de la charge (résistive) suite a un échelon
d’amplitude 0.01, appliqué a ¢ = 410 sec, sur la tension de référence Vg, , du cable DC.
Et cela lorsque la ligne est modélisée par le modele en 7, d'une part, et par le modele
DP d’autre part. Les simulations numériques ont été faites, la aussi, a 'aide du logiciel
Dymola et pour les valeurs des parametres données au Tableau D.2.

Au vu de ces résultats, on conclut que la simplification du modele dynamique du
systeme, en représentant la ligne par le modele en 7, ne suffit pas pour capter les dyna-
miques oscillatoires dues a l'excitation des modes de hautes fréquence de la ligne. Dans
une pareille situation, on doit donc prendre en compte toute la structure dynamique du
systeme afin d’étre en mesure de simplifier le modele de la ligne de telle sorte a reproduire
assez correctement le comportement de tout le systeme. Cela passe d’abord par trouver
les modes importants de tout le systeme comme illustré ci-dessous.

104



Chapitre 3 Réduction des systémes électriques interconnéctés

1.015 T : . - - - : r r
. A.01f--- \
a : H
@ : : : : : : : :
3 : : : : : : : :
= : : : i : : : i
g H H H H H H H H
ST 111 A CISRPRPRR SPUROSPRE FFRSY. S—— — A CA— AR

1 i i i i i i i
400 410 420 430 440 450 480 470 480 490 50C

Time (sec)
Zoom
10115 U W — — L — — E— —
i Pl Model i ! ! !
1.011 fremmmene it BE | BT TEEREEREESEEETRS ARCRELIER R RTACELTIRES e beee e

1.0106 | neemres 3 S SN S S S S N

1
410 410,001 410002 410.003 410.004 410.005 410.006 410.007

FIGURE 3.27 — Réponse de V4. a un échelon sur Vg, s

1.005

1.004

1.003

1.002

1.001

Magnitude (pu)

0.999

410 410.002 410.004 410.006 410.008 410.01
Time (sec)

FIGURE 3.28 — Réponse de Ug. a un échelon sur Vg, ;-

105



Chapitre 3 Réduction des systemes électriques interconnéctés

Approximation et validation du modéle réduit : Avant d’appliquer la nouvelle méthodologie
sur cet exemple, commencons tout d’abord par faire une analyse structurelle afin de don-

ner une interprétation systémique des résultats montrés en Figs. 3.27 et 3.28. Pour cela,
considérons en premier les Figs. 3.29 et 3.30 qui montrent la réponse fréquentielle (en
gain) du systeme de la Fig. 3.26 lorsque la ligne est représentée par le modele DP, d'une

part, et en m d’autre part.

Bode Diagram
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FIGURE 3.29 — Réponse indicielle du transfert Vg./Vye,. ;en utilisant les modeles w et DP de la
ligne
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FIGURE 3.30 — Réponse fréquentielle du transfert Ug./Vc,, ; en utilisant les modeles m et DP
de la ligne
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Pour le transfert Vg./Vi,.,, entre la tension de référence Vg, et celle du cable
continu de la liaison HVDC (voir Annexe D), la Fig. 3.29 montre que la différence la plus
significative entre les deux courbes se situe au niveau du pic autour de 10* rad/s (~ 1,6
KHz). L’amplitude de ce dernier dépasse les —10 db et il est principalement lié au modele
DP de la ligne car 'analyse des participations montre que les modes autour de ce pic
ont de grandes participations dans ce modele. Par conséquent, lorsque les dynamiques
rapides de la liaison HVDC (d’environ 1 milliseconde) entrent en interaction (sous forme
d’excitation) avec de tels modes, ils se produisent les oscillations qu’on voit sur la réponse
indicielle de la Fig. 3.27. Bien évidement, ces oscillations ne sont pas reproduites lorsqu’on
utilise un modele en 7 car ce dernier ne comporte pas des modes de fréquences aussi hautes
ce qui est confirmé par le résultat de la Fig. 3.29 ol on ne voit pas de pic autour de 10%
rad/s. L'effet d’excitation de ces modes de hautes fréquences est encore plus visible et
plus important sur le transfert U,./V,, ; entre la tension de référence Vye,, ; et la tension
U, au point de connexion avec la liaison HVDC comme le montre la réponse fréquentielle
de la Fig. 3.30. En effet, on voit clairement les pics situés en hautes fréquences (a partir
de 3 x 10 rad/s) avec une importance particuliere autour de 10* rad/s ott les amplitudes
des pics dépassent les 0 db. C’est ce qui fait que sur la réponse indicielle de la Fig. 3.28,
les oscillations apparaissent avec une plus grande amplitude comparée au cas précédent.

Apres cette analyse systémique, qui montre que les modes importants d’un sous-
systeme dépendent de l'interaction avec les autres dynamiques du systeme, on applique
désormais notre méthodologie afin de pouvoir les détecter et les garder dans le modele
réduit. Ceci se fait en deux étapes. La premiere consiste a faire une analyse pour chacun
des transferts précédents afin d’en déduite les modes du noyau A, i.e., ceux qui dominent
le comportement dynamique de I’ensemble du systeme. Ensuite, montrer les différents as-
pects de la méthode proposée en faisant, d'une part, une troncature globale entrée-sortie
et, d’autre part, une troncature de sous-systeme en se focalisant sur le modele de la ligne.

Détermination du noyau A : Pour le transfert VdC/Vdcmf, la premiere ligne du
Tableau 3.3 montre que 2 variables d’état (i.e., |I'5|) sont sélectionnées (car leurs cor-
respondantes valeurs a;o; sont dominantes dans (3.47)) a partir desquelles 5 modes sont
choisis (car ils participent le plus). Quant au transfert Ua./Vge,,,, la deuxieme ligne de ce
méme tableau montre que le nombre de variable d’état (|I'y| = 19) et de modes (42) est
plus élevé que dans le cas du premier transfert.

TABLE 3.3 — Nombre de variables d’état et de modes importants pour chaque transfert

Transfer | m = |Ty| | 7 = |A4]
Vdc/vdcref 2 5
Une/ Vi, 19 42

Deux remarques sont a faire a propos de ces résultats :

e Pour les 19 variables d’état sélectionnées pour le transfert U,./Vae,, ;» lordre d’im-
portance ne suit pas celui des valeurs singulieres car on a ici oy = 2,2467, 09 =
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2,1944, 03 = 1,1310 alors que les termes associées «;0; dans (3.47) sont respecti-
vement 4,7521.10%, 216,3734 et 1,1744.10%. Ce qui signifie ainsi que Z» est moins
important que s méme si oy > 03.

e La raison pour laquelle on trouve 42 modes pour le transfert U,./Vye,. ; comparé a 5
pour Vg./Vie,. ;» est que les pics autour de 10* rad/s sont beaucoup plus importants
pour le premier transfert que pour le second comme le montre les Figs. 3.30 et 3.29.

Au final, le noyau des modes A sera composé de 'union (sans répétition) des deux
noyaux trouvés (i.e., un pour chaque transfert), et il servira ensuite pour effectuer la
troncature comme on peut le voir dans les deux prochains paragraphes.

Troncature globale : Lors d'une troncature globale entrée-sortie, le résultat est
un modele réduit de la forme (3.35) dont les variables d’état ont uniquement un sens
mathématique. Ici, deux choix se présentent car, pour chacun des transferts Vg./Va,.,
et Use/Vae,, ;» 1L est possible d’obtenir un tel modele réduit qui donne une approximation
du comportement dynamique entrée-sortie de chaque transfert. Pour illustration, le choix
est porté sur le premier transfert pour lequel la Fig. 3.31 montre une comparaison entre
la réponse indicielle du modele complet et celle du modele réduit d’ordre 5 obtenu en sui-
vant les étapes de l'algorithme présenté en Section 3.4.6. Vu la similitude entre les deux
trajectoires, il apparait clairement que le modele réduit obtenu reproduit assez fidelement
le comportement du modele complet et en particulier les oscillations. Ceci se confirme
aussi a partir du résultat de la Fig. 3.32 ou on voit que le modele réduit a, pratiquement,
le méme comportement en fréquence que le modele complet surtout autour du pic situé a
10* rad/s.

Troncature d’un sous-systéme : A l'aide de la procédure présentée en Section
3.2.3.2, I'approximation du systeme électrique de la Fig. 3.26 est effectuée dans cette
section en réduisant uniquement le modele dynamique de la ligne de transmission. Pour
cela, les résultats obtenus précédemment pour les transferts Vy./ Ve . et Uge /Vae,. ; sont
tous les deux pris en compte car les modes contenus dans le modele de la ligne ne jouent
pas le méme role dans tous les transferts. Bien évidement, d’autres transferts peuvent étre
ajoutés, mais dans notre cas ceux considérés suffisent largement pour trouver les modes
de la ligne qui affectent le plus le comportement global du systeme.

TABLE 3.4 — Nombre de modes pour chacun des transferts

Transfer | |As| | | Ks| | | Asup |
Vdc/vdcmf ) 2 2
Uae/Vie,,, | 42 | 42 16

Pour chaque transfert, le Tableau 3.4 montre, respectivement, le nombre des modes
contenus dans le noyau A (correspondant a chaque transfert), dans Kg et dans Agy.
Ainsi, on peut voir, par exemple, que pour le transfert Vu./Vge . ;» deux modes parmi
ceux du noyau A participent considérablement dans le modele de la ligne ce qui conduit
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(par le biais de la comparaison fréquentielle) a deux modes dans Ag,,. En revanche, pour
Uae/Vie,. ;> tous les 42 modes du noyau A ont des participations significatives dans le
modele de la ligne, ce qui conduit, via la comparaison fréquentielle, a 46 modes dans A,
comme 'on peut voir au Tableau 3.5.

TABLE 3.5 — Nombre de modes autour de chaque fréquence F;

Fy Fy F; Fy | F5 | Fg | F7 | Fg | Fy | Fio | Fn1

f(rad/s).10* | ~ 0,01 | ~0,8 | ~0,9 |~1 | ~2 |~3|~4|~5|~6|~T7|8~9
Ks| 2 2 2 | 4| 4| 4| 4] 466 4
At 2 2 2 4 4| 4] 446 6] 8

Parmi les 46 modes du modele de la ligne, trouvés en considérant Ug./V e, . +» deux sont
les mémes que ceux trouvés dans le cas de V. / Ve, ;> ce qui conduit au final & un modele
réduit de la ligne d’ordre 46 obtenu en appliquant la technique de la troncature modale.
Son utilisation a la place du modele DP dans le systeme de la Fig. 3.26 conduit a un
modele simplifié qui reproduit correctement le comportement du systéme complet comme
le montrent les réponses indicielles présentées en Figs. 3.33 et 3.34. Un tel résultat est
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assez encourageant car il montre que, méme si I'analyse et la réduction ont été effectuées

dans un cadre linéaire, les performances finales restent suffisamment acceptables.
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FIGURE 3.33 — Réponse de la tension Uy, a un échelon sur Vg, ;

Suite a 'analyse des différents résultats présentés ici, il s’avere que la méthodologie

de réduction proposée en Section 3.4 constitue un moyen efficace pour la synthese d'un

modele simplifié a partir d’'un modele plus complexe. En effet, par rapport a une technique

standard ou les propriétés structurelles du systeme ne sont pas prises en compte dans

I’étape de simplification, les modeles obtenus sont beaucoup plus fideles aux modeles
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originaux, notamment en terme de comportement et de propriétés structurelles. Cela
constitue un avantage non négligeable, car dans la plupart des applications la simulation
et 'analyse sont des étapes essentielles. A titre d’exemple, pour la synthese d’un régulateur
la premiere étape consiste généralement a simuler le comportement du systeme afin de
fixer les objectifs de la commande. Ensuite, faire une analyse structurelle (comme 1’analyse
modale) afin d’identifier, par exemple, les modes sur lesquels on doit agir afin d’améliorer
le comportement dynamique du systeme. Dans les systemes de transport d’électricité,
cela est particulierement intéressant, car ’analyse modale constitue souvent une étape
incontournable pour la synthese des régulateurs et I’étude de la plupart des phénomenes
captés par une analyse linéaire. D’ou la nécessité d’avoir des modeles simplifiés (comme
ceux obtenus ici) qui puissent étre représentés par une forme d’état. En effet, un modele a
retard de la ligne, comme celui présenté en Section 2.2.2 et implémenté dans la SimPower
Toolbox de Matlab, permet d’avoir les mémes résultats de simulation avec le modele DP
utilisé ici, mais il pose de réels difficultés pour ’analyse modale.

Par ailleurs, on note que la simplicité des applications industrielles traitées ici, ainsi
que les approximations faites au niveau de la modélisation, n’influent pas sur le spectre
d’application de la méthodologie proposée. Cette derniere peut, en effet, étre appliquée de
la méme maniére pour des cas plus complexes et/ou des modélisations plus détaillées. Le
plus important est de pouvoir représenter le modele a simplifier par une forme d’état et
d’avoir des outils suffisamment puissant pour pouvoir faire les différents calculs nécessaires.

3.6 Conclusion

Les éléments donnés dans ce chapitre s’inscrivent dans une démarches de formulation
et de développement d'une nouvelle méthodologie de réduction des modeles dynamiques
des systemes électriques interconnectés. La méthode développée combine a la fois le prin-
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cipe de la troncature modale et ’évaluation des dynamiques en utilisant 1’énergie de la
réponse impulsionnelle afin de surmonter les difficultés liées a la réduction et de mieux
répondre aux divers besoins considérés. Il s’agit de ne garder, dans le modele réduit, que
les dynamiques modales qui ont une contribution assez importante dans 1’énergie de la
réponse impulsionnelle, i.e., dans le comportement dynamique du systeme. Par rapport
aux méthodes existantes, I’apport de la méthode proposée réside, d’une part, dans la prise
en compte des systemes pour lesquels il est difficile d’évaluer I'importance et I'impact de
chaque dynamique dans le comportement du systeme. Et, d’autre part, la préservation
des structures dynamique et physique par un modele réduit dont I'ordre est, a la fois, plus
faible et plus facile a obtenir comparé aux méthodes de réduction standard. Ces avantages
ont été mis a profit de divers exemples et applications industrielles. Les résultats obtenus
montrent que la méthodologie de réduction proposée permet de synthétiser des modeles
simplifiés dont le comportement et les propriétés structurelles sont assez proches de ceux
des modeles originaux. Au niveau applicatif, les systemes de transport de I’électricité
sont les principaux bénéficiaires de la nouvelle méthodologie mais le spectre d’application
peut aussi s’étendre a d’autres secteurs comme celui de ’aéronautique ou la réduction des
modeles occupe une place importante.

112



Chapitre 4

Nombre et choix des entrées : une
approche algébrique

4.1 Introduction

Ici, on abordera la question de la définition des entrées des systemes dynamiques a
parameétres distribués (i.e., donnés par des équations aux dérivées partielles) au sens de
la commande des systemes. Cette question intervient dans la plupart des problemes liés
a la commande, et il n’est pas toujours évident d’avoir une réponse claire des le départ.
Dans le cas des systemes électriques, par exemple, I'interconnexion entre les composants
modélisés par des équations algébro-différentielles et ceux modélisés par des EDP’s tels
que les lignes se fait en empilant toutes les équations. Par conséquent, il est difficile, dans
un tel cas, de déduire directement quelles sont les variables a fixer afin de pouvoir simuler
le comportement du systeme ou de reproduire sa réponse a une quelconque perturbation.
De la, on définit une entrée comme étant une variable du systeme qui influe continu-
ment (i.e., dépend du temps) sur son comportement et qu’on peut fixer arbitrairement et
indépendamment des autres variables. Ainsi, la dimension d’un ensemble maximal de va-
riables qui vérifient cette définition est dit le nombre d’entrées du systeme. Il servira, par
exemple, a la commande du systeme dans un contexte du controle ou, plus généralement,
comme des variables qu’il faut fixer (associées aux conditions initiales) pour déterminer
le comportement du systeme (i.e., les trajectoires ou solutions des équations). A cela,
s’ajoute également une question, que nous tenons juste a mentionner ici, qui est le choix
des entrées, i.e., apres avoir déterminé le nombre, il va falloir déterminer quelles sont les
variables qui peuvent servir comme entrées du systeme.

Une fois ces définitions données, deux cas se distinguent. Le cas de la dimension finie
et celui de la dimension infinie qui nous intéresse en particulier. Pour les systemes de
dimension finie, la question a été abordée dans une approche algébrique qu’on verra le
long de ce chapitre et le nombre d’entrées noté dim{u} est intrinséquement définit comme
étant le rang du module définissant le systeme dynamique (e.g., [28], [69]). Ce nombre est
1mwvariant et ne dépend pas d’une réalisation particuliere du systeme comme on peut le
voir a travers I’Exemple 4.4 de la Section 4.2. Ceci, confere a cette approche algébrique
un caractere plus systémique et plus intrinseque, ce qui a fait que la question du choix
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des entrées a été aussi formulée dans cette approche et résolue méme pour les systemes
de dimension finie a temps variant (voir [9] pour plus de détails). Les atouts de cette
approche ont servis également aux systemes de dimension infinie (voir, e.g., [63], [96]).
Cependant, la question des entrées n’a pas été abordée dans un contexte de [’automatique
qui est nourri par les problématiques rencontrées dans les applications. A cet effet, les
contributions a ce sujet n’ont pas été abondantes et les résultats constatés répondent
partiellement a la problématique telle qu’elle est posée dans cette these. En effet, pour
les systemes de dimension infinie, décris par des EDPs, on distingue deux types d’entrées.
Les entrées dans le domaine appelées controles internes et les entrées aux bords appelées
contréles frontiéres (voir par exemple [5]). Concernant, les controles internes, ce sont des
commandes (fonctions qui dépendent du temps et de 'espace) qui sont appliquées soit
dans tout le domaine spatial, soit dans une région de celui-ci (mise-a-part les frontieres).
Leur nombre coincide avec le rang du module définissant le systeme comme dans le cas
de la dimension finie. En revanche, les controles frontieres, quant a eux, se situent a
la limite du domaine et constituent une classe a part. Leur nombre n’est pas clair et
dépend souvent de la géométrie du domaine comme le montre I’Exemple 4.2. Ainsi, toute
la question se focalise désormais autour de cette classe particuliere de commandes qui
n’est pas détectable par le rang du module. Dans 1’état actuel, les questions liées a ces
commandes frontieres et leur nombre, ne sont abordées ni dans un contexte du controle
des systemes, ni dans un contexte d’analyse de trajectoires. Et ¢’est pour cette raison que
ce chapitre a pour vocation de clarifier et de bien poser la problématique d’un point de
vue théorique.

Bien que la question n’est pas completement résolue, vu la complexité du probleme,
les notions données dans ce chapitre constituent une contribution a la formulation du
probleme d’un point de vue théorique. En effet, la bibliographie exhaustive, faite autour
du sujet, nous a conduit a bien poser et positionner le probleme d’un point de vue de la
commande des systemes en se mettant dans le cadre algébrique qui se veut plus général
est plus intrinseque. Quelques propriétés structurelles sont tout de méme dégagées, mais
au dela des définitions proprement dites, des questions appuyées par des exemples sont
posées le long du chapitre et dont les réponses pourront faire progresser le raisonnement et
apporter plus d’éclaircissement au sujet. In fine, la méthodologie et la démarche proposées
serviront de support aux futurs travaux sur le sujet.

4.2 Position du probleme et exemples de motivation

L’intéréet de cette section est de poser le probleme des entrées dans un contexte de
la commande des systemes. En s’appuyant sur différents exemples dont certains
sont physiques, diverses questions apparaissent notamment d’ordre théorique.

4.2.1 Probleme général

D’une maniere générale, tous les systémes dynamiques modélisés par des équations
aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants peuvent s’écrire sous la forme
ci-dessous (voir, e.g., [37])
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( F 3u1 (9u1 8”1@ 0
UL, Uy v ooy Uy oy =y e e e s =0,
A Mot omy Bitdm gy, ..., 0%,
(4.1)
B 8%1 8u1 8’”iui 0
ULy Uy v e oy Uy~ y =y e v =0,
U "ot omy OBty .. 0o,
ou (uy,...,ug) (t,z1,xs,...,x,)sont k fonctions dépendantes de (n + 1) variables indépendantes,
ie., (t,x1,T9,...,2,), et qui sont reliées par m relations linéaires (Fi, ..., F,,). Ainsi, la

question que 1’on se pose dans cette these est de savoir, d’un point de vue de la commande
des systemes, quel serait le nombre de commandes du systéme (4.1)7 D’une maniere
équivalente, on cherche & connaitre le nombre de fonctions u;,j € {1,..,k} et le nombre
maximum et/ou minimum de conditions aux bords qu’on peut ou qu’on doit fixer (as-
sociées aux conditions initiales) pour déterminer les trajectoires du systeme (4.1). Afin
d’étayer plus cette questions, des exemples d’illustration et de motivation sont proposés
ci-apres.

4.2.2 Exemples de motivation

Exemple 4.1. (systéme de dimension finie) Les équations physiques ci-dessous décrivent
le comportement du circuit en 7 présenté en Section 2.2.3.1.

(O

2 at v

ot

2 dt

. d , (4.2)

‘/e:Rg([e—ll)—FLé%([e—Zl)‘i“/s,

Ie_il :Is+i37
\ [e —7;1 :ig.

Le mélange d’équations différentielles et algébriques ci-dessus, forme ce qu’on appel
un systeme algébro-différentielle ou plus généralement DAE (Différential Algebraic Equa-
tions). Si l'on s’intéresse, désormais, a dénombrer ses entrées, on doit déterminer le nombre
de variables nécessaires a fixer afin que toutes les autres variables s’écrivent en fonction
de celles-ci. En premier lieu, on peut appliquer une regle simple qui consiste a faire la
différence entre le nombre d’équations et le nombre d’inconnues. Cela donnerait pour le
systeme (4.2),

fvariables — téquations =7 — 5 = 2.

Ce résultat est tout a fait correct car on peut facilement vérifier que si on fixe deux
variables dans (4.2), toutes les autres vont en résulter, ce qui signifie que le nombre
d’entrées est égal a deux. Toutefois, ce simple calcul est sensible a la représentation du
systeme et peut conduire a des résultats erronés. Pour illustrer ceci, ajoutant par exemple
I’équation,

Is + i3 = 19,
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au systeme (4.2). D’un point de vue physique, cela ne change rien au systeme car il
s’agit d’une combinaison linéaire des deux dernieres équations de (4.2) qui est vérifiée
physiquement. Ainsi, le méme calcul que le précédent donne, dans ce cas la, une seule
entrée (i.e., 7— 6 = 1) ce qui n’est pas correct du fait que le systéme n’a pas changé.
Cela montre bien la difficulté de la tache, a fortiori, pour les grands systemes ou différents
types de modélisations tels que les équations aux différences, les retards et autres peuvent
coexister. Pour cette raison, la question est traitée dans un formalisme plus général et
plus adapté en Section 4.4.2.1.

Exemple 4.2. (systeme de dimension infinie) La propagation des ondes dans le plan est
modélisée par un systeme a parametres distribués qui peut étre donné généralement par
I’EDP linéaire suivante
O*u(z,t)  ,0%u(w,t)
- —¢ = f(x,t), 4.3
o~ et = f ) (13)
ou u (x,t) est le déplacement vertical, ¢ est la vitesse de propagation, x est la variable

d’espace et f une fonction dite source. Comme pour l'exemple précédent, il s’agit de
déterminer le nombre de variables a fixer dans I’équation (4.3) pour que toutes les autres
s’écrivent en fonction de ces dernieres. A premiere vue, la question est plus compliquée
dans ce cas puisque il n’est pas claire si on doit fixer les variables (i.e., les fonctions)
partout, i.e., a tout points d’espace, ou uniquement dans certaines régions d’espace. Mise
a part la question de causalité, on peut fixer, par exemple, la fonction u (z,t) pour tout
couple (z,t) et déduire par la suite la fonction f(x,t). On déduit ainsi que f s’écrit
uniquement en fonction de u ce qui laisse entendre que le nombre d’entrées est égale a
1. Néanmoins, si on fixe la fonction f (z,t), faudrait-il encore fixer la fonction u en des
endroits d’espace particuliers ou pas? Autrement dit, pourrons-nous intégrer I’équation
(4.3) et fixer la trajectoire (en spécifiant les conditions initiales) sans prendre en compte
la géométrie du domaine spatial. Cette question est le centre de ce chapitre car plusieurs
résultats peuvent eétre distingués en fonction de la géométrie du domaine dans lequel
le systeme est définit. Par exemple, pour (4.3), trois cas sont possibles, soit le systeme
est définit sur toute la droite réelle, i.e., x € |—oo + oo[, soit sur une semi-droite, i.e.,
T € ]—00 zg| ou x € [x; + 00], soit sur un segment, x € [zo x1]. Pour simplifications, si
'on suppose que la fonction f (z,t) est fixée a zéro, la solution générale (i.e., indépendante
de la forme du domaine) de (4.3) s’écrit

u(z,t) =h(x+ct)+g(x—ct), (4.4)
ou h(-) et g(-) sont des fonctions arbitraires d'une variable chacune. A partir de la, le
domaine joue un role important dans la détermination de ces fonctions. Par exemple dans
le cas ou © € |—00 + oo et en y ajoutant les conditions initiales u (z,t) |1=o = ¢o (x) et

%h:o = ¢1 (x), la fonction u (x,t) de (4.4) est donnée par la solution de D’Alembert
sulvante : ot
1 1 1 [*re
u(:v,t) = §¢0 (ZB—Ct)+§¢0 (I—FCt)—l-é/ ¢1 (’7‘) dr. (45)
r—ct

Selon la définition générale des entrées donnée en Section 4.1, on voit bien qu’il n’y
a aucune fonction (mise a part f qu’on a fixé a zéro) dépendante du temps (i.e., influe
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continument sur la trajectoire) qu’on peut fixer arbitrairement dans (4.5). Ainsi, u est
fonction uniquement de f et des conditions initiales ¢¢ (+), ¢1 (+) qui sont fixées au début
et ne dépendent que de x. Cela dit, on a pu trouver une trajectoire u, i.e., intégrer le
systeme (4.3), sans avoir besoin de fixer u dans des endroits particuliers d’espace. Dans
ce cas, la seule entrée du systéme est la fonction f. En revanche, quand = € |—oo (] ou
x € [x7 + oo[, on peut voir, par exemple dans [23], que la trajectoire u (x,t) dépend de
f, des conditions initiales ¢q (-) et ¢ (+) mais aussi des conditions aux bords u (x,t) | ;=
et u(x,t)|,—s, respectivement. Ces dernieres sont par définition des entrées et ils sont
spécifiées a © = x¢ et * = w1 respectivement. Ainsi, en passant d’'un domaine infini a
un domaine semi-fini, le nombre d’entrées passe de 1 a 2 respectivement. Pour le dernier
cas, i.e., © € [xg x1], il est nécessaire de fixer a la fois u (x,t) |;=s, €t u (2, 1) |;=s, (voir
par exemple [23]), ce qui fait augmenter le nombre d’entrées a 3. D’un point de vue de
I’analyse fonctionnelle, et dans le cas d'une seule EDP définie sur un domaine borné, i.e.,
délimité de partout, le maximum de conditions aux bords (i.e., les entrées dépendantes
du domaines) que l'on peut fixer est égal au degré de l'opérateur dérivée qui correspond
a la variable spatiale. Par exemple, pour (4.3), ;2—1 est de degré 2 ce qui veut dire que
le maximum de conditions au bords a fixer suivant z est 2. Toutefois, il n'y a pas de
définition formelle qui, a partir d’'une EDP ou un systeme d’EDPs (i.e., plusieurs équation
empilées), donne a priori un nombre minimum et/ou maximum de conditions aux bords
qui pourraient conduire a des entrées supplémentaires a fixer. Par conséquent, on se fie
généralement aux connaissances liées au fonctionnement du systeme afin de déterminer
le nombre de conditions aux bords nécessaires. On sait, par exemple, que pour une ligne
électrique on doit fixer la tension ou le courant au deux extrémités de la ligne. Enfin, on
voit bien a travers les arguments donnés dans cette section qu’il n’est, a priori, pas facile
de répondre a la question de départ en mettant de coté la géométrie du domaine spatial.
Une formulation plus théorique de cette problématique est présentée en Section 4.4 en
s’appuyant sur ’approche algébrique.

Exemple 4.3. (systeme de type fini ou a trajectoires finies) Afin de mettre le point sur
une autre propriété sous-jacente des entrées, considérons les équations suivantes,

( 0%u(z,y,t) N ou (x,y,1)

Otox dy =0
2
Fulz.yt) _ (4.6)
0yox
ou (w,y,t) -
| 2Dy =0,

qui définissent un systeme de dimension infinie. L’intérét de cet example est de monter
que les systemes de dimension infinie n’admettent pas tous des entrées au bords. En effet,
la solution générale du systeme (4.6) qui s’écrit

u(z,y,t) =k(x+y)e, (4.7)

ne dépend que d’une constante arbitraire k qui peut étre déterminée par une simple
condition supplémentaire de type wu (xo,yo,t0) = cste. Cette catégorie de systeémes est
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dite de trajectoires finies car la solution des équations telles que (4.7) ne dépend que
des constantes et ne fait pas intervenir des fonctions inconnues comme celles vues dans
I’Exemple 4.2. Ceci met bien I'accent sur le fait qu’il n’est pas évident de dire d’emblée
qu’un systeme décrit par des EDPs admet ou pas des entrées aux bords méme si le domaine
est défini. On voit par exemple, a travers (4.7), que si I'on définit le systéme (4.6) sur
xr € [xg x1], ¥y € [yo w1), cela ne change pas la forme de la trajectoire (4.7) car tout ce
que l'on peut fixer c’est une constante. Cette propriété sera bien mise en évidence dans la
Section 4.5.2 en définissant ce qu’on appelle le comportement fini des systemes a plusieurs
dimensions.

A partir des exemples présentés dans cette section, il en ressort qu’il est nécessaire
de formaliser cette problématiques portant sur les entrées des systemes a parametres
distribués dans un cadre plus général et plus intrinseque. Cela, permettra d’approfondir
la question et d’y apporter des éléments de réponses clairs et bien fondés ainsi que de
batir une voie plus appropriée et plus structurelle pour les recherches ultérieures sur le
sujet. Tel est 'objet du restant de ce chapitre.

4.3 Cadre général : une approche algébrique

Tout d’abord, précisons que tout systeme dynamique soit-il possede des propriétés
propres a lui qui sont dites structurelles. Ainsi, les méthodes permettant de les déterminer
peuvent varier mais le résultat final est nécessairement commun. A titre d’exemple, les
poles d'un systeme linéaire (de dimension fini) restent parfaitement inchangés qu’ils soient
déterminés par les valeurs propres de la matrice d’état ou par les racine du dénominateur
de la fonction de transfert. Toutefois, dans la plupart des cas les méthodes d’analyse et
de synthese reposent sur des représentations particulieres ou bien standards du systeme
dynamique. Ceci n’est pas sans conséquences puisqu’un choix particulier de représentation
peut constituer une contrainte pour 'analyse de quelques propriétés bien particulieres.
On peut prendre comme exemple la représentation d’état qui est assez familiere en théorie
des systemes. Bien qu’elle est tout a fait utile pour la synthese et ’analyse, elle n’est pas
appropriée pour aborder, par exemple, la question du choix des entrées. Pour cause, les
signaux d’entrées/sorties doivent étre choisis au préalable avant d’aboutir & une forme
d’état. De la, il est plus judicieux qu’'un systeme dynamique soit per¢u a un niveaux plus
mtrinseque, i.e., vu comme un ensemble de variables reliées par un ensemble d’équations
indépendamment d’une forme particuliere de représentation. D’ou, ’appellation systéme
généralisé d'un point de vue de I'analyse algébrique, voir par exemple [56] ou [28]. Celle-ci
est donc le cadre proposé dans cette these pour aborder la question des entrées.

4.3.1 Préliminaires mathématiques

Cette section présente les outils mathématiques nécessaires pour représenter et analy-
ser un systeme dynamique linéaire a parametres constants par des propriétés algébriques.
Le long de cette section et de celle qui suit, un accent particulier est mis sur les entrées.
De plus, les propriétés en dimensions finie et infinie sont souvent comparées afin de mieux
voir les points qu’ils les distinguent.
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4.3.1.1 Rang d’un module

La dimension d’un espace vectoriel sur un corps est donnée par le nombre minimum de
générateurs ou par le nombre maximum (appelé aussi cardinal) d’éléments linéairement
indépendants. Ce second aspect de dimension est généralisé a la notion de 'rang’. On a
donc la définition ci-dessous.

Définition 4.1. ([12]) Soit R un anneau Noetherien, M un R-module et @ le corps de
fractions de R. Alors, M est de rang k si le produit tensoriel M ® @ est un (Q-module
libre de rang k. D’une maniere équivalente, la dimension de M ® (), vu comme un espace
vectoriel, est égale a k.

Précisons, par ailleurs, que si le produit M ® @) est égal a zéro, alors M est de rang 0
et il est dit de torsion. Finalement, nous pouvons dire, sans ambiguité, que le rang d’un
R-module M est le nombre maximum d’éléments de M R-linéairement indépendants.

Proposition 4.1. Soit R un anneau et M un R-module de présentation finie qui satisfait

R* 45 RY % M — 0,

ot A € RP*? est la matrice de présentation de M et RP, R? deux R-modules libres de

rang p et q respectivement. On a alors les équivalences suivantes :

(1) M est de rang k ;
(1i) k = q —rangA;
(1ii) M a un sous module libre N de rang k tel que M /N est de torsion.

Pour le cas général et la preuve de cette proposition nous renvoyons a [12].

4.3.1.2 Dualité des modules

Définition 4.1. Soit M un R-module a gauche finiment généré, et G un R-module
arbitraire. Le dual de M par rapport a G noté D(M) est le R-module a droite défini
par Homg (M,G), et ses éléments s’appellent les formes linéaires sur M, et on écrit

formellement
D (M) = Homg (M,G),

ou le Homg (e, G) est un foncteur contravariant de la catégorie des R-modules dans celle
des groupes abéliens. Dans le cas des modules de présentations finie, cette définition
produit deux séquences

R’ 4 R -2 M — 0. (4.8)
0 — Hompg (M, G) Homr(©.G), Homg (RY, G) Homr(e4,6), Homg (R?,G). (4.9)

La suite (4.8) est exacte si et seulement si la suite (4.9) est exacte. On dit aussi que le
foncteur Homg (e, G) est contravariant exact a gauche. Le résultat suivant nous permet,
a ce stade, de définir quelques propriétés que nous utiliserons par la suite.

119



Chapitre 4 Nombre et choix des entrées : une approche algébrique

Propriétés

(1) Pour qu'une application R-linéaire u : E — F, (ou E et F sont des R-Modules)
soit surjective(resp. bijective, resp. nulle) il faut et il suffit que, pour tout R-module G,
I'application Homg (u, 1¢) : Homg (F, G) — Homg (E, G) soit injective (resp.
bijective, resp. nulle).

(77) Homg (R?, G) = R?, Homg (R, G) = R".

Pour plus de détails théoriques voir [6, 9, 56].

4.3.1.3 Anneaux de polyndémes

Les anneaux de polyndmes sont des anneaux commutatifs integres (sans diviseur de
zéro) [6] dont les éléments sont des polynomes en les indéterminées X; a coefficients
dans un corps K. Ils sont dits de Cohen-Macaulay [12], et on les note habituellement
par K[X7, Xy, -+, X,] ou tout simplement K[X] lorsqu’il y a pas d’ambiguité. Chaque
élément de K[X] s’écrit d'une maniere unique sous la forme u = ). a;, X7 X3% - - - X,
ou les a; € K sont tous nuls a ’exception d’'un nombre fini. Le degré du polynome
u est le maz; (ap; + o + -+ - + ayy), et on désigne également par K (X, Xo, ..., X,) le
corps des fractions de K [X]. Dans ce qui suit, les indéterminés X; vont représenter des

opérateurs de dérivées. Ainsi, pour leur donner plus de sens, on adoptera plutot la notation
R = K[0y, 0s, ..0,] tout le long de du chapitre.

A) Propriétés des modules sur les anneaux de polynémes

A.1) Cas d’une seule indéterminée : Dans le cas d’une seule indéterminée, ’an-
neau R = K [0;] est principal (est donc un domaine de Bezout), i.e., tout idéal de R peut
étre généré par un seul élément donc principal et maximal a la fois [7, 9]. Par conséquent,
chaque matrice polynomiale SP*? a coefficients dans R se décompose de maniere unique
en un produit de matrices unimodulaires et une matrice centrale appelée forme de Smith
de S. A partir de cette derniere, on peut extraire une matrice diagonale non nulle de
taille (r x r) dont les éléments sont appelés facteurs invariants et permettent de lire des
informations comme la torsion par exemple.

Une autre propriété qui est liée au caractere principal de 'anneau R est la décomposition
canonique du module en somme directe de deux sous modules appelés, respectivement,
sous module de torsion I' et sous module libre ®, i.e.,

M=Tae?d
avec ' ={m e M|3IX e R\ {0} : Am =0}.

Pour un R-module M sur ce type d’anneau, les trois propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) M libre.
(1) M projectif.
(13i) M est sans torsion.
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En plus de cela, si M est de rang r, alors M admet une base de cardinal r et si M est
sans torsion il est alors libre de rang r.

A.2) Cas de plusieurs indéterminées : En passant d’une seule indéterminée a plu-
sieurs, la propriété de principalité n’existe plus, car les anneaux a plusieurs indéterminées
ne sont pas principaux [7]. Par conséquent, les modules définis sur ce type d’anneaux n’ont
pas les méme propriétés que les précédents, ce qui conduit a redéfinir certaines notions :

(i) Un R-module M ne se décompose pas nécessairement en somme directe d'un sous
module libre et d’un sous module de torsion

(ii) La notion de facteurs invariants n’existe pas et la forme de Smith n’est pas définie
également.

(iii) Si M est libre alors il est sans torsion mais I'inverse n’est généralement pas vrai, on
définit donc le caractere sans torsion.

(iiii) Si M est sans torsion, les éléments R-linéairement indépendants de M ne forment
pas nécessairement une base.

Proposition 4.2. (Quillen, Suslin) [27, 92] Dans un anneau de polynémes a une ou
plusieurs indéterminées, a coefficients dans un corps, les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) M est libre.
(1) M est projectif.

4.3.1.4 Idéaux de Fitting d’un module de présentation finie

Les idéaux de Fitting appelés aussi invariants de Fitting sont des objets algébriques
puissants et intrinseques pour I’étude des modules donnés par générateurs et relations ou
tout simplement de présentation finie.

Définition 4.2. Si A € RP*? est une matrice de présentation d'un R-module M donné
par q générateurs liés par p relations, 'idéal de Fitting d’ordre n du module M, noté
Sn (M), est I'idéal de R engendré par les mineurs d’ordre (¢ — n) de la matrice A4, i.e.,

Sn (M) = Qq—n (A) )

ou D, (A) dénote l'idéal définit par 'ensemble des mineurs d’ordre (¢ — n) de la matrice
A. Par convention, si (¢ —n) > min (p, ¢), alors ®,_,, (A) = 0, et dans le casou (¢ —n) < 1
il est égal a 1.

A) Propriétés
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Invariance par réalisation : Les idéaux de Fitting ne dépendent pas d’'une réalisation
particuliere de la matrice de présentation mais du module lui-méme. Par exemple, si I'on
rajoute a la matrice de présentation A une ligne, qui est une combinaison R-linéaire des
autres, ou si l'on rajoute un élément générateur, qui s’écrit en fonction des autres, 1'idéal
de Fitting §, (M) ne change pas [[55], Thm 1, p. 58]. L'une des conséquences, les plus
importantes, de ce théoreme est que si deux R-modules M et M’ sont isomorphes, i.e.,
M = M, alors §, (M)=5, (M")[[55], p. 59].

Inclusion : Pour tout R-module M de présentation finie avec g générateurs, nous avons
la suite d’inclusions suivante :

Fo(M) ST (M)C...CF, (M) =R.
En particulier, si M est un R-module projectif de rang r, nous avons alors :
So (M) = .. = §o1 (M) = {0} € 5, (M) = R.

Ou d’une maniere équivalente, les mineurs d’ordre ¢ de A n’ont pas de zéros communs.

B) Lien avec les annulateurs : On appelle idéal de Fitting initial, I'idéal §o (M) et
on le note tout simplement § (M). Une relation étroite existe alors entre cet idéal et les
annulateurs de M. Elle s’énonce comme suit [[55], Th 5, p. 60] : Pour un R-module M
de présentation finie donnée par ¢ générateurs, nous avons :

[Anng (M)]? CF (M) C Anng (M) .

En particulier, dans le cas ou ’ensemble des générateurs contient un seul élément, alors

§ (M) = Anng (M) . De plus,
rad (Anng (M)) = rad (§ (M),

ou rad () symbolise le radical.

C) Lien avec le rang du module Soit AP*? une matrice a coefficients dans R, on
définit le rang de cette matrice par le plus grand v tel que ©,(A) # 0, et on note
rang (A) = v [[55], p. 62]. En tenant compte de cette définition, de la Proposition 4.1 et
de la Section A), on peut écrire sans ambiguité rang (M) = ¢ — v. En posant v = ¢ — n,
la plus grande valeur de v tel que ®, (A) # 0 correspond a la plus petite valeur de n. Et
comme §, (M)=9,_, (A), alors on peut définir le rang de M comme étant le plus petit
n tel que §, (M) # {0}, pour 0 < n < ¢. En particulier si n > 1, et si cet idéal engendre
tout R, alors le module est projectif de rang n.

4.3.1.5 Notion d’invariants

Les invariants d’un module de présentation finie sont des quantités indépendantes
d’une réalisation particuliere de sa matrice de présentation, i.e, intrinsequement liées au
module. Ces invariants sont principalement la dimension et la multiplicité d’un module.
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Tout au long de cette section, on note par R = K [0y, 0s, - - - , 0,] un anneau des polynémes
en n variables a coefficients dans K, (R est une algebre commutative graduée, i.e., R =
D,-oRi avec Ry = K), M = P,., M; un R-module, I un idéal de R engendré par les
pol}_/némes P D2, ... ps ER, et A= R/I ’algebre quotient.

A) Polynome et série de Hilbert : Soit

une fonction qui fait correspondre a chaque n la dimension, au sens d’un K-espace vecto-
riel, de M,. Cette fonction est appelée fonction de Hilbert de M. On définie également
la série de Hilbert de M, aussi appelée série de Hilbert-Poincaré, par :

HSy (t) =Y HFy (n)t" € Z[t]]. (4.11)
n=0
Si M est généré par d éléments homogenes de degrés 01, ds, ..., 04 > 0, alors la série (4.11)
s’écrit : P
HS)y (1) = )

d N
Hz‘:1 (1 - ta’)
et dans le cas ou les §; sont égaux a 1, on a

HSw (1) = (4.12)

(1—t)"
ou P (t) est un polynome a coefficients entiers. L’entier d est appelé dimension de M sur
R et on note dimg (M) = d.

Remarque 4.1. 11 ne faut pas confondre la dimension de M sur R avec la dimension de
M comme un espace vectoriel sur le corps K, notée dimg (M)). La premiere, représente
la dimension de krull de M, notée dimpg,,; (M), et elle est nécessairement finie si le
nombre d’indéterminées de I’anneau de polynoémes R est fini. La deuxieme (dimg (M)),
en revanche, peut ne pas étre finie.

4.3.2 Approche systeme

Un systeme dynamique est un ensemble de ¢ variables liées par p relations (différentielles,
algébro-différentielles, aux différences, aux dérivées partielles, etc). D'un point de vue
algébrique, ce systeme peut étre vu comme un R-module qui a comme générateurs les
variables physiques du systeme et comme relations les équations qui lient ces variables.
On aura ainsi ce que I'on appelle un R-module de présentation finie donné par générateurs
et relations.

4.3.2.1 Définition d’un R-systéme

A) Définition générale Compte tenu des propos précédents, il existe alors une ma-
trice A € RP*? & coefficients dans R, appelées matrice de présentation, tel qu’on est la
représentation ci-dessous pour un systeme linéaire
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Aw =0, (4.13)

ou w = [wy,ws, ...,wq]T joue le role de générateurs. Contrairement au module M, la
matrice A n’est pas un objet intrinseque puisque elle n’est pas unique. En effet, on peut
changer, par exemple, la position de deux lignes de la matrice A sans que cela ne change
le module M. On a donc la suite suivante

e A

R’ 4 R -2 M — 0, (4.14)

qui est ezacte puisque Ker (¢) = Img (eA) ou d'une maniere équivalente (oA) est une
injection et (¢) et une surjection canonique. A partir de la, on peut définir le R-module
M, 1ié au systéeme dynamique, comme étant le conoyau du morphisme (o A), et, on écrit
formellement

M = R?/Img (eA) £ cokerg (oA).

Pour plus de détails sur ces définitions nous renvoyons le lecteur a [56, 9, 53, 63], ou elles
sont largement discutées.

A.1) Cas de la dimension finie Etant donné que les systemes dynamiques continus
de dimension finie font intervenir que des équations différentielles ordinaires, le R-module
correspondant peut étre définit sur un anneau de polynomes a une seule indéterminée,
ie., % = 0;. On aura ainsi, un module définit sur un anneau principal, R = C[d;], dont
les propriétés associées sont présentées en Section 4.3.1.3. Notons également que ’ana-
lyse des systemes discrets peut aussi bénéficier de ce cadre algébrique en considérant,
comme indéterminée de 'anneau, 'opérateur de décalage. Le cadre mathématique em-
ployé, généralement, dans ce cas ce sont les algebres de Ore (voir, par exemple, [18]).

A.2) Cas de la dimension infinie : Pour les systemes continus de dimension infi-
nie, la particularité réside dans la multitude des arguments dont dépendent les fonctions
définissant le comportement du systemes ainsi que les différentes dérivées partielles qui y
sont associées. De la, 'anneau sur lequel est définit le module correspondant au systeme

(tel que (4.1)) comporte plusieurs indéterminées, & = 8%1 =0py % = 0,,. Clest
ce qui conduit a considérer le systeme sur 'anneau R = C [0y, 0,,, - - - , 0,,] qui n’est plus

principal et possede quelques propriétés différentes (voir Section 4.3.1.3) par rapport au
cas d’une seule indéterminée. La encore, on peut reprendre la remarque faite plus haut
pour les systemes discrets en considérant, cette fois-ci, plusieurs opérateurs de décalage
en se mettant dans le cadre des algebres de Ore (voir, par exemple, [18] pour plus de
détails).

4.3.3 Approche comportementale

Une autre maniere de représenter un systeme linéaire est de considérer ses solutions
plutot que ses équations. Dans le cas 1—D, cette approche a été développée par Willems
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[87, 62], ou on définit un systeme linéaire par un triplet (A, ¢, B), ou A désigne Iespace
des signaux, ¢ € Z"' est le nombre de composantes et B C A7 est le comportement
(behaviour) dont les éléments sont appelés trajectoires. L’espace des signaux A, qui peut
étre un espace quelconque (de fonctions, de distributions, d’hyperfonctions, etc), est aussi
un R-module & gauche, i.e., chaque relation entre les éléments de A donne un élément
de A (par exemple, dans l'espace des fonctions dérivables, f (z1,..,z,) et g—gfl sont dans le
méme espace, donc dans le méme module sur 'anneau des opérateurs différentiels).

4.3.3.1 Formalisation

Reprenons la relation Aw = 0. On peut voir w comme un élément de A7 et A € RP*?
comme une matrice a coefficients dans R. Le comportement du systeme est défini donc
de la maniere suivante

B =Kery (Ae) = {w € A?: Aw = 0},

ou B est constitué de trajectoires du systeme qui sont les solutions des équations de
Aw = 0.

Exemple : Pour bien illustrer cette approche comportementale, considérons un simple
systeme S définit par [9],
dy (t)
S:—2=yl(t).
o =yt
Le R-systeme S correspondant s’écrit S = cokerg (0 — 1) avec R = C[0]. De 14, si l'on
s’intéresse aux solutions des équations (i.e., comportement) du systeme S, on peut écrire :

e Si l'on cherche les solutions dans 'espace des fonctions A = C* (R, C), alors,

B(S)={yeA:t—ce',ceC}.

e Sil'on cherche les solutions dans I’espace C [t], alors nous avons :
B(S) ={0}.

A travers cet exemple, on voit bien I'importance de I'espace des signaux A dans lequel
on cherche les solutions. C’est ce qui fait la différence entre cette seconde approche et celle
exposée en Section 4.3.2 dans laquelle les générateurs du module ne sont pas considérés
comme des trajectoires. Bien que ces deux approches semblent différentes, de part leurs
concepts, on verra, dans la section qui suit, qu’il existe, sous certaines conditions sur
I'espace des signaux A, un lien de dualité entre elles.

4.3.4 Connexion entre ’approche systéme et ’approche comportementale

Dans les deux sections précédentes, on a vu deux approches algébriques qui permettent
de représenter et d’étudier les propriétés des systemes linéaires de dimension finie et infinie.
Ces deux approches, bien qu’elles ont été développées séparément, ont un lien étroit qui
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est la dualité entre les modules définissant les entités < systéeme > et < comportement .
L’intérét ici de définir une telle propriété de connexion est de montrer la flexibilité qui
nous est offerte par ces deux approches. Plus précisément, il est possible de passer de
I'une a 'autre par le principe de dualité. Ainsi, on peut exploiter les avantages offerts par
chaque approche tout en garantissant le caractere structurel des résultats et I’équivalence
entre les différentes définitions.

4.3.4.1 Dualité des deux modules

Comme il a été présenté dans la Section 4.3.1.2, le R-systeme M a un dual par rap-
port a un certain R-module G par le biais du foncteur contravariant exact a gauche.
En définissant 'objet Ker 4 (Ae), qui est noté B4 (M), comme étant le A-comportement
associé au R-module M et le R-module G comme étant le R-module A, la question que
'on se pose concerne les conditions qu'’il faut satisfaire, pour A4, afin que Homg (M, A) =
B4 (M), i.e., que le foncteur exact induit une dualité entre les modules finiment générés. La
réponse a cette question a été donnée par Malgrange [44] pour les systémes a parametres
distribués (n-D), mais qui s’applique aussi pour les systemes 1—D (en stationnaire et non
stationnaire), ou il a été démontré que la condition nécessaire et suffisante est que .4
soit un cogénérateur injectif large, voir par exemple [56] ou [9], sur R= K [0, -+ ,d,],
K=R,C.

Par ailleurs, on montre aussi, dans [56], que les R-modules A = C* (R™ k), A =
D' (R™, k) (espace des distributions) et quelques autres espaces sont des cogénérateurs in-
jectifs larges.

Par conséquent, les liens entre les deux approches sont fait et on peut passer du
module M au B4 (M), par 'intermédiaire du foncteur Homg (M, A), et inversement M est
déterminé d’une maniere unique par B4 (M) quand A est un large cogénérateur injectif.
D’une maniére équivalente, le foncteur Homg (e, A) est fidéle, voir [9] pour le cas 1-D
temps variant et [56] pour le cas n—D stationnaire. La suite (4.14) donne alors la suite
exacte suivante :

HomR(O(b,A) HomR (0 A,A)

0 — B4 (M) Homg (R?, A) Homg (R, A). (4.15)

Nous avons aussi les isomorphismes canoniques (Section 4.3.1.2) Hompg (R?, A) = A7 et
Homg (R”, A) = AP. Ainsi, les identifications suivantes peuvent étre faites :

Homg (e¢, A) = ve,
HomR (0 A, A) =
B4 (M) = Kery (Ao)

Ce qui permet de récrire la séquence (4.15) sous la forme

0 — By (M) 25 A7 2% 42, (4.16)

ou nous identifions B4 (M) a B dont les éléments sont les trajectoires (section 4.3.3).
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4.3.4.2 Propriétés induites : dualité du rang

Dans la Section 4.3.2, on a vu que le rang d’'un R-module M associé a un systeme
coincide avec le nombre d’entrées, et dans la Section 4.3.3 que le nombre d’entrées se
calcule de la méme maniere que le rang de M. On a aussi par le principe de dualité que
nous venons de voir que M = B4 (M), i.e., Cokergr (e A) = Ker4 (Ae). Ainsi, rang (M) =

rang (B4 (M)).

4.4 Notion d’entrées : définitions formelles

Comme mentionné en Section 4.1, et appuyé par les exemples de la Section 4.2.1, pour
un systeme dynamique donné par plusieurs inconnues et équations, il n’est pas évident,
en général, de quantifier et de choisir, des le départ, les entrées de contréole du systeme.
A cet effet, 'approche par les modules, introduite dans les Sections 4.3.2 et 4.3.3, facilite
considérablement la tache que I'on se met coté systeme ou coté comportement. En effet,
la définition des entrées prend des formes différentes mais le constat est le méme, i.e., une
entrée est une variable, parmi celles du systeme, qui peut étre fixée librement, i.e., elle
n’obéit a aucune équation particuliere. Elle est donc dite variable libre, et les définitions
ci-dessous nous donne un apergu de la maniere dont ces variables sont définies suivant
que l'on se base sur I’approche systéeme ou comportement.

4.4.1 Point de vue systeme

Dans le cas linéaire, et pour les systémes de dimension finie, Fliess [28] donne une
définition des entrées qui est assez proche de la théorie des systemes. Il définit les entrées
d’'un R-systeme linéaire M, comme étant ’ensemble de variables u = {uy, ug, .., up}
qui doit étre tel qu’il définit une dynamique D (R-systéme M équipé d’une entrée),
i.e., le module quotient M/ [u]g doit étre de torsion. Les entrées sont indépendantes si
et seulement si le R-module [u]g est libre de rang m. D’une maniere équivalente, u
est une base de [u]p et le nombre minimum de variables de controle est égal au rang
du module définissant la dynamique, i.e., m= rangg (M) (Proposition 4.1). Ainsi, un
systeme linéaire est dit autonome si le R-systeme correspondant est de torsion.

Cependant, pour les systémes dynamiques de dimension infinie (n-D), tels que (4.1),
les définitions recensées, dans la littérature, a ce sujet n’incluent pas les commandes aux
bords. En effet, si 'on regarde les définitions avec ’ceil de ’automaticien, on constate que
la notion de variables libres, qui coincide avec le rang du module de R-systeme M, couvre
uniquement ce que 'on a appelé en Section 4.1 les variables de controle internes et ne
s’étend pas aux commandes frontieres. On parle, par exemple, dans [65] de variables de
paramétrisation dans le cas ou le module est sans torsion.

4.4.2 Point de vue comportement

Dans I'approche comportement, comme dans 'approche systeme, les définitions des
entrées dans le cas de la dimension finie et infinies restent analogues. Ainsi, pour un
systeme donné par (A, g, B), ou B = Ker 4 (Ae) C A% on définit un ensemble de variables
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libres u de B comme étant un sous ensemble de w de taille ¢ € {1,...,¢}, tel que le
morphisme We : B — A7 soit surjectif [88, 94, 29]. Comme les deux approches (systeme
et comportement) sont duales, cette définition se justifie aussi par le principe de dualité
définit en Section 4.3.1.2. En effet, on sait, par [6], que pour qu’'un sous ensemble u de w
de taille o € {1, ..., q} soit une famille libre de M, il faut, et il suffit, que le morphisme

op:R" > M

soit injectif. Par dualité, on obtient ainsi le morphisme Ve : B4 (M) — Hompg (R7,.A)
qui peut s’écrire aussi comme Ve : B — A7 (voir Section 4.3.4.1). D’apres la Section
4.3.1.2, si le morphisme (We) est surjectif alors le morphisme (ep) est injectif, c’est ce
qui justifie la définition. Il est a noter aussi que, contrairement au cas de la dimension
finie, 'ensemble u, des entrées indépendantes, ne constitue pas nécessairement une base
du module (voir Section A.2)). Enfin, le nombre de variables libres de B, noté m(B), est
égal a la taille maximale de I'ensemble u, i.e., le maximum d’éléments R-linéairement
indépendants de [u] ,. Ce nombre est donné par la relation suivante [56] :

m (B) = ¢ —rang (A),
ou le rang de A est défini sur le corps de fractions de R. On note aussi dans [94, 56, 90]
que m(B) est nécessairement le nombre d’entrées du systeme.

4.4.2.1 Exemples illustratifs

Afin d’illustrer les définitions qu’on vient de donner plus haut, considérons les deux
exemples suivants :
Exemple 4.4. Reprenons les équations du modele en 7 présentés dans I'Exemple 4.1.

En définissant 0 = 7 comme étant un symbole représentant la dérivée par rapport au

temps, le systeme (4.2) peut se réécrire sous la forme (4.13) comme suit

L.

0 —1 0 0 0 S 07 |4

0 0 0 -1 0 0 < i
(R+ L) —(R+LO)YC 0 0 0 -1 1| |iz|=0, (4.17)

1 —1 0 -1 -1 0 0 ||

1 —1 -1 0 0 0 0]]|W

(4.17) définit ainsi un R-systeme. Les relation entre les variables physiques sont regroupées
dans la matrice de présentation A (0) et les variables physiques elles-mémes (tensions et
courants) qui génerent le module sont représentées par w. Comme mentionné plus haut,
le nombre d’entrées m du systeme (4.2) est donné par le rang de son module représenté
par (4.17). Etant donné que le nombre de générateurs (variables physiques) ¢ et le rang
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de la matrice A (0) sont, respectivement, ¢ = 7 et rang (A (9)) = 5, la Proposition 4.1
conduit au résultat suivant,

m=gq—rang(A(0)) =7—5=2.

On remarque bien que ce dernier résultat est le méme que celui trouvé en Exemple 4.1,
ce qui confirme que le systeme (4.2) admet deux entrées indépendantes. Afin de vérifier
que ce résultat est intrinseque, i.e., propre au systeme physique lui méme et non pas a
sa représentation, reprenons la manipulation de I’Exemple 4.1, qui consiste a ajouter au
systeme (4.2) une équation qui est une combinaison linéaire de deux équations parmi
celles de départ. D'un point de vue de la théorie des modules, ce qui va changer pour le
R-systeéme dans ce cas la c’est uniquement la matrice de présentation A (0) qui devient,

[0 ~1 0 0 0 S 0]

0 0 0 -1 0 0 %60

oo [(R+LOVC —(R+LO)C 0 0 0 -1 1
A9) = 1 -1 0 -1 -1 0 0 (4.18)

1 -1 -1 0 0 0 0

0 0 -1 1 1 0 0

En remarquant que la derniere ligne de la matrice (4.18) est une soustraction (combi-
naison linéaire) des deux dernieres, on déduit que le rang de la matrice A (9) chute, est il
est donné par rang (f_l (8)) = 5. Les générateurs étant toujours les mémes, i.e., ¢ =7, le
nombre d’entrées

m=q—rang (A(9)) =7-5=2,

reste inchangé, et montre que cette approche algébrique n’est pas sensible a la représentation
et préserve bien les propriétés structurelles du systeme.

0
Exemple 4.5. Reconsidérons 1’équation des ondes de I'Exemple 4.2. En posant e = 0,
0

et . = 0., le R-systéme correspondant est définit sur 'anneau R = R [0}, 0,] et s’écrit :
x

|
e

(02 — 202 —1] m (4.19)
AD) O~

w

La dimension de w étant ¢ = 2 et rang (A (0, 0,)) = 1, le nombre d’entrées m est
égal a m = 2 — 1 = 1, ce qui signifie qu’il est possible de fixer u ou f d’une maniere
indépendante. En revanche, aucune indication n’est donnée sur le nombre de commandes
aux bords évoquées dans 'Example 4.2. Pour y voir plus clair, considérons f comme étant
I'entrée. Le module quotient M/ [f]g qui en résulte, i.e,

(07 — 22 \[uj/ =0, (4.20)
A(01,0x) w

est bien de torsion car le rang de M/ [f]g est zéro, ce qui laisse entendre qu’aucune autre
variable ne peut étre fixée dans le systeme. Néanmoins, ceci n’est pas, tout a fait, le cas car
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Position d’équilibre Masse écartée

LU

FIGURE 4.1 — Systéme masse-ressort

on peut aussi agir sur le systeme par les variables de bords. A cet effet, la notion d’autono-
mie définie dans la section suivante, bien qu’elle ne répond pas completement a la question,
elle dégage des propriétés intéressantes qui permettent une meilleur compréhension du lien
avec les variables de bords.

4.5 Entrées et autonomie : vers un lien avec le controle frontiere

Pour un systeme dynamique, I’autonomie exprime [’absence du controle, i.e., I’évolution
du systeme n’est due qu’aux conditions initiales. Si 'on traduit cela dans un langage
mathématique on dirait que toute variable physique du systeme vérifie au moins une
équation, i.e., aucune d’elles ne peut étre fixée arbitrairement. L’exemple concret le plus
simple et le plus parlant pour illustrer ce fait est le systéeme masse-ressort de la Fig. 4.1,
aussi appelé oscillateur harmonique.

Si on écarte légerement la masse m de sa potions d’équilibre puis on la relache, celle-ci
va se mettre a osciller autour de sa position d’équilibre grace a I'effet du ressort. L’équation
dynamique décrivant 1’évolution de ces oscillations au cours du temps peut s’écrire sous
la forme

i (t) = Az (t),

ou les composantes du vecteur x représentent le mouvement de la masse et sa vitesse.
Ainsi, si 'on mesure la position de la masse m et sa vitesse a chaque instant ¢, a l'aide
d’un appareil de mesure, on s’apercevra quelles vérifient,

z(t) = M), (4.21)

oll 7y € R? représente 'écartement et la vitesse qu’on a donné & la masse m & I'instant
initial tg. A travers cet exemple, on voit bien qu’une fois les conditions initiales fixées, la
trajectoire de la masse m vérifiera bien la solution (4.21) et elle ne pourra étre modifiée
par aucun autre moyen. C’est ce qui exprime le caractere autonome du systeme.

D’un point de vu formel, cette autonomie que ’on vient de voir correspond a la torsion
du module définissant le systeme car, d’apres la définition donnée en Section 4.4.1, si un
systeme n’a pas d’entrées, i.e., m = 0, le rang de son module M est nul est donc de
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torsion. Cette propriété, qui se généralise a tous les systéemes de dimension finie, est
définie par Willems dans I'approche comportement comme étant la non égalité a zéro du
déterminant de la matrice carrée A. Autrement dit, un comportement 5 = Ker 4 (Ae) est
autonome si chaque trajectoire de B est déterminée uniquement par ses valeurs sur un
intervalle ouvert de R (par exemple, les conditions initiales). L’extension de cette définition
pour les systemes distribués (n-D) a été introduite dans [61], ou on lie 'autonomie d’un
comportement B C A9, a la restriction de la variété caractéristique V (I, (A)) de I'idéal
engendré par les mineurs d’ordre ¢ de la matrice A € RP*? correspondante, i.e., les zéros
communs des polynoémes engendrant cet idéal forment un sous ensemble T de C™ qui
n’est pas vide ou égal a tout C" (n est le nombre d’'indéterminées). Cela implique aussi
que l'idéal engendré par les mineurs d’ordre ¢ de A ne doit pas étre nul. Par conséquent,
on peut établir les équivalences suivantes qui s’appliquent pour les systemes linéaires n-D
(n > 1)(voir [29], [90, 95], pour détails et preuves)

i) B C A7 est autonome.
i1) B n’a pas de variables libres.
i11) pour tout B = Ker 4 (Ae), A est de plein rang sur les colonnes.

(
(
(
(13i7) Ann (B) # 0.

A partir de ces définitions que 1'on vient d’annoncer, on peut aisément conclure que,
pour un systeme dynamique de dimension finie, I’autonomie est synonyme de 1’absence de
toute forme de controle soit-elle. Ceci n’est pas nécessairement vrai pour les systemes de
dimension infinie, car comme on a mentionné auparavant (voir Section 4.4), ces systeémes
peuvent avoir des controles frontieres (au niveau des bords). En outre, si I'on interpreéte
la définition de 'autonomie données plus haut pour les systeme n-D, on s’apercoit qu’elle
correspond uniquement a ’absence des controles internes. D’un point de vue général, cela
ne suffit pas car la notion d’autonomie doit prendre un sens plus large afin d’éviter que
des entrées, comme celles aux bords, se mélent a 'autonomie proprement dite, qui signifie
I’absence totale de commandes.

4.5.1 Degré d’autonomie

D’autres travaux (voir, par exemple, [89], [18], [64]) sur 'autonomie des trajectoires
ont abouti a un caractere appelé degré d’autonomie. Il exprime 'étendu de la notion d’au-
tonomie pour les systemes n-D en y ajoutant un degré qui reflete la liberté des trajectoire.
On a vu, par exemple, que pour un systeme de dimension finie, les seuls parametres qu’ils
peuvent étre fixés librement dans les trajectoires (telles que 4.21) du systeme autonome
sont des constantes qui correspondent aux conditions initiales. C’est ce qui explique le
fait que les trajectoires sont completement figées une fois les conditions initiales fixées.
En revanche, pour les systemes a parametres distribués, le comportement peut contenir
méme des fonctions libres ou un mélange de constantes et de fonctions. Ceci s’explique,
en partie, par le fait qu’une condition initiale d’un systeme de dimension infinie peut étre
toute une fonction qui dépend des n dimensions du systeme. Par exemple, si 'on veut
décrire la température initiale dans une salle, on aura besoin d’une fonction a n variables
spatiales car, a chaque point de la salle, la température peut étre différente. D’autre part,
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comme ces fonctions arbitraires ne dépendent pas que des variables spatiales mais aussi
du temps, il vient que leur détermination peut faire intervenir aussi les conditions aux
bords, ce qui donne lieu a des controles frontieres. Si 'on prend, par exemple, la trajec-
toire (4.4) qui correspond a I’équation des ondes (4.3) sans contrdle interne (i.e., sans la
fonction f), on remarque bien que les fonctions arbitraires dépendent de (x 4 t) et (x — t)
respectivement. Ainsi, elles sont déterminées soit par les conditions initiales, toutes seules,
ou par un mélange de conditions initiales et conditions aux bords comme c’est détaillé
dans ’'Exemple 4.2. De la, nous cherchons a travers cette notion de degré d’autonomie
d’avoir plus d’informations sur les trajectoires (solutions) afin de mieux comprendre le
lien avec les controles frontieres.

Pour définir formellement ce concept de degré d’autonomie, on considere un compor-
tement B C A7, et un sous espace affine £ C Z" qui a la plus grande dimension possible
notée ¢ (i.e., qu'il a ¢ degrés de liberté) et i € {1,...,q} tel que w; € B n’est pas auto-
nome en L. Autrement dit, pour une fonction donnée « : L — k, il existe w € B tel que
w;|z = a. On définit alors le degré d’autonomie de B noté autodeg (B) par n — ¢, qui est,
par définition, égal a oo pour B = 0. Il est possible aussi de relier ce degré d’autonomie a
un objet algébrique (dont nous parlerons plus loin) qui est le degré de primalité a droite
de la matrice de présentation A.

En réalité, ce qui caractérise la liberté des trajectoires c’est plutdt n — autodeg (B)
qui nous informe sur l’ensemble d’appartenance des inconnus qu’on doit fixer (i.e., est-
ce un ensemble de constantes ? De fonctions d’une seule variable ? De fonctions de deux
variables 7 etc.). Par exemple, pour une trajectoire autonome non nulle d’un systeme 2—D
(par exemple, I’équation des ondes autonome), le autodeg peut prendre deux valeurs (1 et
2). Si le autodeg est égal a 2, cela signifie que la trajectoire contient des variables libres
qui sont des constantes (car 2 — 2 = 0) et s’il est égal a 1, les trajectoires contiennent des
variables libres qui sont des fonctions d’une seule variable (un axe). Evidemment, le cas
ou il est égal a 0 ne peut pas se présenter sinon cela voudrait dire que le comportement
B n’est pas autonome, i.e., qu'il contient une ou plusieurs variables libres (voir Section
4.4.2). Enfin, le degré d’autonomie se calcul a I’aide de la définition ci-dessous.

Définition 4.2. Pour un comportement donné par B = Ker(Ae), avec A € RP*% et q < p,
le degré d’autonomie s’écrit autdeg (B) = primedeg (A), i.e., est égal au degré de primalité
de la matrice polynomiale A.

Exemple 4.6. Afin de bien mettre en avant les notions d’autonomie et du degré d’auto-
nomie introduites ci-dessus, considérons le systeme suivant

ot (4.22)
81‘ I -

dont la solution générale est donnée par,

u(z,t) = f(z)e™,

x (4.23)
v(x,t) = df (x) -t
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Le R-systeme (X) correspondant a (4.22) s’écrit,

2Pt [ 2o »
————
A(0¢,0z)

Etant donné que la matrice de présentation A (d;,d,) de (4.24) est de taille 2 x 2,
'idéal engendré par les mineurs d’ordre ¢ = 2 (autrement dit, I'idéal initial de Fitting
So (M) définit en Section 4.3.1.4) coincide avec le déterminant de la matrice A (9;,9,). 1l
a pour expression,

Iy = B0 (2) = (0 + 1), (4.25)

ou la notation ( ) indique que les éléments de I, sont des combinaisons R-linéaires des
éléments entre crochets. Afin de conclure sur I'autonomie du systeme (4.22) au sens de la
Définition 4.2, on passe tout d’abord par le calcul des points de la variété caractéristique
V (o (X)) qui sont les solutions de 1'équation ci-dessous

{g,+1 =0, (4.26)

avec J, quelconque, i.e., libre. Le systéme polynomial (4.26) admet donc comme solutions
{(at,ax) € C?(0;,0,) = (-1, A\) VA € C}

On peut bien vérifier aussi que cela entraine rang (A (—1,\)) = 1 < 2 (voir Section 4.5.2).
Ainsi,

T2 = {_)\1] c C2

Par le fait que T? # C?, on peut donc déduire que le systeme (4.22) est autonome dans
le sens ou il ne comporte pas de controles internes, i.e., autonome au sens de la torsion.

A partir de la, la prochaine étape est d’employer le degré d’autonomie des trajec-
toires, défini précédemment, afin de conclure sur une éventuelle relation avec les controles
frontieres. Pour cela, il va falloir calculer la quantité (n — autodeg (B)) qui reflete le degré
de liberté des trajectoires. D’apres la Définition 4.2, cela revient a évaluer le degré de
primalité & droite de la matrice A (0, 0,). Bien que ce dernier peut étre obtenu par un
calcul direct, on préfere utiliser son lien avec la dimension de la variété V (o (2)). Plus
précisément, en utilisant le principe de dualité, définit en Section 4.3.4.1, on arrive a
monter que pour une matrice A € RP*? & coefficients dans R, on a

primedeg (A) = n — dim (V (1)) = codim (V (1)),

ol n est le nombre d’indéterminées de 'anneau R et dim (V' (1)), codim (V (I,)) la dimen-
sion, respectivement, la codimension de la variété caractéristique du module définissant
le systeme, i.e., V (Fo (M)). De la, on déduit que

(n — autodeg (B)) = dim (V (Fo (X))) .
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@ =-18.=8

>3,

FIGURE 4.2 — Droite réelle

La dimension de la variété caractéristique V (§p (X)) étant un invariant du module
(30), différentes approches peuvent étre employées pour la déterminer. En géométrie
algébrique, par exemple, on se basera plutot sur I'algebre quotient R [0, 0,] /To (X) on
dim (V (o (X)) sera égale a dim gy (So (X)) ou encore au degré du polynéme d’Hilbert
(voir Section A) du module (X). Une autre fagon de faire est de compter le nombre de pa-
rametres libres paramétrant la variété caractéristique V' (§p (X)) (voir par exemple [26]).
Cette seconde définition donne

dim (V (o (%)) = 1,

car, comme on a vu auparavant, la variété caractéristique de 1'idéal (4.25) est paramétrée
par un seul parametre libre £ tel que 0, = &, V€ € R, i.e., toute la droite réelle tel qu’il
est montré en Fig. 4.2.

Désormais, on peut conclure que les trajectoires du systeme (4.22) possedent 1 degré
de liberté, ce qui se traduit par l'existence, dans les solutions des équations, d’une ou
de plusieurs fonctions arbitraires d’une seule variable réelle. Ici ce sont des fonctions de
x puisque c’est 0, qui est libre (0, = &) dans V (§o (X)). En comparant ce que I'on
vient de conclure avec la solution générale (4.23), on s’apercoit que les trajectoires du
systeme (4.22) possedent en effet une fonction arbitraire de la variable x. De ce fait, le
systeme n’admet pas de controle frontiere puisque la fonction arbitraire, qui ne dépend
que de t, peut étre déterminée par une condition initiale de Cauchy. En effet, puisque le
systeme (4.22) est de degré un en temps (la fonction u n’est dérivée qu'une seule fois par
rapport au temps), la condition initiale u (x,t) |;=o = ¢ (x) conduit & une solution unique
(localement) complétement déterminée. On verra dans la prochaine section qu'il existe
toute une classe de systemes dynamiques décrits par des EDPs qui n’admettent pas de
controles frontieres. Il sont dit systemes de type fini.
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4.5.2 Comportements finis et infinis

Une des conséquences du degré d’autonomie défini dans la section précédente est la
classification des comportements correspondants aux systemes décrits par des équations
aux dérivées partielles en deux catégories principales. Celle contenant les comportements
de dimension infinie et celle contenant ceux de dimension finie ou fortement autonomes.
La premiere catégorie, i.e., de dimension infinie, englobe tous les comportements qui
vérifient (n — autodeg (B)) > 0, i.e., les systemes pour lesquels les solutions des équations
possedent des fonctions d’une ou de plusieurs variables réelles. C’est ce qui pourrait don-
ner lieu a des éventuels controles frontieres. La seconde, i.e., de dimension finie, est tel
que (n — autodeg(B)) = 0. Autrement dit, les systemes pour lesquels les solutions des
équations ne dépendent que des constantes et, par conséquent, aucun controle n’est pos-
sible au niveau des frontieres. Les définitions et les développements présentés, ci-dessous,
mettent 'accent sur cette deuxieme catégorie de comportements.

Définition 4.3. Un comportement B est dit de dimension finie si il est fini comme espace
vectoriel sur k de fonctions C* [61, 29].

Cette définition traduit le fait que chaque trajectoire s’écrit comme une combinaison
k linéaire finie de fonctions entieres. Par le théoreme de Malgrange [43], ces fonctions
entieres sont des fonctions exponentielles et polynomiales (wy__, = Y., p; () e<%¢>), ol
r = (x1,29,...,x,) est le vecteur de variables, § = (&1, &w2,-..,&mn) est le vecteur des
points caractéristiques, i.e., les points pour lesquels le rang (A (§)) < rang(A), p;(x)
sont des polynomes a n variables dont le degré de p; dépend de la multiplicité de &; et
enfin < e, @ > désigne le produit scalaire de k™. Dans le cas 1-D, la variété caractéristique
V (1, (A)) est toujours discreéte, i.e., qu’elle a un nombre fini de points caractéristiques qui
annulent l'idéal engendré par les mineurs d’ordre ¢ de A. En d’autres termes, V (I, (A))
est un ensemble fini de C, ce qui implique la finitude de la somme précédente, mais ceci
n’est pas toujours le cas pour les systemes n-D ou cette variété peut étre discrete comme
elle peut ne pas I'étre (c’est le cas, par exemple, d'une droite). A partir de 14, on peut
tirer la définition suivante [61, 57

Définition 4.4. Un comportement qui est donné par B C A? est dit fortement autonome
(de dimension finie) si et seulement si la variété caractéristique V (1, (A)) est discréte

(i.e., si R/ (I,(A)) a une dimension de Krull nulle).

Exemple 4.7. Pour bien mettre I’accent sur cette notion de comportement fini, reprenons
I’Exemple 4.3. Le R-systeme ¥ correspondant définit sur 'anneau R = R [0}, 0,, 0] s’écrit,

0,0, + 0,
> 0y0y [u}
o1 |

~—_———
A(8¢,0z,0y)

Il
e

(4.27)

Ici, ¥ est généré par un seul élément, i.e., ¢ = 1, et comme le rang de la matrice
de présentation A (0, 0,,0,) est aussi égal a 1, le systeme (4.27) est autonome dans le
sens ou le module correspondant est de torsion. Comme, ¢ = 1, les mineurs d’ordre ¢ de
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A (0, 05, 0,) sont les lignes de cette derniere, ce qui implique que l'idéal I; engendré par
les mineurs d’ordre 1 s’écrit sous la forme,
I—1 =30 (2) = (0:0y + 0y, 00y, 0 + 1). (4.28)

La variété caractéristique V (I, (A (04, 0., 0,))) de 'idéal (4.28) est I'ensemble de points
T3 C C3, tel que

80, +8, =0,
0,0, =0, (4.29)

Le systéme polynomial (4.29) admet pour solution,
(aty aara 83/) = (_17 07 0) )

avec une multiplicité de deux, i.e., une racine double. Par conséquent, 1’ensemble des
points de V (1, (A (0, 05,0,))), qui est donné par,

—1
T™=|0]|cRccC?
0

est fini de cardinal ! 1, ce qui signifie que la variété caractéristique V (I, (A (0, 0, 9,))) du
R-systéme (4.27) est discréte. A ce niveau, on peut, par exemple, faire une comparaison
avec 'exemple précédent ou les points de la variété étaient tous sur la droite de la Fig.
4.2, i.e., la variété n’était pas discrete et comportait un nombre infinie de points. Par
conséquent, le comportement correspondant est de dimension infinie.

Compte tenu de la Définition 4.4, il s’ensuit donc que le comportent du systeme (4.27)
est fortement autonome ou fini. Il en résulte aussi, par le théoreme de Malgrange introduit
plut haut, que la trajectoire u (z,y,t) de (4.27) s’écrit,

w(z,y,t) =pt,z,y)esTHOOEG2N> — ) (2 4) et

De plus, comme (0; = —1), et la multiplicité deux de la racine (—1, 0, 0) vient des variables
(x,y), le polynome p (t,z,y) est de la forme p (t,x,y) = k(x +y), ce qui est identique
a (4.7) de 'Exemple 4.3. Il est aussi remarquable que le comportement n’est paramétré
que par une constante qu'une fois fixée, la trajectoire sera figée et ne pourra plus étre
modifiée au cours du temps. De la, on confirme le fait que les systemes de dimension
infinie ayant un comportement fini (i.e., les variétés caractéristiques de leur R-systemes
correspondants sont discretes) n’admettent pas d’autres entrées que celles dans le domaine
(controles internes).

Il est désormais clair, a la suite de toutes ces définitions et investigations faites autour
du degré d’autonomie, que la catégorie des systemes qui est concernée par le controle
frontiere est celle ayant un comportement infinie. De plus, ’avantage qu’offre I’approche

1. Le cardinal d’un ensemble est définit comme étant sa taille, i.e., le nombre d’éléments sans répétition
contenus dans 1’ensemble.
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algébrique pour analyser les trajectoires sans résoudre explicitement les équations consti-
tue un atout majeur dans la compréhension des liens existants entre le nombre de controles
frontieres et les trajectoires du systeme. Ceci va dans le sens des notions présentées dans
la section suivante qui apportent de nouveaux éléments sur la liberté des trajectoires.

4.5.3 Paramétrisation de ’espace des solutions

A partir des sections précédentes, il s’ensuit que le degré d’autonomie constitue un pre-
mier pas vers I'exploration des trajectoires des systéemes de dimension infinie. Cependant,
pour une compréhension plus poussée des liens existants entre les fonctions arbitraires et
les controles frontieres, il n’est pas suffisant de compter uniquement sur le degré d’au-
tonomie. Pour cause, ce dernier ne fourni par suffisamment de détails sur les fonctions
arbitraires qui sont présentes dans les solutions des équations. En effet, ce que I'on peut
savoir a travers le degré d’autonomie c¢’est uniquement ’existence de fonctions arbitraires
comportant un nombre maximum d’arguments. Si I'on prend, e.g., le cas de I’Exemple
4.6, on peut voir, en effet, qu’'on a pu déduire qu’il existait une fonction d'une seule va-
riable mais on ne pouvait pas savoir quel est le nombre de ces fonctions. De méme, si
une solution dépend, par exemple, de constantes, de fonctions d’'une seule variable et de
fonctions de deux variable, le degré d’autonomie indique juste l'existence des fonctions
dépendantes, au maximum, de deux variable. Il ne permet ni de les dénombrer, ni de
savoir qu’il existe des constantes et des fonctions d’une seule variable et encore moins les
quantifier. A cet effet, un moyen plus efficace, basé sur les caractéres de Cartan [13], vient
enrichir nos connaissances sur les fonctions arbitraires qui parametrent le comportement
d’un systeme.

4.5.3.1 Quelques hypothéses

Avant d’annoncer les résultats qui nous aideront a dénombrer les fonctions arbitraires
dans un comportement, nous rappelons quelques conditions, que le systeme dynamique
doit satisfaire, pour des raisons d’unicité (voir par exemple [77] pour plus de détails).

i) Le systeme différentiel doit étre involutif.
ii) La solution en séries formelles des trajectoires peut étre construite ordre par ordre.

iii) La forme générale des trajectoires peut s’écrire sous une forme algébrique (i.e., sans
dérivations ou intégrales) comme suit,

uj (t,x) = Fj (t,x,--+ , FAx (o1 (£, %), -+, dp (£,%)) -+ ) (4.30)

ou j fait référence a la j°™° trajectoire, F; représentent des fonctions fixes et F),0 <
A < (n+1) dénote une famille de f; fonctions arbitraires qui dépendent de k variables
indépendantes. Enfin, ¢; (¢,x),i = 1,2,--- ,k représentent les variables de dépendance
des fonctions arbitraires, alors que x = z,---,x,. Bien évidement, les fonctions qui
dépendent de zéro variables sont des constantes.

Afin d’illustrer 'hypothese iii), on peut prendre comme exemple la solution générale
(4.4) correspondante a l’équation des ondes (avec f = 0). Comme u (x,t) = h (z + ct) +
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g (x — ct), on a une représentation algébrique de la solution générale avec deux fonctions
arbitraires (fy = 2) d’une variable chacune (k = 1). Ainsi, F (a,b) = a+ b, F; = {h, g},

={ } et enfin ¢ (t,x) = x + ct et ¢ (t,x) = x — ct, i.e., h dépend de ¢ et g dépend
de ¢2.

4.5.3.2 Les fonctions arbitraires

Pour un systeme différentiel qui vérifie les hypotheses annoncées plus haut, il est
possible d’établir, d’'une maniere unique, le nombre de fonctions arbitraires dans la solution
générale des équations ainsi que le nombre de leurs variables de dépendance. Cela repose
sur le théoreme ci-dessous [77],

Théoreéme 4.1. (Cartan-Kdhler) S’il existe une représentation par une forme algébrique
de la solution générale d’un systéme différentiel (¥,) involutif, avec les caractéres de Car-
tan Ozék) et dont la série formelle peut se construire ordre par ordre, alors la solution
générale contient fi. fonctions libres dépendantes de k wvariables, ot les fr peuvent étre

déterminés par les formules de récurrences suivantes

n+1
fn+1 - (1/((1 )

= o+ S B (o) (0) = s @) 0 <k <t Y

Une telle représentation n’existe que si les solutions (i.e., fi.) de ces équations récurrentes
sont des entiers non-négatifs.

Afin de ne pas confondre les notations, nous précisons que, dans (4.31), g correspond
a l'ordre de la dérivée la plus supérieure dans les équations qui définissent le systeme
dynamique. Quant aux sgk) (+) et le lien entre les oz((]k) et le polynome d’Hilbert mentionné
en Section A), nous renvoyons a [77] ou [63], ou ils sont définis en détails.

Précisons aussi que le Théoreme 4.1, contrairement au degré d’autonomie, ne se limite
pas qu’aux systeémes qui n’ont pas de controles internes (i.e., autonomes au sens de la
torsion). En effet, le caractére de Cartan oz((]”H) donne le nombre de fonctions arbitraires,
i.e. libres, qui dépendent de (n + 1) variables (i.e., le temps ¢ plus les variables spatiales
x1,- - ,x,). Celles-ci, correspondent bien aux controles dans le domaine et leur nombre
coincide avec le rang du module M correspondant au systeme (voir Section 4.4.2), i
aéﬂ’ﬂ) = rangg (M). Comme les modules que nous considérons ici sont tous de torsion
(car 'intérét c’est d’établir un lien avec les controles frontieres), i.e., M/ [Udomainelr, 1€

N +1 .
caractere de Cartan aé” ) sera toujours nul.

4.5.3.3 A propos du lien avec les controdles frontieres

D’une maniere générale, on peut donc dire que, pour un systeme dont le comporte-
ment B respecte les hypotheses annoncées précédemment, le Théoreme 4.1 constitue plus
quun complément du degré d’autonomie qu’on a défini auparavant. En effet, il permet,
sans résoudre explicitement les équations du systeme, de dénombrer les constantes et
les fonctions arbitraires d’'un comportement est de savoir aussi de combien de variables
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dépend chaque fonction arbitraire. Bien que ceci constitue en soi un résultat tres im-
portant, il est, néanmoins, pas suffisant car quelques difficultés émergent pour établir
un lien avec les controles frontieres. Plus précisément, pour pouvoir parler d’un controle
frontiere, il faut savoir au préalable si le comportement du systéme (solutions) comporte
des fonctions arbitraires dépendantes de la variable temps, ¢, comme dans le cas de la
solution (4.4). Or, a travers le Théoreme 4.1, on ne peut qu’évaluer le nombre de va-
riables dont dépendent les fonctions arbitraires mais pas de connaitre leurs expressions,
ie., les ¢; (t,x) de (4.30) demeurent, pour le moment, inconnues. De plus, le rapport
entre le nombre maximum et/ou minimum de controles frontiéres (conditions aux bords)
et le nombre de fonctions arbitraires dépendantes du temps n’est pas tout a fait clair. On
ignore, par exemple, si le nombre maximum de conditions aux bords que l'on peut fixer
correspond systématiquement au nombre de fonctions arbitraires dépendantes du temps
comme dans le cas de la solution (4.4) de I’équation des ondes. De méme, il demeure
pas clair aussi a quoi est lié le nombre minimum de conditions aux bords. Afin d’illustrer
ces propos, considérons I'exemple de I’équation de la chaleur unidimensionnelle qui s’écrit
comme suit,
2
ou (z,1t) :(9u(:c,t)' (4.32)
ot 0%x

Bien qu’on ne dispose pas d’une forme explicite de la solution générale de (4.32), il

est cependant possible d’en extraire des informations relatives aux fonctions arbitraires
en se basant sur le Théoreme 4.1. Le systeme (3,), i.e., (4.32), est involutif avec ¢ = 2 et
n = 1. Ainsi, selon (4.31), sa solutions générale comporte deux fonctions arbitraires d’une
variable chacune (voir, e.g., [77]), i.e., fo =0, fi =2 et fo = 0. Etant donné que les f;
sont tous des entiers positifs ou nuls, on peut noter au passage que le comportement du
systeme 4.32 respecte bien les hypotheses annoncées en Section 4.5.3.1.

D’un point de vue de la physique, il est connu que, pour une barre métallique par
exemple, I’équation (4.32) peut étre résolue rien qu’on fixant la température initiale (condi-
tions initiales). Il est également possible d’obtenir des solutions en fixant, par exemple, les
températures ou les flux de chaleur aux deux bouts de la barre (voir, e.g., [53], [23]). Ce
qui conduit a déduire empiriquement que le systeme admet deux controles frontieres au
maximum et zéro au minimum. En revanche, si 'on se base uniquement sur les résultats
obtenu par le Théoreme 4.1 sur le comportement du systeme, il nous est difficile de se
prononcer d’une maniére formelle sur le nombre maximum et/ou minimum de controles
frontieres. Pour cause, on ignore tout d’abord de quelles variables dépendent les fonctions
arbitraires et combien sont celles qui dépendent du temps. Ces informations servent a
avoir une indication comme pour le systéme (4.22) ou on avait conclu immédiatement
qu’il n’admet pas un contréle frontiere car la fonction arbitraire ne dépendait que de
x. En plus, on ne dispose pas d’'un moyen formel qui a partir d’un nombre de fonctions
arbitraires dépendantes du temps, associe un nombre maximum et/ou minimum de condi-
tions aux bords. De la, on déduit finalement que la clarification du lien entre le nombre
de controles frontieres et le comportement du systeme doit étre précédée de plus d’'inves-
tigations permettant de préciser I'expression des ¢; (t,x) de (4.30), et d’en faire le lien
avec le nombre de conditions aux bords.
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4.6 Nouvelles réflexions : quelques pistes proposées

Apres avoir conclu que la clarification du lien entre le nombre de commandes aux bords
et le comportement du systeme nécessite plus de développements, nous proposons ici
quelques réflexions qui visent a élargir la vision du probleme. Bien que ces réflexions n’en
sont qu’a leur début, elles dégagent, tout de méme, des résultats intéressants qui méritent
une attention particuliere. Ceci, conduirait, éventuellement, a des pistes plus prometteuses
pour apporter des éléments de réponse a la question du nombre des commandes, mais aussi
a d’autres questions liées aux propriétés structurelles.

La démarche proposée est inspirée du calcul opérationnel et repose en particulier sur le
cadre algébrique présenté précédemment. En effet, le calcul opérationnel a été, pour long-
temps, utilisé pour la résolution des équations différentielles ainsi que certaines équations
aux dérivées partielles (voir par exemple [23]). Il s’agit, plus spécifiquement, du calcul
opérationnel de Mikusinski (voir, e.g., [91]) et la transformée de Laplace qui font 1'objet
d’une utilisation assez fréquente en théorie des systemes linéaires pour des syntheses et des
analyses a partir des transferts entré-sortie du systeme. Bien que leur utilisation pour les
systemes dynamiques de dimension infinie, décrits par des EDPs, se limite généralement a
une seule dimension spatiale (voir, par exemple, [53] et [23]), il est intéressant d’examiner
de plus pres le concept des entrées une fois que les équations sont transformées.

Pour commencer, considérons 'exemple de ’équation de la chaleur (4.32). L’objet du
calcul opérationnel est de donner un sens a 1’équation différentielle en remplacant un
opérateur de dérivée par un opérateur s dont les propriétés sont bien définies (voir, e.g.,
[91]). Ainsi, ’équation (4.32) peut se transformer en,

=su(x,s). (4.33)

De (4.33), on remarque bien qu’apres avoir remplacé % par 'opérateur s, ’équation
(4.32) s’est transformée en une équation différentielle du second ordre en la variable z. Sa
solution générale peut s’écrire sous la forme,

i (z,5) = Cy (s) €V° + Cy (5) e™2V5, (4.34)

ou encore :

i (z,s) = cosh (zv/s) A1 (s) + %)\2 (s). (4.35)

A partir de la, (4.35) peut étre exploitée a plusieurs fins. Si I’on s’intéresse, par exemple,
a la solution analytique de (4.32), on fixe alors \; (s) et As (s), par des conditions aux
bords, puis on retourne aux cordonnées (x,t) via une inversion appropriée. De méme,
on peut aussi s’intéresser a analyser les propriétés du transfert entrée-sortie (voir, par
exemple, [53]). Ici, on s'intéresse plutét au nombre d’entrées. A cet effet, ce qui nous
préoccupe dans (4.35) ce sont, en priorité, les fonctions arbitraires A; (s) et A2 (s). En
effet, ces dernieres sont indépendantes de la variable x et leur détermination est directe-
ment liée aux conditions supplémentaires en = que 'on impose a la fonction « (z, s), e.g.,
(2, 8) |lomae = f1(8), U(2,8) |p=z, = f2(s). Ainsi, le nombre maximum de ces conditions
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coincide avec le nombre de fonctions libres, i.e., avec 'ordre supérieur de la dérivée par rap-
port a x dans ’équation différentielle (4.33). Toutefois, A1 (s) et Ag (s), bien qu’elles sont
vues comme des constantes par rapport a la variables x dans (4.35), elles ne sont pas des
simples constantes dans la solution u (x,t). En effet, comme 'inversion fait correspondre
au parametre s la variable ¢, elles sont, en réalité, des fonctions dépendantes du temps
donc des controles d'un point de vue systeme. De plus, comme elles sont déterminées
en imposant des conditions sur z a la fonction w (z,t), on déduit ainsi qu’elles sont des
controles frontieres du systeme (4.32). Ce qui signifie que ce dernier admet donc au maxi-
mum deux controles frontieres, et ceci est cohérent avec le fait que ’on peut controler la
températures d’une barre métallique en agissant par les deux extrémités.

En tenant compte de ce résultat, I'idée consiste a étendre ce concept aux systemes a
parametres distribués de dimension supérieure (i.e., n-D avec n > 1) en se mettant dans un
cadre algébrique. Plus précisément, on cherche a exploiter cette possibilité de déterminer
le nombre maximum de controles frontieres en réduisant un systeme d’équations aux
dérivées partielles a un systeme d’équations différentielles ordinaires. Dans un langage
algébrique, ceci peut se traduire par une réduction a zéro de la dimension du module (i.e.,
dim (V' (Iq))) définissant le systeme en changeant la conception de 'anneau. Afin d’y voir
plus clair, prenons par exemple le systeme,

(2): [0, — 0] [u] =0 (4.36)

correspondant a (4.32), qui est défini sur 'anneau R = R [0}, 0,]. Si 'on se met dans
le méme cadre que le calcul opérationnel, i.e., 9, = s, I'opérateur 0; ne sera plus vu
comme une indéterminée de 'anneau R [0}, 0., mais plutot comme un parametre externe
s € R(s). En d’autres termes, le nouveau anneau sera définit comme R = R (s) [0,] qui
est un anneau a une indéterminée tout comme ceux sur lesquels sont définis les systemes
de dimension finie (voir Section A.1)). De la, le systeme X, i.e., (4.36) définit initialement
sur R [0y, 0,], se transforme en

(%) [s -] [a] = o, (4.37)

qui est définit, cette fois-ci, sur R = R (s) [0,], i.e., comme un systemes de dimension
finie a coefficients dans R (s). En faisant ainsi, on voit bien que la dimension du module
(), qui était de 1 (i.e., dim (V ({9; — 9?})) = 1) sur 'anneau R [0;,d,], s’est réduite
4 zéro sur Panneau R = R(s)[0,] (i.e., dim (V ({s —92})) = 0) car s n’est désormais
qu’un parametre appartenant a R (s). Ainsi, 0, = £/, et si 'on applique le théoreme de
Malgrange introduit en Section 4.5.2, on retrouve la solution (4.34) annoncée auparavant.
Notons au passage, que les racines +/s ainsi que Cy (s), Cs (s) de (4.34), ne sont pas
nécessairement dans dans R (s), mais plutot dans un objet algébrique qui englobe ’en-
semble des fonctions de s (i.e., (v/s, e®, cos (s)) et autres). Ici, on se limitera juste d’appeler
cet objet, K tel que, R (s) C K.

Bien évidement, le fait que les C; (s) soient dans K n’empéchera pas de les dénombrer
afin de faire correspondre leur nombre a celui du nombre maximum de conditions en x
(contrdles frontieres) que I’on peut imposer a la fonctions u (z, t). Pour cela, I'idée consiste
A faire usage de la variété caractéristique de 2. En effet, il est mentionné dans [77] que,
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pour les systemes de dimension finie, le nombre de constantes dans la solution générale
coincide avec le degré de la variété caractéristique noté deg (V (I, (M))) qui coincide a
son tour avec la cyclicité du module M (voir par exemple [19]). Un simple calcul %, donne,

pour (4.37), deg (V (So (f]))) = 2 ce qui signifie que le comportement de (4.37) a deux

fonctions libres qui dépendent de s (i.e., vues comme des constantes par rapport a z). Ce
résultat peut aisément étre vérifié a partir de (4.34).

Notons également que si 1'on s’intéresse a dénombrer les conditions initiales de (4.32),
il est possible de procéder de la méme maniere en considérant le systeme sur l'anneau
R (x) [0 (x = 0,) au lieu de R (s) [0,].

Ainsi, il parait donc plausible que, dans le cas d’une seule dimension spatiale, le nombre
maximum d’entrées aux bords coincide avec le degré de la variété caractéristique corres-
pondante au module M restreint a 'anneau R (s) [0,]). C’est pourquoi, dans la section
qui suit on procede de la méme maniere afin de voir si ce raisonnement peut s’étendre au
cas multidimensionnel.

4.6.1 Perspectives multidimensionnelles

Les résultats cohérents obtenus dans le cas 1—D font que nos perspectives s’étendent
désormais au cas général, i.e., aux systemes multidimensionnels n—D. Plus précisément,
il s’agit d’itérer la technique de réduction d’anneau, présentée précédemment, pour cou-
vrir ’ensemble des n dimensions, i.e., pour chaque variable spatiale on écrit un systeme
d’équations différentielles ordinaires. Ainsi, pour un systeme défini initialement sur I’an-
neau R [0y, 0y, -+ ,0s,], on le considere d’abord sur R (s,X1, - ,Xn_1) [0s,] puis sur
R (s,X1, " ,Xn) [0, ,] et ainsi jusquaR (s,X2, - ,Xn) [05,]. De cette maniére, on espére
dégager a chaque fois le nombre maximum de controles frontieres que I'on peut appliquer
au niveau de chaque variable x;,7 = 1, --- , n. Ensuite, voir si la somme de tous les nombres
maximaux obtenus correspond au nombre maximal de conditions aux bords que 1’on peut
imposer au systeme de départ (i.e., avec les n dimensions).

Pour qu'une telle démarche soit concluante, il est nécessaire de connaitre, a priori, le
vrai nombre maximum de conditions aux bords doit étre connu a priori afin qu’il puisse
servir de référence aux comparaisons. C’est la raison pour laquelle notre approche est
testée sur un systeme qui a fait I’objet de plusieurs considérations en physique et en
mathématiques, et pour lequel le nombre de conditions aux bords a fixer est connu pour
un domaine de géométrie donnée. Il s’agit, plus particulierement, du modele décrivant la
diffusion de la chaleur dans une plaque (surface) métallique d’épaisseur négligeable. Etant
donné que le Laplacien s’écrit dans ce cas

o? 0?
0% * 0%y’

I'équation (4.32), en deux dimensions (x et y), prend la forme ci-dessous

ou(z,y,t)  u(z,y,t)  ulz,y,t)
ot N 0%z 0%y

2. 1l est possible aussi de calculer le degré d’une variété discrete (i.e., qui a un nombre fini de zéros) en

(4.38)

comptant le nombre de racines avec multiplicité.
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D’un point de vue général, I’équation (4.38) peut décrire I’évolution de la température
u(z,y,t) dans des surfaces de différentes formes géométriques, i.e., toute forme dans le
plan (z,y). Cela est du au fait que (4.38) admet une solution générale a partir de laquelle
découlent plusieurs solutions particulieres en fonction des conditions supplémentaires que
'on impose a I’équation (4.38). Ainsi, pour pouvoir fixer une trajectoire, on doit spécifier
au moins la condition initiale u (¢, x,y) [=o qui décrit le niveau initial de la température
dans toute la surface métallique. Ensuite, viennent les conditions aux bords qui servent a
contraindre la température u a avoir un comportement spécifique au niveau des frontieres
de la plaque (i.e., les bords du domaines €2 dans lequel (4.38) est définie). Dans notre cas, le
choix est porté sur une plaque de forme rectangulaire car, en plus d’étre simple, ¢’est I'une
des formes 2—D pour lesquelles on impose généralement le plus de conditions aux bords. Le
domaine € associé a I’équation (4.38) est représenté par un rectangle 2 = [xg 1] X[yo 1]
de bord 0f2 comme le montre la Fig. 4.3. Sur chacun des quatre cotés de 02, on peut fixer
une grandeur (température, flux de chaleur ou une combinaison des deux) de telle sorte a
agir sur la température u partout ailleurs dans €. A titre d’exemple, les équations (4.39)
montrent un cas ou la température u est maintenue a T3 (z,t), Ts (y,t) au niveau des
deux frontieres 1 et 2 (voir Fig. 4.3) respectivement. Tandis qu’au niveau de 3 et 4, c’est
le flux de chaleur qui est maintenu a F} (z,t), F» (y,t) respectivement. Par conséquent, il
en résulte un systéme de contréle pour lequel on a au plus 4 commandes (T, Ty, Fy, Fy)
au niveau des bords.

(Ou(z,y,t)  Pul(z,y.t)  0ul(z,y,t)
BN = oy + o2y Q=[zo =] x[yo 1]
($7yvt> |t:0 - UO ("L‘/y) 5

u
U (l‘,y,t) |y=y1 = Tl (.Z', t) )
u

(l’, Y, t) |z::01 - T2 (y7 t) s (439)
ou (z,y,1)
Ay |y=y0 =F (*Ta t) )
du (z,y,1)
e b S A I—
L (9.1' |:c—x0 2 (Z’, t)

Apres avoir exposé ce cas, ou le nombre maximum de commandes frontiéres est de
quatre, appliquons désormais 'approche de réduction de module sur le méme exemple
afin de comparer les résultats. Le R-systeme 3 correspondant a (4.38) défini sur 'anneau
a trois indéterminées R [0, 0, 0,] s’écrit :

[0, — 02— 2] [u] = 0. (4.40)

Comme expliqué précédemment, le passage de 1’équation aux dérivées partielles (4.38)

a une équation différentielle suggere la redéfinition du module (4.40) sur un anneau a une

indéterminée. Pour cela, on pose, en premier, s = J; et y = 9, afin de traiter I’équation

(4.38) comme étant une équation différentielle en x & coefficients dan R [s,y]. De la, le
systéme (4.40) est vu comme un module ¥, i.e.,

Si:[s—y?*—92] [a] =0, (4.41)
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FIGURE 4.3 — Domaine rectangulaire associé a I’équation de la chaleur en 2 dimensions

sur 'anneau Ry = R (s,y) [0, & une indéterminée. L’étape qui suit consiste a déterminer
le degré de la variété V (o (21)) qui nous donne le nombre de fonctions libres contenues
dans le comportement de ¥;. En faisant un calcul similaire a celui de I'exemple précédent,
on aboutit au résultat ci-dessous

a:c::l:\/s_yza

a partir duquel on déduit que deg (V (Fo (X1))) = 2. Le comportement de (4.41) s’écrit
donc,

0(z,8,y) = Cy (s,y) "V 4 Oy (s,y) e VY (4.42)

Ce résultat, indique ainsi que les fonctions C (s,y) et C; (s,y), qui sont indépendantes
de la variable x, peuvent étre fixées par deux conditions (au plus) en x que 'on ajoute
a la fonction 4 (x,s,y). La aussi, on fait la méme remarque que précédemment quant
a l'apparence de ces deux fonctions libres. En effet, a chaque fois, les fonctions C} ne
dépendent que des parametres qui ne sont pas considérés comme des indéterminées de
I’anneau réduit comme 1’on peut voir, par exemple, a travers le comportement (4.42). Par
conséquent, elles appartiennent a un objet algébrique plus étendu tel que celui mentionné
en Section 4.6, mais ceci n’impacte pas leur quantification. Toutefois, si 'on s’intéresse a
des propriétés telles que la communicabilité, ’observabilité ou les poles, il devient alors
nécessaire de prendre en compte leur appartenance a un tel ’objet.

Apres avoir traiter 'équation (4.38), en la réduisant & une équation différentielle en x,
on change a nouveau la conception de 'anneau R [0}, 0., 0,] afin de la traiter, cette fois-ci,
en y. D’une maniere analogue a la précédente, le systéeme Y5, qui correspond a I’équation
différentielle en y, est défini désormais sur I'anneau Ry = R (s, %) [0,] et il est donné par :

Yot [s—x*—92] [u] = 0. (4.43)

En suivant la méme procédure qu’avant, on trouve que le degré de la variété V (§o (22))
est égal a deux, et le comportement de (4.43) a deux fonctions libres C (s,x) et Cs (s, X).
Ces dernieres sont a fixer par un nombre maximum de deux conditions aux bords en y.
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Suite a ces résultats, on déduit ainsi que la somme des nombres maximaux trouvés
(i.e., en se particularisant a x puis a y) est de quatre, i.e., deux conditions pour x et deux
pour y. Ce qui coincide avec le nombre de conditions aux bords imposées au systeme
(4.39), i.e., une commande frontiere sur chaque coté du domaine €2 représenté par le
rectangle de la Fig. 4.3. Un tel résultat est bien évidement encourageant car il montre une
cohérence méme dans le cas multidimensionnel mais laisse, néanmoins, plusieurs points
a clarifier. Parmi eux, les liens entre le systeme lorsque il est défini sur 'anneau initial a
n indéterminées et lorsque il est définit sur I’anneau réduit a une indéterminée. En effet,
contrairement au cas 1—D, il n’est pas garantie que le nombre de fonctions C}, qui sort
de chaque passage a une dimension, puisse effectivement étre fixé dans la solution des
équations de départ, i.e., dans le comportement u (¢, x1, 22, -+ ,x,). D’'une maniere plus
explicite, si dans (4.42), par exemple, on fixe C (s,y) et Cs (s,y), par deux conditions en
x, il n’est pas str a cause de la dimension y que ’on puisse imposer deux conditions en x
a la solutions u (¢, z,y) de (4.38). C’est pourquoi notre approche a encore besoin de plus
d’investigations avant de pouvoir affirmer que le nombre maximum de contréles frontieres
correspond a la somme des nombres maximaux obtenus par la technique de réduction
d’anneau.

4.7 Conclusion

La problématique abordée, tout au long de ce chapitre, est celle de la détermination
du nombre d’entrées des systemes dynamiques a parametres répartis tels que les modeles
des lignes de transmission présentés au Chapitre 2. Il est établi en se mettant dans un
cadre algébrique que pour ce type de systemes, on distingue, d’une part, les entrées dans
le domaine et, d’autre part, les entrées aux bords ou controles frontieres. Pour la premiere
variante d’entrées, leur nombre est donné par le rang du module définissant le systeme,
tandis que pour la seconde, la réponse n’est pas encore connue et demande des investiga-
tions plus poussées. Apres une présentation et une analyse des différentes notions liées a
ce sujet, une nouvelle approche est proposée pour tenter de répondre a la question. Elle
repose principalement sur une technique de réduction d’anneau et elle donne des résultats
tres encourageants tant pour le cas monodimentionnel 1—D que multidimensionnel n—D.
Au stade actuel des investigations, certains points sont encore a clarifier mais l'intérét
reste accru quant aux résultats que peut porter l'investissement dans cette nouvelle di-
rection. Et ceci, non pas uniquement pour dénombrer les controles frontieres mais aussi
pour le choix des entrées et d’autres questions liées aux propriétés structurelles.
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Conclusion générale

Le travail de cette these constitue une démarche de clarification, d’analyse et de sim-
plification des modeles dynamiques issus de plusieurs techniques de modélisation des
différents composants des systemes électriques interconnectés. Le tout dans un cadre
structurel, basé sur une vision systémique, qui vise a prendre en compte toute la struc-
ture dynamique du systeme afin de pouvoir analyser ses propriétés d’une maniere plus
approfondie. Ceci a été motivé par 'insuffisance des approches classiques qui se limitent
généralement a une analyse superficielle des propriétés structurelles du systeme a travers
une étude de son comportement dynamique. Le cadre proposé a permis d’abord de cla-
rifier avec succes le lien entre le modele a parametres distribués d’une ligne électrique
de transmission et son approximation par un modele en 7. Dans le passé, uniquement la
ressemblance entre les trajectoires provenant de ces deux modeles, était connue.

Apres ce résultat, un cap a été franchi pour se diriger ensuite vers une méthodologie de
réduction structurelle qui vise a améliorer les techniques de simplification actuelles d’une
part. Et d’autre part, construire un point d’appui et un cadre méthodologique pour la
simplification des modeles dynamiques des systemes électriques modernes. Ces derniers
incluent différentes évolutions en matiere de production comme les énergies renouvelables,
de transport comme les liaisons HVDC et de consommation comme les voitures électriques.
Dans ce cadre, une nouvelle approche de réduction des modeles dynamiques, décrits par
une représentation d’état, a été proposée et développée afin de répondre au mieux aux
différents besoins exprimés part RTE en matiere de modélisation des systemes de trans-
port de I’énergie électrique. Cela a permis aussi d’enrichir la thématique de réduction de
modeles en proposant une solution alternative et mieux adaptée a la réduction de certaines
classes de systemes dynamiques pour lesquels I’évaluation de I'importance des dynamiques
pose un réel défi. La méthode proposée est une approche mixte qui exploite, d’une part, le
principe de la troncature modale pour préserver les modes et, d’autre part, I’énergie de la
réponse impulsionnelle pour mieux choisir les dynamiques a garder dans le modele réduit.
Une telle combinaison a été ensuite utilisée pour satisfaire d’autres exigences comme la
préservation de la structure physique du systeme. Cette méthode a été testée par des
simulation numériques en considérant différents exemples et applications industrielles.
Les résultats montrent ainsi qu’elle s’adapte aussi bien aux systemes de transport de
Iélectricité qu’a d’autres systemes dynamiques. Par ailleurs, les modeles réduits qui en
résultent sont principalement destinés a ’analyse et la simulation numérique.

Pour insérer la méthode de réduction développée dans un processus structuré et
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hiérarchisé, la question du choix des entrées a été posée et analysée du point de vue
de l'automatique. Ceci dans le but d’éviter un mauvais choix des variables de commande
qui pourrait conduire par exemples a des problemes de causalité. La question a été inves-
tiguée dans un sens large en utilisant 'approche algébrique qui présente ’avantage d’étre
intrinseque et indépendante d’une représentation particuliere du systeme. Ce dernier est
considéré en effet comme un ensemble de variables reliées par un ensemble d’équations.
Ceci est important car une approche basée, par exemple, sur une représentation d’état
n’offre pas les mémes avantages puisque les entrées et les sorties du systeme doivent
étre spécifiées a I'avance. C’est la raison pour laquelle nous avons opté pour 'approche
algébrique, ou les investigations menées ont permis de clarifier certains points et d’affiner
encore d’avantage la problématique. En effet, compte tenu des avancées actuelles, il est
assez difficile de donner une réponse complete et affirmative a la question. Pour cause, les
systemes a parametres distribués comme les lignes électriques peuvent avoir deux types
d’entrées. D’une part, les entrées dans le domaine et, d’autre part, les entrées aux bords.
Ceci complexifie considérablement la tache par rapport aux systemes de dimension finie
qui n’ont qu'un seul type d’entrées. De ce fait, une piste de solution, basée sur une restric-
tion successive d’anneau, a été proposée afin de favoriser une direction qui s’est montrée
encourageante.

Bien évidement, 'ensemble de ces avancées ne confere pas aux solutions proposées
un caractere générique et complet. Néanmoins, cela montre les avantages de la vision
systémique comme cadre méthodologique pour I'analyse et la simplification des systemes
modernes de transport de 1’énergie électrique. Les résultats de cette these ouvrent ainsi
une porte a l'entreprise RTE pour améliorer les outils actuels de gestion et de simula-
tion numérique des grands systemes électriques interconnectés. Il s’agit notamment de
développer des algorithmes de simplification des modeles afin d’optimiser le temps de
calcul et de gérer efficacement les spécificités liées au contexte moderne du transport de
I’électricité. Dans la durée, ces travaux peuvent étre étendus pour prendre en compte
d’autres aspects (par exemple, liés a la synthese des régulateurs, au comportement non
linéaire, etc.). Ceci ouvre la porte a des perspectives tres intéressantes sur le plan scien-
tifique et applicatif.

Perspectives

Au regard des résultats obtenus, plusieurs perspectives sont dégagées en termes d’ex-
tension, de développement, d’exploitation et d’implémentation des solutions proposées.
En premier lieu, tester la méthodologie de simplification en considérant des systemes
électriques comportant plusieurs éléments connectés par un maillage assez dense. Au ni-
veau applicatif, cela peut se faire en simplifiant, par exemple, le modele de la ligne par
la nouvelle méthode, puis I'insérer dans le systeme a 1’aide d'un logiciel comme EMTP,
Dymola ou Matlab/SimPower Toolbox 3. Ces outils offrent la possibilité de connecter des
éléments ayant une structure physique a des modeles purement mathématiques de type

3. Dans les versions récentes de MATLAB, la SimPower Toolbox est intégrée au module Simscape qui offre
plus de flexibilité au niveau de la modélisation.
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fonction de transfert. Ensuite, étendre la méthode de réduction développée aux cas des
systemes dynamiques ayant des poles multiples. La limitation dans ce cas est due a 1'uti-
lisation des facteurs de participation qui doivent étre définis pour les systemes a poles
multiples afin de rendre 'extension possible. Cela permettrait de pouvoir considérer, par
exemple, des systemes avec des structures symétriques comme la connexion de plusieurs
générateurs identiques (ayant les mémes régulateurs) au méme noeud dans réseau.

Par ailleurs, comme les tests de simulation ont montré des résultats favorables, il est
tout a fait envisageable d’utiliser le principe de réduction développé pour traiter d’autres
applications industrielles. A titre exemple, reproduire et analyser les phénomenes a l'in-
terface Transport/Distribution qui se sont accentués depuis l'introduction significative
des nouveaux moyens de production et de consommation de ’énergie électrique. Cela
préoccupe tant les gestionnaires des réseaux de transport et de distribution de 1’électricité.
De méme, il parait aussi possible d’exploiter la technique proposée pour la réduction des
sous-systemes afin d’avoir une indication sur la structure et le niveau de détail requis
pour la modélisation d’'un composant donné. Plus précisément, on peut, a partir d’'une
structure suffisamment détaillée du composant en question, trouver toutes les parties qui
participent activement dans le comportement du systeme. A partir de la, on peut ainsi
juger si le fait d’utiliser une structure plus simple et moins détaillée n’aura pas un impact
majeur sur le comportement du systeme. Cela permet dans le cas des liaisons HVDC,
par exemple, de conclure si une modélisation détaillée du cable DC est nécessaire ou en
revanche peut étre omise. Pour ce faire, il suffit de voir si parmi les modes importants du
systeme ceux liés a la dynamique du cable DC ont peu d’influence sur le comportement de
I’ensemble du systeme. En outre, si la nouvelle approche de réduction est développée prin-
cipalement pour faciliter I’analyse et la simulation, il est également intéressant de tester
son attractivité pour d’autres taches afin de mieux définir son spectre d’application. Par
exemple, voir si elle est en mesure de générer des modeles réduits utiles pour la synthese
des régulateurs ou d’observateurs dynamiques.

Enfin, pour le choix des entrées, il est utile de comparer le principe de solution proposé
avec d’autres approches comme Bond Graph ou Port-Hamiltonien. Cela pourrait dégager
des pistes intéressantes pouvant conduire a une solution au probleme. Une fois cette étape
achevée, la méthode de réduction pourrait ainsi s’intégrer dans un processus global sous
forme d’algorithme.
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Annexe B

B.1 Modele a parametres répartis de la ligne

Au début, rappelons tout d’abord les deux équations ci-dessous

av(x,t):_ (x’t)—Rixt

Oz o o (B.1)
0i (z,t) _ (z,t)

Ox ot

qui décrivent 1’évolution de la tension et du courant dans une ligne de longueur ¢. Pour
aboutir & une représentation entrée-sortie faisant apparaitre soit la tension v (z, t), comme
dans (2.10), ou le courant i (x,t), il suffit d’appliquer en premier la régle de permutation

9 (ON_9 (9
ot \ oz ) ox\ot)’

Ensuite, ajouter les conditions aux bords qui définissent I’état de la ligne (e.g., ouverte ou

suivante,

en charge). Dans le cas d’une ligne ouverte a I'extrémité = ¢, on a donc i (z,t)|,_, =0
qui une fois remplacée dans la premiere équation de (B.1) donnera

ov (z,t)

ox =0

=/

De la, on peut donc réécrire (B.1), soit comme

Polet) La(M)_RM

82 B Ox ot ox
82 (x,t) 0% (z,t) ’ (B2)
875 8215
ou inversement, i.e.,
g ( v (x,t) ) (x t) R@i(g; t)
(B.3)

82(,) 08 ((’9’0(3;25))
0%x ox ot

Ainsi, en appliquant la regle de commutation décrite précédemment, on peut soit combiner

les équations de (B.2) avec la deuxieme équation de (B.1) pour éliminer le courant i (x,t),

157



Annexe B

ce qui donne au final

Pv (z,1) 0%v (x,t) v (x,t)
9% L0 0%t RO ot

Ou bien, combiner uniquement les deux équations de (B.3) pour éliminer, cette fois-ci, la

=0,

tension v (z,t) et aboutir a I’équation ci-dessous,

0% 0% (x,t) 0%i (z,1) 0i (z,1)
P O 0%t RO ot

qui est bien évidement la méme que la précédente, mais ce qui fait la différence ce sont

=0,

les conditions aux bords qui ne sont pas les mémes pour la tension que pour le courant.

Apres avoir donné ces propriétés, revenons désormais au systeme (2.12) afin de montrer
que opérateur A = U|ier(m) génere un Cy-semigroup, et donner son expression par la suite.
Pour cela, montrons en premier que la forme

<<2) ’ (g;)>zz <\/5A§f1’\/aA§91>X+<f2,gz>X, (B.4)

1
définit bien un produit scalaire dans Z = D <A§> P X, avec X = L? (0 {). En se basant

sur la Définition A.2.23 de [21], qui regroupe les propriétés d’un produit scalaire, on peut
facilement déduire que (B.4) vérifie bien les deux premieres conditions. Quant a la derniére

condition, on a
2
A ED

((5)-(1)), = (vasinvasin) + (o= (a]ain],
(B.5)

1 1

Et comme <A§ fi= 0> = f1 = cste, on a nécessairement f; = 0 car f; € D <A§>, ie.,
f1(0) = 0. De la, on déduit donc que (f, f), = 0 uniquement si f =0, i.e., fi = fo=0
ce qui prouve au final que (B.4) est un produit scalaire dans Z. Passons maintenant a

lopérateur A pour prouver qu’il génere un Cyp-semigroup dans Z. Comme mentionné en
Section 2.4.1.1, et dans [21], les conditions suffisantes pour cela est d’avoir I'opérateur A4
fermé est qui vérifie les deux inégalités ci-dessous

{3?(<Af, M <kILIP,
RUAS ) <K FIP

Pour la fermeture, il suffit de montrer qu’il existe un opérateur R € L (Z) tel que (A + R)
est fermé (voir Théoreme A.3.46 de [21]). Soit

0— (7 Mua=A)™" (M =A™
Il><1 0 ’

(B.6)

un opérateur borné avec A € p (Ap), i.e., dans le spectre de Ay. Il est donc facile de vérifier

158



Annexe B

que,

0 I o o[,
(—aAo ﬁ)+(aﬂm o) @ =l

N J/ N J/
TV TV

A R

Ce qui prouve que (A + R) est fermé car il admet un inverse et donc A est également
fermé. Revenons maintenant aux conditions (B.6). Premiérement, il est facile de vérifier
que

K

0 —La) 1 L
<(£) 7 (aAD 51 1) (i;)>z = —q <A§f1,A§g2>X + <A§fz,A§g1>X + B (f2,99) «.
= <Afag>Z

Ce qui montre que 'opérateur K est bien I'adjoint de A, i.e., A* = K avec D (A*) = D (A).
Ensuite, pour (B.6), on vérifie aisément que

RAS ) =RUAS ) =Bl fllx <O car g<0.

D’ou la preuve que l'opérateur A génere bien un Cg-semigroup S (f) dans Z. Afin de
donner son expression, calculons d’abord les valeurs et les fonctions propres de A qui sont

—OéA() ﬁ ¢2n " ¢2n '
N—— e N — ——

A by 2%

solutions de

On aboutit, ensuite, au systeme suivant d’équations

¢2n = >\n¢1n

=3 o, BAn — A2 (B.7)
dl2$(x) + ( - ) bin (2) =0

¢2n = /\ngbln
- aAO¢1n + B¢2n = )\n¢2n

dont la deuxieme équation de (B.7) est appelée équation de Sturm-Liouville (voir, e.g.,
[54]). Sa solution générale s’écrit sous la forme

sinh (v (s) x
¢1n () = ky cosh (y (s) z) + kQM, (B.8)
7 (s)
BAn = A2 . o : . . .
avec 7y (s) = | —— et ky, ko qui sont & déterminer a partir des conditions supplémentaires.
Q@

d
En effet, comme ¢q,, € D (Ay), elle vérifie en plus, ¢y, (0) =0 et d—¢1n (¢) = 0 (voir Sec-
T

tion 2.4.1.1). Ce qui conduit a écrire
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¢1n (0) =0 ki =0
d = .
d_¢1n (0)=0 ko cosh (v (s)£) =0
x
Et comme k3 # 0 (sin non on aurait ¢y, (z) = 0), on se retrouve avec I’équation suivante,
cosh (v (s)£) =0,
dont la solution est,

on —1 on—1)7)>
v(s)ﬁzj%ﬁ)\i—ﬁ)\n+a(%) =0, n=1,---,00. (B.9)

Finalement, & partir de (B.9), on a deux solutions pour A, qui sont :

B @2n -7\’ B 2n—1)7\°
)\nl—§+§\/4a<2—€> — B2, et /\n2—§—§\/4a(2—£) — B2

Mentionnons juste que dans (B.9), on a pris n € N* pour deux raisons. Premiérement,

le cas ou n est négatif sont absorbés pas la puissance carrée. Deuxiemement, on a choisi
d’écrire (2n — 1) au lieu de (2n + 1), i.e., n commence a partir de 1 au lieu de 0. Par
ailleurs, comme ¢, = A\, @15, les deux familles de valeurs propres \,, et \,, conduisent
automatiquement a deux familles de fonctions propres. C’est pour cela que ’on retiendra
pour la suite I'écriture ®,, = {¢,,, dn,} OU

Adp, () = Ay Oy () o O1ny ) _ ( P1n, >
{A% (2) = Aoy ()7 ¢ O = (Amcblm P = N b, )

A partir de 14, reste ainsi a trouver 'expression de ¢y, qui découle directement de (B.8)

(2n —1)

7T 7/ . /
57 . Plus précisément, on a

B 20 _ (2n—-1)7 B 20 . ((2n—1)7
Oin, = ij—(Qn “Tx sinh <]—2£ x) = Pin, = k2(2n “1x sin ( 57 .

Sur cette derniere expression, on remarque bien qu’il y a toujours la constante ky qui n’est

en remplacant vy (s) par j

pas encore déterminée. En effet, comme il s’agit d’une constante quelconque, différentes
manieres peuvent étre utilisées pour 1’obtenir. Dans notre cas, elle est calculée de telle
sorte a normaliser la famille de fonction ¢, dans Z, i.e., ko, tel que

<¢n17¢n1>Z = 1'

Ici, on a

<¢n17¢n1>z = kggaa

1
et donne au final,

ce qui conduit a kg =

i (z) = aéﬂ—% 2sin (07,

. J/

A

-~

on(z)
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Suite a ce résultat, on déduit aisément les expressions ci-dessous, dont il sera fait usage
par la suite,

<¢n1a ¢m1>Z - 5nma
<¢n27 ¢m2>Z = 5nm7

202

(Onis bms) 7 = BAns (@n 1) 7T)2<5mm (B.10)
202

(Dnas @) = B (2n — 1)7){5’””'
Tn

A ce stade, on cherche a écrire chaque élément z € Z comme une combinaison linéaire
des éléments de P, i.e.,

hE

z =

(Cny @y + Cny Py - (B.11)

n=1

Si tous les éléments de ®,, formaient une base orthonormal, le probleme serait résolu
car on peut facilement montrer que c,, et c,, s’écrivent, dans un tel cas, d'une maniere
unique comme ¢,, = (2, Pn,), €t ¢u, = (2, Pny),. Cependant, dans notre cas, on voit
tres bien, a partir de (B.10), que les deux derniéres expressions ne sont pas égaux & d,m,
i.e., {dn,, Pn,} n'est pas une base orthonormal. Bien évidement, ceci est parfaitement
justifiable car 'opérateur A n’est pas auto-adjoint dans notre cas (i.e., A # A* pour
D (A) = D (A*)) comme on a eu l'occasion de le constater plus haut. C’est pour cette
raison qu’il existe un autre moyen pour exprimer ¢,, et ¢,, de (B.11) appelé bases de Riez
(voir, e.g., [21] ou [85] pour les définitions). Le principe consiste a trouver une famille
{¥n,,Vn, } de telle sorte a ce que {¢n,, Vn, } €t {dn,, ¥n, } solent biorthogonales, i.e.,

<¢n1awmz>z = <¢n27wm1>z = 5nm7 n,m ec N*.

Ce qui permet au final d’exprimer z par

o)

2= (2 W) by + (2, %0,) Gra) (B.12)

n=1

ou inversement comme dans (2.18). Néanmoins, pour pouvoir écrire (B.12), il est nécessaire
que la famille ®,, = {¢,,, dn,} forme une base de Riez, i.e., qu’elle vérifie les deux condi-
tions ci-dessous [21] :

1) span{®,} = Z ou d’une maniere équivalente, la famille ®,, est maximale dans Z.
neN*

2) 1l existe deux constantes positives m, M tel que pour n’importe quel N € N et

n’importe quels scalaires v,,, Yn,, » = 1,--- , N, on ait
N N 2 N
mz (|7n1|2 + |'7n2|2) < Z (Vi1 Py + YnaPna) || < MZ (|7n1|2 + |’7n2|2)
n=1 n=1 7 n=1

(B.13)
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Ainsi, pour montrer que la famille ®,, forme une base de Riez dans notre cas, commengons
en premier par vérifier que {¢,,, ¢n, } est maximale. Pour cela, supposons qu’il existe un
élément z € Z qui est orthogonal & tous les éléments de ®,,, i.e., (2, ¢n,) , = (2, Pny) , = 0.
En développant ces deux expressions on a donc,

21 O1my o 3 3 _

< (2/2) 7 ()‘n1¢1n1) >Z - <AO v AO ¢1n1>x " <ZQ’ )‘n1¢1n1>X -0
21 ¢1n1 _ % % —

< (ZQ> ’ (/\n2¢1n1> >Z - <A0 - AO ¢1n1>X N <Z2’ )\n2¢1m>X -

La soustraction de ces deux dernieres relations conduit ainsi au résultat suivant,

(G- (), () (), = =) sz s =0

a partir duquel on déduit facilement que z5 = 0 car ¢, () est maximale dans X. Par le
méme argument, on trouve également que z; = 0. A partir de la, on a donc z = 0 car
21 = 29 = 0, ce qui prouve ainsi que la famille {¢,,, ¢,,} est maximale dans Z. Une fois
cette premieére condition vérifiée, on passe désormais a (B.13). On a

N 2 N N
Z (Vo @1 + VnaPna) || = <Z (Y1 @y + Vo Pia) Z (Yma @y + 7m2¢m2>>
n=1 7 ngfl N m=1 N N VA
= <Z'Ym¢n1a27m1¢m1> + <27n1¢n1727m2¢m2>
n=1 m=1 A n=1 m=1 7
N N N N
+ <Z%2¢n2,27m1¢m1 + <Z%2¢n2,2%2¢m>
n=1 m=1 7 n=1 m=1 VA
B.

De I’équation ci-dessus, et en utilisant les propriétés (B.10), on trouve 1’égalité suivante,

T1

N T ’ EY )
1 Pni T Yna®Pn = n 2+ n 2+ >\n n1 Yn
o+l =32 | Pl ol 0 3
+ B 2
" (2n—1) 71')2’}/”1 s

N

TV
1

qui vérifie aussi I'inégalité ci-dessous
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N N 52
> Gt +mtnd| <30 (145 ) bl + 20
n=1 7 n=1

B - 2 2
<2 1+Oz Z(|/7n1| +|’7n2|)v

\ ,n=1
M

car rirg + 7rg < |7"1|2 + |7’2|2 et a > 0. Finalement, via le résultat ci-dessus, on conclut
aisément que la deuxiéme condition (B.13) est vérifiée avec M = 2 (1 + %), ce qui prouve

que la famille ®,, = {@y,,, Pn, } forme bien une base de Riez. L’étape qui suit est donc de
trouver l'expression de cette base afin d’arriver a (2.20). D’une maniere générale, ceci peut
se calculer a partir de 'opérateur adjoint A* comme le mentionne le Théoreme 2.3.5 de
[21]. Cependant, pour des raisons de simplicité, on préfere plutdt utiliser un raccourci. En
effet, comme on a

z = Z <Z, anl) @/an + <Z, ang) ¢n1a
n=1

il suffit juste de remplacer z par les fonctions ¢y, et ¢y, successivement, i.e.,

o0

gbkl = Z <¢k17 ¢n1> %2 + <¢k1a ¢n2> Yy s

n=1
[

(bkz = Z <¢k27 ¢n1> wnz + <¢k27 ¢n2> 2ﬂm-

n=1

Et en utilisant les propriétés (B.10), on aboutit ainsi au systeme d’équations ci-dessous,

¢k1 = wkz + ﬁ)\nlfynwkl
¢k2 - ﬁ/_\nlrynl/}kz + ¢k1 7

dont les solutions sont données par

_ B;\klvk 1

¢k1 (x) - 1_— ﬁ2')/]?: |/\k1 |2 (bkl (x) + 1— 52/_}/2 ‘)\kl ‘2 ¢k2 (l') 9
B 1 B Bk Vi

¢k2 (‘Z.) - 1 _ 527]% |)\k1 ‘2 ¢k1 (.17) 1— 62’)/2 |)\k1|2 ¢k2 (l’) .

De la, on vérifie aisément que

_ B 1
<¢m1;¢n2>z - <¢m17 1 o /8273 |)\n1|2¢n2>z + <¢m17 1 - /82’)/3 |)\n1|2¢nl>z

By Y 1
== mi T —"_ mis n
1 _ @277% |)\n1|2 <¢ 1 gb 2>Z 1 . 52’}/% |)\n1|2 <¢ 1 ¢ 1>Z
_ 52)‘711)‘71177% .y
1= B2 A2 1=822 N
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et,

5‘711 n
<¢m2>¢n1>z = <¢m27 ! 2¢n2> <¢m27 Py 2¢n1>

— 2% [An — 8292 |\, |
— 1 — 52’)/7% ‘)\nl‘Q <¢m27 ¢n2>Z 1 . 62'}/,% |)\n1|2 <¢m27 ¢"1>Z
— 1 ﬁ2>\n15\n175 - (5
1= 822 ™ 1= 822 NS

Ce qui montre ainsi la biorthogonalité de {¢,,,, ¥n,} et de {@,,, ¥n, }. Une fois cette étape
achevée, il est désormais possible de faire usage du développement (B.12) afin d’obtenir
I'expression (2.20). En effet, 'action du semigroup S (¢) sur un vecteur z € Z s’écrit a

présent,
p [o¢]
S0 (%) =ets = X ) b )b (B
2 , n=1

Cela donne, bien évidement, le méme résultat que (2.19). De la, il ne reste ainsi qu’a
développer un peu plus les termes de (B.14) qui s’écrit encore d'une maniere plus explicite
comme suit

Z - Z Angt ¢n2 (Ailggllnl) + G)mQt <Z71/Jm> <)\n¢;1§;11n1> :

Développons en premier les termes (z,1,,) et (z,1,,). On a

1 ﬁ/_\'rn/}/n
ZyWny) = 2, Ppy) —
) = e P O T T gz P

(2, Pna)

pour laquelle,

o ={(2)-(8)), = b 3y

= % (21, O1ny) + Any (22, O1ny)

<27¢n1> = <(z;) > ()\it;inl) >Z = % <21>¢1n1> + )\nz <227¢1n1> .

et,

Ensuite,

1 BAnyYn
ZyWVny) = Zy Pngy) —
) = g P O T T gz P

ce qui donne, apres calcul,

<Z> gbm) )

164



Annexe B

An
<z7¢n2> <Z51n1 = m <Z1,90n> ©n — )\f

et

An
<Z7wn1> ¢1n1 = _ﬁ <217 Qpn> ©n +

Au final, la relation (B.14) prend la forme ci-dessous

( ) i [ /\"1 (A”:ji\m <Z1’ @n) SO" o ? <Z 9071> @n)

— Se s (210 0n) Pn = 525 (22, 0n) Pn

Ang
ot AA"fA" (21, ) o + 55 (22, %n) @n
S5 (21, @n) n + 52 (22, 0n) @

Xy —Ang

a partir de laquelle en déduit facilement I’expression (2.20). De plus, en remarquant que

L L\ fomt Amgdng — Amy
eAnt — Anq Ang Anﬁ_AHI Ang—Anq
1 1 0 6)\n2t _ Ang )\n2 )\"2 ?
Ang—Anq Ang—Ang

0 1
An = i <(2n—1)ﬂ')2 _R |
20V LC L

il est possible de récrire I'expression (2.20) du semigroup S (t) comme suit,

avec

)= e (- on) on (2). (B.15)

B.1.1 Expression explicite des trajectoires

Une fois I'expression (B.15) obtenue, on passe désormais aux trajectoires du systéme
(2.12) qui s’écrivent a l'aide de la forme générale (2.15). A cet effet, rappelons, tout
d’abord, I'expression (2.21) de l'opérateur B, i.e.,

()

Ceci permet d’écrire les trajectoires z (z,t) de (2.12) sous la forme

N 219> Pn) Pn ant—r) (L, 0n) n
2 (@,1) Z (zzmsonson) /Ae < 0 )Vede

n=1

—< »‘Pn>80n20

car, AB = (0 O)T. De 1a, un calcul intermédiaire donnera,
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o _ Lon) @ ’ _ 0
. AeAn(t T) (< » Pn n) ‘/e 2 dr — / 6An(t T) < ) V'e T dT,
/0 0 ( ) 0 )\nl)\nZ <17 9071> ¥n ( )

ce qui conduit finalement a l'expression (2.22) des trajectoires.

B.1.2 Fonction de transfert

Comme indiqué au paragraphe C de la Section 2.4.1.1, la fonction de transfert d’un
systéme est unique mais peut s’écrire sous différentes formes. Ainsi, pour le systeme (2.10),
et en plus de la forme (2.30) obtenu a l'aide d’un développement d’Hadamard, on utilise
le théoreme des résidus afin de la récrire, cette fois-ci, comme une somme de fractions
partielles. Pour cela, rappelons tout d’abord la forme irrationnelle (2.28) de G (s), i.e.,

A

V(L s) 1
‘Za (s) B cosh (A/W) .

L’application du théoreme des résidus de Cauchy permet d’écrire G (s) sous la forme

G(s) = (B.16)

suivante (voir, e.g., [20]),

Glo=y el

ou A, sont les poles avec le résidu a A\, qui est donné par,

Res (\g) = lim (s — A\p) G (s) .

8—>>\k
Ou encore,
N (M)
Res (A\y) = ——=
es (M) = O
dans le cas ou (B.16) peut s’écrire sous la forme G (s) = gég avec N (s) et D (s) qui sont

des fonctions entieres et % (Ax) # 0. Dans notre cas, il est ainsi facile de remarquer qu’on
peut poser, pour (B.16),

N (s) =1,

D (s) = cosh <€\/m> .

A partir de la, une simple dérivation donne le résultat suivant,

dD(s) _ ¢t 2LCs + RO o (e\/cs (R+ Ls)) ,
ds 2,/Cs(R+ Ls)

qui, une fois évalué aux poles \,, et \,,, conduit aux deux expressions ci-dessous

TG e ()

D (O, al2n—1)m a@2n—1)m

(=)™ etD’ (A,) = —
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Partant de ce dernier résultat, les résidus de (B.16) aux poles \,, et \,, s’écrivent, res-
pectivement,

_ _1\n+1
Res(/\m):g @n-Dm(=1) et Res(/\m):—%2

2 2
\/4a ((2n2—21)7r> _ B2

Ce qui donne au final,

2n — 1)« (=1)"*!

2
\/4a ((2n2—£1)7r> .y

S—/\n1 3_)\712 _)‘n1) (S_)‘T@)

Par ailleurs, on peut trés bien remarquer qu'une transformée de Laplace inverse de
(B.17) conduit aisément a la trajectoire (2.23) de la tension Vj () ainsi qu’a la forme
d’état (2.24). En effet, pour cela il suffit de remarquer qu’a partir de (B.17) il est tout a
fait possible d’écrire une forme d’état dont les matrices de présentation sont exactement
A, By, et C,, de (2.23). Cest ce qui justifie ainsi nos propos.

n=1

oo os os o0 (27;—1)7r 1yt
G(S):Z(R ()‘m)_'_R (/\n2)> :Z(S 2LC ( 1) ) (B.l7)
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C.1 Preuves et Démonstrations

Ce chapitre présente des preuves et des démonstrations détaillées des nouveaux outils
développés et ceux utilisés dans le cadre de la nouvelle méthode de réduction.

C.1.1 Preuve de la Définition 3.1

Afin de justifier les propos de la Définition 3.1, écrivons d’abord la premiere relation
de (3.31) comme suit,

w AV = N\

avec v’ et w' choisis tel que wiv! = 1. De 14, la dérivée de la valeur propre \; par rapport
a un parametre a;j, de la matrice A s’écrit

o ow . O0A . . O
= Av' +w v 4 w'A
ajr  Oajg ?:’ Oaj ?{U" Oajy,
C0A . o 0A .
=w' v+ N (wzv’) =" V.
8ajk 8ajk —— 8ajk

Et comme les éléments de la matrice sont tous nuls a part 1’élément a la position

86ij
(j, k), qui vaut 1, on a
O\ i
Dt = WiV = Pki,
O\ i, :
Dk = wjv, = prij, J 7 k.
j

n n
Finalement, comme w'v" = E w,v, = 1, on a bien E Pri = 1.
k=1 7 k=1
Pki
Pour tout complément de preuve concernant cette démonstration, nous renvoyons a

[31].
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C.1.2 Démonstration du Lemme 3.1

En écrivant (3.40) comme ceci
(1A (w) I3 + 2R (A (jw) , F (jw))) + [|F (jw)l5) = |F (jw)l5 =0,

on a
1A (jw) + F (jw)ll; = [|F (jw)ll5.

ce qui implique nécessairement que A (jw) = —2F (jw) ou A (jw) = 0.

C.1.3 Démonstration du Lemme 3.2

Pourn = 0et n = 1, il est facile de vérifier que 'inégalité est satisfaite. Ainsi, supposons

(1—m>2>77 pour 7€ ]01].

Ce qui implique que 2 (1 — /T =7) > 2n,i.e., /T —n < (1 — n). Néanmoins, ceci n’est pas
possible car (1 —n) < 1, et la racine carrée d’'un nombre qui est inférieur a 1 est toujours
supérieur a ce nombre lui-méme. Par conséquent, on a forcément (1 — 1 - 17)2 <.

que

C.1.4 Démonstration du Théoréme 3.1

Tout d’abord, notons que les propriétés ¢) sont une conséquence directe du Lemme
3.1. En effet, dans le cas de la troncature modale, la matrice fonction de transfert H (s)
du modele complet peut s’écrire comme suit

H(jw) = H" (jw) + A (jw),
ou H" (jw) contient les modes a retenir et A (jw) ceux a supprimer. Ainsi, comme on a
IH (jw)lls = [IH" (jw)ll5 + 1A (jw) |5 + 2R ((A (jw) , H (jw))), (C.1)
il Sensuit que si [[H7 (juw)|2 = [[H (ju) 2, alors
1A (jw) I3 + 2R ((A (jw) , H (jw))) = 0.

Par I'intermédiaire du Lemme 3.1, on a donc A (jw) = 0 car A (jw) # H” (jw) et au final
H" (jw) = H (jw). Pour montrer la deuxiéme propriété ii), supposons d’abord que

. 2 ro - 2 . 2
[IH (jw)ll; = [H" (Gw)ll5] < 7 lIH (Gw)ll;  avec e [01].
En se basant sur (C.1), on peut donc écrire l'inégalité suivante
. 2 . r /- . 2
1A Gl + 2R (A (ju) B (jw)))| < nl[H(Gw)ll;,
qui peut aussi s’écrire sous la forme ci-dessous

|2 ((A (jw) , H (jw))) — |A (jw)[l3] < nl[H (Gw)l;, (C.2)
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car H" (jw) = H (jw)—A (jw). Par la suite, l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz !
conduit a ’écriture suivante

—2[[A (Gw)l[, [H Gw)l, < 2R ({A (jw) , H (jw))) < 2[[A Gw)l[, [H Gw)]ly.  (C.3)

Ainsi, lorsque (C.3) est utilisée dans (C.2), on peut distinguer trois cas :

o 2R ((A (jw) , H (jw))) = 0 ce qui implique que [|A (jw)|l; < 7[[H (jw)|5-

* —2[A Gu)l, [IH Gw)ll, < 2R (A (jw), H(jw))) < 0 qui signifie aussi que || A (w)ll; <
[ ()| car lorsaue 2R (A (ju) L (ju)) < 0, on a [2R (A (ju)  H ()] +
1A (jw)ll; < 7 |[H (jw)|5-

e 0 <2R((A(jw),H (jw))) < 2||A (jw)||, [[H (jw)||,. Pour ce dernier cas, la situation
limite c’est quant 2R ((A (jw) ,H (jw))) = 2||A (jw)||, [|H (jw)||,, ce qui conduit a
12| A (w)ll, [[H (Gw)l, — |A (]w)|]§| < 7 |/H (jw)||3 ou d'une maniére équivalente &

= [H (jw)ll3 < 2[|1A (jw)ll, [IH (Gw)ll, = 1A Gw)l; < nlH (Gw)ll; -

En posant z = || A (jw)]|,, 'inégalité précédente se rééerit —n ||H (jw)|s < f (z) <
n|[H (jw)|> avec f(x) = —* + 2(|H (jw)|,)z. Ceci conduit & deux solutions
valables : 0 < z < [H(jw)ll, (1—vI=7) et |[H(jw)l|,(1+vIT=7) < z <
|H (jw)l, (1 + +T+7), mais le deuxieme est rejetée car lorsque n = 0, on aura
r = 2|H(jw)|, alors que A(jw) = 0 comme on la montré précédemment. De
14, on peut ainsi déduire que 0 < ||A (jw)|; < (1- \/W)z IH (jw)]||3. Cette
dernicre satisfait aussi 0 < ||A (jw)||5 < 7 ||H (jw)]||; car le Lemme 3.2 montre que
(1-— M)Q est toujours inférieur ou égal & 7. Au final, on a dans toutes les si-
tations, |A (ju)| < 0 [H ()2, i, |H (o) — 1" (ju) |2 < 7| )], ce qui
conclut la preuve.

C.1.5 Démonstration du Lemme 3.3

De la Section 3.4.1.1, il s’ensuit que

|W@M=%HOW(ZWQQ(ZﬂMAJW>

K

1 +oo tr (M M
- / : r(My ,’“) —dw+
2m 2= ) G =) (—jw = Ap)
K
1 +o0 M M?
Dol —
= ST (jw — )\ ]w—)\j)
Ainsi, en intégrant de —oo a +o00o, on obtient
K K K
| tr (M M) tr (Mi M)
F 2= — Tkl —x 97 4
k=1 i=1 j=1,j#k J

L Aol <1 gl
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avec tr (MM}) = ||Mk||§, € R" et tr (MZMJ*) = B;; € C. Par conséquent, 'inégalité
triangulaire 2, conduit I’équation (C.4) a satisfaire

HF(jw)\@_Zm’“”F S S

i=1 j= lj;éz

et comme ’)\i + /\;‘ > |R(N\) +R(N;)], on obtient au final I'inégalité (3.44).

C.1.6 Démonstration du Théoréme 3.2

Au début, rappelons que le gramien de controllabilité de la réalisation équilibrée (3.46)
est d’une forme diagonale donnée par

(o] 0

W, = . (C.5)

Par conséquent, les propriétés i), ii) et 4ii) sont directement obtenus en comparant
(C.5) avec (3.29). En effet, a partir de cette comparaison, on peut facilement déduire
P

que Z |z} (¢ )HZ =0y et Z (z, (t) j; (t)) =0 pour i # j. Ceci conduit ainsi 1'énergie
(3. 38) a s’écrire

k=1 \d=1

A

Pour montrer (iv), considérons 1’équation (3.25) qui peut s’écrire pour (3.46) comme suit
H(s)=C X' (), X ()] = Y Ch [Kils),+ XL (5)]
k=1

ou 7; (5) est la transformée de Laplace de 7% (t). En utilisant la propriété Ty, U T}, =

{1,---,n}, on obtient 'expression suivante
=Y T ) X )]+ YK (), X ()],
mely, , eef[,

pour laquelle I’énergie s’écrit

IH (jw)||2 = [Hr, GGw)|1% + ||Hz, Gw)||> + 2R ((Hr, (jw) , H, (jw))) ,

avec

(HIr, (jw) , Hy, (jw)) (Z 3 Cn (/ [Yin(s),... ’an(s)} [E (), ’XZ(S)TdU;)Cg).

mely, ¢l

2. |21 + 22| < |z1| + 22|
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Finalement, puisque

1 [T —
2_ X(]'LU)X (]w)dw:dlag(ob 7Jn)>
™ — 0o
on déduit facilement que

/_+OO [7;(5),--- ,71,';(3)] [7;(5),... XY (5)] dw = 0form # ¢,

(e 9]

et donc <H1“b (jw), Hp, (jw)> =0car [,NT, = 0.

C.1.7 Preuve de I’expression des résidus en fonction des participations

Au début, écrivons la matrice C,, de (3.23) comme
Crn = [C1]Co| -+ |Gy,
ou (..., sont les p colonnes C'. Ensuite, comme

X (s) = [X1(s),--, X7 (s)] and X (s) = [X{ (s),-+, X0 (s)] ,j=1,---p,

n

on obtient,

H(s) = CuX ()= 3. Cu [XE (), XD (5)].

Ainsi, en remplagant caque X ,g (s),j=1,---,p par son expression, i.e., la transformée de
Laplace de z7, (t) défini par (3.32), et en comparant la matrice fonction de transfert H (s),
qui en résulte, avec H (s) donnée par (3.33), on trouve au final le résultat annoncé, i.e.,

Ri = Z Ck (pkzbkl + Z pki€b£1> S (pkzbkp + Z pki@bép)] .
k=1

0=1,0£k 0=1,0+k
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D.1 Modéles utilisés dans les benchmarks

D’une maniere générale, les modeles dynamiques des systemes de transmission électriques
tels que ceux représentés par les Figs. 3.24 et 3.26, résultent d’une interconnexion des
modeles des différents composants électriques. Ainsi, pour obtenir le modele complet,
chaque composant est modélisé a part, puis connecté aux autres modeles en accord
avec la fagon dont les composants sont physiquement interconnectés. D’un point de vue
modélisation, ceci repose principalement sur des transformations entre les reperes, car les
composants sont généralement triphasés, et les équations qui décrivent leur fonctionne-
ment sont souvent écrites dans des reperes locaux. Pour un systeme triphasé et équilibré,
par exemple, les équations sont assez souvent écrites dans un repeére bidimensionnel (d, q)
au lieu du repere tridimensionnel (a,b,c). Et pour pouvoir effectuer les interconnexions,
un autre repere commun (D, Q) est définit a son tour. Une description assez détaillée de
ces transformations, ainsi que des modeles utilisés ici, est présentée tout au long de cette
section.

D.1.1 Transformations entre les repéres

Les transformations utilisées dans notre cas sont celles dite de Park et de Kron’s (voir,
e.g., [09]). La premiere qui se présente comme suit,

Ja cos (wot + ) sin(wot +9) 5| [/
fr| =1/5 |cos (wot +v— %) sin (wot +v — ) % fol, (D.1)
Je cos (wot + 7+ %) sin (wot +v + ) % fo

permet le passage d'un repere tridimensionnel (a, b, ¢) & un repére commun bidimensionnel
(D, Q). Tandis que la seconde, qui est donnée par

fa| _ |cos (0) —sin(d)| |fp (D2)
1) = Lsin) cos (@) ) Lfal” ‘
permet le passage d’'un repére commun (D, ()) a un repere local (d, q), et vice versa. Par

ailleurs, tous les angles impliqués dans ces deux transformations sont représentés sur la
Fig. D.1.
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FIGURE D.1 — Angles 7, ¢ et wot

D.1.2 Modele du générateur

Dans le cas général, un générateur électrique est modélisé dans le repere (d,q) par
un modele non linéaire de six équations différentielles incluant 1’équation du swing, les
dynamiques des tensions, et celles des flux magnétiques. Pour des raisons de simplicité, le
modele utilisé dans notre cas est une version simplifiée qui contient uniquement 1’équation
du swing accompagnée d’une seule dynamique de tension (sur I'axe ¢). Il est donné par
le modele non linéaire ci-dessous (voir, e.g., [35] ou [42]) écris sous la forme DAE,

( ! d ' / /
Tdo% = —eq + <:cd — xd> id + Eyq
dw . . PP
2HE = P,, — (vdid + vgiq) — r (id® + iq®)

\ dé (D.3)
— =w—w
dt 0
vd = —x41q — rid
vg=eq + x;lz'd —riq

\
ou Tclzm T4, x/d, H, r, wy, sont des parametres constants, et d, w,(vd, vq, eq'), (id,iq), Etq,
P,,, sont respectivement, I'angle, la vitesse de rotation, les tensions et les courants dans
le repere (d, q), la tension d’excitation, et finalement la puissance mécanique.

D.1.2.1 Régulateurs associés aux générateurs

Afin d’assurer un comportement correcte du systeme électrique, chaque générateur
est doté d’'un certain nombre de régulateurs en fonction du besoin (voir, e.g., [72] pour
des exemples). Dans notre cas, les régulateurs utilisés consiste en un régulateur de tension
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(AVR), qui agit sur la variable E 4y du modele (D.3), et un régulateur de vitesse (Governor)
qui agit sur P,,. Les deux, sont des régulateurs du type proportionnel intégral (PI), dont
les fonctions de transfert sont, respectivement,

AVR : P ( ) .
fa\s
= Ka Ta — >
Vier (5) — B (5) ( +J
Governor : P .
m (5> _ Kg 4+

Wyer (8) —w (5) T,s’

ou l'indice ref signifie la consigne ou le signal de référence.

D.1.3 Ligne de transmission

Comme il a été largement discuté au Chapitre 2, le modele utilisé ici pour modéliser
les lignes de transmission est celui présenté en Section 2.2.1.2. Il est écrit pour une seule
phase, mais dans le cas d'un systeme triphasé avec inductances mutuelles négligées, il est
écrit de la méme fagon pour chaque phase. Ainsi, en employant la transformation (D.1),
on peut I’écrire directement dans le repere commun (D, Q) comme suit,

( Oip(x. t , t) R
Oipl,t) __wr Ouplwt) R oy~ wowsiofe, 1)

ot X, Oz X;
dig(x,t)  w, dvg(z,t) R |
ot X, Oz X, wyig(x,t) + wow,ip(z,t) o
Oup(z,t) _ w, dip(x,t) (o.4) !
ot X, Oz Wolr b\,
dug(z,t)  w, dig(x,t)
T T X, o wow,vp(x,t)

ol les conditions aux bords sont données par

iD(O,t), UD(O,t), ’L'D(é,t>, UD(E,t)
iQ(O,t), ’UQ(O,t)7 Z'Q(f,t), UQ(&If) ’

Il est a noter aussi que, dans (D.4), les parametres R, L, C' que l'on voit, e.g., dans (B.1)
ont tous subis un per-unitage, i.e., qu’ils sont désormais des parametres relatifs et sans
unités. Tout ceci, nous mene, via I’application d’une discrétisation spatiale par la méthode
des lignes (voir, e.g., [14]), a écrire le modele (D.4) sous la forme d’état ci-dessous

(D.5)

Y

z(t) = Az (t) + Bu (t)
y (1) = Cx (1)
qui est d’ordre 2000. Dans ce dernier, le vecteur d’entrées w (¢) est constitué de ip (0, 1),

i (0,%), ip (4,1), ig (¢,t), et celui des sorties y (t) de vp (0,t),vg (0,t) ,vp (4, 1) ,vg (¢,1).
Ceci sert, par la suite, a I'interconnecter avec d’autres modeles.
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D.1.4 Régleur en charge

Dans un transformateur électrique a rapport de transformation variable, le régleur
en charge, appelé aussi changeur de prise, est un dispositif permettant de modifier le
rapport de transformation du transformateur en passant d’une prise a une autre. Pour
cela, les enroulements du transformateur (généralement ceux du primaire) sont subdivisés
en plusieurs sections appelées prises ot chacune d’elles comporte un certain nombre de
spires comme le montre la Figure D.2. De ce fait, la sélection de chaque section par le
régleur en charge a pour effet la modification du rapport de transformation.

Us

Curseur

Enroulement primaire Enroulement secondaire
F1GURE D.2 — Schéma d’une phase d’un transformateur a multi-prises.

Généralement, le mécanisme de sélection (passage d’une prise a une autre) est modélisé
par un modele a événements discrets qui peut étre approximé par un modele continu dans
le temps afin de faciliter les études. Parmi les modeles continus qui existent, le plus simple
est donné par I’équation du premier ordre ci-dessous (voir, e.g., [51]),

dp (1)
dt
ou 7 est une constante de temps, € un parametre assez petit, et Vi..r, Vi,es sont, respec-

T

= —ep(t) + (Vier — Vines) , (D.6)

tivement, la tension de référence et la tension mesurée aux bornes de la charge. Notons
également que le transformateur est considéré dans notre cas comme idéal, i.e., la valeur
de p(t) correspond au rapport de transformation du transformateur. De plus, comme
(D.6) est écrite pour chaque phase, I'application de la transformation (D.1) permet de
passer directement au référentiel commun (D, @), et les relations entre les courants et les
tensions s’écrivent,

VUDout = P (t) VUDins VQout = P (t) VQin

. 1. . . .

1Dout = —~ Din, 1Qout = — 5 lQin
p(0) @ ()

D.1.5 Charge

Parmi tous les types de charges qui existent, celle utilisée ici est une charge active
qui est constituée d’une résistance Rj,.q pour chaque phase. De ce fait, les équations qui
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relient les tensions vp,,,, vg,,., €t les courants ip, ., ig,,,, dans le repere commun (D, Q)
s’écrivent,

{ UD1oaa = (Rload> X iDloa,d (D 7)

UQload = (Rload) X inoad
D.1.6 Liaison HVDC

Le schéma décrivant la structure d’une liaison VSC-HVDC est donné en Fig. D.3. 1l
s’agit d’un schéma similaire & celui présenté dans [1].

Q4 Qz

> —p
P V&C1 icCys Cable DC VSC2 P

> — b
Transfo2 .

iac Transfo1 : I Ila%
(OTHAG e, o |43 D
Al Vacz |J|\
BUS, ° BUSz ,
~—

1
: .
4 ' Uac,
Uacq filtre Cable DC filtre : 2
: .
1 1
1 1

T? N/ | MLi+régulateurs de courants | N / T\?

8- - - <~ ---J;
Tldconﬂ quconﬂ T'qconQTldconQ
Qi ---> « - -- Uacy
régulateurs de haut niveau

P ---> €---Vyez

A A A A

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

Qret Pref1=Pref Vdcrerz  Uacref2

F1GURE D.3 — Structure d’une liaison VSC-HVDC.

D’un point de vue modélisation, le modele détaillé de la structure présentée en Fig.
D.3 est assez complexe a obtenir. En effet, les parties qui font intervenir des composants
électroniques, comme les commutateurs (transistors IGBT) des deux stations de conver-
sions et la commande par modulation de largeur d’impulsion (MLI), sont tres difficile a
modéliser. Dans la littérature, il existe des modeles détaillés, incluant 1’électronique de
puissance, comme celui implémenté dans la SimPower Toolbox de Matlab mais ils sont
rarement utilisés en raison de leur complexité. C’est pourquoi des modeles dits moyens
(voir, e.g., [1] ou [71]) ont été développés afin de faciliter la simulation et I’étude du com-
portement de la liaison VSC-HVDC et son interaction avec le systeme AC. Par rapport
au modele détaillé, les simplifications résident, essentiellement, dans I’approximation du
fonctionnement des convertisseurs et de la commande MLI par des filtres linéaires ayant
un temps de réponse tres faible. Ceci est justifié par le fait que les signaux de commande
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(Idcont; 5 et Igcont, 2), envoyés a la MLI, sont moins rapides que le temps de réponse de
I’ensemble MLI-Convertisseurs. De ce fait, le modele qui en résulte est dit modeéle injecteur
qui peut étre soit un injecteur de courants ou un injecteur de tensions. Ici, on considere
un modele injecteur de courants et cela signifie que la liaison VSC-HVDC interagit avec
systeme AC en injectant des courants dans la partie AC en fonction des courants Idcont; o
et Igcont, 5. Ces derniers sont des courants de consigne qui proviennent des régulateurs de
haut niveau qui régulent les tensions, V4., Uacy 2, ou encore les puissances réactives, Q)1 o
de chaque coté, ainsi que la puissance active P qui transite via la liaison VSC-HVDC. Cela
dépend du choix effectué comme on peut voir par la suite. Notons également que pour
des raisons de simplicité, le cable DC (& courant continu) que 1'on peut observer en Fig.
D.3 est représenté dans notre cas par une simple résistance Ry ,. Selon le besoin, il peut
étre représenté, par exemple, par le modele en 7 de la Fig. 2.3 ou encore le modele a EDP
présenté en Section 2.2.1.2. Ainsi, le modele mathématique qui décrit le fonctionnement
de la partie DC (dans le repere local) peut s’écrire comme suit

(P, = vd; x Idcont; + vq; x Iqcont;
Q; = vd; x Igcont; — vq; x Idcont;

idci X Vge; = Pmesi

D.8)
dvge : (

C thl L = ’LdCz + iCClg

iccry = (deQ - qu)

\ Rd012

oui € {1,2}, et P;, Q; sont, respectivement, les puissances actives et réactives de chaque
coté de la liaison VSC-HVDC. De meéme, vd; et vg; sont les composantes d — ¢, dans
le repere local de la liaison VSC-HVDC, des tensions alternatives Uac;» aux points de
raccordement avec le systeme AC.

A ce stade, il est important de noter que le modele (D.8) a deux degrés de liberté.
D’une maniere équivalente, deux variables inconnues, parmi toutes celles du systeme,
peuvent étre fixées librement et indépendamment. Dans le contexte du Chapitre 4, ce
sont des entrées. En effet, via chaque station de conversion, on peut controler la puissance
active et/ou récrive injectée, la tension au point de liaison avec le systeme AC, ou encore
la tension du cable DC. De ce fait, plusieurs stratégies de controle sont possibles en
fonction de 'usage qu’on souhaite faire de la liaison VSC-HVDC (voir [3] pour un exemple
d’application). Ici, la premiere station (a gauche en Fig. D.3 ou C1 en Fig. 3.26) est
utilisée pour la régulation des puissances P;, Q); et la deuxieme (C2 en Fig. 3.26) assure
la régulation de la tension Vg4. du cable DC ainsi que la tension Uacy coté AC. A cet
effet, tous les régulateurs utilisés sont des PI (Proportionnel Intégral) qui ont la structure
suivante

Ltdeont geonty, L L
Xref_Xmes : s

ol Xyef, Ximes peuvent étre des puissances ou des tensions. Ainsi, ce sont les courants
idrefi2 et iqrefi 2, a la sotie des blocs du premier ordre modélisant la dynamique de

178



Annexe D

I’ensemble MLI-Convertisseurs, qui sont injectés afin d’assurer I'interaction entre la liaison
VSC-HVDC et le systeme AC. Toutefois, comme les courants idrefi o et igref o sont
dans le repere local de la liaison VSC-HVDC, l'application de la transformée (D.2) est
nécessaire afin de les transformer en grandeurs réseau, i.e., 1Dy o et 1Q)q 2. Ces dernieres
sont les composantes directes dans le repere réseau D() des courants iac; o coté AC. 11
est & noter aussi que, pour les liaison VSC-HVDC, les angles d; 5 (voir Fig. D.3), entre
le repere local et le repere commun, ne sont généralement pas mesurés directement mais
estimés par ce qu’on appelle une Phase-Locked Loop (PLL). Bien qu’il existe des modeles
tres sophistiqués de PLL, celui utilisé ici est assez simple appelé dgPLL (voir, e.g., [81])
dont la structure est donnée en Fig. D.4. Son principe de fonctionnement consiste a
modifier 'angle 0 de la transformation abc/dg, via un régulateur PI, afin de faire annuler
la composante v, de la tension. Ainsi, I’angle 0.5 correspondant a cette situation représente
I’estimation de I'angle antre les reperes abc et dq de la tension du réseau, car en annulant
vy, Vg Sera aligné avec la tension de la phase a de la tension triphasée Vabe. En outre, on
précise que dans toutes les applications traitées dans cette these, le systeme triphasé est
considéré équilibré.

Vy My

Vanc abc l
- o
dq + fSt
O O T

Y

FI1GURE D.4 — Structure de la dqPLL.

qref=0

Au final, en considérant tous ces éléments, le schéma de commande et d’implémentation
de la liaison VSC-HVDC, présentée en Fig. D.3, est donné en Fig. D.5 ci-apres. Il convient
de préciser que dans ce schéma de commande on a fait 'hypothese que les axes d et ¢
sont découplés. Autrement dit, les interactions directes entre les courants actifs (portés
par l'axe d) et réactifs (portés par I'axe ¢q) sont supposés négligeables. A titre d’exemple,
un échelon de puissance sur F,.f aura un impact direct sur Idcont;, mais indirect sur
Igconty, car ce dernier est lié directement a la puissance réactive. En général, ceci n’est
pas le cas car il existe toujours des interactions, mais dans une application simple comme
la notre il est assez fréquent de négliger les interactions pour simplifier les études.

D.1.7 Valeurs numériques des parametres

Apres avoir présenté en détail les modeles utilisés, on donne désormais en Tableaux
D.1 et D.2, les valeurs des parametres qui ont servi a réaliser les différentes simulations.
Sauf indication, toutes les valeurs sont réalistes et données en per-unit (pu), i.e., relatives
et sans unités. On précise également que des générateurs identiques sont utilisés pour les
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Pref1l
Pmesl
Qrefl
@mesl
Vdcper2
Vdemes2

Uref2

Uref2 + 1 X Qmes2

N ; Idcontl K idrefl ID1
" Kt > 7 —
_ 4 s + Ty
dq/DQ
Nan Ky, facontl K iqref1 101
N 14Ty —
+l/_\ ; Idcont?2 K Ld]r‘gfz ID2
> > —= > > —>
_\‘{/ K, + s 14 Tss
dq/DQ
£ K, Iqeont2 K igref2 1Q2
> » K — » >
N b g 1+ Tys —
MLI+Convertisseurs+
Régulateurs de haut niveau régulateurs de
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benchmarks présentés en Figs. 3.24 et 3.26.

FI1GURE D.5 — Schéma de contrdle de la liaison HVDC.
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TABLE D.1 — Valeurs pour le benchmark 1

TABLE D.2 — Valeurs pour le benchmark 2

Component | Parameter | Value (pu) Component Parameter | Value (pu)
T 9.67 , Ce 0.00199
Cont B 1
4 2.38 OHVIHONS B piery 0.00244
x, 0.336 K 1
T, 1.21 T 1.1x10™4
Generator T 0.03 x % Inverters 15 1.2 x 1074
b
wo 1 Ts 1.3x107*
H 0.1 T, 1.4 x107*
Sp=2S8, | 7.33MVA Kp, 0
Vo=V, |10Kyv K, 31
AVR K, 70 Kp, 0
K 2
Ta 04 Controllers Iz 3
a K, 0.05 Koy 0
overnor Tg 4 KIg 33
Xr 0.33 x 2% Ky, 24
X 3.86 % 106 x ¥ K1y 73
. X X =
Line _° S, S Kppria 9,2 x 10*
R 0.03 x 2%
Vb PLL KIPLLI 5
wy =wy, | 2750 Kppy 1o 9,2 x 10*
l 300 Krg Kipy o 10
Load Rioad 110 x o4 Line ‘ 100 Km
T 2 Load Rioad 100 x %
LTC . 106 o Ve
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