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0.1 Introduction

Cette thèse est composée de six chapitres. On commence tout d’abord par un chapitre
intitulé Résultats préliminaires où on rappelle quelques résultats et définitions classiques
d’analyse fonctionnelle dont on fera usage dans ce travail afin de le rendre plus autonome
et de limiter les renvois systématiques à la littérature. Dans le second chapitre, on s’inté-
resse à un problème d’évolution non linéaire intervenant en dynamique des populations. Il
est essentiellement motivé par le papier [23] où il est établi que le problème (0.2.1) admet
une bonne solution (solution au sens de Bénilan) unique dans l’espace L1. L’objet de ce
chapitre est d’étendre les résultats obtenus dans [23] aux espaces Lp, 1 < p < +∞. Dans
le Chapitre 3, on aborde un problème d’évolution non linéaire obtenu comme perturba-
tion (non linéaire) du problème considéré dans le Chapitre 2. Il s’agit d’une perturbation
introduite dans le cadre linéaire dans [10, 11]. On montre que le problème est bien posé
dans une classe d’espaces Lp, 1 ≤ p < +∞, avec poids. L’analyse porte sur des conditions
aux limites aussi bien locales que non locales. Le Chapitre 4 porte sur les résultats d’exis-
tence pour un problème non linéaire issu du modèle de Lebowitz-Rubinow [39] pour des
longueurs du cycle infinies. Dans le cinquième chapitre, on étudie les résultats d’existence
des solutions dans les espaces Lp pour une version non linéaire du modèle de Rotenberg
[52] lorsque les vitesses de maturation peuvent être infinie. Le dernier chapitre est consacré
à l’a+

nalyse spectrale d’un opérateur de transport faisant intervenir des opérateurs de collision
élastiques et inélastiques. Il s’agit d’étendre les résultats obtenus dans [30, 54] pour les
conditions aux limites absorbantes à des conditions aux limites abstraites. On termine ce
chapitre par l’étude de la compacité du reste d’ordre un de la série de Dyson-Phillips pour
des conditions aux limites périodiques.

0.2 Description des résultats du Chapitre 2

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier l’existence et l’unicité des solutions du problème
d’évolution suivant :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) + σ

(
a, l, f(t, a, l)

)
,

f(0, a, l) = f0(a, l),
f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l),

(0.2.1)

où 0 < a < l et 0 < l1 < l < l2 et t ∈ [0, +∞). Ce problème est une version non
linéaire d’un modèle linéaire introduit en 1974 par Lebowitz et Rubinow [39] pour décrire
l’évolution d’une population cellulaire. Chaque cellule est distinguée par son âge a et sa
longueur du cycle l. La longueur du cycle est une propriété héréditaire, elle représente le
temps entre la naissance et la division des cellules. La constante l1 (resp. l2) désigne la
longueur minimale (resp. maximale) du cycle. La fonction f(t, a, l) désigne la densité de
population ayant l’âge a et la longueur du cycle l à l’instant t. La fonction σ(·, ·, ·) est le
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taux de mortalité des cellules dû à des causes autres que la mitose.
À la mitose, les cellules filles et les cellules mères sont reliées par la loi de reproduction
suivante :

f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l), (0.2.2)

où K est un opérateur non linéaire défini sur des espaces des traces appropriés de l’espace
de phase ; K est appelé opérateur de transition. Le modèle linéaire de Lebowitz et Rubinow
[39] a été étudié par de nombreux auteurs pour divers types de conditions aux limites. On
renvoie, en particulier, aux travaux [39, 59, 60, 34]. L’existence et l’unicité de la solution
ainsi que le comportement asymptotique de celle-ci ont été étudié via la théorie des semi-
groupes. D’autre part, dans [23], J. Garcia-Falset a montré que le problème (0.2.1) est bien
posé dans l’espace L1 pour des condition aux limites locales. Il a établi, en particulier, que
ce problème admet une unique bonne solution (solution au sens de Bénilan). Ce chapitre
est motivé par le travail [23] et a pour objet de l’étendre aux espaces Lp avec 1 < p < +∞.

On montre que le problème (0.2.1) admet une bonne solution unique. Puisque que les
espaces Lp, 1 < p < +∞, admettent la propriété de Radon-Nikodym, la solution obtenue
est une solution faible. De plus, si la donnée initiale appartient au domaine de l’opérateur
TK (voir Chapitre 2), alors la solution est une solution forte. On montre aussi, modulo
quelques hypothèses supplémentaires, que cette solution forte est globale.

0.3 Description des résultats du chapitre 3

L’objet de ce chapitre est d’étudier l’existence et l’unicité des solutions du problème sui-
vant : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) − σ(a, l, f(t, a, l))

+
∫ l2

l1

∫ l′

0
k(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′,

f(0, a, l) = f0(a, l),
f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l),

(0.3.1)

où t > 0, 0 < a, a′ < l, 0 < l1 < l, l′ < l2 et f0 est la donnée initiale. Il s’agit d’une
perturbation du problème (0.2.1) par la quantité∫ l2

l1

∫ l′

0
k(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′.

La fonction k(·, ·, ·, ·, ·) désigne le taux de transition des cellules de la longueur du cycle l′

à la longueur du cycle l et de l’âge a′ à l’âge a. Comme dans le chapitre 2, K désigne un
opérateur non linéaire modélisant une loi de reproduction non linéaire. La nomenclature
des différents paramètres de l’équation est similaire à celle du Chapitre 2. On montre que,
sous des hypothèses raisonnables, le problème (0.3.1) est bien posé dans certains espaces

vi



Lp avec poids où 1 ≤ p < ∞. Notre analyse porte aussi bien sur des conditions aux
limites locales que non locales. On montre que le problème (0.3.1), pour chacune de ces
conditions aux limite, admet une bonne solution unique dans L1. Lorsque p ∈ (1, +∞) cette
solution est une solution faible parce que les espaces fonctionnels du problème admettent
la propriété de Radon-Nikodym. De plus, si la donnée initiale est dans le domaine de
l’opérateur TK (voir Chapitre 3), alors la solution obtenue est une solution forte.

0.4 Description des résultats du chapitre 4

Dans ce chapitre, on étudie l’existence de solutions pour le problème aux limites non
linéaire suivant :

∂ψ

∂a
(a, l) + σ(a, l, ψ(a, l)) + λψ(a, l) =

∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)f(a, l′, ψ(a, l′))χΩ(a, l′)dl′, (0.4.1)

où λ est un nombre réel et χΩ désigne une fonction caractéristique de l’ensemble

Ω :=
{
(a, l); 0 < a < l, 0 < l1 < l < +∞}

.

Pour la signification des différentes variables intervenant dans l’équation (0.4.1), on renvoie
à la description du Chapitre 2. Il s’agit d’une version non linéaire du modèle de Lebowitz
et Rubinow [39] étudiée dans les Chapitres 2 et 3. Comme précédemment, à la mitose,
les cellules mères et les cellules filles sont liées par une loi de reproduction non linéaire, à
savoir

ψ(0, l) = [Kψ(·, ·)](l). (0.4.2)

Ici K est évidemment un opérateur non linéaire défini comme dans les Chapitres 2 et 3.

Lorsque le maximum de la longueur du cycle est fini (l2 < +∞), ce problème a été étudié
dans [26] dans les cadres des espaces Lp où 1 < p < ∞. Il a été montré que le problème
(0.4.1)-(0.4.2) admet au moins une solution. Les arguments des preuves sont basés sur des
résultats de compacité valides dans les espaces Lp pour 1 < p < ∞ et les théorèmes du
point fixe de Schauder et de Krasnosel’skii. Le cas de l’espace L1 a été considéré dans [36].
En raison du manque de compacité dans L1, les techniques des preuves ont été basées
sur les propriétés spécifiques des sous-ensembles faiblement compacts de L1. L’objectif
principale de ce chapitre est d’étudier l’existence des solutions du problème (0.4.1)-(0.4.2)
dans l’espace L1 lorsque la longueur maximale du cycle est infinie (l2 = +∞). Les preuves
utilisent des théorèmes du point fixe récents établis pour la topologies faible et utilisent
une mesure de non faible compacité spécifique au problème. On montre que le problème
(0.4.1)-(0.4.2) admet au moins une solution dans L1([0, l] × [l1, +∞), dadl). On considère
tout d’abord le cas où σ(a, l, ψ(a, l)) = σ(a, l)ψ(a, l) (opérateur de multiplication, ici on
garde pour la fonction de multiplication le même nom σ). Lors de l’étude du problème
général (0.4.1)-(0.4.2), on a supposé que l’opérateur K est additif (sinon le problème ne
peut pas être formuler sous la forme d’un problème du point fixe).
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0.5 Description des résultats du chapitre 5

Le chapitre 5 porte sur l’étude du problème aux limites suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
v

∂ψ

∂μ
(μ, v) + σ(μ, v, ψ(μ, v)) + λψ(μ, v)

=
∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ(μ, v′)) dv′,

ψ|Γ0
= K(ψ|Γ1

),

(0.5.1)

où μ ∈ [0, 1], v, v′ ∈ [0, +∞), Γ0 = {0} × [0, +∞) et Γ1 = {1} × [0, +∞), ψ|Γ0
(resp. ψ|Γ1

)
désigne la restriction de ψ à Γ0 (resp. Γ1) et K un opérateur non linéaire d’un espace
fonctionnel approprié défini sur Γ1 vers un espace similaire défini sur Γ0. La variable μ
(resp. v) représente le degré de maturation (resp. la vitesse de maturation) des cellules.
La fonction ψ(μ, v) désigne la densité de population ayant le degré de maturation μ et la
vitesse de maturation v. Le noyau ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ·) est le taux de transition des cellules
de la vitesse de maturation v′ à la vitesse de maturation v, tandis que σ(μ, v, ·) désigne
le taux de mortalité des cellules dû à des causes autres que la mitose et λ un nombre
complexe.

Il s’agit d’une version non linéaire du modèle de Rotenberg introduit dans [52] décrivant la
dynamique d’une population cellulaire. Le modèle linéaire de Rotenberg [52] a été consi-
déré par de nombreux auteurs pour divers types de conditions aux limites. On renvoie, en
particulier, aux travaux [9, 15, 34, 16]. Le modèle non linéaire ci-dessus a été tout d’abord
étudié dans [33] dans les espaces Lp, 1 < p < +∞ lorsque la vitesse de maturation est
finie. Moyennant des résultats de compacité (de type moyennes en vitesses dans le cadre
neutronique). Il a été montré que le problème admet au moins une solution. L’analyse est
basée sur les théorèmes du point fixe topologiques (théorèmes de Schauder et Krasnosel’s-
kii). Les résultats du papier précédent ont été complétés dans [38] où une analyse de ce
problème dans l’espace L1 a été présentée avec des arguments de preuves complètement
différents.

Lorsque la vitesse de maturation v peut être infinie, c’est-à-dire v ∈ [0, +∞), ce problème a
été étudié dans [12] dans l’espace L1. Il a été montré que le problème (0.5.1) admet au moins
une solution. Les arguments des preuves sont basés sur les propriétés des sous-ensembles
faiblement compacts des espaces L1, le fait que ces espaces admettent la propriété de
Dunford-Pettis et des théorèmes du point fixe récents pour la topologie faible dans les
espaces non réflexifs. Le but de ce chapitre est de compléter les résultats obtenus dans [12]
en les généralisants aux espaces Lp où p ∈ (1, +∞). Moyennant le concept d’opérateurs
réguliers (comme en neutronique), on montre un résultat de compacité pour ce problème.
Ensuite, en écrivant ce dernier sous la forme d’un problème du point fixe, on montre, via les
théorèmes classiques de Schauder et Krasnosel’skii, que le problème admet au moins une
solution. On présente aussi des résultats d’existence de solutions positives et des solutions
positives non triviales.

viii



0.6 Description des résultats du chapitre 6

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés spectrales de l’opérateur de transport suivant :

AHϕ(x, v) := −v.
∂ϕ

∂x
(x, v) − σ(v)ϕ(x, v) +

∫
V

kc(x, v, v′)ϕ(x, v′)dμ(v′)

+
l∑

j=1

∫
SN−1

kj
d(x, ρj , ω, ω′)ϕ(x, ρjω′)dω′

+
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′ (0.6.1)

où x ∈ Ω et v = ρω ∈ V =: I × S
N−1 avec ω ∈ S

N−1, ρ ∈ I := (ρmin, ρmax) et V ⊂ R
N ,

Ω est un sous-ensemble ouvert de R
N , μ(·) une mesure de Radon positive et bornée sur

R
N . V le support de μ(·). Il s’agit d’un opérateur de transport étudié par E. W. Larsen

et P. F. Zweifel dans [30] (voir aussi [54, 53]) pour des conditions aux limites absorbantes
(flux rentrant nul). Il met en jeu des opérateurs de collision plus complexes partiellement
élastiques et inélastiques. La fonction ϕ(x, v) représente la densité de probabilité des parti-
cules d’un gaz ayant la position x et la vitesse v. La fonction σ(·) est appelée, la fréquence
de collision. Les fonctions kc(·, ·, ·), ke(·, ·, ·, ·) et kj

d(·, ·, ·, ·), j = 1, · · ·, l, sont les noyaux des
opérateurs Kc, Ke et Kd =

∑l
j=1 Kj

d appelés opérateurs de collisions classique, élastiques
et inélastiques respectivement. L’objet de la première partie de ce travail est d’étendre les
résultats obtenus dans [30, 54, 53] aux conditions aux limites abstraites. Les conditions
aux bords seront modélisées par un opérateur frontière abstrait reliant les flux rentrant et
les flux sortant. Il agit comme suit :

ϕ|Γ− = H(ϕ|Γ+). (0.6.2)

L’ensemble Γ− (resp. Γ+) représente la partie rentrante (resp. sortante) de l’espace des
phases D × V ; ϕ|Γ− (resp. ϕ|Γ+) est la restriction de ϕ sur Γ− (resp. Γ+) et H désigne
un opérateur linéaire borné d’un espace de fonctions sur Γ+ convenable vers un espace
similaire Γ−.

L’opérateur AH s’écrit sous la forme AH = TH + K où TH désigne l’opérateur d’advection
et K l’opérateur de collision avec K = Kc + Ke + Kd. On note que la connaissance du
spectre de AH est d’une importance fondamentale pour décrire les propriétés de la solution
(lorsqu’elle existe) du problème de Cauchy gouverné par l’opérateur AH . Une analyse
détaillée des propriétés spectrales de l’opérateur A0 (c’est-à-dire H = 0) est donnée dans
les travaux [30, 54, 53] aussi bien pour le cas stationnaire que pour le problème d’évolution.

On montre que, si Kc est un opérateur régulier, alors Kc(λ − TH − Kd − Ke)−1 et (λ −
TH − Kd − Ke)−1Kc sont des opérateurs compacts dans les espaces Lp(Ω × V, dxdμ(v)),
1 < p < ∞ (voir, Proposition 6.3.1) et l’opérateur Kc(λ−TH −Ke−Kd)−1Kc est faiblement
compact dans L1(Ω × V, dxdμ(v)) (voir, Proposition 6.3.2). De plus, si λ ∈ ρ(TH + Kc +
Ke +Kd)∩ρ(TH +Ke +Kd) tel que (λ−TH −Kc −Ke −Kd)−1 − (λ−TH −Ke −Kd)−1 est
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compact, alors on a σess(TH + Ke + Kd) = σess(TH + Kc + Ke + Kd) lorsque p ∈ (1, +∞)
où σess(U) désigne le spectre essentiel de l’opérateur U (voir le corollaire 6.3.1). On note
que ce résultat est ouvert pour p = 1. Enfin, on montre que σ(TH + Kc + Kd + Ke) ∩ {λ ∈
C : Reλ > −λ̃ + ‖Ke + Kd‖} consiste au plus, à des valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie dans Lp(Ω × V, dxdμ(v)), 1 ≤ p < ∞ (voir, les Théorèmes 6.3.1 et 6.3.2).

La seconde partie de ce travail est consacrée à l’étude de la compacité du reste d’ordre un
de la série de Dyson-Philips du problème d’évolution⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂ϕ

∂t
(t) = (Tp + K)ϕ(t),

ϕ(0) = ϕ0,

ϕ |xi=−ai= ϕ |xi=ai

(0.6.3)

où Ω =
∏N

i=1(−ai, ai), ai > 0, i = 1, · · ·, N, est un pavé ouvert de R
N . On montre que le

reste d’ordre 1, R1(t), de la série de Dyson-Philips est compact dans les espaces Lp(Ω ×
V, dxdv), (1 < p < ∞). Comme conséquence immédiate de ce résultat, on a

σess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = σess

(
et(Tp+Ke+Kd)) (0.6.4)

ce qui entraîne l’égalité des types essentiels suivants

ωess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = ωess

(
et(Tp+Ke+Kd)). (0.6.5)

L’égalité (0.6.5) joue une rôle fondamental dans l’analyse du comportement asymptotique
de la solution du problème de Cauchy (0.6.3).

On termine cette introduction par quelque introductions bibliographique concernant ce
travail.

• Le chapitre 2 est paru dans Mediterranean Journal of Mathematics, 13(4), (2016),
1571–1587.

• Le chapitre 3 est paru dans Acta Mathematica Scientia, 36(5), (2016), 1225–1244.

• Le chapitre 4 est paru dans Nonlinear Analysis, T. M. A, 143, (2016), 1–18.

• Le chapitre 5 est paru dans Applicable Analysis, 95(6), (2016), 1256-1270.
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Chapitre 1
Résultats préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats et définitions classiques d’analyse
fonctionnelle dont on fera usage dans ce travail. Ceci permettra de rendre le travail plus
autonome et de limiter les renvois systématiques à la littérature.

1.1 Opérateurs accrétifs

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach muni du crochet

[x, y]s = inf
λ>0

|x + λy| − |y|
λ

, ∀x, y ∈ X.

Soit A : D(A) ⊆ X −→ 2X un opérateur multivoque de domaine D(A) := {x ∈ X : Ax �=
∅}. On peut identifier A à son graphe G(A) ⊆ X × X où

G(A) =
{
(x, y) ∈ X × X tel que y ∈ Ax

}
.

On dit que (x, y) ∈ A si et seulement si x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Dans tout ce travail, on note par R(A) l’image de l’opérateur A.

Définition 1.1.1. Soit J : X → 2X∗ l’application de dualité définie par

J(x) = {x∗ : x∗ ∈ X∗, x∗(x) = ‖x‖ et ‖x∗‖ = 1},

pour tout x ∈ X. En outre, on définit J1(x) par

J1(x) = {x∗ : x∗ ∈ X∗, < x, x∗ >= ‖x‖2 et ‖x∗‖ = ‖x‖} = ‖x‖ J(x),

pour tout x ∈ X.
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Résultats préliminaires

On note que [·, ·]s peut aussi s’exprimer en fonction de J(·) de la manière suivant :

[x, y]s = sup{x∗(y) : x∗ ∈ J(x)}.

• On dit que A est accrétif dans X s’il vérifie l’une des conditions équivalentes suivantes :

(i) pour tout λ > 0, la résolvante J A
λ := (I+λA)−1 est une contraction de D(J A

λ ) =
R(I + λA) vers D(A) ;

(ii) pour tout (x, y), (x̂, ŷ) ∈ A, on a [x − x̂, y − ŷ]s ≥ 0.

• On dit que A est m-accrétif sur X si A est accrétif et R(I + λA) = X, ∀λ > 0.

• Soit ω > 0. L’opérateur A est dit ω-accrétif (resp. ω-m-accrétif) si A + ωI est accrétif
(resp. m-accrétif) où I est l’opérateur identité dans X.

Proposition 1.1.1. Soit A : D(A) → 2X un opérateur sur X. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
– A est un opérateur ω-m-accrétif ;
– l’inégalité [u − v, x − y]s ≥ −ω‖x − y‖ est satisfaite pour tous x, y ∈ D(A), u ∈ Ax et

v ∈ Ay ;
– Pour chaque 0 < λ < 1

ω , la résolvante Jλ := (I + λA)−1 : R(I + λA) → D(A) est une
application 1

1 − ωλ
-Lipschitzienne.

Bonnes Solutions

On considère le problème de Cauchy suivant :{
u′(t) + A(u(t)) � f(t), t ∈ (0, T ),
u(0) = x0 ∈ D(A), (1.1.1)

où A est un opérateur accrétif sur X, T > 0 et f ∈ L1(0, T ; X). On utilise la théorie des
semi-groupes non-linéaires pour étudier (1.1.1), où on considère la discrétisation par le
schéma implicite par rapport à t,{

ui
ε−ui−1

ε

ti−ti−1
+ Aui

ε � f i
ε ,

ui
ε ∈ D(A), i = 1, 2, ..., n,

(1.1.2)

où ε > 0 et (t0, t1, ..., tn : f1
ε , ..., fn

ε ) est une discrétisation telle que⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 < t0 < t1 < ... < tn ≤ T, ti − ti−1 < ε, T − tn ≤ ε,

|t0| ≤ ε, f1
ε , ..., fn

ε ∈ X et
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

∥∥∥f(t) − f i
ε

∥∥∥ dt < ε.
(1.1.3)
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Définition 1.1.2. On appelle bonne solution de (1.1.3) toute application u ∈ C([0, T ); X)
telle que, pour tout ε > 0, il existe u0

ε ∈ D(A) et (t0, t1, ..., tn : f1
ε , ..., fn

ε ) vérifiant (1.1.3) et
pour lesquels (1.1.2) détermine (u1

ε , ..., un
ε ) telles que

∥∥u(t) − ui
ε

∥∥ < ε pour tout t ∈ [ti−1, ti],
i = 1, 2, ..., n.

On a le résultat suivant (voir [8] ou [6, Corollaire 4.1]) :

Proposition 1.1.2. Si A est ω-m-accrétif sur X et u0 ∈ D(A), alors le problème (1.1.1)
admet une bonne solution unique u ∈ C([0, T ); X) telle que u(0) = u0.

• Si A est un opérateur accrétif sur X, f, f̂ ∈ L1(0, T ; X) et u, û sont les bonnes solutions

respectives de
du

dt
+ A(u(t)) � f(t) et

dû

dt
+ A(û(t)) � f̂(t), alors (voir, [8])

d

dt
‖u(t) − û(t)‖ ≤ [u(t) − û(t), f(t) − f̂(t)]s dans D′(0, T ). (1.1.4)

Solutions intégrales

Définition 1.1.3. On appelle solution intégrale sur [0, T ] de l’équation u′(t) + A(u(t)) �
f(t), toute fonction u ∈ C(0, T ; X) vérifiant

‖u(t) − x‖ ≤ ew(t−s) ‖u(s) − x‖ +
∫ t

s
ew(t−τ)[f(τ) − y, u(τ) − x]sdτ, (1.1.5)

pour tous (x, y) ∈ A et 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

• Si u, v sont des solutions intégrales de u′(t) + A(u(t)) � f(t) et v′(t) + A(v(t)) � g(t),
respectivement, avec f, g ∈ L1(0, T, X), alors

‖u(t) − v(t)‖ ≤ ewt ‖u(0) − v(0)‖ +
∫ t

0
ew(t−s) ‖f(s) − g(s)‖ ds. (1.1.6)

Solutions fortes

Définition 1.1.4. Soient X un espace de Banach et T > 0 un réel donné. Une application
f : [0, T ] → X est dite absolument continue, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

N∑
i=1

(βi − αi) < δ implique
N∑

i=1
‖f(βi) − f(αi)‖X < ε

pour toute famille de segments ]α1, β1[, ..., ]αN , βN [ de [0, T ].

Définition 1.1.5. Une solution forte du problème (1.1.1) est une fonction u ∈
W 1,∞(0, T ; X), i.e., u est localement absolument continue et dérivable presque partout,
et u′(t) + A(u(t)) � f(t) pour presque tout t ∈ [0, T ].

3



Résultats préliminaires

On introduit la propriété de Radon-Nikodym portant sur les espaces de Banach.

Définition 1.1.6. On dit qu’un espace de Banach X admet la propriété de Radon-
Nikodym, si toute application f : [0, T ] → X absolument continue est différentiable
presque partout sur [0, T ].

On rappelle le résultat suivant portant sur l’existence de solutions fortes (voir, par exemple,
[6, Theorem 4.5] ou [8, p. 108]).

Théorème 1.1.1. Soient X un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym,
A : D(A) ⊆ X → 2X un opérateur quasi-m-accrétif et f ∈ BV (0, T ; X), i.e., f est une
fonction à variation bornée sur [0, T ]. Alors, si x0 ∈ D(A), le problème (1.1.1) admet une
solution forte unique.

Nos résultats reposent aussi sur le théorème suivant établit dans [6, p. 150].

Théorème 1.1.2. Soient X est un espace de Banach réflexif, A un opérateur quasi-m-
accrétif dans X et F : X → X une application localement Lipschitzienne. Alors, pour
tout y0 ∈ D(A), le problème {

u′(t) + Au(t) � F (u(t))
u(0) = y0

admet une solution forte locale.

En outre , si 〈−Fu, w〉 ≥ −α ‖u‖2 + β, ∀u ∈ X et ∀w ∈ J1(u).

Alors, la solution est globale.

Solutions faibles

Définition 1.1.7. On dit que u ∈ C(0, T ; X) est une solution faible du problème (1.1.1),
s’il existe des suites (un)n∈N ⊆ W 1,∞(0, T ; X) et (fn)n∈N ⊆ L1(0, T ; X) vérifiant les as-
sertions suivantes :

1. u′
n(t) + Aun(t) � fn(t) pour presque tout t ∈ [0, T ], n = 1, 2, ...;

2. limn→∞ ‖un − u‖∞ = 0;
3. u(0) = x0;
4. limn→∞ ‖fn − f‖1 = 0.

On rappelle aussi le résultat suivant portant sur l’existence des solutions faibles pour les
espaces de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym.

Théorème 1.1.3. Si X est un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym.
Alors, le problème (1.1.1) admet une solution faible unique qui est la bonne solution de ce
problème.
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1.2 Opérateurs de type Nemytskii

On rappelle tout d’abord la notion de fonction de Carathéodory qui est à la base de la
définition des opérateurs de type Nemytskii (ou superposition). Pour plus d’informations
sur les opérateurs de Nemytskii, on renvoie le lecteur, par exemple, aux références [3, 4].

Définition 1.2.1. Soit Ω un-sous ensemble de R
N . On dit qu’une fonction f : Ω×R → R

est de Carathéodory sur Ω × R si elle vérifie les conditions suivantes{
∀t ∈ R, la fonction u → f(u, t) est mesurable sur Ω;
p.p. en u ∈ Ω, la fonction t → f(u, t) est continue sur R.

Si f est une fonction de Carathéodory, on peut définir l’opérateur Nf sur l’ensemble des
fonctions mesurables ψ : Ω → R par

(Nf ψ)(z) := f(z, ψ(z))

pour tout z ∈ Ω. L’opérateur Nf est appelé l’opérateur Nemytskii (ou superposition) en-
gendré par f . On rappelle un résultat important de la théorie des opérateurs de Nemytskii
sur les espaces Lp, 1 ≤ p < ∞, (voir, par exemple, [3, 4]).

Lemme 1.2.1. Soient p ∈ [1, +∞) et f : Ω × R → R une fonction de Carathéodory.
Si l’opérateur Nf envoie Lp(Ω) dans Lp(Ω), alors Nf est continu et envoie les sous-
ensembles bornés dans les sous-ensembles bornés. De plus, il existe une constante η > 0
et une fonction h(·) positive de Lp(Ω) telles que

|f(x, y)| ≤ h(x) + η |y| presque partout en x, pour tout y ∈ R.

Pour la preuve (voir, par exemple, [3, 4]).

1.3 Mesure de non faible compacité

L’objectif de cette section est de faire quelques rappels sur la notion de mesure de non
faible compacité dans les espaces de Banach. Soit B(X) l’ensemble de toutes les parties
non vides bornées de X et W(X) le sous-ensemble de B(X) composé de toutes les parties
faiblement compactes de X.

Définition 1.3.1. Une application μ : B(X) → [0, +∞) est dite une mesure de non faible
compacité sur X si elle satisfait les conditions suivantes :

1) Si μ(M) = 0, alors M
w ∈ W(X) ;

2) M1 ⊂ M2 =⇒ μ(M1) ≤ μ(M2) ;
3) μ(co(M)) = μ(M) ;
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Résultats préliminaires

4) μ(M ∪ N) = max(μ(M), μ(N)).

La famille ker μ est appelée le noyau de la mesure de non faible compacité μ(·).
On note que μ(.) satisfait la propriété suivante :

5) μ(Mw) = μ(M),

où M
w désigne la fermeture de M dans X pour la topologie faible σ(X, X∗). En effet,

la propriété 5) résulte des inclusions M ⊆ M
w ⊆ co(M) et les propriétés 2) et 3) de la

définition ci-dessus.
La mesure de non faible compacité μ est dite homogène si, pour tout M ∈ B(X), on a

6) μ(λM) = |λ| μ(M), ∀λ ∈ R

et elle dite sous-additive si elle vérifie
7) μ(M + N) ≤ μ(M) + μ(N), ∀M, N ∈ B(X).

On note que si μ(·) est une mesure de non faible compacité sur un espace de Banach (au
sens de la définition 1.3.1). On déduit de l’axiome du maximum 4) la propriété suivante :

8) si (Mn)n∈N est une suite de fermés de B(X) décroissante (au sens de l’inclusion)
telle que limn→+∞ μ(Mn) = 0, alors l’intersection M∞ =

⋂∞
n=1 Mn est non vide et

faiblement compact de X.

1.4 Éléments de la théorie spectrale

Soit X un espace de Banach complexe et A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire
fermé à domaine dense dans X. On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) = {λ ∈ C; λ − A : D(A) → X est bijectif }.

Le spectre de A, σ(A), est le complémentaire de ρ(A) dans C. On note que si λ ∈ ρ(A),
alors l’inverse

R(λ, A) := (λ − A)−1

est défini sur tout l’espace X et est borné, R(λ, A) est dite la résolvante de A.

On appelle borne spectrale de l’opérateur A, le réel défini par

s(A) := sup{Reλ : λ ∈ σ(A)}.

Si A est un opérateur borné de X dans lui même, on appelle rayon spectral de A, le nombre

rσ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}.

En fait dans ce cas, le spectre de A est un compact de C.

Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X. On dit que A est un opérateur
de Fredholm si :
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1. α(A) = dim(N(A)) < ∞ ;
2. R(A) est fermé ;
3. β(A) = codim(R(A)) < ∞

où R(A) et N(A) sont, respectivement, l’image et le noyau de l’opérateur A. On rap-
pelle que la co-dimension d’un sous-ensemble M d’un espace de Banach est définie par
codim(M) := dim(X/M).

Soit A un opérateur de Fredholm sur X. On appelle indice de A, le nombre i(A) =
α(A) − β(A) .

On appelle le domaine de Fredholm de A la partie du plan complexe définie par

ΦA : = {λ ∈ C/ λ − A est un opérateur de Fredholm sur X}.

Définition 1.4.1. Soit A un opérateur fermé à domaine dense. On définit le spectre
essentiel (au sens de Schechter) de A par

σess(A) =
⋂

C∈K(X)
σ(A + C),

où K(X) désigne l’idéal des opérateurs compacts sur X.

Enfin, on signale le résultat suivant portant sur la stabilité du spectre essentiel (voir, par
exemple, [48, Theorem 4.7, p. 17]).

Théorème 1.4.1. Soit A et B deux opérateurs fermés à domaine dense dans X. S’il
existe λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B) tel que (λ − A)−1 − (λ − B)−1 est un opérateur compact, alors

σess(A) = σess(B).

1.5 Le type essentiel

Soient X un espace de Banach et (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu (ou C0-
semi-groupe) d’opérateurs de L(X) de générateur A (pour la définition et les propriétés
élémentaires , on pourra consulter [19, 49]). Selon le théorème 2.2 dans [49, p. 4], il existe
M ≥ 1 et w ≥ 0 tel que

‖T (t)‖ ≤ Mewt, pour t ∈ [0, +∞). (1.5.1)

On appelle le type du C0-semi-groupe (T (t))t≥0, le réel ω défini par

ω = inf
{
w ∈ R : ∃M ≥ 1, w > 0 tels que l’équation (1.5.1) est satisfaite }.

On note que l’on peut aussi définir le type de (T (t))t≥0 par
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ω = lim
t→∞

1
t

ln ‖T (t)‖ .

Lorsque ω est le type du C0-semi-groupe (T (t))t≥0, on a, pour tout t ≥ 0,

r(T (t)) = eωt ∀t ≥ 0.

D’après [58], il existe −∞ ≤ ωess ≤ ω tel que

ress(T (t)) = eωesst ∀t ≥ 0.

La constante ωess s’appelle le type essentiel du C0-semi-groupe (T (t))t≥0.

On note que, si ωess < ω, alors l’ensemble {η ∈ σ(T (t)) : |η| > eωesst} est un ensemble
vide ou formé au plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique fini.

1.6 Perturbations bornées

Soit X un espace de Banach, T un opérateur fermé dans X et K ∈ L(X). Si T engendre
un C0-semi-groupe (U(t))t≥0, alors par le théorème classique des perturbations bornées de
Phillips [49, Theorem 1.1, p. 76] (voir aussi [19, p. 158]), T +K engendre un C0-semi-groupe
(V (t))t≥0, donné par la série de Dyson-Phillips :

V (t) =
∞∑

j=0
Uj =

n−1∑
j=0

Uj(t) + Rn(t), (1.6.1)

où
U0(t) = U(t), et Uj+1(t) =

∫ t

0
U0(s)KcUj(t − s)ds (j ≥ 0).

La série (1.6.1) converge dans L(X) uniformément sur les intervalles bornés. De plus, le
terme Rn(t), appelé le reste d’ordre n de la série, est donné par

Rn(t) =
∫

s1+s2+...+sn≤t,si≥0
U(s1)K...KU(sn)KU

(
t −

n∑
i=1

si

)
ds1...dsn.

On présente maintenant le théorème fondamental suivant qui illustre l’incidence de la com-
pacité d’un reste de la série de Dyson-Phillips sur l’étude du comportement asymptotique.

Théorème 1.6.1. Soit X un espace de Banach. Avec les mêmes notations que ci-dessus,
si un certain reste Rn(t) est compact pour t ≥ t0, alors

ress(U(t)) = ress(V (t)), t ≥ 0.

En outre, l’ensemble
σ(V (t)) ∩ {η : |η| > etωess(t)}, t ≥ 0

est formé, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie[55].
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Ce travail a été initié par Jorgen [27] et ensuite I. Vidav [57]. Ce dernier a été le premier
à montrer (sous certaines conditions restrictives) via l’alternative de Fredholm (dite aussi
l’alternative de Gohberg-Shmulyan) que σ(V (t)) ∩ {η : |η| > etωess(T )} consiste, au plus, à
des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Plus tard, le travail de I. Vidav
a été simplifié et amélioré par J. Voigt [58], L. Weis [61] et M. Mokhtar-Kharroubi [46,
Chapter 2] :

Théorème 1.6.2. On suppose qu’il existe n ∈ N tel que Rn(t) soit compact sur
Lp(Ω), (1 < p < +∞). Alors,

ωess(V (t)) = ωess(U(t)), t ≥ 0. (1.6.2)

1.7 Continuité en norme et compacité des restes de la série
de Dyson-Phillips

On présente maintenant quelques outils pour l’étude des restes de la série de Dyson Phil-
lips.

Définition 1.7.1. Soient f, g :]0, +∞[→ L(X) deux applications fortement continues.
Leur convolution est donnée par

f ∗ g(t) : X � x →
∫ t

0
f(t − s)g(s)xds ∈ L(X), t ≥ 0.

De plus, pour tout n ∈ N, on note

[f ]n = f ∗ f ∗ ... ∗ f (n fois ).

On note que l’opérateur ∗ est associatif.

La relation entre Un(t) et Rn(t) est donnée dans la proposition suivante (voir [46, Lemme
2.1, p. 14]) :

Proposition 1.7.1. Pour tout n ∈ N
∗, on a

Un(t) = [UK]n ∗ U(t) et Rn(t) = [UK]n ∗ V (t).

On a aussi le résultat suivant (voir [46, Lemme 2.3]) :

Proposition 1.7.2. Soient f, g :]0, +∞[→ L(X) deux applications fortement continues
et soit 0 < M ≤ +∞ :

(i) Si f(t) ou g(t) est compacte pour tout t ∈]0, M [ alors f ∗ g(t) est compacte pour tout
t ∈]0, M [.

(ii) Si ]0, M [� t → f(t) ou ]0, M [� t → g(t) est continue en norme, alors ]0, M [� t →
f ∗ g(t) l’est aussi.
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Résultats préliminaires

Comme conséquence des propositions 1.7.1 et 1.7.2, on a :

Théorème 1.7.1. Soit n ∈ N
∗. Alors

(i) Si [UK]n(t) est compact pour tout t > 0, alors Un(t) l’est aussi.
(ii) Si 0 < t → [UK]n(t) est continue en norme, alors 0 < t → Un(t) l’est également.

Le résultat suivant lie la régularité de Rn(t) à celle du terme Un(t). Le lecteur pourra
consulter, par exemple, les théorèmes 2.6 et 2.7 dans [46].

Théorème 1.7.2. Soit 0 < M ≤ +∞. Pour tout n ∈ N∗ on a
(i) Le reste Rn(t) est compact pour tout t ∈]0, M [ si et seulement si Un(t) est compact

pour tout t ∈]0, M [.
(ii) L’application ]0, M [� t → Rn(t) ∈ L(X) est continue en norme si et seulement si

]0, M [� t → Un(t) ∈ L(X) est aussi continue en norme .

On termine cette section par rappeler le résultat d’interpolation suivant établi dans [20,
Theorem 3.10, p. 57].

Théorème 1.7.3. Soit
B ∈ ∩p≥1L(Lp(Λ)).

S’il existe 1 ≤ p0 < ∞ tel que B soit compact dans Lp0(Λ), alors B est compact dans tout
Lp(Λ), 1 < p < ∞.
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Chapitre 2
A nonlinear age structured model of
population dynamics with inherited
properties

2.1 Introduction

In this chapter we are concerned with existence and uniqueness of solutions to the initial-
boundary value problem⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) + σ

(
a, l, f(t, a, l)

)
,

f(0, a, l) = f0(a, l),
f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l),

(2.1.1)

where t > 0, 0 < a < l and 0 < l1 < l < l2.

The linear version of this model was introduced by Lebowitz and Rubinow [39] for modeling
microbial populations. Individual cells are distinguished by the age a and the cells cycle
length l. The function f(t, a, l) represents the density of population with age a and cell cycle
length l at time t. By cell cycle length we mean the time between cell birth and cell division.
It is an inherent characteristic of cells determined at birth, i.e. the duration of the cycle
from cell birth to cell division is determined at birth. The constant l1 (resp. l2) denotes the
minimum cycle length (resp. the maximum cycle lenght). The function σ(·, ·, ·) is the rate
of cell mortality or loss due to causes other than division. Various mathematical aspects
concerning the Cauchy problem : well-posedness (generation results), spectral analysis,
time asymptotic behavior of solution (when it exists) were discussed in many papers (we
refer, for example, to the works [59, 60, 34] and the references therein).
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A nonlinear age structured model of population dynamics with inherited properties

As it was observed by Rotenberg [52], it seems that the linear model is not adequate.
Indeed, the cells under consideration are in contact with a nutrient environment which
is not part of the mathematical formulation. Fluctuations in nutrient concentration and
other density-dependent effects such as contact inhibition of growth make the transition
rates functions of the population density, thus creating a nonlinear problem. On the other
hand, the biological boundary of l1 and l2 are fixed and tightly coupled through out mitosis.
The conditions present at the boundaries are felt throughout the system and cannot be
remote. This phenomena suggests that at mitosis the daughter cells and parent cell are
related by a nonlinear reproduction rule.

At mitosis, the daughter and mother cells are related by a nonlinear rule which describes
the boundary conditions. It writes in the shape

f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l), (2.1.2)

where K stands for a nonlinear operator on suitable trace spaces, called the transition
operator, and is intended to model the transition from mother cycle length to daughter
cycle length covering, in particular, the usual biological models [39, 59, 60, 34].

This work is inspired and motivated by the work [23] where the well-posedness of Problem
(2.1.1)-(2.1.2) was discussed in the space L1. This work is intended to complete the results
obtained in [23]. We prove that Problem (2.1.1)-(2.1.2) has a unique mild solution in Lp-
spaces with 1 < p < ∞. Since these spaces have the Radon-Nikodym property, if the initial
data f0 belongs to D(TK) or D(T ω

K), then this solution is a strong one.

The structure of this chapter is as follows. In the next section we introduce the functional
setting of the problem and the main assumptions. In Section 3 some preparatory lemmas
required in the proof of our results are collected. The main results of this paper are stated
in Section 4. In Theorem 2.4.1 we suppose that 0 ≤ l1 and the boundary operator K
is a strict contraction. Under these hypotheses, Problem (2.1.1)-(2.1.2) is well posed on
the spaces Xp. In contrast to the first theorem, in Theorem 2.4.2 we suppose that l1 > 0
and K is a Lipschitz operator without any condition on the size of its Lipschitz constant.
Under these conditions we prove that Problem (2.1.1)-(2.1.2) is well-posed in the weighted
spaces Xω

p . Evidently, Theorem 2.4.2 is not valid if l1 = 0.

Note that Problem (2.1.1)-(2.1.2) was considered for nonlocal boundary conditions on Lp-
spaces in [56]. A stationary version of this problem was also discussed in [36]. We point out
that the book [50] provides a detailed account for transport equations in Biology where
the mathematical analysis of various kinds of such equations was derived.

2.2 Notations and preliminaries

The main goal of this work is to discuss existence and uniqueness of solution to the
time-dependent problem (2.1.1)-(2.1.2). In order the state our result, we will first fix the

12



notations and introduce the functional setting of the problem. Let 1 < p < ∞ and set

Xp = Lp(Δ, dadl)

where Δ : = {(a, l); 0 < a < l, l1 < l < l2} with 0 < l1 < l < l2 < ∞. The space Xp is
endowed with its natural norm is a Banach space. We denote by X1

p and X2
p the boundary

spaces
X1

p = Lp(Γ1, dl), X2
p = Lp(Γ2, dl),

where
Γ1 : =

{
(0, l) : l ∈ (l1, l2)

}
and Γ2 : =

{
(l, l) : l ∈ (l1, l2)

}
.

Let Wp be the partial Sobolev space defined by

Wp =
{

f ∈ Xp :
∂f

∂a
∈ Xp

}
.

Wp equipped with the norm

‖f‖Wp
=
[

‖f‖p
p +

∥∥∥∥∂f

∂a

∥∥∥∥p

p

]1/p

is a Banach space. For the traces, we shall use the following notations :{
γ0(f) = f|Γ1(l) = f(0, l),
γ1(f) = f|Γ2(l) = f(l, l).

We recall that it is proved in [34, Lemma 2.1] that, if f|Γ1 ∈ X1
p (resp. f|Γ2 ∈ X2

p ), then
f|Γ2 ∈ X2

p (resp. f|Γ1 ∈ X1
p ).

One can define the space W̃p be the space

W̃p =
{
f ∈ Wp such that f|Γ1 ∈ X1

p

}
.

Therefore, we have also

W̃p =
{
f ∈ Wp such that f|Γ2 ∈ X2

p

}
.

So, any function f ∈ W̃p has traces f|Γ1 and f|Γ2 belonging to the boundary spaces X1
p

and X2
p , respectively.

As indicated in the introduction, the boundary conditions are modeled by an operator
K defined from X2

p into X1
p . It is a nonlinear reproduction rule relating mother cells to

daughter cells. We suppose that K satisfies the following condition :

– (H1) There exists κ > 0 such that, for all u, v ∈ X2
p , we have

‖K(u) − K(u)‖ ≤ κ ‖u − v‖ .

13



A nonlinear age structured model of population dynamics with inherited properties

Let TK be the operator defined by⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
TK : D(TK) ⊂ Xp −→ Xp,

f −→ (TKf)(a, l) =
∂f

∂a
(a, l),

D(TK) = {f ∈ W̃p : f|Γ1 = K(f|Γ2)}.

Let ω be an arbitrary real number satisfying

ω > max
(
0,

1
l1

ln(κ)
)
.

(κ is the constant appearing in the hypothesis (H1)) and define the weighted space Xω
p by

Xω
p = Lp(Δ, hωdadl).

where the weight function hω(·, ·) is given by

hω(a, l) = e−ω(l−a).

The space Xω
p is endowed with the

‖f‖p,ω =
(∫

Δ
|f |p hω(a, l)dadl

)1/p

=
(∫ l2

l1

(∫ l

0
|f |p hω(a, l)da

)
dl

)1/p

is a Banach space.

Let W ω
p be the space defined by

W ω
p = {f ∈ Xω

p :
∂f

∂a
∈ Xω

p }

equipped with the norm

‖f‖W ω
p

=
[

‖f‖p
p,ω +

∥∥∥∥∂f

∂a

∥∥∥∥p

p,ω

]1/p

is a Banach space.

Let us now prove a result similar to that of Lemma 2.2.1 in [34] for the space Xω
p .

Lemma 2.2.1. Let f ∈ W ω
p . If f|Γ1 ∈ X1

p , then f|Γ2 ∈ X2
p and vice versa.

Proof. Let f ∈ W ω
p such that f|Γ1 ∈ X1

p . We have

f(l, l) = f(0, l) +
∫ l

0

∂f

∂a
(a, l)da. (2.2.1)
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Now observe that

1 ≤ eω(l−a) e
− 1

q
ω(l−a)

e
− 1

p
ω(l−a) ≤ el2ωe

− 1
p

ω(l−a)

where q is the exponent conjugate of p. Then, applying Holder inequality we get

|f(l, l)| ≤ |f(0, l)| + el2ωl
1/q
2

( ∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣∣∂f

∂a
(a, l)

∣∣∣∣p da
)1/p

and consequently,

|f(l, l)|p ≤ 2p[ |f(0, l)|p + epl2ωl
p/q
2

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣∣∂f

∂a
(a, l)

∣∣∣∣p da
]
.

This yields∫ l2

l1
|f(l, l)|p dl ≤ 2p[ ∫ l2

l1
|f(0, l)|p dl + epl2ωl

p/q
2

∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣∣∂f

∂a
(a, l)

∣∣∣∣p dadl
]

≤ 2p[ ∥∥∥f|Γ1

∥∥∥
X1

p

+ epl2ωl
p/q
2

∥∥∥∥∂f

∂a

∥∥∥∥p

Xp,ω

]
< +∞.

Writing Eq. (2.2.1) in the form f(0, l) = f(l, l) −
∫ l

0

∂ϕ

∂a
(a, l)da and arguing as above we

derive the converse. �

Next, we define the space

W̃ ω
p =

{
f ∈ W ω

p such that f|Γ1 ∈ X1
p

}
. (2.2.2)

Clearly, by Lemma 2.2.1, we have

W̃ ω
p =

{
f ∈ W ω

p such that f|Γ2 ∈ X2
p

}
.

Accordingly, any function f ∈ W̃ ω
p has traces f|Γ1 and f|Γ1 belonging to the boundary

spaces X1
p and X2

p , respectively.

Let T ω
K be the operator defined by⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

T ω
K : D(T ω

K) ⊂ Xω
p −→ Xω

p ,

f −→ T ω
K(f)(a, l) =

∂f

∂a
(a, l),

D(T ω
K) = {f ∈ W̃ ω

p : f|Γ1 = K(f|Γ2)}.

We close this section by introducing the following hypotheses required below.

– (H2) The function σ : Δ × R −→ R is a Carathéodory function satisfies the following
condition : there exists ζ ∈ L∞(Δ) such that

|σ(a, l, z1) − σ(a, l, z2)| ≤ |ζ(a, l)| |z1 − z2| ,

where z1, z2 ∈ R.
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A nonlinear age structured model of population dynamics with inherited properties

– (H3) There exist a function σ̃ : Δ × R −→ R and two constants σ̃ ∈ R and σ̃ > 0 such
that

σ
(
a, l, z

)
= σ̃

(
a, l, z

)
z, for all (a, l, z) ∈ Δ × R,

and
σ̃ ≤ σ̃(a, l, f) ≤ σ̃, for all (a, l) ∈ Δ, f ≥ 0.

Since σ(·, ·, ·) is a Carathéodory function, one can define the Nemytskii operator Nσ :
Xω

p → Xω
p by

(Nσf)(a, l) = σ(a, l, f(a, l)).

2.3 Preparatory results

In this section we will discuss the m-accretivity of the operator TK on the space Xp and the
ω-m-accretivity of T ω

K on the space Xω
p where 1 < p < ∞. For simplicity, in the remainder

of this paper, we shall identify X1
p and X2

p with the space

Yp := Lp
(
[l1, l2], dl

)
.

Before going further, let us first recall that the function sgn0 is defined by

sgn0(r) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 if r > 0,

0 if r = 0,

−1 if r < 0,

and the definition of the symbol [·, ·]s is recalled in Section 1.1 (see also [6, pp. 102-103]).

Lemma 2.3.1. Assume that the transition operator K is a strict contraction with Lipschitz
constant κ and 0 ≤ l1. Then TK is a m-accretive on Xp.

Proof. We first prove that TK is accretive on Xp. Indeed, let ϕ1, ϕ2 ∈ D(TK) and put
ψ = ϕ1 − ϕ2, we have

[TK(ϕ1) − TK(ϕ2), ψ]s ≥ ‖ψ‖1−p
p

∫ l2

l1

∫ l

0
|ψ|p−1 ∂

∂a

(
ψ(a, l)

)
sgn0(ψ)dadl

= ‖ψ‖1−p
p

∫ l2

l1

( ∫ l

0
|ψ|p−1 ∂

∂a

(
|ψ(a, l)|

)
da

)
dl

= ‖ψ‖1−p
p

1
p

∫ l2

l1

(∫ l

0

∂

∂a

(
|ψ(a, l)|p

)
da

)
dl. (2.3.1)

Since ϕ1, ϕ2 ∈ D(TK), the right hand side of (2.3.1) is greater than or equal to

‖ψ‖1−p
p

p

∫ l2

l1

( ∣∣∣(ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2)(l)
∣∣∣p −

∣∣∣K(ϕ1|Γ2)(l) − K(ϕ2|Γ2)(l)
∣∣∣p )dl.
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Using the fact that K is strictly contractive we conclude that

[TK(ϕ1) − TK(ϕ2), ψ]s ≥ (1 − κp) ‖ψ‖1−p
p

p

∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥p

Yp

≥ 0.

This proves that TK is accretive on Xp.

To complete the proof, it suffices to establish that R(I + TK) = Xp where R(I + TK)
denotes the range of I + TK . To this end, for a given function g ∈ Xp, we seek for a
function ϕ ∈ D(TK) such that

ϕ + TKϕ = g.

Thus, we look for the solution to the equation

ϕ(a, l) +
∂ϕ

∂a
(a, l) = g(a, l). (2.3.2)

Since Eq. (2.3.2) is linear with respect to the variable a, we obtain the following solution

ϕ(a, l) = e−aχ(l) +
∫ a

0
g(s, l)es−ads. (2.3.3)

We claim that, if χ ∈ Yp, then ϕ ∈ W̃ p. Indeed, simple calculations using the estimate
(|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p) and the Hölder inequality imply

‖ϕ‖p
p ≤ 2p

∫ l2

l1

∫ l

0

[
|χ(l)|p +

( ∫ a

0
es−a |g(s, l)| ds

)p]
dadl

≤ 2p
∫ l2

l1

∫ l

0
|χ(l)|p dadl + 2p

∫ l2

l1

∫ l

0

[ ∫ a

0
es−a |g(s, l)| ds

]p
dadl

≤ 2pl2 ‖χ‖p
Yp

+ 2p
∫ l2

l1

∫ l

0

[
l

1
q

( ∫ l

0
|g(s, l)|p ds

) 1
p
]p

dadl

≤ 2pl2 ‖χ‖p
Yp

+ 2plp2 ‖g‖p
p

and thus

‖ϕ‖p ≤ 2l
1
p

2 ‖χ‖Yp
+ 2l2 ‖g‖p .

Moreover, the use of (2.3.2) gives∥∥∥∥∂ϕ

∂a

∥∥∥∥
p

= ‖g − ϕ‖p ≤ ‖g‖p + ‖ϕ‖p .

The last two inequalities imply that ϕ ∈ W̃p which proves our claim.

So, in order to complete the proof, it suffices to check that functions belonging to D(TK)
are in the form (2.3.3) where ϕ|Γ1 = χ ∈ Yp. To do so, put

ψ(a, l) =
∫ a

0
g(s, l)es−ads.
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A nonlinear age structured model of population dynamics with inherited properties

The following condition should be satisfied

ϕ|Γ2 = (e−aχ)|Γ2 + ψ|Γ2 . (2.3.4)

Since ϕ ∈ D(TK), we have ϕ|Γ1 = K(ϕ|Γ2) and consequently

ϕ|Γ2(l) = e−lK(ϕ|Γ2)(l) + (ψ|Γ2)(l). (2.3.5)

Now define the operator P : Yp −→ Yp by

P (u)(l) = e−lK(u)(l).

It is easily seen that

‖P (u1) − P (u2)‖Yp
≤ e−l1κ ‖u1 − u2‖Yp

(2.3.6)

for any u1, u2 ∈ Yp. Since e−l1κ < 1, for u, v ∈ Y 2
p , we have

‖(I − P )u − (I − P )v‖Yp
≥ (1 − e−l1κ) ‖u − v‖Yp

.

This yields the injectivity of the operator I − P . Next, putting y1 = (I − P )u and y2 =
(I − P )v, we get∥∥∥(I − P )−1y1 − (I − P )−1y2

∥∥∥
Yp

≤ 1
1 − e−l1κ

‖y1 − y2‖Yp

which proves the continuity of the operator (I − P )−1.

Our objective now is to check that the operator (I − P ) is surjective. Indeed, let g be a
function in Yp, we have to prove that there exists u ∈ Yp such that (I − P )u = g. To this
end, define the operator Π : Yp → Yp by Π(u) = e−lK(u)(l) + g. It is easy to see that

‖Π(u1) − Π(u2)‖Yp
≤ e−l1κ ‖u1 − u2‖Yp

for any u1, u2 ∈ Yp. Hence Π is strict contraction. Applying the Banach fixed point theorem
we infer that the equation (I −P )u = g has a unique solution which proves the surjectivity
of (I − P ).
Summarizing the steps above we can write

ϕ(a, l) := (I + TK)−1(g) = e−aK(I − P )−1(ψ|Γ2)(l) + ψ(a, l) ∈ W̃p.

This yields that R(I + TK) = Xp and completes the proof. �

Remark 2.3.1. It follows from (2.3.6) that the result of Lemma 2.3.1 is valid even if
l1 = 0.

Lemma 2.3.2. If the hypothesis (H1) is satisfied, then T ω
K is a ω-m-accretive operator on

Xω
p .
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Proof. We first prove that R(I + λT ω
K) = Xω

p . Let λ ∈ (0, 1/ω), g ∈ Xω
p and consider the

equation ϕ + λT ω
K(ϕ) = g where ϕ must be sought in D(T ω

K). Arguing as in the proof of
Lemma 2.3.1, we look for a function ϕ satisfying

ϕ(a, l) = e− a
λ χ(l) +

1
λ

∫ a

0
g(s, l)e

s−a
λ ds. (2.3.7)

We break the argument into two steps.

Step 1. Assume that χ ∈ Yp, we will show that necessarily ϕ ∈ W̃ ω
p . As in the previous

lemma, the use of the estimate (|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p) and the Hölder inequality leads
to

‖ϕ‖p
p,ω =

∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣∣e− a
λ χ(l) +

( 1
λ

∫ a

0
e

s−a
λ g(s, l)ds

)∣∣∣∣p dadl

≤ 2p
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣e− a
λ χ(l)

∣∣∣p dadl

+ 2p
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

( 1
|λ|

∫ a

0
e

s−a
λ |g(s, l)| ds

)p
dadl

= 2p I + 2p J.

It is clear that

I =
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)e−p a

λ |χ(l)|p dadl ≤
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |χ(l)|p dadl

≤ 1
ω

‖χ‖p
Yp

.

Further, simple calculations using the fact that ω(l − s) ≥ ω(a − s) show and that

J ≤
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

( 1
|λ|

∫ l

0
e−ω(l−s) |g(s, l)| ds

)p
dadl

≤
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

( 1
|λ|

( ∫ l

0
e−ω(l−s)ds

) 1
q
( ∫ l

0
e−ω(l−s) |g(s, l)|p ds

) 1
p
)p

dadl

≤
∫ l2

l1

l
p
q

2
|λ|p l2

( ∫ l

0
e−ω(l−s) |g(s, l)|p ds

)
dl

=
( l2

λ

)p ‖g‖p
p,ω .

Hence,

‖ϕ‖p,ω ≤ 2 max
( 1

ω
1
p

,
l2
λ

)[
‖χ‖p

Yp
+ ‖g‖p

p,ω

] 1
p
. (2.3.8)

Further, it follows from λ
∂ϕ

∂a
= g − ϕ that∥∥∥∥∂ϕ

∂a

∥∥∥∥
p,ω

=
1
λ

‖g − ϕ‖p,ω ≤ 1
λ

(
‖g‖p,ω + ‖ϕ‖p,ω

)
. (2.3.9)
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Accordingly, ϕ belongs to W̃ ω
p whenever χ belongs to Yp.

Step 2. Let ϕ be an arbitrary function in D(T ω
K). We shall prove now that ϕ is in the form

(2.3.7) where ϕ|Γ1 = χ. To this end, put

ψλ(a, l) =
∫ a

0
g(s, l)e

s−a
λ ds.

The following condition should be satisfied

ϕ|Γ2 = (e− a
λ χ)|Γ2 +

1
λ

(ψλ)|Γ2 . (2.3.10)

Since ϕ ∈ D(T ω
K), we have ϕ|Γ1 = K(ϕ|Γ2) and consequently

ϕ|Γ2(l) = e−l/λK(ϕ|Γ2)(l) +
( 1

λ
(ψλ)|Γ2

)
(l). (2.3.11)

Now define the operator Pλ : Yp −→ Yp by Pλ(u)(l) = e− a
λ K(u)(l). It is easily seen that

‖Pλ(u1) − Pλ(u2)‖Yp
≤ e− l1

λ κ ‖u1 − u2‖Yp
(2.3.12)

for any u1, u2 ∈ Yp. Since e− l1
λ κ < 1, we have

‖(I − Pλ)u − (I − Pλ)v‖Yp
≥ (1 − e− l1

λ κ) ‖u − v‖Yp
∀u, v ∈ Yp

and therefore the operator I − Pλ is injective. Next, for u, v ∈ Yp, putting y1 = (I − Pλ)u
and y2 = (I − Pλ)v, we get∥∥∥(I − Pλ)−1y1 − (I − Pλ)−1y2

∥∥∥
Yp

≤ 1

1 − e− l1
λ κ

‖y1 − y2‖Yp

which proves the continuity of (I − Pλ)−1.

Let us now check that (I − Pλ) is surjective. To do so, let g ∈ Yp. We seek for a function

u ∈ Yp such that (I−Pλ)u =
1
λ

g. Let Πλ : Yp → Yp be defined by Πλ(u) = e
−l
λ K(u)(l)+ 1

λg.

Let u1, u2 ∈ Yp. The use of (H1) shows that

‖Πλ(u1) − Πλ(u2)‖Yp
=
( ∫ l2

l1
e

−lp
λ |K(u1)(l) − K(u2)(l)|p dl

)1
p

≤ e
−l1

λ κ ‖u1 − u2‖Yp
.

By Banach’s fixed point theorem, we infer that Πλ has a unique fixed point in Yp which
is the solution of the equation (I − Pλ)u = g. Hence the operator (I − Pλ) is surjective.
Summarizing the steps above we get

ϕ(a, l) := (I + λT ω
K)−1(g) = e− a

λ K(I − Pλ)−1(ψλ)|Γ2(l) +
1
λ

ψλ(a, l) ∈ W̃ ω
p .
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Accordingly R(I + λT ω
K) = Xω

p for all λ ∈ (0, 1/ω).

To complete the proof, we have to prove that, the operator T ω
K is ω-accretive. To this end,

let ϕ1, ϕ2 be two elements of D(T ω
K) and put ψ = ϕ1 − ϕ2. Hence we have

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψ]s ≥ ‖ψ‖1−p
p,ω

∫
Ω

e−ω(l−a) |ψ|p−1 ∂

∂a
(ψ)sgn0(ψ)(a, l)dadl

=
‖ψ‖1−p

p,ω

p

∫ l2

l1

(∫ l

0
e−ω(l−a)

(
∂

∂a
(|ψ|p)

)
(a, l)da

)
dl

=
‖ψ‖1−p

p,ω

p

(∫ l2

l1

∫ l

0

∂
(
e−ω(l−a) |ψ|p

)
∂a

(a, l)dadl

−
∫ l2

l1

∫ l

0
|ψ|p

(∂e−ω(l−a)

∂a

)
(a, l)dadl

)

=
‖ψ‖1−p

p,ω

p
×
∫ l2

l1

( ∣∣∣ϕ1|Γ2(l) − ϕ2|Γ2(l)
∣∣∣p − e−ωl

∣∣∣ϕ1|Γ1(l) − ϕ2|Γ1(l)
∣∣∣p )dl

− ω ‖ψ‖p,ω .

Since ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ω
K), we get

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψ]s ≥ −ω ‖ψ‖p,ω − ‖ψ‖1−p
p,ω

p
(e−l1ωκp − 1)

∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥p

Yp

Now, remembering that ω satisfies the estimate

ω > max
(
0,

1
l1

ln(κ)
)
.

Since e−l1ωκp − 1 < 0, we obtain

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψ]s ≥ −ω ‖ψ‖p,ω

This proves that T ω
K is ω-accretive and the proof is complete. �

Lemma 2.3.3. Let 1 < p < +∞. Then, D(TK)Xp = Xp and D(T ω
K)Xω

p = Xω
p .

Proof. It is enough to prove that

C∞
0 (Δ) ⊆ D(TK)Xp and C∞

0 (Δ) ⊆ D(T ω
K)Xω

p .

The proof is similar to the first part of the proof of [23, Theorem 3] and so it is omitted.
�

Lemma 2.3.4. If the hypothesis (H2) holds true and Nσ maps Xω
p into itself and Xp into

itself. Then there exist two constants C1 > 0 and C2 > 0 such that
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1. ‖Nσ(f1) − Nσ(f2)‖p,ω ≤ C ‖f1 − f2‖p,ω , ∀f1, f2 ∈ Xω
p

2. ‖Nσ(g1) − Nσ(g2)‖p ≤ C ‖g1 − g2‖p , ∀g1, g2 ∈ Xp.

Proof. Since σ(·, ·, ·) is a Carathéodory function, one can define the Nemytskii operator
Nσ : Xω

p → Xω
p by

(Nσf)(a, l) = σ(a, l, f(a, l)).

It follows from Lemma 1.2.1 that the operator Nσ is continuous and maps bounded sets
into bounded ones.

Let (f1, f2) ∈ Xω
p × Xω

p , we have

Nσ(f1) − Nσ(f2) = σ(a, l, f1) − σ(a, l, f2).

It follows from (H2) that

‖Nσ(f1) − Nσ(f2)‖p
p,ω =

∫ l2

l1

∫ l

0
hω(a, l) |Nσ(f1)(a, l) − Nσ(f2)(a, l)|p dadl

=
∫ l2

l1

∫ l

0
hω(a, l) |σ(a, l, f1(a, l)) − σ(a, l, f2(a, l))|p dadl

≤
∫ l2

l1

∫ l

0
hω(a, l) |ζ(a, l)|p |f1(a, l) − f2(a, l)|p dadl

≤ ‖ζ‖p
∞ ‖f1 − f2‖p

p,ω .

Accordingly,
‖Nσ(f1) − Nσ(f2)‖p,ω ≤ ‖ζ‖∞ ‖f1 − f2‖p,ω ,

where C = ‖ζ‖∞ . This proves (1).

A similar reasoning proves the second estimate. �

2.4 Main results

We are now ready to state the first result of this work.

Theorem 2.4.1. Assume that the condition (H2) holds true and the transition operator
K is a strict contraction and 0 ≤ l1. Then the problem⎧⎨⎩

∂f

∂t
(t) + TK(f(t)) = Nσ(f(t))

f(0) = f0 ∈ Xp

(2.4.1)

has a unique mild solution. In fact, it is a weak solution. Moreover, if f0 ∈ D(TK), then
it is a strong solution.
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Proof. According to Lemmas 2.3.1, the operator TK is m-accretive on Xp. By Lemma
2.3.4, Nσ is ‖ζ‖∞-Lipschitz continuous on Xp. Hence, the operator TK − Nσ is quasi-m-
accretive on Xp. Applying Proposition 1.1.2, we conclude that Problem (2.4.1) has a unique
mild solution. On the other hand, since Xp is a Banach space with the Radon-Nikodym
property, applying Theorem 1.1.3 we infer that it is a weak solution on Xp. Further, if
f0 ∈ D(TK) = D(TK − Nσ), then, by Theorem 1.1.1, this solution is a strong solution. �

Our second result reads as follows :

Theorem 2.4.2. If the assumptions (H1)-(H3) hold true, then the problem⎧⎨⎩
∂f

∂t
(t) + T ω

K(f(t)) = Nσ(f(t))

f(0) = f0 ∈ Xω
p

(2.4.2)

has a unique mild solution. This mild solution is, in fact, a weak solution. Further, if
f0 ∈ D(T ω

K), then it is a strong solution.

Proof. By Lemma 2.3.2, T ω
K is a quasi-m-accretive operator in Xω

p . It follows from Lemma
2.3.4 that Nσ : Xω

p → Xω
p is a Lipschitzian mapping on Xω

p , so T ω
K+Nσ is quasi-m-accretive

on Xω
p . The first part of the theorem follows from Proposition 1.1.2. As in the proof of

Theorem 2.4.1, we conclude that this solution is a weak solution because the space Xω
p

possesses the Radon-Nikodym property. Moreover, by Theorem 1.1.1, for each f0 belonging
to D(T ω

K), it is a strong solution. On the other hand, if the hypothesis (H3) holds true,
f ∈ Xω

p and g ∈ J1(f), then one can writes

〈−Nσ(f), g〉s = 〈−σ̃(·, ·, f)f, g〉s

= − ‖g‖1−p
p,ω

∫ l2

l1

( ∫ l

0
e−ω(l−a)sgn0(g)|g|p−1σ̃(·, ·, f)fda

)
dl.

This yields
〈−Nσ(f), g〉s ≥ −σ̃1 ‖f‖2

p,ω ≥ −α ‖f‖2
p,ω ,

where α : = σ̃1. Now, using Theorem 1.1.2, we conclude that the strong solution is global.
�

Remark 2.4.1. Note that an examination of the proofs of lemmas of Section 3 shows
that Theorems 2.4.1 and 2.4.2 are not valid for infinite cycle length (l2 = +∞). However,
in contrast to Theorems 2.4.1 (cf. Remark 2.3.1), Theorems 2.4.2 is not valid for null cycle
length (l1 = 0).
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Chapitre 3
Well-posedness of a nonlinear model of
proliferating cell populations with
inherited cycle length

3.1 Introduction

In the works [10, 11], the author discuss the well-posedness and various mathematical
aspects of solution to the Cauchy problem

⎧⎨⎩
∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) − σ(a, l)f(t, a, l) + (Pf)(t, a, l),

f(0, a, l) = f0(a, l),
(3.1.1)

where

(Pf)(t, a, l) =
∫ l2

l1

∫ l′

0
k(a, l, a′, l′)f(t, a′, l′)da′dl′,

t > 0, 0 < a, a′ < l, 0 < l1 < l, l′ < l2 and f0 stands for the initial data. The function
f := f(t, a, l) denotes the cell density with respect to cell cycle length l, and age a at time
t, and σ(a, l) denotes the rate of cell mortality. By cell cycle length we mean the time
between cell birth and cell division. It is an inherent characteristic of cells determined at
birth, i.e. the duration of the cycle from cell birth to cell division is determined at birth.
The constant l1 (resp. l2) denotes the minimum cycle length (resp. the maximum cycle
lenght). The function k(a, l, a′, l′) denotes the transition rate at which cells change their cell
cycle length from l′ to l and their age from a′ to a. The problem (3.1.1) is complemented
with a general biological reproduction rule given by

f(t, 0, l) =
(
Kf(t, ·, ·))(l) (3.1.2)
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length

where K is a bounded linear operator on suitable function spaces.

In the case where P = 0 and
(
Kf(t, ·, ·))(l) =

∫ l2

l1
r(l, l′)f(t, l′, l′)dl′, where r(·, ·) is a mea-

surable function, we find a model originally introduced by Lebowitz and Rubinow [39] for
modeling proliferating microbial populations. It was extensively studied by many authors
and various mathematical aspects concerning the Cauchy problem : well-posedness (gene-
ration results), spectral analysis, time asymptotic behavior of solution (when it exists) were
discussed in many papers (see, for example, the works [34, 42, 59, 60] and the references
therein).

We point out that the well-posedness of nonlinear initial boundary value problems derived
from Rotenberg model were already discussed in [56, 23] and [1]. However, it seems that
the well-posedness of nonlinear time dependent versions derived from (3.1.1) has not yet
been investigated. The main goal of this chapter is to present and to discuss two nonlinear
versions of the model (3.1.1) in a weighted Lp-spaces, 1 ≤ p < ∞, on the set Ω : =
{(a, l); 0 < a < l, l1 < l < l2} where the total cross section σ and the transition rate
k are assumed to be nonlinear functions of the total density of population f and, at the
mitosis, daughter and mother cells are related by a nonlinear reproduction rule which
describes constraints at boundaries.

The structure of this chapter is as follows. In the next section we introduce the functional
setting of the problem and the main assumptions. In Section 3.3 we study the initial
boundary value problem (3.3.1) in the case where σ(·, ·, ·) and k(·, ·, ·, ·, ·) are nonlinear
functions of the density of population f , and K is a nonlinear operator on suitable trace
spaces modeling the biological rule. Following the same strategy as in the works [23, 56]
for Lebowitz-Rubinow’s model (also see [7] and [24]) we discuss existence and uniqueness
of solutions to Problem (3.3.1). The main result of this section is Theorem 3.3.1 which
asserts that, under reasonable assumptions, Problem (3.3.1) has a unique mild solution
on appropriate weight Lp spaces where 1 ≤ p < ∞. If p > 1, then this solution is also a
weak solution of the problem. Further, if the initial data belongs to the domain of T ω

K (see
Section 3.2 for the definition of T ω

K), then we obtain a strong solution. Further, we derive
sufficient conditions guaranteeing that Problem (3.3.1) possesses a unique global strong
solution.

Section 3.4 focuses on Problem (3.4.1) where σ1(·, ·, ·) is a nonlinear function of 〈f〉(t) with

〈f〉(t) :=
∫ l2

l1

∫ l

0
f(t, a, l)dadl (the usual L1 norm of L1(Ω)) and k1(·, ·, ·, ·, ·) is a nonlinear

function of the density of population f . Here the boundary conditions are modeled by

f(t, 0, l) =
∫ l2

l1
k2(l, l′, 〈f〉(t), f(t, l′, l′))dl′ + σ2(l, 〈f〉(t), f(t, l, l)),

where σ2(·, ·, ·) and k2(·, ·, ·, ·) are nonlinear functions of both f(t, ·, ·)(l) and 〈f〉(t). After
giving some preparatory results, we state the main result of this section (Theorem 3.4.1).
We establish that under appropriate conditions, the existence of a local weak solution on
weighted Lp-spaces with 1 < p < ∞. Moreover, if the initial data belongs to the domain
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of T ω
K , then we have a local strong solution and, if further the conditions (A7) is satisfied,

then we get a unique global strong solution. Moreover, we have a unique global weak
solution whenever the initial data does not belong to D(T ω

K). On the other hand, if p = 1,
then Problem 3.4.2 possesses a local mild solution on a weighted L1-space. Our analysis
uses the approach developed for semi-linear evolution equations in [43] (see also [56, 24]).

3.2 Notations and preliminaries

The goal of this section is to first fix the notations and to introduce the functional setting
of the problem. To do so, let 1 ≤ p < ∞ and set

Xp = Lp
(
Ω, dadl

)
where Ω : = {(a, l); 0 < a < l, l1 < l < l2} and 0 < l1 < l2 < ∞. The space Xp endowed
with its natural norm is a Banach space. We denote by X1

p and X2
p the boundary spaces

X1
p = Lp(Γ1, dl), X2

p = Lp(Γ2, dl),

where
Γ1 : =

{
(0, l) : l ∈ (l1, l2)

}
and Γ2 : =

{
(l, l) : l ∈ (l1, l2)

}
.

Let ω > 0 be an arbitrary real number and define the weighted space Xω
p by

Xω
p = Lp

(
Ω, hωdadl

)
where the weight function hω(·, ·) is given by

hω(a, l) = e−ω(l−a).

The space Xω
p endowed with the norm

‖f‖p,ω =
(∫

Ω
|f(a, l)|p hω(a, l)dadl

)1/p

=
(∫ l2

l1

∫ l

0
|f(a, l)|p hω(a, l)dadl

)1/p

is a Banach space. Let W ω
p be the partial Sobolev space defined by

W ω
p =

{
f ∈ Xω

p such that
∂f

∂a
∈ Xω

p

}
.

The space W ω
p equipped with the norm

‖f‖W ω
p

=
[

‖f‖p
p,ω +

∥∥∥∥∂f

∂a

∥∥∥∥p

p,ω

]1/p

is a Banach space.

Let us now recall the following lemma established in [1].

27



Well-posedness of a nonlinear model of proliferating cell populations with inherited cycle
length

Lemma 3.2.1. Let f ∈ W ω
p . If f|Γ1 ∈ X1

p , then f|Γ2 ∈ X2
p and vice versa.

According to Lemme 3.2.1 in [1], if f|Γ1 ∈ X1
p (resp. f|Γ2 ∈ X2

p ), then f|Γ2 ∈ X2
p (resp.

f|Γ1 ∈ X1
p ). So, we can define the space

W̃ ω
p =

{
f ∈ W ω

p such that f|Γ1 ∈ X1
p

}
=
{
f ∈ W ω

p such that f|Γ2 ∈ X2
p

}
.

Accordingly, any function f ∈ W̃ ω
p has traces f|Γ1 and f|Γ2 belonging to the boundary

spaces X1
p and X2

p , respectively.

Let T ω
K be the operator defined by⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

T ω
K : D(T ω

K) ⊂ Xω
p −→ Xω

p ,

f −→ (T ω
Kf)(a, l) =

∂f

∂a
(a, l),

D(T ω
K) = {f ∈ W̃ ω

p : f|Γ1 = K(f|Γ2)}.

Before going further we shall prove the following lemma which is required below.

Lemma 3.2.2. Let 1 ≤ p < +∞. If f ∈ Xp, then f ∈ Xω
p and conversely. In particular

we have
(i) ‖f‖p,ω ≤ ‖f‖p ≤ e

ωl2
p ‖f‖p,ω ,

(ii) ‖f‖1 ≤ eωl2
( l22 − l21

2

) 1
q ‖f‖p,ω,

where q denotes the conjugate exponent of p.

Proof. Let f ∈ Xp. Since l ≥ a, we have

‖f‖p
p,ω =

∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |f(a, l)|p dadl ≤

∫ l2

l1

∫ l

0
|f(a, l)|p dadl = ‖f‖p

p ,

hence f ∈ Xω
p . Conversely, let f ∈ Xω

p . One can write

‖f‖p
p =

∫ l2

l1

∫ l

0
eω(l−a)e−ω(l−a) |f(a, l)|p dadl

≤ eω l2
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |f(a, l)|p dadl = eω l2 ‖f‖p

p,ω .

This proves the first assertion and (i).

(ii) It is clear that ‖f‖1 =
∫ l2

l1

∫ l

0
|f(a, l)| dadl ≤ eωl2

( ∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |f(a, l)| dadl

)
. Now

applying Hölder’s inequality we get

‖f‖1 ≤ eωl2
( l22 − l21

2

) 1
q
( ∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |f(a, l)|p dadl

)1/p

≤ eωl2
( l22 − l21

2

) 1
q ‖f‖p,ω .
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This ends the proof. �

For simplicity, we shall identify X1
p and X2

p with the space

Yp := Lp
(
[l1, l2], dl

)
.

Accordingly, the boundary operator K may be viewed as a map from Yp into itself.

3.3 Local boundary conditions

The goal of this section is to discuss existence and uniqueness results for the following
initial boundary value problem :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) − σ

(
a, l, f(t, a, l)

)
+
∫ l2

l1

∫ l′

0
k(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′,

f(0, a, l) = f0(a, l),
f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l)

(3.3.1)

where σ(·, ·, ·) and k(·, ·, ·, ·, ·) are nonlinear functions of the density of population f , f0
stands for the initial data and K denote a nonlinear operator from Yp into itself modeling
the transition biological rule.

We now introduce the following hypotheses required below.

– (A1) There exists κ > 0 such that, for all f1, f2 ∈ Yp, we have

‖K(f1) − K(f2)‖ ≤ κ ‖f1 − f2‖ .

– (A2) The functions σ(·, ·, ·) and k(·, ·, ·, ·, ·) are measurables and there exist ζ ∈ L∞(Ω)
and ρ ∈ L∞(Ω × Ω) such that

|σ(a, l, z1) − σ(a, l, z2)| ≤ |ζ(a, l)| |z1 − z2| ,

and∣∣k(a, l, a′, l′, f1(a′, l′)) − k(a, l, a′, l′, f2(a′, l′))
∣∣ ≤ ∣∣ρ(a, l, a′, l′)

∣∣ ∣∣f1(a′, l′) − f2(a′, l′)
∣∣ ,

where z1, z2 ∈ R, f1, f2 ∈ Xω
p .

Further, σ(·, ·, ·) is assumed to be a Carathéodory function.

In the remainder of this section, the real ω will satisfy the condition

ω > max
(
0,

1
l1

ln(κ)
)
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where κ is the constant appearing in the hypothesis (A1).

The function σ(·, ·, ·) is assumed to be a Carathéodory function (see Chapter 1), so its
generates a Nemytskii operator Nσ given by{

Nσ : Xω
p → Xω

p

(Nσf)(a, l) = σ(a, l, f(a, l)).

Let B be the operator defined by⎧⎪⎨⎪⎩
B : Xω

p −→ Xω
p ,

f −→
∫ l2

l1

∫ l′

0
k(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′

and put
(Fpf)(a, l) := (Bf)(a, l) − (Nσf)(a, l).

Now the problem (3.3.1) may be written abstractly as :⎧⎨⎩
∂f

∂t
(t) + T ω

K(f(t)) = Fp(f(t))

f(0, a, l) = f0(a, l) ∈ Xω
p .

(3.3.2)

For the sake of completeness, we shall recall the following result established in [1].

Lemma 3.3.1. If the condition (A1) is satisfied, then T ω
K is a ω-m-accretive operator on

Xω
p .

Remark 3.3.1. Note that the result of Lemma 3.3.1 holds also true for p = 1 (see Theorem
2 in [23])

Lemma 3.3.2. Let p ∈ [1, +∞) and assume that the condition (A1) is satisfied. Then
D(T ω

K)Xω
p = Xω

p .

Proof. It is enough to prove that C∞
0
(
Ω
) ⊆ D(T ω

K)Xω
p . The proof is similar to that of

Theorem 3 in [23] and then it is omitted. �

Lemma 3.3.3. Let p ∈ [1, +∞). If the hypothesis (A2) holds true and Nσ maps Xω
p into

itself, then there exists a constant C > 0 such that

‖Fp(ϕ1) − Fp(ϕ2)‖p,ω ≤ C ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω ∀ϕ1, ϕ2 ∈ Xω
p

Proof. For all (ϕ1, ϕ2) ∈ Xω
p × Xω

p , we have

Fp(ϕ1) − Fp(ϕ2) = B(ϕ1) − B(ϕ2) − (Nσ(ϕ1) − Nσ(ϕ2)
)
.
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Using (A2) together with Hölder’s inequality we get

|Fp(ϕ1)(a, l) − Fp(ϕ2)(a, l)| ≤ ‖ρ‖∞
∫ l2

l1

∫ l′

0

∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)
∣∣ da′dl′

+ ‖ζ‖∞ |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)|

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
∫ l2

l1

∫ l′

0
e

−ω(l′−a′)( 1
p

+ 1
q

) ∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)
∣∣ da′dl′

+ ‖ζ‖∞ |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)|

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
[ ∫ l2

l1

∫ l′

0
e

−ω(l′−a′) 1
p
∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)

∣∣ da′dl′

+ ‖ζ‖∞ |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)|

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
( ∫ l2

l1

∫ l′

0
da′dl′

) 1
q

( ∫ l2

l1

∫ l′

0
e−ω(l′−a′) ∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)

∣∣p da′dl′
) 1

p

+ ‖ζ‖∞ |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)|

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
( l22

2

) 1
q ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω + ‖ζ‖∞ |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)| .

Next, simple calculations using the estimate (|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p) lead to∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |Fp(ϕ1)(a, l) − Fp(ϕ2)(a, l)|p dadl ≤ 2p ‖ρ‖p

∞ eωl2p
( l22

2

) p
q ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω

∫ l2

l1

∫ l

0
dadl

+ 2p ‖ζ‖p
∞
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |ϕ1(a, l) − ϕ2(a, l)|p dadl

≤ 2p
[

‖ρ‖p
∞ eωl2p

( l22
2

) p
q

+1
+ ‖ζ‖p

∞
]

‖ϕ1 − ϕ2‖p
p,ω

Hence,

‖Fp(ϕ1) − Fp(ϕ2)‖p,ω ≤ 2
[

‖ρ‖p
∞ eωl2p

( l22
2

)p
+ ‖ζ‖p

∞
] 1

p ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω

≤ C ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω

where C = 2
[

‖ρ‖p
∞ eωl2p

(
l22
2

)p
+ ‖ζ‖p

∞
] 1

p
. This proves of Lemma 3.3.3. �

Theorem 3.3.1. Let ω be an arbitrary real satisfying ω > max
(
0,

1
l1

ln(κ)
)

and let 1 ≤
p < ∞. Assume that the conditions (A1) and (A2) hold true and Nσ maps Xω

p into itself.
Then Problem (3.3.2) has a unique mild solution on Xω

p for all f0 ∈ Xp. Further, if
p ∈ (1, +∞), then this mild solution is in fact a weak solution and it is a strong solution
whenever the initial data f0 belongs to D(T ω

K).
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Proof. According to Lemma 3.3.1, Remark 3.3.1 and Lemma 3.3.2, T ω
K is quasi-m-accretive

in Xω
p with dense domain. It follows from Lemma 3.3.3 that Fp : Xω

p → Xω
p is a Lipschitzian

mapping on Xω
p , so T ω

K − Fp is also a quasi-m-accretive operator on Xω
p . The first part of

the theorem follows from Proposition 1.1.2 (here the initial data f0 is taken in Xp because
D(T ω

K) = Xp and the fact that any function in Xω
p belongs to Xp (cf. Lemma 3.2.2)).

We know that, for 1 < p < ∞, the space Xω
p possesses the Radon-Nikodym property, so

by Theorem 1.1.3 we infer that this mild solution is a weak solution on Xω
p . Further, if

f0 ∈ D(T ω
K), then the use of Theorem 1.1.1 shows that this weak solution is, in fact, a

strong solution on Xω
p . �

Remark 3.3.2. (a) Recall that it is proved in [1, Lemma 1] that, if 0 ≤ κ < 1, then TK is
a m-accretive on Xp. Accordingly, if (A2) holds true and Nσ maps Xp into itself, then the
conculusion of Theorem 3.3.1 remains valid even if l1 = 0 (cf. [1, Theorem 4.1]). Evidently,
in this case we have ω = 0. Note also that if κ > 1, then the condition l1 > 0 is necessary.

(b) If P = 0 i.e. k(·, ·, ·, ·, ·) = 0, then Theorem 3.3.1 is nothing else but Theorem 3 in [23]
for p = 1 and Theorem 4.2 in [1] for p ∈ (1, +∞).

We have also the following proposition.

Proposition 3.3.1. Let p ∈ [1, +∞) and let ω be as in Theorem 3.3.1. Let f1, f2 ∈
C([0, T ], Xω

p ) be two mild solutions to Problem (3.3.2) where T > 0. Given ε > 0, there
exists β > 0 such that if ‖f1(0) − f2(0)‖p,ω ≤ β, then

‖f1 − f2‖∞ ≤ ε.

Proof. It is similar to the proof of Proposition 3.3 in [24], so it is omitted. �

3.4 Nonlocal boundary conditions

In this section we will discuss existence and uniqueness of solutions to the following initial
boundary value problem⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂t
(t, a, l) = −∂f

∂a
(t, a, l) − σ1

(
a, l, 〈f〉)f

+
∫ l2

l1

∫ l′

0
k1(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′,

f(0, a, l) = f0(a, l),

f(t, 0, l) =
∫ l2

l1
k2(l, l′, 〈f〉, f(t, l′, l′))dl′ + σ2(l, 〈f〉, f(t, l, l)),

(3.4.1)

where

〈f〉(t) :=
∫ l2

l1

( ∫ l

0
f(t, a, l)da

)
dl.
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The function σ1(·, ·, ·) is a nonlinear function of 〈f〉 while σ2(·, ·, ·) and k2(·, ·, ·, ·, ·) are
nonlinear functions of both the density of population f and 〈f〉. Here f0 denotes the
initial data.

Before going further, we introduce the following hypotheses required in the sequel.

– (A3) The function σ1(·, ·, ·) is measurable and for any r > 0, there exists Λr > 0 such
that

|σ1(a, l, z1) − σ1(a, l, z2)| ≤ Λr |z1 − z2|
for all (a, l) ∈ Ω, z1, z2 ∈ [−r, r].

– (A4) There exist a function σ1 : Ω × R −→ R and two constants σ1 ∈ R and σ1 > 0
such that

σ1 ≤ σ1(a, l, z) ≤ σ1, ∀(a, l, z) ∈ Ω × R.

– (A5) The function k1(·, ·, ·, ·, ·) is measurable and satisfies∣∣k1(a, l, a′, l′, f1(a′, l′)) − k1(a, l, a′, l′, f2(a′, l′))
∣∣ ≤ ∣∣ρ(a, l, a′, l′)

∣∣ ∣∣f1(a′, l′) − f2(a′, l′)
∣∣ ,

where f1, f2 ∈ Xω
p and ρ ∈ L∞(Ω2).

– (A6) The functions σ2(·, ·, ·) and k2(·, ·, ·, ·) are measurable and there exist two constants
C1 > 0 and C2 > 0 such that∣∣∣σ2(l, η, ζ) − σ2(l, η̃, ζ̃)

∣∣∣ ≤ C1(|η − η̃| + |ζ − ζ̃|)

and ∣∣∣k2(l, l′, η, ζ) − k2(l, , l′, η̃, ζ̃)
∣∣∣ ≤ C2(|η − η̃| + |ζ − ζ̃|)

for all (l, l′) ∈ [l1, l2] × [l1, l2] and η, η̃, ζ, ζ̃ ∈ R.

– (A7) There exist a function k̃1 : Ω2 × R −→ R and two constants k̃1 ∈ R and k̃1 > 0
such that

k1
(
a, l, a′, l′, z

)
= k̃1

(
a, l, a′, l′, z

)
z, for all (a, l, a′, l′, z) ∈ Ω2 × R,

and
k̃1 ≤ k̃1(a, l, a′, l′, z) ≤ k̃1, for all (a, l, a′, l′, z) ∈ Ω2 × R.

We now define the operator F1
p by

(F1
pf)(a, l) := (B1f)(a, l) − (Uf)(a, l)

where {
U : Xω

p → Xω
p ,

(Uf)(a, l) = σ1(a, l, 〈f〉)f,

and ⎧⎪⎨⎪⎩
B1 : Xω

p −→ Xω
p ,

f −→
∫ l2

l1

∫ l′

0
k1(a, l, a′, l′, f(t, a′, l′))da′dl′.
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Hence, Problem (3.4.1) may be written abstractly as :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂f

∂t
(t) + T ω

K(f(t)) = F1
p(f(t)),

f(0) = f0 ∈ Xω
p ,

f(t, 0, l) = [Kf(t, ·, ·)](l),
(3.4.2)

where K denotes the following nonlocal boundary operator⎧⎪⎨⎪⎩
K : Yp × Xω

p −→ Yp,

(v, f)(l) −→ K(v, f)(l) =
∫ l2

l1
k2(l, l′, 〈f〉, v(l′))dl′ + σ2(l, 〈f〉, v(l)).

In the remainder of this section, the space Yp × Xω
p will be equipped with the norm ‖·‖∗

given by

‖(v, f)‖∗ =
[

‖v‖p
Yp

+ ‖f‖p
p,ω

]1/p
, ∀ (v, f) ∈ Yp × Xω

p .

Lemma 3.4.1. Let r > 0 and p ∈ [1, +∞). If the conditions (A3)-(A6) hold true. Then
there exist two constants Cr > 0 and ϑ > 0 such that

(i)
∥∥∥F1

p(ϕ1) − F1
p(ϕ2)

∥∥∥
p,ω

≤ Cr ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω , ∀ϕi ∈ Bp,ω
r := {f ∈ Xω

p : ‖f‖p,ω ≤ r}, i =
1, 2.

(ii) ‖K(v1, ϕ1) − K(v2, ϕ2)‖Yp
≤ ϑ ‖(v1, ϕ1) − (v2, ϕ2)‖∗, ∀(vi, ϕi) ∈ Yp × Xω

p , i = 1, 2.

Proof. (i) For all (ϕ1, ϕ2) ∈ Bp,ω
r × Bp,ω

r , we have

F1
p(ϕ1) − F1

p(ϕ2) = B1(ϕ1) − B1(ϕ2) − (
U(ϕ1) − U(ϕ2)

)
.

Using (A5) together with Hölder’s inequality we get∣∣∣B1(ϕ1) − B1(ϕ2)
∣∣∣ ≤ ‖ρ‖∞

∫ l2

l1

∫ l′

0

∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)
∣∣ da′dl′

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
∫ l2

l1

∫ l′

0
e

−ω(l′−a′) 1
q e

−ω(l′−a′) 1
p
∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)

∣∣ da′dl′

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
∫ l2

l1

∫ l′

0
e

−ω(l′−a′) 1
p
∣∣ϕ1(a′, l′) − ϕ2(a′, l′)

∣∣ da′dl′

≤ ‖ρ‖∞ eωl2
(
l22
) 1

q ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω .

Applying Lemma 3.2.2, we get |〈ϕ1〉 − 〈ϕ2〉| ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖1 ≤ eωl2
( l22 − l21

2

) 1
q ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω.

So, a simple calculation using the estimate (|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p) and (A3)-(A4) gives

|U(ϕ1) − U(ϕ2)|p = |σ1(a, l, 〈ϕ1〉)(ϕ1 − ϕ2) + (σ1(a, l, 〈ϕ1〉) − σ1(a, l, 〈ϕ2〉))ϕ2|p
≤ 2p |σ1(a, l, 〈ϕ1〉)(ϕ1 − ϕ2)|p + 2p |(σ1(a, l, 〈ϕ1〉) − σ1(a, l, 〈ϕ2〉))ϕ2|p
≤ 2pσp

1 |ϕ1 − ϕ2|p + 2pΛp
r |〈ϕ1〉 − 〈ϕ2〉|p |ϕ2|p

≤ 2pσp
1 |ϕ1 − ϕ2|p + 2pΛp

r
( l22 − l21

2

) p
q
eωl2p ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω |ϕ2|p .
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Hence,∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣F1
p(ϕ1)(a, l) − F1

p(ϕ2)(a, l)
∣∣∣p dadl ≤ 2p ‖ρ‖p

∞ eωl2pl
2 p

q

2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p
p,ω

∫ l2

l1

∫ l

0
dadl + 2p

[
2pσp

1

∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |ϕ1 − ϕ2|p dadl

+ 2pΛp
r
( l22 − l21

2

) p
q
eωl2p ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω

∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) |ϕ2|p dadl

]
≤ 2p ‖ρ‖p

∞ eωl2pl2p
2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω

+ 2p
[
2pσp

1 + 2pΛp
r
( l22 − l21

2

) p
q
eωl2p ‖ϕ2‖p

p,ω

]
‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω

≤ 2p ‖ρ‖p
∞ eωl2pl2p

2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p
p,ω

+ 2p
[
2pσp

1 + 2prpΛp
r
( l22 − l21

2

) p
q
eωl2p

]
‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω

and therefore, ∥∥∥F1
p(ϕ1) − F1

p(ϕ2)
∥∥∥

p,ω
≤ Cr ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω

where Cr := 2
[

‖ρ‖p
∞ eωl2pl2p

2 + 2pσp
1 + 2prpΛp

r
( l22 − l21

2

) p
q
eωl2p

] 1
p
. This proves (i).

(ii) Now, we shall show the second estimate. For (v1, ϕ1), (v2, ϕ2) ∈ Yp ×Xω
p , we can write

‖K(v1, ϕ1) − K(v2, ϕ2)‖Yp
≤
( ∫ l2

l1

[ ∫ l2

l1

∣∣k2(l, l′, 〈ϕ1〉, v1(l′)) − k2(l, l′, 〈ϕ2〉, v2(l′))
∣∣ dl′

]p
dl
) 1

p

+
( ∫ l2

l1
|σ2(l, 〈ϕ1〉, v1(l)) − σ2(l, 〈ϕ2〉, v2(l))|p dl

) 1
p

= J1 + J2.

Using assumption (A6) together with Lemma 3.2.2(ii), we get∫ l2

l1

∣∣k2(l, l′, 〈ϕ1〉, v1(l′)) − k2(l, l′, 〈ϕ2〉, v2(l′))
∣∣ dl′ ≤

∫ l2

l1
C2(|〈ϕ1〉 − 〈ϕ2〉|+∣∣v1(l′) − v2(l′)

∣∣)dl′

≤
( l22 − l21

2

) 1
q
l2C2eωl2 ‖ϕ1 − ϕ2‖ω,p

+ C2

∫ l2

l1

∣∣v1(l′) − v2(l′)
∣∣ dl′.

Applying Hölder’s inequality we get∫ l2

l1

∣∣v1(l′) − v2(l′)
∣∣ dl′ ≤ l

1
q

2

( ∫ l2

l1

∣∣v1(l′) − v2(l′)
∣∣p dl′

) 1
p = l

1
q

2 ‖v1 − v2‖Yp
.

35



Well-posedness of a nonlinear model of proliferating cell populations with inherited cycle
length

A simple calculations using the estimate (|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p) gives

Jp
1 ≤

∫ l2

l1

[
C2eωl2

( l22 − l21
2

) 1
q
l2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω + C2l

1
q

2 ‖v1 − v2‖Yp

]p
dl

≤ 2pCp
2eωl2p

( l22 − l21
2

) p
q
lp2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω l2 + 2pCp
2 l

p
q

+1
2 ‖v1 − v2‖p

Yp

≤ 2pCp
2 l2 max

(
eωl2p

( l22 − l21
2

) p
q
lp2, l

p
q

2

)[
‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω + ‖v1 − v2‖p
Yp

]
,

and therefore

J1 ≤ ϑ1 ‖(v1, ϕ1) − (v2, ϕ2)‖∗

where ϑ1 = 2C2l
1
p

2 max
(
eωl2

( l22 − l21
2

) 1
q
l2, l

1
q

2

)
.

On the other hand, using (A6) and the estimate (|a + b|)p ≤ 2p(|a|p + |b|p), we get

Jp
2 =

∫ l2

l1
|σ2(l, 〈ϕ1〉, v1(l)) − σ2(l, 〈ϕ2〉, v2(l))|p dl

≤
∫ l2

l1
2pCp

1

(
|〈ϕ1〉 − 〈ϕ2〉|p + |v1(l) − v2(l)|p

)
dl

≤
∫ l2

l1
2pCp

1

((( l22 − l21
2

) 1
q
eωl2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω

)p

+ |v1(l) − v2(l)|p
)

dl

≤ 2pCp
1

( l22 − l21
2

) p
q
eωl2pl2 ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω + 2pCp
1 ‖v1 − v2‖p

Yp
.

This yields the inequality

J2 ≤ 2C1
(( l22 − l21

2

) p
q
l2eωl2p ‖ϕ1 − ϕ2‖p

p,ω + ‖v1 − v2‖p
Yp

) 1
p

≤ ϑ2 ‖(v1, ϕ1) − (v2, ϕ2)‖∗

where ϑ2 = 2C1 max(l
1
p

2

( l22 − l21
2

) 1
q
eωl2 , 1). Putting ϑ = max(ϑ1, ϑ2), we get

‖K(v1, ϕ1) − K(v2, ϕ2)‖Yp
≤ ϑ ‖(v1, ϕ1) − (v2, ϕ2)‖∗ .

This proves (ii). �

Remark 3.4.1. In the following lemma, we will show that T ω
K is quasi-accretive on Xω

p

whenever ω > max{0,
1
l1

ln(ϑ)} where ϑ is the constant appearing in Lemma 3.4.1(ii).
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Lemma 3.4.2. Let p ∈ [1, +∞) and let ω be an arbitrary real number satisfying ω >

max(0,
1
l1

ln(ϑ)). If the hypothesis (A6) holds true, then, there exist a constant δ := δ(p) >

0 such that
(i) if p = 1, then, for all g1, g2 ∈ Xω

1 , we have∥∥∥(I − λT ω
K)−1(g1) − (I − λT ω

K)−1(g2)
∥∥∥

1,ω
≤ 1

1 − λδ
‖g1 − g2‖1,ω ,

for all λ ∈ (0, 1
δ ) ;

(ii) if p ∈ (1, +∞), then, for all ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ω
K), we have

〈T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψδ〉s ≥ −δ ‖ϕ1 − ϕ2‖p,ω ,

for some ψδ ∈ Jδ(ϕ1 − ϕ2) and λ ∈ (0, 1
δ ).

Proof. (i) Define the real δ(1) by δ(1) = ω + 1 and let g1, g2 ∈ Xω
1 be such that

ϕ1 = (I + λT ω
K)−1(g1), ϕ2 = (I + λT ω

K)−1(g2).

Hence we have

‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω =
∥∥∥(I + λT ω

K)−1(g1) − (I + λT ω
K)−1(g2)

∥∥∥
1,ω

≤ −λ

∫
Ω

e−ω(l−a) ∂(ϕ1 − ϕ2)
∂a

sgn0(ϕ1 − ϕ2)dadl

+
∫

Ω
e−ω(l−a)(g1 − g2)sgn0(ϕ1 − ϕ2)dadl

≤ −λ

∫ l2

l1

(∫ l

0

∂

∂a

∣∣∣e−ω(l−a)(ϕ1 − ϕ2)
∣∣∣ da

)
dl

+λ

∫ l2

l1

(∫ l

0
|ϕ1 − ϕ2|

(∂e−ω(l−a)

∂a

)
da

)
dl+

∫ l2

l1

(∫ l

0
e−ω(l−a) |g1 − g2| da

)
dl

≤ −λ

∫ l2

l1

( ∣∣∣ϕ1|Γ2(l) − ϕ2|Γ2(l)
∣∣∣ − e−ωl

∣∣∣ϕ1|Γ1(l) − ϕ2|Γ1(l)
∣∣∣ )dl

+ λω ‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω + ‖g1 − g2‖1,ω .

Since ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ω
K), applying Lemma 3.4.1(ii) we get

‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω ≤ λ ×
{

e−ωl1
∥∥∥K(ϕ1|Γ2 , ϕ1) − K(ϕ2|Γ2 , ϕ2)

∥∥∥
Y1

−
∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥
Y1

}
+ λω ‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω + ‖g1 − g2‖1,ω.

≤ λϑe−ωl1‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω + λ
(
ϑe−ωl1 − 1

) ∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥
Y1

+ λω ‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω + ‖g1 − g2‖1,ω .
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Since ϑe−ωl1 ≤ 1, we get

‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω ≤ λ
(
ω + 1

)
‖ϕ1 − ϕ2‖1,ω + ‖g1 − g2‖1,ω

≤ 1

1 − λ
(
ω + 1

) ‖g1 − g2‖1,ω

=
1

1 − λδ(1)
‖g1 − g2‖1,ω .

(ii) Now, we consider the case p ∈ (1, +∞) with p > 1. Let ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ω
K) be such that

ϕ1 �= ϕ2 and consider the real δ(p) = ω + 1
p . Putting ϕ = ϕ1 − ϕ2, we can write

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψδ]s ≥ ‖ϕ‖1−p
p,ω

∫
Ω

e−ω(l−a) |ϕ|p−1 ∂

∂a
(ϕ)sgn0(ϕ)(a, l)dadl

=
‖ϕ‖1−p

p,ω

p

∫ l2

l1

(∫ l

0
e−ω(l−a)

(
∂

∂a
(|ϕ|p)

)
(a, l)da

)
dl

=
‖ϕ‖1−p

p,ω

p

(∫ l2

l1

∫ l

0

∂
(
e−ω(l−a) |ϕ|p

)
∂a

(a, l)dadl

−
∫ l2

l1

∫ l

0
|ϕ|p

(∂e−ω(l−a)

∂a

)
(a, l)dadl

)

=
‖ϕ‖1−p

p,ω

p
×
∫ l2

l1

( ∣∣∣ϕ1|Γ2(l) − ϕ2|Γ2(l)
∣∣∣p − e−ωl

∣∣∣ϕ1|Γ1(l) − ϕ2|Γ1(l)
∣∣∣p )dl − ω ‖ϕ‖p,ω .

Since ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ω
K), applying Lemma 3.4.1(ii), we get

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψδ]s ≥ −ω ‖ϕ‖p,ω

− ‖ϕ‖1−p
p,ω

p

{
e−ωl1

∥∥∥K(ϕ1|Γ2 , ϕ1) − K(ϕ2|Γ2 , ϕ2)
∥∥∥p

Yp

−
∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥p

Yp

}
≥ −ω ‖ϕ‖p,ω − 1

p

(
ϑpe−ωl1

)
‖ϕ‖1−p

p,ω ‖ϕ‖p
p,ω

− 1
p

(
ϑpe−ωl1 − 1

)
‖ϕ‖1−p

p,ω

∥∥∥ϕ1|Γ2 − ϕ2|Γ2

∥∥∥p

Yp

.

Since ϑpe−ωl1 ≤ 1, we get

[T ω
K(ϕ1) − T ω

K(ϕ2), ψδ]s ≥ −
(
ω +

1
p

)
‖ϕ‖p,ω

= −δ(p) ‖ϕ‖p,ω .

�
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Let g ∈ Xω
p and consider the problem

(I + λT ω
K)f = g. (3.4.3)

where f must be sought in ∈ D(T ω
K).

For any λ > 0, the solution of Problem (3.4.3) is given

f(a, l) = e− a
λ K(f |Γ2 , f)(l) +

1
λ

∫ a

0
e

s−a
λ g(s, l)ds. (3.4.4)

For a = l, we get

f(l, l) := f|Γ2 = e− l
λ K(f |Γ2 , f)(l) +

1
λ

∫ l

0
e

s−l
λ g(s, l)ds. (3.4.5)

In order to write abstractly equations (3.4.4) and (3.4.5), we define the following linear
operators : {

Aλ : Yp −→ Yp

u → (Aλu)(l) := u(l)e− l
λ ;

{
Bλ : Yp −→ Xω

p

u → (Bλu)(a, l) := u(l)e− a
λ ;⎧⎪⎨⎪⎩

Cλ : Xω
p −→ Yp

g → (Cλg)(l) :=
1
λ

∫ l

0
e

s−l
λ g(s, l)ds

and ⎧⎨⎩ Dλ : Xω
p −→ Xω

p

g → (Dλg)(a, l) :=
1
λ

∫ a

0
e

s−a
λ g(s, l)ds.

For u ∈ Yp, we have

‖Aλu‖p
Yp

=
∫ l2

l1

∣∣∣∣e− l1
λ u(l)

∣∣∣∣p dl ≤ e−p
l1
λ

∫ l2

l1
|u(l)|p dl = e−p

l1
λ ‖u‖p

Yp

which implies

‖Aλ‖L(Yp) ≤ e− l1
λ . (3.4.6)

Similarly, for u ∈ Yp, we can write

‖Bλu‖p
Xω

p
=
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a)

∣∣∣e− a
λ u(l)

∣∣∣p dadl ≤
∫ l2

l1

∫ l

0
e−p a

λ |u(l)|p dadl

≤ λ

p
‖u‖p

Yp
.
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This yields

‖Bλ‖L(Yp,Xω
p ) ≤

(λ

p

) 1
p
. (3.4.7)

Next, using Hölder’s inequality and the fact that 1 ≤ eωl2e−ω(l−s), for g ∈ Xω
p , we have

‖Cλg‖p
Yp

≤
∫ l2

l1

1
λp

[ ∫ l

0
e

s−l
λ |g(s, l)| ds

]p
dl

≤ 1
λp

∫ l2

l1

[( ∫ l

0
ds
) 1

q
( ∫ l

0
|g(s, l)|p ds

) 1
p
]p

dl

≤ l
p
q

2
λp

eωl2
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−s) |g(s, l)|p dsdl

=
l

p
q

2 eωl2

λp
‖g‖p

p,ω

and therefore

‖Cλ‖L(Xω
p ,Yp) ≤ l

1
q

2
λ

e
ωl2

p . (3.4.8)

In the same way we can write

‖Dλg‖p
Xω

p
≤
∫ l2

l1

∫ l

0
e−ω(l−a) 1

λp

[ ∫ l

0
e

s−l
λ |g(s, l)| ds

]p
dadl

≤
∫ l2

l1

∫ l

0

1
λp

[ ∫ l

0
|g(s, l)| ds

]p
dadl

≤ 1
λp

∫ l2

l1

∫ l

0

[( ∫ l

0
ds
) 1

q
( ∫ l

0
|g(s, l)|p ds

) 1
p
]p

dadl

≤ lp2
λp

eωl2 ‖g‖p
p,ω

and consequently
‖Dλ‖L(Xω

p ,Xω
p ) ≤ l2

λ
e

ωl2
p . (3.4.9)

Now using these operators and the fact that f must satisfy the boundary conditions,
equations (3.4.4) and (3.4.5) may be written in the form{

f = BλK(f |Γ2 , f) + Dλg,

f |Γ2 = AλK(f |Γ2 , f) + Cλg.

Accordingly, (f |Γ2 , f) is a solution to the fixed point problem Fλ(v, w) = (v, w) on the
product space Yp × Xω

p where

Fλ(v, w) = (F1
λ, F2

λ)(v, w) =
(
AλK(v, w) + Cλg, BλK(v, w) + Dλg

)
. (3.4.10)
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Lemma 3.4.3. If the assumption (A6) holds true. There exists a constant λp > 0 such
that, for any λ ∈ (0, λp) and g ∈ Xω

p , there exists a function f ∈ D(T ω
K) such that

f + λT ω
K(f) = g. (3.4.11)

Proof. As we have seen above, in order to solve Problem (3.4.11), it suffices to prove
that the fixed point problem Fλ(u, f) = (u, f) has a unique solution in Yp × Xω

p where the
operator Fλ is defined by (3.4.10). To do so, let λp be the real defined by

λp := sup
{

λ > 0 :
(
e−p

l1
λ +

λ

p

) 1
p
ϑ < 1

}
where ϑ is the constant given in Lemma 3.4.1(ii).

Let (u1, f1), (u2, f2) ∈ Yp ×Xω
p . Using Lemma 3.4.1(ii) together with the estimates (3.4.6)-

(3.4.9), we get

‖Fλ(u1, f1) − Fλ(u2, f2)‖p
∗ = ‖AλK(u1, f1) − AλK(u2, f2)‖p

∗+‖BλK(u1, f1) − BλK(u2, f2)‖p
∗

≤ e−p
l1
λ ‖K(u1, f1) − K(u2, f2)‖p

∗ +
λ

p
‖K(u1, f1) − K(u2, f2)‖p

∗

≤
(
e−p

l1
λ +

λ

p

)
ϑp ‖(u1, f1) − (u2, f2)‖p

∗ .

This yields

‖Fλ(u1, f1) − Fλ(u2, f2)‖∗ ≤
(
e−p

l1
λ +

λ

p

) 1
p
ϑ ‖(u1, f1) − (u2, f2)‖∗ .

Taking into acount of the definition of the real λp, it is clear that, for each λ ∈ (0, λp),
the operator Fλ is then a strict contraction mapping. Applying the fixed point theorem of
Banach we infer that, for such λ, Problem (3.4.11) has a unique solution in D(T ω

K). �

Remark 3.4.2. It follows from Lemmas 3.4.2 and 3.4.3 that T ω
K is a quasi-m-accretive

operator in Xω
p . Note also that, in this case, D(T ω

K) is a dense subset of Xω
p (see, for

example, [23, 24]).

The main result of this section is the following.

Theorem 3.4.1. Let r > 0, ω > max
(
0,

1
l1

ln(ϑ)
)

and assume that the conditions (A3)-
(A6) are satisfied. Then the following hold true.

(i) If p ∈ (1, +∞), then, for each f0 ∈ Xω
p , problem (3.4.2) has a local weak solution. If

the initial data f0 belongs to D(T ω
K), then problem (3.4.2) has a local strong solution.

Assume, further, that (A7) is satisfied, then problem (3.4.2) has a unique global strong
solution for each f0 ∈ D(T ω

K) and it is a unique global weak solution if f0 /∈ D(T ω
K).

(ii) If p = 1, then, for each f0 ∈ Xω
1 , problem (3.4.2) has a local mild solution.
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Well-posedness of a nonlinear model of proliferating cell populations with inherited cycle
length

Proof. (i) According to Remark 3.4.2, T ω
K is quasi-m-accretive on Xω

p . It follows from
Lemma 3.4.1 that F1

p is locally Lipschitzian on Xω
p . Hence, the use of the fact that Xω

p is
reflexive together with Theorem 1.1.2, implies the existence of a local strong solution f to
(3.4.2) whenever the initial data f0 belongs to D(T ω

K).

Next, let f0 /∈ D(T ω
K). Since D(T ω

k ) is dense in Xω
p , there exists a sequence (fn)n∈N

contained in D(T ω
K) such that fn → f0 as n → ∞ and put M := sup{‖fn‖p,ω : n =

0, 1, · · · }. A similar proof to that of Theorem 1.1.2 allows us deduce the existence of real
TM > 0 such that for each n ∈ N, the problem⎧⎨⎩

∂f

∂t
(t) + T ω

K(f(t)) = F1
p(f(t)),

f(0) = fn ∈ Xω
p ,

possesses a unique strong solution, say gn, on the interval (0, TM ). To prove the existence
of a local weak solution, we have only to check that the sequence (gn)n∈N is a Cauchy
sequence in the Banach space C(0, TM ; Xω

p ). This follows immediately from (1.1.6).

To discuss the existence of a unique global strong solution to Problem 3.4.2, we assume
that the condition (A7) is satisfied. If g ∈ J1(f), then one can write〈

−F1
p(f), g

〉
s

=
〈
σ1(a, l, 〈f〉)f − B1(f), g

〉
s

= ‖g‖1−p
p,ω

( ∫ l2

l1

( ∫ l

0
e−ω(l−a)sgn0(g)|g|p−1σ1(·, ·, 〈f〉)fda

)
dl

−
∫ l2

l1

( ∫ l

0
e−ω(l−a)

( ∫ l2

l1

∫ l′

0
eω(l′−a′)e−ω(l′−a′)sgn0(g) |g|p−1 k̃1(·, ·, ·, ·, f)fda′dl′

)
da
)
dl
)

≥ σ1 ‖f‖2
p,ω − k̃1e2ω(l1−l2) ‖f‖2

p,ω

∫ l2

l1

∫ l

0
dadl

≥ σ1 ‖f‖2
p,ω − k̃1e2ω(l1−l2) l22 − l21

2
‖f‖2

p,ω

This yields to 〈
−F1

p(f), g
〉

s
≥ σ1 ‖f‖2

p,ω − k̃1e2ω(l1−l2) l22 − l21
2

‖f‖2
p,ω

≥ −α ‖f‖2
p,ω ,

where α : = k̃1e2ω(l1−l2) l22 − l21
2

− σ1. Applying Theorem 1.1.2, we conclude that f is a
global strong solution.

(ii) By hypothesis f0 ∈ Xω
1 . Let r > 1 be a real such that ‖f0‖1,ω ≤ r − 1. Let R be the

function defined on Xω
1 by

R(g) =

⎧⎪⎨⎪⎩
g if ‖g‖1,ω ≤ r,
r

‖g‖1,ω

g if ‖g‖1,ω ≥ r.
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We know from Lemmas 3.4.2 and 3.4.3 (see also Remark 3.4.2) that T ω
K is ω-m-accretive.

The use Lemma 3.4.1(i) together with [22] shows that the function F1
1(R(·)) is 2Cr-

Lipschitz on Xω
1 where Cr is the Lipschitz constant of F1

1 on B1,ω
r (cf. Lemma 3.4.1(i)).

Consequently, the operator T ω
K −F1

1(R(·)) is (ω +2Cr)-m-accretive on Xω
1 or, equivalently,

T ω
K − F1

1(R(·)) is quasi-accretive on Xω
1 . Applying Proposition 1.1.2 we infer that the

problem {
f ′(t) + T ω

K(f(t)) = F1
1
(
R(f(t))

)
f(0) = f0,

has a unique mild solution f on Xω
1 .

Next, using the fact that D(T ω
K) is dense in Xω

1 , we can choose h0 ∈ D(T ω
K) such that

‖h0 − f0‖1,ω ≤ 1/2. It is clear that h0 ∈ B1,ω
r . Set η0 = T ω

K(h0) − F1
1(R(h0)) = T ω

K(h0) −
F1

1(h0). The use of (1.1.5) yields

‖u(t) − h0‖1,ω ≤ eω t ‖h0 − f0‖1,ω +
∫ t

0
eω(t−s)[−η0, u(s) − h0]sds

≤ eω t
(

‖h0 − f0‖1,ω +
1
ω

‖η0‖1,ω (1 − e−ω t)
)
.

Accordingly
‖u(t)‖1,ω ≤ ‖h0‖1,ω + 1 ≤ r,

for 0 ≤ t ≤ Tr where Tr > 0 is suitably chosen. This shows that u(·) is a mild solution to
Problem (3.4.2) in the interval [0, Tr] which completes the proof. �

Remark 3.4.3. It should be noticed that in the case where the perturbation is trivial
(P = 0), Problem 3.4.1 coincide with Problem (DE)-(DC) in [56]. So, Theorem 3.4.1
extends Theorems 5.5 and 6.5 in [56] to a more general framework.
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Chapitre 4
On the solutions for a nonlinear boundary
value problem modeling a proliferating cell
population with inherited cycle length

4.1 Introduction

The purpose of this chapter is to establish some existence results for the following nonlinear
integro-differential equation

∂ψ

∂a
(a, l) + λψ(a, l) + σ(a, l, ψ(a, l)) =

∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)f(a, l′, ψ(a, l′))χΩ(a, l′)dl′, (4.1.1)

where λ is a real number and χΩ denotes the characteristic function of the set

Ω :=
{
(a, l); 0 < a < l, 0 < l1 < l < +∞}

.

This equation is derived from an age-structured proliferating cell population model with
inherited properties introduced by Lebowitz and Rubinow [39]. The variable l denotes
the cycle length of individual cells which is the time between cell birth and cell division.
The cell cycle length of individual cells is an inherent characteristic determined at birth.
The variable a is the age of the individual cells. It is defined so that cells born at a = 0
(daughter cells) and divide at a = l (mother cells). The constant l1 is the minimum cycle
length of cells while the maximum cycle length of cells is allowed to be infinite (l2 = +∞).
Here ψ(a, l) denotes the density of the population with respect to age a and cell cycle
length l. The function σ(·, ·, ·) is the rate of cells mortality or loss due to causes other than
division, f(·, ·, ·) is a measurable function from Ω × R into R and κ(·, ·, ·) is a measurable
function from R

+ × [l1, +∞) × [l1, +∞) into R.
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On the solutions for a nonlinear boundary value problem modeling a proliferating cell
population with inherited cycle length

The model originally proposed by Lebowitz and Rubinow [39] is a linear partial differential
equation, but as observed by Rotenberg [52], it seems that the linear model is not adequate.
Indeed, the cells under consideration are in contact with a nutrient environment which is
not part of the mathematical formulation. Fluctuations in nutrient concentration and
other density-dependent effects such as contact inhibition of growth make the transition
rates functions of the population density, thus creating a nonlinear problem. So the rate
of cell mortality σ(·, ·, ·) and the function f(·, ·, ·) are assumed to be nonlinear functions
of the density of cells ψ(·, ·). On the other hand, the biological boundary is fixed and
tightly coupled through out mitosis and the conditions present at the boundaries are felt
throughout the system and cannot be remote. This phenomena suggest that at mitosis
daughter cells and parent cells are related by a nonlinear reproduction rule which describes
the boundary conditions. It writes in the shape

ψ(0, l) = (Rψ)(l, l), (4.1.2)

where R stands for a nonlinear operator which is intended to model the transition from
mother cells of cycle length l to daughter cells of cycle length l. It covers, in particular,
the usual biological models (cf. [39, 59, 60, 34, 42] and the references therein).

The model (4.1.1)-(4.1.2) has been analyzed in [26] in Lp-spaces, 1 < p < ∞, in the
case where the maximum cycle length (l2 < +∞) is finite. The analysis follows the same
strategy as that used by the second author in [31] in the context of rarefied gas dynamics.
It is based essentially on compactness results established only for 1 < p < ∞ and uses the
Schauder and Krasnosel’skii fixed point theorems. Due to the lack of compactness in L1-
spaces, this approach fails in the L1 context (which is the convenient and natural setting
of the problem because ψ(a, l) has the meaning of a density of cells with respect to the age
a and the cells cycle length l). The case of L1-spaces was considered in [36]. The approach
is based on topological methods and uses the specific properties of weakly compact sets
in L1-spaces. Note also that the well-posedness of nonlinear evolution equations derived
from the model of Lebowitz and Rubinow was discussed in the works [56, 23, 1, 2]. The
main purpose of this chapter is to present an existence theory for the boundary value
problem (4.1.1)-(4.1.2) on L1-spaces in the case where the maximum cycle length is infinite
(l2 = +∞).

The organization of this chapter is as follows. In Section 2 we introduce the functional
setting of the problem and we establish some preliminary results. We recall some facts
from functional analysis and two fixed point theorems established in [35, 37] needed in the
sequel. We also introduce a measure of weak noncompactness adapted to the problem. In
Section 4.3, establish an existence result for the boundary value problem (4.1.1)-(4.1.2)
(cf. Theorem 4.3.1) in the special case where σ(a, l, ψ(a, l)) = σ(a, l)ψ(a, l) (σ is not re-
labeled) is a multiplication operator. The proof of this result consists in writing problem
(4.1.1)-(4.1.2) as a fixed point problem involving a nonlinear ws-compact operator, depen-
ding on the real λ, Gλ, and we show that it satisfies the hypotheses of Theorem 4.2.1 on
an appropriate subset of L1(Ω). Existence results for the general boundary value problem
(4.1.1)-(4.1.2)

(
i.e. σ(·, ·, ·) is a nonlinear function of ψ(·, ·)) is the subject of Theorem

4.3.2. In order to transform (4.1.1)-(4.1.2) into a fixed point problem, the additivity of the
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transition operator R (and consequently its linearity because it is continuous) is required.
Under this hypothesis, we first transform (4.1.1)-(4.1.2) into a fixed point problem invol-
ving two nonlinear operators depending on the real number λ , say, ψ = F(λ)ψ + H(λ)ψ.
Restricting ourselves to an adequate subset of L1(Ω) we show that F(λ) and H(λ) satisfy
the hypotheses of Theorem 4.2.2.

4.2 Notation and Preliminaries

In this section we fix notations and introduce the functional setting of the problem. Let

X := L1(Ω; dadl),

where Ω := {(a, l); 0 < a < l, l1 < l < +∞} with 0 < l1 < +∞ and denote by Z1
and Z2 the boundary spaces, that is, Z1 := L1(Γ1; dl) and Z2 := L1(Γ2; dl) where
Γ1 : =

{
(0, l) : l ∈ (l1, +∞)

}
and Γ2 : =

{
(l, l) : l ∈ (l1, +∞)

}
. Let W be the partial

Sobolev space defined by

W =
{

ψ ∈ X :
∂ψ

∂a
∈ X

}
.

Let us now prove a result similar to that of Proposition 2.1 in [34] for the space X.

Lemma 4.2.1. Let ψ ∈ W. If ψ|Γ1 ∈ Z1, then ψ|Γ2 ∈ Z2 and vice versa.

Proof. For any ψ ∈ W, we have

ψ(l, l) = ψ(0, l) +
∫ l

0

∂ψ

∂a
(a, l)da. (4.2.1)

and therefore |ψ(l, l)| ≤ |ψ(0, l)| +
∫ l

0

∣∣∣∣∂ψ

∂a
(a, l)

∣∣∣∣ da. If ψ|Γ1 ∈ Z1, then

∫ +∞

l1
|ψ(l, l)| da ≤

∫ +∞

l1
|ψ(0, l)| dl +

∫ +∞

l1

∫ l

0

∣∣∣∣∂ψ

∂a
(a, l)

∣∣∣∣ dadl

≤ ‖ψ‖Z1
+
∥∥∥∥∂ψ

∂a
(a, l)

∥∥∥∥
X

< ∞

which implies that ψ|Γ2 ∈ Z2.

Writing Eq. (4.2.1) in the form ψ(0, l) = ψ(l, l) −
∫ l

0

∂ψ

∂a
(a, l)da and arguing as above we

derive the converse. �

In the remainder of this chapter we will use the following space

W̃ =
{
ψ ∈ W such that ψ|Γ1 ∈ Z1

}
=
{
ψ ∈ W such that ψ|Γ2 ∈ Z2

}
.
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For simplicity, we shall identify Z1 and Z2 with the space

Y := L1([l1, +∞); dl)

We suppose that the transition boundary operator R defined from Y into Y satisfies the
condition

(A1) There exists α > 0 such that

‖R(ψ1) − R(ψ2)‖Y ≤ α ‖ψ1 − ψ2‖Y for all ψ1, ψ2 ∈ Y.

It is clear that R is continuous. Moreover, for all ψ ∈ Y, we have

‖R(ψ)‖Y ≤ α ‖ψ‖Y + ‖R(0)‖Y . (4.2.2)

So, R maps bounded sets of Y into bounded sets of Y.

Now, we will define the operator⎧⎨⎩SR : D(SR) ⊂ X −→ X
ψ −→ SR(ψ)(a, l) = −∂ψ

∂a
(a, l) − σ(a, l)ψ(a, l)

with domain
D(SR) = {ψ ∈ W̃ such that ψ|Γ1 = R(ψ|Γ2)}

where σ(·, ·) ∈ L∞(Ω, dadl). In the remainder of this work we set

σ = ess-inf
{
σ(a, l), (a, l) ∈ Ω

}
.

We consider the resolvent equation for the operator SR, (λ − SR)ψ = ϕ, where ϕ is a
given function of X, λ ∈ R and the unknown ψ must be sought in D(SR). For λ > −σ,
the solution is formally given by

ψ(a, l) = ψ(0, l)e−
∫ a

0 (λ+σ(s,l))ds +
∫ a

0
e−

∫ a

s
(λ+σ(τ,l))dτ ϕ(s, l)ds. (4.2.3)

Accordingly, for a = l, we get

ψ(l, l) = ψ(0, l)e−
∫ l

0 (λ+σ(s,l))ds +
∫ l

0
e−

∫ l

s
(λ+σ(τ,l))dτ ϕ(s, l)ds, (4.2.4)

The last equation may be written in the form

ψ(l, l) = PλRψ(l, l) + Πλϕ (4.2.5)

where Pλ stands for the linear operator

Y � u −→ (Pλu)(l) := u(0, l)e−
∫ l

0 (λ+σ(s,l))ds ∈ Y,
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while Πλ is the linear operator given by

X � ϕ −→ (Πλϕ)(l) :=
∫ l

0
e−

∫ l

s
(λ+σ(τ,l))dτ ϕ(s, l)ds ∈ Y.

It is easy to check that Pλ and Πλ are bounded and

‖Pλ‖L(Y) ≤ e−l1(λ+σ), ‖Πλ‖L(X,Y) ≤ 1.

Consider now the equation
u = PλR(u) + f (4.2.6)

where f is a given function of Y. Let A(λ,f) be the operator defined by{
A(λ,f) : Y −→ Y

u −→ A(λ,f)u := PλR(u) + f.

Since ‖Pλ‖L(Y) ≤ e−l1(λ+σ), for all u, v ∈ Y, we have∥∥∥A(λ,f)(u) − A(λ,f)(v)
∥∥∥ ≤ αe−l1(λ+σ) ‖u − v‖ .

So, for every λ > max(0, −σ+
1
l1

ln(α)), the operator A(λ,f) is a strict contraction mapping

on Y and therefore, by the Banach fixed point theorem, Problem (4.2.6) has a unique
solution u = u(λ, f). Let Jλ be the operator defined by{

Jλ : Y −→ Y
f −→ Jλf := u

where u stands for the unique solution of the equation (4.2.6).

Lemma 4.2.2. Let ζ > 0 and let λ ∈ R be such that λ > max(ζ, −σ+
1
l1

ln(α)) and assume
that the hypothesis (A1) is satisfied. Then Jλ is continuous on Y and maps bounded sets
into bounded ones.

Proof. By the definition of Jλ(f), Eq. (4.2.5) may be written in the form
Jλ(f) = PλR(Jλ(f)) + f. Hence, for any f1, f2 ∈ Y, we have ‖Jλ(f1) − Jλ(f2)‖Y ≤
αe−l1(ζ+σ) ‖Jλ(f1) − Jλ(f2)‖Y + ‖f1 − f2‖Y . This leads to the estimate

‖Jλ(f1) − Jλ(f2)‖Y ≤ 1
1 − αe−l1(ζ+σ) ‖f1 − f2‖Y

which proves the continuity of Jλ. Next, putting f2 = 0 in last equation we get

‖Jλ(f1)‖Y ≤ 1
1 − αe−l1(ζ+σ) ‖f1‖Y + ‖Jλ(0)‖Y (4.2.7)

which proves that Y maps bounded sets into bounded ones. �
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Note that Eq. (4.2.3) may be written as

ψ = QλRψ(l, l) + Ξλ(ϕ) (4.2.8)

where Qλ and Ξλ are the linear operators given by

Y � u −→ (Qλu)(a, l) := u(0, l)e−
∫ a

0 (λ+σ(s,l))ds ∈ X,

and
X � ϕ −→ (Ξλϕ)(a, l) :=

∫ a

0
e−

∫ a

s
(λ+σ(τ,l))dτ ϕ(s, l)ds ∈ X.

One checks readily that, for λ > −σ, these operators are bounded, positive (in the case
where λ ∈ R) and satisfy

‖Qλ‖L(Y,X) ≤ 1
λ + σ

, ‖Ξλ‖L(X,X) ≤ 1
λ + σ

.

Substituting ψ(l, l) = JλΠλ(ϕ) into (4.2.8), we get ψ = QλRJλΠλ(ϕ)+Ξλ(ϕ). This proves
that (λ − SR) is invertible and

(λ − SR)−1 = QλRJλΠλ + Ξλ. (4.2.9)

Remark 4.2.1. (a) It should be noted that for λ > σ, the operators Pλ, Qλ, Πλ and Ξλ

are positive in the lattice sense.
(b) It is obvious that the operator (λ − SR)−1 is continuous on X and maps bounded sets

into bounded ones. This follows from the properties of the operators Pλ, Qλ, Πλ, Ξλ,
R and Jλ.

Let E be the space defined by

E := L1(R+ × [l1, +∞), dadl).

Definition 4.2.1. Let κ : R
+ × [l1, +∞) × [l1, +∞) → R be a measurable function. We

say that κ(·, ·, ·) is an admissible kernel if the linear operator B defined by⎧⎪⎨⎪⎩
B : E −→ E

ψ −→
∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)ψ(a, l′)dl′

(4.2.10)

is bounded.

An easy example of admissible kernel is given by κ(a, l, l′) = θ(a)ϑ(l)υ(l′) where θ ∈
L∞(R+, da), ϑ ∈ L1([l1, +∞), dl) and υ ∈ L∞([l1, ∞), dl). Indeed, let ψ ∈ E, easy calcula-
tions using Fubini’s theorem show that

‖B(ψ)‖ ≤ ‖θ‖∞ ‖ϑ‖L1 ‖υ‖∞ ‖ψ‖E .
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This shows that the operator B defined by the kernel κ(a, l, l′) = θ(a)ϑ(l)υ(l′) is bounded
and

‖B‖ ≤ ‖θ‖∞ ‖ϑ‖L1 ‖υ‖∞ .

In the remainder of this chapter the kernel κ(·, ·, ·) is always assumed to be admissible.
We denote by B the linear operator defined by⎧⎪⎨⎪⎩

B : X −→ X

ψ −→
∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)χΩ(a, l)ψ(a, l′)dl′.

(4.2.11)

where χΩ(·, ·) denotes the characteristic function of the set Ω.

It is clear that B is local in a ∈ R
+. So, it may be viewed as an operator on Y =

L1([l1, +∞); dl) depending on a parameter a ∈ R
+. We assume that the function B(·) is

strongly measurable, i.e. for every u ∈ Y, the function

R
+ � a → B(a)u ∈ L(Y)

is measurable and the map R
+ � a → ‖B(a)‖L(Y) is essentially bounded. Here L(Y) stands

for the set of all bounded linear operators on Y.

Remark 4.2.2. Let κ+(a, l, l′) and κ−(a, l, l′) denote the positive part and the negative
part of κ(a, l, l′), respectively. We know that

κ(a, l, l′) = κ+(a, l, l′) − κ−(a, l, l′).

So, we can define the operators B
+ and B

− by

E � ϕ → B
+ϕ(a, l) : =

∫ +∞

l1
κ+(a, l, l′)ψ(a, l′)dl′ ∈ E.

and
E � ϕ → (B−ϕ)(a, l) : =

∫ +∞

l1
κ−(a, l, l′)ψ(a, l′)dl′ ∈ E.

It is obvious that B
+ and B

− are positive linear operators. �

We introduce the following hypothesis :

(A2) the kernel κ(·, ·, ·) of the operator B satisfies the condition {κ(a, ·, l′), (a, l′) ∈ Ω}
is a relatively weakly compact subset of Y.

This condition says that B is a regular operator on E (in the sense of regular collision
operators in neutron transport theory (see, for example, [41])). So, arguing as in the work
[41, pp. 1052-1053], one can prove the following result.

Lemma 4.2.3. If the condition (A2) is satisfied, then there exists a sequence (Bn)n∈N of
L(E) such that
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(a) 0 ≤ Bn ≤ B for any n ∈ N ;
(b) for each n ∈ N, Bn is dominated by a rank-one operator in L(Y);
(c) limn→∞ ‖B − Bn‖L(E) = 0.

We note that Item (b) of Lemma 4.2.3 means that each operator Bn is dominated by an
operator on X which acts as follows

ϕ ∈ X −→ θn(l)
∫ +∞

l1
ϕ(a, l′)dl′. (4.2.12)

where θn is a non-negative bounded function on [l1, +∞) with compact support.

Now we are in a position to prove following result which is fundamental for our purpose.

Proposition 4.2.1. Assume that B satisfies (A1)-(A2) and let λ be a real satisfying λ >

max(ζ, −σ +
1
l1

ln(α)), then the operator (λ − SR)−1B is weakly compact on X.

To prove this proposition we shall make use of the following two results. The first one is
owing to Dieudonné [17, Theorem 4].

Lemma 4.2.4. Let E be a nonempty measurable subset of Rd (not necessary bounded). A
bounded subset O of L1(E; dl) is relatively weakly compact in L1(E; dl) if and only if

(a) for any ε > 0, there exists δ > 0 such that μ(A) ≤ δ implies
∫

A
|f | dl < ε, for all

f ∈ O,

(b) for any ε > 0, there exists a compact subset C ⊂ E such that
∫

E\C
|f | dl < ε, for

all f ∈ O.

The second one is due to Dodds-Fremlins which was improved afterward by Aliprantis-
Burkinshaw (see, for example, [44, p. 223]). We state this result in the context of L1-spaces.

Lemma 4.2.5. Let Σ be an arbitrary bounded open subset of R
n and let L1(Σ) be the

set of all Lebesgue integrable functions on Σ. If S and T are two positive bounded linear
operators on L1(Σ) satisfying 0 ≤ S ≤ T and T is weakly compact, then S is weakly
compact too.

Proof of Proposition 4.2.1. Let ζ > 0 and let λ be a real such that λ > max(ζ, −σ +
1
l1

ln(α)). According to (4.2.9), it suffices to prove the weak compactness of the operators
QλRJλΠλB and ΞλB. Our first step is to check that ΠλB and ΞλB are weakly compact
on E. Indeed, according to Lemma 4.2.3 and (4.2.12), it suffices to establish the weak
compactness of ΠλB and ΞλB, where B is an operator defined on E by

B(ψ)(a, l) =
∫ +∞

l1
θ(l)ψ(a, l′)dl′,
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where θ is non-negative bounded function on [l1, +∞) with compact support. Let ΠλB may
be written in the form ΠλB = ΓλR where R and Γλ are the two bounded linear operators
given by ⎧⎨⎩

R : E1 −→ L1(R+, da)

ϕ−→ (Rϕ)(a) :=
∫ +∞

l1
ϕ(a, l) dl

and ⎧⎨⎩
Γλ : L1(R+, da)−→ Y

ϕ−→
∫ l

0
θ(l)e−

∫ l

s
(λ+σ(τ,l))dτ ϕ(s)ds.

Thus, we claim that Γλ is weakly compact. To do so, let O be a bounded subset of
L1(R+, da) and let ψ ∈ O. We first observe that, for all measurable subsets A of [l1, +∞),
we have ∫

A
|(Γλψ)(l)| dl ≤ ‖ψ‖L1(R+,da)

∫
A

θ(l)dl.

Since θ(·) is a bounded function with compact support, we have∫
A

|(Γλψ)(l)| dl → 0 as |A| → 0, for any ψ ∈ O

where |A| stands for the Lebesgue measure of A.

Next, let T > 0 and put C = [0, T ]. Hence, we have∫
[l1,+∞)\C

|Γλ(ψ)(l)| dl =
∫ +∞

T
|Γλ(ψ)(l)| dl ≤ ‖ψ‖L1(R+,da)

∫ +∞

T
θ(l)dl

= ‖ψ‖L1(R+,da)

∫ +∞

l1
θ(l)χ[l1,+∞)(l)dl.

Since θ(l)χ[l1,+∞)(l) ≤ θ(l) and θ(l) is a bounded function on [l1, +∞) with com-
pact support, applying the Lebesgue dominated convergence theorem, we infer that

lim
T →+∞

∫ +∞

T
θ(l)dl = 0, and therefore,

lim
T →+∞

∫ +∞

T
|(Γλψ)(l)| dl = 0, for any ψ ∈ O.

Now using Lemma 4.2.4, we conclude the weak compactness of the operator ΠλB as an
operator from E into Y.

Arguing as above we prove also the weak compactness of the operator ΞλB on E.

Since λ is a real number, it is clear that ΠλB and ΞλB are positive and satisfy

0 ≤ ΞλB ≤ ΞλB and 0 ≤ ΠλB ≤ ΠλB.

Therefore, the use of Lemma 4.2.5 gives the weak compactness of the operators ΠλB and
ΞλB.
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Since Qλ is linear (then weakly continuous), in order to complete the proof, it suffices to
show the weak compactness of the operator RJλΠλB. To this end, let O be a bounded
subset of E and put U = ΠλB(O). We note that U is relatively weakly compact.

Let f ∈ U . Easy calculations using (A1),(4.2.2) and (4.2.7) give

|RJλ(f)(l)| ≤ |R(0)| + α |Jλ(0)| +
α

1 − αe−l1(ζ+σ) |f(l)| .

For any measurable subset A of [l1, +∞), we have∫
A

|RJλ(f)(l)| dl ≤
∫

A
(|R(0)| + α |Jλ(0)|)dl +

α

1 − αe−l1(ζ+σ)

∫
A

|f(l)| dl.

Since sets consisting of one element are weakly compact and f belongs to U , we get

lim
|A|−→0

∫
A

|RJλ(f)(l)| dl = 0.

Next, let T > 0 and ∀f ∈ U , we have∫ +∞

T
|RJλ(f)(l)| dl ≤

∫ +∞

T
(|R(0)| + α |Jλ(0)|)dl +

α

1 − αe−l1(ζ+σ)

∫ +∞

T
|f(l)| dl.

Using the fact that U is relatively weakly compact, we infer that

lim
T −→+∞

∫ +∞

T
|RJλ(f)(l)| dl = 0.

Now, applying Lemma 4.2.4, we conclude the weak compactness of the operator RJλΠλB.
This ends the proof. �

In the remainder of this section we shall recall some results required in the proofs of our
existence results.

Definition 4.2.2. Let Σ be an arbitrary bounded open subset of R
n. A function g :

Σ × C → C is said to satisfy the Carathéodory conditions if g(x, y) is measurable in x for
all y ∈ C and is continuous in y for almost all x.

If g satisfies the Carathéodory conditions, then we can define the operator Ng on the set
of functions ψ : Σ → C by (Ngψ)(a, l) = g(a, l, ψ(a, l)) for every (a, l) ∈ Σ. The operator
Ng is called the Nemytskii (or superposition) operator generated by g. We now quote a
useful result which states a basic fact for the theory of Nemytskii’s operators on L1-spaces
(see, for example, [3, 4]).

Lemma 4.2.6. Assume that f is a Carathéodory function. If Nf : L1(Σ) → L1(Σ), then
Nf is continuous and takes bounded sets into bounded sets. Moreover, there is a constant
η > 0 and the function 0 ≤ h(.) ∈ L1(Σ) such that

|f(x, y)| ≤ h(x) + η |y| a.e. in x, for all y ∈ R.
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For the proof we refer to [4].

A Banach space X has the Dunford-Pettis property if, for every sequence (xn)n in X
converging weakly to 0 and every sequence (x∗

n)n in X∗ (the dual space of X) converging
weakly to 0, the sequence (x∗

n(xn)) converges to 0.

The following result gives a characterization of a Banach spaces with the Dunford-Pettis
property (see, for example, [21, p. 596] )

Lemma 4.2.7. Let X be a Banach space. Then, the following assertions are equivalent.
(a) X has the Dunford-Pettis property.
(b) Every weakly compact operator from X into any Banach space Y maps weakly

compact sets of X into norm compact sets of Y .

A measure of weak noncompactness. We introduce a measure of weak noncompactness
required in the proofs of our results. Let B(E) be the set of all nonempty bounded subsets
of E. We denote by W(E) the subset of B(E) consisting of all weakly compact subsets of
E. Inspired by the works [5, 12], we define the map ω : B(E) −→ [0, +∞) by

ω(M) = ω1(M) + ω2(M), ∀M ∈ B(E)

where
ω1(M) = lim sup

ε→0

{
sup
ψ∈M

( ∫
D

|ψ(a, l)| dadl : |D| < ε
)}

,

and
ω2(M) = lim sup

T,T ′→+∞

{
sup
ψ∈M

( ∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ψ(a, l)| dadl

)}
,

for every subset M ∈ B(E). Here |D| denotes the Lebesgue measure of D.

Proposition 4.2.2. Let M, M1 and M2 be three elements of B(E). Then, the following
properties are satisfied

1. If M1 ⊆ M2, then ω(M1) ≤ ω(M2) ;
2. ω(M1

⋃
M2) = max{ω(M1), ω(M2)} ;

3. ω(λM) = |λ| ω(M) for any λ ∈ R ;
4. ω(M1 + M2) ≤ ω(M1) + ω(M2) ;
5. ω(M) = 0 if and only if M

w ∈ W(E) is the weak closure of M ;
6. ω(co(M)) = ω(M) ;
7. ω

(
Mw) = ω(M).

The proof of this result requires the following Lemma (see, for example, [18, p. 292]).

Lemma 4.2.8. A subset M of L1(Σ, dν
)

is weakly compact if and only if M is bounded
and, for any decreasing sequence of measurable subsets (En)n of Σ such that ∩n≥0En = ∅,
we have

lim
n→+∞

∫
En

f(x)dν(x) = 0, uniformly for f ∈ M.
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Proof of Proposition 4.2.2. The proof of the properties (1), (2), (3) and (4) is clear,
we shall prove the following statements

(5) The fact that ω(M) = 0 implies Mw ∈ W(E) is a consequence of Lemma 4.2.4. First,
we suppose that Mw ∈ W(E). Given by Lemma 4.2.4(a) that ω1(M) = 0, it remains to
prove that ω2(M) = 0. Let Cn = [Tn, +∞) × [Tn, +∞) with (Tn)n be a nondecreasing
sequences such that limn→+∞ Tn = +∞. It follows from Lemma 4.2.8 that

lim
n→+∞ sup

ψ∈M

∫ +∞

Tn

∫ +∞

Tn

|ψ(a, l)| dadl = 0.

This proves of ω2(M) = 0.

(6) Let M ∈ B(E). It is clear that M ⊂ co(M), using the property (1), we get ω(M) ≤
ω(co(M)), it remains to prove that ω(co(M)) ≤ ω(M). Let D be a measurable subset of
Ω such that |D| < ε. For ψ ∈ co(M), there exist (ai)1≤i≤n with ai ≥ 0 and (ϕi)1≤i≤n with
ϕi ∈ M such that

∑n
i=1 ai = 1 and ψ =

∑n
i=1 aiϕi. Clearly,∫

D
|ψ(a, l)| dadl ≤

n∑
i=1

ai

∫
D

|ϕi(a, l)| dadl ≤
n∑

i=1
ai sup

1≤i≤n

∫
D

|ϕi(a, l)| dadl

= sup
1≤i≤n

∫
D

|ϕi(a, l)| dadl ≤ sup
ϕ∈M

∫
D

|ϕ(a, l)| dadl.

Hence,

sup
ψ∈co(M)

∫
D

|ϕ(a, l)| dadl ≤ sup
ϕ∈M

∫
D

|ϕ(a, l)| dadl.

This proves of ω1(co(M)) ≤ ω1(M).

Further, for any T, T ′ > 0, a similar proof as before shows that

sup
ψ∈co(M)

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ϕ(a, l)| dadl ≤ sup

ϕ∈M

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ϕ(a, l)| dadl.

Hence, when T and T ′ go to +∞, we get ω2(co(M)) ≤ ω2(M). Accordingly, we have

ω(co(M)) ≤ ω(M)

which proves that ω(co(M)) = ω(M).

(7) Since M ⊂ M
w, the use of (1) gives ω(M) ≤ ω

(
M

w).
To prove the converse inequality, using the inclusion M ⊆ M

w ⊆ co(M) we get ω
(
M

w) ≤
ω(co(M)). Thus, we have only to check that ω(M) = ω(M). By (1), we have the inequality
ω(M) ≤ ω(M). Next, for ψ ∈ M , there exists a sequence (ψn)n such that lim

n→+∞ ψn = ψ.

Hence, ∫
D

|ψ(a, l)| dadl ≤
∫

D
|ψ(a, l) − ψn(a, l)| dadl +

∫
D

|ψn(a, l)| dadl

≤ ‖ψ − ψn‖E + ω1(M),
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and therefore, for n large enough, we have

lim
T,T ′→+∞

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ψ(a, l)| dadl ≤ ω2(M).

Thus, we conclude that ω2(M) ≤ ω2(M). Next, the use of (6) gives ω(co(M)) =
ω(co(M)) = ω(M), which implies ω

(
Mw) = ω(M) and ends the proof of (7).

We conclude this section by recalling the notions of ws-compact and ww-compact operators
and two fixed point theorems related to these operators established in [37, 35] which we
shall use below.

Definition 4.2.3. Let X be a Banach space and let J be an operator from X into itself.
(a) J is said to be ws-compact, if for each weakly convergent sequence (xn)n∈N of X,

(Jxn)n∈N has a strongly convergent subsequence.
(b) J is said to be ww-compact, if for each weakly convergent sequence (xn)n∈N of X,

(Jxn)n∈N has a weakly convergent subsequence.
Theorem 4.2.1. Let M be a bounded closed convex subset of a Banach space X. If f is
a continuous ws-compact operator and f(M) is relatively weakly compact, then there exists
x ∈ M such that f(x) = x.

Theorem 4.2.2. Let M be a nonempty closed bounded convex subset of a Banach space
X. Suppose that f : M → X and g : X → X such that :

a) f is continuous and ws-compact ;
b) there exists γ ∈ [0, 1[ such that w(f(S) + g(S)) ≤ γw(S) for all subset S of M ;
c) g is a strict contraction ;
d) f(M) + g(M) ⊆ M.

Then, there exists z ∈ M such that f(z) + g(z) = z.

4.3 Existence results

Throughout this section the kernel κ(·, ·, ·) is assumed to be admissible in the sense of
Defintion 4.2.2.

In the first part of this section our interest concentrates on existence results for the boun-
dary value problem (4.1.1) in the case where σ(a, l, ψ(a, l)) satisfies the hypothesis

(A3) σ(a, l, ψ(a, l)) = σ(a, l)ψ(a, l) with σ(., .) ∈ L∞(
Ω; da dl

)
(σ is not relabeled). The general case will be treated at the end of this section. For this
purpose, we use the notations and the preparatory results presented in Section 4.2.

In the following we need the following hypothesis

(A4) f satisfies the Carathéodory conditions and the

Nemytskii operator Nf acts from X into itself.

Now we are ready to prove
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Lemma 4.3.1. If (A4) holds true, then Nf is ww-compact.

Proof. Let (ψn)∈N be a weakly convergent sequence in X, then Z := {ψn, n ∈ N} is a
relatively weakly compact set of X. According to Lemma 4.2.6, there are a constant η > 0
and function h(·, ·) ∈ X+ (the positive cone of X) such that

|f(x, ζ, ψn(x, ζ))| ≤ h(x, ζ) + η |ψn(x, ζ)| .

Thus, for any measurable subset A of R+ × [l1, +∞), we have∫
A∩Ω

|Nf ψ(a, l)| dadl ≤
∫

A∩Ω
|h(a, l)| dadl + η

∫
A∩Ω

|ψ(a, l)| dadl

and so, ∫
A∩Ω

|Nf ψ(a, l)| dadl −→ 0 as |A ∩ Ω| −→ 0 for any ψ ∈ Z

where |A ∩ Ω| denotes the Lebesgue measure of A ∩ Ω.

Further, let (Tm)m∈N and (Tn)n∈N be two sequences of real numbers such that
lim

n,m→+∞ Tm, Tn = +∞. For any ψ ∈ Z, we obtain

∫ +∞

Tm

∫ +∞

Tn

|Nf ψ(a, l)χΩ(a, l)| dadl ≤
∫ +∞

Tm

∫ +∞

Tn

|h(a, l)χΩ(a, l)| dadl

+ η

∫ +∞

Tm

∫ +∞

Tn

|ψ(a, l)χΩ(a, l)| dadl.

Thus, since Z is relatively weakly compact, for any ψ ∈ Z, we have

lim
n,m→+∞

∫ +∞

Tm

∫ +∞

Tn

|Nf ψ(a, l)χΩ(a, l)| dadl = 0.

Now, applying Lemma 4.2.4, we conclude that Nf (Z) is relatively weakly compact which
ends the proof. �

Let r > 0 and set
Br =

{
ψ ∈ X such that ‖ψ‖X ≤ r

}
.

Theorem 4.3.1. Let (A1)-(A4) be satisfied. Then, for each r > 0, there exists a real
λ0 > 0 such that, for all real λ satisfying λ > λ0, the boundary value problem⎧⎪⎨⎪⎩

∂ψ

∂a
(a, l) + (λ + σ(a, l))ψ(a, l) =

∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)f(a, l′, ψ(a, l′))dl′,

ψ|Γ1 = R(ψ|Γ2), λ ∈ R

(4.3.1)

has at least one solution in Br.

58



Proof. Let r > 0 and let ε be a real number such that ε > max(0, −σ +
1
l1

ln(α)). Hence,

according to (4.2.9), for any real number λ satisfying λ ≥ ε, the operator (λ − SR) is
invertible and then Problem (4.3.1) may be transformed into the following fixed point
problem

ψ = Gλ(ψ), ψ|Γ1 = R(ψ|Γ2),

where Gλ = (λ − SR)−1BNf .

The proof may be derived in four steps.

The continuity of Gλ follows immediately from Remark 4.2.1 (b), Lemma 4.2.6 and the
boundedness of B.

We shall now check that, for suitable λ, Gλ leaves Br invariant. Since f satisfies (A4), then
by Lemma 4.2.6, there exist a constant η > 0 and a function 0 ≤ h(·, ·) ∈ X such that

|f(a, l, ψ(a, l)| ≤ h(a, l) + η |ψ(a, l)| a.e. in (a, l), for all ψ ∈ X.

Let ψ ∈ Br, it follows from (4.2.2),(4.2.7) and (4.2.9), that

‖Gλψ‖X ≤ ‖(QλRJλΠλBNf )(ψ)‖X + ‖(ΞλBNf )(ψ)‖X
= J1 + J2.

It is clear that

J1 ≤ ‖Qλ‖L(Y,X) ‖R(JλΠλBNf )ψ‖X

≤ α

λ + σ
‖Jλ(ΠλBNf )ψ‖X +

‖R(0)‖Y
λ + σ

≤ α ‖Πλ‖L(X,Y) ‖B‖L(X) ‖Nf ψ‖X
(1 − αe−l1(ε+σ))(λ + σ)

+
α ‖Jλ(0)‖Y + ‖R(0)‖Y

λ + σ

≤ ‖B‖L(X) α(‖h‖X + ηr)
(1 − αe−l1(ε+σ))(λ + σ)

+
α ‖Jλ(0)‖Y + ‖R(0)‖Y

λ + σ

and

J2 ≤ ‖Ξλ‖L(X,X) ‖B‖L(X) ‖Nf ψ‖X

≤ ‖B‖L(X) (‖h‖X + ηr)
λ + σ

.

This yields

‖Gλψ‖X ≤
‖B‖L(X)

( ‖h‖X + ηr
)(

α(1 − αe−l1(ε+σ))−1 + 1
)

λ + σ
+

α ‖Jλ(0)‖Y + ‖R(0)‖Y
λ + σ

= Θ(λ).
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Note that Θ(.) is continuous, strictly decreasing and satisfies lim
t→+∞ Θ(t) = 0. Hence, there

exists λ0 > 0 such that Θ(λ0) ≤ r, and therefore, for any real λ such that λ > λ0, we have
Gλ(Br) ⊂ Br.

The operator Gλ is ws-compact. Indeed, let (xn)n∈N be a weakly converging sequence in
Br. According to Lemma 4.3.1, the set {Nf (xn), n = 0, 1, · · · } is relatively weakly compact
on X. Since X has the Dunford-Pettis property and the linear operators ΠλB and ΞλB
are weakly compact (see the proof of Proposition 4.2.1), applying Lemma 4.2.7, we infer
that the sets {ΠλBNf (xn), n = 0, 1, · · · } and {ΞλBNf (xn), n = 0, 1, · · · } are relatively
compact. Using the continuity of QλRJλ, we conclude that {(λ − SR)−1BNf (xn), n =
0, 1, · · · } is relatively compact and therefore Gλ is ws-compact.

Let λ be such that λ ≥ λ0 and set Cλ := co
(
Gλ(Br)

)
(the closed convex hull of Gλ(Br)). The

set Gλ is weakly compact. Indeed, since Br is a closed convex subset of X and Gλ(Br) ⊂ Br,
then Cλ ⊂ Br and therefore Gλ(Cλ) ⊂ Gλ(Br) ⊂ co(Gλ)(Br). Therefore Gλ maps Cλ into
itself. Moreover, since Nf (Br) is a bounded subset of X, according to Proposition 4.2.1,
the set Gλ(Br) = [(λ − SR)−1B]Nf (Br) is relatively weakly compact. Hence, applying the
Krein-S̃mulian theorem (see [18, p. 434]), one sees that Cλ is weakly compact.

Since Gλ(Cλ) ⊆ Cλ and Cλ is weakly compact, we infer that Gλ(Cλ) is relatively weakly
compact. Hence, applying Theorem 4.2.1 to the operator Gλ : Cλ → Cλ, we conclude that
there exists z ∈ Cλ ⊆ Br such that Gλ (z) = z which ends the proof. �

In the following we shall give two results concerning the existence of positive solutions to
the boundary value problem (4.3.1). Recall that an operator T from a Banach lattice X
into a Banach lattice Y is said to be positive if T (X+) ⊆ Y + where X+ (resp. Y +) is the
positive cone of X (resp. Y ).

Note that our functional spaces X and Y are Banach lattice spaces. Their positive cones
will be denoted respectively X+ and Y+. If r > 0, the set B

+
r stands for Br

⋂X+.

The proof of the following corollary is similar to that of Theorem 4.3.1, it suffices to replace
Br by B

+
r . So, it is omitted.

Corollary 4.3.1. Let the hypotheses (A1)-(A4) be satisfied. If the operators R, B and Nf

are positive, then, for any r > 0, there exists λ0 > 0 such that, for all λ > λ0, the problem
(4.3.1) has at least one solution on B

+
r .

The following result ensures the existence of nontrivial positive solutions.

Corollary 4.3.2. Let r > 0 and assume the hypotheses of Corollary 4.3.1 are satisfied.
Moreover, if there is ρ > 0 and 0 �= ψ0 ∈ B

+
r such that

1. ψ0 �∈ ker(B) (ker(B) denotes the null space of B),
2. (Nf ψ)(x, v) ≥ ρψ0(x, v) for all ψ ∈ B

+
r ,

then there exists λ̃ > 0 such that for any λ > λ̃ there is η > 0 such that the problem⎧⎪⎨⎪⎩
∂ψ

∂a
(a, l) + (λ + σ(a, l))ψ(a, l) = η

∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)f(a, l′, ψ(a, l′))dl′,

ψ|Γ1 = R(ψ|Γ2),
(4.3.2)
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has at least one solution on ψ∗ ∈ B
+
r satisfying ‖ψ∗‖ = r.

Proof. It is similar to that of Proposition 3.2 in [36], so it is dropped. �

The remaining part of this section is devoted to the existence of solutions to the following
more general boundary value problem⎧⎪⎨⎪⎩

∂ψ

∂a
(a, l) + λψ(a, l) + σ(a, l, ψ(a, l)) =

∫ +∞

l1
κ(a, l, l′)f(a, l′, ψ(a, l′))dl′,

ψ|Γ1 = R(ψ|Γ2), and λ ∈ R.
(4.3.3)

Remark 4.3.1. In order to transform Problem 4.3.3 to a fixed point problem, the additi-
vity of the transition operator R is required, that is R(u+v) = R(u)+R(v), for all u, v ∈
Y. However, since R is assumed to be continuous, the additivity of R implies that it is
necessarily linear and therefore R ∈ L(Y).

We need the the following assumptions

(A5) R is a bounded linear transition boundary operator and, for each r > 0, we have

|σ(a, l, ψ1(a, l)) − σ(a, l, ψ2(a, l))| ≤ |ρ(a, l)| |ψ1 − ψ2| , for all ψ1, ψ2 ∈ Br

where ρ(., .) ∈ L∞(Ω, dadl) and N−σ acts from Br into itself.

Note that, according to Lemma 4.2.6, there exists a function 0 ≤ ã(., .) ∈ X and a constant
b̃ > 0 such that for all (a, l) ∈ Ω, we have

|σ(a, l, ψ(a, l))| ≤ ã(a, l) + b̃ |ψ(a, l)| . (4.3.4)

Define the operator TR by⎧⎨⎩TR : D(TR) ⊂ X −→ X
ψ −→ TR(ψ)(a, l) = −∂ψ

∂a
.

Since the function σ(·, ·) ∈ L∞(Ω, dadl), the operator SR is a bounded perturbation of
TR, hence

D(TR) = D(SR).

Note that TR is derived from SR by putting σ(·, ·) ≡ 0. It is clear that, since R is linear,
TR is a closed densely defined linear operator on X. Moreover, simple computations show
that the resolvent set ρ(TR) of TR contains the half-plane � := {λ ∈ R : λ >

1
l1

ln(‖R‖)}.
So, for any λ ∈ �, we have

(λ − TR)−1 =
∞∑

n=0
Q0

λR(P 0
λR)nΠ0

λ + Ξ0
λ, (4.3.5)
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where P 0
λ , Q0

λ, Π0
λ and Ξ0

λ are bounded linear operators derived from Pλ, Qλ, Πλ and

Ξλ by taking σ(·, ·) ≡ 0. Their norms are bounded above by e−l1λ,
1
λ

, 1 and
1
λ

.

Note also that, for any λ > max(0, ln(‖R‖)
l1

), easy calculations using the bounds of the
linear operators P 0

λ Q0
λ, Π0

λ and Ξ0
λ give

∥∥∥(λ − TR)−1f
∥∥∥L(X)

≤ 1
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1λ

)
‖f‖ for all f ∈ X (4.3.6)

where ‖R‖ = ‖R‖L(Y).

Remark 4.3.2. It should be noticed that the same arguments as in the proof of Pro-
position 4.2.1 show that if B satisfies the condition (A2), then (λ − TR)−1B is a weakly
compact operator on X.

Let ε > 0 and let λ be a real number such that λ ≥ ε > max
(
0,

1
l1

ln(‖R‖)
)
. It is clear

that Problem (4.3.3) may be written in the form

ψ = F(λ)ψ + H(λ)ψ, ψ0 = R(ψ1),

where F(λ) := (λ − TR)−1BNf and H(λ) := (λ − TR)−1N−σ.

We are now in a position to prove the following theorem.

Theorem 4.3.2. Let R be a linear boundary operator and assume that the hypotheses
(A2),(A4) and (A5) are satisfied. Then for any r > 0, there exists λ0 > 0, such that, for
all λ ∈ R satisfying λ > λ0, the problem (4.3.3) has at least one solution in Br.

Proof. Our proof consists in showing that the operators F(λ) and H(λ) satisfy the condi-
tions of Theorem 4.2.2. Let ε > 0 and let λ be a real number such that λ > λ0 ≥ ε >

max
(
0,

1
l1

ln(‖R‖)
)
. The continuity of the operators F(λ) and H(λ) is obvious. The proof

will be made in several steps.

The operator F(λ) is ws-compact. Indeed, let (xn)n∈N be a weakly converging sequence
in Br. According Lemma 4.3.1, {Nf (xn), n = 0, 1, · · · } has a weakly converging subse-
quence which we denote by (Nf (xnk

))k∈N. There exists a subsequence (xnk
)k∈N such that

{Nf (xnk
), k = 0, 1, · · · } is relatively weakly compact. Since X has the Dunford-Pettis

property, using Lemma 4.2.7 (b) and the linear operators Π0
λB and Ξ0

λB are weakly
compact (see Remark 4.3.2), we infer that the sets

{
Π0

λBNf (xnk
), k = 0, 1, · · ·

}
and{

Ξ0
λBNf (xnk

), k = 0, 1, · · ·
}

are relatively compact. Further, using the continuity of∑∞
n=0 Q0

λR(P 0
λR)n, we conclude that

{
(λ − TR)−1BNf (xnk

), k = 0, 1, · · ·
}

is relatively
compact. This proves that F(λ) is ws-compact.
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There exists γ ∈ [0, 1) such that ω(F(λ)(M) + H(λ)(M)) ≤ γω(M) for all sets M ∈ B(E).
Indeed, let M ∈ B(X) and let E be a measurable subset of Ω with finite measure. Using
Lemma 4.2.4 and the estimate (4.3.6), for any ψ ∈ M , we have∫

E
|F(λ)(ψ)(a, l)| dadl =

∫
E

∣∣∣(λ − TR)−1BNf (ψ)(a, l)
∣∣∣ dadl

≤ ‖B‖L(X)
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

) ∫
E

|Nf (ψ)(a, l)| dadl

≤ ‖B‖L(X)
λ

(
1+

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)[ ∫
E

h(a, l)dadl+η

∫
E

|ψ(a, l)| dadl
]
.

Since sets consisting in one element are weakly compact, we infer that

ω1(F(λ)(M)) ≤ ‖B‖L(X) η

λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
ω1(M).

On the other hand, using the estimates (4.3.4) and (4.3.6) and arguing as in the preceding
text, for any ψ ∈ M , we obtain∫

E
|H(λ)(ψ)(a, l)| dadl =

∫
E

∣∣∣(λ − TR)−1N−σ(ψ)(a, l)
∣∣∣ dadl

≤ 1
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

) ∫
E

|N−σ(ψ)(a, l)| dadl

≤ 1
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)[ ∫
E

ã(a, l)dadl + b̃

∫
E

|ψ(a, l)| dadl
]
.

As before, we conclude that

ω1(H(λ)(M)) ≤ b̃

λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
ω1(M).

Next, let ψ ∈ M and T, T ′ > 0. We have∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|F(λ)(ψ)(a, l)| dadl =

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T

∣∣∣(λ − TR)−1BNf (ψ)(a, l)
∣∣∣ dadl

≤ ‖B‖L(E)
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)[ ∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
h(a, l)dadl

+ η

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ψ(a, l)| dadl

]
and therefore,

ω2(F(λ)(M)) ≤ ‖B‖L(E) η

λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
ω2(M).
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For any ψ ∈ M and T, T ′ > 0, similar calculations give∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|H(λ)(ψ)(a, l)| dadl =

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T

∣∣∣(λ − TR)−1N−σ(ψ)(a, l)
∣∣∣ dadl

≤ 1
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)[ ∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
ã(a, l)dadl

+ b̃

∫ +∞

T ′

∫ +∞

T
|ψ(a, l)| dadl

]
.

This implies that

ω2(H(λ)(M)) ≤ b̃

λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
ω2(M).

Summarizing the above calculations, we infer that for any bounded subset M of X, we
have

ω
(F(λ)(M) + H(λ)(M)

)
= ω1

(F(λ)(M) + H(λ)(M)
)

+ ω2
(F(λ)(M) + H(λ)(M)

)
≤ ‖B‖L(E) η + b̃

λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
ω(M).

So, setting λ1 := 2(‖B‖L(E) η + b̃)
(
1 + ‖R‖

1−‖R‖ e−l1ε

)
, we infer that, for any real λ satisfying

λ ≥ λ1, we have
ω(F(λ)(M) + H(λ)(M)) ≤ 1

2
ω(M)

which proves our claim.

We shall now check that, for suitable real λ, the operator H(λ) is a strict contraction.
Indeed, let ψ1, ψ2 ∈ X and let λ be such that λ > λ0. Using (A5) and the estimate (4.3.6),
we get

‖H(λ)(ψ1) − H(λ)(ψ2)‖X ≤ 1
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
‖N−σ(ψ1) − N−σ(ψ2)‖X

≤ ‖ρ‖∞
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
‖ψ1 − ψ2‖X .

Next, put λ2 := ‖ρ‖∞
(
1 + ‖R‖

1−‖R‖ e−l1ε

)
. It is clear that, for any λ satisfying λ > λ2, the

operator H(λ) is a strict contraction on X.

For suitable real numbers λ, we have F(λ)(Br) + H(λ)(Br) ⊆ (Br). Indeed, let ψ, ϕ ∈ Br,
we have

‖F(λ)(ψ) + H(λ)(ϕ)‖X ≤ ‖B‖L(X) N(r) + N ′(r)
λ

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
where N(r) (resp. N ′(r)) denotes the upper bound of Nf (resp. N−σ) on Br. Set

λ3 :=
‖B‖L(X) N(r) + N ′(r)

r

(
1 +

‖R‖
1 − ‖R‖ e−l1ε

)
.
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It is obvious that, for any real λ such that λ > λ3, we have

‖F(λ)(ψ) + H(λ)(ϕ)‖X ≤ r

which proves that, for λ > λ3, F(λ)(Br) + H(λ)(Br) ⊂ (Br).

Let λ̃ = max(λ0, λ1, λ2, λ3). It is clear that for all λ such that λ > λ̃, the operators F(λ)
and H(λ) satisfy the conditions of Theorem 4.2.2. Accordingly, for all λ such that λ > λ̃,
problem (4.3.3) has at least one solution ψ in Br which concludes the proof. �

Concluding remarks.
1. We did not succeed to prove the analogue of Lemma 4.2.2 for Lp-spaces with

p ∈ (1, +∞). It seems that for a function f belonging to the space
{
ψ ∈ Lp(Ω) :

∂ψ

∂a
∈ Lp(Ω) and ψ|Γ1 ∈ Lp([l1, +∞); dl)

}
, the trace function f|Γ2 does not belong

necessary to Lp([l1, +∞); dl) (in any case we did not succeed to prove this assertion).
So existence results for the problem (4.1.1)-(4.1.2) in Lp-spaces are an open problem.

2. Note that Theorems 4.3.1 and 4.3.2 are valid for l1 = 0 in the case where the
transition boundary operator R is a strict contraction.

3. In contrast to the works [26, 36] where the parameter λ is a complex number, here
λ is assumed to be a real number. This restriction is due to the fact that the proof
of Proposition 4.2.1 is based upon Lemma 4.2.5 and uses positivity (in the lattice
sense) arguments. �
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Chapitre 5
On a nonlinear version of Rotenberg
model with infinite maturation velocities

5.1 Introduction

In this chapter we are concerned with existence of solutions to the following boundary
value problem

v
∂ψ

∂μ
(μ, v) + σ(μ, v, ψ(μ, v)) + λψ(μ, v) =

∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ(μ, v′)) dv′ (5.1.1)

where (μ, v) ∈ [0, 1] × [0, +∞). Equation (5.1.1) is a stationary nonlinear version of Ro-
tenberg equation [52] which describes the growth of a cell population where each cell is
distinguished by its degree of maturity μ ∈ [0, 1] and its maturation velocity v. The degree
of maturation is defined so that μ = 0 at the birth and μ = 1 at mitosis, i.e. cells born at
μ = 0 and divide at μ = 1. In this model, the function ψ(μ, v) represents the density of
population with the degree of maturation μ and the velocity of maturation v. The kernel
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ·) denotes the transition rate. It specifies the transition of cells from the
maturation velocity v′ to v while σ(μ, v, ·) denotes the total transition cross section.

We recall that Rotenberg model consists in a linear transport equation where the matu-
ration velocities are finite. The well-posedness of the Cauchy problem governed by this
equation was discussed by many authors (see, for example, [9, 15, 34, 16] and the refe-
rences therein). However, in the Introduction of his paper, Rotenberg pointed out that the
adequate formulation of his model seems to be a nonlinear one. Actually, the cells under
consideration are in contact with a nutrient environment which is not part of the mathe-
matical formulation. Fluctuations in nutrient concentration and other density-dependent
effects such as contact inhibition of growth make the transition rates and the total tran-
sition cross section are functions of the population density, thus creating a nonlinear pro-
blem. On the other hand, the biological boundary at μ = 0 and μ = 1 are fixed and tightly

67



On a nonlinear version of Rotenberg model with infinite maturation velocities

coupled throughout mitosis. The conditions present at the boundaries are felt throughout
the system and cannot be remote. This phenomena suggests that at mitosis daughter cells
and parent cells are related by a nonlinear reproduction law.

In [38] a modified nonlinear stationary version of the Rotenberg model was discussed for
finite maturation velocities. The transition rate and the total cross section were assumed to
depend on the density of population, as in equation (5.1.1), and, at mitosis, the daughter
and mother cells are related by a nonlinear rule which describes the boundary conditions.

It should be noticed that the well posedness of the Cauchy problem governed by the original
Rotenberg’s transport equation was discussed in [9] for infinite maturation velocities, i.e.
v ∈ [0, +∞). On the other hand, in the work [12], the authors discussed the existence
of solutions on the space L1([0, 1] × [0, +∞); dμ dv

)
to the Problem (5.1.1) supplemented

with the following boundary conditions

ψ0 = K(ψ1) (5.1.2)

where ψi denotes the restriction of ψ to Γi := {i} × [0, +∞), i = 0, 1 and K is a nonlinear
operator from a suitable function space on Γ1 to a similar one on Γ0.

The main purpose of this chapter is to complete the results obtained in [12] by discussing
the existence of solutions to the boundary value problem (5.1.1)-(5.1.2) on the spaces
Lp

(
[0, 1] × [0, +∞); dμ dv

)
where p ∈ (1, +∞).

The outline of this chapter is as follows. In Section 2 we introduce the functional setting
of the problem and we establish some preliminary results needed in the rest of the paper.
In Section 3 we present our existence results : Theorems 5.3.1 and 5.3.2. Our first result
is established in the case where

(A1) σ(μ, v, ψ(μ, v)) = σ(μ, v)ψ(μ, v) with σ(·, ·) ∈ L∞(
[0, 1] × [0, +∞); dμ dv

)
(σ is not relabeled) a multiplication operator. The general boundary value problem (5.1.1)-
(5.1.2) (i.e. σ(·, ·, ·) is a nonlinear function of ψ) is the object in Theorem 5.3.2. The proof
of Theorem 5.3.2 is rather more complicated and requires the linearity of the transition
operator K. We first transform the problem (5.1.1)-(5.1.2) into a fixed point one involving
two nonlinear operators depending on the parameter λ, say, ψ = J (λ)ψ + I(λ)ψ and we
show that J (λ) and I(λ) satisfy the hypotheses of Krasnoselskii’s fixed point theorem.

5.2 Notations and preliminaries

In this section, we fix notations and introduce the functional setting of the problem. Let
1 < p < ∞ and set

Xp := Lp(Ω, dμdv),

where Ω = [0, 1] × [0, +∞). We denote by X0
p and X1

p the boundary spaces, that is,

X0
p := Lp({0} × [0, +∞), vdv) and X1

p := Lp({1} × [0, +∞), vdv).
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Let Wp be the partial Sobolev space defined by

Wp = {ψ ∈ Xp such that v
∂ψ

∂μ
∈ Xp and vψ ∈ Xp}.

Note that functions belonging to Wp has traces on the spatial boundary {0} and {1}
belonging to the spaces X0

p and X1
p , respectively [25]. In the remainder of this chapter we

use the notations ψ0(v) = ψ(0, v) ∈ X0
p and ψ1(v) = ψ(1, v) ∈ X1

p .

For simplicity we shall identify X0
p and X1

p with the space

Yp := Lp([0, +∞), vdv)

and we denote by Zp the space

Zp := Lp([0, +∞), dv).

Let K be the boundary operator {
K : Yp −→ Yp

u −→ K(u).

(A2) There exists α < 1, such that

‖K(f1) − K(f2)‖ ≤ α ‖f1 − f2‖ for all f1, f2 ∈ Yp.

It is clear that K is continuous. Moreover, ∀f ∈ Yp we have

‖K(f)‖ ≤ α ‖f‖ + ‖K(0)‖ . (5.2.1)

Hence K maps bounded sets of Yp into bounded sets of Yp.

We define the streaming operator SK by⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
SK : D(SK) ⊂ Xp −→ Xp

ψ −→ SK(ψ)(μ, v) = −v.
∂ψ

∂μ
(μ, v) − σ(μ, v)ψ(μ, v)

D(SK) = {ψ ∈ Wp such that ψ0 = K(ψ1)}

where σ(·, ·) ∈ L∞(Ω).

We consider the resolvent equation for the operator SK

(λ − SK)ψ = ϕ

where ϕ is a given function of Xp, λ ∈ C and the unknown ψ must be sought in D(SK).
Let σ be the real defined by

σ = ess-inf
{
σ(μ, v), (μ, v) ∈ Ω

}
.
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For Reλ > −σ, the solution is formally given by

ψ(μ, v) = ψ(0, v)e− 1
v

∫ μ

0 (λ+σ(s,v))ds +
1
v

∫ μ

0
e

− 1
v

∫ μ

μ′ (λ+σ(τ,v))dτ
ϕ(μ′, v)dμ′. (5.2.2)

Accordingly, for μ = 1, we get

ψ(1, v) = ψ(0, v)e− 1
v

∫ 1
0 (λ+σ(s,v))ds +

1
v

∫ 1

0
e

− 1
v

∫ 1
μ′ (λ+σ(τ,v))dτ

ϕ(μ′, v)dμ′. (5.2.3)

We describe the formulation (5.2.2) and (5.2.3) by the following operators⎧⎨⎩Pλ : Yp −→ Yp

u → (Pλu)(v) := u(v)e− 1
v

∫ 1
0 (λ+σ(s,v))ds;⎧⎨⎩Qλ : Yp −→ Xp

u → (Qλu)(μ, v) := u(v)e− 1
v

∫ μ

0 (λ+σ(s,v))ds;⎧⎪⎨⎪⎩
Πλ : Xp −→ Yp

ϕ → (Πλϕ)(v) := 1
v

∫ 1

0
e

− 1
v

∫ 1
μ′ (λ+σ(τ,v))dτ

ϕ(μ′, v)dμ′;

and finally

⎧⎨⎩Ξλ : Xp −→ Xp

ϕ → (Ξλϕ)(μ, v) := 1
v

∫ μ

0
e

− 1
v

∫ μ

μ′ (λ+σ(τ,v))dτ
ϕ(μ′, v)dμ′.

Let λ be a complex number satisfying Reλ > −σ. For u ∈ Y we have

‖Pλu‖p
Yp

=
∫ +∞

0

∣∣∣∣e− 1
v

∫ 1
0 (λ+σ(s,v))dsu(v)

∣∣∣∣p vdv ≤
∫ +∞

0
e− p

v
(Reλ+σ) |u(v)|p vdv

≤
∫ +∞

0
|u(v)|p vdv

= ‖u‖p
Yp

which implies

‖Pλ‖L(Yp) ≤ 1.

Similarly, for each u ∈ Yp, we can write

‖Qλu‖p
Xp

=
∫ +∞

0

∫ 1

0

∣∣∣∣e− 1
v

∫ μ

0 (λ+σ(s,v)dsu(v)
∣∣∣∣p dμdv ≤

∫ +∞

0

∫ 1

0
e− pμ

v
(Reλ+σ) |u(v)|p dμdv

≤ 1
p(Reλ + σ)

∫ +∞

0
|u(v)|p vdv

=
1

p(Reλ + σ)
‖u‖p

Yp
.
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Accordingly,
‖Qλ‖L(Yp,Xp) ≤ 1

[p(Reλ + σ)]
1
p

.

Next, for ϕ ∈ Xp, the use of Hölder’s inequality yields

‖Πλϕ‖p
Yp

=
∫ +∞

0

1
vp

∣∣∣∣∫ 1

0
e

− 1
v

∫ 1
μ′ (λ+σ(τ,v))dτ

ϕ(μ′, v)dμ′
∣∣∣∣p vdv

≤
∫ +∞

0

1
vp

( ∫ 1

0
e− 1−μ′

v
(Reλ+σ)dμ′)p/q( ∫ 1

0
e− 1−μ′

v
(Reλ+σ) ∣∣ϕ(μ′, v)

∣∣p dμ′)vdv

≤
∫ +∞

0

1
v

1
(Reλ + σ)

p
q

∫ 1

0

∣∣ϕ(μ′, v)
∣∣p vdμ′dv

=
1

(Reλ + σ)
p
q

‖ϕ‖p
Xp

,

and therefore
‖Πλ‖L(Xp,Yp) ≤ 1

(Reλ + σ)
1
q

.

In the same way we can write

‖Ξλϕ‖p
Xp

=
∫ +∞

0

∫ 1

0

1
vp

∣∣∣∣∫ μ

0
e

− 1
v

∫ μ

μ′ (λ+σ(τ,v))dτ
ϕ(μ′, v)dμ′

∣∣∣∣p dμdv

≤
∫ +∞

0

∫ 1

0

1
vp

( ∫ μ

0
e− μ−μ′

v
(Reλ+σ)dμ′)p/q( ∫ μ

0
e− μ−μ′

v
(Reλ+σ) ∣∣ϕ(μ′, v)

∣∣p dμ
)
dμdv

≤ 1
(Reλ + σ)p

‖ϕ‖p
Xp

,

and consequently
‖Ξλ‖L(Xp,Xp) ≤ 1

Reλ + σ
.

Thus, equation (5.2.3) may be written as

ψ1 = PλKψ1 + Πλϕ. (5.2.4)

Consider now the equation
u = PλK(u) + f (5.2.5)

where f is a given function of Yp. Let A(λ,f) be the operator defined by{
A(λ,f) : Yp −→ Yp

u −→ A(λ,f)u := PλK(u) + f

Since ‖Pλ‖L(Yp) ≤ 1, we have∥∥∥A(λ,f)(u) − A(λ,f)(v)
∥∥∥ ≤ ‖K(u) − K(v)‖ ≤ α ‖u − v‖
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for all u, v ∈ Yp. So, for every λ such that Reλ > −σ, the operator A(λ,f) is a contraction
mapping on Yp and therefore, by the Banach fixed point theorem, the problem (5.2.5) has
a unique solution u = u(λ, f). Let Jλ be the operator defined by{

Jλ : Yp −→ Yp

f −→ Jλf := u

where u stands for the unique solution of the equation (5.2.5).

Lemma 5.2.1. Assume that the hypothesis (A2) is satisfied and let λ be such that Reλ >
−σ. Then
(1) Jλ is continuous on Yp and maps bounded sets into bounded ones.
(2) (λ − SK) is invertible and (λ − SK)−1 is given by

(λ − SK)−1 = QλKJλΠλ + Ξλ. (5.2.6)

(3) (λ − SK)−1 is continuous on Xp and maps bounded sets into bounded ones.

Proof. (1) Let f ∈ Yp, we have Jλ(f) = PλK(Jλ(f)) + f. Let f1, f2 ∈ Yp, then

‖Jλ(f1) − Jλ(f2)‖Yp
≤ 1

1 − α
‖f1 − f2‖Yp

which proves the continuity of Jλ. Next, putting f2 = 0 in last equation we get

‖Jλ(f1) − Jλ(0)‖Yp
≤ 1

1 − α
‖f1‖Yp

and therefore
‖Jλ(f1)‖Yp

≤ 1
1 − α

‖f1‖Yp
+ ‖Jλ(0)‖Yp

(5.2.7)

which ends the proof of (1).

(2) Since, for Reλ > −σ, the solution of equation (5.2.3) is given by ψ1 = JλΠλ(ϕ), equa-
tion (5.2.2) writes abstractly as ψ = QλKψ1 +Ξλϕ. Substituting ψ1 into the expression of
ψ we get ψ = QλKJλΠλ(ϕ)+Ξλ(ϕ). This proves that (λ−SK) is invertible and (λ−SK)−1

is given by (5.2.6).

(3) This statement follows from the boundedness of the linear operators Pλ, Qλ, Πλ, Ξλ

and the properties of the operators K and Jλ. �

Let ζ(·, ·, ·) be a measurable function given by{
ζ : [0, 1] × [0, ∞) × [0, ∞) −→ R

(μ, v, v′) −→ ζ(μ, v, v′).

It defines the following bounded collision operator⎧⎪⎨⎪⎩
B : Xp −→ Xp

ψ −→
∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)ψ(μ, v′)dv′.

72



It is clear that the operator B is local in μ, so it may be regarded as an operator on
Zp depending on a parameter μ ∈ [0, 1]. We assume that the function B(·) is strongly
measurable, i.e. for each u ∈ Zp, the function

μ ∈ [0, 1] → B(μ)u ∈ L(Zp)

is measurable and the map μ ∈ [0, 1] → ‖B(μ)‖L(Zp) is essentially bounded. Here L(Zp)
stands for the set of all bounded linear operators on Zp.

Definition 5.2.1. We say that B is a regular operator on Xp if,
a) {B(μ) : ∗μ ∈ [0, 1]} is a set of collectively compact operators on Zp, i.e.{

B(μ)v : μ ∈ [0, 1], ‖v‖Zp
≤ 1

}
is relatively compact in Zp.

b) For every v′ ∈ Zq ,{
B′(μ)v′ : μ ∈ [0, 1], ‖v‖Zq

≤ 1
}

is relatively compact in Zq

where B′(μ) denotes the dual operator of B(μ) and q is the conjugate exponent of p.

We now recall the following useful approximation property of regular collision operators
established in [47]

Lemma 5.2.2. Let 1 < p < +∞. The class of regular operators on Xp is the closure in
the operator norm of the class of collision operators with kernels of the form

ζ(μ, v, v′) =
∑
i∈I

ηi(μ)θi(v)βi(v′)

where ηi(·) ∈ L∞([0, 1], dμ), θi(·) ∈ Zp and βi(·) ∈ Zq (I is finite and q denotes the
conjugate of p).

Now we are in a position to prove

Lemma 5.2.3. Let 1 < p < +∞ and assume that (A2) holds true. If B is a regular
collision operator, then, for any λ ∈ C such that Reλ > −σ, the operator (λ − SK)−1B is
compact on Xp.

Proof. Let λ be such that Reλ > λ. We know from (5.2.6) that

(λ − SK)−1B =
∑
n≥0

QλK(PλK)nΠλB + ΞλB.

To prove the compactness of (λ − SK)−1B, it suffices to show that the operators ΠλB and
ΞλB are compact. Since B is a regular operator, it follows from Lemma 5.2.2 that B can
be approximated, in the uniform topology, by a sequence Bn of finite rank operators on
Zp which converges, in the operator norm, to B. Accordingly, it suffices to establish the
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result for a finite rank operator, that is ζn(μ, v, v′) =
n∑

j=1
ηj(μ)θj(v)βj(v′) where ηj(·) ∈

L∞([0, 1], dμ), θj(·) ∈ Zp and βj(·) ∈ Zp (q denotes the conjugate of p). So, we infer from
the linearity and the stability of the compactness by summation that it suffices to prove
the result for an operator B whose kernel is in the form ζ(μ, v, v′) = η(μ) θ(v) β(v′) where
η(·) ∈ L∞([0, 1], dμ), θ(·) ∈ Zp and β(·) ∈ Zq. Let g ∈ Xp, we have⎧⎪⎨⎪⎩(ΠλBg)(μ, v) =

∫ +∞

0

∫ 1

0

1
v

η(μ)θ(v) e
− 1

v

∫ 1
μ

(λ+σ(τ,v))dτ
β(v′)g(μ, v′) dμdv′

= (IλHg)(μ, v)

where H and Iλ stand for the bounded operators⎧⎨⎩ H : Xp −→ Lp([0, 1], dμ)

ϕ−→ (Hϕ)(μ) =
∫ +∞

0
β(v) ϕ(μ, v) dv

⎧⎨⎩
Iλ : Lp([0, 1], dμ)−→ Yp

ψ−→
∫ 1

0

η(μ) θ(v)
v

e
− 1

v

∫ 1
μ

(λ+σ(τ,v))dτ
ψ(μ) dμ.

It is then sufficient to check that Iλ is compact. This will follow from Theorem 11.6 in [28,
p. 275] if we show that

∫ +∞

0

[∫ 1

0

∣∣∣∣1v η(μ) θ(v) e
− 1

v

∫ 1
μ

(λ+σ(τ,v))dτ
∣∣∣∣q dμ

] p
q

vdv < +∞

where q denotes the conjugate exponent of p (Iλ is then a Hille-Tamarkin operator) . To
do so, let us first observe that

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
v

η(μ) θ(v) e
− 1

v

∫ 1

μ
(λ + σ(τ, v))dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
q

dμ ≤ ‖η‖q
∞

|θ(v)|q
vq

∫ 1

0
e−q

(Reλ+σ)
v

(1−μ)dμ

≤ ‖η‖q
∞

|θ(v)|q
q(Re λ + σ)v(q−1)

which leads to⎡⎢⎢⎣∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
v

η(μ) θ(v) e
− 1

v

∫ 1

μ
(λ + σ(τ, v))dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
q

dμ

⎤⎥⎥⎦
p
q

≤ ‖η‖p
∞

|θ(v)|p
(q(Reλ + σ))

p
q

v
( p

q
−p)

Integrating in v from 0 to +∞ we obtain

∫ +∞

0

[∫ 1

0

∣∣∣∣1v η(μ) θ(v) e
− 1

v

∫ 1
μ

(λ+σ(τ,v))dτ
∣∣∣∣q dμ

] p
q

vdv ≤
∫ +∞

0
‖η‖p

∞
|θ(v)|p

(q(Reλ + σ))
p
q

v
( p

q
−p)

vdv
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≤ ‖η‖p
∞

‖θ‖p

(q(Reλ + σ))
p
q

.

This proves the compactness of the operator ΠλB.

A similar reasoning as above allows us to reach the same result for the operator ΞλB. This
completes the proof. �

5.3 Existence results

In this section our interest concentrates on existence results for the boundary value problem
(1.1)-(1.2) in the case where the function σ(·, ·, ·) satisfies the hypothesis (A1). The general
case will be treated at the end of this section.

Let
∑

be an arbitrary bounded open subset of R
n. A function g :

∑×C → C is said
to satisfy the Carathéodory conditions if g(x, y) is measurable in x for all y ∈ C and is
continuous in y for almost all x.

If g satisfies the Carathéodory conditions, then we can define the operator Ng on the set
of functions ψ :

∑ → C by (Ngψ)(x) = g(x, ψ(x)) for every x ∈ ∑
. The operator Ng is

called the Nemytskii (or superposition) operator generated by g. We now quote a useful
result which states a basic fact for the theory of Nemytskii’s operators on Lp-spaces (see,
for example, [20] or [3]).

Lemma 5.3.1. Assume that f is Carathéodory function. If Nf : Lp1(
∑

) → Lp2(
∑

),
p1, p2 ≥ 1, then Nf is continuous and takes bounded sets into bounded sets.

In the following we suppose that

(A3) f satisfies the Carathéodory conditions and the

Nemytskii operator Nf acts from Xp into Xp.

Let r be a positive real and set

Br =
{

ψ ∈ Xp such that ‖ψ‖Xp
≤ r

}
.

Now we are ready to prove

Theorem 5.3.1. Let p ∈ (1, ∞) and let B be a regular operator Xp. If (A1)-(A3) are
satisfied, then, for every r > 0, there exists a real λ0 > 0 such that, for all λ satisfying
Reλ > λ0, the problem⎧⎪⎨⎪⎩v

∂ψ

∂μ
(μ, v) + (λ + σ(μ, v))ψ(μ, v) =

∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ(μ, v′))dv′,

ψ0 = K(ψ1),
(5.3.1)

has at least one solution on Br.
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Proof. Let λ be a complex number such that Reλ > −σ. According to Lemma 5.2.1,
(λ − SK) is invertible and then Problem (5.3.1) may be written in the form

ψ = Gλ(ψ), ψ0 = K(ψ1),

where Gλ = (λ − SK)−1BNf . Let r > 0. It is clear that Gλ is a continuous operator. Since

f is a Carathéodory function, by Lemma 5.3.1, Nf is bounded on Br. So, there exists a
constant Λ1(r) such that, for all ψ ∈ Br, ‖Nf ψ‖Xp

≤ Λ1(r). Taking into account of Lemma
5.2.1 and Eqs. (5.2.1),(5.2.7), for any ψ ∈ Br, we have

‖Gλψ‖Xp
≤ ‖(QλKJλΠλBNf )(ψ)‖Xp

+ ‖(ΞλBNf )(ψ)‖Xp

= I1 + I2.

Using the estimates (5.2.1) and (5.2.7), we obtain

I1 ≤ ‖Qλ‖L(Yp,Xp) ‖K(JλΠλBNf )ψ‖Xp

≤ α

[p(Reλ + σ)]1/p
‖Jλ(ΠλBNf )ψ‖Xp

+
‖K(0)‖Yp

[p(Reλ + σ)]
1
p

≤
α ‖Πλ‖L(Xp,Yp) ‖B‖L(Xp) ‖Nf ψ‖Xp

(1 − α)(p)1/p[(Reλ + σ)]1/p
+

α ‖J(0)‖Yp
+ ‖K(0)‖Yp

[p(Reλ + σ)]
1
p

≤
α ‖B‖L(Xp) Λ1(r)

(1 − α)(p)1/p(Reλ + σ)
+

α ‖J(0)‖Yp
+ ‖K(0)‖Yp

[p(Reλ + σ)]
1
p

and

I2 ≤ ‖Ξλ‖L(Xp,Xp) ‖B‖L(Xp) ‖Nf ψ‖Xp

≤
‖B‖L(Xp) Λ1(r)

(Reλ + σ)

hence

‖Gλψ‖Xp
≤

α ‖B‖L(Xp) Λ1(r) + p
1
p (1 − α) ‖B‖L(Xp) Λ1(r)

p
1
p (1 − α)(Reλ + σ)

+
α ‖Jλ(0)‖Yp

+ ‖K(0)‖Yp

[p(Reλ + σ)]
1
p

:= τ(Reλ)

Clearly, τ(·) is continuous, strictly decreasing and satisfies lim
t→+∞ τ(t) = 0. Hence, there

exists λ0 > 0 such that τ(λ0) ≤ r, and therefore, GλBr ⊂ Br for Reλ ≥ λ0. Since B is
a regular operator, according to Lemma 5.2.3, Gλ is compact. Now applying Schauder’s
fixed point theorem we get the desired result. �

Our next task is devoted to the existence of positive solutions to the boundary value
problem (5.3.1). First, recall that an operator U from a Banach lattice X into a Banach
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lattice Y is said to be positive if U(X+) ⊆ Y + where X+ (resp. Y +) is the positive cone
of X (resp. Y ).

It should be noticed that our functional spaces Xp, Yp and Zp, p ∈ (1, +∞) are Banach
lattices, their positive cone are denoted by X+

p , Y+
p and Z+

p , respectively. For r > 0, we
denote by B+

r the set B+
r = Br

⋂X+
p .

Proposition 5.3.1. Let the hypotheses (A1)-(A3) be satisfied. If the operators K, B and
Nf are positive, then, for any r > 0, there exists λ0 > 0 such that, for all λ > λ0, the
problem (5.3.1) has at least one solution on B+

r .

Proof. Let λ be a real such that λ > max(0, −σ). Let f ∈ Y+
p and consider the sequence

in Yp defined by
u0 = 0, un+1 = A(λ,f)(un) = PλKun + f.

Using the positivity of PλK and f one sees, by induction, that un ∈ Yp. Moreover, since the
operator A(λ,f) is a contraction mapping (see Section 2), it follows from the Banach fixed
point theorem that un converges to Jλ(f). Thus Jλ(f) ∈ Y+

p and therefore Jλ(Y+
p ) ⊂ Y+

p .
Now taking into account the positivity of the operators Qλ, Πλ, Ξλ, K and B we infer
that Gλ is positive too. The remainder of the proof is similar to that of Theorem 3.1, it
suffices to replace Br by B+

r . �

The following result ensures the existence of nontrivial positive solutions.

Proposition 5.3.2. Let r > 0 and assume the hypotheses of Proposition 5.3.1 are satisfied.
Moreover, if there is ρ > 0 and 0 �= ψ0 ∈ B+

r such that
1. ψ0 �∈ ker(B) (ker(B) denotes the null space of B),
2. (Nf ψ)(x, v) ≥ ρψ0(x, v) for all ψ ∈ B+

r ,
then there exists λ̃ > 0 such that for any λ > λ̃ there is η > 0 such that the problem⎧⎪⎨⎪⎩v

∂ψ

∂μ
(μ, v) + (λ + σ(μ, v))ψ(μ, v) = η

∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ(μ, v′))dv′,

ψ0 = K(ψ1),
(5.3.2)

has at least one solution on ψ∗ ∈ B+
r satisfying ‖ψ∗‖ = r.

Proof. Arguing as in the proofs of Theorems 5.3.1 and Proposition 5.3.1 we infer that
there is a constant λ0 > 0 such that, for all λ ≥ λ0, the operator Gλ maps B+

r into itself.
On the other hand, for λ ≥ λ0, using the positivity of (λ − SK)−1 and B we see that

Gλψ ≥ ρ(λ − SK)−1Bψ0 ≥ 0 and (λ − S0)−1Bψ0 �= 0 for all ψ ∈ B+
r .

Accordingly,
‖Gλψ‖ ≥ ρ

∥∥∥(λ − SK)−1Bψ0
∥∥∥ > 0 for all ψ ∈ B+

r

and consequently
inf

{ ‖Gλψ‖ , ψ ∈ B+
r
}

> 0.
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Hence, for λ ≥ λ0, one can define the operator

Hλ(ψ) =
rGλ(ψ)
‖Gλψ‖ for all ψ ∈ B+

r .

Now, using the same arguments as in the proof of the Theorem 5.3.1, we see that Hλ has a
fixed point ψ∗ ∈ B+

r satisfying ‖ϕ∗‖ = r. Putting η =
r

‖Gλ(ψ∗)‖ , we get Gλ(ψ∗) = η−1ψ∗.

Consequently, ψ∗ ∈ D(SK)
⋂

B+
r and

v
∂ψ∗

∂μ
(μ, v) + (λ + σ(μ, v))ψ∗(μ, v) = η

∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ∗(μ, v′))dv′.

This completes the proof. �

The remainder of this section is devoted to the existence of solutions to the following more
general boundary value problem⎧⎪⎨⎪⎩v

∂ψ

∂μ
(μ, v) + λψ(μ, v) + σ(μ, v, ψ(μ, v)) =

∫ +∞

0
ζ(μ, v, v′)f(μ, v′, ψ(μ, v′))dv′,

ψ|Γ0
= K(ψ|Γ1

) and λ ∈ C.

(5.3.3)
When dealing with this problem some technical difficulties arise, so we introduce the
following assumptions

(A4) K is a linear operator from Yp into itself and satisfying ‖K‖ < 1.

Moreover, for each r > 0 we have

|σ(μ, v, ψ1(μ, v)) − σ(μ, v, ψ2(μ, v))| ≤ |ρ(μ, v)| |ψ1 − ψ2| (ψ1, ψ2 ∈ Br)

where ρ(·, ·) ∈ L∞(Ω, dμdv) and N−σ acts from Br into itself.

Define the free streaming operator S̃K by⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
S̃K : D(S̃K) ⊂ Xp −→ Xp

ψ −→ S̃K(ψ)(μ, v) = −v.
∂ψ

∂μ
D(S̃K) = {ψ ∈ Wp such that ψ0 = K(ψ1)}

Note that S̃K is derived from SK by taking σ(·, ·) ≡ 0. It is clear that, since the transition
operator K is linear, S̃K is a closed densely linear operator on Xp and, by Lemma 5.2.3,
the resolvent set ρ(S̃K) of S̃K contains the half-plane Υ := {λ ∈ C, Reλ > 0}. So, for any
λ ∈ Υ, we have

(λ − S̃K)−1 =
∞∑

n=0
Q0

λK(P 0
λK)nΠ0

λ + Ξ0
λ,

where P 0
λ , Q0

λ, Π0
λ and Ξ0

λ are bounded linear operators derived from Pλ, Qλ, Πλ and Ξλ by

taking σ(·, ·) = 0. Their norms are bounded above, respectively, by 1,
1

(pReλ)
1
p

,
1

(Reλ)
1
q
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and 1/Reλ. Let λ ∈ C be such that Reλ > 0. Note further that, if K satisfies the as-
sumption (A2), then necessarily we have ‖K‖ < 1. Consequently, for any λ ∈ Υ, these
observations lead to the estimate∥∥∥(λ − S̃K)−1

∥∥∥L(Xp)
=

1
Reλ

(
1 +

1

p
1
p [I − ‖K‖]

)
. (5.3.4)

Theorem 5.3.2. Let p ∈ (1, ∞) and assume that the hypotheses (A3) and (A4) are satis-
fied. If B is a regular operator on Xp, then there exists λ0 > 0, such that, for all λ satisfied
Reλ > λ0, the problem (5.3.3) has at least one solution in Br.

Note that the proof of Theorem 5.3.2 consists in writing (5.3.3) as a fixed point problem.
However, in contrast to the proof of Theorem 5.3.1, we can not apply the Schauder fixed
point theorem because the problem (5.3.3) is derived from (5.3.1) as a perturbation by a
non constant Nemytskii operator (then it is not compact on Xp). The proof of this result is
based upon a fixed point theorem owing to Krasnosel’skii (see, for example, Theorem 11.B
in [62, p. 501]). It asserts that, if M is a nonempty closed, bounded and convex subset of
a Banach space X and A and B are two maps from M into X such that AM + BM ⊂ M ,
A is compact and B is a contraction mapping, then A + B has at least one fixed point in
M .

Proof of Theorem 3.2 Let λ a complex number such that Reλ > 0. Clearly λ ∈ ρ(S̃K),
so Problem (5.3.3) may be written in the form

ψ = I(λ)ψ + J (λ)ψ, ψ0 = K(ψ1)

where I(λ) := (λ − S̃K)−1N−σ and J (λ) := (λ − S̃K)−1BNf .

Using the fact that B is a regular collision operator and arguing as in the proof of Theorem
5.3.1, we infer that the operator J (λ) is compact. Next we check that the operator I(λ)
is a strict contraction mapping. Indeed, let ψ1, ψ2 ∈ Xp. According to (A4) and (5.3.4) we
have

‖I(λ)ψ1 − I(λ)ψ2‖ =
∥∥∥(λ − S̃K)−1

∥∥∥ ‖N−σψ1 − N−σψ2‖

≤ 1
Re(λ)

(
1 +

1

p
1
p [I − ‖K‖]

)
‖N−σψ1 − N−σψ2‖,

Taking into account of the assumption (A4), we get

‖N−σψ1 − N−σψ2‖ ≤ ‖ρ‖∞ ‖ψ1 − ψ2‖ ,

which leads to

‖I(λ)ψ1 − I(λ)ψ2‖ ≤ ‖ρ‖∞
Re(λ)

(
1 +

1

p
1
p [I − ‖K‖]

)
‖ψ1 − ψ2‖ .
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On a nonlinear version of Rotenberg model with infinite maturation velocities

Set λ1 = ‖ρ‖∞
(
1+

1

p
1
p [I − ‖K‖]

)
. Then, for any λ satisfying Reλ > λ1, the operator I(λ)

is a strict contraction mapping.

On the other hand, let ψ, ϕ ∈ Br, we can write

‖I(λ)ϕ − J (λ)ψ‖ ≤
∥∥∥(λ − S̃K)−1

∥∥∥ {‖B‖ Λ2(r) + Λ3(r)}

≤ 1
Re(λ)

(
1 +

1

p
1
p [I − ‖K‖]

){
‖B‖ Λ2(r) + Λ3(r)

}
.

where Λ2(r)
(
resp. Λ3(r)

)
denotes the upper bound of Nf

(
resp. N−σ

)
on Br. Putting

λ2 =
1
r

(
1 +

1

p
1
p [I − ‖K‖]

){
‖B‖ Λ2(r) + Λ3(r)

}
.

It is clear that, for any λ satisfying Reλ > λ2, we have ‖I(λ)ϕ − J (λ)ψ‖ ≤ r. Thus,
for such λ, we have I(λ)Br + J (λ)Br ⊂ Br. In conclusion, if we set λ0 = max(λ1, λ2),
then, for λ such that Reλ > λ0, the operators I(λ) and J (λ) satisfy the hypotheses of
the Krasnosel’skii fixed point theorem. Therefore, for all λ ∈ C satisfying Reλ > λ0, the
problem (5.3.3) has at least one solution in Br. �
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Chapitre 6
Théorie spectrale d’un opérateur transport
avec des opérateurs de collision élastiques
et inélastiques

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés spectrales de l’opérateur de transport sui-
vant :

AHϕ(x, v) := −v.
∂ϕ

∂x
(x, v) − σ(v)ϕ(x, v) +

∫
V

kc(x, v, v′)ϕ(x, v′)dμ(v′)

+
l∑

j=1

∫
SN−1

kj
d(x, ρj , ω, ω′)ϕ(x, ρjω′)dω′

+
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′ (6.1.1)

où x ∈ Ω et v = ρω ∈ V =: I × S
N−1 avec ω ∈ S

N−1, ρ ∈ I := (ρmin, ρmax) et V ⊂ R
N , Ω

est un sous-ensemble ouvert de R
N , μ(·) une mesure de Radon positive, bornée sur RN de

support V . Il s’agit d’un opérateur de transport étudié par E. W. Larsen et P. F. Zweifel
dans [30] (voir aussi [54, 53]) pour des conditions aux limites absorbantes (flux rentrant
nul). Il met en jeu des opérateurs de collision plus complexes partiellement élastiques et
inélastiques. La fonction ϕ(x, v) représente la densité de probabilité des particules d’un
gaz ayant la position x et la vitesse v. La fonction σ(·) est appelée, la fréquence de col-
lision. Les fonctions kc(·, ·, ·), ke(·, ·, ·, ·) et kj

d(·, ·, ·, ·), j = 1, · · ·, l, sont les noyaux des
opérateurs Kc, Ke et Kd =

∑l
j=1 Kj

d appelés opérateurs de collisions classique, élastiques
et inélastiques respectivement. L’objet de la première partie de ce travail est d’étendre
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Théorie spectrale d’un opérateur transport avec des opérateurs de collision élastiques et
inélastiques

les résultats obtenus dans [30, 54, 53] aux conditions aux limites abstraites couvrant la
plupart des conditions aux limites rencontrées dans la pratique (conditions aux limites pé-
riodiques, réflexions spéculaires, réflexions diffuses et conditions aux limites mixtes). Les
conditions aux bords seront alors modélisées par un opérateur frontière abstrait reliant le
flux rentrant et le flux sortant. Il agit comme suit :

ϕ|Γ− = H(ϕ|Γ+). (6.1.2)

L’ensemble Γ− (resp. Γ+) représente la partie rentrante (resp. sortante) de l’espace des
phases D × V ; ϕ|Γ− (resp. ϕ|Γ+) est la restriction de ϕ sur Γ− (resp. Γ+) et H est un
opérateur linéaire borné d’un espace fonctionnel sur Γ+ vers un espace fonctionnel sur Γ−.

L’opérateur AH s’écrit sous la forme AH = TH + K où TH désigne l’opérateur d’advection
et K l’opérateur de collision avec K = Kc + Ke + Kd. On note que la connaissance du
spectre de AH est d’une importance fondamentale pour décrire les propriétés de la solution
(lorsqu’elle existe) du problème de Cauchy gouverné par l’opérateur AH . Une analyse
détaillée des propriétés spectrales de l’opérateur A0 (c’est-à-dire H = 0) est donnée dans
les travaux [30, 54, 53] aussi bien pour le cas stationnaire que pour le problème d’évolution.

L’opérateur Kc est l’opérateur de collision qui intervient en neutronique, il s’écrit sous la
forme

Kcϕ(x, v) =
∫

V
kc(x, v, v′)ϕ(x, v′)dμ(v′).

L’opérateur Kd est appelé l’opérateur de collision inélastique, il est donné par la relation

Kdϕ(x, v) =
l∑

j=1
Kj

dϕ(x, v) =
l∑

j=1

∫
SN−1

kj
d(x, ρj , ω, ω′)ϕ(x, ρjω′)dω′,

où chaque opérateur Kj
d(j = 1, · · ·, l) décrit les collisions lors desquelles une quantité

d’énergie Ej est perdue par le neutron se trouvant à la position x avec une vitesse initiale
ρj et une vitesse finale ρ. La vitesse initiale ρj est déterminée par

Ej =
1
2

M(ρj)2 − 1
2

M(ρ)2,

où M représente la masse d’un neutron. Enfin, Ke est appelé l’opérateur de collision
élastique. Il est donné par

Keϕ(x, v) =
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′.

Il décrit les collisions ne faisant pas varier l’énergie cinétique des neutrons, il n’agit qu’à
travers la partie angulaire ω de la variable de vitesse.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section 6.2, on introduit le cadre
fonctionnel du problème et on établit quelques résultats préliminaires nécessaires pour
notre analyse. Dans la section 6.3, on montre que, si Kc est un opérateur régulier (voir
la définition 6.3.2), alors Kc(λ − TH − Kd − Ke)−1 et (λ − TH − Kd − Ke)−1Kc sont des
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opérateurs compacts dans les espaces Lp(Ω × V, dxdμ(v)), 1 < p < ∞ (voir, Proposition
6.3.1) et l’opérateur Kc(λ − TH − Ke − Kd)−1Kc est faiblement compact dans L1(Ω ×
V, dxdμ(v)) (voir, Proposition 6.3.2). De plus, si λ ∈ ρ(TH +Kc+Ke+Kd)∩ρ(TH +Ke+Kd)
tel que (λ − TH − Kc − Ke − Kd)−1 − (λ − TH − Ke − Kd)−1 est compact, alors on a
σess(TH + Ke + Kd) = σess(TH + Kc + Ke + Kd) lorsque p ∈ (1, +∞) où σess(U) désigne
le spectre essentiel de l’opérateur U (voir le corollaire 6.3.1). On note que ce résultat est
ouvert lorsque p = 1. Enfin, on montre que σ(TH + Kc + Kd + Ke) ∩ {λ ∈ C : Reλ >
−λ̃ + ‖Ke + Kd‖} consiste au plus, à des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie dans Lp(Ω × V, dxdμ(v)), 1 ≤ p < ∞ (voir, les Théorèmes 6.3.1 et 6.3.2). La section
6.4 est consacrée à l’étude de la compacité du reste d’ordre un de la série de Dyson-Philips
du problème d’évolution ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂ϕ

∂t
(t) = (Tp + K)ϕ(t),

ϕ(0) = ϕ0,

ϕ |xi=−ai= ϕ |xi=ai

(6.1.3)

où Ω =
∏N

i=1(−ai, ai), ai > 0, i = 1, · · ·, N, est un pavé ouvert de R
N . On montre que le

reste d’ordre 1, R1(t), de la série de Dyson-Philips est compact dans les espaces Lp(Ω ×
V, dxdμ(v)), (1 < p < ∞). Comme conséquence immédiate de ce résultat, on a

σess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = σess

(
et(Tp+Ke+Kd)) (6.1.4)

ce qui entraîne l’égalité des types essentiels suivants

ωess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = ωess

(
et(Tp+Ke+Kd)). (6.1.5)

L’égalité (6.1.5) joue une rôle fondamental dans l’analyse du comportement asymptotique
(pour les temps grands) de la solution du problème de Cauchy (6.1.3).

6.2 Notations et préliminaires

Le but de cette section est de rappeler quelques définitions et résultats de base, pour
l’équation du transport des neutrons. Soient Ω un sous-ensemble ouvert de R

N et μ(·) une
mesure de Radon positive sur R

N tells que μ(0) = 0. On désigne par V le support de la
mesure μ(·). On appelle V l’espace des vitesses. Pour tout (x, v) ∈ Ω × V, on définit les
réels t±(x, v) par

t±(x, v) = sup{t > 0, x ± sv ∈ Ω, 0 < s < t} = inf{t > 0, x ± sv /∈ Ω}
et

τ(x, v) := t+(x, v) + t−(x, v) pour tout (x, v) ∈ Ω × V.

On note par

Γ± =
{

(x, v) ∈ ∂Ω × V, ±v.νx ≥ 0
}
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où νx représente le vecteur normal unitaire au point x ∈ Ω dirigé vers l’extérieur.

Il est clair que, pour tout (x, v) ∈ Γ±, on a t∓(x, v) ≥ 0 et, dans tous les cas, on a
x ± t±(x, v)v ∈ Γ±.

On introduit l’espace fonctionnel suivant :

W p =
{

ϕ ∈ Lp(Ω × V, dxdμ(v)
)

tel que v.
∂ϕ

∂x
∈ Lp(Ω × V, dxdμ(v)

)}
.

Il est bien connu que les fonctions de W p ont des traces appartenant à Lp,±
loc :=

Lp
loc(Γ±; |v.νx| dγxdμ(v)) (voir. M. Cessenat [13] ou [14]) et pas nécessairement à Lp,± :=

Lp(Γ±; |v.νx| dγxdμ(v)). Toutefois, si ϕ ∈ W p et ϕ− := ϕ|Γ− ∈ Lp(Γ−; |v.νx| dγxdμ(v)),
alors ϕ+ := ϕ|Γ+ ∈ Lp(Γ+; |v.νx| dγxdμ(v)) et inversement. Il est clair que toute fonction
ϕ de W̃ p admet des traces ϕ− ∈ Lp,− et ϕ+ ∈ Lp,+. En fait, on a l’identité

W̃ p : =
{

ϕ ∈ W p, ϕ− ∈ Lp,−} =
{

ϕ ∈ W p, ϕ+ ∈ Lp,+
}

⊆ W p.

Pour aborder le problème, on se place alors dans l’espace W̃ p. Les conditions aux limites
peuvent s’écrire alors de manière abstraites comme suit :

ϕ− = Hϕ+

où H : Lp,+ → Lp,− est un opérateur linéaire borné.

On définit l’opérateur d’advection TH par⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
TH : D(TH) ⊆ Lp

(
Ω × V, dxdμ(v)

) −→ Lp
(
Ω × V, dxdμ(v)

)
ϕ �−→ THϕ(x, v) = −v.

∂ϕ

∂x
(x, v) − σ(v)ϕ(x, v)

D(TH) =
{

ϕ ∈ W̃p tel que ϕ− = H(ϕ+)
}

où la fréquence des collision σ(.) satisfait 0 ≤ σ(·) ∈ L∞(V ) .

Pour le calcul de la résolvante de l’opérateur TH , on procède comme dans [32]. On considère
l’équation

(λ − TH)ψ(x, v) = ϕ(x, v) (6.2.1)

où λ est un nombre complexe, ϕ une fonction donnée dans Lp
(
Ω×V, dxdμ(v)

)
et l’inconnue

ψ doit être cherchée dans D(TH). On pose

λ̃ = μ-ess- inf
v∈V

σ(v).

Pour Reλ + λ̃ > 0, la solution de l’équation (6.2.1) est donnée formellement par

ψ(x, v) = ψ(x − t−(x, v)v, v)e−(λ+σ(v))t−(x,v) +
∫ t−(x,v)

0
e−(λ+σ(v))sϕ(x − sv, v)ds. (6.2.2)
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De plus, pour (x, v) ∈ Γ+, (6.2.2) devient

ψ+ = ψ−e−(λ+σ(v))τ(x,v) +
∫ τ(x,v)

0
e−(λ+σ(v))s ϕ(x − sv, v)ds. (6.2.3)

où τ(x, v) := t+(x, v) + t−(x, v) (comme (x, v) ∈ Γ+, t+(x, v) = 0). Pour avoir une formu-
lation abstraite des équations (6.2.2) et (6.2.3), on définit les opérateurs :

Mλ : Lp,− −→ Lp,+, u −→ Mλu := u e−(λ+σ(v)) τ(x,v) ;

Bλ : Lp,− −→ Lp(Ω × V, dxdμ(v)
)
, u −→ Bλu := u e−(λ+σ(v)) t−(x,v) ;⎧⎪⎨⎪⎩

Gλ : Lp
(
Ω × V, dxdμ(v)

) −→ Lp,+,

ϕ −→ Gλϕ :=
∫ τ(x,v)

0
e−(λ+σ(v))s ϕ(x − sv, v)ds;

et ⎧⎪⎨⎪⎩
Cλ : Lp

(
Ω × V, dxdμ(v)

) −→ Lp
(
Ω × V, dxdμ(v)

)
,

ϕ −→ Cλϕ :=
∫ t−(x,v)

0
e−(λ+σ(v))s ϕ(x − sv, v)ds.

Un calcul simple utilisant l’inégalité Hölder montre que ces opérateurs sont bornés. En fait,
les normes de Bλ et Cλ sont inférieures respectivement à [p(Reλ + λ̃)]−

1
p et à (Reλ + λ̃)−1

où q désigne l’exposent conjugué de p. De plus, l’opérateur Mλu = [Bλu]|Γ+ est une
contraction et Gλϕ = [Cλϕ]|Γ+ est de norme inférieure à [q(Reλ + λ̃)]−

1
q .

Remark 6.2.1. On note que, pour λ > −λ̃, les opérateurs Mλ, Bλ, Gλ et Cλ sont positifs
au sens de l’ordre.

En utilisant ces opérateurs et le fait que la fonction ψ doit satisfaire les conditions aux
bords, l’équation (6.2.3) devient

ψ+ = MλHψ+ + Gλϕ.

La solution de cette équation est réduite à l’inversibilité de l’opérateur U(λ) := I − MλH.
En particulier, si ‖H‖ < 1, alors

{U(λ)
}−1 existe. On peut donc écrire

ψ+ =
{U(λ)

}−1
Gλϕ. (6.2.4)

D’autre part, l’équation (6.2.2) peut s’écrire comme sous la forme

ψ = BλHψ+ + Cλϕ.

En substituant (6.2.4) dans cette dernière équation, on obtient

ψ = BλH
{U(λ)

}−1
Gλϕ + Cλϕ.

Ainsi, on a
(λ − TH)−1 = BλH

{U(λ)
}−1

Gλ + Cλ. (6.2.5)

On rappelle le résultat suivant obtenu dans [32].
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Lemme 6.2.1. Soit p ∈ [1, ∞). Si ‖H‖ ≤ 1, alors pour tout λ tel que Reλ > −λ̃, on a

‖(λ − TH)−1‖ ≤ 1
Reλ + λ̃

.

Dans le reste de cette section, on pose K̃ = Ke + Kd.

On considère maintenant l’équation

λψ(x, v) − THψ(x, v) − K̃ψ(x, v) = ϕ(x, v) (6.2.6)

où λ est un nombre complexe, ϕ une fonction donnée dans Lp
(
Ω×V, dxdμ(v)

)
et l’inconnue

ψ doit être cherchée dans D(TH). On note que, pour λ ∈ C tel que Reλ > −λ̃, λ ∈ ρ(TH)
et l’équation (6.2.6) s’écrit alors

(λ − TH)[I − (λ − TH)−1K̃]ψ(x, v) = ϕ(x, v). (6.2.7)

Pour inverser l’opérateur I − (λ − TH)−1K̃, il suffit que
∥∥(λ − TH)−1∥∥ ‖K̃‖ < 1 ou encore

Reλ > −λ̃+‖K̃‖. Pour de telles λ, l’opérateur I −(λ−TH)−1K̃ est inversible et l’équation
(6.2.7) devient alors

ψ(x, v) =
∑
n≥0

((λ − TH)−1K̃)n(λ − TH)−1ϕ(x, v).

Ceci montre que λ ∈ ρ(TH + K̃) et

(λ − TH − K̃)−1 =
∑
n≥0

((λ − TH)−1K̃)n(λ − TH)−1. (6.2.8)

De plus, on a

‖(λ − TH − K̃)−1‖ ≤
∑
n≥0

‖(λ − TH)−1‖n+1‖K̃‖n ≤
∑
n≥0

‖K̃‖n

(Reλ + λ̃)n+1

=
1

Reλ + λ̃ − ‖K̃‖ . (6.2.9)

Enfin, on introduit l’hypothèse suivante :

(A1) les fonctions k
(j)
d (·, ·, ·, ·), j = 0, · · ·, l, apparaissant dans les noyaux des opérateurs

Kj
d sont positives, mesurables et il existe des constantes M j

d , j = 0, · · ·, l, telles que

0 ≤ kj
d(x, ρj , ω, ω′) ≤ M j

d .
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6.3 Analyse spectrale

Dans le papier [30] par E. W. Larsen et P. F. Zweifel, l’analyse fine des propriétés spectrales
de l’opérateur TH +Ke +Kd +Kc a été donnée pour des conditions aux limites absorbantes
(H = 0) dans l’espace L1. Dans [53], cette analyse a été étendue aux espaces Lp, p ∈
[1, +∞) en y incluant l’analyse spectrale du problème d’évolution. Notre objectif ici est
de compléter cette analyse lorsque le flux rentrant est non nul, c’est-à-dire H �= 0.

6.3.1 Cas p ∈ (1, ∞).

Dans cette sous-section, on va s’interesser au spectre de l’opérateur TH + K̃ + Kc dans
l’espace Lp(Ω × V, dxdμ(v)). On rappelle que l’opérateur de collision Kc est, en général un
opérateur linéaire borné intégral par rapport aux vitesses de la forme

Kcϕ(x, v) :=
∫

V
kc(x, v, v′)ϕ(x, v′)dμ(v′) (6.3.1)

où ϕ ∈ Lp(Ω × V, dxdμ(v)) et kc : Ω × V × V −→ R est une fonction mesurable.

Il est clair que Kc est local en x et donc il peut être regardé comme une application de la
variable x,

x ∈ Ω −→ Kc(x) ∈ L(Lp(V, dμ(v)))

où
Kc(x) : ϕ ∈ Lp(V, dμ(v)) −→ Kc(x)ϕ =

∫
V

kc(x, v, v′)ϕ(v′)dμ(v′)

est borné, i.e.
ess- sup

x∈Ω
‖Kc(x)‖Lp(V,dμ(v)) < ∞.

Définition 6.3.1. Soient X et Y deux espaces normés, B la boule unité fermée de X et
C une partie de L(X, Y ). On dit que C est collectivement compact si et seulement si

C(B) =
{

C(x); C ∈ C, x ∈ B
}

est relativement compact dans Y.

Dans la suite, on utilise le concept d’opérateurs réguliers introduit par M. M. Kharroubi
([45] ou [47]).

Définition 6.3.2. On dit qu’un opérateur Kc de la forme (6.3.1) est régulier sur Lp(Ω ×
V, dxdμ(v)) si,

a) {Kc(x) : x ∈ Ω} est un ensemble d’opérateurs collectivement compacts sur
Lp(V, dμ(v)), i.e.{

Kc(x)ϕ : x ∈ Ω, ‖ϕ‖Lp(V,dμ(v)) ≤ 1
}

est relativement compact dans Lp(V, dμ(v)).
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b) Pour tout ϕ′ ∈ Lq(V, dμ(v)),{
Kc(x)ϕ′ : x ∈ Ω,

∥∥ϕ′∥∥
Lq(V,dμ(v)) ≤ 1

}
est relativement compact dans Lq(V, dμ(v))

où q est l’exposant conjugué de p (q = p
p−1).

L’intérêt des opérateurs de collision réguliers réside dans le fait qu’ils satisfont la propriété
d’approximation suivante.

Lemme 6.3.1. [47] Les opérateurs de collision réguliers sont la fermeture pour la topologie
uniforme de la classe d’opérateurs dont le noyaux sont de la forme∑

i∈J

αi(x)fi(v)gi(v′),

où αi ∈ L∞(Ω, dx), fi ∈ Lp(V, dμ(v)) et gi ∈ Lq(V, dμ(v)) où q =
p

p − 1
et J est un

ensemble d’indices fini.

On suppose que la mesure μ(·) satisfait l’hypothèse

(A2)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
les hyperplans ont zéro μ-mesure, i.e.

pour chaque e ∈ S
N−1, μ{v ∈ R

N , v.e = 0} = 0
où S

N−1désigne la sphère unité de R
N .

On rappelle tout d’abord le résultat suivant obtenu dans [32].

Lemme 6.3.2. Soit Ω un sous-ensemble convexe borné de R
N et Kc un opérateur de

collision régulier sur Lp(Ω × V, dxdμ(v)). Si p ∈ (1, +∞), ‖H‖ ≤ 1 et μ satisfait (A2),
alors les opérateurs Kc(λ − TH)−1 et (λ − TH)−1Kc sont compacts.

On pose
S :=

{
λ ∈ C : Reλ > −λ̃ + ‖K̃‖

}
.

On est maintenant en mesure de montrer le résultat suivant :

Proposition 6.3.1. Soit Ω un sous-ensemble convexe borné de R
N et λ ∈ S. On suppose

que la condition (A2) est satisfaite. Si Kc est un opérateur de collision régulier, alors les
opérateurs

Kc(λ − TH − K̃)−1 et (λ − TH − K̃)−1Kc

sont compacts.
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Démonstration. En raison de la propriété de la dualité [K∗
c ((λ−TH −K̃)−1)∗]∗ = (λ−TH −

K̃)−1Kc et le théorème 2 dans [18, p. 485], il suffit de montrer le résultat par l’opérateur

Kc(λ − TH − K̃)−1 = Kc(λ − TH)−1 +
∑
n≥1

Kc((λ − TH)−1K̃)n(λ − TH)−1.

La compacité de Kc(λ − TH − K̃)−1 découle du lemme 6.3.2. Ceci termine la preuve.

Théorème 6.3.1. Sous les mêmes hypothèses que la proposition 6.3.1, l’ensemble

σ(TH + K̃ + Kc) ∩ S

consiste, au plus, à des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Démonstration. Soient ϕ ∈ Lp(Ω × V, dxdμ(v)) et λ ∈ C. On considère le problème

(λ − TH − K)ψ = ϕ (6.3.2)

où ψ est la fonction inconnue. Comme K = K̃ + Kc, si λ ∈ S, alors on a

[I − (λ − TH − K̃)−1Kc]ψ = (λ − TH − K̃)−1ϕ.

En tenant compte de (6.2.8), on peut écrire

(λ − TH − K̃)−1Kc = (λ − TH)−1Kc +
∑
n≥1

((λ − TH)−1K̃)n(λ − TH)−1Kc.

Soit F : S → L(Lp(Ω × V, dxdμ(v))) la fonction définie par S � λ → F (λ) = (λ −
TH − K̃)−1Kc ∈ L(Lp(Ω × V, dxdμ(v))). En raison de la proposition 6.3.1, on a F (λ) ∈
K(Lp(Ω×V, dxdμ(v)))

(
K(Lp(Ω×V, dxdμ(v))) l’espace des opérateurs compacts sur Lp(Ω×

V, dxdμ(v))
)
.

En outre, comme ‖H‖ ≤ 1, en utilisant l’estimation (6.2.9), on obtient

‖F (λ)‖ <
‖Kc‖

Reλ + λ̃ − ‖K̃‖ .

Comme rσ
(
F (λ)

) ≤ ‖F (λ)‖, il résulte de l’estimation précédente que

lim
Reλ→∞

rσ(F (λ)) = 0. (6.3.3)

Ceci montre qu’il existe λ0 ∈ S assez grand tel que (I − F (λ0)) est inversible. En tenant
compte du théorème de Gohberg-Smul’yan (voir, par exemple, [29, Theorem 11.4] ou [51,
Theorem VI.14]), on déduit que (I − F (λ)) est inversible pour tout λ ∈ S sauf pour un
sous-ensemble dénombrable D contenu dans S. Ainsi, pour λ ∈ S\D, on a

(λ − TH − K̃ − Kc)−1 = [1 − F (λ)]−1(λ − TH − K̃)−1.
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Les points de D sont des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

−λ̃ + ‖K̃‖ −λ̃ + ‖K̃‖ + ‖Kc‖

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

••

−λ̃

Reλ

Imλ

Corollaire 6.3.1. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 6.3.1, on a :

σess(TH + K̃) = σess(TH + K̃ + Kc)

Démonstration. Soit ϕ ∈ Lp(Ω × V, dxdμ(v)) et λ ∈ C vérifiant Reλ > −λ̃ + ‖K̃‖ + ‖Kc‖.
On note que le problème d’inconnue ψ, (λ − TH − K̃)ϕ − Kcϕ = ψ, peut s’écrit sous la
forme

(λ − TH − K̃)[ψ − (λ − TH − K̃)−1Kcψ] = ϕ.

En raison de l’équation (6.3.3), il est clair que si Reλ > −λ̃ + ‖K̃‖ + ‖Kc‖, on a ‖(λ −
TH − K̃)−1Kc‖ < 1 et donc l’opérateur λ − TH − K̃ − Kc est inversible. On a alors

(λ − TH − K̃ − Kc)−1 = (λ − TH − K̃)−1 +
∑
n≥1

((λ − TH − K̃)−1Kc)n(λ − TH − K̃)−1

ou encore

(λ − TH − K̃ − Kc)−1 − (λ − TH − K̃)−1 =
∑
n≥1

((λ − TH − K̃)−1Kc)n(λ − TH − K̃)−1.

En raison de la compacité de (λ − TH − K̃)−1Kc, l’opérateur (λ − TH − K̃ − Kc)−1 − (λ −
TH − K̃)−1 est compact, la stabilité du spectre essentiel résulte du théorème 1.4.1.

6.3.2 Cas p = 1.

On se place maintenant dans l’espace L1(Ω × V, dxdμ(v)). L’opérateur de collision Kc est
un opérateur borné de la forme (6.3.1) définit sur L1(Ω × V, dxdμ(v)).

On note que dans l’espace L1(Ω × V, dxdμ(v)), on a une définition alternative pour les
opérateurs réguliers.
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Définition 6.3.3. L’opérateur de collision Kc est dit régulier sur L1(Ω × V, dxdμ(v)), si
les conditions suivantes sont satisfaites :

1. l’ensemble
{kc(x, ·, v′) : (x, v′) ∈ Ω × V }

est faiblement compact dans L1(V, dμ(v)) ;
2. l’application Ω � x → Kc(x) ∈ L(L1(V, dμ(v))) satisfait

ess- sup
(x,v′)∈Ω×V

∫
V

| kc(x, v, v′) | dμ(v) < ∞.

On introduit les hypothèses suivantes requises ci-dessous.

(A3) La mesure μ satisfait la propriété géométrique suivante∫
c1≤x≤c2

μ

∫ c3

0
χA(tx)dt → 0, lorsque |A| → 0,

pour chaque c1 < c2 < ∞ et c3 < ∞. Par |A| on désigne la mesure de Lebesgue de A et
χA(.) représente la fonction caractéristique de A.

(A4) H est faiblement compact.

On rappelle le résultat suivant obtenu dans [32].

Lemme 6.3.3. Soit Ω un sous-ensemble convexe borné de R
N et Kc un opérateur de

collision régulier sur L1(Ω × V, dxdμ(v)). Si les conditions (A3) et (A4) sont satisfaits,
alors l’opérateur Kc(λ − TH)−1Kc est faiblement compact.

On rappelle que S désigne l’ensemble

S :=
{

λ ∈ C : Reλ > −λ̃ + ‖K̃‖
}

.

On est en mesure de montrer le résultat suivant :

Proposition 6.3.2. Soit Ω un sous-ensemble convexe borné de R
N et λ ∈ S. On suppose

que les conditions (A3) et (A4) sont satisfaites. Si Kc est un opérateur de collision régulier,
alors l’opérateur

Kc(λ − TH − K̃)−1Kc

est faiblement compact.

Démonstration. Pour tout λ ∈ S, on peut écrire

Kc(λ − TH − K̃)−1Kc = Kc(λ − TH)−1Kc +
∑
n≥1

Kc((λ − TH)−1K̃)n(λ − TH)−1Kc.

En raison du lemme 6.3.3, il suffit de montrer que Ke(λ − TH)−1Kc et K
(j)
d (λ − TH)−1Kc

(j = 1, · · ·, l), sont faiblement compacts. On va se contenter de montrer la faible compacité

91



Théorie spectrale d’un opérateur transport avec des opérateurs de collision élastiques et
inélastiques

de l’opérateur Ke(λ − TH)−1Kc, celle des autres opérateurs se fait de la même manière.
Selon l’équation (6.2.5), on a

Ke(λ − TH)−1Kc = KeBλH(I − MλH)−1GλKc + Ke(λ − T0)−1Kc.

Comme Ke(λ − T0)−1Kc est faiblement compact (voir, [53, Théorème 5.3.1]), il reste à
montrer la faible compacité de KeBλH(I − MλH)−1GλKc, celle-ci découle de la faible
compacité de H.

Théorème 6.3.2. Sous les mêmes hypothèses que la proposition 6.3.2, l’ensemble

σ(TH + K̃ + Kc) ∩ S

consiste, au plus, à des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Démonstration. Soit ϕ ∈ L1(Ω × V, dxdμ(v)) et λ ∈ C. On considère le problème

(λ − TH − K̃)ψ − Kcψ = ϕ, (6.3.4)

où ψ est la fonction inconnue. Comme S ⊂ ρ
(
TH + K̃

)
, on a

[I − (λ − TH − K̃)−1Kc]ψ = (λ − TH − K̃)−1ϕ.

Soit F : S → L(L1(Ω × V, dxdμ(v))) la fonction définie par S � λ → F (λ) = (λ − TH −
K̃)−1Kc ∈ L(L1(Ω × V, dxdμ(v))). Comme (F (λ))2 est faiblement compact et l’espace
L1(Ω × V, dxdμ(v)) admet la propriété de Dunford-Pettis, il résult de [18, Corollary 13, p.
510] que (F (λ))4 ∈ K(L1(Ω×V, dxdμ(v)))

(
K(L1(Ω×V, dxdμ(v))) l’espace des opérateurs

compacts sur L1(Ω × V, dxdμ(v))
)
. En outre, en utilisant l’estimation (6.2.9), on obtient

‖(F (λ))4‖ <
‖Kc‖4

(Reλ + λ̃ − ‖K̃‖)4 .

En tenant compte du fait que rσ

(
(F (λ))4

)
≤ ∥∥(F (λ))4∥∥, on déduit de l’estimation précé-

dente que

lim
Reλ→∞

∥∥∥rσ

(
(F (λ))4

)∥∥∥ = 0 (6.3.5)

ce qui montre l’opérateur (I − F (λ)4)−1 existe, pour tout λ0 ∈ S assez grand. En tenant
compte du théorème de Gohberg-Smul’yan, on déduit que (I − F (λ)) est inversible pour
tout λ ∈ S sauf pour un sous-ensemble dénombrable D contenu dans S. En outre, comme
I − (F (λ))4 = (I − F (λ))(I + F (λ) + (F (λ))2 + (F (λ))3), d’où, pour tout λ ∈ S\D, on a

(I − F (λ))−1 = (I + F (λ) + (F (λ))2 + (F (λ))3)(I − (F (λ))4)−1.
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Par conséquent, pour tout λ ∈ S\D on a :

(λ − TH − K̃ − Kc)−1 = (I + F (λ) + (F (λ))2 + (F (λ))3)(I − (F (λ))4)−1(λ − TH − K̃)−1.

Les points de D sont des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

−λ̃ + ‖K̃‖ −λ̃ + ‖K̃‖ + ‖Kc‖

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

••

−λ̃

Reλ

Imλ

6.4 Problème d’évolution avec des conditions aux limites
périodiques dans Lp(Ω × V, dxdv), 1 < p < +∞.

Dans cette section, on s’interesse à l’étude du problème

∂ϕ

∂t
(x, v, t) = −v.

∂ϕ

∂x
(x, v, t) − σ(v)ϕ(x, v, t) +

∫
V

kc(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′

+
l∑

j=1

∫
SN−1

kj
d(x, ρj , ω, ω′)ϕ(x, ρjω′, t)dω′

+
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)φ(x, ρω′, t)dω′ (6.4.1)

avec la distribution initiale
ϕ(x, v, 0) = ϕ0(x, v). (6.4.2)

et soumis aux conditions aux limites (périodiques)

ϕ(x, v, t) |xi=−ai= ϕ(x, v, t) |xi=ai , (6.4.3)

93



Théorie spectrale d’un opérateur transport avec des opérateurs de collision élastiques et
inélastiques

où Ω =
∏N

i=1(−ai, ai), ai > 0, i = 1, · · ·, N, est un pavé ouvert de R
N . L’ensemble V

désigne l’espace des vitesse admissibles. On rappelle que la fréquence de collision σ(·) est
telle que

0 < σ(·) ∈ L∞(V, dv), pour tout v ∈ V.

Les opérateurs de collisions Kc, Ke et Kd sont linéaires et bornés, i.e.

Kc ∈ L(Lp(Ω × V, dxdv)), Ke, Kd ∈ L(Lp(Ω × I × S
N−1, dxρdω)).

On définit l’opérateur d’advection périodique Tp,⎧⎨⎩ D(Tp) = W p
per(Ω × V, dxdv),

Tpϕ(x, v) = −v.
∂ϕ

∂x
(x, v) − σ(v)ϕ(x, v)

où
W p

per(Ω × V, dxdv) =
{

ϕ ∈ Lp(Ω × V, dxdv); v.
∂ϕ

∂x
∈ Lp(Ω × V, dxdv) et

ϕ |xi=−ai= ϕ |xi=ai , i = 1, · · ·, N
}

.

Il est bien connu que Tp engendre un C0-semi-groupe. Comme les opérateurs Ke + Kd et
Kc + Ke + Kd sont bornés, par le théorème de perturbation de Phillips, les opérateurs
Tp + Ke + Kd et Tp + Kc + Ke + Kd engendre les semi-groupes

(
et(Tp+Ke+Kd))

t≥0 et(
et(Tp+Kc+Ke+Kd))

t≥0 respectivement.

Pour l’étude spectrale du semi-groupe
(
et(T +Kc+Ke+Kd))

t≥0, on rappelle que

et(Tp+Kc+Ke+Kd) =
∞∑

i=0
Vi(t) =

n−1∑
i=0

Vi(t) + Rn(t)

où
V0(t) = et(Tp+Ke+Kd) et Vi+1(t) =

∫ t

0
V0(s)KcVi(t − s)ds.

Le reste d’ordre n de la série de Dyson-Phillips est donné par

Rn(t) =
∞∑

i=n

Vi(t) = [et(Tp+Ke+Kd)Kc]n ∗ et(Tp+Kc+Ke+Kd).

Le but de ce travail est d’établir la compacité du reste d’ordre 1 de la série de Dyson-
Phillips,

R1(t) = et(Tp+Kc+Ke+Kd) − et(Tp+Ke+Kd).

On rapppelle que s’il existe n ≥ 1 tel que Rn(t) est un opérateur compact, alors on a

ωess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = ωess

(
et(Tp+Ke+Kd)).

En outre, si R1(t) est compact, alors on a

σess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = σess

(
et(Tp+Ke+Kd)).
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On rappelle que Kc est un opérateur de collision régulier (voir la section précédente).

L’opérateur de collision élastique Ke est défini par⎧⎨⎩ Ke : Lp(Ω × I × S
N−1, dxdρdω) −→ Lp(Ω × I × S

N−1, dxdρdω)
ψ −→

∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ψ(x, ρ, ω′)dω′. (6.4.4)

On introduit l’hypothèse suivante :

(A5) • pour tout ψ ∈ Lp(SN−1, dω), l’ensemble{∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ψ(ω′)dω′ : (x, ρ) ∈ Ω × I, ‖ψ‖Lp(SN−1,dω) ≤ 1
}

est relativement compact dans Lp(SN−1, dω);

• pour tout ψ′ ∈ Lq(SN−1, dω),{∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ψ′(ω)dω : (x, ρ) ∈ Ω × I
}

est relativement compact dans Lq(SN−1, dω).

Sous l’hypothèse (A5), on a :

‖Ke‖L(Lp(Ω×I×SN−1,dxdρdω)) = ess- sup
(x,ρ)∈Ω×I

‖Ke(x, ρ)‖L(Lp(SN−1,dω)) . (6.4.5)

où Ke(x, ρ) : ψ ∈ Lp(SN−1) −→
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ψ(ω′)dω′.

Dans la suite, on utilise le résultat suivant dû à M. Sbihi [54].

Lemme 6.4.1. Un opérateur de collisions élastiques satisfaisant (A5) peut être approché
dans des opérateurs possédant un noyau de la forme

ki
e(x, ρ, ω, ω′) =

∑
i∈J

αi(x, ρ)fi(ω)gi(ω′)

où αi ∈ L∞(Ω × I), fi ∈ Lp(SN−1) et gi ∈ Lq(SN−1) où q =
p

p − 1
et J est un ensemble

d’indices fini.

On suppose que les noyaux kj
d(·, ·, ·), j = 1, · · ·, l, satisfont l’hypothèse (A1).

Maintenant, on est en mesure de montrer le résultat suivant :

Théorème 6.4.1. Soit Kc un opérateur de collision régulier dans Lp(Ω × V, dxdv). On
suppose que les hypothèses (A1) et (A5) sont satisfaites. Si pour tout D borné contenu
dans I × S

N−1 tel que
lim

|x|→∞

∫
D

e−ix.ρωdω = 0, (6.4.6)

alors, pour tout t ≥ 0, l’opérateur R1(t) = et(Tp+Ke+Kd+Kc) − et(Tp+Ke+Kd) est compact.
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Avant de montrer ce résultat, on rappelle tout d’abord le développement des fonctions de
L2(Ω × V, dxdv) en séries de Fourier. Soit ϕ ∈ L2(Ω × V, dxdv), on peut écrire

ϕ(x, v) =
∑

k∈ZN

1√
2a

ϕk(v)eiπ k
a

.x

où ϕk(·) est le coefficient de Fourier de ϕ d’ordre k, c’est-à-dire

ϕk(v) =
∫

Ω

1√
2a

e−iπ k
a

.xϕ(x, v)dx, v ∈ V, k ∈ Z
N .

On note tout d’abord que le volume du pavé Ω est donnée par

|Ω| = 2
N∏

i=1
ai, ai > 0, i = 1, · · ·, N.

Par convention, on pose

√
2a =

√
|Ω| =

N∏
i=1

√
2ai et

k

a
= (

k1
a1

, · · ·, kN

aN
), (ki ∈ Z, i = 1, · · ·, N).

La formule de Parseval permet d’écrire

‖ϕ‖2
L2(Ω×V,dxdv) =

∑
k∈ZN

‖ϕk‖2
L2(V,dv) .

Le domaine de Tp est alors donné par

D(Tp) :=
{

ϕ(x, v) ∈ L2(Ω × V, dxdv) : ϕ(x, v) =
∑

k∈ZN

1√
2a

ϕk(v)eiπ k
a

.x,

∑
k∈ZN

∥∥∥∥k

a
.vϕk(v)

∥∥∥∥2

L2(V,dv)
< ∞

}
,

Pour tout ϕ ∈ D(Tp), Tpϕ est donné par

Tpϕ(x, v) :=
∑

k∈ZN

1√
2a

(−iπ
k

a
.v − σ(v))ϕk(v)eiπ k

a
.x.

D’autre part, l’action du C0-semi-groupe (U0(t))t≥0 sur ϕ ∈ L2(Ω × V, dxdv) est donnée
par

U0ϕ(x, v) :=
∑

k∈ZN

1√
2a

ϕk(v)eiπ k
a

.(x−vt)e−σ(v)t, (x, v) ∈ Ω × V, t ≥ 0.

Preuve du Théorème 6.4.1 D’après le théorème 1.7.2(i), il suffit de montrer que pour
tout t > 0, ∫ t

0
e(t−s)(Tp+Ke+Kd)Kce

s(Tp+Ke+Kd)ds (6.4.7)
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est compact. Comme Kc est régulier, il suffit d’établir la preuve pour un opérateur de
collision Kc de la forme

Kcϕ(x, v′) := α(x)f(v)
∫

V
g(v′)ϕ(x, v′)dv′ (6.4.8)

où α ∈ L∞(Ω) et les fonctions f(·) et g(·) sont positives, continues est à supports compacts.

En tenant compte du théorème 1.7.3, il suffit de prouver le résultat pour p = 2. On note
que l’opérateur U0Kc est définit par

U0(t)Kcϕ(x, v) :=
∑

k∈ZN

1√
2a

α(x)f(v)
( ∫

V
g(v′)e−σ(v′)tϕk(v′)e−iπ. k

a
.v′tdv′)eiπ k

a
.x

où
ϕk(v′) =

∫
Ω

1√
2a

e−iπ k
a

.xϕ(x, v′)dx, v′ ∈ V, k ∈ Z
N .

Par ailleurs, on peut exprimer (et(Tp+Ke+Kd))t≥0 à l’aide de la série de Dyson-Phillips
relativement à (etTp)t≥0, i.e.

et(Tp+Ke+Kd) =
∞∑

j=0
Uj(t)

où
U0(t) = etTp et Uj+1(t) =

∫ t

0
U0(s)(Ke + Kd)Uj(t − s)ds.

Nous savons aussi que la suite Kc(
∑n

j=0 Uj(t))n converge dans L(L2(Ω × V, dxdv) vers
Kce

t(Tp+Ke+Kd) uniformément borné en t. Il suffit donc de montrer que Kc
∑n

j=0 Uj(t) est
compact pour tous j ∈ N.

Cas 1 j = 0. Dans ce cas, il suffit de montrer la compacité de KcU0(t) par le théorème de
Riesz-Fréchet-Kolmogorov, on est amené à montrer que, pour tout B ⊂ L2(Ω × V, dxdv)
est borné. Alors

lim
h→0

sup
ϕ∈B

‖τhU0(t)Kcϕ − U0(t)Kcϕ‖L2(Ω) = 0 (6.4.9)

La preuve de l’égalité (6.4.9) est similaire à celle du théorème 2.7 dans [40].

Cas 2 j ≥ 1. Dans ce cas, on a

KcUj = Kc
[
U0(Ke + Kd)

]j ∗ U0

=
[
KcU0Ke ∗ U0Ke + KcU0Ke ∗ U0Kd + KcU0Kd ∗ U0Ke + KcU0Kd ∗ U0Kd

] ∗ Z

où Z = [U0(Ke + Kd)]j−2 ∗ U0, il suffit de montrer que les opérateurs KcU0Ke et KcU0Kd

sont compacts. D’abord, on commence de montrer la compacité de l’opérateur KcU0Ke. En
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raison du lemme 6.4.1 et l’équation (6.4.8), l’opérateur KcU0Ke peut se factoriser comme
suit

KcU(t)Ke = Θ1S(t)

En tenant compte du théorème 1.7.3, il suffit de démontrer le résultat pour p = 2. On
définit les opérateurs suivants

Θ1 : ψ ∈ L2(Ω) → α1(x)f1(v)ψ(x) ∈ L2(Ω × V ),

S(t) : ϕ ∈ L2(Ω × I × S
N−1) →

∑
k∈ZN

1√
2a

( ∫
SN−1

g1(ρω)f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ. k
a

.ρωtdω
)
.

×
∫
SN−1

g2(ω′)Mk[ϕ](ρ, ω′)dω′eiπ. k
a

.t ∈ L2(Ω × I)

où

Mk[ϕ](ρ, ω) :=
1√
2a

∫
Ω

α2(x, ρ)ϕ(x, ρω)e−iπ. k
a

.tdx, ω ∈ S
N−1, ρ ∈ I, k ∈ Z

N . (6.4.10)

Il suffit de montrer la compacité de S(t). D’après le théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov,
on est amené à montrer que, pour tout B ⊂ L2(Ω × I × S

N−1, dxdρdω′) est borné. Alors

lim
h→0

sup
ϕ∈B

‖τhS(t)ϕ − S(t)ϕ‖L2(Ω×I) ≤ lim
h→0

sup
ϕ∈B

sup
ρ∈I

‖τhS(t)[ρ]ϕ − S(t)[ρ]ϕ‖L2(Ω) = 0

(6.4.11)
Soit ϕ ∈ B. On pose

ψk(ρ) :=
∫
SN−1

g2(ω′)Mk[ϕ](ρ, ω′)dω′ (k ∈ Z
N ).

Un calcul simple montre que∫
I

|ψk(ρ)|2 dρ =
∫

I

∣∣∣∣∫
SN−1

(
g2(ω′)

1√
2a

∫
Ω

α2(x, ρ)ϕ(x, ρω′)dx
)
dω′

∣∣∣∣2 dρ

≤
∫

I

{( ∫
SN−1

∣∣g2(ω′)
∣∣2 dω′)1

2 1√
2a

( ∫
SN−1

∣∣∣∣∫Ω
α2(x, ρ)ϕ(x, ρω)dx

∣∣∣∣2 dω
)1

2
}2

dρ

≤ ‖α2‖2
L∞(Ω×I)

(
√

2a)2 ‖g2‖2
L2(SN−1)

∫
I

( ∫
SN−1

( ∫
Ω

|ϕ(x, ρω)| dx
)2

dω
)
dρ

≤ ‖α2‖2
L∞(Ω×I)

(
√

2a)2 ‖g2‖2
L2(SN−1)

∫
I

( ∫
SN−1

( ∫
Ω

IΩ(x)dx
)( ∫

Ω
|ϕ(x, ρω)|2 dx

)
dω

)
dρ

=
‖α2‖2

L∞(Ω×I)
2a

‖g2‖2
L2(SN−1) |Ω| ‖ϕ‖2

L2(Ω×I×SN−1) .
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Par conséquent,

‖ψk‖L2(I) ≤ ‖α2‖L∞(Ω×I)√
2a

‖g2‖L2(SN−1)

√
|Ω| ‖ϕ‖L2(Ω×I×SN−1)

= ‖α2‖L∞(Ω×I) ‖g2‖L2(SN−1) ‖ϕ‖L2(Ω×I×SN−1) . (6.4.12)

Par l’identité de Parseval

sup
ρ∈I

‖τhS(t)[ρ]ϕ − S(t)[ρ]ϕ‖2
L2(Ω) =

∫
Ω∣∣∣∣∣∣

∑
k∈ZN

1√
2a

(eiπ k
a

.h − 1)ψk sup
ρ∈I

∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdωeiπ k
a

.x

∣∣∣∣∣∣
2

dx

=
∑

k∈ZN

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2 sup

ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2 .

Soit N0 ∈ N. Selon l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

∑
| k

a |≤N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2 sup

ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2

≤ 4 sup
| k

a |≤N0

∣∣∣∣sin(
π

2
k

a
.h)

∣∣∣∣2 ∑
k∈ZN

|ψk|2 sup
ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2

≤ 4 sup
| k

a |≤N0

∣∣∣∣sin(
π

2
k

a
.h)

∣∣∣∣2 ∑
k∈ZN

|ψk|2 sup
ρ∈I

{∫
SN−1

|g1(ω)[ρ]| |f2(ω)| dω
}2

≤ 4 sup
| k

a |≤N0

∣∣∣∣sin(
π

2
k

a
.h)

∣∣∣∣2 ∑
k∈ZN

|ψk|2 sup
ρ∈I

( ∫
SN−1

|g1(ω)[ρ]|2 dω
)( ∫

SN−1
|f2(ω)|2 dω

)

= 4 sup
| k

a |≤N0

∣∣∣∣sin(
π

2
k

a
.h)

∣∣∣∣2 ∑
k∈ZN

|ψk|2 Cg ‖f2‖2
L2(SN−1)

où
Cg := sup

ρ∈I

( ∫
SN−1

|g1(ω)[ρ]|2 dω
)
.

Maintenant, en utilisant l’équation (6.4.12), on peut écrire

∑
| k

a |≤N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2 sup

ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ρω)f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2

≤ 4 sup
| k

a |≤N0

∣∣∣∣sin(
π

2
k

a
.h)

∣∣∣∣2 ‖α2‖2
L∞(Ω×I) ‖g2‖2

L2(SN−1) ‖ϕ‖2
L2(Ω×I×SN−1) Cg ‖f2‖2

L2(SN−1)
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Comme B est borné, il est clair que lorsque h → 0,
∣∣∣sin(π

2
k
a .h)

∣∣∣ → 0 et donc on obtient

lim
h→0

sup
ϕ∈B

sup
ρ∈I

∑
| k

a |≤N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ρω)f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2 = 0.

(6.4.13)
On suppose que k

a ≥ N0, on a

∑
| k

a |≥N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2 sup

ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2

≤ 4
∑

k∈ZN

|ψk|2 sup
| k

a |≥N0

‖f2‖2
L2(SN−1) sup

ρ∈I

∣∣∣∣∣
∫

supp(g1)
g1(ω)[ρ]e−σ(ρω)te−iπ k

a
.ρωtdω

∣∣∣∣∣
2

.

En outre, en utilisant l’équation (6.4.12), on peut écrire

∑
| k

a |≥N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2 sup

ρ∈I

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2

≤ 4 ‖g2‖2
L2(SN−1) ‖α2‖2

L∞(Ω×I) ‖ϕ‖2 ‖f2‖2
L2(SN−1) sup

ρ∈I

∣∣∣∣∣
∫

supp(g1)
g1(ω)[ρ]e−σ(ρω)te−iπ k

a
.ρωtdω

∣∣∣∣∣
2

Comme Supp g1 est compact et g1(ω)[ρ]e−σ(ρω)tdω est absolument continue par rapport à
dω, l’hypothèse 6.4.6 implique que

lim
N0→∞

sup
| k

a |≥N0

∑
| k

a |≥N0

sup
ρ∈I

∣∣∣∣∣
∫

supp(g1)
g1(ω)[ρ]e−σte−iπ k

a
.ρωtdω

∣∣∣∣∣
2

= 0. (6.4.14)

Comme B est borné, en utilisant l’équation (6.4.14), on obtient

lim
N0→∞

sup
h∈RN

sup
ϕ∈B

sup
ρ∈I

∑
| k

a |≥N0

∣∣∣eiπ k
a

.h − 1
∣∣∣2 |ψk|2

∣∣∣∣∫
SN−1

g1(ω)[ρ]f2(ω)e−σ(ρω)te−iπ k
a

.ρωtdω

∣∣∣∣2 = 0. (6.4.15)

Ensuite, en tenant compte des équations (6.4.13) et (6.4.15), on déduit que

lim
h→0

sup
ϕ∈B

‖τhS(t)ϕ − S(t)ϕ‖L2(Ω×I) = 0.

Ceci permet de conclure que KcU0Ke est compact.

Pour compléter la démonstration, il suffit d’établir que l’opérateur KcU0Kd est compact.
En effet, selon la condition (A1), l’opérateur Kd est borné, en tenant compte du résultat
du cas j = 0, on voit que KcU0 est compact et donc l’opérateur KcU0Kd est compact sur
L2(Ω × V, dxdv).
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Enfin, par interpolation (voir théorème 1.7.3), et(Tp+Kc+Ke+Kd)−et(Tp+Ke+Kd) est compact
sur Lp(Ω × V, dxdv) pour tout p ∈ (1, +∞). Ceci achève la démonstration. �

Comme conséquence immédiate du théorème 6.4.1, on a :

Corollaire 6.4.1. Si les conditions (A1) et (A5) sont satisfaites, alors pour tout t ≥ 0 on
a σess

(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = σess

(
et(Tp+Ke+Kd)). En particulier,

ωess
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd)) = ωess

(
et(Tp+Ke+Kd)).

Remarque finale.

Pour le problème d’évolution, il reste à traiter le cas de l’espace L1(Ω × V, dxdv). Il s’agit
d’un travail en cours. On pense qu’on a la faible compacité du Reste d’ordre deux de
la série de Dyson-Phillips. Pour les applications et en particulier pour l’analyse du com-
portement asymptotique (pour les grands temps) de la solution du problème du Cauchy
(6.4.1)-(6.4.3), ce resultat est amplement suffisant car il entraîne le fait que le semi-groupe(
et(Tp+Ke+Kd))

t≥0 et le semi-groupe
(
et(Tp+Kc+Ke+Kd))

t≥0 ont le même type essentiel.
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Analyse mathématique de quelques équations intervenant en
dynamique des populations et en cinétique des gaz

Résumé Les travaux présentés dans cette thèse portent sur l’analyse mathéma-
tique de quelques équations intervenant en dynamique des populations et en cinétique des
gaz. On s’est intéressé tout d’abord à une version non linéaire d’un modèle dû à Lebowitz
et Rubinow en 1974 pour décrire une population cellulaire. On a établi des résultats
d’existence et d’unicité aussi bien les solutions au sens de Bénilan que les solutions
fortes du problème d’évolution correspondant. Cette analyse a été étendue ensuite à
une perturbation de ce modèle par un opérateur non linéaire et pour des conditions
aux limites locales et non locales. Cette partie a été complétée par l’étude des résultats
d’existence des solutions du problème stationnaire correspondant. Le second volet de
ce travail traite de l’existence des solutions d’une version non linéaire stationnaire d’un
modèle dû à Rotenberg en 1983. Le dernier chapitre de ce travail à été consacré à l’analyse
spectrale d’une équation de transport neutronique faisant intervenir des opérateurs de
collision élastiques et inélastiques. Le problème d’évolution correspondant ainsi que le
comportement asymptotique (pour les grands temps) de la solution ont été considéré
pour des conditions aux limites périodiques.

Mots-clés Équations d’évolution, opérateur m-accrétif, solusion au sens de Bénilan,
solution forte, opérateur de transport, dynamique des populations.

Mathematical analysis of some equations arising in the
dynamics of populations and the kinetic of gas

Abstract The work presented in this thesis deals with the mathematical analysis
of some equations arising in the dynamics of populations and the kinetic of gas. First, we
focused on a non-linear version of a model introduced by Lebowitz and Rubinow in 1974
to describe a cells population. We discussed the existence and the uniqueness of solutions
of both Bénilan’s solution and strong solutions to the corresponding evolution equation.
This analysis was subsequently extended to a perturbation of this model by a nonlinear
operator for local and non-local boundary conditions. This part was supplemented by the
study of existence of solutions to the corresponding stationary problem. In chapter 5, we
discuss the existence of solutions to a stationary nonlinear version of a model describing
the evolution of a cells population introduced by Rotenberg in 1983. The last chapter of
this work is devoted to the spectral analysis of a neutron transport equation involving
elastic and inelastic collision operators. The corresponding evolution problem as well as
the asymptotic behavior (for large times) of the solution was considered for periodic
boundary conditions.

Keywords Equations of evolution, m-accretive operator, solution in the sense of Bénilan,
strong solution, transport operator, dynamic of populations.
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