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Résumé Les systémes de stockage distribués sont massivement utilisés dans le
contexte actuel des grandes masses de données. En plus de gérer le stockage de ces
données, ces systémes doivent répondre a une quantité toujours plus importante
de requétes émises par des clients distants afin d’effectuer de la fouille de données
ou encore de la visualisation. Une problématique majeure dans ce contexte consiste
a répartir efficacement les requétes entre les différents nceuds qui composent ces
systémes afin de minimiser le temps de traitement des requétes ( temps maximum
et en moyenne d’une requéte, temps total de traitement pour toutes les requétes...).

Dans cette thése nous nous intéressons au probléme d’allocation de requétes dans
un environnement distribué. On considére que les données sont répliquées et que les
requétes sont traitées par les nceuds stockant une copie de la donnée concernée.
Dans un premier temps, des solutions algorithmiques quasi-optimales sont propo-
sées lorsque les communications entre les différents noeuds du systéme se font de
maniére asynchrone. Le cas ou certains noeuds du systéme peuvent étre en panne
est également considéré. Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons a I'impact
de la réplication des données sur le traitement des requétes. En particulier, un algo-
rithme qui adapte la réplication des données en fonction de la demande est proposé.
Cet algorithme couplé a nos algorithmes d’allocation permet de garantir une répar-
tition des requétes proche de I'idéal pour toute distribution de requétes. Enfin, nous
nous intéressons a l'impact de la réplication quand les requétes arrivent en flux sur
le systéme. Nous procédons a une évaluation expérimentale sur la base de données
distribuées Apache Cassandra. Les expériences réalisées confirment l'intérét de la
réplication et de nos algorithmes d’allocation vis-a-vis des solutions présentes par
défaut dans ce systéme.

Mots-clés Equilibrage de charge, algorithme distribué, graphe, données massives

Title Optimization of queries over large data in a distributed environment

Abstract Distributed data store are massively used in the actual context of Big
Data. In addition to provide data management features, those systems have to deal
with an increasing amount of queries sent by distant users in order to process data
mining or data visualization operations. One of the main challenge is to evenly
distribute the workload of queries between the nodes which compose these systems
in order to minimize the treatment time.

In this thesis, we tackle the problem of query allocation in a distributed envi-
ronment. We consider that data are replicated and a query can be handle only by a
node storing the concerning data. First, near-optimal algorithmic proposals are given
when communications between nodes are asynchronous. We also consider that some
nodes can be faulty. Second, we study more deeply the impact of data replication
on the query treatement. Particularly, we present an algorithm which manage the
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data replication based on the demand on these data. Combined with our allocation
algorithm, we guaranty a near-optimal allocation. Finally, we focus on the impact
of data replication when queries are received as a stream by the system. We make
an experimental evaluation using the distributed database Apache Cassandra. The
experiments confirm the interest of our algorithmic proposals to improve the query
treatement compared to the native allocation scheme in Cassandra.

Keywords Load balancing, distributed algorithm, graph, large data

Laboratoire d’accueil LaBRI, UMR 5800, 351, cours de la Libération F-33405
Talence cedex
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1.1 Contexte et motivation

La production de données a littéralement explosé ces derniéres années, notam-
ment grace au développement des réseaux a grandes échelles. Outre ce volume gi-
gantesque, les données proviennent de sources variées allant des réseaux sociaux aux
données scientifiques issues de réseaux de capteurs par exemple. Afin de pouvoir
gérer cette masse de données toujours croissante et diversifiée, la conception de sys-
témes de stockage distribués a recu énormément d’attention ces derniéres décennies.
En effet, de part leur volume mais également leur taille, un stockage centralisé de
ces données n’est pas envisageable. En particulier, les bases de données distribuées
ont connu un essor important a la fin des années 2000, avec ’apparition entre autres
de systémes comme Big Table [CDGT 08| ou Cassandra |[LM10] pouvant se déployer
sur des infrastructures distribuées de grande taille et gérer des données de différents
types.

Un autre aspect auquel doivent faire face ces systémes distribués est 'accés a ces
données. En effet 'extraction et I'analyse de ces données sont des problématiques
majeures et engendrent de nombreuses requétes en lecture, souvent cotiteuses. Toutes
ces requétes doivent étre répondues rapidement, parfois méme en temps réel en
fonction des applications. Il est donc nécessaire de mettre en place des mécanismes
d’allocation afin de répartir au mieux les requétes recues entre les différents noeuds
capables de les traiter.



1.2. Equilibrer la charge des requétes

1.2 Equilibrer la charge des requétes

Un systéme de stockage distribué est composé d'un ensemble de noeuds stockant
des données, que nous appellerons des objets. Chaque noeud peut servir de premier
contact a un client souhaitant se connecter a la base afin d’effectuer des requétes sur
les objets stockés. Par définition, une requéte peut donc étre traitée uniquement par
un neceud stockant 'objet concerné. On supposera également que les requétes regues
sont indépendantes les unes des autres, c’est-a-dire que le traitement d’une requéte
ne dépend pas du traitement d’une autre requéte.

On remarque tout d’abord que le placement des objets va avoir un impact impor-
tant sur le nombre de requétes que recevra un nceud. En effet, si le stockage est trop
déséquilibré et qu'un neeud stocke beaucoup d’objets, alors il pourra potentiellement
recevoir beaucoup de requétes.

Toutefois un équilibrage parfait du stockage ne peut pas nécessairement garantir
un bon équilibrage des requétes. En effet, certains objets peuvent étre plus demandés
que d’autres, entrainant une surcharge pour les noeuds stockant ces objets. L’objectif
de cette thése est donc de proposer a la fois un placement d’objets mais également
une répartition des requétes entre les noeuds permettant d’optimiser le traitement
des requétes recues par un systéme distribué.

1.2.1 Equilibrage du stockage

L’équilibrage du stockage a été largement étudié, notamment dans le cas des
réseaux dynamiques de type pair-a-pair. Les réseaux pair-a-pair sont des réseaux
logiques décentralisés fonctionnant comme une surcouche d’un réseau physique et
ou chaque nceud joue & la fois le role du client et de serveur et peuvent ainsi émettre
et répondre a des requétes. Grace a ce caractére décentralisé, ce type de réseau offre
des propriétés intéressantes comme le passage a grande échelle ou encore la tolérance
aux fautes.

Nous nous intéressons plus particuliérement aux réseaux structurés, pour les-
quels une table de hachage distribuée est mise en place afin de faciliter entre autres
la recherche d’objets. Informellement, chaque noecud du systéme se voit attribuer
un identifiant dans un espace d’adressage et est responsable d'un intervalle de cet
espace d’adressage. Les objets que 'on veut stocker se voient également attribuer
un identifiant dans le méme espace d’adressage et sont stockés par le nceud res-
ponsable de leur identifiant. Les noeuds maintiennent également un ensemble de
lien entre eux, qui permettrons de faciliter la recherche d’un objet. Un pan impor-
tant de la littérature traite donc de I’équilibrage de 1'espace d’adressage dont sont
responsables les noeuds. Plus précisément, on souhaite minimiser le ratio de régula-
rité qui correspond au rapport de l'intervalle le plus grand par l'intervalle le plus
petit|KLLT97, KM05, BKMO05|.

Un autre type de solution consiste a utiliser des serveurs virtuels [SMK™01,
GLST04, KR06|. Chaque neeud physique va maintenir un ensemble de serveurs vir-
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1. Introduction

tuels qui sont, chacun, responsables d’une portion de l’espace d’adressage. Dans
Chord[SMK*01] par exemple, chaque nceud posséde ©(logn) serveurs virtuels, ce
qui permet d’obtenir un ratio de régularité constant.

Ces méthodes ont un inconvénient majeur a savoir que si un noceud se retrouve
surchargé, on va modifier le partitionnement de I’espace d’adressage, impliquant la
migration de certains objets sur d’autres nceuds moins chargés. Dans le contexte
de données massives, la migration est cotiteuse et il est donc naturel de vouloir
minimiser, voire de ne pas utiliser ce type d’opération.

1.2.2 Impact de la réplication

Pour limiter la migration, une solution consiste a augmenter le nombre de co-
pies d’objets afin de permettre un meilleur équilibrage des requétes. La réplication
d’objets est une des caractéristiques déja présente dans les bases de données dis-
tribuées [CDGT08, LM10, DHJ*07]. Typiquement, chaque objet est répliqué un
nombre constant de fois, principalement pour garantir I'accessibilité des objets. Ce
nombre de copies, identique pour tous les objets, est appelé le facteur de réplica-
tion. Nous pouvons cependant constater que ces copies ne sont pas utilisées a des
fins d’équilibrage dans les systémes actuels. HBase par exemple ne propose que
des méthodes d’équilibrage basées sur de la migration d’objets. Cassandra propose
également uniquement de migrer des objets en cas de surcharge d’un nceud.

Cependant, on peut facilement envisager des scénarios ou le systéme peut se
retrouver surchargé. Considérons que les requétes sont effectuées par un adversaire
qui connait le placement de toutes les copies. Il peut donc concentrer les requétes
sur des objets stockés en commun par un méme ensemble de noeuds. Dans ce cas de
figure, la seule solution pour équilibrer parfaitement la charge est de créer autant
de copies que de nceuds, ce qui n’est bien sir pas envisageable dans un contexte de
données massives.

Afin de palier ce comportement adversarial, on peut adapter la réplication en
fonction de la demande (le nombre de requétes regues) pour un objet. On va ainsi
créer des copies additionnelles pour ces objets dit populaires. Outre I'intérét en terme
d’accessibilité des données (si un nceud tombe en panne, on a toujours une copie
accessible), cette stratégie présente I'avantage de pouvoir s’adapter a toute distri-
bution de requétes. De plus, on peut ainsi répartir les requétes pour un objet entre
les différents nceuds qui en stockent une copie. Différentes stratégies de placement
de copies ont été étudiées dans le cadre des réseaux pair-a-pair : a proximité des
serveurs/nceuds émettant les requétes [GSBKO04|, sur les chemins fréquemment em-
pruntés par les requétes [Shel0] ou encore via I'utilisation de fonctions de hachages
multiples [ XCCKO09].

Comme de nombreuses bases de données distribuées fonctionnent sur un modele
pair-a-pair, on pourrait adapter ces méthodes basées sur la gestion de copies. Ce-
pendant on peut noter un défaut principal : elles ne considérent qu’une estimation
locale de la popularité des objets, ce qui ne reflétent pas forcément la popularité
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globale. De plus, [’évolution de la popularité des objets n’est pas toujours prise en
compte. Par exemple dans [XCCKO09], le nombre de copie peut étre augmenté en
fonction de la popularité, par contre les copies créees sont conservées méme si la
popularité diminue. Dans un contexte de données massives, cela impliquerait une
consommation mémoire trop importante.

1.3 Contribution de la thése

L’objectif de cette thése est de proposer des solutions d’équilibrage pour la charge
des requétes regues par des systémes distribués. Nous nous intéressons plus parti-
culiérement aux systémes de stockage distribués. Comme nous avons pu le voir, des
copies d’objets sont présentes initialement dans de nombreux systémes distribués et
nous ferons 'hypothése dans le reste de ce manuscrit qu’il y a toujours un nombre
constant de copies présentes sur le systéme pour chaque objet. Nous ne nous intéres-
sons pas a la migration d’objets et considérons que ces copies initiales sont stockées
de maniére permanente par les noeuds.

Le premier axe de recherche abordé dans ce manuscrit consiste a étudier de quelle
maniére allouer les requétes entre les différents nceuds candidats qui stockent les
copies.

Dans le Chapitre 2, nous présentons formellement le probléme d’allocation de
requétes qui sera étudié ainsi que les différents modéles utilisés tout au long de la
thése. En particulier, nous montrons que nous pouvons représenter les requétes a
allouer par un (hyper)graphe de requéte, ou les arétes représentent les requétes et
les extrémités des arétes représentent les candidats pouvant traiter chaque requéte.
L’allocation est modélisée ici par une orientation sortante des arétes du graphe et
la charge d’un nceud correspond au nombre d’arcs sortant qui lui sont incidents. On
va donc chercher & minimiser le degré sortant maximum du graphe. Cette approche
utilisant la théorie des graphes est un élément clé des différents résultats obtenus
dans cette thése. Nous présentons également les modéles de calculs distribués que
nous manipulons.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons a l’allocation de requétes dans un
systéme distribué utilisant un mode de communication asynchrone, ¢’est-a-dire que
le temps d’envoi d’un message entre deux nceuds n’est pas connu et varie d’un lien
de communication a l’autre. Ici on s’intéresse a une vision hors-ligne ou toutes les
requétes sont déja regues par le systéeme. Nous étudions le probléme d’orientation
de graphe équivalent et nous nous concentrons sur le cas ot le facteur de réplication
est 2, c’est-a-dire au cas des graphes. Nous proposons un algorithme d’orientation
qui produit une approximation constante de l'optimal pour tout graphe G. Plus
précisément, notre algorithme nécessite un nombre de ronde asynchrone de 1’ordre
de O(log®n), ol n est le nombre de nceuds et T le temps maximum nécessaire
pour envoyer un message a tous les nceuds du graphe G. Notre algorithme pré-
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1. Introduction

sente également 'avantage d’étre tolérant aux pannes initiales, ce qui est un atout
majeur dans des contextes d’utilisation réels. Nous montrons également que tout
algorithme d’orientation doit utiliser au moins 2(diam(G)) rondes de communica-
tion, ot diam(G) correspond au nombre maximum d’arétes & emprunter pour relier
deux noeuds.

Nous nous intéressons dans un deuxiéme temps a [“mpact de la réplication sur
I’équilibrage de charge. Nous avons vu effectivement que le nombre des copies d’ob-
jets mais également leur placement avait un réle important sur 1’équilibrage des
requeétes.

Dans le Chapitre 4, nous proposons de placer les copies d’objets de maniére
aléatoire, uniforme et indépendante. Nous montrons que cette stratégie de place-
ment permet d’obtenir une allocation proche de 'optimal si la popularité des objets
n’est pas trop hétérogéne pour un facteur de réplication donné (Section 4.2). Nos
résultats se basent sur 1’étude de ’hypergraphe des requétes sous-jacent. Aprés avoir
donné un encadrement de l'allocation optimal lorsque les objets sont placés aléa-
toirement et les requétes ne sont pas populaires, nous présentons une combinaison
d’algorithmes garantissant une f-approximation de 'optimal quel que soit le facteur
de réplication f, et une O(f)-approximation de I'idéal si f = (logn). L’idéal cor-
respond simplement & une répartition parfaitement équilibrée des requétes entre les
noeuds. Cette garantie tient méme si le choix des requétes est laissé a un adversaire.
De plus, notre méthode n’ajoute que ©(n) copies supplémentaires pour les objets
populaires.

Enfin dans le Chapitre 5 nous nous placons dans un contexte ou les requétes
arrivent en fluz, a I'inverse des chapitres précédent. Nous adaptons les algorithmes
présentés dans le Chapitre 4 et nous procédons a une évaluation expérimentale menée
sur une version modifiée de la base de données distribuée Apache Cassandra [Cas|.
Nous adaptons nos algorithmes dans ce contexte, nous les comparons avec la stratégie
d’allocation proposée par défaut dans Cassandra et évaluons notamment 'impact
de notre gestion de copies sur les performances des différents algorithmes. Nous
montrons que notre gestion de copies permet d’améliorer sensiblement le temps de
réponse aux requétes quel que soit 1'algorithme considéré. Nous montrons également
que nos algorithmes d’allocation ont de meilleures performances que celui utilisé
dans Cassandra par défaut.
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Chapitre 2

Modéles et état de 'art
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Nous proposons d’étudier le probléme de 'optimisation du traitement des requétes
en se ramenant au probléme bien connu de ’allocation de requétes. En particulier,
nous considérons la version du probléme ou les requétes arrivent de maniére distri-
buée et par conséquence les décisions d’allocations doivent étre prises par les noeuds
avec une connaissance partielle du systéme. La différence majeure entre le modéle
que nous proposons et les modeéles plus classiques de la littérature est que nous
autorisons une requéte a étre envoyée a plusieurs noeuds pour étre traitée. Cette
caractéristique permet notamment de différer la prise de décision pour l'allocation.
Aprés avoir formalisé le probléme sur lequel nous travaillerons, nous présentons
notre angle d’attaque qui consiste a se réduire & un probléme de théorie des graphes
bien connu appelé 'orientation minimum de graphes. Nous présentons également
quelques algorithmes majeurs d’orientation de graphes. Nous introduisons enfin les
principaux modeéles distribués que nous manipulerons dans ce manuscrit.
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2.1. Préliminaires

2.1 Préliminaires

2.1.1 Présentation du modéle d’allocation

On considére un systéme de stockage distribué composé d’un ensemble V' de n
noeuds de traitement. Le systéme va recevoir un ensemble () de requétes a traiter et
chaque requéte ¢ € @) posséde un codt de traitement ou poids que l'on notera w(q).

On fait I’hypothése qu'une requéte peut étre recue par tout nceud v € V' et sera
mise en attente dans la file de requéte F,, de u. Une requéte g est dite permanente si
elle n’est jamais supprimée de la file et temporaire sinon. Le probléme d’allocation
que nous étudions dans cette thése consiste a répartir les requétes recues entre les
différents nceuds afin de minimiser le temps de traitement de ces requétes.

Considérons un premier scénario ou toutes les requétes ont un poids de 1 et sont
regues par un serveur central ayant une connaissance globale du systéme. C’est ce
serveur qui va s’occuper de l’allocation. Supposons également qu'une requéte peut
étre allouée a n’importe quel nceud du systéme. Dans ce cas de figure, on peut
envisager 1’algorithme d’allocation suivant :

Entrée: ensemble de requétes @, ensemble de nceuds V' = {uy, ug, ..., up,}
1:2=1
2: pour toute requéte g € () faire
3: allouer ¢ a u;
4: sii=n alors i < 0
5 11+ 1

Algorithme 1 — Round Robin

Définissons informellement la charge d’un noecud comme le nombre de requétes
qui lui sont allouées. Cet algorithme trés simple, dit du tourniquet ou round robin en
anglais, permet de garantir que la différence de charge entre deux noeuds quelconques
sera d’au plus une requéte. Cependant, ce cas de figure n’est pas envisageable dans
les systémes de stockage distribués ot une requéte concerne typiquement un objet
et ne peut donc étre traitée que par un nceud stockant cet objet (ou encore une de
ses copies).

Afin de modéliser cela, on considére un ensemble d’objets O stockés par les nceuds
et un placement d’objets noté P qui détermine sur quel nceud sera stocké un objet.
Chaque objet o; posséde f; > 1 copies (incluant o;) qui sont stockés sur des noeuds
différents et P(0;) C V correspond & l'ensemble des noeuds stockant une copie de
0;. On supposera donc que le nombre copies f; pour tout objet o; est inférieur a n.
Sauf mention contraire, on suppose que les nceuds ont le méme nombre de copies f
et on appelle ce paramétre le facteur de réplication.

Une requéte ¢, sur un objet o ne peut étre traitée que par un noeud de P(0) et
nous dirons que ces nceuds sont candidats pour la requéte ¢,. Sauf mention contraire,
on considére que les requétes sont permanentes.
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2. Modéles et état de I'art

Définition 2.1. Un algorithme d’allocation Ap(q,) pour un placement d’objets P
associe a la requéte g, un neeud candidat v € P(o).

Définition 2.2. Soit ) un ensemble de requéte et A = Ap un algorithme d’alloca-
tion pour un placement d’objets P. On note Q4(u) = {q € @ | A(q) = u} I'ensemble
des requétes de (@ allouées a u avec I'algorithme A. La charge ¢ 4(u) d'un neeud u
est définie par

lg.a(u) = { OZqGQA(u)W(Q) si Qa(u) # 0

sinon

Si w(q) = 1 pour toute requéte g € @, on remarque que lg a(u) = |Qa(u)|.

Définition 2.3. Le temps de complétion T4, (Q) avec I'algorithme d’allocation Ap
est défini par :

Tap (Q) = max{ o4 (1)}

Définition 2.4. Soit P I'ensemble des placements d’objets possibles et Ap 'en-
semble des algorithmes d’allocation possibles en fonction d'un placement d’objets
P. Le temps de complétion optimal T*(Q), est défini par

(@) = g { i {7401}

PeP | A€Ap

De méme on définit le temps de complétion optimal 75 (Q) = minaca,{74(Q)}
vis-a-vis d’un placement P.

Une derniére notion que nous abordons au cours de ce manuscrit est la notion
de temps de complétion idéal. Le temps de complétion idéal T°(Q)) correspond sim-
plement a une répartition parfaitement équitable des requétes entre les nceuds. Plus
formellement on a T°(Q) = >_ ., w(q)/n.

Objectif de la thése Le probleme étudié dans cette thése consiste donc a trouver
un placement d’objet P et un algorithme d’allocation Ap pour un ensemble de re-
quétes @ tel que le temps de complétion T4, (Q)) soit minimal. Nous nous intéressons
plus particuliérement au cas ot w(q) = 1 pour toute requéte ¢ € ). Nous mesurons
notamment ['approximation temps de complétion optimal mais également du temps
de complétion idéal, qui correspond tout simplement & [|Q|/n] dans notre contexte.

2.1.2 Les stratégies d’allocation

Concernant les stratégies d’allocation possibles, nous considérerons plusieurs mo-
deles au cours de cette thése.

Optimisation de requétes dans un environnement distribué 9



2.1. Préliminaires

— Dans l'allocation en-ligne, la requéte doit étre allouée au moment de sa
réception par le systéme. Informellement, on se base uniquement sur le passé,
c’est-a-dire sur les requétes déja regues par le systéme afin de prendre une
décision. Cette décision peut toutefois étre immédiate (on choisit un nceud
parmi I'ensemble des noeuds capable de traiter la requéte concernée) ou bien
différée (on alloue la requéte a tous ses noeuds candidats et on décide a
posteriori lequel d’entre eux va conserver cette requéte). On remarque que
dans ce deuxiéme cas de figure, une méme requéte peut étre traitée plusieurs
fois.

— Dans 'allocation hors ligne, on attend d’avoir regu toutes les requétes avant
de prendre une décision pour 'affectation. Intuitivement, cette stratégie se
base sur une connaissance du passé et du futur pour prendre une décision
d’allocation.

La vision en-ligne que nous venons de décrire s’applique bien aux situations
concrétes ou les requétes arrivent en flur sur le systéme. Prenons par exemple le
cas d'un moteur de recherche qui serait utilisé par un grand nombre d’utilisateurs.
En pratique les recherches des utilisateurs s’effectuent en permanence et il n’est pas
envisageable de retarder trop longtemps l’allocation des requétes. De plus, le flux
étant potentiellement infini, I'application d’une vision hors-ligne perd son sens. Tou-
tefois, on se convainc sans trop de difficulté que connaitre le futur ne peut qu’aider
a faire des choix judicieux. En particulier, on fait la remarque suivante.

Remarque 2.1. Tout algorithme d’allocation en ligne sur une séquence finie de
requétes peut s’exprimer comme un algorithme d’allocation hors-ligne sur cette méme
séquence de requéte.

En effet il suffit de simuler un algorithme en ligne et d’appliquer les méme dé-
cisions dans la version hors-ligne. La conséquence de cette remarque est que les
algorithmes en ligne ne peuvent pas garantir un meilleur temps de traitement total
des requétes que les algorithmes hors-ligne.

De nombreux travaux tendent donc & mesurer la performance d’algorithme en
ligne en les comparant au meilleur algorithme hors-ligne pour résoudre le méme
probléme. Le ratio de performance entre les deux algorithmes est appelé ratio de
compétitivité et fut introduit par Graham |[Gra66|. L’auteur montre notamment
que l'algorithme trés simple appelé Greedy qui consiste a choisir le candidat avec
la charge la moins grande au moment de la réception d’une requéte est (2 — %)—
compétitif. Les requétes sont supposées ici ne jamais étre traitées et ne pas avoir de
restriction de candidats. On trouve énormément de travaux dans la littérature faisant
varier ces deux caractéristiques (permanence et restriction) mais également ’aspect
distribué de l'arrivée des requétes. On peut citer entre autres [ABK94, ANR95,
AKP92, DLLX97].

Tous les cas présentés dans la littérature considérent cependant une prise de dé-
cision immédiate. La prise de décision différée semble pourtant une piste naturelle
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llocation des requétes

Temps

FIGURE 2.1 — Illustration de I'intérét de la prise de décision différé dans le cas ou les
requétes sont cotiteuses. Le temps nécessaire a 1’allocation de requétes, représenté
en bleu, est nettement inférieur au temps de traitement d’une requéte. On retombe
pour ces requétes a une vision hors-ligne.

de réflexion. Cette méthode d’allocation est déja utilisée en pratique, notamment
dans les bases de données distribuées, afin de tester la cohérence d’une réponse a
une requéte. En effet, un objet est typiquement répliqué dans la base mais toutes les
copies peuvent ne pas étre a jour. Faire traiter la requéte par les différents noeuds
stockant 'objet concerné permet ainsi a un client de comparer les réponses et de gar-
der par exemple celle correspondant & la donnée la plus récente. Si on ne s’intéresse
pas a la cohérence mais seulement & la performance, cette solution peut se révéler
avantageuse. Informellement, plus notre connaissance de I’ensemble des requétes est
grande, plus il sera facile de prendre des décisions pertinentes pour l'allocation. Si
la mémoire le permet, on pourrait méme stocker toutes les requétes et retomber sur
une vision hors-ligne du probléme.

Bien que cet exemple extréme ne soit bien stir pas applicable en pratique, le
flux de requétes pouvant étre énorme, une solution peut consister a faire le bilan
sur un ensemble de requétes regues au cours d'un intervalle de temps. Nous avons
illustré ce scénario dans la Figure 2.1. Intuitivement, si le temps de traitement d’une
requéte est important, un algorithme d’allocation suffisamment rapide pourra allouer
de maniére efficace les requétes recues au cours de cet intervalle. Nous présentons
notamment dans le chapitre 5 des algorithmes différés d’allocation qui font le bilan
a intervalle régulier et se basent sur cette connaissance pour répartir les requétes.

2.2 Orientation de graphe et allocation de requétes

Plagons-nous dans le cas ou le facteur de réplication est 2 pour toutes les copies
d’objets. Il y a donc deux candidats pour chaque requéte. De maniére générale,
on peut modéliser un ensemble de requétes et leurs candidats liés & un placement
d’objets donné par un graphe noté G = (V, E) ou 'ensemble des sommets V(G)
représente les noeuds et U'ensemble des arétes E(G) représente les requétes a allouer.
Les extrémités d’une aréte encodent les candidats possibles pour I'allocation. On note
d(u) le degré non orienté d'un nceud w. Par la suite nous utiliserons 'appellation
graphe des requétes pour désigner cette représentation.

Optimisation de requétes dans un environnement distribué 11
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Nous allons modéliser 'allocation des requétes par 1’orientation des arétes cor-
respondantes. Une orientation ¢ de G consiste a assigner a toute aréte {u,v} € E
une orientation (informellement un sens). Soit (u,v) un arc sortant de u, alors la
requéte correspondante & cet arc sera alloué a u. Soit d(;(u) le degré sortant de
u, c¢’est-a-dire le nombre d’arétes orientées vers des voisins de u, avec 'orientation
¢ et DJ(G) = max{d*(u) | u € V} le degré sortant maximum avec cette méme
orientation.

Orientation Minimum
— Entrée : un graphe GG non-orienté
— Sortie : une orientation ¢ tel que pour toute orientation ¢’ # ¢, alors D(‘;(G) <
D3(0)

On remarque que DT correspond au temps de complétion que 1’on obtiendrait en
appliquant ’allocation définie par I'orientation a toutes les requétes.

Définition 2.5. Une orientation ¢ d'un graphe G est une k-orientation si DJ (G) <
k.

Avant de chercher a concevoir un algorithme, une question naturelle & se poser
consiste a déterminer la classe de complexité du probléme. Intéressons nous dans
un premier temps a la version généralisée du probléme de 'orientation minimum.
Soit w une fonction de poids qui associe a chaque aréte un entier. Le degré sortant
pondéré correspond a la somme des poids des arcs sortants de u. L’orientation mi-
nimum généralisée consiste a trouver une orientation qui minimise le degré sortant
pondéré. Ce probléme a été démontré NP-difficile dans [AMOZ06] et dans [AJMT11]
les auteurs renforcent ce résultat en montrant que méme si les poids des arétes sont
compris dans un intervalle [1, k], le probléme est fortement NP-difficile. De plus, il
n’existe pas d’approximation inférieure a (1 + 1/k), sauf si P = NP. Toutefois la
version "simplifiée" que nous considérons, ol le poids de chaque aréte est identique
et vaut 1, est fort heureusement solvable en temps polynomial, comme nous allons
le voir par la suite.

Les deux catégories d’algorithmes d’allocation dont nous avons parlé précédem-
ment sont modélisées de maniére légérement différentes. Les algorithmes d’allocation
en-ligne sont modélisés par des graphes dynamiques o 'arrivée des requétes est re-
présentée par une suite d’insertions d’arétes. A chaque nouvelle insertion d’une aréte
e, une décision d’orientation doit étre prise pour e. Les algorithmes d’allocation hors-
ligne sont par contre modélisés par des graphes statiques ot 'ensemble des arétes
n’évolue pas au cours du temps. L’énoncé du probléme reste cependant identique,
c’est-a-dire que 'on cherche & minimiser le degré sortant maximum aprés avoir pris
une décision d’orientation pour toutes les arétes.
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5 55 <l B

FIGURE 2.2 — Orientation des graphes complets K5 et Kg

2.2.1 Lien entre la densité de graphe et l'orientation mini-
mum

Dans le reste de cette sous-section nous considérerons le modéle d’allocation
hors-ligne et donc 'orientation du graphe statique sous-jacent. Tout d’abord, posons
quelques définitions et notations qui seront utilisées dans tout le reste du manuscrit.

Définition 2.6. Soit S C V(G) un sous-ensemble de nceuds de G. Le sous-graphe

induit G[S] de G a pour ensemble de nceuds S et pour ensemble d’arétes {{u,v} |
u,v € SAN{u,v} € E(G)}.

Définition 2.7. La densité 6(G) d’'un graphe G = (V, E) est défini par % et la
densité maximale A(G) est le maximum des densités de tous les sous-graphes induits.

En guise d’échauffement, nous allons étudier I'orientation d’une famille de graphes
connus appelés graphes complets. Un graphe complet K, est un graphe a n sommets
tel que chaque sommet est relié a tous les autres par une aréte. Dans le cas du
graphe complet, la densité maximale est égale a Bl nln=d) — n=1 Oy montre la

V| — 2n 2
proposition suivante.

Proposition 2.1. Il existe une orientation de K, tel que D™ (K,) = [*%52].

Démonstration. Considérons l’algorithme qui consiste a choisir séquentiellement chaque
neeud ug, . .., u,_1 de K, et a orienter au plus k = WLT_IW arétes incidentes non orien-
tées vers des noeuds U;y1, ..., Uitk mod n- 1 est clair qu'un nceud va avoir un degré
sortant d’au plus k = [“%5*]. Si n — 1 est pair, un nceud a au plus (n — 1)/2 noeuds
qui ont orienté des arétes incidentes, il reste donc exactement (n — 1)/2 . On en
déduit qu’a chaque étape, on oriente (n — 1)/2 arétes, ce qui fait n(n — 1)/2 = m
arétes au total. Dans le cas ou n — 1 est impair, tout noeud wj<(,/2) aura un de-
gré sortant de n/2 et les autres nceuds auront un degré sortant de n/2 — 1 soit

(n/2)% + (n/2)(n/2 — 1) = (n> — n)/2 = "1, O

L’illustration de l'orientation du graphe complet est donné sur la figure 2.2. On
peut généraliser ce résultat pour tout graphe G et ainsi lier la densité maximum
avec une orientation minimum. Tout d’abord posons quelques définitions. Soit D un
graphe dirigé. Un chemin dirigé P est une séquence (uq,us), ..., (ug_1,uy) d’arcs
de D. On dit que u; est la source de P et que uy est la destination de P. Soit P
un chemin dirigé de source u et de destination v. On dit que P est un chemin
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augmentant si d*(u) > d*(v) + 1. En combinant les résultats de [AF76] et [FT14],
on montre le résultat suivant.

Théoréme 2.2 (|[AF76, FT14]|). Soit G = (V, E) un graphe simple quelconque.

D+

opt

(@) = [A(G)]

Démonstration. (<) On commence par choisir une orientation arbitraire pour G
et on applique l'algorithme suivant : tant qu’il existe un chemin augmentant P
avec une source u tel que d*(u) > [A], on inverse l'orientation de tous les arcs de
P. On va maintenant prouver qu’il existe toujours un tel chemin tant qu’il existe
un sommet u avec d*(u) > [A]. Soit H C G le sous-graphe induit par tous les
chemins augmentant ayant pour destination u. Le nombre d’arcs de H est égal a
Zvev( H) d}; (v). Supposons maintenant qu’aucun de ces chemins ne soit augmentant,
alors pour tout nceud v € V(H) on a d™(v) > [A] par conséquent |E(H)| >
\V(H)|- [A] < |E(H)|/|V(H)| > [A] ce qui est impossible par définition de A.
(>) L’argument est simplement une application du principe des tiroirs. Consi-
dérons un sous-graphe avec m’ arétes et n’ sommets. Pour chaque aréte on choisit
une orientation donc il y a au moins un nceud avec au moins m’/n’ arcs sortants.
Comme l'argument peut étre appliqué a tout sous-graphe, on en déduit la borne
inférieure. O

On constate donc que 'orientation minimum est liée & la densité maximum d’un
graphe. L’estimation de cette densité est donc un élément clé de 'orientation. Dif-
férents paramétres permettent de mesurer la densité d’un graphe G. L’arboricité
arb(G) est une notion introduite par Nash-Williams [NW64] et qui est définie par

@) = mases { [ L)

ou G représente 'ensemble de tous les sous-graphes induits de G. Une autre
définition plus intuitive est que I’arboricité correspond au nombre minimum de foréts
arétes-disjointes Fi, Fy, ..., Fy tel que I'union de ces foréts forme le graphe tout
entier. Nous prouvons la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit G un graphe simple non dirigé.

A(G) <arb(G) < A(G) +1

Démonstration. La borne inférieure est trivial. Pour la borne supérieur, considérons
un sous-graphe G’ avec m arétes et n sommets. On a m/(n — 1) — (m/n+ 1) =
(m—n?+n)/(n—1)n < (—n+1)/2(n—1) < 0. En appliquant le méme raisonnement
pour tout sous-graphe de GG, on déduit I’énoncé. O

On en déduit facilement que l'arboricité d’un graphe et sa densité maximum
sont identiques & une constante prés. D’autres paramétres proches sont également
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utilisés comme la pseudo-arboricité. Une pseudo-forét est une union d’arbres ayant
chacun au plus un cycle. La pseudo-arboricité correspond donc au nombre minimal
de pseudo-foréts nécessaire pour partitionner les arétes d’un graphe.

Une autre mesure de densité est la dégénérescence. Considérons 1'algorithme
d’épluchage qui consiste a retirer un a un les sommets de plus petit degré du
graphe. A chaque étape, on considére le degré dans le sous-graphe induit restant.
Soit w;,, Uiy, . .., u;, l'ordre dans lequel les sommets sont retirés, alors on nomme
cette séquence un ordre de dégénérescence. Un graphe est dit k-dégénéré si tout
sommet u;; a au plus k voisins qui le suivent dans l'ordre. La dégénérescence deg(G)
de G est le plus petit entier k tel que G est k-dégénéré. On peut donner une autre
définition équivalente : la dégénérescence de G est le plus petit entier £k tel que pour
tout sous-graphe induit H C G, on a 6(H) < k. La proposition suivante est adaptée
en partie du Lemme 2.31 de [BE13].

Proposition 2.4. Soit G un graphe simple non dirigé.

A(G) < deg(G) <2-A(G)

Démonstration. Pour prouver la borne supérieure, étudions 'algorithme d’épluchage
décrit précédemment. A chaque itération, on supprime un sommet de degré mini-
mum. Soit H le sous-graphe restant, m le nombre d’arétes restantes et n le nombre
de sommets restants. Le degré moyen de H est 2 - (m/n) = 2-§(H) donc le degré
minimum est inférieur a 2-6(H). Comme §(H) < A(G) par définition, on en déduit
qu'un neeud u a toujours au plus 2 - A(G) voisins lorsqu’il est supprimé, impliquant
que u aura au plus 2- A(G) voisins aprés lui dans 'ordre de dégénérescence. Pour la
borne supérieure, soit V/ C V' un sous-ensemble quelconque de i nceuds. On ordonne
les neeuds de I’ensemble en fonction de leur apparition dans ’ordre de dégénérescence
du graphe. Notons U = {uy,...,u;} un tel ordre et on note Us; = {ujt1,...,u}
I’ensemble des noeuds de U d’indice supérieur & j. On en déduit 'inégalité suivante

U))| = ZdU>J u;) ZdUN u;) < ki

ce qui nous permet de conclure que |E(G[U ])|/ i < ki/i = k. On peut appliquer
le méme raisonnement sur tous les sous-graphes induit de G, en particulier sur le
sous-graphe de densité maximum. O]

La majorité des travaux de la littérature que nous allons présenter dans le reste
de ce manuscrit se base sur ’estimation d'un de ces paramétres de densité.

2.2.2 Quelques algorithmes d’orientation de graphes
2.2.2.1 Epluchage de graphe

Considérons l'algorithme d’épluchage suivant : (1) choisir le sommet de plus
petit degré dans le graphe et le supprimer (ainsi que toutes les arétes qui lui sont
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1: tant que il existe un sommet de degré inférieur a k faire
2: trouver un sommet u tel que dg/(u) < k
3: orienter toutes les arétes (non orientées) {u, v} vers v

Algorithme 2 — KCoreOri(G, k)

incidentes) (2) répéter 'opération (1) tant que G n’est pas vide. Au lieu de supprimer
un sommet u, on va orienter toutes les arétes non encore orientées {u, v} vers v. De
plus, on s’autorise a sélectionner un noeud de degré inférieur ou égal a k. On obtient
ainsi I’Algorithme 2 nommé KCoreOri (G,k).

On sait que pour tout graphe G de degré moyen d(G), il existe un nceud u € V(G)
tel que d(u) < d(G) = 2-A(G). On peut donc facilement conclure de la terminaison
de Ialgorithme KCoreOri (G, 2 [A(G)]). De plus tout nceud u aura un degré sortant
d’au plus 2 [A(G)], c’est-a-dire 2 fois 'optimal.

On en conclut que si la densité maximum du graphe était connue, ’algorithme
KCoreOri permettrait de calculer une 2-approximation de I'orientation.

Si ce paramétre n’est pas connu, une solution consiste a essayer d’orienter le
graphe avec I’Algorithme 2 en faisant varier la valeur de k jusqu’a orienter complé-
tement le graphe. On définit ainsi l'algorithme SimpleOri(G) (3) qui produit donc
dans le pire cas une 2-approximation de l'orientation

sk [m/n] > [V(G)| = n, |[E(G)] =m
: G' < () : sous-graphe orienté de GG

. tant que G’ # G faire

supprimer l'orientation de G

KCOREORI(G,K)

k< k+1

Algorithme 3 — SimpleOri(G)

Intéressons nous maintenant au temps d’exécution de cet algorithme. Le temps
d’exécution d'un algorithme est clairement dépendant de la maniére dont est repré-
senté le graphe, ce que nous n’avons volontairement pas précisé pour le moment afin
de simplifier le discours. On suppose donc que le temps nécessaire pour parcourir
tous les sommets du graphe et tester s’ils possédent une propriété donnée (dans
notre cas, un degré ne dépassant pas un certain seuil) prend un temps ©(m). De
plus, on considére que l'orientation des arétes incidentes d’'un sommet se fait en
temps constant. On en déduit que I’Algorithme 2 prend un temps O(mn) dans le
pire des cas.

Dans [FT14], les auteurs améliorent cette performance et proposent une (2 + €)-
approximation qui s’exécute en temps O(m-log,n), avec s = (2+¢)/2. L’algorithme
consiste a sélectionner I’ensemble des nceuds Sy de G dont le degré est inférieur a
(24¢€)-(m/n) puis a orienter toutes les arétes qui leurs sont incidentes, vers eux. On
réitére ainsi 'opération avec le sous-graphe induit par Gy = G[V'\Sp]. De maniére
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FIGURE 2.3 — Illustration de l'inversion d'un chemin augmentant. Les nocuds des
extrémités voient leurs degrés modifiés, par contre ceux des autres nceuds du chemin
augmentant restent inchangés.

générale, pour tout sous-graphe G; = G[V\(U/ZS;)], les nceuds sélectionnés sont
ceux dont le degré est inférieur a (2 + ¢€) - (m;/n;) avec m; et n; respectivement le
nombre d’arétes et de noeuds de G;.

2.2.2.2 Algorithme de flots

Les algorithmes d’épluchage permettent de calculer une approximation de I’orien-
tation minimum. Il est toutefois possible de calculer une orientation optimale en se
ramenant au probléme bien connu de flot maximum dans les réseaux. Nous pré-
sentons tres briévement ce probléme mais on pourra trouver des précisions et des
références supplémentaires dans [Kow06]. Dans ce probléme, on considére un ré-
seau représenté par un graphe dirigé G = (V, E) avec s,t € V respectivement le
noeud source et le noeud destination. On associe également a chaque arc e € E(G)
une capacité c(e). Un flot fl est une fonction qui associe a tout arc e un entier
entre 0 et c(e) et dont la valeur |fI| correspond & ) .\ fl(s,u). La capacité ré-
siduelle cf(e) = c(e) — fl(e) correspond a la capacité restante aprés avoir appli-
qué le flot. On cherche a maximiser le flot que 'on peut acheminer depuis s vers
t. Nous présentons la réduction suivante, tirée de [Kow06|, entre le probléme de
I'orientation minimum vers le probléme de flot maximum. D’autres réductions si-
milaires sont présentées dans [PQ82, AAR95, AMOZ06|. Tout d’abord on consi-

dére une orientation quelconque de G, que 1'on note Zf = (V, ﬁ) et on construit
un réseau Gy = (Viv, Ex) de la maniére suivante. On définit Viy = V U {s,t} et
Ey = EU {(s,u) | d*(u) > k}U{(u,t) | d"(u) < k}. De plus, on définit la fonction
de capacité ¢, qui associe a chaque arc (s,v) une capacité égale a d* (v) —k, a chaque
arc (v,t) une capacité égale & k — d*(v) et a tous les autres une capacité de 1. On
note ¢(u,S) = >, cqck(u,v) la somme des capacités des arcs sortants de u dans
I’ensemble S C V de sommets. On note Ggl le sous-graphe induit par les arcs de
capacité résiduelle ¢ (e) = cx(e) — fl(e) non nul.

Théoréme 2.5 ([Kow06]). Soit G un graphe et fl un flot dans le réseau Gy. Il
existe une k-orientation de G si et seulement si |fl| = cx(s,V — s). De plus, quand
|fl| = (s, V — s) alors D*(GI') = k.

Sans rentrer dans les détails, la preuve consiste & montrer que si G est k-orientable
mais que |fI| < cx(s,V —s), alors il existe un chemin augmentant dans G’ par-
tant de s et ayant pour destination un nceud de degré supérieur a k, menant a
une contradiction. A linverse, si |fl] = cx(s,V — s) alors on peut montrer qu’il
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n’existe pas de noeud avec un degré sortant supérieur a k. Afin de trouver facilement
une orientation optimale de G, il suffit donc de chercher un flot fl avec pour valeur
|fl| = ck(s,V —s) dans Gy, en testant successivement toutes les valeurs de k. Suppo-
sons que l'on dispose d'un algorithme AugmentPath (G,k) permettant de détecter un
chemin augmentant. On propose ainsi I’Algorithme OptimalOri(G) (Algorithme 6)
qui utilise un autre algorithme appelé ImproveOri (G, k) (Algorithme 5). Ce dernier
consiste a trouver un chemin augmentant P entre u € N(s) et v € N(t), s'il existe,
puis a inverser 'orientation de ce chemin. Comme illustré sur la Figure 2.3, cette
opération a pour conséquence de baisser le degré sortant de u et donc de baisser la
valeur de |fl| = cx(s,V — s). On remarque également que le degré sortant pour les
autres nceuds du chemin ne change pas sauf pour v qui augmente son degré sortant
d’une unité sans dépasser k. Lorsque ImproveOri(G,k) s’arréte, il n'y a plus de
chemin augmentant et on considére donc 2 situations : (1) on a déja atteint une
orientation optimale et l’algorithme OptimalOri(G) s’arréte (2) on recommence le
méme processus avec k <— k-+1 jusqu’a trouver I'orientation optimale. En appliquant
le Théoréme 2.5, on en déduit qu’une telle orientation sera déterminée.

P < AugmentPath(G,k)

tant que P # () faire
P + AugmentPath(G,k)
Inverser 'orientation de P

Algorithme 5 — ImproveOri (G, k)

k < [m/n]
< orientation arbitraire de G
ImproveOri(G, k)
tant que D*(a) # k faire
k+Fk+1
ImproveOri (8, k)

Algorithme 6 — OptimalOri(G)

Cet algorithme est analysé par Venkateswaran [Ven04|. L’auteur montre qu’'une
orientation optimale est calculée en temps O(m?). De nombreux articles se basent
sur des algorithmes identiques ou similaires pour déterminer 1’orientation minimum.
Gabow et Westerman |[GW92| sont les premiers a proposer un tel algorithme, qui
s’exéeute en temps O(m? logn). Dans [AMOZ06], les auteurs améliorent légérement
les performances et proposent un algorithme en O(m? log [A(G)]).

On peut également se servir de techniques similaires pour déterminer la pseudo-
arboricité d’un graphe, qui est un paramétre étroitement lié & l'orientation. En
effet, en combinant des résultats de [AF76] et [PQ82], on en déduit que pa(G) =
[A(G)]. De plus, on peut facilement passer d’une décomposition en k pseudo-foréts
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a une k-orientation, en orientant toutes les arétes d’'une méme forét vers la racine.
Comme chaque nceud appartient & au plus k foréts, le degré sortant maximal sera
k. Picquard et Queyranne [PQ82] proposent un algorithme pour calculer I'arboricité
en O(nmlog®n).

En s’autorisant une approximation constante de ’optimal, il est possible de ré-
duire significativement le temps d’exécution. Dans [Kow06|, Kowalik propose une
(1 + e)-approximation en temps O(%). Informellement, 1’algorithme consiste a
calculer un flot maximum en limitant la longueur des chemins augmentants a re-
chercher. I’auteur montre notamment que pour tout k£ > [(1+ €)A(G)] > [A(G)],
I’algorithme va trouver un chemin augmentant de longueur au plus logarithmique.

2.3 Introduction a l’algorithmique distribué

Nous avons vu que les requétes peuvent arriver sur les nceuds de maniére dis-
tribuée. Intuitivement, chaque noeud peut recevoir des requétes qui seront mises en
attente et devra prendre la décision de l'allocation de ces requétes a partir d’une
connaissance partielle du systéme et notamment de la charge des autres noeuds. Tou-
tefois les noeuds sont autorisés a communiquer a 'aide de message afin d’apprendre
des informations sur le systéme et ainsi prendre une décision pour ’allocation. Les
définitions et modéles qui suivent sont tirés de [Pel00].

2.3.1 Modélisation du réseau

Dans cette thése nous considérons uniquement le mode de communication par
passage de messages. On considére un réseau N modélisé par un graphe Gy =
(V,Ey), avec |V| = n, ou les sommets représentent les nceuds du réseau et les
arétes représentent les canaux (ou liens) de communication entre les nceuds. Sauf
mention contraire, on considérera que les canaux sont bidirectionnels. On précise que
le graphe de communication et le graphe des requétes ne sont pas nécessairement
confondus.

On associe a chaque nceud un identifiant unique u; (1 < i < n) tel que u; < w;y1.
De plus, on associe & chaque canal de communication incident & un nceud u un
numéro de port allant de 1 & dg(u). Une aréte {u,v} correspond donc a un couple
((u, 1), (v,7)) ot et j sont les numéros de ports respectifs de 'aréte {u, v} d'un point
de vue local pour u et v. Pour communiquer avec v, le noeud u va donc envoyer un
message via son port 7, et v va recevoir le message via son port j. Par défaut, les
messages sont recus dans un ordre First In First Out (FIFO) i.e. dans l'ordre ou ils
ont été envoyés par le nceud émetteur.

2.3.2 Modéle de calcul distribué

Un algorithme distribué est un ensemble de protocoles exécutés de maniéere local
par chaque noeud. Un protocole 11; d’'un noeud u; peut étre vu comme une machine
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a état avec un ensemble d’états (); et un état initial go,;. L’algorithme distribué
est une succession d’événements qui vont faire évoluer les protocoles locaux et vont
changer I’'état courant ¢; de u;. Un événement peut étre 1’envoi d’un message, la
réception d’un message ou bien le résultat d'un calcul local. Une configuration C =
{q1,...,q,} correspond a l’ensemble des états des nceuds a un instant donné. On
peut voir une configuration comme une photographie de I'état global du systéme
a un instant donné. L’exécution d’un algorithme distribué peut donc étre décrit
par les configurations successives prises par le systéme. Afin d’étre plus précis, on
peut également associer une machine a état a chaque lien de communication et ainsi
ajouter a la configuration l’ensemble des états courants de chaque lien. Cependant
nous nous intéresserons uniquement a 1’état des nceuds dans le reste de ce manuscrit.

2.3.3 Les modéles de communication

On rappelle que les définitions et modéles utilisés ici sont tirés de [Pel00]. On
distingue deux modes d’exécution pour les algorithmes distribués : un mode d’exécu-
tion synchrone et un mode d’exécution asynchrone. Dans une exécution synchrone,
tous les événements s’effectuent par ronde d’exécution. On garantit ainsi que tous
les événements qui commencent a une ronde ¢ seront terminés avant le début de la
ronde ¢ + 1. Dans une exécution asynchrone, I'unique contrainte est qu’un message
envoyé par un neeud w via un canal {u,v} sera requ par v en un temps fini. Cepen-
dant, on ne fait pas d’hypothése sur le délai que vont mettre ces messages & arriver.
On définit ainsi deux modéles de communication qui dépendent notamment de ces
modes d’exécution. Ces deux modeéles seront principalement utilisés dans le reste du
manuscrit (bien que certaines précisions pourront étre apportées).

— Le modeéele LOCAL : L’exécution est synchrone et tous les noeuds se "ré-
veillent" en méme temps au début de chaque ronde afin d’exécuter leur pro-
tocole. De plus la taille des messages n’est pas limitée.

— Le modéle ASYNC : L’exécution est asynchrone. Il n’y a pas de
contrainte sur la taille des messages envoyés.

Dans les deux cas, on suppose que les noeuds ne tombent jamais en panne, que les

identifiants des noeuds sont de taille O(logn) et que les calculs locaux sont gratuits
(ou plus précisément sont négligeables vis-a-vis de la communication).

2.3.4 Mesures de performances

Les performances d’un algorithme distribué peuvent étre évaluées selon plusieurs
critéres : le temps d’exécution de I'algorithme, la mémoire utilisée ainsi que le nombre
de messages échangés.

L’expression du temps de complétion dépend du niveau de synchronisme de 1'exé-
cution de l'algorithme a analyser. Dans une exécution asynchrone, si I’on considére
qu’un message arrive en une unité de temps, le temps d’exécution asynchrone cor-
respond au nombre d’unité de temps qui se sont passées entre le début et la fin
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de I'algorithme. Le temps d’exécution synchrone correspond aux nombres de rondes
d’exécution avant la terminaison de l’algorithme.

La mémoire est mesurée par le nombre de bits utilisés par l'algorithme, soit
localement vis-a-vis d’un nceud, soit globalement pour tout le systéme.

Enfin en plus du nombre de messages utilisés par ’algorithme, c’est-a-dire le
nombre de messages qui transitent par les canaux de communication durant ’exé-
cution, on peut aussi s’intéresser a la taille des messages utilisés.
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Chapitre 3

Allocation de requétes dans un
environnement asynchrone avec
pannes
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Les systémes de stockage distribués fonctionnent sur un mode de communication
ce qui implique qu’il n’est a priori pas possible de savoir quand un
message arrive a destination. On ne peut donc pas distinguer un nceud en panne d’'un
neeud lent & répondre, ce qui peut poser des problémes majeurs. A titre d’exemple,
le probléme bien connu du consensus en algorithmique distribué ne peut pas étre

asynchrone,

résolu lorsqu’un noeud est en panne [FLP85).

On peut également citer le cas des réseaux de capteurs sans fils. Un réseau de
capteurs sans fils est un ensemble d’entités autonomes possédant des capteurs ainsi
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qu'une capacité de calcul, de communication et énergétique qui leurs sont propres.
Une des problématiques majeures dans ce type de systéme est de pouvoir limiter
la consommation énergique afin d’améliorer la durée de vie des capteurs (on pourra
se référer par exemple a [PNV13] pour un survol de la question). Les capteurs
doivent, en autre, collecter des données liées a leur environnement, les traiter et
les communiquer aux autres noeuds. Trouver une bonne allocation de ces taches est
donc une piste de recherche naturelle pour minimiser la consommation d’énergie.
Le probléme est que les capteurs sont éloignés géographiquement et instaurer un
mode de communication synchrone semble difficile. D’autre part, un capteur est
susceptible de tomber en panne, soit car ses ressources énergétiques sont justement
épuisées, par exemple, soit car un événement extérieur a causé une défaillance du
capteur.

Dans ce chapitre, nous considérons donc le cas spécifique ot les communications
se font de maniére asynchrone et ou certains nceuds du systéme peuvent étre en
panne. Nous étudions plus spécifiquement le probléme équivalent de I'orientation de
graphe en distribué. Aprés avoir fait un état de ’art et présenté quelques algorithmes
simples d’orientation distribué (Section 3.1), nous présentons un algorithme d’orien-
tation asynchrone tolérant aux pannes (Section 3.2). Nous prouvons notamment
la correction de notre algorithme quelque soit le degré d’asynchronisme considéré.
Nous donnons ensuite une borne inférieure dans le modéle LOCAL sur le nombre de
rondes nécessaires pour obtenir une orientation optimale d’un graphe (Section 3.3).

3.1 Préliminaires

Dans le reste de ce chapitre, nous considérons que toutes les requétes sont déja
présentes dans les files des noeuds candidats et que la décision d’affectation se fait
de maniére hors-ligne. On suppose ici que le nombre de candidat est égal a 2. Nous
avons vu dans le Chapitre 2 que le probléme d’allocation peut se réduire au probléme
d’orientation minimum dans les graphes. Nous adoptons dans ce chapitre cet angle
d’attaque et étudions le probléme de l'orientation de graphe en distribué. Nous
considérons un mode de communication par passage de messages et nous supposons
que le graphe sous-jacent au réseau de communication et le graphe des requétes a
orienter sont confondus.

3.1.1 Etat de P’art

Orientation distribuée Plusieurs solutions exactes ou approchées du probléme
de T'orientation minimum ont déja été présentées dans le Chapitre 2 mais toutes
étaient congues dans un modéle centralisé [Kow06, GW92, AMOZ06|. Chrobak et
Eppstein [CE91]| s’intéressent a I’orientation des graphes planaires mais ne proposent
que des algorithmes séquentielles et paralléles pour cette famille de graphe. On
notera qu’ici aussi les algorithmes proposés sont optimaux. Dans le cas spécifiques
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des graphes 2k-réguliers, il est possible de trouver une k-orientation a partir d’'un
cycle eulérien. On rappelle qu'un cycle eulérien est un chemin partant d’un sommet
u qui passe par toutes les arétes du graphe et qui termine a u. Il suffit d’orienter
les arétes du chemin de maniére sortante en commencgant par u. On peut facilement
montrer qu’'un tel chemin passe exactement k fois par un méme nceud, impliquant
que tous les nceuds ont un degré sortant k avec une telle orientation. Il est possible
de trouver un cycle eulérien dans un graphe de maniére distribué et dans un modéle
asynchrone [Mak97|. L’algorithme utilise un nombre linéaire de messages mais par
contre ne tolére pas les pannes.

Cependant, on peut facilement imaginer un algorithme distribué optimal dans le
modéle LOCAL. A chaque ronde, chaque noeud communique & ses voisins sa connais-
sance du graphe G (au début son voisinage). Aprés un nombre de rondes propor-
tionnel a diam(G), tous les noeuds ont une copie de G en local et peuvent ensuite
appliquer un algorithme d’orientation optimal. L’inconvénient de cette méthode est
que la taille des messages et la mémoire de chaque noeud sont proportionnelles a la
taille du graphe, ce qui est énorme. Une solution plus réaliste est proposée par Ba-
renboim et Elkin [BE10], qui s’intéressent aux problémes du Minimum Independent
Set (MIS) et de la coloration pour des graphes d’arboricité bornée. Pour résoudre
ces problémes, ils proposent des algorithmes basés sur une décomposition en foréts
(arétes-disjointes) induite par une orientation du graphe. Cette orientation est cal-
culée en O(logn) rondes et correspond & une (2 + €)-approximation du probléme
dans le cas ou I'arboricité est connue & I’avance par les nceuds. Si ce paramétre n’est
pas connu, ’approximation passe a 4 4+ 2¢ mais le nombre de ronde reste asymp-
totiquement inchangé. Ici, la taille des messages et de la mémoire additionnelle ne
dépassent pas O(log arb(G)) avec arb(G) I'arboricité du graphe.

Les résultats que nous venons de présenter fonctionnent dans une exécution syn-
chrone. Il est toutefois possible de les adapter dans un environnement asynchrone
en utilisant un synchroniseur. L’inconvénient est que les synchroniseurs sont diffi-
cilement utilisables dans le cas des pannes. Considérons par exemple le probléme
du consensus. Supposons en effet qu’il existe un algorithme synchrone pour ce pro-
bléme et qu’il existe un synchroniseur capable de simuler cet algorithme dans une
exécution asynchrone et en présence de pannes. On obtiendrait alors un algorithme
asynchrone tolérant aux pannes, ce qui a été démontré impossible dans [FLP85].

Orientation de réseau On peut également s’intéresser au probléme similaire de
lorientation de réseau. Orienter un réseau consiste a associer un label & tous les
canaux de communication de maniére & induire un sens a ces canaux. On remarque
qu’ici le probléme est plus facile que le notre car on ne cherche pas a faire d’optimi-
sation sur le degré sortant obtenu. Un résultat de Tel [Tel94] montre qu’il n’existe
pas d’algorithme asynchrone et déterministe pour calculer une telle orientation si les
neeuds ne possédent pas d’identifiant unique ou s’il n’existe pas de nceud distingué.
On remarque également que I'une des deux hypothéses implique 'autre. En effet, il
est facile d’attribuer un identifiant a chaque nceud si on a un neceud distingué. Par
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exemple, on peut effectuer un parcours de graphe depuis ce nceud et donner comme
identifiant ’ordre de visite des nceuds pendant le parcours. De méme, si tous les
neeuds sont identifiés, on peut appliquer un algorithme d’élection afin de déterminer
le nceud distingué, puis diffuser le résultat de 1’élection a tout le monde. Toutefois,
ces résultats supposent que les nocuds ne tombent pas en panne. Si c’est le cas,
I'existence d’un leader ne peut plus étre garanti. En effet, Fischer, Lynch et Pater-
son [FLP85| montrent que le consensus (et par conséquent 1’élection) est impossible
dans un systéme asynchrone avec un noeud en panne. Toutefois, cela devient possible
si 'on suppose que les noeuds sont soit en panne dés le début de 'algorithme, soit
ne tombent jamais en panne.

Estimation de la densité Comme nous avons déja pu le voir dans le Chapitre 2,
I’estimation de la densité maximale est un élément clé de l'orientation de graphe. Le
calcul de fonctions d’agrégation sur des données distribuées comme la somme ou la
moyenne a déja été largement étudié (voir par exemple le survol [JBA15]). Dans notre
cas, nous voulons calculer le degré moyen des nceuds du graphe. 1l existe des algo-
rithmes pour calculer la moyenne de n valeurs stockées de maniére distribuée, basés
uniquement sur des calculs locaux. Cependant ils nécessitent un nombre de rondes
polynomial en n. Par exemple dans [LZ12|, les nceuds échangent en permanence
leur estimation du degré moyen et mettent a jour leur estimation aprés réception
de celles de leurs voisins. Cet algorithme converge vers une moyenne globale mais
nécessite Q(n?®) messages. Dans [JMBO05], les auteurs proposent un protocole épidé-
mique d’agrégation qui permet d’estimer la moyenne des valeurs de chaque nceud.
Leur méthode s’adapte & un contexte de noecuds en panne et plus généralement a
la dynamicité des noeuds. L’analyse théorique porte sur une version séquentielle de
I’algorithme et considére un mode de communication synchrone et ’accés a une pri-
mitive globale permettant de tirer aléatoirement et uniformément un noeud parmi
I’ensemble des nceuds du réseau. Avec ces hypothéses simplificatrices, les auteurs
montrent que le facteur de convergence de ’algorithme ne dépend pas de la taille du
systéme. Ils présentent également un algorithme plus réaliste asynchrone ainsi que
divers simulations sur des topologies de graphes variées.

Conclusion de I’état de ’art Nous avons fait un survol de la littérature exis-
tante, tant sur l'orientation de graphes en distribué que sur l'estimation de para-
meétres globaux. Il en ressort qu’a notre connaissance, il n’existe pas d’algorithme
asynchrone et tolérant aux pannes permettant de calculer une orientation de graphe.
De plus, les adaptations directes d’algorithmes existants via I'utilisation de synchro-
niseurs ne sont pas utilisables si les nceuds peuvent tomber en panne.

3.1.2 L’algorithme AvrDeg

On peut également concevoir un algorithme approché en adaptant 1’algorithme
de Farach-Colton et Tsai [FT14| présenté dans le Chapitre 2. Nous appellerons cet
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algorithme AvrDeg dans le reste du manuscrit. Cette adaptation utilise des messages
de taille logarithmique et permet de limiter la mémoire et la capacité des noeuds,
rendant le modéle plus réaliste et donc plus adapté a des contextes d’application
réels. La racine diffuse la densité a du graphe G a orienter a tous les nceuds et attend
un réponse de chacun. Lorsqu'un neeud u recoit cette densité, si d(u) < (2 + €)a
alors il s’active. Pour tout v € N(u), si v ne s’est pas activé alors 'aréte {u, v} est
orienté de u vers v. Sinon un départage arbitraire est mis en place afin de déterminer
qui va effectivement conserver 1’arc sortant. Le nceud u informe ensuite la racine du
nombre d’arcs conservés, sinon il envoie juste un accusé de réception. Lorsque la
racine a regu une réponse de tous les noeuds, elle calcule la densité du sous-graphe
induit par les noeuds non activés et diffuse cette valeur. On réitére ainsi le processus
tant que tous les nceuds ne se sont pas activés.

Afin d’illustrer cet algorithme, nous présentons son exécution sur le graphe ci-
dessous que nous noterons Gj.

Ici le noeud R correspond a la racine et on fixe € a 1/2. Comme G, posséde 18
arétes et 9 nceuds, on a §(Go) = [18/9] = 2, donc tous les nceuds avec un degré non
orienté (indiqué a l'intérieur des sommets) inférieur a 5/2-2 = 5 vont s’activer. Aprés
la diffusion de 0(Gy), tous les nceuds du chemin (en rouge sur la figure ci-dessous)
vont donc s’activer les uns apreés les autres, en commencant par R.

On considére maintenant le sous-graphe induit par les sommets non activés (en
blanc) que 'on note Gy. Ici le nombre d’arétes est 15 et le nombre de noeuds est
6, donc §(G1) = [15/6] = 3. Tous les noeuds avec un degré non orienté inférieur a
5/2 -3 = 15/2 s’activent. Comme les nceuds restant ont tous un degré non orienté
égal a 5 < 15/2, ils vont tous s’activer et on choisit un départage arbitraire. Au
final, I'orientation obtenue est la suivante.

Nous avons obtenu une 5-orientation du graphe car un des sommets de la clique
a b arcs sortants. Il est toutefois possible d’améliorer cette orientation afin d’obtenir
une 3-orientation. On a donc une 5/3-approximation de I'optimal.

Concernant le temps d’exécution, seulement 2 diffusions de la densité a tous les
neeuds du graphe ont suffit afin de produire une orientation compléte.
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De maniére plus générale, cet algorithme donnerait une (2+ ¢)-approximation en
O(Tg - logy, . n) rondes de communication, ot Tz correspond au temps nécessaire a
une diffusion. Cependant, comme nous avons pu le voir dans la Section 3.1.1, cette
barriére de synchronisation ne peut pas fonctionner si les nceuds peuvent tomber en
panne. En effet, il faut que la racine attende la réponse de chaque nceud avant de
diffuser une nouvelle valeur de densité. Or si un noeud est en panne, cette contrainte
se révele bloquante pour ’algorithme.

3.1.3 Résumé du chapitre

Il ressort de notre état de I’art et de I’étude d’algorithmes simples adaptés de la
littérature qu’il n’existe pas d’algorithme distribué asynchrone tolérant aux pannes
garantissant une approximation constante de ’optimal. Notre premiére contribution
présentée en Section 3.2 consiste donc a proposer un algorithme distribué que nous
appelons AvrDegAsync avec les propriétés suivantes.

— Asynchronisme. Notre algorithme fonctionne de maniére totalement asyn-
chrone. Nous faisons toutefois I'hypothése que les canaux de communica-
tions sont FIFO et qu'un message emprunte toujours le méme chemin de
routage entre 2 nceuds. Nous montrons que notre algorithme s’exécute en
O(log A(logn + T)) rondes asynchrones, ot n, A et T}, correspondent res-
pectivement au nombre de noeuds, a la densité maximum du graphe et au
nombre de rondes pour diffuser un message a tous les noeuds.

— Approximation. Notre algorithme calcule une 2(2 + ¢)-approximation de
I'optimal, avec € > 0. Cette performance est également proche des meilleures
approximations existantes dans la littérature.

— Connaissance locale. Initialement, chaque nceud du réseau n’a aucune
connaissance globale sur le graphe, comme le nombre de nceuds ou encore
la densité maximum. Une estimation de ces parameétres va étre réalisée par
I’algorithme au cours de I'exécution.

— Tolérance aux pannes. Dernier point fort de notre proposition, I'algorithme
calcule une orientation, méme si certains nceuds sont en panne initialement,
c’est-a-dire lors du lancement de 1’algorithme.

Notre algorithme AvrDegAsync est une adaptation de ’algorithme AvrDeg pré-

senté dans la section précédente.

Nous présentons également dans la Section 3.3 une borne inférieure pour le
probléme de 'orientation minimum dans un contexte distribué. Nous nous placons
dans le modéle LOCAL et nous montrons qu’il est impossible de calculer une orien-
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tation optimale sans avoir une connaissance totale du graphe. Cette borne
inférieure vient compléter les bornes existantes présentées dans [BE10] qui lie 'ap-
proximation d'un algorithme distribué et son temps d’exécution.

3.2 Orientation asynchrone et tolérante aux pannes

Dans cette section nous présentons la principale contribution du chapitre, a savoir
un algorithme d’orientation de graphe fonctionnant de maniére distribuée, asyn-
chrone et qui tolére un ensemble de pannes initiales, selon le modéle décrit dans
[FLP85].

3.2.1 Voisinage

Nous utiliserons les notations N (u) (resp. N(.S)) pour définir le voisinage ouvert
de u (resp. I'union des voisinages de tout sommet u € S). Plus formellement, on a
N(u) ={v eV |{u,v} € B} (resp. N(S) = U,es N(u) \ ). On définit de maniére
similaire le voisinage fermé N[u] = N(u) U {u} (resp. N[S] = N(S) U S). Pour le
voisinage sortant (resp. entrant) on utilise la notation N (resp. N 7).

3.2.2 Représentation du graphe

Tout d’abord, rappelons le probléme et quelques définitions. Soit G = (V| F) un
graphe simple avec n sommets et m arétes. L’orientation de GG consiste & assigner a
toute aréte {u, v} € E une orientation (informellement un sens). Soit d*(u) le degré
sortant de u, ¢’est-a-dire le nombre d’arcs (u,v), et DY(G) = max{d*(u) | u € V} le
degré sortant maximum. Nous voulons trouver une orientation du graphe de départ
de maniére a minimiser le degré sortant maximum. Nous nous intéressons ici & une
version modifiée du probléme. Soit 8 = (V, ﬁ) un graphe bidirigé avec V(a) =
V(Cg et pour toute aréte {u,v} € E(G), on a les arcs (u,v) € %(8) et (v,u) €
E( ). Intuitivement, nous représentons chaque aréte entre u et v par deux arcs dans
les deux sen,s ce qui équivaut a considérer un arc bidirigé. On utilisera la notation
[u, v] pour définir un tel arc. Le but ici ne sera donc pas de trouver une orientation
a des arétes non orientées mais plutdt de choisir une direction a des arcs bidirigés.
Plus formellement, un sous-graphe H est wvalide si pour toute paire de sommets u, v
tel que [u,v] € E(G), on a soit (u,v) € (ﬁ), soit (v,u) € ﬁ(ﬁ) mais pas les
deux en méme temps. On considére ici que tout sous-graphe valide correspond & une
orientation du graphe et un algorithme d’orientation est un algorithme qui prend
en entrée un graphe bidirigé et qui produit en sortie un sous-graphe valide. Soit
A un algorithme d’orientation, on note D" (A(G)) le degré sortant maximum du
sous-graphe valide produit par A avec le graphe G' en entrée. Afin de simplifier les
notations, on utilisera plutot D} (G ). Le degré sortant maximum obtenu avec un

algorithme d’orientation optimal sera noté D}, (G ).
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50 XX
O O
Q
a A(G)

FIGURE 3.1 — Cette figure représente un graphe GG non orienté, la version bidirigée
de G ainsi qu’un sous-graphe valide produit par un algorithme d’orientation A avec
pour degré sortant maximum 2.

G

Ce probleme se décline naturellement dans un environnement distribué. En effet,
le graphe G' va représenter un réseau de communication ot les nceuds correspondent
aux sommets de G et les canaux de communication correspondent aux arcs de G'.
On s’intéresse ici & concevoir un algorithme distribué dans le modéle par passage de
messages qui calcule une orientation du graphe.

Une autre notion que I'on peut capturer avec ce modéle est la notion de panne. En
effet, certains nceuds du réseau peuvent étre en panne au lancement de ’algorithme
d’orientation. Un nceud en panne est un noeud a qui il est possible d’envoyer des
messages mais qui ne répond jamais. Dans ce cas, et ce quel que soit I'algorithme
d’orientation utilisé, tous les arcs (u, v) avec u en panne ne seront pas conservés dans
le sous-graphe valide retourné. Plus formellement, on considére un ensemble F' C V
de nceuds en panne et un ensemble de nceuds corrects C' = V\F. On considére
que les arcs de G[F] sont inutilisables et on cherche donc & orienter le sous-graphe
GT; = (VF,?F) défini par Ve = N[C] et ?F = {(u,v) € E |ue CVvoveC} On
remarque que tout arc (u,v) avec u un nceud correct et v un noeud en panne sera
conservé dans tout sous-graphe valide de 8 Le probléme qui nous intéresse peut
s’énoncer de la maniére suivante.

Orientation Minimum avec pannes
— Entrée : un graphe bidirigé 8 avec un ensemble F' de nceuds en panne.
— Sortie : un sous-graphe valide de produit par un algorithme A tel que
pour tout algorithme d’orientation A’ # A on a D+,(GT>F) > DI(G—;)

Nous représentons dans la Figure 3.2 un graphe bidirigé sans pannes et le méme
graphe avec un ensemble de pannes.
Pour finir, nous adaptons quelques définitions présentées pour le cas des graphes
non orientés dans le cadre des graphes bidirigés. On rappelle que pour tout graphe
G non orienté, on a A(G) = maxycg{d(H)}. On peut définir de la méme maniére la

densité d’un graphe bidirigé 8 = (V, EZ) par ¢ (3) = % Le degré sortant moyen

de @ est défini par 260 (8) = % Un sous-graphe B[V] induit par un ensemble de

sommets V' est défini par E(a[‘/]) = {[u,v] | u,v € SAJu,v] € B(B)} Soit S CV
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T E

(a) graphe sans panne avec DJr = 4 et (b) graphe avec 2 pannes avec D+(8F) =
D}, (C) =2 D}, (Cr) =3

FI1GURE 3.2 — [llustration de 'orientation avec ou sans pannes. Les nceuds en noirs
sont en panne.

un ensemble de sommets de 8

G\S = GIV\S]

La densité maximum A(a) d’un graphe bidirigé & est définie par

A(G) = %wﬁ)}

c
avec ﬁ un sous-graphe induit de 8 On fait l'observation suivante.

Observation 3.1. Soit G = (V, E) un graphe non orienté et a = (V, E) la version
bidirigé de G.
E| =2l

On donne également quelques définitions et propriété sur la dégénérescence des
graphes bidirigés qui seront utiles pour prouver certains résultats du chapitre.

Définition 3.1. Un graphe bidirigé est k-dégénéré s’il existe un ordre de dégéné-

rescence des sommets uy, us, . . ., u, tel que pour tout i, dj{u " }(u,) <k.

Définition 3.2. La dégénérescence deg(a) d’un graphe bidirigé 8 correspond au
plus grand £ tel que 8 est k-dégénéreé.

Définition 3.3. Un k-coeur d’'un graphe bidirigé 8 est un sous-graphe induit H C
tel que tous les sommets de H ont un degré sortant (dans H) au moins égal a k.

Le lemme suivant est une adaptation du Lemme 2.31 de [BE13| pour les graphes
bidirigés.
Lemme 3.1. Pour tout graphe bidirigé 8, A(a) < deg(a)
Démonstration. Soit U un sous-ensemble quelconque de ¢ nceuds. On ordonne les
neeuds de I'ensemble en fonction de leur apparition dans 'ordre de dégénérescence

du graphe. Notons U = {uy,...,u;} un tel ordre et on note Us; = {ujt1,...,u}
I’ensemble des nceuds de U d’indice supérieur & 7. On en déduit I'inégalité suivante
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BN =325, (w) =2 df(w) < 2ki

ce qui nous permet de conclure que |E(8[U])\/2z < 2ki/2i = k. On peut appli-

quer le méme raisonnement sur tous les sous-graphes induit de G/, en particulier sur
le sous-graphe de densité maximum. O]

Lemme 3.2. [ existe toujours un A-ceur pour tout graphe bidirigé 8

Démonstration. Supposons qu’il n’existe pas de A-cceur. On peut donc trouver un
ordre de dégénérescence sur les sommets du graphe tel que tout sommet ait au plus
A — 1 arcs vers des sommets ayant un indice plus grand dans 'ordre. On en déduit

que deg(a) < A(a), ce qui contredit le Lemme 3.1. O

3.2.3 Modéle distribué

On considére un réseau de communication statique représenté par le graphe bi-
dirigé connexe a orienter avec n nceuds qui ont chacun un identifiant unique.
Il existe un nceud distingué appelé la racine et noté R. On considére un mode de
communication par passage de messages et on suppose que les canaux de communi-
cation sont FIFO (les messages sont requs dans 'ordre d’émission) et qu’il n’y a pas
de perte de message. Les communications sont asynchrones, mais pour I'analyse on
supposera qu’un message est délivré en au plus une unité de temps. On définit une
ronde de communication asynchrone de la maniére suivante : soit ¢; le temps ot une
ronde ¢ commence et M; I’ensemble des messages envoyés mais pas encore recus au
temps t;. On considére qu'une nouvelle ronde 7 4+ 1 ne peut pas commencer tant que
les conditions suivantes ne sont pas remplies :

1. tous les messages de M; ont été recus

2. pour chaque message recu au cours de la ronde, un noeud peut appliquer le
traitement correspondant

3. un nceud peut envoyer (resp. recevoir) un message a tous ses voisins (de tous
ses voisins)

Finalement, il y a des algorithmes de routage et de diffusion connus de tous
les nceuds pour communiquer avec R. On pourra par exemple initier un parcours
de graphe depuis la racine afin de construire un arbre de diffusion. Dans ce cas,
chaque nceud posséde un pére qui lui permet de faire remonter de 'information vers
la racine. On fait I'hypothése suivante :

Hypothése 3.1. Le chemin de routage entre deux noeuds u et v est toujours iden-
tique, quel que soit le message envoyé.
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Nous ne faisons pas d’hypothése supplémentaire sur ces algorithmes. Bien que le
temps de diffusion et de routage peuvent étre différents, on suppose afin de simplifier
qu’ils sont identiques et on note T le nombre de rondes nécessaires pour chacune
des deux opérations.

Enfin on définit la terminaison de notre algorithme comme le moment ou les
états des noeuds ne peuvent plus changer et qu’aucun message n’est envoyé. S’il n’y
a pas de pannes, la terminaison de l'algorithme correspond au moment ou tous les
neeuds se sont activés.

3.2.4 Théoréme principal

Nous proposons 1’algorithme AvrDegAsync qui calcule un sous-graphe valide de
. A notre connaissance, c’est le premier algorithme d’orientation de graphe fonc-
tionnant de maniére totalement asynchrone. De plus 'algorithme tolére les pannes
initiales et ne nécessite pas la connaissance d’un parameétre global du graphe, comme
le nombre de noeuds ou bien 'arboricité. L’algorithme est similaire a celui de [FT14]
et consiste a activer des noeuds dont le degré est inférieur a un seuil proche de la
densité du graphe, estimée puis diffusée a travers le réseau tout au long de I’algo-
rithme par un neceud distingué appelé la racine. On rappelle que T correspond au
nombre maximum de rondes nécessaires 4 une diffusion et on définit Mz comme le
nombre maximum de messages échangés pour cette méme opération. On prouve le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3. Soit 8 un graphe bidirigé avec un ensemble de F' pannes initiales
et € > 0.

Pour |F| =0, AvrDegAsync (8, €) calcule une (44 2¢€)-approximation de [’orien-
tation optimale du graphe é

Pour |F| > 0, apres exécution de AvrDegdsync (8,6) on a d*(u) < max{(2 +
)|F|, (4 + ZE)D;;t(a)} pour tout neud u.

Dans tous les cas, Ualgorithme s’exécute en O((Tp+log, n)log, . A(a)) rondes,

. . _ 2+e
avec A(a) la densité mazimum du graphe et s = 1.

La mémoire additionnelle utilisée par neud est de taille O(n) bits et l'algorithme
nécessite l’échange de O(m + Mplog, . n) messages de taille O(logm) bits.

Dans la Section 3.2.5, nous décrivons en détails I'algorithme. Dans la Section
3.2.6 nous donnons les principaux lemmes nécessaires afin de prouver le théoréme.
Informellement, nous faisons dans un premier temps 'hypothése qu’il n’y a pas de
neeuds en panne. Nous montrons que la racine ne diffuse jamais de valeur supérieure
a la densité maximum. Nous montrons également que ’algorithme termine toujours
et diffuse une valeur proche de la densité, ce qui implique une terminaison rapide.
Nous bornons le nombre de ronde nécessaire afin de diffuser cette valeur (Sous-
section 3.2.6.2). Nous étudions ensuite le comportement de 1’algorithme en présence
de pannes (Sous-section 3.2.6.3).
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3.2.5 Description de ’algorithme AvrDegAsync
3.2.5.1 Résumé de l’algorithme

Nous allons décrire les différentes actions qui peuvent étre effectuées par les
nceuds du systéeme au cours de notre algorithme. Les détails sur ces actions sont
donnés dans la sous-section 3.2.5.2 et nous résumons dans Tableau 3.1 les différents
types de messages qui peuvent étre échangés par les nocuds.

Structure de données Chaque noeud u maintient la structure de données sui-
vante :
— une liste d’adjacence contenant 'identifiant de tous ses voisins dans 8
— une variable «, correspondant a la derniére valeur de densité regu par wu.
Initialement on fixe o, < 0.
— une variable booléenne active qui permet de savoir si le nceud s’est déja
activé ou non
— une variable booléenne identify qui permet de savoir si le nceud s’est déja
identifié aupreés de R
La racine R maintient la structure de données suivante :
— une variable ag initialisée & 1 qui correspond a la derniére valeur diffusée
— une liste notée recorded qui va permettre de savoir quels sont les nceuds déja
activés
— une liste notée identified qui va garder en mémoire les nceuds déja identifiés
— La racine maintient également un compteur mpg correspondant au nombre
d’arcs pour lesquels une décision d’orientation n’a pas été prise
On note n, la taille de la liste recorded et n la taille de la liste identified.

Identification des nceuds Au début de I'algorithme, la racine R ne connait pas
le nombre de nceuds du systéme, ni le nombre d’arcs du graphe. Elle va envoyer un
premier message dit de diffusion, noté (br,ag), avec ar = 1, a tous les nceuds de
G. A noter que nous ne faisons pas d’hypotheése sur 'algorithme de diffusion utilisé.
Lorsqu’un nceud w regoit pour la premiére fois un message de diffusion, il envoie
un message d’identification (id,u, N[u]) & R. On remarque ici qu’en au plus 275
rondes, la racine connait le nombre de nceuds qui ne sont pas en panne et le nombre
d’arcs.

Diffusion et activation Lorsqu'un nceud u regoit un message de diffusion (br, «),
sid®(u) < 2(2+¢€)q, alors u s’ active. Informellement, un noeud qui s’active va prendre
en charge les doubles arcs qui lui sont adjacents. Il va envoyer un message d’activation
(act,u,d*(u)) a la racine R ainsi qu’a chaque voisin v € N(u). Lorsqu'un voisin
v recoit le message d’activation est qu’il n’est pas lui méme activé, il va supprimer
l'arc (v, u) correspondant. Son degré sortant va donc diminuer et v va tester s'il est
activable. Nous avons représenté sur la Figure 3.3 ces 2 scénarios d’activation.
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(a) Activation aprés la réception d’un message d’activation. Le nceud v a initialement un
degré sortant de 4o+ 1. Apreés l'activation de u, son degré va diminuer d’une unité et v va
donc s’activer.

(b) Activation aprés réception d’un message de diffusion. Le noeud v a un degré sortant
suffisamment faible pour prendre en charge les arcs qui lui sont adjacents. Il s’active et
envoie un message d’activation a chacun de ses voisins qui ne se sont pas encore activés.

FIGURE 3.3 — Deux scenario d’activation possibles. Ici on a choisi € = 0, donc le
seuil d’activation est 4« et on représente en rouge les sommets déja activés.

A la réception du message (act,u,d" (u)), R va mettre a jour le nombre d’arcs
mp restants non pris en charge par un nceud ainsi que la liste des noeuds activés.
Lorsque la valeur mg/2(n —n,) dépasse d’un certain seuil la valeur de ag courante,
alors ag est mise & jour et cette valeur est diffusée a tous les nceuds. Selon certaines
conditions (décrites dans le paragraphe suivant), u est ajouté a la liste recorded.
On dit que u est enregistré.

On remarquera enfin que certains nceuds peuvent étre enregistrés alors que
d’autres n’ont pas encore été identifiés.

Conflits entre noeuds L’un des principaux problémes liés & 1’asynchronisme et
aux pannes est qu’il n’est pas possible d’attendre une réponse d’un nceud avant d’ef-
fectuer une action locale. En effet on ne peut distinguer si un noeud est simplement
lent & répondre ou bien s’il est défaillant. Supposons maintenant que deux noeuds
voisins u et v s’activent & un intervalle de temps réduit. Plus précisément, le nceud u
(resp. v) s’active avant d’avoir requ le message d’activation de v (resp. u). Les deux
neoeuds vont donc vouloir prendre en charge 1'arc bidirigé [u, v] et conserver I’arc sor-
tant qui leur est adjacent. On dit que ces deux noeuds sont en conflit. Le sous-graphe
ainsi obtenu ne serait pas valide. Pour pallier ce probléme, on choisit de maniére
arbitraire un des nceuds pour conserver ’arc. Dans notre cas, c’est le nceud de plus
petit identifiant qui conserve 'arc correspondant. Toutefois, un message d’activation
a été envoyé a la racine par chacun d’eux. Intuitivement, R va comptabiliser deuz
fois [u,v] et donc sous-estimer le nombre d’arc restant. Si la densité est trop faible,
cela peut stopper les activations des noeuds et donc I'algorithme lui-méme. Suppo-
sons que v soit le nceud de plus petit identifiant. Afin de corriger cette estimation,
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TYPE DESCRIPTION

(br, o) estimation « de la densité diffusée par R

(id, Nul) identification du neeud u ainsi que de son degré sortant
(act,u,d" (u)) activation du nceud u ainsi que le nombre d’arc pris en charge
(patch, u,d" (u)) | conflit avec le noeud u, degré sortant lors de I'activation de u

TABLE 3.1 — Récapitulatif des différents messages échangés par les nceuds lors de
I'exécution de 'algorithme.

un message correctif (patch, u,d" (u)) va étre envoyé par v a R afin de 'avertir du
conflit entre u et v. Lorsque R regoit (patch,u,d™ (u)), il va d’abord vérifier si u
est déja enregistré, c’est a dire s’il est présent dans la liste recorded. Si ce n’est
pas le cas, alors u est enregistré et R va déduire 2d™ (u) — 2 de mp, réglant ainsi le
conflit. Le message d’activation envoyé par u ne sera pas pris en compte lors de sa
réception. Par contre, si u est déja enregistré, cela signifie que le double arc [u,v] a
déja été comptabilisé 2 fois, mp étant sous-estimée de 2 unités. Dans ce cas, R va
additionner 2 & mp.

3.2.5.2 Deétails de l’algorithme

Tout d’abord, nous définissons dans Algorithme 7 la primitive activation(u)
qui décrit les actions effectuées par un nceud u lors de son activation.

active, < true
envoyer a la racine R un message d’activation (act,u, d"(u))
envoyer a tout v € N(u) un message d’activation (act,u,d" (u))

Algorithme 7 — activation(u)

On suppose également que tous les noeuds connaissent les primitives
broadcast et forward qui permettent de diffuser et de transférer un message vers le
reste des nceuds ou vers la racine. Nous décrivons ensuite dans Algorithme 8 ’algo-
rithme local exécuté par tout nceud v en fonction des messages recus de la part de ses
voisins. Le parameétre € permet de déterminer le seuil d’activation et est identique
pour tous les nceuds. On précise qu’en cas de conflit, c’est le noeud de plus petit
identifiant qui va supprimer ’arc concerné. Nous décrivons les actions effectuées par
R en fonction des messages regus dans Algorithme 9.

3.2.6 Analyse de AvrDegAsync

On dit qu’un nceud wu est activable vis-a-vis d’une estimation de densité « si
dt(u) < 2(2 + €)a. De méme, lorsque la racine R recoit un message d’activation
(act,u,d(u)), alors u est considéré comme enregistré.
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pour tout message M regu faire
si M = (br, a) alors
si identify = false alors
envoyer (id, N(u)) to R
identi fy < true
si o, < «a et active = false alors
exécuter broadcast (o)
Qy — o
sidt(u) <2(2+¢) -, alors
exécuter activation(u)
si M = (act,v,d" (v)) alors
exécuter forward((act,v,d"(v)))
si v € N(u) alors
si active = false alors
supprimer l'arc (u,v)
sid(u) <2(2+e¢€)-a alors
exécuter activation(u)
sinon
si u < v alors
supprimer l'arc (u,v)
envoyer (patch,v,d*(v)) a R
si M = (patch,v,d*(v)) alors
exécuter forward((patch,v,d"(v)))
si M = (id, N[v]) alors
exécuter forward ((id, N[v]))

Algorithme 8 — Algorithme local exécuté par tout nceud u
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pour tout message M regu faire
si M = (id, N[u]) alors
pour tout nceud v € Nu] faire
siv ¢ identified alors
identified.add(v)
mp < mp + d*(u)
si M = (act,u,d"(u)) alors
si u € recorded alors
recorded.add(u)
mp < mp — 2d"(u)
si M = (patch,u,d" (u)) alors
si u € recorded alors
Mg < Mg+ 2
sinon
recorded.add(u)
mpgr < Mpr — 2d+(u) +2
si [mp/2(n —n,)| > (1 +¢€) - a alors
a < [mg/2(n—n,)]
exécuter broadcast ((br, «,))

Algorithme 9 — Algorithme local exécuté uniquement par la racine R. On remarque
que la réception d’un message de diffusion n’entraine aucune action particuliére.
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3.2.6.1 Schéma de preuve

Nous présentons dans la suite de cette section les principaux lemmes permettant
de déduire le Théoréme 3.3. Afin de simplifier la présentation, nous présentons les
résultats en deux parties.

Tout d’abord nous considérons qu’aucun nceud n’est en panne. Nous montrons
dans un premier temps que la racine ne diffuse jamais de valeur supérieure a la
densité maximum (cf. Lemme 3.4). Nous montrons ensuite que tous les noeuds sont
activés en un nombre logarithmique de diffusion (cf. Lemme 3.9) ce qui nous permet
de déduire 1’énoncé du Théoréme 3.3 dans le cas sans pannes.

Dans un deuxiéme temps, nous considérons un ensemble F' de nocuds en panne.
Nous montrons notamment que si un nceud s’active au cours de 1’algorithme, son
degré sortant ne dépassera pas l'optimal (¢f. Lemme 3.12). Si a l'inverse un noeud
correct ne s’active pas, nous montrons que son degré sortant sera proportionnel &
|F'| (¢f. Lemme 3.13). L’argument pour le temps d’exécution est identique que pour
le cas sans panne.

Concernant la mémoire, I’énoncé découle directement de la structure de données
ol chaque nceud maintient un nombre constant de tableaux de n bits.

Enfin, le nombre de messages échangés se déduit du Lemme 3.8 sur le nombre de
diffusion. De plus, un nombre constant de message est envoyé pour chaque double
arc.

3.2.6.2 Analyse sans panne

Dans cette sous-section, nous étudions les performances de notre algorithme
lorsque aucun nceud n’est en panne. Nous étudions dans la sous-section 3.2.6.3 la
version avec un nombre f de pannes. Nous utilisons les notations Vie.r et Vi
pour décrire respectivement l’ensemble des nceuds enregistrés et l'ensemble des
neeuds identifiés par la racine aprés la réception de k£ messages. On définit ainsi
CT;Z = G [Viax\Vyeck] le sous-graphe induit par les noeuds identifiés qui ne sont pas
encore enregistrés.

Lemme 3.4. L’algorithme AvrDegdsync (8,6) ne diffuse jamais de valeur supé-
rieure a A(G).

Démonstration. On note fi;,, ..., 1, les k premiers messages recus par . Suppo-
sons dans un premier temps qu’il n'y a pas de conflits entre les nceuds de V...
On peut prouver par induction que pour tout nouveau message f;, L1 regu, on a

arp <90 (Cm}) Les canaux de communication étant FIFO et le chemin de routage
toujours identiques entre 2 nceuds, le premier message recu par la racine est forcé-
ment un message d’identification (id, N [u% et il est clair que le nombre d’arcs mp
estimé par la racine sera inférieur a |E (G [Nu]])|. Supposons maintenant la pro-
priété vraie, pour les k messages recus. Si R regoit un nouveau message (id, N[u]),
on montre par un argument similaire & celui de l'initialisation de la récurrence que
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agp < lﬁ(@ﬂ Considérons le cas on ug1 = (act,u, d™(u)), on remarque que cer-
tains arcs (v, u) ont pu ne pas étre comptabilisés alors que la racine va quand méme
les considérer comme supprimés, impliquant une sous-estimation du nombre d’arcs.
En effet, nous ne pouvons pas savoir si les messages d’identification des noeuds de
N(u) ont déja été requs. Supposons qu'’il existe un nceud v € N(u) pour lequel la
racine n’a pas recu de message d’identiﬁcation. Avant la réception de p11, on a que
= .
Img| < Zué\/dder( u) — QZuev dt(u) = |ﬁ( Gy)|- On a donc aprés réception
de prt1 que |mpg| < |E Gr)| — 2dJr ) < |B (Gr41)|- Si tous les noeuds sont iden-
tifiés avant que I'un d’entre eux soit enreglstre, alors on peut simplement vérifier
que la racine va estimer exactement la densité 6(Gy,1)*. On peut donc conclure que
quelque soit le type de message, on a ar < §(Gri1) < A(G).

Supposons maintenant qu’il existe un conflit entre deux nceuds u;,, u;, € Vieck
et supposons sans perte de généralité que u;, < u;,. I? va recevoir 3 messages en lien
avec ce conflit : 2 messages d’activation (act,w;,,d" (u;,)) et (act,u;,d" (u;)) en-
vOyeés par U;,, et Uj, et un message correctif
(patch, u;,, d" (u;,)) envoyé par wu;,. Comme les canaux de communication sont
FIFO et que le chemin de routage est toujours identique, le message correctif ne
peut étre re¢u avant au moins un des deux messages d’activation. Supposons que
(act, u;,,d" (u;,)) soit requ en premier. On doit étudier 2 cas :

1. le message (patch,u;,,d"(u;,)) est regu en deuxiéme par R. Dans ce cas, le
conflit est réglé immediatement et la racine ne déduit que 2d*(u;,) — 2 du
nombre d’arcs mp. La variable ag a donc pour valeur §( G\ Vyec)-

2. le message (act,u;,,d" (u;,)) est requ en deuxiéme par R. Dans ce cas, la
racine va comptablhser deux fois le double arc [u;,,u;,], ce qui implique que

ap = 5 \{Wiyy oy Uiy, - ug, })—2. Aprés la réception de (patch, u;,, d* (u;,)),
on a ag = \Vmck
On applique le méme raisonnement s’il existe plus de conflits entre les noeuds et on
en déduit que ag < ¢ (8\\/,,667]) pour tout 7 < k, ce qui implique que R ne diffuse
jamais de valeur plus grande que A(G). O

Nous montrons maintenant que notre algorithme termine toujours puis nous
déterminons le nombre de rondes nécessaires afin que calculer un sous-graphe valide.

Lemme 3.5. Au cours de [’algorithme A’u'r‘DegAsync(a,e), tous les neeuds sont
activés.

Démonstration. On note y;,, . .., p;, les k premiers messages recus par R. Supposons
qu’il n’y a plus de changement d’états sans qu'un sous-graphe valide ait été calculé
et notons « la derniére valeur émise par la racine. Si l'algorithme s’arréte, cela

1. Cela revient a éplucher le graphe séquentiellement et & estimer la densité du sous-graphe
restant.
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%
signifie qu’aucun neeud ne peut s’activer, donc d*(u) > 2(2+ €)a pour tout u € Gy,
ce qui implique que 0(Gy) > % = (24 €)a > (1 + €)a. Comme la racine

_>
a enregistré tous les nceuds qui se sont activés, on a a = §(Gy) > (1 + €)a, ce

qui implique une nouvelle diffusion par R. On rappelle que 2§(Gy) correspond au
degré moyen du graphe, donc par définition il y a au moins un noeud u tel que
dt(u) < 26(Gg) < 2(2+ e)d(C?k) Il y a donc au moins un neeud activable aprés
cette derniére diffusion, ce qui implique qu’il y a toujours des changements d’état a
venir. O

Par soucis de simplicité, on utilise la notation A au lieu de A(é) dans le reste
de cette section.

: : A
Lemme 3.6. La racine diffuse une valeur ag > ot

Démonstration. Supposons que la valeur maximum diffusée par la racine soit ar <

ﬁ. Aprés la derniére activation, seuls les noeuds avec un degré sortant supérieur
A

a2(2+ e)m = A peuvent ne pas avoir été activés. Or d’apres le Lemme 3.2, on
sait qu’il existe un A-coeur donc il y a au moins un nceud non activé. Il y a donc

contradiction avec le Lemme 3.5. O

Lemme 3.7. Aprés la derniére diffusion de la racine, [’algorithme

2+4€

AvrDegdsync (8, e) termine en O(log,n + Tg) rondes, avec s = <.

Démonstration. Grace au Lemme 3.6, nous savons que la derniére émission ag est
au moins égale a A/2(2 + ¢€). Tout d’abord, on remarque qu’en au plus T rondes,
tous les noeuds du graphe ont appris la valeur ag. On se place donc dans le cas
ol tous les noecuds connaissent déja ag. Nous allons montrer qu’a chaque ronde une
proportion constante des nceuds va s’activer. On rappelle qu'un neeud u s’active si
d*(u) < 2(2+€)ag. On note G; le sous-graphe induit par les noeuds non activeés a la
ronde 7 et n; le nombre de sommets de G;. Soit N, le nombre de sommets de degré
sortant k et d; la densité de GG;. On remarque que s’il n’y a pas de nouvelle diffusion,
alors on a d§; < min{(1 + €)ag, A} pour tout i.

5. = M

! 2- n;
5> Zk22(2+e)aR k- Ni

‘ 2- n;

Zk>2(2+ ) Ni
6 > 2(2 S an e
( + 6)04R 9. n;
5> (24 g 2i22eron Vi
T
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Nous allons étudier deux cas de figures : ar € [A/2(2 +¢€),A/(1 +€)| et ag >
A/(1 4 €). Dans le premier cas, puisque par hypothése il n’y a pas de nouvelle
diffusion, on a que §; < (1 + €)ag. On en déduit I'inégalité suivante.

ZkZQ(Z-i—e)aR Np,

(1+e)ar > (2+€)ag -

k>2 2+E)O£R

Dans le second cas, on a que §; < A et ag > A/(1+¢€). On en déduit I'inégalité
suivante.

24+ ¢ Zk>22+ea Ni
1+e n;

1+4+¢
i > N,
2—|—€n Z g

k>2(24€)ar

A >

On en déduit que le nombre de sommets de degré sortant supérieur a 2(2 + €)ag
est strictement inférieur a ;iznl, ce qui implique que le nombre de sommets de
degré inférieur ou égal a 2(2 4 €)ag est supérieur ou égal a ;*=. En appliquant un
raisonnement similaire pour le cas ag > A/2, on en arrive a la méme conclusion.
Par définition d’une ronde, tous les nceuds activables vont s’activer et une décision
d’orientation sera prise pour tous les arcs bidirigés incidents. On obtient ainsi un

nouveau sous-graphe sur lequel les arguments ci-dessus restent valables. O
Lemme 3.8. La racine effectue au plus O(log, . A) émissions.

Démonstration. Grace au Lemme 3.6, on sait que la derniére valeur émise vaut
au moins A/2(2 4+ ¢) < A. Comme une nouvelle diffusion a lieu si le ratio entre
I’estimation courante de la densité et la variable ai correspondant & la derniére
valeur diffusée est supérieur a 1 + ¢, on en déduit facilement qu’il y a au plus
O(log; .. A) émissions effectuées par la racine avant de diffuser la derniére valeur. [

Lemme 3.9. L’algorithme AvrDegdsync (8,6) termine en

O((Tp +log,n)log, . A) rondes, avec s = ?—j:

Démonstration. Grace au Lemme 3.7, on sait que s’il n’y a pas de nouvelles diffu-
sions, une portion constante des nocuds s’activent a chaque ronde et il faut au plus
log, n rondes pour que tous les nceuds s’activent. On en déduit qu’il y a au plus
2T + log,n rondes entre deux diffusions, 27 représentant le nombre de rondes
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maximum pour que tous les noeuds regoivent la derniére mesure de densité et soient
enregistrés par la racine en cas d’activation. En combinant ce résultat avec le Lemme
3.8, on en déduit qu'il faut au plus O((Tp + log, n)log, . A) rondes pour activer
tous les nceuds. O

3.2.6.3 Analyse avec des noeuds en panne

Nous supposons maintenant qu’il y a un ensemble F' C V' de nceuds en panne
dés le début de 'algorithme et on note C' ’ensemble des nceuds corrects. Comme les
neeuds en panne ne peuvent pas s’activer, on s’intéresse donc a minimiser le degré
sortant des noeuds corrects. Dans ce contexte, le sous-graphe produit par I'algorithme
n’est donc pas nécessairement valide.

On rappelle que I'ensemble des nceuds en panne est noté F' et I'ensemble des
noeuds corrects C'. On rappelle qu'on s’intéresse a l'orientation du sous-graphe
G r C 8 (voir sous-section 3.2.2 pour la définition de ce graphe). Comme les noeuds
dans N(C) N F ne peuvent pas prendre en charge d’arcs, on commence par faire
I'observation suivante. On note N (u) le nombre d’arcs sortant de u vers des nceuds
en panne.

Observation 3.2. Soit u € C tel que N(u) N F # 0. Quel que soit l’algorithme
d’orientation utilisé, on a d*(u) > Nj(u).

On montre le lemme suivant.

Lemme 3.10.

{A(CT)F)] <D}, (Gr) < D

opt

(G[C)) +max{Nj (u)}

Démonstration. Supposons que les nceuds en panne soient connus. Considérons 1’al-
gorithme suivant : on oriente optimalement le sous-graphe 8[0] et on sait que cet op-
timal correspond a la densité maximum A(G[C]) de ce sous-graphe. Comme chaque
sommet garde & sa charge tous les arcs sortants vers des noeuds fautifs, on déduit la
borne supérieure. Considérons maintenant tout algorithme d’orientation A appliqué
— o —
a G et notons G4 = A(GF) le sous-graphe valide produit par A. Par définition, on
sait que pour tous u,v avec u € C' et v € F, on a (u,v) € E(GA) Toutefois, si v
pouvait s’activer et prendre en charge 'arc double [u, v], on obtiendrait une meilleur
orientation. Cette observation nous permet de déduire que ’orientation produite par
A sur Gp ne peut‘;)as étre meilleure que I’ orlentatlon produlte sur ce méme graphe

sans panne. Soit G' un tel graphe on sait que Dopt(G’) [A(G’)—‘ [A(GF)—‘ On
en déduit que {A(GF)-‘ = Opt(G") < D;;,t(GF). O

_>
Lemme 3.11. Au cours de l’exécution de AvrDegdsync(Gr,€), la valeur de la va-

riable ag ne dépasse jamais [A(GT)F)W
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Démonstration. Soit jS le sous-graphe de 8 induit par les nceuds identifiés qui n’ont
pas encore été activés aprés la réception de k messages par la racine. Supposons qu’il
existe au moins un noeud v qui soit en panne, les arcs sortants de v ne seront donc
jamais comptabilisés par la racine. Comme les nceuds en panne sont tout de méme

identifiés ?, la densité « estimée par R sera toujours inférieure a §(G},). On remarque
— = —
que Gy, C G, donc « est toujours inférieure ou égale a [A(G’F)W ]

-

F)-

au cours de [Uexécution de

i~

Lemme 3.12._)51‘ un neud v € C est acti
AvrDegdsync (G, €), alors d (u) < (4e 4 2) D, (

S

Démonstration. D’aprés le Lemme 3.11, on sait que R ne diffuse jamais de valeur

— — —
supérieure & A(GF) et grace au Lemme 3.10 on sait que [A(GF)W < Dj(Gp). On
en déduit facilement 1’énoncé.

Cependant certains noeuds peuvent ne pas étre activés au cours de ’algorithme,
et ce pour deux raisons. Evidemment un noeud en panne ne peut pas s’activer par
définition et ne pourra pas prendre en charge ses arcs. Toutefois, il est également
possible qu'un neceud correct ne s’active pas. En effet, R calcule et diffuse une sous-
estimation de la densité de G parce que R ne peut distinguer si un nceud est fautif
ou non. Si la densité estimée puis diffusée est trop faible, aucun nceud ne s’activera.
Ce scénario peut notamment arriver si certains nceuds de fort degré ont un nombre
important de voisins en panne. Nous montrons dans le lemme suivant que les nceuds
corrects non activés lorsqu’il n’y a plus de changement d’états ont un degré sortant
ne dépassant pas le nombre de fautes |F|, & une constante prés.

Lemme 3.13. Un neud u qui n’est pas activé durant l’exécution de AvrDegAdsync
est soit en panne soit a un degré sortant inférieur ot égal a (1 + €)|F| 4+ df(u)a la
fin de lalgorithme, avec |F| le nombre de pannes.

Démonstration. Soit «; la derniére valeur émise par R et « la derniére valeur estimée
par R avant qu’il n’y ait plus de changement d’état. On sait que a < (1 4 €)a;. On
va tout d’abord déterminer le nombre de noeuds activables vis-a-vis de «a. Soit n; le
nombre de nceuds au total qui n’ont pas été activés.

2. On rappelle qu’un message d’identification d’un nceud u contient N[u].
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Zk21 k- Ny
Q= —
2- n;
Zk22(2+6)ai k- Ny
>
2- Tn;

a; Nk
> 2(2+ 6)0@21622(%_ Jos
2- n;

Zk22(2+e)ai Ni,
n;
2+4¢€ Zk22(2+e)o¢i Ni,
> «Q
14+€ n;

> (2 + €)CYZ'

On a donc au plus n,; ¢ sommets non activables, ce qui implique qu’il y a au

2+-€
moins n; — nzé—j: = n;/(2 + €) sommets activables. On remarque maintenant que si
aucun sommet ne s’active, cela signifie que tous les sommets activables sont fautifs.
On en déduit que |F| > n;/(24¢€) et que |C| =n; — |F| < (24+¢€) — |F| = (1 +¢€)|F.

Donc tout sommet u correct non activé a au plus (14€)|F| —i—d} (u) arcs sortants. [

Enfin le temps de complétion du graphe avec des pannes est clairement inférieur a
celui du méme graphe sans pannes, donc le Lemme 3.9 reste valide dans ce contexte.

3.3 Borne inférieure de l'orientation minimale en
distribué

Dans cette section, nous considérons un graphe G non orienté et nous présentons
une borne inférieure pour le probléeme de l'orientation minimum dans le modéle
LOCAL. Nous montrons notamment qu’il est impossible de trouver une orientation
optimale en utilisant moins que O(diam(G)), ou diam(G) correspond au diamétre
du graphe.

3.3.1 Définitions

La connaissance du graphe Dans le modéle LOCAL, la taille des messages n’est
pas bornée et I’on considére que les nceuds ont une capacité de calcul et une mémoire
illimitée. Au cours d’une ronde, un nceud u peut recevoir, envoyer des messages et
effectuer des calculs locaux. Ainsi & chaque ronde, u va étendre sa connaissance de
G. Plus formellement, soit B;(u) la boule de rayon ¢ correspondant au sous-graphe
induit par les nceuds a distance inférieure ou égale a t de u. La vue V;(u) d’un noeud
u & la ronde ¢ correspond a la boule B,(u) de rayon ¢ centré en u. A la ronde 0, on
a Vo(u) = Bo(u) = {u}, puis & chaque ronde i on a V;(u) = G[N[V;_1(u)]] de rayon
i centré sur lui. On dit qu'un nceud u connait le graphe a la ronde ¢ si Vi(u) = G.
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FIGURE 3.4 — Un graphe-fleur composé d’une clique de taille 2k avec des pétales
d’épaisseur k

Le graphe fleur Un k-cycle de longueur ¢ est un graphe composé d’un ensemble
de sommets uy, ug, ..., uy tel que pour tout i € [1,£ — 1], il y a k arétes entre u; et
ui+1. De plus, il y a k arétes entre uy et uy. Un graphe-fleur, noté Fy, est un graphe
composé d’'une clique Ky, de taille 2k tel que pour tout sommet u de la clique, on
aun k-cycle (u; = u, ug, ..., us) de longueur £. Ce cycle est appelé pétale de base u.
On dit que le pétale a épaisseur k et longueur ¢ (voir Figure 3.4).

Orientation cohérente On définit un algorithme d’orientation comme une col-
lection de fonctions gy, Gu,, - - -, gu, tel que pour tout ¢, on définit g,, de la maniére
suivante :

Gu,; - FE — {O, 1}
{usu} — gu,({us, uy})

Un algorithme d’orientation est cohérent si pour toute aréte {u, v}, on a g, ({u, v})

1= g,({u,v}).

3.3.2 Présentation de la borne inférieure

Nous allons montrer que 'orientation optimale n’est pas atteignable, méme dans
le modéle LOCAL, pour tout graphe, sans attendre un nombre de ronde égal au
diamétre du graphe. Pour prouver cela, nous allons considérer que le réseau de
communication est représenté par un graphe-fleur Fy; et on fait I’hypothése forte
que tout nceud du réseau sait qu’il appartient a4 un graphe de cette famille. On
montre tout d’abord le lemme 3.14 sur l'orientabilité d'un tel graphe.

Lemme 3.14. Soit Fy; un graphe-fleur avec une clique de taille 2k et dont les
pétales sont d’épaisseur k et de longueur £. On choisit k et { tel que k/¢ € N et k/l
sott pair.

D;;,t(Fg,k) =k+k/l
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Démonstration. On remarque facilement qu’au moins un des nocuds de la clique
doit prendre en charge k arétes, quel que soit ’algorithme d’orientation utilisé. Nous
notons u ce noeud et on considére le pétale P, = (u1 = u,us,...,uy) de base u. Le
nombre d’arétes de P, est kf et on sait que u devra prendre en charge k arétes. On
en déduit que le nombre d’arétes qui devront étre prises en charge par des nocuds de
P est k + kl. Le degré sortant moyen des nceuds de P est donc # =k+k/l, ce
qui nous permet de déduire qu’il existe au moins un noeud du pétale avec un degré
sortant au moins k+k&/¢. On va donner une orientation permettant d’atteindre cette
borne. On note df (u) le nombre d’arc sortant de u vers v.

— df(u) = d (uy) = k/20

— di (w) = PEEDE o df (up) = k —d | (u;) pour i < [£/2]

— df () = M’“ et df  (ui) =k — df (uiy1) pour i > [{/2]

— si [ est impair, alors duwzj( re/2]) = dire/zw (wjes2)) = k/2.
Pour tout 7 < [£/2], on a

d*(w;) = dj, (w) +dy;,_ (u;)
=df (w)+k—d (ui1)

Ui41
_1+2(-1)k 1423 —2)k
> 0t SR
k(1+20—1)— (1423 —2)))
20
2k
k—i—2—£—k‘—|—k/€
Pour tout ¢ > [¢/2], on a
d(ui) = dyy, (w) +dy_, ()
=k —d} (wip1) +d ()
_k_1+2(£—z—1)k 1+2(0-(-1) -1k
B 2 ( 2 (
:k+k(1+2( i)—(1+2(—i—1)))
20
2k k
=k+ 5 k+z

Si ¢ est impair, on a d*(upy9)) = k/2 + M E < k+ L. Enfin si ¢ est pair, on a
d* (ugyy) = 2k — 2(H2U2ZD kY — of “>_k+k(1+“)_k+k/z O
Si un noeud connait le paramétre £, il sera en mesure de choisir de maniére locale

la meilleur orientation. Toutefois, on rappelle que dans le modéle que nous utilisons,
les nceuds ont une connaissance partielle du graphe qui va toutefois augmenter &
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chaque ronde de communication. A chaque ronde ¢, un noecud posséde donc une
sous-estimation de la valeur de ¢ qui correspond a 2¢. Il faut donc [¢/2] rondes pour
que tous les noeuds connaissent la valeur de /.

On va considérer tous les algorithmes cohérents utilisant au plus ¢t < [£/2]
rondes de communication, autrement dit aucun noeud ne connait la valeur de /.
Le coeur de la preuve consiste a remarquer que les décisions prises par tout nceud
dépendent uniquement de sa vue, et ces décisions seront identiques pour deux pétales
de taille différentes supérieures a £. On ne pourra donc pas orienter optimalement
ces 2 graphes en prenant les méme décisions. Nous allons donc montrer qu’il existe
toujours un graphe tel que pour tout algorithme d’orientation, I’orientation optimale
n’est pas atteinte pour ce graphe.

Lemme 3.15. Soit A tout algorithme d’orientation cohérent utilisant t rondes de
communication. Il existe un graphe Fypy avec { € [2t + 1,4t] tel que
D}(Fpr) > c- Dy, (Fur)
ol ¢ est un facteur d’approximation strictement supérieur a 1.

Démonstration. Soit I'intervalle I = [0, 2k]. On sait qu’il existe un pétale de base u
tel que u doit prendre en charge k arétes de la clique. On s’intéresse ici uniquement
aux décisions prises par ce nceud v et on note ¢ € I le nombre d’arétes du pétale
prises en charge par u. On remarque tout d’abord que D*(G) = max{k + 1, kf_’f}
ou k + ¢ correspond au degré sortant de u et kf__j correspond au degré sortant d’au
moins un noeud du pétale. On peut facilement vérifier que si k/¢ > i, alors le nceud
de plus haut degré est un noeud du pétale. A I'inverse, si k/¢ < i alors c’est u qui
a le plus haut degré. Cependant on sait que u ignore la valeur exacte de ¢. On
note i, = k/¢ le choix optimal & faire pour ¢, et on va montrer qu’il est toujours

possible de choisir i, € [k/4t, k/(2t+1)] afin de maximiser I’approximation donnée

k+’L k+7:opt o4 N k+7, 3 1A o _ 3
par max{ ;5 ety v }. Sid > gy alors ¢ - est maximisé pour i,y = k/4t et si
. . k41 . .o, . 4 .

i < iy alors % est maximisé pour i, = k/(2t + 1). On en déduit donc que

I’approximation maximale ¢; obtenue en fonction d’un choix i est

o - ma k+i k+Ek/(2t+1)
;= X
‘ k+k/at’ k+i

On en déduit que 'approximation obtenue C', quelque soit ’algorithme utilisé,
est ¢ > min;er{¢;} et on peut facilement vérifier que ¢ > 1. O

En choisissant le cas spécifique des algorithmes utilisant 1 ronde de communica-
tion, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.16. Soit A tout algorithme d’orientation cohérent utilisant 1 ronde de
communication. 1l existe un graphe Fyy avec { € [3,4] tel que

D (Fyy) > (16/15)D; ,(Fyy)

opt
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Démonstration. On rappelle que 'approximation obtenue pour tout choix ¢ de la
base est ¢; = HlaX{ kti_ kbk/@U]) } Onat=1donc ¢ = max{ kti k+k/3} —

k+k/AD T ket k+k/40 ket
max{(k’+i)gik, 3(2—%} Les deux choix possibles pour i sont (4/3)k et (5/4)k et
dans les 2 cas on a ¢; = 18 ]

15°

3.4 Conclusion du chapitre

Nous avons présenté un algorithme distribué et asynchrone d’orientation de
graphe. Cet algorithme est également tolérant aux pannes initiales et ne nécessite
pas de connaissance globale sur le graphe. Cet algorithme fournit une 2(2 + ¢)-
approximation de l'orientation, ce qui est comparable aux meilleurs algorithmes
synchrones connus, et nécessite O(logn(1 + diam(G))) rondes de communication.
Nous montrons également qu’il est impossible d’obtenir une orientation optimale
en utilisant moins de O(diam(G)) rondes de communication. Cependant plusieurs
questions restent en suspens et constituent selon nous des pistes de recherches inté-
ressantes.

Question 3.1. Peut-on améliorer les performances et se rapprocher d’un temps
d’exécution proche du diametre ¢

Grace au lemme 3.7, nous savons que l'orientation se terminerait rapidement
aprés la diffusion de la densité maximale A. De plus, on sait que cette densité est
L. _ log A N
émise en O(log,,  A) = O(log(l—i-e)) rondes. On remarque donc que dans le cas ol
cette densité est constante, le nombre de rondes nécessaires a notre algorithme pas-

serait & O(log zrent Tg). En choisissant une structure d’arbre couvrant pour le pro-

tocole de diffusion, on obtient que T'g est de I'ordre de dz’am(g), ce qui implique que
I'algorithme nécessiterait au plus O(log%z n + diam(a)). Si diam(G) > log%z n,
alors cette performance est asymptotiquement optimale. Obtenir une telle garantie
pour tout graphe serait un résultat fort. Une piste consiste a estimer efficacement
la densité maximale puis & diffuser cette valeur & tous les nceuds.

Notre algorithme pourrait également trouver une application pour le calcul de la
dégénérescence de graphe. Un algorithme intéressant est proposé dans [MPM11] qui
permet de calculer le paramétre de ceeur pour les nceuds du graphe. On rappelle
quun k-cceur est un sous-graphe dont tous les sommets ont un degré au moins k
et le paramétre de coeur d’'un sommet u est le plus grand k tel que u appartienne
au k-cceur mais pas au (k + 1)-cceur. Les noeuds vont estimer de maniére locale leur
paramétre de coeur en se basant sur l'estimation de leur voisin. Cet algorithme a
cependant une complexité linéaire dans le pire des cas. Notre algorithme permettrait
donc aux nceuds d’avoir rapidement une bonne estimation de la densité du graphe
et donc de sa dégénérescence, accélérant ainsi ’estimation du parameétre de cceur.
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Chapitre 4

Impact de la réplication sur le temps
de complétion

Sommaire
4.1 Préliminaires . . . . . ... . 000 o0 n e 52
4.1.1 Adapter le facteur de réplication . . . .. ... ... ... 52
4.1.2 Hypothéses de travail . . . . ... .. ... L. 54
4.1.3 Contribution et plan du chapitre . . . . . ... ... ... 55
4.2 Analyse du temps de complétion optimal . ... ... .. 56
4.2.1 Notations sur les hypergraphes . . . . ... ... .. ... 56
4.2.2 Graphe du stockage et graphe des requétes . . . . . . . .. 57
4.2.3 Bornes pour la densité des hypergraphes de requétes . . . 58
4.3 Algorithmes Distribués . . . . ... ... ... ....... 65
4.3.1 Modele distribué . . . . ... ..o 65
4.4 Analyse du temps de complétion . . ... ... ... ... 67
4.4.1 Requétes non populaires . . . . . . . ... 67
4.4.2 Requétes populaires . . . . . ... 69
4.4.3 'Théoréme principal . . . . . . . .. ... 70
4.5 Conclusion du chapitre . . . . ... ... ... ... .. 71

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés plus particuliérement a la version
distribuée du probléme d’allocation en proposant un algorithme distribué asynchrone
avec une approximation constante de ’optimal lorsque le facteur de réplication est 2
pour toutes les requétes. Toutefois, un temps de complétion optimal ou quasi-optimal
ne garantit pas forcément un traitement rapide des requétes. En effet, considérons
que les requétes sont émises par un adversaire qui a une connaissance compléte
du systéeme. Par connaissance compléte, il faut comprendre que I'adversaire connait
le placement des objets ce qui implique qu’il a connaissance des candidats pour
toutes requétes susceptibles d’étre regues par le systéme. Un mauvais scénario dans
ce contexte consiste donc a faire uniquement des requétes ayant le méme ensemble
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de candidats. Clairement, les seuls noeuds pouvant traiter les requétes sont ces
candidats, ce qui conduit & un temps de complétion de Q(m/f) ot m correspond au
nombre de requétes regues et f au nombre de candidats pour chaque requéte.

Dans ce chapitre nous étudions plus précisément l'impact du facteur de répli-
cation, que nous notons f, sur le temps de complétion. Dans la Section 4.2, nous
donnons une borne supérieure, pour un f donné, sur le temps de complétion op-
timal lorsque le placement d’objet est aléatoire et que les objets ne sont pas trop
demandés. Nous donnons également une borne inférieure pour tout placement qui
est égale a notre borne supérieure a une constante multiplicative pres.

Dans la Section 4.3, nous proposons un algorithme distribué qui, en plus d’al-
louer les requétes recues, adapte le nombre de candidats en fonction de la popularité
des requétes. Notre algorithme garantit une f-approximation de I'optimal en ajou-
tant uniquement un nombre linéaire de copies par rapport au nombre de nceuds du
systéme (Section 4.4). L’hypothése est que le nombre d’objets est nettement supé-
rieur au nombre de nceuds du systéeme. Ce surcout de copies est donc négligeable
par rapport a une augmentation du nombre de copies pour tous les objets.

Les résultats de ce chapitre ont été présentés a la conférence BDA 2016 [GHL16].

4.1 Préliminaires

4.1.1 Adapter le facteur de réplication

L’impact du nombre de copies a été principalement étudié d’un point de vue théo-
rique dans le modé¢le en-ligne lorsque que le placement des objets et la distribution
des requétes sont aléatoires et uniformes.

Pour f = 1, Gonnet |Gon81| montre que le nceud le plus chargé va recevoir

(lolgol%) requétes dans le cas spécifique m = n. Sim < 2, Mitznmacher [Mit96]

montre que la charge maximum sera @(logl‘()ffm)). Raab et Steger [RS98] analysent
la charge maximum pour tout m et montrent en particulier que si m > n la charge
maximum sera O(” + \/mlogn/n).

Pour f > 1, I’algorithme Greedy qui consiste a choisir le nceud candidat le moins
chargé a été largement étudié. En particulier, il garantit que la charge maximum sera

O + lelen) ABKU94, BCSV00, TW14]. Une variante de Greedy est proposée

log f
dans [CS97| avec des performances similaires. On peut également citer 1’algorithme

AlwaysLeft|V6c99] qui garantit une charge maximum de @(lj?ilﬁ) avec 1.61 <

¢y < 2 dans le cas m = n et de O + ?i{;’i;‘) pour tout m [BCSV00, TW14|.

Dans un modéle hors-ligne, un placement d’objet et une distribution de requétes
aléatoires uniformes reviennent a étudier le graphe des requétes aléatoire sous-jacent.
Plus particuliérement, on retrouve plusieurs travaux sur 1’étude des pseudo-
graphes aléatoires. Un pseudo-graphe aléatoire est obtenu en choisissant pour chaque
aréte f noeuds de maniére aléatoire, uniforme et indépendante. Chaque nouveau ti-
rage se fait avec remise, donc un pseudo-graphe peut contenir des arétes multiples et
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des boucles. Dans [Cai06] (page 45), 'auteur montre que toute propriété vraie pour
les pseudo-graphes aléatoires est aussi vraie (asymptotiquement presque siirement)
pour les graphes aléatoires uniformes G,,,,, ! introduits dans [ER59]. La preuve est
simple et se base sur un résultat de Chvatal qui dit qu'un pseudo-graphe aléatoire
est simple avec probabilité (asymptotiquement) constante.

Czumaj et Stemann [CS97] proposent d’utiliser I’algorithme KCoreOri (G, k) (cf.
Algorithme 2) pour l'orientation des pseudo-graphes aléatoires. En se basant sur une
analyse fine du seuil d’apparition d'un k-coeur étudié dans [PSW96], les auteurs
concluent que pour m < 1,675459 - n, un pseudo-graphe aléatoire uniforme a n som-
mets et m arétes est 2-orientable. Dans [SEKO03], les auteurs montrent qu’avec grande
probabilité, tout pseudo-graphe aléatoire uniforme ne contient pas de (L*+1)-coeur,
avec L* = [m/n]+1 impliquant qu'une L*-orientation est possible. Enfin Cain, San-
ders et Wormald proposent dans [CSW07| un algorithme linéaire nommé SelfLess
et montrent qu’il produit une [m/n]-orientation ou une ([m/n] + 1)-orientation des
pseudo-graphes aléatoires uniformes avec grande probabilité. Ce résultat est donc
proche de ["idéal [m/n] & une constante prés. On trouve également plusieurs réfé-
rences pour f > 2 qui proposent une analyse fine du seuil d’apparition d'un (k + 1)-
coeur pour les hypergraphes aléatoires [Lell2, GW15, FKP16|. Cependant le calcul
du seuil résulte de la résolution de systémes d’équations différentielles complexes et
rend difficilement exploitable ces résultats.

L’existant que nous avons présenté précédemment concerne des distributions de
requétes aléatoires et uniformes. De plus, le facteur de réplication était fixé.

Nous nous allons maintenant nous intéresser au modeéle d’adversaire suivant.

Définition 4.1. Un adversaire omniscient connait le placement de tous les objets
et leur copies. Il choisit les requétes qui seront regues par le systéme.

Ce modele fort d’adversaire correspond donc a une étude de pire cas et permet de
déterminer la robustesse de nos algorithmes face a un tel comportement adversarial.
Dans le modeéle en-ligne, Tang [Tanl4| montre que pour une séquence de re-
quétes particuliére, I’algorithme Greedy garantit un temps de complétion d’au moins
(logyn) au lieu de 1 optimalement. Sans rentrer dans les détails, la séquence de
requétes présentée pour cette borne inférieure forme un arbre binomial. L’arbre bi-
nomial est une structure combinatoire défini récursivement de la maniére suivante :
— un arbre de hauteur 1 est composé d’une unique aréte dont 1'une des deux
extrémités est la racine de I'arbre.
— un arbre de hauteur ¢ est I'union de 2 arbres de hauteur 7 — 1 dont les racines
sont reliées par une aréte.
Nous avons illustré cette construction par la Figure 4.1. L’arbre binomial a no-
tamment été utilisé pour concevoir des files de priorité [Vui78, Cha00|, pour im-
plémenter des tas de Fibonacci [BLT12] ou encore pour des structures d’arbres

1. Dans cette famille de graphe aléatoire, on choisit de maniére aléatoire et uniforme un graphe
a n sommets et m arétes parmi ’ensemble des graphes & n sommets et m arétes
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()
4 Aips

FIGURE 4.1 — Illustration de la construction d’un arbre binomial.

couvrants pour les applications paralléles de type hypercube [WFL98, WLK04|. En
choisissant bien l'ordre d’arrivé des requétes, I’adversaire peut faire en sorte d’al-
louer & la racine de I'arbre toutes les requétes recues dans sa file, ce qui représente
un nombre de requétes logarithmique par rapport au nombre de nocuds. Pourtant il
est facile de l-orienter un arbre. Il suffit pour cela d’orienter toutes les arétes vers
la racine.

Dans un modele hors-ligne, Liu et al [LWWO03] étudient le probléeme d’allocation
dans un modeéle client/serveur et proposent un algorithme centralisé basé sur la
recherche de chemins augmentants qui produit une allocation optimale en temps
O(nmlogn + n*log®?n). Dans [FT14], les auteurs généralisent leur résultat obtenu
pour les graphes (f = 2) aux cas des hypergraphes et montrent que l’algorithme
AvrDeg est une (f +¢€)-approximation de 'optimal. Ils montrent notamment 'intérét
de leur solution pour le probléme de I'équilibrage de charge dans le modéle client-
serveur présenté dans [LWWO03]. Cependant aucun de ces algorithmes n’adapte le
facteur de réplication et donc ne donne de garantie vis-a-vis de 'idéal.

Enfin dans [FLAK11|, les auteurs se placent également sur le modéle client-
serveur oul les requétes arrivent au serveur qui va ensuite répartir la charge. Ici
aussi les données sont placées de maniére aléatoire. Ils proposent de répliquer les
objets populaires dans un cache, placé au niveau du serveur, afin de permettre a
un client d’y accéder rapidement. Ils montrent qu'un cache de taille O(nlogn) est
suffisant pour se prémunir d’un comportement adversarial. Toutefois, ils considérent
un modele d’adversaire plus faible qui ne connait pas le placement des objets.

En résumé. Il n’existe pas a notre connaissance d’algorithmes distribués garan-
tissant une approximation de I’'idéal dans le modéle d’adversaire omniscient.

4.1.2 Hypothéses de travail

Dans le reste de ce chapitre, nous considérons un modeéle hors-ligne ot toutes les
requétes ont déja été regues par le systéme. On considére également que les requétes
sont permanentes.

On considére un systéme distribué composé d’un ensemble de n noeuds qui pos-
sédent une file de requétes en attente. On considére également un ensemble ) de
requétes a allouer, avec m = |@Q|, et I'ensemble O des objets stockés par le systéme.
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De la méme maniére, on définit m = |O|. Sauf mention contraire, le nombre de copies
pour chaque objet est identique et sera noté f. On considére que les requétes peuvent
étre choisies par un adversaire omniscient, qui connait a la fois ) mais également
les candidats pour chaque requéte. On distingue trois catégories de requétes :
— Les requétes sont dites unitaires si pour tout objet o € O, il y a au plus une
requéte ¢, € Q.
— Les requétes sont non populaires s'il existe au plus [m/n]| requétes pour un
méme objet.
— Si aucune de ces conditions n’est remplie, on dit que les requétes sont popu-
laires.

4.1.3 Contribution et plan du chapitre

Supposons que m = n%, avec « > 1 une constante. Notre proposition consiste a
utiliser un placement d’objet P aléatoire uniforme. Plus précisément, pour chaque
objet o, on choisit aléatoirement un ensemble de f noeuds parmi I'ensemble des en-
sembles de nocuds de cardinalité f. Le choix du placement d’un objet est indépendant
de celui des autres objets.

Notons T'(Q) le temps de complétion optimal avec ce placement d’objets. Les
résultats présentés dans ce chapitre peuvent se résumer de la maniére suivante.

— Nous donnons des bornes théoriques sur T(Q). Nous prouvons notamment

que T(Q) = O(m/n - (m/n)*7) pour tout ensemble de requétes non popu-
laires. Nous montrons également que le temps de complétion optimal 77(Q)
est Q(m/n - (m/n)"?) pour un f donné en considérant tous les placements
d’objets possibles, ce qui nous permet de déduire que T(Q) = O(m/n -
(m/n)Y7). Toutefois, cet optimal peut étre éloigné de 1'idéal d'un facteur
logarithmique preés (c¢f. Corollaire 4.13).

— Nous donnons un algorithme distribué qui combine une adaptation de 1’al-
gorithme AvrDeg présenté dans le chapitre 3 et un algorithme de gestion de
copies qui adapte le nombre de copies en fonction de la popularité d’une re-
quéte. A cela, nous ajoutons également un algorithme de tourniquet pour les
requétes populaires regues. Nous montrons qu’en choisissant f = (a—1)logn
et en créant un nombre linéaire de copies additionnelles, notre algorithme ga-
rantit un temps de complétion de O(f - m/n), quelle que soit la distribution
de requétes (cf. Théoréme 4.18). Notre algorithme est non seulement une
f-approximation du temps de complétion optimal mais également de 1’idéal.

— Dans le cas spécifique des requétes non populaire avec a = loglogn, nous
montrons que f = loglogn suffit pour garantir un temps de complétion de
O(m/nloglogn) (cf. Lemme 4.15).

Nos résultats théoriques se basent sur I’étude de [’hypergraphe des requétes sous-
jacent. En effet, comme nous avons pu le voir dans le chapitre 2 pour le cas f =
2, nous pouvons nous ramener a un probléme d’orientation minimum et étudier
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la densité de I’hypergraphe pour f > 2, qui est un élément clé pour résoudre ce
probléme. Les détails de cette analyse de densité sont donnés dans la section 4.2.
Nous présentons ensuite plus en détails notre algorithme dans un modéle asynchrone
par passage de messages en section 4.3. Enfin nous analysons cet algorithme dans
un modéle synchrone en section 4.4.

4.2 Analyse du temps de complétion optimal

Dans cette section, nous présentons les hypergraphes du stockage et des requétes
qui modélisent respectivement le placement des objets et I’ensemble des requétes
recues. Nous analysons la densité maximum d’un hypergraphe de requétes et don-
nons ainsi un encadrement du temps de complétion optimal pour une ensemble de
requétes données.

4.2.1 Notations sur les hypergraphes

Soit H = (V,E) un hypergraphe avec un ensemble de noeuds V' et un en-
semble d’hyperarétes E. Un hypergraphe est k-uniforme si toutes ses hyperarétes
sont d’arité k. Une orientation de H consiste a désigner pour chaque hyperaréte un
sommet que 'on nomme la téte. Nous donnons dans la Figure 4.2 une illustration
de l'orientation des hyperarétes.

Le degré d(u) d’un noeud u correspond au nombre d’hyperarétes auxquelles il
appartient et le degré sortant d*(u) correspond aux nombres d’hyperarétes pour
lesquelles il est la téte.

Une hyperaréte h = {u;,,...u;,} est complétement contenue dans un ensemble
de noeuds S si u;; € S pour tout nceud u,; € h. Le sous-graphe induit H[S] est défini
par ’ensemble des hyperarétes de H complétement contenues dans S. La densité de
H est définie par §(H) = |E|/|V| et la densité maximum A(H) est définie par :

A(H) = max{6(H")}

H'eN
ou H est ’ensemble de tous les sous-graphes induits de H.

Remarque 4.1. La somme des degrés ) ., d(u) des neeuds de H est égale a k- |E|
st H est k-uniforme, ce qui implique que le degré moyen de H est égal a k-[|E|/|V]].

Démonstration. C’est une simple adaptation du lemme des poignées de main au
cas des hypergraphes. Une hyperaréte est comptée k fois, c’est-a-dire une fois par
chacune de ses extrémités. Au total, ’ensemble des arétes sera compté k fois. Il suffit
de diviser cette valeur par le nombre de noeuds pour obtenir la propriété sur le degré
moyen. [

Pour finir, la multiplicité maximum M (H) d’un graphe f-uniforme H corres-
pond au nombre maximum d’hyperarétes qui sont complétement contenues dans un
ensemble de f nceuds.
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FIGURE 4.2 — Un hypergraphe de requéte 3-uniforme. Les sommets dessinés avec un
carré représentent les hyperarétes alors que les noeuds du graphe sont représentés
par un cercle. Sur le graphe de droite, on a représenté une orientation arbitraire.

4.2.2 Graphe du stockage et graphe des requétes

L’hypergraphe du stockage Hp = (V, Ep) est un graphe pour lequel I’ensemble
V' correspond aux nceuds du systéme et les arétes de Ep symbolisent les objets de O
placés selon le placement P. Les extrémités d’une hyperaréte h, encodent les noecuds
stockant une copie de o. Plus formellement, il y a une hyperaréte h, = {u;,,...u; f} €
E(Hc) pour tout objet o si P(0) = {ug, ... us}.

L’hypergraphe des requétes Hp o = (V, Eg) est un hypergraphe ayant le méme
ensemble de noeuds V' que H et dont I'ensemble Eg des arétes correspond aux re-
quétes de (). Les extrémités d’'une aréte représentent les candidats pouvant traiter
la requéte, c’est-a-dire les noeuds stockant l'objet demandé. S’il y a une hyperaréte
hg, = {u1,...,ur} € Eg, cela implique que P(0) = {uy,...,ur}. Pour le cas parti-
culier des requétes unitaires, on remarque que le graphe des requétes associé est un
sous-graphe de I’hypergraphe du stockage.

Si cela n’induit pas d’ambiguité, nous utiliserons les notations H pour le graphe
du stockage et Hg pour le graphe des requétes associé, correspondant a I’ensemble
de requétes Q).

L’orientation minimum d’hypergraphes Nous pouvons modéliser ’allocation
d’une requéte ¢ par 'orientation de I'hyperaréte h, correspondante. Une orientation
d’un hypergraphe Hg revient donc a trouver une allocation des requétes de Q.
On note DF{(H) le degré sortant maximum avec lorientation A. Le probléme de
'orientation minimum consiste a trouver une orientation qui minimise DT (H).

On peut relier la densité maximum et ’orientation minimum en utilisant des
arguments similaires a ceux utilisés pour le cas f = 2 (¢f. Théoréme 2.2). Tout
d’abord on doit adapter certaines définitions au cas f > 2. Un chemin dirigé est
une séquence u; — hy — uy — hy — ... — hp_1 — ug ol tout noeud u; est la téte de
I'hyperaréte h; pour tout ¢ € [1,k]. Un chemin augmentant est un chemin dirigé
pour lequel d*(uy) > d*(ug) + 1.

Théoréme 4.1. Soit H un hypergraphe f-uniforme avec f > 2.
Dy (H) = [A(H)]

opt
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Démonstration. (<) On commence par orienter I’hypergraphe de maniére arbitraire
puis on applique l'algorithme suivant. Tant qu’il existe un chemin augmentant P =
uy —hy —ug —hg —...—hx_1 —ug avec d(uy) > [A], on inverse 'orientation de P,
c’est-a-dire que pour toute hyperaréte h; € P avec 1 < i < k — 1, on change la téte
de h;, qui va devenir u; 1 au lieu de u;. Nous allons prouver qu’un tel chemin existe
toujours tant qu’il y a un nceud de degré sortant au moins [A] + 1. Soit u un nceud
tel que d™(u) > [A] et H = (V', E') un sous-graphe induit par tous les chemins
dirigés partant de u. Le nombre d’arétes dans H' est ) ., d*(v) pour tout v € V.
Supposons maintenant qu’aucun de ces chemins dirigés ne soit augmentant, alors
pour tout v € V' on a d*(v) > [A], par conséquent |E'| > |V'| - [A] < |E'|/|V'| >
[A] ce qui est impossible par définition de A.

(>) L’argument est simplement une application du principe des tiroirs. Consi-
dérons un sous-graphe avec m hyperarétes et n nceuds. Pour chaque hyperaréte, on
choisit un noeud comme téte, donc il y a un noeud qui aura un degré sortant d’au
moins m/n. Cet argument étant applicable pour tout sous-graphe, on en déduit
facilement 1’énoncé. O

On en déduit directement le corollaire suivant.

Corollaire 4.2. Considérons un systéme avec n neuds, f copies de m objets avec
un placement d’objets P et un ensemble de requétes Q. Soit Hp Uhypergraphe f-
uniforme du stockage et Hp o Uhypergraphe des requétes basé sur Hp et sur l'en-
semble Q). Le temps de complétion optimal est T:(Q) = [A(Hpg)]-

En résumé, le temps de complétion d’un ensemble de requéte a répartir entre un
ensemble de noeuds correspond a la densité maximum de ’hypergraphe des requétes
sous-jacent. Dans la sous-section suivante, nous présentons des bornes supérieures
et inférieures pour la densité maximum des graphes de requétes lorsque les requétes
sont soit unitaires soit non populaire (au plus m/n requétes par objets).

4.2.3 Bornes pour la densité des hypergraphes de requétes

Tout d’abord, nous présentons une borne supérieure applicable & tout hyper-
graphe et qui est basé sur la multiplicité maximum. Nous déterminons ensuite cette
multiplicité maximum pour les hypergraphes de requétes unitaires et non populaires,
ce qui nous permet de dériver des bornes supérieures sur la densité pour ces deux
distributions de requétes. Nous proposons également une borne inférieure, indépen-
dante de toute distribution de requétes.

4.2.3.1 Borne supérieure sur la densité maximum

Le premier résultat consiste a déterminer la densité maximum pour n’importe
quel graphe. L’argument est combinatoire et consiste a calculer pour tout sous-
ensemble de nceuds le nombre de combinaison de f nceuds dans cet ensemble. Ces
combinaisons correspondent aux "emplacements" possibles pour une hyperaréte de
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taille f. En prenant en compte la multiplicité maximum du graphe, qui correspond
au nombre d’hyperarétes ayant les mémes extrémités, on calcule la densité maximum
du graphe.

Lemme 4.3. Pour tout hypergraphe f-uniforme H avec m (multi-)arétes, A(H) <
m!=/7. (%)l/f ou M(H) est la multiplicité mazimum de H.

Démonstration. Un sous-graphe H' C avec n/; nceuds a au plus mys hyperarétes,
avec

Ce qui suit est équivalent.

!
Ny =

mys - f! 1/f
= ( M(H) >

On peut donc borner la densité de tout sous-graphe H' C H par

%)w

Considérons maintenant un sous-graphe H,,,, de densité maximum.

§(Hpaz) < (mp,. )7 (@)yf

IN

[]

Ce lemme nous permet donc de déterminer la densité de tout hypergraphe pour
peu que I'on connaisse sa multiplicité maximum. Nous allons donc déterminer la mul-
tiplicité maximum des graphes de requétes pour les distributions unitaires et non
populaires en considérant que le graphe du stockage sous-jacent est un graphe aléa-
toire. Ce graphe du stockage est construit selon un processus aléatoire qui consiste
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a choisir de maniére indépendante et uniforme, pour chaque objet, un ensemble de
f noeuds parmi ’ensemble des f nceuds possibles. On ajoute ensuite une hyperaréte
au graphe, avec comme extrémité les nceuds de ’ensemble. On peut se ramener a un
probléme d’urne classique dans lequel on alloue m balles dans N = (’}) urnes en choi-
sissant une urne de maniére aléatoire, uniforme et indépendante. Dans ce contexte,
la multiplicité maximum est représenté par la charge maximum d’une urne. Des
résultats précis pour calculer la valeur de cette charge maximum existent déja dans
la littérature (notamment [RS98]), toutefois nous utiliserons les résultats suivants,

plus facile & manipuler.

Lemme 4.4 (Charge maximum d’une urne). Considérons m balles allouées de ma-
niere aléatoire, uniforme et indépendante dans N urnes. La charge L maximum est
inférieure a :

1. 3280 qyec probabilité 1 — 1/N pour m < N/log N ;

log(N/m)
2. lggkl’fgj\jfv avec probabilité 1 — 1/N pour N/log N <m < N ;
3.7 mlj'v—gN avec probabilité 1 — 1/N pour N <m < NlogN ;

4. 7-(m/N) avec probabilité 1 —1/N pour m > N log N.

La preuve, laissée en annexe, utilise des outils probabilistes connus comme les
bornes de Chernoff ou encore ’approximation de la charge des urnes par une distri-
bution de Poisson.

On remarque facilement que dans le cas ou m < N/log N, on a

log N
loglog N

Nlog N) par 7 - W + 3log N afin de simplifier les calculs par la suite. On en
déduit le lemme suivant.

log N
Tog(N/m)

< log N. On peut donc majorer les trois premiers cas (pour tout m

<
<

Lemme 4.5. La multiplicité maximum d’un hypergraphe du stockage aléatoire f-
uniforme est inférieura a : i
— 7 % + 3log N avec probabilité 1 — 1/N pour f > logm _q

logn

— 7-(m/N) avec probabilité 1 — 1/N pour f < llzgg’z — 1.

Ce résultat sur la multiplicité du graphe aléatoire du stockage va nous servir de
base pour étudier la multiplicité du graphe des requétes.

Requétes unitaires Nous étudions tout d’abord les graphes de requétes pour un
ensemble de requétes unitaires. Dans ce cas, 'hypergraphe des requétes obtenu est
simplement un sous-graphe de I’hypergraphe du stockage. La multiplicité maximum
d’un tel graphe de requéte est donc bornée par celle du graphe de stockage. On en
déduit directement le lemme suivant :

Lemme 4.6. Soit H un hypergraphe du stockage aléatoire f-uniforme et soit Hq
un hypergraphe de requétes basé sur H et sur un ensemble de requétes unitaires Q).
La multiplicité mazimum M (Hg) est inférieure a

60 Noél Gillet



4. Impact de la réplication sur le temps de complétion

— 7 w + 3log N avec probabilité 1 — 1/N pour f > logm _ 9

logn

— 7-(m/N) avec probabilité 1 — 1/N pour f < &7 _ 1,

logn
avec N = (;ﬁ)

En combinant cet énoncé avec le Lemme 4.3 on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit H un hypergraphe du stockage aléatoire f-uniforme avec n neeuds
et m < n® hyperarétes, avec ¢ > 1. Soit Hg un hypergraphe de requétes basé sur H
et sur un ensemble () de m requétes unitaires. La densité mazimum A(Hg) est
iférieure a :

— 5-e- 2. (%g"‘f)l/f avec probabilité 1 — 1/N si f > 11(;gg7:: -1
— 3-e- 2 ()] quec probabilité 1 — 1/N si f < 11‘;gg7: -1
avec N = (?)
Démonstration. Grace au Lemme 4.3 on sait que
A(H) < mi=r. (M)l/f

< 7l

On remplace maintenant M (H) par la valeur donnée dans le Lemme 4.6. On a
donc deux cas a étudier.

Cas1: f>lem

logn

A(Hg) < m!™1 (@)w

7 1/f
S iy

5 1/f
§§~m11/f' (7.%logN+310gn>
epm 1/f
Sf.mlfl/f 7.%10gn+310gn
f nf
7 1/f
ge-m<21@-f-logn>
n m
7 1/f
§5~e'm(m‘f'10g“)
n \m
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Cas 2: f<lem _

logn

A(Hg) <m!~ V1. <@>1/f
< mi-Y1. ( )
T < %>

mi—1/1 ( m - ff )

m /m 1/f
)
n \m

Gréace a ces deux cas, on peut donc déduire I’énoncé. O

IN

IN

W oo Khlcm

IA

Requétes non populaires Nous considérons maintenant que les requétes ne sont

pas nécessairement unitaires, c’est-a-dire qu’on peut recevoir plus d’une requéte pour

un méme objet. Toutefois on considére qu’il n’est pas possible de recevoir plus de

m/n requétes pour un méme objet. On en déduit donc que la multiplicité d’un tel
m

graphe est bornée supérieurement par M (H )™, ou H correspond au graphe des
candidats. Plus formellement, on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit H un hypergraphe aléatoire du stockage f-uniforme et soit Hg un
hypergraphe de requétes basé sur H et sur un ensemble de requétes non populaires
Q. La multiplicité mazimum M (Hg) est inférieure a

— (7 ml})\,—gN +3log N) - ™ avec probabilit¢ 1 — 1/N pour f > lggTT — 1.

— 7- % qyec probabilité 1 — 1/N pour f < ll‘f;ng: —1.
ou N = (’; .

On peut maintenant déterminer la densité maximum.

Lemme 4.9. Soit H un hypergraphe aléatoire du stockage f-uniforme avec n neeuds

et m hyperarétes. Soit Hy un hypergraphe de requétes basé sur H et sur un ensemble

Q) de R requétes non populaires. La densité mazimum A(Hg) est inférieure a :
—b5-e- (2. f. log )/ avec probabilité 1 — 1/N si f > 8™ _ 1

n logn
— 3-e- 2 ()T quec probabilité 1 — 1/N si f < % -1

La preuve est trés similaire a celle du Lemme 4.7 et a été laissée en annexe.

4.2.3.2 Borne inférieure sur la densité maximum

Nous donnons dans cette sous-section une borne inférieure sur la densité maxi-
mum de tout hypergraphe de requétes f-uniforme, et ce quel que soit le graphe du
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stockage considéré. On suppose que les requétes sont unitaires, ce qui minimise la
multiplicité et donc la densité maximum. Afin de simplifier les notations, on notera

H le graphe du stockage et H le graphe des requétes. On définit my, = m - (I;) / (7;)

Lemme 4.10. Quelle que soit la valeur k € [f,n], il y a un sous-graphe Hy C H de
k neeuds tel que le nombre d’hyperarétes complétement contenues dans Hyest borné
inférieurement par my.

Démonstration. Le nombre d’ensemble de f noeuds est (?) donc le nombre moyen
d’hyperarétes complétement contenues par f nceuds est m/ (’}) Puisque le nombre
k), on en déduit qu’il existe

i
(7)

un sous-graphe H' de k nceuds qui contient complétement m - @] hyperarétes. [
s

d’ensemble de f nceuds dans un ensemble de £ noeuds est (

Lemme 4.11. Si R < my, on peut choisir un ensemble () de m requétes tel que
A(Hg) > R/k.

Démonstration. Supposons qu'un adversaire choisisse les requétes de telle sorte que
Hg corresponde au sous-graphe Hj;, C H décrit dans le Lemme 4.10. Il est clair que
les requétes ne peuvent étre allouées qu’a des noeuds de Hg, ce qui nous permet de
déduire I'énoncé. O

En utilisant ce lemme on en déduit le suivant.

Lemme 4.12. Pour un m donné, il y a une valeur k tel que m < my, avec A(Hg) >

%.(%)l/f.

Démonstration. On veut trouver le plus petit k tel que m < my.

B K-
mgm'(fT)_m'(k—f)!.n!
<k (n— f)!
- n!
n!
mmgkf

En utilisant 'approximation de Stirling on en déduit que

f
K >m-n s
1/f
k22.<—\/2'7_’m>
e e-m
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1/f
Donc en choisissant k = (n/e)- (%) on en déduit qu’il existe un ensemble

Q@ de requétes tel que

1/f
n VvV2-m-m
AlHa) 2 m/ ‘<—m>
om e-m 1/f> m s\ Yf
—‘(—m) 2o ()

]

Nous pouvons tirer plusieurs conclusions de cette borne inférieure. Tout d’abord,
on remarque que cette borne est proche de I'idéal m/n a un facteur (m/m)"/f prés.
En choisissant f = Q(log(m/m)), ce facteur devient donc constant et on se raméne
a l'idéal a une constante prés, quelles que soient les valeurs de m, m ou n. On
remarque également que les bornes supérieures présentées précédemment pour un
placement aléatoire sont trés proches de cette borne inférieure. On en déduit donc
qu’en optant pour un placement aléatoire et un nombre de candidat approprié,
obtenir une allocation proche de I'optimal nous garantit une bonne approximation
de l'idéal.

On applique maintenant cette borne au scénario particulier ot d’une part le
nombre d’objets est 1égérement plus grand que le nombre de nceuds et d’autre part
le nombre de requétes est égale au nombre de noeuds.

Corollaire 4.13. Considérons un systéme de n neuds stockant f copies de m = n®
objets (o > 1) et un ensemble de m requétes. Pour m = n et a > loglogn + 1, le
temps de complétion est au moins Q(logn) si on choisit f < logn, quel que soit le
placement d’objets considére.

Démonstration. Grace au Lemme 4.12, on sait que le temps de complétion est au

moins e - (2)Y/ > e (plglem)/J En choisissant f = logn on obtient la borne
suivante.

loglogn
e- (nloglogn)l/f Z e-n logn

loglogn
=e-exp <log (n log n ))

B loglogn1
= e-exp W ogn

=e-exp(loglogn) =e-logn

On en déduit ’énoncé. O]

64 Noél Gillet



4. Impact de la réplication sur le temps de complétion

Ce résultat confirme qu'un nombre logarithmique de copies est nécessaire pour
espérer garantir un temps de complétion proche de I'idéal dans un modeéle d’adver-
saire omniscient.

Nous concluons cette section en remarquant que le nombre de candidats requis
pour prévenir un comportement adversarial est en fait trés faible en pratique. En
effet, si on considére que le systéme est composé de n = 1000 nceuds de stockage,
alors logn ~ 7 et loglogn ~ 2.

4.3 Algorithmes Distribués

Dans cette section, nous présentons notre algorithme distribué d’allocation de
requéte et de gestion de copies. Nous présentons tout d’abord les hypothéses de
travail considérées puis nous décrivons de maniére assez informelle notre algorithme
afin de donner les idées de son fonctionnement.

4.3.1 Modéle distribué

Chaque noeud posséde une file de requétes en attente. On suppose que tous
les noeuds peuvent communiquer entre eux et connaissent, pour tout objet o qu’ils
stockent I’ensemble P(0) des noeuds candidats.

Parmi les nceuds, nous en distinguons un en particulier que nous appelons la
racine et que nous notons R. La racine joue un role prépondérant dans le calcul de
la popularité et I’estimation de la charge moyenne.

On rappelle que nous considérons un modéle hors-ligne ot toutes les requétes a
allouer sont présentes sur le systéme. Par contre, une requéte peut étre initialement
regue par n’importe quel nceud du systéme de maniére distribuée. Ce noeud va donc
jouer le role de coordinateur et envoyer la requéte & un ou plusieurs nceuds candidats
(voir sous-section 4.3.1). Une fois la coordination terminée, une requéte ne pourra
étre supprimée de la file que lors de ’exécution de ’algorithme d’allocation.

On précise enfin que les communications se font de maniére asynchrone mais
qu’aucun nceud n’est en panne. Tous les nceuds peuvent communiquer entre eux.
On suppose qu’'un message envoyé a un noeud sera regu en au plus une unité de
temps.

Phase 1 : Gestions des copies Notons m; le nombre de requétes regues par
le systéme pour un objet 0; € O et f; > f le nombre de copies pour cet objet.
Initialement, on a donc f; = f. Nous redéfinissons légérement la notion de popularité
en considérant qu'un objet est populaire si % > " mais non populaire dans le cas
contraire. Intuitivement, un objet o est populaire si méme en répartissant au mieux
les requétes concernant o entre les différents noeuds candidats, il est impossible

d’atteindre 'idéal.
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L’évaluation de la popularité sera effectuée par la racine, avant le début de
I’allocation. La racine va procéder a une premiére diffusion/agrégation afin de
récolter des statistiques sur le nombre de requétes recues pour chaque objet. Grace
aux informations de popularité envoyées par les noeuds, la racine est capable de
déterminer si un objet est populaire ou non. Lorsqu’un objet o est détecté comme
étant populaire, la racine va choisir |m;-n/m| — f; nouveaux nceuds candidats
différents de maniére aléatoire et uniforme. Chacun de ces nocuds va recevoir une
copie de o.

La racine diffuse ensuite a tous les nceuds les emplacements de ces copies addi-
tionnelles.

Nous ferons référence a ce protocole par Copies-management dans le reste du
manuscrit.

Phase 2 : Coordination des requétes On suppose maintenant que les copies
additionnelles ont été ajoutées et que les nceuds connaissent leurs emplacements. On
se place ici du point de vue d’un nceud coordinateur u. La stratégie utilisée pour
I’allocation des requétes regues pour un objet o dépend de la popularité de o. On
distingue deux cas de figure :

1. Si o n’est pas populaire, u va transmettre les requétes a tous les nceuds
candidats.

2. Si o est populaire, pour chaque requéte regue ¢,, le nceud u va choisir un
nouveau noeud candidat grace a l’algorithme du tourniquet.

Phase 3 : Allocation des requétes non populaires Aprés cette étape de co-
ordination, il faut encore prendre une décision d’allocation pour les requétes non
populaires. Pour cela, nous exécutons une adaptation de l’algorithme AvrDeg pré-
senté dans le Chapitre 3. En effet, comme par hypothése les noeuds ne peuvent pas
tomber en panne, il est tout a fait envisageable d’utiliser une barriére de synchroni-
sation.

On précise que les noeuds peuvent distinguer si une requéte est populaire ou non.
Ils peuvent également savoir si une requéte est simplement en attente ou bien déja
allouée de maniére permanente.

Nous rappelons briévement le fonctionnement de I’algorithme. Soit E(u) le nombre
de requétes en attente dans la file de u. La racine va estimer la charge moyenne /,,,
des neeuds ayant des requétes en attente et diffuser cette valeur. Un noeud u qui
apprend que sa charge £(u) est inférieure a (1 + €) - f4,, va s’activer et s’affecter de
maniére permanente toutes les requétes de sa file. Les autres nceuds candidats sont
informés de cette décision et suppriment les requétes correspondantes, sauf s’ils se
sont également activés au préalable. Aprés toute activation, la racine est informée
du nombre de requétes affectées a un noeud. Aprés avoir recu une réponse de tous
les noeuds, la racine recalcule la charge moyenne Coor et diffuse cette valeur & tous
les noeuds. On réitére ce processus jusqu’a ce que tous les nceuds aient été activés.
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4.4 Analyse du temps de complétion

Nous étudions maintenant les performances de I’algorithme présenté dans la sec-
tion précédente. On rappelle que la gestion de copies est effectuée avant de commen-
cer l’allocation et que les requétes sont permanentes. Tout d’abord faisons ’obser-
vation suivante.

Observation 4.1. Soit T le temps de complétion pour un ensemble de requéte apres
tout algorithme d’allocation. Soit T, le temps de complétion en considérant uni-
quement les requétes non populaires et T, le temps de complétion en considérant
uniquement les requétes populaires, alors T < T, +T,,.

Nous faisons donc de maniére indépendante l’analyse de AvrDeg pour les requétes
non populaires (Lemme 4.15) et de l'algorithme du tourniquet pour les requétes
populaires (Lemme 4.17). Nous en déduisons ensuite une borne supérieure sur le
temps de complétion globale de notre algorithme (Théoréme 4.18).

4.4.1 Requétes non populaires

L’algorithme AvrDeg a déja été étudié pour le cas f = 2, nous nous proposons
de généraliser cette étude pour le cas f > 2. Nous nous intéressons au probléme
de graphe sous-jacent de l'orientation minimum. Soit H = (V, E) ’hypergraphe de
requétes a orienter. Contrairement a la structure de données de graphe manipulée
dans le chapitre 3, on considére que le graphe est initialement non orienté et on
oriente au fur et a mesure ses hyperarétes. Le degré non orienté d(u) correspond au
nombre de requétes en attente ¢(u) et on va donc chercher a déterminer le degré
moyen dgy,.

Soit DT(H) le degré sortant maximum a la fin de I’algorithme, on montre le
lemme suivant :

Lemme 4.14. Soit H un hypergraphe des requétes f-uniforme représentant un en-
semble de requétes non populaires. Apres l'exécution de AvrDeg, on obtient la garan-
tie swivante.

DY (H) < [f-(14¢)- A(H)]

= f’:fj = [+ 6(H;) ou
H; représente le sous-graphe f-uniforme non-orienté de H apres la diffusion 4 de la
racine. On en déduit que la racine ne diffuse jamais de valeur supérieure a f-A(H), ce
qui implique qu'un nceud ne peut pas avoir un degré sortant supérieur a [(1 4 €) fA]

aprés activation. O

Démonstration. La valeur de davr(Hi) est o

En combinant ce lemme avec le Lemme 4.1, on en déduit donc que AvrDeg est
une f approximation de I'optimal. Concernant le temps d’exécution de I’algorithme,
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il est de O(log,, . -Ts) rondes, ot Tz correspond au nombre de rondes nécessaire afin
de diffuser un message a tous les nceuds (voir Section 3.1 pour plus de détails).

On peut maintenant se servir des résultats obtenus dans la Section 4.2 sur la
densité des graphes de requétes afin de déterminer les performances vis-a-vis de
I'idéal. Nous avons vu qu'un nombre de candidats de lordre de Q(log(m/n)) per-
met d’approximer 1’idéal & une constante prés. Toutefois, il faut également prendre
en compte I'approximation de notre algorithme afin de déterminer le nombre de
candidats approprié. Nous prouvons le lemme suivant :

Lemme 4.15. Le temps de complétion obtenu avec AvrDeg est O(f-™) avec grande

probabilité en fixant la valeur de f comme suit :
[(a—1)logn] sia>2
f=1 [2logn] sil—l—lc’il%<a<2
[loglogn]| sinon

Démonstration. Considérons I’hypergraphe des requétes H sous-jacent. Nous avons
prouvé dans le Lemme 4.14 que le degré sortant maximum D™ (H) est borné par
f-(1+¢€) - A(H) avec AvrDeg. Afin de simplifier les calculs, supposons que € = 0.
Nous nous concentrons sur le cas ol on ne peut pas recevoir plus de m/n requétes

identiques. On remarque tout d’abord que z'/°&® = exp(loé:c logz) = exp(l) et

z'/* = exp(2log z) < exp(1).
Considérons le cas a > 2. Si f > logn, on obtient la borne suivante :

m m 1/f
A(H) < be— (f -logn - —)

n n

N Y
o0 (7)
n \n
On conclut facilement, en étudiant la dérivée, que le minimum est atteint pour

f =log % = log % = («a - 1)logn, qui est plus grand que logn pour le cas consi-
déré. Puisque (m/n)t/1°80m/") = " on déduit la borne suivante pour le degré sortant
maximum avec AvrDeg.

N UV f
+ < f. g (m
DT(H) < f-Be n (n)
o am iy e/
= log(m/n)5e " ( >

564T

n
= log(m/n)
=(a—1)logn- pet

n

Pour a < 2, on a (logm/logn) —1 < 1 donc on considére uniquement la borne

A(H) < 3e™ (f -logn - %)1/ ! En utilisant des arguments similaires a ceux du cas
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précédent, on en déduit que si 1+1oi1% < a < 2etsion choisit f = [(a/2)logn] >
log n alors :

A(H) <5-¢*- (m/n) - (m/n)"/
<5-¢* (m/n)- (n)"/7

Ce qui implique la propriété suivante pour le degré maximum avec AvrDeg.
DY (H)< f-5-€-(m/n)- (n)"/f
< (a/2)logn - 5e* - (m/n)

Finalement si o < 1+ 101%)1% et f = loglogn, alors

A(H)<5-¢*- (m/n)- (f-logn -m/n)"//

3 loglogn

<5-¢e’-(m/n)-(f-logn-n) foen

Ce qui implique que

D+(H) <f-5- &3 (m/n) - (08108 n)/(flogn)
loglogn

< (loglogn) -5 - € (m/n) - nislosniogn
< (loglogn)-5-€® - (m/n) - n'/losm
< (loglogn)-5-e*- (m/n)

Pour résumer, on obtient un temps de complétion de O(f - (R/n)) en choisissant
f = O(logn), quelle que soit la valeur de . ]

4.4.2 Requétes populaires

Nous analysons maintenant les performances de I’algorithme du tourniquet utilisé
pour répartir les requétes populaires entre les candidats, y compris ceux ajoutés ad-
ditionnellement par l'algorithme Copies-management. Nous montrons tout d’abord
le lemme suivant.

Lemme 4.16. Au plus n candidats supplémentaires sont ajoutés par l’algorithme
Coptes-management.

Démonstration. On remarque tout d’abord que la somme de ZZI m; = m. On en
déduit la borne suivante sur le nombre de candidats additionnels :
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Il y a donc au plus n candidats additionnels pour les requétes populaires. O

On étudie maintenant le temps de complétion de l'algorithme du tourniquet en
supposant que les copies additionnelles ont déja été ajoutées.

Lemme 4.17. Apres avoir appliqué ’algorithme Coptes-management, un neud re-
coit au plus 12f copies d’objets supplémentaires avec probabilité 1 — 1/n.

Démonstration. Considérons un nceud u et supposons qu’il y a £ < n requétes
populaires. Soit X; une variable aléatoire binaire qui vaut 1 si u est candidat pour
une requéte populaire ¢; et 0 sinon. Puisqu’il y a f; > f candidats pour ¢;, on en
déduit que P(X; = 1) = f;/n. En sommant sur toutes les requétes populaires, on en
déduit que le nombre de copies additionnelles regues par u est X = Zle X;. Par la
linéarité de I'espérance, on en déduit que E[X] = £(f + 1). En utilisant les bornes
de Chernoff, on obtient pour toute constante ¢ > 1 :

P(X > (1+¢)E[X]) < e P2

Si on fixe c tel que cE[X]/3 > 2logn, on obtient que P(X > (1+c)E[X]) < 1/n%.
Puisque ¢ > 1, alors (1 + ¢)E[X]| < 2c¢E[X] < 12logn < 12f. En appliquant
I'inégalité de Boole sur les n variables aléatoires de méme espérance, on en déduit

qu’aucun neeud n’est candidat pour plus de 12 f requétes populaires avec probabilité
1—1/n. O

4.4.3 Théoréme principal

Aprés avoir étudié séparément le temps de complétion pour les requétes non
populaires et les requétes populaires, en appliquant respectivement les algorithmes
AvrDeg et du tourniquet, nous prouvons le résultat principal de notre chapitre.

Théoréme 4.18. En combinant Coptes-management, AvrDeg et ['algorithme du

tourniquet avec f = (max{log n,log %H , le temps de complétion est d’au plus O(f -

) avec grande probabilité.
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Démonstration. Le cas des requétes non populaires ayant déja été traité, nous allons
étudier le nombre de requétes regues par un noeud pour des requétes populaires. On
suppose que 'algorithme Copies-management a déja été appliqué. Par définition, on
a donc m; < f;-m/n pour toute requéte ¢;. Soit m; ; le nombre de requétes envoyées
par un nceud u; pour la requéte g;. La décision est prise localement par chaque
neeud, qui applique 'algorithme du tourniquet parmi les f; candidats. Donc un nceud
candidat pour une requéte ¢; recoit au plus | 2| < % + 1 requétes identiques a
¢; envoyées par le noeud u;. Au total, il doit répondre & au plus % +n<m/n+n
requétes identiques & ¢;. D’apres le Lemme 4.17, on sait que u est candidat pour au
plus 12f requétes populaires. Le temps de complétion est donc au plus

12f(R/n + n)

En prenant m > n? on en déduit que le temps de complétion est O((a —
1)logn2), borne identique au cas des requétes non populaires. O

n

4.5 Conclusion du chapitre

Nous avons étudié dans ce chapitre 'impact que le nombre de candidats pou-
vait avoir sur le temps de complétion d’'un algorithme. Nous avons montré qu’'un
placement d’objet aléatoire permet de garantir un temps de complétion proche de
I'optimal, & une constante pres.

Nous avons proposé un algorithme distribué d’allocation de requétes et de ges-
tion de popularité, combiné & un placement d’objets aléatoire. Dans ce contexte,
notre algorithme est une O( f)-approximation de 'optimal pour tout f et une O(f)-
approximation de I’idéal lorsque f est logarithmique. Cette performance est garantie
pour toute distribution de requétes.

Plusieurs questions naturelles se posent comme perspectives.

Question 4.1. Que peut-on garantir si les requétes ont un poids différent ¢

L’extension naturelle de nos travaux consiste a étudier les performances de notre
algorithme avec des poids hétérogénes. En effet, concernant AvrDeg, seule la défini-
tion de charge moyenne serait a réviser pour pouvoir appliquer 1’algorithme a ce cas
particulier. Si on définit la charge d’un nceud comme la somme des poids des requétes
qu’il doit traiter, un noeud aurait une charge d’au plus max{wmaz, (1 + €) Loy}, OU
Ly correspond ici & la charge moyenne maximum pour tout ensemble de nceuds
et Wae au poids maximum d’une requéte. En ramenant ce probléme a 1’étude de
la densité de I’hypergraphe pondéré sous-jacent, on doit pouvoir garantir que cette
borne est une bonne approximation de 'optimal. Il resterait toutefois a déterminer
a quel point on est loin de I'idéal.

Question 4.2. Que peut-on garantir si le choix des requétes suit une distribution
de probabilité particuliére ¢
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P

Dans le cas que nous avons considéré ici, les requétes étaient choisies par un
adversaire omniscient qui tentait de surcharger le systéme. Nous cherchons donc des
garanties dans le pire cas. Nous avons également présenté des travaux étudiant un
choix de requétes aléatoire uniforme en considérant différents nombres de candidats
par requétes (|[CSWO7|, [GW10]). Dans le premier cas, nous avons montré qu’'un
nombre logarithmique de candidats est nécessaire pour contrer un adversaire. Dans le
deuxiéme cas, a I'inverse, un nombre de candidats égal & 2 est suffisant pour garantir
un temps de complétion idéal. Il serait intéressant par exemple de regarder des
distributions de probabilité plus représentatives de distributions réelles. Les graphes
aléatoires en loi de puissance dit RPLG [Lu01] par exemple ont un degré en moyenne
constant si le logarithme de la taille du graphe est constant et semblent donc étre
des candidats naturels pour I’étude de densité. On peut espérer qu'un facteur de
réplication sous-logarithmique ou méme constant pourrait permettre d’obtenir une
bonne approximation de I'idéal.
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Allocation différée d’un flux de
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A Tinverse des chapitres précédents, nous ne considérons pas dans ce chapitre
un modeéle hors-ligne ot toutes les requétes ont été regues par le systéme avant
de prendre une décision d’allocation. Les requétes arrivent en flux et doivent donc
étre allouées au fur et & mesure de leur arrivée. De plus, il faut aussi prendre en
compte que les requétes sont traitées par les nceuds et ne restent donc pas de facon

permanente dans les files d’attente.

73



5.1. Préliminaire

Une autre contrainte que nous abordons ici est I’évolution potentielle de la dis-
tribution des requétes. En effet, un objet fortement demandé sur une période de
temps donnée peut tout & fait ne plus étre demandé du tout sur une autre période
de temps. L’application immédiate de notre gestion de copies présenté dans le Cha-
pitre 4 peut donc s’avérer problématique, car elle ne permet dans 1’état actuel que
d’ajouter des copies.

La solution adoptée dans ce chapitre consiste a faire le bilan des requétes recues
a intervalles de temps réguliers et de mettre a jour le systéme afin d’adapter le
nombre des copies en fonction de I’évolution de la popularité des objets. De plus,
nous prenons en compte les requétes déja allouées & un noeud lors de I'allocation de
requétes récentes et procédons a une prise de décision différée pour I'allocation.

Les expériences présentées dans ce chapitre ont été réalisées avec Frédérique
Lalanne, ingénieur de recherche au LaBRI. Une partie de ces expériences a été
présentée a la conférence BDA 2016 [GHL16].

5.1 Préliminaire

Nous avons pu voir dans le chapitre précédent (cf. Chapitre 4) que la répli-
cation d’objet permet de garantir de bonnes performances sur le temps de com-
plétion dans un modéle hors-ligne. En particulier, nous avons vu que l'algorithme
Copies-management qui consiste & adapter le nombre de copies d’objets en fonction
de leur popularité permet de garantir un temps de complétion proche de I'optimal.

L’objectif principal de ce chapitre consiste donc a mesurer expérimentalement
I'impact de la réplication sur le temps de réponse aux requétes lorsque celles-ci
arrivent en flux. On précise que 'on ne considére pas de migration d’objets et que
I’on cherche & minimiser le nombre de suppressions et de créations de copies.

Nous étudions également dans ce chapitre les solutions d’allocation en-ligne mais
avec prise de décision différée. L’idée consiste a exécuter en paralléle un algorithme
d’affectation proche de AvrDeg et de mettre a jour les copies d’objets en fonction de
I’évolution de la distribution des requétes.

Nous avons choisi d’utiliser la base de données distribuée Apache Cassandra afin
d’implémenter nos algorithmes. L’allocation des requétes dans Cassandra se faisant
de maniére en-ligne et avec prise de décision immédiate, on pourra donc mesurer
I’apport éventuel de la prise de décision différée. Nous présentons ce systéme dans
la Section 5.2.

Nous présentons ensuite une combinaison d’algorithmes distribués qui sont des
adaptations dans le modéle de flux des algorithmes AvrDeg et
Copies-management (cf. Section 5.3). Notamment, nous utilisons pour I’allocation
une nouvelle notion de charge qui tient compte des requétes déja allouées a un neceud.
Pour la gestion de copies, un nceud racine va faire le bilan de la popularité des objets
et adapter le nombre de copies, en prenant en compte les baisses de popularité.

Nous menons enfin une étude expérimentale sur une version modifié de Cassandra
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(¢f. Section 5.4). Nous présentons les modifications qui ont été apportées au systéme
afin de pouvoir implémenter nos algorithmes ainsi que le protocole expérimental mis
en place, les jeux de données utilisés ainsi que les résultats des expériences. On
montre notamment que notre gestion de copies permet un réel gain de performance
dans la quasi-totalité des scénarios considéreés.

5.2 Présentation de Apache Cassandra

Dans le Chapitre 4, nous avons étudié d’un point de vue théorique I'impact
du nombre de candidats sur le temps de complétion pour un ensemble de requétes
donné. Nous avions notamment illustré ce cas d’étude en se placant dans le contexte
des bases de données distribuées. Dans ce chapitre, nous menons une étude expéri-
mentale dans ce type de systémes afin d’évaluer les performances de nos algorithmes
en pratique. Nous avons opté pour le systéme distribué Apache Cassandra [Cas|, ini-
tialement développé par Facebook [LM10|, qui est massivement utilisé par de nom-
breuses applications gérant de grandes masses de données et une grande quantité
de requétes. Sans chercher a étre exhaustif, on pourra citer par exemple Instagram,
Netflix ou encore GitHub (source [Cas]).

Les fonctionnalités décrites dans le reste de cette section correspondent a la
version 2.1 de Apache Cassandra .

5.2.1 Architecture du systéme

Les nceuds de stockage dans Cassandra sont organisés comme un réseau pair-a-
pair dans lequel un noeud peut a la fois émettre des requétes et y répondre. Afin de
faire des requétes sur les données stockées, un client peut se connecter a n’importe
quel nceud du systéme. Lorsqu’un noeud recoit une requéte, il va ensuite jouer le role
de coordinateur pour cette requéte et la rediriger vers un noeud pouvant la traiter,
c’est-a-dire un noeud stockant 1'objet concerné par la requéte. Cette redirection va
dépendre de la stratégie d’allocation choisie (cf. Figure 5.1).

Chaque noeud envoie a intervalle de temps régulier des informations statistiques
aux autres nceuds, comme son statut ou bien le temps de réponse moyen aux re-
quétes. Au cours de ce protocole de communication appelé gossip, un noeud choisit
aléatoirement un autre nceud pour envoyer ces informations. De plus, il envoie égale-
ment un message a un noeud parmi un ensemble de nceuds appelés seeds. Ces noeuds
ont donc une information trés récente de I’état du systéme.

1. La documentation est disponible & ’adresse http://docs.datastax.com/en/cassandra/2.

1/
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5.2. Présentation de Apache Cassandra

[o] (o]

FIGURE 5.1 — Illustration de ’envoi d’une requéte a une base de données distribuée
par un client. Ici le client fait une requéte pour un objet o stocké par les nceuds C'
et D. C’est le nceud B qui recoit la requéte et qui va ensuite la transférer a I'un des
deux noeuds candidats.

5.2.2 Les données

Afin de simplifier, on considére que les données sont représentées sous forme
d’une table a plusieurs colonnes, qui sont aussi appelées des attributs. Cette table
est ensuite partitionnée en lignes qui sont stockées de maniére distribuée par les
neeuds. Nous ferons référence a un objet pour désigner une ligne ou un ensemble
de lignes de la table. Chaque objet est associé & une clé primaire permettant de le
distinguer du reste des données. Cette clé primaire peut directement étre utilisée
pour le partitionnement des données. Il existe également des clés primaires com-
posites constituées notamment d’une clé de partition, qui permet de déterminer le
placement de l'objet. Typiquement, une clé est un ensemble de colonnes de la table.
Dans le reste de cette description, on utilisera le terme de clé de partitionnement
pour désigner la clé utilisée pour placer les objets.

Chacune des clés de partitionnement va étre associée a un identifiant dans un
espace d’adressage, que 1’on représente généralement sous la forme d’un anneau. Cet
identifiant est choisi par le partitioner. Le partitioner peut utiliser les fonctions de
hachage MurmurHash (fonction non-cryptographique) ou MD5 (fonction cryptogra-
phique). Dans les deux cas, ces fonctions utilisent le principe du hachage consistant
décrit dans [KLLT97] pour répartir équitablement les données entre les noeuds.

Chaque nceud est également associé & un identifiant unique dans I’anneau. Soient
id(uy), ..., id(u,) ensemble des identifiant tel que id(u;) < id(u;) si ¢ < j. Un
neeud u; est responsable de l'intervalle allant de l'identifiant précédant id(u;—1) a
son identifiant id(u;). Les identifiants des nocuds sont choisis de maniére a ce que
ces intervalles soient identiques pour chaque nceuds.

Soit h la fonction de hachage utilisée par le partitioner et soit h(k,) le résultat de
la fonction de hachage sur la clé de partition k, de ’objet 0. Cet objet sera stocké par
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foo 23 | Bordeaux @ e

bar 48 Marseille
hello | 35 Paris

clé de partition @‘ @

h(llfooll)

FIGURE 5.2 — Illustration de la répartition des objets entre les nceuds. La figure de
gauche représente la table a partitionner. La colonne servant de clé de partition est
coloriée en rouge. Dans notre exemple, la valeur de hachage h(” foo”) est comprise
dans l'intervalle géré par le nocud D. Ce dernier stockera donc cette ligne.

le nceud responsable de l'intervalle d’identifiant contenant h(k,) (cf. Figure 5.2). Les
fonctions de hachage utilisées permettent de garantir un bon équilibrage du stockage
et un nombre de migrations d’objets limité en cas de panne d’un noeud.

Cassandra propose également un systéme de serveurs virtuels, afin d’affiner la
répartition des objets entre les nceuds.

5.2.3 La réplication

Les objets stockés sont répliqués un nombre constant de fois (3 par défaut)
afin de garantir une meilleure disponibilité. Bien que ce facteur de réplication soit
paramétrable, il est cependant identique pour tous les objets.

Contrairement au placement de 'objet original, le placement des copies se fait
de maniére déterministe. La premiére stratégie appelée SimpleStrategy consiste a
placer les copies d’objets sur les noeuds qui suivent ’'emplacement de ’objet original.
Une autre stratégie appelée NetworkTopologyStrategy consiste a tenir compte de
la topologie du systéme (rack, data center,...).

5.2.4 Equilibrage de charge

Par défaut, un coordinateur alloue une requéte & un des nceuds candidats im-
médiatement apres la réception. Pour choisir le noeud qui va recevoir la requéte,
un mécanisme appelé dynamic snitch est utilisé. Informellement, le dynamic snitch
consiste a mesurer la performance des différents nceuds candidats pour répondre a
cette requéte par le passé et a choisir le plus performant pour 'allocation.

Nous nous référerons a cet algorithme par Alloc-Cassandra dans le reste du
manuscrit.
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5.2.5 Mise en tampon

Il existe des phénoménes de mise en tampon par les noeuds lors de 'étape de
coordination. Plus précisément, un noeud coordinateur peut transférer un nombre
limité de requétes aux noeuds candidats et doit attendre la réponse d’un nceud
avant de lui envoyer une nouvelle requéte. En fonction de la fréquence d’injection
des requétes par le client, le noeud coordinateur va donc conserver un nombre plus
ou moins important de requétes.

5.3 Algorithmes distribués

Nous présentons ici les modifications apportées aux algorithmes AvrDeg et
Copies-management afin de les rendre utilisables avec un flux de données. En pa-
rallele, un neeud va également traiter la premiére requéte de sa file. La principale
différence avec les algorithmes précédents est que nous prenons en compte 1'évolu-
tion de la distribution des requétes regues, notamment pour la gestion de copies, et
I’évolution de la charge des noeuds au fur et & mesure du traitement des requétes.

Initialement, il existe f copies de chaque objet. Les objets (et toutes leurs copies)
sont placés de maniére aléatoire et uniforme et on note P ce placement d’objets. On
rappelle que P(0) est ’ensemble des nceuds du systéme ayant une copie de l'objet o.
Afin de simplifier la présentation, on pourra utiliser la notation P(q) pour désigner
I’ensemble des noeuds candidats pour une requéte g. De maniére générale, un noeud
u maintient :

— une file de requétes en attente F,. On précise quun noeud peut distinguer si
une requéte de la file est déja allouée ou non.

— une variable curr, qui correspond a la requéte traitée actuellement par wu.

— le placement d’objets P

Un des noeuds du systéme est distingué des autres et s’appelle la racine, notée R.
La racine maintient en plus un tableau L avec la charge de chaque nceud ainsi qu'un
vecteur m = {my,...,m,,} o m; correspond au nombre de requétes regues pour
un objet o;.

Nous utilisons également une notion de charge différente, a savoir que nous tenons
compte des requétes déja allouées & un noeud. Cette notion de charge provient de
I'algorithme Selfless présenté dans [CSWO07|. Plus précisément, si on note (u) le
nombre de requétes déja allouées a un noeud u et E(u) le nombre de requétes qui ne
sont pas allouées dans la file, alors on définit la charge mizte 0*(u) = 20(u) + £(u).
On note ¢, la charge mixte moyenne du systéme. Cependant, afin de simplifier la
présentation, nous utiliserons le terme de charge au lieu de charge mixte dans le
reste de ce chapitre.

Enfin on précise que les nceuds communiquent par envoi de messages. Nous dé-
crivons les différents types de messages existants :
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— envoi d’un message de suppression (delete, ¢) a tous les noeuds de P(q).

— envoi d'un message de diffusion (broadcast, ¢}, ) & tous les noeuds si u est
la racine.

— envoi de la charge (load, ¢*(u)) par un nceud u a la racine.

— envoi d’'un message (coord, ¢) par un noeud coordinateur a la racine.

— envoie d’un message (update,P) par la racine a tous les noeuds lorsque le
placement d’objet évolue.

Nous donnons maintenant plus de détails sur I’algorithme et notamment sur les

actions a effectuer lors de la réception d’un de ces messages.

5.3.1 Coordination et traitement des requétes

On considére qu’un client peut se connecter & n’importe quel noeud du systéme
afin de faire des requétes. Supposons qu’un noeud u recoit une requéte ¢ de la part
du client, il va transférer ¢ a tous les nceuds candidats de P(q) et avertir la racine
R de la réception de cette requéte. La racine va ensuite mettre a jour son tableau
de popularité.

Concernant le traitement, u traite la premiére requéte ¢ = F,[0] de sa file F,
(si F,, # 0) puis envoie un message de suppression (delete, ¢) a tous les noeuds de
P(q) afin qu’ils suppriment ¢ de leurs files respectives. Cet algorithme simple de
défilement sera appelé Naive dans le reste du manuscrit.

5.3.2 Gestion des copies

La gestion des copies sera gérée par la racine qui va, a intervalle régulier, appli-
quer l'algorithme Copies-management décrit dans le chapitre précédant (voir 4.3).
Cependant, cet algorithme ne peut qu’ajouter des copies pour des objets populaires
et ne prend pas en compte une éventuelle baisse de la popularité. Afin de palier ce
probléme, nous ajoutons un mécanisme de suppression de copies.

On rappelle que m; correspond au nombre de requétes regues pour un objet o; et
fi le nombre de copies de o; déja présentes sur le systéme. Si m;/f; < m/n, alors la
racine va supprimer max{0, f; —2 — |m; - n/m]}. On remarque qu’on garantit ainsi
qu’il y a toujours au moins 2 copies de chaque objet sur le systéme.

On peut également paramétrer le seuil de suppression et de création de copies
grace & deux variables p > 1 et p’ < 1. Plus précisément sim;/ f; € [p'(m/n), p(m/n)],
alors le nombre de copies sera mis a jour. On présente dans ’algorithme 10 les détails
de Copies-management.

Aprés avoir effectué les mises a jour, R va avertir les nceuds des nouveaux em-
placements des copies en envoyant un message (update, P). Il va ensuite remettre
a 0 toutes les valeurs du vecteur m.
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Entrée: p,p' € Q
pour tout objet o; faire
si m;/fi > p-m/n alors
ajouter |m; - n/m] — f; copies de maniére aléatoire et uniforme
si m;/f; <p'-m/n alors
supprimer max{0, f; —2 — |m; - n/m|} copies de maniére aléatoire et uni-
forme.

Algorithme 10 — Algorithme Copies-management dans le modéle de flux

5.3.3 Allocation de requétes

Contrairement & la proposition présentée dans le chapitre 4, nous utilisons un
algorithme similaire AvrDeg pour l'allocation de toutes les requétes regues, quelle
que soit la popularité des objets demandés.

Chaque noeud u va communiquer réguliérement sa charge ¢*(u) a la racine. Aprés
chaque message (load, £*(u)) requ, la racine va recalculer la valeur ¢*,  correspondant
a la charge moyenne des noeuds. Soit ai la derniére valeur diffusée par la racine et
¢ > 1 un paramétre de l'algorithme, si £} . & [*£,c - apg] alors la racine va diffuser
e, et faire ag < 07, .

Lorsqu’un nceud u regoit un message de diffusion (broadcast, ¢* ), il teste si
C(u) < (L4 e)l:,.. Siclest le cas, il s’active et s’alloue toutes les requétes de sa
file I, et envoie aux autres noeuds candidats un message de suppression (delete, ¢)
pour toute requéte ¢ € F,. Ce test d’activation est également effectué lors de la
réception d'un message de suppression.

Nous nous référerons a cet algorithme par AvrDeg-online dans la suite du ma-

nuscrit.

5.3.4 Deétails des algorithmes

Nous présentons maintenant le détail des algorithmes en se placant respective-
ment du point de vue d’un nceud quelconque u (Algorithme 11) et de la racine du
systéme (Algorithme 12). Pour 'algorithme de la racine, on ne décrit que les actions
supplémentaires qui ne sont pas effectuées par les autres noeuds.

5.4 Evaluation expérimentale

Dans les expériences présentées dans cette section, nous nous intéressons au
comportement de nos algorithmes en fonction de la distribution des requétes émises
par le client mais également en fonction de la fréquence a laquelle le client injecte
les requétes sur le systéme.

La fréquence d’injection joue bien évidemment un réle primordial sur le temps de
réponse aux requétes. Soit 7 le temps de traitement d’une requéte par un nceud et
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Entrée: ¢, T,
/* Coordination */
pour toute requéte ¢, a coordonner faire
envoyer ¢, a chaque noeud v € P(0)
envoyer (received,q,) & R

/* Naive */
si F,, # () alors
curr, + F,[0]
pour tout neeud v € P(curr,) faire
envoyer (delete, curr,) a v

traiter curr,
/* Traitement des messages */
pour tout message M regu faire
si M = (delete, ¢) alors
si curr, # q alors
supprimer ¢ de F,
si M = (update, P) alors
mettre a jour le placement d’objet
si M = (broadcast, ¢’ ) alors

) Yavr

sil*(u) < (1+¢€)l;,, alors

pour tout g € F, faire
envoyer (delete, q) a tout nceud v € P(q)

/* Envoi de la charge */
chaque T, unité de temps faire
envoyer (load, ¢*(u)) a la racine.

Algorithme 11 — Algorithme local d’un neeud u
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Entrée: ¢, ¢, Tyop, 0, P’
/* Initialisation */
pour tout objet o; faire
pour tout nceud u faire
Llu] =0
/* Traitement des messages */
pour tout message M recu faire
si M = (load, (*(u)) alors
Liu) + 0*(u)
calculer la charge moyenne ¢

si (. & [°E,c- ag| alors

*
avr

envoyer (broadcast, ¢, ) a tous les nceuds.

» Favr
AR < é:m,
si M = (coord, ¢,,) alors
/* Gestion des copies */
chaque 7}, unités de temps faire
exécuter Copies-management(p,p’)
réinitialiser le vecteur m

envoyer (update, P) a tous les nceuds

Algorithme 12 — Algorithme local de la racine R
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supposons pour simplifier que ce temps de traitement soit identique pour toutes les
requétes indépendamment du noeud qui va les traiter. Un noeud pourra donc traiter
au plus 1/7 requétes par seconde. Si le systéme a n nceuds, alors on pourra traiter
au mieux n/m requétes par seconde. Supposons maintenant que le client injecte plus
de n/m requétes par seconde, il clair que le systéme, méme dans I'idéal, ne pourra
pas tout traiter en une seconde et devra mettre en attente un certain nombre de
requétes. On dit dans ce cas que le systéme est saturé. Cette notion de saturation
est fondamentale car elle peut générer des phénoménes de mise en tampon plus ou
moins important si les requétes sont mal réparties entre les noeuds.

Aprés avoir présenté les modifications apportées a Cassandra et avoir donné
quelques précisions sur l'implémentation de nos algorithmes, nous présentons en
détails le protocole expérimental mis en place. Nous présentons ensuite les diffé-
rentes expériences en fonction de la fréquence d’injection et donc de la saturation
du systéme.

5.4.1 Modification de Apache Cassandra

Pour nos expériences, nous avons choisi la version 2.1.10 de Apache Cassandra
a laquelle nous avons apporté un certain nombre de modifications.

Paramétrage du partitionnement. Nous utilisons la clé primaire de chaque
ligne de la table pour le partitionnement. Un objet correspond donc a une seule
ligne et chaque objet sera stocké de maniére aléatoire grace a la fonction de hachage
MurmurHash. C’est la clé primaire qui sera également utilisée pour retrouver un objet
dans la base.

Placement aléatoire des copies. Comme nous avons pu le voir, le placement des
copies de Cassandra est déterministe et consiste a choisir des nceuds d’identifiants
successifs, impliquant une forte probabilité de stocker des objets en commun. Il
devient donc aisé pour un adversaire de surcharger le systéme en concentrant les
requétes sur ces objets communs. Afin d’éviter ce genre de phénoménes, nous avons
ajouté un placement aléatoire pour chacune des copies d’un objet en utilisant une
fonction de hachage différente. Afin de garantir que les emplacements de chaque copie
d’un méme objet sont différents, nous utilisons une nouvelle fonction de hachage tant

qu’il y a des collisions .

File d’attente. Initialement, les nceuds du systéme n’ont pas de files d’attente de
requétes, indispensable pour I'utilisation des algorithmes présentés dans le Chapitre
4. Nous avons donc rajouté cette fonctionnalité en permettant notamment de mettre

2. Plus précisément on utilise la fonction MurmurHash en modifiant la graine du générateur
aléatoire.
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a jour ces files d’attente. Un nceud est en mesure de distinguer si une requéte est
simplement en attente ou bien si elle est déja alloué.

5.4.2 Implémentation des algorithmes

La racine. Dans les algorithmes présentés, un nceud racine doit étre choisi afin de
mettre a jour les copies et diffuser la charge moyenne courante. Nous avons choisi
de laisser ce role & un noeud seed du systéme®. Ainsi, les noeuds vont communiquer
leur charge et le nombre de requétes regues par objet.

Pour la gestion des copies (c¢f. Algorithme 10), on fixe le paramétre p d’ajout
de copies (resp. le paramétre p’ de suppression) a 1 (resp. 1/2) dans la plupart
des expériences (tout changement de paramétre sera spécifié). La seed maintient 2
vecteurs, disons m; et my, qui représente chacun 'historique des requétes sur 10
secondes. Au bout de 10 secondes, on commence & faire le bilan sur la popularité
des requétes enregistrées par m;. Lorsque les 10 secondes suivantes sont terminées
et que le vecteur my a été rempli, on réinitialise m; puis on lance le bilan sur ms.
On réitére ainsi 'opération jusqu’a la fin de I'expérience.

Afin de limiter la mémoire nécessaire pour ces vecteurs, nous utilisons 1’algo-
rithme SpaceSaving [MAEO5| afin de conserver les n objets les plus populaires. Cet
algorithme connu de calcul d’items fréquents dans un flux offre de bonnes garanties
sur I'estimation des objets populaires, malgré une mémoire limitée.

La charge moyenne ¢}, = est mise-a-jour a chaque réception de message et on fixe
le paramétre ¢ de diffusion a 2.

Optimisation de AvrDeg-online On remarque que plusieurs noeuds peuvent étre
activés "en méme temps" et donc traiter les méme requétes simultanément, ce qui
représente un gaspillage de ressources. Lorsqu’un nceud u déja activé recoit un mes-
sage de suppression pour une requéte ¢ de la part d’'un noeud v, v va utiliser une
fonction de hachage h' sur 'identifiant de ¢. Soit h'(q) cette valeur, u va supprimer
la requéte ¢ de sa file dans I'un des 2 cas suivants :

— si h/(q) est pair et que u > v

— si h/(q) est impair et que u < v

Le nombre de messages échangés reste le méme mais le nombre de requétes
traitées va sensiblement diminuer.

5.4.3 Protocole expérimental

Nous comparons l'algorithme Alloc-Cassandra pour l'équilibrage de charge
dans Cassandra avec 'algorithme simple de défilement Naive prit séparément et
notre algorithme d’allocation AvrDeg-online combiné & Naive.

3. Dans notre cas, il y aura une seule seed. Cependant, on peut facilement adapter nos algo-
rithmes en utilisant plusieurs seeds afin d’améliorer la tolérance aux pannes.
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Les expériences ont été réalisées sur un cluster de 32 nceuds de Amazon EC2.
Notre client utilise 4 threads en paralléle afin d’injecter les requétes sur le systéme.
Le premier nocud de contact est choisi en utilisant 1’algorithme du tourniquet.

Dans tous les cas, une requéte consiste a chercher un objet selon sa clé primaire
et a retourner la valeur d’un des attributs de ’objet.

On considére différents scénarios utilisant soit des jeux de données réelles, soit
des jeux de données synthétiques. Un résumé de ces scénarios est donné dans le
Tableau 5.1. On précise que le facteur de réplication est 2 par défaut dans tous ces
scénarios. Un changement de facteur lors d’une expérience sera précisé. La fréquence
d’injection des requétes par le client sera spécifié au début de chaque expérience.

Dans le premier scénario POWER LAW, le systéme stocke 256 objets de taille 128
Mo et le client envoie au total 2048 requétes en lecture. Les requétes suivent une loi
de Zipf* de paramétre 2.

Dans le scénario CALGARYL, on utilise une trace réelle d’activité du serveur de
I'université de Calgary au Canada. Le jeu de donnée peut étre récupéré a ’adresse
http://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/Calgary-HTTP.html. Ici le nombre d’ob-
jets est 8373 et chaque objet est de taille 13 Ko. La trace contient 568346 requétes
avec une distribution légérement hétérogéne (quelques rares objets concentrent une
majorité de requétes, probablement la page d’accueil du site, pour les autres la de-
mande est homogene). Toutefois le temps de traitement (< 1 milliseconde) est ici
trop faible pour que l'impact de nos algorithmes soit mesurable. Nous avons donc
augmenté la taille des objets & 128 Mo. Afin de limiter 'utilisation mémoire, nous
avons gardé les 256 objets les plus populaires, tout en conservant la méme distribu-
tion de requétes.

Nous avons simulé un comportement adversarial en générant un jeu de 2048
requétes qui se concentrent sur des objets en commun entre 2 nceuds. La taille et
le nombre des objets sont identiques aux scénarios POWER LAW et CALGARYL. Ce
dernier scénario est appelé ADVERSARY.

Nous étudions un autre scénario d’adversaire que I’on nomme ADVERSARYME-
DIUM. Ici les objets sont de plus petites tailles (env. 10 Mo) et le client envoie au
total 100000 requétes. Dans ce scénario, seulement 4 objets stockés par 2 nceuds
sont demandés et on applique une distribution en loi de puissance pour les requétes
sur ces 4 objets.

Enfin, nous étudions le comportement de nos algorithmes dans un contexte dy-
namique grace au scénario DYNAMIC. Les objets sont de taille 10 Mo et le client
envoie au total 400000 requétes. L’évolution de la distribution des requétes est la
suivante :

— 80000 requétes avec une distribution uniforme

— 80000 requétes avec une loi de puissance de parameétre 2

1/i2
Hp 27
nombre d’objets stockés et Hy, o correspond au m®® nombre harmonique généralisé.

4. La fréquence des requétes pour le i®™¢ objet le plus populaire est ol m correspond au
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5.4. Evaluation expérimentale

Nom #objets  taille  #requétes temps de traitement
Power law 256 128 Mo 2048 350 ms
CalgaryLL 256 128 Mo 2048 350 ms
Adversary 256 128 Mo 2048 350 ms

AdversaryMedium 256 10 Mo 100000 30 ms
Dynamic 256 10 Mo 400000 30 ms

TABLE 5.1 — Récapitulatif des scénarios utilisés lors des expériences. On donne le
nom et le symbole de chaque scénario, le nombre d’objets ainsi que leur taille et enfin
le nombre de requétes envoyées au total par le client. Nous précisons également le
temps de traitement moyen d’une requéte (en ms).

— 80000 requétes avec une distribution uniforme
— 80000 requétes avec une loi de puissance de paramétre 2
— 80000 requétes avec une distribution uniforme

5.4.4 Résultats

Dans les résultats que nous présentons, nous nous intéressons aux mesures de

performances suivantes :

— Charge maximum. Comme défini précédemment, la charge maximum cor-
respond au nombre de requétes total allouées au maximum & un noeud avec
un algorithme d’allocation .

— Temps de traitement total. On mesure I'intervalle de temps entre ’envoie
de la premiére requéte par le client et la réception de la derniére réponse.

— Temps moyen passé dans le systéme. Ici on mesure la durée entre le
moment ol le client envoie sa requéte au noeud coordinateur et le moment
ou il regoit la réponse a cette requéte.

— Temps moyen passé dans les files. On mesure la durée entre le moment
ol une requéte est insérée dans une file et le moment ou elle est traitée par
le nceud.

— Débit. Le débit correspond au nombre de requétes traitées par le systéme
par unité de temps (1 seconde par défaut).

5.4.4.1 Variation de la fréquence d’injection des requétes

Nous avons fait varier la fréquence d’injection des requétes par le client dans le
scénario DYNAMIC (cf. Figure 5.3). Nous avons représenté le temps moyen dans le
systéme et dans les files pour une requéte, le temps total de traitement ainsi que le
ratio entre le temps total et le temps pour injecter toutes les requétes. Cette derniére
mesure nous donne une indication supplémentaire sur le niveau de saturation du
systéme. On précise que nous avons utilisé une échelle logarithmique (base 10) pour
les courbes sur le temps moyen.
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FIGURE 5.3 — Etude de la fréquence d’injection de requétes sur le temps moyen passé
sur le systéme et dans les files (en milliseconde) par une requéte dans le scénario
DyNAMIC.
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Pour des fréquences d’injection faibles (< 64 requétes par seconde), le temps
moyen dans le systéme et dans les files pour une requéte sont similaires. Informelle-
ment, les noeuds sont capables de traiter le flux de requétes a la volée, il n’y a donc
pas de mise en tampon au niveau du coordinateur. De méme, le temps de traitement
total est trés proche, car il est dominé par le temps d’injection des requétes. Ici la
différence entre les algorithmes est quasi inexistante.

En augmentant un peu la fréquence d’injection (jusqu’a 256 requétes par se-
conde), 'apport de la gestion reste peu visible sur le temps de traitement total.
Par contre, les écarts de temps de réponse d’'une requéte avec ou sans gestion sont
énormes. Dans le cas ou la fréquence est de 256 requétes par seconde par exemple,
la gestion de copies permet d’obtenir un temps moyen dans le systéme proche du
temps moyen dans les files (env. 1 sec.). Pour les mémes algorithmes sans gestion
le temps moyen dans le systéme est de I'ordre de 200 secondes contre moins de 10
secondes pour le temps moyen dans les files. Ce cas particulier est traité plus en
détails dans la sous-sous-section suivante (cf. Sous-sous-section 5.4.4.2).

Enfin, lorsqu’on commence & saturer le systéme, la gestion de copies permet
d’améliorer les performances mais les écarts entre les algorithmes sont moins fla-
grants. On note par contre une amélioration sur le temps de traitement total avec
la gestion. Nous traitons plus en détails le cas du systéme saturé dans la Sous-sous-
section 5.4.4.3 en se plagant dans différents scénario.

5.4.4.2 Systéme non saturé

Dans un premier temps, nous nous intéressons a 'impact de la gestion de copies
lorsque le systéme n’est pas saturé. Ici, le temps de traitement total sera peu impacté
par les choix des algorithmes, car le temps d’injection est faible et domine cette
mesure. Nous mettrons plutot en avant le temps de réponse d’une requéte.

Distribution de requétes évolutive Focalisons-nous sur le cas plus spécifique
ou le client injecte 256 requétes par seconde. Nous avons détaillé sur le Tableau
5.2 le temps moyen et maximum passé sur le systéme par une requéte et le temps
moyen passé dans les files. Dans la Figure 5.4, on présente le débit obtenu tout au
long de I'expérience pour l'algorithme AvrDeg-online ainsi que la taille des files en
moyenne et le nombre de files vides. Les résultats pour les autres algorithmes ont
¢té laissés en annexe (cf. Annexe B).

On constate tout d’abord que la gestion de copies permet d’obtenir un débit trés
régulier proche de 256 requétes/seconde, ce qui correspond d’ailleurs a la fréquence
d’injection des requétes. On remarque toutefois quelques piques de performance pour
la version de ’algorithme sans gestion. Ce phénomeéne est probablement dii & la mise
en tampon de requétes au niveau du coordinateur. On peut avancer les arguments
suivants pour justifier cette hypothése. Rappelons tout d’abord que la distribution
des requétes change apres 'injection de 80000 requétes, soit toutes les 312 secondes
environ. Lors de la premiére période, la moyenne des tailles de files est faible car la
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5. Allocation diftérée d’un flux de requétes

moyenne (systéme) | moyenne (files) temps total

Gestion oui non oui non oui non
Alloc-Cassandra | 19082 244361 5716 12714 1562526 | 1687538
AvrDeg-online 850 198368 702 10320 1562538 | 1685254
Naive 185 192928 157 10416 1562526 | 1667875

TABLE 5.2 — Mesures (en milliseconde) du temps total de traitement et du temps
moyen passé dans le systéme et dans les files par une requéte lorsque la fréquence
d’injection est de 256 requétes/seconde.

distribution est uniforme et les requétes sont bien réparties®. Lors de la deuxiéme
période par contre, la taille moyenne est beaucoup plus élevé mais le nombre de files
non vides reste faible, car peu de nceuds sont concernés par les requétes recues. Le
coordinateur va donc accumulé ces requétes populaires, ne pouvant transmettre aux
noeuds qu'un nombre limité de requétes. Cette accumulation continue probablement
pendant la troisiéme période uniforme tant que les requétes populaires n’ont pas pu
étre distribués. Le débit augmente ainsi petit a petit car les coordinateurs distribuent
les requétes uniformes. On remarque également quelques irrégularités pour la version
avec gestion qui peuvent étre expliquées soit par une instabilité possible du cluster
oll ont été lancées les expériences, soit par des phénomeénes de gestion de files au
niveau du coordinateur que nous ne maitrisons pas. De nouvelles expériences seraient
nécessaires afin de déterminer avec précision les causes de ces anomalies.

Le temps de traitement total n’est pas vraiment amélioré par la gestion de co-
pies. En effet, comme il faut 1562 secondes pour injecter toutes les requétes, c’est
ce temps qui va dominer dans les mesures. On constate par contre que le temps
moyen pour répondre & une seule requéte est nettement amélioré pour tous les algo-
rithmes. A titre d’exemple, le temps moyen sur le systéme avec AvrDeg-online est
de 850 millisecondes avec gestion, contre un peu moins de 200000 sans gestion. On
remarque enfin que 'algorithme de Cassandra présente de nettement moins bonnes
performances que les deux algorithmes, sur toutes les mesures.

Distribution de requétes unique On présente ici 'impact de notre gestion
de copie lorsque la distribution des requétes ne change pas (c¢f. Figure 5.5). On
se focalise en particulier sur des situations ou la distribution des requétes cible
un petit ensemble de nceuds. Le facteur de réplication initial est fixé a 2 et la
fréquence d’injection est de 24 requétes par seconde. Dans ce scénario, le temps de
traitement d’une requéte est en moyenne de 350 ms, ce qui implique que le systéme
peut idéalement traiter 32/0.35 ~ 91 requétes par seconde. On se trouve donc bien
dans un cas d’étude ot le systéme n’est pas saturé.

Dans POWER LAW, on divise le temps de traitement total de nos algorithmes par

5. On précise qu'une requéte en cours de traitement n’est pas comptabilisée dans la file d’un
neeud.
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5. Allocation diftérée d’un flux de requétes

Charge maximum dans le scénario Power Law Temps de traitement total dans le scenario Power Law
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FIGURE 5.5 — Impact de Copies-management a la fois sur la charge maximum et
sur le temps maximum dans le systéme.

2 en utilisant la gestion de copies. Le scénario CALGARYL est également favorable &
nos algorithmes d’allocation avec des performances similaires a celles obtenues pour
le scénario POWER LAW.

Dans les 2 cas, nos algorithmes sont nettement plus performants que
Alloc-Cassandra (environ 4 fois plus rapide avec la gestion)

On remarque également que la gestion de copies diminue la charge maximum
dans les deux scénarios, impliquant une meilleure répartition des requétes entre les
neeuds du systéme.

5.4.4.3 Saturation du systéme

Nous avons pu constater sur les résultats présentés que la gestion de copies cou-
plée & nos algorithmes offrait de bonnes performances si le systéme n’ait pas saturé.
Toutefois, les différences semblent s’amenuiser lorsque la fréquence d’injection aug-
mente et que le systéme sature. Nous avons réalisé un certain nombre d’expériences
afin de tester le comportement de nos algorithmes lorsque la fréquence d’injection
permet de saturer le systéme.

Impact du facteur de réplication Nous comparons ici les algorithmes Naive,
AvrDeg et Alloc-Cassandra pour un facteur de réplication f € [2,4,8, 16] pour
les scénarios ADVERSARY et CALGARYL (voir Figure 5.6). Ici le client envoie 96

Optimisation de requétes dans un environnement distribué 91



5.4. Evaluation expérimentale

Charge maximum dans le scenario CalgaryL
Variation du facteur de réplication

Temps de traitement total CalgaryL
Variation du facteur de réplication

700 - f=2 m— f=2 m—
f=4 m— f=4 m—
f=8 f=8 o
f=16 C—— f=16 —

#requétes

Cassandra

AvrDeg

Naive

Charge maximum dans le scenario Adversary
Variation du facteur de réplication

secondes

900

Cassandra

AvrDeg

Naive

Temps de traitement total Adversary
Variation du facteur de réplication

f=2 m— f=2 m—
f=4 m— 800 f=4 m—
2000 - f=8 f=8
f=16 —— 700 f=16 ——

600

#requétes
secondes

1500 |-
500
1000 |- . 400
300 |
500 |- . 200 |
100 |-
0

Cassandra AvrDeg Naive Cassandra AvrDeg Naive

FIGURE 5.6 — Impact du facteur de réplication f sur la charge maximum et le temps
maximum.

requétes par seconde.

Sans surprise, le nombre maximum de requétes allouées & un noeud diminue
proportionnellement & I'augmentation de f dans le scénario ADVERSARY, quelque
soit I'algorithme concerné. Il en est de méme pour le temps de traitement total.

Pour le scénario CALGARYL, les résultats sont comparables mais on remarque
toutefois que 'augmentation du facteur de réplication semble atteindre ses limites,
notamment pour AvrDeg. En effet, on constate que la charge maximum est plus
faible pour f = 8 que pour f = 16. Pour le temps de traitement total, on atteint
la meilleure performance pour f = 4. Un phénoméne similaire, bien que moins
prononcé, peut étre constaté pour Naive. Une explication possible est que beaucoup
de requétes sont traitées en double lorsque le nombre de copies augmente, car les
mises-a-jour des files d’attente n’ont pas le temps d’avoir lieu.

Cette expérience nous permet de mettre en lumiére que seulement augmenter
le facteur de réplication de maniére globale ne garantit pas toujours un meilleur
équilibrage des requétes. De plus, cela représente un surcotit mémoire important,
notamment quand les données sont massives.

Modéle d’adversaire Nous présentons une expérience avec le scénario
Adversary-medium en utilisant notre gestion de copies (c¢f. Figure 5.7 pour les ré-
sultats). La fréquence d’injection est de 2400 requétes par seconde.

On s’intéresse ici a la charge maximum d’un nceud et au temps de traitement
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FIGURE 5.7 — Impact de Copies-management dans le scénario ADVERSARY MEDIUM.

Algorithmes Temps moyen (systéme) | Temps moyen (files)
sans gestion | avec gestion | sans gestion | avec gestion
Alloc-Cassandra 1127 1137 52 o3
AvrDeg-online 1182 209 o7 11
Naive 1208 221 o8 10

TABLE 5.3 — Mesures (en seconde) du temps moyen passé dans le systéme et dans
les files par une requéte avec le scénario ADVERSARY MEDIUM.

total comme précédemment. De plus, nous avons mesuré le temps moyen passé dans
le systéme et dans les files par une requéte.

Les résultats sont sans appel : avec notre gestion de copies, les algorithmes
AvrDeg et Naive sont environ 5 fois plus rapide et la charge maximum est éga-
lement divisée par 5. On notera toutefois que le temps moyen passé dans les files
d’attente par une requéte est treés nettement inférieur a celui passé en moyenne dans
le systéme (cf. Tableau 5.3). Cet écart surprenant est probablement du & des phéno-
menes de mise-en-attente au niveau du noeud coordinateur causé par la saturation
du systéme.

Distribution de requétes évolutive Dans cette section, nous considérons le
scénario DYNAMIC. La fréquence d’injection est de 2400 requétes par seconde. Enfin,
nous avons modifié légérement la gestion de copies. Nous fixons le paramétre p
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d’ajout de copies a 2 et le parameétre p’ de suppression de copies a 1.

Les résultats sont rassemblés sur la Figure 5.8. On constate que le temps de
traitement total, le temps moyen passé sur le systéme et le temps moyen passé dans
les files par une requéte est nettement amélioré avec la gestion de copies. Cette
tendance est confirmée par ’étude du débit en fonction des différents algorithmes,
ou le systéme traite environ 2 fois plus de requéte par seconde tout au long de
I’expérience. Nous avons également mesuré le nombre de copies additionnelles pré-
sentes sur le systéme. Comme nous l'avions démontré en théorie, trés peu de copies
additionnelles (au maximum 7) sont ajoutées.

Optimisation de D’algorithme d’allocation Pour finir, nous présentons une
derniére expérience permettant d’évaluer lintérét de D'optimisation de
AvrDeg-online présenté dans la sous-section 5.4.2. Cette expérience a été réali-
sée dans le scénario CALGARYL et nous présentons le nombre de requétes allouées
a chaque noeud, avec ou sans 'optimisation. On note que 'amélioration est sensible
avec I'optimisation, ce qui permet d’obtenir des performances similaires a Naive.
Les résultats détaillés sont présentés dans la Figure 5.9.

Nous mentionnons que le nombre de requétes mesuré pour le nceud 2 ne corres-
pond pas uniquement a des requétes de lecture. En effet, certaines requétes émises
par le systéme ont également été comptabilisées ici, et nous ne sommes pas en me-
sure de les distinguer. Nous avons toutefois borné leur nombre entre 1 et 4, ce qui
est donc négligeable. Les mesures pour les autres nceuds sont exactes.

5.5 Conclusion des expériences

Au travers de ces expériences, nous avons voulu vérifier & la fois I'apport de
I’algorithme Copies-management mais également de nos algorithmes d’allocation
sur le temps total de traitement d’un ensemble de requéte mais également sur le
temps de réponse d’une requéte. Nous avons pris en compte la saturation du systéme
lors des mesures effectuées.

Nous avons pu constater que la gestion de copies permet un gain de performance
colossal sur le temps de réponse d’une requéte pour les différents algorithmes étudiés
lorsque le systéme n’est pas trop saturé. On obtient également une meilleure régu-
larité du débit méme si la distribution des requétes évolue. On remarque également
que les algorithmes AvrDeg-online et Naive se comportent nettement mieux que
Alloc-Cassandra dans les différentes expériences présentées.

Nous avons ensuite réalisé plusieurs expériences en saturant le systéme. Nous
avons pu confirmer qu’augmenter le facteur de réplication n’est pas toujours suffi-
sant pour améliorer le temps de complétion. Dans certains cas, on observe méme une
baisse de performance du & un grand nombre de requétes traitées plusieurs fois, alors
que le surcotlit en terme de stockage est important. Notre algorithme de gestion de
copies prend donc tout son sens, d’autant plus que le nombre de copies additionnelles
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FIGURE 5.8 — Impact de Copies-management dans le scénario DYNAMIC.
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Nombre de requéte par noeud dans le scenario CalgaryL avec f=16
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FIGURE 5.9 — Mesure de l'optimisation réalisé lors de I'implémentation de AvrDeg.
AvrDeg treat représente le nombre de requétes affectivement traitées par un nceud
avec AvrDeg optimisé et AvrDeg aff représente le nombre de requétes affectées (et
qui aurait donc été traitées sans I'optimisation).

est négligeable comparativement au nombre total d’objets stockés par le systéme.
On note une réelle amélioration des performances dans les différents scénarios étu-
diés lorsque le temps de traitement d'une requéte est important. Notre gestion de
copies est également intéressante dans un contexte dynamique ot la distribution des
requétes évolue avec le temps.

Pour finir, on peut remarquer que l'algorithme Naive, bien que trés simple, a
des performances similaires voir meilleures que AvrDeg-online dans certains scé-
narios. Ce phénomeéne peut étre en parti expliqué par le fait que les requétes sont
transférées de maniére asynchrone, ce qui induit que 'ordre d’arrivé dans les files est
différent. Le message de mise-a-jour des files d’attente étant envoyé avant traitement,
de nombreuses requétes dupliquées sont donc éliminées.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Bilan de la thése

Nous nous sommes intéressé au probléme de ’équilibrage des requétes pour les
systémes distribués. Plus précisément, on cherche a répartir les requétes recues entre
les nceuds du systéme qui peuvent les traiter. Nous nous sommes intéressés plus
particulierement aux systémes de stockage distribués ot chaque noeud stocke un en-
semble d’objets qui représentent les données. Dans ce contexte, une requéte concerne
un objet et ne peut étre traitée que par un noeud stockant cet objet.

Afin de modéliser ce contexte, nous avons étudié le probléme d’allocation qui
consiste a trouver un placement d’objets et un algorithme d’allocation afin de mi-
nimiser le nombre maximum de requétes allouées a un nceud. Nous nous sommes
concentrés sur le cas ot les requétes ont un poids identique et arrivent de maniére
distribuée sur le systéme.

Dans un mode¢le hors-ligne, nous avons proposé un algorithme asynchrone et to-
lérant aux pannes permettant de garantir une approximation constante de I'optimal
dans le cas spécifique o il y a f = 2 copies de chaque objets. Cet algorithme se base
sur l'estimation de la charge moyenne maximum. Lorsqu’il y a absence de pannes et
que f > 2, nous utilisons un algorithme asynchrone similaire utilisant une barriére
de synchronisation couplé & un mécanisme de gestion de copies. La gestion de copies
va adapter le facteur de réplication de chaque objet en fonction de la demande pour
cette objet. Nous utilisons également un placement de copies aléatoire et uniforme.
Cet algorithme fournit une f-approximation de 'optimal et nous montrons que si f
est suffisamment grand, on peut garantir une f-approximation de l'idéal pour toute
distribution de requétes.

Enfin, nous nous sommes intéressés au cas des flux de requétes et nous avons
adapté les algorithmes proposés pour le cas sans panne dans ce contexte. Nous avons
mené une évaluation expérimentale en utilisant la base de données distribuée Apache
Cassandra. Nous montrons notamment que nos algorithmes d’allocation couplés a la
gestion de copies permettent de nettement améliorer le temps de traitement total des
requétes (quand le systéme est saturé) et le temps de réponse moyen d’une requéte
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6.2. Perspectives

(quand le systéme n’est pas saturé) dans la plupart des scénarios considérés.

6.2 Perspectives

Dans le Chapitre 4, nous avons émis l'idée d’étendre nos travaux au cas des
requétes pondérées, remarque qui peut également s’appliquer au modeéle de flux
présenté dans le Chapitre 5. Pour cela, nous faisons 'hypothése que le poids d’une
requéte, autrement dit son codt, est connu a I’avance, ce qui est une hypotheése forte
en pratique. Une direction possible de recherche consiste donc a se passer de cette
hypothése en se basant par exemple sur une estimation de ce coiit.

Nous avons pu constater dans le Chapitre 5 les bonnes performances de 1'al-
gorithme différé Naive sur l'allocation des requétes. Cet algorithme est également
intéressant car il ne nécessite aucune connaissance sur le systéme ni sur le cotit des re-
quétes, ce qui en fait un atout pour les systémes distribués. Des références théoriques
existent dans un modeéle on les requétes arrivent par lots [ABS98, BCFV00, San03]. 11
semble notamment y avoir un lien avec I’algorithme Greedy sous certaines conditions.
Par contre, ces références portent uniquement sur des requétes aléatoires. Essayer de
mieux comprendre cet algorithme pour des distributions différentes constitue donc
une piste de recherche intéressante.

Enfin, étudier théoriquement l’algorithme AvrDeg-online constitue une exten-
sion naturelle de notre travail. On peut dans un premier temps considérer le mo-
dele des graphes dynamiques. 1l existe plusieurs travaux sur l'orientation de graphe
étudiant la dynamique des arétes (voir par exemple |[Tanl4, BF99, KKPS14]). En
distribuée, Parter et al [PPS16] sont a notre connaissance les seuls & proposer un
algorithme distribué qui maintient une O(a + log® n)-orientation en temps amorti
O(log" n) par mise-a-jour lorsque que 'arboricité du graphe dynamique est bornée
par une constante a pour toute mise-a-jours. Ces algorithmes s’autorisent cependant
une ré-orientation des arétes, contrairement au notre. Il serait donc intéressant de
le comparer a cet existant.
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Annexe A

Preuves omises

A.1 Preuve du Lemme 4.4

On rappelle que m représente le nombre de balles et N représente le nombre
d’urnes. Soit X; = 2;11 x; le nombre de balles allouées a 1'urne ¢, ol z; ; représente
une variable aléatoire binaire prenant la valeur 1 si la balle j est alloué a I'urne
i. L’espérance p de x;; est toujours 1/n, chaque balle étant allouée de maniére
indépendante et uniforme. Dans le reste de cette preuve, nous utiliserons la borne
suivante dérivée de la borne de Chernoff.

—cB(X;)
3

Pr(X; > (1+c¢)-E(X;)) <e (A.1)

On étudie 4 cas différents.

Cas 1 : m < N/logN Ce premier énoncé est prouvé dans le manuscrit de thése
de Mitzenmacher (|Mit96], Lemme 2.13, page 30) et se base sur une approximation
de Poisson. Nous donnons juste quelques éléments de preuve ici et laissons le lecteur
intéressé consulter le manuscrit pour les détails.

On peut représenter le nombre X; de balles allouées & une urne par une variable
aléatoire Y; qui suit une distribution de Poisson de paramétre % La différence ma-
jeure avec le cas initial est que ces variables aléatoires de Poisson sont indépendantes,
ce qui facilite ’analyse. Nous appelons cette représentation la version de Poisson
du probléme initial.

Un premier énoncé ([Mit96], Corollaire 2.12, page 29) montre que tout événement
basé sur la charge qui apparait avec probabilité p dans la version de Poisson apparait
avec probabilité p-v/2mem dans le cas initial. L’idée est donc d’analyser la probabilité
que la charge maximum d’une urne dépasse un certain seuil dans la version de
Poisson et de se servir de ce corollaire pour en déduire la probabilité du méme
événement dans le cas initial.

Notons pi la probabilité qu'une variable aléatoire Y; qui suit une distribution de
Poisson ait une charge supérieure ou égale a k. En trouvant les bornes appropriées
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A.1. Preuve du Lemme 4.4

pour pg, on peut montrer que pour k = @(logk()]gvl/vm)) on obtient p, < O(1/N?).

Comme v/2mem = O(N), cette probabilité est O(1/N) dans le cas initial.

Cas 2 : N/logN <m <N On remarque que X; suit une distribution binomiale,
on en déduit donc I’équation suivante.

M-

1

(7 )amya-ymy

k

- (7))

(m' [ED(1/N)'

7

-

2

M

k

.
Il

)'(1/it)

=] 3

-

I
By

<

(

2

Dans le cas m < N, la derniére ligne est une suite géométrique de raison m/N <
1. On en déduit la borne suivante.

Pr(X: > k) <2+ (5)(1/h)
< 2/k! < 2/K"

3log N

Toglos 2 Ol obtient

En choisissant k& =

2loglog N | sign

2K < (g )T
< expllog (5 ) )
BN T
< exp(%(log loglog N — loglog NV))

log log log N
< exp(3log N(W -1))

< exp(2log N)
1

<
SN2

En utilisant I'inégalité de Boole pour tous les X;, on en déduit qu’il n’existe pas

d’urne avec une charge supérieure a 8% avec probabilité 1 — 1/N.
loglog N
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A. Preuves omises

Cas 3 : N <m < NlogN L’espérance de toute variable X; est m/n > 1.Ici nous
appliquons l'inégalité de Chernoff (voir A.1).

—cB(X;)
3

Pr(X;>(1+c¢)-E(X;)) <e
<ew
En choisissant ¢ = 6log N et en appliquant I'inégalité de Boole, on déduit qu’il

n’existe pas d'urne de charge supérieure & O(™28%) avec probabilité 1 — 1/N.

Cas 4 : m > NlogN Ici aussi il suffit d’appliquer la borne de Chernoft.

—c-log N

Pr(X; > (1+c¢)-E(X;) <e 3

En choisissant ¢ = 6 et en appliquant l'inégalité de Boole, on en déduit qu’il
n’existe pas d’urne avec une charge supérieure & O(m/N) avec probabilité 1 —1/N.

On remarque également qu’on peut prouver facilement que la charge est Q(m/N)
en appliquant le principe des chaussettes et des tiroirs.

A.2 Preuve du Lemme 4.9

On rappelle que le graphe des requétes est H, m correspond au nombre de
requétes, m correspond aux nombres de requétes distinctes pouvant étre recues et
n correspond au nombre de noeud du graphe. On déduit I’énoncé en combinant les
Lemmes 4.3 et 4.8.

Cas1: f>1lem

logn
- M(H) 1/f
) < w7 ()
1/f
s (MUY
< i
<E.m1—1/f.((7.@.10g]\7+310gn).@>1/f
- f N n
o 1/f
Y GRS m
<3 7 m ((8 — f-logn) n)
7 1/f
<6-e~%-(%~f~logn>
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A.2. Preuve du Lemme 4.9

Cas2: f<

log m
logn

-1

B M(H) 1/f
) < w1 (M)
1/f
ooy, (MH) N
Sz.ml_l/f.@.m.@)”f
f N n
- /f
e m-ff m !
<3._ .-y (2
=S ( nl n)
m m 1/f
<3. ._.<_)
o ¢ n n
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Annexe B

Résultats d’expérience
supplémentaires

Dans cette annexe, nous donnons des résultats supplémentaires afin de mieux
comprendre les expériences. Nous nous intéressons plus particulierement a 'expé-
rience dans le scénario DYNAMIC lorsque le client injecte 256 requétes/seconde. Nous
donnons ’évolution du débit pour les algorithmes Naive et Alloc-Cassandra ainsi
que ’évolution du nombre de files vides et la taille des files en moyenne (cf. Figure
B.1).

Ici aussi, on constate que la gestion de copies permet d’obtenir une bonne stabilité
du débit pour ces deux algorithmes.
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Débit pour le scénario Dynamic avec I'algorithme naive

Débit pour le scénario Dynamic avec l'algorithme cassandra
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FIGURE B.1 — Evolution du débit et des
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Liste des symboles

Symbole
F(u)

7(q)

w(q)

(u)

gavr

{(u)

gavr

S

IS
—

)
/;"_:\/
=

Description

File de requétes en attente pour le noeud u

temps d’exécution de la requéte ¢

poids de la requéte ¢

charge de u

charge moyenne

nombre de requétes en attente d’un noeud u

nombre moyen de requétes en attente

charge mixte d'un noeud u

charge mixte moyenne

noeud d’arrivée de la requéte ¢

ensemble des requétes allouées a u avec I'algorithme d’allocation Ax
temps de complétion pour un algorithme d’allocation A¢
temps de complétion optimal pour ’ensemble de requétes ()
nombre de noeuds

nombre de requétes

nombre d’objets

facteur de réplication

densité d'un (hyper)graphe G

densité maximum d’un (hyper)graphe G

degré d’'un noeud u dans un graphe non orienté

degré sortant d’un noeud u

degré sortant maximum d’un (hyper)graphe G
sous-graphe induit par un ensemble de nceuds S
voisinage ouvert de u

voisinage fermé de u

arboricité de G

dégénérescence de G
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