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Avant-propos

Depuis la publication des découvertes de 'illustre Ronald Fischer quant a la convergence de
données de masse vers une loi spécifique, le domaine de la recherche clinique a été transformé
d’une série de protocoles expérimentaux émanants d’hypothéses d’origines incongrues en une
science robuste se basant sur les outils que peuvent lui apporter les statistiques inférentielles et,
plus particuliérement, la biostatistique. Ainsi, tout protocole expérimental se base sur I’expérience
(i.e. données de masse provenant des études antérieures) et on en tire des conclusions & partir
de 'observation faite au niveau des patients. On qualifie donc ces données recueillies au niveau
des patients de données observationnelles. Le fait de mesurer des variables au niveau d’individus
qui ont des différences majeures malgré ce qui pourrait sembler une certaine homogénéité face a
une maladie (e.g. niveaux de perception de la douleur différents, degrés d’assiduité aux thérapies
différents, cotits de traitements différents) entrainent des particularités importantes sur ces dites
données. Alors, il faut étre en mesure d’élaborer des stratégies d’analyse statistique qui ne soient
pas sensibles a de telles particularités.

On prend, pour commencer, I'exemple de données observationnelles émanant de données
qualititatives et /ou dichotomiques. On pourrait penser a la mesure de lefficacité d’un traitement
(efficace=1, non-efficace=0) sachant que des covariables Iaffectent (e.g. exposition ou non & un
produit toxique ). Alors, étant donné que les variables ont pour support ’ensemble naturel positif
N7, 'analyse de ces données, discrétes, ne peut pas se baser sur le théoréme central limite et
il faut sortir du cadre inférentiel statistique standard. Certes, il y a la régression logistique qui
permet de traiter ce types de données ; mais I'imposition de la linéarité entre les prédicteurs mise
en place par ce modéle est contraignante et, parfois, inappropriée.

Un autre exemple type de la particularité que peuvent présenter les données observationnelles
se situe au niveau des données comparatives entre deux bras thérapeutiques et, en particulier
lorsque ces derniers ne sont pas équilibrés. Bien sir, il est possible d’ajuster les deux bras par
diverses techniques d’analyse du score de propension (e.g. appariement, discrimination, etc.),
mais il arrive que la démarche expérimentale présente encore des complications spécifiques & ces
données une fois que I’équilibre entre les bras est effectué. On prend 'exemple de 'analyse des
cotts et de lefficacité d’une thérapie. En se basant sur 'approche de Willan (2002), il est possible
d’obtenir une modélisation explicite des quantités d’intérét (ICER et INB) mais cette approche
impose ici aussi la linéarité de la régression aux covariables d’intérét. Par ailleurs, étant donné

que les temps de survie (et particuliérement lorsqu’ils sont ajustés a la qualité de vie des patients)
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14 Avant-propos

ont une distribution qui tend a étre asymétrique, un modeéle basé sur la régression linéaire est
inadéquat.

Le dernier exemple que l'on considére ici pour illustrer la nature singuliére des données
expérimentales est la présence sur les variables étudiées du phénoméne de censure. Nonobstant
le type de censure présente sur les variables étudiées, il faut avant tout considérer la perte
d’information que génére ce cas particulier du phénoméne des données manquantes. On prend
comme exemple le cas d'une relation linéaire simple entre deux variables, potentiellement toutes
deux censurées. Alors, la droite interpolant cette relation est, au mieux, décalée vers le bas
et, dans tous les cas, elle est biaisée. Donc, 1'utilisation des méthodes classiques d’estimation
de la régression en présence de censure a droite peut étre une astuce adéquate si la relation
entre les variables est réellement linéaire. Autrement, on se retrouve encore dans la situation de
I'imposition d’un modéle supposant la linéarité & des données inadéquates.

L’objectif de ce travail de thése est avant tout de proposer des procédures de modélisa-
tion théoriques pour certains champs d’utilisation des données observationnelles ; procédures qui
doivent étre flexibles face a la structure et a la dispersion des données constituant les variables
d’intérét. Ainsi, 'utilisation des copules paramétriques sera au centre de toutes les modélisation
proposées étant donné qu’elles permettent d’établir une relation simple entre les fonctions de
répartition marginales des variables d’intérét a partir d’'un (ou de plusieurs) paramétre(s) qui se
déduit grace a une relation fonctionnelle propre & chaque copule avec une mesure robuste entre
les marges : la concordance entre ces derniéres (évaluée, par exemple, par le tau de Kendall, le
rho de Spearman, le béta de Blomqvist ou le coefficient de Gini). Ainsi, les résultats de ce travail
ont I'avantage de sortir du cadre paramétrique standard des statistiques appliquées aux données
observationnelles, sans toutefois avoir I'inconvénient du cadre non-paramétrique des statistiques
qui tend & introduire un surapprentissage au niveau des données.

Ce mémoire de thése présente trois chapitres de contenu nouveau, chacun ayant donné lieu a
au moins un article scientifique. Ces trois chapitres présentent une modélisation dans un contexte
particulier concernant notamment les données observationnelles et on note qu’ils sont indépen-
dants entre-eux. Ainsi, la notation utilisée est propre a chaque chapitre et un symbole particulier
retrouvé dans un chapitre n’aura nécessairement pas la méme signification dans le chapitre sui-
vant.

L’organisation de ce mémoire est la suivante : au premier chapitre, on rappelle certains
concepts de dépendance et la théorie générale des copules afin d’introduire le lecteur aux outils
utilisés dans les chapitres suivants. Au deuxiéme chapitre, on présente une modélisation basée sur
les copules dans le cas ol 'on utilise les données observationnelles en tant que données médico-
économiques avec un ajustement sur la qualité de vie. Spécifiquement, il s’agit d’une réécriture,
basée sur la fonction de densité jointe en termes de copules, de 'analyse cotit-efficacité. Au
troisiéme chapitre, on présente le cas le plus fréquent quant aux données observationnelles : les
données discrétes. Ainsi, on présente une méthodologie pour déterminer le score de propension

en évitant I'utilisation de la régression logistique, mais uniquement en se basant sur I'utilisation
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de la fonction copule liant la variable traitement aux covariables d’intérét. Enfin, au quatriéme
chapitre, on s’intéresse au cas des données de survie en présence de données censurées. On y

propose une régression basée sur une copule semi-paramétrique.






Chapitre 1

Miscellanées : fonction copule et
mesures de dépendance

Ce chapitre se veut un bref rappel des principaux éléments de la théorie des copules et des
concepts de dépendance qui y sont liés. Il s’agit principalement d’une prémisse a la lecture de
cette thése pour le néophyte du concept de la fonction copule. On y présente les principales
caractéristiques de ce concept, on y détaille les propriétés fondamentales puis on donne une
esquisse de certaines démonstrations aidant a comprendre le concept.

L’intérét inhérent a I’étude des copules, leur application en statistiques descriptives et les
concepts de dépendance qui y sont liés est un phénoméne plutdt moderne en statistique, la preuve
étant que ce terme est apparu pour la premiére fois dans I’ Encyclopedia of Statistical Sciences
en 1997.! Pourtant, des pans entiers de plusieurs sciences centrales telles que 1’économie, la
physique moderne et la recherche clinique tentent depuis longtemps d’établir des relations entre
au moins deux variables qui sont bien souvent dépendantes. L’idée centrale est donc d’établir une
loi conjointe entre plusieurs variables aléatoires afin d’ultimement utiliser cette loi dans I’analyse
d’un phénoméne d’intérét.

Soient les variables aléatoires X7, ..., X4. En établissant ’hypothése de I'indépendance entre
les d variables aléatoires, il est facile d’obtenir la loi conjointe via le produit des fonctions mar-

ginales, pour d > 2 :

P(X1<xp,..Xg<zq) = F(x1,...,2q)

= Fl(:cl) X ... X Fd(lEd).

Cependant, une telle hypothése d’indépendance est-elle toujours adéquate? Peut-on, a titre
d’exemple, affirmer que le colit cumulé d’un traitement pour un individu est indépendant de
son temps de survie? Ainsi, il faut nécessairement prendre en compte la dépendance entre ces
variables, la force de cette dépendance et sa structure, puis 'intégrer a travers la modélisation de
la loi désirée. C’est a cette fin que s’inscrit la prise en compte de la fonction copule. Effectivement,
le terme copula a été introduit par Abe Sklar, mathématicien américain, en 1959 dans son article
Fonctions de répartition o n dimensions et leurs marges,” et provient du latin coptilo signifiant

“lier ensemble, attacher”.® 11 s’agit donc d’un outil statistique qui non seulement structure une
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18 SEcTION 1.1 — Fonctions copules

forme et un niveau de dépendance entre deux ou plusieurs variable aléatoires, mais permet une
réécriture non-biaisée de la fonction de répartition jointe nonobstant le fait que les variables
soient indépendantes ou non.

C’est ainsi que le théoréme de Sklar? (qui sera étudié plus loin) stipule que pour tout d-
ensemble de fonctions de répartition Fj(z;) = P(X; < x;), j = 1,...,d, il existe au moins une
fonction bijective C : [0,1]% — [0,1] ayant des marges uniformes telle que, ¥ (x1, ..., z4) € R%, d >

2, on ait la fonction de distribution
F(@1,s2a) = C[Fy(21), o Falwa)].

Par ailleurs, si les marges sont continues, alors C' est unique.

Afin de bien préparer le lecteur aux prochains chapitres sans toutefois lui allourdir la tache
en lui présentant des aspects théoriques pour lesquels il n’y a aucune mention dans ’ensemble de
ce travail, ce chapitre est divisé comme suit : on commence par présenter les aspects propres a
la fonction copule tout en se focalisant principalement sur les copules de nature paramétrique et
en présentant quelques exemples de cet outil statistique. Puis, on présente les principaux aspects
liés a la mesure de la dépendance entre deux fonctions de répartition marginales, soient une

présentation des aspects théoriques liés au tau de Kendall et aux mesures d’association.

1.1 Fonctions copules

On définit ici la pierre angulaire de la théorie des fonctions de distribution multivariées : la
fonction copule. On commence par introduire une notation de base avant définir la dite fonction
et d’énoncer le théoréme de Sklar.

On notera dans cette section le mot “copule” tant pour les fonctions multivariées discrétes
( nommeées également sous-copules) que pour les fonctions multivariées continues. On rappelle
que les marges de la copule sont uniformes. Alors, pour V', une variable aléatoire suivant une loi

uniforme sur l'intervalle [0, 1],

0 siu<0;
P(V<v)=<u si0<u<l;
1 sil<u.

Définition 1.1.1. Une copule, notée C, bivariée est une fonction dont le domaine est
— en cas de fonctions marginales continues : [0,1] x [0,1];
— en cas de fonctions marginales discrétes : S1 x Sy ou S1 et Sy sont des sous-ensembles de

[0,1] contenant O et 1.

De cette définition du domaine de la fonction copule, on peut définir la fonction copule de

par ses propriétés principales.

Définition 1.1.2. Une copule bivariée est une fonction C avec les propriétés :
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— (' est caractérisée «groundedy, i.e.
C(u,0) = C(0,v) = 0 pour tout u,v € [0, 1];
— C est 2-croissante, i.e.

Yui,ug, v, v € |0, 1] si les marges sont continues,
C(UQ,UQ)-C(UQ,Ul)—C(ul,UQ)-‘rC(ul,Ul) =0 [ ] )
Yuy,us € S1, Yoy, v9 € Sy sinon,

— Les marges sont uniformes, i.e.

Yu,v € |0,1] si les marges sont continues
C(u,1) =u et C(1l,v) =v e l0] _ J ’
Yu € S1, Vv € Sy sinon;
En généralisant la 2-croissance des fonctions copules bivariées au cas multivarié, et grace
au lemme suivant, on est en mesure de montrer la régularité au sens de Lipschitz de la copule

multivariée.

Lemme 1.1.1. Soient o et 3;, i € Nt des suites de nombres complezes de module inférieurs a

1 (|leu] < 1,1Bi] < 1Vie N* ). Alors, Vn > 1,

n n

H%—Hﬁz‘

=1 =1

n

<Z\Oéi—ﬁz"-

i=1

Théoréme 1.1.1. Soit C une copule multivariée de dimension d = 2. C' est lipschitzienne : pour

tout (uy,...,uq) et (v1,...,vq) qui appartiennent au domaine de C, on a

d
C (w1, ey ug) = Clo1, oy va)| < D Jui — w4l
=1

Ainsi, C est uniformément continue sur son domaine.

Démonstration :
Soient les variables aléatoires suivant la loi uniforme sur Uintervalle [0,1] : U = (Uy,...,Uy);

et C' une copule de dimension d > 2 définie par P(U; < uq,...,Ug < uq). On a, lorsque u =

|

(uy,...,uq),v = (v1,...,v4) € R?,

=

Il
—_

|Cur, oy ua) = C(vr, - va)| = [E[lw<w] — E[ly<w]| < E [ Lviu) — | [ Lwisw)
i=1
E [

n
2 lui =il
=1

La validité de ce développement réside en 'utilisation de 'inégalité de Jensen pour la premiére

7

IN

’]l(UzSuz‘) - ]l(Uiévz‘)

T

inégalité et du lemme précédent pour la seconde.
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On peut ainsi qualifier la fonction copule de dimension d de fonction de répartiton multivariée
définie sur [0,1]¢ et dont les marges sont uniformes. Dans le cas multivarié, il est simple d’avoir
I'intuition que le caractére «grounded» et 2-croissant de la copule implique qu’elle soit bornée de
part et d’autre, pour u et v fixés. On qualifie de telles limites bornes de Fréchet. En se projetant au
cas multivarié, on peut établir formellement ’existence des bornes de Fréchet telles que qualifées

au théoréme suivant.

Théoréme 1.1.2. Pour toute copule C de dimension d = 2 et pour tout w = (u1, ..., ug) € [0,1]¢,

la copule C(u) est bornée telle que

{1<i<d}

d
ot les bornes de Fréchet sont telles que C™ (u) = max (O, Z u; —d + 1) et que CT = min wu;.
i=1

Démonstration :
Pour la partie gauche de cette inégalité, soit U = (Uy, ..., Uy) des variables aléatoires qui suivent
une loi uniforme sur [0, l]d, ou d = 2, et C la copule associée & la loi jointe de ces variables. Soit

u = (uy,...,uq) € [0,1]%. On a donc :

Cu) = P(U<u)

= P(U <ui,....,Ug < ug)
d

= 1-PF <U{Ui > Ui}>
=1

d
1-— 2 [P(UZ' = uz)
=1

d
= 1—d+2ui.
i=1

Or, étant une fonction de répartition, C' est toujours supérieure ou égale a 0. Alors, C'(u) >

\%

d
max (O, Z u; —d + 1) . La partie droite de cette inégalité se montre sous ce raisonnement :
i=1

C(u) =P(U < u) <PU; < u;) = u,.

Ainsi, C(u) < min  w,.
{1<i<d}

1.1.1 Théoréme de Sklar

Maintenant que 'on a défini une copule par ses attributs (e.g. propriété lipschitzienne et
bornes), il est temps de présenter la copule en tant qu’une représentation de la fonction jointe de
répartition de d variables. Pour ce faire, on commence par introduire l'inversion de la fonction

de répartition.
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Proposition 1.1.1. Soit F' une fonction de répartition définie sur R, croissante et continue a
droite. Soit F~ son inverse généralisé croissant et défini a gauche par F~1(t) = inf{z|F (z) = t}.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Alors, pour tout x € R et s € (0,1],
F(z)=s<e x> F ().
Par ailleurs, F est la fonction de répartition de la variable aléatoire F~1(U).

Démonstration :
On prend un epsilon arbitraire dans l'intervalle ouvert (0,s). Alors,Ye € (0, s), on retrouve les
équivalences

Fls—e)<zes—e<Flx)es<Fx)e F(s)<uz.

De ces relations, on a donc Vx € R,

Maintenant, on est en mesure d’énoncer le théoréme de Sklar.

Théoréme 1.1.3. [Théoréme de Sklar| :
Soit H la fonction de répartition jointe entre les variables X1, ..., Xq avec les distributions mar-

ginales F\, ..., Fy pour d = 2. Alors, il existe une copule C telle que, pour tout x1, ..., x4 € R?,
H(x1,29,...,xq) = C(Fi(z1), F2(22), ..., Fa(xq)).

Si Fi(x1), Fa(x2), ..., Fi(zq) sont continues, alors C est unique. Autrement, C' est non-unique sur

[0,1]%, mais est unique sur le support de ses marges, soit Ran(Fy) x Ran(Fy) x ... x Ran(Fy).

En se concentrant sur la construction d’une copule via le corollaire suivant, il sera possible

de démontrer le théoréme de Sklar.

Corollaire 1. Soit H étant la fonction de répartition jointe de dimension d entre les fonctions
de distribution marginales Fy,...,Fy,d = 2, et C' la copule unissant ces derniéres. Par ailleurs,
soit Fl_l, ...,Fd_l étant linverse généralisé des fonctions de distribution marginales. Alors, pour
w = (uy,...,uq) € [0,1]¢

C(u)

[
Q
T
—~
)
5
=
)
&

Démonstration :
Soient U = (Uy,...,Uq) des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur Uintervalle [0, 1]
et C' une copule de dimension d > 2 telle qu’elle soit la fonction de répartition de ces va-

riables. Soit Fj,i € {1,...,d} une fonction de répartition prenant valeur dans R. En posant
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X = (Fl_l(Ul),...,Fd_l(Ud)) pour £ = (x1,...,2q) € RY, on écrit la fonction de répartition
H de X telle que

H(z) = H(F ' (u1), ..., Fy (uq))
(

= P(F7HU) < @1y oo, F Y (Ug) < 24)
= P(Ur < Fi(x1), ..., Fa(za))
= C(Fi(x1),..., Fa(xq))

Démonstration du théoréme 1.1.3 :

Le lien entre la fonction de répartition jointe et la fonction copule se prouve via 'application
directe du corollaire 1. Pour prouver I'unicité de la fonction copule en cas de marges continues,
on pose V une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur 'intervalle unitaire et indépendante
de X;,i = 1,...,d. On pose, par ailleurs, U; = F;(X;),i = 1,...,d si F; est continue. Comme les
variables X; et Fi_l(Ui) ont la méme fonction de répartition, elles ont la méme loi et consé-
quemment, F(X;) et F(F~1(U;)) ont la méme loi, et F(F~'(U;)) est donc une variable aléatoire
valant U; pour X; finie presque strement. Ainsi, U; est de loi uniforme sur [0, 1] et, Vz; € R, on
a presque strement 1'égalité {C; < z;} = {U; < F;(z;)}. Soit la copule C qui est également la
fonction de répartition de U = (U, ...,Uy). Alors,

P (X1 <., Xg < 2q) =P (U1 < Fi(21), ..., Ua < Fu(zq)) = C(Fi(21, ..., Fa(zq))-

Enfin, la continuité de la fonction copule et I'image contenant 1'ouvert (0, 1) assurent 1'unicité

de la copule en cas de fonctions marginales continues.

De ces démonstrations et en se basant sur le corollaire 1, on est en mesure de construire une
copule. Ainsi, on prend ’exemple suivant pour illustrer la démarche associée.

Exemple :
On prend la distribution logistique bivariée d’Ali et al.* telle que la fonction de répartition jointe
soit donnée par

H(.I'l,.%‘g) = [1 +e T 4T 4 (1 o 9)67931712]71

ou 0 représente un paramétre de dépendance. On voit que lorsque 6 = 0, il y a indépendance
entre X| et Xo; puis que lorsque @ = 1, on a la distribution logistique bivariée de Gumbel.”
En intégrant la fonction jointe de répartition par rapport, dans un cas, a x2, et dans 'autre

cas, & 1, on a respectivement les distributions marginales telles que Fj(z1) = (1 +e %) 7! et

1
Fy(xg) = (1 + e )71 et, leurs inverses sont de la forme F~'(u) = —log < - 1). Ainsi, du
u
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corollaire 1, on obtient la copule d’Ali-Mikhail-Haq par la construction :

C(u,v) H(F (), Fy ' (v)
_ [1 L en(E-D)  oin(E-1) o (1- g)eln(%fl)ﬂn(%fl)]—l
uv
1-01—u)(1—v)

1.1.2 Exemples de copules paramétriques

On présente ici deux exemples de copules pour les deux principales familles (au sens large)
de copules paramétriques, soit la famille des copules elliptiques pour laquelle on présente la
copule gaussienne et celle de Student ; puis la famille des copules archimédiennes pour laquelle
on présente la copule de Clayton et celle de Gumbel.

On qualifie de distribution elliptique toute loi jointe du couple X = (X7, X2) pour laquelle
il est possible de réécrire ce couple par la décomposition® X = u + RX'2U ou | représente
la moyenne, R une variable aléatoire a valeur positive et indépendante de U, et U une variable
aléatoire uniformément distribuée sur le disque contenu sur R? ayant pour rayon l'intervalle [0,1].
Alors, on peut représenter la fonction de densité jointe de tels couples par des courbes de niveaux
prenant généralement la forme d’une ellipse.

Pour ce qui en est de la notion de famille de copules archimédiennes, elle a été introduite par
Genest et Mackay7 et son principe est que pour une copule de générateur ¢, la transformation
w(¢) appliquée aux marges crée I'indépendance entre les composantes. On remarque que chaque

copule a son propre générateur.

Définition 1.1.3. Soit ¢ le générateur d’une copule archimédienne tel qu’il soit une fonction de

classe C? de sorte que (1) = 0,¢'(u) < 0 et ¢"(u) > 0 . On qualifiec une copule d’archimédienne

d
si, pour d =2, si » ¢(u;) < ¢(0),
=1

C(ui,...,uq) = H¢71 (P(wi) + ... + ¢(ua))

d
i=1

d
et si ». ¢(ui) > ¢(0), Clua, ..., ug) = 0.

i=1

Pour concrétiser I'idée d’une fonction nommée générateur, on prend I'exemple de la copule de
—0u

e
Frank pour laquelle le générateur est —In [ } ol # > 0 est le paramétre de dépendance

e ?—1
de cette copule.

1.1.2.1 Copule gaussienne

Le premier type de copules paramétriques que 1’on présente ici est la copule gaussienne (ou
normale). Par son nom, on remarque bien qu’elle est issue de la distribution normale multivariée.

Ainsi, il s’agit d’une copule non-adaptée aux valeurs extrémes étant donné qu’elle ne présente
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Copule Gaussienne

0.8

0.4

0.0

FIGURE 1.1 — Exemple de dispersion de 2000 observations issues d’une copule gaussienne avec
une force de dépendance liée & un tau de Kendall de 0,5.

pas de dépendance de queue. On note que la copule gaussienne a pour coefficient de dépendance

le coefficient de corrélation linéaire standard, soit le p de Pearson.

Définition 1.1.4. Soient p € [—1,1] le coefficient de corrélation de Pearson, ®~* Uinverse d’une

fonction de répartition gaussz’enne centrée réduite et

—(s? + 12 — 2pst
(u,v) f J exp { (s” + 5 pst) } dsdt, la loi multinormale de dimension
w 2m/1 — p? 2(1—p?)

2. Alors, pour (u,v) € [0, 1]

2
clu,v) = aj(,ij'(u v)
_ 1 202" (w) @~ (v) — pH(@ 7 (u)® + 27 (v)?)
12 eXp{ 2(1 - p?) }

A la figure 1.1, on apercoit la forme de la dépendance entre les marges inhérente & une copule
gaussienne pour un paramétre de dépendance moyen (p ~ 0.92). On y remarque en effet ’absence
d’une dépendance notoire entre les extrémes des deux distributions, et la symétrie caractéristique

de la loi normale dans le nuage de dispersion des couples (u,v).
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1.1.2.2 Copule de Student

La copule de Student est issue, comme son som l'indique, de la distribution multivariée de
Student. Sa construction est dans le continuum de la copule gaussienne mais, contrairement
a cette derniére, elle réussit a bien capter les dépendances aux extrémes, tant positives que

négatives, de par ses queues lourdes.

Définition 1.1.5. Soient p € [—1, 1] le coefficient de corrélation de Pearson, T~ Vinverse d’une

fonction de répartition de Student centrée réduire univariée,

v U 1 2 t2 -9 t _(H+2)/2
Ty r(u,v) = f f [1 + G 2'08 ]

—o0 J—o0 2m4/1 — p? k(1 —p?)
Student de dimension 2 ou k = 0 représente le nombre de degrés de liberté. Alors, pour (u,v) €
[0,1],

dsdt, la distribution de la loi de

Clu,v) =Tpp (T (w), T7(v)) .

Pour obtenir la densité de la copule de Student, il suffit d’utiliser la définition de la densité

de copule :

52

c(u,v) = mTp,n (T_l(u)vT_l(v))
)
fu) x f(v)
u?+v2—2puv —(k+2)/2
p D22 |1+ S

2/1 — p2 T'((k + 1)/2)2 [(1 n %) (1 N %>]f(n+2)/2

ou I' représente la fonction gamma, f(u,v) la densité jointe d'une loi de Student et f(u), f(v)

les densités marginales.
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Copule de Student

0.4

0.0

FIGURE 1.2 — Exemple de dispersion de 2000 observations issues d’une copule de Student avec
une force de dépendance liée & un tau de Kendall de 0,5.

A la figure 1.2, on peut voir que la loi jointe des observations au sens de la copule de Student
est une loi aux queues de dépendance lourdes et modélisant une probabilité d’événements ex-

trémes joints supérieure a celle modélisée par la copule gaussienne.

1.1.2.3 Copule de Clayton

La copule de Clayton modélise la relation entre deux fonctions de répartition avec une treés
forte dépendance & la partie inférieure de la distribution, et un nuage de points qui tend & croitre
lorsque 'on se déplace vers l'extrémité supérieur. Ainsi, il s’agit d’'une copule modélisant une

relation totalement asymétrique.

Définition 1.1.6. On définit la copule de Clayton par la fonction, pour un parameétre de dépen-
dance 6 € [—1,0)\{0},

~1/0
C(ut,...,uq) = (ul_e Fotug® —d+ 1)

ot d = 2. On note que le générateur de cette copule est ¢p(z) = 270 1.

—0

Ainsi, dans le cas bivarié, la copule de Clayton a la forme C(u,v) = (u™7 + v 0 — 1)*1/9 et,

on en déduit sa densité de copule bivariée
32

clu,v) = EEs C(u,v)
2041)

(0 + 1) (uv) "D (=0 =0 — 1)~ (%%
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On remarque que pour toute copule archimédienne, tel que montré par Savu et Trede,” la densité
de copule est fonction du générateur de cette derniére. Ainsi, pour toute copule archimédienne,
la densité

(1, rua) = (6D (O(u1), ., 6(ua) [ T o' ()

d
i=1

ot ¢! est 'inverse du générateur, ¢’ la dérivée du gérénateur et (dfl)(d) la d-iéme dérivée du

générateur, est valide.

Copule de Clayton

0.4

0.0
|

F1GURE 1.3 — Exemple de dispersion de 2000 observations issues d’'une copule de Clayton avec
une force de dépendance liée & un tau de Kendall de 0,5.

A la figure 1.3, une relation de dépendance moyenne est représentée (6 = 6). On y voit

clairement ’asymétrie dans la relation de dépendance entre les variables aléatoires.

1.1.2.4 Copule de Gumbel

La copule de Gumbel modélise une dépendance de I'extrémité supérieure de la distribution.
On note son asymétrie provoquée simplement par une plus grande dépendance au niveau de 'ex-

trémité supérieure de la distribution versus une dépendance presque nulle a la partie inférieure.

Définition 1.1.7. On définit la copule de Gumbel par la fonction, pour un parameétre de dépen-

dance 0 > 1,
4 1/0
C(ut,...,uq) = exp{ — [2(—111(1“))9]
i=1

ot d =2 et pour laquelle le générateur est ¢(z) = (—In(z))".
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Donc, dans le cas bivarié, la copule de Gumbel a la forme C'(u, v) = exp{— [(— In(u))? + (— ln(v))@]

Pour trouver la densité bivariée, il faut utiliser le générateur de cette copule. Ainsi,
d

c(wv) = (@D (o), .. d(ua)) [ [ &' (wi)
i=1

¢'(C(u,v))¢ (u)¢'(v)
¢'(C(u,v))?

= C(u,v) [6(w) + 9(0)]7 |0 =1+ (6(u) + 6(v))"" |

(= In(u))*"! (= In(v))""

Copule de Gumbel

0.4

0.0

00 02 04 06 038 1.0

FIGURE 1.4 — Exemple de dispersion de 2000 observations issues d’une copule de Gumbel avec
une force de dépendance liée & un tau de Kendall de 0,5.

A la figure 1.4, pour une force de dépendance standard (6 = 4), on remarque la force de la
dépendance modélisée par la queue supérieure de la distribution, contrairement a la dépendance &
la partie inférieure ; ainsi que I’asymétrie de la copule. On remarque, par ailleurs, qu’il s’agit de la
seule copule archimédienne vérifiant la propriété de max-stabilité, c’est-a-dire que C'(u7, ..., uy) =

C"™(uq,...,uq) pour d =2 etn > 1.

1.2 Mesures de dépendance

L’idée d’introduire les principales mesures de dépendance ici, ainsi que les principales mesures
d’association reléve de 'estimation qui sera faite dans les chapitres ultérieurs quant a 'inférence

du parameétre de dépendance d’une copule paramétrique. Effectivement, pour coupler deux ou

1/6

1.
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plusieurs fonctions de répartition multivariées qui sont composées de lois marginales identique-
ment distribuées, il faut mesurer la dépendance entre les marges et, cela se fait & partir de la
mesure d’'un ordre partiel entre les couples de données composant les observations.

Etant donné que les mesures de concordance se calculent sur des couples de données et que
pour obtenir le paramétre de dépendance d’une copule de dimension d > 3, il est plus consistant et
computationnellement plus simple d’utiliser une méthode basée sur la vraisemblance des données
qu’une méthode basée sur 'inversion d’une mesure de concordance (voir le chapitre 3), on présente

ici les mesures de dépendance pour des distributions bivariées uniquement.

Définition 1.2.1. Soient (x;,v;) et (xj,y;), deuz couples d’observations d’un vecteur de variables
aléatoires (X,Y). Alors,
— st (xy —x5)(yi —yj) > 0, les couples (x;,v;) et (x,y;) sont dits concordants ;

— st (xs —x5)(yi —yj) <0, les couples (z4,y;) et (xj,y;) sont dits discordants.

On note qu’il est également possible d’établir une comparaison de la concordance entre deux
fonctions de répartitions bivariées de mémes marges sans calculer de relation d’ordre sur les

couples d’observations.

Définition 1.2.2. Soient G et H, deux fonctions de répartition bivariées appartenant & la méme
classe de fonctions de répartitions bivariées de marges Fy et Fo. alors G a une plus grande

concordance que F' si, Vxi,x9 € R,
F(SC1,$2) < G(:El, $2).

1.2.1 Tau de Kendall

Etant la mesure de dépendance la plus largement utilisée dans la littérature sur I’estimation
de copules paramétriques, le tau de Kendall” a Pavantage, a contrario au coefficient de corrélation
de Pearson, de ne pas reposer sur une hypothése de linéarité entre les variables en étant plutdt

une mesure d’association.

Définition 1.2.3. Soient (X1,Y1) et (Xo,Ya) deuzr vecteurs aléatoires indépendants et iden-
tiquements distribués de méme fonction de répartition jointe H, qui sont en fait deux copies
indépendantes des variables aléatoires continues X et Y. Alors, on définit le tau de Kendall (1)
comme €étant la probabilité de concordance moins la probabilité de discordance de ces vecteurs

aléatoires tel que
T=TX)Yy)= P [(Xl - Xg)(Yl - Yé) > 0] —P [(X1 - XQ)(Yl - }/2) < 0] .

Pour démontrer le role que joue la fonction copule dans la mesure d’association qu’est le tau
de Kendall, on montre que ce dernier dépend la fonction de répartition jointe Hy y seulement

via sa copule.
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Théoréme 1.2.1. Soient T le tau de Kendall tel que présenté a la définition 1.2.3 et (X1,Y1),
(X2,Y3) deuzx copies indépendantes de (X,Y), des variables aléatoires continues, ayant pour
fonction de répartition jointe H, et des fonctions de répartition marginales communes F (pour
X1 et Xy) et G (pour Yy et Ya). Soit C, la copule associée a la fonction de répartition jointe
H(z,y) = C(F(z),G(y)). Alors,

XY = 4JJ C(u,v)dC(u,v) — 1.
{{0,1]x[0,1]}

Démonstration :

Etant donné que les variables aléatoires sont continues, on peut émettre 1'égalité

xy = P[( 2)(Y1 = Y2) > 0] = P[(X1 — X2)(V1 — Y2) < 0]
P( 2) (Y1 —Y2) > 0] — (1 - P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0])
2P [(Xl — X2)(Y1 — Yg) > 0] — 1.

X1 —X
X1 —X

Toutefois, il est possible de réécrire cette probabilité de condordance telle que
P [(Xl — XQ)(Yl — }/2) > O] = |P(X1 > X9,V > }/2) + [P(Xl < X9,V < }/2)
On commence par évaluer la probabilité P(X; < X3,Y; < Y3) par sa définition :

[P(Xl < X2,Y1 < YQ) = JJ‘ [P(Xl < x,Yl < y)dH(:c,y)
R2

| | ctr@.cmpacra).cw)

JJ C(u,v)dC(u,v)
{[0,1]x[0,1]}

en utilisant les transformations de probabilité u = F(x) et v = G(y). Similairement,

P(X1> X, Y1 >13) = HR P(X1 > 2,Y1 > y)dH (z,y)
- f f [1— F(z) - G(y) + C(F(x),G(y))] dH (w,y)
- ||, 0 -F@ -6+ ctr@.cunacre).cw)

= JJ [1—u—v+C(u,v)]dC(u,v).
{[0,1]x[0,1]}

Par contre, compte tenu que C' est la distribution jointe du couple (U, V') de variables aléatoires
de loi uniforme définies sur (0,1), E[U] = E[V] = 0,5. Alors,

[P(Xl > XQ,Yl > YQ) = JJ C(u,v)dC(u, ’U).
{[0,1]x[0,1]}
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C’est ainsi que 'on réécrit le tau de Kendall :

Txy = 2P[(X1—Xo)(Y1—-Ys)>0]—-1

_ U fm e [ [ Cumdcn]| -1
= 4f . C(u,v)dC (u,v) — 1.

1.2.2 Rho de Spearman

Similairement au tau de Kendall, le rho de Spearman, p, est une mesure d’association basée
sur des mesures de concordance et de discordance. La ou il y a un changement par rapport au
tau de Kendall est que p prend en compte les vecteurs aléatoires indépendants et identiquement
distribués, (X1,Y7), (X2, Y2) et (X3,Y3).

Définition 1.2.4. Soient (X1, Y1), (X2,Y2) et (X3,Y3) trois copies indépendantes des variables
aléatoires continues X et Y, et ayant la méme fonction de répartition jointe H et les mémes
fonctions de répartition marginales F' et G. Alors, on définit le rho de Spearman (p) comme
étant proportionnel a la probabilité de concordance moins la probabilité de discordance de ces

vecteurs aléatoires tel que
5= pixy) = 3(P[(X1 — X2)(Yi — Y3) > 0] - P[(X1 — Xo)(Y; — Y3) < 0]).

Il est également possible de démontrer que la mesure du rho de Spearman de deux variables

aléatoires X et Y est intimement liée & la fonction de répartition jointe H de ces variables.

Théoréme 1.2.2. Soient p le rho de Spearman tel que présenté a la définition 1.2.] et (X1,Y1),
(X9,Y3), (X3,Y3) trois copies indépendantes de (X,Y), des variables aléatoires continues, ayant
pour fonction de répartition jointe H, et des fonctions de répartition marginales communes F
et G pour X et'Y respectivement. Soit C, la copule associée a la fonction de répartition jointes
H(z,y) = C(F(z),G(y)). Alors,

p=pxy = 12ff C(u,v)dudv — 3
0,1]%[0,1]}

Démonstration :

On commence par réécrire p étant donné la continuité des variables aléatoires. Alors, on a I’égalité
3(P (X1 — X2)(Y1 — Y3) > 0] = P[(X1 — X2)(Y1 — Y3) < 0])

3(P[(X; — Xa)(¥i — Y3) > 0] — (1 — P[(X; — X2)(¥i — Y&) > O]))

6P [(X1 — X2)(Y1 — Y3) > 0] — 3.

PX.Y

On peut réécrire cette probabilité telle que

P [(X1 — XQ)(Yl — }/2) > O] = [P(X1 > XQ,Yl > YQ) + [P(Xl < XQ,Yl < YQ)
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On note que l'on a la fonction de répartition jointe qui peut étre réécrite en terme de sa copule
Hx, v, (z,y) = Hx, v,(2,y) = Hx, v;(z,y) = C(F(z),G(y)). Par contre, étant donné I'indépen-
dance entre les copies (X1, Y1), (X2,Y2), (X3,Y3), on note II la copule équivalente & la fonction
de répartition jointe entre les variables Xo et Y3 telle que Hx, y,(z,y) = I(F(z),G(y)). On
remarque alors que IT est la copule d’indépendance telle que II(u, v) = uv. Ainsi, on peut évaluer

P(X1 < X2,Y1 < Y2) de fagon analogue a la démonstration du théoréme 1.2.1 :

POG < XoYi<¥a) = [ [ POV <oV <y)dHn (o)
R

| | ctr@.cwpanre. co)

JJ C(u,v)dII(u,v)

{[0,1]x[0,1]}

JJ C(u,v)dudv
{[0,1]x[0,1]}

en utilisant les transformations de probabilité u = F'(z) et v = G(y). Par ailleurs,

[P(Xl > XQ,Yl > YQ) = J‘Jz |P(X1 > HT,Yi > y)dHX27y3(£C,y)
R

| | 1= @) =60+ cP@). 6o i o9
| | 1= F@) -6+ cr@.comanre. 6
JJ [1—u—v+C(u,v)] dudv

0,1]x[0,1]}

ff C(u,v)dudv
{[0,1]x[0,1]}

ol on obtient le passage a la derniére ligne en raison d’arguments similaires a ceux de la démons-

tration du théoréme 1.2.1. C’est ainsi que I'on réécrit le rho de Spearman :

ﬁX7y = 6|P XQ)(Yl }/3)>0 —3

[ff uvdudv—l—ff C(u,v)dudv | —
0,1]x[0,1]} [0,1]x[0,1]}

= 12J C(u,v)dudv — 3
R2

Pour conclure ces rappels des deux principales mesures d’association utilisées dans l'inférence
des copules paramétriques, on va établir une relation entre 7 et p. Cette relation, établie a travers
le théoréme suivant, vient de Durbin et Stuart,'” et la démonstration est adaptée de Kruskal'!

et de Nelsen.'?

Théoréme 1.2.3. Soient X et Y, deuxr variables aléatoires de lois continues, T = Txy et

p = px,y respectivement les mesures d’association du tau de Kendall et du tho de Spearman
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mesurées sur ces deux variables aléatoires. Alors,

L4p_[L47 2
2 2

et

Démonstration :
On commence par rappeler, tel qu’utilisé a la démonstration du théoréme 1.2.1, que 'on peut
réécrire 7 tel que 7 = 2P [(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] — 1 pour (X1,Y), (X2,Y3), deux copies indé-
pendantes de (X,Y). Cela dit, on a (X1,Y7), (X2,Y2) et (X3,Y3) trois copies indépendantes de
(X,Y) et ayant la méme fonction de répartition H. Si on note p la probabilité que deux de ces

copies soient concordantes avec la troisiéme, on a

p = P[(X2,Y2) et (X3,Y3) sont concordants avec (X1, Y7)]
= ff [(X2,Y2) et (X3,Y3) sont concordants avec (z,y)]| dH (z,y)

— JJW P[(Xe—2)(Yo—y)>0]P[(X3—z)(Ys —y) > 0]dH (z,y)

| | ®1ev =002 -0 > 02 artay)

\Y

[ [ ® 1062059 > o o]

2
- | [ etee = w1+ P06 <o <y dr )|
R
= [P[(X2 — X1)(Ya — Y1) > 0]]?
1+7)\2

2
ou la derniére égalité se justifie avec le rappel de la réécriture du tau de Kendall présenté au
début de cette démonstration, et 'inégalité se justifie par E[Z2] > (E[Z])? ou

Z =P [(X2 — Xl)(Yé — Yl) > 0|(X1,Y1)] Soit ﬁ = 6P [(X1 — X2)(Yi — Yg) > 0] —3. En permu-

tant les indices de X et de Y, on obtient la forme symétrique de p telle que

po= {P[(X1—X2)(Y1 —Y3) > 0]+ P[(X1 — X3)(Y1 — Y2) > 0]
+P [(XQ — Xl)(YQ — }/3) > O] +P [(X2 - X3)(Y2 — Yl) > 0]
+P[(Xs — X1) (Y3 = Y2) > 0] + P [(X3 — X3)(Y3 — Y1) > 0]} — 3.

Soit pijr = P[Y; <Y < Y| X1 < Xo < X3]. Etant donné que p ne varie pas lorsque ’'on permute
les indices des variables aléatoires X et Y, on peut émettre I’hypothése que X7 < X9 < X3. Alors,

p=2P[Y] <Y3]—1.=2(p123 + p132 + p213) — 1. Si on permute les indices de la définition de p,
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on remarque alors

1

P =3 {P[(X2,Y2) et (X3,Y3) sont concordants avec (X1,Y7)]
+P[(X1,Y71) et (X3,Y3) sont concordants avec (X, Ys)]
+P[(X1,Y71) et (X2, Y2) sont concordants avec (X3, Y3)]}

1
= 3 {(p123 + p132) + p123 + (p123 + p213)}
B NE.
= D123 3]?132 3]?213-

On conclut cette démonstration en remarquant que

1+ 7 1 1 147\
5 = P123 + P132 + pP213 = P = p123 + §p132 + §p213 = 5 .

Pour la deuxiéme inégalité a démontrer, on réécrit cette démonstration en montrant la probabilité

de discordance au lieu de la probabilité de concordance.

1.3 Discussion

Avec rappel des quelques définitions présentées dans ce chapitre ainsi qu’avec la présentation
des quelques aspects techniques des théorémes et de leur démonstration pour la fonction copule
et pour les principales mesures d’association utilisées pour inférer une copule paramétrique, le
lecteur dispose de ’essentiel des outils nécessaires pour pouvoir lire et comprendre les modélisa-
tions présentées dans les chapitres suivants. Au prochain chapitre, on va proposer une approche
alternative de la modélisation de la relation entre le cofit et efficacité d’une nouvelle thérapie
versus les alternatives pré-existantes sur le marché. Pour ce faire, les notions de dépendance
seront particuliérement utiles. Ainsi, le choix d’une famille de copules réprésentant la bonne
«forme» de dépendance et la mesure de la force de cette derniére via le tau de Kendall seront
des sujets qui y seront approfondis. Ensuite, au chapitre 3, on traitera de données discrétes pour
effectuer la mesure du score de propension. Alors, il faudra adapter la théorie présentée ici a
ce type de données. Enfin, le chapitre 4 traitera du phénomeéne de censure sur les observations.
Donc, on y verra comment les fonctions marginales ainsi que le paramétre de dépendance de la

copule peuvent étre estimés avec consistance dans un tel cas.



Chapitre 2

Copules et données
médico-économiques : cas de ’analyse
colit-efficacité

Le concept de fonction copule et la théorie qui en est issue sont des notions essentielles pour
comprendre la relation de dépendance entre plusieurs covariables et leurs lois marginales. Dans
un schéme de données provenant d’essais thérapeutiques, la présence de censure sur les variables
d’intérét est systématique et peut mener & une interprétation biaisée de la relation de dépen-
dance entre les fonctions de distribution marginales et, qui plus est, en une inférence biaisée
de la fonction de distribution jointe. Un cas particulier de ces schémas de données provenant
d’essais thérapeutiques est ’analyse coit-efficacité (et sa variante qu’est ’analyse codt-utilité),
qui a montré sa nécessité dans plusieurs études médico-économiques ; études ol le phénomeéne de
censure intervient. Ce chapitre discute d’une modélisation basée sur la fonction copule pour la
fonction de répartition jointe, d’'une méthode d’estimation du cott (tant ponctuel que cumulatif)
et de la survie ajustée sur la qualitée de vie (QALY) lors d’une analyse cott-efficacité en pré-
sence de censure. Cette méthode n’est basée sur aucune supposition de linéarité sur les variables
estimées contrairement aux approches classiques; mais sur une estimation ponctuelle réalisée a
partir des distributions marginales des covariables, et du lien de dépendance entre ces derniéres.
Ainsi, ce chapitre fera un état des lieux des concepts primordiaux dans ’analyse cott-efficacité
tout en présentant les diverses approches rencontrées dans la littérature, puis présentera la nou-
velle approche proposée dans ce travail de thése. Ensuite une méthode d’analyse de sous-groupes
pour les cohortes randomisées et non-randomisées est présentée ; méthode qui innove en tenant
compte des sous-groupes a l'intérieur des bras prédéterminés dans les essais thérapeutiques pour
les calculs de variance et de covariance, calculs nécessaires pour la détermination d’intervalles de
confiance précis. Enfin, une analyse comparative sur des données cliniques de soins d’acupuncture

en traitement primaire pour les céphalées de tension est présentée.

35
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Meéthodologie Réponse obtenue Reésultat
médico-économique (Outcome)
Analyse Cout-Bénéfices e Retour sur I'investissement (ROI)
(CBA) e Bénéfices Net (BNAI)
Analyse Cotut-Efficacité || e Valeurs cliniques e Ratio Cott-Efficacité Incrémental (ICER)
(CEA) e Annés de vie gagnées par année de vie gagnée
e Bénéfice Net Incrémental (INB)
Analyse Cout-Utilité e Années de vie gagnées ajustées par | o ICER par QALY
(CUA) la qualité de vie (QALY) e INB avec QALY

TABLEAU 2.1 — Distinctions entre les différents types d’analyses médico-économiques.

2.1 Introduction

En raison de la croissance au cours du temps de la variété de traitements possibles pour un
probléme de santé spécifique et, corollairement, & la croissance de I'ensemble des cotlits moné-
taires directs (e.g. cotit spécifique d’une hospitalisation) et indirects (cotit d’opportunité) pour
ce probléme spécifique, les sciences médico-économiques tendent & se concentrer sur le concept
de cotit-efficacité des nouvelles thérapies versus celles préexistantes. Cette pratique méne donc a
une étude statistique compléte depuis que la pratique commune dans les laboratoires occidentaux
est de collecter les données individuelles des cotits sur les patients dans les études randomisées.
Ainsi, il est d’usage de calculer avec ces données le bénéfice incrémental net de 'utilisation de la

nouvelle thérapeutique versus celle d’usage commun.

Durant les derniéres décennies, I'analyse cott-efficacité (CEA) pour les nouvelles thérapies
est devenu un sujet contemporain de travail pour les biostatisticiens. Cette analyse est utilisée a
I'intérieur de deux schémas particuliers : la CEA qui se base sur la modélisation et la CEA qui se
base sur un apprentissage par essais et erreurs. La différence majeure entre les deux approches
est que dans le cas de 'analyse basée sur 'apprentissage par essais et erreurs, les données sont
situées au niveau individuel des patients dans une étude spécifique, et cela peut conduire a un
phénomeéne de surapprentissage quant aux conclusions statistiques ; ce qui méne & des biais et des
erreurs d’interprétation lorsque les résultats sont ramenés au niveau de populations. En contraste,
la CEA basée sur la modélisation est basée sur des données plus facilement généralisables car
une structure d’aide & la décision peut étre imposée au travail statistique (e.g. imposition de

fonctions marginales paramétriques aux covariables).

Au tableau 2.1, il est présenté les différences majeures entre les types d’analyses médico-
économiques actuellement rencontrées dans la littérature. Dans le cadre de ce chapitre, nous
nous limiterons a l'analyse cofit-utilité que nous présenterons en fait comme une spécification
de l'analyse cott-efficacité. Ainsi, on utilise la sémantique cotit-efficacité (ou CEA) car tous les
résultats présentés sont généralisables sans travail supplémentaire de la part du lecteur pour les

années de vies gagnées sans ajustement sur la qualité de vie.
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2.2 Quantités d’intérét et approches dans la littérature

Il sera question ici de présenter les deux principales quantités d’intérét : le ratio incrémental
cott-efficacité (ICER) et le bénéfice incrémental net (INB). Pour y arriver, on note qu’on
présente ces deux quantités en utilisant la variable exprimant les temps de survie 7' et, par la
suite, on introduira la variable des temps de survie ajustés a la qualité de vie Tyq; et utilisera
cette derniére pour les calculs d’intérét au lieu de T.

Soit I'intervalle (0, 7] étant la durée d’intérét de I’étude médico-économique ; 7 étant le dernier
moment de suivi du patient. Cet intervalle est divisible en K sous-intervalles [ag,ag+1) de
longueur ki o1 0 = a1 < a9 < ... < ag4+1 = 7 ol la borne supérieure de l'intervalle représente
le moment de saisie des coiits instantanés de traitement dans le dit intervalle, cofits dénotés
ck, k€ {1,2,..., K}. Ainsi, on obtient la variable aléatoire exprimant les cotits cumulatifs d’une

thérapeutique sur la durée de I’étude telle que

K
C = Z CLK-
k=0

Soit j étant l'indice notant le bras thérapeutique de I’étude (7 = 1 pour le bras traité et j = 0

pour le bras controle). Alors, on définit le ratio incrémental cott-efficacité tel que

E[Cj=1] — E[Cj—0]
E[Tj=1] — E[Tj=0]

ICER =

e

ou E(e) est 'espérance mathématique. Cette quantité est donc un indicateur des cotits monétaires
de l'utilisation d’une nouvelle thérapeutique quant aux temps de survie. Par ailleurs, on définit

le bénéfice incrémental net comme la différence
INB(A) = A(E[Tj=1] — E[Tj=0]) — (E[Cj=1] — E[Cj=0])

ol A représente une quantité prédéterminée, arbitraire, de la volonté de payer pour une unité
supplémentaire d’efficacité (de survie).

Dans la littérature, plusieurs article proposent des voies pour estimer ces quantités. Pour
commencer, Willan et Lin'® proposent une approche basée sur la moyenne échantillonnale. Soient
Tj; et Cj; étant respectivement les mesures de l'efficacité et des cotits cumulés pour le patient

i,t=1,2,...,n; assigné a la thérapeutique j. Alors, on obtient les termes d’espérance

el 1]

Ol [t = ftj—1 — pj—0 €t v = vj—1 — V-0, et de variance V(7}) = 0']2-, Y(Cj) = w]z, cov(Cy,Tj) =
pjojw;. Si on se place dans un schéma de minimisation, p est considéré comme étant nul et,
alors, v est considéré le paramétre d’intérét. Alors, en cas de données complétes, ils proposent
d’estimer le bénéfice incrémental net comme une simple relation linéaire de différence impliquant

les estimateurs fi, v;—1 et vj—q. Par ailleurs, Willan et O’Brien'* proposent d’estimer I'intervalle
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de confiance de 'ICER et sa variance grace a I'application du théoréme de Fieller. En présence
de données censurées, ils proposent d’estimer la fonction de survie ,§j (t) sur chaque bras thé-

rapeutique en utilisant Iestimateur de Kaplan-Meier,'”

et ensuite d’estimer fi; en intégrant la
fonction de survie jusqu’au temps 7 (dernier moment d’observation de l'individu).
Par la suite, les principales méthodes développées ont considéré 'ajustement des temps de

survie a la qualité de vie. C’est & partir de 2003 avec le travail de Willan et al.'0

qu’on a commencé
a considérer la variable QALY (Quality Adjusted Life Years) ; variable que 'on va noter ici Tpg;.
Soit Qjk; étant la qualité de vie observée sur l'intervalle temporel k,k € {1,2,..., K} pour le
patient 7 contraint au traitement j. Il s’agit en fait de temps de survie contractés par le facteur
de la qualité de vie. Par ailleurs, on note E[g;;] = ;.

On détermine la valeur de Qjz; ainsi : soit I'individu ¢ assigné au bras j avec une qualité de

vie mesurée aux moments tj;1,tji2, ..., tjim; avec des scores de qualité de vie gji1, @ji2, .-y Qjim,;

Ak +1
qui sont en fait les valeurs de I'utilité. Alors, Qr; = J q(t)dt est la somme pondérée du temps
ay,
passé dans les différents états de qualité de vie ou
qji1 si0<t<tj;

(@jihe1 — Qjin) (t — tjin)

4jih + st tjin <€ <tjint1;

qt)y=3" tiih+1 = tjin 7 s
Qjim,; s tjim;; <t < Xji;
0 sit > in,

et ot Xj; = min(Tj;,n5:), 05 = L{1;,<n;;} OU 7 représente la variable censure. De plus, soit
Yjri = L(Xji = ay et [Xj; = agq1 ou dj = 1]), qui indique si U'individu ¢ sur le bras traité j
est en vie au moment ay, et n'est pas censuré sur U'intervalle [ay, ay41) ; et soit Yj; = Z ki~ S1

n;
on note Qi = Z(Y]mQJkl) /Yji, alors, avec une expression connue de la variance,
. . /L:l . . .
I'estimation de p; ajusté a la qualité de vie prenant la forme

K
- Vs,

Plus récemment, Willan et al.'” ont proposé de réaliser I'analyse cott-efficacité entiére en

16 on obtient

utilisant les méthodes de régression linéaire. Soit C; le colit cumulatif pour I'individu ¢, alors
E(Cj) = ﬁc Zoy, i =1,2,...,nj oit Zg,, est un vecteur de covariables affectant le cotit et B¢, est
le vecteur des coefficients de régression (& estimer). Ainsi, en utilisant une pondération basée sur
I'inverse de la probabilité de censure (IPCW), ils proposent une méthode pour estimer la seconde
composante de S¢; qui est la différence moyenne des coiits ajustés aux autres covariables entre les
deux bras, Ac, et sa variance associée. Une méthodologie similaire est effectuée pour la variable
Taq;- Donc, ils proposent d’estimer 'ICER ajusté sur la qualité de vie par AC/ Ata 4 €t d’utiliser
le théoréme de Fieller afin de déterminer 'intervalle de confiance au niveau 100(1 — «)%. En

ce qui a trait & 'INB, ils proposent comme estimation d’utiliser by = M, — A, avec, comme

adj
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expression de la variance 65 = )\262A5 + &2Ac — 2X\0a.A,. Alors, si by/dy est plus grand que le
quantile z1_,, au niveau «, la nouvelle thérapie est considérée coit-efficace.
De cette approche basée sur la régression linéaire, plusieurs variantes paramétriques et semi-

8 sont nées. Le probléme principal de ces estimateurs pour Panalyse cott-efficacité

paramétriquesl
basé sur la régression linéaire est que méme si U'estimateur IPCW est consistent, il n’est pas ef-
ficace dans la mesure ou s’il y a présence d’un individu censuré avant ou au temps ap i1, ce
dernier ne contribue pas a la sommation qui constitue cet estimateur et de 'information statis-
tiquement significative est dés lors perdue. Par ailleurs, en ’absence de censure, cette approche
est équivalente a la résolution des moindres carrés ordinaires pour laquelle '’hypothése de linéa-
rité peut mener a de sérieux biais en cas de non-linéarité. Pour ces raisons, une méthodologie
basée sur les copules paramétriques d’analyse cotit-efficacité et de modélisation des fonctions de
densité jointes entre les cotits cumulatifs et la variable QALY pour chaque bras thérapeutique,

et donc basée seulement sur la dépendance entre les covariables et I'information a priori sur les

distributions des variables d’intérét, est présentée ici.

2.3 DModéle

2.3.1 Détermination de QALY en termes de temps et de qualité de vie

Dans I’éventualité ou le temps de survie ajusté sur la qualité de vie est déja mesuré, il est
évidemment indiqué de procéder directement a l’estimation des parameétres de sa distribution.
Toutefois, cette situation est plutdt rare : il est d’usage que les cliniciens n’aient en leur possession
que les variables temps de survie et utilité (i.e. qualité de vie). Tel que montré dans la section
précédente du méme chapitre, la méthode d’ajustement classique du temps de survie sur la

qualité de vie est donnée par
T(w)
Togy(w) = L Qu(t))dt

ou Q(v(t)) € [0,1] est la qualité de vie sur I'intervalle temporel d’intérét et v(t) est I'état de santé
¢

du sujet au temps t. Or, étant donné que la fonction H(t) = | Q(v(y))dy est monotone crois-
sante, il est possible de réécrire la fonction de distribution Cumul%tive de Tj,4; en une composition
de fonctions telle que

Fugi(y) = Fo H™'(y)
ott H1(-) est la fonction de I'inverse généralisé de H(t) et I'on peut également réécrire la fonction
de densité de probabilité de la fagon suivante :

1
Qv(H(y))]

ol faq; est la fonction de densité de Tpq et f est celle de T'. Donc, pour un individu ¢ étant

faai () = fIH ()]

soumis au traitement j, la variable aléatoire représentant QALY , Eadjjiy est telle que

Eqgj;, = infi [Tadjji,nadjﬁ]



40 SEcTION 2.3 — Modéle

ol Nadj ;; représente le phénoméne de censure ajustée sur la qualité de vie des patients ¢ dans le
bras thérapeutique j et Tadjji représente le temps de survie soumis au méme ajustement. Par
ailleurs, notons Cj;(t) le cott cumulatif de I'invididu ¢ ayant la thérapie j jusqu’a l'instant t.

Ainsi, on obtient les relations de dépendance suivantes :

2.3.1.1 Relations de dépendance entre les variables d’intérét dans le cadre de ’ana-
lyse cott-utilité
e Les variables aléatoires Tadgj;; et nji sont dépendantes.
Démonstration :
Pour simplifier la notation, supposons ce qui suit comme représentant un individu ¢ assigné
T(w)

a un bras thérapeutique j. De plus, soit T,4(w) = j Q(t)dt. Ayant les temps observés
0
X(w) = inf(n(w), T (w)), si n(w) < T(w), on obtient

n(w) T(w)
Togj(w) = L Q(t)dt—kf Q(t)dt
Qt)

= nad] f

Madj (W) + f(n(w))

ot f est une fonction de n(w). Alors, T,q;(w) est dépendant de n(w).

e Les variables aléatoires C}; et 7;; sont dépendantes.
Démonstration :
Pour alléger la notation, on suppose ce qui suit comme étant pour un individu ¢ ayant la théra-

peutique j. On a :

T'(w)
Z ek st T(w) < n(w);
Cw) = | yw)
Z cpkr st n(w) < T(w).
0

Alors, avec E(w) = inf(n(w), T(w)),

C(E(w)) = 117w)<n@)C(T(W)) + L) <re) C(n(w))-

Ainsi, en acceptant que la variable T'(w) soit indépendante de n(w), on remarque que les variables

n(w) et C(w) sont dépendantes.

e Les variables aléatoires Tadj;; €t nNagj;; sont indépendantes.

Démonstration :
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Soient
T (w)
T - | awa
= H[T(w)]
et

(w)
i (w) = fo Qt)dt
— Hyw)]

ot H est une fonction borélienne inversible. Etant donné que T'(w) et n(w) sont des temps indé-
pendants, il est trivial de remarquer que H[T'(w)] et H[n(w)] le sont également. Alors, Tyg;, et

Nadj;; sont indépendants.

2.3.2 Estimation des paramétres inhérents aux distributions

Pour commencer, méme dans 1’éventualité ou les distributions réelles des cofits cumulés et
de QALY sont inconnus, il est possible de faire I'inférence des deux principaux paramétres empi-
riques : la moyenne et la variance. En fait, on va considérer ici chaque bras de ’essai, pour cha-
cune des deux distributions d’intérét, comme étant une variable aléatoire distincte avec sa propre
moyenne et sa propre variance, mais avec la méme loi de distribution que sa réciproque dans le
bras opposé. Par ailleurs, on va assumer l'idée de I’existence d’une censure non-administrative,
ce qui conduit & optimiser le processus d’estimation.

Soit chi: étant le vecteur de dimension d de covariables qui affectent les cotits sur le bras j,
7 = 0,1, pour la population groupée et soit Z;.l;adj étant son équivalence pour QALY. Alors, tel
que proposé par Thompson et Nixon,'? et Stamey et al.,?’ la fonction exprimant la moyenne

pour les cotits sur le bras j est exprimée par

ujc = oo + alzlcj + ...+ adz%
et, pour QALY, par

Todj

Todj
/“L] ¢ *

Todj

De ce fait, ces constructions sont des modéles de régression linéaire avec censure sur les cova-

riables. En utilisant la méthode de Lin,?! on peut estimer le vecteur des coefficients de régression
K

ac par une somme sur les k périodes d’intérét telle que o = Z Gy, , ol en utilisant la méthode
k=1

de pondération de I'inverse de la probabilité de censure (IPCW) telle que, pour un individu ¢

appartement au bras j, on ait

—1
n * n 5*5 Coils

A jki C (Ot jkiCiki o

. = LA LUy

Qey, (;G(X*) J(J>> ZG(X*) J

ki i=1 ki
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o X7, = min(Xj;,ari1), G(e) est Pestimateur de Kaplan-Meier de G(e), ki = 0i + (1 —
0;i)1(Xj; = ar41) et, tel que décrit précédemment, Xj; est le temps minimal entre soit le temps
compris dans l'intervalle temporel de la randomisation au décés de I'individu, ou soit celui compris
dans 'intervalle temporel de la randomisation au moment de censure; et §;; = 1(T}j; < n;i). Le
méme cheminement est utilisé pour trouver 3, le vecteur des coefficients de régression pour
QALY. Alors, de cette inférence sur les coefficients, il est possible de déterminer la moyenne
ajustée sur la survie.

On note qu’il est possible d’utiliser toute autre technique de pondération avec un biais in-
ferieur ou égal a celui de Lin.?" Ainsi, en ce qui a trait a la variance des variables aléatoires
d’intérét, on propose d’utiliser le résultat de Buckley et James®? (voir également Miller et Hal-
pern®), qui est une généralisation des techniques IPCW basée sur I'espérance conditionnelle des
variables aléatoires et tendant donc & avoir un biais minimal. Ainsi, la variance approximative

pour la distribution des cotits cumulés dans un bras thérapeutique spécifique (j étant fixé) est

1 n 1 n 2
~2 E 20 E 50
g = (S e — = < 5‘6‘
¢ Z?:l 51 2 i=1 ' ( ‘ Z;L=1 5l j=1 ’ j)

ou é? est un terme d’erreur tel que é? =C; — ZJ-C Bj. Une approche similaire est réalisée pour la
distribution de QALY.

2.3.3 Détermination des distributions paramétriques

Pour la modélisation des coiits, trois lois de probabilité communes sont fréquemment uti-
lisées : la loi Gamma, la loi normale et la loi lognormale. La paramétrisation de ces derniéres
est facilement réalisable sachant la moyenne et la variance de la distribution. Soit pc étant la
moyenne et J% étant la variance des coits, et j le bras thérapeutique. Alors, le choix de la

distribution paramétrique va étre 'une des options suivantes :
1. Cj ~ Normal(,ucj,aa_);
2. Cj ~ Gamma(pc,, pc;)

3. Cj ~ Lognormal(vcj,T%j);

oil vo et 74 sont la moyenne et la variance des log-cotits, i.e. vo = 2log(uc) — %log(a% + u)
et 78 = log(o2 + uZ) — 2log(uc). Par ailleurs, pc est le paramétre de forme de la distribution
Gamma, qui est tel que po = ,u%/a%. Ainsi, une fois que chaque modélisation est effectuée, la
sélection de la distribution paramétrique qui a la meilleure adéquation aux données s’effectue sur
la base du critére de la déviance. En fait, la meilleure adéquation aux données est celle qui a la
plus petite déviance, soit le négatif de deux fois la log-vraisemblance.

Dans le cas de la variable QALY le choix est limité a une seule option compte tenu de 'aspect

symétrique que prennent les données de cette distribution :

2
L. Tygj; ~ Normal(uTadjj,aTadjj).
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2.3.4 Inférence sur le tau de Kendall

Dans le but ultérieur de calculer le paramétre de dépendance pour chaque copule testée
dans la procédure de sélection de la copule, on doit obtenir un paramétre de dépendance global
indépendant des types de familles de fonctions multivariées : le tau de Kendall. L’idée est que
de réaliser I'inférence sur le tau de Kendall une seule fois au lieu d’une fois sur chaque famille
de copule & tester méne a une seule procédure d’inférence. Bien que 'estimateur du maximum
de vraisemblance puisse étre utilisé pour obtenir le paramétre de la copule, dans ce travail, on
a considéré uniquement la méthode d’inversion du tau de Kendall dans le but de diminuer le
travail computationnel nécessaire. En fait, pour chaque famille de copules paramétriques, il existe
une relation directe entre le paramétre de la copule et le tau de Kendall. On considére le couple
de variables aléatoires (C,T,q;) pour un bras thérapeutique donné j, j = 0,1. Par ailleurs, on
considére (C{l}jTécllJ}) et (0{2},T£j}), deux copies indépendantes du couple (C,Tgq;). Alors, ces
copies sont dites concordantes si (CtH — c)(T Ej} - Tijj}) > 0 et discordantes autrement. Le
tau de Kendall, qui est donc une mesure de concordance, est défini par Kendall’ tel que

e = PHCW @)@l -1 > 0] - Pl — (Tl - T2 < 0]
2. Pl(CW — o) (Tl — 1) > 0] -1

adj
1 2 {1} {2}

= E[2-1[c™M - Cc® > 0] - 1)(2-1[T,, — Ty > 0] -1)]

= [Elaizbi2]
ou [ est 'espérance, 1 est la fonction indicatrice, ajo = 2-1[0{1}—0{2} > 0]—1letbg = Z'H[Ticllj}_
Tiflj} > 0]—1. Dans un cadre plus général, on a les couples (C{l}, Ta{;j}), (C{z}, Tizj}), ey (C{”}, T;(Z})
ou toutes les valeurs de C{T},Ta{gj}, r = 1,..,n sont uniques. Ainsi, on peut écrire a,s =
2. 1[Ct — st > 0] — 1 et by = 2- ]l[Ti;j} - Tijj} > 0] — 1 ou r et s sont les indices de

ces réplications indépendantes. En I’absence de censure, ’estimation de 7 est donnée par

1
TK = (Z) Z Arsbrs

I<r<s<n

ou n est la taille de ’échantillon. En fait, il s’agit simplement des n(n—1)/2 couples d’observations
bivariées qui peuvent étre construits multipliés par la soustraction du nombre de paires discor-
dantes au nombre de paires concordantes. Sous la contrainte de la censure, approche d’Oakes?*
propose d’ajouter une indicatrice de complétude des observations L,; = ]l[min(C{T},C’{s}) <

min(n{cr}, nés}), min(T{T} T{S}) < min(ngij,néij)] a cette équation telle que

adj >~ adj
n —1
TK = (2> Z Lysarsbrs

I<r<s<n

ol 77{7"} et 77{5} représentent les variables censurées sous chaque copie indépendante. Le probléme
de cet estimateur est son manque de consistance dans la situation ot les données sont hautement

corrélées. De cette fagon, il est recommandé dans ce travail d’utiliser I'estimateur renormalisé
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d’Oakes® pour lequel la consistance a été démontré peu importe le niveau de corrélation entre

les variables aléatoires. Ainsi, I’estimateur

A Z{1$r<s$n} Lysarsbrs
T =

Z{1<r<s<n} Lis

est simplement le ratio du nombre de paires discordantes non-censurées soustraites au nombre

de paires concordantes non-censurées par rapport au nombre total de paires non-censurées.

2.3.4.1 Sélection bayésienne de la copule

Pour sélectionner la meilleure copule quant & son adéquation aux données, quelques possibi-
lités sont présentées dans la littérature. Pour les distributions de données complétes, Genest et
Rivest?® proposent une procédure basée sur la transformée de l'intégrale de probabilité. D’autre
part, en se basant sur un test d’adéquation aux données, Lakhal-Chaieb®” propose une procé-
dure pour les données censurées lorsque les distributions sont estimées & 'aide d’une fonction
de survie (e.g. estimation de Kaplan-Meier). Cependant, lorsque disponible, une connaissance a
priori des lois de probabilité que suivent les fonctions marginales & I'intérieur de la copule est une
information non-négligeable et se doit d’étre prise en considération pour l'inférence sur la famille
de copules lorsque cette derniére est inconnue, afin de minimiser le risque d’erreur. Dans leur
article, Dos Santos Silva et al.?® proposent une méthodologie de sélection basée sur les critéres
d’information (e.g. AIC, BIC, ...) On note Fr,,(y) et Fo(x) les fonctions de répartition pour

QALY et les cofits cumulatifs sur un bras thérapeutique donné. Alors, on a :

f(yv X|(I>) = C(FTadj (y|(I>Tadj)a FC(X‘q)CN(I)@)fTadj (y|(I)Tadj)fC(X|q)C)

ou ®¢ dénote un vecteur de parametres pour la distribution des coiits, ®r,, est le vecteur de
paramétres pour la distribution de QALY, ®y est le parameétre de dépendance qui est, en fait,
une fonctionnelle du tau de Kendall et @ = ®¢c U ®7,, U Py est 'union de tous ces vecteurs
de paramétres. Aussi, f et F' dénotent respectivement la fonction de masse et la fonction de
répartitions. On remarque qu’une écriture similaire peut étre effectuée pour une modélisation
multivariée. Tel qu'illustré par Genest et al.,?” on peut trouver le paramétre de copule de n’im-
porte quelle copule paramétrique en ayant uniquement la mesure du tau de Kendall,” méme si
les données sont multivariées.*’

Soit & un échantillon bivarié de taille n provenant de cette densité. Soit M} une famille de co-
pules donnée, k = 1..m, ot m est le nombre de modéles (familles) que 1'on désire comparer afin de
déterminer celui ayant la meilleure adéquation aux données. Alors, la fonction de vraisemblance

est donnée par
n
L(z|®, My) = H c(Fr,y, (4|1, M), Fo(x;1®c, My)|®g, M) 1,4, (Y51 T, » M) fo (X Pc, My).
j=1

Ainsi, en utilisant la déviance, qui est en fait D(®y) = —2ll(x|P, M}) ou Il représente la fonction

de log-vraisemblance, Dos Santos Silva et al.?® proposent d’utiliser le critére d’information basé



CHAPITRE 2 — Copules et données médico-économiques : cas de ’analyse cout-efficacité 45

sur la déviance (DIC) qui est
DIC(My) = 2E[D(®y)|@, My] — D(E[®|@, My]),

ou ils proposent I'utilisation des approximations de Monte Carlo pour les quantités E[D(®y)|x, My]
L L

et E[®|x, M} qui sont respectivement L ™! Z D(®t) et L1 Z @t . Ici, on suppose que {(1)21)7 ey @,(CL)}
=1 =1
est un échantillon provenant de la distribution a posteriori f(®g|x, My). Alors, on choisit le mo-

déle de copule ayant le plus petit DIC.

2.3.5 Ratio incrémental couit-efficacité

A partir des densités jointes estimées, f(y;,X;), j € {0,1}, on a, pour les cofits,
E[C;] = J J X3 f (X5, y5)dy;dx;
Do, JDr, .
~ fID Ju) X;i¢3(Pr,, W ®1,,), Fo(X|20)) fo (W ®c) fr, (X9, ) dy;dx;
€5~ Tadj;

ou D¢; et Dr, 4. sont respectivement les domaines de définition des variables aléatoires C' et Tg4;
J

pour le bras j. Pour la variable QALY on calcule son espérance par
E[Tog;,] = f J yif (X3, y5)dx;idy;
D1, J0c,
< | w1, FodBo)Towl@0 Fr, (41, )dxdy;
Dr,g, YPo;

Alors, sachant les colits espérés et les temps de survie ajustés a la qualité de vie, le ratio incré-

mental cott-efficacité (ICER) ajusté est estimé par

CFR = %= ~HGi0)

[E(Tadjj:1) - [E(Eadjjzo)

et, grace au théoréme de Fieller ( Fieller,®! Willan et O’Brien,'* Chaudhary et StearnsSQ), on

obtient I'intervalle de confiance 100(1 — )% tel que

~9 ~2 oA 2 ~2 ~2 A2
Zl_a/Q\/GATadj + UAC 20ACATadj Zl—a/Q (UATadj GAC O'ACATadj )

IﬁE\R(l_Z%—a/Qa—AcATadj * 1_ 22 52

1-a/29Ag,
Dans cette formule, z;_,/, représente le 100(1 — «/2) percentile de la distribution gaussienne
standardisée. Par ailleurs, &QATadj représente la variance de la distribution de QALY ou Ag, . est
la différence entre Tadj;—, €t Tadj;_,- Le méme schéme se présente pour &Z - Pour ce qui en est
de 6, Ar, il ne s’agit de rien de plus que de la covariance estimée des différences, entre j = 0
et j = 1, pour les cotits et les temps de survie ajustés a la qualité de vie.

On remarque que les raisons pour lesquelles on a construit un intervalle de confiance au sens

de Fieller plutot qu’en appliquant une méthode du type bootstrap proviennent des conclusions
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des travaux de Siani et Moatti®® : en plus d’inconvénients au niveau du support des intervalles
de confiance (ce qui peut avoir un impact sur la régle de décision), le bootstrap a I'inconvénient,
contrairement a la méthode de Fieller, d’étre instable lorsque [E(fl;l;:l) - [E(E;;j: ,) converge
vers 0, tout en étant statistiquement différent de 0. Effectivement, dans une telle situation, la

densité de 'ICER va étre bimodale, ce qui enléve la précision des intervalles de confiance.

2.3.6 Bénéfice incrémental net

Le bénéfice incrémental net (INB) ajusté () est estimé par INDB = ME(Tagj;_y ) —E(Tadj;_o))—
(E(Cj=1) — E(Cj=0)) avec, comme expression de la variance, 63 = AQ(}QATW + 62AC — 2)\6ACATW_
ou A est la “propension de payer” pour une unité d’efficacité.

2.3.7 Analyse de sous-groupes

Il est possible d’accomplir une analyse intra-cohorte en utilisant la procédure présentée dans
ce travail. L’idée principale ici est de réaliser une analyse cott-efficacité tout en créant une dis-
crimination entre deux sous-groupes ou plus. Le principe est qu’il existe une variable référentielle
Zy, ke {1,2,...,d}, autant pour les cotits cumulés que pour QALY qui est, en fait, une variable
catégorielle (dichotomique or multichotomique) et pour laquelle on peut déterminer I’/ N B mar-
ginal. De tels sous-groupes doivent étre basés sur des covariables cliniquement importantes. Etant
donné que ces sous-groupes sont a l'intérieur d’un bras thérapeutique donné, il n’est pas pos-
sible d’affirmer qu’ils sont équilibrés. Tel qu’illustré en Nixon et Thompson,** Tsai et Peace,

une utilisation naive de I'information provenant de ces sous-groupe sans aucun ajustement peut

mener a de sérieux biais d’inférence.

Soient Z jc;m-, Z;;;’fj signifiant I’allocation ou non d’attributs donnés a une population (e.g. sexe,

consommation de tabac, etc.) et étant représentés en tant que covariables d’intérét agissant sur
les cotits et QALY pour un invidu ¢ faisant partie du bras thérapeutique j. Dans le but d’illustrer
le concept ici, on prend pour exemple que l'on test I'effet d’une thérapeutique sur les fumeurs.
Alors, il y aura 4 sous-groupes : fumeurs dans le groupe traité, non-fumeurs dans le groupe traité,

fumeurs dans le groupe controle et non-fumeurs dans le groupe controle.

Soient Tiqj; étant lefficacité pour les individus ¢, fumeurs, sur le bras traité ; et T,

—1,k=1,i djj=1,k=0,i

étant efficacité pour les individus 7, non-fumeurs, sur le méme bras. On établit la méme notation
pour le bras contréle 57 = 0. Par ailleurs, on établit une notation similaire pour les cotits cumu-
latifs, C. Soient E(Tugj;) = E(Tugj; ) — E(Tagj, o) €t E(Cj) = E(Cjr=1) — E(Cjr=0). Alors,
I'intérét de cette discrimination est sur le bénéfice incrémental net marginalisé a la cohorte des
fumeurs, qui est INB(A) = ME(Tqqj,_,) — E(Tagj,_,)) — (E(Cj=1) — E(Cj=0)). Etant donné que
ces sous-groupes sont & l'intérieur d’un bras clinique, la problématique principale est d’établir

I’expression de la variance. En ajustant la méthode de Fieller & ce contexte de sous-groupes, on
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obtient

Var(INB()\)) = M\o% +0’2A —2Xoa-

adj ad]

= AQ\/CLT(Tadjjzl — Tadjj:()) + Var(C] 1 — éj:())

Az

- 2)\COU(Tadjj:1 - Tadjj:()a Cj:l - j:O)

Q

ou les variances peuvent étre estimées de fagon réguliére. En ce qui a trait au terme de la
covariance, oa-—Ag; il y a deux scénarios possibles. Premiérement, lorsque I'hypothése de la
adj

randomisation entre les sous-groupes a l'intérieur de chaque bras est possible, on a

COU(Tadjjzl — Tadjj:oaéj=1 — éjzo) = COU(Tadjj:1,€j=1) + COU(Tadjj:O,6j=o)
qui peut étre déterminée facilement en utilisant les techniques statistiques classiques. Deuxiéme-
ment, lorsque '’hypothése de la randomisation entre les sous-groupes n’est pas possible, alors la

covariance s’exprime telle que

COU(Tadjjzl _Tadjj:())cjil _Cjzo) = COU( adjj=1> C] 1)+COU( adj; —070] O)
C; C

— cov( adj;_1, Cij= 0)—cov(Tad]J:0, ]_1).

Ici, les termes cov(Tadjjzl,éjzl) et cov(Tadjj:O,éj:O) sont calculés de fagon classique similaire-
ment au cas randomisé. Cependant, pour les termes de covariance qui nécessitent de croiser les
deux bras thérapeutiques, cov(Tadjj - Cj—o) et cov(T adjj—o ,Cj_1); Papproche que l'on suggére
C (yj=1), Fe(xj=0))
et F(Tagj;_,,Cj=0) par Cy (FT o (Wi=1); Fz(xj=0)) & partir de la méthodologie présentée dans

ici est d’estimer les fonctions de répartition jointes F (Tadb:1 ,Cj—o) par C (FTadj
ce travail, et ensuite, en utilisant la définition de la covariance cov(C,Thq) = E[Tqq,C| —
E[T,4]E[C], de calculer les covariances désirées a partir de estimation de la fonction de densité
jointe et de I'estimation des fonctions de densité marginales.

Suivant le raisonnement de Willan et al.,'” on peut tester 'hypothése de I'égalité de PVINB

entre les sous-groupes, qui peut étre rejetée au niveau « si

W)
Var(INB()))

est plus grand que le percentile z;_, » de la distribution gaussienne standardisée.

2.4 Reésultats et discussion

Le but de cette section est de donner une illustration de la performance de la copule qui
approxime le mieux, en utilisant la méthode présentée dans ce travail, la vraie copule et les
fonctions de distribution cumulatives des variables cotits et QALY. Soit la copule exacte
C(*)( 5 WI®PT,,.), Fo(x|®c)) et son approximation provenant de la méthode présentée a la
section precedente C; (@ )( T (y|®r, ) Fo(x|®¢)) o (i) est le modele de copule sélectionné pour

faire une approximation de la distribution jointe a travers ’ensemble des modéles de copules
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testés et () représente cette distribution jointe exprimée a travers une copule. Par ailleurs, F
est la distribution choisie pour F'. Alors, I'objectif de ces simulations est de montrer que les
biais générés par les approximations de 6 par é, de ® = ¢¢c v @7, par Ci>, la sélection de C'?)
en tant que modele de copule et Fg, FTa 4 en tant que modeles marginaux paramétriques, est
relativement faible.

Pour évaluer la performance de la méthodologie présentée dans ce travail dans des cas non-
triviaux, on a réalisé des simulations de Monte-Carlo avec 18 schémes différents. Le processus était
de simuler des données bivariées (représentant les coiits et QALY) & partir de trois copules spé-
cifiques. Pour chaque copule, on a simulé les trois configurations possibles pour les distributions
marginales (les cotits sont normallement distribués, les cotits sont log-normallement distribués et
les cotits suivent une loi gamma ; alors que QALY est normallement distribué), puis on a appliqué,
dans chaque cas, deux différents niveaux de censure aléatoire sur les distributions marginales de
QALY. La censure suivait une loi exponentielle telle que A\s—15 = 0.041 et A\s—39 = 0.090 ou s
représente le pourcentage de censure simulé. Pour chaque procédure de génération de données
(PGD), le tau de Kendall était le méme et représentait un niveau intermédiaire de dépendance
entre les distributions marginales afin d’étre au plus prés de la réalité : 7 = 0.60. Puis, on a cal-
culé le paramétre de copule, pour chaque copule, en se basant sur le tau de Kendall. Par ailleurs,
on a utilisé des paramétres de moyenne et de variance relativement standard dans l'analyse cofit-
efficacité, suivant les paramétres suivis par Thompson et Nixon'? tels que e = 1500, ¢ = 400 ;
up = 4,05 = 0.75, et on a paramétrisé chaque distribution marginale afin de demeurer prés de
ces valeurs. Pour le choix des copules génératrices de données, on a sélectionné une copule ellip-
tique & un seul paramétre (la gaussienne) et les deux copules archimédiennes a un seul paramétre
les plus connues pour étre différentes dans la forme de la dépendance qu’elles tentent de décrire.
Les schémes des PGD sont présentés au tableau 2.2.

Etant donné que la simulation de covariables linéairement dépendantes et non-censurées pour
les cofits peut mener a des biais en notre avantage pour le calcul de la moyenne et de la variance
en comparaison & une estimation de ce type dans un contexte clinique classique, on a décidé de
défier notre méthode en utilisant 'estimateur de la moyenne par Kaplan-Meier de la fonction
de survie et sa variance associée (approche a suivre en 'absence de covariables d’'intérét) au lieu
de la procédure présentée et basée sur les covariables. Puis, on a appliqué les étapes présentées
dans ce travail pour sélectionner une distribution paramétrique pour les marges, sélectionner une
copule paramétrique en utilisant un critére d’information et, finalement, trouver le paramétre de
la copule. On a répliqué cette procédure B = 500 fois avec n = 1000 données et on a collecté
I'information sur le nombre de procédures qui furent un succés par rapport a 'inférence sur les

marges, ’estimation du tau de Kendall et le choix de la copule.

2.4.0.1 Inférence sur le tau de Kendall

Le chemin proposé pour inférer le tau de Kendall (7x) en présence de censure donne des

résultats proches au réel 7k mesuré sur les données juste avant d’appliquer la censure. A la
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] Copule génératrice H Distribution des coftits \ Niveau de censure \ PGD ‘
Copule gaussienne || Fo ~ N(uc = 1500, 00 = 400) 15% PGD 1
0 ~ 0.809 30% PGD 2

Fo ~ T'(shapec = 12, scalec = 125) | 15% PGD 3
30% PGD 4
Fo ~ logN (ve = 7.30,7¢ = 0.25) 15% PGD 5
30% PGD 6
Copule de Clayton || Fo ~ N(uc = 1500,0¢c = 400) 15% PGD 7
=3 30% PGD 8
Fo ~ T'(shapec = 12, scalec = 125) | 15% PGD 9
30% PGD 10
Fo ~ logN (ve = 7.30,7¢ = 0.25) 15% PGD 11
30% PGD 12
Copule de Gumbel || Fio ~ N(uc = 1500, 0¢ = 400) 15% PGD 13
0 ~ 0.809 30% PGD 14
Fo ~ T'(shapec = 12, scalec = 125) | 15% PGD 15
30% PGD 16
Fo ~ logN (ve = 7.30,7¢ = 0.25) 15% PGD 17
30% PGD 18

TABLEAU 2.2 — Schémes des 18 différentes procédures de simulations

Niveau de censure || Moyenne (7x) | Var (7x) | Min (7x) | Max (7x) |
censure =15% 0.6011 0.00024 0.5416 0.6539
censure =30% 0.6030 0.00035 0.5319 0.6648

TABLEAU 2.3 — Informations sur I'estimation du tau de Kendall pour chaque niveau de censure.
Les extrants des 9 simulations avec un niveau de censure de 15% sont joints ensemble dans
I'information de la premicre ligne, et identiquement pour le niveau de censure de 30% a la
seconde ligne

figure 2.1 et & la table 2.3, on peut voir la dispersion des tau de Kendall calculés pour, dans
un cas, toutes les simulations avec un indice de censure de 15% et, dans un autre cas, toutes
les simulations avec un indice de censure de 30%. Ainsi, le vecteur contenant toutes les mesures
du tau de Kendall pour un niveau de censure donné a une longueur de 4500 observations. On
observe que la dispersion des valeurs pour certains é, en appliquant la méthode d’inversion de
T, n'est pas “collée” & la valeur réelle comme peut ’étre sa valeur correspondante de 7x & Tx
étant donné que le support du tau de Kendall est [—1, 1] alors que, pour certaines copules comme

celle de Clayton, par exemple, 0 se situe en [—1, )\ {0}.

2.4.0.2 Inférence sur les distributions marginales de cofits

Pour sélectionner la meilleure distribution marginale au sens de ’adéquation aux données
pour chacune des 500 simulations, en chaque PGD, on a utilisé le critére basé sur la déviance tel

que proposé précédemment. Alors, a la figure 2.2, on peut voir la performance de ce critére. On
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Inference on Kendall's tau according to the simulations

— censoring=15%
— ---- censoring=30%

Frequency
15 20 25

10

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70

Inferred Kendall's tau

FIGURE 2.1 — Dispersion des tau de Kendall estimés en fonction du niveau de censure.

remarque que, méme a un niveau de censure de 30%, la distribution de probabilité choisie est

presque toujours correctement estimée.

2.4.0.3 Inférence sur les familles de copules

Il existe une vastitude de familles de copules paramétriques mais, pour simplifier ces simu-
lations, on va limiter notre sélection aux familles les plus présentes dans la littérature : familles
gaussienne, de Student, de Clayton, de Gumbel, de Frank et de Joe. Pendant les simulations,
pour chaque itération, on a collecté I'information & propos de la famille sélectionnée en utilisant
le critére d’information. Sur les tableaux 2.4 et 2.5, on peut voir ces résultats pour chaque PGD.
On a indiqué, en gras, la famille de copules ayant été sélectionnée le plus de fois sur les 500
itérations et on affirme qu’il s’agit de la copule & choisir pour la dite PGD. Lorsque la sélection
de la famille de copules s’effectue seulement entre celles utilisées pour générer les données (tel
qu’illustré a la table 2.4), il est évident que la copule choisie est celle utilisée pour la généra-
tion. Autrement, lorsque l'on ajoute des copules intermédiaires (pour lesquelles la forme de la
dépendance est proche de celle issue des copules de génération des données) dans la procédure de
sélection, les résultats peuvent différer tel que montré au tableau 2.5. En ce qui a trait aux PGD
ou les coiits étaient simulés suivant une distribution normale (1,2,7,8,13 et 14), le choix de la
copule est influencé par la dépendance provoquée par la copule utilisée pour générer les données.
En fait, lorsque la distribution marginale des cotts suit la loi N(uc = 1500, 0 = 400) et que la
distribution marginale de QALY suit la loi N(ug = 4,0 = 0.75), en utilisant 7x = 0.60, si la
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Estimation of Costs marginal distribution
Gaussian copula
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FIGURE 2.2 — Fréquence de la sélection des distributions marginales (paramétriques) pour les
cotits & partir du critére de la déviance. Les bandes noires représentent la sélection de la loi
gaussienne, les bandes grises foncées la sélection de la loi Gamma et les bandes grises pales celles
de la loi log-normale.
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distribution de la dépendance est pratiquement normale (i.e. provient d’une copule gaussienne
ou de Gumbel), il y aura présence d'une queue de distribution modérée, presque inexistante, en
chaque extréme sur le graphe de dispersion des données avec un nuage uniforme centré entre ces
deux derniéres. Cela explique entre autre la meilleure adéquation qu’a la copule de Frank & ce
type de données ; copule qui est sélectionnée pour les PGD 1,2, 13 et 14. Toutefois, lorsque, pour
une copule de Clayton ayant servi a générer les données, une dépendance stricte est imposée & la
queue de distribution inférieure alors qu’une presque totale indépendance est imposée a la queue
de distribution supérieure (bien que le terme queue de distribution soit plutot un qualificatif de
position ici étant donné son inexistance en cas d’indépendance), seulement une copule de Clayton
va étre en phase pour modéliser ces données. C’est la raison pour laquelle c’est la copule sélec-
tionnée pour les PGD 7 et 8. Dans la situation on QALY suit la loi N(ug = 4,05 = 0.75) alors
que les cotts suivent une distribution déphasée (loi gamma ou loi log-normale), dans n’importe
quel cas, il n’existe pas réellement de queue de dépendance a droite, mais certainement un nuage
de points orienté a gauche avec une queue de dépendance lourde & la gauche. C’est la raison
pour laquelle, méme dans le cas ou les données proviennent d’une copule de Clayton, la copule
de Student (t) est celle qui est sélectionnée. Ainsi, les simulations ont montré que le critére de
sélection bayésien de la famille de copules est en phase avec les propriétés théoriques des copules
paramétriques.

Selon la structure des lois marginales, le choix de la copule peut seulement étre effectué pour
un nombre limité de familles. Ainsi, il est indispensable lorsque 1’on cherche la meilleure famille
de copules au sens de l'adéquation aux données d’inclure les familles les plus connues et qui
couvrent le plus de structures de dépendance possible. Donc, en harmonie avec le tableau 2.5,
une copule sélectionnée qui n’est pas celle ayant servi & générer les données est simplement une
copule ayant une meilleure adéquation structurelle (sur la forme de la dépendance) entre les

marges.

2.4.1 Exemple : Données sur ’acupuncture en tant que soin primaire pour
les maux de téte chroniques

Pour illustrer ce travail, on utilise les données sur I’acupuncture en tant que soin primaire
pour les maux de téte chroniques selon Vickers et al.¢3% (avec la courtoisie de Pr. Andrew J.
Vickers) contenant I'information sur les migraines et les céphalées de tension pour 401 patients
agés entre 18 et 65 ans qui ont rapporté une moyenne d’au moins deux maux de téte par mois.
Les sujets ont été recrutés par des médecins généralistes en Angleterre et au Pays de Galles;
et se sont fait allouer jusqu’a 12 séances d’acupuncture sur une période de trois mois. Pour la
finalité de I’étude, les interventions d’acupuncture ont été fournies a la communauté par le United
Kingdom National Health Service (NHS). L’étude a débuté en 2002 avec un temps d’horizon de
12 mois et a été enregistrée auprés du NHS : ISRCT N96537534.

L’information présente dans les données se concentre sur les mesures de I'efficacité en terme de

QALY et sur les cotits cumulatifs qui leur sont associés mesurés en livres sterling (£). Les patients
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PGD copule de | copule de | copule de
Gaussienne | Clayton Gumbel

DPG 1 460 0 40
PGD 2 454 0 46
PGD 3 415 0 85
PGD 4 429 0 71
PGD 5 473 0 27
PGD 6 490 0 10
PGD 7 0 500 0
PGD 8 0 500 0
PGD 9 18 482 0
PGD 10 11 489 0
PGD 11 2 498 0
PGD 12 6 493 1
PGD 13 2 0 498
PGD 14 9 0 491
PGD 15 123 0 377
PGD 16 109 0 391
PGD 17 80 0 420
PGD 18 84 0 416

TABLEAU 2.4 — Fréquence du choix d’une copule spécifique pour chaque PGD pour 500 itérations
avec les trois copules principales. La copule choisie est en caractére foncé.

PGD copule copule de | copule de | copule de | copule de | copule de
Gaussienne | Student Clayton Gumbel Frank Joe
DPG 1 7 45 6 25 415 2
PGD 2 2 44 4 25 425 1
PGD 3 32 297 0 56 112 3
PGD 4 26 291 0 59 120 4
PGD 5 47 343 1 45 38 26
PGD 6 55 344 0 43 33 25
PGD 7 0 12 364 0 124 0
PGD 8 0 17 372 0 111 0
PGD 9 0 427 56 0 17 0
PGD 10 2 433 55 0 10 0
PGD 11 1 477 19 2 1 0
PGD 12 2 476 18 0 4 0
PGD 13 0 18 0 110 196 176
PGD 14 0 20 0 107 214 159
PGD 15 13 236 0 153 67 31
PGD 16 19 231 0 157 58 35
PGD 17 32 198 0 177 13 80
PGD 18 39 213 0 148 13 87

TABLEAU 2.5 — Fréquence du choix d’une copule spécifique pour chaque PGD pour 500 itérations
avec les trois copules principales et trois copules intermédiaires. La copule choisie est en caractére

foncé.
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ont rapporté eux-mémes les cofits unitaires associés aux médicaments en vente libre consommeés
et aux consultations pour des soins de santé en cabinet privé. Le cotlt de I'intervention étudiée a
été estimé a partir du coiit horaire pour une consultation en acupuncture avec un professionnel
du NHS multiplié par le temps de consultation. Ainsi, les patients dans le bras traité ont eu un

temps moyen de 4.2 heures de traitement avec un acupuncteur agrémenté par I’étude.

On précise que I'allocation des patients aux thérapies comparées s’est faite via un algorithme
de minimisation des variables age, sexe, diagnostique (migraine ou céphalées de tension), sévérité
des maux de téte au moment de I'inclusion a I’étude (sur une échelle de 0 a 5, 0 étant I’absence
totale de maux de téte et 5 étant une présence de maux de téte paralysant), chronicité des maux
de téte (nombre d’années durant lesquelles l'individu a remarqué la présence de l'affliction) et
taille des effectifs dans les différents centres de soins. Les patients qui ont été alloués au bras
thérapeutique de «non-acupuncture» ont recu les soins standards, selon la sévérité de leurs maux
de téte, qu'un médecin généraliste peut leur procurer en situation réguliére. Par ailleurs, pour
uniformiser le traitement, les acupuncteurs prodiguant les traitements devaient étre membre de
I’ Acupuncture Association of Chartered Physiotherapist et avoir complété un minimum de 250
heures d’études suite & 'obtention de leur dipléme universitaire. La mesure de l'efficacité sur les
sujets s’est effectuée a partir de deux outils complémentaires, en trois moments : & l'inclusion,
trois mois aprés l'inclusion et un an aprés Uinclusion. Le premier outil était en fait un journal
quotidien sur lequel les patients devaient reporter, quatre fois par jour durant un mois, la sévérité
du mal de téte sur une échelle de 0 & 5. Le second outil était un questionnaire sur 'état de
santé général de l'individu. Il s’agit du Questionnaire court d’étude de la santé SF-36, utilisé

internationalement et mesurant 1’état de santé général et la qualité de vie d’un individu.

Lors de la collecte et du traitement primaire des données, aucune imputation n’a été effectuée
dans I'éventualité ot I'un des trois questionnaires n’était pas complétement rempli car, dans
ce cas, la variable QALY ne pouvait pas étre mesurée. Ainsi, le bras traité a comporté 136
participants alors que le bras controle en a comporté 119. A la table 2.6, on voit la procédure
de modélisation pour chaque fonction de distribution jointe (pour chaque bras thérapeutique)
pour les coiits et QALY. On remarque que dans les deux cas, la dépendance est trés faible étant
donné que le tau de Kendall se situe entre —0.10 et —0.15. Pour le choix des lois paramétriques
servant a modéliser les cofits, dans chaque bras, la distribution log-normale a été considérée
comme étant celle ayant la plus petite déviance. En ce qui a trait a la sélection de la famille de
copule en utilisant le DIC, on a comparé, pour chaque bras, les copules gaussienne, de Clayton,
de Student, de Frank, de Joe et de Gumbel. Dans le bras traité, la copule de Student a été celle
qui a été considérée alors que dans le bras controle, il s’est agit de la copule gaussienne. Ainsi,

la fonction de distribution jointe du bras traité est estimée par

~ Student ~ ~
F(Cjmr, Tugs,_,) = C(ngofggg ( Fo ~logN(be = 5.7111, ¢ = 0.7600),

Fr,, ~ N(ir,, = 0.7268,67,, = 0.1190))
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Procédure de Bras Bras

modélisation controle traité

tau de Kendall —0.1065 —0.1232

(Tx)

statistiques f,,; = 0.7083 pr,,; = 0.7268

de QALY 0T,y = 0.1118 0T,y = 0.1190
distribution Tugj ~ N(ji1,, = 0.7083,67,,, = 0.1118) | Tyq; ~ N(fi1,, = 0.7268,67,, = 0.1190)
de QALY

statistiques o = 217.20 o = 403.40

des cotits o0 = 486.00 6c = 356.59
distribution C ~ logN (Vo = 4.4844,7¢ = 1.3390) C ~ logN (ve = 5.7111,7¢ = 0.7600)
des cofits

famille de gaussienne Student (t)

copules choisie

paramétre —0.1664 —0.1923

de copule (6)

TABLEAU 2.6 — Informations obtenues dans la procédure d’analyse pour les cotits et QALY sur
chaque bras

alors que, pour le bras controle, ’estimation est donnée par

. G i N A
F(Cjeg Tugjy_y) = CLE™ (- F ~ logN (e = 4.4844, 7c = 1.3390),

Fr,, ~ N(ir,,, =0.7083,67,, = 0.1118)).

En se servant de I’approche présentée dans ce travail se basant sur les densités de copules, le
ratio incrémental cotit-efficacité est estimé par [ CER = 10082.68£ par unité d’efficacité avec
un intervalle de confiance, selon la méthode de Fieller, de ICER + (12.44 x 22, +1251) on
Z1—q est le 100(1 — «/2) percentile de la distribution normale standardisée ; ce qui signifie qu’il
colite approximativement 10082.68£ par année pour obtenir une unité d’efficacité additionnelle
en utilisant ’acupuncture comme soin primaire pour les maux de téte.

A la figure 2.3, on voit le graphique de 'INB estimé avec ses bandes de confiance a 90 %.
L’axe vertical montre la variabilité des cofits et 'intervalle de confiance associé. L’axe horizontal
montre l’estimation de I'ICER. Etant donné que ce jeu de données est limité en nombre de

covariables, il n’est pas possible de déterminer 'existence de sous-groupes. Si ¢a avait été le cas,

I’approche présentée dans ce travail aurait pu étre aisément appliquée.

2.5 Alternatives proposées au travail présenté

Le but de cette section est de présenter des résultats qui ont été développés en paralléle du
travail de cette thése. Ainsi, méme si ces travaux ont été faits durant le temps de cette thése,
soit ils ne s’inscrivent pas dans sa thématique quant & ’application de fonctions copules pour des

données observationnelles; méme s’ils considérent les données observationnelles dans le cadre
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FIGURE 2.3 — Graphique de I'INB versus lambda pour I"acupuncture comme soin primaire pour
les maux de téte.

de l'analyse coftit-efficacité; soit ils ont été abordés ultérieurement & la rédaction du présent
manuscrit. Effectivement, dans le premier cas, 'approche basée sur 'estimateur de la régression
de Buckley et James est développé. Cette approche n’utilise pas la fonction copule, mais bien le
développement d’une espérance sur une tribu borélienne. Dans le second cas, ’approche présentée
est en fait une généralisation des résultats du chapitre 3 sur le score de propension. En effet,
il sera question de réappliquer les résultats proposés pour la probabilité conditionnelle & une
réécriture du ratio incrémental cotit-efficacité. C’est la raison pour laquelle il ne sera présenté ici

que les résultats principaux de ces deux cas.

2.5.1 Alternative basée sur ’estimateur de régression de Buckley et James

Ayant la variable aléatoire Tj,q4;, et I'espérance mesurée sur sa sigma-algebre telle que Z =
20 (Badj; Dadj; N L . , o
o (Bad; “dﬂa)[Tadjj] ott Aggj; = Ty, 4j; <Tady;}» O1 écrit I'estimateur de l'espérance conditionnelle

classique de Buckley et James®? appliqué a cette variable aléatoire tel que

(7] = E(ECt)(T,y,])

et donc

0
5, P, ()

Aagj;=1 Aadj;=0 P(Tads; > Nadj;)
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ou n représente le nombre d’individus présents sur le bras j dans lequel on mesure la variable.
Etant donné que la quantité d’intérét dans I’analyse cott-efficacité est le ratio incrémental cotit-
efficacité, lui méme composé des termes d’espérance pour Tj,4; et C, la problématique ici est de
déterminer le numérateur de 'ICER ; plus précisément de fixer I'expression de ’espérance au
sens de Buckley et James pour les cofits cumulés mesurés sur un bras thérapeutique donné, Cj.

Sur un bras fixé, soit le coit cumulé C' mesuré sur le temps de survie T'(w) correspondant a

celui ajusté a I'utilité utilisé pour le dénominateur de 'ICER Tpq45(w) tel que

T(w)

ClT(w)] = J c(u)du

0

ot c(u) représente les cotts instantanés, ponctuellement mesurés, c’est-a-dire c¢(u) = ¢ si u €
[ag, 1) o0 0 = a1 < ag < ... < ag41 = 7,k < K ou 7 est le dernier moment de suivi d’un
patient. Les colits cumulés n’étant pas rétractables contrairement aux temps de survie ajustés a
la qualité de vie, 'ICER est calculé sur des temps retractés pour étre concordants avec le score
d’utilité alors que le coiit déboursé est entier et ne peut étre diminué, on considére les cofits sur
la variable T'(w) au lieu de T,q4j(w).

Par ailleurs, on établit la mesure du colit cumulé sur le temps de censure tel que

Ainsi, dans la continuité de la notation utilisée dans le présent chapitre, on introduit E =
min(C[T(w)], C[n(w)]) et A = Licr(w)<Clnw)]}- Par ailleurs, on peut de fagon évidente établir

la relation bijective suivante :
ClT(w)] < Cn(w)] = T <mn,

ce qui est vrai étant donné que C est monotone et croissante.
De cette notation, en utilisant la bijection présentée, on retrouve I’approximation de la valeur

de Pespérance pour C[T'(w)] en utilisant Buckley et James tel que

E[CIT@)]] = [E[[E“Evﬁ)w[ﬂwm]

1 ydﬂ° (ClT(y)])
= &:1 2_: T;] > C[ni])
1 | §2 i vAP(CITW))
on Ai_1C(TZ) * ; [P(Tz > Th)

= C(y)dP
-1 5w ) BT

AZ':l AZ‘ZO

ol l'indice ¢ représente la valeur de la variable au niveau des individus. On note que ’estimation

de P(T; > n;) s’effectue par une utilisation directe de I'estimateur de Kaplan-Meier. Pour ce qui
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o0
enestde | C(y)dPr(y), I'utilisation des méthodes d’intégration au sens de Monte Carlo permet
i
d’estimer avec une valeur consistante cette intégration. Ainsi, de cet estimateur de 'espérance
des colits cumulés en présence de censure, on retrouve le numérateur du ratio incrémental cofit-

efficacité, et par conséquent ’estimation de ce ratio.

2.5.2 Alternative basée sur la transformation de probabilité et sur 'utilisa-
tion des probabilités conditionnelles

Cette alternative se base sur I'hypothése que les effectifs entre les deux groupes (traité et
controle) sont équilibrés et de taille identique. Dans le cas ou cette éventualité n’est pas vérifiée,
il est recommandé d’effectuer un appariement (matching) sur les individus des deux groupes a
I’aide d’un score de propension afin de vérifier cette hypothése et de procéder aux calculs qui
suivent, en conservant les jumelages effectués par ce score.

Soit le numérateur de 'ICER E [Cj—1] — E[Cj—o] qui, par linéarité de 'espérance, est égal a
E[Cj=1 — Cj=0] = E[C°] ou C° est la variable aléatoire issue de la différence entre les variables
aléatoires Cj—1 et Cj—¢. Soit , pour le dénominateur du ratio incrémental cotit-efficacité, la méme
opération de linéarité telle que E [T;dj] =E [Tadjjzl — Tadjjzo] =E [Tadjjzl] —E [Tadjjzo] . Alors,
on réécrit 'ICER

1CER - 1= Gl
1 [Tadjj 1 Tadjj:()]
[E[ adj
3
adj
E[Z]

oit Z est la variable aléatoire issue du quotient des variables aléatoires C par T, et ot 45 signifie
que I'égalité est vraie dans le cas asymptotique. En admettant la loi jointe H du couple (C°, (fd])
telle que H(CO,T;dj)(%U) = Cy(Feo(u), GT;dj (v)) ot Cy est la fonction copule et Feo, Gngj sont
les fonctions marginales des deux variables aléatoires composant Z, on trouve la loi de Z par
quelques manipulations. En effet, en utilisant I’écriture suivante, on a, pour h étant la densité

du couple et ¢y la densité dune copule paramétrique, hco Tod_)(u, v) = dH o Todv)(u, v); alors :
" adj T adj

P(Z<z2) = < Toyt)

P (C°
j J dHCoTO ) (u,v)

f J hce,re, _)(u,v)dudv

J Jvz 0%Cy(Feo(u), Gre, (v))
OFce (u)0Gre, (v ))

dudv

f GT;dJ_ (v)) f”z co(Feo(u), Gngj () feo (u)dudv
0 0
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qui est valide en acceptant I'hypothése que les supports de C° et de 17, sont tels que C° €
[0,00), Ty € [0,00). Cette hypothese est réaliste dans le cas d'une stratégie ot la thérapeutique
testée (j = 1) est plus cotliteuse que la thérapie d’origine; mais procure une survie ajustée a

I'utilitée plus grande. On obtient finalement comme valeur de I'lCER :

ICER = E[Z]

0
f 2dP(Z < z)
0

Q0
= —J 2dP(Z > z)
0 o0

- |Grz > 5 - |

. P(Z > z)dz]

[, ) [ eatPes ). G ) e
0 0

ol I’on réalise aisément ’estimation de cette quantité en considérant les méthodes d’estimation
proposées dans le présent chapitre en ce qui a trait au choix des distributions marginales a
considérer ; et ol 'on peut choisir la famille de copules en se basant sur un critére de distance
similairement a ce qui a été considéré au chapitre 3. On note toutefois qu’avec une telle approche,
I’estimation du paramétre de la copule a partir de 'inversion du tau de Kendall est computa-
tionnellement compliquée : la mesure du tau de Kendall devra tenir compte de 1’échangéabilité
entre les observations individuelles sur les bras thérapeutiques a l'intérieur des variables C° et
T;dj- Dans un tel cas, il est recommandé au lecteur d’estimer le paramétre de la copule & l'aide

de l'estimateur de vraisemblance pour minimiser 'effort de calcul.

2.6 Conclusion

La principale motivation de ce travail a été générée par les limitations des modéles de régres-
sion standard appliqués a 'analyse cotit-efficacité ou la structure de dépendance entre les cofits et
I'utilité au fil du temps n’était pas prise en considération. Par ailleurs, 'imposition de la linéarité
derriére de tels modeéles de régression peut étre tout a fait non justifiée dans certains cas. On a
présenté ici une procédure, simple, étape-par-étape, afin de trouver le bénéfice incrémental net
et le ratio incrémental cotit-efficacité, et de déterminer leurs intervalles de confiance ; méme dans
les cas ofl une censure sur la variable QALY survient. A la figure 2.4, on peut voir la procédure
schématisée qui part des données observationnelles observées sur chaque bras thérapeutique et
qui conduit & une analyse coiit-efficacité compléte. De facon paralléle, on accomplit les étapes 1
et 2, qui consistent en la mesure de la dépendance entre les cofits cumulés et la variable QALY
via le tau de Kendall, et la détermination des fonctions de répartition marginales pour chaque
variable aléatoire. Puis, a ’étape 3, on génére autant de copules paramétriques que désirées
a partir de l'information obtenue aux étapes précédentes et, au sens du critére d’information
basé sur la déviance, on sélectionne la copule “la plus proche” de la vraie distribution jointe des

deux variables aléatoires. Finalement, on détermine I'INB et 'ICER en utilisant les fonctions



60 SEcTION 2.6 — Conclusion

Observational data on
Costs and QALY

Step 1 / \ Step 2A

Kendall’s tau (7%) Estlmated mmn aI,ld
variance of distributions

l Step 2B
Parametric distribu-
tions on margins:
Tadj] ~ N(/,L]',O']z)
C, ~ F

Choice of the right
copula among the n
parametric families:

(P, (4%, Fo(x|1®0))
Ci)(Fr, , (4191, Fo(x|c)

Step 3 Step 3

Co (Fr, , (y|$1,,), Fo(x|c))
J Step 4

Joint distribution from
the selected copula:
(Cj, Tags,)

CY(Fr,, (y|9r,,). Fo(xldc))

Step 5A / \ Step 5B
ICER and its Con- INB and its Con-
fidence Intervals fidence Intervals

FIGURE 2.4 — Schéma de la procédure a appliquer pour 'analyse cotit-efficacité impliquant 1'uti-
lisation de copules paramétriques.
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jointes de densité et de répartition. En cas d’analyse de sous-groupes, s’il n’y a pas d’hypothése
de randomisation sur ces derniers & l'intérieur d’un bras fixé, on réitére la procédure présentée
pour obtenir deux copules supplémentaires et, ultimement, la fonction de répartition jointe des
cotits et de l'utilité qui va servir & déterminer le terme de covariance qui croise les deux bras
thérapeutiques.

Une perspective future a ce travail serait de pousser I'analyse avec des copules entiérement
non-paramétriques, ce qui diminuerait encore davantage le biais d’inférence en adoptant une
structure de dépendance épousant parfaitement la forme des données. Etant donné la nature
unique de ce type d’analyse sur un jeu de données spécifique permettant d’obtenir une réponse
finale & une problématique, dans le sens ott 'INB ou 'ICER ne risquent pas d’étre utilisés dans
d’autres calculs ultérieurs, le risque de surapprentissage sur les données que présente 1'utilisation
de copules non-paramétriques ne serait pas contraignant.

Pour terminer ce chapitre, il a également été montré ici, dans une perspective moindre,
que d’autres approches novatrices sont possibles pour modéliser I’analyse cotit-efficacité dans un
contexte de censure non-administrative sur les données et de disponibilité de I'information sur
I'utilité. L'importance derriére de telles innovations de modélisation n’est pas un simple exercice
de réécriture théorique, mais plutot de fournir les bases & 'implémentation d’un estimateur qui,
en plus d’étre simple d’utilisation pour un utilisateur néophyte aux statistiques (e.g. practicien

hospitalier, etc.), soit un estimateur non-biaisé et a variance minimale (UMVUE).






Chapitre 3

Copules et données discrétes : cas du
score de propension

On débute ce chapitre par une discussion sur les données multivariées discrétes et leurs
structures, pour lesquelles on regarde les méthodes actuelles d’analyse et on construit les bases
nécessaires pour arriver a en modéliser la dépendance a travers les fonctions copules. La moti-
vation principale de ce chapitre est que dans le cadre de données observationnelles, il est établi
que plus que la moitié des données recueillies ne sont pas continues. Alors, le cadre standard
des outils statistiques basé sur les distributions continues doit étre adapté pour répondre aux
exigences d’analyses de ce type de données.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.1, on introduit, dans un premier temps,
la notion de données discrétes et les types de structures qui en sont issues. On y détaille,entre
autre, les cas des données binaires, catégorielles et de comptage. Dans un second temps, on fait
état de la littérature quant aux techniques actuellement appliquées dans le cadre de ’analyse de
données observationnelles discrétes puis, dans la section 4.2, on établit le cadre proposé afin de
permettre 'utilisation de telles données & 'intérieur de copules paramétriques. Dans la section
4.3, on explore les voies proposées dans la littérature statistique utilisant de telles types de
données et leurs fonctions de répartition puis, dans la section 4.4 on propose une nouvelle voie
basée sur les copules pour travailler avec ce type de données et on l'applique & la probabilité

conditionnelle que constitue le score de propension.

3.1 Structures de données discrétes et approches actuelles

On s’intéresse aux données discrétes dans le présent ouvrage étant donné que la majeure
partie des données observationnelles est de cette nature. On peut prendre, comme exemples, la
prise d’un traitement ou non, le niveau de revenu d’un ménage, la nationalité ou bien ’apparition
d’effets secondaires dans un délai donné. Par ailleurs, en plus d’étre catégorielles ou de comptage,
ces variables peuvent étre ordonnées ou non; ce qui en fait un «bon» type de données afin d’y
appliquer les statistiques d’ordre.

Sachant que les données discrétes ont pour support ’ensemble N, on note qu'une variable

63
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aléatoire discréte Z peut avoir un schéma de dépendance général ou particulier avec une autre
variable d’intérét. Le schéma de dépendance de telles variables et les conclusions que ’on peut

en tirer sont l'objet du présent chapitre.

3.1.1 Types de données discrétes couramment rencontrées

On présente ici les types de données données discrétes que I’on rencontre le plus dans le cadre
d’études observationnelles. On note que bien que l'on présente des données quantitatives, il est

fréquent de rencontrer des données qualitatives sous forme de données de comptage.

Données binaires : Les données binaires (ou dichotomiques) sont rencontrées lorsque celles-ci
ne peuvent prendre que deux valeurs; habituellement représentées par les scalaires 0 ou 1; o1,
par convention, 1 représente la survenue d’un événement d’intérét et 0 la non-survenue. Notons
qu’une distribution suivant la loi de Bernoulli est le cas le plus répandu d’un tel type de données.
Prenons a type d’exemple la prise d’une thérapie ou non, la présence d’'un symptéme donné ou
non, ou encore une hygiéne de vie exempte de tabac ou non. Ces exemples qui sont tous des
mesures fréquentes dans un cadre médico-expérimental illustrent que dans la recherche médicale,
et en particulier dans un cadre d’inférence causale et d’analyse du score de propension, les
données binaires multivariées sont largement utilisées; d’autant plus qu’ils minimisent 1’espace

de stockage lorsqu’ils font partie intégrante de bases de données de grandes dimensions.

Données catégorielles ordinales : Une variable ordinale est naturellement ordonnée sur son
support, mais les distance entre ses valeurs possibles ne sont pas définies. De ce fait, les données
catégorielles ordinales sont fréquentes dans le cadre d’études expérimentales en biostatistiques
et particuliérement dans le cadre de I'inférence causale. On prend, par exemple, la classification
d’un patient en fonction de son degré d’atteinte par rapport a une maladie (absent, sévére,
trés sévere,...). Le probléme inhérent a de telles données est la difficulté a former une métrique
par rapport aux catégories possibles qui forment la variable. En traitant de telles données de
fagon nominale plutét qu’ordinale, le traitement est alors possible, mais I'information quant &
I'ordonnancement des données est perdue; ce qui diminue la qualité de I'information tirée de
telles variables. On note que pour une variable ordinale, il est habituel de supposer que les

catégories ordonnées correspondent & des intervalles exhaustifs et disjoints en ’ensemble R.

Données de comptage : Les données de comptage sont, en fait, la mesure du nombre d’occu-
rence d'un événement particulier, n’engageant pas de variable explicative (e.g. temps, traitement)
distinguant les dits événements entre-eux; ce qui fait qu’ils se résument en une simple mesure
d’occurences. On note, par exemple, le nombre de lésions cutanées d’une pathologie sur une ré-
gion particuliére, ou encore le nombre de chirurgies subies dans un temps prescrit ; ce qui en font

également des données & considérer dans un cadre d’inférence causale.
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3.1.2 Approches courantes face aux données discrétes

L’objectif de cette sous-section étant de présenter les approches les plus vues dans la littéra-
ture afin de traiter les données discrétes, on considére seulement les cas ou les variables que 'on
appelle discrétes sont uniquement binaires ou catégorielles nominales, dans un but simplifier le
texte pour lecteur. On adoptera la méme dénomination pour la suite de ce chapitre. Par ailleurs,
on considére comme notation Z = (21, Zs, ..., Zd)T un vecteur de covariables discrétes et T’ une
variable réponse également discréte.

Les modeles présentés ici sont principalement prédictifs et utilisés dans le domaine médical
dans des buts diagnostiques ou pronostiques. Un de ces modéles provient du monde des sciences
informatiques, mais sa similarité avec les statistiques modernes en fait un modéle a considérer.

Régression logistique
On débute cette section en rappelant le modéle standard de la régression linéaire courante avec
des données continues. Ayant le vecteur de vecteurs d’observations (7}, Z;)! pour i = 1,2,...,n otl
n est la taille de I’échantillon constituant chaque variable aléatoire, il est possible de déterminer la
valeur moyenne de la variable T" pour un individu 7 en suivant le principe de la régression linéaire ;
soit en imposant une relation fonctionnelle juxtée a un bruit centré e entre la variable réponse
et les covariables. Par cette relation, il est convenable d’obtenir I'espérance de T; conditionnelle

aux valeurs observées Z; des covariables d’intérét en établissant la droite

Ti = Po+ brZi) + PaZag) + - + PaZag) + €

ou les coeflicients By, B1, ..., Bq sont les paramétres de régression a estimer en utilisant différentes
stratégies (voir le chapitre 2 pour plus de détails).

Un tel modeéle peut s’avérer intuitif et sembler pratique aux premiers abords. Cependant,
en se plagant dans un contexte de données observationnelles dans le cadre d’une recherche a
caractére médical servant a valider ou & infirmer une hypothése thérapeutique, on est placé dans
un contexte ot la variable réponse est dichotomique ( prise ou non de la thérapie testée ou encore
succeés ou échec de la thérapie testée) ; done discréte, et les covariables d’intérét sont un mélange
de loi continues (e.g. poids, durée temporelle, ...) et discrétes (e.g. sexe, usage du tabac, ...). Ainsi,
I’établissement d’une telle relation dans un contexte de régression nécessite un réajustement de
la régression linéaire standard aux données discrétes; ce qui constitue la finalité de la régression
logistique. Effectivement, il serait fallacieux d’utiliser la régression linéaire afin de modéliser le
comportement de la variable réponse 7" en terme de la probabilité P(Z) : dans une telle situation,
une fonction de Z doit avoir un support entre 0 et 1 alors que le fonction linéaire n’est pas bornée.

L’utilisation d’une transformation logarithmique telle que log(P(Z)) soit une fonction linéaire
de Z peut sembler avantageuse au sens ot un changement dans une covariable multipliera la
variable réponse par une quantité fixe. Cependant, elle est également & proscrire pour des raisons
relatives au domaine de définition de la variable observée : bien que cette variable puisse prendre
valeur sur R, la transformation logarithmique aura pour support un intervalle borné en une

direction.
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L’intuition de la transformation logarithmique simple méne & chercher un type de trans-
formation, basée sur les logarithmes, qui aura un support non-borné & partir d’une variable &
expliquer bornée; ce qui est assuré par la transformation logit : log [P(Z)/(1 — P(Z))]. Ainsi,

pour un individu 4,7 = 1,2, ...,n, on définiera le modéle de régression logistique tel que

P(z;)

TP(zi):ﬁO+Ziﬂ

log

ou 3 représente un vecteur de coefficients de régression et 5y un terme d’origine (intercept). En

isolant P(z;), on obtient comme expression de la variable réponse

P(ze) - 1 __exp{bo+zB)

1+exp{—(6o +2z:i08)} 1+ exp{fo+ 23}
Il est ainsi évident que pour estimer si la variable réponse dichotomique T prends la valeur de 0
ou de 1, il suffit de déterminer respectivement, pour 'individu 4, si Sy +2;5 est positif ou négatif;
ou la frontiére de décision sera déterminée par la solution a I’équation By + z;8 = 0. L’intérét
de 'utilisation de la régression avec la fonction logistique dans un cadre d’études thérapeutiques
remonte aux travaux de Berkson®” et, d’un point de vue théorique, n’a pas subi d’adaptation
contextuelle dans son utilisation malgré 'avénement depuis de I'utilisation de statistiques semi
et non-paramétriques dans ces domaines d’application.

Ainsi, la régression logistique agit comme un modéle linéaire de classification; ce qui est
en soi une problématique de ce choix de modélisation étant donné que la linéarité entre les
prédicteurs ne peut pas étre toujours vérifice. Malgré cette difficulté, la régression logistique
demeure 1'un des outils statistiques les plus utilisés dans les domaines de recherches appliquées
pour plusieurs raisons. Pour commencer, en plus d’étre utilisée pour une raison d’habitudes, il faut
mentionner que la fonction logit est appelée a jouer un réle important dans ’analyse des tables de
contingences. Effectivement, Barnard?’ a apporté la notion de log odds, quantité interpolée par
la régression logistique et pour laquelle I’étude des ratios dans un tableau permet de déterminer
les probabilités d’intéréts quant & chaque catégorie dans une étude comparative. Ensuite, cette
régression demeure liée de prés aux distributions de la famille exponentielle ; famille de modéles

fréquemment utilisés dans un contexte bayésien en épidémiologie ot la probabilité d’un vecteur
m

s est proportionnelle a la quantité By + Z fj(s)B;. En effet, si une des composantes de s est
j=1
binaire et que les fonctions f; sont toutes des indicatrices, on obtient une régression logistique.

En réalité, on note que la fonction logistique est une fonction linéaire généralisée appartenant a
la famille exponentielle.

Une des problématiques principale auxquelles ce chapitre de thése tente d’apporter une piste
de solution est de déterminer s’il y a un outil statistique stable et relativement parcimonieux
arrivant a répondre aux questions auxquelles on soumet les modéles de régression logistique et
qui soit uniquement basé sur les données et non sur un modéle imposé par la structure méme de

ces données. Ainsi, la linéarité supposée entre les variables prédictives que propose le modéle de
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régression logistique peut étre contournée par un tel outil ; ce qui sera montré dans les sections
suivantes.

Réseaux de neurones artificiels

Les réseaux de neurones artificiels sont actuellement considérés dans le domaine de la re-
cherche clinique comme étant 1’alternative principale a la régression logistique dans une perspec-
tive de prédiction d’une réponse binaire sachant un ensemble de covariables d’intérét. D’ailleurs,
Guerriere*! et Hinton*? ont présenté cette nouvelle technique comme étant dérivée des sciences in-
formatiques, se configurant davantage sur l’expérience basée sur les similitudes et les divergences
dans les données que sur une analyse statistique paramétrée. Ainsi, les réseaux de neurones arti-
ficiels sont un groupement d’algorithmes modélisés a I'image du cerveau humain pour lesquels la
finalité tout comme les conditions préalables d’application sur les données demeurent les mémes
que dans le cas de la régression logistique.

Un réseau neuronal typique est composé de trois niveaux d’information : le niveau des en-
trants ; soit le niveau ot il y a prise en compte des covariables d’intérét, le niveau «cachéy, soit le
niveau ot le traitement de I'information se fait, et le niveau des extrants : la sortie de la variable
réponse. Ce qui est d’intérét ici est de déterminer la qualité du modéle au niveau des extrants et
la fiabilité de prédiction de la variable réponse. Pour y arriver, il faut définir ce qui relie les dif-
férents niveaux du modéle, soient les poids de connexion, c¢’est-a-dire I’équivalent des coefficients
3 de la régression logistique contenant la «connaissance» du modéle aprés entrainement. Cet
entrainement se fait en assignant des poids aléatoires a priori, et en expérimentant le systéme
en cherchant le réseau minimisant 'erreur globale, calculée similairement & la notion statistique
d’erreur quadratique moyenne.

Les paramétres que constituent en fait les noeuds de connexion sont toujours en quantité su-
périeure au nombre de paramétres qui composent une régression logistique. Prenons, par exemple,
un systéme avec deux covariables pour lesquelles I'on veut déterminer une réponse. Avec la ré-
gression logistique, il y aura en tout trois paramétres a estimer (fy, 1, 82) alors que pour un
réseau neuronal, il y en aura 9. On peut ainsi voir les nets désavantages d’utiliser cet outil in-
formatique : pour commencer, il est clair que la capacité computationnelle exigée pour ce type
de systéme est beaucoup plus imposante que dans un cadre statistique classique. Par ailleurs, en
se basant sur des algorithmes de minimisation de l’erreur de prédiction, le risque de surappren-
tissage & partir des intrants est maximisé; ce qui cause une difficulté d’adaptation du modéle a
des données provenant d’un environnement de saisie différent. Enfin, I’élément causant le plus de
craintes quant a l'utilisation des réseaux de neurones artificiels est qu’ils sont en fait des «boites
noires» avec une capacité limitée & détecter les possibles relations causales. En fait, ce modéle
tend & contenir un nombre élevé de variables prédictives non-pertinentes et difficilement détec-
tables pour 'analyste ; ce qui en fait un modéle a proscrire lorsque 1’on suppose étre en présence

de variables de confusion dans un ensemble de données observationnelles.



68 SEcTION 3.2 — Données discrétes et fonction copule

3.2 Données discrétes et fonction copule

L’objectif primaire de cette section est de présenter le cadre limitatif quant a 1'utilisation
de la fonction copule avec des données discrétes, quel que soit le type de discrétisation. De
fagon secondaire, cette section veut amener le lecteur & la compréhension de I'impact d’une
utilisation stricte de copules classiques sur de telles données et, par conséquent, d'une mauvaise
caractérisation de la dépendance de ces données a travers le choix de la modélisation. Afin d’étre
cohérent avec le reste de cette thése et dans le but de présenter les pistes de solutions proposées
dans le section suivante sans ambivalence, nous nous limiterons & caractériser la dépendance a
partir de la mesure du tau de Kendall. Pour toute question d’approfondissement quant & ce sujet,
ou pour étendre les résultats présentés au coefficient du rho de Spearman, le lecteur est invité a
se référer a Genest et al.*® qui est considéré comme Darticle de référence pour les copules avec
les données discrétes.

Débutons par un exemple simple : notons X et Y deux variables aléatoires, de paramétres u
et v respectivement, qui suivent une loi de Poisson pour lesquelles il est légitime de supposer une
certaine dépendance. Alors, il est vraisemblable d’émettre la supposition que la copule modélisant
la fonction de répartition jointe entre X et Y appartient a la famille de Clayton. Ainsi, on obtient

la fonction de répartition jointe

m

P(X <z,Y <t) = [F—G(s) +FO() — 1]*1/9

pour s,t € N et # étant le paramétre de dépendance de la copule, 6 € [—1,00)\{0}. Il est donc
possible d’estimer les paramétres des fonctions marginales et le paramétre de la copule 6 a partir
des observations (X;,Y;), j = 1,2,...,n par des méthodes statistiques de base telles que celles
maximisant la vraisemblance. Sinon, il est possible de déterminer # par la méthode d’inversion
du tau de Kendall; ce qui nécessitera justement l’estimation de cette mesure de dépendance.
Cependant, plusieurs problémes sont & considérer pour cette modélisation. Pour commencer,
sans ajustement, le tau de Kendall peut prendre une valeur & l’extérieur de son support de
définition [—1,1]. Par ailleurs, tel qu’illustré plus loin, un probléme d’unicité de la copule se

présente pour de telles données.

3.2.1 Non-unicité de la copule avec des marges discrétes

Soit H la fonction de répartition jointe entre deux variables aléatoires X et Y de marges
F(z) et G(y) telle que , Yx,y € R,

H(z,y) =P(X <2,Y <y), F(z) =P(X <z), G(y) =P(Y <y).

L’inverse généralisé pour chaque fonction de distribution marginale, qui est continu a gauche

Vu € (0, 1], est défini ainsi par

Fl(u) =inflz e R: F(z) > u}
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et de fagon similaire pour Gil(v). Afin d’amener le lecteur & bien saisir la problématique analy-
tique des copules discrétes, il sera présenté le concept de sous-copules ; concept complémentaire
a la présentation générale du cadre des copules de l'introduction.

Sous-copule : Une sous-copule de dimension 2 (ou 2-sous-copule) est une fonction notée C”

munie des propriétés :

1. Dom C’ = S; x Sy ot S; et Sy sont des sous-ensembles du carré unitaire contenants les

valeurs de 0 et de 1

2. C' est 2-croissante et a l'instar de la 2-copule, C'(0,v) = C"(u,0) = 0 et C'(1,v) = v;
C'(u,1) = u

On note que pour tout (u,v) appartenant au domaine de C’, 0 < C’(u,v) < 1 et donc que le
support de C’ est aussi un sous-ensemble du carré unitaire. Cette définition améne & la réécriture

du théoréme de Sklar en fonction de la sous-copule selon le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. [lemme 2.3.4 de Nelsen, 2006'%] : Soit H une fonction de distribution

cumulative avec des marges F' et G. Alors, il existe une sous-copule unique C' telle que

1. Dom C" = Ran F x Ran G ot Ran est l'image (Range)

2. Pour tout x,y € R, H(z,y) = C'(F(z),G(y)) ot R représente la ligne des nombre réels

extentionnée (i.e. [—o0,0]).

Démonstration :
La distribution jointe H satisfait, lorsque S;=S3=R, pour tout point (z1,41) et (z2,72) en R?,
I'inéquation

|H (z2,y2) — H(z1,11)| < [F(72) — F(21)| + |G(32) — G(31)] -

Il s’ensuit que si F'(z1) = F(x2) et G(y1) = G(y2), alors H(x1,y1) = H(z2,y2) et que

I’ensemble de couples ordonnés

{(F(2),G(y), H(x,y)) |2,y € R}

définit une fonction réelle C’" ayant pour domaine Ran F x Ran G. Que cette fonction soit une
sous-copule vient directement des propriétés de H. Par ailleurs, pour montrer que les conditions
de la définition de la sous-copule sont vérifiées, on remarque que pour tout u € Ran F, il
existe z € R tel que F(z) = u. Alors, C'(u,1) = C'(F(x),G(®)) = H(z,0) = F(z) = u. La

vérifications des autres conditions de la définition précédente se fait de facon similaire.
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3.3 Réponses dans la littérature aux limitations de la copule dis-
crete

On commence cette section par le lemme 2.3.5 de Nelsen'? qui compléte le lemme 2.3.4 du
méme auteur présenté a la section précédente et qui permet de se prononcer sur ’extension par

continuité d’une sous-copule.

Lemme 3.3.1. [lemme 2.3.5 de Nelsen, 2006'7] : Soit C' une sous-copule. Alors il existe
une copule C qui est une extension de la sous-copule d’origine telle que C'(u,v) = C'(u,v)V(u,v) €

Dom(C"). Cette extension est généralement non-unique.

Démonstration :

Soit Dom(C") = S1 x S3. En utilisant la propriété Lipschitz de la copule appliquée aux sous-
copules, on peut étendre par continuité C” & une fonction C” avec le domaine Dom(C”) = 51 x So
ou e dénote 'adhérence d’'un ensemble. Il est évident que C” est une sous-copule. Ensuite, on
peut étendre C” & une copule C ayant pour support [0, 1] x [0, 1]. Soit (a, b), n’importe quel point
de ce support et soient a; et as respectivement le plus grand et le plus petit élément de S; qui
peuvent satisfaire a1 < a < ao. Par ailleurs, soient les éléments by et by également respectivement
le plus grand et le plus petit élément de So qui peuvent satisfaire by < b < by. On remarque que

si a e Sy, alors a; = a = as; et on fait la méme remarque pour b. Maintenant, on définit

a—a :
A = {@_all sia; < a9,

1 sl a] = a9;

et

= be_—bbll si b1 < bg,
1 si b1 = bz.

Alors, on obtient 'interpolation bilinéaire C' de la sous-copule C”

C(a,0) = (1 =) —p1)C"(ar,b1) + (1= M) C" (a1, b2)
+)\1(1 — ,ul)C'”(ag, bl) + )\1,&16’”(&2, b2)

On remarque que cette interpolation est linéaire en chaque point. Enfin, il est aisé de remar-

quer que C' est une copule satisfaisant I’ensemble des conditions du théoréme de Sklar.

La procédure d’extension d’une sous-copule présentée dans cette démonstration du lemme
2.3.5 de Nelsen est, en fait, la principale réponse dans la littérature aux marges discrétes ; plu-

sieurs publications étant des adaptations de cette dernicéres.***® Cette interpolation comporte
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des difficultés pour 'utilisateur : principalement quant & I'implémentation computationnelle qui
nécessite le calcul de 4 sous-copules pour trouver une seule copule dans le cas bivarié.

Une autre voie rencontrée dans la littérature pour ce type de données est 'approche proba-
biliste de Denuit et Lambert.** Soit X, une variable aléatoire discréte appartenant a un sous-
ensemble non-négatif X de ’ensemble N. Alors, pour U, une variable aléatoire continue portée
par le domaine (0, 1) (la distribution proposée dans ces travaux étant la loi uniforme) X, U ayant
une fonction de répartition strictement croissante Ly € [0, 1] et indépendante de X, il est pro-
posé, par cette approche, de rendre continue la variable aléatoire X en créant la nouvelle variable
aléatoire

X" =X+ (U-1).

Ainsi, X* < X. En prenant (s), la valeur entiére de s € R, Vs € R,

F*(s) = F((s)) + Lu(s — () fes+1)

otl, f étant une densité, est définie fro 41y = P[X = (s + 1)].
Cette approche probabiliste fait appel a la loi des grands nombres et nécessite des échantillons
de taille considérable pour obtenir une convergence exacte de par I’addition d’un bruit provenant

de la variable aléatoire U, ce qui n’est pas toujours possible dans un contexte de données cliniques.

3.4 Alternative proposée et application au score de propension

3.4.1 Introduction a l’alternative et généralités

Soit la variable stochastique T' € {0, 1}, une variable binaire représentant 1’affectation clinique
des individus participant & une étude observationnelle et soumis & un traitement spécifique (i.e.
T =1 si un individu prend la thérapeutique visée par I'étude, et T' = 0 si 'individu a été affecté
au bras placebo ou a la thérapie préexistente a l'essai), et soit Z = (71, Za, ..., Zd)t étant un
vecteur de dimension d constitué de d variables d’intérét. Ces variables d’intérét peuvent étre
continues ou discrétes, mais la majeure partie du temps, elles sont discrétes. Etant confronté a
une étude observationnelle et, par conséquent, & ’absence de randomisation dans ’assignation
des individus a la thérapie objet de ’étude, les cliniciens doivent étre en mesure d’équilibrer
les deux bras de l'essai thérapeutique afin d’obtenir la plus petite différence possible quant
aux informations cliniques pertinentes relatives aux participants entre les deux groupes pour
controler le biais de sélection. Pour y arriver, Rosenbaum et Rubin®® proposent 1'utilisation d’un
score pouvant étre calculé pour chaque individu prenant part a I’étude : le score de propension,
défini par :

e(z) =P[T =1|Z1 = 21,29 = 29, ..., Zg = z4].

Un tel score est alors utilisé dans une analyse d’équilibration des groupes. Plusieurs types d’ana-
lyses d’équilibration peuvent étre effectuées tels qu'une utilisation pondérale sur les effectifs, une

discrimination non-paramétrique, etc. (voir Guo47). Toutefois, on remarque que dans la majeure
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partie des cas, c’est un processus d’appariement qui est appliqué. En fait, le principe de 'ap-
pariement est de déterminer effet traitement moyen (Average Treatment Effect, ATE) sachant
l'issue clinique (outcome) dans chaque bras (7 et le score de discrimination qu’est le score de
propension pour conserver uniquement les individus appariés (connaissant un niveau de décision

prédéterminé) dans l'estimation de ATE tel que :
ATE = E[Cr—1 — (r—ole(2)].

De cette facon, l'estimation du score de propension affecte directement ’ATE. Rosenbaum et
al.,* suggerent l'utilisation du logit de la probabilité prédite au lieu de la dite probabilité elle-
méme comme score de propension car il est alors possible de le considérer comme une distribu-
tion de probabilité suivant une loi logit-normale. Toutefois, on remarque que 1'utilisation de la
régression logistique peut, en fait, mener a certains problémes de modélisation. Pour commencer,
il est clair que la fonction de régression logistique peut avoir un maximum parce que sa log-
vraisemblance est globalement concave. Par contre, il est fréquent de rencontrer des situations
ot la fonction de vraisemblance n’a aucun maximum (voir Amemiya’®). Dans un tel cas, les
estimateurs du maximum de vraisemblance n’existent pas. Ensuite, 'utilisation de la régression
logistique en présence de données observationnelles est inopportune si les variables de confusion
dans le modéle sont inconnues. En fait, dans un contexte d’études cliniques, il arrive qu’il y ait
des variables explicatives qui apparaissent plus qu’une fois dans le sens oul elles peuvent étre
observées a travers d’autres variables explicatives. En I'absence d’indépendance entre ces cova-
riables, le probléme de la colinéarité apparait; ce qui, tel que montré dans la littérature, est
profondément contraignamt.4(‘”’2 Les points principaux ici sont qu’un tel probléme va causer une
distortion dans l'interprétation du modéle en diminuant son exactitude (biais constaté sur les
coefficients de régression). Cette section propose une approche qui tend a éviter complétement
I'utilisation de la régression logistique afin de déterminer le score de propension en s’appuyant
uniquement sur la dépendance induite entre la variable de ’allocation au traitement et I’ensemble

des covariables d’intérét.

3.4.2 Modéle

Le lecteur est invité & remarquer que la notation adoptée dans ce qui suit est basée sur le
lemme 3.2.1. Par ailleurs, afin de restreindre le nombre de covariables dans un cadre d’essais
thérapeutiques et dans le but de définir un modéle facilement applicable pour le clinicien, on
doit émettre les hypothéses suivantes. La premiére concerne les covariables d’intérét a utiliser
dans le modele présenté ici et proviennent des conclusions d’Austin.’®
Hypothése 3.4.1. Les covariables d’intérét pour déterminer le score de propension sont seule-
ment celles qui affectent lissue clinique (outcome) et celles qui affectent a la fois [’assignation

au traitement et ’issue clinique.
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Cette hypothése permet de déterminer le nombre de distributions marginales qui vont étre
dans le score de propension basé sur la fonction copule. Pour le reste de ce chapitre, les notions
sont présentées dans le but d’appliquer la procédure schématisée a la figure 3.3; en d’autres
mots, pour rendre continue une sous-copule étant unique seulement sur 'image du croisement
des fonctions de distributions marginales la constituant, afin de déterminer une copule unique
qui joint ces variables discrétes et, finalement, de construire le “réseau” de copules nécessaire
pour calculer la probabilité conditionnelle entre les variables T et Z qui constituent le score de

propension.

3.4.2.1 Unicité de la sous-copule C’ dont les marges ont été rendues continues

Cette sous-section est construite de facon & obtenir une modélisation finale basée sur I'unique
copule bivariée Clevead pour laquelle sa mesure de dépendance est égale a celle attribuable au
couple (T, Zy),k € {1,2,....d}; eg. 7(T,Zy) = 7(0{61’62}). Pour y arriver, on doit introduire
un cadre théorique concernant les éléments ayant la plus grande influence sur la structure de la
copule : les fonctions de répartition marginales.

Pour commencer, 'hypothése qui suit concerne la nature des marges pour toutes les variables
d’intérét (variable traitement et covariables affectant 'issue clinique). Cette derniére permet

I'implémentation d’une copule unique dans le modéle.

Hypothése 3.4.2. Chaque variable qui constitue le score de propension peut étre approchée par

une distribution continue, méme s’il s’agit d’une variable discréte.

Cette hypothése méne & I'implémentation de nouvelles variables “artificielles” qui sont, en fait,
les transformations de variables aléatoires discrétes en variables continues. Soit Zx, k € {1,2, ..., d}
une covariable d’intérét pour le score de propension. Soit € étant n’importe quel élément de
{€1, €2}, I'ensemble contenant €;, une fonction de n ot n — 0 et €3, une fonction de m ou
m — oo. On remarque que n peut étre de la méme taille que m sans, toutefois, que €1 et e
ne le soient. Alors, on obtient la nouvelle variable aléatoire continue Z;? issue de la fonction de
distribution cumulative G}?(z;) qui est, en fait, une version continue de Gy (z) telle que
GE2 (o) = Gr(zr)  sizpe (Uiny (@i + 6 <2 < zi— 62)) ;
a;zr +b; siz,€ U{:()[ffi — €9, + eg]) ,
ou, tel qu'illustré a la figure 3.1, z;, i € {1,2,...,1} et g = 0, représente la localisation en
abcisse des sauts entre les différentes modalitées de la variable aléatoire, €5 un terme arbitraire
qui tend vers 0 et a;zr + b; est 'équation de la ligne de correction qui lie les modalités de
la variable catégorielle dans un voisinage de la locatisation des sauts. Etant donné que a; et
b; représentent respectivement la pente et 'origine d’une droite, on en déduit aisément leur
représentation analytique par quelques manipulations telles que

Vi
2
€5 + €2

a; =
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FI1GURE 3.1 — Fonction de répartition d’une variable aléatoire simulée Z comportant 3 modalités
avec des corrections de continuité pour un e de 1/250, créant ainsi la nouvelle variable aléatoire
Zy,.

ol y; = Gk(x:’) — Gi(z; ) est la hauteur du saut entre Gy(x; ), la valeur & gauche de G}, au

point z;, et Gi(z;") la valeur a droite de G, évaluée a ce méme point ; et

— Vi
bi = Gi(x; ) — 216 (75 — €2).
2

On note que la méme transformation de continuité est & effectuer avec la variable d’allocation
au traitement, 7', et sa fonction de distribution cumulative F'(¢). Dans un but de simplicité de la
notation et de clarté des explications, pour la suite de cette section, on se limitera au cas ot n’il
y a qu'une seule covariable d’intérét (le cas multivarié sera traité plus tard), Z, qui est discreéte.
Alors, la variable aléatoire continue correspondante est Z? et leurs fonctions de distributions
cumulatives sont, respectivement, G(z) et G*?(z). De fagon correspondante, on a, pour la variable
discréte d’assignation au traitement T', la variable continue T¢' et sa fonction de répartition
F€1(t). On précise que I'on utilise une correction de continuité sur Uinvervalle [z; — €, z; + €] au
lieu de l'intervalle symétrique [z; — €, z; + €] en raison que la fonction de distribution jointe est
cadlag; ce qui signifie que lorsque z;, = x;, on s’assure que G%(z;) converge ponctuellement vers
G(zp). Afin d’arriver a utiliser les nouvelles variables aléatoires T! et Z%, on pose la proposition

suivante :

2

Proposition 3.4.1. G%(z) converge en distribution vers G(z) lorsque € converge vers 0.

Démonstration :
On doit commencer par vérifier, pour chaque valeur de z, la différence entre la fonction G et la

fonction G2

0 size (Ui[:l(xi,l +e<z<azi— 62)> :
G2 (2) — G(z) = 63;7:622 — 533:62 (x; —€3) —7yi size U{=0[ﬂfi7l‘i + €2];
G%Z:Qz — 53152 (x; — €2) size Uf:o[xi — €9,T;).
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La convergence de G%(z) vers G(z) est évidente dans le premier cas. Dans le deuxiéme cas (

I
lorsque z € U[‘T’“ z; + €3] ), si z = x;, alors considérant la limite lorsque €3 tend vers 0, on a :
i=0
: : Vi i
lim |G2%(z) — G(2)] = lim T — Ti—€) — Vi
62HO| ( ) ( )| €30 6% T e 7 E% + 62( i 2) Vi
= ; lim — v
Vi a2 6% T i
= 0.
Si z = x; + €2, on a alors :
lim |G2(z) — G(z)] = lim 5 i (x; + %) - i (x; —€2) — i
e2—0 e2—0 €5 + € €5 + €2
_ 6% te)
i 6% ¥ e Vi
= 0.
I
Donc, en utilisant le résultat du lemme de Portmanteau, il est montré que Vz € U[xz, r; + eg],
i=0
lim |G%(z) — G(z)| = 0.
ea—0
I
Dans le dernier cas, lorsque z € U[CL',L — €9, x; ), on doit évaluer :
i=0
. . Yi Vi
lim |G*(z) — G(z)] = lim z— T;— €
e2—>0| ( ) ( )| e2—0 6% + €9 6% + 62( ! 2)

z
; + v lim
vk Jimy S

On remarque que —ey < z — x; < 0. Cependant, il existe un €5 qui tend également vers 0 tel que
Lz
—€3 < 2z —x; < —€. Alors, lim 5 L= 1, et
e2—0 € — €

=0.

z
i + v lim
%+ i, S

Donc, Yz € Dom(G),
siea = 0= G%(z) > G(2).

Pour l'intuition du lecteur, on rappelle que la fonction de distribution G(z) est cadlag aux
points de discontinuité x;. Ainsi, lorsque es — 0, au point x;, la limite évaluée a la droite est la
valeur de la modalité sise & la droite de ce point.

Par ailleurs, on remarque que les probabilités mesurées avec les nouvelles distributions conti-
nues sont équivalentes & celles qui sont originellement d’intérét. En fait, la différence principale

est sur la représentation de la densité : au lieu d’étre définie en k intervalles rectangulaires (ou
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k est le nombre de modalitées de la variable aléatoire discréte originelle), la densité va étre re-
présentée sur [ intervalles supplémentaires non-rectangulaires de taille € qui correspondent aux
points de discontinuité dans la représentation de la fonction de distribution cumulative.
Suivant le raisonnement de Genest et al.,*? il est évident que lorsque F et G (fonctions de
répartition discrétes) ont des sauts, leurs inverses ont des plateaux. Ainsi, le théoréme de Sklar
garantit qu’il existe au moins une représentation de copule pour P(7 < t, Z < z), mais que cette
derniére n’est pas unique. Alors, on note C ’ensemble de toutes les possibles familles de copules

qui représentent la fonction de distribution jointe de F' et G.

Proposition 3.4.2. Soit 0{61’62}, la copule qui converge ponctuellement (faiblement) vers C',
qui est la sous-copule qui exprime la fonction de distribution jointe du couple de variables aléa-
toires (T, Z) ; si le couple (T', Z) converge ponctuellement vers (t,z) ; alors C1e2h(1e1 2<2)
converge vers C'(t,z). On en déduit que clevet est une des copules qui expriment la fonction de

distribution jointe du couple (T, Z) telle que clael e O,

Démonstration :
Soit (¢, z), n’importe quelle valeur appartenant au domaine des fonctions de répartition margi-
nales Fr, Gz ; et (£, %) leur réciproque dans le domaine des fonctions de répartitions marginales
Fre,,G%,. On définit la variable aléatoire T (et similairement Z), avec des limites vers e telles
que n = k/e;,m = s/ea, k — 1, s — 1, et on, a des vitesses de convergence différentes, n — o0,
m — o, telle que

— P(T* <t) = F(t);

— Site (—,0), P(T <t) =0;

— Site[ti—eti+er],i=0,1,2,..., P(T <t) = F(t) — F(t —¢);

— Site (ti+etiv1—e),P(T<t)=P(T <t)=F(t).

En prenant la valeur absolue de la différence entre C{12} (11 22 et C'(t, z), on obtient

C{El,eg}(t€1’zég) . Cl(t, Z)‘ _ ‘C{Gl,ﬁQ}(tGl’ZEZ) _ 0{61762}@, Z) + C{El’EQ}(t, z) _ Cl(t, Z)‘

< |etretn, o) - claelr,z)| + [cloedt 2) - 0/, 2)|
Cependant, la propriété Lipschitz de la fonction copule stipule que
clevat e, 22) — el 2)| <t —t] + |22 — 2.
Alors, on obtient
‘0{61762}@61,&2) —C'(t,2)| < [t —t| + |22 — 2| + ‘0{61762}@61,,262) —C'(t,2)].
Actuellement, vu que € est une fonction de n ou de m, ¥é > 0,

— t — t alors, pour /3, il existe ng tel que n = ng = [T —t| < §/3;

— 2% — z alors, pour §/3, il existe ny tel que m = ny = |Z%? — z| < /3.
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Etant donné que clevet o faiblement, il existe, pour x et y des valeurs arbitraires fixées, ns
tel que
(n Am)=ne = |Clved (e 2) — /(4 z)] <6/3.

Donc, Y6 > 0,V(n A m) = max(ng, n1,n2),
\0{61:62}(#, 22) ()] < 6.

Ainsi, Cleveed (1 292) converge vers C'(t, 2).

On remarque aussi que suivant le raisonnement de la proposition 3.4.1, il est évident que la
structure liant F'(t) & G(z) est une sous-copule unique sur I'image du croisement de ses marges,
soit Ran F x Ran G. En utilisant le lemme 2.3.5 de Nelsen,'? on voit qu’il est possible d’étendre,
par continuité, la sous-copule C’(F(t), G(z)) & une copule C' qui appartient a 'ensemble de toutes
les familles de copules possibles C. Suivant les explications qui suivent, on en déduit que cleet
est I'une de ces copules.

On remarque aisément que cleread egt une copule : premiérement, Dom clevea} = [0,1] x
[0,1] ; ensuite Cl02}(0,v) = v} (1, 0) = 0 et Cl02(1,0) = v; Cl2} (4, 1) = w. Enfin, il
est trivial de constater que C {e1€2} et une fonction 2-croissante et est une interpolation bilinéaire

de O’ & partir de la définition des structures marginales F! et G.

Proposition 3.4.3. Si C1v} — ¢ faiblement, alors :

lim lim 7(7%,Z%) =7(T, 2).

m—00 n—00

ou € est une fonction de n (es = 1/n), €z est une fonction de m (ea = k/m),s - 1,k — 1,n —
00, m — 00 a des vitesses de convergence différentes, et T(T', Z?) est le tau de Kendall lié a la
copule C1v2} (P (1), G2(2)).

Démonstration :
A partir des paires de variables aléatoires (T, Z) et (T', Z?), on a les fonctions de répartition
jointes H(p 7y et H(per zea).
Si les convergences faibles suivantes existent : F' — F, G® — G et H(pe gy — Hp z);

t,54

alors, & partir du théoréeme 1 de Vandenhende et Lamber et des axiomes de concordance de

o« . 5
Scarsini,””

lim lim 7(T°, Z2) = (T, Z).

m—00 n—00
Toutefois, on a
Hrey gzeo (r,s) = Cfere} (F(r),G2(s)).

On doit montrer que si clevet _, ¢ ponctuellement, alors

cleved (P9 (r), G2 (s)) = ' ( lim P (1), Tim G(s)).

n—0o0 n—0o0
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Alors, en utilisant les propriétés de la convergence faible et le lemme 2.3.4 de Nelsen'? concernant
le théoréme de Sklar appliqué aux sous-copules, on obtient

Hg,z)(r,s) = C' ( lim F(r), lim G (s))

n—0o0 m—00

qui est une fonction de distribution cumulative jointe. Ainsi, on a montré que

lim lim (7, Z) = 7(T, Z).

m—00 Nn—00

Cette proposition assure, en fait, que l'extension de continuité proposée pour les fonctions
de distribution marginales discrétes affecte seulement ces distributions. En d’autres mots, la
correction de continuité liée a € n’affecte pas les concordances et les discordances sur les variables
(T, Z) et ne va pas affecter le paramétre de dépendance 6 sur les modeéles de copules paramétriques
qui est, relativement a la famille de copule sélectionnée, une fonction directe du tau de Kendall.

On remarque qu’il n’est pas possible de qualifier le degré d’adéquation de C' {erest gur les don-
nées parmi toutes les copules qui composent ’ensemble C' en raison du probléme d’identifiabilité
des éléments qui composent C'. Toutefois, via des simulations, il est possible de déterminer le

comportement de clevel,

3.4.3 Reéécriture du score de propension en terme de copules

Suivant la définition du score de propension® ot Z = (Z1,Z3, ..., Zq)t, a partir des variables
aléatoires discrétes originelles, on écrit le PS pour un individu 4, ¢ = 1,2,...,n assigné a une

thérapie T=0,1 tel que :

e(z) = P(T=1Z==2)
P(T=1,Z = z)
P(Z ==z

~—

L’utilisation de sous-copules pour calculer ce score peut paraitre attractif étant donné la
non-nécessité de transformer les fonctions marginales des variables aléatoires. Toutefois, tel que
mentionné précédemment dans cette section, ces sous-copules présentent un probléme majeur
quant a leur identifiabilité et leur unicité sur le carré unitaire. Alors, dans le but d’utiliser
plutot les variables aléatoires continues (77, Z5) et leurs fonctions de répartition continues afin
de calculer e(z), on doit introduite €}, €, ..., ey, qui sont des scalaires qui tendent vers 0 tels

que :

=
S
Il
~
~—
Il

lim P(Z5 € [t — €),t + €5])

!
e, —0

lim (G2(t+ €y) — G2 (t — €y)) .

/
e, —0
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! A . » . L .
On note que e, peut étre différent de €9, mais ce n’est pas nécessairement le cas. Donc, pour une
2 ) )

seule covariable d’intérét, on écrit le score de propensiton tel que :

1
= : ; {e1,€2} ( e1 / €2 /
e(Z) - elllgo eEEO <G€2 (t + 6’2) — G2 (t — 6,2) [C (F (t + 61)7 G (Z * 62))

—Cla@l(F(t + €)),G2(z — &)
—clael(Fa(t — &), G2 (2 + ¢b))
+C{61’€2}(F61 (t— 6/1), G?(z — 6%))]) :

29+1 fonctions copules (contraintes) au numérateur,

C’est ainsi qu’on remarque la présence de
ol d est le nombre de covariables. Donc, dans le cas multivarié, il est nécessaires de réécrire en

terme de copules ces d covariables équivalentes a la probabilité jointe

. P(Treft—¢€,t+€], 27 €21 — €y, 21 + €)oo, Zy™ € [2a — €1, 2a + €441])
6(2) = l,lnb P (7 / / ZedH’ / /
. (27 €21 — €y, 21 + €5], 0 23" € (20— € yh 2d + €441])

On note, pour guider l'intuition du lecteur, que l'utilisation des densitées de copules en
tant qu’approximation des probabilités jointes pour T' =t et pour Z = z au lieu de la procédure
présentée ici utilisant les fonctions jointes de distributions cumulatives est & proscrire. En effet, les
modéles de copules paramétriques sont bien connues pour le probléme de frontiéres : les densités
de copules divergent vers 'infini lorsqu’elles tendent vers les points [0, 0] et [1, 1]. Dans le contexte
présenté ici, étant donné que la masse de probabilité est hautement concentrée autour de ces
points (spécialement dans le cas de variables binaires), il est recommendé d’utiliser uniquement les
fonctions de distributions cumulatives qui elles, ne divergent pas. Pour davantage d’informations

a propos du probléme de frontiéres, le lecteur est référé a Gijbels et al.”

3.4.4 Cadres nécessaires a ’estimation des parameétres

Afin d’arriver & travailler de facon efficace avec des mesures de score de propension et des
données médicales, il est nécessaire d’étre outillé de modeéles utiles et applicables dans le but
d’obtenir un processus de calcul facilement implémentable sur les outils technologiques pour le
score de propension tels que les modéles de régression logistique peuvent 1'étre. Le but ici est
de présenter la méthodologie nécessaire pour estimer tant les familles de copules paramétriques
que leurs marges constituantes et leurs parameétres. Ultimement, il sera donc possible d’inférer
le score de propension pour chaque sujet participant & une étude donnée. La facon de procéder
est donc de procéder a 'estimation des trois structures principales du modéle : les fonctions de

répartition marginales, le tau de Kendall et les familles de copules.

3.4.4.1 Fonctions de répartition marginales

On définit G en tant qu’estimateur convergent de G2. Alors, il est évident que la seule

différence entre G2 et G*? est tributaire de la vitesse de convergence de G*2. Par ailleurs, on



80 SECTION 3.4 — Alternative proposée et application au score de propension

remarque que cette différence existe seulement au niveau des plateaux de G telle que :

. Gn(z) size Ule(%—l +e<z<m— 62)) ;
G () = e )
aiz +b; size (U_olzi — e, i + 62]) )

Tant 1'utilisation d’'une modélisation paramétrique que non-paramétrique pour les marges
peut étre effectuée. Dans le premier cas, il est suggéré d’utiliser une loi de Bernoulli (loi binomiale
de paramétres (1,p) ) pour modéliser la variable d’allocation au traitement 7. En ce qui a trait aux
covariables d’intérét, étant donné que le nombre de modalités de la variable Z peut étre supérieur
a 2, on suggére également 'utilisation d’une loi multinomiale. L’estimation des paramétres de la
loi sélectionnée peut se faire en utilisant ’estimateur du maximum de vraisemblance.

Dans un second cas, s’il est décidé d’utiliser une estimation non-paramétrique des fonctions
de répartition marginales, on suggére l'utilisation de la fonction de distribution empirique ré-

échelonnée en tant qu’estimateur de la fonction G o :

. 1 &
Gn(z) = n+1j;]1{Tj<t}-

En fait, ce rééchelonnement conserve les propriété de la fonction de répartition empirique ori-
ginale et permet de contourner les problémes liés aux copules évaluées a leurs frontiéres. Par
ailleurs, il est aisé de démontrer, en utilisant I'inégalité de Chebyshev, que én(z) converge en
probabilités vers G. Cette suggestion quant aux choix de modélisation méne a I’hypothése sui-

vante, permettant d’assurer la convergence des estimateurs avec les vraies lois.

Hypothése 3.4.3. N’importe quel estimateur G peut étre utilisé pour estimer G s’il peut fournar

une représentation discréte et satisfait

G(t) = Gn(t) + 0p(n~1?)
Taille d’epsilon
Tel que mentionné précédemment, il est suggéré de sélectionner des valeurs d’epsilon proches de 0
telles que €; — 0, €2 — 0. Etant donné que 1’on définit ces valeurs comme €; = k/n, e = s/m, k —
1,5 — 1, les valeurs d’epsilon ont deux contraintes majeures : elles doivent étre assez larges pour
ne pas étre considérées comme des données aberrantes mais faire partie de la distribution, et
suffisament petites pour étre considérées proches de 0. Ainsi, un choix raisonnable de ces valeurs
est dans le voisinage de 1/100 : par simulations, on peut constater que ce choix est en harmonie

avec ces contraintes.

3.4.4.2 Utilisation d’un tau de Kendall significatif

Dans le but d’étre en mesure d’exprimer une copule possédant une erreur quadratique mini-
male quant & son adéquation aux données, il est primordial d’inférer le paramétre de dépendance

0 de la copule avec une méthode minimisant le biais dans un contexte de données discrétes.
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Pour ce faire, les deux chemins les plus rencontrés dans la littérature sont 'estimation basée
sur le maximum de la vraisemblance (MLE), et celle basée sur I'inversion du tau de Kendall.
Ces deux méthodes ont leurs lacunes respectives : I'estimateur du maximum de vraisemblance
n’est pas consistent pour les données discrétes dans le sens ou il fournit des valeurs possibles
de 0 que seulement quelques fois (il est fréquent qu’on ne puisse pas calculer les dérivées de la
(log) vraisemblance dans le contexte cité). En ce qui a trait au tau de Kendall en lui-méme, il
est souvent biaisé dans le sens ol il posséde plusieurs valeurs possibles avec une borne inférieure
et une borne supérieure et, parfois, peut prendre valeur & U'extérieur de [—1, 1]. Toutefois, il est
possible de corriger le tau de Kendall pour en obtenir un estimateur consistant du paramétre de
la copule.

Par définition, une expression jointe telle que la fonction de répartition jointe se doit d’expri-
mer tant les fonctions de répartitions marginales qui la constituent que le niveau de dépendance
entre ces derniéres; c’est la raison pour laquelle la fonction copule est un outil d’intérét dans
cette modélisation. Sachant que, dans le cas paramétrique bivarié, le paramétre de la copule
est obtenu directement a partir d’une mesure de corrélation entre les variables, le point ici est
d’obtenir un paramétre de dépendance basé sur une mesure de concordance robuste.

Un élément capital & inférer dans une modélisation jointe avec des données discrétes est la
mesure de dépendance entre les distributions marginales dans le but trouver, par inversion du
tau de Kendall (méthode également valide pour le rho de Spearmann, le béta de Blomqvist, etc.),
le paramétre de la copule tributaire a la famille choisie. Dans cette section, on va suivre la voie
majeure dans la littérature sur les copules unidimensionnelles : 'utilisation uniquement du tau
de Kendall. On remarque que la convergence théorique de 7, telle que montrée a la proposition
2.3, est indépendance du concept de tau de Kendall corrigé en faveur des données discrétes, mais
nous montre que 1’on peut prendre les mesures de concordance et de discordance directement sur
les données brutes des variables aléatoires T' et Z si 'on effectue la correction nécessaire ensuite.

Tel que montré dans les articles de Denuit et al.** et de Genest et al.,** le tau de Kendall
(1) mesuré sur des distributions discrétes perd beaucoup de propriétés et, en particulier, peut
avoir une valeur a I'extérieur de son support [—1,1]. C’est la raison pour laquelle I'utilisation du
tau de Kendall original en cas de distributions discrétes est indésirable ; une correction doit étre
effectuée. L’approche de Bouezmarni et al.,”” basée sur les bornes des distributions des variables
aléatoires, sera adoptée ici.

Soient F'(t) et G(z) les fonctions de distribution cumulatives pour 'assignation au traitement

et pour sa covariable d’intérét. Alors, la distribution extréme
Hpin(t, 2) = max[0, F(t) + G(z) — 1]
est connue pour étre la borne inférieure de Fréchet, et
Hpax(t,2) = min[F(t), G(z)]

est connue pour étre la borne supérieure de Fréchet. De ces bornes, on déduit les valeurs des tau
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de Kendall qui leur sont associées, Tmin €t Timaz, pour lesquelles, si 7 est la version originale du

tau de Kendall mesuré directement sur les données discrétes,
Tmin < T < Tmax-

Ainsi, la version corrigée du tau de Kendall, 7, est

{  if 7 =0
T. = Tmax
c

o,
e if 7 <O.

Bouezmarni et al. °” ont démontré les propriétés asymptotiques de cet estimateur.

3.4.4.3 Distributions jointes

Modéles et familles de copules

Tel qu'illustré dans la littérature,*® il y a une limite quant a Papplicabilité des familles de
copules paramétriques pour les données de comptage. Afin d’assurer une certaine consistance
dans la modélisation des fonctions jointes, les familles de copules présentées ici seront limitées
aux plus couramment rencontrées pour les données discrétes. En fait, la variété de copules qui
peuvent étre utilisées avec ce type de données et qui conservent leurs propriétés analytiques est
réellement limité. Pour 'usage de ce travail de recherche, il a été décidé de limiter notre choix
aux familles de copules paramétriques (voir le tableau 3.1) et qui sont associées & un paramétre
de dépendance unique.

On remarque que, lorsqu’il y a une évidence sur la nature de la dépendance entre les données,
on peut contraindre les copules & une propriété de dépendance spécifique : on suppose que
I'on obtient la matrice de probabilités P en discrétisant les variables aléatoires (7', Z?) de
fagon & ce qu’il existe deux suites croissantes Ay < A1 < ... < Ay; By < By < ... < By
telles que p;; = P(T €|A;_1,A[uZ €|B;_1,Bj]),pi. > 0,p-j > 0. Alors, si le couple (7, Z2)
suit une propriété de dépendance (e.g. QPD := Quadrant-Positive Dependence, RTT :=Right-
tail Increasing), P le fait également. Un tel choix de modélisation peut requérir une procédure
de rééchantillonnage soumise a la propriété de dépendance donnée.”® On note aussi que de la
proposition 2.3, en utilisant (Yanagimoto and Okamoto,” Tchen60), les propriétés de dépendance
sont préservées avec la transformation de continuité proposée dans cette section.

Procédure de sélection de la copule

Il existe de multiples “zones d’ombres” aux procédures standard de sélection d’une famille
de copules lorsque cette derniére provient de l'extension par continuité d’une sous-copule. Les
raisons majeures justifiant ces problématiques sont, pour commencer, le probléme de sensibilité
de la copule a la variation d’une seule observation sur les distributions discrétes; et, ensuite, la

forte masse de probabilité présente sur les valeurs extrémes des distributions. D’autre part, tel
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Copule Fonction Dépendence
type C(u,v)

Joe I—[(1—w)?+ (1 —v)! — (1 —u)?(1—wv)]/? 0 € (0,0)
Gumbel exp{—[(—logu)? + (—logwv)?]"/"} 6 e[l,00)
Frank - 6 e (0,00)\{1}
Clayton (u™? +v= 0 1)1 0e[—1,00)\{0}

TABLEAU 3.1 — Exemple de copules & considérer qui ont un paramétre de dépendance unique et
qui peuvent représenter une propriété de dépendance spécifique.

que pointé par Durrleman et al. ,%" une procédure de sélection d’une famille de copules basée sur
un critére d’information (e.g. AIC, BIC, TIC, etc.) va favoriser la copule de Frank.
Dans ce travail, il est suggéré d’utiliser ’approche empirique. Soit la fonction de répartition

jointe empirique,®? telle que :

I:In(t, z) =

S|

Zn] 1 {Fn(T) <t,Gn(2) < Z}

ou E,(T) and G,,(Z) sont les fonctions marginales des variables aléatoires T et Z respective-
ment. On construit les K copules paramétriques a mettre en compétition en tant que meilleure
approximation de clere} telles que :

Clavd (P (1), 62 ()

é({;)l,d} (Fe1 (t), Ge (Z))

ChE™ (P (1), G2 (2)),

Pour n’importe quelle famille j, j = 1,2, ..., K, la sous-copule C’'(F(t), G(z)) est approchée par

Cl P (F ), G2 ().

En se basant sur le tau de Kendall 7. ayant subi une correction sur les probabilités de concordance
et de discordance et calculé sur les observations (7, Z), on obtient, pour chaque copule j une
relation bijective entre le tau de Kendall et le parameétre de copule recherché telle que (6;) ~ r;(7.)
et ’on obtient

Cl oy (FL(E), G2 (2)) = HL(t,2)

rj(7e)
ot Hc(t,z) est la distribution jointe des variables T" et Z, et Cﬁ (r) ©st la distribution jointe
j\Tc

continue représentée par la copule j avec un parameétre ;. Alors, on a, en utilisant la norme
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suprémum
sup Hg61,62}(t’ z) — Hp(t, 2)| = 6{61762}.
(z.y)
Ainsi, on sélectionne la copule j ayant la plus petite valeur de /. On note qu’en utilisant €; =
k/n,ea = s/m, k — 1, s > 1, pour toute famille j, la relation

lim lim &7 =0
m—00 Nn—00 {51752}

est satisfaite.

Considération d’une mauvaise spécification

Evidemment, la modélisation avec une mauvaise spécification de la famille de copule n’est
pas problématique dans le cas des données discrétes au méme point qu’il 'est avec les données
continues. Le fait que la sous-copule ne soit pas unique sur [0, 1] x [0, 1] et que la présence (ou
I’absence) d'une queue de dépendance entre les distributions marginales soit limitée en raison
de la nature discréte des données font que la différence dans la modélisation entre les différentes
familles de copules est, en fait, relativement faible; mais existe bien et est détectable sous un
critére de distance muni de la norme suprémum. Ainsi, une estimation de la copule basée sur
une distance entre I'ensemble des familles de copules comparées et la fonction de répartition

empirique jointe va minimiser le risque d’une mauvaise spécification.

3.4.4.4 Extension multivariée

Le calcul du tau de Kendall pour les distributions multivariées (i.e. lorsqu’il y a plus qu’une
covariable d’intérét) est possible, et 1'utilisation de 6 provenant de la méthode d’inversion du
tau de Kendall assure un parameétre de copule consistent.’® Toutefois, il a été montré dans
la littérature qu'une telle méthode est particuliérement onéreuse en termes de performances
computationnelles et d’implémentation informatique. Par ailleurs, I'estimation de 6 basée sur
la maximisation de la pseudo-vraisemblance est clairement I'approche la plus efficace.? En se
basant sur Papproche de Genest et al.,%* le principe est d’obtenir la valeur de  qui maximise la

quantité

n
o) =~ log [[P (Tél elt—e t+e], Z1% € [z1 — €5, 21 +e’2],...,Z;d+1’ e[zdfeilJrl,szreilJrl])] (3.1)
k=1

24+1 copules nécessaires. La procédure de sélec-

ou la probabilité P est évaluée en calculant les
tion de la copule va donc, conséquemment, impliquer tant la sélection des familles de copules
multivariées qui sont munies d’un seul paramétre de dépendance (e.g. Clayton, Gumbel, etc.)

que celles qui ont plusieurs parameétres de dépendance (e.g. de Student).
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3.4.5 Simulations

Le but de cette section est, premiérement, de vérifier que la méthode d’estimation du score
de propension présentée dans ce travail est consistente tant dans le cas d’une seule variable
polytomique que dans le cas de plusieurs covariables d’intérét dichotomiques et, deuxiémement,
de comparer I’adéquation du score de propension basé sur les copules & des données générées a
I’adéquation du score de propension basé sur la régression logistique aux mémes données simulées.
Pour y arriver, on va considérer les deux procédures de génération de données (PGD) suivantes :

— PGD 1 : Modéle bivarié constitué de deux marges discrétes
1. F(T) ~ une loi de Bernoulli avec p = 0.5, une distribution dichotomique ;
2. G(Z) ~ une loi binomiale de paramétres (3,0.44), i.e. données catégorielles ;

3. H(F(T,G(Z)) générée a partir d'une copule de Gumbel de paramétre 6.25 (équivalent
a un tau de Kendall de 0.84) avec n = 2000 individus.

— PGD 2 : Modéle multivarié basé sur des simulations de données cliniques
1. Etude de cohorte hypothétique (n=2000) ;
2. F(T) cdf d’une exposition & un traitement 7" (binaire) ;

3. G(Z) cdf d'un vecteur aléatoire de 3 covariables d’intérét (binaires).

3.45.1 PGD1

Le premier élément a vérifier ici est la validité du critére de sélection de la copule. Pour la
PGD 1, on a répliqué B = 500 fois la génération d’une sous-copule archimédienne (Gumbel) de
parameétre relié, par inversion, a un tau de Kendall 7 = 0.84 (afin d’imposer une forte structure
de dépendance caractéristique de cette famille de copules) avec deux fonctions de répartition
marginales telles que décrites précédemment. On note que le choix de la famille de copules utilisée
pour générer les données est absolument arbitraire ; n’importe quel choix d’une famille de copules
archimédienne avec une dépendance forte entre les données doit étre détecté ultérieurement lors
de la prodécure de sélection de la copule.

Ensuite, on a estimé les fonctions de distribution marginales pour chaque PGD avec la fonc-
tion de distribution empirique, et avons rendu continues ces derniéres & l'aide de la méthode
présentée dans ce travail. On a noté a chaque fois la copule sélectionnée et avons reporté cela a
la table 3.2. Les familles de copules en compétition étaient les quatre citées a la table 3.1 ayant
un unique paramétre de dépendance, en plus de la copule gaussienne simplement en raison de sa
fréquence d’utilisation dans la littérature en tant que représentante des copules elliptiques. Afin
d’éviter tout probléme de convergence lors des séquences itératives de simulation, la taille d’ep-
silon a été fixée a ¢; = 1/100, ¢ = 1,2. Toutefois, on a noté que pour de petites valeurs d’epsilon
telles que e < 3/2000, plus qu’une fois sur deux, il n’y avait pas de problémes computationnels
dans la procédure d’application de la copule sur les données rendues continues. Donc, il est pos-

sible de voir que le critére de sélection d’une famille de copule a été consistent avec les données
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] PGDs H Clayton \ Frank \ Gumbel \ Joe \ Gaussian ‘
[PGD1]] o [ 2 | 403 [0 | 95 |

TABLEAU 3.2 — Sélection de la copule C12} avec des marges continues pour des données générés
p g p g
a partir d’une sous-copule archimédienne ¢’ avec des marges discontinues

simulées dans plus de 80% des cas. Etant donné que I'impact d’une mauvaise spécification de
la copule est faible en présence de données discrétes, on peut affirmer que le critére de sélection

d’une famille de copules est satisfaisant.

La deuxiéme étape de ces simulations a été d’obtenir la probabilité conditionnelle que consti-
tue le score de propension pour chacun des 2000 patients simulés ici en utilisant les deux méthodes
de calcul : 'approche basée sur la fonction copule et la régression logistique classique. Dans le
but d’éviter tout biais provenant du niveau de dépendance entre les données, on a appliqué la
procédure a trois niveaux de dépendance dans la génération des données de PGD 1 : 7 = 0.20,
7 = 0.50 et 7 = 0.86. A la figure 3.2, on observe la dispersion des scores de propension pour
les 2000 individus évalués aux trois niveaux a l'aide des deux méthodes. On remarque ’évidence

d’une différence significative entre la dispersion de ces scores pour les mémes populations.

La fagon dont nous avons décidé de comparer la méthode de calcul basée sur 'utilisation
des fonctions copules et celle basée sur la régression logistique était par ’évaluation du Critére
d’'Information d’Akaike (AIC) (i.e. 2 fois le nombre de paramétres présents dans le modéle moins
2 fois sa log-vraisemblance). Ainsi, le nombre de parameétres du modéle utilisant les fonctions
copules, lorsque la famille spécifiée est de Clayton, de Gumbel, de Joe ou gaussienne, est simple-
ment 1. Cela dit, nous avons réalisé 500 réplications du schéme de génération des données et, a
chaque fois, avons recueilli ’AIC pour chaque méthode quant & son adéquation aux données. Au
tableau 3.3, on peut voir le nombre d’occurences ol le modéle basé sur la copule de Gumbel a
obtenu un plus petit AIC que celui basé sur la régression logistique. La procédure a été répétée
pour les trois différents niveaux de dépendance. Donc, la somme de chaque colonne est égale a
500. Au tableau 3.4, on a performé la méme procédure en utilisant une copule possédant une
structure de dépendance complétement différente, de type Clayton, pour analyser 'effet d’une

mauvaise sélection de copule sur 'adéquation aux données du modéle.

On observe que, pour un trés petit niveau de dépendance entre la variable traitement et une
covariable d’intérét, lorsque la sélection de la copule est erronée, le modéle de régression logistique
peut obtenir parfois une meilleure adéquation aux données. Cependant, nonobstant le niveau de
dépendance entre les variables, si la famille de copules est bien spécifiée, le modéle basé sur ces
derniéres obtient un plus petit AIC et, conséquemment, une meilleure adéquation. Finalement,
on observe que, avec un niveau de dépendance intermédiaire, une mauvaise spécification de la
copule n’a pas d’impact significatif sur la qualité de la modélisation : C {ere2} obtient ici également

une plus petite valeur de critére d’information.
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FIGURE 3.2 — Boxplots de la dispersion des scores de propension pour les données générées avec

3 différents niveaux de dépendance.

Méthode d’estimation de || 7=0.2 | 7=0.5 | 7 = 0.86
la probabilité

clenet de 497 500 500
famille de Gumbel

Régression logistique 3 0 0

TABLEAU 3.3 — Comparaison de ’AIC entre la méthode basée sur les copules et la régression
logistique pour estimer la probabilité conditionnelle de T' sachant Z ; 500 réplications effectuées.

Méthode d’estimation de || 7=0.2 | 7=0.5 | 7 = 0.86
la probabilité

clevel de 330 500 500
famille de Clayton

Régression logistique 170 0 0

TABLEAU 3.4 — Comparaison de I’AIC entre la méthode basée sur les copules et la régression
logistique dans le cas d’'une mauvaise spécification de la copule; 500 réplications effectuées.
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3.4.5.2 PGD 2

La deuxiéme PGD consistait, tel que mentionné précédemment, en une variabre binaire d’assi-
gnation a un traitement 1" qui est dépendante de trois covariables 77, Z5, Z3, mais les covariables
sont indépendantes entre elles. La construction de ces variables est illustrée dans I’encadré sui-
vant. Par ailleurs, on remarque que le choix des régles de décision pour construire ces variables
dichotomiques & partir de variables gaussiennes est inspiré du travail de simulations de Setogu-

. =
chi.%?

Construction des données pour la PGD 2 :

1. Génération d’une variable aléatoire R ~ N(0,1) ayant n = 2000 observations.

2. Pour la variable aléatoire T,
— siR;>1,29,i=1,2,...,n,alors T; = 1;

— sinon T; = 0.

3. Pour la variable aléatoire 71,
— générer une variable aléatoire Rz, ~ N(0,1) telle que cor(R,Rz,) = 0.6;
— si Rz, >1,45,1=1,2,...,n, alors Rz, = 1;
— sinon Rz, = 0.

4. Pour la variable aléatoire Zs,
— générer une variable aléatoire Rz, ~ N (0, 1) telle que cor(R, Rz,) = 0.35;
— siRgz,, >1,i=1,2,...,n, alors Rz, =1;
— sinon Rz, = 0.

5. Pour la variable aléatoire Z3,
— générer une variable aléatoire Rz, ~ N (0, 1) telle que cor(R, Rz,) = 0.35;
— si Rz,, > 1.55,1=1,2,...,n, alors Rz,, = 1;

— sinon Rz, = 0.

En ce qui concerne la sélection de la famille de copules, en utilisant le critére de sélection
décrit dans ce travail, la copule multivariée de Clayton, qui a la forme analytique suivante, a été

choisie :
J ~1/6
C(ug,ut, ..., uq) = (d—i— Z uj_9>
j=0

ot d = 3, le nombre de covariables d’intérét. Donc, le paramétre de la copule 0 a di étre inféré
en effectuant la maximisation de la pseudo-vraisemblance décrite a I’équation 3.1.

Dans une voie similaire a celle de la PGD 1, la comparaison entre le modéle de score de
propension basé sur la fonction copule et celui basé sur la régression logistique a été effectuée
sur la base du critére d’information de I’AIC. Pour le modéle de régression logistique, toutes les

covariables ont été incluses et ont été supposées indépendantes entre elles. Le résultat de cette
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Observational data for
treatment allocation T and
covariates of interest Z

l Step 1

Empirical continued cdf
Fe(t), G2 (21), .-, G5 (24)

Step 2A \ Step 2B

Bivariate case: Multivariate case: Edi-

Edition of each tion of each tested copula
tested copula with 6 with @ from pseudo
from corrected Kendall’s likelihood estimation

tau (7.(7, Z)) applied
on discrete distributions

Selection of the right
Step 3 copula using the empirical Step 3
joint cdf approach

l Step 4

Estimation of P(T¢* =
6,72 = 21,0, 25 = 2q)
and
P(Z5? = 21, ..., 23" = 24)

l Step 5

Estimation of the
Propensity Score

FIGURE 3.3 — Schéma de la procédure entiére pour obtenir le score de propension a partir de la
fonction copule.

comparaison a été sans équivoque en faveur du modéle se basant sur la copule de Clayton : des
500 réplications indépendantes de la population, I’AIC a été inférieur pour le score de propension

issue des copules 500 fois.

3.5 Discussion

Tel qu’illustré dans les simulations, la méthode d’estimation du score de propension basée sur
les copules présentée dans ce travail avec une continuation des marges pour les fonctions discrétes
est efficiente pour estimer la probabilité conditionnelle que constitue le score de propension étant
donné qu’elle n’est pas inhérente & une quelconque hypothése de linéarité entre les covariables
d’intérét sur le traitement. On a présenté ici deux éléments majeurs : a priori, une approche
simple pour prendre en considération les données de comptage avec les fonctions copules basée
sur une correction limite des fonctions de répartition marginales avec toute la théorie nécessaire
afin d’y arriver. Ensuite, on a proposé 'utilisation de cette approche pour obtenir le score de
propension tel qu’elle est résumée sur le schéma 3.3.

Dans une perspective future de travail, 'étape suivante d’une telle procédure d’évaluation du
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score de propension est d’appliquer les constructions de copules par paires dans un contexte de
)66 aux fonctions de répartition marginales rendues continues par
2d+1

copules en vignes (Vine copulas
correction au lieu de construire, pour chaque probabilité recherchée, un réseau de copules

ou d est le nombre de covariables d’'intérét qui affectent I'assignation au traitement.



Chapitre 4

Copules et données censurées : cas de la
régression

Ce chapitre propose une approche semi-paramétrique d’estimation de la fonction de régression
dans le cas ol une censure a droite, non-informative, subsiste sur la variable réponse. On propose
ici une approche basée sur la fonction copule, dans le cas ou cette derniére est paramétrique,
menant a une estimation de la régression via l’estimateur de Kaplan-Meier, I’estimateur empirique
de la fonction de répartition et ’estimation du paramétre de la copule inhérente au modéle (e.g. :

inversion du tau de Kendall, maximum de vraisemblance).

La censure & droite dans un cadre non-informatif sur la variable réponse d’une étude spécifique
survient principalement pour des raisons propres aux sujets et conséquemment indépendantes
du cadre de I'étude (e.g. déménagement). Ces manques d’information quant a la liaison exacte
entre la variables d’intérét et ses prédicteurs nécessitent I'utilisation de méthodes d’inférence
particuliéres. Dans la littérature, Miller®” et Koul et al.%® proposent des modéles d’estimation
basés sur le modéle de régression linéaire simple. Malgré la relative simplicité d’utilisation de cette
méthodologie, des failles théoriques persistent : 'imposition de la linéarité entre les variables et,
surtout, l'imposition d’un cadre restrictif sur la censure. Ensuite, la méthode de Buckley et
James,?” basée sur l'espérance conditionnelle de la variable réponse sachant les covariables et
la distribution de la censure, fait appel a 'estimation de coefficients de régression au sens de
la méthode des moindres carrés ordinaires. Le probléme ici est que la valeur des coefficients de
régression (3 est trouvée a partir d’une procédure itérative qui ne converge par toujours. Il arrive
que B oscille entre deux valeurs numériques. Dans les travaux de Doksum et Yandell,% Zheng, ™" !
Leurgans, > Zhou™® et Srinivasan et Zhou,” diverses approches basées sur la transformation des
données (data transformation principle) ont été suggérées. Toutefois, ces approches ont toutes le
méme inconvénient : la régression linéaire est effectuée avec comme prémisse la non-corrélation
entre les données. Autrement dit, I’existence de variables de confusion parmi les covariables tout
comme la dépendance entre les données ne peuvent pas étre détectées avec une telle méthodologie.
Enfin, une méthode non-paramétrique proposée par Fan et Gijbels’ et basée sur une régression

locale linéaire présente une méthodologie flexible étant donné qu’elle ne suppose pas un modéle

91
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paramétrique pour la fonction de régression. Par contre, la problématique majeure est le fléau de
la dimensionnalité (curse of dimensionality) : 'approche local-linéaire présuppose de travailler
sur plusieurs dimensions alors qu’en réalité, les données se situent dans un espace de moins

grande dimension.

4.1 Censure : informativité et mécanismes

Etant donné qu’en biostatistiques et en épidémiologie, I'objet principal des études menées
est 'explication de 'occurence d’un événement d’intérét (e.g. déces, rejet d’un greffon, présence
d’une complication post-opératoire spécifique), toute information disponible doit étre décorti-
quée. Toutefois, en raison du fait que le phénoméne de censure est en-soi un cas particulier
d’incomplétude des données, les études observationnelles ne présentent que trés rarement des
données complétes lorsqu’elles se situent dans un cadre d’analyse de la survie. Ainsi, il faut,
pour le clinicien, étre prompt & utiliser des méthodes statistiques tenant compte des données
censurées.

Se plagant sous I'hypothése que le temps avant la censure et le temps avant 1’événement
d’intérét sont en réalité deux temps dépendants pour diminuer le biais dans I’estimation de la
survie, on qualifie trois types de censure : censure & gauche, censure & droite et censure par
intervalles. On note que dans la majorité des cas, on se trouve dans le cadre d’une censure
a droite. Par ailleurs, la censure peut étre informative ou non-informative : en cas de censure
informative, il y a dépendance entre le temps de survie et le temps de censure. On prend ’exemple
d’un patient perdu de vue : sa rétractation volontaire peut, par exemple, provenir du fait que le
patient connait sa fin proche ou décide d’arréter les traitements pour décéder dans une certaine
dignité, sa censure est alors dépendante du temps de décés. Il en va de méme pour la censure

administrative que ’on considére souvent informative.

4.2 Estimateur proposé

Soit Y, la variable réponse, une variable aléatoire ayant pour fonction de distribution cu-
mulative F' et admettant une fonction de densité f; et soit X = (X3,Xao,...,Xq) représen-
tant le vecteur de variables prédictives ayant pour fonction de distribution cumulative G(z) =

(Gi(z1), G2(x2), ..., Ga(xq)) et admettant pour densité

g(x) = (91(x1), 92(x2); .-, ga(xa)) -

A partir de la théorie des copules, pour X et Y étant des variables continues, il est possible
de connaitre la fonction de répartition jointe du couple (Y, X)T en tout ensemble de points
(y,x) € R x RY par C(F(y),G(x)) ou C est une copule unique. Alors, pour (ug,uy, ..., uq) =
(ug,u) € [0,1] x [0,1]%, on a

C(ug,u) = P(Uy < uo, Uy < ut,...,Ug < ugq)
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ou Uy = F(Y),U; = Gj(X;) for j = 1,...,d. Ainsi, C est une fonction de distribution avec des
marges uniformes sur [0, 1].

En situation de données complétes pour toutes les variables, Noh et al.”® proposent d’estimer
la fonction de régression en conditionnant sur les variables. A partir de la théorie de la den-
sité conditonnelle réécrite en terme de densitées de copules (c’est-a-dire en terme des dérivées
partielles par rapport aux marges de la fonction de distribution de la copule), on obtient

c(F(y), G(z))
Jy|x=a = f(y)w

ou ¢ est la densité de copule de X ; c’est-a-dire que

_ PC(F(y).G()
OF (y)0G(x)

c(F(y), G(z))

Ainsi, & partir de la définition de 'espérance conditionnelle, selon 'approche de Noh et al.,

on obtient I'expression de la fonction de régression telle que

m(z) = EY|X =x)
= EVw(F(y),G(z)))
A(G(x))
ou
1
wlun, ) = c(ua w/e(w) et e(u) = [ FHuo)e(un, u)dun
0
Donc, ¢ et ¢ représentent respectivement les densités de (Y, X) et X et donc,
d+1 d 1
c(ug,u) = 07 Cluo, tn, U, -y Ua) et ¢(u) = O, un, vz, ...,ud)' Ainsi, on voit que w(ug, u) est

OugOuq0us...0ug Ouq0us...0ug
simplement le ratio de ¢(ug, u) par ¢(u). On remarque que dans le cas ot les données sont bivariées

(ot d = 1) tout comme dans le cas ot les variables prédictives sont mutuellement indépendantes,
on a ¢ = 1 et cette fonction de régression se réduit simplement a E(Y|X = z) = e(G(x)).

Dans ce travail, la méthode d’estimation proposée est en fait une adaptation de ’estimateur
de Noh et al. aux données dont la variable dépendante est censurée & droite; cas ou la censure
est bien entendu non-administrative. On note ainsi le vecteur des observations Y tel que Y =
min(7, CO) o Y est le temps de survie jusqu’au décés et C¥ est la variable aléatoire représentant
le phénomeéne de censure. Par ailleurs, on note la complétude des données par 6 = Lir<coyou 1.
représente la fonction indicatrice. Si, par exemple, on observe uniquement des données complétes
sur I'ensemble d’une base de données, alors Vi : Y; = T; et §; = 1 ou i = 1,2,...,n est 'indice
des variables d’intérét au niveau des individus et ot n est le nombre d’observations composant
chaque variable de la base.

A partir de la formule 4.1, il faut maintenant étre en mesure d’obtenir un estimateur robuste
des distributions marginales et de la copule paramétrique représentant le mieux le lien de dépen-

dance entre les variables composant les observations dans un contexte de censure omniprésente.
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La méthodologie proposée dans ce travail fait appel a l'estimateur de Kaplan-Meier et & une
pondération issue directement de cet estimateur. Soit I'y,, I'estimateur, au sens de Kaplan-Meier,
de la fonction de répartition F, inférée a partir des observations Y;. Alors, on définit pour toute

valeur y, '), par

—i \o
n 1 .
- () <Y

Fn(y) — 1<i<n,Y(;) <y

0 autrement.

Par ailleurs, on suppose la complétude sur I’ensemble des variables explicatives. Alors, on propose
'utilisation d’une fonction de distribution empirique rééchelonnée (pour éviter les problémes de
divergence de la densité de copule aux points (0, 0) et (1, 1)) pour les prédicteurs G, j = 1,2, ...,d
telle que

n

Ginlaj) = : DX < ).

n—i—liz1

Autrement, si les variables sont un mélange de données complétes et censurées, on suggeére ici de
considérer la distribution empirique rééchelonnée pour les distributions marginales des variables
non-censurées, et 'estimateur de Kaplan-Meier pour les distributions marginales des variables
censureées.

En ce qui a trait a l'estimation de la famille de copules, ce travail considére uniquement
I'utilisation des copules paramétriques pour approcher la loi jointe entre les fonctions marginales
étant donné qu’en plus de donner 'opportunité de déterminer I’estimateur des marges, l'inférence
de la copule paramétrique se résume, une fois les fonctions marginales déterminées, a inférer
uniquement un vecteur de paramétres qui se limite généralement 4 un maximum de 2 parameétres.
Ainsi, on suppose la copule C(+,-,0) que l'on estime par C’k(ﬁ(y), é(x), é), k=1,2, .., K étant
le nombre de familles paramétriques considérées pour I'estimation de la loi jointe. Alors, utilisant
la densité de la copule sélectionnée, on propose 'estimateur semi-paramétrique de la régression

suivant :

Soer ¥e(Ca(®), Grn(@1),s -, Gan(wa), 0n)dl 0 (y)
G (1) e G (Ta), 0n)
S Yiwie(Tn(Yi), Grn (1), ooy Gan(24), 0)
HGrn(21)s e Gan(Ta), 0n) '

ot wy = 'y (Y1), wi = Tn(Y()) — Tn(Yi—1)) pour i = 2,...,n et D(I',) est le domaine de I'y.

m(z) =

Remarque 4.2.1. L’hypothése qui suit peut étre faite dans le cas ou l’on utilise n’importe quel
autre estimateur que [’estimateur de la fonction de distribution empirique pour les données com-
plétes ou estimateur de Kaplan-Meier pour les données censurées pour évaluer F' and G respes-
tivement.

— Soit Gj(x) dénotant l'estimateur utilisé pour les covariables et Ty (y) celui pour la va-

riable réponse. Alors, les estimateurs doivent satisfaire la condition qui stipule que, pour
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toute valeur ponctuelle de x, € R, o l'on désire estimer la fonction de régression, les
estimateurs sont tels que :

— Gj(x) = Gjn(x) + op(n_1/2) pour j =1,...,d;

- fn(y) =TIn(y) + Op(nil/Q)-

4.3 Cadre théorique

La contribution principale de cette section est de présenter deux résultats asymptotiques de
I’estimateur présenté. Le premier établit la convergence uniforme, faible, de cet estimateur et le
second établit sa représentation i.i.d (indépendante et identiquement distribuée). A partir de ces
deux résultats, on déduit la normalité asymptotique de cet estimateur. Par ailleurs, on calcule
sa variance asymptotique et on suggére un estimateur pratique de cette variance asymptotique.
Pour commencer, on doit établir certaines hypothéses et conditions nécessaires a la consistence
de ces résultats. On présente les résultats, dans un premier temps, appliqués au cas bivarié puis,

a la section 3.3, on présente leur généralisation au cas multivarié.

4.3.1 Hypothéses sur la copule et ses paramétres

On commence par les suppositions élémentaires suivantes pour s’assurer de la consistance
de estimateur et introduire certains éléments de notation nouveaux. Ainsi, on doit émettre des
hypothéses sur le paramétre de la copule et, & ces fins, on va généraliser certains résultats s’ap-
pliquant aux copules bidimensionnelles & des copules multidimensionnelles. Soit én, I’estimateur
de 0y, parameétre de la copule réelle égale & la fonction jointe entre les variables observées. Alors,
én doit satisfaire

Hypothése A :
0 — 00 = — ng —1/2)

ou (; sont des variables i.i.d. de moyenne nulle et de variance finie.

Dans ce travail, on considére I’estimation de 6 selon la méthologie de Shih et Louis”” qui est
en fait une procédure d’estimation du maximum de vraisemblance en deux étapes paramétriques
pour une situation de données censurées a droite. Il s’agit en fait d’un cas particulier de la
méthode IFM (inference for margins) de Joe et Xu.™ La validité de cette procédure repose sur
la distribution limite de 6,, qui est telle que /n(6,, — 6y) — N(0, B~*(6p)) ot B est la matrice
d’information de Godambe.

Afin de pouvoir émettre des hypothéses sur la copule utilisée pour l'inférence, on doit établir

la notation suivante’®

1
— e(u) =EYc¢(F(Y),u)) = f F_l(uo)c(uo,u)duo, u = (Up,...,uq);

0
dc oc oc \7T
— dic=——forj=0,1,...dand ¢ = [ ——, ..., —
6’]0 auj OI'j O’ 9 ’ and ¢ (891’ ’aep)

Avec cette notation, on peut établir ’hypothése qui suit concernant la continuité des fonctions

de masse jointes exprimées a ’aide d’une densité de copule.
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Hypothése B :
Soit ¢, une fonction de ¢ ou de djc, j = 0,1,...,d et v € R? étant une valeur ponctuelle arbitraire
telle que G(x) e (0,1)%. Alors,
— (u,0) = quy(u,0) = q(up, u;0) est continu en (G(x),6p) et uniformément pour ug € [0, 1]
— up — q(ug, G(x);0p) est contenu en |0,1].
Finalement, on doit établir une hypothése de continuité sur les dérivées partielles afin de s’assurer

de la validité des résultats asymptotiques.
Hypothése C :

Soient les éléments de continuité :

— E[Y] <

— E[¢;(F(Y),G(x);600)]%,j = 1,2, ..., d est finie, tout comme sa premiére dérivée par rapport
a O

— E[Y¢(F(Y),G(x); 00)]%,j = 1,2, ...,d est finie, tout comme sa premiére dérivée par rap-
port a 6gy

— yF(y) — 0 lorsque y — —o0

— Ve —0,¢jet e, j=1,2,3,...,d sont continus sur les surfaces des parallélépipédes formés

d
par [0, 1] x H [Gj(xj) —€,Gj(xz;) + €]
j=1

4.3.2 Reésultats principaux

On commence par considérer le cas univarié ; soit en présence de la covariable X. On prouve,
a la proposition 4.3.1, la convergence uniforme en probabilités de l’estimateur proposé (et par
conséquent, la convergence en loi); puis on présente sa représentation i.i.d au théoréme 4.3.1.
Finalement, la proposition 4.3.2 présente la normalité asymptotique vers une moyenne nulle et

une variance finie de m.

Proposition 4.3.1. Sous les hypothéses A et B, on obtient

sup |m(z) — m(x)| £, 0.
x
Avant de prouver cette proposition, on doit établir certaines notations et résultats asympto-
tiques de la littérature qui serviront ultérieurement dans cette preuve. Soit

0(6) = [ [P > 0,00 = )] 8% < v, = 1)
0

ou 'on remarque que H représente la fonction jointe de survie Y; et Cio et H' représente la sous-
distribution des observations complétes parmi I’ensemble des observations. Alors, pour y, z € R,

on a
1

P(T; > 2,C? > 2)

g(z757 y) = _Q(y A Z) + IL('Z < y76 = 1)
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ol le symbole A représente I’élément minimal entre les éléments de part et d’autre de ce symbole.

En posant comme notation que &(y) = £(Y;, 0;,y), on note que, Yu,v € Y;,

E(i(y)) = 0 et cov(&i(u), &i(v)) = q(u A v).

179

Le lemme qui suit, de Lo et al.,’” exprime 'estimateur de Kaplan-Meier en tant qu’un processus

i.i.d avec un résidu d’ordre négligeable :

Lemme 4.3.1. (7)
Pour tout t <T

Lo(y) — F(y) =n~"F(y Z y) +raly

ot le terme résiduel ry, est tel que

l
sup |, (y)| = O < o n> presque strement,
0<y<T n

log n ¢
sup [Em(y)r“:oq ) ] )
0<y<T n

On introduit ici une notation propre a chaque partie de cette décomposition de 'estimateur

et pour tout a = 1,

de Kaplan-Meier :

Tu(y) = Fo(y) +n" ) 6V, 60,9) + ma(y)
=1

= Fo(y) + K(y) +ra(y).

n

On remarque ainsi que s(y) = n ' Z &(Y5,0i,y). Le lemme suivant fournit une décomposition
i=1

intéressante de 'estimateur proposé de la fonction de régression évaluée ponctuellement en x.

Cette décomposition, tout comme la notation présentée ici, sera nécessaire a la démonstration

de la proposition 4.3.1 et du théoréme 4.3.1.

Lemme 4.3.2. Soit m, l'estimateur de la fonction de régression tel que présenté précédemment.

Sous Uhypothése B, on a

4
m(z) = m(x) + Z Inj + op(n~Y?) (4.2)
j=1
Los fo " Y(Tuly) — Foly)oco(F (), C(x), 60)dF ()
2 = Gulo) - G(o) | " yoer(F(y), Glx), 60)dF (y)
Los = fo 40 — 60)TE(F(y), G(x), 00)dF(y)
et
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Démonstration :

En utilisant la décomposition précédente de Lo et al.,” on obtient

) = fo " Ye(T(y), (). )T ()
fo " ye(Ta(y), Gul(), 6,)dF (y) + L " yelTa(y), (), B, dr(y)

+

| “; ye(T(y). Fo(2). 6,)dra(y)

I+11+111

e Pour la partie (I) de I'estimateur :

Pour étudier la partie (I) de cet estimateur. on débute en utilisant une série de Taylor d’ordre
1 autour de (F(y),G(z),6p). On a alors

I - L ye(F(y), G(2), 00)dF(y) + Vi + Vo + Vs

ol

no- fy(rn@)F(y))acO@l,gz,gg)dF(y)

0
v, = <An<x>—G<w>>f0yaq(sl,mg)dﬂy)
Ve = | g0, —80)Te(r, €0, €2)aF(y)

0

dont les termes &1, & et &3 sont

&G = Fy)+tTay) — Fy)
& = G(x)+t(Gp(z) — G(x)
& = Oy+t(6, —6)"

ou t est un scalaire, arbitraire, appartenant a l'intervalle [0, 1] ; et dcg, dcq, € sont respectivement
les matrices des dérivées partielles des fonction copules par rapport a u,v et 6y lorsque 'on
exprime la copule telle que Cy, (u,v).

Si 'on étudie Vs, on s’appergoit que 'on peut réécrire ce terme tel que

T

Vo = (Gule) - Gla) fo yoer (€1, &, &) AF (y)

— (Cula) - G(2) f yoer (€1, €2, €3)dF ()

0

— (Gu(2) — () jo yoer(F(y), G(x), 00)dF ()

b (Gule) - G@)) fo "yl (1,60, 65) — 01 (F(y), G (), 00)dF (y)
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ou l'on suppose que [0ci(&1,62,83) —de1(F(y), G(x),6p)] = 0p(1). Par ailleurs, grace au théoréme
de Donsker,* on sait que sup,|G,(z) — G(x)| = Op(n_l/Q). Par conséquent, on obtient

T

Vo = (Gule) = G(@) | 92(F(0).Gla). 00)dF () + oy~ )

= Ino+ op(n_1/2).
Ensuite, si 'on étudie V3, on obtient la réécriture

- Ly(én—90>Té<£1,52,53>dF<y)

_ LT y(bn — 00)TE(F (y), G(x), 00)dF (y)

n f (6 — 60)T[E(61 0. E5) — E(F (), Clx). B0)]dF (y)

0

ot 'on suppose que [¢(€1,&2,&3) — ¢(F(y),G(z),00)] = op(1). A partir du travail de Shih et
Louis,”” il est établit que \/ﬁ(én — 0p) converge asymptotiquement vers une variable gaussienne
de variance nulle et de variance B~!(6p). Par ailleurs, il y est établit que sup |6 — 6| = Op(nfl/ .
Par conséquent, on peut réécrire V3 comme 1’égalité

T

Vi — (6, —0)" L ye(F(y), G(x), 60)dF (y) + op(n~?)

= I3+ op(n_l/Q)
Pour ce qui en est de I’étude de V1, on a la réécriture

V- fOTym(y)—F(y))@co@l,@,gg)dF(y)

fo " y(Caly) — F)oco(F(y), Clx), b0)dF (y)

n fo " Y(Tuly) — Fly))[oco(é, €2, &) — deo(F(y), Glx), 6o)[dF(y)

Ici, on présume que [0co(&1,€2,63) — Do (F'(y), G(x),6p)] = 0p(1). Il a été établi dans le travail de
Lo et Singh®' que sup, T (y) — F(y)| = O,(n~3*(log n)**). Par ailleurs, & partir de I'hypothése
C, pour toute constante K > 1, on déduit la majoration |0co(&1,&2,E&3) — deo(F(y), G(x),00)| <
K|¢& — F(y)| < K|Tw(y) — F(y)| = Op(n_3/4(log n)3/*). Par conséquent,

Vo= L " y(Ta(y) — F))oco(F (), Clx),80)dF (y) + Opln~ (log n))

Inq+ op(n_l/g).

Donc,

(I) =m(x) + Iny + Lo + Lng + op(n_l/Q).

e Pour la partie (/1) de l'estimateur :
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On étudie

II = LT ye(TCn(y), Fin(x1), 0n)dr(y).

Par une série de Taylor d’ordre 1 autour de (F(y), G(z),6p), on a

T

- jo ye(F(y), G(x). 80)dr(y) + W1 + Wy + Wi

ou

W, = ﬂy(rn(y)—F<y>>acO<51,52,53>dm<y>

T

W, = <én<x>—a<x>>f yder (€1, €2, 65)dr(y)

0

Wy = (6n—00)" f T ye(Er, &0, €)dn(y).

0

Maintenant, on doit montrer W7, Wy et W3 de la série de Taylor d’ordre 1 évaluée sur (II)

convergent vers (. Pour cela, on montre pour W; que

W, = ﬂywn(y)—F<y>>acO<fl,52,g3>dm<y>

_ fo " y(Ta(y) — F))oco(F (), Clx), fo)dr(y)

n jo " Y(Tuly) — F(y))[co(6r, €2, &) — dco(F(y), G(a), Bo)]dr(y).

Etant donné qu’il a été montré que sup [Ty (y) — F(y)| = Op(n~3*(log n)**), on admet que
y

SLylp K(y)| = Op(n~3*(log n)¥*). Ainsi,

LT dﬂ(y)‘

[ 7y<rn<y>—F<y>>dn<y>\ < rswplCuly) — Fo)l

0
—-1/2
= op(n / )
et, en multipliant par 4/n, on obtient

vn

[ e - F(y))cm(y)\ < 0,(n"¥*(log n))

qui converge asymptotiquement vers 0. En utilisant la méme technique, on montre que Wy =
op(n_l/Q) et Wi = o,(n"1/?).
Donc,

(I1) = Iy g + 0p(n"?).

e Pour la partie (I11) de cet estimateur :
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En étudiant la partie (III) , on montre facilement qu’il s’agit d’un terme négligeable. En fait,

[ vetta.Guterburarat = e Guta). e | [ arats)
= 0y(n**(log n)**)
= o,(n~1?).
Donc,

(ITT) = o,(n~"2).

Ce qui fait la démonstration.

A la lumiére de ces résultats, on peut finalement prouver la proposition 4.3.1 :

Démonstration de la Proposition 4.3.1 :

Pour commencer, on remarque, de la démonstration précédente, que
sup [T (y) — F(y)| et sup |G (@) — G(x)
Y T

convergent vers zéro uniformément. Par ailleurs, a partir de ’hypothése B, on remarque que I, 1

et I, o convergent également vers zéro uniformément. Ensuite, a partir des hypothéses A et B,

on voit que le terme I, 3 converge aussi vers zéro uniformément. Finalement, étant donné que
n

E(y) et Kk =n""! Z &(Y;,0;,y) sont des variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance

=1
finie, le terme I, 4 tend uniformément vers zéro. Ce qui compléte la démonstration.

Théoréme 4.3.1. Sous les hypothéses A et B, m admet la représentation i.i.d. suivante :

A~

m(z) =m(z) +

3 (G(a)) + 0p(nY2) (4.3)
=1

SRS

4
ot mi = . i j(G(x)), avec
j=1

1i1(G(x)) = jo " yew)oeo(F(y), G(x), o) dF (y),

et
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Démonstration :

Pour commencer, si 'on étudie le paramétre de la copule, a partir de I’hypothése A, on obtient

la différence

. 1 & _
Op — 00 = " Z G+ op(n 1/2)

=1
ou (; sont des variables aléatoires i.i.d. de moyenne nulle et de variance finie. Ensuite, on remarque
pour Pestimation de la variable réponse censurée, a partir de Lo et Singh,*' que

n

Luly) = Fly)+n ' Y (Vi) +ray)
=1

ou & représente également une série de variables aléatoires i.i.d. Donc, on utilise directement le

lemme 4.3.2, ce qui termine cette preuve.

Proposition 4.3.2. Sous les hypothéses A et B, v/n(m(x) —m(z)) converge asymptotiquement

vers une distribution normale de moyenne nulle et de varialle 0® = E(n?).

Démonstration :

La proposition 4.3.2 est déduite directement a partir du théoréme 4.3.1.

4.3.3 Prolongement au cas multivarié

On étend ici les résulats montrés dans le cas multivarié, soit le cas ou il y a au moins deux
covariables (d > 2) affectant la variable réponse.
Tel que présenté précédemment, ’estimateur proposé de la fonction de régression avec données

censurées est

_ e(G(z))
m(x) = ix(Gx) (4.4)

o, en supposant une modélisation paramétrique au numérateur, on estime e(G(x); 6y) par une

expression similaire au cas univarié, soit

é(G(x) = . Yiwie(Tn(Y;), Grn(1), ooy Gan(a), )
i=1

~ A~

ou d représente le nombre de covariables affectant la variable réponse et ot G(x) = (G1(x1), . .., Ga(zq)).

Suivant le théoréme 4.3.1 et sa preuve, il est évident que

HG(@) — e(Gl@) =" Y. @i Gla)) + o), (45)
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ou p; = Z Vi, avec

i1 (G(x)) = fo YV 81y)ico(F(y). Clx), 60)dF ().

pia(G(@) = 3 (1 ~ Glan) | 0 (F(0). Fl@). 0)dF ()

J=1

pi3(G(x)) = fﬂ yCTe(F(y), Glx), 60)dF (1),

et

A~

(G f £, 65, )d(ye(F(y), G (), 0)).

En se servant de la définition de ¢, soit ¢x(u) = E[c(F(Y),u)], on propose d’estimer
¢x (G(x)) par
3 () = > wie(Tn(Y), G(x); 6).
i=1

Alors, 'estimateur proposé, m(x) est donné par

mm:ﬂ: v c(F(Y;), G(x); 0) ‘
(@) éx(G(z)) ; flwlc(F(Y;),é(a:);é)

La représentation asymptotique de éx(G(x)) est déterminée en utilisant les mémes argu-

ments que dans le théoréme 4.3.1. En fait, suivant ce théoréme, il est peu contraignant de vérifier

que
ex(G@)) - ex(G(x) = n' Y 61 + op(n~ V), (4.6)
=1
ou ¢;(G Z ¢i;(G avec
6i1(G(@)) = fo YV, bry)ico(F(y). Clx), 60)dF (y).
d - A
$12(G(@) = Y (1(X;i < 21) — G (1) j yoe; (F(y), G(x), 60)dF(y),
j=1
613(G(@)) = fo " yCTe(F(y), G(a), 60)dF (y),
et

A~

6:4(G j £V, 85, 9)d(ye(F (), G(), 6)).

En combinant (4.5) et (4.6), on arrive au résultat principal :



104 SECTION 4.4 — Sélection du modéle de copule

Théoréme 4.3.2. Sous lhypothése C, si F satisfait Uhypothése A et 0 satisfait ’hypothése B,

on a alors
m(x) —m(x) =n"" ”E 71 wi(G(x)) —m(x)p;(G(x))| + o n=1/2).

Démonstration :

Application stricte du théoréme 4.3.1 et de sa preuve.

4.4 Sélection du modéle de copule

Lorsque la famille de copules paramétriques est bien spécifiée et que le modéle a I'intérieur de
cette famille est adéquat, I'estimateur proposé de la fonction de régression converge vers la vraie
régression entre la variable réponse et les covariables I'affectant. Toutefois, la mauvaise spécifi-
cation d’une densité de copule, dans le cas de données continues, peut mener a de sérieux biais
d’inférence (voir Dette et al.82). Dans le cas de données complétes, plusieurs tests d’adéquation
sont proposés pour sélectionner la copule adéquate (pour une revue exhaustive de ces méthodes,
voir Genest et al.83). Dans le cas des données censurées; cas de figure de ce chapitre, Shih®
et Glidden® ont proposé des tests d’adéquation qui ont le probléme de se limiter & une classe
trop restreinte de copules. En se basant sur I’estimateur présenté dans ce travail, on propose un
processus de choix simple et pratique de la fonction copule basé sur un critére de distance.

On considére ¢y, ¢a, ..., ¢k ; k représentant une quantitée finie de modéles de copules paramé-
triques & comparer. Par exemple, ¢; peut étre une copule gaussienne, co une copule de Gumbel

et ainsi de suite. Par ailleurs, on considére I'estimateur de la régression
n A ~
m (x) = Z inj(Fn(yz‘), Gi,n(xi)a 0)w(y)
i=1

ou j € {1,2,...,k}. Ainsi, on propose de calculer une fonction de différence A pour les k copules

possibles telle que
n

AG = (g — 0% (@) w(yi), = 1,2, k.
=1
Alors, la copule qui procure le min (A A% ...  A%) est celle & sélectionner pour obtenir I'es-

timateur le plus consistent possible de la fonction de régression. Dans la section suivante, on
enquéte sur ce critére de sélection via des simulations et on montre la performance de cette

méthode.

4.5 Simulations

Dans cette section, on montre, dans un premier temps, que le critére de sélection de la copule

ayant la meilleure adéquation avec les données, présenté dans ce travail, est valide méme dans le
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cas d’'une censure a droite ; puis on montre la performance de I'estimateur proposé via certaines
procédures de générations de données (PGDs) en comparant diverses familles et modéles de

copules et ce, a différents degrés de censure.

4.5.1 Evaluation du critére de sélection des données

Afin d’évaluer la performance du critére de sélection proposé, on a généré des données & partir
de cinq familles différentes de copules : familles de Clayton, de Frank, gaussienne, de Gumbel et
de Student. Pour chaque copule utilisée a la génération des données, on a fait usage du méme tau
de Kendall, 7 = 0.75, ainsi que de trois niveaux de censure : 0%, 25% et 32%. La distribution de la
censure suivait une loi exponentielle. Dans chaque cas, on a généré B = 500 populations bivariées
comportant une taille de n = 200 observations par variable; puis sélectionné 'estimateur qui
permettait d’obtenir le minimum de A%,j = 1,2,...,k. A la table 4.1, on voit, pour chaque
famille de copules, la moyenne et 1'écart-type de la valeur A obtenue sur I’ensemble des 500
simulations.

Comme il peut étre vu a la table 4.1, & un niveau de censure de 0%, le critére de sélection de
la copule est robuste et une mauvaise spécification du modéle est donc évitée. A un niveau de
censure supérieur ou égal a 25%, le critére est valide pour toutes les copules, sauf la copule de
Student qui est moins efficace que la copule gaussienne. Cela s’explique aisément par la proximité
entre ces deux copules elliptiques (qui sont les deux seules copules elliptiques du panel de copules
a comparer d’ailleurs). Ainsi, similairement aux statistiques inférentielles classiques ot, sous
certaines conditions, la loi normale peut approximer la loi de Student, la copule normale peut

étre une approximation de la copule de Student dans certains cas.

4.5.2 Performance de l’estimateur proposé

Dans cette section, on s’adonne a deux procédures de génération de données (PGDs) avec un
niveau de censure de 25%. On note que la censure est générée a partir d’une loi exponentielle.
Les PGDs effectuées dans ce travail sont les suivantes :

— PGD 1 : (F(y),G(x)) générés a partir d'une copule gaussienne de paramétre p = 0.8

Y ~ (N)(py =0,0% =1)

1. La fonction de régression théorique résultante est m(x) = 0.8® + 1(Fx(x)) ou P est
la cdf d’une loi N(0,1)

2. X est généré a partir d'une loi N(0,1).

— DGP 2 : (F(y),G(x)) générés a partir d'une copule de Farlie-Gumbel-Morstenstein de

paramétre 6 = 0.8

0.8 0.8
—ﬁ) + Q(WWYFX(SU)

1. La fonction de régression théorique résultante est m(x) = (

2. Y ~N(0,1), X ~ exp(1).
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Estimateur \ Générateur ‘ gaussienne ‘ Clayton ‘ Gumbel ‘ Frank ‘ Student
gaussienne c=0% 1.671 1.630 1.703 1.459 1.776
0=028 | 06=0283|0c=0301| 0=0.145 | 0 =0.347
c = 25% 5.449 5.474 5.924 5.345 5.485
c=0864 | 0 =1.028 | 0 =0.797 | 0 =0.971 | 0 =0.891
c = 32% 5.585 5.755 6.170 6.748 5.710
0=0944 | 0 =1.030 | 0 =0.932 | 0 =0.824 | 0 =0.946
Clayton c=0% 1.767 1.593 1.820 1.436 1.877
0=0290 | 0=0278]0=0.320| 0=0.165 | o =0.359
c=25% 5.827 5.114 5.560 5.865 5.888
c=0.735 | 06=0.841 | 0 =0.671 | 0 =0.719 | 0 =0.757
c = 32% 6.065 5.318 6.910 6.820 6.177
c=0.767 | 0=0.829 | 0c=0.776| 0c=0.727 | 0 =0.817
Gumbel c=0% 1.677 1.969 1.702 1.494 1.776
c=0278 | 06=029 | 0=0.291| 0=0.150 | 0 =0.332
c=25% 6.586 6.312 5.549 6.074 6.618
oc=1255 | 0=1401 | 0 =1.218 | 0=1.690 | o =1.266
c = 32% 6.805 6.541 5.710 7.479 6.894
c=1414 | 06=1379 |0=13% | oc=1.147 | 0 =1.329
Frank c=0% 1.685 1.594 1.718 1.445 1.795
0=0288 | 06=0.283]|0=0307| 0=0.142 | 0 =0.352
c=25% 5.722 5.636 5.813 5.262 6.263
0=0908 | 0=1.049 | 0 =0.840 | 0 =0.940 | 0 =0.939
c = 32% 5.953 5.928 6.051 6.711 6.526
0=0969 | 0=1.039 | 0c=0.967| 0=0.876 | c=1.008
Student c=0% 1.676 1.864 1.705 1.493 1.776
0c=028 | 0=0.186 | 0 =0.302 | 0 =0.1.541 | 0 = 0.348
c=25% 6.228 5.865 6.299 5.698 5.785
c=0904 | 0 =1.070 | 0 =0.836 | 0 =1.017 | 0 =0.924
c = 32% 6.429 6.096 6.522 7.001 6.080
0=0.0993 | 0 =1.046 | 0 =0.971 | 0 =0.943 | 0 =0.954

TABLEAU 4.1 — Evaluation de la valeur moyenne de A° pour différentes copules & un tau de
Kendall de 0.75. Les valeurs exprimées sont des pourcentages.
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FIGURE 4.1 — Exemple du diagramme de dispersion des données pour les deux procédures de
génération des données avec 300 données censurées exponentiellement & 25%. Un point représente
une donnée compléte et une croix une donnée censurée. La fonction de régression théorique est
représentée par une ligne pleine alors que la régression basée sur les copules est représentée a
I’aide d’une ligne pointillée.

| =100 | n—250 | n=500

PGD 1 || MSE | 0.1148 [ 0.1127 | 0.1096
Biais® | 0.0151 [ 0.0141 | 0.0135
o 0.0997 | 0.0986 | 0.0961
PGD 2 || MSE | 0.1284 | 0.1281 [ 0.1267
Biais® [ 0.0187 [ 0.188 [ 0.0176
o ]0.1097 | 0.1093 | 0.1091

TABLEAU 4.2 — Evaluation de I'erreur quadratique moyenne et de I’écart-type sur les 300 répli-
cations des deux procédures de génération de données sous les trois niveaux.

A la figure 4.1, on peut voir un exemple des deux PGD avec leurs données censurées repré-
sentées par une croix. Pour chaque PDG, on a effectué B = 300 réplications du processus de
simulation pour 100, 200 et 500 observations sur chaque variable. Les moyennes sur les 500 répli-
cations du biais au carré, de la variance et, conséquemment, de I'erreur quadratique moyenne de
I’estimateur proposé sont consignées au tableau 4.2. On spécifie que ces valeurs ont été calculées
en se basant sur la différence entre les valeurs théoriques de la régression et celles trouvées a
I’aide de 'estimateur. Ainsi, dans certains cas, il arrive que la valeur théorique de la régression

simulée ne représente pas sa valeur réelle.
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Estimateur Intercept Age Age?
a [SD@) | /i [SDB) | B [ SD(B)
| Buckley & James || 1.35 | 0.71 [ 0.107 | 0.037 [ -0.0017 | 0.0005 |

TABLEAU 4.3 — Coefficients pour la régression sur le Stanford heart transplant dataset a partir
de la méthode de Buckley et James.

4.5.3 Application a des données sur la transplantation cardiaque

2 on va comparer l'estimateur de la

A partir des données utilisées par Miller et Halpern,
régression en présence de censure selon ces derniers, a ’estimateur basé sur les copules présenté
dans ce travail. Les données que ’on utilise ici proviennent du jeu de données bien connu Stanford
Heart transplant dataset, provenant de I’étude d’une procédure de transplantation cardiaque
ayant débutée en octobre 1967. Les patients étaient présélectionnés pour pouvoir intégrer I’étude
(et s’assurer de ’homogénéité entre les cohortes étudiées) et conséquemment recevoir un coeur.
Entre le moment de la sélection d’un patient et 'opération de transplantation, certains individus
sont décédés, ce qui a mené leur temps de survie a la valeur 0. La date de point de I’étude a été
janvier 1980 et, & ce moment, les données concernant la transplantation de 184 patients ont été
collectées. Les variables d’intérét ici étaient le temps de survie (en jours), le statut de la survie
(1 si déces, 0 si survie; ce qui est équivalent a 1 s’il s’agit s’'une donnée compléte et 0 si c’est
une donnée censurée), ’age du patient au moment de la premiére transplantation et le score de

mauvaise concordance greffon-receveur (mismatch score). On en déduit donc qu’il y a présence

d’une forte censure administrative (et informative) sur ces données.

Afin de travailler sur exactement les mémes données que Miller et Halpern, on conserve
uniquement les patients qui ont survécu un minimum de 10 jours; ainsi que ceux pour lesquels
le score de mauvaise concordance greffon-receveur n’est pas manquant. Ainsi, on obtient un
échantillon de 152 données avec un niveau de censure de 36.18%. Dans leur article, Miller et
Halpern constatent que la régression avec la meilleure adéquation & ces données censurées est

celle de Buckley et James?® pour laquelle les parameétres sont présenté au tableau 4.3.

Comme on peut le constater a la figure 4.2, il y a évidence que les deux estimateurs proposent
une régression non-linéaire. Toutefois, avec Buckley et James, on doit spécifier que I'on désire
une régression de degré 2 dans 1’élaboration du modéle; ce qui n’est pas nécessaire avec la
modélisation basée sur les copules. Par ailleurs, I’estimateur basé sur les copules a ’avantage de
ne pas étre lisse comme celui de Buckley et James; ce qui peut lui conférer ponctuellement une
meilleure estimation de la fonction de régression en considérant toutes les variations locales dans
la dispersion des données. On note que pour ce jeu de données, le critére de sélection de la copule

proposé dans ce travail propose l'utilisation d’une copule gaussienne.
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FIGURE 4.2 — Diagramme de dispersion des temps de survie en fonction de ’dge du receveur
pour la transplantation cardiaque de 152 patients. La ligne continue représente l'estimateur de
la régression basé sur les copules alors que celle pointillée représente la régression de Buckley et
James. On remarque qu’'une croix représente une donnée censurée.

4.6 Discussion et Conclusion

Dans ce chapitre, une méthodologie a été proposée quant & une modélisation de la fonction
de régression en présence d’un phénoméne de censure non-informative sur la variable réponse.
Cette approche, qui est en fait une réécriture de la régression en tant qu’espérance conditionnelle
et, par conséquent, en tant que sommation sur la fonction de densité conditionnelle écrite comme
le ratio de Bayes, a I’avantage de ne pas étre un modéle imposant une linéarité sur les covariables
(e.g. régression selon les moindres carrés ordinaires), mais plutét un modéle fixant la forme de la
dépendance entre la variable réponse et ses covariables via une fonction copule. Comme on peut
le voir a la figure 4.3, la loi marginale liée & chaque variable est estimée de fagon indépendante,
puis il ne reste qu’a déterminer la copule avec la meilleure adéquation aux données et a estimer
son parameétre de dépendance afin d’écrire le modéle.

Enfin, les approches paramétriques connues quant a ce type de régression (e.g. Buckley et
James (1979)) sont désavantagées quant a I'adéquation aux données censurées par rapport a
I’approche basée sur les copules présentée dans ce travail en raison de leur prémisse de linéarité.
Toutefois, les approches de régression complétement non-paramétriques ont un net avantage par
rapport aux copules paramétriques en ne se limitant pas & un modéle, mais en épousant la relation
entre les données dans un voisinage immédiat du point d’évaluation de la fonction de régression.
Ainsi, dans une perspective future, il serait intéressant de considérer le cas de 'utilisation d’une
copule complétement non-paramétrique pour évaluer la fonction de régression avec des données

observationnelles.
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SECTION 4.6 — Discussion et Conclusion

Observational
data constituted
by a censored
response variable
Y = min(T,CO),
an indicator §; = L7, <00y

and a complete

covariate X

\ Step 2A
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FIGURE 4.3 — Schéma de la modélisation de la fonction de régression en présence de données
censurées via l'utilisation de fonctions copules paramétriques.



Conclusion

L’objectif de ce travail de thése fut de montrer que malgré la présence de données ayant
une structure singuliére, recueillies lors d’essais thérapeutiques non-randomisés, il est possible
d’écrire les relations entre les variables aléatoires observées & partir des fonctions de répartition
jointes et marginales; puis d’utiliser ces relations pour modéliser directement 1’objet de 1’étude
sans passer par un modéle sous-tendant la linéarité entre les covariables. Ainsi, I’écriture de ces
fonctions de répartition jointes a partir de la fonction copule a été la base des modélisations
innovantes présentées dans cette thése.

Pour commencer, on a présenté un rappel des principales propriétés des copules paramé-
triques et des mesures d’association directement liées & ces copules. Le lien existant entre ces
deux concepts se situe au niveau du paramétre de dépendance de la copule : ayant une struc-
ture représentant la forme de dépendance entre deux (ou plusieurs) fonctions de répartition
marginales, soit la représentation issue de la famille de copule, le paramétre de dépendance va
représenter la «force» de cette dépendance. Ainsi, une mesure de dépendance peut étre calcu-
lée, mis & part via une méthode de maximisation de la vraisemblance, & partir d’'une mesure
d’association et, pour chaque type de copule, il existe donc une relation fonctionnelle entre le
paramétre de la copule et une mesure d’association du type tau de Kendall ou rho de Spearman.

Au chapitre 2, on s’est placé dans un contexte d’analyse colit-efficacité ou D'efficacité était
mesurée en terme d’utilité. A partir de cotts ponctuellement mesurés, de temps de survie de
sujets appartenant & un bras thérapeutique donné et de score de qualité de vie, le principe
est de commencer par calculer les cotits cumulatifs puis de déterminer la valeur de QALY en
ajustant, par une contraction, les temps de survie aux scores de qualité de vie. Obtenant ainsi les
variables Tp,q; et C sur chaque bras clinique, il faut ensuite déterminer les fonctions de répartition
marginales et mesurer la dépendance entre ces derniéres a partir d’'une mesure d’association ; puis
déterminer la copule avec la meilleure adéquation aux données. On remarque que bien que ’on
ait proposé un critére bayésien pour la sélection du type de copule dans le travail de recherche qui
constitue ce chapitre, en raison d’une connaissance a priori sur les paramétres des distributions, un
critére de sélection basé sur une distance entre la copule empirique et la copule que I’on compare
aurait pu étre tout aussi efficace. Cela dit, a partir de la densité de la copule sélectionnée, il
est possible d’obtenir I'expression de ’espérance des variables QALY et coiits cumulatifs sur
chaque bras et, ainsi, d’obtenir les quantités d’intérét que sont 'ICER et 'INB, tout comme
leurs intervalles de confiance & partir de la méthode de Fieller.

Au chapitre 3, on s’est placé dans un contexte ou les fonctions de répartition multivariées
sont encore trés peu utilisées en raison de leurs limitations théoriques, soit le contexte de données
discréetes constituant des données observationnelles ; plus précisément dans le cadre ot ’on désire
calculer le score de propension sans avoir les contraintes de la linéarité entre les prédicteurs que
propose la régression logistique. On a ainsi commencé par proposer une méthode d’extension
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d’une sous-copule C’ pour obtenir une copule C définie sur le carré unitaire et unique en ce
domaine gréice a une réécriture des fonctions de répartition marginales constituée d’interpolations
linéaires aux points de discontinuité. On a ensuite montré que le tau de Kendall n’est pas affecté
par une telle réécriture, puis on s’est placé dans un cadre d’estimation des paramétres et de
la meilleure fonction copule joignant la variable réponse aux covariables d’intérét. Il est ainsi
possible de réécrire le score de propension sous la contrainte d’un nombre limité de covariables
d’intérét.

Au chapitre 4, 'estimation de la fonction de régression avec des données censurées a droite
a été abordée. Pour ce faire, on a défini un modéle basé sur une copule semi-paramétrique : le
type de copule modélisant la dépendance est paramétrique alors que les fonctions marginales la
constituant sont non-paramétriques ( fonction de répartition empirique pour une variable consti-
tuée de données complétes et estimateur de Kaplan-Meier pour une variable avec des données
censurées). En utilisant la densité de cette copule, il est simple de réécrire la fonction régression
en tant qu’espérance conditionnelle entre deux (ou plusieurs) variables et ainsi, d’obtenir un
estimateur convergent de la régression. On a, par ailleurs, montré la convergence en probabilité
et la décomposition asymptotique de cet estimateur.

Enfin, on remarque que cette thése laisse place a plusieurs perspectives futures de travail.
Pour commencer, ’ensemble des modéles présentés dans ce document reposent sur des copules
paramétriques. Par contre, il serait possible de modéliser le tout avec des estimateurs de co-
pules entiérement non-paramétriques (par exemple, I'estimateur empirique de copule basé sur
les polynémes de Bernstein). Ainsi, il y aurait une diminution du biais d’inférence en raison
que les paramétres des distributions n’auraient pu a étre estimés. Ensuite, pour ce qui en est
de la modélisation du score de propension qui a été présenté ici, le modéle est restrictif dans le
sens qu’il permet difficilement de modéliser ce score dans le cas ou il y a plusieurs covariables
qui affectent la variable traitement. C’est ainsi qu’il serait intéressant d’intégrer le concept de
copules en vignes (Vine copulas) & la modélisation proposée afin de pouvoir tenir compte de
plusieurs covariables d’intérét sans problémes d’'un point de vue computationnel. Pour terminer,
on affirme que la copule est un outil puissant avec les données dépendantes; données qui sont
omniprésentes en recherche clinique. C’est pourquoi, sachant qu’il y a encore une panoplie de
modéles statistiques d’analyse des données cliniques qui sont basées sur une forme de linéarité,
soit entre les variables d’intérét, soit entre la variable réponse et les variables d’intérét, il serait
intéressant de s’affranchir de cette contrainte en les réécrivant en terme de fonctions de réparti-
tion (et de densité) multivariées ; puis en implémentant une procédure permettant leur inférence
d’une fagon efficace et robuste et qu’elle soit simple d’utilisation pour le clinicien.
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Utilisation de copules paramétriques en présence de données observa-
tionnelle : cadre théorique et modélisations.

Résumé : Les études observationnelles (non-randomisées) sont principalement
constituées de données ayant des particularités qui sont en fait contraignantes
dans un cadre statistique classique. En effet, dans ce type d’études, les données
sont rarement continues, complétes et indépendantes du bras thérapeutique dans
lequel les observations se situent. Cette thése aborde 'utilisation d’un outil statis-
tique paramétrique fondé sur la dépendance entre les données a travers plusieurs
scénarii liés aux études observationnelles. En effet, grace au théoréme de Sklar
(1959), les copules paramétriques sont devenues un sujet d’actualité en biostatis-
tique. Pour commencer, nous présentons les concepts de base relatifs aux copules
et aux principales mesures d’association basées sur la concordance retrouvées dans
la littérature. Ensuite, nous donnons trois exemples d’application des modéles de
copules paramétriques pour autant de cas de données particuliéres retrouvées dans
des études observationnelles. Nous proposons d’abord une stratégie de modélisa-
tion de 'analyse cofit-efficacité basée uniquement sur une réécriture des fonctions
de distribution jointes et évitant les modeles de régression linéaire. Nous étudions
ensuite les contraintes relatives aux données discrétes, particuliérement dans un
contexte de non-unicité de la fonction copule : nous réécrivons le score de pro-
pension grace a une approche novatrice basée sur 'extension d’une sous-copule.
Enfin, nous évoquons un type particulier de données manquantes : les données
censurées a droite, dans un contexte de régression, grace a 'utilisation de copules
semi-paramétriques.

Mots-clefs : Copules paramétriques, Analyse cotit-efficacité, Score de propension,
Régression semi-paramétrique, Données non-randomisées.

Use of parametric copulas with observational data : theoretical frame-
work and modelizations.

Abstract : Observational studies (non-randomized) consist primarily of data
with features that are in fact constraining within a classical statistical framework.
Indeed, in this type of study, data are rarely continuous, complete, and independent
of the therapeutic arm the observations are belonging to. This thesis deals with the
use of a parametric statistical tool based on the dependence between the data, using
several scenarios related to observational studies. Indeed, thanks to the theorem of
Sklar (1959), parametric copulas have become a topic of interest in biostatistics. To
begin with, we present the basic concepts of copulas, as well as the main measures
of association based on the concordance founded on an analysis of the literature.
Then, we give three examples of application of models of parametric copulas for
as many cases of specific data found in observational studies. We first propose a
strategy of modeling cost-effectiveness analysis based essentially on rewriting the
joint distribution functions, while discarding the use of linear regression models.
We then study the constraints relative to discrete data, particularly in a context of
non-unicity of the copula function. We rewrite the propensity score, thanks to an
innovative approach based on the extension of a sub-copula. Finally, we introduce
a particular type of missing data : right censored data, in a regression context,
through the use of semi-parametric copulas.

Keywords : Parametric copulas, Cost-effectiveness analysis, Propensity score,
Semi-parametric regression, Not-randomized data.




