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Résumé

Initiée dans le cadre d’un projet ANR (le projet MODNAT) ciblé sur la modélisation stochastique de
phénomenes naturels et la quantification probabiliste de leurs effets dynamiques sur des systémes mécaniques et
structuraux, cette thése a pour objet le calcul de probabilités d’événements rares liés aux maxima en
horizon fini de processus stochastiques, avec prise en compte des quatre contraintes imposées suivantes :
(1) Pensemble des processus considérés doit contenir les quatre grandes catégories de processus rencontrés
en dynamique aléatoire, a savoir les gaussiens stationnaires, les gaussiens non stationnaires, les non
gaussiens stationnaires et les non gaussiens non stationnaires; (2) ces processus doivent pouvoir étre,
soit décrits par leurs lois, soit fonctions de processus décrits par leurs lois, soit solutions d’équations
différentielles stochastiques, soit méme solutions d’inclusions différentielles stochastiques; (3) les
événements en question sont des dépassements de seuils treés élevés par les maxima en horizon fini des
processus considérés et ces événements sont de trés faible occurrence, donc de trés faible probabilité (de
I'ordre de 107* & 107%), du fait de la valeur élevée des seuils; et enfin (4) le recours & une approche Monte-
Carlo pour effectuer ce type de calcul doit étre banni, car trop chronophage compte tenu des contraintes
précédentes.

Pour résoudre un tel probleme, dont le domaine d’intérét s’étend bien au dela de la mécanique probabiliste
et de la fiabilité structurale (on le rencontre notamment dans tous les secteurs scientifiques en connexion avec
la statistique des valeurs extrémes, comme par exemple les mathématiques financiéres ou les sciences écono-
miques) une méthode innovante est proposée, dont I'idée maitresse est née de 'analyse des résultats d’une étude
statistique de grande ampleur menée dans le cadre du projet MODNAT. Cette étude, qui porte sur I’analyse du
comportement des valeurs extrémes des éléments d’un vaste ensemble de processus, a en effet mis en évidence
deux fonctions germes dépendant explicitement de la probabilité cible (la premiére en dépendant directe-
ment, la seconde indirectement via une probabilité conditionnelle auxiliaire elle-méme fonction de la probabilité
cible) et possédant des propriétés de régularité remarquables et récurrentes pour tous les processus de la base de
données, et c’est sur I’exploitation conjointe de ces propriétés et d’un principe d’approximation bas niveau-
extrapolation haut niveau que s’appuie la construction de la méthode. Deux versions de celle-ci en sont
d’abord proposées, se distinguant par le choix de la fonction germe et dans chacune desquelles cette fonction
est approximée par un polynéme. Une troisieéme version est également développée, basée sur le formalisme de
la deuxieme version mais utilisant pour la fonction germe une approximation de type "fonction de survie de
Pareto".

Les nombreux résultats numériques présentés attestent de la remarquable efficacité des deux premieres ver-
sions. Ils montrent également que celles-ci sont de précision comparable. La troisieme version, légerement moins
performante que les deux premieres, présente quant a elle 'intérét d’établir un lien direct avec la théorie des
valeurs extrémes. Dans chacune de ses trois versions, la méthode proposée constitue a ’évidence un progres par
rapport aux méthodes actuelles dédiées a ce type de probleme. De par sa structure, elle offre en outre ’avantage

de rester opérationnelle en contexte industriel.



Préambule

Nous proposons dans cette these une méthode numérique innovante et performante pour le calcul
de la probabilité de franchissement d’un seuil élevé par le maximum en horizon fini d’un processus
aléatoire scalaire, non nécessairement gaussien ni stationnaire.

L’idée de I'approche proposée prend sa source dans une étude menée dans le cadre du projet
MODNAT sur une gamme étendue et variée de processus stochastiques et qui consistait, pour chaque
processus de la gamme, a analyser comment la probabilité que son maximum excede un seuil © donné
évolue en fonction de u. Cette étude, entierement effectuée en contexte Monte-Carlo, a ainsi permis de
mettre en exergue deux fonctions de u liées explicitement a cette probabilité et possédant des propriétés
récurrentes remarquable qui, judicieusement exploitées, ont conduit a 1’élaboration d’approximations
de qualité de la probabilité cible, valables aussi bien pour les faibles valeurs de u que pour les grandes
valeurs et donc d’un grand intérét pratique, en particulier, pour 'estimation des faibles valeurs de la
probabilité cible, objectif visé de ce travail.

Le premier chapitre est consacré a un exposé détaillé du probléme, suivi d’un bref rappel de
I’expression analytique de sa solution exacte et d’une analyse critique de cette derniere montrant, in
fine, 'impossibilité de I'utiliser en pratique.

Dans le second chapitre est décrit un sous-ensemble significatif de ’ensemble des processus ayant
servi de base a ’élaboration de la méthode proposée. Ce sous-ensemble couvre quatre grandes classes de
processus : les gaussiens stationnaires, les gaussiens non stationnaires, les non gaussiens stationnaires
et les non gaussiens non stationnaires. Il contient une grande partie des processus-tests figurant dans
le rapport MODNAT T;+18 du partenaire 4 (IP), complétée par les valeurs absolues de ces processus
ainsi que par quatre processus (un par classe) pour lesquels 'expression exacte de la probabilité cible
peut étre calculée.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’exposé de la méthode proposée pour le calcul de la probabi-
lité cible dans le cas d’un processus quelconque. Comme mentionné plus haut, la méthode est basée sur
I’exploitation des propriétés remarquables de deux fonctions dépendant explicitement de la probabilité
cible et se perpétuant d’un processus a 'autre de la base de données décrite dans le second chapitre.
La premiere fonction dépend directement de la probabilité cible, la seconde en dépend indirectement
par lintermédiaire d’une probabilité conditionnelle auxiliaire dépendant elleeméme de la probabilité
cible. Deux versions de cette méthode sont proposées. La premiere est basée sur une approximation
polynomiale de la premiere fonction a I'aide d’une technique de type approximation bas niveau - extra-
polation haut niveau (i.e. la fonction est approximée par un polyndéme sur une zone de faibles seuils,
puis approximation obtenue est prolongée par extrapolation vers les zones de seuils élevés), technique

justifiée par les propriétés récurrentes remarquables susmentionnées de cette fonction, observées sur



tous les processus de la base de données et supposées universelles compte tenu du nombre et de la
variété des processus figurant dans cette base. L’approximation correspondante de la probabilité cible
s’obtient ensuite en inversant la relation explicite liant la fonction en question a cette probabilité et
en remplacant cette fonction par son approximation dans la relation inversée obtenue. La seconde
version opere quant a elle sur la deuxiéme fonction mise en évidence lors de ’étude des extrema des
processus de la base de données, et qui possede elle aussi des propriétés permettant, par le biais de
la méme technique d’approximation bas niveau - extrapolation haut niveau et en utilisant toujours
une approximation polynomiale en zone de faibles seuils, d’en construire une approximation de qualité
pour chaque processus, valable aussi bien pour de faibles seuils que pour des seuils élevés. Comme cette
second fonction est liée explicitement a une probabilité conditionnelle auxiliaire, elle-méme liée explici-
tement & la probabilité cible, une seconde approximation de cette derniére (elle aussi valable pour une
gamme tres étendue de seuils, et notamment des seuils élevés) peut alors étre obtenue via une double
inversion fonctionnelle et le remplacement de la seconde fonction par son approximation. Ce chapitre
se termine par la présentation d’une troisieme version de la méthode, consistant en une modification
de la seconde au niveau de ’approximation en zone de faibles seuils de la probabilité conditionnelle
auxiliaire intervenant dans I’expression de la probabilité cible. Dans cette nouvelle version, en effet,
par référence a la théorie des valeurs extrémes, cette probabilité conditionnelle est approximée par la
fonction de survie d’une loi de Pareto généralisée, et il s’agit alors d’identifier les parameétres de cette

fonction en zone de faibles seuils puis de prolonger I’approximation obtenue vers les seuils élevés.

Enfin, dans un quatrieme chapitre sont présentées des applications numériques destinées a illustrer
les possibilités des trois versions proposées. Les processus utilisés a cette fin sont ceux décrits dans le
second chapitre et on peut constater, a la lueur des résultats obtenus, que les deux premieres versions
sont remarquablement efficaces et comparables en précision, tandis que la troisieme version est lége-
rement moins performante que les deux premiéres, tout en restant trés compétitive par rapport aux
méthodes existantes. De plus, elle présente 'intérét, par rapport aux deux autres versions, d’établir

un lien direct avec la théorie des valeur extrémes, ce qui n’est pas le cas de ces dernieres.



Chapitre 1
Position du probleme

Soient (A, F,P) un espace de probabilité, 7 un intervalle de R (avec éventuellement 7 = R) et
v = (v(t),t € T) un processus défini sur (A, F,P), indexé sur T, a valeurs dans R et du second ordre,
c’est-a-dire tel que, Vt € T, v(t) € L?(A, F,P;R). Ce processus n’est supposé, a priori, ni gaussien,
ni stationnaire. Cependant, dans le cas stationnaire T sera I’ensemble R tout entier alors que dans le

cas non stationnaire ce sera un intervalle fermé borné T' de R, de la forme :

T=[0,T , 0<T <+ (1.1)
On aura ainsi :
v=(v(t),t € R) (1.2)
dans le cas stationnaire, et :
v=(vt),teT) (1.3)

dans le cas non stationnaire.
Soit My la v.a. réelle définie sur (A, F,P) telle que :
Mrp = sup,7v(t) (1.4)

ou T = [0,T] est I'intervalle d’indexation du processus v dans le cas non stationnaire et un sous-
ensemble fixé de I’ensemble d’indexation R de ce processus dans le cas stationnaire.

On s’intéresse alors au calcul numérique de la probabilité :
Pr(u) = P(Mp > u) (1.5)

ol u est un réel positif fixé (appelé niveau, ou seuil) supposé "grand", c’est-a-dire tel que la probabilité

Pr(u) soit trés petite, par exemple de I'ordre de 10~* & 1076,

Notons que le premier grand travail autour de cette thématique peut étre attribué a Rice ([32],
[33]) et date du milieu des années 1940. Beaucoup d’autres travaux l’ont suivi depuis. On peut citer
notamment ceux de Slepian ([36], [37]), Cramer([10], [11]), Leadbetter([22], [23]), Belyaev ([5], [6]),
Landau [21], Miroshin ([27], [28]), De long [13], Lutes [24], Aldous [1], Berman ([7], [8]), Vanmarcke
([38], [39]), Piterbarg ([30], [31]), Diebolt ([14], [15]), Michaelov [26], De Haan [12], Kratz ([19], [20]),



Mercadier ([25]), Salvatori([34]), Naess [29], Azais ([2], [3], [4]), Cérou [9], Droesbeke [16], Grigoriu
[18], - -+ D’ou une abondante littérature sur un sujet en pleine expansion.

La quasi-totalité de ces travaux proposent des approximations de Pp(u) ou de grandeurs statis-
tiques liées a la loi de la v.a. Mp. Malheureusement, ces approximations ne sont valables, voire méme
calculables, que sous des hypothéses tres restrictives, notamment la gaussianité et la stationnarité du
processus v.

Les résultats les plus généraux concernant ce probléme sont basés sur la formulation de Rice
de Pr(u), qui exprime cette probabilité sous la forme d’une série (dite de Rice) mettant en jeu les
moments factoriels d’une certaine variable aléatoire entiere liée au franchissement du niveau u par le
processus v. Ces résultats ont été revisités récemment, et pour certains établis (notamment pour les
champs aléatoires), par Azais et Wschebor ([2], [3], [4]). Nous en donnons un bref apergu ci-dessous
en nous limitant au cas des processus, le seul qui nous intéresse ici. Puis, nous présenterons un bref
rappel de la théorie des valeurs extrémes, a laquelle il sera fait référence au chapitre 3 (§3.5) lors de

la présentation de la troisiéme version de la méthode proposée.

1.1 Résultats basés sur la formulation de Rice

Le point de départ est que, sous quelques hypotheses (dont une tres technique et difficile & vérifier
dans la pratique, hormis dans quelques cas particuliers), une formule exacte peut étre obtenue pour le
calcul de Pr(u) (cf. [2], Théoreme 5.1). Elle s’écrit :

o0

Pr(u) = P(v(0) > u) + (—1)””‘“%5;@ (1.6)
m=1 )

expression dans laquelle 7, (u,T") est le moment factoriel d’ordre m de la v.a. entiére :
Su(T) = Uu(T) L1y (0)<uy (1.7)

ou U, (T) est le nombre (aléatoire) de franchissements en croissant du niveau u par le processus v sur

T =1[0,7). On a donc :

Uu(T) =4 {t €T :v(t) =u, ¥(t) >0} (1.8)
Ym(u, T) = E[Sy(T)(Su(T) — 1) -+ (Su(T) — m + 1)] (1.9)
Les hypotheses du Théoreme 5.1 de [2] sont les suivantes :
1. Les trajectoires du processus v sont presque-siirement de classe C™;
2. La v.a. v(T/2) admet une densité de probabilité et celle-ci est bornée sur R par une constante
D
3. 1l existe une suite (cx)gen de réels positifs ou nuls telle que :

Dck

. k (2k—1) _
Jim 2 {11) (Jxe=n] ) + ik Ty~ (1.10)
ol || - ||leo désigne la norme infinie et f() la i®™® dérivée de la fonction f pour tout entier i et

toute fonction réelle f de variable réelle et de classe C°.



C’est dans ’hypothese technique (1.10) que la régularité C'*° des trajectoires du processus v inter-
vient. Elle nécessite par ailleurs de disposer de majorations limites sur les dérivées a tous ordres des
trajectoires, ce qui rend ’emploi du résultat de [2] tres délicat dans le cas général. En effet, lorsque v
est la valeur absolue d’un autre processus, situation fréquemment rencontrée en pratique, la régularité
des trajectoires n’a plus lieu. Dans ce cas, toutefois, il est suggéré dans ([2], §5.4), et a condition que
v soit au moins a trajectoires continues, de remplacer ce processus par un processus approximant v¢ a
trajectoires C'°°, construit par convolution de v avec un noyau unité approprié, puis de travailler avec
ve.

Pratiquement, les trajectoires du processus v, supposées presque-siirement continues, sont géné-
ralement régularisées via le noyau gaussien :

Ve> 0, VtER, go(t) = ——e /2, (1.11)

2me

afin de définir, pour tout ¢ > 0 un processus v dont les trajectoires sont construites par convolution
comme suit :
+00
v(t,a) = (¢ xv(-,a))(t) = ¢e(t — s)v(s,a)ds, pour P — presque tout a € A. (1.12)
[o.¢]

Sous les hypotheéses que pour tout € assez petit, v(7'/2) a une densité de probabilité bornée par
une constante D1, que E (sup, |14]) < oo et que la loi de probabilité de My n’a pas d’atome, alors ([2],
Théoreme 5.11) :

Pr(u) = P(u(0) > )+ lim 3 (~1ym+1 2D, (1.13)
m=1 :

ou 75, (u, T') est défini comme en (1.7)-(1.9) avec v en lieu et place de v. Par ce méme théoréme, on
peut remplacer le dernier terme de (1.13) par une somme finie de mg termes évaluée pour un certain
€ (0 < e < e72). Une majoration de I'erreur est fournie dans [2] mais elle est, 1a encore, trés difficile &
calculer.

Cependant, I'intérét de la formule (1.6) est que la série qu’elle contient (appelée série de Rice) est

alternée et permet donc de construire des encadrements de la probabilité cible Pr(u). On peut ainsi

écrire :
VN € N*, P (u) < Pr(u) < P2V () (1.14)
et en particulier :
P3(u) < Pr(u) < Ph(u) (1.15)
avec :
2N N 1 ym (w,T)
P (u) = P((0) > u) + 21(—1)”” o
- (1.16)
2N—1 2Nt +1 Ym (u,T)
PRV ) = P(0) > )+ X (1)

P3(u) = P((0) > u) + 71 (u, T) — 222
(1.17)
P%(u) =P((0) > u) + v (u,T)



Un autre intérét de la formule (1.6), toujours attribuable au caractére alterné de la série de Rice
y figurant, est qu’elle permet d’obtenir des approximations de Pr(u) avec controle des erreurs. Par
exemple, en tronquant & 'ordre N la somme infinie de (1.6), on obtient I’approximation suivante de
Pr(u) :

al Vo (1, T)
Bﬁ@g::m@40)>zn+-}:(—nm+t—7gr—f (1.18)
m=1 :

et Perreur d’approximation AY (u) = |Pr(u) — P¥ (u)| résultant de cette troncature vérifie :

A%mgagﬁﬁ (1.19)
On a donc bien un controéle de 'erreur. De plus, la série de Rice étant une série rapidement convergente
(si, bien entendu, les hypotheses requises pour assurer sa convergence sont satisfaites), il n’est pas
nécessaire de tronquer cette série a un ordre IN treés élevé pour obtenir une bonne approximation
PX (u) de Pr(u), et ceci méme pour les grandes valeurs de u, donc les faibles valeurs de la probabilité
cible Pr(u). L’expérience montre, en effet, que le choix N = 4 conduit & de trés bonnes approximations
de Pr(u) (cf. [35] et annexe A).

Ajoutons que d’autres bornes que celles de ’encadrement (1.14) peuvent étre obtenues pour Pr(u)
en relaxant ’hypothése de C°°—différentiabilité des trajectoires de v. Par exemple, il est montré dans
([2], [3], [4], [20], [25]) que si la densité de probabilité p, ;) de la v.a. v(t) est bornée sur R pour tout
t dans T = [0,T] et si les trajectoires du processus v sont de classe C97!, alors on a les résultats
suivants :

‘st 2M 4+ 1< q/2, Pr(u) < Pw(0) > u) + Y2M i1 (—p)ym+1amn)

m!

1.20

s 2M < ¢/2, Pr(u) > P(0) > u) + Y2 (—1)m+1aminl) 2

Cependant, bien qu’attractive dans sa forme, et malgré les intéréts mentionnés ci-dessus qu’elle
revét, la formule (1.6) est peu intéressante pour les applications pratiques. En effet, son emploi est
subordonné a la connaissance des moments factoriels 7, (u, T') et, en dehors de quelques cas particuliers
de peu d’intérét en pratique, concernant pour la plupart le contexte gaussien stationnaire ([2], [3], [4],
[19], [20], [25],), le calcul de ces moments est impossible par voie analytique et numériquement trés

cotiteux, méme pour de faibles valeurs de m. Pour s’en persuader, il suffit de rappeler que le moment

Ym(u, T') a pour expression, Ym > 1 :

T —00 (Ry)™

Pu(0) 0 (t1) o ()0 (E1) e 0 (t) (s W = = o 5 Uy T1y ooy oy )iy - - - iy (1.21)

O Py(0),0(t1) - (b )i (t1) - ir(tm) €SE 12 densité de probabilité du (2m + 1)-uple (v(0),v(t1), -+, v(tm),
v(ty), - ,v(tm)). On voit alors clairement que Peffort numérique a déployer pour calculer ce moment
va tres rapidement devenir prohibitif pour les valeurs de m supérieures a 2.

Bien entendu, on pourrait penser a estimer ces moments en appliquant une procédure de Monte-
Carlo a (1.9), stratégie qui requiert la simulation d’un grand nombre de trajectoires du processus
v. Malheureusement, l’expérience montre que lorsque u est grand, hypothése de départ ici, il faut
un nombre considérable de trajectoires simulées pour obtenir des estimations correctes des v, (u, T,

notamment des que m > 2. Il est alors plus naturel, et surtout plus judicieux, dans ce cas de revenir



a la formulation initiale (1.4)-(1.5) du probléme et d’utiliser ces trajectoires simulées pour estimer
directement la probabilité cible Pr(u) a 'aide d’'une méthode de Monte-Carlo.

Cependant, le recours a une méthode de Monte-Carlo classique pour ce type de probleme n’est
pas idéal car numériquement tres cotiteux du fait de la contrainte de grandeur sur u impliquant une
tres faible valeur de la probabilité Pr(u) (de I'ordre de 104 & 107°). C’est malgré tout une stratégie
qui fonctionne dans tous les cas (i.e. quelles que soient les hypothéses sur v) et a laquelle on peut donc
toujours recourir pour peu que l’on choisisse bien la méthode de Monte-Carlo & utiliser et que 'on
accepte les cotlits numériques inhérents a son emploi.

Dans le cadre de cette these, nous avons développé une méthode numérique pour le calcul de
cette probabilité, qui présente 'avantage sur les méthodes de Monte-Carlo actuelles, mémes les plus
performantes (subset simulation, importance sampling, directional simulation, ---), d’étre beaucoup
moins chronophage, plus facile & mettre en ceuvre et au moins aussi précise. Cette méthode innovante,
de type “approximation bas niveau - extrapolation haut niveau”, est présentée sous trois versions
différentes, utilisant toutes une procédure de Monte-Carlo, mais uniquement dans une premiére étape
et pour calculer des probabilités auxiliaires beaucoup plus grandes que la probabilité cible (de 1'ordre
de 100 a 10000 fois plus grande que cette dernieére), les autres étapes consistant en des approximations
et interpolations fonctionnelles.

La méthode trouve son origine dans une étude intensive réalisée dans le cadre du projet MOD-
NAT et qui visait & analyser 1’évolution de la probabilité Pr(u) en fonction de u, pour une gamme
étendue et variée de processus stochastiques. Dans cette étude, en effet, nous avons été amenés a
tracer, pour tous les processus de la gamme (et via des estimations Monte-Carlo lorsque les calculs
exacts étaient impossibles, c’est-a-dire dans la grande majorité des cas), les graphes des applications
v — nr(u) = —Ln[-Ln(l — Pr(u))] : Ry = Ret y — 7™ (y) = —Ln [Pr(y; umin)] : Ry — Ry,
avec Pr(y;umin) = P(Mp > y + tmin| M7 > Umin) = Pr(y + tmin)/Pr(tmin) €t umin le quantile tel
que Pr(umin) ~ 1072, et c’est de I'observation de ces graphes qu’est née 'idée de la méthode. Dans
le prochain chapitre est présenté un sous-ensemble significatif du vaste ensemble de processus mis en
jeu dans I’étude en question, chaque processus de ce sous-ensemble étant accompagné dans cette pré-
sentation des graphes des applications 7y et 67™™ qui lui sont associées. Notons que dans tout ce qui
suit, le vocable base de données désignera ce sous-ensemble et ses éléments seront appelés processus
tests. Mais avant cela, nous rappelons briévement ci-dessous quelques éléments de la théorie des valeurs
extrémes, auxquels nous nous réfererons au chapitre 3 (§3.5) lors de I'exposé de la troisiéme version

de la méthode proposée.

1.2 Quelques éléments de la théorie des valeurs extrémes

La théorie classique des valeurs extrémes concerne les maxima de suites de variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), avec des extensions au cas des processus stationnaires
possédant des propriétés de mélange permettant de se rattacher au cas de I'indépendance.

Dans le contexte de notre travail, dédié a des phénomenes naturels (vent, houle, séisme) et a la

réponse de structures soumises a ces excitations, le point de départ a été un ensemble d’observations
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supposées mesurées, mais résultant en fait de simulations numériques d’un grand nombre de processus
aléatoires de natures tres variées présents dans divers probléemes de dynamique stochastique et décrits
dans le chapitre 2.

Dans cette these, la théorie des valeurs extrémes (TVE) a essentiellement été utilisée dans une étape

de la troisiéme version de la méthode proposée. D’ou le bref rappel que nous en faisons ici.

1.2.1 TVE pour suites de variables aléatoires i.i.d
1.2.1.1 Loi des valeurs extrémes généralisées

Dans de nombreux cas, le maximum convenablement renormalisé d’une suite i.i.d de variables
aléatoires converge en loi, lorsque 'indice de terme tend vers l'infini, vers une limite non dégénérée
membre d’une famille précise de lois appelées lois des valeurs extrémes.

Exemple 1 : Soit (X,,), une suite i.i.d de loi U|0, 6], et M,, = max(X;,i < n); alors, lorsque n — oo,

la suite (b, 1(M,, — ay)), converge en loi vers une loi de Weibull dont la fonction de répartition est

F(z) =e” pour z <0 et F(z) =1 pour x > 0, avec b,, = %, an = 0.

Exemple 2 : Soit (X},),, une suite i.i.d de loi exponentielle €(\), et M,, = max(X;,i < n); alors, lorsque

n — oo, la suite (b, 1(M,, —ay)), converge en loi vers une loi de Gumbel dont la fonction de répartition
log n

— ,—e " 1 —
est F(z) =e ¢, avec b, = y et a, = “X~.

Exemple 3 : Soit (X,,), une suite i.i.d de loi de Cauchy C(0, 1), et M,, = max(X;,i < n); alors lorsque

n — 00, la suite (b, (M,, —ay)), converge en loi vers une loi de Fréchet dont la fonction de répartition

est F(x) = e, avec by = zeta,=0.

Si X et Y sont deux variables aléatoires de fonctions de répartition respectives G et G’, et s'il
existe deux constantes a et b telles que la loi de Y soit égale a la loi de aX + b, on dit que X et Y
sont de méme type.

On peut alors énoncer le résultat fondamental suivant de la TVE

Théoréme de Fisher-Tippett
Soit (X,,), une suite de variables aléatoires i.i.d., et M,, = max(X;,i < n). Alors, s’il existe une suite

(an,bp)n, avec a, > 0, b, € R, Vn € (N), et une fonction de répartition non dégénérée H telle que
la suite (b, (M, — ay)), converge en loi, lorsque n — oo, vers une v.a. de fonction de répartition H,

alors H est de I'un des trois types suivants :

1
(I) Fréchet : H(z) = $¢(x) = 0, z=-¢ 1 (1.22)
exp(—(1+&x) €) , =z> —%
1 1
(I) Weibull:  H(z) = Ue(z) = exp(=(1 +§x) ), s (1.23)
1 , T > —t
(ITT) Gumbel : H(z) =exp(—e *),z € R (1.24)

L’ensemble des lois possibles est donc un ensemble paramétrique, appelé ensemble des lois de
valeurs extrémes généralisées, (LVEG), dépendant de trois parametres : &, u et o > 0 (appelés respec-

tivement indice des valeurs extrémes, parametre de position et parametre de dispersion), de fonction
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de répartition :

H(z) =

exp(—(1+E2#)78) | si €40, ot 1+&x>0 (1.25)
—€

exp(—e~ 7 ) , si £=0

Lorsqu’elle existe, la limite pour la loi du maximum renormalisé est nécessairement dans cette famille.

Etant donné une famille aléatoire i.i.d. Xi, -- ,X, de fonction de répartition G, notant M,, =
max(X;;i=1,--- ,n), on dit que G est max-stable §'il existe des constantes de normalisation «;,, > 0
et B, € R telles que :

P (o (My — ) < 7) = G™(anz + B,) = G(x)

Cette propriété de max-stabilité est donc caractéristique des lois de valeurs extrémes, et I’ensemble

des lois de valeurs extrémes coincide avec ’ensemble des lois max-stables.

1.2.1.2 Domaine d’attraction

Le domaine d’attraction associé a une des lois des valeurs extrémes (Fréchet, Gumbel, Weibull)
est ’ensemble des lois dont le maximum renormalisé converge vers cette loi. Voici quelques exemples :
La loi uniforme et la loi Beta sont dans le domaine d’attraction de la loi de Weibull.

Les lois normale, log-normale, de Weibull, Gamma et exponentielle sont dans le domaine d’attraction
de la loi de Gumbel.

Les lois de Cauchy, de Student et de Pareto sont dans la domaine d’attraction de la loi de Fréchet.

1.2.1.3 Identification de la classe par la queue

Etant donnée la loi d’une suite de variables aléatoires i.i.d, il faut identifier dans quelle catégorie
se situe la valeur extréme associée. Un critere pour bien distinguer la classe des valeurs extrémes repose
sur ’analyse de la queue de distribution. Nous en donnons ici une présentation simplifiée.

Dans la suite, F' désignant 1 — F' est appelée fonction de survie.

Fonctions & variation lente : Soit L(z) une fonction réelle. On dit que L(x) est une fonction a
variation lente si et seulement si Vt > 0, limx_wo% =1.

e Domaine d’attraction de la loi de Fréchet (¢ > 0).

C’est Pexemple des lois "a queue lourde", i.e. telles que F(z) — 0 comme une puissance de x lorsque
x — 00, ou encore telles que limxﬁooe)“”ﬁ’(m) =00, VA>0.

On peut représenter une telle loi sous la forme F(x) = af%L(:c) ou L est a variation lente.

Exemple : loi de Cauchy, de Student , de Pareto.

e Domaine d’attraction de la loi de Gumbel (£ = 0).

C’est I’ensemble des lois & "queues légeres', i.e. F(x) — 0 & vitesse exponentielle lorsque = — o0o.
Exemple : loi normale, de Weibull, Gamma, exponentielle.

e Domaine d’attraction de la loi de Weibull (£ < 0).

C’est I’ensemble des lois & "queue finie', i.e., F'(x) = 0 pour & > 2 appelé point terminal.

F appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull si et seulement si F'(zp — %) appartient au

domaine d’attraction de la loi de Fréchet.

Exemple : loi uniforme, loi Béta.
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Critére de von Mises

Soit F' la fonction de répartition d’une loi de densité f.

zf(x)

1. Si on a lim,_, = «a > 0, alors F' appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de
parametre .

2. On suppose la densité f strictement positive sur un intervalle (z,x2p), avec zp < oco. Si on a
. %x;% = a > 0, alors F' appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de

parametre .

lim

1.2.1.4 Etude des exces

Fonction de survie d’un excés

L’exces de la variable X au dessus du seuil u (queue conditionnelle) est donnée pour y > 0 par :

Fuy) = PX x> ) = POt B0 - )

(1.26)

Lorsque le seuil est grand, on peut approcher cette quantité par la fonction de survie d’une loi de
Pareto généralisée (LPG) donnée par :
1
- (L+€4)7F , 5i €40
G&U(y) = o ’ ‘ (1.27)
exp(=%) , si £=0

oué est un parametre de forme et o > 0 un parametre d’échelle.
Observons que pour £ = —1, on obtient la loi uniforme sur [0, o].
Théoréme de Pickands
Soit une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F'. Alors F' appartient au domaine

d’attraction de la LVEG H si et seulement si il existe une fonction mesurable positive o(u) telle que :

limu—)xp SUPy (0,2 F—u) |Fu(y) - é&,a(u) (y)‘ =0 (1'28)

Autrement dit, il y a équivalence entre la convergence en loi du maximum vers une LVEG et la conver-
gence en loi d’'un exces vers une LPG.

On notera que le parametre £ est le méme pour la loi des valeurs extrémes généralisée et la loi de
Pareto généralisée.

Remarque : L’utilisation pratique de ces résultats nécessite de disposer d’estimateurs pour les para-

metres des lois LVEG et LPG. Le lecteur intéressé pourra en trouver dans les références [12], [16] et [34].

1.2.2 TVE pour suites stationnaires de variables aléatoires

Les résultats concernant le cas des suites stationnaires sont établis sous des hypotheses qui ex-
priment toutes une forme de dépendance faible asymptotique des termes suffisamment éloignés de la
suite. Ces hypotheses, trés techniques, sont invérifiables dans la pratique. Elles sont connues dans la
littérature sous le nom d’hypotheses D, D', D", A, A’. On pourra consulter les références : [17], [22].
En fait, on peut partir de la remarque suivante : le maximum d’une famille de variables aléatoires est

invariant par permutation des termes de la famille. Donc s’il y a une indépendance a longue distance,
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les résultats seront les mémes que pour les suites i.i.d.. Lorsque la dépendance est un peu plus forte, les
dépassements de niveaux élevés apparaissent en groupes nommés clusters. Plus il y a de dépendance,
plus ces clusters sont longs. Un parametre utilisé pour quantifier ce phénomene est l'indice extrémal

de la suite, généralement noté 6.

1.2.2.1 L’indice extrémal

Soit (Xy), une suite strictement stationnaire de variables aléatoires réelles. Nous considérons les
notations suivantes :

M,, = max{X1y, Xo,..., X}

(X'z)Z = suite i.i.d. de méme loi marginale que X; (appelée suite i.i.d. associée)
Mn = max {Xl,z < n}

F' = fonction de répartition marginale

F,, = fonction de répartition de M,

Sous quelques hypotheses que 'on trouvera dans la littérature, I'indice extrémal 6 (qui n’existe
pas toujours) est I'inverse de la longueur moyenne asymptotique en niveau des clusters. Il est compris
entre 0 et 1. Il vaut 1 dans le cas i.i.d.. On a alors le résultat suivant : lorsque le parametre extremal
0 existe, alors la suite des maxima est dans le domaine d’attraction maximal (DAM) de Hy si la suite
i.i.d. associée est dans le DAM de H, ou H est une fonction de répartition de valeurs extrémes.

Comme Hy est une loi max-stable comme H, 'utilisation d’une loi de valeurs extrémes comme
modele pour une suite stationnaire sera justifiée dans une situation plus générale que le cas i.i.d.. Dans
un contexte de fiabilité, on observera qu’utiliser la suite i.i.d. associée joue dans le sens de la sécurité,
puisque Hy > H. Tout le probleme sera alors d’identifier les parametres de la loi et on dispose pour
cela de méthodes éprouvées ([12], [16], [34]).
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Chapitre 2
Les processus tests

Ce chapitre décrit les processus de la base de données évoquée a la fin du paragraphe 1.1 du
chapitre précédent. Rappelons : (1) que cette base de données est un sous-ensemble représentatif de
I’ensemble des processus impliqués dans I’étude ayant conduit a ’élaboration de la méthode proposée
(étude réalisée dans le cadre du projet ANR MODNAT [http ://sites.onera.fr/modnat)), (2) que cette
étude était a l'origine destinée a comprendre comment se comportait la fonction u — Pr(u) pour
chaque processus de cet ensemble, (3) que cette analyse a été menée & travers celle des graphes des
applications v — np(u) = —Ln[—Ln(l — Pr(u))] : Ry — R et y — 7™ (y) = —Ln [Pr(y; wmin)] :
R, — Ry (avec umin tel que Pr(umin) = 1072 et Pr(y;umm) = P(Mr > y + tUmin| M7 > Unin) =
Pr(y + umin)/Pr(umin)) et (4) que c’est de examen de ces graphes qu’est née I'idée de la méthode.

D’ott I'importance de ce chapitre (et sa localisation dans le texte) pour bien comprendre le rai-
sonnement sur lequel nous nous fonderons dans le chapitre 3 pour élaborer les trois versions de la
méthode proposée.

Les processus tests présentés se répartissent en quatre grandes classes : les gaussiens stationnaires,
les gaussiens non stationnaires, les non gaussiens stationnaires et les non gaussiens non stationnaires.
Ce large panel contient une grande partie des processus tests figurant dans le rapport Tp+18 du
projet MODNAT [http ://sites.onera.fr/modnat], a laquelle ont été ajoutés les valeurs absolues de ces
processus ainsi que quatre processus (un par classe) pour lesquels I’expression exacte de la probabilité
cible Pr(u) peut étre calculée pour tout u. Pour ces quatre processus, nous avons conservé leurs

notations originelles 7y, 07" aux deux applications précédentes, avec :

nr:Ry - R:u—nr(u) = —Ln[-Ln(1 — Pr(u))] (2.1)

Pr(y + Umin):| (2.2)

Pr (Umin)

Pour tous les autres processus (pour lesquels il n’est donc pas possible de calculer 'expression exacte

de Pr(u) et qui requierent de ce fait 'emploi d’une procédure de Monte-Carlo pour I’évaluation de

cette probabilité pour chaque valeur fixée de u), nous avons noté 7y, ;™™ ces deux applications, avec :

ir i Ry = R w— iir(u) = ~Ln [~Ln(1 - Pr(u))] (2.3)

~T(y + Umin)] (2.4)

5%11@ Ry - R, iy — S%min (y) = —Ln [PT(QS Umin)} = —Ln l PT(U )



ol PT(u), PT(y—i—umm), PT(umm) et PT(y; Upmin) sont des estimées Monte-Carlo de Pr(u), Pr(y+tmin),
Pr(umin) et Pr(y; umin), respectivement.

Dans cette présentation, la description mathématique de chaque processus est accompagnée des
graphes des applications qui s’y rattachent (soit 77 et d7™™, soit 71 et 5%"““), tous les processus sont
du second ordre, scalaires (i.e. a valeurs dans R) et supposés définis sur le méme espace de probabilité
(A, F,P), et, afin de ne pas multiplier les notations, ils sont tous notés v, avec v = (v(t),t € R) dans
le cas stationnaire et v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < +o0, dans le cas non stationnaire. De
plus, le symbole =, qui apparait souvent dans leur définition, désigne le changement de notation (i.e.
le symbdle de substitution). Ainsi, 'écriture v(t) = X (t), Vt € T, signifie que, Vt € T, la v.a. X (t) sera
désormais notée v(t) et donc que le processus X = (X(t),t € T) sera désormais noté v = (v(t),t € T).
Enfin, 23 processus tests sont présentés ici, répartis comme suit : 2 processus gaussiens stationnaires,
2 processus gaussiens non stationnaires, 5 processus non gaussiens stationnaires et 14 processus non
gaussiens non stationnaires, avec, dans chaque classe, un processus permettant de calculer les expres-

sions exactes des applications u — Pr(u), u — nr(u) et y — o7 (y).

2.1 Processus gaussiens stationnaires

Deux processus de ce type sont considérés ici, référencés P1 et P2.

2.1.1 Processus gaussien stationnaire P1

Soit v = (v(t),t € R) ce processus. 1l est tel que, Vt € R :
(P1) v(t) = Gicos(wt) + Gasin(wt) (2.5)

ol w est un réel > 0 et (G1,G2) un couple de v.a. gaussiennes standards scalaires indépendantes.
Un tel processus est gaussien, stationnaire, centré et sa fonction de covariance C, : R — R: 7 —
Cy(1) =E[C,(t)Cy(t + )] sécrit, VT € R :

Cy (1) = cos(wT) (2.6)

On montre, en outre, que, pour tout 1" > %’r, la v.a. Mr = sup,7v(t), T = [0, T, suit une loi de
Rayleigh indépendante de w et T', de fonction de répartition :
u2
Fuyp(u) =P(Mr <u)=(1—-e 2)Ir (u) , Vue R (2.7)
Par suite, la probabilité Pr(u) = P(Mp > u) s’écrit, Vu > 0 :
u2
Pr(u) =e 2 (2.8)
On connait ainsi pour ce processus les expressions exactes des applications 7y et 67" définies
par (2.1) et (2.2) :

2
nr(u) = —Ln [—Ln(l - 6_2)] , Yu>0 (2.9)
Ui + Umin 2 — Umin 2 + 2Umin
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Les graphes de ces deux applications sont représentés sur les figures P1-1 et P1-2 pour w = 1,

Umin = 3.0349, T' = 27, valeurs qui seront également utilisées dans les applications numériques du
chapitre 4.
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FIGURE P1-1- Graphe de 'application ny pour w =

FIGURE P1-2- Graphe de 'application 67" pour
1,7 = 2m.

w =1, Upin = 3.0349, T' = 27.
2.1.2 Processus gaussien stationnaire P2

Soit v = (v(t),t € R) ce processus. 1l est tel que, Vit € R :

(P2) w(t) = X(t) (2.11)

ou X = (X(t),t € R) est un processus gaussien, stationnaire, centré, de densité spectrale Sx : w —

R+ : w — Sx(w), fonction de covariance Cx : R — R : 7 — Cx(7) = E[X (¢t + 7)X ()] et variance
0% = E[X?(t)] données par :

B, + Agw2

Sx(w) = , YweR (2.12)
62 [(wQ —w?)? + (2wg§g)2w2}
Cx (1) = [cos(QT) + Bysin(Q|T|)] e ws%l™l | vre R (2.13)
0% = Cx(0)=1 (2.14)
avec
7(By + Agw?) £ By — Ayw?
52 — g 9%y : _ g 9 979 s Qg =wg /1 — €2 2.15
T ang T g By Ay M TeVITE B

Ag = (2wg€))* | By=uw, (2.16)

ol wy et &, sont des réels strictement positifs fixés aux valeurs suivantes dans les applications numé-
riques du chapitre 4.
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we =15.70 , & = 0.60 (2.17)

Les graphes des applications 77 et 5%"““ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P2-1 et P2-2, pour upy, = 4.87, T = 100 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.

20

FIGURE P2-1- Graphe de I'application 77 pour T =

FIGURE P2-2- Graphe de I'application 5;"”'" pour
100 et L = 10°.

Unin = 4.87, T = 100 et L = 10°.
2.2 Processus gaussiens non stationnaires

Deux processus de ce type sont considérés ici, référencés P3 et P4.

2.2.1 Processus gaussien non stationnaire P3
Soit v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, ce processus. Il est tel que, Vt € T :

(P3) () = W(t) (2.18)

ou W = (W(t),t € Ry) est le processus de Wiener standard scalaire.

Un tel processus est gaussien, non stationnaire, centré, indexé sur T et sa fonction de covariance

C,:TxT—R:(tt)— C,(t,t') =E[v(t)v(t)] sécrit, V(t,t') € T x T :
Co(t,t)y=tnt (2.19)
On montre, en outre, que la v.a. Mp = suptefy(t) a pour fonction de répartition :

Fary () = P(My < u) = P(u(T)| < u) = <2<1>(;T) _ 1) Ir,(u) , Yae R (2.20)

ou @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard scalaire.

Par suite, la probabilité Pr(u) = P(Mp > u) s'écrit, Vu > 0 :

Pr(u) = 2 (1 - @(;T)) (2.21)

On connait ainsi pour ce processus les expressions exactes des applications nr et 67" définies par
(2.1) et (2.2)
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u

nr(u) = —Ln {—Ln (2<I>(\/T) - 1)] , Yu>0 (2.22)

1— @(y+umin>
§imin () = —Ln 1(}# , Yy >0 (2.23)
- ()

Les graphes de ces deux applications sont représentés sur les figures P3-1 et P3-2 pour upin = 5.76

et T =5, valeurs qui seront également utilisées dans les applications numériques du chapitre 4.

20

FIGURE P3-1- Graphe de I'application ny pour T =

FIGURE P3-2- Graphe de I'application d;™" pour
5.

Umin = .76 et T' = 5.
2.2.2 Processus gaussien non stationnaire P4

Soit v = (v(t),t € T), T =1[0,T], 0 < T < +00, ce processus. 1l est tel que, Vt € T :

(P4) w(t) =Y (1) (2.24)

Y () = F(6)X (1) (2.25)

avec X = (X(¢),t € R) le processus gaussien, stationnaire, centré, défini au paragraphe 2.1.2 (i.e. le
processus référencé P2) et f la fonction de R dans R telle que, Vit € R :

f(t) = at(T — t)e P14(t) (2.26)

ou « et 3 sont des constantes réelles strictement positives.

Le processus Y dépend ainsi de cing parametres : wy, & (parametres de X), o, f (parametres

de f) et T (longueur du support T de f), auxquels ont été assignées les valeurs suivantes dans les
applications numériques du chapitre 4.

wy =157 , & =0.60 (2.27)
a=45x10"°, =2, T =50
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Les graphes des applications 77 et 5%"‘“‘ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P4-1 et P4-2, pour uyy, = 0.0181, 7" = 50 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.
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7 8
<107

FIGURE P4-1- Graphe de 'application 77 pour T = FIGURE P4-2- Graphe de I'application S;ﬁ pour
50 et L = 10°.

Umin = 0.0181, T = 50 et L = 10°.

2.3 Processus non gaussiens stationnaires

Cing processus de ce type sont considérés ici, référencés P5 a P9.

2.3.1 Processus non gaussien stationnaire P5

Soit v = (v(t),t € R), ce processus. Il est tel que, Vt € R :

(P5)  wv(t) = Acos(wt —27U) (2.28)

ol w est un réel >0 et (U, A) un couple de v.a. scalaires indépendantes, avec U uniforme sur [0, 1] et

A distribuée suivant une loi exponentielle de parametre A > 0, donc de fonction de répartition :

Fa(a)=(1—-e )R, (a) , YVaeR (2.29)

Un tel processus est non gaussien, stationnaire au sens large, centré et sa fonction de covariance
Ch,:R—=-R:7—Cy(r) =E[v(t)v(t +7)] s’écrit, VT € R :

Cy(r) = %COS(MT) (2.30)

On montre, en outre, que, pour tout 1" > %”, la v.a. My = sup,7v(t), T =[0,T], a méme loi que
A, donc a pour fonction de répartition (indépendante de w et T') :

Frp(u) =1 —e )R, (u) , YueR (2.31)

Par suite, la probabilité Pr(u) = P(Mr > u) s’écrit, Vu > 0 :

Pr(u) = e ™ (2.32)
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On connait ainsi pour ce processus les expressions exactes des applications 7 et 7™ définies par

(2.1) et (2.2) :

nr(u) = —Ln [an(l - e_m)} , Yu>0 (2.33)

57" (y) =Xy , Yy =0 (2.34)

Les graphes de ces deux applications sont représentés sur les figures P5-1 et P5-2, pour umpi, =

3.0701, A = 1.5, w = 1 et T = 2, valeurs qui seront également utilisées dans les applications numériques
du chapitre 4.

20

nriw)

FIGURE P5-1- Graphe de I'application iy pour A =

FIGURE P5-2- Graphe de I'application d;™" pour
15, w=1letT =2.

Umin = 3.0701, A=15,w=1et T =2.
2.3.2 Processus non gaussien stationnaire P6

C’est le processus v = (v(t),t € R) tel que, Vt € R :

(P6) wv(t) =|X(t)| (2.35)

ou X = (X(t),t € R) est le processus gaussien, stationnaire, centré du paragraphe 2.1.2 (processus
référencé P2).

Les graphes des applications 77 et Saﬁ"““ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P6-1 et P6-2, pour upi, = 5.01, 7" = 100 et un nombre de trajectoires
simulées L = 108,
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FIGURE P6-1- Graphe de 'application 77 pour T = FIGURE P6-2- Graphe de I'application 57“3'”'" pour
100 et L = 108. Umin = 5.01, T = 100 et L = 108.

2.3.3 Processus non gaussien stationnaire P7
Soit v = (v(t),t € R) ce processus. Il est tel que, Vt € R :
(P7) wv(t)=2Z(t) (2.36)
ou Z = (Z(t),t € R) est un processus lognormal stationnaire défini, V¢ € R, par :
Z(t) = ae®X® (2.37)

ou X = (X(t),t € R) est un processus gaussien, stationnaire, centré, de densité spectrale Sx : R —
R; : w — Sx(w), fonction de covariance Cx : R — R : 7 — Cx (1) = E[X (¢t + 7) X (¢)] et variance
0% = E[X?2(t)] = E[X?(0)] données par :

o? 1 1
S = G ot T A A ot) 0 WER (2:38)
0_2
Cx (1) = cos(Ar)e™ Tl | vreR (2.39)
ok = Cx(0) =1 (2.40)

et a, B, A\, o sont des constantes réelles strictement positives.

Les moyenne my = E[Z(t)], variance 0% = E[(Z(t) — mz)?] et fonction de covariance Cz : R —

R:7— Cz(1)=E[(Z(t+7)—mz)(Z(t) —mz)] du processus Z sont données par :

ﬁ2
myz = ae? (2.41)
O‘% — a2 (662 -1) (2.42)
Cy(r) = 2P (#°Ox) 1) | vreR (2.43)

ou Cx est la fonction de covariance de X, donnée par (2.39).
Un tel processus dépend ainsi de quatre parametres : «, 3, A, et o, auxquels ont été assignées les

valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre 4 :
a=001, =02, X=30, 0=05 (2.44)

Les graphes des applications 77 et Séi“““ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P7-1 et P7-2, pour umin = 0.0276, T" = 8000 et un nombre de trajectoires
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simulées L = 108.
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i ¥
FIGURE P7-1- Graphe de I'application 77 pour T = FIGURE P7-2- Graphe de I'application 07" pour

8000 et L = 108. Umin = 0.0276, T = 8000 et L = 108.

2.3.4 Processus non gaussien stationnaire P8

Soit v = (v(t),t € R) ce processus. Il est tel que, Vt € R :

(P8) () = Z(t) (2.45)

ou Z = (Z(t),t € R) est le processus non gaussien, stationnaire au sens large, centré, solution station-

naire de I’équation différentielle aléatoire non linéaire du second ordre (équation de Duffing stochas-
tique) :

Z(t) + 2wpEp Z(t) + whZ(t) + uZ3(t) = ypB(t) , t€ R (2.46)
avec wp, £p et p des constantes réelles strictement positives (0<{p<1), yp une constante réelle non
nulle et B = (B(t),t € R) un bruit blanc gaussien standard scalaire.

La loi invariante de cette équation (i.e. la loi du couple (Z(t), Z(t)) pour tout ¢ dans R, ot (Z, Z)
est la diffusion stationnaire solution de (2.46)) admet une densité p : R? — Ry : (q1,92) — p(q1,q2)
par rapport & la mesure de Lebesgue sur (R?, By), qui s’écrit, V(q1, g2) € R? :

p(a1,q2) = pz(q1)pz(q2) (2.47)

ou pz et p, sont les densités des loi marginales d’ordre un des composantes Z et Z de la diffusion

stationnaire solution (Z, Z ), densités ayant pour expressions :

wh? + Lo

pz(%) = Kexp <—D50221 , Vg1 € R (2.48)

()= — e [-L) | vper (2.49)
Pz\q2) = o P\ 75,2) @ TR :
avec
YD 1
2 w ’ o 1 w2 w4
Vwpip JT (%) “u (0, g\/%) exp (8;;32)



ou U(-,-) est la fonction spéciale "cylindrique parabolique" & arguments réels, définie, pour a > —% et

x>0, par :
2

6_% foo 42
Ua,x) = 7/ t"2e "2 dt (2.51)
I'(3+a) o

avec I la fonction spéciale telle que, Vz € {u € C: Ré(u) > 0} :

+o0
I'(z) = / e tat (2.52)
0

qui admet un prolongement analytique méromorphe sur C\(—IN), appelé "fonction gamma'".
De (2.48) et (2.49) on déduit aisément que la solution stationnaire Z de (2.46) et sa dérivée (en

moyenne quadratique) Z sont centrées et que leurs variances respectives 0'% et U2Z' sont données par :

2
oy = 2.53)
z Q’“L{ <0 u\)/z%> (
o200
O'2Z- =o? (2.54)

avec o donné par (2.50). De plus, (2.47) montre que, pour tout ¢ dans R, les v.a. Z(t) et Z(t) sont

indépendantes et que Z (t) est gaussienne, centrée et de variance o2.

Le processus Z dépend ainsi de quatre parametres : wp, €p, pu et vp, auxquels ont été assignées

les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre 4 :

wp =200m , &p=0.025 , p=14%x10" , yp =12 (2.55)

Les graphes des applications 77 et 5%"‘“‘ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P8-1 et P8-2, pour upyy, = 0.0085, T' = 5 et un nombre de trajectoires

simulées L = 10°.
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FIGURE P8-1- Graphe de I'application 77 pour T = FIGURE P8-2- Graphe de I'application 5:7;’“" pour
5et L =10°. Umin = 0.0085, T =5 et L = 10°.
2.3.5 Processus non gaussien stationnaire P9
C’est le processus v = (v(t),t € R) tel que, Vt € R :
(P9) v(t) =1|Z(t)| (2.56)
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ou Z = (Z(t),t € R) est le processus non gaussien, stationnaire au sens large, centré du paragraphe
2.3.4 précédent.

Les graphes des applications 77 et 5%“““ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont
représentés sur les figures P9-1 et P9-2, pour tmin

= 0.0086, T' = 5 et un nombre de trajectoires
simulées L = 102,
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FIGURE P9-1- Graphe de I'application 77 pour T =

FIGURE P9-2- Graphe de I'application 44" pour
5et L =10%

Unnin = 0.0086, T =5 et L = 108.
2.4 Processus non gaussiens non stationnaires

Quatorze processus de ce type sont considérés ici, référencés P10 a P23.

2.4.1 Processus non gaussien non stationnaire P10

Soit v = (v(t),t € T), T =[0,T], 0 < T < +o00, ce processus. 1l est tel que, Vt € T :

+2

(P10) v(t) = Kt?e o2 (2.57)

ol o est un réel strictement positif borné par 7' (0 < o < T') et K une v.a. scalaire définie sur (A, F, P)
et distribuée suivant une loi du Khi-2 a 4 degrés de liberté, de fonction de répartition :

(Y

Fr(v)=[1-(1- 5)(;% ig, (v) , WweR (2.58)

Un tel processus n’est ni gaussien, ni stationnaire et ses moyenne m, : T — Ry : t — my (t)

IE [v(t)] et fonction de covariance C,, : TxT — Ry : (t,t') — C,(t,t") = E[(v(t) — m, () (v(#') — m, ()]
s'écrivent, V(¢,t') € T x T :

my (t) = 4t%e” o2 (2.59)

t2+t/2

C,(t, 1) = 8(tt')2e” o2 (2.60)

On montre, en outre, que la v.a. My = sup,.7(t) a méme loi que la v.a. o?e 'K, donc a pour
fonction de répartition :

Fap(u) = [1—(1+ %u)e_%%u g, (u) , YueR (2.61)
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ou e = exp(1).
Par suite, la probabilité Pr(u) = P(Mr > u) s’écrit, Vu > 0 :

ezu

Pr(u) = (1+ szu)em (2.62)

On connait ainsi pour ce processus les expressions exactes des applications 7 et 7™ définies par
(2.1) et (2.2)
nr(u) = —Ln {—Ln (1 —(1+ 2(5211)6_222“)} , Yu>0 (2.63)
o

e

e
gumin()y = —y—In |1+ —5———
() 92527 . ( + 202 + eUmin

y) , Yy >0 (2.64)

Les graphes de ces deux applications sont représentés sur les figures P10-1 et P10-2 pour upin =

6.6442, 0 = /5, T' = 2, valeurs qui seront également utilisées dans les applications numériques du
chapitre 4.
20 1571
15
10
— 10 =
= 2 i
5
0 /
5 0 x
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15
u y
FIGURE P10-1- Graphe de application np pouroc = FIGURE P10-2- Graphe de l'application d7™" pour
5, T =2m. Umin = 6.6442, 0 = /5, T = 2.

2.4.2 Processus non gaussien non stationnaire P11

C’est le processus v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, tel que, V¢t € T :

(P11) wv(t) = |Y(2)] (2.65)
onY = (Y(t),te T) est le processus gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.2.2 (processus
référencé P4).

Les graphes des applications 77 et Séﬂm“‘ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P11-1 et P11-2, pour umin = 0.0231, T" = 50 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.
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FIGURE P11-1- Graphe de l'application 77 pour FIGURE P11-2- Graphe de 'application S;fm" pour
T =50et L =108 Umin = 0.0231, T = 50 et L = 108.

2.4.3 Processus non gaussien non stationnaire P12

Soit v = (v(t),t € T), T =[0,T], 0 < T < +00, ce processus. Il est tel que, Vt € T :
(P12) wv(t) =U(t) (2.66)

ott U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré, solution de ’équation

différentielle aléatoire non linéaire du second ordre :

{ U(t) + 2wpépU (1) +wpU (1) + pU(t) = g() X (1) , ¢ €]0,T) (2.67)

U0)=0 ps. , UO0)=0 p.s.

ol wp, £p et p sont des constants réelles strictement positives (0 < &p < 1) , X = (X(t),t € R) est
le processus gaussien, stationnaire, centré, défini au paragraphe 2.1.2 (i.e. le processus référencé P2)

et g est une application de R4 dans R, telle que, Vi € Ry

g(t) = nute ™ (2.68)

avec 11, 72 des constantes réelles strictement positives.

Le processus U dépend ainsi de huit parametres : wp, {p, p (parametres propres de (2.67)), wy, &4
(parametres de X ), n1, n2(parametres de g) et T'(temps total d’observation de la dynamique décrite
par (2.67)) auxquels ont été affectées les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre
4 :

wg =15.70 , &, = 0.60
m =1.00 , ny=0.10 (2.69)
wp=200m , Ep=0.025, pu=14x10° , T =5

Les graphes des applications 7y et 04" associées & ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P12-1 et P12-2, pour upyiyy = 0.0230, T = 5 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.
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FIGURE P12-1- Graphe de l'application 77 pour
T=5et L =103
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FIGURE P12-2- Graphe de 'application S;f’"" pour
Umin = 0.0230, T =5 et L = 108.

2.4.4 Processus non gaussien non stationnaire P13

C’est le processus v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, tel que, Vt € T :

(P13)  v(t) =

U] (2.70)

ott U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.3

précédent.

Les graphes des applications 77 et Séﬁ"‘i“ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P13-1 et P13-2, pour upiy = 0.0234, T = 5 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.
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FIGURE P13-1- Graphe de l'application 77 pour
T=5et L =103
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FIGURE P13-2- Graphe de 'application S;f’"" pour
Umin = 0.0234, T =5 et L = 108.

2.4.5 Processus non gaussien non stationnaire P14

Soit v = (v(t),t € T), T =[0,T], 0 < T < +00, ce processus. Il est tel que, Vt € T :

(P14) wv(t)
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on U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré, solution de 1’équation

différentielle aléatoire non linéaire du second ordre :

(2.72)

U(t) + 2woloU(t) + wdU(t) + HU(t)) = f(H)Z(t) , t€]0,T]
U0)=0 ps. , UW0)=0 p.s.

avec wy et & des constantes réelles strictement positives (0 < §y < 1), f et H des applications de R

dans R4 pour la premiere et R dans R pour la seconde, telles que, Vt,u € R :

0 si t<0
a(f)? si 0<t<ty wiute) si u<—e
ft)=4q a sit) <t<ty , H(u)= 0 si |ul<e (2.73)
04%675“%2) si to<t<T wilu—e) si u>e
0 si t>T

et Z = (Z(t),t € R) un processus du second ordre, non gaussien, stationnaire au sens large, centré,

admettant la représentation :
Z(t) = esin(\t + pW (t) + 270) , Vte R (2.74)

et dont la densité spectrale Sz : R — Ry : w — Sz(w), la fonction de covariance Cz : R — R: 7 —
Cz(t) =E[Z(t + 7)Z(t)] et la variance 0% = E [Z?(t)] s’écrivent :

€2p? 1 1
Sz(w) = 5 4(w—)\)2+p4+4(w+)\)2+p4 , YweR (2.75)
2 2
Cyz(r) = %cos()ﬁ)e*%“' , VT eR (2.76)
2
0% =Cy(0)= < (2.77)

ou dans (2.74), W = (W (t),t € R) est le processus de Wiener standard scalaire étendu a R, © est une
v.a. uniforme sur [0, 1] indépendante de W, €, A et p sont des constantes réelles strictement positives,

et dans (2.73), a, [, t1, t2, w1 et e sont des constantes réelles telles que :

a>0, >0, 0<t; <ty , w =y/w2—w} , e=nog (2.78)

avec !

Yo
opg = ——— 2.79
0 2wov/woéo (2.79)

ou we, N et v sont des constantes réelles vérifiant :
we>wo , 1=0, 7% >0 (2.80)

Le processus U dépend ainsi de treize parametres : €, A, p (parameétres de Z), «, 3, t1, t2 (parametres
de f), wo, we, &0, M, Y0 (parametres propres de (2.72)) et T' (parameétre commun a f et & (2.72)), auxquels

ont été assignées les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre 4 :

e=10 , AX=507 , p=4v57
a=10, =04, t1 =7, t9=12 , T =20 (2.81)
wo =20 , we=100m , & =0.01 , n=05, =10
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Les graphes des applications 77 et Séﬁ"‘i“ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P14-1 et P14-2, pour uymin = 0.0432, T' = 20 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.
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FIGURE P14-1- Graphe de lapplication 7jp pour
T =20et L =108
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1)

FIGURE P14-2- Graphe de ’application 5%””‘" pour
Umin = 0.0432, T =20 et L = 108.

2.4.6 Processus non gaussien non stationnaire P15

C’est le processus v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, tel que, Vt € T :

(P15) v(t) = |U(1)] (2.82)

oun U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.5
précédent.

Les graphes des applications 7y et 04 associées & ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P15-1 et P15-2, pour umin = 0.0434, T" = 20 et un nombre de trajectoires
simulées L = 108,
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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0.07

FIGURE P15-1- Graphe de l'application 77 pour
T =20et L =108.

30

0 0.005 0.01 0.015 0.02
1)

FIGURE P15-2- Graphe de 'application S;J"" pour
Umin = 0.0434, T =20 et L = 108.



2.4.7 Processus non gaussien non stationnaire P16

Soit v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, ce processus. Il est tel que, Vt € T :
(P16) wv(t) =U(t) (2.83)

ott U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré, solution de I’équation

différentielle aléatoire multivoque du second ordre :

{ U (1) + 20600 (1) + U (1) +70 (U(0) 2 F()2() , t€]0,T] (2.84)

UO0)=0 ps., UW0)=0 p.s.

dans laquelle wy, & et v sont des constantes réelles strictement positives (0 < &y < 1), Z = (Z(t),t € R)
et f = (f(t),t € R) sont le méme processus et la méme application que dans le second membre de
Iéquation différentielle (2.72) (avec Z défini par (2.74) et f par (2.73)) et o est 'opérateur multivoque
"signe", tel que, Vi € R :
-1 si <0
o) =3 [-1,1] si u=0 (2.85)
1 si u>0
Un tel processus dépend donc de onze parametres : €, A, p (parametres de Z), a, 3, t1, to (parametres
de f), wo, &), 7 (parametres propres de (2.84)) et T' (parametre commun & f et a (2.84)), auxquels

ont été affectées les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre 4 :

e=10 , A=50m , p=4Vb=w
a=10, =04, t1 =8, to =20, T =30 (2.86)
wo = 1007 , & =0.01 , v=10.49

Les graphes des applications 77 et Séﬂ“‘i” associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont
représentés sur les figures P16-1 et P16-2, pour umin = 0.0174, T' = 30 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.

3006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002 0022 0024 0 1 2 3 4 5 6
u y <103
FIGURE P16-1- Graphe de l'application 77 pour FIGURE P16-2- Graphe de 'application 5;’"" pour
T=30et L =108 Umin = 0.0174, T = 30 et L = 108.
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2.4.8 Processus non gaussien non stationnaire P17

C’est le processus v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, tel que, Vt € T :

(P17)  w(t) = |U()] (2.87)

oun U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.7
précédent.

Les graphes des applications 77 et 042" associées & ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont
représentés sur les figures P17-1 et P17-2, pour umin = 0.0177, T" = 30 et un nombre de trajectoires

simulées L = 108.

10

G008 001 0012 0014 0016 0018 002 0022 002 0 1 2 3 4 5 6
u y <103
FIGURE P17-1- Graphe de l'application 7jp pour FIGURE P17-2- Graphe de ’application 5%””" pour
T =30et L =108, Umin = 0.0177, T = 30 et L = 108.

2.4.9 Processus non gaussien non stationnaire P18

Soit v = (v(t),t € T), T =1[0,T], 0 < T < +00, ce processus. Il est tel que, Vt € T :
(P18) wv(t) =U(¢) (2.88)

on U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré, solution de 1’équation

différentielle aléatoire multivoque du second ordre :

{ U(t) + 2woboU () + wiU (1) + 7o (U (1) 3 g()X (1) , t €]0,T] (2.89)

U0)=0 ps. , UW0)=0 p.s.

dans laquelle wy, &y et v sont des constantes réelles strictement positives (0 < o < 1), X = (X(¢),t €
R) est le processus gaussien, stationnaire, centré, considéré au paragraphe 2.1.2 (processus référencé
P2), g = (g9(t),t € Ry) est application de R4 dans Ry définie par (2.68) et o est 'opérateur "signe"
défini par (2.85).

Un tel processus dépend ainsi de huit parametres : wq, £, (parametres de X), ni, 72 (parametres de
9), wo, £, v (parametres propres de (2.89)) et T (temps total d’observation de la dynamique décrite par

(2.89)), auxquels ont été assignées les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre
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wy =15.70 , & = 0.60
m =100 , ny = 0.30
wo = 1007 , & =0.01 , y=049 , T =30

(2.90)

Les graphes des applications 77 et 5%‘““‘ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P18-1 et P18-2, pour umin = 0.0425, T" = 30 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.

s B
= 6 =
= 4 5

< 4
2.
0 5l
-2
4

Al L L L L L . 0 1 1 L L
002 0025 003 0035 004 0045 0.05 0055 0.06 0.085 0.07 0 0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016
i

]
FIGURE P18-1- Graphe de l'application 77 pour

FIGURE P18-2- Graphe de I'application S;J"" pour
T =30et L =10°

Umin = 0.0425, T = 30 et L = 10°.
2.4.10 Processus non gaussien non stationnaire P19

C’est le processus v = (v(t),t € T), T =[0,T],0 < T < 400, tel que, V¢t € T :

(P19) w(t) = |U(1)] (2.91)

oun U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.9
précédent.

Les graphes des applications 77 et Saﬁm‘“ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P19-1 et P19-2, pour umin = 0.0426, 7" = 30 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.
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“002 0025 003 0035 004 0045 005 0055 006 0065 007 % 0002 0004 0006 0008 001 001z 0014 0016

u Yy

FIGURE P19-1- Graphe de l'application 7 pour FIGURE P19-2- Graphe de I’application S;f"”" pour
T =30et L =10°. W =, Uiy = 0.0426, T = 30 et L = 10°.

2.4.11 Processus non gaussien non stationnaire P20

Soit v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, ce processus. Il est tel que, Vt € T :
(P20) w(t) = U(t) (2.92)

on U = (U(t),t € T) est la premiere composante du processus vectoriel non gaussien, non station-
naire, centré (U, V)7 = ((U ), v)T,teT ) solution du systeme différentiel aléatoire non linéaire
du second ordre :

U (t) + 2u0&oU (1) + L3U() + W2V (1) = F()Z(t) , t€]0,T]
V(t) = U(t) (a— [b-signe(V()U®) + d[VEH)[") , t€]0,T] (2.93)
U0)=0 ps. , U0)=0 ps. , V(0)=0 p.s.

avec f = (f(¢),t € R) lapplication de R dans Ry donnée par (2.73), Z = (Z(t),t € R) le processus
non gaussien, stationnaire au sens large, centré, défini par (2.74), wo, &, w1, a et b des constantes
réelles strictement positives (0 < £ < 1), ¢ une constante réelle astreinte a la condition ¢ € [—b,b] et
n un entier fini > 1.

Un tel processus dépend donc de quinze parametres : €, A, p (parametres de Z), a, (5, t1, ta
(parametres de f), wo, &o, w1, a, b, ¢, n (parametres propres de (2.93)) et T (parameétre commun a

f et a (2.93)), auxquels ont été attribuées les valeurs suivantes dans les applications numériques du

chapitre 4 :
e=10 , A=501 , p=4bm
a=20, =04, t1=T7, to=12 , T =20
wo =50m , & =0.01 , w; =1007
a=10, b=05, c=-05, n=1

(2.94)

Les graphes des applications 77 et 04" associées & ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P20-1 et P20-2, pour umin = 0.0388, T" = 20 et un nombre de trajectoires
simulées L = 108,
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.5 L L L 0
001 0015 0.02 0025 003 0035 004 0045 005 0055 0.06 0
(1

0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0.018
v

FIGURE P20-1- Graphe de l'application 77 pour

FIGURE P20-2- Graphe de I'application S;f’"" pour
T =20et L =108

Umin = 0.0388, T = 20 et L = 108.
2.4.12 Processus non gaussien non stationnaire P21

C’est le processus v = (v(t),t € T), T = [0,T], 0 < T < 400, tel que, Vt € T :

(P21)  v(t) = |U(1)] (2.95)

ott U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.11
précédent.

Les graphes des applications 77 et Séﬁ"‘i“ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P21-1 et P21-2, pour umin = 0.0393, 7" = 20 et un nombre de trajectoires
simulées L = 108.

20

0
2
-5 L L L 0 L 1 L
001 0015 002 0025 0.03 0035 004 0045 005 0055 0.06 1] 0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018
u ]

FIGURE P21-1- Graphe de l'application 77 pour

FIGURE P21-2- Graphe de I'application S;f’"" pour
T =20et L =108

Umin = 0.0393, T = 20 et L = 108.
2.4.13 Processus non gaussien non stationnaire P22

Soit v = (v(t),t € T), T =[0,T], 0 < T < +00, ce processus. Il est tel que, Vt € T :

(P22) w(t) = U(t) (2.96)

ouU = (U(t),t € T') est la premieére composante du processus vectoriel non gaussien, non stationnaire,
5 =

(
centré (U, V)T = (U(t),V(t))T,t € T) solution du systéme différentiel aléatoire multivoque du second
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ordre :
(t)+2w0§0U( )+ wdU) +wiV(t)s f()Z(t) , t€]0,T)

V() €U(t) — o™ (wiV(t) , t€]0,T] (2.97)
UW0)=0 ps., UW0)=0 ps. , V(0)=0 p.s.

ott f = (f(t),t €T)et Z=(Z(t),t € R) sont (comme dans les paragraphes 2.4.5, 2.4.7 et 2.4.11)
I’application déterministe et le processus non gaussien, stationnaire au sens large, centré, définis par
(2.73) et (2.74), respectivement, wy, & et wy sont des constantes réelles strictement positives (0 < & <

1) et o™ est Popérateur multivoque inverse de 'opérateur "signe" o, tel que, Vs € R :

0 sios<—1
]—00,0] si s=-1
o™ (s) = {0} s |s]<1 (2.98)
[0,400[ si s=1
0 sios>1

Un tel processus dépend donc de onze parametres : €, A, p (parametres de Z), a, 3, t1, t2 (parametres
de f), wo, &, w1 (parametres propres de (2.97)) et T' (parametre commun a f et a (2.97)), auxquels

ont été assignées les valeurs suivantes dans les applications numériques du chapitre 4 :

e=10 , A=50r , p=4v57
a=20, B=04 , h=7, tg=12 , T=20 (2.99)
w0:207r y 50:0.01 5 w1:1007r

Les graphes des applications 77 et Séﬂ“‘i” associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P22-1 et P22-2, pour umin = 0.0435, T' = 20 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.

g . . . . 0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0 0.005 0.01

0.015 0.02 0,025 0.03
{7 Yy
FIGURE P22-1- Graphe de l'application 77 pour FIGURE P22-2- Graphe de 'application S;fm" pour
T=20et L =10°. Umin = 0.0435, T = 20 et L = 10°.

2.4.14 Processus non gaussien non stationnaire P23
C’est le processus v = (v(t),t € T), T =[0,T],0 < T < +o0, tel que, Vt € T :
(P23) wv(t) =|U(t)] (2.100)
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ot U = (U(t),t € T) est le processus non gaussien, non stationnaire, centré du paragraphe 2.4.13
précédent.

Les graphes des applications 77 et 5%"““ associées a ce processus et définies par (2.3) et (2.4) sont

représentés sur les figures P23-1 et P23-2, pour umin = 0.0442, T' = 20 et un nombre de trajectoires
simulées L = 10°.

0 0.01 0.02

0.03 0.04

0.05 0.06 0.07
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0.08
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0.02 0.025

0.03
(]
FIGURE P23-1- Graphe de l'application 77 pour

FIGURE P23-2- Graphe de I'application 5;’"" pour
T=20et L =10°. Umin = 0.0442, T =20 et L = 10°.
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Chapitre 3
La méthode proposée

Rappelons (cf. Chapitre 1) que le probléme consiste a évaluer la probabilité Pr(u) = P(Mp > u),
ol M7 est une v.a. scalaire définie sur (A, F,P) telle que My = sup,.7v(t), u est un réel positif
fixé de valeur telle que la probabilité Pr(u) soit trés petite (de 'ordre de 1074 & 1076-1077) et v est
un processus aléatoire du second ordre quelconque (7.e. non nécessairement gaussien, ni stationnaire)
défini sur (A, F,P), a valeurs dans R. Bien entendu, ce processus est supposé a priori ne pas permettre
le calcul exact de la probabilité Pr(u), sinon la méthode proposée perdrait beaucoup de son intérét,
bien qu’encore utilisable et efficace dans ce cas.

Pour résoudre ce probléme, nous proposons une procédure numérique innovante prenant sa source

dans l'observation du comportement des applications u — np(u) = —Ln [-Ln(1l — Pr(u))] : R4+ — R
et y = 0" (y) = —Ln [Pr(y; umin)] = —Ln [Pr(y + Umin)/Pr(umin)] associées a chaque élement du

vaste ensemble de processus évoqué dans les chapitres 1 et 2 et dont un sous-ensemble représentatif
est présenté dans le chapitre 2 (le vaste ensemble en question contenant une large classe de modéles
stochastiques utilisés en dynamique aléatoire). En effet, un examen des graphes de ces deux applications
- lesquelles, rappelons-le (¢f. chap. 2), gardent logiquement leurs notations originelles nr et 67 lorsque
les probabilités Pr(u), u > 0, sont connues par leurs expressions exactes (c¢f. formules (2.1) et (2.2))
et sont renommées 7 et 5%‘““‘ lorsque ces probabilités ne sont accessibles que par voie numérique, via
un calcul Monte-Carlo (cf. formules (2.3) et (2.4)) - montre que le comportement de chacune d’elles
posséde une spécificité remarquable se perpétuant d’un processus a 'autre du vaste ensemble considéré,
et c’est de l'observation de cette spécificité récurrente qu’est née I'idée de la méthode proposée.

Trois versions de cette méthode sont proposées. La premieére exploite la spécificité de nr, la
deuxieéme celle de 7™ et la troisieme, variante de la précédente, combine le principe de cette derniere

et un résultat de la théorie des valeurs extrémes.

3.1 Version 1 de la méthode

La donnée de base est le vaste ensemble de processus évoqué dans les chapitres précédents (dont un
sous-ensemble représentatif est présenté dans le chapitre 2), et nous nous intéressons ici a I’application
u— nr(u) = —Ln[-Ln(1 — Pr(u))] : R4+ — R associée a chacun de ses éléments.

Les graphes P1-1 a P23-1 du chapitre 2 montrent clairement que cette application possede la

spécificité suivante, commune & tous les processus considérés : elle est continue, strictement croissante



et, au-deld d’un certain seuil uy - variable d’un processus & l'autre mais toujours petit (i.e. tel que
Pr(ug) > 1071 - sa croissance est réguliére et son graphe posséde une courbure faiblement variable
)

peu accentuée et de signe constant (positif en 'occurrence).
Nous basant sur cette spécificité récurrente et lui supposant un caractére universel (i.e.
généralisable a tous les processus), nous avons développé la procédure de calcul suivante, déclinable

en quatre étapes.

(1) On se donne deux seuils Uiy €t Umax Vérifiant ug < Uumin < umax €t tels que les probabilités
Pr(u),u € I, avec I = [tUmin, Umax], soient relativement grandes (i.e. comprises entre 1073 et 1071),
donc calculables avec précision et a moindre coiit a ’aide d’'une méthode de Monte-Carlo. Soient

pT(u), u € I, les estimées Monte-Carlo obtenues de ces probabilités, qui sont donc connues a ce stade.

(2) On introduit I'application u — 77 r(u) : I — Ry, telle que Vu € I :
iir,r(u) = —Ln [~Ln(1 — Pr(u))] (3.1)

Donc, cette application est entiérement connue et possede, par hypothése, la spécificité universelle
susmentionnée.
(3) Compte tenu de cette spécificité, on procede alors comme suit :

(a) On approxime 77 ; par un polynéme du second degré 7r 1 tel que, Vu € I :
i1 (v) = ar ju* +brju+cr (3.2)

ot les coefficients ar 7, by 1 et cr 1 sont calculés a 'aide d’une technique de type moindres carrés (cf.
§3.4.1 ci-apres).

(b) On suppose 'approximation (3.2) encore valable au-dela de upax, ¢’est-a-dire extrapolable
a lintervalle I¢ =|upax, +00[ (appelé intervalle d’extrapolation dans toute la suite), donc valable pour
tout u > wumin, et on note 7 'approximation prolongée obtenue via cette extrapolation, telle que,
YU > Umin -

iir(u) = arpu’ + by ru+ cpg (3.3)

IJ]I IJ]I 1 1 .

C’est I'approximation cherchée de la probabilité cible Pp(u) = P(Mp > u) et elle s’écrit, d’apres (3.3)
et (3.4) :
P}l)(u) =1—exp {—exp [—(aT71u2 +brru+ cTJ)” , YU > Upin (3.5)

Cette procédure de calcul comporte ainsi deux étapes calculatoires majeures :

EC1) Le calcul, en un nombre fini de points u; de I = [Umin, Umax), de Pestimée Monte-Carlo
Pr(u), u € I, de la probabilité cible Pr(u) = P(My > u), u € I, calcul nécessaire & I’évaluation en
ces points de l'application 771 = (7,1(u),u € I). Or, Yu; € I, la probabilité Pr(u;) est grande par

hypothése (comprise entre 1073 et 107!). Par conséquent, son estimée Monte-Carlo PT(uj) peut étre
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obtenue avec précision, et en un temps réduit, avec n’importe quelle méthode de Monte-Carlo. De plus,
du fait de la spécificité susmentionnée de I'application u — nr(u) = —Ln [-Ln(1 — Pr(u))], il n’est pas
nécessaire d’évaluer 'application v — 77 7(u) = —Ln [—Ln(l - PT(u))} en un nombre trés important

de points u; de I pour la décrire correctement. Il en résulte que cette étape n’est pas chronophage.

EC2) Le calcul des coefficients ar r, br,r, cr; de Papproximation polynomiale 777 (donnée par
(3.2)) de l'estimée Monte-Carlo 7j7,; (donnée par (3.1)) de nr sur I. Ce calcul est effectué a l'aide
d’'une méthode des moindres carrés pondérés (cf. §3.4.1 ci-apres) et conduit a la résolution d'un
systeme linéaire de treés faible taille (i.e. de taille 3) dont la construction est aisée et la résolution
numérique tres peu coliteuse en temps calcul. La donc encore, cette étape n’est pas chronophage et
par conséquent cette version elle-méme de la méthode ne 'est pas.

On notera que 'approximation fournie par cette version coincide, pour u grand, avec celle que I'on
obtiendrait en supposant poissonien le nombre de franchissements en croissant de u par le processus

v ([1], [34]), ou en admettant que la v.a. My = sup,.7v(t) suit une loi de Gumbel [12].

3.2 Version 2 de la méthode

La donnée de base est toujours le vaste ensemble de processus évoqué dans les chapitres précédents
(dont un sous-ensemble représentatif est présenté dans le chapitre 2), mais nous nous intéressons cette
fois a I'application y — 07" (y) = —Ln [Pr(y; umin)] : R4+ — R4 associée & chacun de ses éléments,
ol Pr(y; umin) est la probabilité conditionnelle définie, Yy € R, par :

IP(MT >y + umin) _ PT(y + Umin)
IP(MT > umin) PT(umin)

Pr(y; umin) = P(M7 > y + tmin| M7 > Umin) = (3.6)

Les graphes P1-2 a P23-2 du chapitre 2 montrent que cette application possede la spécificité sui-
vante, commune & tous les processus considérés : elle est continue, strictement croissante, a croissance
réguliere et son graphe posséde une courbure faiblement variable, peu accentuée et de signe constant
(positif en l'occurrence).

Nous basant sur cette spécificité récurrente et lui supposant - comme pour I'application u —
nr(u) = —Ln [-Ln(1 — Pr(u))] de la version 1 - un caractére universel, nous avons alors développé

la seconde procédure de calcul suivante, déclinable en cinq étapes.

(1) On considere I'intervalle J = [0, Umax — Umin), OU Umin €t Umax sont les bornes de l'intervalle
I de la premiére version, et sur cet intervalle on estime les probabilités Pr(y; umin),y € J, & l'aide
d’une méthode de Monte-Carlo. Soient PT(y; Umin), Y € J, les estimées Monte-Carlo obtenues de ces

probabilités, telles que, Vy € J :

~ Pr(y + um;
Pr(y; umin) = Pr(y + tanin) (3.7)
PT(umin)
et qui sont donc connues & ce stade, ot ]3T(y + Umin) €t PT(umin) sont les estimées Monte-Carlo des

probabilités Pr(y + tmin) et Pr(umin), respectivement.

(2) On introduit application y — 5%“:,‘“ (y) : J = Ry, telle que, Vy € J :

i () = —Ln[Pr(y; )] = ~Ln lPT@HuIn)]

PT (Umin)
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Dong, cette application est entierement connue et possede, par hypothese, la spécificité universelle
susmentionnée.
(3) Compte tenu de cette spécificité, on procede alors comme suit :
(a) On approxime Séﬁ"j}“ par un polynéme du second degré 5;‘{‘}“ telle que, Yy € J :

() = Ay + by (39

ol les coefficients a%f"}“ et b%"“}“ sont calculés a I'aide d’une méthode de type moindres carrés (cf. §3.4.2
ci-apres).

(b) On suppose 'approximation (3.9) encore valable au-dela de umax — Umin, ¢’est-a-dire
extrapolable a l'intervalle J¢ =|umax —Umin, +00[ (appelé intervalle d’extrapolation dans toute la suite),
donc, in fine, valable pour tout y > 0, et on note 5%"““ I’approximation prolongée obtenue via cette

extrapolation, telle que, Yy > 0 :
0 (y) = afy® + bpyry (3.10)
(4) Soit Pr(y; tmin) la probabilité conditionnelle vérifiant, Yy > 0, Pégalité :

677 (y) = —Ln[Pr(y; tumin)] (3.11)

C’est, pour tout y > 0, approximation de JST(y;umin), et donc de Pr(y;umin), correspondant a
Papproximation 64" (y) de 6% (y), et donc de ™" (y), et elle s’écrit, compte tenu de (3.10) et
(3.11) :
PT(y;umin) = exp {—(a%’j‘j“yz + b?f;’y)} , Yy >0 (3.12)
(5) D’apres (3.6), la probabilité cible Pr(u) = P(M7 > u) peut alors étre approximée, pour tout
U 2 Umin, PAT :

]37(,2) (u) = PT(U — Umin; umin)PT(umin) (3.13)

ol IsT(umin) est une estimée Monte-Carlo de Pr(umin) = P(Mp > umin) (estimée qui s’obtient avec
une grande précision et en un temps de calcul réduit du fait de sa grande valeur, de 'ordre de 1072 &

10~! par hypothese).

P}Z)(u) est 'approximation cherchée de Pr(u) et elle se réécrit, compte tenu de (3.12) et (3.13) :
15}2) (u) = exp {— [a%f"j“(u — umin)2 + b%’:}“ (u— umm)} } pT(umin) , YU > Umin (3.14)

Notons que le fait que I'approximation (3.10) de d;™" ne comporte pas de terme constant vient de
ce que pour y = 0 la probabilité conditionnelle (3.6) doit étre égale a 1 et donc aussi son approximation
(3.12).

Observons par ailleurs que cette procédure de calcul comporte, comme dans la version 1, deux

étapes calculatoires majeures :

EC1) Le calcul, en un nombre fini de points y; de J = [0, Umax — Umin), de P'estimée Monte-

Carlo PT(y; Umin), Y € J, de la probabilité conditionnelle cible Pr(y; umin), y € J, calcul nécessaire a
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I’évaluation en ces points de I'application 5“’“1“ = (5“’"1“( ),y € J). Or, pour tout y; € J, la probabilité
conditionnelle Pr(y;; tmin) s'écrit, d’apres (3.6) :

IP(MT > Yj + umin) o PT(yj + Umin)

(3.15)

Comme, par hypothese, les probabilités Pr(y; + umin), y; € J, sont grandes (comprise entre 1073
et 1071), donc calculables avec précision et en un temps réduit a I’aide d’une procédure Monte-
Carlo, il en résulte que les probabilités conditionnelles Pr(y;; umin), y; € J, peuvent également étre
calculées avec précision et en un temps réduit en contexte Monte-Carlo. De plus, du fait de la spécificité
récurrente susmentionnée de Papplication y — d7™"(y), il n’est pas nécessaire d’évaluer I'application
y — ST, J(y) = —Ln [IaT(y; umin)} en un nombre tres important de points y; de J pour la décrire

correctement. Par conséquent, cette étape n’est pas chronophage.

EC2) Le calcul des coefficients a““““ et b“m‘" de I’approximation polynomiale 5““““ (donnée par
(3.9)) de I'estimée Monte-Carlo 6%‘7?}“ (donnée par (3.8)) de o7 sur J. Ce calcul est effectué a 'aide
d’une méthode des moindre carrés pondérés (cf. §3.4.2 ci-apres) et conduit a la résolution d’un systéeme
linéaire de tres faible taille (i.e. de taille 2) dont la solution se calcule manuellement et s’évalue donc
quasi-instantanément par voie informatique. La donc encore, cette étape n’est pas chronophage et par
conséquent cette seconde version de la méthode ne ’est pas non plus.

Notons enfin que cette version fournit, comme la précédente, une approximation de la probabilité
P(Mr > wu) qui coincide, pour u grand, avec celle que I'on obtiendrait en supposant poissonien le
nombre de franchissements en croissant de u par le processus v ([1], [34]) ou en admettant que la v.a.

Mt = sup,.7v(t) suit une loi de Gumbel [12].

3.3 Lien entre les approximations fournies par les versions 1 et 2

Rappelons que les approximations de la probabilité cible Pr(u) = P(Mp > u) fournies par ces
deux versions s’écrivent :

a) pour la version 1 (¢f. formule (3.5)),
Pj(ﬂl)(u) =1—exp {—eXp [_(GT,IU2 + by ru+ CT,I)}} s VU > Unmin
b) et pour la version 2 (cf. formule (3.14)),
15}2) (u) = exp{ [a%‘“j“(u — Umin)? + by (u Umin)} } Pr(umin) Vi > tnin

Considérons P:(pl)(u) et souvenons-nous que cette probabilité est faible, voire tres faible (i.e. de
lordre de 1072 & 107% — 10~7). Par conséquent, 'exponentielle exp {—exp [—(ar ru® + by ju + er.1)] }
est tres proche de 1 et donc 'exponentielle exp [—(aT, u? + brru+ cr, 1)] trés proche de 0. On peut
alors approximer la premiere exponentielle de P}I) (u) par 1 — exp [—(aru® +brru+cry)] et par

suite 15}1) par exp [—(ar ju? + bru+ cr)]. D'ou :
PD ) ~ _ 24 YU > Ui
T (u) = exp |—(ar,ju” + T,Iu-l-CT,I) y VU Z Umin
Par ailleurs, f_’:(pz) (u) peut se réécrire :
_ (o _
Pj(v )(u) = exp {—a?ﬁ:}“uQ + (2ummaij" br?vmjn)u Ufmnaumm + UmmbT T+ Ln {PT(umln)}} , YU 2> Unin
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En comparant les deux relations précédentes, on voit ainsi que, pour u grand et aux approximations

admises pres , P}l)(u) et P}Z) (u) sont liées par les relations :

ar = a%f}“ (3.16)
brr = b%‘:}“ — 2umina%:“j“ (3.17)
ey = uiina%i”j“ — uminb%“}“ —Ln [PT(umm)} (3.18)

Ces relations établissent le lien entre les versions 1 et 2 de la méthode proposée.

3.4 Calcul des coefficients des polynémes d’approximation 77 ; et

7= des versions 1 et 2

1 O 1 1 n SUmin il
Pour calculer les coefficients des polynémes d’approximation 77 r(u) et 67" (y), nous avons utilisé
la méthode des moindres carrés pondérés, que nous détaillons ci-dessous pour chacun de ces deux

polynoémes.

3.4.1 Calcul des coefficients de 77 1(u)

Rappelons que l'application 77 = (fr(w),v € I), I = [Umin,Umax]|, €st une approximation
polynomiale, de la forme 77 (u) = aT71u2 + brru + cr1, de Vapplication 77 = (fr,r(u),u € I),
ou 7r,r(u) = —Ln {—Ln(l - PT(u))} ,Vu € I, avec Pp(u) une estimée Monte-Carlo de la probabilité
Pr(u) = P(Mr > u), pour u € I, et My = sup,.7v(t),T = [0,T].

Pour calculer les coefficients ar r, by et ¢y de cette approximation a I'aide de la méthode des

moindres carrés pondérés, nous procédons comme suit.

(1) Soit Umin = up < ug < -+- < uny—1 < UN = Umax Une N-partition réguliere de 'intervalle

d’approximation I = [Umin, Umax), de pas A (constant) et de noeud générique u; tels que :

u — Umj
A — max min 3. 19
o e (3.19)

U = tmin +jA , j€{0,1,---, N} (3.20)

(2) Pour tout j dans {0,1,---, N}, on calcule une estimée Monte-Carlo Pr(u;) de la probablité
Pr(u;), puis la valeur correspondante 7y ;(u;) = —Ln {—Ln(l - pT(uj))} en u; de I'application I >

w = iir,r(u) = —Ln [~Ln(1 - Pr(u))].

(3) On pose :
Jy ={0,1,--- N} (3.21)
pj = Pr(uj) = PrjA + umin) , j € Jn (3.22)
o5 = pﬂ'(lL_m) . jedn (3.23)
s =Lo} =p;(1—p;) , j€Jn (3.24)
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gj = 7r,1(u;) = —Ln [—Ln(l — pT(u]))} =—Ln[-Ln(l—p;)] , j€Jn (3.25)

gé.ml = au]z +buj+c, jeJN (3.26)
pol \ 2 2 2
9i — 9; g; —auj —buj —c
Dy (a,bc)= > 07] =\ ( Jo- ) (3.27)
JEJIN J JEJIN J

ou :

e L est le nombre de trajectoires simulées du processus v sur T = [0, T'], utilisées pour obtenir 'estimée
Monte-Carlo p; = Pr(u;j) de la probabilité Pr(u;) = P(Mr > uj), ce nombre étant ici supposé
identique pour tous les u;, c’est-a-dire indépendant de j.

. 032- est la variance d’estimation relative a l'estimée Monte-Carlo p; = PT(uj) de la probabilité

PT(uj) = IP(MT > Uj).

(4) Il s’agit alors de chercher le triplet (a1, by, 1, cr,r) qui minimise la fonction (a, b, ¢) — D%(a, b, ¢),

objectif qui nous conduit & la résolution du systéme linéaire :

0aD%(a,b,c) =0
oD% (a,b,c) =0 (3.28)
9:.D3%(a,b,c) =0

qui se réécrit, tous calculs faits et en tenant compte de (3.24) :
A© =B (3.29)

avec A € R¥3, B € R**! et © € R3*! les matrices :

A1 A Ass B a
A= | Ay ApAy | , B=| By | , O=110 (3.30)
Aszq Azp Ass Bs c
ou :
uj u? 1
An= ) F,An= 3 4, A=) =
JjeJn jeJn jeJn I
3 (3.31)
us
Arp = Ay = 4, A=Az = Ay, Ay =Ap= > %
jeEJIN I JEJIN I
gju? gjuj 9gj
Bl - Z 5 B2 = Z 9 Bg = Z ) (332)
. S . S . sS4
jeJIN J jeJIN J JjeJIJN I

L’unique solution ©7 1 = (ar,1,br 1, 1) ])T de ce systeme cramérien fournit le triplet de coefficients

cherché.

3.4.2 Calcul des coefficients de _};f'j“ (y)

Rappelons que 5%?}“ = (5%111}“ (y),y € J),J = [0, umax — Umin], €St une approximation polynomiale,
de la forme 5%‘:}“ (y) = a%‘fj“yQ + by""y, de l'application 5%“}“ = (S%rf‘]‘“ (y),y € J), ou 5%““}“ (y) =
—Ln [JST(y;umin)} =—-In {PT(y + umin)/p;r(umin)} ,Vy € J, avec ]ST(y + Umin) €t PT(umin) des esti-
mées Monte-Carlo des probabilités Pr(y + umin) = P(Mp > y + Umin) €t Pr(tumin) = P(Mp > tmin),

respectivement, et My = sup,7v(t), T = [0,T].
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Pour calculer les coefficients a;™" et by de cette approximation a l'aide de la méthode des
moindres carrés pondérés, nous procédons comme suit.
(1) Soit 0 =yo < y1 < -+ < YN—-1 < YN = Umax — Umin une N-partition réguliere de 'intervalle

d’approximation J = [0, Umax—un;, ), de pas A (constant) et de noeud générique y;, tels que :

Umax — Umin
A= —— 3.33
= (333)

yj:jAa je{ovla"'vN} (334)

(2) On calcule une estimée Monte-Carlo PT(umin) de la probabilité Pr(umin), puis, pour tout j dans
{0,1,---, N}, une estimée Monte-Carlo PT(yj + Umin) de la probabilité Pr(y; + wmin), et enfin, pour

tout j dans {0,1,---, N}, la valeur 53‘{‘3}“ (y;) = —Ln {IBT(yj + umin)/ﬁT(umm)} en y; de l'application
T3y = 5 (y) = ~Ln [Pr(y + i)/ Pr(umn))

(3) On pose :
pj = Pr(yj + tmin) = Pr(JA + umi) , 7€ Jn (3.36)
Po = Pr(tmin) (3.37)
s pi(l—pj) .
p="0 2 ey 3.38
J Lp3 (3.38)
s; = Lpjui =pj(1—p;) , j€Jn (3.39)

hj = o™ (y;) = —Ln {PT(yj; “min)}

P j min j
=g | P ) | [pﬂ} L ey (3.40)

Pr(tmin) Po
h?oz = ay? +by; , jEJIN (3.41)

2
hj — h2% hj —ay® —by; \’
Q(ab)=> (—L | = <] % yj) (3.42)
j€ln Hi i€y Hi

ou :

e L est le nombre de trajectoires simulées du processus v sur T = [0, T'], utilisées pour obtenir I'estimée
Monte-Carlo p; = PT(yj + Umin) de la probabilité Pr(y; + umin) = P(Mr > y; + tmin), ce nombre
étant ici supposé identique pour tous les y;, c’est-a-dire indépendant de j.

° ,ujz est la variance d’estimation relative a I’estimée Monte-Carlo ¢; = p;/po du rapport Pr(y; +
Umin)/Pr(tmin) = P(M7 > yj + tmin)/P(Mp > umin), o1, pour le calcul de cette variance, nous
avons supposé, compte tenu de la valeur élevée de la probabilité Pr(umin) = P(Mp > tmin), et donc
de son estimée Monte-Carlo py (de 'ordre de 1072 par construction), que cette estimée pouvait étre
considérée comme non entdchée d’incertitude et donc étre supposée égale a la valeur exacte de la

probabilité Pr(umin). D’ott 'expression (3.38) de ,u?.

(4) 1l s’agit alors de chercher le couple (az™",by™") qui minimise la fonction (a,b) — Q% (a,b),

objectif qui nous conduit a la résolution du systeme linéaire :

{ Oun(a,b) =0 (3.43)

8;,@?\,(@, b) =0
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qui se réécrit tous calculs faits, en tenant compte de (3.39) :
A© =B (3.44)

avec A € R?*2, B € R**! et © € R?>*! les matrices :

A1 A B a
A=| 10720 po | M e= (3.45)
Agy Ago By b
ou :
y; y? y7
jeIN T jeIn 71 jeIN T
_ J _ 7Yj
Jj€IN J JjeJIN J
L’unique solution @jmTi“ = (a%‘j“,b%"“j“)T de ce systéme cramérien fournit le couple de coefficients

cherché. On obtient, tous calculs faits :

wmin  A22B1 — A12Bo pmin A11By — A9 By

a = = 3.48
T.J Ay Ay — A3, TJ A1 Aoy — A3, (3.48)

3.5 Version 3 de la méthode

3.5.1 Développement de la méthode

La troisiéme version que nous proposons ici est une variante de la deuxieme, qui se distingue de cette
derniére au niveau de son étape d’approximation en zone de faibles seuils. Dans cette nouvelle version,
en effet, estimée Monte-Carlo sur J = [0, Umax — Umin] de la probabilité conditionnelle Pr(y; tmin) =
P(Mr > y + Umin| M7 > Umin), ¥ € Ry, 0’y est plus approximée par Pr(y; tmin) = exp(—g%tf‘}“(y)),

y € J, avec 67" (y) donné par (3.9), mais par la restriction a J de la fonction de survie d’une loi de

Pareto généralisée a identifier. D’otul les étapes de cette troisieme version :

(1) On estime sur J = [0, Umax — Umin|, par un calcul Monte-Carlo, les probabilités conditionnelles
Pr(y; umin),y € J, avec, Yy € J, Pp(y; tumin) = Pr(y + tmin)/Pr(tmin). Soient Pp(y; tmin),y € J,
les estimées Monte-Carlo obtenues de ces probabilités, telles que, Yy € J, PT(y;umin) = PT(y +
Umin)/ PT(umin), avec pT(u),u € I, les estimées Monte-Carlo sur I = [tupin, Umax] de la probabilité
Pr(u) =P(Mp > u).

(2) On introduit application y — 5;{‘]‘“ (y) : J — Ry, telle que, Vy € J :

(3.49)

544 () = —Ln[Pr(y: tmin)] = —Ln lfﬂw%)}

PT (umin)
Cette application possede la spécificité récurrente mentionnée au paragraphe 3.2, a laquelle est toujours

prété ici un caractére universel.

(3) De la relation (3.49) ci-dessus, on tire, Vy € J :

Pr(y; tmin) = exp(=0775" (1)) (3.50)
Partant de la, on procede comme suit.
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(a) On suppose que Papplication J 3 3y — Pr(y; umin) peut étre approximée par la restriction

a J de la fonction de survie d’une loi de Pareto généralisée. Soit y — Pj(y;~, o) une telle restriction.
Elle s’écrit, Vy € J :

Pi(y;y,0) = exp(=67 (457, 0)) (3.51)

avec J 3y — 6% (y;7, o) Papplication définie par :

%Ln(l—k%y) , YyedJ , siy>0
6?(3/;7,0): %Ln(l—k%y) , Yye Jn {O,—%] , siy <0 (3.52)
4, VWyeld, siy=0

v et o étant deux parametres vérifiant : v € R, 0 € R%. Or, dans notre cas (i.e. pour tous les

processus tests considérés) I’expérience numérique montre que, d'une part v < 0 et, d’autre part,

Umax — Umin < —Z, donc J C [0, —f] On a donc ici :
1 .
“In(1+2y) , YyeJ , siy#0
07 (yiv,o) =4 7 (3.53)
4, Vyeld, siy=0

avec ¥ <0 et o > 0.

D’apres (3.50) et (3.51), postuler la proximité des applications J 3 y — Pr(y; umin) et J 3 y —
Py(y;,0) revient a postuler celle des applications J 2 y — 5""““( )et J 3y — 87 (y;,0). Supposer
que la probabilité PT(y, Umin) Peut étre approximée sur J par une probabilité de la forme (3.51) revient
ainsi a supposer que I'application 5““““ peut étre approximée par une application 57> de la forme (3.53).

La construction de cette approximation conduit & chercher, parmi tous les couples (,0) de R_ X

%, celui (ou ceux) qui minimise(nt) I’écart, en un sens a préciser, entre les applications 5%?“() et
5?(.; v,0). Comme dans les deux premiéres versions, nous avons opté pour un critére de proximité au
sens L? et résolu le probléme associé en utilisant la méthode des moindres carrés pondérés (cf. §3.5.2
ci-apres).

Soit (’y%”j“, U%"j}“) le couple solution, dont nous supposons ici l’existence et I'unicité, (hypothése

vérifiée pour tous les processus de la base de données), et posons :
B (y) = OF (ys ipmge ostmn) My € T (3.54)

soit, d’apres (3.53) :

Umin

v . i
,Y“mm Ln ( z;n{m y) ) vy € J Sl ’Y%Hjn # O
T 9

o () = (3.55)

Uu%,VyEJ SlV%Hffm_O
T,J

avec vyt < 0 et oz > 0.
L’application J > y — 5%‘}“ (y) définie par (3.55) est une approximation de l'application J > y —
(5““““( ) définie par (3.49).

(b) On suppose 'approximation (3.55) encore valable au-dela de umax — Umin, ¢’'est-a-dire sur

Umin Umin

lintervalle J = Jumax — Umin, +00], si 'y%“““ = 0, et au-dela de Umax — Umin €t jusqu’a —ory / Yt
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¢’est-a-dire sur l'intervalle J¢ = }umax — Umin, =07 /7" [, si yymn < 0, et on note d4™™ Iapproxi-

mation prolongée obtenue via cette extrapolation, donc telle que :

,Y'“'mm . )
,y“mm Ln ( z;rr{m y) ) vy € Jl I S1 v%trjn 7é 0

oy (y) =4 (3.56)
U;{J , Vy€Jy, siypyt =0
avec : Unnin
Jp = [0, Z"] . S =R, (3.57)
1,0

(4) Soit PT(y, Umin) la probabilité conditionnelle vérifiant, Yy € J; si 'y“"““ # 0 et Vy € Jg si
vyt =0, I'égalité :
54 (y) = —Ln [Pr(y; timin)] (3:58)

C’est, pour tout y € J; si 'y"m‘“ # 0 et pour tout y € Jy si 'y”“““ = 0, Papproximation de Pr(y; tmin),
donc de Pp(y;umin), correspondant a Papproximation de 5%“““ (y), donc de o7 (y), et elle s’écrit,
compte tenu de (3.56) et (3.58) :

1
. min ~ %min . i
_ <1+05;‘5my> T Yy ey, sigpt #£0
T,J ’

Pr(y; umin) = (3.59)
exp <_a;%m> , Yy e Jy , si V%ﬁ“j“ =0

(5) De (3.6) on tire, Vy € R :

Pr(y + umin) = Pr(y; umin) Pr(tmin) (3.60)
relation que 'on peut réécrire, Vu > umin :

Pr(u) = Pr(u — Umin; Umin) Pr(Umin) (3.61)

ou nous rappelons que, Vy € Ry
Pr(y; tmin) = P(M7 > y + tmin| M1 > Umin) (3.62)

La troisiéme approximation cherchée de Pr(u), notée ]5%3) (u), s’obtient alors en remplagant dans
(3.61) la probabilité conditionnelle Pr(u — tUmin; Umin) par son approximation Pr(u — tmin; Umin) €t la

probabilité Pr(umin) par une estimée Monte-Carlo PT(umm). D’ou :

PJ(“?)) (u) = PT(U — Umin; umin)pT(umin) (3.63)
soit, d’apres (3.59) :
PT(umin) (1 + zggfm (U — umin)) WTT]in , Yuel, si ’yum‘“ 7é 0
5(3) T,J
Friu) = (3.64)
Pr(tmin)exp (-W) , Yue Iy, siypy" =0
or.g
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avec

o
Iy = | Umin, Umin — Umin Y [umina +OO[ (365)
T,J
et oll nous rappelons que :
’Y%T;n <0, O’%ﬁrjn >0 (3.66)

Observons que cette procédure de calcul comporte, comme dans les deux précédentes versions,

deux étapes calculatoires majeures :

EC1) Le calcul, en un nombre fini de points y; de J = [0, Umax — Umin], de lestimée Monte-
Carlo Pp(y; tmin), ¥ € J, de la probabilité conditionnelle cible Pp(y; umin), ¥ € J, calcul nécessaire &
I’évaluation en ces points de I’application S%‘}“ = (S%‘L‘j“ (y),y € J). Or, pour tout y; € J, la probabilité
conditionnelle Pr(y;; umin) s’écrit, d’apres (3.6) :

P(M7 > yj + Umin) _ Pr(y; + tmin)
]P(MT > umin) PT(Umin)

PT(yj; umin) = IP(MT >y; + umin|MT > umin) = (367)

Comme, par hypothese, les probabilités Pr(y; + tmin), y; € J, sont grandes (comprise entre 1073
et 1071), donc calculables avec précision et en un temps réduit a I'aide d’une procédure Monte-
Carlo, il en résulte que les probabilités conditionnelles Pr(y;;umin), ¥; € J, peuvent également étre
calculées avec précision et en un temps réduit en contexte Monte-Carlo. De plus, du fait de la spécificité
récurrente susmentionnée de I'application y — 67" (y), il n’est pas nécessaire d’évaluer 'application
y — 5T7 Jj(y) = —=Ln [PT(y; umin)} en un nombre tres important de points y; de J pour la décrire

correctement. Par conséquent, cette étape n’est pas chronophage.

EC2) Le calcul des coefficients ’y%ﬁ‘}“ et a%‘f}“ de l'approximation polynomiale 5%?3}“ (donnée par
(3.55)) de l'estimée Monte-Carlo S%i‘,‘“ de o7™ sur J. Ce calcul est effectué a l'aide d’une méthode
des moindre carrés pondérés (cf. §3.6 ci-apres) et conduit a la résolution d’un systéme non linéaire
de tres faible taille (i.e. de taille 1 ou 2) dont la solution se calcule aisément, et en un temps trés
réduit, par voie numérique. A I'instar de la précédente, cette étape n’est donc pas chronophage et, par

conséquent, la troisiéeme version, tout comme les deux premieres, ne ’est pas non plus.

Notons, pour terminer, que cette troisieme version, comme les deux précédentes, fournit une ap-
proximation de la probabilité P(Mp > u) qui coincide, pour u grand, avec celle que 1’on obtiendrait
en supposant poissonien le nombre de franchissements en croissant de u par le processus v ([1], [34])

ou en admettant que la v.a. M7 = sup,.7v(t) suit une loi de Gumbel [12].

3.5.2 Calcul des coefficients de ’approximation g;jf}i“ de 5;“}”‘

Pour calculer les coefficients 7" et o™ de cette approximation, d’expression donnée par (3.55),
b b
nous avons utilisé, comme dans les deux précédentes versions, la méthode des moindres carrés pondérés

dont la mise en oeuvre pratique pour ce probléme se résume aux 5 étapes suivantes :

(1) Soit 0 =yo < y1 < -+ < YN—-1 < YN = Umax — Umin une N-partition réguliere de 'intervalle

d’approximation J = [0, Umax—um;, ), de pas A (constant) et de noeud générique y;, tels que :

Umax — Umin
A= —""——— 3.68
- (3.69
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y; =JjA , Vje{0,1,--- N} (3.69)

(2) On calcule une estimée Monte-Carlo PT(“min) de la probabilité Pr(umin), puis, pour tout
j €{0,1,---, N}, une estimée Monte-Carlo PT(yj + Umin) de la probabilité Pr(y; 4+ umin), et enfin,
pour tout j € {0,1,---, N}, la valeur Séﬂf‘:}“(yj) = —Ln [PT(yj + Umin)/pT(umjn)} en y; de 'application
J 3y = 5 (y) = —Ln [Pr(y + tmin) / Pr(umin) |

(3) On introduit les notations suivantes :

Jnv={0,1,--- ,N} (3.70)
p; = pT(yj + Umin) = PT(jA + Umin) , Vj€JN (3.71)
Po = PT(umin) (372)
s pj(1—pj) )
s7=Lpgui =p;(1—p;) , Vi€ Jn (3.74)

hj = 6fmn (y;) = —Ln {pT(yj; umin)i|

Y E I [pj] , Vie (3.75)
PT(Umin) Po

%Ln(l + Ly;) siy #£0

hY =65 (y5:7.0) = N (3.76)
FLosiy=0
N [(hi-ila(2yn\?
Ry(v,0) = ZO " — emye (3.77)
= Zj:() ( ],U'jo > S1 ’y = 0

ou :

e L est le nombre de trajectoires simulées du processus v sur T’ = [0, T, utilisées pour obtenir I'estimée
Monte-Carlo p; = IBT(yj + umin) de la probabilité Pr(y; + umin) = P(Mr > yj + Umin), ce nombre
étant ici supposé identique pour tous les y;, c’est-a-dire indépendant de j.

. ,uJZ est la variance d’estimation relative & l'estimée Monte-Carlo ¢; = p;/po du rapport Pr(y; +
Umin)/ Pr(Umin) = P(M7 > yj + Umin)/P(M7 > umin), oli, pour le calcul de cette variance, nous
avons supposé, compte tenu de la valeur élevée de la probabilité Pr(umin) = P(M7 > umin), et donc
de son estimée Monte-Carlo po (de I'ordre de 1072 par construction), que cette estimée pouvait étre
considérée comme non entdchée d’incertitude et donc étre supposée égale a la valeur exacte de la

probabilité Pr(umin). D’ott 'expression (3.73) de ,u?.

(4) 11 s’agit alors de chercher le couple (v™", o4™") qui minimise la fonction (v, o) — R%(v,0),

objectif qui nous conduit a la résolution du systéme non linéaire :

{ 0, R (3,0) = 0 578)

8UR]2V(7, o)=0
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qui se réécrit tous calculs faits, en tenant compte de (3.74) et (3.77) :

(a) siy#0:
1 ol 2v;
j=0 ? [ Ln 1+ y])} Ln(1 + Jy;) — +2y; | — 0 (3.79)
N hj— 1Ln(1+ yji) )
E] 0% 1+ Ly = =0
(b)siy=0:

al Yy Yj
2 4/
>3 ( j U) (3.80)
J
L’équation (3.80) doit étre résolue sous la contrainte o > 0. Sa solution exacte s’obtient triviale-

ment et s’écrit :

2

Nl %
Z] =0 Js

Le systeme (3.79) doit quant a lui étre résolu sous la double contrainte o > 0, v < 0. Comme pour
tout systéme non linéaire, le point clé de sa résolution réside dans le choix d’une condition initiale
(70, 00). Pour déterminer une telle condition, nous avons utilisé la stratégie suivante.

Observons tout d’abord que la dérivée a l'origine de I'application y — 67 (y;v, o) définie par (3.53)
a pour valeur % Or, comme cette application est destinée a étre une approximation de I'application
cible y — 5T7 J(y) donnée par (3.8) (dont le graphe pour chacun des 23 processus tests considérés ici
est représenté sur les figures P1-2 & P23-2 du chapitre 2), on peut écrire logiquement :

1 doghy
. ~2 Ty(()) (3.82)

Soit Dkdulm“( ) le « taux d’acroissement fini & droite, a k pas » en 0 de S%T}“, tel que :
g (k) = g (0) B (k)
kA kA

avec k un entier > 1 petit & choisir (par exemple compris entre 1 et 5) et 5“"““ (kA) donné par :

Dydimin (0) = (3.83)

_— ~ pT(k’A + umin)
ommin (kA) = —Ln | Pp(kA; Umin)| = —Ln | —=——"2 3.84
e (k) [P )] l Fotae) (3.84)
La valeur initiale o9 de o se tire alors de 1’égalité :
1 S
— = Do (0) (3.85)
(o) ’

Connaissant og, considérons maintenant un point yo de J = [0, Umax — Umin] sSuffisamment éloigné
de lorigine et écrivons que les applications y — 5T7 J(y) et y — 5?(y;7,00) coincident en ce point,

autrement dit écrivons I’égalité :

87 (o7, 90) = 61,7 (%0) (3.86)
avec, d’apres (3.49) et (3.53) :
P min 1
PT(umin) v oo
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Posant :

1 Yo Pr(yo + tmin)
f(v)=—=Ln (1 + 7) +Ln|————"-|, 3.88
(7) v g0 PT(umin) ( )
la valeur 7g cherchée de ~y s’obtient alors en résolvant I’équation non linéaire :
f(y)=0 (3.89)
sous la contrainte :
v <0 (3.90)

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre ce probléme contraint. Nous avons utilisé

I’algorithme de Newton-Raphson qui s’écrit :

xo
{ Flan) (3.91)

Tp4+1 = Tk — (k)

avec : ~
1 Yo ) PT(yO + umin)
= —Ln(l+ = +Ln|—————+ 3.92
f(xk) Tk B < 00 o ! PT(umin) ( )
Fla) = — [yo ~ L (1 + y(’xkﬂ (3.93)
Tk LOo + Yok Tk 00

et ot pour la valeur initiale de zg il faut choisir, compte tenu de la contrainte (3.90), un nombre réel
strictement négatif.
Une fois le couple (7o, 00) connu, le couple cherché (v, o) s’obtient alors en résolvant le systéeme

non linéaire (3.79) sous la double contrainte o < 0, v > 0 et en prenant pour condition initiale (vy, 0p).
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Chapitre 4

Tests numériques

4.1 Exemples traités, résultats présentés

Les trois versions de la méthode exposées dans la chapitre 3 sont appliquées dans ce chapitre aux
processus tests présentés dans le chapitre 2, les deux premieres versions a la totalité des 23 processus,
la troisieme a 8 d’entre eux seulement : les processus gaussiens stationnaires référencés P1 et P2, les
processus gaussiens non stationnaires référencés P3 et P4, les processus non gaussiens stationnaires
référencés P5 et P8, et les processus non gaussiens non stationnaires référencés P10 et P22 (cette
troisiéme version n’ayant pu étre appliquée aux 15 autres processus par manque de temps).

Rappelons que pour 4 de ces processus (les processus référencés P1, P3, P5 et P10), les grandeurs
Pr(u) = P(Mp > u),u > 0, Pr(y; umin) = P(Mp > y + Umin|y > Umin) = Pr(y + tUmin)/Pr(tmin),
y >0, nr(u) = —Ln[-Ln(1 — Pr(u))], u > 0, et 67" (y) = —Ln [Pr(y; umin)],y > 0, sont connues
explicitement, alors que pour les 19 autres processus elles ne sont connues que numériquement a
travers leurs estimées Monte-Carlo PT(u), u > 0, PT(y;umin) = ]5T(y + umin)/PT(umm), y > 0,
nr(u) = —Ln [an(l - .FN’T(U))}, u >0, et 04 (y) = —Ln {I:’T(y;umin)}, y > 0, respectivement. Or,
comme chacune d’elles est destinée & jouer le role de cible dans ces applications (cible & laquelle
sera comparée la grandeur approchée correspondante fournie par chaque version), afin de gagner en
clarté nous ne distinguerons pas, au niveau de la notation, celles qui sont exactes de celles issues
d’une estimation Monte-Carlo et les désignerons désormais par P§(u), P§(y; tumin), 75 (u) et 577 (y),

respectivement, avec, pour tout u et tout y dans R

Pr(u) pour les processus P1, P3, P5 et P10
Pf(u) = (4.1)

Pr(u) pour tous les autres processus

Pr(y; tmin) = % pour les processus P1, P3, P5 et P10

D 15 +Umin
PT(y; umin) = TJ;J(Ty(u:m) )

cl,. _
P T(ya umin) =
pour tous les autres processus

nr(u) = —Ln [-Ln(1 — Pr(u))] pour les processus P1, P3, P5 et P10
1 (u) = N (4.3)
fr(u) = —Ln [—Ln(l - PT(u))} pour tous les autres processus



SHi () = —Ln [Pr(y; Umin)] pour les processus P1, P3, P5 et P10
5;{‘min»c(y) — o ~ (44)
O™ (u) = —Ln [PT(y; Umin):| pour tous les autres processus

ou les triplets (Pr(u),nr(u), 07" (y)) relatifs aux processus P1, P3, P5 et P10 sont donnés par les
relations ((2.8), (2.9), (2.10)), ((2.21), (2.22), (2.23)), ((2.32), (2.33), (2.34)) et ((2.62), (2.63), (2.64)),
respectivement.

Rappelons par ailleurs que pour le calcul des estimées Monte-Carlo pT(u), u >0, et pT(y; Umin)s Y >
0, L = 10® réalisations (i.e. trajectoires) simulées sur 7 = [0,7] du processus v, et donc L = 10®
réalisations de la variable aléatoire My = sup, 7v(t), ont été utilisées dans chaque cas, a I’exception
des exemples mettant en jeu les processus référencés P2, P4, P8, P18, P19, P22 et P23, pour lesquels

L = 10 réalisations simulées de ces grandeurs ont été utilisées.

Pour chacun des 23 processus tests traités par les deux premieres versions de la méthode, les

résultats suivants sont présentés :

(1) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, pour u > upyin, de la fonction polynomiale
u — 7 (u) définie par (3.3) & la fonction cible u — n%(u). Le graphe de 0% est représenté en pointillés
noirs, celui de 77 en trait continu bicolore vert-rouge. La branche verte est relative a 'intervalle d’ap-
proximation I = [tmin, Umax] (i.. 'intervalle sur lequel la cible n% a été approximée par I’application
polynomiale 77 ; définie par (3.2)) et représente la partie approximée de 77 (c’est le graphe de I'appli-

cation 77 7). La branche rouge, relative a l'intervalle 1¢ =]umax, +00[, représente sa partie extrapolée.

(2) Comparaison, & travers leurs graphes respectifs, pour y > 0, de la fonction polynomiale y —
64min (y) définie par (3.10) & la fonction cible y — 67°™°(y). Le graphe de d;™™° est représenté
en pointillés noirs, celui de d;™" en trait continu bicolore vert-rouge. La branche verte est relative
a l'intervalle d’approximation J = [0, Umax — Umin] (i-e. Uintervalle sur lequel la cible 5;“’1“’0 a été
approximée par ’application polynomiale 5%17’3}“ définie par (3.9)) et représente la partie approximée
de 5%"““ (c’est le graphe de l'application Sa‘{fj“) ; la branche rouge, relative a l'intervalle J¢ =|uyax —

Umin, +00], représente sa partie extrapolée.

(3) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, pour y > 0, de la probabilité conditionnelle
approchée y — Pr(y; tmin) définie par (3.12) & la probabilité conditionnelle cible y — Pf(y; tmin). Le
graphe de Pf(-;umin) est représenté en pointillés noirs, celui de Pr(-;umin) en trait continu bicolore
vert-rouge, la branche verte étant relative a 'intervalle d’approximation J = [0, Umax — Umin], la rouge

a l'intervalle d’extrapolation J¢ =|umax — Umin, +00][.

(4) Evolution, en fonction de la probabilité conditionnelle cible Pf(y; tumin), de erreur relative :

| Pr(y; tmin) — PF(Y; Umin)|

AI)T(y;umin) = Pc(yu ] )
T\Y; Umin

(4.5)

associée a I’approximation PT(y; Umin) de cette probabilité cible. Le graphe de 1’évolution de A Pr(y; tmin)
en fonction de Pf(y;umin) est représenté en trait bicolore vert-rouge, la branche verte étant rela-
tive a l'intervalle d’interpolation J = [0, Umax — Umin], la rouge a lintervalle d’extrapolation J¢ =

]umax — Umin, +OO[
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(5) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, pour u > Uiy, de la probabilité v — 15}1) (u)
fournie par la version 1 de la méthode (formule (3.5)), & la probabilité cible u — Pf(u). Le graphe de
Pf. est représenté en pointillés noirs, celui de P:(pl) en trait continu bicolore vert-rouge, la branche verte
étant relative a l'intervalle d’approximation I = [Umin, Umax|, la rouge & l'intervalle d’extrapolation

I¢ =]umax, +00[.

(6) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, pour u > iy, de la probabilité v — PT(?) (u)
fournie par la version 2 de la méthode (formule (3.14)), & la probabilité cible u — Pf(u). Le graphe de
Pf. est représenté en pointillés noirs, celui de P:(p2) en trait continu bicolore vert-rouge, la branche verte
étant relative a l'intervalle d’approximation I = [Umin, Umax|, la rouge & l'intervalle d’extrapolation

I¢ =|umax, +00.
(7) Evolution, en fonction de la probabilité cible Pf.(u), des erreurs relatives :

1P () — Pi(u)
Py (u)

_ PP () - Pg(w)|
P (u)

AP () . AP (u) (4.6)
associées aux approximations P%l)(u) (version 1) et ]5}2) (u) (version 2) de cette probabilité cible. Le
graphe de ’évolution de AP}I) (u) (resp. APC(FQ) (u)) en fonction de Pf(u) est représenté en trait continu
(resp. discontinu) bicolore vert-rouge, la branche verte étant relative a 'intervalle d’approximation

I = [Umin, Umax|, la rouge a l'intervalle d’extrapolation I¢ =|upax, +00][.

Pour les 8 processus tests ayant pu étre traités par la troisieme version de la méthode dans le
temps alloué a la these (i.e. les processus référencés P1, P2, P3, P4, P5, P8, P10 et P22), les résultats
présentés sont similaires a ceux relatifs a la seconde version, a savoir :

(1) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, de la fonction approximante y — g%"‘i“ (y)
définie par (3.56) a la fonction cible y — (5;’““"6(3/). Le graphe de 5;“‘1“’“ est représenté en pointillés
noirs, celui de g%m“‘ en trait continu bicolore vert-rouge. La branche verte est relative a 'intervalle

Umin,c

d’approximation J = [0, Umax — Umin] (i.e. I'intervalle sur lequel la cible 4, a été approximée par

I’application g&ﬂ"}‘“ définie par (3.55)) et représente la partie approximée de g%mi“ (c’est le graphe de

I'application d7") ; la branche rouge, relative a 'intervalle J¢ =|umax — Umin, +00][, représente sa partie

extrapolée.

(2) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, de la probabilité conditionnelle approchée
y— f’T(y; Umin) définie par (3.59) a la probabilité conditionnelle cible y — Pf(y; umin). Le graphe de
PS.(-; umin) est représenté en pointillés noirs, celui de Pr(-; umin) en trait continu bicolore vert-rouge, la
branche verte étant relative & l'intervalle d’approximation J = [0, Umax — Umin], la rouge a l'intervalle

d’extrapolation J¢ =]umax — Umin, +00|[.
(3) Evolution, en fonction de la probabilité conditionnelle cible Pf:(y; tmin), de I'erreur relative :

|13T(y; Umin) — Pf“(l/% Umin )|
APr(y; Umin) = - (4.7)
PT(y;umin)

associée & ’approximation f’T(y; Umin) de cette probabilité cible. Le graphe de I’évolution de A Pr(y; tmin)
en fonction de Pf(y;umin) est représenté en trait bicolore vert-rouge, la branche verte étant rela-
tive a l'intervalle d’interpolation J = [0, Umax — Umin], la rouge a lintervalle d’extrapolation J¢ =

]umax — Umin, +OO{
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(4) Comparaison, a travers leurs graphes respectifs, pour u > Uiy, de la probabilité v — 15}3) (u)
fournie par la version 3 de la méthode (formule (3.64)), & la probabilité cible u — Pf(u). Le graphe de
Pf. est représenté en pointillés noirs, celui de P:(FS) en trait continu bicolore vert-rouge, la branche verte
étant relative a l'intervalle d’approximation I = [Umin, Umax|, la rouge & l'intervalle d’extrapolation

I¢ =]umax, +00[.

(5) Evolution, en fonction de la probabilité cible P$(u), de 'erreur relative :

1P (u) — Pg(u)
P5(u)

AP (u) = (4.8)
associées a ’approximation Pr_(p?’) (u) de cette probabilité cible. Le graphe de I’évolution de AP:(F?’) (u) en
fonction de Pf(u) est représenté en trait continu bicolore vert-rouge, la branche verte étant relative a

I'intervalle d’approximation I = [tmin, Umax|, la rouge & lintervalle d’extrapolation I¢ =|upax, +00][.

Les données numériques concernant les processus tests sont précisées dans le chapitre 2. Tous les
algorithmes de simulation utlilisés dans ces applications sont rappelés en annexe et détaillés dans
le rapport Ty + 18 du projet MODNAT [http ://sites.onera.fr/modnat]. Pour sept processus (les
processus référencés P2, P4, P8, P18, P19, P22 et P23), L = 10° réalisations simulées ont été utilisées
pour estimer les probabilités cibles de comparaison. Pour les autres processus, c’est-a-dire les seize
restants diminués des processus P1, P3, P5 et P10 (qui ne requiérent pas d’étre simulés car permettant
un calcul exact de ces probabilités), nous nous sommes limités & L = 108 réalisations simulées afin
de ne pas augmenter exagérément les temps de calcul (car ces simulations sont, pour la plupart,
tres chronophages!). Pour les processus P1, P3, P5 et P10, les expressions exactes des probabilités
cibles Pf(u) = Pr(u), Pf(y; umin) = Pr(y; umin) et des applications cibles associées n%(u) = nr(u),
577 (y) = 84min(y) (cf. formules (4.1)-(4.4)) sont données dans le chapitre 2 (paragraphes 2.1.1, 2.2.1,

2.3.1 et 2.4.1, respectivement). Nous les rappelons ci-dessous.

a) Processus P1

[V

Pi(u) = Pr(u) = e~z (T > %)

w

2
% +Uminy)

ch’(yv umin) = PT(y; umin) = 67(

n%(u) = nr(u) = —Ln [—Ln(l _ e—“;)] (4.9)

Umin,C Umin 2
07 (y) = 67 (y) = % + tminy
b) Processus P3
Pi(u) = Pr(u) =2 (1 - 0(%))
c 1—q>(y+“7min)
P§(y; umin) = Pr(y; Umin) = Tﬁi‘)

VT

(4.10)
#0900 =11 305 1)

Unin € Umnin 1- (- min)
o (y) = o7 (y) = —Ln l%"\“}})]
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¢) Processus P5

d) Processus P10

Pj(u) = Pr(u) = e (T > %)

P%(yu Umin) = PT(y7 Umin) = e_)\y
(4.11)
i (u) = nr(u) = ~Ln[~Ln(1 — )]
6,’;minac(y) — 5%“11“ (y) = )\y
Pi(u) = Pr(u) = (1+ 5u)e 57"
P%(y’ Umin) = PT(y;umin) = (1 + m)eiﬁy (412)

—<u

np(u) = nr(u) = —Ln[—Ln(1 — (1 + 55zu)e 227)]

6%,5“““’0(?;) — 6%min (y) — ﬁy — Ln(l + m)
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4.2 Test numériques des versions 1 et 2

4.2.1 Résultats relatifs au processus P1

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P1-G1 a

P1-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres w, T, Umin €t Umax :
w=1,T =27, Umin = 3.0349, Umax = 3.7169

Les coefficients intervenant dans les approximations ]5%1) (u) (formule (3.5)) et 157(?) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y;umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 1.

branche approximés

18 - — branche exirapolée
16|
T:-' 14 |
; 12
'.'i.'m-
8 e
6
‘t'. &3 . . . L s
35 4 45 5 55 [}

/3

FIGURE P1-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P1-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P$(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation ]5T(y; Umin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés
— branche extrapolée

o 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE P1-G2- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

vert-rouge).
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branche relative a l'intervalle d'approximation Jf
branche relative & lintervalie d'extrapolation J°

10° 107
PE(4; tmin)

FIGURE P1-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de Der-
reur relative APy (y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(yv U’mzn) de P]C”(ya umin)-
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FIGURE P1-G5- Graphes, pour u > Umin, de la
probabilité cible Pf(u) (pointillés noirs) et de son
approximation Pq(wl)(u) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

\ —branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation

0008\
|‘|
= \
7:‘ 0.006 II‘.
= \
= 0.004 \
& \
\
X
0.002 \.
u,
ol . \K
a5 4 45 5 55 8

u

FIGURE P1-G6- Graphes, pour u > Umin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P}Q) (u) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.06 == branches relatives a lintervalle d'approximation /

Tableau 1- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

0.05 | — branches relatives 4 lntervalle d'extrapolation /©

Coeflicients | Valeurs
ar.g 0.4908 .
br.1 0.0686 40
T -0.1279 =
atmin | 04998 -
by 3.0350

102 10 10

B 108 1078 107 10
P5(u)

FIGURE P1-G7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(U) et APg)(u) as-
sociées aux approximations P}l)(u) (version 1) et ]57(“2)(11)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APQ(})(U)

(resp. AP;z) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.2 Résultats relatifs au processus P2

Les divers résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P2-
G1 a P2-G7. IIs sont relatifs aux valeurs suivantes des parameétres T, Umin, Umax €t L (nombre de
trajectoires simulées) :

T = 100, tmin = 4.87, Umax = 5.33, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 2.

branche approximésa

— branche extrapolée
14}
12}

5 52 5.4 5.6 58 6 6.2 6.4 6.6
u

FIGURE P2-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).
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= branche refative a MNntervalle dextrapolation S

\
~08F)

= 1

£ \

5 \
Z08F |
e | %
e \

504 b

iy L

= N\
e N\
o2 ,

.“-
. \\‘\
0 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 14 1.6 18

FIGURE P2-G3- Graphes de la

conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et

probabilité

de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).

60

branche approximésa
— branche extrapolée

FIGURE P2-G2- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P2-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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FIGURE P2-G5- Graphes, pour u > Umin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation p§1)(u) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients | Valeurs
ar,1 0.5736
br,r -0.8301
cr1 -4.9524
a%”’j" 0.5884
b"}”}m 4.7414

Tableau 2- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)-

0.01

1I, —— branche relative 4 lintervalle d'approximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
0.008 - |
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FIGURE P2-G6- Graphes, pour u > Umyin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ]37(“2) (u) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.04 - —— branches relatives 4 lntervalle d*approximation | I
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P.}. (-u.}

FIGURE P2-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P§(u), des erreurs relatives APQ(})(U) et AP,Z(—?)(U) as-
sociées aux approximations Pj(ﬂl)(u) (version 1) et P;Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1’évolution de AP:(Fl)(u)
(resp. API(?) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.3 Résultats relatifs au processus P3

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P3-G1 a

P3-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T, Umin €t Umax :

T =5, Umin = 5.76, Upax = 7.36

Les coefficients intervenant dans les approximations

P

:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf.(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 3.

20
branche approximés
18 | —branche exirapolée

(), fru)
W

FIGURE P3-G1- Graphes, pour

de la fonction cible 75 (pointillés

U 2 Umin,
noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).
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= branche refative a MNntervalle dextrapolation S
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FIGURE P3-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés
— branche extrapolée

Y
FIGURE P3-G2- Graphes de la fonction cible
d7mim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5:7;’“" (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P3-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; tmin)-
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FIGURE P3-G5- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\ (1) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients | Valeurs
ar.g 0.0910 .
b 0.2492 4
et 0.1451 z
atmn | 0.0926 -
by 1.2929

Tableau 3- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

—branche relative & lintervalle dapproximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation
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FIGURE P3-G6- Graphes, pour u > umn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\? (1) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.15 == branches relatives a lintervalle d'approximation /

== branches relatives a l'intervalle d'exirapolation [
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FIGURE P3-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(U) et APg)(u) as-
sociées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 13}2)@)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.4 Résultats relatifs au processus P4

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P4-G1 a P4-

G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €6 L (nombre de trajectoires

simulées) :

T = 50, Umin = 0.0181, umax = 0.0203, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 4.

branche approximés
— branche extrapolée

ne(u), fir(u)

0022 0023 0024 0025 0026

/3

0.019 0.02 0.021

FIGURE P4-G1- Graphes, pour « > Umin,
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P4-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés

—branche extrapolée
8!

()

“(u), &7
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Yy <107
FIGURE P4-G2- Graphes de la fonction cible
dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P4-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de Der-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-
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FIGURE P4-G5- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\ (1) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients Valeurs
arr 2.7291 x 104
br,1 —38.9479
Cr,1 —3.5918
ag" 2.7046 x 10%
by 9.4601 x 102

Tableau 4- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

0o
—branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
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u

FIGURE P4-G6- Graphes, pour u > umn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\? (1) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.07 - —— branches relatives & lintervalle d'approximation /
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FIGURE P4-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(u) et APg)(u) as-
sociées aux approximations P;l)(u) (version 1) et 15}2)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)
(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.5 Résultats relatifs au processus P5

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P5-G1 a

P5-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres w, A, T', Umin €t Umax :

w=1A=15T =2 Upin = 3.0701, tpyax = 4.6052

Les coefficients intervenant dans les approximations P}l)(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf.(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 5.

branche approximés

18 | — branche axtrapoléa
16

FIGURE P5-G1- Graphes, pour u > Upmn,
de la fonction cible 7§ (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P5-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés
— branche extrapolée

FIGURE P5-G2- Graphes de la fonction cible
d7mim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5:7;’“" (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P5-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; tmin)-



—branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation

FIGURE P5-G5- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\ (1) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 5- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-
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FIGURE P5-G6- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\? (1) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P5-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(U) et APg)(u) as-

sociées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 13}2)@)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.6 Résultats relatifs au processus P6

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P6-G1 a P6-
G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €6 L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 100, Umin = 5.01, Umax = 5.46, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 6.
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FIGURE P6-G1- Graphes, pour « > Umin, FIGURE P6-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
. 2, 2 . — . s . SUmin . . .
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait extrapolée polynomiale ;7" (trait continu bicolore
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FIGURE P6-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P6-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de Der-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi- reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-
colore vert-rouge). tion PT(y; Umin) de P (y; Umin,)-
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FIGURE P6-G5- Graphes, pour u > Umn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\ (1) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients | Valeurs
ar 0.4023 .
b 0.9240 4
ery | -10.1445 -
agmin | 0.4809 -
by 4.9056

Tableau 6- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-
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FIGURE P6-G6- Graphes, pour u > Uy, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\? (1) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P6-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(U) et APg)(u) as-

sociées aux approximations Pq(wl)(u) (version 1) et P}Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de AP:,(})(U)

(resp. AP:(FQ) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.7 Résultats relatifs au processus P7

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P7-G1 a P7-

G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €6 L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 8000, tmin = 0.0276, Umay = 0.0300, L = 10°
Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P (u) (formule (3.14))

T
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 7.
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FIGURE P7-G1- Graphes, pour « > Umin, FIGURE P7-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait extrapolée polynomiale o7 (trait continu bicolore
continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
: 1' = branche relative a Mintervalle dapproximation J Q.18 {
1 - — branche relative a lintervalle d'approximation J '
1 —branche relative 4 MNntervalle Cextrapalation 016} — pranche relative A intervalle 'extrapolation J°
— 08
Ll

\ 0,14} f

5 I
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i PE(4; tmin)
FIGURE P7-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P7-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de Der-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi- reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-
colore vert-rouge). tion PT(y; Umin) de P (y; Umin,)-
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ol -
0.028 0.03 0.032

FIGURE P7-G5- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\ (1) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

—branche relative & lintervalle dapproximation |

—branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation \

—branche refative & lintervalle d'extrapolation

0.034 0.036
u

Coefficients | Valeurs
ar,r -226.6560
br,r 927.8743
cr1 -20.7832

a%:’f“ 1.6978
b?*’j;” 912.8483

Tableau 7- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

== 0.006
R, \
= o004k |\
B \
0.002 N
gl \\
0.042 0028 003 0032 0034 003 0038 004 D042

u

FIGURE P7-G6- Graphes, pour u > upn, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\? (1) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.18 == branches relatives a lintervalle d'approximation /

0.14 == branches relatives a l'intervalle d'exirapolation

0.02}

3 .
102 10°®

e
PE(u)

FIGURE P7-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P¢(u), des erreurs relatives AP%I)(u) et APg)(u) as-
sociées aux approximations P;l)(u) (version 1) et 15}2)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)
(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.8 Résultats relatifs au processus P8

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P8-G1 a P8-

G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €6 L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 5, Umin = 0.0085, Umayx = 0.0092, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs
sont données dans le tableau 8.

branche approximésa branche approximésa
18 |- = branche axtrapolée - 12/ — branche extrapolée

L L L il L L L L
0.009 0.0095 0.01 0.0105 0.011 0.0115 o 0.5 1 15 2 25 3
u

Y <107

FIGURE P8-G2- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

vert-rouge).

FIGURE P8-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).
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u <1073

PL(y; tmin)

FIGURE P8-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P8-G4- Evolution, en fonction de la

conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-
colore vert-rouge).

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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0.01 0.01
tl = branche relative & lintervalle dapproximation | t| = branche relative & lintervalle dapproximation |
l'u —branche refative & lintervalle d'extrapolation /* ". —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
0008 0008 |
- - 4
,;:—uoos "\, _-;:'0006 "\
Ty \1 -y \1
= 0004 \ = 0004 X
& \ = \
0.002 Ny 0.002 Ny
¢ O.dﬂg 0.0085 0.01 0.0105 0.011 0.0115 ¢ O.dﬂg 0.0085 0.01 0.0105 0.011 0.0115
(i) (i)
FIGURE P8-G5- Graphes, pour u > Umin, de la FIGURE P8-G6- Graphes, pour ¢ > Umin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation Pq(wl)(u) fournie par la version 1 de approximation ]5}2) (u) fournie par la version 2 de
la méthode (trait continu bicolore vert-rouge). la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
0.25 [ == branches relatives & lintervalle d'approximation |
¢
Coefficients Valeurs 0.2 - == branches relatives 4 lintervalle d'extrapolation . ﬁ' |
wyhy !
ar,r 3.2743 x 10° \
by, —2.4153 x 103
cr,I 1.4124
Umin 5
ar’y 3.4723 x 10
bT,J 3.1417 x 10 s W
10°% 107 107 10°% 10°®
P}'.{-u.}
Tableau 8- Valeurs des coefficients des FIGURE P8-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des cible P§(u), des erreurs relatives APQ(})(U) et AP,Z(—?)(U) as-
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)- sociées aux approximations Pq(ﬂl)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de AP;l)(u)
resp. AP\?) (u)) en fonction de P& (u) est représenté en trait
(resp T T P

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.9 Résultats relatifs au processus P9

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P9-G1 a P9-
G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €6 L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 5, Umin = 0.0086, Umax = 0.0096, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 9.

branche approximésa
| —branche extrapolée

0.01 0.0115

u

0.0085

0.008 0.0105 0.011

FIGURE P9-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).

= branche relative a Mintervalle dapproximation J
= branche refative a MNntervalle dextrapolation S

— 08
A
= \
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G \
o %
o2 N
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0 0.5 1 1.5 2 25 3

n <103

FIGURE P9-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximésa
12/ —branche extrapolée

0 0.5 1 15 2 25 3
Y <10

FIGURE P9-G2- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

vert-rouge).

0.2
branche relative & 'intervalle d'approximation Jf

—branche relative & lintervalie d'extrapotation J* \ h ’
0157 lI' ‘

APr(yu
2
=
-
e il

0.05] \

0 P 102 10° 10
j‘..',.[_r;; T |

FIGURE P9-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-



0.0
lII = branche retative & lintervalle dappraximation |
'|I —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
0.008 II'I\
== 0,006 |\
= \
- 5
2 \
— 0.004 L !
= 1
\
AN
0.002 .

0.008 0.0085 0.01 0.0105 0.011 0.0115

u

FIGURE P9-G5- Graphes, pour u > Umin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation Pq(wl)(u) fournie par la version 1 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

= branche retative & lintervalle dappraximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*

0.008 0.0085 0.01 0.0105 0.011 0.0115

u

FIGURE P9-G6- Graphes, pour u > Umyin, de la
probabilité cible PZ(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ]5}2) (u) fournie par la version 2 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.25 r —— branches relatives 2 lintervalle d'approximation |
I
Coeﬁicients ValeuI'S 0.2 - == branches relatives 4 lintervalle d'extrapolation :
ar.1 3.1863 x 10° =
25015/
br 1 —2.2792 x 103 4
CT I 0.6417 :: 0]
; <
ayrr 3.3783 x 107 |
plmin 3.1785 x 10°
’ 0
107

Tableau 9- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)-

FIGURE P9-GT7- Evolution, en fonction de la probabilité
cible P§(u), des erreurs relatives APQ(})(U) et AP,Z(—?)(U) as-
sociées aux approximations Pq(ﬂl)(u) (version 1) et P;Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de AP;l)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.10 Résultats relatifs au processus P10

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P10-G1 a

P10-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres o, T, umin €t Umax :
o= \/E,T = 27, Umin = 6.6442, Umax = 9.1795

et pg)(u) (formule (3.14))

Les coefficients intervenant dans les approximations P%l)(u) (formule (3.5))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 10.

20
branche approximés - branche approximés
18 | —branche exirapolée 5 ——branche extrapolée

()
=

“(u), &7

4 . . . . . . . ) . : . .
22 0 5 10 15
Y

FIGURE P10-G2- Graphes de la fonction cible

gz (pointillés noirs) et de son approximée-

Umin,

FIGURE P10-G1- Graphes, pour u >

de la fonction cible 1§ (pointillés noirs) et de

son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale S%W” (trait continu bicolore

continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).

1
o s s E 05
\ Branche Tl A Tintsis Nt appeamation s — branche relative & lintervalie d'approximation J
'Ill branche refative & Mintervalle dextrapolation S, —— branche relative & lintervalie d'extrapolation N
08| ail
E \
3 \
=08 Z03/
= \ =
I \ =
S04\ o2
: \ 4 .
= \
L LY _.
\ ;
oz “ 0.1}t
L et
1] 5 10 15 10° 1071 102 10° 10 10% 10

FIGURE P10-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P$(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation PT(y; Umin ) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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PE(4; tmin)

FIGURE P10-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(Z/; umin) de P’f“(ya umzn)



0.014
\ —branche relative & lintervalle dapproximation | I|I —branche relative & lintervalle dapproximation |
| —branche refative & lintervalle d'extrapolation | —branche refative & lintervalle d'extrapolation
0.008 - 0.008 '.I
\ \
\ 1
o 1 = 1
= 0006+ | == 0006+ |
Sk 1 e '
ay \ o \
3 \ 3 \
70004 \ 70004 \
Ay \ Ay \
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FIGURE P10-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son

approximation P (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients Valeurs
ar,r 5.6598 x 1073
br,r 0.7994
Cr,1 -0.9563

ag’" 6.5611 x10~3
b%"j;" 0.8706

Tableau 10- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

FIGURE P10-G6- Graphes, pour u > Upp, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.5 "= branches relatives & lintervalle d'approximation /

s
04-== branches relatives & l'intervalle d'extrapolation [

<
= 02}
4
0.1
0
102 10 10 108 108 107 10
Py (u)

FIGURE P10-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP%l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et P}Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)
(resp. AP;(FQ) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.11 Résultats relatifs au processus P11

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P11-G1 a
P11-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 50, Umin = 0.0231, upay = 0.0242, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 11.

branche approximésa branche approximésa

—hranche extrapolée —hranche extrapolée /
12} 8}

210 §. 8
T B} T4
6 ./,.-"' 2 o
o~ S
4 i 1 1 1 1 Ov"'.'. 1 1
0019 002 0021 0022 0023 0024 0025 0026 D 1 2 3 4 5 5 7
3
fr y <10

FIGURE P11-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P11-G2- Graphes de la fonction cible

de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
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FIGURE P11-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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FIGURE P11-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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FIGURE P11-G5- Graphes, pour ¢ > Up;n, de FIGURE P11-G6- Graphes, pour « > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coeflicients Valeurs
ar,s 1.7836 x 10°
br.1 6.4878 x 103
ern 5.9467 x 10*
ag’y" 1.7437 x 10°
by 1.7551 x 103

Tableau 11- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles PS(u) et PS(y; Umin)-

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.25 [ == branches relalives a lintervalle d'approximation /

0.2 |- = = branches relatives 4 lintervalle d'extrapolation r

04}

AP (u), AP ()

0.05}

100'2 0% 10 0° 108
P}'.(-u.}

FIGURE P11-G7- Evolution, en fonction de la probabi-

lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP,Z(?)(U)

associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de APg)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.12 Résultats relatifs au processus P12

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P12-G1 a
P12-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 5, tmin = 0.0230, tmax = 0.0242, L = 108
Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 12.

branche approximésa branche approximésa

—branche extrapolée —branche extrapolée //
121 8

210 § &
& 8 T4
. =
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0023 00235 0024 00245 0025 00255 0026 00265 0 05 1 15 2 25 3 35
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u y <10

FIGURE P12-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P12-G2- Graphes de la fonction cible

de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).

" ” A 03
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FIGURE P12-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).

80

FIGURE P12-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-



0.01¢
= branche retative & lintervalle dappraximation |
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FIGURE P12-G5- Graphes, pour ¢ > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

= branche retative & lintervalle dappraximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation /*

0 L L
0023 00235 0024 00245 0025 00255 0026 00265
w

FIGURE P12-G6- Graphes, pour « > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 12- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)-

0.3 r = branches relatives 4 lintervalle d'approximation |
Coefficients Valeurs 0.25 | — pranches relatives a lintervalle d'extrapolation £
arg 1.7692 x 107 = o2
br.r —6.4194 x 10* -
eI 58.6560 : o
ayr 1.7484 x 107 <
by 1.7190 x 103 '
o7 10° ot 109 108

Pr(u)
FIGURE P12-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP/Z(?)(U)
associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de AP;l)(u)
(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.13 Résultats relatifs au processus P13

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P13-G1 a
P13-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T =5, Umin = 0.0234, umay = 0.0245, L = 10®

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 13.

13 9

branche approximésa branche approximésa .
12 | — branche extrapolée 8 —branche extrapolée
111 T
_ 1| Sel
E 9 s
‘; 8 _':3;""
L 4 _\:’a- 3;
- 5
5 - | v
- /'/.
S5F 1 2
& e
4 L L o L
0.0235 0.024 0.0245 0.025 0.0255 0.026 0.0265 o 05 1 1.5 2 25 3
t y <107
FIGURE P13-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P13-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale 67" (trait continu bicolore
continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
11| 04
\ — branche relative & fintervalle dapproximation J beanchvrelaiive & Fbavalle dapprasiation J H‘
‘\* = branche relative a Nntervalle d'extrapolation J/* 0.35 - — branche relative & lintervalie d'extrapolation /* {
— 0.8 \ |
\ 0.3
= !\ *]I
206 k! 0.25} |
= !‘.. 5 oz) J’H
0.4 N < iy
2 N 5 015 W
— f
2k N 0.1 ,J'\‘W
02 ‘- W
E Fatd
\"'-.\\ 0.05 o
D 0 J S —_— S <l .
0 05 1 1.5 2 25 3 10° 10" 10% 107 104
u «107 P5 (45 timin)
FIGURE P13-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P13-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi- reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-
colore vert-rouge). tion Pr(y; Umin) de PE(Y; Umin)-
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0.0
\ = branche retative & lintervalle dappraximation |
\\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation
0.008 I\.
\
< \
SS0006F
Ly \
— \\
£l N
7= 0.004
&y \
\,
0.002 e

o
0.0235 0.024 0.0245 0.025 0.0255 0.026 0.0265
w

FIGURE P13-G5- Graphes, pour ¢ > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

A = branche retative & lintervalle dappraximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation

“u)
-

== 0.006 \\

3 \

70,004 \

&7 N
0.002

o
0.0235 0.024 0.0245 0.025 0.0255 0.026 0.0265
w

FIGURE P13-G6- Graphes, pour « > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.4 [ = branches relatives & lintervalle d'approximation /
0.35 |
Coeﬁicients ValeuI'S == branches relatives & lintervalle d'extrapalation *
—. 037
ar,; 1.7522 x 10° S|
br.r —6.3397 x 10° 4 02|
o 5.7023 x 10! = 015)
; <
a%’:f” 1.7536 x 10° 04
min 2 0.05¢
b%(] 1.8578 x 10 ) -
10 10 107 10°® 10°%
P}'.(-u.}
Tableau 13- Valeurs des coefficients des FIGURE P13-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP,Z(?)(U)
probabilités cibles PS(u) et PS(y; Umin)- associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de APg)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.14 Résultats relatifs au processus P14

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P14-G1 a
P14-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0432, umax = 0.0483, L = 108
Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 14.

branche approximés
18 | —branche extrapolée

(), fru)
W

0.055 0.06 0.065

/3

0.05

FIGURE P14-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).

1
1'|‘ = branche relative a Mintervalle dapproximation J
\ —branche relative 4 fintervalle Cextrapolation
. 08F\
2\
3 \
= \
Zo06F |\
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- §
e Y
£ L]
S04
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el A\
Toz N\
0 \\\
4] 0.005 0.01 0.015 0.02

FIGURE P14-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés
— branche extrapolée
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“(u), &7

0.015 0.0z

001
Y

FIGURE P14-G2- Graphes de la fonction cible
dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

vert-rouge).

— branche relative a lintarvalle d'approximation .Jf
| — branche relative 4 lntervalie d'extrapolation J*
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0 bttt O e MO ey
107 10" 10 10° 107

PE(4; tmin)

FIGURE P14-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-



1 — branche relative 4 lintervalle d'approximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
0.008 Il';
5 \
== 0.006 \
== \
E 0.004 \‘
&l \
N
\.
0.002 - A
",
o . \\
0.045 0.05 0.055 0.06 0.065

u

FIGURE P14-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

1 — branche relative 4 lintervalle d'approximation |
I|I —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*

0.055 0.06 0.065

u

FIGURE P14-G6- Graphes, pour u > Upn, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.14 r—— branches relatives & l'intervalle d'approximation /
Coemcients Valeurs 2L == branches relatives a l'intervalle d'exirapolation [
= 01
ar, 7.6087 x 103 5
% 0.08|
br.1 —2.4567 x 102 4
= 0.06
Cr,1 1.0584 %=
Umin 3 <1 0.04 |
ayry 7.6891 x 10
plimin 4.1059 x 102 ==
T.J .
0 =~
107 107 107 10°% 108
P;(u)

Tableau 14- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

FIGURE P14-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP;l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 15}2)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.15 Résultats relatifs au processus P15

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P15-G1 a
P15-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0434, umax = 0.0485, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 15.

20
branche approximés
18 | —branche extrapolée

ne(u), fir(u)
~

0.055 0.06 0.065

/3

0.05

FIGURE P15-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).

= branche relative a Mintervalle dapproximation J
\ —branche relative 4 fintervalle Cextrapolation
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0 0,005 0.01 0.015 0.02

FIGURE P15-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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— branche extrapolée
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0.02

o 0.005 0.01 0.015

Y

FIGURE P15-G2- Graphes de la fonction cible
dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

vert-rouge).

— branche relative a lintarvalle d'approximation .Jf
I — branche relative & lintervalie d'extrapolation J*

ﬂ\ffw’“'
9 107 10% 107
PE(4; tmin)

FIGURE P15-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-
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0.045 0.05

FIGURE P15-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son

approximation P (u) fournie par la version 1 de la

—branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation

0.055 0.06 0.065
u

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients Valeurs
ar.g 7.8059 x 10
brr —2.6784 x 102
crI 1.5188
ag 7.8549 x 103
by 4.0906 x 102

Tableau 15- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

0.01
1' —branche relative & lintervalle dapproximation |

\
—branche refative & lintervalle d'extrapolation

0.008- |
A
_i 0.006 \
= \
= \
= 0.004 \
& \
\
A
\
0002}
%
u,
P — \_
0.045 0.05 0.055 0.06 0.065

u

FIGURE P15-G6- Graphes, pour u > Uypp, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.16 - —— branches relatives & lintervalle d'approximation /
0.14
== branches relatives a l'intervalle d'exirapolation [
— 012}
Ze 04
4
- 0.08/
=.0.06]
=)
q 0.04
0.02+
0 S
107 107 107 10°% 108
20
Pr(u)

FIGURE P15-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP%l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et P}Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)
(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.16 Résultats relatifs au processus P16

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P16-G1 a
P16-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 30, Umin = 0.0174, Upmay = 0.0192, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 16.

branche approximés
— branche extrapolée
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t u <103
FIGURE P16-G1- Graphes, pour u > Umin,
et de

FIGURE P16-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
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FIGURE P16-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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PE(4; tmin)

FIGURE P16-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-



0.0
\ —branche retative & lintervalle dapproximation |
1 —branche refative & lintervalle d'extrapolation
0.008 \'.
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= 0.006F |\
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0.002 - . 2
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0.018 0.018 0.02 0.021 0.022 0.023 0.024
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FIGURE P16-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 16- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

0.01
—branche relative & lintervalle dapproximation |

A
—branche refative & lintervalle d'extrapolation
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FIGURE P16-G6- Graphes, pour u > Upp, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.3 r=—— branches relatives & lintervalle d'approximation /

Coeflicients Valeurs 0.25 | — pranches relatives 4 lintervalle d'extrapolation /*

ar.r 4.6920 x 10 < oz
br.r —4.6968 x 102 doss
cr.1 —1.4785 T
a%min | 47941 x 101 <
by 1.1624 x 103

0

10 10

FIGURE P16-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP%l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 13}2)(11)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.17 Résultats relatifs au processus P17

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P17-G1 a
P17-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 30, Umin = 0.0177, Upax = 0.0195, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 17.

branche approximés
— branche extrapolée

o021 0.022 0.023 0.024

/3

0.02

| - .
0.018 0.018

FIGURE P17-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P17-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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Yy <107
FIGURE P17-G2- Graphes de la fonction cible
dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P17-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-
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FIGURE P17-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P17-G6- Graphes, pour u > Upp, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 17- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

Coeflicients Valeurs 0.25 | — pranches relatives 4 lintervalle d'extrapolation /*

ar.g 4.5957x10* < oz
br.r —4.5083 x 102 doss
cr.1 —~1.8045 T
a%min | 47037 x 101 <
by 1.1719 x 10°

0

10 103 1074 108 108

Py (u)

FIGURE P17-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP%l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 15}2)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.18 Résultats relatifs au processus P18

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P18-G1 a
P18-GT7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 30, Umin = 0.0425, umax = 0.0476, L = 10°
Les coefficients intervenant dans les approximations P}l)(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 18.

branche approximésa
— branche extrapolée

ny(u), firiu)

0.052 0054 0056 0058
u

0.044 0046 0048 005 0.06

FIGURE P18-G1- Graphes, pour u > Umin,
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).

—t

= branche relative a Mintervalle dapproximation J
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w

0.012 0014 0016

FIGURE P18-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximésa
— branche extrapolée

o 000z 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016

Y

FIGURE P18-G2- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 5;‘!'”'" (trait continu bicolore

vert-rouge).

— branche relative a intervalle d'approximation .J
— branche relative 4 lintervalie d'extrapolation J*

~ 0,08 |
£ |

Yoo /( '

i

PL(y; tmin)

FIGURE P18-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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—branche refative & lintervalle d'extrapolation /*
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FIGURE P18-G5- Graphes, pour ¢ > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son

approximation 137(“1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.01¢
'\ —— branche refative 4 lintervalle dapproximation |

\ —branche relative 4 lintervalle d'extrapolation
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o
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0044 0046 0048 005 0052 0054 0056 0058 0.08
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FIGURE P18-G6- Graphes, pour « > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 137(“2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 18- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)-

0.16 r —— branches relatives 4 l'ntervalle d'approximation |

Coefﬁcients Valeurs 4 == branches relatives & lintervalle d'extrapalation *
~. 012}
ar,g 5.2752 x 10° i
br.r —26.6595 9 ol
crr —3.8003 <006/
alrn | 5.5216 x 10° oos)
by 4.1979 x 102 0%
100'2

FIGURE P18-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(U) et AP,Z(—?)(U)

associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1’évolution de AP:(Fl)(u)

(resp. API(?) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.19 Résultats relatifs au processus P19

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P19-G1 a
P19-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 30, Umin = 0.0426, umayx = 0.0476, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations P}l)(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 19.

14 10
branche approximésa branche approximésa
— branche extrapolée — branche extrapolée
12} 8
£ 10} i &
. 8| T s
- .
6 - 2)
- -
- " ~
L= -

000z 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016

Y

FIGURE P19-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P19-G2- Graphes de la fonction cible

L L 0
0.052 0054 0056 0058 006 o

u

0.044 0046 0048 005

de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait

continu bicolore vert-rouge).
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= branche relative a Mintervalle dapproximation J
= branche refative a MNntervalle dextrapolation S
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FIGURE P19-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale 67" (trait continu bicolore

vert-rouge).

— branche relative a intervalle d'approximation .J
— branche relative 4 lintervalie d'extrapolation J*

. 0.08}
Soos]
9 o \
i 1
Mg “W fﬁ
P IS = PV =SV L 'R
10° 10" 10° 107 104
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P4 Ymin

FIGURE P19-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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FIGURE P19-G5- Graphes, pour ¢ > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 137(“1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Tableau 19- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P (u) et PS(y; min)-

1\ = branche retative & lintervalle dappraximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation /*

=]
o
t=]
@

0.004
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0.002 B
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0044 0.046 0.548 0.05

FIGURE P19-G6- Graphes, pour « > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 137(“2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.18 [ == branches relalives & lintervalle d'approximation |
0.16 1

Coefﬁcients ValeuI‘S o44l == branches relatives & lintervalle d'extrapalation *
ar, 5.2535 x 107 o
5 0.1}

br 1 —24.7118 4
o008}
Cr,I —3.8439 ?E];: o6l
agmn 5.4913 x 103 " 00|
bymn 4.2027 x 10? 002)
10°% 107

I J} ( )

FIGURE P19-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(U) et AP,Z(—?)(U)

associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1’évolution de AP:(Fl)(u)

(resp. API(?) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.20 Résultats relatifs au processus P20

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P20-G1 a
P20-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0388, umax = 0.0428, L = 10®

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 20.

20 15
branche approximésa branche approximésa
18 |- = branche axtrapolée 3 ? — branche extrapolée

167

. : = g : N
0.04 0042 0.044 0.046 0.0:3 005 0052 0.054 0.058 o 0.002 0004 0006 0.008 !1:1.01 0012 0014 0016 0018
FIGURE P20-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P20-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore

continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).

= branche relative a Mintervalle dapproximation J

I\ s : branche relative a lintervalle d'approximation J

I'1I branche relative 4 Nintervalle dextrapolation S 0.4 — pranche relative & lintervalie d'extrapolation J° jj
—. 0.8

\ 0.357 / |

= 3 i
Ln \ 0.3 ‘J &
206 | {
3 \ 0.25 |

o a
0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 10° 10" 102 107 10%
u Py thnin)

0,05} o~
\\ o i

FIGURE P20-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P20-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi- reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-
colore vert-rouge). tion Pr(y; tumin) de PE(Y; Umin)-
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FIGURE P20-G5- Graphes, pour ¢ > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

= branche relative & lintervalle dapproximation |
\ —branche refative & lintervalle d'extrapolation

004 0042 0044 0046 0048 005 0052 0054 0056

u

FIGURE P20-G6- Graphes, pour ¢ > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.45 r—— branches relatives & lintervalle d'approximation |
04|

Coefﬁcients ValeuI'S 0.35 | == branches relatives & lintervalle d'extrapalation *
ar, 1.3099 x 10* < o3|
- 0.25/

brr —5.0036 x 102 4
= 02
rg 4.2984 T
agmin 1.3272 x 10% ol
by 5.1449 x 10? 005
’ 0 riPa AP
10% 107 107 10°% 10°®
Pf(u)

FIGURE P20-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP/Z(?)(U)
associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)
(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de APg)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

Tableau 20- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles PS(u) et PS(y; Umin)-

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.21 Résultats relatifs au processus P21

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P21-G1 a
P21-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0393, Umax = 0.0433, L = 108

Les coefficients intervenant dans les approximations P:,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))
de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 21.

branche approximésa branche approximésa
18 | = branche extrapolée i —branche extrapolée

6 '-,f‘ =x
% 0.64 0.042 0.044 D.{.NS 0.048 0.05 0.052 0.654 0.658 0[‘)"- 0.002 D.C‘N}d D.dﬂﬁ 0.008 0.01 0.(‘}12 0.014 0.0168 0.018
u Yy
FIGURE P21-G1- Graphes, pour u > Umin, FIGURE P21-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 15 (pointillés noirs) et de o7 (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 7y (trait extrapolée polynomiale 5;‘!'”” (trait continu bicolore
continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
‘c

L'. = branchs relative A Tinisrvalle dappraxmation . &2 branche relalive & lntervalle d'approximation J

\ —branche refative 4 fintervalle Cextrapolation J* 0.3} — branche relative 4 intervalie d'extrapolation J°
—~ 081 2 'H{
: \ 0.25 ,ﬂﬁw
Zo6F \ /
o \ 5 02f
= \ =
3_ » \\. :’]: 0.15] *‘}I
i \ 011 /ﬂ'ﬂu
o2 ", r..'\’"“"w

-, 0,05}
\\ ,__m/"\/
DU 0.002 UdUﬂ 0.006 0008 001 0.012 0014 0016 0.018 ?mu S __\[)_ N 1072 10"]. 10
u PL(y; tmin)

FIGURE P21-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P21-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi- reur relative APr(y; umin) associée a I'approxima-
colore vert-rouge). tion Pr(y; tumin) de PE(Y; Umin)-
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FIGURE P21-G5- Graphes, pour « > Upn, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P21-G6- Graphes, pour « > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.35 r ——branches relatives 2 lintervalle d'approximation /
Coeﬁicients ValeuI'S 031 == branches relatives & lintervalle d'extrapalation *
ar 1.3279 x 10% =
br.r —5.2453 x 102 4
2045
cr,I 4.7120 e,
. 4 04
ag’y" 1.3452 x 10*
bumin 1 2 0.057
77 5.1758 x 10 i | ~ B
102 10°® 107 10°® 10°%
P}'.(-u.}
Tableau 21- Valeurs des coefficients des FIGURE P21-G7- Evolution, en fonction de la probabi-
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP,Z(?)(U)
probabilités cibles PS(u) et PS(y; Umin)- associées aux approximations P;l)(u) (version 1) et P;Q)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de APg)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.22 Résultats relatifs au processus P22

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P22-G1 a
P22-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0435, Umax = 0.0517, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-
nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 22.

branche approximés branche approximés

— branche extrapolée —branche exirapolée
14} 10! /
12| =8

8 &4
6 - L o 21 =
" ‘J,--"-.
L 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 5 0.[505 D.b] D.C.H 5 0.62 0.625 U.bS
u y
FIGURE P22-G1- Graphes, pour u > Upmn, FIGURE P22-G2- Graphes de la fonction cible
de la fonction cible 75 (pointillés noirs) et de dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore
continu bicolore vert-rouge). vert-rouge).
| —ty ; ;i 0.05
\ Tt g milvesa. Tintereapsiappradmatin — branche retative & lintervalle d'approximation J
" == branche relative a MNintervalle d‘oxlrsoolabon.f‘ — branche relative 4 lintervalie dle"lf‘amtloﬂf H|
— 08 'sl 004! | |
R NN
% \ = I Il
Sosr |\ 2003 'I il
i \ 2 N
504 ‘1’\_ Eo_oz ' 'lll.l. |'| |.
5 h¥ ® AW A
P N F
02 S 001 Ir.l_"' i\
i i N R o (. ™. A
4] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 10? 107" 10° 102 10
U Pr (45 tnin)
FIGURE P22-G3- Graphes de la probabilité FIGURE P22-G4- Evolution, en fonction de la
conditionnelle cible P$(y; tmin) (pointillés noirs) et probabilité conditionnelle cible P .(y; tmin ), de er-
de son approximation ]5T(y; Umin) (trait continu bi- reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-
colore vert-rouge). tion Pr(y; Umin) de PS(y; Wmin)-
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FIGURE P22-G5- Graphes, pour ¢ > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son

approximation 15}1) (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

Coefficients Valeurs
ar.g 2.4624 x 103
br 1 40.4749
ern —1.8248
ag’y" 2.4726 x 103
by 2.5422 x 10?

Tableau 22- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles PS(u) et PS(y; Umin)-

= branche retative & lintervalle dappraximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation
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FIGURE P22-G6- Graphes, pour v > Up;n, de
la probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation 15}2) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.05 [ == branches relalives a lintervalle d'approximation /

0.04 = = branches relatives 4 lintervalle d'extrapolation r

(u)

(0

(u), APF

0.02]

i1
,.-_\,,H.f.'

0.01}

0
10

lité cible

associées

I J} ()

FIGURE P22-GT7- Evolution, en fonction de la probabi-

P§(u), des erreurs relatives AP:,(})(u) et AP,Z(?)(U)

aux approximations }5;1)(“) (version 1) et }5;2)(”)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de I'évolution de APg)(u)

(resp. AP}Q) (u)) en fonction de P$(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.2.23 Résultats relatifs au processus P23

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P23-G1 a

P23-G7. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', tmin, Umax €t L (nombre de trajectoires

simulées) :

T = 20, Umin = 0.0442, upay = 0.0526, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations Pr_,(})(u) (formule (3.5)) et P:(F2) (u) (formule (3.14))

de la probabilité cible P%(u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.12)) de la probabilité condition-

nelle cible Pf(y; umin) ont été calculés par la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs

sont données dans le tableau 23.

branche approximés
— branche extrapolée

(), fru)
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.

6! --._‘_r.-
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0.06 0.065 0.07 0.075

/3

WL . ;
0.045 0.05 0.055
FIGURE P23-G1- Graphes, pour u > Umin,
et de

son approximée-extrapolée polynomiale 77 (trait

de la fonction cible 75 (pointillés noirs)

continu bicolore vert-rouge).
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FIGURE P23-G3- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et
de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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branche approximés
— branche extrapolée
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“(u), &7

0.015 0.02 0.025 0.03
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o 0.005 0.01

FIGURE P23-G2- Graphes de la fonction cible
dmim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-
extrapolée polynomiale S;J"i" (trait continu bicolore

vert-rouge).
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FIGURE P23-G4- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion PT(y;umm) de PZ(y; Uumin)-



0.01y
—branche retative & lintervalle dapproximation |
\ = branche retative & lintervalle d'extrapolation /*
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FIGURE P23-G5- Graphes, pour u > Uy, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P (u) fournie par la version 1 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

—branche retative & lintervalle dapproximation |
—branche refative & lintervalle d'extrapolation

0.008 \
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FIGURE P23-G6- Graphes, pour u > Uypp, de
la probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation P\?) (u) fournie par la version 2 de la

méthode (trait continu bicolore vert-rouge).

0.07 r == branches relatives & l'intervalle d'approximation /
Coefﬁcients Valeurs 008 == branches relatives a l'intervalle d'extrapolation [ #‘
=005+
arr 2.5016 x 103 5
S 0.04/
b1 33.0699 4
= 0.03/
Ccr I —1.7485 %
rraim 3 < 0.02/
a 2.3608¢x 10
. 0.01}
plimin 255.2795
: 0=
107 107 107 10°% 10%
Pr(u)

Tableau 23- Valeurs des coefficients des
approximations (3.5), (3.12) et (3.14) des
probabilités cibles P%(u) et PS(y; Umin,)-

FIGURE P23-GT7- Evolution, en fonction de la probabi-
lité cible Pg(u), des erreurs relatives AP%l)(u) et APg)(u)
associées aux approximations P}l)(u) (version 1) et 15}2)(u)

(version 1) de Pg(u). Le graphe de 1'évolution de APj(wl)(u)

(resp. AP:(F2) (u)) en fonction de P§(u) est représenté en trait

continu (resp. discontinu) bicolore vert-rouge.
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4.3 Test numériques de la version 3

4.3.1 Résultats relatifs au processus P1

Les divers résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P1-C1

a P1-C5. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres w, T, Umin €t Umax :

w=1,T = 27, Umin = 3.0349, Upmax = 3.7169

Les coefficients intervenant dans les approximations

Pf.(u), et dans celle : JET(y; Umin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible Pf.(y; tmin) ont

P}S)(u) (formule (3.64)) de la probabilité cible

été calculés a ’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 24.

20 [ = branche relative 4 lintervalle d'approximation |

— branche retative & lntervalie d'extrapolation I

Y

o 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE P1-C1- Graphes de la fonction cible
g7 (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée 64" (trait continu bicolore vert-rouge).

— branche ralative a Mintervalle dapproximation J
x . = branche refative a fintervalle daxtrapolation S

102 10 10*
Pr(4; tanin)

16” 10!
FIGURE P1-C3- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible Pf.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion ﬁT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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'\ — branche relative & lintervalle dapproximation J
'-. = branche relative 4 lntervalle dextrapolation J*
— 08\
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5 \
~ 0.6 \
% 4
\
04 \
2 \
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02t .
I \"\
V] 0.5 1 1.5 2 25 3

FIGURE P1-C2- Graphes de la probabilité condi-
tionnelle cible PF(y;umin) (pointillés noirs) et de
son approximation Pr(y; umin) (trait continu bico-

lore vert-rouge).

branche relative a lntervalle dapproximation [
= branche relative 4 lntervalle dextrapolation

\
0,008\
— II..
=, 0008) |
gl \
) | \
77.0.004 \
&
N
0.002|
3
0 \\
a5 4 45 5 55 8

{1

FIGURE P1-C4- Graphes, pour u > Upyin, de la
probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation Pﬁ) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).



0.7 [ —— branche relative 4 lintervalle d'approximation /

08— branche relative 4 lintervalle d'extrapolation I° .
05| Coefficients | Valeurs
Umin
S os Yoy -0.0856
R min . 2
B osl oy 0.3258
02|
0.1
0l = R N
1072 109 10 10° 10
P5(u)
FIGURE P1-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible Tableau 24- Valeurs des coefficients des
P§(u), de Verreur relative AP}?’) (u) associée a 'approximation approximations Pr(y; tumin) et ]5}3)(10
Pj(?’) (u) de P%(u). des probabilités cibles PS%(y; Umin) et
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4.3.2 Résultats relatifs au processus P2

Les divers résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P2-C1 a

P2-C5. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', Umin, Umax €t L (nombre de

trajectoires simulées) :

T = 100, tmin = 4.87, Umax = 5.33, L = 10°

Les coefficients intervenant dans les approximations

Pr_,@ (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible

P& (u), et dans celle : Pp(y; umin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P%(y; tmin)

ont été calculés a I’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans

le tableau 25.

12 [ ——branche relative & I'ntervalle d'approximation |

10 F —— branche retative 3 lintervalle d'extrapolation /*

FIGURE P2-C1- Graphes de la fonction cible
o7 (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée 4™ (trait continu bicolore vert-rouge).

0.3
— branche ralative a Mintervalle dapproximation J
0.25 = branche relative a Mintervalle daxtrapolation i
—~ 02
2015
o
< 04
0.05
ol '
10° 107! 102 10 10*
Pr(4; tanin)

FIGURE P2-C3- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P.(y; tmin ), de er-
reur relative APr(y; umin) associée & I'approxima-

tion pT(y; umin) de Pf“(ya Umzn)
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\ = branche relative & lintervalle Capproximation J
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FIGURE P2-C2- Graphes de la probabilité condi-
tionnelle cible P%(y;Umin) (pointillés noirs) et de
son approximation Pr(y; Umsy,) (trait continu bico-

lore vert-rouge).

0.01;
'.I branche relative a lntervalle dapproximation [
\ = tranche relative 4 lntervalle dextrapolation
0.008
o I\.
== 0006 \
= \
o !
:' \
= 0.004 |
& N
\
0.002 |
.
1 \\______

5 52 5.4 56 58 &

{1

6.2 6.4 6.6

FIGURE P2-C4- Graphes, pour © > Upn, de la
probabilité cible P§(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ﬁr}?’) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).



0.3 [ —— branche relative 4 lintervalle d'approximation /

0.25 —— pranche relative a lintervalle d'extrapolation f°
Coeflicients | Valeurs
0.2 )
- Amin -0.0430
! 9
= 0.15f Umin
% o 0.2095
0.1}
0.05
D ——— . . . " i | PP i l
102 0% 10* 109 108

Pé(u)

FIGURE P2-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible Tableau 25- Valeurs des coefficients des

P%.(u), de lerreur relative APT(JQ') (u) associée & l'approximation approximations IET(y; Umin) €b P;S) (u)

15;3)(15) de P¢(u). des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t
Pr(u) .
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4.3.3 Résultats relatifs au processus P3

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P3-C1 a

P3-C5. IIs sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T, Umin €t Umax :
T =5, Umin = 5.76, Upax = 7.36

P® (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
P%(u), et dans celle : Pr(y; tumin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P (y; tmin) ont

Les coefficients intervenant dans les approximations

été calculés a l’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 26.

20 [ = branche relative 4 lintervalle d'approximation |

— branche retative & lntervalie d'extrapolation I

FIGURE P3-C1- Graphes de la fonction cible
d7m™¢ (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée 4™ (trait continu bicolore vert-rouge).

0.8
— branche relative & lMintervalle dapproximation J

0.7 - =branche relative 4 Nintervalle dextrapolation J*
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102
Pr(4; tanin)
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FIGURE P3-C3- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P%(y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion ﬁT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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\ = branche relative & lintervalle Capproximation J
\ = ubranche relative 4 lntervalle dextrapolation JS
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FIGURE P3-C2- Graphes de la probabilité condi-
tionnelle cible P (y;umqn) (pointillés noirs) et de
son approximation Pr(y; Umsy,) (trait continu bico-

lore vert-rouge).

0.01y
\ branche relative a lntervalle dapproximation [
\ = tranche relative 4 lntervalle dextrapolation
0.008 1\
4
50006
= \
i \
= \
= 0,004 | \
& \
\
Y
0.002 | .
.
1 \\‘
L] 7 8 9 10 1 12

FIGURE P3-C4- Graphes, pour u > Unin, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ]5:513) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).



Coeflicients | Valeurs
e -0.0911
aéﬂ‘f}“ 0.7687

0.8  —— branche relative 4 lintervalle d'approximation /
0.7}
~— branche relative 4 l'intervalle d'extrapalation *

ml‘s
Tableau 26- Valeurs des coefficients des

approximations ﬁT(y;umm) et p;?)) (u)
des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t

10°®

02|
0.1
10% 10
P (u)
Pi(u) .

0
102
FIGURE P3-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible
P%.(u), de lerreur relative APT(JQ') (u) associée & l'approximation

PP () de P&(u).
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4.3.4 Résultats relatifs au processus P4

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P4-C1 a P4-
C5. IIs sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', Umin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 50, Umin = 0.0181, umax = 0.0203, L = 10°

Les coeflicients intervenant dans les approximations P:(FS) (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
P (u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P& (y; tmin) ont
été calculés a l’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 27.

10 [ —— branche retative 4 lintervalle d'approximation | 17
| — branche relative & lntervalle dapproximation J
", —branche relative 4 lntervalle dextrapolation JS
g~ branche refative 4 lintervalle d'extrapolation f* _08\
- A
— 2 1)
= g |\
¥ 6} Zosf |\
' a, 5
:.::": _‘E -..'.
- 4 g 04 -\
i 2 \
2 ™ 02
- = \\
0 1 2 3 4 5 6 ¥ 8 1] 1 2 3 4 5 6 T 8
Y <10 u <10
FIGURE P4-C1- Graphes de la fonction cible FIGURE P4-C2- Graphes de la probabilité condi-
g7 (pointillés noirs) et de son approximée- tionnelle cible PF(y;umin) (pointillés noirs) et de
extrapolée 67" (trait continu bicolore vert-rouge). son approximation Pr(y; umin) (trait continu bico-
lore vert-rouge).
04 0.0
= branche ralative a Mintervalle dapproximation J = l|I — branche relative 4 lintervalle d'approximation |
0.35 - = branche relative a Nintervalle dextrapolation \'. — branche refative 4 fintervalle d'extrapolation
03 0,008 | \
Z025 S \
S
5 02 L
3 e
4015 0,004/ \\\
0.1 N\
0.002 .
L “‘y
100 10 102 102 104 0019 002 0021 0022 0023 0024 0025 0026
P( 1 thonin ) u
FIGURE P4-C3- Evolution, en fonction de la FIGURE P4-C4- Graphes, pour u > Unn, de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin), de Der- probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
. s . . . =3 . .
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima- approximation P} )(u) fournie par la version 3 de
tion Pr(y; Umin) de PE(Y; Umin)- la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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0.4 r—— pranche relative a lintervalle d'approximation |

035
~ branche relative a l'intervalle d'extrapolation r .
03| Coefficients | Valeurs
0.25| Umin _
- yas 0.0541
T 02+ Umin
X ol 0.0011
= 045
017
0.05
10?2 10° 10* 105 108
}{1;}

Tableau 27- Valeurs des coefficients des

FIGURE P4-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible
approximations Pr(y; Umin) et [3;3) (u)

P%.(u), de Verreur relative AP}?’) (u) associée & l'approximation
P}3)(u) de Pf(u). des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t

111



4.3.5 Résultats relatifs au processus P5

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P5-C1 a

P5-C5. IIs sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres w, A, T', Umin €t Umax :
w=1,A=15T =2, upin = 3.0701, upax = 4.6052

Les coeflicients intervenant dans les approximations P:(Fs) (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
P%(u), et dans celle : Pr(y; tumin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P (y; tmin) ont

été calculés a l’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 28.

15 | =——branche relative & l'ntervalle d'approximation |

— branche retative & lntervalie d'extrapolation I

FIGURE P5-C1- Graphes de la fonction cible
d7m™¢ (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée 4™ (trait continu bicolore vert-rouge).

5-10

— branche ralative a Mintervalle dapproximation J
= branche relative a Mintervalle daxtrapolation S

)
B

APr(y; tin)

2

™

10° 107 102 10 10*
Pr(4; tanin)

FIGURE P5-C3- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P%(y; tmin), de l'er-
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima-

tion ]ET(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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FIGURE P5-C2- Graphes de la probabilité condi-
tionnelle cible P (y;umqn) (pointillés noirs) et de
son approximation Pr(y; Umsy,) (trait continu bico-

lore vert-rouge).

0.0 I
| branche relative a lntervalle dapproximation [
Iu = branche relative 4 lntervalle dextrapolation
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FIGURE P5-C4- Graphes, pour u > Upin, de la
probabilité cible P%(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ]5:513) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).



-4
x 1 0
6 [ —— branche relative  lintervalle d'approximation /

5 "~ branche relative 4 lintervalle d'extrapolation £ Coefficients Valeurs
2 ypbmin 1.8861e-5
::: 3l J%‘T(‘]i“ 0.6666
ﬂ b}
2]
‘ t
e — . LN O
1072 109 10 10° 10
P5(u)
FIGURE P5-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible Tableau 28- Valeurs des coefficients des
P%.(u), de lerreur relative APT(JQ') (u) associée & l'approximation approximations Pr(y; tmin) et P;S) (u)
15;3)(15) de P¢(u). des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t
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4.3.6 Résultats relatifs au processus P8

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P8-C1 a P8-
C5. IIs sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', Umin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :
T =5, Umin = 0.0085, tmax = 0.0092, L = 10°
Les coeflicients intervenant dans les approximations P:(FS) (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
Pf.(u), et dans celle : JBT(y; Umin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible Pf.(y; tmin) ont

été calculés a l’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le
tableau 29.

25 [ = branche relative 4 lintervalle d'approximation

= branche relative a lintervalle d'approximation J
4
g+ branche relative & lintervalle d'extrapolation [

= branche refative & lintervalle dextrapolation J*
— 081}

= 06} 1
< \
= \
= \
< 10} Fo04f |\
£ \
oy = \
51 ™ 0z N
0-—"" 1 L 1 0 \‘-\
o 05 1 15 2 25 3 35 4 o 05 1 15 2 25 3 35 4
y <10 u <10
FIGURE P8-C1- Graphes de la fonction cible

FIGURE P8-C2- Graphes de la probabilité condi-
a7 (pointillés noirs) et de son approximée-

tionnelle cible P (y;umqn) (pointillés noirs) et de

son approximation Pr(y; Umsy,) (trait continu bico-
lore vert-rouge).

extrapolée 4™ (trait continu bicolore vert-rouge).

0.5

.01
— branche relative & Nintervalle d"approximation J 041
= branche relative a Minlervalle dextrapolation N |

branche relative & lntervalle d'approximation [
\

\ =branche relative 4 lNntervalle dextrapolation
0.008 H
\
\
3 = \
5 = 0006F |
< = 0.004 | \
< R '-.\
%
0.002| ;

(1]
0.009 0.0095 0.01 0.0105 0.011 0.0115
PE(3: thenin)

0.012 00125
u

FIGURE P8-C3- Evolution, en fonction de la

FIGURE P8-C4- Graphes, pour u > Upin, de la
probabilité conditionnelle cible Pf.(y; tmin ), de er-

probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
reur relative APr(y; tmin) associée a 'approxima- approximation I:’:f?) (u) fournie par la version 3 de
tion Pr(y; Umin) de P& (Y; tmin)-

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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Coefficients | Valeurs
7%:““}“ -0.0572
0%‘;‘}“ 3.1568e-4

0.5 — branche relative a l'intervalle d'approximation /

04t branche relative & lintervalle d'extrapolation °

Tableau 29- Valeurs des coefficients des
approximations Pr(y; tmin) et P\ (u)

03]
4 02|
e
Ps(u)
des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t

0
102
FIGURE P8-C5- Evolution, en fonction de la probabilité cible
P%.(u), de lerreur relative APT(JQ') (u) associée & l'approximation

PP () de P&(u).
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4.3.7 Résultats relatifs au processus P10

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P10-C1 a

P10-C5. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres o, T,umin €t Umax :
o= \/E,T = 27, Umin = 6.6442, Umax = 9.1795

Les coeflicients intervenant dans les approximations p%s)(u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
P&(u), et dans celle : Pr(y; umm) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P (y; tmin) ont

été calculés a ’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 30.

16 | ——branche relative & Iintervalle d'approximation |

14

— branche retative & lntervalie d'extrapolation I

FIGURE P10-C1- Graphes de la fonction cible
d7mim¢ (pointillés noirs) et de son approximée-

extrapolée 64" (trait continu bicolore vert-rouge).

0.25
— branche ralative a Mintervalle dapproximation J
== branche relative a MNintervalle G‘extrapclau'on Jo
02
£0.15
< o4
4
0.05
G . '
10° 107 102 10 10*

Fr(4; tanin)

FIGURE P10-C3- Evolution, en fonction de la
probabilité conditionnelle cible P (y; tmin ), de Der-
reur relative APy (y; tmin) associée a 'approxima-
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FIGURE P10-C2- Graphes de la probabilité
conditionnelle cible P$(y; tmin) (pointillés noirs) et

de son approximation Pr(y; Umsy,) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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I| = branche relative 4 lntervalle dextrapolation
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FIGURE P10-C4- Graphes, pour u > Upin, de la
probabilité cible Pg(u) (pointillés noirs) et de son
approximation ]3}3) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).



0.25 — branche relative a l'intervalle d'approximation /

0.2 |~ branche relative a lintervalle d'extrapolation F

Coeflicients | Valeurs

< 0.15 ’y%i}i" -0.0167
e oy 1.1484
< 01 :
0.05/
D\.—-—.-_. . . i PUP R " | PP i ]
102 109 107 108 108
P§(u)
FIGURE P10-C5- Evolution, en fonction de la probabilité Tableau 30- Valeurs des coefficients des
cible Pg(u), de lerreur relative AP}S) (u) associée & lapproxi- approximations Pr(y; tmin) et P;S) (u)
mation pég)(u) de P¢(u). des probabilités cibles PS(y; tUmin) €t

Pr(u) .
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4.3.8 Résultats relatifs au processus P22

Les résultats obtenus pour ce processus sont synthétisés graphiquement sur les figures P22-C1 a
P22-C5. Ils sont relatifs aux valeurs suivantes des parametres T', Umin, Umax €t L (nombre de trajectoires
simulées) :

T = 20, Umin = 0.0435, umax = 0.0517, L = 10°

P:(FS) (u) (formule (3.64)) de la probabilité cible
P (u), et dans celle : Pr(y; umin) (formule (3.59)) de la probabilité conditionnelle cible P& (y; tmin) ont

Les coefficients intervenant dans les approximations

été calculés a l’aide de la méthode des moindres carrés pondérés. Leurs valeurs sont données dans le

tableau 31.
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FIGURE P22-C1- Graphes de la fonction cible

g7 (pointillés noirs) et de son approximée-

FIGURE P22-C2- Graphes de la probabilité

conditionnelle cible P§(y; tmin) (pointillés noirs) et

extrapolée 4™ (trait continu bicolore vert-rouge). de son approximation Pr(y; tmin) (trait continu bi-

colore vert-rouge).
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tion ﬁT(y;umm) de PZ(y; Umin)-
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FIGURE P22-C4- Graphes, pour « > Uiy, de la
probabilité cible P (u) (pointillés noirs) et de son
approximation I:’:S’) (u) fournie par la version 3 de

la méthode (trait continu bicolore vert-rouge).
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4.4 Syntheése des résultats obtenus par les trois versions de la mé-
thode

Rappelons que l'objectif de ce travail de thése était de développer une méthodologie permettant
d’estimer avec une bonne précision des probabilités de dépassement faibles (i.e. de 'ordre de 1076).

Les trois versions de la méthode proposée répondent a cet objectif. Cependant, un examen dé-
taillé des résultats obtenus avec les 23 processus étudiés fait apparaitre quelques différences dans les
performances de ces versions.

Sous ’hypothese "ty suffisamment grand", nous avons montré au paragraphe 3.3 que les versions
1 et 2 de la méthode sont liées via des relations linéaires entre les coefficients des polynémes intervenant
dans leurs expressions. Il était donc naturel de s’attendre, dans le cadre de cette hypothése, a ce que les
deux versions fournissent des résultats trés proches. C’est ce que nous pouvons observer sur la quasi-
totalité des exemples traités, les petits écarts constatés relevant principalement de raisons calculatoires
(résolution numérique de probléemes différents). Dans le cas particulier du processus P5, la version 2 de
la méthode est beaucoup plus précise que la version 1. Ceci s’explique facilement en comparant, pour
ce processus, I'expression théorique de 67™™ : 67" (y) = Ay, qui correspond exactement & I’expression
de I'approximation de la version 2 : 5%‘“1“ (y) = a%‘j}“yQ + b%‘j“y, avec a%‘:}" =0et b%’:}“ = ), alors que
I’expression théorique de nr : nr(u) = —Ln {—Ln(l — e*)‘“)} , e coincide pas dans ce cas avec celle de
I'approximation de la version 1 : 77 (u) = a7, u? + brru+cr.

On peut par ailleurs observer que la version 3 de la méthode est moins précise que les deux précé-
dentes. Ceci tient tout simplement au fait que, de par son expression, elle ne permet pas d’approximer
correctement la courbure du graphe de la fonction cible S%mi“’c en zone de seuils élevés. Ceci est vérifié
numériquement pour la quasi-totalité des processus testés a ’exception du processus P5, cas particulier

pour lequel I'expression théorique de 7™ : 7" (y) = Ay, correspond exactement a l’expression de

,yumin . )
] twln (14 20y) L Yy 20, s 0
I'approximation de la version 3 : 67" (y) = ‘ ’ , avec

a;yﬁ , Yy>0, si’y%f}“:()
'ﬁfi‘}" =0, U%’fj" = % Ajoutons que le calcul des paramétres de cette version requiert la résolution
d’un systéme non linéaire, ce qui la complexifie quelque peu.

Ainsi, & une exception pres, la troisieme version est moins performante que les deux premieres.
Cependant, des applications numériques non présentées dans ce travail montrent qu’elle est malgré
tout tres compétitive par rapport aux méthodes existantes, notamment celles basées sur la théorie des
valeurs extrémes.

Notons que les valeurs des erreurs obtenues avec les différentes versions sont a nuancer en fonction
du nombre de simulations Monte-Carlo choisi pour le calcul des probabilités cibles de comparaison. En
effet, logiquement, plus le nombre de simulations est élevé, meilleure est I’estimation Monte-Carlo de la
probabilité cible. Or, les résultats montrent que le précision de 'approximation proposée est d’autant
meilleure que la cible est bien estimée, et ceci pour chacune des trois versions. Il importe donc de
garder a 'esprit en examinant les résultats obtenus que, paradoxalement, une grande partie de ’erreur
d’approximation est imputable & la qualité de I'estimation Monte-Carlo de la probabilité cible. Ainsi,
comme on peut 'observer sur tous les résultats présentés, pour les cas tests ou la probabilité cible a

été calculée avec 10° simulations, I’erreur d’approximation est beaucoup plus faible que pour ceux ot
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seules 10® simulations ont été utilisées.

Enfin, concernant ’estimation Monte-Carlo des probabilités cibles de comparaison, on peut obser-
ver qu’elles ne sont pas accompagnées, comme il se devrait en contexte Monte-Carlo, de leurs intervalles
de confiance. Cette lacune, attribuable au seul manque de temps, sera comblée dans la version finale

du document.
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Conclusion

Rappelons que 'objectif de cette theése était le développement d’une méthode d’approximation
pour le calcul des probabilités du type : Pr(u) = P(sup,csv(t) > u), avec T = [0,T], 0 < T < +0o0,
v un processus scalaire a priori quelconque (notamment non gaussien, non stationnaire) et v un réel
"grand’, c’est-a-dire tel que Pr(u) < 1074,

Nous sommes partis pour cela d’une étude initiale réalisée dans le cadre du projet MODNAT (étude
détaillée dans le rapport Ty + 18 du partenaire Institut Pascal de ce projet) et qui consistait, entre
autres, a étudier en contexte Monte-Carlo le comportement de la probabilité Pr(u) en fonction de u
pour une gamme étendue et variée de processus stochastiques.

Une analyse approfondie des résultats de cette étude nous a alors permis de mettre en évidence
deux fonctions liées explicitement (I'une directement, l'autre indirectement) a la probabilité cible
et possédant chacune une propriété récurrente remarquable qui, judicieusement exploitée dans une
procédure numérique basée sur une technique d’approximation bas niveau - extrapolation haut niveau,
nous a permis d’élaborer une méthode de calcul performante de Pr(u), déclinée en trois versions dans
ce rapport.

Testée a travers de nombreuses applications numériques mettant en jeu des processus de tous
types (gaussiens stationnaires, gaussiens non stationnaires, non gaussiens stationnaires, non gaussiens
non stationnaires), cette méthode s’est révélée particulierement performante dans ses deux premieres
versions. Elle présente en outre un triple intérét pratique : (1) elle est facile & mettre en oeuvre, (2)
elle n’est pas chronophage et (3) son domaine de validité n’est pas limité qu’aux grandes valeurs de
u, puisque les approximations de Pr(u) qu’elle fournit dans chacune de ses versions (y compris la
troisieme) sont valables dés que u > Umin, OU Uiy est une valeur plancher de u pour laquelle Pr(u) =
1072. De plus, comme le montrent les tests numériques effectuées, les approximations auxquelles elle
conduit restent de trés bonne qualité jusqu’a des probabilités de Iordre de 1076-10~7, voire moins,
c’est-a-dire jusqu’a des seuils de franchissement élevés.

C’est par conséquent une méthode a large champ d’applications qui pourrait, par exemple, étre
d’une grande utilité pour la quantification des probabilités de défaillance en analyse fiabiliste des
systémes dynamiques.

Elle permet également, dans ses versions 2 et 3, d’obtenir de treés bonnes approximations des
probabilités conditionnelles du type P(sup,c7v(t) > v + y |sup,c7v(t) > u), y > 0, et pourrait donc,
de ce fait, étre aussi utilisée comme outil de prédiction de déclanchements d’alertes. Elle pourrait ainsi
jouer un role d’intérét dans le domaine de ’analyse des risques. En outre, considérée dans sa version 2,
elle permettrait, compte tenu du caractere peu chronophage de cette derniére, de réajuster en temps

réel les niveaux de déclanchement.



Les applications présentées montrent clairement que les deux premieres versions sont remarquable-
ment efficaces et dans la quasi-totalité des cas (i.e. tous sauf un) plus performantes que la troisieme.
Celle-ci présente toutefois sur ces dernieres I'intérét d’établir un lien direct avec la théorie des valeurs
extrémes.

Ces applications ont mobilisé, dans leur étape de quantification Monte-Carlo des probabilités cibles
de comparaison, des temps de calcul extrémement importants (de l'ordre de quelques semaines a
plusieurs mois) qui n’ont malheureusement pas permis, sur la durée impartie & la these, de traiter
des exemples concrets directement tirés de problemes réels de modélisation de phénomeénes naturels
(vent, houle, séismes,...). La suite logique de cette theése serait d’envisager un tel travail. Il serait
en outre judicieux, chose qui n’a pu étre faite pour la méme raison, de tester la robustesse de la
méthode (notamment dans ses versions 'performantes" 1 et 2) en menant une étude paramétrique
systématique portant, entre autres, sur la longueur T de I'intervalle d’observation T = [0,T] et, dans
le cas stationnaire, sur la largeur de bande du processus, parametres tres importants du comportement
extréme des processus. Enfin, il serait intéressant, et ce travail est en cours de lancement, de confronter
cette méthode aux méthodes existantes dans le cadre d’un benchmark afin de juger objectivement de

sa qualité.
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Annexe A

Algorithmes de simulation des

processus tests
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A1 Notations

Nous nous contentons dans cette annexe de donner la version "programmable" de 1’algo-
rithme de simulation de chaque processus test utilisé dans la these, sans entrer dans le détail de
sa construction, ni en exhiber les propriétés. Le lecteur intéressé par ces différents aspects est in-
vité a consulter le rapport MODNAT Ty+18 disponible sur le site [http ://sites.onera.fr/mondat].

Pour les processus non stationnaires, la simulation est effectuée sur tout leur intervalle
d’indexation T = [0,7],0 < T < +o0; pour les processus stationnaires, donc indexés sur R,
elle est restreinte & un intervalle fermé borné de R, encore noté T et toujours de la forme
T = [0,7], 0 < T < +oc. Donc, dans tous les cas (i.e. pour tous les processus), le domaine de
simulation est un intervalle de la forme T = [0, T, avec T un entier fini strictement positif fixé.

Rappelons que les processus considérés, tous notés v, sont au nombre de 23, référencés P1
a P23 (cf. chap. 2). Les algorithmes de simulation présentés ici ne concernent toutefois que 14
d’entre eux : les processus référencés P1, P2, P3, P4, P5, P7, P8, P10, P12, P14, P16, P18, P20
et P22. Les 9 autres processus (i.e. ceux référencés P6, P9, P11, P13, P15, P17, P19, P21 et
P23) sont en effet les valeurs absolues de 9 des 14 précédents et leurs algorithmes de simulation
se déduisent trivialement de ceux de ces derniers.

Rappelons par ailleurs que simuler I'un quelconque, v, de ces processus sur son intervalle
de simulation 7' = [0, T, c’est en construire un nombre fini L (& choisir) de réalisations indépen-
dantes restreintes a T, ¢’est-a-dire une L-famille d’applications {t — vp(t, ) T —R;aq € A}szl’
ou, Vi€ {1,--- ,L}, T >t — vzp(t,q;) est une q;-réalisation restreinte a 7' de v. Pratiquement,
I'algorithme de simulation fournit chaque trajectoire vz (-, ;) = (vz(t,a;),t € T) sous forme
d’une famille finie de réels {vn(t,,,a;),m € Iny1} constituée des valeurs d’une approximation
de vj(+, a;) (issue du choix d’une approximation appropriée, voire d’'une représentation exacte, de
v) aux noeuds t,,, m € Iy, d'une N-partition (a choisir) de T', Iy désignant dans cette nota-
tion une famille finie ordonnée d’entiers positifs correspondant a ’ensemble des indices affectant
les N+1 noeuds de la partition. Par exemple, pour certains algorithmes Iy, = {0,1,--- N} et
pour d’autres Iy = {1,2,--- , N + 1}, avec dans le premier cas 0 = tg < t; < --- <ty =T et
dans le second 0 = t; <ty < --- < tyy1 = T. Pour tous les algorithmes de simulation présentés
ci-dessous, la N-partition de T a été choisie réguliére, donc de pas constant At = T/N. Par
conséquent, t,, = mAt, Vm € Iy, dans le premier cas et t,, = (m — 1)At, Ym € Iy, dans le
second. De plus, pour des raisons techniques liées a leur construction, trois de ces algorithmes
(ceux relatifs aux processus référencés P2, P4 et P7) ne fournissent pas les valeurs des trajec-
toires simulées au noeud terminal de la partition choisie de 7. Enfin, par souci de concision, tous
les algorithmes ont été écrits en utilisant la notation suivante : VN = UN(tm,ar),Ym € Inyq,
Va;, € A, VI € {1,---,L}. Avec une telle notation, chaque a;-réalisation (i.e. a;-trajectoire)

simulée de v sur T est ainsi décrite par la famille finie de réels {Vﬁl, m e I N+1}.
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A2 Simulation du processus référencé P1

L’algorithme de simulation utilisé pour ce processus s’écrit, VI € {1,--- , L} :

VN = g%l}ncos(wtm) + gél}nsin(wtm) , 0<m<N (A.1)

ol vy = vy (tm,ar), ay € A, by, = mAL, Ym € {0, N}, At = T/N et {g = (91, 98)).
0 <m < N} est une (N + 1)-famille de réalisations indépendantes d’une v.a. gaussienne stan-
dard bidimensionnelle G = (Ggl), G(Ql)), les v.a. {G(l) = (G(ll), Gg)), 1<I< L} étant des copies

indépendantes d’'une v.a. gaussienne standard bidimensionnelle G = (G1, Gs).

A3 Simulation du processus référencé P2
L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus est basé sur la représentation

spectrale des processus stationnaires du second ordre. Il ’écrit, VI € {1,--- , L} :

af = \/S(wi)y/—Ln(ul}) emer | 1<k <N
i2n(m—1)(k—1)
pﬁJ = Zé\;lql]"’e+ , 1<m< N (Az)

w(m—1)(N—1)

vy = V2AwRE {p]m\,,leiN} , 1<m<N

avec :
v = vn(tm, @) , a € A

tm=(m—1At , 1<m<N+1

At — % (A.3)
wk:—ﬂc—k(k—%)ﬁw,lSkSN
Aw = 2]%0
. Bg+Agw?
S(w) = 52 —w2)?+ (g% Y ek (A.4)

A,, B, et d,donnés par (2.15) et (2.16)

ou dans (A.2), {u,(f) = (ugl)k, ug)k), 1<k<N } est une N-famille de réalisations indépendantes
d'une v.a. UD = (UP, UL uniforme sur le carré unitaire [0, 1]2, les v.a. {U(l) = WP, U 1<
[ < L} étant des copies indépendantes d'une v.a. U = (Uy, Us) uniforme sur [0, 1)%.

Dans (A.3), . est la pulsation de coupure associée a la densité spectrale (A.4), calculée
de telle sorte que la quasi-totalité de ’énergie spectrale soit portée par le compact [—€,, €2].

Pratiquement, elle s’obtient en résolvant 1’équation :

JrS(w)dw — f?{zc S(w)dw
Jr S(w)dw

ou € est un réel positif adimensionnel petit a choisir, par exemple ¢ = 0.01 ou € = 0.005. Comme

=€ (A.5)

ici I'intégrale [ S(w)dw (qui n’est autre que la variance de v) vaut 1, (A.5) se réécrit :
Qe
l/ S(w)dw =1 — ¢ (A.6)
—Q.

équation qui se résout aisément par voie numérique.
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Notons que pour le calcul de la famille {p%l, 1<m<N } a partir de la famille {qlk’ 1<
k < N} (cf 2°m¢ équation de (A.2)), il est possible, compte tenu de la forme particuliere de
I’expression reliant ces deux familles, d'utiliser un algorithme de Transformée de Fourier Rapide
(TFR) et d’accroitre ainsi les performances (en rapidité et précision) de l'algorithme de simu-
lation. Une telle possibilité, quasiment toujours exploitée par les utilisateurs, est d’ailleurs un
élément important du succes de cet algorithme. Notons que dans le cas ou un algorithme de TFR

est utilisé, il est préférable (mais non obligatoire) de prendre pour N une puissance entiere de 2.

A4 Simulation du processus référencé P3

L’algorithme de simulation utilisé pour ce processus s’écrit, VI € {1,---, L} :
W, =0
e B l (A7)
VN =VNng t+ VAtgl) S 1<m<N

o Vit = vn(tm, @), a; € A, t, = mAL, Ym € {0,--- N}, At = T/N et {gg},l <m< N}
est une N-famille de réalisations indépendantes d’une v.a. gaussienne standard scalaire G, les

v.a. {G(l), 1<m< L} étant des copies indépendantes d'une v.a. gaussienne standard scalaire

G.

A5 Simulation du processus référencé P4
L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus se déduit directement de celui

employé pour simuler le processus référencé P2 (cf. §A3). Il s’écrit, VI € {1,--- , L} :

af = /Sy —Ln@()e* ™5 1<k <N

i2w(m—1)(k—1)

PRy =Sge &, 1<m<N (A.8)
VR = () VIBORG (e 1< m < N

avec :

VJTG,Z = I/N(lfm,al) , e A

tm=m—-1)At , 1<m<N+1

At — % (A.9)
wp=—Q+(k—3)Aw , 1<k<N
Aw = QTQC
o Bg—i-Agw2
S(w) = 02[(w?2 —w2)2+(2wgtg)2w?] weR (A.10)

A,, B, et d,donnés par (2.15) et (2.16)

ft)=at(T —t)e P1:(t) , teR (A.11)

ou dans (A.8), {u,g) = (ugl)k, ug)k), 1<k<N } est une N-famille de réalisations indépendantes

d'une v.a. U = (UY, UV uniforme sur [0,1]2, les v.a. {U(l) =W UM 1<i< L} étant

des copies indépendantes d'une v.a. U = (U, Us) uniforme sur [0, 1}2. On peut en outre voir
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dans (A.8) que la famille {p%,l, 1<m<N }, compte tenu de son expression en fonction de la
famille {qlk, 1<kE<N }, peut étre calculée en utilisant un algorithme de TFR (et dans ce cas,
il est préférable de prendre pour N une puissance entiére de 2). Enfin, dans (A.9) €. est la
pulsation de coupure associée a la densité spectrale (A.10). Comme cette densité coincide avec
celle (A.4) du paragraphe A3, en procédant comme dans ce dernier on en déduit que 2. est

solution de I’équation :

/j;c Sw)dw =1—¢€ (A.12)

ou € est un réel positif adimensionnel petit a choisir (par exemple € = 0.01 ou € = 0.005), cette

équation se résolvant aisément par voie numérique.

A6 Simulation du processus référencé P5

L’algorithme de simulation utilisé pour ce processus s’écrit, VI € {1,..., L} :
1
VN = XL”( )cos(wty, — 2mu),) . 0<m < N (A.13)

ol Vi, = vn(tm, ar), a € A, t,, = mAt, Vm € {0,--- N}, At = T/N et {ul) = (u (lzn,ug)m)
0 <m < N} est une (N + 1)-famille de réalisations indépendantes d'une v.a. U") = (U1 U )
uniforme sur [0, 1]%, les v.a. {U(l) (U U(l)) 1<I< L} étant des copies indépendantes d une

v.a. U = (Uy, Uy) uniforme sur [0, 1]2.

A7 Simulation du processus référencé P7

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :

o (D
\/S (wk) \/ Ln UIZL) e?™2k | 1<k<N
2w (m—1)(k—1)

PNy = NI N , 1<m<N (A.14)

im(m—1)(N—1)

VR, = oexp (ﬁ\/ 20AWRE {pﬁjﬁw}) . 1<m<N

avec :
v = vn(tm, @) , a € A

tm=m—-1)At , 1<m<N+1

At=1L (A.15)
wp=-Q+(k-3Aw , 1<k<N
Aw:%
o? 1 1
= — Al
S(w) Wl4<w_A)2+U4+4(w+A)Q+U4] , weR (A.16)

ou dans (A.14), {u,g) = (ugl)k, ugl)k) 1<k<N } est une N-famille de réalisations indépendantes
d'une v.a. U = (UY, UV uniforme sur [0,1]2, les v.a. {U(l) =W UM 1<i< L} étant
des copies indépendantes d'une v.a. U = (U, Uy) uniforme sur [0, 1]%2. On peut en outre voir

dans (A.14) que la famille {p%l, 1<m<N }, compte tenu de son expression en fonction de la
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famille {ql’“, 1<kE<SN }, peut étre calculée en utilisant un algorithme de TFR (et dans ce cas,
il est préférable de prendre pour N une puissance entiére de 2). Enfin, dans (A.15) Q. est la

pulsation de coupure associée a la densité spectrale (A.16) et est solution de 'équation :
fin S(w)de — %, S(w)dw _

Jr S(w)dw a

ou € est un réel positif adimensionnel petit a choisir, par exemple ¢ = 0.01 ou ¢ = 0.005. Or,

comme (du fait de l'expression (A.16) de S(w)) l'intégrale [p S(w)dw vaut 1, (A.16) peut se

réécrire :

(A.17)

/ (W) = 1— ¢ (A.18)

—Q.
équation qui se résout aisément par voie numérique.

A8 Simulation du processus référencé P8

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :
Q?\r,z = qo,l
aR = ai At + VAISg,)  1<m <N (A.19)

v =0qy, , 0<m<N

oll nous avons posé :

q m q” q1.0,
q=[ 1] , qN,l:[ i;N’l} : qu:[ 10[] (A.20)
42 42,N,1 42,0,l
q2 0
o) = | - Cn= =00 (A.21)
—wWhHq1 — g7 — 2wp&pge YD

avec vy, = UN(tm,a1), a1 € A, ty, = mAt, Ym € {0,--- N}, At = T/N et ou dans (A.19),
{ gV 0<m< N — 1} est une N-famille de réalisations indépendantes d’une v.a. GV gaussienne
standard scalaire, les v.a. {G(Z), 1<1< L} étant des copies indépendantes d'une v.a. gaussienne
standard scalaire GG. Pour le choix de la valeur initiale, la pratique courante consiste, pour chaque
[ (i.e. pour chaque a;-réalisation), & lancer I'algorithme avec la valeur initiale gy, = [0,0]7, &
laisser défiler ce dernier jusqu’a atteinte du régime stationnaire, a un instant téls), et enfin a ne
commencer a enregistrer la trajectoire simulée qu’a partir de cet instant. Bien entendu, la dif-
ficulté réside ici dans la détermination de téls), qui ne peut se faire que via une expérimentation

numérique préalable.

A9 Simulation du processus référencé P10

L’algorithme de simulation utilisé pour ce processus s’écrit, VI € {1,--- , L} :
2t () )2
VR = e e ) (gj,m) , 0<m<N (A.22)
Jj=1
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ouvy, = Un(tm, ), s € A, t,, = mAt,Vm € {0,..., N}, At = T/N et {g(l) (gyzn,gézn,gé%,
gfllzn) 0 <m < N} est une (N + 1)—famﬂle de réalisations indépendantes d’une v.a. gaussienne
standard quadridimensionnelle G = (G G(l) Ggl), fo)), les v.a. {G(l) = (Gﬁ’), Gél), Ggl), fo)),
1 <1 < L} étant des copies indépendantes d'une v.a. gaussienne standard G = (G1, Go, G3, G4)

a valeurs dans R*.

A10 Simulation du processus référencé P12

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, VI € {1,..., L} :
o
\/S \/ Ln ul)k)el%ulk , 1<E<N
2w (m—1)(k—1)
pN,l_Zkzll N , 1<m<N
= 9(tm) V2AWRE {p’ane_m(mlW} , 1<m<N
’ ’ (A.23)
I/R[,l - O
1/]1\” =0
3
V}V”l“ = alyg}f — agVy; — as [u (yﬁl) — Tﬁ,l} , 1 <m<N
avec :
v = vn(tm, @) , ap € A
tm=(m—1At , 1<m<N+1
T
wp=-Q+k—-35Aw , 1<k<N
— 20
Aw = =%
_ Bg+Agw?
Sw) Bl w2 2ug ] Y C R (A.25)
A,, By et d,donnés par (2.15) et (2.16)
g(t) =mt’e ™™ | teR, (A.26)
1-— At 2(A)? -2 At)?
o — wpép g = wp(At) gy = (A1) (A.27)
1+WD£DAt 1+WD€DAt 1+CUD€DAt

ou dans (A.23), {u,(c) = (ugl)k, ug%c) 1<k<N } est une N-famille de réalisations indépendantes

dune v.a. UO = (UL, UL uniforme sur [0,1]2, les v.a. {U(l) =w uMh1<i< L} étant
des copies indépendantes d'une v.a. U = (U, Uy) uniforme sur [0, 1]2. On peut en outre voir
dans (A.23) que la famille {p%l, 1<m<N }, compte tenu de son expression en fonction de la
famille {qﬁ A<ELSN }, peut étre calculée en utilisant un algorithme de TFR (et dans ce cas
il est préférable de prendre pour N une puissance entiére de 2). Enfin, dans (A.24) Q. est la
pulsation de coupure associée a la densité spectrale (A.25). Comme cette densité coincide avec
celle (A.4) du paragraphe A3, en procédant comme dans ce dernier on en déduit que 2. est

solution de I’équation :

Qe
/ S(w)dw =1 — ¢ (A.28)

—Q.

133



équation se résolvant aisément par voie numérique.

A11 Simulation du processus référencé P14

ou € est un réel positif adimensionnel petit a choisir (par exemple € = 0.01 ou € = 0.005), cette

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, VI € {1,--- , L} :
wzlv,l =0
wit, =wiy + VALY S 2<m <N
2R = esin ()\tm + pwiy, + 2#0(1)) , 1<m<N (A.20)
VRf,l =0 .
I/]l\/:l - O
N = —a = v — ag [HWR) = f(ta)2R] , 1<m <N
avec :
vy = vn(tm, @) , ar €A
tm=m—-1)At , 1<m<N+1 (A.30)
_ T
At =
1— At 2(At)? —2 At)?
ay = wo&o g = wy(At) a3 — (A?) (A.31)
1+ WOfoAt 14 WQfoAt 1+ wOfoAt
si t<0
2
a(%) si 0<t<t W u+e) si u<—e
f(@) a sity<t<t, , H(u)=40 si |ul <e (A.32)
afote PRl si 4y <t <T wilu—e) si u>e
si t>T

ou dans (A.29), {g,%),Q <m<N } est une (N-1)-famille de réalisations indépendantes d’une
v.a. gaussienne standard scalaire GO et ) une réalisation d'une v.a. O uniforme sur [0,1] et
indépendante de G¥, les couples {(G(l), o) 1<i< L} étant des copies indépendantes d’un

couple (G, 0O) formé d'une v.a. G gaussienne standard scalaire et d’'une v.a. © indépendante de

G et uniforme sur [0, 1].

A12 Simulation du processus référencé P16

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :

wy,; =0

wity = wit + VAL, 2<m <N

2y = esin (M + pwity +2700) |, 1<m < N

vy, =0 (A.33)
vho € | =3 2]

TN = f(tm)zﬁ,l - le]TVn,l_l + dQVJT\rfL,l , 2<m <N

m+1 _  om—1 : Tﬁ,lJr’y r%,lffy
vyl =Vy; +2Atmax {mln(O, ), dg} , 2<m<N
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avec :
vy = Uvn(tm, @) , ar €A

tm=m—-1)At , 1<m<N+1 (A.34)
At =%
2 2 , 2
=g BT g T s G =y 2l (4.35)
0 si t<0
a(t) si 0<t<t
f)=1 a sity <t <t (A.36)
a%e‘mt—m si ty<t<T
0 si t>T

ou dans (A.33), {gfﬁ),Z <m<N } est une (N-1)-famille de réalisations indépendantes d’une
v.a. gaussienne standard G et ) une réalisation d'une v.a. O uniforme sur [0,1] et in-
dépendante de G, les couples {(G(l), oW),1<1< L} étant des copies indépendantes d’un
couple (G, ©) formé d’une v.a. G gaussienne standard scalaire et d’'une v.a. © indépendante de

G et uniforme sur [0, 1].

A13 Simulation du processus référencé P18

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :

aF = \/S(we)y/~Ln(ul}) e?™2r | 1<k <N

2w (m—1)(k—1)

P =S gfe T T 1<m <N
7, = VAR {p%le—“’(m‘k’w‘”} Cl<m<N
vy =0 (A.37)

2
v € |- &
TR = 9(tm) TR, — dl”?\?,z_1 +dovy, , 2<m <N

mtl — ymel 9 Atmax { min(0, ) ML g < < N
Unig = Vny ax ymn(y, —==—), — ¢ y 4SS

avec :
v = Un(tm, @) , €A

tm=m—-1)At , 1<m<IN+1

Al — % (A.38)
Aw = %
2 2 2 2
h=Tame o BT A T BT Ry T 2k —
g(t) =mte™ , teR, (A.40)
B By+Agw?
S(w) - 53[(w2,w§)2+(2wg§g)2w2] , weR (A.41)

A,, By et d,donnés par (2.15) et (2.16)

135



ou dans (B.37), {u,i) = (ugl)k, ué)k) 1<k<N } est une N-famille de réalisations indépendantes
dune v.a. UO = (UL, UL uniforme sur [0,1]2, les v.a. {U =w v 1<i< L} étant
des copies indépendantes d'une v.a. U = (U, Uy) uniforme sur [0, 1]%2. On peut en outre voir
dans (B.37) que la famille {p%’l, 1<m<N }, compte tenu de son expression en fonction de la
famille {ql’“, 1<k<N }, peut étre calculée en utilisant un algorithme de TFR ( et dans ce cas
il est préférable de prendre pour N une puissance entiére de 2). Enfin, dans (A.38) Q. est la
pulsation de coupure associée a la densité spectrale (A.41). Comme cette densité coincide avec
celle (A.4) du paragraphe A3, en procédant comme dans ce dernier on en déduit que 2. est

solution de I’équation :

/ (W) = 1— ¢ (A.42)

—Q.
ou € est un réel positif adimensionnel petit a choisir (par exemple € = 0.01 ou € = 0.005), cette

équation se résolvant aisément par voie numérique.

A14 Simulation du processus référencé P20

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :

wll\f,l - 0
wiy = wiyt + VALl . 2<m <N
2%, = esin(M,, + pwl, +2700) | 1<m <N

V](i[,l — O
vy =0 (A.43)
V}V,l - O
'U]lv’l — 0
Vit = —awRt = asvily — ag Wiy — fte)ZR| L 1<m <N
Z/'rn+1_,/'m71
UN, = Ujrvn,l_l + (VXJLTI — VK (0, ), 1<m <N
avec :
VR = UN(tm,a)) , ap €A
tm=(m—1DAt , 1<m<N+1 (A.44)
At =+
1 — wobpAt 3(At)? -2 At)?
g = L@l wi(ADT -2 (A (A.45)
1 + wooAt 1+ woloAt 1 4+ woboAt
0 si t<0
2
o (L) si 0<t<t
f) =4 «a sit; <t <ty (A.46)
af=Le PU=R) i 4, <t T
0 si t>T
K(z,y) = a— [b-signe(zy) + d |z|* , ¥(z,y) € R? (A.47)
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ou dans (A.43), {g,(ﬁb),Z <m<N } est une (N-1)-famille de réalisations indépendantes d’une
v.a. gaussienne standard scalaire GO et ) une réalisation d'une v.a. O uniforme sur [0,1] et
indépendante de G¥, les couples {(G(l), o) 1<i< L} étant des copies indépendantes d’un
couple (G, 0O) formé d'une v.a. G gaussienne standard scalaire et d’'une v.a. © indépendante de

G et uniforme sur [0, 1].

A15 Simulation du processus référencé P22

L’algorithme de simulation mis en oeuvre pour ce processus s’écrit, Vi € {1,--- | L} :

wy, =0
wiy = wiyt + VAL 2<m <N
20 = esin(Aty, + pwlt, +270Y) | 1<m <N

V}V,l - 0
Uy = (A.48)
U}W =0

vt =R+ AR, 1<m <N
D;vnjrl = vy, — At (W(Q)’/Kfl,l + 2wobory; + W%”zn\fl,l - f(tm)zjr\r;,l) , 1<m<N

m+1 . 1 m m 1
vy, = max {mm(w—%,z}N’l + Uy At), _Ff} , 1<m<N

avec :
v, = Un(tm,ar) , a € A
tm=m—-1)At , 1<m<N+1 (A.49)
At =%
ou dans (A.48), {gfﬁ),Z <m<N } est une (N-1)-famille de réalisations indépendantes d’une
v.a. gaussienne standard scalaire GO et ) une réalisation d'une v.a. O uniforme sur [0,1] et
indépendante de G¥, les couples {(G(l), o) 1<i< L} étant des copies indépendantes d’un
couple (G, 0O) formé d'une v.a. G gaussienne standard scalaire et d’'une v.a. © indépendante de

G et uniforme sur [0, 1].
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ABSTRACT : In their book "Level sets and extrema of random processes and fields", J.M. Azais and M.
Wschebor give results allowing to construct, under some conditions, approximations and bounds for the
distribution tails of extrema of general random processes. The authors of this paper have recently conducted
a study to numerically analyze these approximations and bounds in case where the random processes are the
responses of stochastic oscillators. They present here some results of this analyse, which show the accuracy
and the relevance of such approximations. This validation work is the first step of a broaded study being
carried by the authors, aiming to implement efficient numerical tools for the practical use of these different

approximations.

KEY WORDS : Extrema of processes ; stochastic oscillator response ; Rice series ; Monte Carlo simulation.

1 INTRODUCTION

The probabilistic analysis of the extrema of stochastic processes is a classic topic which is of great
interest in many scientific fields and which has been the source of much research work for more than
seventy years. Many of these studies are concerned with the problem of computing the distribution
function Fi, (u) = P(M7r < u),u € R, of a scalar random variable My defined as My = sup,c; X (%),
where X = (X(t),t € I) is a given R-valued stochastic process indexed on an interval I of R (i.e.
t € I) and J C I is a subinterval of I of the form J = [0,T], with 0 < T" < +o0. Other works focus
on the related problem of calculating the probability P(M7p > u) = 1 — P(Mp < u) for a large enough
value of u, that is to say on the calculation of the tail of the distribution function of Mrp.

Exact solutions to these problems by means of closed formulas have been found for a very res-
tricted number of stochastic processes [1], among which Brownian motion or the Wiener process
W = (W(t),t > 0), the Brownian bridge B = (B(t),0 <t < 1), B(t) := W(t) —tW(1), Brownian mo-
tion with linear drift ([2],[3]), and the processes Y = (Y'(¢),0 <t < 1), Y (¢t) := B(t) —fol B(s)ds [4] and
Z=(Z1),0 <t <T), Z({t) := [sW(s)ds + yt ([[5],[6],[7]). Explicit formulas for the exact solutions
to these problems also exist for some stationary Gaussian processes having a particular covariance
function ([8]-[17]). The methods for finding these formulas are ad hoc and therefore non-transposable
to more general processes, even in the Gaussian case. In the latter case, many results are available,
all based on the pioneering works of S.O.Rice ([19],[20],[21]) and M.R.Leadbetter ([22]-[25]). They
consist of either inequalities for P(Mp > u), with a large enough u, or asymptotic approximations
of P(Mrp > u) for u tending to infinity and fixed T'. In each case, the main difference between these
results comes from the assumptions adopted for the Gaussian process X (stationarity, regularity of its
trajectories, ---). Also in the Gaussian case, asymptotic approximations of IP(Mp > u) can be found

in the literature for 7" tending to infinity and fixed w.
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In the general case and under some conditions, that is to say if process X is neither stationary nor
Gaussian and satisfies some assumptions to be specified, an exact formula can be found for the proba-
bility P(Mp > wu). It expresses this probability as the sum of a Rice series defined in terms of factorial
moments of the random number of upcrossings of level u by process X on the interval J = [0,T].
The fact that this formula is exact is obviously attractive. However, its use in practical applications
is not easy because on the one hand the assumptions under which it is valid (and which relate to
process X ) are often difficult to verify and, on the other hand, the factorial moments that compose it
(and which are given by the Rice formulas) cannot be analytically calculated and are difficult, indeed
impossible, to estimate numerically from the Rice formulas. An interesting feature of the Rice series
is its enveloping property resulting from the fact that it is an alternating series. Hence, replacing the
total sum of this series by a partial sum gives upper and lower bounds for the probability P(Mp > u).
The truncation error can thus be bounded by the absolute value of the first neglected term. So, if all
the factorial moments of the partial sum can be calculated, this enables the target probability to be
estimated with some efficiency.

J.M.Azais and M.Wschebor’s book [1] brings together all the recent results focused on the calculation
of the tails of distribution functions of the extrema of random processes and fields in Gaussian and
non-Gaussian contexts. Recently the authors of the present paper have experimented some of these
results numerically through examples derived from the reliability analysis of random dynamic systems.
The purpose of this paper is to present some results of this work. The problem which was considered

to perform this study is exposed in the next section.

2 PROBLEM STATEMENT

Note first that in what follows it is supposed that all the random quantities considered (random va-
riables, stochastic processes) are defined on the same probability space (A, F,P).

Let I be an interval of R (with possibly I = R), J C I a compact subinterval of I of the form
J =100,T],0<T < 400,X = (X(t),t € I) a second-order R-valued stochastic process defined on
(A, F,P) and indexed on I (i.e. t € I), and M7 the second-order (R4 )-valued random variable based
on (A, F,P), such that :

M7 = sup | X(1)] (B.1)
teJ
We seek to estimate the probability :
Qr(u) =P(Mp>u), ue Ry (B.2)

under the two following constraints :

(c1) : this probability is very small (Q7(u) ~ 10™%), and therefore u has a high value,

(c2) : process X is either Gaussian non-stationary or non-Gaussian non-stationary (see examples below)
and represents the displacement response of a single-degree-of-freedom (s.d.o.f.) stochastic oscillator
whose dynamics are described by a second-order random differential equation or by a second-order
differential inclusion.

Note that this is a typical structural reliability type problem. Indeed, process X can be seen as the

dynamic response of a mechanical structure subjected to a random dynamic excitation, the level u as
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a given safety threshold, the event {M7} > u} as the associated failure criterion and the probability
Qr(u) as the probability of failure of the structure.

To solve this problem, we refer to some results taken from J.M.Azais and M.Wschebor’s book [1] and the
works of C.Cierco [26]. These results are based on the use of Rice series and allow the construction of the
exact solution, as well as approximations and bounds of this solution. Unfortunately, the expressions
obtained are very complicated and their numerical evaluation requires the use of a Monte Carlo
procedure. The aim of this paper is to highlight the accuracy of the approximate solutions developed,
without considering the difficulties of the numerical calculation of these solutions. This latter problem

is currently being intensively studied by the authors and is not discussed in this article.

3 PROBLEM SOLVING

Let us first assume that the process X = (X (t),t € I) is q.m. differentiable with C!-trajectories, and
denote by #{-} the cardinal of the set {-}. Then we can define the random variables :

Ul(T) = t{t € J=[0,T]: X(t) = u, X(t) > 0} (B.3)

Du(T) :=t{t € J=1[0,T]: X(t)=u, X(t) <0} (B.4)

which represent respectively the number of upcrossings and downcrossings of level u by process X on
the time interval J = [0, 7.
Consider then the positive integer V,,,(K) such that, Ym, K e N*, K >m >1:

Vig(K) = K(K — 1)+ (K —m +1) (B.5)

and denote by E[-] the mathematical expectation operator.

Finally, let us introduce the three following events :

E={M;>u}eF (B.6)
By = {|X(0)| > u} € F (B.7)
By = {|X(0)| < u, Us(T) + D_o(T) > 1} € F (B.8)

with u > 0.
It is clear that F1UFy = E and E1NE> = (). Hence, due to the o-additivity property of the probability

measure P, we can write :

P(E) = P(E1) + P(E2) (B.9)

Let us suppose now that X has C*°-trajectories and that the probability density function px (/2 of
the random variable X (%) is bounded. Then, under an additional technical hypothesis [1], assumed

to be satisfied here, P(Es) is given by :

P(Ey) = Zﬂ(—l)f”“”}ﬁ) (B.10)
where Vm > 1 :
Y (1) = E[Vin (Su)] (B.11)



is the m-order factorial moment of the integer-valued random variable :

Su = (Uu(T) + Do )1 x(0)1<0) (B.12)

which represents the sum of the upcrossings of level u and downcrossings of level -u by process X on
J =10,T], given that | X (0)| < u.
IP(E2) appears thus as the sum of a Rice Series ([19],[20,[25],[27]) and, from Egs.(1),(2),(6)-(10), we

can write in fine :

m!

Qr(u) =P(M7 >u) =P(|X(0)] > u) + i ymtt Tml) (B.13)
m=1

The first interest of formula (13) is that it provides the exact expression of the target probability
Q1 (u). Its second interest is related to the nature of the Rice series, which is an alternating series and

therefore enables the double inequality to be expressed :

YN >1, Q@Y (u) < Qr(u) < Q7Y (u) (B.14)
with, in particular :
Q7(u) < Qr(u) < Qp(u) (B.15)
where :
2l Yo (1)
7 (uw) =P(X(0)] >u)+ Y (—1)’"“"7%7, (B.16)
m=1 :
2N—-1 * (u)
W =PIX O] >w + Y (-ymmE (B.17)
m=1 :

Q% (u) = P(IX(0)] > u) + 7} (u) — 2
Qb () = P(IX(0)] > u) + 7 (u) (B.19)

We can thus construct lower and upper bounds for Q7 (u).

(B.18)

We can also, from Eq.(13), construct approximations of Q7 (u) with control of the approximation error.
Indeed, let Q¥ (u) be the probability obtained by truncating at order N > 1 the sum in Eq.(13), that

is :
N

Q¥ () =R(XO) > )+ 3 (- it Tm ) (B.20)

m!

This probability is a N-approximation of Qr(u) and, again due to the alternating nature of the

Rice series, it is easy to show that the approximation error AN (u) = |Qr(u) — Q¥ (u)| satisfies the

inequality :
AN () < BN (u) (B.21)
where : .
“N, v IN+1
R (B.22)

The possibility to control the approximation error is the third great interest of formula (13).

Let us note that other upper and lower bounds can be obtained for Qr(u) by relaxing the C°°-
differentiability hypothesis on the trajectories of X. For example, it can be shown [1] that if the
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probability density function x — px () (x) of the random variable X(t) is bounded for ¢t € J = [0, 7]

and z € R, and if the trajectories of X are of class CP!, then :

(a) if 2M +1 < p/2,
2M+1

Qrlu) < PUX(O)] > w)+ Y (-1 el (B.23)
m=1 '
(b) if 2M < p/2,
W ()
Qrlu) = PUX(0)] > u) + Y (1 Im e (B.24)
m=1 :

Note also that in the case where the trajectories of X are not of class C°°, but are at least continuous,
it is possible to construct an approximate process with C'°°-trajectories and to work with this process.

Such an approximation is obtained by the convolution of X with a suitable deterministic kernel [1].

Computing the bounds (16)-(19), (23), (24) or the approximation (20) comes down to assessing the
factorial moments ;' (u) given by Eq.(11), and there are two strategies for this : (1) resort to a Monte
Carlo procedure or (2) use the Rice formulas. The first consists of simulating a large number of trajec-
tories of X and estimating the moments ~;,(u) from the simulated trajectories by using an adequate
statistical estimator. Obviously this option is time-consuming, but it is numerically feasible. In the
second strategy, each 7' (u)(m = 1,2,---) is expressed as a (2m + 1)-dimensional integral whose
integrand contains the probability density function of the (2m + 1)-dimensional random variable
(X(0), X(t1),--- , X(tm), X (t1), -+, X(tm)) ([1],[17],[26]). This density must therefore be known to
calculate the integral. Unfortunately it is accessible only for Gaussian processes and some functionals
of Gaussian processes. Moreover, even in these cases, the calculation of the integral is difficult and
requires the use of a numerical procedure. Note that it is possible to obtain explicit expressions for the

coefficients ~} (u) only for a restricted class of Gaussian processes and for small values of m ([1],[16]-
[26]).

Given the nature of the processes considered in this paper (see condition ¢2 in section 2), only the
first strategy was used. Therefore, the factorial moments (v, (u), m = 1,2, -- ) were estimated via the
Monte Carlo procedure mentioned above. In the next section, the evolution of the approximation (20),
the bounds (16)-(19) and the approximation error (22) as N increases are illustrated numerically and

graphically through four examples.

4 NUMERICAL APPLICATIONS

The numerical results presented in this section concern the following four examples.
e Fxample 1

The process X = (X(t),t € I) is indexed on I = R4 and is the non-stationary displacement response

of a s.d.o.f. stochastic oscillator whose dynamics is described by the following second-order linear
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random differential equation :

X(t)+ Fu(X(t),X(t) = f()G(t) , t >0 (B.25)
X(0)=0a.s. , X(0)=0a.s. '
where :
Fi(X (1), X () = wi X (£) + 2wobo X (1) (B.26)
wo = 20mrad - 71, & = 0.025 (B.27)
f(t) =nt?e ™ | te Ry (B.28)
a=01, n=1 (B.29)

and G = (G(t),t € R) is a R-valued zero-mean stationary Gaussian process based on (A, F,P),
indexed on R, with power spectral density S¢ : R — R4 : w — Sg(w) given by :

B, + Agw?
Sc(w) = o wgg ; +9(2wg€g)2w2] ,weR (B.30)
where : ,
Ag = (2w4€)*So, By = w;lSo, 0y = W (B.31)
Egwy
wy =15.7Trad-s7" , & =06, Sy=0.08m* s (B.32)
e Example 2

The process X = (X(¢),t € I) is indexed on I = R4 and is the non-stationary displacement response
of a s.d.o.f. stochastic oscillator whose dynamics is described by the following second-order nonlinear

random differential equation :

{ (1) + P(X (1), X(0) = F()G() , 1> 0 .33
X(0)=0a.s. , X(0)=0a.s.
where :
Fp(X (1), X (1)) = wg X (1) + pX (1) + 2wo&o X (t) (B.34)
1 = 344000m 252 (B.35)

and wo, &o, f = (f(t),t € Ry) and G = (G(t),t € R) as in the previous example.

e Example 3
The process X = (X (t),t € I) is indexed on I = R4 and is the non-stationary displacement response
of a s.d.o.f. stochastic oscillator whose dynamics is described by the following second-order nonlinear

random differential equation :

{ (1) + Fy(X (0. X (1)) = F(OC() . £ >0 (B.36)
X(0)=0a.s. , X(0)=0a.s.
where :

Fy(X (1), X (1)) = WX (1) + H(X(5) + 200X (1 (B.37)
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f=(f(),t€Ry) and G = (G(t),t € R) as in Example 1 and, Yz € R :

wilx+e) ifw<—e
H(x) = 0 if x| <e (B.38)

Wir—e) ifr>e

with :
wi=w—w?, e=oom (B.39)
1

o) = ——F— B.40
° 7 2wpviobo (B.40)
wo = 20mrad - s, we = 1007rad - 5! (B.41)
€0 =0.01, n=0.05 (B.42)

e Example 4

The process X = (X(t),t € I) is indexed on I = R4 and is the non-stationary displacement response
of a s.d.o.f. stochastic oscillator whose dynamics is described by the following second-order random

differential inclusion :

{Lﬂﬂ+ﬁﬂX@%X@)9ﬂﬂG@,t>0 B.43)
X(0)=0a.s. , X(0)=0a.s.
where :

Fy(X (1), X (1) = WX (t) + 2wobo X () + Ao (X (1)) (B.44)

f=(f(t),t € Ry)and G = (G(t),t € R) as in Example 1, and o is the multivalued operator "sign"
such that, Vi € R :

-1 ifi<0
o(i) =14 [-1,1] if i=0 (B.45)
1 if&>0
with :
wo = 20mrad - s~ , & =0.01, A =0.49m - s 2 (B.46)

The length T of the study interval J = [0,T] is T' = 100s for the first three examples and T" = 10s for

the fourth example.

The oscillator in Example 1 is a linear oscillator, that of Example 2 a Duffing oscillator, that of
Example 3 an oscillator with elastic stops and that of Example 4 an oscillator with Coulomb friction.
Note that in Example 1, X is a zero-mean non-stationary Gaussian process, while in Examples 2, 3
and 4 it is a zero-mean non-stationary non-Gaussian process. Note also that in Examples 1 and 2 this
process has C°°-trajectories, which is not the case in examples 3 and 4, to the authors’ knowledge.
To process these last two examples we smoothed the trajectories by using the convolution technique

(with Gaussian kernel) mentioned above.

Recall that : (a) we are interested in the probability Q7 (u) = P(M7} > u) = P(sup,e s | X (t)| > u) for
large u, (b) the exact expression of Qr(u) is given by Eq.(13), and (c) the N-approximation Q¥ (u)
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and lower and upper bounds of Qr(u) are given by Eq.(20) and Eqs.(16)-(19) respectively.
For each of the above examples, the following results are presented hereafter :

A- graph of the function N — Q¥ (up) for a sufficiently large value ug of u, (Figs. 1, 3, 5, 7);
B- graph of the function u — Q¥ (u) for four values of N and u > ug, where ug is a given value
(sufficiently large) of u (Figs.2, 4, 6, 8);

C- table giving the bound Zﬁ (u) of the error approximation AY (u) (see Eqs.(21) and (22)) for some
values of u and N (Tables 1, 3, 5, 7);

D- table giving the lower and upper bounds Q3" (u) and Q2" ~*(u) of Q7 (u) (see Eqgs.(14), (16) and
(17)) for some values of v and N (Tables 2, 4, 6, 8).

Let us note that in points A and B above, the different values of Q¥ (u) are compared to the exact
solution Q7 (u) whose values, called "exact values" in the following, were estimated via a direct Monte
Carlo procedure consisting of simulating very many trajectories of the process X and in estimating
the probability Q7 (u) = P(sup,c;|X(t)| > u) from the simulated trajectories by using a suitable
estimator of this probability. The Monte Carlo simulation of X was performed by discretizing the
differential equation governing it using a central differencing scheme and by simulating the stationary
Gaussian process G using an algorithm based on the spectral representation of GG. For the three first

considered examples, the following simulation parameters were used :

- Number of time increments : n = 219,
- Time increment : At = % ~1.9-10%s,

- Number of simulated trajectories : L = 2 - 10°.

For the fourth example the time increment was taken equal to At = % ~19-10 .

1.75E-03 -
A . N
4 approximate values Q7 (up)
1.70E-03 -
<exactvalue Q1 (ug)
1.65E-03 -
1.60E-03 ].—.—:—x—A—‘.—A
1.55E-03 - A
1.50E-03 T ‘]V
| 2 3 4 5 6 7

Figure 1. Example 1 : Graph of the function N — Q¥ (ug) for the fixed value ug = 0.142m of u, and

comparison with the exact value Q1 (uop).
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Qr(u)

2.4E-03

2.2E-03

2.0E-03

1.8E-03

1.6E-03

1. 4E-03

1.2E-03

1 .OE-03
0.14

0.141

0.142

-+-N=]
-=-N=2
-+ N=3
~-N=4
-=-Exact solution

u

0.143 0.144

Figure 2. Example 1 : Graph of the function u — Q¥ (u) for four values of N for u > 0.140m, and comparison

with the exact solution.

Table 1. Example 1 : Bound Zﬁ (u) of the error approximation A¥ (u) (Egs. (21),(22)) for some values of u

(m) and N.

N=1 N=2 N=3
u=0.141 | 2.33E-04 | 8.00E-05 | 2.90E-05
u=0.142 | 1.84E-04 | 5.80E-05 | 1.75E-05
u=0.143 | 1.51E-04 | 4.70E-05 | 1.45E-05
u=0.144 | 1.16E-04 | 2.75E-05 | 5.00E-06

Table 2. Example 1 : Lower and upper bounds Q2" (u) and Q%N -1

values of u (m) and N.

(u) of Qr(u) (Egs. (14),(16),(17)) for some

u=0.140 u=0.144
() | Q7w 7 (u) 7w
N=1 | 1.818E-03 | 2.050E-03 | 1.139E-03 | 1.255E-03
N=2 | 1.869E-03 | 1.898E-03 | 1.161E-03 | 1.166E-03
N=3 | 1.875E-03 | 1.876E-03 | 1.162E-03 | 1.162E-03
= 1.875E-03 | 1.875E-03 | 1.162E-03 | 1.162E-03
2.65E-03
4 approximate values Q% (ug)
2 GOE-03 *
+cxact value Qr(ug)
2.55E-03
2 50E-03
245E-03
2.40E-03 > = = S
2.35E-03 i

| 2

d

6 7

Figure 3. Example 2 : Graph of the function N — Q¥ (ug) for the fixed value ug = 0.1005m of u, and

comparison with the exact value Q7 (up).
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2.6E-03

Qr(u)

~N=4

2.1E-03 -=-Exact solution
1.6GE-03
1.1E-03 u

0.1005

0.101

0.1015 0.102 0.1025

Figure 4. Example 2 : Graph of the function u — Q¥ (u) for four values of N for u > 0.1005m, and comparison

with the exact solution.

Table 3. Example 2 : Bound Zg(u) of the error approximation A¥ (u) (Egs. (21),(22)) for some values of u

(m) and N.

N=1 N=2 N=3
u=0.1010 | 1.81E-04 | 3.40E-05 | 6.00E-06
u=0.1015 | 1.39E-04 | 2.30E-05 | 3.00E-06
u=0.1020 | 1.17E-04 | 2.15E-05 | 3.00E-06
u=0.1025 | 9.60E-05 | 1.70E-05 | 2.00E-06

Table 4. Example 2 : Lower and upper bounds Q2" (u) and Q2 ~*(u) of Q7 (u)(Eqs. (14),(16),(17)) for some

values of u (m) and N.

u=0.1010 u=0.1025
) | Q7 (w) | QF¥(w) | QF T (u)
N=1 | 2.013E-03 | 2.194E-03 | 1.182E-03 | 1.278E-03
N=2 | 2.041E-03 | 2.047E-03 | 1.197E-03 | 1.199E-03
N=3 | 2.042E-03 | 2.042E-03 | 1.197E-03 | 1.197E-03
N=4 | 2.042E-03 | 2.042E-03 | 1.197E-03 | 1.197E-03
S E-04 .
o 4 approximate values Q? (1)
A ~cxact value Q7 (ug)
4 E-04
3.E-04
2E-04 : o
| 2 4 5 6 7

Figure 5. Example 3 : Graph of the function N — Q¥ (ug) for the fixed value ug = 0.214m of u, and

comparison with the exact value Q7 (uop).
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4.E-04

Qr(u)

3.E-04 —N=4

-#-Exact solution

2.E-04
1.E-04

0.E+00 U
0.216 0218 0.22 0.222 0.224 0.226

Figure 6. Example 3 : Graph of the function v — QTIY (u) for four values of N for u > 0.216m, and comparison

with the exact solution.

Table 5. Example 3 : Bound Zg(u) of the error approximation A% (u) (Eqgs. (21),(22)) for some values of u
(m) and N.

N=1

N=2

N=3

u=0.217

1.67E-04

1.11E-04

5.35E-05

u=0.220

9.35E-05

5.15E-05

2.00E-05

u=0.223

4.85E-05

1.95E-05

5.00E-06

u=0.226

2.30E-05

8.50E-06

3.00E-06

Table 6. Example 3 : Lower and upper bounds Q2" (u) and Q2 ' (u) of Q7 (u)(Eqs. (14),(16),(17)) for some

values of u (m) and N.

u=0.217 u=0.226
o) [ w | @) [

N=1 | 1.640E-04 | 3.305E-04 | 7.000E-05 | 9.300E-05
N=2 | 2.210E-04 | 2.745E-04 | 7.550E-05 | 7.850E-05
N=3 | 2.345E-04 | 2.365E-04 | 7.600E-05 | 7.600E-05
N=4 | 2.345E-04 | 2.345E-04 | 7.600E-05 | 7.600E-05
6.E-04 ‘

A 4 approximate values Q!\ (ugp)
SE-04 ~-exact value Qp(ug)

n

4.E-04

. . . . . " a

A

3.E-04
2E-04 ’ X

1 2 3 4 5 6 7

Figure 7. Example 4 : Graph of the function N — Q¥ (ug) for the fixed value ug = 0.0128m of u, and

comparison with the exact value Q7 (uo).
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6.E-04

5.E-04

4.E-04

3.E-04

2 E-04

1.E-04

0.E+00

Qr(u)

-+ N=|
-=-N=2
-+ N=3
—-N=4
-=-Exact solution

u

0.0128 0.0129 0.013 00131 00132 00133 0.0134 0.0135

with the exact solution.

Figure 8. Example 4 : Graph of the function u — Q¥ (u) for four values of N for u > 0.0128m, and comparison

Table 7. Example 4 : Bound Zg(u) of the error approximation A% (u) (Eqgs. (21),(22)) for some values of u

(m) and N.

N=1 N=2 N=3
u=0.0128 | 3.42E-04 | 2.44E-04 | 1.44E-04
u=0.0130 | 1.62E-04 | 1.15E-04 | 6.60E-05
u=0.0132 | 7.20E-05 | 4.70E-05 | 2.20E-05
u=0.0134 | 2.80E-05 | 1.60E-05 | 6.00E-06

2N—-1

Table 8. Example 4 : Lower and upper bounds Q%Y (u) and Q7" ' (u) of Q7 (u)(Egs. (14),(16),(17)) for some

values of u (m) and N.

u=0.0128 u=0.0134
M [ & w | Fw [ W
N=1 | 2.25E-04 | 5.67E-04 | 2.60E-05 | 5.40E-05
N=2 | 3.25E-04 | 4.69E-04 | 3.60E-05 | 4.20E-05
N=3 | 3.70E-04 | 3.86E-04 | 3.70E-05 | 3.70E-05
N=4 | 3.72E-04 | 3.72E-04 | 3.70E-05 | 3.70E-05

As shown in all the figures and tables presented above, for each of the considered examples (i.e. for
each considered response process) the N-approximation Q¥ (u) of Qr(u), for a sufficiently large u, is
accurate for reasonable values of N (N > 4). The alternating character of the Rice series constituting
QTJY (u) is clearly apparent in these results. We can also see that in each case, this approximation quickly
converges towards the target Qp(u). It is therefore an efficient and relevant solution for approximating
the distribution tails of extrema of general random processes (i.e. not necessary Gaussian or stationary).

Other examples, not presented here due to lack of space, lead to the same conclusion.

5 CONCLUSION

In this paper we presented some numerical applications of a method based on the Rice series enabling
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the construction of approximate formulas for distribution tails of general random process extrema.

These applications show that such a method is relevant but comes up against a difficulty : the nume-

rical computation of factorial moments. In the presented applications, these moments were calculated

using a Monte-Carlo method requiring the simulation of many trajectories of the considered process.

However, this procedure is very time-consuming and is difficult to apply in practice. That is why a

study is currently being carried out by the authors, aiming to implement efficient numerical tools for

the practical application of the presented method.
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Résumé

Initiée dans le cadre d’un projet ANR (le projet MODNAT) ciblé sur la modélisation stochastique de phénomeénes naturels et la
quantification probabiliste de leurs effets dynamiques sur des systémes mécaniques et structuraux, cette thése a pour objet le calcul de
probabilités d’événements rares liés aux maxima en horizon fini de processus stochastiques, avec prise en compte des quatre
contraintes imposées suivantes : (1) I’ensemble des processus considérés doit contenir les quatre grandes catégories de processus rencontrés
en dynamique aléatoire, a savoir les gaussiens stationnaires, les gaussiens non stationnaires, les non gaussiens stationnaires et
les non gaussiens non stationnaires; (2) ces processus doivent pouvoir étre, soit décrits par leurs lois, soit fonctions de processus
décrits par leurs lois, soit solutions d’équations différentielles stochastiques, soit méme solutions d’inclusions différentielles
stochastiques; (3) les événements en question sont des dépassements de seuils trés élevés par les maxima en horizon fini des
processus considérés et ces événements sont de trés faible occurrence, donc de trés faible probabilité (de I'ordre de 1074 a 10’8),
du fait de la valeur élevée des seuils; et enfin (4) le recours & une approche Monte-Carlo pour effectuer ce type de calcul doit étre
banni, car trop chronophage compte tenu des contraintes précédentes.

Pour résoudre un tel probleme, dont le domaine d’intérét s’étend bien au dela de la mécanique probabiliste et de la fiabilité structurale
(on le rencontre notamment dans tous les secteurs scientifiques en connexion avec la statistique des valeurs extrémes, comme par exemple
les mathématiques financiéres ou les sciences économiques) une méthode innovante est proposée, dont I’idée maitresse est née de I’analyse
des résultats d’une étude statistique de grande ampleur menée dans le cadre du projet MODNAT. Cette étude, qui porte sur ’analyse du
comportement des valeurs extrémes des éléments d’un vaste ensemble de processus, a en effet mis en évidence deux fonctions germes
dépendant explicitement de la probabilité cible (la premiére en dépendant directement, la seconde indirectement via une probabilité condi-
tionnelle auxiliaire elle-méme fonction de la probabilité cible) et possédant des propriétés de régularité remarquables et récurrentes pour
tous les processus de la base de données, et c’est sur l’exploitation conjointe de ces propriétés et d’un principe d’approximation bas
niveau-extrapolation haut niveau que s’appuie la construction de la méthode. Deux versions de celle-ci en sont d’abord proposées, se
distinguant par le choix de la fonction germe et dans chacune desquelles cette fonction est approximée par un polynéme. Une troisieme
version est également développée, basée sur le formalisme de la deuxiéme version mais utilisant pour la fonction germe une approximation
de type "fonction de survie de Pareto".

Les nombreux résultats numériques présentés attestent de la remarquable efficacité des deux premiéres versions. Ils montrent également
que celles-ci sont de précision comparable. La troisiéme version, légérement moins performante que les deux premiéres, présente quant a elle
l'intérét d’établir un lien direct avec la théorie des valeurs extrémes. Dans chacune de ses trois versions, la méthode proposée constitue a
P’évidence un progrés par rapport aux méthodes actuelles dédiées a ce type de probléeme. De par sa structure, elle offre en outre ’avantage
de rester opérationnelle en contexte industriel.

Mots clés :
Maxima de processus stochastiques, événements rares, théorie des valeurs extrémes, "approximation bas niveau-extrapolation haut niveau".

Abstract

Initiated within the framework of an ANR project (the MODNAT project) targeted on the stochastic modeling of natural hazards
and the probabilistic quantification of their dynamic effects on mechanical and structural systems, this thesis aims at the calculation of
probabilities of rare events related to the maxima of stochastic processes over a finite time interval, taking into account the
following four constraints : (1) the set of considered processes must contain the four main categories of processes encountered in random
dynamics, namely stationary Gaussian, non-stationary Gaussian, stationary non-Gaussian and non-stationary non-Gaussian
ones; (2) these processes can be either described by their distributions, or functions of processes described by their distributions,
or solutions of stochastic differential equations, or solutions of stochastic differential inclusions; (3) the events in question are
crossings of high thresholds by the maxima of the considered processes over finite time intervals and these events are of very
weak occurrence, hence of very small probability, due to the high size of thresholds; and finally (4) the use of a Monte Carlo approach
to perform this type of calculation must be proscribed because it is too time-consuming given the above constraints.

To solve such a problem, whose field of interest extends well beyond probabilistic mechanics and structural reliability (it is found in all
scientific domains in connection with the extreme values theory, such as financial mathematics or economical sciences), an innovative method
is proposed, whose main idea emerged from the analysis of the results of a large-scale statistical study carried out within the MODNAT
project. This study, which focuses on analyzing the behavior of the extreme values of elements of a large set of processes, has indeed
revealed two germ functions explicitly related to the target probability (the first directly related, the second indirectly via a conditional
auxiliary probability which itself depend on the target probability) which possess remarkable and recurring regularity properties for all the
processes of the database, and the method is based on the joint exploitation of these properties and a "low level approximation-high
level extrapolation" principle. Two versions of this method are first proposed, which are distinguished by the choice of the germ function
and in each of which the latter is approximated by a polynomial. A third version has also been developed. It is based on the formalism of
the second version but which uses as germ function an approximation of "Pareto survival function" type.

The numerous presented numerical results attest to the remarkable effectiveness of the first two versions. They also show that they
are of comparable precision. The third version, slightly less efficient than the first two, presents the interest of establishing a direct link
with the extreme values theory. In each of its three versions, the proposed method is clearly an improvement compared to current methods
dedicated to this type of problem. Thanks to its structure, it also offers the advantage of remaining operational in industrial context.

Keywords :
Maxima of stochastic processes, rare events, extreme values theory, low "level approximation-high level extrapolation".



