N

N

Meéthodes itératives pour la résolution d’équations
matricielles
El Mostafa Sadek

» To cite this version:

El Mostafa Sadek. Méthodes itératives pour la résolution d’équations matricielles. Modélisation et
simulation. Université du Littoral Cote d’Opale; Université Cadi Ayyad (Marrakech, Maroc). Faculté
des sciences et techniques Guéliz, 2015. Francais. NNT: 2015DUNKO0434 . tel-01545833

HAL Id: tel-01545833
https://theses.hal.science/tel-01545833

Submitted on 23 Jun 2017

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01545833
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE CADI AYYAD UNIVERSITE DU LITTORAL.

FACULTE DES SCIENCES COTE D’OPALE, LMPA.
ET TECHNIQUES - CALAIS -
MARRAKECH FRANCE.

THESE DE DOCTORAT

Préparée dans le cadre d’une cotutelle entre
I’Université de Cadi Ayyad et 1’Université du Littoral

Spécialité : Mathématiques Appliquées et Informatique

CED : Sciences de I'Ingénieur

METHODES ITERATIVES POUR LA RESOLUTION
D’EQUATIONS MATRICIELLES.

These présentée par : SADEK EL MOSTAFA
Soutenue publiquement, le 23 Mai 2015 devant le jury :

Rapporteurs :
Abouir Jilali Professeur, FST Université Hassan II, Mohammedia, Maroc
El Hajji Said Professeur, Université Mohamed V, Rabat, Maroc

Guedda Mohammed Professeur, Université de Picardie Jules Verne, Amiens France

Examinateur :

Sadok Hassane Professeur, Université du Littoral Cote d’Opale, France

Directeurs de Theése :

Bentbib Abdeslem Hafid Professeur, FST, Université Cadi Ayaad, Marrakech
Jbilou Khalide Professeur, Université du Littoral Cote d’Opale, France



Cette these a été préparée aux :

Laboratoire de Mathématiques Appliquées et Informatique

Université Cadi Ayyad

Faculté des Sciences et Techniques.
B.P. 549, Av. Abdelkarim Elkhattabi
Guéliz Marrakech - Maroc

= (0524 43 34 04 / 05 24 43 31 63
Fax: 0524433170

Site : www.fstg-marrakech.ac.ma

l If{—o UNIVERSIT
DU LITTOR/
7 - U COTE D'OPA

Laboratoire de mathématiques pures et appliquées
Centre Universitaire de la Mi-Voix

Maison de la Recherche Blaise Pascal

50, Rue Ferdinand Buisson

CS 80699

Calais Cedex, France

= (03 21 46 55 90

fax : 03 21 46 55 86

Site : www-lmpa.univ-littoral.fr

EL MOSTAFA SADEK

Theése de Doctorat



FICHE PRESENTATIVE DE LA
THESE

- Nom et Prénom de ’auteur : SADEK ELL MOSTAFA

- Intitulé du travail : Méthodes itératives pour la résolution d’équations matricielles.

Encadrants :
- Abdeslem Hafid BENTBIB, Professeur de I’enseignement supérieur
- Laboratoire : LAMAI, Laboratoire de Mathématiques Appliquées et Informatique.

- Khalide JBILOU, Professeur de ’enseignement supérieur
- Laboratoire : LMPA, Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées.

- Lieux de réalisation des travaux :

e Faculté des Sciences et Techniques, Laboratoire de Mathématiques Appliquées et In-
formatique, Marrakech.

e Université du Littoral Cote d’Opale, Laboratoire de Mathématiques Pures et Appli-

quées, Calais France.

- Période de réalisation du travail de thése : 4 ans

- Rapporteurs de these :
Abouir Jilali Professeur, FST Université Hassan II, Mohammedia, Maroc

El Hajji Said Professeur, Université Mohamed V, Rabat, Maroc

Guedda Mohammed Professeur, Université de Picardie Jules Verne, Amiens, France.

- Cadres de coopération : Cotutelle de these avec 'université de Littorale Cote
d’Opale, France

- Ce travail a donné lieu aux résultats suivants :




Liste des publications

@& S. Agoujil, Abdeslem Hafid Bentbib, Khalide Jbilou and EL Mostafa Sadek. A Mi-
nimal residal norm method for large-scale Sylvester matriz equations. Electronic Tran-
sactions on Numerical Analysis. Volume 43, pp. 45-59, 2014.

@ Abdeslem Hafid Bentbib, Khalide Jbilou and EL Mostafa Sadek. On some Krylov
subspace based methods for large-scale nonsymmetric algebraic Riccati problems, soumis.
@ Abdeslem Hafid Bentbib, Khalide Jbilou and EL Mostafa Sadek. A minimal residual

method for large scale Riccati matriz equations, en préparation.

Liste des communications

& Méthode itérative pour la résolution de l’équation de Riccati, au congres international
de la Société Marocaine de Mathématiques Appliquées (SM2A), organisé a Marrakech
en 2012.

& A minimal residual method for large scale Sylvester matriz equations, au congres inter-
national : Numerical Analysis and Scientific Computition with Applications (NASCA13),

organisé a Calais France en 2013.

& A new projection method for solving large-scale nonsymmetric algebric Riccati equa-
tions , au congres international JANO a EST ESSAOUIRA en 2013.

& A Minimal residal norm method for large-scale Sylvester matriz equations, au congres
international : Modélisation et Calcul Scientifique pour L’Ingénierie Mathématiques MO-
CASIMa Marrakech en 2014.

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



Table des matieres

Table des Matieres 4
Liste des Tableaux 7
Liste des Figures 8
Notations 9
Introduction Générale 10
1 Outils de développement théoriques 13
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . .. 13
1.2 Matrices particulieres . . . . . . . .. L L 13
1.3 Norme de Frobenius . . . . . . .. . .. .. ... 14
1.4 Formule de Sherman-Morrison Woodbury . . . . . ... .. ... .. ... 14
1.5 Inverse généralisée d’une matrice . . . . . .. .. ... ... 14
1.6 La décomposition en valeurs singulieres (SVD) . . . ... ... ... ... 15
1.7 Approximation de rang inférieur . . . . .. ... ... ... 16
1.8 Le produit de Kronecker et le o-produit . . . . . ... ... ... ..... 16
1.9 Méthodes de Krylov . . . . . . .. .. . 18
1.9.1 Sous-espace de Krylov par blocs . . . . .. .. ... ... ..... 18

1.9.2 Sous-espace de Krylov étendu par blocs . . . . ... ... .. ... 19

1.9.3 Sous-espace de Krylov étendu global . . . . . ... ... ... ... 22

1.9.4 Algorithme d’Arnoldi étendu global . . . ... ... ... ..... 23

1.10 Controlabilité et I'observabilité . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 25

2 Meéthodes de type globale-minimisation pour les équations de Lyapu-

nov de grandes dimensions 27
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . e 27
2.2 Solution exacte de I’équation de Lyapunov . . . . . . . . .. .. ... ... 29
2.3 Méthode de Galerkin . . . . . . . .. .. .. ... 30
2.4 Méthode de minimisation durésidu . . . . . . . .. ... ... 33
2.5 Meéthodes itératives pour résoudre le probléme réduit . . . . . . . ... .. 34
25.1 LSQR global . .. ... ... ... 34
2.5.2 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné . . . . . 38
2.6 Exemples numériques . . . . . . ... 41
2.6.1 Exemple1l. ... .. ... 42
2.6.2 Exemple 2. . . . . . . e 43



TABLE DES MATIERES 5

2.7 Conclusion . . . . . . .. e 44

3 L’Extended-Bloc Arnoldi algorithme avec minimisation de résidu pour

les équations de Sylvester creuse et de grandes taille 45
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Meéthode de type Galerkin . . . . . . . . ... ... ... ... 47
3.3 Méthode de minimisation durésidu. . . . . . . . ... ... ... ..... 48
3.4 Méthodes pour résoudre le probleme de minimisation réduit . . . . . . . . 50
3.4.1 La méthode directe basée sur la formulation de Kronecker . . . . . 50
3.4.2 Méthode de Hu et Reichel . . . . . . . ... ... ... ....... 51
3.4.3 La Méthode LSQR globale . . .. ... ... ... ... ...... 54
3.4.4 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné . . . . . 56
3.5 Forme factorisée de 'approximation de la solution . . .. ... .. .. .. 58
3.6 L’algorithme GA-LRSE . . . . . ... .. ... ... .. ... 59
3.7 L’algorithme MR-LR-Sylvester . . . . ... ... ... ... ........ 60
3.8 Résolution de ’équation de Stein non symétrique . . . . . . . . . .. ... 60
3.8.1 Méthode de Galerkin . . . . . . . ... ... ... ... ....... 62
3.8.2 Méthode de minimisation du résidu . . . . . ... ... ... ... 65
3.9 Exemples numériques . . . . . ... 66
3.9.1 Tests numérique pour I’équation de Sylvester . . . . . .. ... .. 67
3.9.2  Tests numérique pour I’équation de Stein non symétrique . . . . . 72
3.10 Conclusion . . . . . . . . . . e e 74

4 Méthode de minimisation du résidu pour la résolution de I’équation

de Riccati continue de grande taille 76
4.1 Introduction . . . . . . . . . . .. 76
4.2 Méthode de Galerkin . . . . . . . . .. .. ... ... ... 78
4.3 Méthode de minimisation du résidu . . . . . . ... ... oL 79
4.4 Résolution du probléeme de minimisation réduit . . . . . . .. .. ... .. 81
4.5 Méthode de MINRES globale. . . . . . ... .. ... ... .. ..... 84
4.6 Forme factorisée de la solution approchée . . . . . ... ... ... .... 88
4.7 Algorithme GA-CAREs . . . . . . . .. . ... .. 89
4.8 Algorithme MR-CAREs . . . . . . . ... .. . .. ... . ... ..., 89
4.9 Exemples numériques . . . . .. ..o e 90

491 Exemple 1. . . . . .. . 91

49.2 Exemple 2. . . . . .. 93

493 Exempled . . . . . . . 93
4.10 Conclusion . . . . . .. 93

5 Equation matricielle de Riccati non symétrique et application a ’équa-

tion de transport 95
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . ... 95
5.2 La méthode de Newton-Krylov par blocs . . . . . . . ... ... ... ... 98
5.3 Solution approchée de rang inférieur de NAREs . . . . . . . ... ... .. 100
5.4 Applications & la théorie de transport . . . . . . . .. ... ... ..... 106
5.5 Résultats numériques . . . . . . . . . ... 108
5.6 Conclusion . . . . . . . . . . e 110

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



TABLE DES MATIERES 6

Bibliographie 112
Résumé 120
Abstract 122

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



Liste des tableaux

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2

5.1

5.2

5.3

Résultats pour exemple 1.6 . . . . . . . .. .. ..o oL 71
Résultats de 'exemple 1.7.. . . . . . . .. . . . .. ... 72
Résultats de 'exemple 2.4 . . . . . . . ..o 74
Résultats de 'exemple 2 . . . . . . . . .. . ... .. 93
Résultats de 'exemple 3. . . . . . . . .. oo Lo 93

Résultats pour les exemples de NAREs dans la théorie de transport avec

c=05eta=0.5. .. . . e 109
Résultats pour les exemples de NAREs dans la théorie de transport avec

c=0.9999et =105 . . . ... 109
Résultats pour les exemples 4, comparaisons avec la méthode SDA. . . . . 110



Table des figures

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

4.1
4.2
4.3

5.1

Résultats de 'exemple 1 : MR(PCGG) . .. ... ... ... ... .... 42
Résultats de 'exemple 1 : MR(GL-LSQR) . .. ... ... ... ..... 43
Résultats de 'exemple 2 : MR(PCGG) . . . ... ... ... ... . .... 43
Résultats de 'exemple 2 : MR(GL-LSQR) . . . . . ... ... ... .... 44
Résultat pour 'exemple 1.1. . . . . . .. .. . oL oo 68
Résultat pour 'exemple 1.2. . . . . . . . . ... oL 68
Résultat pour 'exemple 1.3. . . . . . . . .. ..o oo 69
Résultat pour 'exemple 1.4. . . . . . . . . . . . .. . ... ... 69
Résultat pour 'exemple 1.5. . . . . . . . . .. ... .. ... ... 70
Résultats de 'exemple 2.1 . . . . . . .. .. oo oo 72
Résultats de 'exemple 2.2 . . . . . . . .. . ... .. 73
Résultats de 'exemple 2.3 . . . . . . . ... Lo oo 73
Valeurs singulieres de la solution exacte. . . . . . . .. ... ... ..... 88
Résultats de 'exemple 1.1 . . . . . . . . . ... ... .. 92
Résultats de 'exemple 1.2.. . . . . . . .. . . ... ... .. 92

Les valeurs singulieres de la solution non négative minimale de ’équation

NARESs . . . e 101



Table des notations

le corps des nombres réels.
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Introduction Générale

Les équations matricielles interviennent dans de nombreux domaines des mathéma-
tiques, des sciences physiques, dans différents domaines des sciences de I'ingénieur, trai-
tement du signal, restauration d’images, filtrage, réduction de modele en théorie du
controéle, controle optimal, discrétisation d’équations aux dérivées partielles, et la ré-
solution d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, la théorie de

transport, voir par exemple les références suivantes [21, 39, 56, 62].

En analyse numérique, pour résoudre les équations algébriques matricielles, il existe plu-
sieurs méthodes possibles : certaines sont directes et d’autres itératives. Les méthodes
directes sont tres efficaces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi pres)
du systeme linéaire considéré (ou d’une équation matricielle). Pour des problemes de
tres grande taille, cependant ces méthodes directes peuvent devenir tres cheres, elles
ont I'inconvénient de nécessiter une assez grande place mémoire car elles nécessitent le
stockage de toute la matrice en mémoire vive. Les méthodes itératives de type Kry-
lov, employées depuis une trentaine d’années, sont généralement plus efficaces dans les
problemes de grande taille. La plupart des méthodes itératives manipulent le systeme

linéaire au travers de produits "matrice-vecteur", ce qui réduit la place mémoire.

Les équations algébriques matricielles ont été obtenues a partir de la discrétisation
d’équations aux dérivés partielles, elles sont en général de grande taille. Les méthodes
itératives basées sur une technique de projection sur un sous-espaces de Krylov de dimen-
sion m (ou sur des sous-espaces de Krylov étendus) sont plus efficaces et rapides (la vi-
tesse de convergence). Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories principales :
les méthodes de projections basées sur la condition de Petrov-Galerkin [62, 98, 100, 102]
et les méthodes du résidu minimal MR (Minimal Residual) [74, 82, 94, 95, 99, 100] (par
exemple GMRES, MINRES).

La résolution d’équations matricielles telles que ’équation de Sylvester [13, 18, 21, 39,
56, 57, 74], Lyapunov [15, 60, 61, 68, 98, 102] ou celle de Riccati [20, 55, 64, 65] a connu
un développement considérable ces vingt dernieres années. Ceci est du a leurs applica-

tions dans de nombreux domaines : le contrdle optimal, le traitement de signal et la

10
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restauration d’images, réduction de modele en théorie du controle, calcul d’un controle
optimal en contrdle linéaire quadratique. Le cas d’équations de Riccati non symétriques
jouent aussi un role important dans de nombreuses applications dont principalement :
la théorie de transport [25, 38, 71, 72], théorie des jeux [1].

Pour des matrices creuses et de grandes tailles, peu de méthodes efficaces existent. Les
méthodes itératives de type de projection sur des sous-espaces de Krylov sont généra-
lement plus efficaces et rapides. Nous proposons dans ce travail de theése d’étudier de
nouvelles méthodes itératives de type de projection sur des sous espaces de Krylov étendu
(extended Krylov subspace) [36] pour résoudre les équations matricielles suivantes : Lya-

punov, Sylvester, Stein, Riccati symétrique et Riccati non symétrique.
Cette these se décompose de la fagon suivante :

Le premier Chapitre sera consacré aux rappels de plusieurs définitions, théorémes et des

rappels des sous-espaces de type Krylov qui seront utilisés tout au long de cette these.

Le deuxiéme Chapitre portera sur les équations algébriques de Lyapunov AX + X AT +
BBT = 0, o A matrice de grande taille et B une matrice de rang inférieur. Nous
proposons deux méthodes itératives de projection sur des sous espaces de Krylov étendu
global. La premiere basée sur la condition d’orthogonalité de Galerkin et la deuxieme
avec la condition de minimisation de résidu. Nous donnerons des résultats de majoration

de l'erreur et 'efficacité des méthodes proposées par des tests numériques.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéresserons a la résolution numérique des équations de
Sylvester AX + XB = EF” ou les matrices A et B sont de grandes tailles et creuses
et les matrices F et F' sont de rang inférieur. Nous proposons une nouvelle méthode de
projection sur des sous espaces de Krylov étendu par blocs. Cette méthode est basée
sur la condition de minimisation du résidu MR (Minimal Residual) [74, 82, 94, 99, 100].
Le probléeme réduit obtenu est résolu soit par des méthodes directes (méthode de Hu et
Reichel [57]) ou bien des méthodes itératives : GI-LSQR, PGCG. Les approximations de
la solution sont données sous forme factorisée, nous permettant d’économiser de la place
mémoire. Des exemples numériques sont présentés montrant 'efficacité de la méthode

proposée.

Le Chapitre 4 porte sur la résolution d’équations matricielles non linéaires de Riccati
symétriques ATX + XA — XBBT + CCT =0, qui intervient dans plusieurs problémes,
notamment dans les problemes de calcul de controle linéaire quadratique. Dans ce cha-
pitre, nous appliquons la méthode de minimisation du résidu MR (Minimal Residual) &
I’équation de Riccati. Cette méthode est basée sur des sous espaces de Krylov étendu
par blocs, l'algorithme d’Arnoldi étendu et la méthode MINRES [94] pour résoudre le

probléme de minimisation projetée. Les solutions approchées (symétrique) sont données

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat
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sous la forme X,, = ZmZZL, ou Z,, une matrice de rang inférieur. Enfin, ce chapitre se

termine par des exemples numériques pour valider notre approche.

Le dernier chapitre de cette these, concerne le cas de ’équation de Riccati non symé-
trique NARE (Nonsymmetric Algebraic Riccati Equation) XCX — XD — AX + B = 0.
Nous proposons deux nouvelles méthodes itératives pour résoudre NARE. La premiere
est une méthode de type Newton-Krylov, basée sur la méthode de Newton et des sous-
espaces de Krylov par blocs : a chaque itération de la méthode de Newton, on résout
une équation de Sylvester de grande taille par l'utilisation de l'algorithme d’Arnoldi
par blocs. La deuxiéme méthode est une méthode itérative de projection sur des sous
espaces de Krylov étendus par blocs avec la condition d’orthogonalité de Galerkin. Nous
allons également présenter des résultats théoriques de la majoration de 'erreur. La per-
formance des approches proposées au regard d’autres méthodes est confirmée par des

tests comparatifs.

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



— Chapitre 1
Outils de développement

théoriques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations et les définitions qui seront utilisées
tout au long de cette these. Nous donnons quelques définitions importantes par la suite :
matrices particulieres, la décomposition en valeurs singulieres d’une matrice , puis l'in-
verse généralisée d’une matrice. Nous rappelons ensuite le produit de Kronecker et le
o-produit [12, 30]. Enfin, nous donnons un rappel sur des sous espaces de type Krylov
[36, 64, 65, 100, 101] et des algorithmes pour construire une base orthonormée des sous

espaces de Krylov, voir [55, 56, 101, 102] pour plus de détails.

1.2 Matrices particulieres

Soit A = (a;j) une matrice carrée de taille n x n.

Définition 1.2.1. La matrice A est dite :

— symétrique si AT = A,

— diagonale si a;; = 0 pour i # j,

— triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j,

— triangulaire supérieure si a;; = 0 pour ¢ > j,

— orthogonale si ATA = AAT =1,

— Hessenberg supérieure si a;; = 0 pour i > j+1,

— définie positive si (Ax,x) > 0 pour tout x € R"/{0},

— non négative si tous les éléments a;; de A sont positifs et a;; # 0,

— Une matrice A dont tous les termes extra-diagonauzr sont négatifs ou nuls est appelée
Z-matrice.

— A est une M-matrice si A est une Z-matrice inversible et non négative

13
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1.3 Norme de Frobenius

Pour deux matrices Y et Z € R™*%, le produit scalaire de Frobenius de Y et Z est défini

par
<Y¢ Z>F = t’I”(YTZ),

ot tr(YT Z) désigne la trace de la matrice Y7 Z. La norme associée est celle de Frobenius

noté par || . ||, et définie par

n m
| Allp=tr ATA :ZZ a; ) 2 o A= [ai ;] € R™™.
i J

1.4 Formule de Sherman-Morrison Woodbury

Proposition 1.4.1. Soient B une matrice inversible d’ordre n et u,v € R™. Alors la
matrice B + uv’ est inversible si et seulement si 1 + v B~'u # 0. Dans ce cas, nous

avons la formule suivante :

(B~ u)oT

B T*lz ) P S
(Btuw) " == rp1,

)B~! (1.1)

La formule généralisée, connue sous le nom de formule de Sherman-Morrison-Woodbury,

est définie dans la proposition suivante.

Proposition 1.4.2. Soient A € R™" et C € R™*™ deuzr matrices inversibles. Soient
U e R™™m etV e R™*". Sila matrice (C~1+V A™IU) est inversible, alors (A+UC~V)

est inversible, et vérifie la formule de Sherman-Morrison- Woodbury donnée comme suit :

(A+vc™'v)yt=Al— A lU(ct+vAalu)~tva?

1.5 Inverse généralisée d’une matrice

Définition 1.5.1. La pseudo-inverse, AT, d’une matrice A de taille mxn, a coefficients
réels ou complexes est l'unique matrice de taille n X m satisfaisant les quatre critéres

suivants :
1 AAYA= A,
9. ATAA* = AT,
3. (AAT)T = AAT (AAY est une matrice symétrique),
4. (ATA)T = ATA (AT A est également symétrique).

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat
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Remarque 1.5.2. Pour les matrices dont les composantes sont des nombres compléxes
au lieu des nombres réels, AT sera remplacée par A*, ot A* désigne ladjointe de la
matrice A. La pseudo-inverse appelée aussi inverse au sens de Moore-Penrose existe et

unique pour toute matrice réelles ou compleze.

Nous donnons la proposition suivante

Proposition 1.5.3 ([43]). Le pseudo-inverse d’une matrice A € R™*"™ de rang mazimal
est définie par :

— AT = AT(AAT)L sirang(A) = m,

- At = (ATA) AT Sirang(A) =n

1.6 La décomposition en valeurs singulieres (SVD)

En mathématiques, le procédé d’algebre linéaire de décomposition en valeurs singuliéres
(ou la décomposition SVD : Singular Value Decomposition) d’une matrice est un outil
important de factorisation de matrices rectangulaires réelles ou complexes, elle est 1'une
des méthodes de factorisation la plus générale et la plus utile. La décomposition en
valeurs singulieres est utilisée, entre autres, dans le calcul de pseudo-inverse, dans la
résolution de problemes aux moindres carrés et dans les méthodes de régularisation.
On l'emploie également en traitement d’image, en traitement du signal, et pour les

approximations de rang inférieur d’une matrice.

Théoréme 1.6.1 (Golub et Van Loan, 1990). Soit A une matrice réelle de dimension
m X n. 1l existe deur matrices orthogonales U et V' respectivement de dimension m X m
et n xn tel que

A=UxvT, (1.2)

ot ¥ = diagloy, 09, ...,0m] € R™*™. Les o; sont appellés les valeurs singuliéres de A et
elles vérifient o1 > 09 > ... > 0p > Opp1 = ... = oy, = 0, ¥ < min{m,n}. Les vecteurs
u; (colonnes de U) et v; (colonnes de V) sont appellés les vecteurs singuliers de gauche

respectivement de droite.

Remarque 1.6.2. Le rang de la matrice A est égal au nombre de valeurs singuliéres
non nulles que posséde la matrice A.
La décomposition SVD d’une matrice A de taille m x n nécessite 4m>*n + 8mn? + In?

opérations élémentaires. Avec MATLAB on obtient la décomposition singuliére avec la
commande[U,S, V]=svd(A).
Nous donnons le théoreme suivant

Théoréme 1.6.3 ([43]). Soit A € R™*™ une matrice de rang r, et soit sa décomposition

en valeurs singulicres A = USVT, ou ¥ = diag[o1, 09, ...,0,,0,...,0] € R™*". Alors le
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pseudo-inverse de A est donné par :
At =vetuT,

ou X1 = diag[1/o1,1/09,...,1/0,,0,...,0] € R"™™™,

1.7 Approximation de rang inférieur

Soit A € R™*™ une matrice. Déterminer une matrice X de méme taille que A mais de
rang inférieur k& de telle sorte que ||[A — X[ soit minimale, est un probleme classique.

La solution de ce probleme est donnée par le théoréeme d’Eckart-Young suivent

Théoréme 1.7.1 (Eckart et Young). Soit A une matrice de rang r, et soit sa décom-

position en valeurs singuliéres

A=UxvVT,

ot ¥ = diagloy,09,...,0.,0,...,0] € R™ " et soit k un entier inférieur ou égal a r. Si

on note ¥y = diaglo, 02, ...,0%|, alors nous avons

NI

i A—X|p=|A-Allr = 2(A
mnrgrggl)gk\l lF = klle i_Xk;laz() ;

ol

Ce théoreme établit une relation entre le rang k de I'approximation X de A et les
valeurs singulieres g1, ..., 0, de A. Par conséquent, si les valeurs singulieres décroissent
rapidement vers zéro alors nous pouvons espérer déterminer une approximation de A

possédant un rang tres faible.

1.8 Le produit de Kronecker et le ¢-produit

Le produit de Kronecker est un outil important dans I’algebre linéaire et les équations
matricielles. Il permet de transformer une équation matricielle en un systeme linéaire,
pour plus de détails voir par exemple le livre [96]. Le o-produit est défini dans [12, 30],
c’est un outil important pour résoudre les équations matricielles par les méthodes de

type Krylov global, voir [12, 30].

Définition 1.8.1. Soient A et B deux matrices de taille m X n et s X t respectivement.

Le produit de Kronecker A ® B est la matrice de taille ms x tn définie par :
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a1 B - -+ ay.B
A® B = az,1 B - aznB
am,lB CLm,2B te am,nB

Pour Y = [y; ;] € R™®; on note par vec(Y) le vecteur de R™ défini par vec(Y) =
(., DT, (y.,2)7,...,y(.,8) ] ot y(.,5),7 = 1,..., s est la jéme colonne de Y.

On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.8.2 ([12, 30]). Soient A et B deux matrices de taille m x n et s x t

réspctivement. Nous avons les proprétés suivantes :
1. (Ao B)T = AT @ BT.
2. (A® B)(C® D) =(AC ® BD).

3. Si A et B sont des matrices non singulieéres de dimension n X n et p X p, respecti-
vement, alors (A® B)™' = A~ @ B~L.

4. St A e R™™ et B e RP*P, alors
det(A® B) = det(A)Pdet(B)" et tr(A® B) =tr(A)tr(B).

5. vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).
6. vec(A)Tvec(B) = trace(AT B).

On rappelle le produit diamond noté par ¢ et qui est défini de la facon suivante :

Définition 1.8.3 ([12, 30]). Soient A = [A4,...,Ap] et B = [By, ..., B|] deuz matrices
de taille n x ps et n x ls, respectivement, ot A; et Bj(i = 1,...,p;j = 1,...,1) sont des
matrices de R™ 5. Alors la matrice AT o B € RP*! est définie par :

(A1,B1)r (A1,B2)r -+ (A1, B)r
AT o B — (A2, B1)r :
(Ay, Bi)p o (A B)F

Remarque 1.8.4.
1. Sis=1 alors AT o B= ATB.

2. 5s=1,p=1etl =1, alors on posec A =u € R" et B = v € R", on aura
AT o B =u"v eR.

3. La matrice A = [A1, ..., A,] est F—orthonormale si et seulement si AT o A = 1I,.

4. Si X € R™ alors XT o X =|| X ||2.
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On rappelle aussi les propriétés suivantes satisfaites par le o—produit.
Proposition 1.8.5 ([12, 30]). Soient A, B,C € R"*P* D € R™*" L € RP*P et o € R.
Alors on a :
1. (A+ BT oC=AToC+ BT C.
2. ATo(B+C)=AToB+ AT o C.
3. (@A)’ o C =a(AT o 0).
4. ATo B =BT o A.
5. (DA o B= AT o (DT B).
6. AT o (B(L®Is)) = (AT o B)L.
7 AT o B |lr<|| A llrl B |lr.

1.9 Meéthodes de Krylov

Les méthodes de projection sur les sous-espace de Krylov sont tres utilisé dans dans des
problémes de grande dimension. Ces méthodes se basent sur des techniques de projection
sur un sous-espace, appelé sous-espace de Krylov. Les méthodes itératives de type Krylov
a connu un développement considérable dans les dernieres années, pour résoudre les

équations matricielles de grande taille.

Dans cette section, on va rappeler le sous-espace de Krylov par blocs, sous-espace de
Krylov étendu par blocs ou global. On va rappeler aussi des algorithmes de type Arnoldi,

pour construire une base orthogonale ou orthonormée d’un sous espace de type Krylov.

1.9.1 Sous-espace de Krylov par blocs
Le sous espace de Krylov par blocs associé a la paire (A, V') est défini par

K (A, V) = Image({V, AV, A%V, ... | A™"1V}).

L’algorithme d’Arnoldi par blocs ci-dessus consiste & construire une base orthonormale
de lespace K,,,(4, V).
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Algorithm 1 Algorithme d’Arnoldi par blocs
— Calculer la décomposition QR de V : [Vi, R] =qr(V)

—Pourj=1:m

- W =AYV,
— Pouri=1,...,5
- H;j;=Vi'w

- W=W-V,H,;

- Fin Pour ¢

- Calculer la décomposition QR de W : [V, Hj11 ;] =qr(W)
— Fin Pour j

On note V,, la matrice réelle de taille n x mr définie par

Vin = [Vi,..., Vil

et H,n la matrice réelle de taille (m + 1)r x ms de type Hessenberg supérieure par blocs,
dont les blocs non nuls H; ; de taille 7 x r sont produits par ’algorithme précédent. On

vérifie les identités suivantes

Avm = VmHm+Vm+1 Hm+17m Eg;;
= Vm—i-l?'zma

ou By, = [0y, ...,0,, I,] est la matrice de taille mr x r composée des r derniéres colonnes
de la matrice identité I,,, et H,, est la matrice de taille mr x mr obtenue en supprimant

les r dernieres lignes de H,,.

1.9.2 Sous-espace de Krylov étendu par blocs

Pour la résolution des systemes linéaires, il existe plusieurs méthodes possibles; cer-
taines sont directes et d’autres itératives. Dans des problemes de tres grande taille, ces
méthodes peuvent devenir tres chéres, et sont limitées par la taille du probléme et bien
que les dernieres versions de Matlab prennent en charge des problemes de taille allant
jusqu’a O(10%), le temps CPU ( Central Processing Unit) ainsi que la taille mémoire
peuvent poser probleme. Les méthodes efficaces sont les méthodes de sous-espace Kry-
lov et consistent a construire une suite de sous espaces emboités de taille croissante qui
vont contenir a la limite la solution recherchée. Elles sont basées sur une technique de
projection sur un sous espace de Krylov, de dimension m (m < n) plus petite que la
taille n du probleme. Parmi les nombreux ouvrages de référence traitant des méthodes
de Krylov, on pourra citer le livre de Yousef Saad [100]. Ces méthodes different 1'une de

l'autre par le type de projection qui est appliquée et le choix des sous-espaces de Krylov.
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Dans cette section, on va rappeler le sous-espace de Krylov étendu par blocs.

Supposons que nous calculons des approximations des expressions de la forme w :=
f(A)v, ol f est une fonction non linéaire définie sur A.

Dans [36], Druskin et Knizhnerman ont montré que f ne peut pas étre approchée avec
précision par un polynoéme de degré m — 1. Pour cette raison, ils ont proposé 1'utilisation
de la méthode de sous-espace de Krylov étendu, ce qui permet d’approcher f par une
fonction rationnelle.

Le sous-espace de projection que I'on considere peut étre considéré comme une somme
de deux sous-espaces de Krylov par blocs. Le premier lié a K,,,(A,V) et le deuxiéme a
K,n(A71, V). Plus précisément, en supposant que la matrice A est inversible, le sous-

espace de Krylov étendu par blocs associé a (A, V) est donné par [36, 102]

Ko(AV) = Image{V, A7V, AV, A2V, A2V, ... A™=1Y, A77H1Y)
= Kn(A,V)+K, (AL A7V,

nous avons,
Ka (A, V) € Koy (A V) et K(A, V) C AKE(A,V).

Les méthodes de projection sont basées sur des algorithme qui permettent de construire
une base orthonormée de 'espace de Krylov. parmi ces algorithmes, le plus connu est

lalgorithme d’Arnoldi qui est basée sur d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Pour construire une base orthonormée de l'espace de Krylov étendu K¢ (A, V) en ap-

plique 'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs ci-dessous ([55, 102] ).

Apres m étapes de lalgorithme d’Arnoldi étendu par blocs, on obtient la matrice
Vi = V1, Va,..., Vi] ot V; € R™?7,
et les matrices de Hessenberg par blocs :

Hyy -+ -+ -+ Hyp
Hs 4
— 0
H, =
Hm,m
0 o 0 Hpgm |

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



1.9 Méthodes de Krylov 21

Algorithm 2 Algorithme d’Arnoldi étendu par blocs (EBA)

1. Entrées : les matrices A € R"*" et V € R™*" et m entier.
2. Calculer la décomposition QR de [V, A~1V], c’est-a-dire, [V, A~1V] = V1A ;
3. On pose Vo =[|;
4. Pour j =1,2,...,m faire
(a) On prend V;.(l) =Vi(;,1:7r) et V;-(Q) =Vi(s,r+1:2r).

A

(0) Vi = Vi1, Vils Vi = [AVY, 471y
(¢) Orthogonalisation de VjH avec les V;, i = 1,2, ..., j, pour obtenir V)1, c’est-
a-dire,
i. Pour:=1,2,...,j faire
i, Hij = V" Vi
iil. Visr = Vigr = ViHig;
iv. Fin Pour
(d) Calculer la décomposition QR de ‘7}+1, c’est-a-dire, VjH =Vit1 Hjp1y5
5. Fin Pour

et ) .
Hl,l Hl,m
Hs 4
H,, = 0
L 0 0 Hm,m—l Hm,m |

La matrice H,, de taille 2mr x 2mr est obtenue en supprimant la derniére ligne par
blocs de H,,. Par construction, la matrice V,, est orthonormale, ce qui signifie que les
matrices Vi, Vo, -, Vi, constituent une base orthonormale de ’espace de Krylov étendu
K¢, (A, V). Soit T, € R2™*2mr 4 restriction de la matrice A sur le sous-espace de Krylov
étendu K¢, (A, V), c’est-a-dire T,,, = VL AV,,. Dans [102], Simoncini a démontré que
la matrice T,, est également matrice de Hessenberg supérieure par blocs, et on peut
calculer la matrice T,,, a partir H,,.

On établit les identités suivantes de maniére immédiate
Proposition 1.9.1. [55] Soit T,, = VL, AV, alors nous avons

AVm = Vm+1’]_rm
= Vme‘FVerleJrl,mE%-

ou T;; € R2r>2 est le bloc (i,4) de la matrice Ty, et By, est la matrice de taille

mr X r constituée des r derniéres colonnes de la matrice identité I, (c.a.d E,, =

[OQ(m—l)rX2ru IQT]T)~
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1.9.3 Sous-espace de Krylov étendu global

Le sous-espace de Krylov étendu global associé a (A, V') est donne par [36, 56, 102]

’an(Aa V) = vect{V, A_lv, AV’A_QM A2V’ .. ,Am_l‘/, A_m_HV}
= K9, (A, V)+KI (A7 A7V).

Pour construire une base une base orthonormale {V1, Vs, ..., V;,,} de l'espace K9, (A, V),

on a besoin de définir La factorisation QR global.

La factorisation QR global

Soit Z = [Z1,...,Z;] € Rk (avec Z; € R™i = 1,....k). La décomposition glo-
bale de QR de Z est basée sur la procédure de Gram-Schmidt globale, elle permet

de calculer une matrice F-orthonormale Q@ = [Q1,...,Qx] de taille n x ks telle que
vect{Q1, ...,Qr} = vect{ Z1, ..., Z,} avec (Q;,Qi)r =1 et (Q;,Q;)r =0sii # j.

L’algorithme est décrit ci-dessous :

Algorithme 3 : L’algorithme de Gram-Schmidt modifié global (GGSG)

Entrée : Z = [Z,, ..., Z}] une matrice réelle de dimension n x sk.
Sortie : Q = [Q1, ..., Q1] € R"*** F-orthonormale et R € R*** triangulaire supérieure.

1. R= (Ti,j) =0.

2. Tl,l :H Z1 ||F .

3. Q1= 2Zy/r11.

4. Pour i = 2,..., k, faire :

5. Q = Z;,

6. Pour j =1,...,7 — 1, faire :
7. rii =(Q,Zj)F,

8. Q=Q —r;,Qy,

9. Fin Pour ;.

10. rii = Q llr,

11. Qi =Q/ri,

12. Fin Pour ;.
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Proposition 1.9.2. [55] Soit Z = [Z4, ..., Zk] une matrice de taille n x ks avec Z; €
R™ S pouri=1,...,k. Donc en utilisant l’algorithme 3, la matrice Z peut étre factorisée

sous la forme suivante

Z = Q(R®Is)>

avec Q = [Q1, ..., Q1] une matrice F-orthonormale de taille n x ks et qui satisfait QT o

Q = I et R une matrice triangulaire supérieure de taille k X k.

On note que QT o Z = QT o (Q(R® Iy)), donc en utilisant la Proposition 1.8.5, on aura
QT oZ =R.

1.9.4 Algorithme d’Arnoldi étendu global

Dans ce paragraphe, on va décrire la procédure d’Arnoldi étendu global pour construire
une base F-orthonormale {vy, ..., v2,,} de KJ (A, V) avec v; € R™"*5.

Les deux blocs v1 et vg sont calculés de la maniére suivante :

V _
U1 = r, et woov2 = A7y — w1201, (13)
1,1

ou les parametres wy; et wo o sont tels que la matrice [vq,v2] de dimension n x 2s est

F-orthonormale. Donc wi1 =|| V ||p, wia = tr(VI(A7IV)) et wao =|| U ||F, avec
U=A"1V — w1201
Pour calculer les blocs vg;11 et vajy2, pour j = 1,...,m — 1, on utilise les formules
suivantes : ‘
{ hoji12j-1V2j41 = Avajo1 — Y20 higj1vi, (1.4)
hojronjvoire = A vy — S higiv;. '

En utilisant les conditions d’orthogonalités vo; 11 Lpv1, ..., v2;5 et voj12 L pv1, ..., V2541, ON
obtient :

hi’gjfl = t’r‘(UiTAUijl) = tT‘(’UiTUiJ;l) et hi,2j = t?"(’UZ-TA_IUQj) = tT(U,L»TU,L-j;Q),

ou
i—1 i—1
: C
Uij,l = AUQJ',1 — Z hk,2j—lvk et UZQA V25 — Z thijk.
k=1 k=1

Les parametres hojy12j—1 €t hojioo; sont tels que || vojr1 [|[p= 1 et || voj42 [|[F=1

respectivement. Donc,

hojt1,2i-1 =l Usjiiq P et hojiaz; =) Us;is lIF -

Maintenant, afin de décrire une nouvelle méthode pour calculer les vecteurs colonnes de

la matrice V,,, = [vi]izly._,,gm de dimension n x 2ms et les entrées non nulles de la matrice
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bloc de Hessenberg supérieure H,, = [h”]f;lgfg , on introduit
1) (2) hoi—12j—1 hoi—12j
Vi = [vai—1,v95) = [V}, V7], et H;j= , (1.5)
hai2j-1 hai 2;

qui sont, respectivement, le iéme vecteur bloc de dimension n x 2s de la matrice V,,,
et le (i, 7)-éme bloc de taille 2 x 2 de la matrice bloc de Hessenberg supérieure H,,. En
utilisant le produit de Kronecker et les formules (1.4) et (1.5), on obtient
(1) (2) !
Vit1(Hjer,y ® Is) = [AV; ), ATV =S Vil @ 1),
i=1

Comme les blocs V7, ..., V,,, sont orthogonaux par rapport au o—produit (i.e., VZ-T<>V]- =02

pour i # j), alors en utilisant les propriétés du o—produit, on trouve
Hij =V oAV AW =V oUl, i=1,..5

ol Uij = 2_:11 Vi(Hy ; ® Is). Pour les blocs triangulaires supérieurs H;41 ;, on rappel
que les deux matrices Hj 1 ; et Vj41 sont calculées telles que V10 Vjy1 = I. Donc on
obtient Vj1 et Hjq ; en calculant la factorisation QR globale de U J] 11

Soit 2 = [w; j] une matrice triangulaire supérieure de dimension 2 x 2 telle que ses entrées
non nulles sont définies en (1.3), et on peut vérifier facilement que €2, et V; le premier
bloc de la matrice V,,, peuvent étre obtenus facilement par la décomposition QR globale
de [V, A~1V].

Finalement, on peut résumer les résultats précédents dans l’algorithme suivant :

Algorithme 4 : Algorithme d’Arnoldi étendu global (EGA)

Entrée : A c R,V e R" % et m .
Sortie : V,,, = [V4, ..., Vi] de dimension n x 2ms et H,,, € R?™*2™ matrice de Hessenberg

supérieure.
1. On calcule la factorisation QR globale de [V, A=1V], ie, [V,A™'V] =W (Q® I);
2. On pose Vo = [ ];

3. Pour j =1,...,m, faire :

4 On prend V}(l):Vj(:,l:s); Vj(2) =Vj(5,s+1:2s);
5. V=V, ViU = [V, 4y,

6. Pour i =1,..., 5, faire :

7 H,;=V©IoU;

8 U=U-Vi(Hi; ®I);

9 Fin(i).
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10.  On calcule la décomposition QR globale de U, i.e., U = V1 (Hjy1; ® I5);
11. Fin(j).

Si les matrices triangulaires supérieures H; 1 j ne sont pas de rang maximal, I’algorithme
1.3 calcule une matrice F'—orthonormale V,,, avec V,, = [V1,..., V;] et V; € R"*25 (i =
1,...,m) et H,, une matrice bloc de Hessenberg supérieure de dimension 2(m + 1) x 2m
avec H,,, = [H; ;] et H; ; € R2%2,

On introduit une matrice de dimension 2m x 2m donnée par T,,, = VI o (AV,,) = [T} 4],
onT;; = VI o (AV;) € R*2 pouri,j=1,..,m.

Soit Ty = VL 41 ¢ (AVy) et EL = [Ogxo(m—1), 2] une matrice qui correspond aux
deux dernieres colonnes de la matrice identité 2m x 2m, en utilisant le méme argument
utilisé dans le cas d’Arnoldi extended par bloc, on peut montrer qu’apres m itérations

de l'algorithme 3, on aura :
Avm = Vm—l—l(Tm ® Is) = Vm(Tm 02y Is) + Vm—l—l(Tm—i—l,mEg; b2y Is)

La proposition suivante, donnée en [55], permet de calculer T,, sans utiliser le produit

matrice-vecteur avec A.

Proposition 1.9.3. (/55]) Soit Ty, = [t 1, ... toom] €t Hyy = [ho1, ooy hoom] 00t b €
R2+D) sont les iémes colonnes de deuz matrices blocs de Hessenberg supérieures Ty, et
H,, de dimension 2(m + 1) x 2m. Donc les colonnes impaires sont telles que

t.2j—1 = h.2j_1, pour j=1,...m,

tandis que les colonnes paires satisfont

1 2(m+1
t.o= 7(w1,161(m ) wi2h: 1),
w22
1 2(m+1 .
bz = 3 —— €2§~m+ )~ torajiahiagaeg) pour j=1,..m—1,
25+2,25
ol egk) est la iéme colonne de la matrice identité Ij, et wi1,wi2 sont déja définis en
(1.3).

1.10 Controlabilité et ’observabilité

Dans cette partie, nous rappelons les résultats relatifs a la controdlabilité et a I’observa-
bilité de la paire (A, B) et de la paire (C, A) définies par un systéme dynamique linéaire

a coeflicients constants du type :

t=A B
{ T T + bu, (1.6)

y=Cuz,
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Ces notions sont largement développées dans [111]. Nous rappelons la notion de matrices

stables dans la définition suivante :

Définition 1.10.1. Une matrice A est dite stable, si
Sp(A) c C™.

Définition 1.10.2. La paire (A, B) est dite stabilisable s’il existe une matrice F' telle
que A+ BF est stable.

Remarque 1.10.3. Un systéme dynamique linéaire a coefficients constants, donné par
léquation (1.6) est dit asymptotiquement stable, si A est stable.
Les définitions de la stabilisation et de la détectabilité du systeme linéaire (1.6) sont

données dans [31].

Définition 1.10.4. La paire (C, A) est dite détectable si (AT, CT) est stabilisable.
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— Chapitre 2

Méthodes de type
globale-minimisation pour les
équations de Lyapunov de grandes

dimensions

2.1 Introduction

les équations matricielles de Lyapunov interviennent dans plusieurs domaines comme
dans la théorie du contrdle [42], la théorie de la communication, I’analyse de la stabi-
lité des systémes dynamiques [87], la stabilité des équations différentielles ordinaires,
la réduction de modeles [4, 5, 53], et la restauration d’images [18]. Par exemple, nous

considérons le systéme linéaire dynamique > invariant dans le temps :

5. { i(t) = Az(t) + Bu(t) 2.1)
y(t) = Ca(t)

ou A est une matrice creuse de grande taille n x n.

Le probléme de réduction consiste a approcher 3 par

ot A € Rk B e RF*s ot € € R avec k << n.

Parmi les méthodes de réduction des modeles de grande dimension, la plus connue est
la troncation équilibrée. Cette méthode est basée sur le calcul des grammiens de com-

mandabilité et d’observabilité. Les grammiens de commandabilité W, et d’observabilité
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W, sont obtenus par résolution des équations de Lyapunov suivantes :

AW, +W,AT + BBT =0,
ATW, + W,A+CTC =0.

Il a été démontré que [42] :

| E - 5 loo< 2(0k+1 + .. + 0n)

ou les og; sont Les valeurs singulieres de Hankel associées a 3 donnée par : g; =

Xi(W.W,) arrangées en ordre décroissant, et la norme || ¥ || est la plus grande
valeur singuliere de la fonction de transfert associée a ¥ et définie par | £ |oo=
SUP,,cr (Omaz(G(jw)), ot G(.) représente la fonction de transfert associée a ¥ et jw
varie sur la totalité de I’axe imaginaire. Pour plus de détails voir [42, 68]. L’équation

matricielle de Lyapunov est de la forme suivante
AX + XAT + BBT =0, (2.2)

ou A, B et X sont des matrices respectivement de taille n X n, n X s, n X n avec s << n.

L’équation matricielle de Lyapunov peut étre formulée comme un systéme linéaire de

taille n? x n2. En utilisant le produit de Kronecker, nous obtenons
(In® A+ A® I,)vece(X) +vee(BBT) = 0. (2.3)

Donc 'équation de Lyapunov posséde une solution unique X si et seulement si \;(A) +
A;j(A4) # 0 pour tout i,j = 1,2, ,n

Pour les équations matricielles de lyapunov de petite taille, il existe plusieurs méthodes
dans la littérature, comme par exemple, I'algorithme de Bartels-Stewart [11], Hessenberg-
Schur [45].

Pour la résolution de I’équation de Lyapunov (2.2), nous distinguons deux catégories.
La premiere se sont Les méthodes directes, comme par exemple, ’algorithme de Bartels-
Stewart [11], Hessenberg-Schur [45]. Ces méthodes ne sont pas utilisables lorsque la

matrice A est de grande taille ou creuse.

La deuxieme catégorie est constituée des méthodes itératives pour les problemes de
grande taille. La plupart de ces méthodes sont les méthodes itératives de projections
sur des sous-espaces de type Krylov, basées sur les algorithmes de type Arnoldi [36,
55, 68, 100, 102] pour construire une base orthonormée de l'espace de Krylov. Une
caractéristique commune de toutes ces méthodes de projection est que les approximations
X, de la solution exacte de ’équation de Lyapunov sont données sous forme factorisée,

Xon = ZnZL avec Z une matrice rang inférieur. De plus il y a la possibilité d’obtenir
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une bonne approximation X, de rang inférieur (low rank approximate solution), il est
soutenu par des résultats théoriques récents montrant la décroissance rapide des valeurs
propres vers zéro de la solution exacte X, voir [61, 68, 82, 98, 102]. Cette approche est
trés importante lorsqu’il s’agit des problémes de grande taille, puisque stocker la matrice

X,, compléete en général nécessiterait une quantité significative de I’espace mémoire.

Nous proposons dans cette partie une nouvelle méthode pour résoudre 1’équation de

Lyapunov de grande taille déterminer I'approximation de la solution de ’équation de

2.2 Solution exacte de I’équation de Lyapunov

Dans cette section, nous allons donner ’expression exacte de la solution X de I’équation
de Lyapunov. Supposons que ’équation de Lyapnuov admette une solution unique X.
I a été montré dans [54, 105] que 'expression de la solution est la suivante
p P ' '
X =3 > AT BBT(AT)

j=14i=1

ou p le degré du polynéme minimal de A pour la matrice B (P(A)B = 0) et la matrice
T = (7i,j)1<i,j<p est la solution d’une équation matricielle de Lyapnuov de petite taille
(Voir [103]).

Jbilou et Riquet ont proposé, dans [68], une méthode permettant de calculer les coeffi-

cients vy; ; a partir d'une base F-orthonormée de I'espace de Krylov
K,(A, B) = span{B, AB, A’B, ..., AP"' B},

construit par 'algorithme d’Arnoldi global. Ils ont aussi montré que la solution X est

de la forme

X =V (T @ L)V, (2.4)

ou V, est la matrice F-orthogonale construite par ’algorithme d’Arnoldi global associé
Ky(A, B).

Comme la solution exacte est donnée par l’expression (2.4), 'approximation X, de la

solution exacte est définie par :

X =Vn(T @ L)V, (2.5)
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2.3 Meéthode de Galerkin

Dans cette section, nous présentons une méthode de projection pour résoudre ’équation
de Lyapunov de grande taille. En utilisant des projections dans des sous espaces de

Krylov étendus (extended) globale avec la condition d’orthogonalité de Galerkin.

Nous allons chercher des approximations X,,, de la solution exacte X de I’équation de
Lyapunov sous la forme
X = V(Y54 ® I)VE, (2.6)

ou Vp, est la matrice F-orthogonale construite en appliquant m itérations de I’algorithme

d’Arnoldi étendu global a K¢, (A, B). Donc on a les relations suivantes
T = V5 0 (AV,).

La condition d’orthogonalité de Petrov-Galerkin permet de donner I’équation de Lyapu-

nov projetée suivante :

T Y,S4 + YOATT 4| B||%e2m (2™ = 0. (2.7)

La solution de I’équation projeté au-dessus peut étre obtenu par une méthode directe

comme la méthode Hessenberg-Schur [45].

Pour réduire le calcul dans le test d’arréter les itérations de la méthode proposée, nous
donnons une borne supérieure (approximation supérieure) de la norme de Frobenius du
résidu R(X,,).

Théoréme 2.3.1. Soient Y, la solution exacte de l’équation de Lyapunov projetée (2.7)
et Xpn = Vi (VSARI)VE la solution approchée de I’équation de Lyapunov 2.2. La norme

de Frobenius vérifie l'inégalité

| R(Xm) |p< \/2(m + 1o := rCA, (2.8)

m

OZ\L (6% :H Tm+1,mYm HF

Démonstration. A 1’étape m, nous avons :

R(Xm) = AVn(SA @ IOV +V,,(054 @ 1)V AT + BBT
= Vo1 (T ® L) (VG © L)VE + Vi (VA @ 1)(Ty, @ L)VE 1+ || B |3 ViV

En utilisant la relation

= Vm+1[6g2m+2) & Is]v
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et le fait que

Vi = [V1,V2, V3, ..., Vi (2.9)
Iys
Ips
= [V, V2, Vs, .., Vit (2.10)
Ios
025
[I2 @ I]
[I2 @ I
= [V, V2, Vs, ., Vi (2.11)
[I2 @ I
(02 @ I
()
= [V1,Va, V3, o, Vinpa] ® I (2.12)
O2x2m
= Vnr1(Im ®I5), ot Im=< Lam > (2.13)
02x2m

Nous obtenons,

R(Xm) = Vit [(Td @ L) T © L) + (T ® L)V T, © L)
I B [} 22 )T @ )| VI,

— — — — m m T
= Vit |[Tod5 T + TV Tt | B 5 ™2™ [ @ 1| V1.

T T
Y o [ Tm yGA[ I2m ‘| +l IQm yGA[ Tm ‘|
= m
Tm+1,m " 02><2m O2><2m " Tm+1,m
o2m) 11 em) T
+HBH%[ ! H ' ® Is | Viga-
O2x1 O2x1
T
= V1 TonYon + Y Tht | B I ™ et™ YTl 41 m @ L[V,
m1
Tm—l—l,mYm

Comme Y solution de 'équation Ty, Yy, + Y5, TL + || B ||% e§2m)652m)T =0,

0 Y, T
Ron(Xm) =V, mtbm ) o1 | v
m( m) m+1 [( Tm+1,mYm 0 s| Ym+1
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Par conséquent

IRon(X) - < V]|

0 Y, E,TT
Vi1 K T e maLm ) ®Is]
Trs1mELY,, 0

F

Comme {Vi,Va,...,Vit1} est une base F-orthonormée de 'espace de Krylov étendu
Km+1(A, B) et Vg1 = [Vi, Va, ..., Vipq1), nous avons ||[Vi41||p = vm + 1. D’autre part

0 Y, emTT
‘Verl [( mel Lmt1m > ® I,

T
Tm+1 Jm emYm 0
Par conséquent

F H( Tm-l-l,m(e%m)TYm 0
A fnrin,

R (X )l p < \/2(m + Da,

ot a = HTerLmE,EYmHF. 0

Pour économiser de la mémoire il est possible d’écrire X,,, sous forme factorisée. Soit la
décomposition en valeurs singulieres de la matrice Y, = PYXPT ot ¥ = diag(o1, 02, ..., 0om)
et o1 > 09 > ... > o09,,. Nous fixons dtol et définissons P, la matrice constituée des k
premieres colonnes de [ correspondant aux [ valeurs singuliéres supérieures ou égales a

dtol.

En posant ¥; = diag(o1, 02, ...,00) et Z,, = VmPl(Ell/2 ® Ig), nous obtenons I’approxi-

mation X, = ZmZZ; (qui est la meilleure approximation de rang [ de la matrice X,,,

on pourra se référer a [44, 56] pour un exposé complet sur ce sujet).

L’algorithme de la méthode d’Arnoldi étendu global pour résoudre I’équation de Lyapu-

nov, se résume comme suit :

Algorithme 2.1 : pour résoudre 1’équation de Lyapunov (GA-Lyap)

1. On choisit une tolérance ¢ > 0 et un nombre maximal d’itérations m,,qz
2. Pour m=1,2,3, ..., Mpmax

3. Construire les matrices V,, et T,, par 'algorithme d’Arnoldi étendu global appliqué

au couple (4, B).

4. Résoudre I’équation de Lyapunov projetée suivante
Ty Y+ VAT, + || Blpei™(ef™)" = 0.

5. Calculer la norme de Frobenius de G4 en utilisant (2.8).

= Si [|[Rm|| <€, Aller a 8

- Sinon m=m+1
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- Fin si
6. Fin pour m

7. Calculer la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la matrice Y,G4, c’est &
dire Y84 = VEVT | ot ¥ = diag(oy, 09, ..., 0omy) €t 01 > 09 > ... > Oor ;
trouver [ telle que o1 < toly, < oy et soit X = diag(o1,09,...,07) ;

T =V Vi(5)? @ I).

8. La solution approchée X,, est donnée par X, = Z,, Z1..

2.4 Meéthode de minimisation du résidu

Dans ce paragraphe, nous proposons une nouvelle méthode de projection pour résoudre
I’équation de Lyapunov de grande taille. En utilisant des projections sur des sous espaces
de Krylov étendus (extended) globale avec la condition de minimisation de la norme de

Frobenius du résidu associé a 1’équation de Lyapunov.

Les approximations X, de la solution exacte X de I’équation de Lyapunov sont de la
forme
X = Viu(Vm ® L) V], (2.14)

ou V,, est la matrice F-orthogonale construite en appliquant m itérations de I'algorithme
d’Arnoldi étendu global a K4(A, B).

Nous allons chercher des approximations Xn]\{[ R qui minimisent la norme du résidu
R(Xm) = AXp + X AT + BBT ot X,y = Vi, (Vi @ I)VE | clest-a dire :

MR _ - T T
X, " =arg XnL:VmI?)gnl@Is)VTTn |AX,, + X, A" + BB || (2.15)

Comme XME =V, (YME  [,)VL  nous avons le résultat suivant

Théoréme 2.4.1. Soit V,,, la matrice F-orthogonale construite en appliquant m itéra-
tions de lalgorithme d’Arnoldi étendu globale a (A, B). Alors le probleme de minimisa-
tion :

XWJ‘{IR = arg XnL:VmI(nj}Inl@Is)VzL HAXm + X, AT + BBTHF

peut s’écrire sous la forme

T
+

IB|I% el o

0 0

=1

Iom Iom
2 2 ]yme+

2% 2m 02x2m

YME = arg min TV [
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Démonstration. A 1’étape m, nous avons :

P D e L

= min [ AV Vi © L) VE + Vi O © L) VEAT + | BIE V|

m

= min ||V -(T Y ®I> Lo T®I +
—y m—+41 mYm s 0 s

2Xx2m 2Xx2m

+ (HBH% €§2m+2)€§2m+2)T) ® Is} V;ZHHF'

02x2m O2x1

m 2X2m

Comme V,,11 independent de ), donc nous avons :

T
o[ [ e

YME — argmin
Ym 2x2m O2x2m

m mT
IB|% {2 ™) 0]
0

F

O]

Pour résoudre le probléme de minimisation projeté (2.16), il existe plusieurs stratégies
possibles, nous proposons dans la section suivante deux méthodes itératives pour déter-

miner la solution approchée de (2.16) .

2.5 Meéthodes itératives pour résoudre le probleme réduit

2.5.1 LSQR global

Dans cette section, nous proposons une méthode itérative de type LSQR global (GL-
LSQR) pour résoudre le probleme de minimisation projeté (2.16). La méthode LSQR
classique proposée par Paige et Saunders (1982) est une méthode itérative pour résoudre
les systemes linéaires ou les problemes aux moindres carrés. Pour plus de précision voir
[95]. L’algorithme LSQR est basé sur l'algorithme de Golub-Kahan [43], en utilisant
la procédure de bidiagonalisation de Lanczos dans [95]. La version globale de cette
méthode est donnée dans [106], il y a aussi la version bloc voir [75]. Dans ce qui suit,
nous allons proposer une méthode globale-LSQR (GLSQR) pour résoudre les probléemes
de minimisation de type miny [|£,,,(Y) — C||r, ot Ly, est un opérateur linéaire. Comme

notre objectif est de résoudre le probléeme de minimisation suivant :

T
Tmyml Tom 1 +[ Lzm ]ymTfnJr

2%2m 02x2m

m mT
1B ™™ 0
0 0

F
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Nous proposons le probleme sous la forme
min [|£m (V) = Cl[F, (2.17)
ou
_ I o
Lo =Twy (I 0)+ . ) YT (2.18)
et

m mT
o _ [ IBIFe™ ™™ o)
0 0

L’opérateur adjoint de L, par rapport au produit scalaire de Frobenius est donné par

zmT(Y):Trgy<é>+(I 0)YTE.

(2.19)

Procédure de bidiagonalisation globale de Lanczos (Golub-Kahan) :

Cette procédure itérative est initialisée par

sty =C B =|Cll

Vi = LT (1) ar = e (@),

et les relations de récurrence,

Bis1Uir1 = Ln(Vi) — a;U;
Qit1Vig1 = Ly (Uz) — BiVi

Ui

les scalaires a; > 0 et 5; > 0 sont choisi de telle sorte que ‘ P ’

i=1,2,....

On définit les matrices suivantes
Uk = [Ul, UQ, ceey Uk};

Vi = [V, Va, ..., Vil

et
aq

B2 az

893

Bre1 |

= 1, pour tout
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Par construction les matrices U; et V; sont F-orthonormées, ce qui signifie qu’ils sont or-
thonormées par rapport au produit scalaire de Frobenius : (Us, Uj) p = d; 5 et (Vi, V) p =
d; ; ou 6; j est le symbole de Kronecker. L'utilisation de la procédure de bidiagonalisation
globale de Lanczos permet de trouver a chaque itération k des approximations Y* de la
solution exacte Y, ¥% du probléme de minimisation réduit (2.16). Nous pouvons écrire

les relations de récurrence précédentes sous forme matricielle comme suit
1L (VA), Lon(Va), ooy Lon(Vi)] = Upyr (Th, @ I). (2.20)

La méthode consiste & chercher la solution approchée Y* ayant la forme suivante
k: o o~
Yvh=3%"0y,
i=1
Nous appliquons lopérateur £,, & Y*, nous obtenons

k
La(H) = Ln (zz%)
i=1
k

=1
= [ﬁm(ffl),...,ﬁm(f/k)](zk®Is), ol zk:(z(l),z(2),~-,z(k))T

= ®k+1(Tk ® Is) (2 ® Is)
= ®k+1(Tkzk ® Is).

et

HC - Em(Y’“)HF = ||B101 — U1 (T2 ® 1)

F
= || Upp1(Brer ® I,) — Upgr (Thzr ® L)

= Uk+1 {(,8161 X IS) — (TkZ]g & Is)]

= |(Brer — Trzr) @ I

F

|-

= ||fre1 — Thzil -

Donc le probleme minimize HC — Em(Yk)HF est alors équivalent & résoudre le probleme
suivant
minimize Hﬁlel — TkzkHQ . (2.21)

Alors, la résolution du probleme de minimisation (2.16), par la méthode LSQR globale
(GI-LSQR) permet de donner une solution approchée de la solution exacte Y,M# du
probleme (2.16).

La méthode LSQR globale (GI-LSQR) est résumé dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 2.2 : Algorithme LSQR globale (GI-LSQR)

1. Initialisation : Xg =0

B =N p, Ur = N/Bi,

o = (L) (@)

Vi = (L) (U1)

Wi = Vi, &1 = b1, o1 = 1.
2. Pouri=1,2,....,kmax :

Wi = Ln(V;) — aiU;, Bis1 = HWz

Ui1 = Wi/Bit1,

Li = (Lw)T (Uit1) — Bisa Vi,

ait1 = || Lil ,

Vie1 = Li/avis1,

pi =/ (P1? + B%.1)

ci = pi/p1

s; = Biy1/p1

Oit1 = siip1

)

Pit1 = Ciit1

(I)i = Ci(I)i

i1 = 5D

yi=Yyi1 + ((I)Z/pz)f/r/l
Wis1 = Vi1 — (0i1/00)W;.

Si ‘(I)z‘+1‘ est petit alors on s’arréte.

3. Fin pour.

L’algorithme précédent permet de calculer une solution approchée Y* avec 1 < k <
kmaz, du probléme de minimisation (2.20). Afin de savoir si une solution X approche
suffisamment bien la solution exacte X, nous devons étre en mesure de calculer de fagon
simple et peu couteuse le résidu R, associé a Xé\l/[ B Ensuite, nous donnons 'expression
de || R (X )| selon la norme du résidu associé a P’algorithme LSQR globale (GI-LSQR)

appliquée au probléme de minimisation réduit.

Théoréme 2.5.1. Soit XME =V, (YME @ I,)VL la solution approchée de I’équation
matricielle de Lyapunov obtenu aprés m itérations de l'algorithme d’Arnoldi étendu glo-

bal et YME g solution exacte du probléme

T
o] o | B |t

YME _ argmin
Yrm 2x2m 02x2m

0 0

2m om)T
|B|[% 2™ e 0]

F

Alors, nous avons :

IR (X D)lF < Vi + 10
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ot ® =| Pppaz | est donné dans Ualgorithme 1 (GI-LSQR).

Démonstration. nous avons

IR e = AX) T+ X)MEAT + BBT||p, on XMF =V, (Ve L)V],
[V [(£n 67 - €) 0 1] V],

< Vil x || [(£nVn™) =€) @ L] Vi,
< VLot -,

< VmF I |£,(Y) = Clp

< m+ 1.

2.5.2 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné

Dans ce paragraphe, nous considérons la méthode du gradient conjugué globale précon-
ditionnés (PGCG) pour résoudre le probléme de minimisation réduit (2.16). La méthode
du gradient conjugué préconditionné (PCG) classique appliquée a I’équation normale.

L’équation normale associée a (2.16) est donnée par
Lin(LmY)) = L5,(C), (2.22)

ou Ly, et L} les opérateurs donnés par (2.18) et (2.19) respectivement.

En conséquence,

min [ £ (Y) = Cllp = Liy(Lm(Y) =€) = 0.

La matrice T,,, sous la forme

ou h,, représentent les 2r dernieres lignes de la matrice T,,. Par conséquent, I’équation

normale (2.22) peut se écrire comme suit

T-T,Y + YTo T + TLYTL + T, YTy — Cy = 0, (2.23)

ot C; = LI (C). Considérons la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de T, :

Tn=USU, (2.24)
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alors nous obtenons la décomposition suivante
T, T, = QDQ” (2.25)

onQ="0,et D=3"5.

Soient Y = QTYQ et C= QTC1Q, donc I'équation normale (2.22) peut aussi s’écrire
DY + YD+ T, YT, +T:yT, —C =0, (2.26)

ot T, = QTT,.Q et Y = QTY Q. Cette expression propose que ’on peut utiliser ’opé-

rateur matriciel suivant comme un préconditionneur
M(Y)=DaY +YDg. (2.27)

On peut voir que l'expression (2.22) correspondant a ’équation normale de I'opérateur
matriciel suivant

Zm(f/):%mf/(QT 0)+<§>f/ﬁf (2.28)
ot T,n = T,n Q. Par conséquent, I’algorithme du gradient conjugué préconditionné glo-
bale est obtenu en appliquant le préconditionneur (2.27) a I’équation normale associée

a 'opérateur matriciel défini par (2.28). Ceci est résumé dans 'algorithme suivant :
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Algorithme 2.3 : Algorithme du gradient conjugué globale préconditionné(PGCG)

1. On choisit une tolérance tol > 0, et un nombre maximal d’itérations jmaz ;
Choisir Y; et on fixe Ry = C — Zm(ffg) = Efn(éo), Zo=M1(S); Py = So.
2. Pour j=0,1,2, ..., jmax
(a) W)= Lm(F))
(b) aj = (S}, Zj)p [IW;l3
) Yis1 =Y+ ;P
(&) Ryur = By — oW,
) Si||Rji1||F < tol. Arrét

Sinon

) Sjs1 =Ly (Rjp)
(8) Zjy1 =M 1(Sj41)
(h) B = (Siv1, Zjr1)p [ (S5, Zj) p
() Pjt1 = Zj1 + 5B
3. Fin Pour.

On note que I'utilisation du préconditionneur 9 nécessite a chaque itération la résolu-
tion d’une équation de Sylvester. Comme la matrice D de ces équations matricielles de

Lyapunov est une matrice diagonale, ceci réduit les cofits de calcul.

Notons que le calcul de la norme du résidu R(XME) a chaque itération m nécessite
seulement la connaissance de Y™ sans avoir & construire la solution approximative

XME_ Cette norme du résidu R(XM ) peut étre calculée par

T
+

m mT
1B eP™el>™ o

0

I2m

_ Tom,
P = R(XMEY = Tmym[ 2 :

0

] VT +
(2.29};
La solution approximative X% R plest calculée que si la convergence est réalisée. Dans
la section suivante, nous proposons des méthodes (directes ou itératives) pour calculer

la solution Y,# du probléme de minimisation réduit (2.15).

Pour économiser la place de la mémoire, il est possible d’écrire X,,, sous forme fac-
torisée. Soit Y, = PY.PT, la décomposition en valeurs singulieres de la matrice Y;,,
ol ¥ € R?M*2m désigne la matrice des valeurs singulieres de Y, rangées dans lordre
décroissant, P est une matrice unitaire. Nous fixons un seuil dtol et définissons P la
matrice constituée des k premieres colonnes de P correspondant aux k valeurs singu-
lieres supérieures ou égales a dtol. Nous obtenons la décomposition en valeur singuliere
tronquée
Y, ~ Py, P
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ou ¥y = diagloy,...,o0x]. Soit Z,, = V,, Py (211/2 ® Ig), nous obtenons alors l'approxi-

mation de X, sous la forme d’une expression factorisée
~ T
X & L L, (2.30)
Cette factorisation est tres importante pour les problémes de grande dimension, quand

on n’a pas besoin de calculer 'approximation de la solution X,,, mais on a besoin de la

stocker a chaque itération.

La méthode de minimisation du résidu MR pour résoudre I’équation de Lyapunov est

résumé dans ’algorithme suivant

Algorithme 2.4 : pour résoudre ’équation de Lyapunov (MR-LE)

1. On choisit une tolérance tol > 0 et un nombre maximum d’itérations iter,,q.-
Pour m =1,2,3, ..., itermqz

Construire les matrices V,,, et T,, par l'algorithme EGA appliqué a (A, B).

Ll

Résoudre le probleme de minimisation
VAR = argmin | £ (V) + Clly

5. 81 ||Rm||F < tol, Arrét,

6. La solution approchée X,, est donnée par X, = Z,, Z1..

2.6 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques exemples numériques de I’équation algé-
brique de Lyapunov de grande taille. Nous allons comparer 1’approche de Galerkin (GA)
avec notre approche de minimisation de résidu (MR). En utilisant : la méthode LSQR
globale (GI-LSQR) et la méthode du gradient conjugué globale préconditionné (PGCG)
pour résoudre le probléme de minimisation réduit. Les algorithmes ont été codés avec
Matlab 2009. A chaque itération m de 'algorithme d’Arnoldi étendu global, I’équation
matricielle de Lyapunov projetée de taille 2m x 2m a été résolue par la méthode directe
de Bartels-Stewart [11]. Pour résoudre le probléme de minimisation réduit, on s’arréte
si la norme de Frobenius du résidu est inférieure a tol, = 10719 ou quand le nombre
maximum d’itérations kmax = 500 est atteint. Pour ’algorithme minimisation de résidu
(MR) et I'algorithme de Galerkin on s’arréte lorsque la norme de Frobenius du résidu est

inférieure & une certaine tolérance tol = 10~ 12 ou bien le nombre maximum d’itérations
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itermax = 50. Dans tous les tests, les coefficients de la matrice B ont été générés par
des valeurs aléatoires uniformément distribuées dans U'intervalle [0, 1]. La matrice A est

obtenue par la discrétisation par différences finies de 'opérateur suivant

Ou

5o+ o). (231)

Lu=Bu= i) g0 + (ey)

dans le domaine [0, 1] x [0,1] avec les condition de Dirichlet homogene. La taille de la
matrice construite est n = n%, ou ng est le nombre de points de la grille dans chaque
direction. La discrétisation de I'opérateur L, donne des matrices qu’on pourra trouver

dans la bibliotheque Lyapack [89] et désignés par
A = fdm2d matrix(n0,"f 1(x,y)",’f 2(x,y)’,g(x,y)").
Les figures qui apparaissent dans la suite, nous donnent les courbes représentant la

norme de Frobenius du résidu dans une échelle logarithmique en fonction du nombre

d’itérations m.

2.6.1 Exemple 1

Dans ce premier exemple, la matrice A est donnée par :
A = fdm(n0, 2% + 2y, €Y, 5).

Pour r = 3 et n = 6400, nous avons :

——GA
ol —6— MR/

Log10 of resid. norms

-10} 4

-12} 4

_14 . . . .
0 10 20 30 40 50
Iterations

FIGURE 2.1: Résultats de 'exemple 1 : MR(PCGGQG)
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Log10 of resid. norms

0 10 20 30 40 50
Iterations

FIGURE 2.2: Résultats de 'exemple 1 : MR(GL-LSQR)

2.6.2 Exemple 2

Dans ce deuxieme exemple, la matrice A est donnée par :
A = fdm(n0, 2> + y?, sin(y + z), 100).

Pour r = 2 et n = 10000, nous avons :

——GA
oL —o— MR ||

Log10 of resid. norms

12+ 4

—14 . . . .
0 10 20 30 40 50

Iterations

FIGURE 2.3: Résultats de l'exemple 2 : MR(PCGGQG)
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Log10 of resid. norms

0 10 20 30 40 50
Iterations

FIGURE 2.4: Résultats de 'exemple 2 : MR(GL-LSQR)

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes itératives pour résoudre les équa-
tions matricielles de Lyapunov de grande taille. Ces méthodes sont basées sur la projec-
tion sur des sous espaces de Krylov étendus global. La premiére est basée sur la condition
d’orthogonalité de Galerkin et la deuxieéme est basée sur la condition de minimisation
de résidu MR. Le probleme de minimisation réduit de la deuxieme méthode MR, est
résolu par : la méthode LSQR global ou bien la méthode PCGG. Nous avons donné des

exemples numériques pour montrer ’efficacité des deux méthodes proposées.
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— Chapitre 3

L’'Extended-Bloc Arnoldi
algorithme avec minimisation de
résidu pour les équations de
Sylvester creuse et de grandes
taille

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode pour résoudre des équations
matricielles de Sylvester de grande taille. La méthode proposée est une méthode itérative
basée sur la projection dans des sous-espaces de Krylov étendu (extended) par blocs et
la minimisation de résidu (MR minimal residual). nous résolvons le probleme réduit
soit par des méthodes directes (méthode de Hu et Reichel [57]) ou bien des méthodes
itératives (globale LSQR, PGCG).

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons I’équation matricielle de Sylvester

AX + XB+EFT =0 (3.1)

ou A et B sont des matrices de taille n x n et s X s respectivement, £ € R™*" et
F € R™*™ gont des matrices de rang maximale, X € R™*¢ est la matrice inconnue &

déterminer.

Les équations matricielles de Sylvester jouent un réle important dans de nombreuses
théories : automatique, traitement du signal, restauration d’images, filtrage, réduction
de modele en théorie du contrdle, calcul d’un contréle optimal en controle linéaire quadra-

tique, discrétisation d’équations aux dérivées partielles, voir par exemple les références
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suivantes [21, 39, 56, 62].

Pour résoudre I’équation matricielle de Sylvester, on distinguera deux cas :

Dans le cas ou les matrices A et B sont de petite ou moyenne taille, il existe plu-
sieurs méthodes directes dont par exemple la méthode Bartels-Stewart [11] et celle de
Hessenberg-Schur [45]. Ces méthodes sont basées sur la réduction de Hessenberg de la

plus grande des deux matrices A et B et la décomposition de Schur de la plus petite.

Les derniéres années, plusieurs méthodes de projection basées sur les sous-espaces de
Krylov ont été proposées, citons par exemple les références suivantes [36, 39, 56, 60, 62,
68, 82, 98, 102]. L’idée principale de ces méthodes est d’utiliser des sous-espaces de Kry-
lov [57, 98] ou Krylov étendu par blocs ou global [55, 56, 64] ou sous-espace de Krylov
rationnel [82] puis appliquer un algorithme de type Arnoldi pour construire une base
orthonormale de 'espace de projection. L’équation matricielle de Sylvester de grande
taille est alors projetée sur ces sous-espaces de Krylov. La solution de 1’équation matri-
cielle peut s’exprimer en fonction de la solution de ’équation projetée et des matrices
orthogonales construites a partir les sous-espaces de Krylov. On peut citer aussi la mé-
thode ADI (Alternating Directional Implicit) [21, 23, 78]. La méthode ADI (ou Lr-ADI)

permet d’obtenir une convergence plus rapide sous certaines conditions de A et B.

L’équation matricielle de Sylvester (3.1) peut s’écrire comme un systéme linéaire :

(I, ® A+ BT @ I,)vec(X) = —vec(EFT), (3.2)
ou [, désigne la matrice identité de taille p x p.

Cette écriture qui ramene 1’équation de Sylvester a la résolution d’un systeme linéaire de
taille ns x ns, ne présente en réalité que peu d’avantage en terme de résolution, qu’elle

soit directe ou itérative. Cette formulation permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 3.1.1.  L’équation AX + XB + EFT = 0 admet une solution unique si

et seulement si les matrices A et —B n’ont aucune valeur propre commune, c’est-a-dire :
o(A)Nno(=B) =0.

ot o(A) et o(—B) représentent respectivement le spectre de A et —B

Démonstration. En effet, le systéme linéaire (3.2) possede une unique solution si et
seulement si la matrice I, ® A + BT ® I,,, est inversible. Comme les valeurs propres
de I, ® A+ BT @ I, sont (\; — [j) ol A; et p1; sont les valeurs propres de A et BT
respectivement. La valeur 0 ne sera pas dans le spectre de I, ® A + BT @ I,,, si et

seulement si

o(A)Nno(—B) =0.
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O

Cette proposition donne une condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de
la solution de ’équation de Sylvester (3.1). Des hypothéses plus fortes nous permettent

de donner une écriture explicite de la solution de I’équation de Sylvester.

Définition 3.1.2. Une matrice carrée est dite stable si toutes ses valeurs propres ap-

partiennent au sous ensemble R* 4 iR de C.

Proposition 3.1.3.  Si les matrices A et B sont stables, alors I’équation (3.2) posséde

une unique solution X, de plus

—+o00
X = / ABFT B gt
0

La suite de ce chapitre est organisé de la fagon suivante : dans un premier temps, nous
allons rappeler la méthode de projection de Petrov-Galerkin sur le sous-espace de Krylov
étendu (extended). Le paragraphe suivant est consacré a notre méthode : la méthode
de la minimisation de résidu MR. Puis, nous exposons des méthodes itératives ou di-
rectes pour résoudre le probleme de minimisation réduit. La Section 5 est consacrée a la
forme factorisée de ’approximation de la solution approchée (low rank approximate so-
lutions). Dans les Sections 6 et 7, nous donnons les algorithmes pour résoudre 1’équation
matricielle de Sylvester par 'approche de Galerkin et la méthode de la minimisation de
résidu MR. Dans ’avant dernier paragraphe, nous appliquons notre approche MR, et la

méthode de Galerkin a 1’équation matricielle de Stein non Symétrique.

Finalement, dans le dernier paragraphe, nous donnons quelques résultats numériques
qui nous permettront de comparer les méthodes de minimisation de résidu MR et la
méthode de Galerkin ou la méthode Lr-ADI.

3.2 Meéthode de type Galerkin

Dans cette section nous allons rappeler 'approche de Galerkin pour résoudre 1’équation
de Sylvester de grande taille (Pour plus de détails voir [56]). Cette approche est basée

sur les sous-espaces de Krylov étendus (extended) par blocs et la condition de Galerkin.
Considérons I’équation matricielle de Sylvester
AX+ XB+EFT =0, (3.3)

ou A € R, B e R* et B, F € R"™ avec r << n. Les matrices F et F étant

supposées avoir un rang r petit par rapport aux tailles de A et B. Nous allons chercher
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& construire des approximations XG4 de la solution X sous la forme
XG4 =v,, voAWT | (3.4)

ou V,,, W,, sont les matrices orthonormales construites en appliquant simultanément
m itérations de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs aux paires de matrices (A, E)

et (BT, F) respectivement. Dans ce cas, on a
Ta=VEAV,,, Tg=WLBW,,.
La matrice Y,G4 est déterminée en imposant la condition d’orthogonalité
Ry = AXGA + XGAB — EFT 1 L,,(A, B),

ott L,,, (A, B) est le sous espace de R?™ 2™ constitué des matrices de la forme V,,, YW1 .
Donc, nous avons

VIR, W,, =0.

On montre facilement que YT,?A € R™MMT egt, la solution de ’équation de Sylvester de
taille réduite
Ay GA GAmBT | mET
T Y " +Y T, +EF' =0, (3.5)

o E = VIE et F = WY F. La solution ¥,G4 de I’équation de Sylvester de taille réduite
(3.5) peut étre obtenue par une méthode directe, par exemple la méthode Bartels-Stewart
[11]. En pratique I’équation de Sylvester projetée (3.5) est résolue par la fonction " lyap"
de Matlab. Pour tester la convergence, il est nécessaire de calculer la norme du résidu
R, pour cela le résultat suivant donne une expression du résidu R,, en fonction des

matrices de petite taille.

Théoréme 3.2.1. [56] Soit V.G la solution evacte de I’équation projetée (3.5). Alors

la norme de Frobenius du résidu R,, est donnée par

| R ll7= /| Yo B (T 1 )T 13+ 1| T 1 B Yo (13 (3.6)

L’intérét pratique de ce résultat sur le résidu permet de tester la convergence dans

I’algorithme sans avoir & calculer XG4 = V,,V,SAWT 4 chaque itération.

3.3 Méthode de minimisation du résidu

Dans les derniéres années, plusieurs méthodes de projection sur les sous-espaces de Kry-
lov ont été proposées pour trouver les approximations X,, de la solution exacte X de
I’équation Lyapunov, Riccati ou Sylvester ; voir par exemple, [39, 60, 62, 68, 98, 102]. La

plupart de ces méthodes de projection utilisent la condition de Galerkin pour trouver la
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solution approchée X,,.

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution de 1’équation de Sylvester par
la méthode de projection sur les sous-espaces de Krylov étendus avec la condition de
minimisation du résidu MR (minimal residual). Donc nous allons chercher & construire

des approximations X% R de la solution X sous la forme
Xn]‘"LJR = VmYnijwgv (3.7)

de telle sorte que X,],\L/[ R minimise le résidu Rin(Xm), ou X, = VmYmWZI. Pour cela,

nous nous intéressons a la résolution du probléme de minimisation suivant :

Xpf—arg  min ||AX + XB+ BFT| (3.8)
X=V,, Y WZ, F

ouVy, = [V, Vo, -, V], Wy, = [Wh, Wa, -+ [ W,,] € R"*™ sont les matrices orthonor-

males construites en appliquant simultanément m itérations de l’algorithme d’Arnoldi

étendu par blocs aux paires de matrices (A4, E) et (BT, I) respectivement. Dans ce cas,

nous avons :

AV, = V1 T4 (3.9)

et
BTW,, = W,, T3, (3.10)

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 3.3.1. Soient V,,, et W,,, sont les matrices orthonormales construites en
appliquant simultanément m itérations de ’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs aux
paires de matrices (A, E) et (BT, F) respectivement. Alors résoudre le probléme de mi-
nimaisation

XpM=arg  min HAXm + XmB + EFTHF

revient a résoudre le probleme suivant

_ I . RpRE 0
Y%R:argnﬁ}in ']I‘;‘IYm(I 0>+<0>Ym’]1‘gf+< EflE >

0 (3.11)

F

o FE=ViRg et F = W1Rp sont les décomposition QR de E et F' respectivement.
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Démonstration. Soient E = V1 Rg et ' = W1 Rp sont les décomposition QR de E et F

respectivement. D’apres les relations (3.9) et (3.10) nous avons

L min HAX +XB+ EFTHF

= min | AV, Y, W, + Vi Yo W), B + ViREREW] HF

= min ||V, 1 TAY,, W? +V,,Y,, TBTWL | + Vi Rg REWT HF

Ym

_ I _ RpREL 0
s A BT ELvp T
= min | V,n [TmYm<I o)+<0>ym1rm +< A 0>]Wm+1

_ I _ ReRL 0
= min || [Tt Yo (1 0 )+ Y, TET 4 | 70
Y, 0 0 0

m

F

F

O

Notons que le calcul de la norme du résidu R(XMF) a chaque itération m nécessite
seulement la connaissance de Y;Mf sans avoir & construire la solution approximative

. Lette norme du resiau eut etre calculee par
XME Cett du résidu R(XME) peut étre calculée p

r -:Hl’ﬂ‘AYMR(I 0)+<I>YMRTBT+<RER£ 0)]
m - m-m 0 m m

T (3.12)

F

La solution approchée X,A,{[ R est calculée que si la convergence est réalisée. Dans la section
suivante, nous proposons des méthodes (directes ou itératives) pour calculer la solution

Y, ME dqu probléme de minimisation réduit (3.11).

3.4 Meéthodes pour résoudre le probleme de minimisation
réduit

3.4.1 La méthode directe basée sur la formulation de Kronecker

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la résolution du probléme (3.11), en utili-

sant les propriétés du produit de Kronecker, le probleme (3.11) peut s’écrire comme un

probleme aux moindres carrés vectorielle :

Ké)wfgwm(é)

RegRE 0
ou ¢ = vec( EO F ) et y = vec(Y). Ce probleme aux moindres-carrés est alors

min

i , (3.13)

F

Yy+c

0
résolu par des méthodes directes ou itératives. Par exemple :
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H= Ké)@fﬂ*mwg@(é)].

Si H est de rang maximal, nous avons y = —(HTH) 'H"¢ = —H'c est la solution aux

posons

moindres carrés, ou H désigne le pseudo-inverse de la matrice H, et le résidu est donner
par v, = Hy +c= (I — HHTH) ' HT)ec.

Pour un petit nombre d’itérations m, cette méthode donne une bonne approximation.
Toutefois, lorsque m augmente, la méthode est trés lente. Dans les prochaines sous-
sections, nous exposons d’autre méthodes efficaces pour résoudre le probleme de mini-
misation (3.11).

3.4.2 Méthode de Hu et Reichel

Nous exposons dans cette partie la méthode de Hu et Reichel (voir [57]) pour résoudre le
probléme réduit (3.11). Plus précisément, nous appliquons I'approche donnée dans [74]

et la stratégie donnée dans [102].

Ecrivons les matrices T4 et Tpg sous la forme :

ou ha et hp représentent les 2r derniéres lignes des matrices T4 et Tp respectivement.
Soient Ty = UTAUT et T = VTV la décomposition de Schur de T 4 et Tp respecti-

vement.

Alors le probleme de minimisation est équivalent a

T
ToYn (I 0)+ Yy, por oy  Befie O
0 0 0

min
Yy ER2mT X 27
T I T 1 R P;%T 0
e[ ] oo (e[ ]+ (" )]
F
B , TaY +YTh + RpRE: 0
Ty, cRImx2mr ( haY YL ) .
ce qui est équivalent a
e ([ +yrh o+ merE[  iayip + [veg]) )
" . T T\T 2 2 T]|?
= min (HUTAU Y+ Y(VTVT)" + RpRe| + |haY |} + HYhBHF)
—  min (HTA?+?T§+UTRER£VH2 + HhAUf/H2 + H?vTh§H2>, ot Y =UTYV
Y, €R2mrx2mr F F F
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On utilisant le produit de Kronecker nous obtenons

IQTa+Tp®1 Vect(U' RgRLV)
i Vect(Y 14
yertiBon, || T@haU ect(Y) + 0 (3.14)
hgV ® 1 0

2

Nous pouvons écrire le probleme (3.14) de la fagon suivante

2

R d
min v+ (3.15)
Y S 0
. 2
I®haU ]| .
OWR=1IQTy+Tp®I,S= @ ha ,y=Vect(Y) et d=Vect(U' RpREV).
hpV &I |

L’équation normale associée est
(RTR+ STS)y+RTd=0. (3.16)
Si la matrice R est inversible, alors nous avons
(I+ (SR YHI'SR Yy+d=0,00 y=R'7.
Maintenant, en utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury, nous obtenons
7=—-d+ (SR HY(I+ SR Y SRHT)"ISR™a.
Par conséquent, a partir de 7, nous obtenons facilement Y, la solution du probléeme

(3.11).

Pour calculer SR™! on utilise la stratégie suivante :

Gpl_ ( I ®haU > (1Tt Tp o) = ( (I@haU)I@Ta+Tp®I)" >

hgV @I (hgVRDNI@Ta+Tpg®I)!
Posons que
Z1\ [ U@haU)I@Tsx+Tp®I)™"
Zo (hgVRINIRTy+Tg®I1)!
Alors

Zi=(I@haU)IR@Ta+Tp@ )™ et Zo=(hgVRINIRTa+TpI)"!

Donc
IRTa+Tso )72 = (I ® (ha)7).

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



3.4 Méthodes pour résoudre le probléme de minimisation réduit 53

Pour calculer Z{, il suffit de résoudre le systéme suivant (I @ T4 + T @ )Tz = (I ®
(haU)T)e; pour i = 1,...,4mr%. Nous remarquons que I ® (haU)T est une matrice
diagonale par blocs, avec tous les éléments diagonaux égaux a ceux de la matrice (hoU)T.
Par conséquent, chaque colonne h; := (I ® (haU)T)e;, | = 1,...,4mr?, satisfait a la
relation Vec((hAU)Teie?) = hiior(j—1), 1= 1,...,2r, j =1,...,2mr.
Donc le systeme

IRTs+TpD)T2= (I haU)T)e

est équivalent a I’équation de Sylvester
TaZ + ZTp = (halU)"eie]

avec z = Vect(Z), pour i = 1,...,2r, 5 = 1,....2mr, avec | =i + 2r(j — 1). Donc pour

calculer Z{ il suffit de résoudre les 2mr? équations de Sylvester suivantes :

TaZ + ZTp = (haU) e;e; .

De la méme maniére, pour le deuxiéme bloc de Z;. Donc pour calculer Z3 il suffit de

résoudre les 2mr? équations de Sylvester suivantes :

TAZ + ZTg = (e?hBV)ei.

La méthode de Hu et Reichel est résumé dans l'algorithme suivant :

Algorithm 3 Algorithme de Hu-Reichel pour résoudre le probléme (3.14)

1. Calculer la décomposition de Schur de Ty et Tg, Ta = UTAUT et Tg = UTgU?T
2. Calculer d = Vect(U'RpREV) :

3. Calculer SR™! par la résolution de 2mr équations de Sylvester

4. Résoudre § = —d + (SR~HT(I + SR™Y SR HT)"'SR™1a.
5

7 7 MR
. Récupérer Y,

On peut également résoudre le probléeme réduit (3.14) par la méthode LSQR globale ou

la méthode du gradient conjugué globale préconditionné.

Remarque 3.4.1. La méthode aux moindres carrés par Kronecker et la méthode de Hu et
Reichel nécessitent O(m3r®) multiplications qui est le méme ordre que pour la méthode
de Galerkin avec utilisation de [’algorithme Bartels-Stewart pour résoudre [’équation
de Sylvester projetée (3.2). Lorsque m augmente, l'approche des moindres carrés et la

Méthode Hu-Reichel deviennent trés lentes.

Dans les deux sections suivantes, nous exposons des méthodes itératives pour résoudre

le probléme de minimisation réduit.

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



3.4 Méthodes pour résoudre le probléme de minimisation réduit 54

3.4.3 La Méthode LSQR globale

A chaque étape du processus m, nous déterminons des approximations de la solution
Y ME qu probleéme de minimisation réduit (3.11).

Le probleme de minimisation réduit (3.11) s’écrit de la maniere suivante
min [1£,0(¥) ~ Cllp. (3.17)

ou

La()=Tay (1 0)+ ( g )Yﬂ‘rﬁT (3.18)

o__ ( ReBE 0
0 0

Nous appliquons la méthode la méthode LSQR Globale pour résoudre le probleme de

et

minimisation (3.17) avec 'opérateur adjoint de L,, par rapport au produit scalaire de

Frobenius donné par

LTV = (M)TY< é ) +(1 0)YTh (3.19)

L’algorithme global LSQR permet de calculer une solution approchée Y* avec 1 <
k < kmax, du probléme de minimisation (3.17 ). Afin de savoir si une solution X
approche suffisamment la solution exacte X, nous devons étre en mesure de calculer
de fagon simple et peu couteuse le résidu R,, associé & XME, Ensuite, nous donnons
Pexpression de || R, (X)|| selon la norme du résidu associé a 1’algorithme LSQR globale

(GI-LSQR) appliquée au probléme de minimisation réduit.

Théoréme 3.4.2. Soit XME =V, YMEWT 4 solution approchée de I’équation matri-
cielle de Sylvester obtenu aprés m itérations de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs,
ot

YME — arg min (3.20)

0 0

- I, - RegRL 0
Ty [ 1 0}+[0]YT5T+[ PoE ]

F
Alors,

IR (X )l = v/m®

ol ® =| Pz | est donné dans lalgorithme 3 (GI-LSQR).
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Démonstration. nous avons

|Rm(XMEY) | p = |JAXME 4 XMER L FFT|p ot XME =V, YMEWT
_ I _ RpRL 0
= | TaYA R 1 oo |+ | | YAETRT 4 | TR
0 0o o],

= |(Brer — Tizk) @ Il F
= Vm||(Brer — Tizr)|l2
= Vm®.

O]

Le Théoreme 3.4.2 joue un role tres important dans la pratique; il permet de calculer
la norme du résidu sans calculer la solution approchée pour tester la convergence. Des
hypotheses plus fortes nous permettent de donner une écriture de la solution de I’équa-
tion de Sylvester et une majoration en norme de l'erreur X — X,,.

Si les matrices A et B sont stables (Re(\;(A4)) < 0 et Re(\;(B)) < 0), alors I’ équation
de Sylvester (1.1) a une solution unique donnée par la représentation intégrale suivante
(voir [80])

00
X = /O MEFT Bt

La norme logarithmique "2-norme" de la matrice stable A est définies par
1 T
pa(A) = B Amaz(A+AY) <0.

La norme logarithmique donne une majoration de ’exponentielle de matrices. Il est
connu que (voir [90]).
| e [l < ezt ¢ >0, (3.21)

Dans le théoréme suivant et avec les mémes notations que dans le théoréme précédent,
nous donnons une majoration en norme de l'erreur X — X,

Théoréme 3.4.3. Supposons que A et B soient des matrices stables et soit XM =
VmY%RW;Fn la solution approchée de l’équation de Sylvester obtenu aprés m itérations

de lalgorithme d’Arnoldi étendu par blocs. Alors nous avons

X — XMR |« "Tm 3.22
| m 2= p2(A) + p2(B) (3.22)

ol Ty, est la norme du résidu donné par (3.12).

Démonstration. Rappelons que R(X) correspond au résidu

AXME L xMER 4 pRT = R(XME)
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de I'équation matricielle de Sylvester :
AX+XB+EF" =0
La soustraction terme a terme permet de retrouver 1’équation suivante :
AXME _ x) 4 (XME _ X)B =R(XME), (3.23)
Comme A et B sont supposés étre stable, nous trouvons
XMR /0 T AR (XM B gy,
Par conséquent, en utilisant la norme logarithmique, on obtient
| = X< ROGT) [l [ ellartn gy
Comme || R(XME) |lo<|| RI(XME) ||F et (u2(A) + p2(B)) < 0, nous obtenons :

X —X%R 5 < _—Tm’
| | pa(A) + p2(B)

ot 7, (rm =|| R(XME) ||r) est la norme du résidu donné par (3.12). O
La convergence de l'algorithme LSQR globale (GI-LSQR) peut étre lente. Ensuite nous
devons utiliser cette méthode avec un préconditionneur. Pour cela, il existe plusieurs

stratégies que nous pouvons utiliser, on pourrait adapter par exemple les techniques

utilisées dans [7].

3.4.4 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné

Dans cette section, nous considérons la méthode du gradient conjugué globale précondi-
tionnés (PGCG) pour résoudre le probléme de minimisation réduit (3.11). La méthode
du gradient conjugué préconditionné (PCG) classique appliquée a 1’équation normale.

L’équation normale associé a (3.11) est donnée par

Lin(LmY)) = L,(C), (3.24)

ou Ly, et L}, les opérateur donné par (3.18) et (3.19) respectivement.
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. . A =B
Soient les matrices T,, et T,, sous la forme

—A T;;‘L _ ’]I‘fl

N ; . . . A =B .
ol h4 et hp représentent les 2r dernieres lignes de la matrice T,, et T, , respectivement.

Par conséquent, I’équation normale (3.24) peut s’écrire comme suit

AT _pT_

T2 Ty +vT2 T2 + 1ATyTB" 1 TAYyTB _ ¢ =0, (3.25)
ot C; = LT (C). Considérons la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de Tﬁl et
T .

T, =UaSaVa; T, =UpSsVp, (3.26)

alors nous obtenons la décomposition suivante
—=AT—A T —~BT—B T
T,, T,,=QaDaQy, T, T, =QpDpQxz, (3.27)

ou Q4 :VA, Qp :VB et Dy ZSZEA.

Soient YV = QLY Qp et C = Q%4C1Qp, donc équation normale (3.25) peut aussi s’écrire
DAY +YDp+TAYTE + (TA)'YTE) —C =0, (3.28)

ou 'ﬁ‘ﬁl = QET[‘;;‘%QA, 'ﬁ‘ﬁ = QgTﬁQB et Y = QEYQB. Cette expression propose que

I'on peut utiliser 'opérateur matriciel suivant comme un préconditionneur
P(Y)=D,Y +YDg. (3.29)

On peut voir que l'expression (3.28) correspondant a ’équation normale de I'opérateur

matriciel suivant
ET)=T27 (QF o)+ ( 2 ) ¥ (7B (3.30)

ol 7?? = T:I Qa et 7~'n]f = Tﬁ @ B. Par conséquent, 'algorithme du gradient conjugué
préconditionné globale est obtenu en appliquant le préconditionneur (3.29) a ’équation
normale associée a l'opérateur matriciel défini par (3.30). Ceci est résumé dans ’algo-

rithme suivant :
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Algorithme 3 : Algorithme du gradient conjugué globale préconditionné(PGCG)

1. On choisit une tolérance tol > 0, et un nombre maximal d’itérations jmnqz ;
Choisir Yp et on fixe Ry = C — L (Y0); So = L%,(Ro), Zo =P~ 1(So); Py = So.
2. Pour j=0,1,2,.... jmax
() Wj = Lin(Fy)
(b) aj = (S}, Zj)p /Wil
(c) Yjr1 =Y+ a;P;
(d) Rjsr = Ry — ;W
(e) Si||Rj1llF < tol. Arrét
Sinon
) Sjr1=Lh(Rj1)
(&) Zj+1="P "1 (Sjs1)
) B =(Sj+1:Zj+1) g / (S, Zj)
(i) Pjt1 = Zj1 + BB
3. Fin Pour.

On note que 'utilisation du préconditionneur P nécessite & chaque itération la résolution
d’une équation de Sylvester. Comme les matrices D4 et Dp de ces équations matricielles

de Sylvester sont des matrices diagonales, ceci réduit les cofits de calcul.

3.5 Forme factorisée de 'approximation de la solution

On pourra décomposer la solution X,,, comme produit de deux matrices de rang inférieur,
c’est-a-dire X,, = 73 Z;[ ou Zy et Zy sont des matrices de petite rang (inférieure a
2mr). Pour cela, nous considérons la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice
Y. € RQm'r’Xer
m .
T
Ym == Ulz U2

ou X est la matrice diagonale des valeurs singulieres de Y,,, rangées dans I'ordre décrois-
sant, U; et Uy étant deux matrices unitaires. Nous fixons une certaine tolérance dtol et
définissons Uy ; et Uy les matrices constituées des [ premieres colonnes de Uy et de Us
correspondants aux [ valeurs singulieres supérieures ou égales a dtol. Nous obtenons la

décomposition en valeur singuliére tronquée

Yo~ Uy 2 Uy "
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ou ¥; = diagoy,...,0y]. Soit Zi,m =V, Uy Ell/z, et Zom = Wy, Uy 211/2, nous obte-

nons alors 'approximation de X, sous la forme d’une expression factorisée
~ T
Cette factorisation est tres importante pour les problémes de grande dimension, quand

on n’a pas besoin de calculer 'approximation de la solution X,,, mais on a besoin de la

stocker a chaque itération.

3.6 L’algorithme GA-LRSE

Dans cette section, nous présentons I’algorithme pour résoudre I’équation de Sylvester de
grande taille (GA-LRSE) par la méthode de projection de Galerkin sur les sous-espaces
de Krylov étendus (extended) par blocs.

Algorithme 3 : pour résoudre I’équation de Sylvester (GA-Lr-SE)

1. On choisit une tolérance € > 0 et un nombre maximal d’itérations m,,qz
Pour m =1,2,3, ..., Mmax
Construire les matrices V,, et T,‘;‘l par 'algorithme 1 appliqué au couple (A, E).

Construire les matrices W, et Tﬁ par I'algorithme 1 appliqué au couple (BT, F).

oo N

Résoudre 1’équation de Sylvester projetée suivante
ThY,SA + VA2 + EFT =0

6. Calculer la norme de Frobenius du résidu :

| R [lp= /| VGAEm(TE

w1t NE + 1 T mERY,EA I

- Si [[Rm|| <€, Aller a 8
- Sinon m=m+1
- Fin si

7. Fin pour m

8. Calculer la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la matrice Y4, c’est &
dire Y64 = VEWT | ott ¥ = diag(o1, 09, ..., Oomr) €t 01 > 09 > ... > Comyr ;
trouver [ telle que oy11 < toly, < oy et soit ¥; = diag(o1, 09, ...,07) ;

78 =V, V5", etzB = W, w5,

9. La solution approchée X,, est donnée par X, ~ Z2 ZgT.

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



3.7 L’algorithme MR-LR-Sylvester 60

3.7 L’algorithme MR-LR-Sylvester

Dans cette section, nous présentons l'algorithme pour résoudre ’équation de Sylvester
de grande taille (MR~Lr-SE) par la méthode de minimisation du résidu sur les sous-

espaces de Krylov étendus (extended) par blocs.

Algorithme 4 : pour résoudre ’équation de Sylvester (MR-Lr-SE)

1. On choisit une tolérance tol > 0 et un nombre maximum d’itérations iter,,q:.
2. Pour m =1,2,3, ..., iteTmax

3. Construire les matrices V,, et Ti par algorithme (EBA) appliqué au couple
(A, E).

4. Construire les matrices W,,, et TnB; par lalgorithme (EBA) appliqué au couple
(BT, F).

5. Résoudre le probleme de minimisation

y MR :argrr}}in TTA;LYm [ I 0 } +

6. Si ||Rn||F < tol, Arrét,

7. La solution X,, est donnée par X,, ~ Z1m, Zg:m.

3.8 Reésolution de ’équation de Stein non symétrique

Dans ce paragraphe, nous considérons I’équation de Stein non symétrique
AXB-X+EFT =0, (3.32)

ou A et B sont des matrices carrées de taille n X n et s X s, respectivement. Les matrices
E et F sont de dimension n X r et r X s respectivement. Les matrices A et B sont

supposées creuses de tres grande taille r << n, s.

L’équation matricielle (3.32) (également appelée équation généralisée de Stein ou équa-
tion de Sylvester discrete) joue un role important dans la théorie du controle, la restau-
ration d’images, filtrage de systémes dynamiques non linéaire a temps discret de grande
taille, & chaque étape de la méthode de Newton pour résoudre les équations algébriques
de Riccati discrete et d’autres problemes. Pour plus d’informations, voir les références
suivantes [17, 18, 32, 33, 42, 66, 80].
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Les méthodes directes pour résoudre ’équation matricielle de Stein non symétrique sont
proposés dans [8, 11, 45, 98]. Ces méthodes sont intéressantes lorsque les matrices A
et B sont de petite taille. L’équation matricielle (3.32) peut étre formulée comme un

systeme linéaire de taille ns x ns :
(BT @ A— I, ® I,)vec(X) = —vec(EFT), (3.33)

On peut utiliser les méthodes de type Krylov pour résoudre le systéme linéaire (3.33),
par exemple l'algorithme de GMRES [99]. Lorsque les matrices A et B sont de grande
taille et creuses, cette approche ne peuvent étre appliquées directement. Dans ce cas, il
existe des méthodes pour résoudre ’équation matricielle de Stein non symétrique, par
exemple la méthode low-rank Stein block-Arnoldi. Cette méthode basée sur la projection

de I’équation (3.32) dans les sous-espaces de Krylov par blocs [63, 66].

L’équation matricielle de Stein non symétrique admet solution unique si et seulement si
Xi(A)A;(B) # 1 pour tout ¢ = 1,2,...,n et j = 1,2,...,s, ou \j(A) est la i-eme valeur
propre de la matrice A. En particulier, si p(A) < 1 et p(B) < 1, ou p(A) désigne le rayon
spectral de la matrice A, alors ’équation (3.33) admet une solution unique X. De plus,

elle peut s’exprimer sous la forme d’une série matricielle suivante :

X=) AEF'B.
=0

Nous nous référons a [80] pour les démonstrations de ces résultats. Nous supposons que
la conditions d’existence et d’unicité sont vérifiées pour chacune des équations de Stein
rencontrées dans la suite de cette section. La méthode proposée par Jbilou (low-rank
Stein block-Arnoldi) permet de construire des approximations X,, de petit rang de la
forme

X = VY, WL

ol Vi, Wi, sont les matrices orthonormales construites en appliquant simultanément m
itérations de I’algorithme d’Arnoldi par blocs aux paires de matrices (4, F) et (BT, F)

respectivement, et Y, la solution de I’équation de Stein projetée suivante :
HAYmHE — Yo + EFT =0, (3.34)
ou & =VLE et F=WLF.

Dans cette section, nous exposons ensuite : la méme méthode de Jbilou mais dans les
sous-espaces de Krylov étendus (extended) par blocs, et la méthode de la minimisation

du résidu (MR) pour résoudre I’équation de Stein non symétrique.
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3.8.1 Méthode de Galerkin

Dans cette section nous allons rappeler 'approche de Galerkin pour résoudre 1’équation
de Stein non symétrique de grande taille. Cette approche a été introduite par Jbilou
dans [63]. On considére I’équation de Stein non symétrique (3.32). Nous supposons que
les matrices E et F' sont de rang maximal, nous allons chercher a construire une suite

des approximations de petit rang (XG4),,en+ de la solution X sous la forme
XG4 =v,, Yo W | (3.35)

ou V,,, W,, sont les matrices orthogonales construites en appliquant simultanément m
itérations de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs aux paires de matrices (A, F) et

(BT, F) respectivement. Dans ce cas, on a
Ta=VEAV,, et Tg =W, BW,,.

Pour trouver la matrice ¥,G4 € R?™*2m" nous utilisons la condition d’orthogonalité
suivante
REA = AXGAB — XG4 + EFT 1 L, (A, B),

ott L, (A, B) est le sous espace des matrices de la forme V,,Y;,, Wl . La condition d’or-

thogonalité ci-dessus permet de donner I’équation suivante :
T »GA
Vo R W, = 0.

Comme les matrices V,,, et W,,, sont orthogonales, donc il est plus facile de monter que

Y,GA € RIMr>2mr et |a solution de 1'équation de Stein de taille réduite

TAY,SATp — V$4 + EFT =0, (3.36)
ot E=VIEet F=WLF.

En supposant que \;(T4).A\;(Tg) # 1 pour toutes i = 1,2,...,2mr et j = 1,2,...,2ms,
pour assurer ’existence et 'unicité de la solution YW?A. La résolution de I’équation de
Stein de taille réduite (3.36) peut étre obtenue par une méthode directe, par exemple la
méthode Hessenberg-Schur [33]. Pour tester la convergence, Il est nécessaire de calculer
la norme de Frobenius du résidu RG4, pour cela le résultat suivant donne une expression

du résidu RG4 en fonction des matrices de petite taille.

Théoréme 3.8.1. [63]  Soient Y,G4 la solution exacte de I’équation de Stein réduite
(3.36) et XG4 = V,,YSAWT la solution approchée de 'équation (3.32). Alors la norme

de Frobenius du résidu R, est donnée par

IRG(XiMF = \/aZ, + B2, + 72, (3.37)
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ot les réels oy, Bm et vm sont définis par

= [ TAYnBn( T 1) o B = || Tik B (TR |

Y

F F

et
A
Ym = HTm+1,mE£YmEm(Tn€+1,m)THF-
Démonstration. Soient E = V1 Rg et ' = W1 Rp sont les décomposition QR de E et F
respectivement. D’apres les relations (3.9) et (3.10) nous avons
GA
RGA = | AV,.Y,,WL B —V,,Y,,WL + EFTHF

= Vo TAYTETWE, y — VYo WE + ViRpREWT

I I
= Vot TAY, TBTWT | — Vs ( . )Ym( I 0 )Wh.+ViRgREW]

- - I RepRL 0
= (Vi1 [TAY,, TBT — Yo (1 0)+( 750F
0 0 0

F

T
m-+1

F
Comme les matrices V41 et W,,41 sont orthogonales, et

A To, B T,
Tm - TA ET |’ et Tm - TB ET

m+1,m—~m m+1,m~—~m

Donc, nous avons

T
T4 T2 Y,, 0 RepRL 0
A T Yin B T - +
Tm-i—l,mEm Tm+1,mEm 0 0 0 0

|F
_ [( TéYm<T§L)T TéYmEm(Trngl,m)T > + ( _Ym +RER£ 0 >]
Tt mEn(Ta)T To1 B YmEm (T )" 0 0
_ TA Y (TE)T — Y, + RpRE Tih Yo B (T5 1 )"
T4, EL(TE)T T B Yo B (TE )T

m+1,m~m

m

F

m+1,m~—~m r

Puisque Y,G4 la solution exacte de I’équation de Stein (3.36) donc nous avons

ROA _ H ( 0 T Y B (TE )7 )
m
T£+1,mE%(T§z)T T£+1,mE%YmEm(T£+1,m)T P

Par conséquent

RS = AT s o BT b B
Nous avons finalement le résultat (3.37) et nous rappelons que EI, = { O2rsc2(m—1)r Lor } .
O
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Ce résultat est tres important puisqu’il nous permet de calculer la norme de Frobenius

du résidu R,,(X54) sans avoir a effectuer le produit des matrices de grande taille.

La méthode ainsi obtenue sera notée GA-N-Stein, et algorithme correspondant peut étre

formulé comme suit :

Algorithme 3 : pour résoudre ’équation de Stein non symétrique (GA-Lr-SE)

1. On choisit une tolérance € > 0 et un nombre maximal d’itérations m,,qz
2. Pour m=1,2,3, ..., Mmax

3. Construire les matrices V,, et ']I‘fl par l'algorithme 2 (Ch 1) appliqué au couple
(A, E).

4. Construire les matrices W,, et T5 par I’algorithme 2 (Ch 1) appliqué au couple
(BT, F).

5. Résoudre I'équation de Stein projetée suivante
THY,SATE)T — VA + EFT =0

6. Calculer la norme de Frobenius du résidu :

IR (XS r = /a2, + B2, + 2,

W A W

et
Tm = HT:;—FI,mEaYmEm(TWB;-H,m)TH

- Si [[Ru|| <€, Aller a 8

— Sinon m=m-+1

P

— Fin si
7. Fin pour m

8. Calculer la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la matrice Y4, c’est &
dire YW?A =VIWT ou ¥ = diag(o1, 09, ..., 0amy) €t 01 > 02 > ... > Tomr ;
trouver [ telle que 041 < tolyy, < oy et soit ¥; = diag(o1, 09, ...,07) ;

ZA =V, V5% et ZB =W, W,z

9. La solution approchée X,, est donnée par X,, ~ Z:} ZET.

L’équation de Stein projetée est résolu par les méthode directes.
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3.8.2 Méthode de minimisation du résidu

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode de minimisation de résidu (MR) a
I’équation de Stein non symétrique. A chaque itération m de Dalgorithme d’Arnoldi
étendu par blocs, on a une approximation Xf‘n” R de I'équation de Stein non symétrique

(3.32), ou XM ]a solution du probléme de minimisation suivant :

XME — apg o HAXB X+ EFTHF : (3.38)

ou V,,, W,,, € R™™ gont les matrices orthogonales construites en appliquant simulta-
nément m itérations de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs aux paires de matrices

(A, E) et (BT, F) respectivement. Donc, nous avons les relations suivantes :
AV, =V, 1 T4 (3.39)

et
BTW,, =W,, 1 T3. (3.40)

Nous avons le résultat suivant

Théoreme 3.8.2. Le probléeme de minimisation

Xt = are :{Inir; WT HAXmB — Xm +EFTHF

est équivalent au probléme de minimisation réduit suivant

YME — arg min (3.41)

m

0 0

[Tf;ym(iﬁ)T— [ é ] Yo | T 0]+

RgRE 0 H

F

o FE=ViRg et F = W1Rp sont les décomposition QR de E et F' respectivement.

Démonstration. Soient E = V1 Rg et ' = W1 Rp sont les décomposition QR de E et F

respectivement. D’apres les relations (3.39) et (3.40) nous avons

Lmin HAXB ~ X+ EFTHF

= min | AV, Y, WT B — V,, Y, W + Vi RpREWT HF

Y
Ym

_ _ I RgREL 0
= min ||V |TAY,, TBT — Yo (1 0)+( 50F
Y, 0 0 0

T
= min || |TAY;, TB7 — ! Ym( I 0 ) 4+ Belp 0
Vi 0 0 0
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O

Le probléme de minimisation réduit (3.41) est résolu par les méthodes directes ou itéra-

tives comme le cas du probléme de minimisation associé a ’équation de Sylvester.

On peut énoncer 'algorithme MR pour résoudre I’équation de Stein non symétrique

comme suit

Algorithm 4 Algorithme de MR pour résoudre ’équation de Stein non symétrique

e On choisit une tolérance tol > 0 et un nombre maximum d’itérations iter,,qz-
e Pour m =1,2,3, ..., itermqx

e Construire les Vm,TﬁL, exécuter 'algorithme EBA pour (4, E).

e Construire les Wm,TfL, exécuter I'algorithme EBA pour (BT F).

e Résoudre le probleme de minimisation

— - 1 ReRL 0
A B\T _ Eflp

TAY;,(TB) <O>Ym<l 0)+< g 0)

e Si ||Rm|lF < tol, Arrét,

e La solution X,, est donnée par X,, =~ Z1,, ZQT’m.

YT%R = arg n;in

F

3.9 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques exemples numériques de I’équation matri-
cielle de Sylvester et ’équation matricielle de Stein non Symétrique. Nous allons com-
parer I'approche de Galerkin (GA) avec notre approche : minimisation de résidu (MR),
pour des probléemes de grande taille. En utilisant : la méthode LSQR globale (GI-LSQR),
la méthode du gradient conjugué globale préconditionné (PGCG), direct (le produit de
Kronecker), et la méthode Hu et Reichel (HR), pour la résolution le probléme de mi-
nimisation réduit. Les algorithmes ont été codés avec Matlab 2009. A chaque itération
m de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs, équation matricielle de Sylvester projetée
de taille 2mr x 2mr a été résolue par la méthode Bartels-Stewart [11] pour I'approche
de Galerkin (GA). Le probléme de minimisation réduit est résolue par LSQR global
(GI-LSQR) et la méthode du gradient conjugué globale préconditionné (PGCG). On
s’arréte si la norme de Frobenius du résidu est inférieure a tol; = 1072 ou quand le
nombre maximum d’itérations kmax = 1000 est atteint. Pour I’algorithme minimisation
de résidu (MR) et 'algorithme de Galerkin s’arréte lorsque la norme de Frobenius du
résidu est inférieure a une certaine tolérance tol (qui sera précisée pour chaque figure) ou

bien le nombre maximum d’itérations itermax = 50. Dans tous les tests, les coefficients
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des matrices E et F' ont été générés par des valeurs aléatoires uniformément distribuées
dans l'intervalle [0, 1]. Les matrices A et B sont obtenues par a partir de la discrétisation

par différences finies de 'opérateur suivant

Ou

ay +9(z,y), (3.42)

L, = Au— fl(x7y)gz —|—f2(3?,y)

dans le domaine [0, 1] x [0, 1] avec les condition de Dirichlet homogene. La taille de la
matrice construite est n = n%, ou ng est le nombre de points de la grille dans chaque
direction. La discrétisation de 'opérateur L, donne des matrices dans la bibliotheque

Lyapack [89] et désignés par
A = fdm2d matrix(n0,’f 1(x,y)",’f 2(x,y)’,g(x,y)").

On utilisera aussi des matrices de la collection Matrix-Market et aussi la matrice 'flow__meter’

de la collection Oberwolfach (imtek.de/simulation/benchmark).

Les figures qui apparaissent dans la suite, nous donnons les courbes représentant la
norme de Frobenius du résidu dans une échelle logarithmique en fonction du nombre
d’itérations m. La courbe de la méthode de minimisation de résidu (MR) est représentée
par ligne pointillée (verte) et celle de Galerkin (GA) par linge continue (en bleu). On
donne également des tableaux pour comparer les méthodes proposées. Pour cela, on a
fixé la tolérance & tol = 10~7 pour les deux méthodes, et nous donnons : la norme de

Frobenius du résidu, le nombre d’itérations ainsi que le temps CPU en secondes.

3.9.1 Tests numérique pour I’équation de Sylvester

Dans ce paragraphe, nous présentons quelque exemples numériques de 1’équation de
b

Sylvester de grande talle.

Exemple 1.1 Dans ce premier exemple, les matrices A et B sont obtenus a partir de la

discrétisation de 'opérateur Lu et Lp respectivement

()U ()’LL
_ oy el 2 2
LA = Au e sm(xy) Y (y T )u,

Lp = Au-— 1006‘7322 - 10wygz — 2?2+ y%u,

sur le carré unité [0, 1] x [0, 1] avec des conditions aux bord de Dirichlet homogenes. Les
matrices A et B sont de taille n = n3 et s = s respectivement, ot ng et sy sont les
nombres de points de la grille intérieure dans la direction x et y respectivement.

Pour ce exemple, nous avons choisi n = 4900, s = 3600 et » = 2. on obtient la figure 1.1

ci-dessus.
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Log10 of resid. norms
) n
T

|
S
T

4t

. . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Iterations

FI1GURE 3.1: Résultat pour 'exemple 1.1.

Notons que le probléme de minimisation réduit (associé a la méthode de minimisation
du résidu MR) est résolu par la méthode itérative LSQR globale (GI-LSQR).

Exemple 1.2 Dans cet exemple, nous avons utilisé les matrices A = pde2961 et B =
thermal de la collection Harwell-Boeing (http ://math.nist.gov/MatrixMarket). Les ma-
trices A et B sont de taille n = 2961 et s = 3456 respectivement. Pour ce test, nous
avons choisi r = 2 et le probleme de minimisation réduit a été résolu par la méthode

direct des moindres carrés basé sur le produit de Kronecker (dans la section 3.4.1).

:
——GA
- - -MR

2}

Log10 of resid. norms

4+ N

-6F N

5 10 15 20 25 30 35 40
Iterations

FIGURE 3.2: Résultat pour I'exemple 1.2.

Exemple 1.3 Dans cet exemple, nous avons utilisé les matrices A et B sont obtenus a
partir de la discrétisation de 'opérateur Lu. avec des dimensions n = 8100 et s = 3456

respectivement. Dans la figure 3.3, nous utilisons les matrices
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A =fdm2d_ matrix(90, cos(z + y)’,’sin(y?)’,’100"),

et B = mmread('thermal.mtz'); r = 5 et tol = 10710, Le probléme de minimisation de

taille réduit est résolu par la méthode de Hu et Reichel.

Log10 of resid. norms

_12 . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35
Iterations

FIiGURE 3.3: Résultat pour 'exemple 1.3.

Exemple 1.4 Dans La figure 3.4. les matrices A et B sont obtenus & partir de la
discrétisation de 'opérateur Lu et Lp respectivement, avec des dimensions n = 4900
et s = 3600, respectivement. Dans la figure 3.4, nous utilisons les matrices A = add32;
n = 4960 et B =fdm2d_matrix(po,’ z + ',z x 3/, 100"); r = 4 et tol = 10710, Le

probléme de minimisation projeté résolu par la méthode GI-LSQR.

Log10 of resid. norms

0 5 10 15 20 25 30
Iterations

FIGURE 3.4: Résultat pour 'exemple 1.4.
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Exemple 1.5. Dans cet exemple, nous considérons ’équation particulier de Sylvester
suivante :

AX 4+ XA =EFT (3.43)

Cette équation intervienne dans le calcul du grammien croisé d’un systéme dynamique
linéaire invariant par rapport au temps. Pour plus de détails sur cette équation et la
connexion avec les problémes de réduction de modele [5]. On choisi n = s = 6400, r = 3

et tol = 107?. Le probléme de minimisation projeté résolu par la méthode PGCG.

Log10 of resid. norms

10 20 30 40 50
Iterations

FiGURE 3.5: Résultat pour 'exemple 1.5.

Les exemples numériques confirment l'efficacité de la méthode proposée par rapport a

I’approche de Galerkin.

Exemple 1.6. Dans cet exemple, nous avons comparé les performances de la méthode
de minimisation du résidu MR et I’approche Galerkin. Le probleme de minimisation
réduit a été résolu par la méthode des moindres carrés direct, par LSQR globale (Gl-
LSQR), par le gradient conjugué globale préconditionné (GPCG) ou par la méthode de
Hu-Reichel (HR). Dans le tableau 3.1 suivant, nous donnons les résultats obtenus par
différentes méthodes de MR et la méthode de Galerkin.

Les matrices A et B sont issues de la collection Matrix-Market collection et aussi la
matrice 'flow_meter’ de la collection Oberwolfach (imtek.de/simulation/benchmark),
ou bien provenant de la discrétisation de opérateur L,, (3.42). Pour ce test aussi, nous

avons choisi r = 2.

D’apres les résultats du tableau 3.1 que les méthode MR(GPCG) et MR(direct) sont
plus rapides que les autre méthodes, et on observe aussi que la méthode MR(GPCG)

donne les meilleurs résultats en terme de temps de calcul.
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Les matrices Méthode Temps N.d’itér || R, ||r
A = thermal, MR(PGCGQG) 265 10 1.1 x1078
B = add32 MR (direct) 265 9 2.1x1078
n = 3456, s = 4960 MR (GI-LSQR) 28s 10 1.3 x 1078
MR(HR) 27s 9 3.5x 1078
GA 255 9 1.4 x 1078
A = fdm(cos(zy),e?’,100) MR(PGCG) 45s 15 1.9 x 1078
B = add32 MR (direct) 56 15 2.3x 1078
n = 90000, s = 4960 MR (GI-LSQR) 49s 17 1.1x10°8
MR(HR) 88s 15 3.1x1078
GA 83s 21 8.6 x 107°
A = fdm(sin(zy), e, 10) MR(PGCG) 565 18 2.5 x 1078
B = thermal MR (direct) 58s 16 3.1x1078
n = 122500, s = 3456 MR(GI-LSQR) —— 50 ———
MR(HR) 110s 16 2.0 x 1078
GA 82s 25 8.4 x 107
A= flow MR (PGCGQG) 49s 16 2.0 x 1078
B = fdm(sin(zy),zy,1000) MR (direct) 700s 35 3.1x1078
n = 9669, s = 40000 MR(GI-LSQR) —— 50 ———
MR (HR) 150s 35 2.4 %1078
GA 95s 50 2.5 x 107°
A = fdm(zy,y?,1) MR(PGCG) 7065 18 2.1x1078
B = fdm(zy, cos(xy), 10) MR (direct) 15005 42 1.5 x 1078
n = 122500, s = 48400 MR(GI-LSQR) —— —— -
MR (HR) —— — -
GA 805s 50 4.2 x107*

TABLE 3.1: Résultats pour 'exemple 1.6

Maintenant, on va comparer la méthode MR(GPCG) avec la méthode ADI (Lr_ADI)
21, 23].

Exemple 1.7

Dans cet exemple, nous comparons notre méthode MR(GPCG) avec deux autres mé-
thodes qui font référence dans la littérature : approche de GA et la méthode de rang
inférieur ADI (Lr_ADI)[21, 23]|. Pour cette expérience, les matrices A et B sont les
mémes que celles données dans [Exemple 1, [23]]. Elles sont obtenues & partir la dis-
crétisation de l'opérateur L,, (donnée par la relation (3.42)) a 5 points sur un maillage
régulier. Les matrices A et B sont de taille n = 6400 et s = 3600 respectivement. Pour

cette expérience, nous avons choisi r = 4 et la tolérance est tol = 101
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Méthode Res. Norm. Temps
MR(PGCG) 12x 1072 28s
GA 6.4 x 10712 3.2s
Lr ADI 2.5 x 10712 5.2s

TABLE 3.2: Résultats de 'exemple 1.7.

3.9.2 Tests numérique pour ’équation de Stein non symétrique

Dans ce paragraphe, nous présentons quelque exemples numériques de 1’équation de
Stein non symétrique de grande talle. Le probléme de minimisation réduit associer a la
méthode MR sera résolu soit par la méthode direct de Kronecker (direct) ou bien par
la méthode du gradient conjugué globale préconditionné (PGCG). L’équation de Stein
projetée (3.41) a été résolue en utilisant la fonction "dlyap" de Matlab. Les matrices A
et B sont obtenus & partir de la discrétisation de l'opérateur L,, (3.42), ou bien de la
collection "Matrix-Market". Les matrices E et F' sont des valeurs aléatoires uniformément

distribuées dans l'intervalle [0, 1].

Exemple 2.1 Dans cet exemple, nous avons choisi
A =fdm2d__matrix(90,"cos(z + y)’,’sin(y?)’,’100"),
et B =' thermal.mtz’, donc les matrices A et B sont de taille n = 8100 et s = 3456

respectivement. On choisit aussi » = 3 et tol = 1077.

On obtient, pour les deux méthodes : MR(direct) et GA, les graphes suivants :

Log10 of resid. norms

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Iterations

FIGURE 3.6: Résultats de 'exemple 2.1
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Exemple 2.2 On prend dans cet exemple, A = flow et B = thermal, donc les matrices
A et B sont de taille n = 9669 et s = 3456 respectivement. On prend aussi r = 3 et
tol =107 et on obtient, pour la méthode MR(PGCG) et 'approche de Galrkin (GA),

les courbes suivantes :

Log10 of resid. norms

0 10 20 30 40 50
Iterations

FIGURE 3.7: Résultats de 'exemple 2.2

Exemple 2.3 Dans cet exemple, on augmente la taille de ’équation de Stein non Sy-
métrique n = 10000 et s = 8100. Nous considérons A = fdm2d_ matrix(100, cos(z +
y)’,sin(y?)’,’100°), B = fdm2d_matrix(90,’z + y’,’zy’,’200°). Pour r = 4 et tol = 1077,

nous obtenons les courbes suivantes :

Log10 of resid. norms
N

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iterations

FIGURE 3.8: Résultats de 'exemple 2.3
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Exemple 2.4. Dans cet exemple, on compare les méthodes trois méthodes MR(PGCG),
MR(direct) et GA pour différentes matrices A et B. Pour les tests dans le tableau (3.3),
nous avons choisi tol = 10~7 et r = 2. Dans le tableau (5.3), nous donnons les résultats

obtenus par les trois méthodes.

Les matrices Méthode Temps N.d’itér || R, ||r

A = thermal, MR(PGCG)  55s 4 5.05 x 107
B = add32 MR (direct)  58s 6 1.22 x 107
n = 3456, s = 4960 GA 57s 7 3.53 x 1078
A = fdm(cos(z +y), siny?, 100) MR(PGCG) 5s 7 9.32 x 1078
B = fdm(z +y,yw, 200) MR (direct)  4s 3 3.03 x 1078
n = 10000, s = 6400 GA 18s 42 4.55 x 1078
A = fdm(sin(zy), e, 10) MR(PGCG) 5s 3 7.29 x 1078
B = pde2961 MR (direct)  128s 18 9.10 x 1078
n = 14400, s = 3456 GA 3ls 50 9.81 x 1077
A= flow MR (PGCG) 14s 14 6.65 x 1078
B = fdm(cos(x +y), sin(y?),1000) MR (direct)  178s 20 4.06 x 1078
n = 9669, s = 12100 GA 44s 50 4.78 x 107
A = fdm(e™, sin(zy),y? — z?) MR(PGCG) 8s 9 4.59 x 1078
B = fdm(e®, cos(zy),y?) MR/(direct) 230s 26 1.78 x 1078
n = s = 10000 GA 60s 50 2.24 x 1072

TABLE 3.3: Résultats de 'exemple 2.4

Nous remarquons que la méthode MR(PGCG) permet de donner une bonne approxima-

tion, avec de meilleurs temps de calcul.

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode itérative pour résoudre
I’équation de Sylvester ou Stein non symétrique de grande taille. La méthode proposée
est basée sur la projection dans des sous-espaces de Krylov étendu (extended) par blocs
avec la condition de minimisation du résidu, elle se rameéne & la résolution d’un probléme
de minimisation réduit. Ce probléeme de minimisation réduit est résolu par des méthodes
itératives ou directes. Pour accélérer la convergence de la résolution du probléme de
minimisation d’ordre inférieur, nous utilisons un préconditionnement pour la méthode de
gradient conjugué global associé a I’équation normale. les approximations de la solution

exacte sont données sous la forme factorisée : produit de deux matrices de rang inférieur
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(low rank approximation), qui permet d’économiser de la mémoire pour les probléemes
de grande dimension. L’avantage de la méthode de minimisation de résidu par rapport
a l'approche de Galerkin est la stabilité numérique et également les meilleurs temps de

calcul. Cela est démontré par les tests numériques effectués.
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— Chapitre 4
Méthode de minimisation du résidu

pour la résolution de I'équation de
Riccati continue de grande taille

4.1 Introduction

Les équations de Riccati algébriques jouent un réle fondamental dans de nombreux
probléemes de la théorie du contréle linéaire : contréle linéaire avec colit quadratique,
controle de type Hy, ou Ho, réduction de modele, des équations différentielles etc, pour
plus de détails voir [2, 3, 20, 33, 55, 64, 65, 80]. Le calcul de la solution de 1’équation
algébrique de Riccati fréquemment utilisée dans différents domaines comme par exemple

les problémes de calcul de contrdle linéaire quadratique (QLQ) suivant

win [ Ty + u(t)Tult) di (QLQ) (4.1)

ou y(t) € R™ et le controle u(t) € R™ vérifient 1’équation différentielle suivante :

{ z'(t) = Ay(t) + Bu(t) (4.2)

y(t) = Ca(t); x(0) = o,

avec A € R™*" B e R"S C e R™, s<<netr<<n.

Nous supposons que les matrices B et C' sont de rang maximal s et r respectivement.
Sous les conditions énoncées dans [109] : si le couple (A, B) est c-stabilisable (c’est a
dire qu’il existe une matrice K telle que A — BK soit stable) et (C, A) est c-détectable

(c’est & dire que (AT, CT) est c-stabilisable) ; alors le probléme (4.2) est minimisée par

u(t) = —BT Xz (t) (4.3)
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ou X est la solution symétrique semi-définie positive de ’équation de Riccati matricielle
continue

ATX +XA—-XBBTX +CTC =o. (4.4)
Considérons la matrice Hamiltonienne H de dimension 2n x 2n associée a 1’équation
(4.4)
| A BBT
| cTc AT

La solution de I’équation de Riccati est liée au calcul de sous espaces invariants de

la matrice Hamiltonienne H associée. Si les matrices Y, Z, W dans R™*™, avec Z non

()2

alors X = Y Z~! est 'unique solution de 1’équation algébrique de Riccati (4.4).

singuliere, satisfont :

De nombreuses méthodes numériques ont été proposées pour résoudre I’équation de Ric-
cati (4.4), on peut citer dans un premier temps, et pour les problemes de petite taille
I’approche par les valeurs propres consiste a calculer les sous-espaces invariants de la ma-
trice Hamiltonienne H [16, 80, 91], comme les méthodes du type Lanczos symplectiques
[16, 80, 107], ou la méthode de Newton [6, 14, 15, 80]. Pour les probléemes de grande
taille, on a les méthodes de projection sur le sous-espaces de Krylov ou sur le sous-espace
de Krylov par blocs [62, 65], ou bien sur le sous-espace de Krylov étendu (extended) par
blocs [55]. Par exemple dans l'article de Heyouni et Jbilou [55], on cherche & construire

une solution approchée XG4 de la solution X de 1’équation de Riccati (4.4) sous la forme
XG4 =v,,ye4vyT
dont la condition de Galerkin est définie comme suit :
VI (AT XmE + XG44 - xCABBTXCA L TV, =0

Notre approche consiste & chercher la solution approchée X,]\,{[R de la solution X de

I’équation de Riccati (4.4) sous la forme
X =V, Y RVE
mais avec la condition de minimisation suivante

XM —arg  min [AX + XAT - XBBTX + CC7 | (4.5)
X=V; V;n, VI, F

ou V,, est une matrice orthonormeée.

Nous proposons dans ce travail une nouvelle méthode itérative basée sur la projection

sur un sous-espace de Krylov étendu (extended) par blocs et la minimisation de résidu

MR (Minimal Residual). Nous montrons, a travers des exemples numériques en fin de
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ce chapitre, que la méthode proposée donne de bons résultats numériques comparés a la
méthode de Galerkin [55]. Le reste du chapitre est organisé comme suit : Dans la Section
3, nous allons rappeler la méthode de Galerkin pour résoudre I’équation de Riccati de
grande taille, cette méthode a été proposée par Heyouni et Jbilou [55]. Puis, la Section
4 introduit notre approche. La section 6 est consacrée a la méthode de MINRES globale
pour résoudre une équation matricielle linéaire de type Lyapunov généralisée de petite
taille. La Section 7, concernant la forme factorisée de la solution approchée, Puis, la
Section 8 et 9 'algorithme générale pour résoudre ’équation de Riccati symétrique de
grande taille par ’approche de Galerkin et ’approche de minimisation de résidu, et on

termine ce chapitre par les exemples numériques et une petite conclusion.

4.2 Méthode de Galerkin

Dans cette section, on va rappeler la méthode de projection sur le sous-espace de Krylov
étendu par blocs avec la condition d’orthogonalité de Galerkin pour résoudre I’équation
de Riccati de grande taille. Cette méthode est proposée par Heyouni et Jbilou en 2009
[55].

On considére I’équation de Riccati (4.4)

ATX + xXA-XBBTX +0Tc =0

On cherche & construire une suite d’approximations de petit rang (X54),,en+ de la
solution X sous la forme
XG4 = v, ve4vT (4.6)

ou V,, est la matrice orthonormale construite en appliquant I'algorithme d’Arnoldi
étendu par blocs & la paire (AT, CT). La matrice Y,¢4 € R?™X2m" est déterminée

en imposant la condition d’orthogonalité de Galerkin
Ron(Xp) = ATXGA + XGAA - XCABBTXEA 1 CTC Ly L£,,(AT,CT).
ott L, (AT, CT) est le sous espace vectoriel de R™ ™ constitués des matrices de la forme

X =V, Yvrl,

c’est a dire
VIRV = 0.
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Nous pouvons facilement montrer que Y,G4 € R2m™*2m" st 1a solution de I’équation de

Riccati de taille réduite
TAY,SA + Y EATE — vEABBTY G4 + CCT =0, (4.7)

ot Ty = VEATY,, € = VICT et B = VI B,,. La solution Y,¢4 de I'équation de
Riccati de taille réduite peut étre obtenue par une méthode directe comme celles qui
sont décrites dans [16, 27, 88]. Pour tester la convergence, il est nécessaire de calculer la
norme du résidu R,,, pour cela le résultat suivant donne une expression de la norme de

Frobenius du résidu R, en fonction des matrices de petite taille.

Théoréme 4.2.1. Soit Y,G4 la solution exacte de I’équation réduite (4.7) obtenue par
lalgorithme d’Arnoldi étendu par blocs. On a alors la norme de Frobenius du résidu
R := Rm(Xm) est donnée par

| Ron = V2 | Titr B Yori N (48)
Démonstration. La démonstration est donnée dans ([64]). O

L’intérét pratique de ce résultat sur le résidu est de nous permettre de mettre en place
un test d’arrét sur l'algorithme sans avoir a calculer le produit VngAV;;FL a chaque

itération.

Nous donnons ci-dessous une majoration de la norme de Uerreur || X — XG4||, oit X est

la solution exacte de I’équation de Riccati (4.4).

Théoréme 4.2.2. Soient Y, la matrice de taille 2s x 2ms correspondante auz 2s der-
nicres lignes de la matrice de Y54, ym = || Tms1mYml, 1 = |BBT|, An = A —
BBTXGA et supposons que o, = sep(Am, —AL) > 0. Alors si 4y,n/62, < 1, nous

avons )
X - XG4 < Jm . 4.9
I - X§A < (49)
Démonstration. La preuve est donnée dans ([64]). O

4.3 Méthode de minimisation du résidu

La plupart des méthodes proposées ces derniéres années pour résoudre 1’équation de
Riccati continue de grande taille sont des méthodes de projection sur les sous-espaces de
Krylov, par exemple : méthode de projection sur le sous espaces de Krylov par blocs [62]
ou sur sous espaces de Krylov étendu par blocs [55]. Pour d’autres méthodes on peut
citer [14, 22, 60, 64, 66, 98, 99]. Ces méthodes génerent des approximations de petit rang

de la solution de 1’équation (4.4). Ces méthodes qui utilisent la condition de Galerkin,
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présentent ’avantage de converger rapidement. Nous proposons une nouvelle méthode
de type projection sur le sous espace de Krylov étendu avec la condition de minimisation
du résidu a la place de la condition de Galerkin. L’objectif de cette méthode MR est de

minimiser la norme du résidu sur K¢, (AT, CT).

Comme les approximations de la solution exacte sont de la forme :
X =V, Y, VL (4.10)

on va chercher & construire une approximation XM & 'étape m, liée K¢, (AT, CT). Cette

approximation XM% est de la forme
MR MRy T
X =V,Y MV
et XM est la solution du probléme de minimisation suivant

XME—arg min [ATX +xA4-XBBTX +C7C]| (4.11)
XeLn(AT,CT) g

oit L,,(AT,CT) est I'ensemble des matrices de la forme X = V,,YV! avec V,, =
Vi, Va, -+, V] est la matrice orthogonale construite en appliquant 'algorithme d’Ar-
noldi étendu par blocs a (AT, CT) et m un entier naturel. Dans ce cas nous avons la

relation suivante
AV,, = V,puy T
Le théoréme suivant permet de transformer le probléme de minimisation grande taille

(4.11) en un probléme de minimisation de petite taille.

Théoréme 4.3.1. Soit V,, une matrice orthonormale construite en appliquant ’algo-

rithme d’Arnoldi étendu par blocs, aux paire (AT, CT). Alors le probléme de minimisation

X%R = argX =§liryl/ VT HATXm + X, A— XBBTX + CTCHF

est équivalent au probléme de minimisation réduit suivant

RcRE
0
(4.12)

YME — arg I{l/in

m

TnYm [ 1 0]+

I]xﬂﬁ—[jlmﬁéﬁ%[10]+
0 0

ot ViRe est la décomposition QR de CT et B = VIB.

Démonstration. Soient Vi Rc la décomposition QR de CT, et V,, la matrice orthogo-

nale construite en appliquant 1’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs & (AT, CT). On a
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VAT =V,,,1TA et la matrice V,,, 41 est orthogonale. Ce qui nous donne,

min HATX + XA-XBBTX + CC’THF

X=V,, Yy VT,
= min [ ATV, Y V7, + VY Vi A = Vi Vi BBT V. Yo Vi, + ViRoREWY HF
. = I = I 57 RcRL 0
= min || Vin 1 TonYom [ I 0]+[0]YWT£— O}YmBBTYm[I o]+ | 7V o || Vi
_ 1. - I . ReRL 0
= min | |TpY (1 0 )+ Y, T2 — Y BETY, [ 1 0|+ | 7
Yon 0 0 o o lfl,
ot B=VTB. O

4.4 Résolution du probleme de minimisation réduit

A chaque étape m de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs, nous déterminons une

approximation de la solution Y, du probleme (4.11) que nous posons sous la forme,
min |F(Y)l|r (4.13)
ou F' est 'opérateur non linéaire
F(Y)=AYB+B'YAT + BYYEYB + F.
Plus précisément
_ RcRE 0 ] _

A:Tm,gz—ééT,B:[f O]et}":[ 0O

Le probléme de minimisation (4.13) est équivalent au probléme suivant
min £(1), (4.14)
ou
FY) = min | F(Y)[} =< F(¥), F(Y) >p.
Il est claire que f est différentiable, et la différentielle de f en Y est :

fY +tH) — f(Y)

t .V H e R™™, (4.15)

dfy (H) = lim

On a
F(Y)=AYB+B'YAT + BTYEYB+ F
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Donc pour tout réel ¢ on a
F(Y+tH) = AY B+t AHB+BTY AT +tBT HAT+ BTY (Y +tH)B+tBT HE(Y +tH)B+F

= AYB+BTY AT+ F4+t(AHB+BTHAT +BTY EY B+tBTY EHB+tBTHEY B+t*BTHEHB
= F(Y)+t(AHB+ BTHAT + BTYEHB + B'HEY B) + t2(BTHEHB).

Pour simplifier le calcul on pose
®(H) = AHB+B"HAT + BY'YEHB + BTHEY B.
Donc

f(Y +tH) = < F(Y +tH),F(Y +tH) >p
(V) +t®(H) + t*BTHEHB, F(Y) +t®(H) + t*)BTHEHB >F

= <FY),F(Y)>p+2t < F(Y),®(H) >p +t?(2 < F(Y),BTHEHB >
(H),®(H) >p)+2t3(< BPTHEHB, ®(H) >p) +t* | BPHEHB ||

Alors

dfy(H) = 2<F(Y),®(H)>p
= 2< F(Y),AHB+B"HA" + B"YEHB + B'HEY B > 5
= 2< ATFWBY + BF(Y)A+ ETYTBE(Y)BY + BE(Y)BTYTET H >p

Comme Y est symétrique, nous avons
dfy (H) =2 < ATF(Y)BY + BF(Y)A+ETYBF(Y)BT + BE(Y)B'YET H >p

La condition nécessaire de minimisation est que dfy = 0 ce qui permet de donner

I’équation suivante :
VH: 2 < ATF(W)BT + BEY)A+ ETYBF(Y)BY + BF(Y)BTYET  H >p=0.
Ce qui est équivalent a :
(YY) :=ATFY)BY + BE(Y)A+ ETYBF(Y)BT + BF(Y)BTYET =0 (4.16)

Nous allons résoudre numériquement ’équation matricielle non linéaire (4.16) par la

méthode de Newton, donc la dérivée de Fréchet de application non linéaire U(Y) en YV
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est donnée par :

U(2) = ATF(2)BT + BF,(Z)A+ T ZBF(Y)BT + ETYBF)(Z2)B"

+ BF(Z)BTYET + BF(Y)BT ZET
(AT + ETYBYFL(2)B” + BEL(Z)(A+BYYET) + €T ZBF (V)BT
+BE(Y)BY Z£ET,

ot F{-(Z) =BT Z(AT +€YB) + (A+ BTYE)ZB.
On remplace Fy,(Z) dans Uy (Z) ce qui donne

U (2) = (AT +TYB)BYZ(AT + YB)BT + (AT + ETYB)(A + BTYE) ZBBT
+ BBTZ(AT + EYB)(A+BYYET) + BA+BT'YE) ZB(A+ BTYET)
+&TZBR(Y)BT + BF(Y)BT Z£T

Comme BBT = I et la matrice £ symétrique donc nous avons

Vi (Z2) = (ATBT +ETY)Z(ATBT + ETY) + (ATBT + YT Z(ATBT + £Ty)T
+(AT + ETYBY A+ BTYE)Z + Z(AT + EYB)(A+ BTYET)
+EZ(BAY + YATBT 4 YEY + BFBT) + (BAY + YATBT +-YEY + BFBT)Z€E.

Pour simplifier
M(Z) =V (Z) = A\ ZAL + AT ZAT + Ay Z + ZAg + EZAs + A3 ZE (4.17)
ot Ay = ATBT + €Y, Ay = (AT + EYB)(A+ BTYE),
A3 =BAY + YATBT +veY + BFBT.

On va construire une suite de matrices Y, d’approximations de la solution exacte Y de
Iéquation ¥(Y) = 0. On choisit un premier terme Yy = 0 et, en supposant Y}, connu, on
définit Y41 comme suit

Yiy1 =Y + Ni

ou la matrice IVj est solution de I’équation linéaire matricielle
Ty, (Ny) = (V) (4.18)

Remarque 4.4.1. L’opérateur linéaire M défini par (4.17) est symétrique par rapport

au produit scalaire de Frobenius, c’est-a-dire :

V,.VetW, ona (MV),W)rp=(V, M(W))F.
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Pour résoudre I’équation matricielle linéaire symétrique (4.18), nous proposons la mé-

thode MINRES globale.

4.5 Meéthode de MINRES globale.

La méthode MINRES (MINimum RESidual method) de Paige et Saunders [ [94], SIAM
J. Numer. Anal., 1975], est une méthode itérative trés souvent utilisée pour résoudre des
systemes linéaires creux Ax = b dans le cas A est symétrique, en utilisant le processus

Lanczos et la propriété de minimisation de la norme du résidu.

Dans cette section, nous proposons la méthode de MINRES globale (GI-MINRES) pour

résoudre les équations matricielles linéaires symétriques comme :
M(Z)=C (4.19)

ol M : R™*" — R™ P I'opérateur matriciel linéaire symétrique et C est une matrice de

taille n x p.

Soit V' une matrice réelle de taille n x p . Soit k£ un entier naturel, on définit 'opérateur

MP par la relation de récurrence suivante
MO =T et ME(V)=MMFL(V)).
On définit le sous-espace de Krylov d’ordre k, associé a M et V par :
Ki(M, V) = sev{V,M(V), ... M1 (V)}
engendré par les matrices V, M(V), ..., M¥=1(V), ol k est un entier naturel non nul.

L’ensemble K (M, V) ainsi défini est un sous-espace vectoriel de R™*".

L’algorithme de Lanczos global [70], dont les étapes sont données ci-dessous, produit
une base orthonormale {V7, ..., Vi } de l'espace de Krylov (M, V') au sens de la norme
de Frobenius, c’est a dire telle que (V;,Vj)r =055, 1 <14,5 <k.
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Algorithm 5 L’algorithme de Lanczos symétrique global.

1. Initialisation : V3 = V/||V||F
2. Calculer V; = M(V})

3. a1 = <V1,V1>F

4. ‘71 = Vl -

5. b1 = |IVillr

6. Vo=V1/B

7. Itérations :Pour j = 2 : k faire
8
9

Vj = M(V)) = BV

Qj = <VJ7‘~/J>F
10. Vi =Vi - a;Vj
11. Biv1 = IVillr
12. Vit = V;/Bjn

13. Fin pour j

On définit la matrice Vi = [V4, ..., Vi] € R"*PF et T}, la matrice tridiagonale de taille (k+
1) x k dont les entrées non nulles sont calculées par I'algorithme de Lanczos symétrique

global.

ar f1 0 .. 0
B az B
e (4.20)
Lo By
ay,
i 0 B |

La matrice T}, de taille k x k est obtenue en supprimant la derniére ligne de T},. Par
construction, la matrice par blocs Vi est F-orthonormale, ce qui signifie que les matrices
V1,..., V} constituent un systéme orthonormal au sens du produit scalaire de Frobenius,
c’est & dire (V;, Vj)p = 6; 5, 1 < 4,5 < k. On établit les identités suivantes de maniere

immeédiate

Proposition 4.5.1. [19] Aprés k itérations de l'algorithme Lanczos symétrique global,

nous avons les relations suivantes :

[M(V1), ey M(Vk)] = Vk(Tk X Ip) + Bt (4.21)
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Eit1 = hiet1,5[0nxps - Onxp, Vi1,

et
M), ooy M(Vi)] = Vi1 (Th @ 1y). (4.22)

La méthode MINRES globale consiste a construire itérativement une suite (Z)cp-

d’approximations de la solution Z* de I’équation (4.19) de la fagon suivante

On commence par choisir un premier terme Xg € R™ " et en notant Ry le résidu

correspondant : Rg = C — M(Zp), on construit les itérés Z, de telle maniere a avoir
Zy =2+ Zk ou Zk € K:k<M,R0) (4.23)

Ry = C — M(Zi) LpKp(M, M(Rg)). (4.24)

Par construction, le résidu Ry = C — M(Zy) est le projeté F-orthogonal de Ry sur
le sous-espace Kj(M, M(Rp)) = sev{M(Ry), ..., M¥(Rg)} engendré par les matrices
M(Rp), ..., M¥(Ryg). Par conséquent, la matrice x, est solution du probléme de minimi-

sation

i C-—MZ 4.25
sea |~ MEr (4.25)

Le résultat suivant [19] établit que le probléeme de moindres carrés (4.25) est équivalent

a un probléme de dimension réduite

Proposition 4.5.2. L’approximation Z construite par la méthode MINRES globale est
donnée par
Zy =2+ Vk(zk & In),

ot zp est solution du probléme aux moindres carrés

mmHHROHFel —Tk2||2 (4.26)
2€RF
ol ey est le premier vecteur de la base canonique de RFTL.
Pour résoudre le probléeme (4.26), nous considérons la décomposition QR de la matrice
Ty
Ty, © Ry = QyTy,
ot B, € REHDXE ogt triangulaire supérieure et Qp € RFEFDX*+1) ogt orthogonale.

Posons g = ||Ro||r@xe1. En notant Ry la matrice k x k obtenue en éliminant la derniére

ligne de Ry, le vecteur y;, est calculé en résolvant le systéme triangulaire Riy, = gi.
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A chaque itération, le résidu R doit étre calculé, ce qui peut s’avérer coiiteux. La

proposition suivante permet de calculer |R| r sans évaluer M(Zy).

Proposition 4.5.3 ([19]). A létape K, le résidu Ry, = C — M(Zy,) obtenu par la
méthode MINRES globale vérifie les deux identités suivantes

Rie = M1 Vir1(Q e ® 1) (4.27)
et
IREIIF = |Vkt1l, (4.28)
ol Ygy1 est la derniére composante du vecteur g = ||Ro||pQre1 et exr1 est le dernier
vecteur de la base canonique de RF1 ey 1 = (0,...,0,1)T.

Dans l'algorithme MINRES globale ci-dessous. En utilisant la technique de redémar-
rage aprés un nombre choisi d’itérations. A chaque redémarrage, on choisit la derniere

approximation calculée comme terme initial pour 'algorithme de MINRES global.

On peut maintenant écrire I’algorithme de la méthode MINRES global avec redémar-

rage :

Algorithm 6 Algorithme MINRES global avec redémarrage

1. Initialisation : on choisit Zjy, une tolérance € et on pose iter =0
Calculer Rg =C — M(Zp), 5= ||Roll, et Vi =Ro/B
Calculer Vj, et Ty par lalgorithme de Lanczos global appliqué a (M, V7).

L S

Calculer z; réalisant min ||||Rollrer — Trz|l2
zERF

5. Calculer Zy = Zy + Vi (2, ® 1)

6. Calculer la norme du résidu ||Rg||r en utilisant la proposition (4.28)

7. Si||Ri|lr <€

8. Arrét

9. Sinon
10. Zy = Zk, Ro = Rk, B =|Rollr, Vi = Ro/B, iter=iter+1, Aller a 2 :
11. Fin si

la généralisation au cas M non symétrique est la méthode GMRES global ([19]).
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4.6 Forme factorisée de la solution approchée

Dans cette section, on va approximer la solution approchée X, par le produit de deux
matrices de rang inférieurs (low-rank approximation), pour économiser la mémoire dans

les test numériques de grande taille.

A travers les exemples numériques on peut montrer que la solution exacte de I’équation
de Riccati continue est de petite rang par une approximation, comme dans l’exemple

suivant. Dans cet exemple, on considere le systeme dynamique

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = COx(t),

ou la matrice A résulte de la discrétisation par différences finies de I’équation aux dérivées

partielles de I'opérateur

L(u) = Au — e g—z — sin(zy) gZ — (% — 1),

dans le domaine 2 = [0 1] x [0 1] avec des conditions aux bord de Dirichlet homogenes.

La taille de la matrice A est donnée par n = ng, ou ng est le nombre de points de la grille
dans chaque direction. Pour ce test, nous prenons ng = 30 et r = 4. Les coefficients des
matrices B € R™" et C' € R"™" sont des valeurs aléatoires uniformément distribuées

dans l'intervalle [0, 1].

Singular values of the solution

-4} i

100 200 300 400 500 600 700 800 900

FIGURE 4.1: Valeurs singulieres de la solution exacte.

La figure 4.1 représente les valeurs singulieres de la solution exacte dans le cas ou n = 900
et r = 4. On constate que les valeurs singuliéres décroissent rapidement vers zéro. Cela

implique que le rang numérique de la solution exacte est petit. Dans ce cas particulier,
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on a rang(X) ~ 25. Donc la solution approchée X,,, peut étre écrite comme produit de

deux matrices de petit rang.

Nous considérons la décomposition en valeurs singuliers de la matrice Y;, € R27r>x2mr,
Y = USUT

ou X est la matrice diagonale des valeurs singulieres de Y,,, rangées dans I'ordre décrois-
sant, U est une matrice unitaire. Nous fixons une certaine tolérance dtol et définissons U,
la matrice constituée des [ premieres colonnes de U correspondant aux [ valeurs singu-
lieres supérieures ou égales a dtol. Nous obtenons la décomposition en valeur singuliere

tronquée

Y,, ~ U %, U7T

ou ¥; = diagloy, ..., 0]. Soit Z,, =V, U; 211/2, nous obtenons alors I’approximation de

X, sous la forme d’une expression factorisée

X~ Z ZT. (4.29)

m

Cette factorisation est tres importante pour les problémes de grande dimension, quand
on n’a pas besoin de calculer 'approximation de la solution X,,, mais on a besoin de la

stocker a chaque itération.

4.7 Algorithme GA-CAREs

Dans ce paragraphe, nous rappelons ’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs en utilisant
Papproche de Galerkin (GA-CARE) pour résoudre 1’équation de Riccati continue de
grande taille, donc I'algorithme GA-CARE est comme suit :

4.8 Algorithme MR-CAREs

la méthode de minimisation de résidu (MR-CARESs) pour la résolution de I’équation de

Riccati continue de grande taille est résumé dans I’algorithme suivant
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Algorithm 7 Algorithme GA-CAREs

1. On choisit une tolérance ¢ > 0, un nombre maximum d’itérations My, et une
tolérance tolyyne.

2. Pour m =1,2,3, ..., My, faire
3. Appliquer I'algorithme 1 & (A”, CT) pour construire les matrices V,, et T,,.
4. Résoudre I’équation de Riccati
ToiYm + Y TE —Y,,B,BLY,, + CLC,, = 0;
ott By, = VB et Cp = V,,,C.
5. Calculer la norme de Frobenius du résidu

T'm = \/§||Tm+1,mi/mHF7

ot Yy, est la matrice de taille 2s x 2ms correspondant & les 2s derniéres lignes de
la matrice de ;4.

6. Sir, <e€, Aller a 10.
7. sinon m =m + 1.
8. Fin Si
9. Fin Pour
10. Calculer la décomposition en valeurs et vecteurs singuliers SVD de Y,,, c’est-a-dire
Ym = UEUT, ou X = diag[al,ag,--- ,UQms] et 01 Z g9 Z Z O92ms-
Déterminer [ telle que o7 > dyp > 0741, soit ¥; = diagloy, 09, , 0.

Calculer Z,, =V,, U; le/2

11. L’approximation de X,, donnée par X,, = Z,, ZYE.

4.9 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques exemples numériques de I’équation de Ric-
cati continue de grande taille. Les algorithmes ont été codés en Matlab R2009a. Les
équations de Riccati de taille réduite (4.7) ont été résolues en utilisant la fonction "care"
de Matlab. Le nombre d’itérations de ’algorithme de Newton a été limité a ite, g = 40
et le nombre d’itérations de I'algorithme MINRES globale a été limité a max = 1000
avec le nombre d’itérations de redémarrage fixé a kycqsm = 12. La résolution d’équations
de type Lyapunov généralisée ont été effectuées jusqu’a ce que la norme du résidu soit
inférieure & tolyinres = 1077, Le critére d’arrét pour l'algorithme de Newton est défini

par le parameétre

Ap = Yini1 = Yo | / || You ||< tolnewton = 1077,

Les résultats suivants donnent une comparaison en résidu entre notre méthode MR-
CARE:s et la méthode GA-CARES [55]. Les courbes dans la suite donnent la norme du
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Algorithm 8 Algorithme MR-CARESs

1. On choisit une tolérance ¢ > 0, un nombre maximum d’itérations My, et une
tolérance tolyyne.

2. Pour m =1,2,3, ..., My, faire

3. Appliquer I'algorithme 1 & (A”, CT) pour construire les matrices V,, et T,,.

4. Résoudre ’équation (4.16)
T(YMEYy =0
5. Calculer la norme de Frobenius du résidu 7, = ||F(Y,ME)| .
6. Sirm, <€, Aller a 10.
7. sinon m =m + 1.
8. Fin Si
9. Fin Pour
10. Calculer la décomposition en valeurs et vecteurs singuliers SVD de Y,,, c’est-a-dire
Y, = USUT, ou ¥ = diag|oy, 09, ,09ms] €t 01 > 09 > -+ > Tops.
Déterminer [ telle que o7 > dy; > 0741, soit X; = diag[o1, 02, -+, 0.

Calculer Zy, = V,, U; %)/

11. L’approximation de X,, donnée par X,, ~ Z,, ZL.

résidu || Ry, |7, ott Ry = ATX + XA — XBBT + CTC dans une échelle logarithmique

a chaque itération m.

4.9.1 Exemple 1

Dans tous les tests effectués dans sous section, la matrice A provenant de la discrétisation

de 'opérateur
ou

o+ (). (130

0
Lu = AU - fl(xay)£ + f2(xay)

dans le domaine [0,1] x [0, 1] avec les condition de Dirichlet homogene. La taille de la
matrice construite est n = n%, ou ng est le nombre de points de la grille dans chaque di-
rection. La discrétisation de 'opérateur L, construites des matrices dans la bibliotheque

Lyapack [89] et désignés par
A = fdm2d matrix(n0,’f 1(x,y)",’f 2(x,y)’,g(x,y)").
dans le domaine Q = [0 1] x [0 1] avec des conditions aux bord de Dirichlet homogenes,

ou les fonctions f_1, f_ 2 et g sera précisées dans chaque exemple. Pour tous les test,

nous prenons 17 = 2.

Exemple 1.1

Dans cet exemple, nous considérons n = 25000 et
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A= fdm2d matrix(50,’z + y’,’exp(z * y)’,’10")

o] 5 10 15 20 25 30 35 40
les iteration m

FIGURE 4.2: Résultats de 'exemple 1.1

Exemple 1.2

Dans cet exemple, nous considérons n = 64000 et la matrice A

A= fdm2d_ matrix(80, cos(x + y)’,’sin(y?)’,'y? — 22")

(o] 5 10 15 20 25 30 35 40
les iteration m

FIGURE 4.3: Résultats de I'exemple 1.2.
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4.9.2 Exemple 2

Nous considérons ’exemple donné par Jbilou [64, 65] tel que la matrice A est donnée

par,
a 1-d 0 1
1+d «a 0
A== 0 1+d
0 . . 1—d

1 0 0 1+d a

Pour n = 4000, C = I,,xs, B = rand(n, 10), et d = 0.2, nous obtenons le résultat suivant,

Méthode | Itér | Temps | || R |7
MR 5 13s [ 9.00x 1077
GA 24 24s | 4.17x107*

TABLE 4.1: Résultats de 'exemple 2

Notons que l'algorithme GA s’arréte a Iitération m = 25 : c¢’est un probleme d’existence

et d’unicité de la solution de I’équation de Riccati projetée.

4.9.3 Exemple 3

Soit A la matrice opposée de la matrice précédente. Pour d = 0, 5, nous avons

Méthode | N.Itérations | Temps | B |lF
MR 7 11s | 217x10710
GA 11 6 s 1.39 x 103

TABLE 4.2: Résultats de I'exemple 3.

Notons que l'algorithme GA s’arréte a Iitération m = 12 : c¢’est un probleme d’existence

et d’unicité de la solution de I’équation de Riccati projetée.

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle méthode pour la résolution numérique
de I’équation de Riccati continue de grande taille. Basée sur la méthode de minimisation
de résidu MR (Minimal Residual) et la méthode de projection dans un sous-espaces de
Krylov étendu par blocs, elle se raméne a chaque itérations a la résolution numérique

d’un probléme de minimisation réduit. Ce dernier probléme est résolu a l'aide de la

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



4.10 Conclusion 94

méthode de Newton et la méthode de MINRES globale. Les tests numériques montrent

Pefficacité de notre méthode.
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— Chapitre 5

Equation matricielle de Riccati non
symétrique et application a
I’équation de transport

5.1 Introduction

Les équations algébriques de Riccati non symétriques NAREs (Nonsymmetric Algebraic
Riccati Equation) jouent un réle fondamental dans de nombreux problémes de la théorie
des jeux différentiels, des modeles de Markov, et dans la théorie de transport [1, 24, 26,

32, 38, 41, 46, 71, 72, 110]. L’équation de Riccati non symétrique est de la forme suivante

R(X)=XCX — XD — AX + B=0 (NARE) (5.1)

ou A e R"™™ D eRPP BeR"™P et C € RP*"™. On peut associer ’équation de Riccati

non symétrique (5.1) a la matrice M qui se présente sous la forme suivante

D -C
M= ( 5 4 ) e R(nt+p)x(ntp) (5.2)

On suppose que M est une M-matrice inversible. Nous rappelons que M est une M-
matrice si elle peut étre écrite comme M = al — N ou N matrice avec des éléments
non-négatifs et a > p(N), ot p(N) est le rayon spectral de la matrice /. Cela assure
I’existence de la solution non négative minimale X* de ’équation de Riccati non symé-
trique (5.1), pour plus de détails voir [24, 25, 41, 46, 71, 72].

Soit ‘H la matrice définie par

H=JM
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I 0
ouJ = < " ), avec I, la matrice identité de taille n. Donc nous avons

0 —I,
H—(D _C>. (5.3)
B -A

La solution de I’équation (5.1) est liée au calcul de sous espaces invariants de la matrice

‘H associée. En effet, si X est une solution de ’équation de Riccati non symétrique (5.1),

() (s
X X

Si les matrices Y, Z et W dans R™*"™, avec Z non singuliere, satisfont :

()2

alors X = YZ~! est une solution de I’équation algébrique de Riccati non symétrique,

alors on a

pour plus de détails sur les propriétés de la matrice H et I’équation de Riccati non sy-
métrique voir [24-26, 41, 46, 110].

Le théoréme de I'existence et 'unicité des solutions de Riccati non symétrique est liée a
la matrice M voir [24, 41, 46, 71, 72]. De plus, la structure particuliere de la matrice M
assure l'existence de la solution minimale non négative X* tel que X* > 0 et X > X*
pour toute solution X de I’équation de Riccati non symétrique (5.1), pour plus de détails

voir [24, 41, 46]. Cela est indiqué dans le théoréme suivant

Théoréme 5.1.1. [46] Supposons que M soit une M-matrice. Alors I’équation NARE
(5.1) admet une unique solution minimale non négative X*. De plus, si M est inversible,
alors A — X*C et D — CX* sont inversibles et M-matrices.

Pour les équations NAREs de petites ou moyennes tailles, il y a plusieurs méthodes
numériques pour trouver la solution non-négative minimale X* de I’équation de Ric-
cati non symétrique. Par exemple, les méthodes exactes de Schur ont été étudiées dans
[41, 48, 49]. La méthode de Newton a également été étudiée dans [26, 41, 46, 48], elle
nécessite a chaque étape de calculer la solution d’une équation matricielle de Sylvester.
La méthode peut étre coiiteuse lorsqu’on résout I’équation de Sylvester par les méthodes
directs. D’autres méthodes comme ’algorithme SDA (Structure-preserving Doubling Al-
gorithm) [50] et la méthode ALI (Alternately Linearized Implicit) [10] ont été proposées
ces derniéres années. En général, les méthodes itératives du point-fixe [25, 41, 46, 84-86]

sont moins cotiteuses que la méthode de Newton, la méthode de Schur ou les méthodes
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SDA. Certaines techniques d’accélération de la convergence basées sur des méthodes
d’extrapolation vectorielles [69] ont été proposées récemment dans [38] pour accélérer la
convergence de certaines de ces méthodes itératives de point fixe, comme celles intro-
duites dans [38, 40, 47].

Dans ce chapitre, nous considérons l’équation matricielle de Riccati non symétrique
(NARES) de grande taille avec le second membre s’écrit comme le produit de deux ma-
trices de petit rang. Ce type d’équations NARES intervient notamment dans la théorie du
transport et ses applications. Nous nous proposons dans ce chapitre, deux nouvelles mé-
thodes pour la résolution numérique de ’équation de Riccati non symétrique (NARES)
de grande taille. La premiere est une méthode itérative de projection sur des sous es-
paces de Krylov étendu EBA (Extended Block Arnoldi) [36, 56, 102]. Pour obtenir des
solutions approchées de rang inférieur "Low-rank", nous allons traiter aussi le cas parti-
culier correspondant a 1’équation matricielle de Riccati non symétrique NAREs dans la
théorie de transport [38, 72].

La deuxieme méthode, consiste & combiner la méthode de Newton-Kleinman et la mé-
thode d’Arnoldi par blocs. A chaque étape la méthode de Newton-Kleinman nécessi-
tera la résolution d’une équation matricielle de Sylvester de grande taille. Cette équa-
tion ne pouvait pas étre résolu par les méthodes directes comme ’algorithme Bartels-
Stewart [11]. On peut utiliser les méthodes de de type Krylov, comme celles définies

dans [29, 56, 62, 65], pour résoudre I’équation de Sylvester de grande taille.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : Dans la Section 2, nous allons combi-
ner la méthode de Newton-Kleinman avec les méthodes de sous-espaces de Krylov par
bloc ou bien des sous-espaces de Krylov étendus par blocs. La Section 3 est consacrée
a la résolution de I’équation NAREs de grande taille par une méthode de projection
a l'aide du sous espace de Krylov étendu et la condition d’orthogonalité de de Galer-
kin. Les solutions approchées de I’équation NARESs sont données sous la forme factorisée
(low rank approximation). L’application aux équations algébriques de Riccati non symé-
triques dans la théorie de transport sera considérée dans la Section 4. Enfin, la derniere

partie est consacrée a quelques expériences numériques.

Dans ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes : Si K et L sont deux matrices
de taille n x m, alors K > L si L;; > K;; pour tout 4, j. La matrice K est dite non
négative si L; ; > 0. Enfin, la séparation, par rapport a la norme de Frobenius, entre

deux matrices K et L est donnée par

sepp(K,L) = ||XH||1§H=1 IKX — XL||F.
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5.2 La méthode de Newton-Krylov par blocs

La méthode de Newton-Kleinman a été introduite par D.L. Kleinman en 1968 [79], pour
résoudre I’équation de Riccati continue, basée sur une linéarisation préliminaire par la
méthode de Newton, qui nous ramene a chaque étape a la résolution d’une équation
matricielle de Lyapunov avec un second membre décomposé (low rank). Nous nous atta-
chons dans ce paragraphe a résoudre I’équation de Riccati non symétrique. La méthode
de Newton nécessite a chaque itération la résolution d’une grande équation de Sylvester.
Cette équation est résolue par la méthode de Galerkin basée sur I’algorithme d’Arnoldi

par blocs. On suppose dans cette partie que
B,C#0, I® A+ DV @I)Vect(B) >0 (5.4)

et (I® A+ DT ®1I) inversible et M-matrice. Ces conditions sont suffisantes pour assurer

la convergence de la méthode de Newton avec l'itération initiale de Newton Xy = 0.

Soit
R(X)=-XC105 X + XD+ AX — EFT. (5.5)

Nous appliquons la méthode de Newton-Kleinman pour résoudre 1’équation
R(X)=0.
La dérivée de Fréchet de 'application non linéaire R(X) en X est donnée par
Ry, (Z) = (A— X,C1C3)Z + Z(D — C1C3 Xp). (5.6)

En choisissant comme premier terme Xy = 0,5, on construit la suite (Xy)gen des

approximations de la solution de (5.5) définie par la relation de récurrence

Ry, (X1 — Xi) = —R(Xp). (5.7)

On montre facilement que les itérations X1 de Newton peuvent étre vues comme

solutions de I’équation matricielle de Sylvester

Ap X1+ Xgy1 Di + LkMg =0 (5.8)
oun A, = A — XkClCQT, Dp,=D— Clchky Ly = [XkC’l , —E} et M = [XECQ s F]

La convergence de la méthode de Newton pour la résolution de I’équation de Riccati

non symétrique est donnée par le théoréme suivant ;

Théoréme 5.2.1 (Guo et Higham,(2007) [46]). Si X* la solution non négative minimale

de léquation (5.14), alors les itérés de la méthode de Newton {X;} sont bien défini, avec
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Xo =0, et nous avons

k> 1, Xo < X1 < X, < X%, et lim (X;) = X",

lim
k—o0
De plus, st la matrice M est inversible la convergence est quadratique.

L’algorithme suivant décrit le processus de la méthode de Newton-Kleinman pour ré-

soudre 1’équation de Riccati non symétrique

Algorithm 9 [La Méthode de Newton-Kleinman pour résoudre NARES]
— On choisit une estimation initiale X, une tolérance tol et on fixe kmax.

— Pour £k =0,...,kmax

— Calculer X la solution de ’équation de Sylvester de grande taille suivante
Ap, Xps1 + Xpy1 D + L M =0 (5.9)

— Si || R(Xk+1) ||p< tol, Arrét

— Fin pour.

Dans chaque itération de l’algorithme de Newton-Kleinman, on résout 1’équation ma-
tricielle de Sylvester avec le second membre donné comme le produit de deux matrices
de petit rang. Pour les petites et moyennes dimensions, on peut utiliser des méthodes
directes comme la méthode Bartels-Stewart [11]. Dans le cas ou n est grand, les mé-
thodes de projection sur des espaces de type Krylov, plusieurs méthodes numériques ont
été proposées ces derniéres années; voir [29, 55, 56, 64, 65, 100, 102]. Ici, nous avons
utilisé des sous espaces de Krylov étendus par blocs (ou le sous espaces de Krylov par
bloc) pour résoudre I’équation matricielle de Sylvester de grande taille (5.8). Le procédé
est défini comme suit : On applique d’abord l’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs
(ou 'algorithme d’Arnoldi par blocs) & (Ayg, Ly) et (D}, M) a I’étape m, il permet de
générer, les matrices orthonormés V,, , et W,,, ;. dont les colonnes sont des bases ortho-
normales du sous espace de Krylov étendu par blocs de K, (Ag, Li) et K, (DE, My),
respectivement. Les approximations X;" ; de la solution X1 sont données par :

Xl?}',-l = Vm,kZmWT (5.10)

m,k>
et Zp, est obtenu a partir de la condition d’orthogonalité de Galerkin :
Ve ROXT ) W g = 0, (5.11)

o R(X;1,) = A Xi1 + X0 Dy + LkMkT est le résidu de X}, correspondant a
Péquation de Sylvester (5.8). Par conséquent, nous obtenons la matrice Z,, est la solution

de I’équation de Sylvester de petit taille suivante :

TN Z, + Z, TP 1L, MT =0, (5.12)
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ou Ti) = VI AV, T = W2 DI'Wop, Ly = VI Ly et My, = W2 M

L’équation de Sylvester de taille réduite (5.12) sera résolu par la méthode de Bartels-

Stewart [11]. On peut calculer la norme du résidu || R(X}" ;) || sans avoir calculer la

m
k+1>

peut étre exprimée comme un produit de deux matrices de rang inférieur et cela permet

solution approchée X voir [56, 62] pour plus de détails. Ici 'approximation Xj

d’économiser de la place mémoire.

Notons que dans le cas de I'utilisation de ’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs pour
résoudre I’équation matricielle de Sylvester de grande taille (5.9), nous avons besoin de
calculer produits de la forme AI;IY et D,;TY ou Ay = A—XkClCQT et Dy, = D—ClCQTXk
avec X, sous la forme suivante X = 7 ZQT . Puisque A et D sont creuses, les matrices
A et Dy, sont pas plus creuses, puis le calcul de les produits A,;lY et D,;TY devient
trés colteux. La meilleure méthode pour éviter ce probleme est d’utiliser la formule de

Sherman-Morrison-Woodbury donnée par
A+UvhHly =AYy — A 'u( +vT ATl U)vT A7y, (5.13)

ou U et V sont des matrices de taille n x r. Notons que, si nous utilisons la méthode
d’Arnodi par bloc [29, 62] pour résoudre 1’équation matricielle de Sylvester (5.9), alors on
a seulement les produits de la forme A Y et D,CT Y qui sont nécessaires. Généralement,
cette méthode nécessite plusieurs itérations, par rapport a la méthode d’Arnodi étendu
par bloc, pour obtenir de bonnes approximations mais pourrait étre moins cher si les

produits inverse "matrice-matrice" sont dominants.

5.3 Solution approchée de rang inférieur de NAREs

Dans cette section, nous considérons les équations algébriques de Riccati non symétriques
avec un second membre donné comme produit de deux matrices E et F' de petit rang.

Dans ce cas I’équation de Riccati non symétrique est de la forme suivante :

AX +XD - XC,C¥X - EFT =0, (L:NARE) (5.14)

ou les matrices A et D sont de grande taille et inversibles. £ € R™*¢ ' € RP*® (] €
RP*5 et Cy € R™ avec s < n, p. Ces équations matricielles présentent de nombreuses
applications telles que dans la théorie de transport et autres. A titre d’exemple, nous
considérons 'équation de Riccati non symétrique de la théorie de transport avec n =
p =900 et ¢ = o = 0.5 (voir la section suivante). Sur la figure 5.1, nous avons tracé la
décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la solution non négative minimale exacte

obtenue par la méthode de Schur.
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FIGURE 5.1: Les valeurs singulieres de la solution non négative minimale de I’équation
NAREs

Comme le montre cette figure, les valeurs singuliéres décroisent rapidement vers zéro,
donc le rang numérique de la solution exacte (non négative minimale) est petit, ce qui
donne une solution de rang inférieur "low-rank". Ici on a rang(X*) = 20. Cette remarque
permet de rechercher des méthodes qui donne des approximations de petit rang "low-
rank" de la solution de I’équation LrNARE.

Dans la suite, nous proposons une méthode itérative de projection sur des sous espaces
de Krylov étendu par blocs pour résoudre ’équation LrNARE, basée sur ’algorithme
d’Arnoldi étendu par blocs et la condition d’orthogonalité de Galerkin. Cette méthode

est décrite ci-dessous comme suit :

Nous appliquons I’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs a (A, E) et (DT, F), nous obte-
nons les matrices orthogonales V,,, 11 et W,,, 1 et les matrices de Hessenberg supérieure
par blocs HA et HP. Nous définissons aussi les matrices de Hessenberg supérieures par

blocs suivantes

m

T4 = VI AV,,, TA =VI | AV,

et
D
T2 =w! DTW,,, TP

m

=WL ., DTW,,

Comme nous avons expliqué précédemment que les matrices Hessenberg par blocs Tﬁ
et T2 sont obtenus & partir HA et H2 sans avoir calculer le produit "matrice-vecteur".

Ensuite, nous considérons des solutions approchées de petit rang de la forme

X =V, Y, W (5.15)
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avec Vi, = [Vi,..., Vi, Won = [W1,...,Wp] et Yy, € R2msX2ms [a matrice Yy, est

obtenue a partir de la condition de Galerkin suivante
VI R(X )W, = 0, (5.16)
ot R(X,,) est le résidu correspondant a l’approximation X, et défini par :
R(Xp) = AX, + XD — X,,C1CT X, — EFT.

Nous utilisons la condition d’orthogonalité de Galerkin (5.16) et le fait que les matrices
Vi et W, sont orthogonales, nous obtenons une équation projetée de type Riccati non
symétrique

T/ Y + Vi (TE)T = V.01 C3 Yo — EnFE = 0, (5.17)

ot C1 . =WEC, Copy =VECy, Epy =V E et Fy, = WL F.

Notons que si M,, la matrice associée a 1’équation projetée (5.17), c’est a dire

My — (T =CumCia )
" —E, FT TA

Soit la matrice orthogonale Q,, définie par :

Wm0
Om = .
" 0 Vm
Alors nous avons la relation entre la matrice M associée a I’équation (5.14) et la matrice

M, :
M, = QF M Q. (5.18)

Nous supposons que I’équation projetée de Riccati non symétrique (5.17) a une solution
non négative minimale unique qui pourrait étre obtenue par des méthodes classiques.
Nous avons le résultat suivant qui nous permet de calculer la norme du résidu sans

calculer la solution approchée X,,.

Théoréme 5.3.1. SoitY,, la solution exacte de l’équation NARE réduite (5.17), obtenue
a litération m de lalgorithme d’Arnoldi étendu par blocs . Alors la norme de Frobenius

du résidu Ry, = R(Xy,) est donnée par :

2 D T2 A T 2
I R [[F=11 YmEm(Trat1,m) 7+ 1| Top1,m B Yin 175 (5.19)
ot ']I‘;;‘Hl’m et TnD‘H—l,m sont les dernier bloc des matrices ﬂ et @ respectivement.
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Démonstration. Soit V11 = [V, Ving1] et Wiy = [Wo,, Win41] les matrices ortho-
normales construites en appliquant simultanément m itérations de l'algorithme EBA
aux paires de matrices (A, E) et (DT, F) respectivement, donc on a T4 = VI AV,, et

T2 = WL DTW,,. Le résidu R(X,,,) peut étre formulé comme un produit de matrices

R(Xm) = AXpm+ XD - X,,C,CTX,, — EFT
TA Y + Vi (TE)T = V,,C1CT Y, — EFT Y En(TR )7

- Vv " W
i Tré—&-l,mE%Ym O2r m
on C; =WLey, Oy =VICy, E=VLE et F=W!F.
Comme Y, est la solution de ’équation projetée
TAY,, + Y (T2 - v,,C1CLY,, — EFT =0,
nous avons
0 Yo B (TR )T
R =R(Xp) =V mhm WI .. 5.20

Puisque V,,11 et W,,11 sont orthonormales, nous obtenons :

A

| R [5=1 Y B Tty 3+ 1| Tonr B Yo 17 -
O

Le théoreme précédent joue un réle trés important dans la pratique, il permet de calculer
la norme du résidu sans calculer ’approximation de la solution et de minimiser le temps

d’exécution.

pour économiser de la mémoire, la solution approchée X,, = VmYmW£ pourrait étre
donné comme un produit de deux matrices de petit rang. En effet, considérons la dé-

composition en valeurs singuliéres de la matrice Y,,, c’est-a-dire
77 T
Yn=UXV",

ou X est la matrice diagonale des valeurs singulieres de Y,,, rangées dans 'ordre dé-
croissant. Soient (Nfl et T~/l les matrices constituées des [ premiéres colonnes de U et
de V correspondant aux [ valeurs singulieres supérieures ou égales certaine tolérance
dtol. Nous obtenons la décomposition de valeur singuliére tronquée Y, ~ [7[ > 17IT ol
¥, = diag[oy, ..., 07]. Soit Zé%) =V U 211/2, et Z,gf) =W,V 211/2, il en résulte que

X 20 (22)T (5.21)

m
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Cette factorisation est trés importante pour les probléemes de grande dimension, quand
on n’a pas besoin de calculer 'approximation de la solution X,,, mais on a besoin de la

stocker a chaque itération.
Nous donnons maintenant un résultat de perturbation

Théoréme 5.3.2. Soit X,, lapproximation de rang inférieur de l’équation LrNARE
(5.14). Nous avons :

(A= Kp)Xm + Xon(D — Jp) — XnC1CF X, — EFT =0, (5.22)

0l Ky = Vi Tip 1 Vil et Jon = Wi (T, ) TWE L.

m m

Démonstration. En multipliant 1’équation de Riccati non symétrique de dimension ré-
duite (1.5) & gauche et a droite par V,, et WI respectivement, et en utilisant les les

relations suivante
AV, =V,,T +V T E
m m=m m+14m4+1,mSm>

et
DTWp, = Wi TD + W1 T 1 o EL

nous obtenons
[AV = Vini1 Ty 1 B ] Y W + Vi Yoo [DT W, = Wi a TRy B )T

VYW BCTY,, Y, WL + EFT = 0.

Comme V,, et W,,, sont deux matrices orthonormées, cela nous permet de donner les

relations suivantes
A T T A TyT
Vi1 D1 m B Ym W, = m+1Tm+17mEmeXm

et
VmYmEm (TD )Tan;_;,_l = XmeEm (TD+1,m)Tan;+l

m+1,m m

d’autre part, on a également
VilEm = Vi et W, E,, = Wy,
Par conséquent
(A— KX+ Xpu(D = Jp) — X BCTX,, + EFT =0,

ot Ky = Vi1 T 1 Vib et Iy = Wi (TR 1) T Wikyy. O

m
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Lorsque D = AT, C; = Oy et E = F I’équation (5.14) sera une équation de Riccati
symétrique, et le résultat du théoreme 5.3.2 coincide dans ce cas avec le résultat de la

perturbation donnée dans 'article de Jbilou [65].

Ensuite, nous donnons un résultat montrant que ’erreur X — X,,, est une solution exacte
de I’équation NARE perturbée.

Théoréeme 5.3.3. Soit X, la solution approchée obtenue par m itération de l’algorithme
d’Arnoldi étendu par blocs, et X la solution de I’équation LrNARE (5.14). Alors, l'erreur
X — X, est une solution de l’équation algébrique de Riccati non symétrique perturbée

susvante

A (X = X))+ (X = X)) Dy — (X = X)) C1CT (X — X))+ Kin X + X din = 0 (5.23)
ol Ap = A— X C1CF et Dyy = D — C1CF Xy Koy = Vi1 Tim 1., Vil et Iy =
Wi (T 1.m) Wis-
Démonstration. D’apres le théoreme (5.3.2), nous avons :

(A= K)Xpm + Xp(D = Jp) — XnC1CT X, — EFT = 0. (5.24)

La soustraction (5.24) et (5.14), permet de donner I’équation suivante

AX - X))+ (X = X,)D - XC,CTX + X,,C1CE X, + Ky X + X Ji = 0. (5.25)

Enfin, en développant (5.25), nous obtenons (5.23) se qui termine la démonstration. [

Nous donnons maintenant un résultat de majoration de la norme de 'erreur X — X,,, au

pas m de l'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs.

Théoréme 5.3.4. Soit X,, approrimation de faible rang de la solution exacte X de
léquation LrNARE. Si 6y, = sepp(Am, —Dpm) > 0 et Jmll 1/4, il existe une solution

0
X de (5.14) satisfaisant

29m

[Fs :
Om + /05, — 4ym1)

X = Xm
0t Y =|| B |7 et n =] CLCF | p-

Démonstration. Tout d’abord, remarquer que

0 Yo B (T 1) T
KXo + Xppdm =V +1< m+1,m wr.,,  (5.26)
m<3m mJm m Té_i_l,mE%Ym 0 m+1
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par conséquent, a partir de (5.20), nous obtenons
KXo + XonJm = R, (5.27)

Maintenant nous appliquons | le Théoréme 2.1 dans [104]] a I’équation algébrique de

Riccati non symétrique (5.23), se qui termine la démonstration. ]

Nous remarquons que 0y, = sepp (A, —Dp,) est également défini par

Om = inf T(P ,
nt I TCP) e

oit T(P) = AP + PD,,.

Les étapes de la méthode que nous proposons (pour résoudre I’équation de Riccati non

symétrique de grande taille) sont résumées dans l’algorithme suivant

Algorithm 10 [La méthode d’Arnoldi étendu par blocs pour résoudre NARES]
— Entrées : les matrices A, D, C1, Cy, E et F. Le nombre maximum d’itérations m,qz,

et les tolérances toler et dtol.
— Sorties : les matrices ZT(T} ) et (Zr(r% )) de telle sorte que la solution approchée est donnée

par

— Pour m=1,... Mmas
— Appliquer I'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs & (A, E) et (DT, F) pour obtenir
les matrices orthogonales V,,,, W,, et les matrices de Hessenberg par blocs T,‘?l et
T2.
— Résoudre 'équation NAREs de taille réduite

T2 Yo + Yo (TE)T = Y, C1n G Yo — EmFE = 0,

— Si || Rim ||p< toler, Arrét

— Fin pour.

Dans la section suivante, nous allons appliquer les méthodes itératives proposées pour
la résolution d’un particulier de ’équation algébrique de Riccati utilisée dans la théorie

de transport.

5.4 Applications a la théorie de transport

Dans cette section, on considéere le cas particulier de I’équation algébrique de Riccati

non symétrique, largement utilisée dans la théorie de transport, voir [24, 40, 73, 92]. Le
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probléme de transport consiste a résoudre une équation intégrodifférentielle. Aprés la
discrétisation de cette équation intégrodifférentiel, le probleme peut étre exprimé sous

la forme de I’équation matricielle de Riccati non symétrique suivante
(A—eqg") X + X (T —qel) — Xq¢"' X —ee? =0, (5.28)

ou les matrices et les vecteurs ci-dessus dépendent des parametres ¢ et « satisfaisant
0<e<1,0<ac<l, pour plus de détails voir [24, 38, 40, 73, 92]. Cette équation

particuliére est de la forme LrNARE donnée a (5.14) avec les matrices suivantes
A=AN—-e¢d", D=T—qe?, C1=Cy=¢q, et E=F =e. (5.29)

Les matrices A et I' dans ’équation NARE (5.28) sont données par

A =diag(dy,...,0,); I =diag(y1,...,7m), (5.30)

ol )
bj=————, et y=——i=1,...,n. 5.31
Foeri(l—a)’ o cmi(1+a)’l el (5:31)

Les vecteurs e et g sont donnés par

e=(1,....,D)T, g=(q1,...,q)T avec qi:;U—i,izl,...,n. (5.32)
x

[

Nous appliquons ensuite la méthode d’Arnoldi étendue a I’équation NARE (5.28) pour
obtenir des solutions approximatives bas de classement. Nous remarquons que 'appli-
cation de la méthode ci-dessus, nous utilisons des opérations « matrice-vecteur» de la
forme A~'v et D~Tv. Comme les matrices A et D impliquées dans ’équation algébrique
de Riccati non symétrique (5.28) sont la somme d’une matrice diagonale et d’une ma-
trice de petit rang, nous pouvons utiliser la formule Sherman-Morrison-Woodbury pour
calculer A~y et D~ 1u, ot u € R™.

Donc nous avons :

_ -1 _ A leg" A=l
A 1u = (A - eqT) u=A 1'LL + m, (533)
ot 1, . Tp-1
- r- r-
D7ty = (T — gel)(A —eqh) lw=T"lu+ ac “ (5.34)

1—el'T-1g "
Cette formule permet de réduire le temps de calcul et permet également de réduire la

place en mémoire.
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5.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous donnons quelques exemples numériques de I’équation de Riccati
non symétrique NAREs pour montrer I'efficacité des méthodes proposées. Les différentes
expériences numériques ont été réalisées sur un ordinateur Portable d’Intel Core i5 a
1,6 GHz et 4G de RAM. Les algorithmes ont été codés dans Matlab2009. Nous avons
comparé la performance de la méthode d’Arnoldi étendu par blocs et la méthode Newton-
Block-Arnoldi avec la méthode RRE (Reduced Rank Extrapolation) proposée par El-
Moallem et Sadok pour résoudre I’équation de Riccati non symétrique, pour plus de

détails voir [38]. Pour I'algorithme d’Arnoldi étendu par blocs, le critére d’arrét était

IR(Xm)llr /IEFT|[p < 107,

ou la norme de || R(X,,)|| résiduelle a été calculée en utilisant le théoréme 5.3.1. Pour la

méthode de Newton-BA et la méthode RRE, les itérations étaient arrétée lorsque
| Xe1 = X e /1X5 ]l < 1071,

Nous considérons le probléme venant de la théorie de transport comme expliqué dans la
section 5. Nous avons utilisé différentes valeurs des parametres « et ¢, et également diffé-
rent tailles du probléme de transport. Le tableau (?7) et le tableau (3.2) rapportent sur
les résultats obtenus par la méthode d’Arnoldi étendu par blocs pour résoudre NAREs
(algorithme 2) notée (EBA-NARE), la méthode d’Arnoldi Newton-Bloc (Newton-BA)
résumée dans 'algorithme 3 pour laquelle ’équation de Sylvester, apparaissant dans
chaque étape de l'itération de Newton, a été résolu de maniere itérative par l'algorithme
d’Arnoldi par blocs et la méthode RRE [38]. Pour la méthode EBA-NARE, I’équation
de Riccati non symétrique projetée NARE (5.17) a été résolue en utilisant le programme

sda_affine_mnare de Bini, lannazzo et Meini pour plus de détails voir[24].

Exemple 1.

Dans ce premier exemple, nous avons choisi ¢ = 0.5 et @ = 0.5. Nous avons d’abord
calculé les approximations Xy et Xg données par le Newton-BA et par TEBA-NARE
pour le taille n = 2000 et obtenir le suivant norme d’erreur | Xy — Xg ||p=1.2-1071°
cette résultat signifie que la solution approchée X de la méthode EBA-NARE obtenue
se rapproche de la solution non négative minimale X obtenue par la méthode de New-

ton.

Nous considérons maintenant des problemes avec les tailles suivantes n = 4000, n =
10000, n = 20000 et n = 36000. Dans le tableau (5.1), une liste des normes résiduelles re-

latives obtenues pour chaque méthode et le temps de calcul correspondant (en secondes).
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Pour toutes les expériences, les itérations de la méthode de Newton ne dépassent pas 5
itérations. Le nombre maximum d’itérations intérieures était itermax = 50 et ces itéra-
tions intérieures ont également été arrétée lorsque le résidu correspondant est inférieure
a tol = 10~'°. Nous remarquons que les approximations X,, produite par I’algorithme
EBA-NARE sont données sous la forme factorisée (5.21). Ces approximations sont nu-
mériquement de petit rang, par exemple, lorsque n = 4000, le rang de ’approximation
obtenue par la méthode EBA-NARE était égale a 22, et que le rang correspondant a
I’approximation obtenue par 'approche de Newton-BA était 23.

TABLE 5.1: Résultats pour les exemples de NAREs dans la théorie de transport avec
c=0.5et a=0.5.

Méthode EBA-NARE Méthode Newton-BA Méthode RRE
n Res. Norm CPU time | Res. Norm CPU time | Res. Norm CPU time
4000 | 2.7-107% 1.1s 3.5-10712 755 2.5-1072  6.7s
10000 | 1.5- 10712 2.5s 4.5-10712  34s 1.7-10712  34.5s
20000 | 5.3- 1072 6.5s 6.5-1072 415s 6.5-10712  790s
36000 | 9.2-6.2712 194s 5.2-10712  1430s - — > 3000s
Exemple 2.

Dans le deuxieme exemple, nous considérons également I’équation matricielle de Riccati
non symétrique dans la théorie de transport avec ¢ = 0.9999 et o = 1078, Cet exemple
correspond a un cas difficile a résoudre par les méthodes itératives (le probleme lié a
la singularité de la matrice Jacobienne) pour plus de détails voir [38, 49, 52]. Dans le
tableau 5.2, nous avons présenté les normes des résidus et les temps de calcul CPU obtenu
pour les trois méthodes : (EBA-NARE), (Newton-BA) et méthode RRE. Un maximum
de kmax = 30 itérations a été autorisé aux itérations Newton extérieures. ici aussi, nous
avons utilisé les mémes criteres d’arrét que dans 'exemple 1. Comme on le voit & partir
du Tableau 5.2, les temps de calcul pour la méthode de Newton sont beaucoup plus
élevés que ceux obtenus dans le tableau 5.1. Une possibilité pour éviter la difficulté « le
probléme de singularité de la matrice Jacobienne » de la méthode Newton dans ce cas
est 'utilisation des techniques de décalage « shift technique», en transformant I’équation
de départ avec une technique de «shift», qui permet d’éviter le probléme de singularité

pour la matrice Jacobienne. Pour plus de détails voir [38, 49, 52].

TABLE 5.2: Résultats pour les exemples de NAREs dans la théorie de transport avec
c=0.9999 et a = 1078,

Méthode EBA-NARE | Méthode Newton-BA Méthode RRE
n Res.Norm CPU time | Res.Norm CPU time | Res.Norm CPU time
4000 1.7- 10712 1.6s 3.5-10711 355 1.5-1072 13.5s
10000 | 2.5- 10712 2.7s 4.5-107" 1255 2.3-10712 725
20000 | 7.6-10712 7.4s 1.5-1071  1950s 4.4-10712  2140s
36000 | 7.3-6.2712 211s - = > 3000s — —— > 3000s
120000 | 5.2-6.2712  763s —_ > 3000s — —— > 3000s
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Exemple 3. Dans ce troisieme exemple, nous considérons ’équation de Riccati non
symétrique (LtNARE) donné en (5.12). Les matrices A et D sont obtenues a partir de

la discrétisation par différences finie centrées des opérateurs

Ou

LA, = Au— exygz + sin(zy) 9y + 100z, (5.35)
et 5 9
LD, = Au— nyai;/j + :Ecos(xy)a—z + 10, (5.36)

respectivement, sur le carré unité [0, 1] x [0, 1] avec des conditions aux bord de Dirichlet
homogenes. Le nombre de points de la grille intérieure dans chaque direction a été ng
pour l'opérateur LA, et pg pour 'opérateur LD,. La dimension des matrices A et C
sont n = n% et p = pg respectivement. Différents choix de valeurs ont été faits pour ng et
myg. Les matrices E, F', C et Cy sont des matrices aléatoires uniformément distribuées
dans Uintervalle [0, 1] et s = 5. Nous utilisé le méme critére d’arrét comme pour les

exemples premiers.

Le tableau 5.3 donne les résultats obtenus par les trois méthodes EBA-NARE, Newton-
BA et la méthode SDA [24, 50]. Pour les trois méthodes, nous avons reporté la norme
de Frobenius du résidu et le temps CPU (en secondes) de calcul. Comme indiqué sur le

tableau 5.3, les méthodes proposées donne les meilleurs résultats en terme de temps de

calcul.
TABLE 5.3: Résultats pour les exemples 4, comparaisons avec la méthode SDA.
Méthode EBA-NARE | Méthode Newton-BA Méthode SDA
n, p Res.Norm CPU time | Res.Norm CPU time | Res.Norm CPU time
n = 400,
p = 225. 3.7-1072 0.6s 6.5-10712 1.8s 2.5-10712  4.7s
n = 40000,
p=22500 | 2.4-62712 82.5s 4.5-10712 1245 | —————
n = 122500
p=190000 | 6.3-6.2712 240s 6.5-10712  415s -

5.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, deux nouvelles méthodes itératives pour calculer la
solution approchée de rang inférieur d’équations algébriques de Riccati non symétriques
de grande taille. La premiére basée sur des sous-espace de Krylov étendus par blocs et la
condition d’orthogonalité de Galerkin. Dans la deuxieme méthode, nous avons présenté
la méthode de Newton-bloc Arnoldi, basée sur la méthode de Newton et des sous-espaces
de Krylov par blocs : a chaque itération de la méthode de Newton, on résout une équation

de Sylvester de grande taille par 'utilisation de I'algorithme d’Arnoldi par blocs. Nous
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avons également présenté des résultats de majoration de I’erreur. Nous avons appliqué
ces méthodes itératives a 1’équation de Riccati non symétrique bien connue dans la
théorie du transport. Les résultats numériques montrent que les approches proposées

sont efficaces pour les problémes de grande taille.
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Résume

Nous nous intéressons dans cette these, a I’étude des méthodes itératives pour la réso-
lution d’équations matricielles de grande taille : Lyapunov, Sylvester, Riccati et Riccati

non symétrique.

L’objectif est de chercher des méthodes itératives plus efficaces et plus rapides pour ré-
soudre les équations matricielles de grande taille. Nous proposons des méthodes itératives

de type projection sur des sous espaces de Krylov par blocs
Ko (A, V) = Image{V, AV, ..., A"V},
ou des sous espaces de Krylov étendus par blocs
K¢, (A, V) = Image{V, A7V, AV, A72V, A%V, ..., A"y, A=y

Ces méthodes sont généralement plus efficaces et rapides pour les problémes de grande

dimension.

Nous avons traité d’abord la résolution numérique des équations matricielles linéaires :
Lyapunov, Sylvester et Stein. Nous avons proposé une nouvelle méthode itérative basée
sur la minimisation de résidu MR et la projection sur des sous espaces de Krylov étendus
par blocs K¢ (A, V). L’algorithme d’Arnoldi étendu par blocs permet de donner un
probleme de minimisation projeté de petit taille. Le probléeme de minimisation de taille
réduit est résolu par différentes méthodes directes ou itératives. Nous avons présenté
aussi la méthode de minimisation de résidu basée sur ’approche global a la place de

I’approche bloc. Nous projetons sur des sous espaces de Krylov étendus Global
K& (A, V) = sev{V, A"V, AV, A72V, A2V, ... A"y, A= 41y

Nous nous sommes intéresses en deuxieme lieu a des équations matricielles non linéaires,
et tout particulierement ’équation matricielle de Riccati dans le cas continu et dans
le cas non symétrique appliquée dans les problemes de transport. Nous avons utilisé la
méthode de Newton et I’algorithme MINRES pour résoudre le probléme de minimisation
projeté. Enfin, nous avons proposé deux nouvelles méthodes itératives pour résoudre les
équation de Riccati non symétriques de grande taille : la premiere basée sur I’algorithme

d’Arnoldi étendu par bloc et la condition d’orthogonalité de Galerkin, la deuxieme est
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de type Newton-Krylov, basée sur la méthode de Newton et la résolution d’une équation
de Sylvester de grande taille par une méthode de type Krylov par blocs. Pour toutes ces
méthodes, les approximations sont données sous la forme factorisée, ce qui nous permet
d’économiser la place mémoire en programmation. Nous avons donné des exemples nu-
mériques qui montrent bien 'efficacité des méthodes proposées dans le cas de grandes

tailles.

Mots clés : Sous espaces de Krylov étendu, méthodes blocs et globales, Approximation
de rang inférieur, Lyapunov, Sylvester, Riccati continu, Riccati non symétrique, Méthode
de Newton, Théorie de transport, Condition de Galerkin, Méthode de minimisation de

résidu.
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Abstract

In this thesis, we focus in the studying of some iterative methods for solving large ma-
trix equations such as Lyapunov, Sylvester, Riccati and nonsymmetric algebraic Riccati
equation. We look for the most efficient and faster iterative methods for solving large
matrix equations. We propose iterative methods such as projection on block Krylov

subspaces
K, (A, V) = Range{V, AV,..., A"V},

or block extended Krylov subspaces
K¢, (A, V) = Range{V, A7V, AV, A72V, A>V, ... A"V, A=y,

These methods are generally most efficient and faster for large problems.

We first treat the numerical solution of the following linear matrix equations : Lyapunov,
Sylvester and Stein matrix equations. We have proposed a new iterative method based
on Minimal Residual MR and projection on block extended Krylov subspaces K¢, (A, V).
The extended block Arnoldi algorithm gives a projected minimization problem of small
size. The reduced size of the minimization problem is solved by direct or iterative me-
thods. We also introduced the Minimal Residual method based on the global approach
instead of the block approach. We projected on the global extended Krylov subspace

Ko (A, V) = Span{V,A7'V, AV, A7?V, A?V, ... | A"y, A7)

Secondly, we focus on nonlinear matrix equations, especially the matrix Riccati equation
in the continuous case and the nonsymmetric case applied in transportation problems.
We used the Newton method and MINRES algorithm to solve the projected minimization
problem. Finally, we proposed two new iterative methods for solving large nonsymme-
tric Riccati equation : the first based on the algorithm of extended block Arnoldi and
Galerkin condition, the second type is Newton-Krylov, based on Newton’s method and

the resolution of the large matrix Sylvester equation by using block Krylov method.
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For all these methods, approximations are given in low rank form, wich allow us to save
memory space. We have given numerical examples that show the effectiveness of the

methods proposed in the case of large sizes.

Keywords : Extended Krylov subspaces, Low-rank approximation, Lyapunov equation,
Matrix Sylvester equation, Riccati equation, Nonsymmetric Riccati equation, Transport

theory, Newton method, minimal residual method MR, Galerkin condition.

EL MOSTAFA SADEK Theése de Doctorat



	Table des Matières
	Liste des Tableaux
	Liste des Figures
	Notations
	Introduction Générale
	1 Outils de développement théoriques
	1.1 Introduction
	1.2 Matrices particulières
	1.3 Norme de Frobenius
	1.4 Formule de Sherman-Morrison Woodbury
	1.5 Inverse généralisée d'une matrice
	1.6 La décomposition en valeurs singulières (SVD)
	1.7 Approximation de rang inférieur
	1.8 Le produit de Kronecker et le -produit
	1.9 Méthodes de Krylov
	1.9.1 Sous-espace de Krylov par blocs
	1.9.2 Sous-espace de Krylov étendu par blocs
	1.9.3 Sous-espace de Krylov étendu global
	1.9.4 Algorithme d'Arnoldi étendu global

	1.10 Contrôlabilité et l'observabilité

	2 Méthodes de type globale-minimisation pour les équations de Lyapunov de grandes dimensions
	2.1 Introduction
	2.2 Solution exacte de l'équation de Lyapunov
	2.3 Méthode de Galerkin
	2.4 Méthode de minimisation du résidu
	2.5 Méthodes itératives pour résoudre le problème réduit
	2.5.1 LSQR global
	2.5.2 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné

	2.6 Exemples numériques
	2.6.1 Exemple 1
	2.6.2 Exemple 2

	2.7 Conclusion

	3 L'Extended-Bloc Arnoldi algorithme avec minimisation de résidu pour les équations de Sylvester creuse et de grandes taille
	3.1 Introduction
	3.2 Méthode de type Galerkin
	3.3 Méthode de minimisation du résidu
	3.4 Méthodes pour résoudre le problème de minimisation réduit
	3.4.1 La méthode directe basée sur la formulation de Kronecker
	3.4.2 Méthode de Hu et Reichel
	3.4.3 La Méthode LSQR globale
	3.4.4 La méthode du gradient conjugué globale préconditionné

	3.5 Forme factorisée de l'approximation de la solution
	3.6 L'algorithme GA-LRSE
	3.7 L'algorithme MR-LR-Sylvester
	3.8 Résolution de l'équation de Stein non symétrique
	3.8.1 Méthode de Galerkin
	3.8.2 Méthode de minimisation du résidu

	3.9 Exemples numériques
	3.9.1 Tests numérique pour l'équation de Sylvester
	3.9.2 Tests numérique pour l'équation de Stein non symétrique

	3.10 Conclusion

	4 Méthode de minimisation du résidu pour la résolution de l'équation de Riccati continue de grande taille
	4.1 Introduction
	4.2 Méthode de Galerkin
	4.3 Méthode de minimisation du résidu
	4.4 Résolution du problème de minimisation réduit
	4.5 Méthode de MINRES globale.
	4.6 Forme factorisée de la solution approchée
	4.7 Algorithme GA-CAREs
	4.8 Algorithme MR-CAREs
	4.9 Exemples numériques
	4.9.1 Exemple 1
	4.9.2 Exemple 2
	4.9.3 Exemple 3

	4.10 Conclusion

	5 Équation matricielle de Riccati non symétrique et application à l'équation de transport
	5.1 Introduction
	5.2 La méthode de Newton-Krylov par blocs
	5.3 Solution approchée de rang inférieur de NAREs
	5.4 Applications à la théorie de transport
	5.5 Résultats numériques
	5.6 Conclusion

	Bibliographie
	Résumé
	Abstract

