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Chapitre 1

Introduction

La détection du fond diffus cosmologique, en 1964 par Arno Allan Penzias et Robert Woodrow Wilson,
amorgait une avancée majeure dans la compréhension de notre Univers, et plus particulierement de sa
naissance. De nos jours, 'opacité des premiers instants est un frein pour 1’étude de I’Univers, mais le cadre
de la physique des particules permet de surmonter ce probleme et de poursuivre le voyage.

Dans la compréhension de 1’Univers, deux voies complémentaires d’études sont finalement suivies. La
premiere repose sur 1’étude de I’Univers au niveau local ou dans son immensité - avec ’étude du fond
diffus cosmologique notamment -, et conduit a estimer les constantes fondamentales ou les parametres
libres de I’Univers (courbure de 'espace-temps par exemple). La seconde se situe au niveau terrestre, et plus
particulierement dans les collisionneurs de particules ; elle mene & une compréhension du monde subatomique.
De ces deux axes de recherche, deux modeles majeurs ressortent : le modele standard de la cosmologie, dont
le modele plus courant est appelé le modele ACDM, et le modele standard de la physique des particules.

Malgré les grandes réussites de ces deux modeles, des problemes fondamentaux persistent. L’expansion
accélérée de 1"Univers ou la rotation des galaxies sont parmi les problemes majeurs de la cosmologie
moderne. Pour ce qui est de la physique des particules, la gravitation au niveau subatomique (liée a
I'incompatibilité entre la mécanique quantique et la relativité générale) ou le probléeme de hiérarchie des
particules scalaires posent également probléme. Néanmoins, ces deux axes de recherche étant en symbiose,
des problemes rencontrés en cosmologie trouvent une solution naturelle grace a la physique des particules,
et inversement. Cependant, un grand nombre de phénomenes physiques restent encore incompris. Dans
le présent travail, 'axe de la physique des particules a été choisi, mais des problemes de la cosmologie
moderne sont par ailleurs évoqués.

Le modele standard de la physique des particules est une grande réussite théorique et expérimentale. La
détection du boson de Higgs par le grand collisionneur d’hadrons (LHC) de Geneéve, le 4 juillet 2012, venait
confirmer sa robustesse. Dans notre voyage vers la naissance de I’Univers, la mise en évidence du boson
de Higgs constitue une étape importante et permet une meilleure compréhension du changement d’état qui
s’est produit moins d’une seconde apres le Big Bang. Malgré 'opacité de I’Univers, entre le mécanisme de
Higgs et le découplage de la lumiere avec le bain primordial, cette mesure est un événement majeur pour
la naissance de notre Univers. De grandes inconnues - leptogénese, baryogénese, etc - perdurent entre ces
deux dates majeures, mais les études menées dans les collisionneurs et corrélées avec I’analyse du fond diffus
cosmologique permettent, malgré notre aveuglement, de tenter de les comprendre.

Néanmoins, la détection du boson de Higgs apporte son lot de problemes et confirme que le modeéle standard
est une théorie incomplete. Une théorie plus fondamentale, a plus haute énergie et plus proche du temps
zéro est nécessaire.

Le probléeme de hiérarchie des particules scalaires n’est pas I'unique source menant a supposer 'exis-
tence d’une nouvelle théorie. Parmi toutes les particules qui composent le modele standard, ces dernieres
représentent seulement une toute petite portion connu de I'Univers, appelé visible d’apres leur affinité
avec la lumiere. L'immense majorité de I’Univers est « invisible » et incomprise. Deux obstacles a notre
compréhension émergent : la matiére noire, associée a la formation des amas de galaxies mais aussi a leur
rotation, et I’énergie noire, introduite pour tenter de comprendre 'accélération de I’expansion de 1’Univers.

Dans la construction du modele standard, I’étude des symétries a joué un role prépondérant. Il est par
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conséquent naturel d’introduire une nouvelle symétrie, de maniere & étendre le modele standard.

La supersymétrie introduit une symétrie entre les particules fermioniques et les particules bosoniques. De ce
fait, pour chaque particule fermionique du modele standard, un superpartenaire bosonique lui est associé.
Réciproquement, un superpartenaire fermionique est associé aux bosons du modele standard.

L’ajout d’une nouvelle symétrie a plus haute énergie - remontant, par la méme occasion, I’ordre chronologique
de I’évolution de I'Univers en allant vers sa naissance - implique nécessairement que cette derniere soit brisée
a basse énergie. Une brisure dynamique de la supersymétrie n’étant pas phénoménologiquement viable,
cette derniere doit étre brisée explicitement via 'introduction de termes de brisure douce, dont les origines
proviennent d’une énergie plus importante.

Les chapitres 2 et 3 présentent une étude de la supersymétrie globale. Le chapitre 2 introduit la
supersymétrie, ou des éléments essentiels a la compréhension et a la construction d’un lagrangien super-
symétrique, pour un groupe de jauge arbitraire, sont présentés. Le chapitre 3 correspond a une analyse
phénoménologique pour un modele supersymétrique particulier - le modele standard supersymétrique
minimal - dans le cadre de la matiere noire. Dans ce méme chapitre, nous présentons également le
développement d’un nouveau générateur informatique, permettant d’estimer la densité relique de maniere
noire d’'un grand nombre de modeles allant au-dela du modele standard.

Les termes de brisure douce, utilisés dans le cadre d’'une supersymétrie globale, ont été incorporés de ma-
niere manuelle pour I'analyse, ce qui nous éloigne d’une compréhension de la Nature. Une maniere naturelle
d’obtenir ces termes de brisure douce consiste a monter en énergie et a introduire une nouvelle symétrie.
De maniere analogue aux groupes de jauge du modele standard, ou les bosons vecteurs sont introduits pour
restaurer 'invariance de la symétrie sous une transformation locale, la gravité émerge de maniére naturelle
pour respecter I'invariance par rapport au parametre de la transformation locale. Ce dernier, dans le cadre
de la supersymétrie, étant un parametre fermionique, le champ de jauge est par conséquent un fermion,
appelé gravitino. Le gravitino est également accompagné de son superpartenaire, le graviton, et conduit a
la gravitation. La supersymétrie locale est ainsi une théorie de la gravitation, appelée supergravité.

Néanmoins, l'introduction d’une nouvelle symétrie a haute énergie nécessite sa brisure a basse énergie.
L’extension supersymétrique du mécanisme de Higgs est incluse et le champ de jauge associé a la brisure de
la supergravité, le gravitino, devient massif. Parmi les multiples scénarii qui communiquent les conséquences
de ces brisures aux champs de matiere, notre étude est focalisée sur la brisure de la supersymétrie induite
par la gravitation. Cette analyse nécessite de définir deux fonctions fondamentales, le potentiel de Kéahler
et le superpotentiel.

La supergravité incorpore de maniere naturelle la gravitation mais c¢’est une théorie non-renormalisable.
Et notre voyage vers le temps zéro de la naissance de I’'Univers se limite a I’échelle de Planck, ot la gravitation
est comparable aux interactions du modele standard (ou de ses extensions). Mais les processus physiques
qui ont été produits pour une telle échelle d’énergie doivent conduire a des prédictions observables dans les
expériences a basse énergie, menées dans les accélérateurs de particules, ou a une meilleure compréhension
de I’Univers invisible. De plus, des modeéles de supergravité incorporent des mécanismes naturels, permettant
d’obtenir une faible valeur de la constante cosmologique.

Le chapitre 4 est une introduction a une théorie de la supergravité N = 1 permettant d’obtenir la contri-
bution du potentiel scalaire, utilisée dans la brisure de la supergravité et étudiée dans les chapitres 5 et 6.
Dans le chapitre 5, nous réalisons une analyse complémentaire [1] de celle apportée par Soni et Weldon [2]
en 1983.

De maniere a permettre une analyse a basse énergie de la brisure de la supersymétrie induite par la gravi-
tation, Soni et Weldon ont classifié¢ les expressions analytiques du potentiel de Kéhler et du superpotentiel,
mais cette étude est incomplete. Nous avons obtenu de nouvelles solutions - présentées dans la section 5.1
- menant éventuellement a de nouvelles conséquences phénoménologiques a basse énergie. Le chapitre 6
permet d’approfondir une de ces solutions et de mettre en lumiere quelques caractéristiques a basse énergie.

Pour les différents chapitres, les conventions choisies sont évoquées a 'annexe A. Des détails techniques

sont également donnés dans les annexes B et C.



Chapitre 2

Eléments de supersymétrie globale

A la sortie des années 1960, le modele standard de la physique des particules est une grande réussite
théorique. En se basant sur des principes de symétrie, I’ensemble de I’Univers visible pour de faibles énergies
est parfaitement décrit. Au coeur de ce modele, deux types de particules bien distinctes, les bosons et
les fermions, aux propriétés bien différentes, sont considérés. Une maniere naturelle d’étendre le modele
standard flit de supposer I'existence d’une symétrie entre les bosons et les fermions. Pour chaque fermion,
un superpartenaire bosonique est associé et réciproquement.

Dans ce premier chapitre, les préceptes de base de la supersymétrie sont évoqués. Une analyse plus
approfondie peut étre effectuée a partir des ouvrages de références [3, 4, 5], tandis que les articles [6,
7] permettent d’y apporter un bon complément. La premiére partie est consacrée au développement de
la superalgebre de Poincaré, menant a la notion de superespace et de superchamps en deuxiéme partie.
Finalement, la construction du lagrangien supersymétrique est effectuée dans la derniere partie.

2.1 Swuperalgebre de Poincaré et représentations

L’avenement de la théorie quantique des champs', regroupant la mécanique quantique et la physique

relativiste, ft crucial pour notre compréhension de l'infiniment petit.
L’introduction de la matrice S permet I’étude et la description de processus pour lesquels des particules
entrantes et des particules sortantes interagissent (I’étude et le calcul de processus a quatre corps sont le
coeur du chapitre 3). La non-trivialité de la matrice S restreint drastiquement les symétries envisageables
de I'espace-temps.

Dans un premier temps, le théoréeme de Coleman et Mandula est présenté, dans la sous-section 2.1.1,
ou les symétries de l'espace-temps sont basées sur le groupe de Poincaré. Enfin, le théoreme de Haag,
Lopuszanski et Sohnius est proposé dans la sous-section 2.1.2, menant a 'introduction de la superalgebre
de Poincaré.

2.1.1 Le théoréme de Coleman et Mandula

L’article de Coleman et Mandula [13] a servi de socle pour la construction du modele standard, puisqu’il
introduit le théoreme suivant : il est impossible d’unifier les symétries de ’espace-temps avec les symétries
internes, sinon de la maniere la plus triviale, par leur produit direct. Pour arriver a cette conclusion, Coleman
et Mandula ont contraint les symétries de ’espace-temps en supposant, qu’elles se composent uniquement
de générateurs bosoniques, et que le spectre contient des particules massives.

D’apres le théoreme de la spin-statistique [14], les opérateurs bosoniques suivent une algébre commu-
tative. En définissant une série de boson ¢® et une série de fermion 1)°, leur variation sous I'influence d'un
opérateur bosonique By s’écrit

040" = (6%, Ba] = (B4)%¢" et dav’ = [¢', Ba] = (BA)'j¢’, (2.1)
avec le4 et Bi les représentations de la symétrie correspondante, agissant respectivement sur ¢ et ¢ [15].

1. Voir les références [8, 9, 10, 11, 12].



4 CHAPITRE 2. ELEMENTS DE SUPERSYMETRIE GLOBALE

Les charges bosoniques B4 associées a cette symétrie engendrent une algebre de Lie
[Ba, Bg] = ifas’Be, (2.2)
avec fap” les constantes de structure, et satisfont l'identité de Jacobi
[[Ba, Bg], Bc] + [[Bc, Bal , Bg] + [[Bg, Bc| Ba] = 0. (2.3)

Pour un espace-temps de courbure nulle, et composé de particules massives, ses symétries sont décrites
par le groupe de Poincaré ISO(1,3). Les opérateurs de l'algeébre de Poincaré sont définis a partir des
transformations de Lorentz M*" et des translations P*, et satisfont les relations de commutation

[P, M) = i (57 MO — @ MY + P MK — oM7)
[MH, PP} = —i(n”P Pt =" PY), (2.4)
[P PY] = 0,

ainsi que l'identité de Jacobi (2.3). En introduisant 'opérateur de Pauli-Lubanski

1
W, = 2eu,,ng”M”U, (2.5)
avec €, le tenseur de Levi-Civita antisymétrique et normalisé a €p123 = 1, les deux opérateurs de Casimir
de l'algebre de Poincaré sont

Cy = PP, et Cy=WHW,, (2.6)

et permettent de classifier les représentations irréductibles, en introduisant naturellement le spin et la masse.

Les symétries internes sont engendrées par un groupe de Lie compact Gy, dont les générateurs de
I'algebre T'* satisfont

[Ta, Tb} — ifob,Te, (2.7)

avec f%. les constantes de structure. L’identité de Jacobi donnée & I’équation (2.3) est aussi satisfaite par
les générateurs 1.

D’apres le théoreme de Coleman et Mandula, 'unification des symétries de 'espace-temps et des symé-
tries internes s’effectue de la maniére la plus triviale, par leur produit direct 1.SO(1,3) x Gjpe. De ce fait,
les relations de commutation entre leurs générateurs sont triviales

[T, PH] = [T M"] =0. (2.8)
Cette derniere propriété se répercute pour les opérateurs de Casimir du groupe de Poincaré
(7%, P?] = [T, W?] =0. (2.9)

Ainsi, les composantes d’un multiplet, associées aux symétries internes, ont la méme masse et le méme spin.

2.1.2 Le théoréme de Haag, Lopuszanski et Sohnius

Le théoréeme de Haag, Lopuszanski et Sohnius [16] généralise celui présenté dans la section 2.1.1, par
lutilisation d’opérateurs fermioniques comme générateur des symétries de I'espace-temps, en complément
des opérateurs bosoniques B4 introduits précédemment.

A la différence des opérateurs bosoniques, les opérateurs fermioniques changent le type de la particule sur
laquelle ils agissent : ces derniers transforment des bosons en fermions et des fermions en bosons. De plus, par
le théoreme de spin-statistique [14], les opérateurs fermioniques anticommutent entre eux et commutent avec
des opérateurs bosoniques. En définissant 'opérateur fermionique F7, associé a cette symétrie, la variation
d’une série de boson ¢® et d’une série de fermion * s’écrit

510 = [0, Fil = (F})'' et 6r0f = (o Fr} = (FP)'ad”, (2.10)
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avec F} et F12 les représentations de la symétrie agissant respectivement sur les ¢ et les ¢ [15]. Finalement,
I'algebre entre les charges B4 et F; est donnée par la relation d’anticommutation

{F1,Fs} = R1;"Ba, (2.11)

et de commutation
[Fr, Ba) = S1a” Fy, (2.12)

ou Ry JA et Sya” représentent les différentes constantes de structure. De nouvelles identités de Jacobi sont
alors imposées

{Fr Fsb Fr]+ [{F, Fr} Fyl + [{Fy, Fx}, Fr] = 0,
{Fr, Ey}, Bal +{[Ba, Fi], Fs} = {[Fy,Bal] , Fr} = 0, (2.13)
[[FI’BA]’BB]+HBBvFI]vBA]+[[BAvBB]7FA] = 0.

Les différentes relations de commutation, données aux équations (2.2) et (2.12), d’anticommutation (2.11),
et les identités de Jacobi, établies aux équations (2.3) et (2.13), définissent une algebre de Lie Zg-graduée
g, appelée aussi superalgebre de Lie. Cette superalgebre résulte de la somme directe de deux sous-espaces
vectoriels g = go @ g1.

Le sous-espace vectoriel gg décrit I’espace des opérateurs bosoniques

go = vect {P*, M" u €0,...3}, v €{0,...,3}}, (2.14)

que nous présentons dans la section 2.1.1. Le second sous-espace vectoriel g; représente ’espace des opéra-
teurs fermioniques

g1 = vect {QL, € {1,2},T € {1,...,N}} ®vect {Q},& € {1,2},T € {1,....,N}}, (2.15)

ot Q! et Q?‘ sont respectivement un spineur de Weyl gaucher et un spineur de Weyl droitier (la convention
indicielle (o) des spineurs reprend celle de Van der Waerden, détaillée dans la référence [6]). Néanmoins,
le conjugué hermitien d’'un opérateur fermionique étant lui-méme un opérateur fermionique, il est possible
de se placer dans une base, de maniere a obtenir (QQ)T = Q14, propre aux fermions de Majorana. Concer-
nant l'indice I € {1,..., N}, il correspond au nombre d’opérateurs fermioniques différents, satisfaisant les
transformations (2.10). D’apres ces derniéres, I'indice I est par conséquent limité & N = 4 pour les théories
de jauge supersymétriques et & N = 8 pour les théories de supergravité 2.

La superalgebre de Poincaré étend ’algebre de Poincaré par 'introduction des opérateurs fermioniques
Qo et QY. Elle est régie, & partir des relations de commutation (2.2) et (2.12), et d’anticommutation (2.11),
par -

{Qode} = _Qio—uadpp,y

QoM™ = (0").PQs,  [Q%,M"] = (5m)35QP,
[Qa, Pu] = [Q%, Pu] =0,

{Qa, Qs} = {Q%,.Q%} =0,

0

(2.16)

avec les matrices o# = (0%, 0%) et # = (0, —o?) ot 0" représente la matrice identité en dimension deux,
tandis que o’ correspond aux matrices de Pauli pour i € {1,2,3}. Les deux derni¢res matrices o et o*,
agissant sur des spineurs, suivent la convention indicielle o’ et 5#%* [6]. Les matrices o#* (") définissent
les transformations de Lorentz pour la représentation de Weyl gauchére (droitiere) et s’écrivent a partir des
matrices o# et o# par

(o") P = i(a“&” — a”&“)aﬁ et (6’“’)0‘5 = i(&“a” - a”&“)dg. (2.17)

D’apres les équations (2.16), la relation de commutation entre les opérateurs @, et M* est non-triviale. Le
second opérateur de Casimir (2.6) de I'algebre de Poincaré, défini & partir de 'opérateur de Pauli-Lubanski

2. Pour la suite de cette étude et dans les chapitres suivants, seul le cas N = 1 est considéré.
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(2.5), ne peut plus étre considéré comme tel. Il est alors nécessaire de déterminer le nouvel opérateur de
Casimir, associé a la superalgebre de Poincaré. A partir de 'opérateur de Pauli-Lubanski (2.5), on définit

W;u/ = (Wu - leQ&MQ> PI/ - <Wy - leQa—VQ> P,uv (218)

permettant d’introduire ) o
Cy = WH'W,,, (2.19)

le second opérateur de Casimir de la superalgebre de Poincaré. La définition des deux opérateurs de Casimir
mene a la construction de représentations irréductibles, appelées supermultiplets, ou I’ensemble de ses com-
posantes ont une méme masse, un superspin identique, et sont reliées par la transformation supersymétrique
analogue a l’équation (2.10).

L’introduction de 'opérateur (—)F pour dénombrer les opérateurs fermioniques, dont la valeur propre vaut
—1 pour un opérateur fermionique et +1 pour un opérateur bosonique, met en évidence une autre propriété
fondamentale résultant de l’algebre (2.16) : le nombre de degrés de liberté, entre la partie bosonique et
fermionique d’un méme supermultiplet, est identique.

En utilisant cette derniere propriété et en supposant un supermultiplet non-massif, deux représentations
différentes peuvent étre considérées. La premiere caractérise des multiplets de matiere et relie les scalaires
avec leur superpartenaire fermionique et inversement. La deuxieme représentation forme un supermultiplet
vectoriel, composé d’un boson vecteur et de son superpartenaire fermionique.

Enfin, la conclusion de Haag, Lopuszanski et Sohnius [16] est identique a celle de Coleman et Mandula
[13] : Punification entre les symétries internes et les symétries de 1'espace-temps s’effectue uniquement de la
maniere la plus triviale

[Qa, T = [Qa, T*] = 0. (2.20)

Les relations de commutation avec les opérateurs de Casimir (2.6) - uniquement C; - et (2.19) sont alors
données

(C1, T = [Co, T = 0, (2.21)

et conduisent a des représentations irréductibles différenciées par la masse, le superspin et la charge de la
symétrie interne.

2.2 Superespace et superchamp

La section 2.1.2 a mis en évidence une possible symétrie reliant les bosons et les fermions. Cette symétrie
est étendue a l'espace-temps et conduit a la construction d’un nouvel espace, dépendant des coordonnées
bosoniques usuelles z* et fermioniques (6, 0%). La variable z# étant réelle, les coordonnées 6, et 8% doivent
aussi étre « réelles ». Par conséquent, elles satisfont la condition (Ha)T = 6 propre aux fermions de Majorana.
Finalement, leur propriété d’anticommutation est assimilée a des variables de Grassmann qui, en définissant
0 une variable de Grassmann, est régie par la relation d’anticommutation

(00,05} = {0,0%) = {éd,éﬂ} ~0. (2.22)

Une fonction arbitraire f, dépendant alors d’une variable de Grassmann 6, peut étre décomposée apres
expansion de Taylor

f(O) = fo+ f0, (2.23)
puisque 62 = 0.
L’introduction d’un superchamp pour ce nouvel espace permet d’écrire de maniére naturelle les trans-

formations supersymétriques. Sa décomposition en champs se déduit facilement apres avoir effectué une
expansion de Taylor par rapport aux coordonnées fermioniques.

3. D’autres reenvisageableslations de commutations entre les deux opérateurs Qo et T (et donc entre Qq et T%) sont
possibles. Mais pour cette étude, la relation de commutation est supposée triviale.
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2.2.1 Superespace

Cette premiere partie présente les notions essentielles pour la compréhension du superespace introduit
par A. Salam et J. Strathdee [17], et pour le développement des superchamps.

Pour un espace-temps sans courbure, propre a un espace de Minkowski, la variété est paramétrisée a
partir de 1’élément
G(z) = exp (iz - P), (2.24)
et complétée par la loi de multiplication G(z)G(y) = G(z + y). Ainsi, un champ ¢ est développé sur cette
variété par
o(z) = exp (ix - P) ¢(0) exp (—iz - P), (2.25)
a partir d’une position initiale x# = 0.
Cette paramétrisation se généralise au cas du superespace par 1’élément (convention prise a la référence

[4])
G(z,0,0) = exp [iz - P+i0-Q +iQ - 0] , (2.26)

et elle est complétée par la loi de multiplication G(z1,61,601)G (22,02, 02) = G(x3,03,03) avec

wg‘ = xlf+$g+i(910“9_2—920“§1),
O3 = 01+ 0, (2.27)
0_3 = 51 + 9_2.

De maniére analogue & un espace de Minkowski, un superchamp ®(z, 6, #) est défini & partir de I’élément G
depuis une position initiale - B B
®(z,0,0) = G(x,0,0)0(0,0,0)G*(,6,0), (2.28)

qui s’écrit sous forme différentielle en utilisant la relation de Baker-Campbell-Hausdorff* (seule Iinfluence
des opérateurs fermioniques, caractérisée par le parametre €, a été conservée)

50 = i[®e-Q+Q-¢,

B (2.29)
= i(e-Q+Q-¢0,
ou les supercharges
Qo = —i(0a+i(c"0)a0,) et Qs = i(Js+i(00")s0,), (2.30)
ont été introduites et suivent l'algebre de la supersymétrie (2.16)
{Qa, Qu} = 2i0" 050, (2.31)

Si @ est un superchamp, alors 'application de la dérivée par rapport aux coordonnées bosoniques 0,®
est aussi un superchamp par les relations de commutation triviales entre la dérivée 9, et les parametres
de transformation (2.29). Cependant, les dérivées par rapport aux coordonnées fermioniques 0, et da ne
posseédent pas de relation de commutation triviale [6]

(02,09} = 6,5, et {56-“ éﬁ} — 5.0, (2.32)

Par conséquent, 9, ® et dad ne sont pas des superchamps (2.29). Pour restaurer I'invariance, il est nécessaire
d’introduire les dérivées covariantes, appelées aussi superdérivées,

Dy = 04 —i(0"0)a0, et Dy = 04— i(00")s0,, (2.33)

4. Les ordres supérieurs étant nuls, la relation de Baker-Campbell-Hausdorff est limitée a e4e? = eATB+3[A.B]
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qui satisfont 1’algebre de la supersymétrie (2.16)

{D, Dy} = —2ic"10,, (2.34)
et anticommutent avec les supercharges
{Qu: D5} = {Qu Da} = { Qs Da} = { Qs Dy} = 0. (2.35)

Par l'instauration des superdérivées, son application sur un superchamp Dy ® reste un superchamp (2.29).

2.2.2 Le superchamp et ses représentations

Un superchamp vivant dans le superespace dépend des coordonnées bosoniques et fermioniques. Ainsi,
en supposant un superchamp arbitraire ®(z, 6, 0_), pour lequel les quatre coordonnées fermioniques suivent
l'algébre de Grassmann (2.23), son expansion de Taylor par rapport a 6%, avec o € {1,2}, et & 4, avec
& € {1,2}, est donnée par

O(x,0,0) = z(x)+0-&x)+0-C(x)+0-0f(x)+0-0g(x)

+000A,(z) + 000 -w(z) +0-00-p(x)+0-00-0d(x), (2.36)

ou les champs scalaires complexes z(z), f(x), g(x) et d(x), les spineurs de Weyl gauchers £(z) et w(z), les
spineurs de Weyl droitiers ((z) et p(x) et le champ vectoriel complexe A, () ont été introduits. La notation
« - » illustre et simplifie la sommation sur les indices spinoriels (« et &), avec notamment 'utilisation de
identité 968 = —%«9 - 0e*? [6], ot le tenseur antisymétrique €*? est utilisé pour monter ou pour abaisser
les indices spinoriels. Il est défini par e;o = 2! = 1.
Un dénombrement du nombre de degrés de liberté, entre les composantes fermioniques (16) et les compo-
santes bosoniques (16) du superchamp, montre leur égalité. La décomposition en champs est en adéquation
avec ’égalité démontrée dans la section 2.1.2 (provenant de l'opérateur (—)F défini lors de la construction
des multiplets de la superalgebre de Poincaré). Les transformations supersymétriques des composantes d’'un
superchamp, définies a 1’équation (2.36),

6(2,0,0) = Sez(x) +0-6L(x) +0-6(2) +0-05.f(x) +0-059(x)

_ o _ _ 2.37
+ 00#06. A, (x) +6-600 - cw(x) +60-00-0c.p(x)+6-600-606d(x), (2:37)

sont déterminées a partir de la transformation d’un superchamp, donnée a ’équation (2.29),
5:D(2,0,0) =i(e- Q+ Q) ®(x,0,0), (2.38)

et des supercharges, définies a I'équation (2.30). En égalisant les relations (2.37) et (2.38), et en identifiant
un a un les facteurs des différents ordres en 6% et en 604, les transformations supersymétriques des différents
champs s’expriment pour la partie scalaire par

bz = e-E+E-C, (2.39)
Sef = ;%50“6—1—6-[),

deg = —;eauau§+€'w,

0cd = éauwa“é— ;ea“ﬁuﬁ.

Pour la partie propre aux fermions de Weyl, les transformations sont

0§ = 2fe+ole(Ay —i0u2), (2.40)
6 = 2gé—ore(A,+1i0,2),

Sow = —Z'J“E@ug + ;6(9“14# _ ;GWEFW + 2ed,
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Sp = —ioted,f — ;a?“A” + ;&””gFW + 26s.
Enfin, pour la partie vectorielle nous avons
SeAy = —;e 0L — i€dy, 0V E + ;E- 0 — €6,y 0"C — €6 w — o€, (2.41)

avec F,, = 0,A, —0,A,.

L’expression du superchamp, établie a I'équation (2.36), est hautement réductible. L’application de
différentes contraintes permet de supprimer un certain nombre de degrés de liberté, de maniere a obtenir
des représentations irréductibles.

Les deux premiéres contraintes proviennent de P'utilisation des superdérivées D, et Dy, définies & I’équa-
tion (2.33). La premiére superdérivée meéne a la représentation chirale d’un superchamp via la relation

Dy®(x,0,0) = 0. (2.42)

La seconde caractérise la représentation antichirale d’un superchamp, contraint par Dd<I>T(ac,9,0_) = 0.
Ces deux représentations sont, par conséquent, conjuguées hermitiennes I'une de l'autre. Pour faciliter la
décomposition du superchamp chiral, le changement de variable y* = z* — ifc*0, satisfaisant Day* = 0,
conduit au développement en composantes du superchamp chiral

D(y,0) = o(y) + V20 - (y) — 6 - 0F (y), (2.43)

avec ¢(y) un champ scalaire complexe, ¥(y) un spineur de Weyl gaucher et F'(y) un champ scalaire complexe,
appelé aussi champ auxiliaire. Ce dernier champ F(y) permet de restaurer 1’égalité du nombre de degrés
de liberté entre les parties bosoniques et fermioniques du multiplet, lorsque les fermions de Weyl sont hors
couche de masse’. Les transformations supersymétriques du superchamp chiral sont déduites & partir de
celles du superchamp général (2.39) et (2.40), en tenant compte de la différence de normalisation entre les
superchamps (2.36) et (2.43),

S = V21,
S = —V2eF —i\/20"€0,0, (2.44)
§F = —i20,1p0"e,

ou le champ auxiliaire F', correspondant a la composante # -6 du superchamp chiral @, se transforme comme
une dérivée totale. Cette caractéristique est utilisée dans la section 2.3 pour la construction d’une action
invariante sous ces transformations.

La troisieme représentation irréductible correspond a la représentation vectorielle d’un superchamp, qui

est contraint par la condition
V=V (2.45)

D’apres I'équation (2.2.2), I'expansion en série de Taylor du superchamp ci-dessus s’écrit
V(z,0,0) = C(z)+i0-x(z)—i6 - x(x)

+ ; 0-0(M(z)+iN(x)) — _0-0(M(z) —iN(z)) + 05 0v,
IV - ' (2.46)
+i6 - 60 - ()\ o Uuaux(x)> —i6-06- (A — Lo"9.x(z))

—l—;@-@é-é(D(m)—i- 10C(2)),

5. Sur couche de masse, le nombre de degrés de liberté entre le champ scalaire complexe ¢ et le fermion de Weyl ¢ est
identique (2 degrés de liberté pour les deux champs). Hors couche de masse, le nombre de degrés de liberté pour la partie
fermionique change (4 degrés de liberté), alors que celui de la partie bosonique reste inchangé. Le champ auxiliaire propose alors
2 degrés de liberté supplémentaires pour la partie bosonique hors couche de masse. Il est finalement supprimé sur couche de
masse au travers de son équation de mouvement.
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avec les champs scalaires réels C'(x), M (x) et N(z), les fermions de Majorana x(x) et A\(x), le champ vectoriel
réel v,(x) et le champ auxiliaire réel D(z). De maniere analogue aux représentations chirales, le champ
auxiliaire permet de satisfaire ’égalité du nombre de degrés de liberté entre les deux types de particule
hors et sur couche de masse. Il est supprimé sur couche de masse a partir de son équation de mouvement.
En outre, un choix de jauge, défini par Wess et Zumino [18], permet de supprimer des degrés de liberté
non-physiques présent dans l’expansion (2.46) et d’écrire le superchamp vectoriel

Viv.s. = 00, +i0-00 - X — i6- 90 - )+ ;a-eé-ép, (2.47)
dont les transformations supersymétriques sont données par
devy = @ (60'#5\ — )\J#E) ,
deN = o"eF,, +ieD, (2.48)
0D = OyAote+ 60“5)“5\,

avec F,, = 0,v, —0,v,. Il est important de noter qu'une transformation supersymétrique (2.38) ne préserve
pas la jauge de Wess-Zumino.

De maniere analogue au superchamp chiral, le champ auxiliaire D de la représentation vectorielle se trans-
forme comme une dérivée totale. Cette caractéristique est, par conséquent, utilisée dans la section 2.3 pour
construire une action invariante par rapport aux transformations supersymétriques.

2.3 Le lagrangien supersymétrique

La section 2.1.1 conduit au développement de la superalgebre de Poincaré, utilisée dans section 2.2.1,
pour la construction d’un superespace et pour la définition des superchamps. Cette derniere partie concerne
la construction du lagrangien supersymétrique a partir de ces notions.

Les représentations irréductibles d’un superchamp (chirales, antichirales et vectorielles) ont mis en évi-
dence deux types de terme majeur pour la construction d’une théorie supersymétrique invariante, le terme
F et le terme D, i.e. respectivement les composantes 0 - 0 et 0 - 00 - § d’un superchamp. Les différentes com-
binaisons de ces représentations permettent d’écrire le lagrangien supersymétrique de maniere compacte, et
d’en déduire rapidement son expression sous forme de composante.

Dans cette section, nous considérons un groupe de jauge non-abélien G ¢ et nous supposons le superchamp
chiral ® dans la représentation unitaire R spécifié par les générateurs 1,, et satisfaisant

[TayTb] = ifabcTcy et Tr(TaTb) = TRdaln (2'49)

avec fqup¢ les constantes de structure et 7r I'indice de Dynkin.

2.3.1 Le lagrangien de matiére

La partie cinétique des superchamps de matieére résulte de la multiplication entre un superchamp chiral
® et un superchamp antichiral ®'. La généralisation & n superchamps chiraux est définie par

®l.0" 0, (2.50)

ou la notation indicielle ¢ € {1,... ,n} et i* € {1*,... ,n*} est utilisée pour distinguer respectivement les
superchamps chiraux et les superchamps antichiraux.
La transformation de jauge d’un superchamp chiral ®, avec A = A®T, un superchamp chiral, est définie par

O [N 00, et Bl — @l WA (2.51)

6. Pour obtenir le cas abélien, il suffit de mettre les constantes de structure fu;,°, associées au groupe de jauge, a zéro et de
remplacer l'opérateur T* par la charge U(1) correspondante.
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ou ¢ est la constante de couplage associée au groupe de jauge. Le superchamp chiral A étant différent de
'antichiral AT, le terme cinétique (2.50) n’est pas invariant sous les transformations de jauge, définies ci-
dessus. Pour restaurer I'invariance, 'utilisation d’un superchamp vectoriel 7 V = VT, dans la représentation
adjointe de G (pour les composantes, la méme notation v, = viTy, D = DT, et A = AT, est utilisée) et
dont la transformation de jauge® s’écrit

_ igAT — —2
e 29V *)€2ng e nge 2ng’ (252)

permet d’obtenir la composition entre les superchamps chiraux et vectoriels
(qﬂ e—W) N (2.53)
Z*

qui est invariante sous les transformations de jauge (2.51) et (2.52).

En utilisant le méme procédé que dans la section 2.2.2, 'expansion de Taylor par rapport aux coordonnées
fermioniques (0, 0_‘5‘) mene au lagrangien supersymétrique en fonction des composantes des superchamps.
Cependant, la composition entre les superchamps, donnée a I’équation (2.53) étant réelle, seule la composante
0-600-0 (apres expansion et propre au terme D) est invariante sous les transformations supersymétriques
(2.37). La notation ? [£]| 0.09.5 €st alors utilisée dans I'expression du lagrangien

, (2.54)

Lein = |: ((I)Te*QQV) . 52*zq)l:|
i 0-00-0

dans le but de signifier que seul le terme D est pris en compte. En reprenant ’expression du superchamp
vectoriel (2.47) et celle du superchamp chiral (2.43), ot un développement perturbatif par rapport au
parametre y* mene a

vV

le lagrangien (2.54) s’exprime, sous forme de composantes, par

'(2,0,0) = ¢' () — V20 -4’ () — 0 - 0F"(z) — i00"00,6' (x) + 29 O (x)ot0 — ie -00-00,0"¢" (), (2.55)

Lin = 67 ;Du¢lDFgi — 267 (Dbt — e 5H D)

o , 4 ' ' (2.56)
+iv295%; (A e (To)’ — (1 T0)ixtp* - A*) — gD ($1T,0) + 5l*iF¢tF27
ou les dérivées covariantes ont été introduites
Duqbi = 8u¢i - ig(vuﬁf))i’ D;ﬂﬁ = auwi - ig(“/ﬂp)i,
- - (2.57)
Dugl. = 8u0% +ig(etv.)i, Dyhin = Outpie + ig(thvy)ie-

Le lagrangien cinétique, donné sous forme de superchamp a I’équation (2.54), a été formulé pour une
théorie supersymétrique renormalisable. Si la condition de renormalisabilité est relaxée, le terme cinétique
du secteur de matiere peut étre généralisé.

L’introduction d’une fonction fondamentale réelle, le potentiel de Kéhler K (®, ®1), généralise les théories des
modeles o non-linéaires, rencontrées en théorie quantique des champs, dans le cadre de la supersymétrie.
Les superchamps chiraux ® et ®f paramétrisent alors une variété rémanienne complexe, appelée variété
kihlerienne, dont la métrique est définie par '°
2
K" = 0 K@’ ¢T). (2.58)
DI op!.

7. Le champ vectoriel est toujours supposé dans la jauge de Wess-Zumino.
8. L’exponentielle du superchamp réel V est possible car ce dernier est sans dimension dans la jauge de Wess-Zumino (2.47).
De plus, Le développement en série de Taylor de I’exponentielle est limité au deuxieme ordre.
9. De manieére plus formelle, la notation correspond a une intégration sur les coordonnées fermioniques pour obtenir un
lagrangien final, dépendant uniquement de 1’espace-temps. Pour plus de détails, se référer & la page 115 de la référence [4].
10. Pour une analyse mathématique des variétés kihleriennes, les références [3], [19] et [20] sont une bonne introduction. Une
analyse plus approfondie des variétés complexes est réalisée a la référence [21].
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L’expression du lagrangien, en termes de superchamps et de composantes, est donnée par

cin — Eé\lff - KZ*ZDN¢I*DM¢Z + - ) (259)

1
LNR ) K((I),(I)Te_zgv)+K(e‘29V<I>,<I>T)]

0-00-0

ol uniquement le premier terme - en comparaison avec 1’équation (2.56) -, provenant de l’expansion en
composante, a été retranscrit. Le cas renormalisable est, par conséquent, un cas particulier du plus général
pour une métrique kihlerienne plate '

K" =6, (2.60)

2.3.2 Le lagrangien de jauge

Au niveau du secteur de jauge, I'analogue supersymétrique du tenseur F),, est défini & partir des super-
dérivées D, et Dy (2.33) par

1. _

Wo=—,D- De?V D,e 29V (2.61)
L’application de la superdérivée Dy, & Iéquation ci-dessus, implique Dy W, = 0. Le superchamp W, est
par conséquent chiral. Son conjugué hermitien est également défini (analogue de I’équation (2.61), avec

D, W, = 0). La transformation de jauge du superchamp W, résulte de celle introduite précédemment
(2.52), et mene, apres calcul, & la transformation

W — e 290y, 290" (2.62)

Par construction, le terme cinétique du secteur de jauge

1

aatrb
ﬁjauge - [16g2 (5abW Wa]

5abwgwdb]

n [ ! (2.63)
66 169 6.0 .
est alors invariant sous les transformations de jauge (2.62). Au niveau de 'expression (2.63), la multiplication
d’un superchamp chiral avec un autre superchamp chiral étant elle-méme chirale, la notation [£] ’ 9.9 analogue
a celle utilisée précédemment [EHG.%—' 7> est aussi introduite. Seule la composante 6 - §, propre au terme F,
est utilisée pour la définition du lagrangien de I’équation (2.63).

Le superchamp chiral W, s’écrit en terme de composantes

Wo = —2¢ <Ma + [; (6""0), Fuw +0,D| —0-0 (a“DMX)a> , (2.64)

ou le tenseur F),, et les dérivées covariantes ont été respectivement introduits
Fuw = Oy — 0, —iglug,v], DA = O\ —iglug, Al et Dy = 9\ —ig [v,, A (2.65)
La partie cinétique du secteur de jauge s’écrit, d’apres les équations (2.63) et (2.64), par

1 i - - 1
Liauge = - FFIY + 5 (X0 DyAa — DyAotN,] + 2DaD“. (2.66)
Pour le secteur de jauge, le lagrangien non-renormalisable est obtenu a partir d’'une nouvelle fonction
chirale hg,(®), appelée fonction cinétique de jauge, avec a et b les indices dans la représentation adjointe du
groupe de jauge GG. Son expansion, par rapport aux coordonnées fermioniques, est donnée par

hab(¢) 0.0 Fz 8hab(¢) + 1 a2hab(¢)

0
hab(q)) - hab(¢) + \/20 ’ wl 8¢z o 8¢1 2 8@518@5]

11. Dans le cas général, nous parlons de potentiel de Kéahler canonique, si la métrique est plate, et de potentiel de Kéahler
non-canonique dans le cas contraire.
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et le lagrangien a pour expression

By (@1
N [ b( ' )
0.0 16g

Le cas renormalisable de I’équation (2.63) est, par conséquent, un cas particulier de I’équation (2.68) ou la
fonction cinétique de jauge est simplement le symbole de Kronecker hgp(¢) = dgp.

LNR {h“b@) Weew?t (2.68)

jauge 1 692 oz:|

v‘vg;v‘vdb]

0-0

2.3.3 Le lagrangien d’interaction

Apres avoir établi la partie cinétique des superchamps de matiére et de jauge dans les deux précédentes
sections, cette derniere section s’intéresse a l'interaction entre les superchamps de matiere.
La multiplication de plusieurs superchamps chiraux étant un superchamp chiral, propriété déja utilisée pour
établir I'équation (2.63), il est possible de définir une fonction holomorphe, le superpotentiel '2, de la maniére

suivante
1 1

2 3
qui est, par conséquent, une fonction chirale. L’expansion de Taylor du superpotentiel meéne & son expression
en termes de composantes

W(®) = @' + | mi;®'®7 + | Aijpd @D, (2.69)

W(¢) [OW(6) | 1PW(9)
O —0-01F O 2 DGiOGI

Par conséquent, le lagrangien d’interaction s’écrit simplement sous forme de superchamps

W(®) = W(p)+ V20 - W.a Yol | (2.70)

Ling = [W(CI))“e.@ + [W((I'T)“gg ; (2.71)
qui donne aprés expansion

iOW(¢) 10°W(¢)

FOW(eT)  1°W(eh) - -
0b 2 OO B

Ling = —F Lol — FL i e 2.72
' v 96l 206l.00l. ’ (2.72)

La définition du superpotentiel a I’équation (2.69) a été établie dans le cadre d’une théorie de la supersymétrie
renormalisable. Dans le cas contraire, le développement polynomial n’est plus limité au troisieme ordre,
permettant des couplages a n-champs

LN = [WNR@)“(;.@ + [WNR((I)T)”g‘.g ) (2.73)

avec WNE un superpotentiel arbitraire.

2.3.4 Le lagrangien final

Le lagrangien supersymétrique résulte de la sommation entre la partie cinétique des superchamps de
matiere (2.54), de la partie cinétique du secteur de jauge (2.63) et d’une derniére partie propre a I'interaction
(2.71). Dans le cas renormalisable, nous avons

L = L+ Ejauge + Ling (2.74)
. 1
afe=2V) o »qﬂ] + [
[ ( * ! 0-00-0 1692

Pour ce qui est des composantes, I'expression du lagrangien provient de la sommation des parties cinétiques
(2.56), (2.66) et de la partie d’interaction (2.72)

Sy WWL + W((I))]

1 . _
+ Sy WEW LW (pf ]

0-0

1 . g - - . .
£ = - FuFw +6" D60 ' + (X0 Dyda = DuX0 Ny = 87 (Dybin 570" — 7Dy |

12. Une analyse dimensionnelle implique une dimension de masse cubique pour le superpotentiel. L’expression (2.69) est
choisie de maniere a obtenir une théorie renormalisable.
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10*W (¢)
2 i

1 . 4 OW () oW (p1)
DD, — DT L LI A 7l .
+2 a—9 (¢ a¢) +4" i O i 8¢}*

LO*W(e') -

V290" (A i (Tad)' = (' Ta)irt - A7) + Uy ot g (29
Log).

Les champs auxiliaires ne se propageant pas, ils sont éliminés du lagrangien supersymétrique via leur équation
de mouvement menant a ’expression du potentiel scalaire supersymétrique

V(g,0") = Vr(e,¢") + Vp(e,¢"),

oW (9) W () (2.76)

Lo cstragy (ot
O 8¢L + 09 ('T¢) (' Tud),

o . 1 .
— §FLF , D" Do = o'

ou les termes Vi et Vp proviennent respectivement de I’élimination des champs auxiliaires I’ et D. Le
lagrangien final a pour expression

L = —ingngJﬂ;z‘*iDugbLD%iJr; [)\“U“Duj\a—DM“U“j\a—éi*i(Du@*&“@bi—¢¢*5“D#wi)]
e - LPW(S) o LPW(eh) - -
Tk a. ... T (T bt L\ ‘ J bt I - W )
V28 (X e (Tag) = (T A0) +, % L St *aggog VB T

~V (¢, 9").

Dans le cadre d’une théorie supersymétrique non-renormalisable, et notamment en supergravité (réalisée
lors du chapitre 4), le lagrangien général est exprimé uniquement & partir des trois fonctions fondamentales
(accompagnées du contenu en champ) : le potentiel de Kéhler K pour le secteur de la matiére (2.68), de la
fonction cinétique de jauge hgp, pour le secteur de jauge (2.59) et du superpotentiel W pour les interactions
(2.73). Son expression finale est donnée par

R = R eV o NE

cin jauge int

= ; [K((I), dfe 29y 4 K(em 29V @, @T)] (2.78)

0-00-0

n [hab(q))WaaWab + WNR((I))]

hap(®1) = 0=y =
1692 + |: b( )WgWab—l-WNR(‘I)T)]

0-0 169

0-0
Le développement en composantes s’effectue de maniére identique au cas renormalisable. De ce fait, nous
b

donnons uniquement la partie propre au potentiel scalaire car ce dernier est utilisé dans la section 4.4.2. Son
expression est donnée par

VNE(p,01) = VAT (¢, 07) + VEE(8,07), (2.79)

résultant de I’élimination des champs auxiliaires F' et D

V(g ¢7) = D;WNR(K DT WNE,

) | | . ' (2.80)
VgR(¢, (bT) _ .98 hRab (Ki(Ta¢)Z + (¢TTa)i*KZ ) (Kj(Tb¢T)] + (QZ)TTb)j*K] ) ’
ol les notations OWNR o
K
DAVNE — W ‘ K, — ' 2.81
" oo 99! o

ont été introduites, et la fonction cinétique de jauge ayant été décomposée en une partie réelle hﬁ, et une
partie imaginaire hl, (hf% étant la fonction inverse).
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L’existence d’une nouvelle symétrie entre les particules bosoniques et fermioniques a permis de définir

la superalgebre de Poincaré et de construire ses représentations irréductibles (2.21) correspondantes. Les
composantes d’'un méme supermultiplet ont par conséquent la méme masse. Cependant, cette conséquence
phénoménologique n’a jamais été observée dans la Nature. La supersymétrie doit étre nécessairement brisée.
L’expression du potentiel scalaire supersymétrique (2.76) se décompose en deux parties distinctes. Une
premiere partie, appelée terme F', résultant du champ auxiliaire du méme nom. De maniére analogue, la
seconde partie provient des champs auxiliaires D. La brisure spontanée de la symétrie intervient, lorsque
I'un de ces deux champs auxiliaires développe une valeur moyenne dans le vide, menant a deux mécanismes
de brisure. Si la brisure provient du champ auxiliaire F', nous parlons de mécanisme de O’Raifeartaigh [22],
alors que dans le second cas, ou le champ D acquiert la valeur moyenne dans le vide, nous parlons de
mécanisme de Fayet-Iliopoulos [23]. La charge conservée étant fermionique, la particule provenant de cette
brisure correspond a un fermion de Goldstone, appelé Goldstino [24]. Toutefois, la physique & basse énergie
issue de la brisure spontanée de symétrie n’est pas viable phénoménologiquement.
Une seconde maniére de briser la supersymétrie consiste a introduire des termes de brisure douce [25] dans
I’'expression du potentiel scalaire. Ils peuvent étre incorporés de maniere explicite, ce qui permet d’effectuer
des analyses phénoménologiques (comme celle détaillée dans la section 3.1.2), ou étre générés de maniere
dynamique (voir la section 4.4.3).
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Chapitre 3

Un nouveau générateur d’étude
phénoménologique dans le cadre de la
matiere noire

Le modele standard de la physique des particules est, a ce jour, la théorie la mieux vérifiée expérimentale-
ment. La détection du boson de Higgs, par les expériences ATLAS [26] et CMS [27], a confirmé la robustesse
de ce modele.

Néanmoins, des considérations théoriques - notamment le probleme de hiérarchie - ou expérimentales -
« introduction d’'une matiére inconnue » pour obtenir une cohérence entre les mesures expérimentales et
I'approche théorique, concernant la dispersion des vitesses pour les galaxies et les amas de galaxies [28] !
- laissent supposer 'existence d’'une théorie plus fondamentale, a plus haute énergie. La supersymétrie est
I'une des théories envisageables.

Alors que la divergence de la masse des particules scalaires est controlée de maniére naturelle, par construc-
tion méme de la supersymétrie?, la compréhension du probléme de la matiére noire nécessite une approche
phénoménologique.

Durant ses premiers instants, ’'Univers n’est qu’un bain primordial d’un ensemble de particules régit par
des processus d’annihilation ou de création (un exemple arbitraire est illustré ici)

X+X=0+0, (3.1)

ot Pentité y s’annihile avec Y pour donner les entités ¢ et ¢, ou inversement. Mais devant I’expansion de
I’Univers et la diminution de sa température, la probabilité d’interaction entre les différentes entités diminue.
Lorsque I’équilibre de cette réaction est rompu, les particules y et Y se découplent de I’Univers primordial
(illustré ici par ¢ et qg) et leur densité comobile, si les particules sont stables, se fige pour perdurer dans
I’Univers. Nous parlons de la densité relique de la particule y.

Le cadre de l'approche corpusculaire de la matiere noire suggere qu’une particule massive, stable et
n’interagissant pas avec la lumiere, s’est découplée du bain primordial avec une certaine densité de matiere,
et dont 'expérience pourrait mesurer la valeur.

Parmi les particules du modele standard, seul le neutrino possede les propriétés physiques pour satisfaire

un tel role. Cependant, sa faible masse (une limite cosmologique haute sur les états de masse des neutrinos

vj, avec j € {1,2,3}, donne » m,, < (0,3 —1.3) eV a 95 % de CL [31]) suggere que son découplage
J

~

1. Deux interprétations de réponse peuvent étre apportées pour comprendre la distribution de vitesse des amas de galaxie
ou plus localement, des galaxies spirales. Une premiére interprétation suggére une modification de la dynamique newtonienne
(appelée théorie MOND [29]). Bien que satisfaisantes pour des petites échelles, des différences avec l'expérience persistent
a plus grande échelle [30]. La deuxiéme approche suppose lexistence d’une matiére massive mais non perceptible avec des
télescopes optiques, pouvant étre composée d’entités astrophysiques - trou noir, étoile a neutron, naine brune, planéte, etc -,
ou corpusculaire. Dans le cadre de la physique des particules, le probléeme de la matiére noire consiste a définir une nouvelle
particule massive, stable a I’échelle de I’Univers et n’interagissant pas avec la lumieére.

2. Le regroupement des particules, scalaire et fermionique, dans méme un superchamp chiral, permet de protéger, via la
symétrie chirale, leur masse a plus haute énergie.

17
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avec le plasma primordial s’est effectué lorsqu’il était encore relativiste ?, 'excluant, par conséquent, comme

un possible candidat. Par conséquent, il est nécessaire d’introduire une nouvelle particule pour réaliser
I’approche corpusculaire.

Le modele d’Univers couramment étudié, appelé modele AC DM, repose sur un Univers de Friedman-
Lemaitre, composé initialement d’une phase dominée par la radiation, puis par la matiere, pour étre actuel-
lement dans un Univers en expansion accélérée, sous l'influence de I’énergie noire A %. Les derni¢res données
de la collaboration Planck [31, 33] suggerent les parameétres de densités d’énergies suivants (& 68 % de CL)

Densité de matiere : Qnh? = 0,1423 £ 0,0029,
Densité de radiation : O.h? = 2,47 x 1079, (3.2)
Densité d’énergie noire : Qpn = 0,686 + 0,020,

avec h le paramétre d’Hubble estimé & partir de la constante d’Hubble Hy = 67,8 + 0,9 km.s~'.Mpc ™! par

H
h=_",
100
matiére : la matiére baryonique Qyh? et la matiére non-baryonique Qg4,,h%. Leur parameétre de densité dans
I’Univers est différent

et une courbure de I'espace-temps proche de zéro. Nous distinguons dans 1’Univers deux types de

) Qph? = 0,02225£0,00023
Qh* = 0,1423 +0,0029 — Qo h? — 01101400022 68% de CL, (3.3)

ou nous constatons une densité de matiere non-baryonique plus conséquente.

La matiere non-baryonique, dans le cadre du modele AC DM, correspond a de la matiére noire froide (CDM),
propre a un découplage non-relativiste. Et les données expérimentales laissent supposer une place importante
de cette matiere dans I’Univers. Comprendre la particule (ou les particules) responsable(s) d'une telle densité
de matiére est un enjeu majeur de la physique moderne.

Dans cette optique, nous avons décidé de développer un nouveau calculateur °, pour déterminer la densité
relique de matiere noire de I'Univers de n’importe quel modele supersymétrique, lorsque la matiére noire
se découple de maniere non-relativiste avec le plasma primordial. Le modele de référence pour notre étude
est le modele standard supersymétrique minimal, présenté brievement dans la section 3.1. En se basant sur
ce modele, nous présentons le procédé pour calculer une densité relique menant a la derniere section, la
présentation du nouveau calculateur.

3.1 Le modéle standard supersymétrique minimal (MSSM)

Le modele standard de la physique des particules est une théorie de jauge SU(3)c x SU(2)r x U(1)y
[34, 35, 36], complétée d’une brisure spontanée de symétrie dans le secteur électrofaible [37, 38, 39] et dont
les conséquences sont transmises aux champs de matiere par les couplages de Yukawa (par exemple, la masse
des particules). Son extension supersymétrique nécessite de tenir compte de ces caractéristiques, mais aussi
d’inclure une brisure explicite de la supersymétrie. (La section 2.3.4 a été conclue par I'incapacité d’obtenir
un modele phénoménologiquement viable, aprés brisure dynamique de la supersymétrie.)

Dans cette premiere section, nous détaillons le contenu de l'extension supersymétrique minimale du
modele standard, menant a la construction du lagrangien en se basant sur les sections 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3.
La supersymétrie devant étre brisée explicitement, les termes propices a cette brisure sont donnés dans la

3. Trois distinctions de matiére noire sont proposées, selon leur découplage avec le plasma primordial [32]. Lorsqu’une
particule découple en étant relativiste, nous parlons de particule de matiére noire chaude (pour ’acronyme HDM = Hot Dark
matter). Dans le cas opposé, lorsque la particule se découple avec une vitesse non-relativiste, nous utilisons le terme de matiere
noire froide (CDM = Cold Dark Matter). La derniére possibilité est appelée matiere noire tiede (WDM = Warm Dark Matter)
et correspond a un découplage non-relativiste de la particule, mais cette derniére est instable. Néanmoins, la différence entre
ces classifications est majeure, notamment dans la formation des grandes structures de I’'Univers (Super-Amas de galaxie). Leur
formation, résultant de la croissance des perturbations du fond diffus cosmologique, est possible uniquement si la particule de
matiere noire s’est découplée avec I'univers primordial, avec une vitesse non-relativiste, excluant ainsi les HDM.

4. Dans le cadre du modéle AC DM, I’énergie noire correspond a ’énergie du vide, paramétrée par la constante cosmologique
A.

5. Estimer la densité relique de matiére noire consiste a calculer un nombre important de processus. L’utilisation de I'infor-
matique dans le cadre d’étude phénoménologique est devenue nécessaire.
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section 3.1.2, ainsi que les idées principales pour obtenir le spectre de masse, apres brisure électrofaible.
Enfin, nous présentons dans la section 3.1.3 une interface numérique, FeynRules, permettant d’extraire
les regles de Feynman de modeles arbitraires, que nous appliquons par la suite dans le cadre de I'extension
minimale du modele standard en supersymétrie.

3.1.1 Du contenu en champs a I’expression du lagrangien

Le chapitre 2 a été conclu par 'expression d’un lagrangien supersymétrique pour une théorie de jauge
G (avec un contenu en champs dans une représentation arbitraire R). A partir de ces connaissances, nous
allons en déduire, de maniere concise, I’expression du lagrangien pour le modeéle standard supersymétrique
minimal.

Le modele standard étant composé de particules, bosonique et fermionique, une premiere approche

intuitive consisterait a rechercher une supersymétrie entre sa partie fermionique et bosonique. Cependant,
les symétries internes empéchent une telle approche. Il est par conséquent nécessaire d’augmenter le contenu
en champs.
En supposant le groupe de jauge du modele standard SU (3)c x SU(2)r, x U(1)y, les bosons de jauge v; sont
accompagnés de fermions de Majorana ¥;, de champs auxiliaires D,, et sont regroupés dans un superchamp
vectoriel V; - avec i € {1,2,3} - (les différents superchamps vectoriels V;, V5 et V3 respectivement associés
au groupe U(1)y, SU(2)r et SU(3)c sont donnés dans la table 3.1)

‘/; - (viaﬁhD’l)i)? (34)
avec V; = V.(Ty,); et (Ty,); les générateurs du groupe de jauge considéré.
Les différents superchamps chiraux Wy, propres aux différents Vi, Vo et V3 sont déterminés a partir de

lexpression (2.61). Le lagrangien dans le secteur de jauge est composé par la contribution de ces trois
superchamps chiraux.

Superchamps Boson de jauge Jaugino Représentation

Vi B B (1,1,0)
Vs w W (1,3,0)
Vs g g (8,1,0)

TABLE 3.1 — Superchamps vectoriels associés aux trois groupes de jauge du modele, avec V; = V,*(T,); dans
le cadre d’un groupe non-abélien et (T,); représentant les générateurs du groupe de jauge considéré.

Une fois le groupe de jauge fixé, la partie fermionique ¢ composant le modele standard est accompagnée
de leur superpartenaire scalaire ¢, appelée sfermion, et du champ auxiliaire associé¢ Dy. Ils sont réunis dans
un superchamp chiral ¢

= (6,6, D). (3.5)

Les superchamps chiraux, associés aux particules de matitre ¢ du modele standard, sont donnés dans la table
3.2. La construction du terme cinétique pour le superchamp de matiere dans une représentation arbitraire
R, avec ¢ la constante de couplage, a été donnée a I’équation (2.53). Son application dans le cadre du modele
standard supersymétrique minimal s’écrit simplement (par exemple, le superchamp chiral Q1)

o (QI)Te—Z ég1V1 6_292V2€_293V3 QI}

‘Ccin,QI — (36)

0-00-0

La subtilité majeure pour la construction d’un modele supersymétrique se trouve dans le secteur du Higgs.
En effet, pour éviter des anomalies chirales provenant des superpartenaires fermioniques, des fermions de
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Superchamps Fermion sFermion Représentation

a[
QI Q£ - (Z;) ai - (gﬁ) (37 2, 1/6)
UI (u}I%)c (a}i)T (37 17 _2/3)
D! (dh)e (dL)f (3,1,1/3)
% o= (Z;) i = g) (1,2,-1/2)
5! CA NG 1.1.1)

TABLE 3.2 — Superchamps chiraux : le secteur des quarks est constitué par les superchamps gauchers Q,
Ul et D! et le secteur leptonique est défini & partir des superchamps gauchers L! et E!, avec I € {1,2,3},
correspondant aux trois familles.

Weyl appelés higgsino, il est nécessaire d’introduire un second champ de Higgs. Les deux champs de Higgs
sont donnés dans la table 3.3.

Superchamps Higgs Higgsino Représentation
0 ~ 7,0
H, hg = hé hg = ﬁi (1,2,-1/2)
h, h;

ha\ 7 hi
H, hy, = (h2> hy = (”ﬁo) (17271/2)

TABLE 3.3 — Superchamps de Higgs. La notation Hy (avec d pour down) et H,, (avec u pour up) caractérise les
interactions de Yukawa dans l’expression du superpotentiel (3.7). Ce dernier étant une fonction holomorphe,
I'introduction d’un second champ de Higgs est ainsi justifiée, de maniére a obtenir un couplage de Yukawa
avec les deux anti-quarks gauchers.

La derniere contribution dans la construction du lagrangien supersymétrique provient du superpoten-
tiel, défini a 1’équation (2.71). Ce dernier consiste en une généralisation des couplages de Yukawa, dont
I’expression est donnée par

W = —y§, LT HyE' —y¢,Q" - HyD? +¥,Q" - HUY + nH, - H,, (3.7)

oll nous retrouvons les matrices de Yukawa y¢, y¢ et y*, et un nouveau couplage bilinéaire entre les deux
champs de Higgs®. Nous avons aussi introduit la notation L' - Hy = eijL”HCJZ pour la multiplication de
SU(2)r, avec le tenseur antisymétrique €15 = 1.

Cependant, la forme du superpotentiel, donnée par I'expression (3.7), n’est pas la plus générale puisqu’une
symétrie discrete, la parité R, a été considérée. L’opérateur de la parité R est donné par

Pg = (—1)°PF2s, (3.8)
avec B, L et S respectivement le nombre baryonique, le nombre leptonique et le spin de la particule. Cette
symétrie discrete impose d’avoir un minimum de deux particules supersymétriques dans un processus donné.

6. Le parametre p conduit & un probléme de naturalité [40] car aucun mécanisme ne protége sa valeur & haute énergie. Ainsi,
il est nécessaire d’introduire un ajustement fin de la théorie, de maniére a rendre la valeur du parametre p proche de 1’échelle
électrofaible.
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Par conséquent, lors de la désintégration d’'une particule supersymétrique lourde, il est nécessaire d’avoir en
fin de processus une autre particule supersymétrique plus légere. La particule supersymétrique la plus légere
est nécessairement stable.

Dans la prochaine section, nous nous intéressons plus particulierement a la brisure de la symétrie élec-
trofaible. Dans un premier temps, nous détaillons la brisure explicite de la supersymétrie due aux termes
de brisure douce, pour introduire la brisure électrofaible dans le cadre du modele standard supersymétrique
minimal.

3.1.2 Des termes de brisure douce a la brisure électrofaible

Avant de s’intéresser a la brisure de la symétrie électrofaible dans le cadre du modele standard supersy-
métrique minimal, il est nécessaire de briser explicitement la supersymétrie (les mécanismes dynamiques ne
permettant pas une phénoménologie viable a basse énergie (Cf. fin de la section 2.3)).

La brisure de la supersymétrie s’effectue par ’ajout de termes au niveau du potentiel scalaire. De maniere
a éviter de retrouver le probléme de hiérarchie, Girardello et al.[25] ont classifié les fameux termes de brisure
douce possibles, de sorte a briser la supersymétrie et ainsi empécher les divergences quadratiques de la masse
des particules scalaires. Dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal, ces termes de brisure
douce sont donnés par

Vaoux = & [MiB- B+ MyW® W,y + M3g® - go +hc.] —m? hlih, —m3 hihg
_(m%)ijgb@; — (m2)'jépiell — (m2)';q! @ — (m2) i all — (m2) jdid?? (3.9)

- [(TU)U@QQ{ iy — (T%)53d1G, - hg — (T€);;8808, - hy + bhy - hg + hec.|

avec My, My et Mj3 respectivement la masse du bino, des winos et des gluinos, my, et mj, la masse des
bosons de Higgs, m; et mgz des matrices 3 x 3 dans I’état de saveur pour les sleptons, mg, mg et m; des
matrices 3 X 3 dans I’état de saveur pour les squarks, b un couplage bilinéaire pour les champs de Higgs et
les matrices 3 x 3, T¢, T% et T*, pour des couplages trilinéaires entre les sfermions et les champs de Higgs.

Détailler I'ensemble de I’analyse concernant la brisure spontanée de la symétrie électrofaible dans le cadre
du modele standard supersymétrique minimal sortirait du cadre de ce chapitre. Les références [6, 41, 42, 43,
44] sont treés bien détaillées pour cette analyse. Dans un souci d’extraire un candidat de matiére noire pour
estimer par la suite sa densité relique, nous donnons uniquement les étapes essentielles et les conséquences
importantes dues & la brisure. Cette approche nous permet de nous familiariser avec les notations pour les
appliquer dans les prochaines sections 3.2 et 3.3.

A la différence du modéle standard, composé seulement d’un doublet de Higgs, son extension supersy-
métrique est constituée de deux doublets de Higgs (Cf. la table 3.3) modifiant alors légérement le calcul. La
brisure spontanée de symétrie du secteur électrofaible SU(2)r, x U(1)y — U(1)em survient lorsque les deux
champs de Higgs neutres développent une valeur moyenne dans le vide, (HY) = v,/V2 et (HO) = v4/V/2,
non-nulle.

Parmi les huit degrés de liberté des deux doublets de Higgs, donnés a la table 3.3, trois vont engendrer les
modes longitudinaux des bosons vecteurs massifs W+ et Z°, tandis que les cing degrés de liberté restant
vont se mélanger pour donner les cinq états propres de masse des champs de Higgs h°, H?, A et H*.
Concernant les particules de saveur, la diagonalisation des matrices de Yukawa permet le passage de 'état
de jauge a I’état de masse menant aux états physiques (de maniere identique au modele standard).

Enfin, restent les fermions provenant du secteur de jauge - les jauginos - et du secteur du Higgs - les higg-
sinos. La diagonalisation de la matrice de masse des particules chargées dans I'état de jauge conduit dans
I’état de masse aux charginos, notés x=. De maniére équivalente, la diagonalisation de la matrice de masse
des particules neutres implique les neutralinos, notée x°.

Enfin, la symétrie discrete R, introduite & ’équation (3.8), assure que, parmi la nouvelle zoologie de parti-
cules, la plus légere soit stable. La premiere particule de la famille des neutralinos, noté X(l), et vérifiant par
convention myo < Mmyo < Mmyo < My, correspond a cette particule stable. De charge électrique nulle, elle
est, par conséquent, un trés bon candidat pour représenter une particule de matiere noire.
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3.1.3 L’incrémentation du MSSM dans FeynRules

L’étude réalisée dans le chapitre 2, appliquée a un modele particulier 3.1.1 et 3.1.2, a montré la durée en
temps de calcul nécessaire pour effectuer une étude phénoménologique a partir d’une théorie. L’utilisation
de l'informatique est devenue cruciale pour ces études.

FeynRules [45, 46] est un programme MATHEMATICA”, composé d’un ensemble de fonctions prédéfi-
nies, qui extrait, de maniere semi-automatique, I’ensemble des regles de Feynman provenant du lagrangien
du modele. L’approche du superespace, utilisée dans la section 2.2 pour la construction d’un lagrangien
supersymétrique, est aussi incluse, permettant I’étude de modeéles supersymétriques. Sa généralisation et
sa rapidité pour extraire les régles de Feynman nous servent, par conséquent, de socle informatique dans
I'objectif de développer une nouvelle interface pour le calcul de la densité relique de matiere noire.

Le fonctionnement de FeynRules, appliqué ici au modele standard supersymétrique minimal, consiste

a définir dans un fichier modele (par exemple mon_modele.fr) les groupes de jauge, le contenu en champs,
les parametres libres et le lagrangien, sous forme compacte, du modele. Les outils composant FeynRules
vont alors extraire les différents vertex entre les champs.
Dans le cas du modele standard supersymétrique minimal, I’établissement du fichier modele a été pré-
alablement réalisé [47]. Par conséquent, ce dernier est utilisé pour mener au développement d’un nouveau
calculateur de densité relique de matiere noire. L’exécution du fichier et 'extraction des regles de Feynman
associées s’effectuent en utilisant certaines commandes. Pour charger le programme FeynRules et ses
fonctions

$FeynRulesPath = SetDirectory[<emplacement du dossier ol FeynRules est enregistré>]
<<FeynRules’.

Pour charger le contenu en champs, les parametres libres et le lagrangien compact du modele

SetDirectory[<emplacement du fichier modéle nom_modele.fr>]
LoadModel [<nom_modele.fr>].

Et enfin, pour extraire les régles de Feynman provenant de l’expression du lagrangien compact Lag®
reglesVertex = FeynmanRules[Lag].

La caractéristique de FeynRules, a calculer les regles de Feynman pour un grand nombre de modéles,
est un atout majeur dans la conception d’un nouveau calculateur de densité relique et dans la réalisation
d’étude phénoménologique résultante. Sa symbiose avec SuperIso Relic - programme pour calculer la
densité relique d’une particule - permet alors d’analyser la consistance d’un modele allant au-dela du modele
standard, par rapport a la densité relique de matiere qu’il propose. La prochaine section est consacrée
au calcul de cette densité - en suivant 'approche de SuperIso Relic - pour ensuite, coupler ces deux
programmes.

3.2 Estimation de la moyenne thermale de la section efficace effective
<aeffv>

Le programme SuperIso Relic [48] est 'extension relique de SuperIso [49] - outil informatique pour
I’analyse de la physique des saveurs dans le cadre du modele standard et de certaines de ses extensions - pour
déterminer la densité relique de matiere noire dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal
ou du next minimal supersymmetric standard model (NMSSM)?. En se basant sur SuperIso Relic, nous
développons un nouveau calculateur pour estimer la densité relique de matiére noire de n’importe quel

7. MATHEMATICA est un logiciel de calcul formel développé par Wolfram Research ®.

8. La fonction FeynmanRules est accompagnée de 'option FlavorExpand, ayant par défaut une valeur False, pour différencier
un champ générique par rapport a ses saveurs (par exemple, le champ leptonique chargé est caractérisé par le champ générique
¢, tandis que ses saveurs sont données par e, i et 7). Pour notre étude, il est demandé de ne pas changer la valeur du parametre
FlavorExpand a ce stade, puisque ’expansion est effectuée ultérieurement.

9. Le next minimal supersymmetric standard model est une extension du modele standard supersymétrique minimal par le
rajout d’un singlet de jauge, i.e. par rapport au groupe de jauge du modele standard, dans le contenu en champs, de maniere a
répondre au probleme p défini plutét.



3.2. ESTIMATION DE (ogprpV) 23

modele supersymétrique en utilisant les caractéristiques de FeynRules, de maniére a extraire les regles de
Feynman.

L’analyse effectuée dans les articles [50, 51] méne & une écriture plus compacte de I’équation de Boltzmann
permettant une simplification de I'analyse numérique et surtout une écriture commune entre les processus
d’annihilation et de coannihilation. Seules les formules dont nous faisons ’analyse sont données par la suite,
les démonstrations se trouvant a l'article [51].

De notre exemple trivial en début de ce chapitre (3.1), nous avions décrit de maniére qualitative le
découplage d’une particule arbitraire y avec le bain primordial. Nous allons donc, dans un premier temps,
retranscrire I’équation de Boltzmann pour suivre I’évolution de la densité de matiere noire.
L’augmentation en champ, dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal, propose un ensemble
de particules non-stables et au moins une particule stable, ou cette derniere serait une bonne candidate pour
les études de matiere noire. Par conséquent, 1’évolution de la densité relique de matiere repose sur ’annihi-

lation et la coannihilation de deux particules supersymétriques en deux particules du modele standard, et
N

dont I’équation de Boltzmann est donnée par (avec n = > n; ou N est le nombre de particules supersymé-
i=1
triques) 1°
dn 9 9
= —3Hn — (oegv) (n® —ng,) - (3.10)

dt
Le premier terme du membre de droite illustre la dilution de la densité due a ’expansion de I’Univers, défini

par le taux d’expansion H - constante de Hubble - provenant de I’équation de Friedmann
_ 8nGN
3

H? Prads (3.11)
pour un Univers dominé par la radiation avec Gy, la constante universelle de la gravitation de Newton et
prad la densité de radiation. Le second terme représente les processus d’annihilation et de coannihilation des
particules supersymétriques, et enfin, le dernier terme résulte de la création des particules supersymétriques
provenant du contenu en champs en équilibre thermique avec le bain primordial.

La moyenne thermale de la section efficace effective (oegv) est la quantité centrale a calculer avant de pouvoir
intégrer I’équation différentielle (3.10). Son expression est donnée [51] par

/ dpeff pgffWeff(\/Ecm)Kl ( \/szcm )
0

(oeiv) = ) ) (3.12)
4 Noogio o my my
mPSLT Z 2 Ky T
=1 9psp Mpgy,
avec 'impulsion effective
1
peﬂ(\/ECm) = 2\/(\/Ecm)2 - 4m%DSL' (313)

Weg représente le taux d’annihilation et de coannihilation effectif, m,,q et g, sont respectivement la masse
et le nombre de degrés de liberté de la particule supersymétrique la plus légere (PSL), m; et g; étant la
masse et le nombre de degrés de liberté de la particule supersymétrique i, et K et Ko, respectivement les
fonctions de Bessel modifiées du second genre d’ordre 1 et 2.

De son coté, le calcul du taux effectif de Weg est donné par

dWegr DijPki
dcos® Z SWZQI%SLpeﬂSk[\/EC Z

i.7.k,1 M helicité

2
Y M+ k41|, (3.14)

diagrammes

avec M l'amplitude de transition pour le processus i+ j — k -+ [, 6 angle entre la particule i et la particule
k, pi; étant I'impulsion dans le centre de masse du couple i et j définie par

V Eem — (mi +m;j)?\/Eem — (mi — m;)?
2\/ECI‘I1 7

10. L’approximation non-relativiste sur la vitesse des particules implique qu’il n’est pas nécessaire de faire la distinction entre
une statistique de Fermi-Dirac et celle de Bose-Einstein, lors du calcul de la distribution de densité des particules.

Dij = (3.15)
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Sk un facteur de symétrie avec pour valeur 2 pour des particules identiques dans I’état final et 1 pour des
particules non-identiques dans I’état final, et E.,, ’énergie dans le centre de masse.

3.2.1 Le calcul numérique des amplitudes de transition

L’estimation de la densité relique d’une particule nécessite de prendre en compte ’ensemble de ses
annihilations et coannihilations. Les processus a quatre corps 2 — 2 n’étant pas déterminés dans FeynRules
ou SuperIso Relic, son incrémentation est alors nécessaire. Dans un souci de généralisation - estimer la
densité relique de matiere noire de n’importe quel modele supersymétrique - cette incrémentation s’est alors
effectuée au niveau de FeynRules, via I’écriture d’une nouvelle fonction, Amplitude.

Un processus a quatre corps 2 — 2 est caractérisé par la dynamique des particules entre celles a ’état
initial et celles résultant de l'interaction dans I’état final. Les principales topologies pour des interactions a
I’arbre sont résumées a la figure 3.1 et s’appuient sur I'introduction des variables de Mandelstam

s = (pr+p2)? = (p3+pa)?
t = (p1—p3)* = (p2—pa)? (3.16)
u = (pl - 194)2 = (p2 - p3)2-

La fonction Amplitude ! est définie par
Amplitude[ L, options ]

ou elle recoit en entrée le lagrangien du modele d’étude et différentes options dont les caractéristiques sont
définies dans la table 3.4 '2. Les différentes combinaisons entre les options Pinit et Pfinal meénent & utiliser

e Amplitude[L£,Pinit->{p1,p2},Pfinal->{p3,p4}] pour calculer un digramme précis,
e Amplitude[L,Pinit->{p1},Pfinal->{p3}] pour évaluer un ensemble de diagrammes,
e Amplitude[L] pour obtenir la totalité des processus du modele.

La construction des amplitudes est basée sur les topologies, données par la figure 3.1, et s’expriment en fonc-
tion des particules, des vertex et des propagateurs. La conservation des nombres quantiques est évidemment
imposée.

p1 D3 p1 p3 b1 p3 b1 P3 p1
V1 U1
= + U1 v 4 bt + Pu
v Ps
V9 V2
P2 2! b2 y2! b2 2 b2 2! b2

4 corps voie s voie t voie u

ps3

P4

FIGURE 3.1 — Représentation des différentes topologies a 'arbre pour un processus p; + po — p3 + pa.
Les deux particules incidentes sont caractérisées par les variables p; et ps, tandis que celles sortantes sont
définies par p3 et ps. Parmi les quatre topologies, la premiere résulte d’une interaction a 4 corps, tandis
que les trois autres se font sous ’échange d’un propagateur pg, p: ou p, selon la dynamique. L’estimation
des différents vertex v, v; ou w9, associée a la dynamique des particules, permet de calculer 'amplitude
invariante M (p; + p2 — p3 + pa) [11].

11. Par souci de légereté au niveau de 'interface, la variable FRVerbose a été incrémentée au niveau du programme ToolBox.m
de FeynRules pour éviter d’afficher des informations non souhaitées. Sa valeur par défaut est False, tandis que sa valeur opposée
affiche ces informations.

12. L’acronyme « adms » signifiant « au-dela de modeéle standard ».
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TABLE 3.4 — Fonctionnement des différentes options de Amplitude

Options Défaut Valeur Fonctionnement

Pinit {} {p1,p2} Les deux particules incidentes sont données et sont les seules a
étre considérées pour le calcul de 'amplitude invariante.

{p1} Une seule particule incidente est donnée. L’ensemble des
combinaisons {p1,p;}, avec p; une particule arbitraire, permis par
le modele est alors généré puis calculé.

{} Aucune particule incidente n’est donnée. L’ensemble des
combinaisons {p;,p;}, avec p; et p; des particules arbitraires,
permis par le modele, est alors généré puis calculé.

Pfinal {} {ps3,pa} Les deux particules sortantes sont données et sont les seules a
étre considérées pour le calcul de 'amplitude invariante.

{ps} Une seule particule sortante est donnée. L’ensemble des
combinaisons {ps, p; }, avec p; une particule arbitraire, permis par
le modele est alors généré puis calculé.

{} Aucune particule sortante n’est donnée. L’ensemble des
combinaisons {p;,p;}, avec p; et p; des particules arbitraires,
permis par le modele, est alors généré puis calculé.

DMInterface False False Aucune sélection n’est opérée sur les particules entrantes et
sortantes.
True Une sélection est effectuée entre les particules incidentes et

sortantes pour calculer uniquement les processus
Padms + Padms — Pms T Pms-

Le traitement des processus étant identique, nous nous intéressons uniquement a un diagramme 2 — 2
particulier

|M (XO + XO —d-+ CD |2 = Amplitude[L,,ssm ,Pinit->{neu,neu},Pfinal->{d,dbar}], (3.17)

dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal. Dans un souci d’optimisation, en termes de
mémoire et de temps de calcul, deux fonctionnalités maitresses ont été incrémentées : la symétrie de croise-
ment et 'expansion indicielle par rapport a la saveur des particules.

Au niveau de la symétrie de croisement, un ensemble de regles simples entre les impulsions des particules
permet de déduire, a partir d’une topologie maitresse, les autres diagrammes, composés des mémes par-
ticules ayant la méme dynamique. En se basant sur notre exemple (3.17), alors considéré comme diagramme
maitre, les diagrammes correspondant x° +x° — d+d ou x* +d — x°+ d sont déterminés par application
des reégles {ps <> p4} pour le premier et des regles {p3 — —p2,p2 — —ps} pour le second.

La deuxieme fonctionnalité s’opere au niveau de la saveur d’une particule. Toujours en se basant sur notre
diagramme de référence (3.17), 'ajout des indices de saveur s’écrit M(X?—i—x? — dyp+dy) avec i, j € {1,2,3,4}
et k, ¢ € {1,2,3}. Le choix d’un indice arbitraire pour le calcul d’un diagramme permet de calculer un seul
diagramme et d’en déduire I’ensemble des sous-diagrammes - 144 pour notre exemple - lorsque la distinction
sur la saveur est effectuée 2.

13. Les regles des symétries de croisement s’appliquent a la 4-impulsion des particules, et sont, par conséquent, dissociées de
I'expansion indicielle.
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Ms = {5, M, (X?+X?4>AO‘>dk+J£),MS <X?+X?*>G0*>dk+(jg),
M (X?+X?%hoﬁdk+de>,/\/ls (X?JFX?%HOHkorJf)
Mg (X?+X?%Z%dk+c?z>}

M (X? + X?' — ho — dj, + Jg) = Amp[v1,DefPropl[s,h0],v2]
vli = Vrxt [XO [p1],Abbr$1[i, j1+Abbr$2[i, ;] 75 s XO [p211]
v2 = Vrxtl[dlps],d®.Abbr$3[k, 1+, Abbr$d [k,(] 75 s J[p4] ]
DefProp[S,h0] = ¢ Den[S,h0]

Concernant la voie s du diagramme de référence, nous constatons que différents propagateurs sont échangés,
ce qui mene a calculer un certain nombre de diagramme. Nous illustrons l'expression analytique pour un
diagramme particulier - échange de hg -, ou les trois entités fondamentales pour le calcul sont renseignées :
les deux vertex et le propagateur. Les vertex sont déterminés a partir de fonctions initialement présentes
dans FeynRules. Une premiere tache de la fonction Amplitude consiste a alléger I'écriture des vertex,
ou des abréviations sont introduites, tout en faisant ressortir la saveur des particules, et ou les différentes
matrices de Dirac sont mises en évidence.

M, = M, (X?+X?—>CZ—>dk+CZg>
M, (x? + X? —d—dp+ Jg) = Amp[v1l,DefProp[t,sd],v2]
vi = Vrxt[\[pid, 0 ., Abbr$5 [i, k, n50] +6% ., Abbr$6 [4, k, nsol ~°,dp3l]
v2 = Vrxt[x?[p2], 0t ., Abbr$7 [, £, n51 1+ ., Abbr$8[], £, n5117°, dlp4l]
DefProp[T,sd] = ¢ §%0, 6" Den[T,sd]

A la différence de I'exemple présenté dans la voie s, 'expression analytique ci-dessus renseigne sur ’écriture
du propagateur, ou les indices de saveur et de couleur sont mis en évidence pour faciliter les contractions
indicielles durant le calcul.

Processus de croisement ListeRulesSC Explication

(0 + X? — dy, + dy) { { p3->pduml, p4->pdum2 }, Deux listes différentes sont générées. La
{ pdum1->p4, pdum2->p3 } }  premiecre permet de modifier les impulsions -
du diagramme de référence - par des
variables arbitraires, tandis que la seconde
remplace les variables par les impulsions du
diagrammes de croisement.
O+ dj — XD+ dyp) { { p2->pdum1, p3->pdum?2 }, Le fonctionnement est équivalent a
{ pdum1->-p3, pdum2->-p2 } } l'exemple ci-dessus. Le signe de différence
provient de I’échange entre les particules
incidentes et les particules sortantes.

TABLE 3.5 — Deux exengples détaillés concernant la forme des amplitudes de transition M dans FeynRules
avant le calcul de ‘M{ . Les autres expressions analytiques des amplitudes de transition sont obtenues de
maniere équivalente.
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Une liste est par conséquent générée
MY+ X? — dy, +dy) = { Mg, My, M,, ListeRulesSC}, (3.18)

contenant les informations nécessaires - vertex, particules, propagateurs, et regles pour la symétrie de croi-
sement - pour calculer 'amplitude invariante de notre diagramme de référence. Les différentes contributions,
dépendant du canal d’interaction {s,t,u} du diagramme de référence, sont données et expliquées dans la
table 3.5.

Le calcul analytique des amplitudes de transition est réalisé de maniére habituelle [11] et repose sur
le traitement de la couleur des particules, du calcul des traces de Dirac et de la contraction des indices
de Lorentz. De maniére & optimiser le calcul, des listes de reégles '* sont générées automatiquement et sont
utilisées lorsqu’un calcul équivalent intervient.

A la sortie du calcul, une liste est générée

{ MO+ = di +dg)| Z|M| F M M) D MM,

a,b = s,t,u

MO o SIM M M Y Mo (5.19)
a,b = s,t,u

IMOL +de = X0+ d)|? M| +2|Mt| + M+ r oM oM, }
a,b = s,t,u

contenant ’ensemble des amplitudes de transition provenant de la symétrie de croisement, et dont les
différentes expressions analytiques sont données dans la table 3.6.

ZS;WSF = M, (X%Xgﬁ,qo—mwgg) 24 M, (Xg+X9—>G0—>dk+Jz> 2
M, (x4 X = o = die+ ) [P+ [ M (X0 4+ X0 = Ho = dy +di) [
—|—‘MS (X?—FX?—)Z—)dk—f—Jg) ‘2

| M, (X? + XY = ho = di + cZ@) \2 = FlavAbbr$i[i,j,k,1]Power [Den[s,h0],2]

FlavAbbr$1[i,j,k,1] = FctImplpi,p2,ps,pslAbbr$l (i, j1Abbr$3 [k, F1HC [Abbr$l [, j1Abbr$3 [k, (1]
+

TABLE 3.6 — Expression analytique d’une amplitude de transition, pour un propagateur particulier, & la sortie
de la fonction Amplitude (’expansion indicielle n’a pas été effectuée). Des abréviations sont introduites,
ol les indices de saveur sont mis en évidence. Ces derniéres s’expriment a partir des abréviations utilisées
pour I'expression des vertex. Enfin, la fonction Fct Amp s’exprime en fonction des impulsions du processus,
de sorte & retranscrire 'expression analytique en fonction des variables de Mandelstan, d’apres (3.16), et de
la masse des particules.

Mais, dans un souci d’optimisation de la mémoire vive de l'ordinateur, I'’expansion indicielle sur la
saveur des particules n’est pas effectuée a ce stade. Deux approches sont alors proposées a l'utilisateur. La
premiere, ComputeAmplitude, qui recoit en entrée la liste générée par Amplitude, va réaliser ’expansion et
ainsi générer en sortie une liste contenant 1’ensemble des expressions analytiques.

La seconde approche repose sur la fonction WriteComputeAmplitude et recoit en entrée la liste générée
par Amplitude. Elle va aussi effectuer 'expansion indicielle, mais de maniere a limiter la consommation
de la mémoire vive de l'ordinateur, la fonction écrit dans des fichiers textes - en langage C++ - 'expression
analytique des amplitudes invariantes, au fur et a mesure de I’expansion. Cette derniere approche est celle

14. Par exemple, afin d’éviter de calculer plusieurs fois la valeur de la trace Tr[y*~y"~y?~" *y"’y‘s], une liste générique est générée
comprenant ’expression analytique de la trace et sa valeur apres calcul. Par conséquent, si une trace similaire doit étre de
nouveau calculée, il suffit d’appliquer la régle, évitant ainsi d’estimer de nouveau sa valeur.
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utilisée pour le calcul de la densité relique 3.3.

La validation de ce nouveau calculateur d’amplitudes invariantes a été faite, en comparant des ex-
pressions analytiques obtenues avec deux programmes MATHEMATICA complémentaires, FeynArts[52] et
FormCalc[53]. Alors que le modele standard donne des résultats identiques, des différences persistent pour
certains processus pour le modele standard supersymétrique minimal (des signes opposés au niveau des
interférences). Par conséquent, nous poursuivons le développement de cette nouvelle fonctionnalité de
FeynRules.

3.2.2 Le calcul numérique de la moyenne thermale de la section efficace effective (oegv)

L’incrémentation de la fonction Amplitude dans FeynRules permet de calculer 'ensemble des processus
d’un modele, tandis que l'utilisation de 'option DMInterface sélectionne uniquement ceux nécessaires au
calcul de Weg. Pour rappel, le taux effectif d’annihilation est donné par la formule

dWeg DijPkl
dcosf - Z ) Z

242
S 8T PetSay Bom |

2
M@+5—k+1) (3.20)

diagrammes

avec 0 I'angle entre la particule 7 et la particule k, et I'utilisation de la fonction
Amplitudel Lygsm , DMInterface -> True ]

dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal, permet de calculer I’ensemble des amplitudes
invariantes |M(i +j — k + l)‘Q.

A partir des informations données & I'équation (3.15), il est désormais possible d’intégrer de maniere
numérique 1’équation (3.20) et d’exprimer le taux effectif d’annihilation en fonction de 1’énergie dans le
centre de masse v/E¢p,. La méthode d’intégration numérique utilisée est celle de Monte-Carlo. Elle repose
sur l'algorithme de Vegas [54], mis a disposition par le consortium GNU Scientific library [55]. Pour la suite,
les intégrales sont calculées de maniere numérique a partir de 'algorithme de Vegas.

De maniere a accélérer le calcul de Weg en fonction de ’énergie dans le centre de masse, deux énergies seuils
sur ce dernier sont supposées. La premiere limite

m; +mj < 3mpsL, (3.21)

impose une masse maximale aux particules incidentes, car les processus de coannihilation sont négligeables
lorsque (v Eem)coann = 3mpsr [50]. La seconde limite définit ’énergie maximale pour le calcul du taux
effectif d’annihilation Weg. Elle est donnée par

(\/Ecm)max = 2mpsy, — Tfo IOg(BE), (322)

avec B le facteur de Boltzmann, fixé & 107° [56], et T 'to la température limite supérieure typique du freeze-
out, donnée a 25 GeV.

Le calcul numérique du taux effectif d’annihilation étant achevé, nous pouvons maintenant calculer la
moyenne thermale de la section efficace effective (oegv), qui est nécessaire pour la résolution de ’équation
de Boltzmann. Son expression analytique est donnée par

00
/ dpeff pgﬁWeff ( \/Ecm ) K 1 ( \/]r%m )
0

(Oev) = ) 5> (3.23)
4 Noogi my m;
mPSLT Z 9 K2 T
i=1Y9psi, mPSL

et nécessite, par conséquent, deux types de calcul numérique majeur. Le premier concerne l'intégration
par rapport a l'impulsion effective. Nous reprenons, par conséquent, 'approche numérique présentée
précédemment. Concernant le second, il correspond au calcul des fonctions de Bessel modifiées de premier
et de second ordre. De maniere analogue aux intégrales, ce calcul numérique est réalisé a partir de librairies
disponibles, les librairies Boost en C++ [57].
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Le calcul numérique de (oeqv) est allégé en remplagant la borne supérieure de l'intégration concernant la
quantité de mouvement effective, initialement & I'infini, par (v Eem)mae 011 nous avons utilisé les propriétés
des fonctions de Bessel modifiées de premier ordre K.

Au cours de cette section, nous avons, dans un premier temps, présenté une nouvelle fonction de
FeynRules, permettant le calcul des amplitudes de transitions de tous les processus impliquant deux
particules supersymétriques en entrée et deux particules du modele standard en sortie. Dans un second
temps, des méthodes numériques reposant sur I’approche suivie par SuperIso Relic pour le calcul de
la moyenne thermale de la section efficace effective (oegv) ont été présentées. Dans la prochaine section,
ces différentes caractéristiques sont réunies dans un méme programme, WriteDMCalculator, directement
implémenté dans FeynRules et accompagné des outils numériques, menant au calcul de la densité relique
de matiere noire, a partir de I’équation de Boltzmann (3.10).

3.3 Un nouveau générateur : Dark Matter Interface

Le nouveau générateur, appelé Dark Matter Interface, est une composition d’'un ensemble d’outils
informatiques, permettant d’effectuer I’ensemble des calculs (processus, intégration, désintégration, etc), et
conduisant a évaluer la densité relique de matiere noire pour un modele donné. Ces divers outils se divisent
en deux grandes parties, une dynamique et une fixe, dont nous présentons le fonctionnement dans les deux
prochaines sections.

3.3.1 La partie « dynamique »

La partie dynamique de la nouvelle interface repose sur le programme FeynRules, puisque’elle corres-
pond a l'introduction d’une nouvelle fonctionnalité, définie par

WriteDMCalculator[L, options ].

WriteDMCalculator recoit en entrée la définition du lagrangien - correspondant au modele d’étude -, tandis
que différentes options sont également proposées et répertoriées dans la table 3.7.

La fonction s’appuie sur 'ensemble des fonctionnalités de FeynRules pour générer un ensemble de
fichiers en C++, qui sont par la suite compilés. Ces fichiers sont composés de la valeur numérique des para-
metres du modele, de I'expression analytique de désintégration des particules et de I'expression analytique
des processus & 2 — 2 corps (en se basant sur la fonction présentée dans la section 3.2.1).

La partie dynamique est finalement propre a chaque modele. Elle doit étre, par conséquent, générée avant
le calcul des différentes intégrales, effectué via la partie fixe de Dark Matter Interface.

3.3.2 La partie « fixe »

La partie fixe de Dark Matter Interface est un ensemble de fichiers C++, initialement présent dans
Iinterface. Cette partie concerne le calcul des intégrales présentées dans la section 3.2.2, accompagné de la
derniere intégrale propre a la résolution de I’équation de Botlzmann

dn

i —3Hn — (oegv) (n* — ngq) . (3.24)

(oev) représente la moyenne thermale du taux d’annihilation effectif de particules supersymétriques en
particules du modele standard et H le taux d’expansion de I’Univers

&G 2

T
HQ(T) =5 prad(T)  avec  prad(T) = gegt(T) 30 T2, (3.25)

avec gog le nombre de degrés de liberté effectif de radiation. Concernant la résolution de I’équation de

Boltzmann, il est plus pratique d’introduire le ratio Y(T') entre la densité de particules n(T') et la densité
d’entropie de rayonnement

_ n(T) 272

Y (T) a1y e s(T) = heg(T) 15 T3, (3.26)
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TABLE 3.7 — Fonctionnement des différentes options de WriteDMCalculator

Options Défaut Fonctionnement

Output Default Nom réservé au dossier contenant les fichiers générés par le
programme. Par défaut, le dossier a pour nom : NomModéle DMC.

AddDecays True Modifie la définition des propagateurs lors du calcul des processus de
diffusion.
InputDecays MRS$Null Si les expressions analytiques des processus de désintégration ont déja

été établies, cette option permet de recevoir leur expression évitant
ainsi de les recalculer.

InputAbbrDecays MRS$Null Options permettant de recevoir les abréviations contenues dans les
expressions analytiques des désintégrations.

InputAmps MRS$Null Si les expressions analytiques des processus de diffusion ont déja été
établies, cette option permet de recevoir leur expression évitant ainsi
de les recalculer.

InputAbbrAmps MRS$Null Options permettant de recevoir les abréviations contenues dans les
expressions analytiques des désintégrations.

puisqu’elle conduit a la réécriture de I’équation de Boltzmann suivante

dY T \/gxm 9 9
&=V 0 :EZPSL (oenrv) (Y2 = Ya) . (3.27)
avec r = 1psL et
’ h, T dh,
eff eff
. = 1 . 3.28
\/g \/geff < " 3heﬂ dT > ( )

Les valeurs numériques des parametres geff, heg €t /g« dépendent du bain primordial, et par conséquent,
de la température de I’Univers et du contenu en champs. De maniere a limiter le temps de calcul, nous
utilisons les valeurs numériques, de ces parametres, fournies par la littérature [50] (pour le contenu en champs
du modele standard). Néanmoins, nous pouvons nous poser la question de I'influence du bain primordial sur
I'estimation de la densité relique. Par conséquent, il peut étre intéressant de calculer les valeurs numériques
des parametres gefr, het €t /g« de n’importe quels modeles.

Finalement, I'intégration de ’équation différentielle (3.3.3) est effectuée de la naissance de I'Univers, i.e.
pour un x = 0 avec une température 7" — oo, a nos jours xg = m;sL, ou 1y est la température des photons
du fond diffus cosmologique aujourd’hui.

3.3.3 Exécution et estimation de la densité relique de matiere noire

A partir des sections 3.3.1 et 3.3.2, Pexécution de la nouvelle interface s’effectue en deux étapes. La
premieére consiste a utiliser la nouvelle fonctionnalité de FeynRules, de maniére a générer I’ensemble des
parametres et des expressions analytiques. La seconde étape exécute finalement ’ensemble des fichiers C++
au travers d'un fichier MakeFile .

L’intégration de ’équation conduit & obtenir la valeur du parametre Yy = (7p) et d’en déduire 'estimation

15. Le compilateur utilisé étant g++ .
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de la densité relique de matiere, pour la particule de masse mpgr,, définie par

Y
QpsL, = ml’sgso 0 (3.29)

crit

ot mpgy, est la masse de la particule supersymétrique stable, sg = s(7p) est la densité d’entropie aujourd’hui
et p2 = perit(To) la densité critique de I'Univers, définie par la constante d’Hubble

8rG

H(TO) - 3 Perit- (330)

La matiere noire tient un role important dans le fonctionnement de I’Univers : de son découplage avec

le bain primordial & la rotation des galaxies. Comprendre la particule sous-jacente est, par conséquent, une
étape essentielle.
Une maniere indirecte d’entrevoir la particule de matiére noire consiste a déterminer de maniere théorique
sa densité relique et de la confronter avec la valeur expérimentale. De nombreux outils numériques [58] et
[56] estiment la densité relique de matiére noire pour un modeéle donné. Afin de pouvoir confirmer I’écriture
de notre générateur, il est nécessaire de comparer nos résultats avec SuperIso Relic[48] et avec ceux de
la littérature [58] et [56].

L’étude phénoménologique, réalisée dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal, a été
conduite suite & l'introduction de termes de brisure douce (3.9), fondamentale & la brisure explicite de la
supersymétrie. Le chapitre 4 présente l'extension locale de la supersymétrie, la supergravité, et incorpore
un mécanisme naturel permettant de générer ces termes de brisure douce.

Enfin, les différentes études menées dans les chapitres 5 et 6 conduisent a de nouvelles solutions dans
les mécanismes de brisure de la supersymétrie induite par la gravitation, avec de possibles conséquences
phénoménologiques sur I’étude de la matiere noire. La symbiose entre le développement de nouvelles solutions
et le développement d’un nouveau générateur pour 'estimation de la matiere noire est un atout important.
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Chapitre 4

Eléments de supergravité

Dans le chapitre 2, nous avons établi la transformation du superchamp ®, donnée par 1’équation,
6P =i(c-Q+Q-€)?, (4.1)

avec € le parametre de transformation et Q la supercharge associée. Cependant, le parametre € a été supposé
global - indépendant de l’espace-temps - lors de I'écriture de la transformation (4.1). L’extension locale de
cette transformation €(x) conduit a la supersymétrie locale, dite supergravité. Le champ de jauge introduit
pour restaurer l'invariance de la théorie correspond au gravitino (particule fermionique), accompagné de son
partenaire supersymétrique, le graviton.

L’interprétation géométrique de la gravitation, proposée par Einstein [59] et résultant de la modification
de la courbure de I'espace-temps sous l'influence de la matiere, apparait naturellement au travers de I’équa-
tion (4.1) (le parametre des translations devient local, d’ou I'invariance par diffeomorphisme).

Cependant, la supergravité n’est pas une quantification de la gravitation. En effet, ¢’est une théorie non-
renormalisable. Néanmoins, elle peut étre interprétée comme une théorie effective d’une théorie plus fonda-
mentale. Son échelle d’énergie naturelle correspond a 1’échelle d’énergie ol la gravitation n’est plus négli-
geable par rapport aux autres interactions fondamentales. Cette derniere est donnée par la masse de Planck,
he

GN'

Pour ce troisieme chapitre, nous présentons dans un premier temps le formalisme du vierbein et de la
connexion de spin en relativité générale, qui est ensuite étendu au formalisme du superespace. Nous en
déduisons alors le multiplet de la supergravité résultant d’un choix de jauge et d’un choix de contraintes.
Ensuite, nous exprimons les superchamps chiraux et vectoriels dans le nouveau superespace courbe, ainsi que
leurs dérivées successives, menant a I’écriture du lagrangien de la supergravité pour N = 1. Nous terminons
ce chapitre par une étude de la brisure spontanée de la supergravité et plus particulierement, lorsqu’elle
implique une brisure de la supersymétrie induite par gravitation.

La formulation de la supergravité, présentée dans ce troisieme chapitre, est celle définie et suivie par Wess
et Zumino [60], tandis que les éléments de calcul sont essentiellement extraits du livre de Wess et Bagger|[3].

définie par M, =

4.1 La courbure du superespace

Le formalisme traditionnel de la relativité générale, reposant sur le tenseur métrique g, et sur les
symboles de Christofell, ne s’applique pas pour la description des spineurs.

Un formalisme alternatif permet une formulation de la relativité générale, incluant naturellement les
spineurs et leur transformation associée. En prenant appui sur I'introduction du vierbein a la place du
tenseur métrique et de la connexion de spin a la place des symboles de Christofell, nous présentons ce
nouveau formalisme. Il est ensuite étendu dans le cadre du superespace.

4.1.1 Le formalisme du vierbein et de la connexion de spin

Le principe d’équivalence généralisé stipule que, pour n’importe quel point de notre espace-temps, il
est possible de trouver un référentiel ou la gravitation s’annule et pour lequel le principe de la relativité
restreinte s’applique.

33
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Pour distinguer le référentiel tangent de celui courbé, les coordonnées et les indices de Lorentz du référen-
tiel courbé sont caractérisés par la typographie «-», tandis que les coordonnées et les indices de Lorentz
du référentiel tangent sont écrits de la maniere traditionnelle. Autrement dit, dans le référentiel R ou la
gravitation n’est pas annulée, un événement est repéré par sa quadriposition ##, alors qu'un événement
dans le référentiel R, ou la gravitation s’annule, est référencé par sa quadriposition z#. D’apres le principe
d’équivalence généralisé, nous pouvons, d’'une part, écrire z* comme une fonction de # - x# (") - avec
un difféomorphisme. D’autre part, nous avons l'invariance de Lorentz dans l'espace tangent z'* = z¥ A, *(z),
avec A,” le parametre de transformation dépendant de la quadriposition x.
Si nous considérons des tenseurs, ceux-ci peuvent étre mesurés dans les référentiels R ou Rg. En particulier,
pour des vecteurs covariants représentés respectivement dans I’espace courbe Vj; et 'espace tangent V,,, le
changement de coordonnées permettant de passer d’une base a I'autre s’écrit
oz

Vl] = 8.%17’ VN = eﬂ“Vu, (42)
ou la variable dynamique e;", appelée vierbein, a été introduite. La transformation étant un difféomorphisme,
la transformation inverse euﬁ est définie et conduit pour le covecteur W,

oOzh i
WM = Okt Wﬂ =€y Wﬂ (4.3)
accompagnée des égalités
e,;“e,j7 = 5[/7 et euﬂeﬂ” = 6, (4.4)

Le changement de coordonnées du repére courbe au repére tangent £ — x, s’écrivant sous forme différentielle

ort
dat = _dz” 4.
o= O 43, (45)
la modification de I’élément de volume
d*z = e d*z, (4.6)

est alors matérialisée par le jacobien e = det(ez").
Pour définir la dérivée covariante, il est nécessaire d’introduire une connexion, appelée connexion de spin,
permettant d’écrire pour un vecteur covariant V), et un vecteur contravariant W*#

DﬂVN = 8;1‘/# — w[m”v,, et 'DﬂW“ = 8/1W'U'+Wywﬂl,“. (47)

Les dérivées covariantes de I'espace tangent sont déduites & partir du vierbein (4.2), D, = e,ﬂD,;, et meénent
a la relation de commutation

Dy, D)V =T,,°D, V7 + Ry’ VP, (4.8)

ou les tenseurs de courbure R,,,” et de torsion T),,”, définis & partir du vierbein, de la connexion de spin
et de leur dérivée, ont été introduits. Les dérivées covariantes satisfont l'identité de Jacobi, avec comme
conséquence que les tenseurs de courbure et de torsion satisfassent les identités de Bianchi.

4.1.2 Généralisation au superespace

Au cours du chapitre 2, la définition du superespace - et des superchamps résultants - a permis d’obtenir
de maniere naturelle les transformations supersymétriques des superchamps - et de ses composantes - menant
a l'expression du lagrangien (2.74).

De maniere analogue a la section précédente, nous définissons deux superespaces bien distincts : un
premier ou la gravitation s’annule et un second ou cette derniere est présente. L’espace tangent est alors
défini par les coordonnées zM = (xH, 0%, éd) muni des transformations de Lorentz !

M = NANM(2), (4.9)

1. La convention est identique a la section 4.1.1 ou la différentiation entre ’espace tangent et courbe se fait a partir des
variables tildes.
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avec le parameétre de transformation AV (z). Une représentation irréductible de ces transformations améne
& considérer seulement une matrice diagonale >

MV (2) = diag [A/(z), AP (2),A%5(2)] (4.10)

pour empécher tout mélange entre les représentations vectorielles et spinorielles (gauche et droite). Le groupe
de structure est alors celui de Lorentz; il permet d’obtenir la supersymétrie globale dans I’espace-tangent
(détaillé dans le chapitre 2).

Le second repére que nous considérons est un repére ou la gravitation n’a pas été annulée et dans lequel
nous avons invariance par reparamétrisation. D’autre part, si nous introduisons les coordonnées du repere
M = (zh, 6%, é&), les transformations générales associées sont données par

=M 4 M (y), (4.11)

ot &M est un superchamp dépendant des coordonnées et servant de parameétre de transformation.

Les variables dynamiques, introduites dans la la section 4.1.1, sont également définies. Le supervierbein
EgM(z) = 02M/0zM | ainsi que son inverse Ep™ = 97M /92M satisfaisant (4.4), permettent d’effectuer
les changements de référentiel. De maniere analogue, la superconnexion €2 MN (z), qui définit la dérivée
covariante, est introduite par son action sur les superchamps Vy; et WM

DoV = 05V — QN Vy et DgWM = 9 WM 4+ (=)™ WNQ M, (4.12)

ot le facteur (—1)™" 3 tient compte de la nature bosonique ou fermionique des opérateurs et des superchamps.
Il est défini de la maniére suivante : si M est une grandeur vectorielle, la valeur de 7 est alors m = 0. Dans
le cas contraire, i.e. si M est une grandeur fermionique, la valeur de m est m = 1. Le raisonnement est
analogue pour le deuxiéme index N. )
L’algebre de commutation et d’anticommutation, engendrée par les dérivées covariantes Dy; = EpM Dy,
implique la relation

[Dar, DN, Ve = (DuDn — (=)™ DNDas) Ve = Runp®Vo + (=)™ Ty nODg Vp, (4.13)

provenant de la graduation de la regle de Leibnitz, et conduit a la définition des tenseurs de courbure
Ry np@ et de torsion Ty n<. Leur expression se trouve dans la référence [62] et s’exprime en fonction des
variables dynamiques EMM et Oy MN .

Le passage d’un référentiel a un autre implique un changement de 1’élément de volume. Dans la précé-
dente section, ce changement s’est opéré par 'utilisation du Jacobien e = det(e;") (composé uniquement de
coordonnées bosoniques). L’extension en termes de superespace nécessite de tenir compte des coordonnées
fermioniques et de leur algebre anticommutante. Cette généralisation implique de définir le superdétermi-
nant? E = sdet (EMM ) de manieére a écrire

d*z d%0 d%6 = E d*z d26 d426. (4.14)

L’algebre des dérivées covariantes, définie a I’équation (4.13), conduit aux identités de Bianchi - données
a la référence [62] - entre les superchamps de courbure et de torsion. Néanmoins, nous avons constaté
durant notre étude de la supersymétrie globale 2.2 que le formalisme des superchamps (2.36) implique un
nombre important de degrés de liberté (expansion de Taylor par rapport aux coordonnées fermioniques).

2. Les premieres approches de la supergravité [61] ont d’abord supposé le groupe orthosymplectique OSP(1|4) pour 'espace
tangent. Cependant, sa réalisation ne permettait pas d’étendre le principe d’équivalence généralisé pour une théorie de la
supergravité. Comme nous le voyons dans la suite, la réduction des identités de Bianchi est un exercice non trivial lorsque le
groupe de structure de l'espace tangent est SO(1|3). Il se complique pour le groupe orthosymplectique OSP(1|4).

3. L’algebre de la supersymétrie implique la graduation de la regle de Leibnitz

O (VMUM) = (0 VM) UM + (=) VM (93 Un) = Dy (VY Un),

pour tenir compte du type de coordonnées et de leurs dérivées associées.
4. Le superdéterminant est la généralisation du déterminant e = det(ez"), en tenant compte des propriétés anticommutantes
de ’algeébre des variables de Grassmann.
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Des contraintes sont ensuite imposées, menant aux représentations irréductibles des superchamps chiraux
(2.42) et vectoriels (2.45).

Lors la prochaine section, des contraintes sont imposées, réduisant le nombre de degrés de liberté des
superchamps de courbure et de torsion, et un choix de jauge est effectué conduisant au multiplet de la
supergravité.

4.2 Le multiplet de la supergravité

La réduction des identités de Bianchi, résultant d’un choix de contraintes, va mener a définir trois
nouveaux superchamps : deux chiraux, R et W,z % et un vectoriel G- Dans un second temps, un choix
de jauge est effectué sur les variables dynamiques, le supervierbein et la superconnexion de spin, conduisant
au multiplet de la gravité.

4.2.1 Les identités de Bianchi

Les dérivées covariantes (4.12) engendrent l'algebre de Lie graduée (4.13) et de ce fait satisfont les
identités de Jacobi correspondantes (2.3) et (2.13). De ces derniéres, il est possible de déterminer un ensemble
de 13 identités de Bianchi [62] reliant les tenseurs de courbure Ry P et de torsion Tyyn. A la différence
de la relativité générale, il est possible en supergravité, d’apres le théoreme de Dragon [63], d’exprimer les
composantes du tenseur de courbure en fonction de celles du tenseur de torsion.

De ce fait, Wess et Zumino [62] ont imposé, avec la notation oo = (a, ), les contraintes suivantes uniquement
sur les composantes du tenseur de torsion

T = Tpt = —2iok,,
T.s7 = 0, Togh = T3 = 0, (4.15)
T;wp = 0, Ta,uy = T,uay = 0,

de maniere a réduire au maximum le nombre de degrés de liberté. La raison du choix de ces contraintes,
détaillée dans la référence [64], consiste a obtenir la supersymétrie globale dans la limite plate de l'algebre
(4.12).

En effet, ces contraintes permettent, premierement, d’étendre la représentation du superchamp chiral ® pour
un superespace courbe® Ds® = 0, de maniére & obtenir celle de la supersymétrie globale D4® = 0, donnée
a I’équation (2.42) dans la limite plate. Par conséquent, si nous écrivons, d’apres 1'équation (4.12),

{Da Dy} @ =0 =T ;M Dy® = T, "D, + T, 5D, (4.16)

la premiere égalité est satisfaite a partir de la définition des superchamps chiraux, tandis que la seconde
lest d’apres les contraintes données aux équations (4.15).

Deuxiémement, si nous écrivons la relation d’anti-commutation entre les dérivées covariantes Dy et Dy,
définie a I’équation (4.12),

- M A
{Da:Da} = Taa Dt = Ta! Dy + Toe"Dp + Tos" D, (4.17)
Le supervierbein peut étre décomposé en une matrice par bloc 2 x 2 (les indices de Weyl pointés et non-pointés ont été ici réunis

dans une seule variable o = («, &))
M Apt Bp®
Ey™ = (Cg“ DZO‘ )

ot les blocs Az*, Bp® (et Cot) et Da® contiennent respectivement, soit uniquement des indices bosoniques, soit un mélange
des deux types ou alors, seulement des indices fermioniques. Le superdéterminant est donné par

E = sdet (EMM) = det (Az" — Bx*(D™1)a"Cs") det ™ (DBB) .

5. La notation W) est utilisée pour signifier les propriétés symétriques du superchamp sous la permutation des indices

a, B et y.
6. L’étude des superchamps chiraux et vectoriels dans un superespace courbe est effectuée durant la prochaine section.
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elle doit conduire a la relation d’anti-commutation obtenue en supersymétrie globale (2.34)
{Du,Ds} = —2ic" 050,, (4.18)

dans la limite plate, avec T s = —2i0" 44 €t Tos® = Tow? = 0. De facon analogue, il est possible d’inter-
préter le reste des contraintes (4.15).

L’ensemble des contraintes (4.15) permet d’étendre le principe d’équivalence généralisé en supergravité,
d’éliminer les états de spin supérieur a 2 lors de 'expansion de Taylor [65, 66], et de réduire le nombre
de degrés de liberté. Pour ce dernier, la réduction des identités de Bianchi, effectuée et détaillée dans les
références [3] et [62] & partir des contraintes (4.15), conduit & exprimer les composantes des tenseurs de
torsion et de courbure en fonction de trois superchamps : R, G, et W,g,). Ces derniers sont définis - de
méme que leur conjugué hermitien - a partir des relations

DsR = 0, DaWiagy) = 0, (4.19)
ou les superchamps R et W,g,) sont, par conséquent, chiraux, tandis que le superchamp

(G =Gy, (4.20)

est vectoriel. Finalement, ces superchamps sont reliés par les équations

N N i . . B
DGos = DaRT et D W(agfy) + 9 (DBBG"/ﬂ—FD'yBGﬁrB) = 0. (4.22)

La réduction des identités de Bianchi a conduit & extraire trois superchamps reliés par les identités (4.22).
Les transformations en supergravité, composées des transformations de Lorentz (4.9) et des transformations
générales (4.11), vont étre appliquées dans la prochaine section aux variables dynamiques - le supervierbein
et la superconnexion de spin - et a ces superchamps. La liberté dans ces transformations va permettre
d’effectuer un choix de jauge et de minimiser le nombre de degrés de liberté. De facon équivalente, ils vont
nous permettre d’éliminer les degrés de liberté non-physiques.

4.2.2 Fixation de la jauge

Au cours de la construction du formalisme du superespace en supergravité, nous avons distingué deux
superespaces particuliers. Un premier, propre au superespace tangent, comprenant les transformations de
Lorentz (4.9), et un second, courbé contenant les transformations générales (4.11), exprimé a partir du
parametre £. La variation des variables dynamiques Ey™ et Q Y MN , rencontrées dans la premiere section,
se transforme par rapport aux transformations de Lorentz A (2) pour les indices non-tildés et par rapport
au parameétre €M (2) pour les indices tildés.

Les deux parameétres de transformation - Ay (2) et €M (2) - étant des superchamps, leur expansion de
Taylor par rapport aux coordonnées fermioniques engendrent un grand nombre de degrés de liberté et, par
conséquent, un choix de jauge peut étre effectué pour supprimer les degrés de liberté non-physiques. De
plus, les ordres les plus hauts de '’expansion de Taylor [3] s’exprimant a partir de ses composantes les plus
basses, notées X | e X1, le choix de jauge s’applique alors uniquement pour les composantes les plus
basses du superveirbein et de la superconnexion de spin.

Dans le cas du supervierbein - ainsi que son inverse - le choix de jauge est donné par

et (@) Up® (@) vaa() ) e (@) =30t (2) —31,a(2)
EgM(2)| = 0 5a® 0 et Ep™M(z)| = 0 5a® 0 (4.23)
0 0 6% 0 0 6%

7. Pour la réduction des identités de Bianchi, il est plus facile de transformer les indices vectoriels en indices spinoriels des
deux représentations fondamentales de Weyl

Gas = (MasGu G = (6")*Gas, (4.21)

ol les matrices o* et 6" suivent les relations Tr [0#c"] = —2n"" et (0")aa (5”65 = —260"64".
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ou une particule de spin 2, le graviton ez# satisfaisant (4.4), et une particule de spin 3/2, le gravitino
(Yu®, Yua) [67] satisfaisant

wua = €u‘a¢ﬁd5&a et &,w-é = euﬁ'&ﬂ&(gédv (424)

ont été introduites. Dans le cas de la superconnexion de spin, le choix de jauge est donné par

Q™ (2)] = wan™ (@),  QanN(2)] = QuN(z)| = 0. (4.25)
Une fois le choix de jauge ci-dessus effectué, les transformations des superchamps R et G, sont données par
R = —MDyR et G* = —EMDyR+GUL, (4.26)

avec le parametre de transformation infinitésimal de Lorentz A,”(z) = §,” + L,”(z). Cependant, les com-
posantes les plus basses de ces deux superchamps ne peuvent pas étre éliminées. Par conséquent, deux
nouveaux champs physiques doivent étre introduits

R(z)| = — M(z), et Guz)| = —_ bux), (4.27)
correspondant a deux champs auxiliaires, un champ complexe pour le premier et un champ vectoriel réel
pour le second ®.

Les champs physiques euf‘, Y, &ﬁa, M et b, définissent le supermultiplet de la supergravité. Les
superchamps de courbure et de torsion, ainsi que les superchamps résultant de la réduction des identités
de Bianchi s’expriment en fonction de ces champs physiques. Ce calcul s’effectue en utilisant les identités
reliant les superchamps R, G, et ¥(,g.), en respectant les contraintes du tenseur de torsion (4.15) et en
appliquant de maniere successive les dérivées covariantes au travers de l'algebre (4.13). Une fois la jauge
fixée, il existe une invariance résiduelle préservant le choix de contraintes (4.15), appelée transformation de
supergravité ; elle est donnée a la page 145 de la référence [3].

Dans la prochaine section, nous introduisons les superchamps chiraux et vectoriels dans un superespace
courbe et nous détaillons de maniere concise comment les ordres supérieurs des expansions de Taylor des
superchamps sont déduits a partir de l'algebre (4.13).

4.3 Les superchamps pour un superespace courbe

Lors de notre analyse de la supersymétrie globale (2.2.2), deux représentations fondamentales de super-
champs ont été mises en évidence : la représentation chirale et la représentation vectorielle. Cette section
est consacrée a leur introduction en supergravité [68].

4.3.1 Le superchamp chiral

L’expression d’un superchamp chiral ®, dépendant des coordonnées M (zh, 6%, 0:), est définie par la

relation
Da® =0, (4.28)

qui correspond a l'extension courbe de la relation utilisée en supersymétrie globale Ds;® = 0, étudiée dans
le chapitre 2. Cependant, une expansion du superchamp par rapport aux coordonnées fermioniques 0% et
6z peut vite devenir un travail long et compliqué, du fait des mélanges des indices généraux et plats. Une
approche allégeant le calcul consiste a utiliser la méthode des « composantes par projection » et a considérer
uniquement les composantes indépendantes de 6 et 6, noté X | i X ‘ 9. Les composantes, d’apres (2.43),
sont calculées a partir des dérivées covariantes

o = @, Xa = ,Da®| et F = —,D-D3|. (4.29)

8. Ce choix de jauge concernant les champs auxiliaires correspond & la old minimal supergravity. L’introduction du champ
auxiliaire fermionique augmente le nombre de degrés le liberté et correspond a la new minimal supergravity.

9. Le terme « projection » est trompeur. En effet, les opérateurs ne satisfont pas les propriétés des projecteurs. Néanmoins,
nous utilisons le terme de projection, conformément a la littérature [5].
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Il est possible de calculer les dérivées covariantes du superchamp chiral successivement a partir de I'algebre
(4.13) et du choix de jauge effectué durant la précédente section. Ainsi, nous pouvons, par exemple, en
déduire

Dug| = e (éw - “2% : x) : (4.30)

venant du choix de jauge (4.23) et de la définition du superchamp chiral & 'ordre le plus bas (4.29). De
maniere équivalente, le calcul des autres dérivées covariantes, par exemple D, D,,, s’appuie notamment sur
la relation de commutation (4.13).
Par un raisonnement analogue, la transformation d’un superchamp chiral ® sous les transformations de
supergravité, (4.9) et (4.11), s’écrit

60 = —MDy o, (4.31)

donnant en termes de composantes
5 = —&MDy |, OXa = —\}2§MDMDQ<I’| et OF = L¢MDyD-DY| (4.32)

Le calcul de variation des composantes du superchamp chiral se fait par 'application successive des dérivées
covariantes sur ®. Cependant, I’algebre de ces dernieres [Dys, Dn],,, ® = TyunDp® implique que des
termes d’ordre supérieur influencent ceux d’ordre plus bas. Par exemple, le calcul de la variation du champ
auxiliaire 6 F nécessite le calcul de D'application de quatre dérivées covariantes sur le superchamp chiral
D-DD-Dd.

Le calcul étant détaillé dans la référence [3], nous nous attardons seulement sur les deux conséquences
majeures qui ont leur importance pour le calcul du lagrangien pour une théorie de la supergravité.

La premiere provient d’'une différence majeure avec la supersymétrie globale concernant la transformation
du champ auxiliaire F'. Dans la section 2.2.2, le champ F’ se transforme comme une dérivée totale, permettant
d’écrire le lagrangien de la supersymétrie a partir du terme F', de maniere a rendre la théorie invariante sous
les transformations (2.38). Cette caractéristique ne se retrouve pas en supergravité. Une reformulation du
lagrangien en supergravité est nécessaire. Elle est réalisée dans la prochaine section 4.3.2.

La seconde remarque importante provient de la propriété suivante

Du[(D-D - sR) @] =0, (4.33)

établie durant le calcul des transformations (4.32). A partir d’un superchamp antichiral ®', 'application
du projecteur (D -D— 87?,) a rendu la grandeur (D -D — 87?,) ®f chirale. Ce nouveau projecteur est alors
la généralisation du projecteur D - D, rencontré dans la section 2.2.2 0. Par conséquent, il est utilisé pour
calculer le superchamp chiral W, dans un superespace courbe et pour une écriture élégante de I’action en
supergravité.

4.3.2 Le superchamp vectoriel

Pour un superchamp vectoriel dans un superespace courbe, la condition est identique
V=V, (4.34)

a celle rencontrée dans le premier chapitre (2.45). De maniére analogue au superchamp chiral ®, les com-
posantes du superchamp V sont déduites a partir du procédé des « composantes par projection ». Enfin, le
choix de jauge de Wess-Zumino, réalisé¢ en supersymétrie globale 2.2.2, reste vrai en supergravité et permet
de garder uniquement les champs physiques v, Aq, A" et D.

L’étude des superchamps chiraux, dans la section 4.3.1, a mis en évidence le projecteur (D - D — 8R)
permettant de rendre chiral un superchamp arbitraire ''. Ce dernier est utilisé pour définir le superchamp
chiral W, sur un superespace courbe.

En considérant un groupe de jauge non-abélien et une représentation unitaire R, spécifiée par le générateur

10. Malgré I’emploi du terme « projecteur », les grandeurs décrites ne satisfont pas les propriétés des projecteurs.
11. Seulement si le superchamp ne possede pas des indices de Lorentz. Dans le cas contraire, I’expression du projecteur différe
a cause de l'algebre (4.13).
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hermitien 7%, le superchamp chiral W, est défini a partir du superchamp vectoriel V- = VT, (V étant
considéré dans la jauge de Wess-Zumino) et s’écrit

W = 711 (D-D—8R) (€29 Dye ") =2¢ (D-D —8R) [DaV + g[V, Do V], (4.35)

ou la seconde égalité résulte du développement en série de Taylor des exponentielles. L’algebre non-abélienne
du groupe de jauge est caractérisée par la relation de commutation du second terme. Le cas abélien est obtenu
en mettant les constantes de structure a zéro et en considérant les générateurs comme la charge du groupe
U(1). Nous définissons alors 12

&

Voo = =3[P0, DalV], Ao = iW,|, A = —iW"| et D = —iDW,|=—-1D,W".  (4.36)
De maniere analogue au superchamp chiral ®, le calcul des transformations du superchamp vectoriel V'
se fait par application successive des dérivées covariantes et conduit & une conclusion similaire : le champ
auxiliaire D ne se transforme plus comme une dérivée totale.

Au niveau des transformations de jauge de W, par rapport au superchamp chiral A, le cas d’un superespace
courbe est identique aux résultats établis dans le cas de la supersymétrie globale (2.62).

L’incrémentation des superchamps chiraux et vectoriels en supergravité a mis en évidence deux conclu-
sions majeures. Le calcul sur les composantes du superchamp chiral a permis d’introduire le projecteur
(D-D — 8R) qui est utilisé lors de la prochaine section.

Quant a I'étude des transformations en supergravité des superchamps ® et V', elle a montré une diffé-
rence majeure avec une supersymétrie plate. La variation des termes F' et des termes D ne permet plus la
construction d’un lagrangien invariant de fagon aussi simple qu’en supersymeétrie globale.

4.4 Le lagrangien de la supergravité

Lors section 4.1, nous introduisons le formalisme permettant de définir un superespace courbe. Les
contraintes données a ’équation (4.15) permettent d’étendre la définition des superchamps chiraux 4.3.1 et
des superchamps vectoriels 4.3.2 dans un superespace courbe. La réduction des identités de Bianchi, couplée
a un choix de jauge, conduit a définir le multiplet de la supergravité 4.2.2, composé du graviton ez", du
gravitino (Y%, 1;4) et des champs auxiliaires (M, b,,).

Cette derniere section est consacrée a la construction du lagrangien en supergravité; des remarques
importantes pour les prochains chapitres, lors de la réduction sous forme de composantes, sont également
évoquées. Enfin, nous concluons par le mécanisme de brisure de la supergravité de maniere a obtenir une
théorie phénoménologiquement viable a basse énergie.

4.4.1 La densité chirale

Un superchamp chiral ®, vivant dans un superespace courbe, dépend des coordonnées générales 7" =

(#7,60%,0;). Cependant, sa condition de « chiralité » est imposée au superespace tangent par la dérivé
covariante Dg. Par conséquent, ’analyse des composantes de ce dernier implique un long calcul mélangeant
les indices tildés et non-tildés.

_ L’introduction de variables hybrides, ©% et ©4, ou les coordonnées générales sont maintenant renommées
M — (31,07, 04), permet d’éviter la complexité du calcul (expansion des coordonnées fermioniques pour
le superespace courbe), et d’utiliser directement la contrainte du superespace tangent D;® = 0. L’expansion

du superchamp chiral s’écrit, dans ce nouveau jeu de variables, simplement
®(z,0) = () + V20 xo(x) + OO, F (). (4.37)

Cette écriture est analogue a celle obtenue pour un superchamp chiral en supersymétrie globale (2.43). La
transformation du superchamp est aussi redéfinie

5® = —nM(2,0)0,, P, (4.38)

12. L’indice vectoriel du champ v,, est paramétrisé dans les représentations spinorielles de Weyl par I’application de la matrice
(0")aa (Cf.(4.21)).



44. LE LAGRANGIEN DE LA SUPERGRAVITE 41

ou lopérateur différentiel Oy; agit maintenant sur les variables x et ©, et 1) devient le nouveau parametre de
transformation (4.11). Néanmoins, il est nécessaire d’imposer des conditions sur le parametre de transfor-
mation 1 pour obtenir une cohérence entre les transformations (4.31) et (4.38) du superchamp chiral ®. Des
conditions doivent alors étre imposées apres I’expansion du nouveau parametre par rapport aux variables
hybrides, de sorte & obtenir la méme expansion que les transformations générales (4.11), liées au parametre
e,

Lors de la section précédente, nous constatons que les champs auxiliaires F' et D ne se transforment
plus comme une dérivée totale, empéchant de construire un lagrangien invariant dans le formalisme d’un
superespace courbe. En définissant le concept de densité chirale A, dont la transformation s’écrit

SA(x,0) = —0y [nM A(—M} , (4.39)
la transformation du superchamp chiral ® (voir (4.38)), couplée avec la densité chirale, devient
5(A®) =~y [nM A@(—M} : (4.40)

la construction d’une action invariante est désormais possible. Si nous introduisons la fonction arbitraire
g(®) dépendant du superchamp chiral ® et dont I’action est donnée par

S = / d'z d?0Ag(®), (4.41)
la variation de l'action S devient nulle
68 =46 [ / dtz dQGAg@)] =0. (4.42)

Un cas particulier pour une densité chirale est appelé la capacité £(x, ©). Elle joue le role de I’élément de
volume F, rencontré lors de la section 4.1.2, et dont les composantes, aprés expansion par rapport a ©
(4.37), s’expriment en fonction du vierbein e = det(e;z*), du gravitino ¢;* et du champ auxiliaire M.
L’introduction des variables hybrides ©% et O, allege le calcul lors de I'expansion du superchamp chiral
dans un superespace courbe, tandis que la capacité £ permet de construire des lagrangiens, composés de
superchamp chiral et de superchamp antichiral, invariants sous les transformations de la supergravité.

4.4.2 Le lagrangien de la supergravité

Dans la section 2.3, nous construisons, dans le formalisme des superchamps, le lagrangien non-
renormalisable le plus général de la supersymétrie globale. Trois fonctions fondamentales ont été définies :
le potentiel de Kéhler K, le superpotentiel W et la fonction cinétique de jauge h.

Le formalisme de la supergravité étant I'extension de la supersymétrie globale dans un superespace courbe,
il est donc naturel d’imposer le lagrangien de la supersymétrie, donné a I’équation (2.78), comme limite
plate '? du lagrangien de supergravité N = 1, que nous allons maintenant définir.

Les contraintes sur les composantes du superchamp de torsion (4.15) ont permis d’étendre les super-
champs chiraux dans un superespace courbe. Le superpotentiel W et la fonction cinétique de jauge h,
étant des fonctions chirales, leur expansion de Taylor, par rapport aux variables hybrides, est simplement
Panalogue de I’équation (2.70) pour le superpotentiel

_ W(e) ; oW (¢) i  LOPW(D) ; ;
W(@)—W(¢)+\/2@-< 06 x)—i—@-@[ o F+28¢ia¢jx~xj], (4.43)
et de ’équation (2.67) pour la fonction cinétique de jauge
_ 8hab(¢) i 8hab(¢) i 1 thab(ﬁb) i j
hab(<b)—hab(¢)+\/28-< o x)—l—@'@[ o F+28¢i8¢jx'xj]’ (4.44)

13. La limite plate correspond a la limite M, — oo (ou pour la masse de Planck réduite m, — o). Cette derni¢re consiste &
rendre négligeable les interactions gravitationnelles par rapport aux autres interactions fondamentales de maniére a conduire &
la supersymétrie globale.
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avec a et b les indices appartenant a la représentation adjointe du groupe de jauge G. Leur lagrangien
respectif est finalement donné par

Ling = /d2@€ W (®) +/d2@€ W (T,

. . (4.45)
Ecin,jauge — 1692 /d2@€hab((b)waawg + 1692 /d2@€hab(q)T)WZWba,

avec &, la capacité introduite dans I’équation (4.39), de maniére a rendre l’action invariante sous les trans-
formations de supergravité, g la constante de couplage du groupe de jauge considéré et W le superchamp
chiral, calculé & partir de I’équation (4.35).
La différence majeure, par rapport a la supersymétrie globale, provient du couplage entre la matiere et
la gravitation au niveau du potentiel de Kéhler. En effet, I'article de Zumino [19] a permis d’introduire le
potentiel de Kéhler pour la supersymétrie globale et de généraliser le secteur de la matiere. Mais en présence
de la gravitation, 'unique possibilité d’assurer un couplage entre la gravitation et la matiere au travers de K
consiste, d’apres l'article de Bagger et Witten [69], & prendre I’exponentielle du potentiel de Kéhler donnant

3 — 1 K(®,®Te 29V
‘Cmat,grav = mg/d2@€ [8 (D -D — S'R,) e 3m3 ( )]
(4.46)

_ — L K(®,0Te 29V
+m§/d2@5 [2 (D-D— SRT> ¢ amp ™! )],

MPlanck

V8

provenant de I’équation (4.33). La limite plate du lagrangien '* ci-dessus conduit au découplage entre le
secteur de la gravitation et de la matiere, dont la limite conduit pour ce dernier a I’expression (2.59).

avec m,, la masse de Planck réduite, définie par m, = = 2.4 x 10'8GeV, et le « projecteur chiral »

Le lagrangien de la supergravité N = 1, d’apres les équations (4.45) et (4.46), est donné par

- ;12 K(®,dTe=29V) 1 1 1
P

L= mg/dQ@g [z (D-D—-8R)e * hap(PYWWE| 4+ hc.. (4.47)

m2 ( )+mgl692 “
L’intégration sur les variables hybrides, menant a ’écriture du lagrangien en termes de champs physiques,
sort du cadre de ce chapitre, et seules les conséquences majeures pour la suite sont mises en évidence.

La plus grosse surprise résultant du couplage entre la matiere et la gravitation au travers du lagrangien
(4.46) provient de l'intégration. En effet, I'intégration par rapport aux variables hybrides ne conduit pas
a une action d’Einstein-Hilbert dans le secteur de la gravitation, mais & une action de Brans-Dicke [70]1°,

dont le lagrangien est donné par ,

Loray = ;mgee* 5 KR, (4.48)
oil nous retrouvons le potentiel de Kihler K (¢, '), avec R le scalaire de Ricci, exprimé en fonction du
graviton e,”, de la connexion de spin w, et du jacobien e = det(e;*). Néanmoins, il a été constaté [69)]
qu'une transformation de Weyl - une dilatation de la métrique - permet d’absorber le champ de Brans-Dicke
conduisant au lagrangien d’Einstein-Hilbert. Dans le cas de la supergravité, la transformation de super-Weyl
est 'analogue de cette transformation de Weyl. Elle correspond a une dilatation du graviton, accompagné
d’une redéfinition du gravitino. Il s’ensuit une redéfinition de I’ensemble des autres champs physiques.

Finalement, le développement en composantes, dont ’expression finale du lagrangien se trouve dans la
derniére annexe de la référence [3], conduit au lagrangien de la gravitation, du lagrangien de super-Yang-

14. L’expansion de Taylor de I’exponentielle

- 3731% K(®,0fe=29V) B 1

_ 1
=1 K(®,d'e 29V)+o( 4),

 3m2 my
lorsque m, — oo permet comme simple approximation de retrouver premierement, le secteur purement de la supergravité et
deuxiémement, celui de la matiere avec le potentiel de Kéhler.

15. Les théories de Brans-Dicke ont été introduites, a partir d’'un champ scalaire, pour rendre la constante de Newton G

dépendante de I'espace-temps.
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Mills, a l'interaction entre la gravitation et la matiere, et a une pléthore de couplages a quatre fermions.
Néanmoins, deux termes en particulier attirent notre attention pour les prochains chapitres.
Le premier correspond au couplage entre deux scalaires et deux fermions, donné par I'expression

1 K o
Lscafor = — 5 €€ 2m D;D;Wx"x’, (4.49)
avee ow 1 0K 1
et

1 1 1
> O, KD;W + 2 0; KD;W — > Wo,Ko; K —T;F;DpW.  (4.51)

1
'DZ"DJ‘W = 616]W + 9 W&zﬁjK +
mp p p p

Le potentiel de Kihler définit une variété kithlerienne '°, dont la métrique est donnée par (Cf.(2.58)),

i, = CK00) (452
0610,

tandis que le symbole de Christofell est défini par
PK K
—— = ¢ T (4.53)
0101 0. OPLOP,.
et dont la dérivée covariante est donnée par (4.50). Le lagrangien (4.49) est étudié dans la section 6.1.2 du
chapitre 6.

Le deuxiéme terme provient de I’élimination de I’ensemble des champs auxiliaires conduisant a I’expression
du potentiel scalaire

V=Vr+Vp, (4.54)
avec leur expression analytique
5, i e W
Ve = e™ | DIW(K™ )" ;D W -3 m2 | (4.55)
P
2
g a i i* j j*
Vo = SR (Ki(Tag) + (6T K7°) (K (T + (01T K77 (4.56)

ou la fonction cinétique de jauge a été décomposée en une partie réelle hi et une partie imaginaire héb, et
hfab étant la fonction inverse. La limite plate du potentiel scalaire (4.54), caractérisée par la limite formelle
my, — 00, conduit au potentiel scalaire non-renormalisable (2.76) obtenu dans le cadre de la supersymétrie
globale.

4.4.3 Brisure de la supergravité

A la fin du chapitre 2, de bréves remarques ont été apportées sur les problémes de consistance rencontrés
entre une brisure dynamique de la supersymétrie et ses conséquences phénoménologiques ([22] et [23]). Ces
brisures apparaissent lorsque 'un des deux champs auxiliaires - F' et D - acquiert une valeur moyenne non-
nulle dans le vide et conduit & un fermion de goldstone dans le spectre de masse.

L’utilisation des termes de brisure douce [25] permet de briser explicitement la supersymétrie. Le chapitre
3 est consacré aux conséquences phénoménologiques de ces parametres de brisure douce, dans le cadre
particulier de la matiére noire pour le modele standard supersymétrique minimal.

Cette section s’intéresse a I’étude de la brisure dynamique de la supergravité, menant a générer les fameux
termes de brisure douce nécessaires a une brisure de la supersymétrie.

Dans le cadre de la supergravité, le mécanisme de brisure est 'extension supersymétrique du mécanisme
de Higgs du modele standard, appelé mécanisme de super-Higgs [71, 72]. Il repose sur l'introduction d’un

16. Lire les références [3] et [21] sur les variétés kahleriennes.
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nouveau superchamp chiral ®¢ = ({, ¢, F¢), invariant sous le groupe de jauge du modele standard ou de ses
extensions. Appelé « caché », il interagit uniquement de maniere gravitationnelle avec le secteur observable
Dy = (¢,%¢, Fy), i.e. le contenu en champ du modele standard ou de ses extensions.
Ce nouveau secteur développe une valeur moyenne dans le vide, non-nulle, qui va briser spontanément la
supergravité, et le parametre d’ordre de la brisure, i.e. le gravitino, acquiert une masse. En effet, de maniere
analogue au mécanisme de Higgs, dans le cadre du modeéle standard, un fermion de goldstone est généré pour
étre « absorbé » par le gravitino impliquant sa polarisation 1/2. Sa masse est définie a partir du potentiel
de Kéhler et du superpotentiel par .

ms = 12 (We2ms). (4.57)

2 mp

Les conséquences de cette brisure sont communiquées au secteur observable par différents scénarii, au

travers des termes de brisure douce. Parmi ces scénarii 7, nous nous sommes particuliérement intéressés, dans
le chapitre suivant, a celui provenant des interactions gravitationnelles. Nous présentons, par conséquent,
ses principales caractéristiques.
Pour commencer, nous regroupons de maniere générale les composantes scalaires des différents superchamps
chiraux, dans un méme champ noté Z% = (¢%, ), avec Z € {1,--- ,I + A}, et les indices i et a indexant
respectivement les I champs scalaires du secteur caché et les A champs scalaires du secteur observable. Le
potentiel scalaire associé a ce scénario est donné par le terme F' de Iéquation (4.55) que nous réécrivons
suivant la notation choisie

K, 0z oz ol W
V(2,27 =em | DIW(KYH) DT W -3 2| (4.58)
p

Ce dernier s’exprime a partir des deux fonctions fondamentales : le potentiel de Kahler K et le superpotentiel
W. Une étude détaillée de ce deux fonctions est effectuée dans le prochain chapitre.

Enfin, nous finissons cette derniere section en présentant une classe de modele particulier concernant ce
scénario de communication, les modeles no-scale [73, 74, 75]. Ces modeles ont été développés pour proposer
une solution naturelle a 'un des problemes majeurs de la physique moderne, la valeur de la constante
cosmologique. Dans le cadre de la brisure de la supergravité, présentée précédemment, un ajustement fin de
la théorie est nécessaire pour minimiser I'impact du secteur caché sur la valeur de la constante cosmologique.
Dans le cadre des modeles no-scale, la constante cosmologique est identiquement nulle.

En définissant le potentiel de Kéhler généralisé

G(2,2") = K(Z,Z") +m2ln an? 2, (4.59)
reliant les deux fonctions fondamentales K et W, le potentiel scalaire s’écrit simplement
-1
Vp(Z,Z1) = mief% ; ZGZ (ag&%) ;Z(f* —3m?| = mge”% (GI(G”)II*GI* — 3m§,>. (4.60)
Une condition géométrique, définie par
0rG(Gy ) 0" G = 3m?, (4.61)

assure que le potentiel scalaire soit nul a 'arbre quelle que soit la valeur des champs qui le compose. Ainsi,
quand le champ scalaire du secteur caché acquiert une valeur moyenne dans le vide, la supergravité est brisée
au travers du potentiel scalaire (4.60). Et la condition no-scale (4.61) assure que la constante cosmologique,
pour n’importe quelle échelle de brisure, soit nulle. Enfin, le parameétre d’ordre de la brisure est défini par

Sa 1masse
G

1
ms =my(e’ ™). (4.62)

17. Les autres scénarii majoritaires communiquent les conséquences de la brisure au secteur observable, via des interactions
de jauge ou par des anomalies.
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Dans ce chapitre, I'extension locale de la supersymétrie conduit a développer le formalisme du super-

espace, lorsque ce dernier est courbe. De cette analyse, un jeu de contraintes a été défini pour minimiser
au maximum les degrés de liberté induits par les identités de Bianchi. Accompagné d’un choix de jauge, le
multiplet de la supergravité - composé du graviton, du gravitino et des champs auxiliaires - a été introduit.
De plus, les contraintes introduites ont permis d’étendre les superchamps chiraux et vectoriels dans le cadre
d’un superespace courbe. Enfin, nous finissons par la construction du lagrangien pour une théorie de la
supergravité N = 1.
La supergravité est une théorie non-renormalisable de la gravitation. C’est une théorie effective d’une théorie
plus fondamentale. Néanmoins, les conséquences sur la brisure explicite de la supersymétrie meénent a des
études phénoménologiques a basse énergie. L’étude de ces conséquences est essentielle, elle est au centre des
deux prochains chapitres.
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Chapitre 5

Classification du potentiel de Kahler K et
du superpotentiel W

L’extension locale de la supersymétrie incorpore naturellement la gravitation dans la théorie. Le chapitre
4 a été I'occasion de présenter quelques éléments de la supergravité. Ce dernier s’est conclu par le traitement
de la brisure spontanée de la supergravité, dont les conséquences sont transmises au secteur observable au
travers des interactions gravitationnelles. Deux fonctions essentielles a ce mécanisme de brisure et a son
scénario de communication ont été introduites : le potentiel de Kéhler K et le superpotentiel W.

L’interaction gravitationnelle, générant des divergences, rend la théorie de la supergravité non-
renormalisable. Néanmoins, elle peut étre considérée comme une théorie effective d’une théorie plus fon-
damentale. Une analyse des termes de brisure douce, menant a une brisure explicite de la supersymétrie,
est possible. Cependant, il est nécessaire de s’assurer que les divergences se situant a 1’échelle de la masse
de Planck m,, ne se répercutent pas a une physique a basse énergie - secteur électrofaible, échelle de brisure
de la supersymétrie, etc -, via ces termes de brisure douce.

En 1983, Soni et Weldon [2] ont classifié 'ensemble des expressions analytiques des deux fonctions
fondamentales K et W, de maniére a conduire a une phénoménologie a basse énergie. En collaboration
avec Gilbert Moultaka ' et Michel Rausch de Traubenberg?, une analyse complémentaire & celle de Soni
et Weldon a été menée [1]. Nous avons, dans un premier temps, confirmé la classification opérée par Soni
et Weldon. Mais dans un second temps, de nouvelles solutions ont été établies, menant a une nouvelle
phénoménologie pour une physique a basse énergie.

Pour cette analyse, nous prenons appui sur un ensemble de superchamps chiraux, dont la composante
scalaire est notée ZZ, avec 7 € {1,...,] + A}. La contribution F' du potentiel scalaire pour une théorie de la
supergravité N = 1 est, d’apres I’équation (4.55), donnée par

5 PN

Ve(Z,Z") = em | DOW(K Y DP W -3 ], (5.1)
m
D
avec la métrique de la variété kélherienne
* 82K
Kt = - (5.2)
OYAZIVAR

définie a partir du potentiel de Kéhler et de sa dérivée covariante associée

ow 1 oW 1
= = K. .
Py —i—mgwazz 8IW+m12)W8I (5.3)

DLW

La partie scalaire du secteur observable est notée ¢%, avec a € {1,..., A}, tandis que celle du secteur caché
est notée (*, avec i € {1,...,I}.

Le chapitre 5 est construit de la maniere suivante. La section 5.1 présente ’approche de Soni et Weldon,
suivie de la nouvelle classification que nous avons établi. La section 5.2 est une ouverture a la section 5.3,

1. gilbert.moultaka@Qumontpellier.fr
2. michel.rausch@iphc.cnrs.fr
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puisque elle introduit des prérequis nécessaires a l’analyse du potentiel scalaire (5.1) pour un potentiel de
Kéhler canonique. Enfin, la derniére section est consacrée a I’analyse du potentiel scalaire (5.1) lorsque le
potentiel de Kéhler est non-canonique.

5.1 Une formulation du potentiel scalaire Vy

Pour cette premiére section, nous commencons par développer 'approche de Soni et Weldon, basée sur
Particle [2], oi nous présentons les contraintes imposées au potentiel scalaire et les hypotheses effectuées sur
le potentiel de Kéahler et le superpotentiel. Dans un second temps, nous proposons les nouvelles solutions
émergeant de notre analyse, basées sur des contraintes et des hypotheses similaires.

5.1.1 L’approche de Soni et Weldon

Durant les breves présentations de la supersymétrie - non-renormalisable - et de la supergravité, deux
fonctions fondamentales ont été essentielles : le potentiel de Kéhler K et le superpotentiel W. Connaissant
la forme analytique de K et W, nous pouvons calculer le potentiel scalaire (5.1) et s’assurer que celui-ci
conduit a une physique a basse énergie lorsque la brisure de la supersymétrie est induite par la gravitation.
De maniére a classifier leur expression, Soni et Weldon [2] ont apporté des hypotheses et des contraintes,
menant & une solution, que nous allons maintenant présenter.

La brisure spontanée de la supergravité se produit lorsque le secteur caché développe une valeur moyenne
dans le vide. Ce dernier se découple du secteur observable, apres lui avoir communiqué les conséquences de la
brisure, au travers des interactions gravitationnelles. Le secteur caché est alors « gelé » aux échelles d’énergie
de la masse de Planck m,, tandis que le secteur observable acquiert une valeur moyenne dans le vide nulle ou
de lordre d’une échelle d’énergie intermédiaire (électrofaible, brisure de la supersymétrie, grande unification
[76]). La limite formelle m, — oo conduit & séparer ces deux secteurs.

Pour faire leur étude, Soni et Weldon ont introduit un champ adimensionné 2%, avec i € {1,--- , I}, pour
le secteur caché, défini par

¢t =my2', (5.4)

ott le champ z* acquiert une valeur moyenne dans le vide de l'ordre de 1, (z°) ~ O(1). Cette hypothése est
accompagnée des suppositions sur les expressions fondamentales K et W

K(z,ZT) = %mZKn(%ZT@@T),
Y (5.5)
W(Z) = 5w ().

ou ces dernieres sont développées de maniere polynomiale en la masse de Planck m,,. Le potentiel de Kéahler
et le superpotentiel ayant respectivement une dimension en masse de degré deux et trois, i.e. [K] = M? et
[W] = M3, les dimensions en masses des sous-fonctions K, et W,, doivent alors compenser le développement
polynomial en m,, de maniere a laisser invariant [K] et [W]. Ces variations proviennent du secteur observable
¢ ou de la présence d’échelles d’énergie intermédiaires dans la définition de K, et de W,.
Enfin, une contrainte est apportée sur I'analyse. La limite formelle m, — oo découplant les deux secteurs,
un couplage entre la masse de Planck m,, de puissances positives avec le secteur observable est formellement
interdit. Dans le cas opposé, des puissances négatives en la masse de Planck méne a des termes négligeables
par rapport a 'ordre mg.

A partir des hypotheses appliquées au secteur caché, du développement polynomial supposé des fonctions
K et W et de la contrainte imposée, Soni et Weldon ont déduit la classification de la fonction K et W donnée
par

K(Z,7T) = mZKQ(z,zT)—|—mpK1(z,zT)—i—Ko(z,zT,gf),ng)

(5.6)
W(Z) = mZWa(z) + mpWi(z) + Wo(z, ¢)

ou les différentes fonctions sont arbitraires par rapport aux deux secteurs. Dans leur analyse, Soni et Weldon
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ont d’abord supposé un potentiel de Kéahler canonique pour le généraliser a un cas non-canonique, i.e. une
expression plus générale impliquant une variété kahlerienne non-plate. Dans les deux situations, ils ont obtenu
la méme expression analytique pour le superpotentiel, en déclarant que la généralisation était évidente.

Une analyse complémentaire a été effectuée [1] et de nouvelles solutions ont été déterminées. Une breve
présentation de ces solutions est proposée dans la prochaine sous-section ; leur obtention étant démontrée
dans les prochaines sections.

5.1.2 Vers de nouvelles solutions

Pour notre étude, les contraintes et hypotheses proposées par Soni et Weldon ont été conservées. Nous
voyons au cours de cette analyse, que les solutions obtenues a ’équation (5.6) satisfont, certes les conditions
requissent par Soni et Weldon, mais n’incluent pas toutes les expressions permises. De nouvelles solutions
ont été obtenues, menant a une nouvelle phénoménologie a basse énergie.

Une présentation de nos résultats est donnée dans cette section. Deux cas sont a distinguer selon 'ex-

pression du potentiel de Kéhler : le cas canonique et le cas non-canonique.
Une analyse complete du cas canonique est réalisée a la section 5.3, menant a une classification complete
des deux fonctions fondamentales K et . Le cas non-canonique est traité a la section 5.4. Dans ce dernier
cas, une classification générale n’a pas pu étre établie, mais de nouvelles solutions ont été déterminées suite
a des hypotheses ad-hoc.

Le cas canonique

La premiere approche est liée au choix du potentiel de Kéhler suivant 3

K(2,2%) = 2177 = m2:[2" + ¢l ¢, (5.7)

avec ZT = (¢!, ¢%) on T € {1,...,1 + A}, et en utilisant le champ scalaire adimensionné (5.4). La forme du
potentiel de Kéhler conduit & une variété kiahlerienne dont la métrique, définie par (5.2), est plate

KIJ = 52..77 (58)
et dont l'inverse est simplement donnée par
(K )y =67 (5.9)

Cette derniére étant une matrice diagonale, le calcul explicite du potentiel scalaire (5.1) résulte de la multi-
plication des dérivées covariantes entre secteur (sans mélange). Les dérivées covariantes sont calculées d’apres
la définition (5.3), a partir du potentiel de Kahler (5.7) et de la forme polynomial du superpotentiel (5.5).
Nous en déduisons celle du secteur observable

M
_ 1 _ n n—2 41
DW= 0, W + 2 WK = nz;) [mpaawn +m! %Wn] : (5.10)

et celle du secteur caché

M M
1 1
DW = oW+ WOK =3 my~ [oWa+2Wa| =Y mi a0, (5.11)
P p n=0 n=0
ou nous avons introduit la notation oW
IW =+ 2w, (5.12)

3. De maniere équivalente a lintroduction du potentiel de Kahler, effectuée au chapitre 2, nous prenons la notation
K(Z,z") = Z}* §T 17" pour distinguer les indices chiraux Z, des indices anti-chiraux Z*. Par simplification, dans le cas
canonique, nous définissons Z} = Z}* 62" 7. Une telle notation n’est pas possible dans le cas non-canonique puisque ZL. KT 1
n’est pas chirale.
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pour alléger le calcul. Son conjugué hermitien est également défini

2'W = Wf + AW (5.13)
0z,

En utilisant alors les différentes expressions (5.10), (5.11), (5.9) et (5.5), le potentiel scalaire Vy (5.1)
s’exprime de la maniere suivante

ZTZI OW,,, OW ,,
V o § :2 : m4n
e ( > { 00" 9,

n=0m=0

+ mprtnT? <@W DPW, + ¢“

W+ ol W, Wn W ) (5.14)
8¢a oo
+ m;”+"—4¢g¢awmwn},

ol nous avons réuni les termes par rapport a leur puissance en la masse de Planck m,,.

Cette écriture est particulierement intéressante car elle met en évidence les termes considérés par Soni et
Weldon dans leur analyse. En effet, ils se sont uniquement intéressés aux ordres m;”Jr”*Z et mm+” 4 car un
couplage avec ¢ et ¢f, pour le premier, et ¢¢f, pour le second, est directement présent.

L’expression du superpotentiel (5.6) est alors suffisante pour satisfaire la contrainte requise. Néanmoins, elle
n’est pas nécessairement unique. L’application d'une dérivée par rapport a ¢ (ou ¢) permet de s’assurer si
cette derniére est nulle (pour des puissances de Planck positives).

Une analyse, ordre par ordre, conduit a étudier une tour d’équation différentielle ot chaque ordre, pour une
masse de Planck de puissance positive, doit étre indépendant du secteur observable.

Cette analyse a conduit a classifier les expressions du superpotentiel W propices a une physique com-
patible, avec une physique a basse énergie, lorsque le potentiel de Kahler est canonique (cette analyse est
reconduite dans le cas non-canonique). Nous résumons dans un premier temps les solutions obtenues en
fonction de la valeur de M.

e Si M = 0, nous obtenons une unique solution

K(2,2Y) = m2z2 + ¢l¢°
(5.15)
W(Z) = Wo(z¢)

correspondant & celle de Soni et Weldon (5.6), avec Wa(z) = 0, Wi(z) = 0 et Wy une fonction arbitraire par
rapport aux deux secteurs.

e Si M =1, I’étude du potentiel scalaire (5.14) donne la solution générale suivante

K(Z,ZY) = m2:2 + ShsP + ¢Ld°
~ (5.16)
W(Z) - mle(Z, S) + WO(Z7 S? ¢)

ou les deux fonctions qui composent le superpotentiel sont données dans le systeme (5.17). Cette solution
résulte de la résolution d’'une équation différentielle donnée par I’équation (5.86). Sa résolution a nécessité
de différencier le secteur observable ¢, avec a € {1,--- , A}, en deux sous-secteurs SP, avec p € {1,--- , Ay},
et ¢%, avec a € {1,---, Az}, et relié par A = Ap + A;.

Le sous-secteur ¢ correspond au secteur observable traditionnel, i.e. le contenu en champ du modéle standard
ou de ses extensions, alors que le sous-secteur S correspond & un nouveau secteur. Concernant le nouveau
secteur S, il possede des propriétés similaires aux deux secteurs. Du secteur observable, il satisfait la condition
de Soni et Weldon, ou les couplages avec la masse de Planck m,, sont interdits a basse énergie, et résulte d'une
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valeur moyenne dans le vide trés inférieure a m,. Du secteur caché, il possede un couplage explicite avec la
masse de Planck, au travers de la fonction W; du superpotentiel (5.17). Ces deux propriétés conduisent, par
conséquent, a une nouvelle phénoménologie a basse énergie. Ces conséquences sont particulierement étudiées
dans le prochain chapitre.

Les deux fonctions qui composent le superpotentiel W sont données - pour éviter des confusions avec les
indices, les sommes présentes ont été retranscrites - par

P omp
Wiz, 8) = Wioz)+ > > Wip(2)pp.qSP,

p=1 s>1

(5.17)
WQ(Z, S, ¢)

Ap
ZWOW(Z)SP += ( o 72/{[[3,8](27‘9)7' o 7¢7Z)7

p=1

ou les fonctions Wy g, Wi p, Wy, et Z sont arbitraires. Les conditions d’holomorphie, imposées durant la
résolution de I’équation différentielle (5.84), conduisent & dissocier Pensemble des S en p € {1,---,P}
sous-ensembles, reliés par la contrainte

P
Ap = E np, (5.18)

p=1
ou ny correspond au nombre d’éléments du sous-ensemble p. La variable U3 ], du p-ieme sous-ensemble avec

se{l,--- ,np}, est définie par
U, = €5, ST = g SPY, (5.19)

ou les différentes fonctions holomorphes sont reliées par

Bip,s1€1p,s] = Hip,11C[5,s]> (5.20)

et normalisées & {j5 1) = ([p,1]- L’ensemble S est alors défini par
S = (S[iyl]’ . ’S[ivni]’ S[il]’ . ’S[pﬂp])' (521)

La notation X, est utilisée pour référencer 'appartenance au p-ieme sous-ensemble dont I'élément est
donné par s et permet d’éviter un mélange avec la convention indicielle d’Einstein, puisque la sommation
est implicitement écrite dans I'expression analytique des fonctions Wy et Wy. Des détails complémentaires
concernant ces différentes fonctions sont apportés au cours de I’analyse 5.3.2 ou dans 'annexe B de 'article
[1].

Finalement, la solution de Soni et Weldon, donnée dans I’équation (5.6) et pour Wa(z) = 0, est une
solution particuliere de la solution (5.16) lorsque le secteur S disparait. En effet, quand le secteur S n’est
pas présent, le potentiel de Kéhler et le superpotentiel sont donnés, d’apres (5.17), par

{ Wiz, 8) = Wip(z) = WiV(2), (5.22)

Wo(z,5,6) = E(z,6) = W5"(z9),

avec WoW(z) = 04

e Si M = 2, le développement polynomial de W définit dans I’équation (5.5) implique que l'unique
solution est celle proposée par Soni et Weldon a I’équation (5.6)

K(2,2Y) = m2zlz + ¢lge
(5.23)
W(Z) = miWa(z) +mpWi(z) + Wo(z, ¢)

avec Wo, W7 et Wy des fonctions arbitraires.

4. Nous avons écrit W pour signifier que les fonctions arbitraires correspondent & celles définies par Soni et Weldon.
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e Si M > 2, I’étude du potentiel scalaire (5.14) conduit & une contradiction avec le critére imposé par

Soni et Weldon, et supprime donc I'ordre maximal. Par conséquent, aucune solution n’est possible, ce qui
limite le développement polynomial du superpotentiel a M < 2.

Dans le cas du potentiel de Kéhler canonique, I’ensemble des expressions du superpotentiel (5.5) a été
classifié. L’analyse du potentiel scalaire (5.14) a conduit a établir une solution générale (5.16) comprenant
dans un cas limite la solution de Soni et Weldon.

Son expression est obtenue dans la section 5.3 et ses conséquences phénoménologiques a basse énergie
sont discutées dans prochain chapitre.

Le cas non-canonique

Dans leur article [2], Soni et Weldon affirment que la généralisation des solutions obtenues dans le cas

canonique du potentiel de Kéhler est évidente lorsque ce dernier devient général. Nous allons découvrir par
la suite, que cette affirmation reste vraie pour un choix particulier de la fonction K, méme si elle n’est pas
si évidente.
Par ailleurs, Soni et Weldon ont limité la dépendance du secteur observable a 'ordre mg du potentiel de
Kaéhler. Comme nous le constatons au cours de 'analyse a la section 5.4, I'ordre maximal de dépendance du
secteur observable, dans ’expression analytique de la fonction K, autre que mg, joue un role important sur
I’expression finale du potentiel scalaire.

La supposition concernant le développement polynomial du potentiel de Kéhler (5.5) rend 1’analyse du
potentiel scalaire (5.1) plus compliquée. L’inversion de la métrique de Kéhler n’est pas évidente et la présence
de I’exponentielle conduit a des divergences. Par conséquent, une limitation sur 'ordre maximal du potentiel
de Kéhler a été choisie avec N = 2. De plus, des hypotheses sur ’ordre maximal de dépendance, par rapport
au secteur observable du potentiel de Kéhler, ont été effectuées. Trois différentes analyses ont été réalisées
en fonction des expressions du potentiel de Kéhler suivantes :

Ko K(Z, ZT) = mIQ)Kg(z, zT) + m, K (2, ZT) + Koy(z, 21, 8, <Z>T)
Jg/l K(Z7 ZT) = m?)KQ(ZuZT) + mpKl(Z’ZT)¢) ¢T) + KO(szT)¢) ¢T)
<}£/2 K(Z7 ZT) - mZKQ(Z,ZT,QZ), ¢T) + mpKl(Z)ZT7¢7 ¢T) + KO(Z)ZT7¢7 ¢T)

Pour chacune de ces hypotheses, une étude similaire au cas canonique a été menée, en fonction de l'ordre
du développement polynomial M du superpotentiel & la masse de Planck. A la différence du cas canonique,
certaines contraintes n’ont pas pu étre résolues, et uniquement des cas particuliers ont été obtenus. Par
conséquent, une classification plus générale des deux fonctions fondamentales K et W est encore envisageable.
Nous présentons ensuite les différentes solutions, qui ont été obtenues, en débutant par la premiere expression
analytique du potentiel de Kéahler.

» Le choix du potentiel de Kdhler donné par %, conduit a une généralisation de I'analyse du cas

canonique pour une métrique kéhlerienne non-plate. Par conséquent, les solutions obtenues dans le cas
canonique sont identiques pour ce choix de la fonction K. Néanmoins, des hypotheses ont été effectuées et
d’autres solutions sont possibles.

e Si M = 0, 'unique solution est donnée par Soni et Weldon (5.16)
K(Z,71) = mf,KQ(z, 21 + mpKl(z,ZT) + Ko(z, 21, ¢, 01)

(5.24)
W(Z) = Wy(z9)

avec Ko, K1, Ky et Wy des fonctions arbitraires.

e Si M =1, la solution générale présentée dans le cas canonique se retrouve pour la fonction 7.
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Néanmoins, son expression analytique repose sur des expressions particulieres concernant la fonction K.
Une solution plus générale est encore possible et nécessite la résolution des contraintes (5.132) et (5.134).
Cette solution est donnée, ot le secteur observable est de nouveau séparé en deux sous-secteurs ¢ = (S, &a)
avec a € {1,--- , A, + Az}, par

K(Z, ZT) = mgKg(z, zT) + mpKl(z,zT) + Koy(z, 218, ST 4 I?o(z, 2. &, &T)
(5.25)

W(Z) = m,Wi(z,5)+ Wy(z,S, )

ou les fonctions Wy et Wy sont données au systeme (5.22). Concernant le potentiel de Kéhler, les fonctions
Ko, K7 et Kj sont arbitraires, tandis que K est donnée par

Ko(z, 218,87 = ko,0(z, 2N + k‘071(z,zT, S) + [k:o,l(z, 2, S)PL + S;*(;p*pSp. (5.26)

Cette solution repose sur une hypothese concernant l'expression analytique de K, donnée ci-dessus, de
maniere & obtenir la solution similaire au cas canonique pour la limite plate de la variété kdhlerienne, définie
par

Ka(z,2") = 2067320 Ki(z,27) =0, Kolz,21,8,87) = S1.67",S7 et Ko(z,21,6,6") = ¢L.6% 2" (5.27)

La solution proposée par Soni et Weldon (5.23), avec Wa(z) = 0, est finalement un cas particulier de la
solution présentée ci-dessus, lorsque le secteur S disparait.

Le choix de la fonction Ky s’est fait de maniere a obtenir une équation différentielle similaire au cas
canonique, dont la résolution est connue. Par conséquent, cette solution est une solution particuliere d’'une
solution plus générale, dont la résolution de 1’équation différentielle correspondante reste a faire.

e Si M = 2, les contraintes, provenant du potentiel scalaire associé au choix %, n’ont pas été résolues.
Des solutions restent alors possibles. Néanmoins, une solution évidente émerge : la solution de Soni et Weldon
qui est donnée par

K(Z,Z") = m2Ky(z,2") +mpKi(z,2") + Ko(z, 2, ¢, ¢')
(5.28)
W(Z) = mZWa(z) +mpWi(z) + Wo(z, ¢)

avec Ko, Ky, Ko, Wy, W7 et W des fonctions arbitraires.

e Si M > 2, des problemes similaires aux ordres précédents ont été rencontrés. La résolution des
contraintes obtenues est compliquée et de nouvelles solutions sont envisageables.

Le choix du potentiel de Kéhler %, généralise les solutions rencontrées dans la limite plate de la variété
kéhlerienne. Néanmoins, d’autres solutions sont possibles et nécessitent la résolution de contraintes difficiles.
A la différence de Soni et Weldon, ot ils avaient uniquement supposé la dépendance du secteur observable
a lordre mg du potentiel de Kéhler, nous allons maintenant voir que I'ordre maximal de dépendance - m,,

puis mg - influence ’écriture finale du potentiel scalaire (5.1), ce qui meéne a de nouvelles solutions.

» En considérant maintenant le potentiel de Kéhler 77, une analyse similaire a été menée. De nouvelles
solutions ont été déterminées mais des contraintes irrésolues laissent la possibilité d’en obtenir d’autres. Ces
solutions sont classées en fonction de 'ordre maximal M en la masse de Planck supposé pour le superpotentiel
(5.5).

e Si M = 0, aucune contrainte ne provient de I’expression du potentiel scalaire et une nouvelle solution
est obtenue

K(Z7 ZT) - mZK2(ZuzT)+mpK1(Z7ZT7¢)¢T)+K0(272T7¢7¢T)
(5.29)
W(Z) = Wo(z¢)
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avec Ko, K1, Ky et Wy des fonctions arbitraires.

Cette solution a la particularité d’avoir pour ordre maximal m,, I dans Pécriture finale du potentiel scalaire.
En effet, les solutions précédentes étaient d’ordre supérieur (au minimum en mg), et ceux ayant une masse de
Planck positive dépendaient uniquement du secteur caché. De maniére a obtenir une valeur de la constante
cosmologique ® petite, 1'ordre my, I apparait naturellement pour cette solution et limite, par conséquent, au
maximum un ajustement fin de la théorie. Un tel ordre maximal est intéressant lorsque la limite formelle
est considérée.

e Si M =1, I’étude du potentiel scalaire associé implique une seule contrainte, dont une solution

est donnée par

K(Za ZT) = mgKQ(Za ZT) + mpKl(Zv ZT) ¢) ¢T) + KO(Zv ZT) ¢7 ¢T)

(5.30)
W(Z) - mpWI(Z7 ¢) + WO(Z7 ¢)
ou les fonctions Ko, Ky et Wy sont arbitraires, tandis que les deux autres sont données par
1 .
Ki(z2h 0,00 = kiole ) + k(e 2l o)+ [kl )] T+ o0l kie® (2, 21), (5.31)

Wiz, 0) = Wipg(z) + ¢"Wia(z),

avec les différentes sous-fonctions, ci-dessus, arbitraires.

Cette nouvelle solution est une solution particuliere et résulte d’un choix effectué sur les expressions
analytiques des fonctions K; et Wi. Une solution plus générale est encore envisageable et nécessite la
résolution de la contrainte donnée dans I’équation (5.151).

e Si M > 2, la résolution des contraintes n’a pas pu étre établie. De nouvelles solutions restent alors

possibles.

L’augmentation de I'ordre maximal de dépendance du secteur observable, passage de 'ordre mg a my,

dans D'expression analytique du potentiel de Kéhler a offert plus de liberté concernant la résolution des
contraintes. De nouvelles solutions ont été établies. Ces conséquences se retrouvent pour ’étude concernant
la derniere écriture étudiée du potentiel de Kéhler, celle donnée par J75.

» En faisant le choix du potentiel de Kéhler /75, des conclusions similaires a I’analyse %] sont déduites :

de nouvelles solutions sont permises mais des contraintes irrésolues laissent entrevoir d’autres solutions.

e Si M = 0, aucune contrainte n’est déduite du potentiel scalaire. La combinaison entre les deux fonctions

fondamentales est donnée par

K(Z,71)

mZKQ(Zu ZT) ¢7 ¢T) + mpKl(Z)ZT7 ¢7 ¢T) + KO(Zv ZT) ¢) ¢T) (5 32)
W(Z) = Wolz0) |

avec Ko, K1, Ko et W des fonctions arbitraires.

De maniére analogue a une remarque effectuée a l'ordre M = 0 pour le choix du potentiel de Kéhler
1, Tordre maximal du potentiel scalaire est maintenant donné par m,, 2 minimisant, par conséquent,
I'ajustement fin de la théorie sur la valeur de la constante cosmologique A.

e Si M =1, 'ordre maximal du potentiel scalaire est en mg et ne nécessite, par conséquent, aucune

5. L’estimation de la densité du vide est mesurée, selon la collaboration Planck [33], pour le modéle ACDM & Q) =
0,68640, 020. Or, la petitesse de cette valeur est un probléme majeur pour la physique moderne car cela nécessite un ajustement
fin de la théorie (si un mécanisme naturel ne le permet pas). Des modeles proposent des mécanismes pour l'obtenir de maniére
naturelle, et notamment les modeles no-scale [72], présentés a la section 4.4.
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contrainte. Les fonctions K et W sont données par

K(Z? ZT) m}%KQ(Za ZT’ ¢’ ¢T) + mpKl(ZVZTa ¢a ¢T) + KO(Za ZT? ¢)7 ¢T)

(5.33)
W(Z) = mpW1(27¢)+W0(Za¢)

avec Ko, K1, Ky, W7 et W, des fonctions arbitraires.

Pour cette solution, une relation particuliere supprime de maniere naturelle I’ordre mg. Le plus haut degré
devient alors m,, I pour I'expression du potentiel scalaire. En effet, en définissant la fonction G; de la maniére
suivante

Wi l2
g1 =Ky +1n ; ; (5.34)
my
Pordre mg satisfait la condition no-scale
01G1(Gy ) 1-0" Gy =3, (5.35)

et devient, de maniére naturelle, identiquement nul. Le premier terme non-nul dans le potentiel scalaire est

maintenant d’ordre my, L

e Si M = 2, le développement du potentiel scalaire conduit a deux ordres dangereux, mz et my,
nécessitant la résolution de contraintes. Une solution particuliere de ces deux contraintes est obtenue en

supposant K1 = 0 et Wy = 0 - 'ordre m,, devient identiquement nul - et en définissant la relation suivante

Gy = Ky +1n|" 2 2, (5.36)
My
entre les deux fonctions Ko et Wy, L’ordre mf, satisfait la condition no-scale
01G2(G5 1) 107" Gy = 3, (5.37)
et devient identiquement nul. Finalement, une nouvelle solution est obtenue
K(Z.Z%) = mpKa(z2",¢,¢") + Ko(z, 2", ¢, ¢) _—

W(Z) = miWa(z,¢) + Wo(z,0)

avec les fonctions arbitraires Wy, Ko, W et Ky et les deux derniéres sont reliées par I’équation (5.36). Cette
nouvelle solution résulte d’un choix particulier pour satisfaire les contraintes provenant des ordres mg et my,.

Quand le degré du polynéme du superpotentiel est égal a M = 2, une solution particuliere a été établie.
Cependant, une solution générale reste possible mais nécessite la résolution des deux contraintes provenant
des ordres mg et m,.

e Si M > 2, les contraintes obtenues n’ont pas été résolues et aucune nouvelle solution n’a été établie.

Apres avoir fait une breve présentation des différentes solutions, nous allons, dans la suite de ce chapitre,
démontrer la maniere dont elles sont obtenues. La prochaine section 5.2 est alors consacrée a la démonstration
d’une proposition fondamentale pour cette étude. Les corollaires découlant de cette proposition sont aussi
brievement présentés. Finalement, la section 5.3 conduit & la nouvelle solution (5.16), lorsque le potentiel de
Kaéhler est canonique, tandis que la section 5.4 établit celles présentées ci-dessus, pour le cas non-canonique.

5.2 Prérequis

Dans le cas du potentiel de Kéhler canonique, nous avons établi 'expression du potentiel scalaire (5.14)
permettant une analyse, ordre par ordre, en fonction de la masse de Planck m,. Cette analyse nécessite
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d’établir au préalable quelques propriétés mathématiques, dont la démonstration, repose essentiellement sur
des propriétés d’holomorphie du superpotentiel. La premiere est donnée par la proposition :

Proposition 1 Soit P, Q et R trois fonctions holomorphes arbitraires satisfaisant ’identité suivante

n
0 oP <
3 @ 21Q +2P| =aQP+QR (5.39)
; 0z ¢ aZT

=1 7

avec n champs complexes indexés par i et a un nombre complexe arbitraire. Si P n’est pas identiquement
nulle, alors

Q=0, Vi
exceptée pour le cas particulier n =1, a =1 avec R non-nulle.

La démonstration de la proposition 1, et les corollaires correspondants, est, par conséquent, le sujet de
la prochaine section.

5.2.1 Les prémices de la démonstration

Pour démontrer cette proposition, un raisonnement par ’absurde a été effectué : la fonction holomorphe
Q est supposée différente de zéro pour, apres analyse, obtenir une contradiction. A partir de cette hypothese,
il est désormais possible de diviser ’équation (5.39) par rapport aux fonctions @ et P, pour obtenir I’équation

suivante
~(0lnQ  ;\ [OoWmP ;| R\ (Q
Z( 5y —|—zi> ( 82} —|—z> =a+ (Q) (P) (5.40)

i=1
0? 0? 0?

—, = et a Iéquation (5.39), nous obtenons
029 82,1 02302k 8ZT8z,i

En appliquant de maniere séparée les dérivées

J
respectivement les égalités

" 92InQ P . 0 (R\ 0 [(Q
— = . 41
— 0270z 87;}82’}2 O 0z <Q) 82}2 <P) 7 (541
" #®mQ [OdlmP ?InQ Q 02 R
. . ! 2 = . 42
; 02902k02% ( 323 +Z> " 02902k <P> 02992k <Q> ' (542)
ot 3 2 2
= In P 1 In P
Y 2 “T T<8 nQ+zj>+2a TnT:<R> ? T<Q>. (5.43)
=1 02]02,02 0z 0z[0z Q 0zj0z, \P

Dans la suite de notre démonstration, nous simplifions 'analyse pour un seul champ complexe, noté z. Les
éléments de généralisation sont donnés apres chaque étape clé. Les étapes et les notations sont prises de
maniere a faciliter cette généralisation (voir les encadrés prévues a cet effet). Cette approche permet de
mettre en évidence le cas particulier de la proposition, tandis que la démonstration générale se trouve en
annexe de l'article [1].

5.2.2 Cas particulier et généralisation de la démonstration

Dans le cas d’un champ complexe, I"équation (5.40) se réécrit

(dlanQ +ZT> <d<112f —|—z> —a+t <g> (g), (5.44)

2

dzdzt

retranscrivons de la maniére suivante

d*lnQ\ /.d*ImnP\ d /R\ d [/Q
<Z dz? ) (Z dzf2 ) o dz (Q) dzt <P> (5.45)

L’application de la dérivée a l’équation (5.44) conduit a l'analogue de 1’équation (5.41) que nous
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De cette derniere équation, deux cas particuliers doivent étre alors distingués
. d (R d [Q . d (R d [Q
1 t = 1 5.46
D (Q) dzt (P) ’ ’ R (Q) dzf (P> o0

Généralisation a n champs complexes : la difficulté dans la généralisation a plusieurs champs provient
de la présence de la sommation pour le membre de gauche de I'équation (5.41). L’astuce est alors de
retranscrire ’équation sous forme d’une équation matricielle. Ainsi, le membre de gauche correspond a un
produit matriciel, défini & partir des matrices Q et P* dont les éléments de matrice sont donnés par

9?InQ ot p* 9*In P

ij o —
Q" = ' 92192 A Zazgaz;;'

L’application du déterminant a ’équation (5.41) - apres avoir fait passer la matrice identité dans le membre
de droite - conduit a ’égalité

det (QP*) = det (1 ~V.(R/Q)®[V. (Q/P)]T>
=1-T (V. (R/Q) 2 V- (Q/P)]). (G.5.45)

menant a la généralisation des deux particuliers

i) m(V.(RQeV.(@/PI) # 1
(G.5.46)
i) (Vo (R/Q e V- (Q/P)T) = 1,

distingués par la valeur de la trace.

e Cas i)
Le premier cas est défini par 'inégalité suivante

. (g) o @) A1 (5.47)

Cette derniére assure que le terme de droite de 1’équation (5.45) est différent de zéro, tout comme celui de

gauche. L’équation (5.45) peut alors se réécrire
EmQ\ (. EmP\ ' d (R\[d (Q)[.dmP\
Yz ) T et 2 \Q) |zt \p) " dzt2
d?InP

ou, sans perte de généralité, nous avons divisé par rapport a | ¢ dat2
z

différentier les fonctions holomorphes de celles anti-holomorphes. L’application de la dérivée par rapport a
z a I’équation ci-dessus conduit a

(5.48)

. Nous utilisons les crochets pour

3 2 2 -1
d’In@Q :id R d /Q d*ln P (5.49)
dz3 dz2 \ Q) |dzt \ P dzt2 ’
puisque, par holomorphie, nous avons
dld /Q\/d2mpP\™"
dz [dzT (P) ( dz12 ) =0. (5.50)
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d’R
En supposant que la dérivée seconde du rapport de R sur () par rapport a z soit nulle, i.e. q éQ =0,
z
Péquation (5.49) implique nécessairement la corrélation suivante
d®> /R dBnQ
— 0 = fr— 0_ 5.51
dz? <Q) dz3 (5:51)

Cependant, lorsque les relations ci-dessus sont injectées dans I’équation (5.42), elles ménent a une contra-
diction avec la condition 1)

PnQ (dinP EhQ _ (Q\ & (R 2InQ |
dz3 (dzT +Z>+2 d22 :(P> dz? (Q) = a2 0 (5:52)

puisque la dérivée seconde de In ) est nécessairement non-nulle (le membre de gauche de ’équation (5.45) est
nécessairement différent de zéro si la condition 7) est satisfaite). Les deux termes holomorphes de I’équation
(5.49) sont alors différents de zéro.

En appliquant maintenant a I’équation (5.49) une dérivée par rapport a 2", nous en déduisons

d d3an B _.d2 R d d ) 21n P -1
dzf ( dz3 > —0—2d22 <Q> dzt <[dzT (p) ( dzt2 > ), (5.53)

d [d (Q\(@PmP\| _d[d Q) CmP\ | _ (5.54)
dzt |dzt \ P dz12 Cdz [det \ P dz12 - ’
la deuxieme égalité étant évidente par holomorphie. Par conséquent, le terme entre crochet est indépendant

de z et de z. En partant de cette conclusion, 'application d’une dérivée & 1’équation (5.48) par rapport a
21 conduit & déduire

qui implique

d d ((@2mp\""
548) = =0. 5.55
dzT( ) dzt (( dz12 > > (5.55)
21n
L’inverse de qa12 ne dépend pas de z et zf. Ces conséquences sont injectées dans 1’équation (5.54) et
z
impliquent alors
d? /Q d*In P
1s12 <P> =0 & L = 0. (5.56)

Généralisation & n champs complexes : la généralisation de I'inégalité i) est donnée par

Tr (V. (R/Q) @ V- (Q/P)]) #1. (G.5.47)

Le raisonnement est identique & celui effectué & un champ. L’équation (G.5.45) conduit a det(QP*) # 0
impliquant que les deux matrices sont inversibles. L’application d’'une dérivée arbitraire par rapport a z°
donne

PmQ . 9*(R/Q) |0(Q/P) <a21np

- = R Vi, i k0 =1,..n, et V2t 27 2F 2* G.5.49
azlazjazk Z 827’823 8,22 azgazz:) Z?]? ) ) n7 e Z )Z 7Z )Z M ( )

retranscrit sous forme de composantes. L’analyse découlant de cette équation est identique a celle effectuée
apres I’équation (5.49).

Les conclusions de I'équation (5.56) sont injectées dans 1’équation (5.43)

PP (dInQ d’In P R\ d® /Q d’ln P
)42 = =0 ' 5.57
dzf3 < d: 17 > T2 g (Q) dz1? <P> T Q2 = (5:57)
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et conduisent a une contradiction avec la condition i), puisque nous avons supposé que la dérivée seconde
de In P était différente de zéro.

Si la condition i) est respectée, 'analyse qui en découle méne a des contradictions avec les équations
(5.41), (5.42) et (5.43). Par conséquent, la fonction holomorphe ) est nécessairement nulle.

o Cas ii)

Pour le deuxieme cas, nous avons

d /R d /Q
=1 5.58
dz (Q) dzf (P) ( )
L’application de maniére distincte d’une dérivée par rapport & z puis & 2z & Péquation ci-dessus conduit &
d d2 /R\ d [Q d (R
5.58 =0 = ,
209 = 5(o)a (2) (o) = @
, = (5.59)
d d (R\ d® [Q d Q)
5.58) = =0 = by,
dzt (5:58) dz (Q) dz12 <P> dzf (P !

dR/Q  dQ/P

ou les termes sont égaux a des constantes complexes arbitraires, respectivement a; et b1, et

dz dzt
reliés par la contrainte a;b; = 1. L’intégration, respectivement par rapport a z et & 2! des deux équations,
implique
R
o = wtas g[zT] ~ bt bieh) (5.60)

avec ag et by des constantes d’intégration complexes.
D’apres I'équation (5.45), la condition implique nécessairement

d®’InQd?’InP
L2 iz =0 (5.61)

d?nP X
L = 0. A

partir de ce dernier résultat, et en utilisant la définition de )/ P faite a 1’équation (5.60), nous en déduisons
I’expression analytique de la deuxiéme et de la troisiéme dérivée de In @ par rapport & 2z, données par

d? Q d’InQ b? d3 Q d*InQ 203
1 = — ! t 1 = R (X
dzf2 < p) R (bo + b2z " dets < p) R by + bzt PP

ou au moins I'une des deux dérivées doit étre nulle. Sans perte de généralité, nous supposons

En injectant ces deux expressions dans I’équation (5.42), et d’apres la définition (5.60), nous déterminons
la premiére dérivée de In P par rapport & zf

PnQ (dinP I Q Q\ @ (R dinP b}
dz3 (dzT +z)+2 2 (P) dz? (Q) Tt T (5.63)

De cette derniere relation, et en utilisant la relation entre @ et P donnée par (5.60), nous déduisons 'ex-
dln@

pression de
dz

d L dmQ _ b bo

In (5.60 = + .
e E e S

(5.64)

A partir de équation (5.44), ot nous injectons les différentes relations (5.60), (5.63) et (5.64), nous obtenons

I’égalité suivante

ol bo 4+ (0 ;

; O A Pz =a+ (a1z + aop) (blz + bo) , (5.65)
bz + b by by
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qui conduit au systéme (apres avoir regroupé en puissance de z et de z') suivant

( bo b}
1+ = a+ agpby,
b1 bl o
atby = 1, (5.66)
by
= byaop,
\ b.{ 140

ott I'unique solution est donnée par a; = (by)~!, ag = bg‘bl|_2 et = 1.

Si la condition i7) est satisfaite, la fonction holomorphe @ est différente de zéro si, et seulement si, les
constantes d’intégration provenant des fonctions R/Q et Q/P et la constante complexe « sont données par
les conditions ci-dessus pour un seul champ z.

Généralisation & n champs complexes : la généralisation a plusieurs champs de I’équation (5.58) est
donnée par

T (V. (R/Q) @ V2 (@/P))T) = 1. (G.5.58)

La résolution de I’égalité précédente est moins évidente que celle effectuée a un champ et nécessite le lemme
suivant

Lemme 1 Soit Q et P deux fonctions holomorphes arbitraires non-nulles dépendant de n champs complexes
2" et reliées par l'équation (5.39), alors

o (Q .
92 (P) #0, Vj=1,...n.

Preuve Pour la démonstration du lemme 1, nous allons faire un raisonnement par I’absurde en supposant
un z"* particulier pour lequel nous avons
0
¢ = 0.
0zF \ P

L’intégration de ’équation ci-dessus conduit a exprimer la fonction @) a partir de la fonction P

olt une fonction arbitraire f non-nulle et indépendante de z* a été introduite. En injectant cette derniére
expression dans I'équation (5.41), et en prenant le cas particulier £ = j, nous obtenons

2

9%In P
B 1=,

0210%°

~ 0*InPo*In P _Z”:
P 0210z 82}8,2;

i=1

dont la seconde égalité ne peut pas étre satisfaite, quelle que soit la valeur de la fonction P.

L’utilisation du lemme 1 assure, pour satisfaire I’égalité (G.5.58), qu’il existe au moins un champ de référence
- dénoté 2! - satisfaisant 6‘21 (R/Q) # 0 et permettant ainsi d’écrire

ooy 1 ma@&@)
(3)= -

>l
0z] \ P R/Q) o (R/Q)
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Généralisation & n champs complexes : (suite) la résolution de cette équation différentielle, qui est
effectuée en annexe [B.1-B.2][77], conduit a I'expression de Q/P

Q
P (R

+H [{125 - {221, s 512; - @zi, &2l — §nzI; z] , (G.5.60)
0z1 Q)

ou H est une fonction arbitraire satisfaisant

0 R 0 R
% a1 <Q> =81 (Q)'

De maniére analogue, I'équation (5.39) de la proposition 1 peut étre intégrée - une équation différentielle
similaire (B.4) est calculée en annexe (B.5) [77] -

+

71 drt R .Q - g
e /( T+ 0, nQ {a+ QMP[ﬂ’ ...,ui,...,un]} - (Z]IL - (ZDin> Zriz

2] i>1
+ Clra, e ri(Th), s (71); 21,
ou nous avons défini

0,iIn@Q + ZZT

u(t!) = ("+0,nQ)r; —9,: InQ et 1y ,
(') ( ) 0,1 InQ + z]lL

avec C une fonction arbitraire et (z{)m une condition initiale arbitraire liée & I'intégration par rapport a z'.

Le calcul des expressions analytiques des termes /P et In P est basé sur la résolution des équations
différentielles, données en annexe B. Ces dernieres sont de nouveau utilisées dans la section 5.3.
Finalement, des conditions d’holomorphie sont imposées sur les expressions de )/P et In P, menant & une
contradiction (mise a part lorsque la limite & un champ est prise). Par conséquent, pour la suite de la
démonstration, nous référons a 'annexe A de larticle [1].

Le résultat précédent termine la démonstration a un champ de la proposition 1, ou la fonction holomorphe
Q est égale a zéro, mis a part pour le cas particulier a un champ, avec o = 1. Différentes étapes concernant
la généralisation da plusieurs champs ont été renseignées au cours de cette démonstration. Les conclusions
établies au cours de notre démonstration restent identiques. Nous renvoyons a l'annexe A de Uarticle [1]
pour plus de détails.

5.2.3 Cas particulier et généralisation de la proposition

De la proposition 1, deux corollaires utilisés par la suite sont établis.

Corollaire 1 Soit P et R deux fonctions holomorphes arbitraires satisfaisant l’identité suivante

n

D

i=1

oP g
a%+4P‘:MPf+PR (5.67)

avec i indexant les n champs complexes et o un nombre complexe arbitraire. Alors, ['unique solution est
P=0, V2. (5.68)

Preuve 1’équation (5.67) est un cas particulier de la proposition 1 avec Q = P. Il s’ensuit alors que P = 0.
En effet, dans le cas contraire, le lemme 1 ne peut pas étre établi si nous supposons @@ = P (c’est un cas
particulier du lemme 1 avec f(z',...,2F 1 281 2m) =1).
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Corollaire 2 Soit P,, QQrq et R,p, trois ensembles de fonctions holomorphes arbitraires multivariées, satis-
faisant 'identité fonctionnelle suivante

- k
0Qr oP,
3 ( gziq + 2] qu> (a [tz Pp> = aQrePp+ > QuiRipg, (5.69)
“i t=1

i=1

avec i indexant les n champs complexes, r,p,q,t = 1,....k et o un nombre arbitraire complexe. Si P, n’est
pas identiqguement nul pour au moins une valeur de p, alors

qu - 07 v Ziv rq, (5'70)
mis d part pour le cas particulier n =1, a« = 1 avec R non-nul.

Preuve C’est une généralisation de la proposition 1. La démonstration est équivalente a celle de la proposition
avec une difficulté supplémentaire provenant de la sommation pour le membre de droite. Nous avons a traiter
des équations matricielles composées de matrices qui ne sont pas carrées. Nous renvoyons alors a ’annexe
A de Tarticle [1] pour la démonstration.

La proposition 1 et les corollaires 1 et 2 ont été démontrés dans cette section. Ces derniers sont utilisés
lors de notre étude du potentiel scalaire (5.14), menant a la classification du superpotentiel et du potentiel
de Kahler canonique.

5.3 Le cas canonique du potentiel de Kahler

Dans les précédentes sections, nous avons premierement présenté ’approche de Soni et Weldon, ou ces
derniers ont supposé un développement polynomial des deux fonctions fondamentales K et W. Alors que
I’analyse concernant un potentiel de Kéhler général est effectuée dans la section 5.4, 'hypotheése canonique
de la fonction K a mené a écrire le potentiel scalaire (5.14) de maniére polynomiale, en fonction du degré
du polynéme de W.

Cette section est consacrée a l'analyse, ordre par ordre, du potentiel scalaire de maniere a satisfaire la
contrainte de Soni et Weldon, i.e. empécher tout couplage entre la masse de Planck et le secteur observable.
Les différentes propriétés établies dans la section 5.2 sont par ailleurs utilisées.

5.3.1 Reformulation du potentiel scalaire

L’écriture polynomiale du potentiel scalaire (5.14) résultait de ’hypothése polynomiale en la masse de
Planck m,, concernant l'expression du superpotentiel W, avec M son degré. Ce dernier est donné par trois
types de termes : myt", m7 2 et m 4, Une redéfinition de lindice m

m—c—n+s, (5.71)

permet une réécriture du potentiel scalaire de la maniere suivante

ZT ZI 2M
VF = exp TInQ E mzc) VM,C[Zu ZT) ¢) ¢T] + O(mgl)’ (572)
p c=0
ou nous avons défini
oW, OW ._
V "' -i- — n cC—n
M,c[Z,Z 7¢7¢ ] § a¢a 8@52

(0) (0)
n. <n<n+

3 [@iwn@iwc_m +¢°

(2) (2)
n.- <n<n+

Z Wan—n+4¢L¢aa

(4) (4)
n'’ <n<n+

oW oW
"W T "W —3W. W
a¢a c—n+2 + @Z)a agf)T c—n+2 3 nVVc—n+2 + (573)

a
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avec
n'® = max [0,c — M + 3] et nf) = min[M,c+s]. (5.74)

L’indice s caractérise les trois types de termes présents dans ’équation (5.14) avec s € {0,2,4}. Nous
appellerons s-somme, la somme correspondant a la valeur de l'indice s. La contrainte sur les bornes des
S-sommes n(_s) < n$> conduit a l'inégalité suivante

<2M —s. (5.75)

Par conséquent, une s-somme contribue a l'ordre mj si, et seulement si, I'inégalité (5.75) est satisfaite.
Ainsi, ’écriture du potentiel scalaire (5.72) conduit & une analyse, ordre par ordre, en fonction de l'indice c.
Dans un souci de satisfaire la condition de Soni et Weldon, nous imposons que Viz [z, 21, ¢, ¢T], pour ¢ > 0,
ne dépende pas du secteur observable. Cette contrainte se résume ainsi par

8; Virelz, 21, ¢, 0] = 8(; Vinelz, 21, 0,011 =0, Voo ac{l,.,A}, c=1et M >0, (5.76)

que nous écrivons de maniere simplifiée
Virelz, 21, 0,0 ~3 0 Vo, a € {1,..,A}, M >0 et c>1, (5.77)

au travers de la notation E ~¢ 0, pour signifier que la grandeur E est indépendante de ¢ et ot

5.3.2 Analyse des différents ordres

Pour effectuer cette analyse, qui est basée sur le degré du superpotentiel en m,,, nous commencons par
lordre maximal du potentiel scalaire et vérifions si la condition (5.76) est satisfaite pour passer a l'ordre
suivant. Dans le cas contraire, nous obtenons une contradiction limitant ’ordre du superpotentiel, et par
conséquent, son expression analytique. Ainsi, nous diminuons progressivement les ordres ¢ menant a de
nouvelles solutions.

En commengant par l'ordre le plus bas, M = 0, 'écriture (5.72) n’implique aucune contrainte. Nous
obtenons la solution de Soni et Weldon (5.15)

K(2,2Y) = m2z2 + ¢l¢°
(5.78)
W(Z) = Wo(z9)
avec Wy(z, ) une fonction arbitraire. Pour la suite, nous supposons M > 0.
e c=2M:
Les contributions a cet ordre proviennent uniquement de la O-somme, dont I'expression est donnée par
>[5
0P
La sommation s’applique uniquement sur des termes positifs, indépendamment de la valeur de l'indice a.
Nous en déduisons alors la contrainte

(5.79)

oWy |2
‘ M~y 0, Yo%, ac{l,.., A} (5.80)

Hpe

La résolution de cette équation donne - la convention d’Einstein sur 'indice a étant supposée -

WM(Z, (;5) = WM70(Z) + gf)aWMﬂ(Z), (5.81)
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avec Wi o et Wiy, des fonctions holomorphes arbitraires.

e c=2M —1:

De maniere analogue, la contribution pour le second ordre provient uniquement de la 0-somme et implique
d’apres 1’équation (5.73)

OW g OWpr—1 - OW a1 OWyy

agl,  09° opl  0¢°

En injectant expression de Wy, définie a I’équation (5.81), nous en déduisons I’équation suivante

~g 0. (5.82)

o OWar—1

Wt

+hec. ~y 0, (5.83)

que nous réécrivons de la maniere suivante, en utilisant des propriétés d’holomorphie,

OWar—1
War® D = f(z,2"), (5.84)
avec f une fonction arbitraire.
Une équation différentielle similaire a été précédemment rencontrée, pour I'équation (G.5.60), et dont la
résolution a conduit a obtenir une expression analytique pour le rapport de @ sur P. Sa résolution était basée

1

sur un champ de référence z*, accompagnée de la condition 951 # 0. De maniére analogue, et sans perte de
z

généralité, nous faisons I’hypothése que le secteur observable ¢ avec a € {1,--- , A} se sépare en deux sous-
ensembles distincts. Nous noterons le premier ensemble SP avec p € {1,---, A,} satisfaisant la condition
Wiy # 0. Le second ensemble est noté ¢%, avec @ € {1, -+, Az}, satisfaisant la condition Wy z = 0.

Autrement dit, nous avons séparé le secteur observable en deux sous-secteurs observables ¢® = (SP, qzd) avec
ac{l,--- A, + Az}

A partir de ces hypotheses, I'expression analytique de Wy, d’apres (5.81), s’écrit maintenant - convention
d’Einstein -

War(z,S,6) = Waro(2) + SPWar,(2), (5.85)
tandis que I’équation différentielle de ’équation (5.84) devient
OWnr—1
P — 1
War o = fz,2h). (5.86)

La condition Wy, # 0 permet, d’aprés 'annexe B, de résoudre '’équation différentielle ci-dessus, en prenant
S1 comme champ de référence. Néanmoins, des conditions d’holomorphie doivent étre imposées sur la solution
générale. Pour une étude approfondie et détaillée de ces conditions, nous référons a 'annexe B de 'article
[1].

La résolution de I’équation (5.86) conduit aux écritures des fonctions Wy, et W1 suivantes

P np
Wir(2,9,6) = Waro(2) + > > Warp(2) S0, (5.87)
p=1 s>1
AP
War-1(2.5.8) = Y Wa1p(2)S +E (Ul g(2.9), 163 2) (5.88)
p=1

avec War—1p, War0, Warp et = des fonctions arbitraires, ot la variable U, )(z, S) est définie pour le p-ieme
sous-secteur A A
Up. (2, 8) = &5.95P — (p 0 SPY, (5.89)

a partir des fonctions arbitraires holomorphes
Hip,s)8l,s) = P1p.1)Cl5,s); (5.90)

normalisées a §[51] = ([,1]-
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Les conditions d’holomorphie sur la fonction = ont conduit a dissocier I’ensemble SP en p € {1,---, P}
sous-ensembles, avec ny le nombre de champs S composant le sous-ensemble p. Nous avons alors la relation

P
Ay = ny, (5.91)

p=1

entre les bornes de ces ensembles. L’indice s est lui introduit pour différencier les champs SP# composant
le sous ensemble p avec s € {1,--- ,np}.

Des conditions d’holomorphie sur la fonction = ont conduit a dissocier le nouveau secteur SP en plusieurs
sous-secteurs, différenciés par 'indice p € {1, -- ,]5}. Les éléments d’un sous-ensemble p sont distingués a
partir de I'indice s € {1,--- ,n;}. L’ensemble S s’exprime alors, d’apres la notation S [B:s],

S = (S[iyl]’ . ’S[ivni]’ S[il]’ . ’S[P,pr])' (592)

Les champs S sont par conséquent distingués en fonction du sous-secteur p et de 1’élément s de ce sous-
secteur. Une derniere précision est apportée sur le premier terme de Wjys_1(2,S5,¢) car, sans perte de
généralité, nous pouvons simplifier la notation

A, P np
> Wari1p(2)SP = Y Way—y,p,6(2)SP. (5.93)
p=1 p=1 s=1

En limitant I'ordre polynomial & M = 1, nous en déduisons alors une nouvelle solution

K(Z, ZT) — mzzgzi + S;Sp + Q?):[lqu
) ) (5.94)
W(Z) = mpW1(Z, S, ¢)+WO(2’S’ ¢)

ot les fonctions Wi(z,S,¢) et Wy(z, S, $) sont respectivement données par les équations (5.87) et (5.88)
avec M = 1.

L’analyse précédente a été réalisée en supposant l'existence d'un nouveau secteur S, défini par la
contrainte Wy, # 0,Vp € {1,---,A,}, provenant de I’équation différentielle (5.86). Mais dans le cas
contraire, i.e. Wy, =0,Vp € {1,--- , A,}, équation (5.85) devient simplement

Whr(z, S, 6) = Waro(2), (5.95)

et les contraintes (5.79) et (5.82) sont trivialement satisfaites. Ainsi, lorsque le secteur S disparait, nous
obtenons la solution de Soni et Weldon pour M =1 et avec Wa(z) =0

K(2,21) = m2:lzi 4 gl 596

W(Z) = mpW1(2)+W0(Z,¢)

ol les fonctions Wi et Wy(z, ¢) sont arbitraires.

L’étude des ordres ¢ = 2M et ¢ = 2M — 1 a conduit a retrouver et a confirmer la solution de Soni
et Weldon. Néanmoins, une nouvelle solution plus générale a été aussi établie. Cette derniere s’appuie sur
Iintroduction d’un nouveau secteur S qui partage des propriétés du secteur observable usuel et du secteur
caché. Du secteur observable, sa valeur moyenne dans le vide est nécessairement tres inférieure a 1’échelle
de la masse de Planck. Du secteur caché, il possede un couplage direct avec m,, dans I’expression analytique
du superpotentiel au travers de la fonction Wj. Ces conséquences sont étudiées a la section 6.2 du chapitre
6.

Nous supposons maintenant M > 2. La contrainte suivante est obtenue par
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e c=2M —2:

Les contributions du potentiel scalaire (5.73) proviennent de la 0-somme et de la 2-somme et conduisent
a la contrainte

{QWM_Q 6WM } BWM_l 6WM_1
+h.c. p +
) L)

a

W

Q/IWM + h.C.} —3WuW s ~g 0.
(5.97)

Le second terme de cette équation attire particulierement notre attention. En effet, d’apres les expressions

de Wy et de W1, données dans les équations (5.87) et (5.88), il est possible de contraindre la fonction

arbitraire Z. En utilisant plusieurs dérivées successives par rapport aux champs observables S et ¢, nous en

déduisons

i 00
+ WD W + {¢ 06

2 2

3=
=0, (5.98)

9=
‘ dSrHSI19ST

DSPAGE

qui menent a 'expression de la fonction Z

=0 et’

6 _ avec une sommation sur les indices -

(1]

— e~ 1
= WM—I,O(Z) + ¢aWM_1@(Z) + Spwgllm(z) + QSPSqWM_qu(Z). (5.99)

Nous réinjectons la définition ci-dessus dans I'expression analytique du superpotentiel Wy, 1 donnée dans
I’équation (5.88)

~ ~ 1
WM_l(Z, S, ¢) = WM—I,O(Z) + SpWM_Lp(Z) + ¢aWM_17a(Z)QSquWM_l,pq(Z), (5.100)
ol nous avons introduit

Wir—1p(2) = War—1(2) + Wisly (2, (5.101)

pour alléger la notation. Finalement, en injectant I’expression analytique des superpotentiels (5.87) et (5.100)
dans la contrainte (5.97), cette derniere se réécrit de la maniére suivante (avec une sommation sur les indices)

War—2(2,S,¢) +h.c.| ~40, (5.102)

A(z, zT)SpS]; + [Bq(z, 218t 4 WP 821)

ou nous avons introduit les fonctions suivantes
i
qu(z, ZT) = E WM—l,erMfqu + @iWM,p@ W — WM,pWMq,
T

‘ (5.103)
By(z, ZT) = Z War—1,oWa—1" + @iWMyq@ZWMO — QWM,qWMO .

Une application successive des dérivées par rapport a S et a St a 'équation (5.102) conduit nécessairement
a imposer
AJ(z,2Y) =0, Vp,qe{l,.., Ay} (5.104)

Cette derniere condition conduit a une équation différentielle pour Wy, _o - avec une sommation sur les
indices - d’apres 1’équation (5.102)

O Wir-a(2,8,8) = gz, 2)), (5.105)

By(2,21)87 + WMpaS

oil g est une fonction quelconque de z et de zf. Sa résolution est effectuée en annexe B de l'article [1] et
conduit a I'expression

i : 1)2
Wiraz8.6) = (%) =Y Byeahst | 814 [ 8 Bysh - i | %) o
M= g2 >2

6. Méme si I’expression analytique semble linéaire ou quadratique par rapport au secteur observable, la fonction = doit tout
de méme satisfaire 1’équation différentielle (5.86).
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+ T(es Uy (2, 2T, S), .. b z),
avec I' une fonction holomorphe arbitraire et U, donnée par
u[p](za ZT’ S) - é[p,l](z)sp - C[p,l](za ZT)Sl‘ (5107)

Une remarque est apportée quant a Pexpression générale de Wys_s : elle dépend de z et de 2. Des contraintes
d’holomorphie doivent étre imposées. Cependant, comme nous allons le voir par la suite, ces dernieres ne
sont pas imposées pour la classification du superpotentiel. En effet, quand M > 2, I'ordre suivant conduit a
des contraintes plus simples a résoudre.

e c=2M —3:

A cet ordre, les contributions de la 0-somme et de la 2-somme du potentiel scalaire (5.73) conduisent & la
condition suivante

OWar OW pr—3 OWpp—1 OW ar—9 i aé?WM
P agf)l P agf):rl + WD W1+ ¢ d¢n Wir—1
(5.108)
oW
+¢a M=t Wy —3WyuWar—1| + h.c. ~g 0.

0p?

8WM ow M—3
20 gl
hermitien, n’interviennent pas dans la résolution de la contrainte ci-dessus. En effet, si I'ordre du superpo-
tentiel est limité a M = 2, la fonction Wjs_3 n’est tout simplement pas présente. Dans le cas contraire, si
M > 2, nous constatons que l'ordre ¢ = 2M — 4 conduit nécessairement a obtenir la fonction Wy, indépen-
dante par rapport au secteur observable. Par conséquent, dans les deux situations, ce terme n’influence pas

lanalyse de la contrainte (5.108).

Sans perte de généralité, nous pouvons considérer que le premier terme , ainsi que son conjugué

3
En agissant avec 'opérateur ; sur la contrainte (5.108), nous déduisons 1’équation
05P0S510S;
83WM_2 1
ap , q_
Wr—1 9SPOSTHSt + W12 Wyt=0, Yq,rte{l,.. Ap}, (5.109)
PWar_o

qui prend la forme du corollaire 2 avec a = 0, Wy—1.,q = Qrg, Wnp = Py et = Rpqgr-

. : L . 93rd5195T T
D’apres le corollaire 2, s’il existe au moins un p pour lequel Wy, # 0, alors Wys_1 4 est nécessairement
nulle pour tout indice r et ¢. En reportant cette conséquence sur la condition (5.104) provenant de l'ordre

précédent, celle-ci devient alors
DWarpy 2 W at? = War,Wat, Vp,qefl,... A} (5.110)

Cette derniere équation correspond au corollaire 1, en prenant des indices identiques p = ¢, menant a la
conclusion Wy, = 0. Avec ce dernier résultat, 'ensemble du secteur S disparait des fonctions Was, War—1
et Whr—o, et seuls les deux secteurs habituels persistent. En partant de cette conclusion, et en appliquant

2
Popérateur .~ _ ; sur la contrainte (5.108), nous arrivons a I’équation
0p20¢p;
Wt O0 Lo, g w0 — o, (5.111)
M—-1 _~ == W1 M = VM, .
1 6¢a8¢b Y M—10 M-1,b

qui prend la forme analytique de la proposition 1. Comme Wy o est nécessairement différent de zéro, nous
en déduisons que Wy _1 4 est nulle.
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Par conséquent, quand M = 2, nous obtenons

K(Z,721) = mgzjzZ + &2&3
N (5.112)
W(z) = mf,Wg(z) +m,Wi(z) + Wo(z, ¢)

qui correspond & la solution de Soni et Weldon. Lorsque le développement polynomial du superpotentiel (5.5)
est limité a M = 2, seule la solution de Soni et Weldon conduit a une solution compatible avec une physique
a basse énergie. Cependant, les conclusions déterminées a cet ordre ont été obtenues car les contributions
6WM ow M—3
I 9gl
en compte ce terme. Néanmoins, nous constatons que les conclusions restent finalement inchangées. Nous
supposons maintenant que M > 3.

du terme n’ont pas été considérées. Pour la suite de I'analyse, il est nécessaire de reprendre

e c=2M —14

A cet ordre, les différentes contributions proviennent de la 0-somme, de la 2-somme et de la 4-somme et
s’écrivent

8WM 8WM74 8WM71 8WM73 7 8WM 8WM,1
DWW D W oy “ War— “ War—
{[aw o6 e ol + M M—2t¢ e M—2+¢ gon VML
OWapr—
+¢a 8;; 2WM — 3WMWM_2] + h.C.}
OWng—o OW pp— i
8;4“ ’ 8@% 2 DWnr A D War 1 — 3War aWar 1 + Wy W ¢%gh ~y 0.
(5.113)
Les conclusions établies a I'ordre précédent ne sont plus valables et une nouvelle analyse doit étre faite.
2
En appliquant I'opérateur ~58$T sur la contrainte (5.113) nous obtenons
b
‘82WM:2 g |ZWri—1a]” = 2| War—1a]* + [Wae|* = 0, (5.114)
9¢e0¢b

puisque seules les fonctions Wy,_; et Wis_s dépendent du secteur ¢ d’aprés les équations (5.100) et (5.106).
2

En appliquant maintenant ’opérateur sur I’équation (5.114) nous avons

PdS)

PWi_o |?
‘ MZ2 0 Wa,|t =0, (5.115)

DSPOGOG

qui implique nécessairement la condition Wy, = 0 pour tout indice p € {1,..., 4, }. Par conséquent, le
secteur S disparait dans ’ensemble des fonctions Wy, Wasr—1 et Wiasr—o. Or, comme nous l'avons vu a
I'ordre” précédent avec I'équation (5.111), si le secteur S devient nul, le secteur ¢ présent dans la fonction
Wir—1 devient lui aussi nul (WM_M = 0 pour tout a € {1,..., Az}). En répercutant ces conclusions dans

I’équation (5.114),
2

2
‘8 a7y o = 0, (5.116)

090"
nous en déduisons que Wy g = 0 lorsque M > 3.
L’analyse de cet ordre conduit a une conclusion importante : le développement polynomial du superpotentiel

7. Les conclusions établies a ’ordre précédent sont de nouveau permises lorsque Wi, = 0 car cette contrainte revient a ne
pas considérer la fonction Wys_3 pour ¢ = 2M — 3, soit I’équivalent de I’étude pour M = 2.
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est limité a M < 2, comme établi par Soni et Weldon[2] durant leur analyse.

Une classification complete du superpotentiel et du potentiel de Kéhler, lorsque ce dernier est canonique,
a été effectuée. De nouvelles solutions, différentes de celles proposées par Soni et Weldon [2], ont été déter-
minées menant a une nouvelle phénoménologie a basse énergie.

La section 6.1 du prochain chapitre s’intéresse plus particulierement aux éventuelles conséquences phénomé-
nologiques provenant du nouveau secteur observable S quand ce dernier acquiere une valeur moyenne dans
le vide.

Pour le passage au cas non-canonique, Soni et Weldon [2] déclarent que I’analyse est évidente et implique
les mémes solutions. Nous montrons par la suite que cette affirmation reste vraie pour un choix particulier du
potentiel de Kéahler, méme si elle n’est pas évidente. Des hypotheses plus générales concernant I’hypothese
de la fonction K, rendent 'analyse plus difficile. Néanmoins, de nouvelles solutions ont été déduites et sont
présentées dans la prochaine section.

5.4 Le cas non-canonique du potentiel de Kahler

L’analyse précédente a été effectuée suite a un choix particulier du potentiel de Kéhler, i.e. le cas
canonique défini par ’équation (5.7). Nous allons dans cette section poursuive la classification des deux
fonctions fondamentales W et K, mais en supposant maintenant un potentiel de Kéhler général (5.6), i.e.
le cas non-canonique.

Pour commencer, nous rappelons I’expression du terme F' du potentiel scalaire

5 NI I }W}Q
Vi(Z,ZY) =em | DIW (K1 DTW — 3 o | (5.117)
p
ainsi que de la métrique de Kéhler et de la dérivée covariante
. 0’K 1
KT 7= ; et  DiW =0W+ ~ WoK. (5.118)
YA VAN mg

De plus, nous reprenons 'hypothese de Soni et Weldon concernant le développement polynomial des deux
fonctions K et W, donnés respectivement par

N M
K(Z,ZV) =Y mpK,(z,2",0,0") et W(Z2)=) mpWu(z,¢). (5.119)
n=0

n=0

La complexité du calcul pour I'analyse non-canonique provient de la supposition effectuée sur I'expression
analytique du potentiel de Kéhler, donnée ci-dessus. En injectant directement ces hypotheses dans I’équation
(5.117), le potentiel scalaire a pour expression

N M M W W
Vi(Z,ZT) = exp <Z leQKm> > mg“*mﬂ{ —3 mm (5.120)

m2
n1=0 m1=0mo=0 p

a nz—2 al no 82Kn2
O Wy + > mis 2 Wiy 07K, || Y my 27Tont
Z*

N
O Wiy + mgr?WW&I*KM”.

ns3 =0 n2:0 n4:0

Les difficultés d’une telle expression émergent principalement du facteur exponentiel et de l'inversion de
la métrique lorsque la limite formelle m, — oo est appliquée. En effet, les deux termes majeurs génerent
des termes opposés en la masse de Planck. Alors que le facteur exponentiel implique des termes en my!
dans ’expression finale du potentiel scalaire, I'inverse de la métrique de Kahler, a contrario, donne des
termes en m,, "2 Par conséquent, une compensation entre ces deux termes est envisageable ce qui permet
une phénoménologie a basse énergie. Néanmoins, une équation générale, similaire au cas canonique (5.14),
reste & déterminer pour accomplir cette analyse.

Une hypothéese peut tout de méme étre appliquée sur le degré du polyndéme de K. En effet, de maniere



70 CHAPITRE 5. CLASSIFICATION DE K ET DEW

a limiter les divergences de I’exponentielle lorsque m, — oo, nous supposons que l'ordre maximal de la
fonction K est égal ou inférieur & 28,

D’apres ’équation (5.119) et la limite imposée sur le degré du polynéme de K, les deux fonctions K et
W sont finalement données par

N=2 M
K(Z,Z) =Y miKn(z2',6,0") et  W(Z)=) miWy(z¢). (5.121)
n=0

n=0

En outre, la dépendance des différentes fonctions K, par rapport aux deux secteurs - caché et observable -
influence l'inversion de la métrique kdhlerienne (Cf. I'annexe C). L’approche de Soni et Weldon interdisant
des couplages dangereux entre la masse de Planck m, et le secteur observable, nous avons uniquement
fait varier ’ordre maximal de dépendance du secteur observable dans I’expression analytique de K. Trois
différentes situations ont été étudiées

o K(Z,2") = mpKa(z, 21) + mpKi (2, 2) + Ko(2, 21, ¢, 1)
H K(Za ZT) - m§K2(za ZT) + mpKl(Z7 ZT, b, ¢T) + K()(Z, ZT7 b, ¢T)
f%/Q K(Z7 ZT) = m;%KQ(za ZT7 ¢7 ¢T) + mpKl(z7 va ¢7 ¢T) + KO(Z7ZT7 ¢7 ¢T)

avec J#, ou l'indice a € {0,1,2} indique l'ordre maximal de dépendance par rapport & ¢. Le calcul de
Iinversion des trois différentes métriques étant un calcul fastidieux, nous nous référons a 'annexe C ou les
sections C.1, C.2 et C.3 correspondent respectivement au calcul de la métrique inverse du cas %[, .#] et
.

L’étude des trois différentes hypotheses est effectuée au cours des différentes sous-sections. L’analyse
étant similaire, les détails sont donnés pour I’étude du potentiel de Kéahler 7). Pour les deux autres cas %}
et %, uniquement les résultats importants sont écrits.

5.4.1 Analyse de ’hypothese 7

En supposant le potentiel de Kahler de la forme % et le superpotentiel (5.119), les dérivées covariantes
des deux secteurs sont données, d’apres (5.118), par

M
DJW =Y [mi0aWy, + mi 2 W,,0,Ko] (5.122)
n=0
pour le secteur observable et par
M
_ n—1 n—2 n—3
DiW =" [mp ™" (0 W + Wn0iKa) + mpy *Wydi Ky + my " W,0,Ko] , (5.123)
n=0

pour le secteur caché (en utilisant la relation (5.4) pour le champ adimensionné). Concernant I'inversion de
la métrique, nous nous référons a la section C.1 pour le calcul et nous donnons uniquement son expression
finale

. 1 1
(K™ = (K + (K)ze+ (K e+ (5.124)
p D

- ((zcg)z-* 0 >+ ! (uc% </<?>z*>+ ! <<zc°>z-* <K8>z*)+...
0 (K§)%) mp \(K)% 0 my \ (K% (K9)ar 7

8. D’apres I'équation (5.120), cette limitation implique une expansion de Taylor de exponentielle lorsque la limite formelle
mp — 00 est appliquée (pour N < 2). En effet, le facteur exponentiel de I"équation (5.120) devient

K K K K 1K
eXP(K2+m1+m§):exp(K2)(l+ml+ o4 1+..‘)7

2 2
P D p My 2mg

[\

quand m, — co. Cependant, comme notre analyse est effectuée ordre par ordre en mp, seul 'ordre mg de ’expansion de Taylor
de I'exponentielle est prépondérant. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de réaliser cette expansion.
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ou nous avons introduit la notation ng. L’indice supérieur a € {0, 1,2} fait référence au choix du potentiel
de Kaihler, de manieére équivalente a 7, tandis que l'indice inférieur g € {0,1,2,...} indique l'ordre du
développement perturbatif résultant de l'inversion (0 étant l'ordre maximal mg). La multiplication des
dérivées covariantes et de la métrique inverse conduit au potentiel scalaire, noté VIQ ,

KMM

Ve o= em ZZ{ P QW (K3) %0 07 W

n=0m=0

+ m$+m ’ [ (OiWy, + W0 K>) (Kg)ii* (8i*Wm + Wmai*K2> T 8aWn(IC8)aa*aa* Wi (5.125)

.

ou uniquement les deux ordres maximaux nécessaires pour la suite de notre analyse, ont été donnés. Par un
raisonnement analogue a ’analyse du cas canonique, la redéfinition de l'indice

{a Wi (K9) e W% Koy + 0 Wi (K22 (az m Wmc?i*Kg) +h.c.} - 3anm]

m—c—n+s, (5.126)

conduit a une réécriture du potentiel scalaire

o 2M
Vi=ems Y ms Vi 2,21 6,01, (5.127)
c=0
ou nous avons défini
Virelz2ho, 0l = > 0.Wn(KG) 0" Weey

(0) (0)
n. <n<n+

+ 3 | (OiWa A+ Wadika) (KY) i+ (07 Wem iz + Werns20' Ka)
n® <n<n?

- {0aWn (K90 W e 120 Ko + hec.} + 0, W (K90 0% We s

+ {0 W (K% (0" Werpio + Werp20” Ka) + hoe} = 3W, Weopia| + V2,

(5.128)
composé des différentes s-sommes, avec s € {0,2,3,4,...}. Le terme V? s~2 est introduit pour alléger I'écriture
ci-dessus. Il comporte ’ensemble des s-sommes, pour s > 2, provenant de la multiplication entre la métrique
inverse (5.124) et les dérivées covariantes.

L’expression (5.128) est une généralisation de 1’équation (5.73) obtenue dans le cas canonique. Le choix des
différentes sous-fonctions du potentiel de Kéhler

Ka(z, 20 = 206720, Ki(z,21) =0 et Ko(z,27,0,6") = ¢].6% 40?, (5.129)

correspond a la limite plate de la variété kahlerienne et conduit a 'expression (5.73). L’analyse ordre par
ordre du potentiel scalaire (5.127) doit par conséquent mener aux solutions obtenues dans le cas canonique, si
la limite plate est appliquée. Enfin, une différence majeure avec I’analyse précédente provient des s-sommes
impaires (mise a part s = 1 ici). Cette différence résulte de I'ordre m,,, au travers de la fonction K dans la
définition du potentiel de Kihler (les s-sommes impaires disparaissant lorsque K7(z,2) = 0).

Finalement, nous effectuons une analyse ordre par ordre du potentiel scalaire de maniére a satisfaire la
condition

Virelz 21, 0,01 ~4 0, (5.130)

pour ¢ > 0.
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Analyse ordre par ordre

En premiére hypothese, nous supposerons que M = 0. D’apres I’équation (5.127), cet ordre ne conduit
a aucune contrainte. Par conséquent, nous retrouvons la solution de Soni et Weldon (avec Wa(z) = 0 et
Wi(z) = 0)

K(Z,Z") = m2Ks(z,2") + mpKi(z,2%) + Ko(z, 2, ¢, 6)
(5.131)
W(Z) = Wy(z ¢)

ou Wy(z, ¢) est une fonction holomorphe arbitraire. Pour la suite, nous supposerons M > 0.
e c=2M :

Les contributions a cet ordre proviennent uniquement de la 0-somme, et s’expriment - la convention d’Ein-

stein est supposée - par
D War(Ky )20 Wiy ~g 0, (5.132)

ot nous avons remplacé I'élément de matrice (K§)%q+ par, d’aprés I'équation (C.14), son expression analy-
tique. Cette premiére contrainte est une généralisation de celle obtenue dans le cas canonique (5.79) et la
présence de la fonction Ky complique par conséquent ’analyse.

Cette contrainte - et celles qui vont suivre - peut étre résolue comme une équation différentielle et conduit
a une analyse similaire au cas canonique. Mais une telle approche rend 'analyse plus difficile et, en pre-
mier lieu, seules des solutions polynomiales, par rapport au secteur observable, ont été considérées. Par
conséquent, la contrainte (5.132) est satisfaite si nous supposons que les fonctions W, et Ky sont données
par

{ Wa(z,0) = Wao(z) + ¢ Wira(2), (5.133)
Ko |

Z, ZT7¢7 ¢T) = kO,O(Z7 ZT) + k0,1(27 ZTad)) + [k0,1(272T7¢)]T + %¢a¢2*k0,aa* (Z,ZT),

avec les différentes sous-fonctions de Wy, et de Ky, des fonctions arbitraires par rapport au secteur caché.
e c=2M —1

Les contributions sont données uniquement par la 0-somme et ont pour expression
D War(K3) e 0% War—1 + 0aWar—1(K3)%ax0% Wiz ~g 0. (5.134)

En injectant 'expression du superpotentiel W et du potentiel de Kéahler K, données a 1’équation (5.133),
et en utilisant des propriétés d’holomorphie, nous en déduisons I’équation différentielle

DaWar—1(kg )W = f(z,21), (5.135)

avec f une fonction arbitraire. Cette derniere équation est une généralisation de 1’équation différentielle
(5.84) obtenue dans le cas canonique avec (kg ')%+ = 6%+. Sa résolution est alors similaire .

Le secteur observable est séparé en deux sous—segteursm ¢ = (SP,¢%) avec a € {1,--- A, + Aa}, » €
{1,---,Aptetae {1,---,Az}. Les secteurs S et ¢ sont respectivement définis par les conditions Wy, # 0

et Wiy a = 0. A partir de cette séparation dans le secteur observable, le systeme (5.133) est maintenant

9. Par simplification, la résolution de I’équation différentielle a été faite en appliquant I’hypothése (k:o_l)aa* = §%~. L’in-
fluence de la fonction ko modifiant les conditions d’holomorphie.

10. L’inversion de la métrique de Kéahler se faisant par bloc, la séparation du secteur observable en deux sous-secteurs
n’apportent aucunes complications.
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donné par '

WM(Z,S,QZ;) = WM,0(2)+SPWM7P(Z),
Ko(z

7ZT7575T7(57(5T) - ]€O7O(Z,ZT)+]{IO71(Z7ZT,S)+ [k0,1(272T7S):|T+S;*5p*psp+[?0(272T7$7QBT)7
~ (5.136)
ou la fonction Kj est arbitraire. L’équation différentielle (5.135) devient

OpWar 167 WP = f(z,27), (5.137)

et sa résolution implique les expressions analytiques de Wy, (5.87) et Wys—1 (5.88) rencontrées dans le cas
canonique

P np
War(2,8,0) = Waro(2)+ > > Warp(2)up,g 8P,

4 petent (5.138)
War-1(2,5,¢0) = Z War—1p(2)S? + E (., Upp (2, 5), .5 05 2),
p>1

avec Wir—1,p, W0, Warp et Z des fonctions arbitraires. L’analyse effectuée dans le cas canonique et les solu-
tions établies restent équivalentes. Les conditions d’holomorphie imposées durant la résolution de ’équation
différentielle conduisent & introduire p € {1, ..., ]3} sous-ensembles dans le secteur S. Les différentes fonctions
holomorphes sont définies

Upp,5)(2,8) = £p g ST — (8P, (5.139)

avec s € {1,--- ,mp} et
11p,511p,5) = H1p,11C[p,s); (5.140)

ou ces dernieres sont normalisées a {5 1) = ([p,1]- Enfin, une dernicre relation est donnée entre les bornes des
différents ensembles

p
A= . (5.141)
p>1
Finalement, en limitant le développement polynomial a M = 1, nous retrouvons la généralisation au
cas non-canonique de la solution rencontrée a la section précédente 5.3. Cette analyse conduit alors a une
nouvelle solution donnée par

K(Z,7z1) = m%Kg(z,zT) +m,K1 (2, 2") + Ko(z, 21, S, ST)—{—IN(()(Z,ZT,Q;, )
~ (5.142)
W(Z) = mpWI(sz) + WO(Z7 S7 ¢)

avec les fonctions du superpotentiel définies a I’équation (5.138) pour M = 1, les fonctions du potentiel
Kaéhler arbitraires par rapport au secteur caché et au secteur observable et la dépendance par rapport au
secteur S donnée par 1’équation

Ko(z, 27,8, 81) = koo(z,2") + ko1(z, 21, S) + [ko,1(z, 2, S)]Jr + S;*(Sp*pSp. (5.143)

De maniere analogue a la section 5.3, la solution de Soni et Weldon est finalement un cas particulier de la
solution générale lorsque le secteur S disparait.

Une premiere étude de 'influence du nouveau secteur S sur la phénoménologie a basse énergie a été
opérée uniquement pour un potentiel canonique (Cf. section 6.1). Une seconde s’est intéressée aux termes
de brisure douce pour un potentiel de Kédhler non-canonique 6.2. Pour la suite, nous supposons M > 1.

e c=2M —2
11. L’expression donnée pour Ko(z, 21,5, ST, ¢, ¢!) nest pas la plus générale (au terme bilinéaire). Mais de maniére & obtenir

une analyse équivalente au cas canonique, et imposer les mémes contraintes d’holomorphie, le terme bilinénaire en S et St est
simplifié, au travers du symbole de Kronecker.
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D’apres ’équation (5.127), les contributions & cet ordre proviennent de la 0-somme et de la 2-somme. Son
expression est donnée par

0aWar (K3)%ax 0" Was + 0aWar—1(K0) e+ 0" Was—1 + (iWar + War9ik2) (K§)'s» (8i*WM + WM@“I@)
0 (K0) e 0% W ag o + B Wt (KO)ae W 210% Ko + 8aWas (K0)7 (ai* War + WMé?i*K2> + h.c.}
— 3Wn W ~4 0. (5.144)

L’analyse de la contrainte ci-dessus différe de celle présentée dans le cas canonique, par la présence des
différents éléments de matrice inverse. Par conséquent, sa résolution n’a pas pu étre établie et de nouvelles
solutions restent alors envisageables.

Cependant, une solution particuliére satisfait trivialement la contrainte (5.144). En prenant la solution de
Soni et Weldon

K(Z, ZT) = mgKQ(z,zT)+mpK1(z,zT)+K0(z,zT,¢, ¢T)
(5.145)
W(Z) = miWa(z) +mpWi(z) + Wo(z, ¢)

nous constatons que la contrainte est trivialement satisfaite.
e c=2M —3:

Concernant 'ordre suivant, les contributions proviennent aussi de la 0-somme et de la 2-somme, et s’écrivent

[8“WM(IC8)G‘1*8G* War—s + 0aWar—1(K0) 0+ 0 War—2 + (BiWar + Wi 0iK2) (KQ) i+ (0" War—1 + W 10" Ko)
+0aWar(K) s W ar—10% Ko + War8a Ko (K3)%ax 0% War—1 + 0aWar(K9)% (0° Wag—y + Wa10" Kp)  (5.146)
+ (&WM + WMaiKg)(]C(l))ia*aa* W1 —3WuWar—1 + h.C.] ~é 0.

De nouveau, la solution de Soni et Weldon (5.145) satisfait la contrainte ci-dessus. Ainsi, en limitant 1'ordre
a M = 2, la solution de Soni et Weldon est vérifiée.

La résolution des contraintes (5.144) et (5.146) doit étre encore effectuée de maniere a obtenir d’éventuelles
solutions.

En supposant le superpotentiel %, nous avons généralisé ’approche faite a la section 5.3. En limitant
Pordre du développement polynomial du superpotentiel M < 1, une classification des deux fonctions fonda-
mentales a été réalisée et généralise celle du cas canonique. Cependant, des hypotheses simplificatrices, sur
la dépendance de la fonction Ky par rapport au secteur S, ont été faites. Une résolution des contraintes,
présentées ci-dessus, peut conduire a de possibles solutions.

5.4.2 Analyse de I’hypotheése %}

Dans le cas du deuxieme potentiel de Kéhler donné par 77, 'augmentation de l'ordre maximal de
dépendance du secteur observable - K7 dépend maintenant de z et de ¢ - modifie 'expression de la dérivée
covariante par rapport au secteur observable

M
D W =) [mp0uWy +mpy~ W0y +mp W, 0,Ko] (5.147)

n=0

et le calcul d’inversion de la métrique de Kéhler

_ 1 1
(K™Y = (Ko + (K1) +

m o () Tze 4 (5.148)
P

p

_ ((icé)fi* o> 1 ((/@2* (K%)ia*> 1 ((ic;)%* <K5>Z’a*>
o + 1\a 1\a + 2 1\a 1\a +eee
0 0/ mp \(Ky)% (Ki)%- mp \ (K3)%+  (K3)%a
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Une comparaison avec la métrique inverse du cas %), donnée a I’équation (5.124), montre I'influence du
secteur observable sur la définition du potentiel de Kéhler. L’ordre de dépendance ayant progressé d’un
ordre m,,, nous constatons que 'ordre maximal dans le secteur purement observable de la métrique inverse
a diminué d'un facteur m,. Cette conséquence se répercute sur le calcul du potentiel scalaire et ouvre la
voie a de nouvelles solutions.

A partir des dérivées covariantes (5.123) et (5.147) et de la métrique inverse donnée ci-dessus, nous calculons
le potentiel scalaire VFl7 oll nous retranscrivons seulement les termes provenant des s-sommes (pour s = 1
et s = 2), de maniére analogue a I’analyse concernant .7 de I’équation (5.127),

Vigelz 2h0,01 = 37 [0aWa(K1) 200" W] +
n(j)gngng_l)
> {aawn(/cé)aa*aa* Weena + {0aWn (K1) W ey 20% K1 +hec.}
n(_g)gngnf)

+ (ang + WnaiKg) (K%)zz* (82'Wc—n+2 + Wc—n+28i* K2)

+ {aaWn(IC%)ai* (az* chnJrZ + chn+28i*K2) + hC} - 3Wanfn+2 + V51>2 )

(5.149)
avec s € {1,2,3,...}. La notation V§>2 est de nouveau utilisée pour signifier la présence des autres s-sommes
pour s > 2. Les conséquences présentées précédemment se retrouvent sur l'expression finale du potentiel
scalaire. L’ordre maximal n’est plus dominé par la 0-somme mais par une 1-somme modifiant 'analyse des
contraintes.

Analyse ordre par ordre

L’ordre le plus bas du superpotentiel est donné par M = 0. L’implication de ce choix sur le potentiel

scalaire (5.149) n’apporte aucun terme dangereux ; I’ordre maximal provenant de la 1-somme est donnée par

my, L Les différentes fonctions composant W et K sont arbitraires et correspondent & une nouvelle solution

K(szT) = mgKQ(Z,ZT)—|—mpK1(Z,ZT,¢,¢T)+K0(Z,ZT,¢,¢T)
(5.150)
W(Z) = Wo(z9)

Pour la suite, nous considérerons M > 1. La 0-somme n’étant pas présente, I'ordre ¢ = 2M n’intervient pas
et nous passons directement a ’ordre suivant.

e c=2M -1

Seule la 1-somme du potentiel scalaire (5.149) contribue & cet ordre et la contrainte est donnée par
O War(K )20 Wiy ~g 0, (5.151)

oil nous avons injecté I'expression de I’élément de matrice (K1)%,+, déterminée a I’équation (C.19). L’analyse
effectuée au cours de la précédente situation - %) - est ici identique. Une solution triviale, donnée par,
Wun(z,6) = Waro(z) + ¢*Wara(2),
t . ot t t t T+ L gtk o (s ot (5.152)
Kl(Z,Z 7¢>¢ ) = k1,0(272 )+k171(2,2 7¢)+ [kl,l(z7z 7¢)] + 2¢ (z)a*kl,a, (272 )7

permet de satisfaire la précédente contrainte. En limitant alors 'ordre maximal a M = 1, aucune nouvelle
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contrainte n’intervient. Une nouvelle solution est déduite et donnée par

K(Za ZT) = mI%KQ(ZaZT)+mpK1(ZaZT7¢’¢T)+K0(272T7¢)¢T)
(5.153)
W(Z) - mpWI(Z’ ¢) + W0(27 ¢)

ou les fonctions Kj et Wy sont définies par (5.152), tandis que les autres fonctions sont arbitraires. L’analyse
de la contrainte (5.151) est ouverte pour déduire d’éventuelles solutions. Nous supposons maintenant M > 1.

e c=2M —2
Pour cet ordre, les contributions proviennent de la 1-somme et de la 2-somme. La contrainte a pour expression

8QWM(IC%)aa*6a* W+ (azWM + WM@ZKQ) (,Cé)zz* (8’* W + WMai*KQ) —3WuW (5.154)
[&IWM(IC})%* O W ar—1 + 0 War (K1) 0 W ar0% Ky + 9 War (K1) % (8" W + Ward' Ka) + h.c.} ~g 0

que nous réécrivons de la maniére suivante 2
Wiara(KE) e Wr™ + { Wara (k700" War 1 + Waga (K1) 3 (07 W + W0 K) + e +
]. * . Sk -k
{2¢bWM,a(k1—1)aa* k1p® W + ¢ [(0iWara + War,a0i Ko) (K5 1) 3 (0" W% + W 0" Ko) — 3WaroWar°
+ (0Wita + Wara0iK2) (K1) o W™ | +hee.} + (5.155)
1 “1\a a* * —1\a ax —1\a a*
SO b Wara(kr ) o ke W el + {Warodaka (k) War™ + 6" Warpdakra (k) W +huc} +
O DL (O Wit + War,adiKa) (Ky )i (0 Wy + W™ 0" Ka) — 3WaraW ™ ] ~g 0
apres avoir injecté les expressions analytiques de (5.152). Nous sommes de nouveau confrontés au probléme

rencontré précédemment. Cette derniere contrainte n’a pas été résolue - ainsi que celle résultant de I'ordre
¢ =2M — 3 - et des nouvelles solutions restent encore envisageables.

La principale différence entre les potentiels de Kéhler 7 et 7] provient de l'ordre de dépendance
maximal par rapport au secteur observable, respectivement 1'ordre mg et l'ordre m;,. Cette différence se
répercute sur l'expression finale du potentiel de Kéhler ou 'ordre maximal, par rapport a la masse de
Planck m,, a été diminué d’une unité. De ce fait, le nombre de contraintes a satisfaire a lui aussi diminué, ce
qui permet une plus grande liberté concernant I’expression analytique du superpotentiel W et du potentiel de
Kahler K. Comme nous allons maintenant le constater, ces conclusions restent inchangées pour la prochaine
analyse.

5.4.3 Analyse de I’hypotheése %5

En faisant le choix du troisieme potentiel de Kéhler, la dérivée covariante par rapport au secteur
observable est donnée par

M
DaW — Z [mg (8aWn + WnaaKQ) -+ mg_IWnaaKl —+ m2_2Wn8aKo] s (5156)

n=1

alors que celle du secteur caché reste inchangée (5.123). L’inversion de la métrique dans le cas %5 est réalisée
en annexe C et donnée par I’équation (C.23). Nous retranscrivons uniquement sa forme compacte

1 1
(K Y7 = K+ (KD + (KD + - (5.157)
mp mp

12. Nous avons injecté seulement une partie des éléments de matrice inverse. Les autres n’étant pas triviaux, se trouvant en
annexe (C.19) et n’étant pas nécessaires pour notre analyse.
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(K 0 L1 (KD (K})'ar L1 (K3)'s (K3)'ar N
0 0/ mp \(K})% 0 mg \(K3)%  (K3)%a ,
ou nous constatons que le bloc propre au secteur observable commence a l'ordre m,, 2. Au cours des deux
précédentes analyses, 'ordre maximal a toujours été dominé uniquement par le secteur observable. Nous
retrouvons alors les conclusions préalablement établies : 'augmentation de I'ordre maximal de dépendance
du potentiel de Kéahler par rapport au secteur observable fait diminuer 'ordre maximal en m, du poten-
tiel scalaire. Nous vérifions cette constatation en calculant le potentiel scalaire Vlg a partir des dérivées

covariantes (5.156) et (5.123), et de la métrique inverse (5.157), et en reprenant la notation (5.127),

=

Vi lz 20,61 = > [(0aWi + WaaK2) (K3) 0 (07 W epio + We 120" Ka)
nenenl, {(0aWo + Win0aEK2)(K2) s (07 Wi + Weop 20" Ky) + hoc.}

+ (W + W0 K2) (K2)! i (0% W ey + W20 Ka) — 3W, Wl pyo
+ Y (0aWi + Win0aK2)(K3)ar (0 Wemnis + Wens30 Ko)
nnnl’ [(0aWor + WinBa ) (K2)%5+ (07 W o3 + W50 ) + huc.}
+ (OWh + Wn0iKa) (K3) ! (0" Wenis + Weny30" Ka)
+ {(OiW,, + W0, K2) (K3)!3+ W e—n 430" K7 + h.c.}
+ {(0aWi + W0, K2)(K3)%+ W e—p30% K1 +huc.}
+ {(OiWy 4+ W0, K2)(K3) s We—p 130" K1 +hec.}
+ {(0aWi + W0, K2)(K2)%+ W 430" K1 +hec.} | + V2,

(5.158)
et les différentes s-sommes sont données pour s € {2, 3,4, ...}. De maniére analogue, les s-sommes pour s > 4
sont présentes dans le terme V2 ,, mais non écrites, car non nécessaires. Nous effectuons maintenant une
analyse ordre par ordre de VJ\QL k2 21, ¢T] pour en extraire éventuellement de nouvelles solutions.

Analyse ordre par ordre

L’ordre maximal du potentiel scalaire commencant par une 2-somme, le développement polynomial du
superpotentiel n’engendre aucune contrainte si M < 1. Par conséquent, en supposant M = 0, ’ordre maximal

du potentiel scalaire est par m,, 2 et une nouvelle solution est déduite

K(Z,ZT) - m%KQ(Z7ZT7¢7¢T)+mpK1(Z7ZT7¢7¢T)+K0(z7zT7¢7¢T)
(5.159)
W(Z) = Wo(z9)

avec Ko, K1, Ky et Wy des fonctions arbitraires. De maniére analogue, lorsque M = 1, le potentiel scalaire
est dominé par 'ordre mg et une nouvelle solution est donnée par

K(Z,7Z1)

mpKa (2,21, 6,67) + mpKi (2, 21,6, 61) + Ko(z, 21,6, 67) (5.160)
W(Z) = m,Wi(z,¢) + Wo(z, $) |
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ou les fonctions Ko, K1, Ko, W1 et Wy sont arbitraires. Par la suite, nous supposerons M > 1.
e c=2M —2

La premiere contrainte concernant le potentiel scalaire Vlg arrive lorsque M est strictement supérieur a 1.
D’apres I'équation (5.158), elle est donnée par

e2 ((aaWM + War0a Ko) (K2)0s (0% W pr + W ar0% Ky) + (8;War + Ward Ko ) (K2) i (87 W pp + W 0¥ K) +
{(8aWM + W0 K2) (K% (0% W pp + W 0" Ky) + h.c.} — SWMWM> ~g 0. (5.161)

La résolution de cette contrainte est difficile et aucune solution générale n’a été obtenue. Néanmoins, en
imposant que I"équation (5.161) soit nulle, cette derniére peut étre réécrite de la manieére suivante - sous
forme matricielle -

=]

((0War + Wh0iKa)  (0aWir + W0, K2)) (

(ICQ)ii* (’C%)ia* (8Z*WM + WMai* Kg)
(’C%)ai* (’C%)aa* (aa*WM + WM{?“*KQ)

) = 3Wn W,
(5.162)

ou nous remarquons une condition présentée au chapitre précédent. En effet, en définissant une fonction
arbitraire

Gr = Ko + In [m 3wy |, (5.163)
la contrainte précédente peut se réécrire de la maniere suivante
016G (G} V10" G = 3, (5.164)
ou la métrique inverse est donnée par
2i 2yi
(Gt Ve = (Ko)er (Ki)ar) (5.165)
" (KD (K3) e

Par conséquent, si les fonctions arbitraires K et W), sont reliées par la relation (5.163), la contrainte (5.161)
est satisfaite car elle est identiquement nulle.

e c=2M —3
Les contributions a I'ordre suivant proviennent de la 2-somme et de la 3-somme et sont données par

[@WM + W0 K2) (K3) (0% War—1 + War—10" Ka) + (0. Wit + War9a Ko) (K3) s W 10" Ky
+ (DaWas + Wis0a K2) (K2) % (0" Was_1 4+ Wy 10" Ka) + (0aWar + War0a K2) (K3) =W 0% Ky

)(KY
+ (@WM + WM(?Z’KQ)(’C(%)ZZ‘* (8i* Wa—q + WM_lai*Kg) + (8Z»WM + WM&»KQ)(IC?))Z* WMé?i*Kl (5.166)
+ (0iWar + W0 K2)(K3) ax (0% War—1 + War—10" K3) + (0;Ws + War0iK2)(K3) 0+ W10" K1 + h.c.
+ (0aWar + War0aK2) (K3) 0= (0% Wap + W 0" Ka) + (0iWar + War0iK2)(K3) = (0" Was + W0 K)
+ {(8aWM S Wag0u ko) (KC2) % (07 W s + W 107 Ky) + h.c.} ~ 0.
La résolution d’une telle contrainte n’est pas évidente, méme si une solution générale pour l'expression

analytique des différentes fonctions est possible. Cependant, une solution particuliere se dégage. En imposant
Ki; =0 et Wy =0, la contrainte (5.166) est identiquement nulle. En limitant I'ordre du développement

13. A la différence des deux premitres hypothéses, le facteur exponentiel a une influence sur la contrainte & résoudre puisque
la fonction K5 dépend du secteur observable.

14. Un tel choix n’influence pas l'inversion de la métrique. En effet, en se référant & l’annexe C.3, nous constatons que
I'inversion se fait par rapport a K2, laissant un libre choix pour K; et K.
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polynomial & M = 2, nous en déduisons une nouvelle solution

K(Z’ZT) - mgzyK2(Zsza¢a¢T)+K0(272Ta¢a¢T)
(5.167)
W(Z) = m}%WZ(za¢) +W0(Za¢)

ou les fonctions Wy, Ky, Ws et Ko sont arbitraires et ou les deux dernieres sont reliées par la condition

(5.163)
Wo |?

mp

Go = Kz +1n (5.168)

Pour la suite, nous supposons M > 2.
e c=2M —4:

Pour les ordres supérieurs, les contraintes étaient beaucoup plus marquées que lors des raisonnements pré-
cédents. Leur étude doit étre effectuée pour établir de nouvelles solutions.

Les conclusions établies a la fin de la sous-section 5.4.2 ont été retrouvées durant 'analyse du cas J75.
L’augmentation de l'ordre maximal de dépendance du secteur observable, dans l'expression analytique
du potentiel de Kéhler, conduit & diminuer 'ordre maximal en mg du potentiel scalaire. Le nombre de
contraintes est ainsi diminué, et de nouvelles solutions ont été obtenues.

Dans leur article [2], Soni et Weldon ont classifié les expressions du potentiel de Kahler K et du su-
perpotentiel W menant a une physique compatible a basse énergie, suite a une brisure de la supersymétrie
induite par la gravitation. Une nouvelle analyse complémentaire [1] a, dans un premier temps, confirmé les
résultats établis par Soni et Weldon. Cependant, dans un second temps, de nouvelles solutions ont été mises
en évidence ouvrant une nouvelle phénoménologie a basse énergie.

Une présentation de ces nouvelles solutions a été effectuée au cours de ce chapitre 5. Ces dernieres
sont résumées a la section 5.1.2 et la section 5.3 prouve que de telles solutions sont possibles pour le cas
canonique. De maniere équivalente, la section 5.4 a démontré les solutions présentées a la section 5.1.2 pour
le cas non-canonique.

Dans le cas du potentiel de Kéahler canonique, une classification complete des nouvelles solutions [1] a été
effectuée et repose sur la proposition démontrée au cours de la section 5.2. Concernant le cas non-canonique,
de nouvelles solutions ont été obtenues mais une classification complete reste encore a faire.

Au cours du prochain chapitre, les conséquences phénoménologiques de deux solutions particuliéres seont
étudiées. Premierement, nous nous intéressons aux conséquences du nouveau secteur S pour une physique
a basse énergie. En premier lieu, la solution canonique (5.16) est considérée pour cette étude 6.1. Dans
un second temps, une étude de la nouvelle solution (5.25) dans le cas non-canonique est effectuée, ot on
s’intéresse plus particulierement aux termes de brisure douce de sorte a obtenir des modeles supersymétriques
a basse énergie, comme le modele standard supersymétrique minimal, présenté en section 6.2.
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Chapitre 6

Vers une étude a basse énergie du
nouveau secteur S

Les études a basse énergie de la supersymétrie, lorsque sa brisure est induite par la gravitation, ont été
réalisées a partir de la classification de Soni et Weldon concernant les expressions analytiques du potentiel
de Kahler et du superpotentiel [2]. Dans le chapitre 5, nous réalisons une étude complémentaire [1] & celle de
Soni et Weldon, menant a une nouvelle classification des deux fonctions fondamentales K et W. De nouvelles
solutions ont été obtenues, conduisant potentiellement a une nouvelle phénoménologie a basse énergie.

Dans ce chapitre, nous étudions la solution '

K(z,Z") = mZKg(z,ZT)—l—mpKl(z,zT)+K§(z,zT,S,ST)+Kg(z,zT,¢,q§T)

(6.1)
W(z) = mpyWi(z,5)+ Wo(z,5,¢)
o les fonctions du potentiel de Kéhler sont données par 2
K5 (2,21, 8,8 = koo(z, 2") + SPko (2, 21) + ST ko?" (2, 21) + S1.67, 5P, (6.2)
pour celle dépendant du secteur S, tandis que les autres fonctions sont arbitraires, et par
P np
Wi(z,8) = Wio(z) + 3> Wip(2)up,g P,
et (6.3)

Ap
WO(szv ¢) = ZWO,p(Z)Sp+E( 7u[ﬁ,s](z7 S)7 7¢7 Z)7
j=at

pour le superpotentiel.

Cette solution générale provient, comme nous ’avons vu, de la résolution de I’équation différentielle, donnée
en (5.137). Néanmoins, nous considérons une solution particuliere pour notre analyse. En effet, lorsque la
fonction arbitraire = dépend uniquement du secteur caché et du secteur observable ¢, le superpotentiel est
simplement donné par 3

W(z,8,¢0) = my[Wio(z)+ SPW1,(2)] + SPWop(2) + Woo(z, ¢)
= mpW1 + W(), (6.4)

1. Nous reprenons la notation ¢ pour le secteur observable contenant les champs du modéle standard ou ceux de ses
extensions. Concernant le nouveau secteur, nous continuons a ’appeler S.

2. Pour cette étude, nous prenons la solution simplifiée ko1 (z, 27, S) = SPko (2, 21).

3. La notation choisie pour I’écriture des différentes fonctions du superpotentiel est la suivante : soit une fonction générique
Wi, Uindice ¢ correspond & l'ordre en la masse de Planck, avec £ € {0, 1}, et I'indice p caractérise la sommation avec le secteur
S si p = p et absence de sommation si o = 0. Concernant le conjugué hermitien de la fonction générique, il est donné par
Wﬁ’*7 ou seul l'indice illustrant la sommation au secteur S est monté.
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ou nous regroupons dans les fonctions Wi, avec i € {0,1}, les différents termes du superpotentiel & un ordre
en m, donné. La distinction est effectuée uniquement lorsqu’elle est nécessaire, i.e. quand une dérivée, par
rapport a un des deux secteurs, est appliquée, ou durant I’étude du potentiel scalaire apres brisure de la
supergravité.

L’analyse de la solution, donnée par I’équation (6.1), est effectuée dans deux cas particuliers *. La section
6.1 est réalisée dans la limite plate du potentiel de Kéhler, de maniere a étudier les conséquences a basse
énergie lorsque le nouveau secteur S développe une valeur moyenne dans le vide. La section 6.2 est consacrée
a I’étude du potentiel scalaire, apres brisure de la supergravité, lorsque la fonction K est non-canonique.
Pour cette analyse, nous considérons le contenu du modele standard supersymétrique minimal, défini dans
le chapitre 3, pour le secteur observable ¢. Néanmoins, les conséquences établies restent vraies pour toutes
extensions du secteur observable.

Dans ce chapitre, nous présentons les premieres conséquences phénoménologiques a basse énergie de cette
nouvelle solution. Une analyse plus approfondie est nécessaire.

6.1 Potentiel de Kahler canonique

Dans cette section, nous analysons les conséquences a basse énergie dans le cadre d’une hypothese
simplificatrice - une fonction K canonique - quand le nouveau secteur S acquiert une valeur moyenne dans
le vide. Le potentiel de Kihler K, défini & partir de 'équation (6.1), est ainsi donné par?®

K(z,27,8,8T,¢,07) = m22l2" + ST57 + ¢l . (6.5)

Cette section est décomposée en deux différentes parties. Dans un premier temps, nous calculons explicite-
ment le potentiel scalaire pour, dans un second temps, étudier le cas ou le champ S développe une valeur
moyenne dans le vide (apres brisure de la supergravité).

6.1.1 Calcul du potentiel scalaire

Dans le cadre du potentiel de Kéahler canonique, les principales étapes menant au potentiel scalaire
consistent a calculer les différentes dérivées covariantes.
La dérivée covariante du secteur caché est donnée par

1 X 1 A
D;,W = |:8ZW + ZZTW] = p[i]iwl + p[()]iWo, (6.6)
mp mp
ol nous avons introduit les notations ©
Pl = 0; |:K + In Wl} et Py = 0; |:K + In VAVQ} , (67)

pour alléger le calcul.
Le calcul de la dérivée covariante du secteur S implique

1 A 1 .
D,W = 8,W + 3 SIW = m, Wi, + Wo, + " SiWr + 3 SiWe. (6.8)

Une conséquence a basse énergie émerge de ce calcul : I'interaction entre le secteur S et le secteur ¢ est en
my, 2. Par conséquent, en multipliant la dérivée covariante D, W par son conjugué hermitien, cette interaction
est a ordre en m,; I pour I'expression du potentiel scalaire. Le couplage entre les deux secteurs observables

4. Pour distinguer les trois secteurs, nous supposons un jeu d’indice par secteur. Les indices i, j, k, - - - sont propres au secteur
caché, les indices p, q,r,--- pour le secteur S et les indices a, b, c,--- pour le secteur ¢. De plus, nous supposons qu’une partie
des champs composant un secteur - par exemple le S - développe une valeur moyenne dans le vide non-nulle (et nulle pour la
seconde partie). Mais de maniére globale, nous parlons de valeur moyenne sans préciser sa valeur puisque, a ce stade, nous ne
nous intéressons pas au mécanisme de brisure de symétrie proprement dit.

5. Le potentiel de Kéhler étant canonique, nous reprenons une notation introduite dans le chapitre 5, avec z: = zj* 6.

6. Les indices entre crochets, pour I'ensemble du chapitre, sont muets et référencent la fonction du superpotentiel du méme
ordre. La généralisation est évidente pour les notations ppy o}, (pour la fonction Wi0) et pp s (pour la fonction Wi ;) décom-

posées a partir de la fonction pj3); (pour la fonction Wl)
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est alors supprimé quand la limite m, — oo est appliquée.
Cette conséquence se retrouve également lorsque nous calculons la dérivée covariante du secteur ¢

1 1 A 1 X
DWW =0, W+ oW =0 Wo+ _ olWi+ ,olW, (6.9)
mp mp mp

-1

ou le couplage entre les deux secteurs observables est de nouveau en m,, ",

en la masse de Planck dans le potentiel scalaire.
A partir de ces différentes dérivées covariantes, le potentiel scalaire est donné par

et par conséquent, au méme ordre

ShsP + ¢hge

m2

Vi(z,8,¢0) = exp <z§zi+
P

> [mIQ,VQ(z) +mpVi(z) + Wo(z, S, ¢) + 7r1L V_i(z,S,¢) (6.10)

1 1 1
+m2v—2(z757 ¢) + m3V_3(z,S, ¢) + m4V_4(Z,S, ¢) )

p p p

ou l'expression analytique est regroupée en fonction de la puissance en la masse de Planck associée. Les
différents ordres du potentiel scalaire sont ainsi donnés par

VQ(Z) = WLlep, (6.11)

Vl(Z) = W07pW1p + lepW()p, (6.12)
Wy OW i - .

V(e 5.0) = Gl gt ¥ (ppigeelly = 3) WA + W, WP + SPW3, W + WA WP, (6.13)

2,8, ¢) = {(p[ﬁ]ipg] . 3) WoW' + (¢°0aWo)W 1 + S [WoWlp n VT/]WOP} n h.c.} : 6.14

SPSH+ ¢le®) [WOV% + leffo] ,

D
[t

Vo .
Voo .
V_s(z,5,¢ ( 16
V_4(2,S, ¢ ( .

6

) (6.14)
28.0) = (papelly —3) WoWo + (S78] + ého" Wi + {Wo |SIWo? + 6fo"Wo| + e}, (6.15)
) (6.16)
) (6.17)

SPST+ o™ WoWo.

Nous retrouvons certains des résultats établis dans le chapitre 5 ou lors du calcul des dérivées covariantes.
D’une part, les puissances positives en la masse de Planck apparaissent uniquement dans le secteur caché,
nécessitant un ajustement fin de la théorie pour obtenir une constante cosmologique tres faible. D’autre part,
les couplages entre les deux secteurs observables ¢ et S sont en m!; ils sont, par conséquent, négligeables
dans la limite m, — oo.

En I'absence du nouveau secteur S, une brisure explicite de la supersymétrie induite par la gravitation -
accompagnée de la brisure du secteur électrofaible - nécessite au moins deux échelles d’énergie. La premiere
est I’échelle de la masse de Planck, puisque la supergravité y est brisée dans le secteur caché. La seconde est
I’échelle électrofaible présente dans le secteur observable impliquant le mécanisme de Higgs, comme nous le
rencontrons & la section 3.1.2 du chapitre 37.

L’introduction d’un nouveau secteur S implique, pour ce dernier, la possibilité d’acquérir une valeur
moyenne dans le vide pour des échelles d’énergie différentes des deux autres secteurs (mais nécessairement
treés inférieures a celle de la masse de Planck). Dans la prochaine section, une étude détaillée du champ S
est réalisée, avec quelques conséquences a basse énergie, lorsque ce dernier développe une valeur moyenne
dans le vide.

p

6.1.2 Brisure de la supergravité et analyse

La supergravité est brisée spontanément lorsque le secteur caché développe une valeur moyenne dans
le vide a I’échelle de la masse de Planck. Le gravitino, le parametre d’ordre de cette transition de phase,
acquiert une masse donnée par

1
ms = <We§K2>. (6.18)

2_m§

7. D’autres échelles intermédiaires peuvent étre présentes dans les fonctions du superpotentiel (échelle de Grande Unification,
échelle de brisure de la supersymétrie, etc).
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Ce dernier controle la brisure de la supersymétrie dans le secteur observable via la génération des termes de
brisure douce. L’analyse a basse énergie du secteur observable ¢ (en termes de développement d’une valeur
moyenne dans le vide et/ou de brisure de symétrie) étant équivalente & celle dans le cas des solutions de
Soni et Weldon, nous étudions dans cette section uniquement le nouveau secteur S.

Nous allons contraindre I’échelle d’énergie du secteur .S lorsqu’il développe une valeur moyenne dans le
vide. De par la forme du superpotentiel (6.4), la masse du gravitino est

1/ 1
ms = <W1e§K2> = < (Wi + SPW1,) e$K2>. (6.19)
P

2 m mp

Enfin, nous supposons, pour notre étude, un seul champ par secteur; z pour le secteur caché, ¢ et S, pour
les champs des deux sous-secteurs observables. Un ensemble de trois contraintes naturelles émerge®. La,
premiere provient de la petitesse de la valeur cosmologique,

VF‘z:(Z)VS:(S> =9 (6:20)
ou nous imposons sa valeur nulle a I'arbre. Les deux autres consistent a imposer un extrema du potentiel.
Nous obtenons donc

Wf = g‘g =0, (6.21)
S} |.—(2),5—(5) |2=(2).5=(5)

et
OVr OVr = 0. (6.22)

0 |2=(2),5=(5) Iz |a=(2),5=(5)

2

De ces conditions, nous avons établi cingq équations maitresses (trois si nous supprimons les conditions sur les
conjugués hermitiens) a satisfaire concernant la valeur moyenne du secteur S. L’échelle d’énergie du secteur
S étant libre, nous introduisons celles des deux autres secteurs

Wio = Miwyp, Wip = Mawyy,
Wop = Mjwop,  Woolz,6) = Miwo(z,¢), (6.23)
¢ = M4¢~)7

M; < my avec i € {1,2,3,4}. Pour une premiere étude, nous prenons ’hypothese simplificatrice suivante
My = My = My = ¢&'My = M = emy, avec € < 1 et le parametre £ pour illustrer les fluctuations
concernant 1’échelle d’énergie du secteur observable.

A partir des conditions provenant de annulation de la constante cosmologique (6.20), des extremums
du potentiel scalaire (6.21) et (6.22) et des échelles d’énergie, données ci-dessus, nous en déduisons la masse
du champ S

M4 1

2 _
TS m2 (|2t (2) + Bawy (2)]?)

<3|w1(z)‘4 + (|sz1(z) + 8aw1(z)‘2 — 3}w1(z)‘2>2 (6.24)

& (|21 (2) + B ()] = 4] (2)*) »a¢wo<z,¢>\2>,
et celle du secteur caché

;
m? = eQmZ%e(ZZ ><|w17p(z)]2 + |2twy, + Dwi p(2)[?). (6.25)
Les valeurs moyennes dans le vide des différentes fonctions du secteur caché étant de 'ordre O(1), les deux
masses sont, par conséquent, de I’ordre m, ~ eQmp pour le champ S et de m, ~ em,, pour le champ caché.
Le facteur € étant tres inférieur a 1, il s’ensuit que la masse du champ S est nettement inférieure a celle du
champ caché.

8. Pour simplifier l'exercice, nous n’avons pas pris en compte l'analogue des équations (6.21) et (6.22) pour le secteur
observable.
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Pour conclure, il est & noter que le terme linéaire en S dans le superpotentiel (6.4) peut conduire & des
problémes de divergence liés aux tadpoles [78]. Cependant, il est mentionné dans la référence [78], qu'une
symétrie discréte ou continue permet de controler les divergences du tadpole.

Une étude du couplage dans le secteur fermionique y*x’ D;D;W, donné a la fin du chapitre 4, a également
été faite [1]. Mais par supersymétrie, les propriétés des particules scalaires s’étendent aux particules
fermioniques. Les termes dangereux ne sont, par conséquent, pas présents.

Finalement, le champ S étant un singlet par rapport au groupe de jauge du modele standard ou de ses
extensions, nous pouvons nous poser la question de la pertinence de nos solutions pour des modeles comme
le next modele standard supersymétrique minimal [79, 80, 78]. Une telle possibilité est envisagée dans notre
article [1], précédée de I'analyse présentée ci-dessus.

6.2 Potentiel de Kihler non-canonique

Dans l'analyse du potentiel scalaire pour une fonction K canonique, effectuée dans la section 6.1.2, nous
nous sommes principalement intéressés aux conséquences a basse énergie lorsque le champ S acquiert une
valeur moyenne dans le vide.

Dans cette section, nous considérons un potentiel de Kéhler non-canonique, défini par I’équation (6.1),

K(z, 218,81, 6, gZ)T) = mgKg(z, ZT) + mpKi(z, zT) + K@q(z,zT, S, ST) + Kg(z, 29, gZ)T), (6.26)

avec
K§(2,27,8,8T) = koo(z, 21) + SPkop(z, 2N+ S;*kop* (z,27) + S;*ép*pSp, (6.27)

tandis que les autres fonctions sont arbitraires. Enfin, nous supposons que la valeur moyenne dans le vide
du secteur S est nulle.

6.2.1 Calcul du potentiel scalaire

Le calcul du potentiel scalaire étant long et fastidieux, nous donnons uniquement les éléments principaux.
En effet, pour un potentiel de Kéhler non-canonique, les principales difficultés proviennent de 'inversion de
la métrique de Kéahler. Une telle inversion a déja été rencontrée dans le chapitre 5 et les calculs sont détaillés
dans 'annexe C. Concernant le potentiel de Kéhler (6.26), sa définition est analogue a I’hypothese 7, du
chapitre 5, avec une subtilité au niveau du secteur observable puisqu’il est séparé en deux sous-secteurs.
Cependant, les deux secteurs observables étant découplés a l'ordre mg du potentiel de Kéahler (6.26), il est
évident que l'inversion de la métrique kdhlerienne est équivalente a I’équation (C.15). Son expression est
alors donnée par

(K = (K2t (g + L (K + - (6.28)
mp mp
K 00 K (K (KQ)ipe K (KD (K
=l 0 e o |+ Lo 0 0 | e (e (kD |+
0 o ) T\KDPe 0 0 PAKYP (KYPa (K37

Au niveau du calcul des dérivées covariantes, ’hypothése non-canonique de la fonction K influence
uniquement celle du secteur caché (ce secteur étant présent a chaque ordre en la masse de Planck, tandis
que les deux secteurs observables sont limités a l'ordre mg). En reprenant les mémes notations que dans le
cas canonique, la dérivée covariante du secteur caché est donnée par

DW= |:(aiW1,0 + WLO&KQ) + S”(o”’l-WLp + lepaiKg)] (629)
1
+m |:(8iW0,0 + W()’oaiKg) + Sp(@-Wo,p + Woyp({)iKz) + (Wl,o + SpWLp)aiKl]
P
1
+m2 |:(W170 + SPWLP)&-(KOS + Kg)) + (WO + SPWOJ,)&-Kl] + m3 |:(W0,0 + SpWO’p)ai(Kﬁq + Kg)
p p
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_ A 1 N N J . s o LT L s ¢
= Wt . [P[@]iWO + W10, K] + 2 (W10i(K§ + K§) + Wod, K1 ] + 3 Wooi(Ky + Ky),
P P p

celle du secteur S par

D,W = mpWi,+ Wy, + " (W1 o + S q)a KO + (W() o + ST, q)é? KO (6.30)
p p

= mpWip+ Wop+ " W18 KO —|— W08 KOv
P

et enfin celle du secteur ¢ par

DW = 0,Woo + . (W1 o + SPW; p)a K + (W() o + SPW, p)a 85 (6.31)
p p

= 6aW070 + W18 K —|— Woa K
My

Nous retrouvons une conséquence équivalente a celle obtenue dans la section 6.1.1 : les termes d’interaction
entre les deux secteurs observables apparaissent a l'ordre m,, 1 dans l’expression analytique de la dérivée
covariante, et par conséquent, dans celle du potentiel scalaire *.

A partir de ces dérivées covariantes, et de expression analytique de la métrique inverse de Kéhler (6.28),

le potentiel scalaire est donné par

K

VF(Z,S, ¢) - emz% m]%VQ(Z)—i_mle(z)_’_‘/O(ZaSu ¢)+ ! Vfl(Z,S, ¢)+ ;2‘/72(2,8, ¢)+O <TI’1L3>:| (632)
p p

mp

En se basant sur notre analyse du cas canonique - ’expression du superpotentiel étant inchangée -, la masse
du gravitino apres brisure de la supergravité est donnée par
1 - 1 1 1
ms3 = <W162K2> = <W17() 62K2>. (6.33)
mp mp
Le fait que la masse du gravitino soit en m,, 1
des termes en m,, L (ou my, 2) peuvent conduire & des termes en m

complique 'analyse apres brisure de la supergravité. En effet,
o, i.e. des termes en ms (ou m3) Pour
simplifier la discussion, nous parlons de « termes protégés » par la masse du gravitino quand ces termes ne
sont pas négligeables a basse énergie, aprés avoir appliqué la limite m, — oco. Par conséquent, nous avons
limité le développement du potentiel scalaire a 'ordre m,; 2 puisque les ordres inférieurs ne sont pas protégés

par la masse du gravitino et sont négligeables lorsque la limite formelle m, — oo est appliquée.

Enfin, les ordres en m]% et en m,, ne font intervenir que le secteur caché. Un ajustement fin de la théorie
est nécessaire pour rendre compte de la petitesse de la constante cosmologique. Les trois ordres supérieurs
du potentiel scalaire sont donnés par

VQ(Z) == lepépp* Wlp*, (6.34)
Vl(z) = W()7p5pp* Wlp* + WLpd”p* Wop*, (6.35)
Vo(2,8,0) = 0aWo(K§)a 0" Wo + (pyyy (K8)'seply| = 3) Wit + Wop0%: W (6.36)

+ {WLP [5pp*(ap* K()S)Jr(;gg)pi*pg]f] W +h'c‘} W ()P

Dans I’écriture ci-dessus, I'expression analytique de Vj est donnée en fonction des éléments de la métrique
inverse Y (en reprenant la notation du chapitre 5 avec o € {0,1,2,---}). En injectant leur expression, une
écriture plus compacte, propice a l'analyse, est possible. Nous détaillons, par la suite, le calcul menant a
cette écriture en prenant un terme de référence, le calcul étant équivalent pour les autres termes.

9. Cette conséquence résulte du choix de notre solution. Elle ne s’étend pas forcément aux autres solutions obtenues dans le
chapitre 5.
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Le quatrieme terme de 1’équation (6.36) est donné par
Wi |07 (07 K§) + (K9Pl y | W10, (6.37)

ol nous avons décomposé W et considéré uniquement le terme W1°. En injectant les éléments de matrices,
définis dans I’équation (C.12), nous en déduisons I'expression suivante

Wiy |07 (07 K5) = 0% (KEV (K5 el y | W10 (6.38)
En introduisant la fonction générique suivante
Pleg) = (Ky 1)’2*/){22,], avec £ € {0,1} et p € {0,p}, (6.39)
définie & partir de (K5 )%= et de la fonction p de Péquation (6.7) 0, le terme de référence s’écrit
Wi, [5%*(3’?*1(69 ) — &P ﬁfl’O]ai(ap*Kg)} WO, (6.40)
que nous simplifions en regroupant les mémes termes
Wiy [0 (1= 5l1.g0:)] (@ K§)WA". (6.41)
Enfin, nous définissons la fonction générique suivante

- ) — )
(R[N})MM* = (R)M ;- (1 = Pf1,N] 8i> , avec M € {i,a,p} et N € {0,p}, (6.42)

avec (R)M pp- € {(K5 1), 0P e, ([Kg’]_l)aa*} correspondant a 1’élément de matrice de plus haut degré apres
inversion, ainsi que son conjugué hermitien

- — ]
([R[N”T)MM* = (1 -0’ ﬁgl,N]i*) 5MM*7 avec M € {’L?aap} et N e {0,]?}, (643)

— - S
ou 'opérateur différentiel 0 correspond a une action a gauche, i.e. f 9 g = (9f)g. A partir de ces définitions,
le terme de référence s’écrit

Wi, RP e (0P K5 YW 1. (6.44)

Par ce procédé, les informations essentielles sont contenues dans cette expression. L’information concernant

Iinversion de la métrique est donnée par la fonction R introduite, tandis que nous faisons ressortir la
7’ 7’ 7’ *

dépendance du terme de référence, par rapport au secteur S, au travers de (9 Kg ).

En utilisant ces différentes fonctions, I'expression V| est réécrite de la maniére suivante
Vo(2,8.0) = QaWol[KG1 ™) w0 Wo + (ply,. (K2) iy = 3) W1 + Wod?pe W (6.45)

+ {Wl,p(R[O] )pp* (ap* Kf)g)Wlo + Wl,p(R[q])pp* (8P*Kg)S;*W1q* + h.C.} + WLp(ICg)pp* Wlp*.

2

—1 —
p et my”,

non-négligeables dans la limite m, — oo, i.e. protégés par la masse du gravitino. A partir de la définition

de la masse du gravitino (6.33), ces termes sont, au minimum, proportionnels a W o ou W1° pour my, Let

nécessairement proportionnels a WLoWlO pour m,, 2. Les termes non-négligeables pour les différents ordres
du potentiel scalaire (6.32) sont donnés par

En ce qui concerne les ordres en m nous nous sommes uniquement intéressés aux termes

Voi(2,9,0) = { (Bl (K2 ity = 3) WoW1© + 0 W R e (0% K YW1 + Wo p By (9 KS)W® (646

10. La nouvelle fonction g reprend les mémes caractéristiques de la fonction p concernant les indices entre crochets. Le
conjugué hermitien ﬁ&_mi* est également défini.
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— Wi e (K§ ViR 3207 KW ° o+ SPW W1 OV K+ h.c.} + W gW T Ky 4
Vioo(2,8,6) = WigWi% [(0;K1)S (0" K1) + (8.K)S% (0" KQ) (6.47)
- (OpKE)SP e (7 K + Vigg (K + )] + -+,
ou nous avons défini les fonctions génériques
Y/[M} = ﬁEflvM]i*ai* + ﬁE;M]ai — ﬁELLM]i*ﬁHM]BZOi*, avec M € {0,p}, (6.48)

t
e M = (1 - %i*ﬁﬂ,ow) (S)MM* (1 - ﬁfm]gi) ) (6.49)

avec (S)M e € {(Ky )i, 6P, ([Kg]*l)“a*} I’analogue de (R)M 7 pour la fonction R de I’équation (6.42).
Dans la prochaine partie de cette section, nous effectuons une analyse du potentiel scalaire apres brisure

de la supergravité en supposant le contenu en champs du modeéle standard supersymétrique minimal pour

le secteur ¢, détaillé dans le chapitre 3, et menant aux termes de brisure douce, donnés a I’équation (3.9).

6.2.2 Brisure de la supergravité

La brisure de la supergravité se produit quand un des champs du secteur caché développe une valeur
moyenne dans le vide a I’échelle de la masse de Planck. Les échelles d’énergie du secteur observable - ¢ et S
- ¢tant nettement inférieures devant m,, nous supposons que les valeurs moyennes dans le vide des champs
¢ et des champs S sont nulles en comparaison de celles du secteur caché.

Dans le cadre de la brisure dynamique de la supergravité, le parametre d’ordre de la transition de phase
correspond a la masse du gravitino définie par

1
ms = (e%K2>W

2 my l,Olz:(z) ’ (650)

A la différence des modeéles qui supposent pour le superpotentiel un ordre maximal en m?, 1 le choix du

superpotentiel, donné par I’équation (6.4), implique une masse du gravitino tres petite, puisque en m, 1 En
tenant compte de cette définition, une partie des termes a l'ordre m,, Let m, 2 est protégée a basse énergie
lorsque la limite formelle est appliquée. Cependant, ce n’est pas I'unique conséquence. La masse du gravitino
protége aussi des termes provenant de certains développements perturbatifs - venant de la limite formelle
my, — 0o du potentiel scalaire (6.32) - que nous présentons.

En partant du potentiel de Kahler, défini en (6.26), la limite formelle m,, — oo implique un développement
perturbatif de I’exponentielle donné par

1 1 1 1 /1 1
exp <K2+ o Kt m2(K§+K§)) = k2 [1+ o Kt (2(K1)2+K05+Kg’> +0 (mg)] . (6.51)
P P p P D

Let m;? (au travers de la fonction

Mais en considération de la masse du gravitino qui protege les ordres m,, »

Wi0), un ensemble de nouveaux termes est induit
exp 1 2 S 1) 1 (7 %
\% = |myKq + 2(K1) + Ky + K Va(z) + K1Vi(z) + m K1 |\ Vo(z,8,¢)+V_1(z,5,¢)| (6.52)
P
11. En supposant un superpotentiel du méme type que celui proposé par Soni et Weldon
W(z,¢) = myWa(2) + muWi(2) + Wo(z, 6),
la masse du gravitino est, d’aprés 1’équation (4.57) et pour un méme potentiel de Kéhler, donnée par
ms = <W26%K2>.

Cette définition implique qu’aprés une brisure de la supergravité, seuls les termes en mg ne sont pas négligeables, dans la limite

ou la masse de Planck tend vers oo.



6.2. POTENTIEL DE KAHLER NON-CANONIQUE 89

1 1 ~
. ( (K )? +K§+K§> To(2 9,0),
mg 2

ou nous appelons Vj les termes présents dans la fonction Vj qui contiennent un terme soit en Wi g, soit en

W10, et Vj (et V_l) les termes présents dans la fonction Vj (et V_1) qui sont nécessairement proportionnels
a Wy oW1l

Un second type de développement perturbatif de certains termes, provenant de la substitution (z) — z+
(z), engendre de nouveaux termes non-négligeables par la masse de Planck. Ces termes interviennent a ’ordre
ms et impliquent des interactions entre le secteur S et le secteur caché. Nous illustrons ce développement
po2ur un terme particulier ; le raisonnement étant identique pour I’ensemble des expressions. En s’intéressant
de nouveau & notre terme de référence '

W1,0(2) (3K ) (Rigp )y Wi )(2, 21), (6.53)

le développement perturbatif du secteur caché s’écrit (nous écrivons uniquement les deux ordres prédomi-
nants)

Wia((2) + (4 = (D)0 Wao)|__ || 1S (R W7 102 1) + (650

(= = (00 (0I5 (R W) o Gl = Do (1005 R W) ]
Le calcul de 'expression ci-dessus génere trois contributions différentes, que nous regroupons de la maniere
suivante

(V>R) + (VEL)‘ _oy T (V2%). (6.55)

z=(2)
La premiere contribution correspond a une partie du potentiel scalaire qui dépend uniquement du secteur
caché, tandis que la seconde, contribue a une partie du potentiel scalaire dépendant uniquement du champ S
(ensemble du secteur caché ayant acquit une valeur moyenne dans le vide). Enfin, la derniére contribution
résulte d’une interaction entre le secteur caché z et le secteur S donnée par I’expression

(V25) = &' [Wio (20 W) (0, K5) (B ' Wir") + 0 (10,5 (B Ve Wi T) ) || _ st b (656)

z=(z)

De par la définition de la masse du gravitino, ce terme devient non-négligeable a basse énergie. En effet, la
redéfinition du champ ¢ = m,z’, couplée a la fonction Wi g, conduit a une interaction entre le secteur caché
et le secteur S - présent dans le terme ang? - de l'ordre de la masse du gravitino.

Pour alléger 'expression finale du potentiel scalaire, nous introduisons différentes notations concernant
les fonctions dépendants uniquement du secteur caché (en supposant maintenant que ce dernier a développé
une valeur moyenne dans le vide). Pour les fonctions du superpotentiel, de maniére analogue a la définition
de la masse du gravitino, nous absorbons le facteur de ’exponentielle dans les redéfinitions suivantes

Woo = <65K2>Wo,o|z:<z>’ Wio = <€§K2>W1,0}z:<z>’
(6.57)

Wi, = (exf)Ww

1
W(),p = <62K2>W 1,p

0,p

2=(z)’

2=(z)"

Pour éviter toute ambiguité entre la partie cachée d’une fonction du potentiel de Kéhler et les éléments de
matrice provenant de l'inversion de la métrique, nous introduisons la notation chapeautée IC pour I’ensemble
des fonctions du potentiel de Kéahler. Ainsi, les différentes fonctions sont notées

]€¢ - K¢ kS = KS
0 0|z:(z)’ 0 0‘2:(2)’ (6 58)

Ky = K1|z:(z)’ Ke = K2‘z:(z>’

12. La masse du gravitino étant définie a partir de la fonction Wi o et du fait que nous considérons uniquement le secteur
caché, le terme de référence est supposé par Wi o(z)F(z, z") avec F une fonction générique.
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lorsque les champs du secteur caché ont développé une valeur moyenne dans le vide. Nous reprenons cette
notation pour la fonction génératrice p et nous introduisons de maniere globale la seconde notation

(6.59)

™

p= | et ]—“:F‘

z=(z) 2=(z)’

pour n’importe quelle fonction dépendant de la valeur moyenne dans le vide du secteur caché, apres brisure
de la supergravité.

Apres brisure dynamique de la supergravité, le potentiel scalaire se décompose en quatre contributions
différentes (le raisonnement est identique a celui rencontré précédemment), selon

V=V, +Vs+V._s+ Vs. (6.60)

La premiere contribution V, comporte uniquement la partie du potentiel scalaire dépendant du secteur
caché et de la valeur moyenne dans le vide de ce dernier. Sans donner son expression analytique, car elle
n’est pas nécessaire pour la suite, nous devinons, d’apres 1’écriture initiale du potentiel scalaire (6.32), les

différents ordres qui la composent. Allant de 'ordre maximal mg a Pordre minimal m?%, un ajustement

2
fin de la théorie est nécessaire de maniere a étre en accord avec la valeur expérimentale de la constante
cosmologique.

Le deuxiéme terme Vg du potentiel scalaire, apres brisure de la supergravité, dépend uniquement du
secteur S et des valeurs moyennes du secteur caché. Il est défini par

Vs = Wiy ( Py gy (K2)" il ) = 3) WP SE 4+ K Wip0% e Wi + Wi (K9P WP (6.61)
+{ W10 (9], 40 (K2 i0]1y = 3) WiP" S+ Wio(0KE) (Rigp P Wi + ST g(0,K5) (Rig ) Wi + hic.}
{ma Sk | (ph g o) iy = 3) W™ + K (0], 40 (K2 ity = 3) Wi?" + WP WK | + b}
+{mg [iel(ap/&g)(n[o])pp*wl — (0K (Ryg))iar (KT 07 pe Wi P ] +h.c.}

+m3 [(8 K3)SP (0P K5) + ((ﬁ?lvo]i*(’@Z)i*iﬁfLo] — 3) + y[0]> ;cg]

et, du a la définition de la fonction K@q , donnée dans I’équation (6.27), il est composé uniquement de termes
de masse ou de termes linéaires pour la partie scalaire du nouveau secteur S. Les conséquences a basse
énergie sont équivalentes a celles présentées en fin de section.

La troisieme contribution V,_g provient du développement perturbatif présenté avant brisure de la
supergravité. Elle est définie par

_ igh . AT R * (A RN
Vees = ma('S. |:W1p 0;(In Wi o) (P[LO]Z-*(’Q) iP[p) — 3) +0; (Wlp (P[Lo]i* (K2)" ip1 ) — 3))}
+m(l [(ai I W10) (9K5) (Rig))Pp- WoP” + s ((apiag )(Rig))pe wop*) ] +he, (6.62)

ou des couplages bilinéaires entre et .S se distinguent et sont a considérer lors de la diagonalisation de la
matrice de masse.

L’analyse physique du secteur S, étant équivalente de celle présentée dans la section 6.1.2, nous nous
intéressons uniquement au secteur observable ¢ et aux différents termes de brisure douce qui las composent.

La derniere contribution Vy du potentiel scalaire, apres brisure de la supergravité, dépend uniquement
du secteur ¢. Elle est donnée par

Vo = 0aWoo([KS1 1) %0 Wo0 + Wi p0P s W12 K (6.63)
+ {mg ( Pl1,0)* (Ky)’ zpfo,o] - 3) Wo,o + mgaa/@g)(n[o])aa*@a*wo + h-C}

N m?;’ [&zlﬁggab*ab*;gg + y[O]’@g) T (ﬁ[Tl,o]i*(KQ)i*iﬁfl,O] B 3> ’68’]7

et son expression est le coeur de la prochaine partie.
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Dans cette section, la brisure de la supergravité a généré un ensemble de quatre contributions majeures.
Parmi ces différentes contributions, la derniere présentée est composée uniquement du secteur observable ¢.
Dans la prochaine section, nous étudions les conséquences d’une telle expression analytique a basse énergie,
appliquée dans un cadre particulier.

6.2.3 Analyse du secteur ¢

Dans le chapitre 3, la définition du superpotentiel pour le modele standard supersymétrique minimal a
conduit a un probléme de naturalité concernant le parameétre p car aucun mécanisme ne permet de préserver
son échelle d’énergie proche de celle du secteur électrofaible '3. Dans le cadre du cas canonique de la section
6.1.2, I'introduction d’un singlet de jauge [79, 80] - par rapport au groupe de jauge du modele standard -
conduit naturellement 1’échelle d’énergie du parametre u a I’échelle d’énergie électrofaible.

Dans le cadre de la supergravité, 'utilisation de fonctions non-renormalisables dans la définition du
superpotentiel [81] ou du potentiel de Kéhler [82] permet d’introduire un mécanisme naturel pour préserver
également ’échelle d’énergie du parametre u. Dans le cadre de I'analyse de notre nouvelle solution (6.3),
nous avons choisi 'approche de Giudice et Masiero [82], en reprenant les mémes suppositions concernant
I’expression analytique des fonctions. Ainsi, nous spécifions les fonctions associées aux secteurs observables

E§(z,20,0,00) = 0LAY (2, 200" + 3 gm(2, 21) (ki (0) + kim(61))
" (6.64)
W0,0(27¢) = ;Cn(z)wn(¢)a

ou les fonctions k,, et w, sont respectivement bilinéraire et trilinéaire en ¢ de maniere a obtenir une
supersymétrie renormalisable. Avant de débuter, nous allons de nouveau introduire des fonctions génériques
inspirées de celles utilisées par Giudice et Masiero [82]. A partir des fonctions introduites dans la section
6.2.2 et des expressions analytiques des fonctions Kg) et Wo,0(2, @), ces fonctions sont définies par

7 = <Aa*a+ﬁﬁ,m (O™ ) (A1) (07 A ) = (0 A ) ) ﬁfl,o]i*>’ (6.65)
R = 5%—<(A‘1)“a*ﬁf1,o](8Z-Aa*b)>, (6.66)
A, = <ﬁf170]8¢(lncn+K2)>, (6.67)

pom = m< (1= Pho?”) gm<z,zf>>, (6.68)

2+ Pl 0 = Pl gy 0 = By Pl 00" ) g (2, 21)
P <( [1,0] [1,0] (1,0]7[1,0] ) >7 (6.69)

(1 - ﬁL,O]Z’*aZ‘*) gm(2,27)

ou () indique que les champs z ont développé leur valeur moyenne dans le vide. Enfin, nous en déduisons

W) = (™20 ())wn(d) et #(0) =D Hu(d)+ D ptmkm(9), (6.70)

provenant de la composition des fonctions arbitraires définies a ’équation (6.64).
A partir de ces fonctions, la contribution du potentiel scalaire (6.63) dans le secteur ¢ est donnée par

V, = 8a7/<(A_1)aa*>8“*7/+m%¢fl*§””*a¢“ (6.71)

+ h.c.}

13. Le probléme survient pour n’importe quel terme bilinéaire dans I’expression du superpotentiel.

+ {mL [aawwbqbb + > (An =30+ > (B — 2)tmkim
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Wip8p WiP" 4 m3 <ﬁf1’0]i* (K2)"iph g — 3) :

{64 (A 28" + S (gm) (K (@) + km(91))

Cette expression comporte le potentiel scalaire de la supersymétrie globale - premier terme - et les termes
de brisure douce usuels, & savoir, une masse pour les particules scalaires, un couplage trilinéaire - A,, - et
un couplage bilinéaire - B,,. De plus, I’ensemble de ces termes de brisure est relié a la masse du gravitino
(conséquence de la brisure de la supergravité), définie dans I’équation (6.50). Enfin, le terme bilinéaire
est proportionnel a la fonction définie pour le potentiel de Kéhler k,, et a la fonction introduite dans
léquation (6.68). Ce dernier est directement proportionnel & la masse du gravitino et aux échelles d’énergie
intermédiaires se trouvant dans la fonction ¢,,. Ainsi, I’échelle de masse du parametre u est préservée par
celle du gravitino et celle présente dans la fonction arbitraire.

Pour alléger I'écriture du potentiel scalaire (6.71), nous introduisons les notations
XEP = Wy, WP et XOP = (ﬁgl’o]i*(lﬁg)i*iﬁfl’o] _ 3) , (6.72)
résultant du développement perturbatif de I’exponentielle, et nous obtenons

Vo = 0. {(A) N0 W + ¢l [m2 (Y 0+ I ) + <Aa*a>XgXP} ¢ (6.73)

+ {ng [6{17/%‘1[)¢b + Z(An — 3)% + Z {(Bm — 2),um + mg <gm>X§xp:| Em

+ (gm)ngPkm + h.c.} ,

avec

T = (AT )X (6.74)

Mais, en comparaison de l'expression (6.69), nous définissons la variable B,, donnée par

Em _ ngp<gm(zva)> (675)

<(1 - ﬁ-[H’()]Z‘*ai* )gm(Z, ZT)> ’

menant a l’écriture finale du potentiel scalaire

Vo = WA )0 W + ¢l [m% (P o+ I ) + <Aa*a>XgXP] ¢ (6.76)

+ {mL [&ﬂ/%’abqbb +Y (A = 3)#0 + > (B + B — 2)ptmkim

(g X P ke + h.c.} .

En combinant les hypotheéses concernant la forme du superpotentiel W (6.4), du potentiel de Kéhler K
(6.26) et du secteur observable ¢ (6.64), nous en déduisons 'expression du potentiel scalaire dans le secteur
observable, apres brisure de la supergravité, ci-dessus. Ce dernier est composé du potentiel scalaire de la
supersymétrie globale (premier terme) et des termes de brisure douce (masse, bilinéaire, trilinéaire).
Une différence majeure dans I’écriture des termes de brisure douce apparait. Alors que ces derniers sont
généralement controlés par la masse du gravitino [42], le développement perturbatif de 'exponentielle conduit
a une contribution, pour la masse des scalaires et pour le terme bilinéaire, qui n’est pas paramétrée par la
masse du gravitino. Devant la faible masse du gravitino, la contribution Xg” permettrait ainsi d’avoir une
échelle d’énergie plus importante des termes de masses et des termes bilinéaires.
Cependant, de maniére a obtenir une faible valeur de la constante cosmologique, il est nécessaire d’imposer
un potentiel scalaire nul a l’arbre (lorsque les champs du secteur caché ont développé leur valeur moyenne
dans le vide). D’apres I’équation (6.32), une telle condition implique, par conséquent, (V;) = 0 pour chaque
ordre en la masse de Planck, avec i 'ordre correspondant. D’apres les équations (6.34) et (6.72), nous en
déduisons la conséquence

(Va(z)) = (W1 0P s W1P") = XGP = 0. (6.77)

Les contributions non-paramétrées par la masse du gravitino sont finalement nulles, et le potentiel scalaire
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a finalement pour expression

Vo = 0. {((AN)0)0" W + m3 (S 0+ S )6 (6.78)

+ {m*3 +h.c}.
2

Enfin, dans le papier de Giudice et Masiero [82], la condition
(A ) =6, (6.79)

W " +> (An = 3)# + > (Bm + B — 2)ptmbkim

a été supposée de maniere a obtenir des termes cinétiques - pour les scalaires et les fermions - correctement
normalisés. Mais une telle hypothése n’est pas nécessaire car une redéfinition des champs est toujours
possible. Pour la suite, nous supposons alors simplement la condition

A" (2, 2") = Ay (2,276 ,. (6.80)

Les expansions en série de Taylor de I'exponentielle et d’une partie des fonctions du secteur caché ont
engendré des nouvelles contributions pour les termes de brisure douce. Il est, par conséquent, intéressant
d’étudier leurs conséquences dans un modele supersymétrique particulier.

6.2.4 Application au modele standard supersymétrique minimal

L’expression du potentiel scalaire (6.78) est donnée indépendamment du contenu en champs du secteur
observable. Nous allons, pour finir cette section, spécifier le contenu en champs en considérant celui du modele
standard supersymétrique minimal, introduit dans le chapitre 3 pour le groupe de jauge G = SU(3)¢c X
SU(Q)L X U(l)y.

Le secteur de la matiére contient trois différentes générations f'* de superchamps chiraux, avec
f€{1,2,3}, qui sont données, d’apres la table 3.2, par

! o= 2, | I = 1,2 Dl = 1!
QL (37 9 6)7 UL (37 ) 3 9 L 37 73 )

(6.81)
f 1 Bt _ N —
;= 1,2,—2 , o= (1,1, 1), ;o= (1,1,0]).
Pour cette analyse, nous décidons de tenir compte des neutrinos, via le superchamp N g défini par
N = (@t whe ). (6.82)

De sorte a alléger ’écriture du potentiel de Kéahler KgS , nous définissons le superchamp générique %, avec

fe{1,2,3} et a € {1,---,6} 5, comprenant ainsi les trois générations et les six superchamps du secteur
de la matiere. Concernant le secteur du Higgs, celui-ci est donné, d’apres la table 3.3, par

1 1
no- (12l) m- (12)) -

Nous introduisons un superchamp générique %, avec o € {u, d} pour le secteur du Higgs. Il s’ensuit I’écriture
d’un superchamp général ®4 = (@?p, 1) regroupant ces deux secteurs. D’apres les définitions concernant
le contenu en champs et 'expression générale du potentiel de Kahler (6.64) - accompagnée de la condition
(6.80) -, nous écrivons dans le cadre du modele standard supersymétrique minimal, le potentiel de Kéhler

14. Pour éviter tout mélange de notation avec le chapitre 3, les familles sont différenciées via 'indice f (en comparaison de
lindice I dans le chapitre 3).
15. L’indice a est utilisé pour différencier les six superchamps chiraux du secteur de la matiére, avec a = 1 pour le superchamp

QF.
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suivant

K(z, 21, ®,01) =3 Ag(z,2N)@h, % + Ay (2, 2D @] 05 + gu(z.21) (Hd Hy+ H - Hg) , (6.84)
f
avec Ay une fonction arbitraire par génération f, Aj, pour le secteur du Higgs et g, une fonction arbitraire.

Nous prenons la notation Hy - H, = €;; H,Hj, pour la multiplication de SU(2),.
Concernant ’expression du superpotentiel (6.64), elle est donnée par

Woo(z®) = ¢} (2)w](®) + ¢ (2)w] (@) (6.85)

ou la partie trilinéaire correspond aux interactions de Yukawa tandis que la partie bilinéaire définit un terme
de masse pour les neutrinos. Ces différentes parties sont données par

g
Wi,
©

Il

—y5L] - HyE] —y3Q) - HyDY + y} L] - H,N{ +y4Q} - HUY, o
wi(®) = NINT.

A la différence du superpotentiel donné dans le chapitre 3, nous négligeons les termes de mélange présents
dans les interactions de Yukawa (matrice CKM et matrice PMNS par exemple). Cette conséquence résulte de
la condition (6.80) (via le symbole de Kronecker) puisque cette derniére limite le mélange entre les champs,
scalaire et fermionique, apres leur redéfinition.

En tenant compte de la définition du potentiel de Kéhler (6.84), de celle du superpotentiel (6.85), de
lexpression du potentiel scalaire (6.78) et des fonctions [6.65-6.69], nous en déduisons la forme du potentiel
scalaire et des termes de brisure douce

Vs = .M Wo+ Z(m% Sy +m)oheh + (m3 Sy, + m%)(hlhy + hiha) +> [m% (A ZAN h.c.]
f f

+ 3 [mg ag (=958 - hatl] — g9l - hadfl + 532 - nafl + gyl - maafl) + h-c} (6.87)
f
+ [(mgbu + l~)> ha - hy + h.c.] + [mg (flé B+ fQW“ W+ f3q® - §a> + h.c.],
2

pour une théorie effective du modele standard supersymétrique minimal, ou nous avons introduit le super-
potentiel

ZED3 (—gny{ - HaE] — §4Q] - HyD] + §3LY - H,N{ + 34Q7 - H UL + meNfo> +pHy H,, (6.88)
f

ou les parametre libres du modele et les termes de brisure douce sont par la suite présentés.
Nous commencons par exprimer la redéfinition des champs du modele a partir de la fonction générique
Aa = (Af, Ap), introduite dans le potentiel de Kéhler (6.84),

A A
¢A — ¢ et XA X

(VAa(z 21)) (V/Aa(z,21))’

pour les différentes générations et le secteur du Higgs. Cette redéfinition se répercute sur la définition des
différents parametres libres du modele. Nous présentons ces différents parametres en donnant leur expression
analytique.

Les parametres de Yukawa sont donnés par la redéfinition - avec un indice ¢ générique pour les différents

couplages de Yukawa - suivante
1
:[JZ . < €2K2(27ZT)0§(Z) >y£ (6 90)
TN\ Af (2,21 /An(z, 21) /T '

Une premiére conséquence majeure émerge de la redéfinition (6.89) : la valeur moyenne dans le vide des
fonctions Ay et Ay permet d’expliquer les hiérarchies entre les masses des différentes familles.

(6.89)



6.2. POTENTIEL DE KAHLER NON-CANONIQUE 95

La masse de Majorana des neutrinos s’écrit
YKo(z,2%) . f
€2 3 (2)
= . 6.91

De nouveau, nous retrouvons une conséquence intéressante de la redéfinition des champs scalaires et fer-
mioniques. En effet, les échelles d’énergie composant les fonctions du secteur caché, apres que ces derniéres
ont développé leur valeur moyenne dans le vide, conduisent & des masses de neutrinos élevés (selon si leur
échelle d’énergie est faible ou importante), favorisant les modeles de balangoire (ou see-saw).

La masse des particules scalaires du modele est donnée par

m?% = m?% S, (6.92)
2
et provient de la composition d’une partie propre a chaque génération

~ o 4 @'AA(Z,ZT)ai*AA(Z,ZT) 8¢8i*AA(z,zT) A
Sa = <1+ (”WW(Kﬁ iPlL0) _3) +f’[170]( A2(z, 21) T Aa(seh) ) P ) (699)

avec A € {f,h}.
En ce qui concerne la masse des fermions de Majorana du secteur de jauge (en reprenant la définition de la
table 3.1), celle-ci est aussi paramétrisée par la masse du gravitino et par la valeur moyenne dans le vide de
la fonction cinétique de jauge (appelée ici f19),

Méz :mg<fz> :mgfi, (6.94)

Nous définissons un terme trilinéraire
ay = (Rh+2Rf+Af—3), (6.95)
provenant de la fonction (6.66), qui s’écrit apres redéfinition

~i 82'AA(Z7 2t
Ry = <1 — P10 AA(z,zT))>’ avec A € {f,h} (6.96)

et de la fonction (6.67) pour les différentes générations

Ap = <ﬁf170]8,» (Kg(z, 2N +1n cg(z)) > (6.97)
Un terme bilinéaire est également défini pour chaque famille de neutrinos
by = (2Rs + Ay — 3), (6.98)

a partir des fonctions (6.96) et (6.97). Enfin, le terme de brisure douce pour le secteur du Higgs est donné
par N
b= 2Ry + Bn+ B, — 2), (6.99)

et provient de la définition (6.96), de I’écriture de la fonction (6.69),

B < (24 Pl = Py 0 = P 910 ) (221 >
h — )

T . (6.100)
(1 - ﬁ[l,o]i*al ) gh(z7 zT)

16. Dans les précédents chapitres, nous appelons la fonction cinétique de jauge h. Mais pour éviter toute ambiguité avec les
champs de Higgs, nous I'appelons f.
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et de la fonction (6.75)

5 < (ﬁ[l,o]i*(KQ)i*iﬁfLo] B 3> gh(z,ZT)> (6.101)

B <1 - /3?1,011‘*8“) gn(z, 21)

h pu—
pour le choix des fonctions de Kéhler et du superpotentiel. Ce dernier est couplé avec le terme p qui est

donné par ‘
gn(z,20) 4 0T gn(z,20)
— — A . .102
: mg<Ah(zva) p[LO]Z* Ah(zva) (6 ! )

Dans cette analyse, un choix arbitraire a été effectué concernant les fonctions du secteur caché A 4 et gy,

provenant du potentiel de Kéahler. Un tel choix a conduit a obtenir une non-universalité pour la valeur des
différents termes de brisure douce, i.e. une valeur par famille et pour le Higgs.
Un choix différent concernant les fonctions A 4, par exemple si nous supposons A1 = Ay = A3 = Ay, conduit
a égaliser I’ensemble des termes de brisure douce - notamment Ay et R4 - pour 'ensemble des champs de
matiere et des champs de Higgs. Une telle configuration donne le modele standard supersymétrique minimal
contraint, appelé aussi CMSSM [83]. D’autres configurations sont possibles concernant les fonctions Ag4,
conduisant & d’autres extensions du MSSM (le pMSSM par exemple [84]).

Dans ce dernier chapitre, nous avons effectué une analyse a basse énergie de la solution particuliere (6.4).

Dans un premier temps, nous avons supposé un potentiel de Kéhler canonique pour étudier la possibilité
d’une nouvelle échelle fondamentale correspondant au nouveau secteur S. En nous basant sur I'analyse
effectuée dans l'article [1], nous sommes arrivés a un ensemble de conséquences a basse énergie, en estimant
la masse du nouveau champ S. Une application naturelle de ce nouveau secteur S est donnée par I'extension
du modele standard supersymétrique minimal, contenant un singlet de jauge par rapport au groupe de jauge
du modele standard.
Pour I'analyse non-canonique de la nouvelle solution, nous étudions les termes de brisure douce lorsqu’ils
sont induits par la gravitation. Une conséquence importante provient des termes de masse et des termes
bilinéaires puisque ces derniers ne sont pas seulement paramétrés par la masse du gravitino, mais aussi par
I’échelle d’énergie présente dans le secteur caché interagissant avec le secteur S. Cependant, la contrainte
concernant la valeur de la constante cosmologique conduit & rendre nulles ces contributions. En s’appuyant
sur 'analyse de Giudice et Masiero [82], la brisure de la supergravité induit un parametre p dans le secteur
du Higgs qui est contrdlé par 1’échelle d’énergie du secteur caché.

Pour ces différentes analyses, nous avons interprété le champ S comme un nouveau secteur. Cependant,
d’autres interprétations sont possibles. Ce dernier interagissant uniquement avec les deux autres secteurs
de maniere gravitationnelle, la partie fermionique du secteur S rend possible un nouveau candidat dans le
cadre d’une étude de la matiere noire, effectuée dans le chapitre 3.



Chapitre 7

Conclusion et Perspectives

La détection du boson de Higgs par les expériences associées au grand collisionneur de particules (LHC)
a permis de répondre a certaines questions mais a crée de nouvelles zones d’ombre. Une nouvelle théorie a
plus haute énergie est nécessaire. La route vers cette théorie passe par une analyse des problemes soulevés
par le modele standard qui restent encore aujourd’hui sans réponse.

Dans les différents chapitres présentés, nous avons, de maniere ponctuelle, fait resurgir certains des
problemes majeurs du modele standard, et de la physique moderne en général. Les théories supersymétriques,
et plus particulierement la supergravité, incorporent des mécanismes naturels pour tenter de comprendre
une partie de ces problémes.

Pendant plus de trente ans, les études phénoménologiques concernant la brisure de la supersymétrie induite
par la gravitation ont été basées sur les résultats établis par Soni et Weldon. Nous avons, dans cette étude,
montré que leur classification était incomplete.

Deux cas sont a distinguer concernant la forme du potentiel de Kéhler : le cas canonique et le cas non-
canonique. Lorsque le potentiel de Kéhler prend une forme canonique, une analyse complete a été conduite.
Quand le potentiel de Kéhler est non-canonique, I’étude devient plus difficile, et seul un ensemble de nouvelles
solutions a été obtenu. Une étude générale est donc a réaliser.

Malgré tout, I'analyse d’une solution particuliere a mis en évidence des premieres conséquences a basse
énergie, ouvrant la voie a de possibles applications phénoménologiques.

La valeur expérimentale de la constante cosmologique est un probléeme majeur de la physique moderne, et
déterminer un mécanisme naturel, qui explique sa petitesse, constitue une étape essentielle dans la compré-
hension de notre Univers. Parmi les nouvelles solutions obtenues, pour un potentiel de Kéhler non-canonique,
deux solutions attirent notre attention et offrent des voies naturelles pour mieux comprendre le probleme
de la constante cosmologique :

W(Z) = mZWs(z,S)+ Wo(zS,¢)

K(szT) - m%KQ(Z,ZT7S,ST)—|—mpK1(Z,ZT,S,ST,¢,¢T)+K0(Z,ZT,S,ST,¢,¢T)

W(Z) = m,Wi(z,S)+ Wy(z,S,¢)

Notre préférence pour ces deux solutions résulte de la symbiose entre I'introduction d’un nouveau secteur et
un mécanisme permettant d’obtenir une faible valeur de la constante cosmologique au travers des conditions
no-scale. La considération du nouveau secteur S permet, via la condition no-scale, d’annuler les termes
dominants du potentiel scalaire, tout en laissant le secteur observable ¢ sans contrainte et en offrant par
conséquent plus de liberté pour les extensions du modele standard.

Un des points forts de certaines des nouvelles solutions est I'introduction de ce nouveau secteur S qui partage
certaines des caractéristiques du secteur caché et du secteur observable. L’utilisation de la composante
fermionique d’un nouveau superchamp chiral S suggere une application pour les modeles de neutrinos stériles,
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tandis qu’il est possible d’envisager I'implication de la composante scalaire pour les théories inflationnaires.
Sans oublier le probleme de la matiere noire ot I'estimation de sa densité relique, pour ces nouveaux modeles,
est possible grace a 'utilisation du nouveau calculateur, développé dans le chapitre 3.

Ces nouvelles solutions enrichissent la phénoménologie a basse énergie et ouvrent la voie a plusieurs
applications en physique des particules.



Annexe A

Conventions

Dans les différents chapitres, de nombreuses conventions ont été utilisées et sont, par conséquent, re-
groupées dans cette annexe.

Concernant les conventions indicielles - et plus particulierement pour les chapitres 2 et 4 -, les indices
dans un espace-plat sont écrits de maniere usuelle, i.e. 'alphabet grec M, N, P,-- -, tandis que les indices
dans un espace courbe sont tildés, i.e. M, N, P,---. Au niveau des spécifications indicielles concernant les
différentes représentations de l’algebre de Lorentz, les indices vectoriels sont notés u, v, o, - -, et les indices
spinoriels sont notés , 3,7, - - - pour la représentation gauchére de Weyl, et ¢, 3,4, - - - pour la représentation
droitiere de Weyl.

Dans les chapitres 5 et 6, I'analyse de nouvelles solutions - suite a une brisure de la supergravité - a
nécessité de différencier les superchamps chiraux en deux secteurs : le secteur caché et le secteur obser-
vable. Concernant le secteur caché, les indices sont donnés par i, j, k, - - -, tandis que les indices du secteur
observable sont donnés par a,b,c,---. Pour des solutions particulieres, le secteur observable est séparé en
deux sous-secteurs. Les champs usuels sont indexés par @, b, ¢, tandis que les indices du nouveau secteur sont
donnés par p,q, 7, -.

Enfin, les conventions choisies, entre ’étude de la supersymétrie et 1’étude de la supergravité, étant
différentes, nous pointons, par conséquent, les principaux éléments de différence.

Convention choisie en supersymétrie

Dans le cadre de la supersymétrie, étudiée dans les chapitres 2 et 3, nous avons pris la convention de la
référence [6].
Le tenseur de Minkowski est donné par

N = diag(1, -1, -1, —1). (A1)

Les matrices o = (¢, ") sont données par

o (10 L (01 o (0 —i s (1 0
U_<Ol)’a_<10>’a—<i 0>eta—<0_1>. (A.2)

On introduit également la matrice o#, définie par o# = (6", —0?). Enfin, le tenseur antisymétrique de Levi-
Civita est donné par €gro3 = 1.
Les métriques dans 'espace des spineurs e, et €j5 sont définies par

ca=1,6e2=—1 et ey=1 €2=—1. (A.3)
Les variables conjugués dans I’espace spinoriel sont

{aa,eﬁ} = 5,7 et {ai,é/?} =545, (A.4)
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Convention choisie en supergravité

Dans le cadre de la supergravité, étudiée dans les chapitres 4, 5 et 6, nous avons pris la convention de la
référence [3].
Le tenseur de Minkowski est donné par

N = diag(—1,1,1,1), (A.5)

Les matrices o = (0%, %) sont données par

o (-1 0 L (01 s (0 —i . (1 0
J—(Ol o=l 10) 7= ¢ etU_O—l’ (A.6)

On introduit également la matrice o#, définie par o# = (6%, —o?). Enfin, le tenseur antisymétrique de Levi-
Civita est donné par €gio3 = —1.
Les métriques dans 'espace des spineurs €,3 et €j5 sont définies par

1 =1, =1 et e =1, =1, (A7)
Les variables conjugués dans I’espace spinoriel sont

{00,067} =67 et {8%,0,} =% (A.8)

Convention de sommation en supersymétrie et en supergravité

La convention de sommation pour les indices spinoriels, pour I’étude de la supersymétrie et de la super-
gravité, reprend celle de Van der Waerden [6], définie par

A X =A% = eag)\o‘xﬁ et Ay = dax® = edBS\B)Zd. (A.9)



Annexe B

Quelques Intégrales

Dans le chapitre 5, une analyse détaillée concernant la contribution F' du potentiel scalaire, dans le cas du
potentiel de Kéahler canonique, a été réalisée. Cette étude est basée sur la proposition 1, dont la démonstration
pour n champs complexes nécessite de résoudre ’équation différentielle aux dérivées partielles (G.5.58). Si
nous écrivons I’équation différentielle

n
of
Zaia = B(z1, 20, ,n), (B.1)
: €T
=1
ou f(x1,xa,- - ,xy,) une fonction arbitraire multivariée, et ou 'ensemble des a; est indépendant des variables

x;. Si au moins un des a; est non-nul, que nous choisissons sans perte de généralité égal a ai, et servant
par conséquent de variable de référence, alors la solution générale de ’équation différentielle ci-dessus est
donnée, d’apres [77], par

1o
f(xlax%"'): / dl’B(.’L‘,"',.i‘i,"‘,i’n)—f—f(’U,Q,"',Ui,"',un), (Bz)

al z0

avec F une fonction arbitraire des n — 1 variables u;, x¢ une constante arbitraire d’intégration, et ou nous
avons défini les variables ¢
- i

.%‘i:.%‘i—g
1

tandis que les a; sont reliées a celle de référence, aq, par &1a; = &;aq,

La démonstration de la proposition 1 pour n champs complexes nécessite de résoudre une seconde
équation différentielle linéaire de premier ordre, correspondant a l'expression de la proposition (5.39), que
nous écrivons de maniere générale

(x1—z) et u=&x — (B.3)

> (@izi +bi) o = Bl1, 22, 2n), (B.4)
i=1 !
avec f(x1,x9, -+ ,x,) une fonction multivariée, et les variables a; des constantes non-nulles. La résolution

de I’équation ci-dessus est analogue a ’équation différentielle (B.1), et d’apres [77], a pour solution générale

f( ) 1/331 o B( v In) + F( ) (B.5)
€T €T — Tovee Lioeo xn u7...,u-7...7u , .
1,42, a1 Ju, T+ ) s Ly ) 2 i n

ou nous avons introduit les variables

- x4 e\ x; + ¢
Ti= Titc)—c et wup= , B.6
! (:El —I-Cl) (= ) ! (1 +Cl)ai/al (B.6)

et défini ¢; =
&
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Annexe C

Inversion de la métrique de Kahler

L’inversion de la métrique de Kéhler, nécessaire pour déterminer la contribution F' du potentiel scalaire
de la supergravité, est un calcul long et fastidieux. Ce travail étant effectué a plusieurs reprises dans les
chapitres 5 et 6, nous proposons dans cette annexe d’expliquer la démarche utilisée permettant de déterminer
les éléments de la métrique inverse.

Nous prenons un superchamp chiral Z% général, regroupant les I superchamps chiraux du secteur caché
et les A superchamps chiraux du secteur observable. Leurs composantes scalaires sont respectivement notées
2t aveci € {1,--- I}, et ¢%, avec a € {1,--- , A}. Enfin, en supposant un potentiel de Kihler K, le tenseur
métrique de la variété kéhlerienne est défini par

L ’K 1 9K . .
KT, _ PK mp 0210z, Mp 9600z, _(E) i (K)'a
821’32%* 1 O2K O’K '
mp §2i9¢!,  9¢r9¢!,

(C.1)

ou nous distinguons quatre différents blocs regroupés par rapport aux différentes dérivées. A partir de cette
métrique, son inverse est donnée par

(C.2)

Pour calculer la métrique de Kéhler inverse, nous utilisons le complément de Schur qui permet d’inverser
une matrice par bloc. Ainsi, en introduisant une matrice M générale

M= <g g) , (C.3)

et si D et le complément de Schur (A — BD~1C)~! sont inversibles [85], la matrice M est par conséquent
inversible et elle est donnée par

-l < (A-BD ') —(A-BD"'C)"'BD! ) | ©4

~-D7'C(A-BD'¢)"" D'4+D'C(A-BD"'C) ' BD!

En utilisant le complément de Schur, nous inversons les différents potentiels de Kéhler introduits dans
le chapitre 5 :

4 K(z, ZT) = m§K2(zv zT) + mpKl(Z7 ZT) + Ko(z, ZTa b, ¢T)
ﬁ%/l K(Z7 ZT) - mgKZ(Zu ZT) + mpKl(Z)ZT7 ¢) ¢T) + KO(Zv ZT? ¢7 ¢T)
S K(Z,2%) = mpKa(2, 2, 6, 67) + mpKi (2, 2%, ¢, ¢1) + Ko(2, 27, 6, 67)

Le calcul étant identique pour les trois potentiel de Kéhler, il est détaillé pour le choix 7, tandis que seuls
les éléments majeurs sont donnés pour le calcul de 7] et le calcul de J75.

103



104 ANNEXE C. INVERSION DE LA METRIQUE DE KAHLER

C.1 Inversion de la métrique de Kiahler : hypothese 7

Concernant le potentiel de Kéahler 7)), le tenseur métrique est donné par

L ) I
KI*I _ P P P ( % a) ' (CE))

1 * *
m, (Ko)* (Ko)* o

Dans la suite du calcul, pour distinguer les différents blocs de la matrice ci-dessus, nous appelons le bloc A,
le bloc purement caché, les blocs B et C, les blocs de mélange et le bloc D, le bloc purement observable *.
La méme appellation est utilisée pour les éléments de matrice inverse.

La fonction K étant générale, nous supposons qu’elle est, au minimum, nécessairement bilinéaire en ¢ et
6", de maniére & définir son inverse

-1
Ko ] . (C.6)

dprdp!.

En utilisant la définition (C.4), nous calculons ’élément de la métrique inverse du bloc purement caché,
donné par

(D_l)aa* - [

(Ko = ()= B WD)
- 1 - 1

= [(K2)Z i+ mp(Kl)Z i+ m2 ((Ko)i*i - (KO)i*a(KO1)aa*(K0)a*i):|_1

—1
= [(K2)i i+ mp(Kl)i it (ffo)i*z'] . (C.7)

Nous introduisons I’élément (K, )", avec o € {0,1,2} comme élément de référence pour l'inversion de la
métrique, i.e. le complément de Schur associé a I'inversion des matrices. Le calcul de ’élément de matrice
ci-dessus est réalisé de maniere pertubative en prenant la limite m, — oo. Nous obtenons ainsi

1

(K™ = (Kgl)ii*—mp

(B ) e () (K5 o

1 —1yi j* —1\k E*  \j
+ (K5 ) g [ (K1) o (K57 ) e (K1)™ 5 — (Ko)
P
, 1 , 1 ,
= ’CO LN ’CO L ’CO PR 8
( O)z mp( l)z m;%( 2)z ) ( )
ot nous définissons la fonction générique K3, avec a € {0,1,2} indexant I'ordre de dépendance par rapport
a ¢ dans l'expression analytique du potentiel de Kéhler et avec 5 € {0,1,2,---} 'ordre du développement
perturbatif en m,. En partant de I’élément ci-dessus, nous en déduisons l’expression des autres blocs. Le
bloc de la métrique inverse mélangeant le secteur observable et le secteur caché est défini par

(K™ = = ()7 = (B (D7) (C)) (B o(D7)0. (C.9)

En combinant ainsi I’expression ci-dessus et la définition de ’élément de matrice propre au secteur purement
caché (C.8), nous en déduisons

(K—l)ia* _ _(K—l)ii* (B)i*a(D—l)aa*
1 i i* —1\a 1 i i* —1\a 1 i i* —1\a
= —mp(Kg) i (Ko)" (K ) ar — mg(’C(f) i (Ko)" a(Kg ) ar — m3 (KC9)"i= (Ko)" a(Kg 1) ar —
U 10w 1oy
= (KDt (KD e (K)o (C.10)
D 4 p

1. Le « nom » des blocs résulte des dérivés qui sont appliquées.



C.2. INVERSION DE LA METRIQUE DE KAHLER : HYPOTHESE ¢, 105

La métrique de Kéhler, ainsi que son inverse, étant réelles, nous en déduisons le second bloc mélangeant les
deux secteurs par conjugué hermitien. Un calcul direct permet de vérifier le résultat. A partir de la définition

(K1) = (D7) (O (A7 = (B (D (€)F) (C11)

et de I’élément de matrice (C.8), nous calculons le second bloc de mélange

(Kfl)ai* _ *(Dil)aa*(C)a*i(Kil)ii*
1 —1\a a* 7 1 —1\a a* i 1 —1\a a* i
B _mp(Ko 1) a*(KO) Z-(ICS) AN m%(Ko 1) a*(KO) Z-(IC?) ¢ mg(Ko 1) a*(Ko) i(ng) T
1 1 1
= (D)% + 2 (K9)%= + m? (KD % + -+, (C.12)

qui correspond au conjugué hermitien de ’équation (C.10). Enfin, nous finissons par calculer 1’élément de
matrice inverse du bloc purement observable. D’apres (C.4), il est donné par

<k

= (B DY () ) (B DN, (C13)

qui conduit a I'expression
(K™% = (D7H)% + (D)% (C) (K1) (B) (D7) ur
= (Ky')% + 2 Ko 1) (o) i (K9) 4= (Ko) 5(K ) e
P

1 —1\a * i i* o
+ s (K1) (Ko)? 3 (K9) i (Ko)* b (K ) Pae + -+
p

(KG)*ar + (IC2) <+ (’CO) ) (C.14)
mg mp
apres avoir injecté (C.8). Finalement, l'inverse de la métrique de Kéhler (C.5) a pour forme

(K7 = <fc8>fz*+m<fcl> Oz (C.15)
P p

(KDY (K9)'s NN R
a 0 (/c /C‘f mp \ (K9)%  (K9)%qr

,_\

C.2 Inversion de la métrique de Kahler : hypothese 7]

D’apres la définition (C.1), la métrique du potentiel de Kahler %] est donnée par

(K2)i*i + 1 (Kl)i*z‘ + ].2 (KO)i*i (Kl)i*a 4 1 (Ko)i*a } i
KI* B my my my B (A)Z s (B)z u
= ) 1 ) ) ) = (C)a* (D)a* s (C16)
(Kl)a i+ m (Ko)a 7 mp(Kl)a at (Ko)a g @
P

ou nous constatons que les blocs, qui dépendent du secteur observable, ont augmenté d’une unité en la masse

7 / . . /1 72 * . . 7
de Planck, s . Cette conséquence se répercute sur 'inversion de I’élément (D)% , qui est maintenant calculé
perturbativement

B 1 . 1 N R B .
(D)% = m (K1) o+ m (Ko)" o] = m (KiY)%er — m2 (K1) % (Ko)? (7 1)l + -+, (C.17)
P P P P
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oll nous avons supposé que la fonction K, est nécessairement bilinéaire en ¢ et ¢f. L’inversion du bloc
purement caché est donnée par

-1

(K V)i = |:(K2)i*i+ﬂip ((Kl)i*i(Kl)z‘*a(Kll)aa*(Kl)a*i)+...:| _ [(Kﬂi*ﬁ%p(fﬁ)i*ﬁ
= (K37 - T)’llp (K ) = (B0 5 (B3 i -
= (Kp)' + ni (K1) + 7712 (K3) e+, (C.18)

ou nous avons défini Kl, I'élément de matrice de référence pour l'inversion. A la différence de 'équation
(C.8) - ou I'élément de référence est Ko -, nous constatons que 'ordre de dépendance de la fonction K, a
augmenté d’'une unité en la masse de Planck. Cela résulte de I'ordre de dépendance en ¢ dans la définition
du potentiel de Kéhler qui se répercute sur I'ensemble des blocs qui dépendent du secteur observable.
Finalement, le calcul des autres éléments de matrice étant identique a la précédente analyse, nous donnons
uniquement le résultat final

1
K1, — X N
(K = K+ KD+

~((Kg)e 0 L1 (K1) (Ki)ar L1 (K3)' (K3)'ar N
0 0) mp \(Kh)% (KD%)  mp \(K3)% (Kh)"a
En comparant la métrique inverse ci-dessus avec 1’équation (C.15), nous retrouvons une conséquence men-
tionnée dans le chapitre 5 et nécessaire a ’analyse de nouvelles solutions : 'ordre en la masse de Planck
dans le secteur purement observable a diminué d’une unité.

Finalement, les conséquences établies durant l'inversion de la métrique (C.16) se retrouvent dans l’analyse
de la derniére hypothese.

(KDY 7o + -+ (C.19)

C.3 Inversion de la métrique de Kéahler : hypothese 7

En utilisant la définition (C.1), le tenseur métrique concernant ’hypotheése 7 est

Sk 1 -k 1 3 -k s % 1 -

K 1, K 1, K 1, K 7 K 7 K 7
L[, e T U () <<A>i*z- (B)i*“>
K~ 7= = )

. " 1 . " . .
mp(K2)® i+ (K)" i+ (Ko)* s ma(K2)® o +mp(K1)* o + (Ko)* o
P
(C.20)
De maniére analogue aux hypotheses précédentes, nous supposons que la fonction Ky est bilinéaire en ¢ et

#' de maniére & définir son inverse

- 1 . 1 . 1 L1
(D l)aa* = m2 (K2)" o+ m (K1)" o+ m2 (Ko)* a]
P P p
1 B 1 _ * _
~om2 (K, Dear — m3 (K, 1)ab*(Kl)b b(Ky 1)ba* +o (C.21)
P P

et d’en déduire perturbativement, par rapport a la masse de Planck lorsque m, — oo, son expression.
D’apres ’équation ci-dessus, nous calculons l'inverse du bloc du secteur purement caché

: - - . 1 - Tl 1 - -
(e = | (R0 (K)ol Vo () ) 4 ()| = (R ()t

My mp
>—1\s ]. 1N\ - ~_ .
= (K3Y) — = (K3 (A (K ) e — o
My
= ()t Kt (c22)
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ot nous utilisons la définition Ko comme élément de matrice de référence. En comparant avec ’hypothese
J1, nous constatons que 'ordre en la masse de Planck de I’élément de matrice de référence a progressé
d’une unité. Cette conséquence se répercute finalement sur I’ensemble des autres blocs lors du calcul de la
métrique inverse. Enfin, le calcul des ordres inférieurs étant de plus en plus important, nous « cachons »
leur expression dans des variables Ag, avec § € {1,2,---}, de maniére & pouvoir calculer plus facilement les
autres éléments.

Finalement, I’expression finale de la métrique inverse est donnée par

1
KWL, — 2T 2T
( )z (Ko) 1 +mp(lc1) 7 +m

_ <</C%>%-* o) 1 ((K%)% </€%>z*> 1 ((K%)Ze* (K%)Z‘a*>
= + + +oey
0 0 mp (’C%)ai* 0 mpy (K%)ai* (’C%)aa*

ol nous retrouvons une conséquence similaire a ’hypothese 77 ; Pordre en la masse de Planck pour le bloc
purement observable a diminué d’une unité.

(K5 z- + -+ (C.23)
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’ Damien TANT

TEREIEE BE BYRABROKRE Nouvelles solutions et classification du superpotentiel et
du potentiel de Kidhler compatibles avec une brisure
J de la supersymétrie a basse énergie induite par la gravitation

Résumé

L’introduction d’une symétrie entre les bosons et les fermions, appelée supersymétrie, étend de maniere
naturelle le modele standard de la physique des particules. Néanmoins, une telle symétrie n’a jamais été
observée dans la nature : elle doit étre nécessairement brisée. L’étude de la brisure de la supersymétrie
induite par la gravitation est le coeur du travail effectué dans cette these.

En 1983, Soni et Weldon ont classifié les formes analytiques des deux fonctions fondamentales - le

potentiel de Kéhler et le superpotentiel - de maniere a conduire a une supersymétrie brisée a basse énergie.
Depuis, les analyses phénoménologiques sont basées sur cette classification.
Le principal résultat du présent manuscrit est de démontrer I'incomplétude de leur classification. Pour un
potentiel de Kahler dit canonique, une classification compléte est réalisée tandis qu'un début de classification
est proposé pour le cas non-canonique. Dans les deux cas, de nouvelles solutions sont établies menant a de
possibles nouvelles conséquences phénoménologiques a basse énergie.

L’apport de candidats pour le probléme de la matiére noire fait partie des contributions majeures des mo-
deles supersymétriques. En parallele du travail de classification, le développement d’un nouveau calculateur,
permettant d’estimer la densité relique de matiere noire dans I’Univers, est également proposé.

Abstract

Supersymmetry extends naturally the Standard Model through the introduction of a new symmetry
between bosons and fermions. However, such symmetry has never been observed in nature : Supersymmetry
must be broken. Gravity-mediated supersymmetry breaking is the main subject of this doctoral thesis.

In 1983, Soni and Weldon classified the analytical forms of the two fundamental functions - the Kéahler

potential and the superpotential - leading to a consistent low energy broken Supersymmetry. Up to nowadays,
this classification has been used for phenomenological model building.
The main result of the current thesis demonstrates the incompleteness of their classification. A complete
classification is presented for a given canonical Kéhler potential while a first sight of the classification is
proposed for the non-canonical case. From these assumptions, new solutions are obtained leading to new
possibilities for model building at low energy.

The proposition of new dark matter candidates is one of the several contributions coming from super-
symmetric models. In addition of the new classification, the development of a new generator, allowing to
estimate the relic density of dark matter particles, is also proposed.



